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CHAPITRE PREMIER.

EN
De [a réfolurion des Equations du

degré, qui /'cﬂjé/'mzwztpw d’une inconnue,

T

‘ () TN a vu, dans la premiere Partie;
I

une quantité inconnue
(c détermine par une feule équation , &
Comment on peut dérerminer de

comment

eux lﬂl(‘!l-
nues moyennant deux équations , trois

Tome 11, A




2 ELEmENS

inconnues moyennant trois équations, 8
ainfi de fuite; en forte qu'il faut toujours
autant d’équations quiil y a d’inconnues &
déterminer , du moins quand la queftion
elle-méme eft déterminée.

Lors donc que la queftion ne fournit pas
autant d’équations quon eft obligé d’ad-
mettre d’inconnues, il y en a de celles-ci
qui reftent indéterminées,, & qui dépendent
de notre volonté ; & cela fait qu’on nomme
ces fortes de queftions des, problemes in-
déterminés. 1ls font le fujet d'une branche
particuliere de 'analyfe, & on appelle cette
partie Vanalyfe indéterminée.

]

Comme dans ces cas on peut prendre
pour une , ou pour plufieurs inconnues ,
tels nombres qu'on veut, ils admertent aufli
plufieurs folutions,

Cependant,, comme d’un autre c6té on
ajoute ordinairement la condition que les
nombres cherchés doivent étre des nom-
bres entiers & méme pofitifs,, ou du moing

D4 1¢E8RE 3

des Nombres rationnels , le nombre de
toutes fes fulutions poflibles de ces quef~
tiopg trouve fort borné par-1a ; de forte
que fouven il n'y ena que trés-peu de
Po,ﬁi.ble“ que d'autres fois il y en a une
In(.mué » Mais qui ne (e préfentent pasalefs
P)“t facilement ; que quelquefois enfin il
'y en a aucune de poflible. Il arrive par-la
que certe partie de Panalyfe demande fou-
V)C‘nt des artifices tout-4 - fait particuliers ,
& quelle fert beaucoup 4 aiguifer Iefprit
des Commengans , & & leur donner de
Padrefle dans le calcul.

3.
i Nous commencerons par une des quef-
tons les plus faciles, en cherchant deux
nombres dont la fomme fafle 1o, Il fera
fuperﬂu d’ajouter que ces nombres doivent
€ire entiers & pofitifs.

Indiquons-les par x & y ; en forte qu'il
faur que *~y=10; on trouve x=10
5 ol y neft déterminé qu'en tant que
cette lettre fignifie un nombre entier &

A j




4 ELEmENS

pofitif.: On. pourroit , par conféquent lui
fubftituer tous les nombres entiers depuis
1 jufqu’a linfini; mais remarquons que x
doit pareillement étre un nombre pofitif,
& il senfuit que y ne peut étre pris plus
grand que 10, puifquautrement x devien-
droit négatif; & fi on rejette auffi la va-
leur de x=o0, on ne peut méme faire y
plus grand que 9. Ainfi ce ne font que les
folutions fuiyantes qui ont lieu.

Siy=1, 2,3, 4, 59 6575859,
ona x=9, 8, 7,6, 5, 4, 3, 2, 1.

Or les quatre dernieres de ces neuf fo-
lutions étant les mémes que les quatre pre-
mieres, il eft clair que la queftion n’admet
au fond que cing {olutions différentes.

Que fi 'on demandoit trois nombres ,
dont la fomme flit 1o, on nauroit qu'a par-
tager en deux parties I'un des nombres que
nous venonsde trouver , & on obtiendroit
de cette maniere un plus .grand nombre
de folutions,

p’Adre¢EepRE

o

Comme nous n'appercevons-ld aucune
difﬁtulté, nous paflerons A des queftions
Un peu moins faciles.

Queftion premiere. 1l Sagit de partager
25 en deux parties, dont l'une foit divi-
{ible par 2, & dont lantre foit divifible
Par 3-

Soit I'une des parties cherchées =2x,
& lantre =3y, il faudra que 2x-}-3y
=25 , & par conféquent. que 2x==1j

~—3y. SilPon divife par 2., onax==

2
e ) x
d ol nous C\')“JC}UOHS en premxcr IIGU (IUC

3y doit étre moindre que 25 , & par con-
fequent y plus petit que 8. Qu’on tire de
cette valeur de » autant d’entiers qu'il eft
poffible, ceft-a-dire qu'on divife par le'dé=
n 3 g £ g |y,
ominateur 2, on aura ey {7_1 s
d’on il fuis que 1—y, ou bien y~—1 , doit
a < Rl o e
eere divifible par 2. Ainfi nous ferons y
—1=2z, & nous aurons y==2z-f-1, de
forte que x==1 2—2z=—r1=—g=y 137 Or
i e b At ; >
Puifque y ne fauroit &tre plus grand que 8 ,
A iij
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Ton ne peut non plus prendre pour 7 des
nombres qui rendroient 2 751 plus grands
que 8. Par conféquent il faur que 7 foit plus
petit que 4, ceft-3-dire que 7 ne peut érre
pris plus grand que 3, & de-la réfultent
Ies folutions qui fuivent:

Si on fait i

olr=tlr=1ir=s,

onay —"1|y—3 B A b
& X¥=8 | x=y | x==3.
Donc les deux parties de 25 qu'on cher-
choir, font:

L)224-3, 11y 169, ILyio+tr15,
IV,)) 4421,

5%

Queflion feconde. Partager 100 en deux
parties , telles que l'une f{oit divifible pat

¢ Lautre par r1,
75

Soit done 7 Ia premiere partie & 11y
lafeconde, il faudra que a4 g Ly=100; &
conféa - pedry
par conféquent que x et
oW que X==14—y--2-8 donc,.il - faut

que 2—4y, ou 4y—2, {oir diviGhle pary,

DX A e BB REE. 7
Or fi |

‘on peut divifer 4y—2 pat 7, on
Pourra auffi divifer par 7 {fa moitié 2y—1;
9Won faffe donc 2y—1==y7, OU 2y=77

I, on aura x=—14—y—27. Mais puif-
que 2y=—yr b1 =067-7-+1, onauray
=374 & il faudra faire --1=2x,
OU #=2u—1; cette fuppofition donne y
=37-}-u, & par conféquent on peut pren-
dre pour « tout nombre entier qui ne rend
Pas x ou y négatifs. Or comme y devient
=yu—3 & x==19—11x, la premiere fle
ces formules indique que 7u doit furpaffer
3; & fuivant la feconde , 11 doit étre
moindre que 19, ou z moindre que 3
ainfi u ne peut pas méme étre =2 ; & puil-
quil eft impoffible que cenombre foit o, il
faut néceffairement que u=1: ceft lafeyle
valeur que cette lettre puifle avoir. Il'ré-
fulte de-la que x=8, &y=4, & que les
deux parties de 100 qulon cherchoit, font

)56, & 1IL) 44.
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6.

Queflion troifieme. Partager 100 en deux
parties , telles qu'en divifant la premiere
par 5, il refte 25 & qwen divifant la fe-
conde par 7, il refle 4.

Puifque la premiere partie, divifée par
5, laiffe le réfidu 2, nous fuppoferons qulelle
{oi §*—~25& par une raifon femblable
nous ferons la feconde partie =7y-+4.
Nous ayons par conféquent sx+7y-46
F=100, O 5x==94—7y =90 4—sy
—2y ; d’olt nous tirons x=— 8—y— 224
1l Senfuit de-la que 4—2y, 00U 2y—y,
ou bien la moitié y— 2, doit étre divifible
par 5. Faifons, par cette confidération ,
Y —2=5%, ouy=sz-+2, nous aurons
*=16—77 ; d’olt nous concluons que 7z
doit étre plus petit que 16, & 7 plus petit
quc—’;r, Cefta-dire que 7 ne peut furpaf-
fer 2. La queftion propofée admet par con-
féquent trois folutions.

L. 7=o0 donne x—16 & y=2, d’olijré
fultent les deux parties de ;oo quon cher-
choit, 82418,

p’4d 1 e6.EpRE 9
1L =1 donne x=9 & y=7, &les
deux parties en queftion font 47-4-53-
1. 7=2 donne x=2 & y=—12, & on
a les deux parties 12-}-88.

7.

Queftion quatrieme, Deux Payfannes ont
enfemble 100 ceufs; Lune dir a lautre:
Quand Jje compte mes ceufs 'P“’ huitaines,
Uy aun furplys de 7. La fegonde répond :
Sije compre les miens par dizaines , je trouve
le méme furplus de 7. On demande com-
bien chacune avoit d’ceufs ®

Comme le nombre des ceufs de la pre-
miere Payfanne , divifé par 8 , laifle le ré~
fidu 7 ; & que le nombre des ceufs de la
feconde, divifé par 10, donne le méme
téfidu 7, on exprimera le premier nom-
bre par 8xt , & le fecond par 107473
de cette facon 8x-F10y-}F14=100, OU
8x—=86—10y, ou 4r=y3—sy=140-+3
=4y—y- Par conféquent fi l'on fait y—3
=47, de forte que y=471+3
o

5 ON aura

10—47—3—1=7—"/7s dou il fuit
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que 57 doit étre plas petit que 7, & 7 plus
petit que 2, c'eft-a-dire qu'on n'aura que
les deux folutions fuivantes.

—o donne x—7, & y=3; ainfi la
premiere Payfanne avoit 63 ceufs, & la
feconde en avoit 37.

IL) 7=1 donne x==>, & y=7; donc
la ‘premiere Payfanne avoit 23 ceufs, &
la feconde en avoit 77.

== O,

Queflion cinguieme. Une troupe d’hom-
mes & de femmes a dépenfé dans une au-
berge 1000 fous. Les hommes ont payé
19 fous chacun, & les femmes 13. Com=
bien y avoit-il d’hommes & de femmes ?

Soit le nombre des hommes -
celul des femmes =y, on aura I’équ
rox-13y—1000. Done 1 3 =T1000
—19x¥=0988-h12-—13x—6x, & ¥=96

bl ‘L‘;”; d'otr 1l fuit que v a—=6x , ou
6x—12, ou aufli x—2, la fixieme partie

de ce nombre, doit érre divifible par 13.

Quion fafle donc x—2=137, on aura x»

v —

D’drceBRrE 11
&t > &y:76——-13{~7_——6;, ou
74—197; ce qui fait voir que 7 doit
~fe moindre queZ, & par conféquent
mojy

idre que 45 de forte que les quatre
folutions fuivantes peuvent avoir lieu.

L) =0 donne »=—, & y=—74. Dans
€€ cas il y avoit deux hommes & foixante
& quatorze femmes ; ceux-13 ont payé 38
fous ; & celles.ci 962 fous.

1Ly =1 donne le nombre des hommes
*=15 , & celui des femmes y=—rj 5 ; ceux-
12 ont dépen(é 285 fous, & celles-ci 715
fous.

HL) =1 donne le nombre des hom-
mes x==28 , & celui des femmes y==36;
done ceux-1y ont dépenfé 532 fous, &
cellestci 468 fous.

vy =73 donne x==y41, & y=17;
ainfi les hommes ont dépenf¢ 779 {ous,
& les femmes ont dépenfé 221 fous.

Queftion fixieme. Un Fermier achete &
Ya fois des chevaux & des hoeufs pour-la
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{omme de 1770 écus; il paye 31 écus pour
)
chaque cheval » & 21 écus pour chaque
beeuf.. Combien a-t.il acheté de chevaux
& de beeufs
Soit le nombre des chevaux —x, &

celui des hoeufs =y s il faudra que 31

+21y=1770, ou que 21y=1770—31%
=176446—21x—10x s ceft-a-dire que
y:_'84—x—f—5‘_ « Donc il faur qu'on
puiffe divifer 10x—6 , & aufli la moitié
9¥=3, par 21, Qulon fuppofe:done %
37217, 0n aura g =21 58y
devient =84—x—az

— 2133

sT=dg= 52, il faudra faire ericore
ﬁl—*,_*;u 5 cette {uppofition donne 1==5n
T3y A2 du—12, &y-.:gq,——l,ll/-‘}—‘ll
— 100}~ =102—3 11 ; & il fuit ds I Gue
u doit étre plus grand que 6, & cependant
plus: petit que-4,5,ce qui- fournit Jes frois
{olutions qui fuivene:

Or, puifque s

L) a=1 donne le nombre des chevaux /!

x=9, & celui des beeufs y ==y e dedonc
Ies ‘premiers ont’ cofié 279 écus’y 8 les
detniers 1491 écus; en tout 1770°6cus,

D’A 16 EBRE 13
H.)u:;

2 donne x=30 & y=40; ainfi
les chey

A = 2
aux ont cofité 930 écus, & les
®ufs ont cofird 840 écus, ce qui fait en-

{fembe 1770 écus.

*1IL) 4=3 donne le nombre des chevaux
*¥=515 & celui des beeufs Y=9; ceux-
ont cofié 1581 éeus, & ceux-ci 189
€cus; cel fait enfemble 1770 écus.

It}

10.

Les queftions que nous avons confidé-
rées jufqu’a préfent, conduifent toutes A
une équation de la forme ax—-by=c, olt
a,b&¢ fignifient des nombres entiers &
pofitifs , & ol I'on demande pour x & y
Pareillement des nombres entiers pofitifs.
Or i b et négatif, & que Péquation ait
la forme axs=by-l-c, ona des queftions
d’une toute qurre efpece , & qui admettent
une infinité de folutions: nous allons en
traiter aufli, avant que de finir ce Cha-
Pitre,

Les plus fimples de ces queftions font
de la nature de celle-ci: on cherche deux
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nombres , dont la différence foit 6. Si o
fait ici le plus petit nombre =x, & le
plus grand =y, il faudra que y—x=g¢,
& que y==6-}-x. Or rien n’empéche main-
tenant de fubftituer au liey de x tous les
nombres entiers poflibles, & quelque nom-
bre que I'on adopte, y fera toujours de 6
plus grand, Qu'on fafle, par exemple , x
=100, on aura y=106; il eft donc clair
qu'une infinité de folutions peuvent avoir
lieu.

LIs

Viennent enfuite les queftions on =0y
ceft-a-dire o ax dojr fimplement équi~
valoira by. Qu'on cherche » par exemple ,
un nombre qui {oir divifible tans par 5 que
par 75 fi on écrir N pour ce nombre ,0n
aura d’abord Ne=gx, Puifquil faut pou-
voir divifer N par ¢ ; enfuite on aura auffi
N=7y, parce que le méme nompre doit
étre divifible par 7; on aura, par con-
féquent sx=7ry & *=2., Or comme 7
ne peut fe divifer par 55 il faut que y foir

D’d L cErRE 15
divifible par 5 ; quon faffe donc y—sl{,
on ayry x=7z; de forte que le nombre
cherch¢ N=357; & comme on peut
Prendre pour 7 un nombre entier quelcon-
qU€, on voit quon peut affigner pour N
unnombre infini de valeurs; telles font :

37570, 105, 140, 175, 910, &C:

Si on vouloit, outre la condition 1‘11;.7-
Pofée, que le.nombre AV fitt aufli divifible
Par 9, on auroit d’abord N=357, &. on
feroit de plus N=9u. De cette mzmlcie
357=91, & u=27%; & il eft clair quil
faut que 7 foit divifible par 9. Soit donc
=9/ on aura u=35[, & le nombre
cherché N= 31 3/

e

La difficulté eft plus grande , Igrﬁ[ne o
weft Pas o; par exemple, lorfgu’il faur que
§¥=7y~3 , équation 4 laquelle on par-
vient, en cherchant un nombre N rel qu'on
puiffe le divifer par 5, & que fi on le di-
Vife par 7, on obtienne le réfidu 33 ‘can
il faue alors que Ne=s5x, & aufli que N
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.

=7y43 , dolt réfulte Péquation gx= g
~+3 5 & par conféquent x— = eus
=y~+22. Quon faffe 2y4-3=j57, on
aurd x=y+7; or a caufe de ay+3=y57,
oude 2y=57—3 on'a /=" ou y=27
-3, Qulon fuppofe donc encore 7—3
=2, on aura ;=243 , & y=sut6,
& x=ytr—ny -+ 9. Donc le nombre
cherché N=35u145, o on peut fubfs
tituer au lieu de « non-feulement tous les
nombres entiers pofiifs , mais auffi des
nombres négatifs; car, comme il fuffit que
NN devienne pofitif,, on peut faire u==—1 5
cequirend N=r10. On 6brient les autres
valeurs, en ajoutant continuellement 15
c’eft-d-dire que les nombres cherchés font
10, 45, 80, r15, 150, 185, 2120, &c.

T3
Les folutions de ces fortes de queftions
dépendent du rapport des deux nombres
par lefquels il sagit de divifer, c’eft-3-
dire qu'elles deviennent plus ou moins lon-
gues, fuivant la nature de ces divifeurs:

La

D’d ree's ez 17
La quettion fuivante’, par exemple , admet
{ne folution trés-courte: On cherche un
Bombre qui, divifé par 6, laifle le réfidu 23
qui, divifé par 13, donne 3 de réfidu.
Soit &V ce nombre: il faue d’abord que
Ntéx{-z > & apreés cela que Ne=13y
3 par conféquent 6x-J- 1=13y-}3,
& 6x:13y+[ , & x:%’-‘:;y—{-‘%‘.
Qu'on fafle J+1=67, on aura y==6;—I,
=2yfr=137—2; dou il fuit que
le nombre cherché N=78z—10. Donc
la queftion admer les valeurs fuivantes.
68,146, 224, 302, 380, &ec. qui for-
ment une progreflion arithmétique , dont

la difiérence eft 78=6.13. 1l fuffi, par
conféquent , de connoltre une feule de ces

valeurs pour trouver facilement toutes les
autres ;

on ma qu'a ajouter conftamment
78, & fouftraire ce nombre aufli long-
temps que cela eft poflible,

14.
La queftion fuivante fournit un exemple

dune folution plus longue & plus pénible,
Tome 11, B
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flion huitieme, Trouver un nombre
N qui, érant divifé par 39 , donne le ré-
fidu'16', & tel auffi que fi on le divife par
56 ,ron trouve le réfidu 27.

H faut en premier lien que N=39p+16,
& en-fecond lieu que N=56¢+27 ; ainfi
39P16=569-4-127, ou 39p=56g-4-11,
& P:L}%”:q_l_ﬁ'?{;i':q_]‘_r’ en ex-
primant par r la fraftionz 5. Ainfi 397
=179-411, & 7:3,9};1‘:2,._}_2;;‘:1,
/5 de fagon que [="2F, ou 17 =4
—11, d’oll provient /-:’f"%':;f—{—y;l
=3/4-¢; de maniere que z:’f-;l, ouse
=2/~F11, dot 'on tire /'::ﬁ'z—“_-_-u-p-%“
==2¢--u, en faifant ”::2”& L=+ Is
Or v’y ayant maintenant plus de fraftions,
on.peut prendre « & volonté , & on n'aura
plus.qu'a pafler, en rétrogradant, par les
déterminations fuivantes »

t=au11,
J=2 b u=gu 23
i =igu- 57,
=274 f =39u~-176,
P= gtr =j56uta53,

p'd.rciripiris, 19
& enfin N:39.56u+9883. On trouvera
la‘ Plus petite valeqr poffible de NV, en
difang #===—4 ; dans:cette fuppofition on
a N:u47. Que fi P'on fait Us=X—4,
On troyye ]\’:2184x~8736—]~-9883 , ou
N<2184x—|-1 147. Ces nombres forment
Ral‘ conféquent une progreflion arithmé-
Nque, dont le premier terme eft 11475
& dont Ia différence eft 2184 ; en voici
quelques termes ;
11473331, 5515, 7699, 9883 , &e.

Is.

. Ajoutons encore quelques autres quef-
tions , fur lefquelles on puiffe s’exercer.
Queflion neuvieme, Une compagnie
d?hommes 8 de femmes fe trouvent 3 un
Pique-nique ; chaque homme dépente 251,
chaque femme dépenfe 16 liv. & il fo
IIouve que toutes les femmes enfemble ont
Payé 1 liv, de plus que les hommes. Com.
bien yavoitil chommes & de femmes ?
Soit le nombre des femmes =p, celyi
des hommes =¢; les femmes auront dé-
Bjj
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penfé 16p , & les hommes 2q ; ainfi 16p
=25gt1, 8 p=tt e g g,
Nous venons de faire 7=%*! | ainfi 9¢

=16r—1 3 & 7:‘—6;1' :r—«}-l'():' :/—l—f:
Puis donc que f:lyi‘ ) OU 9f—=7r—1,
nous avons r=Lt =L SN Ceft-
a-dire que t:‘—f;, ou yr=2/--1; ainfi
J=5 =54 =302, en faifant #
=% ou 2u==r—1, de forte que t=2u--1.
Nous aurons par conféquent en rétro-

gradant :

t=a2u-t1,

[=3ttu=qudt 3,

r= [ 1= guty4,

9= r4 [=16u+7,

P= g+ r=a5u-ir1;
ainfi le nombre des femmes étoit 2 5u-j-11;
& celui des hommes étoit 16273 & on
peut fubftituer dans ces formules, au lieu
de u, tels nombres entiers qu'on veut. Les
réfulears les plus petits font par conféquent
ceux qui fuivent:

D’Are¢EBRE 21
Nombre ges femmes: =11, 36, 61, 86, 111 ;&ec.
= 7 des hommes: = 7523539, 55, 7.4 8¢
Suivant |5 premiere folution , ou celle qui
Tenferme Jes plus petits nombres , les fem-
mes ont dépenfé 176 liy. & les hommes
175 livres , c’eft-a-dire une livre de moins
que les femmes.

16.

Queflion dixieme. Quelqu'un achete des
chevaux & des beeufs 5 il paye 31 écus
Par cheval , & 20 écus pour chaque beeuf,
& il fe trouve que les heeufs lui ont cofité
7 écus de plus que ne lui ont cofité les
chevaux : combien cet homme a-t-il acheté
de beeufs & de chevaux @

Suppofons que p foit le nombre des boeufs
& ¢ celui des chevaux, il faudra que 20p
=3194-7, & p=tT—g p M =g

73-de cette maniere nous avons 207
=7 8 g = Y
ainfi yif==qr—rn, & r:Lf;ZZf—{—?%J
=/, Ceft-adire que gr==2/-}7, & [
e — T T N moyennant

B iij
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quoizu==t-—v & t=2u~}%.Pat con-
féquent

220063 , nomb. des chevaux,

g4r=3 12498, nombre des beenfs.

Donc les plus petites valeurs pofitives de

P & de g fe trouvent en faifant U=—=—3;

celles qui font plus grandes fe fuivent en

progreflion arithmétique de la manjere
quon va voir;

‘N;)‘:l}:lri :m}p: 5,36,67,98,119,1607191,212,2 33.828

No";::’\l,i\ie:} i 3,23,43,6",’ 83,(03,123,143,163 5 LG
17

“Si* on' confidere comment ", d4ns “cet
exemple,, les lettres' p' & g fe décerminent
par les lertres fuivantes, on rerﬁarquera fa-
cilement que ‘cette’ détermination dépend
du rapport des nombres 31 & 20, & en
particiier du-rapport qulon découvreren
cherchant le plus grand commun. divifeur
deces deux nombres. En effet , i on fait
cette opération

D’4 1 ¢.EB R E.
20311

20
11|20
I1

ileft clair que les quotients qu’on obtient
{e retrouyent dans la détermination fucce(-
five des letgres P 95 75 [y &eo & quiils
font liés avec la premiere. lettre A droite ,
Pendant que la derniere refte toujours ifo-
Iée; on voit de plus que ce n’eft que dans
la cinquieme & derniere équation que fe
Préfente le nombre 7, & quiil eft affe&é
du figne - | parce quesle-nombre! de
cette équation-eft impair; car i ce nom
bre avoit été Pair, on auroit trouveé —z,
Ce que nous. difons deviendra encore plus
clair par la table fuivante ,- dans laquelle
on verra-d’abord la décompofition des
B iv
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nombres 31 & 20, & puis la détermina-

tion des lettres p, s 25:8¢C,
31=1.204-11 p=r.g-}r
20=r.li=} g llg=1.r-|-f
Li=1.94 » r=i.[-¢

9=4.24 1 [=421tu
2=2. 14 o | =2ty
18.

On peut repréfenter de la méme maniere
lexemple précédent de Particle 4

56=1.39417 p=t.gtr
39=2.174 g g=2.r<f
1753 st i g
§=2.24 1 lf:z.z-{—u

=214 o | r=z.ar1,

19.
Nous fommes donc en état de réfoudre

de la méme maniere toutes les quettions
de cette efpece,

Enceffet, {oit donnée I'équation bp=aq
Fn,ola, b&n fignifient des nombres
connus, Il ne s'agira ici que de procéder

D’4d1e¢EpBRE 2%

COmMe i on cherchoit le plus grand com-

U divifeur des nombres a & b, on pourra

auffitée dérerminer p & g par les lettres

{UiVantes, comme on va voir:

Soit @=db-c | onaurap=Ag-}r
b=Bc L4 g=Br-+f
¢=Cd -}~ r=Cf-}:
d=De-}-f [=Dt}u
e:Ef+g t=FLu-}v
f:Fg—{—o, u=Fv-+n.

On fera feulement attention encore ; que
dans la derniere équation il faut donner & »
le figne |-, quand le nombre des équarions
eftimpair; & qu’au contraire il faut prendre

—n, lorfque ce nombre eft pair. Et voila

donc comment on peutréfoudre avec affez

de Promptitude les queftions dont nous nous

Occupons dans ce Chapitre : nous en don-

nerons quelques exemples.

20.
Queftion ongieme. On cherche un nom-

bre qui, étant divifé par 11, donne le ré-

fidu 3, & qui étant divifé par 19, donne
le réfidu 5.
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Soit V' ce nombre: cherché : il faudsz
d’abord que N=i1p-}3, & en fecond
lieu que N=197-} 5. Donc 1Ip=19¢
-2, équation qui fournitla table fuivantes
19=1.11+48 | p= g}~
e84 | g=rlf
8=2.342 r=2f4s
3=t.2-1 | [= t}u
2=2. 140 | t=aul2,
ou I'on peut donner 4 « telle valeur qu'on
veut, 8 déterminer par-la fucceffivement ,
en rérogradant , les lettres précédentess
On aura,
t=2u-}2
= tfu= Jut 2
r:zf—f—t: 8ul- 6
9= rif =110} 8
s g~|—r::19u+1 2423
de-l1a réfulte le nombre cherché N—= 200%
~F-157; donc le plus petit nombre qui puiffe
exprimer &V, ou fatisfaire A la queftion ,
ett 157,

DA riciE B RE: 4

2
Q“"ﬂi(m douzieme. Trouver un nombre
/ tel qWen le divifant par 11, il refte 3,
& quen e divifant par 19, il refte 5; &

¢ plus, que fi on divife ce nombre par
295 on obtienne le réfidu 10.

La derniere condition exige que ]\7:29/1
~1o; & comme on a déja fait le calcul
pour les deux autres , il faut , en conféquen-
ce de ce quon a trouvé, que N=—1o9z
+157 , ala place de quoi nous écrirons
A’:zo9q+157; ainfi 29p—-10=209g
=157, ou 29p=1209¢-}147; dou ré-
fulte le type qui fuit:

,299=7.29-16; donc p=7q-F-7,

29—4 . 645 g=4r+/,
6:1.5+1; r:f—-i—l,
§=j5 . 14403 [=sr—147.

Et finious revenons maintenant fur nos pas,
Nnous aurons

S=51—=147,
r= 4 =647,
F=4r ] = ag. i
=794 ¥ =2091—3292.
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Done N:606u—153458. Le plus petit
nombre fe trouve en faifant =26, & ceite
{uppofition donne N=4123.

227

Une remarque cependant qu'il faut faire
néceflairement , ceft que , pour qu’une
telle équation bp=agt-n foit réfoluble e
faut que les deux nombres a & 5 n'ayent
d’avtre commun divifeur que 1 ; car fans
cela la queftion feroit impoffible , 4 moins
que le nombre 7 n'efit le méme commun
divifeur.

Si l'on demandoi , par exemple, que
9P=159--2; comme 9 & 15 ont le com-
mun divifeur 3, & que ce n'eft pas un di-
vifeur de 2, il eft impofiible de réfoudre

la queftion, parce que 9p—i5q pouvant
toujours écre divifé par 3, ne peut en aucun
cas devenir =2, Mais fi dans cet exem-
ple 7 étoit =3, ou =6, &c. la quef
tion feroit poflible : il fuffiroit de divifer
auparavant par 3 ; car on auroir Ip=sq
-1, équation qui feroit facilement réfo-

b AL ¢ E B R E. 29

Tuble par la regle donnée ci-deflus. On

Yoit donc: clajrement que les nombres a

b ne doivent avoir d’autre commun di-

vifeur que Punité , & que notre regle ne
Peut avoir lieu dans d’autres cas.

23.
o
Pour e prouver encore plus évidem-
ment , nous traiterons l'équation gp=15¢
k2 fuivant la voie ordinaire. Nous trou-
69 2%

Vons p:‘s%z:q_*__::g;l—_—ﬁ.,, de fo'nf'
que 9r=6g-+t2, ou 6g=9r—2; ainfi
=" =r- 22—, L[ de fagon que
37—2=65, ou 3r==6/-}2. Par confé-
=25/ 42 oril eft bien clair

quent ’*T'—Z’f'{—; 3 . ;
que ceci ne peut jamais devenir un nom
bre entier, parce que /'eft néceflairement
un nombre entier. Cela fert & confirmer

J =
que ces fortes de queftions font impofiibles.

Ajes
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De la regle qu’on nomme regula cceci, o
il s’agit de déterminer pardeux équations,
trots ou un plus grand nombre d’inconnues.

T

NOUS avons vu dans le Chapitre pré-
cédent, comment on peut déterminer par
une feule équation deux quantités incon-
nues, au point de les exprimer en nombres
entiers & pofitifs.

Si donc on avoit deux équations,, il fau=
droit, pour que la queftion fiit indétermi=
née, que ces équations renfermaflent plus
de deux inconnues. Or il fe préfente de
ces queftions dans les livres d’Arithmétique
ordinaires ; on les réfout par la regle dite
regula ceect , nous ferons voir les fondemens
de cette regle.

D AL.cE BRE. 3D

5

NOUS commencerons par un exemp!e.

Queftion premiere. Trente perfonnes ,
ommes , femmes & enfans dépenfent 5o
ecus dans une auberge ; I'écot d’un hom-
meef}
& celui qun enfant eft un écus combien
Y avoitil de perfonnes de chaque claffe ?

Soit le nombre des hommes ==p.celut
des femmes =g, & celui des enfans =r,
Nous aurons les deux équations fuivantes :
Dp-Fgbr—so, 1L 3pt 29+ r—so.
til sagit d’en tirer les trois lettres s Daq
&7 en nombres entiers & pofitifs. La pre=
Miere équation donne r=j30-—p—gq, d'olt

3 écus, celui d’une femme eft 2 écus,

fous concluons d’abord que pq doit ére
Mmoindre que 305 & fubftituant cette valeur
de rdansla feconde ‘équation, nous avons
2P+f]+3o:;o, deforte qle g==20
—2p & page 20—p;ice qui eft évi-
demment aufli. moindre que 30, Or com-
me on peut’;enivertu de cette équation
Prendre. pour p' tois les nombres qui ne
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paflent pas 10, on aura les onze folutions

fuivantes ;

Nombre d
Hotitiase 1P £ (0150, w050 41617, 8,0 e

Nombre des
femmes, }q =20,18,16,14,12,10, 8, 6, 4, 2, 05

Nombre des

enfans,
& fi on omet la premiere & la derniere,
il en reftera neuf,

26.

Queftion feconde. Quelqu’un achete 100
pieces de bétail, des porcs, des cheyres
& des moutons , pour 100 écus ; les porcs

ey
lui cofitent 3% écus la piece ; les cheyres,

}r =10,11,12,13,14,15,16,17,18, 19,203

15écu, & les moutons, L écu: combien

y avoit il d’animaux de chaque efpece ?
Soit le nombre des porcs =p, celuides
chevres =g, celui des moutons =7 .ol
aura les deux équations fuivantes : Lyp4-¢
~+r=100, IL) 3L p}1 $9+Lr=100;
& cette derniere étant mulipliée par 6,
afin de chaffer les frations, fe transforme
en celle-ci, 21p+8g-+3r=600. Or la
premiere donne r==1 00—p—q¢; & fi lon
fubftitue

2’41 ¢ k5 RE 33
fubflirye cette val

eur 3 ~ dans la feconde,,
Q?l 2 18p4-50—300, ou §7=2300—18p ,
95601 Py, conféquent il faut que
82 foir divifible par 5 » & renferme
COmme fageyr, Quon faffe done =55
P U8 926018/, & r==13/ 40, oi
On peyt prendre pour [un nombre entier
?“exco!lque » Pourvu qu'il foit tel que ¢ ne
(fe‘/'ienue Pas négatif. Mais cette condition
limite |a valeur de /3 3, de forte que fi
on exclut auffi 0, il ne peut y avoir que
trois folutions dy probleme ; ce font les
fuivantes :
Lorfqu-e =i ity
A p—. 5. 10, 15,
7:427 24, '6’
7753, 66, 79,

o
Lorfqwon veut foi-méme {e propofer
de rels exemples , il faut fuire artention
ﬁlrjtout quils foient poflibles; & pour pou-
Voir en juger, voici ce qu'il faut obferver:
Soient les deux ¢quations auxquelles nous
Tome 1, C
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paryenions jufqu'a- préfent , repréfentées
8t Yy wol b s o Yl T S

par L) x—{Hytdreg L) foetgyhy=b,
olt £ o & k), ainfi que a & 6, font des
nombres donnés , i nous fuppofons qu'entre
les nombres £, g & hle premier ffoir le
plus grand , & /4 le plus petit 3 comme,
& caufe de x-y-}-7=a, nous avons fx
e i it que I £ g
a, il eft clair que fa—-fy--fr
id que Sfoetgy-hi 5 par con-
féquent il faut que Jfafoit plus grand que by
ou que & {oit plus perir que fa ; & puifque
de plus fx-- hythp=ha, & que hx—-hy
~|-%7 eft certainement plus petit que fx
=gy ~-Az 5 il faue aufl que /a foit plus
petit que &, ou b plus grand que a, I
s'enfuit donc de-1a que 6 4 n'et pas plus
petit que fa, & enméme temps plus grand
que 4a, la queft
On exprime cette condition auffi , en

ion {era impofiible,

lifant que & doit étre contenu entre les li-
mites fa & ha; & il faut'de plus faire at-
tention que ce nombre n’approche pas trop
de Tune ou de Fautre limite, parce que
cela feroit quon ne pourroit pas déterminer
les autres lettres,

2’41655 prE 35
D

== aiae s o
o 0% K A=L "les limites étoient 350

2. By A
ans Iexemp[e précédent, ol a=100,

595 or fi on: voulsit fuj

fer b= 51
ag |

teude roo, les ¢quations deviendroient
Xy, 5

X e
i (=31,

=100, & 3rato Lyt
3» en chaffant les i’ra&‘im?s 3 ztx—f 8y
m3{=306; qu'on multiplie la premiere
f30 de forte que 3xtgy3r=300;
.ﬁ ton fouftrair cegre équation de [autre,
il refle 18x<bsy—6, ce quon voit fur le
dmmp étre impoflible , parce que x & y
doivent &tre des nombres. entiers & po-

fiuifs,
2.3,

Les Orfevres & les Monnoyeurs tirent
8rand parti de certe regle , quand ils fe
Propofentde faire , de trois ou de plufieurs
fortes d’argent, un alliage d’un prix domé
ainfi que Pexemple fuivant le fera voir.

Queftion troifieme. Un Monnoyeur a
trois fortes d'argent; la ptemiere 7 onces,
la feconde & 5+ onces, la troifieme & 4%

onces; il a & faire un alliage de 30 marcs
Cij
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pefant, a 6 onces; combien de marcs doit«
il prendre de chaque forte ?

Qu'il prenne x marcs de la premiere
forte , y marcs de la feconde & {7 marcs
de la troifieme, il aura x~y~-1=130,
& cleft la premiere équation,

Enfuite , puifquun marc de la premiere
forte contient 77 onces dargent fin, les »
marcs de cette forte contiendront 7Xx on-
ces de tel argent ; de méme les y marcs
de la feconde forte contiendront 5=y on-
ces, & les g marcs de la troifieme forte
contiendront 4% 7 onces d’argent fin; de
forte que toute la maffe contiendra 7ol
=52 y--457 onces d'argent fin. Or puif-
que cet alliage pefe 30 marcs , & que cha-
cun de ces marcs contient 6 onces d’argent
fin; il s'enfbit que la maffe entiere con-
tiendra 180 onces d'argent fin; & de-Ja
réfulte la feconde équation TE+S Y+ 427
=180, ou 14xI 1y+97=360. Si l'on
fouftrait maintenant de cette équation Ja

premiere prife neuf fois, ou 9x4-9y--97

2’416 k3R E 37
=270, il refte 5x+ 2y=90, équarion
qui doit donner en nombres entiers les va-
Curs de x & de y-Quant 2 la valeur de 7,
0 la titera enfhice de Péquation 7=30
Sy, Or I'équation précédente donne
2Y=90—sx & y=45—; foit donc
¥=2u, on aura Y=45—5u.& 1=3u
155 Ceft figne que « doit étre plus grand
e 4, & cependant plus petit que 103 &
Par conféquent |a queftion admet les folu-
tons fuivantes:

= SHIT6, 7| 8] 9,

=10, {12y 14,|16,| >
Y=10,|15,l10,| 5,| o,
T=00,530d 6, [V g s

29.

Il fe préfente quelquefois des queftions
qui renferment plus de trois inconnues ,
mais on les réfout de Ja méme maniere ,
comme l'exemple fuivant le fera voir.

Queflion quatrieme, Quelqu'un achete
%oo pieces de bétail pour roo écus; favoir,

C iij .
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des beeufs a 10 écus la piece, des vaches
a 5 ¢cus, des veaux A 2 écus , & des mou-
tons a+écula piece ; combien a-t-il acheté
de beeufs, de vaches, de veaux & de
moutons ?

Soit le nombre des beeufs. —p, celui
des vaches =g, celui des veaux =r, &
celui des moutons =/’; la premiere équa-
tion eft p+g-Fr-/=100, & lafeconde
eft 10p—-59-}2r+4%/=100, ou, enre-
tranchant les fraftions, 20p--10g-+474f
==200; fouftrayant la premiere équation
de celle ci, il refte 19p+t-99-4-3r=100,
d’ott I'on tire 3r=100—19p—9g, &
r=33 -3 —6p—3p—3¢,0ur=335—06p
—39-+5%; donc il faur que 1—p ou p
—1 foit divifible par 3. Qu'on fafle

Ir}—— —=3z, on aura

re=27—19t— 39,
J=724 294165

il s'enfuit 'de-la que 19:-4-3¢ doit tire

p’AdrcEBRE 39,
moindre que 27, & que, pourvu que cette
condition s'obferve, on peut au refte don=
ner 4 g & A ¢ telle valeur qu'on veut ; cela
Pofé , nous aurons & confidérer les cas fui-

On ne peut faire 1=2 , parce que 7
deviendroit négatif.

Dans le premier cas g ne doit pas fur-
Paffer 9, & dans le fecond cas ce nombre
ne doit pas excéder 2 ; ainfi ces deux cas

donnent les folutions qui fuivent.

Le premier donne les dix folutions que
voici
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Le fecond cas fournit les trois folutions
fuivantes:

Voild donc en tout treize folutions &
elles fe réduifent & dix, fi on exclut celles
qui renferment un zéro,

30.

La méthode ne laifferoit pas d’étre fa
méme , quand méme, dans la premiere
équation,, les lettres feroient multipliées par
des nombres donnés, comme on le verra
par l'exemple fuivant

Queftion cinquieme. Trouver trois nom- |

bres entiers,, tels que fi on muliplie le pre-
mier par 3, le fecond par 5 & le troifieme
par 7, la fomme des produits foit 560; &
que fi on multiplie le premier par 9, le
fecond par 25 & le troifieme par 49, la
fomme des produits foit 2920.

DA 16EBRE 4y
Soit e premier nombre —x , le fecond
=, le troifieme =7, on aura les deux
CQuationg > L) 3x+sy+7{:$«‘,o , L) ox
25y 497=2920. Si on fouftrait de
la feconde 1a premiere prife trois fois, ou
9% 5)-F217=1680, il refte 10y--287
12405 divifant par 2, on a 5y 143
=620, d’ott l'on tire y=124—-% Ainfi
7 doit &tre divifible par 5 5 quon faffe donc
{==5u, on aura Y=124—14u; ces va-
lleurs étant fubfliuées dans la premiere
€quation, on a 3%—35u-4-620=560, ou
3¥=354—60, & x:%f —20; ceft
Pourquoi 'on fera u—=3¢, & on aura enfin
la folution fuivante ) X=3§2—20, y=124
42, & g=r15¢, ou on peut fubftituer
aulieu de ¢ un nombre entier quelconque,
mais tel cependant que ¢ furpafle 0, &
foit moindre que 3 ; de forte qu'on {e trouve
borné en effet aux deux {olutions fuivantes:
L)Sir—=1, ona x—y S0 y—=82, r=us
L) Si =2, 0n4a X==50, ¥=40, 7==30.
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Des Equations indéerminées compofées ,
dans lefquelles l'une des inconnues né

paffe pas le premier degré.

3 4
I\\“«;ro uss pafferons & préfent aux équations
indéterminées , dans lefquelles on cherche
deux quantités inconnues, & ol Pune de
ces inconnues eft multipliée par autre , ou
¢levée a une puiffance plus haute que Ia
premiere, tandis que lautre inconnue ne
s’y trouve cependant encore qu'au premier
degré. Il eft évident que les équations de
cette efpece peuvent fe repréfenter par
lexpreffion générale qui fuic:
a~-bx~-cy--dxx {—zx:y+fa¢’—1—gxxy
hxt ko’ y - &e. =o.

Comie dans cette équation y ne pafle
pas le premier degré, cette lettre fe dé-
termine facilement ; mais il faut au refte,

D'drecerRreE 43
com
OMmme auparayant , que les valeurs tant
de : ; ;
*Quedey, foient aflignées en nombres

€ntierg,

Nous allons confidérer quelques-uns de

€€s cas, en commengant par les plus faciles.

32,

Queftion premiere, Trouver deux nom-
bres tels que , f on ajoute leur produit &
leur fsmme, on obtienne 79.

Nommons x &y les deux nombres cher-
iés 5 il faudra que xy—x-f-y=79 ; ainfi
xy+‘y:79—x, &y:7—37”:—l*}";%,
Par ou Pon voit que ;\—-}—; doit étre un
d%vifcur de 80. Or 80 ayant beaucoup de
divifeurs , on aura auffi plufieurs valeurs
de ¥, comme on va voir:

cl

Les divifeurs de Sofoml 1| 2 4 ;l 8liolrg] 7-0‘40‘\89
Saes T o

EE e
done == o 1(75] 4l 7 9l15119150'79
SH=79139119)15] 9] 7] 4 3] 3| 0

M

ais comme les dernieres folurions font

;
les mémes que les premieres, on n’a réelle-
m : : :
ent que les cing folutions fuivantes:
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79139/19]1 5|19

Ceeft de la méme maniere quon poutta
réfoudre aufli Péquation générale xy—|-a¥
~by=c; car on aura xXy+-by=c—ax,
&y:%‘, ou y=—a--Lrc. oty
dire que x--b'doit étre un divifeur du nom-
bre connu abf-c ; de forte que chaque di
vifeur de ce nombre donne une valeurde x
Qu'on faffe donc ab+t-c=fr, on aura
:——a—{—;{”";,’,- & fuppofant x4-b=f o
x=f—b,il eft clair que y——a--¢ otl
y=g—a, & par conféquent qu'on aurd
méme deux folutions pour chaque maniere
de repréfenter le nombre ab-c par up
produit el que fz. De ces deux folutions,
Tune eft x=fi ) & y=g—a, & lautre
s'obtient en faifant x—pb=g, dans lequel
cas x=p—b &_y:f—a.

Si donc on fe propofoit Péquation x
'_—}—u-fg‘y::“;z, on auroit a==2; b=13

ys
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& ‘=42 ; par conféquent y=—2-} 2
Or e no

Plufieyyg

Zr;.
mbre 48 peut fe repréfenter de
Manieres par deux faéteurs , com-
me fo, & dans chacun de ces cas on aura
tOui()UTS, {oit x:f—3 & y=g—a2, foit
Wiy s By o Voroile db
veloppement de cet exemple:

o RITT
FaGteurs 1, 4503 3.16

| BV v
.1286.8

x| y xly
Nombres| -3 468 -1 10f3(6

e e B R

| /§ x

&2,
14

Léquation peut s’exprimer encore plus
gcnéralement , en écrivant mxy=—ax—-by
¢, ouq »6,¢ & m font des nombres
donnés, & on I'on cherche pour » & y
des nombres entiers inconnus,

Quon fpare d’abord Y, on aura y
e

me s & chaffant x du numérateur , en
multipliant pPar m de part & d’autre , on

—maxme me-ab s
aura Y=y =a+75. On a main
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tenant une fraftion dont le numérateur eft
un nombre connu, & dont le dénomina
teur doit étre un divifeur de ce nombre ;
quon repréfente donc le numérateur par
un produit de deux fatteurs, comme f2s
ce qui peut fouvent fe faire de plufieurs
manieres , & qu'on voye fi un de ces fac-
teurs peut fe comparer avec mx—»b, de
facon que mx—b=f. Or il faut pour cet
effer, puifque x=2', que f5 foir di-
vifible par 7 ; & il Senfuit de-la que parmi
les faéteurs de me-ab, on ne peut em-
ployer que ceux qui font tels » quen y ajour
tant 4, les fommes foient divifibles par 2.
Nous allons éclaircir ceci par un exemple.
Soit I"équation jxy=2x-43y-}-18 , on
aura y— ': sy L;"“fi =2 33?3 5
il s’agit par conféquent de trouver ceux
des divifeurs de 96 qui, ajoutés a 3, don-
nent des fommes divifibles par 5. Or fil'on
confidere tous les divifeurs de 96 , qui font
1,2,3,4,6,8,12, v0,TT, 32,48,
96, on voit facilement quil n’y en a que
CeS trois, 2, 12, 32, qui peuvent fervir,
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SOiI donc I) §x¥—3=2; on aura 5}/::50,
& par conféquent x=1, &
B EZ0
IL) yx—3=12, on'aura sy=lo,
& par conféquent x—3, &
y=12.
L) y2—3=32, on aura Sy
& par conféquent x=7y, &
=i

35
Comme dans cette folution générale on
Aemy s as=Btd | g 3 propos d’ob-
!:erver que, fi un nombre compris dans la
formule me—tab s a un divifeur de la. for-
me mx—p, le quotient dans ce cas doit
€tre néceflairement compris dans la for-
Mmule my—g & quon peut alors repré-
fenter le nombre mc—-ab par un produit
tel que (ima—db) (my—a). Soit, par exem-
;

ple, m=12, =5, =" & O==]%5-0n
£

A 12y — g= 5 or les divifeurs de

oy
2L font 1, 5, 4z 2 53 il faut en choifir
€eux qui font compris dans la formule 124
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7> ou qui font tels quen y ajoutant 71
la fomme foit divifible par 12 ; mais il n’y
a que 5 qui fatisfafle & cetre condition ,
ainfi 12x0—y—s & 12y —s5=—y43; 8 de
méme que la premiere de ces €quations
donne x==1, on trouve auff; par lautre y
en nombres entiers , {avoir J=4. Cette
propriété eft de la plus grande importance
‘relativement 4 la nature des nombres, &
mérite par-ld quon y faffe attention par-
ticuliérement,

36.

Confidérons maintenant auffi une équa-
tion de cette efpece, xy—xx— 253y
o SVl aianns
~+29. Elle nou: donn\_y_i*;—,ou‘y
TTX SRR eainG *—3 doit étre un
divifeur de 26, & dans ce cas, la divifion
étant faite , le quotient fera :y-{~x~-;~x :
or les divifeurs de 26 étant 1,2,13,26,
nous aurons donc les folutions fuivantes:
Da—3=1, ouxr=—y; de fore que y-}-%
1 =yt5=16, & N2ty
L)
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IL) *=3=2, ou x=j5; ainfi y-f-2r-}r
=613, & y=r
F=3==13, ou x==16; ainfi y+x+1
&y+17:;7 & y=—15.

Cette derniere valeur érant négative doit

)

& .
¢ omife , & par la méme raifon on ne
Pourra tenjr compte du dernier cas , x—3

=26,

37-
Il ne fera pas néceffaire de développer
un plus grand nombre de ces formules 5
oli on ne rericontre que la premiere puif=
fance de y & de plus hautes puiffances de
%5 car ces cas ne fe préfentent que rare~
ment, & peuvent d’ailleurs toujouts fe ré-
foudre par la méthode que nous avons ex-
pliquée. Mais lorfque y aufli eft élevé-a
lafeconde puiffance , ou & un degré encore
plus haue ; & quon veut en déterminer la
valeur par les re

ici

gles données, on parvient

2 des fiones radicaux, qui comprennent
g st B
des puiffances fecondes ou encore plus

hautes de x, 8 il sagit alors de trouver
Tome 11,
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pour x des valeurs telles qu’elles fafferit
¢évanouir les fignes radicaux ou I'irration-
nalité. Or le plus grand art de Panalyfe
indérerminée , confifte précifément i ren-
dre rationnelles ces formules fourdes ou
incommenfurables ; nous en fournirons les
moyens dans les Chapitres fuivans,

G H AP T BRECTYV.

De la maniere
tités fourdes de la forme @/a~}~bx+cxx.

38.

IL eft donc queftion préfentement de
déterminer les valeurs qu'on peut adopter
pour x, afin que la formule a--bx—}-cxx
devienne effeftivement un quarré, & pa
conféquent quon puiffe en affigner une
racine raiionnelle, Or les lettres @, b & ¢
fignifient des nombres donnés ; C’eft de la
narure de ces nombres que dépend prin-
cipalement la détermination.de linconnue

rendre rationnelles les quan=

D’Ar e ERRE 5T
Xy & rnous remarquerons d'avance que
dans bien des cas la folution devient im-
Poffible. Mais lors méme quelle eft pof-
fible, j] fant du moins fe eontenter au
Commencement de pouvoir affigner pour
a‘lerrre x des valeurs rationnelles; fans
e’\'}ger précifément que ces valeurs foient
Meme des nombres entiers ; cette. condi=

ti y i
0!1‘ entraine des recherches tout-a-fait
Particulieres,

39

Nous fuppofons ici », comme on voit ,
qlee la formule ne sétend qulaix fecondes
pu}ffances de x; les degrés plus élevés
e i

Xigent des méthodes différentes > dont
nous parlerons plus bas.

Ous remarquerons d’abord que fi la fe~
8:nde puiffance méme ne s’y trouvoit pas,
ue ¢ fiir — it 1

que ¢ fir =o, la queftion n'auroj au-

: ; =
;une difficulté ; car \v/a+l:x étoit la
or, 4 i & i
. mule propofée , & quiil fallte détermi-
g ;

r Jf , de maniere que a+bx fitun quarré,

On nauroir qua faire
uroit qua faire atbx=yy, dot lort
D i




obtiendroit aufli-tot ax=%~°
nombre que I'on {ubftituit ici au lien de y,
il en'réfulteroit toujours pour x une valeus
telle que a-{-bx feroit un quarré, & par
conféquent \/ a-{-bx une quantité ration-
nelle.

40.

Nous commencerons donc par la for-
mule \/1 —-xx, Ceft-d-dire que nous cher-
cherons pour x des valeurs telles, quen
ajoutant A leurs quarrés 'unité , les fommes
foient pareillement des quarrés ; & comme
il eft clair que ces valeurs de x ne pourront
€tre des nombres entiers , il faudra fe con-
tenter de trouver les nombres fraGionnaires
qui les expriment.

41,

Si-on vouloit, & caufe que 1--xx doit
étre un quarré, fuppofer 1-}-xx—=yy, on
auroit xx—=yy—1 , & x=2y/ yy—1; ainfi
il faudroit, afin de trouver x, chercher
pour y des nombres tels que leurs quarrés,
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diminugs de Puniré ,» donnaffent auffi des
quarrés ; & par conféquent on retomberoit
da.ﬂs une queftion auffi difficile que la pre-
Miere,, & on nauroit pas fait un pas en
avant,

Ileft cependant certain quil y a réel-
lement des fractions qui, étant fubftituées
& la place de x, font que 1-fxx devient

Un quarré ; on peut s’en convaincre par les
Cas fhivans -

Ly si ¥=2%, ona 14xx=2; par con-

] bt it
AL S
{équent \/1—{—xx_.f:. ;
IL) 1}-%x devient pareillement un quarré;
—4 A
fi *==%, on trouye ‘/1 +xx=1.
HL) Si on fait x=72, on obtient 1-}-xx
=10 done | : ; 13
=i dont la racine quarrée eft 2,

Mais il sagit de faire voir comment on
doit trouver ces valeurs.de x, & méme
tous les nombres poffibles de cette efpece.

42.
Iy a deux méthodes pour cela. La pre-

Micre demande qwon faflé v/ 1xx=x
D i
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~p;-on a dans cette fuppolfition 1-fxx
=xx-t2pxdpp, o le quarré xx fe dé-
trnit 5 de forte qu'on peut exprimer x fans
figne radical. Car effacant de part & d’au-
tre xx dans I'équation fufdite , on trouve
Gt opak et TSN
z',u,x—}—pp_l , dott’on tire x===, quan-
tité dans laquelle on peut fubftituer 4 p un
nombre quelconque > & méme des frac-
tions.
Qu'on fuppofe donc P=7Z, on aura x
L

=—" ;& fion multiplie les deux ter-

2m

a

mes de cette fraftion par nn, on trouve
nn—mm

amn

o e~

Ainfi, pour que 1-}-xx devienne un
quarré;;on peut prendre pour 7 & tous
les nombres entiers' poffibles , ‘& trouver
de- cette maniere pour'x une infinité de
valeurs.

SiT'on fait auffi en général X omn

e
n* —ammnnm*

on trouve 1-4-xx=1 4= T,

>
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*ammn m' !
OU 1y 2 H2WIRKT | o Qion
) 4/71/'72/1/1 =
qui eft effe@ivement un quarré ; & qui
d e
Onne \/[-}_xx:fmn 5

Nous indiquerons d’aprés cette folution
Quelques-unes des moindres valeurs de x.

Stns

\a
nn—mmn
sere bnéral ( <Al
Onvoit quona en général 1+ Gy

= (-t mm)®
T Gmny
€quation par (2mn)*, on trouve (2mn)’

(nn—mm)* = (nn+mm)* ; ainfi nous
Connoiflons d’une maniere générale deux
quarrés, dont la fomme donne un nouveau
quarré. Cette remarque conduit a la réfo-
lution de la queftion fuivante:

Trouver deux nombres quarrés , dont
2 fomme foit pareillement un nombre
quarré, Div

5 & fi on multiplie cette
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On veut que ppgq==rr; on n’a donc

qua faire p=amn & g=nn—mm, & on
aura r=nn~fmm.

De plus,, comme (n7+mm)* — (2mn)*
=(nn—mm)*, on peut aufli réfoudre la
queftion qui fuit:

Trouver deux quartés , dont la diffé-
rence foit de méme un nombre quarré.

Car fi on veut que PP—qq=rry onn'a
qua fuppofer p==nn-f-mm & g=2amn,
& on aura r7=7nn—mm. On pourroit auffi
faire p—=nnt-mm & g==nn—mm , & on
auroit r==2mn,

45.

Nous avons parlé de deux manieres de
donner 4 la formule 1-}-xx la forme d’un
quarré ; voici donc Pautre méthode:

Qu’on fuppofe V1 - xx— -2 on
aura 1-fxe—1--25-"" 5§ Pon fonfe
trait de part & d'autre 1, on a xx— 7%
-2 cette équation fe divife par x, &
T ounnx

par conféquent on a x 7
=2mn-|=mmx , d'olt Lon tire Fa=am
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Ayant trouvé cette valeur de x, on a
mmni
‘+_\:x:1 4 STIRT s ou
s
s s
n wammnn——m : 4
=7 -2mmnn ~——, ce quieftle quarré
n ——zmmzm+lﬂ
detemm iy A o ime il pelrSde dl i
i 5
(nnd-mm)*

Hation joL(2mn) L =
Quation 1-}- (nn—mm)* >

—m)
(nn—mm)

80us aurons, ainfi que ci- deflus,, (nn—mm)*
~=( 2mn)* = (nn-}-mm)*, c’eft-a-dire les
deux mémes quarrés dont la fomme eft

Pareillement un quarré.

40.

Le cas que nous venons de développet
dune maniere déraillée , nous fournit deux
Méthodes pour transformetr en un quarré
la formule générale a-}-bx-|-cxx. La pre-
miere de ces méthodes Sapplique 2 tous
les cas ot ¢ eft un quarte ; la feconde fe
rapporte 3 ceux ol a eft un quarré; nous
Hous arrérerons & I'one & A Pautre fuppo=
fition, »

L) Suppofons d’abord que ¢ foit un quarré,
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ou que la formule propofée foit a-}-bx
~ffex 5 puifquelle doit ire un quarré,
nous ferons y/a-bx - ffaw=fx -2, &
= ; o | anfy
nous aurons u+ﬁx+_f/xx:ffxx+—r
%> ol les termes affeltés de xx fe dé-
T X __amfr  mm,
truifent, de forte que a—-bx= L
fi nous multiplions par nn, nous avons zna
~nnbx— zmnfx—{—m 7 ; nous en.con-
clunns x—ar=ts, & gpigHiRI g HanE wess

wab=2mnf ot

cette valeur , nous trouvons \/a+bx+f}‘}:x
—_mnfon f+m __ mnb—mmf-nnaf

b i =

47-

Comme nous avons trouvé pOur X une
fraétion , nous ferons x:‘;i, en forte que
P=mm—nna, & g=nnb—2mnf’; ainfi la
formule a2 T eft un quarré ; & come
me elle eft pareillement un quarré, fi on
la multiplie par le quarré gg, il Senfui

que la formule 4Q3-1-bpg-+fipp eft aufli un
quarré, fi on fuppofe p==mm— nnqg & g
==nnb—2mnf. 1l eft claigquiil réfulte de-13
une infinité de folutions en nombres entiers,
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parce que les valeurs des lettres m & »
font arbitraires.

48.

IL) Le fecond cas que nous avons a con-
fidérer, eft celui ou a eft un quarré. Soit
done propofée la formule ff~bx—-cxx,

; e
don ] s'agifle de faire un quarré. Nous
fuppoferons pour - cet effet %ff+lvx+cxx

P Rant ¥ -
=f4-2, & nous aurons ff-l-bi-|-cxx
Sffeafre L mm o Jes ff fe détruifant,
on peut divifer les termes reffans par x,

2 amf | mms
deforre quon‘obtient b cx=—=2" |- T2% |
OW nnbt-nncx=—=2mnf-{=mnix , ou nncx
; Saninh
T mmE==3mnf—nnb, ou enfin x=—=22L2_

am

Si nous fubftituons maintenant cette va-

leur s Ia place de x, nous avons
e Se Pk

apnfrnb L pnef mmf-mnb,

ff+bx+cxx:f+ e
& en faifant x=" nous pourrons , de'la
méme maniere que ci-deflus , transformer
€n quarré la formille ff7q-+-bpg-tcpp,
favoiren faifant p=2mnf—nnb, & ¢
S=nnc—min.,
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49.

On doit diftinguer principalement ici [e
cas oll a==o, ceft-i-dire ou il sagit de
faire un quarré de la formule bx—-cxx ;
car on n'a qud fuppofer \/éx-{—cxx_:”'—"

n 5
b mmay
on aura Iéquation brxtcxx— === qui,
divifée par x & multipli¢e par 27, donne
bnn~-cnnx —mmx » & par conféquent x
nnb

mm—cnn n o
Qu'on cherche,, par exemple , tous les
nombres trigonaux qui font en méme temps.
des quazrés , il faudra que ==

5> & par con-
féquent anfli 2xx--2x, {oit un quarré.
mmx

Suppofons que == foit ce quarré 5 nous
AUIONS 247%+2nn==mmax , 8¢ Xl
on peut fubftituer dans certe valeur) awr
lieude m & de 7, tous les nombres pof=
fibles , mais on trouvera pour x ordinai-
rement une fraction , quelquefois cepen-
dant on parviendra auffi & des nombres
entiers . par exemple , fi m=3 & n=—=2,
on trouve ¥=8, dont le nombre triangu-
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laire , qui eft 36, eft en méme temps un
Quarré,

On peut auffi faire i e T
dans ce cas x=—j50, dont le triangle
1225 eft en méme temps celui de -}- 49 &
le quarré de 3 5. On auroit tronvé le méme
éfultat en faifant n=y & m=i1o0; car
dans ce cas on a pareillement x=— 49.

De méme, i m=17 & n=—12, on
frouve x—588 , le nombre trigonal en eft

Hevr) 588,080
B s

s —=—144.289, ce qui eft un
Quarré dont la racine eft =12.17=1204.

50.

Nous remarquerons a 'égard de ce der-
nier cas > que la formule bx—-cxx a pu éire
transformée en un quarré par la raifon
quelle avoit un falteur , {avoir x ; cette
Obfervation nous conduit' & de nouveaux
cas, dans lefquels la formule at-bx-f-cxx
peut pareillement devenir un quarré, lors
méme que ni a ni ¢ ne font des quarrés.

Ces cas font ceux ol a--bx—-cxx peut
fe décompofer en deux fafeurs , & cela
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arrive lorfque 46— gac eft un quatré. Pour
le prouver , nous remarquerons que les fac-
teurs dépendent toujours des racines d’une
équation, & qu’ainfi il faut fuppofer a-|-bx
~cxx=0; cela pofé, on a cxx——4px

& il eft clair que fi 46— 4ac eft un quarté,
cette quantité devient rationnelle.
Soit done bb— 4ac=dd, les racines

btd bd
feront — =<, =3

& par conféquent les divifeurs de la for-

mule a—-brtcxx font x—-24 8 x| L4

& fi on multiplie ces faGeurs J'un par l’alxbui
tre, on retrouve la méme formule , 4 cela
présquelle eft divifée parc; carle produie
eft xx-22 }i‘;%, & puifque dd—bb
—4ac, on a xx-p2 :71‘—

ol ce qui érant multiplié par ¢,
donne cxx—+bx-a. On n'a donc qua
multiplier P'un des fatteurs par ¢, & on aura
la formule en queftion exprimée par le

produit

ceft-a-dire que x—=—

L
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(eepatiyfed s aen)
& on voi que cette folution ne peut man-
quer d’avoir lieu toutes les fois que bb-+4ac
eft up quarré.
51.

De-1y réfulte le troifieme cas, dans le-
quel la formule a--bx—-cxx peut fe tranf-
former en un quarré,, & que nous allons
joindre aux deux autres.

- IIL) Ce cas, ainfi que nous lavons
mfinué, a lieu lor{que notre formule peut
fe repréfenter par un produit , tel que
(_ﬁ]—gx).(/z—}—kx). Pour faire de cette quan-

Bt un quarré , fuppofons fa racine, ou

‘/m—}—kx) =2 1605 au-
Ly

rons (fotpx) (hbb) =T UHex)"

nn

& en divifant cette équation par f-}-gx,
O @ -t ko= l0e) - Ceft-d-dire fnn
‘{—k/mx:ﬁnmq'-gmmx, & par conféquent

% frim— hun
kan
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52,

Pour éclaircir ce réfultat , foit propofée
la queftion fuivante:

Premiere queftion. Trouvet tous les nom-
bres x, tels que fi du double de leur quarré
on retranche 2, le refte {oit un quarré.

Puifque c’eft 2xx—2 qui doit étre un
quarré, il faut faire attention que cette for-
mule s'exprime par les fateurs fuivans,
2.x—-1.%—1. Si donc on en fuppofe la
racine n—’), onsa 2(x-f1) (x—1)

mm (xx-1)°
R
multipliant par nz, on aura 2nnx—ann

5 divifant par x—41 &

=mmx—~fmm, & de-1d x=

Si Pon fait m=1 & n==1, on trouve
X==73 400 2XX T AT O =4

Que fi m=3 & n=2 , ona X==—177
or comme x ne fe rencontre quélevé au
fecond degré, il eft indifférent qu'on prenne
x=—17 ou x=-17; lune & Pautre
{uppofition donne également 2xx—2=576
s 0

55
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Seconde gueflion. Soit propofée la fors
& : : : A e
ule 6 +-13xt Gxx, pour érre transfors
mé ; B o
€€ en un quarré, nous avons ici #==0.,
=13 & 6, olinianic¢neft un quarré,
BITY : 8T i
Quon voie done: fi 66— 4ac dévient un
q“{rre, on trouve 255 ainfi on eft sfir que

a formule peut éwre repréfentée par deux

fd@reurs; cesifattenrs font (243x) (3+2x)s

e i
Que 2 foit leur raciney on aura (243%)
)
mm(2-4-3%) i

(3 220) = P2 3%) ce qui fe change

) = » ce qui fe change
e % =7 gt
.11 3nn-t-annx = 2mm-~3mmx , d’otr Yon
tire s 2mm—n_ 3o s

—

e S iy g Or-afiniquliei
tumerateur devienne:pofitif, il faue que
RN L el
3»’“2 foit plus grand .que amm , & pat: con=
feque
dire quiil £ 8 ot i 2
re qu'il faue que o foit: plus pedit que
Quant ay dénominatenr , sl doit devenir
Dofitif ; s doit fusnall
Pofitif, on voit que 3mm doit {urpafler 20y
gt o
& par, conféquen

el .S
q L;. St (ll)nC on veur ‘trouver P()L!l' x

('l H T .
€8 mombres-pofitifs ; il faut prendte pous
Tome dals

at-2mm plus. petit que 3an:cleftas

" doit étre plus grand
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m & n des nombres tels que 2~ foit moin

dre que? & cependant plus grand que%.
Soit, par exemple,, m=6 & n=y , on

aura"}:’:%, ce qui eft moindre que 2 &

évidemment plus grand que?; ceft pour-

quoi on trouve x=-%.

5 4.

IV.) Ce troifieme cas donne lieu d’en
confidérer encore un quatrieme , qui eft
celui o1 la formule a-}-bx—}-cxx fe décom-
pofe en deux parties , telle que la premiere
foit un quarré , & que la feconde foit le
produit de deux faéteurs; ceft-a-dire que
dans ce cas la formule doit étre repréfentée
par une quantité de la forme pp--gr, olt
les lettres p, g & rindiquent des quantités
de la forme f-gx. Il eft clair que la regle

pour ce cas fera de faire \/pp—i—gr:p
+2; car on aura pp+qr==pp-+ % 4.7,
ol les pp s'en vont, aprés quoi I'on peut

2mp

divifer par ¢, de forte qu'on obtient =22

3

g o .
221, ou nnr==2mnp-t=mmg , équation
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Par laquelle x fe détermine facilement,
oila donc le quattieme cas dans lequel
fotee formule peut fe transformer en un
Quarré ; Papplication en eft aifée , & nous
allons I'¢claircir par quelques exemples.

55-

Lroifieme queflion. On cherche des noms

'es x, tels que leurs quarrés , pris deux
fois, fojent de plus grands que d’autres
Quarrés, ou bien que fi on'retranche Punité
Qun de ces doubles quarrés , il refte un
Quarré; ainfi que le cas a lieu pour le nom=

'€ 5, dont le quarré 25, pris deux fois ,
donnelenombre 5o, quieft de 1 plus grand
Que le quarré 49.

_Il faut, d’apres cet énoncé, que 2xx—1
Ot un quarré ; & comme nous avonsy
fuivant notre formule jaa==—1 =0 &
¢=2, on voit que nia nicn'eft un quarré,
& que de plus la quantité propofée ne
Peut ére décompofée en deux faéteurs,
Puifque bb—gac=8 n'eft pas non plus un
Guarré ; de forte qu'aucun des trois premiers

Ejj
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cas 'a lieu. Mais, fuivant le quatrieme,
cette formule ‘peut étre repréfentée par
o= (e —1)=ax = (x—1) (x1). Si
donc on en fuppofe la racine i o)

ams(x+1)

n

on‘aura xx +(x+1) (x—1) =xx+
G
mm(x i , . \
~1~-—(fv}~—l— ; cette équation , apres
nn
avoir effacé les xx & divifé les autres ter-
mes'par x—-1, donne nnx—nn=2imnx

e mm y Lol Pon tire ¥ = =22 . & puif-

An—amn—mm >

qué dans notre formule 2xx—r1, le quarré
xx fe trouve feul, il eft indifférent qu'on
trouve pour x des valeurs pofitives ou né-
gatives. On peut d’abord méme écrire —
au lieu de + 7, afin d’avoir x=—""".

Si on fait ici m=1 & n=1, on trouve
x—=1'& 2xx—1=1 quefion fait m—1
& n=1, on trouve x==:& rxx—1=15)
enfin, fi on fuppofoit m=1 & n=—2,
on rouveroit x=-—;, ou x=-1-5, &
2% — 1= 40,
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56.

Quatrieme queftion. Trouver des nom-
bres dont Tes quarrés doublés & augmentés
de » , {oient pareillement des quarrés. Un
tel nombre, par exemple, eft 7, le double
de fon quarré eft 98 , & fi on y ajoute 2,
on a le quarré 100.

11 faut done que 2xx-f2{oit un quarré,
& comme a=1, b=o & =1 ; de fore
que nianic, nibb—4acou—16, ne font
des quarrés , il faudra recourir & la qua-
trieme regle.

Suppofons la premiere partie =4, la
feconde fera 2xx—2=12(x41)(x—1),
ce qui donne A la quantité propofée la
forme 442 (x+1) (x—1.)

Que 2 '3’(:‘"-) en foit la racine, nous
Aurans I'équation 42 (x-1)(x—1)=4
o} dze) _}.”L”(ﬁi)-, ou les 4 fe re-

nn
tranchent , de fagon qu'apres avoir divifé
les autres termes par x-}-1, on a 2anx

=2nn==gmn—-mmx~mm, & par con
fquent xo=tzrtomamn

ann—mm

E iij
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Si on fait dans cette valeur m=—1 &
n==1, on trouve x=y , & 2xx-|-2=—=100-
Mais fi m=—0 & n=1, on a x=1 & 2x%

F2=4.

y7-

1l arrive fouvent auffi que , lorfqu’au-
cune des trois premieres regles n’a lieu,
on ne peut trouver comment la formule
peut fe décompofer en deux parties telles
que la quatrieme regle les demande.

Par exemple, s'il eft queftion de la for-
amule 7-15xt-13xx, la décompofition
dont nous parlons eft & la véricé pofiible,
mais la fagon de la faire ne fe préfente pas
d’abord a l'efprit ; elle exige qu’on fuppofe
la premiere partie = (1—x)* ou 1—2x
~Fxx, de fagon que lautre eft =6-}+17x
~}12xx ; & on reconnoit que cette partie
a des falteurs , parce que 17° —4.6.12
étant =1, eft un quarré. En effet les deux
fadteurs font (24-3%) (34-4x) ; de forte
que la formule devient (1—x)* 4 (2-+3)
(3+4%) , & quion peut maintenant la ré~
foudre par la quatrieme regle,

» 4 1.6.E8-RE 71

Mais,, ainfi que nous I'avons infinué,, on
Te doit pas prétendre que cette décompo-
fition fe trouve fur le champ ; c’eft pour-
Quoi nous indiquerons encore une voie gé-
Dérale pour reconnoitre préalablement fi
la réfolution d’une telle formule eft pofii-
ble oy non; car il y en a une infinité qui
he peuvent fe réfoudre du tout: telle eft,
Par exemple, la formule 3xx-}-2, qui ne
Peut en aucun cas devenir un quarré, D'un
autre coté il fuffit de connoitre un feul cas
ol une formule eft poffible, pour en trou-~
Ver enfuite facilement toutes les folutions ;
eft fur quoi nous allons entrer dans quel-
que dérail,

58.

On remarquera, d’aprés ce que nous
Venons de dire, que tout avantage qu'on
peut {e promettre dans ces occafions , c’eft
de déterminer ou de’ deviner , pour ainfi
dire,, quelque cas dans lequel une formule
telle que a—-bx—}-cxx , fe transforme en
un quarré; & la voie qui fe préfente na-

E iv
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furellement pout cela’, eft de fiippofer fuc-
ceflivement poir ¥ ide petits ombrés’,juf>
qu'a‘ce qu'on rencoritre'un’ cas qui doniie
unquarré.

Or; comme ¥ peut étre tifi iofrbee rom>
ya 5 Guen commence par fubftithés e gé-
fidrat’d§ % une fra@ion telle qué't} & fila
formule zz+ﬁf~—[—- SEqui en réfulte’, eft un
quarré elle le fera pareillement apres avoir
¢t¢ mulnpli¢e par wz’; de forte quil ne
reftera qu'a tacher de trouver pour ¢ &
pour z des valears en nombres entiers,
telles que la formule quu—bru--crz {oir un
quarre. Il eft évident quiapres cela la fup-
pofition de x==% ne peut manquer de faire
trouver la formule a4-bx-f-cxx égale &
un quarré.

Sienfin, quoiqu'on faffe,, onne parvient
& aucun cas fatisfaifant,, on a tout lieu de
{oupgonner qu’il eft. tout-a-fait. impoflible
de transformer la, formule en un quarreé,,
ce qui, comme nous layons dit, arrive
tr¢s - fréquemment,
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59-

3, 4 ;
Préfentement nous ferons” voir que ,
lor(}{tf

au contraire on a déterminé un cas
{atisfy

ifant , il'eft facile de trouver tous les
Autres cas qui “donnent' pareillement un
uarré ; on verra en méme temps que 1é
fombre de ces folutions eft toujours infi:
Niment grands

Confidérons d’abord la formule 247x%,
Ol == 5

3 bi=o & c=7y, elle, devient
evi

demment un quarré, i l'on fuppofe x
=1; quon faffe donc x=1--y, on aura
FX=143y Ly, & notre formule devient
9*F14y+7v«,<y, ou le premier terme eft
Un quareé ; ainfi nous fuppoferons, con-
forménent 'y la feconde regle’ la racine
quarrée de la nouvelle formiule =32,

& nous aurons I’équation ()«}—14%%7}/}
Ry L S R ‘
9 =22 ol hous pouvons effacer

3 1y R AN 1x 15
9 flt part & d'aurre , 8cdivifer par v ;- cela
ait
3

; nous. autons 14na-7ntys=6mn
bmn— ’
Sroumy 5. done y= 201 & conféquems

Jan—mm ?
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6mn—nn—m®
ment x=-"" 7" o4 Pon peut
T RI—mimn

adopter pour m & n telles valeurs qu'on
veut.

Si on fait m—1 & n=1, onax:—;—;
ou bien auffi, puifque la feconde puiffance
de x eft feule, x=-|-%, donc 2-{-7xx

25

S9i m=3 & n—1, on a x=—1, 0u ¥
=1,

Mais fi m=3 & n—=—1, on a x=17;
ce qui donne 2-}7xx=2025, le quarré
de 25.

Suppofons aufli m=8 & n=3, nous
aurons de méme x—=—17 ou x=-}17.

Mais en faifant m=—8 & n=—3, on
trouve x=271 ; de forte que 2-L-7xx
=§14089=717".

6o.

Examinons a préfent la formule §x#
3247, qui devient un quarré par I
fuppofition de x==—1."Si nous faifons par
cette raifon x=y—1, notre formule {¢
change en celle-ci:

DA 1 ¢EB R E

5yy—10y-|=5
B =esy=as
i

3 S A0
ont nous fuppoferons la racine quarrée

=
=3—"7=2; moyennant cela nous aurons

Y —7yt9=9—=2 L=, ou suny
T7nn=—G6mn-\-mmy ; d'ol nous tirons

V=7~ 6mn 2nn—6mn+-mm

snn=mm > & enfin x—= sni—mm_ *
Soit m=—2 & n—r ,onax——6G, &
Par conféquent sxx—-3x-F7=169=13".
Mais fi m=—» & n=1, on trouve x

=18, & srxet-3x-tr=1681=41".
61.

Confidérons maintenant cette autre for=
Mule 7x%x~15x-}-13 , olt nous ne pou-
Yong que commencer par la fuppofition de
*=%; ayant fubftitué & multiplié par uu ,
Nous avons la formule 7zz+1 §iu-13uu,
Qui doit érre un quarré, Effayons donc de
Prendre «quelques. petits nombres pour les
Valeurs de 7 & de #.
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Soit r=1 & u=1, la formule deviendra = 35
=2 & u=1, 7L
=2 & u=—y, 1t
et D SR SR B

Or 121 étant un quarté, Ceft figne que
la valeur de *=3 fatisfaic ; fuppofons donc
x=y-+3 , & nous aurons., en ‘{ubftitaant
dans la formule, 7YY 42y 4634157
~-45-F13, ou 7yYs57y4121. Soit Ia
racine ==r1--"*_ nous aurons 794575
Fi21=1214 31,1'”- +'—"::’—, ou ynny-57nn
=22mn—-mmy ; donc =

el L

Soit, par exemple, m=—=3 & n=—1 , on
trouve x==—2 & laformule devient 7xx
1 s-x—T'ﬂ;:%:(zi):.

Soitme=1186 n— 5 ontrouve x=—
fim=3 8 n=—y  ona ¥=122 & a
formule 740 g1y e (12—7)’.

62.

Mais fouvent on perd fa peine & cher-
cher un cas ol la formule propofée puiffe
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devenir un quarré. Nous: avons déja dit
QU 3xx-3 eft une de ces formules intrai-
tables, & on verra > en luidonnant d’apreés
la regle la forme ju-f-2un , qu'en effet,
quelques valeurs que I'on donne a 1 & a #,
Cette quantité ne devient jamais un nom-
bre quarré. Et comme les formules de certe
efpece font en tres-grand nombre, il vau-
dra |a peine d’indiquer quelques cara&eres
duxquels on puiffe reconnoitre leur impof-
fibiliré , afinquon foit fouyent difpenfé
Par-1a d’un thtonnement inurile: c’eft & quoi
Rous deftinons le Chapitre fuivant.

[

C A= PRl S TR BV,
Des cas ob'la formule a--bx-}-cxx ne

peut jamais devenir un quarré.

63.

(JOMME notre formule générale eft de
trg

Jis termes, nous obferverons d’abord
Welle peut toujours étre transformée en




78 Erimewns

une autre, dans laquelle le terme moyen
manque. Cela fe fait en fuppofant x:;’;-‘l’;
cette fubftitution change notre formule en
celle-ci, o "’1—:"”—}—”—':"(’—*“’, ou “"—"gi’;
& puifquelle doit étre un quarré, quon
la faffe =%, on aura gac—bb lyy—czz
& par conféquent yy=cz;+bb—4ac. Lors
donc que notre formule fera un quarré,
cette derniere czz-{-b6—gac le fera pareil-
lement ; & réciproquement, fi celle ci eft
un quarré , la propofée le fera de méme.
Par conféquent, fi on écrit £3 la place de
bb— 4ac, tout reviendra 4 déterminer fi
une quantité de la forme gz~ peut de-
venir un quarré ou non. Et comme cette
formule ne confifte qu'en deux termes, il
eft certainement beaucoup plus facile par-la,
de juger fi elle eft poffible ou fi elle ne
Peft pas; c’eft au refte la nature des nom-
bres donnés ¢ & ¢, qui doit nous guider
dans cette recherche,
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64.

U eft clair que fi =0, la formule czz
n\e peut devenir un quarré que dans le cas
OU ¢ eft un quarré; car le quotient de la
‘}lviﬁon d'un quarré par un autre quarré
ctant pareillement un quarré, la quantité

‘?{ ne peut étre un quarré, a moins que ‘:—(‘ b
Cett-d-dire ¢, n'en foit un, Ainf quand ¢
et Pas un quarré,, la formule cz7 ne peut
0 aucune maniere devenir un quarré ; &
U contraire , fi ¢ eft par foi-méme un
Quarré, czzfera de méme un quarré,, quel~
e nombre que I'on adopte pour z.

65.

: Si nous voulons porter un jugement fur
dutres cas, il nous faudra recourir i ce
9Ue nous ayons dit plus haut au fujet des
différentes efpeces de nombres confidérés
Telativement A leur divifion par d’autres
Nombyres,

Nous avons vu, par exemple, que Je
Wifeur 3 donne lieu 2 trois efpeces dif-
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férentes de nombres: la premiere comprend
les nombres qui font' divifibles par 3, &
quon peut exprimer par la formule 3.

La feconde efpece comprend les noms
bres qui, divifés par 3, laiflent 1 de refte,
& qui font contenus dans la formule 37t

A la troifieme efpece appartiennent les
nombres, ol le réfidu de la divifion pat
et 2 Inke qui fe repréfentent par l'ex=
preflion générale 3nf-2.

Or, puilgue tous les nombres font con
tenus dans ces trois formules, confidérons-
en les quarrés. D'abord, il sagit d’'un
nombre qui foit compris dans la formule
37, nous voyons que le quarcé de cette
quantité étant gnn , il eft divifible non-feu-
lement par 3, mais aufli par g.

Que file nombre donné eft compris dans
la formule 37241, on a le quarré gntt
-6n4=1, qui, divifé par 3, donne 3.
27 avec le réfidu 1, & qui par confé”
quent appartient de méme 2 la feconde
elpece 3n-f-1.

Enfin, fi le nombre en queftion eft

compris
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COmPris dans la formule 37=f20n a4
Confidérer le quarré, gnnux 2744 5 fi on
le divife par 35 on trouve 3.'zn~{—4zz+[
K de refte;; deiforte que ce quarré’ap-
Partiene, aiii quele précédent , & Pefpece
3n4-1. f
Il eftelair par-1& que les nombres quarrés
i général ne-font que de ‘denx elpeces
Telativement au divifeur 3 cary ou ils font
divifibles par 3., &:dans ce cas ils fone né-
Ceflaireriient aufli divifiblespar 95 ou bien
s ne font point divifibles par3., & dans
€@ .casiily aura toujours v-de réGdy & ja=
Mais 2. Par-cette raifon aucun hombre con-
tenu. dans la formule 374-2 ;5 ne peut étre
U quarré,

GO6.

1 nous eft facile, au moyen de ce que
Nous venons de dire , de fa
Ormule 3xx4- 2 ne peut jamais devenir un
Quarrg, quelque nombre entier oy frac-
Yonnajpe qu'on veuille fubfituer & x.Car
fx et up nombre entier, & qu'on divife

TO/)ZC 11. 1:

Ir€ voir que la
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la formule gocxfaipar 3 il refte 15 done
elleine peut étre um quarré, “Enfiite 0%
{

eft une fraftion, mous exprimerorisopat
558t nous fuppoferonsiquielle ‘eft déjir rés
duite afes moindres tefmes , & que &z
wont d'autre commun divifeur que .. Afin
done. que 2 -2 fiitun quareé ; ilifatidroit,
en. multipliant par uz , ique gtz-fonuu £t
de méme un quarré ; or c’eft ce qui-ne fe
peut: car remarquons que e nombre
eft divifible par 4., ou qu'il ne-Feft pas;
silLeft,. 2 ne le fera pas, parce quer& 2
w'ont pas de:commun divifeur s ceft pour=
quoi ; fi on fait w==3 ', comme la formule
devient ==3¢4-18/f, on voit bien qu'ont
ne peut la divifer par 3 qu'une fois & pas
davantage , comme il faudroir pouvoir le
faire fi clle étoit un quarré ; en effet, en
divifant. d’abord-par 3 on a w67 Ot
fi d'un coré 6/f eft divifible par 3, de
FPautre 7t érant divifé par 3, laiffe 1 de
refte. Suppofons a préfent que z ne foit pa
divifible par 3, & voyons ce qui refte-
Puifque le premier terme eft divifible par%

l

5
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il $agira uniquement-de favoir quel réfidu
] |

donne |e fecond terme 2uu; Or % érant

divifg par 3, donne lerefte 1, Ceft-a-dire

. 5 T :
que c’eft un nombre de Fefpece In—=1;

nfi 20u eft un nombre de lefpece 6n-f-3,
& en'le divifunt par 3 il laiffe 2 de‘refte ;
Par conféquent notre formule 3te~F2uu
fion I3 divife par 3, donne le réfidu 2,
& wett certainement pasunnombre quarré.

67,

On peut démontrer de la méme ma-
hiere , que pareillement [a formule 3et+-5 uu
Ne peut jamais étre un quarré , ni‘méme
cune des forntules fuivantes ! 3e8uu,
311w, Jie=rigan, oh les nombrés
Y58, 11 14 &e. divifés par 3., donnent
2 Pour réfidu. Car i 'on fuppofe quie u«
{oit divifible par 3 , & que par conféquent
“ ne lefoir pas, & quon faffe u==3f, on
Patviendra' toujours 3 des formules divi-
fibleg par 3, mais non pas div
Ex fiun’

fequmt que wa foit un' sombre de e fpece

F ii
o

les par g,
pasdivifible pary, & par con«
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3241, on auroit le premier terme, 317,
divifible par 3, tandis que les feconds , juz,
8uu ;-1 1uu Qe auroientles formes 1§2+5,
2478 5 33n~arr &e. & laifleroient
conftamment 2 de refte , quand on les di-
viferoit par 3.

68.

1L eft évident que cette remarque s’étend
méme jufqua la formule générale 3:¢
o (3n--2).uu, laquelle en effet ne peut
jamais:devenir un quarré , & pas méme en
prenant pour 2 des nombres négatifs. Si
on vouloit, par exemple , faire n==-—1,
je dis quil eft impoffible que la formule
ge2—uu puifle devenir.un quarré; la chofe
eft claire , fiueft divifible'par 3 ; & fi cela
n'eft pas, comme dans ce cas uu eft un
nombre de l'efpece 3n-f-1, notre formule
devient 3rz—3n—1, ce qui, étant divifé
par 3, donneJe réfidu — 1 ou ~2, en
augmentant de 3. En général que » foit
=—m , on aura la formule 3z:—(3m—2)ut,
qui ne peut jamais deyenir un quarté,

D’ALGEBRTE
69.

Voila jufqu'otr nous conduit la’confide.

fation du divifeur 3; fi nous regardons
Maintenant aufli 4 comme un divifeur |

nous voyons qu'un nombre quelconque eft
toujours compris dans une des quatre for-
mules fuivantes :

I~)4Iz, L) 4n+-1 , ML) 4n+-2 , 1V.) 403,

Le quarré de la premiere efpece de ces
Bombres eft 1677, 8 il eft par conféquent
divifible par 16.

Celui de la feconde efpece 4n-}1 eft
16nn--8n+-1 ; ainfi en le divifant par 8,
il donne 1 de refte; de forte quil appat-
tent a la formule 87-}-1.

Le quarré de la troifieme efpece , 4n-}-2,
eft 16nn--16n~-4; fi on divife par 16,
il refte 4 donc ce quarré eft compris dans
la formule 167-4. Enfin le quarré de la
Quatrieme efpece 47-}-3 , étant 16774247

9, on voit quen divifant par 8 il refte 1.

F iij
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70,

Nous apprenons par-13 , en premier lieu,
que: tous les nombres quarrés pairs font
ou de la forme 167, ou de celle-ci 167
458 conféquemment que toutes les au-
tres formules paires, favoir 16n-42, 167
~+6, 162-}-8, 16n-}-10, 161412, 167
~}-14 , ne peuvent jamais devenir des nom-
bres quarrés.

Enfuite , que tous les quarrés impairs font
contenus dans la feule formule 8n--1;
ceft-a-dire que fi on les divife par 8, ils
Taiffent 1 de réfidu. Er il fuit de-ly que tous
les autres nombres impairs,, qui auront la
forme ou de 8743, ou de 8a--5, ou
de 8n-1-7, ne pourront jamais étre des
quarres.

i

Ces principes fourniffent une nouvelle
preuve que la formule 3z2~-2ux ne peut
étre un quarré. Car, ou les deux nombres

n

tizs , ou l'un eft pair & Pautre

¢ & ufont

D’ A 1-¢E\B RIE. 8y
eft impair. Ils ne peuvent étre pairs Fun
& Pausre,, iparce. quesfi- cela éroit  ils au-

rolent au moins le commun divifeur 2. Dans

le Premier cas donc, ou tant z que, uu
font compris dans’fa fc
Premier ‘terme 32 érant divifé par 8 laif-
feroit le réfidu 3y:& Fautre termes z2uu,
laifferoie 2;;-ainfi le réfidu total feroit 5

mule 8n+t-r, le

ainfi la formule’ en queftion ne péut éue
Un quarré. Mais fi-le fecond cas a lieu,
& que ¢ {oit pait'&ez impair , le premier
terme 3¢ fera divifible par+, & le fecond
terme: 2uw, i ondedivife par 4, laiffera
2 de refte ; ainfiles deux termes enfemble),
divifés par 4, laiffent 2 de refte, & ne
Peuvent par conféquent former un quarré.
Enfin, i on vouloit fuppofer z un nombre
Pair =2/, & ¢ impair, de forte que
=8n-}-1, notre formule fe changeroit en
celle-ci, 2 4n-\-3-4-8//; qui, divifée par 8
laiffe 5 , & ne peut doric érre un quarré.
Cette démontlration sétend aufli & Ia
formule 3ue—=(8n--2)uu , pareillement a
celle-ci, (8mt3)udrzun, & méme aufli
Fiv
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acelleci, (8m—|=3)4(8n{) i § 6RI'6f
peut fubftituer & 7:8¢'a 7 tous les iotmbres
entiers tant pofitifs que négatifs

2.

Mais allons plus loin ‘& confidérons Te
divifeur 5,2 Iégard duquel tous les nomi-
bres fe rangent en cing claffes:

L)sn, W)snta, HL) 52, 1V.)gn-43
Vo) sty
Nous remarquerons d’abord que fi un
- nombre eft de:la ‘premiere efpece, fon
quarré auralaforme 2577, & fera par con-
{équent divifible non-feulement par 5, mais
auffi par 25.

Tout nombre de la feconde claffe aura
un: quarré de la forme 25nnf10n--1;
& comme la divifion par § donne le ré-
fidu ¢, ce quarré fera compris dans la for-
mule sn--1.

Les'nombres de-la troifieme efpece au-
ront le.quarré 2 5an--20n-f-4, qui, divié
par 5., donne 4 de refte.

Le quarré d'unnombre de la quatrieme
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efpece oft 2§nn--30n-4-9; fi on le divife
Par 5, il refte 4

Enifin Je quarré d’'un nombre de la cin-

Guieme claffe eft 25nn--40n4-16'; qu'on
divite ca quarré par 5, il reftera 1.
" Lors donc qu'un nombre quarré ne peut
~tre divifé par 5, le réfidu de la divifion
‘fem toujours 1 ou 4, & jamais 2 ou 375100
Usengiit quaucun quarré ne peut étre con-
tenu dans les formules 52 & sn-3.

73-

g Nous patirons de-1a pour prouvet que
i la formule stt~f2uu, ni celle-ci, st
3uu, ne peuvent étre des quarrés, Car,
Ou bhien u eft divifible par 5 » ouil ne Ieft
Pas; dans le premier cas ces formules fe-
tont diyifibles par 5, mais elles ne le feront
Pas par 25 ; donc elles ne pourront étre
€s quarrés, Si, au contraire , u n'eft pas
divifible par 55 % fera ou snd-1, ou 57
+‘4 ; & dans le premier de ces cas la pre-
Miere formule fe change en celle-ci, st
1o, qui, diviée par 5, laiffe 2 de
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refte, & la feconde formule devient gt
~i5n--3, ce qui érant divifé par 5
donne 3 de refte,, de forte que ni l'une ni
lautre ne peuvent étre un quarré ;. quant
au cas de uu==j5n--4, la premiere fors
mule devient suz-f10n-58., ce qui, divifé
par 5, laifle 3 ; & l'autre devient 5z4-157
~12, ce qui, divifé par 5, laifle 2 5 ainfi
dans ce cas les deux formules ne peuvent
pas non plus étre des quarrés.

On obfervera par un raifonnement fem-
blable que ni la formule 32e+-(5n--2)uu,
ni cette autre, §uz~-(5n-3)un, ne peu-
vent devenir des quarrés., puifquon par-
vient aux mémes réfidus que nous venons
de trouver. On pourroit méme écrire da’xjs
le premier terme 5mzcaulieude ye¢, poury
que 7 ne foit pas divifible par .

74

De ce que tous les quarrés pairs font
compris dans la formule 47, & tous les
quartés impairs dans la formule 4n-j-1 , &
que par conféquent ni 4n4-2 , ni gn--3»
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e peuvent devenir des quarrés , il s’enfuit
Que la formule générale (4m-3) e~ (4n
T3 ) 1w ne peut jamais étre un quarré. Car
fuppofons que ¢ foit pair, z pourra étre
diviz par 4, & lautre terme érant divifé
Par 4. donnera 3 de refte ; & fi nous fap-
Pofons les deus nombres ¢ & u impairs ,
les reftes de 1 & de uu feront 1, & par
Conféquent le réfidu de la formule entiere
€ra 2 ; ‘oril n’eft aucun nombre quarré qui,
Wifé par 4, laiffe 2 de refte.
Nous remarquerons auffi que tant 7 que
7 peuvent méme étre pris négativement ,
O =0, & quil senfuit que les formules
3tbgun & yu— iy ne peuvent pas non

Plus fe transformer en des quarrés.

75:

De mém» que nous avons trouvé pour

U petitn 1 bre de divifeurs » que quelques
¢peces de nombres ne peuvent jamais de-
Venir des quarrés ,- on pourroit déterminer

€ pareilles elpeces de nombres pour tous
i P

les qutres divifeuss,
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Quil sagiffe du divifeur 7, on aura 2
diftinguer fept différentes efpeces de nom-
bres , dont nous examinerons auffi les
quarrés. |

Efpeces des
Nombres,

Leurs Quartés font de
Pefpece,
o ~J

49/112 | 77l
49nnt-14nt 1 | 7n-1
49nnt28n- 4 | 7nf-4
49nn+-g2n4- 9  7n--2
somnps6ntis | gnta
VL 7n4-5 | 49nnf-70n-4-25 | 7n4-4
VIL 7246 | 4972847436 | 7nt-1.

Puis donc que les quarrés qui ne font
pas divifibles par 7, font tous contenus
dans les trois formules 71, 742, 71
-4, il eft clair que les trois autres for
mules, 7743 , 77-+5 & 7746, ne sac:
cordent pas avec la nature des nombres

uarrés.
4 76. |

Pour entrer encore mieux dans le fens ‘
de cette conclufion , on remarquera qué |

I- 7’1
1L 7n4
It 7742
1V. 7043
V. 7044
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la deriere efpece, 7746 . peut auffi sex-
Primer par 7a—rp ; que . pareillement. Ia
formule 7n5 eft la méme que 7n—z,
& 7244 5 la méme que =g, Lars
cela pofg, il eft évident que les.quarrés des
df?l{x efpeces, 7n—-1 & 7n—=1,.fi on'les
divie par 7 , donneront le méme réfida 13
& que les quarsés des deux efpeces , 7242

7n—2, doivent fe reflembler de la
Méme maniere,

77:

~En général donc,, quel que foit le di-
Vifeur , que nous indiquerons par la lettre
4, les différentes efpeces de-nombres, qui
n réfultent , font

115/2 5

dn-1, dnot-2, dndz 5 &e.

dn—1, dn—2, dp—3, &c.
O les quarrés de dn—f-1 & dn—1 ont cela
dsf commun , .quétant. divifés par o, ils
1fllffent le refte 1, de forte quiils appar-
Yiennent & la méme formule dn+-1; de
Méme les quarrés des deux elpeces dnof-a
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& dn—2; ‘appardenient 4 la’ méme fot-
mulé dn-4: De figon qu'on peut concluré
ei-général que’ les quarrés des deux eff
peces, dnal &dn s étant divifés paf
, donnent un méme ‘téfidu aa, oul celul
qui'fefte:, en divifant aa pard.

78

Ces remardues (ffifErit pour indiquer une
infinité de formules, telles qitetazz4-bun; qui
ne peuvent en aucupe-maniere devenir des
quarrés, Ceft ainfi que le divifeur 7 donne
facilement “¥ Fcotifioitre qu’;{ncune deé ‘ces
frois formules, 7ri-L yitu, i vy g u-t6ui,
ne peut devenir tm quarce’y parce gue:la
divifion de « par 7 ne donne pout réfi
que1,ouzou4; &que dans la premiere
de ces formutes il>refte ou-3, ou 6 ou
dans l@ fecoirde, 55,386, & da
froifieme’, 65 ou’ 5 Qu'3 y'ce qui ne -peut
avoir lieu dans'des quareési Lors done qu'ont
rencontte ‘de pareillm formules:, -on eft st
quon feroit des effortsinutilesen chierchant
4 deviner quelque casotellesdeviendroient
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d@S. qQuarrés, & c’eft pourquoi les confidé-
Tations daus lefquélles nous venons dentrer.
ne laiffent pas d’étre importantes. .
: Si, au'contraire ; une formule propofée
Weft pas’de ‘ceté natire , nous avons vu
dans Je Chapitre précédent quil fuffit de
trouver. un feul ‘cas ou elle devient, un
Quatré ,; pour éfre en ératide déduire’ de
Cecas une infinité dattres’ cas pareils:
Laformule propofée ¢toit” proprement
@xxel=b ;8 comme'on trouve ordinaifes
Ment pour xrdesifrallions , nousaavions fup+
Bofe x=endforte quilsagifloide tranfe
Stmeren un quarré la formule arr~{-buu.
Mais il ne ' laiffe pas d’y avoir fouvent
Une infinité ‘de’'cas ou » pent méime etra
UMligné en nombres éntiers, & Celt de 1a

Ctermination’ de ¢és” cds que nous nous
BCcuperons dans leChapitre fuivan.

=
eX
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C AR T: RoB =1 VE

Des Cas en nombres entiers., oi la Jormule
axx--b devient un quarsé.

79:

NO us avons déj fait’ voir plusthaut
comment: on doit fransformer des: formu-
les telles que a-bxf-carx, fi on veutien
retrancher le- fecond- terme ; ainfil nous
w’étendrons: qu’a la formuile axx=f-bles res
cherches préfentes , ol il sagira de trouver
pour & uniquement des nombres entiers
qui puiffent transformer cette formule en
un quarré. Or il faut,, ayant toutes chofes,,
qu'une telle formule foitpoflible ; car G clle
ne l'eft pas, onne trouyera pas méme pous
x des veleurs fraftionnaires , bien loin dé
pouvoir trouver des nombres entiers.

So.

Qu'on fuppofe donc: axx—-b=yy, ol
@ & b font des nombres entiers , & on #
&

D’4A 16 k3R B 97
&y

o doivent étre de méme des nombres
entiers,

Or il eft abfolument néceflaire ici qulon
ache , oy qu'on ait déja trouvé un cas en
Nombres entiers, fans quoi ce feroit une
Peine perdue de chercher d’autres cas fem,

lables puifquil & pourroit que la- for-
Mule iy impoilible,

Ainfi . nous {uppoferons que cette for-
Mule devienne un quarré , {i lon fait g
& nous indiquerons. ce quarré par gg, e
forte que aff-t-bege, ot £ & g font des
Bombres connus, Tout fe réduit donc a

déduire de co cas d’autres cas femblables ;
cette recherche eft d’autant plus impor-

. 34 ] xS
ante, qulelle’ eft fujette & des duifficuleds
FOllﬁ(lérables quenous viendrons cependant

% bout de furmonter pat’les artifices quon
Verra),

81,
Puifquon a déjatrouvé afff-b=ge, &

;]Ue Qailleurs il faut aufi que axx~-b=yy,
Qultrayons [a premiere équation de la fe-
Tome Z7: G
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P
conde, & nous en aurons une nouvelle ,
axx—aff—yy—gg, qui peut fe'repré-
fenter ‘par des fa&teurs de la maniere fui-
vante, a(rtf) (r—)=(r+8) (=)
& qui en multipliant de plus les deax mem-
bres par pg, devient apg (x-}-f) (x—f)
=p7(y=2)(y—=g). Si nous décompo-
fons maintenant cette équation’, en faifant
At o ¢

aplxf)=q(y=+e), &q9(x—f)
=p(y—g), nous pourrons tirer de‘ces
deux équations des valeurs des deux lettres
x &y, La premiete’, divifée par 7, donne
upsiapl

1
YT g="—7
5 e agts
o

T =y
donne y—p=—

la feconde, divifée par p,

; fouftrayant certe der=

PN

niere égalité de lautre, on a 2¢

_ Gp-a)Cappegn)f T REEE

s HERE o 2pge—=(app~rq9) %

1 et 2 (app+ra9)f

~1 app. aonc.x—= — {224

F(app=a9)fs B i

Loy 3 3 = 2894

har-1a on obtient y =g~} 2

Siipage ;O Seli e
;j)fl—f’vyl. Et.comme dans cette der-

niere valeur les deux premiers termess

contenant tous deux la:lettre g, peuvent
o (app +qg

étre mis fous la formc%yf]"g, & que 165

{dw.

deux autres termes’, contenant la lettre f7

p’drcEBRE

99
-, tous les
termes feront réduits 3 la méme dénomi-

Peuvent sexprimer par —

nation , & on aura y=

8a.
Ce procédé femble &’ i
I/ caciemble d J))Ord ne F»O!ﬂt con-~

o e -
Venir A notre but, puifque devant trouver
Pour x & pour y

20fpq

: les nombres entiers, mous
ff){nmes parvenus a des réfultats fra@ion-
faires, & quiil sagiroit de
Nouvelle quéftion
fubg

traiter cette
qllCIS nombrcs on p(“UE

btatuer a p & & g pour que les fraftions
difparoiffent ? quetion qui paroit plus dif-

ficile encore que notre queftion principale.
Vlais on peut employer ici un artifice par-
Yculier , qui nous fera parvenir facilement
2 but ; nous allons Pexpliquer:

Comme tout doit étre exprimé en nom-
bres entiers ,* faifons £
=7, pour avoir x=ng—mf, &
\na.f: ] :

Or nous ne pouvons pas prendre ici » 8&
;’lé volonté, puifque ces lettres doivent fe

“terminer de fagon & répondre aux déter~

G j
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minations précédentes ; ainfi nous confidé-

rerons pour cet effet leurs quarrés, & nOt:S
aap'+2appgg+q°.

verrons que mm:;ap‘*i'ap/;qq—}— i

& ,l,l:_,_,‘__‘%ffﬁf/ﬂ ———, & que par

aap'—2appqgq-t-q
conféquent mm—ann
aap'~2appgg+q' —4appqq

T aap'—zappygty’

CAOR o Giep d

T aap'—2appggtyq
83.

On voit par-la que les deux nombres
& n doivent étre tels que mm=—ann--1.
Ainfi, comme a eft un nombre connu, il
faudra commencer par fonger aux moyens
de déterminer-pour ~ un nombre entier ,
tel que ann-{-1 deViCnn‘C un quarré ; c[ar
apres cela m fera la racine de ce quarré;
& quand on aura déterminé pareillement
le nombre £, de maniere que aff-f-6 de
viennc un quarré , favoir gg, on aura pou
« & pour y les valeurs fuivantes en nombres

Ie

D’AdrecErrE
emiers, x-‘—ﬂg—mf & Y
enfin par-ly axx—b=

84.

1 eft évident quayant une fois trouvé
& n, on peut écrire A lenr place —m
& —»n, parce que le quarré a2z ne laiffe
Pas de refter le méme.

Mais nous avons fait entendre que pour
trouver x & y en nombres entiers,, de ma-
hiere que axx—-b=yy , il falloit d’abord
Connoitre un cas, tel que afftb=gg;
lors donc qu'on aura trouvé un femblable
€as, il faudra tacher encore de connoitre A
Outre le nombre 4!, des valeurs de m &
de 7, telles que ann-- nm , & nous
en donnerons la méthode dans la fuite.
Quand enfin tour cela fera fait, on aura
un nouveau cas, favoir xe==ngt-mf , & y
SSmg~-naf', & aprés cela axx —i« =yy.

Mettant enfuite ce nouveau cas 3 la
Place du précédent , qu'on avoit regardé
Comme connu; ceft-a-dire, écrivant ng
Hmfauliendef, & mg~t-naf au liende g

G ij
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on aura pour x & y de nouvelles valeurs ;
par lefquelles, fi on les fubftitue 4 x & &
¥ » onentrouve enfuite d’autres nouvelles,
& ainfi de fuite aufli loin quon voudra;
de forte quau moyen d’un feul cas qu'on
connoiffoit d’abord , on en détermine apres
cela une infinité d’afitres.
85.

La maniere dont nous fommes parvenus
a cette folution éroit affez embarrafiée , &
paroifloit d’abord nous ¢loigner de notre
but, puifquelle nous avoit conduits & des
fraltions compliquées qu'un hafard favo-
rable a feul pu réduire ; il fera donc & pro-
pos d'indiquer une voie plus courte, qui
conduit & la méme folution,

86.
Puifquil faut que axx—{-b=yy, & que

Pon a'déja trouvé off{-b—gg, la premiere
€quation nous donne b—yy—axx, & la
feconde donne b==gg—aff; par confé-
quent il faut aufli que yy—axx

D4 1.6 E.B.RIE. 103

lesinconnues x & y par le moyen des quan-

tités connues & g. On voit que pour cet
effet on pourroit faire fimplement «
& y==g; mais on voit aufli que cette fup-
pofition ne fourniroit pas un nouveau cas
outre celui qu'on connoiffoit d’avance,
Ainfi nous fuppoferons quon ait déja
trouvé pour 2 un nombre tel que ann—-1
{oit un quarré , ou bien que ann-t-1==rmm ;
Cela pofé, nous avons mm—ann==1; &
en multipliant par cetre équation la der-
hiere que nous avions ci-deflus , nous trou-
Vons aufli que yy—axx=(gg—aff)
(mm—ann)=ggmm—affmm—ag*nn
“-aaffnn. Suppofons & préfent y=—gm
~-afn, nous aurons ggmm--2afgmn
+aafj'}m~zzxx* nm— affmm—aggnn
aaffnn , ol les termes gomm & nnjf)zz‘r fe
détruifent; de forte qu'il refte axx=affmm
~aggnnt-zafpmn , ou xx=ffmm--gonn
~-2fgmn ;s or cette formule eft évidem-
Ment un quarré,, & donne x=fm--gn ;
Ainfi nows avons trouvé pour x & y les
meémes formules que ci-deffus.

G iv
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87.

Il fera néceffaire maintenant de rendre
cette folution plus claire , en lappliquant
a quelques exemples.

Premiere queflion. Trouver pout x tou-
tes les valeurs en nombres entiers , telles
que 2xx—1 devienne un quarré , ou qu'on
ait l.n\fx—l—-:‘}/}/.

Nous avons ici a=2 & b=—1, & il
fe préfente aufli-tot un cas fatisfaifant , qui
eft celui o x=1 & y=1. Ce cas connu
nous donne f=1 & g=r1; or il sagit de
plus de déterminer une valeur de » , telle
que 27271 devienne un quarré mm ; &
on voit d’abord auffi que ce casa lieu quand
n=2, & par conféquent m=1%; ainfi
chaque cas connu pour £'& & nous donnant
ces nouveaux €as ¥==3f-f-2¢ 8 y=—3g
~+4f’, nous tirons de la premiere {olution 5
f=1 & g=i ;'les nouvelles folutions fiii-
vantes:

x:f:.I[ 5129|169

Y=g=1| 7141|239 &c,

DAL cERRE 16§

88.

Seconde queftion. Trouver tous les nom-
breg triangulaires,, qui font en méme temps
des quarrés,

Soit 7 la racine triangulaire , ce fera le
tTiilng[e“—l" qui devra étre en méme temps
Un quarré ; & fi nous nommons x la ra-
tine de ce quarré, il faudra que S,

ultiplions par 8, rous aurons 4741
S8Bxx; & ajoutons encore 1 de chaque
%té, pour avoir AtHarFi=Gr)?
N8xx--1. Ainfi la queftion eft de faire
0 forte que 8xx—1 devienne un quarré 3
Qr i l'on trouve 8xx--1=yy, on aura
Y=il1, & conféquemment Ia racine
angulaire cherchée i

Or nous avons a=—8 & f— , & un
% fatisfaifant faute aux yeux, favoir f=o

§=1. On voit de plus que 8nn—t-1
Smm, en faifant n—1 & m=3; donc
TS3fte & y=3+8f; & puifque

1= s ;
= < » nous aurons les folutions fiivantes -




M E N &
35| 2041189

1719957713363
1| 3|49 zss]mm&c.

89.

Troifieme queftion. Trouver tous les nom-
bres pentagones , qui font en méme temps
des quarrés.

Que la racine foit 7, le pentagone fera
=¥ que nous égalerons au quarré xx;

7i—¢=2xx ; multpliant par 12 &

ainfi
d]omant Lunité , nous avons 36z7—127--*
—24xx - 1=(67—1)"; & faifant 24x¥
~1=yy, il favdra que y=67—1, &
o
i

Puifqulici a=24 & b=1, on connoff
le cas f—o & g=1 ; & comme il fau
que 24nn+-1=mm, on fera n=r , cé
qui donne m==5 ; ainfi on aura x=;f+#
& y=s5gt-24f; & non-feulement {
=2*, mais auffi z=="2, parce que l'0*
peut éerire y=1—67; de-Ia réfultent enfi?
les folutions fuivantes:

90.
Quatrieme queftion. Trouver tous les
Qarrés en nombres entiers » qui, pris fept
Gis 8¢ augmentés de 2, redeviennent des
Qarrds,
On demande par conféquent que yxx
2=yy, ol a=y & b=12; & le cas
Onay tombe aufli-tot fous les fens, c’eft-
“dire x—1 ; de forte que x—-—/___l 5 O
Vs Si 'on confidere enfuiite Péqua-
i =mm , on trouve facilement
que n=3 & m—=38; donc x=8f
f(’hii & y.__?g+u], & on aura les
ns qui fuivent :
Ky 1 2y
Y=8=13 451717 &e.

4
on 5 -
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91.

n. Trouver tous les
nombres triangulaires , qui font en méme

Cinguieme que,

tCllil)S PCU[([?IU"QS.

Que la racine du triangle foit =p &
celle du pentagone =g, il faudra que’Z
—307

ou 39¢—qg=pp+p; quon cher
che g, on aura d’abord ¢¢ Ty

3
+VETE?, ou

de faire en forte que 12pp—12p--1 de
vienne un quarré, & méme en nombres
entiers, Or comme il y a ici un terme
moyen 12p, on commencera par faire 7
==, au moyen de quoi on aura 12pf
—=3xx—6x-43 & 12p=6x—06, pit
conféquent 12pp+12p+i=3xx—2; ceft
cette derniere quantité préfentement qu’il
eft queftion de transformer en un quarré.
Si donc on fait 3xx—2=yy, on aur®
1 & g=12; ainfi tout dépend d°
la formule 3xx—2=yy, & on aicia=3
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& b=—12; de plus un cas connu x=f

=1 & y=g=1; enfin dans 'équation
mm=—gnn--1, 0n a n=1 & m==2; donc
on trouve tant pour x & y que pour p & ¢
les valeurs fuivantes:

Dabord x=2f-g, & y=2g-3f,

enfuite :

ou J:éil"l']i‘, {

3
parce quon a aufli q

Jufqua préfent, quand la formule pro-
Pofée contenoit un fecond terme, nous
€tions obligés de le retrancher ; mais on
Be laiffe pas de pouvoir appliquer la mé=
thode que nous venons-de donner, fans
faire difparoitre ce fecond terme ; nous al-
lons encore en expliquer la maniere.

Soit axx|-bx-c la formule propofée
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qui doit étre un quarré , ou =955 & qu'ont
connoiffe déja le cas aff~-bf~4-c=

Si on fouftrait cette équation de la pre-
miere, on aura a(xx—ff)ﬂ—b(x—f‘)
=yy—gz, ce qwon peut exprimer par des
falteurs de cetre fagon: (x—f) (zzx—(~f1]vk[’)
=(y—g) (y+g). Quon muldiplie (1f
part & Jausre par pg , on aura M(X_fgz
(exabaf kil py (=g +e)» B
ondécompofera cette équation en ces cl‘eufa
L)p(x—f)=g(y—g) , 1) g (ax—-af-}-£)
=p(y-}+g). Multipliant. maintenant i:
premiere ‘par p & la feconde par ¢, ©
fouftrayant le premier produit du {c?on(h
on obtient (agg—pp)x—(e9q—+pp) f+071

o
o . L agpg agg+prl
= 2gpg, ce qui donne x= "

99— PP P
piiis 30 2
49 = PP 3 3 )
Mais la premiere équation eft g(y —g)
% =T
=p(x—f)=p ( 2
2epp  _ 24fpg
a9 ~pp agq —pp
par conféquent y =g
bpg

ainfi y—g==

aqq-

Il sagit'icide chafer les fra&ions s

PP’A LG R Tt
fifons pour cet effet, comme ci-devant,

, & ,,,—/2"1/;;::/1, & nous aurons
> q My

;]ﬁ—w === donc X=ng

e y:mg--—/mf——:— bn,
U les lettres m & n doivent étre telles,
Anf qWauparavant, que mm=—ann-}-1

93

Les“formules que nous venons de trou-

Yer‘pour x & pour y'; font encore mélées
Avec'des fraltions, puifqu’il y'" en'a dans
l6s" termes qui renferment a lettre 4; &
Cela fait quelles he tépondent pas 4 notre
bie, Mais il faue remarquer que, fi de ces
Valeurs on pafle aux fuivantes , On trouve
Conftamment des nombres entiers , qua la
Vérité on efit trouvés beaucoup plus faci-
tment par le moyen ‘des nombres p&gq
e nous aviohs iritroduits’ dés-de commen-
Sement, En effer, qwon prenne p & 7,
de fagon que PP=a99-}1, on aura agq
PP B IEs fraltions difpatoltiont,
N e SRE T

Y=g ey taatpg by mais
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comme dans le cas connu aff+-bf+-c=gg>
on ne rencontre que la feconde puiffance
de g, il eft indifférent quel figne l'on donne
a cette lettre; qu'on écrive donc —g aul
lieu de g, on aura les formules x=2gp
+faggtrr)+-bg7, & y=g(agq-trp)
~-2afpg+bpg, & on fera afluré mainte:
nant que axx-+bx—-c=yy.

Qu’on cherche, par exemple,, lesnom=
bres hexagones , qui font aufli des quarrés.

Il faudra que 2xx—x=yy, ou a==2y
b=—1 & c=0, & le cas connu fera évis
demment x—=f=1 & y=—g=1.

De plus, pour que pp—2g9-+-1, il faut
que g=2 & p=3; ainfi lon aura x=124
~F17f—4, K y=1781-24f=6,

. fultent les valeurs qui fuivent:
e A
J=g=1 \ 3511189 &e.

O
aou e

94.

Arrétons-nous encore & notre premief®
formule, ol le fecond terme manguoit?
& examinons les cas qui font de la foff

mul®

s
p’drcrepre 13

Yf'mle axx~}b un quarré en nombres en-
tiers,

Sog donc axx—t-b=yy, & il s'agira de
Templir deux conditions::
1% Qu’ i {
: ‘Q f)r]‘conxxolffe un cas o cette
quation it lieu , 8 nois fuppoferons' ce
Cas exprimé par I'équarion aff4-b=gg.
3 ! / 3 .
% 2% Quon connoiffe des valeurs de m
de 7, telles
3 ue mm=—ann-
o q ’ -1, ce que
: 1gnerons & trouver dans le Chas
Pltre fuivant.

De-laréfiilte un nouveau cas , favoir x
3 % o i o2 ;
ng—t-mf, & Y=mg=lanf, qui conduit

Snfiite 4 dautres cas pareils , que nous re=
Péfenterons de la maniere fuivante :
x=f|A4|B|C| D|E

X =g\ PIQ|R|S |T &e.

& g enf. B=nP s+ md|C=nQ +mB|\D=nR imC

& Ce\mi’{ f|Q=mP--an d|R=mQ+anB S =mReanC &e:

3 s' 'eux fuites de n-ombres fe continuent
-aifément auffi loin qu'on veut,

99+
On i
pomblre‘m.arqnem cependant qu'il n’eft pas
€ ici de continuer la fuite fupérieure
Tome 7 74 H
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pourx, fans avoir Uinférieure fous les yeuss
1ais il eft facile de lever cet inconvénient

& de donner une regle , non-feulement

pour trouver la fuite fupérieure fans con®
noitre Tinférieure , mais auffi pour détet-
miner celle-cisans le fecours de I'autre.

11 faut:obferver; que les nombres qu'o
peut fubftituer 3 fe fuivent dans une’ cet”
taine progreffion, telle que chaque termeés
comme, par ex. £ , peut {e déterminer pa*
les deux termes précédens € 8D, fans quf
Ton foit obligé de recourir aux termes infe-
rieurs R & S. En effet, puifque E=nS+mP

=n(mR+-anC) 4-m(nR4-mC)= 2nk
wl-annC—~-mmC ; & que nR=D—mbl1
on trouve E=2mD—mmC-4-annC, o
E=2mD —(mm—ann)C , ou enfin
—2mD—C, & caufe de mm=—ann-+"
& de mm—ann==1 ; moyennant quoi %
voit clairement comment chaque termé g
détermine par les deux qui le précedent.
1l en eft de méme 4 Pégard de la filf’
inférieure ; car puifque T=mS~-anD
D RAtmC,y on a-T=mSratth

s
D’Arecrppr, 81
- aninCPe plus S:mR-’(—a nC, ainfi
N CS=S Do s 2
C=8>mR; & fi lon fubftitue cette
Valeur de anC, il vient T—=2mS—R. ce
Y11 2
((\IL‘II prouve; que la progreflion inférienre
uit la:méme loi ou la méme regle que la
fupérieure,
:
I
Q'u on cherche, par exemple, tous les
Nombres entiers x , tels que 3xx- Yy
On aura d'ab - é :
abord f==i & p— ifui
: J=1 & p—i; enfuite
zz{z__zmz—}—»x s i n=2 & m==3., Donc
puifque A==ngmfiss x

les deux premiers
termes feront 1 & 5

g » ‘8Con trouvera toys
es fuivans par la formule £ - =6 D gy
% FKN ! PR ~ A
Ceft-A-dire que chaque terme pris fix fois
; . donne le
erme fuivant. 11 fuic de-Iy que les nombres
* que nous cherchons,, formeront Ia fuite
Que voici:
(t), 55295 169, 985 , sm4r, &,
npeut i efli i
b peut continuer ce,tte progreflion aufl
dm quon veut; & fi I'on vouloit y intro-
: FTg .
Wre-aufli des termes fraGtionnaires , on
3 AL AR
1 trouveroit une infinité par la méthode
Que nous avons donnée plus haut,

H jj

& diminué du terme précédent
)
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D’une Méthode particuliere 5 parlaquelle la
formule ann-}-1 devient un gquarré en

nombres entiers.
96.
CE que nous avons enfeigné dans le

Chapitre précédent, ne peut. s'exécuter

d’une maniere complette, a moins qu'on

ne foit en érat d’afligner pour un nombre

quelconque a un nombre 7, tel que anr

-1 devienne un quarré , ou qu'on ait mm
IZ/l—l‘l-

Si on vouloit fe contenter de nombres
rompus , cette équation feroit facile & ré
foudre, vu qu'on n’auroit qu'a faire m==1
225 car dans cette fuppofition on a mr

yfedfe Ly -1, ol 'on peut
= f 2242 —ann-t1; oi Fon

retrancher 1 depart & d'aurre , & divifer
enfuite les autres termes par n, de fort®
que multipliant de plus par g9, on obrien®
2pg-+npp=anqq, 8k cette équation donnas®

DAL G¢EBRE 17

—_ s : OB
R 2l t i
S fourniroit une infinité de va

lears de 7. Mais comme » doit étre un
nombre entier, cette méthode ne nous fer-
viroit de rien, & il faudra en employer
une toute autre pour artiver i notre but.

97

Nous devons commencer par remarquer
que fi on vouloit que ann-=1 fiit un quarré
en nombres entiers pour une valeur quel-
conque de a, on exigeroit une chofe qui
Weft pas toujours poflible.

Car d’abotd il faut exclure tous les cas
Ol ¢ feroit un nombre négatif'; enfuite il
faut exclure auffi ceux ot o feroit lui-méme
Un quarré ; parce qualors ann feroit un
Quarré, & qu'aucun quarré augmenté de
Punité ; ne peut redevenir un quarré en
Nombres entiers. Nous fommes obligés par
Conféquent de reftreindre notre formule ,
de maniere que a ne f{oit ni négatif ni un
Quarré ; mais au refte toutes les fois que a
¢t un nombre pofitif fans étre un quarré,
Ufera poffible dé trouver pour zunnombre

H ijj




118 ErZmEews

entier, tel que ann--1 devienne un quarré,

uand on dura trouvé une telle valeur
il fera aifé, d’aprés le Chapitre précédent,
d’en déduire un nombre infini de fembla~
bles ; mais il fuffit pour notre deffein d’en
connoitre une feule,, & méme la plus pe-
tite, & c’eft ce qu'un favant Anglois, nom-
mé Pell, nous a appris a trouver par une
méthode ingénieufe que nous allons ex-
pliquer.

98.

Cette méthode n’eft pas de nature &
pouvoir étre employée généralement pour
un nombre a quelconque, elle n'eft appli-
cable que dans chaque cas particulier.

Ainfi.nous commencerons par les cas Jes
plus:faciles , & nous chercherons d’abord
pour. 7 un nombre te[ﬁqi 22n+-1 {oit un
quarré, ou que \/z nn~-1 devienne ra-
tionnel.

On voit aufli-tot que cette racine quar-

rée devient plus grande que 7, & cepen-
dant plus petite:que 27 Si donc nous ex-

DAL 6 VE B R, 9
primons cette racine par n4-p, il eft siir
que p eft moindre que 7 ; & nous aurons

2nn+-1 =n~|-p, enfuite 2nn—-1=nn
~-2np-f-pp ; donc nn=anp-l-pp-f-1, &
n=p-}- \/zpp—l. Tout fe réduit par con-
{équent 4 ce que 2pp—1 foit un quarré ;
Or ce cas a lien fi p=1, & il donne n—>2
& \/;;n—{—l =

Si on nayoit pas auffi - to¢ pu s’apperce-
voir de ‘ce cas, onferoit allé plus loin; &
puifque \/1;":;~1 >p, & par conféquent
72> 2p il auroit fallu fuppofler n=—=2p+q;
on auroit donc eu zp~lr-7:p—}—v/;p/»~1 %
0u;;+g:\/zpp—[ » & en quarrant, pp
F2potor=rpp—1; aini pp=1pg1gq
1, ce qui auroit donné p=g+ \/Z_I, +15
de forte quil eft fallu que 2gg-f1 it un
quarré ; & comme ce cas a lieu, fi on fait
9=0, on auroit en p=1 & n=12, com-
me auparavant. Cet exemple fuffit pour
donner une idée dela méthodey mais'cette

1dée deviendra encore plus nette par ce qui
fuiyra,

Hiv
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99.
Soit a préfent a=3 , c’eft-i-dire qu'il
sagifle de transformer en un quarré la for-
mule 37241, On fera \/37;—_}—_1—::72‘]—/7 3

ce qui donne 321 =nn--2np-tpp,
& 2nn=2np-pp—1, don I'on tire n

:'1‘—/-3?‘-’"—‘. Maintenant, puifque y/377—2
furpafle p , 8 que par conféquent » eft
plus grand queZ? ou que z, qulon fuppofe

n==p-+q, & on aura ap+2g=p+v/ 3pp—2
ou p+zg:‘/3pp—z; enfuite , en quar-
rant, pp+4pq+4gq:;p}7— 23 de forte
que 2pp==4pg-=49q--2 , ou pp==2pg-+29¢
S, & p=q-+ !,/}gL]—{-I. Or cette for-
mule eft femblable a la propofée , ainfi on
peut faire g=o, & milﬁm p=1 &

/

n=1; de forte que V/ 3nn-f1=2,
I100.

Soita=ys , afin qu'on ait a faire un quarré
de la formule 5271, dont la racine eft

plus grande que 22; on fuppofera y/ 5 sin+i

DA LCHE B R TS 121
“;zn—[—p, ou snn~1=gnn-}4np-}-pp
ainfi on aura an=gnp-{-pp—1 , & n=12p
‘}"_‘/SP/’“I- Or \/5pp——1>zp, il sen-
fujt que n>4p; ceft pourquoi on fera »
=4p+-, ce qui rend 2P+‘]:\/SPP“I >
U 4pPtapgt-g7—=spp—1, & pp=4pq
*t9g+1, de maniere que p_—_zq+\/57"q+l;

comme g=o fatisfait'a cette équation ,
On aura p=1 & n=4; donc \/57111—{—1
§9. >

I0I.

Suppofons & préfent a—6, pour avoir
2 traiter la formule 6an -1, dont la ra-
Cine eft pareillement comprife entre 272 &
37. Nous ferons donc u/gnn—}—ixgzuz—{-p,
& nous avrons Srnt=t=ynn-t-gnp-t-pp,
N 2nn—=ynptpp—is, & de-la n=p
+.‘./Lif2 » Ou =2V

=55 ainfi 2> a2p,

Si, en conféquence de cela, nous fai-
fons 71135/:}:7 » NOUS avons 4p4-29—2p
if\/@wfz, ou 2ptag=v/6pp—2;
8 quarrés font 4PP+-8pg-+499=6pp—12;
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ainfi 2pp=8pg~t-499-t2, & pp=4pq
~}29¢--1, enfin p:zq—}«\/@q—}ﬂ ; cette

formule reflemblant & la premiere, on a

g=o0; donc p=1, n—=2 & \/Gnnﬂzs.

102. ‘
Allons plus loin, & foit a=7y & 7nn
~1=mm, on voit que m>2n; quon
fafle donc m=—2n-}p, & on aura 7nn-}-1
=gnn-}-4np--pp , ou 3nn=—4gnp-t-pp—1,
ce qui donne 71::3'—77"’—‘5. Préfentement,
puifque n>;1p, & par conféquent plus
“grand que p, qu'on fafle n=p-}-g, on
aura p-t+39= ‘/7}7;7——3 , & paflant aux
quarrés , pp4-6pg+999=7pp—3 , ainfl
6pp=6pg+979+3 » ou 2pp=2p9+397
1, d'o Lon tire p=""T2, Or ona
ici p>27, & par conféquent p>g, ainfl
on fera p—g--r, & lon aura g-4<27
:\/;FI—:, de-la les quarrés gg--49r
~4rr=799-}2; enfuite Ggg=4qr—-477
—2, ou 3gg=2gr-}-2rr—1 , & enfin ¢
raV/ g3

. On continuera, & caufe de ¢
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>r, en fuppofant g=r-}-/, & on aura
273 = \/7 /'/'——T, enfuite 477127/
Tof=7rr—3, ou yrr=r1arfFo /43,
ou g3, & sl 7,
Or cette formule eft pareille 4 la premiere ;
Anfi faifant [=o, on obtiendra r=—r
=1, p=2 & n=3 ou m=S§.

Mais ce calcul peut s'abréger confidé-
tablement de la maniere qui fuit, & qu'on
Peut employer auffi dans d’autres cas.

Puifque gnn—1=mm , il senfuit que
m<3n.

Qu'on fuppofe donc m=3n—p, on
ra ynn—-1=9nn—6np-+pp, ou 2nn
S6np—pp--1, d’olt ontire n==MV T2
3infi < 3p ; par cette raifon on écrira
=3p—29, &, prenant les quarrés , on
A2 opp—12p94-499=7ppt-2, ou 2pp
SSt2pg—agqt2, & pp=6pg—2q¢-|-1,
oy Té(lIIIE/L:}qﬁ*\/T}]ﬁ 1. Or on peut
dabord faire ici g=o0, & on trouvera P
=1, n==3 & m=8, comme auparavant,

2
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103.

Que a=$§ , en forte que 8nn-f-1=mm
& m<3n, il faudra faire m=3n—p, &
on aura 8nn-t1=9nn—G6np—+-pp , ou nn
=6np—pp+1, dou réfule n—=3p
v/ 8pp+1, & cette formule érant déja
femblable a la propofée , on peut faire
p=o0, ce qui donne n=1 & m=3.

104.

On procédera toujours de la méme ma-
niere pour tout autre nombre a, pourvu
qu'il foit pofinf & non un quarré, & on
arrivera toujours a la fin & une quantité ra-
dicale , comme \/a1t+l , qui fera fem-
blable & la premiere ou la propofée , & on
waura alors qu'a fuppofer =0 ; car l'irra-
tionnalité difparoitra , & en retournant fur
fes pas on trouvera pour n néceflairement
une valeur telle que ann-f-1 foit un quarré.

On arrive que]quefois affez vite au but,
mais {ouvent aufli on eft obligé de paffer

par un aflez grand nombre d’opérationss
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ela dépend de la nature du nombre a5
mais fans qu'on ait des caraGeres qui don-
nent quelques lumieres fur la quantité des
opérations qu'il y aura a faire. Le procédé
eft jamais bien long jufqu’a 13 , mais lorf
que a=i3, le calcul devient beaucoup
plus prolixe , & par cette raifon il fera bon
de développer ici ce cas.

105.

Soit donc a=13 , & qu'on doive trou-
ver 13nn—-1=mm. Comme mm > gnn,
& par conféquent 2> 37, on {uppofera
m=3n+p, & on aura 13nn-41=gnn
~6np-t-pp, ou 4nn=6np~+t-pp—1 , & n
=’F‘“‘/;‘”"‘, ce qui indique que 2>$ 5,
& & plus forte raifon plus grand que p.
Qu’on‘ﬂ‘l_(f_e_i)nc n=p--q, on aura p-}-49
\\-\/1 3Pp—4; €n quarrant, 13pp—4=pp
+8pq+16qg 5 ainfi 1 2pp=8pq+1 6‘7_(11-& 5
ou 3pp=2pqtagqt1 , & p==t¥u,

: i g
C1 p> T", ou p>> g ; on continuera donc

Par p=g4r, & on aura 2y+3f=\/@’
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enfuite 1399-}3 =4g9g--12g9r~}9rr, 08
99g=12qr--97r—3 , ‘ou 3qq=4qr--3r7
—1, ce qui donne 7:;?’;‘/324_

~ar3r

Préfentement , puifque g> 2, oliky
>r, on fera g=—=r-+f, & on aura 'r-3f
= 1—37—:3; & enfuite 1377—3=rr
6o, oi 1 srrbfoff ey o a7
=a7f43//+1, d'ou Fon tire r:fl/%w““,

Mais 7> %’f

r=[4t, & nous aurons 3_F-}—41:\/13fj'—;—-4,.
& 13ff-Fa=of[-+24fi~} 161 ; ainfi 4/
e=ayfid-160t—4, & [[=61f-4er—1;
donc [= 3z~{—\/| 36t—1. lci nous avons
J>304-3t 5 ouque 625 il faudra donc faire
J=6r-f-usvainf 3e-fu= v,/x;:r-—l B
138 t==gie < 6= 5 apres celd 4ut

& plus grand que /’, foit donc

3u+V/ 13004
E=Gru-f-uu—-1" enfin 1= 3exY e

> 67" & >u, Si donc on fait t=u--v,

X 1
on aura u~{—41/:\/1 Juu—

-4, & 131(”"‘}"4
—uud Suy-16vv § done s 2un==8uv {16y

—4 you"juu=— 2uv+4vv—1 , enfin #

Wi
S 3

4
4. KL
5 ou u> 3y ou u>wv,
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Faifons en conféquence z=v-}-x, &
nous aurons 21/+3x:‘/1 3vv—3, & 137y
—3=4vv-t120x-}-9xx ; ou 9Vv=12vx
»}—gxxﬁ—;_,%ou 3vv=yvre-gax-l1, &
v= ﬂ%”—‘—’ ; de forte que > 35.\: & >x.
Suppofons donc » x4y , & nous au-
rons x—{—;y:/r;xx—{—; > & 133243
=xx-}-6xy-9yy , ou 12xX=6xy-}-9yy
—3, & 4xx=2xy433y 1 ontire de-l
x:’f‘:”;“, & par conféquent x>y,
Ainfi nous ferons *=y--z, ce qui nous
donne 3yf4r=v/137y—4, & 139y—4
=9yy+z4{y+16g{, oU 4yy=24yz
~-1677+4; donc Jy;Gy{+4{{+l , &
y=374v/1 377-+13 & cette formule étant
a la fin femblabled la premiere, on peut

prendre 7=o0, & remonter de la maniere
qui fuit :




xy
]
by
S
by
2
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+
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~
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m =3n -+ p \
1 fuir de-la que 180 eft-aprés o le plus
petit nombre qu'on puifle fubflituer & 2,
fi 137241 doit devenir un’quarré.

106.

On voit fuffifamment par cet exemple;
combien ces calculs peuvent devenir prolis
xes. Lor{qu’il s’agit de nombres plus grands,

- e e
on eft fouvent obligé de pafler par dix fois
plus d’opérations que nous n’en avons eu
A faire pour le nombre 13.

Comme on ne peut guere prévoir non

plus
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plus pour quels nombres on doit s'attendre
a tant de longueurs , il fera bon de pro-
fiter de Ia peine que d’autres ont prife,
& nous joindrons , pour cet effet, 4 ce
Chapitre une table , ot {e trouvent les va-
curs de m & de 2 pour tous les nombres
@ depuis 2 jufqua 100 afin que dans les
Cas qui peuvent fe préfenter , on puifle en
tirer les valeurs de m & de »

» qui répon-
dent 4 un nombre o donné.

107.

Nous remarquerons CCPeildElﬂi‘ que pout

de certains nombres on peut déterminer
0 général les letrres m & » 5 ces cas font
Ceux ol ¢ reft que de 1 ou 2 plus grand
O plus petit qu’un quarté; il vaudra la peine
de Jes développer,

108.

Soit donc a=¢ee—2; & puifque nous
€vons avoir (ee-— 2)nn-t1=mm , il efk
SRt que m<en; Ceft pourquoi nous fe-
Tong m—en—p , & nous aurons (ee—2)nn

Tome 11. I
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- 1==cenn— z2enp-\-pp, ou 2nn=2enp
Viepp—2pp+2 '@ 4]
Lippil s donc’ n=m Vet &l eft
dent que (i on fait p=1 , cette quan-
tité devient rationnelle , & que nous aurons

n==e & m=—ee—1.

Soit," par ‘exemple’, a—=23 , de forte
que é=—=5 , NOUS aurons 23717
fi n=75 & m==24. La railon en eft évi-

2 £l 38118

dénte dailleurs ; car fi, dans le cas de :
—ee—2 , on fait n==¢, on a ann—-}-1=—=e¢
—zee-1, ce qui eftle quarré de ee—1.

109,

Que a=—¢e—1 , ou d’une unité moindre
quun ‘quarré,, il faudra que (ee—1)nn+1
==mm. On aura, comme ci-deffus , iz < eny
& ‘on fera m==en—p ; cela polé, on @
(mgl)/uz{— cenn——-lznp—{—_pp_,?_u_ﬁ"

pp+1; done H:Up+'g/cc‘z)/1_./>/z+l'
Or lirrationnalité difparoit dans la fuppo-
fition ‘de p=r , ainfi n—=2¢ & m=—2¢
1. Auffi cela eft-il facile & voir; c#*
puifque e=—ee—1 & n—2¢, ontrouve ,mﬂ,l
“p1=4e' —gee-}-1, ou égal au quarré de
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2¢e—1. Soit, par exemple, as=24, ou
€5, On aura n=10, & 24nn4-1=2401
=(49)" ().

LYOR

Suppofons’a préfent a==ce}-1; 6u que
a foit de 1plus grand quun quargé, il
faudra quie (e Dnnie1==im ) & m.fera
€videmmient plus grand que ez écrivons
donc 7 1y , & nous “atirons (eesf=1)
nﬂ+l—:f€/2n+ le}'l}) —;—‘PP, ou 7711::2.5711["
PP d'ol réfulte n—epsyledppitppin.
On'peiit ici faite p==1, & cela étant Sion
a n==2¢; donc m=1z¢e-{-1. Ceft aufh de
qui devoit arriver, par la faifon que'détant
=seei 8 n=1¢, b0 a anndir=get
- 4eed-1Gquarré de 2eé+-1. Soit, par
exemple , a==17, ‘en forte que ‘e=ig’;-on
aura 17an1=mm ; en failant n==8 &
m—38. ;

(*) Le figne radical s’évanouit anffi daps ce cas, fi
Von faitp=0, & cette fuppofition donne inconteftable~
Ment pour m & x les plus petits nombres poffibles , fa~
Voir n=1 & m=e; cleft-d-dire que fi e=5, la formule

en faifant 2=1, & que la ra-
Sing de ce quarré fera 7 =g

24nn+1 devient un quarré

T

Iij
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I11.

Soit enfin a==ee-}-2 , ou de 2 plus grand
qu'un nombre quarré , on aura (ee—t2)
an-tsi=—=mm, & , comme auparayant, m
> en s ceft pourquoi on fuppofera m—ez
+P, & on aura.eennt 200 15=eennt-2.enp
~-pps ou 2nn==zenp{-pp — 1, ce qui
donne n:”’.L/A’:_L‘f"; . Qulonfaffe p=1,
on ‘trouvera: n==e & m==cef-1;:& e
effet, puifque as=ce-f-2 & ns=¢, on a
ann-f1=e" ~}-2¢e|-1, ce qui eft le.quarré
de ee-1.

Soit;, parexemple , a==1 1, deiforte que
e==3, on-trouvera 11nn-{-1==mm ,en fai
fant n=3 & m=r10. Vouliit-on {uppofer
@=83., on,autoit e==9 & 83nn-{i==mm
dans le cas de n=9 & de m=82.

|

D2 At Cuk 3B JREE:

3 bl ) VS SRR
Qui indique pour chaque valeur de a les plus

133

petits nombres m & n, sels gue mm=ann

~+1.

n ‘ m
Sl
26
1257

9801
11

!510
17
28

3%
6

Sloo ovn o @

o

73

3%

25

L9,
2049
13
3482
199
161
24335

1 iij
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48

4 b

73

90|
9100
66

12|

2

2.0
2574
69

4
226153980
8

1

16

8
5967,
4
936
30
413
2]

7

267000

99

50
649
66249
485

89 ¢

1y
151
19603
530

31
1766319049
63

8

1_7_9

)

48842

33

S

Zsl

3480

17

2281249

j
6377352
8

30996
1122
3
21
53000
2

165
120
1260
221064
4

10|

m
3699
26

57799
350

53

80!

by
163

82

59
285769
10405
28

197
500001
19

1574
114!
12151
2143295
39

49
62809633
99

1

10|
-

CEHEA TPE (SR ey ) o)

De la Maniere de rendre rationnelle la for-
mule irrationnelle \/a-{—bxﬁ—cxx—f—(ix; ¥

FL2

NOUS pafferons & préfent & une formule
ol x s’éleve 4 la troifieme puiffance , aprés
quoi nous irons aufli julqu'a la quatrieme
puiffance de x, quoique ces deux cas fe
traitent de la méme maniere.

Quiil s'agiffe donc de transformer en un
quarré la formule a-}-bx~-cx--dx’, &
de trouver pour x des valeurs propres pour
ce deflein, & exprimées en nombres. ra-
tionnels. Comme cette recherche eft {ujette
déja i de bien plus grandes difficultés que
les précédentes , il faut aufli plus d’art pour
trouver feulement méme des valeurs frac~
tionnaires de x , & on eft obligé de fe
contenter de telles valeurs fans prétendre
en trouver en nombres entiers.

Iiv
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Nous devons remarquer aufli d’avance

ron ne peut ici donner une folution gé-
nérale comme dans les cas précédens, &
qu'au lien que la méthode employée ci-
deflus conduifoit & un nombre infini de fo-
lutions a la fois, chaque opération main-
tenant ne nous fera connoitre qu'une feule
valeur de x.

Lig.
Comme, en traitant de la formule a+bx

~}-cxx, nous avons remarqué un nombre
infini de cas ont la folution eft tout-a-fait

impoffible, on s'imagine bien que cela a
lieu bien plus fouvent encore pour la for-

mule préfente, qui d'ailleurs exige conf>
tamment qu'on fache déja, ou quon ait
trouvé une folution. Auffi n’eft-on en état
ici de donner des regles que pour les cas
ol I'on part d’une folution connue pour en
trouver une nouvelle ; par le moyen de
celle-ci alors on peut en trouver une autre,,
& continuer enfuite de la méme maniere.
Mais il narrive pas méme toujours que
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ute folution connue fafle parvenir & une
autre ; au contraire il y a bien des cas ou
i’y a qulune feule folution qui puiffe avoir
lieu, & cette circonftance eft d’autant plus
remarquable, que dans les cas que nous
avons développés précédemment , une
feyle folution conduifoit & une infinité dau-
tres folutions nouvelles.
114

Nous venons de dire que pour que la
formule a-}-bx--cxx--dx* puifle étre
transformée en un quarré, il faut nécef~
fairement préfuppofer un cas oi cette tranf-
formation eft poflible. Or un tel cas sap-
percoit le plus clairement , quand le pre-
mier terme eft lui-méme déja un quarré,
& que la formule eft exprimée ainfi, ff
bx-caxx—-dx’ ; car elle devient évi-
demment un quarté, fi x==0

Ce fera dont par la confidération de
cette formule que nous entrerons en ma-
tiete'; nous ticherons de voir comment,
en partant du cas connu Xi—o0 , nous
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pourrons parvenir a quelqu’autre valeur de
%, & nous emploierons pour cet effet deux
méthodes différentes, que nous explique-
rons Pune & lautre; il fera bon de com-
mencer.par des cas particuliers.

115.

Soit donc propofée la formu'e 1-}-2x
—xx-=x’, qui doive devenir un quarré,
Comme ici le premier terme eft un quarré,
on adoptera pour la racine cherchée une
quantité telle que les deux premiers termes
s¢vanouiffent. Soic pour cet effet 1-}-x la
racine dont le quarré doit équivaloir A notre
formule, on aura Itf2x—xxtxi=s
-f2x-4-xx, ol les deux premiers termes
fe détruifent , de forte qu'on a Iéquation
xx =—xx—x’ oule’ =2xx, qui, érant
divifée par xx, donne x=2; ainfi la for-
mule devient 1-}-4—4--8=0,

De méme, pour faire un quarré de la
formule 4--6x—;5xx--35° , on fuppofera
d’abord fa racine =2--nx, & on cher-
chera 2 de maniere que les deux premiers
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termes difparoiffent ; or on aura 4-}-6x

— 5 xx3u} =4} 4nx-tnnxx ; donc
il faut que 4n=6, & n==%; de-la ré-

27

fulte Péquation — g xx--3x’=2xx, ou

3} =2 xx, qui donne x=2; & Ceft
cette valeur qui fera de la formule pro-

pofée un quarré , dont la racine fera 242

La feconde méthode confifte a donner
a la racine trois termes, comme f-}-gx
~Axx , tels que dans I'équation les trois
premiers termes s’évanouiffent.

Soit propofée , par exemple , la formule
1 — 4%~} 6xx—5x°, on en fuppofera la
racine ==1—ax--hxx, & on'aura 1—4x
F6xx—§x) = 1—4x-gxx-—shx’ S hhx*

~2hxx 5

les deux premiers termes ,' comme on voit ,
fe détruifent aufli-t6t des deux cdtés; &
pour chaffer auffi le troifieme, il faudra
faire 6=2h4-4, & par conféquent h=1;
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par ce moyen on obtient — 5 =— 4x*
~axt, ou — §=—4-}-=; de forte que
X==—1.

ELT:

Cleft donc de ces deux méthodes qu’on
peut faire ufage , lorfque le premier terme
a eft un quarré, La premiere fe fonde fur
Ce quon exprime la racine par deux ter-
mes, comme f4-px, ol feft la racine
quarrée du prermnr terme , & ol p eft pris
de maniere que le kcond terme doit pa-
reillement difparoitre ; enforte quil nerefte
qud comparer ppxx avec le troifieme &
le quatrieme terme de la formule, favoir
CxXx~ {~m ; car cette équation 'dors, pou-

vant fe divifer par xx, donne une nou-
velle valeur de x., qui eft =Pt

Dans la feconde méthode on donne trois
termes & la racine , ‘Ceft-a-dire que fi le
premier terme a eﬂ =/ff on exprime la
racine par f-] }-Px—l—gxx aprés quoi o
détermine p & ¢, de fagon que les trois
premiers termes de la formule s'évanouifs
fent, ce qui fe fait de la maniere fuivante
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Puifque ff-kba—fcxx—fdx® = ff--2pfx

afgxx—-ppxx—2pgx’—qgxt, i/,l faut
que b=1fp, & par conféquent p=_;; de

pluse=2fg-+}-pp, & partant g= 1J‘f;a[)rés
cela refte Péquation dx’ :Z’qu}fi—ﬂx 5
& comme elle eft divifible par x°, on en

REDyaen
Teix— T

118.

Il peut cependant arriver fouvent queé
Jors' méme ‘que a=ff, aucune de'ces d‘cux
méthodes ne donne une nouvelle: valenr
de x. Cleft ce quon peut voir,’ en con-
fidérant la formule ff--dx’, oule fecond
& le troifieme terme manquent:

Car fi , d’aprés la premiere méthode , on
fiippofoit la racine ==f~}-px, oubien que
ffadx’ =ffd-2 fpx-ppxx;on .aurloxf
o==afpi& p==0; ainfi on trouversit dx
s=tg ;) &iparsla x==0; ce qui n'eft: point
une nouvelle valeurde x.

Que fi, d’apres la feconde méthode ; on
vouloit faire! la racine ==f-tpx-ggx , ou
JFrdx® = afpreaafgxacapzpge’ 995",

+PPEY
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on trouveroit o=2fp & p==o0; de plus
o=2fg+4pp & g=o; & il en réfulterci
dx’=o, & pareillement x=0.

119.

1L ne refte d’antre parti a prendre dans
ces cas-la, que de ticher de trouver quel-
que valeur de x, telle que la formule de-
vienne un quarré ; fi ony réufiit, cette va-
leur fera tronver enfuite ; par le-fecours
de nos detix méthodes, de nouvelles va-
leurs ; & cette voie eft bonne méme: pour
les cas ol le.premier ferme ne feroie. pas
un quarré.

Que, par exemple;Ja formule.s 453
doive devenir sun-quarré 3 jiComime tela
arrive iquand we=1, on ferax = 1odepi
& on aura‘y-f3y+3yy-1y 5 on lejpre-
mier terme eft un quarré. Qu'on: en-fup-
pofe donc , foivant la premiere-méthades
fa racine —’-+/-’)’ ylon.aura 44337y
Ay’ =4 apytppyy s & pour qiie ' le
fecond térme difparoiffe , - il-faudra'que
3 =4p, & parrconféquent p==2 ; “ainfi 3
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Fy=pr & y=pp—3=5—%=2;

donc x=22, ce qui eft une nouvelle va-
leur de x.

Si on fait de plus, conformément & la
feconde méthode, la racine =21 py-tgyy,
on a 44333y’ =4+ 4apyt-4gyy
+rryy~+2p9y 995" > Lol on chaf.
fera le fecond terme , en faifant 3 ==4p ou
p=2, & le quatrieme, en faifant 3==4¢
pp, ou g=1E =2, ainfi 1=2p+94y,
do l'on tire y==2", ou y=2%, &

1873

par - conféquent wE=tz,

I20.

En général, fi on a la formule a—-4x
Mexxfdx®, & quion fache' dailleurs

- qulelle devient 'un quarré quand x=f; de

forte que a—{-—lf—‘-cff—}—a’f =gg, on
fera x—=f-}-y, & on aura la nouvelle for-
mule qui fuit:




144 ErLimenNS

a
sl el
I o
Hf 3 dffyt3 dfyytdy
ge+ o+ ;»/J/).:/+(c'+ztfj )y +dy’ e
Dans cette formule le'premier terme efk

un quarré’; ainfi on peut y appliquer les
deux méthodes précédentes , & elles four-
niront de nouvelles valeurs de y, & par
conféquetit aufli de x , puifque x=f-y.

Lo

Mais fouvent aufli il ne fert méme:de
rien d’avoir trouvé une valeur de x; ce
cas a lieu dans la formule 17, qui de-
yient un;quarré quand, x=2. Car {i3 en
conféquence de cela, on fait x=— z+y,
on trouvera la formule 9-|- 12y F(’V‘Y‘{ 5y
qui devroit-de méme pouvoir devenir un
quarré.

Or foit par la premiere regle la racine
=3-py, on aura 9-}-r 2y~4-6yyty’
=9-+-6py~+Fpyy, o il faut que 12=6p
& p=2; donc 6-}-y:
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¢e qui donne x==o0, c’eft-a-dire une va-
leur qui ne conduit & rien de plus.
Effayons aufli la feconde méthode , &
faifons la racine +-py {—D/y , Nous au=
rons 9-12y--Gyy-Fy’ =g-+6py-+-69yy

+2pgy’ ~+—«]r;y , ou il fall(n d ord
que 12=6p & ,‘)_ s enfiite que 6=6g
H-pp=69-}-4, & 77‘.‘- ; onaurad’ "abord
1=12pg4-ggy=12 1 i y==—is,
8 par conféquent x==—1, & 14 x’ =03
d’olt I'on ne peut rien conclure de plus,
parce que, fi onvouloit faire x—=—1--¢,
on trouveroit la formule 37— £t o 01
le premier terme s'en va; de forte qulon
e pourroit faire ufage ni de I'une ni de
Pautre méthode.

On eft affez fondé 4 fou conner, a
€e que nous venons de dire, que la for-
mule 1~}-x’ ne peut devenir un £¢ que
dans les trois cas que voici;

I) X=2, H) X=0, I”.) X==—1.
Mais ceft de quoi on peut fe convaincre
auffi par d’autres raifons.

Tome 11,
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Confidérons encore, pour nous exercer,
la formule 1-4-3%*, qui devient un quarré
dans les cas fuivans: L) x=o, IL)x=r,
111)x=2, & voyons fi nous parvien-
drons 4 trouver d’autres valeurs femblables.

Puis donc que x=1 eft une des valeurs
qui fatisfont , fuppofons x=1--y, & nous

3 3
aurons 14-3%° =4+9y~+-9yy+3°-
Que la racine de cette nouvelle formule
J
foit 2-}-py ; en forte que 4-F9y+49yy
3y’ =4-t4py-+pryy , il faudra que

9=4p & p=7, & les autres termes don-

ST
neront 93y =pp=1s & ¥ =155 Par
; S L
conféquent x 5., & 1-43x’ devient
: 61
un quarré, dont la racine eft AT
: 61 . : . R
bien aufli =5 Si nous voulions a préfent
Ca1f= B 5
continuer , en faifant x=—g -7, nous
ne manquerions pas de trouver de nou-
velles valeurs.
Appliquons aufli & la méme formule la
' r . et
feconde méthode , & fuppofons la racine

=2-py--qyy; cette fuppofition donn¢
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3 A/
4tortoyy+ 3 =44-4pytagyy
- teeyy
+2p9y +99y*; donc il faudra que 9
e 9 R e $r
i e L e
oug=z; & les autres termes donneront
3=2pg-+9qy=13+qqy, ou 567+1284gy
=384, ou 12899y—=-—183; ceft-a-dire
126.2})/:—--1&33 , ou 47‘.'{‘ ~61.
: e
Ainfi y= LS A= = Y
leurs en fourniront de nouvelles , en fuis
vant les voies que nous avons indiquées.

£33,

Il faut remarquer cependant que, fi on
vouloit fe donner la peine de tirer de noua
velles valeurs des deux qu’a fourni le cas
connu x =1, on parviendroit & des frac=
tions extrémement prolixes; & on a lieu
de sétonner que ce cas, =1, n'ait pas
conduit plutbt a cet autre, x=—=2 , qui ne
tombe pas moins évidemment fous les yeux.
Et ceft-13 une imperfeétion de la méthode
dont il eft queftion, & qui eft julqu’a pré-
fent la feule quon connoiffe.

K ij
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On peut partir de la méme maniere du
cas x==2, afin de trouver d’autres valeurs.
Quion fafle, pour cet effet x- +y, &
il Sagira de faire un quarré de la formule
4353 fuppofons-en la
tacine, d’apresla premiere méthode , —
! 2 3
T18yy4-3y

=254-10py~+ppyYy, & par conféquent

-2y 5 nous aurons 2535y

36=10p, ou p="1; effacant & préfent
les termes qui fe déruifent , & divifant les

autres par yy, il en réfulte xo~i- 3,_‘“7

- confé L!Ll“l" b,

1

3
([UL I*l -3

dont la r?ctnce'[‘;rv

Dans la feconde méthode il faudroit fup-
stpy+ayy, & on au-
roit 25436y +4-18yy—~435° — 25-F10py
—t-rogyy—t2p9y’ - “; les feconds &
+reyy

troifiemes termes difparoltroient en faifant
36=10p, ou /

pofer la racine =

18 2, et
7oLt BO g pp;
ou 109=18— 3

alors les autres termes, divifés par y7,

e e e 149
donneroient 3=2pg+-99y, ou gqy==3

393

%2/7‘]:—0” J

)

Ceft-a-dire y——37 &

124.

Ce calcul ne devient pas moins long &
difficile, méme dans des cas o, en partant
d’un autre principe , il eft lxulc de donner
une folution générale ; comme , par exems-
ple, quand la formule propofée eft 1—x
—xx-4-x, ol Pon peut faire générale-
ment x==nn—1, en donnant 2 ~ telle va-
leur \qu’on veut. En effet, foit n—2 ,on
aura x=—=3 , & la formule devient
—9-}27=16. Soit n—3 , on aura x—8§,
& la formule devient =1—8—64-+}512
=441 , & ainfi de fuite.

Mais remarquons que c’eft & une cir-
conftance tout-a-fait particuliere que nous
devons une folution fi facile, & cette cir-
conftance s'appergoit aifément, fi on dé-
compofe notre formule en fafteurs; car
on voit aufli-tét qu'elle eft divifible - par
I—x, que le quotient fera 1—xx, quil

K ij
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eft compofé des falteurs (1-}-x) (I~t),
& qu ’enfin notre formule 1—x—axx-}a?
=(1—2) (1) (1 —)=(1—#)" (1F-2)3
or, puifqu'elle doit étre un 1 (guarré) ,
& quun [, divifé par un O , donne un
[ pour quotient, il faut auffi que 1-4-x

; 8 réciproquement , fi 1--x eft un

a, 1l faut que (1—x)* (1-}-x) foitun 33
on n’a donc qu'a faire 1-}-x=nn, & on
aura fur-le champ x=nn—1.

Si cette circonftance nous efit échappé,
il auroit été difficile de déterminer méme
fenlement cing ou fix valeurs de x par les
méthodes précédentes.

L5
11 S’enfuit done de-l1a qu'il'eft bon pour
chaque formule propofée de laréfoudre en
fabteurs , quand cela eft poffible. Or nous
avons fait voir plus haut comment on sy

prcx:d pour cet effet, favoir qu’il faut égaler
la formule donnéed zéro , 8 chercher en-
fuite la racine de’cette équation , chaque
racine alors, comme x==f, donnant ua

pArLcERRE 15
falteur f—x ; & cette recherche eft d’au-
tant plus aifée , quion ne cherche ici que
des racines rationnelles, lefquelles font tou-
jours des divifeurs du terme connu ou du
terme qui ne renferme point de x.

126.

Cette circonftance a lieu auffi dans notre
formule générale a—}-bxt-cx’f-dx’,
quand les deux premiers termes difparoif-
fent , & que par conféquent c’eft la quan-
tité cxx-f-dx’ qui doit étre un quarré ; car
il eft clair, dans ce cas, qu'en divifant par
le quarré xx, il faudra }/arullemem que
¢—}dx foit un quarré, 8conm'a donc qu'a
fuppofer c-}-dx=nn, pour avoir x
valeur qui renferme un nombre infini dé
folutions , & méme toutes les folutions pof-
fibles. &

127

Si dans P'application de la premiere des
deux méthodes précédentes on ne vouloit
pas déterminer la lettre p afin de retrancher
le fecond terme , on parviendroit & une

K iv
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autre formule irrationnelle, quil Sagiroit
de rendre rationnelle.

Soit, par exemple, ff-}-bx-}-cxxt-dx’
la formule propofée , & qu'on en fafle la
racine =f--px, on aura ff--bx-{-cxx
rdx’ =ff-+2fpx—~+ppxx, ol les pre-

miers termes fe détruifent ; divifant donc

les autres par x, on obtient b--cx—dxx
; o-{-ppxx 4 ce qui eft une équation du
fecond degré, qui donne

pp—c+ “,/p‘ »—zc/i/z-q-84{//)+cc~4/)d
2

Ainfi Paffaire fe réduit maintenant & trou-
ver pour p des valeurs telles, que la for-
mule p* —2¢pp-}-8dfp-f-cc—4bd devienne
un quarré, Or comme c'eft la quatrieme
puiffance du nombre cherché p qui fe pré-
fente ici, ce cas appartient au Chapitre
{uivant,

§ e
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De la maniere de rendre rationnelle la
formule incommenfurable

vV a-}bx-4cxx--dx’ %—e:

128.

NOUS voici parvenus & des formules
oit le nombre indéterminé x monte 4 la
quatrieme puiffance , & ceft par 1a que
nous terminerons nos recherches fur les
quantités affettées du figne de la racine
quarrée , vu quon n’a pas été affez loin
encore POHI' POUVQil’ transformer en qUﬂr<
rés des formules o des -puiffances plus
hautes de x fe préfentent.

Notre nouvelle formule fournit trois cas
a confidérer: le ‘premier, quand le pre-
mier terme , @, eft un quarré ; le fecond ,
quandle dernier terme , ex*, eft un quarré;
& le troifieme, quand le premier terme
& le dernier font Pun & Pautre des quarrés,
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Nous traiterons de chacun de ces cas fé«
parément,
129:
L) Réfolution de la formule
Vftbrtcxsdde tex'.
Comme le premier terme ici eft un quat-
I q

1é, on pourroit , par la premiere méthode,,
fuppofer la racine =f~}-px, & déterminer
7> de maniere que les deux premiers tec-

mes difparnffent, & que les autres fuflent
divifibles par xx ; mais on ne laifleroit
pas alors de rencontrer encore un xx dans
léquation , & la détermination de x dé-
pendroit d’un nouveau figne radical. Ce
fera donc 4 la feconde méthode que nous
aurons recours; nous ferons la racine :f
wf-px-{-gaex 5 nous déterminerons p & ¢
de fagon & pouvoir retrancher les trois pre-
miers termes , & divifant enfiite les autres
par x’, nous parviendrons i une fimple
équation du premier degré, qui donnera
% dégagé de fignes radicaux,

D’dre 2R E 15§
130.

Si donc“!:x racine =/f-Fpxfgxx, &
qu'ainfi ff+éx+cx,v+rl.x Pfeext =P
+zfpx-{—z‘f'.]xx-:r—z[).]k" /71 ’ lCS

+pprx
premiers termes difparoiffent d'eux-n

quant aux feconds, on les chaffera en fai-

fant b=1fp, ou p—="~1

&il faudra, pour
les troifiemes, que c=2fg+pp, ou g="="

cela pofé, les autres termes feront divi-
fibles par x’, & donneront Péquation 4
Fex=2pg-tqgx, de laquelle on tire

Or il eft facile de voir que cette mé-
thode ne mene & rien, quand le fecond
& le troifieme terme manquent dans notre

formule , ceft-3-dire que tant b que c=o

)

Car alors p=o0 & ¢==0; par conféquent
d e > . 3

*¥==, d'olt lon ne peut ordinairement

e

tien conclure , parce que ce cas donne
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évidemment dx’ Jex*—o, & qu'ainfi
notre formule devient égale au quarré ff.
Mais ceft fur-tout pour les formules telles
que ff-ex*,
d’aucun ufage , puifque dans ce cas d érant

que cette méthode n’eft

aufli=o, on trouve pareillement x=—o,
valeur qui ne conduit a rien de plus. Il en
eft de méme, lorfque b=—=0 & d—0, Cleft-
a-dire que le fecond & le quatrieme terme.
manquent , & que la formule eft S cxx
~}ex*; car dans ce cas p=o & g=2

d’oli réfulte x==0, comme on le voit aufli-
tor , & ce qui n'eft d’aucun ufage ultérieur.

132,

1) Réfolution de la formule

‘/a_lbem}-chx-}-dw —}—g; X e

On pourroit réduire cette formule au

cas précédent, en fuppofant x:;-; cary

comme il faudroit alors que la formule 2
4 DIy o .

- T;{_}_ﬁf? fir un quarré, &
i T Eny
que dans ce cas celle-ci refte un quarré ,
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fion la multiplie par le quarté y*, on n’au-
roit qu'a faire cette multiplication, & on
obtiendroit la- formule ay* by’ 4cyy
~+dy~4-gg, qui eft tout-2-fait femblable A
la précédente écrite 4 rebours.

Mais on n’a pas befoin de paffer par ce
procédé ; on n'a qua fuppofer la racine
=gxx-+4px-}-g, ou dans Lordre inverfe,
gtprf-gxx, & on aura ad-bx—-cxx
tdtggrt=gqtapgrtaggax

-*-/7}) i
~2gpx* 4-gax* ; or les cinquiemes termes
fe détruifant ici d’eux-mémes, on dérer-
minera d’abord p, de maniere que les qua-

triemes termes fe détruifent pareillement,
d

2g7
enfuite on dérerminera aufii g, afin de chaft

fer les troifiemes termes , & on fera pour

ce qui arrive quand d=2gp, ‘ou T

cet effet c=209-1-pp, ou g— i
fait, les deux premiers termes fourniront
Péquation a~-bx=gq-1- 2pgx , d’ott 'on
tire x=

29 —
apg-br OU X¥—=;
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133.
Iw\')US retrouvons 'LI IL (u {'H]t ({JC nous
a\/h ns l\,I“dl('”L (.1 ( ‘h (Lull% IL cas O\l IC
(Y‘i L,\ ly ql]AIHCIUC terme m;‘.nqucut,
c’eft-a-d. queb=0 8 d=o; eneffetontronve

3

alors p=o0 & ¢ doncwv=s"2

cette valeur étant infinie , ne mene pas
plus loin que la valeur x=o, dans le pre-
mier cas; d’ob il fuit que cette méthode
ne peut du tout éfre employée pour les
expreflions de la forme a~}-cx*-ggat.

134.
11L.) Rciolunon de la formule
‘/// -‘w)A rc,x. 80X

Il eft clair quon peut employer pour
cette formule Pune & lautre des deux mé-
thodes , dont on vient de faire ufage ; car
d’abord , a caufe que le premier terme eft
un quarré , on peut prendre pour la racine
f-px-t-gxx, & faire évanouir les trois

premiers termes ; ‘enfuite , comme le der-

nier terme efl pareillement un quareé , on
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peut aufli faire la racine =¢--px-}-gwx,
& chaffer les trois derniers termes, au
moyen de quoi on trouvera méme deux
valeurs de x.

Mais on peut traiter aufli cette formule
par deux autres méthodes qui leur appat-
tiennent particuliérement,

Dans la premiere on fuppofe la racine
=f+px+gxx, & on détermine p de fagon
que les feconds termes fe détruifent ; Ceft-
a-dire que , comme il faut que ffbx
b cxx—-dx’ 4 gox' =ff-2fpx-t2foxx

—]L/)/Uxx

ggx*, on fait b=

;;f-, & puifque de cette maniere tant
les feconds termes que les premiers & les
derniers termes fe détruifent, on pourra
divifer les autres par xx, & on aura I'équa-
tion ¢-dx= o~Fpptagpx, de Llu..ol]e
on tirera x=—'%= ’/g’”’ ou 2 E
on doit fur-tout vuu arquer ici que comme
dans la formule on ne trouve g qu
conde puiffance, la racine d'* ce qua
ou g, peut fe prendre tant t
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pofitive , & qu'il réfulte de-la qu'on obtient

encore une autre valeur de x , favoir x
P el fa PP -

=i OU ¥=

I 3 5.
Ileft, ainfi que nous 'avons dit, encore
une autre maniere de réfoudre certe for-
mule : elle confifte a fuppofer d’abord,
comme auparavant , la racine ==f--px
+gxx, & a déterminer enfuite p de
maniere que ce foient les quatriemes ter-
mes qui fe détruifent; cela fe fait en fup-
pofant dans I’équation fondamentale &
—=2gp, ou p_i;
miers & les dCrﬂ‘lC!'S termes difparoiffent

car puifque les pre-

pareillement , on pourra divifer les autres
48|
bd-cx

par x, & il en réfultera I’équation
—afp+2fgx+ppx , qui donne . e
De plus nous avons a remarquer que com-
me dans la formule le quarré 7 fe trouve
feul, on peut fuppofer également que {2
racine foit —f', & qu'ainfi on aura aufli
De forte que cette méthode

aufli fournit deux nouvelles valeurs de x»
&
&
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& que par conféquent les méthodes que

nous avons employées, donnent en tout
fix nouvelles valeurs.

136.

Mais ici fe préfente de nouveau cette
circonftance ficheufe » qui-fait que le fe=
cond & le quartrieme terme manquast, ou
b & d étant =0, onne peut trouver pour
% aucune valeur qui réponde 4 notre but 5
de forte qu'on ne peut parvenir & re!oudre
la formule Sf-exx+-gox* . En effet, fi

b=0 & d—o0, 0na par 'une & l'autre voie
P=0; & la premiere donnant x="¢2 =i
& lautre donnant x=0, elles ne font pas

plus propres I'une que lautre
conclufions ultérieures.

137

Voila donc les trois formules auxquelles
on peut appliquer. les méthodes que nous
ons déaillées jufquici ; & fi dans la for-
Mule propofée ni Iun ni lautre terme n'efk
Un quarré, il 'y aura aucun ficcés & ef-
Tome 11, H

fournir des
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pérer avant qu'on ait trouvé une valeur de
,-telle que la formule devienne un quarrés
Suppofens donc que nous ayons trouveé
que notre formule devient un quarré dans
le cas d » 00 que a-+bh+-chh--dh’
ek’ ==kk; fi nous faifons x=4h-+}y,
nous aurons une nouvelle formule dans la
quelle le premier terme fera kk, ceft-a-
dire un quarré , & qui par conféquent re-
tombera dans le premier cas. On peut aufli
faire ulage de cette transformation , apres
avoir déterminé par les méthodes précé-
dentes une des valeurs de x, par exem=
ple x=h; on n’a qu'a faire alors "‘;:/l’i')/’
& on parvient & une nouvelle équation fur
laquelle on peut opérer de la méme ma-
niere. Les valeurs de x qu’on aura trous
vées de cette facon , ‘en fourniront de nou-
velles ; celles-ci encore d’autres, & ainfi

de fuite.
138.

Mais il eft fur-tout & remarquer qu’oft
ne peut en aucune maniere efpérer de ré*
{oudre les formules ol le fecond & le qua*
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trieme terme manquent, avant que d’avoir,
pour ainfi dire, trouvé

une folution ; &
quant au procedé qu'il faut fuivre apreés ce

nous allons le mettre fous les yeux en Pap-

pliquant & la formule a—+t-ex*, qui eft une
de celles qui fe préfentent le plus fouvent.
Suppofons donc qulon ait trouvé une
valeur x==/A, & qu’on ait a~}—e/z“_ kk 3
fi Pon veut trouver par-la d’autres valeurs
de x, on fera x=h-y, & il faudra que
la formule fuivante , af-eh®4eh’y
~Gehhyy--gehy’ +-cy* , foit
or cette formule revenant a celle-ci
e’y Gehhyy+-sehy’ -y
tient 4 la premiere de nos trois e

]

ainfi nous ferons fa racine quartée -

qyy , & la formule elle-mér

fquent égale au quarré k-

2pgy’ gy, doltil fan
chaffer le fecond terme en déterminant P
& gen conféquence, c’(‘ﬂ»;‘x~ dire en faifant

4eh’ = 2kp, ou p__g' 5 & Gehh=1ky
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3e/1/1/(/c__zee/1.‘
T

Gelhi
Fpps on g="TE P —

L//z(;uc_“/, 28

enfin q:i]lg;ﬁﬂ),

a caufe de eh* =kk—a; aprés cela les
termes reftans, divifés par 5’ , donneront
4eh+tey—=2pg-+qqy, dou lon tire y
4L}L‘—‘2P7
g =
tion peut fe mettre fous la forme
4ehk* — geeh’ (kk-4-2q)
T
eh'=kk—a, fous celle-ci,
4ehk* — geh(kk—a) (kk+4-24q)
I3

; le numérateur de cette frac=

, ou, a caufe de

4ae/L(2a—k/()
13
Quant au dénominateur gg—e , il devient

_eCkk—a)(kk+20) —ek¢
= &

_ 4eh(—akk--2a*
= i

o meEhak =

ea(3k* — 4aa)
2 e

ainft

f(2a—Fkk
la valeur cherchée fera y:.“c '(2‘1_/()
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ke 2hkk (2a—kK)

“(jk4_4m),ouy: & par

3k* —3aa

conféquent x_h@”;; _f;;“d),

/1(/(‘ — 817/(/( + 4aa)
Gk

Si donc on fubftitue cette valeur de x

dans la formule a-ex*, elle devient un

quarré ; & fa racine, que nous avions fup-

pofée k—py—-gyy, aura cette forme,
](+Bk(k1<-;a)_(4;:;—kk)

+16k(kk-a()7(]€1:/%%g(m—kk\= e
que, comme nous avons vu, p:!j[}:—’, q

e/:/z(/\k+la) 4/zkk (2a—kk)
k> 2 51\‘ —4aa

I 3 9.

Continuons de confidérer la formule
+ex‘, & puifque le cas a-teh' =ik eft
connu, regardons-le comme fourniffant
deux cas différens a caufe de x—=--% &
de x=—/ ; nous pourrons par cette rai-
{on transformer notre formule en une autre

L iij

L
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de la troifieme efpece, dans

premiet & le dernier terme font des quarrés.

Cette transformation fe fait par un artifice

i eft fouvent d'une grande utilité , & qui
lz(x )

confifte a faire x="2 2 la formule de=

58 ek s
vient pabla = ﬂ—(x—yf)(;‘:/])a( 1+y)

laquelle le

ou bien
Kk-g(kk—22)y
— —
(=)
S £ ¥ PR T 1
Qulon fuppofe la racine de cette for-
mule,, conformément au troifieme cas,

6kkyy+ 4(kk—2a)y? +kky*

kd-py—ky,
= —(/‘ 5 Y en forte que le numérateur

e notre formule devra étre égal au quarré

Kk 2 kpy == 2kk y—2kpy +A.\ 5 que
+rryy

l'on chaffe les feconds termes, en faifant
4kk—8a==2kp, ou p:&l;"f; qu'on di-
vife les autres termes par yy, & on aura
Gkl 4 (kk— 2a)y=—2kk++pp—2 kpyy
ou J/’(“’ —8a-f-2kp)—=pp— Bk ;
or p E p kk—4a , ainfi y
( 8kk—16a) =

D4 r ¢ E'BR E. 167
——K‘~—4aﬂ(+4qg
kk(2kk—4a) *
trouyer maintenant.ac, nous avons d’abord
A“*Sa/\'k |- gaa

. ‘+‘_}’— 7/\‘/\‘(2./(/\:-—4'1)

Si nous voulons

& en fecond

K‘g\a(,(%—;ua
3/\‘——4u

3 akk - 4aa
— 4aa

refte la méme valeur que nous ayons déja

; & par conféquent

vhry maise cleft au

trouvée ci-deflus.

140:

Soit,, pour appliquer ce réfultat & un
exemple, la formule 2x*—1 qui doive
devenir un quarré. Nous avons ici a=-—1
& e=2; & le cas connu ou la formule
eft un quarré, eft celui ot x—=1; ainfi 4
—1 & kk=1, ceft-a-dire k=1, Donc
neus aurons la nouvelle valeur x:';f%‘
=—13; & puifque-la quatrieme puif-
fance de # {e trouve feule, on peut écrire

L iv
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aufli x=-t13, & de-1a réfulte 2xtmr
=s57121=(239)%
Si nous regardons & préfent ceci com-
)
me le cas connu, nous avons h=13 & k
=239, & nous obtenons une nouvelle
valeur de x, quii eft xo=bs70721b27848844
= =
815959213 ik

44719
i1 10607469765
JI3=

2447192159" 1 3 = Tiziaisy *

I41.

Nous allons confidérer de la méme ma-
niere la formule un peu plus générale, a
~cxxf-ext, & nous prendrons pour le
cas connu, ou elle devient un quarré , x
=4 ; de forte que afschh—-eht==kk.

Suppofons donc, afin de trouver par-la
dautres valeurs, que x==A-}y, & notre
formule prendra la forme fuivante :

a
chh-2chy +-cyy
e KA 4eh’ y+Gehliyy 4-4ehy’ eyt
kk+(zcﬁ+4e/z’)y+(r+6c/z/1)yy+4e/z]’+99/‘.

Le premier terme étant un quarré , nous
fuppoferons que la racine quarrée de cette
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formule eft k--py--qyy ; & la formule

elle-méme devra étre égale au quarré kk

F2kpy - 2kqyy+2pgy gyt dérer-
+-preyy

minons & préfent p & ¢, afin de retran-

cher les feconds & les troifiemes termes,

nous aurons pour cet effet 2ch+4eh’ =2kp,

¢

h eh? L
ou p:f—'{]—g?— 5 & c-6ehh—=2kg-t+pp,

ou g=— ; maintenant les termes {ui-
vans étant divifés par y°, fe réduifent &
Péquation geh-tey—=2p7-+-9qy, qui donne
enfin y-= “;’77—1’"’, & par conféquent auffi
la valeur x=/-}y , qui fait que la racine
quarrée de notre formule eft &-}-py—-tgyy.
Si aprés cela nous regardons ce nouveau
cas comme le cas donné, nous pourrons
trouver un autre nouveau cas, & conti-
nuer de la méme maniere autant que nous
voudrons.

142

.

A
T

Rendons larticle précédent plus clair,
en Pappliquant a la formule 1 —xx—x*,
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dans laquelle a— , ¢c—=— = ]
t, c=—1 & e=1, On

voit aufli-tot que le cas conau eft x—1,

& quiainfi f—1 & k=1. Si nous faifons

donc x=1-y, & la racine quarrée de

notre formule =1--py-t-gyy, il faudra

5 )
d’abord que p=1 & enfuite g—=2; & ces
valeurs donnent y=0 & x=1; or voila
le cas connu, & on n’en a pas trouvé un
nouveau ; mais c’eft qu'on peut prouver

:
dautre-part quela formule propofée ne peut
devenir un quarré que dans les cas de x
=0 & de x=-1.
143.

Soit donnée aufli pour exemple la for-
mule 2 —3xx L 2x*, oll am—2 , ——3
& e=2, Le cas connu fe trouve aifément ;
il eft x=1; ainfi A—1 & k=1, Si donc
on fait x=1-y , & la racine =1-{-py
95y, on a p=1 & g—=4, & de-la 1é
ﬁ.l“C y=0 & ¥=1; ce quin’eft, comme
ci-deflus, rien de nouveau.

n'd L c EBRE

144.

Autre exemple. Soit la formule 1-}-8xx
bt olt a=1, c=8 & e=1. Une 1é-
gere confidération fuffic pour remarquer
le cas fatisfaifant x==2; car, en fuppo-

,

fant h=2, on trouve k=7; ainfi faifant
x=2-y, & la racine =74-py+q1y,»
on aura p:;% & g _73, don réfulte y
= ~Z”f: & x::——lf)’fl , & on peut omet-
tre dans ces valeurs le figne moins. Mais
obfervons de plus dans cet exemple , que,
puifque le dernier terme eft en foi déja
un quarré , & quildoit donc demeurer aufli
un quarré dans la nouvelle formulé , on
peut également appliquer iei le procédé
indiqué pour les cas de la troifieme efpece.
Soit don¢ comme auparavant x== 247,
& nous aurons

: ;

32432y 8y

16-}-32y 4)

496473 2y--8y" 4"

expreffion quon peut maintenant tranf-
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former en un quarré de plufieurs manieres:
Car d'abord on peut fuppofer la racine =7
+py+yy , & par conféquent la formule
égale au quarré 49-+14py-t14yy--2py°

. +rryy

~}-y*; faire évanouir les pénultiemes ter-
mes par la fuppofition de 2p==8, ou de
P—4; divifer les autres termes par y, &
tirer de I'équation 64-+32y—=14p}14y
+ppy=56-+30y; la valeur y=—=—4 &
X——1, oux==-+2, ce qui n'eft i la vé-
rité que le cas déja connu.

Mais fi l'on cherche a déterminer p de
fagon que les feconds termes difparoiffent,
on aura 14p=064, &p:i—’; & les au-
tres termes, divifés par yy , formeront
Iéquation 14-4-pp-2py=3248y, ou ‘L"
+% y=3248y, dou lon nrey_. n,

& par conféquent x—=—"1, oux=+1.

5
& cette valeur transforme notre formule

en un quarré, dont la racine eft "“'. De
%

plus, comme —yy n'eft pas moins la ra-

cine du dernier terme que ne left +yy,
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on peut aufli fuppofer la racine de la for-
mule —=7-}-py—yy, ou la formule méme
=49-1apy—14yy—2py’ +y*; on fera

Heppgy

évanouir les termes pénultiemes, en fup-
pofant 8=—2p, oup=—4; & divifant
les autres par y, on trouvera 6432y
=t14p—14y-Fppy=—56-42y, ce qui
donne y=—4, cleft-d-dire de nouveau
le cas connu. Que fi L'on vouloit chaffer
les feconds termes, on auroit 64==14p,
& p=2; par conféquent en divifant les
autres termes par yy , on obtiendroit 32
8y=—14-+pp—2py > 0u 32H8y=23

("‘-y doit Ton tireroit y—=—%& x
=31, Ceft-a-dire les mémes valeurs que
nous avons trouvées ci-deflus.

145.

On peut procéder de la méme maniere
A Pégard de la formule générale a—-bx
cxx-}-dx3-|-ext, quand on connoit un
cas comme ¥==/% , dans lequel elle devient
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; la méthode eft toujours de
fuppofer enfuite x=

un quarré k
-y ; on obtient par-1a
une formule d’autant de termes que Pan-
tre, & le premier defquels eft %k ; fi aprés
celaon exprime la racine par /\’-;-/J_V—{--f]“«jy ;
& quion détermine p & ¢ de maniere que
les feconds & les troifiemes termes difpa-
roiffent aufli’, les deux derniers, pouvant
étre divifes par y3, fe réduifent 4 une fim-
ple équation du premier degré,, de laquelle
on tire facilement y , & par conféquent
aufli la valeur de «.

Mais on fera cependant, comme aupa=
ravant, obligé d’exclure un grand nombre
de cas que donne cetre méthode ; favoir
ceux ol la valeur qu'on trouve pour x,
neft autre que celle de x=#, qui étoit
donnée , & dans lefquels par conféquent
on n’a pasfait un pas en avant ; ces d)rtcs
de cas indiquent ou que la formule eft im-
poffible en elle-méme, ou quil faudroit

trouver encore quelqu‘;mtre cas ou elle
devint un quarré.
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140.

Et voila jufqu'olt on eft parvenu jufqu’a
préfent dans la réfolution des formules qui
font affettées dufigne de la racine quarrée.
Onn’a fait encore aucune découverte pour
celles ol les quantités qui font fous le figne
paflent le quatrieme degré , & lorfquiil fe
préfente des formules qui renferment la
cinquieme puiffance ou une puiffance plus
haute de x, les artifices que nous avons
développés ne fuffifent pas pour les ré-
foudre , quand méme on aurcit un “cas
donné.

Pour qu'on puiffe mieux fe convaincre
de la vérité de ce que nous difons, nous
confidérerons la formule kk—-bx—-cxx
~dx3 -fext {5, dont le premier terme
eft déjd un quarré. Si on vouloit , ainfi
qu'auparavant , fuppofer la racine de cette
formule, =k-}px-}-gxx, & déterminer
p & g de maniere & faire difparoitre les

feconds & les troifiemes termes, il refte-
rojt cependant toujours encore trois termes
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qui, divifés par x3, formeroient une équ§-
tion du fecond degré, & on ne pourroit
évidemment exprimer x que par une nou-
velle quantité irrationnelle, Mais voultit-
on fuppofer la racine = +px+gxx-trad,
fon quarré monteroit a la fixieme puiffance,
& quand méme, par conféquent, on dé-
termineroit p, ¢ & r de fagon & retrancher
les feconds , troifiemes & quatriemes ter-
mes , il n'en refteroit pas moins la qua-
trieme , la cinquieme & la fixieme puif-
fance; & en divifant par x4, on ne-laif-
feroit pas d’avoir une équation du fecond
degré, qulon ne pourroit réfoudre fans le
fecours d’un figne radical. On voit par-Ia
quen effer nous avons épuifé ce quil y
avoit a dire fur les formules qui doivent
ére transformées en des quarrés, & il ne
nous refte qua paffer aux quantités affec-
tées du figne de la racine cubique,
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CHAPIHRE X
De la Meérkode de rendre ravionnelle I for=

T v i S ey
mule irrationnelle ‘/ a-F-bx—-cxx—-dy’,

4 7 147.
ON cherche donc & préfent des valeurs
de x, telles que la formule at-bx—-cxx
~t-dx’ devienne un cube , & quon en puiffe
extraire la racine cubique. Nous prévien-
drons aufli-tor qu'on ne pourroit efpérer
aucune folution de cette efpece, fi la for-
mule pafloit le troifieme degré ; & nous
ajouterons, que fi elle n’étoit que du fecond
degré, c’eft-3-dire que le terme dx’ dif-
_partit, la folution n'en deviendroir cepen-
dant pas plus facile. Quant au cas oh les
detix derniers termes difparoitroient , &
dans lequel ce feroit la formule a4-bx quil
Sagiroit de réduire en cube 5 on voit aflez
qu'il ne fouffre aucune difficulté, & qu'on
a qui faire a--bx==p, pour trouver fur
le champ x:}ié—i.
Tome 11. : M
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148.

Nous devons remarquer de’ nouveau,
avant que d’aller plus loin , ‘que lorfque
ni le premier ni le dernier terme ne font
des cubes, on ne doit pas penfer a réfoudre
la formule, & moins qu'on ne connoiffe déja
un cas ou elle devient un cube, foit que
ce cas fe préfente naturellement , foit qu'on
ait éré obhge de le chercher par le titon-
nement.

Ainfi nous avons d’abord trois efpeces
de formules & confidérer: I'une a lieu quand
le premier terme eft un cube; & comme
alors la formule Sexprime par f—-bx—f-cxx
~}-dx3 , on s'appercoit immédiatement que
le cas connu eft celui de x=o. La feconde
efpece comprend la formule a-bx—|-cxx
~gix, cleft-a-dire le cas ou le dernier
terme eft un cube. La troifieme efpece
enfin eft compofée des deux premieres,
& comprend les cas dans lefquels tant le
premier terme que le dernier terme eft un
cube,
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149.

Premier cas. Soit f frbxcxx-f-dxt la
formule propofée qu'il s'agit de transformer
en un cube,

Suppofons que fa racine foit =ftpx,
& par conféquent que la formule foit égale
au cube fr-}-3 fipx3fppra-pia’ ; com-
me les premiers termes difparoiffent deurx-
mémes , nous (Lteunmerons p de facon &
faire difparoitre auffi les feconds rermes,
{avoir en faifant b==3(fp, on p_Tf’
préfentement les termes reftans, étant di-
vifibles par xx , donnent c-dx=3 fpp+pix,
aini x = PP,

pP—d

Si le dernier terme dx? ne s%toit pas
trouvé dans la formule , on auroit pu (up-
pofer fimplement la racine cubique — 5
& on auroit eu fi=/'bx-}cxx,ou b
Yex=o0 & r=—"!; mais cette valeur
Wauroit pu fervir A en trouver d’autres,

M ij
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Dewicieme cas. Sien fecond lieu lexpref
fion propofée a cette forme, a-f-bx-fcxx
~+-gix7 , onindiquera fa racine cubique par
p-hgxs dont le cube eft p-3gppx+-389px
+gx, de forte que les derniers termes
fe dérruifent; maintenant qu'on détermine
p de fagon qu'aufli les pénuliiemes difpa=
roiffent : cela fe fera en fuppofant c==39,
ou n_? , & les autres termes donneront

enfuite a+/x- P f3gp°x, dou lon tire
Sk

Sile Pl‘ClmCl‘ terme a avoit m'mqm , on

auroit pu {e contenter dexprimer la racine

cubique par gx , & on auroit eu g’ x
+exx+gx, ou o=b--cx, donc x=
mais cette valeur ordinairement ne fert de
rien pour en trouver dautres.

EsT,

Troifieme cas. Soit enfin troifiémement

la formule f*+-bx--cxx~-g'x?, dans las
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quelle le premier & le dernier rerme font
des cubes ; il eft clair qu'on pourra la traiter
comme l'une & comme lautre des deux
efpeces précédentes , & par conf féquent
qu’on pourra obtenir deux valenrs de x.

Mais outre cela on peut auffi faire la ra-
cine ==f-gx, puis égaler. la formule au
cube frp-3ffirt 3 fegrrtgn, & &
caufe que les premiers & les derniers ter-
mes fe déeruifent , & que les autres font di-
vifibles par x, parvenir & Péquation btcx

=3ffe+3foex , qui donne x= :7/:{/"5
Isa

Lorfqu’au contraire la formule propofée
nappartient & aucune des trois efpeces ci-
deflus, on n’a d’autre reffource que de
chercher & trouver une valeur qui change
cette formule en un cube ; enfuite ayant
trouvé une telle valeur, par exemple , x

=h, de forte que a—]—b/z-{-c/z/z-]—-d/z‘ k)

on fuppofe x=
trouve

kty , & fubftituant on

M iij
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a

bh—t-by
chh-t=2chy -cyy
dlp—+-3dhky-3dhyy-f-dy

k4 (b+zc/z+3d/z/z)y+(c+3a’/z.)yy+dy".

Cette nouvelle formule appartenant a la

premiere efpece, on fait comment on doit
déterminer y , & on trouvera par-la une
nouvelle valeur de x, qu’on pourra faire
fervir enfuite & en trouver d’autres.

1

Eclairciffons cette méthode par quelques
exemples, & fuppofons d’abord qu'on de-
mande que la formule 1-}-x-}xx, qui
appartient a la premiere efpece , devienne
un cube. Nous pourrions faire aufli-tot la
racine cubique =1, & nous trouverions
at-xx=0, ceft-d-dite x(14-x)=0, &
par conféquent , ou x==0 ou x==-——1;
inais nous ne pourtions rien conclure de-li.
Ecrivons donc pour la racine cubique 1

-px, & comme le cube en eft 1--3px
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3ppatbpixi, nous aurons 1=3p

ou p:%; moyennant quoi les autres ter-

mes étant diviés par xx , donnent 1==3pp
+pix, ou x= :§Q’, or p==%; ainfi
? 3
x=3—=18, & notre formule eft 1-}-18
27
+324=—343, & la racine cubique, 1+px
=7. Simnous continuons a préfent, en fai-
{ant x=18-}-y, notre formule prendra la
forme 343-+37y-+yy, & il faudra par la
premiere regle en fuppofer la racine cu-
bique =7-py ; en la comparant aprés
cela avec le cube 343-Fr147py-f21ppyy
~-py*, nous voyons qu’il faut faire 37
37

=147p, ou p=721 ; les autres termes don-

nent en ce cas I'équation 1=z21pp-}-p’y,
. 1
d’oti nous tirons la valeur de y==——"—

 340.121.147 o580
= LT o TC =92

373 = 50653 2 qui peut

conduire de la méme maniere & de nou-
velles valeurs.

M iv
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I54.

Soit propofé d’égaler & un cube cette
autre formule 2--xx. Comme on trouve
afez aifément le cas x=7, nous ferons
auffi-t6t =54y, & nous aurons 27-f-10y
~yy 5 nous en fuppoferons la racine cu-
bique ==3-t-py, ainfi la formule méme
=27427py+9pRyy Py, & nous au-

rons a faire 10==27p, ou P=5; donck
L=, 19.9.2

=opptpy, & y=-0=_usu

:—Eg’ & x=35 ; par-la notre formule

h — 2146689 2
dev_xent 2~ xx=22%  dont la racine
cubique ne peut manquer d’étre 3~+-py
120,

=,

55

Voyons aufli fi cette formule-ci, 17,
peut devenir un cube hors des cas évidens
de x=0, & de x=—1. Nous remar-
quons d’abotd que, quoique cette formule
appartienne & la troifieme efpece, la ra-
«cine 1~-x ne nous eft cependant d’aucun
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ufage, parce que fon cube 1-}-3x-f-3xx
-, étant égal & la formule,, donne 3%
“3xx=0, ou x(14-x)=0, ceft-a-dire
de nouveau x=o, ou x=-—1.

Que fi nous voulions faire r=—1-}y,
nous aurions a transformer en cube la for-
mule 3y —3yy-}-y, qui appartient 4 la
{econde efpece ; ainfi fuppofant fa racine
cubique =p-y, ou la formule méme
€gale au cube p'-3ppy---3pyy-+y*, nous
aurions —3=3p ou p==—1, & de-la
Péquation sy=p3ppy=—1-43y, qui

donne y =1, ou infini; de forte qu'on ne

s
tire aucun parti non plus de cette feconde
fuppofition. Tl ne faut pas s’en éronner, &
Ceft en vain quon chercheroit d’autres
valeurs pour x ; car il eft démontré que
la fomme de deux cubes, comme 2-x,
nie peut jamais devenir un cube ; ainfi, en
faifant e=r, il eft clair que la formule
1«7, ne peut devenir un cube que dans
les cas que nous avons dit.
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I156.

On trouvera pareillement que la for-
mule, 2-f-x°, ne peut devenir un cube
que dans le cas x==—1. Cette formule
appartient a la feconde efpece ; mais on
ne peut y appliquer la regle donnée pour
ce cas, parce que les termes moyens man-
quent. Ceft en fuppofant x=—1-}y, ce
qui donne 1--3y—3yy+y", quon peut
traiter la formule fuivant tous les trois cas,
& qu'on peut fe convaincre de la vérité
de ce que nous avancons. En effec, i dars
Ie premier cas on fait la racine =1}y,
dont le cube eft 14374377}y, on a
—3YY=3)Y, ce quine peut étre vrai que
lorfque y=o. Quon fuppofe , d’aprés le
fecond cas, la racine —— 1 -y, oula
formule =—143y—3yy-Fy, on aura
H3y=—1+43y, & y==ouunevaleur
infinie. Le . troifieme cas enfin exigeroit
qu'on fupposit la racine 1}~y , ce qulon
a dé¢ja fait pour le premier.
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LS5

Soit propofée aufli la formule 3--343,
qui doive devenir un cube: ce cas alieu
premiérement fi y—-—1 , mais on n'en
peut rien conclure, enfuite auffi quand «
=2. Quon fuppofe, & caufe de ce fecond
cas, x==2--y, on aura la formule 27
~-36y~+18yy~+3y"; & comme elle eft
de la premiere efpece, on fera fa racine
=3-}py, dont le cube eft 27427y

~-9ppyy—~+-p'y’ ; comparant maintenant,

on trouve 36==27p ou p=1%, & delaré-

fulte Iéquation 18-3y=gpp-tply =16
+2’%)/, qui donne y===*, & par confé-

—20

quent x==, Donc notre formule 3-+3x°
7
26 = :
:~—Z:)-f—;, & fa racine cubique 3-}py
:%; & cette folution fournira de nou-
velles valeurs, fi 'on en fouhaite,

158.

Confidérons encore la formule 4-f-xx,
qui devient un cube dans deux cas quon
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peut regarder comme connus , favoir x=32
& x=11. Si nous faifons d’abord x=12
~y, ce fera la formule 84y -+yy qui
devra étre un cube dont la racine foit 3
=5, & ce cube érant 8tay4-tyy
357, nous trouvons 1=24~y; donc
=9 & x=11, ceft-d-dire le fecond cas
donné.

Si nous ﬁzppofons a préfent x=1 i+y,
nous avons 125-4-22y-yy, ce qui érant
€galé au cube de 5-4py, oua 125-+-75py
15y -Fpy?, donne p=:, & par-

Ia 1=15pp+ply, ou Py=1—r15pp

109 Q. = ) oy
==—z7; &par gun(gqueut_y_.—

Rp sl siet Ay

10648 *

12262%
10648 2

Puifque x peut également étre négatif
& pofiiif,, fuppofons x=1x

- » & notre
8

formule deviendra

(1_8%, ce qui doit
étre un cube ; multiplions donc les deux
termes par 1—y, afin que le dénominateur
devienne un cube , & nous aurons
Sy 8y

R & ce ne fera plus que
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le numérateur 8—8y--8yy—8y’, ou, en
divifant par 8, que la formule 1—y-Fvy
—y’ quil sagira de transformer en un
cube. Cette formule fe rapportant & toutes
les trois efpeces , conformons-nous d’abord
a la premiere , en prenant pour racine 1
—iys le cube en eft 1 —yf-2yy—=
J’ ainfi nous avons 1—y=;—y, ou
27 —27y=9—y ; donc y:%-’ donc 1
Fy=L & 1—y=2=2"donc x=ir,
comme auparavant.

On trouveroir le méme réfultat, en re-
gardant la formule comme de la feconde
efpece.

Enfin, fi on vouloit s’en tenir A la troi-
fieme & prendre pour racine 1—y, dont
le cube eft 1—3y-4-3yy—y?, on auroit
—1dy=—3143y, &y=i; ainfi =3,
ouinfini, & par conféquent un réfultat qui
weft de nul ufage.

1509.
Mais puifque nous connoiffons déji les
deux cas, x=2 & ¥==11, nous pouvons
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auffi faire ¥==%2; car, moyennant cela,

fi y=0, ona x=1; & fiy=o,ona
xr=-11.

Soit donc x
devient 4—{—‘“;‘;‘7)“
8452 V+l zg

=D
termes par 14y, afin que le dénomina-
teur devienne un cube , & ce fera le nu-
mérateur 8+60y+177y7—}—1 2597 quil
s'agira de transformer en un cube. Si pour

& notre formule

i, multiplions les deux

cet effet nous fuppofions la racine =205
nous verrions difparoitre non-feulement les
deux premiers termes, mais auffi les det-
niers. Ce fera donc 4 la feconde efpece que
nous rapporterons notre formule , en pre-
nant pour racine p-{-5y; le cube en eft
P1sppy 758y~ 125y 5 ainfi nous
ferons 177=75p, ou p=2, & il en ré-

252
fulte 84-60y=p'-15ppy, ou __guizy
— 36179 80379 o\
=T, & Y=ot dou lon pourroit
tirer une valeur de x.

Mais on peut fuppofer auffi x— ‘{_';”,
& dans: ce cas notre formule devient
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+4+44y+myy Stasyfaasyy.
Le=2y3yy Q=)
de forte qu'en multipliant les deux termes
par 1—y, on a 8-128y-{-8gyy—125y*
a transformer en un cube. Si donc nous
fuppofons, conformément au premier cas ,
la racine ==2-}-Zy, dont ‘le cube eft 8
-}—zS_y—}—"iyy.{—’:]y » nous avons 89
—125}/~ ’2“7’)/, ou’z;sy~19 & par
conféquent y*‘”’;_l ; d’ou l'on tire x
=r1, ceft-a-dire une des valeurs déja

connies.

Mais confidérons plutdt notre formule
relativement au troifieme cas, & fuppo-
fons-en la racine =2—'5y; le cube de ce
binome étant 8 —Goy—-150yy—1255°,
nous aurons 28+8)y:~60-+—150y,~

1090,

done y=2"d’ol L'on tire x=— =05 de

forte que notre formule devient —
lo()

2

1191016
739

ou égale au cube de

I Go.
Voila donc les méthodes dont on eft en
pofleflion quant & préfent , pour réduire
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des formules telles que celles que nous
avons confidérées , foit a un quarré , {oit
aun cube, pourvu que la plus hatte puif-
fance de linconnue ne pafle pas le qua-
trieme degré dans le premier cas, ni’le
troifieme dans le fecond cas.

On pourroit ajouter encore la queftion
de transformer. une’ formule propoféeren
un quarré-quarré , dans le cas ou lincon-
nue ne pafleroit pas le fecond degré. Mais
on obfervera que fi une formule , relle que
at-bx-f-cxx , doit érre un quarré-guarré,
il faut premiérement qu’elle foit un quarté,
apres quoi il ne reftera qua faire de la ra-
cine de ce quarré un nouveau quarré, par,
les regles que nous avons données pour
cela. Que xx—-7, par exemple, doive
étre un bi-quarré, on fera d’abord un
quarré, en prenant x=="20 , ou bien
aufli x= '7»,'3’3 la formule alors devient

égale au quarré L=1499PP 497"

g q i AL

=TT +I47W‘D+49P , don il faut tranf-
4PPI7

former
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P+99

former la racine P4 pareillement en un
quarré ; qu'on multiplie dans ce deflein les
deux termes par 2pq, afin que le dénomi-

nateur devenant un quarré , on n’ait A trai-
ter que le numérateur 2p9(7pp--99). On
ne peut faire un quarré de cette formule,
quapres avoir déja trouvé un cas fatisfai-
fant; ainfi fuppofant g=pz, il fandra que
la formule 2pp;7(7 TPPHPPR)=2p"1(7+70)'»
& par conféquent aufli , en divifant par
2's que la formule 27(7-4-77) devienne un
quarré. Le cas connu eft ici =1, ceft
pourquoi on fera y=1-}-y, & on aura
(t2) 842y +yy) = 164205+ 6y
=2y, dont on fuppofera la racine =4
+1y; le quarré 16-f-20y 2 yy étarit
égalé A la formule, donne 6t2y—==;
donc y= T

& p=8, ce qui rend x-f;, & la for-

mule 7-}-wx==2" 98”“ Si enfin on extrait
la racine quarrée de cette fraltion, on
2, & tirant encore de celle-ci la
racine quarrée, on trouve 2 =5 donc ceft

Tome 11, N

z. Or {="=; ainfi g=g

trouve




104 ELEMENS
deZ que la formule propofée eft le quarté-
quaxrg.

161.

Enfin nous avons & remarquer .encore
dans ce Chapitre , quiil eft des formules
dont on peut faire des cubes d’une maniere
tout-a-fait générale ; car fi, par exemple,,
cxx doit étre-un cube, on n'a qua faire
{a racine =px ,*& on trouve cxx=—=p’x*,
ou c=p’x, Ceft-2-dire x= % ou X=cqly
en écrivant ;- au lieu de p.

La raifon en eft évidemment que la for-
mule contient un quarré ; c’eft pourquoi
toutes les formules, comme a(b-}-cx)*,
ou abb-t-aabcx—{-ac’xx., peuvent trés-fa-
cilement fe transformer en cubes. En effet,
qu'on en fuppofe la racine cublque =

+cv>3

nx

on aura l'équation a(b--cx )=

/+cx
qui, divifée par (b+cx)’, donne a__——q;

—b
7, valeur dans 1*

quelle g eft arbitraire,
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1l eft bien clair par-13 combien il eft utile

de réfoudre les formules ropofées en leurs

fa&teurs toutes les fois que cela eft poflible;

& c’eft donc une matiere de laquelle nous

croyons, avec raifon, devoir traiter au
long dans le Chapitre fhivant.

CHAPITRE XI

De la Réfolution de la formule axx--bxy
~-cyy en fes fadteurs.

162.

L Es lettres x & y ne fignifieront ici que
des nombres entiers; & nous avons vu
{uflifamment dans ce qui ‘a précédé, &

éme lorfqu'il falloit fe contenter de ré-
fultats fra€tionnaires, que la queftion peut
toujours étre ramenée A des nombres en-
tiers, En effet fi, par exemple, le nombre
cherché x eft une fralion, on na qua
faire x=*, ‘& on pourra toujouts afligner
£ & wen nombres entiers ; & comme cette

Nij
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fraftion peut fe réduire & fes moindres ter-
mes, on regardera lesnombres 2 8 « com-
me n’ayant aucun COMMmun divifeur.

Suppofons donc que dans la formule pré-
fente x & y ne foient que des nombres en-
tiers , & tAchons de déterminer quelles
valeurs on doit donner a ces lettres , pour
que la formule obtienne deux ou plufieurs
falteurs ; c’eft une recherche préliminaire
trés-néceflaire , avant que nous puiflions
faire voir comment cette formule fe tranf-
forme en un quarré , un cube ou une puif-
fance plus haute.

163.

Trois cas fe préfentent a confidérer icie
Le premier, quand la formule fe décom*
pofe réellement en deux fa&eurs rationnels;
ce qui arrive , COmMMeE nous avons déja yo
plus hauot , lorfque bb— gac devient W
quarré.

Le fecond cas eft celui oit ces deux fac
teurs font égaux , 8 ou par conféquent 1
formule eft un quarré.
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Le' troifieme cas a lieu , quand la for-
mule n’a que des fafteurs irrationnels , foit
quiils foient fimplement irrationnels , {oic
qulils foient méme imaginaires. Ils feront
fimplement irrationnels , lor(que 56— gac
fera un nombre pofitif fans éure un quarré;
ils feront imaginaires , fi bb—4ac eft négatif.

16 4.

Si, pour commencer par le premier cas,
nous fuppofons que la formule foit réfoluble
en deux fafteurs rationnels, on pourra lui
donner cette forme (fx--gy) (hx—-ky),
qui renferme donc naturellement déja deux
falteurs. Voudra-t-on enfuite qu'elle con-
tienne d’une maniere générale un plus grand
nombre de falteurs, on n'aura qua faire
frtgy=pg, & hxtky=:; notre for-
mule deviendra dans ce cas égale au pro-
duit pgrf, elle contiendra par conféquent
quatre facteurs, & on pourra augmenter
ce nombre & volonté. Or nous obtenons par
ces deux équations-1a pour x une double
valeur, favoir x—= s
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donne fpg—hgy=fr[—fky, & par con-
féquent y f g & x="11"81. or {i Pon
veut que x & y foient expr!mw en nom-
bres entiers, il, faudra donner aux lettres
Ps g, r & [ des valeurs telles que le nu-
mérateur foit réellement divifible par le
dénominateur ; ce qui arrive lorfque foit
p & r, foit g & ffont divifibles par ce
dénominateur.

165.

Pour rendre tout cela plus clair, foit
donnée la formule xx—yy , qui eft com-
pofée des fadteurs (x-y) (x—y). Si cette
formule doit étre réfolue en un plus grand

nombre de falteurs, on fera x—y=—pg,
& xe—y—rf; 8 on aura ¥ —"_ 'f &y
="~ /; or il faudra donc pour que cesva-
lwrs deviennent des nombres entiers , que
les deux nombres pg & 7/ foient ou tous
deux pairs ou tous deux impairs.
AN
=1, on aura pg—35 & r/=3; donc
=16; & de-1a réfulte xx—yy

oit , par exemple,, ¢
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=105, lequel nombre eft compofé en effet
des fa&teurs 7.5.3.1, de forte que ce cas
ne fouffre aucune difliculté.

166.

Le fecond en fouffre encore moinsy fa=
voir celui oli la formule renfermant deux
fateurs égaux,, peut fe repréfenter de cette
maniere, (fx-{-gy)*, ceft-a-dire par un
quarré , quine peut avoir d’a fatteurs
que ceux qui provicnnent de la racine fx
~}-gy s car fi Pon fait fx—-gy=pgr, la
formule devient =ppgqrr, & peut avoir
par conféquent autant de faétenrs que L'on
veut. Il faut remarquer-de plus que 'un
feulement des deux nombres x & y eft dé-
terminé , & que l'autre peut fe prendre &
& & il eft facile de

volonté;; car m=—=~"

f i
donner 4 y une valeur telle que la frattion
difparoiffe.

La formule de cette efpece la plus ai(éa
A traiter , eft xx ; i Ton fait x=pgr
’ ; P
quarré xx renfermera trois facteurs quarrés,
{avoir pp, 99 & rr
N iv
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167.

On rencontre bien plus de difficultés
en traitant le troifieme cas, qui eft celui
dans lequel notre formule ne peut fe dé-
compofer en deux fafteurs rationinels ; &
il faut ici des artifices particuliers, afin de
trouver pour x & y des valeurs telles que
la formule renferme deux ou plufieurs fac-
teurs.

Nous rendrons cependant cette recher-
che moins difficile, en obfervant que notre
formule fe transforme facilement en une
autre, dans laquelle le terme moyen man-
que ; car en effet on n’a qua fuppofer x
o pour avoir la formule fuivante:
RS el oy ey ey,
Ainfi nous omettrons auffi-tot le terme
moyen , nous confidérerons la formule
axx—-cyy, & nous chercherons quelles
valeurs on doit donner 4 x & ay, pour qué
cette formule fe décompofe en fa&teurs-
On jugera facilement que cela dépend de
la nature des nombres ¢ & ¢ ; aufli com-
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mencerons-nous par quelques formules dé-
terminées de cette efpece,

168.

Soit donc propofée d’abord la formule
xx-+yy , qui comprend tous les nombres
qui font la fomme de deux quarrés, & dont
nous allons mettre les plus petits fous les
yeux ; favoir ceux qui font compris entre
1 & 50:
1,2,4,5,8,9,10,13, 16,17, 18,

20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37,

40, 41, 45, 49 5 50

On voit qu'il {e trouve parmi ces nom-
bres quelques nombres premiers qui n’ont
point de divifeurs; ce font ceux-ci: 2, 5,
13, 17, 29, 37, 41. Les autres ont des
divifeurs, & ils rendent plus claire la quef-
tion: Quelles valeurs on doit adopter pour
x & y, afin que la formule xx—fyy ait
des divifeurs ou des fatteurs, & qu'elle ait
méme autant de ces fateurs que I'on vou-
dra? Nous remarquerons de plus qu'on peut
faire abftraftion des cas ol x & y ont un
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commun divifeur, parce qualors xx-t-yy
feroit divifible par le méme divifeur, &
méme par fon quarré; par exemple, fi x
=7p & y=7g, la fomme des quarrés ,
ou 49pp~4999= 49 (pp-+99) , fera di-
vifible non-feulement par7, mais aoffi par
49- Cleft pourquoi nous n’étendrons la
queftion qua des formules ou x & y n'ont
aucun commun divifeur.

On voit facilement & préfent en quoi git

la difficulté ; car i d’un cotéil eft clair que,

lorfque les deux nombres x & 2y font im=-
pairs, la formule xx~}-yy devient un nom-
bre pair, & par conféquent divifible parz,
il eft fouvent d’autant moins aifé de fayoir
fi la formule a des divifeurs ou fi elle nen
a pas, lorfque de Pautre c6té un des nom-
bres x & y étant pair & lautre impair , la
formule elle-méme devient impaire. Nous
ne parlons pas du cas ot x & y feroient
pairs, parce que nous avons déja fait fentir
que ces nombres ne doivent point avoir
de commun divifeur,
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169.

Que les deux nombres x & y foient donc
premiers entr’eux, & que cependant la for-
mule xx-|-yy doive contenir deux ou plu-
fieurs fatteurs. La méthode précédente ne
peut sSappliquer ici, parce que la formule
weft pas réfoluble en deux falteurs ration=
nels ; mais les fateurs irrationnels qui com-
pofent la formule, & qu’on peut repréfen-
ter par le produit (x+yy/—1)(x—yp/—1),
nous rendront le méme fervice. En eflet,
on fent bien que fi la formule xx--yy a
des fateurs réels, il faut que ces faleurs
irrationnels foient compofés d’autres fac-
teurs; parce que s'ils n’avoient pas aufli des
divifeurs, leur produit ne’pourroit pas non
plus en avoir. Or comme ces faéteurs font
irrationnels , & méme imaginaires, & que
de plus les nombres x & y ne doivent point
avoir de commun divifeur , ils ne peuvent
renfermer des fateurs rationnels , & il faut
quiils folent pareillement irrationnels ; &
méme imaginaires.




ELEimens

170.

Si 'on veut donc que la formule xx+yy
ait deux faeurs rationnels, il faudra dé-
compofer chacun des deux fatteurs irra-
tionnels en deux aurres fafteurs; cleft
pourquoi, fuppofons d’abord x-}-yy/—1
=(p~4qv—1)(r-[/—1); & puifque
y—1 peut fe prendre aufli bien en moins
qu'en plus , nous aurons en méme temps
X—yy—1=(p—qv—1) (r—fy/—1)
prenons maintenant le produit de ces deux
quantités,, & nous verrons que notre for-
mule xx-byy=—(pp-tqq) (rr-H/[) , Ceft-
a dire qu'elle contient les deux faéteurs ra-
tionnels pp~4-gq9 & rr-/J.

Il nous refte & préfent & déterminer les
valeurs de x & de y, qui doivent de méme
érre rationnelles ; or la fuppofition que nous
avons faite, donne x—{iy‘/—x:pr——q/‘
ol =1 gr—1 , & 3y —1p!
—qf—gn/—1—pfy/—1; finous ajouton’
ces formules , nous avons x=—pr—gf; fi
nous les fouftrayons I'une de l'autre , nous
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trouvons 2yy/ —i==2pfy/—1i+2qry/—I,
ou y=p/+gn

Il s'enfuit par conféquent de-la, qu'en
faifant x =pr—qf & y=p[--gr, notre
formule xx-}-yy ne peut manquer d’obte-
nir deux falteurs , puifqu'on trouve xx+yy
.:(1.7/)—|—gq) (n‘—}—fj) Que fi 'on deman-
doit aprés cela un plus grand nombre de
falteurs, on n'auroit qua donner de la
méme maniere & p & a g des valeurs telles
que pp—gq elit deux fa&eurs; on auroit
alors trois facteurs en tout, & ce nombre
pourroit étre augmenté par la méthode
autant qu'on voudroit,

1571

Comme nous n’avons rencontré dans
cette folution que les fecondes puiffances
de p, q, » & [, on peut prendre auffi ces
lettres en mozns 5 que g, par exemple , foit
négatif , on aura x=pr—-q/ & y=p/—qr;

mais la fomme des quarrés fera la méme

qu'auparavant, ce qui nous fait voir que
quand un nombre eft égal & un produit tel
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que (pp-+-97) (7r=-/1") , on peut de deux
fagons le décompofer en dewx quarrés ; car
nous avons trouvé d’abord x=pr— ¢/ &

y=p/+-9r,> & aprés cela aufli xe=pr}gf

& y=p/—qn
Soit, par exemple, p=3, g=2, r—2
& =1, onaurale produit 13, 5==65 =xx
5y, o x=4 & y=r , comme x—3
8 y==1; puifque dans lun & lautre cas
xx—-yy=65. Sion multiplie plufieurs
nombres de cette efpece , on aura aufli un
produit qui pourra étre d’un plus grand
nombre de fagons la fomme de deux quar-
rés. Qu'on multiplie,, par exemple, 2*-41°
=5, 3t2'=13, & 4£}1°=17, on
trouvera 1105 , lequel nombre peut fe dé-
compofer en deux quarrés de quatre ma-
nieres,, comme on va voir:
L3347, 1) 322407, HL) 315127,
V)24 4232

B
Parmi les nombres qui font contenus
dans la formule xx-}-yy, fe trouvent donc
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premiérement ceux qui font , par la mul-
tiplication , le produit de deux ou de plu.
fieurs nombres ; en fecond lieu ceux qui
font formés différemment. Nous nomme-
rons ces derniers fadleurs fimples de la for-
mule xx—-yy , & les premiers fadeurs com-
pofés. Daprés cela les fatteurs fimples fe-
ront des nombres tels que les fuivans:

1,2,5,9,13,17,29,37, 41, 49, &c,
& on diftinguera dans cette fuite deux ef-
peces de nombres ; les uns font les nombres

premuiers; 25-55°135 175 29, 37, 41,
quin’ont aucun divifeur,, & qui tous, ex~

cepté le nombre 2, font tels que fi I'on
en 6te 1, le reftefe trouve divifible par
4 ; de forte que rous ces nombres font con-
tenus dans I'expreflion 4n-}1. La feconde
efpece comprend les nombres quarrés 9,
49 , &ec. & on remarquera que'les racines
de ¢es quarrés;,“favoir 3, 7, &c. ne fe
trouvent pas dans la fuite, & que ces ra-
cines font contenues dans la formule 4n—1,
It eft- clair d'ailleurs qu'aucun nombre de
a&'forme 4n—1 ne peut étre la fomme de
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deux quarrés; car puifque ces nombres
font impairs, il faudroit que 'un des deux
quarrés fie pair & que Pantre fit impair
or nous avons vu plus haut que tous les
quarrés pairs font divifibles par 4, & que
les quarrés impairs font contenus dans lex-
preffion 471 fi donc on ajoute un quarré
pair & un quarré impair, la fomme aura
toujours la forme de 4741, & jamais de
4n—1. Que tout nombre premier au refte
qui appartient a la formule 4n--1, eft la
fomme de deux quarrés ; C’eft une vérité
indubitable , mais qui n'eft pas tant aifée
a démontrer.

17 3.

Allons plus loin,, & confidérons la for-
mule xx~2yy, dans le deflein de voir
quelles valeurs il faut donner & x & 4y,
afin quelle ait des fafteurs. Comme cette
formule s'exprime par les fattenrs imagi
naires (x--yy/—2) (x—yy/~=2), on voity
ainfi quwauparavant, que fi elle a des di*
vifeurs , ces fafteurs imaginaires doivent

pareillement
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pareillement en avoir. Qulon fuppofe donc
Atgy/n— (ptg/—2) (fv—2),
doli Senfuit de foi-méme Xy —2
=(p—g9v/—2) (r—/[1/—2) , & on aura
Xx2yy=— (ppt-297) (rr=2f) ; ainfi
cette formule a deux fa&eurs defquels
Pun & lautre ont la méme forme. Mais
il refte & déterminer les valeurs de x &
de y, qui produifent cette transforma-
tion; on confidérera , pour y parvenir,
que, puilque x—-yy/—2=—pr- 1 ~gr
V—a2pfy/—a, & que XK=y —2==pr
~29/—grv—2—pf,/—2, onalafom-
me 2x=2pr—4q/, & par conféquent x
Spr—2qf, & quon a de plus la différence
2/ —r=29ry/—2~+-2pfi/—2; de forte
que y==gr-t-p/. Lors donc que notre for-
mule xx 2yy doit avoir des fatteurs SHils
{eront toujodrs des nombres de la méme
¢lpece que la formule , ef dire

Lun aura la forme PP299, & lautre la
forme rr+-2/f’; & afin que ce cas ait lieu,
* & y pourront encore fe déterminer de

Cux manieres différentes, a caufe que. g

Tome 11. (0]
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peut étre également négarif & pofitif; car
onaura d'abord x=pr—14/, & y
& en fecond lien x=prt24/ & ya=pfa

=Tz
4

/475

174.
Cette formule xx-}-2yy fenferme donc
tous les nombres qui réfultent de Paddi-
tion d’un quarré & du double d’un autre

quarré; & voici Pénumération de ces nom-
bres pouflée jufquau nombre 50:

1,2,3,4,6, 8.5 95l Ly 12,16, 17,

18, 19, 22, 24, 25, 27, 32, 33, 34,
365 38, 41, 43, 44, 49, 50.

& compofés 5 les

€5, ou ceux qui ne font pas compofés

des nombres. précédens, font ceux-ci: 1 ’

25 35 11, 17, 19, 25, 41,%3, 49, qui

epté les quarrés 25 & 49, font

nombres premiers ; & il faur remar-

qu'en général , fi un nombre eft pre-

mier & ne fe trouve pas dans cette fuire,

on eft st d’y rencontrer fon quarré, On

3
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peut obferver auffi que tous les nombres
Premiers qui font contenus dans notre for=
mule, appartiennent tous foit & expreffion
821, foit 4 823 , tandis que tous les
dutres nombres premiers, {avoir ceux qui
font compris dans les formules 8n-}5 &
87+7, ne peuvent jamais former la fomme
dun quarré & d'un double quarré ; il eft
de plus trés-certain que tous les nombres
Premiers qui font contenus dans une des
autres formules , 821 & 8243 , font
toujours réfolubles en un quarré joint au
double d’un quarré.

i1

Paffons & examen de la formule péné-
g

rale xx-+cyy, & voyons moyennant quelles
valeurs de x & de y on peut la transfor=
mer en un produit de facteurs.

Nous procéderons comme ci-deflus ;
Nous repréfenterons la formule par le Ipro-
duir (x—}—_y\/——c)(x—.y \/-—c) , & nous
Sxprimerons pareillement chacun de ces
fadteurs par deux faleurs de la méme

0 jj
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efpece; ceft-a-dire que nous ferons 1y
/

M~c—<rfm Vi—e) (/7

(pp+egg)rdl))s
& l'on voit donc que de nouveau les fac-

teurs font de la méme efpece que la for-
mule. Quant aux valeurs de x & de y,
on trouvera de méme facilement x==pr
“cqf & y=gr-+-p[, ou bien au
—cqf, & y=p/—qr, & il eft aifé d’ima-
giner comment la formule peut {e réfoudre

X =pr
1

d nombre de falteurs.

176:

[l fera facile maintenant de procurer aufli

en un plus gr

des fatteurs & formule xx—

d’abord on n’a qu'a écrire —c au lieu de
w:—c,- mais de plus on peut les trouver im-
médiatement de la maniere fuivante : com-
me notre formule L’«[uiwut au  produit
(- )'\/L)(v yw/c) » qu'on fafle x- }—}m/&
=(p+ave) (V) & x—y
:([)_(]‘/L)(,,,,/ ¢), & on aura ﬁu
le champ' xx—cyy=(pp~—cqq) (rr—cff)s
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en forte que cette formule eft, de méme
que les précédentes, égale A un produit
dont les faleurs lui rcﬂcnm lent par la for-
me. Pour ce qui regarde les valeurs de x
& de y, elles fe trouveront }\a.re illement

étre doubles ; cela veut dire quion aura

x=pr--cqf &

=gr-+-pf, & qu'on aura
—gr. Que fi on
vouloit faire la preuve & voir fi on obtien-
droit par-la le produit quon a trouvé, on
auroit, en eflayant les premieres valeurs,
xx=pprr=2cpgrt=ccqgff & yy=pplf
Faprf+197rs 0 eyy=cppl]t scpyf
+a]5;1‘r; de forte que xx——=cyy=—pprr
—cppff-cegqff—cqqrr, ce qui neft autre
chofe que le produit trouvé, (pp—cqq)
Crr—cff).
Lo
Jufqu'¥l préfent nous avons confidéré le
premier terme fans coeflicient ; mais nous
allons fuppofer a préfent que ce terme foit
pareillement multiplié par une autre lettre ,
8 nous chercherons quels fatteurs l4 for-
mule axx-}-cyy peut obtenir.
(0]
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I eft évident ici que notre formule eft
égale au produit (x s/a—}—yV—c) (x\//a
—yV—c), & il sagit par conféquent
de donner de méme des faGeurs & ces deux
fatteurs. Or il fe préfente en ce point une
difficultd ; car fi 'on vouloit, d’apres la
méthode précédente,, faire ,x‘\/a+y\/—c
=(pV atgy/ —e) (rv/at-fy/—c)=apr
—cqf-pf3 —ac—}—r]r‘//—ac , & x‘/cz
—yV—e=(pVa—gy/—c) (ry/a—/
V/_ ) =apr—cq '~/?/"‘/——-zzc—L]1 \/—ac b
on auroit zx‘/ sapr—a2cqf, 8 2y

\/ ;zpf‘/—ﬂzc—}ﬂ(]r\/‘ac 5 Cleft-a-
dire qu'on trouveroit tant pour x que pour
y des valeurs irrationnelles , lefquelles ne
peuvent étre admifes ici.

178.

Mais cette difficulté peut fe lever, &
voici comment: Qu’on fafle x\/a-f-}/\/—c
=V atgv/—) ( HV —ac) = Pr Ve
—cgf Y atgrV/ —etapfy/—c, & xy/a
V=PV a—gV/—¢) (r—f V/ —ac)

:pr"/a—cyf a—qry/ —c—apfy/=c;
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cette fuppofition donnera pour x & y les
valeurs rationnelles fuivantes: x==pr—cq/
& y=—gr-l-ap/; & notre formule, a
“cyy, aura les faéteurs (app-t-cgq) (rrta
dont I'un feulement eft de fa méme efpece
que la formule , Pautre ayant une forme
différente.

179.

Il ne laiffe pas cependant d’y avoir une
grande affinité entre ces deux formules,
vu que tous les nombres qui font contenus
dans la premiere formule, fi on les mul-
tiplie par un nombre compris dans la fe-
conde , retombent dans la premiere. Nous
avons aufli déji vu que deux nombres de
la feconde forme xx-}-acyy , laquelle re-
vient & la formule xx—{-cyy que nous avons
confidérée, érant multipliés 'un par lautre,
redonnent un nombre de la méme forme.

Il ne nous refte donc qu’a examiner &
quelle formule appartient le produitde deax
nombres de la premiere efpece, ou de la
forme axx}-cyy.

O iv
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Multiplions, dans cette vue, les deux
formules: (app--cqq) (arr—-¢ff'), qui font
de la premiere efpece; il eft aifé A voir
que ce produit pourra étre repréfenté de
cette maniere: (apr—-cgf ¥ +-ac(pf—gr)™
Si donc nous fuppofons ici apr-cqf=x,
& pf—qr=y, nous aurons la formule xx
-f-acyy, qui eft de la derniere efpece. 1
senfuit de-1a que deux nombres de la pre-
miere efpece axx—-cyy, étant multipliés
Pun par Pautre, le produit eft un nombre
de la feconde efpece. Si nous indiquons
les nombres de'la premiere efpece parl,
& ceux de la feconde par II, nous pou-

vons indiquer de la maniere abrégée qui
{uit les conclufions auxquelles nous venons
d’arriver :

LIdonne IT; LI donne I; ILII donne 1.

Et on voit par-1a d’autant mieux ce qui doit
en réfulter, fi on multiplie plus de deux
de ces nombres; favoir que
tI; que LLII fait IT; que LILII fait I.
Enfin que ILILIT faic 1L
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180.

Soit, pour éclaircir article précédent,
a=2 & 3, il en réfultera deux efpeces
de nombres, 'une contenue dans la for-
mule 2xx-}3yy, lautre cor
formule xx--6yy. Or les nombres de la

premiere pouflés jufqua 5o, font

ife dans la

R S R BRI 12 T 482 0 2
27529, 39,32,35, 445 45, 48, 50
Et les nombres de la feconde efpece , pouf-

{és de méme jufqu’au nombre 50, font

H') 1, 45,6,7,9,10,15,16,22,24,

25, 28, 31,335 36, 40, 42, 49.

Si donc nous multiplions maintenant un
nombre de la premiere efpece , par exem-
ple 35 , parunnombre de la feconde, fup-
pofons par 31 , le produit 1085 fera fure-
ment compris dans la formule 2xx-}-3yy;
ou bien on peut trouver pour y un nom-
bre tel que 1085—3yy foit le double d'un
quarré , ou ==2xx ; or cela arrive d’abord
quand y=3 , dans lequel cas x=23; en
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fecond lieu, quand Y=11, en forte que
x=19; en troifieme lieu, lorfque y=13,
ce qui donne x=17; & enfin , en qua-
trieme lieu, quand y=19, doli réfulte
X==1.

On peut partager ces deux efpeces de
nombres , comme les autres , en nombres
fimples & en nombres compofés ; on don-
nera ce dernier nom A ceux qui font com-
pofés de deux on de plufieurs des nombres
plus petits de Pune ou de Pautre efpece ;
ainfi les nombres fimples de la premiere

efpece feront ceux-ci: 2,35 5,11,29,

& les nombres compofés de la méme ef-
pece, feront 8, 12, 1y, 18, 20, 27,
30, 32, 355 40, 45, 48, 50, &ec.

Les nombres fimples de la feconde efs
pece feront 1, 7, 31, & tous les autres
de cette efpece feront des nombres com-
pofés, favoir 4, 6, 9, 10, L5516 5750
245 25, 28, 33, 36, 405 42,5 49.

4

o/
R
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De (o Transformation de la formule axx
; 7 .
—-eyy en des quarrés & en des puiffances
plus élevées.

181.

NOUS avons déja vu plus haut quil eft
fouvent impoflible de réduire a des quar-
tés des nombres de la forme axx—-cyy ;
mais tontes les fois que cela eft pofiible,
on pent transformer cette formule en une
autre , dans laquelle a=r.

Par exemple , la formule 2pp—gg peut
devenir un quarré, & comme elle peut
aufli fe repréfenter par (2p-+9) —2(p+9)*,
on n'a qua faire 2p-}g—=x & pt-9=y,
& on parvient 2 la formule xxfz«,«ﬂ/,
dans laquelle e=1 & c=2. Ceft uge
femblable transformation qui a lieu toutes
les fois que de telles formules peuvent de-
Venir des quarrés. Ainfi quand il s’agit de
transformer la formule axx—-cyy en un
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quarré , ou en une puiffance plas haute,
mais paire,, on peut, fans balancer, fup-
pofer a=1, & rder les autres cas
comme impoflibles.

1595

Soit donc propofée la formule xx+ FCYY
& quiil s'agifle d’en faire unquarré. Comme
elle eft Lompolce des faéteurs (x- f-v‘/—-z)
(x—y ch) , il faut'que ces faéteurs foient
ou des quarrés ou des quarrés multipliés
par un méme, nombre. Car fi le produit
de deux nombres, par exemple, pg, d loxr
étre un quarré, il faur que p==rr & g=
ceft-a-dire que chaque faéteur foit de
méme un quarré , ou bien que p==nrr &
g=mff, & qu'ainfi ces falteurs foient des
quarrés multipliés Pun & [autre par un
méme nombre. Ceft pourquoi nous ferons
ety ‘/ﬁc’:;/;z (p+9q ‘/Az )5 il senfui-
VId Xmyy/ — zm(p q;/_()x & nous
mm(pp4-cgq)?, ce (‘u'
eft un quarré. Nous avons de plus, pour

ns - xx-{-cy

déterminer x 8y, les équations x-+y

D' A s CLE ST~ RAE: 22
=mpp-}-2mpq V—c—mecqq, & x—y
—C=mpp — 2mpgy/ —C— meqq dans
lefquelles naturellement équivaut a la
partie rationnelle , & yy/—c 2 la partie
mdtlomlchc, amﬁ x=mpp—mcqq, & y

‘/ —c=2mpgy \/—~c > ou y—2mpq, & ce

font ces valeurs de x & de ¥ qui tranf
forment 'expreflion xx+-cyy en un quarré
mm(pp~tcqq)?, dont la racine eft mpp
~-meqq.

183.

Si les nombres x & y ne doivent point
avoir de divifeur commun, il faut fuppo-
fer m=1. Alors, pour faire que xx: ]—g‘(
devienne un quarré, on fe contente de
prendre x—pp—cqg & y=2pq, ce qui
rend la formule égale au quarré pp--c

On peut auffi, au lieu de faire x—=pp
~—cqq, fuppofer x=cq9—pp, vu que le
quarré xx ne laifle pas d’étre le méme.

Les mémes formules, au refte, ayant
été trouvées plus haut par des voies tout-
a-fait différentes , il me peut y avoir de




222 ErLimens

doute fur la juftefle de la méthode que nous

venons d'employer. En effet, fi on veut

que xx-}-cyy devienne un quarré , par la

méthode précédente on fuppofe la racine

=x-2, & on trouve xx-}-cyy=—xx
E ; on efface les xx, on divife

les autres termes par y, on multiplie par
g9, & on a €99y =2pgx—-ppy , OU cqqy
—ppy==12pgx ; divifant enfin par 2pq &
2. Orx &y
devant, ainfi que p & ¢, navoir point

par y, il en réfulteZ ==
de divifeur commun, il faut égaler x au
numérateur & y au dénominateur, & on
obtient par-1a les mémes réfulrats que nous
venons, de trouver , favoir x=cgg—pp,
& }/: 2},\].
)
184.

Cette folution eft bonne, que le nom-
bre ¢ foit pofitif ou qu'il foit négatif; mais
fi de plus ce nombre a lui-méme des fac-
teurs , comme fi c’éroir, par ‘exemple, la
formule xx-l-acyy qui dit devenir un
quarré, on auroit non-feulement la folu-
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tion précédente , qui donne x=acqg—pp
& y=1pg, mais encore cette autre , x=cqq
—app & y=2pq ; car dans ce dernier cas
ona, de méme quedans Pautre,, xx—~-acyy
L‘ccqt{—z.zr'p[r)g..]j‘«aap"::((77+apf‘ 5 ce
qui a lieu aufli, quand on prend x:
~—cqq, parce que le quarré xx refle le
méme.

Cette nouvelle folution fe trouve aufii
par la derniere méthode, de la fagon {ui-
Vante.

Qu'on fafle x|~y \a'/—ac:(p\/a-l‘-y

—c)s & x—yy —ac—(p »la—.]

—c¢)*, on aura xXx+acyy—(app+cgq)*,
& par conféquent = 7 ; de plus, & caufe
de x—+ty ‘v/‘“f:"}’f“ 2pq V —ac—eqq,
& de « f/\r’V<—ac.-:.aplD—2pL] —=ac
~¢gg, on trouve x=app—cqq & y—2pq.

Il eft clair aufli que fi le nombre ac eft
%foluble en deux faéteurs d’un plus grand
Bombre de manieres, on pourra tr‘ouvcr
aufli un plus grand nombre de folutions
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Eclaircifflons tout cela an moyen de quel-
ques formules déterminées; & d’abord ,
fi ceft la formule xx-f-yy qui doit devenir
un.quarsé , nous avons ac=r ; ainfi X%=—pp
—q9, & y=2pq, dol senfuit xx—-yy
= 3
=(pp+g9)-

Si on veut que xx—yy=—(] ; on a ac
=—1; ainfi on prendra x=pp-t+q9 & y
=2pq, & il en réfultera xx—yy=(pp

—g9)" S

Veut-on que la formule xx-- y=0,

on a ac=2; qu'on prenne donc x=pp
299, Ou x=2pp—qg & y=—2pq, & on
aura xx—-2yy=(pp-+299)*, ou xx-2yy
=(2pp+-g99).

Si, en quatrieme lieu, on veut que xx
—2Y¥=iJ , OU ac==—2, on aura x:
THodg)

Qu’on veuille enfin que x| Syy=0s
on aura ac=6 , & par conféquent ou a=1
& =6, ou a=2 & c=—=3; dansle premief

car
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Cas x=pp—699 , & y=2pg; de forte
que xx—-G: =(pp+699)*; dansle fecond
€A ¥=2pp—3499, & y=2pg; Lol réfulte
¥ Gyy=(2pp+3g

1

186.

Mais fi c’eft maintenant la formule axx
+cyy quion doit transformer en un quarré;
comme nous avons prévenu que cela ne
peut fe faire que quand on connofe déja
un cas dans lequel cette formule devient
réellement un quarré , nous {uppoferons
que ce cas donné ait lieu , quand x
& y=0; de forte qualors aff}-coo
& nous remarquerons que cette formule
Peut fe transformer en une autre de la forme

2-acuu, filon fait ¢ = L8 & 1 — =i

h
car en effer, fi sr— "rrtasayecumy g que

2oy ona tt~-acuu

Ainfi, 1 uifque offregg=hk, on a t+acu

SSaxx—-cyy ; or nous avons donné des

tegles faciles pour transformer en un quarré
Tome 11, P
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Pexpreflion 1z--acuu, a laquelle nous ve=
nons de réduire la formule propofée axx

¢y

187.

Allons & préfent plus loin, & voyons
comment la formule a¥x+c'y, dans la-
quelle x & vy font fuppofés navoir aucun
divifeur commun , peut fe réduire 4 un
cube. Les regles données plus haut ne fuf-

fifent aucunement pour cela, au lieu que
la méthode que nous avons indiquée en

i
s

dernier lieu sappli
fucces 5 & ce qui eft fur- tout digne de re-

ique ici avec le plus grand

marque , c’eft quelaformule peut toujours
étre transformée en un cube, quelques
nombres que foient a & ¢ ; ce qui navoit
point lieu pour les quarrés, a moins qulon
n’elit déja un cas connu, & ce qui n'a de
méme point lieu ‘pour aucune des autres
puiffances paires; la folution au contraire
eft toujours poflible pour les puiffances im=
paires , telles que la troifieme, la cinquie=

me), la feptieme,; &c.

D4 r ciE BRI,
188.

Lors donc quiil s agira de réduire en cube
la formule axx—{-cyy, on fuppc.lcrl d’une
Maniere ana alogue A celle quona emtﬂoyue

*VatyV—e=(pV/atqv/—ey,
2V a—yy/me=(p Va—gy/—ey; 1
produit (app~t-cqqy, qui eft un cube
fera & gal a la formule ax x—cyy. Mais on
CI'IEIChC a (u a déterminer pour x & y des
valeurs rationnelles, & heurenferent on
y réuflit. En effet, fi 'on prend réellement
les deux cubes i wuqm on a les deux
tquanons xy/ - ‘w/a ap’w/u {»«3@@7
\/——c—;rpqq\/u—a] \/—( & xv/a
—y =ap’ 39ppg V —c—3epqq

V a-cqiy —c cciqucllcs il fuit évidem-
ment que x==ap'—3cpgq, & Y=3appq
SR

Qu'on cherche , par exemple , deux
Quarrés xx & yy , dont la fomme xx—|-yy
faffe un cube. Puifqu’ici a=1 & c-—xv,
On aura xe==p'—3pyg; & Y=3ppg—2q’

€e qui donne wx-tyy=(pp---g9)% L\hmb
P j
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tenant fi p=2 & g=1, on trouve x=2

& y=11; donc xx4yy=129=
189.

Confidérons auffi la formule xx- 39y
dans le' deflein de la faire égale a un cube:
comme nous avons pour cet effet a=1
& ¢=3, nous trouvons x=p'—opgq,
& y=3ppg—3¢’, dol réfulte xx-3yy
=(pp-t399)’. Cette formule fe préfente

flez fouvent: c’eft une raifon pour en
donner ici du moins les cas les plus fa-
ciles,

|
O R VO VR G

Sans la condition que les deux nombres
% & y ne doivent point avoir de commun
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divifeur , la queftion ne feroit fujette & an-

cune difficulté ; car fi axx yy devoit
étre un cube , on mauroit qu

& y=uz, & la formule deviendroi
~-cun ,;g} on légaleroit au cube
%

trouveroit aufli-t6t 7=1'(azt-|{-cur) ; par
conféquent les valeurs cherchées de x &
de y feroient x—¢v (atrt-cun), & y=—=uv’
(att+cun), lefquelles ont , outre le cube vy
aufli la quantité azz+cuu pour commuu
divifeur ; de forte donc que cette folution
donne ﬁxr le champ axx—-cyy=‘(asz

cuu) (a//-{—u/zc)_ (nzz-«[—cuv) » €€ qui
eft évidemment le cube de » *(ate-cuw).

191,

La:méthode dont nous avons fait ufage
en dernier lieu , et d’autant plus remag-
quable; que c'eft par le moyen deghian-

tités-irrationnelles & méme

que ‘nous fommes parvenus i des folutions

qui. demandoient abfolument des nombres
rationnels & méme entiers; Mais ce quieft
P ij
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encore plus digne d’attention ,' c’eft que
dans les cas ou lirrationnalité s’évanouit
notre méthode ne peut plus avoir lieu. En
effer lorfque , par exemple , la formule xx
~}cyy doit étre'un cube , on ne peut qu'en
inférer que fes deux faéteurs irrationnels,
x-yy/—c & x—y)/—c, doivent pareil-
lement étre des cubes, vu que x & y
n'ayant point de divifeur commun, ces
fatteurs ne peuvent pas non plus en avoir.
Mais files radicaux difparoiffoient, comme,
par exemple, dans le casde c=—1, ce
principe n’auroit plus lieu; parce quil fe
pourroittres-bien que les deux faéteurs, qui
feroient alors x--y 8& x—y, euffent des
divifeurs communs,, quand méme x & y
n’en auroient pas; cé qui artiveroit, par
exemple, fi ces:deux lettres exprimoient
des nombres impairs.

Ainfi', lorfque xx—=yy doit devenir un
cube il n’eft pas néceffaire que tant x-}-y
que x~y foient d’enx-mémes des:cubes ;
maiston poutra fuppofer x—-y=2p*, &

=4¢; & la formule xxi-yy ne
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laiffera pas de devenir un cube incontef-
tablement ; puifquion la trouvera =8p’
dont la racine cubic {ue eft 2pg. On“aura
de plus x=pi-}-29?, & y=p'—s Lol
qu'au contraire la formule vh y etk

pas réfoluble en deux fafteurs rationnels,

on ne POU[TH trouver d’aut&‘es (.OIUKZOHS quc
celles qui ont été données.

192.

Nous éclaircirons les reclierches qui pré-
cedent par quelques queftions curieufes,

Queftion premiere. On demande un quar-
ré xx en nombres entiers, & tel quen y
ajoutant 4, la fomme foit un cube ; le cas
a lieu pour xx==121, mais on veut {avoir
il y a d’autres cas femblables ?

Comme 4 eft un quarré, on chercliera
d’abord les cas ot xx4-yy devientun cybe;

ieu,

fi xE=phgpag., & y=3ppg——g¢* Puis
done que yy==4, on a y=+2, & par
conféquent ou 3ppg—gi=

or nous en-avons trouvé un qui a liet
i
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9(3pp—99)=2; ainfi ¢ eft un divifeur
de 2.

Cela pofé, fuppofons premiérement g
==1, nous aurons 3pp—1=2; donc p==1,
d'oi fe dérivent x==2 & xx=y.

Si nous fuppofons en fecond lien gy
nous avons 6pp—8==-+2; que fi nous
admettons le figne -|-, nous trouvons 6pp
=10 & 2P §’> d’oit réfulteroit une va-
leur de p irrationnelle, & qui ne peut avoir
lieu ici; mais fi nous confidérons le figne —,
nous avons 6pp=6 & p=1; donc x=r1.
Voila les feuls cas poflibles , & ce ne font
donc que les deux quartés 4 & 121 qui,
ajoutés a 4, donnent des cubes.

193.

Queftion deuxieme. On chetche en nom-
bre§ entiers d’autres quarrés que 2§, qui,
ajoutés a 2, donnent des cubes.

Puis, donc que a2 doit devenir un
cube , & puifque 2 eft le double d’un quar-
ré, déterminons d’abord les cas ot la for-
mule xx-+2yy devient un cube; nous avons
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pour cet effer, par l'article 188, ot a==1
& =2 ; nous avons, dis-je, xX=pi—6pg

& y=3ppg—2¢'; il faut donc, & caufe
dey=t1, que 3ppg—20°, ou g(3pp—249)
=1, & par conféquent que ¢ {oit un di-
vifeur de 1.

Soit donc g==1, & nous aurons 3pp—2
=1 fi nous prenons le figne fupérieur,
nous trouvons 3pp=3 & p==r, dou ré-
fulte x=y5 ; & fi nousadoptons l'autre figne,
nous parvenons a une valeur de p, qui érant
irrationnelle ; ne nous eft d’aucun ufage ;
il s'enfuiit done quil n’y a pas de quarré,
hors 25 , quiait la propriété défirée.

194.

Queflion troifieme. On cherche des quar-
rés qui , multipliés par 5 & ajoutés 2 7,
produifent des cubes ; ou bien on demande
que §xx-}7 foit un cube.

Qulon cherche premiérement les cas ot
sxx-}~7yy devient un cube ; on trouvera
par l'article 188, oll a=y5 & c==7, qu'il
faur pour cela que x=p'—21pgq, &
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que y=15ppg—7¢ ; ainfi comme dans
notre exemple y=+1, on a L5ppg—7q’
=9(15pp—799)=r1 , il faur donc que ¢

foit un divifeur de 1 , Ceft-d:dire que g==1

on aura par conféquent 15pp—7y==sr1,
d’ott réfultent , dans 'un & Pautre cas ,des
valeurs de p qui font irrationnelles ; mais
d’ou il ne faur pas conclure cependant que
la queftion eft impoffible,, yu que p &g
pourroient étre des fraQions telles que’y
=1 & que x devint un nombre entier ;
& ceft ce qui arrive réellement ; car fip
:;—&’ q:%, on trouve y==1 & x=2;
mais il eft vrai qu'il i’y a pas d’autres frac-
tions qui rendent la folution pofiible.

195.

Queftion quatrieme. Ondemande en nomm=
bres entiers des quarrés doat ' le double ;
diminué de 5, foit un cube ; ou bien on
veut que 2xx-— g foit un’cube.

Si nous commengons: par chercher les
cas qui fatisfont pour la formule 2XX—5 Y5
nous avons dans le 188°. article a==2 , &
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E==—y; ainfi x=ap*+15p99, & y=6ppq
=5 7. Préfentement il faut ici que y=-+1,
& par. conféquent 6ppg-~59'=q(6pp+599)
=+1; & comme cela ne fe peut ni en
nombres entiers ni méme en fralions , ce
cas devient trés-remarquable , parce qu'il
¥ a néanmoins une valeur de'x qui fati-
fait, favoir x==4 en effet dans ce cas 2xx
~—y==27, ou égal aucube de 3. Il eft im-
portant de' rechercher’ la raifon de cette
fingularité,

Non- feulement il eft pofliblé , comme
nous voyons, que la formule 2xx—gyy
{oit un cube ; mais ce qui plus eft, laracine
de ce cube ala forme 2pp—5ggl) comme
Onpeut s’en convaincre en faifant x=4,
F==1% & p==i5ig=13 dinfi nous con=
Noiffons un'casiol 25 —3 yy=(2pp-_5

Quoique les deux fafteurs devamas—syy;
favoir Xy a5 8 xy/ 3=y qui,
fiivant notre méthode ; ‘devroicnt étre les

eules depya-fa/s, & delpya—qg/y,
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ne {oient pas des'cubes; car dans notre cas
x;/z—hvs/g =4V 2-Fv/5, au lieu que
(/’\/l+7\/5)‘::(13/z+‘/5 V=46 '\/2
+29v/5,ce qui v’eft nullement identique
avec 4‘/1-{— V/g.

Mais il faur remarquer que la formule
rr—1off'peut devenir 1 ou —1 en unnom-
bre infini de cas; par exemple , fi r=3
& [z=1, fi r==19. & [=6; & cette for-
mule multipliée par 2pp—s gq reproduitun
nombre de cette derniere forme,

Soit donc Jff—rogg==1; & au lieu de
fuppofer, comme nous avons fait ci-de-
vant, 2xx—5yy==(2pp-—5qg¢), nous
pourrons fuppofer. d'une facon plus géné=
rale 2xx—syy==(ff—ioge)(2pp—s99)'
de forte que prenant les faéteurs y Nous au-
rons xy 2t/ s=(ftev/ 10)(py 2bgyis)
Or (pV/2 49V 5 ) == Capbetspgg) v/ 2
+(6ppgt-59) v/ 55 S i, pour abrégery
nous écrivons A\/;.»Jr—-/)’\/

5 a'la place

de cette quantité , 8 que nous multipliions
par f+-gy/10, nous aurons AfyirBf/s

+2dgy/s+fBgy/

2 aiégaler-a ay/2
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V5, dot réfulte x=Aft-5Bg, &
Y=Bf+-24g; or, puifquil faut que y
=1, il n’eft pas abfolument néceflaire
que 6ppg-t5¢°=r1; au contraire il {uffit
que la formule Bf-{-24g, Ceft-d-dire que
f6ppg f59)425(2pF15p99) devienne
=1 de forte que £ & g peuvent avoir
Plufieurs valeurs. Soit , par exemple =3
& g=1, il fandra que la formule 18ppg
%‘x;z]"—{n;p;—}-}op‘]q devienne =1,
ou bien que 4p’-}-1 8ppg+-30p99-+-159°
=

i 197.

Cette difliculté de déterminer tous les
cas poflibles de cette efpece, n'a lieu ce-
pendant que lorfque dans la formule axx
~cyy le nombre ¢ eft négatif; & la caufe
en eft qu'alors cette formule , ou bien cerre
autre xx—acyy , quien dépend , peut de-
Venir =1 ; C€ qui n'arrive jamais quand
¢ eft un nombre pofitif, parce que
N-cyy, ou wx—-acyy, donnestoujours de

Pplus grands -nombres , plus on donne de
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andes valeurs a x & a y. Cleft pourquoi
la méthode que nous venons d'expliquer,
nepeut 5’exxlijl<)yer avec avantage que dans
les cas ol les deux nombres a & c ont des
valeurs pofirives.

198.

Paflons maintenant au quatrieme degré,
& commengons par obferver que, fi la for-
mule axx—}-cyy doit devenir un bi-quarré,
il faut que a==1; car fi ce nombre n’étoit
pas un quarré, il ne feroit pas méme pof-
fible de transformer la formule enun quar-
té; & fi cela éroit poffible, on pourroit
aufli lui donner la forme tt—acuu ; ceft
pourquoi nous n’étendrons 1‘1 queftion qu'a
cette derniere formule ;. qui revient 4 la
précédente xx—t-cyy, dans la fuppofi-
tion de a==1, C

la pofé, il sagit de voit
quelle doit étre la nature des valeurs de #
& de y, pour que la formule xx—}-cyy de-
vienne un quarré-quarré. Or comme elle eft
compofée des deux fa&eurs ( ry Vi=¢)
(¥—y v/ —c¢), il faur que chacun de ces
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faéteurs foit auffi un quarré-quarré de la
méme efpece ; & on doit faire x--yy/ —c
=(ptgV/—c), & 2 —yV/—c=(p—q

\/*—c)", d’otiil réfulte que la formule pro-

pofée devient égale au bi-quarré (pp-cgg)te
Quant aux valeurs de x & de 2y, elles fe
dérerminent facilement par le développe-
ment qui fuit:

"“U’\/*C:P“ +4p' g \/_,5“6‘1’%]‘7"'“74
—4pgy/ —c,

x—ys/ —c=p'—4p'qV/ —c—6eppgytceq’
+apgy —c¢;

donc x=p*—6eppgg+-ceqt, & y=
— 4Py

199.
Ainfi, lorfque xx-}-yy doit étre un bi-
Quarré , comme aftuellement c=
avons x=p'—6ppa9+9', & y=4p'q
~4pg’; enforte que xx+yy—(pp-+gg)t.
Suppofons, par exempl. p=2 & g=1,
& nous trouverons =g & y==174 'diel

telulte wx-fyy=625=/75"
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Sip=3 & g=2., nous obtenons x=1 19
& y=120, ce qui donne xx--yy=r3*.

2008

Quelle que foit la puiffance paire dans
laquelle il sagifie de transformer la for-
mule axx-{-cyy , il eft toujours abfolument
néceflaire que cette formule puiffe étre ré-
duite 3 un quarré ; mais il fuffit pour cet
effer qu’on connoifle un feul cas ot cela ar-
tive ; car on pourra transformer la formule
enfuite , comme nous avons vu, en une
quantité de la forme s1--acuu, dans la-
quelle le premier terme z7 n'eft mulriplié
que par 1 ; de forte quon peut la regarder
comme étant contenue dans Pexpreffion
xx+-cyy ; & ceft d’une maniere toujours
femblable quon peut-donner A cette der-
niere exprefiion la forme d’une fixieme puif
fance ou d'une puiffance paire plus haute
quelconque.

201.

Cette condition n'eft pas requife pour.les

puiffances impaires; & quels que foient les

nombre
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Ifombres a & ¢, on pourra toujours tranf-
f"\:rmcr la formule axx—-cyy en une puif-
fance impaire quelconque. Quwon deman-
de, par exemple, la cinquieme; on n’aura
qu’a faire xy/ a-{:}/‘/_f: (/)\/(:4,»(]\/_()’,
& x n‘y"/ﬁc:(pv‘/a»g =k
on obtiendra évidemment axx-f-cyy=(app
Fcqg); de plus , comme la cinquieme
Puiflance de p \/a—}—(] "/-c eft aaps \/a

jacpig toacppg

—ctseepq Vs ceg' v/—ec,, on trou-

Vera avec la méme facilité ;

=T ¢—lLoacplyg 9V a
J

.an/;Llcacp;
9+5cepq'y & y=s5aap'9—10acppgtccqs,

Si donc on demande que la fomme de
deux quarrés, ou xx~=yy , {oit en méme
t€mps une cinquieme Puiflance , on aura
4= & c=1; donc X—=pl—10p}9q 50,
&(‘y::gp"g—loppqi—f—g‘; & en faifant de
Plus D==13/8r g » ON trouvera x—38

¢==41; par confequent J.'x—{iv) —=3125
= s‘

%
X Ng

Tome [1.
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CHAPITRE XIIL

De quelques Expreffions de la. forme ax*
~by*, qui ne font pas rédudibles a des
quarrés.

202,
ON s’eft donné beaucoup de peine pour

trouver deux bi-quarrés, dont la fomme
ou la différence fit un quarré; mais inuti-
lement, & méme on eft parvenu & la fin
a démontrer que ni la formule x*—-y*, ni
1a formule x*—y*, ne peuvent devenir'des
quarres , fi ce n'eft dans les cas évidens ot ,
ddns la premiete, x ou y—o, & ou,
dansla feconde, Ayrfo' ou y==x. La chofe
eft d'aurant plus remarquable, qu'on peut
trouver , comme on I'a vu , une infinité de
{olutions , lorfqu’il ne s'agit que de fimples
(‘UZHTES.
253

Nous allons donner la démonftration dont

nous venons de parler, & afin de pro-
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céder par ordre , nous remarquerons avant
toutes chofes que les deux nombres 4 &y
Peuvent étre regardés comme premicrs
entr’eux. En effet, fi ces nombres avoient
Un commun divifeur, de facon qu'on pihi
i,i}lredx':(/pd& y=dq', nos formules' de=

1endrotent " dip*-digh Be dhpt i i, Snag
formules , fi el/;ej;to{en%d[e{:qua;iczle } 16:;
teroient des quarrés érant divifées v;a)r dt;
donc aufli lés formules P & };4_7*’
dans lefquelles » & g wont plus de com-’
mun divifeur', feroient des quarrés ; par
conféquent il fuffira de prouver ' que 11105
formules, dans le cas of x & y font des
Nombres premiers entr’eus , e péuvenr de-
Venir des quarrés,, & notre démonftration
Sétendra d’elle-méme 3 tous les cas on x
&y auroient des divifeurs communs.:

204.

Nous commencerons done parla fomme

de . = ’ “:
- deux bi-quarrés,, favoir par la formule
| ~Fy+, & en confidérant x & y comme
es res qui i i h I
nombres qui font premiers entr’eus, 11

Q jj
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s’agit de prouver que cette formule ne peut

devenir un quarré que dans les cas men-

tornés ci-deffus; on va voir les raifon-

nemens que cette démonftration exige.
Si quelqu’un nioit la propofition;, ce fe-

roit foutenir qu’il peut y avoir des valeurs’

1

de x & de y telles que x*+-y* fiit un quarré,

: olles Lotk il
quelque grandes qu’elles fuffent, puifqu’i
n’y en a pas de petites.

Or on peut faire voir clairement que fi

x & v avoient des valeurs fatisfaifantes ,
on pourroit , quelque grandes que fuffent
ces valeurs , en dédyire de moindres pa-
reillement fatisfaifantes, tirer de celles-ci
des valeurs encore plus petites, & ainfide
fuite. Puis donc qu'on ne connoit aucune
valeur en perits nombres , excepré les deux
cas ci-deffus qui ne menent pas plus, loin ,
on peut aufli conclure avec affurance qu'il
wexifte point de valeurs de x & de y de
la nature de celles qu’on cherche, & pas
méme dans les plus grands nombres. La
propofition avancée a I'égard desla diffé-
rence de deux. bi-quarrés , ateyt, {6
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démontrera par le méme principe , comme
on le verra plus bas.

203.

Ce font les points fuivans qu’il faut con-
fidérer maintenant, i on veut {e convain-
cre que x*-1y* ne peut devenir un quarré
que dans les cas évidens dont nous avons
pailé.

L.) Puifque nous fuppofons que » & y
font des nombres premiers entr’eux ; cleft-
a-dire,, qui n'ont point de commun divi-
feur , il faut qu’ils foient ou impairs tous
les deux, ou que P'un foit pair & que Pautre
foit impair.

IL) Mais ils ne pourroient étre impairs
tous deux, & caufe que la fomme de deux
quarrés impairs ne peut jamais étre un quar-
té; car un quarré impair eft toujours con-
tenu dans la formule 47 —{—I , & par con-
équent la fomme de deux quarrés impairs
aura la forme 42 -}2, ce quiétant divifible
par 2, mais non par 4, ne peut étre un
quarré. Or ce que nous venons de dire doit

Q iij




s'entendre aufli de deux bi-quarrés impaits.

IIL) Si donc x*-1-y* doit étre un quarré ,
il faut qu'un des termes foit pair, & que
Tautre foir impair. Or nous avons vu plus
hant que, pour que la fomme de deux
quarsés foit un quarré , il faut que la ra-
cine de Pun puiffe éire exprimée par pp—gy,
& celle de autre par 2pg ; donc il faudroit
que xx=pp—qq & yy==2pg, & on auroit
*Ay'=(pptg9).

IV.) Lci par conféquent y feroit pair &
« {eroit impair ; mais puifque XX=pp—qy,
il faut aufli que des nombres p & g 'un foit
pair & lautre impair. Or le premier pne
peut étre pair, parce que sil Pétoit, pp—qq
feroit un nombre de la forme 4n—i1 ou
4n—~-3 , & ne pourroit devenir un quarré.
Donc il faudroit que p fiit impair & que
g fiit pair , & en ce cas- il eft clair que ces
nombres feront premiers entr’eux.

V) Pour que pp—gg devienne un quarré
ou ==xx, il faut, comme nous avons vu
plus haut, que p==rr-[I' & g==2/(; cat
en ce cas xx=(rr—/ ) & x==rr—/[f
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VL)Or il faut que 7y foit pareillemerit
un quarré; & puifque nous avious yy=2p7,
nous aurons a préfent yy==47/(rr--[f)%
de forte que cette formule doit étre un
quarré; donc il faut aufli que’ 7/ (rr=-/1)
foit un ‘quarré: & remarquons que » &/
font des nombres premiers entreux, de
fagon - que les_ trois fa&eurs de cette for-
mule, favoir 7, [ & rr—}-ff, n'ont point
de commun divifeur.

VIL) Or, quand un produit de plufieurs
fatteurs qui nont point ‘de divifeur com=
mun , doit étre un quarré,, il faut que cha=
que fafteur foit de lui-méme un quarré}
ainfi on fera r==1 & f==uu, & il faundra
que z"+u‘: a.

Si donc x*-}~u* étoit un 0 , notre for-
mule, #~}-u*, qui eft pareillement la formnié
de deux bi-quiarrés., feroitde méme un 1,
Er il eft bon d’obferverici que puifque xx
=t & yy = friun (¢ --i*) ; les nom-
bres + & « feront évidemment bien pliis
Petits-que x & v, vu que x & y fe déter=
Minent méme par les qudtriemes puiflances

Q iv
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de ¢+ & de u, & ne peuvent par’ confé~
quent que devenir bien plus gtands que ces
nombres,

VIL) Il s'enfuit de-1a que fi on pouvoit
afligner , quand méme ce feroit en nombres
tres-grands, deux bi- quarrés, comme x*
& y*, dont Ia fomme fiit un quarré , on
pourroit en déduire une fomme de deux
bi-quarrés beaucoup plus pe‘tits » qui feroit
pareillement un quarré ; cette nouvelle
fomme en feroit trouver enfuite une autre
de la méme nature & encore plus petite ,
& ainfi de fuite jufqu'a ce quon parvint 3
des nombres tres- petits. Or une telle fom-
me, en nombres trés-petits , n'érant pas
poflible,, il s'enfuit évidemment quil n’y
en a aucune qu'on puiffe exprimer par des
nombres trés-grands.

IX.) On pourroit objeéter, & la vérité,

qu'il exifte une fomme de Iefpece dont nous -

patlons; en nombres trés-petits, {avoir dans
le cas dont nous avons fait mention , ou
Pun des deux bi-quarrés devient zéro ;- mais
nous répondons qu'on warrivera certaine-
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ment pas  ce cas; en revenant des nombres
trés-grands aux plus petits’; fuivant la mé-
thode indiquée; car fi daris la petite fomme
oudans la fomme réduite —#++2*, on avoit
=0 ou z==0, on auroit néceflairement
Yy=o dans la grande fomme; or et un
Cas.qui n'entre point ici en'confidération.

\ 201’.

Paffons & Ia feconde propofition , & prou-
vons aufli que la différence de deux bi-
quarrés, oux‘~y*, ne peut jamais devenir
un.quarré que dans les cas olt y=o & y==z.

L) On peut.regarder les nombres x & y
Comme- premiers entr’eux, & par confé-
Quent comme: étant ou impairs tous 'les
deux, ou Pun pair & Pautre impair.. Or
comme dans I'un & Lautre cas la différence
de deux quarrés peut redevenir un quarré ,
il faudra confidérer ces deux cas {épa-
tément.

11.) Suppofons d’abord les deux nombres
* & y impairs , & que x=p-+g & Y=p=g,
il faudra néceflairement que F'un des deux
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nombres. p & g foit impair , & que l'autre
foit pair. Or nous avons XX —=yy=4pq)y
& xx—f—yy-_:zpp—{—zgq; donc notre for-
mule xt—yte=upg(2pp-t-299) ;& cedi
devant étre un quarré, il faut aufi que f2
quatrieme partie, P9C2ppt-299)=2py
(pP-499), foit un quarré ; & puifque les
fadteurs de cette formule n'ont point de
commun divifeur , A caufe que fi p eft pair
g eft impair , chacun de ces faéteurs, 2p,
9 & pp+49q, doit étre de foiun quarré. Afin
donc de faire en forte que les deux pre-
miers deviennent: des quarrés; qu’on fup~
Pofe 2p=4rrou p=2rr, & 7=/ ob [
doit étre impair , & il faudra quele troi-
fieme fa&teur,, 47*-/*, foit pareillement un
quarré.

IIL) Or, puifque [* -4+ eft la fomme
de deux quarrés, dont le premicr , [+, eft
impair, & dont lautre,, 47, eft pair, qu'on
faffe la racine du premier ff==rt—uu, ot
2 foit impair & u pair ; & la racine du fe~
cond, 2rr==2tu, ou rr=tu, ol ¢ 8o ¥
font premiers entr’eux.
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IV.) Puis donc que ru==rr doit étre un
quarré, il faut que tant z que  {oient des
Quarrés. Qu'on fuppofe donc t=mm & u
S=nn, en entendant par 7, un nombre im-
pair, & par » un nombte pair, on aura
Jf=m*—n*; de forte qu'il faudroit de nou-
Veau qu'une différence de deux bi-quarrés,
favoir m'—nt, fiicun quarré, Or il eft clair
que ces nombres {feroient bien plus petits
Que x & y , puifquils font moindres que
7 & [, qui font eux-mémes évidemment
plus petits.que x & y. Si donc une folution
¢toit poflible dans de grands nombres , &
Que x*—y* it un quarré, il fandroit quil
¥ en efit une aufli qui fit poflible pour des
Bombres beaucoup plus petits; celle-ci de-
Vroit faire parvenir 4 une autre pour des
hombres encore plus petits, & ainfide fuite.
V.) Or les nombres les plus petits,, pour
lefqncls un tel quarré peut {e trouver, ont
liey dans le cas ot un des bi- quarrés eft

o, ou quil-eft ég:

1 a Pautre bi-quarré.
5 4

ans le premier cas il faudroit que n=o0;
one u==o0, & de méme r=o0, p=o0,
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& enfin x*—y'=0, ou x*=—=y*; ce qui
eft un cas, duquel il w’eft pas queftion ici;
que fi n=m, on trouveroit t=u, enfuité
=05 g=o0, &enfinaufli x=y, ce qt
w'entre point ici en confidération.

207.

On pourroit faire ici Pobjeltion que,
puifque 7 eft impair & que 7 eft pair, la
derniere différence n'eft plus femblable &
la premiere, & qu’ainfi onne peut en tiref
des conclufions analogues pour des nom~
bres plus petits. Mais il uffit que la premiere
différence nous ait fait arriver i la fecondes
& nous allons faire voir que x*—y*ne peut
non plus devenir un quarté , quand P'un des
bi-quarrés eft pair & que Pautre eft impaif-

L) Drabord fi'le premier x* étoit pair
& que _7‘ fat impair, la chofe feroit clair®
delle-méme , puifqu'on auroit un nombf®
de la forme 411+3 , qui ne peut étre qu
quarté. Soit donc x impair & y pair, !
faudra que xx pp+7], [y e ’[/77
dolt réfulte x4 —yt = pt— 2 ppygt-i
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=(pp—qq)*, ol des deux nombres p & ¢
‘i doit étre pair & lautre impair.

IL) Or pp-+-gg=2x devant étre un quar=
¥, ona p=rr—[f & g=2;f; donc x
S=rr+ff. Mais de-la réfulte yy=2(rr—/J)
27, ou yy=41{(rr—[[), ce qui-devant
Sre un quarté , le quart. 7/ (rr—/])  dont
les faceurs font premiers entr’eux , doit
Pareillement étre un quarré.

IIL) Qu'on fafle donc re==u & [f—uu,
On aira le troifieme falteur rr—

Qui. devra de méme étre un quarré; or
Comme ce falteur équivaut a la différence
de deux bi-quarrés,, qui font beaucoup
Moindres que les premiers , la.démonftra-
tion précédente eft pleinement confirmée;;
&l eft évident que fi la différence de deux
Yi-quarrés pouvoit devenir égale au quarré
‘un nombre;, quielque grand quion veuille

le {uppofer , on. pourroit ,

moyennant ce
€as connu , parvenir a des différences de
Plus en: plus: petites ; qui fefoient de méme
edu@ibles-a)des quartés , fans cependant
*eomber dans les deux cas-évidens, dont
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nous ayons parlé au commencement ; don¢
il eft impoflible que la chofe puiffe avoir
lien méme pour les pliis grands nombres.

208.

La premiere partie de la démonftration
précédente, favoir ol x & y font fuppofés
impairs , peut s'abréger de la maniere fui-
vante : fi xt—y* étoit un quarré, il faudroit
quion elit xx=pp~~g9 8 yy=pp-—gy,
en entendant par p & ¢ des nombres dont
Pun {oit pair & lautre impair ;- moyennant
cela onauroit xxyy=p‘~—q*, & il fandroit
par conféquent que pt—g* fiit un quarré
or ceft-laune différence de deux bizquarrés
dont Pun eft pair & dont lautre eftimpair;
8¢ il ‘a-été: prouvé dans larfeconde partie
de la démonftration, qu'une différence de
cette nature ne peut’devenirun quarré,

209,

Nous avons: donc prouvé ces deux pro-

pofitions capitales , queni la fomme ni la
différence de deux bi-quarrés-ne peut ide
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Venir un nombre quarré,, i ce weft dans
Un petit nombre de'cas tout-a-fait évidens.

Quelques formules done quon veuille
transformer en-des quarrés ,-fices formules
demandent quion ‘réduife § un quarré la
fomme oula différence de deux bi-quarrés,
Opeut prononcer que ces formules pro-
Pofées font pareillement impofiibles, Cleft
& quirarrive 3 Pégard de celles que nous
allong indiquer.

L)1l west pas poflible que laformule
*f4y* devienne un quarré ; car puifque
Cette formule eft la fomme de deux quarrés,
U faudroit queswx=pp—7gg &3y 2pg
S XYY =pq; op p & g, érant des nombies
Eremiars entr’éux-, il faudroit que P'un &

utre fie un 3 Sirdone on fait p==rr &
=/f; on aura xx==rt— [ ceft-a-dire
99l fandroir que la différence de deny bi-
arrés fiicun quarréyce qui eft impoflible,

L) 1l reft pasipofiible non: plus que-la
iclf‘mlil'e x—=4y*-devienne un quarré’; ‘car
- "udroir-dans ce cas que xxs=pp-lgg,

2y y=a2pyq, afin’ quon eiit Al oy
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=(pp—99)"; or pour quezyy ==py, il faut
que tant p que g {oit un-quarré; & fi ont
fait en conféquence p==rr& g=/[f; on
a xx==rtf-[4; ceft-A-dire qu'il faudroit
que la fomme de- deux bi-quarrés pitt-de=
venir un quarré,, ce qui eft impoflible.

L) Il eft:impofiible -auffi que la for-
mule 4x'—y* devienne un quarré, parce
qu’il faudroit en ce cas néceflairement que
y firun nombre pair; or fi Lon faity=2z,
on trouve que 4x‘—16¢45 & par confé-
quent aufli la-quatrieme partie 44— 474,
devroit pouvoir fe réduire A un quarrés
ce que nous:venons de voirm'étre pas pof
fible. ;

IV.)La formule: 2x%¢-2y4 ne peut pas
non plus e transformer e un-quarré ; car;
puifqu'il faudroit que-ce quarré fie pair,
& par. conféquent, 2 a4+ vyte=ig7 75} OB
auroit wi-uy =2z, on' 2gz-faxxyy=xt
r2xxyy - yi=El; ou pareillement 247
T 2XXY Yt axayy syt = . Ainfly
comme tant zg{—}—zxx_yy queagr—2xxyy
deviendroient. des quarrés; il faudroit que

leur

D’drezsre 257

1

Cur produit 47—4x%, auffi bien que le

Quart de ce produit, ou P—=xtyt ficun
Quarré, Mais ce quart eft la différence de
deux bi-quarrés ; donc e Cor

V.) Enfin je dis aufli que la formule 2 x+
“~2y* ne peut étre un quarré ; car les deux
Nombres x & y ne petivent tre pairs tous
deuy, puifque s'ils P'étoient, ils auroient un
divifeur commun ; ils ne peuvent étre non
plus pair Pun & impair lantre , puifqu’au-
trement une partie de la formule feroie di-
Vifible par 4, & Pautre feulement par 2,
& qu'aini la formule entiere ne feroit di-
Vifible que par 2 5 donc il faut que ces
Nombresx & y foient impairs tous les deux.
Or fi Pon fait 4 préfent x=p-|-g, Sy=p
=95 un des nombres p & ¢ fera pair, &
Lautre fera impair ; & puifque 2ot 2y
S2@rbyy) (swyy) ;8 que xx-Lyy
Syptrge=2(ppt79), & que xx—yy
=4pq, notre formule fe trouvera exprimée
Par 16p9(pp—+499) , dont la feizieme partie,
O pg( pp-t-g9), devra bire pareillement un
Qarré, Mais ces falteurs font premiers entre

Tome [, R
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enx ; ainfi chacun doit de fon c6té étre un
quarré. Quon fafle donc les deux premiers
p=rr & g=/f, & le troifieme devenant

‘+/*, ce qui ne peut étre un quarré,
prouvera que la formule propofée ne peut
pas non plus devenir un quarré,

210.

On peut démontrer de méme que la
formule x*-}-2y* ne devient jamais un
quarré ; voici lordre de cette démonttra
tion :

L) Lenombre x ne peut étre pair, parce
quil faudroit en ce cas que y fiut impair
& la formule ne feroit divifible que par 2
& non par 4; donc x doit étre impair.

11.) Qu'on fuppofe donc la racine quarié€
de notre formule ==wxx 222, afin quelle
devienne impaire, on aura R

e +‘L”%V—, ott les x* fo détruir

> 7
{ent ; en forte qu'en divifant les autres tet”
mes par yy & multipliant par g¢, on trouve

FAPEYY==299) 5 OU 4pgaxe=2qq)Y
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=4rpyy d’ott 'on tire%:"{i;””; ceft-
a-dire xx==gg—2pp & yy=2pg, quifont
les mémes formules que nous avons déja
données plus haut.

L) Ainfi gg—2pp devroit dtreun quarté,
& Ceft ce qui‘ne peut-arriver ,' & moins
quon ne fafle g=rr--2(] & p==2/f, afin
Qavoir xx=— (r7—2Jf')*; or on auroit alors
4f(rr-2ff ) =yy; & il faudroit quaufli
le quart 7f{(rr=k2/f) fir un quarré, &
Par conféquent que » & /fullent chacun en
Particulier des quarrés. Si donc on fuppofe
't & [—uu, on trouvera le troifieme
fa@teur s ffmrfaut, qui devroit éue
Un quarré.

1V.) Par conféquent fi x*-}2y4 étoit un
Quarré, il faudroir aufli que 20 fit un
Quarré ; & comme les nombres ¢ & « fe-
tient beaucoup moindres que x & y, on
Pourroit parvenir de la méme maniere &
des nombres toujours plus petits, Or il eft
dcile de fe convainere,, par quelques effais,
Que la formule propofée neft pasun quarré
¢ quelque petit nombre ; donc elle ne

R ij
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Peft pas non plus d’un nombre méme trés-
grand.

2 ¥

Pour ce qui regarde au contraire la for-
mule x*— 254, il neft pas poffible de prou-
ver qu'elle ne peut devenir un quarré, &
on trouve méme par un raifonnement fem-
blable au précédent, qu'il y a une infinjté
de cas ot cette formule devient réellement
un quarré,

En effet, que x*—24+ doive étre un
quarré, nous venons de voir qu'en faifant
xx==pp+299 & yy==1pq, on trouve x*
—2'=(pp—299)" Or pp429¢ doit
donc devenir pareillement un quarré, &
c'eft ce qui arrive, lorlque pe==rr— 2/ &
g=27{, vu quon a dans ce cas xx == (7"
~+2/f'). De plus il eft & remarquer qu'on
pourroit prendre pour le méme effet p— 1/
—7r & g=1r(: nous ferons attention i Ius
& a Pautre cas.

L.) Soit d’abord p-—rr——z[foz e ZIfa
on awa x=rr-2f/; & i caufe de ¥
=12pg, on aura maintenant y y== 47/ (/"
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=2/} ; de forte que r & [ doivent étre
des quarrés. Quion faffe donc re=u &
J=uu, on trouvera 4, __4111111(1‘;—2110
Ainfi _y‘zm‘/ —aut & x=t-Louty
donc, lorfque ##— 344 eft un quarté , on
trouvera aifli xt—ay'=p14

mais quolque
t & u foient des nombres ')lus petits que
% & y, on ne peut conclure cependant.,
comme auparavant ; que x*—2y* ne peut
&tre un quarré, de ce qu’on parvient & une
formule femblable en de moindres nom-
bres; car x*—2y* peut devenir un quarré,

fans quon parvienne a la formule —244,
Comme on le verra en confidérant le fe-
Cond cas.

IL) Soit 'donc p=1f~rr 8 g==2,
On aura a la vérité ; comme ci-devant,
¥x=rr-{-2/] ; mais on trouvera yy=1pg
§4rf(z/f—/7‘) Si 'on fuppofe maintenant

=u & [—=uu, on obtient yy—4trun

Qui_p, par con(equenty_zrm/zu‘~z4

¥==1!-~424*, moyennant quoi il eft clair

e notre formule #*—2y* peut devenir
R iij
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aufliun quarré , quand la formule 2u/—z*
devient un-quarré. Or ce cas a lien évi-
demment , quand r=1 8 w=1; & nous
obtenpns par-Id x==3 & y==2, & enfin
Kt 2y = 8 2 16 == 49,

1IL) Nous avons auffi vu plus haut que
2u*— devient un quarré , lorfque u=13
&isez=y; puifqu’alor; V 2dt = 236
Stnous fubftiruons'donc ces valeurs au lieu
de ¢ & de «, nous trouvons un nouveau
cas ‘pour notre formule, favoir x =12
Jd3i=Es71 23, & y==2.13:239=5621 4.

IV.) De plus, dés qu'on altrouvé’des
valeurs de x & de y, on’ peut'les fubft-
tuer a 2 & & u dans les formules du n°. 15
& on obtiendra par.ce moyen de nouvelles
valeurs de x & de y.

Or nous venons de ‘trouver x=—3 & ¥
=2 faifons donc; dans les formules n°. 15

Rt

=3 & u=21, de forte que \/z‘-——zl“
=7, & nous auroens les nouvelles valeurs
fuivantes, x=81--2.16=113 & y="2
2302.7=84; ainfi wy=12769; & *
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=163047361 ; de plus yy=7056, & y
5497871363 donc x*—2y*=63473089:
la racine quarrée de ce nombre eft 7967 ,
& elle s'accorde parfaitement avec la for~
mule adoptée au commencement, PP—299;
car puifque r=3 & u4==2, on a r=t9'&
S=43 donc P=81—32=49 & 9=72,
do réfulte pp—299=2401— 10368
=-—7967:

o

C-H A P I.T R ESXCIY.
Solutions de quelques Queftions qui appar-

tiennent @ cette parsie de U Analyfe.
2.5 K.

NOUS avons expliqué jufqu’ici les arti-
fices qui fe préfentent dans cette partie de
Yanalyfe,, & qui peuvent étre néceflaires
Pour réfoudre quelque queftion que ce foit
qQui appartienne & cette partie ; il nous refte
4 les mettre dans un plus grand jour, en
Joignant ici quelques-unes de ces queftions

avee leurs folutions,
R iv




Premiere queftion. Trouver un nombre
tel que, fi on ¥ ajoute ou qu'on en retran-
che lunité, on obtienne dans I’un & lautre
cas un nombre quarré.

Soit le nombre cherché ==x, il faut que
tant ¥—~-1 que x—1 foit un quarré. Sup-
pofons pour le premier cas Xt1=pp,
10Us aurons x —=pp—1 & X—I1=pp—2,
ce qui devra pareillement étre un ti. Que
la racine en foit donc P—7 5 nous aurons
PP—2=pp—2p9-}-qq, & par conféquent
P="%7, au moyen de quoi on obtient x
s 7:;;4, ot 'on peut donner & g une va-

leur quelconque méme fraQionnaire,

Si nous faifons donc 9==7, en forte que

rtg/t

—7;» 1ous aurons pour quelques
4r1ff i g

xX=

petits nombres les valeurs qui fuivent:
Stor =5l 5 ‘ 1 ’ 3
& f= 1} ‘ I I
=
36°

1

5 X

O] = =] =
na x TG
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21 4.

Seconde queftion. Trouver un nombre x
telque, fiony ajoute deux nombres quel-
conques , par exemple 4 & 7, on obtienne
dans 'un & Pautre cas un quarré.

Il faut d’aprés cet énoncé que les deux
formules, x4 & x-17, deviennent des
Quarrés. Qu’on fuppofe donc la premiere
F|-4=pp, on aura x—=pp— 4, & la fe-
conde deviendra x—-7=pp-}3; or cette
formule devant auffi étre un quarré, foit
{a racine =p-}-7, & on aura prH3=pp
S2pg-k-g9, dou Lon tirera p=1r, &
Par conféquent x— T
Blus on prend pour ¢ une fra&tion”, on

oft—n zr(w
troyye pour x la valeur——*“—;r/j )
dang laquelle on peut fubftituer & » & &/
tous les nombres entiers qu'on veut.

Si Pon fait r==1 & f=1, on trouve x
=3 done xtg=1 & wfy=y4.

Que fi Pon demandoit que xfiir un
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nombre pofitif, on pourroit faire =2 &
3=1 , & on auroit x=, moyennant
l(;()
quoi x4 4="2¢; & x+47=
SiTon fait =3 & r=1, ona x— =
iy _ 196
d'olt réfultent x| 4—"% 5 Scxt7— 5
Veut-on que lé dernier terme de la for-
mule qui exptime x, furpaﬁb le mnyen >
quon fafle r—= & [=1, on aura X—=raf
& par conféquent x+4__'“ & xty=7 ﬂé

El

215.

Trotfieme queftion. On cherche une va-
leur fraftionnaire de x , telle qu’ajoutée’a
1 ou fouftraite de 1, elle donne dans Pun
& Pautre cas un quarré.

Puifque ce font les deux formules 14
& 1—x qui-doivent devenir des quarrés ,
qu'on fuppofe la premiere 1-f-x—pp, on
aura x=pp—1 , & la feconde formule ¥
—x==2—pp. Or comme cette formule-ci
doit devenir un quarré , & que ni le pre-
mier. terme ni le dernier n'eft un quarré,
il faudra tacher de trouver un cas o la
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formule devienne un [ ; on ne tarde pas
a en appercevoir un , ceft celui de p==1.
Qu'on faffe donc p=1—7g, de forte que
*==ggq—2q, notre formule 2—pp fera
=1-429—gg ; & en fuppofant la racine
:l——gr, on aura I+27'—‘77:I-—2qr
+gz]rr',- ainfi 2—g==—ar+tgrr, & g=

4ﬁ~|~1) & puilque reft

22,
1?2

de-Iy réfulte x—

une frd&wn » quon faffe 7===, on aura x
,m/‘— Bu u (un—u 3
by gt tt) cogeaqpgy
— (u-fuuy (u —)— un)
clair que « doit étre plus grand que =
Soit donc , par exemple, =

on trouvera x:;:,

120
Soit u=3 & t==2, onaura r==0,

& les formules 1fex 22508y 1—x=22

169 692
feront toutes deux des quarrés.

216.

Quarrieme queftion. Trouver des nom-
bres x tels que , foit quion les ajouted 107,
foit qu'on les fouftsaie de 101l en réfulte
des quarrés,
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1l s°agit donc de transformer en quartés
les formules 10+x & 10—x;, & on pour-
roit le faire par la méthode qu'on vient
demployer mais indiquons une autre voie
pour y parvenir. On remarquera d’abord
que le produit de ces deux formules, ou
100~—xx, doit pareillement devenir un
quarré ;. or fon premier terme étant déja
un quarré , il faut en {uppofer la racine
==10—px, moyennant quoi on aura 160
—XX7=100—20px-tppxx ; donc x—ﬁ"‘" A
or par-la ce neft encore que le produit
des deux formuiles qui devient un quarré;
& non pas chacune en particulier. Mais
pourvu que P'une devienne un quarré , 'au-
tre fera néceflairement aufli un quarré ; or
Io+x‘m”“°’* 10 . 16(pp+2p1)

s & puifque
ppt+2pt1 e(’( déja’un quarre , ‘tout fe
réduit & ce quanfli la frac‘hon —= , ou bien

,’
celle-ci l(PP/’i‘I’)?’ foit un quarrc’. 1l faut

pour cela feulement que 10pp--10 foit un
quarré, & on a'de nouveau befoin ici de
trouver un cas oii cela ait lieu. On remar-
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quera qu'un tel cas eft p=3 ; c’eft pour-
quoi on fera p=3-¢, & on aura 100
~}-60g-+1097. Que la racine de ceci foit
10-}-¢t, on aura I'équation finale 1o00-460g
—1099=100-}- 2092941, qui donne ¢
:6:"-}?, au moyen de quoi on dérermi-
nera p=3-gq, & ”*—,,;H

Soit =3, on trouvera g—o & p=—3;
donc x=6, & nos formules 1o-}-x=16
& 10—x=—4.

Mais fiz—=1, onag—28p——=,
ainfi x—"—?; ; or il eft indifférent de faire

$
anfli x=--24, donc 10}-x=%* & 10
—x="2 quantités qui font toutes deux des
quarrés.
31
Remargue. Sion vouloit généralifer cette
queftion en demandant pour un nombre

quelconque a des nombres x, tels que tant
= ’

a}x que a—x fuflent des quarrés,, la fo-
lution deviendroit fouvent impoffible, fa-

voir dans tous les cas ol a ne feroit pas la
fomme de deux quarrés. Or nous avons
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déja vu plus haut que depuis 1 jufqu’ 5o
ce ne font que les nombres fuivans qui font
les fommes de deux quarrés, ou qui font

contenus dans la formule xx—yy:

1,2, 455,8,9,10,13,16,17, 18,
20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37,
40, 41, 455 495 §O.

Ainfi les autres nombres compris entre 1

& 50, & qui font:

356, 7511, 125 14, L5, 195 21, 22,
23, 24, 27,28, 30, 31, 33, 35,38,
395 42, 435 44, 46, 47, 48,

ne peuvent fe décompofer en deux quarrés;
par conféquent toutes les fois que a feroit
un de ces derniers. nombres, la queftion
feroit impoffible. La démonftration en eft
facile. Soit a-f-a=pp 8 a—x==qq, Fad-
dition des deux formules donnera za=pp
~}9g ; donc il faur que 2a {oit la fomme
de deux quarrés; or fi 2¢ eft une fomme
de cette efpece , a en fera une femblable ;
par conféquent, lorfque a n'eft pas la fomme
de deux quarrés, il fera toujours impof-
fible que a-~x & a—x foient en méme
temps des quarrés.
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218,

Comme 3 'eft pas la fomme de deux
quarrés, il {uit de ce que nous avons dit,
que, fi a=3, la queftion eft impoffible.
Mais on pourroit objeéter quil y a peut-
étre deux quarrés fraftionnaires, dont la
fomme eft =3 ; nous répondons que cela
weft pas poflible non plus; car fi 3 étoit
=247 & quon muliplide par gq/f,
on auroit 3g9//=ppff-+-ggrr, ot le fecond
membre,, qui eft la fomme de deux quarrés,
feroit divifible par 3; or nous avons vu
plus haut quune fomme de deux quarrés
ne peut avoir pour divifeurs que des nom-
bres qui foient eux-mémes des fommes de
cetre efpece.

Il eft vrai que les nombres g & 45 font
diyifibles par 3 , mais ils font divifibles aufli
par 9, & méme chacun des deux quarrés
qui compofent tant l'un que Pautre, eft di-
vifible par 9, vu que 9=3"ko*, & 45
=6"-3*; ceft donc un cas différent &
duquel il n'eft pas queftion ici; & nous
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pouvons donc nous en tenir  la conclufion ,
que fr un nombre a n'eft pas en nombres
entiers la fomme de deux quarrés , il ne
le fera pas non plus en frations. Lorfqu'au
contraire le nombre a eft en nombres en-
tiers la fomme de deux quarrés, il peut
étre d'une infinité de manieres la fomme
de deux quarrés en nombres fraftionnaires;
c’eft ce que nous allons faire voir.

219.

Cinquieme queftion. Décompofer en au-
tant de manieres qu'on voudra un nombre,
qui eft la fomme de deux quarrés, en une
autre fomme de deux quarrés.

] e ;

Soit ff--gg le nombre propofé, &
quion cherche deux autres quarrés , par
exemple xx & yy, dont la fomme xx+yy
{oit égale au nombre ff-}-ge. Il eft clair
d’abord que fi x eft ou plus grand ou plus
petit que f, il faut qu'au contraire y foit
ou plus petit ou plus grand que g. Qulon

fafle donc x={f4-p; & y=g—gz, on

aura ff+2fprtppigtge—2g9:Fa9i%.

s J.f

B
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=/f-gg, ol les deux termes ff&ggte
déuruifent 5 aprés quoi-il ne refte que des
termes: qui font divifibles par 7. Ainfi on
aura 2fp—-ppr—2g9--g57=0, ou ppz
Fagi==igg—afp3 donc y= ek,
d’out l'on tire pour x & y les valeurs fui-
2 — 28p9+f{99-pp) — fpg+2(pp—gq)
vantes:; sy & s 7——17),—(7;’;’7 &
dans lefquelles on peut adopter pour p & ¢
tous les nombres poflibles & volonté,

Que , par exemple, 2 foit le nombre
propofé, en forte que fi=1 & e B
aura xx+yy=2; & i caufe de x — 21+

Pprg
e — 2P+PP—49 T+ p—= & —
& de Jy===H, fi on fait p=2 & g==1,

C e Br b/
on trouve xX=3 &y_ﬁ;_

22,0,

Sixieme queftion. Si a eft.la fomme de
deux quarrés, trouver des nombres i , tels
que a—t-x & a—ux deviennent des quarrés,

Soit e=13=9-}4, & qu'on fafle 13
Sr=pp & 13—x=—gq, on aura d’abord
Par l'addition 26—=pp—t-g¢, enfuite par
la fouftiation, Jix:pp—gg; il faut par
conféquent que p &g foient tels que P

Tome 11,
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~J-g¢ devienne égal au nombre 26, qui eft
auffi la fomme de deux quarsés., favoir de
25-}-1. Or puifquil sagit en effer de dé-
compofer 26 en deux quarrés; dont le plus
grand puiffe exprimer pp, & le plus petit
99, on aura fur le champ p=j5 & g=1,
de forte que x==12; mais 'on peut ré-
foudre le nombre 26 encore d’une infinité
de manieres en deux quarrés. Car puifque
f=5 & g=1, fi nous écrivons dans les
formules de ci-deflusz 8« aulien de p & ¢,
& p & g au lieu de x 8 y, nous, trouvons
“t) B g—lewriton - Maintenant
nous pouvons {ubftituer & ¢ & u des nom-
bres quelconques, & déterminer par-3
p & g, & par conféquent auffi la valeur
de x=24,
Soit, par exemple’, t=2 & u=r1-, ot
aura p="-8 ¢="; donc pp—gg:/s
& x=2M
221
Mais afin de réfoudre cette queftion d'un¢
maniere générale , foit a==cc-dd, &
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Linconnue =z ; ’eft-d-dire que ce foient
les formules a7 & a—z qui doivent de-
venir des quarrés.

Faifons a~g==xx & a—7==yy, nous
aurons d’abord 2a=2(cc-dd)=xx-}yy,
enfuite 27=xx—yy. Donc il faut que les
quarrés xx & yy foient tels que xx+4yy
=2 (cc4-dd), o en‘effet 2(cc--dd) eft
la fomme de:deux quarrés, favoir = =(c+d)*
~(e—d). Suppofons, pour abréger, c4-d
=f, & c—d=g, il faudra que 2x-|yy
=ff+gg, & cela arrivera, d’aprés ce
qui a éeé dit ci-deflus quand o=t

=T'; Car on trouve x—=

& y=f=c{d; par confdquent =cds
& il eft clair’ que a—f-z=cct-dd+2cd

=(c+d)*, & a—z cc+:{a'ﬁu([*(£~/{)
Cherchons une autre folution, en faifant

2=2 & ¢g=1; nous aurons x="°"7¢ &

_}'\7’ =4 o tantc& d que x & y peuvent

e prcndre en moins , parce qul neft
S i
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queftion que de leurs quarrés. Or puifque
#x doit étre plus grand que y, qu’on fafle

ren _ esrd et .
dnégatif, on aura x === & y=%=.De

13 réfulte g=24rtdo2 g cetre valenr

i so d+49dd
étant ajoutée & a=cc+dd, donne e

c+7d
5
trait enfuite 7 de a, il refte

5 fi lon fouf~
49cc—14cd+dd
e

dont la racine quarrée eft
5 1€
quarré dc7isl“; & on voit quen effet de
ces deux racines quarrées la premiere eft
=x & la feconde =Y

222

Septieme queftion. On cherche un nom-
bre x tel ‘que , foit qu'oniajoute 1 & ce nom-
bre méme, {oit qu'on ajoute 1 a fon quarré
xx , on obtienne un quarré.

Il s'agit de transformer em quarrés les
deux formules x~}-1 & xx~-1. Quon fup-
pofe donc la premiere x41—=pp, & @
caufe de x—pp—1, la feconde xx+1=p"
—2pp+-2, devra érre un quarré. Cette
derniere formule eft de nature & ne point
admettre de folution, & moins qu'on ne

D’drcrpzrcE i
connoifle d’avance un cas fatisfaifant ; mais
un tel cas fe préfente aufli-tdt, ceft celui
de p=1. Soit donc p=1-7, on aura xx
+1:x+4gg-{—4r]3+¢, ce qui peut de-
venir un quarré en bien des manieres.

L) Qu’on en fuppofe d’abord la racine

=199, on aura 14499+ 49+ g =1
~299+-¢*; ainfi 494-497=29 , ou 449
=2 & g=—7; donc p="L & x==—3

I1.) Soit la radine =1—qg, on trouvera
14499449 F¢'=1—299-4¢*; par con-
1

féquent g=—2 & p=—", ce quidonne

x¥=—2%, comme auparavant.

I1.) Si l'on fait la racine =1-}29-4qq,
afin de retrancher le premier & les deux
derniers termes , on a 14 4991 49—} g*
=1~49-+699-F4¢4q*, d'ott I'on tire
g=—2 & p—=-—1; donc x=o.

IV.) On peut adopter auffi I—29—gq
pour la racine, & on a dans ce cas 14499
a9t =1—d4g+299-t4g4g*; mais
on trouve comme auparavant g=—=— 2.

V.) On peut, fil'on veut, retrancher les

S iij
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deux premiers termes , en faifant la racine

=1+-297; car on aura 149944974

=1+ 499+ 4¢*; alors 7::‘31&/7:';"; par
conféquent x==%; enfin x+1:‘%}°—:(7;)2,
& xx—{—::':%‘ = (591)'.

On trouvera un plus grand nombre de
valeurs pour g, en faifant ufage pour cela
d'une de celles qu’on vient de dérerminer,
par exemple de eelle-ci, g=—2X; car
foit & préfent g—=—2X+r, on ap=i+4r;
= Lprtirr, & p‘:%—ki- r+3; mrt2rt
+7*; donc Pexpreflion = —ir—Lrrtanr
-7, a laquelle notre formule fe réduit,
devra ére un quarré, & elle devra 'étre
auffi écant multipliée par 16, dans lequel
cas on a 25-—24r—8mr4327416. Ceft
pourquoi faifons & préfent:

L) La racine =g-|-fr+47r; en forte
que 25—247—8rr4-32- 164 =25
“rofrtsorr—ffrr+8frd16/4 Les
premiers & les derniers termes fe détrui-
fent, & nous Oterons auffi les feconds,
en faifant —24=10f, & par conféquent
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f:~'—:—; divifant enfuite les termes refs
tans par sz, nous avons —8--32r=+40
~H48fr 5 & en admettant le figne fupé-

48+

o Or, A caufe
de f’:—‘%, nous avons /=2 ; donc p
=, & =2, ainfi ri=(%), &
xx 1= (fgy
IL.) Que fi nous adoptons le figne in-
férieur , nous avons —8--32r
—8fr, d’ou fe conclut r::;":js},
que fi=—72, on a r=—2; doncp=2,
ce qui conduit a I’équation précédente.
HL) Soit 4rr447-+5 la racine de la for-
tule; de forte que 167 4=327—8rr—2 47
+25=16r+327°+40rr+40r+25. Comme
+16r7
de part & d’autre les deux premiers termes
& le dernier fe détruifent , nous aurons —g
~—24=t40r+416r+ 40, ou —24r—24
==+ 40r+40. Si nous admettons le figne

tieur, nous trouvons r—

fupérieur , nous avons par conféquent —2 47

—24=40r--40, ou 0=647-1-64, ou

O=r-+1, ceft-d-dire r=—1 & p=—1;
Siv




280 Ertmews

mais c’eft un cas qui nous eft déji connu,
& on n’en auroit pas trouvé un différent
en faifant ufage de lautre figne.

IV.) Que la racine foit s=fr--grr, &
quon détermine f'& g, de facon A faire
€vanouir les trois premiers termes. Puifque
attuellement 2 —24r—8rr-}-32r-F1674
= +1oﬁ‘—}—logrr—}—zfgri—f—ggr“ , on

+ffrr
aura d’abord —24=—r0f, ainfi f[=—;
enfuite —8=10g--ff, ou g—
:;i}%—%‘: Quand on aura donc fubf-
titué¢ & divifé les termes reftans par 7,
on aura 3z+16r:;zﬁg—}—ggr, .
Or le numérateur 2fg—32 devient ici

Sitas 5 T
nominateur 16—ge=(4—g) (4to)=28
I

__+24072-32.625 _ =32.496 —16.32.31 > ’
e e oyl e L L ) |

125

672 8. o SR o

R 5 amill r==-—J2. & on en
2239

conclut p—=-—=2, moyennant quoi on

obtient une nouvelle valeur de x i caufe
de X=pp—1I,
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Huitieme queftion. Trouver un nombre
X qui, ajouté a chacun des nombres donnés
@, b & ¢, produife un quarré.

Puifqu’il faut que les trois formules LA S
x-t-b & x--c foient des quarrés , qu’on
fafle la premiere x—+a=zz, on aura x
=z7—a, & les deux autres formules fe
changeront en zz-+b—a, & 7+c—a
Il faudroit préfentement que chacune de
celles~ci fiit un quarré ; mais c’eft ce qui
n’admet point de folution générale ; fouvent
la chofe eft impoffible , & fa poffibilité dé-
pend uniquement de la nature des nombres
b—a & c—a. Carfi, par exemple , b—a
=1 & ¢—a=——1, ceft-a-dire b=a--1
& c=a—1, il faudroit que 77-+1 &
77—1 fuflent des quarrés, & que z par
conféquent fit une fraétion ; ainfi on feroit
=, & il faudroit que les deux formules
Pr+99 & pp—qq fullent des quarrés , &
que par conféquent aufli leur produit pt—qg*
fiit un quarré ; or nous avons fait voir plus
haut que cela eft impoflible.
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Voultit-on faire b—a—1, & c—g=—=ms 5
Ceft-a-dire b:zz~+z & c=a—>, on au-
roit, en faifant encore 7="%, les deux for-
mules PPt299 & pp— 294 a transformer

en quarrés ; par conféquent il faudroit auffi,

que leur produit P —4q" devint un quarré ;
or ceft ce que nous avons de méme fait
voir étre impoffible.

Soit en général b—a—m & c—a=n;

de plus 7=L, il faudra que les formules
PPtmg7 & pp-l-ngq deviennent des quar-
1és 3 & nous venons de voir que cela eft
impoflible,, tant lorfque m=+1 &n—=—ri,

que lorfque m=-42 & n=-—3.

Cela eft impoflible auffi , lorfque m=ff.

& n=—/fF; car on auroit dans ce cas
deux formules, dont le produit feroit ==pt
—f'q", Ceft-d-dire la différence de deux
bi-quarrés , & nous favons qu'une telle dif-
férence ne peut jamais devenir un quarré.
De méme, quand m=2ff' & n=—aff,
on a les deux formules PPt2ffq9 & pp
—2ffqq qui ne peuvent devenir toutes les
deux des quarrés, parce qu'il faudroit que
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leur produit p*— 4f*¢* plit devenir un
quarré ; or fi I'on fait fg=r, ce produit fe
change en p*~— 474, qui eft une formule
dont Pimpoflibilité a été démontrée plus
haut.

Que fi Pon fuppofe m=1 & n=2, en
forte qu'il s'agiffe de réduire en quarrés les

formules pp-t-g9 & prt299, on fera pp
+g9=rr & pp+299=/[; la premiere
équation donnera pp=—rr—gqg, & la fe-
conde donnera 77— gg=/; donc il fau-
droit que tant 7—qq que 77-gq plit étre
un quarré ; or Fimpoflibilité en eft prouvée,
puifque le produit de ces formules, ou 7+
—g*, ne peut devenir un quarré.

Les exemples que nous venons de donner
fuffifent pour faire voir quil n’eft pas facile
de choifir pour 7 & 7 les nombres qui ren-
dent la folution poflible. L’unique moyen
de trouver de telles valeurs de 7 & de 7,
c’eft de les imaginer , ou bien de les déter-
miner par la méthode qui fuit.

On fait ff-+-mge=hh & ﬁ'—}—ngg::kk_;

> ;- ¢ kh— ff
on a par la premiere équation m—=-_7,
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& par la feconde n:%/f; cela pofé, on
n'a qua prendre pour f, ga, 8 k des nom-
bres quelconques & volonté, & on aura
des valeurs de 7 & de 7 qui rendront la
folution poflible.

Soit, par exemp. h=3, k=5, f—1
& g=12, onaura m=—2 & n=6; & on
peut €tre certain maintenant quiil eft pof-
fible de réduire en quarrés les formules 2p
299 & pp-t6qq, puifque cela atrive
quand p=1 & g=2. Mais la premiere
formule devient en général un quarré, fi
p=rr—2[['& g=2(; car il en réfulte PR
~+299=(rr~+2/). La feconde formule
devient alors pp-}- 699=r'd-20r1(]4-4/*,
& nous connoiffons un cas ol elle devient
un quarré , favoir le cas de p=1 & J=2
qui donne r—=1 & f=1, ou en général
7=/ de forte que la formule eft =25+,
Connoiflant donc ce cas, nous ferons r—/"

,

~}2; nous aurons rr=[l-+ 2ftt-er, & ¢
=/"t4f>t4-6[fie~}-4f-1*, notre for-
mule deviendra 25/ 4 4406+ 26ffit+4ft?
=25 & fuppofant que fa racine foit 5/’
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“Ffft-}1z, nous Iégalerons au quarré 25/*

~+10ff* t--10ffit-2f ¢, au moyen
F1flf e

de quoi les premiers & les derniers termes

fe détruiront. Faifons de plus 4= 2f, ou

f=2, afin de chafler les termes pénul-

tiemes , & nous parviendrons & I'équation
44/ 261=10f/410t+4ffi=120/}-14¢,

ou 2f=—e; &L=—1; donc [=—1

& 1=2, ou t=—2f, & par conféquent
r=—/& rr=/f, ce qui n’eft autre chofe
que le cas déja connu.

Mais déterminons donc plutét £, de fa-
¢on que les feconds termes s’évanouiffent :
il faudra faire 44=10f, ou f=Z;:;&en
divifant enfuite. les autres termes par fi,

nous aurons 26/4-4e=10/~+ff/-+2fz,
ceft-a-dire wf-‘;/:.%“ 15 ce qui donne ¢
==L & r—=[ti=2], ou'] =2
ainfi /=3 & /=10; moyennant cela nous
trouvons p=2/[—rr—=i91 & g=arf
=60 , & nos formules feront pp--2 99
=43681=(209)" & pp-}-699=58081

=241
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224,

Remargue. On peut trouver de la méme
maniere encore d’'autres nombres pour m
& 7, qui faffent que nos formules devien-
nent des quarrés; & il eft bon de remar-
quer que le rapport de m & n eft arbitraire.

Soit ce rapport , comme a & b, & qu’on
ait m—az & n=1bz, il fera que{hun de
favoir comment on dou déterminer 7, afin
que les deux formules pp~t-azqq & pp-+-bzqq
puiffent étre transformées en quarrés. Nous
en indiquerons les moyens dans la folution
du probleme fuivant.

D58

Neuvieme queftion. Si a & b font des
nombres donnés, trouver le nombre 7, tel
que les deux formules ppt-a79q & pp-t-b799
deviennent des quarrés , & déterminer en
méme temps les plus petites valeurs poffi-
bles de p & de g.

Qulon faffe pp-t-ajgg—rr & pp{-bzqq
=/J, & qu'on multiplie la premiere équa-
tion par b & la feconde par e, la différence
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des deux produits fournira Iéquation (b—a)
pr=brr—aff’; & par conféquent p :"’T':fff,
& il faudra que cette formule foit un quarré;
orc’ett ce qui arrive , quand r=/. Qulon
fuppofe donc,, afin de faire fortir les frac-
tions, r==f-}-(b—a)z, on aura pp*-l"’""”

///T—v/;(l;ga)fz—}-b(b—n) tt—aff

(6—:1)[/«}— zé(b—a)/r—*—é(lz~n) 1z
b—a
:ff-{«z/;ﬁ+é(5-a)zt.

Qu’on fafle maintenant p=/[+3z, on
aurg pp=(fob- S fip E 0= 2 bt
(b=a)u, on:les [ fe détruifent:;-de forte
que les autres termes étant divifds pariz,
& multipliés par vy ; donnent 2 bfyy-+-b

p——a)zyy_._z/xy—J-txx d’ol réfulte
WIS "))yf):r “f‘b(z: a)),v‘~“ Ainfi Ty
—abyy, & [=b(b—a)yy—xx; de plus
r==2 (b—a) xy—=-b (b-=a) yy—sxor; & par
conféquent P=[+5t=bl~a)yyJxx
—2bxy={(x—byy —abyy.
Ayant donc trouvé p, » & [, il nous
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refte & déterminer 7. Souftrayons pour cet
effet la premiere équation pp-ayqq=rr
de la feconde ppt-brgg=([, le refte fera
199 (b—=a) =/[—rr=(/4r) (f=r)
Or Jr=20—a)xy—2%x, & [—r==2b
(é_a)yy_z(b_a)x], ou f~-r=2x((b—a)
Y—%), & [—r=2(b—a)y(by—x); ainfi
(lz_a){gg':zx((é_a)y—x). 2(b—a)y(by—x),
ou zgg=2x((b—a)y—x) 2y(by—x) , ou 799
=4xy((b—a)y—x)(by—x),; par confé-

quent 7= “”“’2’;—")@“") ]

Il s'agit donc de prendre pour gy le plus
grand quarré , par leqiel le numérateur foit
divifible ; mais remarquons, premiérement
que nous: avons déja trouvé p=bb-a)yy
v—}—xx_zéx}/::(x_/l;y)’_a/:‘y] , & quiainfi
on peut fimplifier en faifant x=y-}-by,
ou x—by=v:, vu qualors P=vv—abyy,

o — 4(v+8y).y-v(v+ay) —— 4% (viay) (v+by)
& 15T SRR S QUUHES  rer
Moyennant- cela on pourra prendre pour

v & y des nombres quelconques , & adop-
tant pour gg le plus grand quarré contenu
dans le numérateur, on déterminera faci-

lement
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lement la valeur de % aprés quoi on re-
viendra aux équations m=az, n=bz, &
p=vv—abyy, & on obtiendra les for-
mules qu'on cherchoit.

i) pp+aggg=(vv—~ab‘yy)’+4avy
H-ay) (v+-by) , qui eft un quarré dont
la racine eft r=—vv—savy—abyy.

IL.) La feconde formule devient pp-bzgg
:(vv—a/{y‘y)’—{-,‘;&v}/(v—’—ay)(v+by) v CF
qui eft aufli un quarré dont la racine [=—vy
—zbv_y-a1{}{y,~ & on peut prendre les
valeurs tant de 7 que de /" pofitives. Dé-
veloppons ces réfultats dans quelques exem-
ples.

22,6

Exemple premier. Soit a=—1 & b=+t1,
& qu’on cherche des nombres 7, tels que
les deux formules pp—zg9 & PP1799 de-
viennent des quarrés; favoir la premiere
=rr, & la feconde =/

Nous avons donc p=vv-4-yy , & nous
Naurons, afin de trouver 7, qu’a confidérer

la formule i i’.L';i’_"-’_), nous donnerons

Tome 11. 1T
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A v & 4 y différentes valeurs ; & nous ver-
rons celles qui en réfultent pour z.

] VL UL IV. [ ¥V | VL
B e e T
a2 4 9 1
!'Ayv 1 1 1 i ot
1y )iy 9 2 | 9
177464;016 1519.16.5:36.25.16.716.9.14

qq} 4| 4| 16] 19:16] 36.25.16| 16.9
a0l 300 alh 5 7 14
SRy 13 ST 332} 65

Nous fommes en état, moyennant. ces
valeurs , de réfoudre les formules fuivan-
tes , & d’en faire des quarrés.

L) On peut transformer en quarrés les
formules pp—6g9 & pp4-6gq : cela fe fait
en fuppofant p=5 & g=12; car la pre-
miere deyient =25 —24=1, 8 lafe-
conde =25-24=49.

IL) Aufli les deux formules pp— 3049
& ppt3099: favoir en faifant p=—=13 &
g=2; car la premiere devient =169—120
= 49 , & la feconde =169-4-120=289.

111.) De méme les deux formules pp—159¢
& pp-+1599: car fi Lon fait p=17 &
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g==4, 01 a la premiere ==289—240
=49, & la feconde =289-}-240==529.

1V.)r Les deux formules pp—545 82pp
+5¢g deviennent pareillement des quarrés s
favoir quand p==4¥'& g==12;. car alors
PP—599=168 1—720==9 6 (=317, 8¢ fp
=5 99==168 1-}pro=2401=49"

Vi) Les deux formules pp==554"8 pp
~}797 font des quatrés’, fi p=isyy & ¢
=120 car la premiere alors eft ==113569
~—roo8co=12769=—113", &@la feconde
eft =113569-1100800—=214369==463"

VI.) Les formules pp—1499 & pp+1.499
deviennent des quarrés dans le cas de 2
=65 &'de g=ia ; car alofs 17/)‘1479
=4225—2016=2209=—=47", & }p—, 1499
\4725—}—2016__.6241__79

229

Exemple fecond. Lotfque les deux noms
bres m & n font dans le rapport de 12,
Ceft-a-dire que a==1 & b= 12, & quainfi
M=z & n==127 5 trouver pour z des valeurs

4 B8]
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telles; que les formules pp4-799 & pp+2799
puiffent étre transformées en quarrés.

I feroit fuperflu ici‘de faire ufage des
formules générales que nous avens données
plus haut, cet exemple pouvant fe rédvire
immédiatement au précédent. En effet, fi
prtrgge=rr & ppt-2299=/f; on a par
la premiere équation pp=—rr—zqq; ce qui
étant {ubftitué dans la feconde, donne 7
~z99=//5 ainfi la queftion eft unique-
ment que lgs deux formules 7r—zq9 & rr
+19¢ puiflent devenir des quarrés, & ceft,
comme on voit , le cas de J'exemple pré-
cédent.. On aura par conféquent pour 7
les valeurs fuivantes, 6, 30, 15, 5, 7,
14, &,

On peut faire aufli en général une tranf
formation femblable. Car fuppofons que
es deux formules pp~=mgg & pp-t-ngq
puiffent devenir des quarrés, & faifons pp
rmgg=rr & ppfrgg=/J; la premiere
équation donnant pp==r7—mqq, la feconde
deviendra’ ff=rr—mqg-ngg, ou r
- (n—=m)qq=/J; fi ‘donc les premieres
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formules font poflibles, ces dernieres rr
—mgq-& rr(n—m)qqle feront de méme,
& comme m & n peuvent étre mis I'un &
la place de lautre , les formules rr—=nqq
& rr-f-(m—n)qq feront poflibles pareil-
lement; & au contraire , fi les premieres
font impoffibles,, les autres ne le feront pas
moins.

228,

Exemple troifieme. Que m {oit 4 n comme
1:3, ou bien que a=1 & =3, de forte
que m=z & n=37, & quil sagifle de

transformer en quarrés les formules pp-4-799

& pp+3199-
Puifque a=1 & b=3, la queftion fera

poffible dans tous les cas ot 7g9=4vy

() (v+39), & p=vv—3yy. Ainfi
adoptons pour v & y les valeurs fuivantes:
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peeiitle .

9
25]
L1502 4:91T82T 43
[ 4-4'9-251‘ 479+
2{

4.4
35
3 13] !91’

Or nous avons ici deux cas pour 7=2,
ce qui fait que nous pouvons transformer
de deux manieres les formules Prt299 &
2P 694-

La premiere eft de faire P2 g=—4,
& par conféquent aufli P &ig=5
cai nous avons alors PPt299=9 & pp
697=25.

La feconde maniere eft de fuppofer p
=19t & 9=60, moyennant quoi nous
aurons pp+-299=(209)" & pp+6gg=241%
Il eft difficile de décider fi on ne pourroit
pas faire aufli ;=1 ; ce qui auroit lieu,
quand 799 feroit un quarré. Mais quant &
la queftion, fi les deux formules ee+99
& pp+-399 peuvent devenir des quarrés,
voici le procédé quelle exige,

D’ALGEBRBRE
229.

Il sagit de rechercher fi on peut tran{-
former en quarrés, ou non, les formules
P97 & pp+39¢ - quon fuppofe pp-gq
=rr & pp4-399—/], & qulon confidere
les points fuivans :

L) Les nombres p & g peuvent étre
regardés comme premiers entr’eux ; car
s'ils avoient un commun divifeur, les denx
formules ne laifferoient pas de refter des
quarrés , aprés quon auroit divifé p & q
par ce divifeur.

1) p ne peut étre un nombre pair ; car
en ce cas ¢ feroit impair,, & par conféquent
la feconde formule feroit un nombre de
Lefpece 4n--3, qui ne peut devenir un
quarré ; donc p eft néceflairement impair
& pp eft un nombre de Pefpece n-1.

1IL) Puis donc que p eft impair, il faut
que, dans la premiere formule, ¢ foit non-
feulement pair , mais quil foit méme dic
Vifible par 4, afin que ¢¢ devienne un nom-
bre de Tefpece 167, & que pp-t-gq foit
de Pefpece 841,

T iv
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IV.) De plus p ne peut étre divifible par
35 car fi cela étoit, pp feroit divifible par
9, & 9¢ ne le feroit pas; ainfi 399 ne feroit
divifible que par 3 & non par g ; par con-
{fequent aufli PP1399 ne pourroit étre di-
vifé que par 3 & non par 9, & ne pourroit
donc étre un quarré ; ainfi p ne peut étre
divifé par 3, & pp fera un nombre de lef-
pece 3a--1.

V.) Puifque p n'eft pas divifible par 3,
il faut que ¢ le {oit; car autrement 99 feroit
un nombre de Pefpece 371, & par con-
{equent pp~-9g un nombre de l'efpece 37
=2, qui ne peut étre un quarré 5 donc ¢
doit pouvoir fe divifer par 3.

VL) p neft pas divifible non plus pars;
car fi cela étoit, ¢ ne le feroit pas, & g¢
feroit un nombre de l'efpece sn-1 ou
§7-4-4; par conféquent 39¢ feroit de ['ef-
pece sn-3 ou yn4-2, & comme PP
399 appartiendroit aux mémes efpeces ,
cette formule ne pourroit devenir un quar-
1é; donc il faut néceflairement que p ne

foit pas divifible par 5, 8 que pp foit un
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nombre de Uefpece 5241, oude l'efpece

524

VIL) Mais puifque p n'eft pas divifible
par 5, voyons fi g eft divifible par § ou
non; que fi ¢ n’étoit pas divifible par 5,
9g feroit de l'efpece §n-4-2 ou yn43,
comme nous avons vu ; & puifque pp eft
sn—=1 ou sn-}-4, il faudroit que pp-}-39¢
fir de méme, ou 521 ou s2--4.

Qulon s'imagine pp==5n-}-1 , on aura
99==5n—}4 , parce qu’au(rem'ent pp+77
ne pourroit étre un quarré ; mais on auroit
alors 399=sn—+2 & ppt399=5n--3,
ce qui ne peut étre un quarré.

Soit en fecond lieu pp=5n-44, on a
dans ce cas gg=5n-+1 & 399=s5n-}3;

donc pp+-399=5n-}2, ce qui ne peut
étre non'plus un quarré. Il senfuit de-la que
9¢ doit étre divifible par 5

VIIL) Or ¢ étant divifible d’abord par
4, enfuite par 3 & en troifieme lien aufli
par 5, il faut que ce foit un nombre tel
que 4.3.§m, ou que g==G6om ; ainfi nos
formules deviendroient pp-}-3600mm=rr,
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&-plv—]—IoSoornm:jf,- cela pofé , la pre-
miere , étant fouftraite de la feconde,
donnera 7 200mm=—{f—rr=(r) (/=nr);
de forte quil faudra que [4-r & f—r
foient des falteurs de 7200mm ; & on doit
faire attention en méme temps quil faut
que /& rfoient des nombres impairs , &
de plus premiers entr'eux.

IX.) Soit de plus 7200mm=4fg, ou
que les facteurs en foient 2/ & 2 g, & quion
fuppofef-]—z—‘zf&faz_.z‘, , on aura
J=fFg & r=Ff—g; & il faudra que

& g foient premiers entreux, & que I'un

foit pair & lautre impair. Or comme fg
=18comm, il faudra donc décompofei
180omm en deux fateurs, dont Pun foit
pair & l'autre impair , & qui n'aient aucun
commun divifeur.

X.) Il eft & remarquer en outre, que
puifque rr=pp-}-q4, 8 quainfi r eft un
divifeur de pp--gg , il faut que r=f—
foit pareillement la fomme de deux quarrés ,
& comme ce nombre eft impair, il faut
quiil foit contenu dans la formule 4n-r.
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XI.) Si nous commengons maintenant
par fuppofer m==r, nous aurons fg=1800
=8.9.25 , & de-la’ réfulteront les décom-
pofitions fuivantes: f=1800 & g=r1, ou
f=1200 & g=9, ou f=72 & g=1j5,

=225'8& g=38. la premlere donne
—-m)—.;rz+3 ; la feconde

la quatrieme donne r—f—g=217=4n-1.
Ainfi les trois ptemieres décompofitions
devront étre exclues, & il ne nous reftera
que la quatrieme ; nous pouvons en con-
clure en général,, que le plus grand falteur
doit écre impair, & que le plus petit doit
&tre pair ; mais au refte la valeur =217
ne’ peut méme avoir lieu ici, parce que
ce nombre eft divifible par 7, ce qui neft
pasila fomme de deux quarrés.

XIL) Soit m=2, on aura f7‘7zoo
==32.225 5 Ceflt pourquoi Pon fera f==225
& g==33 , en forte que r— =193}
& ce nombre étant’ la fomme de deux
quarrés, “il-yaudsa’la peine de Teffayer.
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Or comme g=r120 & r=193, & que
pp=rr—99==(r--q)(—q) 5 on aura r-g
=313, & r—g=73; mais puifque ces
fatteurs ne font pas des quarrés, on voit
bien que pp ne devient pas un quarré. On
perdroit de méme fa peine & fubftituer au
lieu de m d’autres nombres, c’elt ce que
nous allons encore faire voir.

230.

Théoreme. 1l eft impoffible que les deux
formules pp~+-gg & pp+394 foient 'une
& lautre un quarré en méme temps; de
forte que dans les cas ol I'une eft un quarré,
il eft siir que l'autre n'en eft pas un.

Démonflration. Puifque p eft impair &
que g eft pair, ainfi que nous I’avons vu,
pp-99 ne peut étre un quarré que lorfque
g=21/ & p=rr—[[; & pp+39q ne peut
éwe = , que lorfque g—=21z & p=u
—3uu; ou p==3uu—t. Or comme dans
les deux cas ¢ doit étre un double produit
qu'on fuppofe pour I'un & l'autre g=24abcd,
& quon fafle pour la premiere formule
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re=ab & f=cd, & pour la feconde r=ac
& u=td, on aura pour celle-la p=aabb
—ccdd , & pour Celle—cip:czacc~—3ﬁ/7dd,
ou p==3bbdd—aucc , & ces deux valenrs
doivent étre égales ; ainfi l'on a ou aabb
—c¢cdd=aacc—3bbdd, ou bien aabb—ccdd
=3bbdd—aacc, & on obfervera que les
nombres a, b, ¢ & d font généralement
plus petits que p & ¢. 1l faudra maintenant
confidérer chaque cas {éparément : le pre-
mier donne aaéb+3ébdd=ccd(l+aazc,
ou bb(aa—-3dd)=cc(aa-d-ddy,; d'o ré-
fultef—ﬁ :;’%‘%, frattion qui doit &tre un
quarré. Or le numérareur & le dénomina-
teur ne peuvent avoir ici d’autre commun
divifeur que 2, parce quils onr pour dif-
férence 244, Si done'z étoit un commun
divifeur, il faudroit que tant 24 que 220544
fiit un quarré ; mais les nombres a & d font
dans ce cas impairs 'un & lautre , ainfi
leurs quarrés font de la forme 8n4-1, &
la formule 22234

eft comprife dans Pexpref-
fion 4n-}-2, & ne peut érre un quarré ;
donc 2 ne peut étre un-divifeur commun;

2
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le numérateur aa—-dd & le dénominateur
aa-}-3dd font premiers entr’eux , &-il faut
que chacun foit de {oi-méme un quarré.
Or ces formules font femblables aux pre-
mieres , & fi celles-ci étoient des quarrés,
il faudroit que des formules femblables,
mais compofées des plus petits nombres
fuffent aufli des quarrés ; ainfi on peut con-
clure réciproquement de ce qu'on n’a pas
trouvé des quarrés dans les petits nombres
qu'il n’y en a point dans les grands,

Cette conclufion cependant n’eft admif-
fible qu'autant que le fecond cas aabb—ccdd
=3bbdd— aacc, nous en fournira,une pa-
reille. Or cette équation donne aabb-}-aacc
=3bbdd~}-ccdd, ou aa(bb--cc)=dd(34b

~}-cc)» & par conféquent 35

= bbb
ainfi cette frattion devant étre un quarré,
la conclufion précédente fe trouve pleine-

ment confirmée; car {i dans de grands nom-
bres il y avoit des cas ot PP+99 & pp+39q
fuffent des quarrés,, il faudroit que de tels
cas exiftaffent aufli pour des nombres plus
petits, & c’eft ce qui n’a pas lieu.
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Douzieme -queftion. Déterminer trois
nombres, x,y & 7, tels quen les mul-
tipliant enfemble deux a deux, & ajoutant
1 au produit, on obtienne chaque fois un
quarré ; c'eft-a-dire qu'il s'agit de tranfx
former en quarrés les trois formules fui-
vantes :

L)y 1, W) xz41, & IL) yz 1.

Qu'on fuppofe des deux dernieres I'une
xg4-1=pp, & lautre yz-+1=9g, & on
aura x ="~ & y=*4, La premiere for=
mule fe trouve transformée pat-la‘en celle-
Si’ E:‘iﬂ :—I—I 3 qu'i doit par conféquent
ctre un quarré, & qui ne le fera pas moins
fi on la multiplie par 175 de forte que la
formule (pp—1)(99—1) 17, :doit étre
un quarré , ce quil eft facile d’obtenir. En
effet, que la racine en foit :;;Jr;«’ on
aura (pp—1)(gg—1)==2rzd=rr; & 1
E(""L‘)ﬁ’fl)'i' , ot lon peut fubftituer ap,
9 & 7 des -nombres quelconques.

Soit, par exemple , r=—pg—1, on
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awra rre=ppggtapgtr, & 1=

RPN — (o) (2pg+2)
=T Tapgdr 2 done x= PPH2PI

_ 2pgt0)(pp-1) g __2(pgH)(gg-1)
e ke (p+9)
Mais fi I’on’ demande des nombres en-
tiers, il faudra faire la premiere formule
xy-+1=pp, & fuppofer 1=x4y+7;
alors la feconde formule devient xx—-xy
xgt1=sxx-gx-|pp, & la troifieme
fera xyyy+gy+1=yy+aytrpr, &

elles deviennent évidemment des quarrés ,
fi Pon fait g==+2p, vu que dans ce cas
la feconde eft =xx+2px-pp, dont la
racine eft x+p, & la troifieme eft =yy
+2py—+pp, dont la racine eft y + p. Nous
avons par conféquent cette folution trés-
élégante : xy-Hi=pp oun xy=pp—1,
qui a lieu facilement pour une valeur quel-
conque de p; & de plus le troifieme nom-
bre fe trouve moyennant cela de deux
manieres, puifquon a ow y==x—y-2p,
ou y==x-}y—2p. Eclairciffons ces réfultats
par quelques exemples.

I.) Soit
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L) Soit'p=4, ‘on aura pp1=8; &

fi Ton fait x=—2 & Y=45 on aura ou 7

=12, ou y==o0; ainfi les trois hombres
cherchés font 2,4 & 12,

IL.) Soit p=4, ‘on a pp—1=1 § 5 main-
tenant fi x—5 & y=3, on trouve ;=16
ou 7==0 ; donc les trois nombres cherchés
font 3, 5 & 16.

IIL) Soit p—=y5, on aura pp—i1= 24
& fi de plus on fait x=3 & y=8, on
trouve g==21, ou bien auffi =1 ; d’ot ré-
fultent les nombres fuivans: 1, 3 & § , ou
3 88 21,

23 2

Treizieme queftion. On cherche trois
nombres entiers, x, y, & 7, tels que fi
on ajoute & chaque produit de ces nombres
multipliés deux & deux, un nombre donné
@, on obtienne chaque fois un quarré.

Puifque les trois formules fiivantes doi-

A :
Vent étre des quarrés, L) xy-f-a, IL) xz
~+a, IL) y4-a, qw'on fuppofe la premiere
X s o o AT et 2
yta_pp, & quion fafle ;—=x+y-+q,
L ome [1. V
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on aura pour la feconde formule xx—fixy
fxg4a=xx-txg-tpp; & pour la troi-
fieme xyoyy—tygta=py-gytpps &
elles deviennent toutes deux des quarrés;
fi =+2p; ainfi 7=x-4y+2p, ceft-2-dire
quon peut trouver pour z deux valeurs
différentes.

23 3.

Quatoryieme queftion. On demande qua-
tre nombres entiers, x, y, 7 & v, tels que
fi on ajoute aux produits de ces nombres
pris deux a deux , un nombre donné a, il
en réfulte des quarrés.

11 faut donc que les fix formules fuivantes
deviennent des quarrés:

L) xyd-a, IL) xz+a, LL) y74-a,

WVoxyta, V.)yyv+ta, VLYv-}a

Qu'on commence par fuppofer la pre-
miere xy-{-a=pp, & qu'on prenne z=—»
“+y+2p, la feconde & la troifieme for-
mule deviendront des quarrés, Si de plus
on fuppofe v=x--y—2p, la quatrieme
& la cinquieme formules deviendront pa-
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reillement des quarrés; il ne refte donc que
la fixieme formule qui fera xx- H2ay-fyy
~—4pp—+-a, & quidevra de méme devenir
un quarré. Or comme pp—xy-}-a, cette
derniere formule devient xx—2xy-tyy
—3a, & par conféquent il Sagit de tranf:
former en quarrés les deux formules fui-
vantes:

L) xy-fa=pp, & IL) (x—y)—3a.

Que la racine de la derniere {oit (x—y)
~—g, on aura (x—y)l~3a:(x~-])‘——zg
(x—y)+99; ainfi —3a;;~—z.](x~3/)
+7‘7, & x—y="45" oy x | 1
par conféquent pp= s r+u.

Soit a préfent p—y-|-r, 11 en réfultera
zf_y—f—rr_’““) {—a, Ou 4gry—=a2grr
:’ny-{-;a)y-}-zay ou 2grr—2ag=(gg+3a)y

—agry, & y=20224 ot g & £ font
arbirraires , pourvu que x & y deviennent
des nombres entiers ; car puifque p=;

les nombres 7 & v feront entiers pareille-

ment, Le mm dépend principalement de

la nature du nombre a, & il eft vrai que
Vi
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la condition par laquelle on exige des nom-
bres entiers , pourroit caufer quelques dif-
ficultés ; mais il faut remarquer que la fo-
lution eft déja fort reftreinte d’un autre coté,
parce quon a donné aux lettres 7 & v les
valeurs x -y 2p, tandis quelles pour-
roient en avoir évidemment un grand nom-
bre d’autres. Voici donc quelques confi-
dérations fur cette queftion, qui peuvent
avoir leur utilité aufli dans d’autres cas.

L) Lorfque xy-}-a doit étre un quarré,,
ou xy=—pp—a, il faut toujours que les nom-
bres x & y aient la forme rr—a/f’; fidonc
nous fuppofons x==bb—acc & y—=dd—ace,
nous trouvons xy—(bd—acey*—a(be—cd)*

Soit maintenant be—cd=—+1, nous au-
rons xy = (bd—ace)*—a, & par confé-
quent, xy—--a=(bd—ace)".

11.) -Si de plus nous fuppofons (:ff

—agg, & que nous donnions & f& a &
des valeurs telles que bg—cf=-+1, & que
aufli dg—ef=+1, les formules az-a &
y;-+a deviendront pareillement des quar-
rés. Ainfi tout fe réduit & donner tant A 45
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e, d& e qua f& 4 g, des valeurs telles
que la propriété que nous avons fuppofée
ait lieu.

IIL) Repréfentons ces trois couples de
lettres par les fra@ions%, ¢ &{ elles de-
vront étre telles que chaque différence de
deux dentr’elles foit exprimée par une frac-

tion, dont le numérateur —1. Car puifque
; ; o ;
%, il faut, ainfi que nous I"avons

vu, que ce numérateur foit =—+1. Une
de ces fraétions au refte eft arbitraire, &
il eft facile d’en trouver une autre, de facon
que la condition prefcrite ait lieu. Soit, par
exemple , la premiere 7 =12, il faudra que
AES o s
la feconde £ lui foird peu prés égale ; qu'on
=
=
On peut aufli déterminer /cette feconde

d s
faffe donc: =2, onaura la différence 7

fraltion par le moyende la premiere,, d’une

. Py e 2d
mmaniere gcneralc; car ])\1 i = — i

il faut que 3e—2d=1, & par conféquent
2d=13e—1, & d=e--". Ainfi faifant
S =m, ou e==2m-}1, nous aurons d
=3m--1, & notre {econde fration fera

V ijj
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. Ceft'de la méme maniere qu'ont

:
pnmm dc"’ miner la feconde fra&ion pour

telle premiere que 'on voudra , comme on
le voit par les exemples fuivans:

ilymtlsmial 4met| 8m¥3| gmez

IV.) Quand on a déterminé de la facon
- S CH | . c
requife les deux fraftions® &2, il eft fa-

cile d’en trouver aufli une troifieme analo-

& g==c-}-¢, de forte quc/g—
deux premiéres donnant lveAal:j—I , on
b (3 A
L2 ;(ﬁ; & enfouftrayant de mémela
fecondede latroifieme , on aum'g I

V.) Aprés avoir déterminé de cette ma-
niere les trois fraftions?, '&fg, il eft fa-
cile de réfoudre notre queftion pour trois
nombres x, y & 3, en faifant que les trois
formules xy~-a, x7-40a & yrta,
deviennent des quarrés: on w'a qu’a faire
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x=bb—acc , y=dd—aeé & ;=ff—ags-
Qu’on prenne par exemple , dans la table
dun®. IIL, 2 = &L=I,on aunf__
d’otr réfulte x:zg~9a, y_49—16a &
1=144—49a; & au moyen de quoi on
a d’abord xyJ-a=1225—840a-|-144a
=(35—12a)*; enfuite " x7-{-a==3600
—2§20a4 441a°==(6o—21a) ; enfin vy
+a=7056—4704a +78 4aa=—=(64—284)".

23 4.

Qu'il s'agiffe maintenant de déterminer,
conformément & notre queftion, quatre
lettres, x, y, 7 & v, il faudra joindre une
quatrieme fraftion aux trois précédentes.
Soient donc les trois premieres -, z

nl

d
&7 g
=z , & qu'on fuppofe la quatrieme fracs
tion k= ff; 25 de fagon quelle ait
avec la troifieme & la feconde le rapport
prefcrit; fi lon fait aprés cela x=bb—aacc,
y=dd—ace, y=ff—agg & v=hh—akk,
onauraremplidéja les conditions fuivantes:
L)xy4ae=0, Lyxz4a=0; L) ¥z
Viv
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»-}—zz— IV)yw—}—p.;,

V)yw-tfa

=0 & 11 ne refte donc qu’a faire en
{orte quaufli xy—-a devienne ‘un quarré,

ce qui ne réfulte pas des fuppofitions pré-
cédentes, parce que la premiere fra@ion
n’a pas avec la quatrieme le rapport pref-
crit. Cela nous oblige & conferver dans les
trois premieres frattions le nombre indé-
terminé 7 ; c’eft par ce moyen, & endé-
terminant 7 qwemusparvicndron1s£1tranf-
former auffi en quarré la formule x xv—t-a.

VI.) Qu'on tire donc de notre petite
table le premier cas, & qu'on faffe f:z
&t =415 on auraf—3 ;&‘ 4 *:':fj,
&otr réfiilte X294 & v=(6m—fy)*
—a(4m—-4)"; ainfi Avfra==g(6m-t5)
—42(6m+5) —ga(4m+4)'+ 4aa(4mt-4),
o xv—+-a=9(6m-{~5) —a(288m’~}-538m
- 243) - 4aa (4m-+t4)*, de quoi on peut
facilement faire un quarré , vu que mm fe
trouve multiplié par un quarré; mais ceft
a quoi nousne nous arréterons pas,

VIL) On peut aufli indiquer d’une ma-
niere plus générale les frations dont nous
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avons fait voir qu'on avoit befoin; car foit
=, s="=, on aura£ "I:‘ ', &E
widr qwon fuppofe dans cette der-
niere fraétion 2z2-f-1=m, elle deviendra
:I"’"”‘ 5 par conféquent la premiere donne
x=ll—a, & la derniere fournit v = (Im—2)*
—amm. La queftion eft donc feulement que
xv—}a devienne un quarré, Or i caufe de
v=(l—a).mm—4lm+t4, on a xvia
=(ll—a)mm—4(I—a)lm-44ll—3a; &
puis donc que ceci doit étre un quarré,
qu'on en fuppofe la racine =(Il—a)m—p ;
le quarré de cette quantité étant (Il—a)’
mm—2(ll —a)mp-4-pp, on aura— 4(Il—a)
Im—}—AH—3a:—z([l—n)mp—+—pp 5 donc
m=A . Soit p==121-}-¢, on trou-
4lgrggesa

{=a)(zp—-4D"
o
vera m="53%, ol Ton peut adopter

pour I & g tels nombres que 'on voudra.

Si, par exemple, a=1, qulon faffe I
=2, onauwra m=*Y13; & en faifant ¢
=1, on trouvera m=%, de plus m=2n
-1 ; mais ne nous arrétons pas a cette
queftion plus long-temps , & paffons a une

autre,
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Quingieme queffion. On-cherche trois
nombres x, y & 7, tels que les fommes
& les différences de ces nombres pris deux
a deux, {oient des quarrés.

La queftion exigeant quion transforme
en quarrés les fix formules fuivantes: L.)x

v, Wrd-¢, M)y +¢, Wyx—y,
V.)yx—z, VL)y—z, on commencera par
les trois dernieres, & on fuppofera x—y
=pp, x—7=99 & y—z=rr; les deux
dernieres foumuonr x=qq47& y=rr
~7; de forte qwon aura 99=pp+r7,
caufe de x i
ou la fomme de deux quarrés, doit équi-
valoir d un quarré g9 ; or Ceft ce quiarrive,
quand p=2ab & r==aa—bb, puifqualors
g=aa—}-bb. Mais confervons encore les
lettres p, ¢ & r, & confidérons aufli les
trois premieres formules , nous aurons 1°. &
“hy=ggtrrtags 2% b r=ggtay;
3% ¥-+1=r+27 Soit la premiere ¢g

77 2{==1t , moyennant quoi 27=—=—qq

—rr ; il faudra encore que rt—rre=={l
& n—qg=0, ceft-a-dire' rr—(aa—=bb)*
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=& zz~(aa—{—bb)?: ; ou bien nous
aurons 2 traiter les deux formules z2—a*
— bt} 2aabb & tt —at— b*— 2aabb ; or
comme tant cc-{-dd-}-2¢d que cct-dd—zcd
font des quarrés, il eft aifé de voir que nous
atteindrons notre but , en comparant sz—a*
—b* avec cc-}-dd & 2aabb avec 2cd. Sup-
pofons dans ce deffein cd—aabb={fyghhkk ,
& prenons c=ffgg & d=hhkk ; aa=ffht
& bb=ggkk , ou a=fh & b=gk ; la pre-
miere équation tt—at—b*==cc}-dd, pren-
dra la forme ue— fhi—g'Ki=f*g*-'k*;

gt il bt k- gk, ou 2
=(fFk) (g1 il (dv(‘rd par con-
féquent que ce produit foit un quarré ; mais
comme la réfolution en feroit difficile , re-
prenons les chofes d’une autre maniere.

Si nous déterminons par les trois pre-
mieres équations x—y=pp> *—1—97>
y—g==r7 les lettres y & 75 nous trouvons
y=x—pp & {:x—qy, dou senfuit gg
=pp-trr. Or nos premicrcs formules de-
Viennent maintenant x-4y=—=2%—pp; ¥+{

=2x—gg, & y—{—{:zx——pp g7+ Faifons
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cette derniere 2x—pp—qgg—r, de forte
que 2x==tt--pp-}-9¢, il ne nous reftera &
transformer en quarrés que les formules
21499 & 1t~} pp. Mais puifqu’il faut que
995=pp+trr, foit g=aa-bb, & p=aa
=bb, nous aurons r=12ab, & par con-
féquent nos formules feront :
I.)zl-+—(aa+l’f>)2:[l—i—¢z“~ t-bid-2aabb=11
1L)eA-(aa—bby=1t1-}-a*}-b*—2aabb=11.
Nous n’avons & préfent,, pour arriver &
notre but,, qua comparer de nouveau z
Fat4-b¢ avec cc-f-dd & 2aabb avec acd.
Soit donc, comme ci-deflus, c=ffsg,
d=hhkk, & a=fh, b==gk , nous aurons
¢d=aabb, & il faudra encore que tr-f*
/L"—I—l_g‘k‘;Cs--lv({J;/"g“+ﬁ‘k‘; d’ott réfulte
=gk —pt k= (fr— k)
(g*—"*). Ainfi ‘tout fe réduit A trouver
deux différences de deux bi- quarrés, fa-
voir f4—kt & gt— 74, qui, multipliées
Tune par Pautre , produifent un quarré,
Confidérons pour cet effet la formule
m'—n*, voyons quels nombres elle fournit,
fi l'on fubftitue & m & 4 n des nombres

DHASLIGYE B iR Ey 317
donnés,, & faifons attention aux quarrés qui
{e trouveront parmi ces nombres; la pro-
priété de m'—n'=(mm--nn)(mm—nn),
nous fervira & conftruire pour notre deflein
la table qui fuit:

TABLE des Nombres compris dans la

Formule m*—n*.

mm nnmm—nnmm—-nn} m*—n*

1 3 5
1 8 10
i) 13
181 7
7 2
1 2.4 26
16 34
48 50
6 33 65
I 63 65
49 32

121| 4 117
I21 9 112
121149 7r
44|25 119
169| 1
16981

225.64

4
1
| 9
9

1
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Nous pouvons déja déduire de-la quel-
ques folutions. En effet, foit ff==9 & kk
=4, nous avons f*—k‘=13.5 ; foit de
plus gg==81 & hh=49, nous aurons g*
—h'=64.5.13 ; donc alors 11=64.25.169,

& i=y20. Or puifque z#=270400, f

=gtk =—0p ko7 1OUsLAUrONS
a=—21,.b=18; ainfi-p=117, =765,
& r=756 de tout cela réfulte 2x=z
+pp-+99=869314, & par conféquent
x== 434657 ; enfuite y=—x—pp=—4 20968,
& enfin 7=x—gg=—150568; & ce
dernier nombre peut aufli fe prendre po-
fitif; la différence alors devient la fomme,
& réciproquement la fomme devient la
différence. Puis donc que les trois nombres
cherchés font :

nous avons x—-}-y==855625=(925)’
x—-7=585225=(765)"

=753 ¢=(0750)}

13689=(117)
x—7=284089—=(533)"
y—7;=270400=(§20)"

& de plus x—y
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La table que nous avons donnée , feroit
trouver encore d’autres nombres, en fup-
pofant: ffe=9 , kk=4y & gg=121,"hk
= 45 car'alors zt=—13.5.5:13:9.2§==9:2§
125.169 5 & 1=3.5.5.13=975. Or com~
me fo=g, g=11; k==& h=2riona
a=fh=6 & b=gk=21; “par confé-
quent p==aa—bb=-—448 , g=aa-{-bb
=520, & r==12ab=264; de-la provient
2x=tt-4pp -+ 99=950625 -} 200704
~270400=1421729, & ==t
donc y=x—pp=""22, & 1=x—q¢
=229 Or il faut obferver que fi ces
nombres ont la propriété qu'on exige, ils
la conferveront par quelque quarré qu'on
les multiplie. Si donc on les prend quatre
fois plus grands, il fautr que les nombres
{uivans fatisfaffent également: x=2843 458,
y=2040642 & 7=1761858; & comme
ces nombres font plus grands que les pré-
cédens, on peut regarder ceux-ci comme
les plus petits que la queftion admette,




236.

Seizieme queftion. On demande trois
quarrés,, tels que la. différence de chaque
couple de ces quarrés foit un quarré.

La folution précédente pent fervir & ré-
foudre aufli cette nouvelle queftion. En
effet, i x, y & 7 font des nombres tels
que les formules fuivantes deviennent des
quarrés: L) x4y, IL) x—y, IIL) x4-7'5
V) x—z, Vyy+7, VL) y—z; il eft
clair que pareillement le produit xx—yy
dela premiere & de la feconde , le produit
F¥x—7z de la troifieme & de la quatrieme,
& le produit yy—zz de la cinquieme &
de la fixieme feront des’quarrés, & par
conféquent xx, yy & 7z feront trois quarrés
tels qu'on les demande. Mais ces nombres
{feroient fort grands, & ily en a fans doute
de moindres qui fatisfont , vu quil n’eft
pas néceffaire, pour que xx—yy devienne
un quarré , que x—y & x—y foient des
quarrés; car, par exemple, 25— eft un
quarré, quoique ni 53 ni 5—3 ne foient

}3115'

D74 1.cvE'B R E. 321
pds des quarrés. Ainfi réfolvons la queftion
indépendamment de cette confidération
& remarquons d'abord qu'on peut prendre
t'pour I'un des quarrés cherchés : la raifon
en eft que fi les formules xx—yy , dx=Llry
& yy—77 font des quarrés, elles ne le
feront- pas moins, fi on les divife par 775
par conféquent on peut fuppofer quil s'agit
de transformer’;—:‘%, s St g
& la queftion ne roule a préfent que fiir

les deux fractions* & 2.

Or fi nous fuppofons =

les deux dernieres conditions fe trouveront

remplies, puifque de cette facon et
Sl S P s s ARG

AP 50 (gg—1)
moyen-la il ne nous refte & traiter que

G 2
la pr:mie)re formule%’——%:(‘;ﬁ{;%
CIom=1) s rrpin HUN (PP L g
TS R R EP ot 1)

or le premier falteur eft ici =

Par ce

Aepgg=1)
(pp=1)(g3=1) >
le fecond eft =G;(_Vf;(’;’;l_7) , & le produit

Tome 11. X
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foi 4(ppag=")ag=pr)
T (1) (gg=1)

On voit que dans ce produu le dénomi-

de'ces deux fateuss e

nateur eft déja un quarré, & que le nu-
mérateur renferme le quarré 4; donc il
a¢' sagit que de transformer en quarré la
formule (ppgg—1) (g9—ppP) > O bien
eelle-ci, (ppgg—1) (G —1)5 & ony par-
vient en faifant pg=" I*“ &% =1k puif-
que dans ce cas dnque falteur devient
{éparément un quarré, Pour s'en convain-
ff 88, hh+kk

cre, ot remarquera que g¢= "% X 2
que par conféquent le produn de ces deux
Eraéhons doit étre un quarré, quil doit
‘étre -aufli étant multiplié par 4ffgg.hhkk ,
moyennam quoi il devient = fe(ff+gg)
hk(hh-4-kk) ; enfuite , que cette formule
devient tout-a-fait femblable & celle qu'on
a trouvée préeédemment,, fi 'on fait f=ea
b, g=a—0, he=c~td & k=c—d;
puifqualors on a 2(at—5%. 2(c'—d) =4
(a*—b%) (ct—d*), ce qui a lieu, comme
fous avons vu, quand aa=9, bb=y4, c¢
1181 & dd==49,0u a==3, b=12 =9

DAvL ¢ E B R
& d=r. Ainfi i —
k=21, d’oli réfulte p./-~-&‘.l —i"-‘

=ic»
le produnt de ces deux eqmnm 15 donne 79

225 donc g=7 B & il denfuit

4

que phs 5 moyeunzmt Ct_ld nous avons—

gy gy 185
, 82 o= =5 puis

donc que x=— B ‘&y 's“ , faifons, &
Peffet d'obrenir des nombres entiers , 7
=153, & nous aurons x—=—697 & y
=185. Donc enfin les trois nombres quar-
rés ‘cherchés font

x2=485809, & en effet xx—yy=451584=

yy= 34225, Hiehisocy

= 23409, wx=17=462400=(680)".

Il eft évident de plus que ces quarrés
font bemcoup plus petits que ceux que nous
euffions trouvés , en quarrant les trois nom-
bres x, y & 7 de la folution précédente.

237.

On nous obje@era fans doute ici que
cette folution n'a été trouvée que par un
fimple titonnement, puifque nous avons
fair ufage de la table de Tart. 235. Mais
nous répondrons que nous ne nous fommes

X g
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fervi de ce moyen, quafin de parvenir aux
plus petits nombres poffibles; car fi on
vouloit ne pas avoir égard & la briéveté,
il feroic facile , moyennant les regles don-
nées ci-deflus, de trouver une infinité de
folutions. En effet, ayant trouve—*””H

pp=t
& ;:gi—_:, nous avons réduit dqueihou
T
a celle de transformer en quarré le produit
, N GRS
(preg—1)(5;

L=m ou g=mp , notre formule devien-

1); fi donc nous faifons

dra (mmp'—1) (mm—1) , ce qui eft évi-
demment un quarré, quand p=r ; mais
de plus nous allons voir que cette valeur
nous en fera connoitre d’autres, fi nous
écrivons p=— ; NOuUs avons, en con-
féquence de cette fuppofition , A transfor-
mer la formule (mm—v).(mm—1+ gmmf
—-}-Gmmff—*—mnﬂg/"-—i-rnmﬁ); elle ne fera
pas moins un quarré, fi on la divife par
(mm—1); cette divifion nous donne 1

RPNE SRS e g
mm—1 mm —1 mm—1 mm—

pour abréger nous faifons -2~ =a , nous
I ’

mm—
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aurons a réduire en quarré la formule r
~+ 4af-+6aff+ 4af*--af*. Que la racine
en foit 1--f/4-g/f, dont le quarré eft
2 ff 2 g 2 fof Fgef, &

quon détermine f & g de maniere que les
trois premiers termes s’évanouiffent, favoir
en faifant ga==2f ou f=2a, & Ga==1g
Fffoup=4F—350— 144, les deux
derniers termes fourniront I’ équation  4¢
Fef=2fg+tggf, don réfulte [—

S 2aa-}-8a° 4 =r2a- 78

T gat—120-9aa—a T 4’ —12aa--

ou f:;“;ﬁ’_’;‘)‘ » fi on divife la fraion pré-
cédente par ‘a—1. Cette valeur eft deéja
fuffifante pour nous donner une infinité de
folutions , parce que le nombre 7, dans

la valeur de ¢, == peut fe prend‘c
avolonté: c’eft ce qu 11 eﬁ a propos d’éclair-
cir par quelques exemples.

I.) Soit m=2, on aura a

=1%; ainfif

donc p:——g, &4

949 87 Y — 6005

74
=t enﬁn— =%,




326 ELEMENS

IL) Soit m==%, on aura a==1 & f=4
D

5

St

26 ; 2

— 2 par conféquent p==—22, &
25

g=27; au moyen de quoi l'on peut d¢-

terminer les fraftions® &%.
Il eft un cas particulier qui mérite que
" pous y faffions attention; c’eft celui olva
eft un quarré, & il a lieu, par exemple,
z.
faifons encore ici, pour abréger, a=bs,
en forte que notre formule foit 1 465f
= 6bbf] - 4blf? ~=bb(* , nous pourrens la
comparer avec le quarré de 1-}-266/4-4/f,
ceft-a-dire avec 1~ 4bbf-4-2 b [+ 4b'/f
Aa bbb & effagant de part &
d’autre les denx premiers termes & le der-
nier, & divifant les antres par /f, nous au-
rons 6bb-\-4bbf=2b-1- 461446 f, d'olt
réfulte j';ﬁﬂ’:ﬁ: e Ut S
4B — 466
ou bien cette fraftion érant divifible en-

quand m=1, puifqu'alors a==%. Si nous

core par it » OUS aurons enfin /‘:4

1~2b—2bb
2
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Rémarquons que; nous aurions aufli pu
adopter 1425/ pour laracine dehotre
formule ; le quarré du trinome étant 1+ 44/
~-2b(f-4bbfJ-4bb[*~=b6(* , nous aurions
effacé le premier & les deux derniers ter-
mes ; & divifant les autres par [ nous fe-
rions parvenus & Iéquation 466-4-6bb[—4b
26/~ 455/, Mais comme bbz=2-& b
=2, certe €quation nous auroit donné
=3 & p—-—1; par conféquent pp—1
=o, & nous n’aurions pu tirer de-1a au-
cune concliifion, puifque 7 deviendroit =o.
Pour revenir donc a la folution précé-

1—25bb
2b

=7, elle nous indigue que fi m==1,ona
17 17

P=5& g—=mp=i, par conféquent?

dente, qui a donné p=="7"", comme &

o o
689 g,y ___ 433
el o) o
2351

Dix-feptieme gueftion. Ot cherche troks
nombres quartés, tels que la fomme de
chaque couple foit un quarté,

Puifque ce font les trois formules x x4y,

xx-f-27.& yy-F1z 5 qil sagie de tranf-
X iv
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former, divifons-les par 17, afin-d’avoir
ces. trois autres :

I)’;—:+% S8y H.)’;—:—}—I:D 3
e
On fatisfait aux deux dernieres , en fai-
fant;:”;—;‘ &l:?%f, & la" premiere
formule fe change par-13 en celle-¢i,

(Fi:},l*)l+(7—i_:l—)1, qui doit auffi étre

un quarté, fi on la multiplie par 4pp99 5
ceft-d-dire quil faut que gg (pp—1)~pp
(99—1)=0; or ceft ce qui_ne peut
guere sobtenir, & moins qu'on ne con-
noiffe dailleurs un cas ol cette formule
devient un quarré ; & comme il eft diffi-
cile aufli de trouver un femblable cas, il
faudra avoir recours & dautres artifices
dont nous allons rapporter quelquesuns.
I.) Comme la formile en queftion peut
s’exprimer ainfi, gg(p-t-1)’ (p—=1)4-pp
¢+ (9—1)y=n, qu’on fafle en forte
qu’elle (oit divifible par le quarré (pf-1)%;
on lobtient en faifant g—1==pf1: ou

g=pt2; caralors gf-r=p-f-3, & In
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formule: devient (p~=2)(pf1):(p—1)
~+pp(p+=3): (p41)=0; de forte quen
divifant par (p-f-1)*, ona (p2):(p—1)’
~+=pp(p+3)?, ce qui doit étre un quarré
& & quoi on peut donner la forme 2p'-|-8p?
~6pp— 4p—-4: Ot le dernier terme étant
ici un.quarré, fuppofons que la racine de
la formule foit 2-fp+gpp ou gpptfp+2,
dont le:quarré eftgoptt=2 fop'~f 4 gpp
= ffpp = 4fp 45 & nous chafferons les
trois derniers termes , en faifant —g=uf
ow/f=—1, &g=4o-r1 ou g=I; les
premiers termes étant divifés par p’; don-
nieront ‘enfuite 2 p{-8-—=pgopt2fp=25 p
~-%; nous trouvons par-la p=-—24 &
g=—12; donc enfin :i = ’{P;' = 273‘ 5
483

S i s o Y
oux——=g7;, &r=""—=—27, ouy
R

~—T4 {, r-

Faifons maintenant 1==16.3 .11 ,.nous
ayrons:ixs==575.11 & y=u83.12., &
par conféquent les racines des trois quarrés

que nous-cherchons - feront :
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¥=632§==11.23.15 SY==5796=1231.:2%;
{==9528=3/11:16;

car il enréfulte:
wx-fyyE=a3i(275% TR P i e
Xxefagrsm (575 48)==p1% §77
Yty 447)==12% 485"

II.) On peut obtenir encore dufie in-
finité de manieres , que notre formule {oit
divifible par un quarré ;. quon fuppofer,
par exemple., (7+1)1:4(p-}—1)* 5 Oug
=2 (p1) , Ceft-a-dire g==2paky

g—1==2p, la formule deviendra.
Copta) (p4-1) (p—1) b pp. 4. (p oy
(4pp)=m0; ce quon. peut divifer par
(p+1), moyennant quoi I'on a (2p4-1)
(p—1)16p*=01 5 on 20p" —4p'— 3
F2p41=01, mais de quoi on ne peut
Hrer aucun parti.

IIL) Faifons done plutde (g—1y =,
(p1)*, ou g—1=2(p-}1), totis au-
rons ‘g==2p--3 & JH1=2p 44 b
7_],_1:2(}1—}—2), & nous obtiendrons,
apres avoir divifé notre formule par (p-F1y,
cette-autre formule ; (2p+3)’(p~1)’+16/~‘[’
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(pF2) ou 9—6pt53pp4-68p4-20p*;
que la racine en foit 3—p—-gpp , dont le
quarré et 9—6p+Ggpptpp—2gp'+gepts
les deux premiers termes s’évanouiffent’,
& nous: chaflons le troifieme en faifant'§3
=6g}-1, ou g==2; ainfi les autres ter-

mes fe divifent par p & donnent 20p} 68
=ggp—12g, 0u 1—;6:"—;-6[7,- donc F:;_S:
& ¢="2 au moyen de quoi nous obte-
nons une nouvelle {olution.

1V.) SiT'on veut faire g —1=73(p—1),
on a g=4p—'& z]—{—x:%p-}—%:;
(2p}-1) , & la formule aprés avoir été di-
vifée par (p—1)*, devient(f‘l?;‘)‘(p—}—x)’

8 pp(2p-1-1)*; multipliant par 81, 0n
a9 (4p=u) (p-1)46appl2pt1)
=yoop'a72p73pp—sup-=9, otle
premier & le ‘dernier terme font I'un &
Pautre des quarrés. Qulon fuppofe donc
la racine == 20pp—9p—+3, dont le quarré
eft goop!— 360p -120pp 8170 —54p
9, on aura 4y2ppy3=—360p4-361;

d 2 Rg==Sonk,
one p==-y & g==5—3
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On auroit auffi pu prendre pout racine
20pp~9p—13 5 ce qui eft-celle de 4o0p*
~+360p'—120pp4-81pp— 5 4p+-9 5 mais
en comparant ce quarré avec notre for-
mule, on auroit trouvé 472p-}-73=—=360p
—39, & par conféquent p=—1; valeur
qui ne peut nous fervir,

V.) On peut faire aufli que notre for-
mule foit méme divifible par les deux
quarrés (p-1)* & (p—1)* en méme tems.
Qu’on faffe pour cet effet g==2-*, de forte
que 7+;—"‘::: L _(P*P‘)(IH) i

”"” waai ) ;,): Y la formule fe divi-
fera par (p+l) (p—x) - & fe réduira

(pt—|— + 1) (=

g (e
nplle par (p=f2), 11 fmdra comme au-
paravant, que la formule puiffe devenir
un quarré , & on aura (pe-1)*(p-f-1)
shpplet-1) (e=—1)*; ou rpt=t-21(a-1)p’
- 2uppe (11 Y pp-(11—1) ppf 2t
(t1+4-1)p+-12 5 ot le premier & le dernier
termes font des. quartés. Qu'on prenne

donc pour racine zpp-t(s--1)p—z, ce

; fion mul-
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qui eft celle du quarré zpt— 22 (2e-1) p?
—2upp4-(u~-1)'pp—20(tt-f-1)p-f-21, on
aura , en comparant , 2£ep—(tt4-1)'p
~Ge—r) p2u(uA-1)=—20p4-(ee-}-1)'p
—21(2t+41) 5 ou 4uep—f(ee—1)'p-42(2--1)
=0, ou (a+1)p—+ 42 (1) =0, ceft-
a-dire sz4-1==%; de-la réfulte p=7*;
par conféquent pr-F1—==222 0 & p-foe
=l——:l§_31t; enfin aufli 7=—_3[ft__{;[1 , &
la lettre ¢ eft arbitraire.
Soit , par exemple , =2, on aura p
s& g="Tsainfit =58,

‘__H‘ i __313 __9!1
1 R M,oux 44i{ Dt

Si de plus 7=4.4.5.11, on a x==3.13.1I
& y=4.5.9.13, & les racines des trois
quarrés cherchés font x=—=3.1.13==429,
V=4+5-9:13=23 40, & 7=—=4.4.5.11=880.
On voit quelles font encore plus petites
que celles que nous avons trouvées ci-def-
fus, & il en réfulte

Xy y=3%13(121-}3600)=3".13% 61°,
Xx-rr=—=11°(15214-6400)=11%89",
Yy—+31==20" (13689-}1936)=20"125".
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VL) Une derniere remarque que nous
ferons au fujet de cette queftion , c’eft que
chaque f{olution en fournit aifément une
nouvelle ; car lorfqu’on a trouvé trois va-
leurs, x=a, y=b & 7=, de forte que
aa+-bb=0 , aatce=n , & bb~+-ce=n,
les trois valeurs: fuivantes fatisferont pa-
reillement, favoir x—=ab , y=bc & 7==ac.
1l faut que
xx—-yy—aabbt-bbcc=bb(aat-c)=n1,
xxt-z7 :aaéb—{—aacc:aa(ﬁlz—i——c D=kl
B e 17=aacc~-bbcc==c c(aat-bb)=01.

Or, comme nous venons de trouver
¥=a=3.11.13, y=b—=4.5.9.13 & 7=¢
=4.4.5.11, nous avons d’aprés la nou-
velle folution ,

x==ab=3,4.5.9.1L13.13 ,
Y=bc=4.4.4.5.5.9.11.13 ,
{—=dc==gu 4.

Et toutes ces trois valeurs érant divifibles
par 3.4.5.11.13 , fe réduifent aux fuivantes ,
X=0.13, y=3.4:4.5 & 7==4.11, ou x
=1y, y=240 & 7=4y, qui font encore
moindres que celles qu'a données la folution
précédente, & il en réfulte
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xx—fyy=—=71 289==267",
xx+{{:156zg_:ng’,
Yt =59536=244"

230.

Dix-huitiemé queftion. On cherche deux
nombres x & y, tels que l'un ajouté au
quarré de lautre, produife un quarré ; c’eft-
&-dire que xx--y & yy-f-x foient des
quarrés,

Si on vouloit commencer par fuppofer
xx~+y=pp, & en déduire y=—=pp—xx,
on auroit pour lautre formule p*—2ppxx
~x'dx=0, & on auroit de la peine
a la réfoudre.

Qu’on fuppofe donc en méme tems Lune
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+ des deux formules xxy=(p—x)=pp

= 2px—+-xx, & lautre yyta=(g—y)
=99—29y-}-yy » on obtiendra par-1 les
deux équations fuivantes, L)y+ 2px=pp,
& 1L) x-29y=4g, defquelles on tire ai-
{ément x=2 A& y— B oup&yg
font indéterminés. Qu'on fuppofe donc
par exemple, p==2 & g¢=3, on aura les
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deux nombres cherchés =2 &y=%,
3

ly 32 96t

5291 23 ~ 529
ST aNe

5290 = \23/ °

Si on faifoit p=1 & g=13, on auroit

moyennant quoi xx —f—y‘

x=—2= & y=1, folution qu’on pourtoit
ne pas.admettre , parce que Fun des nom-
bres cherchés fe trouve négatif.

3

Mais foit p=1 & g==2, nous aurons
&y_— d’olt nous dérivons xx

+y*;° & ifZ“(m) & yyd-=

=Ebi=i= ()
2.40.

Dix-neuvieme. queftion.” Trouver deux
nombres dont la fomme foit un quarré
& dont les quarrés ajourés enfemble pro-
duifent un bi-quarré.

Nommons cés nombres x & y ; & puif-
que xx~-yy doit devenir un bi-quarré,
commengons par en faire un quarté , en
fuppofant x=pp—qq & Y=2pq, an
moyen de quoi xx—yy==(pp-t-99)% Ory

I)OUE’
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pour que ce quarré devienne un bi-quarré
il faur que pp-}-gg foit un quarré; con-
tinuons donc en faifant p==rr—(f & g
=21, afin_que ppt-q9=(rr-/1)*; &
préfentement nous avons xx--yy==(rr
/)¢, ce qui eft un bi-quarré. Or, fui~

vant ces fuppofitions, nous avons x=r*
—6rrff-[* & y=47[—47/>; il nous
refte par conféquent A transformer en.un
quarré la formule x—y=r‘--4/—6n/f
— 47[P oA
Imaginons “que fa'racine foit 727/
/], ou la formule égale au quaré”s*
47 6rrf[~-47° - /*, nous poirtons
effacer de part & d’autre les deux pemiers
& le dernier terme, & divifer les autres
par 7/f, ainfi nous aurons 61—|~—4jz—~6r
—4f, ou12r48/=0; de forre que’ S
2.3 Nouspourtions aufli fur~

" pofer la racine ==rr— 27/=}-[f, en ég20t

la formule au quarté /4—gnf—-6rs 41
~=/*; de cette. maniere le pre<1€r & les

deux derniers termes fe dégrriant des deux

6tés , nous aurions, enivifant par 71/,
Tome 11,
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les autres termes, 47—6 /= ——4r—}—6j,
ou 87==1 zj,- par co‘\fccment i@ _3/' ainfi
dans cette feconde fuppofition fi r=3 &
, DOus trouverions x==-—119 , OU
~m1c valeur négative.
Mais faifons & préfent r=2/-}-¢, nous

aurons pour notre formule

& par conféquent la formule

S L ffiet xofB 24
Cete formule doit aufli étre un quarré,
fi'on la multiplie par 16, moyennant quoi
[e devient f*-}- 9(j’z—~405/jzz+16o]l
%4, Egalons-la au quarré ‘de e [fb-148fE
—4lt s Ceft-a-dire a [ +296f’t+z1896f]t
—1184)s —}164; nous voyons les deux
premiers teiaes & le dernier fe détruire
des deux ¢6tés; & nous parvenons par-l2
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a Péquation 21896/:-1 184:—408/4—1601,

qui f()ul!u[[“" 1548 w3365, 0
21488 T 5372 T 1343

que /=84 & 1==13 43, nous aurons »
=} /+t=1469, & par conféquent x—r*
—6r7f[+[*=4565 486027761 , & y=4r[
“—4r/7=1061652293520.

. Puisdonc

CH A7 Pl I RGBS X0V

Solutions de quelques  Queftions ot
demande des. Cubes.

241.

NOUS avons traité dans le Chapitre pré-
cédent;quelques, queftions o il s'agifloit de
faire en forte que ‘certaines formules de=
vinflent des quarrésy: & ellesnous ont donné
Occafion de développer différens artifices
que demande Lapplication des regles que

nous avionsdonnées plus haut; Il nots refte

a préfent 2 confidérer des queftions qui rou-

lent fur la transforimation de certaines for-

mules en cubess lesi{olurions quivontfhivie
Y jj
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répandront dujour fur les regles que nous
avons aufli indiquées plus haut pour les
transformations de cette efpece.

242.

Queftion premiere. On demande: que la
fomme de deux cubes, x* & y?, foit un
cube.

Puifque x*-}-y* doit étre un cube, il faut
qu'en divifant cette formule par le cube y’,
le quotient foit pareillement un cube, ou

<7 ; g
queﬁ—I—I_C. Soit done? =z—1, nous

aurons z'— 377 37=~C. Si nous voulions
maintenant, en fuivant les regles données
plus haut , fuppofer ici la racine cubique
==;—u, & en comparantla formule avec
le cube —3uzr-}-3uiz— ., détermiter
u de fagon que le fecpiid terme auflis’éva-
nouit , nous aurions z==1 & les autres ter-
mes;, formant'équation 3 p=3uuy—uw=3%
—1 ; nous trouverions 'y ==oo , d’oll nous
ne ‘pourtions gien conclure. Laiffons donc
plutétiz indéterming’, 8 tirons ¢ de Léqua-
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tion quarree —3it3r=—3uz -} 3uug
L 37—u, ou
3(u—1)13=3(uu—1)7—1, ou z7=(u+1)

78
——

I
oy 201 S sk
ik ‘\/ 4 3(4—1)

__uu =12 31/1:——;41——)
ou = i
= \/ 1‘.(u—~1) ; 1

queftion fe réduit par conféquent & tranf-
former en quarré la fraftion qui eft fous
ce figne radical. Multiplions d’abord pous
cet effet les deux termes par 3(z—1),
afin que le dénominateur devenant un
quarré , favoir 36 (z—1)*, nous n’ayons
a traiter que le numérateur — 3u' 122
—18uu-}-9. Comme le dernier terme eft
un quarré , nous fuppoferons la formule,

5 nous trouverons

conformément & la regle , égale au cuarré

de guut-futs , ceft-a-dire a gou'tafour

~-6guu-t6fu--g9 , nous ferons difparoitre

- ffuu

les trois derniers termes , en faifant o=6f

ou fimo, & 6g-Hff=—18, oug——3j;
Y i
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& léquation qui refte, favoir —3u-f-12
=ggu—|-2fa=9u, donnera u=r1. Mais
cette valeur ne nous apprend encore rien 5
ainfi nous continuerons en écrivant w=—r
-1 ; or notre formule devenant dans ce
€as —12s—3¢4, ce qui ne peut étre un
quarré, 2 moins que z ne foit négatif , fai-
{ons aufli-tbt t=—/"; nous avons par ce
moyen la formule 12/—3/*, qui devient
un quarré dans le cas de f==1. Mais nous
voici arrétés de nouveau ; car dans ce cas
de =1, 0nar——1 & u=o0, d’'ot1 l'on
ne peut conclure autre chofe, fi ce n’eft que
de quelque maniere qu'on s’y prenne, on
ne trouvera jamais une valeur qui faffe par-
venit au but qu'on fe propofe ; & Pon peut
en inférer déja avec affez de confiance,
quiil eft impofiible de trouver deux cubes
dont la fomme foit un cube ; on s’en con-

vaincra entiérement par la démonftration
fuivante,
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Syl

Théoreme. Il n’eft pas poflible de trouver
deux cubes dont la fomme ou bien la dif-
férence foit un cube.

Nous commencerons par faire obferver
que fi I'impoffibilité dont nous pari.ons a
lieu pour la fomme, elle a lieu aufli pour
la différence de deux cubes. En effet, s'il
eft impofiible que -y’ , il eft im-
poffible aufli que p—y’=x’; or 77—
eft la différence de deux cubes; donc, &e.
Cela pofé, il fuffira de démontrer l’imp‘ni‘—
fibilité en queftion , foit de la fomme feu-
lement , foit de la différence ; or voici la
fuite des raifonnemens que cette démonf-
tration exige.

1) On peut regarder les nombres * &
2y comme premiers entr’eux; car s'ils avoient
un commun divifeur, les cubes feroient
aufli divifibles par le cube de ce divifeur.
Par exemple, foit x=2a & y= ;_/;,"on
auroit x'-}-y’==84-}-85; or fi cette for-
mule eft un cube , a4’ en eft anfli un.

Y iv
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IL) Puis donc que x & y n'ont point
de faéteur commun, ces deux nombres
font ou impairs tous les deux , ou bien I'un
eft pair & lautre eft impair. Dans le pre-
mier cas il faudroit que 7 fiit pair , & dans
Fautre ce nombre feroit impair. Par con-
féquent de ces trois nombres x , Wy i
il y en a toujours un qui eft pair & deux
qui font impairs; & il nous fuffira done
pour notre démonftration de confidérer le
cas ol x & y font tous deux impairs , parce
qu'il eft indifférent de prouver impoffibilité
dont il s'agit pour-la fomme ou pour la
différence , & qu’il arrive feulement que
la fomme devient la différence , lorfqu'une
des racines eft négative.

I1L) Si donc x & y font impairs , il eft
clair que tant leur fomme que leur dif-
férence fera un nombre pair. Soit donc
E—p &*2—g, nous aurons x=p--q
& y=p—q, dolril fiit que Pun des deux
nombres p& ¢ doit érre pair & que Lautre
doit étre impair. Or nous avons 7}y

=2p'+-6pgg=2p(pp-+399) 5 de forte quil
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sagit de prouver que ce progluit 2p(pp
+37z]) ne peut devenir un cube; & fi la
démonttration devoit fe rapporter 4 la dif-
férence , on auroit x* Y =6ppg-t2g°
=29(99-}3pp), formule tout-a-fait la mé-
me que la précédente, fi on metp & ¢
2 la place l'un de lautre, Par conféquent
il fuffic pour notre queftion de démontrer
Pimpoffibilité de la formule 2p(pp+399),
puifquil senfuivia néceflairement que ni
la fomme ni la différence de deux cubes
ne peut devenir un cube.

1V.) Sidonc 2p(pp+-39¢) étoit un cube,
ce cube feroit pair, & par conféquent
divifible par 8; donc il faudroit que la

huitieme partie de notre fdrmule, ou‘—:p
(pp+399), fit un nombre entier & outre
cela un cube. Or nous favons que Lun des
nombres p & ¢ eft pair , & lautre impair;

ainfi pp--39g doit étre un nombre impair,
qui n’étant point divifible par 4, il faut que
p le foit, ou que? foit un nombre entier.
.V.) Mais afin que le produitZ (pp+399)
foit un cube, il faut que chacun de ces
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falteurs , gils n’ont point de divifeur coms
mun, foit un cube féparément; car fi un
produit de deux fafeurs qui font premiers
entr'eux , doit étre un cube, il faut nécefs
fairement que chacun foir de foi-méme un
cube ; le cas eft différent & demande une
confidération particuliere , fi ces fafteurs
ont un divifeur commun, Ainfi la queftion
eft ici de favoir fi les deux fafteurs p &
PP+399 ne pourroient pas avoir un divifeur
commun ? Pour y répondre , il faut con-
fidérer que fi ces fateurs ont un divifeur
commun,, les nombres pp & pp—4-39¢ au-
ront le méme divifeur ; que la différence
aufli de ces nombres, qui eft 399, aura
le méme divifeur commun avec pp, &
que, puifque p & g font premiers entre
eux, ces nombres pp & 399 ne peuvent
avoir d'autre commun divifeur que 3, ce
qui a lien quand p eft divifible par 3.
VI.) Nous avons par conféquent deux
cas & examiner: Lun eft celui oi les fac-
teurs p & pp-}-3¢¢ nont point de commun
divifeur, ce qui arrive toujours , lorfque
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P weft pas divifible par 3 ; Pautre cas eft
celui olr ces fateurs ont un divifeur com=
mun, & il a lieu quand p peut fe divifer
par 3 ; parce qualors les deux nombres
font divifibles par 3. Nous avons befoin
de diftinguer foigneufement ces deux cas
Pun de lautre, parce quiils exigent chacun
une démonttration particuliere.

VIL.) Premier cas. Que p ne foit pas
divifible par 3, & que par conféquent nos
deux fafteurs? & pp--39¢ foient premiers
entr’eux , de forte que chacun en particu-
lier doive étre un cube. Pour faire d’abord
que pp-+-399 devienne un cube, il n'y a,
comme nous l'avons vu plus haut, qua
fuppofer p-qy/—3=(t+uy—3) &
P—qy/—3=(t—uy/—3), ce qui donne
Pp+399=(tt~}-3ux)’ ou un cube. Or
parla p=p—gmu=—1t(tt—ouu), & g
=3 uu—3w=3u(tt—uu). Puis donc que
¢ eft un nombre impair , il faut que = aufli
foit impair, & par conféquent que ¢ foit
Pair, parce que fans cela zz—uu feroit
Pair,
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VIIL) Maintenant que nous avons tranf=
formé pp-t-39¢ en cube, & que nous
avons trouvé p=t(tt—quu)=t(t-{-3u)
(t—3u) , il sagit aufli que® , & par con-
féquent aufli que 2p {oit un cube; ou, ce
qui revient au méme, que la formule
22 (2-}3u) (1—3u) foit un cube. Or nous
avons & obferver ici que ¢ eft un nombre

pair & non divifible par 3 ; puifqu’autre-

ment p feroit divifible par 3, ce quon a
expreflément fuppofé n’étre pas; ainfi les
trois fatteurs, 2z, 13z & t—3u, font
premiers entr’eux , & il faudroit que cha-
cun d’eux flic un cube ‘en particulier. 8i
donc nous faifons i-3u=f> & t—3u=g’
nous aurons 2:=/3--g Si donc 2z eft
un cube , nous aurons deux cubes [ & g7,
dont la fomme feroit un cube , & qui fe-
roient évidemment beaucoup plus petits
que les cubes x* & y* adoptés au commen-
cement ; car comme nous avons d’abord
fait x=p-+q & y=p—q, & que nous
venons a préfent de déterminer p & ¢ par
les lettres ¢ & #, il faut néceffairement que
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les nombres x &  foient beaucoup plus
grands que ¢ & u.

IX.) Si donc il exiftoit dans de grands
nombres deux' cubes tels que nous les de-
mandons , on pourroit aufli afligner en de
moindres nombres deux cubes dontla fom-
me feroit un cube , & on pourroit parve-
nir de la méme maniere & des cubes tou-
jours plus petits. Or comme il eft trés-cera
tain qu'il n’y a point de ces cubes dans les
petits nombres , il senfuit quil n’y en a
point non plus dans les plus grands. Certe
conclufion fe confirme par celle que fournit
le fecond cas & qui eft la méme, comme
on va voir.

X.) Second cas. Suppofons & préfent que
p-foit divifible par 3, & que g nerle foit
pas, & ﬁu!ons p=3r, notre formule de-
viendra®: (9”+37‘/)’°“"’(3”+f1/)’
&ices deux fatteurs font premiers entrleu
virque 3rr-=g¢ - n'eft divifible mi-pari2 ni
par 3, & que 7 doit étre pair aufli bien
que p ; c’eft pourquoi chacun deices deux
falteurs doitérre uncube en particulier.




|
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X1.) Or en transformant le fecond facs
teur 377—-gq ou gg-}-37r, nous trouvons
de la méme maniere que ci-deflus g=¢
(t—ouu) 8 r=3u(w—uu); 8 il faut
remarquer que puifque g éroit impair , ¢
doit étreici pareillement un nombre impais;
8 que z doit étre pair.

X1L.) Maisil faut aufli que 2 {oit un cubes
ou en multipliant par-le cube £, queXou
2u(tr—ury=2u(t+u)(t—u); foit un cube;
& comme ces trois fatteurs font des nom-
bres premiers entr’eux ; il faut que chacun
par lui-méme! {oit un cube. Suppofons donc
r-u==fr8 t—u=p", il Senfuivra =1
— g, Ceft-d-dire que fi 2« éroit un cube,
fr—g* feroitun cube. On auroit par con-
féquent deux cubes f? & g beaucoup plus
petits que les premiers , dont la différence
{eroit un cube, & par-la méme on'con-
noitroit: aufli deux - cubes-dont la ‘fomme
{eroitun cube, puifqu’onn’auroit qu’a faire
fr—g'=h? pour avoir fr=k+g, ou-un
cube égalitla fomme de deux cubes. Voila
doné la conclufion ‘préeédente pleinement
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vonfirmée ; C'eft-a-dire qu'on ne peut af-
figner méme par les plus grands nombres
deux cubes tels, que leur fomme ou leur
différence foit un cube , & cela par la raifon
qu’on ne rencontre point de cubes de cette
efpece dans les plus petits nombres.

244.

Puis donc qu'il eft impoffible de trouver
deux cubes dont la fomme ou la différence
foitun cube, notre premiere queftiontombe
delle-méme ; aufli a-t-on coutume plutée
de commencer dans cette matiere par la
queftion de déterminer trois cubes, dont
la fommefaffe un cube ; mais én fuppofant
que deux de ces cubes foient arbitraires,
de forte quil ne sagit que de trouver le
troifieme ; ainfi nous pafferons immedia-
tement & cette queftion,

245:

Queftion deuxieme. Deux cubes @ & &
¢tant donnés , on demande un troifieme
cube, tel que ces trois cubes ajoutés en=
femble faffent un cube.
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Il sagit de transformer en cube la for-
mule @& ~-x7; cela ne peut fe faire &
moins quon ne connoifle d'avance un cas
fatisfaifant ; mais un cas de cette efpece fe
préfente aufli-tot, ceft celui de x—=—a;
quon faffe donc x=y—a, on aura ¥’=y’
—3ayy+3ayy—a’; ceft par conféquent
la formule y*—3ayy-t3aay--£> qui doit
devenir un cube ; or le premier & le der-
nier terme étant ici des cubes, on trouve
aufli-t6t deux folutions.

L) La premiere demande qu'on faffe la
tacine de la formule =y-}-6, dont le cube
eft y-f-3byy-}-3bby—5 5 on'a de certe
maniere —3ay—f-3aa=3by-}-36b; & par
conféquent y="" =a—b; maisx=—5;
de forte que cetie folution ne rous eft
daucun ufage.

IL.) Mais on peiit auffi prendre pour ra-
cine b-}-fy , dont le cube eft f i3 bffyy
-3 bbfy~-b , & dérerminer f de fagon
quaufli les troifiemes termes {& détruifent;,
favoir en faifant 3a0==3bbf, ou f=5}
car alors on parvient & l'équation y
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= o 4 ;
f?y+3&ff_ﬁl+%§ » qui, mult-
pliée par 4%, devient By—3abimaty 30,
& d M}‘L‘bz-f-}ﬂbé 3abi (ad 4 b3
e =T

a 3

B2 & par conféquent x=y—a

B 2(1/7;-—’—(1‘* 20

G T - Ainfides deux

—

3 Rr B3 4 A
;ubes @ & b érant donnés , nous connoife
ons aufli la racine du troifieme cube cher-
;he; & fi nous voulons que cette racine
oit pofiti B¥: .
g I‘ /uve » - 1ous mavons qu'a fuppofer
¢ 3 % 3 oo
u,De b .plu‘s grand que lautre o’ ; faifons-
en Papplication & quelques exemples.
: L) Soient 1 & 8 les deux cubes donnés,,
n forte que a=1 & b=2; la formule
: 8
94 x* deviendra un cube, fi x=1. car
on aura 9—]—x3:?i°3—-(1’ 2 2
: 543 7) =
IL.) Soient les cubes donnés § & 17
>

de forte que e=2 & b=3; la formule

35~ fera un cube dans le cas de x —=12¢
19°
dOHI.’) ng 27 & 64 foient les cubes
nnés, ceft-a-dire que as=3 8=y 5

Tome 11,
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la formule g1-+x* deviendra un cube, fi
465
o 7 ; . a . d
Si l'on vouloit déterminer pour deux
cubes donnés d’autres troifiemes cubes , il
2 ; 2ab*+at
faudroit pourfuivre en fubftituant S
+}-7 au lieu de x , dans la formule @* &’
-}-x7; car on parviendroit par ce moyen
3 une formule femblable & la précédente,
& qui fourniroit enfuite de nouvelles va-
7 ¥ 2 W
leurs de 7; mais on voit aflez quion s’en:
; ;
gageroit dans des calculs tres-prolixes.

2.46.

1l fe préfente au refte dans cette quef-
tion un cas remarquable , celui ol les deux
cubes donnés font égaux, ol a==b; car

34 Yeft-2-dire
dans ce cason a x=2—=00; Celt-ddir
qwon n’a aucune folution ; & voila la raifon
pour laquelle on n’a pu encore réfoudre le
probleme de transformer en cube la for-
male 20’2 Soit, par exemple a=1,
ou que cette formule foit 2-}=2*, on trow=

]!
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vera que quelques formes qu'on lui donne ,
ce fera toujours inutilement , & qu’on cher=
chera en vain une valeur de » qui fatisfafle,
On conclut de-1a avec affez de certitude),
quiil eft impofible de trouver un cube égal
a la fomme d’un cube & d’un double cube,
ou bien que I'équation 2004-x3==y’ eft im-
poflible ; & comme cette'équation donne
2@ =y’ —x, il feroit impoffible aufli de
trouver deux cubes dont la différence fit
égale au double d'un autre cube 5 cette
conféquence s'étend de méme 4 la fomme
de deux cubes; & tout cela va étre porté
jufqua une évidence complette par la dé-
monftration qui fuit, :

247.

Théoreme. Ni la fomme ni la différence
de deux cubes ne peut devenir égale au
double d’un autre cube ; cela veut dire'que
la formule *4y’=27 eft toujours impof-
fible , fi ce neft dans le cas évident y=—ux.

On peut encore ici regarder x & y com-
™e premiers entr’eux 5 car fi ces nombres
avoient un divifeur commun, il faudroie

Zj
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que 7 efit le méme divifeur , & que toute
I'équation, par conféquent, fir divifible
pat le cube de ce divifeur. Cela pofé, com-
me x’+1y° doit étre un nombre pair, il faut
que les nombres x & y foient impairs tous
les deux , moyennant quoi tant leur fomme
que leur difiérence (era paire. Ainfi faifons
T —p & Z2=—y¢, nous aurons x=p-}-¢
& y=p—yq, & il faudra que des deux
nombres p & ¢ lun foir pair & lautre
impair, Or de-la il fuit %+ y’ =2p+6pgq
=2p(pp+399), & ¥ —y =6ppg+2¢9’
=29 (3pp-tq9) , ceft-a-dire deux for-
mules tout-a-fait femblables. Par conféquent
il fuffira de prouver que la formule 2p(pp
~3449) ne peut devenir le double d’'un
cube, ou que p(pp-3¢9) ne peut étre un
cube. On va voir comment nous nous y
prendrons pour. cette démonttration.

L) Il fe préfente de nouveau deux cas
différens A confidérer : I'un ot les deux fac-
teurs p & pp-{-399 n'ont point de commun
divifeur , & doivent étre un cube chacun
féparément ; 'autre ol ces faéteurs ont un
divifeur commun , lequel divifeur cepen-~

DY 4 1 GREYB N RAE, 357
dant ; comme nous avons vu,, ne peut étre
autre que 3.

1L) Premier cas. En fuppofant done que
P ne foit pasdivifible par 3, & quainfi les
deux fafteurs {oient premiers entreux,, nous
téduirons d’abord pp~-34¢ en cube, en
faifant p=t(er—quu) & g=3u(t—ouw) ;
moyennant cela il faudra feulement éncore
que p devienne un:cube. Or # n’étant pas
divifible par 3, puifqu’autrement p feroit
aufli divifible par:3 , les deux fa&eurs &
tt—guu font premiers entreux , & par con-
fc’que.nt il faut que chacun en parriculier
{oit un cube.

IIL) Mais le dernier fa&eur & fon tour
a deux fafteurs, favoir r+-3u & 1—3u,
qui font des nombres: premiers entr'eux),
d’abord parce que ¢ n’eft pas divifible par 3,
& en fecond lieu; parce que I'un des nom-
bres ¢ 8 u eft pair , tandis que Pautre eft

impair; car fi ces nombres étoient impaits

tous les deux,, il faudroit que non-feulement
P, mais aufli que ¢ flit impair, ce qui ne
fe peiir; donc il faut que: chacun de ces
deux faleurs, t-3u & r—3a'en parti-
culier foit un cube. Z iij
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IV.) Soit donc t-}-3u==f"* & t—3u=g’,
nous aurons 2= f3~-g’ Or zdoit étre un
cube que nous défignerons par 4>, moyen-
nant quoi il faudroit que f+g==24; par
conféquent nous-aurions deux cubes beau-
coup moindres , favoir 2 & g, dont la
fomme feroit le double d’un cube.

V.) Second cas. ‘Suppofons & préfent p
divifible par 3, & conféquemment que ¢
ne le foit pas.

Si- nous faifons p==3r; notre formule
devient 3r(9rr399)=97(37799)» &
ces fafteurs étant maintenant des nombres
premiers entr’eux , il faut que 'un & lautre
foient un cube.

V1.) Afin donc de transformer'en cube
le  fecond ; gg~}-37r, nous ferons g=r
(rr—guu)y & r=3u(tt—uu), & il fandra
encore que I'un.des nombres s & « foit
impair & l'autre pair, vu quautrement les
deux nombres ¢ & rferoient paits. Or nous
obtenons par-la le premier fateur gr==27%
(e2—un) ; & comme il doit étre un cube,
il faut aufli qu'enle divifant par 27, la for=
mule #(ta—uu), ou u(tu)(t—u)y
foit un cube.
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VIL) Mais ces trois fatteurs étant pre-
miers entr’eux , il faut qu'ils foient tous eux-
mémes des cubes. Ainfi fuppofons pour les
deux derniers ¢+ u==f> & t—u==g*, nous
aurons 2u==f7— ¢’ ; mais « devant ére
un cube , nous aurions de cette maniere,
en de bien plus petits nombres , deux cubes
dont la différence feroit égale au double
d’un autre cube.

VIIL) Puis donc qu'on ne peut affigner
en petits nombres des cubes tels que leur
fomme ou leur différence foit un cube dou-
blé, il eft clair qu’il n’y a point de cubes
de cetre efpece , ‘méme parmi les plus
grands nombres.

IX.) On objeétera peut-étre que notre
<onclufion pourroit induire en erreur ; parce
quil exifte dans ces moindres Hombres un
cas fatisfaifant, favoir celui de f=g¢. Mais
on doit confidérer que lorfque f=g, on
a dans'le premier cas t-3u=—=r—3u, &
ainfi u==0; que par conféquent aufli g=o,
& que comme nous avions fuppofé x=p-+¢
& y==p—q, il faudroit que les deux pre-
miiers cubes «° & y? euffent déja été égaux

Z iv
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Pun & lautre, lequel cas a été expreflément
excepté. De méme, dans le fecond cas,
fi f=g, il faut que ttu=t—u, & pa-
reillement u—o; donc auffi /=0 & p=0;
donc les deux premiers cubes x3 & y* de-
viendroient encore égaux, de quoi il n’eft
pas queftion dans le probleme,

248.

Queftion troifieme. On demande en gé=
néral trois cubes, x7, y & ¢, dont la
fomme foit égale & un cube.

Nous venons de voir qu'on peut fip-
pofer deux de ces cubes connus, & qu'on
peut déterminer par-la le troifieme, pourva
quil n’y en ait pas deux d'égaux; mais la
méthode précédente ne fournit dans chaque
cas qu’une feule valeur pour le troifieme
cube , & il feroit difficile d’en déduire de
nouvelles.

Nous regarderons donc & préfent les trois
cubes comme inconnusy & afin de donner
une {olution générale, nous ferons x|y
7= ; nous tranfpoferons un des pre=
miers pour avoir x'—y'=vi—z ; & voici
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comment nous fatisferons a cette équa-
tion.

L) Soit x=p-+¢ & y=p—gq , nous
durons,, comme nous avons vu, x'-}-y?
=2p(pp-t39¢)- Soit de plus ve=r4 [ &

=r—/', nous aurons auffi et
(I+377) 5 donc il faut que 2p(pp+399)
=2/ ([[+377), 0u p (ppet-399)=/([f+377)-

I1.) Nous avons vu plus haut qu’un nom-
bre, tel que PP—+399, ne peut avoir pour
divifeurs que des nombres de la méme for-
me. Puis ‘donc que ces deux formules PP
399 & []4377, doivent avoir néceffai-
rement un divifeur commun , foit ce divi-
feur —s-}-3un.

11.) Faifons en conféquence PP1+399
=+ 388) (r3un) & fJ--3rr=(hk
~-3kk) (22--3ur),, & nous anrons B
o300 & 9=gt—fu; par conféquent 2P
=ffirt-6ferut-ggoun & 99=88tt—"2fgtu
+ ffuw, dolt réfulte PPH399=(ff+380)2
~+ (34-928) u, ou bien pp--399=(ff
+3gg) (ee=3uu).

1V.) Nous tirons de la méme. maniere
de Pautre formule, f—=/et 3ku & r—k:
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~—hu ;- ol réfulte Iéquation (fi-t-3g2)
fH389) etz uw) = (-3 k) (hh4-3 kk)
(er-3un), qui, divifée par z~-3uu , donne
JC S350 +38u( -3 g0) =hi(hli-3kk)
~F3kulkit-3kk) , ou fil fF3g0)—hu(hh
3k =sku(bh-3kk) —3gu(F|-322) ,
moyennant quoi z==3kUA+3%) - s (- 3gg) |-

3 T 3g8) (A 3hk)
V.) Chaffons encore les frations, en

faifant u:f(ff‘—{—;gg) —h(hh~+-3kk),
& nous aurons t=3k(hh-{3kk)—3g
(ff+3g8)> ot Ton peut donner telles
valeurs qu'on veut aux lettres £, o, A & k.

VL) Lors donc que nous aurons déter-
miné par ces quatre nombres les valeurs
de & de #, nous aurons L) p=fi-4-30u,
L) g=ge—fu, 1L) f=he-4-3ku, V) r
=kt—hu; de-1a nous parviendrons en-
fin & la folution de la queftion, x=p+q,
y=p—g, (m=r—f & vemrehf s & cotts
{olution eft générale,, au point quelle ren-
ferme tous les cas poffibles , vu que dans

tout ce calcul on n’a admis aucune limi= *

tation arbitraire. Tout lartifice confiftoit
4 rendre notre équation divifible par 2
~}3uu, moyennant quoi nous avons pu
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déterminer les lettres ¢ & u par une équa-
tion du premier degré. On peut faire des
applications fans nombre de nos formules
nous -en donnerons quelques - unes pour
exemples.

L) Soit k=0 & k=1, on aura r=—13g
(-388) 8¢ u=/(ff4-382) —1 ainfi
P=—3fe(ff+380) 35 (ff388)—38
s=—3g, & g=—(ff+38)+f de plus
=—32(ff1382), & r=—=f(ff}328)

{15 par conféquent

4 x=—35—(ff+388Y 4/,
y==3g+(ff+388)—f5
1= =) (f+388)+1;

enfin. v=—(3g-f) (ff4=388) F-1.

Si outre cela nous fuppofons f=--1
& g=--r, nous aurons x=—30,y
=14, ;=17 & v=—ry; & de-la ré-
fulte Iéquation finale —20’4=147-}-17?
=—7, on 1441747 =20

1L):Soit f==2, g==1,:& par conféquent
ff+3ge=75 de plush=o0 & k=1 ; ainfi
hhtskk=3 ; on aura r==—12 & u=14;
de forte que p=214-3u=18, g==t—2u
=40, re=t==—12, & f=3u=y42;
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il en réfultera x=p-f-g=—3s1, y=—p
—9=58; p=r—f=—y, & v=r+f
=30; donc =228 P—g07, Ol
(§8'=30 4-54°}227; & comme toutes
les racines font divifibles par 2, on aura
aufli 29'=15'-f- 27113

HL) Soit f=3, g==1, h=1 & k=1;
en forte que ffd-3ee=—12, & hh-3kk
=4; & quainfi i=—=—>4 & U==733 5085
deux valeurs font divifibles par 8 ; & com-
me il ne sagit ici que de leurs rapports,
nous pouvons faire ==—=—3 & z=4. Nous
obtenons par-la p= 3t3u=-f3, 9=z
TSNS ===y & [=r-|e3u
=+9 ; par conféquent x=——12 & y—=18;
1=—16 & v=2, d’ou provient — 2’
18 —16’=2%, ou 18=16"+-1214-2%,
ou bien auffi, en divifant par le cube de 2,
9'=8 1641
1V.) Suppofons aufli g==0 & k=4, au

moyen de quoi nous laiffons £ & 4 indéter-
minées. Nous aurons f-F35e=/f & hk
3kk=4ht; ainfi ;=124 & u=fr—4h';
de plus p—=fi==12fh; g=—fd4f
r=1 bt —hfi b g =16 b fs & f
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S=3Af3 ; donc enfin x=p-}-g=16fF*—f*,
=p—q=8fhf*, 1=r—[=16A*
\4/1_)“3 , & ve=rf=16k4-2hf5. Si
nous faifons maintenant f=%==1, nous
avons x=I§ , y=9, (=12, & v=i18,
ou bien , en divifant tout par 3, x=j5,
Y=3, 1—4 & v=6; de fagon que 3°-4
~}-53=6°. La progreflion de ces trois ra-
cines 3, 4,5 , augmentant de Lunité , eft
digne d’attention ; c’eft pourquoi nous re-
chercherons il y.en a encore d’autres de
la méme efpece.
2.49.

Queflion quatrieme. On demande trois
nombres qui forment une progreflion arith-
métique , dont la différence foit 1, & qui
foient tels que leurs cubes ajoutés enfemble
reproduifent un cube.

Soit x le nombre ou le terme moyen,
x—1 fera le plus petit & x+1le plus grand ;
la fomme des cubes de ces trois nombres
eft 3x6x=3x(xx-+}2), & elle doit
&tre un cube. Il nous faut ici d’avance un
cas ou cette propriéé ait liew, & nous
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trouyons apres quelques effais que ce cas
efltiw=—1y;

Ainfi nous pouvons, d’aprés les regles
établies plus haut, faire x=4+y; en forte
que zx:xé—}—SyTyy & x’=64+48y
~12yy-y*, & moyennant quoi notre
formule devient 216-4-150y-36yy-43y7,
ol le premier terme eft un cube, mais ol
le dernier ne Peft pas.

Suppofons donc la racine =6-fy, ou

la formule ==216+108/y+18/fy+£7y,
& faifons évanouir les deux feconds termes ,

en écrivant 150=108f, ou f=2; les
autres termes, divifés par yy, donneront

36+3y:13ff~{<f3y‘~—+183y, ou
18.36+18%.3y—18"25"+ 25’y , ou 18’
36—18.25"=25"y—18%3y ; donc y
_ 18.36—18", 25" 18%(18.36—25°)
257—3.18’ 257—3.18*

J 32423 —7452
ceft-a- dxrey i =15, & par con-

|

{équent x= _s_,

Comme on pourroit trouver embarraf-
fant de pourfuivre cette rédution en cubes,
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il eft bon d’obferver que la queftion peut
toujours fe réduire  des quarrés. En effet,
puifque 3x(xx4-2) doit étre un cube, qu’on
fuppofe cette formule =x%y*, & on aura
3xx--6=xxy’, & par conféquent xx
= e 6}}_618 Or le numérateur
de cette fration étant déja un quarré , nous
wavons befoin de. transformer en quarré
que le dénominateur 6y°—18, ce qui exige
aufli quon ait trouvé un cas. Confidérons
pour cet effet que 18 eft divifible par ¢,
mais que 6 eft feulement divifible par 3,
& quainfi y pourra fe divifer par 3 ; fi nous
faifons donc y=37, notre dénominateur
deviendra =1627'—18, ce qui étant di-
Vifé par 9 & devenant 18 77— 2, doit en-
core étre un quarré ; or c’eft ce qui a lien
€videmment dans le cas de z=1. Ainfi nous
ferons ==1-}v, & il faudra que 16}~ 4»
s avt18v=01 ; que la racine en foit
4+47v, dont le quarré eft 16-- §4v-|-22
vv, il faudra que §4--18v="2; ou 18
=—2, ouwv=—3, & par conféquent

— ” it 7==pel- X2
”‘_‘;{7 ce qui produit z==1-]-y==! =

3
K apres cela y="1.
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Reprenons & préfent le dénominateur 6y’
—18=1627"—18=9(18>—2); puifque
la racine quarrée du faGeur 187 —2 eft 4
+Zv=7, celle du dénominateur total
eft2; mais la racine du numérateur eft 6;

6

e 6 . .
donc x=3x =1, valeur tout-a-fait dif-

128
férente de celle que nous avons trouvée

q
précédemment. Il senfuit que les racines
de nos trois cubes cherchés font Lyx—1
2 63

:%7’, Iy %= is 11L.) x—*—l—;” &la
fomme des cubes de ces trois nombres fera
26 5i 408

un cube dont la racine y=g.n==%.

250.

Nous terminerons ici ce traité de PAna-
lyfe indéterminée , ayant eu fuffifamment
occafion dans les que{hons que nous avons
réfolues , d’expliquer les pri C;}‘AUX arti-

ﬁCES qu ona 1magmes ]H{(.:IJ d Pl ACH( daﬂ)
cette partie de I'Analyfe.

Fin des Elémens d’ Algebre.

ApprTions.

X

ADDITIONS.

LSS = ———aaa

TH LIS
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AVERTISSEMENT.
LES Géometres du fiecle paflé fo

font beaucoup occupés de I'Analyfe
indéterminée , qu'on appelle vulgai-
rement Analy/fe de Diophante ; mais
1l n'y a proprement que Meffieurs
Bacher & Fermar qui aient ajouté
quelque chofe a ce que Diophante
lui-méme nous a laiflé fur cette ma-
tiere,

On doit fur-tout au premier une
Méthode complette pour réfoudre en
Nombres entiers tous les problemes

A . L
Indéterminés du premier degré [4];

[a] Voyez plus bas le paragraphe I, Au refte jé
M parle point ici de fon Commentaire fur Diophante.,
Parce que cet Ouvrage , excellent dans fon genre , ne
Tenferme & proprement parler aucune découverte,

Aa jj
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le fecond eft I'Auteur de quelques
Méthodes pour la réfolution des
équations indéterminées qui paffent
le fecond degré [4]; de la Méthode
finguliere, par laquelle on démontre
quil eft impoffible que la fomme ou
la différence de deux carrés-carrés ,
puifle jamais étre un carré [c]s de
la folution d'un grand nombre de
problemes tres - difficiles & de plu-
fieurs beaux théoremes fur les nom-
bres entiers, quiil a laiflés fans dé-
monflration, mais dont la plupart

[2] Ce font celles qui font expofées dans les cha-
es 8, 9 & 10 du Traité p dent, Le P. Billi les

a‘recueillies dans différens écrits de M. Fermat , & les
a publiées 4 la. téte de la nouvelle édition.de Diophante s
donnée par M, Fermat le fils,

[¢]-Cette méthode eft déraillée dans le chapit. 15 du
Traité précédent  on en trouve les principes dans ki
Remarque de M. Fermat, qui eft aprés la Queftion xxvi
du Livre v1 de Digphante.
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ont été enfuite démontrés par M-
Euler dans les Commentaires de Pé-
tershourg [4].

Cette branche de PAnalyfe a été
prefque abandonnée dans ce fiecle ;
& fi on en excepte Mr. Euler, je
ne connois perfonne qui sy {oit ap-
pliqué ; mais les belles & nombreufes
découvertes que ce grand Géometre

y a faites ; nous ont bien dédommagé

de Pefpece dindifférence que les au-
tres Geéometres paroiffent avoir eue
Jufqu’ict pour ces fortes de recher-

[d] Les problemes & les théoremes dont nous parlons ;
font répandus. dans les Remargues de M Fermat fur les
Queftions de Diophante, & dans fes Lettres imprimées
dans les Opera Mathematica, &c. & dans le fecond vo-
lume des @uvres de Wallis,

On trouvera aufli dans les Mémoires- de I'Académie
de Berlin , pour les années 1770 & fuiv. les démonftra-
tions de quelques théoremes de cet Auteur, qui n’avoient
Pas encore été démontrés.

Aa i
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ches. Les Commentaires de Péters-
bourg font pleins des travaux de M~
Euler dans ce genre , & I'Ouvrage
quil vient de donner eftun nouveau

fervice qu'il rend aux Amateurs de
I'Analyfe de Diophante. On n'avoit
point encore d'Ouvrage ol cette
{cience fit traitée d’'une maniere mé-
thodique , & qui renfermit & ex-
pliquat clairement les principales

regles connues jufquici pour la fo-
lution des problemes indéterminés.
Le Traité précédent réunit ce double
avantage; mais pour le rendre encore
plus complet , jai cru devoir y faire
plufieurs additions dont je vais ren-
dre compte en peu de mots,

La théorie des fraltions continues
eft une des plus utiles de I'Arithmé-
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tique , ou elle fert & réfoudre avec
facilité des problemes qui, fans fon
fecours, feroient prefquintraitables;
mais elle eft d'un plus grand ufage
encore dans lafolution des problemes
indéterminés , lorfqu’on ne demande
que des nombres entiers. Cette raifon
ma engageé a expofer cette théorie
avec toute I'étendue néceffaire pour
la faire bien entendre ; comme elle
manque dans les principaux Ouvra-
ges d’Arithmétique - & d’Algebre,,
elle doit étre peu connue des Géo-
metres ; je ferai fatisfait, fi je puis
contribuer & la leur rendre un peu
plus familiere. A la fuite de cette
théorie qui occupe le §. 1, vien-
nent différens problemes curieux &

entiérement nouveaux , qui dépen-
Aaiv
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dent & la vérité de la méme théorie;
mais que jai crudevoir traiter d'une
maniere direfe pour en rendre la
{olution plus-intéreflante; ‘on y re-
marquera ‘principalement une mé-
thode tres-fimple & trés-facile pour
réduire en fra@ions continues les ra-
cines des équations du fecond degré;
& une démonflration rigoureufe que
ces frathions doivent toujours étre
nécefldirement periodiques.

Les ‘autres ‘Additions corcernent
{ur-tout la réfolution des €quations
andétermindes ‘du premier & du fe-
cond degré; je donne pour:celles-ci
des méthodes générales & nouvelles;
tant pour lé cas-oti P'on ne demande
tue des nombresrationnels, que pour
celui oulon exige que les nombres
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cherches foient entiers; & je traite
dailleurs quelques autres matieres
importzmtes & relatives au méme
objet.

Enfin le dernier paragraphe ren-
ferme des recherches fur les fonétions
qui ont la propriéeé, que le produit
de deux ou de plufieurs fon&ions
femblables , eft aufli une fon&ion
{emblable ; 'y donne une méthode
gencrale pour trouver ces fortes de
fontions , & jen fais voir l'ufage

pour la réfolution de différens pro-

blemes indéterminés , fur lefquels les

méthodes connues n’auroient auctne
prife.

Tels {ont les principaux objets
ces Additions, auxquelles j'aurois pu

donner beaucoup plus d’étendue, fi
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je navois craint de paffer de juftes
bornes ; je fouhaite que les matieres
que jy ai traitées puiffent mériter
Pattention des Géometres, & réveil-
ler leur goiit pour une partie de
I'Analyfe, qui me paroit trés-digne
d'exercer leur fagacité,

d
£ Xa
kg iRs s =
W C)

I

ADDITIONS.

as
/6 =0 %

PARAGRAPHE PREMIER.

S U R
LES FRACTIONS CONTINUES.

1. ‘?[EOMME la théorie des Frations

continues manque dans les livres
ordinaires d’Arithmétique & d’Algebre, &
que par cette raifon elle doit étre peu
connue des Géometres , nous croyons de-
voir commencer ces Additions par une ex-
pofition abrégée de cette théorie, dontnous
aurons fouvent lieu de faire I'application
dans la fuite.
On appelle en général fradion continue
toute expreflion de cette forme,




380 ADDrTiIows.

b

EeigiEa
7+A‘+, &e.

ol les quantités «, 8, 5,8, 6. & b, ¢, d,
&e. font des nombres entiers pofitifs ou né-
gatifs ; ‘mais nous ne confidérerons ici que
les fraftions continues , ou les numérateurs
byc, d, &c. font égaux a l'unité, ceft-
a-dire celles qui font de la forme

I
d+/—9+-l- 1

& I+, &

5 B> v, . étant dailleurs ‘des nombres
quelconques entiers pofitifs ou négatifs ; car
celles-ci font , & proprement parler , les
feules qui foient d'un grand ufage dans
I'Analyfe, les autres n'étant prefque que
de pure curiofité.

2. Milord Brouncker eft, je crois, le
premier qui ait imaginé les fraftions con-
tinaes ; on connoit celle qu’il a trouvée
pour exprimer le rapport du carré circonf=
crit, a laire du cercle, & qui eft

1
340
2

25
+ 2 +, 6
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Mais on ignore le chemin qui I’y a condui.
On trouve feulement dans ' 4rithmetica in-
Jinitorum quelques recherches fur ce fujer,
dans lefquelles Wallis démontre d’une ma-
niere affez indirellte, quoique fort ingé-
nieufe, Iidentité de I'expreflion de Brounc-
ker avec la fienne, qui eft, comme on
fair, 22320, il y donne auffi la méthode
de réduire en général toutes fortes de frac-
tions continues a des fraftions ordinaires.
Au refte il ne paroit pas que I'un ou I'autre
de ces deux grands Géometres ait connu
les principales propriétés & les avantages
finguliers des frations continues ; nous
verrons ci-apres que la découverte en eft
principalement due & Huyghens.

3. Les fraftions continues fe préfentent
naturellement routes les fois qu’il sagit
d’exprimer en nombres des quantités frac-
tionnaires ou irrationnelles. En effet, fup-
pofons qu’on ait a évaluer une quantité quel-
conque donnée a, qui ne foit pas expri-
mable par un nombre entier; la voie la
plus fimple eft de commencer par chercher
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le nombre entier qui fera le plus proche de
la valeur de a, & qui n'en différera que
par une fraltion moindre que L'unité. Soit
ce nombre 2, & I'on aura a—« égal & une
fration plus petite que P'unité ; de forte
que = fera au contraire un nombre plus
grand que l'unité; foit donc-=- =4, &
comme & doit étre un nombre plus grand
que Punité, on pourra chercher de méme
le nombre entier qui approchera le plus
de la valeur de 4 ; & ce nombre étant
nommé 8, on aura de nouveau 6/—8 égal
A une fraftion plus petite que l'unité, &
par conféquent L—‘:é fera égal A une quantité
plus grande que Punité, qulon pourra dé-
figner par ¢ ; ainfi, pour évaluer c, il o’y
aura qua chercher pareillement le nombre
entier le plus proche de ¢, lequel érant
défigné par 7, on anra c—» égal & une
quantité plus petite que I'unité, & par con-
féquent X fera égal a une quantité J plus
grande que l'unité, & ainfi de fuite. Par
ce moyen il eft clair quon doit épuifes
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Peu & peu la valeur de a , & cela de la
maniere la plus fimple & la plus prompte
qu'il eft poflible , puifqu’on n’emploie que
des nombres entiers dont chacun approche,
autant qu’il eft poflible , de la valeur cher-
chée.
Maintenam , puifque =4, on aura @
—a=—r, & a=e—;; de méme, & caufe
=c, on aura =8+, &, a caufe
=4, on aura pareillement c=»+7,
& ainfi de fuite ; de forte qu'en fubftituant
fucceflivement ces valeurs, on aura

1
z:a—}—;,

=A‘+/§+l

..._nt+
E+r
7+J\§

& en général
ametyy
x +J\+ &e.
1l eft bon de remarquer ici que les nom-
bres ; 8, 3, Ge qui repréfentent, comme
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nous venons de le voir, les valeurs entieres
approchées des quantités a, 4, ¢, &e. peu-
vent étre pris chacun de deux manieres
différentes , puifqu’on peut prendre égale-
ment pour la valeur entiere approchée d’une
quantité donnée , 'un ou lautre des deux
nombres entiers, entre lefquels fe trouve
cette quantité; il y a cependant une dif-
férence effentielle entre ces deux manieres
de prendre les valeurs approchées par rap-
port A la fraétion continue qui en réfulte ;
car fi on prend toujours les valeurs appro-
chées plus petites que’ les’ véritables’ les
dénominateurs £, 5, &, &c. feront tous po-
fitifs ; au lieu qu’ils feront 'tous négatifs ,
fi on prend les valeurs*approchées toutes
plus grandes que les véritables, & ils feront
en partie pofitifs & en partie négatifs, fi
les valeurs approchées font prifes tantot trop

petites & tantot trop grandes. '
En effet, fi « eft plus petitique a, g—u
fera une quantité pofitive ; donc 4 fera po-
fitive , & £ le fera auffi ;. au contraire 2
—¢ fera négative, fi « eft plus grand que a4
donc
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donc 4 fera négative, & 8 le fera aufli. De
méme fi £ eft plus perit que b, b—¢ fera
toujours une quantité pofitive ; donc ¢ le
feraaufli, & par conféquent aufli 5 ; mais fi
£ eft plus grand que b, b—F {eraune quantité
négative ; de forte que ¢, & par conféquent
aufliy, feront négatifs, & ainfi de fuite.

Au refte,, lorfqu'il s'agit de quantités né-
gatives, jentends par quantités plus petites
celles qui, prifes pofitivement , feroient
Plus grandes ; nous aurons cependant quel-
quefois dans la fuite occafion de comparer
entr’elles des quantités purement par rap-
Port a leur grandeur abfolue ; mais nous
Aurons {oin d'avertir alors qu’il faudra faire
abftrattion des fignes.

Je dois remarquer encore que fi, parmi
les quantités 4, c, d, &e. il s'en trouve une
qui foit égale & un nombre entier , alors
la fra@ion continue fera terminée , parce
QWon pourra y conferver cette quantité
méme ; par exemple, fi ¢ eft un nombre
Sntier, la fraftion continue qui donne la
Valeur de o, fera

Tome 11, Bb
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(1_a+[@+;

Eneffet, il eft clau‘ qu’il faudroit prendre
y==c, ce qui donneroit d— ’ 5 =
< par conféquent #= oo ; de {orte que 'on
auroit
stk
b2 +
les termes fuivans evanoujfTant vis-a-vis de
la quantité infinie o ; or =0 ; donc on
aura fimplement

a:a+£+}
Ce

Ce cas arrivera toutes les fois que la
quantité o fera commenfurable , c’eft-a-
dire quelle fera exprimée par une fration
rationnelle ; mais lorfque a fera une quan-
tité irrationnelle ou tranfcendante , alors
la fraltion continue ira néceflairement 2
Pinfini.

4. Suppofons que la quantité a foit une
fra&ion otdinaires, 4 & B érant des nom*
bres entiers donnés ; il eft d’abord évident
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Que le nombre entier « qui approchéra le -
plus de ¥, fera le quotient de la divifion
de 4 par B; ainfi {fuppofant la divifion
faite 4 la maniere ordinaire , & nommart
@ Ie quonent & C le refte, on aurad—a
5 donc 6=%; pour avoir de méme
ld Vmeur entiere approchée £ de la frac-
ton», il n’y aura qua divifer B par €,
& prendre pour £ le quotient de cette di-
vifion ; alors nommant D le refte, on aura
1:-~,2:-?, & par conféquent c::f); on
Continuera donc & divifer C par D, & le
Quotient fera la valeur du nombre », &
ainfi de fuite; d'ol réfulte cette regle fort
fimple pour réduire les fraf tions ordmaxres
en fraftions continues,

Divifez d’abord le numérateur de la frac-
ton propofée par fon dérominateur, & nom-
mey le quotient « ; divife g enfuite le déno=
'nmazcw/)az lerefle & nommey le quotient f;
deje{ apreés cela le premier refle par e fe-
cond refle, (‘; Joit le guotient ¥ ; continuey
anfien divifant toujours Lavant- u’emuneﬁe

Bb i
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parleidernier , jufqu’d ce qu'on parvienne
& une divifion qui fe faffe fans refle, ce r]zzi
doit néceffairement arriver, puifque les reftes
font tous des nombres entiers qui vont en
dimenuant ; vous aurez la fradtion continue
I
Ly L
4 +3\»|—, &e.
qui fera égale & la fraclion donnée.

5. Soit propofé de réduire en fraftion
continue la fra&ion'g;; on divifera donc
1103 par 887, on aura le quotient 1 &
le refte 216 ; on divifera 887 par 216, on
aura le quotient 4 & le refte 23; on di-
vifera 216 par 23, ce qui donnera le quo-
tient 9 & le refte 9 ; on divifera encore 23
par 9, on aura le quotient 2 & le refte 5 ; on
divifera g par 5, on aura le quotient 1 & le
refte 4; on divifera 5 par 4, onaura le quo-
tient 1 & le refte 1; enfin, divifant 4 par 1,
on aura le quotient 4 & le refte nul , de forte
que Popération fera terminée. Raflemblant
donc par ordre tousles quotiens trouvés, on
aura cette férie 1, 4, 9, 2,151, 4, dot
l'on formera la fraCtion continue
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6. Comme dans la maniere ordinaire de

. faire les divifions, on prend toujours pour

quotient le nombre entier qui eft égal ou
moindre que la fraftion propofée, il Senfuit
que par la méthode précédente on n’aura
que des fra&tions continues, dont tous les
dénominateurs feront des nombres pofitifs.
Or on peut aufli prendre pour quotient
le nombre entier, qui eft immédiatement
plus grand que la valeur de la fralion,
lorfque cette fraftion n’eft pas rédudible
A un nombre entier, & pour celail n’y a
qua augmenter d’'une unité la valeur du
Quotient trouvé A la maniere ordinaire ;
alors le refte fera négatif, & le quotient
fuivant fera néceffairement négatif. Ainfi
on pourra & volonté rendre les termes de
la fra@ion continue pofitifs ou négatifs.
Dans I'exemple précédent , au lien de
Prendre 1 pour le quotient de 1103 divifé
Bb i
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par 887, je puis prendre 25 mais jaurai le
refte négatif — 671, par lequel il faudra
maintenant divifer 887 ; on divifera donc
887 par —671, & I'on aura ou le quo-
tient —1.& le refte 216, ou le quotient
—2 & le refte — 455. Prenonsle quotiént
plus grand —1, & alors il faudra divifer
le refte —671 par le refte 216 » d’oti Pon
aura ou le quotient — 3 & le refte =
ou le quotient — 4 & le refte 193. Je con-
tinue la divifion en adoptant le quotient plus
o4 —3; Jaurai & divifer le refte 216
par le refte —23, ce qui-me donnera ou
le quotient —g & le refte 9, ou le quo-
tient —10 & le refte —14, & ainfi de
{uite.

De cette maniere on aura

1103
38
; L ke

oit onvoit que tous les dénominateurs font
gnégatifs.

7. On peut au refte rendre pofitif chaque
dénominateur négatif; -en changeant le
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figne du numérateur ; mais il faut alors
changer auffi le figne du numérateur fui-
Vvant; car il eft clair quon a

Enfuite on pourra, fi l'on veut, faire
difparoitre tous les fignes — de la fra&ion
continue , & la réduire & une autre , ou
tous les termes foient pofitifs ; car on a en
général
:-{—, Ge.

comme on peut s’en convaincre aifément

I X
sacils =g Gk
b T, Gt +1

en réduifant ces deux quantités en fraGions
ordinaires.

On pourroit aufli par un moyen fem-
blable introduire des termes négatifs 4 la
place des pofitifs, car on a

1
/'-+y~‘,

D'ou P'on voit que par ces fortes de tranf-

formations on peut quelquefois fimplifier

une fraétion continue , & la réduire & un

moindre nombre de termes ; ce qui aura
Bb iv
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ieu toutes les fois qu'il y aura des déno-
minateurs égaux i I'unité pofitive ou né-
gative,

En général il eft clair que pour avoir la
fra&ion continue la plus convergente qu’il
eft poflible vers la valeur de la quantité
donnée, il faut toujours prendre pour «,
By v, &c. les nombres entiers qui appro-
chent le plus des quantités a, b, ¢, &c. foit

‘ils {oient plus petits ou plus grands que
ces quantités ; or il eft facile de voir que
fi, par exemple, on ne prend pas pour «
le nombre entier qui approche le plus , foit
en excés ou en défaut, de a, le nombre
fuivant 6 fera néceflairement égal a I'unité ;
en effet la différence entre ¢ & « fera alors
plus grande que’, par conféquent on aura
b=_ plus petit que 2 ; donc £ ne pourra
éire quégal & Lunité.

Ainfi toutes les fois que dans une frac-
tion continue on trouvera des dénomina-

teurs égaux A Punitd, ce fera une marque
que Pon n’a pas pris les dénominateurs pré-
cédens aufli approchans quil eft pofiible
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& que par conféquent la fraction peut fe
fimplifier en augmentant ou en diminuant
ces dénominateurs d’une unité, ce qu'on
Pourra exécuter par les formules précé-
dentes, fans étre obligé de refaire en entier
le calcul.

8. La méthode de I'art, 4 peut fervir aufli
 réduire en fraGtion continue toute quan-
tité irrationnelle ou tranfcendante,, pourvu
quielle {oit auparavant exprinfée en déci-
males ; mais comme la valeur en décimales
ne peut étre quapprochée , & qu'en aug-
mentant d’'une unité le dernier caratere
on a deux limites , entre lefquelles doit fe
trouver la vraie valeur de la quantité pro-
Pofée’, il faudra, pour ne pas fortir de ces
limires , faire & la fois le méme calcul fur
les deux fra@ions dont il sagit, & n’ad-
mettre enfuite dans la fraétion continue que
les quotiens qui réfulteront également des
deux opérations.

Soit, parexemple, propofé d’exprimer
Par une fration continue le rapport de la
circonférence du cercle au diametre.
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Ce rapport exprimé en décimales eft
par le calcul de Viete, 3,141 ;9265;5..,.;
de forte qulon aura la fraétion 2
réduire en fraftion continue par la muhO(‘c
ci-deflus ; or fi on ne prend que la frac-

tion 2292 on trouve les quotiens 3,7, 15,

b é' .. & f{i on prenoit la fraftion plus
grande X ibe  omtrouveroit les quotiens 35
7, 16, &e. de forte que le troifieme quo-
tient demeureroit incertain 5.d’ou I'on voit
que , pour , pouvoir poufler feulement la
fraCtion continue au-deld de trois termes,
il fandra néceffairement adopter une va-
leur de la périférie qui ait plus de fix ca-
rateres.

Or fi on prend la valeur donnée par
Ludolph en trente-cing caraéteres, & qui
eft 3, 14159, 26535, 89793, 23846,
26433, 83279, 50288 ; & qu'on opere
en méme temps fur cette fraftion & fur la
méme, en y augmentant le dernier carac-
tere 8 d'une unité, on trouvera cette fuite
de quotiens, 3,75 155 1,292, 1, Iy

15250535 5145250, 0,252,252
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384552 1, 1, 155,35 1351, 4, 2,
6, 6, 1; de forte que l'on aura
Priph,
3+

diamésr,

Comme 11 y a ici des dénominateurs
égaux a lunité, on pourra fimplifier la
fration, en y introduifant des termes né-
gatifs , par les formules de I'art. 7, & l'on
trouvera

Périph.
diaméers ~ = +} +— 6 1

— 1

T Syt
ou hien

Périph,
diaméyr, =3 + 7 -]-

9. Nous avons montré ailleurs comment
on peut appliquer la théorie des fraftions
Continues & la réfolution numérique des
€quations, pour laquelle on n’avoit encore
Gue ‘des méthodes imparfaites & infuffi-
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fantes. (¥ oyez les Mémoires de P Académie
de Berlin: pour les années 1767 & 1768.)
Toute la difficulté confifte & pouvoir trot-
ver dans une équation quelconque la valeur
entiere la plus approchée , foit en excés
ou en défaut de la racine cherchée , & c’et
fur quoinous avons donné les premiers des
regles fures & générales , par lefquelles on
peut non- feulement reconnoitre combien
de racines réelles pofitives ou négatives,
égales ou inégales , contient la propofée,
mais encore trouver facilement leslimites
de chacune de ces racines, & méme les
limites des quantités réelles qui compofent
les racines imaginaires. Suppofant donc que
» foit I'inconnue de I'équarion propofée ,
on cherchera d’abord le nombre entier qui
approchera le plus de la racine cherchée,
8 nommant ce nombre «, il n’y aura qu2
faire,, comme on I'a vu dans l'art. 3, ==
55 (je nomme ici 4,5, 7, Ge. ce que
jai dénoté dans l'art. cité par a, &, ¢, &c)
& fubftituant cette valeur A la place de =,
on aura, aprés avoir fait évanouir les frac-
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tions , - une équation du méme degré en y,
qui.devra avoir au moins une racine pofi-
tive ou négative plus grande que I'unité,
On cherchera donc de nouveau la valeur
entiere approchée de cette racine , & nom-
Mant cette valeur #, on fera enfuite y=—p
+(’~, ce qui donnera de méme une équa-
tion eny, quiaura aufli néceffairement une
racine plus grande que Punité , & dont on
cherchera pareillement la valeur entiere
approchée », & ainfi de fuite. De cette
maniere la racine cherchée fe trouvera ex-
primée par la fraftion continue

1
2 1
£ +ﬂ Che do
a4, e
qui fera terminée fi la racine eft commen-

furable , mais qui ira néceffairement 4 l'in-
fini, fi elle eft incommenfurable.

On trouvera dans les Mémoires cités tous
les principes & les détails néceflaires pour
{e mettre au fait de cette méthode & de
fesufages, & méme différens moyens pour
abréger fouvent les opérations qu'elle de-
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mande ; nous croyons n’y avoir prefque
rien laiffé & défirer fur ce fujet fiimportant.

Au refte, pour ce quiregarde les racines
des équations du fecond degré , nous don-
nerons plus bas, (art. 33 & fuiv. ) une mé-
thode particuliere & tres-fimple pour les
convertir en frations continues.

10. Aprés avoir expliqué la génération
des fraétions continues , nous allons en mon-
trer les ufages & les principales propriétés.

1l eft d’abord évident que plus on prend
de termes dans une fraétion continue, plus
on doit approcher de la vyraie valeur de
la quantité qu'on a exprimée par cette frac-
tion; de forte que fi on sarréte fucceffi-
vement & chaque terme de la fraftion, on
aura une fuite de quantités qui feront né-
ceflairement convergentes vers la quantité
propofée.

Ainifi ayant réduit la valeur de ¢ 4 Ia
fraétion continue

T
S Iy
7'+J‘+, &e.

ADD1rri1ows.
On aura les quantités
I

B+l

¥s Go

, m+/§,d+

ou bien, en réduifant,

- Ge,
qui approcheront de plus en plus de la
Valeur de a.

Pour pouvoir mieux juger de la loi &
de la convergence de ces quantités , nous
femarquerons que par les formules de I'ar-
ticle 3 on a

a=at;, b=—pt 1, c=y-}1, G
dou Pon voit d’abord que = eft la premiere
Valeur approchée de o ; qu'enfuite fi on
g{rend, la valfaur gxa&e de a, qui eft 222

quon y fubftitue pour 4 fa valeur ap-
Prochée 8, on aura cette valeur plus ap-
Prochée i“r‘, quon aura de méme une
toifieme valeur plus approchée de «, en
Mettant d’abord pour 4 fa valeur exafle
e qui donne a= (‘A <, & prenant
enfisite pour ¢ la valeur approchée y; par
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ce moyen la nouvelle valeur -approchée
de a fera
F)y+a
L) e

continuant le méme raifonnement , on
pourra approcher davantage , en mertant ,
dans Pexpreflion de a trouvée ci-deflus,

yd+1 o
yiCe Gk

a la place de ¢ fa valeur exaéte 2%

donnera

a—((xB+1)yra)drupin
G (By+1)d+p

& prenant enfuite pour 4 fa valeur appro-
chée ¢; de forte qulon aura pour la qua-
trieme approximation la quantité
((2B+1)y+a)d+apr
(By+1)d+8
& ainfi de fuite.

De-la il eft facile de voir que fi par le
moyen des nombres «, 8, 3, &, &c.onforme
les expreflions fuivantes,

A=a Aje=T1
= 43A+l Bi=s
C:75+A C‘:yﬁ'—]—vA‘
=IC+B  D'=iC 4B
E:éD+C E':aD‘—i—C'

&e. &e.

4D D'1rr°1'0 WS 101
On aufa’ cette fuite de fraltions 'cotver=
gentes vers'la ‘quantité a,

AR OSSP RS

A ];(, c» D.’ /‘,() 1,,‘:7

Si la quantié a eft rationnelle, & rea
o ) 14

prefentée par une frattion quelconque 7

il eft évident que cette fraGion féra tous

&e.

Jours la derniere dans la férie précédente ;
puifque ‘dans ce cas'la fra@ion continue
{era terminée , & que la derniere fraftion
de la férie ci-deffus doit toujours équiva-
loir 3"t6ute la frattion continue.

Mais fi la quantité a eft irrationnelle ou
tranfcendante , alors la fralion continue
allant néceflairement A Tinfini, on pourra
aufli pouffer & l'infini la férie des fra@ions
Convergentes.

11. Examinons maintenant la nature de
Ces fraftions; & d’abord il eft vifible que
les nombres 4, B, C, &c. doivent aller
€n angmentant , auffi bien que les nombres
4 B, €, & car 1° fi les nombres
“ 85 ys Ge font tous pofitifs , les nombres

T07ﬂ€ 11- C C
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A, B,C,Ec. Ay B, C, &e. feront aufli
tous pofitifs, & l'on aura évidemment 5
>, Co B =C vt 8 Bl = ot
Sl G B D GGt

2°. Si les nombres «, 8, 3, &c. {ont tous
ou en partie négatifs, alors parmi les nom-
Brgs 20BN 6 NGB I B2 Oy
en aura de pofitifs & de négatifs ; mais
dans ce cas on confidérera que 'on a en
général par les formules précédentes

"—’3+u 5—7‘*‘1{’ T ';+c’ &e.

d’olt Pon voit d’abord que fi les nombres
> 85 3, &c font différens de I'unité, quels
que foient d’ailleurs leurs fignes , on aurd
néceflairement , en faifant abftraétion des

e 4
fignes , l;i plus grand que l'unité ; donc 3

moindre que lunité, par Con{équent;
plus grand que l'unité, & ainfi de fuite;
done B plus grand que 4, € plus graﬂd
que B, &e. :

Iln’y aura d’exception que lorfque parm!
les nombres «> B> > €c. il sen trouverd
d’éganx a Lunité; fuppofons, par exempley

A D DT 10 NS, 403
que le nombre o foit le premier qui foit
¢gal a +1; on aura d’abord B plus grand
que 4, mais C fera moindre que B, sl
arrive que la fra@ionfoit de figne diffé-
rent de 5 ce qui eft clair par I’équation
$=7-3; parce que dans ce cas y--4
fera un nombre moindre que l'unité ; or
je dis qu'alors on aura néceflairement D
plus grand que B; car puifque y=-r,
onaura, (art. 10) , c=+i-+43 , & ¢—1
=-1; or comme ¢ & d font des quan-
tités plus grandes que l'unité, (art. 3), il et
clair que cette équation ne pourra {ubfifter,
a moins que ¢ & d ne foient de méme
figne; donc , puifque » & ¢ font les valeurs
entieres approchées de ¢ & d, ces nom-
bres o & ¢ devront étre aufli de méme
figne ; mais la fraftion§=2--% doit étre
de méme figne que >, & caufe que » eft
un nombre entier , &% une frattion moin-
dre que Punité; donc § & & feront des
q\lamues de méme fgne par confcqhent

% fera une quantité pofitive. Or ona Z
~Ccj
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2 5 0
=J-}-2; donc muliipliant par, on auta

B
P=sfL1; donc % érant une quantité po-
fitive, il eft clair que? fera plus grande
que P'unité ; donc D plus grand que B.

De-la on voit que sl arrive que dans
laférie 4, B, €, &c. il {e trouve un terme
qui {oit moindre que le précédent, le terme
fuivant fera néceflairement plus grand ; de
fotte qu'en mettant A part ces termes plus
petits , la férie ne laiffera pas d’aller en
augmentant,

Au refte on poutra toujours éviter , fi
Pon veut, cetinconyénient, foit en prenant
les nombres «5 8, 35 &c. tous pofitifs., foit
en les prenant tous différens de lunité, ce
qui_eft toujours poflible.

On fera les mémes raifonnemens par
rapport a la férie 4', B, €, &c. dans
laquelle on a pareillement
é),?:’zy %{:7’""2‘4“. ) %:}_i_{g'[: e
A C

/

d’ou Pon déduira des conclufions fembla-

bles aux précédentes,
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12:Maintenant , i on multiplie en crojx
les termes des fra@ions voifines datis la
e B s
e i G2 Yeoon trouvera B A
—AB , CB'—BC'=—4 )"*4’)’/1',
't e i L 1 248 L
DC—CD'—RC—CF » €. d'oli je con-
clus quion aura en général
BA—AB—;
CB— R
DC—CD'—
st el

e

Cette propriété eft trés~remarquabfn &

; { ble,
donne lieu & plufieurs conféquences im«
Portantes.

s . 2
D’abord on voit que les fra@ions fg—,‘
T

~ C > A .
B G &e. doivent &ire déjd. réduites &

leurs moindres termes; car fi, par exems
Ple,.C & € avoient un'commun divifeur
dutre que l'unité , le nombre ehtier € B¢
;EC‘ feroit aufi divifible par ce méme
Wvifeur, -ce quine fei peut ;i3 caufe de
Cx —BC=—1,

Cec ij
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Yt o Shay
Enfuite fi on met les équations prece-
dentes fous cette forme

il eft aifé de voir que les différences entre

4 B
AL B

Ies fraétions voifines de la férie -

g &c. vont continuellement en diminuant ,
de forte que cette férie eft néceffairement
convergente.

Or je dis que la différence entre deux
fraftions confécutives eft auffi petite quil
eft poflible; en forte qu'entre ces mémes
frattions il ne fauroir tomber aucune autré
fraltion quelconque, & moins quelle n’ait
un dénominateur plus grand que ceux de
ces fractions-la,
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Car prenons , par exemple, les deux

fra&ionsg & g , dont la différence eft
P 1)' & fuppofons, sil eft poffible , qu'il
exifte une autre fraftion”, dont la valeur
tombe entre celles de ces deux frations,
& dans laquelle le dénominateur » foit
moindre que €' ou que D' ; donc puifque =

doit fe trouver entre b - & oI

it C Y
que la différence entre — g g qui eft
mC'—nC nC—ﬂzC

nC et nC'

il faudra

, foit plus petite

1 . Dy €
que & 5n0 différence entre o & ol
il eft clair que celle=13 ne fauroit étre

5 mais

moindre que C" donc, fi n< D!, elle

fera néceflairement plus grande que —— z D ;

D
de méme la différence entre — & o ne

Pouvant étre plus petite que —-- D‘ > fera

. Cc iv
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néceflairfement plus grande ‘quers—= , fi

P P {5 e 1 C 1/ )
7 < €, au lieu qulelle devroit en étre plus
perite.

13. Voyons préfentement de combien
B
) &e. ap-
prochera de la valeur de.la quantité a. Pour
cela on remarquera que les formules trou-
vées dans I'art. 10 donnent

e
S ol b

chaque fration de la férie iq

+3 Az’—}-b’
T OB
De—-]-—C
D evi—[.'
& ainfi de fuite.

Dore fi ‘on veut {avoir de combienla

. 4
fraltion oo bar exemple, approche de la

quantité , on cherchera la différence entre

b & af en prenant pour @ la quantité
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@3 4044 B
g OR AU ey FAY.L

I

G CHC A By G e B
caufe de BC'—CB'=1, (art. 12); or
comme on fuppofe que ¢ foit la valeur ap-
prochée de d, en forte que la différence
entre d & 4 {oit moindre que I'unité, (art.
3), il eft clair que la valeur de & fera ren-
fermée entre les deux nombres & & 41,
(le figne fupérieur étant pour le cas ot la
valeur approchée & eft moindre que la vé-
ritable <, & le figne inférieur pour le cas
ol & eft plus grand que d) , & que par con-
féquent la valeur de C'd—-5*, fera aufli
renfermée entre ces deux-ci, C'd--5" &
C'(0+1)+B", ceft-a-dire entre D' &

i €
D: + ¢ donc la différence a—z fera

e'lfermee entre ces deux limites ;x"ud

1
eDECy’
qnamnc de lapproximation de la fraflion

; dott l'on pourta juger de la

(,‘
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14. En général on aura
A 1
=zt
e ) 1
=B = BB
i 1
o sty ey, )
siel) 1
e D (DTe-Ch
& ainfi de fuite.
Or fi on fuppofe que les valeurs appro-
chées «, £, 5, &c. foient toujours prifes
moindres que les véritables, ces nombres
feront tous pofitifs , auffi bien que les quan-
tités b, ¢, d, &c. (art.3); donc les nom-
bres 4', B', C', &c. feront aufli tous po-
fitifs ; d'our il Senfuit que les différences
entre la quantité o & les fraé‘tionsg 5 jé’
(6 7 ;
o &c. feront alternativement pofitives 8
négatives ; c'eft-a-dire que ces' fra&ions
feront alternativement plus petites & plus
grandes que la quantité a.

ADDITIONS 411

De plus, comme 6>8, ¢c>v, d> 75
&c. (hyp.) onaura 6>B", Bict-A>B'y
+4>C, Cd-B'> C'*-+-B'> D",
&c. & comme b< Bt1, c<y1,d LS
~}-1, on aura b<B+1, B‘C—}—A‘(B“
G40)t4< B, C'd+B <t
@10 B <D+ C, Ee de forte que
les erreurs qu'on commettroit en prenant
les fraftions %, g-‘, %, &c. pour la va-
leur de a, feroient refpe@ivement moin<

1 1

dres que Z‘IF’ FC CD &c. mais

I

1 >
plus grandes queA‘(_B‘-fA')’ B(CHBY

&c. d’oli Pon voit combien

1
ces erreurs {ont petites, & combien elles

vont en diminuant d’une fra@ion a Pautre,
Mais il y a plus: puifque les frations
i B -€
4’ Bc?
petites & plus grandes que la- quantité.a;

&e. font alternativement plus

il eft clair que la valeur de cette quantité
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fe trouvera toujours entre’ deux frations
confécutives quelconques ; or nopus avons
vuaci-deflus, (art:12), quileft impoffible
quentre deux telles fra&ions puifle  fe
trouver une autre fra@®ion quelconque qui
ait un ‘dénominateur moindre que I'un de
ceux de ces deux fraions 5 d'olt Pon peut
conclure que chacune des fra@ions dont il
s'agit, exprime la quantité a plus exales
ment que ne pourroit faire toute autre frac-
tion -quelconque ;. dont le ‘dénominarent
feroit plus petit que ‘celui de la frafion
Stion 7
par exemple, exprimera la valeur de «
plus exaltement que route autre fra@ion 2,
dans laquelle 7 feroit moindre que D.

fuivante ; c’eft-4-dire que la fra

15. Si les valeurs approchées «, g, 4,
&e. font toutes ou en partie plus grandes
que-les véritables , alors parmi ces nom-
bresil y en aura néceflairement de négatifs,
(art. 3), ce qui rendra aufli négatifs quel-
ques-uns des termes des féries Ay B76
Eeody By €ty Ge, par conféquent les

A D p1TI0 WS, 413
silwsicnidieindl 5 +C.

différences entre les fra@ions S
Ec. & Ia quantité a, ne feront plus alter-
Nativement pofitives & négatives, comme
dans le cas de larticle précédent 5 de forte
ue ces frattions n'auront plus I'avantage
de donner toujouss des limites en plus &
en moins de la quantité ¢, avantage qui
me paroit d’une trés-grande importance.,
& qui doit par conféquent faire préférer
toujours dans la pratique les fraftions con-
tinues ot les dénominateurs feront tous po-
fitifs. Ainfi nous ne confidérerons plus dans
la fuite que des frations de cette efpece.

, s
16. Confidérons donc la férie T T

¢ - D
67 D7
alternativement plus petites & plus grandes
Que la quantité a, & il eft clair quon

5 &e. dans laguelle les frations font

Pourra partager cette {érie en ces deux-cis
RS
i o
Bl
B DF O
-
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donc la premiere fera compofée de frac
tions toutes plus petites que @ , & qui iront
en augmentant vers la quantité 2 ; don¢
la feconde fera compofée de fraGtionstoutes
plus grandes que a, mais qui iront en di-
minuant vers cette méme quantité, Exa-
minons maintenant chacune de ces deu¥
{éries en particulier: dans la premiere o
aura, (art. 10 & 12),

(b Lo

G A TAE

E-22¢ .

ESmie e R
& dans la feconde on aura

BB

B D

D F

DS DR

Or fi les nombres 7, &, ¢, Ee. éroient

tous égaux a lunité , on pourroit prouvers
comme dans Iart. 12, qu'entre deux frac
tions confécutives quelconques de I'une oy

Ge.

de I'autre des féries précédentes,, il ne pour~
roit jamais4® trouver aucune autre fraétion

(4
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dont le dénominateur feroit moindre que
ceux de ces deux fraGtions; mais il n'en
fera pas de méme lorfque les nombres
¥s &5 ¢, G feront différens de Punité ; car
dans ce cas on pourra inférer entre les frac-
tions dont il s'agit autant de fra&ions in-
termédiaires quiil y aura d’unités dans les
Nombres y —1, &—1, ¢ —1, Ge. & pour
cela il n'y aura qua mettre fucceflivement
dans les valeurs de € & C*, (art. 10), les
Nombres 1, 2, 3, &c. » 4 la place de » ;
& de méme dans les valeurs de D & D,
les nombres 1, 2, 3, &c. 4 la place dc
¥, & ainfi de fuite.

17. Suppofons , pat exemple , que  foit
=4, onaura C=4B+ 4 & C'=4 5"
4, & on pourra inférer entre les frac-

A (4
tions = & T trois frations intermédiai-

i

B+4 2Bl 4
» qui feront BLA358 T4
3]’«}—/1

ISR

Or il eft clair que les dénominateurs de
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ces frafions forment une fuite croiffante
arithmétiquement depuis 4* jufqu’a €' ; &
nous allons voir que les fractions elles- mé-
mes croiflent auffi- continuellement. depuis

4. y C . A e O R
= julqua =, en forte qu’il fereit main

tenant impoffible d’inférer dans la férie

4 Bod aed sBed B

T Br A iB A 3B4A? JBrA

g, aucune fra&ion dont la valeur tombat

entre celles de deux fraétions confécuxivss3

& dont le dénominatenr fe trouvét aufit

entre ceux des mémes fraétions. Car fi on

prend les différences’ entre les fractions

précédentes, on aura , a caufe de B4

i A B

By f |

ByA T AT A(B+4)

pA A ol PR e e S

2BAAd T By A (BHA) B

sBEA sl L g by s
A 2B AT (2B HA)(3BH4!)

C BT 1

C T 3BRA T GE+AC?

doh Pon voit d’abord que les fractions

d D D 1370 NS 417
4 B4a
2 gz ©¢ vont en augmentant ,
puifque leurs différences font toutes pofi-
tives; enfuite, comnie ces différences font
€gales & Punité divifée par le produir des
deux dénominateurs ; on pourra prouver
par un raifonnement analogue a celui que
nous avons fait dans lart. 12, quil eft im-
pofiible qu'entre deux fra@ions confécu-
tives de la {érie précédente, il puifle tomber
une fraélion quelconque?, fi le dénomi-
nateur 7z tombe entre les dénominateurs de
ces fraftions, ou en général sil eft plus
petit que le plus grand des deux dénomi-
nateurs.
De plus, comme les fraftions dont nous
parlons font toutes plus grandes que la

: S B
Vraie valeur de a, & que la fra&ion =
€n eft plus petite, il eft évident que cha-
cune de ces fraltions approchera de la
Quantité ¢, en forte que la différence en

fera plus petite que celle de la méme frac-
tion & de la fraftion 55 QF on trouve
Tome 11, Dd
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Aoeh 1

4 BT TR
B+4 B 1
;) B4 T BT (BFa B
2 [f—{-—A B 1
BH AT BT GELAE
3 b’-—l—/l B I
3BfAd T BT GELA4YE
Gl 2y
T ET TR
Donc, puifque ces différences font aufli
égales a lunité, divifée par le produit des
dcnommateurs, on y pourra appliquer le
méme raifonnement de ’arricle 12 , pour
prouver quaucune fration Z ne fauroit
tomber entre une quelconque des fraftions

/1 B4
,;idl z“’ﬁ &c. & la frac-

S e :
tion 7, {i le dénominateur 7 eft plus petit

que celui de la méme fraftion ; dou il fuit
(Iuc chacune de ces fraétions approche plus
dela qu‘mv € a que ne pourroit faire toute

e fraltion plus petite que a, & qui auroit
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un dénominateur plus petit, cCeft-4-dire’)
qui feroit congue en termes plus fimples.

18. Nous n’avons confidéré dans Particle
précédent que les fraltions insermédiaires

A G A
entre — & = il en fera de méme des

T
v

S ; e G
fraftions intermédiaires entre — &

e T
G
@7 , Ge. fi e 0 &eo font des

entre —E~

7
nombres. plus grands que Lunicé,

On peut a mfﬁ appliquer a lautre {érie

D
B —, &c. tout ce que nous venons
(S

o
di

re relativement A la premiere {érie
(&
o

7> =, &c. de forte que fi les nombres

> &> &e. font plus grands que l’uniré, on
D

D:
entre i & —5 &e. différentes fraftions

b 1'1 b
intermédiaires toutes plus grandes que a,

pourra inférer entre les fraftions —- 7 &

Mais qui iront continuellement en’ dimi-
Nuant, & qui feront telles qulelles expri-
Dd i
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meront la quantité a plus exaétement que
ne pourroit faire aucune autre fraétion plus
grande que a, & qui feroit congue en ter-
mes plus fimples.

De plus, fi # eft aufli un nombre plus
grand que l'unité, on pourra pareillement

placer avant la fraltion £ les frafions

ﬁ__[, L‘q_ﬂ, 3_'1_—'}—_, &e. jufqua
1 3

2

B 1
, favoir 7 & ces fraftions auront
les mémes propriétés que les autres frations
intermédiaires.
De cette maniere on aura donc ces deux
{uites complettes de frattions convergentes

vers la quantité a.
Fradlions croiffantes & plus petires que a.

A B+A 2B4+4 3B +/1

A? B4’ 2B 447 3/3'~’r-/1
vBtd €. D+C 2D+C 31)1—_6_'«

VB +d" € DRC’ 2D+ 0 3D+C

Sce

D€ E FLE

'6‘1);_1:6;7 1:-7 [,*‘_J[_E- ?

&c. Ec. G,
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Fradions décroiffantes & plus grandes que a,

A4 A 34-
ST

I 2
BAdLv B C—l—})’ 2C-R
EAR L= gy amny
SC4+B D E4D
oy D E+D 5 & Gl &,
Si la quantité a eft irrationnelle ou tranf:
cendante, les denx féries précédentes iront

a Pinfini, puifque la férie des fra&ions% i
B

BT &e. que nous nommerons dans la
fuite fraltions principales, pour les diftin
guer des fra&tions intermédiaires , va d’elle-
méme a Pinfini (art. 10).

Mais fi la quantité o eft rationnelle &

¢gale & une fraétion quelconque ; . nous

avons vu dans article cité, que la férie

dont il s'agit fera terminée , & que la der-

hiere fra&ion de cette férie fera la fraftion

méme 77 , donc cette fration terminera
Dd ij




422 ApD1TIONS
aufli néceflairement une des deux féries
ci-deflus , mais l'autre {érie pourra toujours
aller & linfini,

En effet, fuppofons que ¢ foit le dernier

dérdominateur de Ja fration continue , alors

_gl fera-la derniere des frations princi-

pales,, & la férie des frations plus grandes

que a fera terminée par cefte méme frac-

2D ’ s :
tiofi 755 or Pautre férie des frattions plus

perms que a , fe trouvera naturellement

D
. 1): 3
mais pour la continuer , il n’y a qu'a con-
fidérer que le dénominateur ¢, ‘qui devroit

{uivre le dernier dénominateur N'cn =200,

arrétée & la frattion f~, qui précede -

(art, 3) ; de forte que la frafhon s qui

fuivroit ]'l; dans la fuite des fraftions prins
éipales, fcr01t 57 ig

foi-des fractions mzermea'mzre.r, il eft clair

— ; or par la
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qui - caufe de e==oo, on pourra inférer
vy 1 O i i
entre les frattions Yo & 7 une infinité de
fralions intermédiaires , qui feront
1

e Gy dhe O
Dx__l_("n b ZD|+C‘7

Ainfi dans ce cas on pourra, apres la

fration 6 dans la premiere fuite de frac-
tions, placer encore les frations interm
diaires dont nous parlons, & les contiuuer
a l'infini.

PR 0B LEME.

19. Une fradion exprimée par un grand
nombre de chiffres érant domnée , trouver
toutes les' fradions en moindres termes qui
approchént fi prés de la vénté, quil foir
impoffible d’en approcher davantage fans en
employer de plus grandes.

Ce probleme fe réfoudra facilement par
lathéorie que nous venons d’expliquer.

On commencera par réduire la frattion
propofée ‘en fraftion continue par la mé-
thode de l’art, 4, en ayant foin de prendre

Dd iv
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toutes les valeurs-approchées plus petites
que les véritables, pour que les nombres
8, 7, ¢, Gc. foient tous pofiiifs ; enfuite,
a laide des nombres trouvés «, 85 v, &e.
on formera , d’aprés les formules de Iart.
o= B
AI ? /)’v b CI bl

derniere fera néceflairement la méme que

10, les fraflions &c. dont la

la fra&tion propofée , parce que dans ce cas
la fraltion continue eft terminée. Ces frac~
tions feront alternativement plus petites 8
plus ‘grandes que la fraftion donnée, &
feront fucceflivement congues en termes
plus grands; & de plus elles feront telles
que chacune de ces fraftions approchera
plus de la fration donnée , que ne pourroit
faire toute.autre fraftion quelconque qui
{eroit congue en termes moins fimples. Ainfi
on aura par ce moyen toutes les fraftions
concues en moindres termes que la pro-
pofée, qui pourront fatisfaire au probleme.

Que i on veut: confidérer-en particulier
les fractions plus petites & les fradtions plus
grandes que la propofée, on inférera entre
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les frations précédentes autant de frattions
intermédiaires que l'on pourra , & on en
formera deux, fuites de fra&ions conver-

gentes, les unes toutes plus petites & les
autres toutes plus grandes que la fraftion
donnée, (art. 16, 17 & 18); chacune de
ces fuites aura en particulier les mémes
propriétés que la fuite des frations princi-

c A
pnles% 5 g‘, o, &e, car les fra&tions dans

chaque fuite feront fucceflivement congues
en plus grands termes, & chacune d’elles
approchera plus de la fration propofée,
que ne pourroit faire aucune autre fraétion
qui {eroit pareillement plus petite ou plus
grande que la propofée , mais qui feroit
concue en termes plus fimples.

Au refte il peut arriver quune des frac-
tions intermédiaires d’une férie n"approche
pas fi prés de la fraftion donnée, qu'une
des frafions de l'autre férie, quoique con-
cue en termes moins fimples que celle-ci;
Ceft pourquoi il ne convient d’employer
les fraltions intermédiaires , que lotfquon
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veut que les fra&ions cherchées foient
toutes plus petites ou toutes plus grandes
que la fraltion donnée.

EfC e L E L

20. Suivant M. de la Caille ,
laire eft de 365’ 5" 48/ 49", & par confé-
quent plus longue de 5* 48/ 49" que Iannée
commune de 365'; {i cetre différence éroit
exaltement de 6 heures , elle donneroit un
jour au bout de quatre années communes ;
mais {i on veut favoir au jufte au bout de
combien d’années communes cette diffé-

'année fo-

rence peut produire un certain nombre de
jours , il faut chercher le rapport qu'il ya
entre 24" & 5" 48" 49", & on trouve ce

6,
raj )port — a0,

ey de forte qu'on' peut dire

qu'au bout de 86400 années communes,
il faudroit intercaler 20929 jours pour les
réduire & des années tropiques.

Or comme le rapport de 864004 20929
eft exprimé en termes fort grands , on pro=
pofe de trouver en de termes plus petits
des rapports aufli approchés de celui-ci
quil eft poffible.

AdDD1TIONS: 4277

86400
On réduira donc la fraftion 7552 en frac-

tion. continue par laregle donnée dans lart.
4, qui eft la méme-que celle qui fert a
teouver le plus grand commun divifeur de
deux nombres donnés: on aura

20929’8(100
183716 ‘«o() 9,__[4
2684 r808
11A;:}2684k1=7‘
2 1
(1|3=¢
% [\62()’
sTafgasj=r
512
7»171!6:3
4961
16'31
I;(,‘ S

lgix()l

1 § 1 S:I

iy
0.

Connoiffant ainfistous les quotiens «, 8,

»,-&c. on en formera aifément la férie
4

4 g, &e. de la maniere fuivante:

7P, R0 PR DRSS (P - es O GTTARE
4 a9 33 18 16t 2704 2865 5569 86400
X3 T0F s T2 390 Gi5 2 69 Taap? 20932
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ol Pon voit que la derniere fraétion eftla
méme que la propofée.

Pour faciliter la formation de ces frac-
tions, on écrira d’abord,, comme je viens
de le faire, la fuite des quotiens 4, 7, 1,
&c. & on placera au-deffous de ces coefli-
ciens les fraftions?, s

2, & quienré-
fultent.

La premiere fraftion aura toujours pour
numérateur le nombre qui eft au- deflus,
& pour dénominateur Iunité,

La feconde aura pour numérateur le
produit du nombre qui y eftau-deflus par

le numérateur de la premiere, plus I'unité,
& pour dénominateur le nombre méme qui
eft au-defius.

La troifieme aura pour numérateur le
produit du nombre qui y eft au-deflus par
le numérateur de Ja feconde » plus celui de
la premiere ; & de méme pour dénomi-
nateur, le produit du nombre qui eft au-
deflus par le dénominateur de la feconde,
plus celui de la premiere,

Et en général chaque fration aura pour
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numérateur le produit du nombre qui y eft
au-deflus par le numérateur de la fraftion
Précédente , plus celui de Pavant-précé-
dente ; & pour dénominateur le produit du
méme nombre par le dénominateur de'la
fraction précédente , plus celui de I'avant-
rhodd

Ptecedente.

Ainfi 29=7.4-+F1, 7=7, 33=1. 29
F4, 8=1.7-F1, 128=3.331 29, 31
=3.8-7, & ainfi de fuite; ce qui sac-
corde avec les formules de l'art. 10.

Maintenant on voit par les fraftions#,
SNPE A P
5 %5 &c. que lintercalation la plus fimple
eft celle d’un jour dans quatre années com-
Munes , ce qui eft le fondement du calen-
drier Julien ; mais qulon approcheroit plus
de Pexatitude en nlintercalant que fept
Jours dans l'efpace de vingt-neuf années
Communes., ou huit dans efpace de trente-
trois ans, & ainfi de fuite.

On voit de plus que comme les fra@tions
152, 3 font alternativement plus petites
s Ry g

86400
20929

& plus grandes que la fration ou
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24" x : 3
5 4;,’ —5, lintercalation d’un jour fur quatre
849

ans fera trop forte, celle de fept jours fur
vingt-neuf ans trop foible, celle de huit
jours fur trente-trois ans trop forte , & ainfi
de fuite; mais chacune de ces intercalations
fera toujours la plus exaéte quil eft pof
fible dans le méme efpace de temps.

Or, fi on range dans deux féries par-
ticulieres les fractions plus petites & les
fraltions plus grandes que la fraion don-
née, on y pourra encore inférer différentes
fraGtions fecondaires pour compléter les
féries ; & pour cela on fuivra le méme
procédé que ci-deffus, mais en prenant
fucceflivement & la place de chaque nom-
bre de la férie fupérieure tous les nombres
entiers moindres que ce nombre,, (lorfquiil
yena).

Ainfi, confidérant d’abord les fraQions
croiffantes

i (e 9

3 161 3865 86400
2 8239 % 694 7 205492

on voit qud caufe que Munité eft au- deflis
%
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de la feconde, de la troifieme & de la
quatrieme , on ne pourra placer aucune
fraion intermédiaire , ni entrela premiere
& la feconde, ni entre la feconde & la
tioifieme , ni entre la rroifieme & la qua-
trieme ; mais comme la derniere fraftion
2 au-deffus d’elle le nombre 1 5 » On pourra
entre cette fraftion & la précédente, placer
Quatorze frations intermédiaires, dont les
umérateurs formeront la progreffion arith-
métique 28655569, 2865+4-2.5569,
2865-+3.5569 &c. & dont les dénomina-
teurs formeront auffi la progreflion aritl
métique 6941349, 694-+2.1349, 694

3.1349, &c.

Par ce moyen la fuite complette des

fraltions croiffantes fera

4 33 161 2865  8S434 14002 25141
12§ 399 6952 20437 33920 > Goyo 2

D70 3679 41848 azaty 52086 sSsss . Garag
74399 788 2 101377 114867 138357 141847 55339
S9693 80!

16825 182307 195802

Et comme la derniere fraQion eft la méme
Que la fraftion donnée , il et clair que cette
K i
frie e peur pas étre pouflée plus loin,

i
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De-1a on voit que fi on ne veut admettre
que des intercalations qui, pechent par ex-
cés, les plus fimples & les plus exaltesferont
celles d’un jour fur quatre années, ou de
huit jouss fur trente-trois ans , oude trente-
neuf fur cent foixante-un ans , & ainfi de
fuite.

Confidérons maintenant les fraltions dé*
croiffantes

7503 5 W65 1

29 18 704 5569
77 31 655 9 13499

& dabord, & caufe du nombre 7 qui eft
au-deffus de la premiere fra@ion » On poursd
en placer fix autres avant celle-ci, dont
les numérateurs formeront la progreffion
arithmétique 41, 2,441, 3441, G
& dont les dénominateurs formeront la
progreflion 1, 2, 3, &c. de méme , & caufe
du nombre 7, on pourra placer entre [a
premiere & la feconde fraction deux frac-
tions intermédiaires ; & entre la feconde &
Ia troifieme on en pourra placer 15 5 2
caufe du nombre 16 qui eft au-deflus de [2
troif
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troifieme ; mais entre celle-ci & la derniere
onn'en pourrainférer aucune , A caufe que
le nombre quiy eft au-deflus eft Punisé,

De plus , il faut remarquer que comme
la férie précédente meft pas terminée par
la fration donnée , on peut encore la cop.
tinuerauffi loin que lon veur » comme nous
Yavons fait voir dans Part, 18, Ainfi on aura
Cette férie de fraftions croiffantes

A G G e 2 TR
’1’3’4’;52’7’371;7;,
89 450  6ir 772 933 1094 1255 1416
70 9 Yog? 1487 1875 2267 285 7 3042 3432
77 1738 1899 2060 2221 238 2543
323 St 2 8o 90 138 510 Gigs
204 5369 91969 178369 264769 351169
6559 i349° 22378 5107 7 Gyig6 > Brebes
87569 ;

105554 2 &e.

lefquelles font toutes plus petites quela frac-
tion propofée, & en approchent plus que
Youtes autres frations qui feroient congues
€0 termes moins fimples.

On peut conclure de-Ix, que fi on ne
Youloit avoir égard qu'aux intercalations
Ui pécheroient par défaut, les plus fim-
Ples & Jes plus exa&es feroient celles ’un

Tome 11, Ee
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jour fur cing ans, ou de deux jours fur neuf
ans , ou de trois jours fur treize ans , &c.

Dans le calendrier grégorienon intercale
feulement quatre-vinge dix-fept jours dans
quatre cents années; on voit par la table
précédente quon approcheroit beaucoup
plus de lexa&itude , en intercalant cent
neuf jours en quatre cents cinquante années-

Mais il faut remarquer que dans la ré-
formation grégorienne on s'eft fervi de 1a
détermination de I'année donnée par Co-
pernic, laquelle eft de 3657 5" 49’ 201 En
employant cet élément on auroit , au liev
de la fra&ion fg::: celle-cif—g—;‘g, ou bien
]55, d’ott Ton trouveroit par la méthode
précédente les quotiens 4, 8, 5, 3, &
de-la ces fraltions principales

4, 8, 55 3.

4 33 16 540

T2 89 413 1319
qui font’, a l'exception des deux premieres,
affez différentes de_celles que nous avons
trouvées ci-deflus. Cependant on ne trouye
400

pas parmi ces fraltions la fraftion* adop-
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tée dans le calendrier gréootien; & cette
fraltion ne peut pas méme fe trouver parmi
les fraQions' intermédiaires quon pourroit
inférer dans les deux féries 10 & L
fjif; car il eft clair qu'elle ne pourroit tom-
ber quentre ces deux dernjeres fraétions
entre lefquelles, & caufe du nombre 3 qui
eft au-deflus de la fraftion i, il peut tom-
ber deux fra&ions intermédiaires , qui feront
zf; & 5 d'on Pon voir qu'on auroit ap-
Proché plus de I'exa@itude , fi dans la ré-
formation grégorienne on avoit prefcrit de
Nintercaler que quatre-vingt-dix jours dans
Vefpace de trois cents foixante & onze ans.

Si on réduit la fra@ion £ 4 avoir pour
Numérateur le nombre 86400 , elle devien-

86 : : ; ;
jra Zorsa» C€ qui fuppoferoit Pannée tropique
¢ 365" " 49/ 12",

Dans ce cas I'interpolation grégorienne
feroit tout-a-fait exalte ; mais comme les
Obfervations donnent Pannée plus courte
de plus de 20", il eft clair qu’il faudra né-
Cefrairement, au bout d’'un certain efpace

Ee jj
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de temps , introduire une nouvelle intet-
calation. 3

Si on vouloit sen tenir & la détermina-
tion de M. de la Caille, comme le déno-

minateur 97 de la frattion > {e trouve entre

les dénominateurs de la cinquieme & de
la fixieme des fraftions principales trouvées

ci-devant, il s’enfuit de ce que nous avons
démontré, (art.14) , que la fraftion * ap-
procheroit plus de la vérité que la fraction
%"; au refte, comme les Aftronomes font
encore partagés fur la véritable longueus
de l'année , nous nous abitiendrons de pro-

noncer fur ce fujet; aufli n’avons-nous et

d’autre objet dans les dérails que nous ve-
nonsde donner , que de faciliter les moyens
de fe mettre au fait des fraflions continues
& deleursufages; dans cette vue nous ajou
terons encore lexemple fuivant.

Exemepre IL
21. Nous avons déja donné, (art.8)
la fraftion continue qui exprime le rapport
de Ja circonférence du cercle au diametres
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en tant qu'elle réfulte de la fra&ion de Lu-
dolph; ainfi il n’y aura qu'a calculer, de la
Maniere enfeignée dans exemple précé-
dent, la férie des fractions convergentes
Vers ce méme rapport, laquelle fera

3575 1%y 5150202, °T, 15 L
3 32 333 355 103993 104348 208341 312689

12 79 1063 1139 33102 9 J3a05 9 66317 7 99533 2

2, I, 3, 1, 14,
333719 114648 4aa0ss  sarozsr  Sorysssy

265381 9 364913 7 1360120 9 1725033 2 25510582 3

2, I, 1, 2,
165707065 411557987 1068966896

32746197 2 78256779 2 131002976 7 340262731 3
2, 2, 2, s
2349401779 6167950454 14885392687 21053343141

81528438 ) 1963319607 7

4738167652 > 6701487259 )
84, 2, 1,
1783366216531 3587785776203 5371151992734

367663097408 7 1142027683075 7 1709690779483 2

; ey 15, 3
2958937768037 139755218526789  428224593340304

2851718467558 7 44485467702853 2 136308121570117 2
13, I, 4
%?657493206774! 6134899525417045 3024627303373 5921
1649148114374 7 1952799169684491 7 9627687726852338 >

Ee iij




2646693125139304345 30767040

- 30797940 -~ -—
842468587426513207 2 9793453218937, 547 °

Ces fraftions feront donc alternatives
ment plus petites & plus grandes que la
vraie raifon de la circonférence au dia-
metre, ceft-a-dire que la premiere? fera
plus petite, la feconde 2 plus grande , &
ainfi de fuite ; & chacune d’elles appro-
chera plus de la vérité que ne pourroir faire
toute autre fraftion qui feroit exprimée en
termes plus fimples, ou, en général,, qui
auroit un dénominateur moindre que le dé-
nominareur de la fralion fuivante s de forte
que I'on peut affurer que la fraé“tion% ap-
proche plus de la vérité que ne peut faire
aucune autre fraltion dont le dénominateur
feroit moindre que 7 ; de méme la fraltion
iiapprochera plus de la vérité que toute
autre fraftion dont le dénominateur feroit
moindre que 106, & ainfi des autres.
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Quant a lerreur de chaque fration, elle
fera toujours moindre que Dunité divifée
Par le produit du dénominateur de cette
fra@tion par celui de la frafion fuivante.
Ainfi Perreur de la fration? fera moindre
que ;—, celle de la fra&ion‘;2 fera moindre
que -~ , & ainfi de fuite. Mais en méme
temps l'erreur de chaque fration fera plus
grande que I'unité divifée par le produit du
dénominateur de cette fration, par la fom-
me de ce dénominateur, & du dénomina-
teur de la fration fuivante ; de forte que
Perreur de la fra&ion fera plus grande que
: 2

3, celle de la fra&ion = plus grande que

55> & ainfi de fuite, (art. 14).

Si on vouloit maintenant féparer les frac-
tions plus petites que le rapport de la circon-
férence au diametre, d’avec les plus gran-
des, on pourroit, en inférant les frafions
intermédiaires convenables , former deux
fuites de fraftions, les unes croiffantes &
les autres décroiffantes vers le vrai rapport

Ee iv
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dont il s'agit; on auroit de cette maniere
PO . périph.
Fradions plus petites que B2

L2 0 & ok H s iy 19 jsor e

17 89 159 239 299 369 439 509 579 649 712

245 267 289 311 333 638 1043 1398 1753

787 857 929 999 1667 2197 332 9 445 > 538 2

2108 2463
6719 784 9 e

. plriph.
Fradtions plus grandes que™7Z-.

4 7 Io 13 16 19 22 355 1oq348 312689
1927 32 49 %59 62 79 1139 a5 9 99532 2
1146408 5419351 85563208 165707065 411557987

364913 7 17250339 27235615 ) 52746197 > 1310029767
b

Chaque fraftion de la premiere férie
approche plus de la vérité que ne peut faire
aucune autre fraltion exprimée en termes
plus fimples , & qui pécheroit aufli par dé-
faur ; & chaque fraction de la feconde férie
approche auffi plus de la vérité que ne peut
faire aucune autre fraCtion exprimée en
termes plus fimples & péchant par exces.

Au refte ces féries deviendroient fort
prolixes , fi on vouloit les poufler aufli
loin que nous avons fait celle des frations
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principales donnée ci-deflus. Les bornes
de cet Ouvrage ne nous permettent pas de
lesinférer ici dans toute leur étendue 3 mais
on peut les trouver au befoin dans le chap.
XI de IAlgebre de Wallis, (Operum Ma-
themat, vol, 11.)

REMAROQUE

22. La premiere folution de ce probleme
a été donnée par Wallis dans un petit Traité
quil a joint aux @uvres pofthumes ’Hor-
rocius , & on la retrouve dans endroit
cité de fon Algebre ; mais la méthode de
cet Auteur eft indireéte & fort laborieufe.
Celle que nous venons de donner eft due
a Huyghens , & on doit la regarder comme
une des principales découvertesde ce grand
Géometre. La conftru@ion de fon auto-
mate planétaire , paroit en avoir été l'oc-
cafion. En efferil eft clair que pour pouvoir
repréfenter exattement les mouyemens &
les périodes des planetes,, il faudroit em-
Ployer des roues oi les nombres des dents
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fuflent précifément dans les mémes rappotts
que les périodes dont il s’agit; mais comme
on ne peut pas multiplier les dents au-deld
d’une certaine limite dépendante de la
grandeur de la roue, & que dailleurs les
périodes des planetes font incommenfura-
bles, ou du moins ne peuvent étre repré-
fentées avec une certaine exaétitude que
par de trés-grands nombres , on eft obligé
de fe contenter d'un d-peu-prés , & la dif-
ficulté fe réduit a trouver des rapports ex-
primés en plus petits nombres , qui appro-
chent autant quiil eft poflible de la vérité,
& plus que ne pourroient' faire d’autres
rapports quelconques qui ne feroient pas
congus en termes plus grands.

M. Huyghens réfout cette queftion par
le moyen des fra&ions continiues , comme
nous 'avons fait ci-deflus ; il donne la ma-
niere de former ces fraGtions par des di=
vifions continuelles, & il démontre enfuite
les principales propriétés des fraétions con-
vergentes qui. en réfultent , f{ans oublier
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méme les fraltions intermédiaires. Voyez
dans fes Opera pofthuma le Traité intitulé
Deferiptio automari planetarii.

Drautres grands Géometres ont enfuite
confidéré les fraftions continues d’une ma-
niere plus générale. On trouve fur-tout dans
les Commentaires de Pétersbourg , (tom.
IX & XI des anciens, & tom. IX & XI
des nouveaux ), des Mémoires de M.
Euler remplis des recherches les plus fa-
vantes & les plus ingénieufes fur ce fujet;
mais la théorie de ces fraftions , envifagée
du cbté arithmétique qui en eft le plus in-
téreffant,, n’avoit pas encore été, ce me
femble, autant cultivée qulelle le méritoit;
Ceft ce qui m’a engagé & en compofer ce
petit Traité pour la rendre plus familiere
aux Géometres. Voyez auffi les Mémoires
de Berlin pour les années 1767 & 1768.

Au refte cette théorie eft un ufage trés-
étendu dans toute PArithmétique, & il y
2 peu de problemes de cette fcience, au
Moins parmi ceux pour lefquels les regles
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ordinaires ne fuffifent pas, quin’en dépen<
dent dire@tement ou indire@ement. M.
Jean Bernoulli vient d'en faire une appli-
cation heureufe & utile dans une nouvelle
efpece de calcul quil a imaginé pour fa-
ciliter la conftrution des tables de parties
proportionnelles. Voyez le tome I de fon
Recueil pour les Aftronomes.

!
!
\
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PP

PARAGRAPHE IL

Solutions de quelques Problemes curieux &
nouveaux d’Arithméique.

QUOIQUE les problemes dont nous
allons nous occuper aient un rapport im-
médiar avee le précédent, & dépendent
des mémes principes , nous croyons cepen-
dant devoir les traiter d'une maniere di-
rete, & fans rien fuppofer de ce quia
€té démontré jufquici.

On aura par ce moyen la fatisfaction de
voir comment dans ces forres de marieres
on eft néceflairement conduit 4 la théorie
des fraftions continues; dailleurs cette
théorie en deviendra beaucoup plus lumi-
neufe, 8 recevra par-la de nouveaux de-
grés de perfeétion.

PrRoBLEME L

23. Etant donnée une quantité pofitive a
7ationnelle ou non , & fuppofant que p & q
ze puiffent éire que des nombres entiers po-
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[itifs & premiers entreux , on demande dé
trouver des valewss de p & q., telles que la
valeur de p—aq, (abfiradion faite du figne)
Joit plus petite gi’elle ne feroit ; f£ondonnoit
a p & q des valeurs moindres quelconques.
Pour pouvoir réfoudre ce probleme di-
reftement,, nous commencerons par fup-
pofer que I'on ait en effet déja trouvé des
valeurs de p & ¢ qui aient les conditions
tequifes; donc prenant pour 7& [des nom-
bres quelconques entiers pofitifs moindres
que p & g, il faudra que la valeur de p
—ag {oit moindre que celle de ~—af, abf-
traction faite des fignes de ces deux quan-
tités, c’eft-a-dire en les prenant toutes deiix
pofitivement. Or je remarque d’abord que
fi les nombres » & [ font tels que pf—qr
=1, le figne fupérieur ayant lieu lorfyue
p—aq eftun nombre pofitif, & Pinférieur’,
lot{que p—ag eft un nombre négatif, on
en peut conclure en général que la valeur
de toute expreflion: y—az fera toujours
plus grande , (abftrattion faite du figne),
que celle de p—ag, tant quon ne donnera
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47 &4y que des valeurs entieres, moin-
dres que celles de p&gq.

in effet, il eft clair quon peut fuppofer
en général

y=pttru, & ;=qgttru,
& u étant deux inconnues ; or par la réfo-
lution de ces équations on a
=

done, ¥ caufe de pf—gr—=t, t==(fy
—r7), &u=+(gy—p;); dott Pon voit
que ¢ & u feront toujours des nombres en-
tiers, puilque p, ¢, r, / &y, 7 font fup-
pofés entiers.

Donc, z 8 u étant des nombres entiers,
& p, g, r, [des nombres entiers pofitifs
il eft clair que pour: que les valeurs dei y
& 7 foient moindres que celles de p & 75
il faudra néceflairement que les nombres
t & u foient de fignes différens.

Maintenant je remarque que la valear
de r—af fera aufli de différent figne que

Celle de p—ag ; car faifant Ping==P;

. . P
& r—af=R , on aural— 7 Fe=a
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-+-f 5 mais I'équation pf—gr=—+1, donne
B Z=4L;doncl Ry,
q =g R i g
puifqulon fuppofe que le figne ambigu foit
pris conformément 4 celui de la quantité
p—agou 2, il faudra que la quamité;—’
— X foit pofitive , fi P eft pofitif, & né-
gative, fi P eft négatif; or comme [ eft
<9, 82que R eft plus grand que P, (kyp.),
il eft clair que ; fera & plus forte raifon plus

donc,

grand que qf , (abftrattion faite du figne);
donc la quantité g—g fera toujours de figne
différent de '—;, ceft-a-dire de R, puifque
S eft pofitif; donc P & R feront nécef-
fairement de fignes différens.

Cela pofé, on aura, en fubftituant les
valeurs ci-deflus de y & 7, y—ay=(p
—aq)t~-(r—af)u="Pr-+Ru; or:1 & u
étant de fignes différens, aufli bien que P
& R, il eft clair que Pr & Ru feront des
quantités de mémes fignes; donc puifque
¢ & u font dailleurs des nombres entiers,
il eft vifible que la valeur de y——az fera
toujours plus grande que 2, ceft-2-dire

que
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Que la valeur de p—ag, abftration faire
des fignes.

Mais il refte maintenant & favoir fi, les
nombres p & g érant donnés, on peut tou-
jours trouver des nombres r & / moindres
que ceux-la, & tels que P —gr=t1, les
fignes ambigus érant & volonté 3 or cela fuit
¢videmment de la théorie des fraétions con-
tinues ; mais on peut auffi le démontrer di-
reftement & indépendamment de cerre
théorie. Car la difficulté fe réduit 4 prouver
qu'il exifte néceffairement un nombre entier
Pofitif & moindre que p, lequel étant pris
Pour 7, rendra gr-+1 divifible par p; or
{uppofons quon fubftitue fucceflivement a
la place de  les nombres naturels g
3, &c. julqua p, & quon divife les nom-
bres g1, 29+1, 3941, e, pgt1 par p,
Onaura p, reftes moindres que p, qui feront
Néceflairement tous différens les uns deg
Autres; car fi, par exemple, mgt1 & ng
L1, (m & n érant des nombres entiers dif-
férens qui ne furpaffent pas p) , étant di-
Vilés par p, donnoient un méme refte el

Tome 11, Ff
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eft clair que leur ‘différence, (m——n)rjf
devroit étre divifible par p ; or Ceft ce qui
fie fe peut, & ‘caufe que ¢ eft premier a Ps
& que m—n eft un nombre moindre que g
Done, puifque tous les reftes dont il s'agit,
font des nombres entiers pofitifs moindres
quep & différens entr’eux , & que ces reftes
font aunombre de p, il eft clair qu'il faudra
néceflairement que le zéro fe trouve parmi
ces reftes, & conféquemment qu'il 'y dit
undes nombres g+1, 2941, 3941, &or
Ppg+1, quifoir divifible par p; oril eﬂ;dair
que ce ne peut étre le dernier; ainfi il y
aura furement une valeur de 7 moindre que
P, laquelle rendra 7g-+1 divifible par p;
& il eft clair en méme temps que le quotient
fera ‘moindre que ¢ ; donc il y aura tou-
jours une valeur entiere 8 pofitive de 7
moindre que p, & une autre valeur pareille
de /& moindre que ¢, lefquelles farisfe:
ront a Péquation /':;”’;—', ou /3/—71‘:;il~
24. La queftion eft donc réduite main-
tenant 21 trouver qllaf{'e non".bres Cﬂf]'er‘} 8‘:
pofitifs, p, ¢, 7, [, dont les deux derniess

AD D110 wNs 451

foient moindres que les premiers, c’eft-3-

dire r<p & [< ¢, & qui foient rels que
B—gr=+1, que de plus les quantités p
—ag & r—af foient de fignes différens ,
& qu'en méme temps 7—a/ foit une quan-
tité plus grande que p—agq, abftraltion
faite des fignes.
Défignons, pour plus de fimplicité, » par
P & [par ¢, en forte que l'on ait pg'—gpt
=+1; & comme 929" (hyp.), foit w
le quotient qui proviendroit de I diy ifion
de ¢ par ¢, & foit le refte 9", qui fera
par conféquent < ¢'; foit de méme ' e
Quotient de la divifion de g‘parg", &g
le refte, qui fera < g5 pareillement foj¢
! le quotient de la divifion de g" par g,
& ¢ le refte < 9", & ainfi de fuite , juf-
qua ce quon parvienne & un refte nul ; on
Aura de cette maniere
g e o
g =g i
= g f g
gl= g g, e,
Ol les nombres 45 u', u, &, feront tous
€ntiers & pofitifs, & oit les nombres 05 d5s
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g, ¢, &e. feront aufli entiers pofitifs ;

& formeront une fuite décroiffante jufqua
2€ro.
Suppofons pareillement
gt opt
Fesmpoul
i
pi=wtp -pYs Ge.
Et comme les nombres p & p' font regardés
ici comme donnés , aufli bien que les nom-
bres 1, s 1 &c. on pourra déterminer
par ces équations les nombres p*, p*, py
&e. qui feront évidemment tous entiers.
Maintenant , comme on doit avoir py*
—gp'=r1, on aura auffi, en fubftituant
les valeurs précédentes de p & g, & effa-
cant ce qui fe détruit, p'' ¢'—g"p'==1;
& fubftituant de nouveau dans cetre équa-
tion les valeurs de p* & ¢', il viendra p"
gt —gqp =1, & ainfi de fuite ; de
forte qu'on aura en général
Pl
O e

(e

+lI+

-

U

)
Pg — gt p"

Ly

1 |

1yiice

+1I
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Donc, fi g, par exemple, étoit nul,
on auroit —g" p""'=+1; donc ¢"'=r1 &
pl''=7%1; mais fi ¢'* étoit =0, on auroit
—q" p¥=2Xr1; donc ¢''=1 & p'"=-+r13
donc en général , fi =0, on aura g*~*
=1; & enfuite pp=r1, fipeft pair, &
pP=q%1, fi p eft impair.

i

Or, comme on ne fait pas d’avance
fi Ceft le figne fupérieur ou linférieur qui
doit avoir lieu , il faudroit fuppofer fuc-
ceflivement pt—=1 & =-—1; mais je re-
marque que on peut toujours ramener un
de ces cas'a autre ; & pour celail eft clair
qu'il fuffit de prouver qu'on peut toujours
faire en forte que le p du terme ¢t qui doit
étre nul , foit pair ou impair & volonté.
En effet, fuppofons , par exemple, que g
{oit =0, on aura donc ¢"'=1 & ¢"' >1,
Ceft-a-dire =2 ou >2, a caule que
les*nombres ¢, ¢*, ¢'", &c. forment natu-
rellement une férie décroiffante ; donc,
puifque ¢"'=p"¢'"' +¢", on aura ¢''=p"",
de forte que " fera = ou > 2 ; ainfion
Pourra, fi l'on veut, diminuer »' d’une

Ff ijj
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unité , fans que ce nombre devienne nul,
& alors g™, qui étoit
& g' fera =o; car mettant p—1 A la

o, deviendra =1,
1:]«1(‘0 de »'*, on aura L]”:(/A"—l)q"'
495 mais g'l =p'! =rydonc g =—rf
enluite ayant ¢ n“’q'\+z]‘ meef h;l—clire
1=p""~}-¢", on aura néceflairement p"
=15& g'—o0.

De-1x on peut donc conclure en général
que, fig'==0, on aura g'=1 & p=zk1h
le figne ambigu érant A volonté.

Maintenant'; fi on fubftitue les valeurs
de p & g données par les formules précé-
dentes dans p—ay, cellesde p' & ¢* dans
p'—aq', & ainfi des autres , on aura
p —aq =p (p‘ —ag )+p* =y
P M“? FP —ag ) + p gt
o (P —a gt +pt —ag"”

P —agq -/J"‘(pw“ag"’)-;-p" —ag';

&e.
d'ol Uon tire

a‘]n*Un
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Or comme, (Ayp.), les quantités p— ag
& p'—aq' font de fignes différens , & qie
de plus p'~—ag'doit étre , (abftra&ion faite

Gl 5 p—a
des fignes) >p—ag, il senfuit que%_d;
feraune quantité négative & plus petite que
Punité. Donc, pous' que 4 foit un nombre
eritier poimf comme il le faut, il eft.clais

©

tre une quantité pofi-

tive plus grande que Lanité 5 8l efb ivia
{ibleren; méme-temps. que & ne-peut-éere
que le nembre entier',- qui;eft immédiates

ag

qu eft” contenu entre”ces limites ? B,
Vi

ment moindre que /7-—~, ceft-a-dire,

Gl P
Py

—1; car, puifque —

P
Ffiy
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>08& <1, on aura p< aj”_‘z’:,&
183 1 Pl—[tq

oDkl

) £

De méme, puifque nous venons de voir
7 P_ doit étre une quantité pofi-
4.

que —L
T
tive plus grande que Iunité, il Senfuit que
‘=—gg" S et
P——L fera une quantité négative plus
B—aq 2
petite que P'unité, (je dis plus petite que
Punité, en faifant abfra@ion du figne ).
Donc, pour que ' {oit un nombre entier

pofitif, il faudra que ;7:— foit une

tr Lit

quantité pofitive plus grande que Funité,
& le'nombre 1 ne pourra étre par confé-
queént.que le nombre entier, qui fera im-
médiatement au-defliis de la quantité

tir i

2diirrmB
P —ag"

On prouvera de laméme maniere & pat
la confidération, que »* doit &tre un nom-

1y

breentier pofitif, qie la Sa—Pr
P » que€ la quantité —% T

i
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fera néceflairement pofitive & au-deflus de
Punité , & que #*'ne pourra étre que le
Nombre entier , qui fera immédiatement
au-deflous de la méme quantité, & ainfi
de fuite.

Il Senfuit de-1a, 1° que les quantités
p—ag, p'—ag', p"—aq", &c. feront fuc-
ceflivement de fignes différens , c’eft-a-d.
alternativement pofitives & négatives , &
Gu'elles formeront une fuite continuellement
croiffante; 2°. que fi on défigne par le figne
< le nombre entier , qui eft immédiate-
ment moindre que la valeur de la quantité
Placée aprés ce figne, on aura pour la dé-
termination des nombres s p'> p"; &,

AT a-fﬂ_})
raeay,

o
PEESa g

v

P s

T
Or nous avons vu plus haut que la férie

95 9'5 9", Gc. doit fe terminer par zéro,
& qualors le terme précédent fera =1 i g




458 AD DT 0N S,
le terme correfpondant A zéro dans Pautre
férie p, pt, p", G fera=+1.4 volonté.
Ainfi fappofons , par exemple, que l'on

ait g"==o0, on aura donc ¢==1 & p==1;5
donc pPr—agt=p"—a, & p"—aq=15
donc il faudra que p*'—a {oit une quantité
négative & moindre que’ 1, abftraétion
faite du figne ; c'eft-d-dire que a—p deved
étre >0 & < 15 de forte quep!" ne pourrd
étre que le nombre entier,, qui fera immé-
diatement au-deflous de @ ; on connoitra
donc les valeurs de ces quatre termes

pi=1 g'=0

g

a l'aide defquelles on pousra , en' remontant

par les formules ci-deffus, trouver tous les
termes précédens. En effet on aura d’abord

lavaleur de ", enfuite on aura p" & g" par

ot s

les formules ID"://. P —{——p” & 7":/4”‘;]
+¢"; de-1a on trouvera ' & enfuite p' & ¢'»
& ainfi du refte.

En général foit g*==o0, on aura g5 &
pi=1; & on prouvera, comme ci-deffus,
que p~* ne pourra étre que le nombre enties
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qui eft immédiatement au-deflous de a; de
forte qu'on aura ces quatre termes

Pt
Pi<a
enfuite on aura

gf’ =0

9.“"::1 3

) e e E e e N
& ainfi de fuite.

On pourra donc remonter de cette ma-
Niere aux premiers termes p & ¢ ; mais nous
femarquerons que tous les termes fuivans,
Py ¢ pY, g, e jouiflent ‘des mémes
Propriétés que ceux-la, & réfolvent éga-
lement le probleme propofé. Car il eft vi-
fible par les formules précédentes que les
Bombres p, pf Py Ec. & g7, ¢ Ge.
{ont tous entiers pofitifs , & forment deux
{ties continuellement déeroiffantes , dont
la premiere fe termine par 'unité, & la fe-
Conde par zéro.
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De plus, on a vu que ces nombres font
tels, que pg—gp'=-+1, e A
&e. & que les quantités p—ag, p—aq's
p'—aq", &c. font alternativement pofitives
& négatives, & forment en méme temps
une fuite continuellement croiffante. D’oit
il fuit que les mémes conditions qui ont lieu
entre les quatre nombres p, ¢, 7, [ ou p,
g5 P'5 95 & dout dépend la folution du
probleme, comme on Ia vu plus haut ; ont
lieu également entre les nombres P
P"s 9%, & entre ceux-ci, p*, ¢*, p", ¢
& ainfi de fuite.

Donc, en commengant par les derniers
termes pt & ¢¢, & remontant toujours par
les formules quon vient de trouver, on
aura fucceflivement toutes les valeurs de p
& ¢ qui peuvent réfoudre la queftion pro-
pofée.

25. Comme les valeurs des termes p*,
P75 &e. gry g1, &c. font indépendantes de
Fexpofant ¢, nous pouvons en faire abf*
traétion , & défigner les termes de ces deus
{éries croiflantes de cette maniere,

ApbDrri1ons. 46%
Pa) ’l, Pn’ pm, an, &C. qc’ q(’ 7"3 qm’ qw, &C-
ainfi nous aurons les déterminations fui-
Vantes ,
=1 7° o
p=r £ 1
Pn:Mr Pl +I q":‘ul
pm:lunpu +P| qm:“u qu+7x
Py pt q!v=M|x|9‘1x+ g*
G, &e,
Enfuite
©» <L a
S i
# S agep Sa—n
T b
RS F—ag"
W Pyt
B ag —p"
L agn—p"
[ Fv——‘_aqw , G

ol le figne < dénote le nombre entier qui
eft immédiatement moindre que la valeur
de la quantité placée aprés ce figne.

On trouvera ainfi fucceflivement toutes
les valeurs de p 8 ¢ qui pourront fatisfaire
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au probleme, ces valeurs ne pouvant étre
que les termes correfpondans des deux féries
PHpsph Py Ga & g, g, g, g, 6o
CoroOoLLAIRE L

26. Si on fait

T &e.

& p<a,w<h, <, wi<d, &c. donc
les nombres 1, w's u*, &e. ne feront autre
chofe que ceux que nous ayons défignés
par «> £>75 &c, dans lart. 5, Ceft-a-dire
que ces nombres feront les termes de 14

AR D Pa PO 463

fraltion continue qui repréfente la valeur
de ¢, en forte que l'on aura ici
a=p4— 1
wt—
pie &,

Par conféquent les nombres p', pt, p,
Ge. feront les numérateurs, & g'; P
&c. les dénominateurs des fraftions con-
Vergentes vers a, fraftions que nous avons

A B¢
défignées ci-devant Par s s oo Ge.
(art. 10).

Ainfi tout fe réduit & convertir la valeur

de a'en une fraCion continue, dont tous

les termes foient pofitifs, ce qu'on peut
exécuter par les méthodes expofées plus
haut , pourvu quon ait {oin de prendre

toujours les valeurs approchées en défaut;
€nfuite il n’y aura plus qu'a former la fuite
des fraGions prufcipa/cx convergentes vers
a, & les termes de chacune de ces frac-
tions donneront des valeurs de p & g, qui
*foudront le probleme propofé; de forte
ﬁ'uc% ne pourra étre quune de ces mémes
fraGtions.
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G0 RO=L: L AT RGBT =l

27. 1l réfulte de-1a une nouvelle pro-
priété des frattions dont nous parlons ;

c’eft que nommant ’;~ une des frattions

principales convergentes vers a, (pourvu
quelles foient déduites d’une fraétion con-
tinue , dont tous les termes foient pofitifs ) ,
la quantité p—ag aura roujours une valeur
plus petite,, (abftration faite du figne ),
quelle nauroit, i on y metoit a la place
de p & ¢ d’autres nombres moindres quel-
congques.
Prosreme I

28. Ersant propofée la quantité
Ap"+Bpmq+Cpm2q+, &e. +Vqm,
dans laquelle A , B, C, &c. font des nom-
bres entiers donnés pofitifs ou négaifs , &
ou p & q font des nombyes indérerminés quon
[fuppofe devoir étre entiers & pofiifs ; on de-
mande quelles valeurs on doit donner & p & qy
pour que la guantité propofée devienne la plus
petite qu’tl eft poffible.

Soient «> £, 7, &c. les racines réelles,
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& pry/1, w—l—p‘/.:—, &e. les racines
imaginaires de Péquation

AP B Cprg, o Vo,
on aura ‘par la'théorie-des équations 4 pm
S BpratgCpragpy G =g
(P9 p—P) (p—rg)-.: (p— (ubrv/1)3)
(P—(r—r V1)) (p=(=+rV/— 1))
(P— G/ 1)) . = A (p—ag) (p—£9)
p=19)... (Prq) +7 ) (p=mg)*+ P g

Donc la_queftion fe réduir & faire en
forte_que le: produit des quantités p—sq,
P—btg,p—ng, Gc. & (BP9 T E
(p—79y+pq, & foit le plus petit qu’il
¢t pofiible, trant que p & ¢ font des nom-
bres entiers pofitifs.

Suppofons. quon ait trouvé les valeurs
de P & g qui répondent au minimum ; &
fi lon met & la place: de p & g dautres
Bombres moindres, il faudra que le pro-
duit done il s'agit, acquiere une valeur
Plus grande. Donc il faudra néceffairement
Que quelqu’un des fatteurs augmente de
Valeur. Or il eft vifible quefi«, par exemp,

Tome 11, Gg
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étoit négatif; le fa&eurp—a:] diminueroit
toujours , lorfque:p & ¢ décroitroient ; la
méme chofe arriveroit au falteur (p=pg)*
~-r2g%; fi  étoit négatif , & ainfi des au-
tres ; d’ou il s'enfuit que parmi les facteurs
fimples réels il n’y a que ceux on les ra-
cines font pofitives, qui puiffent augmenter
de valeur ; & parmi les fafteurs doubles
imaginaires, il 0’y aura que ceux ou la
partie réelle de 1a’ racine imaginaire fera
pofitive, qui puiflent augmenter aufli; de
plus il faut remarquer & Pégard de ces der-
niers, que pour que (p—wq)’--+*¢* aug-
mente tandis que p & ¢ diminuent , il fant
néceflairement'que la partie (p— g)” aug-
mente, parce que l'autre terme »'¢* diminué
nécefldirement; de forte que Taugmenta-
tion de ce faéteur dépendra de la quantité
p—g, & aiifi des autres.

Donc'les valeurs de p & ¢ qui répondent
au minimum , doivent étre telles ‘que 12
quantité p—ay-augmente , en donnant 4 7
8& g des valetrs moindres , & prenant pour
aune des racines réelles pofitives de 'équa-
tion
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Ar,’"—!—])’z’""—{—cz’"”—k, &eo f-V=o,
Ou une des parties réelles pofitives des
tacines imaginaires de la méme équation ,
sil y en a.

Soient » & [ deux nombres entiers po=
fitifs moindres que p & ¢ ; il faudra donc
que 7—af'foit >p—ag, (abftraétion faite
du figne de ces deux quantités), Qu'on fup-
pofe,, comme dans larticle 23, que ces
tombres foient 1els que pf— gr=x+%1, le
figne fupérieur ayant lieu,, lorfque p—ag
¢ft pofitive ; & linférieur , lorfque p—ag
eft négative ; en forte que les deux quan-
tités p—ag & r—af deviennent de différens
fignes , & l'on aura exaftement le cas ai
quel nous avons réduit le probleme pré=
Cédent, (art. 24), & dorit nous avons déja
donné la folution.

Donc, (art. 26) , les valeurs de r&q
devront néceffairement fe trouver parmi

les termes des frations principales conver=
8entes versia ; ¢’eft-3-dire vers quelqu’one
deg quantités que nous avons dit pouvoir
éure prifes:pour a. Ainfi il faudra réduire

Gg i
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toutes ces quantités en frattions continues
(ce qu’on pourra exécuter facilement par
les méthodes- enfeignées ailleurs) , & en
déduire enfuite les frattions convergentes
dont il s'agit, aprés quoi on fera fuccefli-
vement p égal A tous les numérateurs de
ces frattions , & ¢ égal aux dénominateurs
correfpondans, & celle de ces fuppofitions
qui donnera la moindre valeur de la fonc-
tion propofée, fera néceflairement auffi
celle qui répondra au minimum cherché.

REMARQUE L

29. Nous avons fuppofé que les nombres
p& g devoient étre tous deux pofitifs ; il eft
clair que fi on les prenoit tous deux né-
gatifs, il n’en réfulteroit aucun changement
dans la valeur abfolue de la formule propo-
fée; elle ne feroit que changer de figne
dans le cas ou lexpofant 7 feroit impair;
& elle demeureroit abfolument la méme,
dans le casol Pexpofant m feroit pair 3, ainfi
il n’importe quels fignes on donne aux nom-
bres p & ¢ , lotfquon les fuppofe tous deux
de mémes fignes.
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Mais il nen fera pas de méme, fi on
donne 4 p & ¢ des fignes différens 5 car
alors les termes alternatifs de I'équation
propofée changeront de figne, ce qui en
fera changer aufli aux racines «, £, 5, &c.
p,iv\/—l ¥ wi-‘g\/—l > &c. de forte que
celles des quantités =, 8, 3, &c. p, =, 6c
qui étoient négatives, & par conféquent
inutiles dans le premier cas, deviendront

pofitives dans celui-ci, & devront étre em-
ployées a la place des autres.

De-la je conclus en général que lorfqu’on
recherche le minimum de la formule pro-

pofée fans autre reftri€tion , finon que p
& g foient des nombres entiers , il faut
prendre fucceflivement pour a toutes les
racines réelles «, 8, > &c. & toutes les
parties réelles p» 7, &c. des racines ima-
ginaires de Péquation

A B - Cenrl ) & V=0,
en faifant abftraltion des fignes de ces
Quantités ; mais enfuite il faudra donner &
2 8 g les mémes fignes, ou des fignes dif-
férens , fuivant que la quantité qu'on aura

Gg iij
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prife pour @, aura eu originairement le
figne pofitif ou le figne négatif.

RemaroQue AL

30. Lorfque parmi les racines réelles «»
B> 72 G il y en a de commenfurables ,
aloss il eft clair que la quantité propofée
deviendra nulle, en faifant‘; égal a une de

ces racines ; de forte que dans ce cas il
n’y aura pas, a proprement parler , de mi-
nimum ; dans tous les autres cas il fera im-
poffible que la quantité dont il s'agit de-
vienne zéro , tant que p & g feront des
nombres entiers ; or comme les coefliciens
A, B, €, &e. font aufli des nombres en-
tiers , (Ayp.) cette quantité fera toujours
égale a un nombre entier, & par confé-
quent elle ne pourra jamais étre moindre
que l'unité.

Donc fi onavoit a réfoudre en nombres
entiers P'équation
Ap4Bpr=t g+ Cprrgit Go. 4V gr=r+1,
il faudroit chercher les valeurs de p & ¢
par la méthode du probleme précédent,
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excepté dans les cas ol I'équation
A" B Cmr, G -F=0,
auroit des racines ou des divifeurs quelcon-
ques commenfurables ; car alors il eft vi-
fible que la quantité
Apry Bpr=tq+ Cpn=2q -, Ee.

pourroit fe décompofer en deux ou plu-
fieurs quantités femblables de degrés moin-
dres ; de forte qu'il faudroit que chacune
de ces formules partielles fiit égale & Punité
en particulier , ce qui donneroit pour le
moins deux équations qui ferviroient a dé-
terminer p & ¢

Nous avons déja donné ailleurs , (Mé-
moires de ' Académie de Berlin pour Uannée
2768), une folution de ce dernier pro-
bleme ; mais celle que nous venons d’in-
diquer eft beaucoup plus fimple 8 plus di-
refte, quoique toutes les deux dépendent
de la méme théorie des fraftions continues.
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PrrEo B E v IS

3 1. On demande les valeurs de p&deq,

qul remll()/zl ld yul;lule
Ap+Bpq+Cq

la plus peute qu’il oft poffible , dans Phy-

pothefe qu’on n’admette pour p & q que des

nombres entiers.

Ce probleme n'eft, comme l'on voit ,
qu'un cas particulier du précédent ; mais
nous avons cru devoir le traiter en parti-
culier, parce qu'il eft fufceptible d’une fo-
lution trés-fimple & trés-élégante , & que
d’ailleurs nous aurons dans la fuite occafion
d’en faire ufage dans la réfolution des équa-
tions du fecond degré a deux inconnues,
en nombres entiers.

Suivant la méthode générale il faudra
donc commencer par chercher les racines
de Péquation

Av—+BrtC=o,
le{quelles font, comme lon fait,
— B4y (B— 44 C)
i Yo Al
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Or, 1% fi B*— 44C eftégal dun nom-
bre carré, les deux racines feront commen-
furables, & il n’y aura point de minimum
proprement dit , parce que la quantité 4p*
~ Bpg Cq* pourra devenir nulle.

2%, Si B*— 4A4C weft pas carré, alors
les deux racines feront irrationnelles ou
imaginaires , fuivant que B*—4A4C fera
> ou <o, ce quifait deux cas quil faut
confidérer {éparément ; nous commence-
rons par le dernier, qui eft le plus facile
a réfoudre.

Premier Cas lorfque B— 4AC <o.

32. Les deux racines étant dans ce cas
imaginaires, on aura }5 pour la partie toute
réelle de ces r'tcines, laquelle ‘devra par
conféquent étre prife pour a. Ainfi il n’y
aura qu'a réduire la fra@tion=% , (en faifant
abftraftion du figne quelle peut avoir),
en fralion continue par la méthode de
Part. 4, & en déduire enfuite la férie des
frations convergentes , (art. 10), laquelle
fera nbceﬂaxrement terminée ; cela fair,
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on effayera fucceflivement pour p les nu-
mérateurs de ces fraftions, & pour ¢ les
dénominateurs correfpondans , en ayant

foin de donner a p & ¢ les mémes fignes

ou des fignes différens , fuivant que "g fera
un nombre pofitif ou négatif. On trouverd
de cette maniere les valeurs de p & ¢, qui
peuvent rendre la formule propofée un
moindre.
EXEMPLE
Soit propofée , par exemple , la quantité
49p'—238pq+-290¢".

On aura donc ici 4=49, B=—1238,
C=1290; donc B*—4AC—=—196, & ;/5
:’—;;:'7—’ Opérant donc fur cette frac-
tion de la maniere enfeignée dans lart. 4,
on trouvera les quotiens 2, 2, 3, & l'aide
defquels on formera ces fraétions, (voyes
Part. 20),

Deforte que les nombres & effayer feront
1,255, 17 pourp, &0, x5 2,7 pourg;
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or défignant par P la quantité propofée,
on trouvera

P b e

1 49
2 10
5 5

17 7 495
ot Lon voit que la plus petite valeur de P
eft 5, laquelle réfulte de ces fuppofirions
p=/y & g=2; ainfi on peut conclure en
général que la formule propofée ne pourra
jamais devenir plus petite que 5 , tant que
p & g feront des nombres entiers ; de forte
que le minimum aura lieu, lorfque p==7
& g=2.

Second Cas lorfque B*— 44C>o.

33. Comme dans le cas préfent I'équa-
tion A»+4Br+4C=o0 a deux racines
réelles irrationnelles , il faudra les réduire
Iune & Lautre en fra&tions continues. Cette
opération peut fe faire avec la plus grande
facilit¢ par une méthode particuliere que
nous avons expofée ailleurs, & que nous
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croyons devoir rapeler ici, d’autant qu'ellé
fe déduit naturellement des formules de
Larticle 25, & qu’elle renferme d’ailleurs
tous les principes néceflaires pour la folu-
tion complette & générale du probleme
propofé.

Dénotons donc par a la racine quon @
deffein de convertir en fraftion continue,
8 que nous fuppoferons toujours pofitive ,
& foit en méme temps 6 Pautre racine , on
aura, comme l'on fait, a-b=—2 , &
V(B —44C)

A

0 sk
ab=5; dolt a—b= 5

ou bien en faifant , pour abréger,
B*—4AC=E Yy
a—b="F ou le radical VE peut étre
pofitif ou négatif; il fera pofitif, lorfque
la racine a fera la plus grande des deux,
& négatif, lor(que cette racine fera la plus
petite ; donc
a==trE, 1’:;’1_"4‘/“5'

Maintenant, fi on conferve les mémes

dénominations de l'art. 25, il n’y aura qu
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fubftituer 4 la place de a la valeur précé-
dente , & la difficulté ne confiffera qua
pouvoir déterminer facilement les valeurs
entieres approchées w'> s 1, &e,

Pour faciliter “ ces déterminations , je
multiplie le haut & le bas des ﬂaéuons
Py, e g
S peR g i
peltivement par 4 (bg'—p'), A (P''—59")
A(bg"—p™), &c. & comme on a
A —ap) (pP—by)=4
A(ag—p) (bg—p)=Ap—d(atb)pg
—daby=dp+Bpy +C7 )

A(ﬁ —ag) (P! —-fw”)“/-‘lp —A(at0)

r'g —Aalzq_Ap+Bp” “+Cq &es
A(pr—ag’) by —p)y=—rA-LB—Ly/E,
A(ag'—p) (p'—bg")y=—dp'p'~-dap"g*
Al i et i ss e dppiea Gy
~: B r) v EQR T —gp),
$llpimaql) (0" —p")==Ap'pits dapype
+Abpiq ‘—Adabg'q' L= dpipl = Cgtg
= B(prgg P v E (Rt —gtpt),
& ainfi de fuire,, je fais , pour abréger,

—, &c. ref-
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Pz,
P =dp +Bpy +cq
Pr=dp 4 Bp'y +cq
Pr=dp +Bpg"t-Cy, E
=B
Qi=dp'p"+1B(pg+p)+Cq'g"
Q= dppt L B(p g g pYHCe g,
(8
Jaurai, 4 cavfe de p'g'—gp'=1, pg"

1 i

—gp=—1, pgt— g p=1, & les
formules fuivantes ,

5 <—Q°+;’|/E

—QESE,
e

SRR
M”<*Q'P‘}_.“‘/—‘

Or fi dans Pexpreflion de Q' on met
pour p** & g'* leurs valeurs 1 p'4-1 & p*,
elle deviendra ' P'-Q"; de méme fi on
fubttitue dans Pexpreflion de Q** pour p'**

A DD rtioNs: 479
&g“‘leurs valeurs u"p-pt, 8 ot 7"+
elle fe changera en p'' P +Q", & ainfi
du refte; de forte que l'on aura
Q‘ s
Qr=wp 4@
Qs P
Qui==ptP - Q| e
Pareillement fi on fubflitue dans Pex-
preflion de P les valeurs de p'' & ¢, elle
deviendra /;:P'-'I—ZP-’Q“—l—-A,‘ & i on fubf-
titue les valeurs de p'** & ¢ dans expref-
fion de P, elle deviendra P 2wt
Q'4-P, & ainfi de fuite; de forte que
Lon aura
PP LuQ e
Pri—p Pt o Q P
e Pt Q)
Pt S apm Q- P G,
Ainfi on pourra, & l'aide de ces formy-
les, continuer auffi loin quon voudra les
fuites des nombres w> ', w5 Q2, Q', Q,
& po, P, P, Ge. qui dépendent , com-
me Pon voit, mutuellement les uns des
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autres , fans qu’il {oit néceaire de calculet
en méme temps les nombres 2°, g, p", &c.
& s rqte G
On peut encore trouver les valeurs de
P, P, P, & par-des formules plus
fimples que les précédentes, en remarquant
que Ton a Q*—P'=(i' A=} By — A
(wA4p BA-C) =2 B—dC, G—Pipr
=(WPHQY—P'(4 P2 Q'd-A)
:Qli—AP‘ , & ainfi de fuite; ceft-a-
dire
Q—Pp =1F
Q—Ppi=tE

Q—Pup—1E g

d’ou l'on tire

Les nombres u, w's w'*, &e. étant donc
trouves
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tfouvés ainfi , on aura,, (art. 26), la frac-
tion continue

1
DI

& pour. trouver le sminimum de la formule
Ap-Bpg+-Cq: , il 0’y aura qu’a. calculer
les nombres PyPly Ploply Ge. & ¢ 4oty
7'5.9%5:Ca (arto2s), & les effayer en-
fuite 3 la place de p & .5 mais. on peut
encore fe difpenfer de;cette opération, en
temarquant que les quantités P, P, Pt
&c. ne font autre chofe que les valeurs de
la formule dont il s'agit,: lorfqu'on 'y fait
fucceflivement p==°, Py PG & g=¢%
5 9" 5 Geo Ainfi ibn’y aura qud voir quel
&t le plus petic terme de la fuite P2, P',
B sk qu'on aura calculée en mémé
temps que la fuite 12 115 "5 &o. & ce fera
le minimum cherché 3 on trouvera enfuite
les valeurs correfpondantes de p & ¢ par
les formules citées.

34. Maintenant-je dis qu’en continuant
la ferie Pe, P, P, &c. on doit nécef-
Qirement parvenir a:deux termes confécu-

Tome 11, Hh
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1ifs de fignes différens, & qu'alors tous les
termes fuivans feront aufli deux & deux de
différens fignes. Carona, (art..précéd.),
P=A(p—ag) (p—bg"), P'=A(p'~aq)
(p'—bq"), &c. or de ce qu'on a démonti¢
dans le probleme IL, il s’enfuit que les quan-
tités p—agq®, p'—ag', p"'—ag', &e. doi-
vent étre de fignes alternatifs , & aller tou-
jours en diminuant ; donc, 1°. fi 4 eft un
quantité négative , les quantités p"—bg°»
p —bq', &c. feront toutes pofitives; par
conféquent les nombres P°, P, P feront
tous de fignes alternatifs; 2° fi 6 eft un{e
quantité pofitive , comme les quantites
p—agq, p'—agq*, &c 8 a plus forte

P

< o P 4
raifon les quantités — —a, ?—a , for

1

ment une fuite décroiffante & infini, ot

arrivera néceffairement 2 une de ces der”

nieres quantités, comme -—-—a, qui fer?

< a—1b, (abftraltion faite du figne), &

1 ik E 4y
alors toutes les fuivantes, 7 e
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le féront-aufli ; deforte que toutes les quan=
: :
tités a-—/ﬁ{«"%-—a 5 a-—é—{—}-}};——ﬁz@c.
{eront néceflairement de méme figne que
la quantité.a-— 5 par conféquent les quans
o —b, & & celles-ci, p™
=0ty pr—by", & d Linfini; feront
toutes de méme figne ; donc les-nombres
L, P &, feront: touside fignes alter~
natifs.

Suppofons donc en général que Lon foit
parvenu a des termes de fignes alternatifs
dans la férie Piy Py P, oo & que 22
{oit le premier de ces termes , en forte que
tous, les termes , Pr, Pret, Prs be
Linfini, foient alternativement pofitifs &
négarifs ;. je dis quaucun de ces termes ne
pousra étre plus grand que %, Car fi, par
exemple , Ly P, P, &c. font tous de
fignes alternatifs , il eft clait que les pro-
duits deux & deux, PP, PPy e,
feront. néceflairement. tous négatifs ; ; mais
Ona, (article précéd.) Q — PUPESE,

Hh jj
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@ P Pr==E & donc Tes nombres
pofitifs, == P P i - Piv P Aferont tous
rioindres gue £, ou ai moins pas plus grands
qie E; de-forté que; ‘commieles notibres
Py P apre-Geofont: dailleursi tous en-
tiers par leur nature!, les nombres P, P,
€. & en général les nombres P>, P,
&c. (abftrd@ion faite deleurs fignes), ne
pm{rr()m jamais furpaffer 1e nombre £,
Il's’enfuit aufli de-1a%que’ les-termes (5
Q'5-&e. & en général Qrr, Q2 Geline
pourtont jamais étre plus grands e \/15
Dol eft- faciléde conclure’ que les
deuxfériesPr, Pria, Pi, B0 el Q)
@2, 6. quoiqué pouflées & Finfni, ne
pourront étre compofées: que’ d’un" certain
nombre de termes différens , €estermes ne

pouvartétre pourla’preimiére Gue lésnom-

bres: naturels jufqud £ pris’ pofitivement
ou négativement, & pour la feconde’, les
nombres naturels jufqu'a \/E avec lesfrac-
fions intermédiaires t, 2,0, Gelipris-aufli
pofitivement ou népativement’ car il eft
viible par les formules de Fariicle' précé-
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dlent :que-les nombres: Q5 Q"1 Qy &,

feront toujours:entiers,lorfque Bofera pairj
mais qu'ils contiendront chacun la fraétion
%5 lorfque B fera impair:

Donc , en continuant les deux féries P}
Py PG BoiQy Qi@ Geril s
rivera néceflairement quedeux termes cor=
refpondans’, -comme Pm & Q7| revien-
dront aprés un certain intervalle de ter-
mes, dont le nombre pourra toujours étre
fuppofé pair ; car; comme il faut que les
mémes termes P7 & @7 reviennent en
méme temps une infinité de fois, & caufe
que le nombre des termes différens dans
Pune & dans lautre {érie eft limité , & par
conféquent aufli le nombre de'lears com-
binaifons différentes, il eft clair que fi ces
deuw termes: revenoient toujours aprés un
intervalle d’un nombre impair de termes.,
il n’y auroit qua confidérer leurs retours
alternativement , & alors les: intervalles
feroient tous compofés: d’un mombre pair
de termes.

Hh iy
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On aura donc', en dénotant pari2p, le

nombre des termes. intermédiaires
Pﬂ“p: 7z m+2p — ()2

B3 518 Quitt= Q%
& alors tous les termes P~ SRR Ga
Q”'; an’ sz’ & O Y L o
reviendront aufli au bout de chaque inter-
valle de 2p termes. Car il eft facile de voir
par les formules données dans l'article pré-
cédent pour la détermination des nombres
Pty B GG 125, Qs Q518 &Py
P, Py &c.oque dés quion anra Pri¥
=7, & Q7*=Q~, on aura aufli w+*
= enfuite Qz—u;u:Qm-x & Prispt+t
-:P'.‘ %3 donc aufli w2ttt e | & ainfi
de fuite.

Dong, fi 1 eft un nombre quelconque
égal ou plus grand que =, & que m dé-
note un nombre quelconque entier pofitif,
on aura en général
Pnr»zm;:Hn’ Qnﬂmp:Qn5 #TH»lmp:lu";

e 5 )
dg forte qu’en connoiffant les =+ 2p pre-
miers rermes de chacune de ces trois fuitess
A
on connoitra aufli tous les fuivans, qui né
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{eront autre chofe que les 2¢ derniers ter-
mes répétés A Linfini dans le méme ordre.

De tout cela il s'enfuit que pour trouver
la plus petite valeur de P—=Ap*+Bpg+Cq’,
il fuffit de pouffer les {éries P, P, P,
Ge. & @2, Q', Q5 &c. julqua ce que
deux termes correfpondans, comme P~ &
Q7 reparoiflent enfemble aprés un nombre
pair de termes intermédiaires , en forte que
Pon.ait Pr—Pr, 8o, Qrer—0ralos
le plus petit terme de la férie P°, P*, P*,
&c. P+ fera le minimum cherché.

CoroLL ATRE L

35+ Sile plus petit terme de la férie P°,
P, P, &e. P72 ne fe trouve pas avant
le terme P, alors ce terme reparoitra une
infinité de fois dans la méme fuite prolon-
gée a linfini; ainfi il y aura alors une infi-
nité de valeurs de p & de ¢ qui répondront
au minimum, & quon pourra trouver tou-
tes par les formules de lart. 25, en con-
tinuant la férie des nombres &> w''s 1 Ec,
au-dela du terme 47 par la répétition des

Hh iv
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mémes termes 7+ prt2 &l comine on
Ta-dit ‘plus haut.

Oun-peut aufli dans ce cas avoir des for-

mules générales qui repréfentent toutes les
va[(’llr\ de p & de ¢ dont il s'agit ; mais le

détail de la méthode quil faur employer
pour y ‘parvenir , nous meneroit trop loin ;
quant & préfent , nous nous contenterons
de renvoyer pour cet objet aux Mémoires
de Berlin déja cités, an. 1768, pag. 123
& fuiv. ol Fon trouvera une théorie geé=
nérale & nouvelle des fraftions continues
périodiques.

CHOSREOM e 4+ 1 It oL

36. Nous avons démontré dans l'art. 3 4,
qu'en continuant la férie P*, P, P &e.
on doit trouver des termes confécutifs de
fignes différens. Suppofons donc , par ex.
que P & P foient les deux premiers ter=
mes de cette qualité, on aura néceflaire
ment les deux quantités Pl —bg & p*
—0bg"™ de mémes fignes, A caufe que les
quantités p"'—ag™ & p—ag™ font de lenr
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nature de diffiéréns fignes.” Or en mettant
dans les quantités p—bg’, p"—bg", &c.
les valeurs de pt, 7, Gc. %, g% 6. (art.
25), on aura
P —bg =p(p —bg") " —bg
P —bgi=w (pr—bq )+=p" —bg G
Drou, & caufe que w, w', &c. font des
nombres pofitifs’; il eft clair que toutes les
quantités p%—bg“ pr—bg, &eia Linfini,
feront de mémes fignes que les quantités
pr—bg & p ", par conféquent tous
les termes [’“, P, &c. A linfini,
auront alternativement les fignes plus &
moins.

Maintenant on aura ‘par les équations
précédentes

pw;/qm

2 —/“/
mié{]

ou les qua

feront toutes pofitives.
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Donc, puifque les nombres p*; u, 175
Ge. dowem étre tous entiers pofitifs, (kyp.)
Fa
la quantité £ — -~ devra éue poGuve
Pi=b
8 >1, de méme que les quanmes [7‘ )
le A 1 p Aq
/w , &c. donc les quanmesL—g; ;
P ik Pt
P— : ;
7 bgw » &c. feront pofitives & moindres
quelumte de forte que les nombres 17,
#", &c. ne pourront étre que les nombres
entiers , qui font immédiatement moindres
FECIE TNy
que les valeurs derataey] /}qv - ot bq ’
P=bg % p—bg
&c. quant au nombre 1, il fera aufli égal
au nombre entier, qui eft immédiatement

moindre que la valeur de P—'ii , toutes

m tir

les fois qu’on aura? = qu < 1. Ainfi
on aura
b <] o -/>9
x ==bg”
Pv._ gt
oS
P—bg

o
prg }’—7, &
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le figne < placé aprés les nombres 5 7>
, &c.l dénotant, ‘comme plus haut , les
nomb.cs entiers qui font immédiatement
au-deffous des quantités qui fuivent ce
méme figne.
Or il eft facile de transformer , par des
réduétions {femblablesa celles de l’“rt 2%

Vo

< Sl
les quantités b

vl___,l F
celles-ci, Qi VE Q ,‘/ &ec. de

, &eoen

it

b
plus la condition de £ P— — j— <1 peut fe

‘7 —p

jjw F _a‘]u 3
- AP—W >1, aura
T

M ou
BE L

réduire & celle-ci
laquelle, a caufe

furement lieu lorfqu'on aura

< 1; donc on aura

w /Q_E;‘/E ﬁ—f,pm——ou<1,
@ —ivE

Rz G 1)‘., 2
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En combinant ces formules avec celles
de lart. 33, qui renferment la loi des {4ries
Py PighD o Ge & Qi Q% nQrisy Ggdion
verra aifement que fi on fuppofe donnés
deux termes correfpondans de ces deux
féries, dont le numéro foit plus grand que 3,
on pourra remonter aux termes précédens
jufqua P& Q, & méme jufqulaux ter-
—p

VL
=ou <1 alieu; en forte que tous ces
termes feront abfolument déterminés par

mes P & Q, fi la condition de

ceux quon a fuppofé donnés.

En eflet connoiffant , par exemple, P*
& Q", on connoftra d’abord P~ par I'équa-
tion é’ﬁP’ =% F ; enfuite ayant Q"
& P, on trouverala valeur de ", 4 I'aide
de laquelle on trouvera enfuite la valeur

de Q" par léquation Q"= Pr-}-Qr; of

Péquation Q*— P Pr—7 E donnera Ps
& {i on fait d’avance que —
aprés quoi

= ou < 1, on trouvera p,
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Onaura Q' par I'équation Q'=p"P"-Q",

& enfuite’ P par celle-ci; Q=L P P

ZE,

De-1a il eft: facile de tifer cette conclu=
fion' générale, que fi P* & P font les
premiers termes de la férie Pr, P, Py
Gc. qui fe trouvent confécutivement de
différens fiones, leterme P+ & les firivans

= o

teviendront toujours apres un certain nom-

bre de termes intermédiaires;, & qu'il en
A 555 + P
fera de méme du terme #*, fi l'on a e

= oun <TI.

Carimaginons;, comme dans Vart. 34,
Guelon ait trouve Pr—P7 & Q=
=0, & fuppofons que = foit >, c’eft=
d=dire #=n-v ; donc on pourra‘d’un c6té
femonter du terme P~ au terme P ou P,
& de lautre, du terme P***ai terme
Priaptt oy P2t & comme les termes d’olt
Yon part, de part & dautre font égaux;
tous les dérivésferont aufli refpeltivement
Cgaux ; de forte qulon aura Prratiis Prer

1P

Ou méme PM* =P¥,"fi P —ou <1,
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Par-la on pourra donc juger d’avance
du commencement des périodes dans 12
{&hie ‘Lo PP PR By & par confé=
quent aufli dansides deux autres féries, Q°»
Q5 Qy Q; Gew Sops wiy s iy G maid
quant & la longueur des périodes , cela deé-
pend de la nature du nombre £ ,1& méme
uniquement de la valeur de ce nombre
comme je pourrois le démontrer, fi je né
cruignois que ce dérail ne me mendt trop
lomn.

11k

37. Ce quon: vient de démontrer, dans

C. 0'R0E L ATIREE

le corol. préc. peut fervir encore & prouver
ce beau théoreme: Que:toute équation dé
la forme p'—Kq =1, o K- eft un-nom=
bre_entier pofitif-rion carré, & p &»q deux
indéterminées , eft toujourss réfoluble en nont
[7/'53' 6/1!1:[3]'5.

Car, en comparant la formule pi—#q’
avec la formule générale dp'+Bpg+€q's
ona d=1, B—o, C=—K ; donc &
— B 4A C==4 K & L B o= v Ky
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(art. 33). Donc P°=1, Q°==0; donc i
<AV, Q=p, & P —K; don
Pon voit 1° que P eft négatif, & par
conféquent de figne différent de P°; 2°, que
— P eft = ou >1, parce que X &

font des nombres entiers; de forte qu'on
Do

aura —=ou <13 donc onaura, (art.
préc.) A==o0, & P*=P°—1; de forte
qu'en continuant la férie P°, P*, P, &e.
le terme P°=—1 reviendra néceflairement
aprés un certain intervalle de termes; par
conféquent on pourra toujours trouver une
infinité de valeurs de p & de ¢ qui rendent
la formule p*— K ¢* égale & Punité.
CoroLLAIRE IV
38. On peut auffi démontrer cet autre
théoreme : Que fi ['équation p>—Kq'=+H
eft réfoluble en nombres entiers , en fuppofant
K un nombre pofieif non-carré , & Hun nom-
bre pofitif & moindre que ‘/K , les nombres
P & q doivent étre tels que ‘;— Joiz une des frac-
Zions principales convergentes vers la valeur

de y/K.
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Suppofons que le figne fupérieur doive
avoir lieu, en forte que p’—l(g‘_ff;
P
donc,on awranp—qy/ K= “W,\ &g
V=t
7 GV :
deiix nombres entiers pofitifs’, 78 f, moin=

dres. que p & g, & tels que p/—gqr=1,
ce qui eft toujours poflible , commeion i'a

5 quon cherche

v
démontré dansPart. 23 , & Ton aura & A

—] ; donc retranchant cette eqmtxon de

la précédente, il vxendraf—\/K
H

:ﬂswm—ﬁ’

de forte qu'on aura
q (” S V V)

pgy/ K=
/& )

B K= 5
sedy il §CFVE)
Or comme? > ,/A & t{<\/]{,1l€ﬂ¢
H
clair que ;— | o fera <75 donc p—4
PV
\/K fera < ;’;; donc

T;’(”"‘
q(& —i—v &)

1
1

P us
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plus forte raifon < 7> puifque < g; de
forte que r—/y/ K fera une quantité né~
gative, laquelle, prife pofitivement , fera
> =, 4 caufe de x——‘%) >z,

Ainfi on aura les deux quantités p— y\/](
8 r— 3/ K, ou bien, en faifant e=VK,
P—ag& r—af, Ieiquelles feront aflujecties
aux mémes conditions que nous avons fup-
pofées dans l'art. 24, & d’otr Pon tirera
des conclufions femblables; donc &ze. (art.
26), fi l'on avoit p*—Kgy'——H, alors
il faudroit chercher les nombres 7 &/, tels
que pf—gr=—1, & l'on auroit ces deux
quations o
g ‘/K Y e f(VK”}'P
: [H
Y Ehrest o il
Comme H<\/K & [<q,il efr clair que
[H
(v L+1)
Quantité f‘/f(h—~r fera négative ; or je dis
Tome 11, Ii

fera <13 de forte que la
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que cette quantité, prife pofitivement, (er.:;
plus grande que g v/ K—p; pour cela

[H
. '
faut démontrer que (1 —

: 34
,oubienque 1> ———"5
9

ot
>9(VK+‘3) vV K+

favoir \/K+%>H+/7H,- mais H<\/K;
(hyp.) 5 donc il fuffic de prouver’que 7
f—’;i(, ou bien que p>f\/1(,- cleft ce
qui eft évident, 2 caufe que la quantit¢
f‘/l(—r érant négative , il faut que 7
>f\/](, 8 a plus forte raifon p>j\/](;

puifque p> 7.
: Acin{i }fes deux quantités, p—gy/ K &
,,f,/[(, feront de différens fignes , &
la feconde fera plus grande que la pre
miere, (abftraétion faite des fignes), com”
me dans le cas précédent; donc, &c.
Donc, lorfqu'on aura a réfoudre en nOI“‘z
bres entiers une équation de la forme P
gk HYy o H<\/K, il ny aurd
qu'a fuivre les mémes procédés de Iart. 331
en failant A=1, B=o0 & C=~—K; &
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fi dans la férie P°, P, P PR Gre, Prap,
on rencontre un terme =+A, on aura
la réfolution cherchée , finon on fera affuré
que Iéquation propofée n’admer abfolu-
ment aucune folution en nombres entiers,

REMARQUE

39- Nous n'avons confidéré dans lart. 33
qu'une des racines de I'équation 4+ B
~-C=o, que nous avons fuppofé pofirive;
fi cette équation a fes deux racines pofi-
tives, il faudra les prendre fiicceffivement
pour a, & faire la méme opération fur
Lune que fur Fautre ; mais fi 'une des deuy
racines ou toutes deux étoient négatives ,
alors on les changeroit d’abord en pofitives,
en changeant fenlement le figne de &, &
on opéreroit comme ci-deflus; mais en-
fuite il faudroit prendre les valeurs de p &
de ¢ avec des fignes différens , c’eft-a-dire
Pune pofitivement & l'autre négativement,
(art. 29)s

Donc en général on donnera A la valeur
de B le figne ambigu +, de méme qua
T ij
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‘/E, ceft-a-dire qu'on fera Q=IiB,
& quion mettra + 4 la place de \/E, &

il faudra prendre ces fignes, en forte que
la racine

_FBHE
<

foit pofitive , ‘ce qui pourra toujours fe faire
de deux manieres différentes ; le figne fu-
périeur de B indiquera une racine pofitive,
auquel cas il faudra prendre p & gtous deux
de mémes fignes ; au contraire le figne in-
férieur de B indiquera une racine négative,
auquel casles valeurs de p & g devront étre
prifes de fignes différens,

E x E:mipL E
40. On demande quels nombres entiers il
Saudroit prendre pour P& q, afin que b
quantité
9p'=118pg-+3784"
devint la plus petite qu’il eff poffible.
Comparant cette quantité avec la for-
mule générale du probleme III, on aura
Ade=g, ' B= 118, C=378, dont 5*
—44C=316; d'oi I'on voit que ce cas

AdpprTrons: jor

fe rapporte & celui de lart. 33. On fera
donc E=316 & + E:-‘/79 , ot I'on
temarquera d'abord que \/79>8 & <93
de forte que dans les formules dont il ne
Sagira que d’avoir la valeur entiere appro-
chée, on pourra prendre fur le champ a
la place du radical y/79 le nombre 8 ou 9,
fuivant que ce radical fe trouvera ajouté
ou retranché des autres nombres de la
méme formule,

Maintenant on donnera tant 3 2 qua

£ le figne ambigu +1, & on prendra
enfuite ces fignes tels que
—*594V79

9

foit une quantité pofitive , (art. 39); d’olt
Lon voit qu'il faut toujours prendre le figne
fupérieur pour le nombre 59 » & que pour
le radical y/79 on peut prendre également
le fupérieur & l'inférieur. Ainfi on fera tou-
Jours Q°=—1RB, & ‘/E pourra étre pris
fucceflivement en plus & en moins.

Soit donc 1°. %\/E:\/79 avec le figne
Pofitif, on fera, (art. 33) , le calcul fuivant:

Ii 1

a
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Je m’arréte ici, parce que je vois que

RRARCRRR Qu=Q', & P"=P', & que la difié-
[ |

]| tence entre les deux numéros 1 & 7 eft
paire ; d’olt il sSenfuit que tous les termes
{uivans feront aufli les mémes que les pré-
cédens; ainfi on aura @' =4, Q"'=-3,
O = GF el S P e, G
de forte qu'on pourra, fi 'on veut, con-
tinuer les féries ci-deflus & Pinfini, en ne
faifant que répéter les mémes termes.

\H:

L€~
$l—=f- 1201

29 8 5
S—f—r1

nd ‘8—

=g ‘S—=L+z9
=P

=.,f ‘L=g—¢
=, ‘f—=t+1L—

—
= g ‘r=6§—L*6

S="17

2% Prenons maintenant le radical \/79
avec un figne négatif , & le calcul fera com-
me il fuit:

T
6L—gx
92,
s
6L—91
3

=g
= ¢
A5

>iabl——
>

= §i=6v
=
=
o1
6L—6F
i

>oun (f——=
>,

S
(OI—

A

> i c9—

i
J
P
A

>l
>l

o1
GLATE
L=
6LA-y—
6
6LA+6S

i~
SLA-V—
6
6LA+S
9
SLA—L~
£
6L+
s 8
T 6LA-L—~

.4
£1
¥
£
“f
€1
€L

ot
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CRRRRNCRRA
SN [ | e 1l

==

TE1Tgi
€68 —

Cl—=p1—1"C1=

L—= 62l
g r1—=6§_§-

“l—tr_1-6

¢§—L—1'01
‘8
G/

99 08 29
d b—=5479—=

d
wid V—=C+1:l—

od CL—=g+SE—
nd
ud
ud

6L—6F 111

==y

6
6L—$T — 1Ay

6L—¥9 T
S=s. = >
o — od

6L—6F — x
[

55
il
6Lyt
o1
6L—6
e
£1
6
= §l~961

£
£6

> i l—=
K4

¢

SO%
i 9 —

‘€1

1 O
> o
> 2

Il
:
~
I

e
o 0> R

= A
Fik
== 6T 45

Lie
6LATL

5
6
L4
a8
645~
or
6LATL
o
6LA—g—
e

€e
g7
€3
N
<3
€
$3€

On peut sarréter ici, puifque I'on a
trouvé Q" =0Q" & P*=P=, & quela
différence des numéros 9 & 3 eft paire;
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Car en continuant les féries on ne retrou-
veroit plus que les mémes termes qu'on a
déja trouvés.

Or fi on confidere les valeurs des termes
P, P, P, P, G trouvées dans les
deux cas, on verra que le plus petit de ces
termes eft égal a — 3 ; dans le premier cas
Ceft le terme 2 auquel répondent les va-
leurs p & ¢*; & dans le fecond cas, c’eft
le terme P auquel répondent les valeurs
P& g

Dot il s’enfuit que la plus petite valeur
que puiffe recevoir la quantité propofée
eft —3 ; & pour avoir les valeurs de p & g
qui y répondent , on prendra dans le pre-
ier cas les nombres s u's p''s favoir 7,
1 & 1, & l'on en formera les fraétions prin-

: e e
cipales convergentesZ, 2, % latroifieme

fra&jon fera donc ? , en forte.que T'on

ura pr=15 & ¢"=2; ceft-A-dire que
les valeurs cherchées feront p=15 & ¢
==2. Dans le fecond cas on prendra les

nombres p» s w15 favoir 5,1, 1,3,
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Iefquels donneront ces frattions £, &, 1y
5 de forte qu'on aura Pi=39 & q"’=7,
donc P=39 & =7k
Les valeurs quon vient de trouver pour
p & g dans le cas du minimum , font aufli
les plus perites qu'il eft poﬂ'ble; mais on
pourra, fi on veut, en trouver fucceffi-
vement dautres plus grandes ; car il eft
clair. que le méme terme —3 reviendra
toujours au bout de chaque intervalle de
fix termes ; de forte que dans le premier
cas on aura Ple=—3 , P3P~
=—3, &c. & dans le fecond, Pr=—j3,
Pi=—3, Pm=_ 3, e Donc dans
le premier cas on aura pour les valeurs f{a~
tisfaifantes de p & g celles-ci, pu, Gt
P 4% P g, Eeo & dans le fecond cas
celles-ci, p, ¢, p*, g%, p*, g™, G, O
les valeurs de w0, w's 1, &e. font dans le
premier €as 7, 1, 1, §,3,2, 1, 1,1, §,
35251, 1, 1,5, 3, &c & linfini, parce
que p't=p! & W =ptt &e. ainfi il ﬂ’}’
aura qu'a former par la méthode de larte
20 les frattions

Abprri1oNs §on

751y 1, 55 3, 2, I, I, T, §é
7 8 15 83 264 611 875 1486 236t 13291

T 02 29 112 359 Si2 10167 1972 3139 17622
&e.
& on pourra prendre pour p les numéra-
teurs de la troifieme , de la neuvieme , &c.
& pour g les dénominateurs correfpondans
on aura donc p==1§, g==2, oup==2361,
g=313 ou, &ec.
Dans le fecond cas les valeurs de g 1'%
wy Goiferont' § , 1, 153575, 1,1, 1, 2,
3, 551, I, I, 2, &c. parce que ,u":y"',
w—=u", &c. On formera donc ces frac=
tions-ci ,
§5>I, I, 35 §5 I, I, I, 2, 3,

3 6 "1t 39 206 245 451 696 1843 622§ |
51922 79 372 240 812 i25) 331.0 in8?

5

312968
S G

.& les fraltions quatrieme, dixieme, &c;

donneront les valeurs de p & ¢, lefquelles
feront donc p=139 , ¢=7, oup=6225,
g=r1118, &c.

De cette maniere on pourra donc trou=
yer par ordre toutes les valenrs de p & ¢,
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qui rendront la formule propofée =35
valeur qui eft Ia plus petite qulelle puifle
recevoir. On pourroit méme avoir une
formule générale qui renfermat toutes ces
valeurs de p & de g5 on la trouvera, fi
Toneneft curieux,, par la méthode que nous
avons expofée ailleurs , & dont nous avons
patlé plus haut, (art. ABE

Nous venons de trouver que le mini-
mum de la quantité propofée eft —3, &
par conféquent négatif ; or on pourroit pro-
pofer de trouver la plus petite valeur po-
fitive que la méme quantité puifle recevoir,
alors il n’y auroit qua examiner les féries
Pe5 Prpesipieie ey te it deux cas,
8 on verroit que le plus petit terme po-
fitif eft 5 dans les deux cas 5 & comme
dans le premier cas ceft v, & dans le
fecond P qui eft =5, les valeurs de V4
8&de ¢, qui donneront Ia plus perite valeur
pofitive de la quantité propofée , feront
P75 9", 0upt, g*, ou &e. dans le premier
cas, & p”, 9", ou p*, ¢ Ge. dans le fe-
cond ; de forte que L'on aura par les frac-
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tions ci-deflius p=83 , g==11, ou P=I13291,

g=1762 &c, ou p=I1, g=2, p=1843,

9=331 &c.

Au refte on ne doit pas oublier de re=
marquer que les nombres ws p', ', &,
trouvés dans les deux cas ci-deflus , ne font
autre chofe que les termes des fra&tions con-
tinues , qui repréfentent les deux racines de
Iéquation

9%’ —118x-}-378=—0,

De forte que ces racines feront

:
745 1

expreflions qu'on pourra continuer y Iin<
fini par la fimple répétition des mémes
tiombres.

Ainfi on voit par-13 comment on doit
sy prendre pour réduire en fraGtions con-
tinues les racines de toute équation du fe-
cond degré.
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41. M. Euler a donné dans le tome XI
des nouveaux Commentaires de Pérerf-
bourg une méthode analogue & la précé-
dente,, quoique déduite de principes un pett
différens, pour réduire en fraétion continue
la racine d’un nombre quelconque entier
non-carré, & il y a joint une rable ou les
frations continues {ont calculées pour tous
les nombres naturels non-carrés jufqu'a 120,
Comme cette table peut étre utile en dif-
férentes occafions, & fur-tout pour la fo-
lution des problemes indéterminés du fe-
cond degré, comme on le verra plus bas,
(S. VIL), nous croyons faire plaifir & nos
Lecteurs de la leur préfenter ici; on re-
marquera qu'a chaque nombre radical il
répond deux fuites de nombres entiers 1a
fupérieure eft celle des nombres P°, —P%
P, — P, Ge. & linférieure eft celle
des nombres p, p's s 1 Eas
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Ainfi on aura par exemple,

Vz_1+ 1
+x.+, &eo

Vi=tts 1
: + 24, Ge
& ainfi des autres.

Et fi on forme les frations convergentes

e —, &c. d’aprés chacune de

7797 9" g
ces fraftions continues on aura
(p)—Z(q )“=nﬁ—29'—-—
p —zg = S
& de méme,
(}’)—3(7)“1,}’—37—-
p—3¢=1, Gc. &

ADDpDaTaronNSs s17

PARAGRAPHE IIL

Sur la réfolution des Equations du premier
degré a deux inconnues en nombres entiers.

Addition pour le Chapitre I.

42, LoRSQU’oN a a réfoudre une équa-
tion de cette forme
ax—by=c,

ol a, b, ¢ font des nombres entiers donnés
pofitifs ou négatifs , & o les deux incon-
nues x & y doivent étre aufli des nombres
entiers , il fuffit de connoitre une feule fo-
lution, pour pouvoir en déduire facilement
toutes les autres folutions poflibles:

- En effet, fuppofons que l'on fache que
ces vaIeurs, T Sy =8 fatisfont &

quuanon propofee « & £ étant des nom-
bres entiers quelconques, on aura donc
@e—pbp=c, & par conféquent ax— by
=as—08, ou bien a(x—a)—b(y—8)
==0;-d’ol 'on tire
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Qu'on réduife la fration i fes moin-
dres termes , & fuppofant qu'elle fe change

par-la en celle-ci, i—:, ot b' & a' feront

premiers entr’eux , il eft vifible que I'équa-
tion x:; :é ne fauroit fubfifter , dans
la fuppofition que x—« & y—# foient
des nombres entiers , & moins que Pon ait
x—a=mb, & y—pf=ma', m étant
un nombre quelconque entier ; de forte que
Pon aura en général x=—=a+mb', & y—=~
~-mat, m étant un nombre entier indé-
terminé.

Comme on peut prendre m pofitif ou
négatifa volonté , il eft facile de voir qu'on
pourra toujours déterminer ce nombre ,
en forte que la valeur de x ne foit pas plus

grande que g, ou que celle de y ne foit

pas plus grande que a;x , (abftradtion faite

des fignes de ces quantités) 3 doi il s'enfiit
que fi léquation propofée, ax—by=c,
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eft réfoluble en nombres entiers, & qu'on
y fubftitue fucceflivement 4 la place de »
tous les nombres entiers fant pofitifs’ que

négatifs ; renfermés entre ces deux limites
Btioasid:
&

54 > onentrouvera néceflairement

un qui fatisfera a cette équation ; & on trous
vera de méme une valeut fatisfaifante dey
parmi les nombres' entiers pofitifs ou né-

. neva G o s a
gatifs, contenus entre les I1m1tes: & ==

Ainfi on pourra par ce moyen trouver
une premiere folution de la propofée , aprés
quoi on aura touites les autres par les for-
mules ci-deflus. 3

i 43 Mais fi oft ne veut' pas employer la
méthode’ de’ thtonnement que nous venons
de propofer, & qui feroit fouvent trés-fa
borieufe,, on pourra faire ufage de cellg
qui-eft expofée dans-le chiap. 1 du traité
précédent p& qui eft tres-fimple & trés-dis
tefte , ou bien on pourra sy prendre de
I maniere’ fuivante.

On remarquera 1° que fi les nombres

Kk iv
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& b.ne font pas premiers entr'eux , I'équa=
tion ne pourra fubfifter en nombresentiers;
a mojus que le nombre donné ¢ ne foit di-
vifible par la plus grande commune me-
fure de a & 6. De forte qu'en fuppofant
la divifion faite lorfqu'elle a’lieu; & dé-
ﬁgnam les quotiens para’, b, ey ionaura
a réfoudre I'équation

=y
olr @' & &' feront premiers entr'eux.

2°. Que fi 'on peut trouver des valeurs

de p & de ¢ qui farisfaffent a 'équation

s G p=bg=11,
on pourra réfoudre I'équation précédente
car ileft vifible qu'en multipliant cesvaleurs
par -£¢', on aura des valeurs quifatisferont
aléquation a'x—b'y—c'; ceft-a-dire qu’on
aura x=+pc' & y=tqc.

Or Péquation a'p+—2' g=sr eft tojours
réfoluble en'nombres entiers,,- commie'nous
Pavons démontré dans l'art. 23 ; & pour
trouver les plus petites valeurs.depi8c de ¢
qui y peuvent fatisfaire , il n’y aura qu'a

pour =&

dpprrrons. y21
> . ezl ] 3
convertir la fration —en fraftion continue

par layméthode de l'art. 4,°& en déduire
enfuite la {érie des frations principales con-

e
vergentes vers la méme fration i par les

formules de Part. 103 la derniere de ces
3 &
fraftions fera la frallion méme % &fion

déligne Vavant-derniere parZ, onaurapar
lasloi de ces frattions, (art. lz) yap—byq
=+, le figne fupérieur étant pour le cas
ob le quantieme de la fraétionZ eft pair,
& Finférieur pour celui oirce: quantieme
eft pair.
Ces valeurs de p & deg étantainfi con-
nues,-on-aura donc d’abord w==rpc' &
7¢4.,-& ptenant enfuite: ces valeurs
£, on aura en général (art-42);
J:pC —-[»m/) T L +ma ¥
e‘q,refrons qui renfermeront néceffaire-
tnent’ toutes les folutions poffibles en nom-
bres eatiers de I'équation propofée.
Au refte , pour ne laiffer aucun.embarras
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dans la pratique de cette méthode , nous |

remarquerons que quoique les nombres
& & puiffent étre pofitifs ou négatifs, on
peut néanmoins les prendre toujours pofi-
tivement , pourvu qu'on donne des fignes
contraires & x , fi a eft négarif, &ay, fi
b eft négatif.

Ex gmopoiLE

44. Pour donner un exemple de la mé-
thode précédente , nous prendrons celai
de Part. 14 du chap. 1 du traité précéd,
ouil s'agit de réfoudre I"équation 39p=56¢
~rr; changeant pen x & geny, on aura
donc

39X —§56y=I1I.
Ainfi on fera =19, b=6 & c=11;
& comme 56 & 39 font déja premiers entre
eux, on aura’a'=39, b'=56, c'=r1.
On réduira donc en frattion continue la

ias83b!
fraftion = :%, & pour cela on fera,

( comme.on l'adéja pratiqué dansl'art. 20),
le calcul fuivant,
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539|561
139l

o.
Enfuite , a 'aide des quotiens 1, 2, 3,
&c, on formera les fraétions
I, 2, 3, 2, 2.
Ve a3
T2 29 .72 167 359
& la pénultieme fraétion 2 fera celle que
nous avons défignée en général parZ ; de
forte qu'on aura p=23 , ¢—16 ; & comme
cette fraltion eft la quatrieme , & par con-
féquent d'un quantieme pair, ‘il faudra
prendre le figne fupérieur ; ainfi l'on aura
en. général
x=23.114-56m, & y=16.11439m,
m pouvant étre un nombre queleonque en-
tier pofitif ou négatif,
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REYMARQUE

45. On doit la premiere folution de ce
probleme & M. Bacher de Meziriac, qui
Pa donnée dans la feconde édition de fes
Récréations mathématiques, intitulées Pro-
blemes platfans & déleclables , &c. La pre-
miere édition de cet Ouvrage a paru en
1612, mais la folution dont il s'agit, n’y
eft quannoncée , & ce n'eft que dans 'édi-
tion de 1624 qu'on la trouve complette.
La méthode de M. Bacher eft trés-dire@e
& trés-ingénieufe , & ne laiffe rien A dé-
firer du c6té de I'élégance & de la géné-
ralité.

Nous:faififfons avec plaifir cette occa=
fion de rendre & ce favant Auteur la juftice
qui lui eft due fur ce fujet , parce que nous
avons remarqué que les Géometres qui ont
traité le méme probleme aprés lni, nlont
jamais fait aucune mention de fon travail.

Voici en peu de mots & quoi fe réduit
la méthode de M. Bacher. Aprés avoir fait
voir comment la folution des équations de
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la forme ax—by=c, (a & b étant pre-
miers entreux ), fe réduit A celle de ax
—by=+1, il sattache 2 réfoudre certe
derniere équation , & pour cela il preferit
de faire entre les nombres @ & & la méme
opération que fi on vouloit chercher leus
plus grand commun divifeur , (eft aufli
la méme que nous avons pratiquée ci-de-
vant); enfuite nommant ¢, d, ¢, f, &c.
les reftes provenant des différentes divi-
fions, & fuppofant, par exemple, que f
{oit le dernier refte qui fera néceflairement
égal a l'unité, (a caufe que a & 4 font
premiers entr’eux, ayp.), il fait, lorfque
le nombre des reftes eft pair, comme dans

drr__ o Ferx o ybrr__g
_K_'—‘J\) Yy e Ui

Begu,,
ces derniers nombres # & = feront les plus
petites valeurs de x & y.

Si le nombre des reftes étoit impair,
comme fi g-étoit le dernier refte =, alors
il faudroit faire

k=6 fifl:e, G




526 ADDI17T10UNS

1L eft facile de voir que cette méthode
revient au méme dans le fond que celle du
chapitre premier ; mais elle en eft moins
commode , parce qu'elle demande des di=
vifions ; au refte, les Géometres qui font
curieux de ces matieres > verront avec
plaific dans 'Ouvrage de M. Racher les
artifices quil a employés pour parvenir &
la regle précédente , & pour en déduire la
folution complette des équations de la forme
ax—by=c.
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PARAGRAPHE 1V,

Méthode générale pour réfoudre en nombres

entiers les Equations & deux inconnues

dont l'une ne Paffe pas le premier degré,

Addition pour le Chapitre I11.

46. S OIT propofée, 'équation générale,
af-brteyt-detexy-ffiof-gay -+ it
~kx'y | &c.=o0, dans laquelle les coef-
ficiens a, 4, ¢ &c. foient des nombres en-
tiers donnés, & ou x & y foient deux nom-
res indéterminés , qui doivent auffi érre

entiers.

Tirant la valeur de y de cette équation,
on aura
a-}-bx—{—zlx’—]—fx*-{—-/zx‘-{—, &e.

ctextgrt k|, &,
ainfi la queftion fera réduite A trouver un
nombre entier qui , étant pris pour x, rende
le numérateur de cette fraltion divifible
par fon dénominateur.

y=-
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Soit fuppofé - :
p:a-—lu/;x—}—a'x’—{—fk’—}w’z -+, &e.
g=ctex-|-gx*f-kx Gl
& qu’on retranche x de ces deux équations
par les regles ordinaires de I'Algebre, on
aura une équation finale de cette forme,,
A+Bp+Cq+Dp'+ Epg+ For+Gpi+ &,
— 3y
ol les coefficiens 4, B, C &c. feront des
fonétions rationnelles & entiéres des nomis

bres.a, b, c, €c.

Maintenant, puifque y:*{zl’ on aura
aufli p=-—gy ; de forte qu'en fubftitaant
cette valeur de p, il viendra

2 e
A—FByq+Cq-Dyqg ZEpgy L F

FCe =0,

ot Pon voit que tous les termes font mul-
tipliés par ¢, 4 lexception du premier ter-
me A ; donc il faudra que le nombre 4
{oit divifible par le nombre g5 autrement
il feroit impofiible: que les nombres g &y
puffent &tre entiers A la fois. f
On cherchera done tous les divifeurs du
nombre entier connu 4 & on prendra
fucceflivement
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fucceflivement chacun de ces  divifeurs
pour g on aura par chacune de ces: fup-
pofitions une équation déterminéeen Xy
dont on cherchera, par les méthodes con-
nues , les racines rationnelles & entieres P
sil y en a; on fubflituera enfiiite ces ra-
cines a la place de'x, & on verra fi les
valeurs réfultantes de p & de g {erontrelles
que % {oit un nombre entier. On feta s
de trouver par ce moyen:toutes les valeurs
entieres de x , qui peuvent donner anfii
des valeurs entieres pour ydans’équation
propofée.

De-la on' voit que le' nombre des foli-
tions en-entiers de ces fortes d’équations
eft toujours néceffaireent limité ; ‘mais il
¥ a un cas qui doit étre excepté; & qui
¢échappe a la méthode précédente.

47. Ge cas’eft celui ‘ot les coefficieris
¢, g, k, Ge. font nuls’, en forte que Pon
ait fimplement

g ko Wit Ge,

or voici .comment 1l faudra s’y prendie
Tome 11, Ll




530 A D DIILTLT0 W S,

pour trouver routes les valeurs de x qui
pourront rendre la quantité

afebx—tdx b fxr bt G
divifible par le nombre donné ¢: je fup-
pofe d’abord qu'on ait trouvé un nombre
entier 2 qui fatisfafle & cette condition, il
eft facile de voir que tout nombre de la
forme n+tpc y fatisfera auffi, » étant un
nombre quelconque entier ; de plus fi  eft
> %, (abftration faite des fignes de 7 &
de:c); on pourra toujours déterminer le
nombre » & le figne qui le précede, en
{orte que le nombre n+pc devienne < <3
8¢ il eft aifé de voir que celaine fauroit
{e faire que d’une feule maniere ; les valeurs
de 7.& de ¢ étant données ; donc fi on dé-
figne par ' cette valeurde 2+ 1c, laquelle
eft < £, & quifatisfait 4 la condition dont
il s’agit, on janra en général n==n'Fuc,
# étant un nombre quelconque.

Drolt je conclus que fi on fubftitue fuc-
ceffivement, dans la formule a--bx—-|-dx*
~fai -, &c. & la place de x tous les nom*
bres entiers pofitifs od négatifs qui ne paffent

ADpbprrronws, §31

pas 7, & qu'on dénote par 7', 2, n'" &e,
ceux de ces nombres qui rendront Ia quan-
tité a—f-bxt-dxt - &c divifible par ¢,
tous les autres nombres qui pourront faire
le méme effet, feront néceflairement ren-
fermés dans ces formules

n'tec, nttptc, ntuttie s G,
K ptt pts e, étant des nombres quel-
conques’ entiers.

On pourroit faire ici différentes remar-
Ques pour faciliter la recherche des nombres
n', o', n'', &c. mais nous ne croyons pas
devoir nous arréter davantage fur ce fujet,
Lautant que nous avons déja eu occafion
de le traiter dans un Mémoire imprimé
Parmi ceux de PAcadémie de Berlin pour
Pannée 1768 , & qui a pour titre nouvelle
Mérhode pour réfoudre les Problemes inde-
terminés.

48. Je dirai cependant encore un mog
de la maniere de déterminer deux nombres
* & y, en forte que la fraftion

ayM+éym"x+4y”“’x’+ﬁ/“‘3x’+ &e,
S At
B )
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devienne un nombre entier ; c’eft une re-
cherche qui nous fera fort utile dans la
fuite.

Je fuppofe que y & x doivent étre pre-
miers entr'eux, & que de plus y doive étre
premier a ¢, je dis qu'on pourra toujours
faire x=ny—cz , n & z étant des nombres
indéterminés ; car en regardant x , y &
comme des nombres donnés, on aura une
€quation qui fera toujours réfoluble en en-
tiers par la méthode du §.III, & caufe que
y & c wont d’autre commune mefure que
Punité , par lhypothefe. Or fi on fubftitue
cette expreflion de x dans la quantité ay”
~-by™ " x—fdym=2 x>} Ec. elle deviendra

(atbnt-dn-fr+4 &c)yn
—(bt2dnt-3fn- Ge.)cymsiz
F (A3t 6e)eym 2y
—, &c.
& il eft clair que cette quantité ne fauroit
étre divifible par ¢, 4 moins que le premier
terme
(at-bnt-dn-f - &c)ym

ne le foit, puifque tous les autres termes
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font des multiples de c. Donc, comme ¢ & y
font fuppofés premiers entr'eux, il faudra
que la quantité

apbnd-dn~fro,
foit elle-méme divifible par c ; ainfi il n’y
aura qu'a chercher par la méthode de Part.
préc. toutes les valeurs de 2 qui pourtont
{atisfaire & cette condition , & alors on aura
en général

x:ﬂ‘y—ﬂ{ 3

7 étant un nombre quelconque entier.

Il eft bon d’obferver que quoique nous
ayons fuppofé que les nombres x & y doi-
vent étre premiers entr'eux , ainfi que les
nombres y & ¢, notre folution n’en eft ce-
pendant pas moins générale ; car fi on vou-
loit que x & y eufent une commune me-
fure «, il n’y auroit qu'a mettre «x' & =y
a la place de x & y, & on regarderoit en-
fuite x* & y* comme premiers entr’eux ; de
méme fi y* & ¢ devoient avoir une com=
mune mefure 8, on pourroit mettre By" &
la place de y*, &il feroit permis de regarder
Y & ¢ comme premiers entr’eux.

Ll ij
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PARAGRAPHE V.

Méthode direle & générale pour trouver les
valeurs de x , qui peuvent rendre ration=
nelles les quantités de la forme

V (a+bx+4cx?),
& pour réfoudre en nombres rationnels les
équations indéterminées du fecond degré
@ deux inconnues , lorfqu’elles admettent
des folutions de cetze cfpece,

Addition pour le Chapitre 1V.

49. JE fuppofe d’abord que les nombres
connus a, &, c foient entiers 3 sils étoient

fraQionnaires, il n’y auroit qu’a les réduire
3 un méme dénominateur carré, & alors
il eft clair qu'on pourroit toujours faire abf=
traftion de leur dénominateur; quant au
nombre x , on fuppofera ici qu'il puifle éwre
entier ou fraétionnaire , & on verra par 1a
fuite comment il faudra réfoudre la quef~
tion,, lorfqu'on ne veut admettre que des
nombres entiers,

ApD1TIONS 5§35

Soit donc

V (atbxtex )=y,
& l'on en tirera
2ex+4-b=v/(4cy*-+b6—4ac) ;
de forte que la difficulté fera réduite a ren-
dre rationnelle la quantité
v (4cy*t-b—4ac).

50. Suppofons donc en général qu'on ait
a rendre rationnelle la quantité v (4y'+B),
ceft-3-dire, & rendre Ay*- B égal & un
carré, A4 & B étant des nombres entiers
donnés pofitifs ou négatifs, & y unnombre
indéterminé qui doit étre rationnel.

Il eft d’abord clair que fi I'un des nom-
bres 4 ou B étoit =1, ou égal & un carré
quelconque, le probleme feroit réfoluble
par les méthodes connues de Digphante ,
qui font déraillées dans le chap. IV ; ainfi
nous ferons ici abftra&tion de ces cas, ou
plutét nous ticherons d’y ramener tous les
autres.

De plus, fi les nombres 4 & B étoient
divifibles par des nombres carrés quelcon-
ques , on pourroit aufli faire abftra&tion de

Lliv
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ces divifeurs, ceft-d.dire , les fupprimer ,
en ne prenant pour 4 & 5 que les quotiens
qu'on auroit aprés avoir divifé les valeurs
données par les plus grands carrés poffibles ;
en effet, fuppofant d=w'4', & B—p'B",
on aura a rendre carré le nombre A'«*y
~8'#; donc divifant par £, & faifant
=y", il Sagira de déterminer Iinconnue
y'; en forte que .4y+b’ {oit un carré.

Diouil senfuit que dés quion aura trouvé
une valeur de y propre & rendre 4 y*-|-B
égal a un catré, en rejetant dans les valeurs
données de 4 & de B les fateurs carrés
« & B quelles pourroient renfermer, iln’y
aura qu'a multiplier la valeur trouvée de y
par, pour avoir celle qui convient & la
quantité propofée.

s1. Confidérons donc la formule Ay
=B, danslaquelle 4 & & foient des nom-~
bres entiers donnés qui ne foient divifibles
par aucun carré ; & comme on fuppofe que
 puifle étre nne fraftion, faifons Y=,
p 8 g étant des nombres entiers 8¢ premiers
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entr’eux , pour que la-fraltion {oit réduite
a fes moindres termes; on aura donc la

e T ’ 7
vantité — B qui devra étre un carré;
2 ’ & b

donc 4p*-}-Bg* devia en étre un aufli ; de
forte qu'on aura i réfoudre "équation A p?
~-8g=z, en fuppofant P58 7 des
nombres entiers.

Or je dis qu'il faudra que ¢ foit premier
ad,8 queple oita B; car fi g & 4
avoient un commun divifeur , il eft clair
que le terme B¢’ feroit divifible par le carré
de ce divifeur ; & que le terme Ap* ne
feroit divifible 'que par la premiere puif-
fance du méme divifeur , a caufe que ¢ & p
font premiers entr’eux, & que A eft fup-
pofé ne contenir aucun fa&eur carré; donc
le nombre Ap*--B ¢ ne feroit divifible
qu'une feule fois par le divifeur commun
de ¢ & de 4, par conféquent il ferojt im-
pofiible que ce nombre fit un carré, On
prouvera de méme que p & 2 ne fauroient
avoir aucun divifeur commun.
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Réfolution de léquation Ap*~Bq'=2* en
nombres entiers.

52. Suppofons 4 plus grand que B, on
écrira cette équation ainfi,

Ap=7y—Bq¢,
& on remarquera que comme les nombres
P> 9 & 7 doivent étre entiers , il faudra
que 7*— 28 ¢* foit divifible par 4.

Donc , puifque 4 & g font premiers en-
tr'eux, (art. préc.), on fera, fuivant la
méthode du §. IV, art. 48, ci-deflus,

i=ng—Ag,
n & g¢* étant deux nombres entiers indé-
terminés; ce qui changera la formule 3*
— B g en celle-ci,
(w—B)g—2ndqq A7,
dans laquelle il faudra que »*— & foit di-
vifible par 4, en prenant pour z un nom-
bre entier non > 2,

On effayera donc pour 7 tous les nom-
bres entiers qui ne furpaffent pas?, & fi
on n’en trouve aucun qui rende 7*— & di-
vifible par 4, on en conclura fur le champ
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que Péquation Ap'=—z"—Byg eft pas ré
foluble en nombres entiers; & quainfi la
quantité 4y*~|-B ne fauroit jamais devenir
un carré.

Mais fi on trouve une ou plufieurs valeurs
{atisfaifantes de 72, on les mettra lune aprés
Pautre & la place de 7, & on pourfuivra
le calcul comme on va le voir.

Je remarquerai {eulement encore qu’il
feroit inutile de donner auffi 4 7 des valeurs

4
phls grandes que 7; car nommant 2', n",

2" &e. les valeurs de » moindres que 2,
qui rendront »»—2 divifible par 4, toutes
les autres valeurs de » qui pourront faire le
méme effet feront renfermées dans ces for-
mules , n'+w'd; n'+p'd 0t tp A Ge.
{article 47 du §. IV ) ; or fubflituant ces
valeurs & la place de # dans la formule
(n*—B)q—2ndqq" +/1‘;]’ )
(ng—Aq' y—Bq*, il eft clair qw’on aura
les mémes réfultats que fi on mettoit feu-
lement n', 2, 2t &e. & la place de n,
& quion ajoutdt A ¢ les quantités Fr'q,

Ceft-a-dire

1
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Fr'g, Furg Ee. de forte que , comme
¢' eft un nombre indéterminé, ces fubfti-
tutions ne donneroient pas des formules dif-
férentes de celles qu'on aura par la fimple
fubftitution des valeurs ', 2", 2, &e.
53. Puis donc que »°— 2B doit étre di-
vifible par 4, foit 4" le quotient de cette
divifion, en forte que AA'=n—B ; &
équation Ap'=z'~Bq=(n"—B)g—2ndqq"
44, éane divifée par 4, deviendra
celle-ci,
pP=d'¢—2nqg+4-4dg,
ott A' fera néceffairement moindre que 4,

a caufe que 4'= ——B & que B A,

&nnon>2

Or 1°. fi 4" eft un nombre carré, il eft
clair que cette équation fera réfoluble par
les méthodes connues, & L'on en aura la
folution la plus fimple qu’il eft poffible,, en
faifant ¢'=o0, ¢=1 & p=y/4'.

20, 8i A* n'eft pas égal A un carré, on
verra fi ce nombre eft moindre que &, ou
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au moins sl eft divifible par un nombre
quelconque carré, en forte que le quotient
{oit moindre que B, abftraétion faite des
fignes; alors on multipliera toute I'équation

‘par A', & l'on aura, 2 caufe de 44'—n

=—27,
= g—ng'y—Bg*;

de forte quil fandra que B g p foit
un carré ; donc divifant par p* & faifant £
=y' & A'—C, onaura i rendre carrée 1}:1
formule Byx*—}—c, laquelle eft, comme l'on
Voit, analogue & celle de I'art. 2. Ainfi, fi
€ contient un fatteur carré »2, on pourra
le fupprimer , en ayant attention de mul-
tiplier enfuite par ycla=valeur. qwon trou-
Vera pour y', pour avoir fa véritable va-
leur ; & I'on aura une formule ¢ qui fera dans
le cas de celle de Part. 51, maisavec cette
difiérence que les coefficiens B & C de
Celle-ci feront moindres que les coefficiens
4 & B de celle-la. :

54 Mais fi 4 w’eft pas moindre que 7,
tine peut le deveniren le divifant par le
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plus grand carré qui le mefure, alors on

fera g=vg'--¢" , & fubftituant cette va-

leur dans I'équation, elle devier‘ldra
P=Ag—ingyp Ay,

ou n'=n—vA",

n—B

=

On déterminera, ce qui eft toujours pof=

& A=AV —anr-F A=

fible , le nombre entier +, en forte que n*
A . ;

ne foit pas > =, abftraltion faite des
2

fignes, & alors il eft clair que 4 deviendra

n'—RB

<A, dcaule de A= & de B

, A
= ou < A8,& n=x0u <>

On fera donc ici le méme raifonnement
que nous ayons faitdans article précédent,
& i 4 eft carré, on aura la réfolution de
Péquarion; fi 4" n'eft pas carré , mais quiil
foit <5 oﬂ'u‘qu’il le devienne , étant divifé
par un carté , on multipliera I'équation par

A" & onaura , en faifant f:y & A
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==C, la formule Byl*+ C, quidevra étre
un carré, & dans laquelle les coefficiens
B&c, (aprés avoir fupprimé dans C les
divifeurs carrés, sil yen a), feront moin~
dres que ceux de la formule Ay*4-B de
Part. 51,

Mais fi ces cas n’ont pas lieu, on fera,
comme ci-deflus, ¢' =vg"' ¢, & I'équa-
tion fe changera en celle-ci,

O e T,
ou n'=n'— 4",
n"—BR
On prendra donc pou »* un nombre en-

& A”':A”;’——zn“"—f—d':

tier, tel que ' ne foit pas > A% , abfr

traftion faite des fignes’; & comme B n'eit
Pas > A", (Ayply, il Senfuit de Péquation
P
=
On pourra faire derechef les mémes raifon-
Uemens que ci-deflis, & on en tirera des
Conclufions femblables, & ainfi de fuite.

que A" fera < A" 5 ainfi
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Maintenant, comme les nombres 4 5
Ay A2, A Ec, forment une fuite décroif:
fante de nombres entiers, il eft vifible qu'en
continuant cette fuite jon parviendra nés
ceflairement & un terme moindre que. le
nombre donné B ; & alors nommant c€
terme C , on aura ,;comme nous lavons vu

ci-deflus, la formule L)')I/;-l—C a rendre
égale & un carré.. De forte que pacles opés
rations que nous venons d’expofer , on fera
toujours affiré de pouvoir ramener la for-
mule 4y*~-B a uné autre plus fimple,
telle que Bjﬁ+C , awmoins i le problemé
eft réfoluble.

g5 iQr ) de méme quon a réduit la for-

mule 4y*-B & celle-ci J)’yl:-s-C, on pourra
réduire cette. derniere  d..cette ‘autre-ciy
C“I)‘/i—l‘fD, ol D, fera moindre que € ,, 8
ainfi de fuite ; & comme les nombres 4,
By C.; D Eo. forment tine féxie déeroll
fante de nombres entiers; il eft clair que
< cette {érie ne pousra pas aller & Pinfini, &

1 ) 410, 3 i
quainfi Lopération fera, toyjours néceflai
rement
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tement terminée. Si la queftion nadmet
point de folution en nombres rationnels
on parviendra  une condition impoffible 5
mais fi la queftion eft réfoluble , on arti-
Vvera toujours 4 une équation femblable &
celle de art. 53, 8 ot lun des coefliciens,
comme 4, fera carré ; en forte qulelle fera
fufceptible des méthodes connues; or cette
€quation étant réfolue , on pourra, en ré
trogradant, réfoudre fucceflivement toutes
les équations précédentes, jufqua la pre-
miere Ap*~+-Bg =7

Eclairciffons cette méthode par quelques
exemples.

F X Rz prigrte ]

§6. Soit propofé de trouver une valeur

tationnelle de x , telle que la formule
7415 a3 a

devienne un carré. (Voy. chap. IV. art. 57

du traité précédent).

On aura donc ici a=7, b=15, c=13;
done ge—=4.13, & b—gac=—139; de
forte quen nommant y la racine du carré

Tome 11, Mm
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dont il s'agit, on aura la formule 4.13y"
—139 qui devra éue ug carré ; ainfi on
aura d—4.13 & B—=—139, ol l'on re-
marquera d’abord que 4 eft divifible par
le carré 4 ; deforte qu'il faudra rejeter ce
divifeur carré & fuppofer fimplement 4
=13 ; mais on fe fouviendra enfuite de di-
vifer par 2 la valeur qu'on trouvera pour y,
(att. 50)-

On aura donc, en faifant y:’qi, Iéqua-
tion 13p°—139¢°=7*, ou bien, & caufe
que 139 eft >13, on feray:%, pour
avoir —139p-13¢°=¢*, équation qu'on
écrira ainfi,

e e S

On fera, (art. 52), ;=ng—139¢', &
il faudra prendre pour 7 un nombre entier
non >, ceft-a-dire < 70, tel que 7
—13 foit divifible par 139; je trouve #
=41, ce qui donne 7' —13==1668=139
.12; de forte qu'en faifant la {ubftitution
& divifant enfuite par —139, on aurd
Péquation

pr=—12g"2.4199'—1399"%
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Or, comme —12 n'eft pas un carré,
cette équation n'a pas encore les conditions
requifes;; ainfi, puifque 12 eft déjd moindre
que 13, on multipliera toute 'équation par
12, & elle deyiendra —y 2p°=(—1 29

+4lq')‘—135'ﬁ , de forte qu'il faudra que

139"’~11p“ foit un carré, ou bien, en
faifant i:}'/, que 13;}——12 > en foit un
auffi.

~ On wvoit ici quil 0’y auroit qu'a faire
5!:1 , mais comme ce n’eft que le hafard
qui nous donne cette valeur , nous allons
pourfuivre le calcul felon notre méthode,
jufqu’d ce que l'on arrive A une formule
qui {oit fufceptible des méthodes ordinaires,
Comme 12 eft divifible par 4, je rejete cé
divifeur carré, en me fouvenant que je dois
enfuite multiplier la valeur de Y par 23
Jaurai donc & rendre carrée la formule
l;yl1-—3 , ou bien, en faifant }x/:}, (on
fuppofe que » & ffont des nombres entiets
Premiers entr'eux ; en forte que la fraction

Mm i
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7 foit déja réduite a fes moindres termes,
comme la fra&tion 1) , celle-ci 137°—3/";
{oir la racine 7', jaurai
137=¢+3/",

& je ferai y'==m[—13/*, m étant un
nombre entier non > 2, ceft-a-d. <7,
& tel que m--3 foit divifible par.13; or
je trouve m=6 , ce qui donne m*{-3=39
=13.3; donc fubftituant la valeur de 7'
& divifant toute I'équation par 13, on aura

Py R Ry
Comme le coefficient 3 de /* n'eft ni carré
ni moindre que celui de /* dans I'équation
précédente , on fera, (art. 54), =]
-/ , & fubftituant on aura la transfor-
mée :
r=3[ =263+ H—260+13))
on déterminera p, en forte que 6—3p ne
foit pas > 2, & il eft clair quil faudra
faire u=2 , ce qui donne 6—3n—=0; &
I'équation deviendra

’_‘3/ +[’

laquelle eft, comme Lon voit, réduite &

ADDIT10NS §49
Pétat demandé, puifque le coefficient du
carré de Tune des deux indéterminées du
fecond membre eft aufli-carré,
On fera donc'; pour avoirla folution Ia
Plus fimple qu'il éft poflible ; /=0, /"=
& r=1; donc [=p=2, & de-la y’ =
==1; mais nous avons vu quil faut mul-

tiplier la valeur de y* par 2 ; ainfi on aura
y'=r;-donc, en rérogradant toujours,

on aurai—:x 5 done ¢'=p ; donc I'équa-

tion —12p*=(-—12¢4+41¢) ' —T1 3{/' don-
nera (—129+441p)'=p"; donc —i12¢
F41p= p, Ceft-a-dire 129=40p ; donc
_y“’ iz=7%; mais comme il faut di
Vlfer la valeur de y par 2, on auray="=;
ce fera le coté de la racine de la formule
propofée 7+15x+13x"; ainfi faifant certe
Quantité =%
tion de [’équation,, zéx—l—x;:i—%, d’o
x:_g, ou :——-1.

On auroit pu prendre auffi —1 2q+41p
==—p, & lon auroit en y=I=%, &

Mm u]

, on trouvera par la réfolus
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a1

divifant par 2, y=

3=

faifant donc 74154

Xl’
on. trouvera 26 x-15
3

=+%; donc a2 ol 2 ]

Si on vouloit avoird’autres valeurs de'x,
il 'y auroit qu'a chercher d’autres folutiors:
de I'équation r’:;_‘/’“—{r—f" ; laquélle eft
réfoluble en général par les méthodes con-
nues; mais on peut aufli, des qu'on connoit
une feule valeur de:x; en déduire immé-
diatement toutes les autres valeuts f{atisfai-
{antes de x par la méthode expliquée dans
le chap. IV du trait¢ précédent.

R'EM AR QUE :

577. Suppofons en'général que:la quan-
tité a-}-bx—--cx’* devienne €gale & un carré
g ; lorfque x=f,, en forte que l'on ait
at-bftcf*—g ; donc a=g*—=bf—cf*;
de forte quen fubftituant certe valeur dans
la-formule propofée, elle deviendra "

G (e f) e (R .

Qu’on prenne g7 (x— f) pouria ra-
cine de cette quantité, m étant un NOM=
bre indéterminé, & Lon aura Iéquation

ADDPITTIO NS §51
EHo(x—)+e(x—f)=g" +2mg (x—f)
~-mt (x—f)?, Ceft-a-dire’ en effagant g*
de part & d’autre, & divifant enfuite par
x—f, befe o) mamg e (5 — )
d’olt L'on tire

fﬂl’ — Zgﬂl
m'—c
Et il eft clair qud caufe du nombre indé-
terminé 2, cette expreflion de x doit ren-
fermer toutes les valeurs qu'on peut donner
a x, pour que la formule propofée devienne

éj—cf

un carré ; car quel que foit le nombre carré
auquel cette formule peut étre égale , il eft
vifible que la racine de ce nombre pourra
toujours étre repréfentée pat g+m(x—f),
en donnant & m une valeur convenable.
Ainfi quand on aura trouvé par la mé-
thode expliquée ci-deffus une feule valeur
fatisfaifante de x, il n’y aura qu’a [a prendre
pour f, & laracine du carré qui en réfulrera
pour g Fon aura, parla formule’ précé-
dente, toutes les autres valeurs poflibles
de x.

Dans T'exemple précédent on a trouvé

Mm iv
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y:%& x=—71; ainfi on fera g:%, &
f=—1%, & l'on aura
3
19—10m—2m’
X = Bt b D
3(m—13)
ceft Pexpreffion générale des valeurs ra-
tionnelles de x, qui peuvent rendre carrée
la quantité 7415 x-132%
Exemerne-LL

58. Soit encore propofé de trouver une
valeur rationnelle de y, telle que 23y*—s
{oit un carré.

Comme 23 & 5 ne font divifibles par
aucun nombre carré, il n’y aura aucune
réduétion a y faire. Ainfi en faifant y =2,
il faudra que la formule 23p°—5¢* de-
vienne un carré 7*; de forte qu'on aura
"équation 23 p'=z"5 %

On fera done ;==ng—23¢", &il faudra
prendre pour 2 un nombre entier non > 2,
tel que »*~5 foit divifible par 23. Je
trouve n=38, ce qui donne n’4-5=23.3 5
& cette valeur de z eft la feule qui ait
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les conditions requifes. Subftituant donc
8g—23¢" & la place de 7 , & divifant toute
Péquation par 23, j'aurai celle-ci,

P=37—2.8¢¢4237,
dans laquelle on voit que le coefficient 3
eft déjd moindre que la valeur de B qui
eft 5, abftra&tion faite du figne.
Ainfi on multipliera toute 'équation par

3, & l'on aura 3}’1:(37_87‘):"}‘5%1;
de forte qu'en faifant %:y, il faudra que

la formule —;y‘=+3 foit un carré, ot
les coefficiens 5 & 3 n’admettent aucune
réduction.

Soit donc_)’/:}, (r & [ font fuppofés
premiers entr’eux , au lieu que ¢* & p peu-
vent ne pas I'étre) , & lon aura a rendre
carrée la quantité —57°+3/*; de forte
qu'en nommant la racine z*, on aura —g*
F3/=g, & de-lt —5r=r—3/.

On prendra-donc 7'=m [+ 5/, & il
faudra que 7 foit un nombre entier norn
>3, & tel que m*—j3 foit divifible par 5;
or c’eft ce qui eft impofiible , car onme
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pourroit prendre ‘que m=1 ou =2 ; cé
qui donne 7m*—3=—2 ou =1. Ainfi on
en doit conclure que le probleme n’eft pas
réfoluble , c’eft-i-dire quil eft impoflible
que la formule 23)*—j puiffe jamais de-
venir égale A un nombre carré, quelque
nombre que Uon fubftitue A la place de y.
COROLLAIRE

59- Si on avoit une équation quelcon-
que du fecond degré & deux inconnues,
telle que a--bx—-cy-fdf-exy-1-fy—=o,
& que 'on proposét de trouver des valeurs
rationnelles de x & y qui fatisfiffent A cette
équarion, on y pourroit parvenir , lorfque
cela eft poflible, par la méthode que nous
venons d’expofer.

En effer, fi on tire la valeur de y en x,
on aura
zfy-}—ex-{«c:‘/((c+e:c)’~—4f(a+ﬁx+dﬁc1)),
ou bien en faifant
a==c"— 4gaf ; B=12ce—4bf, v==e"—4df,
Afytexfrom /(e bitra)s
de forte que la queftion fera réduite & trou-
ver des valeurs de x qui rendent rationnel

le vadical ‘/(a+ﬂx+yx’).
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b R e MaRrRQUE
60.. Nous, avons. déja traité ce méme
firjet, mais d'une maniere un peu différente,,
dans les Mémoires de I'Académiedes Scien-
ces de Berlin pour 'année 1767, & nous
croyons étre les premiers qui ayons donné
une:méthode direfte & exempre de tiron-
nement pour la folution des problemes;in=
dérermings du fecond degré.-Le Leéteur
qui. fera curieux d’approfondir cette ma-
tiere,.pourra confulter les Mémoires cités,
oixil trouvera fur-tout des remarqués noéu-
velles:& importantes fur la recherche des
nombres-entiers. qui, étant pris pour 7z,
peuvent-rendre (72— 2B divifible par 4 ;
4.8 B érant des nombres donnés.
~Ontrouvera aufli dansles Mémoires pour
les ;années 17708 fuivantes , des recher-
ches furlaforme des divifeurs des nombres

tepréfentés par 7+—Bg"; de forte que par
la:forme méme du-nombre 4, on poutra
Juger. fouvent de Limpoflibilité de 'équa-
tion Apt === By ot Ay = B= d un
Carré ,c(arte 5.2).
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PARAGRAPHE VI
Sur les doubles & triples Egalids."'"

61. Nous traiterons ici en peu dé’rots
des doubles & triples égalités,, qui font dun
ufage tres-fréquent dans lanalyfe deiDio=
phante, & pour la folution defquelles™ce
grand Géometre & fes Commentateuts ont
cru devoir donner des regles particulieres.
Lorfqu’on' a une formule contenant une
ou plufieurs inconnues & égaler & une puif~

fance parfaite , comme ¥ un carré ot A tn’

cube &c. cela sappelle dans Panalyfe de
Diophante une égalité fimple ; & lot(qu’on
a deux formules contenant la méme ‘ou'les
mémes inconnues & égalerchacune 4 des

puiffances parfaites, celasappelleune éga~’

lité double , & ainfi de fiite:

Jufquici on a vu commentl faut ré-
foudre les égalités fimples o I'inconnue ne
pafle pas le fecond degré, & o la puifs
fance propofée eft la feconde, ceft-3-dire
le carré,
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Voyons donc comment on doit traicer

les égalités doubles & triples de la méme
efpece. '

62. Soit d’abord propofée cette égalité
doublée,,

a-tbx=aduncarré
ctdx=duncarré,
ol 'inconnue x ne {e trouve qu'au premier
degré. :

Faifant a-boe=r & c}-dx=uw, &
chaffant x de ces deux équations , on aura
ad—be=dr—bu*; donc dr=bu*+ad—bc,
& (de)y*=dbu*~-(ad—bc)d; de forte
que la difficulté fera réduite a trouver une
valeur rationnelle de z, telle que dbu*}-ad
~—bcd devienne un carré. On réfoudra
cette égalité fimple par la méthode expofée

ci-deffus, & connoiflant ainfi z on aura
u'—c
W4
d

Si I'égalité doublée étoit
ax*-Fbx=a un carré
cx*—{-dx =d un carré,

1

il 0’y auroit qua faire x= o

& multi-




558 AbpDI1TTIONS,

pliet - enfuite’ 'une’ & Pautre formule ‘par

le carré x*, on auroit ces deux autres éga-
lités a—}-é:‘c:d un carré & c+d;‘c: aun
carré, quifont femblables aux précédentes.

Ainfi on peut réfoudre en général toutes
les égalités doubles oli I'inconnue ne paffe
pas le premier degré , & celles o Iincon-
nue fe trouve dans rous les termes , pourvu
quelle ne paffe pas le fecond degré ; mais
il n’en eft pas de méme lorfque l'on a des
égalités de cette forme,

a-t-bx—ca’=d un carré
at-Bx 9 x*=d un carré,

Si on réfoud la premiere de ces égalités
par notre méthode , & qu'on nomme f'la
valeur de x qui rend a—-bx—-cx* — au
carré g%, on aura en général, (art. 57),

x:f/n’— ui_m_+lz+cf’.
m'—c
donc fubftituant cette expreflion de x dans
Pautre formule «4-8x7x*, & la mul-
tipliant enfuite par (m*—c)*, on aura &
réfoudre I'égalité ,

e(m—c)'-B(m*—c) ( fin* ~ 2gm—-b-4-cf)
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+7(fm’—2gm+5+cf)’: & un carré,
dans laquelle Iinconnue 7 monte au qua-
trieme degré.

Or on n'a jufqua préfent aucune regle
générale pour réfoudre ces fortes d’égalités,
& tout ce qu'on peut faire, ceft de trouver
fucceflivement différentes folutions , lorf-
qu’on en connoit une feule. (Voyez le cha-
pitre IX),

63. Si on avoit la triple égalité

ax-by
cx—*—d_y%:dun carré,
hx—-ky

on feroit ax—f-by—=2r, cx-dy—=r, &
hx—-ky=/*, & chaffant x de ces trois
€quations , on auroit celle-ci,
(ak—blz)u’—(c/cwa'/z)f::(ad—cﬁ)f’;
de forte quen faifant’ =7, la difficulté (e
réduiroit a réfoudre égalité fimple,
ak—bh , ck—dh 5
‘I_c_b{ _ad—c—b:ﬂuﬂ cal‘)‘e,
laquelle eft, comme I'on voit , dans le cas
de notre méthode générale,
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Ayant trouvé la valeur de 7, on aura
z=tz, & les deux premieres équations
donneront
& b
o d - e
Mais fila triple égalité propofée ne con-
tenoit qu'une feule variable , on retombe-
roit alors dans une égalité ol l'inconnue
monteroit au quatrieme degré.
En effet, il eft clair que ce cas peut fe
déduire du précédent , en faifant y—i;
3 A . azr’—c
de forte qu'il faudra que l'on ait ;j_cbz‘

Tt y

, a
=1, & par conféquent g =

carré.

Or nommant f une des valeurs de 7 qui
peuvent fatisfaire a I'égalite ci-deflus, &
faifant , pour abréger, %% —¢, on aura
en général , (art. 57),

_fm—gmA-ef
RS e

Donc, fubftituant cette valeut de 7 dans
la derniere égalité, & la multipliant toute
par le carré de m*—e, on aura celle-ci,

a(fm’

ApDIrrions. §6x
alfmi=rgm~-ef)——c(m—e)i
,- ad—xcbh ;
== d un carré, on linconnue m monte,
comme l'on voit, au quatrieme degré. -

PARAGRAPHE ‘\{11.

Méikode directe & générale pour trouver rous
tes les valeurs'de y exprimées en nombres
entiers'y par le|quelles on peut rendre ras
tionnelles les quantisds de‘la forme :

V(Ay'+B),
A & B érant des nombres entiers donnés 3
& pour trouver, auffi toutes. les, [olutions
poffibles en nombres entiers des Equations
indérerminées du fecond degré & deux ine
connues. it v
Addition: pour le Chapitre ¥ I,

64. Q UOTQUE parla méthode dus.'V
on puifle: trouver des formules: générales
Qui renferment toutes les valeurs ration«
Nelles de:y; propres & rendre iy *+-B égal
dun carré,, cependant ces formules ne fon

Tome 11, Nn
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daucan ufage’, lor{qu'on ‘demande pour ¥
des valeurs exprimées en nombres entiers;
et ponrquoi nous fommies obligés de
donner ici une méthode’ particuliere pour
réfoudre la queftion-dans-le-cas des nom-~
bres_entiers.
Soit donc Ay*+B=x; & comme A
& B font fuppofés des nombres entiers &
que y doit étre aufliun nombre entier,, il eft
clair que « deyra-étre pareillement entier
de forre quon ausa & réfoudre en entiers
Péquation
Lol ——-Ay‘ s
Je commence par remarquer ici que fi B
iWeft divifible pac aucun nombre carré, il
fandra néceflairement  que y foit  premier
4 B ; car fuppofons, sl eft poflible’, que
y & B aient une'commune mefure «, en
forte que_y:my, & B ==B8"; donc oft
aura x“—-—Aecy =B,
qu'il faudra que = foit dtv:ﬁble par «; &
commie #n’eft nicarré nidivifible par aucutt
£
carté; (hyp:), & canfe queis eft fatten

ot il senfuif
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de B, il faudra que x foit d1v1ﬁble pare;

faifant donc ¥ =«x, on aura #x*=—« Ay‘

~eB", ou bien en divifant par =, «x*
—aAy +B*; d'on I'on voit que B* de-
vroit encore étre divifible par «, ce qu1 etk
contre hypothefe.

Ce w'eft donc que lorfque B contient des
fateurs carrés que y peut avoir une com
mune mefure avec B ; & il eft facile de
voir par la démonftration précédente que
cette. commune mefure de y & de B ne
peut étre que la racine d’un des falteurs
carrés de B, & que le nombre x devra
avoir la méme commune mefure ; en forte
que toute I'équation fera divifible par le
carré de ce commun divifeurde x, y & B.

De-la je conclus, 1°. que fi B n'eft di-
vifible par aucun carré, y & B feront
premiers entr'eux.

2°, Que fi B eft divifible par un feul

carré «*, y poutra étre premier i & ou di-

vifible par «, ce qui fait deux cas qu'il fau-

dra examiner féparément ; dans le premier
Nn jj
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cas on réfoudra I'équation x*— Ay* =8,

enfuppofant y & & premiers entr’eux ; dans
le fecond on aura-a réfoudre I'équation

x*—Ay'=B', B érant :g, en fup-
pofant aufli y & B' premiers entr’eux ; mais
il faudra enfuite multiplier par « les valeurs
qu'on aura trouvées pour y & x, pour
avoir les valeurs convenables a I'équation
propofée.

3% Que i B eft divifible par deux dif-
férens carrés, #* & £, on aura trois cas
a confidérer; dans le premier on réfoudra
Péquation x*—Ay*=2F , en regardant y
& B comme premiers entr’eux ; dans le

fecond on réfoudra de méme I'équation
7
B

x—=Ay=8", B étant ==, dans I’hy-
pothefe de y & B* premiers entr'eux, &
on multipliera enfuite les valeurs de x & y
par «; dans le troifieme on réfoudra Iéqua-

. . ; B
tion x*—Ay*=—2RB", B érant :ﬁ—" dans

Thypothefe de y & B* premiers entr’eux,
& on multipliera enfuite les valeurs de x
& de y par &

AD D 11710 NS 565

4°. &c. Ainfi on aura autant d’équation{.s

différentes & réfoudre, quil y.aura de dif-

férens divifeurs carrés de B 5 mais ‘ces

€quations feront toutes de' [a méme forme

' —Ady'=2~8, & y fera aufli toujouts
premier & B,

65. Confidérons donc en général I'équa-
tion x*— A4y =R, ol y eft premiera B ;
& comme x & y doivent &tre des nombres
entiers , il faudra que x1—4y* foit divi-
fible par B.

On fera donc, fiivant la méthode du
S IV Erer a8y, x=ny—DBz, & 'on aura
Péquation

(n’—-A)y’—anAy{—f—l?’{’:E,
par laquelle on voit que le terme (—A)y?
doit é&rre divifible par 2 puifque tous les
autres le font d’eux-mémes ; donc ,.comme

¥ eft premierd B, (hyp:); il faudra que
n'—4 {oit divifible par £ ; de forte qu'en
faifant 2 ;A:C, on'aura, aprés avoir
divifg par B,
Cf——ugy{-—}-ﬁ’{’:x 3
Nn ij
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or cette équation eft plus fimple que'la pro-
pofée , en ce que le fecond: membre eft

égal  lunité.

On cherchera donc les valeurs de 7 qui
peuvent rendre 7*— A divifible par B ;
pour cela il fuffira, (art. 47) 5 deflayer
pour 7 tous les nombres entiers pofitifs ou
négatifs non > g; & fi parmi ceux-ci oft

wen trouve aucun qui fatisfaffe; on en
conclura d’abord ‘qu'il eft impofiible que
7*— A puiffe étre divifible par 5 & qu'ainfi
Péquation propofée neft pas réfoluble en
mombres entiers.

Mais fi on trouve de cette maniere un
ou. plufienrs nombres fatisfaifans , on les
‘prendra l'un aprés Tautre ‘pour 2, ce quit
:donnera antant de différentes équations qu'il
faudra traiter féparément, ‘& dornt chacune
spoutra fournir pine ou plafieurs!folutions de
{la queftion propofée.

_. Quant aux valeurs de # quifurpafferoient
‘celle de g, on en pourra faire abftraétion,
parce qu'elles ne donneroient point d'équa-
tions différentes ‘dé celles qui réfulteront
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des valeurs de n.qui ne foatpas > £, «com-
me nous 'avons déji montré dans Part. 52

Au refte , comme-la condition par la-
quelle on doit déterminer 7'eft que n'—d
foit divifible par 2", il elf clair qué'éhaque
valeur de 7 pourra étre égalemerit pofitive
ou négative ;- de'fbite qi'il fuffira d’eflayer
fuccéfliyements'ponr » tous les-nombres
naturels'qui-ne font pas plus grandsique 2,
&!ide prendre enfnite” les valeurs fatisfai-
fanteside 7 tant €rf plus qu'en nioins.

Nous ‘avons “donmé ailleuts des: regles

pour faciliter la fechierche des valenrsde »

qui ‘petvent avoir la propriété requife’, &
ménte  poiir’ trotver cas valeurs @ “prior:
dans tn“grand' nombre" de: cas. Foyey les
Mémoires de ‘Berlir pour’ lannée 1767,
pages'i94 &'2y4. #5053 Slannoin
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Ré[olurion de Z’eq:mzz % Cy —znyz+Bz s

en nombres entiers.

On peuc refoudre cette equanon pax'
deux me:hodes dlfferentes quenous allons
exphquer P e I

PRFMI‘ER.E METHODE

66.-Gomne les quantités: C iy B vfont
fuppofées des nombres entiersydé-méme
que:les indéterminées g & g ileft vifible
que la quantité Cytranyz-=B¢ ferastou-
jours; néceffairement bgileades nombres
«entiers 3 par. conféquent Lunité fera’la plus
petiteisvalenr. qitelle; [puiffe; recewoir 5,2
moias uelld ne puifle devenis.nulle ’ ce
qui-ne-paut-arriver-que lorfiue-cette quan-
1ité, peuts fe, décompofer en deux, fafltevis
rationnels ; comme ce gas n'a aucunedif-
ficulté , nous en ferons d’ abord abftration 5
& la queftion fe réduira A trouver les va-
leurs de y & 7, qui rendront la quantité
dont il sagit la plus perite quil eft poffible ;
fi le minimum eft égal & l'unité, on aura
la réfolution de I'équation propofée , finon
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‘on fera affuré quielle nadmet ‘aucune {o-
lution en nombres entiers. Ainfile probleme
préfent rentre dansle prob eme [l du §.11,
& eft fufceptible d’une folution femblable.
Or comme lon a ici (27)* —4BC=4d,

'(art 65), il faudra diftinguer deux cas,

fuivant que A fera pofitif ou négatif.
Premier Cas lorfgue n*~=BC=A <o.

6 Suivantida: méthode 'dé! Tare) 32 il
faudra réduireen frattion:continue la frac-
tion7 ,~prife poftivement ;- ceft ce quion
exéeutera parila tegle’ de lart! 45 enflite
ot formidra parzles formules'de lart. 10 la
férie des fraftions conyergentes vers 7, 8
iln’y aura plus qu'a eflayer fucceflivement
les! numéraseurs de ces. fraltians, pour le
nombrezy , & les‘denommateurs correfpon-
dang pour le nombre-z; fiila propofée eft
réfoluble en nombres entiers , on trouvera
de'cetre maniete les valeurs fatisfaifantes
de y 8 15 & réciproquement.on fera affuré
‘que la propofée n'adnietaucune folution en
nombresentiers; fi-parmi les nombres quon
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aura eflayés il ne s'en'tfouve point-de fa-
tisfaifans,

Second Cas lor[gue W EEBECEEATS 0,

68. On fera ufage ici de la méthode de
Tart. 33 & fuiv. ainfi, a caufe de E—=44,
on confidérera d'abord Ja quanitité, (art-
cle 39),

a=T=y
dans laquelle il faudra déterminer les fignes
tant de la valeur de 7, que nous avons it
pouvoir étre également pofitive & ‘néga-
tive, que de./i4 ; enforte qu'elle devienne

pofitive ; enfuite on fera le calul fuivant:

Q@ =-n,

o

e aig @ al

'1_/1' O
Q' =pP4Qy P =QT;—,M‘ <—%’#

Qn-__ll‘lpx_*_Qx’ PH:Q’-—A’M" <'_Q”:‘_/JA

P P

QU=ptPUHQ, P“'=Q—;,i4,y”'<_QI;I.‘/A
Go. G Eet )

& ot continuera feulement ces {éries jufqué

ce que deux termes correfpondans de la
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premiere & de la feconde férie reparoiflent
enfemble;; alors, fi parmi les termes de la
feconde férie P2, P, P &e.ilsentrouve
un'égal & Punité pofitive, ce terme donnera
une folution de I'équation propofée , & les
valeurs de y & ¢ feront lestermes corref-
pondans des deux féries p°; ps p'', &e.
& 5" ", calculées patles formulesde
Part. 2 ; finon on en conclura fur le champ
:que la propofée ’eft pas réfoluble en nom-
bres entiets. ( ¥ oyey lexemplede l'art. 407)
Troifieme Cas lorfque A= A un carré.
69. Dans ce casle nombre y/ 4 deviendra
rationnel , & la, quantité Cy’—lrzy{—}—lf{’
pourra fe décompofer en deux fafteurs ra-
tionnels. En effet cette quantité n'eft autre

.chofe que:celle-ci, (—gué)—:_'{ii 3

laquelle , en fuppofant A=a*, peut fe
mettre fous cette forme ,

§Cyir(n+g)_%>_<ﬁzf;(n—a){).

Or comme n*—a= A4 C=(n+a)(n—a),
il faudra que le produit de n+-a par n—a
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foit divifible par €, & par conféquent que
Pun de ces deux-nombres 74-a & n—a
foit divifible par un .des faGeurs de C, &
Fautre par le fulteur réciproque; ﬁjppofons
donc C=bc & que n+a=fb, & n—a=gc,
f8¢ b étant desnombres entiers , & la quan-
tité précédente deviendra le produit de ces
deux fateurs linéaires, cy+f7 & by+oz;
donc, puifque ces deux fateurs fonr égaux
a des nombres’ entiers, il eft clair que leur
produit ne fauroit étre =1 , comme Péqua-
tion propofée le demande, a moins que
chacun d’eux ne f{oit en particulier =+1 ;
on fera donc Sytfr—+1 & bytor—-F1,
& on déterminera par- I3 les nombres y
& 7 fi ces nombres fe trouvent entiers ,
on aura la folution de l'équation propofée ,
finon elle fera infoluble an'moins en nom=
bres entiers.

SEcCONDE METHODE.

70. Qu'on pratique fur la formule Cy*
—2nyz+4-B;* des transformations. fembla-
bles & celles dont nous avons fair ufage plus
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haue, (art. 54), & je dis quion pourra
toujours paryenir a une transformée, telle
que

Le—2MEy-| N,
lesnombres L, M, N étant des nombres
entiers dépendans des nombres donnés €,
B, n, en forte que lon ait M*—LN=n"
~—CB=4, & que de plus 2M ne {oit pas
plus grand , (abftraétion faite des fignes) ,
que le nombre Z, ni que le nombre &V,
les nombres & & = feront aufli des nom-
bres entiers ; mais dépendans des nombres
indéterminés y & 7.

En effet foit, par exemple, C moindre
que B, & qu'on mette la formule dont il
Sagit fous cette forme

Biy—anyy' 1By,

en faifant C=5B" & z=y; fi 22 neft pas
plus grand que B, il eft clair que cette
formule aura déji d’elle-méme les condi-
tions requifes ; mais fi 22 eft plus grand
Que B', alors on fuppofera y—my'-f-y",
& fubftituant on aura la transformée
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B‘_}X’I"—Zﬂ'}/”}/'—*—B”y’,
ow n=n—mb, .

r— A
E":m’B‘—zmn{-B:n—B‘— o

Or commie le nombre 7 eft indéterminé,
on pourra, en le fuppofant entier , le pren-
dre tel que le nombre »—m 5" ne foit pas
plus grand que; B alors 27" ne furpaf-
fera pas B'. Ainfi, fi 27" ne furpafle pas
non plus B, la transformée précédente

fera déja dans le cas qu'on a en vue ; mais
fi 27" eft plus grand que B, on continuera

alors a fuppofer y' =my" -y, ce qui
donnera la nouvelle transformée
E(nyz___ 7-’1”_}’“}/'”—*'3”]27
ot nl=-fn—mB", o =
. 1 N
B'”:m’B“—zmn—{—B‘:T,
On déterminera le nombre entier ',

en forte que n'—m'B" ne {oit pas plus

B ol
grand que ——, moyennant quoi 22" ne

furpaffera pas B'*; de forte que 'on aura
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la transformée cherchée , fi 27 ne furpaffe
Pas non plus B mais fi 22" furpaffe B,
on fuppofera de nouvean Y I=mty ey
&e. Ge,

Or il eft vifible que ces opérations ne
peuvenrpas aller a Vinfini; car puifque 22
eft plusigrand que B & que 27" ne Left
pas ; il eft clair que ' fera moindre que 25
de méme 27 eft plus grand que B, &
22" neleft pas; donc n* fera moindre que
7', & ainfi de fuite ; de forte que les nom-
bres n, n', n** &c. formeront une fuite dé-
croiffante de nombres entiers, laquelle ne
pourra. par conféquent pas aller & infini,
On parviendra donc néceflairement & une
formule oii le coeflicient du terme moyen
ne fera pas plus grand que ceux des deux
termes extrémes,, & qui aura d'ailleurs les
autres proprletes que 1ous avons énoncées
ci-deflus ; ce qui eft évident par la nature
méme des transformations pratiquées,

Pour faciliter la transformation de la for-
mule

Oy —=anyi+ By
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en celle-ci,

Lé—2 Méeyt Nas,
je défigne par D le plus grand des: deux
coefficiens extrémes € & B, & par D:
Fautre coeflicient ;- &, vice versd ) je dé-
figne par ¢ la variable dont le carréfe trou=
vera multiplié par D' & pat ¢' lautre va-
riable ; en forte que la formule propofée
prenne cette forme

DrtsamgfoDiy) 1
ot D' foit moindre que D5 enfuite je n'au-
rai qu’a faire le‘calcul fuivant:

A;;A;, 0 =mor "

hE e
i =n—m' D" D'”ZnDT, g

D=

:—Z—I-, 7. =n=mD'

5
=z
e
2
n' 1y n_”_A
— M =p''—m" D" D Zeg5ar

:Bl“’
&e. &e. .

gi— ”lxvéux_l_o"

ol il faut bien remarquer que:le figne ==
qui eft mis aprés les lettres m2 , im! ; m!*&ce
n’indique pas une égalité parfaite, mais feus
lement une égalité aufli approchée quiil eft

pofiible »

i +am
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poflible, en tant qu'on n’entend par m,

m', m' &c. que des nombres entiers. Je
'ai employé ce figne = que faute d’un
autre figne convenable.

Ces opérations doivent étre continuées
jufqu’a ce que dans la férie ny,n', n' &e,
ontrouve un terme comme »* , qui, (abf-
traétion faite du figne) » ne furpafle pasla
moitié¢ du terme correfpondant D de Ia
ferie" B DY D' &e. ion plus que la
moiti¢ du terme fuivant D+, Alors on
pourra faire D=7, | n=N, Dr+1=J,
& =, ¢*' =% ou bien Dr=M, Dr+
=L & ¢=&, p+1=—y. Nous {uppoferons
toujours dans la fuite qu'on ait pris pour M
le plus petit des deux nombres R LIL

71. Léquation Oy —2nyz+Dz=t
fera donc réduite 3 celle- ci P

L?—ZN?L - M=y 5
ou N*—LM—=4, & out 2 N-n'eft nj >L
ni > M, (abftraftion faite des fignes ).
Or, M éuant le plus petit des deux coeffi-
ciens Z & M, qu'on multiplie toute I'équa-
tion par ce cocfficient M, & faifant
Tome 11, Oo
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uzl‘vf‘i’—]\]ff,
il eft clair quelle fe changera en celle-ci,
v—AE=M,
dans laquelle il faudra maintenant diftin=
guer les deux cas de 4 pofiif & de 4

négatif.

Soit 1°. 4 négatif & —=—a,a érant
un nombre pofitif, I'équation fera donc
viaf* =M. Or, comme N*—LM=4,
on auwra a=LM—N*; dou lon voit
dlabord que les nombres L 8 M doivent
étre de mémes fignes; d'ailleurs 2.V ne
doit étre ni > Z ni > M; donc N* ne
fera pas > %‘4) donc e=ou >3 LM;&
puifque M eft fuppofé moindre que Z , ou
au moins pas plus grand que L, on aura
a-plus forte raifon a= ou > i M=; donc
M= ou <\/’; ; donc M<‘3‘v/a.

On voit par-la que I'équation v’
— M ne fauroit fubfifter dans Lhypothefe
que v & & {oient des nombres entiers, &
moins que l'on ne fafle £=o & =M,
ce qui- demande que A foit un nombre

carré,
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ZﬁSuppofons donc M==p*; & I'on aura
§=0,v=+p; donc parl’équation v—=Mw
—N¢, on aura #¥=+wp; & pat confé-

A x
quent ¥—-+"; de forte que ¥ ne fauroit
9 ; :
€tre un nombre entier, comme il le doit,
(&yp.) amoins que e foit égal a Punité ,
foit =++1, & par conféquent M=,
De-1a je tire donc cette conféquence ,
Hmid - ;
que Péquation’ propofée ne fauroit dtre ré-
foluble en nombres entiers, & moins que
M ne fe trouve égal & Punité pofitive. Si
cette condition a lieu, alors on fera E=s05
¥=x1, & on remontera de ces valeurs &
celles de y &
Cette méthode revient pour le fond au
5
;mmel.que celle de lart: 67, mais elle 2
ur -la Ia ‘exig
} celle-1a lavantage de n exiger aucun
tdtonnement,
e o :
27 SOlt maintenant 14 un IIOH]L‘!'Q PO—-
: s
fitif, on aura A=N>—LM ; or comme
V* ne peut pas étre plus gre
eft clair que Péquation ne pourra fubf er
a moirs que —Z M ne {oit un nombre po-
s A A = 2 e 5
fitif, c'eft-a-dire que L & M ne foient de
o
Oo jj
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Gones différens. Ainfi 4 fera nécefTairemen;
Q—LM, ou tout au plus —=—LM, 1t
—o0; de forte quon aura ——LM:;U
< 4, & par conféquent Mr= ou <4,
OHLIew;s(:lue j»/I:A\/A ne peut avoir lieu
que lorfque 4 eftun carré ; par con(élquer?t
ce cas eft trés-facile & réfoudre par la me-
thode donnée plus haut , (art. 69)- :
Refte donc le cas ot 4 n’eﬁ. pas carrcjz‘/}
& dans lequel on aura .néceffaxremen;‘d :
< \/A, (abftration faite du ﬁgne clde )1,
alors 'équation pasds—M 1era( ans le
cas du théoreme de l'art. 38, 8 fe réfoudra
par conféquent par la méthode que nous
- EXI;?IS i{nrxd’;{iier.a qua faire le caleul fui-
vant, ’

Q =0,
Q =k,

PP =1, w <y4

; o= Q4
P=Q=4,p < o

Gk = o OEgt

QP+ Qs =W <
=4 _Qri—y/4

Qe b Po=SE :

&e, &e, b

AppD17T10Ws, 5§81
qu'on continuera jufqud ce que deux ter-
mes correfpondans. de la premiere & dé
la feconde férie reparoiffent enfemble , ou
bien jufqua ce que dans la férie Pt P,
P Ee. il fe trouve un terme égal a Punicé
pofitive, c’eft-a-dire = P°; car alors tous
les termes fuivans reviendront dans le méme
ordre dans chacune des trois {éries ,; (ar~
ticle 37)..8i dans la férie Pr, Pr, 2riv G,
il {e trouve un terme égal & M, on aura
la réfolution de I'équation propofée ; caril
n’y aura qu'a prendre pour » & & les termes
correfpondans des féries p*, p't, p* &c, 95,
g5 ¢"* Ge. calculées d’apres les formules
de lart. 25 ; & méme on pourra trouver
une infinité de valeurs fatisfaifantes de v &
€, en continuant & Iinfini les mémes féries.

Or dés quon connoitra deux valeurs de
v& &, on-aura, par Péquation v=Mw
— ¢, celle de ¥, laquelle fera auff tou-
jourségale 4 un nombre entier ; enfisite on
pourta remonter de ces valeurs de £ & #,
Ceft-a-dire de ¢+ & ¢, 4 celles de ¢ & 0y
ou bien de y & 7, (art. 70).

Oo ij
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Mais fi dans la férie Pr, P, 2P e,
il n’y a aucun‘terme qui foit =M, on en
conclura hardiment que I'équation prepo-
{ée n'admet aucune folution en nombres
entiers.

1l eft bon de remarquer que comme la
férie Po, P:, Pt &e. ainfi que les deux
antres ; Q05 Q5 Qi Ge & ps s s &e.
ne dépendent que du nombre 4 ; le calcul
une fois fait pour une valeur donnée'de A
fervira “pour toutes les équations ou A4,
Cefki-dire *—CA, aurala méme valeur;
& ceft en quoi la méthode précédente eft
préférable a celle de Tart. 68, qui exige
un nouveau calcul pour chaque équation.

Au refte tant que 4 ne paflera pasiteo,
on pourra faire ufage:de la table que nous
avons donnée & lart. 41 ,laquelle contient
pour chaque radicdl \/A ,-les valeurs des
termes des deux féries - P, == P15 P
o Pi0Ge, oy pty pits pt €, continues,
jufquia ce que Pundestermes PR

&e. ‘devienne == ', ‘aprés ‘quois tous les
termes fuivans de Tune 8 de Pautre férie
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teviennent dans le méme ordre. De forte
quon pourra juger fur le champ, par le
moyen de cette table , de la réfolubilité de
l’équ;_x‘ion v—AE =M.

De la maniere de trouver toutes les Jolutions
polfibles de L Equation
S e
Cy*—anyz--Bzr =1,

T, 4 > 2
101.[711 on fZ’C’]l connoit qll’l.’/l@ _/@IILL)‘

72. Quoique par les méthodes que nous
venons de donner on puiffe trouver fiic-
ceflivement ‘toutes les folutions de cette
équation , lorfquielle eft ¥éfoluble en nom-
bres entiers , cependant on petit parvenir i
cet objet d'une maniere encore plus fimple
que voici:

lQu’on nomme p & g les valeurs troli-
vées de y & 7, en forte que Ton ait .

CF —2mpg+ By =1

& quon prenne deux autres nombres eri-
tiers 7 & [, tels que pf—gr—r, (ce qui
eft touI’ours .poﬂible, a caufe que p & ¢
font néceflairement premiers entr'eux ),
qu'on fuppofe enfuite

Qo iv
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y=pitre, & y=q-+/u,

z & u étant deux nouvelles indéterminées ;

' fubftituant ces expreffions dans I'équation

Cy —anyi+Br=i,

& faifant pour abréger
P=Cp—anpg+ By,
Q=Cpr—n(p[+91)+ B4/,
R=Cr —anr[+B/*,

on aura cette transformée,
Pr—+42Qu+tRu=1.

Orona, (hyp.), P=1; de plus fi on
nomme p & ¢ deux valeurs de » & / qui
{atisfaffent & -Péquation pf—gr==1, on
aura en général,, (art. 42),

re=p-tmp, [==c4mgq,
métant un nombre quelconque entier ; done
mettant ces valeurs dans I'expreflion de Q,
elle deviendra

Q= Cpp—rn(prt9p)+-Beot-mP;
de forte que comme P=i, on pourra
rendre Q=—o, en prenant

m=—Cpp—t-a(pot-gr)— Bqz.

Maintenant je remarque que la valeur

de Q'—PR fe réduit, (aprés les fubftinu-

L
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tions & les réduttions), a celle-ci, (#*~CB)
(p[—gr); de forte que comme p/—gr
=1, on aura Q*—PR=n"—CB=—A4;
donc faifant P=1 & Q=o,. il viendra
—R=4, favoir R=—4 ; ainfi équa-
tion transformée ci-deflus fe changera en
celle-ci, #—du’=1; or comme y, 7,
P g, & [font par hypothefe des nom-
bres entiers , il eft facile de voir que ¢ & «
feront aufli des nombres entiers ; car, en
tirant leurs valeurs des équations y—pr-+ru
& z=qt+fu, ona t:%};f, Seuss o,
Ceft-a-dire,, 4 caufe de pf—gr=1, i=fy
—1f, u=pr—qy-

Il n’y aura donc qu'a réfoudre en.nom-
bres entiers I'équation
r—Auv=1,
& chaque valeur de ¢ & de « donnera de
nouvelles valeurs de y & 7.

En effet, fubftituant dans les valeurs gé-
nérales de 7 & /'la valeur du nombre
trouvée ci-deflus, on aura
r= (LR Ve Bpgeadenp (prtige)s
S=e(1—B7) = Cpgptng(pr-g0),
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ou bien, & caufe de Cp*—anpg+-Bg'=r1,
r=(Bg—np) (gp—p7)=—Bg~+np,
J=(Cp=ng)(pr—gr)=Cp—ng.

Donc mettant ces valeurs de » & [ dans
les expreflions ci-deffus de y & 7, on aura
en général

y=pt—(Bg—np)u,
{=q9t-(Cp—nq)u.

73+ Tout{e réduit donc a réfoudre I'équa-
tion — Au*=r.

Or, 1°. i A eft un nombre népatif , il
eft vifible ‘que: cette équation ne fauroit
{ubfifter en nombres entiers , qu'en faifafit
u=—0 & z=1, ce qui donneroit y=p &
g=79. D’ou l'on peut conclure que dans
le cas ot 4 eft un nombre pofitif, équation
propofée , Cy*—~anyz-Bz'=1, ne peut
jamais ‘admettre quune féule folution en
nombres entiers.

Il'en feroit de méme , fi 4 étoit un nom-
bre pofitif ‘carré’; car faifant 4=—a*, on
auroit (2+aw)(t—au)=1; donc rtaun=+1,
8 rau=—+1; donc 2au==o0; donc v—=o0,
& par conféquent t=+1.

Apprrrows 8%

2°, Mais fi 4 eft un nombre pofitif nom-
carré , alors Péquation #—Au*—r eft tou-
jours fufceptible d’une infinité de folations
en nombres entiers, (art. 37, qu'on peut
trouver “toutes par les formules ‘données
ci-deflis, (art. 71, n° 2); mais il fuffira
de trouver les plus petites valeurs de 2 & z,
& ‘pour cela, des que l'on fera parvenu,
dansla férie P, P, P™ &c.dnn terme
égal a Punité , il n’y aura qu'a calculer par
les  formules de art. 25 les termes corref=
pondans des denx féries' pty p'y pt e,
& q', 9, ¢ &c. ' ce feront les valeurs
cherchées de # & u. I)’olt Fon' voit que
le méme calcul qu'on aura fait’pour la ré-
folution de I'équation v»—AE=M, fervira
aufli pour celle de I'équation #—Aw'=r.

Au refte, tant que 4 ne pafle pas 100,
onales plus petites valeurs de 7 & « toutes
calculées dans la table qui eft a la fin du
chap. VII du traité préc. & dans laquelle
les ‘nombres ¢, m, » font les mémes que
ceux que nous appellons ic1 4, z & u.

74« Défignons par ¢'; ' les plus petites
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valeurs de z, z dans Péquation "—Au'=—1;
& de méme que ces valeurs peuvent fervir
a trouver de nouvelles valeurs de y & z
dans Péquation Cy*— ayz--By=1, de
méme aufli elles pourront fervir & trouver
de nouvelles valeurs de & x dans Iéqua-
tion r—Aw=1, qui n’eft qu'un cas par-
ticulier de celle-d. Pour cela il n’y aura
qu'a fuppofer C=1 & n—o, ce qui donne
—B=4, & prendre enfuite z, x4 la place
de y, 7,8 ¢, zala placedep; ¢. Fai-
{ant donc ces fubftitutions dans les expref-

fions générales de y & 7 de lart. 72, &
mettant de plus 7', 7 4 la place de 2, ,
on aura en général

t =Tv+AVw,
u=Tu' Vv,
& pour la détermination de 7" & ¥ Iéqua-
tion T*—AV =1, qui eft femblable i la
propofée.
Ainfi_on pourra fuppofer T=17, &
V=u', ce qui donnera

; :
=0 dwy um=du-Reu,
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Nommant donc 2, #'* les fecondes va-
leurs de ¢ & «, on aura

t":;’—f-A;lf, =

Maintenant il eft clair qu'on peut prendre
ces.nouvelles valeurs 2, »'* a la place des
premieres ¢, ' ; ainfi on aura

t ::Tt“—*—AVu”,
u:Tzz"+Vz" =
ol Fon peut fuppofer de nouvean 7=,
V=u', ce qui donnera
=t'r" - Au'u", u=r'u""~-u'r",
Ainfion aura de nouvelles valeurs de 2 &,
lefquelles feront
2 = A = (;‘ -}-3.41;’) 3
wr=r'uu' " :u‘(;;’-—l—- A;ﬁ),
& ainfi de fuite.

75- La méthode précédente ne fait trou-
ver que fucceflivement les valeurs 7 , 2'**
&c. w', u' &c. voyons maintenant com-
ment on peut généralifer cette recherche.
On a d’abord

1 =Tt +AVu', u=Tuw' Vi ;
dou je tire cette combinaifon ,
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vhuy/ A= (4w A)(TLVV Ay;
donc fuppofant T=z' & V' =u', onautd

Pty A—(F i 1/.4‘
Quon mette & préfent ces valeurs de ¢*
& w4 la place de celles de ¢ & «', l'on
aura

rtay/A=(utu y ATV VA),

ou faifant de nouvean T'=r & u—u', &
nommant 2, "' les valeurs réfultantes de
¢ & u, il viendra

st y/ A=y Y.
On trouvera de méme

A VA G ‘/A)‘,
& ainfi de fuite.

Donc, fi pour plus de fimplicité on nom-
me maintenant 7' & /7~ les premieres & plus
petites valeurs de ¢, », que nous avons
nommées ci-deflus ', #', on aura en gé-
néral

ruy/ A=(T17 Y/ 4Y,
m étant un nombre quelconque entier po-
fitif; d’out on tire a caufe de 'ambiguité
des fignes

4o Dp 17710 NS 591

I_(T+Vx/zf>"+<T—V‘//'>m

Quoique ces expreflions paroi}rcnt fous
une forme irrationnelle , cependant il eft
aifé de voir qulelles deviendront ration-
nelles, en développant les puiffances de
e V\//l, car on a, comme l'on fair,
(T+Vy Ay —T® L mTn- 7y 4
+m("* ) Tm— 2 J7s A_}_m\m ')(’" (m=2). T P
Ay A+, Ge.

Donc
£ =T" 4200 g Tn-2pr

DO e Taapre g,
T ‘V—{—M”ﬁAT"‘ 3P
3 4 T Vel e,
ou 'on pourn prendre pour 7 des nom-
bres quelconques entiers poﬁ.lfs.

11 eft clair qum faifant fucce
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maniere toutes les valeurs poffibles de 1 & #,
pourvu que T & ¥V en foient les plus pe-
tites. Pour cela il fuffit de prouver qu'entre
les valeuss de ¢ & z qui répondent & un
nombre quelconque 7, & celles qui ré-
pondroient au nombre {uivant m—-1, il
eft impoflible qu’il fe trouve des valeurs
intermédiaires qui puiffent fatisfaire a 'équa-
tion ¢ — Au'==1.

Prenons, par exemple, les valeurs ',
#™, quiréfultent de la fuppofition de m=3,
& les valeurs £, «, qui réfultent de la
fuppofition m=4, & foient, sil eft pof-
fible , d’autres valeurs intermédiaires 6 & v,

qui fatisfaflent aufli & Péquation r—Aw'=1,

Puifque I'on a A=t t— A=y
& ¢—Av=1, on aura 6‘;1‘;:/40“—;;)
&r—e
fi 6> & <, on aura aufli v > " &

< . De plus on aura auffi ces autres va-

=A(uw—v*), don lon voit que

leurs de ¢ & u, favoir t=8s"— Avu",
u=0u""—vt"™, qui fatisferont a la-méme
équation #—Aw=1; car en les y fubfti-

tuant,
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tuant, on auroit (91“’—~Auu”’)’—14(uz"
=0Ty = (F gy (Pl g Py

equanon 1dem1que dcaufede b —4v=—y,
& r— Ay =1, (Ayp.). Or ces deux der-

nieres équations donnent 6 —v \/A_

& Ny L
\/ ”~f—u""/A’doncmet-
tant, dans L'expreflion de U==bu —up
alaplace de 6, vy 4 +s«+u7 & alaplace
de 2, “"’VA_“ X

u v

U —— .
ovd  oluvyal
de méme, fi on'confidere Ia quantité 2+

Gropd

‘f‘”‘vl/A) on aura

u"—u"z7, elle poursa aufli, 4 caufe de 2

o
s A R » {e mettre fous la forme
1'% U
F-{— ey o s VAV B

Or il eft:facile de voir ‘que 1a quantité
Précédente doit étre plus: petite que celle=
cijdicanferde 02 & U 4 ;- done ‘o
Aura une ‘valeur de ‘w, qui fera moindre

Tome 11, Pp
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que la quantigéiz” ' —#2; mais cetté
quantité eft égale A V' car

T —Vy4)?
(T+V\/I4)’—ll-( ey

THex

b LA R Ty
1 == 2 2

i (LI AN — (TPl A
it A
(7Y Ay — (T—VyA)
> il 21y A L)
dol P e Y g e

(T—ry/ A (T+ W AY—T=V/ A)(T+ 7y A
ZVA

2

de plus
(TP AVCT 4 F Ay =(T:— A V)
=1, puifque 7*— AP>=1, (hypoth.) ;
donc (T—Fy Ayx(T+Vy AY=T+V\/ 4,
& (T—Fy TPy dy=T—Vy A5
de forte que la valeur de #u—azu" o fe
réduira & 1—:'7‘/} 5/ 2 :
Il Senfuivroit donc de-la qion auroit
une valeur de x <77, ce qui eft contre
Vhypothefe ,. puifque 7” eft fiippofé la plus
petite valeur poffible de «/ Donc il ne
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fauroit 'y avoir de valeurs de ¢ & z inter=
médiaires entre celles-ci, 2, " 8ERI S,
Etcomme ce raifonnement peut s'appliquer
en général A toutes valeurs de ¢ & » qui
réfulteroient des formules ci-deflus yeny
faifant m égal & un nombre entier quel-
conque, on en peut conclure que ces for=
mules renferment effe€ivement toures les
valeurs poffibles de 7 & .

Au refte il eft inutile de remarquer que
les valeurs de ¢ & de peuvent étre égale-
ment pofitives ou négatives ; car cela eft
vifible par I'équation méme r~—gur—y,

De la maniere de trouver routes les folutions
poffibles , en nombres entiers., des Equa-
tions indérerminées du fecond degré & deux
inconnues.

76. Les méthodes que rious venons d'ex-
pofer fuffifent pour la réfolution completre
des équations de la forme Ay*fLp-—ya;
mais it peut arriver qu’on ait A réfoudre
des équations du fecond degré d’une forme
plus compofie; c'eft pourquoi nous croyons

Ppj
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devoir montrer comment il faudra sy
prendre.

Soit propofée I'équation
ar4-brf+c/*Fdr-tef+f=o0,
olva, byc, d, e, f foient des nombres
entiers donnés, & o r & [foient deux in-
connues qui doivent étre aufli des nombres

entiers,
Jaurai d’abord , par la réfolution ordi-

2art-bf4-d
= (oY —se (el el ,
d'on l'on voit que la difficulté fe réduit &
faire en forte que
(/B == a(e/ e/ )
foit un carié.
Suppofons pour plus de fimplicité
b—4ac=4,
bd—2ac=g,
& —gaf=h,
& il faudra que 4/*+-2g/+/ foit un
carré; fuppofons ce carré =y*, en forte
que Lon ait I'équation

Al 2gf =y

naire,,
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& tirant la valeur de /> on aura
Affg=v (Ay Jg—diy;
de forte qu’il ne s'agira plus que de rendre
carrée la formule Ay*4-g*— 44,
Donc fi on fait encore
g’—A/L:B 5
on aura a rendre rationnel le radical
V(4y'+B);
Ceft & quoi on parviendra par les méthodes
données.
Soit v/ (4y'+B)==x, en forte que
Péquation & réfoudre foit
Ay+B=x",
Pon aura done A/ -g=+x ; dailleurs
on a déja 2ar4bftd—=+y; ainfi dés
qu'on aura trouvé les valeurs de x & Wi
on aura celles de » & [ par les deux équa-
tions

ta-g

24
Or comme r & [ doivent étre des nom-
bresentiers,, il eft vifible qu'il faudra 1°. que
% & y foient des nombres entiers auffi ;
2% que +x—g foit divifible par 4, &
Pp ij
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qulenfuite +y—d—>&f le foit par 24. Ainfi;
aprés avoir trouyé toutes les valeurs pof-
fibles de x & y en nombres entiers, il ref-
tera encore A trouver parmi ces valeurs,
celles qui pourront rendre » & / des nom-
bres entiers.

Si 4 eft un nombre négatif ou un nom=
bre pofitif carré, nous avons vu que le
nombre des folutions poffibles en nombres
entiers eft toujours limité; de forte que
dans ces cas il n'y aura qua eflayer fuc-
ceflivement pour x & y les valeurs trou-
vées , & fi lon n’en rencontre aucune qui
donne pour » & [ des nombres entiers , on
en conclura que Péquation propofée n’ad-
met point de folution de cette efpece.

La difficulté ne tombe donc que fur le
cas olt A eft un nombre pofitif non-carré,
dans lequel on a vu que le nombre des
folutions poffibles en entiers peut étre in-
fini; comme I'on auroit dans ce cas un nom-
bre infini de valeurs  effayer, on ne pour=
roit jamais bien juger de la réfolubilicé de
Péquation propofée, & moins d’avoir une
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tegle qui réduife le titonnément entre cer-
taines limites ; c’eft ce que nous-allons re-
chercher.

77. Puifqu’on a, (art. 65) , ¥==ny—PBy,
&, (art. 72), y=pr—(Bg—npyu, &
1=qt+(Cp—nq)u, il eft facile de voir
que les expreflions générales de » & [ feront
de cette forme,

psthBIRY e Oty

2

@ By &5 as B o', & étant des nombres
entiers connus, 8 z, u étant donnés par
les formules de l'art. 75 , dans lefquelles
Pexpofant m peut étre un nombre entier
pofitif quelconque; ainfi la queftion fe ré~
duit & trouver quelle valeur on doit donner
a m, pour que les valeurs de » & f foient
des nombres entiers,

78. Je remarque d’abord qu’il eft tou-
jours: poflible de trouver une valeur de #
qui {oit divifible par un nombre quelconque
donné 45 cat fuppofant z==aa, P'équatiorn
#—Au'=r deviendra r—=As =1 , la-
quelle eft toujours réfoluble en nombres

Ppiv
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entiers 3. & l'on trouvera les plus petites
valeurs de ¢ & o, en faifant le méme cal-
cul qu'auparavant , mais en prenant A a*
a la place de 45 or, comme ces valeurs
fatisfont auffi & léquation #— A= elles
feront néceflairement renfermées dans les
formules de Iart. 75+ Ainfi il y aura né-
ceflairement une valeur de m qui rendra
Pexpreflion de « divifible par a

Qu’on dénote cette valeur de par p,
8cje dis que fi dans les expreflions génés
rales de + & u de larticle cité on fait
=2p, la valeur de « fera divifible para,
& celle de ¢ étant divifée par & donnera 1
pour refte.

Car fi on défigne par 7% & ¥ les valeurs
der & ;o m=u, & par T & prw
celles ot =24, on'aura, (art. 75),
T+ ViV 4 =(T+Pvldy, &

Tt Viin/ o= (T4 PV, A% 5 done
TV Ay= (T 47 v/ a);
c’eft-a-dire en comparant la partie rations
nelle du premier ‘membre avec-la rations
nelle dufecond,, & lirrationnelleavec lir-
rationnelle

ADpDrrrows 6o1
ST =T A, & V=TV
donc, puifque 7 eft divifible par a, #7*
le fera aufli, & 7 laiffera le méme refle

que laifferoit 7; mais on a 7>*— A4}~

=1, (kyp.) donc 7°—1 doit étre divifible

par a & méme par a*, puifque 7 Left
déj s done 7+ & par conféquent auffi 7
érant divifé par a, laiffera le refte 1.
Maintenant je dis que les valeurs de ¢
& u qui répondent 4 un expofant quelcon-
que m, érant divifées par a, laifferont les
mémes reftes que les valeursde z & qui
répondroient a Fexpofant m—-2.. Car dé-
fignant ces dernieres par 6 & v, on aura
thuy/A=(T+V /Ay,
& 0+ v‘/A:(T—tV\/A)’""Z"‘,’
donc
64v !‘/A ==i(iabe \/A )(T—_L—V\/A)’/‘g
s ous v enots dearivir ci-deflus
T Vi) d=(T+ Vv dyw;
donc on-aura
VoV A= (et /) (T4Vy Ay,

d’ou Yon tire, en faifant la multiplication




6oz AbbDrrrows.

& comparant enfuite les parties rationnelles
enfemble & les irrationnelles enfemble 5
b= T~ AuV, v=e V" L u T,

Or 77 eft divifible par &, & T laiffe
le refte 1; donc 6 laiffera le méme refte
que z, & v le méme refte que «.

Donc en général les reftes des valeurs
de:t&u répondantes aux expofans m+2u,
m-41 5 m-=61, &e. feront les mémes que
ceux des valeurs qui répondent & Pexpofant
quelconque 72,

De-la on peut donc conclure que fi Pon
veut avoir les reftes provenans de la di-
vifion des termes !, ¢, 1 &, & u* ity
#™ Ge. qui répondent & m=1, 2, 3 Ge.
par le nombre 4, il fuffira de trouver ces
reftes jufquaux termes 2# & #** inclufive-
ment ; car, aprés ces termes, les mémes
reftes reviendront dans le méme ordre , &
ainfi de fuite & Pinfini.

Quant aux termes 2 & w2 » auxquels
on pourra Sarréter, ce feront ceux dont
lun w2 fera exaltement divifible par A,
& dont l'autre £ laiffera L'unité pour refte ;
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ainfi il n’y aura qua poufler les divifions
jufqu’a ce qu'on parvienne aux reftes 1 & o ;
alors on fera affuré que les termes fuivans
redonneront toujours les mémes reftes que
Pon a déja trouvés.

On pourroit aufli trouver lexpofant 2
d priori ; car il n’y auroit qu’a faire le calcul
indiqué dans I'art. 71, n°. 2., premiérement
pour le nombre 4, & enfuite pour le nom-
bre 44*; & fi on nomme = le numéro du
terme de la férie P, P, P &c. qui dans
le premier cas fera =1, & p le numéro du
terme qui fera =1 dans le fecond cas, on
naura qua chercher le plus petit multiple
de 7 & de p, lequel étant divifé par =, don-
nera la valeur cherchée de 4.

Ainfi-fi lon a, par exemple, 4=6 &
A==3 , on trouvera dans la table de I’ar-
ticle 41 pour le radical \/6, Pyl
=—2, P"=1; donc #z=2; enfuite on
trouvera dans la méme table pour le ra-
dical ‘/(649):\/54, P Pieiinl
P”:97 Pm:’"l, PW:91 P“:“i s
P =y ; donc p=6; or le plus petit mul-
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tiplede2 & Geft 6, qui étant divifé par 2
donne 3 pour quotient,, de forte qu'on aura
icip=13"& 2u=—4¢6.

Donc, pour avoir dans ce cas tous les
reftes de la divifion des termes #*, 2, 7 .,
& u'y uty W Ge. par 3, il fuffira de cher-
cher ceux des fix premiers termes de I'une
& de Tautre férie; car les termes fuivans
redonneront toujours les mémes reftes 7
ceft-a-dire que les feptiemes termes don-
neront les mémes reftes que les premiers <
les huitiemes les mémes reftes que les fe-
conds, & ainfi de fuite & I'infini.

Au refte il peut arriver quelquefois que
les termes # & e aient les mémes pro-
priétés que les termes 8 w2 Ceft-3-
dire que u# foit divifible par a, & que s
laifle Punité pour refte. Dans ces cas on
pourra s’arréter A ces mémes termes; car
les reftes des termes fuivans IS el

wHE w2 Ge feront les mémes que ceux
des termes 2, 2, &e. uty u't, &e. & ainfi
des autres.

En général nous défignerons par M la
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plus petite valeor de I'expofant 72, qui ren-
dra z—r1 & u divifibles par a.

79- Suppofons maintenant que L'on ait
une expreflion quelconque compofée de ¢
& u & de nombres entiers donnés , de ma-
niere quelle repréfente toujours des nom-
bres entiers, & qu'il s'agiffe de trouver les
valeurs qu'il faudroit donner & Vexpofant 2,
pour que cette expreflion devint divifible
par un nombre quelconque donné 4, il n’y
aura qu'a faire fucceflivement m=r, 2,
3 &e. jufqua M ; & fi aucune de ces fup-
pofitions ne rend I'expreflion propofée di-
vifible par a, on en conclura hardiment
qu'elle ne peut jamais le devenir , quelques
valeurs qu'on donne 4 m.

Mais fi l'on trouve de cette maniere une
ou plufieurs valeurs de m qui rendent la
propofée divifible par a, alors.nommant
NN chacune de ces valeurs, toutes les va-
leurs poffibles de 72 qui pourront faire le
méme effet, feront N, N4 My N2,
NA-3M &c. & en général NJ-alM, a
¢tant un nombre entier quelconque.
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De méme , fi 'on avoit une autre exs
preflion compofée de méme de z, u & de
nombres entiers donnés, laquelle diit étre
en méme temps divifible par un autre nom-
bre quelconque donné &', on chercheroit
pareillement les valeurs convenables de M
& de vV, que nous défignerons ici par M*
& ', & toutes les valeurs de Pexpofant m
qui poutront fatisfaire 3 la condition pro-
pofée , feront renfermées dans la formule
N2 M, » érant un nombre quelcon-
que entier. Ainfiil n’y aura plus qu'a cher~
cher les valeurs qu'on doit donner aux nom-
bres entiers A & pour que l'on ait N
FAM=N"~4»M, favoir

Mr—M»=N-—N,
équation réfoluble par la méthode de Pat-
ticle 42.

Il eft maintenant aifé de faire Papplica-
tion de ce que nous venons de dire au cas
de Part. 7~ | ot les expreflions propofées
font de la forme w4 Buty, @'t 4 By,
& les divifeurs font & & &,

Iifaudra fenlement e fouvenir de prendre
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les nombres z & u fucceflivement en plus
& en moins ,-pour avoir tous les cas pof-
fibles.

REMAROQUE

80. Si Péquation propofée i réfoudre en
nombres entiers étoit de la-forme

ar’—*—-z[n]+cf1:f,

on y pourroit appliquer immédiatement la
méthode de lart. 65 5. car 1% il eft vifible
que » & [ ne pourroient avoir un commun
divifeur, A moins que le nombre £ ne fue
en méme temps divifible par le-carré de
ce divifeur ; de forte qiron pourra toujours
réduire la queftion an cas o » & fferont
premiers entr'eux.: 2% On woit aufli que
J & f ne pourroient avoir un commun-diz
vifeur, & moins que ce divifeur n'en fir un
aufli du nombrea, en fuppofant' 7 premier
a f; ainfi on pourra réduire encore [a quef-
tion au cas ot / & f feront premiers en-
t'eux. (Voyez Fart:64).

Or [ étant fuppofé premier Af& 4 r,
on pourra faire 7==nf—f;5 & il faudra s
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pour que I'équation foit réfoluble en nom+
bres entiers , qu’il y ait une.valeur de 7
pofitive ou négative pas plus grande queé,
laquelle rende la quantité an’—]—zbn—i—c
divifible par £ Certe valeur étant mife &
la place de 7, toute Iéquation deviendra
divifible par f, & fe trouvera réduite au
cas de celle de lart. 66 & fuiv.

Il eft facile de voir que la méme mé~
thode peut fervir & réduire-toute équation
de la forme
ar"'-f—ér"‘f—}—cr"'”f2+ Ge. k=8,
ay b, ¢ &, étant des nombres entiers don-
nés;, &7 & [ deux indéterminées qui doi~

vent étre aufli des nombres entiers, enune’

autre équation femblable,~mais dans la=
quelle le terme tout connu {oit Punité &
alors on y pourra appliquer la méchode gé-
nérale du§.1L Voy. la remarguiede Lart. 30.

B RN TR |

81. Soit propofé de:rendre rationnelle
cette quantité, -

V.(30+62/—7/2,

dpDi1T10NTs 6og

en ne prenant pour /’que des nombres en-
tiers; on aura donc A réfoudre cette €qua-

tion
304-62/—7/ =y,
laquelle érant-multiplie par 7, peut {e
mettre fous cetre forme
730+ (31 —(7/—31)=7y",
ou bien en faifant 7/—31=x, & tranfs
pofant
HE=1171—7y%, ou X myi=1171.

Cette équation eft donc maintenant dans
le cas de larticle 64 ; de forte qu’on aura
Ad=-—y & B=r171; ol lon voit
d’abord que y & & doivent étre premiers
entr’eux, puifque ce dernier fiombre ne
renferme aucun falteur carré.

On fera, fuivant la méthode de Part. 655
¥=ny—1171g; & il faudra, pour que
Péquation foit réfoluble , que Pon puiffe
trouver pour 7 un nombre entier pofitif ou
négatif non > ,-f, ceft-a-dire non > 580,
tel que »*—4 ou 77 foit divifible par
B ou par 1171,

Je trouve n==4321; ce quidonne 727

Tome 11, Qgq
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==1171%88 ; ainfi je {ubftitue dans Iéqua-
tion précédente + 325 y—r11717 &la place
de x , moyennant quoi elle fe trouve toute
divifible par 1171, & la divifion faite,, elle
devient 885" T G642y ri7it =1

Poit réfoudre certe équation je vais faire
ufage de la feconde méthode expofée dans
Part. 70, parce quielle eft en effet plus fim=
ple & plus commode que la premiere. (0]
comme le coeflicient de y eft plus petit que
celui de3*; Pauraiici D=1171, D!==88
8 n=+ 1321 ; donc retenant pour plus:de
fimplicité la Iemc y ¥ la place de 0, & met-
tant iy Jaiplace de 7, je ferai le caleul
fuivant ; ol je fuppoeferaid’abord n==321

7 =2 2. 1==0,

== =4ty

ADD117710NS 6ri

Puifque 7"=0 & par conféquent < g
2
D
& <¥, on sarrétera ici & on fera
Di=M=1, D'—=L—7, n"— =07y
(e B I que D eft
<D,

Maintenant je remarque que 4 étant
=—7, & par conféquent négatif, il faut,
pour la réfolubilité de Iéquation,, que 'on
ait M=1; c’eft ce que I'on vient de trou-
ver; de forte gwon en peut conclure
d’abord que la réfolution eft pofiible. On
ﬁ;puo{am donc £=y""=o0, R A=
& l'on aura, par les mrmules ci-deflus,
Yi=t1, y' =t 3=, y=Flabr=F11,
les fignes ambigus étant 4 volonté. Donc
¥=321y—11717=118, & conféquem-
ment =41 = “7“5
Or comme on exige que la valeur de /ot
égale a un nombre entier, on ne pourra
prendre que [==7.

1l eft remarquable que Pautre valeur de

T S L AT ¥ 3 & ¥
£ favoir - quoique fraQionnaire, donne

Qq ij
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néanmoins un nombre entier pour la valeur
du radical \/(30{—62/;7[:) 5 & le méme
nombre 11 que donne la valeur /=7 ; de
forte que ces deux valeurs de [ feront les
racines de I'équation 30+62/—7/*=121.

Nous avons fuppofé ci-deflus n==321;
or on peut faire également n=-—321;
mais il eft facile de voir d’avance que tout
le changement qui en réfultera dans les for-
mules précédentes, c’eft que les valeurs de
m, m', m", & de n', n', changeront de
fighe, moyennant quoi les valeurs de y' &
de y deviendront aufli de différens fignes,
ce qui ne:donnera aucun nouveau réfultat ,
puifque ces valeurs ont déja d’elles-mémes
le figne ambigu +. +

1l en fera de méme dans tous les autres
cas; de forte qu'on pourra toujours fe dif-
penfer de prendre fucceflivement la valeur
de 7 en plus & en moins.

La valeur (=7 que nous venons de
trouver, réfulte de la valeur de n—=+-3213
on pourroit trouver d’autres valeurs de [,
fi on trouvoit d'auires valeurs de 2 qui
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euffent la condition requife ; mais comme
le divifeur ==1171 eft un nombre pre-
mier, il ne fauroit y avoir d’autres valeurs
de 7 de la méme qualité , comme nous
Pavons démontré ailleurs, ( Mémoires de
Berlin pour lannée 1767, pag. 194), d’on
il faut conclure que le nombre 7 eft le feyl

ﬂui puifle farisfaire & la queftion,

Javoue au refle quon peut réfoudre le
probleme précédent avec plus de facilicé
par le fimple titonnement; car dés qu'on
eft parvenu & Péquation x*==r 171—7y*,
il 0’y aura qu’a eflayer pour y tous les nom-
bres entiers dont les carrés multipliés par 7
ne furpafleront pas 1171, Ceft-a-dire tous
les nombres < \/177—'<x3.

Ileneft de méme de toutes les équations
ou 4 eft un nombre négatif; car dés qu'on
eft arrivé a Méquation x* =B 445" ot
(en faifant A——a), ¥=B—ay*, il eft

clair que les valeurs fatisfaifantes dey, sil
y en a, ne pourront fe trouver que parmj

les nombres < y/2. Aufii n’ai-je donné
des méthodes particulieres pour le cas de 4

Qq iij
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négatif, que parce que ces méthodes ont
une liaifon intime avec celles ‘qui concer=
nent le cas de 4 pofitif, & que toutes ces
méthodes étant ainfi rapprochées les unes
des autres, peuvent fe préter un jour mutuel
8c acquérir un plus grand degré d’évidence.

EXEMPLE I1.

82.Donnons maintenant quelques exem-
ples pour le cas de 4 pofitif,; & foit pro-
pofé de trouver tous les nombres entiers
quon pourra prendre pour y, en forte que
la_quantité radicale,
V(13 101,
devienne rationnelle.
On auraici, (art, 64), 4=13, B=101,
& I'équation A réfoudre en entiers fera
Frmlg Y =10l
ans laquelle , & caufe que 101 n’eft divi-
ble paraucun carré, y feranéceflairement:
premier & 101,

d
fi

l

On fera done, (art. 65), x==ny—r1017,
& il faudra que #*—13 foit divifible par

101

101, en prenant 2 < — < §1.
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Je trouve n=3s5, ce quidonne =121
& m—13=121 2=101X12; ainfi on
pourra prendie z=+135, & fubflituant,
au lieu de » , 43 5y—1017; on aura une
équation toute divifible par 1o ;qui, la
divifion faite ; fera
12y F0y7 Frorp=r:
Eniployons éncore , pout réfoudre cette
équation’, la méthode de Part. 6 5 faifons
BD'=13, D=1061, n==43%,"mais auf lied
de'ladettre 0 nous conferverons 1a fettre v,
& nious changérons fenlement 7 eny", com-
me' dans Pexemple précédent.
Sait, 1°, =35, on fera le ¢aledl fafvant:
m=Bog, wmgsoyanmr, Di=TD o r ey

=k
m Ly 2" Srd a0, D= =13, 3=y 4y

tr

Comme #"=0 & conféquemment <—
2

D

& &=~ on Sarrétera ici & 1'dn' aurd
2

la transformée

])u;;____ 2121:],11y1|‘+D:l‘ 2
ou bien
Qqi
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13y —y' =1,
laquelle étant réduite & cette forme

Yem iRy et

fera fufceptible de la méthode de I'are. 71,
n’. 25 & comme 4=13 eft <100, on
poutra faire ufage de la table de Iart. 41.

Ainfiil n’y aura qu’a voir fi dans la férie
fuRérieure des nombres qui répondent a
v/ 13. il fe trouve le nombre 1 dans une
place paire; car il faut, pour que I'équa-
tion précédente foit réfoluble , que dans la
férie Po, P, P &, il fe trouve un terme
==—1; mais on-a P°=—1, —P'=y4, P"
=3 &c. donc &c. or dans la férie 1, 4,
3,3, 4, 1 Gc. on trouve juftement 1 4
la fixieme place , en forte que Pe=—u;
donc on aura une folution de I'équation pro-
pofée, en prenant y''=p", & y''=¢", les
nombres p*, ¢* érant calculés d’apres les
formules de l'art. 25, en donnant a 4, ',
p" Ge. les valeurs 3, 1, 1, 15 1, 6 &c. qui
forment la férie inférieure des nombres ré-
pondans a v/ 13 dans la méme table:
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On aura donc
PEEST ¢°=0
Pr=3 q' =
pls=p pt =g 00 g
PUspip =y o =gy =
Ppt e nsiiylieay iy
P =pitpi=i8, gty
Donc y*=18 & y'=y5; doncyr==y"
+yi=es, & y=3y' Aty =4
Nous avons fuppofé ci-deflus n=35,
mais on peut aufli prendre z—=—35.
Soit donc, 2°. n=—35 , on fera
X e S5k

m =Fh=g ) ml==ggaginant, D= oo =1, y=—gyliyh

13
' = . = e A
w'= 15 n'=1-1=0, D St 5" +y!

s 327

ainfi on aura les mémes valeurs de: D', D=
& n!' quauparavant , de forte que latranfs
formée en y** & y* fera aufli la méme.

Oncavra done aufli y=18 & yie=y3
done ==y =13, & ym= gyt
g e U

Nous avons donc trouvé deux valeurs
de yavec les valeurs correfpondantes de
o' ou 7 ; & ces valeurs réfultent de la fup-
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pofition de n=+35; or comme on’ne
peut trouver aucupe autre valeur de.n qui
ait les conditions requifes , il Senfuiit que les
valeurs précédentes feront les feulés valeurs
primizives que Pon puiffe avoir; mais on
pourra enfuite en trouver une infinité de
dérivées par la méthode de latt. 72
Prenant donc ces valeuts de y & 7 pour
p & g5 onauraen général , (art. cité)
y=74t—(101: 233574 u=" ye-}267u
1=23t( 12743 5.23 Yu==03 0+ 83u
ou
Y=—342—=(101.13—35.3 4 =3 42 —123u
{= 1361234435 13) u=132 4 471
& iln’y aura plus qua tirer les valeurs de ¢
8 u de Péquarion i —13u*=r; or ces va~
leurs fe trouvent déja toutes calculées dans
la table~qui eft & la fin du chap. VII' du
traité précédenty on aura donc furle champ
=649 & u=180; de forte que prenant
ces valeurs pour 7' & ¥ dans les-forniules
de lare. 75, onqura en général
o ki s Al o0

2
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u_@49+180¢13)”'—(6494130-/17,\”‘
T »yA13

ot Pon pourra donner & m telle valeur gnot

voudra , pourvu qu’on ne prenne que des
nombres entiers pofitifs.

Or comme les valeurs de ¢ & » peuvent

étre prifes tant en plus qu'en moins’, les
valeurs de y qui -peuvent fatisfaire &' la
queftion , feront toutes renfermées dans ces
deux formules,
y=t74t£2672,
=+34ct1234,
les fignes ambigns étant & volonté.

Si on fait m=—o, on aura t=1 & u=—o0;
donc y=+74, ou =+3}; & cette der=
niere valeur fera la plus petite qui' puiffe
réfoudre le probleme:

Nous avens' déja réfolu ce méme' pro-
bleme .dans:les: Mémoires de:Berlin: poir
Lannéde 17685 pag.243- ™ais comme nous
y avons fait ufage d’une méthode un‘pen
différenteide la précédente’, & qui revient
au méme pour le fond que la premiere mé-
thode de Tart. 66 ci-deflus, nous avonscru
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devoir le redonner ici, pour que la com-
paraifon des réfultats qui font les mémes
par 'une & lautre méthode, puiffe leur
fervir de confirmation, sil en eft befoin.

3

Ex em.p.LE IIL

83. Soit propofé encoge de trouver des
nombres entiers qui, étant pris pour y,
rendent rationnelle la quantité

V(797" 4-101):

On aura donc & réfoudre en entiers

I'équation
X TV =01y

dans laquelle y fera premier & 101, puifque
ce nombre ne renferme aucun faéteur carré.

Qu’on fuppofe donc x=ny—ro1z, &
il faudra que 2*—79 foit divifible par 101,
en prenant 2 < "% < §1; on trouve n==33,
ce qui donne 7'—13==1010=101X10}
ainfi on pourra prendre n=+133, & ces
valeurs feront les feules qui aient la con~
dition requife.

Subftituant donc 43 3y—1017 & la place
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de x, & divifant toute I'équation par 101,
on aura cette transformée
10y* +66y7+1017=1I.

On feradonc D'=10, D=101,n=+33,
& prenant d’abord 7 en plus, on opérera
comme dans I’exemple précédent ; on aura
ainfi
33
10

=3, n'=33-3.10=3, Drr:9_i7_9:,7, y=3y eyt

10
D

3 2

m=

Or comme 7’=3 eft déja <]21& <

il ne fera pas néceffaire d’aller plus loin;
ainfi on aura la transformée

_7y’—6}/‘y“+loy’:1 5
laquelle étant multipliée par —7, pourra
fe mettre fous cette forme,

7y 4390y =79y =—7.

Puifque donc 7 eft <79, fi cette équa-
tion eft réfoluble, il faudra que le nom-
bre 7 {e trouve parmi les termes de la férie
fupérieure des nombres qui répondent &
v/79 dans la table de lart. 41, & méme
que ce nombre 7 y occupe une place paire,,
puifqu’il a le figne —. Mais la férie dont
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il sagit ne renferme que les nombres 1,
15, 2, qui reviennent toujours ; donc ot
doirt conclure fur le champ que la derniere
¢quation n’eft pas réfoluble , & qu'ainfi la
propofée ne Peft pas, an moins d’aprés la
valeur de n=33.

Iine refte donc qua effayer autre valeur
n=—13, laquelle donnera

sty pie SO s

10 L0t

deforte qu'on aura cette autre transformée,

—7y+6yy +r1oy=1,
laquelle fe réduit & la forme

Gy— 3y =79y =—7,

qui eft femblable & la précédente. Dol je
conclus que 1’équation propofée n’admet
abfolument aucupe folurion en nombres
entiers.
REMARQUE

84. M. Euler, dans un excellent Mé-
moire imprimé dans le tome 1X des nou-
veaux Commentaires de Pérersbourg , trouve
par induttion cette regle , pour juger de
laréfolubilité de toute équation de la forme
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x*—Ay*=2~ , lorfque B eft un nombre
premier; ceft que 'équation doit étre pof-
fible toutes les fois que B fera de la forme
4An+-r , ou gAn-}-r—4 ; mais Pexem-
ple précédent met cette regle en défaur;
car 101 eft un nombre premier de la forme
4And-r'—d, en faifant d=yg,; n=="14
& r=38; cependant 'équation Xm0y
=1or n‘admet aucune folution en nombres
entiers.

Silaregle précédente étoit vraie,, il s’en-
fuivroit que fi Iéquation x*—Ay—=P5 eft
poflible lorfque B a une valeur quelconque
b, elle le feroit aufli en prenant B=44n
=16, pourvu que B fiit un nombre premier.
On pourroit limiter cette derniere regle ,
en exigeant que & fiit auffi un nombre pre-
mier; mais avec cette limitation méme elle
fe trouveroit démentie par I'exemple pré-
cédent; car on a 1o1=44n}+b, en pre-
nant =79, n=—2 & b=y33; orv33
eft un nombre premier de la forme x*
~79y*, en faifant x==38 & y=13; ce-
pendant ror n'eft pas de la méme forme
x'=—=79y",
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PARAGRAPHE VIIL

Remarques fur les Equations de la forme
pP=Aq-t1,
& fur la maniere ordinaire de les réfoudre

en nombres entiers.

85. LA méthode du chap. VII du traité
précédent , pour réfoudre les équations de
cette efpece , eft la méme que celle que
M. W allis donne dans fon Algebre , (chap.
XCVIIT), & quil attribue & Milord Broun-
ker; onla trouve auffi dans I'Algebre de M.
Ozanam, qui en fait honneur & M. de Fer-
mat. Quoi quiil en foit de Tlnventeur de
cette méthode , il eft au moins certain que
M. de Fermat eft 'Auteur du probleme qui
en fait Lobjet ; il avoit propofé comme un
défi & tous les Géometres Anglois, ainfi
qu'on le voit par le commercium epiftolicunt
de M. #allis ; ceft ce qui donna occafion
3 Milord Brounker d’inventer la. méthode

dontnous patlons ; mais il ne paroit pas que
cet
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et Auteur ait connu toute Pimportance du
probleme qu'il avoit réfolu; on ne trouve
méme rien fur ce fujet dans les écrits qui
nous fontreftés de M, Fermar , nidans ancun
des Ouvrages du fiecle paffé, ol l'on traite
de PAnalyfe indéterminée. Il eft bien na-
turel de croire que M. Fermaz, qui s'étoit
principalement occupé de la théorie des
nombres entiers , fur lefquels il nous a d’ail-
leurs laiffé de trés beaux théoremes , avoit
€été conduit au probleme dont il sagit par
les recherches qu'il avoit faites fur la ré-
{olution générale des équations de la forme
x*=dAy* B, auxquelles fe réduifent tou-
tes les équations du fecond degré & deux
inconnues ; cependant ce n'eft quwa M
Euler que nous devors la rematque que ce
probleme eft néceflaire pour trouver toutes
les folutions poflibles de ces fortes d’équa-
tions. (Voyez le chap. VI ci-deflus, le
tome VI des anciens Commentaires de Pé-
zershourg , & le tome IX des nouveaux).

La méthode que nous avons fuivie pour
démontrer cette propofition eft un peu dif-
Tome 11, Rr
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férente de celle de M. Euler, mais aufli
_eft-elle, fi je ne me trompe, plus direéte
& plus générale. Car d’un c6té la méthode
de M. Euler conduit naturellement a des
expreflions frattionnaires lorfquil s’agit de
les éviter, & de l'autre on ne voit pas
clairement que les fuppofitions qu'on y fait
pour faire difparoitre les fraétions , foient
les feules qui puiffent avoir lieu. En effet
nous avons fait voir ailleurs quil ne fuffit
pas toujours de trouver une feule (olutio.n
de léquation x*=4y*+B , pour pouvoir
en déduire toutes les autres, a laide de
Péquation pt==4A ¢*}-1; & quil peut y
avoir fouvent, au moins lorfque 2 n'eft pas
un nombre premier , des valeurs de x & y
qui ne fauroient ére renfermées dans les
expreflions générales de M. Zuler. (Voy-
Vart. 45 de mon Mémoire fur les problemes
indéerminés , dans les Mémoires de Berlin,

année 1767 ).

Quant & la méthode de réfoud.re les
équations de la forme p'=Ag+r1, il nous
femble que celle du chap, VIL, quelque
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ingénieufe qulelle foit, eft encore affez im-
parfaite. Car, 1°, elle ne fait pas voir que
toute équation de ce genre eft toujours ré-
foluble en nombres entiers, lorfque - a eft
un nombre pofitif non-carré. 2°. Il w'eft pas
démontré qulelle doive faire parvenir tou-
jours A la réfolution cherchée. M. W allis
a, & la vérité, prétendu prouver la pre-
miere de ces deux propofitions 5 mais fa
démonttration w'eft, fi j'ofe le dire, qu'une
fimple pérition de principe. (Voy. le chap.
XCIX de fon Algebre ). Je crois donc étre
Ie premier qui en ait donné une tout-a-faie
rigoureufe ; elle fe trouve dans les Mélan-
ges de Turin , tome IV ; mais elle eft trés-
longue & trés-indireéte ; celle de Vart. 37
ci-deflus , efttirée des vrais principes de la
chofe, & ne laiffe, ce me femble , rien 4
défirer, Cette méthode nous met aufliien
état d'apprécier celle du chap. VII, & de

reconnoitre les inconvéniens ot l'on pour-

roit tomber , {i on la {uivoit fans aucune
précaution ; c’eft ce que nous allons dif-
cuter,

Rr i
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86. De ce que nous-avons démontré dans
le §. 11, il senfuit que les valeursde p & ¢
qui fatisfont a équation p—4Ag'=1, ne
peuvent étre que les termes de quelquune
des frattions principales déduites de la frac-
tion continue qui exprimeroit la valeur de
A ; de forte que fuppofant cette fraftion
continue repréfentée ainfi,
.
& I/«’+-T+_L
M e
on aura néceflairement
Bt iy
9 2 L iy
£ +/4” + &e. 5

wt’
w érant un terme quelconque de la férie
infinie ¢y ¢ G, dont le quantieme p ne
peur fe déterminer qu'd pofleriori.

11 faut remarquer que dans cette fraétion
continue les nombres #> p'» 1 Ec. doivent
étre tous pofitifs , quoique nous ayons vu
dans lart. 3 quon peut en général, dans
les fraftions continues , rendre les déno-

minateurs pofitifs ou négatifs , fuivant que

ADDTTTO N S 629
Ton prend les valeurs approchées plus pe-
tites ou'plus grandes que les véritables ; mais
la méthode'du probleme I; (arti23 & fuiv.)
exige abfolument que les valeurs appro-
chées > s ' &c. foient toutes prifes en
défaut.

87. Maintenant , puifque la fraftion 2
eft égale & une fraétion continue dont les
termes font ws p's p* &e. ), il eft clair,
par lart. 4, que # fera le quotient de p
divifé par ¢, que u* fera celui de ¢ divifé
patle refte, . celui de ce refte divifé par
le fecond refte, & ainfi de fuite ; de forte

que nommant 7, f, ¢+ &c. les reftes dont il

s'agit, on aura, par lanature.de la divifion,,
P=rg¥r, g=wr+f, r=p'f+z, &
ot le dernier refte fera néceflairement =o,
& lavant-dernier'==1, a caufe que p & ¢
font des nombres premiers entr’eux.” Ainfi

wferalavaleur entiere approchée de”, '

r

celle def, u'* cellede &c. ces valeurs

étant toutes prifes moindres que les véri-

tables,  exception de la derniere ., qui

fera exaftement égale a la fraftion corref~
Rr i
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pondante, 4 caufe que le refte fuivant eft

fuppofé nul.

Or comme les nombresw, s wt &c. e
font les mémes pour la fration continue
qui exprime la valeur de”, 8 pour celle
qui exprime la valeur de \/A, on peut
prendre , jufqu’au terme ,f, ’5:\/14, Ceft-

a-dire p— A g¢=o0. Ainfi on cherchera
d’abord la valeur approchée en défaut de
g—, ceft-a-dire de ‘/A , &ce ferala valeur
de 1o ; enfuite on fubftituera dans p—A¢"
—o, & la place de p fa valeur ugtr, ce
qui donnera (u'—d) g+ 2pqr—r=o0,
& on cherchera de nouveau la valeur ap-
prochée en défaut de Z , ceft-a-dire de la
racine pofitive de Péquation
(o — ) (4 F20tf1m=0,

& lon aura la valeur.de ui.

On continuera & fubftituer dans la tranf=
formée (u2—A) g F2ugr-fri=0,ala
place de g, ' 7=}/ on aura une équation
dont la racine fera}; on prendrala valeur
approchée en défaut de cette racine,, 8 l'on
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aura la valeur de »"'. On fubftituera ptr 4/
a la place de , &c.

Suppofons maintenant que ¢ foit, par ex.
le dernier refte qui doit étre nul, [ fera
Pavant-dernier qui doit étre =1 ; donc fi
la transformée en [ & ¢ de la formule p*
—Ag eft P[*+Q ft+Rr il faudra qu'en
y faifant t=o0 & /=1 elle devienne =1,
pour que I'équation propofée p'—Ag'=i1
ait lieu; donc P devra étre ==1. Ainfi il
n'y aura qu'a continuer les opérations &
les transformations ci-deflus , jufqu’a ce que
Pon ' parvienne & une transformée ou le
coefficient du premier terme foit égal &
Punité 5 alors on fera dans cette formule
la premiere des deux indéterminées , com-
me r, égale &1, &lafeconde, comme/,
égale azévo; & en remontant on aura les
valeurs convenables de p & ¢.

On- pourroit aufli opérer fur I'équation
méme p*— A ¢*=r1, en ayant feulement
{oinde faire abftrattion du terme tout connu
1, & par conféquent auffi des autres termes
tout connus qui peuvent réfulter de celui-ci,

Rr iv
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dans la détermination des valeurs appro=
chées > pts 1" &c. del, L, 7 &c. dansce
cas on eflayera & chaque nouvelle tranf-
formation , fi 'équation transformée peut
fubfifter en y faifant I'une des deux indéter-
mindes —1 & l'autre =o; quand on fera
parvenu a une pareille transformée , Lopé-
ration fera achevée, & iln’y aura plus qu'a
revenir fur fes pas pour avoir les valeurs
cherchées de p 8 de 4.

Nous voild done conduits & la méthode
du chapitte VIL. A examiner cette -mé=
thode en elle-méme & indépendamment
des principes d’olt nous venons de la dé-
duire , il doit paroitre affez indifférent de
prendre les valeurs approchées de w» ' it
&e. plus petites.ou plus grandes que les vé-
ritables, d’autant que , de quelque maniere
quon prenne ces valeurs, celles de r, /5
2 &c. doiventaller également en diminuant
jufqua zéro , (art..6).

Aufti M, Wallis remarque-t-il expref
{ément qu’on peut employer & volonté les li~
mites en plus ouen moins pour lesnombres
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s 15w G & il propofe méme ce moyen
comme propre d abréger{ouvent le calcul;
ceft aufli ce que M. Euler fait obferver
dans lart. 102 & fuiv. du chap. cité; ce-
pendant je vais faire voir par un exemple ,
qu'en sy prenant de cette maniere on peut
rifquer de ne jamais parvenir 4 la folution
de I'équation: propofée.

Prenons l'exemple de l'art. 101 du méme
chap. ol il s'agit de réfoudre une équation
de cette forme, p*=06¢>~-1, ou bien p*
—6¢*==1, On aura doncp:\/(&]’-{—x) 5
& négligeant le terme conftant 1, p=gy/ 65

dollc:i:\/G > 2.« 3 3 prenons la limite

en moins & faifons p==2, & enfuite p

==2¢-}r; fubftituant donc cette valeur,

on aura —2 ¢ - 49r+4-r=1; donc ¢

2r 6r—2 ng 5

— —i—‘—/LAJ, ou bien, en rejet-
2

ar4rV6
e

\ +16
dottL =22 > 2 < 3; prenons de nou-

tant le terme conftant —2, ¢=

veau la limite en moins, & faifons g=ar
~-/, la derniere équation deviendra 7
= 47f=2f"=1, ol l'on voit d’abord
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qu'on peut fuppofer f=o & r=r1; ainfi
on aura g=2, p=j5.

Maintenant reprenons la premiere tranf-
formée —ag'~-4gr-f-r*=1, ol nous
avons v quel >2 & <3, & aulieu de
prendre la limite-en moins , prenons-la en
plus, ceft-a-dire, fuppofons g=374/;
ou bien, puifque /doit étre alors une quan-
tité négative, g==3 7— [, on aura la tranf-
formée fuivante, — 5748 r/—2/*=1,
) o A e 8

5
donc négligeant le terme conftant 5, 7

laquelle donnera r=

¢ ;
:ﬂ?ﬁ, &'7:4—~*SV6>1 Sy

Prenons de nouveau la limite en plus,
& faifons 7==2/—t, on aura “—6/>tr12ft

6t/ (67—6)
6 3

—ygr'=r1; donc [==

6t +21/6

donc, rejetant le terme —6, =37,

&L=+ > 10,
Qulon continue & prendre les limites en
plus & qu'on fafle f==2:—u, il viendra

/(61—
50+ v2amu—6u'=1; doncs= %——5—),
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donc ‘;:—*5‘46> 1 < 2. Faifons donc de
méme t=—2u—x, on aura — 2z’ --8ux
— s x*=1; donc &ec.

Continuant de cette maniere & prendre
toujours les limites en plus, onne trouvera
jamais de transformée ol le coeflicient du
premier terme {oit égal & Punité, comme
il le faut, pour qu'on puiffe trouver une
folution de la propofée.

La méme chofe arrivera néceflairement
toutes les fois qu’on prendra la premiere
limite en moins , & les fuivantes toutes en
plus. ; je pourrois en donner la raifon &
priori ; mais comme le Leéteur peut la
trouver aifément par les principes de notre
théorie, je ne ‘m’y arréterai pas. Quant a
préfent il me fuffic d’avoir montré la né-
ceflité’ de traiter ces fortes de problemes
’tine maniere plus rigoureufe & plus pro=
fonde ‘qu'on ne l'avoit -encore fait.

awjer




636 AP DITTON S

PARAGRAPHE IX.

De la maniere de trouver des Fondions algé-

brigues de tous les degrés qui étant mul-

siplides enfemble produifent toujours des
fondions femblables.
Addition pour les Chapitres XI & XII.

88. :EE crois avoir euen méme temps que
M. Euler Tidée de faire fervir les fatteurs
irrationnels & méme imaginaires des for-
mules du fecond degté , @ trouver les con-
ditions qui rendent ces formules égales &
des carrés ou  des puiffances quelconques;
jai lu fur ce fujet & l'Académieten 1768 ,
un'Mémoire qui n’a pas été imprimé , mais
dont jai donné un précis 4 la fin de mes
recherches fur les Problemes indéterminés.,
qui fe trouvent dans le volume pour 'année
1767 , lequel a paruen 1769 , avant méme
la tradultion Allemande de I'Algebre de
M. Euler.

J'ai fait voir dans endroit que je viens
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de citer , ‘comment on peut étendre la
méme méthode a des formules de degrés
plus élevés que le fecond; & jai par ce
moyen donné la folution de quelques équa-
tions dont il auroit peut-étre été fort dif-
ficile de venir & bout par d’autres voies. Je
vais maintenant généralifer encore davan-
tage cette méthode, qui me paroit mériter
particuliérement l'attention des Géometres
par fa nouveauté & par fa fingularité.

89. Soient « & 8 les deux racines de
Péquation du fecond degré
[ —aft-b=0,

& confidérons le produit de ces deux fac-

teurs

(xtey) (#+-25),
qui fera néceffairement réel; ce produit
fera x*-(2—-+8)xy-+2By"; orona «—-}-p
—a, & «8=0, par la nature de I’équa-
tion [*—af-}-b=0; donc on aura cette
formule du fecond degré

xA-axy 46y,

laquelle eft compofée des deux facteurs

xtfay & x-{-£y.
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Maintenant il eft vifible que fil'on a une
formule femblable
tavytiy,

& quon veuille les multiplier I'une par Pau-
tre, il fuflira de multiplier enfemble les
deux fafteurs x+ay, x'+ay', &lesdeux
x+By, x'+£y', enfuite les deux produits
Tun par Pautre. Or le produit de x-f-«y
par x'+ay' eft xx' oy’ tyx)+Lyy's
mais puifque = eft une des racines de 'équa-
tion /*—af4-b=o0, on aura #* —aa—}-b
—o0; donc #=az—4b; donc fubftituant
cette valeur de «* dans la formule précé-
dente, elle deviendra xx'—byy' -+« (xy*
~yx'~ayy'); de forte quien faifant,
pour plus de fimplicité ,

Xe=ont ~15)/3/' %

Y=xy+tystayy',

le produit des deux faéteurs 5:+¢_y, Xy,
fera X-}-«¥, & par conféquent de la méme
forme que chacun d’eux. On trouvera de
méme que le produit des deux autres fac-

teurs, x-Ly & x'-8y', fera X215
’ b iy
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de forte que le produit total fera (X--«X")
(X+-8Y), favoir
XL XV 1P,
Ceeft le produit des deux formules fem-
blables ,
xtaxyt-byr, & :é1+axy'+$};’.
Si on vouloit avoir le produit de ces trois
formules femblables
x*axy by,
xt-axy +by,
#axy by,
il n’y’ auroit qud trouver celui de la for-
mule X*-aX¥V--57* par la derniere »*

+a J;y—{—é;, & il eft vifible,, par les for-

mules ci-deflus,, qu'en faifant
Xe=Xx'—bYy",
V'=Xy' Ve +-aly",

le produit cherché feroit

XofaXVpore
On pourra trouver de méme le produit
de quatre ou d’un plus grand nombre de
formules {femblables a celle-ci,
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wpaxyfby,

8 ces produits feront toujours auffi de la

méme forme.

9o. Si on fait r—x & Jl/:_y, on aura
X=x—by*, Y=2xy-+}ay,

& par conféquent
(¥ Faxy+tbyy =X-a XV

Donc, fi I'on veut trouver des valeurs
rationnelles de X' & ¥, telles que la for-
mule X*~-aXY~-5Y* devienne un carré,
il n’y aura qu'a donner a X & a ¥ les va-
leurs précédentes , & 'on aura pour la ra-
cine du carré la formule x*~-axy -6y,
x & y étant deux indéterminées.

Si on fait de plus x"=x'=x & y''=y
=y, on aura X=Xx—bYy, P'=Xy
+TYx+-aly, ceft-a-dire en fubfltituant
les valeurs précédentes de X & ¥/,

X'=x'—3bxy’~}aby’,
Vi=sxy+-30xy'-(a—b)y’ 5
donc ’ o '
(Faxytby Y =X*F-a XV -1
" Ainfi, fi lon propofoit de trouver des
valeurs
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valeurs rationnelles de X* & 7 , telles que
Ia formule X*-a XV }-41* devint un

cube, il n'y auroit qua donner 3 X&y
les valeurs précédentes, moyennant quoi
on auroit un cube dont la racine feroir x
axy-by*, x & y étant deux indéter-
minées.

On pourroit réfoudre d’une maniere fem-
blable les queftions o il s'agiroit de pro-
duire des puiffances quatriemes , cinquie-
mes &c. mais on peut aufli trouver imméa
diatement des formules genérales pour une
puiffance quelconque 2, fans paffer par
les puiflances inférieures,

Soit donc propofé de trouver des valeurs
rationnelles de X & ¥, telles que la for-
mule X*+-aX¥-67> devienne une puif=
fance m, Ceft-a-dire quil s'agifle de réa
foudre I’équation

X a XYV 4-b6¥>=27m,
Comme la quantité X*—a XV 4-47* eft
formée du produit des deux faéteurs X o«
& XH-£¥, il faudra, pour que cette quan-
Zome 11, Ss
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devienne une-puiffance. du degré m,

que chacun de fes deux fateurs devienne

i une femblable puiffance.
aifons donc d’abord
X -*—14 :(""‘1’""".}/)"’;
Q. . 4 {¥= o I v
& dwdop‘onn t cette puiffance par le théo-
V.

reme de Newion, on aura

e B 4l =2
e . i

>y’w»}— &e.
Or, puifque « eft une des racines de
Péquati [-b=0, on aura aufli
: Q-+t Hne @ '~auA/) w=—ga’
at .:;(u'—-—/?)d‘
—aba=(a ——zab)‘~~a b7, & ainfi
de fuite. Ainfi il 0’y avra qu’a (ub{.,mex ces

Ao Tl e g

valeurs dans la formule précédente, & elle
fe trouvera par-la compofée de denx par-
ties , Pune toute rationnelle quien compa-
rera 3 X, & lautre toute multipliée par
la racine «, quon comparera d.«F,

Si on fait pour plus de fimplicité
A‘ — B'=o

Db
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. Lab—, ) [ ST 7)’”t aBit—=
I =a A" — B A B Bt ‘/}13“‘
A :a/]'v—_lv/d“, ) =aBY—bB,

Ge. &c. &e.

643

on aura
a—=HA'u—pB
d’:,g/*/ll”::»‘ [7 X
4“1 Buv
—__AH,’____/}W’ 6,(:.
Donc fubftituant ces valeurs, & com-
parant, on aura

);Lmrr;]u A

}"’” iy &,

Or, comme la racine « n’entre point
12
dans les expreflions de X & ¥/, il eft clair
quayant X—-«¥—=(x4-2y)"  on aura

"o bkt <4 1) 7o » 2 s
aufli X+4-pY=(x-Ley)"; donc multi-
pliant ces deux équations Pune par I’
on aura
=2 % g
Xt a XV -6V —(x ~axy~}by?)

& par conféquent
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Z:xiJr—ax‘y—}—- by~
Ainfi le probleme eft réfolu.

Si a étoit ==0, les formules précédentes
deviendroient beaucoup plus fimples; car
on auroit A'=1, A'=0, A"=—b; A%
=0, A'=5b,; A%==0, A"'=—05 &c.
& de méme E‘:o, B”:/}, B”‘:o,
By=—==p, ‘Bi=0 Bi==b:G.
donc
X:lm*w"_‘)xmfzy: 1;__*_1@;%_(33)(/%3)

xmhyrth— G,
¥=m x”‘”{y—}—ﬂ”%‘?;/mi)x’"*?.y? b
.;.5:)(77174) xm_syg]);_ &e.
& ces valeurs fatisferont a I'équation
X461 =(xby).

91. Paflons maintenant aux formules de
trois dimenfions ; pour cela nous défigne-
rons par =, £, 7 les trois racines de I'équa-
tion du troifieme degré,

[r—af* kb —c=o,
& nous confidérerons enfuite le produit
de ces trois fatteurs,
(wtay+a) (xHBy-+H67) (o 402) >
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lequel fera néceflairement rationnel , com-

me on va le voir. La multiplication faite,

on aura le produit fuivant,

D+ ety )y (847 P apbey-8y))
Xy o= (LBt y Bt By utyB) wyg (28
T DL e T B P
HeBytay p B )y +ayp s

or par la nature de équation on a

atBty=a, aBtaytpy=b, aby=c;
de plus on trouvera “

By = (e ey Y2 (bt H0)) = & — 26,
LAy Bt by BBy ) (afbny
+8y)—30By=ab—3c, 2By 5y = (aftay
) —2 (2t B+9)aBy=b—2ac, 2pytPuy
oy aB=(atB4y)epy=ac , @y taty Bt e
=(aBtay+8y) oy =be;

donc faifant ces fubflirutions, le produit

dont il Sagit fera

wtaxy 4@ —20)x*7-fbxy* - (ab—3c)
xyq+(0—2a0) xg ey tracy 1f-beyy?
+ep

Et cerre formule aura la propriété , que

fi on multiplie enfemble autant de fem-

blables formules que I'on veut, le produit
fera toujours auffi une formule femblable.
Ss ijj
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En effet fuppofons qu'on demande le pro-
duit de cette formule:la par cette autre-ci,

'_}"-‘;—(kf—z/)) 2 +/n v+ (ab—3¢)

—}—ag {bey's e

-Lc” :,'j 5 il eft clair quil n’y aura qua cher-
cher cclm de ces fix faéteurs, xAT vy

7, ytrg, 2y -]— { 5

Lot Sy by s quon
cdlabord Fay—-a'z par x'~fay

{'» on aura ce produit partiel xx'}-=

Yty x) e Haxi+yy )+ (o + 1)

; or-a érant une des racines de

on/ —af*~-bf—c=—0, on aura «*
—¢=0, par conféquent «’=—g=*

3 donc « —bated=—(a*>—5)

o ——(az'———r)a—}—aa, de forte qu'en fubf-
ituant ces valeurs,, & faifant pour abréger

'—»L(% 7 )acz's
o0y — (“[’*f)w )
47*+>9'4~(H+7y)4(7—/)

»duit dont il s’agir deviendra de cette

foat
+=Z,
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>

ceft-a-dire de Ja: méme forme que chacun
des produiﬂm_s Or comme la racine « n’en=
tre point dans les valeurs de 7

eft cla.r que ces quantités feront

en changeant « en

que lon a ch;J

(eay+a7) (Wey' +'1 )= Xt Vol Z,
on-aura ai 1? , en changeant « en 8

(%48

& en cha

(- %Yty (F

donc mu[nplv«mt ces trois équations enfem-

ble , on aura d’un c6té le produit des deux

formules prop s, & de lautre la for
REQY )

mule
Xod-a XV (a2—=28) X" Z -6 X7

—3) XY Z+ (b*—2ac) XZ*

Z X4 Z e
qui fera donc €gale au produit demandé,
& qui eft, comme Pon voit, dela méme
fom‘c que chacune des deux formules dont
elle eft compofée.

Si on avoit une troifieme formule telle
jue celle-ci,

Ss iv
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P —}—av’ "—i-(a——‘b)x 2k +5x”y _'_(45
~3c)~c yur (& —zac)x ;—[—cy —-i—acy
~bey e e { 5
& qu'on voulm avoir le produit de cette
formule & des deux précédentes , il eft
clair qu'il n’y auroit qua faire
Xi=Xx"—c(V3"+Zy" Y FacZz",
V= Xy + Yo —b (Vg +Zy")~(ab—c) 27"
Z=Xp b 2o By (B 2y
(o —b6) Zz",
& Lon auroit pour le produit cherché
Xoda X V- (@26 X-Z 45X V- (ab
—3C)X’Y‘Z‘+(Zv:-zac)X'Zl’-l—cj’;—}—:ch'/“
2 LY ez,
92. Faifons maintenant x'=x, y'=y,
7'==7, nous aurons
(—=x"—2cy7-f-acz’,
Y=2xy—2byz—(ab—0c)z’,
L=ty @ =)y,
& ces valeurs fatisferont & Péquation
X3+aX1Y+[)XY*+cy3 +(*—26)XZ
+(a6—30) XY Z+-acY*Z-(b—2ac) X
LobeX - Zo=p,
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en prenant
V—=x-t}ax *y—-bxy oyt (" —28) x 4
‘i‘("é—ﬂ)x}’l"}_”‘}/{‘i‘(& — 2ac)
*g by +
donc fi I'on avoit, pnr exemple , a réfou-
dre une équation de cette forme,
Xt o X VA XV V=P,
a, b, c étant des quantités quelconques
données, il n’y auroit qu'a rendre Z=—o,
en faifant
25674y t2ay7-H(@—F) =0,
d’ou lon tire
ey
& fubftituant cette vale&r de x dans les
expreflions précédentes de X, ¥ & ¥,
on aura des valeurs trés-générales de ces
quantités , qui fatisferont A I'équation pro-
pofée.

Cette folution mérite d’étre bien remar-
quée A caufe de fa généralité & de la ma-
niere dont nous y fommes parvenus, quieft
peut-étre I'unique qui puiffe y conduire
facilement.
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On auroit de méme la réfolution de

Péquation

X e XV | (2B X2 b X T (a
—30) X'V Z' 4 (b*— 2ac) X %
a2 be ¥ 2o 2oV,

en faifant dans les formules ci-deflus

=7,

& prenant

’+ax’y—]~(rz'—z/) Xz -]~ /my“+(a5

Et on pourroit u(outhc. aufli {ucceflive-
ment les cas olt, au lieu de la troifieme
ince V3, on aureit 4, P75 &c. mais
es queftions d’une ma-
niere tout~a-fait générale, comme nous
Yavons fait dans I'art. 9o ci-deflus.
93. Soit donc propofé de réfoudre une
L([\I:I*\(‘n de cette forme,
Xot-aXo V- (a*—2b) X*Z b XV -(ab
w}c),\ ! Z+(/:‘—znc) XZ 4 cVoqacY°Z
|

Fbc¥ 2 D=V,

Puifque la quantité qui forme le premier
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membre de cette équation n’eft autre chofe
q:m Ir‘ pro'hn[ de ces trois faét
2 Z)(X+£]
il eft cl(nr que pour ret 1(110 cette quantité
égale & une puiffance du degré m, il ne
faudra que rendre chacun de fes fafteurs
en particulier égal a une pareille puiffance.
Soit donc
X oY o Z= (e,
on commencera par dével ol'wcr la puif-
fance m de x- —[— 7 par le théoreme
de Newton , ce qui donnera
A (y ) o 2O s ey
y ;
ant les différentes puif-
(um‘s de y-}«7, & ordonnant enfuite,
ar rapport aux mmcuﬁons de «,
_}‘ mx" "ty »{ (mxm=1 -—'Lﬂ( 2yt
1

( ” Nx™ = —L X343 a3
(m(m—1)x""yz : )

T
- &e.

is comme dans cette formule on ne

\CH ll S ul ment l& 101 dCS termes Py nous
fuppoferons en général
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(b Q=P P i P
- Prrat G,

& l'on trouvera
B
Pl e
P”_(m~~x)y_12‘_+zm{£
e 2% 2
Pm:(m-—z)yl’“—}-(zm—l)ﬂ ;
3 X
P”:(ni—-;)j,/[’"‘—ll—(z/n——z){P”&C.
4x
ceft ce qui fe démontre facilement par le
calcul différentiel.
Maintenant on aura, a4 caufe que « eft

une des racines de Péquation [*—af*-}-6f"

—c=0, on aura, dis-je, @—ga*-Lba
~—c=o0; d’oit
@—=qa*—ba-tc; donc
$—bi 4-ca=(a*—b)*—(ab—c)a-tac

&=(a"—b)»— (ab—c )« ~-aca—(a*—2ab

+c)ﬂ-"A(Q’ﬁ—é’-——-ac)a--i—(a“—ﬁ)c 3
& ainfi de fuite.

De forte que fi on fait pour plus de fim-

plicité

AbDpbIrT10ows.
A —o
A=y
A—g
A‘V:aA“‘—bA"-]—cA’
A :ad”—dl’A‘”—*—cA”

A =ad" —bA e, &,

B =1
B'—p
Db
B~ =aB"—}B" - cB"
B :aB"’-—l:B”‘-{-d?“

Br=aB" —B B, G

C =o

(o s

==

e =alm—bC - cC

€ =aCr— 40 focC
Cl=al =2 Crt-cC, Ge.

on aura

de==i g —B'M+C‘
P B
ey T
aem AV B Y G,
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Subftituant denc ces va‘eurs dum Pex-
prcflon de (A—~~ /2 7)" 5 elle fe trou-
vera compofée de trois parties, lmze toute
rationnelle , Pautre toute multipliée par e,
& latroifier
il n’y aura qwa comparet
la feconde 4 =¥, & la troifie
& lon aura par ce moyen
X—PrPCr LP” pH pronty Py O e
BU— PR PR G,
Pu AP AT e,
Ces valcms igm.“c nt done ;1 l’équat-on
X<Vt L= (arfay b "
& comme la racine « n’entre nomt en par-
ticulier dans les expreflions de X, 7 &
Z , il eft clair qu’on poutra changer «en £,
ou en y; de forte quon a
XAV Z = (x+£y-
&
XtV Z
Or multipliant ‘enfemble ces trois équa~
tions,, il eft vifible que le premier membre
fera le méme que celui de I'éq
pofee,, & que le fecond. fera

T T B e G55

puiflance 7, dont la racine étant nommée
¥, on aura

V;:x’~{~ax:.y+(a’— 2y xr 74 bxy*
= (ab—3c)xy -I—(bl———lm)x;'—rzy
Facyrfbeyy fop
Ainfi on aura les valeurs demandées de

X, ¥, Z &V, lefquelles renfermeront

trois indéterminées x, y, 7.

94. Si on vouloit trouver des formules
de quatre dimenfions qui euffent les mémes
propriétés que celles que nous * venons
d’examiner, il faudroit confidérer le pro-
duit de quatre falteurs de cette forme,

xrfay ey oy

1
1 25 3
sp oy dgryon,
en fuppofant que « £, 3, & fuffent les ra-
cines d’une équation du quatrieme degré,
telle que celle-ci,
—af? {_&/ wc/""“‘—‘o;

on aura amﬁ

LS




656 ADDITZIONS
atptyto=a,
afpFaytad+ By +pO+y0=b4
afy~afd + ayd + b =c,
apyd=d,

moyennant quoi on pourfa déterminer tous

les coefliciens des différens termes du pro-

duit dont il s'agit , fans connoitre les racine.s

«, 8> 7,4 en particulier. Mais comme il

faudra faire pour cela différentes rédu‘c-

tions qui peuvent ne pas fe préfenter fa-
cilement , on pourra s’y prendre, fi on le
juge plus commode , de la maniere que
voici.
Qu'on fuppofe en général
fyt 1t =5

& comme [ eft déterminé par I'équation

[=afbf—cf+do,
quon chafle /' de ces deux équations par
les regles connues , & I'équation réfultante
de Pévanouiflement de [ étant ordonnée
par rapport & linconnue p, montera au
quatrieme degré ; de forte qu’elle pourra
{e mettre fous cette forme,

p‘—‘Np]—}-I’p”‘—Qp—|—R:o.
Or

ADoD 1:T 150 WS, G5y
Or cette équation en pne monte-an qua-
trieme degré .que parce que / peut avoir
les quatre valeurs «, 8, 5, o, & quainfi 'p
peut. avoir: anfli ces quatre valeurs cor-
refpondantes ,
et yrirebrt oy
s e ol AT
Xdryvgtoe
oy Sa by,
lefquelles ne font autre chofe que les fac-
teursdont il s'agit d’avoir le produit. Donc,
puifque le dernier terme R doit étre le
produit de toutes les quatre racines, ou

valeurs de p, il Senfuit que cette quantité R
fera le produit demandé,
Mais en voil affez fur ce fujet » que nous

pourrons peut-étre reprendre dans une
autre occafion.

Je terminerai ici ces Additions, que les
bornes que je me fuis prefcrites ne me per-
mettent pas d’¢tendre plus loin ; peut-étre
méme les trouvera-t-on déja trop longues;
mais les objets que 'y ai traités étant d’un

Tome 11. g




658 ADpDrrrouws.

gente aflez nouveau & peu connuy y'ai cru
devoir entrer dans. plufieurs détails nécef-
faires pour fe mettre bien au fait'des mlé-
thodes que j’ai expofées , & de-leurs dif-
férens ufages.

T—aAB L B
DES MATIERES

CONTENUES
DANS LA 'SECONDE PARTIE.

D.E L4 NA L V-§'E
INDETERMINEE.

Cuapr. I, DE la réfolution des équations
du premier degré , qui renfer-

ment plus d’une inconnue = 013

—— II.De In regle gu’on nomme regula

ceeci, ou il s’agir de dérermi-
ner, par deux équations , trois
ou un plus grand nombre &’in-
connues 30
——IIL Des équations indéterminées com-
pofées , dans lefquelles Pune des
inconnues ne palfe pas le pre-
mier degré %42

Tt j




660 T4 AT EBF R B

Cu. IV. De la maniere de rendre ration=
nelles les quantités fourdes de

la forme \/a+bx+cxx, p- 50

—— V. Des cas ot la formule a+bx+cxx
ne peut jamais devenirun carré,

e

—— V1L Des cas en nombres: entiers , ou

la formule axx-}b devient un

carré, 96

——VIL D’une méthode particuliere., par

laguelle la formule ann-}-1 de-

vient un. carré en nombres en-

tiers, 116

——VIIL. De la maniere de rendre ration-
nelle la formule irrationnelle
\/a—}—bx—{-cxx—}—dx’ 3y

- IX. De la maniere de rendre ration-

nelle la formule incommenfu~

rable \/a—}—bx—x-cxx+dx’+ex",

153

——— X. De la méthode de rendre ration-
nelle la formule irrationnelle

Ja—}—bx—{—cxx—l—dx’, 177

FA B -E-E 661
Cu. XI. De la réfolution de la Sformule
axx—bxy-|-cyy en fes fac-

zeurs , pag. 195
——XIL De la transformation de la for=

mule axx-}-cyy en des carrés

& endes puiffances plus dlevées,

219

— XIIL De quelgues expreffions de la
forme ax*~-by*, qui ne font

pas rédudibles d des carrés, 242

— XIV. Solutions de quelques queftions
qui appartiennent d cette partie

de lanalyfe, 263

s X V. Solutions de quelques queftions
ot lon demande des cubes , 339




i gl S ] P
DVE"S "MEAEE T B RRE=S

CONTENUES DANS LES ADDITIONS.

AVERTISSEMENT, pag. 371
§. L Sur les fradions continues, 379
§. 1L Solutions de quelques problemes cu-

rieux & nouveaux d’ Arithmérique ,

445

§. 1L Sur la réfolution des équations du
p/‘emicr degréadenx-inconnués en
nombres entiers, 517

§. IV. Méthode générale pour réfoudre en
nombres entiers les éguations & deux
inconnues , dont Lune ne paffe pas

le premier degié; 527

§, V. Méthode direde & générale pour ré-
Joudre les équations du fecond degré

& deux inconnues , en nombres ra-

tionnels , 534

T= At Bl B: Ei 663

Réfolytion de I'équation Ap*—+B =2 en

nombres entiers pag. 538

S. VL Sur les doubles & triples égalités

556

$. VIL. Méthode direcle & générale pour ré-

Joudre en nombres entiers les équa-

tions du fecond degré & deux in-

connues 561

Réfolurion de Iéquation Cy*—anyz
~-Bz*=1 en nombres entiers.

Premiere méthode , 568

Seconde mérhode , STy

De [a maniere de trouver toutes les

Jolutions poffibles de I'équation Cy*

—anyz--Bz=1, lorfgu’on en

connoit une feule 583

De la maniere de trouver toutes les

Jolutions poffibles en nombres entiers

des dquations du fecond degré adeux

inconnues , 595
S. VIIL. Remarques fur les équations de la
Jorme p=Aq’~-1, & fur la ma-
niere ordinaire de les réfoudre en
nombres entiers , 624
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§. IX. De la maniere de trouver des fone=
tions algébriques de tous les degrés
qui éant multiplides enfemble pro=
duifent toujours des fondtions fem=

blables., pag. 636
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APPROPBATION.

J’Al Iu par ordre de Monfeigneur le Chancelier la
Traduction Francoife des Elémens &’ Algebre de M,
Euler ; les moindres ouvrages des grands hommes
font toujours précieux , les Additions que M. de
la Grange a faites & celui-ci le rendent plus précieux
encore. A Paris , le 17 Aoiit 1771,

M AR IE.

PRIVILEGE DU RO

LOUIS, PAR LA GRACE DE D1Ev, Ro1 pE FRANCE
=T DE NAVARRE: A nos amés & féaux Confeillers , les
Gens tenant nos Cours de Parlement , Maitres des Re~
quétes ordinaires de notre Hotel, Grand-Confeil, Prévor
de Paris, Baillis, Sénéchaux, leurs Lieutenans Civils &
autres nos Jufticiers qu'il appartiendra: SaruT. Nowe
amé le Sieur J. M. Bruvser, Libraire a Lyon, Nous
fait expofer quil défireroit faire imprimer & donner au
Public des Elémens dAlgebre par M. Euler , traduits d.
P Allemand & enrichis de notes par M. Bernoulli, avec un
traité &' Analyfe indérerminée par M. de la Grange; s'
Nous plaifoit lui accorder nos Lettres de Privilege po
ce néceflaires. A CEs CAUSES , voulant favorablement ¢

ter 'Expofant, Nous lui avons permis & permettons par
ces Préfentes , de faire imprimer ledit Ouvrage autant de,
fois que bon lui femblera, & de le vendre, faire vendre &




débiter par tout notre Royaume pendant le temps
années confécutives , a compter du jour de la date des
Préfentes. Faisons défen®s & tousdmprimeurs ; Librai-
res, & autres perfonnes de quelque qualité & condition
quelles foient, d’en introduire d’impreffion étrangere dans
aucun lieu de notre obéiffance ; comme anfli d'imprimer
ou faire imprimer , vendre , faire vendre , débiter ni con~
trefaire ledit Ouvrage , ni den faire aucuns extraits , fous
quelque prétexte que ce puilfe étre , fans la permiffion
exprefle & par éerit dudic Expofant ou de ceux quiau~
ront droit de lui ; & peine de confifcation des Exemplaires
contrefaits , de trois mille livres d’amende contre chacun
des Contrevenans , dont un tiers 3 Nous, un tiers &
IHétel-Dien de Paris, 8cl'autre tiers audit Expofant , ou
3 celui qui aura droit de lui, & de tous dépens , domma=
ges &-intéréts; A LA CHARGE que ces Préfentes feront
enregiftrées tout au long fur le Regiftre de la Communauté
des Imprimeurs & Libraires de Paris , 1S trois mois
de la“date dicelles ; que limpreffion dadit Ouvrage fera
faite dans notre Royauiie & non ailleurs , en beau papier
& be arafteres , conformément aux Réglemens de la
Libraitie , & notamment & celui du 10 Aviil 1725, & peine
de déchéance du préfent Privi

en'venite, le Manuferic qui aura fervi de’copie 3 lim=

preflion dudit Ouvrage, fera remis dans le méme état olt
TApprobation y aura été donnée , &s mains de riotre tris-
cher & féal Chevalier Chancelier Garde des Sceaux de
France , le ur DE MAUPEOU ; qu'il en fera enfuite
remis deux exemplaires dans notre Bibliotheque publique,
un dans celle de notre Chiteau du Louyre, & un dans
celle dudit Sieur DE MAUPEOU ; a peine de nullié

des Préfentes: ‘DU CONTENU defquelles yous mandons

& enjoignons de faire jouir ledit Expofant & fes ayans
caufes, pleinement & paifiblement , fans fouffrir qu'il
leur foit fait aucun trouble ou empéchement. VouLons
que la copie des Préfentes, qui fera imprimée tout au
long, au commencement ou i la fin dudit Ouvrage, foit
tenue pour dfiment fignifiée , & qu’aux copies collation-
nées par Pun de nos amés & féaux Confeillers-Secrétai-
res, foi foit ajoutée comme & Poriginal. CoMmmANDONS
au premier notre Huiffier ou Sergent fur ce requis , de
faire pour I'exécution d'icelles tous AQes requis & nécef-
faires, fans demander autre permiffion , & nonobftant
clameur de Haro, Charte Normande, & Lettres & ce
contraires: CAR tel eft notre plaifir. DoNN¥ a Paris, le
douzieme jour du mois de Septembre, Ian de grace mil
fept cent foixante & onze, & de notre Regne le cinquan-
te - feptieme.
Par e Ror N soN ConsEir.

Signé LEBEG UE.

Regiftré fur le Regiftre XVIII. de la Chambre Royale &
Syndicale des Libraires & Imprimeurs de Paris » N°. 1638,
fol. 530, conformément au Réglement de 1723, A Paris,
¢e 17 Seprembre 1771,

Signé, J. HERISSANT, Syndic,
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