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OSOBNE ODBICIE Z TOMU XXV
WIADOMOSCI MATEMA TYCZNYCH.



IGNACY DOMEYKO.

Jak dotad ttumaczono zasady Rachunku rozniczkowego
Ijak w dzisiejszym stare Matematyki nalezy je ttumaczyc.

Przedmowa Wydawcy.

Napisana w r. 1822 w celu pozyskania stopnia Magistra filo-
zofji w Uniwersytecie Wilenskim rozprawa Ignacego DomeyKki,
dotyczgca zagadnienia o zasadach Rachunku rézniczkowego, jak-
kolwiek dzi$, po stu latach, nie wnosi, oczywiscie, nowych wiado-
mosci do historji tego zagadnienia, stanowi wszakze, jak sadzimy,
przyczynek interesujagcy do biografji jej autora i do dziejéow Uni-
wersytetu Wilenskiego. Wykazuje bowiem z jednej strony ceche
umyslowos$ci Domeyki, nieznang, o ile nam wiadomo, jego bio-
grafom, z drugiej za$, daje nowe Swiadectwo o powaznych zaje-
ciach 6wczesnej miodziezy wilenskiej w dziedzinie nauk Scistych
Ztego to powodu mniemam, ze ogtoszenie drukiem pracy miodzien-
czej jednego z najuczenszych wychowancéw Wszechnicy wilen-
skiej zaciekawi¢ moze czytelnikéw, interesujacych sie dziejami
umystowosci, w szczegdlnosci za$ historjg Matematyki w Polsce.

Ignacy Domeyko (ur. 23 sierpnia 1801, zmarty 28 stycz-
nia 1879)’), byt od roku 181Gstuchaczem Oddziatu nauk fizycznych
i matematycznych Uniwersytetu WileAskiego, ktéry ukorczy! ze

') Ob. 2zyciorys Domeyki, w dziele J6zefa Bielinskiego.
..Uniwersytet Wilenski", tom Ill, str 389-394.
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stooniem Magistra w r. 1822. W czasie jego pobytu w Uniwersyte-
cie wyktadali Matematyke profesorowie: Zycki, NiemczewsKki,
Wyrwie z, Polinski, Twardowski; Fizyke: Drzewinsk i
Astronomje: Wyrwicz, Szahin; Chemje: Jedrzej Sniadecki,
Mineralogje: Ilorodecki. Jan Sniadecki, astronom -obser-
wator-wyktadéw w Uniwersytecie nie prowadzit, ale wpityw jego
widoczny byt we wszystkich dziedzinach zycia uniwersyteckiego.
Czyje wyktady obudzity w mitodym Domeyce zamitowanie do
nauk matematycznychl), oraz ktory z profesor6w zachecit go do
opracowania obranego na rozprawe magistrowska tematu, dla
braku zrodet, domyslaé sie tylko mozemy.

Tre$¢ rozprawy wskazuje wyraznie jej tytut i spis rzeczy,
podany przez autora. Obrany temat, dotyczacy podstaw Rachunku
rézniczkowego, albo—jak méwiono—, metafizyki" tego Rachunku
byt na porzadku dziennym 6wczesnych badan. Od czaséw twor-
cOw tej nauki, Leibniza i Newtona, najznakomitsi uczeni
zastanawiali sie nad istotg Rachunku rézniczkowego i nad trudno-
$ciami, tkwigcemi w pojeciu nieskoriczonostek Leibniza, fluksyj
Newtona, w pojeciu granicy it. d. W czasach bliskich roku,
w ktérym podejmowat swe zadanie mtody magistrant, ogtosit w tym
przedmiocie gtosne krytyki Hoene Wronski, ktérego prace
byty jednak nieznane w Polsce?. W roku 1815 Jan Sniadecki

‘) Ze zamitowanie to, obok upodobania w innych naukach, byto trwale
i mocne, dowodzi fakt, ze po wyjezdzi¢ z kraju, w czasie pobytu na emigracji
w Paryzu, Domeyko uczeszczat gorliwie na wyktady Geomctrji wykresinej
ltach ette’a i Ad liernara, stuchat wyktadéw Rachunku rézniczkowego
i catkowego, wyktadéw Matematyki stawnego Poisson a, Fizyki Dulongn,
Pouilleta, Francoenra, Gay-Lussac a, Mechaniki niebieskiej Bincta.
Lecz pod wptywem wyktadéw Beaumonta przewazyto upodobanie do Geologji
oraz zwigzanego z nig gornictwa i wytkneto Domeyce, po ukonczeniu Szkoty
gérniczej, droge do Cliili w Ameryce, gdzie w przybranej ojczyznie spedzit
wiekszg cze$¢ swojego dtugiego i wielce zastuzonego dla spraw nauki zywota.

2 Introduction a la philosopliie de mathematigucs, Paryz 1811
tation de.la theorie des fonctions analytiques de Lagrange, Paryz 1812. Phi-
losophie de Tinfini contenant des contrcreflexions et des reflexions sur la
metaphysique du calcul infinitesimal, Paryz 1814. W tej ostatniej pracy poddaje
Wronski surowej krytyce dzieto Carnota ,Retlcxions sur la metapliysigue du
calcul infiniteimall, a ktéremu poswieca swoje uwagi i Domey ko. O Wronf-
skim nie znalezliSmy tez zadnej wzmianki w dzietach Sniadeckiego.
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czytat swojg rozprawe o Jozefie Ludwiku Lagrange’u, w ktorej,
miedzy innemi, dotyka sprawy podstaw Rachunku rézniczkowego
i poddaje roztrzasaniu poglady wielkiego matematyka, podane
w jego stynnej ,Teorji funkcyj analitycznych” X- By¢ moze, ze te
ustepy rozprawy lub bezposredni wptyw Jana Sniadeckiego
pobudzity Domeyke do podjecia i opracowania wielce interesu-
jacego tematu na podstawie obznajmienia sie ze zrodtami i najpo-
wazniejszemi dzietami, w tym przedmiocie ogtoszonemi.

Rekopis rozprawy stanowi zeszyt z 26 kartek, dos$¢ gestem
pismem pisanych. U dotu ostatniej stronicy czytamy wyrazy:
»Pisane dnia 20maja 1822 roku, Ignacy Dorneyko". Na oktadce
zeszytu dziekan profesor Tomasz Zycki napisal whasnorecznie:
»Dnia 30 maja 1822 doszta do Oddziatu Rozprawa przez JP. Ignace-
»,00 Domeyke w celu publicznego bronienia dla otrzymania stopnia
»Magistra Filozofji, do Oddziatu Nauk fizyczn. i matem, podana.
»Przesyta sie cztonkom Oddziatu do kolejnego przeczytania: Astro-
Inom obserwator Jan Sniadecki, Profesorowie: Jedrzej Sniadecki,
»X. Jundzit, M. Dolinski, J. Twardowski; adjunkci: Horodecki,
»Drzewinski, Podczaszynski, Krassowski; zastepcy profesoréw:
~Wvrwicz, Gorski

Z nich Jan Sniadecki, Jedrzej Sniadecki, Drzewif-
ski przy swoich nazwiskach dopisali: pierwszy: czytatem, dru-
gi: przejrzat, trzeci: czytat. Czy pozostali (a pomiedzy nimi
matematycy) czytali rozprawe, nie wiemy. Dom cyce przyznano
stopien magistra, a wigc rozprawe uznano za dostateczng. Zatowaé
wypada, ze dotad nie udato nam sie znale$¢ zadnych wiadomosci
ani o przebiegu obrony publicznej, ani o sgdzie profesoréw o war-
tosci rozprawy. Ujawnia ona powazng znajomos¢ literatury przed-
miotu, sumienno$¢ opracowania i zmyst krytyczny autora w czesci
jej historyczno-sprawozdawczej, oraz samodzielno$¢ w badaniu
poréwnawczem i stawianiu wnioskow og6lnych w czes$ci drugiej.

Y O Jobézefic Ludwiku de Lagrange, pierwszym geometrze na-
szego wieku. Dzieta Jana Sniadeckiego. Wydanie Michata Balifskiego,
Warszawa 1837, tom 1V, str. 185-192.
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I. CZESC HISTORYCZNA.

Uwagi wstepne.

Zr6dta, z ktérych powstaty zasady Rachunku rézniczkowego i ktére stuza
do ich wyja$nienia.

Metod infinitezymalny Leibniza.

Metod ptynnosci Newtona.

Metod granic Newtona.

Metod Landena.

Teorja Eulera.

Spos6b wyprowadzenia zasad, podany przez P. Lliuiliera

Teorja p. d’Alembert

Teorja funkcyj analitycznych P. de la Lag range.

. WYPROWADZENIE OGOLNYCH WNIOSKOW.

Wszystkie metody redukujg sie do trzech gtéwniejszych.
Uwagi nad pierwszym.

Uwagi nad drugim i poréwnanie go z poprzednim.
Uwagi nad trzecim i poréwnanie z poprzednim.
Nieprzyzwoito$ci metodu P. de la Grange.
Zaradzenie tym nieprzyzwoito$ciom.

Uzupetnienie metodu nieskonczonosci.

Whnioski ostateczne.



1 Uuiagi wstepne.

Matematyka, w najogOlniejszem wzieta znaczeniu, dwojaka
nam korzy$¢ przedstawia. Jedna wynika z jej zastosowan do roz-
wigzania nieskonczenie licznych zapytan, druga za$ z tej czynnosci,
w jakg jest umyst wprawiany w czasie rozbioru prawd i ¢wiczeniu
sie w rozumowaniach matematycznych. Pierwsza wymaga ciggtego
doskonalenia sposobdw czyli rozmaitych met od 6w rachowania,
i zdaje sie, iz gtownie zwracata na siebie uwage nowozytnych ma-
tematykow, druga szczegdlnie starali sie wyksztatcié staiozytni,
w ktérych Matematyka byta jedynym $rodkiem rozwijania i ksztat-
cenia wiadz umystowych.

Jakkolwiek wiec istotng jest rzeczag w Matematyce doskona-
lenie wspomnianych metodéw, zawsze jednak poznanie zasad
nauki, na ktérych sie doktadnos$ci wspiera ich rozbidr, to jest przy-
wiedzenie czestokro¢ zawitych i skomplikowanych prawd do
prostszych i tak zwanych pewnikéw, nakuniec zastanawianie sie
nad catym postepem umystu w dochodzeniu prawdy musi by¢
zaréwno giéwnym celem matematyka, uczacym go rozumowac
i prawdy dochodzié.

Potrzeba doskonalenia metodéw byta powodem do wynale-
zienia Analizy, naprzdd algebraicznej, potem wyzszej; wspomniany
za$ teraz cel Matematyki wskaze potrzebe doktadnego wyttuma-
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czenia najzawilszych metodéw, wyluszczenia zasad i zwigzku ich
Z najprostszemi sposobami rozumowania. Lecz poniewaz w Ma-
tematyce metody tem sg zawilsze, im do ich wynalezienia trudniejsze
pytania daty powdd, Analiza wiec wyzsza, ktdra wynikta z dosy¢
trudnego i zawitego rozbioru linij krzywych, w wytlumaczeniu
swych zasad najwiecej wskazata trudnosci. Stagd powstata tak
wielka rozmaito$¢ sposobow' wyprowadzania jej principidw, ktore
jako Zrodta gtebokich i subtelnych rozumowan podobato sie mate-
matykom nazwac¢ metafizykg Rachunku wyzszego.

Juz Geometrja, wydoskonalona przez starozytnych, byta
zbiorem wielu trudnych i doktadnych metodow; juz i Analiza
przez nowozytnych do znacznego doskonatos$ci stopnia byta posu-
niong, kiedy Leibniz i Newton pierwsze zasady Rachunku
wyzszego wskazali uczonemu S$wiatu Byly juz pewne zrodia,
pewne wynalazki, z ktorych wpadli na odkrycie Analizy wyzszej,
a ktore dzisiaj jeszcze stuzg do jej wyjasnienia i doktadnego pojecia

2. Zrédia, z ktérych pozostaly zasady Rachunku uiyzszeyo

i ktore stuzag do ich wyjasnienia.

Z tych Zrdédet za najpierwsze mozna uwaza starozytny me-
tod wyczerpania (methode d'exhaustionJ, poznany juz wéwczas
z dziet Euklidesa, Apolloniusza, Arclnmedesa, miano-
wicie ich teorji linij i powierzchni krzywych. Starozytni bowiem
spostrzegtszy, ze w rozbiorze linij krzywych zwyczajne drogi pro-
wadzg do odkrycia i dowiedzenia witasnosci linij prostych byla
niedostateczng, zmuszeni byli inny nada¢ obrdt swym myslom,
inaczej w swych rozumowaniach postepowac¢. Uwazali wiec linje
krzywe za wielkoSci stateczne, do ktérych sie wielokaty w nie
wpisane i na nich opisane, za powiekszeniem sie liczby bokow,
ciggle zblizajg. Z wiadomych zatem witasnosci wielokatoéw i cigg-
tego ich zblizania sie do linij krzywych nabywamy coraz doktad-
niejszego wyobrazenia o samychze linjach; z upatrzonego za$
w tem zblizaniu sie figur do siebie prawa nastepnosci przycho-
dzono do doktadnego ich poznania. Lecz takowa droga wynaj-
dowania prawd najczesciej stuzyta tylko starozytnym niejako do
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ich przewidzenia; do doktadnego za$ doSwiadczenia tym sposobem
przewidzianych prawd uzywano szczegO6lnego sposobu, zwanego
przy wiedzeniem do sprzeczno$ci, co nalezy przypisac
gtownemu starozytnych w Geometrji dazeniu do najwiekszej
Scistosci w dowodzeniach, do oczywistego przekonania sie o rze-
czywistosci prawd odkrytych. Podobniez postepowano w rozbiorze
powierzchni krzywych i bryt niemi zawartych. Uzywano do tego
bryt prostokatnych, wpisanych i opisanych na powierzchni krzywej
wzietej pod uwage. Powiekszajac w nich liczbe $cian, przycho-
dzono do coraz wiekszego wyczerpania miejsca miedzy powierzch-
nig krzywa i $cianami bryt, a spostrzezone tym sposobem prawo
nastepnosci dawato przewidzie¢ pewne szukane witasnosci po-
wierzchni krzywej.

Metod taki w rzeczy samej byt pieknym, wymagajacym gte-
bokiego zastanawiania sie i mocnego natezenia umystu; nosit tez
na sobie ceche najwiekszej doktadnosci i Scistosci w rozumowa-
niach. Starano sie tylko uogdlni¢ jego zastosowanie, skrocic
trudng i dtugg droge w dochodzeniu prawdy, a nadewszysiko uni-
kajagc potrzeby dowodzen zbocznych, wskaza¢ prawdziwg droge
wynajdowania.

Lecz pomimo usitowan wielu stawnych matematykow, zaledwo
w 17-ym wieku, kiedy Algebra znacznie wydoskonalona znalazta
swoje zastosowanie w Geometrji, zjawit sie metod Cavaleriu-
sal), gtownie dazacy do wsparcia i wydoskonale:1** dawnego
metodu wyczerpania. W tym metodzie linje uwazajg sie za wiel-
kosci ztozone z punktow, powierzchnie z linij, a bryty z powierzchni.
W wywodach swoich Cavalerius zaczyna od rozwigzywania
wiasnosci samych elementéw, wchodzgcych do sktadu wielkosci,
ktérych sie rozbiorem zajmuje, nastepnie usituje te wielkosci wy-
razi¢ przez szereg juz poznanych, wiasciwych im elementéw,
nakoniec sumujgc te szeregi, przychodzi do wyrazenia wielkosci
wzietych pod uwage. | tak np. uwazajgc powierzchnie trdojkata,
jako ztozong z tylu linij réwnolegtych do podstawy, z ilu punktéw

) W dziele: ,De Geometria indiyisibilium ctc.” r. 1635.
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sktada sie wysoko$¢ tréjkata, wnosi, ze poniewaz kazda z tych
linij jest w stosunku prostym odlegtosci od wierzchotka, wiec
cata powierzchnia trojkata, bedaca sumg tych linij, jest sumg
pewnego arytmetycznego szeregu, ktérego ostatnim wyrazem jest
podstawa tréjkata, a za$ liczbg terminow jest jego wysokos¢, czyli
rowna sie wysokos$ci pomnozonej przez potowe podstawy.

Porownywajac ten metod z poprzednim, widzimy X, ze ele
menta Cavalerinsa czyli te powierzchnie, linje, punkta, ktére
wchodzg do sktadu wielkosci wzietych pod uwage, zastepuja
miejsce matych brytek tub tréjkatow Archimedesa, wzietych
w tak znacznej liczbie, ze rdznica pomiedzy niemi a samg figurg
bedaca przedmiotem rozbioru, jest mniejsza od jakiejkolwiek mo-
gacej sie pomysle¢ wielkosci. Lecz Cavalerius, uzywajac swego
metodu nietylko do odkrycia ale i dowiedzenia prawd, 1) uniknat
dowodzen zbocznych; 2) przy pomocy rachunku algebraicznego
znacznie skrécit i uproscit najzawilsze wywody; 3) lepiej wskazat
droge wynajdowania. Z drugiej za$ strony, dajac wzglad na do-
ktadnos$ci rozumowania, na Scisto$¢ wyrazen, tatwo spostrzezemy
wyzszos¢ metodu starozytnych, gdzie kazdy dowod, potgczony
z oczywistem przekonaniem sie, jest wzorem $cistego rozumowania.
W metodzie albowiem Cavaleriusa wyobrazenie iloSci niepo-
dzielnych tworzenia sie powierzchni z linij, linij z punktéw i t. d.,
trudne do pojecia, wprowadzajg pewng niescistos¢ do rozumowan
iw zadnym dowodzie nie sg zdolne doprowadzi¢ do takowego
przekonania sie o rzeczywistosci prawdy, do jakiego doprowadzajg
dowody starozytnych. Jednakze metod ten zawsze byt waznym
wynalazkiem w Matematyce: jemu winniSmy wiele pieknych teoryj,
wynalezionych przez p.p. Fermat, Pascal, Roberval; w dzi-
siejszym za$ jeszcze stanie Matematyki metod ten znacznie moze
wesprze¢ nasza imaginacje w rozbiorze trudnych czestokro¢ do
pojecia wywodow, mianowicie metodu Leibniza. Lecz okoto tego
czasu podany przez Descartes’a metod iloSci nieoznaczonych bli-
zej jeszcze przystepowat do metodu Leibniza iw czeSci moze sie

Y Zdanie Montucla, Lacroix. Traite du calcul diff. T. 1 Préfacc.
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za jego zasade uwaza¢. Gtowne ptincipium tego metodu jest, ze jesli
mamy zréwnanie ksztattu A -f-Bx -f- Cx2-f- Bx%j- ... etc. = 0,
w ktorem A, B, (\.... sg ilosciami statecznemi, a za$§ X
iloScig zmienng, mogacy sie sta¢ tak matg, jak sami chcemy, w tem
zréwnaniu kazdy ze wspétczynnikow osobno musi sie staé = 0O,
tojest: A= 0, B= 0, C= 0 etc.,, jakabykolwiek byta liczba
terminow.

KiedybySmy nareszcie poszli do rozbioru pézniej ukazujacych
sie metodéw, mianowicie wynalezionych przez p.p. Fermat,
Barrow etc., ktére sg tylko pewnern przeksztalceniem metodéw
poprzednich, i poréwnali je z metodami nastepnemi, w ktérych sie
juz zasady Analizy wyzszej zawierajg, wpadlibySmy zapewne na
wysSwiecenie catego tancucha prawd, po ktérym pierwsi wynalazcy
Rachunku wyzszego wznosi¢ sie musieli dla odkrycia wtasnych
metodow, i odkryta tym sposobem droga wynajdowania bytaby
zapewne najlepszg skazowka w wyborze metodu, najprzyzwoiciej
ttumaczacego zasady Analizy wyzszej. Lecz, zdaje sie, ze droga ta
nie jest dobrze wyjasniong. Synteza, ktorej sie Newton w swych
dziatach tak uporczywie trzyma, brak tego rodzaju systematycznego
dzieta, ktoreby przez Leibniza, jako drugiego wynalazce Ra-
chuku wyzszego, byto wypracowane, mogg by¢ gtdwnemi w tym
razie trudnosciami. Pozostaje mi tylko kazdy ze znanych dotad
metodéw osobno rozebrac¢ i ze wzajemnego ich miedzy sobg po-
réwnania og6lne wnioski wyciggna¢.

3. metod inAnitezymalny Leibniza.

Leibniz najprzéd fasady swego metodu wskazat bez naj-
mniejszej demonstracjil), opisat tylko swdj algorytm, podat pra-
widta na rozniczkowanie funkcyj i dat bardzo krotkie wyobrazenie
0 zastosowaniach nowego metodu do prowadzenia stycznych
lwynajdowania najwiekszych i najmniejszych wartosci funkcyj.
Mowi za$ ,demoustratio omnium faci'is erit in his rebus versato

*® Acta Eruditonim z lipca 1684 w rozprawie' Nova methodus pro
maximis et minimis rtemguc tangcntibus etc.
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et hoc unuin consideranti ipsas dx, dy, dw, dz et ipsarum X, Y,
r, w, z (cujusgue in sua serie) dirferentiis seu inerementis et decre-
mentis momentaneis proportionales haberi posse“. Nazwawszy
ucinek przez x, przystawe przez y, uwaza dXx za pewng dowolng
linje, a za§ dy za czwartg proporcjonalng do podstycznej, podsta-
wy i dx, samg za$ styczng wyraznie uwaza za linje tagczacq dwa
punkta, nieskonczenie blisko przy sobie na linji krzywej potozone.
W dalszym ciggu przytoczone przyktady bynajmniej nie wyjasniajg
doktadnie zasad rozniczkowania, i zaledwo po6zniej, kiedy metod
ten zostat rozszerzonym juz i bardziej wydoskonalonym, spostrze-
zono. iz Leibniz catg swojg teorje zasadza na tym pewniku, ze
ilosci, miedzy ktéremi zachodzgca réznica jest nieskonczenie mata,
mogg by¢ wziete jedne za drugie, a zatem, ze ilosci nieskonczenie
mate, uwazane wzglednie do skonczonych, mogg by¢ uwazane za
zera. Stad nastepnie, jeSliby sie w rachunku znalazty ilosci,
ktérehy w takim byty stosunku do ilosci poprzednich juz wzietych
za nieskonczenie mate, w jakim sg te ostatnie do ilosci skonczo-
nych, wéwczas takie iloSci nazywaja sie nieskoriczenie matemi dru-
giego porzadku i uwaza je sie za zera nietylko wzgledem ilosci
skofAczonych, ale i nieskonczenie matych pierwszego porzgdku.
Wzajemnie, je$liby sie ukazatly takie ilosci, wzgledem ktorych
ilosci skonczone mogag sie uwazaé¢ za nieskonczenie mate, takie
ilosci nazywajg sie nieskonczenie wielkiemi i wzglednie do nich
uwazane wielkosci skonczone moga sie wyrzucic,., z rozmaitych
analitycznych wyrazen.

W rozwazaniu, do jakich porzadkdéw pewne ilosci jawigce sie
w rachunku, uwazane wzglednie do innych, majg sie odnosi¢,dajc-
my wzglad : 1) na ich wymiar, albowiem uwazajac dx za nieskon-
czenie mate wzgledem jednostki, dx2 musimy uwaza¢ za takiez
wzgledem dx, gdyz l:dx —dx:dx2 2) na porzadek rézniczkowa-
nia. ltak dX uwaza sie za nieskonczenie mate wzgledem dx, dX
wzgledem d2 etc. Albowiem wwyrazeniu rézniczki 2-go porzadku

MdX + Nd2Zy + Pdx2-j- Qdx dy -f Rdy2 == d2U,

poniewaz 3-i, 4-y i 5-y wyraz zréwnania sg porzadku drugiego
wzgledem dx, dy, wiec dla zachowania jednorodnos$ci muszg i dwa
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pierwsze wyrazy w, ktorych sie zawiera dX, d%, by¢ porzadku
drugiego wzgledem ro6zniczek porzadku pierwszego dx, dy U.

Z takowego to sposobu uwazania rzeczy wniost Leibniz,
ze poniewaz miedzy wielokatem o nieskoriczonej liczbie bokéw
i linjg krzywga zachodzi¢ moze roznica nieskonczenie mata, wiec,
bez naruszenia doktadnos$ci w rachunku, mozemy wzig¢ jedno za
drugie. Stad to poszto, ze Leibniz uwaza imje krzywe za wie-
lokaty o nieskoriczonej liczbie bokow i—jak sam w jednej ze swych
rozpraw powiada 2)—btad, ztakowego uwazania rzeczy wynikajacy,
moze by¢ tak matym, jak sami chcemy, juz to z przyczyny, ze wtym
razie nie dajemy wzgledu na liczbe bokdéw wielokata, juz to, ze im
sie bardziej powieksza liczba bokdéw, tern sie lepiej sprawdza do-
ktadno$¢ takowego uwazania Lecz z niedoktadnego okreSlenia,
czem sg rzeczywiscie ilosci nieskonczenie mate, z niewykazania,
na czem zalezy prawdziwa doktadno$¢ tego metodu, powstato
wiele nieprzyzwoitosci, wiele zarzutow, ktdre sie zdawaly zrazu
zupetnie zachwia¢ prawdziwg teorjg metodu nieskonczonosSci.
Leibniz usitowal zapobiedz takowej niedostateczno$ci metodu
i wjednej z p6zniejszych rozpraw3d) wyobrazenie ilosci nieskon-
czenie matych chciat wyraznie przez wyobrazenia ilosci nieporow-
nanie matych, co wiekszy jeszcze pozor niedoktadnosci nadato
jegoteorji. Nieco wiec pdzniej 4 podatgruntowniejsze wyobrazenia
o tych iloSciach, lepiej cokolwiek dajgce poznac ich nature. Mowi
on, ze nie sadzi, aby mogta by¢ dana linja lub liczba nieskonczona
lub nieskonczenie mata. Uwaza to raczej za pewien spos6b ma-
wienia (modus loguendi), ktorego nawet Euklides w swoich
rozumowaniach uzywa. Gdy albowiem wpadniemy na wielkoSci,
ktére zadng liczbg wyrazonemi by¢ nie moga, przyznajemy im
przez analogje takg liczbe, ktora sie moze nazwac liczbg nieskon-
czong. Dodaje wiec, iz chociaz niegdy$ sadzit, iz btgd wynikajacy

* Lacroix, Traitedu calcul diff. T. I. p. 238.

2 Acta Eruditorum 1684 p.185: ,,Additio ad schedam de dimensioni-
bus curvilineorum®.

3 Acta Eruditorum 1689 p.82- Dc motmim coelestium causis.

4) Acta Eruditorum 1712 p. 169: Observatio quod rationis etc.
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z uzycia takowych wyrazerh moze byé tak matym, jak sami chcemy,
Scisle jednak mowigc, zadnego w tym razie popetniamy btedu.
Pokazuje to na przyktadzie, kiedy idzie nam o poréwnanie $Srednicy
Swiata ze Srednicg ziemi, a nastepnie ze $rednicg atomu. Przycho-
dzi nareszce do wniosku, iz takowe wyrazenia, jako skracajgce
nasze rozumowania i zgodne z pospolitym sposobem rozumowa-
nia, w Matematyce tolerowanemi by¢ mogg. Z tem wszystkiem
doktadniejsze wyjasnienie natury tych ilosci, wskazanie, na czem
zalezy doktadno$¢ metodu, byto zostawionem badaniu pdzniejszych
matematykow, ktdrzyby prawdziwg metafizyke Rachunku infinite-
rymalnego dostatecznie zgiebili.

4. metod phjnien Heiutona.

Tymczasem ukazata sie juz kompletna teorja Newtona,
nazwana metodern piynien (methodus fluxionum), ktéra, chociaz
na zupetnie odmiennych wsparta zasadach, do jednakowych co
i poprzednia prowadzity wypadkéw !). W tym metodzie podobme
zawarte sg prawidta rdzniczkowania i gtdwniejsze zastosowania
metodu w lozbioize linij krzywych. Lecz Newton w tem naprzéd
rozni sie od Leibniza, ze zamiast uwazania linij wprost za wie-
lokaty o nieskonczonej liczbie bokéw, uwaza je jako wielkosci,
utworzone ruchem punktu, ktérego stateczna chyzos$¢ w kazdym
momencie rozktada na dwie cze$ci; jedne townolegta do osi przy-
staw, drugg do osi ucinkéw. Te czastkowe chyzosci sg nazwane
ptynhniami (fluxiones) wspotuszykowanych linij, chyzo$¢ za$ sa-
mego punktu — ptynieniem *tuk.u. Przeciwnie za$ tuk wykreslony
i odpowiednie mu wspdtuszykowane, uwazane wzglednie do wita-
Sciwych im chyzo$ci, mogace sie stopniami nieskofAczenie wzrastac
i umniejszaé, sa nazwane wielkosciami ptyngcemiV (quantitates
Eluentes).

Skoro sie wiec zatozy, ze ptynienie (fluxio) wiasciwe tukowi
jest stateczne, ptynienia wspdtuszykowanych muszg sie odmieniaé
stosownie do kazdego rodzaju linji krzywej, a ich stosunek musi

') Pierwszy raz kompletny wyktad tej tcorji wygtosit w dziele: Metho-
dus fluxionum et serierum Infinitarum, Londini 1736.
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zaleze¢ od stosunku, zachodzacego miedzy wspo6tuszykowanemi.
Przeciwnie stosunek miedzy wspo6tuszykowanemi, stanowigcy na-
ture linij, musi zaleze¢ od witasciwych im w kazdym momencie
chyzosci. Cala wiec rzecz ao dwoch ogranicza sie zagadnien:
1) data relatione quem mvicem habent fluentes quantitates, deter-
rninare relationem quae interearum fluxionibus intercedit; 2) data
aequatione quae contineat quantitatum fluxiones invenire quam
relationem habent inter se haec quantitates fluentes X.

W ogolnosci zas§ mowigc, Newton uwaza wielko$¢ w swym
wzroscie lub ubywaniu, nie tak jak nam one zwyczajnie jawia, lecz
jakby sie okazywaty wowczas, gdyby sie tworzyty przez ruch in-
nych jakichkolwiek wielkosci. Tym sposobem do zasad tego
metodu wchodzg wyobrazenia mchu, chyzoS$ci, a zatem i czasu.
Lecz, jak sam powiada 2), tempus fornraliter non considero sed
suppono quod una ex propositis quantitatibus homogenea cum
aliis crescat aequabili fluxu ad quam ceterae tamquam ad tempus
referantur, quod ideo per analogiam, non inconinne dici potest
tempus — widzimy wiec, iz musimy zawsze dowolnie obra¢ Dewna
cbyzos$¢ witasciwa, juz to przystawie, juz ucinkowi, stycznej it. d.
i uwazac jg za stateczng i do niej inne chyzosci odnosic.

Mnie sie wiec zdaje, ze catla istota tego metodu nastepnie
mogtaby sie wyjasni¢. Gdybysmy np. sledzili witasnosci linji MCD

i wzieli punkt a za poczatek, od ktérego
5 tenze punkt chyzo$cig jednostajng Me
zy po linji ucinkéw AB, skoro przy-
puscimy, ze wtym samym czasie punkt
b na tejze ptaszczyznn taki ruch od-
bywa, ze w kazdym momencie stosunek
miedzy przystawg a ucinkiem czyni za-
do$¢ zréwnaniu na tinje MCD, np.
y = f (cc), wypadnie nam, ze chociaz
drogi aa', bb', cc' etc., ubiegane wcza-
sach réwnych przez punkt a, sg sobie rowne, jednakze chyzosci
witasciwe przystawie i tukowi, a zatem drogi im odpowiednie, sto

Rys 1

R Methodus fluxiotum, Editio Castilionei a. 17-14, Tl. p. 55, 61.
2 Methodus fluxioniun T.—I, p. 54.
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sownie do natury zréwnania y — f(x), musza sie w kazdym mo-
mencie ruchu odmienia¢. WspdGicze$nie wiec, kiedy punkt a
znajdowac sie bedzie, w potozeniach b', b", a ubiegane drogi
b¥, bfb", b"b"" etc. ciggle by sie odmieniaty 1) co do wielkosci,
2) co do wzglednego do siebie nachylenia, razem za$ wziete utwo-
rzytyby wielokat b¥ b"¥" ..., tern bardziej przystajacy do linji
krzywej, im mniejsze sg momenta, w ktérych punkt a ubiega drogi
aa', a'a", a"a'", czyli poniewaz te drogi sg w stosunku prostym
momentdw, wiec im przyrostki powiekszania sie linji Aa beda
mniejsze. Nareszcie, kiedy w granicy swego niknienia momenta—
albo tez co jedno znaczy — przestrzenie aa', a‘'a", a"a'",.....
zamienig sie na nieskornczenie mate, wielokat zamieni sie na linje
krzywa.

Takowy sposdb uwazania linij krzywych, witasciwy metodowi
ptynienia, zdaje sie¢ by¢ nieco ukrytym w wykladzie Newtona,
w niektérych jednakze miejscach, jak w wywodzie, uzytym do wy-
prowadzenia rézniczek kazdej funkcji 4, w wyprowadzeniu pierw-
szego sposobu prowadzenia stycznych 2 it d., widoczniej sie to
okazuje. Przekonywamy sie wiec, ze Newton do rozbioru linij
krzywych uzywat wielokagtow o nieskonczonej liczbie bokodw,
i w tern sie tylko r6znit od Leibniza, ze, zamiast uwazania linji
krzywej wprost za wielokat o nieskoriczonej liczbie bokow, uwaza
ja za granice wielokata, nieskonczenie powiekszajgcego liczbe
swych bokéw. A zatem w zasadach metodu Newtona zawierajg
iSie nietylko wyobrazenia nieskonczonosci, ale tez pierwszych

ostatnich granic

Czemze sie r6zni¢ bedg w rachunku piynienia Newtona
od witasciwie zwanych rdézniczek. Do odpowiedzenia na to, trzeba,
zdaje mi sig, porownac sposob, jakim przychodzimy do wyprowa-
dzenia ptynien Newtona, ze sposobem wyprowadzenia rézniczek
w metodzie Leibniza.

‘) Fluentium quantitatum momenta vidclicct eorum partcs indctinite
parvae quarum accessione infinitc exiguis partibus tcmporis cpiantitatcs ipsae
jugiter augentur, sunt ut velocitates quibus fiuunt ant crescant. Metliodus
lluxionum, p. 59.

2) Me.thodus fluxionnm, p. 89.
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Z wywoau, podanego przez Newtona na rozwazanie pierw-
szego z dwoch wyzej wspomnianych zagadnien, spostrzegamy,
ze tam, gdzie Leibniz dla otrzymania r6zniczki dfx podstawia
w fx, za x, XxA-dx, Newton, dlaotrzymania plynienia X, pod-
stawia w funkcji za x, x-j-xo. W dalszym za$ ciggu spostrze-

gamy, ze x0 czyli przyrostek, o ktdry sie ucinek powieksza, jest
droga, ubiezong przez punkt a w czasie O/EB czyli w czasie, ktory
w granicy swego niknienia jest zerem. W takowem wiec wyra-
zeniu, poniewaz jednym mnoznikiem jest czas, drugim, to jest-.a;,
musi by¢ cnyzo$¢ punktu, ktéra zawsze by¢ musi iloscig skonczona.
Albowiem wyobrazenie chyzosci jest wzgledne i odnosi sie zawsze
w tym metodzie do pewnej jakiejkolwiek statecznej chyzosci,

a zatem zamiast wyrazenia y mogibym zawsze potozy¢ pewien
stosunek miedzy przyrostkiem ilosci y i przyrostkiem wielkosci,
ktérej chyzosé¢ jest stateczna, np. X, czyli—poniewaz te przyrostki

sg nieskonczenie mate — mogibym za y potozyé e Skad

wnosimy, ze ptynienie Newtona raczej za wspotczynniki roz-
niczkowe, za granice stosunku miedzy przyrostkami, niz za r6znicz-
ki uwaza¢ nam wypada.

Poniewaz wiec ptynienia Newtona sg iloSciami skonczone-
mi, wiec wzglednie uwazane mogg sie bra¢ za wspoluszykowane
innej linji, ktérej chyzosci wzgledem poprzednich nazywajg sie
flusiones fluxionum, te za$ nastepnie mogtyby byé wziete i za
wspoétuszykowane trzeciej linji i t. p., a tym sposobem przyszli-
bysmy do wyobrazenia rozmaitego porzadku ptynien, ktére odpo-
wiadajg rozmaitego porzgadku rdézniczkowaniom. Te za$ porzadKki
oznacza Newton przez liczbe kropek nad iloscig ptynaca, np

Y, Y, VY, etc., co wyraza ptynienie ilosci y pierwszego, drugiego,
trzeciego porzadku.

Metod ten jednakze mato wyjasniony w dzietach Newtona,
pozniej doskonalony przez pp. Taylor i Mac Laurin, wielu
ulegat zarzutom- W nim widziano nieprzyzwoito$ci metodu Leib-
niza, razem polaczone z wyobrazeniami granic, ktére wowczas
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jeszcze nie byly doktadnie oznaczonemi. Chociaz albowiem

Newton przez wyrazenie przyrostkow pod ksztattem xo0 umka
napozoOr tego przypuszczenia, ze ilosci nieskoriczenie mate mkng
przed skohczonemi, w rzeczy jednak samej w kazdym z wywodow
Newtona musimy sie tego przypuszczenia domysla¢: albowiem

X0 mczem innem nie jesttylko x. T ,j. kiedy méwimy, ze X0 musi

sie wykasowa¢ z wyrazenia, domys$lamy sie, ze xo0, jako nieskon-
czenie mata ilo$¢, niknie przed iloscig skonczong. Zarzucano
Newtonowi jeszcze, ze do Geometrji, ktdra jest czesSciag Mate-
matyki czystej, wprowadzi! wyobrazenia chyzosci, wiasciwe tylko
Matematyce mieszanej, i ze tym sposobem wyobrazenia czyste
oznaczat przez wyobrazenia nauk a posteriori. Lecz widzimy, ze
zarzut (en jest niestusznym. Albowiem: 1) je$li rozmaitos$¢, ksztatt,
wielko$¢, potozenie i t. d. mozemy uwaza¢ oderwanie i takowe
wyobrazenia odniesé do Matematyki czystej, tez i ruch mdgtby sie
wyobrazaé oderwanie i takowe wyobrazenia, jako czyste, mogtyby
by¢ przedmiotem Matematyki czystej; 2) chociazby ten zarzut byl
stusznym, wyobrazenia ruchu, chyzosci, czasu sg tak jasne, ze ich
moznaby byto uzy¢ do wyttumaczenia pewnych praw w Matema-
tyce czystej, czestokro¢ daleko bardziej skomplikowanych nizeli
niektére wyobrazenia, wziete z Matematyki stosowanej Raczej
moznaby zarzuci¢, ze wywoay Newtona nie sg tak ogdlne, aby
sie wprost do kazdego rodzaju ilosci daty stosowac, izastosowa-
nia Rachunku moga by¢ zanadto zawite; ze wywody Newtona
$ciaggajg sie jedynie do rozniczkowania samych zréwnan i t. p.

Zdaje sie nawet, iz sam Newton znat doktadnie niedosta-
tecznosé zasad przez siebie wynalezionych. Pracowat nad wyna-
lezieniem innego metodu, ktoryby wygodniejszym byt i tatwiej-
szym w zastosowaniach, iw tvm celu ogtosit nowy metod pierwszych
i ostatnich stosunkéw (rationum primaruni et ultunarum) ).

5. nietod granic rieuilona.

Catly ten metod do dwoch zasadowych prawd odnie$¢ sie
moze: 1) dwie ilosci, miedzy ktéremi zachodzaca réznica jest

') Pliilosophiac naturalis principia matliematica, liber I, scct. 1
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mniejsza od jakiejkolwiekbgadZ mogacej sie pomysleé ilosci, sg
rébwne pomiedzy sobg; 2) dwie granice jednej i tejze samej wiel-
kosci jako tez ich wyrazenia powinny byé miedzy sobg réwne.

W ogo6lnosci za$ mowigc, jezeli przypuscimy, ze pewne
ilosci wzglednie i jednoczes$nie zblizajg sie do drugich, uwazanych
za stateczne, az do tego kresu, ze r6znica miedzy pierwszemi i dru-
giemi ilosciami moze by¢é tak mata, jak sami chcemy, stosunki,
zachodzace miedzy iloSciami drugiego rodzaju, to jest uwazanemi
za stateczne, sg ostatniemi stosunkami (ultimae rationes) tych
ilosci, ktore sie do nich jednocze$nie zblizaty; te juz same ilosci
stateczne nazywajg sie granicami (limites), czyli ostatniemi war-
tosciami ilosci, ktére sie do nich zblizaja.

W zastosowaniach do Geometrji granicami sg wielkosci,
ktérych rozbiorem zatrudniamy sie. Sg to najczesciej same linje
krzywe; wielkoSciami za$, ktdre sie do nich nieskornczenie zblizaja,
sg wielokaty o nieskoriczonej liczbie bokéw. W rozbiorze wiec
wiasnosci linij krzywych zaczynamy tak, jak i w metodzie wyczer-
pania, od rozwazania wiasnosci wielokgtéw wpisanych w linje
krzywg, powiekszamy potem liczbe bokéw czyli zmniejszamy wiel-
kosci bokow wielokata, azeby roznica miedzy nim i samg linjg
byta tak mata, jak sami chcemy, i uwazamy, na co si¢ zamienig
witasnosci wielokata czyli stosunek, zachodzacy miedzy jego wspot-
szykowanemi, wowczas, kiedy wielko$¢ jego bokéw bedzie w gra-
nicy swego mknienia. Poniewaz za$ w metodzie granic, tak jak
we wszystkich innych, w ktérych zasady Rachunku wyzszego za-
wierajg sie, wielkosci uwazajg sie w swym wzroscie lub ubywaniu,
przedmiotem wiec Rachunku sg mate przyrostki wspotuszykowa-
nycbh witasciwych wielokatowi, ktére w granicy swego niknienia
majg miedzy sobg zachowac stosunek réwny stosunkowi miedzy
przyrostkami wspotuszykowanych linji krzywej, bedgcej granicg
wielokata. Metod zatem granic zaraz ulegt pewnej nieprzyzwoi-
tosci, ktorej wypadkiem byt nastepujacy zarzut: jesli te przyrostki

w granicy swego niknienia stajg sie zerami, stosunek jest trud-
nym do pojecia, a jak Newton powiadal, musi by¢ takoz

) Pli. natur, ed I le Seur ct F Jacquier, G2nfevc 1739. T. 1L p Sl
WwWind MnfAii i YY J 2
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rownym zeru, stosunek za$, zachodzacy miedzy niemi przed ich
ostatecznem zniknieniem, me moze sie uwazaé juz za ostatni sto-
sunek, czyli za rowny swojej granicy. W Mechanice podobniez te
watpbwosci dajg sie spostrzegaé, gdzie z chyzo$Sciami to samo sie
dzieje, co ze stosunkami, jakie zachodzg miedzy nikngcemi wspot-
uszykowanych przyrostkami w Geometrji. Tam mozemy zarzucic,
ze jesli ciato w swym ruchu doszto juz do ostatecznej granicy iruch
ustaje, chyzos$¢ ciata musi by¢ rowna zeru, chyzos$¢ za$ ciata, ktoére
jeszcze swojej granicy nie doszto, nie jest ostateczng chyzos$ng.

Newton tak sie stara te trudnos$¢ utatwic¢, ze przez ostatecz-
ng chyzos¢ ciata nie rozumie tej chyzosci, ktora jest wtasciwg ciatu
przed lub po jego dojsciu do ostatniego punktu, w ktérym ruch
ustaje, lecz te, z ktorg ciato ostatniego dobiega punktu, z ktorg
juz biec przestaje, Podobniez ostatecznym stosunkiem miedzy
iloSciami nikngcemi nie jest stosunek, majacy bytnos¢ przed lub po
ich zniknieniu, lecz stosunek, z jakim one nikng. Dodaje nareszcie,
ze ostateczne stosunki, z ktéremi ilosci nikng, nie sg w rzeczy samej
stosunkami pewnych oznaczonych ilosci, do ktdrychby tamte w swem
ciggtem ubywaniu doszty, lecz sg tylko granicami, do ktdrych sto-
sunki miedzy ilosciami nieskofAczenie zmniejszajacemu tak mogg
sie zblizy¢, ze powstajaca stad r6znica moze byé mniejszg od ja-
kiejkolwiekbgdZz danej ilosci, i ktorych ilosci nikngce dopigé nie
moga przed zamienieniem sie na nieskonczenie mate.

Lecz widzimy, ze Newtona odpowiedz na powyzsze zarzuty
uie moze by¢ dostateczng. Trudno albowiem i nawet nie podobna
mie¢ wyobrazenia o ilosciach wzietych w stanie swego niknienia,
0 chyzosci, ktérej skutkiem nie jest pewien ruch, ale ustanie
ruchu. Stad sie tylko dalo widzie¢, ze metod granic w bardzo
bliskiem jest powinowactwie z metodem nieskoriczono$ci Leib-
niza, ze wyobrazenia ilosci nieskonczonych w jego sie zasadach
zawierajg. Wytuszczenie za$ doktadniejsze metafizyki tego metodu
lrazem za jego pomocg wytozenie catej nauki Rachunku wyzszego
zostawionem byto badaniom pé6zZniejszych matematykow.

Z tern wszystkiem, pomimo tak widocznej niedostatecznosci
wytozonych metodéw, przez diugi czas metod plynied byt upo-
wszechnionym w Anglji, zresztg za$ wszedzie trzymano sie metodu
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Leibniza jako fatwiejszego w zastosowaniach, bardziej wydosko-
nalonego pracami markiza d:Hé6pital, Bei 110ul lich i innych
stawnych matematykow.

6. metod banderia.

Jednakze wyzszo$¢ metodu Leibniza nad metodami New-
tona zdaje sie gtéwnym byta powodem Anglikom, uporczywie
trzymajagcym sie narodowego metodu, do wielkich usitowan w za-
radzeniu nieprzyzwoitosciom, wynikajgcym z wprowadzenia do
zasad Rachunku wyzszego wyobrazeri ruchu, chyzosci i t. d.
Widziano juz, ze w calej Matematyce Analiza algebraiczna byta
najprostszym i najdoktadniejszym sposobem rozumowania, starano
sie wiec i Analize wyzszg przyprowadzi¢ do postaci prawdziwie
algebraicznej. W tym wiec celu geometra angielski John Landen
ogtosit swdj metod ‘) (w dziele The residual Analysis, 1760), ktory
sie gtéwnie $ciggat do wynalezienia ilorazu, wynikajacego z po-
dzielenia réznicy miedzy dwoma stanami funkcji przez rdéznice
miedzy dwiema warto$ciami ilosci zmiennej, czyli rozwinienia
utamku f-fio----{cfx—). Z tego za$ rozwinienia Landen przez
zalozenie x'— x przychodzi do otrzymania pewnej szczegdlnej
wartosci (special value), ktéra, jak widzimy, odpowiada doktadnie
wspotczynnikowi rézniczkowemu.

Lecz, jak sie okazuje, cala doktadnos$¢ tego metodu zalezy
na ogo6lnem dowiedzeniu, ze ro6znica miedzy dwoma stanami
tunkcji zawsze jest ksztattu

Pco -|- Qtt2-j- P 013-|- Sod -j- ...

Landen za$ nie podat na to ogo6lnego dowodu i zaledwo
pierwszy Euler okazat a priori og6lno$¢ tego twierdzenia. Procz
tego, zdaniem P. de la Grange 2, dziatania rachunkowe i ich za-
stosowania w tym metodzie sg trudne inienaturalne, i nalezy przy-
znac€, ze tym sposobem, nadajgc wiekszg doktadnos¢ Rachunkowi,
traci sie w nim na prostocie i tatwosci.

9 Lacroix. Trait¢ dn calculetc. T. 1 239.
D Dc la’Grange. Tli¢orie des fonctions. Paris 181$, p. -1
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7- Teorja Eulera-

Tymczasem stronnicy metodu Leibniza pracowali rdwniez
nad wydoskonaleniem przez siebie przyjetych zasad Rachunku
wyzszego. Starano sie mianowicie da¢ doktadniejsze i tatwiejsze
do pojecia wyobrazenie o iloSciach nieskoniczenie matych. Euler
wniost, ze w rachunku ilosci nieskoriczenie mate powinny sie uwa-
zaC za zera, a Rachunek ro6zniczkowy za sztuke wynajdowania
stosunku pomiedzy nikngcemi przyrostami jakichkolwiek funkcyj,
skoro sie zaklada, ze przyrostek iloSci zmiennej, od ktérej te funkcje
zalezg, staje sie rownym zeru. Cata wiec r6znica sposobu uwazania
Eulera od metodu Leibniza zdaje sie zaleze¢ na samem de-
finjowaniu rézniczek, a stad i na ttumaczeniu przyczyny, dla ktorej
ilosci nieskoriczenie mate z ostatecznych wypadkéw rachunku
powinny sie wyrzuca¢. Zdawato sie, ze juz przez to nada sie cha-
rakter wiekszej doktadnosci metodowi Leibniza. Lecz nowe
trudnosci, nowe zarzuty powstaly. Zaraz zarzucono Eulerowi,
ze wedtug niego Analiza wyzsza bytaby rachunkiem zer, rachun-
kiem stosunkoéw miedzy zerami, o ktdrych zadnego wyobrazenia
mie¢ nie mozemy; ze nawet w tych razach, gdzie sie stosuje teorje
Leibniza do rozmaitych porzadkéw ilosci nieskoniczenie matych,
teorja Eulera musiataby by¢ za nadto zawita.

8 Sposob wyprowadzenia zasad podany przez P. Lshuiliera.

W roku 1786 krolewska Akademja Nauk podata do nagrody
utatwienie dotychczasowych trudnosci, dajacych sie spostrzegac
w wyttumaczeniu zasad Rachunku wyzszego. Teorja, podana przez
p. L’huiliera, byta uwiennczona, w niej za$ wywod zasad jest
dosy¢ ogoélny, zdajacy sie blisko przystepowa¢ do wywodu, poda-
nego przez Landena. 7asadg albowiem tego metodu jest, ze
skoro w jakiemkolwiek wyrazeniu y — fdf, powiekszywszy x
przyrostkiem &X, y zamienia sie¢ na y-\-\y, stosunek miedzy
temi przyrostkami da sie wyrazi¢ przez

Nl — p _|_aYfa-|-r S&x3-f- — |

gdzie p,q,r.r. sg og6lnemi funkcjami ilosci x i wediug pew-
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nych ostatecznych praw wynikajg z pierwotnej funkcji fx. Dopoki
Aa; jest jakagkolwiek rzeczywistg, chociazby najmniejsza, iloscia,

A
dopo6ty stosunek _i,%r. zalezy od \x. Za ciggiem wiec zmniejsza-
niem sie wielkosci AXx musi nastepowaé ciggta odmiana stosunku

Aa: iw kohcu,,gd}j Ax — 0, stosunek Ax = P i na oznaczenie
tego szczegdlnego przypadku znak A powinnismy zamieni¢ na
inny, np. na = p- Poniewaz za$ p jest pewng oznaczong
funkcjg ilosci x, wiec i o ilosci p tozsamo mozemy powiedziet,
coSmy powiedzieli o funkcji poprzedniej fx,~to jest, ze Z(/:: moze
sie réwnaé pewnej oznaczonej funkcji ilosci x, np. p', a stad

tl 3 0
vl — -, - = O@ | tak podobnie wywodzi sie caty algorytm Ra-

dao dec
chunku wyzszego, droga za$, jakg przychodzimy do otrzymania
0og6lnych wspotczynnikéw p, q.-., stuzy do otrzymania szczegdl-

nych prawidet na ruzniczkowanie rozmaitego rodzaju funkcyj.

Tym sposobem zasady Rachunka wyzszego zostaty dosy¢
doktadnie i po prostu wywiedzione. Caly wywod juz jest anali-
tycznym, wolnym od wyobrazen wiasciwych metodowi Newtona
lub Leibniza, izapewne byt wéwczas ze znanych najprzyzwoit-
szym. Pozostawato, zdaje mi sie, tylko wskaza¢ doktadnie nature

A
stosunku ? , ha ktory sie zamienia stosunek nY , kiedy Ax = 0,

i w ogollnosci wyjasni¢ lepiej nature wszystkich wspdtczynnikow
rozniczkowych iich znaczenie tak w Geometrji, jakotez w Mecha-
ni :e. Albowiem te stosunki w zastosowaniach Rachunku po naj-
wiekszej czesci nie z rdézniczkowania ale z bezposredniego roz-
wazania geometrycznych ligur powstajagc, powinny mie¢ sobie
witasciwe pewne charakterystyczne cechy, w ktdrychby w rozwaza
niu rozmaitych wielko$ci od innych stosunkéw byty rozréznione,
powinny mie¢ wskazane zrodta i sposoby, jakiemi sie tworzg
i dajg zastosowywac¢ w rachunku.
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9. teorja p. cTfllembert.

Okoto tegoz czasu d’Alembert usitowal wydoskonali¢ me-
tod granic Newtonal. W swojej wiec F.ncyklopedji uwaza
wspoétczynnika rb6zniczkowego za granice stosunku miedzy przy-
rostkiem funkcji iilosci zmiennej, kiedy przyrostek zmiennej bierze
sie w granicy swego zniknienia rownym zeru. Na zarzut za$ wy-
zej wspomniany, ze nie mozna mie¢ dokiadnego wyobrazenia
0 stosunku zachodzacym miedzy zerami, tak odpowiada: 1) ze nie

popetniamy zadnego btedu, kiedy stosunkowi ”~ przyznajemy ja-

kagkolwiekbgdz wartos¢, a zatem kiedy mu przyznajemy wartos¢
wspotczynnika rdzniczkowego = JS; 2) chociaz ta granica wynaj-
duje sie wowczas, kiedy zatozymy tlx = 0, di/ = 0, jednakze
w istocie ta granica nie jest wartos$cig stosunku zachodzgcego

1
miedzy dx = 0, dy = 0, ale iloscig, do ktérej stosunek " ,

przypusciwszy, ze dx i dy sa rzetelne i zmniejszajace sie, coraz
bardziej sie przybliza, i moze sie o takg ilos¢, ojaka tylko chcemy,
przyblizy¢. Lecz widzimy, ze w takowem ufatwieniu trudnosci
d’Alembert wpada na uzycie wyobrazenia, ze w granicy stosu
nek gé) = (L(D’ ody? wedtug B. d’Alembert gr K g%'nfa
gdzie a wyraza ilo$¢ tak matg, jak sami chcemy, a zatem nieskon

czenie matg, mogacg sie wzglednie do * z rachunku wyrzucic.

Cata za$ nauka Rachunku rdézniczkowego u d’Alemberta odnosi
sie do jednego tylko przedmiotu, zew mm, majgc wiadomg w lin-
jach granice jakiegokolwiek stosunku, szukamy algebraicznego
wyrazenia granicy tegoz samego stosunku, a réwnajac ze sobg
takowe podwdjne wyrazenie granicy, przychodzimy do odkrycia
nowych nieznanych stosunkéw.

Y Encyclopédie niethodique. Matliematiqucs, Paris, 1784. T.
L pod différcntiellc.
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10 metod analitycznych funkcyj bagrange’a.

Pod daleko ogo6lniejszym ksztaltem, pod daleko prostsza
i prawdziwie analityczng postacig, w tymze prawie czasie zasady
Rachunku wyzszego wskazat Lagrange. Dotagd jeszcze nikt tak
zrecznie, tak dowcipnie nie uniknat wyobrazen nieskornczenie
matych lub stosunkdw zachodzacych miedzy zerami, w zadnym
nakoniec metodzie Analiza wiec nie jest tak $cisle zwigzana zAnalizg
algebraiczng, jak w metodzie analitycznych funkcyj ).

Lagrange uwaza wszystkie wyrazenia algebraiczne i przy-
stepne, jakiebykolwiek one byty, pod naogoélniejszg postaciag, pod
postacig funkcyj pewnych odmiennych ilosci. Dajgc zatem wzglad
na same ilosci zmienne, wchodzace do skiadu wyrazen, oznacza
te wyrazenia, stosownie jak sg funkcjami jednej, dwu, trzech it. d.
ilosci zmiennych, przez fx, f{x vy), f(x,y,z) it d.

Na wstepie do swojej nauki dochodzi ogélnego ksztattu
rozwinienia funkcyj, skoro sie w niej ilosci zmienne powiekszg
pewnym nieoznaczonym przyrostkiem i. Dowiddtszy zatem a priori,
ze to rnzwinienie jest ksztattu

f{XA )= fx -j-/n + (/i2-f-ri3-f-....., (X)

gdzie p, q,r,...sg funkcjami ilosci X, usituje poznac blizej nature
wspoétczynnikdw p,q,r,.,. i zwigzek zachodzacy miedzy niemi
i samg funkcja fx, ktéra sie nazywa funkcjg pierwotng. Nako-
niec robi uwage, ze,czy my w f(x-\-i) zamieniamyx na x-\-o0,
czy tez i na z— o, zawsze funkcja nierozwiniona f (x i-j-0)
bedzie jednakowsg i identycznie sobie rowng, a zatem w obu razach
i rozwinienia tej funkcji f(Xx -(-i-j-0) musza by¢ identycznie
soDie rowne.

Kladzie sie wiec w rozwinieniu funkcji f{x-\-i) naprzod,
za z, z-j—o, i otrzymuje

f{x~\-i-\-0) = fx 4 pi+ qi2+ ...
-A-po+ 2qio+ ...

') Tli¢orie des lonctions analytigucs. Paris 1813. Lceons sur le calcul
des fonctions. Paris 1806.
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Nastepnie w ternze rozwinienia kfadzie, za X, x-\-o0, czyli—
poniewaz tylko we wspoétczynnikach funkcyj fx,p, q etc. zawiera
sie X, — zamienia

na fxJrfxo-\~f"xo02Jr ...
p nap + p'o-(-po2T me
g na q--9go , §'02 -)-mmm
a stad przychodzi do powtdrnego rozwinienia
t'(x-\~i~\-0) = fx pi-{-pi*
f-f x04 pfio+ =m

Rownajgc ze sobg podwdjne te rozwinienia, jako identycznie
sobie rowne, a w szczegdlnosci wspdtczynniki terminéw sobie po-
dobnych, otrzymuje

p= fx, a= gp\ r=Tir/, s= - r |t<d,

skad wnosi, ze podobnie: jak fW powstata z fx i moze sie nazwaé
funkcjag pochodng pierwsza funkcji fx, tak p[ musiato powstaé
i by¢ funkcjg pochodng pierwszg funkcji p, tak podobnie ('
funkcji q it. d. Poniewaz za$§ q jest funkcjg pochodng pierwsza
funkcji p, aza$ p pochodng pierwsza funkcji fx (gdyz p = f’x,

4— 1 P> wrc i moze sie nazwa¢ funkcjg pochodng drugg
funkcji fx, a za$ r pochodng trzecig funkcji fx it p. Stad za$
taki "algorytm wynika, ze jak p — (' (x), tak q " (x),
r — -x-—- f" (x\ .. gdzie przez liczbe kresek oznacza sie porza-
dek funkcji pochodnej.

Zréwnanie wiec (X) zamieni sie¢ na

f(x = fx + ~ fiX4-- X+ t-Y__rnx+ ... (Y)
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czyli, wyrazajac funkcje fx, f'x, f
otrzymamy:

X ... przez y, y', yl,

f(x + i) N2y4 -1t 3

Po takowym wywodzie przyjmuje rozwinienie (Y) za zasade
catego Rachunku wyzszego, ktorego celem wedtug Lagrange’a
jestwynalezienie zwigzku, zachodzacego miedzy funkcjami roznych
porzagdkéw, czyli wynalezienie w kazdym razie, z danej funkcji
pierwotnej funkcyj pochodnych rozmaitego porzadku.

Na ten wiec koniec dosy¢ bylo Lagrange’owi zauwazy¢
droge, prowadzacg do rozwinienia (Y), aby wnies¢, ze dla otrzy-
mania funkcji pochodnej pierwszej nalezy w danej funkcji po-
wiekszy¢ do$¢ x przyrostkiem i, rozwingwszy za$ tak powiekszong
funkcje, wzig¢ trzeba wspoétczynika przyrostka | zostajgcego
w stopniu pierwszym. Dla wynalezienia funkcji pochodnej 2-giej
potrzeba albo szuka¢ wspotczynnika ilosci P, albo tez wiedzac, ze
y' jest funkcjg pochodng pierwszg funkcji vy, nalezy postgpic
tak, jakeSmy postepowali z fx dla otrzymania f'x. Cata zatem
rzecz do tego sie tylko odnosi, aby z kazdej danej funkcji wynales¢
funkcje pochodng pierwszg.

W catym wiec wyktadzie Rachunku wyzszego, podanym przez
Lagrange’a mamy do czynienia z samemi tylko funkcjami roz-
maitych porzadkéw, a zatem tak jak i w metodzie granic z samemi
tylko wspdtczynnikami rézniczkowemu Wszystkie uzyte sposoby
sg algebraiczne, zadne w nich nie dajg sie widzie¢ przypuszczenia
lub tez wyrazenia trudne do pojecia, a zatem we wszystkich daje
sie spostrzega¢ wielka oczywistos¢ i doktadnos¢. W kazdym
albowiem punkcie wpadamy na nauke szeregdéw, po nauke, wkto-
rej, jak Lagra nge powiada, przedmiotem naszej uwagi sg funkcje,
wypadajgce z dziatan algebraicznych, z rozwinienia na szeregi
funkcyj 'Jj w ktorych jedna lub Kilka ilosci nieoznaczonych po-
wieksza sie przyrostkiem. Samo rozwinienie funkcji og6lnie uwazane
tworzy rozmaitych porzadkéw funkcje pochodne, ktére podciag

') Lceons sur Ic calcul ,dcs fonctions. Leeon 1-re.
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niete pod pewien przyzwoity algorytm, mogg sie same w sobie
uwazaé niezaleznie od szeregow, z ktorych powstaty.

Powodem do takowego traktowania Rachunku wyzszego,
zaaje sie, byty nastepujagce uwagi Lagrange’a Zgiebiajac roz-
maite sposoby uwazania jednego itego samego metodu (Analizy
wyzszej), spostrzegamy, ze wszystkie zmierzajg do podania sposobu
na otrzymanie osobno pierwszego tylko wyrazu rozwinienia przy-
rostu funkcji, do oderwania niejako i oddzielenia tego wyrazu od
reszty szeregu. Wszystkie albowiem zadania, ktérych rozwigzanie
wymaga pomocy Rachunku rézniczkowego, zalezg od wynalezienia
tego pieiwszego wyiazu.

Rozbiér linij krzywych dal poczatek wynalezienia metodu
iuiinitezymalnego, ktdry sie wkrotce przeksztatcit juz to na metod
ilosci nikngcych, juz to na metod granic, rozwazanie za$ natury
ruchu ciat zrodzito metod ptynieri. Tym sposobem wyciggniete
zasady przeniesiono do Algebry nie zwazano za$, a przynajmniej
nie okazuje sie, aby zwazano, ze zadania zalezgce od tych metoddw,
analitycznie uwazane, redukuja sie tylko do wynajdowania funkcyj,
bedgcych pierwszemi wyrazami w rozwinieniacti przyrostkow
funkcyj, albo tez do wynalezienia funkcyj pierwotnych z danych
funkcyj pochodnych.

Naturalniej wiec i prosciej jest bezposSrednio rozwaza¢ rozwi-
nienia funkcyj, bynajmniej nie uzywajac tych metafizycznych przy
stepow i wybiegéw, w ktdrych sie wyobrazenfa ilosci nieskonczo-
nych albo granic zawierajg, atym sposobem Racnunek r6zniczkowy,
zasadzajac na samem rozwinieniu funkcyj, odnie$¢ go do zrddia
prawdziwie algebraicznego.

Tak rozumuje. Lagrange w daniu powodoéw, ktore przy-
wiodty go do uzycia teorji funkcyj w wyktadzie Rachunku wyzszego.
Powody za$ te, jak sg wazne ioczywiste, powinny nam okazac zasto-
sowania, stanowigce 2-g i 3-ig cze$¢ gtownego w tym przedmiocie
dzieta Lagrarige’a. Nad temi to zastosowaniami winienem sie
nieco dtuzej zastanowic.

W rozbiorze zastosowan Rachunku wyzszego do Geometrji
i Mechaniki trzy gtéwne teorje moga nam w dalszym ciggu postu-
zy¢ do oméwienia metodu funkcyj. To jest: 1) teorja rozmaitego
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stopnia stykania sie z sobg linij; 2) teorja kwadrowania; 3) wypro-
wadzenie, czem sg w nauce ruchu wspdtczynniki 1-go i 2-go rzedu.
Inne albowiem teorje, jak np. wynajdowanie najwiekszych i naj-
mniejszych wartosci albo same z siebie okazujg, ze metod funkcyj
z tatwoscig do ich wyprowadzenia moze by¢ uzytym, albo tez
pod ktérgkolwiek z poprzednich dadzg sie podciggnac.

W wynajdowaniu pierwszej ze wspomnianych teoryj wedtug
Lagrange’a tak postepujemy. Dwie naprzyktad linje bierzemy
pod uwage: jedne jakakolwiek y = fx. druga za$, do ktorej sie
pierwsza odnosi, g—Fp. W punkcie zetknienia sie zsobg dwach linij
bedzie p —x,y = @, a zatem fx = Fx. Za punktem zetknienia sie,
réznica miedzy przystawami f(xA-i) i F(x-\-i), czyli odlegtosé
miedzy dwoma punktami, wzietemi na dwdch linjach, na pewien
ucinek x -f- i, wyrazi sie przez

D—i(fx— F'x)-\- 2 (f"x — F"x)-\- —

Ta roznica tern bedzie mniejszg, a zatem linje tern sie bardziej
zblizg do siebie, im wiecej terminéw poczatkowych szeregu zniknie
Dla tego za$ poczatkowych, ze od nich, jako mogacych sie w kaz-
dym razie sta¢ wiekszemi od sumy wszystkich dalszych termindw,
warto$¢ catego szeregu zalezy.

Przypus¢my teraz, ze trzecia linja s — r ma z dwiema
pierwszemi, na wielko$¢ ucinka — X, jeden punkt wspolny, czyli ze
fx = FX — gec  Za tym punktem roéznice miedzy przystawami
wyrazg sie przez

U= *(fol - F'x) + ~ [f\(x+]j) - F" (x+ i)},
A= Ij\f'x — F 2 [ x -F ) - A (X -F N e

Jezeli przypuscimy, ze dwie pierwsze linje tak sg do siebie
zblizone, ze F'x = fx, tatwo sie przekonamy, ze i, jako ilo$¢

') s lesl iloscig nieoznaczong, zawarta miedzy granicami 0 i 1
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nieoznaczona, tak matg moze przybraé wartos¢, ze A, w ktorem
f’X — <p(c nie jest rowne zeru, stanie sie wiekszem anizeli D,
czyli ze miedzy pierwszg i trzecig linjg wieksza zachodzi odlegto$c
anizeli miedzy pierwszg idruga Poniewaz za$ to dzieje sie z przy-
czyny, ze w wartoéci na A znajduje sie wyraz nie mnozony przez i,
wiec dopoty trzecia linja nie bedzie mogta przejs¢ pomiedzy dwie
pierwsze, dopéki f'x nic stanie sie =

Podobniez, jesli przypuscimy, iz miedzy dwierna pierwszemi
linjami staje sie fx = F'x, f"x — F"X, przekonamy sie, ze
linja s = <r nie inaczej w swym biegu przejdzie miedzy dwie
pierwsze, az f'x — <px f"x = yux, it p.

To okazawszy, na czem zalezy rozmaity stopien stykania sie
ze sobg linij, idziemy do poznania, ktdre linje moga zadosy¢ uczy-
ni¢ warunkom stykania sie stopnia 1-go, 2-goyA.., to jest ktére
ze swojej natury z niemi taki zachowa¢ mogg zwigzek, aby na
pewng warto$¢ ucinka nietylko jej przystawy funkcja pierwotna,
ale tez i funkcje pochodne tejze przystawy 1-go, 2-go, 3-g0,... po-
rzadku staty sie réwnemi funkcji pierwotnej i pochodnym tychze
porzadkow przystawy, nalezgcej do drugiej jakiejkolwiek badz linji.

Lecz kiedy nam chodzi o poznanie, czy pewna dana linja
y = fx moze uczyni¢ zadosyé warunkom stykania sie 1-go,
2-go,..., n- tego stopnia zdrugg dang linja p = Fq, szukamy tyl-
ko, czy tej linji mozemy nada¢ taki ksztatt i potozenie, aby tym
sposobem zadeterminowane jej zréwnanie mogto uczyni¢ zadosyé
warunkom: f x = F'x, f"x = F"(x),_,f@O$ = Po-
niewaz za$ dla nadania potozenia i ksztattu linji krzywej mozemy
wprowadzi¢ tyle dowolnych warunkéw, ile ich potrzeba na ozna-
czenie ilosci niedetei minowanych statecznych, zawartych w fXx,
temi za$ dowolnemi warunkami mogg by¢ same zrownania
fx=Fx, f'x — F”&..., wiec, majac dang jakiegokolwiek ro-
dzaju linje, mozemy jej nada¢ taka wielko$S¢ i potozenie, ze jej
zréwnanie uczyni zadosy¢ tylu osobnym warunkom f'x = FJcS§*
f’x = F"X,..., ile na ogélnem ziéwnaniu na te linje zawiera sie
ilosci statecznych niedetcrminowanych mniej jednym. Je$li wiec
y = fx —f {x, a, b), wnosimy, iz tego rodzaju linji mozemy nada¢
takg wielkos$¢ i potozenie wzgledem innej linji np. p = Fq, ze jej
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zréwnanie zadosy¢ uczyni dwém waruuKotn f (x, a, = Fx,
f (x, a, b) = F'x, ize zadna inna linja ksztattu t(r, A, B) = s
nie przejdzie pomiedzy dwie pierwsze, a zatem, ze taka linja za-
dosy¢ ucayni tylko warunkom stykania sie 1l-go stopnia, a jej
zrownanie, wypadajagc z kombinacji wspomnianych dwdch warun
kéw f(x, a, b) p=Fx i f (x,a, b) = F'x, czyli (poniewaz ogéiny
ksztatt zrownania y = f (x, a, b) moze by¢ y — ax~\~b) z wa-
runkéw

bedgce pod ksztattem
* y= xy' -f bx,

okazujgc, ze y' jest styczng linji, ktora czyni zadosy¢ wa-
runkom stykania sie pierwszego stopnia. Gdybysmy wazieli
fx — f{x, a, b,c) — vy, spostrzeglibySmy, ze tego rodzaju linja
mogtaby zadosy¢ uczyni¢ warunkom stykania sie stopnia 2-goit. p.

Zwazmyz teraz, jak Lagrange wywodzi teoije kwadrowa-
nia linij krzywych. Kazda przestrzen zawarta osig ucinkéw, linjg
krzywa, ktérej zrownanie jest np. y = fx, i jedna jej przystawa,
zawsze moze sie wyrazi¢ przez Fx. Za powigkszeniem sie ucinka
X przyrostkiem i, F (x -(-*) — Fx bedzie przyrostkiem po-
wierzchni, ktéry na kazdg warto$¢ ilosci i zawsze powinien by¢
wiekszym od prostokata wen wpisanego i f X, a mniejszym od
opisanego na nim i f(x -j- i). Ze za$ na kazdg warto$¢ ilosci i
zawsze roznica miedzy tym przyrostkiem a jednym z prostokagtow
musi by¢ mniejszg od réznicy miedzy samemi prostokgtami, wiec
z natury rzeczy wypada gtéwny warunek, ze

if R - i > F (x-j-i) — F(x) —if(x),
i > F'{x — fx) + ~ F"{x -f-}).

Lecz widzimy, ze ten warunek nie zisci sig, dopdki F'x —fx
nie bedzie = 0, gdyz inaczej zawsze i mogliby$my wzigé tak ma-

tem, ze przeciwnie bytoby F'x —fx-j-J F" {x-\-]) > if
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] Jr — g
dosy¢ bytoby wzigé i mniejsze od - —_——t

aby juz nie poprzedni ale ten ostatni warunek byt dopetnionym
Musi wiec by¢ koniecznie F'x — fx = 0 czyli F'x = fx

Z danego zatem zrownania na linje, chcac wynalesé¢ jej
kwadrature, dosy¢ jest wzig¢ funkcje pierwotng funkcji, bedacej
wartoscig przystawy.

W wyprowadzeniu gtownej zasady, na ktlrej sie wspiera za-
stosowanie teorji funkcyj w Mechanice, Lagrange tak rozumuje.
Na jakimkolwiek bgdZz gatunku ruchu zawsze potozenie punktu
w przestrzeni zalezy od wspétuszykowanych X, y, z iod czasu t.
W ruchu wiec prostokre$lnym przestrzen ubiegana x bedzie = ft.

Najprostszy ksztatt tej funkcji jest at, a ze z rdwnania
X — at wnosimy, ze rucn odbywa sie po linji piostej, ze drogi
sg w stosunku prostym czasow, a zatem ze to jest ruch jednostajny,

wspoltczynnik za$§ a — -0; jest jego predkoscia.

Najprostszy ksztatt jaki ft, oproécz at, przybra¢ moze, jest
bP, zréwnanie za§ x — bt'i wskazuje, ze w tym gatunku ruchu
drogi majg sie jak kwadraty z czasow, a zatem ze drogi w daleko
wiekszym powiekszajg sie stosunku anizeli czasy, czyli ze to jest
ruch jednostajnie przys$pieszony, a jego chyzos$cig — sitg jest b.

Kiedy zechcemy S$ledzi¢ dalsze ksztatty funkcji ft, natrafimy
na gatunki ruchu, ktdre sie nigdy w naturze nie jawig, a zatem
ktdre nie moga by¢ przedmiotem naszej uwagi. Jeden jeszcze
nietylko ruch sktadany z dwoéch poprzednich, to jest x = at-\-bt2,
jawia sie nam dosy¢ czesto i jest wypadkiem dwdch ruchow czgst-
kowych jednostajnego at ijednostajnie przy$pieszonego bt2

Z ogblnego wiec wyrazenia x = ft, skoro t powiekszy sie
chwilg 0, otrzymamy na przestrzen ubiezong w chwili 0 wartosé

H O
V'*+ 2f"t+ 2 3frt+

gdzie t czas ubiezony przed chwilg 0 jest uwazanym za ilo$¢ sta-
teczng Ruch, jakim ta przestrzen zostata ubiezong, bedzie ztozonym
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z rozmaitych czastkowych ruchdw, ktorym odpowiadajgce prze-
B
Z.0
coSmy wyzej powiedzieli, okazuje sie, ze pierwszy z tych czgstko-
wych ruchéw jest jednostajnym, a jego chyzosScig jest f t, drugi
jest .jednostajnie przy$pieszonym, a jego przys$pieszajgcg sitg jest
f”t. Reszte ruchéw czastkowych Lagrange usuwa z pod uwagi

usituje dowies¢, ze Kkiedy idzie o oznaczenie ruchu na po-
czatku czasu O ta reszta ruchow czastkowych moze sie wyrzu-
ci¢ z rachunku. (Iﬁla tem wiec koniec wyraziwszy /'((-)-0) przez

0]

4 2 f+ 2 A A wnosi-iz w wyfa-

a
strzenie w czasie: 0 beda: Of t, g) ft, Z tego wiec,

(0]
zip 70 f™ (t-j- k® moga sie zawrzeé wszystkie ruchy czastkowe,

stanowigce roznice miedzy catkowitym ruchem ciata a ruchem
ztozonym z dwoch tylko czastkowych: jednostajnego i jedno-
stajnie przy$pieszonego. Ten za$ wyraz z przyczyny 0 mozemy
zrobi¢ tak matym, jak sami chcemy, wiec i ruch, wyrazony przez

Q
O/D-j- g f" (t)i blizej moze przystagpi¢ do catkowitego ruchu

ciata anizeli jakikolwiek badz inny, ztozony z jednostajnego i jed
nostajnie przyspieszonego. Wyraziwszy bowiem jakikolwiek tego
rodzaju ruch przez aO-f-502 réznica miedzy nim a catkowitym
ruchem bedzie

of{rt- O+ 02(i- 63 " ¥ + X9,

ktéra na pewng warto$¢ ilosci O moze sie stac wiekszg od
7 o (t+ x0), byleby a i b nie byty tem samem co ft, f"t.

Przychodzimy wiec do wniosku, ze 0ft wszystko w sobie za-
wiera, co tylko jest jednostajnego, w catkowitym ruchu za$ 92 't

to wszystko, co w nim jest jednostajnie przyspieszonego, a z kom

J) ‘'hjest wspotczynnikiem nieznanym, zawartym miedzy granicami 0 i 1
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bi nacji rozmaitego natezenia, kierunku i trwania obu tych ruchéw
powstaje tyle odmiennych rodzajow ruchu. W kazdym za$ razie
funkcja pochodna pierwsza funkcji czasu, bedgcej wartoscig prze-
strzeni w zrownaniu ruchu, jest sita ruchu jednostajnego, a za$
funkcja pochodna druga jest sitg ruchu jednostajnie przy$pieszonego.

Z tych to og6lnych wyobrazen, stanowigcych zasade nauk
ruchu Lagrange’a wynikajgdalsze wnioski, prowadzace do roz-
wigzywania rozmaitych zagadnien, do wyprowadzenia dalszych
teoryj w Matematyce.

1 LDszystkie metody redukujg sig do trzech gtdumiejszych.

Rzuciwszy okiein na wytozone tu zasady rozmaitych meto-
dow, spostrzegamy, iz wszystkie, jakkolwiek zrazu okazujg pewng
rozmaito$¢, w istocie zmierzajg do jednakowego celu, do jednako-
wych wypadkéw, i—jak moéwi p. Carnot—wszystkie niczem innem
nie sg tylko metodem wyczerpania, mniej wiecej szcze$liwie pize-
ksztatconym stosownie do potrzeb rachunku, uproszczonym i przy
prowadzonym do pewnego statego algorytmu. We wszystkicli
deje sie widzie¢ ten gtéwny charakter Rachunku wyzszego, ze
w nim funkcje uwazajg sie w swym wzroscie lub ubywaniu. Tako-
wy za$ sposO00 uwazania stad wyptywa, iz dla tatwiejszego wyna-
lezienia szukanych stosunkéw zastanawiamy sie w Rachunku
wyzszym nad funkcjami nie tak, jak sie one nam zwyczajnie jawia,
lecz jakim sposobem te funkcje czestokro¢ zanadto skomplikowane
powstajg z innych prosciejszych, z innych, ktére, uwazane niejako
za elementa, tatwiejszemi sg do rozwazenia.

Z takowego sposobu uwazania wynikajg rozmaite przyrostki:
1) ilosci zmiennych pojedyiAczych z przyczyny, ktérych funkcje
odmieniajg sie; 2) samychze funkcyj. Te przyrostki albo poje-
dynczo uwazane stajg sie przedmiotem Analizy, jak np. w metodzie
Leibniza, Eulera, albo tez ich nieoznaczone wielkosci biorg sie
zawsze wzglednie do innych, a przedmiotem Rachunku sg miedzy
niemi zachodzgce stosunki, jak w metodach Newtona, Lande-
na, Lagrange’a i innych W tych za$ ostatnich albo do wy
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ttumaczenia natury stosunk6w wchodzg wyoDrazenia granic, albo
tez te stosunki ogolnie uwazajg sie pod postacig funkcyj, ktére
pewnym oznaczonym sposobem z danych funkcyj powstajg. Wszyst-
kie wiec metody do trzech gtéwnie zredukowa¢ mozemy, to jest:
1) ilosci infinitezymalnych; 2) granic; 3) funkcyj analitycznych.

2. Uu)agi nad piermszgm.

Zastanawiajgc sie nad pierwszym, uderza nas nadzwyczajna
tatwos¢ i krotkos¢ w najtrudniejszych wywodach, lecz, jakeSmy
mowili, razem jawig sie nam wyobrazenia ilosci nieskofnczonych,
trudne do pojeciaiwprowadzajgce pewng niescisto$¢ do rozumowan.
Sposdb, jaki sie tam zwyczajnie uzywa do wyrzucania tych ilosci
z ostatecznych wypadkow rachunku, wprawia nas w podejrzenie, iz
rachunek nasz me jest doktadnym, tylko przyblizonym do prawdy.

Dwie zatem sg trudnos$ci, ktérebySmy wprzody rozwigzaé
musHi, nizbySmy sie przychylili do metodu nieskofnczonosci:
1) co to sg te ilosci?; 2) czy wtym metodzie rachunek jest doktad
nym, czy tylao przyblizonym do prawdy?

Trudnos$ci te dwojako sie wyjasniajg, albo sposobem Leib-
niza, ktéry tym iloSciom przyznaje pewng niedeterminowang
wartos¢, albo sposobem Eulera, ktory je uwaza za ilosci nikngce.
W obu razach metafizyka metodu nieskorczonosci, o ile mozna,
najdoktadniej zostata wyjasniona przez p. Carnota %

Wedtug niego cata tajemnica Analizy zalezy na schwyceniu
rozmaitego stopnia nieoznacznosci, jaka tylko ilosciom moze by¢
witasciwg. Wszystkie sposoby rachowania rdznig sie tylko miedzy
sobg rozmaitego stopma iloSciami nieoznaczonenn, ktére w nich sg
gtownie na celu. W takowenr to stopniowaniu nastepny moze sie
utozy¢ szereg: liczby mianowane, po nich ogdlne, nastepnie ilosci
algebraiczne stateczne, zmienne, a nakoniec inf.nitezymalne. Pierw-
szym wiec charakterem tych ostatnich ilosci jest wtadciwy im stopien
nieoznaczonos$ci, zasadzajgcy sie na tern, iz im mozemy dowolnie
tak matg warto$¢ nadac, jak sami chcemy, bynajmniej nie majac

') Roflexions sur la métaptiysiguc du calail infiuiteS$imal par 1. Carnot,
(Paris 1813).
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potrzeby razem odmienia¢ wartosci ilosci, miedzy ktéremi zwigzku
szukamy. Lecz lepiej sie natura tych ilosci da poznac i razem wy-
jasnia sie druga trudno$¢, skoro péjdziemy do Zrddia, w ktorem
sie te iloSci tworzg.

Wiemy juz, ze trudno$é, zachodzaca w wynalezieniu pewnego
stosunku miedzy danemi iloSciami, zniewala nas do uzycia pewnych
ilosci, nie nalezacych do zadnej z danych, lecz majacych z niekto-
remi z nich przynajmniej pewien oznaczony zwigzek, a przez to
stuzgcych niejako za posrednictwo miedzy niemi. Tym sposobem
tworzg sie dwa uktady ilosci: jeden stateczny, ztozony z ilosci da-
nych, drugi pomocniczy, do ktoérego wchodzg same tylko pomoc-
nicze ilosci. Ze zblizania do siebie takowych uktadow przychodzi
sie do wynalezienia wyrazen, zawierajacych w sobie zwigzek razem
pomiedzy ilosciami danemi i poinocniczemi, z ktérych to wyra-
zen w kohncu musimy zawsze wyeliminowac iloSci pomocnicze
dla otrzymania tylko zwigzku miedzy samemi danemi iloSciami.
Skoro wiec miedzy takowemi iloSciami pomocniczemi znajdg sie
takie, ktorym mozemy nada¢ warto$¢ mniejszg od jakiejkolwiek
danej ilosci, wowczas wpadniemy na bardzo tatwy spos6b ich
eliminowania i otrzymywania szukanych zwigzkdw, ktory dat po
czatek Analizie iloSci infinitezymalnych.

Ten za$ spos6b eliminowania wyplywa z natury samychze
ilosci nieskonczenie matych. JeslibySmy albowiem w ciggu ra-
chunku napotkali na ilos¢ skonczong dodang do nieskonczenie
matej, wowczas pomnac, ze poniewaz ta ilo$¢ skonczona wraz
z nieskonczenie matg rézni sie od samej tylko ilosci skonczonej
tak matg ilosciag, jak sami chcemy, wnie$¢ bedziemy mogli, ze je-
SlibySmy zamiast ilosci skofAczonej wraz z nieskonczenie matg
wzieli samg tylko skohczong, bigd bysSmy popetnili mniejszy od
jakiejkolwiek mogacej sie pomysleé ilosci. Ze za$ rzeczywiscie
w tem zadnego nie popeinimy bitedu, dowodzi nam zgodnos$¢ wy
padkéw tego metodu z wypadkami najdoktadniejszych metoddw,
powtdre odkryte zrédto, skad pochodzi catkowite zniszczenie cho-
ciazby najmniejszego stad mogacego wynikngé btedu.

Zastanawiajac sie albowiem nad rozwigzywaniem rozmaitych
zagadnien sposobem Leibniza, spostrzegamy, ze wedtug megv
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zawsze zaczynamy w przyieciu pewnego falszywego przypuszcze-
nia, ktore musi za sobg ciggna¢ wnioski mniej lub wiecej niedo-
ktadne. Ze za$ po ostatecznem wykasowaniu ilosci nieskoriczenie
matych wypadki takowych wniosk6éw sg doktadne, musiat biad,
powstajacy z wykasowania tych ilosci, wptyng¢ na zniszczenie
btedu, wynikajgcego z falszywego przypuszczenia, a z wzajemnego
niszczenia sie bledow musiata powstaé prawdziwa doktadnosc
rachunkéw. Jakoz Leibniz zawsze przypuszcza, ze liiije krzywe
sg wielokgtami Z tego przypuszczenia wynika, ze do rachunku
wchodzg ilosci, ktorych wielko$¢ zalezy od wielkosci i wzglednego
potozenia bokéw skradajacych linje krzywa. Mogaz takowe wnioski
w rachunku zachowa¢ prawdziwg doktadnos¢, dopdki nowe jakie$
przypuszczenia nie wptyna na uwazanie linij krzywych nie za wie-
lokaty, ale za linje krzywe witasciwie wziete? Te za$§ przypuszczenia
mogaz byc inne oprécz tych, ktéreby uwazaly boki wielokgtow
albo tez wielkos$ci, od ktorych wielko$¢ tych bokow zalezy, za tak
mate, izby wzglednie do innych skohAczonych wielko$Sci mogty by¢
z rachunku wyrzucone? Widzimy wiec, ze wyrzucenie z ostatecz-
nych wypadkdw rachunku iloSci nieskonczenie matych nie tylko
ze nie narusza doktadnosci rachunku, ale nadto koniecznie i nieod-
bicie jest potrzebnem do jej zachowania. Cata za$ tak nazwana me
tafizyka metodu infinitezymalnego zasadza si¢ na wzajemnem
niszczeniu sie btedow. , S L
To jeszcze spostrzegamy, ze,czy my z Leibnizem uwazac
bedziemy ilosci nieskoniczenie maie za rzeczywiste ilosci, czy
z Eulerem za zera, wszystko to na j idno wyjdzie, z tg tylko cliyoa
réznica, ze w pierwszym razie wyrzucimy je wprost dlatego, ze
one nam doktadnos$¢ rachunku psujg, ze one rzeczyw.scie w naturze
wielkoSci, do ktérych sie odnoszg, bytu mie¢ nie powinny; w dru
gim za$ razie, ze kiedy my od uwazania wielokatéw przychodzimy
do uwazania linij krzywych i do nich chcemy ostateczne wypadki
rachunku stosowaé, musimy boki wielokatéw uwaza¢ mejako za
punkta, a zatem ilosci, ktérych wartos¢ zalezy od wielkosci tychze
bok6éw, musimy uwazac za zera. W obu za$ razach prawdziwa metafi-
zyka metodu zarowno doktadnie moze by¢ wyjasniona. Lecz Carnot
przyznaje pierwszenstwo pierwszemu sposobowi uwazania, ktadac
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za gtdwng temu przyczyne, iz wyobraznia nasza bardziej sie prze-
chyla do metodu, ktérego przedmiotem sg ilosci rzeczywiste, niz
do wielkosci, ktory je uwaza za zera.

Ten jednak powod, ktory zniewolit p. Carnot do przyznania
wyzszosci sposobowi uwazania Leibniza, nie zupetnie, zdaje mi
sie, jest dostatecznym. Tym sposobem albowiem, robigc ulge na-
szej imaginacp, mozemy wpas$¢ w dalsze nieprzyzwoitosci, z kt6-
ryehby inne zarzuty przeciwko temu metodowi tatwo powstaty.
Moglibyémy albowiem sad7'¢, ze warto$¢, jaka im sie nadaje we
wspoétczynniku rézniczkowym, wynika ze stosunku, zachodzgcego
miedzy ich rzeczywistemi wielko$ciami, w czemby$Smy widoczny
btad popetnili. Oprécz tego, jakkolwiek te ilosci uwaza¢ bedziemy,
zawsze w Analizie, w wyrazemach analitycznych musimy je uwa-
za¢ za zera, gdyz z niemi tak jau z zerami postepujemy. Pozostaje
wiec nam jeszcze wyjasni¢ dwie rzeczy: 1) jak jedne ite same
iloSci laz mogg sie uwaza¢ za prawdziwe zeia, drugi raz za iloSci
rzeczywiste, na czem teorja rozmaitego porzadku ilosci nieskon-
czonych zasadza sie; 2) nature warto$ci, ktdre sie rozniczkom
we wspotczynnikach tézmczkowych czyli w granicach stosunku
miedzy przyrostkami przyznajg. Te dwie trudnos$ci nie sg, zdaje mi
sig, przez p. Carnot wyjasnione. Przystagpmy wiec tymczasem do
rozwazania dwéch innych gtéwnych metodow-

3. Lliudgi nad drugim i porbumanie go 7, poprzednim.

W metodzie granic gtdwnym przedmiotem rachunku sg uktady
ilosci danycn, uwazane za granice, do ktdérych sie ukiady pomoc-
nicze zblizaja o ilosci nieskorficzenie mate. Jednakze poniewaz,
jak sam dJAlembert twierdzi, wtasc wy metod granic zalezy
zawsze na wynalezieniu dwdch granic jednej i tej samej ilosci
i na zrdwnaniu z sobg tychze granic, wiec do pojecia, na czem za-
sadza sie doktadnos$é tego metodu. musimy sie dobrze przekonaé,
ze dwie granice jednej ilosSci sg sobie rowne. Do przekonania sie
za$ o rzeczywistosci tego twierdzenia musimy przypuscié, ze ilos¢
nieskonczenie mata nie moze ani powiekszy¢ ani zmnirjszyc¢ ilosci
skonczonej Albowiem jak kazda z granic rézni sie od ilosci ktora
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sie do niej zbliza, nieskonczenie matg iloscig, tak tez i same gra-
nice miedzy sobg mogga sie rézni¢ iloscig nieskonczona.
Doktadno$¢ zatem zasady tego metodu bedzie sie zasadzaé
na metafizyce metodu nieskonczonos$ci. Prawdziwa za$ roznica
miedzy dwoma temi metodami zapewne nie inna bedzie, tylko ze
w ostatnim same jedynie granice, w ktérych sie zawiera zawsze
zwigzek ilosci danych, sg przedmiotem szczeg6lnej uwagi rachun
ku; w poprzednim za$, oprécz nich, wchodzg jeszcze do rozumo-
wania zwigzki miedzy iloSciami pomocniczemi, jako tez rdznice
miedzy niemi iich granicami. W ostatnim w'ec inny jeszcze rodzaj
ilosci wchodzi do rachunku, a tym sposobem nadaje sie metodowi
wiekszg rozmaito$¢ w wyrazeniach i przeksztatceniach algebraicz-
nych. Widocznie sieto okazuje, gdy idziemy do zastosowan Rachun-
ku wyzszego do Geometrji i Mechaniki. Ta krotkos¢ itatwos¢ wy-
wodow, do ktorych sie metod Leibniza stosuje, jest powodem,
ze po najwiekszej czeSci metod ten wzastosowaniach Rachunku jest
prawie powszechnie uzytym. Sama nawet uwaga, ze wyobrazenie
granicy nie jest pewniejszem od wyobrazenia ilosci nieskonczenie
matych, ze metafizyka metodu granic wspiera sie na doktadnosci
metodu infinitezymalnego, moze nas doprowadzié¢ do wniosku, ze do
zupetnego wyttumaczenia zasad Rachunku wyzszego, aby sie w nim
zblizy¢ do naiwiekszej, jaka by¢ moze, oczywistosci, raczej teorji
Leibniza, niz teorji gianic, chwyci¢ sie nam wypadnie.

4. llufagi nad trzecim i porbumanie go z poprzednim.

Pozostaje nam jeszcze do uwazania jeden spos6b tltumacze-
nia zasad Rachunku wyzszego, w ktorym zamiast wyobrazenia
granic uzyte sg og6lne wyobrazenia funkcyj pochodnych, w ktérym,
jakeSmy widzieli, tak wielka oryginalno$¢, prostota i prawdziwie
matematyczna $cisto$¢ zawiera sie. Poroéwnywajac go z poprzed-
nim, zastanawij naskéznica, ktora sie tak w rozmaitego rodzaju
wywodach daje spostrzega¢- W wyktadzie mianowicie samej teorji
nie widzimy nawet pozoru, z ktéregobySmy sie mogli domyslac,
ze do doktadnego wyttumaczenia zasad Rachunku potrzebnem jest
uzycie ilosci nieskonczenie matych; wszedzie daje sie widziec
charakter witasciwy czystej Analizie algebraicznej.
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j Lecz szukajac przyczyny takowej wyzszos$ci, takowej réznicy
miedzy metodami, znajdziemy ja, zdaje n :sie, w dwojakim spo-
sobie uwazania gtéwnych warunkdéw, jakim metod uzyty do wy-
ktadu Rachunku wyzszego ma zadosy¢ uczynic.

Lagrange, zwazajac, iz cala teorja zastosowania Rachunku
wyzszego zalezy tylko od wynalezienia wartosci lub znaku pierw-
szego terminu rozwinienia przyrostku funkcji, wnosi, iz do wy-
wiedzenia teorji i zastosowan Rachunku wyzszego niepotrzebnym
jest rozbidér natury tych pierwszych termindéw, zastanawianie sie
nad niemi osobno, niezaleznie od zrddta, z ktérego powstaja, lecz
tylko rozbidér natury szeregéw, prowadzacych do wywiedzenia war-
tosci wspomnianych terminéw z kazdej danej funkcji. Te wiec
pierwsze terminy sg u niego wyrazeniami algebraicznemu, sposoby
na ich wyprowadzenie wziete sg z Algebry, icaly rachunek ma
posta¢ algebraiczng.

Leibniz za$ iinni te sama rzecz inaczej uwazali. U nich,
poniewaz cata teorja i jej zastosowania zalezg od pierwszego ter-
minu rozwinienia, wiec dla poznania istoty Rachunku nalezy do-
ktadnie zwazy¢ nature tych ilosci, niezalezne od rozwinien, z ktérych
w Analizie powstajg. Nalezy je rozwazy¢ w samych sobie, tak jak
one bezposrednio z natury geometrycznych wielko$Sci wynikaja,
i z poznania tym sposobem ich witasnoSci wyprowadzi¢ calg teorje
i zastosowania Rachunku.

U Lagra nge'a wiec ogolny ksztatt rozwinienia funkcji, be-
dac zasadg Rachunku, jest razem Zrodtem, z ktorego te gtdwne ter-
miny wynikajg, a zatem,wedtug niego, w rozwigzywaniu pytan mu-
simy przechodzi wprzédy do szeregow, a od szeregdw do uzycia
samych funkcyj pochodnych. U Leibniza za$ i innych wartosé
i uzycie tych terminéw wynika bezpos$rednio z rozbioru warunkéw
pytan, z rozwazania zwigzkéw miedzy wielko$ciami. W obu wiec
razach tez same ilosci muszg sie pod zupetnie roéznemi ukazywac
postaciami, lecz w drugim razie musi by¢ daleko szczeg6towiej
wskazang droga, jaka przychodzimy do ich wynalezienia, i oprocz
tego rozmaite witasnosci, z ktdrych wprost przychodzimy do spe-
sobOw rozwigzywania wielu zagadnien.
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Z tak odmiennych sposob6w uwazania wynika, ze tego
ostatn.ego rodzaju metody muszg byc¢ tatwiejsze w zastosowaniach
i lepiej dajgce pozna¢ metafizyke Rachunku, w metodzie za$
Lagrange’n sposoby prawdziwie algebraiczne muszg wskazywac
w wyklad/ie wyzszo$¢ nad pierwszemi, skoro dawaé¢ bedziemy
wzglad na doktadno$¢ wyrazen, ogdlnosc i prostote Lecz za nadto
0og6lne uwazanie wspomnianych terminéw rozwinienia musi za
sobg ciggng¢ niektdre nieprzyzwoitosci, ktéreby wptywaty na roz-
maitos¢é sposobow i tatwosé ich stosowania.

5. Flieprzyzuioitosci metodu bagrange’a.

Jakoz to mogto byé naprzéd gtéwng przyczyng wprowadze-
nia tak nieprzyzwoitego algorytmu, ktéry z dwdch miar ustgpié
musi znakowaniu Leibniza: 1) zalezac na liczbie i potozeniu
kresek, jest zanadto zawitym, niewygodnym w uzyciu i prawie nie-
wystarczajgcym wowczas, kiedy idzie o wynalezienie funkcyj po-
chodnych co do wielu iloSci zmiennych; 2) ze algorytm Leibniza
nietylko Zzrodto, skad powstajg, lecz nawet sposéb, jakim sie two-
rzg stosunki miedzy rézniczkaur, wskazac¢ jest zdolnym, czego
w znakowaniu Lagrange’a braknie. Nadto wprowadzenie znaku
catkowania u Leibniza znacznie przyczynia sie do doskonatosci
tego jezyka, ktéory w swych wyrazeniach zawsze jak najwiece
musi oznaczy¢ wzgledow.

Oprocz za$ znakowania, dalsze mniej widoczne nieprzyzwoi-
tosci dajg sie spostrzega¢ wolwczas, kiedy idziemy do rozbioru
gtéwnych zastosowarn Rachunku wyzszego.

Tam gtdwng zasadg wszystkich wywoddw jest twierdzenie, ze
w rozwinienia kazdy wyraz moze sie sta¢ z przyczyny nieoznaczo-
nego przyrostku ilosci zmiennej wiekszym od sumy wszystkich po
nim nastepujacych wyrazéw. Twierdzenie to, mogace sie doktadnie
dowie$s¢, moze by¢ uwazaneni za prawdziwie doktadng zasade
wowczas, kiedy w rachunku stuzy tylko do okazania, ze wartosc
i znak szeregu gtéwnie zalezy od jego poprzednich wyrazéw, jak
tego mamy przyktady w teorji najwiekszych i najmniejszych war-
tosci, w teorji stykan sie i t. d. Lecz kiedy naprzyklad wybierzemy
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wywoOd Lagra nge a na okazanie, czem sg w Mechanice funkcje
pochodne 1-go i 2-go porzadku, spostrzezemy juz wielkg nieSci-
stos$¢ i niedoktadno$¢ rozumowania. Nie przestaje albowiem La-
grange na dowiedzeniu, ze w szeregu

*f't+ 2 m

suma dwéch poprzednich wyrazéw moze by¢ wiekszg od trzeciego
t. j. sumy dalszych wyrazéw rozwinienia, lecz dalej posuwajac

swoje rozumowania, wnosi, ze wyraz ;‘ Qf"1{t-\ 0 moze sie
0

wyrzuci¢ z rachunku. Wyraznie wiec tu Lagrange wpada na
konieczno$¢ uzycia wyobrazen wiasciwych metodowi Leibniza,
co sie lepiej jeszcze daje widzie¢ w miejscu przytoczonem przez
p. Carnot z Mechaniki analitycznej Lagrange’a w ktdrem
sie wywodzi zasada chyzosci wirtualnych.

6. Zaradzenie tym nieprzyzmoitosciom.

W rzeczy samej takowe nieprzyzwoito$ci znacznie wptywac
mogg na prostote i doktadnos¢ wyrazen w zastosowaniach mia-
nowicie Rachunku; wyktad albowiem samej teorji zawsze wska-
zuje pewng wyzszo$¢ nad wszystkiemi dotagd znajomemi metodami.
Zroditem za$ takowych nieprzyzwoitoéci nic innego, zdaje mi sie,
jest tylko, ze Lagrange, dajgc wzglad na same wartosci funkcyj
pochodnych, wszystko odrzuca, coby szczegbétowiej nieco wyjasnito
icli nature i spos6b, jakim sie one bezposrednio w naturze samych-
ze geometrycznych figur tworzg. GdybysSmy wiec jak najprostszg
drogg mogli zaradzi¢ tej nieprzyzwoito$ci metodu, wpadi.bySmy
zapewne najprzéd na daleko wiasciwsze znakowanie; powtore mysl
nasza, wzbogacona daleko wiekszg rozmaitoscig wyrazen isposobow
dochodzenia prawdy, bytaby zdolniejszg i obfitszg w zastosowania.

Zdaje sie wiec wnosi¢ wypada, ze chociaz czysty metod fun-
kcyj niezupetnie nas zadowalnia, jednakze wsparty innym metodem,
ktoryby najprosciej doprowadzit do wskazania przyzwoitego algo-

) Carnot, Reflexions etc. Cliap. Ul, p. 212.
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rytmu i utatwienia zastosowan, madgtby zadosy¢ uczyni¢ warunkom
najdoskonalszego metodu. Z tego zas. coSmy dotad powiedzieli,
wnosimy, iz tym pomocniczym metodem chyba jeden infinitezy-
malny by¢ moze.

Lecz poniewaz, jakeSmy mowili w wyktadzie samej teorji,
samego tylko znakowania brakuje, a prawdziwa potrzeba pomocy
innego metodu zaledwo w zastosowaniach czué sie daje, wec sko-
robySmy pewnym algebraicznym sposobem mogli w teorji funkcyj
zaprowadzi¢ algorytm Leibniza, jej wykiad bytby juz uzupet
nionym. Ten za$ algorytm zapewne nie skadingd moze by¢ wypro-
wadzonym, tylko z tej gtdwnej zasady, z ktérej sie cata teorja
wywodzi, t. j. z szeregu

f(x + )= fx+ if'x |-~ ~f"x+ y-*-3f>"-f 7
Szereg ten albowiem maégiby sie przeksztatci¢ nastepnie:

f x= g ~ fx it fm

skad tatwo wnie$¢ mozemy, ze, poniewaz w f’x ni° zawera sie
ilos¢ niedAerminowana i, wiec i w wartoéci na f'x, tojest wdrugiej
stronie réwnania, ilo$¢ ta miejsca mie¢ nie moze, a zatem wszystkie

wyrazy mnozone prz”z i musza zaraz by¢é réwne zeru, a warto$¢
| f

f'x musi zaleze¢ od wartosci tylko utamka ‘ ;inaczej
albowiem ilo$¢ oznaczona, majgca pewng swa wartos¢ dangz natury
funkcji fx, bytaby wyrazona przez ilo§¢ nieoznaczona, ktéra
sie moze sta¢ lub matg, jak sami chcemy. tatwo za$ juz stosunek

— fx . . differentiale fonction fx
1—i4 ------ — datby sie wyrazie przez— ditferentiale x —

d T cIMCT .
= dg 0 stad f" x przez S 27" nastepnie.

Tym wiec lub temu podobnym sposobem wyprowadziwszy
uzycie algorytmu Leibniza, cigglebySmy postepowali droga,
jakg nam Lagrange wskazat. PoszlibySmy tym razem w czeSci
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za p Lacroix, w czesci za p. Garnier, ktéry sie wiernym ko-
mentatorem dziet Lagrange’a nazwac¢ moze r).

Zgtebiwszy juz w takowym wykitadzie prawdziwg istote teorji
Rachunku wyzszego, nim pdjdziemy do zastosowan tego Rachunku,
musimy wprzddy poznac¢ doktadnie metod nieskonczonos$ci, czem
sg w niem funkcje pochodne, co znaczg tak nazwane rézniczki,
i jak sie tego rodzaju ilosci bezposrednio w rozhiorze rozmaitego
rodzaju wielkosci dajg spostrzega¢. W dalszym wiec ciggu nauki
kazdy wywod Lagrange’a musi by¢ wyjasniony metodem Leib-
niza, w kazdym punkcie musimy sie spotykac¢ z teorjg nieskon-
czonosci, ktora nam wskaze prawdziwg metafizyke Rachunku
wyzszego, wzbogaci nas wielkg rozmaitoscig sposobow . ulatwi
nam zastosowania tejze Analizy.®

?. Uzupetnienie metodu nieskorczonosci-

Jednakze widzieliSmy, ze metod ilosci nieskonczonych, aby
nas doprowadzit do najwiekszej, jaka by¢é moze, oczywistosci, po-
trzebuje jeszcze wyjasnienia dwoch gtéwnych trudnos$ci: mianowicie
jak ilosci uwazane wzglednie do innych moga sie bia¢ raz za
rzeczywiste ilosci, diugi raz za prawdziwe zera. W czes$ci przynaj-
mniej mogtaby, zdaje mi sie, w tern dopoméc teorja p Fischera,
$ciggajaca sie gtéwnie do wskazania, czem sg w Geometrji rézniczki
i jak sie one tworzg w rozmaitego rodzaju geometrycznych figurach?2).

Przychodzimy do wyprowadzenia tej teorji, odbywajgc na
samychze wielkoSciach dziatania, jakie odbywamy z wyrazeniami
algebraicznemu, kiedy nam chodzi o wynalezienie rézniczek. Tak
np. chcac wynale$¢ rézniczke bryty o trzech wymiarach ab — x,
ad—vy, aA — z, powiekszyé nam wypada wymiary ab, ad, aA
jako ilosci odmienne, nieoznaczonemi przyrostkami bli, dk, Al
i od tak powiekszonej bryty Bk odja¢ poprzednig Ac. Otrzymamy
woéwczas sume trzech brytek Ob-fN/cf 0l Pozostaje nam
nakoniec przyrostki zamieni¢ na ilosci nieskonczenie, mate czyli

"y J. E. Garnier Leeons du calcul différentiel, Paris 1814.
) Untersuchung tiber den eigentlichen Sinn der bdéheren Analysis von
E. G. Fischer, Berlin 1808.
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na takie, ktére wzglednie uwazane do iloSci skonczonych x, vy, z
moga sie bra¢ za zera. Powinnismy wiec w kazdej z tych brytek
jeden ze trzech wymiaréw tak matym uczyni¢, aby, wzglednA do
dwéch drugich, byt Scisle mdwigc, zerem, a zatem przyprowadzic
go do wielkoSci punktu. W takim za$

razie suma trzech brylek zamieni sie "

na sume trzech powierzchni Bc-\-Dc-\-
DB, z ktorych kazda jest rozmnozona
przez trzeci wymiar, wziety w ostatecz-
nym Kkresie swego niknienia, i takowe
to powierzchnie ze wzgledu na punkt
stateczny a mogg sie nazwaé kranco-
wemi granicami (Endgranze) X brytly.
Jezeli réznicujgc analityczne wyrazenia
bryry xyz, wpadamy na roézniczke xydz -j-xzdy -j- zydx,
ztozong z trzech takich wyrazéw, z ktérych kazdy moze uwazaé sie
za powierzchnie mnozong przez trzeci wymiar, zamieniony na ilo$¢
nieskonczenie matg. Mozemy wiec powiedzie¢ z dokladnos$cia, ze

Rys. 2.

d.AG = Cd |- Bc -j- GA = xydz -f- .czety -\-zydx.

Podobniez Fischer przychodzi do wniosku, ze rézniczka powierzch-
ni jest linja, ktora wzglednie do punktu lub linji, skad powierzchnia
bieg swo0j zaczyna, moze sie nazwac¢ koricowg granicg powierzchni.
Nakoniec rézniczka linji jest ostatni punkt Z bedacy granica jej
biegu. Stad wnosi, ze rdzniczkg kazdej geometrycznej figury jest
jej koncowa granica w Analizie wyrazone pod ksztattem funkcji
o tyluz wymiarach co i sama pierwotna funkcja z tg réznicg, ze
w pochodnej jeden z wymiarOw jest iloscig nieskonczenie mata,
a zatem uwazany wzglednie do innych wymiaréw jest zerem.
Majgc zatem wynaie$¢ rdzniczke piramidy czworo$ciennej
Scietej A CD E B J K Ls\ gdzie podstawa A E = b, wysoko$¢
AM = a sg iloSciami statecznemi, a za$ wysokosc AB — X jest

i) Wyraz granica nie bierze sie bynajmniej tu w znaczeniu takiem,
w jakiem go uzywa d’Alembert, lecz tylko oznacza powierzchnig, linje lub
punkt, jakiemi wielko$ci sg ograniczone.
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zmienna, mozemy naprzdd szuka¢ koncowej granicy, ktorg w tym
razie bedzie powierzchnia BK, a wynalaziszy jej analityczne
wyrazenie z proporcji

a2: (a—x)2= b: BK, liK= "~ 7" Db,

okaza¢ je pod ksztattemwyrazenia na bryle, majacg zajeden wy-
miar ilo$¢ nieskofnczenie matg. Takowym u nas wymiarem bedzie
przyrostek wysoko$ci zmiennej X,

As t. j, dx, przez ktéry rozmnozona

r_,
koncowa bryly granica — — -2 - b
ma by¢é rozniczka piramidy Scietej.
Jakoz rézniczkujgc wprost analitycz-
ne wyrazenie piramidy czworoscien-
j j(a__x)3
@2

0

]
nej Scietej rowne . aft*—
wpadniemy na zupeinie toz samo
c
wyrazenie rézniczki t.j. _aZ - bdA

W takowej to teorji koncowych
granic Fischer wskazuje, jak ilosci
nieskofAczenie mate, wzglednie do
innych nizszego porzadku, bez na-

ruszenia doktadnosci, mogg sie bra¢ za prawdziwe zera, te za$ same
ilosci, uwazane wzglednie do innych porzagdku wyzszego, uwazajg
sie za ilosci skonczone.

Lecz po wytozeniu tych uwag trzeba byto jeszcze trudniejsze
rozwigza¢ pytania, to jest wyjasni¢ nature wartosci, ktére nadajemy
rézniczkom, uwazanym wzglednie do innych rézniczek, a stad wyjas-
ni¢ sposdb tworzenia sie rézniczek wyzszych porzagdkéw. Tu powin-
nismy zrobié¢ niejaki wybdér miedzy myslami Fischera, odrzucic
zanadto metatizyczne isubtelne rozumowania, a przyjag¢ same tylko
uwagi, wyciagniete z natury wspotczynnikéw rézniczkowych

Jakkolwiek jednakze w tym razie postepowaé bedziemy,
zawsze na wielkie wpadniemy trudnosci, ktére dotad, zdaje mi sie,
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niezupetnie sg jeszcze pokonane. Zawsze bedziemy musieli roz-
rézni¢ dwa wzgledy, pod kioremi sie rozniczki w Rachunku uwa-
zajg, raz kiedy sie one odnoszg do ilosci skonczonych, z ktoérych
powstaty, drugi raz, kiedy dajemy wzglad na stosunek, miedzy
niemi samemi zachodzacy. Pod pierwszym uwazane wzgledem sg
zawsze zerami, pod drugim za$ mogg przybiera¢ pewne oznaczone
wartosci. Lecz te wartosci bynajmniej nie wynikajg ze stosunku,
zachodzgcego miedzy rozciggtoSciami rdzniczek; zwazajagc bowiem
na ich nature, spostrzegamy, ze one wynikajg ze sposoDU, jakim
sie z ilosci skonczonych tworzg, ze stosunku, zachodzgcego miedzy
pewnemi ilosciami skofAczonemi wowczas, kiedy sie te ilosci za-
mienig na nieskonczenie male. | tak np. niech bedzie linja krzywa
AC, ktérej zrownanie y = Fx. Powiekszywszy ucinek x przy-
rostkiem jakimkolwiek Aa;, bedziemy mieli

Gy = Bb = Aa;, a zwigzek miedzy przyrost-

kiem Ate i wynikajagcym stad przyrostkiem

przystawy Ay bedzie \y = f (x-j- Ax) —fx.

Wyciagniety stad stosunek Al bedzie sie —

zmienial z odmiang \x, lecz zawsze bedzie Rys. 4

mial pewng warto$¢, chociazby przyrostek

Ax stat sie odjemnym, a zatem kiedy ten pizyrostek stanie sie

punkta B = dx, C— dy, uwazane wzglednie co do swej

rozciaggtosci, réznig sie tylko miedzy sobg miejscem potozenia, lecz
uwazane wiasciwie jako rézniczki, jako powstajace z dwéch od-
miennej wielkosci linji Ge, Bb, ze stosunku zachodzacego miedzy
niemi wowczas, kiedy te linje przychodzg do wielko$ci punktéw,
takowe punkta przybierajg wartosci wynikaigce ze stosunku,
w jaknn sie linje Ge, Bb, zmniejszaty,—czyli przyznajemy im
takie wartosci dla wskazania, izte punkta powstaty tym a nie innym
sposobem, z takich a nie innych wielkosci. Poniewaz za$ tak wy-
naleziony stosunek miedzy warto$ciami ilosci dx, dy mozemy
wzigé za stosunek miedzy wspdluszykowanemi innej linji, z ktéra
podobniez postepujac jak z poprzednig, mozemy przyj$¢ do rézni-
czek ilosci dx, dy, wiec te rozniczki wzigé nastepnie za wspot-
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uczykowane trzeciej i t. d. wiec teorja Fischera moze nas ra-
zem doprowadzi¢ i do wyobrazenia rézniczek wyzszych porzadkOw
tak zupetnie, jak przychodzimy do wyobrazenia rozniczki porzadku
pierwszego.

Trudno$ci w pojeciu doktadnego wyobrazenia o takowych
wartosciach rézniczek zmniejsza sie nieco przez rozbior niektérych
przyktadow, przytoczonych przez Fischera, iprzez podang teo
rje na wykreslanie rézniczek rozmaitego rodzaju figur prostokresl-
nych. Zastanawiajac sie jednakze nad ostatecznemi wnioskami,
do jakich nas najscislejszy rozbior metafizyki Rachunku wyzszego
doprowadzi¢ moze, zawsze sie przekonamy, ze wiele jeszcze po-
zostanie nam rzeczy, ktérym na dostatecznej oczywistosci brakuje,
wiele jeszcze wyobrazen trudnych do pojecia, wiele wypadkéw
trudnych do wytlumaczenia. Samo wyobrazenie ro6zniczki, wyo-
brazenie wartosci, jaka sie jej nadaje we wspoOtczynniku réznicz-
kowym, samo to wzajemne niszczenie sie bteddw, ktdre jest zasada
catej metafizyki metodu nieskonczonosci, mozez by¢ jasno i do-
ktadnie pojete? Lecz na podobne tym enigmata nie trafiamyz
w catej Analizie? W samej np. Algebrze trafiamy na wyrazenia
odjemne, urojone, niewymierne, ktore zarowno trudne do pojecia,
lecz ktdre zdajg sie by¢ charakterystyczng cechg Analizy i stanowi¢
jej wyzszo$¢ nad Syntezg, ktore jej dostarczajg tyle doktadnych
i prawdziwie sztucznych sposobow rachowania &).

8. Wnioski ostateczne.

Z tych wiec wszystkich uwag, majagc wzglad na prostote,
a przy rownych trudnosciach na jasno$¢ tak rozmaitych metodow,
nadto na ich dostateczno$¢ w wyttumaczeniu prawdziwej metafi-
zyki Rachunku i wskazanie jej istoty, do nastepnych przychodze
wnioskow.

1. W wyktadzie teorji Rachunku metod Lagrangea,
prawdziwie analityczny, uczacy doktadnie rozumowac i prawdziwg
istote Rachunku dajagcy poznaé, najlepiej odpowiada swemu
przeznaczeniu.

% Carnot, R¢(lexion8 ctc. chap. I, p. 28.
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(Af) Jak dotad ttumaczorio zasady Rachunku rézniczkowego i t. d. 4?

2. Kiedy juz idziemy do zastosowan Rachunku, Kkiedy na

idzie o tatwos¢, krotkos¢ sposobow ipoznanie doktadniejsze i bar-
dziej szczegdtowe natury wspdiczynnikow rézniczkowych, o zgte-
bienie metafizyki Rachunku, musimy metod Lagrange’a we-
sprzec teorjg nieskonczonosci l.e.ibniza.

,3. Nie mozemy jeszcze przyjs¢ do zupeinej oczywistosci
w rozbiorze metafizyki Rachunku r6zn'czkowego itylko sie w nie-
ktérych razach do niej zblizamy: a) wykonywajac na geometrycz-
nych figurach, jako wielkoSciach mogacych sie jedynie bezposrednio
rozwazaé, takie dziatania, jakie odbywamy na ich algebraicznych
wyrazeniach w Rachunku rézniczkowym; b) wzbogacajagc mysl
naszg wywodzeniem jednych i tychze samych prawd rozmaitemi
dotgd znajomemi metodami, ktoére jako coraz odmienne wzgledy,
pod ktoéremi sie zawsze rzecz jedna uwaza, znacznie wptyngé
moga na wyjasnienie zasad Rachunku, na zmniejszenie trudnosci,
dajacych sie w ich zgtebieniu napotykac.












