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V;hon seit längerer Zeit ward der Mangel eines Lehrbuches 
der sphärischen Astronomie, wie der Stand der neueren W is
senschaft es verlangt, schmerzlich empfunden. Die Instru
mente, die Art sie zu behandeln, die Probleme, die man 
sich stellt, die Methoden, nach welchen man sie zu lösen 
sich bestrebt, sind sämmtlich von denen der früheren Zeit 
so gänzlich verscln 2den, dafs man das für seine Zeit und 
für die Geschichte der Astronomie hochwichtige vortreffliche 
Lehrbuch der Astronomie von Lalande nicht mehr für ein 
Lehrbuch unserer Zeit ansehen kann, und die neuerdings er
schienenen Lehrbücher von Piazzi, Santini, Bohnenberger, 
Littrow und Ändern mehr, so vorzüglich sie, von dem Stand
punkte, auf den ihre Verfasser s;ch stellten, aus betrachtet, 
auch sein mögen, geben doch theils für den Zweck der sphä
rischen Astronomie zu viel, indem sie die ganze Astronomie 
umfassen, theils zu wenig, indem sie gerade da, wo beson
ders der, welcher auf das Selbststudium angewiesen ist, eine 
Aufklärung wünscht, oder die Mittel kennen lernen will, wie 
man etwas gefunden, nur historisch oder auf erzählende Weise 
das Resultat anführen. Anfserdem sind, wenngleich Bohnen- 
berger’s Astronomie für seine Zeit musterhaft in der Angabe 
der genauesten Zahlenbestimmungen ist, so viele neue Be
stimm iiiigcg in unserer Zeit gemacht worden, dafs man fast
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bei allen Werken, welche diesen Gegenstand behandeln, Den 
welcher sie benutzen will, darauf aufmerksam zu machen ge- 
nöthigt ist, dafs er für den wirklichen Gebrauch nach den 
neuesten Angaben sich jedesmal umsehen müsse. Unsere 
neuere sphärische Astronomie war bisher im Grunde nur aus 
dem Studium der Zeitschriften, von der monatlichen Corre- 
spondenz an bis zu den astronomischen Nachrichten, und aus 
den Einleitungen zu den Beobachtungswerken, besonders den 
Königsbergern, zu erlernen, und wenn auch Der, welcher die 
schöne Blüthenzeit der Astronomie seit dem Beginne dieses 
Jahrhunderts wenigstens zum gröfseren Theile mit durch ge
lebt hatte, wufste, wo er über die einzelnen Abschnitte etwas 
finden werde, so ward doch eben deshalb dem neu Eintre
tenden der Zugang sehr erschwert.

Das Bedürfmfs eines astronomischen Lehrbuchs bildete 
fast immer, seit ich das Glück hatte mit Bessel persönlich 
bekannt zu werden, den Gegenstand unseres Gespräches, und 
sehr dringend bat ich ihn zu wiederholten Malen, er möge 
die Lücke ausfüllen. Wenngleich er früher wenigstens es 
nicht ganz ablehnte, so war doch später, bei den überhäuften 
Arbeiten, durch welche er alle1 Theile der Astronomie so un
endlich bereichert hat, an die Ausführung nicht zu denken, 
und in der That würde Bessel, wenn er es sich vorgesetzt 
hätte, gewifs ein Werk für unsere Zeit, wie das Lalandesche 
für das vorige Jahrhundert, an Vollständigkeit und Gründ
lichkeit mit der ihm eigenen Eleganz geliefert haben, aber 
fast glaube ich, dafs er das Bedürfnifs der Lernenden, die 
sich den Eintritt in die Wissenschaft erst Erwerben wollen, 
und daher die einzelnen Untersuchungen nur bis zu einem 
gewissen Grade der Erschöpfung des Gegenstandes fortge
führt zu sehen wünschen, nicht so vollständig befriedigt haben 
würde, als sie erwartet hätten. Er würde dmen zu viel geboten 
haben. Für ein Lehrbuch in diesem Sinne eignet sich als
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Verfasser weit mehr ein jüngerer Mann, dem es noch vor
schwebt, welche Hülfsmittel zu entbehren ihm am Schmerz
lichsten war, und der sich auf das beschränkt, was ihm als 
das dem Standpunkte der Eintretenden in die Wissenschaft 
Angemessenste, noch in lebhafter Erinnerung ist.

Am Schmerzlichsten mufste Der den Mangel eines Lehr
buches empfinden, der, wie ich seit länger als zwanzig Jahren 
es mir zur Pflicht gemacht hatte, jährlich in einem Semester 
Vorlesungen über sphärische Astronomie hielt, nicht in der 
Absicht, die W ’ssenschaft in gröfseren Kreisen zu verbrei
ten, sondern mit dem Wunsche, nach und nach einige jün
gere Kräfte ihr zu gewinnen, welche mcht blofs die äufsere 
Annehmlichkeit der Bekanntschaft mit den Himmelsersche’ - 
nungen durch Benutzung der gröfseren Instrumente zu ge- 
niefsen hofften, als vielmehr auch mit den eigentlichen Ar
beiten sich bekannt zu machen und daran Theil zu nehmen, 
Neigung hätten; Arbeiten, welche diese Wissenschaft ver
möge ihrer Verbindung der Praxis mit der Theorie mehr 
wie manche andere auszrführen genöthigt ist, wenn i ;e den 
eingenommenen Standpunkt behaupten will. Bei der Kürze 
eines Semesters, bei der häufig nicht grofsen Vorbereitung 
in den Hülfswissenschaften, bei der Unbekanntschaft mit den 
Instrumenten und ihrem Gebrauch, bei der kaum zu vermei
denden Unsicherheit von meiner Seite, welche der vielen 
verschiedenen Theile dem kleinen Kreise geiade am meisten 
Interesse einflöfsen würde, war es immer unmöglich, auch 
nur einige \ ollständigkeit zu er; .eien, und indem ich in dem 
einen Semester bald das Fernrohr, bald die Correctionen der 
Refracdon, Aberration und Parallaxe, bald die Beobachtungen 
an den Mer'dianinstrumenten oder mit dem Spiegel Sextanten, 
bald die nautischen Probleme mehr hervorhob, fühlte ich 
doch immer, dafs den Tlrilnehmern mehr Einzelnheiten als 
ein geschlossenes Ganze geboten ward. Ein einigermafsen
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vollständiges Lehrbuch würde diesen Mangel an Befriedigung 
beseitigt haben, da es bei kürzerer Erwähnung wichtigerer 
Theile möglich gewesen wäre, darauf zu verweisen, während 
es jetzt nicht verlangt werden konnte, dafs aus den einzelnen 
Abhandlungen dir Lücken ergänzt werden sollten.

Ungeachtet dieser von mir sehr offen eingestandenen 
Lückenhaftigkeit des Vortrages, wie sie kaum bei dem Reich
thum des Gegenstandes zu vermeiden war, ist es mir durch 
die gpigenthümlichen Verhältnisse von Berlin doch fast jedes 
Jahr gelungen, einen oder den ändern Theilnehmer an den 
Vorlesungen zu kürzerer oder längerer Beschäftigung mit 
der Wissenschaft der Astronomie zu gewinnen und zu man
chen zum Tlieil sehr gelungenen Arbeiten zu veranlassen. 
Vielleicht ist eine Ursache dieses Erfolges, welcher mir die 
nicht angenehme Empfindung erträglich machte, von dem 
grofsen Ganzen immer nur Bruchstücke zu geben, darin zu 
suchen, dafs, wie mein Wunsch bei dem eigenen Studium 
immer dahin geht, nicht blofs Sachen >n das Gedächtnffs 
aufzunehmen, sondern lieber einen einzelnen Thul mir wo 
möglich ganz anzueignen und die Form zu suchen, unter 
welcher er mir mit meinem Ideengange am Besten in Ein
klang zu bringen ist, ohne dabei diese Form als die absolut 
beste anzusehen, sondern nur als die, welche meiner Indi
vidualität am Besten entspricht: so auch bei denen welche 
mir näher bekannt werden, mein Streben immer dahin ge
richtet ist, ihrer selbstständigen Entwickelung nicht hinderlich 
zu werden. Es gab selbst Zeiten, wo ein besonders thäriger 
Wetteifer bei meinen jüngeren Freunden ein sehr erfreuliches 
Leben auf der Sternwarte hervorrief, und zu einer dieser 
Zeiten rechne ich auch die Periode, in welcher der Verfasser 
dieses Werkes, in Verbindung mit dem jetzigen Observator 
auf der Leipziger Sternwarte Herrn d’Arrest, aus eigenem 
freiem Antriebe längere Zeit hindurch an den Arbeiten auf
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der Sternwarte einen lebhaften Antheil nahm und durch un-
*mittelbare Anwendung mit den verschiedenen Theilen der 

Astronomie sich bekannt machte.
Die Erwähnung dieser Veranlassung zu der Bekanntschaft 

mit dem Verfasser dieses Werkes habe ich für nöthig gehal
ten, um die Worte, welche er in seiner Vorrede übarj die Be
nutzung meiner Vorlesungen äufsert, in ihrem wahren Sinne 
erscheinen zu lassen. So viel ich aus dem Buche zu meiner 
grofsen Freude ersehen habe, hat dhfc Verfasser überall sieb 
bemüht, die verschiedenen Theile selbstständig zu bearbeiten. 
Sind ihm dabei hin und wieder die Gesichtspunkte, aus wel
chen ich einzelne Abschnitte zu betrachten pflegte, als die 
ihm ansprechendsten -erschienen,Wso ist dabÖi von meiner Seite 
so wenig daran zu denken, ihm auch nur im Mindesten die 
eigene Bearbeitung streitig zu machen, als ich :hm auch nicht 
den leisesten Vorwurf machen dürfte, wenn er in ändern Ab
schnitten, und bei Weitem den meisten, seinen eigenen W eg 
verfolgt hat, Verschieden von dem meinigen. Der Verfasser 
eines Werkes dieser Art, bim dem die Auswahl des ihm als 
des vorzüglichsten erscheinenden Weges die Hauptsache ist 
(etwas ganz Neues wird man bei einem solchen Lohrbucli'tS 
gewifs nicht erwarten, wohl aber eigenes Nachdeuken im Au- 
ordnen und Aus wählen fordern), soll nie ganze Verantwortung 
tragen, dafür aber auch die Belohnung, wenn sein Streben 
sich als erfolgreich beweist, eben so ungetheilt in Anspruch 
nehmen.

Fs ist hier nicht der Ort, über das Ganze oder Ein
zelne ein Ui'theil zu fällen, wozu auch die Kürze der Zeit, 
in welcher mir die Druckbogen mitgetheilt wurden, mich 
nicht berechtigen würde. So wie ich indessen mb lebhafter 
Freude die erste Nachricht aufnahm,I dafs der Verfasser seine 
astronomische Mufse in Bilk zu der Ausarbeitung dieses 
Lehrbuches ^rwandt habe, so mäShte ich es auch als ein
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günstiges Züchen für die wissenschaftliche Richtung in un
serer Vaterlande ansehen, wenn, neben den vielen populären 
Sclniften über Astronomie, auch dieses Buch, welche® die 
ernstere Theilnahme an dieser Wissenschaft in Anspruch 
nimmt, die Anerkennung finden sollte, welche den Verfasser 
ermuthigen könnte, auf dem begonnenen Pfade mit Freudig
keit fortzuschreiten.

B e r lin , im November 1851.

5-, F. E ncke.



Vorrede zur ersten Auflage.

D i e  Herausgabe eines Lehrbuchs der sphärischen Astronomie 
bedarf wohl kaum einer Rechtfertigung, da die vorhandenen 
älteren Werke über diesen Tlieil der Astronomie, wenn auch 
zu ihrer Zeit zum Tlieil vortrefflich, nicht mehr dem ge
genwärtigen Standpunkte der Wissenschaft entsprechen. In 
neuester Zeit wurde zwar durch das Erscheinen von Sawitsch’s 
trefflicher practisclier Astronomie diese lange gefühlte Lücke 
in der astronomiscnen Litteratur zum Theil ausgefüllt; immer 
fehlte es aber noch an einem Lehrbuche, in welchem alle 
Hauptprobleme der sphärischen Astronomie behandelt wurden, 
und woraus namentlich Diejc nigen, welche sich einem gründ
lichen Studium dieser Wissenschaft widmen wollen, die ver
schiedenen Methoden kennen lernten, deren man sich jetzt 
bedient, um die oft schwierige Lösung der verschiedenen 
Probleme in einer eleganten und für die Anwendung beque
men Weise möglich, zu machen. Ich hoffe, durch die Her
ausgabe des vorliegenden Lehrbuchs diesem Bedürfnisse ei- 
nigeriuafsent "ent sproohcn zu haben. Man wird in demselben 
keines der Hauptprobleme der sphärischen Astronomie ver
missen und durch das Studium desselben die Mittel finden, 
auch solche Aufgaben, welche grade nicht iig demselben be
handelt sind, mit Leichtigkeit selbst aufzulösen. Da das Buch 
hauptsächlich für den Selbstunterricht bestimmt ist, so habe 
ich mich bemüht, alle Probleme möglichst deutlich zu be
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handeln und nirgends eine Schwierigkeit übrig zu lassen; 
daher sind an einzelnen Stellen auch rein mathematische Ent
wickelungen eingeschaltet, die man in den gewöhnlichen ma
thematischen Lehrbüchern wenigstens nicht in der Weise, als 
es grade liier nöthig war, vorfindet. Aus demselben Grunde 
wurde in der Einleitung eine Ableitung der sphärisch-trigo
nometrischen Formeln und dar Interpolationsformeln gegeben, 
weil später grade auf diese am häufigsten hingewiesen wer
den mufste. Sehr gern wäre hier auch eine Darstellung der 
Methode der kleinsten Quadrate aufgenommen worden, um 
auf diese Weise in der Einleitung Alles beisammen zu haben, 
was später häufiger Anwendung findet, wenn nicht dadurch 
die Einleitung selbst über Gebühr verlängert worden wär.4. 
Ich habe mich darauf beschränken müssen, diese Methode da, 
wo dieselbe Anwendung findet, kurz zu erwähnen.

Im Ganzen ist in der Darstellung eine synthetische Me
thode befolgt und der Stoff möglichst systematisch geordnet 
worden, theils um |S:> wenig als möglich im Vorträge einer 
Materie auf später Vorkommendes hiuweisen zu müssen, theils 
um für den Lernenden das Aufsuchen der einzelnen Probleme 
in dem Buche zu erleichtern. Ich hoffe'}*- dafs die hiernach 
gewählte Aufeinanderfolge der einzelnen Materien nicht un
passend sein wird. Etwas abweichend von früh&fen Darstel
lungen habe ich mich bei der Aufstellung der Grundgleichun
gen der Probleme nicht wie gewöhnlich der Formeln der 
sphärischen Trigonometrie, sondern fast durchgängig der 
Transformation der Coordinaten bedient, um der lästigen Be
trachtung einzelner Fälle je nach den verschiedenen Werthen, 
welche die Winkel eines Dreiecks in* verschiedenen Lagen 
haben können, überhoben zu söin. Für Diejenigen, bei wel
chen diese Art der Darstellung weniRÄ Beifall finden dürfte, 
ist indessen fast immer auf die Herleitung der Formeln aus 
den sphärischen Dreiecken 1 ingewiesen, überdies auch in der 
Einleitung der Zusammenhang zwischen den sphärisch - tri
gonometrischen Formeln und den Formeln für die Transfor
mation der Coordinaten gegeben worden,
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Was die Ausarbeitung dieses Lehrbuchs besonders er
leichterte, war der Umstand, dafs ich das Glück gehabt habe, 
die Vorlesungen meines hochverehrten Lehrers, des Herrn 
Professor Encke, grade über den vorliegenden Gegenstand 
zu hören, und die Anordnung des Ganzen, sowie die Art 
und Weisöj der Entwickelung der einzelnen Probleme*? ist 
auch einigermafsen derjenigen ähnlich, welche von Herrn 
Professor Encke in seinen Vorlesungen pflegte beobachtet zu 
werden. Indefs ist diese Aelinlichkeit nur ganz im Allge
meinen zu verstehen, da die hier gewählte streng systemati
sche Form einen sehr abweichenden Gang in der Darstellung 
des Ganzen bedingte und auch vielfach bei einzelnen Pro
blemen ein andrer W eg eingeschlagen werden mufste, wie 
er grade für die hier gewählte Behandlung des Gegenstandes 
angemessen schien.

Von Schriften, welche ich bei der Bearbeitung des Bu
ches benutzt habe, sind besonders die von Bessel zu nennen, 
namentlich dessen „Astronomische Untersuchungen H Bde. 
Königsberg 1841 und 1842“ , die Tabulae Regiomontanae, 
sov.de verschiedene Aufsätze von demselben in v. Zach’s mo
natlicher Correspondenz und in den astronomischen Nach
richten. Ebenso wurden verschiedene Aufsätze von Herrn 
Geheimrath Gaufs, Herrn Hofrath Hansen und Herrn Pro

zessor Encke theils in den genannten Zeitschriften, theils auch 
von dem Letzteren in den Anhängen zu den astronomischen 
Jahrbüchern benutzt. In den meisten Fällen sind übrigens 
die Quellen bei den einzelnen Abscnnitten noch besonders 
aufgeführt.

Die Correctur des Buches ist hauptsächlich von Herrn 
Vogel in Berlin besorgt und mir wegen der Entfernung des 
Druckorts nur eine einzige gestattet gewesen. Herr Vogel 
hat eine besondre Sorgfalt auf die Correctheit der Formeln 
verwandt, sodafs diese wenig zu wünschen übrig läfst; da
gegen sind im Texte auf den ersten Bogen verschiedene, 
leicht in die Augen fallende Druckfehler stehen geblieben, 
die ich zu entschuldigen bitte. Auf den spätem Bogen, wo
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häufig zwei Correcturen von nur selbst gelesen wurden, wird 
man dergleichen Fehler selten finden.

Ich empfehle das vorliegende W erk dem nachsichtigen 
Urtheile der Astronomen. Es sollte mich unendlich freuen, 
wenn dasselbe seinem Zwecke einigermafsen entsprechend 
befunden und dadurch das Studium der sphärischen Astro
nomie erleichtert würde.

B ilk  im November 185F

F. B rünnow .



Vorrede zur zweiten Auflage.

Da die erste Auflage dieses Lehrbuchs im vorigen Jahre 
gänzlich vergriffen war, so wurde ich schon damals von der 
Verlagshandlung ersucht, eine neue Auflage vorzubereiten. 
Obwohl ich die über Erwarten günstige Aufnahme des Buches 
mit grofsem Danke anerkannte, so war ich mir doch wohl 
bewufst, dafs dieselbe hauptsächlich dem dringenden Bedürf
nisse eines solchen Lehrbuchs zuzuschreiben war, wie auch 
den woülwollenden Worten, welche mein hochverehrter Leh
rer, Herr Professor Encke, die Güte hatte, demselben vor
anzuschicken. Es war daher zuerst meine A bs1 "ht, eine voll
ständige Umarbeitung des Buches vorzunehmen. Da mir dies 
aber meines Gesundheitszustandes wegen nicht gestattet war, 
so habe ich wenigstens solche Zusätze und Verbesserungen, 
welche mir am nothwendigsten erschienen, gemacht, und ich 
hoffe, dafs diese neue Auflage wenigstens die beiden Haupt
probleme der sphärischen Astronomie, die Bestimmung der 
Oerter der Gestirne an der scheinbaren Himmelskugel, sowie 
die des Orts des Beobachters auf der Erdkugel nebst Allem, 
was darauf irgend Bezug hat, in ziemlicher Vollständigkeit 
behandelt. Obwohl diese Zusätze nicht unbedeutend sind, 
wie eine nähere Vergleichung der beiden Auflagen zeigt, na
mentlich auch eine gedrängte Darstellung der Methode der 
kleinsten Quadrate der Einleitung hinzugefügt ist, sc ist doch 
wieder durch den kleineren Druck der Formeln und durch
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wesentliche Abkürzungen an einigen Stellen, wo die früher 
gegebenen Entwickelungen unnöthig wcitläuftig waren, so viel 
gewonnen, dafs sich die Seitenzahl der neuen Auflage kaum 
gegen die frühere vermehrt hat.

Auf die Correctur des Drucks ist diesmal besondere 
Sorgfalt verwandt. Herr Powalky in Berlin hatte die Güte, 
eine Correctur zu besorgen, während ich selbst hier in Goslar, 
wo ich mich den Sommer über zur Herstellung meiner Ge
sundheit aufgehalten, eine zweite gelesen habe. Einige trotz
dem stehen gebliebene Fehler, die mir bei nochmaligem Durch
lesen auffielen, sind im beigefügten Verzeichnisse aufgeführt, 
und aufser diesen werden sich hoffentlich nur wenige finden. 
Die Verlagshandlung hat wie immB für eine schöne Aus
stattung des Buches Sorge getragen.

So darf ich denn wohl die Hoffnung aussprechen, dafs 
die gütige Aufnahme, welche die erste Auflage des Buches 
erfahren, auch der neuen zu Theil werden wird, und dafs 

tdas Lehrbuch m seiner jetzigen Gestalt seinem Zweck bes
ser entsprechen und dazu beitragen wird, das Studium der 
Wissenschaft den in dieselbe Eintretenden in etwas zu er
leichtern.

G o s la r  im September 1862.

F. B rünnow .
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Einleitung.

A. Die Transformation der Coordinaten. Die Formeln 
der sphärischen Trigonometrie.

1. In der sphärischen Astronomie-betrachtet man die 
Oerter der Gestirne an döii scheinbaren Himmelskugel, in
dem man dieselben vermittelst sphärischer Coordi laten auf 
gewis'Se gröbste Kreise tfsrv Himmelskugel bezieht und die 
Relationen zwischen den auf verschiedene gröfste Kreise be
zogenen Coordinaten aufsucht.j Statt durch die sphärischen 
Coffdinaten kann man den Ort :gines Gestirns auch durch 
Polarcoordinaten im Raume angeheu, nämlich durch die AVii1- 
'ßel, welche die von ihm nach dem Mittelpunkte der schein
baren Himmelskugel gejmgenen geraden Linien mit gewissen 
Ebenen bilden und dunen die Entfernung: von diesem Mittel- 
punkte selbst, die hier'als Radius der scheinbaren Himmels
kugel imme» gleich der Einheit gesetzt wird. Diese Polar
coordinaten l.'iŝ sji sich endlich leicht durch rechtwinklige 
Coordinaten ausdrücken. Die rganze sphärische Astronomie 
wird daher auf die Transformation rechtwinkhger Coardina- 
ten zurückkommen, wofür zuerst die allgemeinen Ausdrücke 
gesucht werden sollen.

Denkt man sich in einer Ebene ein rechtwinkliges Axen- 
kreuz und bezeichnet man die Abscisse und Ordinate, irgend 
eines Punktes mit x  und y, mit r und v aber die Entfernung 
des Punktes vom Anfangspunkte der Cciördinaten und den 
Winkel, den diese Linie mit der positiven Seite der Axe 
der x  macht, so ist:

x =  r cos v
y = r  sin v

4
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Denkt man sich dann ein anderes Axenkreuz in dersel
ben Ebene, so dafs d(5 Durohschnittspuukt mit dem des vo
rigen ziÄmmenfallt und bezeichnst für demselben Punkt die 
entsprechenden aiif das liehe Axenkreuz bezogenen Coordi- 
naten und Winkel mit x\ y’ und v'. so hat man

X =  r cos v’ 
ij —  r sin v’

Nennt man dann w den Wink^F, welchen die pag’b.ye
Seite der Axe der x ’ mit der positiven Seite der Axe^der x
macht und zählt alle Winkel in demselben Sinne von 0" bis 
'3’60°$so hat man allgemein v =  Fflji&o, als«:

( i^r =  r cos v cos w sin v’ sin tu 
y  — r sin v’ coelro -|- r cos 'jjpvi w

oder:
x —  x cos w —  j  sin io

, . s . (jO
y —  x  sin w -f- ij cos w

und ebenso:
x —  x  cos w -|- ii sin w
i ■ ( 1 17)y  —  — x  sm 2; y  cos w

Die^e Formeln gelteg allgemein für alle positiven oder 
negativen Werth i von x  und y und^jur alle Wertlie.von io 
Bon CP bis 360°.

2. Es sfeien dieiCiBrdmaten eines Punktes 0  auf Be
liebige, auf einander 'Senkrechte Axen bjaftg.en, y und z-, 
es sei ferner a der Winkel, welchen der Radius vector mit 
seiner Projection auf die Ebe.pb der x y , B ’ der Winkel, den 
diese Projection mit .der Axe der x  macht (d. Ii. alt® der 
Winkel, welchen die durch d^n Punkt 0  und die positive 
A xe der ’z gelegte- Eben®., mit der durch die positiven Axen 
der x  und s gelegten Ebene;-macht, von der positiagsn Seite 
der Axe der ifc nach d’ef 'positiven SeiteBder Axe der y von 
0° bis 360° herum gp^ShltM so ist, wenn man die Entfernung 
des Punktes vom Anfangspunkte der Coordinaten gleich eins 
setzt:

x  =  cos B  ’ cos a’ , y =  sin B h cfos a!, z —  sin ci
Nennt man dagegen a den Winkel, den 'der Radius vec

tor mit der positiven Axe der ™ iSlfcJit und zählt denselben 
Hvm etfer positiven Seite der* A ®  der s nach der positiven 
Seite der Axen der x  ümd y von 0° hilf 3o0° herum, so 
liat man:

x  =  sin a cos Zt y  —  sm a sin B  z =  cos a.
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Denkt man sich nun ein zweites Coordinatensystem und 
zwar so, dafs die Axe der y’ mit der Axe der y zusammen
fa llt und die Axen deA x  und & mit den Axen däfv x  und a 
den Winkel c nfsJchen, nennt man b den Winkel, welchen 
der Radius vector mit der positiven Axe der a' macht, Ä  
dagegen den Winkel, welchen die durch 0  und die positive 
Axe der a’ gelegte Ebene mit der Ebene macht, welche durch 
die positiven Axen der x  und a geht, beide Winkel in dem
selben Sinne wie a und B' gezählt, so hat man: 

x' =  sin b cos A', y' —  sin b sin A ’, z —  cos b 

und da auch nach den Formeln für die Transformation der 
Coordinaten:

z =  x' sin c +  zjjcos c

y — y ’
x  =  x' cos c —  2' sin p H

so erhält man:
cos a =  sin b sin c cos A' +  cos b cos c 

sin a sin B' =  sin b sin A' 
sin a cos-B’=  sin b cos«c cos A' —  cos b sin c

3. Denkt man sich nun um den Anfangspunkt der Co
ordinaten einljKugel mit beliebigem Halbmesser (der hier 
gleich eins geiJnminen wird) beschrieben und die Durch-
<sehnittspunkte der Axen der a und a' mit der Oberfläche der
Kugel unter einander und mit dem eben betrachteten Punkte 0 
durch Bogen größter Kreise verbunden, so werden diese Bo
gen ein sphärisches Dreieck bilden, wenn man nämlich das
selbe in seiner allgemeinsten Bedeutung auffafst, wo also 

EV’ inkel sowohl als Seiten größer als 180" sein können. Dia 
drei Seiten OZ, OZ' und Z' Z dieses sphärischen Dreiecks 
werden BSpective gleich « 5 b und c Bein. Der sphärische 
Winkel A am Bunkte Z ’ wird als Winkel zwischen der durch 
0 und Z ’ und dar durch Z ’ und Z und dem Mittelpunkte der 
Kugel gelegten Ebene gleich A' sein, dagegen der Winkel B 
am Pimkte \  allgemein gleich 180'— B ’. Führt man also A 
und B statt A und B ' in die in No. 2 gefundenen Gleichun
gen ein, so erhält man die für jedes sphärische Dreieck gel
tenden Formeln:

cos a =  cos b cos c +  sin b sin c cos A
sin a sin B  =  sin b sin A 
sin a cos B  —  cos b sin c —  sin b cos c cos A

1*
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(4)

Diese sind die drei Hauptformeln der sphärischen Trigo
nometrie, die also nichts weiter als eine einfache Transfor
mation der Coordinaten ausdrücken.

Da man jede Ecke des sphär'schen Dreiecks als die Pro- 
jection des Punktes 0  auf die Kugeloberil^che und die bei
den ändern als die Durchsehnrl tspuukte der Axe^ dei«z und 
z' mit derselben ansehen kann, so müssen dieb.vorstehenden 
Formeln auch für jede andre Seite und den anh ge.ndgji W in
kel gelten, wenn man nur die übrigen Seiten und Winkel 
gehörig mit einander vertauscht. Man erhält so, wenn man 
alle Fälle umfafst:

cos a =  cos b cos c -+* sin b sin c cos A 
cos b =  cos a cos c sin a sin c cos B  (2) 
cos c —  cos a cos b -f - sin a sin b cos C 

sin a sin B  ~  sin b sin A  
sin a sin C =  sin c sin A  (3)
sin b sin C =  sin c sin B  

sin a cos B  =  cos h sin c —  sin b cos c cos A  
sin a cos C =  cos c sin b —  sin c cos h cos A  
sin b cos A  =  cos a sin c —  sin« cos c cos B 
sin b cos C =  cos c sin «  —  sin c cos a cos B  
sin c cos A  =  cos a sin b —  sin «  cos h cos C 
sin e cos B  =  cos b sin a —  sin b cos a cos C

4. Aus djesen Forjneln lassen .jäicli nun die übrigen 
Formeln der sphärischen Trigonometrie leicht herleiten. Di- 
vidirt man die Formeln (4) durch die entsprechenden For
meln (3 fj so man:

sin A  cotang B  —  cotang b sin c —  cos c cos A  
sin A  cotang G —  cotang c sin b —  cos b cos A  
sin B  cotang A  —  cotang a sin c —  cos c cos B  , 
sin B  cotang C =  cotang c sin «  —  cos a cos B  
'sin C  cotang A  =  cotang «  sin b —  cos b cos G 
sin C cotang B  =  cotang b sin a —  cos a cos G

Schreibt man die letzte dieser Gleichungen so:
cos b sin a sin B  . J  „

sni'C cos B  = ----------- r—-----------------cos «  sin B  cos V
sin b

so erhält man:
sin Cicos ' B =  cos h sin A  —  cos a sin B  cos C

oder :
sin A  cos b =  cos B  sin C-|- sini? cos C^os a 

eine Gleichung, welche der ersten dür Gleichungen (4) ent
spricht und nur W inkel statt der Seiten und umgekehrt ent
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(7)

hält. Durch Vertauschung deYJBuchstaben erhält man die 
sechs Gleichungen :

sinSd-co§i =  cosiJ siir'C' +  sinB  <k>s;C"<^ a 
sin A  cos c =  cos C sin B  -f- sin G cos B  cos a 
sin B  cos a =  cos A  sin C +  sin A  cos C cos b 
sin B  cos c =  cos C sin A  H- sin C cos A  cos h 
sin C cos a =  cos A  sin B  -j~ sin A  cos B  cos c 
sin C  cos b =  cos B  sin A  sin-B cos A  cos c

und durch Division dieser Gleichungen durch die entsprechen- 
den der Gleichungen (3):

sin a cotang b =  cotang B  sin C -f- cos C cos a 
sin a cotang c =  cotang C sin B  -f- cos B  cos a 
sin b cotang a =  cotang A  sin G -fr- cos C cos b 
sin b cotang c =  cotang C sin A  +  cos A  cos b 
sin c cotang a =  cotang A  sin B  +  cos B  cos c 
sin c cotang b ~  cotang B  sin Ä  -f- cos A  cos c

Die' Gleichungen (6) geben ferner:
cos A  sin C =  sin B  cos a —  sin A  cos G cos b 
cos B  sin C =  sin A  cos b —  sin B  cos G cos a

MultipHcift man beide Gleichungen mit sin C, und sub- 
stituirt den Werth von sin A sin C cos b aus der zweiten 
Gleichung in die erstere, so erhält mau:

cos Ä  =  sin B  sin C cos a —  cos B  cos C 
und durch Vertauschung de« Buchstaben die drei den For
meln (2) entsprechenden Gleichungen, in denen wieder W in
kel statt der Seiten und umgekehrt Vorkommen:

cos A  —  sin B  sin C cos a —  cos B  cos G
cos B  =  sin A  sin C cos b —  cos A  cos C (8)
cos C =  sin A  sin B  cos c —  cos A  cos B

5. Addirt man du beiden ersten der Formeln (3), so 
erhält man:

sin a [sin B  -+- sin C'] =  sin A  [sin b -f- sin c]
oder:

• i B —  ̂  i . B-\~C . i , . b-\~ c b —  csm ijifMos — -- -  . c o s t«  sin — ■ ■—  —  sm -h A  sin —- - . cos -k A cos —--
C 2 - 2  2  2 2

und, wenn man dieselben Gleichungen subtrahirt:
■ , ■ B - C  , B + C ' . , ,  b + c  , . b — c

sm -j o sm — ^ —  • cos -ja cc^j— - —  = s in -J 4  cos -  . cos -j A  S M f-j—■

Ebenso erhält man-, wenn man die beiden ersten der 
Formeln (4) addirt und subtrahirt:
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, — C  , Jß-^-C . , , 6 -j -c  . . ft-j-c
sin cos — - —  . cos cos —  — = s m  £ A  sin g ~ . sin -£• 1̂ cos • -

. _ . B - C  1 . £ + C  t . . ft —  c , ,  f t - c
sin i  «  sin — - —  . cos 4  a sin -— - —  =  cos 4- A  sin — - — , cos 4 A  cos —- —7 2 2 2 2 2 2 2

Diese vier Formeln enthalten je zwei der Gaufsischen 
Gleichungen in einander multipjicirt; man kann indessen die 
einzelnen Gleichungen diB-ch die Verbindung dieser vier For
meln nicht trennen, sondern mufs sieh zu dem Ende noch 
eine solche Formel verschaffen, in der eine andere Combi- 
nation dieser Gleichungen vorkommt. Dazu dient eine der 
folgenden:

i B -h C  , B-\-(ßj , 6 +  c . b— c
cos j a  cos - - - —  . cos j a  sin — - —  =  sin-^A cos — . cos j  A  cos ——

■ i B —  C . j . B — 0  . - b-\-c , . 6  —  c
sin j a  cos — - —  . sin j  a sin — ——  = s in  j  A  sm —^—  . cos ■j A  sin - —

welche man erhält, wenn man die beiden ersten der Glei
chungen (6) zu einander addirt und von einander a'bzieht.

Setzt man nun:
6 +  0

sin j  A  sin 

sin j  A  cos

2
6 +  c

und:

1 A ■ h ~ °cos A  sm —- — =  y

i a  b  —  c  v  COS % A  COS — —  —  0

. ,  B - C  , sin £ a cos - —  =  a

cos j  a cos -  Q- -  =  ß  

. , . B - C  ,sin j  a sm —  — =  y

i • B-\-Ccos j «  sin — =  d

so hat man die sechs Gleichungen:
a'S' —  aS, =  / ß> a’ ß' —  ciß, y 'ö ' =  y3, ß 'ä ' =  ß  3, a'y' =  ay  

aus denen man die folgenden findet:
a’ —  ap ß ’ ==^3 / '  —  S' =  S

od^jSE
—  a, S =  —  ß, /  =  —  y, S’ =  — S 

Man erhält mithin zwischen den Winkeln und Seiten ei
nes sphärischen Dreiecks die folgenden Relationen:
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h ~(-c . . B  ^2  «in - n fii« --- 2
l - f H

.1  i ~ c COS TT ^1 cos - - — 2
cos ij « sin. h -\ -C  

in -  —

oder auch

=  —  cos .! a cos

=  —  sin ^jrcos - —

j B -{-C  
—  —  cos , a cos — - —

B  —  C

I A ■ h ~ Cto s   ̂A  sin — 0 ~  

6 —c
cos A  cos ——

=  —  sin a sin---------
2

cos i  d&iu------" ; 2

■ S~C'

. - ß + C

Äusübeiden Systemen vöü Gleichungen erhält man aber 
für die gesuchten Gr&f§ejj, sei :eg,s dafe die dB zwei Seiten 
und dCT-eingeschlossene WitoaEg! oder zwei K inkel und die 
anliegende Seite sind, dieselben oder wenigstens nur um 
360° TCrschiedene Werthe. Sucht man z .B . A , b und c, 
so würde man ags. dem zweiten Systeme von Gleichungen
entweder für ĥ c und dieselben; Werthe finden, wie aus
dem ersteren Systeme, dagegen für  ̂A einen um 1800 ver
schiedenen Werth Eder ab|®iuch für und h 0 r um 180°

E^jjschiedene Werthe, dagegen für “ l denselben Werth. Im
mer wlfedoh al?b A b  und c nur um .360° von cfen aus dem 
erstereu Systeme* gefundenen Wertlien verschieden sein. Die 
4 Formeln (9) gelten daher ganz allgemein und es ist gleich
gültig, ob man bei der Berechnung von A , b und c die 
Werthe «! B, C anwendet oder zu beliebigen dieser Werthe 
±  3*60ü addirt1̂ ? ^

Die vier Gjjdehungan (*$) sind unter dem Namen der 
Gaufsisjtlien Gleichungen (Jbekamit undefwarden angewandt, 
wenn eine Seite und die beiden anliegenden Winkel feines 
sphärischen Dreiecks oder. rzwei Seiten und der eingesehlos- 
sene Winkel gegeben und daraus die drei übrigen Stücke

* )  G a u ss , Theoria motus corporum coclestium pag. 50 seq.
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zu finden sind. Man bedient sich derselben am beqi^msten 
auf folgende' W eise. W enn a , B und C gegeben sind, so 
suchSman zuerst:

(2) sin-yß (5) cos-ja

und daraus:
, s • , B ~ C , . B — (,(7) sm -ja cos — -—  (9) sin y a sin — ^—

/q\ i B A -C  . , . B + C
(8) c o s-ja co ^ — - —  (.10 ) cos-ja sin— - —

Durch Division dieser unter einander stehenden Zahlen 
erhält man tang ^(b-\-e) und tang j (b —  c), woraus man b und c 
findet. Dann sucht man c o ^ i ( i - f -c )  oder sin \ (b-\-c) und 
c o s^  (b —  c) oder sin  ̂ (b —  c), je nachdem der Cosinus oder 
Sinus (gröfeer ist und z:eht den ersteren vom gröfseren der 
beiden Logarithmen (7) oder (8), denjsindern vom grofeVren 
der Logarithmen (9) oder (10) ab und erhält dann sin )yl
und cos 1A . Beide verbindet man zur Tangente und findet 
daraus A. Da sin j /I und cos \A denselben Winkel geben 
müssen, als tang \A, so hat man hierin eine Prüfung der 
Richtigkeit der Rechnung.

B e is p ie l.
Es (sei a =  11° 25' 56."3

B =  184 6 55.4
:  c =  11 18 40. 3

so hat man:
(B —  c )  =  86 “ 24' 7."55 lJ^.(B +  0  =  97° 42' 47."85

g o s | ( B — (?) = 8.7976413 cos 1 (B  +  (Sj) 9.1278046„
sin } a = 8.9982605 cos  ̂a 9.9978351

sin 1 {B  —  C) = 9.9991432 sin y ( B  + 9.9960526
sin iovclfsjy (§B —  C) 77? 95901V sin \ a sin y ( B  —  C) 8.9974037
COS yß cos y (23 +  CO 9.1256397,, cos KE sin y (.B  +  C) 9.9938877

i  (6 +  c) 177 19 13.49 t (6 —  c) 5 45 24.13
COS y (6 +  c) 9.9995248,, COS y (6 --- c) 9 .9 9 7 8 0 &

,j A 9.1261149 6 =  183° 4' 37."62
a o j^ A 9.9960835 c =  171 33 49. 36

; a  7° 40’ 59."38 A =  15 21 58. 76
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Hätte man hier B  =  —  175" 5‘8 '4 ."6  geliommen, also: 
a p - t -  C) =  —  82° 17’ 12."15 
K B  —  C) =  —  93 35 52. 45 

so liätte man erhalten:
,V(5 +  c) =  —  2 M (f  46.''51 
r (b  +  c) =  183 45 24. 13

also b —  183" 4' 37."62 und c —  —  183° 26’ 10."64.

Durch Division der Gaufsisphen Gleichungen in einan
der erhält man die Napierschen Analogien. Schreibt inan 
d, B, C an die Stelle von F, C, A und cs, b, c an die., Stelle 
von 6, c, a so findet man aus den Gleichungen (9):

a — b
A  +  B  C0S ~ 2 C

tans - 2 =
C0S ~2 
. a— b

A —  B  8m 2 C
, lang—  - =  — ■ co tan gy

(isra2
d  —  B

OOS — - - —  
ci b 2  o

tang 2 A +  B tmS T
cos - 2

. d  —  B
d —  6 Sm 2 c

tang - 2 = _ _ j- g ta" g T

”  2
(5. Da fast alle in No. 3 und 4 aufgeführten Formeln 

aus zwei Gliedern bestehen, also für logarithmische Rechnung 
unbociuemr sind, so mufs man dieselben in eingliedrige Aus
drücke zu verwandeln suchen, was durch dir Einführung von 
Hiilfswinkeln erreicht wird. Irgend je zwei mögliche Gröfsen 
x  und y, sie seien positiv oder negativ, kann man nämlich 
immer einem Sinus oder Cosinus proportional setzen, so dafs: 

x  =  m sin M  und y  =  m cos M  
denn man findet sogleich:

tang M  =  —  und m =  ]/x 2 +  y 2
y

also M und m durch lauter mögliche Gröfsen ausgedrückt. 
Nun enthalten alle früheren mehrgliedrigen Formeln in jedem 
hrer beiden Glieder einen Sinus oder Cosinus eines und des

selben Winkels. Setzt man also die übrigen Fäctoren des
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einen Gliedes dem Sinus, die des ändern dem Cosinus (eines 
beliebigen Winkels proportional, so kann man die Formeln 
für den Sinus oder^Cosinustfcindr zweigliedrigen Gro^g an
wenden und auf diese Weise c;ne für logarithmische llech- 
nung baöueme Form erhalten.

Sind z. B. die drei Fonnein zu berechnen: 
cos a —  cos 4 cqs.c +  sin 4 sin c cos^l.^-

sin a sin B  =  sin 4 sin 4̂*
sin a cos B  —  cos 4 sin c —  sin 4 cos c cos *4

so setze man:
sin 4 cos A  =  m sin M  

cos 4 =  m cos M
Dann wird:

cos a =  m cos'Cc —  M ) 
sin a sin B  =  sin 6 sin Ä  
sin a co&B —  m sin (c —  M )

Weifs man de.q 'Quadranten, in wSfbhem B liegt;, so kann 
man die Formeln auch auf folgende W  äse schreiben, wenn
man für m seinen Werth - n ? c° t -  setzt. Man berechnet

sm M
zuerst :

und findet dann:
tang M  =  tang 4 cos A  

tang A  sin M
tangZ? 

taSg a

sin (c  —  M ) 
ta n g (c  —  M )

f  cos B
Ha t - rnyn Taften für die sogenannten Gaufsischen Loga

rithmen, vermittelst welcher mau den Logarithmus der Summe 
oder Difforoji/ zweier Zahlen aus' den Logarithmen der ein
zelnen Zahlen findfifcMso berechne!' man die dttei Gleichungen 
bequemer in der ursprünglichen Form ohne Einführung des 
Hülfswinkels. Scflche Tafeln sind von Zech für 7 Sollen 
berecluisr: J. Zech, Tafeln für die Additions- und Subtrac- 
tions - Logarithmen für sieben Stell” .

Für 5 Stellen findet man dies.e in den Köhlersehen Lo
garithmentafeln für 5 Decimalen.

7. Im Allgemeinen lia’t man immer darauf zu sehen, 
dafs man die Winkel, welcher man sucht, durch die Tangen
ten findet; denn da diese sich am schnellsten ändern, go kann 
der Werth der Winkel durch dieselben am genauesten ge
funden werden.
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Bezeichnet eine sehr klehje Aenclerung einqs,, Win- 
kelft,1 so hat man:

H u
0  (log tang fc) =

Man ist nun gewohnt, die A^ncteriingeii der Winkel] in 
Secunden auszudrücken; da nun aber die Tangente den Ra
dius zur Einheit hat, so muß nrim die Aendamng i\x eben
falls in Th eilen des Radius ausdrücken, also durch die Zahl 
206264,8 dividiren*). Ferner sind hier unter den Logarith
men natürliche oder hyperbolische Verstanden; will man in- 
dufs Briggische Logarithmen emfülnjen, so rnufs man die na- 
ttiriiohen mit dem Modulus 0.4342945 =  M multipliciren. 
Verlangt man endlicdi A (log tang x) in Eiidieifen der letzten 
Decimale der Logarithmen, welche inan anwendat, ausge
drückt, go hat man bei siebenstelligen Logarithmen den Aus
druck mit 10000000 zu multipliciren. Man erhält also:

A (log tang x) =  s.2n| - . 10000000

=  ̂ 2 - A * ”sin 2 x
oder

„ sin 2 x 
A r =  A (log tang x)

Aus dieser Gleichung ŝieht man nun, wie genau man 
dm  Werth “ ines Winkels durch die Tangente finden kann.

Gesetzt man hätte Logarithmen vöii fünf DöcimaJen, so 
ist, da die Rachnuug in der Regel höchstens auf zwei Ein
heiten der letzten Decimale unsicher ist, A (L g  tanga:) =  200, 
also der daraus für den Winkel erwachsende Felder

. n 200" „
A x —  -7— r sin 2 x  =  0 sm 2 x 42.1

♦"•AlDie Zahl 20G264.8, deren Logarithmus 5.3144251 ist, wird immer 
gebraucht, wenn man Großen, die in Theilen des Radius ausgedrückt sind, 
in Bogensecunden verwandeln will und umgekehrt. Die Anzahl der Sccunden 
im Kreisumfange ist 1296000, dagegen ist der Kreisumfang in Theilen des 
Radius gleich 2tc =  6.2831853. Beide Zahlen verhalten sich zu einander 
wie 206264,8 : 1. Will man also Grüßen, die in Thailen des Radius aus- 

tghdtriickt sind, in Bogenj^yjivantleln, so hat man dieselben mitEiescr Zahl 
zu multipliciren; umgekehrt, will mail Grötscn, die in Bogensegunden gege
ben sind, in Theilen des Radius ausdrücken,1 sd'hat man tdieselbenmiit dieser 
Zahl zu dividiren. Die Zahl selbst ist die Anzahl der Secunden die auf den 
Radius gehen, ihr Coroplement aber der Sinus oc].er die Tangente einer^Seeimde.
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Bei fünf Decimalen wird also der Felder nicht gröfser 
‘sein, als 5” sin 2x  oder da sin 2»; im Maximum gleich 
eins ist, so kann der gröfste Fehler 5" betragen, man wird 
indessen einen solchen Fehlbr nur begehen, wenn der Win
kel in der Nähe von 45° liegt. Bei siebenstelligen Logarith
men mufs der Fehler ] 00 mal kleiner sein, also werden dann 
die Winkel, wenn man dieselben durch die Tangenten sucht, 
höchstens auf 0."05 unsicher sein können.

Wäre nun ein Winkel durch (In  Sinus oder Cosinus 
gegeben, so erhielte man in der Formel für A (log sin x ) 
oder A (log cos F) statt des Factors sin 2 *  jetzt tang® oder 
cotang FJdie jeden möglichen Werth, selbst einen unendlich 
grofsen, haben können. Man sieht also, dafs kleine Fehler 
in dem Logarithmus des Sinus oder Cosinus ein™ Winkels 
sehr grofsW Fehler in dem dadurch gesuchten \V inkel her- 
vorbringSi können und es ise daher immer vorzuziehen, die 
Winkel durch die Tangenten zu finden.

8. Setzt man in den Formeln für die schiefwinkligen 
sphärischen Dreiecke einen der Winkel gleich 90°, so erhält 
man die Formeln für die rechtwinkligen Dreiecke. Im Fol- 
jgendpi wird die Hypotenuse immer mit A, dagegen werden 
die beiden Catheten mit c und c’ und die diesen gegenüber
liegenden Winkel rniü C und C' bezeichnet. Alis der ersten 
der Formeln (2) erhält man dann, wenn man A —  90° setzt: 

COS A =  cos c cos c*
ferner aus der ersten der Formeln (3) unter derselben Vor
aussetzung :

sin h sin G =  sin c 
und aus der ersten der Formeln (4):

sin h cos G —  cos c sin c 
oder, wenn man diese Formel durch die für cos h dii idirt: 

tang h cos C —  tang c 

Dividirt man dieselbe Formel dagegen durch die für 
sin h sin C, so wird:

cotang C =  cotang c sin c'
oder

tang c =  tang C sin c1 
Verbindet man hiermit die Formel;

tang c =  tang C’ sin c 
SO foJgt; cos h =  cotg G cotg C’
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Verbindet man endlich die beiden Gleichungen:
sin h sin C’ =  sin c' 

t  und sin h cos C =  cos c sin cr
so erhält man:

cos C =  sin C  cos c
Man hat mithin die folgenden sechs Formeln für die 

rechtwinkligen Dreiecke, welche alle möglichen Combinationen 
der fünf Stücke enthalten:

COS k =  cos c cos c 
sin c =  sin h sin C 

tang c =  tang h cos C  
tang c =  tang C sin c' 
cos h =  cotang C cotang C  
cos C =  cos c sin C  

vermittelst welcher man ans je zwei gegebenen Stücken eines 
rechtwinkligen Drai^äks dfe'hibfigen finden kann.

Aus der Vergleichung dieser Formeln mit denen in 
:No. ß sieht man leicht, dhJs die Finführung der Hülfsgröfsen 
m und M auf der Substitution zweier' rechtwinkligen Dreiecke 
statt des schiefwinkligen hai-uht. 1 ällt man nämlich von der 
Spitze C dtsischiefwinkligen D cgjjicks einen senkrechten gröfs- 
ten Kreis anffi>die*#eite c, so'.bedeutet in den Formeln in 
No. 6 m den Cosinus das-^PerpMidikels und M das Stüök der 
Seite c zwischen der Spitze A und dem Fb&p unkte des Per
pendikels.

9. In der Astronomie mufs ma.n immer Atf Berechnung 
Hon Größen gewisse Data aus den Beobachtmig&nllntl&kn^J 
Da man aber hei keinem von clie&eR absolutcfSickerheit ver
bürgen kann, sondern hei .einem jeden Datum einen kleinen
Fehler; als möglich annehmen m uli* so ist bei allen Aufgaben 
zu untersuchen, ob eine kleine Aend^rung der beobachteten 
Gröfsen auch keine grofse Aenderung der zu findenden Grö- 
fsen hervorbrmgeh kann. Um dies immer leicht Iheurtheilen 
zu können, mufs man die Formeln der sphärischem'Trigono
metrie difierenziren, indem man, um alle Fälle zu umfassen, 
alle Gröfsen als variabel annimmt.

Differenzirt man die erste der Gleichungen (2 ) ,  so er
hält man:

—  sin acla =  db [—  sin h cos e -J- cos b sin c cos Ä]
clc [—  cos b sin c +  sin b cos c cos Ä]

—  sin b sin c sin A  . d A
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Der Factor von db ist streich — sin a cos C, der von 
de gleich — sin a cos B ; schreibt man dann noch — sin a 
sin c sin B statt des Factors von i ,  so®erhült man die Dif- 

Terentlalformel:
da —  cos Cdb +  cos B  de -f - sin c sin B d A  

Schreibt man die erste der Gleichungen (3 ^  logarith- 
miscli, so ernält man:

log sin a +  log sin B  =  log sin b +  log sin A  
und wenn man diffqrenzirt:

cotang ada Ar- cotang B  d B  =  cotang bdb -f* cotang A d A  

Statt der ersten der Formeln (4fo differenzire. man die 
erste der Formeln (5), diej>aus der Verbindung von (3$i und 
(4) hervorgegange«; sind; dann erhält man:

sin A  -  n g * < -I :— - •> d B  dA  I cotang B  cos A  —  sin A  cos cl
sm-B2

sin 6
oder:

sin c
db +  de [cotang b cos c cos A  sin c]

sin^L , , ,  cos-fi' , , sine ,,  cos a ,
d B — - „ d A  = ------ .— T ^ ä b + - ^ - ,d c .

s in -S 2 sin B  sin b2 sin b

Multiplicirt man diese Gleichung mit sin B, so findet 
man:

sin a _ _  „  _ . sin C ^  cos a sini?
-d B  —  cos (JdA =  —  . -  db H —  de

sin b sin b sin b

o d Ä d l i c h :
sin ctdB  =  sin Cdb —  sin B  cos ade —  sin b cos CdA  

Aus diuj ersden der Formeln (8) erhält man dann noch 
ganz SO' wie aus (2):

dA  —  —  cos c d B  —  cos b d C - j- sin h sin Cda 

Mau hat also die fbkwmdeu Differentialgleichungen der 
sphärisohen Trigonometrie:

da —  cos Cdb cos B d c  -+*• sin b sin CdA  
cotang a d a -f- cotang B d B  =  cotang bdb cotang A dA  ^

sin a d B  =='Cdb —  sin B  cos ade  —  sin b cos CdA  
dA  —  —  cos cd B  —  cos b d C - h sin b sin Cda

10. Bei kleinen ^Winkeln kann man sich erlauben, den 
Cosinus 'g#ich  eins zu setzen und den Bogen statt desSSj- 
nus oder dftR Tangente zu nehmen, also^wenn man den Bo
gen in Secunden ausgedriiekt haben will, 206265 a statt sina 
odf^ taug a zu setzen. Sind die Winkel nicht klein genug,
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um das zweite Glied di# Sinusreihe schon vernachlässigen 
zu können, so kann inan auf folge’ude Weise verfahren:

Es ist:

und: 

also:

sin a , 1 ,  , 1
V T  =  6 120'

1 1
cos ö =  1 ----- — a*1 a 1

2 24

\ f 1 o| cos a =  1  — a “ -f- . • . •

Man erhält daher bis auf die dritten Potenzen inclusive:
3

sin a i  /
 =  V cos a

fi. 1

oder:
3

sec a
ö

i =  sin a ^  s

eine Formel, weicht so genau ist, dafs man bei einem Winkel 
von 10 Graden noch nicht einen Felder von einer Secunde 
durch die Anwendung derselben begeht. Es ist nämlich:TD O

3

log sin 10 ^  sec '0  0 =  9.2418864

und wenn man hierzu den Logarithmen! 5.31442g) 1 addirt und 
die dazu gehörige Zahl aufschlägt, so erhält man 36000’'.74 
oder:

10° 0 ’ 0.”74

11. Sehr häufig^njächt man in der sphärischen Astronomie 
von Keihenentwickelungen Gebrauch, von denen die wich
tigsten hier abgeleitet werden sollen.O  O

tefipt man einen Ausdruck von der Form:
a sin x  tangy =  1_ a cosx

so kann man leicht y in eine Keihe entwickeln, die nach den
Sinus der Vielfachen des V inkels x  fortschreitet. Es ist näm-
i  * i  i h i  • i t  n  d m  —— m  dn  T-» . i  i ilieh, wenn tang z —  — ist, clz =  — ;------ —. betrachtet man

°  n  m ~  - \ ~ n £

also in der Formel für tang?/ sowohl a als auch y als ver
änderlich, so erhält man:

dy sin x
da 1 —  2a  co s^ -h a 2
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und, wenn man diesen Ausdruck nach der Methode der un
bestimmten Coefficienten in eine Reihe entwickelt, die nach 
Potenzen von a fortschreitet:

=  sin x  -f - a sin 2 x  -4~ a2 sin 3 x  +  . .  . . *)da-
Integrirt man diese Gleichung und bemerkt, dafs für 

x =  0 auch y =  0 ist, so orfiürt man für y die folgende 
Red: e :

y  =  a sin x  -f* ^ sin 2 x  -f* 3 a* sin 3 x  -f -  . . . . (12)
Häufig hat man zwei Gleichungen vou der Form:

A  sin jB =  a sin x  
A  cos-B =  1 — acos# 

aus denen man B und log A in eine nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen von x  fortlaufende Redie entwickeln 
will. Da hier:

tan" B ■
1 —  a cos x

so findet man für B du weh die ijTormcl (1 2 ) eine nach den 
Sinus der Vielfachen vou x  fortschreitende Reihe. Um nun 
auch log A in eine1 älmlick#**Reihe zu 'entwickeln, hat ntan 
zuerst :

A —  ]/ 1 — 2 a cos x - t f j '
Durch die Methode der unbestimmten Coefficienten findet 

man aber die.folgende Reihe:'
«cos.r —  a2

   — --------- -—  ̂=  a cos x  H- cos 2 x  Ar a cos 3 x  H- . . . **)
1 —  l a  cosx  -t - a £

Multiplieirt man diesen Ausdruck mit —  und integrirt.

dSufefelben nach « ,  so wird, weil die finke Seite gleich 
j c/log (1 — 2 a cos x  -4 -a 2) 

da
und für a —  0 auch log 4̂ =  0 ist:
log K l—  2a eosir-f-ra“2 = l o g / l  =  —  [«cosar +  ̂ a* co s2x -f ä a3 cos3 37+ . . . ]  (13) 

Ebenso erhält man, wenn man die beiden Gleichun
gen hat: A  sin B  —  a sin x

A  cos jB =  1 A~ a cos x

*) Man sicht leicht, dafs das erste Glied sin x  ist und dafs der Coeffi- 
cicnt von aH gefunden wird durch die Gleichung:

1̂« —  2 A„~ 1 cos x  —- A „ .-2
**) Man sieht sogleich wieder, dafs der Coefficieni von a gleich cos x  ist 

und dafs der Cocfficient von an gefunden wird durch die Gleichung:
An =  2 A „ - l  COS X —  An -2
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indem man in (12) und (13) 180— x  statt x  Setzt:
________________-B=cAsin .v  — 4a2 sin'ä.r+ '̂a3 sin 3V—   (1 4 )

l o g j / l + 2 «  c o s * - H i 3 = lo g -d .= f l t c O S 'Z —  4  a 2 cos  2  z  4 - 1 « ’ c o " z  —   (1 5 )
H at man einen Ausdruck von dgl Form: 

tang y  =  n tang x,

so kann man denselben leicht auf die Form tang y —  —fUAA.__
1 —  n  cos  x

bringen. Fs, ist nämlich:
t ' i n » ( y - . r ) =  tan g;y_— J:ang_.r_  (w —  x

‘ 1 -+- tan gy tang.z 1 4 - n t a f l g ’z 3
  (n —  1) sin x  co# x  __  — l )s i i i ; .z c o s z

4 +  4  cos  2 x  -t -  — —  — cos 2 z

n  —  1

(fl — 1) sm 2z n-f- I
( » 4 - 1 ) —  ( » — 1 )  cos 2 z  f c e  — 1

1    cos  2.z
M —J— 1

Ist algo die Gleichung tunjS/ =  nmuny-x geg&Ben, so 
erhält man:

y = x + 2* + *  C q ii)  shi 4 * + J £ G t )3 sin 6" +  • • •
Setzt man hierin zuerst

n =  cos « ,
» jj j

[S ja iis t  - — -  =  —  tang S h 2

Die Gleichung

giebt also:

» 4 - 1

tangy =  cos a tang x

y  =  x — tang\ a 2 sin 2 x + - £  tang^ a 4 sin 4a: — $ tang ̂  a 6 sin 6 x  +  . . .  (17 )
Ist

n =  sec
• i . n — 1 i oSO ist — ——■ =  tang \ a  ,

n ~\-1
und man erhält also, wenn:

tangy —  scc a  tang x  oder tang x  =  cos a  tangy,
y  =  x  - b  tang ̂  « 2 sin 2 .r - f -  ̂  tang  ! a 4 s*11 4 .r-f- '  tang <x6 sin 6 x  -+- . . .  (18)

Da
cos a  —  cos ß  . rn . . . ,
—  - =  tang4,(/3 —  a) tang4(/*4 -« )
cos a 4 -  cos

t sin a  —  sin ß  , , , , .
Und . . = t a n g i ( «  —  /?) cotaug4 (n +  A

s in ,«  4 -  £in ß  A

erhält m au a u c h , w e n n :
co s  atau%y— Ißklg z,
COS p



18

y  —  x —  tang 4 ( «  — ß )  tang 4 (a  4 -  ß )  sin 2 d  fl 
4 -  5 tang .} (a — /3) 2 tang 4 (a 4 - /? )2 sin4.r — ...

ugd wenn :
sin «

tang ;/ —  -  7.' tang y,
°   ̂ sm ß  &

j  =  .t +  tang 4 («  —  /?) cotang 4;j|«4-|#), sin 2x  
4 -  5 tang I  (« —  (£& cotang 4Af 4-/3) 2 sin 4 x  4 -  •. •

Vermittelst de;; beiden letzten Formeln ikttnn man die 
Napier^jhen Analogien in Reihöj£?entwickeln. Aus dt11' Glei
chung :

. A —  B
sm — - -

t a n g ^ - =
sin — - —

erhält, man nämlich:
a — b c B  A  . . B 2 A 2 . „
—- — =  — —  tang —  cotang - sm c4-Rang — cotang— sin e r — . . . .

oder
a — b B  yt . . . B 2 yt2 . 0 . , ,  ,

f - ta n g  cotang — sin(H— o ) 4 “4tang — c o ta n g —-s n .2 (a — o ; - t - . . .2 2 ° 2 & 2 v— v 1 2 2 & 2
und ebenso aus der Gleichung:

A  — B
0.4-6 c°s ~2~

tang tang
cos — - —

die folgenden Reihen:
<H -6  < 5  yt B  . , . y l2 £ 2 . „
— = 2  4 - tang y t a n g y  sin c 4 - 4  tang -  tang —  s m 2 < - 4 - .  . .,

<■ o 4 - 5  yl „B ,  1 . y t2 -B 2 . ,
2 =  — tang-—tang— -sin( ^ 4 -6 ) 4 -4 tang ^ tang ~  sm 2 (o  +  6) —  . . .

Ganz ähnliche Reihen erhält man aus den beiden ändern 
Analogien:

. a  — b
A  —  B  Sln 2 180 —  0 ^

t a n g - y -  =  -  - + - t a n g — -  ,  
s i n - -

a — b
A A -B  C0S 2 180 — C

t a n g - 2 -  =  - - + ^tang — 2 - .
cos 2 -

Häufig kommt auch der Fall |w>r, daJa^man eiae,»Gröfse 
?/, die durch eine Gleichung £pn der Form: 

cos^  =  cos x  - b  b
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gegeben ist, in einei nach fPoteijfien von b fortschreitende 
Rffihe verwandeln soll. Zu dein Ende entwickelt man die 
Gl eicliung:

y  —  agijcos  [cos x  -f - 6] 
mich dein Taylorsplten Lehrsätze. Setzt man nämlich 

cos x  =  z  und y  = = / (z  -+- b),
so liat man:

oder da
S w _ .  i l - J '

1 dz d, cosx  sin x

d. —  - ~d2f  sin.r dx  cos#
d z1 d x ' d.Q.osx sin#3 ?

d C° S X
d3f   sin x  ® dx    [1 ■+ 3 cotang#2]
dz3 d x  d. cos# sin#3

y  =  x  r~~ —  i  cotang x . -  _ —  -J [1 H- 3 cotang x 2] - -------- (19)
sm# sin#^ sin#13

Ganz auf dieselbe W ^se erhält man aus devr Gleichung:
sin y  =  sin. x  b

y  =  x  +  b hltanga: - -+- -J [ 1 +  3 tang x* ] -  -— . . .SßO)
cos.v cosW cos-^f

Anm . Ueber die Reihenentwickclungen vergleiche: Encke, einige 
Reihenentwickclungen aus der sphärishen Astronomie. Astronomische Nacli- 
riohteh No. 562.

B. Die Interpolationsrechnung.

12. In de* Astronomie bedient man sich fortwährend 
d ^  Tafeln, in denen die nurn.erischen Werthe gewisser Func
tionen für ein-zelffe numerische Werthe der Variabein ange
geben sind. Da man nun in der Anwendung die Werthe 
der Function ftu£h*vfür solche Werthe der Variabeln braucht, 
die grade nicht in den Tafeln angegeben Esin ,̂ sp mufs man 
Mittel hab.en, um a\ü& gegebenen numerischen Werthan-, einer 
Function dieselben für jeden beliebigen Werth der Variabein 
oder d'es Arguments der Function berechnen zu können. 
Hierzu dient die Inteijpolationsrechnung. ^>ie hat den Zweck,

2*
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an die Stelle einer» Function, dß,t%n anal) tischer »«Ausdruck 
entweder ganz unbekannt, oder doch zur numerischen Be- 
EuShnung unbemiem ist, eine andere einfachere, ans Ige-ge- 
benen numerischen Werthen gebildete zu setzen, die sich 
innerhalb der Giienzen der Anwendung mit jener vertau
schen h'ifst.

Nach dem Taylorschen llehrsatze kann man jede Function 
in eine Reihe, die1 nach den ganzen-Potenzen der Variabc ln 
forts ehr eitet, entwickeln; nur in dem Falle, dafs für Leinen 
bestimmten Werth der Variabelu einer der Differentialcjuo- 
tientei^unsndlich grols wird»,-, dafs also die Functiou in der 
Nähe dieses Wertlies keinen stetigen Gang hat. erleidet dieser 
Satz eine Ausnahme. Indeiii sich die Trittypolätionsrechnung 
auf diase Entwickelung der Functionen in Reihen, die nach 
ganzen Potenzen der Variahein fortschreiten, gründet,

also voraus, dafs di£ Function innerhalb der betrachteten 
Grenzen stetig ist, und ist mir unter dieser Voraussetzung 
anwendbar.

Nennt man ic_ das Intervall oder die Differenz zweier auf 
einander folgenden Argumentg (wolehe hier immer als c-on- 
stant bet) achtet wird), so kann man jedes belic-bige Argument 
durch a-\-nw  bezeichnen, wo n die variable Gröfse ist, und 
die zu diesem Argiwne.nte£gghörige,Fnnct.ion durch f(a-+-nw). 
Die JDifferenzBwei^ auf einander «folgen ueffl Functionenwf rtlie 
f(a-\-ntv) und f(a-\-(n  lJSSj soll durch /"  (ct-f-« - ( - j) be
zeichnet werden, indt m man, um anzugehen, zu welchen 
Functionenwerthen die Differenz gehört, unter das FiinctlogeSi- 
zeichen das arithmetische MitteRbgidcr Argumente "  tzt und 
dabei den Faktor w wegläfst *). So drückt / " ( a + $ i  die 
Differenz von f  (a) und f  (a -+■ w) , f ’ ( a -+-§) die I )iÖ<Wnz 
von /"(a -f-jo ) und f (a -Jt~2‘w) aus. Dasselbe gilt auch von 
den höheren Differenzen, deren Ordnung \lurch den Acceht 
ange.deutet wird, So ist z. B. f"  (a -f - 1) die Differenz der 
beidegn',rersten Differenzeii f  (a -+■ S) und f  (a -+■ §).

Das Schema dur Argumente und der dazu gehörigenO o  o
FunetionetWea’the und deren Differenzen ist also das»folgende:o

*) Es ist d ®  die sehr bequeme, von Encke in’ seincm AufsSze: UeMi; 
nrecK^ische Quadratur im Jacrbuclre* für 1?37 eingefflhrtc Bezeichnungsart.
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Argument Function 1. DilY. II. Diff. 111. Diff. IV. Diff. V. Diff.
v  —  3 w / (a  —  8 ^  '
a — 2 io f(a  —  2 kj) £ ' , "  * f "  (a — 2) _  g ,,3 /(«-1 pfr 5U. -1)E(al1} ri J“ rY„_u.lr w) w"/ i 1 \ D) ,.,v J S

, /•/ \ ■/ ( e ~ r ~ ? J  f t ,  , W t D + L  . I v v  t \ J  ( * +  )</-+-K> _ /("+ « ’) , f Ul +  0  , 3N /  Ä + l )
. n r-f i \ A \ I /»;;/■ , o\a Hh 2 w f ( a  H- 2 w) f* (  \ y\ f  (a 2)

«  -+- 3 y (a -+- 3 to) 2

Alle Differenzen, welche dieselbe Gröfse nnter dem Funü- 
tionenzeiclien haben, tftelien liier auf derselben horizontalen 
Linie. Die Differenzen deä4* ungeraden Ordnungen haben 
alle als. Gröfsen unter dem Functionenze.iehen a -ff- einem 
Bruche mit dem Nenner 2.

IB. Da man nach dem Taylorsühen Lehrsätze eine jede 
Function in eine nach ganzen Potenzen der Variablen fort- 
sphreitende Reihe entwickeln kann, so kann man Ratzen:

f ( a  -+- b.uO =  d -4- ß  . nw -+- y  . n2 w3 -+- S . ti3 w3. -+- . . .

Wiire der analytische Ausdruck der Function ® } + » i w )  
bekannt, so könnte man die Coefficienten « ,  /?, y, Ö etc. be

rechnen, hi dem ct =  f(a ),  ß  =  etc. ist. Es wird aber

angenommen, dafs dieser analytische Ausdruck nicht gegeben 
ist oder wenigstens, wenn derselbe auch’ bekannt ist, nicht 
angewendet werden soll, und dafs man nur für bestimmte 
Werthe des Arguments a-+-nw  die numerischen Werthe der 
Function f (a -\ -m o ) kennt. Setzt man aber in die obige 
Gleichung'nach einander die "erschiedenen Werthe der Va
riablen h,Psq erhält man so viele Gleichungen als man W er
the der Function kennt und kann also aus diesen ebenso 
viele der Coafficie-nten « ,  ß ,  y , S etc. bestimmen. Man sieht 
abq& sogleich, dafs ci =  f(a)  und düdsW?«ü, y jfl? etc. line;tre 
Functionen von Differenzen se n müssen, die sich wieder auf 
einiSgewisse Reihe von Differenzen zurückführen lassen, dafs 
also aupli f (a -{ -n io ) allgemein von der folgenden Form an
genommen werde« kann:

fi(fl -+- nta.) =  jtejä.) -t- A  . f*  (a 1) + B  ./ "  (ee —I— 1) —t- G . f " ( a - l - f )  

wo A, B, C etc. Functionen von n sind, die sich durch Ein
führung bestimmter ganze'}’ Werthe von n bestimmen lassen. 
Wenn aber n eine ganze i Zahl ist, so wird jede Function 
f(a-\-mo) aus f(a) und den obigen Differenzen durch blofse
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sucCQgfeivs Addition gefunden, weil» man sich erlaubt, eine 
der höhere» Differenzen .m constant zu setzen, wenn man 
also die Werthe der Function als einefairithmetischc Reihe 
höherer Ordniuag betrachtet. Ist Ischon die arste. Differenz 
constant, so wird f ( a - { - u i o )  einfach glerp&/'(a) +  w . / ',(a + ^ ) ; 
ist erst die zweite Differenz constant, so mufs man zu dein 
vorigen Werthe noch hinzulegen f ” ( a - \ - Y )  mult-iplicirt in die
Summe der Zahlen 1 bis n — 1 ocS ! in ” ^ ; und wenn
erst die dritte Differenz constant ist, so kommt noch hinzu 
f'" (<z+§) multiplicirt in die Summe der Zahlen 1, 1 +  2,

1 +  2 +  3 etc. bis 1 +  2 + .  ..+ ra  — 2 oder in " i so"
i  p  n  * a n  f t  ̂ )  /D  ^  ( »  1 )  ( u  2 )  ,clals allgemein A =  n , B —  —• - -  , C = - — ----------  etc.
und daher:

f ic i  -+- niv) = f ( a )  +  n f  (a -+- j )  4  y  2 \ f"  (a +  1)

- ’l M )(”> (o +  ö  +  . . . ,W1 . 2 . 3

wo das Gesetz der Fortsc-hreitung klar ist *).
Diese Formel ist unter dem Nanrfeh der Newtonschen 

Interpolationsformel bekannt. Der Coefficient dar Differenz 
von der Ordnung n ist der Coefficient von x" in der Ent
wickelung von ( l  +  a:)“.

B e isp ie l. Nach dem Berliner Jahrbuohe fiir 1850 hat 
man für den. mittleren Mittag die folgenden helio centrisclien 
Längen des Mercur:

* )  Man sieht dies sogleich aus der Art, wie die Functionen aus den 
Differenzen gebildet werden. Bezeichnet man nämlich letztere der Kürze we
gen mit f ,  f \  f '\  so erhält man das folgende Schema:

I. Diff. II. Diff. III. Diff.
/(« )  ,
/ ( « ) + / ’ J L l  f  r , „

f (a )  +  2 f + t f '  i ' + o f ” +  M  W ' + / " '  P
/ ( „ )  +  3f>  h -  3  f  J  +  - t f  f  +  2/ |  J

/ ( a ) + 4 / '+  6 / ’ +  i f
/ ( « )  +  5 /  +  1 0 / ' 4-1 o / "  1 T; r . n L  f  +  J
/(« ) +  6 / + i i . r  +  2o/"' t  xSfcuT ;*>■ / ' + s s p  j
m + 7 / ’ + 2i r + 35/ i j  +  6 /  + 15 /
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i.imr. n. Dia: iu.niir.
.hm. 0 303° 53 ' 1". 5 , „

2 31(1 (i 51 4 1 “ +- 1  4B". 0 , „
4 317 7 2!)-5 7 •» hM 21H  4 i t
6-324 29 3 3 . 9  , 4  24 2 6 . 8  04 ' 0 4 . 7
8 33)2 16 1 7 . 2  ' 0 27 K  1 4 59 ' 2

1Ü 340 30 2 0 . 6  8 14 3 ' 4

Sucht man daraus die Länge des Mercur für den mitt-
leren Mittsigflvon -Tan. 1 , so hat itfau

X f W  =  3030 25' 1 ” . 5 und n =  f ,
ferner

+  =  4 - H  41' 50”. 0, «  =  i  P ro c lH t : +  3 " 20’ 55'’. 0

A «  +  0  =  4 - 18 48 .0 , " - ^ " ~ - ) =  - ^  - 2  2 1 . 0

g g ^  +  Ü  =  4 -  2 44 . 4, " l ^ ~ 2) =  +  tV. 4 -  10 . 3

|  =  +  l o . l ,  n[ n -  d) =  -  Tf » -  0 . 4

Man hat demnach zu /'(«) hinzuzufügen 
4 -  3° 18’ 43”. 9

und erhält für die Länge des Mercur Jan. 1 . 0
306014£’ 45".4

I )& NewtonSche Formal läfst sich noch bequemer auf 
folgende Weise schreiben, dir den Vortheil gevvährt, dafs 
man immer nur mit kleinen Brüchen zu multiplieij^n hat:

M  +  n w) = / ( « )  4 - »  f f  (fl 4 -1 )4 -  n= ±  r/ "  0  +  1) +  *’ ~  X

x r./'| c« 4- 1  -4- “ ~ 3 r /iv o 4- 2)1 (1 a)

Ist n wieeler 4, so ist ” ~ 3 = —  |, also " f lv (a 4- 2) =

— (iv.4i. Dies zu f "  (a 4- fp hinzugelegt und die Summe mit

- " =  — i multiplicirt gielTt — 1' IM. 0. Bh’gt man dies wieder
n  ^

zu f"  (eH-1) und multiplicirt die Summe mit — -— =  —  |, so

erhält man — 4'22”. 2 und wenn man dies endlich zu f  (a -F i) 
addirt und mit n =  \ multiplicirt, jjgo hat man 3° 18’ 43”. 9 zu 
f(ii) hinzuzulegen und erhält also denselben Werth wie vorher 
3 M ’ 45”. 4.

14. Bequemere Formeln für die Interpolation erhält 
min, wönn man die Newtonsche Interpolätionsformel so um
formt, dafs darin blos Differenzen Vorkommen, die aufreiner



horizgnt-alen Linie stehen, so dal's inan, wenn man von dem 
Warthe f(ct) ausgeht, die Differenzen /"(fl +  J , / ’" ( “) nnd 
f ”’ (a -J- 5) etc. anzuwenden hat. Die beiden ersten Glieder 
der Newtonsclien Formel können dann beibehaltcn werden. 

Es ist aber:
f "  ( 0 + 1 )  = / * Ö + / ' " t  +  l ) ,

ü  m  <fl+ D  = / " ’ ( o + . » + / » + 1)

=/": O +  D +/1 + / v (« +  D,
/iv (a + 2 ) = /iv  o + 1 ) m  + .4)

=  / IVG)--h 2f v(a +  D + /S '(« +f),
/ V  („ +  I) =  J (o +  |  | + / VI^ 4 - : 2)

=  / v i 4 - |) + / VI( o + l ) + / V'( “ + 2 ) ,
etc.

Man erhält also. ajts Coefficienten von f"  (a) :
n (n—  1)

~ C .2 ~  ’

als Coefficienten von f  " (a -J- 5) :
n (n —  1) n (/? —  1) (?i —  2 )  (n -+-1) n (n —  1)

1 .2  7727-3 ~  i 7 2 7 3  ’

als Coefficienten von L j (a ):
(n —  1) (« —  2) « (n —  1) (rc —  2) (n —  3) (« -J-1) n (n —  1) (» —  2)

1 . 2 . 3  K 2 7 3  . 4  _  7 7 2 . 3 . 4  ’

endlich als Coefficienten von f  ’ (a -+-1) :
n (n —  S) (n —  2) n — 1 )(n— 2 ) (« —  3) » ( « — 1)0* —  2 ) (n— 3)(» —  4)

TTTTä ’ i .  2 B f .  4 i . 2 .3 TT. 5
  G +  2) ( i l + l ) «  1 jßf;   2)
_  i . 2 . 3 . 4 . rT

wo das Gesetz der Fortschreitung klar ist. Die vollständige 
Formel ist daher:

/ ( « ) + « / ’ ( « + g j >  +  ~ 2 L) / - g „ t +  ^ n- - l ) / ' » (a  +  1)
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(«4-1)« (»— 0 ( K— 2) 
l7 2 73 74 f *  (n) + <?+:2) 2- ,  " c s + ^ . . .  d s )

Führt man statt der Differ'enze,n, welche ti-h  i unter dem 
FuFfctionenzeiß'hen haben, diejenigen ein, welche ff— ] ent
halten, so hat man:

/ ’ (« +  * ) = /  ( « _ * ) + / '  ( « H  
/ ' ” f . + |P = / ’“ ?  -  f  +  d m
./jU  D, D = / W  -  D + / VIifk  

Es bleiben also dann die Coefficienten der, Differenzen



von einer ungeraden Ordnung^ dieselben, dagegem ist der 
Coefficient vion

, n(n  —  1)  n fy 4  1)
1 .2  .1.2

und der von
(n +  1) n (n -̂ jO (n—(— 1) n (n— 1) (n — 2)_(n— 1) n (»-4 ■ 1) (n +  2)

lT7 .7  I T  2T 3 T 4 — 1T 2T 3 . 4

Man erhält daher:
rr  1 a ff  m  1 '* ( « + 1 )  . . ( « — I w C »  1) ,„<r , ,/ ( n + n «0 = / ( « ) 4 -n f  (a— ,)  +  — ; - -  j  (o) - 1- - -  —   /  ( « — D

( n _ l) i i ( iH -l ) ( « + 2 )  Iv  ̂ ( « _  2) (».— 1 ) « 0 + 1 )  ( « + 2 )
+ -1 . 2 . 3T 4—  I J a) +  -  ' ~ 1 7 2 7 1 7 0 -------------- p ® “  i} + - ’

wo das Gesetz deit Fortselireitung wieder klar ist.
Nimmt man nun an, dafs man eÄ öi Werth interpoliren 

soll, d.efSten Argument zwischen a und a—w liegt,! so ist n ne
gativ. Soll aber n immer eine positive Zanl bezeichnen ,Ko
inul's man — n statt n io den Formel anwenden und die letztere, 
wird daher für diesen Fall:

f ( a  —  0 9 = = / $ )  —  n f  (a —  F  +  " - y  Y ~ f "  G ) (3)

G  —  l ) » i '  +  l)' 7 .  _  Q. +  l)n (> . — l ) ( n— 2)
1 . 2 . 3  'l) " l . 2 " .  3 . 4  *  W

G  +  Mn + 1 )  n (« -  1)(« - 2)' , v , ,  ,
---------------------1 X 7 . 7 5 -------------/ v | - 7  +  . . -

Diese Formel h ata man also anzuwenden, wenn man rück
wärts interpoiirt. Schreibt man die beiden Formeln (2j und 
(3) wieder so um, wie efe vorher mit der Newtonsoheu For- 
irol gediehen ist, so " 'h ä lt man:

/G . ' f f -  n'nä) =  /  Js) n [ f f a ,  +  ^  H g [./ "  ( « )  -I g—  X

x  [/ " j y i )  - I n ~ 2 r j j w o + . . .  (2 o)

—  n  = / ( » )  —  n f^% < —  1  — " ;J"' x

X K «  - 1 )  -  " 7 2 [./■%«) -  . • ■ ( I )

Denkt man sich durch das Schema der Functionen und 
Differenzen in der Gegend, wo der zu interptoJirende Funo3 

. „tionenwerth ungefähr liegt., ein^horizontale-Linie, gezogen, 
so hat man, indem man diejerstcre Formel anwendet, wenn 
n - h nw näher an a als an a-f-M), die andere, wenn a— nw 
näher an a als an a — w liegt, immer diejenigen Differenzen

25
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zu benutze^ die zu beiden feiten der horizontalen Linie 
zunächst derselben liegen. Auf' das Zeichen der Differenzen 
hat man weiter gar nicht zu achten, sondern jede Differenz 
so zu verbessern-, dafs lieh dieselbe. der auf der anderen 
Seite dqr horizontalen Linie^tehendan nähert. Wendet man 
z. B. die erstere Formel an, liegt also das Argument zwi- 

JSjshen a und so würde der horizontal« Strich zwi
schen f" (a) und f ” (a -+- ij*1 fallen. Alan hat dann zu f"(a ) 
hinzuzuthun:

+  ' 2 _' / ,,'Cn +  i)  = +  g  tllfwC a + f ) — / ” (&)]•

Ist also f" (a) /"  (a -+- Bjj, so wird das' ver-

Ij es Arte f" (a) werden, P&o ■ sich immer f" (a, +  1)
nähern.

Man erlangt iibrigdifs noch eine etwas größere Ge
nauigkeit, wenn man als letzte Differenz, wo man ab^ejdicfst, 
das arithmetische Mittel der beiden zunächst der rloiizontalen 
stehenden Differenzen nimmt. Das arithmeti|She Mittel zweier 
DiffeSnz^h soll bezeichnet werden durch das Zeichen der 
Differenzfunction und das arithmetische M ittel der beiden 
Argumente, die darunter stehen, sodai's:

ßtr  I N  . / ' ( «  +  »■ — l ) + / , ( c + «  - 1 - 0  
/ ( «  +  ») = --------- — g—  —

»st. Dann kommen, gradP umgekehrt wie früher, bei den 
Differenzzeieliän der geradem Ordnungen Brüche ,vor, bei 
den ungeraden dagegen ganze Zahlen, sodafs keine Zweideu
tigkeit .entstehen kann. Schliefst man nun z. B. mit der 
zweiten Differenz ab, so ndim&man bahn Vorwärtsinternoliren 
das arithmetische Mittel von f"  (a) und f"  («H -l) d. h. f''(a-+-\). 
Dann benutzt inan statt des fcgiedes

i  "

jetzt das Glied
n± = P - f K a + ^  1,

Während man also, wenn man hlos /" '(« )  nähme, um 
das ganze dritte Glied fehlte, so fehlt man jetzfhiur nefch um:

/ nr{n— lB n-f-Sfi n.(» —  .. » 0 * — l ) ( n—  1)
1 . 2 . 3
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F ür n  =  1 würde also der Fehler? soweit defS®he Sftft 
den dritten Differenzen aJbhängt, völlig Null.

t 5 i ' diesen Fall, dafs n gleicli ilE dafs man also in die 
Mitte irterpodren will, isöes gleichgültig, welcher dô - beiden 
FS’meln (2 )  oder (3 )  man sieh bedient, da man entweder 
von dem Argumente a ausgehen und vorwärts interpoliren 
oder von dem Argumerit«e a ̂  w »ausgehen und rückwärts in- 
terpoliijen kann. Die für diesen Fall bequemste Formel 'erhält 
man aber aus der,.»Verbindung beider. Für n —  t geht die 
Formel (2) über in:

f ( a  +  i  iv) = / l  +  Sh D  +  -  V  2 '2 f "  (a) +  -  j T2 y  f ”(a +  1 )

j i  1 1 3 7j 2_ „jy, s +
1.2.3.4 J K }

Die Formel (3) wird dagegen, wenn man von dem Ar
gumente a-\-w  ausgent:

/(«  + 7) = / ( “ +  «0 — { f t y  +  r) +  p p T  Ä “ +  t)

Nimmt man aus beiden- Fornjeln das arithmetisch‘®M it- 
tel, so fallen alle Glieder, in denen Diffexemzemseifi^r unge
raden Ordnung Vorkommen, weg und man erhält dann für 
die Interpolation in die Mitte die folgende sejir bequeme 
Formel, in der nur arithmetische Mittel von .geraden Diffe
renzen Vorkommen:

f ( a  - H « 0  = / ( “ + ! )  —  g / “ (« -t~ i)  +  p g / IV( « + 7 )  —  ^

oder:
A a + ^ v )  = / ( « + ! )  -  |  [ / " ( « + D -  p  1 /IV( « +  V) -  ~  9 5  ( « + ! ) - . . . ,  (4a)

wo das Gesetz der Fortschreitung de-utlichlist.ii;
B e isp ie l. Man suchA,die Länge des Mercur für Jan. 4 

12h, dann hat man die Formel ( 2 ö )  anzuwenden. Die, hier 
zu benutzenden Differenzen wären die folgenden:

I. D iff. IX. Diff. III. p i f f .  IV . Diff. 
-4- 7° 0’ 38". 0 + 2 '  44". 3

Jan. 4 317° 7’ 29". 5 + 2 1 ' % " .  4 + 1 0 " .  1
7 22 10 . 4 2 54 . 5

6 324 29 39 . 9 - ■ ■:
Hier ist nun n =  ' ,  also

n — 1 3 n-H-t_ 5 n — 2   7
2 “ “ T ’ 3 1 2 ’ 4 1 6 ’
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wenn man auf die Zeichen weiter keine Rücksicht nimmt, 
und man erhält:

Arithm etisches M ittel der 4ten D ifferenzen X  / t —  ■yfifi
V e r b ^ f f l S  dritte D ifferenz 2 '5 1 " .  3 X  A  =  l ' l l ” . 4
V erbesserte zweite D ifferenz 22 '.43 ll!. 8 X  4  =  8 '3 1 ” . 4
V e r b e s jH jj  erste D ifferenz 7 ° 13' 3 9 ". 0 X  {  =  1 " H S '2 4 ” . 7 ,

also die Länge für Jan. 4 . 5O
3 18 ° ‘5 5 ' 54". 2.

Sucht ritfau die Länge für Jan. 5.5, so hat man die For
mel (3 a )  anzuwenden und die Differenzen zu nehmen, die 
auf beiden Seiten des .unteren horizontalen Striches ‘Stehen. 
Man findet dann die Länge für Jan. 5 .5

3 2 2 ° 3 G '5 fiL 7 .

Ufrs die- Formel (4a) anzuwenden, suche 53m die Länge 
ftip. Jan. 5 . 0. Man erhält dann:

A rithm etisches M ittel der 4 ten  D ifferenzen X  —  t\> —  —  JM. 4
V erbessert, arith. M ittel der 2ten D ifferenzen X  —  | =  —  2 '5 2 ’'. 3
A rithm etisches M ittel der F unctionen =  3 2 0 °  4 8 ’ 34". 7

mithin die Länge für Jan. 5 .0
3 2 0 ° 4 5 '4 2 " .  4.

Bildet man jetzt die Differenzen der interpolirten Wertha, 
so erhält man:

I. D iff. H l Diff. JH. Diff.
Jan. 4 . 0  3 17 » 7 ’ 2 9 ” . 5

4 . 5  318  55 54 . 2  +  ”  ,  +  1 '2 3 ” . 5
5 . 0  5 2 0  45 4 2 . 4  . 2 5 . 1  +  ‘
5 . 5  322  36 56 . 7 , r 1 28 . 9
6 . 0  324  29 39 . 9

Der regelmäfsige Gang der Differenzen zeigt die Rich
tigkeit der Interpolation. DiesmuPrüfung durch die Differen
zen bedient man sich übrigefxs bei allen Rechnungen, wo 
man für gew issä  u gleichen Intervallen fortschreitende Ar
gumente eine Reihe^Von Functionswertlien berechnet hat. Ist 
nämlich bei einem W ertlie'z. B. f(a) ein Fehler x  vorgekom
men, so wird das Schema der Differenzen jetzt das folgende:

/(a  — 2 m) , . 35 / ' '( «  — 2) -„yB
A « - « )  n - 3 ' ,V(a' - 1)- 4r
/ c f - -  t i  +  f  (») -  R g r ?  J  / 1V(«) + 6 *

/(<i4-3w)
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Ein Fehler in dem Weftlie einer Fifuetion wird sich 
also ine den Differenzen sehr vergröfsert zeigen, und zwar 
werden dio stärksten Sprünge in der horizontalen Linie Vor
kommen, in welcher der fehlerhafte Werth der Function steht.

15. Häufig kommt der Fall vor, dafs man die numeri
schen WertlHder DiffVrentialquotienten einer Function braucht, 
deren analytischen Ausdruck man nicht kennt, sondern von 
der nur eine. Reilte von numerischen Wertlien, die irJ glei
chen Intervallen auf einander folgen, gegeben ist. In die
sem Falle nml.s man sich, zur Berechnung der numerischen 
Werthe der Diffeveutinlquotienten der Interpolationsformelu 
bedienen.

Entwickelt man die Hjewtonsclije Interpolationsformel nach 
Potenzen von « , 'S o  ist:

— ./’(#) +** 1) — i f "  (« +1) ^ A f " '  (a +  f) — —
+  ~  (o -+-1) la +  |) +  ... |

Da nun aber auch nach dem Taylorschen Lehrsätze;
f(  L  ■> \ i cp y(fl)n 2 io- d\f(d) n3w 3,-f-nff) = / ( « )  +  -  - n to +  - ■ — -  —— - +  - -■ - —  H- . . .

da da* 1 .2  daä Z. 6
so erhält man durch die Vorgleichung beider Reihen:

d- M  =  1 -  ^  (« 4 -1 )  -  \ f "  (« +  l) +  +  4) - . . . ]d a v)

=  v [> 1 4 1)h / B  &+•■•].da w

Bequemere Werthe für die Differentialquotienten findet 
man aus der Formel 2 in fsNo. 14. Führt man n. die,i?e For
mel die arithmetischen ,'MittH der ungerafen, Differenzen ein, 
indem man setzt:

iffla +  D — («)
/ " ' ( « + 1)= /? ; ; ( « )+ ! / w o

etc.,

j*S(7‘erhält man:
. s i, , . H . ,  . ” 2L yfte  -t- n w) =  Ay) 4 -  » / ,< » )  4 -  .—5 4 -  " T W W -------- /  (»1+ 1 m I |

1 . 2 . 3 .4  ■' w
eine/Formel, welche die geraden Differenzen, welche mit f(a)  
auf einer Horizontalen stehen, enthält, dagegen die arithmeti-
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sehen Mittel der ungeraden Differenzen, die zu beiden Seiten 
der BljSrizontalen lieSBE. Entwickelt man dieeBfee nach Po
tenzen* von n , so hat man:

/(«  +  „«,) =/(*.) H- » [f\a) -  J ,£Ä ) +  3,„ / Vi )  -  ^ ‘f ß "  ~h . ■. I 

+  f f  j Ü J -  J J ' D )  - 4  i j / VI ( « ) -• ■ . ]

+  ] 7 2 - 3  f f  («) -  i ß  | ) +  ■ -1

+ 1 72/3 . 1 f / V "  R B )  +  • • • I

h- ö : f c  .T [/V(a) ~  4/v" (d) +  • •■ -]
und daraus:

ü  =  - 1-  [ / ’ c«) -  t i r  f t f+ 3 'Ä b  -  JSSt R h- .. -i,clci 1 0

dT f  -  j .-  -  m + W - . . 1  (5)

=  *, r l ’( « ) -  d B  +  B t ™  w  -  ■ ■ J.aaJ
etc.

Hat man die Differeniiakpiotienten für eine Jfunctipn zu 
[sifgflen, die nicht unter den gegebenen vorkommt, z. B. für 
f(a-+-nw ), so hat man in diesen Formeln a-\-n  statt a zu 
Sitzen, sodaffim

df i- I ynü)  1 | .1 .  . \ 1 . 1"  /  , \ ] j’V / , I
7 — —  [ /  ( a + S ® —  T i /  ( «  +  h) +  S i r /  ("■ +  «) —  ...J ,iO

d^ffc+nw) 1 \ 1 Hv- , \ ^
~  da*' “  =  ^  ^  (a +  ,?) “  +  +  "  J>

etc.

Die jetzt anzuwendenden Differenzen kommen in dem 
Schema de^elben niebtawor, sondern missen erst berechnet 
werden. Für die geraden Differenzen z. B. f"(a-\-n) ist dies 
leicitf, da dieselbKi durch die» ■^'wohnlichen Inte^pohutions- 
formeln lebhaften wdrden, 'ndem man jetzt D" («), f"(a-\-ri) etc. 
als die^ anqfioi&n, die ■ dritten Differenzen als deren erste etc. 
betrachtet. Die. ungeraden Differenzen sind abej arithme
tische /Mittel und man mul* also zuerst noch eine Fdfmel 
für die Interpolation arithmetische*! Mittel entwickeln. Es 
iswaber:
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micl nach der Intesp.olationsformel 2 in Norul4:

- 4 ) - » / ' ( ! + -
(?i +  l )  n ( 7 2—  1)

1.2.3
f  c„  + ,! - H U = / '  («r +  * )  +  n f ” (a) +  '1V "  ( «  +  i )

+ (~ f r r r ' )fW(-a ) + ---’
itffo erhält ma.n, wenn man das arithmetische Mittel ans bei
den Formeln nimmt, die Formel für die Interpolation eine% 
arithmetischen Mittels:

/ 1« + « ) = ./£ « ) +  n f’ (&-K («) -f- $ * /|IV Ca)

J S ± i > | ^ / v(a) +  .. .

Die beiden Glieder

r ^ P i ^ r a)
sind ans dem arithmetischen Mittel der Glieder

n ( 1 1  —  1)
1 . 2 ' /"Xi 1?

und
( (n +  1) %n7 , n 

1.2 1 °
entstanden, welches

+  % lf"  (<* +  4) - / "  (<* -  1)]
giebt. Verbindet m;ui die beiden Glieder, welche f 'v (a) ent
halten, so kann man die obige Foriffinauch so schreiben:

I # g ^ (a + n )  0 )  +  2 ” j j - — / Iv S  +  . . .  (7)

Vermittelst ater Formeln 5, 6 und 7 kann man also die 
numerischen Werthe der Diffefentialquotieirten einer Function 
für jedes beliebige Argument aus den geraden Differenzen 
und den arithmetischen Mitteln der ungeraden Differenzen 
berechnen, wenn oiive| Reihe Bron numerischen, in gteiehen 
Intervallen auf einander folgenden Werthefj der Function ge
geben ist.

Man kann nun aber auch noch andere Formeln für die 
Differentialquotienten Entwickeln, in denen die einfachen un



geraden Differenzen, dagegen die arithmetischen Mittel der 
geraden Vorkommen.

Fuhrt man nämlich in die Interpolationsfonuel (§) die
a.ritlnnetischen Mittel der geraden Differenzen ein, indem 
man setzt:

* -8C^a) =  /  (li +  1) — h.f’ $  +  t)
/•(«) =  -+Ä) -  i r  (o -+- ^

+  i) -  i - /# - I - D
etc.

so erhält jjiaiJ, da :
(fl + 1 )  ti ( n —  1) , n  (« —  1)  n (jj —  1 ) (n — » )

' 1 .2  ,~3 T 1 . 2 —  T72T  3
ctc.

/ ( «  +  » w ) = f ( a .  +  ,}) +  ( «  —  +  D  -5 - J  ( f i - i )

( « + i ) »»,(«— 1) ( « — , i\ 1 
+  “  1 . 2 . 3  f  (a +  ’J ------•--------1 . 2 . 3 . 1  - •' +  -  •

Schreibt man hier w -f- .5 statt w, so wird das Gesetz der 
Coefficienfem einfacher, indem man erhält:

/ [ «  +  (H-f--jtöjö] = f ( a + i )  +  +  +  — ip  ~ / ” ( rt +  P

, (.n+ i)<n -i)r M )  +  i ± ö 0 1+ ^ - l « = l)_ M  j j  +  ...
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1 . 2 . 3  1 . 2 . 3 . 4

Entwickelt man diese Formel' nach Potenzen vojr ?«., so 
erhält man, weil die von » : unabhängigen Glieder:

/ ( «  +  l )  p / ’ (a +  i ) +  - Y g -Ä (“ +  t) — • • • ==/(« +  1 “’)
sind
/[ o  -+- (fl +  i ) w\ =  / ( «  +  i

+  n [ f ’M - t -  i )  —  )4 / ,,, (« +  1) +  (o +  D  —  .. .]

+  1 . T O  ^ v(« +  D +

Vergleicht man dann diese Formel mit der Entwickelung 
von f (a  -f- |?c +  11 w) nach dem Taylorsahen Lehrsätze, so 
findet -inan:



Dieser Formeln wird man sicli am 'bequemsten dann be
dienen, wenn man die Differentialquotienten einer Function 
für ein Argument zu berechnen hat, welches das arithmeti
sche Mitte] zweier auf einander folgenden Argumeüte ist. 
Für andere Argumente, <z. B. b -f- (?i - f -1)to: hat man wieder:

(« +  ’  +  n) -  2 4 #  +  ^

+  E & r l  +  ? +  «) —  •• (9)

etc.

und hier wird man wieder die Differenz f  (ci -+-  ̂-+- n), 
überhaupt alle ungeraden Diffajimzen, durch die gewöhnlichen 
Int&polationsformeln berechnen. Da aber die geradelt Diffe
renzen arithmetische Mittel sind, so erhält man die für diese 
anzuwendende Formel aus der Formel (7) für die Interpola
tion eines arithmetischen Mittels aus ungeraden Differenzen, 
wenn man a-t-5  statt a setzt und, um f ' (a -3r\-\~ii) zu fin
den, alle Accetite um eins vermehrt etc., sodafs z. B .:

/" («  +  { +  «) = / ”(« ’+ B - J >*/'"(« +  *)-+- j§  / Iv(« +  D

+  - ^ S  +  D +  - "
B e isp ie l. Nach dem Berliner Jahrbuche für 1848 hat. 

man die folgenden ßectasgensionCn des M ondSSB
I. Dill’. II. Diff. III. Diff. IV. Diff.

Juli 12 b» 16» 14m2Gs. 33
12» 39 3 0 . 3 2  - i °  3 ■ J + 2 3 S . 7 5

13 0» 17 4 5 8 . Of 2 2 .3 6  ' - 0 ^ . 8 5
12» 30 4 8 .1 6  • 2 0 .1 2  ' 0 . 7 9

14 0» 56 58 . 38  2 1  ’ 1 7 . 0 9  “ ‘ 0 . 6 7
12» 18 23 25 .69 f  P  ' ä 13 . 39

15 1» 50 6 .3 9  26 40 • 70

Sucht man hieraus die ersfen Differentialquotienten für 
Juli 13 10h, l l h rrnd 12h und wendet dazu die FornysJ. (9) 
an, so mufs man zuerst die ersten und dritten Differenzen 
für dies« Zeiten berechnen. Die dritte der ersten Differenzen 
entspricht dem Arguigente Juli 1 ^ 6» und ist f'(a~hD: a ŝo

3
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ist für 10h, l l h, 12h n respjctive f., und Wenn man
also auf die gewöhnliche Weise interpolirt, so erhält man:

/ ( «  +  !+ » )  / " ( a+ J  +  „)
IO1* +  25nl57s. 11 —  2s. 5t
lli* 25 58 . 81 2 . 58
12h 26 0 . 4(1 2 . 64

Darhus^erhält man also die Differentialquotienten 
für IO'* +  25m5?s . 21 

llh  25 58 . 92
12>> 26 0 . 60

bei deneh das Intervall w =  12  Stunden zum Grunde liegt. 
\\ ill man dieselben für eine Stunde liabeu, so muls man also 
durch diDdividiren und erhält dann die folgenden Werthe,: 

10h 2m 9S. 77 
llh  9 . 91
12h 1 0 .0 5 ,

die die stündlichen Geschwindigkeiten des Mondes in Rectas- 
cension für diese Zeiten ausdrücken.

Hätte man Formel 6 anwenden wollen, wo arithmetische 
Mittel der ungeraden Differenzen Vorkommen, so hätte man, 
wenn man a =  Jul 13 121' nimmt, für 10h z .B ., wo n —  — 
ist, nach Formel (7) erhalten:

=  +  25m^6s. 7 l  und f \ n  —  1) =  —  2». 51 

und daraus nach Formel (6) für den Differentialquotienten 
+ - 2m 98. 77.

Die zweiten Differenzen sind:
für 1 Oh + 2 0 8 .5 5

llh  2 0 .3 4
12h 2 0 .1 2

Legt man dazu — der 4 ten Differenzen und dividirt 
durch .144 ,<iäo erhält man die zweiten Differentialquotienten 
für die Einheit dei Stunde:

für 101' +  08.1432
llh  0 .1417
12h 0 .1 4 0 2

A nm . Vergl. über Interj.ohitio:\sreclui 1111 g den hierüber handelnden 
Aufsatz von Encke im Jahrbuche für 1830 und den vorher angeführten Auf
satz über mechafijsche Quadratur im Jahrbuche für 1837.
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C. Theorie einiger im Folgenden öfters angewandten 
bestimmten Integrale.

16. Da das Integral Jy  ,2 dt, sowohl zwischen den G ^h-
zeii o und g o ,  alsla-ucli zwischen derr Grenzen o und T oder 
T und ~s- genommen, öfters in der 'Astronomie angewandt 
wird, so sollen hier dio wichtigsten auf dasselbe bezüglichen 
Sätze und die für die humi&Hsche Berechnung dienenden For
meln zusammengesiellt werden.

00

Das Integral j  eS2 d t ist eine Umformung eines Euler-
0

sehen Integrals der ersten Klasse, also einer Gamma-Func
tion. Für diese Integrale hat man nämlich die folgende Be
zeichnung eingeführt:

'r*d.r =  r(a), (1)

wo a immer eine positive Gröfse ist, und da man sogleich 
findet

J e  1 —  J ^  r  d  f  ~ ^ —  e " x ■ — [- J . r "  c ~ f l  d x

und nach Einsetzung der Grenzen (lest Th ei) ohne Integral
zeichen verschwindet, so erhält man:

J e  1 d x —  —  J'e * .

oder . .^ J * a r (a )= r ( ,t+ l )  (21
Da nun aber, wie man leicht sieht:

/• : dx — r ( i) =  1

.ist,Eo findet sich, so oft n eine’ ganzfjZahl ist:
r tn) =  (« — 1) (•» — 2) (nI S  . ■ • 1

Setzt man in der Gleichung ( 1 ) x  =  t'\ so wird :

also für a =  \:

f



Um nun dies Integral zu finde n, multiplicire man j»s mit
GO

eiiMn ähnlic^mj Je^y2 dy: so 'erhält man:
<1

00 00 00 CO 00

( =  ( " a }> ■ 'i*-
0 fl ü 0 0

Setzt man nun hierin y —  x-t, also dy =  I . d-5;, so er
hält man:

CO 00

oder da

( [ ,  j , / v  f. j ' - . / . / /
I» ft 0

B - ch^ r s J L  1 ,
J 2(1- -,'0

so wird:
CE 00

( j  e ~ r l t j ~  =  y J ' - ^  2- =  <1 ( atc taug cc —  ave tang 0) == ^

a lso  / l g  df =  ± r ( X ) = V * .  (3)

Hieraus folgt also =  j/ tt, und dahei; aus der Glei
chung (2):

g (t) =  HG, /'G )==|Ä  <&• f.
Führt man in jder Gleichung (l)weine neueiConstantgl*ein 

dadurch, dafs man setzt : x  =  &;/, wo k positiv sein soll, da
mit die Grenzet! nicht geändert w e r d e n , e r h ä l t  man noch:

I- Je y 7 a—1  (i— 1 i •>   -f-j i ■■J h y Icdy — r(a),

00
mithin f  —ty , - i  , r[ci) .J e  a y  ihj =  — - -  Jgt)

0
T

17. Um das Integral zu finden, wendet man
fl

tteK^hiedene' Methoden an. So lang«} tEr W&äjjh T klein ist, 
erhält, manHäiclit, wenn man e~'2 in eine Reihe entwickelt:
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'f./j Diese Reihe mufs irgend einmal convergiren, da die 
Nenner der Glieder .immer nur im IV erhältiiifs yTfijj T1 zuneh- 
nien, während der Nenner fortwährend wächst; imhls ist die 

'' ;<Sonvergeuz nur, wenn T klein hinlänglich schnell. Ist 
daher T grofs, d©"* bedient man si'ch zur Berechnung der 
Transccndejite eilten, »nderen Reihe,, welche man durch tlioil- 
weise. Integration erhält und div, zwar bis ins Unendliche fort
gesetzt divergirt, ans der -man aber dooli die Werth e mit 
beliebiger Annäherung 'erhalten kann, indem dieselh/â die Ei
genschaft hat, dafs wenn man bei irgend einem „Grliede ab- 
briclit, die folgenden Gliexler zusammen nicht mehr befolgen 
als das zuletzt mitgenommene. Es ist nämlich:

Die Factoreh des Zählers wachsen nun immer, sie werden 
daher auch greiser als 2 T2 werden und von hier ab wachsen 
chmn alle Glieder unaufhörlich, da das im Zähler hinzukom- 
men<fe< mit ^'dem'GJiej®' gröfoys wird als das im Nenner hin
zukommende. Betrachtet man nun aber den Rest

ode™ wenn man theilweise integrirt:

Auf gleiche Weise erhält man:

* J e t* ”  dt ' tB 
also endlich:also endlich:

oder nach Einsetzung der Grenzen:

T
1 . 3 .5  _  ,J 2  »  —  1) 1 . 1 .  5

(2 T jy ' ~ ^  2"+'
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1 . 3 .  5 . . . .  i2,i + 1 ')  r  S  dt 
2„+i ■ ■ Je

T

80 ist laicht zu zeigen, aajts dieser kleiner ist als das letzte 
rnitgenomine 
ldei: ier als:
mitgenommene Glied. Der Wertli des Integrals ist nämlich

/;
d t

H S

multiplicirt mit dem gröbsten Werthe von e~ '2 zwischen den 
Grenzen T und co d .h . e ~ T\  und da nun:

I
"dt 1 1
>.+2

so wird der Rest immer kleiner sein als:
1 . 3 . 5 . . .  20! — 1_ _  T1 

ut fa'+i / ~ ^  e

Die^r Ausdruck ist ah er nichts weiter als das letzte mit
genommene Glied mit entgegengesetztem Zeichen. Bleibt 
man also z. B. bei einem negativen Glieds stehen, so ist der 
Rest positiv, aber kleiner als .das letzte mitgenommene Glied. 
Um also möglichst genaue Wcrthegdfir, Transzendente durch 
die Berechnung der Reihe zu erhalten, ^braucht man nur bis 
zu min c.in Gliede fortzugehen, welches grade sejir klein ist 
und hat dann nur einen Fehler!zu befürchten, welcher kleiner 
als dies letzte sehr kleine Glied ist.

I)_ie zweite Methode'Mer Berechnung besteht darin, dafs 
man die Transeendente, wie Laplace zuerst gezeigt hat, in 
einen Kettenbruch verwandelt.

Man setze:

12  I — 7 I Te j e  a . v =  U, m

so ist:
dU
dt =  Z u ' ' f ,  " 7 t'i -/*dx— c e

~ 2 t U  —  1. (fl)

Der nie Differentialquotient eines Productes x y  ist aber:
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d".xy d".x i d"~'x dy  l n (a —  1) d" | .c d2y
~  Tr y + n - dir r ' T7 T.! ir~r  ' +  • ■ ■ >

also ist auch:
d“+ l U  „ * 1 7  , „—t 7 , =  2t. y  ~h 2n . —----. i
dt“+ l dt“ d t"~ 1

(>ine Gleichung, welche man auch auf folgende WejseJ&chrSi- 
ben kann, wenn man das Product, 1 . 2 . 3  n durch n! be
zeichnet :

(_„+!) r f -1 g
G + : ) /  d r +1 ~ n /r fr  t y ^ d r - '

ode.r, wenn man noch —̂ -5— durch U, bezeichnet:

(-» -4- 1) i =  21 Un -f- 2 U„—\.
Diese Gleichung gilt von ?«— 1 au, wo dann l/0 die 

Function U selbst ist. Man erhält aus derselben:

also :

oder:

•2- V =2‘- ("+1)-fn
i_

Un \ 2T
G ,-i  „ , , H + i , , , . .  1 U,.j-i

4 - j Ä  +  D ^ ;  i - ( » + D  2 -

l
Un 2t‘

21 Un-1 , , , ni tA G.+i
1 - (,i +  1 ) 2 < 7 / T

Nun war aber nach Gleichung (ß) :

E

also:

u-

u, „ 1
r/~  u ’

i
1 ~2i

2 z —  1— 1  1 | Sgr"; 2 t u

Aus der Gleichung (y) folgt abeiu •

1 C,  2 Sf
_ 2 V g  1 T g

2 t U,

Substituirt man dies in die vorige Gleichung und setzt 
die Entwickelung fort, so erhält man:
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1
2 e

l + '2
1 +  3

2 tl
1 + c tc .,

\
also aucli, wenn man — 3 }  setzt:

^  dt =  i
1 + 9

1 +  2? (7)
1 +  3 ?

1 + 4 ?
1 +  etc.

Nach einer der drei Formeln (5), (6) oder (7) kann inan
f  oo

dann immer den Werth (|es Integrals f *  ~ ‘2 dt oder J e~ ‘* 4$
, o  1 r

bemdmen. Wegen d('5_ häufigen Anwendung dieser Trans-
eendente hat man aber auch dieselbe in Tafeln gebracht und
man findet eine solche z. B. in Beesel’s Fundamenta astro-
nomia™fur die Trans cendente

r f e * d t ,

aus der sich dann auch die ändern Formen leicht herlciten 
lassgn. Der ej;ste Theil der dortigen Tafel hat zum Argu- 
meii® T und gellt von T —  0 bis T —  1 durch alle Ilun- 
derttheile. Da aber die Trans cendente nach Formel (b) desto 
näher ihrem Argumente umgekehrt proportional ist, je grö- 
fser T isffl so sind für grcffserei 'S Argumente als T =  1 die 
Briggischen Logarithmen von T als Argumente gewählt. Die
ser zweite Theil der Tafel erstreckt sich dann von Log. 
Brigg. 0.000 bis Log. Brigg. 1.000, was für die meisten 
Anwendungen, genügt. Für nb&h gröfsere Argumente wird 
übrigens die Berechnung der Werthe nach Formel (6) sehr 
leicht.



18. Das Integral
r  ß X  .  y.' sin £; ' . =C

J V cos t2V cos £2 -+- 2 ,r sin *
rf.c

läfst sich auf die obige Trans^hdente zorückführen. Führt.* 
man nämlich statt x  die&ieue Veränderliche t ein, gegeben 
durch die Gleichung :

•1 cotg £2 +  X =  ~ t 2 ,

also d x = ^  dt,ßr
so geht das obige Integral über in:

W f
—«2 , e dt,

wenn man setzt:

Wenn ferner.*.
cotang sV'

b 3'2 /2 d tx= <F(iS

so wird:

r  e ’ sin £ 1 /  2
cos £2 H- 2 a; sin £2o

Ebenso wird:

C — e— ™ $  —  j ,  =  ]/-■ £ y  «■
' 1/ 2.r siiiij? r

% V c o s£ 2 +  - p j -

Diifer'enzirt man den Ausdruck e ~ x y cos £r-

näCh x  und integrirt die entstehende Gleichung nach x  zwi
schen Grenzen 0 und co, so findet man leicht:



42

Und da nach Formel (9)
CD

r  e x sin £
Ja- =  V 2 ß  . ' S )

fetj, so erhält man anch noch:

i c == + jf c  n i )  -  -fjS (io)

Formeln, von danen in der Folge Gebrauch gemacht wer
den wird.

D. Die Methode der kleinsten Quadrate.

19. In dgr Astronomie bestimmt man fortwährend Grö
fsen durch Beobachtungen. Wenn man aber eine Erscheinung 
wiederholt beobachtet, so wird man aus den r- einzelnen Beob
achtungen vctäcliiedeae Resultate finden, da die Unvollkom
menheit'sowohl der Instrumente, die man zur Beobachtung 
anwendet,als auch unserer Sinne, nicht minder zufällige _ii.u- 
ifsere Ursachen Fehler in den Beobachtungen erzeugen, die 
das Resultat entstellen. Es wird daher vdclitig sein, eine 
Methode zu besitzen, durch welche man trotz der Fehlerhaf
tigkeit der einzelnen Beobachtungen ein Resultat finden kann, 
das der "Wahrheit wenigstens so nahe als möglich kommt.

Die^Fehler, welche 'man bei einer Beobachtung begehen 
kann, zerfallen n zwei verschiedene Gassen; sie sind nämlich 
entweder constant oder zufällig. Die ersteyen sind solche, 
die allen Beobachtungen gemeinschaftlich sind und die ent
weder in ein® besonderen Eigenschaf, des angewandten In
struments oder in der Individualität des Beobachters, die 
denselben Fehler hei jeder Beobachtung hervorbringt, ihren 
Grund haben kann. Die zufälligen^ fehler hingegen sind 
solche, die ihoi den einzelnen Beobachtungen verschieden aus- 
fallen sowohl ihrer Gröfsej als ihrem Zeichen nach und daher 
von keiner stets in demselben Sinne wirkenden UrsacheSer- 
zeugt werden. Diese letzteren Fehler kann man durch eine 
möglichst grofse A e m ftlfältigiing der Beobachtungen elimini-
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ren, da man Verwarten kann, dafs unter .feiner sein- gfefsjäi 
Anzahl von Beobachtungen das einzelne Resultat ebenso oft 
zu groJj^als zu klein ist. D f»  Endresultat rvird abef noch 
mit den eonstanten Fehlern, wenn solche vorhanden sind, be
haftet bleiioe.n, S> lange z. B. deradffl Beobachter mit (unfern 
und demselben Imstfumente beobachtet. Um diese Fehler zu 
eliminiren, mui’s man daher die Methode der Beobachtung, 
sowie .die Instrumente, und Beobachter möglichst ändern, so- 
da% auch diese Fehler, wenn man, die nach den einzelnen 
Methoden gewonnenen Resultate zusammenzieht, gleich zu
fälligen werden und daher im Endresultate, einander zum gro- 
fsen Theile aufhelpen. Im Folgenden sollen daher alle Fehler 
als zufällige angenomitren werden, indem vorausgesetzt wird, 
dafs die Methoden so vervielfältigt sind, dafs die^(Voraus
setzung ’ gerechtfertigt ist; solange dies aber nicht der Fall 
a|t, müssen auch die durch diA folgenden Methoden erzielten 
Resultate,- alsi.amoglieherweise SScIx mit konstanten gehlem 
behaftet angesehen werden.

Wenn man nun Sne Grölte unmittelbar durch Mägsnng 
bestimmt, so ist e.s natürlich, das arithmetische Mittel aus 
allen Beobachtungen als den der Wahrheit am nächsten kom
menden Werth zu nehmen. Oft Ij^timint man abejüniebt eine 
einzelne Größ.e direct durch Beobachtungen, sondern man 
findet Werthe, die gewisse ■Relätioü^Bi zwischen mehren Un
bekannten geben, und inan? kann immer aimehmen, dafs- diese 
Relationen zwischen den beoenehteten Größen und den Un
bekannten die Form linearer Gleichungen haben. Denn wenn 
auch in der Regel die Form deri,Function f ( £ ,  jd, f t&iWt] 
durch die die Abhängigkeit der beobachteten Werthe von den 
Unbekannten £, j & ,  £ etc. auigCjSh'ückt wird, ein!? andere als 
die lineare kein w:rd, so kann man sich immer leicht genä
herte Werthe der Unbekannten aus den Beobachtungen ver
schallen und wenn man diese mit £0, ^  esc. bezeichnet
und annimmt, dafs die wahrin Werthe d£r Unbekannten 

+  jg-fe-fig i'iirt- * etcAsind, s£i giebt jede Beobachtung 
eine Gleichung von der-folgenden Form:

S - . - 1 | = 3 k o ,  >?<>> S o ) - + -  '*■[ *  +  ^  y  +  ~d l  

vorausgesetzt, dals die^jangenommciieu Werthe so genähert
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sind, dafs man die höheren Potenzen raon te-, y, z . . .  jrtsr-
nachlässigen kann. -Hier ist /Xs,B, £ . . . )  der beobachtete
Werth, f{B), dei\mit den genäherten Werthen berech
nete, also wird / >(|0, — f (£ ,  ®  £ • • •) =  «  eine be
kannte Grölse. Bezeichnet man dann -d{ mit a, d/ mit bdg ch]
ä{-- mit c jjStg. und giebt man denselben GröMn für die ver-
U t,

schieÖfenen Beobachtungen verschiedene Ac*ent^-, m r ge'ben 
die einzelnen Beobachtungen Gleichungen von der folgenden 
Form:

0 =  n 4 -  a  x  4 -  b j  [+- c z 4 -  . . . ,
0 =  i i  4 -  4 -  h'j 4 -  d z  - f - . . , ,

etc.,

woThl&o x, y, & . . . unbekannte, zu bestimmende Grö'fegp sind, 
n aber gleich dem berechneten weniger dem beobachteten Wer- 
the der Function dieser Unbekannten ist. Solcher Gireichun- 
||$eu wird man so viele haben, als'Beobachtungen vorhanden 
sind: die Anzahl derselben] mufs man möglichst grofs nehmen, 
um ausrallen Werthe' von a?J y, z .  . .  zu erhalten, diu von 
den Be.ohachtungsfehlern möglichst frei sind und, wiehnmn 
si-öht, müssen dieselben auVh von der Art sein, dafs die Caaf- 
ficienten a, 6, c ete. in den verschiedenen Gleichungen ver
schiedene Werthe haben, da wenn z. B. zwei der Co’effioicnten 
in allen Gleichungen nahe gleich oder einaudej? proportional 
sein sollten, die beiden zugehörigen Unbekannten sich nicht 
würden trennen lassen.

Um nun aus einer grolsen Anzahl solchete Gleichungen 
die bestmöglichen Wertlie. demJnbekannten zu erhalten, wandte 
man früher die folgende Methode an. Man Fäüderte die Zei
chen aller Gleichungen so, dafs alle Glieder, die x  enthalten, 
dasselbe Zeihheu haben. Addirt man dann alle Gleichungen, 
so erhält man gine Gleichung, in der der Factbn von x  der 
größtmögliche ist. Ebenso kann man Gleichungei^ finden, 
in denen der Coefffflfffnt van y und von z ete. der größt
mögliche ist und erhält dann auf diesf W eife sofviele ‘solcher 
Gleichungen als Unbekannte^vorhandon sind und au& deren 
Auflösiuig Werthe der Unbekannten, diejder Wahrheit schon 
recht nahe kommen werden. Dies^ Methode iswraber immer 
etwas willkürlich und es ist daher besser, Ssolehe Gleichungen
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nabli clor Methode de.r kleinsten Quadrate zu behandeln, wo
durch man zugleich einen Begriff van der Genauigkeit dero o o
gefundenen Wcrthe -erhält. Wären die Beobachtungen voll
kommen richtig, so würden z. B. bei drei Unbekannten, auf 
welche Zald wir uns im Folgenden beschränken, drei solcher 
Gleichungen hinreiehen, um die walirön Werthe derkelb&n zu 
finden. Jeder deji^aus den Beobachtungen gefundenen Werthe 
n wird aber mit einem Fehl erb behaftet S§in, sodafs, wenn 
man auch wirklich die nähren Werthe Wii .r, y, z substi- 
tuirte, dennoch un Alig-eMpnen kemejSder HjS-lelcbungen erfüllt 
werde 11 würde; bezeichnet man den dann übrig bleibenden 
Fehler mit A , so sollte man die obigen Gloicbuiig'öri eigent
lich so schreiben:

A — n +  a x  -+- by  -f-cz, . .
A’ =  n +  a-x -f- b’y  +  

etc.,
und die Aufgabe ist nun die, ans ein'er großen Anzahl sol
chê ' Gleichungen diejenigen Werthe von x, y und z zu fin
den, die unter allen möglichen Werthen die wahrscheinlich
sten iSmd.

20. Man kann sich nun die Voraussetzung erlauben, 
dafs kleine. Fehler, wahrscheinlicher sind als grofsel dafs also 
Beobachtungen, die der Wahrheit näher kommen, häufiger 
sein werden als ancrere, und dafs Abweichungen, cliSeine geü 
wis;se '‘Gteuze überschreiten, gar nicht Vorkommen werden. 
Es wird daher ein bestimmtes -Gffletz. für das Vorkommen 
eiifes gew in n  Fehlers stattfinden, da& von der Grölse des
selben ahhängt. Ist die Anzahl aller Beobachtungen m und 
kommt ein Fehler von der Größe A gesetzlich pmal vor, go

ist -p die Wahrscheinlichkeit des Fehlers A. die durch cp (A)m 1
gezeichnet werden soll. Dies cp (A) wird also JjTull Kein, wenn 
A eine gewisse Grenze übeBScln-oitet, es vnro ferner ein tylaxi- 
muin haben hei A — 0 und wird aucji für gleiche, pcöitive 
oilnr negative Werthe von A gleich sein. Da. p =  nicp (A), 
s£f kommen also unter m Beobachtungen mcp(A) Fehler* von 
der Gröfse A vor, 'ebenso mcp. (A’) kahler von der Grölse 
A’ etc.;, da aber die Summe der Anzahl aller Fehler.'gleich 
der Anzahl der Beobachtungen ist, so wird man h&ben:
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■ »iyiÖA) +  ™ f  CA') +  =  "h'JS
odei|;- Ay(A) =  1 .

Die Summe, welche die aller Fehler ist, mufs zwischen 
gawigsen Grenzen — k nnd -f-/f ® o m m e n  werden, da abar 
n&ph der Voraussetzung für Fehler üb.er diesfe .Gg&nfee hinaus 
(f ( A) =  0 ist, £©Vkann es keinen Unterschied machen, wenn 
man Jjatt d_e£r Grenzern — k und -f- k die Grenzen — oo und 
-f- co nimmt. Da aber alle A zwischen den Grenzen mög- 
liph sind, inde'rn keine Grö,Jfej zwischen den Grenzen — k 
und -f- k angegeben werden kann, die nicht ein möglicher 
FelilH ist, da also, die Anzahl der Fehle®, mithin auch die 
Anzahl der <[ (A) unendlich grofs ist, so mufs wegen der 
obigen Gleichung jedes rg(A) em^uTOndlich kleine Gröfsc 
sein. Die WahrsQlieinlijp4ike.it, dafs ein) Fehler zwischen zwei 
Grenzen liegt, wird nun gleich der Sumn/e" aller der zwischen 
diesen Grenzen gelegenen Werthe von q (A ); «ind diese Gren
zen unendlich nahe, wo der Werth 7 (A) innerhalb derselben 
constant ist, so wird dieWSumme <f(A) ■ d A und dies drückt 
daher du£ Wahrscheinlichkeit aus,*Slafs 'ein. Fehler zwischen 
den Grenzen A nnd AH-dA liegt. Die Wahrscheinlichkeit, 
dafs ein Fehler zwischen den ̂ renzeij a und b liegt, ist da
her durch das bestimmte Integral

b
jVcA) . dA

ausgedrüiskt und man hat auch nami dem Vorigen:
—1—co

ßp(A)-d  A =  l.
— 00

Nach den Prmcipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist, wenn ,j (A), (f (A’), Gcv. die Wahrscheinlichkeit der Fehler 
A , A' etc. ist, die Wahrscheinlichkeit das Zusammentreffens 
aller dieser Fehler gleich dem ProduCx der Walirseheinlidh- 
lceiten der einzelnen Fehler. Bezeichnet a l^  1F die Wahr
scheinlichkeit, dafs unter einer Anzahl von Beobachtungen 
die Fehler dir Reihe nach Aj A'? A", Fe. verkommen, so hat 
man: 1

lF = 9GA).ir(A).<KA') ■... (2)
Bleiben also in den Gleichungen (1) für gewissje' ange- 

liommen^Verthe von x, y, z die [Fehler A> A’> A" Fc. übrig,
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so ist W  die Wahrscheinlichkeit, itlafs «gerade dioste Fehler ge
macht sind und rvird 'filsh auch ein Maafs abgeben für die 
Wahrscheinlichkeit dies'ek Systems von Werth eil T on  x , y, *. 
Jedes»:andre System von Werthen von x , y , z  wird auch ein 
andres System von übrig bleibenden Fehlern geben und die 
annehmbarsten Werthe füt x, y, z werden offenbar diejenigen 
sein, welche die*^Wahrscheinli<|]Jkeit, dafs Igrade die übrig 
bleibenden Fehler begangen sind, zu einenralaximuin machen, 
für welche also die'Function W selbst ein Maximum ist. Für 
die Bestimmung dieses Maximums wird es aber n-öthig sein, 
die Form': der Function <{ (A) zu bestimmen^ j

In dem Falle nun, dafs mau nur eine Unbekannte und 
dafür aus den Beobachtungen die »»Wertlfe ?i,rin" etc. ge
funden hat, nimmt man für den wahrscheinlichste» Werth 
von x  innne.r das Mittel aus alle,» Beobachtungen; man lift
daher:    i -t-y' + »"_+••••

m
oder a — x - 1 1 —x -f- a"—x .... =  0,
wo nun n— x, 11! — x  etc. den Fehlern i\ entsprschen, sodals 
m — x  =  l\, ri — etc. Da-:aber wahrsobeinlich-
sten Werth ti»n 3 ; W  ein Gröbstes ist, so erhält man-, wenn 
man die Gleichung (2) logarithmisch differenzirt:

c[A d ■ log rp ’ffl) _
d  A  d  x  d A ’ d x  ’

und da in diesen) Falle j gQ wjr(j .
d x  dx

2 . logcri (n —  x)  -+- d . lo g  f  (fl' -p-f.r) - + -  =  0
oder

m _ , )  drM fd p d i) +  w  _ , )  7_ t  . .. =  o. (i)
[n —  x) d.{n —  x) {)( —  x) d, —  x)

Wenn alter das arithmetische Mittel der wahrscheinlich
ste Werth ist, wie angcnomilje» ist, tsb- raüsisen die* Gleichun
gen (a) und (6) denselben Werth >ftty x  geben, es muls daher:

1 f l  .  X )  f l  f l .  l u g ! /  i n ' — x )   i   7
• " ■ ■ t ‘ « ,  i r  ■ ■ '• CtC,  ~~ — rC

n —  x  d (n —  x) n —  x  d (n —  x)

sgin, wo k eine Cglistante bezeichnet. Man erhält somit für
die Bestimmung der Function die Gleichung:

d . log.y (A) _  ,
A .~ d A  _

also log <p (K) =  i ff A2 -+? log C
und
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Ueber die Zeichen von k kann man aus der Erfahrung 

entscheiden, denn da cp(A) abninnnt, wenn A wächst, so mufs 
k negativ sein; man kann daher 5 k —  — h~ setzen, wodurch 
(f>(A) —  C e~ ll2̂ 2 wird Um C zu bestimmen, bedient man
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sich der Gleichung:

c?A =  b

(- f  — =  1 oder. C =  -r - , und endlich:

j  <p (l\)  . d  h =  C  j e

—  OC  00
-h-CD -ECO

und da j e  x'2 dx —  Ytt, so wird J e ~ h*^2 =  , dahe’r

)/ 7t ?
h — h 2 A 2 

9» (A ) == .7 -  e . (3 )
[/ 7t

l)iw  Constante h bleibt dieselbe für ein System von Beob
achtungen, deren Güte dieselbe ist, oder für welches die 
Wahrscheinlichkeit eines gewissen Fehlers A dieselbe ist. Für 
dies k ff lä te m  ist die WahrSheinlichkeit, dafs ein Fehler zwi
schen den Grenzen — ö und + 4  liegt, gleich:

t j  „ f  « u
— 8  — h 8

Ist nun in einem ändern System von Beobachtungen die
Wahr scneinli e hkeit eines Fehlers A durch -f e ,l h alis_Y n
gedrückt, so ist-für dies System die Wahrscheinlichkeit, dafs 
ein Fehler zwischen den Gmiz-eir — § ’ und + 4 '  liegt,1 gleich: 

+<!' -\-h‘S‘
ti r —h’h’AA .. 1 r -x *

- —  j e  a A = «  r.;— 1 e dx.
V itJ  a  Y itJ

-3' -1,‘ iT
Beide Integrale werden aber einander gleich, wenn h S =  h'd’ 
ist; ist daher h =  2h’^ m  ist klar, dafe in dem zweiten System 
ein doppelt so gfofsär Fehler ebenso wahrscheinlich ist, als 
ein einfacher in dem ersten. Das Wrste System wird also 
von einen doppelt so grofsen Genauigkeit als das zweite und 
die Constante h kann daher als das M aafs der G e n a u i g 
keit  der Beobachtungen angesblicn werden.O O

21. Statt ĉ j|Maafses der. Genauigki it der Beobachtun
gen führt man gewöhnlich einen neuen Begriff ein, den des 
wahrscheinlichen Fehlers. In einer B el e von Fehlern, die
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ihre*? .absoluten Gröfse nacldjfkordnet sind und wo jeder so 
oft hiugesclirieben ist, als er wirklich Yorkommt, nennt man 
denjenigen, wfclfKcJ.' genau in der Mitte stellt, den w a h r 
s c h e i n l i c h e n  F e h le r .  ' Bezeichnet man denselben mit r, 
so niuJ's die Wahrscheii: lichkeit, dafs ein Fehler zwischen den 
Grenzen— r und +  r liegt^ gleich | sein, man hat daher die
Gleichung:

71 r+’~ S \ | =]/ 'Jt

oder wenn man sfetzt hj\ =  1,
h r  h r

2 f  —/2 /’ —f2 y rc
- —  I « r f t = 4 ,  mithin j e  </< =  —

Dies Integral hat aber den Werth ^  =  0.44311, wennÖ 4 "
h r =  0.47694 ist*).

Es ist mithin der wahrscheinhche Fehler
0 .4 7 6 9 4  

r ~  " h '
n h  r

Das Integral e~ ‘ ‘ dt wird dann die WalirsEjieinlicJi- 
o

keit eines Felilers geben, hr r das «fache des wahrscheinlichen 
ist und berechnet man den Werth des Integrals z. B. für 
n =  1, nimmt aisö* nhr —  0.23847,«so  findet' man für dir? 
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers, der halb so grofs ist als der 
wahrscheinliche Felder, 0.264, d. h. unter 1000 Beobachtun
gen sollen gesetzlich 264 vorkoiütaen, die kleiner sind als 
der halbe wahrscheinliche. Fehler. Ebenso findet man, wenn 
man n nach einander gleich 2 , §, 3,-.?, 4^ä j5  setzt, dafs 
unter 1000 Beobachtungen gMStzlich

688  V orkom m en, w o  6er F ehler <7 4 r  ist 
823  „ „ „  „  < 2 r  „
908  „ „ &  „ C  |  >-P*
956  „ „  „ „ <  3 r  „
982  ^  „  „  „ < { r  „
993  „ „  „  <  4  r,-,„
998  „ „ „  „  < !  4 r „
999  5. m ''C  5 v v ,

* )  S iehe über die B erechnung dieses Integrals N o. 17 der E in leitung.
4
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und wenn man hiermit eine grofse Reihe von Beobachtungs
fehlern, die wirklich begangen sind, vergleicht, so kann man 
sich ü b e r z e n ia m J .  dafs das wirkliche^-Vorkommen der Felder 
einer gewissms Gröfse nahe mit dem hj<Ü aus der Theorie ge
fundenen übafcinkommt.

Zu dam Worth e des wahrscheinlichen Fehlers ginar ge- 
wis3;n Beobacditungfbsäihe kann man noch auf einjs andere 
Weise gelangen. Gesetzt, man hätte ein® Reihe von?» wirk
lichen Beohachtungsfehlern A? A’, 'so ist die Wahrscheinlich
keit dos Zusammentreffens von diesen:

1[7   hm — h / ( [A A + A 'A '-J -A ” A " - t - . • • •]

und nimmt man an, dafs die Fehler wirklich stattgefunclen 
haben, also auch nicht weiter geändert wurden können, so 
wird das Maximum von W  allein von h ahhängen und der
jenige Werth von h wird daher der wahrsajeinlichste gfin, 
der diesen Beobachtungen zukommt, für welchen das,Maxi
mum stattfindet. Bezeichnet man nun der Kürze wegen die 
Summe der Quadrate aller Felder A, A ^ tc . mit[AA], sodafs 
also wird:

so erhält man deicht als?; die Bedingung des Maximums.

oder

woraus folgt:

_ / ^ [ A A ] _ 2 / c “ + i  g— /, /d A h ]  r £ /

n 7 1  j

0  =  m —  2 /i2 [A A ] ,

\_ = G[aa]
hy2 ’ m '

Diese Quadratwurzel aus der Summe dgr Quadrate wah
rer Beobachtungsfehler, getheilt durch tue Anzahl _d,er Beob
achtungen, nennt man den m i t t l e r e n  F e h l e r  diciser Beob
achtungen. J£s ist der Fehler,, welcher, wei>n deföelbe bei 
allen Beobachtungen gegangen wäre, dieselbe Summe der 
Felderquadrate gegeben hätte, als die Avirklicb stattlindende. 
Bezeichnet man denselben Cfiit s, sodafs alsff^

in
so hat man:



51

i
h J/2

und r =  0.47G94 ys s
r  =  0 ,6 7 4 4 8 9  e.

22. Hiernach kann nun die eigentliche Aufgabe gelöstO O O
werden: Ans einein System von Gleichungen (1), wie die
einzelnen Beobachtungen ergeben, dkjj wahrscheinlichsten 
Werthe der Unbekannten .r, y , z zu finden, zugleich auch 
deren wahrscheinlichen I*hleJ^ sowie den wahrscheinlichen 
Fehler' der einzelner! Beobachtungen.

Substituirt man in dem Ausdrucke (2) für die Function 11', 
welche die Wahrsclieinlichkeit de.s Zusammentreffens der Feh
ler A; A’j A” etc* giefit; für cp (A), \p (AO etc., deren Ausdrücke 
nach Gleichung (3), so erhält man:

A " —  A2 [A 2+ A ' J- t - A ''2-)-...]

(f * ) -e
wenn alle Beobachtungen von gleicher Güte vorausgesetzt 
werden. Hier sind A, A’j A”, etc. nicht reine Beobachtun&g- 
fehlpr, sondern hängen njali von «fen Werthen x, y, z ab. 
Da nun aber für die: wahrscheinlichsten Werthe von x, y, z 
die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der dann übrig 
bleibenden Fehlor möglichst grofs werden mufs, indem diese 
dann den wirklichen Beobachtungsfehjern, die man unteiy.einer
b.e^timmten Anzahl von Beobachtungen erwarten mufs, mög
lichst gleich werden,! so sieht man, dafs die W orth^ der Un
bekannten so bestimmt werden mülgen, dafs 

A2-kA,2-l-A'2-)- . . . =  Minimum 
ward, d. h. dafs die Summe der Quadrate der dann in den 
Gleichungen (1) übrig bleibenden F&hler ein Minimum wird. 
Man nennt daher diese.Methode, die wahrscheinlichsten Werthlj 
der Unbekannten-«aus solchen Gleichunggn zu finden, die Me
thode der klainsfen Quadrate.*

Nimmt man nun zuerst den einfachsten Fall am dafs die 
Werthe einer Unbekannten durch direct® Beobachtungen 
geben sind, so ist nach der Annahme dann das ajithm'oti.sehe 
Mittel aus allen Beobachtungen der wahrscheinlichste Werth, 
wie dies auch wieder aus der obigen Bedingung’Mes Min’ ■ 
mums folgt. Für irgend welchen Werth von x  sind, .nämlich 
die übrig bleibenden Fehfer:

& —  x — )(, A  = . f  —  n\, A ” = B ’— »”) etc.
4*
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Man Jahält dalier für die Summe;der Quadrate der übrig 
bleibenden Fehler, wenn man

die Summe n +«.•' -\-n" • • durch [« ]
ebenso die Summe .. durch [««]

bezeichn^, und die Anzahl der Beobachtungen m ist:
2  ( p t —  n ) 2=  m er2 —  2 .T [n] - f -  [n n ]

=  +  _ W V
?« \ ;// /

Da beide Glieder auf der rechten Seite positiv sind, so 
wird die Summe der Fbhlerquadrate ein Minimum werden, 
wenn

,  =  Wm
und die. Summe, der Quadrate «er iri dem Falle übrig blei
benden Fehler wird:

r i M 2 r i L n « J -------------- =  L n w J .m
Um nun den wahrscheinlichen -RShler diesig Resultats 

für x  zu finden, wenn der wahrscheinliche Fehler einer ein
zelnen Beobachtung bekannt ist,'bedarf man noch eines Satzeis, 
der des Folgenden wegen in etwas allgemeinerer Form1'g e 
geben werden still, nämlich des Ausdrucks fürLdeti wahr
scheinlichen Fehlet^einer linearen Function von mehrerch Grö- 
fseti x , x'\ etc., wenn die wahrscheinlichen Fehler der einzel
nen Gröfsen x , afj'etc.*gegeben sind.

Ist r der wahf^cheinliehe Fehler von x  und hat man die 
einfache Function von x

X — ax,

so ist klaff, dafs a r  der wahrscheinliche* Fehler von X  ist. 
Denn whniflEr,, der wahrscheinliohstd'-Werth von S^ist, so ist 
auch a x u der wahrscheinlichst Werth von A, und die Zahl 
der Fälle, in denen x  zwischen den Grenzen x u — r und 
x u-\-r liegt, ist gleich der Anzahl der Fälle, in effinm X  zwi
schen «B?(l— ar  und ax-\-ctr liegt.

Es sei nun X  :peme lineare Function zweier Veränder
lichen :

 ̂ x  =  z -\ - xr R

und i ŝ seien a und a' die. wahrscheinlichsten Werthe, r und 
r fl inj vi ahrscheinliehen Heitrer von x  und x ’. Da dann für
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die Fehler von x  und x  bez Leid ich h =  und ti =  A- sr r ö
nol'nmen werden muls, wo c =  0.47694, soAst

die Wahrscheinlichkeit. icgend welchen Wertlies von x :

: ,— C
r } 7t

und die Wahrscheinlichkeit 'rgend welchen Werihes von x  :
c2-  rrrt»'—«02 C r*

r f/ 7t 7
mitrin die \Vnhrs.chßinIichkqit des Zusammentreffens zweier 
beliebigen Werthe von x  und x :

r«'2 'o2 n
— ,— e 
rr  7t

und man erhält-somit- die Wahrscheinlichkeit des Zusammen
treffens zweier \v erthe von x  und x  , die der Gleichung 
x  -f- x  =  X  Genüge thun, wenn man in obigem/Ausdrucke 
X — x  für x  *setzt, ocFr wenn man diese Wahrscheinlichkeit 
mit W bezeichnet:

W =  - - err tc

rE21 c2 1

Maght. man nun die Summation von allen Fällen,' in denen sich 
ein x  mit einem- x  zu X  verbinden kann, wo man also dem x  
allaiiWerthe zwischen den Grenzen — co und -f- co ftben  
mnls^äoder im unt man das Irffegral von IF nach x  zwischen 
diesen Grenzer? So wird man alle Fälle nmfaXst haben, in 
denen X  erhalten werden kann, also die Wahrscheinlichkeit- 
von X  besti nmt haben.

Nimmt man nun alle Glieder zusammen, die x  enthalten 
und gieht- diesen eine quadratische Form, so kann man leicht 
das Integral von W  unter diff folgende Form bringen:

2 r l .  p ' - + X ’t L  -  ^ f f - - ^ L i g T +  — -  ( A ' — « '  —  a ) 2
—f—  Je . dx
rr 7t J  

— 00
00

C —i/2
_ / e du,

—  ( A —  n ' —  n ) 2c r2 -]- r ‘ 2 2: ~—---   G X___
] / r 2 -\-r 2 V  7t ] / Tt*Jo

wenn man setzt:
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c Yr* - h  r 2 /  r3 ( X  —  «■) -fr- r  2 «\
« =  — vv —  ^ -------- -r + v * ““ >

00 ^
oder da j e ~ ' ,2du =  ^

0
so erhält man für die Wahrscheinlichkeit eines Worth (5 von A:

(.a
 5-T-̂ o (A’~ °)'2c  J*2 2 v '

] / r 2 ü - d 2 ] / 7t

Dieser Ausdruck wird aber ein Maximum, wenn X =a-\ -a\  
der wahrscheinlichste Wertli von X  ist also gleich der Summe 
de¥ wahrscheinlichsten Werthe von x  und m -  und da 'dies
Maafs der Genauigkeit für diese Bestimmung ——i -----  wird,

 0 & 1V + r ' 2 ’
so ist also VU-^-r"1 der wahrscheinliche Fehler von X.

Hieraus folgt ferne» in Verbindung mit dem vorher ge
fundenen Satze, dafs wenn

X  =  a x - h  a! x]

ist, der wahrscheinliche Fehler von X  gleich Vu2 r2 -+- « '2 r' 2 
wird.

Diesen Satz kann man nun leicht auf eine beliebige An
zahl von Gliedern ausdehnen, da man bei degi Gliedern zuerst 
zwei zusammen nehmen und dann mit dem dritten verbinden 
kann und so fort. Hat man daher irgend eine. lineare’Function 

X  == a x  +  a! x -f -  a” x” +  . . . . ,  

und sind r , r’, r”, etc. die wahrscheinlichen Fehler beziejs- 
lieh von x,. x\ x'\ etc., so wird der wahrscheinliche Fehler 
von X  gleich:

Y 'a* r2 -f- «’ 2 r ’ 2 -+-V,7TÜV +  .77.
Hiernach findet man nun sogleich den wahrscheinlichen Feh
ler des arithmetischen Mittels aus m Beobachtungen, deren 
wahrscheinlicher Fehler r ist; denn da

 ?? —(— n +  n" -f- ii!rl +  ... .
m.

so wird diu wahrscheinliche Fehler gleich

Es verhält sich daher der wahrscheinliche Fehler des 
arithmetischen Mittels aus m Beobachtungen zum WahrsHhein-

. 1liehen Fehler eincaij einzelnen Beobachtung wie : 1, oder
y m

das Maats der Genauigkeit desselben zum Maafs der Genauig

V * . - \  oder ' .
m Vm
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keit einer einJEÄgü Beobachtung wie h]/m:li. Oft drückt 
man auch die “ lati?b (Genauigkeit zweier Gröfsen du«;h iIrrst 
GewiohM aus. wTan versteht uaBer G e w i c h t  einer Gröfss 
die Anzaiil von gleich guten Beobachtungen, clie erforderlich 
Sein würde, um aus ihrem arithmetischen Mittel eine Bestim
mung von gleicher Genauigkeit zu erhalten, wie die das ge- 
g'ebeneajj Werthes ist. Ist also das Gewicht der einzelnen 
Beobachtungen 1, so wird das arithmetische Mittel aus m 
Beobachtungen das Gewicht m haben. Die Ge-wichte^zwemr 
Gröfsen verhalten, sich daher direct wie die Quadrate der 
beiderseitigen MaahS der Genauigkeit und umgekehrt wie 
die Quadfate der wahrscheinlichen Fehler *).

Es isfil nun i\©oh übrig, den wahrscheinlichen Fehler r 
einer einzelnen Beobachtung zu Irastimmen. Wären die in 
den Gleichungen x — n =  /\ mTOi Einsetzung des wahrschein
lichsten Werthes von x  übrig bleibenden Fehler die w irkli- 
chen Beobachtungsiehler, so würde diHSumme der Quadrate 
derselben getheilt durch m das Quadrat der mittleren Fehler 
einer Beobachtung geben Kach No. 20, oder dieser Fehler

würde gleich Da aber das arithmetische Mittel°  711
aus den gemachten Beobachtungen nicht der wahre Werth 
der Unbekannten ist, isondcm nur der nach diesen Beobach
tungen wahrscheinlichste’, aufser im Falle, dafs die Anzahl der 
Beobachtungen unendlich grois ist, so werden auch die übsig- 
bleabemden Fehler nicht die wahren Beobaclituiigsfehlex, son
dern mehr oder weniger davon verschieden sein. Es sei nun 
x0 der wahrscheinlichste Werth von x, der durch das arith
metische Mittel gefunden ist, während der wahre Werth as +  i;

Dadurch dafs man difeen Werth in die Bedingungs- 
gleiclmngen substituirt, erhält man als JEj nler der Beobach
tungen x 0 — n, x u — n\ diA mit A« A'■> ötc. bezeichnet wer
den sollen, während dlgSubsMutiojai des wahren Werthes die 
Fehler g /J + i— n =  S etc. gegeben hab^t würde. Dajm hat 
man die Gleichungen:

1 1
* )  HWj.cn daher zwei Gröfsen die Gewichte p  =  —  und p  =  , so

1 p p'
wird das Gewicht der Summe =   — , -  = --------- ..

r2 + r  p  "T“ p
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4  + 1 =  S,
Ä‘+  1==

etc.,

und wenn man auf beiden Seiten dia Summe der Quadrate 
nimmt und bedenkt, dafs die Summe aller A gEicb Nidl sein 
mufs, so erhält man nach der vorher gebrauchten Bezeich
nungswaise der Summen:^

[fljgrk »«V =  L'lfl
woraus man sieht, dafs die durch das ar thmetische Mittel 
gefundene Summa der Fehlerquadrate immer zu klein ist.

Da [D ] =  ui /■/' ist, wo s der. mittlere Fehler einer Beob
achtung ist, und [AA] =  , so lälst sich die Gleichung
auch so schreiben:

[»?!, ] —j— nt ig =  m s 1.

Obwohl man nun aus dieser Gledöhung den Werth von s 
nicht W®chnen kann, d ; j i  unbekannt ist, so wird man sich 
dotfh der Wahrheit ,5.0 viel als möglich nähern, wenn man 
für § den mittleren Fehler von qs suhstitnirt, und da dieser
nach dem Vorigen gleich - ist, so (erhält man nach Ein

setzung diesjgs, Werthes
t  ]/[»»i]

' m— 1

für den mittleren Fehlra- einer Beobachtung, und für den wahr
scheinlichen Fehler

r =  0.674489
___________________jf?t,— 1

Sßernor erhält man für den mittleren FeMter des arithme
tischen Mittels:

und für den wahrscheinlichen Fehler:
^  _  0.tiM489 | /M 7 ]

Ŷ n m —  1

B eisp ie l .  Bei der telegraphischen Bestimmung dejf1 
Längenuntessehiedes zwiffi-hen der Sternwarte zu Aun Arbor 
und der See - Verme^sungssvation zu Detroit wurden ppmr 
21. Mai 1861 ans 31 agSschiedenen, an beiden Or'ten beob
achteten Sternen die folgenden Längenunterschiede erhalten:

' k—1
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Längen Abw . Laugen Abw .
unterschied. vom  Mittel. unterschied. vom  Mittel.

Stern 1 2m 4 3 s . 60 —  0.11 Stern 16 5! m 4 3 s . 50 —  0.01

2 43 . 49 —  0 .00 17 43 . 44 -+- 0 .05

3 43 . 63 —  0 .14 -18 43 . 37 +  0 .12
4 43 . 52 —  0.03 19 43 . 32 +  0 .17
5 43 . 3 t +  0 .1 8 20 43 . 12 +  0 .37

6 43 . 67 —  0 .1 8 21 43 . 30 -4- 0 .19
7 43 . 98 —  0.49 22 43 . 72 —  0.23
8 43 . 63 —  0 .14 23 43 . 25 -t -  0 .24

0 43 . 83 —  0 .34 24 43 . 13 +  0 .36
10 43 . 79 —  0 .30 25 43 . 2.7 +  0 .22
11 43 . 54 —  0.05 26 43 . 34 +  0 .15

12 4sS | 18 -+- 0.31 27 43 . 15 +  0 .34

13 43 . 45 +  0 .04 28 43 . 86 —  0 .37
14 43 . 68 —  0 .19 29 43 . 29 +  0 .2 0
15 43 . 32 +  0 t7 30 .43 . 40 -t -  0 .09

31 43 . 95 —  0.46
M ittel 1 4 3 s . 49

Man findet liier für die Summe der Quadrate der übrig 
bleibenden Fehlen [«■ « ,]=  1.77, und da m, die Anzahl aller 
Beobachtungen, 31 ist, so wird:

der wahrscheinliche Fehler girier einA'lnon Beobachtung
=±= O . 164

«1Po der wahrscheinliche Fehler des Mittels aus allen
=4=* 0ä. 029.

Obwohl man'- nicht annehmen kann, dafs bei so wenigen 
Beobachtungen das Vorkommen der Felder dem in No. 21 
gegebonen Gesetze genau entspricht, so kann man sich doch 
überzeugen, dal's dies annähernd der Fall ist. Nach der Theo
rie sollte nämlich für 31. Beobachtungen die Anzahl der Feh
ler, die-

kleiner als r , §r, 2 r , §r, 3 r sind, 
gleich 8, 15, 21, 25  ̂ 28, 30 sein, 

während di®e Anzahl nach dem obigen Tableau 
6,1-2, 22^24 , 29, 30 ist.

Der Fehler, welcher genau in der Mitte liegt, also gleich 
dem wahrscdieinlichshSü sein sollte, ist 0.18.

23. In dem allgemeinen Falle, wo in den durch die 
einzelnen Beobachtungen gegSfc'önen Bedingungdgleichungen 
(1) mehrere Unbekannte enthalten sind, deren Zahl hier gleich 
drei angenommen werden soll, sind die wahrscheinlichsten



58

Werthe wieder diejenigen, für welche die Summe der Qua
drate der übrig bleibenden F<a’ ler ein Minimum ist. I)a: nun 
diese Quadratsumme * ein Minimum in Bezum:auf x  'sowohl als 
auch y und 3 sein mufs, so giebt diese Bedingung so viqle Qlei- 
chungen j.ls jfnbekaimte vorhanden sind, und die letzteren 
lassen sich daher bestimmen.

Für die Gleichung des Minimums in Bezug auf x  er
hält man:

(l x asc clx

oder da nach den Gleichvmgen (1) —■ =  a, etc. ist,
so wird:

A  Q - h  A! d *4" Ana" H— . .  . ==  0.

Substituirt man hitu' für A, /\’, etc. die Ausdrücke aus (1) 
und bezeichnet wieder die Summe aller yEofsen 

aa +  a’a' 4 -  a"a" -+ - . . .  mit [a a], 
ebenso a b -+- a'b’ 4 -  a"b' -+-. . . mit [a b] und so fort,
so erhält man die Gleichung:

1
[r(o] x  4 -  [o-ö] y  4 -  [w c]z  4 -  [ « » i =  0 ; ( 4 )
[a £>] £  4 -  [4 6] y  4 -  c] z 4 -  [6 rc] =  0 (B)

[/:. c] x  4~  [jg '] y  4 -  [c c] z 4 -  [ g f l  =  0 (C )

aus dem beidHi Gleichungen für das Minimum in Bezug auf 
y und 3. Aus diesen drei,Gleichungen erhält man die wahr
scheinlichsten Werthe von x, y und 3.

Um dieselben att-fzulössB» multiplicire man die erste mit
[— j und ziehe dieselbe von der zweiten ab, ebenso multipli-
L« «1
cire man die erste mit , und ziehe dieselbe von der dritten

[a  a ]

ab; dann erhält man zwei Gleichungen, in denen x  eliininirt 
ist, und die die Form haben:

[ 6 6 i ] ? / 4 - [ t c 1 ] z 4 - [ 6 ) i , ]  =  0 0D )

l i n d  [^ jt l  ?! 4 -  G i ]  z 4 -  [c jw ] =  0, \ E )

r, , 1 r, n  r; l — r; i [ « * ]  [ft«1wo [66,]=[66]- ĵ p, [io,]-[6c]- |((]
und ähnlich die übrigen Kind.

Multiplicirt man dann die Gleiclumg (D) mit und
zieht dieselbe von (E) ab, so erhält man:

[<fe]z +  b »2] =  o CG,



wo jetzt
r 1 _  r  ̂ [&p.][6«i] r , _ r , [6c,][& »,]
[ccj] - [CC)] ~  [<§ ] [ ,] “  ” W  '

Die Gleichung’ (F) giebt dann den Wertli von 3, während 
die, Gleichungen (D) und (Ä) die Werthe von y und x  gehe,n.

Leitet man mm [A2] aus, den Gleichungen (1) her, und 
nimmt auf die Gleichungen A, ß, C Rücksicht, so findet man 
für die Summe der Quadrate der übrig bleibenden Fehler: 

[A2] =  [««] 4 -  [an] x  +  [6« ]y  -f - [cn] z.

Um hier x , y, z zu elinnniren, multiplicirt man die Glei

chung A mit [^4 und zieht sie von der vorigen ab, wodurch :°  [ffld] ö ’
[AA] =  [an] — T + [ * « i ] y +  [cn,] z.L a a\

Multiplicirt man dann die Gleichung (D) mit und
zieht dieselbe von der letzten ab, so erhält man:

r,  , ,  r 1 i°«]2 [ f t « l P  , r ,AA] =  [«»] —  -r— - —  , 4 -| § js ]z ,[au\ [ft 6 ,]

und wenn man hierin für z den Werth aus (F )  substituirt, 
so erhält man endlich für das Minimum der Fehlerquadrate:

n  t i _ r  i t " " 1’  [S,id 2 [« » i] ’  _  r n
[ A A J  =  [ f t n j -F , r , , -j — 7  r  =  l»#5-J-Lao] [ftft,J La«jJ

Man liätt(S:uK'h die Gleichungen für das Minimum der 
Fehlerquadrate ohne Differentialrechnung finden können. Mul
tiplicirt man nämlich^ede der ursprünglichen Gleiehungeir■ (1) 
nach einander mit a r ,  b y , cz und n und addirt dieselben, 
so erhält man:

[A A] =  [a A] x  rt- [ft AJ y  4 -  [cA] 2 4 -  [n A] (« ),

WO [o A] —  [a a] x  4 -  [<7 5] y  4 -  \n c] z 4 -  [a n] (ft)
etc.

Substituirt man nun in (a) für x  jifinen Werth aus (6), so 
erhält man:

[ A A ] =  q 1 - p +  L£A, ] y  4 -  h A l l z 4 - [ »  A J (c)
[aaj

w o [ft A d  = H f l ]  y  4 -  [&<¥] z 4 -  [«|i] (fs
[«Ai] =  ,m  4 -  [c?i,] z 4 -  [»«,]■

Substituirt man nun in (c) .für y seinen "Werth aus der ersten 
der Gleichungen (il), Jso w ird:

IAA] =  +  [«A,] +  [»Ad, («)gj L 1J

59
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wo nun [cA2J =  h j ] z  +  K ] ,
[ n A s ] = [ ' - ' » 2 ]  «  +  [ » « 2 ] j

und wenn man endlich den Werth von z aus dar Pursten die>-
9©r Gleichungen in (e) substituirt, so wird:

r ,  A ]  [ « A ] 2 [ * A > ] 2  [ t ' A 2 ] 2 , r . /  x
I A AJ =  -j= j-■ • +  r,  , t - +  r n +  l « A 3 , G ) « » lW 6 , J  [ c c 2J

wo, wie man leicht sieht, [«A 3] —  [ « » 3] ist.
Da nun die dreFersten Glieder auf d®  Rechten, die x, y, » 

enthalten, quadratisch sind, Wj sieht man, dafs man, um das 
Minimum dm’ Fehlerquadrate zu erhalten, [aA] — 0, [ft AJ =5 *1 
nnd [rAJ —  0 Hetzen inufs, Glei'chndgen, die mit den früher 
gefundenen identisch sind, und dafs.’ [« h3] das Minimum der 
Fehlerquadrate ist.

24. Um nun die wahrscheinlichen Fehler der Unbe
kannten zu finden, kann man sich wiader des. in No. 22 ge$ 
fundenen Satzes’ für den wahrscheinlich®! Fehler bedienen,
1 idem man laus 'den Gleichungen A, D, F ’ für die wahrschein
lichsten Werthe von x, y$z  leicht sieht, dafs diese als lineare 
Functionen der Beaba.chtungsgröJSn «, n', n" etc. dargestellt 
werden können.

Um nämlich aus den drei Gleichungen x  zu finden, mute 
man jede derselben mit einem gewissen Co.effiqienten nmlti- 
pliciren, der so beschaffen ist, dafs in dei^Sumimv der Glei
chungen der Coefficient von y und von z gleich Null wird.

. 1  A ' . A "Mvdtiplicirt man also (Ä) mit j —j , (/f^rnit ^  , (F) mit, j
und addirt die drei Gleichungen, so erhält man zur Bestim
mung von Ä  und A" die zwei Bedingungsgleichungen:

[ah]
\aa\

te A’ — 0, («•).

und es wird
y— | +  A ’ F“ | +  A " =  0, (ff)LfutJ L6 6,J

[aa] [ 4 6 , ]  [c c 2J
1U m « zu bes+mrfnpn, multiplicire man (ff) mit —5 F  mit — --

\J) 0  | J j C C 2 J

und addire dieselbe*! so erhält man:

und —B [ -  • BfO[66,1 tagij
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Endlich ist s =  _Ja !Jl«r2]
Entwickelt man die GrölfaU [6 h.,] und [c »J , so erhält 

man aber auch leicht:
[ i n , ]  =  Ä  [an] -+- [6»i] M ,
[ e r , ]  —  vM' [an\ -+- B '  [6 « ]  +  [c-n] [3 1] ,-

und da man wegen der symmetrischen Bildung der in Ivlam- 
mefhfceingesclilossönen Gröfsen sich erlaub’&n kann, die Buch
staben zu vertauschen, so erhält man auch noch :

\b b i] —  Ä  [a 6] +  [6 6] (t),
[c'F] == A" [ö '-■] +  B' tt) e] +  [c cj 6a),
[ ^ , ]  =  -+- B '  [6 6] -+- [6c] =  0 (/.]),
[a c,] =  A'l  [o.a] +  I> ' [n 6] +  [«c] =  0 (u). *)

Da nun [aw] eine lineare Funktion cler n und auch [ 6 h ,] 
und [c h 2]  a u f  “ lohe Func!fy.<:men zurückgSführt sind, so kann 
man leicht den wahrscheinlichen Fehler dieser.^Karöfsen be
stimme' . Zunächst ist [« re] =  an -+■ a!ri -4- a"u" - f - . . . .

,, Ist  ̂daher r der wahrscheinliche Fehler einer Beobach
tung oder eines re, so ist der walirsohe.inliche Fehler von [an]

r ([rt)i]) =  r Vaa  rf- a'a -+- a" =  r Vl[a:a].

|t*j3iffiles Glied in \b re,] lia.t ferner die. Form (Ä  ci-{- b)n. 
Fm dies zu quadriran, multiplicire man zuerst mit A'an, dann 
mit b re, so wird dofr Coefficient von re2

Ä  (A! aci -f“ o. b) -f - A' ah +  6 h.
Di'ns i&f'daher auch die Form der Coefficienten eines jeden r2 
im Ausdrucke für das Quadrat <Mr wrahr's<;heinliciheii»SFehler 
von [6re,], oder es wird:

(r [6n,] )2 == r - lg I -1 [ "« ]  H- [»6J) +  A' [«6] -h  [66]] r2,
Oder r ([6*,]) =  r.j/[i?S,
wie sogleich aus den Gleichungen («) und (<■) folgt.

Endlich ist der Coeffioi'ent einbs jeden n in [cre.,]
A." a -i -  B' b -f- c.

Quadrirt man dies,, so erhält man:
A " (A "aa  -+- B ‘ « b -+- ac)

+  ff' Ci'.a 6 +  A  6 6 +  6 c)
- f -  A 11 3 ?  - f -  A  6 c -1- c c.

[Nimmt man nun die Sumitie^aller einzelnen Quadr^yj so 
wird also der Coefficient von r2 im Ausdrucke von (r [crej)2:

*) Dafs die zwei letzten Ausdrücke gleich Null sind, sielit man sogleich 
mit Hüffe der Gleichungen (//), (ß) und (<1).
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A " (A" [aa] B ' [a b] +  [ac])
-t- B ' U "  [a b] +  B ' [i 6] +  [6 c])
~\-A'' ]a,c) +  B' [1 ,

odor^nHch den Gleichungen (z), (/.') und (ji) einfach [cc2]; 
also ist:

r [cn2] =  r . ^ [ « J .
Danach findest man nun leicht die wahrscheinlichen Fehler 
von x , y , iz, Naöli der Gleichung ( / )  erhält man nämlich 
für das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers von x :

r r ( d a « ] ) 2 , A ' A ’ , A " A " ,  1s%
[>•(*)] =  ' p - 12-  4 - ,  , 12 G 1 ]  ) + r  12 Cr c »2 3

[ « 2

Ebenso findet man:

[ r B = r '

und [r (s )]«= f:

J _  A 'A ' A "A "  
[ a a ] +  [ 6 i i ]  +  [ c c 2]

J  ,B " _ B " )
( [ 6  4 , ]  [ c c 2 ]  i

. _1 
[ c c , ] '

Es ist noch übrig, den wahrscheiidicheu Fehler einer 
Beobachtung zu bestimmen. Giern man dem S§ y, z in den 
ursp'ünglichen Gleichungen ( 1 0 irgend welche Werthe, so 
kann man der Summe der Quadrate der Fehler die folgende 
Form geben:

rA a i  trtA ] 2 , [ 4  Ad2 [ r A 2 ] 2 , r i
[ A A J  = - r  f - + - ,  7— r  +  r ■) ~ h  L, ! , ! äJ- 

LaaJ [ i i i J  |cc2J

In dem Falle, dafs man hier für x, y und z die^aus dem 
System von Gleichungen folgenden wahrscheinlichsten Werthe 
substituirt, werden die Greisen [aA], [^Ai] ü&ä [CAJ gleich 
Null und [?iw3] ist die Summe der Quadrate der übrig blei
benden Fehler für diese Werthe von x , y und z. DiesS 
Werthe werden aber nur dann die wahren Werthe sein, wenn 
die Anzahl der Beobachtungen unendlich grofs war. Nimmt 
man nun an, die wahren Werthe wären bekannt und man 
substituirte dieselben in die obigen Gleichungen, so würde [AA] 
nun die Smme der Quadrate der wahren Fehler sein, so dafs 
man haben würde

2 _  [«  A ]2 [4A  J2 . G A 2]2 , r 1
1118   —r p. J T  H  r  T [ « « a J j[aa ] [ 4  4 , ]  K c 2 ]

wo die Gröfsen [et A], [b Ai] und [cAJ nuji nicht gleich Null, 
sondern ein wenig davon verschieden sein würden. Da nun 
alle diese Glieder quadratisch sind, so sieht man, dafs die
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Summe der Quadrate der durch die^wahrscheinhchsten Wertlie 
gefundenen Fehler zu klein ist, und um sich der Wahrheit 
mehr zu nähern, kann man für [aA] etc- die mittleren Fehler 
dieser Grölsen für den Fall des Minimums der Fehler qmi- 
drate petzest. Fa aber in den Gleichungen

(« o  +  hya +  c*„ +  n — & 
etc.

keilte Gxöfse auf clej- linken Se.ite Fehlern unterworfen ist 
als n , s o ,ist auch A demselben Fehlnr unterworfen und die 
mittlereiiaEehler von [«A ], SjAJ und [cAJ sind gleich den 
für [a/i], [£>«,] und [cw j gefundenen. Substituirt man diese 
ln obige Gleichung, so erhält man:

me2 =  —t— e2 —t— [n«3]
oder

m— 3
Es wird daher der mittlere Fehler einer Beobachtimg 

aus einer endlichen Anzahl von Gleichungen mit mehreren Un
bekannten gefunden, wenn die dilroh die Bedingung des Mi
nimums gefundene Summe der Fehlerquadraie durch die 
Anzahl der Beobachtungen weniger der Anzahl der Unbe
kannten dividirt und daraus die Quadratwurzel gezogen wird.

Ebenso wird der wahrscheinliche Fehler einer Beob
achtung :

,■ =  0.674489 V-t—  
m —  3

Anm . 1. Im Vorigen ist immer vorausgesetzt worden, dafs alle Beob
achtungen, die zur Bestimmung der Unbekannten benutzt werden, von gleicher 
Güte sind. Ist dies nicht der Fall und bezeichnen A, h\ h”  etc. die Maafse 
der Genauigkeit der einzelnen Beobachtungen, so wird die Wahrscheinlichkeit 
der Fehler Ay etc. für die einzelnen Beobachtungen:

A — A2A 2 A* — A'2 A’ 2 
“ ä 7 u— e 7 etc.

Die Function t y  tvird also in diesem Falle:
h. h' . h" . . .  —  (/ia A 2 + / i 'A ' 2 -H A "2 A "2 + . . . )

Ir =  — r — e
Q/n)

und die wahrscheinlichsten Werthe von x , y  und z werden also diejenigen 
sein, di^/he Summe

h2A 2 +  ti2 A 2 +  h" 2 A " 2 + . . . .  
zvBeincm Minimum machen. Um diese zu erhalten, wird man daher die ur- 
sprünmehen Gleichungen der Reihe nach mit h, h', h" etc. multipliciren und 
dann die :Summen mit den neuen Coefficienten bilden und die Rechnung wie 
früher durchführen.
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An m. 2. Ist nur eine Unbekannte vorhanden und haben die ursprüng
lichen, durch die Beobachtungen gegebenen Gleichungen die Form:

0 =  n -f -  a x ,
0 =  ri +  a' x ,
0 =  «w +  a,rx ,  etc.,

\ctri] t . • i t rso wird also x  =  —  =— mit dem wahrsehcinlichen Fehler rx =   : , wo
L««] ' V M

r  der wahrscheinliehe Fehler einer Beobachtung ist.

25. Zur Erläuterung des Vorigen diene das folgende 
Beispiel, das Bessel’s Bestimmung der Verbesserung der Re- 
fractionsconstante' entnommen ist, im 7. Bande der KönigsbSP- 
ger Beobachtungen p. X X III etc. Von den dort gegebenen 
52 Gleichungen sind nur die folgenden 20 ausgewählt, deren 
Gewichte als gleibli angenommen .Sind und in denen das nu-O Ö
merische Glied eine aus den Beobachtungen ein&e£ Sterns her
genommene Grölse, y die Verbesserung, dfcte Refractionscon- 
stante, x  dagegen einen bei allen Beobachtungsresultaten vor- 
onszusßtzenden constanten Fehler Rezei clmet.

Die almemeine Form der Bedingungsgleichungen ist in 
diesem Falle:

7 n —  x-\ -b y ,
indem der im Vorigen mit a Gezeichnete Fad»br gleich 1 ist, 
und die aus den einzelnen Summen liergeleiteten Bedingungs
gleichungen sind: U ebrig bleibende

Fehler
a Urs. min. 0 =  +  0 ". 02 +  .r +  0.2 y —  0 ". 03
ß Urs. min. 0 =  +  0 .4 5 + 3 7 +  8.2 y , t +  0 .4 3
ß Oehhei 0 =  +  0 . 10 +  x +  20.1 y +  0 . 1 4
a Uß. i'ttfj. 0 =  —  0 .1 4  +  3: +  3 6.0 y —  0 . 03
a Cephei 0 =  —  Ü . 6 .2 + 3 ; +  43.Oy —  0 .4 7
S Cephei 0 =  — 0 . 2 5 + 3 ; +  65.9 y 0 . 00
e Cep'hei 0 =  —  0 . 03 +  .r +  74.9y +  0 . 26
n Cephei 0 =  —  1 . 24 +  x +  77.8 y —  0 . 94
a Cassiop. 0 =  + 0  . 59 +  x +  75.5 y +  0 .8 8
y Urs. maj. 0 =  —  0 , 47 +  x +  79.6 y —  0 . 16
ß Draconis' 0 =  0 .0 0  +  37 + 1 0 4 . 5y +  0 . 42
y Uhueonis 0 =  —  0 X l  +  x +  114.3 y —  0 .04
7} (7ir. maj. 0 =  —  1 .2 0  +  3: —1— 125.6 y —  0 . 68
«  Persei 0 =  +  0 . 1 2 + 3 : + 1 4 2 . l y +  0 . 72
a Awigae 0 =  —  1 .3 1  + x +  216.8y —  0 . 37
a Cygni 0 =  —  1 .6 4  +  3; +  254.8y —  0 . 53
e Awigae 0 —  —  1 .3 9  — 3; —1— 280,2 y . —  0 . 16
y Androm. 0 =  —  1 . 2.4 +  x +  3 9 3 .* +  0 . 51
T, Aurigae 0 =  —  1 .8 0  +  3: +  419.6 y +  0 .0 6
ß  Persei 0 =  —  2 . 16 +  x +  481.2 y —  0 .01
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Um mm hieraus die • rGleichungen für die wahrschein
lichsten Werthe von x  und y zu finden (Gl. in No#23^
hat man zuerst alle SumnmnUaa], [o»J5 [5 5] und \bn\
zu bilden. In diesem Falle, wo die Anzahl dcSSUnbeKannten 
so gering und einer der Coefficienten* ooffstant und gleidfi einS 
ist, ist dmse Berechnung sehr leicht; hat man -aber ni’hhr 
Unbekannte und sind deren Cgpffi,ciej|Bgii z. B. a, 6, c, d, so 
thut man gut, noch die algebrai^vhen Summen aller (Sueffi- 
cienten eines jeden Gleichung, die allgemein mit .s' bezeichnet 
werden sollen, zu berechnen und damit auch die'Summen [as], 

[cs], P  zu bilden, da man dann für die Richtigkeit 
der Rechnung die folgenden Prüfungen hat:

[Js] =  [a n] +  [5 «] +  [cn] +  [chi\ ,

[(» s] =  [a a] +  [a 5] -f- [ff «] +  [ff;/], 

etc.

Bildet man die Summen, so findet man die Gleichungen 
für die Bestimmung der wahrscheinlichsten ,7Werthe von x  
und 1 1 :

+  20.000 x +  3014.80 .y—  12.72 =  0,

+  3014.88.x +  844586.1 y —  3700.65 =  0, 

und dim Auflösung macht sich nach dem jolgenden Schema, 
das. Sich leicht auf mehrere Unbekannte ausdelmeu läfst:

1--1 Ö £■ [ab] KB] [»»]
+  20.000 +  3014VpO —  12.72 20.28

1.301030 3.479259 1.104487,, ^  8.09 
[ffaj

[ff„] =  —  12-72 [5 5] [5 n] 12.19

\ab\x = +  13.78 +  844586.1 —  3700.65 f e r i ' l
+  1.06 +  454452.0 —  1917.41 f;ui2] =  4.04

0.025306 „ [55,| = +  390134.1 [5«,1  = +  4783.24
1.301030 log [5 )i ,13.251210

log x =  8.724276,, log [5 5 ,]  5.591214

x =  — 0".053 log y  = = 7.659996
y  = + 0 .0 0 4 5 7 0 8

Hätte man die Gröfsen [as], [5s], etc. gebildet, so er
hielte man auch zur Prüfung dieser Rechnung [55,] =  [ösI]; 
bei 3 Unbekannten würde man haben [55,] -+  [5c,] =  [5s,] 
und [ c c j  =  [cs.J; und ähnlich für mehr Unbekannte.

5
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Um nun aucli die wahrscheinlichen Fehler von x  und y 
zu bestimmen, bedarf man ausser [ b ] noch der Gröfse
[ Jj&j —  \aa] — —6l ^ — '== +  9.23^4. Man erhält dann für
den wahrscheinlichen Fehler der^aus deiij Beobachtung^ ge
fundenen Gröfse n für einen Stern

r =  0.67449 ]f = = 4 = 0 .3 1 9 5 ,1 O
und darum für die wahrscheinlichen Fehler von x  und y :

, ( * ) = ° ^ -  =  ±0".10gV 
V[aa,}

r (y )  =  =  =±= 0”.00051 l’ß,
i r ' f t

woraus man sieht, dafs die Bestimmung von x  aus obigßji 
Gleichungen 'seIrr ungenau ist, da der wahrscheinliche Fehler 
den gefundenen Werth von x  übersteigt, däfSaber der‘wahr
scheinliche Fehler der gefundenen Verbesserung der Rofi'ao 
tionsconstante nur t derselben beträgt.

Substituirt man die wahrscheinlichsten Werthe von x  
und y in die obigen Gleichungen, so erhält man die dann 
bei den“ in?elnen Gleichungen noch übrig bleibenden Fehler, 
die zur Raumersparnifs und besseren Vergleichung schon neben 
die obigen Gleichungen gesetzt sind. Bildip man die Summe 
der Quadrate dieser übrig bleibenden Fehler, so erhält man 
4.04 übereinstimmend mit [m»2],  wodurch man noch eine 
Prüfung der Richtigkeit der Rechnung hat.

Anm . Vergl. über die Methode der kleinsten Quadrate: G a u ss , Theo- 
ria motus corporunr coelestinm pag. 205 et seq. G a u ss, Theoria combina 
tionis obseryatiönum erroribus minimis obnoxiae) E n ck e , in den Anhängen 
zu den Berliner Jahrbüchern für 1834, 1835 und 1836.
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E. Die Entwickelung periodische^ Functionen aus 
gegebenen numerischen Werthen

26. Die periodischen Functionen werden in der Astro
nomie häufig angewandt, da vie,le Aufgabun darauf hinaus
kommen, I£qrioden aufzusifehen, in denen sich einzelne Er
scheinungen wiederholen und da letztere immer in gewissen 
Grenzen enthalten sind und nicht ime~adlich werden, so wer
den nur solche periodisfhe Functioüfen in Betracht kommen, 
welche Sinus unwposinus der veränderlichen Gröfsen ent
halten. Ist daher X }eine solche periodische Function, so 
kann man dafür die folgend^ Form annehmen:

X =  a o -f- cr.j cos.r -f- ci2 cos 2 x  -f - a3 cos 3x  - f - . . .
-h  sin x  -f- b 2 sin 2 x  -f - b 3 sin 3 x  H- . . .

DeflWgpwölmhch vorkommende Fall ist nun der, dafs für 
gewiSe Werthe von x  die/ numerischen Werthe von X ge
geben tind, aus denen die Coefficienten zu bestimmen sind 
und die Lrefsung dieser Aufgabe wird dann besonders bequem, 
wenn die Peripherie in eine Anzahl von n gleiche Theile ge- 
theilt und die numerischen Werthe von X für' die AVcrtlie
von x =  0, x  =  — , x —  2 — ejfeihis x  =  (n — 1) gege-

’ n  n v '  2 7i °  °

hen sind, da man in dem Fallö  ̂ einig? die Auflösung erlemh- 
ternde Sätze anwenden kann, die zuerst gegeben werden 
sollen.

Ist nämlich A ein aliquoter Theil der Peripherie, sodafs 
h A =  2 7i ist, so ist diHSumfiie der Reihe

sin Ä  -f- sin 2 A  -f- sin 3 1̂ —f— . . . —t— sin (« —  1) A  
immer gleich Null und ebenso die Summe d e«  Reihe 

cos .4 -t -  cos 2 A  cos3ü -I -  cos (m —  f f d ,

die letztere^ ausgenommen für den Fall, wo A gleich 2 sr oder 
gleich einem Atielfachen von ist, in weichem yalle die 
Summe dew Reihe gleich n wird.

Der letzte Fall ist an und für s’/'h klar, da dann die 
Reihasjaus n Gliedei-ljlresteht, deren jedes ein« ist. Es sind 
also nur noch die beiden ändern Sätze zu beweisen. Setzt 
man nun:

2sr . 2 tc
cos r  (- i sm ; =  1 ,

n v

5 *
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. 2*t -—
wo i —  ]/—] und T —  e ” , so wird:

\    ' V  T ’ _ _ _ _  1>  cos  i  +  ! Tg. sin r =  ^  . J  —  ... -T-.
w H jf — 1

r = ( )  » = 0  r = ( l

Da. nun T" =  cos 2$r -+- i sin *2  ̂=  1 ist, so. wird:
r  = n —  t r s = « - t

x ?  2  7 t  , . X  • ^  ^  ncos ?- H- z sin? =  u,n w
r = 0  r  =11

woraus folgt, dafs:
r =  » -  1

2 S*nr“ ==®‘ "* J?
r =  Ü

ist und zwar oline Ausnahme, weil rechts nichts Imaginäres 
verkommt. Ferner wird auch:

r =  »  1

”S;-cosr23t= 0  (2)

im Allgemeinen. Nur wenn n =  0 ist, wird ~  —1 von der

Form !*- und hat. den Werth « ,  wdljjmau durch Differentia
tion sieht.

jSSAjis den beiden Gleichungen ^ l)^und (‘i^ fp lgen  leicht 
audefe, grou denen ui der FolgeS ebenfalls GebYauoh'rgemacht 
wird. Es ist nämlich:

r  =  n t  r =  ii — 1

T̂1 . 2 7 t  2?r . ’v -' , 2 7t
sm r - - cos r —  =  -t ^  sin 2 r —  =  0, (3)*“ ■* n n ~ ‘ämm‘ n

r  =  0  r  — 0

r  —  >l -  1 r =3 «  - 1

^cos r — ̂  =  I» \ cos 27------ =  i  n im Allgemeinen (4)
r = Ü  r  =  0

=  n im Ausnahme fall,
endlich:

>- =  « - 1 r=n -1
«■) /  2 7t\  ̂ 2 7t
w, i sinr—  ) =  h i — .! a*. cos 2r -  =  kn im Allgemeinen (5)

» = 0  r  =  0

=  0 im Ansnahraefall,

27. Man getze nun: 1
X  =  oy, cos p ,r -+- s i n R , 

wo für p also nach einander allelWerthe von 0 ab zu setzen 
sind. Ist daun q ceii e bestiinmtefvZald, so hat inan.



| X  co s 'q  .T i=  ir^Kus Qi -+- 7 )  c - f -  ^  a,,<*>* (p  — vp) x

4 -  1 t,, sin (k +  rL>x +  1 Gfia. (;>,i— '/) r.

Setzt man nun in dieSiär Gleichung iür x  nach und nach 
die- Werthe von ;r = 0 , x = A ,  x = 2 A , etc. liis zu x = ( n — fizl,
w o R =  - ;r , so wird, wenn man die einzelnen Gleichungen»
addu-t, nach den Sätzen (1 )  und "£§)Tauf dev liaehten Seite 
alles Null werden bis auf die Summender Cpsiuus-Ghoder, 
in denen (p -+- (/) A —  21tti od er»  p — (fril =  2kn ist!, d;e

2 7tden Factor n bekommt, Dav.4 =  - ist, so ist für die übrign ’ ö
bleibenden Glieder p-\-q—kn oder p — q =  kn, also p =  — q-\-kn 
oder —  -\-q-\-kn. Bezeichnet man alsö den dem W ertli£fW 
von a; entsprechenden Werth von X  mit XrA:, so/wird:

r—n I

w  A ,^ c o s  q A =  - - - a - q + kn H— — « / /+ * »
»=-()

n r ,
=  2  7 aq a "  7 a,t +  7 U£ " ~  <l~ n +  ,/ ' *

Die abe.r be' X  keine Coefficienten mit negativem Index 
\ orkommen, so muis uftn « _ s=  Ossetzeu und erliält^pi

, — n 1

X rA  COS q A  =  —  [_<(,, U,i — 7  A r  (l,i +  7 +  «  2 n -  </A~ CI 2 „  +  7  A~  . . . ] .  (6)

» =0

liier kommen nun zwei besondere Fälle vor. Ist nämlieli 
q =  0, so ist a_.tl= a ,n aH _if =  a„+l/ etc., mithin:

r —n- 1
X , a  = z n \jiQ -+- u,„ H“  u  2« H - . . .J. (7 )

,= 0

Ist ferner n eine gerade Zahl und q =  \n, so fällt a ,f 
weg und a, vereinigt sich mit a„_ „ ,  etc., sodafs auch für die-O  7 O  v /  >

!0?Ej Fall :
r = n  1
2  fw i cos I  „  +  a * A  ^8)
r=0

D a  X sin  qx  = j 3*vgjjl ip  +  >1) r  —  I®/- sin/.j) — q) x
-+ -1 b,, cos ( p  —j l/p ' — t  b,, cos Q) -1- q) x,

so findet man ganz auf dieselbe Weise:
r =» 1
[ S  Xr.j sin 5 vl =  [6,, —  b„ _  +  b„ + — h2 „ , +  b2 » +  ? —  . . . ]. (9)
, —0

69
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Nimmt man nun, je nach der Convergenz der Reihe, 
n grMk .genug an,»3odafs man auf deY rechten Seite der Glei
chungen (6) his (9) alle Glieder b is ' auf das erste vernach
lässigen kann, *So kann man aus dieS® Gleiehungen die 08*’ 
sinus-Coefßcienten von q =  0 bis q =  kn üucl die Sinus-Coef- 
ficienten \\sj/ = n — 1 bestimmen, indem ein gröfseßes q nur 
Wiederholungen der früheren Gleichungen giebt. Maimsielit 
aber auch, dafs je_ gröfser man n nknmt, desto genauer die 
Werthe der ersten Cneffleienten erhalten’ werden, dafs aber 
die letzten nothwendig innerer ungenau bleiben. So ist z. B. 
für n =  und q =  4 :

2 X cos 4x =  6 («4 -)- aa -)- . . .), 
also wird der Werth von o, schon um a9 fehlerhaft; hättK 
man dagegen » = 2 4  genorpmen, so wäre de®3t)e Coefficrent 
erst um aiu fehlerhaft geworden.

Aus dem Obigen erhält man also die folgenden Glei- 
chungeäsM

r =  n —  1

2 •'v’« M = —  A , A C osrpA ,n
r =0  
r =  » — 1

i = 0

mit der Ausnahme:, d£Ets-,für p —  0 und p. =  .|’m der Factor 
1 statt 2 wird.n n

BtEs ist nun immer vortheilhaft.,'.für n»alnc durch 4 theil- 
bars Fahl zu nehmen, weil dannjjfede.r Quadrant in eine ge
wisse Anzahl Theile getheilt ist und si<di die W erthe der 
Sinus und Cosinus nur mit wechselndem Zeichen wiederho
len. DiSdann die Cosinus der Winkel, die*emiuider zu 360" 
ergänzen, dieselben -sind, so kann man die-ftumme der Grö
fsen bilden, deren Indexfpinander zu 3600 ergänzen, und diele 
mit dem Cosinus multiplicdren; bei den Sinusgliedern hat man 
dagegen cHaBGc i fe n . ueren Index einander, zu 3^0" $rgän,- 
z q h ,  von einander abzuziehe.n. Bezeichnet man die Summe 
zweie-r solcher Größen, z .B. X , + A l„4.l)J mit X , , dagegen
dio Differenz X , — x S  ,M mit X , ,  so wird:



Bezeichnet man hier wieder die Summe oder Differenz 
zweier Cosinus-Glieder, deren Index einander, zu 180° ergän
zen, mit XrA und XlA, nnd die Summ3 oder Differenz zweier 

+ + +-
Sinus-Glieder, deren Index einander zu 180° ergänzen, mit
XrA und XrA, so erhält man:_ + —

r = kn 
2 x?ap = —  XrA cos rp A , wenn p  gerade ist, (10)
n -G +r = 0

mit den vorher erwähnten zwei Ausnahmefallah,
r=+»

2<tp = —  X ,a cos r p A ,  wenn p ungerade ist, (11)
r  =  0

r-in  — 1
2

bp — —  .3*, X rA sin rp A , wenn p gerade ist, (12)n —r = I
r = £ n -  1

bp = —  sin rp^l, wenn p ungerade ist. (13)
n "  _  +r = 1

Wäre z. B. n =  12, so würde man hieraus erhalten:

'Ü0 f W  +  X 3 0 -+-X60 -+- X 90 j,( + Hr ++ ++ ++ J
B, =  i  L t 0 + J ,  8os 30-+- X 60 cos 60j,( + -  + + -  5
ff2 = i  \ 4 -  X 30 cos 60 —  X 6 0 cos 60 — X 9oL

( + + + + + + ++ '
etc.

h, =  J \ X 3 0 sin 30 +  „ sin 60 —t— X g p j ,( -  + -  + —i- )

k., —  J, | JT3 „ sin 60 -+- X 6 0 sin 60 j, 

ete.

28. Will man eine periodische Funktion bis zu einem 
bestimmten Gliede entw’ckeln, so müssen so viele numerische 
Werthe gegeben sein, als man Coefficienten bestimmen will
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Sind die gegebenen Wertlie vollkommen richtige so wird man 
dann auch die Cdgfficiente.il so genau erhalten, als es die 
Theorie zuläist, nur um so weniger genau, je gröfser der In
dex des Coefficienten hei einer gegebenen Anzahl von W er- 
then ist. Sind aber diene Werthe^der Function von B&ob- 
achtungen genommen, so wird man, um die Benbachtungs- 
fehler zu eliirhuren, so viele Beobachtungen als maglic^ an
wenden, oder die* Peripherie hi .viel mehr Theile theilen, als 
zur Bestimmung der Coefficienten nothwendig ist. Die Glei
chungen sollten in diesem Falle nach der Methode der klein
sten Quadrate behandelt werden; man überzeugtKdbh aber 
laicht, dais di®e Methode genau auf dieselben .Gleichungen 
zur Bestimmung der Coefficienten führt, als die in No. 27 
gegebenen, dafs also die dort gefundenen Werthe in der That 
die wahrscheinlichsten sind.

Sind nämlich dieBi Werthe X „ , XA, X2A bis X („ ,M̂ nus 
den Beobachtungen geg&betf, so würde man aus ihnen die 
folgen den ‘Gleichungen (erhalten1, wenn nuTn e onuissetzt, dals 
die Function nur die Sinus und Cqsinus der einfachen W in
kel enthält:

0 — — X o  +  “j ~H a i >
0 =  —“ X a H~ eto “H ct | cos A  — sin yl,
0 =  —  <*0 rtj cos 2-4 +  6, sin 2 A ?

0 =  — X {n— « o c o s ( » — 1)A -f- b j sin(rc—  
und näeh den Kegeln de.r Methode der kleinsten Quadrate 
dadiielte man hieraus als die Gleichungen dös« Minimums die 
folgenden, wenn man mit [cos Ä] die Summe aller Cosinus 
von A , von A =  0 bis A  =  n — 1, etc. bezeichnet : 

na„ +  [cos A] a, +  [sin A] h, — [X^i | =  0,
|cosM a0 +  [cos A& +  [sin.F cosA] 6 ,— [X .i  cos Al =  0, (14)
[sin A] a„ -)- [cos^l sin A] a, +  [sin 4 2] b , —  [X a sin A ] —  0.

Nimmt man aber auf die Gleichungen (3), (4), (5) in 
No. 26 Kücksiclit, so sieht man, dafs dieselbe!* in die fol
genden übergehen:

« ,  = — P C i ( f l A ] ,n
o

bt — —  [iXtism A l, 
n
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Gleichungen, die mit den in No. 27 'gefundenen übereihstim- 
men. Man sieht auch, dafs, was hier für die drei ersten 
Coefficienten gezeigt ist, für eine beliebige Anzahl gilt.

Man kann nun auch den wahrscheinlichen Fehler einer 
Beobachtung und der (ßsefficienten finden. Ist ijäinlieh [r r] 
dieiiSuinme de‘r Quadrate der IJbbler, die nach der Substi
tution der wahrschei1 liebsten Werthe in die Bedingungsglei
chungen übrig bleiben, so wird der wahrscheinliche Fehler 
einer Beobachtung:

,• =  0.67449 V ' ,
n —  3

der von a„ ,y  n
r  r y  2

^ ^  [cos A 2] V n

i _  r — r V 2O ]  “ /—--— ~
/ [ s i n  4 2| 7 »

Ein Beispiel hierzu findet man in No. 6 des siebenten 
Abschnitts.

A n m . Vergl. E n ek e ’s Jahrbuch für 1857 pag. 334 und folgende. 
L e v e rr ie r  giebt in Annales de l’Observatoire Imperial Tome I. eine andre 

Methode zur Bestimmung der Coefficienten, die auch von Encke im Jahrbuch 
für 1860 in veränderter Form gegeben ist.



Sphärische Astronomie.

Erster  Abschnitt .
Die scheinbare Hiimnelskugel und deren tägliche 

Bewegung.

In (Bai’ : sphärischen Astronomie fetrac. htet man die Oerter 
der Gestirne /an der scheinbaren Himrnelskygel, indem man 
dieselben mittelst sphärischer Coordinaten auf gewisse an d«r 
Himmefskuge.l erdachte grölfte Kreise bezieht. Dieisphärisehe 
Astronomie giebt dann die Mittel an die Hand, sowohl den 
Ort der Himmelskörper in Bezug auf diese gröfsten Kreise, 
als nuy'b die Lage dieser letztmien gegen einander zu bestim
men. Man mufs dalieB'zneist diese gröbsten Kreise, deren 
Ebenen die Grundebenen der ^exsghiedenen Coordinaten- 
Hrsteme sind, kennen lernen und zugleich die Mittel, die tfhan 
anzuwenden hat, um den Ort eines Himmelskörpers, der für 
eine dieser Grundebenen gegeben ifeft* auf ein anderes Coor- 
dinatensäßstein zu redufiren.

Einige dieser „Coordinaten- sind unabhängig von der täg
lichen Bewegung der Himmelskugel, andere sind dagegen 
auf-Ebenen bezöget*, welche an der täglichen Bewegung nicht 
Theil nehmen. Die Gestirne werden daher, wenn sie auf 
letztere Ebenen bezogen werden, ihren Ort beständig ändern 
und es wird von Wichtigkeit =Sjein, diese Veränderungen und 
die dadurch hervorgebrachten Eijsfcheimmgen kennen zu f e r 
nen. Da die Gestirne aufser dieser allen gemeinschaftlichen 
Bewegung noch andere, wenn auch viel langsamere zeigen, 
vermöge welcher dieselben Jiren Ort auch in Bezug auf die 
von der täglichen Belegung unabhängigen Coordihätensy- 
stem§ verändern, so wird es nie genügen, den Ort eines Hirn-
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melskörpcrs allein zu bestimmen, sondern man b'edTfm noch 
imitier, der Angabe der Zeit, für wclehe»diesw Ort? gilt. Eis 
ist daher nothwendig, kennen zu lernen, auf welche Weise 
man sich der täglichen Bewegung dni? Himmelskugel theils. 
allein, theils in Verbindung mit der Bewegung der Sonne an 
derselben als Maafs der Zeit b'edient.

I. Die verschiedenen Systeme von Ebenen und Kreisen 
an der scheinbaren Himmelskugel.

1. Die Sterne erscheinen uns an einer hohlen Kugel- 
fläcpfS der scheinbaren Himmelskugel, diPn wegen der B i e 
gung der Erde um ihre Axe sich in der entgegengesetzten 
Dichtung, d. h. von Ostfu nach Westen um unsuzu Bewegen 
scheint. Denkt man sich an einem Orte auf der Oberfläche 
der Erde eine gerade Linie paraähjl*J mit der. Axe derdErde; 
so wird dieselbe, vermöge der Acxendrehung K̂ er Erde die 
Oberfläche eines Cylindcrs beschreiben, deren Basis der Pa
rallelkreis des Ortes ist; da aber die Entfernung der Sterne 
im Verhältnifs zum Durchmesser der Erde unendlich grofs 
isjh so wird diejgich immer parallel bleibendafLinie die-Schein- 
bare Himmelskugel' iu demselben Punkten schneiden -wie dis 
Axe der Erde. DiäsiglPimkte, welcheCan der Himmelskugel 
gegen digErah unbeweglich erscheinen, heifsen die P o l e  der 
Himinels&ugel  oder W e l t p o l e ,  und zwar der dem Nord
pole der Erde entsprechende, also awf der nördlichen Halb
kugel der Erde sichtbare, der nördliche Weltpol, der g'ögen- 
nberstehende der -.'Südliche Weltpol. Denkt man'1 sich nun 
eine Linie parallel mit dem Erdäsfrüitor, also sönkrecht auf 
derjljprs^prcn, so wird diese vermöge der täglichen Bewegung^ 
eini^Ebene bsgehreiben, düi&r Durchschnitt wegen der un
endlichen Entfernung der Himmelskugel mit dem grölst-en 
Kreis zusamitfdnfällt, dessen Pole dieyWeltpole sind und deH 
der A e q u a t o r  heilst. EineÄgprado. Linie, die3 eiühn von 
90 GrälcL verschiedenen Winkel mit der Erdaxe macht, wird 
durch dieliüindrelrang die Obferflpfire eines Doppelkegels be
schreiben, der dienl immelskugel in zwe> kleinen, dem Aequator
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parallelen Kreisen ^elmei^eij, deren Abstand von den Polen 
gleich dem Winkel ist, „^reichen diese Linie mit der Axe 
macht. Solche kleine; Kreise werden Parallelkreise&gts- 
nannt.

Die Ebene, welche die Oberfläche der Erdö^an einem 
Orte berührt^schneidet die Himm^lskugel iil^ein'em gvöfstcn 
Kreise, welcher die sichtbare Halbkugel von «̂ atmsichtbaren 
öcheicTet, und der H o r i z o n t  'genannt wird. Die Neigung 
der W ‘elta®e gegen diese Eigene ist gleich der geographischen 
Breite des Ortes. Die Tangente an dem Meridian des Ortes 
wird wegen der Umdrehung wieder einen Doppelkegel be
schreiben, der die fiimmelskugei in zwei Phrallelkreisen Schnei
det, deren Abstand von dem nächsten Pole gleich der Breit$ 
des Ortes ist und da die Ebene des Horizonts so herumge- 
ftthrt wird, dafs sie? den Doppelkegel immer berührt, so wer
den die beiden Parallelkreise zwei Zonen einschlielsen, von 
denen die zun’äjchst dem sichtbaren Polo getegene immero o
über dem Horizonte des Orte bleibtwidmend die andere 
immer unter demselben verweilt. Alle übrigen Sterne werden 
aber auf- und untejcgehcii und sich in Parallelkreisen inteiner 
im Allgemeinen schiefen Richtung > gegen den Horizont von 
Ost nach West lierumbewegen. Eine .auf der Ebene des H o 
rizonte’. senkrechte Linie i|t nach dem höchsten Punkte der 
sichtbaren Hemisphäre gerichtet, der das Z e n i t h  genannt 
wird, während dop gegbnüberstehende unter dem Horizonte 
befindliche Punkt das, N a d i r  genannt wird. W ege»1 der 
täglichen Bewegung wird diese Linie die Himmelskugel in 
einem kleinen Kreis.e schneiden, dessen Abstand vom Pole 
gleich dem Complement der Breite d&rfOrtes ist; alle St-ern'e* 
daher, welche diesen Abstand vom Weltpoiß haben, werden 
durch das Zenith des Ortes gehen. Da die auf dem Hori
zonte senkrechte Linie feowohl als eine® der Weltaxe’rparallele 
in der Ebene des Meridians des Ortes liegen, so schneidet 
dieA^Ebeue die. Himmelskuggl in einem gröfsten Kreise, der 
durch die Wejtpole, sowie durch Zenith und NaAim geht und 
ebenfalls der M e r id i a n  genannt wird, und w.egpn den tä g 
lichen Bewegung!»,kommen ailSSterne während einer Umdre
hung zweimal in die Eben'e desselben. Der Theil des,' Me1' 
ridians vom sichtbaren Pole durch das Zenith bis zum un
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sichtbaren Pole entspricht dem Meridiane ddSI OrteS« auf der 
Erdkugel ̂ während der andere Theil dem Meridiane eiites 
Ortes entspricht, dessen Länge um 180 Grad oder 12 Stun
den verschieden ist. Kommt e.in Stern in den ersteren Theil 
des Meridians, So sagt mau,«der ist in obeBgfr C ulmin a-  
t ion,  dagegen in unterer  C u l m in a t i o n ,  wenn derselbe 
den letzteren Theil des Meridians erreicht. Nur diejenigen 
Sten® sind daher in det oberen Culmination sichtbar, deren 
Abstand vom unsichtbatffen Pole gröfser als die Breite ist, 
während in d( r unteren Culmination nur so£he gesehen wer
den können, deren Abstand vom!sichtbaren Pole kleiner als 
die Breite des Ortes ist. I)er Bogen des Meridians zwischen 
dem Pole und dem Horizont ist die P o l h ö h e  und nach dem 
Vorigen gleich de.r Breite des-Orteäj|S der Bogen des Meridians 
zwisclie’n dem Aequator und dem Horizont die A e q u a t o r -  
hölie. Beide ergänzen einander zu 90 Grad.

2. Urn nun den Oät eijfeh. Sterns an der scheinbaren 
Himmelskugakin Bezug auf den Horizont anzugehen, bedient 
man sich zweier sphärischen Coordinaten. Man denkt sich 
durch das Zenitli und ’dhs Ässtirn, des®n Ort man angeSen 
will, einen groi’sten Kreis gelegt, der alsc^iuf dem Horizonte 
senkrecht steht. Bestimmt man nun den Durchschnittspunkt 
dieV§J| Kreises.. mit dem Horizonte, zählt dann von hier aus 
in dem gröbsten Kreise 'aufwärts- dm Anzahl von Graden zwi
schen dem Horzonte und dbm G®irife’nund ebenso im Ho
rizonte die Anzahl der Grade bis zum Meridian, so ist der 
Ort des Gestrueb1 bestimmt. Den durch das Zenitli und das 
Gestirn gehenden gröbstem Kreis nennt man den V e r t i c a l -  
kreis d*es Sterns; der Bogen dieses Kreises zwischen dem 
Horizontemuid dem Sterne heilst die'H öh.e1, der Bögen des 
Horizonts-szwiscken dem Vertiealkreise und dem Meridian das 
A z im u t  des Sterns. Letzteres zählt man vom Südpunkte 
des Meridians durch Westen, Norden etc. von 0 bis HG0°. 
Statt der Höhe braucht man auch häufig die Z e n i t h -  
distanz,  d. h. den Bogen des Verticalkreises zwischeli dem 
Sterne und dem Zenith, die also das ■.Complement der Höhe 
ist. Kleine Kreise;- welche dem Horizonte parallel sind, nennt 
maii noch HorizontalkreisiSJ odgr A lmucantarats .

Statt durch dieseispliärischen Coordinäfen kann man den
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Ort effpj Sternes auch .durch rechtwinklige Coordinatcn an
geben, bezogen auf ein Axenftyrstem, von denen die Axe der z 
senkrecht auf der Ebene des Horizontes »stellt, während die 
Axen den** und y in der- Ebene desselben liegen und zwar 
so, da|| didjfAxe der x  nach dem Anfangspunkte der Azimute, 
die positive Axe der y nach dem Azimute 90° oder dem 
Wpstpunkte gerichtet ist. Bezeichnet man dann das Azimut 
durch A, die Hölle durch h, so hat man:

x  =  cos h cos A , y  =  io s h $ m A ,  z =  sin/i.

A n m . Um diese sphärischen fiffordinaten beobachten zu können, hat 
man ein diesem CoordinSKnsXsTgm vollständig entsprechendes'Instrument, den 
Höhen und Äziirmtalkreis. Di3“ r besteht im Wesentlichen IwPeinem ho
rizontalen, getheüten Kreise, Welcher auf drei Fnfssfchraüben steht und mittelst 
einer Wasserwage horizontal gestellt werden kann. Dieser Kreis stellt die 

SEbenejäteÄjJrlorizonts vor. Im Mittelpunkte desselben stehtißine lothvech,te, 
also nach dem Zenith gerichtete Säule, die einen Breiten Kreis, parallel mit 
der Säule, al’so senkrecht auf dem Horizonte stehend, trägt. Um den Mittel
punkt dieses zweiten Kreises'fpcwegr sieh ein Fernrohr, welches mit einem 
Index verbunden ist, vermittelst dessen man auf dem KrSisc die Bifchtung des 
EeEnrohrs angeben kann. Die vertieaK^ig.äule, welche sammt dem Kreisyj 
und Fwtnrohr beweglich ist, ti;ägt einen anderen Indtw-fj welcher auf deih Hori- 
zontalkrcis die Stellung der Siuile*,angiebt. Weifs-man nun, welche Punkte 
auf den Kreier: 11 dem Meridian und dem Zenithpunkteijentspreclien, so kann 
man durch ein solcl’e# Instrument, wenii man iffis Fernrohr auf einen Stern 
richtet, das Azimut und die Zimithdisfcmz oder Holre "desselben finden.

Aufserdem hat man noch andr^jlnstrumentgji mit denen man nur Höhen 
beobachten kann. K ie  heifsen .Höheninstrumente, während Instrumente, mit 
denen man nur Azimute beoniüthtet, Theodolithen heifsefl^ä

3. Das Azimut und digü Höhe eines Sterns ändern sich 
wegen der Umdrehung' der Erde beständig und sind auch in 
demselben Augenblicke an verschiedenen Orten auf der Erde 
verschieden. Da es nun für gewisse Zwecke erforderlich ist, 
die Oerter der Sterne durch Coordinaten zu gehen, die für 

-allet(|Orte dieselben sind und nicht von der täglichen Bewe
gung abhängen » s o  mufs man die Sterne auch auf gröfste 
Kreise beziehen, die an der Himmelskugel fest sind. Legt 
man durch den Pol und den Stern einer» gröfsten Kreis, so 
heifst der Bogen desselben, der zwischen dem Aequator und 
dem Stfcrne enthalten ist, die A b w e i c h u n g  oder D ^ e l in a -  
tion deSi Sterns, dagegen der Bogen zwischen dem Sterne 
und dem Pole die P o l a r d i s t a n z  desselben. Der gröfste
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Kreis selbst wird daher auch der D e c l i n a t ’ ons- oder A b - 
w e R b u n g s k r e i ' s  des Sterns genannt. Die Deelinatiomwird 
positiv genommen, wenn der Sßin  in dem Theile des Decli- 
nätionskreises ist, der zwischen dem Aefjuator nnd dem Nord
pol e enthalten .ist", negativ dagegen, wenn der Stern^sich in 
dem ThelM zwi^Öhen deih Aequator und dem Südpole be
findet. Declination und Polardistanz ergänzen einander zu 
90 Grad und entsiTriAheh der Höhe 'und Zenithdistanz im er
sten Cooruinatensylteme.

Der Bogen de's Ae.quators zwischeii dem Declinations- 
kreise des Sterns und dem Meridian, oder dar dadurch SS' o
messene Winkel am Pole, heifst der Stu n  de n wink'ed des 
Sterns und kann als zweite Chbrdinate PSnutzt werden. Man 
zählt denselben *Vorn Meridiane im Sinne der täglicheh Be
wegung der Tunmmskugej", d. h. von Ost nach Wöbt von 
0 “ bis 360'1 herum.

Die JDeclinatiofiskfe'ise, die aticli Stundenkreise genannt 
werden, entsp lachen den Meridianen auf dpr ErdkugSr, und 
man sieht sogleich, dafs, wenn ein Stern im Mcridiaricjist, 
derselbeMür'einen Ort, des^Sh* östliche Länge k ist, in dem- 
^elbetä Augenblicke den Stundenwinkel le httr, und allge
mein, wenn ein Stern an eittem Orte den Jgitundenwinkel t 
hat, derselbe an einem ändern O r t«  drsfA'ä Lärig'e k ist (öst
lich positiv*,! westlich negativ genommen-) in denäÖblbelB! Au
genblicke den Stundenwinkel f-f-A: hat.

Statt durch die beiden sphärischen Coordinaten, Decli
nation und Stundenwinkel, kann man den Ort der Gestirne 
auch wieder;, durch rechtwinklige Coordinaten angeben, in
dem man denselben auf drePtt%lrdinatenaxen blzi’öht, «von 
denen die .<pgsitive Aye der 2 auf dem Aequator yehkrecht 
und nach dem Nordpole gerichtet“' ist, während die Axen 
der x  und y in der EbeTfeides‘JÄquators liegen, und zwar 
'so, dafs? = die positive Axe der x  nach dem Nullpunkte, die 
positive *Axe der y dagfft-en näch dem neunzigsten Grade der 
Stundenwinkel gerichYelf ist. Bezeichnet man dann die De
clination mit d, den Stundenwinkel mit £, so hat man: 

x' =  cos S cos t , y = e o s ( i s i n < ,  z' =  sin S.

Anm . Diesem zweiten Coordinatensystemc der Declinationen und Stnn- 
denwinkel entsprechend, hat man eine zweite Gattung von Instrumenten, die
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man parallaetische Instrumente oder Aequatoreale nennt. Bei diesen steht 
der Kreis, welcher bei der ersten Gattung von Instrumenten dem Horizonte 
parallel ist, dem Acquator parallel, sodafs die darauf senkrechte Säule sich 
in der Richtung der Weltaxe befindet. Dann ist der Kreis, welcher dieser 
Säule parallel ist, ein Peclinationskrcis. Kennt man aber die Punkte der 
Kreise, welche dem Meridian, als Anfangspunkte der Stundenwinkel und dom 
Pole entsprechen, so kann man durch ein solches Instrument die Stunden
winkel und Polardistanzcn oder Declinationen der Gestirne finden.

4. In dem Jgtztgren Coordinatensystem igt dic|£ine ,Goor- 
dinate, die Declination, unveränderlich, während der Stunden
winkel der Zeit proportional wächst und in demselben Au- 
a-enblieke an •.-versclfiedenen Orten auf der Erde um den Län-D
genunterschied der Orte verschieden ist. Um nun auch die 
zweite Coordinate unveränderlich zu haben, wählt man anstatt 
des veränderlichen Punktes, in welchem der Meridian den 
Aecpiator durchsclmeidet, einen festen Punkt des Aequators 
als Anfangspunkt, und zwar einen ES® Punkte, in welchem 
der Aequator von dem gröfsten Kreise, den der Mittelpunkt 
der Sonne;- vom Mittelpunkte der Erde gesehen, im Laufe 
eines Jahvgs unter den Sternen von Westen nach Osten be
schreibt, geschnitten wird. Diesen gröfsten Kreis nennt man 
die E c l i p t i c  oder Sonnenbahn, und die Neigung derselben 
gegen den Aequator, die ungefähr Grade beträgt, die 
S c h i e f e  d.qlr Eq.Jipti.cft! Die Durchschnittspinikte der 
Ecliptic mit dem Aequator heifsen der F r ü h l i n g s -  und der 
H e r b s t - T a g -  und N a o h t g l e i c h e n p u n k t ,  weil auf der 
ganzen Erde Tag und Nacht gleich sind, wenn die Sonne 
am äl.sten März und 23sten September jeden Jahres in die- 
j-jpi Punkten steht*). Die Punkte der Ecliptic, welche 90° 
von den Tag- und Naclitgleichenpunkten abstehen, heifsen 
die S o n n e n w e n d e p u n k te .

Die »tu  eingeführte Coordinate, die im Aequator vom 
Frühlings-Tag- und Nachtgleichenpunkte an gezählt wird, 
heifst die g.erade A u f s te ig u n g  oder die ß e c t a s c e n s i o n  
des Gestirns. Man zählt dieselbe von 0° bis 360° von W e
sten nach Osten herum, also entgegengesetzt der täglichen

*)  Da nämlich die Sonne dann im Aequator steht, Aequator und Hori
zont aber als gröfste Kreise einander halbiren, so verweilt die Sonne an die
sen Tagen ebenso lange über als unter dem Horizont.
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Bewegung. Statt der sphärischen Coordinaten der Rectascen
sion und Declination kann man wieder, ebenso wie früher, 
rechtwinklige Coordinat°n < inführen, indem man den Ort der 
Sterne auf drei auf einander senkrechte Axen bezieht, von 
denen die positive Axe der-T'a'■ senkrecht •‘•'auf dem Aequator 
und nach dem Nordpole- gerichtet ist, während die Axen der 
x  und y in der Ebene des Aequators liegen, und zwar so, 
dafs'1 die positive Axe der x  na'ch dem Anfangspunkte, die? 
positive Axe de.r y nach dem 96sten Grade de“  ReCtäs&en- 
sloiTCn gerichtet ist. Bezeichnet man dann die Rectascension 
mit « ,  so hat man:

x" =  cos S cos a, y " —  eos 8 sin a, z” —  sin S.

Die Coordinaten «  und ö sind also für jeden Stern kon
stant; um aber daraus den Ort eines Gestirns an der schein
baren Hlmmelskugel für einen bestimmten Augenblick zu er
halten, mufs man noch die Lage des Frühlingspunktes gegen 
den Meridian für diesen Augenblick kennen, also den Stun
denwinkel des Frühlingspunktes, welcher die S t e r n z e i t  ge
nannt wird. Von dies'er gehen 24 Stunden auf die Zeit einer 
vollen Umdrehung der Himmelskngel oder den Sterntag. Es 
ist 0 h Sternzeit an eiueih Orte, wenn der Frühlingspunkt im 
Meridian is!t, l h wenn der1 Stundenwinkel dös Frühlingspunlc- 
tê i 150 oder l h ist. Dies ist der Grund, weshalb der Aequa
tor aufset i n '360° auch noch in 24 Stunden getheilt wird.

Bezeichnet man die Sternzeit mit 0 , so ist immer:
’& —  t —  a , 

also t = 0  —  a.

Ist also z. B. die Rectascension eines Sterns 190° 20’, die 
Sternzeit 0  =  4h, so ist < =  229° 40’ oder 130° 20’ östlich.

Aus der Gleichung für t folgt, dafs, wenn / =  0 ist, 
0  =  «  wird. Jedes Gestirn kommt also in den Meridian 
oder culminirt zu einer Sternzeit, welche gleich seiner Rectas- 
cension in Zeit ausgedrückt ist. Kennt man daher die gerade 
Aufsteigung eines Sterns, welcher in einem bestimmten Au
genblicke im Meridian ist, so hat man dadurch auch die 
Sternzeit dieses Augenblicks *).

*) Die Verwandlung von Bogen in Zeit und umgekehrt mufs man sehr 
haii^g] machen. Hat man Bogen in Zeit zu verwandeln, so mufs man mit 15

0
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Es folgt aifeh aus dem Vorigen, dafs, wenn die Stern
zeit an e » « 9  Orte 0  ist, in denselben Augenbhcke die 
Sternzeit an einem ändern Orte, dessen Läugenunterschied k 
ist, 0  + - k S in  mulk, wo k positiv oder negativ genommen 
werden mufs, je nachdem der zweite Ort östlich oder west
lich vom ersten ist.

Anm . Die Coordinaten des dritten Systems kann man durch Instru
mente der zweiten Gattung finden, wenn man die Sternzeit kennt. In einem 
bestimmten Falle lassen sich die Coordinaten auch durch Instrumente der er
sten Gattung finden, nämlich beim Durchgänge der Sterne dnrc-li den Meridian? 
da man die Reetascensionen durch die Beobachtung der Durcligangszeitcn, 
die Declinationen durch die Beobachtung der Höhen der Sterne im Meridian 
erhält, wenn die Aequator- oder Polhölie des ßeobachtungsortcs bekannt ist. 
Zn diesen Beobachtungen dient der Meridiankreis. Soll das Instrument nicht 
zum Höhenmessen, sondern blos zur Beobachtung der Durchgangszeiten der 
Sterne durch den Meridian dienen, ist dasselbe also ein reines Azimutal
instrument, welches in der Ebene des Meridians aufgestellt ist, so heifst es 
Passageninstrument. Beobachtet man an einem solchen Instrumente nach ei
ner guten, nach Sternzeit regulirten, Uhr die Durchgangszeiten der Sterne 
durch den Meridian, so findet man ihre Rectascensionsunterschiede. Dafs der 
Anfangspunkt der Reetascensionen nicht unmittelbar zu beobachten ist, macht 
es etwas schwieriger, die absoluten Reetascensionen zu finden.

5. Aufser den vorigen bedient man sich noch eines 
vierten Coordinatensjjsjtems, de.ssen Grundgbene -die Ecliptic 
ist. Gröfste Kreide, welche dnreh die Pole/; der Ecliptic ge
ben, also senkrecht auf derselben stehen, heifsen B r e i t e n 
k r e i s e .  und der Bogen eings solchen Breitenkreise^, welcher 
zwischen der Ecliptic und cjg-rn Gestirne enthalten ist, heifst 
die B r e i t e  des Gestirns. Dieselbe ist positiv, wenn das 
Gestirn in der nördlichen der beiden von der Ecliptic gebil

dividiren und die bei den Graden und Minuten bleibenden Reste mit 4 mul
tipliciren, um dieselben in Zeitminuten und Zeitsecunden zu verwandeln.

So wird: 239° 18’ 46”. 75
=  15 h, 4 X 1 4  -4-1 Minuten, 4 X 3  +  3 Sceunden und 0 s. 117 
=  15h 5 7 m lös. 117.

Hat man umgekehrt Zeit in Bogen zu verwandeln, so mufs man die Stun
den mit 15 multipliciren, die Minuten und Sceunden aber mit 4 dividiren, um 
dieselben in Grade und Bogenmimitcn zu verwandeln, die übrig bleibenden 
Reste aber wieder mit 15 multipliciren.

So wird: 1 5 h 57 m 1 5 s. 117
=  225 +  14 Graden, 15 +  3 Minuten und 46.75 Sceunden 
=  239° 18’ 46”.75.
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deten Halbkugpln liegt, negativ, wenn das Gestirn auf der 
südlichen Halbkitgel liegt. Die andre Ceprdinate, die Länige, 
wird in der Ecliptic gezählt und ist der Bogen zwischen dem 
Breitenkreise des Gestirns und dem Frühhngfounkte. Sie 
wird von 0° bis 360° herum. in demselben Sinne wie die 
Rectascension gezählt, also der täglichen Bewegung der IJim- 
mclskugel entgegengesetzt *). Der Breitenkreis, dessen Dange 
Null ist, heifst der C ftlur d er  NHjchtgl ei d i e n ,  derjenige' 
dagegen, dessen Länge 90° ist, der C o l u r  der  Sonnen- .*  
wenden .  Der Bogbn dieses Colurs, welcher] zwischen dem 
Aequator und der Ecliptic enthalten ist, ebenso der Bogen 
zwischen dem Pole des Aequators und dem der Ecliptic ist 
gleich der Schiefe dej Eclmtic.

Die Länge wird im Folgenden immer durch X, die Breite 
durch /■?, die Schiefe der Ecliptic durch s bezeichnet.

Drückt man die sphärischen Coordinaten ß  und ’L durch 
rechtwinklige^ aus, bezogen auf drei auf einander senkrechte 
Axen, von denen die positive Axe, der z auf der Ecliptic 
senkrecht und nach dem Nordpolo derselben gerichtet ist, 
während die Axen der x  und y in der Ebene der Ecliptjc 
liegen, und zwar so, dafs die positive Axe der x  nach dem 
Nullpunkte, die positive Axe der y nach dem neunzigsten 
Grade der Länge gelichtet ist, so hat man:

x'" =  cos ß  cos X, g ’" —  cos ß  sin X, sin ß.
Diejpoordinaten der Länge und Breite werden " ;e durch 

directe Beobachtungen, sondern immer nur durch Rechnung 
aus den Coordinaten der ändern Systeme gefunden.

Anm.  Da die Bewegung der Sonne nur scheinbar ist, vielmehr die 
Erde sich jährlich um die Sonne herum bewegt, so ist es gut, sich die Be
deutung der oben gegebenen Kreise auch für diesen Fall klar zu machen. 
Der Mittelpunkt der Erde bewegt sich in einer Ebene um die Sonne, die 
durch den Mittelpunkt der Sonne geht und die seheinbare Himmelskngel in 
einem gröfsten Kreise, der Ecliptic, sehneidet. Die Länge der Erde von der 
Sonne gesehen ist daher immer 180° von der Länge der Sonne, von der 
Erde gesehen, verschieden. Die Axe der Erde macht einen Winkel von 66^ 0 
mit dieser Ebene und bleibt während der Bewegung der Erde um die Sonne 
sich immer parallel, sie beschreibt daher im Laufe eines Jahres die Fläche 
eines schiefen Cylinders, dessen Basis die Erdbahn ist. Wegen der unend-

*) Die Längen der Gestirne werden oft aueh in Zeichen angegeben, deren 
jedes 30 Grade enthält. So ist 6 Zeichen 15 Grade =  195° Länge.

6 *
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liehen Entfernung der scheinbaren Himmelskugel wird aber die Axe auch 
in allen diesen verschiedenen Lagen die Himmelskugel in denselben Punkten, 
den Wcltpolen, zu durchschneidcn scheinen, deren Abstand von den Polen 
der Ecliptic 23^° ist. Ebenso wird der Erdäquator durch die Bewegung 
der Erde parallel mit sich heruingeführt und die Durchschnittslinie mit der 
Ebene der Erdbahn, obwolil sie immer parallel bleibt, ändert doch ihre Lage 
im Raume im Laufe eines Jahres um den vollen Durchmesser der Erdbahn. 
Aber wegen der unendlichen Entfernung der Himmelskugel fallen die Durch
schnitte aller Ebenen, in die der Erdäquator nach und nach gebracht wird, 
mit dem gröfsten Kreise zusammen, dessen Pole die Weltpolc sind, und die 
Durchschnittslinicn der beiden Ebenen sind alle nach dem Durehschnittspunkte 
der gröfsten Kreise des Acquators und der Ecliptic gerichtet.

II. Di^, Verwandlung d m  versah’edenen Systeme von 
Coordinaten in einander.

6. Um den Ort eines Gestirns, der auf das Coordina- 
tänsystem der Azimute und Höhen bezogen ist auf das Coor- 
dinatensystein der Stundenwinkel und Declinationen' zu redu- 
ciren, hat man nur die Axe der s nn ersten Systeme in der 
Ebene der x  und z nach der Richtung von der’.- positiven 
Axe der x  nVch der positiven Axe der's zu um den Winkel 
90"— ip (wo (p die Polliöhe bezeichnet) zu drehen, da die 
Axen der y in beiden Systemen zusammenfallen, und erhält 
dann nach der Formel (1 a) für die Transformation der Coor
dinaten oder auch nach den Formeln d^v sphäris'chen Trigo
nometrie, wenn man das Dreieck zwischen dem Zenith, dem 
Pole und dem Sterne betrachtet f ) :

sin S =  sin sin h —  cos p  cos h cos A 
cos S sin t =  cos h sir^ jP ^  
cos S cos t =  sin h cos cp cos h sin cp cos A .

W ill man die Formeln in einer zur logaritlnnisclien Be
rechnung bequemeren Form haben, so setze man:

sin h =  m cos M  
cos h cos A  =  m sin M,

*) Die drei Seiten dieses Dreiecks sind respeetive: 
90° — h, 90° —  S und 9 0 ° —  cp 

und die denselben gcgcnüb®stelienden Winkel:
t, 1 8 0 ° — A  und der Winkel am Stern.
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wodurch man erhält:
sin S  —  m sin (95 — M )  

cos  S  sin t =  cos h sin A  

cos  S  cos t =  m cos  ( y  —  M ) .

Diese Formeln geben die gesuchten Gröfsen ohne alle 
Zweideutigkeit. Denn da alle Stücke durch den Sinus und 
Cosinus gefunden werden, so hat man nur auf die Zeichen 
gehörig zu achten, um für die gesuchten Stücke immer die
Rechten Quadranten zu nehmen. Die Hülfswinkel, w Ä e
man zur Umformung solcher Formeln einführt, haben immer 
gine geometrische Bedeutung, diegsicli in jedem Falle leicht 
finden läfst. Geometrisch betrachtet beruht nämlich die Ein
führung der Hülfswinkel darauf, dafs man das schiefwinklige 
sphärische Dreieck entweder in zwei rechtwinklige Dreiecke 
theilt oder zu einem rechtwinkligen ergänzt. Im gegen
wärtigen Falle mul's man sich von dem Stern auf die gegen
überliegende .Seite 90— cp odej- deren Verlängerung ein Per
pendikel gefällt denke*, und da:

tang h =  cos, 4  cotang M, 

so ist nach der dritten der Formeln (10) in No. 8 der Einlei
tung M der Bogen zwischen dem Zenitli und dem FufspunkQ 
des Perpendikels; ferner ist ntudi der ersten der Formeln (10) 
m der Cosinus des Perpendikels selbst, da: 

sin h —  co s  P  c o s  -ZI/, 

wenn man das Perpendikel durch P  bezeichnet}:
Es sei für die Polhöhe cp =  52l>30'16".0 gegeben: 

h =  1 6 ° 1 1 '4 4 " .0  4  =  2 0 2 ° 4 ' 1 5 ’'..5.

Dann ist die Rechnung die folgende:
cos A  9.9G69481 „ m sin M  9 .9 4 93 6 2 0  „
c o s /i  9 .9 8 24 1 3 9  m a o s  M  9 .4 4 54 7 4 4
sin ist 9 .5 7 49 0 4 5  „ M =  —  7 2 u3 ^ 4 " .  g T  

sin M  9 .9 7 96 5 4 2  „
<p —  i t / = 1 2 ä n 6 '1 0 " . 61 

sin ( y —  M )  9 .9 1 28 1 7 1  cos S  sin 1 9 .5 5 7 3 1 8 4 » sin S  9 .8825249  
m 9 .9G 97078 cos S  cos  t 9 .7 2 9 4 1 1 4 ,, costf 9 .8104999  

cos ( f  —  M )  9 .7 5 97 0 3 6  „ t =  2 n ~ 5 6 2 ^ 2  tf =  +  49 43 06.ÖÖ 
cos  t 9 .9 1 89 1 1 5 ,,.

7. Bei weitem häufiger wird der umgekehrte Fall an
gewandt, wo man einen Ort, der auf das Coordinatensystem 
der Stundenwinkel und Declinationen bezogen ist, auf das
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oder auch:

Coordinatensystem der Azimute und Höhen reduciren will. 
Man hat dann wieder nach Formel (1) für die Transformation 
der Coordinaten folgende Gleichungen:

sin h =  sin <p sin 3 +  eos cp cos S cos t 
cos h sin A  =  cos 8  sin t 
cos h cos A  =  —  cos (p sin 3 -J- sin (p cos 3 cos t, 

denen man wieder leicht durch Einführung von Hülfswinkeln 
eine bequemere Form geben kann. Setzt man nämlich: 

cos 3 cos t =  m cos M  
sin 3 == m sin M

so ist:
sin h =  m cos (jp —  M  ) 

cos h sin A  =  cos 3 sin t 
cos h cos A  =  m sin (pp —  M )

cos M  tang 1
tang A  =  —  ° -

sinCy—  M )
cos A

tang h =     ---------   *).
tang (pp— M )

Sucht man die Zenitlidistanz allein, so sind die folgenden 
Formeln bequem. Aus der ersten Formel für sin k erhält 
man:

cos z =  cos (gp —  8) —  2  cos cp cos 8 s i n ^ 2,
oder:

sin \ z 2 =  sin \ (cp —  8)*  +  cos cp cos 8  sin \
Setzt man nun:

n =  sin (y> —  8) 

m =  Fcosgp co s$ ,

SO ist: sin \z2 = 11* +  1

oder, wenn man setzt:
m . .
—  sin -5-1 —  tang A 
n

. 1 nsin *r z  = -------  .
cos A

Ist sin. X gröfser als cos X, so ist es vortheilhafter, die 
Formel

sin A
sin \ t

*) Da das Azimut immer auf derselben Seite des Meridians liegt wie 
der Stnndenwinkel, so kann man auch bei Anwendung dieser letzteren For
meln niemals über den Quadranten im Zweifel sein, in welchem man das
selbe zu nehmen hat.
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zu berechnen. Man rauis hier übrigens, wie man später se
hen wird, für Sterne, welche südlich vom Zenith oulminiren, 
ip — <)', für Sterne dagegen, die nördlich vom Zenith culinini- 
ren, /)'— q _.n der Formel zur Berechnung von n brauchen.

Wendet man auf das Dreieck zwischen dem Zenitli, dem 
Pole und dem Sterne diäjGaufsisclien Formeln an, so erhält 
man, wenn man den Winkel am Sterne mit p be-zeichnet: 

cos \ z . sin \(A  —  p) ~  sin ^ t . sin ^ (99 -f- 8 ) 
cos\z  . cos \ (A  —  p) =  cos ^ t . cos \ (90 —  d) 
sin j z . sin ^ (A  -H p) =  sin i  t . cos ̂  (<p -f- S) 
sin \ z . cos ̂  (A  H- p) —  cos 1 1 . sin -1 (<p — <S).

Rechnet mau das Azimut vom Nordpuncte aus, wie man 
es für den Polarstern wohl thut, so hat man 180 — A statt 
A in diese Formeln einzuführen und erlüRi:

cos-jV - sin § '(p  +  A) =  cos { t . cbs^- (3 —  <p) 
cos f  s . c?s*!*(p +  A ) =  sin j  t . sin j  (3  -+- y>) 
sin -kz . sin j (p —  A) =  cos \ t . sin 4S® —  <p) 
sin , 2  . cos-j (;j — A) =  sin . cos {3 -+- <f).

Häufig kommt der Fall vor, dafs man für eine bestimmte 
Polhöhe eine grolse Menge solcher Verwandlungen zu machen 
hat *), für welche man der bequemeren Rechnung wegen im 
Voraus Tafeln berechnen will. Für diesen Fall ist folgende 
Transformation besonders bequem. Es war:

sin h =  sin <p sin 3 -)- cos f  cos 3 cos t 
(6) cos h sin A  —  cos 3 sin t
(c) cos h cos A  =  —  cos <p sin 3 H- sin <p cos 3 cos t

Bezeichnet man mit An und Sa diejenigen Werthe von 
A und S, die wenn man sie in die vorstehenden Gleichungen 
setzt, h =  0 geben, so hat man:

(</) 0 =  sin (f sin S0 -)- cos (p cos S0 cos t
(e) sin-40 =  cos sin t
( / )  cos A „ =  —  co| tp sin S0 +  sin <p cos S0 cos t.

Multiplicirt man ( /)  mitecösü/) und subtrahirt davon die 
Gleichung (d), nachdem man dieselbe mit sin <p multiplicirt 
hat, miütiplicirt man ferner die Gleichung (f) mit sin tp und 
addirt dazu die Gleichung (d ), nä'Chdcm maxH dieselbe mit 
cos <p multiplicirt hat, so erhält man:

*) Wenn man z. B. Sterne, deren' Ort durch Rectascension und Decli
nation gegeben ist, an einem Instrumente cinatellen will, an dein man nur 
Höhen und Azimute ablesen kann. Man mul's dann vorher aus der Rectas- 
ccnsidn und Sternzeit den Stundenwinkel berechnen.
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cos A 0  cos (p =  —  sin S0  

cos A 0 sin <p =  cos S() cos t 
sin A  0 =  cos $ 0  sin t.

Setzt man dann:
sin cp =  sin y  cos B  

cos cp cos t =  sin y  sin B  
cos 95 sin 2 =  cos 

so'erhält man aus dSr Gleichung (d)
0 =  sin y  sirwjo 4 -  B )

oder:
So =  - B

und aus (et):
sin h =  sin v sin (i5' 4 -  B).

Ferner erhält man, wenn man vom Produkte der Glei
chungen (6) und (/■) das Product der Gleichungen (c) und 
(e) abzieht:

cos A sin (A  —  A „ ) —  cos jffin t sin (S—  S0) =  cos y  sin (S 4 -  B )  

und ebenso, wenn man zum Produptp der .Qieichungen (c) 
und (/■) das Pgoduet der Gleichungen^ b) und (e )  und das
der Gleichungen (a) und (d) addirt:

cos h dos (A  — A 0) —  cos S cos S0 sin t 2  4 -  sin S sin 4 -  cos Seqs S0  cos t 2

=  cos ( 8 —  S0) —  cos ( 8  -f- B).

Das System der Formeln ist alüo vollständig:
sin p =  sin g  cos B  ) 

cos f  cos  1, =  sin y  sin ß  > ( t )
cos  yVsin l =  c o s y ^ ^ ^ j

sin B  =  c o s 4 0 cos p ) 
cos B  cos i =  c o s 4 0 sin p  > (2)
cos B  sin t —  sm A 0  )

sin h =  sin y  sin ( 8  4 - B ) 
cos h cos (A  —  A 0)  =  cos ( 8  -f- B )  > (3).
cos h sin (hl —  A 0) =  cos y  sin ( 8  4 -  B ) }

Setzt man D —  s in /,  C — cosy , A — A0 =  u , so ge
hen diese Formeln in die folgenden über:

tang B  =  cotg p cos t 
tang A  0 =  sin ylÄii'g'tr 

sin h —  D  sin (B  4 -  8 ) 
tang u —  C tang (B  4 -  8 )

A  =  A 0 4 -  u
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und D und C sind dann der Sinus und Cosinus j  ines W in
kels y , der gegeben ist durch d iö  Gleichung : 

cotang y  —  sin B  tang t —  cotang f  sin A 0 *).

Dies sind die von Gaufs in „Schumachers ITülfstafeln, 
•neu herausgegobcn voxx Warnstorff, pag. 135 ff.“ mitgetheil- 
texi Forxxxeln. Bringt hnifii nun die Größen I), C, B und An 
in Tafeln, deren Ar^uxxxent t ist, so ist also die Berechnung 
der Höhe xxxxd dhs AziinutAüus dem Stundenwinkel ixnd der 
Deklination axxf die Berechnung der Fonnein:

sin h =  D  sin (J3 +  8 ) 
tang u —  C  tang (jB H- 8 )

A  === A q —f- XI

zurückge'führt. Jji Warxxstorffs Hülfstafeln findet man eine 
solcdxe Tafdn für die PolhöWöfck'ler Altoxxaer Sternwarte' he- 
rechixet. Man hat übrigens nxxr xxöthig, diese Tafeln voxx 
t =  0 bis t —  G,h zxx berechnen. Dexnx aus doü Gleichung 
tang A„ = '  sixx ff tang t fijlgt, dafs A 0 ixxxd t ixxxmer ixx dexxxseJ- 
beix Quadranten liegen, i daß xxxaxx also für cixxexx Stundenwinkel 
=  12'’ — t nxxr 180" — A zu ixehxxxexx hat. Fenier folgt aus 
den Gleichungen für B , dafs dieser Winkel negativ wird, 
wenn t Gh oder >  90.". ist und dafs ntan für einen Stun- 
denwink. 1 1211 — t den Wertlx — B anzuwenden hat. Die 
Gi’öfsen

C = =  cos rp sin i und 1) =  J^sin y 2 4 -  cos  y 2 cos  f 2 
werden dagegen gar nicht geändei t, wenn man 180° — f statt t 
in die.se Ausdxüj.ke £etzt. Liegt t zwischen 12h und 24'1, so 
hat. „man nxxr die Rechnung, jnit dein Compleinpiit von t zu 
24h durchzuführen und nachher für das gefundene A sein 
Conxplenxent zu 3G0° zn nehnxexp,

Es ist nun leicht, dit g^metiigbhe Bedeutung dextfEIülfs- 
wixxkel zu finden. Da <?„ derjenige Werth von § ist, dei', in 
die erste der ursprünglichen Gleichungen gesetzt, h =  0 macht, 

Brhjist öu die Declination desjenigen Punktes, in welchem der 
durch den Stern gelegte Stundenkreis den Horizont schneidet 
und ebenso ist A0 das Azimut dieses Punktes. Da ifeiaxgjft

*)  Es ist nämlich nach den Formeln (2):
cotang <p sin A 0 =  sin 13 tang t.
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Fig. 1.
B =  — ä„ , so ist B -p  d der Bo
gen SF  Fig.- 1*) des bis zum Ho- 
rizonteflVerlängerten Stundenkreises. 
Betrachtet man dann das rechtwink
l ig e  Dreieck F O K , welches vom 
Horizonte, dem Acquator und der 
S e ite jF /f — B gebildet wird, so 
hat man nach der sechsten der 
Formeln (10) der Einleitung, weil
der W ’nkel an 0  gleich 90° — <j 
ist:

sin <f =  cos B  sin 0  F K .

Da aber auch sin cp —  D cos B ist, so ist D der Sinus, 
mithin C der Cosinus des Winkels OFK. Endlich ist, wie 
leicht zu sehen, der Bogen FH =  A„ und der Bogen FG =  u.

Man findet also die vorher gegebenen Formeln durch 
die Betrachtung der drei rechtwinkligen Dreiecke PFH, OFK  
und S F G. Das erste Dreieck giebt: 

tang A 0  —  tang t sin <p,

das zweite :
tang B  —  cotang <y cos t 

cotang y  =  sin B  tang t =  cotg <p sin rl0, 

und endlich das dritte:
sin h —  sin y  sin (B  +  S) 

tang u —  cos y  tang (B  +  S).

Derselben Hülfsgröfsen kann man sich nun auch für die 
Auflösung der umgekehrten in No. 6 betra8jiteten Aid'gabe 
bedienen, aus der Höhe und dem Azimute eines Sterns sei
nen Stundcnwinkel und seine Declination zu berechnen. Man 
hat nämlich in dein rechtwinkligen Dreiecke SKL, wenn man 
LG  mit 7t, L K mit m, AL  mit A0 und den Cosinus des W in
kels SLR  mit C, den Sinus mit D bezeichnet:

C tang (A —  B ) =  tang u 
B  sin (A —  B ) —  sin S 

und t =  A 0 —  u,

*). In dieser Figur ist P  der Pol, 'F ' das Zenith, O B  der Horizont, 
OA  der Acquator und S  dgjä Stern.
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wo jetzt:
tang B  =  cotang <p cos A  

tang A 0 =  sin rp taug g
und n  und C die Sinus. und Uosinus eines Winkels y sind, 
der gegeben ist durch die Gleichung:

cotangy =  sin B tang gl.

Man hat a!>x> für die Berechnung der Hiilfsgröfsen die- 
Etlben Formeln wie früher, nur mit dem Unterschiede, dafs 
überall A 'statt t vorkonnnt, und man kann sich daher der
selben Ilülfstafeln wie vorher^bedienen, wenn man nur jetzt 
als Argument dt™ in Zeit Verwandelte Azimut nimmt.

8. Die Cotangente des Winkels y , wclchSGaufs mit E 
bezeichnet, kann dazu dienen, den Winkel am Stern in [dein 
Di;eiecke zwischen Pol, Zenith und Stern zu berechnen. Die
ser von dem Yertical- und dem Declinatioixskreise gebildete 
Winkel, welcher der p a r a lla c t is c h e  W in k e l heilst, wird 
Sein häufig gebraucht. Hat man die vorher.erwähnten Iliilfs- 
tafeln, inj denen auch die Grölse E aufgeführt ist, so Arlüilt 
man die^pn Winkel, der mit p bezeichnet werden soll, durch 
die bequeme Formel:

E
tang p = ------7  .. ,

cos (U  o)

wie man sogleich sieht, wenn mau auf das rechtwinklige 
Dreieck SGF  Fig.' 1 die fünfte der Formeln (10) 11 No. 8 
der Einleitung anwendet. Hat man dagegen die Tafeln nicht, 
so erhält man durch die Formeln der sphärischen Trigono
metrie aus dem Dreiecke SPZ: 

cos h sin p =  cos ff sin t 
cos h cos p =  cos S sin (p —  sin S cos <p cos tf 

oder, wenn man setzt:
cos cp cos i =  n sin N  

sin cp =  n cos N ,
für logarithmische Itechn nngfbeq i i§'iVter: 

cos h sin p  =  cos p  sin t 
cos h cos p  =  n cos ($ N ).

Der parallactischo Winkel wird unter Anderem gebraucht, 
wenn man den Emflufs berechnen will, den eine kleine A.en- 
derungSin dem Azimut und der Höhe-' auf den Sfundenwin- 
k<d und die Declinatiou hat. Man erhält nämlich, wenn man 
auf das Dreieck zwischen Pol, Zenith und Stern dieferljje
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und dritte der Formeln (11 ) irf No. 9 der Einleitung an- 
w endet:

dS —  cospdh  +  costd<p +  cosh sinp .d A  
cosSdt =  —  smpdh -f - sin« sinA d<p -t- cos/i eosp .d 'Ä  ‘ 

und ebenso:
dh =  cos pdS  —  cosAd<p —  cos<t sin/), dt 

cos hdA  =  sin pdS  —  sin--J5!n/i(?gp -+- cosS cos pdt.

9. Um die Coordmateii der Rectascension und Declina
tion in Coordinaten der Einige und Breitei zu verwandeln, 
hat man nur die Axe der z "* )  in der Ebene-- der y”z” nach 
der Richtung von der positiven Axe der y” nach der positi
ven Äxte wer z" um den Winkel e, der gleich der Sclvsfe
der Ecliptic ist, zu drehe«. Dann erhält man nach den For
men (1 a) in No. 1 der Einleitung, da die Ax?u der x ” und 
x"’ in beiden Systemen zusammSnfallen:

cos/? aösA =  cosS cosa 
cos/? sin A =  cos S sin a cöss -+- sin S sins 

sin ß  =  —  cos S sin a sin * -f- sin S cos e.

1 )iesc Formeln kann man auch wieder ableiten, indelii 
man das Dreieck zwischen dem Pole des Aeqüators, dein 
Pole der Ecliptieitund dun Sterne betrachtet, in welchem die 
drei Seiten 90° — <?, 90° — ß  und 6, die denselben gegenüber
stehenden Winkel respective 90" — A, 90° —f— «  und der Winkel 
am Stern sind.

Um die obigen Formeln für logarithmische Rechnung 
bequem einzurichten, führe man die Hülfsgrö&enEin:

3/" sin N =  sin S 
Ä f  cos N  =  cos S sin a, 

wodurch die drei Gleichungen in die folgenden übergehen: 
cos ß  cos A =  cos S cos a 
cos ß  sin A =  M  cos (N — e) 

sin ß  =  M  sin (N — e),

oder, wenn man alle Gröfsen durch Tangenten sucht und für 
M seinen Werth

cos S sin a 
cos N

substituirt", in die folgendenjM

*) S. No. 4 dioses Al)*lfnitts.
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, ,  tang S 
tang N  —  - 6—

sin a
. cos {N  —  e) ) (4).

tang /  =    tang a I
h cos N  ‘  1

tang ß —  tang (N—  e) sin X
Die ursprünglichen Formeln Ä'ütEji «  und S ohne alle 

Zweideutigkeit; braucht man aber'die Formeln (b) zur Ivech- 
nung, so kann es zweifelhaft sein, in welchem Quadranten 
man den Winkel /  zu nehmen hat. Aus der Gleichung 

cos ß cos X —  cos S cos a 
folgt aber, dafs man den Winkel l  immer in demjenigen Qua
dranten zu nehmen hat, der einmal dem Zeichen von tang 7. 
Genüge leistet und dann die Bedingung erfüllt, dafs uos cc 
und cos 7. dasselbe Zeichen haben.

Als Gontrolle der Rechnung kann man noch die Glei
chung anwenden: cos (TV— e) _  cos/? sin ü,

cos N  co s^ sin «3

■ ö
ß o?« 2

(<D
die durch Division der Gleichungen:

cos ß  sin X —  M cos (N  —  e) 
u: v cos (Gin a =  M cos N
entsteht.

Die geometrische Bedeutung der .Hülfsgröfscn läfst sich 
leicht linden. N ist der Winkel, welchen der de'd Frühlings
punkt mit dem Sterne vorbindende -gröfste Kreis mit dem 
Aequator bildet und M der Smus dieses Bogens des gröfsten 
Kreises.

B e isp ie l. Es sei:
« =  6° 3 3 ' 2 9 " .  30 < ? =  —  16° 22’ 35 ".  45

£ =  2 3 °  2 7 '3 1 " .  72, 

dann giebt die Berechnung der Formeln (b) und (c): 
cos S 9.9820131 tang a 9.0905604

cos (N — e)
tang S 9 .4 6 8 1 5 6 2 ,, -  -,>— 9 .0 2 9 2 0 1 7 ,

cos N
sin« 9 .05 7 70 9 3  X =  359° 17' 43” . 91

N =  —  6 8 1 4 5 '4 lla
; == —f— 23 27 31 . 72

N — c =  —  92 13 13 . 60 
cos (N — s) 8 .5 8 8 2 0 8 6 ,, 

cosN  9 . 5590069

tang (N — e) 1 . 4114653 
sinH 8 . 0 897293 » 

ß =  —  17° 35' 37”. 53 
008 /9 =  9 . 9791948

cos ß  sin X =  8 . 0689241 „ 
cos S sin a =  9 . 0397224 

~ 9 .0292017»
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Wendet man auf das Dreieck zwischen dem Sterne, dem 
Pole des Aequators und dem Pole der Eoliptic„die/Gaufsis'dien 
Formeln an, so erhält man, wenn man den Winkel am Stern 
mit 90" — E bezeichnet: *)

sin (45° — i ß )  sin —  X.) =  cos (45° + - j « )  sin [45° —  i (e —f- <?)] 
sin (45 —4 /3 ) c o s f ( f i— A) =  sin(45 +.1 re) iA [45 — —G] 
cos (45 — ^-ß) siulß(jE+X,) —  sin (45 + f f t )  sin [45 — i  (s —  <?)] 
cos (45 — .] ( E + l )  =  c o *4ö  + - 5-«) cos [45 — 5 G  +  ä)],

Formeln, die besonders bequem sind, wenn man zugleich mit 
den Gröfsen X und ß  auch die Kenntnifs des Winkels 90" ■— E 
verlangt.

A n m . Encke hat im Jahrbuch?" für 1831 noch Tafeln gegeben, die 
für eine genäherte Berechnung der Länge und Breite ans der ßectascension 
und Deelination äufserst bequem sind. Sie beruhen auf der Transformation 
der drei Grundgleichungcn in No. 9 , ähnlich der in No. 7 dieses Abschnitts 
für die dort erwähnten Tafeln benutzten.

10. Für den umgekehrten Fall, wenn map die Coordi- 
naten einölg Sternes in Bezug auf die EcliptiÖ^m Coordinaten 
in Bezug auf den fPequator verwandeln will, werden die For
meln ganz ähnlich. Man erhält dann durch die Formeln (1) 
für die Transformation der Coordinaten oder auch aus dein 
vorher betrachteten sphärische« Dreiecke: 

cos S cos a =  cos ß  cos X 
*if5os S sin re =  c o *  sin X “ s e —  sin ß  sin s 

sin 3 =  cos ß  sin X sin s sin ß  cos e.

Dieselben Gleichung'en erhält man auch, wenn man in 
dop drei ursprünglichen Gleichungen 111 No. 9 ß  und /  mit <) 
und <t vertaufeht und den Winkel e negativ nimmt. A uf die- 
selbejWeise findet man dann auch aus den Formeln (b) :

, T tang ß
ta n g jV =  — P-f- 

sin K

cos (.ZV-t-e) ,
tang re =    -  tang X

cos N
tang 8  =  tang ( N s )  sin a

und aus (c) die Prüfungsgleichung: 
cos (N -+ -e) cos 8  sin a

cosjV  cos/? sin A ’
wo jetzt N den Winkel bedeutet, welchen der den Stern mit

*)  G au ss Theoria motus pag. 64.
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dem Frühlingspunkte verbindende gröbste Kreis mit der Eclip- 
tic macht.

Die Gaufsischen Gleichungen geben endlich für diesen 
Fall:

sin (45° —  4 <>') sin j  ( ß  +  «) =  sin (45° + 4 ^ )  sin [45° —  j ( e  +  /?)] 
sin (45 — 1 S) cos£ (E  A- a) =  cos(45 -| -y^)cos[45  — ^ ( s —  /?)] 
cos (45 —  1 S) sin ^ Q£ —  a) =  cos(4&i +  sin [45 —  j (e —  /?)] 
cos(45 — ir S) cos ( E — a) =  sin (45 -+ -1A )cos[45 — 1 (« +  /?)]. 

Ein Beispiel für diesen Fall anzuführen ist nicht weiter 
nöthig, da die Formeln den früheren ganz ähnlich sind.

Anm . Für die Sonne, welche sich in der Ebene der Ecliptic bewegt, 
werden diese Ausdrücke einfacher. Bezeichnet man nämlich die Länge der 
Sonne durch L ,  ihre Retascension und Declination durch A  und D , so er
hält man:

tang A  —  tang L  cos s 
sin D  =  sin L  sin £

oder auch:
tang D  =  tang e sin A.

11. Den Winkel am Sterne in dem Dreiecke zwischen
dem Polo des Aequators, dem Pole der Ecliptic und dt m
Sterne, welcher von dem Declinations - und Breitenkreise ge
bildet wird, findet man zugleich mit Ä und ß  oder «  und d, 
wenn man die Gaufsische’iJ Formeln zur Berechnung dieser 
Gröfsen anwendet, indem, wenn man diesen Winkel mit 
bezeichnet, A =  90 — E ist. Braucht man aber diesen W in
kel, oh «iS  die Gaufsischen Formeln berechnet zu haben, so 
findet man denselben durch die Gleichungen:

cos/5 sin rj =  cos «  ain e
cos ß  cos rj =  cos e cos 8  +  sin e sin 8  sin a

oder:
cos 8  sin 7} =  cos X sin e

cos 8  cos 7} =  cos e cos ß  —  sin e sin ß  sin A,

oder, wenn man setzt:
cos« =  m cos M  

sin e sin a —  m sin M
oder:

cos e =  n cos N  
sin e sin X =  n sin N  

durch die Gleichungen:
cos ß  sin 7] =  cos a  sin e 
cos/5 cos7} =  in cos (M  —  8 )
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oder?} -
cos 8  sin ?/ —  cos A sin e 
cos S cos tj =  n cos (N  +  ß).

Man braucht die Sn  Winkel wieder, wenn man den Ein- 
flufs .untersuchen will, den kleine Aenderimgon in dem Grölsen 
X, ß?Huid s auf (i und b imd umgekehrt liaben. Man erhält 
nämlich, wenn man auf Dreieck die erste und
dritte de1/F orm eln  (11) in No. 9 der Einleitung anwendet: 

d ß  —  cos ;/ d S  —  cos  8  sin rj . d a  —  sin X de  
co& iß'dl =  sin r jd S  -+- cos  S c o s 1» / . d a  -+- cos  X sin ß d s ,  

und umgekehrt:
d 8  =  cos r /d ß  -+- cos  ß  sin tj . dX -+- sin a d e  

cos  S d a =  —  sin t j d ß  -+- cos  ß  cos  tj . dX —  cos «  sin 8 .de.

A n m . D ie  ob ige  A nnahm e, dafs der M ittelpunkt der Sonne sieft im m er 
in der E bene der E cliptic bew egt, ist n icht ■inhalier Strenge richtig, vielm ehr 
hat die S onne w egen  per S tSm ngen durch ' die Planeten in  der R ege l eine 
kleine nördliche oder südliche B re ite , die indessen nie eine B ogcn seeu ndc 
übersteigt. Man ninfs daher die R ectasccn sion  und D oclin a tion , wenn die
selben nach den in der A nm erkung zu 10 gegebenen  F orm eln  berechnet simfy_ 
n och  für die B reite corrigiren . W ir d 1 dieselbe aber m it ]3  bezeichnet, so hat 
m an n och  die D ifFerentialform eln:

dA =  - ° ' m l - . d B ,  
cos JJ

dD  =  cos rj . d B  , 
oder, wenn man die Werthe von sin ?; und cos rj aus den Formeln für cos ß  
sin rj und cos 3 cos?;, nachdem man darin ß  =  0 gesetzt, substituirt: 

cos D d A  —  —  cos A  sin e . d B ,

d D =  ~ ° -  8  . d B . 
cos D

12. Der Vollständigkeit wegen sollen jetzt noch die 
Formedn für die Transformation des ersten Coordinaten'systems 
in das vierte gegeben werden, wiewohl dieselbe nicht ange
wandt wird.

Man liat̂  zuerst in Bezug auf die Ebene des Horizonts:
x  =  cos A  cos ht 
y  =  sin A  cos ä, 
z =  sin h.

Dreht man die Axe der x  in der Ebene der x z  naßli 
der positiven Seite der Axe der s zu um den Winkel 90° — <p, 
so erkält man die neuen Coordinaten:

x ’ —  S i n  p  -+- 2 cos p,

y’= y >
z* =  z sin p  —  x  cos p.
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Droht man dann die Axe des x ’ in der Ebene der af, 
»/, die die Ebene des Aequators ist, um den Winkel? 0 ,  so-
dafs die Axe der x" jetzt mit dem Früldin'gspunkte zusam-
meiifällt, so erhält man, wenn man bedenkt, dafs die positive 
Axe der y nach dem neunzigsten Grade der Rectascensionen 
gerichtet se:n mufs und dafs Stundenwinkel und Rectasäen- 
sionen in entgegengesetztem Sinne gezählt werden: 

xu — x1 cos 0 +  y  sin G 
— f  — y  cos 0 — x’ sin 0

Dreht man endlich die A xe der y" in der Ebene der 
y" zok nach der positiven Axe der z" zu um den Winkel s, 
so erhält man:

x "  =  x"
y"' —  y”  cos s -+- z" sin e 
z” ’ =  — s i n e +  s” cos c, 

und dä .man aufserdem hat:
x ’" —  coM/SJr’os äj 
y ’" =  cos ß  sin X 
z "  —  sin

so kann man durah Elimination vom x\ y', z ’ und x ", ?/', z” 
dann /. und ß  um: littelbar durch A, h. <y, (-) und e ausdrücken.

JII. Die 'tägliche Bewegung als Maafs der Zeit.
S tS -u ze it, S on n en z e it , m ittle re  Zeit.

13. Da die tägliche Umdrehung der Himmelskugel oder 
eigentlich die Umdrehung der Erde um ihre Axe vollkommen 
gleichförmig vor sich geht , so dient uns dieselbe als Maafs 
der Zeit. Die Zril, welche die Erde zu einer einmaligem 
Umdrehung um ihre Axe braucht, also die Zeit, wcDhe zwi
schen zwei auf einander folgenden Culminationen desselben 
Fixsterns feer "liefst, nennt man einen Sterntag. Man fängt 
denselben zu zählen an, oder man sagt, dafs es 0h Sternzeit 
ist, in dem Augenblicke,-wo der Frühlings-Tag- und Nacht
gleichenpunkt durch den Mer’dian geht. Ebenso sagt man, 
dafs es l h, 2-h, 3h, etc. nach Sternz.eit ist, wenn der Stunden
winkel des Frühlingspunkts P K »  3h, etc. beträgt, d. h. also,

7
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wenn derjenige Punkt des Aequaiors |Julminiri, dessen Rechüs- 
epnsion l h, 2h, 3h, etc.;. oder 15", 30°, 45“, etc. ist.

Man wird in der Folge sehen, dafs der ErühMijSS und 
Herbst-Tjlg- und Nacbtgleichcnpnnkt keiney festen Punkte 
sind, sondern dafs sieb dieselben auf der Ec.lipt;C| langsam 
bewegen. Digse Be^vogung ist aus zjgei ankern zusammen- 
gesetzt^von denen die. „eine der Zeh lärnyt.m tjft’ieH also sieb 
mit der täglichen Bewegung der IlinUnelskngel verbindet, die; 
andere aber eine periodische "st. Di'e|ä Imztgre Bewegung 
be.wiikt, dafs der StundenwinkelhldaSjSFrühlmgspunktes sich 
nicht vollkommen !gleichförni?<Mändert, dafs alsoSstrenge^gf-j- 
nömmen die Sternzeit keinpvollkominen gleichförmiges Maals 
ist. Indessen ist diese Unglcichförmigkeit Jlnfserst gering, da 
die Periode von 19 Jahren nur die beiden Maxima +  l s mul 
— l s. fhntliält.

14. Wenn die Sonne am 2,1. März im Frühlings-Tag- 
und Kachtgleichenpunkte .steht, so: geht sie an diesem Tage 
nabe um 0h Ste.rnzeit durch den Meridian. Die Sonne bewegt 
sich nun aber in chsr Ecliptic vorwärts und d.'RsiJn.m 23. Sap- 
lembpr im HerbsP-Tag- und Nachtgleiclienpiuu®? stellt, also 
12h Rectascension hat, so culminirt siu^an diesem Tage^nahe 
mn 12h Sternzeit. Die Zeit der Culmination der Sonne durch- 
läuft daher in einem Jalire alle, Zeiten des Sterntagas und 
wegen dieser Unbequemlichkeit wird die Sternzeit im bürger
lichen Del)en nicht angewendet, sondern difelSonnaselbst als” 
Zeitmesser gebraucht. Man Beknt dem jedesmaligem Stunden- 
winkel der Sjbnne die w ahre S on n en  z e it  und die Zeit, 
welche, zwischen zwei auf einander Jplgenden Culminationen 
dar Sonue verfliefst, einen w ahren  jSonnentag. Es isĵ  0'1 
wahre Zeit an einem Orte, wenn der Mittelpunkt der Sonne 
durch den Meridiap geht. Da die Rectapcension der Sonne 
al̂ er sich nicht gleichförmig ändert, so hat 'liefe walihe; Zeit 
wieder das, Unbequeme, dafs sid nicht gleichförmig fortgeht. 
Zwei Ursachen bewirken diose ^ungleichförmige Bewegung der 
Sonne in Reptasccnsion, die Neigung der Ecliptic gegen den 
Aequator und die ungleiehförmig.erB.q,wegung der Sonn'p in 
dej Epjipjic gelbst. D ipe  jährliche Bewegung der Sonne ist 
eine scheinbare und von dgf Bewegung der Erde um dife 
Sonnta e®eiigt. Nach den Kepkg’gclien Gesetzen bewegt sich
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mm die Erde in einer -Ellipse, in deren einem Brennpunkte 
die Sonne stellt und zwar so, dafs difijLinie vom Mittelpunkte 
der Erde zmn Mittelpunkte'der Sonne (der Radius vemor der 
Erde) in gleichen Zeiten gleiche Fläc'Kenränme 'Beschreibt. 
Da nun die Fläche der Ellipse g'hij.cli a1 t VI — e2 ist, so wird, 
wenn man mit r die. Ränge dealgiderischen Jahres bezeichnet, 
d. h. die Zi >t, in welcher ehe Erde einen vollen Umlauf um 
die Sonne vollendet}, die Flächengessäiwindigkeit F der Erde

" 71 ^  c , oder wenn man die halbe^grofse ’Axe der Ellipse
gleich Einsjäetzt und statt der Excentricität m den Winkel <f 
cinttihrt, bestimmt durch die Gleichung*e =  sin m:

jp   7t COS ff
r

Nennt man daun T die Zeit, wann die (Erde der Sonne 
am nächsten ist oder die Z e it  decs P e r ih e ls ^  so wird für 
(ine ändert Zeit I der Sector, welchen der‘Radius vector seit 
der Z<yt de|L Perihcls diu'chlaufen hat =  F ( l— T). Dieser 
Sector wird aber auch durch das bestimmre Integral ausge-

V
drückt \ j  r2 d v, wo r der Radius vector, v afer* der Winkel 

o
ist, wolcheü ''derselbe zur Zeit t mit der grolsen Axe mfieh't 
ode.r die w ahre A .nom alie  der Erde. Man hat daher die 
Gleichung:

V

2 F ( t —  T~) —  J  r 2d r .

0
Da nun für die Ellipsen —  ~~e  ̂=  ARA21— so würde

x i~he cos v 1+e cos v
das obigp» Integraly&omplieirt werden. Man kann aber für v
einen anderen Winkel einführeii; da nämlich der Radius vector
für das Perihel =  a— ae: für das Aphel = a  +  ae ist, so kann
man «s.C-tzen r =  a (l  — cosE), wo R^ein Winkel ist, der mit v
zugleich verschwindet. Denn aus beiden Ausdrücken von r
erhält män dann zur Bestimmung von E die Gleichung:

COS V ~ \ ~ 6
COS Vh =  -  -    —  }l~he cos v

woraus man sieht, dafs E immer einen möglichen Werth hat, 
da der We,rth der rechten Seite mmev kleiner als =p 1 ist.

7*
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Durch eine leichte Transformation erhält man noch:
cos E ~~e  cos™ sin7?
  — =  cos v  und . -  ------ -  —  smv
1 —  e cos E  1 —  e cos E

und durch Differentiation der beiden Ausdrücke von r:
dv a cos (p
J e  “  V" '

Führt man nun die Variable E in das obige bestimmte: 
Integral ein, so erhält man:

B

2 F ( t—  T ) ~  a2-Sosy>̂ (1  — e cosra) <1E —  a ’ cosy (E  — esin-E1), 
o

mithin, wenn man die halte grofse Axe wieder eins setzt und 
den vorher gefundenen Werth für F substituirt:

—  ( i — — esin-E,
T

2  7 two —  die mittlere tägliche siderisclie Bewegung der Erde
ist, d. h. dimtägliche Bewegung, welche die Erde haben 
würde, wenn dieselbe den vollen Umkreis um d:e Sonne in 
der Zeit r mit gleichförmiger Geschwindigkeit beschriebe. 
Die linke Seite der letzteren Gleichung drückt daher den 
Winkel aus, den eine solche fingirte Erde, welche sich mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit bewegt, in derZeit t— T um 
die Sonne beschrieben haben würde. Man jjgimt dioteen W in
kel die m itt le re  A n o m a lie , und wenn man dieselbe mit M 
bezeichnet, so kann man die obige Gleichung auch schreiben: 

M  =  E  —  e sin E ,
und nachdem man aus di'ej^r den Ilülfswiukel E bestimmt,
findet man die wahre Anomalie aus der Gleichung:

cos w sin E
lang ----- ---------.

cos 7? — e

Bei einer ld einen Exc'entricität ist es aber bequemer, den 
Unterschied der wahren und mittleren Anomalie-in eine Reihe 
zu entwickeln, wofür man verschiedene, elegante Methoden 
hat, deren Auseinandersetzung hier zu weit führen würde. 
Wenn man aber nur wenige Glieder nötliig hat, wie es für 
den gegenwärtigen Zweck genügend ist, so kann man diesel
ben leicht auf folgende Weise finden. Da für e =  0 v =  M 
ist, so hat man:

v =  M +  v\ . e +  I v ’’ a . e 2  -+- i  r '"a . e3 +  . . . ,  
wo iw, §tc. den ersten, zweiten, etc. Differentialquotien-
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ton, von v nach e  genommen, bezeichnten, nachdem man in 
deren Ausdrucke r —  0 gesetzt hat. j .

Differenzh t man die Gleichung Ay* v =  -os y sm ?  loga-
°  1 —  cos E  °

ritlimisch, so erhält man: v
cos i’   ̂   d E  cos E — e dtp cos E  —  e
sin v sin E  1 —  e cos E  cos 9r> * 1 —  e cos E

o d c l  1 L « s i  . M £  8“ * dtf= f M . “ 5J1 J
sm E  cos (p r cos 93

Differeuzirt man aber ;ui(d| die Gleichung für Hf, indem
man nur E und e als variabel ansieht, so wird:

d E  =  sin v dtp
dv  sin?' dv sin?' ^

— ------- (Z e cos v )  und -  - = --------* (2 +  e cos v).
d<p cos 93 de cos <p

Wird hierin e =  0 gesetzt, soferhält man: v'„ =  2 sin -M.
Um nun auch die höhewni Difierentialquotienten zu fin

den, setze man P =  sm v und Q —  2 -f- e cos v. Dann er-
cos <p

hält man leicht, wenn man auch die Differentialquotienten 
von P und Q , nachdem man darin e — 0  gesetzt hat, mit 
P o? Q'oj- e-lc - bezeichnet:

P ’ 0 =  cos M . v ss —  sin 2 M,
Q! 0 —  cos M, 

tl =  sin M . Q' 0 -+- 2 P '„ —  . sin 2 M,
P " 0 —  cos M . v” 0 — sin Jl/  . v'ss2 +  2 sin M —  j  sin3 M -J sin M,
Q” o —  —  2 sin M . v „ =  —  4 sin M 2,
v"\  =  sin M . Ci' + 2  Q'„ . P \  + 2  P " 0 =  ’T3 sin3 2 f  —  f  sin M.

Es wird'-1 somit:
v =  M -\- e . 2 sin M +  e 2  . | sin2 M  +  e3 ({-§;sin3 M —  J sin M )

=  M  +  ( & —  e3) sinM +  $ p  sin 2 I f  +  -{4 e$ sin 3-1/-+- . . .

Für die Erdbahn ist für das Jahr 1850 e —  0.0167712. 
Substituirt man diesen Werth und nndtiplicirt mit 206265, 
lim alles in Secunden zu erhalten, so wird:

v =  i l / +  6918". 37 sin M  +  7 2 ^  52 sin 2 M +  1” . 05 sin 3Bf, 
wo der periodische Theil, 'den man zur mittleren Anomaligj 
hiiizuzulegen hat, um die wahre zu erhalten, die M it t e l 
pu n k t s g le ie liu n g  genannt wird.

Da nun die scheinbare Winkelbewegung der Sonne gleich 
der W'nkelbewegung der Erde um die Sourre ist, so erhält 
man die w ahre L ä n g e  deipSonne, wenn man zu v die Länge 
n der Sonne addirt, welche dieselbe hat zur Zeit, wenn die 
Erde im Perihel ist. M -\-n  wird aber die Länge sein, wel
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che vag furgirte; mittlereASönne, welohe-jjjskh Bf deraEclij*tie 
gleichförmig E§wegt, haben würde, oder die m ittle  re L;i.nge. 
Bezeichnet man erS'te.rc mit X, Jatjjtere mit L, so hat man 
also für die wahre EäiTgö der Sonne den folgenden Ausdruck:

X =  L  +  6918". 37 sin M +  72". 52 sin 2 5 f - J f f " .05 sin 3 .1 /*), 
oder, wenn man L statt M einführt, wie es für.-das Folgende 
nöthig ist, da man hat M =  L — n und n =  28(kj2l’411'.0 ist:

X —  L  +  1 244". 31 sinL  -+- 6805". 56 cos L
—  6 7 .8 2  sin 2  L  -f - 2 5 .6 6  cos 2  L
—  0 .5 4  sin 3 L  —  0 .9 0  cos 3 L.

Um mm aus der Länge der Sonne die Rectascension 
hgrzideifei, dient die Formel:

tang A  =  tang X . cos e, 
oder wenn man hierauf Formel (17) in No. 11 der Einlei
tung anw^hdet:

A  =  1 —  tang 1 e 2 sin;2 A -+-  ̂ tang Ji e* sin 4 A —  .. .

und, wenn man für s den Werth £ =  23'?27' 31".0 einführt 
und wieder mit 206 265 nndtiplicirt:

A = X  —  8891" 56 sin 2/i -f-191".Gö sin4Ü — 5" M  sin 6,1+ 0 " .1 8  sin 81, 

wo der periodische Tlieil, mit umgekehrtem Zeichen geriQin- 
men, die R e d u o t io n  a u f d ie E cliph ift gehännt wird.

Substituirt man nun .noch in der letzten Formel die 
zidetzt gefimdenfc lleihe für X und entwickelt die Sinus der 
mehrgliedrigen Gr§Jsen, so findet mau nach gehöriger Redlich 
tion und Division mit .15, um alles in Zeit ausgedrückt zu er
halten :

A  ===i L  —\~ B6S. 53 sin Tj 434s . 15 cos L
—  596 .6 4  sin 215 +  1 .6 9  cos 2 L
—  3 . 77 sin 3 X  —  1 8 .7 7 c o s 3  L
+  13 . 23 sin 4 X  —  0 .1 9  cos 4 L
+  0 . J 6 sin 5 X  +  0 . 82 cos 5 L
—  0 . 36 sin 6 L  -f - 0 . 02 cos 6 L
—  0 . 01 sin 7 £  —  0 .0 4  cos 715.

15. Da sich ch-vRectasCensionen der Sonne ungleichför
mig ändern, so ist auch die wahre Sonnenze.it, die gleichjdein 
jedesmaligen Stundenwinkel der Sonne ist, kein gleichförmiges 
Zeitmaafs. Man hat daher ei^e andre gleichförmige Zeit, die

*) Htei-üu müssen strenge genommen nocli die Störungen der Länge 
wurjjh'die Planeten hinzugcfüfSvcidcnrauch müfstelauf die ljeiucn ige^egun- 
gen des Punktes der Nachtgleichen Rücksicht genommen werden.
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m ittlere S on n e lize it  eingefühvt, welche durch die^Bew(5| 
gang einer zweiten, fingirten Sonne 'gegeben ist, die sieli mit 
derselben gleioliförmigän Ggsfehwindigkcit im Aequator be
wegt wie die vprher eingefiihrte mittlere Sonne in der Eelip- 
tic. Die .Rcctaüscension dieser mittleren Sonne ist also -gleich 
der Länge - der ersten mittleren Senn» L. Es 'ist- mittlerer 
Mittag an einem Orte, wenn die mittlere Sonne im Meridian, 
wenn also die Sternzeit gleich .der mittleren Läjuge jle r  Sonne 
ist, und der jedesmalige Stundeim inkel dieser mittlerem Sonne 
ist die mittlere Zeit, difr bei astronomischen Angaben von 
einem Mittage- zum ändern von 0h b is 'M b  fortgczälilt wli’d.

Nach Hansen isfl nun die --mittlere Kebtasöqns'rbn dbr 
Sonne L für 1850 Jan. 0 011 mittlere' Pariser Zeit:

1 8 h 3 9 to 9S. 261 ,

und da die Länge desfÄ’bpischen Jahre&Sd: li. der Ziert., in 
welcher die Sonne einen « lle n  Umlüpf in. Bezug auf den Eriih- 
lings-Tag- und Nachtgleicln>npiinkt vollenit^, sijßS. 2422008 
Tage ist, so wird die mittlere tägliche tropische Bewegung 
derijSonne:

IfiO 0
365.2422t“ s =  M ”8" - 33 °a°r = 3ra5 fis- 5| 5  ™ & i t >

Bewegung’  in 3 (jTi%'a§cn =  23 '>59in 2 S . 706 =  —  0 7 « . 294, 
ife tje g m ig  in 366 T agen  =  24 2 59 . 261 =  +  2® 59s .2 6 1 .

Danach kann man nun die Steinzeit fiu irgend oine andre 
Zeit berechnen. Umb'clie t^beriizeit im Mittage eines ändern 
Merid.ans zu berechnen, hat! man für den mittleren Mittag 
Jan. 0 1850 die Stern zeitg

1 8 h 39®  9S . 261 - t -  =  X  3 “  5 6 s . 5 5§ j $  - -  ~ / kJ o

wo k den Längenuntefsbhicd von Paris in Stunden bezeich
net, westlich positiv, östlich negativ genommene).

Das Verhältuilö der mittleren Zeit zur wahren Zeit <*r- 
giebt sieb unmittelbar aus der obigen Gleichung für A. Die 
mittleiH Sonne wird bald vor der wahren Sonnfe ibraüSj bald 
hinter derselben zurück sein,-je nach dem Zeichen degjjierio- 
disclien Theils der Formel für A.

* )  H ierbei ist w ieder n och  die period isch e k leine B ew egu ng des Früh
lings iiquinoctituns zu berücksichtigen, d ie  n och  zu  addiren ist.
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Berechnet man L für den mittleren Mittag eines Ortes, 
so ist, da L gleich der Sternzeit im mittleren Mittag ist, der 
durch die obige Formel gegebene Werth von L — A der Stun
denwinkel der Sonne im mittleren MittageS*). Man nennt 
nun Z e itg le ic h u n g  die Gröfse, die man zur wahren ieit 
zu addh’en hat, um die mittlere zu erhalten. Um daher aus 
dem obigeu Ausdrucke für L — A die Zeitgleichung x  für den 
Augenblick des wahren Mittags zu Erhalten, mufs man den 
Stundenwinkcl L — A in mittlere Zeit verwandeln und mit 
entgegengesetztem Zeic'lren nehmen. Ist aber n die mittlere 
tägliche Bewegung daß Sonne in Zeit und n w die wahre 
tägliche Bewegung der Sonne für den bestimmten Tag, so 
werden 24 Stunden mittlerer Zeit gleich 24 — io Stunden wah
rer Zeit sein, und man hat daher

x  : A  —  L  =  24h : 24h —  w y 
24h

oder x = ^ {A  —  L ) — ---------- .
v 7 24h —  w

Ausäder obigen Gleichung. für A kann man den Gang 
der Zeitgleichung im Laüfb eines Jahres leicht ersehen. Setzt 
man nämlich A — L =  0 und nimmt nur die drei bedeutend
sten Glieder mit, so erhält man die Gleichung 

0 —  86.5 sin L  —  596.6 sin 2 L  +  434.1 cos L , 

aus der man (Hel Werthe -von L erhält, wenn die Zeitglei
chung 0 ist, nämlich L =  23° 16', L =  83" 26', L = 1 6 0 °  15', 
L =  273° 3', Werthe die dem 15. April, 14. Juni, 31 August 
und 24. Dccember entsprechen. Die Zeiten, wenn die Zeit
gleichung ein Maximum wird, ergeben sich aus der Differen
tialgleichung und man findet die 4 Maxima

+  14m 3l£^ ' —  3m 53s , —t- 6™ 12s , —  16m 18s
für Febr. 12, Mai 14, Juli 26, Nov. 18.

Der wahre Tag ist am längsten, wenn die Aendeivnng 
der Zcitgleichung m einem Tage ein Maximunj.und posjt’ v 
ist. Dies findet um D§c,_23 statt, wo diese Aenderuh'g 30% 
also die Dauer eines wahren Tages 24h 0n‘ 30s ist. Der wahre

*) Der obige Ausdruckigfebt L  —  A  nur genähert. Der strenge Werth- 
mufs aus den Sonncntafeln berechnet .werdeji, er ist gleich der mittleren Länge 
weniger der wahren Rectascension der Sonne. Die neuesten Sonnentafeln 
sind: die von Hansen und Olufsen, Tables du j»SoIcil. Copenhague 1853. 
und Leverrier’s Sonnentafeln. Annalcs de l’Observatoire Imperiale. Tome IV.
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Tag wird dagegen am kürzesten, wenn die Aenderung der 
Zeitgleiclmng in einem Tage wieder ein Mäsimun”  aber nega
tiv ist, und dies findet Mitte September .statt, wo die Aende
rung der Zeitjfleie] ung — 213, also die Dauer des wahren 
Tages 23h 59^ 39öbeträgt'.

Das Vorige--enthält Alles, was zur Verwandlung der drei 
Zeiten in einander nöthig ist; indessen wird es gut sein,«lie 
Kegeln im Folgenden zusainmcnziistellen.

1(5. V & w a n d ln n g  d er m itt le re n  Z e it  in S te tn -  
ze it  und u m gek eh rt. Da die Soiine^ durch die sch einbar fe 
Bewegung von Westen nach Osten von einer Frülilingsnaolit- 
gleiclie zur ändern einofovolle tägliche Umdrehung gogeir d il 
Fixsterne verliert, so mnfs in einem tropischen Jahre jfchan 
ein Sterntag mehr sein als darin mittlere Tage enthalten sind, 
und es ist daher:

=  einem Sterntage -f- 3U1 56s . 555 Sternzint.

Ist also 0  die Sternzeit, M die mittlerSZe.it und 0„ die 
SternzoitSdie für M —  0 d.h. für den mittleren Mittag statt
findet, so ist:

Die Sternzeit im mittleren Mittag« kann nach dem Vo
rgen berechnet, oder <Mr astronomischen Ephemerden ent
nommen werden, wo diese Gröfse der Bequemlichkeit wegen 
für jeden mittleren Mittag aufgefülirt wird.

Zur weiteren Erleichterung der Rechnung hat man dann 
noch Tafeln, welche die Werthe

ein Sterntng

und ein mittlerer Tag

=  einem mittleren Tage —  3ni 55s . 909 mittlere Zeit, 
366.242201

=  '4«V-,T997u Stern tagen365.242201

l f = ( 6 > _ 0 o) 24h — 3«' p s . 000, 
24h

und

0 =  05' +  M
24h _j_ 3m 5ßs. 555 

24h

24h _  3m 55s . 900

und
24h -4- 3m 56s. 555 

24h" . t
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für die «vizdnen Werthe der Zeit l geben, R Ä th e  Tafeln 
findet man ebenfalls in den astronomisJjben-Ephemeiiden und 
in allen Sammlungen asteosoinisclter Tafeln.

B e is p ie l . 1849 Juni 9 14h .16'" 36sv35 S!ternzcit für 
Berlin in mittlere Zeit zu verwandeln.

Die Sternzeit im mittleren Mitfagd beträgt nach Encke’s 
Jalirbuche für diesen Tag

511 jo «1 4&8. 30,

also sind vom mittleren Mittage bis zur gegebenen Zeit 9h 
5ra Sternzeit verflossen find dies^sind nach den Hülfs-
tafe.ln, odetf wenn man die Multiplication mit 

24h — 3m 5 5s .909  
2 411

unecht, 9h 4“  18s.tm mittlere Zeit. Wäre^die mittlere Zeit 
gegeben, so würde man dieselbe nach den Uülfstafeln in Stern- 
Izeit verwandeln und diesm zu der Sternzeit un mittleren Mit
tage addiren, tan die zu der gegebenen mittleve’n Zeit gehö
rige Sternzeit zu finden.

17. V e rw a n d lu n g  der w ah ren  Z e it  in im it ie re  
und u m g ek eh rt. Um wali£ö 2 d t  in mittlere Zeit zu ver
wandeln, hat man einfach für die gegebene wahne Zeit die 
Zeitghsi drang aus den EpheinSri dB1 zu ndunen und diese] zu 
der gegebenen Zeit algebraisch hinzuznlegen. Nach dem Bei> 
lincr Jalirbuche hat man die Zeitgleidmug im wahren Mittage:

I. Diff. II. Diff.
1849 Juni 8 -  1™ 20». 73

9 1 9 .3 7  • 4 - 0 » .  Z7t Z
10 0 57 .7 4

Ist a ls«  die wahre Zeit 91' 5m 23s.60 für den 9. Juni 
gegeben, so findet man dafür die Zeitgleidiung — 1“  4S.98, 
also die -rriirbPeS Zeit 9h 4m 18s.62.

mittlere Zeit in wahre zu''verwandeln, dient diesdbe 
Zeitgleiplning. Da diese aber in den Ephemeridon für wahre 
Zeit gegeben ist, so mtifste man eigentlich schon die wahre 
Zeit kennen, um die Zeitgleidiung interpolirefi zu können. 
Bei der,geringen täglichen Aenderung derselben wird es aber 
hjäijghffiad sein, we;nii man die gegebene mittlere Zeit da
durch in wahre, verwandelt, dafs mau eine Zeitgleidrang an 
die gegebene Zeit anbringt, welche nur ungefähr der gege-
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Ix Tii'ii Zeit entspricht. Mit dieser genäherten wahren Zeit 
interpolirt man dann die-‘Zcitgleichung'. Ist z. 13. die niitt- 
ler&gZeit 9h 4'" 188. 62-gegeben, so ni-hme1. man als Zeitglei
chung — l m. Mit der wahren Zeit 9h 5m 18s.ß findet man 
dann die, Ze.itgleiöhung — l m 4S.98, also die wahre Zeit 9h 
5'“ 2^.f>0.

Int Nantical Almanac istt’absser der Zeteleiclmng für jeden 
wahren Mittag au|jh die Gröi’s^ L — A , die man ztjr mitt
leren Zeit, hinzuzulegen hat, um die wahre zu erhalten, für 
jeden mittleren Mittag .gegeben. Dadurch wird die Bahnung 
in beiden Fällen dieselbe, indem man sich zur Verwandlung 
der mittleren Zeit in wahre der zweiten Tafel bedient.

18. V e rw a n d lu n g  d er  w ah ren  Z e it  in SteatnitJeit 
und u m gek eh rt. Da die wahre Zeit nichts Anders als der 
Stuiidenwickel der Sonne ist, so braucht inan nur die ließt- 
ascension der Sonne zu addiren, um die Sternzeit zu 'er
halten.

Nach dem Encke’schen Jahrbuche hat man die, folgenden 
liectas^ensionen 4gt' Sonne für die wahren M-ttage in Berlin:

Soll man mm 9h 5™ 23s . 60 wahre Zeit für Juni 9 in 
Steinzeit verwandeln, so hat man für di'ep Zeit die llect- 
ascension d p  Sonne gleich 5h 11“  12j| 75, also die Steinzeit 
gleich 14h IG* 36t. 35.

Um Steruzeil in wahrje. Zeit zu verwandeln, Mdarf man 
einer genäherten Kenntnils der wahren Zeit für die Interpo
lation derl geraden Aufsteigung der Sonne. Zieht man aber 
von der gegebenen Sternzeit die Ketetasoeusion der SonncKab, 
welche für dwi Anfang des Tages gilt, so erhält man die 
Anzahl der Sternstunden, welche ; seitdem verflossen sind. 
Diese Sternstundeu müfste man in wahre Z c t  verwandeln. 
Es reicht aber: hin, dieselben in mittlero|Zcit zu sggHrandeln 
und für diese Zeit die Kectascension der Sonne zu interpo- 
liren. ZieKt man d'ese dann von der gegebenen Sternzeit ah, 
so erhält man die wahre Zeit.

Juni 9 ist die liectasoehsion dar Sonne zu Anfan» desO

I. Diff.
1849 Juni 8 5l> 5 «  3 0 * .7 9

9 9 38 .7 5
10 13 4G . 98

+  4m 7*96
4 8 ,2 k

+  0S. 27.
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Tages gleich 5h 9m 38s. 75, also sind bis zur Sternzeit 14h lß m 
36sj^3  ̂ verflossen 9h 8™ Sternzeit oder 9h5'“ 28s.00
mittlere Zeit. Interpolirt man für diese Zmt die Rectascen- 
sion der Sonne, so erhält man wieder&h 11™ 12*. 75, also die 
watvi'S Zeit 9h 5m 2Ss. 60.

Man kann diese \ erwandlung auch ebenso bequem vor
nehmen, wenn man aus der Sternzeit die mittlere Zeit sucht 
und aus dieser vermittelst der Zeitgleichung die wahre Zeit.

Anm . Um diese Verwandlungen für die Zeit Heinis Meridians zu machen, 
dessen Längpnunterschicd von dem den Ephemeriden zum Grunde liegenden 
Meridiane k ist, positiv wenn westlich^negativ wenn östlich; müssen die aus 
den Ephemeriden genommenen Gröfsen,'*Sternzeit im mittleren Mittage, Zcit- 
gleiclmng und Reetaseensiöii der'Sonne für die Zeit t-\-k interpolirt werden

IV Besondere Erscheinungen der täglichen 
Bewegung.

19. V<S .•möge der täglichen Bi wegimg kommt jedes Ge
stirn zweimal in den Meridian cin(^ Ortest nämlich in obere 
Culmination, wenn die Stöjil§Leit gleich der Rectascension des 
Gestirns ist, in untere Culmination, wenn die Sternzeit um 
12J Stunden gröfscr als digöücctascension ist. Die Zeit der 
Culmination eines Fixsterns ergiebt sich daher unmittelbar. 
Hat aber das Gestirn eine eigene Bewegung,.’ so müf'ste man 
eigentlich sehon die Zeit der Culmination kennen, um die 
dann stattfindendc Rectagpension berechnen zu können.

Für dirl Sonne giebt che in den Ephemeriden gegebene 
Zeitgleichung im wahren Mittage die mittlere Zeit der Cul
mination für den bestimmten Meridian, für welchen die Ephe- 
meride-gilt, und die für die wahre Zeit k interpolirte Zeit- 
gleiclmng die mittlere Zeit der Cuhninauon für einen ändern 
Meridian, dessen westlicher Längenunterschied k ist.

Die Oerter des Mondes und der Planeten werden in den 
Ephemeriden für den mittleren Mittag eines bestimmten Meri- 
d> ms gegeben. Bezeichnet man dann mit f  (a) die Rect- 
aseensiou des Gestirns in Zeit im Mittage, mit t die Zeit der 
Culmination, so wird die. Rcctascension des Gestirns zur
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Z-'it der Culmination nach der Newtonsclien Interpolations- 
foaanel, wenn man diSdritten Differenzen vernachlässigt:> o

f ( a )  +  // 'O T  +  £ ) +  ~  ^

oder noch etwas genauer:

/(»)' -+- i f  (» +  i) -t- 5  ̂
Da dio/f nun gleich der Sternzeit m dem Augenblicke 

sein mufs, so erhält man, wenn 0 O die Stem m t im mittleiSm 
Mittage und das Interval der Argumente für f(a ) 24 Stunden 
ist, die Gleichung:

• 0„ -+ 1 (24i> 569. 6$ = M  L  Lf  ( a +  >);
also

t  ______________ /O) — @0______________
[24t' 3'" 56s . 56 _  J p  +  r)l -  f "  ( a  +  4)

Hier kommt auf der rechten Seite noch t vor, da aber 
die zweiten Differenzen immer klein sind, so kann man zur 
Berechnung der Formel auf (her rechten Seite für t den Nä
herungswerth anwenden _ _  *).

Die Gröfse f (a )— 0 ogst der ä'stlichc Stundenwinkel des 
Gestirns für den Mittag des Meridians! für welchen die E p® - 
meride gilt; ist k die Länge eines anderen Ortes, wieder po
sitiv genommen, vtjenn westlich, so würde der östliche Stun
denwinkel liiir diesen Ort f(a ) — 0 o-f-/c sein, also würde die 
Cnln.inationszcit für diesen Ort in /neit des ersten Meridians:

j  _______  /(O — __________
i— 1

24>‘ 3m 56s. 56 —  / ; ( «  4 -  , ] ) ---------   - f "  (« 4- f )

und die Ortszeit der Culmination t —  t' — k.

B e isp ie l. Es seien die folgenden Rectascensionen des 
Monde's’ für mittlere - Berliner Zeit gegeben:

*1 Wäre das Interim]" dei( Argumente von /(n )A 1 2  Stunden anstatt 24 
Stunden, so würde in der obigen Formel das erste Glied im Nenner 12h 1™ 
58s ,2 8  werden, und wenn man von einem Werthe f ( a )  ausginge, dessen 
Argument die Mitternacht wäre, so würde man 0 a -4- 12h 1'" 58sfi28 statt) 
Öj„ anwenden.
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/(«)
18&1 Juli 14.5 131' 7»’ r 5 s .3

15.0  13*3 4  2 2 . 9  + ‘  + 4 1 . 2

15.5  1 4  2 21 . 7  9Q M B  4 3 A
1 (1.0 14  31 4 . 0

sowie die Sternzeit im mittleren Mittage Juli 15 0 „ ‘=  7h oo™ 
7“ .9. Man soll dieVCnlmina-tionszeit dos Mondes für Green
wich finden.

Da der Längennntersclned von Greenwich k = + 5 3 “  3 ®  9 
ist, so wird der Zähler von V 6h 54+d9a Mff'die ersten Glieder 
des Ntnii^g werdffl 1 59s. 5, also’ der gehäherte Werth 
von t ' gleic’S  0.59775; damit \ ird die Corruction desR'ien- 
n ers -f-8 s.5 nnd dar;verbesserte Werth von t' gloiöh 0.59762 
oder 7h 10™ 17s . 0 , mithin die Ortszeit der Culmination 
Gh 16m 42s . 1.

Für di©> untere Culmination würde man, wenn a wieder 
das der unteren Culmination nahe liegende Argument bezeich
net, die Gleichung haben:

0 O + | p  3m 5 65 . 6 )  =  l i  + / ( « )  +  t f  (a  +  V) +  ^ = - - / " ( a  +  D , 

und die allgemeine Formel wird daher:
, 1 2 h +  / '  gd) — 0O +  h

2 4 h 3 » ' 5 6 s . 56 —  / ( « + * )  -  G + 4 )

oder', wenn hier das Interval der Argumente 12 Stunden ist: 
t, = _________ 1 2  ̂ +  / ( « ) -  +  /• •________

12ll l TO;5 8 ä .3 — /  (n +  4 ) —  +  D

B e is p ie l . Wollte, man die untere'.Culmination des Mon- 
dgs für Greenwich Juli l&j finden, so würde man hier v<Vii 
Juli 15.5 jaiisgehen, also würde der Zähler 7h20m50s.4, die 
ersten Glieder des Nenners'-würden l l 1' 33m 16*. 0, niithin der 
genäherte WWfth von t' gleich 0.6359 und der verbesserte 
Werth’ J).63Sr7 oder 711 37m 4.5-?. 1. Die untereSpuhnination 
finciet daher statt um 1® 37“  45s. l  Berliner Zeit oder um 
181' 44m 10,41 2 Greenwicher Zelt.

20. ln No. 7 war die Gleichung gefunden: 
sin h  =  sin <p sin S  +  cos p  cos <£cos  /.

Befindet sjch das Gestirn im Horizonte, isj; also h —  0, 
so erhält man,hieraus:

0 =  sin 5?sin  $  +  cos  p  cos  S  cos  1 , ,  
also cos  t0 =  — tang p  tog S.
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Vermittelst dieser Formel findet man also für eine be- 
stimmte-Polhölie <p den Stundenwinkcl fciiVs auf- oder unter
gebenden Gestirns, dessen Declination S ist. Den Wertli 
die^s Stundenwinkels absolut genommen, nennt man den 
b  alb eil T a g b o g e n  des Sterns. Kennt man die Sternzeit, 
zu vräjeher der 'Shjrjff durch den Meridian gebt oder seine 
llectias1g£nsion, so kann man also die Sternzeit des Auf- oder 
Untergangs berechnen, jo nachdem man den absoluten Worth 
von L von der KectascenSion abzielit oder zu derselben liin- 
Zufiüsdj Aus dar Stcrnzeit findet man dann nach dem Voi i- 
gen digj mittlere Zeit.

B e is p ie l . Mau soll berechnen, um welche Zen Üejr 
Stern Anctnrus für Berlin auf- und untergeht. Für den1 An
fang. des Jahres ij&iSl hat man für Aroturus:

14h j),n 193 .-'8 ^ 10° 54' 2.9".

j.*,-Ferner ist:
y, =  52,̂ 30'’ 16".

Damit findet man den halben Ta.gbogen
t0  =  118° 10’ l". 3 =  711 52™ 40*.

Arcturus geht also auf um Gh 16m ;3§.s und unter um 
22h l m 59s Sternzeit.

. -Uin die Zeit döSi Auf- und Ugfepgangs ejg.cs beweglichen 
Gestirns zu finden, mufs man ü e Peoliiiatien für die Zeit 
des Aul- und Untergang?!kennen und die Aufgabe mußs da
her dadurch gelölst werden, dals die Rechnung doppelt ge
führt wird. Für cIAj Sonne wird dies einfach. Fnnmt man 
zuerst eilten genäherten We.rtli für die Declination, so er
hält man einen genäherten Werth ,des Stundenwinkels der 
Sonne, oder der wahren Zeit des Auf- und Untergangs. Da 
die Deklinationen der Sonne in den Ephemeriden -für die 
walu’en Mittage gegeben sind, .so kamt man dann dui;cb In
terpolation die Declinaiion für den Auf- und Untergang lin
den und damit die* Rechnung wiederholen.

Für den Mond wird die Reohnung fetwSs weitläuftiger. 
Berechnet man die mittWgrB Zeiten der oberen und unteren 

'Vubnination des Mondes, so kann man die jedem Stunden- 
wdnlcel des Mondes-entsprechende mittlere'Zeit finden. Man 
findet dann mit einer genäherten DSlclmation des Mondes! 
den Stundenwinkel für die 2e.it des Auf- und Untergangs
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nncl somit die mittlere Zeit zuerst genähert und wiederholt 
dann die Rechnung mit der für dieSe Zeit interpolirten L)e- 
cliuation. Ein Beispiel findet sich in No. 14 des dritten 
Abschnitts.

Anm . Die Gleichung für den Stundenwinkel des Auf- und Untergangs 
Kifst sieh noch in eine andere Form bringen. Zieht man nämlich dieselbe 
von Eins ab und addirt sie auch dazu, so erhalt man durch Division der 
neuen Gleichungen:

cos (cp —  S)
COS (99 +  ^ )

21. Die_ obige Formel für cos t„ giobt von allen Erschei
nungen Rechenschaft, welche der Auf- und Untergang der 
Sterne je nach ihm  verschiedenen Lage gegen den Aequa- 
tor für alle Orte .auf der Oberfläche der Erde darbietet.

Ist Ü positiv, stellt also der Stern nördlich vom Aequa- 
tor, so wird für Orte unter nördlicher Breite $ss t„ negativ; 
dann ist also ta gröfser als 90" und der Stern verweilt daher 
längere Zeit ühew dem Horizonte als unter demselben. Für 
Sterne mit südlicher Declination wird dagegen <„ kleiner als 
90", diese verweilen also für Ortei auf der nördlichen Halb
kugel der Erde kürzerem Zeit über dem Horizonte als unter 
demselben. A uf der südlichen Halbkugel der JLtrde, wo cp 
negative Werthe hat, verhält es sich umgekehrt, indem dort 
der Tagbogen der südlichen Sterne gröfser als 12 Stunden 
ist. Ist rp =  0, so wird t() für jeden Werth von ff, gleich 90°; 
unter dem Aequator vcrwrlleEr also alle Sterne, gleich lange 
Zeit über dem Horizonte wie unter demselben. Ist d =  0, 
so wird für j den Werth von cp ebenfalls t0 = j  90". Für Aequa- 
torsteme ist also die Zeit, während welcher sie über dem 
Horizonte sind, für alle Orte der Erde gleich der Zeit, wäh
rend welcher sie unter demselben sind.

Stellt-i'also die Sonne nördlich vom Aequator, so sind 
auf der nördlichen Halbkugel der Erde die' Tage länger als 
diegN ächte, und umgekehrt, wenn sie südlich steht. Ist aber 
die SomXe*'-un Aequator, so ist für alle Orte de£ Erde Tag 
und Nacht gleich. Unter dem Aequator selbst ist dies immer 
der Fall.

D er Werth von t,, wird übrigejis nur so langd^möglicli 
sein, als dmig cp taug ö <T 1 ist. Soll also ein Gestirn für
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tangj Ö -O'cotang tp .oder rV<;900— (p sein. Ist 13=  90° — cp, 
;So wird t =  18011 und das Gestirn berührt dann nur in def 
unteren ijßuhninationf^den Horizont, Ist 90 — cp, so geht 
das Ges'irn nie unter, ist dagegen die. südliche Declination 
grö/ser als 9Q" — so kommt das Gestirn gar nicht mehr 
über den Horizont,

ten die Declination der Sojme immer .'zwischen den Gren
zen — s und —j— ß hegt, so haben diejenigen Orte der Erde, 
für welche die Sonne auch nur einen Tag im Jahre nicht 
auf- oder untergeht, eine nördliche oder 'sudliehe Polliohe 
gleich jÜOjl — s ^öder ßß.j °. Diese Orte liegen in den beiden 
Polarkreisen. Die den Polen der Erde noch näher liegenden 
Orte' haben die Sonne im Sommer desto längere Zeit unun- 
terbröchen über dcfn> Horizonte und im Winter unter dem
selben, je näher sie sfelbst den Polen liegen.

A nm . Ein Punkt des Aequators geht auf, wenn sein Stundenwinkel, 6 h 
ist. Ist also die Rcetascension dieses Punktes « ,  so erhält man die Sterne, 
welche zu gleicher Zeit aufgehen, wenn man einen gröfsten Kreis durch diesen 
Punkt des Aequators und durch die Punkte dev Sphäre legt, deren Rcctas Cen
tn onen a  —  bh und « H -6 h und deren Declinationen bezichlieh — (90° —  p) und 
H -90° —  p  sind. Ebenso erhält man die Sterne, welche mit diesem Punkte 
des Aequators untergehen, wenn man einen gröfsten Kreis durch die Punkte 
legt, deren Reetascensionen a +  6h und a —  611 und deren Declinationen be~ 
zielilich — (90° —  p) und 90° —  p  sind. Der Punkt, welcher beim Aufgange 
des Punktes a im Horizonte in der unteren Culmination war, wird aber jetzt 
in oberer Culmination p  Grade über dem Pole oder in der Höhe 2 p  über 
dem nördlichen Horizonte sein. Unter der Polhöhe 45° machen daher alle 
Sternbilder eine Drehung von 90° vom Aufgange zum Untergange, da der 
halbe gröfste Kreis, der mit einem Punkte des Aequators zu gleicher Zeit 
aufging, beim Untergänge desselben Punktes des Aequators senkrecht auf dem 
Horizonte steht. Unter dem Aequator gehen aber alle Sterne, die zu gleicher 
Zeit aufgehen, auch zu gleicher Zeit unter.

22. Um den Punkt dc§; IIorL.onts zu finden, wo ein 
Stern auf- und untevgeht, hat man nur in def in No. .6. gjcN 
fundenen Gleichung:

sin d =  sin p  sin h —  cos p  cos h cos A, 

h —  0 zu setzen, wodurch man erhält:
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Der negative Werth von A0 ist das Azimut des Sterns 
bei seinem Aufgange, der positiv^ Werth das Azimut bej. 
seinem Untergänge. Die Entfernung des Sterns vom wahren 
Ost- oder Westpunkte nennt man die Morgen- oder Abend- 
weite des Sterns. Bezeichnet man diese dureh ä \ so is lr '

A  0 =  9 0  - f -  A,
a ls o :

wo A positiv ist, wenn ler Punkt des A uf- oder [Tntergangs 
vom Ost- oder Westpunkte nach Norden liegt, negativ, wenn 
derselbe nach Süden liegt.

Der Formel ( c )  für die Morgen- und Abendweite kann 
man auch wieder eine andn^icstalt geben, wenn inan schreibt

1 +  sin A i   sin -y; +  sin 3
1 —  sin yl, sin yj —  sin 3  9

wo i/ i *= 90 — (f ist. Daraus erhält man dann:
w  —  3

/  A  O  tang ö  "  t - g ( 45 -
f e g  —

Für Arcturus erhält man danach mit di n vorher gege
benen Werthen von <) und cp

A , —  34° 0'. 9.

23. Setzt man in der Gleichung:
sin h  =  sin (p sin 3  +  cos  91» cos  3  cos  t 

1 — 2 sin J P für cos t, so erhält man :
sin h —  cos  ( ip —  8 )  —  2  cos  <p cos  8  sin 1 t a.

Daraus sieht man zuerst, dafs zu gleichen Werthen von 
t zu beiden Seiten des Meridians auch gleiche Höhen gehö
ren. Fernen wird, weil das zweite Glied immer negativ ist, 
h für t =  0 ein Maximum und dies Maximum selbst, oder/ 
die Zenitlidistanz des Sterns bei seiner oberen Culmination, 
ergiebt sich aus der Gleichung:

co s  z  —  cos  (y> —  8 )  (d ),
nämlich

z —  rp —  8  oder =  i?i«~ f .

Nimmt man also allgemein:
- =  s
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so mufs man südliche Zenithdistanzen negativ nehmen, weil für 
Sterne, die auf der Südseite des Zeniths culminiren, 3 cp ist.

Für die untere: Culmination oder für <— 180° wird dagegen 
h ein Minimum1, wie man am leichtesten sicht, wenn man 
180 -\- v für 1 eiuführS  ̂ wo also £’ von dem Tlieile des Meri
dians unter dem Pole ab gerechnet ist. Dann wird nämlich: 

sin /< =  sin tp sin S —  cos <p cos 8  cos K; 

oder wenn man wieder 1 — 2 sin 1 m  für cos t’ setzt: 
sin /< =  cos [180° =f= ($r -f- 3)] -f- 2 cos y  cos 8  sin \ l’ 2.

Da das zweite Glied der rechten Seite immer positiv 
ist, so wird h ein Minimum, wenn t’ =  0 ist, d- li. in der 
unteren Culmination und zwar:

cos z =  cosflSO0 (y -t- 3)].

Da z immer kleiner als 90° sein mufs, wenn der Stern in 
der unteren; Culmination sichtbar ist, so gilt das obere Zei
chen, wenn tp also auch 3 positiv ist, das untere Zeichen 
für Orte auf der südlichen Halbkugel, und man hat daher 
nach dem Vorigen:

s =  180° _  (yH - 8 ),

für Orte auf der nördlichen Erdhalbkugel, und 
z =  —  (180° - t - y - l - H j  

für Orte auf der südlichen Halbkugel zu nehmen.
Die Declination von a Lyrae ist 38° 39', also ist für die 

Polhöhe von Berlin 3-— cp = — 13° 51’. Der Stern cc Lyrae 
geht also bei seiner oberen Culmination für Berlin südlich 
vom Zenith in einer Entfernung von 13" 51' durch den Me
ridian Ferner ist 180°— cp— 3 oder die Zenithdistanz bei 
der unteren Culmination gleich 88° 51'.

24 Die gröfste Höhe eines Gestirns findet nur dann 
nn Merid’an statt, wenn die Declination desselben während 
der Zeit seines Vrrweilens über dem Horizonte sich nicht 
ändert. Ist die Declination dagegen veränderlich, so erreicht 
das Gestirn aufserlialb des Meridian® seine gröfste Ilölie. 
Differenzirt man die Formel:

cos z =  sin tp sin 8  -+  cos <p cos 8  cos t, 

indem man z , 3 und t als veränderlich ansieht, so erhält 
man:

—  sin «dz —  [sin <p cos 8  —  cos </> sin 8  cos d d 8  —  cos <p cos 8  siii td t
8*



und. liieL;;rus für den Fall, dafe ss ein Maximum oder d& =  0 
ist:

dS r „sm t =  —  [tang (p — tang t) cos *J.
Aus dieser Gleichung findet man den Stundenwinkel des

d 8Gestirns zur Zeit seiner gröfsten-Vtlöhc. -  ist das Verbal t-
ö 7  - dt.

nifs der Aendernng der Decdination zur Aöffderung des Stun
denwinkels, sodafs, wenn z. B. dt eine Bogens^ecrinde bedeu- 

ddtet, die Aendernng der Declination in ■ einer Zeitse-
’  dt b  k

cunde ist. Da dics-Verhältnifs bei allen Qgstiraeu klein jst, 
so w'rd man sin l mit dem Boggjj vertauschen undjpos t gleich 
Eins setzen können und erhält dann für den Stundenwinkel 
der gröbsten HöhedjÄ

dS r _  200265 ,  ..
t =  -  - [tarigy — tang d] — —  (</■)?*“

(18wo —  di'ert Aendernng der Declination in einer Zeitse'cuude 
d t °

ist und t in Zoitse.eunden gefunden wird. Diesen*'Stunden- 
winkel t bat man dann immer zu der Zeit der Culmination 
algebraisch zu addire.ii, um die Zeit der gröbsten itölie zu 
erhalten.

Culminirt dits Gestirn!<Vsüdlicb vom Zenitb und nähert
d§sich das Gestirn dem Nordpole, ist also ' positiv, so findet,

wenn tp  positiv ist, die gröfste Höhe nach der Culmination 
statt; nimmt dagegen die Declination ab, so tritt die gröfste 
Höhe vor der Culmination ein. Das Umgekehrte findet statt, 
wenn das Gestirn zwischen dem Pole und Zenith culminirt.

25. Differenzirt man die Formeln:
cos h sin A  =  cos 8  sin t,
cos h cos A  =  — cos p  sin 8  ~\~ sin tp cos 8  cos /,

so erhält man:
.  dh. \  » P . .  nsin h — -  = ‘cos o  sm cos A  sm t —  cos t sm A  \,

dt *
d A  c, r . .cos h — =  cos o [cos A cos t +  sm (p sm t sin

oder : 1 =  — cos 8 ,sin p =  — cos w sin A.
dt 1  .

d A  ~cos h — ̂  cos o cos p. \n)

1X6
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Häufig; braucht man uoöh die zweiten Differentialquotien
ten. I S '  ist^aber:

cP 1, , MA ■
— — r  =  —  (10 S  cp  C O S A  . 
d t 1 dt.

C O S cp C O S 8  C O S A  C O S p

cos h
Ebenso bat man: .

d z  .
=  cos o sin iM = cos cp sin A ,  dt 1 '

dP z ___cos cp cos 8  cos A  cos p
d t2 cos 7;

(|

(D

Ferner findet man ausjdev zweiten der- Forme ln (/«):
, ,  , *■  dp v , dl)•xos h , ,, =  —  cos h cos u sin jks— Hcos 0  cos p sin h —  ■

d p  AlL . dt
Man erliält aber- durch; die, Differentiation der Formel:

sin p =  sin h sin 8  -+- cos h cos 8  cos p,

cos h cos 8  sin p rj- =  [cos h sin 8  —  sin h cos 8  cos />] ■
1  dt 1 clt

Folglich wird aucli:
.. (P A

cos 1P —  - ) -  [cos h sin 8  —  2 cos 5  sin h cos j i]  tos 8  sin p,

oder am h, wenn man A statt p einführt •
d 2 A

ocsVc1' -jj-p —  — cos f  sin A  [cos h sin S -+- 2 c i^ y  cos A ].

2(5. Da man hat: 
dh
—  —  —  cos cp sm A, 
dt 1

SO wird c-~ =  0, also h ein Maximum oder Minimum, wenn
dt. ‘ 1

sin A =  0, also der Stösrn im Meridian ist.
Ferner wird ein Maximum sein, wenn sin 4  ==4=1, 

dt
also A =  90° oder =  270° i^ s jj

Die HöhejPbirfes'' Sterns ändert sich also am schnellswi 
in dem Augenblicke, wo dcrs^be durch den Verticalkreis 
geht, dessen Azimut 90° oder 2170" isu Diebin Verticalkreis 
nennt man den ersten  V-Frtical.

die Zeit des Durchgangs der Sterne durch diesebj 
-ersten Vertical, so wie ihre Höhe in demselben zu finden, hat 
man nur in den Formeln in Nm 6 dieses Abschnitts A =  90 
zu set?gji oder das in diesem Falle; reclitvnnklige Dreieck 
zwischen Stern, Zenitli und Pol zu betrachten und-erhält:
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m.

tang ^
co s  t =

tang fp
sin $  

sin  h =  -. - 
sin  (p

Endlich wird:
COS w

Sill p  —  w •
cosO

Ist ä ( f , so wird cos t unmöglich, also kommt dann 
der Stern gar niclit mein in den ersten Vertical, sondern cul- 
lninirt zwischen Zenith und Pol. Ist. S negativ, so wird cos l 
negativ; da aber unter nördlichen Polhöhen die Stundenwin- 
kel der südlichen Sterne i'inner kleiner als 90 sind, so lange 
sich dieselben über dem Horizonte bjfhiden, so kommen die.- 
selben auch nicht in den sichtbaren Tlieil des ersten Vertieals.

Für Arcturus und die Polhöhe von Berlin erhält man:
« =  7 3 °  52'. 1 =  4 11 ^5m 2 8 s 
h =  2 5 »  2 4 '. 9.

Arcturus kommt also für Berlin in den ersten Vertical 
vor der Culm nation um 9U 13ul 51s und nw-li derselben um 
19h 4m 47s.

Ist der Stundenwiukel nahe hei 0, so findf 1 mau t durch 
den ©osinus und h durch den Sinus sehr ungenau. Man er
hält aber dann aus der Formel für cos t auf dieselbe Weise 
wie, früher:

, sin (<p —  8)
tang i  t l =  -  r-

sin (pp - f -  (>)

und nimmt dann für die Berechnimsr der Höhe die folgendeo o
Forme1: j

cotang h =  tang t co s  <p. _ £>■ ’tJi

27. Da man hat: *
clA  cos  S cos p
“ TT —  7 w  k'dt cos  h

so sieht mau, dafs dieser Differentialquotient gleich Null wird, 
dafs also ein Stern nur seine Höhe für einen Augenblick 
ändert, wennüjos p —  u wird, also der Vorticalkreis des Sterns 
auf dem Declinationskreisej^nkrecht ist. Da aber:

sin cp —  sin h sin  8
cos  p = ------- '------- --------- --------

cos  h cos  o

ist, so sieht man, dafs dies statt findet, wenn sin h =  sm Z ist.
si ii r

Ein solehe,r( Fall findet also nur statt für diejenigen Cir- 
eumpolarsterne, deren Declination gröfser als die Polhöhe
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ist und zwar da, wo der VerticalkreisJjden ParallelkreSs be
rührt. Der Stern ist dann in seiner gröfsten Digression 
und das Azimut zu der Zeit ist gegeben durch die Glei
chung :

. cos S 
sm A  = -------

cos <p
und der Stundenwinkel durch die Ghütflmng:

tang w 
cos t =  — • 

tang o

Für den Polarstern, dessen De.clination für 1861 gleich 
88° 34' 6” und für die Polhölle Von Berlin findet man:

/ =  =t= 88° 8' 0” =  5h 52'»'32s ,
A —  2° 21' 9" vom Nordpunktc gerechnet, h =  52° 31'. 7.

28. Zum Schlusses soll noch die Zeit bestimmt werden, 
in welcher d'e Sein iben der Sonne und des Mondes sich 
durch einen gegebenen gröfsten Kreis bewegen.

•Ist A n die Zunahme der Rectascension des Gestirns in 
Z< its'fimiideis zwischen zwei auf einander folgenden Culmina- 
tionen, so erhält man die Sternzeit a;, in welcher sich das
selbe durch einen gewissen Stundenwinkclj t bewegt, da für 
die. hier zu betrachtenden kleinen Stundenwinkel die Bewfc 
gung der Sonne und des Mondes als gleichförmig angenom
men werden kann, aus der Proportion:

Z : i =  86400 + A a :  86400
also

1
X  =  t

. _____________ A«_
8 6400+ A «

oder wenn man das zweite Glmd des Nenners, welches gleich 
der Zunahme der llectascension des Gestirns in Zeit in einer 
Sccunde Sternzeit ist, mit /  bejfcui'hneUV'

1
x ~  B t t l '

Ist nun der westliche Rand des Gcsl ifns im Meridian, 
so ist der östliche Stundenwinkel des Mittelpunkts, wenn man 
den "beiiibaren Halbmesser mit R bezeichnet, gegeben durch 
die Gleichung:

cos R  =  sin S2 +  cos S2 cos t 
oder £

sin l R  -
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Man Üftti cl;il'ier, da l kle±n ist, fiir diesen Stund enwinkel 
m Zeit:

11
15 cos S

und mithin die^-Sternzeit der .Culmination der Sonne:
S a  •— 2R —1
B  X j ^ l f j . c o s ^  1 — X 

Ist der obere Rand dsä Gj&stirns ™  Horizonte, so isflp
der imterS Rand um 2 11 unter dem Horizonte, und da cl~«f.
=  '-«S () sin p , iso/ wird der Unterschied der Stundenwinkcl 
des oberen und unteren RaudeSin Zeit:

2 R
15. cos (V sin p

rer de
in Sternzeit gleich
und mithin die.Dauer desjAuf*. oder Untergangs des Gestirns

2 n.
15 .cos 8  siii-a 1 — X

wo p dnrcli die Gleichung gegeben ist:
l I t /i i ' v.. /) . •

. . . . '  f  +  t >  w ii  I f t  > .  S i n  ipcos p =  ■o
Legt maii einen Ve.rticalkreis an den Mittelpuukt und 

Rand des Gestirn” , so findet inan denmgnterschied der Azi
mute derselben^au^dui' Gleichung: & k. " «L.1 h » 1

sin 4 2 1  ~  cos h sin  ̂a 
oder, da. a klein istDaüsl'A

II =  cos h . a.
, , coshdA  

cos dcGSp
in welcher das Gestirn dinreh 'einen Höhenkreis g(

2   1
15 cos (V . cos p  1 —  l

cos S sin <p —  sin S cos <p cos i

Da aber dt —  C°V ' ^ (erhält man fiu die Sternzeit,eoe ^ Q/ro n '

wo cos p =
cos h.
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Von den Veränderungen der Fundament;! 1-Eben-en, 

auf' welche die Oerter der Sterne bezogen 
werden.

Da die Pole ihrS Lagb auf der Oberfläche der Erde nicht 
ändern, so istfider Winkel zwischen dor’Ebetfe des'Horizonts 
einfe Ortes und der Erdaxe sowie' -der Ebene des Erdäqua- 
toVs constant. Dasselbe ist daher der Fall mit der Lage dtA 
Poles und des Aequators der scheinbaren HimmelskugSl ge
gen defl grellsten KrSis des Horizonts. Da aber die Lage' 
dt r Welta^e im Raume durch dibttAii:ziehui?g!jder Sonne und 
des Mondes geändert wird, so fällt der ideale* grölste Kreis’ 
des Aequators sow'W der idealertpol zu v’erS'chiedene.n Zeiten 
mit verscinedSnen Sternen zusammen oder clie"^Stenie schei
nen ihre Lage gegen den Aequator zu ändern. Ferner be
wirken die Anziehungen der Planeten eine Aenderung derO O
Lage der Ebene der Erdbidni im R aM p ; die Rahn, welche 
der'Mittelpunkt der Somtd im Laufe eines Jahres zu b^sShrei- 
ben scheint, fällt daher im Laufe ddr'Zeit ebenfalls mit ver
schiedenen 'Sternen zusammen. Durch die Bewegungen bei
der Ebenen entsteht daher sowohl eine Aenderung der gej 
genseitie^n Neigung oder der Schiefe der Ecliptic als auch 
ein je Aenderun'g der Durchschnittspunkte der denselbenlent- 
sprechenden gröfsten KreiSte. Die Längen und Breiten der 
Sterne Sowie die Rectascensiouen und Deelinat.ioners der 
||terne sind daher ebenfalls veränderlich und esiist vor Allem 
wichtig, die Aenderungen dieser Gröfsen kennen zu lernen.

Um ^fch einen deutlichen Begriff von den gegenseitigenO O O O
Bewegungen des Aequators und der Ecliptic zu ma'ehen, 
mufs man dieselben auf eine feste Ebeim-beziehen, wofür nach 
LaplaCei derjenige gröfste Kreis genommen wird, mit welchem
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die Ebejie dqq Ecliptic zu Anfang des Jahites 1750 zusam
menfiel. Die physische Astronomie lehrt nun, dafs die An
ziehung der Sonne und des Mondes auf das Erdspliüroid 
eine Bewegung der Erdaxg? und somit des Aequators gegen 
die laste Ecliptic erzeugt, vermöge welcher die Durchschnitts
punkte eine langsame, rückgängige Bewegung auf der Jesteil 
Ebene haben und zugleich eine periodische, (he von den Oer- 
tern der Sonne und des Mondes und der Lage der Mond
knoten abhängig ist. Die erstere heifst die L  u n i - S o l a r - 
P.r&ßession,  die*/weite, periodische Bewegung die L u n i -  
S ol ar - N utation  in Länge. Aufserdem erzeugt diese An
ziehung eine periodische, von denselben Gröfsen abhäi^igc 
Acnderung dör Neigung des Aequators gegen die feste Ebene, 
welche die L u n i  - S o lar  - N u t a t i o n  der Schiefe, heifst.

Da ferner die3 gegenseitigen Anziehungein dej; Planeten 
Aenderungen in den Neigungen und de-£| Lagqfide^ Durch- 
schnittslinien der Planetenbahnen mit der festen Ecliptic er
zeugen, so ändert auch die Ebene der Erdbahn ihre Lage 
gegen die feste Ecliptic, mit der dieselbe im Jahre 1750 zu- 
suiiitncuficl. Dadurch entsteht also eine Aendernng der Nei
gung der. wahren Ecliptic gegen den Aequator, welche die 
S ä c u l a r ä n d e r u n g  der  S c h i e f e  heifst; ,ferner ist die Be
wegung der Durchschnittspunkte des Äquators und der wah
ren Ecliptic auf letzterer, wcdclie die a l lg e m e in e  Präe;Es sion 
genannt wird, verschieden von der Bgyvegung des Aequators 
auf der festen Ecliptic, der Luni-Solar-Präcession *)•

Diese Acnderung der Ebene der Erdbahn hat aber noch 
eine andre Wirkung. Da [sich nämlich vermöge derselben 
die Läge der Bahnen der Sonne und des Mondes gegen den 
ErdäquatoF, obwohl sehr langsam, ändert, so mufs daher eine 
der Nutation ähnliche Bewegung des Aequators nur von sehr 
langer Periode entstehen, durch die sowohl die Neigung des 
Aequators gegen die Ecliptic als auch die Lage der Durch- 
schnittspunkten- geändert wird. Wegen der sehr langen IV& 
riode dieser Aenderungen werde n dieselben aber mit der Sä- 
cidaränderung der Schiefe und der Präcession zusammenge-

*) Die periodischen Glieder, die Nutation, bleiben für die feste und be
wegliche Ecliptic dieselben.
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nommeu. Die^ durch die Störungen der Planeten indirööt er
zeugte Bewegung des Acquators ändert daher ein wonig die 
Liiir- Solar- und diefc allgemeine Präcession,-.ebenso die.AVin- 
kel , welche die fes^gHuid bewegliche Ecliptic mit dem Ae- 
quator machen *).

■"n* I. Die Präcession.

1. Laplace gielit in §. 44 des sechsten Buches der Alt - 
caiiiquc. celeste die Ausdrücke für die Vcpracliiedcnen langsa
men Bewegungen des Aequators und der Ecliptic'^ welche 
sich auf Zeiträume von etwa 1200 Jahren vor. und nach der 
Epoche von 1750 anwenden lassen, indem die Säcularstörun- 
gen der Erdbahn so weit berücksichtigt sind, dafs sie für fei 
lange Zeiträume ausreicheii. Bessel hat hieraus diese A'eM- 
ddrungen nach Potenzen der Zeit entwickelt und giebt m der 
Vorrede zu seinen Tabulae Regiomontaiiae die Ausdrücke der
selben bis auf die zweite Potenz der Zeit, hlie für mehrere 
Jahrhunderts vor oder nach der Epoche ausreichon. Danach 
ist die jährliche Luni-Sohir-PfnJe£ssion für die Zeit 1750 +  B

=  5 0 " .3 7 5 7 2  —  0 ".0 0 0 2 4 3 o 8 9  tdl
oder die Aeiidcruiig selbst in dein Zeiträume von 1750 bis 
1750- M :

l, =  t . 5 0 " ,3 7 5 7 2  -  P  0 " .0 0 0 1 2 1 7 9 4 5 , 

und dies ist also der Bogen de'r festen Ecliptic zwischen den 
DiirchsShnittspunktcii derselben mit dem Aequator zu Anfang 
der Jahre 1750 und 1750 -+-t.

Ferner st die jährliche allgemeine Präcession:

d l  =  5 0 ” .2 1 129 0 ".0 0 0 2 4 4 2 9 6 6  t
d t

und die Aenderung selbst in dem Zeiträume von 1750 bis 
1750- M :

1 =  t 5 0 ” . 211 2 9  +  P  0 ” . 0 0 0 1 2 2 1 4 8 3 ,

* )  In den in Reihen entwickelten Ausdrücken nur die von  P  abhängigen 
Glieder.
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und-dies ist der Bbgen der wahren Ecliptic zwischen den 
Durchsohn.ttpunbten d^MSlbon mit dem Aequator zu Anfäftg 
der Jahre 1750 und 1750 t.

Femen ist der Winkel zwisdheii dem Aequator und der 
fpsten Ecliptic für 1750 +  f:

£„ =  23° 28’ 18".0 -+- i 2  0”.0000098423J 

und dir Winkel zwischen dem Aequator und der wahren 
Ecliptic, welcher die mitt lere-  S'cl iiefe der Ecliptic ge
nannt wird:

e =  23 " 28' 18" | —  i 0 ".48368 — t" 0".0000027229^ ^  

sodafs man mj'ch hat-
— =  +  0".000019G8466 t,dt

=  —  0".483*68 — 0 ’’. 0 0 0 ( ® ^ >  t.dt
Es s.e.i nun Fis- m  A A„ der A-eqviator und E E lt die Eclip- 

icj. beide für das Jahr 1750, ferner bezeichneLA’ A" und et' 
den Aequator und die Ecliptic für 1750-M , ßo ist das Stück

* )  Bessel hat die numerischen Werthe der in der Meeaniquc celestc ge
gebenen Ausdrücke etwas geändert, indem er die Säcularstörungen der Erde 
mit einer verbesserten Venusmasse berechnet und das in t multij»lichte Glied 
der Luni-Solar-Präcession lt aus neueren Beobachtungen bestimmt hat. Die 
jährliche Abnahme der Schiefe der Ecliptic, wie dieselbe nach den neuesten 
Bestimmungen aus den Beobachtungen folgt, ist von der im Texte gegebenen 
etwas verschieden, nämlich 0,/.4G45. Es ist aber der obige Werth für die im 
Folgenden zu gebende Berechnung der Gröfsen 7t und 7 /, welche die Lage 
der wahren Ecliptic gegen die feste bestimmen, beibehalten, wie dies von
Bessel geschehen und auch richtiger ist, da diese Werthe mit den auf den-

dl
selben Massen beruhenden Werthen von —  für die Bestimmung von 7t und 71

verbunden werden. Die in t2  multiplieirten Glieder, die von den durch die 
Planeten erzeugten Störungen abhängen, beruhen auf den von Laplaee ange
wandten Massen und bedürfen einer genaueren Bestimmung.

Peters giebt in seiner Schrift: Numerus constans nutationis, mit den
neuesten Planctenmassen die folgenden Werthe, die auf das Jalir 1750 und 
auf die Bessel sehe Constante der Luni-Solar-Präcession redueirt sind: 

l{ =  t 50”.37572 —  t2  0".0001084  
l =  t 50".21484 +  t2  0".0001134  

a0=  23°28 ; 17;;.9 +  0”.0()000735 t 2  
s =  23°2S; 17\9 —  0\4738 t —  0".000()0140 t2.

Da die Besselschcn Werthe aber fast allgemein angewandt werden, so 
sind dieselben im Texte bcibehaltcn.
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BD  clfer festen 'Ecliptic, um ' welches de'ü Aequator auf der- 
’sHben sich rückwärts bewegt liat, die Lunisolarpräcession in 
1 Jahren gleich l ■ Ferner sind BCE  und A'BE  beziehlieh 
diiä N eigung ( der festen und der wahren Ecliptic gegen den 
Aequator gleich s uud Ist dann S irgend ein Stern, «so 
ist, wenn SL und SL' senkrecht auf die feste und die wahrS 
Ecliptic gezogen sind, DL die-Länge des Sterns für 1750, 
dagegen CL' diJöLänge des Sterns für 17 5 0 + 1 . Bezeich
net man durch D' denselben' Punkt der beweglichen Ecliptic, 
welcher in der sfesten mit D bezeichnet wurde, sö ist det 
Bogeir CD 'I d. h. also der Bogen ®  wahren Ecliptic^ zwi
schen dem Aequinoctium von 1750 und dem von 1750 +  1 
die allgemeine Prficessiom Dieser Theil ddr Präcession in 
Länge ist für alle Sterne gleich. Um daraus die vollstän
dige 'Präcession in Länge für einen StCrn zu erhalten, hat 
man zu det allgemeinen Präcession nur noch D’ L' — DL hin
zuzufügen. Dieser Theil ist aber wegen der langsamen Aen- 
derung d^Schidfe-'bedeutend kleiner als der ersteres» Um den
selben zu berechnen, bedarf man deir Lage der wahren Eclip
tic gegen die feste, die durch die Säoularstörungen der Erdg 
gegeben ist, dfe man aber auch aus den jßhigen Ausdrüc-Keu 
hei’leiten kann. Nennt man nämlich I I  die Länge des auf
steigenden Knotens der wahren Ecliptic auf ,dor festen (d. h. 
denjenigen Durchschnittspunkt beider gröfsten Kreiffl, von
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welchem ab die wahre EeliptiH eine nördliche Breite über 
der festen erhält) und zählt diesen Winkel vom festen Aequi- 
nöctinm des Jahres* 1750 ab, -.so hat man, weil die Längen 
i i der Richtung von B nach D gezählt werden und E der 
ni&dersteigende Kneifen der wahren Ecliptic auf der festen, 
also D £ = 1 8 0 " - r i  ist, RE=180n-  77-Z,und C £ = 1 8 0 ° - / / - / .  
Nennt man die Neigung der wahren Echptic gegen die feste 
77, liier also den Winkel BE  (7, so hat man nafcli den Napier- 
schen Analogien:

l { rr ^  “ H  l ) . I, - l £ - f - F 0
tang i n  . sm j i l  -h  2 ; Sm ~~ tmio ~  2 “  9

1 ( _  l, “ f“ l ) l. - l 8 --  Sn
tang \ 7t . cos j 77 H----------- j =  cos — - —  tang — ------

Da B der Punkt des Aeqnators isjg weichet’ h" Jahre 
1750 in D war, so ist B C das Stück des Aeqnators, um wel
ches] sich di r Durchschnittspimkt der Ecliptiqäwährend der 
Zeit t auf dem Aequator vorwärts bewegt hat. Bezeichnet 
man diesen Bogen, der die P r ä c e s s i o n  du rch  die  P l a 
n eten  während der Zeit t genannt wird, mit a , so erhält 
man aus demselben Dreiecke:

j  ̂ f" ̂  0   , 1/7 i\ 7 £ otang a .cos - —  tang ^ (l, —  l) cos — ■

Aus diesen Gleichungen kann man nun a, n und 77 in 
Reihenf entwickeln, die nach Potenzen der Zeit t fortschrei
ten. Die letzte Gleichung giebt, wenn man:

* 0 + ^ « — «o) statt —  —

je-itifV'ilirt und die Siuns und Tangenten der kleinen Winkel 
/ — /, a und 6 — s0 mit dem Bogen vertauscht:

 . l'L~ 1 , J 0i~^) - 5 --  F(J
cos «0 W o s £02 0 20621)5 ’

öder wenn man für Z(, l und « — «„ ikttffi Ausdrücke setzt, 
diel die Formen A( < +  A/( P, AZ +  A'P und i] t + )/11 haben, 
so wird:

a — t 4g—! i t'2 j - si,1E° !
cos e 0  ( c o s s 0 1  206265 " dose,,2 )

und, wenn man die nmnernchen Werthe einsetzt:
H =  t . 0.17926 —  P 0”.00026G0393,

d4 -  =  0.17926 -  t . 0 ’’.0005320786.dl



odeEkauf dieselbe.!.Weise wie oben:

\ i---- £---£q

n 2  —  iß  sin «02 +  (« —  £0) 2 +

a sin «o : 4ncos£„
206265 

aß sin e g cos s 0 (s -
206265

»btSjetzt man ancli liier für s — r0 und a die iAusdrücke 
Tj1 -(— j/<2 und at-i-tt'P , so ist:

n +  1 ( 1 + £  =  ave tang -

+ t  M u f o 206265+, ftC0S j  cm
( tj- )

 2 . . i2 ( , . 2 , ' I ■’ a~fv'uM> cop0  (
jr —  t V « 2  sm s02+ V  +  - j a r c s m / ! 0  206265 > I

oder, wenn man die numerischen Werthe substituirt:
/ / =  E l "  36^10" —  t.-ä” . 21

re =  t . 0 ". 48892 —  t 2  0”. 0000030715

rh ’’ =  o”. 48892. —  t . 0". 0000061430.dt
2. Nachdem man nun die gegenseitigen Aenderungen 

der Ebenen, auf welche dir Oerter der Sterne bezogen wer
den, kennt, ist es leicht, die dadurch hervorgejSrachten Aen
derungen der Oerter der Sterne selbst zu bestimmen. B e3  
zeichnet X und ß  di<- Länge und Breite eines Sterns, bezogen 
auf die wahre Ecliptic zur Zeit 1750 +  t, so sind die Coor- 
di taten des S.terns in Bezug auf di^Jörundekelie, fe r n  man 
als Anfangspunkt der Zählung der Längen den aufsteigenden 
Knoten der wahren Ecliptic auf der festen nimmt: 

cos ß  cos (A — 77 —  T) , cos ß  sin (A —  77—  7)§S sin ß.

Ist dann L und B die Länge und Breite des Sterns, be
zogen auf die feste Ecliptic für 1750, so sind die drei Co®r- 
dinaten >n Bezug auf diese Grundebene und von demselben 
A nfangspunkte gerechnet:

cos B  cos (L  —  77), cos B  sin (L  —  77), sin B ,
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Da mm die Grundebenen beider Coordinatensysteme den 
Winkel st miteinander "bilden, so'*erhält man durch die For
meln ( la )  der Einleitung;.

cos ß  cos (1 —  77 —  t) —  cos B  cos (L  —  77)
cos ß  sin (1 —  77—  t) =  cos B  sin (L  —  77) cos 7 t +  sin B sin 7 t (jt)

sin ß  =  —  cos B  sin (Jt —  77) sin 7 t +  sin B  cos1* ;.
Differenzirt man diese Gleichungen, indem man L nnd B 

als constant ansieht, so erhält man duTch die Difrerent.ialfor- 
meln (11) in No. 9 dei^*Einleitung, da lner a =  bÖ*0—
£, =  90" —  ß ,  c = tt, A =  9 0 " + L — // ,  ß = 9 0 °  — ( / — I I — l):

d(A —  77 —  0  —  —  <777 +  Ttjtangj9 sin (1 —  77 —  7) 777 
+  tang ß  cos (A —  77 —  7) rfyr 

dß —  —(— TT cos (1 —  TI —  l) dU  —  sin ^  — 77 —  $ d 7 t. 
Daraus echält man aber, wenn man durch dt dividirt

und t - -  statt n im Coefficienten voll d tI  setzt, fm die iäJir- 
dt ’  •'

liehen Aenderungeja der Längen und Breiten de.r Sterne die
folgenden Formeln:

(Vh dl / ,  d H  \ dit(IK dl (  d H  \
— =  —— h tang cos ( l  —  77 —  7 —  ——  i 
dt dt \ dt J

—  sin (2  77 7 t ) '

dt

nW t  da / / +  d- ^  t =  171" m  10" — L10". -12 ist, wenn mau
1  dt ‘

setzt: du
7 7 +  t —  +  1 =  171036' 10" +  t 3 9 ^ 2 9  =  >7,

Bgt d l  , , J < +

I I  =  _  s in  (7 -  Ir) ,
dt dt

m

wo die iunnerischen Werthe für und1—  in der vorigen
£  dt ge d t p

Nummer gegeben sind.
B( zeichnen wieder L nnd B die Länge und Breite eines 

Sterns, bezogen auf die^este Fcliptic und das Aocpiinoelmm 
für 1750, so wird dJege Länge, vom Durchsfelkiittspunkte des 
Aejrpiators für die Zeit 1 7 5 0 +  7 mit der festen Eehptic für 
1750 gezählt JJrgleibfl L - t - l  sein* wo / der Betrag der Luni- 
solarpräcession in dem Zeiträume von 1750 bis 1750-+ /  ist. 
Die -GoordinateK1 dds* Stirns in Bezug auf die Ebene der 
Eelipti&für 1750 nnd denfFfien angenommenen Durehsclmitts- 
punkt werden also sein:

.cos B  cos (L  +  Iß, cos B  +  Iß und sin B.
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Bezei ihnen dann «  und S  die, Rectascehsion und Pecli- 
nation des Sterns, bezogen auf den Aöfuator und das wahre 
Aequinoctium für die Zeit 1750 -+-i, so wird die Rectascen- 
sion, von dem vorher angmlommenen Durchst Imittspunkt ge-' 
zählt, « - ) - a  sein. Man hat also für die Coordinaten des 
Sterns in Bezug auf die EbenSdes wahren Acrjuators und 
den angenommenen DurcKschnittspunkt:

cos d cos (a  +  a), cos 5 sin («  -f- a) und sin S.

Da beide CoordinatenebeKen den Winke] «0 mit einan
der bilden, so erhält man nach den Formeln (1 )  der Ein
leitung:

cos S cos (a +  ft.) = jges B  cos (L  +  l,)
' "ros Ssin («-+ - a.) =  cos B  sin (K -t- /.] cos £0 —  sin B  sm s 0 ('(/) ,

sin S =  cos B  sin (L  +  Q  sm s0 -1- sjf} B  co s^^ffl

Differenzirt man diese Formeln wieder, indem mau L 
und B  als consxatit betrachtet, so erhält man diu'cli die Dif- 
fercntialformcln (11) der EinleitungSda hier im Dreiecke zwi

schen dem Pole der Ecliptiei dem des Aequators und dem 
Sterne a =  90° — S ,  b —  90° —  B ,  c  =  e 0 ,  A =  90" —  (_L~K)> 
B =  90 -4- («  -t- a ):

d (n +  a) =  [cos £ 0 -f-sin e 0 tang sin (a-t-fl)] dl, —  cos (a -)- ajHang Sde 0  
d S = ‘cösj(a +  o) sin s0 eZ7, -t- sin («  -+- a) d e0.

Man hat also für die jährlichen Aenderungen dqp-Rect-
asc.ensionen und Declinationen der Sterne die Formeln:

da da r .  ̂ n dl,
—  = ------  — |- Jcos s0 sin £q tang o sm «I ——
dt dt dt

dl, deo )a sm sn —
0 dt dt )

dl, ( d ldS , dl, ( dl, ds
—  =  cos« sins0 —  f l s n i f n - ,  sin«,
dt 0 dt ( dt d tJ  ’

oder mit Vernachlässigung des sehr kleinen letzten Gliedes- 
jeder Gleichung *):

da i j l ,  „ . , dl,
—  =  —  —  +  [cos e 0 -+• sm c„ tang ö sm <xj — r ,

dS dl,
—  =  cos« sin s0 . — r . 
dt 0 dt

*) Der numerische Werth des Coefficienten o s in e 0 - 1  ■ 0 ist
ät dt

—  0.0000022471 t.



130

Setzt man hier:
d l.  d a

C0SE" ¥ ” W
dl,sm «o dt =  »>

so erhält mlTh einfach:
d a  ö ,
—, —  m +  n tang a sm a, 
dt \ l
dS (ö )
—r- =  n cos a, 
d t

und für die numerischen Werthe von m vmd n, wenn man

die Werthe von s,„ und 4^ substituirt I 
dt dt

m =  46". 02824 +  0". 0003086450 t

n =  20”. 06442 —  0”. 0000970204 t.

Um nun den Betrag der Präcession in Länge und Breite
oder in Rectascension und Declination in dem Zeitraum von
1750 -f- t bis 1750 —1— f' zu erhalten, müfste man die Integral^
der Gleichungen (B) oder (/>) zwischen den Grenzen 1 und i'
nehmen. Man kann indessen diesen Betrag auch bis auf
die Glieder zweiter Ordnung inclusive aus dem Diffexential-

t +  t ’quotienten für die Zeit —- — und der Zwischenzeit finden. 
Sind nämlich f(t)  und f(t') zwei Funetionen, deren Differenz 
/■(<’) — f (t )  man sucht, für diesen Fall also den Betrag der 
Präcession in der Zeit t’ — f, so setze man:

\ ( f  —  0  =  A.r.
Dann ist:

/ ( 0  = / ( *  —  A O  =  /G )  —  A x f ’ Qc) + 4  A®2/',< > ),
/( * ')  = / ( * + A D  = f ( x )  ■+■ A x f '{x )  +  { A x 2 f ’ (x), 

wo f'(x ) und f"  (x) die ersten und zweiten Diflerentialquo- 
tienten von f (x )  bezeichnen. Daraus erhält man aber:

m  - m = 2  a  x f  | ) = q!  -  t) f  ( '  J ~ ' ) .

Um also die Präcession für einen Zeitraum t’ — t zu er
halten, hat man nur nöthig, den für das arithmetische Mittel 
der Zeiten geltenden Diflferentialquotieuten zu berechnen und 
diesen mit der Zwischenzeit zu multipliciren. Dadurch sind 
dann auch die Glieder zweiter Ordnung berücksichtigt.

Sucht man nun z. B. den’ Betrag der Präcession in
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Länge und Breite in der Zeit von 1750 bis 1850 für einen 
Stern, dessen Ort für 1750

X =  210° 0', /S =  -t- 34° 0'

ist, so hat man die Werthe von d\  und M für 1800:
’  d v  dt

—  5u'. 22350, =  0 ". 48861, . 4 f =  172° 9 '2 0 ”.
dt dt

Ferner erhält man, wenn man die Präcession von 1750 
bis 1800 annähernd berechnet, für 1800:

X =  210° 42'. 1 , /? =  -t- 33° 59' 8 
und damit nach den Formeln (ß ) für 1800:

also für den Betrag der Präcession von 1750 bis 1850: 
in Länge +  1° 2 4 '8 ”. 12 und in Breite —  30”. 45.

Will man ebenso den Betrag der Präcession in Rectas- 
cension und Declination für 1750 bis 1850 für einen Stern 
wissen, dessen Rectascension und Declination für 1750: 

a =  220° 1' 24”, <? =  +  20° 21' 15” 
ist, so hat man für 1800:

m =  46”. 04367, n =  20". 05957, 
ferner den genäherten Ort des Sterns für diese Zeit:

«  =  220° 35'. 8 ,  5 = +  20° 8'. 6 
lind erhält damit nach den Formeln (J)'):

tang $ 9 . 56444 n tang S ain a =  —  4 . 78806

also den Betrag der Präcession von 1750 bis 1850
in -g&tascension +  1° 8' 45”. 56 und in Declination —  25' 23". 14.

In den Verzeichnissen der Sternörter ist gewöhnlich schon 
neben jedem Sterne die jährliche Präcess’ on in Rectascension 
und Declination (variatio annua) für die Epoche des Catalogs 
und aufserdem noch die Veränderung derselben in hundert 
Jahren (variatio saecularis) angeführt. Ist dann tu die Epoche 
des Catalogs, so ist die Präcession des Sterns während der 
Vit t — tff, nach dem Vorigen gleich:

=  +  50". 48122, - f -  =  —  0”. 30447, 
i t  dt

sin a 9 . 81340 m =  +  46 . 04367

tang(7sina =  9 37784,, 
n =  1 .30232  

cos « =  9 . 88042,, ,

^ “  =  +  41 .25561

9 *
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Differäizirt man die Formeln:
d a   ̂ .
- j -  =  m - } -  n tang o  sin « }

d d
— =  n cos  a ,  
d t

indem man alle Gröfsen als variabel betrachtet und bezeich
net die jährlichen Aenderungcn von m und n mit ni und n\ 
so erhält man:

d? CI )?• ̂  171 11
—  —  sin 2  «  t t  4 1  tang SfJ1] H-------- tang S  cos «  - p  ?»’ - p  w/dang S  sin « ,

d t  w  ID

d 2 S  n 2 . 2 „  m n  . ,
.  =  sin a  tang o  sm a  - p  n cos  « ,

d l 2 #) t  w

wo w die Zahl 2062®>j bezeichnet, und durch Muitiolication 
ujjjt 100 ergiebt sich hieraus die variatio saeöularis in lleet- 
ascensiou und Declination. Für das obige Beispiel findet 
mau hi« mach die Variatio saecnlaris:

in R cctascension  =  - p  0 ” . 028G, 
in D eclination  = - P O ” . 2654.

3. Die eben gegebenen Differentialformehi reichen nicht 
aus, wenn man die Prae,ession für Sterne berechnen will, die 
dem Pole sehr nahellstehen. In diesem Falle mufs man sich 
der strengen Formeln hedi« nen.

Es sei dir Länge und Breite und ß  Seines Sterns« be
zogen auf die Ecliptic und das Aequinactium zur Zeit 1750 -+-1, 
gegeben, so erhält man daraus die L ä n g e n d  Breite L und B, 
gezogen auf die feste Ecliptic von 1750 durch die folgenden 
Gleichungen, welche unmittelbar aus den in No. 2 gegebenen 
Gleichungen (d ) folgen:

cos B  cos  (L  —  H ) =  cos  ß  cos (X —  I I  —  l) 
cos  B  sin (L  —  H ) —  cos  ß  sin (1 —  U  —  V) cos  n  —  Sin ß  sin n  

sin .B =  cos  /9 sin (Ä —  I I  —  0  sia  w - P  s in ß * c o s 71.
Sucht man dann die Länge und Breite und ß\ bezo

gen auf die Echptic und das Aequmoctium zur Zeit 1750—|—f' 
so erhält man diese aus L und B durch die folgenden Glei
chungen, wenn man die für die Zeit t’ gcltl^den Wertlie 
von n und l durch 77’, n’ und l’ bezeichnet: 

c o s *  c o s (V —  I I '—  t )  =  cos  B  c o s* (L  —  II ')  
cos  ß' sin (1 '—  I I '—  l') =  cos  B  sin (L  —  I I ' )  cos n' - p  sin B ’ sin n'

sin J i ’ =  —  cos  B  sin (L  —  I I ' )  sin n ’ - p  sin B'~ cos  n\  

Eliminirt man B und L aus dieffin Gleichungen, so er-



hält man und ß' unmittelbar durch 1 und ß  und durch die 
Werthe von 1, TI und nt, zu den Zeiten t und f , ausgedrückt.

Für die Reßtasoension und Declination werden die strfn- 
gen Gleichungen ganz ähnlich. Ist die Keetesceu&ion und 
Decbnation «  und d' eines StenH für die Zeit 1750-M  geger 
bcn, so erhält man daraus die Länge, und Breite L und B,
bezogen auf die feste Ecliptic von 1750 durch die Glei
chungen *):

cos B  cos (L  4 -  /,) =  cos S cos (« -1- a)
cos B  sin (’h 4 -  lß —  cos 8  sin (a  -1- «HCos £„ -f- sin 8  sin «0

sin B  —  —  cos S sin (a  -1- a ) sirR„ -f- sin 8  cos £„.

Sticht man nun die Bectascension und Declination «  und <Y 
für die Zeit 1750 -1— , so erhält man dieSb aus L und B, 
wenn man dieWVartheovon /,  a und s0 für die Zeit <' durch 
l\, a! und a’n bezeichn^, durch die folgenden Gleichungen:

cos S’ cos (a’ 4 -  aß =  cos B cos 4 -  fß
cos S' sin («' +  aß =  cos B  sin (L  -f - l’ß  cos s ' 0 —  sin B  sin £?'0 

sin S' =  cos B  sin (L  4 - l’ß  sin e'0 4 -  sin J3 cos t 'a.

Eliminirt man aus beiden Systemen von Gleichungen die 
Gröfsen B und L, so erhält man, da:

cos B  sin L  =  —  cos 8  cos (a -1- aß sin lt -f - cos S sin («  4 -  ̂  cos £ cos l,
-f - sin 8  sin eocos l,

cos B  cos L  =  cos 8  cos (a 4 -  a ) cos‘7, -1- cos 8  sin («  -f- aß cos e sin l,
-f- sin 8  sin fjsin lt 

sin B  —  —  cos 8  cos (a 4 -  a) sin £„4- sin 8  cos s, 

wie man leicht sieht, die folgenden Gleichungen:
cos 8 ' cos (a '4- aß —  cos 8  cos (a 4 -  a ) cos (l\ —  Iß

— cos $ sin (« 4 -  a) sin (Iß —  Iß cos e 0
— sin S sin (?, —  Iß sin

cos 8 ' sin (« '4 - aß =  cos 8  cos (« 4 -  a) sin (Iß —  Iß cos e’0
4 -  cos $sin(a-|-rt) [cos(f,— lß^aoisi0  cos £„  4 -sint 0 sin*’,,] 

4 -  sinSßiTßdß—  Z,)sin£0 cose'q — cos£0 sine'fl 
sin 8 ’ =  cos 8  cos («  4 -a ) sin ( ( ,—  Iß sin e'„

4 -  cos 5 sin (a 4 -a) [cos (Iß— Iß cos e0 sine'0— sine„ cose'0] 
4 -  sin 8  [cos (Iß —  0  Sin e0.sine 0 4 -co se 0 cose'0].

Denkt man sich nun ein sphärisches Dreieck, dessen drei 
Seiten Iß— 10 90° — z und 90° —f— und dessen den drei Seiten 
gegenüberliegende Winkel heziehlfch 0, s'„ und 180° — £„ sind, 
so lassen sich die Coefficienten der vorigen Gleichungen,

*) Man findet diese Gleichungen aus den Gleichungen (C) in No. 2.
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welche l\ — ln s0 und t'(l enthalten, durch ©, a und z aus- 
drücken und man findet dann:

cos 8 ' cos (a  -+- a1) =  cos 8  cos (a -+- a) [cos 0  cos z cos z' —  sin z sii®z;J V
—  cos 8  sin (a -+- a) [cos 0  sin z c o ^ f -f- cöSfeisin z J
—  sin (t sin 0  cos J

cos 8 ' sin (« ’ •+- a') =  cos 8  cos (a •+- «) [cos-Öjicos z sin z' -f - sin z cos.*1]
—  cos S sin («  -+- a) [cos 0  sin z sin ’ —  cosi cos z J
—  sin (V-sin d  sin z

sin 8 ' —  cos 8  cos (a n) sin & cos z
—  cos 8  sin («  +  o) sin 0  sin z
-+- sin 8  cos 0 .

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit sin a’, 
die zweite mitieos z' und suhtrahirt erstere, multiplicirt daim
die erste mit cos s ’, die zweite mit sin z' und addivt die Pro-
ducte, so erhält man:

cos 8 ' sin (« ’ -+- u! —  z') —  cos 8  sin\(<J+ a +  z)
cos 8 ' cos (a  -f- cü —  z )  =  cos 8  c o s a +  z) cos 0  — sin 8  sin 0  (c).

sin 8 ' =  cos 8  •+■ "  +  ») sin 0  -f- sin S cos 0 w .
Diese Formeln geben unmittelbar « ' und ä‘ durch «, <), a, a 

und die Hiilfsgröfsen », z' und 0  ausgedrückt. Letztere findet 
man aber, wenn man auf das eben betrachtete sphärische 
Dreieck die Gaufsischen Formeln anwendet. Dann ist 
nämlich:

sin j  0  c’o|^ (z’ —  z) =  sin ^ (l\ —• Q  sin 4 (e'0 -+- s„) 
sin 4  0  sin ^ z’ —  z) =  cos-j (l\ —  Q  sinH(V0 —  «„) 
cos 1 0  sin ^ (z' -+- z) —  sin ^ ( t , —• Q  cos 4 (V0 -+- e„) 
ejey 0  cos ̂  (z! -+- z) =  cos 1 (l, —J lt) cos 1 (e'a —  e0),

Hier wird es nun immer erlaubt sein, sin \ (z’ — a) und 
sin | (Y0 — «0) mit dem Bogen zu vertauschen und die entspre
chenden Cosinus gleich Eins zu setzen, sodafs man für die 
Berechnung der drei Hiilfsgröfsen die einfachen Formeln 
erhält:

tang i  («’ -1- z) =  cos 3  (e'0 -+- £0) tang £  0 ,— 0  
cotang P (l't —  l,)
sin’4 (e'0 +  «o) 

tang \ 0  —  tang i  (V 0 +  «0) sin ^ (z' +  z).

Die Formeln (a )  kann man durch Einführung eines 
Hülfswinkels für die Rechnung bequemer entrichten oder 
auch statt derselben ein anderes System von Gleichungen be
nutzen , welches man ebenfalls durch die Gaufsischen Glei
chungen erhält. Man findet nämlich die Formeln (a), wenn 
man die drei Grundgleichungen der sphärischen Trigonometrie

i  ( z ’ - z )  =  i l g  - « . )  f  G l) .
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auf ein sphärisches Dreieck anwendet, dessen drei Seiten 
90" — ö' , 90° — ß und (-) sind und wo den beiden ersteren 
Seiten die Winkel « '-f-a -H s und 180°— u — a’+ s '  gegenübef- 

Btehen. Wendet man statt dessen die Gaufsischen Formeln 
g n S o  erhält man, wenn man den dritten Winkel mit c be
zeichnet und der Kürze wegen u-\-a-\-z =  A und a-\-d-—z = Ä  
setzt:

cos 1 (90°-t- S’)  cos-j (yl' -+- c) =  cosp [90 t— 5 + 0 ]  cos^ A  
cos [  (90 + 5 ' )  sin [  (A ’ +  c) =  cos \ [90 + 5  —  0] sin [  A 

,v sin £ (90 + 5 ' ) c osl ^ ' — c) =  sin-jja0 +  5 + 0 ] c o s [ .A  ®
sin ^ (90 +  5') sin [  (A 1 —  c) =  sin -j [90 + 5  —  0] sin A. 

Genauef.'verfahrt man noch, wenn man nicht die Gröfse Ä  
gelbst, sondern nur den Unterschied A’ — A sucht. Man erhält 
aber, wenn man die erste der Gleichungen («,) mir cos A, 
die zweite mit sin A multiplieirt und b"ide von einander ab
zieht, und wenn man ferner die erste Gleichung mit sin A, 
die zweite mit cos A multiplieirt und die Producte addirt: 

cos 5' gin (yf —  Ä) —  cos S sin A  sin 0  [tang 8  +  tang 1 0  cos yt] 
cos 5' cos (M  —  /t) =  cos 8  —  cos 5 cos A  sin 0  [tang 8  +  tang J[ 0  coC/l], 

also:
  sinA sin 0  [tang5 +  tang-j 0  cos A]

a 1 — cosrlsin0[tang5+tang4 0cosrt]
und durch die Gaufsischen Formeln findet man: 

cos [  c . sin 1 (5’ —  8 ) =  s in ^  0  cos ^ (yf +  yt) 
cos c . c.os^ (S1 — • S) =  cos^- 0  cos [  (yf —  yt).

Setzt man also:
p  =  sin 0  [tang S +  tang 0  cos yl] (B ),

so wird:
H  I  p sin A  

tang (yt —  Ä )  = -  -----
-  P  COS A

und ) (O.
cos (yt' +  yt)

tang -j (S' —  5) == tang £ 0
cos ^ (yl' —  yt)

Die strenge Berechnung der Rectascension und Declina
tion eines Sterns für die Zeit 1750+-1' aus der Rectascension 
und Declination desselben für die Zeit 1750+ -t , ist somit 
auf die-Berechnung der Formeln (yf), (B) und (C) zurück
geführt.

Beisp ie l .  Die Rectascension und Declhiation des Po
larsterns für den Anfang des Jahres 1755 ist:

« = 1 0 °  55' 44". 955 
und 5 = 8 7 °  5 9 '4 1 ". 12.



Soll inan nun hieraus den Ort, bezogen auf den Ac.qua- 
tor und das Aequinoctium von 1850, berechnen, so hat man: 

l  = 4 ' 11”. 8756 t, = 1 °  23' 56". 3541
o =  0”. 8897 a 2656
£„ =  23° 28'18".0ÜÜ2 £'0= S °  2i? 18". 0984.

Darnit erhält man aus den Formeln (A):
4 ( 2’ - ( - z) =  0 0 36 '34 ". 314 I  j l  —  z) =  10". 6286

also:
- =  0° 36 '23 ". 685 

~ = 0 °  36' 44”. 943

und:
„ : ;0  =  O° 31' 15". 600

mithin:
2l = = „  +  «  +  z =  11° 32' 9'&530.

Benechnet man dann nach den Formeln (B) und (C) die 
Werthe von Ä — A und <)’ — d, so findet man: 

logp =  9.4214471

und:
A ’ -JgA =  4° 4' 1 7 ^ 7 1 0 , i 'CS’ —  S) =  0 ° 15' 26". 780

also:
Ä  =  15° 36' 2-Ä. 240

und daraus endlich:
■ d' —  16° 12' 56”. 9 l7  

8 ’ = 8 8  30 34 . 680.

4. Da der Durchsohnittspunkt des Aequators mit der 
Ecliptic auf letzterer jährlich um etwa 50''.2 zurückgeht, so 
wird der Pol des Aequators um den Pol der Ecliptic im Laufe 
der Zeit einen Kreis beschreiben, dessen Halbmesser gleich 
gfer Senie-fe der Ecliptic ist*). Der Pol des* Aequators wird 
daher immer mit anderen Punkten der sclic inbaren Himmels
kugel Zusammentreffen, oder es werden zu verschiedenen Zei
ten auch Kapschiedene Sterne in der Nähe desselben stehen. 
In unsern Zeiten ist der letztestem inr Schwänze des kleinen 
Bären (a Ursae minoris) dop nach st ej am nördlichen Weltpole 
und heifst daher auch der Polarstern. Dieser, Stern, dessen 
DecHration jetzt 88)° beträgt, ward sich dem Polemoch immer 
mehr nähern, bis seine R^tascension (jetzt 17") gleich 90°

*) Genau genommen ist dieser Halbmesser nicht constant, sondern gleich 
der jedesmaligen Schiefe der Eeliptie.
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geworden ist. Dann wird die Declination ihr Maximum, 
nämlich 89° 32', verroh ht haben und von da wieder abnehmen, 
weil die Priicession in Deklination für Sterne, deren Rectas- 
cension im zweiten Quadranten liegt, negath ist.

Um nun den Ort des Weltpoles für jede Zeit t finden 
zu können, beti-achte man das sphärische Dreieck zwischen 
dein Pole der Ecliptic für eine bestimöite Zeit t,r und den 
Polen des Aequators zu den Zeiten und t, P tuid P'. Be
zeichnet man dann die Reetasc'ension und Declination des 
Weltpoles zur Zeh t in Bezug auf den Aequator und das 
Aequinoctium zur Zeit t0 mit a und d, die Schiefe der Echptl; 
zur Zeit t0 und t mit s0 und e, so ist die Seite P P '= 9 0 "  — d, 
£ P = s p E P ' — «, der Winkel an P =  90° + «  und der Winkel 
an E gleich der allgemeinen Prücessu n in dem Zeitraum t — 10 
und man hat daher nach den drei Grundgleichungen der sphä
rischen Trigonometrie:

cos S sin a  =  sin e  cos e ^ c o s  l —  cos e.sin e 0 
cos $  cos a  =  sin t  sin l

sin S =  sin e  sin e j  cos  l -+- cos  e  cos £«-.

Da diese Berechnung keine grofSe Genauigkeit erfordert, 
sondern der Ort des Poles immeja nur beiläufig gesucht wird, 
überdies auch die Abnahme der Schiefe nur in kurzen Zeit
räumen als der Zeit proportional angesehen werden kann, 
da sie eigentlich eine Periode von freilich sehr langer Dauer 
hat, so kann man sich erlauben e — e0 zu setzen und erhält 
dann einfach:

tang «  =  —  cos £0 tang ^ l

und:
* sin £0 sin  l

COS 0  - -  —  -------------------■
co s  a

Wiewohl hier a durch die Tangente gefunden wird, so 
erhält man doch den Werth von a ohne alle Zweideutigkeit, 
da derselbe  ̂zugleich die Bedingung erfüllen muls, dafs cos a 
und sin l dasselbe Zeichen haben.

Wollte man z. B. den Ort des Weltpoles für das Jahr 
14000 kennen und zwar bezogen auf das Aequinoctium von 
1850, so hat man die allgemeine Präcession während der 
12150 Jahre etwa gleich 174°, also wird: 

a  =  2 7 3 "  16 ' und ü '=  -t - 4 3 ° 7'.
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Dies ist selir nahe der Ort von «  Lyrä^, dessen Kgctas- 
Bension und Declination für 1850:

«  =  277° 58' und d =  +  38° 39’ 

ist. Im Jalftje 14000 wird also dieser Stern auf den Namen 
des Polarsterns Anspruch machen können.

Wegen der Veränderung der Declinationen der Sterne 
durch die Präcession werden auch im Lauft; der Zeiten Sterne 
über den Horizont .eines Ortes kommen, welche früher da
selbst nie sichtbar waren, andre Sterne, welche jetzt z. B. an 
einem Orte auf der nördlichen Halbkugel der Erde sichtbar 
sind, werden dagegen eine so südliche Declination erhalten, 
dafs sie für diesen Ort nie mehr aufgehen. Auf gleiche Weise 
werden Sterne, jetzt für diesen Ort immer über dem
Horizonte verweilen, anfangen auf- und unterzugehen, während 
wiederum andre Sterne eine so nördliche Declination erreichen, 
■dafs sie auch in ihrer unteren Culmination über dem Horizonte 
bleiben. Der Anblick der Ilinmüdskugel an einem Orte der 
Erde wird also durch die Präcession nach grolsen Zeiträumen 
beträchtlich verändert.

In den neuesten Sonnentafeln ist das sideri^che Jahr 
oder die sidcrische Umlaufszeit der Sonne, d. h. die Zeit, 
welche die Sonne braucht, um an der scheinbaren Ilimmels- 
kugel volle 360° zu durchlaufen, oder die Zeit, in wel
che^ sie wieder zu demselben Fixsterne zurückkehrt,, zu 365 
Tagen 6 Stunden 9 Minuten und 9". 35 oder zu 365.256:1*82 
mittleren Tagen angegeben. Da nun die Aequinoctialpunkte 
sich rückwärts, d. h. der Sonne entgegen bewegen, so wird 
das tropische Jahr oder die Zeit, welche die Sonife braucht, 
um wieder zu demselben Aequinoctium zurückzukehren, kür
zer als das siderische Jahrflsein und zwar um die Zeit, in 
welcher die Sonne den kleinen Bogen, der gleich ider jähr
lichen Präcession ist, durchläuft. Es ist aber für das Jahr 
1800 1 =  6^0'.2235, und da die mittlere Bewegung der Sonne 
59' 8”. 33 beträgt, so erhält man für diese Zeit 0 .014154^Tage£ 
mithin für die Länge des tropischen Jahres 365.242^04 Tage. 
Da nuniggber die Präcession veränderlich ist und die jähr
liche Zunahme derselben 0". 00Qg442966 beträgt-, so ist auch 
das tropi^hejaJahr veränderlich und die jährliche Verände
rung desselben gl^bh 0.000000068848 Tagen. Drückt man
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die Decinialthcile in Stunden, Minuten und Secunden aus, 
so erhält man also für dir Länge des tropischen Jahres:

305 Tage 5'* 48™ 4 6 s . 42 —  0S . 00595 (( —  1800).

II. Die Nutation.

5. Bisher ist die periodische Aendernng des Aequators 
gegen die Ecliptic unberücksichtigt geblieben, die, wie vor
her erwähnt, in reiner periodischen Bewegung der Durnh- 
'Schnittspunkte des Aeqhators und der Ecliptic auf letzterer 
und in Seiner periodischen Aendernng 3er Schiefe besteht. 
DieArstere wird die Nutation in Länge, die andre die Nu- 
tat'on der Schiefe genannt. Der Punkt, in welchem der Aoqua- 
tor und die Ecliptic einander ffilincidcn würden, wenn die 
Nutation nicht vorhanden wäre, sondern nur die vorher-be
trachteten langsamen Aenderungen stattfänden, heifst das 
mittlere- A e q u i n o c i i u m ,  die Schiefe der Ecliptic, die 
dann stattfinden würde, die m i t t l e re  S c h i e f e  der E c l i p 
tic. Dagegen heifst der Punkt, in welchem der Aequator 
die Ecliptic wirklich durchschneidet, das wahre A e q n i -  
noct iuni ,  und die in Folge der Nutation stattfindende Schiefe 
die wahre  S ch ie 'fg jder E c l ip t i c .

Die Ausdrücke für die Nutation in Länge und Schiefe 
sind nun nach den neuesten Bestimmungen von Peters in 
seinem Werke „Numerus constans nutationis“ :

£X  =  —  17”. 2405 sin Q  4 -  0 ". 2073 sin 2 Q  
—  1”. 2692 sin 2 ©  — 0". 2041 sin 2 d
4 -  0”. 1279 s i n ( 0 — P ) —  0”.0213 sin (© -H P )
4 -  0 ". 0677 sin ( & — P ') (-4)

As =  4 -  9". 2231 c o sD  — 0".0897  cos 2
4 -  0 ". 5509 cos 2 © 4 - 0 " .  0886 cos 2 d  
4 -  0”. 0093 cos ( © 4 - P ) ,

wo f l  die Länge 'des aufsteigenden Knotens der Mondbahn 
auf der Ecliptic, O  und d  die Längen der Sonne und des Mon
des, P und P' die Längen des Perilfele der' Sonne und des 
Pcrigeums der Mondbahn bezeichnen. Die1 obigen Aus
drücke gelten für 1800, die Coefficienten der einzelnen Glie
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der sind aber mit der Zeit ein wenig veränderlich, lind man 
hat für 1900:

A?. =  —  17". 2577 sin f l  +  0 ” . 2073-sin 2 f l  

—  1". 2 G 9 3 s i n 2 0  —  0” .2 0 4 1  sin 2 £
-f- 0". 1275 s in (©  —  P )—  0”.0213 s in ffl -f -P )
+  0 ". 0677 sin(d  —- P ’) fd .,')

A e =  +  fl*". 2240 cos f l  —  0”. 0896 cos 2 f l  

-f- 0 ". 5 50 6 -co s2©  +  0".0885 cos2(I 
+  0". 0092 cos ( O  +  P ).

Um nnn die hieraus entstehenden Aenderungen der Rect- 
ascensioncn und Declinationen der Sterne zu finden, hat man:

. da . , da . . / d2 a\ . . .  /  d2  a \ . . , . /d2 a\ . _

und: (a)

i  - s = = d -> M + T s A e + A d ^ ) A i  + U . r f J A ; A £ + ‘2‘ w O As +■■

Man hat aber nach den Differentialformeln in No. 11
des ersten Abschnitts, wenn man für c®  ß  sin j; und cos ß  cos ij
die dort gefundenen Ausdrücke durch er, d und s setzt:

d a  . . . v . dS— ■ =  cos e -+■ sin s tang o sm a — — =  cos a  sin s
d l d l
d a  * dS
—— =  —  cos a  tang d - -  =  sin « ,
de de

woraus man durch weitere Differentiation erhält:

^ =  sin e 2  R  sin 2 a -+- cotang e cos a tang $ +  sin2j«-tang A ]

, ”)  =  —  sin e [ c o s a 2 — Kotang e tang (5‘ sin a - F t a n g A  c o s 2 « ]  d l,d eJ

( f f  —  R  süi 2 «  +  sin 2 a  tang A  ]

( w O  =  —  s*n e* s*n a [cotaag p it- tang S sin a]

( f -- v  ^  =  sin s  cos  a  [cotang s  4 -  sin a  tang Sji 
dk.de/

( S )  =  - Cl tangS-
Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichungen (n) 

umRsetzt für A^ und As die vorher gegebenen Werthe aus 
den Gleichungen (A) und für e die mittlere Schiefe der Eclip
tic für den Anfang des Jahres 1800 —  23° 27'54". 2, so wer
den üie Glieder erster Ordnung:
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«' —  «  = — 15". 8148 sin 41—  [6" .  8650 sin 41 sin « + 9 " .  2231 cos 41 cos «] tang 8
+  o". 1902 sin 2 f l  +  [0".0825 sin 241 sin «+0".0897  cos 2 Q  cos «j tang 8
—  l'M  642 sin2 0 —[0".5054sin 2 0  sin a+0”. 5509 cos 2 0 cos «] tangn
—  0".1872 sin 2 ([ — [0”.0813sin2 d  sin re+0”.0886 cos 2 (5x 8 ^ 1] tang<?
—  0 ".0 19 5 sin (©  +  P)
—  [0 ".0 0 8 5 s in (O + r )s in «+ 0 ".0 0 9 3  c B c O  +  P) cosL] tang 8  ( 8 )  
+  [0".0621 +  0". 0270 sin <t tang. fl] sin (d  —  [P'|
+  [0". 1173 +  0".0509 sin a tang <5] sin ( ©  —  P),

8 ' — i ? = —  0". 8650 sin f l  cos a -f- 9”. 2231.qos f l  sin re
-+- 0". 0825 sin 2 41 cos a —  O". 0897 cos 2 41 sin re
—  0”. 50,54 sin 2 0  cos re +  0 ". 5509 cos 2 0  sin «  (C)
—  0”.0 8 1 3 s in 2 d  cos a +  0”. 0886 cos 2 d  sin«
—  0”. 0085 sin ( 0 -t -P )  cos re 0 ". 0093 cos ( 0  -+ -P ) sin re 
-+- 0”. 0270 cos «  sin (d  —  P')
4 -  0".0509 cos «sin ( 0  —  P).

Diese Ausdrückägelten für 1800; für 1900 ändern sicli 
dieselben ein wenig, dfudi ist die Aenderung nur bei den er
sten von 41 abhängigen Gliedern von oiinger Bedeutung. 
Diöse werden
in « '—  re: —  15".8321 sin41 — [6”.8683sin 41 sin re+  9”.2240 cos 41 cos re] tangA
in 8'—  8: — G".8C83 sin41 cos « - + - 9".2240 cos 41 sin «.

Von den Gliedern der' zweiBn Ordnung können nur die
jenigen von einiger Bedeutung sein, welche aus dem gröfsten 
Gliede in i\l und .entstehen. Setzt man zur Abkürzung: 

A« =  9”.2231 cos41 =  «  cos 41 
und —  sin s A* = 'fi".8 6 5 0  sin 41 =  5 sin 41, 

so geben diese Glieder hi Rectascension:
7,2__ „ 2

a' —  a — — - -  sin 2 «  [tang S2  R tang 8  cos «  cotang s

+  [ 5  — cotang e sin re tang 8 -f- tang 82 cos 2 « +  J cos 2 «] sin 2 41

—  j —- t —  tang8 2  sin 2 «  -+- tang 8  cos re cotg« -+• ~}~n sin 2 re! cos 2 41
' 4  4 o )

und in Dfflination:
„ 2  7,2 ) 7.2

8 ' —  A = —  1 —  ------- 1-  - 7--—  cos2 rej tang 8 -----— sin re cotang s
' 8  8 / 4

— [tang 8  sin 2 re -+• 2 cotang s cos «] ~  sin 2 41

Ga2—52 re2-+-52 „ f i  „ 5 2 . )
—  d” ~ 8—Mjos 2 cy tang 0 —  —  sin re cotang sj cos 2 4 J.

\ 011 de scn Gliedern verändern die von 41 unabhängi
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gen nur den mittleren Ort der Sterne und können deshalb 
vernachlässigt werden. Ein andrer Theil, nämlich:

ab . — (a b  . . b2 \ ö
—  sin 2 4 I — c ot ang e  s m «  s m 24 \ -+• - j -  co tan g £ cos  a  co s  2 & l J  tang o

und:
ab s- t’ 3 s-—  ■— cotang s tin  2 i  l cos «  +  —  cotang s sin a  cos 2 J \

verbindet sich mit den ähnlichen, in sin2 0  und eos2 0  nnd- 
tiplieirten Gliedein der ersten Ordnung, sodafs diese werden: 

in Rectascension
4 -  0 ''.1 9 0 2 s m 2 ,Q -| - [0 " .0 8 2 2 s m 2 D s m «  -t-0 ".U 8 9 ß  cos 2 0  c o s « ]  tang S 

und h! Declination (fo)
-+- 0 ".0 8 2 2 s in  2 O  cos a  —  0 ".0 8 9 6  cos  2 f }  sin a.

Die dann noch übrigen Glieder der zweiten Ordnung 
sind die folgenden: 

in Rectascension
-1- 0 H.0 0 0 15 3 5  [tang<P-|- 1] s in 2 ,Q  cos  2 a
—  0 ” .0 0 0 16 0  [tang S2  -+- 1] c o s 2 0  Sin 2 a

und in Declination (ET''
—  0 ''.0 0 0 0 7 6 8  tang S sin 2 a  sin 2 0
—  [0” .000023  -+- 0 ".0 0 0 0 8 0  c o s 2 a ]  la n g S cos  2 0 -

Da aber die ersteren Glieder erst für die Declination 
88° 10' den Werth O’ .Ol in Zeit, dii ändern erst füv die De
clination 89"''2$ den Werth 0”.01 in Bogen erhalten, so haben
dieselbe#'selbst in unmittelbarer Nähe am Pole geringen Ein-
flufs und sind daher aufser für solche Sterne in deii Nähe 
des Pols immer zu vernachlässigen.

6. Im Folgenden werden die Aenderungen gebraucht, 
die in dgh Ausdrücken (7?) und (C) durch eine Aendcrung 
der Nutationsconstante, d. h. des ©öefficienten von cos f }  in 
der Nntation der Schiefe verursacht werden und Jie für die 
Glieder der Lunar- und der Solarnutation verschieden sind. 
In der durch die Theorie gegebenen Formel für die Notation 
sind nämlich alle Glieder der Lunarnutation in einen Factor N1 
multiplicirt, der von den Trägheitsmomenten der Erde, sowie 
der Masse und der mittleren Bewegung des Mondes abhängt, 
während die Glieder der Solarnutation in einen ähnlichen 
Factor N multiplicirt sind, der dieselbe Function der Träg
heitsmomente der Erde, der Masse und mittleren Bewegung
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der Sonne ist. Da es nicht möglich ist die Trj^hutsiiio- 
mente dergplrde zu berechnen, so müssen die numerischen 
Werthe von N und iV'ißius den Beobachtungen bestimmt wer
den. Der Coefficient des in sin Q  muh’plicirten Gliedes der 
Nutation der Schiefe ist gleich 0.7(fs428 IV'. Setzt man dies 
gleich 2231 (1 +  *), wo 9". 2231 der aus den BeobSchtun- 
den folgend« Werth der* Nutatiohs®önstahte, 9". 2233!* die 
mögliche Verbesserung desselben ist, so ist also:

0.765428 N ’ =  9”. 223t (1 +  0- 
Die Lunisolarpräcession hängt "aber von denselben Gfö- 

fsen N und JV' ab und der aus den Beobachtungen bestimmten 
Werth derselben (50". 36354 für 1800) giebt die folgende 
Gleichung zwischen N und N’ -.

17.469345 =  1 V +  0.991988 N', 
woraus in Verbindung mit der vorigen Gleichung folgt:O O O O

N =  5.516287 ( 1  — 2.16687 i).
Setzt man daher die Nutationsconstante gleich 9”. 2231 

(1 -+  i), söjjtnmssen alle Glieder der Lunarnutation mit 1  —t— /, 
dagegen alle Glieder der Solarnutation mit 1— 2.16687 i mul
tiplicirt werden, und wenn man 9"72235i —  dv setzt, so wird:
d . (— 1.8702sinD  +  0.0225 sin2 Q  -  0.0221 sin2 d +  0.0073 sin(d - P ’)\

l -t -0.2981 sin 2 ©  —  0 .0300sin (O  —  P) +  0.0050 sin ( ©  +  P) ) '* '  
d A e =  [cos O —  0.0097 cos 2 H  +  0.0096cos 2 d  — 0.1294 cos2 ©

—  0.0022  cos ( © + ! ) ]  dv
und hieraus erhält man leicht auf demselben W ege wie in 
der vorigen Nummer:

 ̂  ̂—- —  1.715G —  [0.7445 s i n s i n  «  +  1.0000 cos , f  } cos «] tang S

+  0.0206 sin2^7 [0.0090 sin2 4 7 siil« -l-0.0097 cos2,Qcos«] tangü
—  0.0203sin 2 d  —  [0.008^ji^,(j.sm  «  + 0 .0 0 9 6  cos 2ä ^ josgc] tangtf 
+  0.0067 sin (d — P ’) +[0.002!);sm .(d— 7%sin a ] tang£

0 .2 ? 3 p s iu 2 © + [0 .1 1 8 /!? in 2 Q s in «  + 0.1294 cos 2© cos«] tangd
—  0 .0 2 7 * in ( © — P ) —  [O .O 119 sin (0— P )h h a  ] tang-$
+  0.0046 sin ( © + P )  +  [0.0020 s i n ( © + / J) sin a +

- f  0.002i2.cos(Q-J-P)Cos « ]  tang S 

: —  0.7445sin,Qcosa +  1.0000 cos .Q sin«

+  0.0090 sin 2 cos a —  0.0097 cos 2 .Q  sina
—  0.008lsitL 2 d  cos a  +  0.0096?cos 2|wfsm a  

+  0.00)29 sin ( d  —  P ’) cos a 
+  0 .1 187sin 2 ©  c o s a —  0.1 294co | ;2 © s in «
—  0.0119 s in (© —  P ) cosa
+  0.0020 sin ( ©  +  P )‘sin «  —  0.0022 cos ( ©  +  /*fs!in ei.

d v

d(S’ —  S)
dv
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deren Berechnung sehr erleichtert wird. Zuerst hat man dieO

7. Für die Berechnung der Nutation in Rectascension 
und Declination ist ’e's am bequemsten, nach den Formeln (A) 
iipl (yl,) A4 und Ae und die numerischen Werthe der Diffe-

"mitialquotienten - ~ etc. zu berechnen. Man hat aber auch
für die Formeln (E) und (C) Tafeln eingerichtet, wodurch 
deren B<
Glieder

—  15 'h 82  sin TI —  c mul —  1” . 1G sin 2 Q  =  g  

in Tafeln gebracht, deren Argumente TI und 2Q ■sind.
Die einzelnen in tang S  multiplicirten Glieder für Re.ct- 

ascension haben nun die Form:
a  cos  ß  c o s j§  +  b sin ß  sin a  —  A  [A cosp E jos  a  -+- sin ß  sin « ] .

Einem jeden Ausdrucke von dieser Form kann man aber 
immer die folgende Gestalt geben, nämrcli: 

x  cos  [ß  —  n +  y ] ,

wenn man nur die Gröfsen x  und yt gehörig bestimmt. Ent
wickelt man aber den letzteren Ausdruck und vergleicht den
selben mit dem vorigen, so erhält man für die Bestimmung 
von x  und y die Gleichungen:

A  h cos ß  =  x  [cos ß  cos y  —  sin ß  sin 
A  sin ß  =  x  [sin ß  cos  y  -1- cos ß  sin y]  

woraus man für x  und y die Werthe erhält: 
a ; * = n 2 [ 1 — (1 — h~) c o s /9 2]

und:
(1 —  h )  sin ß  cos ß

tan

wo der Ausdruck für x  immer möglicK ist, solange^ wie es 
hier der Fall ist, 1 — h'1 <ß 1 ist. Bringt man dann die Grö- 
fsfn x  und y in Tafeln, deren Argument ß  ist, so erhält man 
das von ß  abhängige, in tang 8 multqilicirte Glied der Nu
tation in Rectascension aus:

a ;fco s [/S -l-^  —  a] 
während: (c),

x  sin [ß  -1- y  —  a]

das von ß  abhängige Glied der Nutation in Declination giobt. 
Die Glieder der Declination haben nämlich die Form:

A  [—  h  cos  ß  sin a  +  sin ß  cos a], 

woraus man, wenn man dies gleich x  sin [/? -+- y — «] setzt, 
zur Bestimmung von x  und y dieselben Gleichungen (/;) 
erhält.

G),
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Solche Tafeln sind von Nicolai berechnet und in Warn- 
storfTs Hülfstaf'dn gegeben. Man findet dort aufser dem 
GliedejBc die Gröfsen log b und B mit dem Argumente f l  
und erhält daraus die von sin f l  und cos f l  abhängigen Glie
der, die für Rectascension:

c —  b tang (t cos ( f l  -+- B  —  re) 

und für Declination: (d)

—  b sin ( f l  +  B  —  ff)

sind. Dieser Theil der Nutation nebst den kh ’ len von 2 f l , 
2(1 und (G ■— P'j abhängigen Gliedern, ist die L u n a rn u ta - 
tion.

Eine zweite Tafel giebt mit dem Argumente 2 0  die Grö
fsen <7, log f  und P, womit man die von 2 0  abhängigen Glie
der findet, die für Rectascension:

g  —  f  tang S  cos  [2 0  +  F —  « ]  
und für Declination: (c)

— / sin [ 2 0  +  F —  re]
sind. Dieser Theil der Nutation nebst den kl( inen von © + -P  
und O — P abhängigen Glieder, ist die S o la rn u ta tion .

Für die kleinen von 2 ((, 2 f l  und O  -t-P abhängigen 
Glieder And keine besonderen Tafeln berechnet; es erefeben 
sich dieselben aus den Tafeln für die Solarnutation, wenn 
man in dieselben statt mit 2 ©  nach einander mit 2 G, 180°+  2 f l  
(weil diese Glieder das entgegengesetzte Zeichen haben), und 
© + -P  eingeht und die damit nach den Gleichungen (e) er
haltenen Werthe für die beiden ersten Argumente mit oder 
genauer multiplicirt, für das dritte mit gt,, da diese Zah
len genähert das Verhältnifs der (doefficionten dieser Glieder 
zu dem der Solarnutation ausdriieken.

Die in G — P' und O — P multiplicirten Glieder haben 
eine von der vorigen verschiedene, aber den Ausdrücken für 
die jährliche Praeession in Rectascension und Declination 
analoge Form, und man erhält dieselben, wenn man dieses 
jährliche Präcession mit sin (G — P') und ■+ sin (O  — P) 
mult:plicirt.

8 . Berücksichtigt man nur das erste, beträchtlichste Glied 
der Nutation, so kann man sich einen anschaulichen Begriff 
von der Wirkung derselben machen. Man hat dann:

A i. —  —  l j S  25 sin f l ,
^ £ =  +  9". 22  cos  f l ,

1 0
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oder eigentlich der Tlieone nach:
sin e A>- =  —  1 0 ” .0 5  c o s 2 e  . sin f } ,

A e  =  -9  1 0 ” . 05 cos e . cos  O -  

Vermöge der Lunisoharpräelgsion beschreibt nun der Pol 
des Aequators einen kleinen Kreis, desgcn Radius s ist, um 
den Pol der Ecliptic. Denkt man sich nun â n dom für eine 
Zeit geltenden mittleren Pole eine tangirende Ebene und in 
derselben ein rechtwinkliges Axen kreuz, von dem die Axc 
der x  eine Tangente an dem Breitenkreise ist, so- hat mau, 
wenn man dies Coordinaten des wahren (mit Nutation behaf
teten) Pols mit x  und y bezeichnet, y =  sin s A.Ä, x  =  i\e 
und daher nach den obigen Ausdrücken mir diese;Coordiuaten

y 2 —  C1 . cos  2 e 5 —  ° 0S^ x 2 , w o  C =  10". 05.
cos e

Der wahre Pol beschreibt daher eine Ellipse um den 
mittleren Pol, deren halbe groTse Axe C cos £ =  9”. 22, und 
deren halbe kleine Axe C cos 2s =  6".86 ist. Diese Ellipse 
heilst d ie^ N u ta tion s-E llip se . Um die Lage des Pols auf 
dem Umfange dieser Ellipse zu erhalten, denke man sich in 
der Ebene der Ellipse um das Centrum einen Kreis m‘t der 
gröfsen Axe als Durchmesser beschrieben. Dann ist klar, 
dafs ein Radius dieses Kreises ihn während der Periode des 
Mondsknotens mit gleichförmiger und rückgängiger Bewegung 
durchlaufen mufs ?*), dergesrihlt, dafs1 derselbe mit der der 
Ecliptic am nächsten liegenden SSire der halben1 gröfsen Axe 
zushmmenfällt, so oft der mittlere aufsteigende Mondkn?)Xen 
mit der Frühlings - N achtgleiclie zusammenfallt. Fällt-man^von 
dem Endpunkte dies’es Radius •Jjh Loth /auf dioh'grofse A.xb 
der Ellipse, so egt in dem Punkte, wo dieses Loth den U m 
fang  der E l l i p s e  schneide« der wahre Ort des Erdpols.

* )  D a  die B ew egu ng der M ondknoten  retrograd ist.

*



Dritter Abschnitt .

Correctionen der Beobachtungen, welche durch den 
Standpunkt des Beobachters auf der Oberfläche der 

Erde und durch die? Eigenschaften des Lichts 
bedingt werden.

Dig astronomischen Tafeln und Ephemeriden geben immer 
die Oerter der Gestirn^ wie sie vom Mittelpunkte der! Eidü 
aus erscheinen. Für unendlich weit entfernte Gestirne ist 
dieser Ort gleich dem, welchen man von beliebigen Punkten 
der Oberfläche der Erde beobachtet. - Hat aber die Entfer
nung des Gestirns ein angebbares Verliultnifs zum Halbmes
ser der Erde, so wird der Ort des Gestirns, vom Mittelpunkte 
der Erde gesehen, verschieden sein von dem Orte, welchen 
man von irgend einem Punkte der Oberfläche ac r Erde aus 
beobachtet. Will man daher den beobachteten*’Ort eingsj sol
chen Gestirns."mit den Tafeln vergleichen, so mufs: man Mit
tel haben, durch welche man den vom Mittelpunkte der Erde 
gesehenen Ort aus dem beobachteten berechnen kann. V  ill 
man umgekehrt aus dem beobachteten Orte feines solchen 
Gestirns gegen den Horizont des Beobachters z. B. in Ver
bindung mit s ’ner Iffik'annten Position in Bezug auf den 
Aecpiator andre Gröfsen berechnen, so mufs man dazu die 
scheinbare Position, wie sie vom Beobachtungsorte gesehen 
erscheint, anwenden und mufs also die vom Mittelpunkte ge
sehene, welche die Ephemeriden geben, in die scheinbare 
verwandeln.

Der Winkel am Gestirne, welcher durch die beiden Ge- 
siclitsliuien vom Mittelpunkte der Erde und von dem Orte 
auf der Oberfläche nach, demselben gebildet wird, heifst die 
P a r a l la x e .  Man mufs also Mittel haben, die Parallaxen der

10 *
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Gestirne für iflliebige Zeiten und beliebige Orte auf der 
Oberib^che der'Erde berechnen zu können.

Unsei«? Erde ist fernaDvöii einer Atmosphäre umgeben, 
welche die Eigenschaft hat, das Licht zu brechen. Man 
sieht daher die Gestirne nicht an ihrem wahren Orte, sondern 
in der Kichtung, welche der in der Atmosphäre gebrochene 
Lichtstrahl in dem Augenblicke hat, wo deiSelbe das Auge 
des Beobaehfes trifft. Dfer Unterschied der G.esichtslini© 
von deij eiligen, in welcher man den Stern sehen würde, wenn 
keine A t m o s p h ä r e -  vorhanden wäE, heifst die l lefra/ct ion.  
Um also aus den Beobachtungen der Gestirne ihre wahren 
Oerter kennen zu lernen, mulsjtnan Mittel besitzen, um die 
Befraction fiir jeden Punkt de.s Himmels und für jeden Zu
stand der Atmosphäre zu bestimmen.

II ätte die Erde keine- eigfre Bewegung oder wäre die 
Geschwindigkeit des Lichts unendlich mal gröfser als die Ge
schwindigkeit der Erde, so würde diese Bewegung keinen 
Einflufs auf den scheinbaren Ort der Sterne haben. Da aber 
die Geschwindigkeit des Lichts zu der Geschwindigkeit der 
Erde ein angebbares Veifhältnifs liatj! so sieht ein Beobachter 
auf der Erde allßi Sterne um einen kleinen Winkel, welcher 
von diesem Verhältnifs abhängig ist, nach derjenigen liich
tung vorgerückt, nach welcher sich uit^Erde bewegt. Dieser 
kleine Winkel, um welchen man die Oerter der Sternen ver
möge der Bewegung der'Erde und des Lichts geändert sieht, 
heifst die A b e r r a t i o n .  Um also die wahren- Oerter def 
Sterne aus den Beobachtungen zu 'erhalten, mufs man Mittgl 
haben, um die beobachteten scheinbare«! Obrter von dieser 
AfVerration zu befreien.

I. Die Parallaxe.

1. Unsere Erde ist keine vollkommene Kugel, sondern 
ein abgeplattetes Sphäroid d li. ein solches, welch« s durch 
1 mdrehung einer Ellipsen um ihre khnffe! Ave entstanden 

ist. Bezeichnet a die halbe grofse, b die halbe kleine Axe
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eines solchen Sphäroids und «  die Abplattung in Tlieilen 
der halben grofsen Axe, so ist:

-  -■ =  1
Ist ferner t  die Excentricität der Erzeugungsellipse, d. h. 

also denjenigen Ellipse, in welcher eine durch die halbe kleine 
Axe gelegte Ebene die Oberfläche des Sphäroids schneidet, 
so ist, wenn man dieselbe ebenfalls in Theilen der halben 
grofsen Axe ausdrückt:

62

also auch
e2 =  1 — -a‘

- =  |/t-
fertfer

und
a — i — j/l —t 

t =  /2 a A « J .

Das Varhältnifs -  ist nun nach Bessels Untersuchungen
bei der Erde' 

oder es ist:

298 ,_1528 
2 9 9 .1 5 2 8

1
“  _  29971528  

und in Toisen ausgedrückt ist:
« =  3272077 . 14 log a =  6 .'5148235 
b =  3261139 . 33 log 6 =  6 . 5133693. U X , -  ~log 5 =  6 . 5133693. : /  ,a - 

In der Astronomie braucht man aber nicht die Toistg „ 
sondern die halbe grofip Axe der Erdbahn als Einheit. Be'1 
zeichne t man mit n den W inkel, unter w elchem dcoi Aequa- 
torealhalbmgßser der Erde oder die halbe gröfse Axe des 
Erdsphäroids von der Sonne aus erscheint und ist R die halbe 
grofsc Axe der Erdbahn od&j die mittlere Entfernung der 
Erde von der Sonne, so ist:

a  —  R  s i n  7t
oder

JR. . 7t M

206265
Der Winkel % oder die Aequatoreal-Horizontalparallaxe 

der Sohnflist nach Encke^gleich:
s'IR 7 BS
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Es ist der Winkt 1, unter welchem der Halbmesser eine# 
Punktes desgErdäquators von der Sonne aus gesehen wird, 
wenn die.Sonne für diesen Ort des Erdäquatois: im Hori
zonte steht.

2. Um nun die Parallaxe eines Gestirns für jeden Ort 
auf der Oberfläche berechnen zu können, mul's man jeden 
Punkt auf der sphäroidisclien Erd» 'durch Coordinaten auf 
den Mittelpunkt beziehen können. Als erste Coordinate nimmt 
man nun die Sternzeit d. h. den Winkel? welchem eine durch 
den Bcobachtungsort und die halbe kleine Axe gelegte Ebene*) 
mit der Ebene durch die halbe kleine Axe und den Frühlings

Tag- und Naföhtgleichen- 
punkt macht. Ist dann 
OAC  Fig. 3 die Ebehe 
durch den Beobachtung^ 
ortA und durch die halbe 
kleine Axe, so mufs man 
um die Lage des OrtesM 
anzugeben, noch die-Ent- 
fernung A 0 =  n vom Mit
telpunkte der Erde hmd 
dt‘nWinkelA 00, denman 
die v e r b e s s e r t e  P o l -  
höh e  nennt, kennen.

Diese Gröfsen kann man aber immer aus dep Polhöhe 
AN C  (nämlich dem Winkel, den der Horizont ran A mit 
der Wcltaxe oder den die Normale AN  an der Oberfläche 
in A mit dem Aequator mapit) und den beiden Axen des 
Erdsph’äroids berechnen.

Sind nämlich x  und y die Coordinaten des Punktes A 
' in Bezug auf den Mittelpunkt 0, wenn man OC als Axe der 

Abscissen, OB als Axe der Ordinaten ansieht, so hat man, 
weil A ein Punkt einer Ellipse ist, deren halbe grofse und 
halbe kleine Axen a und b sind, die Gleichung: 

a2y* +  b* x* =  a*

Fig. 3.

* )  Da di£se Ebene durch die Wcltpolc und durch das Zenith des Bcob- 
achtungsortcs geht, so ist sie die Ebene des Meridians.
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Da nun, wenn man die verbesserte Polhöhe mit ([' be
zeichnet,

i v tang w =  —
x

ist, da man ferner
dx

tang 9p“
dy

hat, indem die Polhöhe <p der Winkel ist, welchen die Nor
male an A mit der Ax» der A bseiten  macht, so erhält man, 
weil die Differentialgleichung der Ellipse, ‘

?/ b2 dx
x a2 dy

giebt, zwischen den Gröfsen cp und <p' die folgende Gleichung .
tang tp =  tang <p («).

Um o zu berechnen, hat man:
Q =  V x2-\-ljl =

cos ip

Da nun ans der Gleichung für die EllipsSj

1 / 1  '2 F l  +  tang 5p. tang 95'K l +  -J2-tang9P2
folgt, so erhält man:

  a  sec gj’ __  cos <p ^  ^

 ̂ Fl 4- tang gs tang cp’ cos 90 cos (95 y>)
Durch diese beiden Formeln kann man also für jeden 

Ort auf der Oberfläche der Erde, destmh Polhöhe cp bekannt 
ist, die verbesserte Polhöhe W und den Radins o berechnen.

Für die Coordinaten x  und y erhält man noch die fol
genden Formeln, die auch in der Folge gebraucht werden:

a cos (p 
j r f f e o s  cp2 -+- ( 1  — « 5 ) S n 952 

a  cos cp— ----- (c;
l / l -

und
e ‘ s m p

b2
y  —  x  tang9p’ =  x  —5- tang p  =  x ( i  ■—  s 2) tang p  

- ■ « ( 1  —  g2) sin 9p ^

F l  —  e2 sin 9p2

Aus der Formel (a) kann man cp' m eine Reihe ent
wickeln, welche nach den Sinus der Y  eifachen von <p fort-



schreitet. Man erhält nämlich nach Formel (16) in No. 11 
der Einleitung:

/a2 &2\2
^  =  y - Ä - V 8 in 2 f  +  H I . 4»V s i n t y - e t e .  ( 1)

oder, wenn man
. a—b

setzt:
, 2n  . „ . , (  2n  V  . , .

y  =  7  —  Y - f ü * ä m Vi +  » V  sm4 y — ctc- ( ß )-

Berechne); man die numerischen Werthe der Coeffieien- 
ten für die oben gegebene Abplattung und mul'plicirt die
selben mit 206265, um sie in Secunden zu erhalten, so be
kommt man:

cp’ —  p  —  11' 30". 65 sin 2 cp +  1 '. 16 sin 4 cp —  . . .  HC),
woraus man z. B. für die Polhöhe von Berlin 52° 30’ 16". 0 
findet

<p' =  52° 19’ 8". 3.

Wiewohl q selbst sich nicht inBine so elegante Beihe 
wie ip’ entwickeln läfst, so kann man doch für log q eine 
solche finden*). Die Formel (b) giebt nämlich:
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P’2 [ l b 2
cos cp'1 I H    tangy2

Setzt man hierin für cos ip”1 seinen Werth

â  +  ihangy2
so erhält man:

2 <z4 cos 9?2 -f- 64 sin cp2
s a2 cos cp1 +  b2 sin <p2

a* +  6 4 +  (et4 —  64) cos 2(p

also:

a ‘  +  b1 +  (ft2 —  J2) cos 2 ip
_ (a 2 +  52 ) 2 +  (et2 —  52 ) M -  2  {a 1 +  &2) (<i 2 —  b l ) c o s ß L  

(ct +  fr) 2 +  (a —  2 v(a +  6) (a —  b) cos 2  cp

T, /a2—?>2\2 fl2 — 52 -U
(̂ + i 2) L1 + (^ 4 -6 0  + 2 a2+ 6 2COS2H '
(a -+* b ) f  /a  —  b\2 a —  b „ I w

+ 2o| t 001 ^ J ‘

* )  Encke, Jahrbuch für 1852 pag. 326 , wo auch Tafeln gegeben sind, 
aus denen man für jede Polhöhe <p] und log q findet.
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Schreibt man die Formel logarithmisch und entwickelt 
die, Loga-ithmen der Quadratwurzeln nach Formel (15) in 
No. 11 der Einleitung in Reihen, die nach den Cosinus der 
Vielfachen von 2<p fort-s ehr eiten, so erhält man:

« 2+ J 2 a — b)
log hyp so =  log hyp ;  2 -  —  |  cos 2 f

- o i t | ) ' - f e f e ! ~ o  

+ d ( f e y )  - f e i )  i ' “ 6''
—  .etc.

oder für Briggische Logarithmen, wenn man wieder
a — b
a b

mit n bezeichnet:

log! = log (a r S r ) + M I ( r i k  - " ) eos 2 *

( D )

f e f e - j cos 4 <fi 

cos 6 ip

(E)

— etc.

wo M den Modulus der Briggischen Logarithmen bedeutet und 
log M  =  9.6377843 

ist. Berechnet man wieder die numerischen Werthe der 
Coefficienten, so erhält man, wenn man a =  1 nimmt:

log ? =  9 .9 9 9 2 7 4 7 +  0.0007271 cos 2 tp —  0.0000018 cos 4 ,p (F ) 

und daraus z. B. für die Polhöhe von Berlin: 
log ? =  9.9990880.

Kennt man also die Polhöhe eines Orts, so kann man 
durch die Reihen (C) und ( F) die verbesserte Polhöhe und 
die Entfernung des Orts vom Mittelpunkte der Erde berech
nen und durch diese Gröfsen in Verbindung mit der fStern- 
zoit die Lage des Orts gegen den Mittelpunkt der Erde m 
jedem Augenblicke angeben. Denkt man sich durch den 
Mittelpunkt der Erde ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
gelegt, dessen Axe der z senkrecht auf der Ebene dos Aequa- 
tors steht, während die Axen der x  und y in der Ebene des 
Aequators liegen und zwar so, dafs die positive Axe der x  
nach dem Frühlingspunkte, die positive Axe der y nach dem 
90. Grade der Rectascensionen gerichtet ist, so kann man auch
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die Lage- dies' Ortes auf der OberfläeBe gegen der Mittelpunkt 
durch die drei rechtw inkligoa Coordinatcn ausdriicken:

x  =  q cos cos 0  
y  —  q cos sin 0  (G).
z =  o sin <p

3. Die Ebene, in w|lclier die- Gresiphtslmien vom Mit
telpunkte der Erde und vom Beobaclitungsprte nach dem Ge
stirne liegen, geht, wenn man sich die Ertlc als, sphärisch 
denkt, notlrwendiger Weise durch das ZgTiitli des Beobach- 
tungsortes und schneidet also die ^eheinbaS j Himmelskugel 
i iS einem Vertical kr eislj Daraus folgt, dafs die Parallaxe nur 
die Höhe der Gestirne ;inde”t, das Azimut dagegen ungeitn- 
dert littst. Ist nun A Fig. 3 der Beobaehtungsort, Z ,spin 
Zenith, S das Gestirn und 0  der Mittelpunkt der Erde, so ist 
ZO S  die wahre vom Mittelpunkte der Erde-1 gesehene Zcnith- 
distanz ss, dagegen Z A S  die scheinbare;, von dem Orte A 
auf der Oberfläche beobachtete Zenithdistanz z'. Bezeichnet 
man dann die Parallaxe d. h. den Winkel an S = z '— sz mit 
p\ so ist:

I Q . tsm p =  —  sin z ,
A

wo A die Entfernung de® Gestirns von der Erde bedeutet, 
und da p' aufscr beim Monde immer nur ein sehr kleiner 
Winkel ist, so ist es'‘erlaubt, den Sinus mit dem Bogen zu 
vertauschen und zu setzen:

1  =  3  sin z’ . 206265.
A

Die Parallaxe ist alsqgjdem Sinus der scheinbaren Ze
nithdistanz' proportional. Sie ist im Zenith Null, erreicht 
im Horizonte ihr Maxinmm und bewirkt, dafs man die Hö
hen aller Gestirne zu niedrig sieht. Der Maximmnwerth 
für z' =30

p  =  - J  206265

heifst die H o r i z o n t a l p a r a l l a x e  und der Werth
P =  4 -2 0 6 2 6 5 ,

A

wo a der Halbmesser des Erdaquators ist, die H o r i z o n t a l -  
A e q u a t o r e a l p a r a l l a x e .



Hier ist die Erde als Sphärisch vorausgesetzt; da indes
sen die/Erde nGnJjphäroid ist, so geht die^Ebehef :n welcher 
die Gesichtslinien vom Mittelpunkte der Erde und'vom Beob- 
achtungsorteS nach dem Gestirne liegen, nicht durch das 
Zenitli des Beobachtungsortes, sondern durch den Punkt, in 
webhem die Linie, vom Mittelpunkte der Erde nach de.m Beob- 
aehtnuffsorte die ^hoinbtVye Himmelskugel trifft. Es wirdO O
daher auch das Azimut der Gestirne durch die Parallaxe ge
ändert und zugleich wird der strenge Ausdruck für die Ilöhen- 
parallaxe ein anderer sein als der eben gegebene *).

Denkt man sich drei aufeinander senkrechte Caprdinaten- 
axdüt, von denen die positive Axe der z nach dem Zenith des 
Beobachtungsortes gerichtet ist, während die Axen der x  und 
y in der Ebene des Horizonts liegen und zwar so, dafs die 
positive Axe der x  nach Süden, die positive Axe der y nach 
Westen gerichtet ist, so sind die Coordinatcn ,eines Gestirns 
in Bezug auf diese A xen:

A ’ s in z ’ e o s A ,  iSE in  z' sin A' und A ' cos  z', 
wo A' cli i Entfernung des G.egtirns vom Beobachtungsorte, z ’ 
und A’ vom Beobaelitungsorte gesehene Zenitlidistanz und 
Azimut bezeichnen.

Ferner suid die Cooruinaten des Gestirns in Bezug auf 
ein Axensystem, welches dem vorigen parallel ist-, aber durch 
den Mittelpunkt, der Erde geht:

A  sin z co s  A f A sin z sin A  und A ros  z , 

wenn man mit A die Entfernung des Gestirns vom Mittel
punkte der, Erde und mit z und A die vom Mittelpunkte der
Erde gesehene Zenithdistanz und das Azimut bezeichnet. Da 
nun die”, Goordinaten des Mittelpunktes der Erde in Bezug 
auf das erstere System respective; rt

—  q  sin (9? —  gp1) , 0  und —  co s  (p  —  <p) 

sind, so hat man die drei Gleiphungen:
A ’ sin z cos  A ’ =  A sin z cos  A  —  sin (go —  <p')
A ’ sin z  sin Ä  —  A sin z sin A  

A 'c o s  z =  A c o s z —  q  cos  (cp—  cp’),
oder : A’ sin z sin (A’ —  Ä) — g sin [cp — <p') sin A.

A ’ sin z’ cos {A ’ —  A ) =  A sin s —  c  sin (p  —  cp’)  cos A 
A ’ c o = A  coss —  q cos (cp —  <p’).

Der Verf. verdankt die folgende, elegante "Entwickelung der gütigen 
Mittlieilung dos Herrn Prof. Encke.



156-

Multiplicirt man die erste Gleichung mit sin !, (Ä — .1 ), 
die zweite mit c o i*  (/!' — /l) und addirt die Produkte, so er
hält man:

. , . . . , cos J ( - 1 ' +  d )
A sm z =  A sm s __ q sin (cp — y )  . ,

s cos 4 (n  —  A)
A ’  c o s  s ’  =  A  c o s  z  —  q c o s  ( i p  —  cp').

Setzt man dann:

so wird: 

oder:

cos ^ (A' -+- A) ,
ta,‘S * =  tang (r- )’ (6)

A '  s i n  z' =  A  s i n  z  —  p c o s  (cp— cp ) t a n g  y  

A '  c o s  J  —  A  c o s z  —  c o s  (<p —  tp'),

* i ■ r i \ r ;N sm (z —  y)A sin (z — z ) = Q  cos Up — cp )------------- - -
cos y

ii \ cos (z —  y)
A  cos (z — z) =  A  — p cos (oj— ® ) --------------—

cos y

(c)

und auch noch, wenn man die erste Gle'ichung mit sin (z ’—z), 
dm zweite mit cos (z r — z ) multiplicirt und die ProduCte 
addirt •

_  cos (<p — 17/)  cos [H z +  z) —  y]
^ cos y A ± /z ' ’ )

Piv icurt man die Gleichungen («), (6) und (c) durch A, 
nimmt man ferner den Halbmesser des Erdäquators als Ein
heit an, und setzt:

1
~ SU1 p’

wo p  also tue Horizontal-Aequatorealparallaxe bezeichnet, so 
erhält man nach der Formel (12) und (13) in No. 11 der 
Einleitung-

M ä  =  t,sin?,sin('r —T-1) sin ^ +  , nnpsin (9 -  y' }\ » ^  2 ̂  +  _

sm £ \ sin z /
y —  cos A  {cp —  1p’) —  sin A  tang \ {A ’ —  A) (<p —  cp’)

, sin A  sin A! cos f  (A! -+- A) ,
+  *  ci  ( W  )* •. . • *)

* )  Es ist nämlich:
cos i  {Ä  - t -Ä )  f ,, , cos I U '- F / l )3 f 3

1 =  cos i  f i ’ -  4> | lg^  -  M  1  cos ;  i.-l 1 tang - f  + - -
Setzt man hier für tang Up —  cp') drej Keihe

(<p— f ' ) A - {  (cp — cp’) 3 +  . . . ,
so erhält man leicht den im Texte gegebenen Ausdruck.
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Ilieniacli ist genähert Bis auf Gröfsen von der Ordnung 
s ' a i p ( ( p — (p’) : die bei der GrößefflKnie in Betracht kommen 
wferdeu:

y  =  ( f  —  q/)  c o s  A  

uud man erhält für die A zimutalparallaife:
,  o s i n p  s i n  (<p —  p 1) .

A  -  A  =  v  J B  -  -    —  s i n  A ,
s i n  z

oder, wenn e sehr klein sein sollte, strenge:
p  s i n  p  s i n  ( <p —  cp' )

• *  '    —  s i n  A
,,  , ,  s i n z

U n g ( A — A ) = -    7 - - . - —  - i v —  •
p  s i n  p  s m  (  w  —  tp )

1  —  2    ; —  - - - - - - - - - - -  —  c o s  ASill z
Da ferner:

c o s  ( .  y  —  <p’ ~) c o s  'p ( A ' A  )  s i n  ( cp —  <p’ )

c o s  y  c o s ^ Ö 1  —  p l )  s i n  y  ’

also sehr nahe gleich 1 ist, so erhält man für die Parallaxe 
di r Zenithdistauz:

—  z =  p sin p sin [- —  (5p —  ip') cos A ] ,

oder strenge:
- — s i n  (z' —  z) =  p s i n  p  s i n  [z —  (<p —  <p'} c o s  A]

A 1
c o s  ( z 1 —  z )  =  1 — p  s i n  p  c o s  [ z  —  (cp — cp'} c o s  A].

Für den Meridian ist also die Parallaxe in Azimut Null 
und die Parallaxe der Zenithdistanz:

z' — z —  p  s i n  p  s i n  [z —  (5p —  5 p ') ] .

4. Aehnlicli erhält man die Parallaxe für Bectascension 
und Declination. ü l  Coordinaten eines Gestirns in Bezug 
auf uie Ebene des Aequators und den Mittelpunkt der Erde 
seien:

A  c o s  S  c o s  a ,  A  c o s  S  s i n  «  u n d  A  s i n  S.

Die scheinbaren Coordinaten in Be2iig auf dieselbe Ebene, 
wie sie vom Beobachtungsorte auf der Oberfläche der Erde 
erscheinen, seien dagegen:

A 1  c o s  S' co£ a ',  A ’  c o s  S ’  s i n  a ’  u n d  A '  s i n  S'.
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Dann hat man, weil die Coordinaten des Ortes auf der
Oberfläche in Bezug auf den Mittelpunkt der Erde und für
die Grundebene des Aequators:

(> cos cp’ cos 0 ,  (> cos (p* sin 0  und q sin q> 
sind, zur Bestimmung von A) « ' und ä' die-'drei Gleichungen: 

A  cos S' cos a' =  A cos S cos a —  öjcos 95' cos 0  
A’ cos S’ sin a' =  A cos S sin re —  q c o s  tj' sinjgA  l«)
A’ sin S' =  A sin S —  p sin <p'.

Multlplicjrt man dimserste Gleichung piit sin n, die zweite 
mit cos «  und zieht beiue von einander ab, so erhält man: 

A* cos 8’ sin {a* —  «) =  —  q c o s  sin [ß  —  «).

Multiplicirt man dagegen die erste Gleiclmng mit cos 
die zweite mit sin a und addirt beide, so findet man:

A* cos 8’ cos («f — a) —  A cos 8 ~~q c o s  <p cos {0  — «).
Es ist mithin:

cos (p1 sin (a —  0 )
tang (a1 —  a) =

A cos 8 —  (> co s *pl cos (a —  0 ) 
geosp’ .
  ö sin (a —  0 )
A cos d

£ cos <p
1 —  : V  cos (a — 0 )

A cos o

oder, wenn man hierauf die schon oft gebrauchte Reihen- 
entwickeluncr anwendet:

I  -  «  =  %  sin 1  -  m +  *  ( f r  ' ( V  sin 2 G  _  0 )
A cos o VA cos d /  ^

-h  1 (" 7- ° )  sin 3 (« —  0 ) -+ -... Ul) 
VA cos o /

Für alln Fälle, den Mond ausgenommen, reicht man mit 
dem ersten Glieds dieser Reihe aus und hat dann ganz ein
fach U: wenn man für (j den Halbmesg&w des Aequatoijs zur 
Einheit nimmt und dann im Zähler den Factor sin n (wo n 
die Horizontal-Aequatorealparalhixe der Sonne ist) hinzufügt, 
damit im Zähler und Nenner dieselbe Einheit, nämlich die 
halbe grofse Axe der Erdbahn vorkommt:

, p sin jr cos (p' sin (a — 0 ) .
a — a  = L ^ --------r.--------  - ■ ------------ «------- ( i J )

A cos o
« — & ist der östliche Stundenwinkefe des Gestirns. Die Pa
rallaxe vergröfsert also die Rectascensionen der Sterne auf 
der Ostseitejides Meridians und vermindert dieselben auf der 
Westseite. Steht das Gestirn hu Meridian, so ist die Parallaxe 
desselben in Rectascension gleich Null.



m mm ancli eine ähnliche Formel für S’— S zu finden, 
s^tze man in der Formel für

A ’ cos S1 COS .( « ’ —  tx)
jetzt

1  —  2  sin ^ ( « ’ —  « ) 2
statt

c o s  (V  —  tt),

wodurch man erhält:
A ’ cos S ’ —  A  cos S  —  q cos  tp cijjfü*? —  a )  2  A ’ cos S ' sin  t’  (a  —  a ) 2. 

Multiplicirt mul dividirt mau das letzte Gliefd mit 
cos j Za — rt), so findet mau hierauf, wenn man zugleich die 
F orinel:

A 'S >s 5 'sin (et1 —  M  =  —  c c o s  tp' sin ( 6  —  et)

benutzt:
• i nr . tv i COS-[ 0 ------ 1- (fl' B l  Ct)l

A cos S  =  A  cos S  —  n  cos  iti -------------7 — 7  —  • y i)
c o s £  (e t— et)

Führt man nun die IJülfsgrölsen ein:
ß  sin y  =  sin g l

. 7 '0s (p .cös f M  ( ( 1  •+•«)]
ß  cos  v = ------ r -—r - — c  > (c)cos (et —  et)

so erhält man aus (5):
A' cos S ' =  A  cos  S  —  Q ß  cos y  

und aus der-, dritten der Gleichungen (a ):
A' sin S ' —  A sfti S  —  g ß  sin y.

Aus beiden GleichungeÖS findet man abeJü leicht:
A ' sin iS ’ —  S) —  — ~f>ß sm (y  —  ct)

—  S l  =  A  —  t>ß  cos (y  —  S),
oder:

§ s i n f l - B  ^
tang(ä’ - , h  =  -  A

1 5 9

1  —  -  f  cos  (y  —  S ) 
A

oder auch nach der Formel (12) in No. 11 der Einleitung:

§ ' —  S  —  —  (v  — <?) —  ^ sin 2 (v  —  S ) —  etc. (C )
A  A

Führt man hier für 3 seinen Werth s m ein und setzt
sm  y

wieder q sin 57 statt ü, um im Zähler und Nenner dieselbe 
Einheit zu haben, sojerlialt iiimJ wenn man nur das erste 
Glied der Reihe mitnimint:

y  g   g sin 7t sin tp sin (y  —
A  sin y
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Setzt man nocli in der zweiten der Formeln (c) in die
sem Falle Eins statt cos \ ( « ' — « )  und a statt 1 ( « ' +  « ) ,  
so sind also die vollständigen Näherungsformeln zur Berech
nung1 der Parallaxe in Rectascension lind Declination die fol-o
genden:

, n o  cos cp' sm ( 0 — a)n — a =    • gt — v
A cos <)

tang ([,' 
tang y —  —  -  -  r-

cos {0  —  a)
w o_sin ( f  sin ( /  —  S) *)

A sin y

Hat das Gestirn eine sichtbare Scheibe, so wird sein 
scheinbarer Halbmesser von der Entfernung abliängen und 
man wird a l^  auch dafür eine GpErection nötliig haben. Es 
ist aber:

A’ sin (S1 ■— y) —  A sin (S —  y)

A ' = A s:n! ! “ 7; sin (o —  y)

und da sich nun die; Halbmesser, so lange dieselben kl ‘ine 
Winkel sind, umgekehrt wie die Entfernungen verhalten, so 
hat man:

- 7rsin (o —  y)

Beisp ie l .  1844 Sept. 3 wurde in Rom um 20’1 41™ 389 
Sternzeit ein von deSVicm entdeckter Ginnet b'eö^ächt(>t 

in der Rectascension 2° 351 55". 5 
und in dtr Declination —  18 43 21 . 6.

Der Logarithmus der Entfernung von der Erde war zu 
dieser Zeit ^0.27969, ferner ist für Rom

L/ =  4 l°  42'. 5
und

log (i =  9 .  99936.

Damit ist dann die Rechnung für die Parallaxe dia 
folgende:

*) Für den Meridian erhält man hieraus:

S' —  S =  —  sin (q>’ —  S) —  (;i~  sin [z —  (tp —  ip')], 

also die Parallaxe sin Declination gleich der Höhenparallaxe.
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0  i n  B o g e n  3 1 0 °  2 4 ' .  5

a 2  3 5 . 9

0—a —  5 2 °  1 1 ' .  4

t a n g  <f' 9  .  9 4 9 9 9

c o s  ( 0 — a)  _ 9  1 7 8 7 4 9 _  

s i n  ( 0 — a)  9  .  8 9 7 6 5 , , y _  , $  =  - ( -  7 4  1 2 . ^

y  =  5 5 °  2 8 ' .  6

S = —  1 8  4 3 . 4

1  .  5 2 5 7 6 , ,
A

8 i n ( y — e g  9 . 9 8 3 2 7

s e c  S  0 . 0 2 3 6 2 A

c o s e c  y  0 . 0 8 4 1 3
l o g ( n ' — a)  1 . 4 4 7 0 3

( « ' _ « )  =  +  2 7 " .  9 9

l o g  S ' — S =  1 . 5 4 3 1 . 6 , ,  

§ ’ — § =  — 3 4 " .  9 3

Wegen der Parallaxe ist also damals die Rectascension 
des Cometen umft28”. 0 gröfser und die Declination um 34".D 
Weiner beobachtet, als man sie vom Mittelpunkte der Erde 
gesehen hätte. Der von der Parallaxe befreite Ort des Co
meten ist also:

Um die Parallaxe eines Gestirns für Coordinaten, welche 
auf die Grundebene der Ecliptic bezogen sind, zu erhalten, 
ist es nöthig, die Coordinaten des Beobachtungsortes in Be
zug auf den Mittelpunkt der Erde für dieselbe Grundebene 
zu kennen. Verwandelt man aber 0  und in Länge und 
Breite nach No. 9 des ersten Abschnitts und erhält man da
für die V  erthe i und 6, so sind du se Coordinaten:

und man hat dann, wenn , /?’ , A  scheinbare und 4, ß, j\ 
wahre Gröfsen sind, die drei Gleichungen:

woraus man ganz ähnliche Endformeln, wie vorher findet, 
nämlich:

a  =  2 °  3 5 ' 2 7 " .  5

S  =  - B 8  4 2  4 6  . 7 .

g  c o s  b c o s  l 
g  c o s  b s i n  l  

g  s i n  b

A '  c o s  ß' c o s  X’  =  A  c o s  ß  c o s  X —  g  c o s  b c o s  l

A '  c o s  ß' s i n  X‘  =  A  c o s  ß  s i n  X —  g  c o s  b s i n  l
A '  s i n  ß' —  A  s i n  ß  —  g  s i n  b,

7t g c o s  b s i n  ( l  —  X) 

A  c o s  ß

t a n g  b 

t a n g y =  COSG^I)
7t g  s i n  b s i n ( y — ßk  

A  s i n  y
11
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0  und rp' sind die Rectal'cension und Declination desjenigen 
^Punktes, in welchem der verlange^  Erdlialbmesser die schein
bare Himmelskugel trifft, l und b sind also die Länge und 
Breite, desselben Punktes. Betrachtet inan die Erde als" sphä
risch, so fällt dieser Punkt mit dem Zenith zusammen, und 
man nennt die1'Länge desselben (p,uifh den N o n ag cs im u  s, 
weil der dieser Länfe entsprechende Punkt der Ecliptic 90° 
von den im Horizonte befindlichen Punkten derselben absteht

5. Da die Aequatoraal-Horizontalparallaxe des Mondes
oder der Winkel wenn A die Entfernung des Mondes von
der Erde bezeichnet, immer zwischen 54 und 61 Minuten be
trägt, so reicht man bei der Berechnung der Mondsparallaxe 
mit dem ersten Gliede der Reihei für ct'— a und 8'— 8 nicht 
;ms, gondern man mufs dann entweder auf die höheren Glie
der mit Rücksicht nehmen öden die ! strengen Formeln an
wenden.

Man suche die Parallaxe'«des Mondes in Reetascension 
und DtTclination für GifeRwicln den 10. April 1848 um 10h. 
Für diese Zeit ist:

die Aequatoreal-Horizontalparallaxe. und Halbnies-sbr :Ai
p  =  56' 57". 5 
R =  15 '31 ". 3 

ferner ist für Greenwich:
rp' =  51° 17' 2 5 ";4  

log q =  9.9991134'. A

Führt man die Horizonjtalparallaxe p des Mondes in die 
beiden in No. 4 gefundenen Reihen für a — a und 8'—  8 ein,

1so werden diise, da sinn = ‘—A

«  =  7h 43m20s . 25 =  115° 50' 3”.75
S =  +  16° 27' 22". 9
0 =  1 1 h 1 7 m Q8. 0 2 =  169° 15' 0". 30

«I =  _  206265 £ £2£ .?A 3g  sin( 0 - « )
l  COS o

QC.OS Cp SHljD

cos 8
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und: 9 - *  =  _  200265
l sin y

^ sin 2 (y  —  8)

sin — 8) +  . . .  |,

n
, /g sin cp «ii 
1 V sin y

sm y
j /^smy'sinpx 

sin y  
^sin p\ J 
i y  )

wo man jefizt zur Berechnung! des Ilülfswinkels y die .strenge 
Formel anzuweuden hat:

, cos  ̂ ( « '—  a) 
tangy =  tnngy -  -  — -

cos [0  — +  n)J
Berechnet man diese Formeln, so erhält man für d — «  :

ans dem ersten Gliede : — 29' 45". 71
„ „ zweiten jE  —  1 1 .4 7
„ „ dritten „ —  0 .0 3

also cf —  a =  —  29 07"72

und für <5'— ö:
ans dem ersten Gliede: — 3 6 '34 ". 21

„ .. zweiten „ — 20 .91
„ „ dritten „ —  0 . 12

also 9 — 8 — 36 '55 ". 24.

Diei scheinbare Beetascension und Declination des Mon
des ist somit:

« ' =  115° 20' 6”. 54 5' =  15“ 50' 27". 66 .
Zuletzt erhält man noch für den scheinbaren Halhmesser: 

ü ' =  15' 40". 20.
Zieht man es vor, die Parallaxen nach den strengen For

meln zu berechnen, so mufs man sich diese für die logarith- 
mische Kechnung bequemer einrichten. Die strenge Formel 
für tang (a — d) war :

, , , Q cos cp' sin p  sin (a —  0\sec S tj
tang (« — « ) = , " ------------,--! ------------7-------vvi--------7 (“)•1 —  q cos <p sin p cos (« —  0)  sec o

Ferner folgt aus den beiden Gleichungen:
A' sin 8' =  A Lsin 8 —  g sin cp' sin p]

und:
A' cos S’ cos (cf—  a) =  A[cos 8 — g cos y' sin p cos (a — 0 )]

,, : [sin S —  o sin <p’ sin p\ cos («' — a) sec 8
tang 0 =  —    . (t').

1  —  y cos <p sin p  sec o cos (a —  0 )
Da ferner:

A c.os 8' cos (cf —  a) _____
A’ cosuft —- g cos cp' sin p cos («  —  0 )

so erhält man noch:
cos S' cos (cf— a) sec 8

sin R  =    —-----------s------ 7--------77: sin R  (c).
1 —  g cos cp sinp sec 0 cos («  — • 0 )

11 *
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Führt man nun in (o), (6) und (c) die Hülfsgröfsen ein:
g sin p cos w’ cos( a —  0 )

COS A  —    i ------------    - -
COS i

und :
sin C  =  q sin/i sin tf!, 

so erhält man die fiir logarithniische Rechnung bequemen 
F  ormeln:

, > . 1 o cos w sin p . sin (a —  &)tang (« —  «) =  -------T- —  ' - jfc /   L
cos o, sm 4

tang    sin 2 (ß 0~) cos 4 (ß  "4“ G') cos (a! —  n)

und:
_  j  cos 8’ cos (« ' —  a) 

cos $ sin i  ,4 2

uclit man a —  a, 8' und R für das vorige Beispiel auch 
nach diesen Formeln, so erhält man fast genau wie vorher: 

a’ — a =  — 29’ 57". 21 
S’ =  +  15" 50'27”. 68 

R’ =  15' 40". 21.
Für die strenge Berechnung der Parallaxen in Länge 

und Breite erhält man ganz ähnliche Formeln, in denen nur 
A', A, ß ' , ß , l und b an der Stelle.'von a , a , 8’ , d, & und 
cp’ Vorkommen.

II. Die Refraction.

6. Die Lichtstrahlen gelangen nicht durch einen leeren 
Raum zu uns, sondern durch die Atmosphäre der Erde. Im 
leeren Raume gehen die Lichtstrahlen geradlinig fort; wenn 
dieselben aber in ein anderes Medium, welches das Licht 
bricht, eintreten, so,werden sie von ihrer ursprünglichen Rich
tung abgelenkt. Besteht diesesj Medium nun, wie unsere A t 
mosphäre aus unendlich vielen Schichten, deren Brechungs
kraft sich stetig ändert, so wird der W eg  des Lichtstrahls 
durch dasselbe eine wirkliche Curve bilden. Ein Beobachter 
auf der Erde sieht nun das Object m der Richtung der letzten 
Tangente der Curve, welche der Lichtstrahl durchläuft und 
mufs aus dieser Richtung, dem scheinbaren Orte des Objects,
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aut' diejenige Richtung des Lichtstrahls schliefsen, welche der
selbe gehabt haben würde, wenn er einen leeren Raum durch
laufen hätte, d. h. auf den wahren Ort des Objects. Der 
Unterschied beider Richtungen heilst die R e f r a c t i o n  und 
da die Curve, welche der W eg des Lichtstrahls in der At
mosphäre bildet, dem Beobachter die concave Seite zuwendet, 
felr.delit man wegen der Refraction alle Gestirne in einer zu 
grofsen Höhe.

Im Folgenden wird die Gestalt der Erde als sphärisch 
vorausgesetzt, da der Einflufs der sphäroidischen Gestalt der 
Erde auf die Refraction ganz unbedeutend ist. Die Atmosphäre 
wird .aus concentrischen Schichten bestehend angenommen, 
innerhalb welcher die Dichtigkeit, also auch die davon abhän
gende Brechungskraft constant ist. Um nun die Aenderung 
der Richtung des Lichtstrahls in jeder Schicht vermöge der 
Brechung zu bestimmen, mufs man die Gesetze der Brechung 
des Lichts kennen. Es sind ihrer vier, nämlich die folgenden:

1) Wenn, eiu Lichtstrahl auf irgend eine Fläche eines Kör
pers trifft, welche zwei Medien von verschiedener Brechbar
keit trennt, so legejiman eine tangirende Ebene an den Punkt, 
wo der Lichtstrahl einfällt, ziehe die Normale und leggjdurch 
dieselbe und den W eg des Lichtstrahls eine Ebene, so wird 
der Lichtstrahl auch nach seinem Eintritt in den Körper diese 
Ebene nicht verlassen.

2) Wenn man sich die Normale auswärts verlängert denkt, 
so hat bei einerlei Medien für alle Einfallswinkel der Sinus 
dieses Einfallswinkels (d . h. des Winkels zwischen dem ein
fallenden Strahl und der Normale) zum Sinus des Brechungs
winkels (d. h. des Winkels zwischen dem gebrochenen Strahl 
und der Normale) ein constantes Verliältnifs. Dieses Verhält- 
nifs nennt man den B r e c h u n g s e x p o n e n t e n  für diese zwei 
Medien.

3) Wenn der Brechungsexponent zwischen zwei Medien 
A und B gegeben ist und ebenso der zwischen zwei ändern 
Medien B und C, so ist der Brechungsexponent zwischen 
den Medien A und C das zusammengesetzte Verhältnis vom 
Brechungsexponenten zwischen A und B und dem zwischen 
B und C.



4) Ist f.i der Brechungsekponent für den I ebergang von
1einem Medium A in ein andres B , so ist — der Brechungs-
<“

exponent Jfiir dqn JJabergang von dem Medium B in das 
Medium A.

Fig. Es sei nun 0  Fig. 4
ein Ort auf der Ober
fläche der Erde • C der 
Mittelpunkt derselben, S 
der wahre Ort eines 
Sterns, CJ die Normale 
an dem Punkte J , in 
welchem der Lichtstrahl 
SJ die erste Schicht der 
Atmosphäre trifft. Ist 
dann der Brechungsex
ponent für diesa «yrste 
Schicht bekannt, so kann 
man nach den Breclmngs- 
gesetzen die Richtung 

des gebrochenen Strahles! finden und erhält dann für die zweite 
Schicht einUn neuen Einfallswinkel. B'etrachtert 'lman nun die 
K^tifSchiclit und ist* CN di&’ Li iie vom Mittelpunkte der Erde 
nWeh d¥rii Punkte', in welchem der Lichtstrahl diSmte Schicht 
trifft, ist ferner i» der Einfallswinkel, f„ der Bre'cnungswinkel, 
un der Brechungsexpöilent vom leferen Rjwuhe in die wte, 
a „ dasselbe -biü‘ die «H -Ist^. Schicht, so hat1 man*):

sin ir : s in /„ .=  />?, + 1 :

Ist dann N' deiv Punkt, in welchem der Lichtstrahl die 
«H -lste  Schicht trifft,‘ses hat man im Dreiecke N CN', wenn 
man die Entfernungen der Punkte N und N' vom Mittel
punkte der Erde mit ru und r„_|_i bezeichnet:

s in /, : sin i„ +  i =  >•„ + 1 : r„ ,
und aus der Verbindung dieser Gleichung mit der erstehen:

r „  sin , =  rn — i sin X , H » S „  +  i .
_________  P /

*) Diese Brecliungsexponcnten sipd Brüche, deren Zähler grüfser als der 
Nenner. Für Schichten an der Oberfläche (ler Erdetest Iz. B. ft =  1.000204
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Da, also das Product aus der Entfernung vom Mittelpunkt 
in de.ii, .Breelrungsexponenten und den Sinns dê S Ki&fallswin- 
kpjs für aljle Schichten der Atmoggjräm dasselbe ist, so erhält 
man, wenn man mit y eine Constante beziJGjhnct, als allge
meines Ge ĵetz der Refraction:

J Ml  B • ( « )
wo r, /t und ^'demselben Punkte der Atmosphäre! zugehören 
imüssen. Für die Oberfläche der Erde wird nun’jj,, d. h der 
Winkel, welchen die letzte Tangente des Lichtstrahls mit der 
Normale bildet, gleiftli der scheinbaren Zenithdistanz s des 
Sterns. Nennt man'also a den Halbmesser der Erde und 
den Brechungsexponenten für eine Luftschicht an der Ober
fläche der Erde, so erhält man zur Bestimmung der Consta-nte 
^  die Gleichung:

a ft 0 sin z =  y. (6)
Nimmt man nun an, dafs die Dichtigkeit der Atmosphäre 

sich stetig ändert, dafs‘ also die ITölfe der Schichten, inner- • 
halb welcher die Dichtigkeit alSl constant angesehen werden 
darf, unendlich klein ist, so wird der W eg des Lichtstrahls 
durch die Atmosphäre'.«piyei Curvdfi deren Gleichung man be
stimmen kann. Führt man PolarÄöordin&ten ein und nennt » 
den Winkel, welchen jedes r mit dem Radius CO macht, so 
erhält man leicht:

dv , , .
r -  - =  tang .. V')

ar
Die Richtung der letzten T angente^t, wie man^e-ben 

gesehen hat, die scheinbare Zenitlidistanz s, dagegen ist die 
wahre Zenithdistanz £ der Winkel, welchen die verlängerte 
ursprüngliche Richtung iS /  des Lichtstrahls mit d$i; Normale 
macht. Dies hat zw£tr, seinen Sshtitel in eurem ändern 
Punkte als dem, in welchem sich das Auge des Beobachters 
befindet; da indessen die Atmosphäre'hur von geringer Höhe 
ist, die feuchtenden Körper dagegen sehr weit Entfernt sind, 
überdies auch die Refraction selbst ein , kleiner W inkel igt, 
sp wird der Unterschied zwischen dem Winkel j£ und der 
wahrgn Zpnithdistanz,, die man in 0  beobachte^ hätten mir 
.sehr unbedeutend sein. Selbst beim Monde, wo dieser Unter
schied noch am merklichsten ist, beträgt derselbe noch nicht 
eine Bogensecunde im Horizonte. Man kann daheE ann^h- 
men, daf$ der Winkel ^  die wahre Zenitlidistanz ist.
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An dem Punkte N, für welchen die veränderlichen Gre
isen r und 11 gelten, lege man nun eine Tangente an len 
Lichtstrahl. die -mittler Normale CO den W i -kel £' bildet; 
dann ist-: /

i l= = ^ - + r -  (ff)

Differenzirt man dann die allgemeine Gleichung (a) lo- 
garithmisch, so erhält man:

-+- cotang J  ^  =  0 r f  fi
und aus dieser Gleichung in Verbindung mit den Gleichun
gen (c) und (d):

. . .  i da
d£  ' =  — tang» v ,-
, V t*

oder, wenn man tang r  elimirirt durch die Gleichung:
I   sin/' _ y

<img " ” V I — sin/2 ~  V ?  ,<.* — y 2

und für y  seinen Werth asmz setzt:
in.

a • j■—  sin z fi0 dfi

sin z* fi0

Das Integral dieser Gleichung, genommen zwischen den 
Grenzen £’ =  '£'und £’ =  z ,  giebt dann den Betrag der Re
fraction. Setzt man ■

so kann man die Gleichung auch so schreiben:
( 1  —  s) sin 2 d/J.«5 =  — - , ...............      • C«)

«sf COS Z 2   fl  — r'l +(2s— S 2 f s i l1
\  VV i“ 0

Um diese Gleichung zu integriren, müfste man nun s 
als Function von ,tt kennen. Die letztere Gröfse '«selbst ist 
von der Dichtigkeit abhängig und zwar lehrt die Physik, dafs 
die Gröfse u2 — 1, die man auch die brechende Kraft nennt, 
der Dichtigkeit proportional ist. Führt man also als neue 
Veränderliche die Dichtigkeit o ein, gegeben durch die Glei
chung :

f i 2 —  1 = c q ,
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wo c eine Constante.ist, so^rhält inan:
da

w (1 —  5) sin z . c . -—
, r =   „

^  cr  V  cos z2 -  ( l  -  Q )  +  ( 2 ,  -  1 .  ,*  
l~ + -c (>0 V 1 H- cqq/

oder, wenn man setzt:

=  al s o Ĉ ^ = 2 a ( 1 - n
1 +  cjo 0̂ ! + ci'o '  C'o'

\ * d q a {  1 — s ; sin s —
!(•( __    V.®_________ (.0

1— 2 r f l  —  “ ) J  ^ c o s z 2 — 2a f l  —  —  J +  (2s —  s2)  sinz

Der Coefficient
l  —  2 < x f l  —

ist das Quadrat des Verhältnisses des Brechungsexponenten 
für eine Schicht, deren Radius r, zum Brechungsexponenten 
einer Schicht an der Oberfläche der Erde. IV  aber für die*
Grenze der Atmosphäre u =  1, dagegen für dii: Brechung 
vom leeren Raum in Schichten an der Obcrflimlie der Erde
ii(1 =  ist, so liegt das Verliältnifs immer zwischeno t> y y [Iq
diesen engen Grenzen. Die Gröfse «  ist daher klein und 
man kann deshalb statt des veränderlichen Factors

1 — 2 «  f l  —  V ' )
* Qa'

seinen mittleren Werth zwischen den zwei äufsersten Grenzen 
1 und 1 — 2 ß ,  d.h. den constanten Werth 1 — «, nehmen.

Setzt man noch zur Abkürzung 1 — - =  w), wo also w
Q 0

eine.noch näher zu bestimmende Function von s ist, und äh- 
dert das Zeichen von d'Q\ sodafs der zu findende Werth der 
Refraction so zu verstehen ist, dafs man denselben zu dem 
scheinbaren Orte algebraisch addiren mufs, um den wahren 
zu erhalten, so wird:

  «  (1 —  s) sin zd w

t a  j / c o s z a —  2 « a i  +  (2 s —  s2) sin z 2 

oder da s immer klein ist, indem für eine Höhe de* At
mosphäre von 10 Meilen der gröfste Werth von s nur 
0.0115 ist:
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a sii\ zd w

t a y c o s z 2 — 2 a vj -f- 2 s sin z2
-i M ’n _Ljsin 2 [c^S.s2 —  2 aw\  - f £ s 2 sin 2 2 

 ̂ 11 [cqs 2 2 —  2 a w  -+- 2 ? sin

wo schon das zweite Glied, wie man später sehen wird, im
mer so klein ist, dafs es vernachlässigt werden kann, weshalb 
zunächst nur das erste G' ed in Betracht gezogen v ird. Um 
den Betrag der Refraktion zu erhalten, mufs man wen Aus
druck von d na'ch s integriren zwischen den Grenzen s — 0 
und s =  H, wo H die Höhe der Atmosphäre ist.

Setzt man nun:
iv =■  F  (s )

und führt die neue Veränderliche x  ein, gegeben durch die 
Gk 'chung:

u F ( s )
—  . -  ,  - I -  S =  X

sm 2
oder, wenn man setzt:

a .F {ß )  , ., = g  W, sm z*
i= I+ | |  0),

so hat man nach dem Lagrangaschen Lehrsätze^

*&) =  F{x) -+ 4 - _
dx  1 . 2  dx

a «
' i i i

^  i  . 2 . 3 d x 2 +  • • • •
also:

» r t w ffixu i

'I') -  " W+ W ssr--

1 . 2 . 3  d & f F

Um dann hieraus den Ausdruck für die Refraction zu
erhalten, mufs jedes Glied mit n multi-

t “  jA fä sk 2 -+- 2 x  sin 2 2

plicirt und zwischen den oben angeführten Grenzen integrirt 
werden. Um aber diese Integrationen ausführen zu können, 
ist es nöthig, w als Function von s zu bestimmen, d. li. das 
Gesetz zu finden, nach welchem die Dichtigkeit der Luft mit 
der Höhe abnimmt.
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7. Es seien pu und r0 der Luftdruck und die Tempe
ratur an der Oberfläche der Erde, p und r dieselben Gröfsen 
in der Höhe x  übCr der Oberfläche der Erde, m die Aus
dehnung der Luft für einen Grad des Fahrenheitschen Ther
mometers, so hat man di&̂  Gleichung:

1 -+- «1 T n
P —  T Z i^  ■ ~ - P o -  ( « )1 - f . m  r 0 j)0

Denn denkt man sich ein Volumen Luft unter dem Drucke 
p„, bei der Temperatur r„ und mit der Dichte p0, und ver
ändert den Dnick zu p , während die Temperatur dieselbe 
bleibt, so wird nach dem Mariotte’schen Gesetze die Dichte
werden p- . (>lr Wächst dann auch die Temperatur zu r, so

P q

wird die neue Diclitätoa
 p l -  »i|

^ Po  1 + » U  ^ ° ’

woraus die obig^Gleiehung folgt. Es ist aim m °der
der Quotient: Druck dividirt durch Dichtigkeit und reducirt 

„auf eine fe's-te Temperatur, imm'er eine constante Gröfse. Nennt 
man nun l„ die HöheJciner Lpftsäule Von der Dichtigkeit 
und Temperatur r(l, die bei der TTn der Oberfläche der Erde 
Stattfindenden Schwere gn dem Drucke pn das Gleichgewicht 
hält, so hat man:

Po 0  “ f" o) Qo ffo • iß)

l„ ist also die H öh®  welche die Atmosphäre halfen wiirdaL 
wenn die Dichtigkeit und Temperatur für alle Schichten die
selbe wie an der Obei-fLaohe wäre. Nimmt4 man für t () die 
Temperatur 8" Reaumur =  IO11 Celsius =  50° Fahrenheit, Väo 
ist imtli Bessöl

t,.p 0 =  422B.05 T oisen j^

'.gleich der mittler^ Barom?jEerhöhe an dgg Oberfläche des 
Meeres, multiplieirt mit deh relativen Dichtigkeit des Queck
silbers gegen Luft.

n.rliebt man sich dann in der Atino&phüffi um dr, so ist 
die Almahme des Druckes"rgleioh d ^  kleinen Luftsäule pdr, 
multiplieirt in die der Entfernung r entsprechende Schwere, 
also :

d P =  ~~ ffo -pr ■ g • d r ,
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und wenn man diese Gleichung durch die Gleichung (fl) di- 
vidirt und

—  =  1 —  sV
setzt, auch die Temperatur von r0 abrechnet, sodals x die
Temperatur weniger 50"Fahr, ist, so erhält man:

dp ads  s- i - = -----—  ( l_w)
Po 0  (y ).
pund;  —  (1 t )  (1 — iu).

Po
Aus der Gleichung (ct) und aus diesen beiden Gleichungen 
findet man, wenn man p eliminirt, 1 — io und somit die Dich
tigkeit durch s und l + m r  ausgedrückt. Die Grösse 1 + m r  
ist selbst eine Function von s; da man aber das Gesetz der 
Abnahme der Temperatur mit der Höhe nicht kennt, so ist 
man genöthigt, zu einer Hypothese seine Zuflucht zu neh
men und dann zu sehen, oh die damit, berechneten ReHac- 
tionen den (beobachteten entsprechen. Die verschiedenen Re- 
fractions-Theorien unterscheiden sich somit durch die An
nahme, die in Betreff der Abnahme der Temperatur in der 
Atmosphäre geniächt ist.

i '  Nimmt lpan die Temperatur als constant an, so wird:

■2— =  1  —  w , also —  =  d (1 — w),
Po Po

mithin erhält man in Verbindung mit der ersten der Glei
chungen ( j ) :

d( 1 — w) ioSI*
T1 — io l0

mithin: 1  —  w =  e 0 ,

da die nach der Integration hinzuzufügende Constante 0 ist. 
Diese Hypothese, die Newton’s Theorie zum Grunde liegt, 
weiclit^ber so stark von der Wahrheit-fab, dafs die danach 
berechneten Refractionen die beobachteten nicht darstellen.

a s — •—
Nimmt man für 1 -+-mr einen Exponentialausdruck e h 

an, so kommt man auf Bessel’s Form. Aus der Verbindung 
der beiden obigen Gleichungen erhält man dann:

a $
d (  1 — w) f  a a y  1
— ----------- =  —  —  —  e ds,

1 — w L A  Iq J
woraus folgt, wenn man Sie nach der Integration hinzuzufü
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gende Constante so bestimmt, dafs 1— w gleich Eins ist für

- W - ' - S f e - T -1 —  io =  e ,

wofür man auch den Näherungsausdruck nehmen kann:
h-L

 rr  asA /n
1  —  w —  e (S).

Bessel bestimmt dann die Constante h so, dafs die nach 
dieser Hypothese berechneten Refractionen den beobachteten 
so nahe als möglich kommen. Die mit diesem Werthe von

a s
h aus der Formel 1 mr —  e h folgende. Abnahme der Tem
peratur stimmt aber durchaus nicht mit der an der Oberfläche 
beobachteten. Man erhält nämlich für s =  0 aus der Formel:
(\T- =  — a- ,  und da auch ds =  — für J — 0, so erhält man:
ds hm dr a

dr     1
dr km

für die Oberfläche der Erde. Da nun m für einen Grad des 
Fahrenheitschen Thermometers gleich 0.0020243 und h nach 
Bessel gleich 116865.8 Toisen genommen werden mufs, so

dr 1erhält man =  — - oder die Abnahme der Temperatur
von 1° Fahrenheit für eine Erhebung von 237 Toisen über 
der Erdoberfläche, während nach den Beobachtungen eine 
solche Abnahme schon für die Erhebung von etwa 47 Toisen 
stattfindet.

Ivory nimmt daher ebenfalls eine Exponentialfunction für 
l - f -w r  an, bestimmt dieselbe aber so, dafs die Abnahme der 
Temperatur an der Oberfläche der Erde dargestellt wnd. Er 
nimmt nämlich:

1  — w =  e— , 
wo u eine Funcüon von s ist, ferner:

l -t -m T  =  l  — / ( 1  — e~ ").
Nach den Gleichungen (y) erhält man dann leicht:

ds =  ( 1  —  f )  d u -1-  2 fe~"du ,

also: ~  s =  ( 1  — / )  « -+• 2 M l —  e— ). («)
10

Aus diesen Gleichungen findet man für r =  a: 
d r _ _  1
dr Iq m 1 + f
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und man sieht, dafs man für f  etwa £ nehmen rnufs, um
^T= — ^  zu machen, also aie Beobachtungen an de?*Oher-

flfiehSder Erde darzustfellen.
Andere Hypothesen sind noch von Laplace, Young, Lub- 

bpjik uiid Ändern aufgestellt. Hier Sollen aber nur die beiden 
von Besäel und Ivory cingefüh’Eteii näher betrachtet werden, 
da die danach berechneten Refractionen am häufigsten be
nutzt werden, auch die übrigen sich ähnlich behandeln lassen.

8. Setzt man m der Gleichung (§'|
 ̂ !  0

0 ~ ß'
sejlist in Bes|el’s Hypothese:

W = !& (,;]  =  1  _  e~  ß “ ,
es wird daher:

F ( x )  =  \ ~ e ~ ß x

L ( S  =  ' êT̂ x —  1 ).ernar
Man erhält daher:

d F \ x )  f  U 2  =  ( -  1 ) "  | e ~ (” + 1> ß '1 —  n . e~ '!”  ß 'x +  ') e~ ' l‘ 1 1 ß x —  ■ .. j -
si,n z " ( 1 . I ’

mitliin, da
cl“ e p* .

a" [rfJ’G ) <p\x)n a n ß „ + l

%iGa7r | ( « - 4 - l ) “ e - ' tt+ 1 ^ J: —  n . « "  e - nß T

und das allgemeine Glied des Differentials de,' wird daher:

„ r ' “4 ^  - ■ - -  SinZ -  • | O H - 1  e -  (« +  » /**
1  a 1 sin* j/cos 22 H -2 .rsin g2

— n.n”e-”ßx +  — (n — 1)“ e~(“-Rs* — ... | ,
wo für n alle Zahlen von 0 ab zu (geizen sind. Alle diese 
Glieder sind dann zwischen den Grenzen s —  0 und s =  II 
zu integrir^n, wofür man auch ohne merklichen Irrthum die 
Grenzen 0 und oo nehmen kann, da e~ßs für ,s' —  H äufserst 
klein ist *). Die hier vorkommenden Integrale lassen sich

*) 1 —  iv sollte eigentlich gleich Null sein an der Grenze der Atmo
sphäre, während es erst 0 wird für 0 = o o .  Die, Formel s'e’tzt also eine At
mosphäre von unendlicher Ausdehnung voraus, da aber die Exponentialfunetion 
schnell abnimmtfeej wird denffJnterschicd unmerklich.

A



auf die m No. 18 der Einleitung eingeführten p/iFun c^ionen 
zurftckführen und wenn man die dort gegebene Formel (8) 
anwendcM so findet inan das allgemeine Glied des Ausdrucks 
ihr die Refraetion:

-  i  « f t »  ( 2 » - 1
, ~ ~ V ‘2 ß .  —  -   . .j l ( n + l )  1 y ( n + l ) — n.n 2 v> (n)
1— <i 1 . 2  . . .  n sin (

+  ” (”~ 2 2 . . . j  f

mithin, wenn man diSRefraction durch Öl, bezeichnet:

<&?= “ Vzß j §§1)
1 _  “  l „<? r  j.

y ( 2 )  —  y ( i )  I
(0
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a ß r o

sin z2 L *w

a 2ß:
1S - sin Z 4

etc.

[ V y ( 3 ) - 2 . 2 ^ B ( 2 ) | | y . ( l ) J I

ein Ausdruck, für den man, da

1 X l . 2  1 . 2 . 3 '

auch schreiben kann:
  , _  ‘*<3

ains2Bg|r)
2 es/3

3clß

.-& g 2 *e  8iniffi>(2)
sin /  (/c)

v 2 #2 „ —

3 e 8,lfc P ( 3 )
1 .2 .  sin z 4

!). In Ivory’s Hypothese ist
w =  F ( u )  =  \ —  e~ v,

l 1und wenn man — =  — setzt:

* . - s - M M *
Führt man dann die neue Veränderhche x  ein, gegeben 

durch die Gleichung:
aw x

 •—2 H" s ~  ’s m z  ß

so geht der Differentialausdruck der Refraction nach Glei
chung (g) in No. 6 über in:
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  a  sin z .d F (u )

i  —  f , 2 sin;

wo x  =  u —  (i _ e-»)  _ y u + 2 / ( 1  — e -j|

Setzt man also wieder:
F ( x ) = l  — e~*

9(x") =  ŝ i  e~X) + / - T — 2/(1 — e-“-),
so urhält man daher wieder nach Formel (li):

I H .) = e~x +  +  J L  k « ’ o + _.
dx 1 .4  dx

Die zwei ersten Glieder, die allein bedeutend sind, geben:
JB + a ^ [ 2 e' J* - e  " ] + / ( l - x ) e l - R - [ 2 e -a* -e -* ] .

dx  sinz2

Multiplicirt man diesÄGlieder mit — — sm

‘ Ve 2 sin z'1

und integrirt wieder nach x  zwischen den Grenzen 0 und oo, 
so erhält man nach den Formeln (9) und (10) in No. 18 der 
Einleitung :

y .(l)

' sin*' [ 2 " V’(2) — VC1) | —  2/ [ 2 ,? / ( 2) — / ( l l j

a — id S = ,  — 1̂ 2/9
1 — a  1

(0
+ /

WO T =  cotangz~\f-̂  •

Die höheren Glieder würden complicirt werden, aber 
wegen der numerischen Werthe von aß  und f  wird schon 
das nächste Glied so klein, dafs man es vernachlässigen kann. 
Für den Horizont, wo das Glied am größten wird, erhält 
man nämlich, wenn man 2f  — a ß  —  g setzt:

; : ’  e - “ -  (4/ 2 +  2f f f ) x  e~ *+  S fg  x e r 'a *+  (2 /* +  g »+  4fg )  e~* 

- ( 8 / ?  +  8S'2)e-3" + 9 SrJe -3".

Dividirt man dann jedes Glied mit ] / und mtegrirt
zwischen den Grenzen 0 und co, so erhält man, wenn man 
die in No. 16 der Einleitung gegebenen Formeln für jT (0 , 
jT'd), f'QM etc. anwendet:

^  V v  K/* ~  3/ff (I7 2 ~  B +  ?£* - B p
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und wenn man die in der folgenden Nummer gegebenen nu
merischen Werthe einsetzt, so findet, man für dieses Glied 
den Maximum-Werth im Horizonte gleich 2". 31. Das nächste 
Glied würde nur 0". 18 geben. In der Differentialgleichung (jf) 
in No. 6 ist auch nur das erste Glied mitgenommen, das 
zweite Glied wird ebenfalls klein und giebt für den Horizont 
etwa eine halbe Secunde. Da dies letztere Glied ein nega
tives Zeichen hat, so wird daher die nach Formel (/) berech- 
u d« Horizontalrefraction bis auf etwa 1”. 5 genau.

10. Die numerische Berechnung der Refraction nach 
der Formel Qi) oder (/) ist nun keinen Schwierigkeiten unter
worfen, da die W cnlie den Functionen \fi aus den Tafeln ent
nommen oder nach den in No. 17 der Einleitung gegebenen 
Methoden berechnet werden können

Nach Bessel ist die Constante «  für die Temperatur 
50° Fahrenheit und für den Barometerstand von 29.6 engli
schen Zollen, auf die Normaltemperatur reducirt:

r w
a =  57". 4994 also lo g -“ —  =  1.759785 1 — a

und A =  116865.8 Toisen.

Da ltl =  4226.0mToisen, so erhält man, wenn man mit 
Bessel für a den Krümmungshalbmesser der Greenwicher 
Sternwarte 3269805 Toisen nimmt:

ß  —  745.747 also log V%ß =  3.347295.

Beraghnet man nun z. B. die Refraction für die Zenith
distanz 80°, so wird für diesen Fall log 31, =  0.53210 etc. 
und man erhält:

l o i A 2" - | Io». 1 (
\n — 1
)  log yd»)

aß
log e ” sim2(;1 _ l ) A s i n z 2 ,

71 =  1 0.00000 0.00000 9.14983 9.90691
11 =  2 0.15051 9.33113 9.00745 9.81382
» =  3 0.71568 8.36122 8.92228 9.72073
n =  4 1.50515 7.21523 8.86128 9.62763
? i = 5 2.44640 5.94430 8.81372 9.53454
n =  6 3.5017 4.57645 8.77473 9.44145
i i =  7 4.6480 3.12943 8.74168 9.34836
ii =  8 5.8701 1.6155 8.7130 9.2553
?i =  9 7.157 0.043 8.688 9.162
n = 1 0 8.500 8.420 8.665 9.069

1 2
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Die horizontalen Reihen geben die einzelnen Glieder in
nerhalb der Klammer in Formel Qi) und wenn man diesSumme
mit der Constante^-" V2/j multiphcirt, so erhält man 314"!.91,
genau mit BesseFs Tafeln übereinstimmend.

d Bei weitem einfacher ist die/] Berechnung von Ivory’s 
Formel. Hier wird:

log a ß  =  9.33382(^1 log ——  V2-ß —  3C8!44ä94 , ' f  = 1 -

B JjBhflq| man nun nach Formel ( l) die Refraktion, 
so wird.

log T, =  0.540098 log T , =  0.690613 
log y .(l) =  9.142394 B g y ®  =  8.999757 

und damit geigen die von f  unabhängigen Glieder 3'15". 32, 
während die in f  multiplioirten Glieder — 0". 12 geben, so- 
dafs die RefractiOT wird: o JF/'. 20, nahe mit Bessel überein
stimmend. Diese Uebefeinstimmung findet auch noch bis 
etwa 8|E statt, bis wohin die berechneten Refractionen die, 
beobachteten gut darsteUen; nahe am Horizonte :sind die Be§- 
selschen Refractionen.- zu grofs, während die nae.li I^ory’s 
Theorie berechneten zu ldein sind. Für so greise Zenitli- 
distanzen ist es daher am zweckmäfsigsten, wie es Bessel ge- 
than hat, die Refractionen aus Beobachtungen herzuleiten und 
in Tafeln zu bringen.

. iFür die Horizontalrefraction erhält man nämlich nach 
Bessel, da in diesem Falle

CD

Y ® =  j e ~ li dt =  ̂ ]/n 
0

wird:

1 —— Ct /v (_ 1 i 4 J
und wenn man die numerischen Werthe einsktzt, gleffih Ü6'5”. 

Nach Ivory wird dagegen die Refraktion für den Horizont:

Y f  [l +  « /J (K 2 - l ) — / ( 2 |'2 - 4)]

=  3 3 '58 ",

während nach den Beobachtungen die Horizontalrefraction 
etwa 34' 50" ist, also etwa in der Mitte liegt.

Solange die Zenithdistanz nicht zu grofs ist, ist es nicht 
nötliig, die strengen Formeln Qi) und (/) anzuwenden, sondern
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man kann dieselben iä Rfeihen entwickeln. Substituirt man 
in Formel (7) für ip(1) und i//(2) dfc in No. 17 der Einlei-
tnng gefunden®? Reihen und bedenkt dafs -  -z- =  1-4-cotg sL

°  . s,inz2 °  7
so erhält man *) :

Ä!= r *  a [(1 + i n) tang f -  (j-—1 +* j ) tang'’J +  (w-* f  5
105 a \ . /1 5  105 a 1575 a \  , 1

+  8  ßi) t e " S - ’  -  -  '  g- ^  +  T ß  ; 1 )  ta n g  U~ .. . J  1 )

oder wenn man die1 numerischen Werthe substitnirt :
&z;==[1.7® 845] tangz- [8.821943]tangz’ +[6.383727] tangz5 — [4.18(l2J?7]tn!ng*7, 

wo die in Klammern eingesehlossenen Zahlen Logarithmen 
sind.

Die in f  midtipli'öirten Glieder geben ferner:

- " - / f l
1 —  n (5

offöhjU*
-  j[5.500187]tangz5-[3.714510]tangz7+[1.901468]tangz9-[9.018»G8]tangzl 11

Für 75° findet man hieraus Sz =  211"..39 und den von f  
abhängigen Tlieil der Refraction gleich — 0”. 02, also das 
Ganze ja k l”. 37, übereinstimmend mit der strengen Formel.

11. Dieifobigen Formeln geben die Refraction für jede 
beliebige Zenithdistanz, aber nur für eine bestimmte Dichtig
keit ,̂er Luft, nämlich derjenigen, Welche bei der Tempera
tur 50° Fahrenheit und bei dem Barometerstände von 29.6 

»engl. Zollen stattfindet. Die bei diesem Normalzustände der 
Atmosphäre stattfindende Refraction nennt man die mittlere 
R e f r a c t i o n .  Um daraus die Refraction für eine andeTe

3 , 7 5  , , 1785 . 4G305
i2ß^ W '  ~ i ß • gz +  8®  tanl  ~ i (iw E n!

*) Man findet nämlich:
1 3 15

V2 ß y W  —  tangz —  -  - tangz’ -% ^ 't a n g z 5 —  tangz7

- n . 1 0 5 *+  t tangz9 —  .

2 “ ]/% ß y  (2) =  tangz—  |  -  tangz3 +  tang|^—  - ~ 3 tangz7

105_
16/S4

Irory giebt in den Phil: Transactions für 1823 eine andere Reihenent
wickelung, die sich für alle Zenithdistanzen anwenden läfst.

12 *
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Temperatur r uml den Barometerstand b zu berechnen, mufs 
man untersuchen, wie sich die RefractidW mit der Dichtigkeit 
der Luft od(.r mit dem Standm der meteorologischen Instru
mente, wovon dieselbe abhiingt, ändert. Bezeichnet s die 
Ausdehnung der Luft für einen Grad des Fahrenheitschen 
Thermometers, Avofür Bessel aus den Beobachtungen den 
Werth

£ =  0.0020243

gefunden, so wird, wenn man ein Volumens Luft bei der 
Temperatur von 50° gleich 1 setzt, dasselbe Luftvolumen 
bei der Temperatur r gleich 1 -(- « (r •— 50), es wird sich 
also die Dichtigkeit der Luft bei der Temperatur r zur Dich
tigkeit bei der TempAatnr 50° wie 1 :1  — s (t — \8ß) Anhal
ten. Ferner ist aber xjach dem Mariotteschen fGesptjie die 
Dichtigkeit der Luft bei dem Barometerstände b zu der Dic’h- 
tigkeit bei dem Barometerstande 29.0 wie b : 2®.G. Bezeich
net also q die Dichtigkeit der Luft bei der Temperatur r 
und der Barometerhöhe b , p0 aber die Dichtigkeit bei dem 
Normalzustände der Atmosphäre, so hat man:

b
 I p j

® 1 +  c (r  —  50)

und da die Gröfse a in den Formeln für die Refraction, we
nigstens für so kleine Aanderun^n der Dichte als hier in 
Betracht kommen, der Dichtigkeit proportional ist, so würde 
man auch die wahre Refraction aus der mittleren durch die 
Formel:

1  +  £ ( r  — 50)

erhalten, wenn «  nur als Fa^tpr vorkäme, da man den Di
visor 1 — «  werfen der Kleinheit von a als consfant. ansehen 
kann. DiEj Gröfse ct kommt aber noch in dem Faetbr von
-ß— der mit Z bezeichnet1 werden soll, vor, auch ist die1—a1 ’ ’
Gröfse ß  mit der Temperatur veränderlich, da dieselbe von 
l0 abhängt, also bei einer Temperatur r atou 

l =  l0 f l ' -I- b (r  —  50)]

wenn man die Höhe einer Atmosphäre von gleichförmiger
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Dichtigkeit bei dee Temperatur r mit l bezeichnet. Man er
hält somit die wahre Refraction aus der Formel:

s. , 8z b , a d Z  , s a d Z  ,
S z  ~  -J — ? —  +  • ^ S r - 5 ° ) + i  7 7  ( 6 - 2 9 . 6 ) ,  ( m )H - e ( r  —  50) 29.6 1 — a <2r 1— a d b  w

da aber der Einflufs der beiden letzten Glieder gering ist,
so kann man zur Bequemlichkeit der Berechnung setzen:

a ' — Sx f  bJ\t +9 r \
[l +  e ( T  —  50)]‘ + "  ' \ 2 d .J  ' (Hil)

Entwickelt man dies aber, so erhält man, wenn die zwei
ten und höheren Potenzen und Producte von p und q ver
nachlässigt werden:

ä 6 
.  , =  29^6

1 -t- s ( t  —  50) 1

wodurch mau zur Bestimmung von p und q aus (ni) und (ri) 
die Gleichungen Verhält :

(t d Z  1
d t  e . 8z

S o )  i | Ü (r-  5° ) ^ ? (1.6 “  l) i ’

P =  —  ~,

  a  d Z  29 .6
^ 1— a  d b  d z

b
M iiwenn man auf der rechten Seite da statt da .

1 —t- e (t —  50)
setzt.

Die Feuchtigkeit vermindert ebenfalls die Dichte der At- 
mosphär^und somit die brechende Kraft, aber, wie Laplace 
zuerst bemerkt hat, wird diese. Verminderung durch die stär
ker brechende Kraft des Wasserdampfes fast ganz aufgeho
ben. Die Groistr «  wird daher durch die Feuchtigkeit fast 
nicht verändert und da der Einflufs auf die Gröfsen p und q 
sehr unbedeutend ist, so wird auf die Feuchtigkeit bei der 
Berechnung der Refraction keine Rücksicht genommen.

Um die Ausdrücke für p und q zu erhalten, müssen die
Diiferentialquotienten ~  und ~  bestimmt werden. Die Rech
nung wird hier nur für Ivory’s Theorie durchgeführt, da sich 
dieselbe für die Besselsche Formel sehr ähnlich macht. Nach 
Formel (i) ist:

2  =  [ I p j f  -  (1 ) +  X j /2  r  (2 ) + / Q ] ,

wo ; =  X gesetzt ist. Daraus erhält man:
S ill 5
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dQ

182

+ « v s f  i a M ’ + u ^ g ^ - a - ; .  «
da sich f  mit der Temperatur und dem Barometerstande luclit 
ändert.

Nun ist i/j( 1) =  e~'r>2 Je~ ‘2dt, wo Tl=  cotang s
T

ifj (2) =  e~~Ti2 Je~ ‘* d t, wo T2 =  cotang z [/ /?,
3’ ,

und da rfJ ^  - =  | T, i/j( 1 1  und =12 T* (2) — 1,
so wird das vorletzte Glied in (p):

+ ^^ ffl-Ä )(r ,> (l)- i2 l+ i) /2S r,1'y(2)- ür2)].
Der Factor Q begteht aus zwei Gliedern, von denen das 

erste in — 2 multiplicirte, gleich dem Factor von A im Aus
drucke von dz ist. Man nimmt dies daher mit, wenn man 
in dem zuletzt betrachteten Gliede A — 2 f  statt A schreibt. 
Es bleibt daher nur noch das Glied:

übrig, durch dessen Differentiation man findet:

W y * ß - f  \ P' +(4 +  G2)(G V(l)-A A)j,
sodals der vollständige Ausdruck von d Z wird:

< 1 = 4  - ß  +  f  Ä  4  [V 2 V  ( 2 )  - y ( i ) ]

+ j V 2 ß  j f - j 1 + ( i - l 4 - i f + f T ,  *)(r, g j j|  -1 )

+  ]/2 0 - 2 / )  ( 2 ^ ( 2 ) - ^  r 2)f.
Da nun:

6

a 23A  , , da / 29.6-; 29 -6 i t i “ “  G  29.6'—  , 8»,.,
“ + B = i  +  B( T - 5 5 Ä  alS0 1  +  ^ = = ( 1 —  2 9 J ' ) [1 “ t(T - 50)1’-e (T —  5 0 ) ’

ebenso ist.

. da 6 —  29.6
so wird: —  =  — -  -  —  u ( t  — 50),a xy.b

ß - i - d ß ~ ~  A  «(r  —  50), also ^  = —  « (t —  50);i0 fc0
iv  i , a/S rfl da dß b —  29 6 .endlich: A =  -T- ^ ,  a l s o - y ^ ------- ( - - £  = -------- 2e(-r— 50).

sim 1  l a ß  29.6



Danjach wird also:

& • <1 =  -^ ra V i ß  - H V  2 y  (2) -  y> ( i j  

+  =  +  ] “_i l/27.2^[)/2y-(2)«-^(l)] (?y '

+  F - « VYß üb +  ^  T' 2) E ' 2J )

+  G - f e j j P ‘ y ( 2 ) - ^ r » ) V 2 j ,

wo für f  der Werth | substituirt ist.
Berechnet man hiernach p und q für 1̂ 5 =  87 11, wo 

dz =  852".79, so findet man
log T, =0.013175, log []/2Hj(2) — pi (1)] =  8.605021, 
log (7 y  M )  —  j  T.) =  9.081168», logT2 =  0.h63690, 
l°g(2V, 1//C2) — 5T*) J/2= 9-191771,, und damit 
(Jz.q =  19".71, tfa .p  =  185?.36, 

mithin
q =  0.0231, 
p =0.2173.

Wenn die Zenithdistanz nicht grofs, ist, so kann man 
auch q und p durch diö' in No. 10 gegebenen Reihen finden.
Differenzirt man nämlich die Coefficienten von in (/,) und (Z2)
nach «  und /9, so findet man leicht die folgenden Reihen:

q Sz —  +  [7.90399] tang z +  [7.90146] tangz3 — [5.66533] tan gz5 

+  [3.54172] tan f^ 7 —  . . .

pdz =  +  [7.90399] tang z +  [8.|^1567] tankz3 —  [6.70990] tang z 5 

+  [4.56712] tang z 7 —  . . . ,

wo die Coefficienten wieder Logarithmen sind.
Für 2 = 7 5 °  erhält man hiernach z. B .: q =  0.0020, 

p =  0.0188.

12. Zur vollständigen numerischen Berechnung der wah
ren Refraction nach Formel (tft,) bedarf man noch der auf 
die Normaltemperatur reducirten beobachteten Barometerhöhe. 
Nimmt man die Länge der Quecksilbersäule bei 50° als Ein
heit an imd nennt man q die Ausdehnung des Quecksilfers
vom Frost- bis zum Siedepunkte, wo q =  - -  ist, so wird
die Barometerhöhe, die®-man bei einer Temperatur t beob-

183
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achtet*), sich verhalten zu der, welche man bei der Tem

peratur 50" beobachtet hätte, wie 1 -4- (t — 50) : 1, oder
es ist die auf 50° reducirte Länge der Quecksilbersäule bi0 

, _ , ___ L8°__
5 0 180 -j- <7 0  —  50) '

Ist ferner s die Ausdehnung der-^üale vom Frost- bis zum 
Siedepunkte, wo wenn die Set® von Messing, 5 =  0.0018782 
ist, so wird, wenn man die Länge der Scaleubei 50° als Ein- 
h nt annimmt :

b  • l> 5 o =  1 : 1  +  0  —  50).

Es wird mithin die bei einer Temperatur t beobachtete 
Barometerhöhe auf 50° reducirt geben) wenn man auf die 
Ausdehnung de” Quecksilbers und d #  Scale Rücksicht nimmt: 

_  180 +  £0^50)
180 -f- <7 (t —  50) '

Die Normal-Länge des englischen Zolle® gilt aber nicht 
für 50°, sondern für 62°, dahö$) ist bei der Temperatur "50" 
die Barometerhöhe an einer Scale gemessen, die zu klein ist, 
und man mufs daher den obigen Werth von bba noch mit 

12s1 -+- "Tq— dividiren, sodafs endlich:1 o(J
180 -+- s (V— i50f : 180

iU ~  ' 180 +  <]At —  50) j 1 8 0 + 1 2 *  ‘

Wäre die Barometerscale in Pariser Linien gefheilt und 
das Thermometer ein Reaunmr’sches, so würde, da die Nor
mallänge des Pariser Zolls für IS" Reaumur gilt und 50" Fahr. 
=  8° R aum . ist:

8 0 +  s 0 —  8) 80
8 ~  ' 8 0 + 9 0  —  8) ' 80 +  5 s ‘

Damit hat man Alles, was zur Berechnung der Formel 
(m,) nothwendig ist. Bezeichnet man mit f  die Temperatur 
nach einem Fahrenheit’schen Thermometer, mit r dieselbe 
nach einem Reaumur’schen geingsen, mit b^J und b'n dip 
Barometerhöhe in engl. Zollen und Par. Linien, und setzt:

*) Die Temperatur t wirrt an einem mit dem Barometer verbundenen 
Thermometer, dem innern  T h e rm o m e te r , beobachtet, wahrend rlagjulie 
Temperatur der äufsereu Luft angehende Thermometer zum UnMschiede das 
äu fsere  genannt wird.
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I / j j i l ' 1 _ lfiCL W  _ 8ü__
_  29.6 l W + 1 2 *  333.28 ' 8 0 + 5 *

l80 +  s ( / —  50) _  8 0 +  *(,■ —  8)
180 +  ? ( /  —50) 80 +  (r -8)

1  1 

! + * . ( /  50) ~  1 +  f  e (r—  8 ) ^ 2  

so erhält man, wenn man auch noch die mittige Refraction 
<)' % =  a tang z selzt:

S z' —  a tang L . / + *  (B  . T )'+ i (A)
also log Sz' =  log a +  log tang z +  (1 + p )  log y  +  ( 1 + g )  (log B + lo g  T).

Benutzt man dann Tafeln, die l o g «  sowie 1-1- p  und 
1 + - q mit dem Argumente der scheinbaren Zeruthdistanz, 
und log B , log T und log y mit den Argumenten: dem Ba- 
rometerstandq, dem innern und änfsern Thermometer geben, 
so wird dann die Berechnung der R( fraction für irgehd eiSe 
Zenithdistanz und irgend welchen Stand der meteorologischen 
Instrumente äufserst bequem. DieseForm, die sich wohl am 
meisten empfehlen dürfte, ist von Bessel bei seinen Refrac- 
Lionstafeln in den Tabidis Regiomontanis angewandt.

13. Der Annahme, die hei der Hermitung der Refrac- 
tionsformeln gemacht ist, dafs die Atmosphäre aus concen- 
trischen Schichten besteht, deren Dichte mit der Höhe über 
der Erdoberfläche nach einem bestimmten Gesetze abninnnt, 
wird der wirkliche Zustand der AtmohphärS niejföntsprechen 
wegen de+ fortwährend vorgeliendfn Störungen des Gleich
gewichts. Die theoretisch gefundenen Werthe- der Refrac
tion werden dal in- auch im Allgerüeinen von den beobachte
ten abweiclren und sich nur dem Mittel aus einer grofsSn 
Menge von beobachteten annähern, da sie für einen mittle
ren Zustand der Atmjsph.aPe g'elten. Beseel hat die Refrak
tionen seiner Tafeln mit dcfr beobachteten verglichen und da
durch die wahrscheinlichen Fehler der Refractiön für eine 
Beobachtung für die verschiedenen Zenithdistanzen bestimmt. 
Nach der in der Einleitung zu den Tab. Reg. pag. LX III 
gegebenen Tafel wird danach der wahrscheinliche Fehler e.ei 
45° =±= 0". 27, j|ai |l° =b 1”, bei 85° L 1". 7, bei 89° M S j  20". 
Man sieht daraus, dafs man namentlich' in g’fßfser Nähe am 
Horizonte nur erwarten kann, dafs Ein Mittel aus s5hr vieren, 
bei den verschiedensten Zuständen der Atmosphäre gemach
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ten Beobachtungen von dem Einflüsse der Refraction be
freit ist.

Bis zn einer Zemthdistanz von 80° istfes fast gleichgül
tig, welche Annahme man über die Abnahme der Dichtig
keit der Atmosphäre mit der Höhe über der Erdoberfläche 
macht und der Vortheil einer Refractionstheoria, die sich auf 
das wirklich stattfindende Gesetz griindef, besteht nur darin, 
dafs die Refractionen in grofser Nähe am Horizonte besser 
dargestellt und die Coefficienten 1 -+- p, und 1 q richtiger 
bestimmt werden, sodafs die Reduction der Refraction für 
verschiedene Temperaturen und Barometerstände genauer be
stimmt werden kann. Schon die einfache, von Cassini ge
machte Hypothese einer Atmosphäre von gleichförmiger Dich
tigkeit, wo also nur eineRinmalige Brechung an der obern 
Grenze der Atmosphäre stattfindet ,-jStellt die n ittlere Refrak
tion bis zu 80° ganz gut dar. In diesem Falle hat man nach 
den Formeln in No. 6 einfach:

Nimmt man für — 1 den Worth 57". 717, so erhält 
man für die Refraction in ,$5", 75° und 80° Zenithdistanz 
57”.5^  211”.37, 314”.14, während dieselben nach Ivory 57”.45, 
211j'.37, 315”.20 sind. Danach wächst der Felilbj; i^er stark 
und die Horizontalrefraction wird nur etwa 19'.

Die Gleichung (f)  in No. 6 läfst sich sehr leicht inte- 
griren, wenn man zwischen s und r das Gesetz annimmt:

Führt man mSilicli eine neu,e Veränderliche ein, gegeben 
durch die Gleichung: :

sin i =  fi0 sin /',

oder da jetzt i =  f-\- Sz ist:
Ss =  (ji0 —  1 ) tang/,

und da, wie leicht zu seheÖ, sin f  =  —\ , sin z , wo l die Höhe
7 '  a-\-L

der Atmosphäre bezeichnet, so wird:

sm z —  w,
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so wird die Gleichung einfach:

A -W r
dw

{2m — 1) f l  —w*

also wenn man integrirt und die Grenzen w =  sin z und

io =  ( 1— 2 a) 4 sin z einsetzt:

E  =  r—-—7 I * —  arc sin ( 1 — 2 a) sin z 
I m  — 1 |_ J

\ ut - 1

oder:

sin [z —  (2 m —  1 ) j f t ] '=  (t — 2 «) sin z,
wofür man der Kürze wegen schreiben kann:

jl/ski z =  sin [z —  NSz],

Dies ist die von Simpson aufgestellte Regel der.Reth«;- 
tion und hei gehöriger Bestimmung der Qoefficiantan lassen 
sieh die Refractionen bis zu 8&° dadurch ganz gut darstcllen.

Addirt man zu der letzten Gleichung die identische
sin z =  sin z und subtrahirt auch dieselbe, so .erhält man
durch Division der beiden entstehenden Gleichungen:

/ N s \ 1 — M  T N  . 1

oder tang (A . 8 z) —  B  tang fz —  A  . 8z ] ,

welches die von Bradley aufgestellte Refractionsformel ist.

14. Indern die Refraction alle Gffstirne in einer gröfse- 
ren Höhe erscheinen läfst, als sie wirklich haben, so sieht 
man dieselben vermöge der Reffäotion schon, wenn sie wirk
lich noch unter dem Horizonte sind. Sie befechleunigt daher
den Aufgang und verzögert den l  ntergang der Gestirne...

Es ist allgemein:
cos z =  sin tp sin 8 cos <p cos 8 cos tp

woraus folgt:
sin zd z  —  cos <p cos S sin t .d t  

also für den Horizont:
U M

dt =
cos <p cos 8 sin t

Da nun in diesem Falle dz gleich der Horizontalrefrac- 
tion oder gleich ist, sorerhält man für die Veränderung 
des Stundenwinkels des A uf- oder Untergangs:

14Uedt ■■
cos <p cos 8 sin t 

Ai
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In No. 20 des eP'sten Abschnitts war fiür Arcturus und 
die Polliöhe von Berlin gefunden:

t 0 =  40s

und da d =  19° 54'. 5 cp = 0 2 °  30'. 3 ist, so erhält man:
A <0 =  4m 37s.

Um soviel wird also der Auf- und Untergang des Arc- 
tnrus für Berlin beschleunigt und verzögert. Man kann auch 
den Stundenwinkel des A uf- und Untergangs«: mit Rücksicht 
auf RefractijAi berechnen, wenn man in der letzten Formel (r) 
55 =  90° 85' nimmt. Dann ist:

cos z  —  sin w sin S
cos t = ----------------- ^ ---------

cos fp cos d

und wenn man auf beiden Seiten Eins addirt, so erhält man 
die bequeme Formel:

,  1  /  COS J- ( $ h + -  c o s  lr\<p +  8  —  2)
COS 2" t —  f • C. *

COS <P cos 0

Hätte man die beiden Seium der Formel von Eins ab
gezogen, so würde- man erhalten habe.11:

. , ,_1/ sin 1  0  +  tp — 8 )  sin i  ( z  f k  8  — <p)
sm ^  t ------  y v>

COS <P cos o

Beim Monde mufs man aufser der Refraction Ejjfcli noch 
auf die Parallaxe Rücksicht nehmen, die die Zenithdistanz 
vergröfsert, also den Auf- und Untergang respective vc>zü-’ 
■g&tt und beschleunigt. Die Art und Weise der Berechnung! 
war schon in No. 20 des, ersten Abschmtts gegeben und soll 
hieSfnocli durch ein Beispiel erläutert werden.

Für 1861 Juli 15 hat man die folgernden Declinationcn 
und Horizontalparallaxen des Mondes für Greenwicher mitt
lere Zeit.

8  p

Juli 15 Oh —  15° 32.1 „  , 59 13— 2 1 9 4
1 2 h 1 7  51.5 * 5 9  1 5

16 Oh 19 55.6 „ ' 59 14
— 1 46.412h 2 i 42.0 59 13

Man soll die Zeit des Untergangs für Greenwich finden. 
Nach den m No. 19 des ersten Abschnitts gefundenen mitt
leren Zeiten der oberen und unteren Culmination hat man:

Mondszeit Mittlere Zeit
°h 611 16m, 7 Ki  2 97  ^

19h iQh 44m. 2
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Nimmt man mm eine genäherte Declination — 17° 51'. 5 
an, so erhält man, da <p —  51° 28'. 6 und z =  SfJfcfPj 8 istj

t>
Zeit 1 p  48™. Interpolirt man nun für diese Zeit die De
clination des Mondes, so findet man — 17° 38'. 2 und wenn 
man damit die Rechnung wiederholt, findet man den Stunden
winkel gleich 41’ 22“ . 9, also die mittlere Zeit des Untergangs 
gleich 10h49m.6.

15. Aufser der Refraktion erzeugt die Wirkung lijer At
mosphäre ,anf das Licht noch die Dämnjerung. Da nämlich 
die Sonne für die höheren Schichten der, Atmosphäre später 
untergeht als für einen Beobachte r n deUObcrflä'clie der Erde, 
so werden diese Schichten noch nach dem Untergange der 
Sonne* erleuchtet und das von ihnen reflectirte Licht bewirkt 
die Dämmerung. Nach den Beobachtungen hört die Sonne 
auf, Theile des über dem Horizonte befindlichen Abschnitts 
der Atmosphäre zu erleuchten, wenn sie etwa 18" unter dem 
Horizonte ist. Der Augenblick, wenn die Sonne die Zenitli- 
distanz 108° erreicht, ist daher der Anfang oder das Ende 
der astronomischen Dämmerung, während der Anfang oder 
d p  Ende der bürgerlichen Dämmerung schon bei einer Tiefe 
der Sonne von G j Graden unter dem Horizonte *eintrit+

Bezeichnet man die Zcniihdistanz der Sonne beim An
fänge oder Ende der Dämmerung mit 90° -+- c, mit t„ den 
Stundenwinkel beim Auf- und Untergange und mit r die 
Dauer der Dämmerung, so ist:

—  sin c =  sin <p sin 3 -f- c(ts rp cos S cos ( t,a t )

, ,  . sinw sin $ -f- sinealso : cos (<„ -t- r) = ------------------- -5—
cos f  cos o

oder, wenn H —  90° •— <p -+- 8 ist
• < , !  t /s in  1  (77-t-c) cos I D T — '&)'

sin T -+- r) =  (/ ------------------------------ V------------  ’
cos <p cos 0

woraus man r finden kann, wenn t„ berechnet ist.
Nennt man Z' den Punkt der scheinbaren Himmelskugel, 

welcher zur Ze't des Sonnenuntergangs im Zenitli war, Z den
jenigen, der beim Ende der Dämmerung im Zenitli ist, so 
ist in dem Dreie’cke zwischen diesen beiden Punkten und 
dem Pole der Winkel am Pole gleich t  und man hat: 

cos Z  Z' —  sin tp2 +  cos y>2 cos r.
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Da aber in dem Dreiecke zwischen diesen (beiden Punk
ten und der Sonne S, Z S =  90 -f- c? Z'S =  90° ist, SO ist 
auch, wenn man den Winkel ani.der Sonne mit S bezeichnet:

co's Z  7J =  cos c cos S
und man erhält:

. , ,  1 — cos c . cos£Sĵ is in p 2 =   ------ --------,2 cos tf£
wo man leicht sieht, dafs S der ^Unterschied der parallafer 
tischen Winkel zur Zeit de? Sonnenuntergangs, und beim 
Eudejder Dämmerung'ist. Die Gleichung z j^ » j  dafs t  ein 
Minimum ist, wenn der Winkel Sogleich Null ist, sodafs 
beim Ende, der Dämmerung der Punkt, welcher* beim Son
nenuntergänge» im Zenith war, im Yerticalkreis der Sonne 
liegt. 3)i<®witton parallactischen Winkel sind also dann ein
ander gleich.

DieJÜaner der kürzesten Dämmerung ist daher gegeben 
durch die Gleichung:

. . sinl.csin ,, r =  - -cos cp
und da:

sin w . sin cp +  sin c sin 8
c o s a > = - .  cos p =    5- i-̂ *ro cos c cos o

folgt:
siu § — — tang ffe sin cp,

aus welcher Gleichung dicSfcpeclination defJSonne findet, 
hei weicher die kürzeste Dämmerung Eintritt.

Bezeichnet man die Azimfite der Sonne zur Zeit des 
Untergangs und für die Zenithdistanz 90"-f- c mit A und Ä , 
so hat man:

cos cp sin A =  cosj S sin p 
cos <p sin ?fi= cos S sin/)1, 

daher für den Fall der kürzesten Dämmerung sin A =  sin A\ 
die beiden Azimute* ergänzet? dann also einander zu 180". 

Aus den beiden Gleichungen:
— sin c =  sin tp sin S +  cos <p cos 8 cos (t0 -f- t)

und
0 =  sin yi siii S -f- cos cptcos 8 cos t0

folgt auch .nach:
. , . ,  ̂ . 1 cosd c sin i  nnsin (t„ +  | t )  sin 4 r  —  -  —— ,

coso gcosyi
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also für den Fall der kürzesten Dämmef-nng:
. ,  , , . eosic

sm (ü0 -f- £ r )  =  -  -  - •
COS 0

Nimmt man c = 1 8 °  ajjsj so wird für die Polliölie f / = 8 1 “, 
sin i r =  1 und die Dauer der kürzesten Dämmerufig' für 
diesel Breite wäre also 12 Stunden. Dies ereignet sicli, wqjm 
diei Declination der Sonn^i— 9° ist, die Sonne ist dann also 
im Mittage im Horizonte und um Mitternacht 18° unter dem
selben. Indessen kann man nicht mehr von einer kürzesten 
Dämmerung im obigen Sinne sprechen, da diesraSl hK-lination 
die einzig« ist, bei der die beiden Bedingungen, daß: die 
Sonnen auf- und untesjgeht und ehre Tiefe von 18 Graden 
unter dem Horizodte errenht, erfüllt werden, indem bei noch 
südlicheren Declinationen die Sonne nicht mehr aufgeht, da
gegen bei mehr nördlichen Decli-nationen nie dierTiefe von 
lS'Terreicht.

Tjür noch grölsere Breiten giebt es keinen Fall, g o  man 
,ton einer kürzesten Dämmerung im obigen (Sinne &spreclöm 
kann und die Formel für sin 1 r wird immer unmöglich.

A nm . Uebcr die Refraction vergleiche man: L a p la c c  Mecaniqne ce- 
leste Livre X . — • R e sse l Fundamcnta aslronomiae pag. 26 et seq. —  Ivo ry  
in Philosophical Transaetions für 1823 und 1838. —  Br uh ns hat in seiner 
Schrift: „Die astronomische Strahlenbrechung“ eine Zusammenstellung aller 
Theorien gegeben.

III. Die Aberration.

16. Da diSGeschwindigkeit der Erde in ihrer jährli
chen Bahn um die Sonne zur Geschwindigkeit des Lichts 
ein angebbares Verhältnifs hat, so erblickt man die Sterne 
von der sich bewegenden Erde aus nicht in der Richtung, 
in welcher dieselben wirklich stehen, sondern sieht dieselben 
immer um einen kleinen Winlteb nach derjenigen Richtung, 
nach welcher sich die Erde hin bewegt, vorgerückt. Man 
unterscheide zwei Zeitmomente t und l in denen der Licht-
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a

V o

strahl, von einem im Raume unbeweglichen 
Gestirne (Fixsterne) kommend, nach ein
ander das Objectiv und Ocular eines Fern
rohrs (odejr die Linse und die Netzhaut 
unseres Auges) trifljf.l Die Oerter des> Ob- 
jectivs und Oculars im Raume zur Zeit t 
■seien a und b, zur Zeit t' dagegen a' und b’. 
Fig. 5. Dann ist die wahre Richtung des 
Lichtstrahls im Raume die Richtung der 
Geraden ab\ dagegen ist die Richtung a b 
oder auch a b’ , da diese wegen der un
endlichen Entfernung der Fixsterne a b pa
rallel ist, die Richtung des scheinbaren Or
tes, welchen man beobachtet. De,r Unter
schied zwischen den Richtungen b’ a und ba 
heilst die jähr l i che A berrat ion  der Fix
sterne.

Es 'seien nun x , i/, z die rechtwinkligen Coordinaten des 
Oculars b zur Zeit t, bezogen auf irgend einen unbeweglichen 
Punkt im Raume;- dann werden

die Coordinaten des Oculars zur Zeit t' sein, da man in der 
kleinen Zwischenzeit t' — I die Bewegung der Erde als linear 
betrachten kann. Die Coordinaten des Objectivs gegen das 
Ocular seien £, j?$, £; dann sind die Coordinaten des Öojec- 
tivs zur Zeit f, wo das Licht in dasselbe eintritt, x  -L  
y "L rh s ~P1-

Nimmt man nun als Ebene der x,y  die Ebene dg| Aequa
tors, die beiden ändern Ebenen senkrecht darauf an und zwar 
so, dafs die Ebene der x,z  durch die Aequinoctialpunkte, die 
dgr ifyZ durch die Solstitialpuukte geht, bezeichnet man fer
ner die Rectascension nnd Declinat’on desjenigen Punktes, in 
weichem die wahre Richtung des Lichtstrahls die scheinbare 
Himirc'lskuge.] trifft, mit u und <)' und mit u die Ge|fehwin- 
digkeit des Lichts, so wird dasselbe in der Zeit t’ — t einen 
Weg; durchlaufen, d eigen Projectionen auf die drei Coordi
naten axen

f i  f ä — t) cos*§  ceaw  ■ ft ( J  —  t) c.™ S sin a , y  (t ’ —Ht) sin 8  ■"

dx , , . dy , . .
x-\-----~ i — £), y  -+- - - (z — t) lind z -+-

dt d t
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sind. Nennt mail ferner die Länge .des Fernrohrs l und die 
Re®sce&sion und Declination desjenigen Punktes, in welchem 
die scheinbare Richtung des Lichtstrahls die Himmelskug'äl 
trifft, a und ff’ , so sind die scheinbaren Coordinaten des 
Object.ivs gegen das Ocular, welche man beobachtet:

£ =  l cos Sl cos a\ 7] =  l cos 8} sin a  , g =  l sin 8’.

Die wahre Richtung des Lichtstrahls wird nun gegeben
durch di3 Coordinaten des Objectivs zur Zeit t:

l cos 8’ cos a -b
l cos 8} sin a! -f -  y ,
l sin 8! z,

und durch diöl Coordhuftfen des Oculars zur Zeit t ':
dx . , .

x +  - ( t — t), dt

Man erhält daher d ie? folgendem Gleichungen wenn man 
! mit L bezeichnet:

t

u cos S cos a —  L  cos S’ cos « ’ —1 , r ^dt

a  cos 8 sin a =  L  cos 8' sin a —  —/  ?
r dt

a  sin 8 =  L  sin 8' --------
f dt

Aus diesen Gleichungen findet man leicht:
L n 1 (du . dx )
—  cos o cos (a  — «) =  cos o -f- -—  ) ~  sm a 4-  —  cos a\
ii ii \ dt d t ifi fi \ dt

L  ™ ,  t x 4 (d>/ dx
—  cos o sm (a — a) =  —  ) -- cos a  —
fi %  fi (dt dt

oder: tan g («'— «) =

1  (dy dx .
—  sec o ) -  cos a ------— sm aa \dt dt

1 ^ (d y  . dx )
-1-------- sec ü i -r- sm a ~\— — cos a (

fi \dt dt /

Ei- e ganz ähnliche Gleichung erhält man für tang (<)’ —  d)
Entwickelt man beide Gleichufigeir in Reihen, indem man

(Formel (14) in No. 11 der Einleitung anwendet, so erhält 
man, wenn man in der Formel für taug (<S' —  S)  anstatt 
taug i ( « '  — « )  deii aus « '  — «  hergeleiteten Werth substi- 
tuirt, bis zu den Gliedern der zweiten Ordnung inclusive:

13



Denkt man sich nun den Ort dgr Erde durch Coordina
ten x , y in der Ebene der Ecliptic auf den Mittelpunkt der 
Sonne bezogen und nimmt die Linie vom Mittelpunkte der 
Sonne nach dem Frühlings-Tag- und Nachtgleicheil-Punkte 
als po§ijive Seite der Axe der as, die positive Axe Mer y senk
recht darauf lS d i dem Colure der Sommersonnenwende ge
richtet, so ist, wenn man die Länge der Sonne, von der Erdte 
axis gesehen mit © , dire, Entfernung von der Erde mit 11 
bezeichnet *):

i  =  -----  J i COS 0  ,

®  y  =  —  Pt sin © .

Bezieht man die Coordinaten auf die Ebene des Anqua- 
tors, indem man als Axe der x  die Linie nach dem Fi-nh- 
lingspunkte beibehält und die Coordinatenaxe der z in der 
Bfjgne der yz um den Winkel s, gleich der S ch i®  der Eclip- 
fffl gedreht denkt, so ei’liält man: 

x  =  —  R  cos O  > 
y  =  —  R sin^ößos e, 
z =  —■ sin (7&in e,

und daraus, weil nach den Formeln in i^o. 14 des ersten 
AbSdmitts die Länge der Sonne Q  =  v -h n ,  d. li. gleich 
der wahren Anomalie plus der Länge des Perihels ist:

dx dR  dv
H l =  C° S dt S1B d t
dy m  d R  dv

=  —  sm (0  cos e — R  cos (•) cos s
dt ^  dt w  dt
dz d R  . dv
—r- =  —  sm M  sm e — Klpos f •j  sm s •
dt dt dt

(lie Länge der Erde von der Sonne aus gesehen 1800 ©  »i|t.
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N,ach den Formeln in No. 14 des ersten Abschnitts ist 
aber auch:

d v = a- ° P  dE  und da!0 ' =  j T d M

so ist:
clv n2 cos(p dM
dt dt '

Ferner folgt aus aer (miehimg li =  -  p - - in Ver-
Ifi 1 +  e cos V

biudung mit der vorigen:
d B  . dM

, =  a tang w sin v  - 
dt dt

und damit wird:
dx
d t cos 9o d t

mithin, wenn man bedenkt, dafs:

a dM  ( , . _ )
—  - ism(r) — ——  —  sin cp sm v  cos (•) (

>Sq> d t I R  '

usv .
p —  =  1 -f- sm <p cos v  und ©) —  v —  7t,

a cos (f 
Ji

d x a d M r . ^  t
- = ----------------   IsinCO H-sin a  sinst
dt cos cp dt

i dy a d M r _  N
1111(1 - ;  = ------------- cos e _ [cos Cr) Hr sin cp cos itJ (b)

dt cos cp dt

dz a . d M  r — . ,
—— =  — ---------sin e —— I cos CO H- sin ® cos .

cosy rfZ T J

Substituirt man diese Ausdrücke in die Formeln (a), so 
geben die constanten, von n abhängigen Glieder in den Aus
drücken für die Aberration in a und ö ebenfalls constante 
Glieder, die sich mit den mittleren Ocrtern der Sterne ver
binden werden und deshalb unberücksichtigt bleiben können. 
Führt man dann noch statt u die Anzahl k von Zeitsecundcn 
ein, welche das Licht braucht, um die halbe gröfse Axe der 
Erdbahn zu durchlaufen, so dafs:

1  _ _  k

fi a

so,- findet man, wenn man nur die Glieder erster Ordnung 
beibehält:

k d M r
cosy dt

-  [cos ©  cos 8 cos a H- sin ©  sin et] scc §

[cos ©  (sin«sin dcos8 —  cos 8 sine) —  cosa sinSsin© ] .
cos 95 dt

1 3 *
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Constante''—— wird die Constante der Abcu'rä-
cos (p dt

tion genannt und, da dl̂  gleich der mittleren siderisühen Be

wegung der Sonne in einer Zeitsecunde, der bei k zu Grunde"; 
liegenden Einheit, ist, so künntennan aieselbejrerechnen, wenn 
die Zeit, in wem her das Licht die halbe gröfse Axe der Erd
bahn durchläuft, bekannt wäre. Delambre hatte diose Zeit 
aus den Verfinsterungea der Jupitertrabanten bestimmt und da
mit für di<A,Constante der Aberration 20”.:2'55 erhalten. Struve 
hat aber später diese Cqnstante aus den Beobachtungen der 
scheinbaren! Oerter der Fixsterne zu 20". 4451 bestimmt, wo
mit umgekehrt, da -f- =  =  0.0410670 und cos re =

°  ’  dt 8 64 0 0  ’
[0.9999.39 ist, für die Zeit, in welcnref das Licllt die halbe 
gröfse Axe der Erdbahn durchläuft, 497S.7B gefunden wird*).

Man hat daher für die jährliche Aberration der'Fixsterne 
in Rectascensiou und Declination die Formeln:

a! —  a —  —  2 0 ” . 4451 [cos 0  cos  s g o s  nt-±- sin ©  sin «] sec S
S'—  $ =  +  20” . 4451 cos 0  [sin a sin S cos  s —  cos S sin s] ( ü )

—  2 0 ” . 4451 sin 0  cos  «  sin S.

Die Ghe?K:ib zweiter Ordnung1 sind unbedeutend, dafs
sie fa§t immer vernachlässigt jverden können. Für die Idect- 
ascensiou würden diese Glieder, wenn man in das zweite 
Glied der Formeln (aji die Werthe der Diffcrentialquotienten 
(b) entführt:

k2 /(IM\2
—  f    ( -  ) s cc  S2 [cos 2 0  sin 2 «  (1 -+ -cos e 2) —  2 s in 2 © c o s 2 r t C o s s l ,

cos \ d t  / .

wo das kleine in sin 2 re sin s2 multiplicirte Glied vernach
lässigt ist. Man erhält nämlich abgesi lien von dem Constan
zen Factor:

2 sin 2 a [cos© 2 coss2 —  s in © 2] —  2 sin 2 0  cos e [cosa2 —  sin a 2] 

woraus leicht der obige Ausdruck folgt. Substituirt man die 
numerischen Werthe und nimmt £ =  2sh°28', so erhält man: 

—  0". 0009329 sec S2 sin 2 a cos 2 ©
-t- 0 ” . 000 9 2 95  sec S2 cos 2 a  sin 2'<jj* ^

*) Nach Hansen ist die Lange des siderischen Jahres gleich 365 Tagen 
6 Stunden, 9 Minuten und 9,35 Secnndcn oder gleich 365.2563582 Tagen, 
mithin die mittlere "'tägliche siderisclic Bewegung der Sonne gleich 59 '8". 193.
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Diese Glieder- -geben erst für Sterne', deren Declin'ation 
85.̂ ° beträgt^ -Jj| Zeitsecunde, sie können daher? aufser bbei 
den Polarsternen immer Vefii&chläsSigt werden.

Für die Declination geben die Glieder zweiter Ordnung, 
wenn man di?*Glieder vernachlässigt, die nickt in tang ö niul- 
tipheirt sind:

—  i  —■-—2 (" )  tang S [Cos 2 Q  (A s  2a  (t -+- cos £2) —  sine'2)
COS '  (L L /

-+- Msin 2 Q  sin 2 «  cos s], 

indem das in tang 3 multiplieirte Glied, abgegeben von dem 
constanten Faetbe#.1'

sin 0 2lSin a 1 ■+■ cos © “ISfSSifäj cos a % -+- £sin 2 ©  sin I d  c’os s 
ist, woraus sieb der obige Ausdruck findet, wenn man die 
Quadrate^ dp- Sinus! und Cosinus tun] Winkel durch die Sinus 
oder Cosinus der doppelten Winkel ausdrückt und die con
stanten Glieder 1 -f- qps s~ und das Glied cos»2 «  sin £2 ver
nachlässigt. Substituirt man wieder die numerischen Werthe, 
so erkält man:

+  [0". 0000402 —  0 " . 0004&ÜJ3 cos 2  «] tang S « $ 2  ©
—  0". 0004 648 tang M m  2 «  sin 2 Q  ^

und auch die.se Glieder erreichen für kleinere Declinationen 
als 87° 6' noch nicht v^einer Bogensecrtnde und werden da
her nur bei den Polarsternen Feüüeksich igt.

Die Formeln (A) für die Aberration setgSn voraus, dafs 
die Gröfsen av, 3 und ©  auf das scheinbare Aqcminoctium 
bezogen sind und dafeiw die scheinbare Schiefe der jyjeliptic 
ist. Bei der Berechnung der Aberration eines Sterns für einen 
längeren Zeitraum ist es1 aber beqüeflä, die Nutation zu ver
nachlässigen und «, S und O  auf das mittlere Aequinoctium 
zu beziehen, sowie für s die iinttleref,Sr«kiefmzu rfehmeri. Dann 
mufs man aber die daraus entstehenden Fehler berechnin 
und die gefundenen Werthe für die Aberration danach ver
bessern. Man findet defbh ATKclrüeke, wenn man die lypr- 
melii (Ä) nach re, 3, ©  und s differenzirt und d a , d8, cl(D 
und ds gleich der Nutation für diese Gröls'en nimmt. Natür
lich braucht man aber nur die gröfsten Glieder der N utation 
mitzunehmen und wenn man in der Correction für die Kect- 
ascension alle Glieder, vernachlässigt, die nicht in sec 8. tang3 
und in der für die Declination alle Glieder, die nicht in 
sin3 .tang3 multiplicirt sind, so sieht man leicht, dafs die
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Aenderungem dO  und ds keine merklichen Glieder.lenzSugen 
und dafs man nur mitzunehmen hat:

da =  —  [6".867 sin f f  sin a -+- 9''.22Scos f f  cos o] tang 8, 
dS =  — [6".867 sin f f  cos a +  9”.223 cos f f  sin «].

Sßtzt man hier der Kürze wegen 6".867 =  b und 9".223 =  a, 
so findet man, wenn man diese Gröfsgn in die Differential
gleichungen von (d ) einsetzt:
a ’ —  a  =  tang S sec 8 10".2225 [ —  ( 6  +  acos c)sin 2 a  cos ( © 4 - f f )

H- (b cos e +  a) cos 2a sin ( Q  +  f p  
■ + ( 6  —  acoss)sin2 aco^ ( 0  —  f f )  
v — (6 cose—  d) cos 2 a sin ( O  —  f l )  '

8 ' —  8 =  tang5 sin8 5". 1112 i — (i> +  acoss)cos2ac(js ( © 4 - f f )  \
—  (6co^s +  a) sin 2 a sin( ©  +  ff) J 

1 + (6  — acoss)vos2ctcos(0 — ff) (
J -+- (5 cos s —  d) sin 2 «  sin ( ©  —  f f )  l 
I —t— (ft —  acose) c o s  ( © 4 - f f )  )
V — (l> <Fee$ sf'ebs ( ©  —  i  f) / - 

oder, wenn man die nunreri sehen WerthlSsfeinsetzt:
al —  a —  tang 8 sec 8 . ( —  0 ” .00075  9 7 sin 2 a cos  ( Q  4 - f f )  i 

) - t - 0 ,,.000769 l3;ßos 2^tsin  ( ©  4 - f f )  (
\ _  0j" .000Ü79(J.sm2 « 2e s(,©  — ff) (
( -t -0 ”.0001449vos 2 « S jn (©  —  f f )  ' (e)

8’ —  8 =  tang 8 sin 8 . / —  0‘'.000379^^w 2 a 4 - f f )
l _ 0''.0003847 sin 2 a sin( ©  4 - f f )
) — 0”.0000395cos2acos(©  —  f f )
\ —  0 ".0000725:s in 2 « s in (©  — f f )
/ _  0".0000395gs(© +  ff)
\ — 0 ".0 0 0 3 7 9 8 c o s (© — f f )

So lange die Declination kleiner als ist, wird a — ce 
kleiner als Tl'j Zeitgecunde, und Ö'— ä wird erst gleich 
Bogdas.acunde für die Declination 85&6’. Auch diese Glieder 
sjnd daher wie die durch (c) und (d) gegebenen außer h,ei 
den Polarsternen zu vernachlässigen.

Dji; Gleichungen für die Aberration .jyerden viel Jdn- 
faebor, wenn man statt des: Aequators d'e-JJgliptic zur Grund- 
ebene^niinmt. Mit Vernachlässigung d ^  coustanten Gli.ed.er 
wird nämlich dann :

d x  a  . d M
. —  4 ------------s m ©  - — ,

d t cos <p d t

dv a r _ d M= ---------c f l© — ,
d t cos <p d  t
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Substitmrt man diese Ausdrücke in die Formeln (d) und 
setzt X und ß  an die Stelle von n und ö, so erhält man für 
die jährliche Aberration der Fixsterne, in Länge und Breite':

X'—  X = —  20".44äl cos (X— 0 ^ e c ßi / T V ,

/ i '— /7 =  +  20".4451 sini£f— O ) s i n 0

Formeln, die nicht geändert werden, wenn man das mittlere 
Aequinoctium statt des scheinbaren bei X und O  anwendet. 
Ferner findet man für die Glieder zweiter Ordnung: 

in Länge: =  +  0 ".0010133 sin 2 ( Q  —  Ä )se?t/*2> 
in Breite: =  —  0".0005067 cos 2 ( 0  —  G ä n g e n

wo der Coefficient 0.0010133 gleich i . ^  ist.
°  20b2 bo

Beispiel.  Für den ersten April 1849 hat man für Arc
turus :

« =  14h gm 48s = 2 1 2 °  12’.0, .5 =  +  19° 58'. 1, Q  =  11° 37'. 2 
£ =  23° 271*4.

(iBltunit findet man:
«' —  «  =  + 1 8 " .  88 ,
3 '— S =  — 9". 65,

und da:
X =  202" 8 ', ^  =  -4 -3 0 ° 50’,

auch:
X’ 23". 41,
ß ’ — ß =  —  1 ". 91.

17- Um die Berechnung der Aberration i a Ilectascen- 
sion und Declination, die nach den eben gegebenen Formeln 
etwas unbequem ist, zu vereinfachen, hat man Tafeln entwor
fen. Die bequerrfsifen sind die von Gauls gegebenen. Gaufs 

tlJrtzt: 20”. 445 sin 0  =  a sin ( ©  -1- A),
;  2fi". 445 cos 0  cos e =  a cos ( 0  -+- A), 

und erhält dann einfach:
a' —  n =  —  a sec,5 cos ( O g t  A — a),
S’ —  8 —  —  a sin S sin ( 0  I B  —  a} — 20". 445 cos 0  cos S sin s 

=  —  « sin S Sin ( 0  - i-A  —  «) — 10". 222-sin s cos ( ©  -+- S)
—  10  '. 222  sin s cos ( 0  —  ä).

Hiernach sind nun die Tafeln entworfen. Die erste Tafel 
giebt A und lpg a niit dem Argumente der Länge der Sopne, 
wodütch man die Aberra. on in llectäs'e'eiAion und den ersten 
Theil der Aberration in D.ecruation erhält. Den zweiten und 
dritten Theil findet man dann aus der zweiten Tafel, in wel- 
cheEman mit dt® Argumenten O +  ö und O — u eingeht.
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Diese Tafeln wurden zuerst von Gaufs *in der monatlicdicn 
Correspondenz Band X Y II  pag. 312 ikfegefcen. Die dort ge- 
brauclitehConstante ist die ältere 20". 255. Später wurden 
dieselben von Nicolai mit der öonstante 20". 4451 neu berech
net und in den1 WarnstorfFjfchen Sammlung T?ön TlüUstafelu 
abgedruckt.

Für das vorige Beispiel nörhält man aus letzteren Tafeln 
A  —  1 ° 1 ', lo g  a =  1 .2 7 4 8

und damit:
| a ’ —  a  =  +  1 8 ". 88

und für den ersten Tlieil der Aberration in Declination
— 2". 15. Den zweiten und dritten Tlieil findet- man gleich
— 3”. 47 und =  — 4". 03, wenn man in die zweite Tafel mit 
den Argumenten 31° 35' und— 8°21' eingcht. Es ist also:

P —  S  =  —  9 ". 65.

18. Das Maximum und Minimum der Aberration in 
Länge, findet statt, wann die Länge des Sterns gleich der 
der Sonne oder 180° groLsr ist, dagegen trifft das ptaximum 
oder Minimum in der Breite ein, wenn der Stern der Sonne 
90° voraüsgeht Qcler ihr um eben so viel folgt. Ganz analpg 
den Formeln für die jährliclj^ Aberration sind di(^Formeln 
für die jährliche Parallaxe der Fixsterne (d. h. für deS W in
kel, welchen die Bichtungen von dap Mittelpunkten deij Sonne 
und der Erde nach dem Fixsterne mit ..einander bilden), nur 
dafsj dort die Maxima und Minima auf andre Zeiten treffen. 
Ist nämlich A die Entfernung des Fixsterns von der Sonne, 
X und ß  seine von der SonnA aus gesehene1 Länge und Breite, 
so sind die Coordinaten des Sterns in Bezug auf dieuStonne: 

x  =  A  cos  ß  cos 1, y  =  A  cos  ß  si'AU, z =  A  sin ß.

Die Coordinaten des Sterns in Bezug auf die Erde sind 
aber:

x ' =  A ' cos  ß ’ cos  X', =  A ' c o p S ' sin X’, z  =  A ' sin ß '

und da die .Coordinaten d g  Sonne in Bezug auf die Erde: 
X  —  R  co s  Q  und Y =  R  sin Q  

sind, wo die halbe g^pfse Axe der Erde =  1 genommen .ist, 
so hat man:

A ' cogJt'. cos  X’ —  A cos ß  c o s d : +  iJ  cos Q  
A ' c o S ’ß '  sin  X’ —  A  cos  ß  sin X +  R  sin 0  

A ' sin ß ' =  A sin ß.
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Daraus erhält man leicht:

/ '  —  X =  —  — sin (X— 0 )  sec ß  . 206265,

ß' —  ß  =  —  — y cos (X —  Q ^?in|c. 206265.

I r . . .oder da - 2 0 6 2 6 . 5  gleich  der jährlichen Parallaxe n  ist:
X’ —  X =  —  jrfijsin (X —  Q l  -•
ß ’ — ß —  — TrÜ'cos^A—  O )  sin ß } .

D ie Form eln sind also ganz ähnlich wie die für die 
Aberration, nur findet das M axim um  und M inimum de.r P a f1 
allaxe in L änge statt, wenn der Stern der Sonne 90° vor
ausgeht oder um ebensoviel fo lg t; dagegen finde.f das M axi
mum oder Minimum in der Breite statt, wenn die Länge 
des Sterns 180° größer oder gleich der Länge der Sonnte ist.

Für die R ectascension und Declination hat man die G lei
chungen :

A* cos 8’ cos a! =  A cos 8 cos « 4 -7 2  cos ©
A; cos 8' sin ar =  A cos 8 sin « 4 -7 2  sin 0  cos e 

A' sin 8! =  A sin 8 4 -7 2  sin 0  sin s,
woi’aus man dann almlieli wie bei der A berration findet: 

a! —  a =  —  7t 72 [cos 0  sin «  —  sin 0  cos e cos «] sec 8 
8! —  8 —  —  7t K [cos e sin a sin 8 — sin e cos $] sin 0  ( D)

—  7t II cos0  sin 8 cos a.

19. D ie tägliche B ew egung der Erde um ihre A xe  bringt 
ebenso wie die jährliche Bew egüiig um die Sonne eine A b eF  
ration hervor, welche die t ä g l i c h e  A b e r r a t i o n  ge'h'annt 
wird. D iS e  ist indessen viel unbedeutender als die jährliche 
Aberration, da die G eschw indigkeit der B ew egung der Erde 
um ihre A x e  sehr viel kleiner ist als die*'Geschwindigkeit 
der B ew egung in der jährlichen Bahn um die Sonne.

D ie Coordinaten eines Ortes auf der Oberfläche der 
Erde in B ezug auf drei au fe in an der senkrechte A x e n , von 
denen die eine mit der Rotationsaxe zusammenfällt, die bei
den ändern in def E bene des Ä q u a to rs  liegen und zwar so, 
dafs die positive A xe  der x  vom  'M ittelpunkte nach dem 
Frühlingspunkte, die positiv®  A xe  der y  liSoh dem rfeimzig- 
sten Grame der R ectäscensionen gerichtet ist, sind nach N o .*2 
dieses A bschnitts:

x  =  O cos <p' cos 0 , 
y  =  o cos (p’ sin <9, 
z =  o sin <p\
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M an hat U so :
dx , . „ d&'
— =  —  n cos ir sm iy . ——
rft 1 '  dt
dn , / ,, rf©
-  — =  B T P °S 9 1 COS 0  . ——  ;rfi ' r
rf; = o .

Substituirt man diese W erthe in die Form eln  ( « )  in 
16, so erli 

ten P oten zen :
N o. 16, so erhält man 'leicht mii Vernachlässigung der zwei-

i t ®  ,a  —  a  =  —  (j cos  <p cos  ( 0  —  a ) s cc  o,

8 ’ —  8  =  —  7 cos  w’ sin ( 0  —  a )  sin S.
/i dt s ’  v '

Bezeichnet nun T  dJgl Anzahl der SUrntage in einem 
siderischen Jahre, so ist also die durch die Um drehung deÄ 
E rde entsteh ende Winke'lfeewegung d i e s  Punktes defSelbeh 
T  mal sclni'dler als die W inkelbew effun«1 (h fl  Erde in ihrerO o
Bahn, sodafs:

<W _  c U f  
dt dt

M an .erhält daher als Constante der-Jä'glichen Aberration, da: 
l 7 e , ■—  Q =  Ic —  =  IC sm 71 
ft a

ist, w o n  die Sonnenparallaxe und k  die Anzahl von Zeit- 
^ e m rd e n  p j j eichnet. welche das L ight braucht, um den H alb
messer der Erdbahn zu durchlaufen:

i d M  ■ >r Ic. — — . sin n  . 1,
dt

oder d a :

E h .  -  M  ^ 2 0 i'.W S .  n  = > 8 i'.57U 2 und T =  300 . 26 ist, dt
0 ” . 3113 .

Setzt man noch  statt der  verbesUjj.ijfen Polhöhe cp einfach 
die P olhöhe ip , so^ rh iilt  man also für die tägliche A berration 
in Reötascension und D eclination:

a’ —  a —  0 ' 3< 13 cos <p cos£&  —  n )  s cc  8, ,

. 8 ’ —  8 =  0 ” . 31-13 c m  tp sin (&  —  a )  sjn S.

D anach ist im M eridian die tägliche Aberration der* 
Sterne in D eclination N ull, während sie in Rectascension ihr 
M axim um  ..eUsreicht, n äm lich :

0 ” . 3113 . co s  p  scc  8,
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20. F ür clie jährliche A berration der Fixsterne, in Länge 
und Breite waren vorher die Ausdrücke^gefunden:

V  —  X =  —  k  —  0 ) L e c  ß ,  
ß ’ —  ß  =  +  k  sin (X —  O )  sin ß , 

wo die Constante 20". 445 durch ft b e^ ieh n et ist. D enkt man 
sich mm an dem inittleren Orte des Sterns eine tangirende 
Ebene an der scheinbaren Himmelskugel und in dieser ein 
rechtwinkliges Axenkreuz, dessen A xen  der x  und y  die Durclr- 
schnittsliiJen der Ebenen des Parallel- und des Breitenkreises 
mit der tangirende.n Ebene, sind, und bezieht nun den wah
ren mit der Aberration behafteten Ort auf den mittleren durch
die Coordinaten:

x  —  ( ß  —  ^A|os ß  y ~ ß '  —  ß  *)> 

so erhält man la icht, wctmi man d ie  obigen Gleichungen 
quadrirt:

ß  —  k 2 sin ß 2 —  x 2 sin ß 2.

Dies ist aber die G leichung eiifer E llipse, deren halbe 
groHe A x t jg le ich  ft, deren halbe kleine A xecdagegen  ft sin ß  

ist. V erm öge der jährlichen AherratiSim beschreiben also 
d ie,F ixsterne Ellipsen um ihren mittleren O rt, deren halbe 
gröfse A xe  20". 445 und derem halbe kleine A x e  das Maxim um 
der Aberration in B re it^ is t . Für Sterne, welche in der 

■Ecliptic h-itehen, ist ß  rind mithin auch die halbe klciiiiV 'Axc 
'gleich Null. Solche S tö ß e l b'eSchrSibeö alSö' im Laufel'eihes 
Jahres eine gerade L in ie , indem sie sich m der E'cliptic 
'20". 4 4 5 ".fön dem mittleren Orte nach jeder Seite hin 
nen. Für einen Stern w elcher im PolSGler E clip tic stände, 
wäro;.-/? =  90°, mithin die hHltfl klchtü A x e  gleich der hal
ben groj&en Axe.., E in solcher .Stern würde also w ä L a u fe  
eines Jahres, um, seinen mittleren O rt einen Kreis von 20". 445 
IIalbme s s er h.esöhreiben.

\  U-n-i den jedesm aligen O rt des* SterhSj'auf der;. Ellipse 
Z u erhalten, denktyman .sich in dg£ E ten& j,der,.Ellipse um 
dagäfelbe Centrum einen Kreis mitvderjgr,ofsen A xe  als D urch 
messer bgschriftb^-p. Dann, ist klar, däfs<y?in Radius dieses 
Kreises, ihn während eines JahreÄ. mit g leicharm iger ß e w e -

* )  Indem  für 'so kleine Entfernungen vom  A nfangspunkte die tangirende 
Ebene: m it der lvngclobcrfliichc zusam m onfallend angesehen w erden kann.
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gung durchlaufen mufs, dergestalt, dafs er mit dem westlichen 
The.iJ,e der halben g rö fse»  A x e  zusammorifallt, wenn die Länge 
der S o n ig  gleich der Länge deSsStelins ist, dagegen mit dem 
südlichen Theile der halben kleinen A x e ' wenn die Länge 
der Sonne 90° gröfs'er 'als die L änge de£  Sterns1 isl?. Zieht
man dann füta irgend eine Zeit den der Länge der Sonne
entsprechenden Radius und fälltgbin Perpendikel von de'm 
Endpunkte Yd es R id iu s  auf die g ro fs a A x ^ l so ist der Punkt, 
w o  dieser die*Ellipge schneidet, der (Ott deswSterns.

W enn  der Stern auch eirfe Parallax'e n  hat, so werden
die Ausdrücke für diel beide’rt rechtwinkligen Coordinaten: 

x —  —  k  cos (1  —  0 )  —  7t sin (m —  0 )
y  =  +  k  sin — © ) sin ß  — j^cos (X — 0 )  sin ß

o ^ r ,  wenn man setzt:
Je —  a cos A  
7 i =  a sin A  

x  =  —  a cos (X —  O  —  A ) 
y  =  +  a sin (X —  O  —  ■'O sin ß ■

D er Stern beschreibt also auch dann una Reinen mittleren 
Ort eine E llipse, deren h a lbe ..gcofseX xc V l P - P n 2 und deren 

hal.ljnakh'ne A j& B s ü a V isb&d
Ganz Aehnliches gilt nun auch für die tägliche Aberration. 

V erm qge dtjr lpfzteren ;b,eschreiben di^*Sterne.,im Laufe eines. 
Sterntsjges Ellipsen tun ihren mittleren Ort, deren halbe grolse 
und, halb^ kleine A je^ O ”. 311i||jco,s/^;iund 0 ”. 3113 cos (f  sin 3  

ist. F ür Sterne, die. im A equator stehen, fgdht diese Ellipsb 
in .eii^e geradeHLiuie über, für einen Stern dagegen, w el
cher gengfj: im W eltpole stände, in einen K re is .-

21. H at ein Gestirn eine eigene Bewegung*, wie die 
S'otme, der M on d  und die Planeten, so ist für diesgjdie bisher 
betrachtete A berration der F i l t e r n »  noch  nicht die vollstän
dige! Aberration. D enn da ein solc'h'es Gestirn in der Zeit,O 1
während w elcher dak£ Lichtstrahl von demselben zur Erde 
läuft, se in to-'O rt verändert, so entspricht die beobachtete 
R ichtung des Lichtstrahls1 nicht dem wahren geCuentrischen 
OrtelActeid GestirnsRzur Zeit der B eobachtung. M an nehme 
nun an, dafs der Lichtstrahl, welcher zur Zeit t  curs Objectiv 
des Fernrohrs trifft, zur Zeit T  vom Planetenfiirfsgegangun 
sei. Es seien p f f iwif P  F ig . 5 der O rt des Planeten im
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Raume zur Zeit T, p derselbe zur Zeit t, A der Ort des 
Objectivs zur Zeit T, a und b segn die Oerter des Objeetivs 
und Ocularsfizur ZerE i, a! und V dagegen die Qerter zur 
Zeit f ,  wo der Lichtstrahl dah Ocular trifft. Dann ist:

1) A P  die**R'iclitung nach1 dem Orte1 des Planeten zur 
Zeit T,

2 ) ap die Richtung nach dein wahren Orte zur Zeit t,
3) ab und a'b' die Richtung nach dem scheinbaren Orte 

zur Zeit, i und zur Zeit! f;, deren Differenz unendlich 
klimmst,

4 ) b’ a die-Richtung nach demselben scheinbaren Orte, von 
der Abenration der Fixsterne befreit.

Da nun P, a und b' in einer geraden Linie liegen, fcs'o ist: 
P a  : ab' =  t —  T i  t’ —  t.

Da ferner das Zeitintervall t'— T immer sehr klein ist, 
sodafs limu annelnnen', kann, daltcdie Erde sich innerhalb des
selben geradlinig und mit gleichförmiger Geschwindigkeit be
wegt, so liegen auch A , a und a' in einer geraden Linie, 
sodafsid a und a a’ -ebenfalls den Zeiten t — T und t' — t pro
portional sind. Daraus gnlfgt alg&*dafs A P  parallel öV 'is t, 
dafs also (kr ecgeinbare Ort de,s' Planeten zur Zeit t gleich 
dem w&lircn Orte zur ZLit. T ist Dra Unterschied der Zeiten 
t' und T ist* die Zeit, in welcher das Licht vom Plan men 
zum A f f l j i elangt octer das Product der Distanz des Planeten 
in 497s. 8 d. h. in die icit, in welcher das Licht die halbe 
grofs® Axm der Erdbahn, welche als. Einheit angenommen 
wird, durchlauft.

Daraus folgen nun drei Methoden, den wahren Ort eines 
vVhndelsterns aus dem scheinbaren für irgend eine Zeit t zu 
ber®hnen.

I. Man zielh, von der beobachteten Zeit die Zeit ab, in
nerhalb welcher das Licht .Von dem Planeten zurErcfe Belangt;O O '
dann erhält mau die Zeit T und der wahre Ort zur Zeit T 
ist mit dem ^Lcheinl^arpn zur Zeit t identisch-

II. Man berechne mit demEntfcg-jiung d(gS Wandelsterns 
die Reduction der Zeit .pder, t — T und damit fnif Hülfe der 
täglichen Belegung des Geptirns in Rectasceusion und Decli
nation die Reduction des beobachteten scheinbaren Ortes auf 
die Zeit % ?’", x ' 1
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III. Den gegebenfen Ort von der Aberration der FixsterneO O
befreit, betrachte man als den wahren Ort zur Zeit-T, aber 
gesehen von dem Orte, welchen die Erde zur Zeit t hat. 
Diese letztere Methode wendet man dann an, wenn man die 
Entfernung des Klestirns nicht kennt, z. B. bei der Berieeh- 
nung eine.r Bahn eines noch unbekannten Planeten oder Co- 
meten.

Da die Zeit, in welchen das Eicht ly'on der Sonne zur 
Erde, gelangt, 4D7S. 8rist und die mittlere Bewegung d e f Sonne 
in «mein Tage 59' 8". 19 beträgt, so ist nach II. die Aberra
tion der Sonne in Länge 20”. 45 im Bogen, um welche Gröfse 
man die Längen der*1§:onne immer zu klein beobachtet. W e
geil der Aenderung der Entfernung-' der-- Sonne und ihrer 
Gedehwindigke.it«schwankt dieser Werth im Laufe des Jahres 
um einige Zehnthcile einer Seciuide.

22. Dieser Fall der Aberration für ein bewegliches Ge
stirn, der in der Tliat der allgemeinere ist, kann a-udr leicht 
ans .den Fundamentalgleichungen (re) in No. 16 abgeleitet 
werden. Es ist nämlich klaij aal5 man in dieffim Falle gtatt 
dme^iibsolnteh Geschwindigkeit der Erde nur die relativ? Ge
schwindigkeit derselben in Bezug auf das bewegliche Gest'rn 
zu substitmren hat”  da ditee in Verbindung mit der Kie« 
schwiiidig«mi des Lichts denjenigen Neigungswinkel des Fern
rohrs gegen die wahre Eichtling der von dem Gfstirne. nach 
einander ausgeheirefen Lichtstrahlen besthmnen wird, bei dem 
das Gestirn, trotz seiirejt eigenen Bewegung und der Bewe
gung der Erde, immer in der Axe  des Fernrohrs erscheint. 
Sind daher.§, )/, £ die, Coordinaten clcä Gestirns in Bezug 
auf das dort betrachtete System von Axen, so nmfs man
— — dl ,  -l'l — — statt llx- , ~  hi (re) substituiren.dt dt dt dt dt dt dt dt dl K '
Ist aber A die-»-Entfernung des Gestirns von der Erde, so 
erhält man die heliooentrischen Coordinaten £, l,, da die 
Coordinaten in Bezug auf die Erde od?r diCTgeocentrisclien 
A  cos ö cos « , etc., sind :

£  =  A  c o s  S  c o s  a  H -  x,
V —  A  c o s  S  s i n  a  - f - y ,  ( / )

g  =  A  s i n  S  - ) - 2 ,  

woraus man leicht findet:
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■ iS Jm  d £\  (<hj cl t]\ f e i ?
  — ) ,sm a — ,  — ) cos a —  A cos d —

\dt clt /  \dt d t )  dt

( ^ - f )  sin,? cö sa  +  & - & )  sm 5  sin rf Q  fei - f )  J  , ? = A  f •
\dt d t )  \dt d l )  '  \dt d t )  dt

Die Formeln (a) gehen duliy über in:
, A da

a —  «  =  —  ?
fi d t

A

oder da — gleich dar Zeit ist, in welcher das Licht die Di-
fl 0  ’

stanz A durchläuft, wenn man d ie s e lb e  mit l — T bezeichnet:

2  ’r £38« ’_ w  I'Gleichungen, welche ausdriicken, dafs der scheinbare Ort 
gleich ße,m wahren znr Zeit T ist und also den Regeln I und II 
der vorigen Nummer entsprechen.

Man erhält aber auch die Aberration für diesen Fall, 
wenn man zu der rechten Seite der ersten Forme} (a) das

Glied — f -usintt' — sec'*0' und das ähnliche Glied
tt- [_dt dt J

der zweiten Gleichung hinzufügt. Dann findet man, wjänn 
man die Aberration der Fixsterne mit Da und DS bezeichnet:

- a =  D a  -f- fi
1 St 1 ßt— —  s in a  r -  cos a  sec o,
u L dt dt J

± P
ft |_d

■ D d  —  I sin $  c o s «  -+ -1\ )  sin 8 sin a ^  cos <?"] •
„  K f W  d t  d t  J

Differenzirt man aber die Gleichungen ( / ) ,  indem man 
rechts nur die geoCentrischefi Gröfsen A , « , Ö als veränder
lich, dagegen die CoOrdinSten der Erde als constant ansieht
und bezeichnet die, partiellen Differentialquotienten mit

und so findet man die zweiten Gliecfügs der rechten Seite
der obigen Gleichungen beziehlicli gleich:

A ( d*)  und Ä
fi \ d t )  fi \ d t )

Man erhält daher: a!—Da— a — (t— T ) .

und 8 ’ — D 8 = 8 — (t  —

Gleichungen, die der Regel III der vorigen Nummer ent
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sprechen. Denn da (  und dieiDifferentialquotieuten
von ci und ö bezeichnen, wenn zwar d(3fc lieliocentrisciie Ort 
des Wandelsterns geändert wird, abaj’ nicht i.< r Erdort, so 
^ltsprechen die lo h te n  Seiten’ tfer beiden Gl^ichung’en dem 
Ort des, Gestirns zur Zeit 7’, aber ge-seheuEroTi dem^Drte, 
den die Erde zur Zeit t hat.

A nm . Die Bewegung der Erde um die Sonne in einer Ellipse und die 
durch die Axendrehung der Erde erzeugte Bewegung geben noch nicht die 
vollständige Bewegung eines Punktes auf der Erde iru Raume, da die Sonne 
selbst Beilegungen hat, an denen die Erde mit dem ganzen Sonnensysteme 
Tlieil nimmt. Einmal nämlich hat die Sonne, wie man später sehen wird, 
eine fortschreitende Bewegung im Raume und aulserdem eine periodische, 
durch die Anziehungen der Planeten verursachte, indem sich nämlich die Pla
neten nicht in Ellipsen um den Mittelpunkt der Sonne bewegen, sondern Sonne 
und Planet um den ruhenden Schwerpunkt beider Ellipsen beschreiben, die 
sich umgekehrt Avic die Massen der beiden Körper verhalten. Die erstere 
Bewegung, die für jetzt nur als geradlinig angenommen werden kann und auch 
gewifs so für sehr lange Zeiträume bleibt, ändert deshalb die Oerter der 
Sterne nur um constantc Gröfsen und kann daher unberücksichtigt bleiben 
und die durch die zweite Bewegung vcmnlafste Aberration ist so klein, dafs 
sie immer vernachlässigt werden kann. Sind nämlich a und a die Halbmesser 
der Bahnen zweier Planeten, die hier kreisförmig angenommen werden, t  und ? ’ 
ihre Umlaufszeiten, so verhalten sich die Winkelgeschwindigkeiten beider wie
1 1 .  .

mithin die linearen Geschwindigkeiten wie c it ’  : a! t  oder wie VotT T
(<t da sieh nach dem dritten Keplevschcn Gesetze die Quadrate der Umlaufs- 
^ zciten zweier Planeten wie die Cubeu der halben grofsen Axen der Bahnen 

verhalten. Die Constante der Aberration für einen Planeten, dessen halbe 
grolse Axe a ist, wird daher, wenn man den Halbmesser der Erdbahn gleich 

20". 45
Eins nimmt, ——-------, und die durch die Bewegung der Sonne um den ge-

20”, 45
meinschaftlichen Schwerpunkt beider erzeugte Aberration gleich m .—y -— }

wenn m die Masse des Planeten bezeichnet, die Masse der Sonne als eins ge
setzt. Für Jupiter ist m =  ttvVi) un(l ^ =  5.20, daher die Constante der durch 
die Anziehung Jupiters erzeugten Aberration nur 0”. 0086.

Auch die Störungen der Bewegung der Erde durch die Planeten bewirken 
Aenderungen der Aberration, die aber ebenfalls zu klein sind, um berück
sichtigt zu werden.

Vergl. über die Aberration die Vorrede zu Bessel’s Tabulae Rcgiomon- 
tanae p. X V II et seq.; auch Wolfers, Tabulae Rcductionum p. XIII ct seq. 
Gaufs, Theovia motns pag. 68 et seq.



Vierter  .Abschnitt.
Von der Herleitung’ der mittleren Sternörter und der 
wahrscheinlichsten Werthe der darauf Einflufs haben

den Oonstanten aus Beobachtungen.

Die Hauptaufgabe der sphärishen Astronomie ist die 
Bestimmung 'dfifl Oerter der Steine in Bezug auf die Funda
montalebenen und speciell in Bezug auf den Aequator, da 
die Längen und Breiten nie durch Beobachtungen:.gefunden, 
sondern nur durch Bechnung aus der Rectascension, Decli
nation und Schiefe- der Ecliptic ahgele-ite-t werden. Werden 
diese Beobachtungen so angestellt, dafs sie doii Ort der Sterne 
unmittelbar in Bezug auf den Aequator und den Frühliugs- 
Nach t.gleichenp unkt gehen, so nennt man dieselben ab.solnt.te 
Bestim näunge'iif dagegen sind re la t iv e  B estim m u n g en  
soldhe, durch welche nur döi] Unterschied der Rectascensionen 
und Declinationerc von Sternen von denen früher bestimnvteV 
Sterne gefunden wird.

Die Beobachtungen gellen die Scheinbaren Oerter der 
Sterile; d. h. bql.iaftet mit Refraction (im Falle der Beobach
tung der SonnäB des blondes und flüfjPlanat<|n auch mit Pa
rallaxe) und Aberration und bezogen auf den Aequator und 
das wahre Aequinoctium für den Augenblick der Beobach
tung. Diese Oerter müssen daher noch durch Anbringung der 
in den beiden vorigen Abschnitten betrachteten Correctionen 
auf mittler '̂ (hWter reduoirt werden. Eine jede dieser Cor- 
rectioncn enthält aber eine Constante, deren numerischer 
Werth aus ähnlichen Beobachtung«^ wie die Sternorter gefun
den oder mit denselben zugleich bestimmt werden mufs. Die 
in den vorigen Abschnitte?!! gegebenen Wertbei dieser Con- 
stanten sind die neuesten Bestimmungen, die mdesfeen immer 
durch künftige Beobachtungen noch Verbesserungen erfahren

14
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werden, und öS ist daher zu"1,zeigen, wie diese Bestimmun
gen geniaclit werden. Beobachtet man die Oerter der Fis-O O
sterne. zu verschiedenen Zeiten, so sollte inan, wenn dicsel 
ben unveränderlich wären, mir solche Unte'E®hiede erhalten, 
dieffien mßgliclien Beobaehtnngsfehlern und deji Fehlern der 
Constanten zugiMihrieben werden können. Man findet aber 
bei der Mergloichmig der O.erter zu verschiedenen E}Kch.en 
gröikei’e oder geringere Abweichungen, die nicht durch sol
che Fehler erklärt werdeqr kijn-Hpn und daher durch eine 
eigene Bewegung dqr Sterne verursacht werden müssen. Diese 
Bewegungen sind zum Theil geAlijzhps und den Sternen eigen- 
thümlich, zum Theil aber nur parallactisch und dur.ch die 
Bewegung unseres Sonnensystems im Raume, verursacht; mit 
wenigen Ausnahmen kann maiif dieselbö'11 aber-immer als der 
Zeit proportional und in einem gröfsten Ivr&isy vbrgehend 
ftnselien. Auch dies;® Bewegungen nwissen 4n Rechnung ge, 
beacht werden, um die mittleren Oerter der Sterne auf-ei HÄ 
Epoche ziu reduciiem, oder von einer Epoche auf die andre 
zu übertragen.

Die Berechnung, der verschiedenen ^SmTjjJetioneii, die an 
die Sternörter anzubriugen sind, ist in den beiden porigen 
Absclinitteimgfigeben; da dieselben aber so häufig, zu machen 
sind, so bedient man sich noch andrer Methoden, welch fi 
die Reduction d|h' scheinbaren (lerter auf die mittleren zu 
Anfang des Jäln[es so bequem und so .JHfnig zeitraubend als 
möglich machen und die zumjjglist gegeben werden sollen.

I. Von der Reduction der mittleren Oerter der 
Sterne auf scheinbare und umgAliehrt.

1. Kennt man den mittleren Ott? eines Sterns und suip-ht 
man den tsjehei ibaren Ort für irgend einen geg§lb'e®ep Tag 
eines ändern Jahres, so hat man zuerst den (gegebenen Ort 
durch Anbringung der Piiäeession und nötbigehfalls der eige- 
rc-u Bewegung; auf den mittlere®; Ort zu Anfang dieses Jah
res zu bringen und nachher noch die Prifcession und .eigene 
Bewegung vom Anfänge des Jalirqß bis zu dem gegebenen
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Tage sowie die Nutation und Aberration für diesen Tag hin- 
zuzufiigen. Um nun die drei letzteren Correctionen bequem 
anbrin'gen zu können, liat man dafür Täfeln berechnfet^ wel
che den-'Tag des-Jahrgs zum Argubiente haben. Diese-Tafeln 
sind von Bassel in sehrem Werke: Tabulae Rqsgiomontairae 
gegeben *).

Bedeuten ci und Ö die..,mittlere Rectasaension und Decli
nation .seines Sterns zu Anfiuigreines Jahres, d  und dlfdage -̂dü 
die scheinbare Rectascension und Dofclination ztu Zeit r, wel
che Anfänge des: Jalirog .‘ab gezählt und in Theilen des'f 
selben an&gßdrückt wird; bezeichnet man ferner mit /< und /.v 
uie eigene Bewegung des>Stferns in. Restäscraision und Decli
nation, die der Zeit proportional ist, d<0J hat man nach den 
Formeln (71) in No. 2 , (B) undßö^lj in NoT5 des zweiten 
Abschnitts-und (A) in No. 16 . cIusj dritten Abschnitts’ :'

a —  re =  +  r  [m. -4-n tcuig ö s i n  re] -f-  r  //,
—  [1 5 ”. 8'148  +  6 ”. 8G50 tarl^l S sin re]-sin 0
—  9” . 223 i tang S cos 're. e f c j ,0
+  [0 ”. 19Ü2 +  0 ". 0 8 2 2  tang §  sin re] sin 2 0
-4- 0 ’' .0 8 9 6  tang*3h:os re c o s E | 0
—  [1”. 1642  -4- 0 ”. 5 0 5 4 ‘ tang S sin re]ptn 2 0
—  0". 55 0 9  tang h.eos «.cos ffi©
-+- [0”. 1 llijS;—t— 0". 0 50 9  tang dtem ( © — P )
—  [0".01Ü 5 -4 -0 1 .0 0 8 5  tang S sin re] j s ä i ©  +  P jjB j
—  0". 009 3  tart];. S 3os re coS ( 0  -4- P )
—  20". 4 4 5’1 cosfs s e c i  cos re cjps ©
—  2 0". 4451 s e id  sin re sin 0  

und .V —  S =  —f— t  ?Jcos re - f -  r  d
—  6". 8 6 5 0  c o s « l s i n 0  +  9". 2*131 sinre cos f,
-4- 0". 08_225cos« sin 2 0  — 0". 089 6  siiFrecos 2 1 0
—  0". 505;4 ^ ösa  s i n 2 © h - 0 " .  550 9  sina.iüs 2 0
4 - 0 ”.0 5 0 9  J o s «  sin ( 0  — 7J )
—  0 " . 0 0 9 ä tjp « is in  ^ 0 -4 -P )4 -O '' .O O 9 3 « ii i « c o s ( 0 - l -P )
-t -  2 0 " . 4454  [sinre sinn co s r  — cosdjfihs] cos 0
—  2 0 " .4 4 5 1  cosSrejüin djain 0 .

Hier sind die Gliedt® derirnitation^ die v011 deif doppel
ten Länge 2 d und der Anomalie d — P’ des Mondes abhän- 
gen, weggelassen, da dieselben wegen der schnellen Bewe

*) Für einige wenige Sterne ist auch j j o d h  die Anbringung der jährli
chen Parallaxe erforderlich, wofür die bequenjsjen Ausdrücke nachher gege
ben werden.

1 4 *
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gung des Mondes eine kurze Periode haben und daher vor- 
theilhafter in eine besondre Tafel gebracht werden. Die Glie
der sind aufserdem klein und heben sich wegen der kurzen 
Periode im Mittel aus mehreren Beobachtungen eines Sterns 
gröhstentlieils auf. Sie werden gewöhnlich nur bei den Polar
sternen mitgenommen. Für diese werden aber auch dietGlie- 
der merklich, die von den Quadraten und dem Producte der 
Nutation und Aberration abliängen und die durch die For
meln (£ ) in No. 5 des zweiten Abschnitts und (c), (d) und (e) 
in No. 16 des dritten Abschnitts gegeben sind. Diese Glieder, 
so wie die vorher erwähnten, können für jeden Stern, für 
welchen dieselben merklich werden, in Tafeln gebracht wer
den, deren Argumente, £, O , ©  -+- 0  und ©  — 0  sind.

Um nun die obigen Ausdrücke für u — a und <)' — 3 
in Tafeln zu bringen, setze man:

M j ' .  8650 =  nt lä ".81 4 8  —  mi — h
0".0822 =  « ; ,  0 ". 1902 I—  mi, =  h t
0". 5054 = n i - 2 1". 1C42 —  m i, = E I
0". 0501t =  n L  0' .1173 —  m i, =  h3
0".0085 =  » i 4 0 ".019ö —  =

Dann kann man die Formeln affelt so schreiben: 
a — a =  [ t —  i s i n 0 4 - * i  sin 2 0  —  sin 3f)-t- U sin ( 0  —  P)

— it sin ( 0  4 -  P)J [m-t- n tang 8 sin a]
—  [9".2Z01 e o s 0  —  0".089C cos 2 f l  4 -  0".550<J c o s ä ^ U

—t-ü ".0093 cos re }-) -!3)] tang^cosa
—  20". 4451 cos s cos ©  . cos a i i iS  i
—  20". 4451 sin 0  f$iu « seSl
-t- Tfl
—  A sin 0 4 -  A, sin2 0  —  h-, sin 2 0  +  43 s in (©  —  P) — lit s iM © 4 -P )

und
8' —  8 =  [t —  i s i n 0 -t -  i, sin 2 0  —  i2 sin 2 0  4 -  i3 sin ( 0  —  P)

—  i4 sin ( 0 4 - P ) ]  n col a
4 -  [9".2231 c o s 0  —  0 ".0896  cos 2 0  4 -  0 "5509  cos 2 0

4 -  0".0093 cos ( 0  4 -  P)] sin a
—  20". 4451 cos s cos 0  [tang s cos 8 —  sin 8 sin a]
—  20" 4451 sin ©  . sin 8 cos a
4 -  t  f  ■

Führt man daher folgende Bezeichnungen ein:
A  —  r  —  i sin 0 4 -  h  sin 2 0  —  i ,  sin 2 ©  4 -  is sin ( ©  — -JP) —  i t sin ( 0 4 - p S  
B =  —  9".223t co s04 -O ".O 896  cos 2 0  -  0".5509cos 2 ©  -  0 ".0093cos(© 4 -P )  
G =  —  20". 4451 cos e cos ©
D = —  20". 4451 sin © .
P  =  —  h sin0 4 -  Ai sin2 0  —  h2 sin 2 0 4 -  7t3 sin ( ©  —  P) —  A4 sin ( © 4 - P )
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« =  m +  n tang S sin «  <i —  n cos n
h =  tang S cos a ti =  —  sin a
c =  sec o cos a <•’ =  tang eicos S —  sin S sin a
d =  sec S sin a <!' =  sin S cos a,

so hat man einfach:
cf —  ct = j  .4 a —f- B  b —f- C c —f- D  d +• t  fi —f- E  .
S’— S =  A a ’ +  ß b ' +  Cc’ - t - D d '+ T f t ’ , 

wo die Gröfsen a , 6, c, d, a\ b\ c', d' blos von dem Orte
des Sterns und der Schiefe der Ecliptic, dagegen A, B. C, D
von O und f l  abhängen, also reine Functionen der Z< lt sind 
und daher auch in Tafeln gebracht werden können, welche 
die Zeit zum Argumente haben.

Die in obigen Formeln gegebenen numerischen Werthe 
gelten für 1800, imd man erhält für diese Zeit:

: =  0.34223 « ,= 0 .0 0 -1 1 0  « , =  0.02519 «', =  0.00254 «4 =  0.00042
/« =  0.0572 Ä, = 0 .0 0 1 6  /«2 = 0 .0 0 4 1  A3 =  0.0005 Ä4 =  0.0000,

woraus folgt-, dafs die Grölte E immer nur einige Hundert- 
theile einer Secunde beträgt und daher fast immer vernach
lässigt werden kann. Da einige der Coefficienten ir. den obi
gen Formeln für ct— a und ä’— § mit der Zeit veränderlich 
sind (nach No. 5 des zweiten Abschnitts), ebenso die Werthe
von m und «, so  ̂erhält man für 1900:

« =  0.34256 i, = 0 .0 0 4 1 0  «2 =  0.02520 «'3 =  0.00253 «4 =  0.00042
h =  0.0488 Ä, = 0 .0 0 1 4  h2 =  0.0035 h3 =  0.0005,

Bessel hat die Werthe der Constanten A, B, C, D, E 
in seinem Werke „Tabrdae Regiomontanae“ für die Jahre 1750 
bis 1850 gegeben. Da denselben aber ein anderer Werth 
der Nutations- und der Aberrationsconstante zum Grunde 
liegt, auch die in (O  — P) und (O  If- P) multiplicirten Glieder 

«fehlen, so erfordern die Besselschen Werthe der Constanten 
die folgenden Correctionen, um dieselben den obigen Formeln 
entsprechend zu machen:

für 1750:
d A =  —  0.0090 sin f\  +  0.0001 sin 2 ;Q  +  0.0013 sin 2 Q

+  0.0025 sin ( Q  —  P ) —  0.0004 sin ( 0  +  P) 
d B =  —  0.245G cos f\  +  0.0019 cos2 Q  +  0.0290 c o s2 Q

—  0 .0 0 9 3  cos ( 0  +  P )
<1(7= —  0.1744 cos O  
d D =  -0 .1 9 0 1  s in ©
(IE —  — 0.006 sin f l  +  0.001 sin 2 f l

Für 1850 wird der Werth von dB: 
d B  —  —  0.2465 cosiQ +  0.0019 cos 2 f l  +  0.0291 cos 2 0  — 0.0093 c o s ( 0 + P ) .
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Für die Jahre 1850 bis 1860 wurden die Gonstanten 
von Zeel? be-r'eehnet nach cfen BßselsClJbn ForrRln, für die 
Jalijfb 1860 bis 1880 dagegen von Wolfers^ in seinem Werke» 
„Ta-buläe Ileductiomun Ol|servationum «jstron omicarum mit 
jp™ oben jggaifeenen neuerejj WcrthejL1. Man findet diese 
Constanten auch in den astronomische». Jahrbüchern.

o-r* i
2. Die. Argumente aller dieser Tafeln sind die Tage 

des Jahres, dessen Anfaim in dem Augenblicke, angenommen 
ist, wo die mittlere Längg der Sonne- 280* beträgt. D iSe 
Tafeln gelten daheH unmittelbar für denjenigen Meridian, für 
welchen die Song«* in dem Augenblicke, wo 4»s bürgerliche 
Jahr beginnt, diese Länge hat. Weil aber die.oonne zu einem 
^vollständigen Umjaufe 365 Tage rund einen Bruchtheils ge- 
bra^icht, so werden die Tafeln in einem jeden ^ahr^ für einen 
anderen M^ijidian gelten.

BSüeichnuj man daher die' MeVidiandifferenz in Zeit des- 
jefiige-n Ortes, iji® weicheil -diatS^nne beim Anfänge des Jah
res die mittlere Längt ^pO'1 hat, vom Meridian von Paris 
ab gezählt/mit k und nimmt dij|s! posit.iSS wenn der Ort öst
lich liegt, bjezeiebnet man ferner djje MeüdiamlitferQiik ivgeml 
eines Orbfs-von Paf%' abef westlich positiv .gcnomuij^i, mit d, 
so mufs man zu der Zeit dieses letzteren Orfe^ für welchen 
man die Gp^staiiteu T , B, C, D,  aus. -den Tafeli; Lucki, 
die Gröfse k -f- d hinzuthun und mit dieser c-orrigirten Zeit 
als Argument in die Tafeln eingehe.n. Die Gröfee k findet 
man aus

7 —  L  ~ l j 8 0 ° ,
f l

wo L die mittlere ijänge cjtei' Sonne zu Anfang . des Jahms 
für den Meridian von Pazisjj u dagegen die.,'jpittlere tr.opis< he 
B.eKeguug .der^Sonne glejch .59' 8". 33 ist. DiesejBrfälgj findet 
man in den Tabulis Regiomoutanis und ATolfersV-ForKetzung 
derselben? von 1750 — 1850 und 18:60 — 1880 für jedes Jahr 
in Theilen eines1 Tages auä«fdrüokt, aufsardem die.Qonstan- 
ten A, B, C, PJJpjfür den Anfang de^jfingk'ten Jahres, wel
ches beginnt, wenn die Länge der Soirn.e 1580° ist, also für
1.8h40m Sjtämzeit desjenigen Meridians, für welchen die Sonne 
beim Beginnendes Jahrg^ldies^ Länge bat und dann für die
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selbe Zeit jedes zehnten Sterntagds*). W ill man die Werthe 
aus den Tafeln für eine andere;Sternzeit haben z. B. für die 
C-ulminationszeit eines Sterns, dessen Rectasi&nsion « ,  so 
mufs mau zu dem Argunu nte k -+- d die Gfofise hiittmfügen:

| = g - 18hf c  J | _  0.778.
24h 24

Da ferner auf den Tag, an welchem die Recfa^ension 
def Sonne gleich der RRtftsBnsfini des Sterns ist, z~v®ji Cul- 
minationen das S.ternSJulien, nntis man nach die§er‘ Zeit
zu detn bürgerlichen Datum des Tages Eins addiren, sodai's 
das vollständige Argument glgigh dem Datum ist plus der 
Gröfse

k 4 -  d +  a -+* i,

wo i - -  0 ist vom Anfänge des Jahres bis zu der Zeit, wo 
die Rectascönsion der Sonuel^leich «  wird, nachher aber 
i =  1 ist.

Der mit Jan. 0 in den TaSüln bezeichnte Tag ist nun 
derjenige* zu deSsfifüSternzait 18h 40m das Jahr nach der ge
wöhnlichen Mathode, die Tag?J zu zählen, indem man den 
Anfang deffilben am Mittage'nimmt, anfängt. Die Culmi- 
nation derjenigen Sterne** «deren Rectascension -<18h40m ist, 
fällt daher nhdittta.u£ den in den Tafeln mit Jan. 0 beze-ich- 
nefen Anfangstag, sondern auf den Tag vorher, Bn&n mufs 
daher Tür solche Sterne dein Datum des vom Mittage gezähl
ten Tages einen Tag hinzufügen, ehe man damit'in die Ta
feln eingeht, solfets/für solche Sterne i vom Anfänge des 
Jahres bis zum Tage, wo die Rectäjcension der Sonne gleich 
«  ist, gleteli 1 und nachher gleich 2 zu nehmen ist.

■ Man sffehe z. B. die Correct-ion des mittleren Orts von

* )  Für die Berechnung der Tafeln ist daher:
10n

T —  .166.242201 '
10)1.360°

Mittlere Lange der Sonne = 2 8 0 °  4 - 366 242201 ’

wo n in jedem Jahre die Werthe aller ganzen Zahlen von 0 bis 37 durch
läuft. Daraus findet man die wahre Länge nach I. No. 14. Auch ist:

W p ' . i l  — 1 9 ° * ' 2 ^ 3  ( t —  JKfflh —  - - - - - r ° -r :- -  19° 20'29".53.
o b b .
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u Lyi4ie für April 1861 und zwar für die Culininatioiiszeit von 
Berlin. Man hat für den Anfang des JähresaJ^S 
«  =  278° 3^30", 5 — +  38°^'9,',23” e =  2 3 °2 7 '2 2 ” jS = 4 6 ''.0 6 2  l o g » =  1.30220 
und damiäerhält man:

log o —  1 .43 7 1  log a  = 0 .4 4 8 8 9
log * =  9.049^3 log b' =  9.99569
log c =  9.25409 log c’ =  9.98106
l o d ^ =  0.10309,, log {?■■= 8 .9 4 2 ^

und adßsercfein ist
l o g /t =  9.4425 log^f =  9.4564.

Fernof hat man nach W o lfe »  Tabulae Reduet.ionum: 
log A  log B  log C logD  lo g t ’ E  

März 31 9.7494 0.5497,, 1 .O T 0, 0.5608, 9.3905 +  0.05
April 10 9.7653 Ö.5279,, 1.2456,, 6Jß488„ 9.4362 + 0 . 0 5

20 9.7819 0 .4982,,. 1.2109,, 1.00^9,, 9 .4 7 j^ j  + 0 . 0 5
30 9.7995 0.4620, 1.1596, 1.1155,, '9-5154 + 0 . 0 5

und man erhält hieraus nach den obigen Formeln (A):
tZ —  C4 S ’ --- 8

März 31 +  l s . 203 —  19”. 85
April 10 + i  .S tk  —  19 .0 9

20 +  j . 871 —  17 . 79
30 +  2 . 185 —  15 . 97.

Nun ist * =  +  0.124, d =  —  0.031, 5 = 1 “ ± °m = _ 0 .0 0 5 ,
und da hier i —  1 weil « < 1 8 h40m und im März und April 
die Rectascension der Sonne kleiner als 18h 40m ist, so wird 
das Argument in diesem Falle gleich:

Datum +  l.p'88.
Man erhält daher für die Culminationszeit für Berlin: 

März 31 +  l s. 239 —  19". 79
April 10 +  1 . 577 18 . 98

20 +  1 . 906 17 . 62
30 + 2  . 219 15 . 76.

Zieht man di™e Correotionen jKon dem scheinbaren Orte 
ab, so erhält man don mittleren Ort für den Anfang des Jahres.

3. Diese Art der Berechnung der Reduction auf den 
scheinbaren Ort ist besonders becpiem, wenn man eine Eplie- 
meride für eine längere Zeit berechnen will und wenn inan 
viele BeoMchtungen desselben Ste.rqgs^zu reduciren hat. Sucht 
man nur die Reduction für eiijen einzelnen Tag, so bedient 
man sich mit greiser Bequemlichkeit der folgenden Methode,
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weil man dabei der Mühe dci; Berechnung der constanten 
Gröfsen «, b, c etc. überhoben ist.

Die Glieder für die Präcession und Nutation sind nämlich: 
für die Rectascension:

Am -+■ A  )i sin a tang S -f- B  tang S cos a  -f-JE 
und für die Declination:

An  c o s a  —  D  s in « .

Setzt inan daher:
An  =  g cos G 

B  —  g sin G 
A  in -f- E

so werden die Glieder für die Rectascension 
/ +  g sin (G  -+- « ) tan g$  

nnd für die Declination:
g cos (Cr -f- a ).

Ferner werden die Glieder der Aberration: 
in Rectascjjnsion:

C sec S cos a D  scc S sin a

in Declination:
—  ?Jsin S sin a +  D  sin S cos a +  C  tang e cos S.

Setzt man daher:
“ *'(7 =  h sin f f  Z) =  h cos f f  i =  C tang e,

so wird die Aberration 
in yRectaseeüsion:

h sin ( f f  -+- a) sec S
in Declination:

h cos ( f f  +■ « ) sin S +  i cos S.

Also sind die vollständigen Formeln für die Reduction 
auf den scheinbaren Ort:

n’ —  a — .f  +  ytjin (G  -+- « ) tangiJ +  h sin ( f f  +  a) se cS +  r  fi 
S' —  S =  g cos {G -+- a ) hi cos ( f f  -+- « ) sin S -+■ i cos S +  r  g!.

Die Gröfsen y, <7, h, i, G und H kann man dann in Ta
feln bringen, dgren Argument wieder die Zeit ist. Solche 
Tafeln werden in den astronomischen Jahrbüchern gegeben 
und zwar für die mittleren Tage von zehn zu zehn oder fünf 
zu fünf Tagen.

Sucht man z. B. die Reduction für a Lyrae für 1861 
April 10 17h15ro mittlene Zeit, die Zeit der Culmination von 
«  Lyrae, so hat man nach dem Berliner Jahrbuche für 
diese Zeit:

/  =  -f-26”.08  .v =  +  1 2 ’" o  G = 3 4 4 ° 3 '  / i = + 1 8 " .9 8  f f = 2 4 7 ° 3 ’ i — — 7".58



218'

also G H

-  a )  ■

- «)

cos (G  -
!/

fsin (ff ■ 
cos ( i l  +  k) 

h
sin (77-f-<j)

- a  =  2 6 3 °  6 '  

9.13 S13 „ 
1 . 0 S g 3 6

0 . 9 0 5 8 6 , ,

9.98äm
1.27830
9.41016

/ =  +  26”.98 
g sin (ff - + -  a) tang 8 = —  9 ” . 67 
Asin(77 +  a) se c i5 '= -t - 6”.25 

r  fi = +  0”.08

a '~  ß  =  +  23".G4 =

7 sin (ff +  «) 1.08&22,,
Sjßin^ 9. ^ ))4

/c5ii  ̂(11 + $ )  0.68846
cos 8 9.89260

i 0.87967,,
h cos ( 7 / 1 .

sin <? 9.79564
^ ^ !o s  t>' =  —  5’'. 92 

g cos (ff +  « ) =  —  1".68 
h cos (77 +  «Tsin 5 =  —  11 ".46

T g' —  -|— 0”.08

1« .576

7 7 +  a =  1659 6’

d’ _ d =  — 18".98.

4. Die Formeln (d ) und (5 ) für die Beduction auf den 
scheinbaren Ort enthalten nicht die tägliche Aberration und 
die jährliche Parallaxe. Da der Ausdruck für die tägliche 
Aberration die Polhöhe enthält, so kann inan dieselbe nicht 
in allgemeine Tafeln bringen, indessen ist 5ur Meridianbeob
achtungen die tägliche Ab.erration in Declination Null und in 
Beetaäcension hat der Ausdruck diembe Form wiejdie we
gen (fff? Collhnationsl hlers des Instruments an die Beobach
tungen anzubringende Con^fefion, wie man später sehen wird, 
sodafs man ohne weitere Mühe die beiden Co-r-vectioneSi; ver
einigen kann.

Die Parallaxfe ist nur für eine Öehr geringe Anzahl von 
Sternen bestimmt und mufs für diese, wenn es auf die äufsstste 
(Genauigkeit ankommt, *gesonders berechnet werden. Es war 
aber die FornM für die ParallaxS nach 18 des dritten 
Abschnitts:

a' —  n —  —  n  [cofiSshi «  —  sin ©  cos e cös «] scc 8 
8' — 8 —  —  n  [cos e sin a sin S —  Sm s cos <t] sin Q  

—  n  colreysln 8 cos’«.

Setzt man also:
— cosSpos a —  k sin 77

—  sin a =  k cos 77 
sin a sin 8 cos e —  cos n sin s =  l sin 7,

—  cos ß sin 8 —  1 cos'7 ,

so wird einfach:
et'—  n =  7t k cos (77 +  © )  ;sec 8 

5.8’ —  8 =  n  l Jot ( 7  +  © ) .
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Diese Corr.eotion wird abjfer nur in sehr seltenen Fällen 
mitzunehmen sein, wie z. B. bei dein Polarstern, wo die Rect- 
aäftensiön merklich geändert werden kann oder hei dem Stern 
a GÜntauri, wo die Parallaxe, nahe* eine Bdgelisecunde ist.

II. Bestimmung der Rectascensionen und Declinationen 
der Sterne, sowie der Schiefe der Echptic.

5. Beobachtet man die Unt£fschrede ctSFSZ eiten, zu de- 
Mfh die Sterne durch d|fi Meridian eitles Orte1?* gehen, 
•sind die& Unterschiede gleich ddhen der scheinbaren Rect- 
ascenflonan der Sterne in Z'öif ausgedrückt. Zu diesen Beob
achtungen bedarf nian also einer'gfrten Uhr, d. h. einer solchen, 
die für Zeiten, in welchen gleich giGlbefBögSi des Aequators 
durch den Mei idian gehen, aäjch innne™ eine gleich greise: 
Anzahl von Sekunden an’giebt *1 und eines in der .Ebene des 
Meridians fest aufgestellten HöheninstruinSnts, d. h. eines Me- 
ridiankrai«5sS Die^n*lieSteJit in » i« e n  wesentlichen TheileA 
aus einer horizontalen, in zwei festen Ladern lio|;ende¥i Axb, 
welche 'auf jeder Seite einen Kreis , von denen einer Aenig- 
_3jtens fein getheilt ist, und in der Mitte Un Fernrohr trägt. 
An den Lagern sind Nonien oder Mikroskope befestigt, ver
mittelst welcher man hei der gleichzeitige* Räjxegung des 
Fernrohrs und der KieisHmit der horizontalen Axe die^vom 
FernrohreUhirchlaufenen Bögen auf dem Kreis.e. abliest.

Um den regelmäl'sigen Gsuig der Uhr zu prüfen, ohne 
die Kenntnifs der Ssternörter selbst.nöthig zu haßen, beobach
tet man die auf einander folgenden Durchgänge "verschiedener 
Sterne durch ein im Brennpunkte des Fernrohrs ausgespann- 
tes Fadenkreuz, dessen Durchschnittspunkt genau im Meri
dian angenommen wird j  j. Die Zeit zwischen zwei aufein-

* )  Die Zeit selbst braucht man hierzu nicht zu kennen, da immer nur 
Unterschiede von Zeiten beobachtet werden.

* * )  Der eine Faden dieses Kreuzes wird der täglichen Bewegung parallel 
gestellt dadurch, dafs man dem Acquator nahe stehende Sterne den Faden 
entlang laufen läfst und das ganze Kreuz mittelst zweier zu dem Zwecke an
gebrachten, gegen einander wirkenden Schrauben so lange dreht, bis der Stern 
wahrend seiner Bewegung durch das Feld den Faden nicht mehr verläfst-
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anderfolgenden Durchgängen desselben Sterns durch den Me
ridian ist dann gleich 24 Stunden Sternzeit H -A «, wenn A « 
die Veränderung der Reduction .auf den scheinbaren Ort wäh
rend dieser :24 Stunden bezeichnet. Wären daher die Beob
achtungen fehlerfrei und wäre das Instrument bePbeiden Beob
achtungen genau im Meridian, welche letztere Bedingung als 
erfüllt angenommen wird, so würden auch die an einer .genau 
regulirten Uhr beobachteten Zwischenzeiten zwischen den 
Durchgängen jedes Sterns gleiflr 24h- + A «  sein; wegen der 
Fehler der einzelnen Beobachtungen kann man aber nur an
nehmen, dafs das Mittel der beobachteten Zwischenzeiten ans 
einer Anzahl von Sternen weniger dem Mittel aller /\d-_ gleich 
24h ist. Findet man dagegen, dafs dies Mittel nicht 24h, son
dern ;l24h— a ist, so ist a dejf tägliche Gang dej£ Uhr und 
alle Beobachtungen mü&sen wegen desselben verbessert wer
den. In dem Falle, dafs für eine gewisse Zeit die einzelnen 
Sterne so nahe,.denselbenjpntersteljied Z,4h — a geben, dafs 
man die Abweichung den möglichen Fehlern der Beobach
tungen zuschreiben kann, nimmt man den Gang während 
dieser Zeit als constant und gleich dem Mittel aus allen a an 
und multiplicirt die beobachteten Bectascensionsunterschiede 

24 1mit —— =  ------ , um dieselben vom Gange der Uhr zu be-
9 1  r/ 1 ~

freien. Zeigt sich aber ein mit der Zeit wachsender oder 
abnehmender Gang der Uhr und sind die Beobachtungen 
zahlreich genug, so kam) man den stündlichen Gang zur Zeit t 
von der Form annehmen a -|- b (t — 7'), wo a der Gang zur 
Zeit T ist. Multiplicirt man diekhnit dt und integrirt zwi
schen den Grenzen t und 24 -D f, so findet man den Gang 
während zweier Culminationen eires Sterns, der zur Zeit t 
in den Meridian kommt, gleich

24 a +  24 6 ( 1 2 - M —  T ) =  u 

und indem man für alle so beobachteten Sterne den Coeffi- 
cienten von b berechnet und dann ?/• dem aus den einzelnen 
Sternen gefundenen Gange gleichsetzt, erhält man eine Anzahl 
von Bedingungsgleichungen, aus denen pan a und b nach der 
Methode der kleinsten Quadrate bestimmen kann. Zuletzt 
erhält man den Gang während der Zeit f” — t’ durch
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g y - +

um welche Gröfse jede beobachtete Zwischenzeit t" —  t  ver
bessert werden mufs.

Hat man aber schon eine Reihe von Sternen, deren Reet- 
ascensipnsunters^hiede ggnau bestimmt sind, so giebt des< Un
terschied des scheinbaren Ortes jedes Sterns und der au der 
Uhr beobachteten Zeit demjfj'ehler der- Uhr /\ U, der bei 
allen Sternen innerhalb der möglichen Beobaelitungsfchler undo o
der Fehler der Stej'nörter-gleich sein wird, wenn die,Uhr 
gepau naäli Sternzeit geht. .IRit dieselbe,, aber den Gang a 
zur Zeit 7’, so gilbt jeder Stern eine Gleichung von der 
Form :

0 =  U - a  -b  A U -h  n ( t—  T ) +  - -  (t —  T )2

und aus vielen Sternen kann man daher i\U, a und b be
stimmen.

Um nun die Guhninatjpns^eiten der Sterne zu beobach
ten, ist es nötliig, den Meridiankreis so zu berichtigen, dafs 
der Durchschnittspunkt degjjFadenkreuzes in jeder Lage dgs 
Fernrohrs im Meridianegoder, wenn dies nicht der Fall ist, 
die Abweichung desselben vom Meridiane bekannt isat*). Ist 
die C o llim a t io n s lin ie , d. h. die Linie vom Mittelpunkte 
des Objecti^s nach d p m  Fadenkreuze senkrecht auf der, Axe 
der Zapfen (dm Umdrehungsaxe des Instruments), so beschreibt 
dieselbe Lei der Umdrehung dos Fernrohrs eine Eirene, wel
che die Himmelskugel in einem grölstan K s.eiscgSA [meidet. 
Ist dann die Axe der Zapfen horizontal, so vird dieser gröfste 
Kreis ein Yerfica-lkreis und wenn diese Axe endlich nach 
den Punkten Ost und We,s£ des Horizonts gerichtet: ist, so 
bewegt sich die] Collimationslinie im Meridiane. Das Instru
ment erfordert daher drei Berichtungen.

Die Horizontahtät der Axeäkann immer, wie in Ho. 1

* )  Die vollständigen Methoden»!« im- Berichtigung des Meridiankreises, 
sowie zur Bestimmung defjFehler desselben und der deswegen nothwendigen 
Correctionen der Beobachtungen werden im siebenten Abschnitte gegeben. 
Hier soll nur gezeigt werden, dafs diesojBest-immungen vollständig gemacht 
worden können, ohne die Kenntnifs der Oerter der Sterne selbst nötliig zu 
haben.
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des letzten Abschnitts gezeigt wird, mittelst Einer Wasser
wage geprüft und auch berichtigt werdplf, da das eine dkr 
Zapfenlager durch Schrauben erhöht und erniedrigt werden 
kann. Der Winkel, welchen die Colliniationslinie mit der 
Axe macht, kann durch Umlegen des ganzen Instruments in 
seinen' Lagern berichtigt wterdeii, indem man das Fernrohr 
in jeder Lagen desJ Instruments auf ein entferntes irdisches 
Object richtet, oder noch besser auf ein zu dem Zwecke vor 
dem Fernrohre des Meridiankreises aufgeStelltes Fernrohr 
(Collimator), dessen Colliüfatienslinie mit der des Meridian
kreises zusammeTiMlt. Ist nämlich im Brennpunkte; dies'es 
Fernrohrs ebenfalls figiiF'Fadenkreite jj|so wird dies im Fern
rohre d&a MeridiankreiSs ebenso wie ein unendlich entfern
tes Object gesehen weiten., da die vom Fadenkreuze aus
gehenden Strahlen das Objectiv des Colhmators paiigllpb ver
lassen. 'Ist nun der Win^H, welchen die Colliniationslinie 
mit. der AxSjj des Meridiankreises macht, von einem BgShfeh 
Winkel um x  verschieden, werden die Winkel, welche 
die Axen der beiden Fernröhrrain bc-idejii Lagen des Meri- 
diankrbisgs mit einander y M K  um 2cc verschieden sein, 
oder das! Fadenkreuz des festen Fernrohrs wird sich, im 
Fernrohfe des Meridiankr<j?s«s gesehen, um den Winkel 
gögSi date-andre Fadenkreuz bekvegt zu haberi^Cheinen. Yer- 
igehiebt man dann dies Faclenkreuz duVcli Schrauben, w<|U5?e 
dasselbe senkrecht'4gegen die GSs&htsli“iiewbewegen, um den 
Winkel x , so wird jetzt die Colliniationslinie semyecht auf 
der Umdrehungsaxe stehen und das Fadenkreuz des Kolli
mators wird in beiden Lagen ‘dies Instruments seine Lage ge
gen das Fadenkreuz dcFdjiktniimmls unverändert beibehalten, 
odei: richtiger in beiden Lagefrgleiehweit vom Durchschnitts
punkte des? Fadenkreuzes abstehen. Sollte dies nSdi nicht 
genau der Fall sein, so kann män durch Wiederholung der 
Operation den «Fehler beliebig ldeii?* machen.

Wenn diese Berichtigungen geiöaeht sind, beschreibt die 
Collimationslinie einen Verticalkreis. Um endlich die hori
zontale Axe genau von Ost nach West zu richten, mufs man 
zur Beobachtung der Eternc seine Zuflucht (nehmen, aber die 
Kenntnifs der Qarter dej.’,selbop isfanicht erforderlich. Die 
Circumpolarsterne, z. B. der Polarstern, beschreiben, aufser
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unter sehr kleinen Polhölien, einen vollen Kreis über dem 
Horizonte. Bewegt sjeh nun das Fernrohr in,.einem Ver- 
ticalkreise und istü ns. wenigstens dem Mgsidian nahe, so wird 
die Gesichtslinie den Parallelkreis des Sterns in zwei Punk
ten schneidsn, der Stern wird also zweimal während seines 
Umlaufs im F^rnrohrejgeselien werden können. Beobachtet 
man dann die Zeiten der Dinicho-äno-e durch das*BadenkreuzO O
zuerst über, dann unter dein Pole, so wird nur in dgm Falle, 
dafs--sich das - Fernrohr im Meridiane bewegt, diei Zwischen
zeit gleich 12 Stunden Sternzeit -+- A «  sein, wo A “  jetzt 
die i^endernng d«r sdjjgfifc^n R^otaecension des §5terns in 
12ijStimden ist; während die Zeit gröfser o.ijer Meiner sein 
wird, jo nachdem sich das F-ernröhr auf der «M - oder W,est- 
seite vomrMeridiane bewegt. Da nun das<jeine der Zsrpfen- 
lager eine, Bewegung in der.:Richtung von Nord nach jaüd 
zulüfst, so kann man dies solange »verrücken, bis die Zwi
schenzeit zwischen zwei Beobachtungen genau gleich 12h- p i\cc 
ist, wenn das Fernrohr im Meridiane #j$fr die, Axe von Qgt 
nach W est ge-richtet sein i'jirW ').

Man kann auch die Zwischenzeit zwischen drei aufein
ander folgenden Durchgänge,)), des Sjtenis durch den Meridian, 
von dqg$n. a ŝo zwei auf degge^en ,-Sg.ite des^Pols j,sind, mit 
einander verglei'Gl ênt, die, im Falle das Instrurpent sich im 
Meridiane bewegt, gleich gein müssen. Sind diej Zwischen
zeiten- ungleich, so b,ew£gt sich das Fernrohr auf ^eflBigen 
SeitEU vom Meridian, auf vgfjlch.er der Stej« di§j ktujg,ere Zeit 
verweilt ]>at.

Bggbachtet man nun an einem so berichtigten Instru
mente die Durehgangszeiten d&j Stenne^sfl. erhält man die 
scheinbaren Ifecta^censionsuntergighiede und an diese sind die 
Reduclionen auf den seheinbareivOrt, mit umgekehrten Zei
chen anzubringen, um die mittleren Rectascensiciminte^s.chiedu 
für den Anfang des Jalüies zu eihalten. Die Berechnung der 
Formeln für diese .Gorfectionen setzt aber schon eine genä

*) Da die Vollkommene Berichtigung des Instruments wegen der Aen- 
derungen der Fehler unpraktisch wäre, so berichtigt man dasselbe nur an
nähernd und bestimmt durch die obigen oder ähnliche Methoden, wie im 
letzten Abschnitte gezeigt wird, die Fehler des Instruments und corrigirt die 
beobachteten Durehgangszeiten wegen dieser Fehler.
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herte Kenntnifs der Rectascension und Declination voraus, 
die man aber durch frühere Sternverzeichnisse hat.

Hat das Gestirn eine sichtbare Scheibe, so kann man 
nur den Rand desselben beobachten und man mufs daher, da 
ein solches Gest'rn auch eine eigene Bewegung hat, nach 
No. 28 des ersten Abschnitts die Zeit berechnen, in welcher 
sich der Halbmesser desselben durch den Meridian bewegt 
und diese Zeit zu der beobachteten Zeit hinzulegen oder da
von abziehen, je nachdem man den dem Mittelpunkte vor
hergehenden oder den demselben folgenden Rand Re'obachtet 
hat. Bei der Sonne, wo matf beide Ränder beobachten kann, 
kann man einfach das Mittel aus0 den beiden Beobachtung»-' 
zriten nehmen.

Die Uhrzeiten der Culminationen der Stern1?: können noch 
auf eine andre W eise, nämlich durch die Beobachtung der 
Zeiten, zu welchen die Sterne gleiche Höhen auf beiden Sei
ten des Meridians erreichen, bestimmt werden. Zu diesen 
Beobachtungen ist ein Höhenkreis erforderlich, der an einer 
verticalen Säule befestigt ist, welche' selbst eine Bewegung 
um ihre Axe zuläfst, sodafe*der Kreis in d;e Ebene aller Ver- 
ticalkreise gebracht werden kann. Beobachtet man mit ei
nem solchen Instrumente die Zeiten, zu welchen ein Stern 
gleiche Höllen auf beiden SeiteEi des* Meridians erreicht, so 
ist die halbe Summe dies'ar Zeiten die Uhrzeit der Culini- 
nation des Sterns. Es ist klar, dafs man die Höhe des Sterns 
selbst gar nicht zu kennen braucht, und es ist nur wesent
lich, dafs das Fernrohr in beiden Beobachtungen genau den
selben Winkel mit dem Horizonte macht. Sind aber die 
beiden Winkel etwas verschieden, so kann man leicht den 
dadurch verursachten Fehler der Uhrzeit der giW inati'on be
rechnen; denn, wenn die westliche Zenithdistanz von i\z zu 
grofs beobachtet ist, so st der Stern in einem Stunclenwinkel

beobachtet, der um — — —- zu grofs ist und man mufs da- cos tp sin A  °
\zher von dem Mittel der beiden Zeiten die Correction f ------- .—;cos <p sinn

abziehen. Eine solche Correction wird schon immer wegen 
der Refraction zu machen sein; denn obwohl die mittlere Re
fraction für die beiden Beobachtungen dieselbe ist, wenn die 
Höhe dieselbe ist, so wird doch der verschiedene Stand der
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meteorologischen Instrumente zu den Zeiten beiden Beobach
tungen einen kleinen Unterschied hervorbringen, dessen Ein
fluß' nach derv*abigen Formel'* berechnet! werden kann. Bei 
der Sonne1! macht auch die Aendernng der Declination wäh
rend der Zwischenzeit beider Beobachtung;en eine CorSSctioBi 
notliwendig.

Aus der FormÄ ~  =  cos (p sin A sieht man, dafs es am
Vorteilhaftesten §ein wird, die Zenitlidistanzen der Sterne in 
der Nähe des ersten Vertieals zu beobachten, weil sich die
selben dort am schnellsten ändern, und besonders vortheil- 
haft werden diese Bestimmungen in der Nähe des Aequators, 
weil dort auch cos ff nalie gleich Eins ist und fiir Gestirne 
na® axii Aequator. Da die Bestimmung der absoluten R eS- 
aseensionen, wie man später Kehen wird, auf solchen Beob
achtungen beruht, so wird dieselbe an einem Orte, m der 
Nähendes Aequators sich mit Vortheil nach der obigen Me
thode macliöv lassen.

6. Stellt man die Sterne bei dem Durchgänge durchO O
den verticalen Faden des Meridiankreises- auohSjhuf deii hoV 
rizontafen .Faden ein und liest die Zahlen ab, welche die N o
nien oder Mikroskope auf den>j Kreise angeben, so erhält 
man aus den Unterschieden dieser Zahlen die Unterschiede 
der scheinbaren' Meridianhöhen *). Kennt man dann auch 
den Zenithpunkt des Kreises, so erhält man, wenn man den
selben « o n  allen Ablesungen abzieht, die scheinbaren Zenith
distanzen der Sterne. Diesen Punkt kann man aber leicht 
durch die Beobachtung der refle'etirtSn Bildgr der Fäden in 
'eiifem Quecksilberhorizonte finden. Richtet man nämlich das 
Fernrohr nach dem Nadir und stellt ein Gefäfs mit Queck
silber unter das Objectiv, so wird man, wenn man Licht von 
der Außenseite des Oculars na.ch dem Quecksilber hin re- 
flectirt, aufser den Pikten auf hellem Grunde auch die refl.ee- 
tirten Bildet derselben itblicken, und viemi man das Fernrohr

*) Im siebenten Abschnitte werden die vollständigen Correctionen gege
ben, die an diese Ablesungen anznbringen sind, um dieselben von den Feh
lern des Instruments zu befreien, wie z. B. den Theilungsfehlem und den von 
der Einwirkung der Schwere auf die einzelnen Th eile des Instruments her- 
rührenden Fehlern.

1 5
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soweit bewegt, dafs das reflectirte Bild des horizontalen Fa- 
deitsi mit dem Faden zusannneöfällt, so wird das Fernrohr 
nach dem Nadir gerichtet i sein, man erhält daher dann durch 
die Able’sung den Nadirpunkt, mithin auch den Zenithpunkt 
des KreiseSpi

Die scheinbaren Zenithdistanzen der Sterne müssen zu
nächst] von der Refraction und,"wenn man die Sonne, den 
Mond oder einen der Planeten beobachtet, auch von der Pa
rallaxe ühfreit werden, indem man zu der Zenitlidistanz die 
liätejFFormel (Ü) in No. 12 des' drittah Alfschnitts berechnete 
Refraktion addirt uiid davon p sin z abzieht, wo p die Hori
zontalparallaxe ist (aufser beim Monde, wo die strenge For
mel anzuwenden ist). Hat das Gestirn eine sichtbare Scheibe 
wie die ;Sonne, so mufs man an die' beobachtete und wegen 
Refraction und Parallaxe verbesserte Zenithdistanz des Ran- 
clös noch den Halbmesser anbringen, oder wenn Win dgn 
obereiV^sowohl als unteren Rand der Sonne Iseobachtek hat, 
aus t»£iden »JSSrrigirten Zenit.lidistanzen das 'Mittel nehmen. 
Da man in diesem Falle die Einstellung des oberen und un- 
teren Randes in einiger Entfernung vom vertikalen Faden, 
also vom Meridian machen mufs, so ist es nöthig, noch eine 
kleine Coisection anzubringen (deren Ausdruck im siebenten 
Abschnitte gegeben wird), da der Plorizontalfaden einen gröfs- 
tenpäreis an der HimmelskugK] darstellt, also vom Parallef 
des Gestirns WEschieden ist.

Kennt manSdie Zerfithdistanzen im Meridiane, so erhält 
man daraus nach No. 23 des ersten Abschnitts die Declina- 
tioiTSu, wenn die Polhöhe des Standpunkts d&j Instruments 
bekannt ist. Diese kann man aber leicht bestimmen, indem 
man -riach dem Vorigen die Zenithdistanzen der Circumpolar- 
sterne ixf der oberen und unteren Culmination beobachtet, da 
die halbe" Summe der wegen der Refraction corrigirte’n Ze
nithdistanzen —|—  ̂A ö gleich der Aequatorhöhe des Beobach
tungsortes ist, wo A<? die Aendernng der Reduetion auf die 
scheinbare Declination während der Zwischenzeit ist. Man 
kann auch die Polhöhs dadurch bestimmen, dafs man die; 
Circnmpolarsterne in der oberen und unteren Culmination so
wohl direCt, als auch von einem künstlichen Horizonte re- 
ilectirt beobachtet* Dann ist die halbe Summe der wahren
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Höben in der oberen und unteren J$ulmina+ion weniger 
giejcb der Polhöhe dfcs Beobachtungsortes. Da aber die di- 
rgeten und rel©ctirteii Beobachtungen nicht gleichzeitighge- 
macht werden können, auch gewöhnlich be.i jeder Cuhnination 
mehrere Beobachtungen in der Nähe des Meridians gemachtO Ö
werden, so nmfs man in dem Falle an jßdß einzelne Beob
achtung. die Reduction auf den Meridian .anbringen, wie dies 
im siebenten Abschnitte beim MeridianlcfsiseE graieigt wird.O o

Für einen Beobaehtim'glfort in der Nähe des Aecjuators 
lassen sich diese Methoden dm- Bestimmung der Polhöhe 
durcli die Circumpolarsteffre- nicht anwcnden. Fi'uS^einen sol
chen Ort mufs man die Höhe oder Zenithdistanz des Aequa
tors durch die Beobachtung der Sonne bestimmen, wie dies 
in der folgenden Nummer gezeigt werden wird.O O

Nachdem so die Polhöhe des Beobachtungsorts bestimmt 
ist, findet man ans den Refraction verbesserten Zenith
distanzen die scheinbaren Declinaiionen der Sterne, die dann 
durch Anbringung der Reduction. auf den scheinbaren • Ort 
mit umgekehrten Zeichen in mu-tlsrc. Declinationen für den 
Anfang des Jahres* Verwand eit werden.

7. Da für die Sonne
sin A  tang e =  tang D , 

so giebt die Beobachtung. der Declination der SonneRntwe- 
der die Schiefe der Ecliptiöf wenn die Rectascension bekannt 
ist, oder die Rectascensjon, wenn die schiefe als bekamit aq- 
ge.nommen wird. Die Differentialgleichung (welche man er
hält, wenn man dip obere Gleichung logarithmiscli differen-
art) .r. K B a  2 dD

c o t .w A .d A A - sm 2 1  sm 2 D
zeigt aber, dalsres am Vorth ellhafsesten pft, die Schiefe der 
E d r S c  durch Beobachtungen iu der Nähe der Solstitien, die 
RectS'^Sn'sion dagegen durch Beobachtungen in der Nähe der 
Aecjuinoctinlpunkte zu besummen. Bsuiäehtet man die De- 
elination der Somqj zur Zeit, wenn die Rectascension der
selben 90° oder 27(Rist, so ist dieselbe, wenn man die Breite 
dm- Sonne davon abzieht, gleich der Selhofe der Echptic. 
Wenn man aber auch nur die* Declination iu der Nähe c||r 
Solstitialpunkte ifeobäclitet, so wird mail, wenn man die Lage 
dos Frülilingspuukts nälierungsweise kennt, durcli Rechnung

15*
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entweder nach obiger Formel, oder blreser duüli die Ent
wickelung derselben in eine Reihe, die Schiefe der Ecliptic 
finden. Sei D' die beobachtete Declination, B die Breite der 
Sonne, so wr d nach den Formeln in der Anm. zu No. 11 
des ersten Abschnitts

C O S jÜ

die wegen der Breite der Sonne verbesserte Declination sein, 
welche man beobachtet haben würde, wenn der Mittelpunkt 
der Sonne in der Ecliptic gestanden hätte. Ist dann x  die 
Entfernung der Sonne vom Solstitialpunkte in Rectascension, 
also gleich 90° — 4 , so hat man die Gleichung:

cos x  tang e =  tang
aus der man, da x  nach der Voraussetzung eine kleine Gröfse 
ist, e in eine schnell ficonvergirende Reihe entwickeln kann, 
indem man nach Formel (18) in No. 11 der Einleitung f rhält: 

b  =  D  -4- tang  ̂x 2 . sin 2 D  -+- 4 t a n g s i n  HJ ~h ...  Ql^.

Danach kann man also aus einer Beobachtung der _De- 
clination der Sonne in der Nähe "eines der Solstitialpunkte 
die Schiefe der Ecliptic leicht bestimmen. Es ist klar, dafs 
die Aberration der Sonne, die nur den scheinbaren Ort in 
der Ecliptic ändert, keinen Einflufs "auf das Resultat hat. 
Ebenso wenig wird s geändert, wenn 4  und D mittelst der 
Präcession auf ein andres Aequinoctium reducirt würden. Ist 
aber 4  und D mit der Nutation behaftet, so wird auch das 
gefundene s die scheinbare, mit Nutation behaftete Schiefe 
der Ecliptic sein.

Am 19. Juni 1843 wurde zu Königsberg die Declina
tion der Sonne beobachtet gleich -+- 23°2G '8”.57, welcher 
Werth schon wegen der Refraction und Parallaxe vemes- 
sert ist. Die Rectascension zu desselben Zeit war$ 5h 48m 
50s. 54 gefunden. Es ist also für diesen Fall x  =  01' 11™ 9® . 46 
=  ^ 4 7 '2 1 "  .90, und da die Breite der Sonne gleich+  0''. 70 
war, so wird:

ü  =  +  26' 7” . 87
I. Glied der Reihe =  -1- 1 29 . 23

II. Glied der Reihe =  -4- 0 . 04
r = 2 3 °  27' 3 7 ". 14.

Dies ist also die scheinbare Schiefe für 1843 Juni 19, 
wie dieselbe aus dieser Beobachtung folgt. Berechnet man
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nun die Nutation der Schiefe nach den Formeln in No. 5 
des zweiten Abschnitts, so findet man, da 0  =  272° 37'. 4, 
O =  87° 0’, &  350° 17’ und P =  280°14' ist, A» =  +  0".05, 
mithin wird die mittlere Schiefe für diesen Tag nach dieser 
Beobachtung 23° 27' 37". 09.

Dasselbe hätte man, nur auf längerem W ege, erhalten, 
wenn man A und D nach den in No. 5 und 7 des zweiten Ab
schnitts gegebenen Vorschriften wegen der Nutation verbessert 
und mit diesen verbesserten AVertben die Formel (A) berechnet 
hätte. Es ist aber die Nutation der Länge gleich -+- 17". 18, 
womit man findet A «  —  ■+" A <5 = - + - 0 ”. 39, mithin:

Verbessertes D  =  23° 26' 7” . 48 
X. Glied + 1 2 9  .5 7

II. Glied _  + -  °  . 04_
MittlCTSöchiefe =  230 27' 3 7 ". 09.

Um nun das Resultat von den zufälligen Beobächtungs- 
fehlern zu befreien, beobachtet man die Declination der Sonne 
an niöglichst vielen, in der Nähe dos Holstitiums liegenden 
Tagen und nimmt aus den einzelnen dadurch erhalteneil Be
stimmungen Von s das Mittel. Die in x  und T) möglicher
weise vorhandenen constanten Fehler werden aber auf diese 
Weise nicht eliniinirt. Bezeichnet man die mit den Werthen 
x  und D nach dem Vorigen berechnte Schiefe durch I', den 
wahreil Werth der Schiefe durch s, die. Fehler von x  und D 
durch dx  und dD, so giebt jede Beobachtung die Gleichung:

, . ,  . _ 7 , sin2s
s ~ e  -f- V  tang x  sm 2? 02: +  sjn~2Z)

wie man leicht aus der oben gegebenen Differentialgleichung 
findet und wo dx  in Zeitseeunden ausgedrückt ist. Für das 
obige Beispiel wird z. B. :

£ =  23° 27' 37”.09 +  0.212r/x -t- 1.001 dD, 
sodafs^ein Fehler von einer Zeitsecunde in x  erst einen Fehler 
von 0". 21 in der Schiefe erzeugt. Nimmt man dann einen 
Werth £,, von s an, sodafä £ =  e0A-de  ist und setzt £0 — s' =  n, 
so giebt eine jede Beobachtung eine Gleichung von der Form:

i sin 2 £
0 =  n —I— c?£ —  i  tang x  sm e dx —  S

Behandelt man dann alle Gleichungen nach der Methode 
der kleinsten Quadrate,*«5,6 kann man aus den drei Gleichun
gen des Minimums ds als Function von dx  und dD darstel
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len, £odafs man dann leicht, wenn man genöthigt sein Sollte, 
die Remascensionen oder Declinationen um die “ onstanten 
Gröfsan dA =  — dH und dD zu ändern, die darauOTentste- 
liende Aendernng von « findet. Der aus den Beobachtungen 
eines Solstitiums gefiuidene wahrscheinlichste Werth (ÖS Schiefe 
wird also die Form haben:

s' +  adD  “h bd x ,

wo der Coefficient von dD immer nähe gleich eins ist. Sind 
keine constanten Fehler in D und x  vorhanden, alSS dD und 
dS gleich Null, so sollte man, wenn man eine ähnliche Be
stimmung zur Zeit des Wintersolstitirms macht, bis auf die 
Säcularveräuderung 0”.23 während d e f Zwischenzeit der Beob- 
fachtungen denselben Werth für d;e Schiefe Erhalten. Im All
gemeinen werden sich aber die bei den einzelnen Zcnithdi- 
stanzen gemachten zufälligen Fehlen oder zufällige Fehler 
in wer Reflation nicht völlig in dem Mittel der um das Sol- 

Sitium herum gemacliten Betrachtungen aufheben, spdafs man 
erst hoffen kann, aus dem Mittel einer Anzahl von beobach
teten Solstitien auf eine Epoche reducirt, ßinen genauen Werth 
für die Schiefe zur Zeit dieser Epopfa zuferhalten. Bestimmt 
manmber die mittlere Schiefe der Ecliptic zu verschiedenen 
Zeiten, so erhält man zugleich die Säcularänderung derselben. 
Hat man zur Zeit t die mittlere Schief« & beobachtet und 
nimmt man an, dals zur Zeit t„ der wahre Werth der mitt
leren Schiefe £0 +  ds war, und däjfs die jährlichfei Abnahme 

+  r  ist, so wiirde£ wenn def Refebachtete Werth der rich
tige wäre,

s =  ®o +  de —  (A® -M f) (t —  t0)
sein.

Setzt man daher
®o —  A g ^ j —  iü) —  ® =  n,

so giebt jede Beobachtung der mittleren Schiefe zur Zeit eines 
Solstitiums eine Gleichung von der Form:

0 =  n -f- de •+• x (t —  i0) 

und wenn man mehrere solcher Bestimmungen hat, so kann 
man daraus die wahrscheinlichsten Werthe von ds und x  
nach der Methode der kleinsten Quadrate finden. Besscl fand 
so aus der Vergleichung seiner eigenen Beobachtungen mit 
denen von Bradley für die mittlere Schiefe der Ecliptic für
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1800 den Werth 23° 2-7' 54”. 80 und die jährl he Abnahme 
0".457, während Peters aus der Verglgiehung der Struveschen 
Beobachtungen mit denen von Bradley die mittlere Schiefe 
für die Zeit t gleich

23° 27’ 54’'. 22 — 0”. 4645 0 —  1800) 
fand, ein Werth, der jetzt gewöhnlich als der genauere ange
nommen wird.

Ist bei der Bestimmung der Dcclinationen ein constanter 
Fchlqr, gemacht, z. B. die .'Polhöhe nur annähernd bekannt, 
so werden sich auch in der .aus.-, den Sommer- und Winter- 
solstitien feestimmten Schicf&jeonstante Unterschiede zeigen. 
Ua D =  ss -f- cp, so würde man, wenn cl cp die an die ange- 
nommejae Polhöhe anzubringende Verbesserung feezeichnet und 
s wieder der wahre, «’ deöjaus den Beobachtungen hergelei
tete Werth der Schiefe ist, zur B^tinnnung von dcp aus dem 
Sommersolstitium .ie Gleichung haben:

e =  s - f -  ci d q,
dagegen aus dem Wintersolsti ;ium die Gleichung:

£i —  s” ■—  Cb dtp
und es wäre daher:

wo £—■£, die SäKularänderung ist. Dies ist die Verbesserung 
der Polhöhe, vorausgesetzt, dafs in der Bestimmung von z 
kein constanter Fehler ist. Einen genäherten W eSh für die 
Polhöhe findet man auch auf diese Weise schon durch die 
Beobachtung der Zcuithdistanz der Sonne an den Tagen des 
Sommer- und Winter-Solstitiums. Sind nämlich W und >" 
die wegen Refräction, Parallaxe und Nutation corrigiffen Ze- 
nithdistanzen und nimmt man südliche Zenithdistanzen nega
tiv, so wird:

8. Kennt man die Schiefe der Ecliptic, so kann man 
die absolute Rectascension eines Sterns und somit aus den 
Rectascensionsunterschieden die Rcctascensionen aller Sterne 
bestimmen. Man wählt dazu immerKinen hellen Stern aus, 
den man auch bei Tage immer beobachten kann und der in 
der Nähe des Aequators steht, wie z. B. a Canis minoris 
(Procyon) oder «  Aquilae (Atair). Beobachtet man nun den
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Stern im Meädiwr zur Uhrzeit t, die' Sonne zur "Zeit T, so 
ist die Zeit t— 71, wegen des Ganges der Uhr «orrigirt, gleich 
dem Rectascensionsunterschiede des Sterns und der Sonne 
zur Zeit der Culmination derselben. Hat man dann auch 
bei der Culmination die Declination der Sonne beobachtet, 
so erhält man die Rectaseehsiou der Sonne aus der Gleichung: 

sin A  tang s =  tang D, 
wo v ieder vorausgesetzt ist, dafs D wegen der Parallaxe und 
Breite der Sonne corrigirt ist. Man findet daher alTch:

tang D
a —  arc s i n  1- t —  1 ,tang s

wo strenge genommen auch die Zeit T wegen der Breite der 
Sonne corrigirt sein mufs, indem man da?ü + 'cosdsecdsins ~ 
addirt.

Ist die angenommen®! Schiefe s und die beobachtete De
clination D fehlerhaft, so wird man auch « ,  abgesehen von 
den Beobachtungsfehlern in der Zwischenzeit t — T, fehlerhaft 
erhalten. Um den Einflufs solcher Fehler zu schätzen, dient 
wieder die in der vorigen Kummer gefundene Differentialglei
chung :

_ . 2 tang A  _ 2 taue A  _ _
CIA  =  ~ -  de H- dD,sm 2 e sm 2 D

wonach also jede Beobachtung die Gleichung giebt:
. tang D 2 tang.4 2trrĝ  •

a =  arc sm 1- t —  1  — - —  de H— .— -  dD. ( A)tang e sm 2 e sin 2 D
Man sieht aus diesnr Gleichung, dafs en am vortheil-

haftesten ist, die, Beobachtungen in der Nähe des Aequinoci
tiums anzustellen, da dann die Coefficienten von de und dD
am kleinsten werden, nämlich für d s gleich Null und für
dD gleich cotang« oder 2.3. Man si< nt ferner, dafs man
die Beobachtungen so “combniiren kann, dafs der Einflufs
eines Fehlers in s sowohl als eines constanten Fehlers in
D verschwindet. Nimmt man nämlich aus der Gleichung
sin d =  tan°P  SSjd immer den spitzen Winkel, so erhält mantang e x
für die Rectascension 180° — Ä  der Sonne, wenn t' und T’ 
wieder die beobachteten Culminationszeiten des Sterns und 
der Sonne bjseichnen, die Gleichung:

. 01, . tangD' , , gtanJBl’ , 2 tang A ’ '
a —  180 —  arc sm - - -f-1 — T  +  . - . d e -------t—- dD,tang e sm Ze sm /  V
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und indem man diese Gleichung mit der vorigen verbindet:

a =  I [ (< _  T) +  (5 -S ) ]  + i  farcsin — 1 —  arcsin — ^  +  180° 1
L tang s tang s J

, f  tang A  tang A'~\ tang A  —  tang Ä  7
+  & D  ~  sin 2 D ’J rfZ>------------bIS? 7 -----------1 *  (A )

Ist nun de.r spitze Winkel A' =  A ,  so ist auch D’= D .  
Beobachtet man also die Rectascensionsunterschiede der Sonne 
und eines,Sterns zu den Zeiten, wo die Sonne die, Rectascen- 
sionen A und 180° — A hat, so werden die Coefficienten von 
d D und ds in der Gleichung (ß)  gleich Null, die konstanten 
Fehler in der Declination und der Schiefe werden dann also 
ohne allen Einflufs auf die Rechiscensipn des Sterns sein. 
Man wird dies zwar nie in aller Stenge erreichen können, 
weil es sich nie so fere-ffen wird, dafs:'  wenn die Sonne bei 
einer^Cuhiiinätion die Rectascension A hat, auch gräde^die 
Reötascensioii 180° — A mit, .einer Culmination zusammentrifft. 
Wenn aber auch nur A’ nahe gleich 180" — A ist, so wird der 
übrig bleibend^,, von dD und ds abhängige feh ler  doch im
mer nur höchst gering sein.

Um also die absolutfe Rcejascension eines Sterns zu be
stimmen, mufs man die Rectascensionsuntejschiede der Sonne 
und eines'ßtehns um das Frühlings- und Herbstäquinoctium 
herum beobachten. Hat man aber das eine Mal nach dem 
Frühüngsafjulnoctiiun beobachtet, so mufs man die zweite 
Beobachtung ebenso lange vor dem Herbstäquinoctium an
stelle» und umgekehrt, fällt die erste Beobachtung vor das 
Frühlingsäquinoctium, sü mufs die zweite Beobachtung-'-ebenso 
lan'gfe n;(ch dem Herbstäquinoctium gemacht werden. In der 
Verbindung zweier solcher Beobachtungen heben sich die 
oonstanten Fehler in D und s auf und es bleiben nur die Mi 
der Beobachtung begangenen zufälligen Fehler der Culmina* 
tionszeiten und Declinationen im Resultate zurück. Diese 
kann man nur durch die Anzahl der Beobachtungen elimini- 
ren und man muffe daher zu dem Ende nicht blofs zwei, son
dern eine möglichst grofe.SAnzahl von Beobachtungen, d'e 
vor und nach dem Frühlingsäquinoctium und ebenso vor und 
nach dem IT erb st äi) umo c t iuiu angestellt sind, verbinden, wo 
man sich Näber gar nicht auf die Nähe des Aequinoctiums zu
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beschränken braucht, Ninunt man für a einen genäherten 
Werth a0 an, sodafs «  =  « 0 +  da ist und setzt:

. tang D
aQ —  arc sm ---------------- u  —  T ) ~ n ,

0 tang e v y ’

so giebt jede Beobachtung eine Gleichung von der Form:
n —  > i 2 A  i 2  tanS -4 , k.0 =  n+  (/«-)--- . -de  r dD.

sm 2 s sm 2 D

Behandelt man alle Gleichungen nach der Methode der
kleinsten Quadrate, so kann man daraus die wahrscheinlich
sten Werthe von da, ds und dD finden oder auch aus den 
Gleichungen des Minimums da als Function von ds und dD 
bestimmen, sodafs, wenn man ds und dD aus anderen Beob- 
abhtungen ableitet und diese Werthe in dem Ausdrucke von 
da  substituirt, man diejenige Correction da findet, welche 
mit diesen Werthen von ds und dD die Summe def Qua
drate de" übrig bleibenden Fehler 'zu einem Minimum macht. 
Ist die Anzahl der Beobachtungen grofs und sind dieselben 
um die? beiden iroquinoctien gehörig vertheilt, so werden die 
Coefficienten von ds und dD in der Endgleichung für da 
immer sehr klein sein.

Liegen die beobachteten Declinationen zwischen den Gren
zen =j= so kann es sein, dafs, wenn di 2 Beobachtungen 
sich weit vom Aequinoctium erstrecken, die Aenderung dD 
für die ganze Ausdehnung 2 D nicht als const-ant angenommen 
werden kann, z. B. in dem Falle., dafsldie am Instrumente 
abgelesenen Bogen Fehler besitzen, die von der Zenithdistanz 
abhängen, oder wenn die Constantc der Refraction einer Ver
besserung bedürfen sollte. Obwohl auch in diesem Fallender 
Einflufs der Fehler auf das Resultat Null wird, wenn die 
Beobachtungen symmetrisch vertlieilt sind, so würde doch der 
gefundene Werth von dD oder das von dD abhängige Glied 
in dem Endausdruck für da keinen Sinn haben oder sich 
wenigstens nur auf einen Mittelwerth beziehen. In diesem 
Falle wird man die Beobachtungen hi Gruppen, nach der 
Zenithdistanz geordnet, vertheilen, innerhalb welcher man 
den Fehler dD als nahe constant betrachten kann und die 
einzelnen Gruppen nach der Methode" der kleinsten Quadrate 
behandeln. Da D =  <p — z — o ist, wenn die Zenithdistanz 
auf der Südseite vom Zenith ist, so kann man in dem Falle
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statt dD in der obigen Gleichung Jfet^on dtp — d/etang*— 
wenn dk  die Verbesserung der Refractionsconstante und 
ß f ( z )  die an die Ablesungen anzubringende Correction be
deutete Für die Bestimmung die5s&F- Unbekannten selbst be
sitzt man aber im AllgefuGnen b.esjsere Mittel.

Am 2b. März 1842 wurde-' in Königsberg die Declination 
des Mittelpunkts der Sonne, von Refraction und Parallaxe 
befreit, gefunden:

D  =  4 - 1 °  1 5 '2 7 ^ 2 4  
und die Zwischenzeit zwischen der Culmination der Sonne 
und des Sterns «  Canis minoris, wegen des Ganges der UhrJ Ö o
verbessert

t —  T =  7h 19m 2 9 8 .8 6 .

Da die, Breite der Sonne 4 -0 ". 21 war, so wird die Cor
rection der Declination — 0". 19, während die der Zeit T 
Null ist. Die Grölt®? D und T für die -Sonne brauchen nun 
nicht von der Abeki&tion befreit zu werden, da diese nur den 
Ort der Sonne in der Ecliptic ändert, für den Stern findet 
man aber nach der Formel (4 ) in No. 16 des dritten Ab
schnitts, da die Längender Sonne 3° 10' und der genäherte 
Ort des Sterns « = 1 1 2 °  46' und S —  4 -5 °  37' ist:

a! —  a  —  0 S. 42 .

Da dies von der Zeit t abzuziehen ist, so erhält man
also:

t —  r =  7>> 19“ 2 9 s . 44 
D  =  4 - 1 °  15 ’ 2 7 ". 05, 

beides auf das scheinbare Acquinoctium zur Zeit der Beob
achtung bezogen. Nimmt man nun für die mittlere Schiefe 
an dem TagA 23° 27'35''. 05, so mufs man hierzu die Nuta
tion addiren, um die scheinbare Schiefe zur Zeit der Beob
achtung zu erhalten. Da aber:

0  =  2 7 7 ° 1 3 '.8 , O =  l 0 'i4 ’ > C =  2 8 3 ° 5 6 ’ , P = 2 8 0 °  U '  

ist, so erhält man nach der Formel in No. 5 des zweiten Ab
schnitts A s =  4 -  1". 72 ’äHo :

e =  2 3° 2 7 '3 6 " .  77.

Damit findet man dann
A  =  arc sin tanA Z '  _  2 ° 5 3 ' 57 ". 44 =  O M I “  35° . 83. 

tang b

Es wird daher (herauf das scheinbare Aequinoctium be
zogene Rectascension

« - = 7 1 1  31™ 5 s .2 7
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und wenn man noch die Nutation in Rectascension -f- l s. 10 
und die Präcession und eigene Bewegung vom Anfänge des 
Jahres bis März 24 gleich -f- 0.71 abziehet (indem die jähr
liche Aenderung -+- 3?. 146 is t), und wenn man auch die 
Coefficienten von d.D und de berechnet, so erhält man aus 
dieser Beobachtung die mittlere Rectascension von «  Canis 
minoris für 1843.0

a =  7h 31m 38 . 46 +  0.1539 dD  —  0.0092 de, 
wo dD und de in Bogensecunden ausgedrücld®ind.

Ebhnso wurd^am 20. September desselben Jalirffi’ beob
achtet :

B' —  - f - l °  16 '29 ". 22 
t’ — T ’ —  —  4 * p m  5S. 82.

Da an dem Tage die Breite der Sonne — 0”. 56 war, 
ferner 0 =  267°4lSfö, 0 = 1 7 8 ° !$ ) ’, d = 1 3 5 °4 1 ’, P = 280°1 4 ’, 
die von B abhängigen Correctionen von D ’ und T’ gleich 
— 0".51 und -f- 0S.01 sind, Rrner die Aberration =  — 0S. 56, 
die Nutation der Schiefe - f-0 ”. 27 ist, so wird, da die mittlere 
Sclli^fe an dem Tage 34'1. fejffist:

£) =  +  l» 16’ 29”. 73 
B — T ’ —  —  4h 17m 53 _ 27 

£ =  23° 27' 35' 09.

Damit findejsiman A =  2U56'22”. 36 =  0hl l m4-5s.49, also 
die Reciastmnsion der Sonne gleich l l h48m 148. 51, mithin 
a —  7h31m98. 24 und da die Nutation für den Stern an diesem 
Tage - f -1 8. 11, die Prä?Se5|sion und eigene B ew egu n g+ 2S. 27 
ist,, so erhält man aus dieser Beobachtung die mittlere Re3t- 
ascension für 1843.0

a =  7h 31m öS. 86 —  0.1539 dD  +  0.0094 de.
Im Mittel aus beftlm Beobachtungen erhält man dann, 

von den constanten Fehlern in D und eifrei 
« =  7h 31m4 s . 66 *).

Man hätte auch die Rechnung so führen können, dafs 
man von D, T und t die Reduction auf den scheinbaren Ort

*) Nach Bessel’s Tabulae Regiomontanae war «  =  7h 31m4s. 81. Da das 
Mittel ausdefi beiden Beobachtungen so nahe richtig'ist, so müssen auch die 
zufälligen Fehler in 1) an beiden Tagen nahe gleich grdfsf gewesen sein, so- 
dai’s sie einander im Resultat nahe aufhefien. Yeiglemht man die beiden De- 
clinationen mit den Sonnentafelu, so findet man auch für die Fehler der beob
achteten Declinationen -+- 7". 67 und + 8 " .  24.
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abgezogen hätte, indem man bei der Sonne die von der Aber
ration abhängigen Glieder weggelassen hätte. Dann hätte man 
für s die für die beiden BeobachtuugS'ßige stattfindendeO i>
mittlere Schiefe nehmen^ müssen und hätte dann beide Mal 
A gleich auf das mittlere AbquinoctiunJzw Anfang des:Jah
res bezogeu erhalten.

9. Ist die abjsblutS Rectascension eines Sterns bestimmt, 
so sind damit die Rectasccnsionen aller Sterne bestimmt, deren 
Rectas’dlhsionsunterschied von die'sem Sterne beobachtet war 
und man kann dann dieselben nebst den D.tJ.piinationen der 
Sterne in einem Cateloge zusannnenstellen. Die von versehie- 
denen Beobachtern gemachten Cataloge können daher we|en 
d™ verschiedenen Bestimmung das Aequinoctiums constante 
Unterschiede ü halben, die man durch dißV Vergleichung einer 
grofsen Anzahl von Sternörtern, die in den verschiedenen 
Catalogen verkommen und auf dieselbe EpSShe neducirt sind, 
bestimmen kann. Aehnlic'lje Unterschiede können ^a«eh bei 
den Declinationen Vorkommen und auf dieselbe Waise be
stimmt werden. .Da aber die Fehler aus schon vorher erwähn
ten Ursachen veränderlich sein können, so nmfs man die 
Sterile n Zonen rivon gewisserddreite mit einandeitsergleiclion 
und so den Unterschied für dies’e vekschiedeiien Zonen be
stimmen.

ni die relative B e s t i m m u n g *  der Sternö.rler, sowie die 
der Planeten und Cometedi zu eläeiclifern, werden die schein
baren Oerter von einigen Sternen^ die mit grofser Genauig
keit bestimmt sind und die mit dem Namen der F u n d a 
me nta l s t erne  ( Standard stars) bezeichnet werden, in den 
astronomischen Jahrbüchern für die^ulminationszfeit für jeden 
zehnten Tag des Jahres gegeben. Um dann die Bectasß|n- 
sion und Declination eineä- unbekannten Objectes zu finden, 
vergleicht man dasselbe mit einem oder nibhreVen dieser Fnn- 
damentalsterne, indem* mm5 den Refitaseensions- und Decli- 
nationsunters.öhied lieider nach demK|prigßn bestimmt. Ist 
das unbekannte Object in Declination wenig von dem Fun
damentalsterne .Wrschieden, so wird die Bestimmung beson
ders vortheilhaft, weil dann etwaige,.,Fehlet des Instruments 
und der Aufstellung auf beide Beobachtungen nahe denselben
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Einflufs haben und einander daher im Unterschiede beider 
zum gröfsten TheileAve.rnichten.

Ist das zu bestlmmendeJ$Object dem Sterne sehr nahe, 
so kann man die Rectascensions- und Decliuationsiinterschiede 
anstatt durch Ein Meridiaasinstrument auch an einem niit 
einem Microme-tejj veissehenön1 Fernrolire beobachten, (wie im 
siebenten Abschnitte gezeigt wird) eine Methodüä dim den 
Yortheil hat, dafs man dieselbe so häufig als man will wie
derholen kann und clafs man nicht auf die Culmination des 
Objects zu warten hat, die überdies bei Tage-stattfinden und 
so die Beobachtung eines (schwachen Objectstivereiteln kann. 
Diese Methode wird daher immer angewandt, wenu man die 
relativen Oerter sehr nahe stehender Sterne oder die Oerter 
von neuen Planeten od'ar O.emeten bestimmen will. Dazu ist 
es nötliig, eine vgrofse Anzahl von Sternörtern zu besitzet?, 
um unier allen Umständen Sterne auffinden zu können, die 
sich mit dem Objecte miBrometrisch verbinden lassen. Zu 
diesem Zwecke, so wie überhaupt zu einer genaueren Kennt- 
nifs des Fixsternliimmels hat man Sammlungen von Beobach
tungen von kleinen Sternen bis zur neunte« und behüten Grö- 
fse und seihst darunter, deren Anzahl noch immer vermehrt 
wird. Um dawei möglichst viel”  SterhaWmitzunelimen und 
zugleich die Reduction aller dieser Sterne auf den mittleren 
Ort zu erleichtern, beobachtet man an jedem Tage nur sol
che-Sterne, die in einer Zone von der Ausdehnung wenige^ 
Grade in Declination durch den Meridian gehen^indem man 
nur die Zeiten der Durchgänge« sowie die Ablesung des Krei
ses für jeden Stern ^uifzeichnet. Solche Beobachtungen wer
den daher Zonen- beobac htungAn genannt. Für eine jede 
Zone berechnet man dann eine Tafel, durch welche die mitt
lere . Rectascension und Deklination eines jeden Sternsnfür 
eine bestimmte- Epoche aus den beobachteten Grössen lierge- 
leitet werden kann, und da dieste'Tafeln leichttfiten Neuem 
berechnet werden können, wenn genauere,' Mittel für deren 
Berechnung, namentlich genauere Sternörter, 'auf denen sie 
beruhen, zu Gebote stehen, so ist diese Anordnung der Zo- 
nenbeobaclitungen besonders vortlieilhaft.

Nennt man t dia-beobachtete Durchgangszeit eines Sterns 
durch den Faden des Instruments, s die Ablesung das Krei-
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sfes, so mufs man, um aus bejden die mittlere Rectascension 
und Declination des Sterns für eine bestimmiqttEpocheilzu 
erhalten, Correctionen» anbfingen, nämlich an t den Stand 
der Uhr, die Abweichung des Instruments vom Meridian, die 
Reduction auf den scheinbaren Ort mit umgekehrtem Zeichen 
und die Präcession bis zur Epoche, an a d^ghgen den Aequa- 
torpunkt des Kreise^ die Rdhler der Biegung' und Therlung, 
die Refraction und ebenfalls die Reduction auf den scheinba
ren Ort mit umgekehrtem Zeichen und die Präcüssion. Allen 
diesen Corr.e&tionen kann man nun nach Bessel’s Vorschläge 
die bequeme Form g.efega., *da;{s nian die- Werthe k und d 
derselben Aiü? die der Mitte'.• der Zone entsprechend^ Decli
nation und die vjerschiedeH.en -in d( jaZone vorkommenden W er- 
the.-fVon t etwa von lO^zu 10 Minuten in eine Tafel bringt, 
außerdem. aber noch die Aeaiderungen ft' nmb d! deftrCorrec- 
tioiiennfür 100r»Minufceu der Declination angiebt, sodafs man 
die mittlere Rectascension und Declination eines SternsJrfür 
die bestimmte -Ep£öhft| durch die folgenden Formeln erhält, 
wo Z die, Aügabji des Instruments für die der Mitte der Zone 
entsprechende Declination D bezeichnet:

« '=* +  * +  *'-j 5 T -

s ^ W t d' zT d J-

Bezeichnet man dann mit u und u den Stand der Uhr 
und dessen stündliche Aenderung, mit e und e’ die Abwei
chung des InstrumCMs  ̂• vom Meridian für die Ablesung Z 
und die Aenderungtftür 100 Minuten, mit A den Aequator- 
punkt, mit n und s die Refraction und d’e Fehler der Thei- 
lung und Biegung, und mit q’ und s die Aenderungefr dieser 
Grölsen für 100 Minuten, endlich mit A «  und Ad die Re^; 
duction auf den scheinbaren Ort^(so ist, werwi die Theilung 
im Sinne der .Declinationen fortläuft und wenn man den An
fang de's als Epoche nimmt:

o = ( H 4 i  +  e +  »1 ( t—  T )  +  e' - —^  -  —  /\a,

*  i  t Z   ^  1 Z   Z  ^
s =  z - A = F a=P(! ' 100_ _ 0 S +  S O o o  

Es ist aber nach den Formeln irittNo. 3:
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A «  =  ^  sin^& -f-lt^tang D  +  —  s iü ^ //+ a )  sec I),

g (sin & '+ « ) , „  . h tangZ) , ,„ .“1 z —  Z+  ,,2 l°u H- V-- s in ( iT + a ) -  ~  100' ---- - ,_Io cos D  lo cosXj J 100
A 8 =  ff cos (ff -+- a) -+- h cos ( Z / +  «) sin io -+- i cos D  

-+- A ccS ( i ? + a )  cos Z> 100' —  i sin D  100’J  > 

sodafs man also hat:
k = u  +  e + « ’ (t — *T) —  ~  —  —  sin (ß  +  a) tg D  —  sin (11-h  a)*?Sc5>,10 10 1 0

Ü -J a - W r ^ S S  100' +  A  sin ( I I + _ « ) Z f  100', lo  cos D l 15 cos 1)
d—  —  A=^=() - {-s  —  g  cos (G H -«) —  h cos {H-\- a) sin D  —  i cos/), 

d’ — =f= {)' -f -  s' —  [7i cos ( / / + « )  cos D  1Ö0/ +  i sin D  100f]«

Der Stand der Uhr und der Aequatorpunkt des Kreises 
werden dirrch die in den Zonen verkommenden bekannten Sterne 
bestimmt, oder auch durch die Hauptsterne^ wmui man einige 
derselben vor oder naßh der Zone beobachtet hat und die 
Fehler des Instruments sowie der Aelfuatorpunkt und Dang 
der Uhr als constant angesehen werden können. Die W er
the von k, k\ d und d' werden dann für die«ganze Ausdeh
nung der Zone für die Werthe von t von 10 zu 10 Minuten 
berechnet und in eine Tafel gebrSht, aus;<d$rj man leicht die 
Werthe für jedes behellige t interpoliren kann.

III. Von der Bestimmung der wahrscheinlichsten Wer
the der zur Reduction der Sternörter angewandten 

Constanten aus Beobachtungen.

A. B e s t i m m u n g  der Cons t ant en  der  B e i r a c t i o n .

111. ln No. 6 ist gezeigt wordten, wie man die schein
baren Zenithdistanzen der Sterne durch Beobachtungen findet, 
dieKunächst von der: Refraction befreit werden müssen, um 
die wahren Zenithdistanzen zu erhalten. Beobachtet man 
nun die Zenididistanzen eines'Circumpolarsterns bei der Ebern 
uud untern Cidmination undE'erbessert dieselben für Refrac
tion, ^o wie für die kleinen Aenderungen c|er Aberration, Nu- 
tation und Präcession während der Zwischenzeit zwischen
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den Beobachtungen, so giebt das arithmetische Mittel aus 
diesen verbesserten Zenithdistanzen die Aequatorhöhe des 
Beobachtungsortes. Macht man dann eine Reihe von solchen 
Beobachtungen verschiedener Sterne, so sollten alle, wenn 
die angewandte-!Constante der Refraction richtig ist, inner
halb der Grenzen der möglichen Beobachtungsfehler und der 
zufälligen Fehler in der Refraction, deren in No. 13 des drit
ten Abschnitts erwähnt war, denselben Werth für die Aequa- 
torhöhfe geben, und die Abweichungen zwischen den aus 
verschiedenen Sternen bestimmten Aequator- oder Polhöhen 
werden daher ein Mittel an die Hand geben, die den ange
wandten Refractionstafelu zum Grunderjliegenden Constanten 
zu verbessern.

Bezeichnet man die gemessenen Zenithdistanzen bei der 
oberen und unteren Culmination mit z und f, die Refraction 
mit r und o , so hat man für nördliche Polhöhen die Glei
chungen

S —  <p —  z =t= r 
1 8 0 ° —  S —  y = £ + e , 

wo südliche Zenithdistanzen negativ genommen werden müs-o o
sen und wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 
der Stern in der oberen Culmination nördlich oder südlich 
vom Zenitli ist. Beide Gleichungen geben:

9 0 0 —  <p =  ' I

Hätte man noch einen ändern Stern in beiden Culmi- 
nationen beobachtet und die Zenithdistanzen £' und z gefun
den, so würde man aus den Gleichungen:

,,.d

die Werthe von (f und von der: in o, q\ r und r1 als Factor ent
haltenen Constante finden können. Wegen der Beobachtungs
fehler würden aber diese Werthe nur genähert sein; auch ist, 
wie man aus der Gleichung (l) in No. 9 des dritten Abschnitts 
sieht, die Refraction nicht strenge der Constante «  proportional, 
und aufserdem die Constantefa nicht die einzige in der Re- 
fractionsformel enthaltene Constante, deren Bestimmung durch 
die Beobachtungen wünschenswerth ist. Die Ivory’sche Re-

16
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fractionsformel enthält aufser «  noch die .Constante /", die von 
der Abnahme’ e der Temperatur mit der Entfernung von der 
Erdoberfläche abhängt, die aber nur nahe am Horizonte von 
einigem Einflufs ist, sodafs sie hier unberücksichtigt bleiben 
soll; aufserdem aberKnthält sie in Gemeinschaft mit allen 
ändern Formeln jflfth den Coetflcienten s für die Ausdehnung 
der Luft durch die Wärme, der ebenfalls am besten durch 
astronomische Beobachtungen bestimmt wird. Da nämlich die 
atmosphärische Luft immer einen' gewissen Grad von FcWch- 
tigkeit hat und ihr? Ausdehnung der Luft sich mit dfS Kench- 
tigkeit derselbenäändert, so wird man, wenn man diesen Coef- 
ficieflten aus einer grofsen Anzahl von beobachteten Refrac
tion en bestimmt, einen Werth erhalten, der dem mittleren 
Feuchtigkeitszustande der AtmosphäiTgfcentspricht, sodafs die 
damit berechneten Refractionen bei einem Mittel aus vielen 
Beobachtungen möglichst nahe denjenigen Werth geben, den 
man erhalten haben würde, wenn man auf dict^jedesmali '̂e 
Feuchtigkeit der Luft Rücksicht genommen hätte. Es ist 
nun, wenn man die mittlere Refraction mil ß, die wahre mit 
R' bezeichnet, nach No. 12 des dritten Abschnitts:

E ’ —  R [B  . T }A +  — 501] \

wo A =  l-\-q  und g = l + p  gesetzt ist. Daraus erhält man:

a R  =  -y~- d a —  — R  de, da l  +  fi(r— 50)

oder, wenn man setzt:
a  +  rfn =  « (H -/ c ) ,  e -f- d e =  £ (1 +  0

dR' , 4 ^ - 5 ° )  n,:
^  7 ^ i t  r i i i  * ’da 1 + «  ( r  —  50)

Nun ist aber nach Formel (l) in No. 9 des diitten Ab
schnitts :

dR  „  a *ß V '2 ß  , <vl
■ W or-3 i[2 ’' g (2) — yR'!<)]•da (1 —  a) sm z v r ? ft ., r

Das zweLe Glied der reihten Seiten dieser Gleichung
wird erst für Zen: tlidistanzen von 80° an für diesem Zweck
von Einflufs, und wenn man setzt:

dR  /  1\
a , - 2  ( 1 H---------)»da \ y  /

so kann man die Werthe von y aus der folgenden Tafel
nehmen:
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z y 2 y
80° 246 86° 60.5
81° _ 205 87° 43.2

CD 10 © 168

©0000 29.5
83° 135 89° 19.0O00 106 89°  30 14.8
85 ° 82

’R' =  R’ " l - f - — )  k
. G  — 5£ 1

\  y  ) 1 +  s  (r - p  50)

Wenn man dalior annhnmt, dafs die zur Berechnung der 
Gleichung (a) angewandten Rcfractione.n der Verbe ĵe.rungen 
(1q und dr hedürfen, so erhält j S n :

±  ? ( 1 -t- — :i .  q  r  | V y j
90°  —  g.

n -
 k — !IQ-

2 2 2 2 ’

wenn man die Werthe von - } e r̂7  ’1°'1 für die obere und un-1 +  e (t — 50)
tere Cuhnination mit m und /li bezeichnet. Nimmt man auch 
für (p eiien genäherten Werth q,v an, sodafs cp =  <f 0-\- dtp 
ist und setzt:

W ! - f f r + | - so' = ' -
so giebt jede Verbindung^ der oberen und unteren Culmina- 
tion ejnes Sterns eine Bedingungsglemhung von der Form:

(b)
'  2 2 

Die Beobachtungen der verschiedenen Sterne werden 
aber nicht dasselbe Gewicht haben, indem die zufälligen Beob
achtungsfehler desto gröfser werden, je näher am Horizonte 
der Stern cuhninirt. Der wahrscheinliche Fehler- einer Beob
achtung wird daher im Allgeftieincn mit der Zenithdistanz 
des Sterns bei der Cuhnination wachsen. Wären die Werthe 
von def, k und i schon bekannt und in die Gleichungen ein
gesetzt, so wären die n die reinen Beobachtungsfehler, und 
man könnte dann den wahrscheinlichen Fehler einer Beobach
tung für einen jeden Stern bestimmen. Da' diese-1-Werthe 
aber erst zu finden sind, so kann man nur aus den Abwei
chungen der einzelnen Beobachtungen vom Mittel aus den
selben den wahrscheinlichen Fehler für ehren Stern annähernd 
bestimmen. Sind dann w und w’ die wahrscheinlichen Fehler

16*
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einer Beobachtung bei der oberen und unteren Culmination, 
so mufs man alle Gleichungen desselben Sterns mir Vw'l-JrWn 
dividiren, um den Gleichungen der verschiedenen Sterne das 
richtige Gewicht zu geben. Sollte man dann später nach 
Auflösung der Gleichungen die wahrscheinlichen Fehler be
trächtlich verschieden finden, so kann man die ganze Kech- 
nung wiederholen.

Man kann aber auch die Sterne, welche auf der Süd
seite des Zeniths culminfren, zur Bestimmung der Verbesse
rung i des Ausdehnungscoefficienten der Luft benutzen. Für 
einen solchen Stern ist nämlich nach der früheren Bezeich
nung, wenn man die Zenithdistanzen positiv nimmt:

<Po —  +  d (jp  —  &) —  3 +  C +• r  ( t  +  £  —  m r h

oder wenn man setzt:
n =  z +  r - | - —  9?0,

0 =  n -|- d ( S— f )  -4— —f— —  ̂  lc —  mri. (c)

Multiplieirt man auch in diesem Falle die Gleichungen 
für jeden Stern mit dem entsprechenden Gewicht, so kann 
man, wenn man aus allen Gleichungen eines und desselben 
Sterns die Gleichungen des Minimums ableitet, die Unbe
kannten d(d-— rp) und k e 1 imin; rej 1, so d afs jeder Stern zuletzt
eine Gleichung von der Form giebt:

0 =  N — M i. (d)

Eine ähnliche Gleichung giebt aber auch jeder in beiden 
Culminationen beobachtete (Jircumpolarstevn, ;wenn man die 
demselben Sterne zugehörigen Gleichungen (&) auf ähnliche 
Weise behandelt. Man erhält somit soviele Gleichungen von 
daj? Form (d) als Sterne beobachtet sind, und aus alleji kann 
man den wahrscheinlichsten Werth von i bestimmen *). Auf 
diese Weise hat Besset die Gröfse i und somit den Ausdeh
nungscoefficienten der Luft für den mittleren Feuchtigkeits
zustand der Atmosphäre in Königsberg aus den dortigen Beob
achtungen bestimmt (vergl. Bessel, astronomische Beobach

*) Da die AenderunJ 'der Temperatur auf tiefe Sterne den gröfsten Ein
fluß hat, so wird es nicht nöthig sein, hierbei Sterne mitzunehmen, deren 
Meridianhöhe gröfser als 60 0 ist.
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tungen, siebente Abthcilung, pag. X  u. f.), und der von ihm 
gefunden® Werth ist def früher angeführte, nämlich 0.0020243 
für eim-n Grad des Fahrenheitschen Thermometers.

Substituirt man den wahrscheinlichsten Werth Von i in 
dieVOleic-hungen ( b) ,  oder vielmehr in die für einen jeden 
St«ern gefundenen Gleichungen des Minimums, sSS erhält man 
aus der Verbindung dieser Gleichungen für die verschiedenen 
Sterne die wahrscheinlichsten Werthe von dtp und k *).

Hätte man auch noch auf die Verbesserung der Constante 
f  Rücksicht nehmen wollen, so wäre zu dR' noch das Glied 
d R*— d f  hinzuzufügen gewesen, oder wenn man f-\- d f =

} t
setzt, das Glied f  — -  h =  — h. wo die Werthe von x  der fol-

a f  x
gcnden Tafel entnommen werden können:O

85“ 338
86° 196
87° U l

x x
88» 59.3
89° 29.8
89° 30' 20.6.

B. B e s t i mmu n g  der Cons t ant en  der A b e r r a t i o n  
und N u t a t i o n ,  s owi e  der j ä h r l i c h e n  P a r a l l a x e n  

der Sterne.

11. Die Aberration, Nutation und Parallaxe sind die 
in den scheinbaren Oertern der Sterne enthaltenen periodi
schen Glieder, deren Constanten daher durch die Beobach
tung der scheinbaren Oerter der Sterne zu verschiedenen Zei-o
ten bestimmt werden müssen. Die Aberration und Parallaxe 
haben die Periode eines Jahres und können daher aus der 
Vergleichung der im Laufe eines Jahres beobachteten schein
baren Oerter bestimmt werden. Das Hauptglied der Nuta
tion hat aber eine Periode von 18 Jahren und 219 Tagen,

*) In dem Beispiele in No. 25 der Einleitung sind die Bedingungsglei
chungen diejenigen, die man erhalten hätte, wenn man allen Beobachtungen 
dasselbe Gewicht gegeben und das Mittel aus allen Gleichungen für einen 
und denselben Stern genommen hätte. Dann wird die Form der Gleichungen, 
wenn die Correction von i schon angebracht ist, 0 =  n drp -f- a k, Bessel
hat aber alle Beobachtungen auf den Polpunkt, nicht wie hier vorausgesetzt 
ist, auf den Zenithpunkt des Kreises bezogen, weshalb der Coefficient a von 
dem oben vorkommenden verschieden ist.
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in welcher Zeit digüMondsknoten einen vollen Umlauf in der 
Ecliptic machen. Die Constante der Nutation kann daher 
nur aus der Y.ergleiehung einer Anzahl von scheinbaren Oer- 
tern, die üben eine lange Reihe von Jahren vertheilP-sind, 
bestimmt werden.

Für die Bestimmung der Aberrations- und Nutatious-Con- 
stante sind die Beobachtungen der Rectasceugionen des Polar
sterns am geeignetsten, weil che scheinbaren Oerter wegen der 
Factoren sec Ö und tang 8 bedeutend geändert wer.defi; aus 
demselben Grunde läfst sich auch die Parallaxe des Polarsterns 
auf dieselbe Weise mit Vortheil bestimmen. Setzt man:

—  cos e cos a =  a sin A  
—  sin a =  a cos A,

so geben die Formeln für die Aberration und Parallaxe in 
Rectascension in No. 16 und 18 des dritten Abschnitts, wenn 
k die Constante der Aberration, n die Parallaxe bezeuhnet: 

a' —  a =  +  ka sin ( © - t - A ) ;sec S +  n  a cos ( 0  +  ̂ 4) sec $ +  90 (/c2), 
wo ff (/r) für che Glieder der zweiten Ordnung gesetzt ist. 
Macht man daher mehrere Beobachtungen zu den Zeiten, wo 
sin (©  -4- A) =  =±= 1 ist, also das Maximum der Aberration 
stattfindet, so erhält man einen genäherten Werth von k aus 
der Vergleichung der zu b°iden Zeiten beobachteten Rect- 
agcensionen, nachdem dieselben auf ein mittler™ Aequintfl- 
tiuni reducirt sind. Um aber wieder eigen genaueren Werth 
zu erhalten, bestimmt man wieder dqji wahrscheinlichsten 
Werth, der jgjis einer sehr grofsen Anzahl von Beobachtun
gen folgt. Es sei die mittlere Rectascension «  um i\cc feh
lerhaft, der angsnqMjmeB.e Werth der Constante k um i\k, 
sodafs t t - f -A«  und k-\- i\k die wahren Werthe; dieser Gr<7- 
fs,gfi sind. Bezeichnet man dann mit « 0 die scheinbare Rect- 
asqension, die aus «  mittelst der ARgrrations.constante k und 
der als richtig angenommenen Präcession und Nutation be
rechnet ist und an die auch die von dem Quadrate, von k, 
sowie die vom Producte der Aberration und Nutation abhän
gigen Glieder 'angebracht sind, da diese an sich klein sind 
und sich für den verbesserten Wekth von k sehr wenig än
dern; Bezeichnet ferner a die aus der Beobachtung gefun
dene scheinbare Rectascension, sGist:

«' =  a 0 +  l\a +  t\lc a sin(jh -f- A>),sec {  +  * 0  cus ( ©  +  Ä) sec ■
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und wenn 1111,01 also setzt
a 0 —  a' —  n,

so giebt jede beobachtete Rectascension des Polarsterns eine 
Gleichung von der Form:

0 =  )! +  i i « 4 -  A . a sin ( Q  4 -  yl)'sec S -+- it a cos ( 0  +  yl) sec S, 

und aus der Verbindung aller vorhandenen Gleichungen be
stimmt man dann die wahrscheinlichsten Werthe von A«? 
l\k und 71 nach d p  Methode der kleinsten Quadrate.

Umfassen nun die Beobachtungen einen langem Zeitraum 
von Jahren, so kann man auch die Constante der Nutation 
bestimmen, d. h. den Coefficienten von cos f l  in dem Aus
drucke für die Nutation der Schiefe. Bezeichnet man die 
Verbesserung diesek. Coefficienten mit A^, so mufs man der
obigen Bedingungsgleichung noch das Glied A y hinzu-°  O O O  *-» V
fügen, wo der Werth von ^  ' in No. 6 des zweiten Abschnitts

0  1 dv
gegeben ist. Die vollständi‘ge*,Bedingung|gleichung für die 
Bestimmung der Aberration, Parallaxe und Nutation aus den 
beobachteten scheinbaren Rectascensionen wird daher:

0 =  n 4 -  H x 4~ A k a sin (Q  +  yi-l-see S -+- 7 1  a cos ( 0  +  yl) sec S +
dv

Wendet, man zu diesen Bestimmung die Beobachtungen 
verschiedener Sternwarten an, so mufs man den verschiedenen 
Gleichungen das richtige Gewicht geben, indem man die 
wahrscheinlichen Fehler der auf den verschiedenen Sternwar
ten gemachten Beobachtungen bestimmt. Auch kann man 
dann den Fehler A™ bei den Beobachtungen der reiscliiede- 
nsn Sternwarten- nicht gleich nehmen, da die. beobachteten 
Rectasüehsibnen Tönen c-onstanten Unterschied haben können. 
Man nnifs dann erst diesen Unterschied bestimmen und an 
die Beobachtungen anbringen oder die Jon s den Beobachtun
gen der einzelnen Sternwarten abgeleiteten Gleichungen für 
die Elimination von A « ? A « '?*etc. besonders behandeln.

Auf diese Weise bestimmt^, von Lindenau aus den von 
Bihdley, Maskelyne, Pond, Bessel und ihm selbst in einem 
Zeiträume von 60 Jahren beobachteten Rectascensionen des 
Polarsterns die folgenden Werthe der Constanten: 

v  ■'/* =  20". 443C v —  8". 97707 =  0”. 1444,
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Petons dagegen aus den von Struve und Preufs in den Jahren 
1822 bis 1838 in Dorpat beobachteten Rectascensionen ■ 

k =  20”. 4255 r =  9". 21G1 jc =  0”. 1724.
W ill man die Declinationen zur Bestimmung dieser Con

stanten anwenden, so sind wieder Beobachtungen des Polar
sterns hierzu sehr geeignet, weil man demselben bei jeder Cul
mination mehrmalSjCinstelQn, also die. Sicherheit der Beobach
tungen beliebig vergröfsern kann. Führt man für diesen Fall 
die folgendst Hülfsgröfsen ein:

sin a sin S cos s —  cos 8 sin s —  b sin B
—  cos a sin 5 = 6  cos B,

so wird die Aberration in Declination gleich k b sin (©  -+- B), 
die Parallaxe gleich n b cos (©  +  B). Bezeichnet man dann 
wieder mit Su die scheinbare Declination, die aus der mitt
leren Declination mit der Aberrationsconstante /c, der Nuta-
tionsconstante v und der als richtig angenommenen Präces-
sion berechne™':st, wieder mit Rücksicht auf die von den Qua
draten und dem Producte der Aberrat’on und Nutation ab
hängigen kleinen Glieder; bezeichnet ferner d’ die beobachtete 
scheinbare Declination und setzt man <V0 — <)' =  w, so giebt 
wieder eine jede Beobachtung der Declination eine Gleichung 
von der Form:

j
0 =  re-f-A 5-t-A & &  sin ( O  -4- i})  -t- 6 cos ( Q  +  B) +  A v,

dv
und wenn die Beobachtungen einen hinlänglichen Zeitraum 
umfassen, so kann man wieder aus diesen die wahrscheinlich
sten Werthe von und Wv nach der Methode der
kleinsten Quadrate bestimmen *). Durch solche Beobachtun
gen, nämlich die von Meridianzenithdistanzen der Sterne wurde 
die Aberration von Bradley entdeckt, indem er vom Jahre 
1725 ab zu Kew aufser 22 anderen Sternen vorzüglich den 
Stern y Draconis, der nahe durch das Zenith des*Ortes ging, 
verfolgte‘und eine periodische Aenderung seiner Zenithdistanz 
bemerkte, die von der Parallaxe, deren Auffindung der eigent

* )  D a. wie man später sehen wird, der Stern noch eine eigene Bewe
gung haben kann, so sollten den Gleichungen für die ReSascension und De- 
clinationMjigentlich noch Glieder von der Form p (t —  t„) und q (t —  t0) hin- 
zugefiigtfeein, wo p und q die eigenen Bewegungen in Ree^ascension und De- 
clination sind, a und 8 aber dann die mittleren Oerter zur Zeit t0 bedeuten.
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liehe Zweck dieser Beobachtungen war, nicht herrühren konnte. 
Die Erklärung dieser Erscheinung durch die Zusammensetzung 
der Bewegung des Lichts mit der Bewegung der Erde wurde 
indessen 'Bst später von Bracftey richtig gegeben. Das In
strument, dessen er sich zu diesfen Beobachtungen bediente, 
war ein Zenithseotor, d. h. ein Kreiss«ctor von sehr grofsem 
Radius, womitwer die Zenithdistanzen der S.tierne bis etwas 
über 12I~zu jeder Seite des Zeniths messen konnte. Da der 
Stern y  Draconis in der Nähe des Pols der sEcliptic -stellt, 
so war derselbe für die Bestimmung der Parallaxe, mithin 
auch der Aberration, besonders geeignet. Für den Pol der 
Ecliptic ist nämlich «  =270° und ü=90J-5— «J es wird also b= 1 
und B =  — 90°, das Maximum und Minimum der Aberration 
und Parallaxe in Declination ist daher gleich k und n selbst.

Durch ^ähnliche Beobachtungen entdeckte Bradley auch 
die Nutation. Die Beobachtungen reichen vom 19. August 
1727 bis fzum 3. September 1747 und umfassen daher eine 
vollständige Periode der Nutation. Busch bestimmte aus 
diesen Beobachtungen den Werth der Aberrationsconstaute 
gleich 20". 2116 'und den der Nutationsconstante gleich 9". 23. 
Lundahl fand aus den von Struve und Preul's in Dorpat beob
achteten Dechnationen des Polarsterns:

lc =  20".jf$>08 v =  9 " 2164 jr =  0 ".1 47 3 .

Der in No. 5 des zweiten Abschnitts aufgeführte Werth 
der Nutationsconstante ist der von Peters in seiner Abhand
lung „Numerus constank. nutationis“ gegebene, der aus den 
obigen drei Bestimmungen von Peters, Busch und Lundahl 
mit Rücksicht auf die Sicherheit der einzelnen Resultate ab
geleitet ist.

Der in No. 16 des dritten Abschnitts gegebene Werth 
der Aberrationsconstante ist aber nicht aus den oben gege
benen Werthen abgeleitet, sondern ist von Struve aus den 
Durchgängen gewisser.'Sterne* durch den ersten Yertical hr;r- 
geleitet.

Stellt man nämlich ein Instrument genau im ersten Ver- 
ticale auf und beobachtet die Zeit wann ein Stern im Osten 
und Westen am Faden des Instruments erscheint*), so ist

* )  Das Nähere hierüberPftt in No. 26 des siebenten Abschnitts- zu finden.
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die halbe Zwischenzeit der Beobachtungen gleich dem Stun- 
denwmkcl des Sterns bei seinem Durchgänge durch den er
sten Vertical. Nennt man dies'en f, so giebt das rechtwink
lige Dreieck zwischen dem Zei ith, dem Pole und dem Sterne 
die Gleichung:

taug S =  tang y> cos t, 

woraus man sieht, dafs man durch solche Beobachtungen die 
Decliiiatiorien der Sterne bestimmen kann. DiflerenzRt man 
die Gleichun<f?lo^arithmisch, so findet man:

S1 1 2  ^
dS—  - dtp—  1 sin 2 S tang t d t,

sm l  <p

woraus man also sieht, dafs' ein Feitler, den man in der Bdob- 
achtung von t gemacht hat, desto wenigsr Einflufs hat, je 
kleiner t ist, je näher also am Zenith der Stern dufflh den 
ersten Vertical Rht. Ist die Zenithdistanz sehr klein, so 
läfßt sich also diefDaclination solcher- Sterne mit grofs'em Vor
theil auf diesem W ege bestimmen. Die Bedingungsgleichun
gen für jeden einzelnen Stern werden dann dieselben wie 
früher und es ist wieder besonders vortheilhaft für die Be
stimmung der Constanten Sterne auszuwählen, welch ei dem 
Pole der Ecliptic nahe liegen. Auf diese W  eise fand Struve 
aus vielen Sternen mit sehr grofser Uebereinstlmmung den 
Werth der Al^fationscönsfänte 20". 4451, eine Zahl, die wohl 
nur wenig von deiwWahrheit abweichen wird. Die Beobach
tungen umfassen aber einen zu kurzen Zeitraum für die Be
stimmung! der Nutationsconstante, die'ebenfalls', wie auch die 
Parallaxe? solcher Sterne, auf diesem Wege mit Vorth« il be
stimmt werden kann.

Die Constante der Aberration kann noch auf einem ande
ren W ege gefunden werden, da dieselbe nach No. 16 des drit
ten Abschnitts aus der G'e'ächw indigkeit der Bewegun'g der 
Erde und der des 1 /ichts befechnet werden kann. Die W in
kelgeschwindigkeit der Erde ist sehr 'genau bestimmt, näm
lich 59' 8". 198 in einem Tage. Die Zeit, welchejidas Licht 
braucht, um denI Halbmg's'ser der Erdbahn zu durchlaufen, 
wurde zuerst von dem Dänischen Astronomen Olav Römer 
aus dep Verfinsterungen der Jupiterstrabanten hergeleitet, in
dem derselbe im Jahre 1675 die Bemerkung machte, dafs 
diese' Verfinsterungen zu der Zeit, wenn die Erde zwischen
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der Sonne nnd Jupiter steht, um 8m 13s früher, dagegen zu 
der Zeit, wo die Sonne zwischen Jupiter und der Erde steht, 
um ebenso viel spätJrj eintrafen, als die Voransbereehnuiig 
derselben ergab. Da nun im »ersteren Falle die Erde dem 
Jupiter um den ganzhn Durchmesser der Erdbahn näher steht 
als im zweiten Falle!, so kam dl üin er bald auf die richtige 
Erklärung dieser Erscheinung, dafs nämlich das Licht eine 
Zeit 'von 16n) 26e brauche, um oje11 Halbmesser äerr Erdbahn 
zu durchlaufen. Istn daher T die mach den Tafeln beifechncte 
Zeit des Anfangs oder d<S Endes einer Verfinsterung ̂  so 
mufs man zu dieser Zeit,«tun dieselbe mit den Beobachtungen 
in Uebereinstimmungi zu .-bringen, das Glied

dii sogenannte Lichtgle.ichung, hinzufügen, wo K die Anzahl 
von Secunden bezeichnet, in welches das Licht den Halbmes
ser der Erdbahn durchläuft, A aber die Entfernung d^s Ju- 
pite^mondes von der Erde ist, m Einheiten der halben gro- 
fseii Axe cder Erdbahn ausgjpdrückt. Ist dann T0 die, sgjj ver
besserte Zeit der Averfins.texung, T' die beobachtete Z«fit, so 
giebt jede beobachtete, Finsternifsi eine Gleichung:

0 —  T 0 — T' -+ -A d K  
nnd aus einer gröfsen Anzahl solcher Gleichungen läfst sich 
d e  wahrscheinlichste Weidh von d K bestimmen. Die^beob- 
achtete Zeit des Anfangs&dind des': Endes einer Yerfiostferang 
ist abey immer unsicher,, indem die Monde ihr Licht EjTr all- 
mählig verlieren und da der Fehler der Brnbachtülfp von der 
Güte des Fernrohrs ahhängt, so wird-ö|$guLsein, nur solche 
Beobachtungen zusammen zu nehmen, die mit demselben In- 
struiii|änt<|g)gemacht sind, audL die beobachteten Zeiten d'er 
Eintritte von degen [der Austritte besonders zu1 behandeln. 
Delnmbre fand aus eine  ̂^sorgfältigen Discussion der vorhan
denen Beobachtungen von Verfinsterungen, d;e Aberration s- 
öonstante 20”ä2&5,, welcher Werth nach 'dem Vorigen'-etwa% 
zu klein ist.

12. Die jährliche Parallaxe eines Sterns kann noch auf 
einem anderen W ege bestimmt weMen, nämlich durch die 
Messung der Jefenderungen seines Orts‘megeü die eines be
nachbarten Sterns, dessen Parallaxe Null ist und diese Me- 
thod#-ist vorzüglicher als die vorige^ weil sich di^relativen
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Oerter zweier benachbarten Sterne durch micrometrische Mes
sung (wie im siebenten Abschnitte gezeigt wird)1 tont gröfser 
Genauigkeit bestimmen lassen, und weil der Einflufs der klei
nen Correctionen auf die Oerter der beiden Sterne so nahe 
gleich ist, dafs ein etwaiger Fehler in den angewandten Con
stanten kamen merklichen Fehler in dem Unterschiede der 
abgeleiteten midieren Oerter hervorbringen kann*). Eigent
lich giebt diese Methode nur den Unterschied der Parallaxen 
der beiden angewandten Sterne. Da man aber im Allgemei
nen annehmen kann, dafs sehr kleine Sterne auch sehr weit 
entfernt sind, also eine unmerkliche Parallaxe haben, so kann 
man immer hoffen, wenn man einen oder mehrere solcher 
schwachen Sterne als Vtergleii hssterne wählt, dafs die gefun
dene Parallaxe der Wahrheit sehr nahe kommt.

Hat man die Unterschiede beider Sterne m Rectascen- 
sion und Declination beobachtet, so giebt eine jede Beobach
tung, wegen der kleinen Correctionen verbessert, zwei Glei
chungen, wenn man für die Zehen tu die Unterschiede a'g — aü 
und tV„ — 80 annimmt und cc\ — a0 — (cd— a) mit n und
8'„ — 3a — (cf — 8~) mit ri bezeichnet und die Fehler der an
genommenen Werthe mit A «  und l\ 3:

0 = »  +  i l « + K ( i  cos ( O  -+- Ä )  sec S p (t —  t0)
0 =  n1 -fl- A 3 -fl- 7t b cos ( 0  -fl- 7 0  —  O -

Gewöhnlich beobachtet man aber statt des Rectascensions- 
und Declinationsunterschicdes der beiden Sterne die Distanz 
und den Positionswinkel,' d. h. den Winkel, welchen der De- 
clinationskreis des einen Sterns mit dem durch beide Sterne 
gehenden gröfsten Kreise macht. Ist a und 8 die wahre, 
cd und 8’ die mit Parallaxe behaftete Rectascension und De
clination des einen Sterns, cd’ und 8" die Rectascension und 
Declination des anderen Sterns, so ist die?; Aenderung der 
Rectascensions- und Declinationsunterschiede durch Parallaxe: 

d ( « " —  [ & =  “  —  a '— n R  [cos 0  sin a  —  sin 0  cos e cos a] sec 3 
d ($ "  —  3) =  8 —  3' =  ir R  [cos e sin a  sin 8 —  sin e eos <J] sin 0  

-+- n  R  sin 8 eos a cos 0 .

* ) W enn die Sterne so nahe stehen, so ist es v orte ilh a fter , nicht die 
mittleren Oerter jedes einzelnen Sterns herzuleiten, sondern nur den Unter
schied der scheinbaren Oeiter von Refraction, Aberration, Präcession und Nu
tation zu befreien. D ie dazu dienenden Formeln werden in VIII und IX  des 
siebenten Abschnitts gegeben.
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Bezeichnet man die wahre Distanz und den wahren Po
sitionswinkel mit A und P, so ist:

A sin P — cos 8 (a"— a)
A cos  P = S " — S

also
d  A =  sin P  cos 8 d (a "—  a ) cos P  d (8 "—  S)

\ d P  =  c o s P  cos 8 d (a ”—  « )  —  sin P  d (8 "—  5).

Substituirt man hierin die obigen Werthe, so findet man 
leicht, dafs wenn man setzt: 

m cos M  =  sin a  sin P  -+- sin 8 cos a  cos P,
m sin M  =  [—  cos a  sin P  -f- sin 8 sin a cos P ]  cos s —  cos 8 cos P  sin £,

1
m’ cos M ' —  — [sin a  cos P —  sin 8 cos a  sinP],

\
m’ sin ÖP =  —  [—  (cos a  cos P  +  sin 8 sin a  sin P )  cos £ +  cos 8 sin P  sin e], 

man erhält:
d i\ —  n  l im  cos (O —  -^0 
d P  =  71 R m !c o s  (O —  M ’).

Bezeichnet man also wieder mit dAo die Verbesserung 
der angenommenen Entfernung zu der Epoche f0, mit dq die 
Verbesserung der angenommenen eigenen Bewegung hi der 
Richtung von Ai so erhält man aus den gemessenen Entfer
nungen eine Gleichung:

0 =  V -f- c?Ao +  (t —  t0)  d q +  n  R in cos ( Q  —  ilf )  
und ebenso aus den Positionswinkeln.

0 =  v ’ +  d P 0 -t- ( i —  <„) dq' +  n  R  m'cos  ( Q  —  ’M.'), 

die man nach der Methode der kleinsten Quadrate behandelt. 
Auf diese Weise bestimmte Bessel zuerst die Parallaxe des 
Sterns 61 Cygni.

C. B e s t i m m u n g  der  Cons t ant e  der  P r ä c e s s i o n  und 
der  e i ge ne n  B e w e g u n g e n  der  Sterne.

13. Man erhält die Aenderung der Rectascension und
Declination eines Sterns durch die Präcession während des
Intervals t’— t , wenn man die jährlichen Aenderungen:

da  r, . dl. d a  . dl. „  .
—  =  in H- n tg o  sm a =  cos s 0 —   — {- sm s0 -- tg o sm a
d t dt dt dt
dS . dl.
—-  =  n cos a  —  sm e0 —7— cos a  
d t d t

für die Mitte des Intervals berechnet und mit der Zwischen
zeit t’ ■— t multiplicirt. Da mm der numerische Werth von
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-,a- durch die Theorie der säcn fflS  Störungen'' der Planeten
dt '•'} ssa' t»
gegeben ist, so läfst die Vergleichung der Unterschiede der 
zu zwei Epochen beobachteten Positionen eines Sterns mit 
den obigen Formeln eine Bestimmung des Werthes der Luni-
solarp^Jcession , sowohl aus den Reetascensionen als aus
den Declinatioiien zu. Wären Blie*Steiäe im Raum^u unbe
weglich, so würde man aus vcrschiedefien Sternen nahe die
selbe Präcessionsconstante finden, und zwar desto genauer, 

-je entfernter die Beobachtungen vomveinander wären, da K- 
w aig* Fehler der Beobachtungen desto geringejeen E'nflufs 
haben würden. Da nun 4b®  nicht nur verschiedene Sterne 
verschiedene Werthesfür die Präcesfh n gT^en,Mandern auch 
die einzelnen Sterne verschiedene Werthe atts den I^e&Jgscen- 
sionen und Declinationgn, so mufs man denselbenÄigene Be
wegungen zusehreiban, und da diese wie die Priisression der 
Zeit proportional sind, so läfst (letztere sich nicht davon tren
nen. DiejfSchwierigkeit wird noch dadurch vermehrt, dafs 
diese eigenen Bewegungen zum Tlieil wenigstens ein bestimm
tes, vom Orte des Sterns abhängiges Gesetz befolgen, und 
man kann daher die eigenen Bewegungen nur durch die V er
gleichung sehr vieler, über alle Punkte des Himmels vertheil
ten Sterne eliminiren, indem man alle diejenigen ansschliefst, 
die eine von den übrigen Sehr verschiedene Präcession geben 
würden, also eine bedeutende eigene Bewegung haben müssen. 
Die grofse Menge ifei Beobachtungen wird dann den Ein- 
flufs der eigenen BteNvegungen so viel wievmöglibli und dieO O O ö
etwaigen Beobachtungsfehler vollständig’/dliminiren. Da d;e 
eigenen Bewegungen der Zeit proportional sind, so bleibt die 
dadurch entstehende Unsicherheit in der Bestimmung der 
Präcession dieselbe, so grofs manftauch die Zwischenzeit zwi
schen den mit einander verglichenen Sternverzeichnissen nimmt 
und man wird daher zwei solche Verzeichnisse auswählen, 
die eine möglichst großfb Anzahl von Sternen gemeinschaft
lich enthalten und deren Zwischenzeit grois  ̂ geüug ist, um 
die Unsicherheit, die von den Bepbachtungsfehlern herrülirt, 
hinreichend klein zu machen. Sind dann m0 und nn die bei der 
Vergleichung der beiden V e r z e i c h n i s s e  angewandten Werthe
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von m und «, ferner «, 8 und 8' die in beiden Verzeich
nissen aufgeführten mittleren Oerter -eines Sterns ;-für die Zei
ten t rurd t1, A «  und die constanten Unterschiede der
Verzeichnisse in Rebta&TOnsion und Declination, so giebt, 
wenn man:

“  +  (’n0 +  n0 tg S0 sin a 0) (Y —  i) —  a’ =  v \ t ' —  $
und

S +  n.0 cos « 0 (Y— t) — ö|—  *’’ (<’ —

setzt, jeder Stern zwei Gleichungen von dra Form:
0 = H g  ^  ■ -+- dma + d n 0 tgS0 sin a a 

und , AS
u =  r - h (, 1-f ljy c o sd u .

Betrachtet man daher die eigenen Bewegungen, welche
in v und v1 enthalten sind, als von der Natur zufälliger Beob- 
achtungsfehlejp so kann man aus einer großen Anzahl von 
solchen Gleiclmngen die wahrscheinlichsten Werthe der Un
bekannten nach der Methode der kleinsten Quadrate finden. 
Diese Annahme würde gerechtfertigt sein, wenn nicht, wie 
oben bemerkt, ein Tlu il der eigenen Bewegungen der Sterne 
ein Gesetz befolgte, das von dem Orte der Sterne abhängt. 
Da es aber grofse, wenn nicht unüberwindliche Schwierig
keiten hat, ein diese igesetzmäfsige Bewegung--, ausdrückendes 
Glied da die obigen Gleichungen einzuführen, worauf später zu
rückgekommen wird, so kann man kaum etwas Besseres thun, 
als die obige Annahmg) zu machen und darauf zu sehen, da-fe- 
die Anzahl der Sterne sehr grofs und möglichst gleich über 
den HimmglyjKßrtheilt ist. Dann ergiebt sich aus den Rect
ascensionen eine Bestimmung^ von m und n , aus djaj Dekli
nationen eine Bestimmung von w; man siebt aber, dafs ein 
Fehler in der Bestimmung der absoluten Retascension, der 
bei jedem Verzeichnifs constant ist, sich mit dm verbindet,
Such bleibt darin, weil ~n —  cos £0 , ein Fehler in

’  dt u dt dt
der Präcession durch die Planeten, der von den unrichtig an
genommenen Massen der Planeten herrühren kann. Die Be
stimmung von dn =  dll sin?? aus den Rectascensionen ist aber 
von .einem solchen beständigen Fehler unabhängig und die 
Declmationcn geben sowohl dn als auch den beständigen 
Fehler der Declination. Da5 man aber nicht annehmen kann,
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dafs dieser für die beiden Verzeichnisse für alle Declinationen 
derselbe bleibt, so ist es besser, die Sterne in Zonen von eini
gen Graden Breite z. B. von 10° in Declination zu tlieilen 
und die Gleichungen für jede Zone besonders zu behandeln, 
also den mittleren Unterschied A für eine j®de solche Zone 
zu bestimmen. Auf diese Weise berechnete Bessel in seinem 
Werke Fundament» astronomiae den Werth dieser Constante 
aus in er Anzahl von mehr als 2000 Sterilen, deren Oerter 
aus den Bradleyschen Beobachtungen für das Jahr 1755 her
geleitet und von Piazzi für das Jahr 1800 bestimmt waren. 
Er fand dafür für das Jahr 1750 den Werth 50". 340499, 
den er gspäter nach den Königäberger Beobachtungen in 
50". 37572Gunänderte. (Vergl. Astron. Nachrichten No. 92).

14. Die Unterschiede der beobachteten Getter der Sterne 
zu den verschiedenen Epochen mit dem Betrage der PräWs- 
sion in der Zwischenzeit, welche mit der so bestimmten Con
stante berechnet ist, sieht man dann als diÄeignen Bewegun
gen der Sterne an, und im Allgemeinen kann man dieselben 
durch die Annahme einer derZeit proportionalen und in ei
nem gröfsten Kreise vorjsich gehenden Bewegung innerhalb 
der Grenzen der möglichen Beobachtungsfehler darstellen. 
Halley war der erste, welcher im Jahre 1713 eine solche 
eigne Bewegung bei den Sternen, Sirius, Aldebaran und Arc
turus*) entdeckte. Seitdem hat man abe’nJ lJe sehr vielen 
Sternen mit Sicherheit 'ieigne Bewegungen erkannt und man 
mufs annehmen, dafsi solche allen Sternen zukommen, wenn 
dieselben auch bei den meisten noch night näc'hgewiesen wer
den können, da sie sehr klein sind und noch innerhalb der 
Grenzen der Beobacktungsfehler liegen. Die gröfsten eignen 
Bewegungen kommen vor bei dem Stern 61 Cygni, dessen 
jährliche Aendeiktng in Kectasc^nsion und Declination 5” . l  
und 3”. 2 beträgt, dann bei a Centauri, dessen jährliche Be
wegungen nach der Sichtung der beiden Coordinaten 7".0 
und 0”. 8 sind, endlich bei 1830 Groombridge, der sich 5”. 2 
in Kectascension und 5”. 7 in Declination bewegt.

* )  Der letztere Stern hat eine eigene Bewegung von 2" in Declination 
und'ist daher seit den Zeiten des' Hipparcli schon über einen Grad am Him
mel fortgerüekt.
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Der ältere-nHcnsehel fand zuerst in diesen BewegungenO O
der Stertreffein Gesetz auf, indem eftf dur,eh die Vera'ldichung1 iJ O
von vielen dieselben die Bemerkung :maelite., dafs dife Sterne 
im Allgemeinen sicli von einem Punkte des Himmels in der 
Gegend von X Hercrdis entfernen. Ergründete darauf die 
Vennnthung, dafs die eigne Bewegung der Sterne zum Tlieil 
nur Bteinbar sei und durch die Beweguög^.unsere's Sonnen
systems nach diesem Punkte dea#TTimi)teis*feu hcrvolrgebraejit 
würde, eine Ansicht, welche diegSp'äiecm Untersuchungen 
über diesen Gegenstand vollkommen bestütigtw-haben. Die 
jährliche eigne Bewegung der Fixstern fH wird daher zusam
mengesetzt sein«Estens aus der jährlichen eigenthüfrllitrhen 
Bewegung der einzelndu*ävermüge wolchef—sdch dieselben itädh 
einem uns unn^kamiteh^Gesetze wirklich im Rafönfe-förtbe’wfflgen 
und zweitens aus der seheir baren Bewegung-, welche von der 
BewtPSms unsej'er SiAme herrührt. Da der efs&re Theil diesero ö
Bewegung kein Imtimmtes Gesetz bafblgt, so werden ver
möge demselben Sterne, weifthe in cjers'el'ben Gegend des Him
mels stehen, ihren Ort nach dein verschiedensten Dichtungen 
verändern. Die BMfituug deä ändern Theils der scheinbaren 
Bewegungen der Sterne wird dagggflip durch die DagS js&as 
Sterns gegen den Punkt des Himmels-, nach wej^liem hin sich 
dje Sonffi bewegt, vollständig bedingt. Nimmt man nun für 
diesen Punkt einen bestimmten Punkt an, dessen Bectascen- 
sion und Declination A und D ist, so, kann man für jeden ein
zelnen Stern diejenige Bichtung rawechnen, nach welcher sich 
derselbe scheinbar vermögender Fojgtriickung der Sonne be
wegen mufs. Vergleicht man dann dieße BicKtnng mit deit 
wirklich beobachteten Bichtung-, ge kann man für einen jeden 
Stern die Bedingungsgleichuug zwischen de.n= Unterschieden 
der berechneten und der beobachteten Bichtung und den Aen- 
derungen der Recürsgensiou und Declination A und D auf- 
stellen, und da derjenige Tlieil dieser/'Unterschiede, welcher 
von den eigentümlichen Bewegungen der Sterne herrührt, 
kein bestimmtes Gesetz befolgt, also von de? Natur zufälli
ger Beobfchtungsfehler ist, so wird man ’äus‘ einer sehr grö
le n  Anzahl solchej-Bedingungsgleichungen durch die Methode 
der kleinsten Quadrate die wahrscheinlichsten Werthe der Cor- 
rectionen dA und dD bestimmen könne“ ’ 'J

17
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iE Mist klar, dafs; die Kiclitung der scheinbaren Bewegung 
eines Sterns mit dem gröbsten Kreise zusamnieniallt, welcher 
den Ort degjStgms mit dem-Ptinkte deaffiinnk^ls ^rhindet, 
auf welcBen zu sich die Son®$*Ib<MjFegt, weil di«j^j Punkt, 
wenn man die Bewegung der -Sonne, als geradlinig voraus- 
setet, in der durcl) tden-0rt des^Sterns und doroh zwei Oer-
•teii, der Sonne, im lAuune gelegten Ebene liegt# Ist a die.
als geradl'iiig" betrachtete Veränderung des Orts der .Sonne 
währehd der Zeit t; dmuirt durch die, Entfenuuisj des Sterns 
von der S'onne, sji hat inan,. Wenn n und ö die Rectas'ceasion 
und Declination des Sterns zu Anfan’güder Zeit l , a und <)' 
dieselben Gröfsen zu Ejrtde dfej; Zeit i bezeichnen und p das 
Verliältnifs der Entfernungen cEs Sterns von der jsforine zu 
beiden Zeiten ist, die fol&ahden Gleichungen: 

q cos <?' cos a' —  cos (bcos a —  a cos A cos Vj 
q cos S! sia rti™  cßs <5fcin a  —  a sin A  cos*jJ 

o sin S' —  sip 8 —  Cf sin t) , 
au^denen man leicht .erhält:

cos §' =  cos S —̂ ^Kos ZI.dos ( «  —; --L t - ..
also:

cos S' (a  —  a) =  ovus I )  sin (a  —  , 1
S —  ö =  —  S sin D  —  sin S Ec^B) cos (rH -r l) ].

Man hat aber auch in dem sphärischen Pfreieck^zv i- 
sclien dem Pö™<les Ae.qiuatöib, denffbterW und dom Punkte*, 
dEStATf Kectascfensiön und Dgelinatiou A und D ist, wenn 
man die Entfernung des St-erus von diesem Punkte mit /_\ 
und "Winkel am Sterne mit P bezeichnet:

sin. i\ .sin P  =  cos I)  sin ( « —  yl) .
sin A cos P  =  sin D  cos d —  cos D  sin 8 cos (a  —  A ),

und da nun auch, wenn p den Winkel befreieI welchen
die Richtung- der Bewegung desll'Sterns mit seinem1 ©Hdi-
nationskreissf macht:

coJSEfe' —  nßO -
tang p =  -  |

ist, so sieht man, dalis p =  180"— P ist, oder dafs^icli der 
Stern in derMligbtung des gröbsten Kreises, welcher den vört 
demselben miip.dem. Punkte, dossen Ihec-Uusce.nsi;pn und Decli- 
nation A und ]Mcverbindet, von dem letzteren entfernt. Durch 
die dritte der Differential formein ( l l j j in  No. 9 dev Einleitung 
erhält man aber:
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. „  cAstS sin ft< — A )
d P =  .— >----------' - d m

sin A

- f -  7— |sin §  cos  Ü — Eos S sn f.D  io s  ( n —
sin A  "

also :
c olBBSCTii’a  —  A ;

d p  =  -t------------- . —  -  l tiW
sm  y

—  . .., [sin §  cos  b  —  c o l  Sin D  cos ( «  —  A )1 d A .
sm  A

Ist alpoW  der, beobachtete M inktiln welchen -die,; Rich
tung der eignen B ie g u n g  tnit dem Declinationskreise macht, 
von dem nördlichen Theile desselben durch Osten herum äE-O
zählt, sodafs also:

. cos d' (<t' —  « )  tnngp =  - (V (V ■
und p der mit den genäherten Werthen A und D nach den 
Formeln (/?) berechnete Werth voi7jl80"— /', so erhält lgan 
für jeden ; Stern die Bedingungsgleiehung:

i cos 3  sin (a  —  A )
O — p — p A - -  ------ .—   d D

  COS D  r g  g  ß  i ^ ^  ^

sin A
oder:

v - y j c p s  S sin C« —  A )  , _0 =  ( p  — p') sin A  H------------- —  r    d D
sm  A

 cos-D  , g  —  cos  (fcsin D  cos ( a  —  A ) ] d A ,
sm A

und kann dann ausa vielen Stei'ncn dufcra die Metüode der 
kleinsten Quadrat™ die walffscheuilichst^n; Werthe vdfi dl) 
und dA finden.

Auf diese*Weise bestimmte ArgelandaF die Richtung der 
Bewegung des1 Sonnensystems *). Besäel hatte nämlich in 
deinen Fundamentis astronomiae ‘ die™eigne Bewegung feiner 
grofsen Menge fön  Sternen hus der Vergleichung von Brad- 
ley-s und RiazzJs Beobachtungen hergeleitet. Argeiander 
wählte nun alle diejenigen Sfer’ne aus, vfölche in den 45 Jah
ren voiwl7'55 bis 1!8D0 eine^Sröfsdre BSvogmig als 5" zeig
ten, ^TStbächtete di!^e'*vdin NeuSn 3n dem Meridiankreise der 
Sternwarte in Al]u und bestimmte die eignen Bewegungen 
durch die Vergleichung se.iner eignen Beobachtungen mit

* )  s. A stronom . Nachrichten N o. 363 .
1 7 *
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den Bradleysclien genauer *). Zur Berechnung d'eiü Richtung 
des Sonnensystems wurden dann 390 Sterne verwandt, deren 
jährliche eigqe Bewegung 0". 1 im Bogen des gröfsten Krci- 
S®? überstieg. Diese wurden nach der Gröfse der eigenen 
Bewegung in drei Klassen gmheilt und aus jeder Klasse ein
zeln die an die angenommenen Werthe von A und 1) anzu- 
hringenden Correctioneii bestimmt. Aus den drei nahe über- 
einstimmenden Resultaten ergaben siöli dann mit Rücksicht 
auf die' SiclTerlffiit der einzelnen im'Mittel dietfolgendcü, auf 
den Aequator und das Aequinoctiiun für 5W50 bezogenen 
Werthe von A und D:

A  =  2 59 ° 51 '. 8  und =  1,

Werthe, wailclie sehr nahe mit denjvou Ilerschcl angenom
menen überei: 'stimmen. Lundahl bjestimmte die Lage die
ses Punktes noch aus 147 Sternen, welche der Aboer Ca- 
talog nicht enthielt, indem ^^ die Bradlevschen Positionen 
mit Pond’s Catalog von 1112jSternen verglich und fand: 

i  =  2 ^ " k 4  und D  =  +  1 4 ° 26 '. 1.

Im Mittel aus beiden Bestimmungen erhält Argelandex 
mit Rücksicht auf die Sicherheit der einzelnen:

A  =  2 5 7 °  59 '. 7 und D  =  -+- 2 8 °  49'. 7.

Ganz ähnliche Arbeiten wurden von O. von Struve und 
in neuester Zeit von Galloway unternommen. Der erstere 
verglichen dem Ende5400 in Dorpat beobachtete Sterne mit 
den Bradleysclien Positionen und fand:

A  =  2 6 1 °  2 3 ' und D  =  -h  37°

Gallowaj^*bestimmte dagegen die Richtung der Bsyegung 
des Soniüm'systemsjSaus den eignen Bewegungen ,der südlichen 

-Sterne und erhielt, indem er die Positionen, welche Johnson 
auf St. Helerta und IJendersqn am Cap der guten Hoffnung 
b^obaclitqt" hatten, mit dem Sterncataloggj von Lacaille ver
glich , für A und D die Werthe :

A  =  2 6 0 °  1' und D  =  +  3 4 ° 2,3'.

Die tunfassendste Untersuchung wurde, ■jspn Mädlcr ge
macht, der.aüs einer sehr grofsen Anzahl von Eigenbewegun- 
gen die Werthe:

*) Argeiander, D L X  stellarum fixarura positiones mediae ineunte anno 
1830. Helsingforsiae 1835.
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«  =  26ü ° 38'. 8 und £ =  +  39° 53’. 0 

findet. Nach der Uebereinstinsnuing aller dieser Werthe zu 
urtlicilen,1 wii-dRomit der ihmkt, anf welchen zifigjph das Son
nensystem iriy Raume bewegt , mit ziemlicher Genauigkeit, 
wie sie bei dem Problem erreichbar ist, beStimmflBBin.

lö. Die mit einem Mittehverthe von A und D fiir jeden 
Stern berechnet« Richtung dieser parallactischen Bewegung, 
die durcli:

„  cos D  sin (a —  Ä)tan" P ~ ------------------------------- ------------
sin 1) cos S —  cos D  sin S cos (a  —  Ä )

gegeben ist, kann inan daher als der wahren ziemlich nahe 
kommend befrachten. Wäre nun auch der Betrag der jähr
lichen Bewegung in dieser Dichtung für jeden Stern bekannt, 
so könnte man daraus die jährliche Aenderung in RectjJIcen- 
sion und Declination, soweit sie von dieser parallactischen 
Bewegung herrtihrt, für jeden Stern berechnen und diese den 
in No. 1^ gegebenen Bedingungggleichmigen.für die Bestim
mung der Puäcessionsßonstante hinzufügen. Diese parallac- 
tisclie Bewegung wird nothwendig von der Entfernun j der 
Sterne, Jiblningen; wären diese also bekannt, so könnte man 
auch die Gröfi^j diesen) Bewegung für .eine gestimmte Entfer
nung selbst bestimmen. Da nämlich die Gleichungen über
gehen in:

Ic cos T}
0 =  v  -f- clm0 H- dn0 tg <?0 sin a 0 H- —   „ - sin ( « fl —  Ä)

a cos o0

und 0 =  v* -f - di)0 cos a 0 -f- - g sin ( G —  Z)0)
-A
wo d0 =  g  cos G, 

sin S0 cos (a Q — Ä ) =  g sin (r,

so könnte man, wenn p  bekannt ist, auRjjüesen Gleichungen 
die Gröfse k , die = Bewegung der Sonne in Secunden ausge-̂  
drückt, in der als Einheit angenommenen Entfernung gesehen, 
und anfserdem dmH und dn0 von dieser gesetznmsigei} Be
wegung der Sterne gäi^z unabhängig bestimmen. Da aber die 
Entfernungen der Sterne unbekannt sind, so ist dies unmöglich 
und O. v. Struve suchte der Schwierigkeit dadurch auszuwei
chen, dafgler hypothetische Werthe der relativen Entfernungen 
der Sterne in den verschiedenen Gröfsenklassen, wie sie von 
W . v. Struve in seinen Etudes de 1’Astronomie stellaire aus der
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Anzahl der Sterne in den verschiedenen Grröfsenkhvsseu her- 
ga'eijftt waren, annahm*). .^truve serglieh dann 4,0.0 Firstern$ 
die von W . von Struve nnd in Dorpat beobachtet
waren, mit den BradJeysyilien Beobachtungen und indem er 
zuerst die eigener, Bewegung den- Sterne aufser Acht KüsSff 
fand er für die Aendernng der PntegssdoiSqpnstante aus den 
Ke ctas cuns^onen und Declikationen zwei widersprechende 
Werthe, indem dä- eine positiv, der andei# negativ war. Mit 
Rücksicht auf duvBewagung der Sönne geben aber d$?Reöt- 
i^ e n s io ® n +  1". lf) und dieADecliuat.ionen -S  Q*. (16. Daraus 
bestimmte Struth mit Rücksicht auf di *Siohei.heit der beiden 
Zahlen den Werth der i@oüst»nte «der allgemeinen PräbwSon 
für 1790 zu 50". 23449-^todör um 0.0184# 'gröfklr als Befiel 
Fefffet fand er die jährliche AViiike]guschwindij|foht der Sonne, 
gesehen von einem Punkte, welcher sfyob in df$ mittleren Ent
fernung der SternjJT?>e,rsfer (tr.rö.l'i?̂  befindbf, aus den Re$f- 
ascensionenirgl«idis 0". 321 und aus deü’ Decliu.itiojäun gleich 
0".357. Bei difsei’ Bestimmung der Präck^ionsEonstante und 
der Sgnp®nbeweguoig»uud deren anscheinender Sicherheit darf 
man 'afoaib nicht aujßeggtoht laiteeu, dals diesdlbei auf dem hy
pothetischen qfe^rhältnisse der mittleren Entfernungen1 der 
Sterne in den verschiedenen GriMuiklfetmn beruht. Auch 
ist el5 wohl j lieht ganz zu billige^ dafs zur Bestimmung der 
Constante Rine, so geringe Anzahl von Sternen, diet-'überdies 
meist Doppelsterne sin'd/fgqwälilt ist.

W ill man die eigene B ew egung Ides Sonnensystems bei 
der Bestimmung der Präce^iohshonstante berücksichtigen, so 
ist es v id ie ich t besfqr, nicht die V srh ä ltn is jä 3 %  Entfernun
gen der einzeltt^n Grölßßnklassen nach einer H ypothese nu- 
r w risch einzuführen, sqndern dii^ßterim jin Klamgn zu,- theilen 
näch ihrer G roise oder naHi d^r GrölfeeiihreriEigenbevöPgiingifli

und für jpde Klasse die Gfbfse  ̂ , so wie die ’ WrbofNbiing
der Prä^raSiongöhstante zu bestimmen. DietSQ' gefundenen

Grofsen ~  keim en dann als M ittelwerthe für digsj K la g e n  an

* )  Danach ist, wenn der Abstand der Sterne erster 'wrüfse gleich H an- 
geSbmmen wifil;- der der Sterne zweiter g4£i£Ti 1 .7 1 , der dribef^glclch 2 .5 7 ,  
der vierter! 3 .7 6 , fünfter 5 .44 , sjfehster 7 .8 6 1 und siebenter 11.34 .
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gesehen werden und die.-gefundenen Werthe von m und n 
Werden weuigfstens voiü-emam Theile ®öj pälrallscifsöhen Bat 
\pgungen unabhängig seirr; der■ um &  grpaer dsaj je näliejj 
gleich di,dOiinÜ*5riiungen der sT?raöh-iedenen zssamn^agpnom- 
inenenj$teriie sind"'). Man könnte auch hU'JjBi» noch die Aeu- 
derungen von A und D berücksichtigen, sodafs die Gleichungen
würden, wenn inan  ̂ mit a bezeichnet:

0 =  r  +  dm0 -f- än0 tang J0 sin « 0 —  ^os (u0 —  ^1) ad A
COS O jj

, r n  • n  E P+  [cos D  —  sm D  d u \ ---------- *------- «
cos 0 Q

0 =  v -f- dn9 cos —  g cos ( G —  V ) adD  +  cos£) sin d0 sin ( « ö — Ä )a d A
-+- ag  sin ( G —  D).

Mail' könnte dann für jede GröfsSnkJasse Eue wahvschoin- 
liclistan \\ ertlio von a, adA  und n d b  liudcb. "WoJlte man 
das Struvtisehe Verl.iältuifs der Entfernungen ainichineii, Po. 
würde in dem Falle nacli Anbrinaaina; des ffahörDeri^autorSO o o O
die Djibekaunte a dieselbe sein für affe Klassen. HVergl. 
hieräbgc noch AiryJTs Abhandlung inhdeii Meriioirs o f tlie 
Boyal Astroiiomi&VE Society Vol. X X V III:)

lfi. Die .-eigtin&n Bawe-guogaji dm- Sternefl können, mit 
wenigen Ausnahmen, lur jetzt ohne merklichen Felder als" der: 
Zeit proportional und in einem gröfsten Kl'eise vor sich ge
hend angen6itmle.il weTclen. Die eigenen Bewegungen in 
ReCtasoensiSgi und Declination ändern sich aber wegen dar 
Veränderung, der Griuidebön^n, E uf welche sie bezogen wer-

*) Der Verfasser hatte schon vor einer Reihe von Jahren eine derartige 
Arbeit unternommen, die aber noch nicht bat vollendet werden können. Die 
eigenen Bewegungen der Sterne wurden ans der Vergleichung der Henderson- 
sehcn Edinbarger Beobachtungen mit den Bradleyschen hcrgeleitet. Für die 
jährlichcu pnralUictischen Bewegungen ergeben sich auf diesem Wege für ver
schiedene Gröfsenklasscn die folgenden Mittelwevthe:

für 32 Sterne 4.3. Gröfse 0ff.0(i8985 =t= 0.010964
für 75 Sterne 4. Gröfse 0".0G97i5 =•= 0.006584
für 71 Sterne 4.5. Gröfse 0".046S11 =fe= 0.Ü0C925
für 284 Sterne 5. Gröfse 0".029043 =t= 0.002446.

Sterne, deren jährliche eigene Bewegung gröfser als 0??.3 im Bogen des gröfs- 
tcn Kreises ist, waren bei der Untersuchung ausgeschlossen.
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den, und wenigstens-‘■für die dem Pole nahe stehenden Sterne 
ist es h'öthig hierauf Rücksicht zu nehmen.

Die Formeln, wel’che die-auf ein bestimmtes1- A'eqiiindti* 
tium zur Zeit i' bezogenen-HPolarÖoordLtaten in Bezug attf 
den Aequator durch die auf* ein anderes Aeguinoutimn zur 
Zeit t bezogenen Coordinaten ansdrückenlpsind nun nach No. 3 
im zweiten Abschnitt:

cosßäjsin ( « '  -+- a —  sjaIjF= cos - f i  a -+- s)
cos  5h C05’(cc' - f i  5 —  ‘  £os ifC o P ^ s -f-  o - f -  z) cos 0  —- ün 5 sin &

sin S' —  cos S cos jw -f; <s +  z) sin O -t - sin S cos 0, 

wo a die PrticeSio'B' duretli die Plstp^pn während der Zeit 
t' — t bezeichnet und *, z' mul £.* I-Iülfsgcößen sind, welche 
man durch die Formeln (Ä) dcrselben^umrriSr erhält. Weh 
die eigenen Bewegungen so klein sind, dafs inan SdfereucQua
drate und Producte vernachlässigen kann, so erhält msn nach 
der ersten und dritten .Eornml (11) ’ iN o .-9 der'. Einleitung, 
wenn man bedenkt, dafs dim obigen Formeln -.äusjteinSm Drei
ecke hergteleitet sind, fkSmi Seiten 90fJ— <?', 90° — ö und ß  und 
dessen Winkel « -f-c i-f-s , 180 — d  — « - f -H  und c sind:

A<f =  cos  p A  S —  sin 0  sin ( « '  -h a '  —  f )  Aa  
c o s s d 'A « ' —  sin c A S  -+- cos S cos c A «

oder, wenn man sin c und cos c durch die übrigen ‘Stn'e’ke
des Dreieckrausdrftckt.:
. r , r ^  . , , ,.. A S SiüTrt’ -f- a' —  z')

Aa =  A ‘ '-1 co s « /+  sin 0 tangd  cos ( , « . +  a. —  z )\ -|--------- ;  sm 0  w --------
c o s o  cos  o

; ? |  

A5' =  — A « Sin®sin (ct'-f- a' —  z') + a — cos3ifeBi0-t-siiiH  tongifcos (u'-f-ra'—j a )  1
COo <)

und ^ebenso:
Aa =  A d  [c ö s '0  —  sin 0  tang Scos ( «  +  « + ! § ! ]  —  ^  0  ^

c o ^  cosfo
» ' )SF* -, I r AS'

A S = A a  sin 0  sin ( « - + -  a -+-&i +  -  cos i$ [cos  0  —  sin 0  tang S cos ( a - f - « - t - z ) l .
OOS 0

B eisp ie l. Die mittlere RefStascJensien und Declination 
des Polarsterns für den Anfang des Jahres IfjjSjd ist:

„ = 1 0 °  55' 44". 955 £ =  +  8?°  59' 41".  12.

Durch Anbringung der Präc(as^ion findet man den Ort 
des Polarsterns für den Anfang des Jahw;s 1850: 

d  —  16” 12’ 5ö". 917 —  +  88° 30' 5h” . 080.
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NiSfoh| Kesejp’s Tabulae Regioinontanaglist‘diller Ort'abör: 
a' =  l$£  15 ' 1 9". 530 S' —  3 0 ^ 4 " .  8^3.- ’

Dieser Ulttefscliied rühiplnim von det eigeffeö BewegungO “  O
des Polarsterns her, die alSten: der Zeit von 1755 bis 1850 
-j- 2\2ß". 61p) in lie^ti^.ifinsion nud —J— 0". P18 in Declination 
betrat^. Die jährliehe^iCygSn&Alewogung des Pola^tftms, be
zogen auf den Aequator von 1860 ist daheaWö 

A « ’ =  - f - 1 ” .5 0 1 189 \ tf —  - f -  0 '^ 002295 .

Wollte man daraißg z. B. die eigenen Bewegungen Aa 
und i\ö des Polarsterns Bezogen auf den Aeq.uator von 1755 
haben, so mufs man dieselben naeli den Formeln (6) barech- 
neA. Es ist abgr:

f m =  0 ° 45” . 600
«  — o  — ä =  1 10 3 2' 0". 530 

nud Hiermit erhält man:
A n  =  - j-  1". 10836  A 'd '= - ( - 0 u. O Ö S O ^ M

Bei einigen Sternen läfst die Hypothese einer. gleichför
migen eigenen Bew gung Fehler übrig, die sich nicht durch 
Beobachtungsfehler E'klären. lassen. B f^ el bemerkte diese 
Veränderlichkeit der ''eigenen Bewegungen zuerst bei Sirius 
und Projjsöö, indem .er; die Declinationen des letzteren SternS 
mit andren Sterflj?g, die nahe) im Parallel dieselben sind, ver
glich und ebenso die "Reetasceiisionen des Sirius- mit denen 
benachbarter Sterne. BesfaT erklärte dieselben durch die An
ziehung eines unsichtigen, in grolsef -Nähe zu dem Sterne 
befindlichen Körpers von bedeutender ihTalgs, und Pe.ters in 
Altona hat unter dieser Voraussetzung aus den Abweichuüä-eno O
in der sion des, SuSius die BaSh desselben um einen
.solchen dunkfÄi Körper bestimmt und daraus die folgende 
Fojanel gefunden, weMie die an die, Rectascension des Sirius 
anzubringende Verbesserung ausdr&ckt:

r ~ 1  =  < ) S .  12ff. - f -  0 3. 0 0 0 5 0 $  —  1 8 0 0 ) - t - 0 s .  171 s i n g ® - 77» 4 4 ') ,  

wo der Winkel u aus der Gleichung
M =  7 ° f l s 6 5  (t —  1 7 9 1 .4 3 1 ) =  u —  0 .7 9 94  sin u 

zu nehmen ist und wo 7°. 18&’5 die mittlere Bewegung. deis 
Sirius um den Centralkörper ist. Durch die Anbringung der 
nach dieser Formel berechneten Verbesserung werden die 
beobachteten Recta^eensii#nen de«$irins in grffiffl Ueberehi-
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st unmuijgl gebracht. Saffovd in Cambridge liat kürzlich ge
zeigt, dafs auch die liecliuationen des,, Sirius eine gleiche Pe
riode zeigen und dafs. man,an die jedesmalige beobachtete 
Epclination die Verbesserung anzubringen hat:

</ =  -+- 0 ".5 6  -t - 0 ".0 2 (H (<  —  1800) -( - 1 " .^ S n  « - t -0 " .5 1  c o s « ,  

wo u dieselbe Bedeutung wie oben hat'*).

.^JÄ^Iiitei'Cssjant in  Eftang liicraulijist die.kürzlich von A^öbi'h0 111 Boston 
gemachte Entdeckung, dafs Sirius einen schwachen Begleiter in der Entfer
nung von etwa 8” bei sich hat.



Fünfter Abschnitt .
Von der Bestimmung-- der bage !der festen gröfsten 
Kreise der Himmefskugel gegen den Horizont. d<Ss 

Beobaclitungsortes.

In No.Aiqniid 6; de^vc^iggn Abschnitts igbfsyhon gezeigt, 
wie uian mittelst eines fest aufgestellten Meridian-Instruments 
di< Lage der festen Kreise 1day|Iimsi.ei5kiig<j]. g&'gen den Hori
zont 'bestimmen kann. Ist nämlich das Instrumentals)» bei'ijili- 
tigt, dafs die Qolliinationslime des Fernrohrs|einen auf den 
Horizont seiikrechte-n Bpgiß bBaftjSeikt. so bringt man das
selbe in (jhttf Mnridia^ (Und .bestimmt; also den ^ertic-alkneis 
des Polendes Aequators durch die Bgpbkol)tiyig derjffiSifm- 
]>olarste.rn  ̂ tib.01' und unter djjm Pole,. indem, \fafin das Instru
ment diesen Verticalkrete bogchijeibt, die Zwischenzeit zwi- 
rche.äjden Beobachtungen 12h Sternzeit -+- A «  sein mufs, wo 
A rc die ÜLenderung des scheinbaren Orte, wählend der Zwi
schenzeit 'bez(iichn|!jj. Ferner giejbt die Beobachtung daü Ze- 
nithdi stanzen des Sterriöf in beiden Culminationen die Aequa- 
torhöhie des Ortes, indem diesjargfsieli der halben Summe 
tadS wegen Refra-ctioii» verbesserten Zenithdistanzen -f- \ A d ist, 
wo A d die AonrÜning deiiJSshembaren jfffiiclination währ und 
der Zwischenzeit der Beobachtungen bebautet. Beobachgt 
man ferner die Kulmination eines Sterns, dessen R^kteteoen- 
sion bekannt ist, teo giebt diftischembareJftectiiSceaibioii des 
Sterns in dein Augenblicke den Sti:mdenwiiike.l des Brühl ings- 
punkts oder die Sternzeit in diesem Augenblicke.. Ist daml 
au teurem ändern Orte in dejrfeelben Augenblicke ebenfalls 
ein§l solche Zeitbe.stinimungügemacht, soyist der Unterscliied 
der Stundenwinkel des^Frühliiigspimlites an beiden' ©Iten, 
mithin däij! Unterschied der geographischen Läufen beider 
Orte bekannt und es ist-.Aur noch nöthig, die MetJiödon
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anzuführen, durch welche mau bewirkt, dafs die Zeitbestim
mungen an beiden Orten gleichzeitig gemacht werden oder 
durch diö’ man, wenn dies nicht der Fall ist, den Unterschied 
der'Zeiten kennen lernt, zu denen die Beöbacbtungcn an'bei
den Orten angestellt sind.

Diegar Methoden,.-jQ^lche die einfachsten und genauesten 
sind, bedient man sich, wenn mau niu festes, im Meridian 
am|3?.stelltes Höheuinstruinsnt hat. Man kann aber auch die 
Lag# de§ Zenithg .des Beobachtungsortes gegen den PoPtiuid 
den Frülilingsh^chtgieichenpunkt durch die Beobachtung der 
Coordinaten bekannter Sterne in Bezug auf den Ilc izon t 
aufserhalb des Meridians bestimmen und dieJnr Umstand giebt 
zu einen gröfsen Anzahl von Methoden Veranlassung, durch 
die m'aiinje nach den Umständen mit gröfserem oder gerin
gerem V orteile  diese Bestimmungen auf Reisen ode.r zur Sef» 
und überhaupt dann machen kann, wenn es an den für diä 
vorher erwähnten Methoden nöthigen Hülfsinitteln gebricht. 
Zwischen d fi Höhe und dem Azimute ei: iPs Sterns und des
sen Rectascension und Deklination [sowie der Polhöhe und 
Sternzeit, hat man nämlich die Relationen:

sin h —  sin <p sin S -+- ros <p cos S cos \0  —  c?)’ **
cos o? tang S . «.

cotang A  —  —  ~r~, - sin $ cotg (0  —  «).
sin yb> —  a)

Diese Gleichungen zeigen, dafs man aus der Beobach
tung der Höhe oder des Azimuts-reines bekannten Sterns bei 
bekannter: Polhöhe^Sdie Zeit oder bei bekannter Sternzeit die 
Polhöhe bestimmen kann, daher aus der Verbindung von zwei 
Höhen- oder AziinutalheoBachtungön desselben Sterns oder 
zweier bekannter Sterne die Polhöhe sowie die ©fernzeit.

Bei allen diesen Bestimmungen miissen die Beobachtun
gen natnt’lioh w.eg|n dcS' Refraction und täglichen Parallaxe 
(wenn das beobachtete Gestirn kein Fixstern ist) verbessert 
werden und die zur Berechnung angewandteil Oerter müssen 
die scheinbaren OerteSsein. Zu den Beobachtungen wendet 
man ein Höhen-J und Azimutalinstrument an, das s’a berich
tigt sein muls, dafs die Collimationslinie des® Fernrohrs«!) ei 
der Drehung einen Verticalkreis beschreibt (siehe No. 12 des 
siebenten Abschnitts), oder auch, wenn man blos Höhen beob
achtet, ein Reflexionsinstrument, mit dem man den Winkel
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zwischen dem Stern nnd dem von einem künstlichen Hori
zonte reflectirten Bilde, also die doppelte Höhe mifst. Beob
achtet man mit einem Höhen- und Azimutalinstrument, sS 
kann man den Zenithpunkt dfe Kreises p>vQ heim Meridian- 
instrumeute mittelst eiij.es künstlichen Horizonts bestimmen 
und den dafür gefundenen Werth von der bei der Einstellung 
des Sterns gemachten Ablesung oder letztere von ersteräim 
abzielien, oder man kann den Steffl zuerst in. einer Laep des 
Instruments einstellen und dann die BgSbäiihtungf. nachdem 
man das Instrument 180° um die veiticale Säule gedreht hat, 
wiederholen. Sind dann £ und £' die beiden zu den Zeiten
0  nnd & gemäcmen Ablesungen und f-* und ) d iSD if-°  d(y d(y“
ferantialquot-iente»/ der Zenithdistanzen (I , 25) für die Zeit
0„ =  ^ - ,  so sind, wenn man annimmt, dafs in der ersten
Lage des Kreisets 3ie Tlfeilung im Sinne der Zenithdistanzgn 
fortgeht, die auf das Mittel deakZeitep reducirten Ablesungen, 
wenn Z  den Zenithpunkt bezeichnet:

1  - *  <*-*•>•

M:<* '-
Es ist mithin die für das Mittel der Zeiten geltende Ze- 

nil hdistanz:

Endlich ist, -ijgnn man das Ge.stirn direct und von einHi 
künstlichen Horizont«refleotirt beobachtet, wenn di'oj Thei- 
lung im Sinne der Zenithdistanzen fortgeht, da dann die linke 
Seite der zweiten Gleichung 180"— s0-t -Z  geschrieben wer
den mufs:

90» -  *0 =  i cs1-  s) - ®  f e -  ( 1  -  m  *)■dO o

*) Dabei ist aber vorausgesetzt, dafs der Punkt des Kreises, welcher in 
der einen Lage nach dem Zenith gerichtet war, auch in der ändern diese 
Lage unverändert beibehält. Um sich dessen zu versichern, ist an dem Kreise 
ein Niveau befestigt, dessen Blase sich ändert, wenn eine feste Linie im Kreise 
ihre Neigung gegen die Lothlinie ändert. Ein solches Niveau zeigt daher eine 
Aendcrung des Zenithpunkts an und giebt zugleich das Mittel an die Iland, 
diese Aendcrung zu bestimmen. (Siehe No. 13 des siebenten Abschnitts.)
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Um das Azimut einafji Obje-cts nTk einem soleheö Instru
ment zu Keöjiachteii, mufs man lütfch einer de? iiifsFolgenden 
g^.eb einen Methoden den Punkt d'es&Kreises bestimmen, wel
cher- demfdSdridian entspricht, und den dafür gefundener» 
Werth von der bei der Einstellung- detwSternjp gemachten 
'Ablesung des horizontalen »Kreisel Abziehen oder umgiikehrr 
letzteren von, erstereha Wertlfi,- je na.ch der Richtung der 
Theilung.

I. Bestimmung der Richtung; des Meridians oder 
eitfes absoluten Azihiuts.

1. Die gjnfachste.Methode Izur Bestimmung, der Rich
tung d js  Mosidians ist dieZBeobachtung des Au'ge.nblhSks, 
wenn ein Gestirn äeir.e gköbyfej'Höhe üb.er dem Horizonte 
Büifercht. Man ,V#fo Jet.dazu z. B. die Soriü‘e;mit einem Itöhen- 
instrumente und nimmt an, dafs die Sbnne im .Meridian ist, 
{sobald dieMIphmiänderang aufhört. D iSer Methode bedient 
man., sich zur See um den Augenblick deSj wahijän Mittags 
wenigstens annähernd zu findend denn die Methode ist noth- 
wendigu sehr unsicher, da die Höhe; der Gestirne im Meri
dian 1 ein Maximum erreicht', also die Aenderung der ĝlbieu. 
uumittelhar vor und nabh der Gulmination sehr klein ist.

EmJI zSeite Metlrode ist die der Beobachtung der gröbs
ten ,Digressionen. vtäacJa No. 27 d,es ersten .Abschnitts ist der 
Stpndenwinkel tder gröbsten Di'gression eines CirgJmpolarst«ms.' 
duiijlli die Gleichung^ gegeben:

I  terurir , , ,, sinj-ci— <p)tt,
cos t —  - \ o4en[tang t  t =  — —  -. >

tanSi) " sin (v - 1- 9-7

nnd zu dis^e.r Zeit ist 'kHSs Bewegung anBs! Sterns senkrechtO O
pi'.sgön den Horizont, also die Bewegung im Azimute' Bull, 
da der Merticalkr^is den ParallUkreis' “ s berührt.
Aerfolgt man also einen sAlchentfStern mit einein Azimutal- 
instrnnfent, welches so berichtigthstlf daJs die Collimanoffih 
liiiie d ei, Fernrohrs einem Vertjc’alkias® beschreibt, sö wird 
man. im Allgemeine],! das Peijni;ohr im , Sinn,g des Vcrtical- 
uhdjAzinnitaikrejs es,,bewegen .müsjen, um den Stern auf dem 

'Fadenkreuze; zu erhalten, und nur zur Zeit d“  gröfsten
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Digression wird die verticale' Bewegung, des Fernrohrs allein 
dazu hin reichen. Liest man, jsöbald dies der Fall ist, auf 
dem Azimutalkreise in dieäfer Stellung des Instruments a abS 
dagegen a\ wenn man;« dieselbe Beobachtung auf den ändern
Seite cPs Meridiiüff macht, so ist -  ~^a der dem Meridiane
entsprech&ndaSPunkt des KreistS Mai^ gebraucht bei der 
Anwendung dieser Methode, am vortheilhaftesten dep Polar
stern, wSil derselbe unter den hellten Sternen B g g n s îrisr 
langsamen Bewegung, am längsten in dcujä gröfsten Digression 
verweilt s

Eina-dritte Methode, den; Mejichan zu finden, ist die der 
Beobachtung jeorrespondirender Höhen. Da nämlich zu glei
chen, ,-Stundcnwinkeln auf beideft. Seiten de  ̂ Meridians auch 
gleiche ilöhcmjpgiihorcn, so folgt,, tläfs Kenn man zu zwei 
verschiedenen Zeiten » in  Gestirn in ,<|dfselben Höhe-beob
achtet half dadurch zwei Verticalkreise gegeben sind, welcK? 
auf verschiedenen Seiten ^esJSjgridians gleich weit von dem
selben entfernt sind. Stellt man also an^einem Azimutal
instrumente- ein Gestirn auf das-'Fadenkreuz, liest dap Azi
mutalkreis ab und wartet dann, bis das Gestirn nach der 
Culmination wieder an das Fadenkreuz des in der Höhe un
verändert gebliebenen Fernrohrs tritt, ist, wenn man wie
der den Kreis abliest, das, arithmetische Mittel aus beiden 
Ablesungen der Meridianpunkt des Kreiser Braucht man 
zu diesen Beobachtungen die Sonärw welche ihre Declination 
in der Zwischenzeit zwischen beiden Beobachtungen ändert,O 7
so bedarf die so gefundene Bichtung des Meridians noch ei
ner kleinen Correction. Differenzirt man nämlich die Glei
chung :

sin S —  sin <p sin h — cos <p cos h cos A , 
indem man allein Ö und A als veränderlich ansieht, so er
hält man: , , W sd d d  dSdA = -----------  —;—- =  - - -.----

cos cp cos h sm A  cos cp sin l

Bezeichnet man daher ir.it die Aifnderun'g der .De- 
clination in der Zwischenzeit der Befrachtungen, so nrnfs 
man Ä,von dem arithmetisch?''»' Mittel der beiden Ablesungen 
die Größe

1  (fp S  S   Ad
2 cos (p cos h sin.4 2 cos cp sin t
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abzlehen, wenn die Theilung in demselben Sinne läuft, in 
welchem die Azimute gezahlt werden.

Eine vierte Methode, ist ijl'errtiseh mit derjenigen, Wejahe 
in No 5 d$3 vierten Abschnitts erwähnt war, um ein Me- 
ridianiustrament genau in den Meridian zu bringen. Beob
achtet man nämlich die Zeiten, zu welchen ein Cir.emnpola.r- 
stern über und unter dem Pole dasselbe Azimut erreicht, so 
fallt die Richtung "dis Instrirfnents afif dem Meridian zusam
men, wjSnn die Zwischenzeit zwischen defi beiden Beobach
tungen gleich l*2!l Steinzeit -+- A «  ist-, wo A «  die Aendernng 
dqr scheinbaren O ra der StoHi'e in der Zwischenzeit ist. Ist 
di£s aber nicht der Fall, so*findet man das Azimut rftif die 
folgende Weist. Zählt man die jhzimutc von dom Nord- 
p unkte?* ab ajpfjitt vdn dem Südpunkte', so hat nrfim für die
erlte Beobachtung:

cos h sin A  =  cos (V sinZ
cos h cos A —  cos cp sin S —  sin igTTos 3 cos £,

und für die zweite Beobachtung untamalb des Pols:
cos h’ sin A  =  cos S sin f
cos h' cos A  =  cosm sin S —  sin cp cos ä oesrt i

Addirt man die ei’gt.ejiGleichung zur dritten und zieht 
die zweite von der «ierten ab, sotf§fifli8lt mau leicht durfei. 
Division der entstehenden Gleichungen:

. tang h!) S k  1 (fi —  ä’)
tang A  =  cotang -j ( f  —  t)

sm cp

Ist t' — t nahe 12‘Stundet Sternzeit, so wird 9'0 — — t)
und ebenes A 'ein kleiner Winkhi, und da dann '5 (h -+- h") 
sehr nahd^gleich cp und i(A  — ti) sehr nahe gleich 90°— d' 
i^ j so erhält man in dem FaU<$j§?

9 0 » — i  (*’ —  t)A--
cos rp tang S

2. Di J|r?Metlioden setzen die Kenntnifs dm« Zeit und der 
Polliöhe nicht voraus, oder erfordern wenigstens nur eine ge
näherte Kenntnifg» derselben. Sind dieselben a b »  l^sk^nnt, s’p 
gieht jede Edfrstlllung eines bekannten Sterns an reinem Azi
mutalinstrumente den Meridianpunkt, indem man die Ablesung 

Sun Kreise mit demI S u j s  Sen Gleichungen: 
cos 7i sin A —  cos S sin t
cos h cos A  =  — cos cp sin S +  sirCy cos S cos t
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berechneten Azimute jjergleiclit. Macht man eine Reihe von 
Einstellungen, so ist^hs nicht nötliig, die**Azimute für die 
einzelnen Zeiten nach diesen Forfneln zu berechnen, sondern 
man kann kürzer sol'v£rfahren: Es seierr 0, 0', 0"., etc. die 
einzelnen BeobaCbtungszeiten, deren Anzahl w ist, ferner be
zeichne 0„ das arithmetische Mittel aus. allen, so hat man, 
wenn man Au das zur Zeit 0 O gehörige Azimut nennt:

“  A  =  A ,  +  +  i  y  B j f f i ) 2,

A ' = A a - f  -  f e ° )  -+- 4 W — @ o)2t

etc.

und da 0 — 0 O -f- &’ — 0„ -f- e u 5 =  0 ist, so erhält man:
_ A  4 -  A '-h  A " -  - . . .  +

71 d t  L  r

,1 A -A ’ -h A" +  . .. P A  ^ 2 s i n l ( 0  — 0 O) 2
■]

n dt'1 n

”  enn man mit A ’2 siiÄjBft]— 0,j)3 die Summe alleiM?inzelncn 
Grälsen 2 sin  ̂ ( 0 — 0 O)2 bezeichnet. Diese sind desdialb für 

( 0 — * eingeführt, weil dereDhtersclhed sehr klein ist, 
so lange 0 — 0 O klein ist, und weil sich in alleji^Sammlun
gen astronomischer Tafeln, z. B. Warnstorff’s Hülfstafelh, 
bequeme Tafeln finden, die mit dem Argumente von t in Zeit 
ansgedrückt, die G röfse^  sin'2 \ t in Bogensecunden: Uusge- 
drückt geben. NSsh No. » 5  des ersten Abschnitts hat man 
noch:

drA  cos <p sinzl0 ,
. ,  = -------------   , ,  — Icos h„ sm (1-1-2 cos (f cos A , ,

dt2 cos «o

Addirt man dalielr zu dem arithmetischen Mittel aller
Ablesungen am Kreise die Gröfse:

cos </> sin zt„ . j, . ^ 2  81114(0  — 6»0) 2
—  -;■ ——  Icos hq sm 0 +  2 cos qp cos ^10J — ------------------------- >

cos h0 * n

so Erhalt man einen Werth A ,, den man mit dem Azimute 
.vergleicht, welches man nach den Formeln («) mit l —  0 „ — a 
berechnet.

Durch die DiffjSentiation der Gleichungen (a) oder nach 
der Differentialgleichung in No. 8 des ersten AbscMÄWäJer- 
hält mau;

, . cos S cos p sin p „
dA —  -  — — dt —  tang h sm Adw ■ t- —  da, 

cos h cos h
1 8
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woraus man sieht, dafs es besonders vorth,eidiaft ist), hierzu 
den Polarstern zur Zeit der grctfsten Pigression. zu bäobaoh-“  O
ten, weil dann p =  §'(D und A aulser in hohen Breiten in 
der Nälia von 180° ist, sodafs ein Kehler in der Zeit gar 
keinen, ein Fehler iu d;er Polhöhe nur «inen geringen Einflufs 
auf das berechnete Azimut, mithin auf die Bestimmung des 
MeHdianpunktes dfes Kkeises hat.

3. Hat man den Meridianpunkt des Azimutalkf'e&ses 
bje&timmt, so (»hält man aus den Unterschieden der A b if^  
sungen am Rre-ise mit diesem Punkte das. Azimut eines je
den himmlisQffen oder irdischen'.*) Objekts.

Das Azimut einfealirdischen Objects kann nian aber auch 
durch die Messung der Distanz desselben von einem Gestirne 
mittelst eines Refleliönsihklrumentes, 'obwohl mit geringerer 
G’fenauigkeit, bestimmen, wenn uie Polhöhe;_und die Zeit be
kannt isüund zugleich die Höhe dt»s irdischen Objects über 
chya- Horizonte beobachtet wird.

Aus dem bekannten Stundenwinke.1 d?s Gestirns zur Zeit 
der beobachteten Distanz, erhält mau nämlich nach No. 7 des 
ersten Abschnitts die, Höhe h und das Azimut ci des Gestirns 
und hat dann in dem Dreiecke, welches vom irdischen Ob
jecte, dem Gestirne und dem Zeuitli gebildet wird, die Glei
chung :

cos A t  sin A sin 11 +  c ®  h cos Ti cos (ca— A) 
wenn II und A die Höhe-’ iuidcdas Azimut Objects und 
A die heobachteto’pistanz bezeichjaet **).

Man findet dann also a — A durch die Gloighung; ,
x cos A — sin h sin I I  , ...

cos {ci —  Ä ) =   — - (A )
COS fl COS 11

mithin, däz a .'(bekannt ist, auch das Azimut Ä des Objects." *
Die Gleichung Hdl kann- mau euch für die logarithmische 

Rechnung beg(^™6^; einrichten. Man erhält nämlich:

*) Bei diesen ist noch eine von der EntftyHTung; des Objects abhängige 
Correction erforderlich, wenn sich chns Fernrohr rpi einem Ejide dei^Axei be
findet. Siehe N o l l2 des siebenten Abilh'nitts. f.

*1  An das berechnete h hat man zuerst noch dife Refraction und, wenn
die Sonne beübaejitet i^ , auch die KöhenparallSexe anzubringen, und ebenso 
für H  die gemesseno mit der Refraction behaftete Flohe zu nehmen, um dann 
aiic’h die geih«§en£j Entfernung A in (leüi Formel anwenden zu k-önnen.
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1 -t- cos (a —  Ä) '
cos (B  -+- !>) +  cos A 

...cos h cos H
und:

1 —  cos (a —  Ä ) —
cos (IT —  —  cos A

cos h cos I I
m idi i n :

tang I  (a —  Ä )2 =
s i j jP A  — R u -  /0_sinJ^(A -+- H  - h )  
cos VfA +  E - h 0 - cos | W +  ä —  A)

oder, wenn man setzt-

tang \(fl —  Ä )2 —

S  —  (A -1- B  +  K),

sin (S  — IT) sin ( S  —  /<) 
cos S  cos ( S  —  A)

( B ) .

Liegt das irdische Objiegt im Horizonte, st also H —  0, 
so erhält man einfach:

tang —  A )2 —  tang I  CA -+- *) tang (A — h).

Differenzirt man diekGleichung für cos /\, indem mau 
a — A und /\ als veränderlich ansieht, so erhält man:

Daraus sieht man also, dafs man um den Einflufs eines 
Beobachtungsfehlers in der Zeit und in der gemessenen Distanz 
auf A nicht zu [sehr zu vergröfsern, das Gestirn nicht zu 
weit vom Horizonte nehmen rnufs, damit cos h nicht klein ist.

Hat man zwe: Distanzen eines Gestirns von einem irdi
schen Objecte beobachtet, so kann man daraus den Stunden
winkel und dm Demi: lation, also auch Höhe und Azimut des
selben berechnen.

Nennt man nämlich D und T Declination und Stunden
winkel des Objects, S und t dasselbe für den Stern, so hat 
man in dem sphärischen DreieckSzwischen dem Pole, dem 
Gestirne und dem irdischen Objecte:

Ist dann l  die Zwischenfeit zwischen beiden Beobach
tungen, die für die Sonne^in wahrer Zeit ausgedrückt sein 
rnufs, so erhält man für die zweite Distanz A  die Gleichung:

d (a — A ) =  --
cos h cos H sin (a —  A )

und nach I. No. 8:

cos ll

bdos A =  sin S sin D  +  cos S cos D  cos (t —  T).

cos A’ —  sin S sin D  -+- cos Sfäs D  cos (t —  T A r

1 8 *
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Ans beiden 1 Gleichungen kann man, wie bei einem andren 
Probleme gezeigt wefdej} wird, D und t — T finden. Berech
net man dann für die Zeit der ersten Beobachtung den Stun
denwinkel t des GeSlirns, so erhält man auch T und kann dann 
aus T und D nach den Formeln in iJ No. 7 A und H linden.

II. Bestimmung der Zeit oder der Polhöhe aus der 
Beobachtung einer einzelnen Höhe.

4. Hat man clfe^Höhe eines bekannten Sterns beobachtet 
und kennt aufserdem die Polhöhe des Beobachtungsortes, so 
erhält man den Stundunwinkel aus der Gleichung:

sin Ji —  sin cp sin d
cos t — --------------------- *----- ’

cos cp cos d
Hm diesj^jFormcd für logarithmiseb'e Rechnung bequeme^ 

einzui ichten, verfährt man wie bei der ähnlichen 'Gleichung 
in No. 3 und erhält dann, wenn man statt der Höhe die 
Zenithdistanz einführt:

, 2  sin jjfe —  <f -+ S) sin \ (z +  <p —  S)
tang -j cos j  ( zB s?/- 4P 8) c j l B y  ~+- S — z)

oduS auch:
K  =  " p U  —  y) sin (S — S)\ S 

S '2 c ö s Ä  t)-. Gt).
wo .5 =  \ (z ~h (f -f - d) /

Da die sejjrleichung das Zeichen von t unbestimmt läfst, 
so mufs man wissen, auf welcher Seite des, Meridiaqs die 
Beobachtung angestellt ist und uäteS t posiiiv oder negativ 
nehmen, je nachdem die Höhe auf der Wtet-*odei;.,C)stseite 
beobachtet wurde.

Ist dann «  düLRectasfieiasion des beobachteten Gegti.rBs, 
so erhält man die Sternzeit der Beobachtung aus.deh Glei
chung :

0  =  t -f- «,
hat man dagegen die Sonire^beoRSefitet, so ist der berechnet^ 
Stundenwmkel die wahrefiSonneiqreit.

B e isp ie l. Dr. V\ügstphal hat 1822 Oct. jlf9 ziidAlmlidsch 
in Aegypten die Höhe des unteren Sonnenranu@5®

■  7 
beobachtet, als die Uhr geigte 20h16™ 203.
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Diese Höhe hat • man nun zuerst wegen der Refraction 
und Parallaxe zu oorrigiren; da aber die meteorologischen 
Instrumente nicht be^bttehtet sind, so kann man nur die mitt
lere Refraction, gleich P 26". 4 aus den Tafeln nehmen. 
Zieht man diese von der beobachteten Höhe ab und legt 
dazu, den Halbntesser der Sonne 16' 8”. 7 und die Höhen- 
parnllaxe 6”. 9, so erhält man für die reducirte Höhe des 
Mittelpunkts der Sonne:

/, =  33° 57' 7". 9.

Die Polböhcuvon Abutidsch ist nun 27°£5' 0", die D lcli- 
nation der Sonne war:

—  13° 3 8 ' 1 1 ” . 1
also ist:

S  =  * (j +  <r +  8) =  -+- 3 4 ° 4 4 Ö 0 ” . 5 

$ —  7 =  +  7 " 39 ' 5 0 ” . ö, <S —  5 =  -+- 4 8 ° 2 3 ' V ' .  ö P >  1 2 1 ° 18’ 1 ". G

und damit ist die Rechnung die folgende:
sin (S —  9.1250385 cos S  9.9146991
sin (£  —  S) 9.8736752 cos (S —  z) 9.9692707

8.9987137 
9.8839698

tang D 2 9 T l 4 7 i 3 9  tang J t 9 .5 5 73 7 1 9
—  1 9 ° 50 ' 3 7 " .  98 

t =  _  39 41 15 . 96 
t = —  2/«-38® 4 5 s . 06.

Es war also die wahre Sonnenzelt zur Zeit der Beobach
tung gleich 21h 21m 14s. 9 und da die Zeitgleichung— 16*1 8*. 7 
war, hatte man 21h 5™ 6*. 2 mirtlere^Zeit. Die Uhr ging 
daher“, 48nl 468. 2 gegen mittlere Zeit nach oder man mufste 

48™ 46if2 zu der Angabe der Uhr addiren, um mittlere 
Zeit zu erhalten.

Da die Declination der Sonne und die Zeitgleichung 
veränderlich sind, so rnufs man eigentlich schon die Z.eit 
kennen, um bei der Berechnung von t diejenige Declination 
und nachher auch diejenige Zeitgleichung anwenden zu kön
nen, welche wirklich für den Augenblick der Beobachtung 
gal!. Man miljs® daher zuerst' einen genäherten Werth für 
die Declination der Sonne nehmen und, nachdem man damit 
eine genäherte- Zeitbestimmung erhalten hat, die Declination 
der Sonne Hoch einmal schärfer aus den Ephemeriden inter- 
pobren und damit die Rechnung wiederholen.
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Die Zahl, welche man zur Angabe der Uhr hinzufügen 
mufs, um die wirkliche Zeit zu erhalten, heifst der Stand 
d er  U hr. G an g  der U h r nennt man dagegen den Unter
schied zweier zu verschiedeiten Zeiten beobachteten Uhrstände 
und man nimmt das Zeichen desselben immer so an, dafs 
ein positiver Gang zu langsame^ ein negativer zu schnelles 
Gehen der Uhr anzeigt. Sind beide Beobachtungen um 
24h— t Stunden aus einander und ist A u der» Gang der Uhr 
während dieser Zeit, so erhält man den Gang der Uhr in 
24 Stunden, wenn man denselben gleichförmig annimmt, nach 
der Formel:

24 A ff A «
24 —  t ~~ t '

24. -
Differenzirt man die ursprüngliche Gleichung:

sin h =  sin cp sin S +  c.os cp cos S cos t, 
so erhält man nafch I. No. 8:

dh.—  —  coG f dtp —  cos S sin p d t ,
oder da

cos S sin p —  cos f  sin A
ist:

1 1
dt —  — ---------- .— - d h -----------------------   dcp.

co sy sm A  cos cp tang A

Die Coefficienten von dh und dcp werden nun desto klei
ner, je  mehr A sich dem Werthe 90° nähert. Für diesen 
Fall wird die Tangente unendlich, als&Mt ein Fehler in der 
Polhöhe, sobald die Höhe im ersten Verticalhjjgenonirtten ist, 
gar keinen Einflufs auf die Bestimmung der Zeit. Da ferner 
in diesem Falld’-’sin A ein Maximum, also der Coefficient von 
d h -ein Minimum ist, so hat dann auch Sin Fehler, welcher 
in der Messung der HöhgSbegangen ist, den möglichst klein
sten Einflufs auf die Bestimmung der Zeit. Um daher die 
Zeit durch Höhenbeobachtungen zu bestimmen, wird es immer 
zwpckmäfsig sein, dieselben im ersten Vertikale oder doch so 
nahe als möglich dabei zu nehmen.

Da der Coefficient von dh auch gleich ------------ ist,
°  cos o sm p

so sieht man, dafs man bei der Zeitbestimmung durch Höhen 
die Beobachtungen von Sternen mit grofser Declination ver
meiden mufs, und dafs es am Vortheilhaftesten ist, Sterne in 
der Nähe des Aequators zu beobachten.
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Berechnet man dm numerischeu Werthe der Diff'erential- 
qnotienten für das vorige Beispiel, so erhält man zuerst nafch 
der Fortnel:

siri t ,
sinzl = --------  - -  A =  —  48° 25 . 8

cos h’K
und dann:

jtiSS =  +  +  0.J.966 cl<p
oder’, wenn man d/B leich  n ZeitsSmnden haben will: 

dt —  +  0.1.001 d l  +  0.06G4 d f.
Hat nian also in der Höhe um eine Bogeirsecunde gefehlt, 

so ffisgeht man in der Zeit einen Fe hläjr von 0S. 10, dagegen 
beträgt der, BinfluS(4Aes Fehlers van einer Bogensecunde in 
d g  Polliöhe nur Q®. 07. ^

Die Differentialgleichung zeigt noch, dafs je gröfser die 
Polhöhe ist, kleiner also cos cp iste desto . mifslicher die 
Zcifbesj-irmmfflg dureh Höhenbeobaehtungen wird. SUnter dem 
Pole, wo cos ;r/ =  0 ist. wird dieaelb^»j^s unbrauchbar.

5. llat apau mehrere Höhen oder Zenithd’ stanzen nach 
einander beobachtet, ä» hat man nicht »öthig, den Stand der 
Uhr aus jeder einzelnen Zenithdistanz zu berechnen, wenn 
man .sich nicktedelleicht, von der Uebereinstimmung der^ein- 
Telnen Beoraclitungen unter einander’ überzetigen will, son
dern man- kann sich hierzu des; Mittels aus allen beobachteten 
Zenithdistanzeft bedienen. Da ab® die Zenithdistanzen nicht 
proportional den Zeiten w j W n , so mufs man entweder ‘an 
das m’ithmetisc’SSMittel derselben, wie in N o.-2 für die Azi
mut e, eine’ Correction anbringen, um den für das ’axithmetipilie 
Mittel der Zeiten geltenden!Spmde-nwinkel aifs, dieser vei;b,Qß- 
serten Zenithdistanz zu erhalten oder man nm fl einfacher an 

S5en ans dem arithmetischen Mittel der Zehitlidistanzb»>berech- 
lietjfrpiStundi nwinkel eine Corröijtion aubringen, damit der
selbe .für das arithmetische Mittel der Zeiten- g.alte.

seien wieder t ,  t ’, t’\ etc., die einzelnen BeobSph- 
tungstfeitfen, deren Anzahl . ist, T das-arithmetische Mittel 
a«s*allen, so hat man, wenn man die zur Zeit T gehörige 
Zenithdistanz Z nennt:

etc.,
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wo t. der dein Mittel der Zmt^p entsprechende Stundend inkel 
ist, oder da %— T-\-t — T- f - r ”— 7 * =  0 ist:

z - y  /  +  « " +  . .. _ _ ,  d*jz (r - T Y  + & - T y  +  . .. 
n 1 d t2 n

_  z +  z' +  zl,-+- . . .  _ < P  Z  -22sm  1 '(t  —  T )2
n d t2 n

d2 zSubstituirt man liier für den in No. 25 des ersten
d t2

Abschnitts gefundenen Ausdruck, so erhält man endlich:
z z 1 +  z " - ( - . . .  cos S cos ® .S Z s m i S — T ) 2

. ;  =  f .— coszlcos»
n sm Z, n

Mit diesem verbesserten arithmet’sehen Mittel der Zr- , 
mthdistanzen hätte man dann den Stundenwinke}*und daraus 
die Zeit zu bei'eehn'en, um aus der Vergleichung dieser Zeit 
mit T den Stand d4ii Uhr zu erhalten. Berechnet man aßgr 
den Stunden winket" mit de'm unverbesserten arithmetischen 
Mitfel’ aus allen Zenithdistanzen, so hat«! man an den gefun
denen Stundenwinkel die Corrdtfion aiizubringen:

dt cos S cos (p . 2*1 sin4 (r —  T ) 2
—  - — ;— „  — cos A  cosp   ---------------- ,

dz  sin Z  n

und wenn man für seinen Werth nach Noiij25 des  ̂erstend z
Abschnitts substituirt, so wird d ese Correetion, in Zeitsecun- 
den ausgedrückt:

cos p cos A. ^ 2  sin,] (r —  T ) 2   w : --------------------- > W15 sm t n
wo dann zur Berechnung _yon A und p die Formeln dienra ■

• i sin* Xsm A =  —  cos o sinZ ^
sin,'

und sm p =  -  ■ - cos <p. 
sm Z

Diese lassen freilich das Zeichen w i B s i  und cos p un
bestimmt; durch die folgende Betrachtung kann man aber7 o o
leicht üben das Zeichen der Correetion («) entscheiden.

Zählt man die Stundenwinkel nicht*-auf die gewöhnliche 
Wei®j^ sondern zu beiden Seiten des Meridians von 0° bis 
180°, so hat man die Correetion immer an den absoluten 
Werth von t anzubringetj, und das Zeichen derselben hängt 
dann allein von dem Zeichen des Products cos p cos A ab, 
welches positiv oder negativ is% je nachdem cos p und cos A 
gleiche oder verschiedene Zeichen haben.
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Nun ist:
/  sin IIn . „ /sin 5p \

sm w I 1 — cos z . -  1 sin () ( -. „ —  cos * ]
\ sm <p/ \sino /

COS p  —  i ~ "ö ' • ' ft fsin z cos o sm z  cos o

( sin <5\ . c. /  cos z sin w \
cos z —  . 1 sm o I —  . _ —  1 )

sm w/ \ sin o /
cos A  =   ; -  =  —  —: ---------

sm z  cos <p sm z  cos rp

Wenn daher 8<Ccp, so ist cos p immer positiv, 
und cos A positiv, wenn cos z >■ -r-1 - ,

sm fi

negativ, wenn cos z <  - n- ,
°  sm rp

und wenn 8 >■ <p, so ist cos A immer negativ,
und cos p negativ, wenn cos z _> sm ̂ ,

u  sm o
-sin<rpositiv, wenn cos z <1 -r-\ •

L sm d

Sucht man daher den Bruch
sin S „-—  , wenn m Z> os m  <p 1

und s!n5! , wenn w •< 8,
S l l J  '

so haben die Cosinus gleiche Zeichen oder die Corrcction (a) 
ist negativ, wenn cos z gröfeer als dieser Bruch ist; dagegen 
haben dieselben verschiedene Zeichen oder die Correction (a) 
ist positiv, wenn cos z kleiner als dieser Bruch ist. Für
Sterne mit südlicher D eclina tion  ist cos A und cos p immer
positiv, also das Zeichen der Correction imm’er negativ*).

Dr. Westphal hatte am 29. October nicht blos eine Ze
nithdistanz der Sonne genommen, sondern derenjacht, nämlich:

W ahre Zenithdistanz des
Uhrzeit. Mittelpunkts der 0 r — T 2 sin 1 (r—  T)

20h 16m20s 56° 2’ 52”. 1 3m 32s 24". 51
17 21 55 52 51 . 5 2 31 12 . 43
18 21 42 51 . 0 1 31 4 . 52
19 21 32 50 . 5 0 31 0 . 52
20 21 22 50 . 0 0 29 0 . 46
21 23 12 49 . 4 1 31 4 . 52
22 23 2. 48 . 9 2 31 12 . 43
23 25 54 52 48 . 4 3 33 24 .7 4

20h 19™ 51».9 55° 27' 50". 2 10". 52.

* )  W arnstorfTs Hülfstafeln pag. 122.
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Belohn f;t man nun mit dem arithmetischen Mittel der 
Zerithdistaqzen:

55° 2'ä.5'9". 2 
und der Declination der Sonne:

—  43° 38' 14”. 7 
den Stundenvinkel, so erhält man:

dV2 '| 35m 1 3 s . 1 8 .
Hieran hat man nun die Cörrefetion anzubrinn'en. Ds 

ist aber:
sin p —  9 .83079 sin A  =  9 .86881, 

mithin die.ICorreetion, da die Declination südlich ist:
—  8”.32 im Bqgfp oder — 0S.55 in Zeit.

Mit dem verbesserten Stündenwinkel
—  2h 1 2 s . 63 

erhält man dapn die mittlSe Zeit:
21^ 8m 38s . 70, 

also den Stand der Ulw- gleich:
+  48m 46s . 8.

6. Hat man die Höhe eines Sterns beobachtet und ist 
die Zeit bekannt, so kann man daraus die Polhöge desVlDob- 
achtungsortes berechnen. Man hat nämlich wiedem die Adeir 
chung:

sin h =  sin 95 sin ft +  cos <f cos S cosSPfT
Setzt man nun:

sin S =  M  sin N , 
cos 3 v os / =  M  dos N,

so erhält man:
sinL/i =  M  cos (y> —  N ),

also:
•fi A n  E iS } S Ü l l V  . .  ,cos (y> —  N )  =  - -  =  r—ySiHM (B )

M  sin 0

Hier findet nun ein zweideutiger Fall statt, indem man 
für cp— N den zu cos (cp—  A ) gehörigen positiven oder nega- 

Fig/^t tiven‘Werth nehmen kann. Man kann
/' indessen hierüber immer leicht durch 

eine geometrische Betrachtung ent- 
scheidesjjB Fällt man nämlich Fig. 6 
vom Orte S des Sterns'^un Perpehdikel 
S Q auf den Meridian, so sieht mau 
leicht, dafs N =  90 — PQ, alsohgleich 
dem Abstande von Q vom Aequ&tor
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(oder Z Q — (p— IV), während ilI der Cosinus'u-dtes Perpen
dikel» iS Q ist. Solange also S Q südlich vom Zenith den 
Meridian trifft, hat inan tji— N zu nehmen^,dagegen N — y, 
wenn (lc5 Fufspunkt des Perpendikels nörldlich vom Zenith 
liegt. Ist f> 9 0 ° ,  so fällt das Perpendikel nördlich vom Pol, 
also wird der Abstand des Fulspunktes desselben vom Aequa- 
to r > 9 0 °  und der Abstand vom Zenith gleich N — cp. Man 
hat alsq auch dann für den durch den Cosinus gegebenen 
Winkel den Werth N — cp zu nehmen.

Ist üie Höhe im Meridian«! selbst beobachtet, so erhält 
man <p einfach aus der Gleichung:

5e =  3  =t= z,

je nachdem der Stern südlich oder nördlich vom Zenith cul- 
minirt. Ist dagegen der Stern in der unteren Culmination 
beobachtet, so ist:

5p =  18 0 0 —  3 — z.

Dr. Westphal hat am 19. October 1822 zu Benis^ef in 
Aegypten um 23h l m 10s mittrare Zeit diSHöhe des Mittel
punkts der Sonne gleifeh 49° 17' 22". 8 beobachtet. Die De- 
clination der Sonne war ■— 10" 12' 16”. 1, die Zeitgleichung:

=  —  15m 0s . 0, 
also der Stundenwinkel der Sonne:

23h 16m 10* = —  10° 57’ 30” . 0.
Damit erhält man:

tang 3 =  9 .2552942 , 
cos t = H .  9920078 

N = -  10° 237"3 7r. 67 
sin J V =  9 .  2561063,, 
s i n 3 = 9 .l f 8 3 6 9 5 „

0 .0 0 7 7 3 6 8  
sin h 9 . 8796788  

y — 1 V =  390 29' 54"7 51 
also 97 =  29 6 30 .8 4 .

Um den Einflufs zu schätzen, welchen Fehler in der 
Bestimmung von h und t auf die Polhöhe haben, differenzire 
man wieder die Gleichung für^sin k , wodurch man nach I. 
No. 8 erhält:

cif =  —  sec A dh —  cos y tang A . dt.
Hiejl werden nun die Coefficianten am kleinsten, wenn 

A =  0 oder =  1800 ist. Dann erreicht nämlich die Secante 
von A ihr Minimum =t= 1. Die Fehler in der Höhe werden
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also*'dann nicht weiter -vfergröfsert auf die Polhöhe Tänwirken, 
und da ditnn die Tangente von Ä gleich Null wird, so we'f- 
den Fehler in der Zeit gar keinen sffiinfhiCs auf die Bestim
mung der Polhöhe haben. Um dabei' die Polhöhe durch 
Höhenbaobachtiingan möglichst si’cli'er zu finden, wird es im
mer erforderlich Kam, dieselben im Meridian oder demselben 
so nahe« als möglich zu rtehmlen.

Da für das angeführte Beispiel A =  — 16ll40’ . l  ist, Bf 
erhält man:

cUr  =  —  1 . 044 clh +  O . 2616 dt, 
oder, wenn man dt in Zeit&egjuidcii ausdrückt: 

d(f —  —  1 . 044 dh +  3 . 924 dt.

Sind mehrere „Höhen beobachtet, so erhält man nach 
No- 5 die zu dem Mitteln, der Zeiten gehörige Höhe durch 
die Formel:

h -hh' +  h" . cosiüscoso1 2tj2sin l ( r — T )2
H =  -------------- 1—   coszstcos-p------------1--------------

n cos H  n

7. Hat man die Beobachtung der Plöhee sehr nahe am 
Meridian angestellt, wie es zur Bestimmung der Polhqhe 
zwgckmiiijäig ist,-,so gelangt inan auf einem anderen Wege 
bequemen zum Ziele als durch die. Auflösung- des Dreiems. 
Da nämlich die Höhgn der Sterne im Meridi-uiej^in Maximum 
erreichen, aietielben sich also in der Nähe desselben nur lang
sam ändern, so hat man, um aus einer nahe am Meridian 
beobachteten Höhe dieSMeridianhö'he zu erhalten, mir eine 
kleine Correction hinzuzufügen, dtö/man mit Logarithmen von 
wenig Deoimalen scharf berechnet} kann. Aus der Meridian
höhe und der Declination des’ SjöjüSis findet man aber sogleich 
die Polhöhe.

Diese Methode, die Polhöhe zu bestimmen, nennt man 
die dei’ .-C ircum m erid ian  höhen.

Aus
cos z =  sin p  sin 8 -f- cos y%'os 8 cos i,

folgt nämlich :
fteas s =  cos (pp —  S) —  2 cos <p cim 8 sin j  t2 

und hieraus-nach djef Formel (19) in Ivo. 11 der-Einleitung:
„ , 2c}s(t> cos S . gjBBlffiilfifB*' , . i i

~ =  f  —  H   W Bmrl 1 —  ■ > ?v> c o t a n g ^ i  —  0) sin \ rein pp— o) — « h

oder wenn man c°,s f  co&~ mit b bezeichnet: 
sm ( f  —  o)

(p =s z +  S —  b .2  sin 4 ■ + ■  b 2. cotang (<p —  8") . 2 sin \ l 1. (.4)
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Berechnet mau also <f — 5 und b mit einem genäherten 
Werthe von <p und hat inan Tafeln, die aufser den Cfröfse 
2 sin  ̂ t L auch die Werthej^on 2hjiö.j P mit dem ArgmnenteS|< 
geben, so wird die .Berechnung der Polhöhe sehr einfach. 
Solche Tafeln findet man ebenfalls* in WarnstorfF s Plülfsta- 
feln, wo zu gröfseggjji Bequemlichkeit auch g],e;ich die Loga
rithmen dieser Gfhfsßß- gegeben shid. 'Weicht der gefundene 
Werth von cp starkjgon dem angenommenen Werthe ab, so 
mufs mau die Ileclmung mit dem hauen Werthe wiedOThoten, 
was indessen fasf .immer nur für das ..erste.Glie$ nöthig sein 
wird, qferngj.die in der Nähe des Zeniths oulminiren, mufs 
man hei dieser Methode vermeiden, weil für solche Sterne 
die: Gpfuection wegen des kleinen Divisors cp —  S sehr ver- 
gröfslsrt wird, also ein Fehler in der Zeit gröfsen Einflufs 
haben kann.

Westphal hat zu Cairo am 3. Öctober 1822 um 0h2'"2s. 7 
mittlere-" Zeit diSZenithdistanz des Mittelpunkts der Sonne 
beobachtet gleich 31" 1' 34". 2. Die DOTlination der Sonne 
war gleich — 3° 48^51 2, dirnfeeitgleiclmng — 10ln48s.6 , 
also der Stundenwinltel deF- Sonne g:feich + lp ? m lfv 3 .  Da
mit erhält, mau aus den Tafeln

Nimmt man ferm# cf =■ 30° 4', so wird log b =  0.19006 
und damit!'da’f-f erste Glied der Correction gle|ch— 8'22”.4T, 
das zweite gleinh + 0 " .  91, mithin die ganze Correction:

Eine Aeuderung von -f- 1' im angenommenes Werthe 
vom cp gieht in diesem Falle erst eine Aendernng ton + 0 ".'30  
in der berechneten Polhöhe, sodafs der wahie W erth, den 
man durch \\ iederholung der Rechnung ©rhält, wird:

Die Formel (/l) gilt, wenn de.r Stern auf der Südseite 
das Zeniths *eulminirt. Ist aber die!'(©:eclination de^ Sterns 
greiser »Äs djg] Polhöhe , sodal's' der Stern zwischen Zenith 
und Polfeulminirt, s<j. i t̂ in dieäenrfKälle <5 — cp statt cp — ö 
zu nehmen, und man e-rhält:

log aSinij t" =  2.51105 log 2 sin D 1 =  9.4060.

—  8 ’ 21". 56 
2 -t -# = =  30° 1 2 '® ' .  00

<p =  3Ö“W 1' 21". 44.

<p —  30° 4*21". 54.

cos f 2 cos S2 
sin,f<b—  y) 2

cotang (S —  <f) 2 sin D 4.
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Ist endlich der-' Stern in der Nähe der unteren Culmina
tion, fe&o hat man, wenn man t von dieser Culmination ah 
rechnet :

stimmen will, so wird man sich in der Regel nicht damit be
gnügen, nur eine Zenithdistanz in der Nähe des Meridians 
zu besbaphten, sondern man wird phe Anzahl nach einander 
beobachten, um im Mittel aus den einzelnen Beobachtungen 
ein [genaueres Resultat zu erzielen. Man sucht dann für je 
den einzelnen Werth von t die Gröfsen 2sin.jP und 2sin.JP, 
nimmt aus allen die Mittel und multiplicirt diesSmit den con- 
stanten Factoren. Die so gefundene Corre.ction legt man dann 
zu dem Mittel des beobachteten Zenithdistanzen, um (he Me- 
ridianzjmithdistanz zu erhalten ®).

Man kann die Reuuction auf den Merilian noch auf 
eine andere Art machen.

Aus der Gleichung:

cos z =  cos (180° —  <p —  8) 2 cos <p cos 8 sin ^ t2

und daraus:

Wenn man auf diese Weise die Polhöhe eines Ortes be-

cos s li— cos (tp —  8) =  —  2 cos tp cos 8 sin \ t2

folgt:

Setzt man also die Reduetion auf den Meridian:
tp  —  8 —  z =  —  X ,

so wird:

2
mithin:

sm 't x
cos tp erä 8

eine Gleichem: die sich so schreiben läfst:
cos tp cos 8 . ,  sin Qp —  8

x  — —7 , 2 sin^ t « ! i -v *
sm (<p —  o) sm(jp —  0 +  4 x)

SO

* )  Bei der Sonne ist noch auf die Aenderung der Declination Rücksicht 
zu nehmen, wovon in der folgenden Nummer die Rede sein wird.
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In No. 10 der Einleitang war' all Ai' gezeigt, dafs
3

bis auf die dritte Potenz genau gleich bcosec ist. Wendet 
man dies hierauf an und nimmt als einen - ersten Näherungs
wert!) von x  deö IWrth £ aus der Gleichung:

.. CO^C£>COS(t . , ,  . .
£ =  - .  — --------w  2 s i n h 2 (BY&L

sm (9? —  ())
so erhält man:

3, u. sin (w —  8)■’H$ä , :(fe= i - 7  y j -  , W
sm (cp — o - f -

oder wenn man die Gleichung ifyffH x  auflöst, rechts überall 
| stattgtas:Chreibt und den neuen Näherungswerth mit be
zeichnet:

t' =  £ sin (y -  S)_ 1

£ J B j s i n  ( 9 9  —  S +  w$) 1

Diese zweita Näherung ist in den meisten bei Circum- 
meridianhohen vorkommenden Fällen scholl hinreichend genau, 
ß t  dies aber noch nicht der Fall, so berechnet inan mit S! 
einen Werth von <p, damit £ aus (ß), und erhält dann den 
verbesserten Werth:

. . S )  __
'u KH — " +  « )

Für das vorhgr gegebene Beispiel wird:
? =  8',22!’.. 47

und damit wird: lng fl=  'S 0111
sin (<p -?-■$ —  9.74620

cossc {<p— S +  11) —  0.25g93_
l o g  I '  2 f 7 0 3 2 4 7

mithin^’ =  8J122". 47 und §  =  30" 4' 21". 53,

8. iNhnmt man Circummeridianhöhen dar Sonne, so ist 
hier noch der Umstand zu berücksichtigen, dafs ciiese dire 
Declination ändert, dajs also (1 i c? Rechnung für jeden Stun- 
denwinkel mit einer ändern Dg.clination ^geführt werden mufs. 
Um nun in diesem Falle die Rfeqhnung beqhemer, auszufüh
ren, verfährt man auf folgende Weise.

Es war:
, „ cos w cos S „ . , ,

' /  =  * -  3 -  ;  - „ , 2  s i n  4 P .s i n  {(p— o)
Ist nun D die Declination der Sonne, welche im Mit

tage statt fodet, so kann man die zu jedem Stundenwinkel t 
gehörige Declination ausdrücken durch D -\ -ß t, wo ß  die
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Stunden aiisgedrückt ist. Dann hat man also:

COS (p cos S _ , . „ . .
qp =  z H- D  H- ß  t  ; ■;  2 sm t 2 . (a )

sin (<p —  o)
Setzt man nun:

cos cp cos S„  . , „ cos cp cos 3 . * . ... ,  .
ß t  -  J  2  sim}(4-;= ------. . „ . 2  sin  ̂ ( t + y )  , ( 6 )

sin (9p —  o )  sin (9p —  0)

so hat man zur Bestimmung von y die Gleichung:
„ COS OP cos S . .
2  -  » .  s i n i ( ( + j )  - H s m , 4 | | ]  =  —  ß  tsm yp —  0)

oder dafej«
,-•--«111 n2 —  sin b'1 —  sin (a +  b) sin (a —  b\ T[

ß  sin ( w  —  S ) t
Sin ' V —    • -----------------5, — 7-------- ;—r

2 cos f  cos 0 sin lt-| -i.y )

  sin(<p —  S) 206265
^ ‘ cos 9p cos S 3600 X 1 5 5

wo dar Zahlenfactor der rechten Seite daher kommt, dafs 
sin (f r,y) =  t gesetzt ist, t abetr zur Einheit die Stunde 
hat, während bei sin t der Radius als Einheit zum Grunde 
lag. Nennt man nun die 48 stiiiidige Aeuderung der Decli
nation der Sonne in Bogensecunden /<, so wii d ß ==J^, oder,

wenn man y in Zeitsecunden haben will, ß —  . Damit er
hält man dann:
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also:

y =  —  jgg  ■- z [tang <p —  tang 3] (4 )

und nach den Gleichungen (a) und (b) die Polhöhe aus jeder
einzelnen Beobachtung durch die Formel:

cos w effs S ,  ,,,
<p =  z +  D  . —  — „ 2,sin i  (t +  y) ). ( /i)

sin (9p — u)
Die Gröfse y ist nichts Anderes als deiM Stundenwinkel

der gröfsten Höhe, aber negativ genommen.
In I. No. 24 war nämlich hierfür der Ausdruck gefunden:

d S r 206265
< = - - [tang je - t a n g  5 ] - — ■

d dwo —- die iffieiiderunop der Declination in einer Zeitsecunde 
dt ö  f f l

bedeutet und t in Zeitsecunden ausgedrückt ist. Da aber

*) Hierzu ist auch noch das zweite von 2 sin f C1 abhängige Glied zu 
addiren.
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dir Aönderung dein Declination in einer! Zeitsecunde gleich 
~  . - 1 jj sö erhält man für den Stundenwinkel der gröfs
ten Höhe, in Zeitsecunden ausgedrückt:

U , 206265
<0 ==?20 [tang95- tang ]̂ 3600 x io

tan8̂ ] ’
also bis auf das Zeichen dieselbe Formel wie für y. Die 
Gröfse t -h  y ist dalfgr der Stundenwinkel des Sterns, welcher 
riiUlit v(jj'i der Culmination sondern von der Zeit der gröfsten 
Höhe an lgei;(?chnet ist.

Wenn man daher 1 CircnmnieGdianhöfen junes Gestirns 
beobachtet1 hat, dessen'Declination veränderlich ist, so hat 
mim nicht nötliig, zur Reduction auf den Meridian die einem 
jeden Stuudenwinkel entsprechende Declination anzuwenden, 
sondern kann für alle’1 die Declination nehmen, welche bei 
der Ciilniina'ti'ön statt findet, rnufs aber daun die Stunden- 
winkcl nicht von de'r Zeit- der CulminationJKmndern von der 
Zeit der gröfsten Höhgj ab ^rechnen. Dadurch ist dann die 
Beföchnung ebenso bequem, wie im ersteren Falle_g wo die 
Declination des beobachteten Gestirns als unveränderlich anffe-o
nomnieii wuiAie.

Für die in No. 7 b^echneke Beobachtung zu Cairo ist: 
log ,« =  3.4458,, und Z) =  —  3° 4 8 '38 ". 57.

Damit erhält man.*.*'
^ =  +  9 ^ 6 ,  also < + y  =  13m0s. 9 

und hiermit das'^erste GliecP der Reduction auf den Meridian: 
v =  —  8 '3 5 ". 00.

Wegen des zweiten 'Von sin j i' abhängigen Gliedes der 
Reduction hat man hierzu noch-f-0".*9,1 zu addiren, sodafs 
inan erhält cp =  30  ̂ 4' 21". 54.

Ist nur eine eiuzehulillöhe beobachtet, so ist es natür
lich bequeiper, die Declination der Sonne für die Zeit der 
Beobachtung zu interpoliren; äBiind indessen mehrere Höhen 
genommen, so bedient man sich mit mehr Vortheil der eben 
gejubenen Methode.

0. Da die Poldistamz dos Polarsterns klein ist, so wird 
derselbe, in welchem Stuudenwinkel er sich auch befinden 
mag, immer nur Gin kleine! Azimut haben, also" für die Be

te
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Stimmung der Polhöhe ln jedem Augenblicke mit Vortheil 
angewandt werden können. Für diesen Fall wird aber die 
in No. 7 gegebene Methode zur Berechnung der Reduetion auf 
den Meridian nicht mehr brauchbar sein, weil die dort ge
fundene Reihe nur für kleine Werthe «des Stundenwinkels 
convergirt. Man mufs daher jetzt einen ändern W eg ver
folgen, und zwar wird es wegen der Kleinheit der Poldistanz 
zweckmäfsig sein, die an die beobachtete IJöhe anzubringende 
Correetion nach Potenzen dieser Gröfse zu entwickeln.

Flg 7 Fällt man (b  ig . 7) von
x dem Orte doa Sterns einen

Bogen eines gröfsten Krei
ses senkrecht auf den Me
ridian und bezeichnet den 
Bogen des Meridians zwi
schen dem Pole und dem 

Fufspunkt des Perpendikels mit x ,  den Bogen vom Zenith 
bis zum Fufspunkte mit z, — y , wo y\ eine kleine Gröfse- ist, 
so wird:

90° —  93 =  z —  
oder 90=  9 0 ° — z~^~y—  2 , *"

und aus den beiden rechtwinkligen Dreiecken folgt:
tang x  == tang p cos t

cos z O
cos (z —  ?/) =  — -  ■ 

cos u

Aus der ersten Gleichung folgt sogleich:
x —  tangp cos l —  ^ tangp 3 cos t3,

wenn man die fünften und höheren Potenzen von tang p ver
nachlässigt, oder mit Vernachläs1 igung von Gliedern dersel
ben Ordnung:

x ■= p cos ( +  3 p 3 cos t sin t2. (b)

Die zweite der Gleichungen (a) giebt entwickelt:
1   COS u „ , ,sin y  =  cotang z    f- 2 sm y  I cotang z,

oder mit Vernachlässigung der fünften Potenzen von u:
sin y  =  cotang 2 w "  ) +  2 sin2 4 y  cotang z.

Man erhält aber aus der Gleichung: 
sin u =  sin p  sin t> 

u =  p  sin t —  l  p 3 sin t cos f, 

mithin, wexin man diesen Werth n die obige Gleichung für
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sin y substituirt, wieder bis auf die Glieder vierter Ordnung 
genau:

y — ^ p 2 s in /2 cotgz — Tsu/d sin /2 ( 4 cos Z2 —  5,sm i |) co tgz-h lc otg z .y2. (c)

Diese Gleichung enthält zwar noch y auf der rechten 
Seite, aber wegen de.r Kleinheit desfGliedgJj | cotang z . y2 ist 
es genügend, den Werth von y aus dem ersten Gliede zu 
berechnen und darin zu substituiren. Manrierhält mithin:

cp —  90° —  z —  p iCOS Z -ti | p2 sin Z2(cotang z —  \ p 3 cos  t sin Z2
-+- A  p 4 sin Z2 (ö sin Z2 —  4 cos Z2) cotang z 
-+- l » 4 sin Z4 cotang z3. (A)

Da die Berechnung dieser Formel für jeden einzelnen 
Fall sehr unbequem sein würde, so hat man Tafeln iconstruirt, 
welch« diese Berechnung^ sehr erleichtern. Diese sind zweier
lei Art.

Im Berliner Jahrbuch und im Nautical Almanac werden 
jährlich Tafeln gegeben für die gröfsten Glieder des obigen 
Ausdrucks, die immer hinreichen, welrn nicht die äulhßrste 
Genauigkeit verlangt wird. Vernachlässigt ,iqan die Glieder, 
welche die diitte und vierte Potenz von p enthalten, so hat 
man einfach: * )

</j = . 8 0 0 —  z  —  p  cos Z +  ^ p 2 sin Z2 cotang z.

Bezeichnet man nun einen bestimmten Werth der Rect- 
ascension und Poldistanz mit a0 und p „ , sodafs die schein
baren Werthe dieser Gröfsen für die Zeit der Beobachtung 

oc =  a 0 +  A « , p = p u -+ A p  
sind, so wird, wenn man Uq, Werthe substituirt:

c p =  90° —  z — p 0 cos Z0 q - I  p 0 2 cotang z sin Z0 2
—  .dp cos t0 — p  sin tQ

wo tn — 0  ■— « 0 ist.
ln den angeführten Jahrbüchern findet man nun drei 

Tafeln. Dim erste giebt den Werth — p (, cos f0 mir dem Ar
gumente D, welches allein 'Veränderlich ist. Die zweite Tafel 
giebt das Glied j p,2 cotang z sin G2, und da dieser Ausdruck 
von z und 0  abhängt, so hat die Tafel diese beioen Argu

*) Der Maximumwerth des in p3 multiplicirtcn Gliedes, der für 2 =  54° 44/ 
stattfindet, ist fürp =  l ° 4 0 / nur 0;;.65 und die in p* nmltiplicirten sind noch 
bedeutend kleiner, wenn nicht z klein ist. Man könnte die Glieder aber auch 
leicht bei den Tafeln mitnehmen, indem das erstere sieh mit p  cos t, die än
dern mit j p 2 sin t2 cotang/? in eine Tafel bringen lassen.

19 *
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mente. Di 5 dritte Tafel giebt endlich das von 0 ,  A «  und 
i\p abhängige dritte Glied

— Ap cos t0 —  p sin f0 A « , 

und hat als Argumente die Sternzeit und die Tage des Jahres.
Die anderen, ^ämmtliche Glieder umfassenden Tafeln sind 

von Petersen in Warnstorff’s Hülfstafeln pag. 73 u. tfg. ge
geben und so eingerichtet, dafs sie für den Zeitraum, in wel
chem die Poldistaüz des Polarsterns zwischen den Grenzen 
1" 20' und 1° 40' liegt, gebraucht werden können. Petersen 
geht wieder von einem bestimmten Werthe von p, nämlich:

Po —  30 '
aus. Man kann dann die Formel (A) leicht so umschreiben:

n3= 9 0 0— z — P  [/)„ c o s t + 1  Du3 cost s i n t 2 ]  ^  — l ^ p o 3 cos  t sin t2
Po Po Po '
P ̂H 2 cotang z [J/>02 sin*2 -+* v*Po* &‘m *2 (5 sin t2 —  4 cos *2)]

Po
P^

+  i  -  i Po1 sin (> cotangz3.
Po

Führt man daher die folgenden Bezeichnungen ein:

- p  J l
P 0

p 0 cos t -f- -j p 0 3 pos t sin t1 —  a,
\ A (A 2 —  t ) p a3 cos t sin t l == V„A 

4 p a 2 sin t2 -t- A  p 04 sin t2 (ö’sin P  —  i cos t2) =  ß,
{  A 4 po4 sin t 1 cOTang z3 =  ß A *  ß 2 . cotangz* =  1 1 ,

so wird:
93 =  90° — z —  A a  —  / -+- 4 2 /S,cotang z -t- fi.

Der Tafeln sind dann vier, von denen die erste und
zweite mit dem Argumente t die Gröfse a und ß , die dritte
mit den Argumenten p und t die- kleine Grölse F, und die 
vierte mit den Argumenten A 2ß  cotg z =  y und 90°— z die ebhn- 
: falls kleine Gröfse p gmbt. Die Tafeln sind nur von ff— OB 
bis t =  6h berechnet. Ist daher t 90 °, so mufs mn!n den 
Stundenwinkel von de”  unteren Culmination reölincn und hat 
dann:

93 =  90° —  z A  a y  A 1 ß  cotang z -+• /t.

B e isp ie l. Am 12. October 1847 wurde auf der Stern
warte des verstorbenen Dr. Hülsmann zu Düsseldorf um 18h 

48s. 8 Sternzejt die Höhe des, Polarsterns mit einem kPi- 
nen Plölien- und Azimutalinstrument beobachtet und dafgr 
nach Abzug der Kefraetiou gefunden 50" 6)5’ 30". 8.
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N;V(?h d'‘m Berliner Jahrbuche hat man für diesen Tag 
den Ort des Polarsterns:

«  =  l h 5m 3 l s . 7, ?  =  88 ° 29' 5 2 " . 4.

Es ist also:
?) =  1 » 30' 7". 6 , f =  17h 1 7 m 1 7 6 . 1 =  259° 19’ 16". 5, 

mithin wird:
log 4  =  0.0006108

und man erhält nach den Tafeln oder den obisren Formeln:
a =  1000".85, ß  —  68 ".28 , y =  0 " 00, ̂ = 0 ”.02,

also: Aa =  +  16’ 42". 26
A~ß cotang z =  -f- 1 24 . 33

fi == 0 . 02
Summa —  +  18' 6" .  61 

mithin: $r =  51° 13' 37". 41.

10. Gauls hat ebenfalls eine Methode gegeben, um die 
Polhöhe aus dem Mittel mehrerer von der Culminatiun ent
fernten Zemthdistanzen eines Sterns zu finden, welche beson
ders für den Polarstern bequem ist.

Kennt man einen genäherten Werth rp0 der Polhöhe rp 
und ist ö die Sternzeit, zu welcher man eine Zenithdistanz z , 
gemessen hat, so kann man aus 0 und cp0 eine Zenithdibtanz £ 
berechnen nach den Formeln:

tang x  =  cos t cotang ?

L sin?
cos c =  sin Up* -+- x)

COS X

und erhält dann:

also:

d =  - ~ z' ;
sin? cos (<p0 -l-x )
cos x  * sin J

x  ist hier wieder der Bogen des Meridians, welcher zwischen 
dem Pole und dem Fufspunkte des von dem Sterne auf den 
Meridian gefällten Perpendikels enthalten ist, und da dieser 
Bogen immer zwischen den Grenzen =±=90 — d liegt, so kann
man für den Polarstern sowohl — - als auch -— gleich

COS X  S i l l  £

Eins setzen, sobald nur die Polhöhe bis auf einige Sekunden 
bekannt, also dcp nur eine kleine Gröfse ist.
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Hat man eine zweite Zenithdistanz zur Sternzeit 6' ge
messen, so ist:

taug x' =  cos i  tang S
sin 8 . ,

cos g = -------, sin ( - + ■  x )cos*
und:

dtp

oder, wenn Z das arithmetische Mittel der beiden gemesse
nen Zenithdistanzen gleich  ̂ ( js, -+ -» /) bedeutet:

dtp-

f/y/
j  ( g ' + | - % -  

4 (-4 -f- -B)
w o :

oder auch:

^  sin 8 cos (<p0 -f- x)
cosx sing

g  sin 5 _ cos (y„ +  x')
cosx’ sing'

A  =  cotang g . cotang (<p0 -+- x )
B  =  cotang g '. cotang (tp0 -h  x'fo

(a)

W

oder endlich, wenn man ^  aus der urspünglichen Gleichung:
cos g =  sin <pa sin 8 -+- cos tp0 cos S aos t

sucht:
i /  > , r,x cos tp sin 8 sin cp cos 8 „
i G  +  -ß) =  —  ----------- 1  - 7 -  cos 4  (Y +  t). ■(<*)sin /j sin /j

Für den Polarstern erhält man einfach:

Hätte man nun mehrere Zenithdistanzen beobachtet, so 
müfste man eigentlich für jede einzelne Sternzeit die Zenith
distanz £ berechnen, und erhalte dann:

- i [ g - )- g ' + g ” + . . .  +  g „ — A - Z

I>  _ g . ---------------------------  , ( / )
1 fdjp d y  \
n  V r f g  rfg'  ..............................)

wo Z wieder das arithmetische Mittel aus allen gemessenen 
Zenithdistanzen bezeichnet. Statt dessen verfährt man aber 
auf folgende Weise:
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Bezeichnet man nrt <90 das arithmetische Mittel aus allen 
Sternzeiten und setzt:

6 —  0 O =  t ,  9' —  0 O =  r' etc.
so erhält man, wenn £0 die zu der Sternzeit Qa gehörige Ze
nithdistanz bedeutet, wie in No. 5 dieses Abschnitts:

£ +  _  .. # ■ £ „  ^ 2 s m i ( ö - 0 o) 2
n dt'‘ 7i

Bezeichnet nun T einen Winkel, sodafs:
^ 2 s i n  i ( e ~ 0 oy  

i  sin ^ J  = -------------------------------------- ?
n

so sind die zu der Steruzeit 0 O —  T und Q0 -+- T gehörigen 
Zemthdistanzen a und

  j   T O  1 £ So

g0 +  ^ J  r 2

oder:
+  * '  e  , . &  +  £ '  +  . ■

2 = s » + 772' 2smi:r a — »
und man erhält dann nach Formel (f) einfach:

,  i (f +  f) -
f  ~  ’

wenn man die zu s und a' gehörigen Werthe von d und B 
mit Ä  und B’ bez< ‘clinet.

Hat man also mehrere Zenithdistanzen eines Sterns ge
messen, so nimmt man das Mittel der beobachteten Uhrzeiten 
und zieht ohne Rücksicht auf das Zeichen jede einzelne Uhr- 
zi ’t davon ab. Diese Unterschiede in Sternzeit verwandelt 
geben die Gröfsen t ,  für welche man aus den Tafeln die 
einzelnen Gröfsen 2 sin r'1 nimmt. Dann sucht man aus 
denselben Tafeln das zum arithmetischen Mittel aller dieser 
Gröfsen gehörige Argument T, berechnet die Stundenwinkel ■ 

0 O —  (a -t- T ) —  t 
&o — (<* — T) — f 

und dann z und *’ nach den Formeln: 
tang x —  cos i cotang S 

sin 8
cos z =  sm Upa - r  x)

cos x
und:

tang x1 =  cos t' cotang S
i sinS ,

cos z =  , sm (.©„ x ).
c o s x
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Hat man dann den Polarstern beobachtet, so ist unmit
telbar :

drf =  i  (a -+- 2») —  Z, 

wo Z das arithmetische Mittel aus allen gemessene]! Zenith
distanzen ist- Für andre Sterne hat man aber d i ' vollstän
dige Formel für. drf'z.u Uo^hchneiir -nämlich :

,  4 0* +  gl) — j ?
9 '* (-4 -r-B) ’

wo die Gröfsen A und B durch die?'Formeln (6), (c) oder 
(d)-gefunden werden, wenn man darin c — ä und £' =  ;&' 
nimmt *).

B e isp ie l. Am 12- Oötober 1847 wurden auf aei^Steru- 
wartS des Herrn Dr. Pliitsmann folgende zehn Zenithdistan
zen des Polarsterns, beobachtet:

Sternzeit. Zenithdistanz. T 2 sin
17h5Gm2 . 4 39° 13'42^. 1 13™ 10s.. 75 '-.3:48 .•75

59 54 . 5 12 17 . 6 9 46 .. 65 187 . 69
18 3 29 . 7 11 6 ,. 0 6 11 . 45 75 ,. 24

6 2 . 9 10 4,x. 6 3 38 .. 25 2&,. 98
8 35 . 0 9 0 . 6 •1 6 .. 15 2 ,. 39

11 5 . 1 8 2 . 8 1 23 . 95 3 .. 85
13 32 . 0 7 7 . 6 3 50 .m> 29 .
16 34 . 0 6 4 . 8 6 52 ,. 85 92 ,.95
18 28 .  1 ’ Ti 15 . 3 8 46 pb h M l .4 3
22 48 .8 3 42 . 7 13 7 . 65 \ 338 .28

:18h 9™',4+ . 15 39“ ff 38"' .39 l l j . 56
Refr, 46” .50 H & = 7'" 59» . 83

39° 9’ 24'r789
— Ca+  2-) = 16h56n'9s. 621? 0 O—  ( « - - T ) =  17<i 1 2 m ge .2 8

= 254° 2' 21?!'. 3 =  258“ 2' 1 9" . 2.

Nimmt man nun:
y>„ = 5 1 °  13' 30". 0 ,

so »brhält man:
2 =  39° 12 '37”. 56 f  =  3 911 6‘  34”. 51

'x (2 +  z1) =  3 9" 9 '$ $ .  05
P ( :  +  s' ) _ 2 =  +11”. 16,

mithin:
y> =  51° 13M?f". 16.

*) WarnstorfTs Hiilfstafeln pag. 127.
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III. Bestimmung der Zeit und der Polhöhe durch 
die Combination mehrerer Höhen.

II. Nimmt man zwei Höhen von Sternen, so hat man 
zwei Gleichungen:

sin h =  sin tp sin S fibs tp cos S cos t,

'2'*sin h’ —  sin <p sin 3' +  Cosuy cos 3' tos t’.

In diesen Gleichungen ist S und ä' bekannt, da die Oer-
ter der Sterne als bekannt angenommen werden, ferner ist:

t' = t t —i- (j! —  t) =  t —(- — •'©.) —  (t3 —  a).

Da nun <3 — n rund b' -— (9, die Zwischenzeit dt r Beobach
tungen, ebenfalls bekannt sind, so enthalten die beiden Glei
chungen dffl beiden Unbekannten & und (/■, die man durch 
Auflösung derselben bestimmen kann. Durch die Beobaqb- 
tung zweier Sternhöhen kann man also immer Zeit und Pol- 
höhc zugleich finden; die Verbindung zweithj Höhenbeobach- 
tungen giebt abeir auch in besonderen Fällen sehr he,quemß 
Methodeju die Polhölie^)der die Zeit allein zu bestimmen.

EsJist nchon früher jigezeigt worden, dafs wenn uie bei
den Höhen einem Sterne angehüi'en und im Meridian zur 
Zeit der , übereil und unteren Culmination genommen sind, 
das arithmetische Mittel aus beiden Höhen gleich der Pol- 
höhn des Beobachtungsortqsdst, die also dann unabhängig von 
der Declination des Sterns gefunden wird. Dieseiist gleich 
dem Comnlement der halbhn Differenz der beobachteten H/ihen.

Ebenso erhält mag die Polhöhe dup öh blosse Unterschiede 
der Zenitlidistanzen zweier Stern'e, von denen der eine im 
südlichen, der andre im nördlichen Quadranten des Meridians 
cuknimrt. Ist nämlich ä die Abweichung des gegen Süden 
culminirenden Sterns, so isi seine Meridianzenithdistanz:

z =  tp —  S.

: >>Tst dagegen ö' die Declination des gegen Norden cul- 
minivenden Sterns, so ist dessen Zenithdistanz :

z =  3' —  tp,
und man erhält daher:

y —  i (ß +  o') -t -1  (2 —  z')-
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12. Nmimt man an, dafs zwei Höhen eines und dessel
ben Sternes beobachtet sind und aufserdem, dafs beide Höhen 
< inander gleich sind, so bat inan:

sin h —  sin sin. 8 cos  f  cos  8 cos  t}
sin k =  sin p  sin 8 co s  (p co s  8 cos  t\

woraus t =  — t’ folgt. Die Höhen sind dann also auf beiden 
Seiten des Meridians ifl gleichen Stundenwinkeln genommen. 
Ist nun u die Ubrzeit der ersteren Höbe, u\ die der zweiten,
so wird | (v! -K «) die Zeit sein, zu welcher der Stern im Me
ridiane war, und da diese gleich der bekannten Rectascension 

des Sterns sein mufs, soMrhält man daraus den Stand der 
Uhr gleich:

« — I (V -i- «)•
Diese Methode der co rresp on d iren d en  H öh en  ist 

die sicherste, um die Zeit durch Höhenbeobachtungen zu be
stimmen, und da man weder die Polhöhe des Beobachtungs
ortes noch die' Declination des Gestirns, also auch nicht den 
Meridianunterschied von dem Orte, für welchen die Epheme- 
ride gilt, zu kennen braucht, so eignet sich dieselbe beson
ders zur Zeitbestimmung an solchen Orten, de/en geogra
phische Lage nicht genau bekannt ist. Man hat ebenso we
nig nöthig, die Höhe selbst zu kennen, sodafs man also durch 
diese Methode selbst mit schlechten Instrumenten, welche 
absolute Höhen mit Genauigkeit nicht messen lassen, scharfe 
Resultate .erhalten kann. Das Einzige, welches diese M< thode 
erfordert i -t eine gute Uhr, auf defQir gleichförmigen Gang 
in der Zwischenzeit man sich Ser lassen kann und dann ein 
Uöheninstrument, welches aber nicht einmal eine genaue 
Theilung zu haben braucht.

Hierbei ist aber vorausgesetzt, dafs das Gestirn seine 
Declination in der Zwischenzeit der Beobablituugen nicht 
ändert. Nimmt man nun aber Höhen der Sonn“  deren Decli
nation sich im Laufö mehrerer Stunden sehr merklich ändert, 
so wird das arithmetische Mittel aus den beiden Beobach
tungszeiten nicht mehr die Zeit geben, zu welcher die Sonne 
im Meridiane war, sondern wenn ihre Declination zunimmt, 
(d. h. wenn sie sich dem Nordpole nähert) so wird zu der
selben Plöhe Nachmittags ein gröfserer Stundenwinkel gehö
ren als Vormittags, also wird das Mittel der Zeiten nach



Mittag fallen. Umgekehrt wird das Mittel der Zeiten vor 
Mittag fallen, wenn die Sonne sich' dem Südpole nähert odsr 
ihregDeclination abuimint. Man mnfs daher in diesem Falle 
zu dem Mittel der Zeiten noch Qine Correction hiuzufügen, 
welche von der Aenderiuig der Declination abhängt. Diese 
Correction heilst die M itta g s v e r b e s s e r u n g .

Ist S die Declination dev Sonne im Mittage und i\<) die 
Aendcrung der,. Declination vom Mittage bis zu der Zeit, 
wo jede Höhe genommen wurde, so hat man die beiden Glei
chungen :

Jfi/sin h —  sin tp sin (S —  A 8) -+• cos  p cos  (S —  A S) cos t 
sin 7; =  sin p sin (S - f -  A S) - f -  cos  50 cos (S -+- A 5) cos t'.

Die Uhrzeit den Beobachtung am Vormittage sei wie
der ?i, die andre u’, so ist \ (u1 u) —  U die Zeit, zu wäedier 
die Sonne im Meridiane gewesen wäre, wenn die Declination 
derselben sich nicht geändert hätte. Diese Zeit U, nennt man 
den u n v e rb e sse rte n  M ittag .

Bezeichnet man dann die halbe Zwischenzeit der Beob
achtungen i (u' — u) durch r, die Mittagsverbesserung dur^h x, 
so wird der Augenblick des wahren Mittags U -\~x und:

t  =  ^ ( u  —  w) X  ■= T +  X ,  

t ' —  ^  ( t t f —  « )   X  —  X  -----  X ,

es wird also auch:
sin 7i =  sin cp sin (8 —  A S) +  cos  p  cos  CS —  A 8)  cos  ( t  -+- x)

und:
sin h —  sin <p sin (S A 8) -4-  cos  p cos  (8 +  A 8) cos ( r  —  x).

Setzt man diese beiden Ausdrüßkee von sin h einander 
gleich, so erhält man zur Bestimmung von«^.die Gleichung: 
0 =  sin 99 cos d sin A ll—  cos p sin S sin A 8 cos r  cos x -f - c.oEy cos A d cos dsin r  sin 3;.

Bei der Sonne ist nun x  t rnner^elne so kleine Größe, 
dafs es erlaubt ist, den Cosinus gleich Eins zu setzen und 
den Sinus mit dem Bogen zu vertauschen. Dadurch wird, 
wenn man auch A ö statt tang A S setzt:

f t a n g j e _ t a n j ^ N  
V sin t  ta n g r  /

*) Man hätte dies auch einfach erhalten, wenn man die ursprüngliche 
Gleichung für sin h so differcnzlrt hätte, dafs t und d als veränderlich genom-
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| Bezeichnet man nun mit /ttdiötXenderung der Declina
tion der Sonne in 48 Stunden, so wird, da man diese Aende- 
rungi hier als der Zeit proportional betrachten kann:

also:
u C r  r  \

x —  —  I  . tang w -f- iff-n  ■ tang <) I
48 V sin t tang r  /

oder, wenn man x  in Zeitsecunden finden will-
K  =  — tang w -)------T—  tang ä j

720 \ sin r  tangT /

Zur leichteren Berechnung dieses Ausdrucks hat man 
nun Tafeln, die zuerst von Gaufs in der monatlichem fe r -  
respondenz Band X X III  g e lb e n  sind, und die man auch in 
Warnstorffs Hülfstafeln findet. Diese Tafeln gehen mit dem 
Argumente r oder der halben Zwischenzeit der Beobachtun
gen die Gröfsen:

•- T =  A 
720 sin r

und :
=  B

720 tangr
und die Formel für die Mittagsverbesserung wird dann ganz 
einfach:

x  =  —  A/i tang tp +  B  ft tang S. (A)
Differenzirt man die beiden Fbrmeln (a), indem man S 

als constant ansieht, so erhält man:
dh =  —  cos A  dtp —  cos <p sin A  dt 
dh! =  —  cos A' dcp —  cos 9? sin A! dt.

HieF ist in beiden Gleichungen d t als gleich angenom
men, weil man den Fehle!', welchen man in der Zeitbestim
mung bfS jigen  hat, immer auf den Fehler in der Beobach
tung der Höhe^iibertragcn kann. Da nun auch das Azimut 
in beiden Beobachtungen gleich grofs, abdr entgegengesetzt 
im Zeichen ist, sodafs A =  — A\ so hat man: 

dh =  —  cos A 1 dtp +  cos tp sin A ’dt, 
dh! =  —  cos A' dtp —  coSttp sin A!dt,

*) Da man die Aenderung der Declination für den Augenblick'.des Mit
tags braucht,..so müfste man das Mittel der Aenderung vom vorigen und der 
Aenderung bis zum folgenden Mittage nehmen. Statt (lessen ist aber in den 
Ephemeriden die Gröfse ft aufgeführt.
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also:
•1 (dh —  dti) 

d t j ;cos 9? sm A
Man siebt also daraus, dafs man auch Bestimmung

der Mit aus correspondirenden Höhen Sterne wählen nmi's, 
deren Azimut nahe =±= 90° ist.

1822 October 8. wurden v.911 Westphal zu Cairo die fol- 
gendenScorrespondircnden Sonnenhöhen genommen *) :
Doppelte Höhe der Q Uhrzelt Ülirzeit.
‘  (Cntöj'S Rand) Vormittags Mittel

73° 0 ' 2 1 11 7ujj273 21133m593 23h50m 43s ,.0
20 8 24 33 3 43, . 5
40 9 l23 32 5 44 . O

74 0 10 18 31 9 43 . 5
20 1 1 1 Ü v , 30 12 44 .0
40 'IM 2 1 1 29 14 42 . 5

75 0 13 1 1 28 13 42 .0
20 14 9 27 15 42 . 0
40 15 10 26 15 42 . 5

76 0 16 6 25 20 43 . 0

sich für den unverbesserten Mittag imDaraus ergiebt 
Mittel:

23*1 50™ 43*. 00.
Nun ist die halbe Zwischenzeit zwischen den ersten Beob

achtungen 2h43m16s, zwischen den letzten 2b 34m 37% also 
im Mittel:

r =  2b 38m56s . 5 =  2h. 649.
Berechnet man damit die Grüfsen A und B, so erhält

man:
0.42308 0.42308
0.19fi35 cotang r  0.08028 
7.14267 7.14267

und da: 

und: 

so wird:

l o g  T

f gjSsec t  

Compl. log 720 
*og A 7.7601 log B  7.6460,

= —  6° 7\ y  =  30“

log,« =  3.4391,,, 

x =  -f- 103. 46.

*) Diese Beobachtungen werden immer so anjggstellt, dtifsämap das Hö- 
heninstrument Vor- mul NachmitUigjVanf eine runde Zahl eijTgellt und dann 
die Zeit beobachtet, wann derselbe Sonnenrand diese Höne erreicht.
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Die Sonne war daher im Meridiane oder es war 0h wahre 
Zeit, als die. Uhr zeigte 231' 50™ 5$s. 46. Da nun die Zeit
gleichung — 12“V338. 18 war, so ging die Sonne an dem Tage 
um 23h 4-7™E6ü 82 mittlere Zeit durch den Meridian und es 
war daher der Stand der Uhr gegen mittlere Zeit:

— 3™ 26s. G4.
Berechnet man noch die Differentialgleichung, so erhält 

mau, wenn man dt in Zeitgeeunden ausdrückt: 
dt — — 05. 048 (dh' — dh) ,  

woraus man sieht, dals man bei nur zwei Höhen einen Feh
ler von 0S. 48 in der Zeitbestimmung begeht, wenn man die 
eine Höhe um 10'' gröfser oder kleiner beobachtet als die 
andre.

Diese Diffgrentialformel kann man auch brauchen, um 
die kleine Correction zu berechnen, welche man zu dem Mit
tel der Zeiten lnnzuzulegen hat, um die Zern der Culmi- 
nation zu erhalten, wenn inan V or- und Nachmittags nicht 
correspondirendW sondern nur nahe gleiche Höhen genom
men hat. Ist dann nämlich h die Vormittags und h’ die Nach
mittags gemessene Höhejund li — h =  dti, so sollte man an h' 
die ^Correction — dlt anbringeji, also an U die Correction:

f { r _   clh'
30 5v sin A 1

dh’ cos h!
3 0 lc o s  <p c o s  S sin  jjj

Will map die äufserste Genauigkeit erreichen, so wird 
man eine solche Correction sogar daun nötliig haben, wenn 
man gleiche beobachtet hat. Wiewohl nämlich für
gleiche Pejiciubare Höhen: die Unittiere* Refraction gleich ist, 
so wird dies doch nicht mit der wahren Refraction der Fall 

.sein, wenn nicht zufällig der Stand der meteorologischen In
strumente Vor- und Nachmittags derselbe war. Ist nun aber 
die Refraction des Vormittags « , Nachmittags pH - dg, so 
hat man das *<äustirn Nachmittags in einer wahren Höhe beob
achtet, die uun dg kleiner ist, als die am Vormittage, geines- 

[sgpen und hat daher dem Mittel der Zeiten die Clrrection 
liinzuzufügen:

^ ___  d(> COS rt

30 cos <p cos S sin t
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13. Häufig hindert die Witterung, des Vor- und Nachmit
tags corr&sjpondirende Sonnenhöhen zu nehmen. Man ka»n 
aher aiicM, wenn man N'sf'chm’ttags und am folgenden Tage 
Vormittags corre.spondirendeTlöhen nimmt, daraus die Zeit 
der Mitternacht suchen. Die von der Aenderung der Decli
nation abhängige Gröfse, die man in diesem Falle zu dem 
Mittel der Uhrzeiten oder der unverbesserten Mitternacht hin
zuzulegen hat, um die, wahrfflMitternacht zu erhalten, ngnnt 
man di° Mitternachtsverbesserung.

Ist T die halbe Zwischenzeit der Beobachtungen so wer
den di§„ Stundenwinkel:

T =  12h _  t
und:

—  T =  _  1 2 h +  T.

Der Fall ist dann ganz derselbe wie vorher, nur hat diesmal 
die Sonne in dem Stundenwinkel — r, wrenn Ad positiv st, 
die gröfsere Declination, so dal's man für die Mitternachts
verbesserung u mit umgekehrten Zeichen amvenden mul's Es 
wird daher jetzt:

u (  T  T  \
X =  7 : a U v tang^ -tan g^ tangV

«  / 1 2 1' — r  1 2 h — r v\

Schreibt man dafür:
ii 12h —  t / t  r

x ~  von -------------- 1 “ —  ians f  ~ :---------tane " )  >720 r  Vsinr tangT /

so kann man die Täfeln für die Mittaofsverbesserung auch© o
für die Berechnung der Jkitternachtsv.eibesserung anwSnden.
Die Gröfse - 2 ~  r kann man dann auch noch mit dem Argu-r °
mente T oder der halben Zwischenzeit in Tafeln bringen, 
ln Warnstorffs Hülfstafeln ist diese Gröfse mit f  bezeichnet, 
sodafs dann also dip  ̂Mitternachtsverbesserung V ird:

x —  f  fi [yl tang 9v —  B  tang 5].

v. Zakih- hat am 17. und 18. Septelfiber 1810 zu Mar
seille corresponüirende Sonnenhöhen genommen. Die; halbe 
Zwischenzeit T wanl

10h 55m, 5 =  4-2° 14' 16", a =  43° 17|So"
und:

loĝ t =  3.4453,,.
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Damit erhält man:
logH =  7:7305 log B  =  7.7128, 

l^ j ,£ =  1.0033, 
f i f  A  taug f  —  —  142s . 33 

—  f i f  Ji tang (V =  +  5 . (17,
also  fü r  die M itte rn a flttsv e rb ö a se ru n g :

x =  _  13'ßs. 66.

A n m . 1. Die MitterhacHsverbessernng findet man ebenso wie die Mit 
tagsvelEesserung in ivanrer Sbnnenleit. Hat man nun an eineHeH}!-1'beob
achtet, die nach m ittler  Zeit gcfit^J so; .kann man olint lWeiteres aucihldic 
Verbesserung als in mittlerer Zejt a|isgcdrüekt annelimen. Geht'aber dietl'br

nach SteinzeitI so reicffl es liiinS die Verbesserung mit zu multiplicircn,JUd
wovon der Logarithmus 0 .0 0 1 2  ist.

A nm . 2, Ist der Stundenwinkel t  s o  klein, dafs man statt des Sinus 
und der Tangente den Bogen setzen kann, so wird die Mittags Verbesserung:

=  — 720 p H 9 — tanS j-X
Da nun aber r im Zähler und Nenner nicht in einerlei Einheit ausge- 

drückt war, indem im Zähler die Stunde, im Nenner der Radius als Einheit 
zum Grunde liegt, so mufs man die rechte Seite dieser Gleichung noch mit 
206265 multiplicircn und mit 15 X 3600 dividiren, und erhält dann:

X ~  ~  188 5 Ûlng 9 ~  tang 
wo also x die Mittagsucrbesseiung in Zeitsecunden für r  —  0 ist. Wenn aber 
der Stundenwinkel gleich Null ist, so fallen die correspondirenden Höhen in 
eine einzige zusammen, nämlich in die gröfste Höhe, x  ist dann also die
jenige Gröfse, welche man zu der Zeit, wo man die griffst« Höhe beobachtet 
hat, hinzulegen mufs, um die Culminationszeit zu erhalten— ■;

Derselbe Ausdruck war schon in No. 8 bei der Reduetion der Circum- 
meridianhöhen gefunden.

14. Aus zwei beobachteten Höhen zweieigGestirne und 
der Zwischenzeit der Beobachtungen kann man imm^i; Zeit
und PolhöWe zugleich finden. Man hat in diesem Falle wie
der die bcideih Gleichungen:

sin h =  sin cp sin 3 H- cos <p cos 3 cos t,
sin A?=  sin cp sin 3’ +  cos <p cos 3f cos t\

Ist nun u die Uhrzeit der ersten Beobachtung, u' die 
der zweiten, /\u der Stand der Uhr geg.fn Sternz,eit,’^q ist: *)

*)  Beobachtet man die Sonne‘ und braucht mail eine nach mittlerer Zeit 
gehende Uhr, so ist, wenn xv und xv’ die Zeitgleichung zu beiden Zeiten be
zeichnet : t =  u -f~ A w —  u>,

t' =  •(/ +  A u — xo\ 
also: X =  u' —  m —  (w} —  xv).
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t =  u -f~ A u —  a
1! =  u'' ~f* A w — od j

wo i\u für beide Beobachtuügen als gleich angenommen ist, 
da der Gang der Uhr- bekannt sein mufs, mithin eine der 
beobachteten Zeiten weggn dieses corrigirt angenommen wer
den kann. Dann ist also

u' —  u —  ((/.'' —  a) —  X

eine bekannte Gröfse und t' —  t - 1- X. In den beiden Glei
chungen sind also nur die beiden Unbekannten Ep und t ent
halten, die sich daraus werden bestimmen lassen Zu dem 
Ende drückt man die drei Gröfsen

sin <p, cos <p sin t und cos y> cos t 

durch den parallacdisclien Winkel aus, indem man in dem 
Dreiecke zwischen Pol, Zenith und Stern hat*.®

sin f  =  sin 7(*sin S -+- cos h cos 8  c™  p, 
cos  p  sin t == co s  h s in ;? , (<:t)
cos  cp cos  t =  sin h cos  8  —  cos  h sin 8  cos  />.

Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichung für 
sin /«', so wird:

sin ti =  [sin 8 sin 8' H- cos 8 cos 8’ ccffilsin h
-t -  | cos .jf .-.in 8' —  sin 8  cos $’ c osffi],c o s  h cq&P 
—  cos ifisjn % . cos h sin p.

Betrachtet man aber dasbjDreieck zwischen den beiden 
Sternen und dem Pole und bezeichnet die Distanz der bei
den Sterne mit P jd iet Winkel an den beiden Sternen mit s 
und s\ so findet man:

cos D  =  si» 8 siiTO1 -f- cosjheps S’^ s  X 
sin .Skjos s =  cos S sin §' —  sin 8 cos S1 cos X (b)

jtlsin D  sin s =  cos S «in X,

mithin, wenn man diese Ausdrücke in die Gleichung für sin h! 
setzt:

sin /(' =  cos D  sin h -4- sinsS cos 7i cos (s -f-p),
' - \  "jsiu A' —  cos D  sin h

also • pos (s +  p) —  r -pr ;--------- (c)sm D  cos h
giSubstituirt man aber in

sin h =  sin <p sin S -t- cos <p cos 8 cos ( /  —  X)

die Ausdrücke für sin (p, cos cp sin t' und cos cp cp.s t1 aus dem 
Dreiecke zwischen dem Zenith, Pol und zweiten ßtern, so 
erhält man leicht:

sin -i —  oos -® sin  h'

20

, , . o m  ti e n o  a v  c rx ii. u, . x
cos (,s —  p ) —    -7-. (d )

■  sin 0  cos ti
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Hat man so aus den Gleichungen (b) und (c) oder (d) 
den Winkel p oder p' gefunden, so geben dieqGleiclmngon (a), 
oder- die entsprechenden Gleichungen für sine/-, Oos m sin t’ 
und cos cp cos f' dihS glweiiten Gröfsen <f und f oder <f und f .

Die Gleichungen (b) geben für D und s, ebenso die. Glei
chungen (a) für <p und t den Sinus und SSJ ŝirms, folglich
kann kein Zweifel darüber bleiben, in welchem Quadranten 
diese Winkel genommen werden müssen. Die Gleichungen 
1^9 und ((begehen dagegenjgjuur denöSosinus von s p  und 
s ' — p '; da aber das Dreieck zwischen ,dem Zenitli nnd den 
beiden Sternen giebt:

sin D sin (s +  />) =  cos li sin (A! —  Ä )
und sin D  sin (s —  p )  =  cos Ji sin (A! —- /i) ,

so sieht man, dafs^sin (s - f -p) und^Bi (V — jm immer das
selbe Zeichen wie sin ( Ä — Ä) habet! und man/wird daher 
immer leicht darüber entscheiden können.

Die Formeln (a) und (b) bmu man noch durch die Ein
führung von Httliswinkeln auf die gewöhnliche Weise für die
Rechnung bequemer machen, während man die Formel für
cos ( s + p ) ,  wie in,No. 4 dieses Abschnitts, in einen beque
men Ausdruck für ta n *  Q-FfO'2 verwandeln kann. Evan er
hält dann das folgende Systemi^on Gleichungen:

8Ps)n 8’ —  s in / sin F  
cos 8' cos /  =  sifT/’ co'stp' (;d)
cos 8' sin X —  coa/i

cos D  =  s in / cos (R —  8) 
sin I)  cos s =  sin /s in  {F —  8) ( / )
sin D  sin s =  cosi/Ji

cos O R n w f -  li)
tan gi (s-t-n)------------ -Tq~  tF  - F F  tY Wcos Co— JJ) sin/O —  li)

wo S  =  \ (Z) —j- Ti —i— /f), 

sin g sin G —  sin h 
sin /q o s  G = j  cos h eos p (Jt)
cos g =  cos7isin;>,

_ \sin tp =  sin g cos (G—  8) 
coßjtp sin t =  cos g (i)
cos tp cos t —  sin —  8).

Mau kann sich auch bequem der (raflfs’ slp ib  Gleichun
gen bedienen, indem zuerst das Dreieck zwischen dem Pol 
und den beiden Sterilen, irassjgp Seiten D , 90° — ö, 902— Ö' 
und die gegenüberstehenden Winkel A, s' und s sind, giebt:
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U)

CB)

I .sin y .J) . sin 4 (s' —  s ) =  sin —  5) cos 4 X 
sin 4 ^ 3  c(«ij (s '—  s) =  cos 4 ( $ '+  $),sin 

cos 4 I )  . sin ? ( s, +  ä a ~  cos 4 G ’—  8) c o s ®  
cos t* D  . co^Bj.v' +  s) =  sin 4- (#’-)-< ^ in  \

Dann hat man wi^vorlier
, , ., cos 'S . sin ( S — J i)  .

tang V B  +  p) =  —  - - — —  —  ,
cos (6  —  JJ) si,n (o —  h)

1 * 1 , ,  17, cos S j  sin OS— /i)oder t a n g ^ _ _ _ g — .

Endlich giebt das Dreieck zwischen dem Zenitli, Pol 
und Stern:

s i n  ( 4 5 °  — 4  ip) s i n  4  (A  +  0 =  s i n  4  p  c o s  > J  ( / i  +  d )  *  

s i n  ( 4 5 0  — 4  f )  c o s  4  * )  =  c o ^ t  p  s i n  A G  —  S)
c o s  ( 4 . 5 0 —  4 y’Ä m i  (A  —  t) =  ; s i ' n  \ p s i n  '*:(h + 5 )  
c(5s{(4gj.—  4 yO c o s  4 CA —  t)= f f«  4 p c o s  4 (4 — S), 

und, wenn iiia.n^tlas andre Dreieck benutzt, so erhält man
entsprechende Gleichungen, in treuen nur A ', p\ li und S’
statt A , f, h nnd <> vorkommt.

Dabei hat man noch den Vörtheil, dafs, wenn man die 
Beobachtungen mit einem Flöhen- nnd Azimntalkreise ge
nlacht und bei der Beobachtung-! gier Höh’c auoh den Azi- 
mntalkrcis abgelesen hat, die> Vergleichung dieser Ablesung 
mit dem bepeclinet.cn Werthe A des Azimuts nebenbei die 
Ilichtung des Meridians auf dem Kreise giebt.

B e isp ich  Westphal hat am 29. Octoher 1822 zu Be- 
nisuef in < Aegypten die folgenden Höhen des Mittelpunkts 
der Sonne beobachtet:

« =  2 0 M 8 “ 48s h =  37» 56 ' 59".6 
j 0 = 2 3  7 1J h’ —  50 40 55

wo m' wegen „df&j Ganges dei; Uhr verbessert ist, und h und h’ 
wahre Höhen sind. Der Unterschied der Zeiten in wahre 
Zeit verwandelt giebt: ). =  2b 18m 28s. 66 =  34" 37' 9". 90, und 
die Declination der Sonne war zu beiden Zeiten:

S =  —  10° 10’ 50". 1 und 8’ —  —  10° 12 '57".8.

Damit erhält man nach cren Gaussischen Formeln:
Z ) =  34° 3 '2 0 ”. 27
s =  Ö3 'Tl2 58 . 26
s’ =  93 6 1 .  93.

F o m e 'r ig j+ p  =  53 15 41 .26
mithin: p  —  ~  39 57 17 .00

und damit: tp—  29 5 39 .80
t =  —  35 24 59 , 23

A  —  —  46 19 3$  . 17.
20*
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Berechnet man auch cp und l ' aus dem ändern D re is t , 
so hat man noch diHPrüfung, dais mau für ff denselben 
Werth finden, und dafs t.'—-t — \ sein mufs.

Um nun- zu sollen, wie man die, Sterne auswählen mufs,
wenn man durch dhge Methode" die sreberStieii Resultate er
zielen will, mufs man diSjbeiden Differeniialgleichungen : 

dh =  —  cos A  dtp —  cos p  sin A dt 
dh' —  —  cos A ’äp  —  cos <p sin A'dt

betrachten, wo in beiden Gleichungen derselbe Fehler in der 
Zeit angenommen ist, weil man dengjUnterschmd immer mit 
auf den Fehler m der Höfie übertragen kann. Durch die 
Combination beider Gleichungen findet man nun, je nach
dem man d<f oder dt eliminirt:

cos A' cos’ij. ,
cos • 7 j isin 14 —  A) sm 5(0 —  A)

sinbl1 sin A  ,,
d</ =  —  . —  , - dh-{- - . „ d h .

sin (.A —  A ) sm (gj —  4 )

Daraus sieht nfanralso, dafs, wenn die Fehler in h und h’
kejnen großen Einflufs auf das ritespltat haben 'Rollen, diE
Step.ijpso au^zu wählen sind, dafs A' — A möglichst nabc=±= 90°
wird, da, wenn diese Bedingung genau erfüllt ist:

co s  < p d t "  co s  A ’ d h  —  qos Ä d h !  
dtp =  —  sin A ! d h  - f -  sin A d k \

Ist dann Ä  nahe bei =t= 90", also A nahe .'bei J0" oflfer 
18® , so wird in der ersten Gleichung der CoefficSijnt von dh 
ein Minimum, de» von dh' dagegen ein Maximum, als© hängt 
die Genauigkeit der Zeit^stimmnng hauptsächlich von der 
Höhe ab, welche nahe am ersten Verticale genommen ist. 
Ebenso sieht man ahs‘ der zweiten Gleichung, dafs1 die Ge
nauigkeit de.r Breitenbe.stimmung hauptsächlich voii der, Ge
nauigkeit der Höhe abhängt, welche nahe ‘dm Meridiane ge
lassen ist. Für das obige Beispiel wird, da A'=  — 1° 15’ ist: 

dp  == +  0.0308 dh —  1.0215 dh’
d t —  A- 0.1077 dh —  0.0744 dh'.

15. ln einigen besonderen Fällen wird die Auflösung 
der Aufgabe einfacher. Beobachtet man z. B. derselben Stern
zwei Mal, s& ist. die Bmclination für beidd -Beobachtungen
dieselbe, und din Formeln (zl) der vorigen Nummer gehen 
dann, da s '=  s wird, über in:
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. , , , COS S COS P  , ( + <  COS 8 COS p  J — t
d A  - —  S ic  A  ta n g1 h a (p. H-------------------—  a  ---------------------------- -------d— !—  ■

h y cos h »p 2 cos h 2
• « j W -  ,S I ■ lio s i'c o s p ' t c o s ä 'c o s n ' i — td & ’—  — sm A jffii; /ffisj-f- ,, d -- H------------- - /  d

■jjos h 2 cos h 2

wo mir iifrjden ursprünglichen Gleichungen statt

t’ und la t t  t gesetzt äst.
2 2 sv

Zieht mau diewMgte Gleichung von der zweiten, die dritte 
Gleichung von dar vierten ab, so erhält man Reicht durch
Elimination zuerst von dann von d r/~, wenn man be
rücksichtigt , .dafs

css S sin p =  cos cp sin A
cSs S cos p . 

irf * r s / ‘ ,—  —  sin cp -+- cos cp tang h cos A 
cos h

ist: * ^  f
Mtitp —  [tang h cos^l —  tang h’ cosll’] d (k’ —  h) +  [sinZt —  lin .J?] d ( A  — Ä)

|/Sjd]s S . co3 §' . 1 . ,
H- — , cos p sin A —  cos s s i n i  a fr  —  t),

Leos h cos h J

Alcoscpd =  [tangÄ sin^l — tangA1 sin A'] Ayi' — h) — [cog^l — cos 4 ’] d(A' — A~) 

-f- [cosij^tg/i —  tg ^ » in 2y (^l' + A )  +  siny (cos A  —  co,s 4 ')] d(t’—  t), 

i tiWQ Jif =  2 [tg h +  tg h!) sin2 4 (A ’ —  A}-. 4  

Manlsielit daraus, dafs man, um den Einflufs der Beob
achtungsfehler möglichst zu verringern, Sterne auswählen mufs, 
deren Höhe und Azimutalunterschied grofs ist, damit M mög
lichst grofsdst. Ist [ (Ä — ^) =  90°, so wird seihst der Coeffi
cient von d (7t' — li) immer kleiner als 5.

Herr von Camphausfen hatüWorgeschlagen, die Sterne dann 
esu, heoba^htöb^ wenn die Höhe derselben gleich ihrer Decli
nation isftjjda damr dasgDreieck zwischen dem Sterne, dem 
Zenith und Pol ein gleichschenkliges wird, a lso£=180n — A 
wird und man einfach hat:

cotg S cos t =  cotg S’ cos t' =  tg (45 —
— cotg S cos^4=  —  cotg S' cos A ' =  tg (45 —  1 jp)i

Woraus man jgrhält:
. . , . sin (8  —  §’) , . , .

tang *  (t +  |  == —  (T cotg *  (t -  0

oder

aus welchen Gleichungen man t' -+- t oder Ä  -+- A und cp
tang 4 (A -+ - A ) =  -!—yw w ~Jr cotS t  (a '—  4jL sm  (o  - f -  o )
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sin l  D  =  cos d  sin X 

cos 4 I )  sin h =  cos ^ X 
cos -,t I )  cos 6’ =  sin $ sin »! X.

Damit findet man aus der; ersten Gleichung (B ) und den 
Gleichungen (0 )  cp und f, und, wenn man w'll, A.

Man kann die Aufgabe in dem Falle aiich so auflgsen: 
Aus den Gleichungen

sin h =  sin cp sin d cos cp cos S cos t 
sin / /  =  sin cp sin $ -f- cos cp cos S cos (t +  X) 

findet man sogleich durch Addition und Subtraction:
cos S s iS t).. cos ff sin ((-+- D.) = cos (h + / i ’) sin J (h — ti) 

sjJÄpini?--t- cps Scos ti os y>cos(i;4-^)=sin  j(A +  ti) cos^(A — ti).
Setzt man daher:

sin S =  S?s h cos B  
cos S cos ti X =  cos 6̂ s'in B  (A )
cos.&jsin ti X =  sin b, 

so RBfc die zweite der Glffichungen (a) über in:
r> , r , i ■ -r, sin ti(h -h  ti) cos Sr/Mti- h')sin p  cos B  cos p cos sm B —  - --------- -— —"A -----A  .

cos 6
und wenn man endlich annimmt:

G)

so ist:

cos cp sin (J, 
-J&.OS p cos ('4

sin p =  cos F  cos G 
H ti f l  stn G

cos G .cos'{B — F) =

Fig . 8.

1) =  sin F  cos G,

cos |p̂ /i +  A'ksm p n  —  ti) 
sin b

sin ,! (/( +  /;') cos ti (h —  ti) 
• cos b 

Berechnet

(Bh

BF)

man also zuerst dig 
Gleichungen (A), so findet man dann 
G und F  nach den Gleichunipi«! (C) 
und damit cp und t nach (B ). Die 
geometrische Bedeutung der' Hülfs- 
Avinkel ersieht man leicht aus Fig. 8, 
wo P Q senkrecht auf den beide Sterne 
verbindenden gröfsten Kreis gezogen 
ist, ZM  dagegen senkrecht auf PQ. 
Man sieht dann, dafs b —  Q S =  11), 
B =  PQ, F — PM  und G = Z i)l  ist. 

Berechnet man als ein Beispiel das vorige, iude^i man 
die Aenderung der Declination unberücksichtigt läfst und 
<5 =  — 10“ 12' 57".8 nimmt, so findet man:
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£  =  100° 41' 2Sg. 1 fiiPS =  9.4 6 6 (i 00 A s  b =  9.980534 
sin G =  9.43286$.. cos G =  9 .9 ^ 4 4 5  F =  41° \l.53". 3

und damit t —  —  35° 2g1 21'\0 f  =  29° 5' -12”. 7.

Sind die beider? Höhen gleich, so ble.iben die Formeln (34) 
oder (e) und ( / )  in No. 14 dieselben^ aber die Formeln ( B) 
gehen über in:

i /  , >,2 t i r< -w cos (A -+-4 D )tang 1 C s-f-p )2 =  tang,' (s — f )  —  n ~ r f ö  ’cos (A —  | D )

womit man <f und t nach den Fgrmeln (h) und (i) oder <p,
t und A nach den Formeln (C) linden kann.

16. Eine hiermit verwandte Aufgäbe, obwohl [sie nicht 
zu der Classe der reinen Höhenanfgaben gehört, ist die: Aus 
den beobachteten D ’ fferenzen der Höhen und Azimute zweier 
Sterne, sowie der Zwischenzeit der Beobachtungen der beiden 
Sterne Zeit und Polhöhe und zugleich die Höhen und Azi
mute der Sterne selbst zu bestimmen.

In diesem Falle hat, man wie vorher die Gleichungen (S) 
in No. 14 zu berechnen.

In dem Dreiecke zwischen dem Zenith und den beiden 
Sternen hat manl'äber, wenn die Winkel an den Sternen mit 
q und q' bezeichnet werden, da der dritte Winkel A'— A und 
die gegenüberstehenden Seiten 90° — li\ 90° — h und D sind:

Aus diesen Gleichungen findet raanM Qi -t- /*').,. mithin 
h und h! und die Winkel q und q’. Da aber nach No. 14 
q =  s-\-p<? q '= s '— p ist,fco sind dämiieip und p' gegeben und 
man kann daher nach den Gl'öichungen ®C) m No. 14 </>, t 
und A und, wenn man will, zur Prüfung aps den entsprechen
den Gleichungen für den andren Stern cp, l und Ä  finden.

Für diesen Fall hat inan die Differentialgleichungen nach 
No. 8 des ersten Abschnitts:

dh —  —  chSrafs —  cosvTm p rd — f- cos? S sin p d t

dh' —  —  cöeA ’dtp— cos 5 'sinp1. d — cosA sinp d  ^

sijüv W — l)

sin PCs' +  q) =
cos 4 Qi —  A) cos 4 (A' —  Ä) 

cos 4 D  
Im 4 (A' — cos 4 (-4' —  Ä) 

sin

tang 4  (A' -+- A) =
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berechnen kann. Da man aber nie die Höhe genau in dem 
Augenblicke nehmen wird, wo dieselbe gleich der Declination 
des Sterns ist, Eo müssen die beobachteten Gröfsen t'— t und 
Ä — A auf diese Zeit reducirt werden. (Vei^l. Encke über 
die Erweiterung des Douweg’scjten Problems im Berliner Jahr- 
buclie für 18*$,)

B e isp ie l. Am 30. März 1856 wurden zu Cölu die 
folgenden Unterschiede der Höhen und Azimute von tj Ursae 
majovis und n Aurigae beobachtet.

ti —  h =  —  4» 10' 46".0  
A' — A =  226" 28' 9".9 

Der Untei^liicd der Zeiten &  —  0  —  0h18m8s .70  Stcrnzeti®'

An dem Tage waren die scheinbaren Oerter der Sterne: 
“ O; Drsae itmjon.4 n =  13ll41™S4s . 53^* 8 =  +  50° 1’ 45”. 9 

nAuriHe a =  5 6 1 . 69 < f = - t -  45 51 1 .7 .
Damit wild l  —  13ß“v30’ 23”. 1 und man findet zuerst 

nach den Formeln (A) in No. 14: 
s =  +  31» 22'33-". 18
s' =  +  28° 41' 521'. 20 D  =  76° 0' 14". 79.

Dann wird nach den obigen Formeln (B) q' —  — 28ö40'53''. 44, 
q = — 31^1'32". 80, und d a g '= s '— p\ q — s -\-p, luWvvird 
p =  — 62° 44' 5”. 98, p' =  -t- 57° ^ 4 3 ”.-64. Da man äuch 
findet 4- (/P-+- /«.) =  47° 56’ 40”a.61, also h =  5,0112’ 3”. 61, so er
hält man nach den Gleichungen (C) in No. 1.4: q — 5(?°55'55''.57, 
f =  2HÜ” 2i5«i'. 70, A =  244#7 ' 48". 50.

Berechnet man die oben gegebenen Differentialgleichun
gen, so findet man für diesen Fall, wennlfman alle Fehler in 
Bogensecunden ausgedrückt annimmt ’:

=  _  0.0342 d (h' — 7r) —  0.4892 EftA—  Ä) +  0.2438 d (t’—  /)

d - y - =  —  0.8621 d(h ’— h) +  0.02^4 ® A - j  A )l~—  0.0188 rfH’-jÄ ).

17. Die Methode, die Polhöhe und die Zeit aus zwei 
Höllenbeobachtungen zu bestimmen, wird sehr häufig zur 
See angewandt. Die Seefahrer gebrauchen aber nicht die eben 
gegebenen directen Auflösungen der Aufgabe, weil die Rech
nung nach denselbe.ft zu weitläuftig ist, sondern bedienen sich 
immer einer indirecten Methode, welche von Douwes, einefn 
holländischen Seefahrer, zu diesem Zwecke .vorg-egchlagen ist. 
Da ihnen nämlich die Breite durch die gewöhnliche Schifis
rechnung nach Compafs und Log annähernd bekannt ist, so
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finden sie mit dieser genäherten oder, wie^num in der Schit- 
f^sprache sagt, gegifsten Breite, ,aus der vom Meridiane ent
fernten Höhe, der Zwischenzeit und der, Declination eine 
freilich nur annähernd genaue Zeitbestimmung, mit welcher 
sie aus der dem Meridiane nahen Höhe die Polhöhe berech
nen. Mit diesem negum Werthe der Polhöhe wild dann nie 
Rechnung für die Zeitbestimmung wiederholt.0 o

Nimmt man wieder an, dafs dasselbe Gestirn zwei Mal 
beobachtet ist, so hat mail:

sin lt —  siö 1' =  costqScok S [cos / —  cos (t -t- 1)]
== 2 c.oslyjfcffsjtV sin-:f< -f- $2) siu I,

also:
sin (t -1- 4 ^) —  sjsc <p scc S coseti i  1 [sin h —  sin /('] 

oder, wenn man die^Formel logaritlimisch schreibt: 
log. 2 sin (/ +  D )  =  log sSEol 4-log sec (V+log [sin h —  s in Ä '] -t -lo g c o s & c (4)

Da nun cf annähernd bekannt ist, so kann man aus die
ser Gleichung / -+- f / . , also auch t finden und erhält dann 
ans der am Meridiane gelegenen HöEe Ji eine genauere. PoJ- 
höhe duEdi die Formel:

1  cösj(r/> —  S) =  sin h' -t-Kis if cos S . 2 sin +  2)2. (B )

Stimmt das hierdurch gefundene Resultat mit der gegifs
ten Breite nur entfernt übefoin, so rnufs mau die Formeln (Ä) 
und (B) ni’t dem jetzigen Werthe von <f von Neuem berechnen.

Zur Erleichterung der Rechnung sind nun von DohweH 
Tafeln gegeben, die sich in den „Tables requisite to he used 
witli t.he nauücal ephemeris for finding the latitude and lon- 
gitude at sea“ und in den Handbüchern der Schifffahrtskunde 
finden. Diese dHfeln geben die Werthe von log Cosec ' /. 
für die Stundenwinkel in Zeit unter der Aufschrift log. half 
elapsed time (Logarithmus der halben verflossenen Zeit) und 
von ]$g 2nsin (t +- fÄ) unter der Aufschrift log. middle time 
(Logarithmus Mixtelzeit) und endlich von log 2 siu f  unter 
der Aufschrift log. Esing time (Logarithmus Steigezeit). Die 
Groise log. sec tp sec 8 heifst daselbst log. ratio und man 
hat also nach Gleichung ( / l ) :

Log Mittelzeit =  Log ra'tio - f ;  Log [sin h —  sin A’J 
Log halbe verflossene Zeit.

Sucht man diesen Logarithmus in den Tafeln für Mit
telzeit auf, so erhält man unmittelbar t. Nun sucht man für
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den Stundenwinkek t +• l  den Log. Ste.igezeit, zieht dit¥on 
Log. raffo ab und addirt die dazu gehörige Zahl zu d'eiii 
Sinus der gröfstrn Höhe. Dadurch erhält man dann den 
Sinus der Meridianhöhe al&o auch die Polhöhe.

Will man statt der Douwes^ehen Tafeln die gewöhn
liche sphärische Rechnung amvonden, so hat man die For
meln zu berechnen:

cos Qi -f- h1') sin  ̂ (7/ —  7/)

und:

w o :

sin [t -t- ■—  „
cos p cos o sin ^ .

,  s i i * 7 i ' ~
c o s  (p  —  H i —  -A1-- .

sin 8 =  >/sin iV 
cos 5? cos t =  M  cos N.

Berechnet man das Beispiel in No. 14 nach Douwes 
Methode und nimmt

5P= 29° 0'
an, so wird:

log- ratio 0 . 06512
log (s in /i  —  sin /i') 9 . 20049,,

log half elap„^4 k me 0 • 52645
log middle time 9 . 79206,,

/ =  —  2h 21m. 4 
also « '=  —  0h 2m. 9 

log rising time 5 . OQtftü
log ratio 0 . 065112

+  0 .0 0 0 0 7  
sin ti - 1- 0 .

L .cos (tp —  8) =  9 . 88S58
p —  8 =  39° 18’. 7

t p =  29 5 .7 .

Wenn man die Beobachtungen zur See anstellt, so wer
den die beiden Plöhen in der Regel an verschiedenen Orten 
der Erde genommen, weil das Schiff sich in der Zwischen
zeit der beiden Beobachtungen «prtbewegt. Da aber die Ge- 
stShwindigkeit des Schiffs durch das Log und die Richtung 
des Laufs durch den Compafs bekannt ist, so kann nian imme| 
die Beiden Höhen auf einen Beobachtungsort reduciren.

Das Schiff sei hei der ersten Beobachtung in A Fig. 9, 
bei der zweiten in B. Denkt man sich nun vom Mittelpunkte 
der Erde nach dem Sterne S eine gerade Linie geiögen,
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Fig. 9. welche die Oberfläche in S' schneidet, so
wird in dem Dreiecke A B S’ dieü&elte BS ' 
die an dem Ortei ß  gemessene Zenithdi
stanz sein und man wird, da BA be-kanut 

hieraus die Seite A S\ d. h. die Zenith- 
distanz des Sterns, welche, man an dem 
Orte A gemessen hätte, berechnen können, 

wenn man den Winkel S’ B A kennt. Der Schiffer mufs da- 
k p ,  wenn er die zweite zu reducirende Höhe mifst,»jauch 
das Azimut des Sterns nehmen, d.h. den ’Wiinkel S'B C, und 
da er den Winkel C B A , welchen dje Richtung des Schiffes 
mit dem Meridiane macht, kennt, so ist dadurch auch der 
Winkel S'BA  bekannt. Bezeichnet man: denselben durch n 
und die Entfernung der beiden Orte A nnd B mit A , so 
hat man:

sin h„ =  sin  h cos  A -+- sin A cos  h co ä jt , 

wo h0 die reducirte Höhe ist. Schreibt man dafür: 
sin h Q —  sin k  ~ h  sin A  cos  h cos  a  —  2 sin -y A 2 sin h, 

so erhält man, wenn man A statt sin A setzt, nach der For- 
mel ‘20 der Einleitung:

=  Ä +  A cos «  —  ^ A 2 tang.Af , 
wo man gewöhnlich das ^tzte Glied vernachlässigen kann.

18. Hat man drei Höhen eines und desselben Sterns 
beobachtet, so hat man die drei Gleichungen:

sin h —  sin  tp sin 8 et>s tp cos  8 cos  t 
sin h' '== sin <p sin S cos p cos  8 cos  ((-+- X) 
siipft" =  sin tp sin 8 - f -  cos  tyscos $Sps (i

aus denen man drei Gröl’sen, also tf, t und 3 bejdinimen kann. 
Führt man nämlich die folgenden drei Hülfsgrößen ein:

X  =  cos  tp  cps'cf cos  t  

y  =  cos tp cos  8  sin t 

z —  sin tp sin 8,

so werden die drei Gleichungen jötzt:
sin h =  2
sin h ' =  z - f -  x  cos  X —  y  sin X 

sin h" =  2 +  3: ,fcos V —  y  sintf', 

aus’üdenen man die drei Unbekannten z, y und x  durch eine 
einfache Elimination findet. Kennt man diese abec, so .erhält 
man daraus die Grolls en <y, t und -3 durch die Gleichungen:
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ytang t =
x

sin p sin 8 =  s

cos <p cos S = y r 2 H -y 2.

Diese Aufgabi? wä® imn eine dbr Mquemsten und nütz
lichsten, weil man zur B<?echnung der Beobachtungen durch
aus keine fremden Data zuTentnehmen hätte*). Sie ist aber 
practisch nicht anwendbar, weil die Fehler in den Höhen 
einen sehr grofsen Einflufs auf die zu findenden Gröfsen äus- 
üben. Nimmt man indessen S nicht mehr als constant an 
sondern beobachtet drei vöm'-hiedene Sterne, deren Declina
tion man ‘als gegeben ansieht, so erhält man, wenn lhan über
dies die drei Höhen als gleich annimmt, ein" sehr nützliche 
und elegante Aufgabe.

19. In diesem Falle werde n nämlich die drei Glei
chungen :

sin h =  sin p sin S -+- cos p  cos 8 cos t.
sin h —  sin <p sin S' 4 -  cos^ cos §' cos (t - ( - X) (a)
sin h —  sin w sin 8" 4 -  cos p  cos 8" cos ( t 4 - X'),

_ .wo X =  (u1 —■ u) —  ( « ’ —  a) 
und X’ —  (u" —  u) —  (a”—  a).

Betrachtet inan zunächst nur die beiden ersten Glei
chungen, so erhält man, wenn man darin:

4 (8} -f- 8) 4 (8  —  8’) statt 8 und 4 (8 4 -  8’) — 4 (1 —  8')
statt 8’ setzt und die zweite Gleichung von der ersferen ab
zieht :
0 =  2 sin y sin 4 (8  —  d’) cos 4 (8-{-S') 4 -  cos p  cos t, [cos 1 (ü 4— 8’)  co.JpG—  8') 

—  sin ? [8 +  8’) sin 4 G  —  <?')]
—  cos 95 cos ( t 4 -  1) [cos 1 (8 4 -  8') cos fl (8  —  8’) 4 -  sin 4 (8 4 -  8’) sin 1 {8  —  ^)] 
oder:

0 =  sin >p sin 4 (8 — i^lfcos 1 (8 4 -  8’)
4 -  cos p  cos 4i!^ 4 -  (Jj^cos 4 (8  — $ )  sin 4 X sin (< 4 -  4  X)
—  cos cp sin 4 (8  4 -  8') sin 4 (8  —  8') eps 4  X cos (< 4 -  ■/ X).

Daraus findet man:
tang p  =  —  sin 4 X . sin[S 4 -  4 X) cotang 4 (8  —  8")

4 -  cos(t "+•" 1 X) tang 4 (8 4 -  8’).
Führt man also die folgenden Hülfsa-gfimh ein: 

sin 4- X . cotang 4 (8 —  8') =  A' sin AB' 0 
cos 4 X . tang  ̂ (cf 4— 8') =r5tfijos B' (A)

B ' - j  X—  C',

*) Denn da drei Höhen eines und demselben Sterns beobacht» sind, 
so kommt auch die ltectoscension in X und X1 nicht vor.
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so wird:
g f ia n g  <f =  it*icos ( /  —f— *Ä')-

Verbindet man auf gleiche Weise? die erste und dritte 
der Gleichungen («s),|@o erhält man ganz ähnliche Formeln, 
in denhn nur l  und Ö andere AcceÄte haben, nämlich: 

sin i  X’ cotang \ ( S  —  Slr)  =  A "  sin B "  \ 
c o s i X ’ tang 4  (A 4 -  <S") =  A" cos  B "  ( C ) S

i  V =C ", >
tang ip —  A "  cos  (t 4 -  C^% (D )

Aus der Vej'gJfeichung der beiden Formeln (B) und (D) 
erhält Brau "ferner:

A 1 cos  (< 4 -  C') =  A "  cos  (< 4 -  C ").

Um nunvkus dieser Gleichung t zu bestimmen, schreibe 
man dafür:

Ä  cos [t 4 -  B  4-1^ —  H ]  =  2 "  cos  [ ( 4 - f f 4 -  C "_ H ] , 

wo II ein willkfthrlicher.WinkeDist, sodafs man, wenn man 
diePzposinus auflöst,^gghält:

1 J  m # os -  s )  ~  --1”cos (C" -  ¥1
ta n g 1 4 p ) ,  =  , . sh; 7 ( -  _ /y  -  ; ^ in- ( ^ r z r j y X °  ■*

Für II kann man nun einen solch dh Werth setzen, der 
die Formel am llequeinsten macht, also Null odhr C' oder &• 
Die eleganteste Form erhält man aber, wenn man: 

# A - ( C " 4 -  C"’)  

setzt. Dann wird nämlich:
, tang [i 4 -  h ( C 4 -  C ")] =  w ta n g -l  ( C " _  C ").

Führt man dann den Hülfswinkel g ein, gegeben durch 
die Gleichung:

tang £ =  j ,  , ( £ )

=  tang>(450 —  Q  ,

so wird:
Ä —  A " ___ 1 —  tang £
A ’+ A "  1 4 - t a n g £  

a l s o :

tang [<4-4- (C " 4 -  ^ ) ]  =  tang (4 5 °  —  £) cotang ß fC 1 -  C"). {F .)+

Die Gleichungen (A) bis (F) enthalten die Auflösung 
der Aufgabe. Man sucht zuerst aus den Gleichungen (A ) 
und (C ) diev W ertig von A\ B\ C’ und A”, B'\ C4", findet 
dann t durcli die^Gleichuhgen :(F) und (F) und zuletzt cp 

aus., einer der Gleichungen (ß) oder (D). Die Höhe selbst 
braucht man also zur Beppehnung von cp und t nicht zu ken
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neu. Subst’tuirt man aber. die gefundenen Wertlie in die 
ursprünglichen Gleichungen (ß ) ,^ o  erhält man h  und kann 
daher, wenn man die Höhe auch am Instrumente abgelesen 
hat, aji|| 'deii Vergleichung der Rechnung mit der Beobach
tung den Fehler des Instruments bestimmen.

Um nun zu sehen, wie. die drei Sterne ain Himmel ve¥- 
theilt öhin müs^n, damit man durch die Beobachtung dersel
ben die sichersten Resultate erhält, Düti^hte'th man wieder 
die Differentialgleichungen. Da die drei Höhen gleich sein 
sollen, so lEänn man auch dh in allen drei Differentialglei
chungen als gleich annehmen und die Fehler, welclie&etwa 
b ä  der Beobachtung, der Höhen gemacht sind, mit auf die 
Zeit werfen. Ist dann:

t =  n 4 -  A »  —  « ,

so « ird also dt aus zwei Fildern zusammengesetztiseiii, 
nämlich erstens aus dem Fehler im Stande dep UhrJ d (A m), 
w a B p f bei allen drei Beobachtungen derselbe ist, weil dev 
J$äng der Ulir als bekannt angenommert wird, zweitens aber 
aus denr Fehler in der Zeit der BjSJbachtung. welcher letz
terer für fede dcrselbe.n ein andrer sein wird.

Die drei Differentialgleichungen werden somit: 
d h  =  —  cos A  d y  —  cos <p sin A  d u  — ■ cos cp sin A  d  (A «■) 
d h  =  —  cos A '  dcp —  cos cp sin A l  d u  —  cos cp sin A 1 d  (A u) 
d h  =  —  cos A "  dcp —  cos cp s in  A n d u n—  cos (p sin A ” d  (A «)*

Zieht man die beiden ersteren1 Gleichungpn von einan
der ab und verwandelt die Differenzen der Sinus und Cosi
nus in Producte der Sinns oder Cosinus der halben Summen 
und Differenzen der Winkel, so erhält man:

O • A  +  A '  4. +  A ’ cos p  sin A
0  =  2 ßin  — dtp —  2  cos  c o s t p d ( i \ u ) ------------ ----------- T r  d u

Z Z , A  —  A
f i m . _

cos cp sin A l . 

sm  2

und ebenso durch die Verbindung der ersten und dritten 
-CJeichung:

A  +  Ä '  ,, A - \ - A "  . . .  cos  p  s in A
0 == 2 s i n — —  d p  —  2  cos  cos yuZ ( A u ) ---------------------- ~ w- d u

Z Z . A  —  A
sm  -  - -

Cos p  siii A "  , ,,
+  — j ^ T T  tä  ■ 

sm — ——
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AnÄfeiden Gleichungen findet man dann, je nachdem 
man dsfA'ü) oder dcp eli niiiint-:

, A '-hA” . , A - H A ”
^ a b s  y> sin A  ,g>s -- — cos 9p s.n A  cos - —

< ^  =  "  1  A ' - A2 sm  _3 —  sin — -  — 2 sm — Q — sm — -—

• A ” ^c o s  y  sm A  cos ^

A "  —  A  A " — A ' ! ? ”2 sm —  —  sm — 
und:  * *

, . . ÄAr A!’s m . l . s m -  ^ sm Al s m - —— -
d(Au) =  —  ~ Ä , — — du +  -  2 7 — x  A ' — A7'

2  sm —  sm — ^ 2  sm —  sin — ^—

. „ . i  +  aI1
sm A  sin —  -----

t____ ___ ___  ___~ ___   i })
„  . A "  —  A  . A " — A ’ ■
-  sm - 2 - sin - 2 -

Man sicht daran®, dafs man die Sterne so ajjszuwäblen 
hat, dajMcüe Differenzen der Azunute je zweier auf einander 
folgenden Sterne möglichst grofs werden, weil dann die Nen
ner der DiffcAntialqüotienten ebenfalls ein Maximum errei
chen, man mufs daher darauf sehen, dafs die Differenzen der 
Azimute nahe gleich 120° werden^).

B e isp ie l. Dr. Westphal hat am 5ten Dctober 1822 
zu Cairo felgende drei fglliche Sternhonen beobachtet.

«S flK a e  minovis um 8*1 28111 l ? s
a ITerctilis 31 21 im Wösten
a Arietis 47 30 im?^st<sn

Die Oerter der dredBjprne waren an diesem Tage:
a §

a U rsac niinoris 0>‘ 5 8 ^  14» . 10 +  8 8 °  2 1 ’ 5 4 ” . 3 
a H e r c u l iS  17 6 34 , A 6  ä 14 36 2 . 0
a A rietis 1 57 14 . 00  22  37 22  . 7.

Nun ist:
— K =  —f—3™ 4 S. 0 u " _ u =  - f l  19m 1 3 s . 0

oder in Sternzeit:
« ' —  «  =  +  0 h 3** 4 s . 50 +  0 h 19ra l f i s . 1 6

A J '  —  «  =  —  7 51 ® f ^ B W r - i = +  0 öS 5 9 . 9 0
X =  ’7&g4™~4Ts7Ä~ V —  —  39™' ÄH

=  11S° 41 ’ 5 ". 10 = = - - 9 °  5 5 ' 5 0 " .  10

raSi)_D ie hieij/gegebene Auflösung d iS w j Aufgabe ist von Gaufs. Monat 
liehe Correspondeuz Band X V III pag. 2 77  und folgende.
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Ferner ist:
4 (S — S') =  36° 52' 56". 15
4. ( 3 + 5 ')  =  51 28 58 . 15
4 ( 5 — =  32 52 15 . 80
4X5 + 5 » )  =  55 29 38 . 50.

Damit erhält man dann:
log 4 '=  0 .1183684 log A” =  0.1629829

B ' =  60° 48' 11". 92 B "  = —  5° 1 6 '5 2 ". 22
= 1 2 0  8 4 4 .4 7  C "  = — 10 14 51) . 27

4 ( C ' + C ’’) =  54° 56' 5 7 ". 10
4 (C" — C ") =  65 11 47 . 37

£ =  47 5 6 * 6  . 08
i =  — 56° 18' 2 8 ". 09 

=  —  3h 45"> 13s. 87 
7-f- C' =  63" 50' 1 6 ". 38
t +  C " =  —  66 33 18 . 36

und hieraus nach den Formeln ß )  und CD) übereinstimmend: 
5p =  3 0 “ 4 '2 3 ". 72.

Ans t erhält man die Sternzeit:
<9 =  21 i‘ 13m o s .  23 , 

und da die Stgrnzeit im Mittage 12J1 54™ 2S. 04 war, so war 
die mittlere Zeit gleich 8h 17™ 36s. b i, also der Stand derJUhr 
g%en mittlere Zeit:

Au —  —  10m 40s. 56.

Berechnet man auch die Höhe aus einer uer drei Glei
chungen (a) so erhält man:

7: =  30° 58' 14".44.

Aus A findet man die beiden ändern Stundenwinkel: 
t' —  62 " 2.2! 3 7 ". 01
(" =  —  66 14 24 . 19, 

und damit die drei Azimute:
A  =  181° 35'. 2 
A' =  89 33 . 2 
A " —  279 SpO . 4 ; 

endlich für die Differentialgleichungen:
d < p = —  0 .3 2 9  (7« —  5 . 739 du’ —  6 . 068 du",

Ü(A u) =  —  0 . 0018 du +  0 . 468 du’ —  0 . 3 9 6  du", 

wo dcp in Bogen, d (A*0. dagegen sqwie du, du’ und du" in 
Zeitsecunden ausgedrückt sind.

20. Caguoli giebt in seiner Trigonometrie eine + h r 
elegante Auflösung grade nicht de.s hier betrachteten Pro
blems, abe” doch eines ganz ähnlichen, sodnfs^sich seihe For-
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mein unmittelbar auf diesen Fall an wen den lassen. Verlangt
man aufser der Zeit und der Polhöhe auch die Kenntnifs der
Höhe selbst, so ist die Rechnung nach diesen Formeln von
Cagnoli nocli etwas bequemer als nach den eben gegebenen.

W s- 10. „
Es sm^J S, S und S"

Fig. 10 die drei beobachteten 
Sterne. Betrachtet man nun 
das Dreieck zwischen dem Ze
nith Z , dem Pole P und dem 
ersten Stern^l so hat man 
nach den Gaufsischen oder 
Napiersehen Formeln, wenn 
p den pajfallactischen Winkel 
bezeichnet:

und:

tang +  /0 =

tang 4 (y> —  /') =

-rcos 4 p -4-  p)
COS 4  0 —  p )

cos 4 0 - m

cos 4 0 - p )

sin 1 0 — p h

sin 4 0
sin 4 0 - pX

sin 1 0 Ü - p )

cotang^45° 

tang (45° -f-

~4<0

4D
OB

cotang (45° 4 S).

Betrachtet man nun die Dreiecke PSS ', PS’ S" und PSS", 
so hat man ebenfalls nach den Napierscheu Formeln, wenn 
man der Kürze wegen setzt:

A  = 4  [P,S”3S — P -S'S"]
A' =  \ [P S "S  —
A ’’ = M  [P S ' S — P & S ’ },

sin \ ( § "— S') ,
tang A  =  y r y , 7- ^  cotang 4  (1 —  X)vus 4 (
tang A' —

.8)
cotang 4 X

wo X und 
Da nun:

, sin 4 (iS' —  S )  , .
tang A  =  ... c o ta n g  h

cos 4 (o +  0 )

' ganz dieselbe Bedeutung

(B )

wie vorher haben.

p + p s  S’ = P S '  S — p' 
p'+ P S ’ S” = P .S " S '  — p" 
p +  P S S ” = P S " S  - p " ,

21
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so findet man leicht, dafs:
p  =  A ! —J —  A 1 ! —  A

p ' =  A ~ \ - A ” —  M  ( C )
p "  =  A  - f -  A '  —  A " .

Es ist aber auch:
sin t : sin p  =  cos h : cos <p 

sin (? 4 -  X) : sin p’ —  cos h ; cos 9?,

also:
sin t : sin (* 4 - X) =  sin p : sin p'

■r sin t -+- sin (l 4 -  X)  sin [A 1 4 “ A "—  A] sin [A  4 -  A "—  A'\
ö  61 ’  sin t —  sin ( t 4 “ X) sin [A 14 -  A " —  A ]  —  sin [A  4 -  A " —  4 ']

Daraus folgt:
tang [t 4 -  4 X] cotang 1 ^ 5=5 tang ^'cotang (A  —  A }) 

oder, wenn man für tang Ä ’ den Werth ans den Gleichun
gen (ß ) substituirt:

tang [t +  i 1] =  J 4  g g  ̂  cotang ( 9  —  T ) .  U>)

Man hat also zuerst aus den Gleichungen (ß) die Wer
the A, Ä  und A" zu berechnen, dann findet man durch die 
Gleichungen (C) und (D) p, p\ p" und t und nachher durch 
die Gleichungen (Ä) cp und h. EineljOnbequeinlichkeit bei 
diesen Formeln ist die .> dafs man in Ungejvilsheit bleibt, i 11 
welchen Quadranten man die verschiedenen Winkel zu neh
men hat, da alle durch die Tangenten gefunden werden. Man 
kann indessen dabei willkttlirlich verfahren, mufs aber dann 
180** f statt t sehmen, wenn San für cp und h solche W er
the findet, dafs gos cp und sin h Kntgegengeset^© Zeichen 
halffln. Ebenso limfsunan, Wenn man für r|lund h Werthe 
findet, die gröfser als OS" sind,5 ihreiiHfnterachjed vpn dein 
zunächst liegenden Vielfach“ ;  ipu jL‘80° nehmen. Je nach
dem sin cp und sin h g leicl» odeiv-entgegenge^tzte Zeichen 
erhalte*, ist üfe" Polhöhe nördlich oder ~sudlich * ).

Nach diesen Formeln '.ist nun die Ber& h«uig des in 
No. 19 gegebenen Beispiels die folgende. Es war:

1 1 =  59° 2Ö'*32”. 55
! / ’=  —  4 57 58 . 05 

\ ( Ö " -B )  =  4° 0 '4 0 ”jj®| 1 (S"— S) =  -  32° 52’ 1 5". 80 
S ) =  —  3 0 J 5 2 W .  15 

i  CS"-+- * '  — 18 M  42 . 3 #  1 ( J "+  8) =  -55 29 38 . &M
1 (J -M ')  =  51 28 *58 .15.

*) Monatliche Correspondcnz Band X IX  pag. 89.
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Damit erhält man:
4  =  —  2° 2 '4 ".3 3 , j g =  84° 49' 4 ". 07, 4 "  =  —  29° 44' IG". 52 

A  — A' =  —  86 ° 5 1 '5 " . 40 
( +  D =  3 2 4 .47

* =  —  5.6 18 28 . 08.

Um nun 99 und h zu finden, müfete man uie Formeln (A) 
hpröjhnen, die aus dem Dreiecke zwischen Pol, Zenitli und 
erstem Stekhe liergelertet sind. Da in demselben aber zu 
kleine Winkel Vorkommen, so ist es vortheilhafter, das vom 
zweiten Sterne, dem Pole und dem Zenith ^gebildete Dreieck 
aufzulösen, mithin die folgenden Formeln zu berechnen:

tangi (p  -+- h) =  tong (45° 4 -  £ S!)
cos ^ \ j

f l p i g i  (5° —  Ä) =  f  / /  , P<\ cotang (45° H- 5̂ Sy.sin i  (t -+KÜ*
Nun ist:

t! =  t +  X =  62° 2.2' 37". 02 
p ' =  A +  Ä ’ == ^ 3 0 24' 38". 08, 

und hiermit erhält'man:
y =  ' iS0° 4' 2S .  73 
■ = 1 4 9  1 45 .5 8  

oder, wenn man für h das ConJJHSfccnt zu 1-80” nimmt:
/ , =  30 58 14 . 42, 

fast genau dieselben W erthS wie siedidie vorige Rechnung 
ergab.

21. Mau kann die Cagnoli™ lien Formeln auch laicht 
auf analytischem Wege ableiten, indem man von den drei 
Gleichungen ausgeht, die 11181 für jed’en Stern nach den 
Gruudformeln dex_ sphärischen Trigonometrie,.erhält:

sin h —  sin p  sin cos cp B s  8 cos t \ 
cos h sin p —  sffls <p sm t / (ß)
cos h cos p JgR n fp&os 8 —  cos p sin 8 cos t >

sin Ih =  sin p  sin $'4~ cos p  cos S 1 c6s'(^ -t /i) \ 

cos h sinp' ='cos.-.yf sin (i-f-Ü) i Q>)
cos h cos p’ —  sin p  cos S' —  cos p  sin 8' cos ( : + f )  

r^sin h =  sin p  sin <f"4 - c£s p  50s 8n cos (i 4 - 2 ) 
cos h s in p " = r S s  p  sin (£ 4 -2 )  
cos h cosp ” =  sin p  cos S"—  cos p  sin 8" cos {t 4 - 2 )

Zieht man die ersje der Glemhungen (b\jwtn der ersten 
der Gleichungen (a) ah und führt \ (cf-f- i>) 4 -1  (<5— d’) statt § 
und £ ( ß  4- d ) — — o ’) statt 31 ein, so erhält man die

2 1 *
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vorher in No. 18 gefundene Gleichung (a). Behandelt» man 
auf dieselbe Weise die dritten der Gleichungen («)- und (&),_ 
so findet man:
c o s  h s i n - j  (p '+ p )  s i n  5  (p '— p)  =  s i n  <p s i n  j  (S’-hS )  s i n  4  (S1— 8)

—  c o s  rp s i n  1  ( d ' - f - t f )  c o s  1  ( $ ' —  S)  s i n  ( H - . j  X) s i n  J  X 
+  c o s <p c o s  s i n  ^ t ( t V — ä) c o s  (t-h\U ) c o s  t  4 ,

und wenn man aus dieser und der Gleiehung («) isin eli-
minirt, indem man die erstere mit».cos \ (d'-hÖ), die Gleichung
(a) mit sin 5 01 -+- ö) multiplicirt:
c o s  h c o s  4- (S'+S) s i n  s i n  4  ( p'— p )  =  c o s  <p s i n  1  (S'— S) ( j c j s  c o s  1 X. ( d)

Subtrahirt man nun die zweiten der Gleichungen (a) und 
([b), so wird:

c o s  h c o s  ^  ( p ’ 4 m )  s ' n  1  ip '— P)  =  c o s  f  c o s  ( t  +  T  1 )  s i n  4 1 ,  

mithin erhält man einfach:
, sin 4 ß '—  S) , „

tang 1 + p )  = ----- TTsurvi cotang 1 * =3 tanS A ■
COS ^ \ 0  “T" o )

Aehnliche Formeln erhält man aus den Verbindungen
der entsprechenden Gleichungen aus (a) und (c) und (6) und
(c), die man wegen der Symmetrie der Formeln gleich hiu-
schreiben kann, nämlich:

. „ , sin 4 (0«— 8) . ,,
t a n g  i  (p 4 -p ) = --------- -  - 5 -  c o t a n g  \X =  t a n g  A

c o s ^ o  “ p o j

s i n  ( ß n  8*)
u n d  t a n g  4  ip ” -h p ’) —  w  TsiTTJis c o t a n g  4  (X' —  X) =  t a n g  A .

COS ^  (,u “ n ö  )
Addirt man endlich die zweiten der Gleichungen (a )

und (6), so wird:
c o s  h s i n  1  (p ’+  p )  c o s  4  ip'— p )  =  c o s  <p s i n  (t  - + - 1  X) c o s  - j  X,

woraus man in Verbindung mit (d) erhält:
s i n . 1 (8r 8)

t a n g  (t  +  1  X) =  c o t a n g  J  (p ’ —  p),

w o  - j  {p ’ — p ) —  A  —  A ’ i s t .

Nachdem aber für einen Stern S, t und p bekannt ist, 
so findet man nach den Napier’schen Analogien für die Be
rechnung von <p und h die folgenden Formeln:

t a n g  i  (95 +  i l =  c o t a n g  ( 4 5 °  —  {  8)
COS {t  —  p)

t a n g  1  {7  -  H) =  £ $ =  g t a n g  ( 4 5 »  -  |  3 ) .

3 2 4
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IV. Bestimmung deu  Zeit und der Polhöhe durch 
die Beobachtung der Azimute der Sterne.

22. Beobachtet man die Uhrzeit, zu welcher ein be
kannter Stern ein bestimmtes Azimut hat, so läfst sich daraus, 
wenn man die Polhöhe kennt, der Stand der Uhr finden, 
weil man aus der Polhöhe, dem Azimut und der Declination 
des Sterns den Stundenwinkel berechnen kann. Macht man 
die Beobachtung im Meridian, so bedarf man weder der 
Kenntuils der Polhöhe noch der c^r Declination, zugleich 
ist die1 Beobachtung dann am vortheilhaftesten, weil die Aen- 
derung des; Azimuts am gröbsten ist. : ü ,,

Differenz irt man aber die Gleichung: s,i “
cotang A  sin t =  —  cos <p tang S -+- sin cp cos l, 

so erhält man oder auch nach der dritten der Formeln ( 1 1 ) 
in No. d der Einleitung:

cos h dA == —'4in A  sin hd<p cos S cos p . dt, 

oder da für Beobachtungen im Meridiane :
sin yl =  0 , cos p  =  1

und:
h =  90“ —  cp +  S

ist, wenigstens für Sterne, welche südlich vom Zenith cul- 
miniren:

COS 0

Daraus sieht man also, dafs man, um die Zeit durch 
Beobachtung der Sterne im Meridiane zu bestimmen, solche 
Sterne auswählen muls, welche nahe durch das Zenith gehen, 
weil im Zenith der Fehler des Azimuts keinen Einflufs auf 
die Zeitbestimmung hat.

Ist dann a die Rectascension des Sterns und u die Uhr
zeit der Beobachtung, so ist, wenn diefUhr nach Sternzeit 
geht, ci — u unmittelbar gleich dem Stande der Uhr gegen 
Sternzeit. Geht aber die Uhr nach mittlerer Zeit, so mufs 
man die Sternzeit der Culmination oder die Rectascension 
des Sterns erst in die mittlere Zeit m der Culmination ver
wandeln und erhält dann den Stand der Uhr gegen mittlere 
Zeit gleich m — u.



*Für Sternm welche ,̂ nicht diÄch daß .Zenith gehen, hängt 
nun die Genauigkeit der Zeitbestimmung von I r  Genauig
keit d|®fngenommenen Richtung drs Meridians ’ ab. Wenn 
aber der Fehler*-in der1 Richtung des Meridians nur Idein 
ist,, ~sp kann man denselben leicht durch die Beobachtung 
zweier Sterne, von dqjjen dfer eine nahe am Zonith, der andre 
nahe am Horizonte culminirt, bestimmen und den Uhrstand 
von die^jn..Felder befreien. Ist nämlich Al A das nahe mit 
der Richtung des Meridians zusammenfallende Azimut, in 
welchem man die Sterne beobachtet hat, jgo werden auch dib 
dazu gehörenden Stundenwinkel Ö — cc und & ■— a kleine 
Gröfsen und zwar nach dem Vorigen gleich:.

und:

. 5In (90— cf) 
COS 0

sin (y.— ff) 
COS u

Man hat daher für die beiden S te iR , da Q =  u - f - v  ist, 
die folgenden Gleichungen:

und:

sin (90 —  S) n =  » + i « -------- - - - AA

aus denen man sowohl AA als auch A »  bestimmen kann. 
Ist das Instrument so eingerichtet, dafs man nicht nnr in dem 
Azimut A A , sondern auch in dem Azimut 180°-f-A A  beob
achten kann, so erhält man A A noch genauer, wenn mau 
zwei Sterne auswählt, von tmnen der eine dem Aequator, der 
andre dem Pole nft he steht, weil in der Gleichung für den 
letzteren o^r Coefficient von A A sehr grofs wird und zugleich 
das entgegengesetzte Zeichen erhält ßä/A

B e is p ie l . An dem Mittägsfernrohro dei=ftBilker Stern
warte wurden die folgenden Durchgänge durch dgn mittleren

) Hierbei ist’ vOTMsgesetet, <l;ifs da* Instrument so berichtigt ist, dafs 
die Collimationslinie des FeriirohVs Wirklich einen VerticalJcreR mfschreibt. 
Dcr*i?all, wo dies teicht'«te'ttfindet, ist in No. 22 des siebenten Aßschnitfc 
behandelt.
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Fielen beobachtet,-, ehe, dasselbe genau m den Meridian ge
bracht war:

a Aiuigae 5Il6m2 7 s ,7 2  
ß  Orionis 5 8 1 2 - 7 1 .

Da die Reetascensionen und Declinationen beider Sterne 
die folgenden waren:

a Aurigae 5llom33s .2 5  -4 -4 5 ° 50', 3 
ß  Orionis 5 7  17 .3 3  —  8 2 3 .1  

und die Polhöhe. gleioh 51“ 12'. 5 ist, so erhält man die? bei
den Gleichungen:

_  54s. 47 =  — 0.13433A-4
— 55 . 38 =  \u — 0.87178A^ftl! 

durch deren Auflösung man findet:
A m =  —  548.30

und:
=  4 -  ls . 23.

23. Zeitbestimmungen dinjeh Beobachtungen in einem 
bestimmten’^Sziihnte kann man nach Olbers’s Viu^lilag ein
fach durch Beobachtung de’s Verschwindefis der Fixsterne 
hinter senkrechten terrestrischen Gegenständen erhalten. Ein 
solcher Gegenstand mufs natürlich hoch und beträchtlich vom 
Beobachter ' entfernt sein, damit man das Bild desselben im 
Fernrehr zugleich mit dem des Sterns Scharf sieht und das 
Yete>ehwhiden plötzlich erfolgt. Ferner mufs das Fernrohr, 
dessen man sich zu diesen Beobachtungen bedient, nur eine 
schwache Verg#olserung haben und si'ch immer genau in der- 
Selbefi Lage befinden.

Kennt 'man nun für irgend einen Tag durch andre Me
thoden die Sternzeit des Verschwindens des Sterns hinter 
dem senkrechten Objecte, , so findet man durch die Beobach
tung an einer nach Sternzeit gehenden Ehr an anderen Tagen 
immer unmittelbar den Stand derselben, weil dra Stern, so
lange er seinen Ort am Himmel nicht ändert, auch alle fol
genden Tage zu eben derselben Sternzeit verschwindet. Ge
braucht man aber bei diesS Beobachtungen eine nach mitt
lerer Zeit regulirte XJlir, so ,mu| man noch auf das Voreilen 
der Sternzeit gegen mittlere Zeit oder auf die sogenannte 
Acceleration der Fixsterne Rücksicht nehmen, indem der 
Stern vermöge derselben an jedem Tage um 0 '1 3™ 909
früher verschwindet.
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Aendert sich die Rectascension des Sterns, so wird da
durch die Sternzeit des Verschwindens um eben so viel ge
ändert , weil man den Stern immer in demselben Azimute, 
also auch in derselben Höhe und demselben Stundenwinkel 
beobachtet. Wenn sich dagegen die Declination ändert, so 
wird dadurch der Stundenwinkel, welchen der Stern in dem 
bestimmten Azimute hat, ein anderer, und man hat nach den 
Differentialformeln in No. 8 des ersten Abschnitts, da <1A 
und drp für diesen Fall gleich Null sird;

d S  —  cos p d h  

cos  S d t  =  —  sin p d h ,

mithin auch:
dS ,iang pdt  -------V— )

cos  o

wo p den parallactisclien Winkel bezeichnet.
Aendert sich also die Rectascension und Declination des 

Sterns um A «  und A , so ist die neue Sternzeit des Ver
schwindens gleich der früheren:

A «  A 'U n n g p  
15 15 cos

So hatte Olbers gefunden, dafs am: 6. September 1800 
der Stern § Coronae hinter einer Thurinmauör, deren Azimut 
64° 56' 21". 4 war, nach mittlerer Zeit um l l h 23m 18s. 3, oder 
um 2j?h 26“ 21% 78 Sternzeit verschwand. Am 12. September 
beobachteter das Verschwinden um 10h 49“  21s. 0. Da nun 
6 X  3m 55s. 909 gleich 23m35s.4  ist, so hätte der Stern um 
10h59m42s.9  verschwinden sollen, es war mithin der Stand 
der Uhr gegen mittlere Zeit gleich -f- 10m 24s. 9.

Den 6. September 1801 war:
A «  =  +  4 2 " . 0

und: 

und da: 

und: 

so war:

A ^ =  —  13". 2, 

p =  3 7 0 31' 

8 =  1 -2 6 °  41',

A * 8 H = - 1 1 " . 3 5
COS o

mithin die ganze Correction 53". 35 oder 3S. 56. Der Stern
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S Coronde? mufste also den 6. Septbr. 1801 um ä*2h 26m 25s. 34 
Sternzeit verschwinden*).

24. Kennt man die Zeit, so kann inan durch die Beob
achtung eines bekannten Sterns in einem besthiimteu Azimute 
die Polhöhe bestimmen, da man die Gleichung hat:

cotang A  s*n t =  —  cos <p tang <5 sin cp cos t.
Durch Differenziren derselben erhält man:

, ■ 1  I ' cos?cos» , sin»
sin A  d <f =  —  cotang hdA-\  ;— -—  d t-\- do.

sm h sin h
Um also die Polhöhe durch Azimutalbeobachtungen mög

lichst genau zu bestimmen, mufs man die Sterne immer nahe 
im ersten Aerticale beobachten, weil für diesen Pall sin A 
ein Maximum ist. Zugleich mufs man einen solchen Stern 
auswählen, der nahe durch das Zenith des Beobachtungsortes 
geht, indem dann die Coefficienten von dA und von dt sehr 
ldein werden, da:

cos 8 cos p  =  sin <p cos h cos <p sin h cos A.
Fehler im Azimut und in der Zeit haben also im Zenith kei
nen Einfluß; da aber sin p —  1 ist, so wird ein Fehler in der 
zum Grunde gelegten Declination des Sterns genau denselben 
Fehler in der Polhöhe hervorbringen.

Beob;Mitet inan nun blos einen Stern in einem bestimm
ten Azimute, so mufs man dies Azimut selbst kennen. Nimmt 
man aber an, dafs man zwei Sterne beobachtet hat, so hat 
man d; beiden Gleichungen :

cotang A  sin t =  —  cos qi taug S -+- sin <p cos t 
cotang A' sin r’ =  —  cos p tang 8’ -+- sin <j> cos t’.

Multiplieirt man hier die obere Gleichung mit sin die
untere mit sin (, so erhält man:

. , sin(A ’ — A ) . . ,,
sin t sm l =  cos <p Itnng o sin t —  tang o r a l

sm A  sin A
-+- sin sin (*’— t)t ,

oder da:
cos 8 sin t —  cos h sin A,

auchb: ■
cos h cos h' sin (A 1—  A ) —  cos <p [cos S sin S' sin t —  sin S cos 8' sin t']

-+- sin <p sin {t! —  l) cos 8 cos 8'. .,([6)
Man führe nun die folgenden Hülfsgröfsen ein:

sin 8) sin -j (*’—  0 =  »' sin M  .
sin (? ’—  8) cos 1 (Y—  t) =  m cos M.

*) Zach, monatliche Correspondenz, Band III. pag. 124 sqq.



Miutiplicirt .juan die erstehe dieser (Gleichungen mit 
eos j EJ die andere giit sin | (t' — i) y so findet, jpan, 
wenn inan die zweite von der ersteren abzieht:

m sin [-5- (f-+- 0  —  M ]  =  sin S1 cosiAsin t —  cos*4,' s™ «nsui

Mult.iplicirt man dagegen die oTcut- Gleichung, - mit 
cos ~ (t' — f), die untere mithin i .( f  — ALund zieht die erstere 
von der zweiten ab, sojErhält man:

m sin [-j (4j— t) —  -Gl “  ~  SW} & co.p.ci'Gin (7'— i). .

Es wird daher aus der Gleichung (6) die folgende:
cos h cos\h' sin£A ’—  A ) —  mhps qi sin [-j (Y-S t) —  3J~\

—  m sin p  sin [-j ( i —  i) ■— M ] cotang S.

Nimmt man 111111 an,j,dafs die beiden Sterne in demselben 
Azimute oder in zwei um 180° verschiedenen Azimuten h'epb- 
Jtphtet sind, so w ;rd in beiden Fällen sin (A ' — A) =  0, mithin:

„ sin [-j ( t ’ ~h t) — ilf] 
tang v  =  tang ( ) .

In diesem Fallg^brauclit man also das Azimut selbst, in 
welchem man iböebachtetshat, nicht zu kennen, injkm mau 
cdlein aus den Beob'achtiingfeeiten und den Decliiiationeu 
beider Sterne nach den Formeln (Ä) und (B) die Polhöhg 
berechnen kann.

Hat man beide Male denselben;äfern beobachtet, so jvqi- 
den die Formeln noch einfacpjfl Denn da für Fall
aus der zweiten der Formeln (4 ) M —  90° folgt, so w>’'d :

„ cos \ (<’+  ö S  ,  „ s
tang p  =  tang 5 . ^  , ( /  ... ,} • _ ® )

Für den allgemeinen Fall, wo angenommen ist, dafs man 
zwei Sterne ir zwei verschiedenen Azimuten beobachtet hat, 
sind die beiden Differentialgleichungen die folgenden:

cos-h d'4 =  sinp d 8 ~\~ cosjnjcos pclt —  sin ijsin .4 dp  
cos h’ clA1—  sin p’ dS’ - 1-  cos <f-cos-p'dt'— sin i!  sin A  dp.

Führt man auch hier' den Unterschied de£ AzimuteSäii 
und multiplicirt defslialb die obere Gleichung mit cos h\ die 
unterp, mit cos h und zieht dieselben von einander ab, so 
erhält man:

cos h cos h!d ( t f  —  A ) =  —  cos h’ cos 8 w s m  t -+- cos h[cIB^-.cos£p ’ d (
—  [sin h' cos h sin A' —  sin h cos li sin A] ’dp  
-+- cos h sin p ’ d 8' — cos h' sin p d S.

Da 111111 dt —  du -+~ d (Am) und dt' =  du' d (Am), w o  

du der bei der Beobachtung de}.’ Durchgangszeit begangene



331

Fehler und d (A « ) der Fehler des Standes deswUhr ist, so 
erhält man, wcnüfinan diese "Werthe für dl und dcisubstituirt 
und zugleich A' =  180” 4 -  A setzt*):

sin Adw  — cos cp cos A d(i\ u) =  —  — , — [ t f fv  —  A) —  sin y> d (u —  idj
sn>(/i-|-A)

cos w cos A  sin h cos / u  .cos cp coaÜ sin Je cos Ji ,
H------------ r ~,t, r "iS    . ,v -------sm (A -f- ft) sin (ft. -+- ft)

sin n’ cos ft sin p cos ft’ „
—dr.—b?;—  ad  H    d o.

sin (ft +  ft.) sin f l  +

Daraus sieht man also wieder, dafs man atu Vortheilhaf- 
testen Sterne im festen Verticale beobachtet. Dann wird 
nämlich der Coefficientdyen dep ein Maximum und die Feh
ler des Standes der Uhr und der beobachteten Durchgangs
zeiten werden Null, sodafs im Resultate nur der Unterschied 
der Fehler der beobachteten Uhrzeiten sovke die Gröfse, um 
welche der Unterschied deV beiden AzimuteÄjgrofser oder 
kleiner als L80" war und endlich der Fehler der Declinatron 
bleiben. Da nun für den Fall, dafs man denselben Stern 
inp er^teu Verticale im Osten und Westen beobachtet hat, 
h =  h und ebenfalls sin p — — sin p ist, so. erhälk man:

dep —  iz cotang ft [d lAl—  vt) —  sin cp d (u'—  «)] -+- SU1 ^ dS,
sm h

oder auch, weil für den ersten Vertical nach Nm 26 des er
sten Abschnitts

. , sin §  . cos cp
sin h —  — ~ und sm p —  • .

siny> cos o
ist:

dep —  cotang ft [d (A 1— ri) —  sin cp <l£u —  m ) 1  -+- S‘n ~ % dS.
sin 2 <)

Aus dieser Gleichung sicht man wieder, dafs es am Vor
th eilhaftesten istHwenn man Sterne beobachtet, welche dem 
Zenitli so nahe als möglich Vorbeigehen, weil dann cotang h 
sehr klein wird, also Fehler in Ä  — A und u — u nur. einen 
Sehr geringen Einflufs auf die Polhöhe haben. Der Coeffi- 
cient von dS wird aber in diesem Falle nahe gleich Eins, da

* )  Wenn maM nämlich für cos S cos;) und oos S' cos p1 die Werthe aus 
den folgenden Gleichungen substituirt:

cos d cos p —  sin cp cos h H- cos cp sin h cos A  
cos 8’ cos p' =  sin cp cos h! —  cos cp sin h’ cos A.
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die Declination derjenigen Sterne, welche durcli das Zenith 
•gehen, gleich <p ist. Der Fehler der Declination bleibt also 
in diesem Falle vollständig im Resultate. Handelt es sich 
aber blos darum, den Breitenunterschied zweier Orte zu be
stimmen, welche einander so nahe liegen, dafs man denselben 
Stern an jedem der beiden Orte mit Vortheil beobachten 
kann, so erhält man denselben durch dmi Unterschied der 
beiden nach dieser1 Methode bestimmten Polliöhen gänzlich 
frei von dem Fehler der Declination*).

B e isp ie l. Der Stern ß  Draconis geht sehr nahe durch 
das Zenith von Berlin. Dieser Stern wurde nun hun mittle
ren Faden eine§. auf der Sternwarte im ersten Verticale auf- 
gestellten Passageninstruments beobachtet. Die halbe Z a ■ i -  

schenzeit der Beobachtungen betrug 17m 21®.75, es war also:
^ ( / _ < )  =  4° 2 0 '2 6 ". 25.

ferner:
5 = 5 2 °  25' 26". 77.

Da nun für den Fall, dafs man im ersten Vertic&e 
beobachtet, ^(t' t) —  0 ist, so erhält man aus ( C) die ein 
fache Formel zur Berechnung der Polhöhe:

tang <p =  -
f”  cos —  ’

wonach man hier findet:
<p =  52° 30’ 13". 04.

Die Differentialformel wird endlich: 
d9  =  -+- 0.02310 [d ( V —  Ä ) —  0.7934 d (u ’ —  «)] -+■ 0.99925 dS.

25. Beobachtet- man zwei Sterne in demselben Vertical- 
kreise, so kann man, wenn man die Polhöhe des Beobach
tungsortes kennt, dadurch die Zeit finden, hidem man die 
Gleichung hat:

sin [1 (V +  9 J M ]  =  sin [1 (V -  t) _  M ], (4 )
tang o

*) Hier ist wieder vorausgesetzt, dafs das Passageninstrument soweit be
richtigt ist, dafs die Collimationslinie des Fernrohrs einen Veitiealkreis be
sehreibt. Für den Fall, dafs dies'» niehKistattfindet, vergleiche No. 26 des 
siebenten Abschnitts.

**) Diese Formel für Beobachtungen im ersten Vertical erhält man auch 
ganz einfach durch die Betrachtung des in diesem Falle rechtwinkligen Drei
ecks zwischen dem Pole, dem Zenith und dem Sterne.
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w o:
t =  u +  A w —  a
tf =  w' 4 -  A w —  a'

und:
m sin M  =  sin (ä’+  d) sin 4 ( f —  i)
m cos i t / =  sin ((V—  f); cos 4 (t’—  t).

Da man t'— t , d. h. die halbe Zwischenzeit der Beob
achtungen, in Sternzeit ausgedrückt kennt, so findet man 
daraus t' 1 , mnlnn t und t’.

Die in No. 22 gegebene Difl’vrentialgleichung zeigt, dafs, 
wenn man d;w Zeit durch Azimutalbeobaohtungen bestimmen 
will, man die Sterne in der Nähe des Meridians beobachten 
mufs,?; weil dann der Coefficient von d<p ein Minimum, der
von dt dagegen ejn Maximum wird. Das Azimut selbst
läfst sich ebenfalls durch diese Beobachtungen bestimmen. 
Es ist nämlich:

H S s  8 sin t
tan g,/! —

—  cos cp sin S +  sin cp cos 8 cos l ’

woraus in Verbindung mit der Gleichung
v sin [i { {  + i )  — M ]tang w =  tang; o ——  -r----

b sin [-j ( t — i) —  M\
fo lg t :

sin t . sin ( f +  :) —  M ]
s'n >p tang A  —  ^  ^  ^   ̂^  ^  ^

Setzt man hier endlich:
4 (t' +  t) —  M —  t statt 7  (d —  t) —  M, 

so erhält man leicht:

sin (p

Nimmt man die Z'eit in beiden Beobachtungen als gleich 
an, sodafs:

( — ! =  « — a',
so Erhält man durch die Formel (d ) die Zeit, wann sich 
zwei Sterne du einem und demselben Verticalkreise befinden.

Die Oerter von «  Lyrae und u Aquilae für den Anfang 
von 1849 sind z. B.

a Lyrae «  =  18h31™47* . 75 8 =  +  38° 38'52Ü/. 2
«Aquilae « ’ =  19 43 23 .43  8' =  +  8 28 30 .5 .

Es ist also
t '  —  < =  —  1»> 11«» 35s. 68 =  — 17° 53' 55". 2.
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Nimmt man daher für die Polhöhe 52° 30’ 16" an, so 
erhält man:

M —  192° 5Ö'53” . 0 
i  ( f —  t) —  M =  158 7 , 9 . 4

und findet damit:
l  (ü’H- 0 —  - M f l  142° 35' 38” . G,

a l s o :
' J (t '-h l)  =  —  24° 2 8 '2 8 ". 4 

= =  —  l h  3 7 m  j S s .  9

und:
< =  —  l h 2m 6s . l ,  t’ —  —  2h 13m 4 J a .  7 .

Die Sternzeit» zu wglchgr sich bgide Sterne unter der 
Polhöhe von 52u 30' 16]* in einem Verticalkreise befinden, 
ist also:

0  =  17h 29m 42s .

Bemerkt man nun den Augenblick, wo irgend zwei 
Sterne in einem Verticalkreise stehen, wozu man nur die 
Bedeckung der beiden Sterne durch e'inen senkrecht herab- 
hängendrn Faden zu Beobachten braucht, so kann inan also 
immer eine wenigsten^’ beiläufige Zeitbestimmung machen, 
wenn man die Zeit nach dem Vorigen aus den bekannten 
Oextern der Sterne und der Polhöhe beij&chnet. Bequem für 
die Beobachtung ist es, als Amen de| Sterne den Polarstern 
zu wählen, weil dieser seihen Ort langsam ändert.

V. Bestimmung des V>Tinkels zwischen den Meridianen 
zweier verschiedenen Orte auf der Erdoberfläche oder 

des Unterschiedes ihrer geographischen Längen.

26. Kennt man die Zeiten, welche Beobachter an ver
schiedenen Orten der Erdoberfläche in einem und demselben 
Augenblicks'r&üfelen, so ist dadurch an jedem Orte der Stun
denwinkel des Frühlingspunkts gegeben. Der „Unterschied 
dieser beiden Stundenwinkel oder der Unterschied der an 
beiden Orten in demselben Augenblicke beobachteten Zeiten 
ist aber gleich dem Bogen des Aequators^. welcher zwiscKen 
den Meridianen bei.cl.ej: Orte enthalten ist pder gleich dem 
Unterschied^ i lirer geographischen* Längen und da die täg-
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liehe Umdrehung der Himmelskugel p n  Osten nacli^Westen 
vbr iic l i 1 Stellt, so lidgt ein Ort, dessen Zeit in^inem bestimm
ten Augenblicke' hinter der eines ändern Ortps zTnrüek ist, 
westlich von di<?5?jtn Oiftng östlich dagegln, wenn seine Zeit 
der ffis ändern Ortes1 i o  raus ist. Als ersten Meridian, Gin 
welchem i aus man die übrigem1 nach Osten und Wehsten zu 
rechnet, wählt man gewöhnhKrlM den Meridian hinter Stern- 
wävte, z- !'■ den ^011 Paris oder-f on Greenwich. In der Geo
graphie zählt man dagegen die 'Längen vom Meridiane von 
Ferro ab, dessen westliche Länge von Paris 20° 0' oder P  20“  
beträgt.

Zur Angabe eines und desselben Zeitmoments an ver- 
trih\edf<||ien Orten der -Erde bedient man sich entweder künst
licher ‘ Signale, oder der Beobpditung solcher himmlischer 
Erscheinungen, welche ftuc’alle Orte der Erde in dcmselb&n 
Auganblidke eintfeffen. Her^lamhen Erscheinungen sind er
stens ‘ die Mondfinsternisse. Denn da der Mond bei einer 
Lorfi'tisterung in den Sqjhattenkegel-'der Erde tritt, also das 

■Bonner'Uc-ht ihm wirklich entzogen wird, so werden Anfang 
und En'ds’miner so'Pheu FinstUmifs, sowie di'e Ein- und Aus
tritte de.r eiifjelnenj^FIecken von allen Orten deMErde aus 
in 'demsel|M ab§sjhitöri Augenblicke gesehenj weil die Zeit, 
welclie*£las Licht hrtiu'clit, um de‘fi Halbmesser der Erde zu 
durchlaufen, umnerklicli ist. Dasselbe ist der Fall mit den 
Verfinsterungen der Jupiterssatelliien.

Diese Phänomene’- wären nun sehr bequem zur Bestim
mung der Läfigenunterschiede, weil cliefe1 •unmittelbar gleich 
dw,-pnfe'rschieden deüBebbachtungszeiten an den verschie
denen Orren d'̂ r Erde sind, wenn [sich nur das Eintreffen 
derselben mitSgröfseser Schärfe beobachten liefse. Da aber 
der'l'Schatten der Erd<Bauf der Mondoberfläche immer nur 
sehr scmieFht begrenzt erscheint, sodafs die Beoltähhtungsf^- 
ler hieia eine' Zeitminute und ittehr betragen, und ebenso die 
Ein-, und AustrittWlei’ Jupitersfatelliten auch niemals plötzlich 
erscheinen, also 'auch nicht mit vollkommener Schärfe bfeubajch- 
tet werden können, so werden diese Phänomene in jetziger 
Zeff* fast (garGrfeh’t mehr zur Längenbestimmung angewandt. 
Will man sich aber der Arerfin^terung,en der Jupitersträban- 
ten zu diesem Zwecke bedioneli, so ist es durchaus erforder
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lieh, dafs die Beobachter an beiden Orten mit gleich starken 
Fernrohren versehen sind, und dafs sie eine gleich grofse 
Anzahl von Ein- und Austritten und zwar nur des ersten 
Trabanten, d^s^ey. Bewegung um den Jupiter am schnellsten 
ist, beobachten und aus den einzelnen erhaltenen Bestimmun
gen des Längenunterschiedes das arithmetische Mittel nehmen. 
Man wird indessen auch bei diesen Vorsichtsmaafsregehi nie 
auf ein sehr genaues Resultat hoffen können.

Benzenberg hat die Beobachtungen des Verschwindens 
der Sternschnuppen zur Bestimmung des Längenunterschie
des vorgeschlagen. Diese Phänomene lassen sich nun zwar 
mit grofser Genauigkeit beobachten, sie haben indessen wie
der den XachtJieil, dafs man nicht vorher weifs, wann und 
in welcher Gegend des Plimmels eine Sternschnuppe erscheint. 
Wenn man also auch an beiden Orten eine grofse Anzahl 
von Sternschnuppen beobachtet, wird man doch unter den
selben nur wenige identische, zu deren Auffindung man über
dies schon eine genäherte Kenntnifs des Längenunte^chiedes 
nötliig hat, erhalten.

Sehr genaue Längenunterschiede findet man durch die 
Beobachtung von künstlichen Signalen, welche man durch 
die plötzliche Entzündung einer Quantität Pulver giebt. W ie
wohl diese Methode nur auf Orte anwendbar ist, deren Ent
fernung von einander nicht mehr als etwa zehn Meilen be
trägt, so kann man dach auch auf diese Weise dm'ch die 
Verbindung mehrerer Signale Längenunterschiede von ent
fernteren Orten besti nmen. Es seien nämlich A und B die 
beiden Orte, deren Längenunterschied l man finden will, 
und A , , /h2, A.j etc. dazwischen liegende Orte, deren unbe
kannte Längenunterschiede respective /,, 1.2, l3 ejp. sein mö
gen*). Werden dann an den Orten A ,, A3, A,t, etc. Signale 
zu den Ortszeiten t , , f3, f5, etc. gegeben, so sieht deraerste 
Ort A das Signal von A 1 zur Zeit t, — l, •= 0, der Ort A2 
dagegen zu der Zeit f, - f - 12 —  0 t. Ferner sieht der in A., 
befindliche Beobachte^, das in As gegebene Signal zu der 
Zeit tä — l3 =  0 , ,  der in At stehende dagegen dasselbe Signal 
zu der Zeit f3 li —  0 3, etc. Da aber die gesuchte Längen

*) Sodafs A |— T  =  h> A 2 — =  etc,
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differenz l der beiden äußersten Punkte gleich Z1+ Z 2+ . . .  +  Z„ 
ist, wenn der letzte Signalort A„_\ ist, oderaS!

l— {0 t — 0) +  (03— ö 2) ■+■ (®5 — etc->
so ist also:

l =  _, — (0„ -  2 — 0„ -  s) — ... — (0s — 0 ,) — 0.
Man braucht dahm-' auf den heueren Stationen, wo die 

Signale beobachtet werden, keine Zeitbestimmungen zu ma
ch dir, sondern hat nur den Gang’ der Uhr zu kennen nöthig. 
Nur für die beiden äufserstenj Oute, deren L&ngenunterschied 
•bestimmt werden soll, ist eine genaue Zeitbestimmung erfor
derlich.

Statt der Pnlverbiitze bedient man gich noch bessffl des 
von Gaufsjerfundenen Heliotrops, eine« Instruments, vermit
telst dessen man das Sonnenlicht ,n3ch einem entfernten Beob
acht*™ hin reflectiren kann. Hat man dann das Heliotrop 
auf den anderen Beobachter gerichtet, so giebt das plötzlicne 
Verdecken dSSyben ein Signal ab.

. Ist man im Besitze eijTer guten tragbaren Uhr, so kann 
man durCn unmittelbare Uebertragnng der Zeit von einem 
Orte zum ändern den Längenunterschied erhalten, indem 
man zuerst an dem einen Orte den Stand und Gang der 
Uhr bestimmt, dann die Uhr hach dem ändern Orte über- 
tragt.fj.md diiselbät wieder eine Zeitbestimmung macht. Hat 
man nämlich am ersteren Ortei den Stand der Uhrt gleich A u
beobachtet und bezeichnet man den täglichen Gang mit d

°  f  dt

so wird derSStand der Uhr nach a Tagen gleich A u-+- a —̂ y-
sein. Findet man nun für die von der ersten Beobachtungs- 
znt a Tage entfernte Zeit w' durch Beobachtungen an dem 
anetfrn Orte den Stand der Uhr gleich A u\ so hat man, 
wenn man mit l diepöstliche Länge des zweiten Beobach
tungsortes vom ersten bezeichnet, die Gleichung:

I 7 | ,  d > A u  __  f f
u —  { A  w H------- y—  n —  u —(— A w ,dt

also
. . d.  A u  ,
1 =  A u  H —  a  —  A md t

Dabei ist nun voraus’gesetzt, dafsbdie Uhr in der Zwi
schenzeit der Siei^en Beobachtungen sfifau denselben Gang 
beibehalhSi Im. Da dies aber in aller Str&rigc selten oder

22
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nie der Fall seih wird, so mufs man*, wenn man die Länge 
durch diese Methode genau bestimmen will, dicht, blb's eine 
Uhr von ehiein Orte zum ändern übertragen, sondern djö-en 
so viele als möglich und nachher aus den durch j®?e Uhr 
gefundenen Längenuntersehieden das Mittel nehmen. Auf 
diese Weisefbestiinmte man den Längenunterschied verschie
dener Sternwarten z. B. der in Pulkowa und der in Green
wich. Ebenso findet man auf diese Weise, die Lämhe  ̂ zur 
S<5e durch Chronometer, deren Gang und Stand gegen die 
Zeit unmg HfKens man vor der Abreise feststellt.

27. Die bei Weitem genaueste Methode uer Längen
bestimmung ist die mittelst des electrisclien Telegraphen, 
wenn man nämlich statt der vorher erwähnten künstlichen 
Signale von "inner Station zur and^n telegraphische Signale 
sendet. Da d'.ese sich ebenso beobaclitJm lassen wie die vor
her erwähnten, so kommt diese Methode mit einigen der im 
Vorigen erwähnten iibarein und würde auch keinen weitern 
Vortheil als die leichte Anwendung haben. Aber in Verbin
dung mit dem Chronograph tiHertriffl die Methode alle übri
gen Lei Weitem an Genauigkeit. Di^s ist ein Instrument, 
welches Eiiieiü’ in der Ilogel umweinen'Cylinder gescannten 
T’ ;i pfore durch die Umdfehuii!; de™ Cylindeg^um die Axe 
mittelst eines Uhrwerks eine gleichförmige Bewegung giebf, 
und däbei zugleich einen Schreibappafät in einer zur Bewe1- 
gung des Papiers senkrechten Richtung langsi^SdarüBDcfort- 
führt,*odafs die auf uem Papier aufliegende Schreibfeder 
bei jeder Umdrehung des Cylinders über eine andere Stelle 
des Papiers fortgeht. Ist die Bewegung des Schreibappafots 
.ebenfalls gleichförmig, so beschreibt die Feder also eine Spirale, 
die, wenn das Papier von dem Cylinder entfernt wird, sich 
als ein Syst^n paralleler Linien zeigt. Der>Sohreibapparat ist 
nun mit einem El®;tromagneten in Verbindung und zwar so, 
dafs, wenn der Strom für ’eiimü Augenblick geöffnet und der 
Anker wm dem Magneten durch eine zu dem ZweckdShn- 
gebrachte Fe'S'er losgerissen wird, die Schreibfeder auf dem 
Papiere eine deutliche Marke macht. Ist nun der den Elec- 
tromagneten umkreisende Strom auf gliche WcisHmit einer 
Uhr in Verbindung, dafs das Pendel durch irgend eine me-
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chanisclie Vorrichtung den Strom bei jedem Stehlage öffnet, 
so wird daduren jede SecundSder Uhr lauf dem Papiere be
zeichnet werden, und u^nn, wie dies immer der Fall ist, die 
Umdrehung des Cylin'ders "n eiher Minute vollendet wird, 
•So würde man bei der Abnahme w i  Papiers eine Reihe von 
Linien finden, auf deiwlt jeder sefchzig? Sal’ündenmarltan sind, 
so rakfs die denselben jgecifuiden entsprechenden Zeichen in 
den verschiedenen Minuten sefikrecht unter einander liesren.' Ö
Wenn man dann zuckst den Strom eine Zeitlang geöffnet hat 
und denselben bei einer gewisser* Minute vor dem Schlage 
der Secunde 0 schliefst, so würde die erste Secundfenmarke. 
auf dem Papier dieser Secunde der Uhr entsprechen, und 
man kann danach leicht die ein'em jeden Zeichen“ ntlprechenae 
Secunde der Uhr finden. Ist aufser der Uhr auch ein Schlüs
sel in der Nähe des Instruments in den Strom eingeschaltet, 
und giebt der Beobachter in 5c 111 Augenblicke, wo dbrs'elbe 
einen Stein am Faden des Instruments siehtj*ein Signal durch 
aug.enblic‘klichea Oeffnen des Schlüssels!! so wird auch da
durch eine Marke auf dem Papier gemacht, und die Zeit der 
Beobachtung kann leicht durah die Messung der Entfernung 
djgser Marke von der nächsten Secundenmarke mit gr’ofsVr 
Schärfe bestimmt werden.

Wenn nun der Strom auch nach einer ändern Stern
warte,' deren Länge man bestimmen wdll^g^ht und auch dort 
ein Schlüssel in der Nähe des Instruments in den Strom -ein
geschaltet ist, so würden ausls die Signale deS Beobachters 
auf dieser Station auf dem Chronograph markirt werden, und 
wenn diese Signale beim Durchgan||ajdesselhen Sterns durch 
die Fäden beider im Meridian aufgfistellten Instrumente ge
geben werden, so würde* der Unterschied der Zeiten der bei
den Beobachtungen Auf dem Papiefe- des Chronograph ge
messen, und wegen der Abweichungen der Fäden der beiden 
Instrumente vom Meridian und wegen des Ganges der Uhr 
in der Zwischenzeit der Beobachtungen verbessert, gleich dem 
Längönunterschiede der beiden Orte sein.

Da der electrisclie Strom, wenn defmbeA|j"ofse Strecken 
durchläuft,-uiur schwach fistf!sö> läfst man diesen Hauptstrom, 
in deii die Schlüssel der beiden Beobachter eingg'schaltewsind, 
nicht unmittedbar deu -Electromagheten de’̂ iChronograph uin-

22 *
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krefeen, sondern benutzt denselben auf jeder Station nur zum 
Ocffnen eines Uebejrtragers (ftelee) , durch welchen dgr auf 
den Electromagnetqn des Chronograph wirkende Localstrbm 
g.eöfih^l und geschlossen wird.

f  fcL dann auf jeder'Sternwarte ein Chronograph und die 
Uhr der Sternwarte in d$m LtmöJström, so werden auf jeder 
Sternwarte die Signale.der beiden Beo]5ahhter und die Secun- 
den der Localuhr registrirt,. und jeder Stern giefet; also durch 
jeden der beiden Chförragraphen eine Längenbestimmung, wenn 
die abgej,esfenen Zeiten wegen des Ganges der Localuhr und 
wegen der Abweichungen der Instrumente vom Meridiane inO O
jeder LjumabhUing verbessert sind. Diese auf deij beiden 
Stationen (gefundenen Längeimnterschiede sind aber nicht voll
kommen gleich;, da nämlich die Geschwindigkeit der Eleßtfi- 
esität nicht unepdlieh grcB ist, so wird, wenigstens wenn die 
Stationen weit entfernt sind, eine kleine, mejfebare Z&it ver- 
fltthlseig bis das am östlichen Ort-efd gegebene Signal am 
westlichen Orte B anlangt; die in B' ̂ .egistrirte Zeit des Signals 
wird daher einer Zeit entsj»®chen, wo der Stern iu dem Me* 

nhdianel eines etwas westlich* von /I gelegenen Ortes war. 
Der^ in B registrirfg; Längemmterschied .wird dakee um die 
Zeit Eu klein gdfiihihjn, in welcher die Electricität die; Ent
fernung von danach B durchläuft Dieselbe Zeit wird aber 
bei dem von B nach A gegebenen SigiialiSrerflieföen'uiid die 
in A registrif^e Zeit des Sigjials wird dra Zeit entsprechen, 
wo der Stern in dem Meridiane eines etwas b^STlich von B 
gelegenen Ortes war; der in A registrirte Lihigenunt,ei;scüied 
wird daJjejj- um diav-Fortpflanzungszeit d|s*.Stroms, zu grofs 
gefunden. Das Mitie^ der an beiden Orten registrirten Län- 
g.enuntcrschiede ist also von dieser Zeit frei, während die 
halbe DiffertHz der beiden (wenn mau die in B |g?ma&hte 
Kegistrirung von der in A gemachten abzieht) gleich dieHr 
Fortpflanz ungsz^it ist.

Ein]-,einziger St$m, auf diese Weise bijpbachtet, f*jebt 
schon ein Eesultat, welches genauer ist als einet; einzelne, 
dupeli ehie andre Methode erreichte Längenbestimmung, und 
da man die Anizdd der beobachteten Sterne beliebig vermeh
ren kann, so kann man die Genauigkeit aufs'Höchste treibefl, 
weuu man jmr darauf sieht, dafs die Fehler der Instrumente
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mit ajeiclier Genauigkeit bestimmt sind. Da man dieselbeno O
Sterne an beiden Orten beobachtet, so ist der Längenuntei’- 
sehied vön dpi Oertern dar Sterne ganz unabhängig.

Wenn die Entfernung zwischen den beiden StationtSi 
grols ist, so kann u ln  sich nicht immer auf den Strom ver
lassen, und da dann leicht eine grofse. Anzalil von Beobach
tungen verlebten g'ehon können, so ist es besser, die Methode 
so abzuändern, dafs inan für eine kurze Zeit, z. B. zu An
fang und beim Schlüsse der Beobachtungen, die Uhren in 
den Haifgtstrom 'einschaltet, södufs die Secunden beider Uh
ren auf den Chronographen der beiden Stationen registrirt 
werden. W ird dann auf jeder Sternwarte der Strom bei ei
ner runden Minute gSchlossen, uaehefem er wenige Secun- 
den geöffnet whr, sodafs man dhSjShr'zeiten kennt., welchen 
die verschiedenen Secundenzeichen auf dem RhroTJfflBiph ent
sprechen, so giebt jedet notift'e’ iSecund'ff eine A î^rgleichung 
der beiden Uliren, aus d&en allen man das Mitte] nimmt. 
Diese aufhbeiden Stationen erlangten Ulirvergleieljungen sind 
wieder um die doppelte iFortpflanzungszeit, des Stroms -ver
schieden, die. sich aus den Uhrvergleichtnigeh mit noch grö
ßerer Sicherheit bestimmen lassen wird. Schon 'tfjbnige sol
cher Vergleichungen der Uhr^n werden in der Regel genügend 
sein, da schon die Genauigkeit einer einzMinbi Vergleichung 
gewöhnlich der Sicherheit der Uhrstände gleichkbinmen wird. 
Sicher werden wenige Minuten für diese Uhrsignale genü
gen , und der eigentlich telegraphische Theil der Operation 
wird somit auf wenige Minuten am Anfänge und am Schlufs; 
der Besbachtung-sh beschränkt sein. Nachdem die Uhrver
gleichungen gemacht sind, wird die Uhr und der Bhobanh- 
tungsibhlüssiy auf jeder Sternwarte in den Loe'älstrom ein
geschaltet und der Stand der Uhr von jedem Beobachter 
bestimmt. Werden die Uhifölände dann im gehörigen Sinne 
an die Uhilvdngleichung'en angebracht, so ergiem! sich der 
Längenunterschiöd. Bei der BStimmnng dert Uhrstände ist 
es auch wieder zwe£kmäfsig,-*wenn die Beobachter dieselben 
Sterne benutzen, damit die Bestimmung der Länge von dein 
Fehler der ReÄtaSceuaiouen der Sterne unabhängig islKä

Aufser deimiEehlern, die von einer unri&jitige'n Annahme 
dej Fehler des lustrftlueuts in dem Läng5nuntea*schiede er
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zeugt werden, ist daägefundene Resultat auoli nojh ahhän- 
gig von der relativen Schnelligkeit, mit welcher die Beob
achter ein gegebenes Eröignif^Hauffasse-n, oder, der p e r s ö n 
l ic h e n  G le ic h u n g  Her beiden Beobachter^ T)iesor Fehler 
ist aber nicht der Methode eigenthümlich, sondern wirkt auch 
bei dun ändern Method.en und zwar in nöfvh grölscpsin Maafse 
ein. Bei diesera Methode» hängt Rer Fehler von deiwZeit ab, 
welche, bei jedem Beobachter verfliefst zwMshen Köjj Zeit, 
wenn die Netzhaut des Auges einen Eindruck eiliftlt, nnd 
der Zeit, wo d ej’ Beobachter sich des Eindrucks bewufst wird 
und in Folge dessen den Schlüssel andrückt. Ist diese Zeit 
b|£ beiden Beobachtern dieselbe, so wird das Resultat der 
Längaibestimmung offenbar dadurch nicht geändert; ist da
gegen die Zeit ;ungleich oder die porsönhehe Gjkjichung nicht 
Null, so wird glicht die Längenbestimmung nach der vorigen 
Methode um den vollen Betrag dieser Gleichung unrichtig. 
Man kann in'd^^n dsh hieraus entstehenden Felder vollkom
men eliininiren (weni|'|tens_wtinn man anuimmt, dafs die per
sönliche Gleichung sieh nicht ändert), wenn dieselben Beob- 

t ^ i ter 8^ine^andro Längenbe^immung mach’ein, nachdem sie 
ihre Stationen vertauscht haben; dei^.Unterschied der beiden 
Läpgenbestimmungen ist dann dip doppelte jSffiönlihhe Glei
chung und dasji Mittel den beiden frei von derselben. Die 
Beobachter können aber jguch die persönlich^ Gleichung be
stimmen, wenn sie an einem Ortö Zusammenkommen und 
Durchgänge an demselben mit mehreren Fäden versehenen 
Instrumäjte beobachten, sodafs der eine Beobachter zuerst 
eine gewisse Anzahl von Fäden, der andre Beobachter die 
übrigen Fäden beobachtet. Reducirt man dann die beobachte
ten Zeiten auf den Mittelfaden des Instruments (Abschn. VII 
No. 20), so wirdssicli in den,'Resultaten der beiden Beobachter 
für verschiedene-Steriie ein Unterschied «eigen, der gleich der 
pfersönlicJien Gleichung ist. Man ändert dann die Beobach
tungen noch so ab, dafs nun der zweite Beobachter zuerst 
die'ei'^en Fäden, nachher derd^teiiBeobachter die übrigen 
Fäden be^bachtgt', wo sich die Abweichung im entgegenge
setzten Sinne-^^ig't. Niipi^t man dann a-n&:allen beobachte

ten  Abweichungen das Mittel, so erhält man d:e persönliche 
Gleichung auch frei von etwaigen Fehlern ln den zur Reduc-
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tion auf den . Mittclfaden angenommenen Fädendistanzcn. Naeli- 
dem se^die persönliche Gleichuftg.,.b6gtimmt. ist, bringt man 
dieäpfce" an den beobachteten Längtenuntesschied an. Bif|b- 
achtot der östliche Beobachter um a später als der west
liche, hat man' daher die persönliche Gleichung 0  — W = -j-a ,  
spji ist die gefnndene Liängendifferepz. um so viel zu klein, 
und man mufs daher a zur Läfigendifferenz addiren.

B e isp ie l. Am 29. Juni 1861 wurde eine Läjigenbe- 
^irnmung zwischen den Sternwarten zu Ann Arbor im Staate 
Michigan und Clinton im Staate New York gemacht, und aus 
12|1 auf beideipChronographen regigijrirten Uhrvergleichungen 
gefunden:
in Ann Arbor 13h59m3s .0 Clinton Bjhrzeit =  19''58m29s .56 Ann ArbiSührzeit, 
in Clinton 13pJ) 3 .0 „ „ =  19 58 29 .40 „

jyje2Dh« in Clinton ging nach mittlerer Zeit und dieO O
Reduction auf Clintorier Sternzeit war für die gegebene Zeit 
-+- 6h -Mln 46s. 07, während der Stand der Uln  ̂ in Ann Arbor 
gggen Sternzeit -+- l m l s. 87 war. Damit folgt also nachdem 
Chronograph in Ann Arbor:

20h 32ra|jy)* . 07 Clinton S'ternzeit =  lO'teO111 313 .43 Ann Arbor Sternzeit, 

und nach dem Chronograph in .Clinton:
20h 3211149s . 07 Clinton Stern^eit =  I9h59® 313 .27.

Es vtird mithin der Längenunterschied nach den Able
sungen zu Ann Arlm-:

33™ 17». 64, 
und nach denen zu Clinton:

33iii 1 7 s. 80,
oder im Mittel 17s. 72.

Die persönliche Gleichung in diesem Falle war P — B 
— -h  0S. 04, und da P der östliche Beobachter war * ) ^  so 
wird der verbesserte Längenunterscliied 33m 17s ,76.

Anm . Die Beobachtungsmethode mittelst des Chronographen wird ge
wöhnlich die amerikanische genannt, da sie von Amerikanern erfunden ist. 
Die Idee dazu rührt von Sears C. Walker und William Bond her, die daher 
als die Erfinder angesehen werden müssen, obwohl Mitchel das erste Instru
ment zur Registrirung der Beobachtungen wirklich vollendete.

28. Aulser dei; Beobachtungen von dät.ürliclien oder 
künstlichen Signalen, die an $|n Orten, deöpn Längenunter-

*) Dr. Peters beobachtete zu Clinton, cleijjVeifasser zu Ann Arbor.
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schwel btfctiöhhf'werden soll, zu gleicher 27eit gesehen wer
den und der Zeitübertragung durch Uhren bedient man sich 
zur LängenfrSstimmiuig auch solcher Phänomene am Himmel, 
welche zwar nicht für alle Orte der Erde in demselben Zeit- 
moniSnte eintreffeil, die man aber auf ein und dasselbe Zeit- 
nloment so fjfetlüciren kamn,Vdals durch cü<S F l <'• Jo fc weiter 
kein Fehlep hervorgabracht wird. Die Bestimmung der Länge 
durch solche Phänomene ist Iffisonders vortheilhaft, weil die
selben der Art sind, dafs sie sich mit grofser Schärfe beobach
ten lassen und weil sie zugleich für einjen größten Theil der 
Erde*“järefhtbar sind, s|)dafs dadurch die Längen unfersehiede 
Yon sehr entfernten 0 ‘f.tSn bestimmt werden können. Solche 
PhänomeUte sind nun* die Bedeckungen der Himmelskörper 
unter einander, also Bedeckungen von Fixsternen tind Pla
neten durch dm? Mond, Sonnenfinsternisse und Yorühergänge 
des Mei-öuf und der Yemis vor der Sonnenscheibe. 'Da alle 
dieseSHiminelskörper mit Ausnahme der Fixstkrne eine Pag 
rallaxe habeji, diejEnamentlich l$im Monde sehr beträchtlich 
ist, also Beobachtern an verschiedenen .Orten der Erdober
fläche in demselben absoluten Zeitinomente an vgi^chiejimicii 
Orten der Ilimmelskugel eikolieinen, so werden die Bedeckun
gen derselben oder die Berührungen ihrer Länder für ver
schiedene Orte nicht gleichzeitig eintreffen. Es bedarf also 
in diesem Falle einer Coi^ötioii der Beobachtungen wegen 
der Parallaxe, indem man die Zeit keimen mufs, zu welcher 
die PIiiniUelskör,]M' einander bedgekt hättM, wenn dieselben 
keine Parallake gehabt hätten odek vielmehr, wenn dieselben 
vom Mittelpunkte der Erdffl aus beobachtet wären.

Man. haSalsoj-zuerst dies Längen- und Breitenparallaxen 
sowie den scheinbaren Halbmesser der beiden Gestirne für 
die Zeit der beobachteten Ein- oder Austritte zu berechnen 
(oder auch die Parallaxe in Esysfcascension und DecliiiMion, 
wenn man lieber diese föoordinatSn anwenden will). Dann 
erhält man in dem Dreiecke zwisejwro dem Pdljfe der Eclipfic 
und den Mittelpunkten. beider Gestiimea in welchem die drei 
Seiten (nämlich die scheinbaren Ecliptic - Pöklistanzeu" beider 
Gnstirne und die >Suinme odet Differenz Shs&r Halbmesser) 
bekannt sind, den Winkel am P o le .d .h . den Unterschied 
der scheinbaren Längen beider Geistirne zur Zeit der Beobacli-
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tung, woraus mai$ durch Anbringung- der Längenparallaxeii 
den1 l'öm  Mittelpunkte der Erde gCBelieiTäft Längeriunterschied 
beider Gestirne für 81®  Zeit der Beobachtung findet. Aus 
der Gröfse dieses Winkels-Aind der bekannten relativen Ge
schwindigkeit beider Gestirpe erhält man dann die Zeit der 
wahren ^onjunction d. h. die Zeit, wann die. beiden Gehirne 
vom Mittelpunkte der Erde’ nus gesehen diiejqgje Länge hatten 
und zwar ausgedrückt in Zeit des Beöbachtuiigsortes. Hat 
man nun auch an einem ändern Orte eine Bedeckung beider 
Gestirne oder eine ’ Berührung ihrer Ränder- beobaehtetp'so 
erhält man auf dieselbe Weise die Zeit der wahren Conjunc- 
tion in Zeit dieses Ortes ausgedrückt. Der Unterschied bei
der Zeiten isG'dann der Unterschied der geographischen Län
gen der beiden Orte.

Wenn nun die Zeiten der Berührungen an-beiden Orten 
vollkommen genau beoba.ohtÄtj wäKui, so würde man aiif diese 
Weise ciueSgenaue- Lüngenbcstiminung erhalten,-, wenn die 
Dafii, welche man zur Reduotion auf den Mittelpunkt der 
Erde anweudet^ ganz genau waren. Da dieselben indessen 
.imiEjs kleinen Fehlern unterworfen^.sind, sä; mufs man noch 
den Einllufs derselben anf das Resultat Rj^tiinmen und dinge 
Fehler selbst durch die Combuiation der Beobachtungen zu 
eliminiren suchen.

Dies ist die,.ältere Methode, deren man sich frühen 'in
nrer bediente, um den Längeriunterschied der Orte aus Beob
achtungen von Verfinsterungen hemileiten. Jetzt ̂ erfährt man 
auf etwas, andre [ Weise. Lidern man nämlich von der Glei
chung aiisgeht, welche die Bedingung der Berührung der 
Ränder der bei den.Gestirne ausdrückt und nur ge&centrische 
Gröfsen entliält, entwickelt npaip^eineJ'andve Glgipjmng, deren 
unbekannte Gröfse dieRdonjunctipnszeit oder, da man diese 
Seihst nicht zu kennen braucht, unmittelbar der Längeinuii- 
tefsciiied ist.

2!). Man sieht die Ränder zweier Gestirne in Berührung, 
wenn das Auge si«h in der beijfe Jf^estivne einhüllenden 
krummen Fläche befind^*? Da 111111 die Ilinim^skörper so 
nahe kugelförmig sind, dafs maiij auf die kleiii|y Abweichung 
von der Kugelgestalt hier keine Rücksicht zu nehmen hat,
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so wird die einhttllende Fläche die Oberfläche eines geraden 
Kegels sein und zwar wird es immer zwei einlnillende Dop- 
pelkcgej geben, indem die Spitze des einen zwischen beiden 
Gestirnen, die des ändern, ,vom gröfgeren Gestirne aus gerech
net, jenseits des kleineren liegt. Befindet sich das Auge in 
der Obei’flägjie des ersteren Kegels, so sieht man die äufsQge 
Berührung der,beiden Gbstirne, inj anderen Falle die iniie®.

Die Gleichung des geraden Kegels wird nun ipnn ein
fachsten, wenn man dieselbe auf ein rechtwinkliges Axeu^y,- 
§£pm bezieht, von welchem die eine Axe ,tnit der Axe des 
Kegel^selbst zusammenfällt. Ist dann der Kegel ein solcher, 
dessen Durchschnitte senkrecht auf die Axe Krei^a sind, jap 
ist djg Gleichung dpi; Oberfläche desselben bekanntlich:

x 2 - G i f  =  (c —  s ) ! tangP  ,

wo c die Entfernung der Spitze des Segels'von der Grund
fläche der Co&dinatan bezeichnet'und f  der Winkel ist, wel
chen* die Axe des Kegels 'mit einer Seitenlinie desselben 
macht.

Man mufs nun die Gleichung desjenigen Kegels suchen, 
welcher die beiden Gestirne einhüllt und zwar bhzogeja auf 
ein Axensystem, dessen eine Axe dusch die Mittelpunkte der 
beiden Gestirne geht. Setzt man dann in dieser Gleichung 
statt der unbestimmten *©«>rdinaten x , y , a die Coordinaten 
eines Erdorts, auf di-teselfei Axensystem bezogen, so erhält 
man die Grundgleichung der Theorie der Finsternisse. Zu
dem Ende mufs man zuerst die La^J? der geraden Linie be
stimmen , welche die Mittelpunkte der beiden Gestirne ver
bindet. Ist aber a und d die Rectascension und Declination 
desjenigen Punktes, in welchem der Mittelpunkt des entfern
teren Gestirns vom Mittelpunkte des näheren aus gesehen 
wird, oder in welchem die durSh die Mittelpunkte, beider Ge
stirne gehende 'gerade Linia die scheinbare Himmelskugel 
trifft, G die Entfernung beider Gestirne, belipiehnen ferner « , d 
und i\ die geozentrische B®eS»s®nsion, Declination und Ent- 
LsrnungJ des näheren Gest.inä's, 8'  und A  dasselbe! für das 
entferntere, hat man die Gleichungen:

G  c o s  d c ö s  a =  A '  c o s ^ i ^ o s  a' —  A  c o s  8  c o s  a
G  c o s  d  s i n  a  =  A ’  c o s  8' s i n  a1 —  A  c o s  8 s i n  a

G s i n  d —  A ’  s i n  8' —  A  s i n  S,



oder:
O cos d cos (er, —  ad =  A’ ,fiQS <S' —  A cosj5 cos (a —  a')
G cos d sin (a —  a’) =  —  A cos äism (a —  a')

G sin d =  A’ sin S' —  A sin S.
Wählt man den AequatoWalhälbmessCT der Erde als 

Einheit, so mufs man, wenn A und A’ in Theilcn der halben
gröfsen Axe der Erdbahn aitedrückt sind, jetzt —7̂ -7-0 J sm Tr

1und . — statt A’ und A nehmen, wo 71 die Horizontal -
sin 7t

Aequatorealparallaxe des nähern und n! die mittlere Horizon- 
taljA.equatorealparaliaxe für das entferntere Gestirn bezeich
nen, und erhält dann:

sin n  Gfcos d cos (a —  «') =  A’ ^  , eos S’ —  cos S cos (a —  a )
sin 7 1

sin 7t G cos d sin (« —  a!) —  —  cos S sin (a —  « ’)

sin TtWrSt.in d

I)a nun auch: 
sin 7t G 

so hat man
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n  • 1  1 ; sin ^  , oj n
sm 7t u  sm d —  A .----- r sin "  —  smsm 7t

sin 7t G cos d =  A' —;m A  ceS'<y c o s  (a —  a') —  cos g cos ( a  —  a )  , smTt

sin n' co'ä S ,
 sin(« —  a )

, A sin 7t qos 0
tang (a —  «  ) = -------

sinjr' cos S ,
1 —  - , - .  (Tos(a —  a )

A sm n  cos 0
und:

sinir’ .TO- ' -sm (0 — 0)
A sin 7t

tang (d —  d J =  — Sin TT , o,
1 V i ~  cos (d —  <r) 

A sm tz"

Da für Sonnä&finÄrnissl eine kleine Gröfse ist,
sm 7t 1

so erhält man hieraus nach Formel (1 2 ) in No. 11 der Ein
leitung :

sin 7t' cos §  . ,
. — -. --------- (rt —  Ct)

A sin 7t cos o

d = S ’ —  (S —  S’)
A sin 7t

und, wenn man setzt:
G sin 7tr

j ,  ->

(A )

auch noch:
r, =  1 —

A sin 7t
A S1U 71 (<7=1 -- 7 / T  (-#)^ A CI *1 'TF'
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Man denke sich nun ein rechtwinkliges ARnsystem, des
sen Durchsehnittspimikt im Mittelpunkte der Erde liegt. Die 
Axe der y gpäi nach aerayjäordjiole des Aequators gerichtet, 
die Axen der x  und z ^sollen dagegen in der Ebene desO O
Aequators liegen und zwar so, dafs die Axen der z und x  
nsvch Punkten g^ichtet sind, deren Rectaatejisioneii a und 
90" -+- a sind. Dann sind die Coordinaten des näheren Ge
stirns in Bezug auf dielse Axen:

z' =  A cos 8 cos (a —  ci) , y  =  A sin 8, x ’ =  A cos S sin (a —  ci).

Denkt man sich nun die Axen der y und z in der Ebene 
der yz  um den Winkel — d gedreht'*), sodafs dann die Axe 
der z nach demjenigen Punkte gerichtet ist, dessen Rectas
cension und Declination a und d ist, so erhält man für die 
Coordinaten des näheren Gestirns in Bezug auf dies neue 
Axensystem:

sin 8 sin d +  cos 8 cos d cos (« —  a) 
sin 7t

sin 8 cos d —  cos 8  sin d cos (a —  d)v — ----------------—.-----------------------
sm tc

cos <5“ sin (a —  ö.) 
sin 7t

oder auch:
 cos (8  — d) cos tJ- (cc — a )2 — cos (8  -f- d) sin  ̂ (a — a)2

sin 7t
sin (8 —  d) cos \ (a  —  d)2 4 -  sin (8 -h  d) sin 4- («  —  a) 2 , .

y ~  —  --------------------------- -— t  —----------------------------------------- ( L )sm 7t
cos 8 sin («  —  a)

*  =  shry •

Die Axe der z ist jetzt parallel der Linie, welche die 
Mittelpunkte beider Gestirne mit einander verbindet. Läfst 
man die Axe der z mit dieser Linie zusannnepfallen, so wer
den die Coordinaten x  und y jetzt die Coordinaten des Mit
telpunkts der Erde in Bezug auf den neuen Anfangspunkt, 
aber negativ genommen.

Die Coordinaten eines Erdorts, dessen Rfbesserte Pol
höhe cp’ , dessen Csternzeit 0  und dessen Entfernung vom Mit

telpunkte o ist, sind nun, wenn man den Anfangspunkt im

*) Der Winkel d nuifs negativ genommen werden, da die Drehling MSn 
der positiven Seite der Axe der z  nach der positiven Seite der Axe der y  
Zli erfolgt.
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Mittelpunkte*der Erde, die Axe deivijQaber parallel der Linie 
annimmt, welche die Mittelpunkte beider Gestirne verbindet:

'C ■= o [sin d sin cp' cos d cos y ’ 'nYftyJ—  a)]
■)] =  Q [cos d sin p' —  sin d cos cp' cos: (ß  —  «)] (-D)
I =  C cos cp' sin (0  — S)'.~~

Die C<®rdinaij§n dieses Ortgsj in Bezug auf ein Axen- 
system, dessen Axe der s die A ’erbindungslinip der /Mittel
punkte beider Gestirne selbst ist, sind dann:

| —  x , rj —  y  und £
und die Gleichung, welche ausdrückt, oäfs der dureh p, gv 
und 0  bestimmte Ort der Erdoberfläche in der Flache des 
beide Gestirne einhüllenden Kegels liegt, wird daher:

0 — I)2 +  (y — y)2 “ jS-  S)2Ens /2. 
wo nun noch c und f  durch Gröfsen ausgedrückt werden 
müssen, welche sj'ch auf den Mittelpunkt der Erde beziehen. 
Den Winkel f  findet man aber!, wie man sogleich sieht, durch 
die Gleichung:

r’ =±= r
Sm G ’

wo r und r' die Halbmesser beider Gestirne bezeichnen, und 
wo das obere Zeichen für äufsere, das untere für innere Be
rührungen gilt. Da nun G in Tlieilen des Halbmessers des 
Erdäcpiators ausgedrüfekt war,, sgo müssen auch r und r1 auf 
chege Kinbeit bezogen werden. Bezeichnet also k  .den in Thai
len dos Halbmessers des Erdäcpiators ausgedrückten Mond- 
halbmßssgr und h den Halbimsser, in dem die Sonne in der 
Entfernung, welche gleich der halben gröfsen Axe der Erd
bahn ist, erscheint, so erhält man, da:

, sin h
r =  — r }

sm 7t
auch:

sin f  =  :----- -r [sin h =t= 1c sin tz’\
Cr sin 71

oder:
1sin f  =  —7—  [sin h =Wc sin.?r ]. (_£’)

Aff
Es ist aber:

log sin 7t' =  5,6186145, 
fernem k nach Burkhardts Mondtafeln gleich 0. 2725 und h 
nach Bp,ssel gleich 15’ 59”. 788, also ist:

log [sin h k sin 7t'] =  7 . 6688041 für äufsere Berührungen, 
log [sin h —  h sin 7t'] =  7.6666903 für innere Berührungen,
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Nun ist noch die CjSöfsl c oder die Entfernung der Spitze 
des Kegels von der Ehester der xy  auszudrücken. E^glst aber, 
wie man leicht sieht:

c =  c ±  — , (F)
s m /

wo wieder das obere Zeichen für äufsere, das untere für in
nere Berührungen, gilt. Bezeichnet man dann c tang/-, d h. 
den Radius des Durchschnitts des Schattenkegels mit der 
E ® e  der xy, durch l und tang f  durch so wird die all
gemeine Gleichung der Finsternisse, die alscL ausdrüekt, dafs 
|uer durch <p\ & und p bestimmte Ort der Erdoberfläche in 
der Oberfläche des beide Gestirne einhüllende.n Kegels liegt: 

■ r - £ ) 2 H - G - ! 2) = = a - ; t £ ) 2.

Da die Gröfse l immer positiv ist, so mufs man tang f  
oder l  negativ nehmen, vifenn man aus der Gleichung (F) 
für (feinen negativen Werth findet.

Die Gröfseu, welche-.zur Berechnung von x, y, z und £, ?; 
und 1 nach den Gleichungen (C )  und (D )  dienen, werden 
aus den Monds- und Sonnehtafeln entnommen. Da diese in
dessen immer mit Meinen Fehlern behaftet sind, so werden 
auch die berechneten Werthe von x , y ete. von den wahren 
verschieden sein. Sind daher l\x, A y rmd A  ̂ die Aendcrun- 
gen, welche man zu den berechneten W ethen von x, y und l 
hinzuzufügen hat, um die wahren Werthe'S zu [erhalten, so 
wird die voriger! Gleibhung *):

(x  H- A x  —  if?  H- (y H- Ay —  »/)2 =  I h *  AZ —  ^£)2- 
Es seien nun die Warthe von « , n, ö' und i t '  aus 

den Tafeln oder astronomischen Ephemeriden für die Zeit T 
des^rsten Meildians genommen. Die gesuchte Zeit des er
sten Meridians, zu welcher ein Moment einer Finsternifs beob
achtet ist, sei dann T -+- T', so hat man, wenn x„ und y0 die 
Werthe von x  und y für dn? Zeh T und x  und y’ di™Dif- 
fewBntialcjuotienten von, x  und y bezeichnen: 

x —  x a H- x ’ T ’ und y  =  y 0 “h y' T ’- 
Auf ähnliche WeisS erliält man auch die Gröfsen |, rj 

und T aus zwei solchen Theilen zusammengesetzt. Da diese

*) Fehler in a, d und X werden hier vernachlässigt, weil sich dieselben 
doch nicht aus den Beobachtungen der Finsternisse bestimmen lassen.



351

Gröfsen sich aber immer sehr langsam ändern und man in 
dH Regel schon immer eineft (genäherten "Vgertli für den 
Längemunterschied, also für die der Beobachtuiigsaeit entspf*- 
chcnde Zeit des ersten Meridians keimt, so kann man diese 
Gröfsen schon immer für diese Zeit als bekannt vdfe-üssetzeü. 

Die vorigfc Gleichung wird daher:
[,r0 -  1 +  x' F  +  A *]2+  L „  -  n +  /  F  +  A j j 2 =  ( / +  A l -  X ?)2. 

Aenderten sich nun x  und y der Zeit proportional, so 
wären x ’ und y’ constant, und man hätte zur B erechnung; 
derselben die Kefintnifs der Zeit T H- T’ nicht nöthig. Dies 
ist nun zwar nicht der Fall, dapaher die Aenderungen von 
x  und y’ sehr klein sind gegen die Aenderungen von x  und y 
selbst, so kann man die obige Gleichung durch Näherungen 
auflosen, welcne sehr-schnell conve-rgiren.

Setzt man nun:
x’ i —  ij i' =  A x 
y  i -+- x' i  =  A,y

ferner:
m sin M — x 0 —  £ n sin N  =  >■'
mcos M = i j 0 —  rj u cos N  =  y (Gr)

l — X£ =  L,
sa. geht die, vorige Gleipliung über in:

|fc +  A 0 2 =  [m cos ( M — N )  +  n ( F  +  i)]2 +  [ M ß  (M — m  ~  ln ']2, 

und man erhält hieraus, wefni-'m'äir die Qua'drate von i' und i\l 
vernachläfslgt, für T' +  i die quadratische Gäei'cßun'g :
r r '-u  v j -  2m !M  i S t -r U - l  i 2— ™2 sin (ä f— iV )ä ,tA os(M — N Y  
( T - h 0  +  c o s  ( t l / — i v ) ( r + o —  ,  - -  2n ii n

2 171 , Z u r  n t\ -I ■ ^ i 7H sm (,1/ —  Avi B +  — ; A l-
n n

Löst man diese Gleit hung nach T'-\-i auf und bedenkt,
dafs:

[/^ x -h A x )  —  V x  +  ,
2]/ x

so findet man, wenn man setzt:
L  sinftj =  m sin,(M  —  N ), (B )

m l m  r a r  L  C0J W i f  ■ . / A IT — —■- cos ( M — iV) =p —  —L — i =p tang y>i =f=— sec ip, 
n n n

oder mit Ausnahme des Falles, dafs ip sehr klein ist:
ui sin (M — JSf =̂ =rp) . ,, A lT  ~  —    i =f= tang u>i =p —  scc y>.
n sin \p n
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Da nun die Zeit des Eintritts hnmer früher als die des 
Austritts ist, also 7" für den Eintritt einen kleineren positi
ven oder größeren negativen Wertli haben nnjfs al,s für den 
Austritt, so^gilt, wenn man den Winkel i.y immer im ersten 
oder vierten Quadranten nimmt, jdhs obeSe Zeichen für den 
Eintritt, das untere dagegen für den Austritt^wie man sto- 
gleioh aus der ersteren Kjorm der Gleichung-rfür T' sieht. 
Nimmt mau aber für dem^Eiutritt ihr in dem ersten-oder vier
ten, für den Austritt dagegen in dem zweiten oder drittieh 
Quadranten, so ist für beide Fälle:

Nur für ringförmige Sonnenfinsternisse ist der Austritt 
bei der inneren Berührung früher als der Eintritt. Man mufs 
also dann für den Eintritt ip in dem zweiten oder dritten, 
für den Austritt dagegen in dem fersten oder vierten Qua
dranten rehmen.

Die, Gleichung- ..(</) löst man nun durch auf einandeS fol
gende Näherungen auf. Man berechnet zu dem Ende die 
Werthe xt, y, L  <z, <7, <7, l und X nach den Formeln (A), (B), (C), 
(£ ) nnd (E) für muhpere auf einander folgende Stunden, sodafs 
man n^.h den Interpolationsformeln die AVerthe von xu und y,̂  
sowie deren Differentialquotienten fürftuiij; jede Zeit finden 
kann. Dann nimmt man ein T an, sotgenau als es pie bei
läufige Kenntnifs des Längenunt^chiedes erlaubt, interpolirt 
für diese Zeit die Gröfsen gL  !Joi x ' un(i j / '  und findöt da
durch mit Hülfe den Formehi (77), (G), (77) und (J )  einen 
gSähdr$en Werth für T’. Mit dem AVerthe T -f- T' wieder
holt man dann, wenn es näthig ist, die vorige Rechnung. 
BezeMmet man den in der letzten Näfferung angenommenen 
Werth wieder mit T und die gefunden^ Verbesserung mit T\ 
so ist dann T - { -T '= t  — d, wo t die. Beobachtuugszeit und d 
den östlioh’en Längenunterschied des Beobächtungsortes vom 
ersten Meridian, d. h. von demjenigen, Meridiane bezeichnet, 
dessen Zeit der Berechnung der .Gröfsen x , y , z  etc. zum 
Grunde liegt.

m sin ( M  — N  +  tp) * •/1 ü  111 — 1 tang tp sec tp
oder:

n sin tp

m
11



Da die Werthe von x  und y' so gefunden werden, dafs 
ihnen die n ttlerc Stunde als Zwischenzeit zum Grunde liegt, 
so setzt die obige Formel für d dieselbe Zeiteinheit voraus. 
Will man aber den Ijängenunterschied d in Zeitsecunden ha
ben, so mufs man die RöVmel mit der Anzahl s von Secun- 
den, die auf eine Stunde derjenigen Zeitart gehen, in 
welcher die Beobachtung ausgedrückt ist, nmltipliciren. Da
durch wird dann auch t —  T in Secunden derselben Zeitart, 
in der t angegeben ist, ausgedrückt, oder T bezeichnet die 
mit t gleichmäfsig ausgedrückte Zeit.

Die Gleichung ( K) giebt nun nicht den Längenunter
schied des Beobachtungsortes vom ersten Meridian, sondern 
vielmehr eine Relation zwischen demselben und den Fehlern 
der Röchnungselemente. Hat man aber an verschiedenen 
Orten dieselbe Finsternils beobachtet, so erhält man für einen 
jeden Ort so viele-'solcher Gleichungen, als man Momente 
der Finsternils beobachtet hat. Durch die Combinatmn die
ser Gfefchungen eliminirt man dann, wie man nachher sehen 
wird, dle'Fehler eines oder mehrerer Rechnungselemente und 
macht auf diese Weise das Resultat von den Fehlern der 
Tafeln so viel als möglich unabhängig.

Man mu/s nun no§h die Gröfsen i und i' entwickeln, wel
che durch die Gleichungen:

xf i —  ?/1 =  
y  i +  x  i’ =  Ay

oder:
nt =  sin N A x  *+■ cos N & y  
n i =  sin NiAy —  cos N & x  

bestimmt waren. Die Gröfsen x  und y hängen von a — a, 
S— d und 7i ab. Nimmt man also diese Gröfsen als fehler
haft an, so wird:

Ax =  j4 A («  —  p) ■+■ B A (S —  d) +  CAir 
Ay  == A fA G  —  e) -j- A (fi —  d) -H C’A 7t, 

wo A , B , C die Differentiulquotienten von x  in Bezug auf 
a — a, S — d und jr, Ä , B\ C' dagegen dieselben Differential-
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quotienten von y sind. Da mm /\ (a — d), (<) — d) und Ä n
immer nur kleine Gröfsen sind, so kann man in den Aus
drücken für die Differentialquotienten die Glieder, welche 
sin (a — a) und sin (3 — d) als Factor enthalten, vernachlässi
gen, dagegen cos («  — d) und cos (ü — d) gleich Eins setzen 
und erhält dann:

COS §  X
A  =  — cos («  —  a)

B  -- 

C--

sin 7t sin 7t
sin S  sin («  —  a ) __

sin 7t
cos S sin (a —• a) cos 7t x

sin TT® tang ?r
£  cos S sin d sin (a —  a )  ^

sin 7t

B ’=
cos(®—  d) 1

sin 7t sm 7t 

tang 7t

Da nun i und i'J alscuaucli /\ ( a  —  d ), A 6ä— d )  und /\ti 
in Thülen des Radius ausgedrückt sind, so müssen diese 
Differentialquotienten, wenn man die Fehler der Elemente in 
Secunden erhalten will, mit 206265 dividirt werden. Setzt 
man dann:

206265 . n sin 7t 
so wird:
i =  h siniV cos S A (« —  n) Hr A cos N A —  d) —  Acos 7t [\7t [x sin Ai7 y  cos A7] 
i ' =  — AcosiVcos SA («—  </) -f-h sm A7{\(ß —  d )-t- Acos7t [x cos Ai7— y  sin A7],

also, wenn man die obere Gleichung mit cos xjj, die untere 
mit sin 1p multiplicirt:

cos ip
[i H- t'tangy] —-—  =  sin (N  —  y ) cos 8 A («  —  a) H- cos ( N —  y) A (8  —  d)

—  cos 7t t±7i[x sin (N  —  y )  -+-y  cos (N  — y)].

Damit erhält man dann:
m sin (M —  N-\-yJ) sin ( N — y/)

d —  t —  i  H s  ; b h ---------------------cos o A (ct — a)
n sm y  cos y

H-

H-
cos y

206265 sin
COS 1JJ

\ cos y  /
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oder auch, wenn man setzt:
s =  sin N  cos §A  («  — o) +  cos iVA (ä —  <Z)
£ =  —  cos AT(c6s S A (« —  a) -J  sinFÄtA (5 —  d)
7] =  206265 sin A \ (L )
0  =  cos A 5t

 .r sin (iV—  tp) +  y cos (N  —  y)
COS 7p

d = t—T +  m- . ssn- w —j i + yI + A e + jg tan +  Ä geo _ Ä£0. w
?i s in ^

Jede Beobachtung eines Moments erner Verfinsterung 
giebt nun eine solche Gleichung und da dieselbe fünf unbe
kannte Gröfsen enthält, so werden fünf solcher Gleichungen 
zur Bestimmung derselben hinreichen. Die Gröfsen ?; und 0  
wird man aber in der Regel nicht bestimmen können, wenn 
nicht die Beobachtungen an Orten, welche sehr weit von ein
ander entfernt liegen, angestellt sind. Indessen wird doch 
die Berechnung der Coefficienten immer den Einflufs zeigen, 
welchen Fehler in den Werthen von n und l auf das Resul
tat haben können. Man wird also in der Regel immer nur 
den Mittagsuntenschied von den Fehlern t  und s zu befreien 
suchen, aber die letztere Grö'lse nur dann bestimmen können, 
wenn der Mittao-sunterschied eines Ortes vom ersten Meridianeo
bekannt ist. Kennt man dann s und £, so erhält man daraus 
die Fehler der Täfeln in Rectascension und Declination durch 
die Gleichungen:

cos d A ( «  —  cl) —  s sin N —  £ cos N  
A (ß  —  d) =  e cos £ sin N .

Die sämmtlichen Formeln, deren man zur Berechnung 
des Längenunterschiedes aus einer Sonnen-Finsternifs bedarf, 
sind nun also, noch einmal der Uebersicht wegen zusammen
gestellt, die folgenden:

, sin 7t' cos S - \a = a  — :---- ■-----  ̂{a — a)
a s m ®  cos o I

d = S ’ - p ^ ( S - S ' f  > (1)A s m »  [
  sin n•} \

^ A' sin n  ’ /

wo « ,  S und Ti Rectascension, Declination und Horizontal- 
Aequatorealparallaxe des* Mondes, S\ /Y und 71' dagegen 
R^ctaspe nsion, Declination, Entfernung und mittlere Horizon
tal - Aequatorealparailaxe der Sonne bezeichnen,

2 3 *
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cos S sm (a  —  a)x  ‘ ---------------------------
sin n

 s in Q —  cOcos^(a —  a)2 +  sin($H-rf) s m l( a —  o.)2 ,
sin jt ■

 co^5'— c/)cos4 ( « —  a )2 — c o s Q -f -d ^ in M «  —*a)2
sin je 

]
s i n y = ^ — [sin /i=t 1c sin jt’], (3)

w °: A
- !log [sin h -+- h sin 7t'] —  7.ß!|88041 

für äufsere-?Berührungen und:
logH n  h —  *k sin 7 1 'J =  7.6666903 

für innere Berührungen ist,

s in /

wo wieder das obere Zeichen für äufsere, das untere für 
innere Berührungen gilt.

“ ef = a .  <«
wo ?. immer dasselbe Zeichen wie c erhält:

| =  p cos tp' sin ( 0  —  n)1 •'
tj =  q [cos d sin tp! —  sin d cos tp' cos (0  —  a)] (6)
S =  C [sin cf sin tp' -f - cos d cos tp' cos {0  — a )],

wo cp' und p die Verbesserte P.olhöhedes Beobachtungsortes 
und seine Entfernung’ vom Mittelpunkte, (■) dagegen die beob
achtete Sternzeit eines Ein- oder Austritts bezeichnet.

Ist dann für eine Zeit T :
d x  ,

™ °  17 =  x ,.

dt

(7)

y = y  o
so berechnet man:

m sin M  — Xu —  f  n sin N  —  x'
m cos M — y 0 —  C] n cos N = t/ ’

L  sin tp =  m sin (1 / —  N ),  (8)

wo für Eintritte tp im ersten oder vierten, für Austritte im 
zweiten oder dritten Quadranten zu nehmen ist, und:

r  =  '■ =  _ j i c o s _ icosv-. (9)
ii sin xjj n n

Dann ist:
d — t —  T —  T 1 -f - /i £ -f- Ä J tang (10)
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also :

w o :
, I  . ____

206265 . »i^in yt ’ 
s =  sin N eos SA (*  —  f>) 4 -  cos 7V"A (.fi —  d),
C =  —  cos N cos fi A (a — «)+ sin i\ T/i iß  —  d),

cos fi A (« —  a) =  e sin .ZV —  £ cos .ZV 
A (fi— d) —  I  cos ZV4~ £ sin N.

B e isp ie l. Am 7. Juli 1842 fand eine Sonnenfinsternifs
statt, bei welcher in Wien und Pulkowa die folgenden Mo
mente beobachtet wurden:

W ie n :
Innere Berührung beim Eintritt 18h 49m 259.0  mittlere Wiener Zeit.
Innere Berührung beim Anstritt 18 51 22 . 0  „ „ „

P u lk ow a :
Aeufsere Berührung beim Eintritt 19h 7m 3S. 5 mittlere Pnlkowaer Zeit.
Acufsere Berührung' beim Ausritt 21 12 Fi2 .0  „ » „

Nach dem Berliner Jalirbuche hat man die folgenden 
Oerter der Sonne und des Mondes:
M. Berl. Zeit. a fi a fi'

17h 105° 8’ 49” .93 4 -2 3 o 22 ' 10". 35 106° 50'3^4.49 4 -  22° 33’ 24".,46
18'> 47 43 .31 15 0 . 34 53 12 .37 33 7 ..93
19l1 106 26 34 .14 7 40 . 45 55 46 .24 32 51 ..36
20h 107 5 22 .32 0 10 ..75 58 20 .09 32 34 . 75
21l> 44 7 .75 22 31 . 29 107 0 53 ..94 32 18 .09
22h 108 22 50 .34 44 42 ..13* 3 27 .78 32 1 .40

yt log A'
l?h 59' 55" .0 6 0 .0072061
18i> 56 *3 7 56
19h 57 ■ 65 51
20>> 58 . 91 46
21h 60 0 . 14 41
22h 1 . 35 36.

Berechnet man nun zuerst die Gröfsen a, d uiid g nach 
den Formeln (1), so erhält man:

ci d log g
18h 106° 53’ 2 1 ". 53 +  22° 33' 2” . 04 9.9989808
19h 55 50 . 33 32 46 .4 7  11
20h 58 19 . 10 32. 30 .8 7  15
21h 107 0 47 .8 8  32 15 .2 5  19

Ferner findet man nach den Formeln (2a  (3), (4) und (5):
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X y log*
17h —  1 .5632144 +  0 .82 4 68 6 4 1 .7585349
18h — 1 .00 6 11 5 4 +  0 .70 3 93 5 4 1 . 7o84833
19h —  0 . 4489341 +  0 . 5827957 1 . 7583923
20h +  0 .10 8 25 1 4 +  0 . 4612784 1 .7582614
21h +  0 .66 5 37 8 5 +  0 .33 9 39 8 5 1 .7580909
22h +  1 . 2224009 +  0 .21 7 16 0 3 1 . 7578799.

l Iog l
Aeufsere Berührung. Innere Berührung. Aeufsere Berühr. Innere Berühr.

17h 0 .53 6 23 1 4 0 .01 0 05 4 8 7 .6626222 7 . 6605084,,
18h 0 .5362001 0 . 0100860 23 85
19h 0 .5 3 6 1 4 5 0 0 .01 0 14 0 9 25 87
20h 0 .  5360655 0 .0 1 0 2 1 9 8 26 88
21h 0 .5 3 5 9 6 2 2 0 .0 1 0 3 2 2 7 27 89
22h 0 .53 5 83 4 5 0 .01 0 44 9 9 29 91.

Nun ist die Zeit der inneren Berührung beim Eintritt 
für W ien:

18h 49™ 2 5 s . o,

also die Sternzeit:
0  —  l h 52m 29s. 8 =  28° 7’ 27". 0 ;

ferner ist:
y =  48° 12’ 35!'. 5, 

also die verbesserte Polhölie:
9 ' =  48° 1' 9

und:
log (> =  9 . 9991952.

Nimmt man nun T —  18h 30m an, so r erhält man für 
diese Zeit:

z 0 =  —  0 .7 2 7 5 3 0  =  +  0 . 6*43413,

und nach den Formeln (6) :
£ =  —  0 .654897  ^ =  +  0 . 635482 log £ =  9 . 606857;

ferner nach den Formeln in No. 15 der Einleitung:
*' =  +  0 . 557185 y ’ —  —  0.121140, 

also nach den Formeln (7), (8) und (9):
M =  276° 13' 54” log m =  8 .863708  „
7 7 = 1 0 2  15 58 lo g , =  .756030 ^  =  8 .077778

 ̂y, =  39° 57' 10”
T' =  —  6m 40s .85.

Man hat hier nun nicht nöthig, eine zweite Näherung 
zu machen, und erhält daher nach der Formel (10): 

d H L  0h 12m 44s . 15 +  1 . 7553 £ +  1.4703 £.
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Aus der Beobachtung der inneren Berührungen heim 
Austritt findet man ebenso,..wenn man dasselbe T beibehält:

£ =  —  0 .653763 +  0 ,633338 log g =  y 612367
M  =  277° 4 6 '4 0 " log m =  8 .871874  l o g £ =  8 .078638

x p =  150“ 54' 51".5

also:
d =  +  0h 12«> 27s .26 +  1 .7553 e — 0.9764  g.

Auf gleiche Weise erhält man aus den Beobachtungen 
in Pulkowa, wenn man:

y) == 59° 46' 18”. 6 ,
also:

7< =  59° 36' 16". 8

und:
log 9 =  9 . 9989172

nimmt,
d' —  ll> 8m 263. 57 +  1 .7559 c +  0 .50 6 4  g, 
d ’ =  1 8 22 .67 +  1. 7541 s — 0 .3 0 3 4 g .

Es ist also:
d ’ —  o' =  +  55® 42». 4 2 — 0 .96 3 9  g, 
d ’ —  d —  -h  55 55 + 1  +  0 .6730  g,

also :
d' —  d =  +  55® 50». 07

und:
g =  —  7?? 94.

Um nun auch den Fehler e zu bestimmen, mufs man
die Länge eines der Orte von Berlin als bekannt annehmen.
Da aber die Länge Wiens von Berlin 

+  06 l l m 563 . 40

beträgt, so erhält man aus der ersten Gleichung für d:
S =  —  20". 55.

Da nun ferner:
cos SA (« — a) =  e sin N  —  g cos N  

A (5 —  d) —  e cos IV +  g sin N,
so wird:

e£s</A (« —  a) =  —  21". 78
und

A {8 — d) =  —  3". 38.

30. Für Sternbedeckungen durch den Mond werden 
die Formeln etwas!einfacher. Da dann n' =  0 ist, so wird 
a =  «', d =  Es fällt daher die Berechnung der Formeln
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(1) ganz fort und die Coordinaten des Erdorts werden vom 
Orte des Mondes ganz unabhängig, nämlich:

£ —  ff cos <p' sin —  S )
rj =  () [sin <p' cos 8' —  cos <p' sin 8' cos (t9:—  «')]•

Die dritte Coordinate £ braucht man recht, weil für die
sen Fall f, also auch ). =  () ist, indem der einhiillende Kegel 
in einen Cylinder übergeht. Der Halbmesser l des Durch- 
schnil ts dieses Cylinders mit der Grundebene der Coordinaten 
wird dann gleich dem Halbmesser des Mondes, also gleich k  
Man hat daher auch nicht dip«Berecbnung der Coordinate z 
nothig; x  und y findet man aber aus den einfachen Glei
chungen :

cos 8 sin (a —  a'~)
x = ---------------------------

sin 7t
sin 8 cos 8' —  cos 8 sin 8' cos (a —  «')v =  : •

sm 7t

Die allgemeine Gleibhung der Finsternissje geht nun in 
die folgende über:

(Jc +&ky  = ( i  +  Av — D2 -t- G +  Ay — C 2> 
die man ganz so wie vorher auflöst. Setzt mail wieder 
t — d —  T T' und sind x 0 und ya die Werthe von x  und y 
für die Zeit T, x ’ und y’ die Differentialquotienten dieser 
Gröfsen, so berechnet man wieder die Hülfsgröfsen:

m sin M ~  x 0 —  f  n sin N  =  x'
in cos M — y 0 — 1 \ n c o s N = y '

k sin y  =  m sin (M —  N )
und erhält dann:

_  m sin (ß [  —  V')
d = l  —  T-\ s ------------ ;—  +  h s -+- ht, tang y>,

n sm

wo h, s und £ wieder dieselbe Bedeutung wi&vorherjhaben.

B e is p ie l . 1849 Nov. 29 wurde zu Bilk der Ein- und 
Austritt des Sterns «  Tauri am Mondrande beobachfeit und 
zwar:

der Eintritt um 8h15m12s . l  mittlere Bilker Zeit 
der Austritt um 9 18 1 9 .8 .

Der Eintritt desselben Sterns wurde auch zu Hamburg 
beobachtet um

8h 33m 47s. 2

mittlere Hamburger Zeit.
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Di r Ort des Sterns war an diesem Tage nach dem Nau- 
tical Alinanac:

a' =  4h l i m i ß s .  24 =  6 2 ° 4 9 '3 " .  6 
8’ =  +  1 5 ° 15 ' 32".

Ferner ist für Bilk:
y,' =  5 1° 1 ' 1 0 ". 0 

lo g  ?  =  9 .9991201

und für Hamburg:
y>' =  5 3 ° 2 2 ’ 4". 2 

lo g  ?  =  9 .9990624 .

Endlich hat man nach dem Nautical-Almanac für die 
mittleren Greenwichei Zeiten 7h, 8h, 9U die folgenden Oerter 
des Mondes:

a  S it
7h 4h 6™ 2 S . 35 + . 1 5 °  4 7 '2 4 " .  6 6 0 '5 0 " .  8
8h 4 8 35 .6 9  15 54 48 . 8  6 0 + 1  . 8
9>> 4 11 9 . 31 16 2 .£  . 5  60 52 . 9.

Mau erhält also für diese drei Zeiten:
x  I. Diff. y  1. Diff.

: jfe :ss
9h - 0 . 0 2 7 3 6 4  +  ° ' 606864 J  0 .7 6 4 97 4  +  (U 186d 6

Für den Eintrittgür Bilk hat man nun:
0  =  0>* 4 9 '“  2 9 s'j  93 

0  —  S  =  —  5 0 ° 2 6 ' 3 4 ". 6
also:

£ =  —  0 .4 8 4 0 1 5  und n =  +  0 . 6 43216 .

Nimmt man nun T —  711 50™ an, so erhält man für di ™e
Zeit :

x 0 —  f  =  —  0 . 2 51 3 4 6  y 0 —  j; =  —  0 . 016682*.
* ' =  4 - 0 .  6 06789  « =  +  0 .1 1 8 7 * 1 3 ,

also:
M =  2 6 6 ° 1 2 '1 0 "  +  7 8 ° 55 ' 5 0 ”

log  in =  9 .4 0 1 2 2 6  l o g « =  9 .7 9 1 1 9 4

y, =  _  6 ° 4 3 ' 1 1 "
T ’ —  +  2 '“  t js . 85.

Die Beobachtung^des Eintritte für Bilk gjebt also zwi
schen dem Mittagsunterschiede von Grbenwich und den Feh
lern 6 und £ die Gleichung:

d =  +  2 7 '“  1 2 » . 95 +  1 .5 9 4 5  e — 0 .  1879 £, 

und auf dieselbe Weis„e erhält man aus dem Austritt für 
Bilk:

d =  +  2 7 ”  2 7 » . 10 +  1 . 5937  s +  0 . 5336  " ,
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und aus der Beobachtung des Austritts für Hamburg: 
d' =  -t-4()m 3s. 76 -t- 1 . 5945 e —  0 . 1362 £.

Man hat also die beiden Gleichungen:
d' — d =  -+  12m 50s. 8 1 4 - 0  . 0517 £, 
d’ —  d =  - f- 12 36 .6 6  —  0 . 6698 £,

woraus man
d’ —  (! =  ■+■ 12'« 49s. 80 und £ =  —  1 9". 61

findet.

31. Die in No. 29 und 30 gegebenen allgemeinen Glei
chungen für die Finsternisse und Sternbedeckungen dienen 
nun auch zur Vorausberechnung derselben für einen gegebe
nen Ort der Erde. Nimmt man für T eine der Mitte der 
Finsternifs nahe gelegene Zeit des ersten M eridiansam  be
quemsten eine runde Stunde und berechnet für diese Zeiten 
wieder die Gröfsen x„, y„ , x ’, y’ und L, so wird die allge
meine Gleichung der Finsternisse:

[* . 4 - * '  4 -  [y „ T ’ - Vy  =  *\

wo £ und y die Coordinaten des Ortes auf der Oberfläche 
der Erde in dem gesuchten Momente der Fiusternifs T T' 
bezeichnen. Nennt man daher 0 O die der Zeit T entspre
chende Sternzeit, so wird 6 0-t-d0 die Sternzeit des Ortes, für 
welchen die Finsternifs berechnet wird; bezeichnet man also 
die zu Qä-\-d0 gehörigen Werthe von £ und >; mit £0 und 7/,„ 
so wird:

I  =  So 4 -  e COS f ’ cos ( 0 o — a 4 -  d0) ——j j T - -  ■ T ’

V —  Vo +  ? cos f ’ sin-fi<5(o —  « 4 -  d0)  ^  y — ' • T' . sind.

Wenn man daher jetzt setzt: 
m sin M  =  x 0 — 10, rasin N = x — (> cos tp’ cos (<90—  a - ) - d 0) '

mcos M — y, — jy 0, n c o s N = y ' — q c o s  tp' sin ( 0 O —  a + s i n d

sin —  -j. -  sin ( M—  IV),
0

wo L{) den zur Zeit T gehörigen Werth von L bezeichnet, 
so erhält man wieder;

T ’ =  —  —  cos ( M— N)  =p — - cos y j =  t —  T —  d,
n n

* )  Für eiue Sternbedeckung ist L  =  k =z  0 . 2725,
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wo xfj im ersten oder vierten Quadranten genommen werden 
rnufs und das obere Zeichen für den Eintritt, das untere für 
den Austritt gilt, oder es wird, wenn:

^  y -i r  TIT\ -Ü Q cos (M — Jy)-----------cos yi =  r
n n

f  ’A T \ Q i cos (M  —  iv )  -t-------- cos -w —  z
n n

die Zeit des Eintritts in jmttlei® OrtszeiE^,
t zzz: J1 —f- d —j- T,

und die des Austritts:
t' === T  —f- d ~f- Tf.

Durch diese! erste Annäherung erhält man die Zeiten 
der Ränderberührungen auf einige Zeitminuten genau, was 
für die Erleichterung demj Beobachtungen der Finsternisse 
schon ausj^eicht. Will man die Zeiten genauer haben, so 
rnufs man die Rechnung wiederholen, indem man einmal T -{-t 
und daun T -f- r' statt T nimmt.

Zur Erleichterung der Beobachtungen ist es noch nöthig, 
diejenigen Punkte des Sonnenrandes .(oder für Sternbedeckun- 
gen chas, Mondsrandes) zu bestimmen,: an denen der Eintritt 
und Austritt erfolgt. Substituirt man aber in:

*0 — § +  * T' und y 0 —  ?] +  /  T ’ 
für T  den W ejth:

m r i r  L cos (M  —  J\)=f= ~  cos yi ,n n
so erhält man:

. K —  I =  [m sin ÜfefiosBi cos .Vsin yi —  m cos M cos iVsin N  sin xjuJu

=p m sin ■iTAcps N sin  AT cos v  m cps Hüsin N  siniV A s  yi\ — — >
siny;

oder:
m sin ( M  —  ,N ‘). .

x —  £ =  = F  .--------------- sm (N  =p yi)
sm y>

=  =p Ij sin (N  yi)

und ebenso:
V  —  1] L  COS ( N  = p  y j j r

Es ist daher für den Eintritt:
x —  £ =  —  L  sin (N — yi) =  L  sin (N -+-180° —  yi) 
y  —  y =  —  L  cos (N —  yi) =  L  cos (iV -l-1800 —  yi), 

und für den Austritt:
x  —  £ —  L  sin -+- m) 
y  —  y  —  L  cos (jV  -t - yi).
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Nun sind | — x  und tj — y, wie man in No. 29 gesehen 
hat, die Coordinaten des in dem E mhülhingskeg.el gelegenen 
Erdorts, bezogen auf ein Axensystem, deßjjen Axe der a die 
Verbindungslinie der Mitten beider Gestirne und dessen Axe. 
der x  dem Aequator parallel ist; x  —  £ und y — y sind daher 
die Coordinaten eines Punktes, welcher in der Richtung der 
von dem Erdorte nach dem Berührungspunkte der beiden 
Gestirne gezogenen geraden Linie liegt und dessen Entfer
nung von der Spitze d'd§ Kegels gleich der düŝ  Erdorts von
derselben ist. - y -  und y sind qlso der Sinus und Cosi-Jj jj
nus desjenigen Winkels, wfetchen die Axe der y oder der
durch den Punkt Z*') gehende Declintftionslafeis mit der Ebm-
tung von Z nach dem Berührungspunkte macht. Da nun alüer
der Punkt Z dem Mittelpunkte der Sonne immeiG™hr nahe

x  £
liegt, so kann man auch ohne merklichen Fehler —-—

J-j

und y- a l s  den Sinus oder Cosinus desjenigen Winkels
ansehen, welchen der durch den Mittelpunkt der Sonne ge
hende Declinationskreis mit der Richtung vom Mittelpunkte 
der Sonne nach dem Berührungspunkte niffSit. Dieser W in
kel ist daher für Eintritte:

Für ringförmige Sonnenfinsternisse wird dagegen N -f- xfj 
der Winkel für den Eintritt bei der inneren Berührung, 
und A -f-180° — ip der Winkel, in weichem der Austritt^er-

Fiir eine Sonneafinsternifs hat man also zuerst für eine 
der Mitte der Fiusternils nahe gelegene Zeit T (am .besten 
eine runde Stunde) desjenigen Meridians, iiir welchen die 
Sonnen- und Mondswdeln oder die Ephemqyide» gelten, die
Formeln (1), (V), (3), (4) und (5) in No. 29 und die Difie-

und für Austritte:

folgt.

*) Der Punkt Z  ist derjenige Punkt, in welchem die Axel der z oder 
die Verbindungslinie der Mitten beider Gestirne die scheinbare Iiimmclskugcl 
trifft.
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rentialquotienten x f und yf zu berechnen, ferner wenn 0 O die 
der mittleren Zeit T entsprechende Sternzeit und d0 die öst
liche Länge des Ortes, für welchen man rechnet, bezeichnet: 

So =  e cos y’ sin (Ö0 -h rfo — O
7/o ”  C [cos d sin <p' —  sin d cos f '  cos ( 0 O -+■ d0 — a)]
bo =  C hin d sin 9v}-}- cos d cos f ’ cos ( 0 O d0 —  «)].

Setzt man dann:
m sin it/ =  x 0 —  £0, n sin N — xr — 0  cos<r>'cos (O n-\-dn—  a) — -

'  dt

m cos M — V 0 ? n cos N = y  —  ^ cos (/>' sin ( 0 fi -f- dn —  a) y  — - sin d

L  === 0̂ ^
sin »p =  sin (il/— N )  (y  immer <T 90°)

t =  —  cos (ifef—  iV) —  —  cos y;» n

t ' = ---------cos (M.— N )  -f— — cos \pj
n n

so wird die Zeit des Eintritts in mittlerer Ortszeit: 
t =  T  -jr d0 T,

und die Zeit des Austritts:
L =  T  -fr- d0 -f - t\

Den Ort des Ein- und Austiitts am Sonnenrande findet 
man dann durch die Ausdrücke (4 ).

Für Sternbedjgckuugen werden die Formeln bei Weitem 
einfache^! Man berechnet wieder für eine der Mitte nabe 
gelegene Zeit T des ersten Meridians:

cos 8 sin (a —  «')
x° — --------7 *7:------sm it

sin 8 cos S' —  cos 8 Sin S' cos (« —  a')
^ 0 sin 7t

und die Diffe rentialquotienten x' und y’. Ferner sucht man, 
wenn &„ die der mittleren Zeit T entsprechende Sternzeit 
bezeichnet:

So —  (> egs tp s in  ( 6  —  a ' -+- d„)

t]0 =  Q [siny' cos § '—  cos p> sin 8' cos (& — ä  +  rf0)].

Setzt man dann wieder: 
msin M — x a —  |0, n sin N — x ’— cos p’ cos ( 0 O +  —  «') - ~

in cos ÄT —  y 0 — rj0, n cos N =  y ’— cos p ’ sin ( 0 a +  d0 —  a!) — sin 8’,



so wird die Zeit des Eintritts in mittlerer Ortsze’*:
t =  T +  t  +  d0 

und die Zeit des Austritts:
t’=  T t'*+ d0.

Den Winkel, welchen der Declinationskreis mit der 
Richtung nach dem Berührungspunkte macht, erhält man 
dann wieder nach den Ausdrücken A, nämlich für den Eintritt: 

Q =  iV+180» — xf,
und für den Austritt:

<== N  ~{- yi.

B e isp ie l. Wollte man für Juli 7 1842 die Znitcn der, 
äufseren Berührungen von Sonne und Mond für Pulkowa 
berechnen, so könnte inan T =  19Ü mittlere Bcrbner Zeit neh
men. Für diese Zeit ist nach No. 29:

*„ =  —  0.44893, y „ =  +  0.58280, * '= + 0 . 5 5 7 1 8 ,  rj =  —  0.12133 
a =  106° 55'. 8 , d =  +  2 2 ° 3 2 '.8 ,  Z = 0 .5 3 6 1 4 , log 1 =  7.66262.

Ferner erhält man:
0 „  =  2 h 3 m 8®,

und da der Ljkigenunterschied zwischen Pulkowa und Ber
lin gleich H- l h 7m 43s ist:

0 „  + f Z  — a =  300° 46'. 9,
also hiermit:

l „ =  —  0.43361 , ?/„ =  +  0.69560, log£„ =  9.75470, logL 0 —  9.72716.

*) Da bei den hier rorkommenden Differentisüquotienten die Stunde als

Einheit zum Grunde liegt, so ist die Aendernng des Stundenwinkels in
dt

einer mittleren Stunde. Nun enthält aber eine mittlere Stunde 3609s . SG 
Sternzeit. Multiplieirt man dies mit 15 und dividirt mit 206265, um 
den Differentialquotienten in Theilen des Badius auszudriieken, so er-
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also :

Ferner ist:
— f -  =!(> cos cp' cos^©,, -t- i/0 —  a) — — — =  +  0.06762 *) 
dt dt

=  ? COS y/sin ( 0 O -f- d0 —  a) —■? sin cl =  —  0.04352,
a t

x' —  - f ° -  =  + 0.48956 und —  - ’/u =  — 0.07781. dt J  dt
Daraus folgt dann:

M =  187° 44'. 1 N =  99° 1'. 9
log m =  9.05628 log n =  9.69522

V ^ = 1 2 M 9 '.0
also :

r =  — 1.057 r ' =  1.046
=  _ H B n .  4 =  +  l h2m. 8.

Die Zeiten des Ein- und Austritts sind demnach: 
t =  19h 4m. 3 
t' =  21h 10m. 5

Zeiten,1 die von den wirklich beobachteten nur 3“  abwei
chen. Durch eine Wiederholung der Rechnung m't 31 =  18b 
und T =  20h würde man diese Zeiteh schon äehr genau 
erhalten.

Der Winkel, welchen die Richtung vom Mittelpunkte 
der Sonne nach dem Berührungspunkte mit dem durch den 
Mittelpunkt der Sonne gehenden Declinationskreise macht, 
ist für den Eintritt 267° und für den Austritt gleich 111°**).

*) Es ist nämlich:

in Zeit oder: 

ferner:

also:

d&
=  3609«.86  JS7V 

dt

-+ -57147". 90 ;

= , =  -M 4 8 " .  78
d t

—  = 56999". 12,
d t

wovon der Logarithmus in Theilen des Radius ausgedrückt 9.41796 ist.

**) Ueber die Berechnungen der Finsternisse vergleiche man:
Bessel, Ucber die Berechnung der Lange aus Stcrnhedcckungcn Astr. 

Nachr. No. 151 und 152 und Bessel’s astronomische Untersuchungen Band II 
pag. 95 und folgende.
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32. Ein anderes Mittel zur Bestimmung der Länge ge
währt die Beobachtung der Distanz des Mondes von bekann
ten Sternen oder von der Sonne, und da diesgMethode den 
Vortheil gf währt, dafs man sich ihrer in jedem Augenblicke 
bedienen kann, wenn nur der Mond über dem Horizonte ist, 
so wird dieselbe vorzüglich zur See angewandt.

Zu dem^EndMenthalteii d2Sj nlut isclien Ephemeriden die 
Distanzen des Mondes von der Sonne,, deji hellsten Planeten 
und Fixsternen für jede dritte Stunde teinßs ersten Meridians 
berechnet und zwar so, wie^didielbenftyom Mittelpunkte der 
Erde aus erscheinen. Hat man daher an irgend eiaepi Orte 
zu einer •■bekannten Zeit eine Distanz d®  Mondes von einem 
solchen Gestirne gemogen, so befreit man dieselbe von der 
Refraction und Parallaxe und erhält dadurch die währe 
Distanz des Mondes von dem Sterne, so wie sie in demsel
ben Augenblicke vom Mittelpunkte der Erde aus beobachtet 
wäre. Sucht man dann aus den Ephemeriden diejenige Zeit 
des ersten Meridians, für welche dieselbe Distanz berechnet 
ist, so giebt diese Zeit, mit de« beobachteten Ortszeit vergli
chen, sogleich die Länge das Beobachtungsortes. Da indes
sen bei dieser Methode die Tafeln als richtD_voransge|Stzt 
werden, also der Fehler derselben in dem Resultate nicht 
ehminirt ist, so gewährt dieselbe „schon aus diesem [gründe 
lange nicht dietGenauigkeit wieSdie correspoudirendeniBeob- 
aclitungen bei Finsternissah! Ucberdias-; l&fstJBich die Zeit 
der Ränderbcrührunir zweier Gestirne viel genauer bcobacli-o o
ten, als eine Distanz.

Zur Berechnung der Refraction und der Höhenparallaxe 
der beiden beobachtetem Gestirne mufs man deren Höhen 
selbst kennen. Man beobachtet daher zur See kurz vor und 
nach der Messung der Distanz die scheinbaren Höhen bei
der Gestirne und da die Aenderungen derselben in kurzen 
Zwisch> nzeiten als der Zeit proportional angesehen werden 
können, so kann man durch eine einfache Proportion diS  
scheinbaren Höhen der Gestirne für den Augenblick, wo die 
Distanz beobachtet ist, finden. Durch Anb 'ingung dgr Refrac
tion. der Parallaxe und des Halbmessers der Gestirne erhält 
man daraus die wahren Höhen der Mittelpunkte beider Ge
stirne.
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Sicheifer ist res indessen, die wahren und scheinbaren 
Höhen der bäden Gestirne durch Rechnung zu suchen. Man
nimmt zu dem Ende den Längenunterschied des Beobach
tungsortes vom ersten Meridian als näherangsweise bekannt 
an undlfcncht für die genäherte 2&it des ersten Meridians, 
zu welcher die Distanz beobachtet ist, den Ort des Mondefe 
und des anderen Gestirns aus den Ephemeriden. Darauf be
rechnet man njfch den Formeln in No. 7 des ersten Abschnitts 
die wahren Höhen der beiden Gestirne und ja wenn man die 
Abplattung der Erde berücksichtigen will, wenigstens beiläufig 
auch die Azimute derselben. Nach den Formeln in No. 3 
des dritten Abschnitts rechnet man dann die Höhenparal- 
hvx <;.n, ’ndem man für den McTiid diq, ^trengen Formeln:

sin p =  q sin^> sin [z —  (<p —  y>') cos A]

^  - cus/f =  1 — q s'mp cos [z —  (j£> ■—  <p’)  cos Ä ] ,

anwendet und sucht endlich für diese mit de» Parallaxe be
hafteten Höhen mit Rücksicht auf den Stand der metebrolo- 
gisehen InStrume'nte die Refi-amion, nach defln Anbringung 
man die scheinbaren Höhen der beiden Gestirne»erliält. Da 
man aber für die Berechnung der Refraction schon immer 
die scheinbaren d. h. die mit d§r Parallaxe und Refraction 
behafteten Höhen anwemden mufs, so hat man diese Rech
nung düppelp"zu machen.

Man beooachtet nun MKinals die Distanz der Mittelpunkte 
der beiden GiMirne,^ sondern immer die Distanz ihrer Rän
der; man mufs daher zu der beobachteten Distanz noch die 
Summe der scheinbaren Halbmesser der Gestirne adairen 
oder dieselbe davon abziehen™je nachdem man die Distanz 
der nächsten (innerfen) oder entfernteren (äußeren) Ränder 
beobgshtet hat. Ist aber r der Horizontalhalbmesser des 
Höndes, so ist der durch die Parallaxe vergrößerte Halb
messer :

r =  r [1 H- p  sin A], 

wo p die Horizontalparallaxjain Theilen. des Radius bedeutet.
Da nun die Refragfion den verticalen Halbmesser 4gr 

Gestirne verkleinert, während sie den horizontalen Halbmes
ser uiigeä-ndert läfst, so ist der in der Richtung der Distanz

Sfal
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gezogene Halbmesser der Radius vector einer Ellipse, deren 
halbe gröfse Axe der mit dem Horizonte parallele Halbmes
ser und deren halbe kleine Axe der verticale Halbmesser 
des Gestirns ist. Die Verkürzung des verticalen Halbmes
sers kann man nun nach den später in VHI des siebenten 
Abschnitts vorkommenden Formeln berechnen, man findet 
aber dafür auch in jedem nautischen Handbuche Tafeln, wel
che die Höhe des Gestirns zum Argumente haben. Nennt 
man dann n den Winkel, welchen die Richtung der Distanz 
mit dem durch das eine Gestirn gehenden Veriicalkpeise 
macht, h! die Höhe des ändern Gestirns, A die Distanz bei
der Gestirne, so ist:

sin (A 1 —  Ä )  cos hf
Sin 7t =  -------------- ;---- --------------

sm A

oder auch:__________________sin ti —  cos A sin h
COS 7 t  =  ----------------;- --------------------    ,

sin A cos h
mithin:

, 2 ___ cos f  (A 4 -  h -t- li') sin i ( A  +  7‘ —  w f  '
—  s.n , ^  +  h, _ -Äy “ 07 ^ ( T + Ä '  —  A) '

Aus der Gleichung der Ellip^ findet man dann aber 
leicht, wenn man den verticalen und hoi izontalen Halbmesser 
n il b und a bezeichnet:

_______b_______
T =  V  , 1 • 2 '\ cosir -)— BIffw a‘

Nachdem man nun auf diese Weise die scheinbare Di
stanz der Mittelpunkte der beiden Gestirne berechnet hat, 
so erhält man hieraus in Verbuidung mit den scheinbaren 
und wahren Höhen Neider Gestirne die waln-9 Distanz der 
Mittelpunkte, wie man dieselbe vom Mittelpunkte der Erde 
aus beobachtet hätte. Bezeichnet man nämlich mit H\ h’ 
und A' die scheinbaren Höhen und die scheinbare Distanz 
der beiden Gestirne, mit E den Unterschied der beiden Azi
mute, so hat man im Dreieck zwischen dem Zenith und den 
scheinbaren Oertern der beiden Gestirne:

cos A' =  sin 77[isin h' -f - cos 77' cos h’ cos E
=  cos (77' —  h ) —  2 cos I I  cos li sin j  E 2.

Ebenso erhält man, wenn H, h und A die wahren Höhen 
und die wahre Distanz der beiden Gestirne bezeichnen- 

*tlfcos A = ^ m  77 sin Ji -f - cos 77 cos 7t cosrfcU,
=  cos ( I I — h) —  2 cos II  cos h sin -j E~,
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und wenn man 2 sin i  E2 aus beiden Gleichungen e.liminirt:
COS J

Setzt man nun:

cos Jr COS /i
cos A =  cos (77—  h) -t- -  —- —  [cos A' —  cos (II' —  A')l. (a)

cos I I  cos 7t

cos 77 cos A   1
B p s 7 7 'c o s /i ' C ’ '

so wird in den meisten Fälle'ri* F >  1  sein und nur, wenn die 
Höhe des Mondes sehr rgrols| und die Höhe des anderen 
Gestirns sehr klein ist, wird das Gegefitheil statt finden. 
Setzt man ferner:

II' — h' =  d’ und I I —  h —  d (2?)

und nimmt dl und d immer positiv, so wird es auch er
laubt sein

cos^ ' 7» ,k*,osA' H S^  = < ztfp-d und — —— =  cos A (C)

zu fetzen, weil für den Fall, dafs C  <C, 1 ist,’ cos dl und cos i\' 
klein sind. Dadurch geht aber die Gleichung (a) über in: 

cos A —  cos A” —  cos d —  cos d" 
oder, wenn man die Sinus der halben Summe und Differenz 
der Winkel einführt und den Sinus des kleinen Winkels A-— A” 
mit dem Bogen vertauscht.

A —  A" =  (d -  ä k f y t w S  • 
sin|(A  +  A )

Nimmt män nun hier zuerst s m ^ A '+ A ”) stattsin j(A  +  A”) 
und |©tzt :

, ,  8111 FG 4-<7 |).rx = ( d  — d ) —  T - , (D)
sin-j(A + A  )

so erhält man :
A =  A " - i - * ,  (E)

eine Näherung, welche“ in aen meisten Fällen schon genau 
sein wird. Ist aber A beträchtlich verschieden von A’? so 
mufs man die letzte Rechnung wietferholen, indem man mit 
dam eb’en gefundenen A ein weues x  berechnet nach der 
F ormel:

sin (A -i -A ")  } -

Hier ist nun vorausgesetzt, dafs der Winkel E von einem 
Orte der Oberfläche der E rdSund vom Mittelpunkte aus

*) Bremi'cker, über die Reduetion der Monddistanzen. Astronomische 
Nachrichten No. 710.

2 4 *
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gesehen derselbe 'Sei. In No. 3 des dritten Abschnitts hat
man aber gesehen, das die Parallaxe auch das Azimut des
Mondes ändert und dafs man, wenn A und II Azimut und
wahre Höhe bedeuten, zu dem vom Mittelpunkte der Erde
gesehenen Azimut den Winkel: ..

. , __  , $ sinjf (9 — <p) siu A\ — “h -
cos II

addiren mufs, um das von der Oberfläclm gesehene’ Azimut 
zu erhalten. Man hätte Jäher in der Formel für cos A nicht 
cos E = c o s ( A  — a), sondern eos ( E — A A) Tinwenden müs
sen. Die daraus entstehende Aenderung von A aber:

cos TT cos h sin (A  —  a) , ,
dA  — ----------------------- :— :-------------dAsin A

also auch: g  C.mP  f r - W *  .
sm a

Diese Correction hat man dann noch zu dam -vorher 
berechneten A hinzuzufügen.

B e isp ie l. Am 2. Juni 1831 wurde an Binem Orte, 
dessen nördliche Breite 19A31 und 4essen geschätzte .Länge 
von Greenwich 8h 50m östlicht war, um 23h 8"1 45s wahre Zeit 
die Distanz der nächsten Bänder der Sonne und des Mondes:

A' =  96" 47’ 10"
■gemessen. Das Barömet’er fzeigte' 2F. 6 englisch Zoll, das 
Thermometer demselben 88“ Fahrenheit, uie Temperatur der 
Luft war 90° Fahrenheit.

Nach dem Nautiöal Almanac± waren die Oerter des Mon
des und der Sonne die folgenden:
M. Zeit Greenw. Reet. (£ Deel•d P,iralluxe

Juni 2 12h 336° 6' 2 4 ". 0 — 10n 50’ 5 8 ". 0 ' 4 4 ". 0
13<‘ 38 4 . 7 41 ‘/S  . 4 45 .9
14h 337 9 45 .7 32 3 5 © 0 47 . 9
15h 41 27 .0 23 17 . 9 49 . 9

R e^O j© Deisel. O
Juni 2 l 2h 70° ö's£3” . 2 -t- 22° 11 ' 48" . 9

13h 7 56 . 9 1 2 8 . 4
14h 10 30 . 5 12 27 . 9
15h 13 4 . 1 1 2 47 . 3

Die! beobachtete Zfoit entsprach nun der Greenwichi
Zeit 14h18m 45s und für diese Zeit erhält man:

Reet. ([ = 337° £ 9 ' 39".»■ Rcct. O = 70‘i n >18” . 5
Deel. (I == —  10 29*141 . 3 Deel; O -+- 22 12 C33 . 9

iP = 58 48 . 5• 7 1 = 8' ’. 5



und damit die wahren Höhen;,und Azimute des Mondes und 
der Sonnet für die StundenwinkeT:"

+  80%2 53". 8
und:

—  12° 48' 45”. 0:

/ / =  5° 4 1 '58 ". 4 h =  77° 43*’ f f f " .'7
'.U  = H - 7 6 ° 4 3 ’. 6 a =  —  75° 4'. 4.

Die Parallaxe des Mondbs, nach der strengen Formel:
, (> sinHsin [z —  (tp —  cp") cos A]

1 a  ̂ 1 —  £ sin p cos jz  —  (tp —  tp’)  c®!A]

be ä̂clinfet  ̂ ist p —  6)6' 3'5".f4, also ist die scheinbare Höhe f f  
des Mondes gleich 4° 4SI 23”. 0. Plieran ist nun noch die 
Refr^tioiSanzubringgn. Man sucht zu dem Ende einen ge
näherten Wörth für dieselbe, belehnet damit die scheinbare 
Höhe und sucht hierfür noch einmal die Refraction, indem 
inan zugleich auf den Stand der meteorologischen Instrumente 
Rücksicht, nimmt. Dann erhält man o =  9' 3”. 2 , also wird 
die scheinbare Höhe des M ondes:^

H ! =  4° 5 4 '26 ". 2.
Für die Sonne wird:

/,' =  77° 4 4 # ' .  5.

Aus der Horizontalparallaxe finde! man durch Multipli
cation mit 0,2725 !cl;en Horizontalhalbmesser des Mondes'f ,!

r =  l jj 28 ,̂8
und hiermit den durch die Parallaxe vergröfserten Halb
messer :

r =  15'3(tf?l.
Die Verkleinerung des ŷjS-ti âiqn Halbmessers durch die 

Refraction beiträgt 26". 0, der Winkel n ist Ĵ 1 48’i also wird 
der Hallmiesser des Mondes in der Richtung der gemessenen 
Distanz:

E =  15' 4”. 6,

und da der Halbmesser der jSonne Jh ' 47". 0 war, so ist die 
scheinbare Distanz der Mittelpunkte der Sonne und des,Mondes: 

A’ =  97» 18' 1". 6.

Nach den Formeln (/l), (Ti) und C erhält man ferner: 
log c  =  0.0004.63 

d =  72° 1' 58" 
d’ =  72 49 40 
d" =  72 50 48 
A” =  97 17 33
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und endlich dih'ch eine doppelte Berechnung von x  nach den 
Formeln ( £ )  und ( £ )  die wahre Distanz der Mittelpunkte 
der Sonne und des Mond®|?3

A =  96° 30 '39 ".

Für die wahren. -preenwieher Zeiten 12h, 13h etc. sind 
nun aber die wahren Distagzen der Mittelpunkte beider Ge
stirne :

l 2h 970 43 ' o ” . 4 

13ii 13 4 . 5  
14h 96 43 6 .5
15b 13 6 . 2 ,

also ist die wahre Greenwicher Zeit, welche der Distanz 
96° 30' 39" entspricht, 141’ p^uun  ctie‘wahre
zeit der Beobachtung 23h8m<45*. 0 w a r ,’s'o is l der Längen- 
unterscliied von Greenwich:

gh 43m 49s # g  östlich.

Der hier gefundene Meriditmunter^chied ist so nahe gle:"h 
dem vorher angenommenen, dafs ans-der Berechnung des 
Oerter der,Sonne- und des MondesMür die^nach letzterem 
gefundene Greenwicher Zeit, nur ein kleineLsEehler fcribstehen 
kann. Wär^ der Unterschied bedeutend gewgsen., sp hüitte 
man die Rechnung wiederholen mgssen, indem man die O&yter 
von Sonne und Mond jetzt für die Greenwicher Zeit 14h24m5M 
berddhnet. hätte.

Bessel hat in No. 220 der astronomischen Nachrichten *5. 
eint9; andere Methode begannt gemacht, durch welche mau 
die Länge! aus beöbachteieii Monddistanzen hVül gfofser Ge
nauigkeit finden kann. Da man sich aber zur Sgebminer der 
vorigen oder wenigstens eiiupg ganz ähnlichen Methode be
dient, auf dem Lande abgr dje Länge inmier durch andre, 
einS gröfseje Genauigkeit gewährPode Mittel bestimmt werden 
kann, so ist es nicht weiter ifothig, die Bess'elsche Methode 
hier näher ause’nander zu setzen.

33. Ein vorzügliches Mittel zur Längenbcstimmung ge
währt die Beobachtung de-r Gulmination des Mondes an v,ar-

* )  Diesem Aufsätze von Bessel ist auch das eben gegebene Beispiel ent
nommen.
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schiedenen Orten. W egen  der schnellen B ew egung des M on
des ist nämlich die Sternzeit defc Culmination des M ondes 
für einen jeden Ort der Erdoberfläche eine^landre. Kennt 
man daher die Geschwindigkeit, mit welcher die Rectascension 
sich ändert, so kann man aus dem Unterschiede der Stern
zeiten der Culmination an Verschiedenen Orten deren Längen- 
unLrsehied finden. D a  die Beobachtungen im Meridiane an- 
gestejllt werden, so gewährt diese M ethode noch de^ Y ortheil, 
dafs weder die Parallaxe noch die Refraction einen Einflufs 
darauf haben. U m  nun auch von den Fehlern der Instru
mente unabhängiger zu sein, beobachtet man an beiden Orten 
nicht die Sternzeit der Culmination seihst, sondern den U n
terschied der Sternzeiten der Culmination des M ondes mit 
denen einiger seinem Parallele nahe stehender Sterne, Welche 
in den astronomischen Ephemeriden schon im Voraus angege
ben werden, damit die Beobachter an den verschiedenen O r
ten auch dieselben Sterne wählen.

Diese M ethode zur Längenbestim m ung wurde schon im 
vorigen Jahrhundert; von  P igott vorgesch lagen , indessen hat 
erst die feinere Beobachtungskunst der neueren Zeit den 
dadurch gewonnenen Resultaten die nöthige Sicherheit ge 
geben.

F ür irgend einen ersten M eridian seien für die Zeit T  
die Rectascension des M ondes gleich « ,  und deren Differen-

tia 1 q11 oticnh^rf*^“ , etc. berechnet. A n  einem Orte, dessen

östliche Länge d  ist, sei dann zu einer Z e it, ehe der Zeit, 
T  t des ersten Meridians entspricht, also zur Ortszeit 
T  - f -  / - f -  d  die Culmination des M ondes beobachtet. Dann 
wird zu dieser Zeit die R ectascension des M ondes gleich :

Ja d2 a d3 a
a +  t-

gewesen sein. Ist dann ebenso an einem ändern Orte, de^en  
östliche Länge d '  ist , d ieB fp lminati'öii des M ondes zur Zeit 
T - f - 1' des ersten M eridians, also zur Ortszeit T - f - i ’ - f -  d' beob
achtet, so gehört zu dieser Zeit die Rectascension:

dt d t2 6 d t3

D a nun die B eobachtungen im M eridiane angestellt sind,
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so sind die Sternzeiten der Beobachtungen gleich der wahren 
Rectasbension des M ondes. N im m t man also an , dafs die 
T a fe ln , aus denen man die W erthe 'von a  und deren Diffe- 
rentialquotieiiten entnommen hat;, die Reetasoehsion des M on
des um die ‘ G rö fse^ A « zu klein geben , so w ird m an, wenn 
man

T + t  - h d  = 0
und

T - h t ’ - h d ' = 0 ’ 

setzt, die folgenden Gleichungen haben:
_ , . da , _ d2 a . _ d3 a
0  =  a ~h A a - j-  t . - + ^ 2 - j t  H- {  t -j~r •+■ . . .

dt d t2 d t3

. . , da , d1 a . ,, d3 a
0  =  « +  -dt +  ff «g *  < r t + . . .

m ithin:

D a  nun aber a\iqh:
d ' —  d = ( ß ' —  0 )  —  (t’ — t),  ( K V j g j

so hat man also, um d’ ■— d berechnen zu können, nur noch  
t ’ — t aus der G leichung ( a )  zu bestimmen. Diese Gh ichung 
ist nun keine reine Function von t  ’—  t, indem sie auch t ' 2—  t2 
enthält, sie kann aber durch eine geschicktetW ahl von T  in 
eine solche verwandelt werden. Führt man nämlich statt der 
Zeit T  das arithmetische M ittel der Zeiten T - { - t  und T -f-f ', 
d .h . die Zeit T - \ ~ ]  ( f - f - f )  =  T '  ein, so hat man statt bei
zeiten  T - \ - t  und 7 '+  t ' jetzt respecth^e* T ' ■— £ ( t !—  t )  und 
T '- f - i  ( t ' — t)  zu setzen. N im m t man daher an, dafs u  und die

Differentialquotieuten — etc. zur Zeit 1 "  gebcg^n , so erhält 

man die G leichungen:
,  d a  , . , ,  d2 a , d ' n

+  W j 8 p i + W - 0  w

»’—+■■+ue-o £+i -■+a (.-<>■ J:.
mithin auch:

nnd, wenn man die letztere G leichung so auflöst, dafs man
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zuerst das zweite G lied  der rechten f^e.itelvernachlässig,^*nach- 
h e j aber d( 
substituu’t:
h e j aber den so gefundenen W erth  von t'  —  t in dies Glied

0 ' — 0
da
dt

0 '— &  

da 
dt _

d3a 
dt3 ' (c)

Ist die Meridiandifferenz der beiden Orte nicht gröfser 
als 2wei Stunden, so ist das letzte G lied so klein, dafs Man 
es ganz -.vernachlässigen kann.

Dam it ist nun das Problem  gelöst, doch sind für die 
practisolie A nw endung noch  einige" Benlc-ßpühtigungön nöthig. 
Man sieht übrigens, dafs die A uflösu ng  wieder eine indirecte 
ist, weil die Bestimmung der Zeit T ’ schon einmgenälierte 
Kenntnifs des Meridianunterä'Chietl§s erfordert.

Es seien nun 0  und & ’ in Sternzeit gegeben und der 
Untessctiied (-)' —  &  in^Sternzeitsepunden ausgedrückt. Soll 
dann f  —  t ebenfalls in Seounden gg fu n lS g  werden,.tSO rnufs

d-~  die B ew egung des M ondes während einer Zeitsecunde dt & &

ausdrücSSh. jScA nnt man also h  die A enderung der R ect
ascension des M ondes im B ogen  während ^einer StundAStern- 
zeit, so ist:

da  j h
Y i  = t t  ' 3600 '

In den Ephemeriden shid aber die O erter des M ondes 
nicht für Sternzeit, ;spndern_füT, mittler^ Zeit augegöbien; man 
wird also daraus .(die B ew egung des M ondes während einer 
Stunde mittlerer Zeit entnehmen. D a  nun abes 366 .24220  
Sterntage gleich 365A M 220 mittleren Tagen sind, also 

ein Sterntag =  0 . 9i972693 mittleren Tagen

ist, so isi'hält m an, wenn t i  die Bew egung des M ondes in 
Rectäscension in eine-r Stunde mittlerer Zeit bedeutet:

mithin:

da 0 .9972693 ,,
7 7  =  “ 3 6 0 0 "  A ’ {d)

, _  _  15 X 3600 & — 0
1 ~  0 .9972693 ' ti ’



378

oder nach der G leichung ( 6) :

( " — < ?)( 1 —
15 X 3600 

0.9972693 h' )■

Beim  M onde» ist nun das zweite G lied in der Klammer 
immer grölser als eh s; man schreibt also besser:

und je  nachdem 0 ' —  0  positiv oder negad v ist , liegt der 
zweite1-O r t , für den 0 ' die Zeit»der Beobachtung istgi west
lich odete: östlich vom  ersten.

M an beobacnie™ nun niemals die Culmination des M ittel
punkts des M onds, dessen Ort in den Tafeln angegeben ist, 
sondern einen R and ; man mufs daher aus der Beobachtungs
zeit die Culminationszeit des M ittelpunktes berechnen. Im 
siebeSten Abschnitte w ird man die strenge A rt und W eise  
der R edu0fion der im M eridian angestellten Beobachtungen 
des M ondes kennen lernen. H ie? wird indessen das Folgende 
genügen. D er erste Rand heilst derjenige, welcher zuerst in 
den M eridian kom m t, dessen Rectascension also kleiner ist 
als die das Mittelpunkts des M ondes. U m  daher die R ect
ascension des M ittelpunkts zu erhalten, wird man, wenn der 
erste Rand beobachtet ist, zu der Beohachtungszeit eine Gröfse 
hinzuzufügen haben , dagegen wird man dieselbe Gröfse von 
der Beobachtungszeit abziehen müssen, wenn der zweite oder 
folgende R and beobachtet ist. Diese Gröfse w ird aber gleich 
sein der Z e it , w elche der Halbm esser d "  'M ondes braucht, 
um durch den M eridian zu gehen, d. h. gleich dem dem H alb
messer entsprechenden Stundenwinkel. “Denkt man sich nun 
das Rechtwinklige D reieck , dessen eine E cke d e f  P o l , che 
andre der im M eridiane befindliche-M ondrand, die dritte der 
von  der Parallaxe befreite Ort des Mittelpunkts des M ondes 
ist und bezeichnet d-e geoCentriscl}e. Deklination und den 
geocenfrischen Halbm esser des M ondes durch ö  und R ,  den 
Stundenwinkel des Mittelpunkts durch r , so ist:

d — d ’ =  (0  —  0 ) ( (
' 15 X 3600 
.0.9972693 ti ) ,  00

sm t  =
sin R  
cos S ’

odew?
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wenn man r  gleich  in Zeit erhalten will. D a nun aber die 
Rectaseehsion des| M ondes fortwährend wächst, ^to wird die 
Zeit, welche der M ond gebraucht, um den Stimdenwinkefhr

zu durchlaufen, gleich r  . sein , wenn 1  die Zunahme' der
1 1 ■—  A

mee.tas.oension in einer ZeitseCunde, oder den durch die G lei

chung. ( d )  gefundenen W erth  von gedeutet. D a  ferner

a»ch S  ünd R  mit der Zeit veränderlich s in d g  so hat man, 
wenn <9' tuid d '  die.“ Zeiten bedeuten, zu denen der Rand des 
M on deS an  b e ir r t  Oi™ n im  M eridian^bdopachtet ist *)

Vcosü COS 0/  I —  /t

mithin nach Gleichung [(Je):
^   0 . 9 972593  ti

~  ~ 3 GOÖ

‘ - ' - [ ' - “ ( S ' - J h ) , - ! ? ]  ( t - 0 -  U )

Wjgi li die Jiow;egQng des M ondes in ReäctasQjmsion in Zeit wäh
rend (Snrt mittleren 3§tnnde ist und w o das ob'gre oder untere 
Zeichen g ilt, Eie nachdem dagke-este oder zweite R and beob 
achtet ist.

Stände nun das Instrum ent, an wMchem man die Cul- 
mination des M ondes an dem  :&hen Orte beobachtet, nicht 
gpnau im M eridiane,-so würde man also den M on d  daselbst 
in einem von ISlull veiS h ieden en  Stundenwinkel beobachten 
und würde daher, wenn dieser gleich s  ist, den Längenun- 
tarschied der beiden Orte um die G rölse 

/  15 x  3JpO \
s vo . 9972«93 A’ /

fehlerhaft finden. 'Fair Reisende, für welche e‘s hnm eFSchwie- 
riglce.it hat, ein Instfnimmt ganz g£nan in den Meridian '1 zu 
bringen, würde also dies?*M ethode nicht gut anwendbar-sein, 
zumal da dijSseJbdd1 auch ei-fre sstbr genaue Zeitbestimmung
voraussetzen würde. M an vermeidet aber diese Fehler, wenn
man [Solche Sterne mit dem M onde vergleicht, w elche in dem 
Parallel desselben liegen , weil dann die Fehler des Instru

*) Vergl. No. 21 des siebenten Abschnitts.
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ments auf diGEJeobachtungsn des’ M'ondes und Sterns densel
ben Einflufs haben. B eobachtet man also an beiden Orten 
statt der R ectascension des M ondest.blos den Unterschied der 
R ectascension desfiMond« s und des Stgrns, also die Zqit, 
w elche zwischen den D urchgängen beider ö ffltirge  verflietkt, 
s'o ist dicPsr Untai'schied von den Fehlern des Instruments 
garp  unabhängig. D a  man aber doeji den Rectascensions- 
unteeschied nicht für die Zeit der Culmination des M ondes 
beobachtet hat, sondern für die Z ei£  w otderselbe in dem Stun
denwinkel s  stand, w o derselbe also durch den M eridian eines 
Ortes ging, desseü Längenunterscliied von dem B eobachtungs- 
orte gleich s ist, so erhält man den'giM t eilten M eridianunter- 
sm ied  der beiden Orte uni die G rölse s  fehlerlmfth Maigm uls 
daher zu dem gefundenen LängenunteFSöhied noch  ctfen abso
luten W erth  des Stundenwinköls, in welchem  man M on d  und 
Stern beobachtet hat, mit positivem  oder negativem Zeichen 
hinzulegen, je  nswehdem der M eridian des Instrnment|Rzwi
schen oder aafeer denen deüO rte h e g t* ). W ie  man aber den 
Stundenwinkel s  aus den Fehlern de's Instruments herleitet, 
wird später hei der Theorie dps Passageniustrimients in N o . 18 
des siebenten Abschnitts gezfeigt werden.

Dam it nun die Beobaphtm;- immer dieselben Sterne zum 
V ergleichen mit dem M onde w ählen, w ird jährlich  in dem 
Nautical A liuanac und danaclx aupli in den anOemi astrono
m ischer Ephem eriden ein V erze ich n is  der Sterne im Parallel 
des M ondes für alle T a g e ,'a n  welelßm der M ond im Meridiane 
beobachtet werden kann, bekannt gemacht.

B e i s p ie l .  A m  13. Juli 1848 wurden in Bilk die M ond
sterne beobachtet und d ie ‘‘folgenden Durcligangäikuten durch 
den M eridian ohne A nbringung des Standes der U hr ge
funden * * ) :

*),uMan kann auch zu'-dem beobachteten Reetascensionsunterschiede des 
Mondes und Sterns die Gröfse

1  a iL  
1 — 2

hinzulegen.

**) Vergl. No. 21 des siebenten Abschnitts.
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rj Opliiuchi} '17b l m52s.6 4  
Opliiuchi 12 iß . 59

Mp?J.l - Mitte 2-7 3 4 .6 0
fl' Sagittarii 18 4 52 $ 9

l  Sagittarii '18 48 .1 2 .

Aii demselben Tage wurden, die M ondsterne auch in 
Hamburg beobachtet, und es waren die Zeiten .der Cülmi- 
nation:

ff Opliiuchi =  17h lm g s .6 1
p Opliiuchi =  11 56 .91

d  I. Rand =  25 50 . 43
ii 1 Sagitütmi —  18 4 43
X Sagittarii =  18 38 . 56.

h *©er Halbmesser des j^Dändesilfür die Z eit daiifcCnlmination 
in H am burg war 15' 2 " .  10, d ie ' Hfeclination —  1 8 " 1 0 '. l ,  die 
Aenderung der K&üta&cdnsion in einer Stunde mittlerer Zeit 
=  129s. 8, also'*’^  =  0.03596. Es wird dahei

’ M ‘ ' ’
. -  , —  « = 6 5 ® .6 6 ,
( t  — / )  cos  8

mithin die üeit der Culmihat'on der M itte des M ondes:
17h 26S ä[& .0 9 .

Eerner Krhiilt man dieAHnterschiede der Bectascensionen 
der Steiife und d $ i  Mitte <®es M on d etlM

für Bilk: für Hamburg:
irj Opliiuchi — 2 5U1 41s . 96 +  25m 13s. 48
(< Opliiuchi +  IS-»2g.1. 01 H- 14 59 .1 8

fi' äS^ttarii —  37 18‘ . 3fh —  37 4 7 . 4 4
% Sagittarii — 51 l ä j . 52 —  51 42 .4 7 ,

also werden dig. U nterschiede Hvischen den Beobachtungen 
in Bilk und in Ham b ü rg :

,y W  —  (■) =  + 2 8 t . : 4 8
28 .83
29 .0 5  
28 . §5 ,

im Mittel +  28s . 83.

N un waren in N o . 15 den Einleitung die^&tündlidien B e
wegungen für die nachstehenden Berliner Zeiten gefunden: 

10h -1- 2m 9S . 77

l l h 2 9 .91
12h 2 10 .05.
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D a nun die Beobachtung 111 Bilk etwa der Berliner 
Zeit 10h30ni, die in H am burg d e /' Berlirrefr Zeit 10h 16'" ent
spricht so ist:

T ' =  10h 2 3 m

a lso :
/,' =  2 m 9S. 82.

^ H ie rm it  erhält man dann nacli F oim el (c ) : 
d — (/' =  +  12.1“ 5 2 s .$3.

L m  so viel lipg£ also Hamburg^ östlicher als B ilk*.).

A n m . Usl/i ungefähr gleich 30' ist, so wird "erufScremciij von h ' 2 h  
in der.<31eichungtytl) etwa 2t). Die Beobachtungsfehlcr werden dalRi»in dem 
Längenunterschiede et-wal2gjnal vcfgrc(|sert erscheinen, ^gdafs ein Fjehlei-i von 
0 S . 2 in f t — A einen Fehler von etwa b'iiin der Länge^erzeugt.

*) Sind für beide Orte die Beobachtungszertjcn eine« Bandes angegeben, 
so rechnet man bequemer nach Formel (A).,



Sechster Abschnitt .
Bestimmung der Dimensionen der Erde und der 

Horizontalparallaxen der Himmelskörper.

In den vorigen Abschnitten sind häufig die Constanten 
benutzt, die sich auf die Gestalt und G röftA  der E rde bezie
hen, ebenso de1 W in k e l, unter denen der Halbm esser der 
Erde von ändern Him m elskörpern aus erscheint oder die H ori
zontalparallaxen der Him m elskörper, und es ist nun noch zu 
zeigen , durch welche M ethoden diese Constanten bestimmt 
worden sind. V on  dem Horizontalparallaxen wird nur die 
der Sonne und des M ondes durch unmittelbare Beobachtun
gen bestimmt, indem die Entfernungen der Planeten und C om e- 
t»n von der E rde in Einheiten der halben grofsen A xe  der 
Erdbahn sich aus den Bahnen dieser Him m elskörper ergeben, 
die dieselben nach den K eplerschen Gesetzen um die Sonne 
beschreiben. U m  daher die H o izontalparallaxen aller dieser 
H im m elskörper zu erhalten, c t  nur noch die Kenntnifs der 
Sonnenparallaxe/ erforderlich , oder auch die Kenntnifs der 
Horizontalparallaxe eines dieser Planeten.

I. Bestimmung der Gestalt und Gröfse der Erde.

1. D ie G e s ta ltd e r  E rde ist, wie sow ohl die Theorie 
zeigt als auch wirkliche M essungen ergeben haben, die eines 
an den Polen abgeplatteten Sphäm ids, d. h. eines solchen^' 
welches durch die Um drehung einer Ellipse um ihre kleme 
A xe entsteht. Freilich könnte dies nur dann in aller Strenge 
der Fall sein, wenn die E rde ein flüssiger K örper wäre, das 
abgeplattete Spliäroid ist aber diejenige geometrische krumme 
Fläche, welche der wahren Gestalt der Oberfläche der E rde 
am Nächsten kommt.
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D ie Dimensionen dieses Spliäroids werden durch Grad- 
messungen bestimmt, ein Verfahren, bei welchem  man durch 
geodätische Operationen die Länge eiri?s G radbogens mifst 
und zugleich durch die Beobachtung der Polhöhen der A n 
fa n gs- und Endstation des gemessenen B ogens seine Gröfse 
in Graden bestimmt. D iasä M ethode ist schon sein- alt und 
schon Eratosthenes (etwa 300 v. Ch.) bedicntSsich  derselben, 
um dadurch den Umfan'gjj der vqjj ihm als. kugelförm ig be 
trachteten E rde zu bestimmen. Eratosthenes bemerkte näm
lich , dafs die Städte Alexandrien und Syene in A egypten  
nahe unter demselben Meridiane lagen, ^e^ner wufste er, 
dafgj| am T age des Sommersolßthiums die K örper zu Syene 
keinen Schatten warfen und jsohlofs dhraus, dafs dieser^ Ort 
unterm nördlichen W endekreise lag. E r mafs daher an die
sem? T age dieiEntfernuncr der Sonne vom  Zenith von  A lexamO o
driöij und fand dafür 7° 12'. Dar B ogen des M er.dians zwi
schen Syene und A lexandrien ibotrug dabei? ebsufalls-17° 12', 
oder den fünfzigsten Theil des Umfan gfe der E rde;. D a nun 
Epg^psthenes durch die Vermessungen der A egyptischen L än 
dereien wufste,, dafs diei-rEntfernungl dar beiden OrtefcSOOO 
Stadien betrug, so fand <jr für den Um fang (|er E rde 250000 
Stadien. D iese Bestimmung mufste nun aus verschiedenen 
U rsachen fehlerhaft sein. Einmal liegen nämlich! die/vbeiden 
Städte ujphl* unter dhnrselben M eridian, sondern Syene etwa 
3 “ östlicher als A lexandrien: Eerner liegt SyMSspnicht unter 
dem nördlichen ' WöndGtnbise^f# da die Polhahe dieses Orts 
nach neueren Bestimmungen 24" 8' ist, währ-ejid die Schiefe 
der E clip tic  zu Eratosthenes Zeiten S 3° 44’ betrug. ^.Jmdlich 
war auQh die Breite von Alexandrien und die Entfernung 
der beiden Orte von einander fehlerhaft bestimmt. Erato- 
stheneä? hat aber das V erdi, nst, die M essung der Erde zuerst 
»ersucht zu haben find zwar nach einer M ethode, deren lhatti 
sich noch  jetzt zu diesem Zw ecke bedient.

sb^ ach dem  N ew ton durch theoretische Betrachtiin'gen ge
funden h a t t e d a f s r diesfGestalt der .Erde nicht kugelförm ig, 
sondern, sphäroidisch reichtehss nicht itiehr hin, zur B e
stimmung der D im ensionen der Erde eine Gradme^sung anÖ O
ejinem Orte anzustellen,faondern es nmlsten daziPzw ei Grad- 
messungen an zwei verschiedenen Orten der* Erdoberfläche



unter inöHi'ehst verschiedenen Polhöhen mit einander verbun-ö
den werden, um mit der Gröfse-auch zugleich die Abplattung 
der E rde bestimmen zu können.

In N o. 2 des diittfen Abschnitts waren nun für die C oor- 
dinaten eines PnnkIFs auf der Erdoberfläche^ bezogen auf..ein 
in der Ebene deh> Meridians liegendes A xensystem , dessen 
Anfangspunkt im M ittelpunkte der E rde und dessen A xen  
der x  und y  -te^pective dem Aequator und der kleinen A xe  
parallel angenommen w erden, die folgenden Ausdrücke ge
funden : a  cos <p

X  —  -  - --------------- J

Kl—82 sin tp1
ssinmM—s2)

y =  ■- i
Kl e2 sintp*

w o a  und s die halbe gröfse A xe  und Excentricität der M e- 
ricliaufellipse, (p die Polhöhe des Ortes der Oberfläche be
zeichnen.

F ern e? ist der Krümmungshalbmesser für einen Punkt 
einer E llipse , dessen A bscisse x  ist:

r = ------------ >
a b

wo b  die halbe kleine A xe  bedeutet, oder, wenn man für x  

seinen eben gegebenen W erth  setzt:
a (1 —  e2)

r  =  5 •
( 1— £2siH g3 fl|

Ist daher G  die Länge eines M eridiangrades in irgend 
einem Längenmäafse ausgedrückt und tp die Polhöhe seiner 
M itte, so ist:

r, —  s2)
(x —  J ,

180(1 — s2 sin y>2)2 
w o n  das Yerhältnifs des Kreisumfangs zum Durchm esser 
=  3.1-415927 ist. i-lat man nun einen zweiten Meridiangrad 
G ’ gemessen, und ist wieder <p die Polhöhe seiner M itte, so- 
dafs man die G leichung hat:

r i , _  7t a ( \ —  s 2 )
Cr —   ----------------------------------------5 9

180 (1 — s2 sinK 2)2 
so findet man die Excentricität^ der Ellipse aus der F orm el:
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und, nachdem man diese kennt, aus einer der beiden Formeln 
für G  oder G' auch die halbe gröfse A xe  dejn Erde.

B e i s p ie l .  D ie  Entfernung der Parallelen von Tarqui 
und C otschesqui in Peru  wurde von B ouguer und Condamine 
gemessen und dieselbe gleich  176875 . 5 Toisen gefunden. 
D ie  Polhöhen der beiden Orte wurden zu

— 3° 4' 3 2 ". 068
und

+  0° 2' 31” . 387
bestimmt.

Ferner fand Swanberg die Entfernung der Parallelen 
der beiden Orte M alörn und Pahtawara in Lappland gleich 
9 2777 .981  Toisen  und deren Polhöhen gleich

65° 31’ 3 0 ". 265
und

67" 8 '4 9 " . 830.

A us d er Gradm essung in Peru  ergiebt sich für die Länge 
eines Grades unter der Polhöhe

p =  —  1» 31’ 0 " .  34 
G =  56734. 01 Toisen, 

und aus der Gradm essung in Lappland die Länge eines G ra
des unter der P olh öh e:

5P’ =  66° 20’ 1 0". 05 :
G’ =  5 7 1 9 6 .1 5  Toisen.

N ach  den vorher gegebenen Form eln erhält man G eraus: 
e'2 =  0 . 0064351 
a = 3 2 7 1 6 5 1  Toisen,

und da die Abplattung «  der E rde gleich 1 —  V  1 —  s2 is t :
 1_

“  31Ö . 29 ‘

Solcher Gradm essungen sind nun mehrere an verschiedenen 
Orten der E rde mit der gröfsten Sorgfalt angestellt worden. 
D a  man aber aus der Combination je  zw e i®  derselben für 
die D im ensionen der E rde immer verschiedene W erthe er
hält, woran zum Theil die Beobachtungsfehler, hauptsächlich 
aber die A bw eichungen der Erdoberfläche von der wahren 
sphäroidisehen Gestalt Schuld sind, so mufs man aus allen 
diesen einzelnen Bestimmungen dasjenige Resultat suchen, 
welches sich an alle verschiedenen Gradm essungen am ge
nauesten anschlieitst.
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2. D ie  Länge s  des B ogens einer Curve wn d gefunden 
durcli die F orm el:

.ff,* = l  | i + ' g  B x .

Differenzirt man nun die in der vorigen Num m er gege
benen Ausdrücke für x  und y  nach cp und substimirt die 
W erthe von d x  und d y  in die F orm el für s ,  so s erhält man 
für die Länge eines B ogens eines elliptischen Erdmeridians 
vom Aequator bis zu einem Orte, dessen Polliöhe tp  ist:

i —  Cl ( 0 ------ £ 2 ) I
dcp

( l - £ 2s m ^ ) T

E ntwickelt man den A usdruck unter dem Integralzeichen 
in eine R eih e , so findet man:

[1— £2 sin y>2] 5 = 1  -p -jE 2 sin y>2 -f- ^ £4 siny4-p  2 ' 2 '  ̂ e6 siny>6-p  . .

und hierads, wenn man statt der Potenzen von sin tp die 
Cosinus der vielfachen' 'W inkel einführt und die einzelnen 
Glieder nach der Form el

/ cos Xx dx =  -j-  sin Xx

integrirt:
s =  a (1 —  e2) JE [p — a sin 2<f +  ß  sin 4 p  etc.],

WO
3 „ 45 , 175 R

"^ = = 1  _^ -4~£ 6 4 £ 2 bi)£ '

E a ~  8 * 32 1024 + - ‘ -
SS , 105 4

=  256 £ + 1 02 4 £ + - - -  

Setzt man hier <p =  180°, so erhält man, wenn man die 
mittlere Länge teines Meridiangrades mit g bezeichnet:

180 g  =  a (1 — e2) E  »7t,
also auch :

180 <7 , , . . , ,
s = ------- [cp— a sm 2w ß  sm 4  w —  . .

7t

Die Entfernung der den Polhöhen cp und cp’ entsprechen
den Parallelkreise wird daher:

s —  s —  [tp1—  w —  2 a sirr'(qrf —  p) cos (p' +  p)
7t

-+- 2 ß  sin 2 {p’ —  p) cos 2 (p’ -+- p)\, 
oder, wenn man den gemessenen Bogen <p— cp— l und die

25 *



Summe der Polliöhen 1 -|- g  =  2 L  setzt, l  in Secunden aus
drückt und unter w  die Z a li lE 0 6 2 6 4 .8  vefiteh t:

3 600
—  («'— s) =  l —  2 iv a sin l cos 2 L  -t- 2 ivß sin 2 l cos 4 L.
9

Setzt man nun Gier für l  den beobachteten W erth  der 
Differenz der Polhöhen und für s ' —  s  die gemessene Länge 
des M eridianbogens, so würde liese G leichung«nur m-füllt 
w erden , wenn man für g und s ,  also für g ,  j e  und ß  die
jenigen W erthe nimmt, welche* grade dieser M essung entspre
chen. N im m t man nun aber dafür diejenigen W erth e , w el
che sich aus allen Gradmessniigen ergeben, so wird man, 
wenn die G leichung erfüllt werden s o ll, den beobachteten 
Polhöhen kleine Correctionen hinzufügen müssen. Schreibt 
man also c p - \ - x  und q > - \ - x ’ statt tp und " ,  w o x  und x ' kleine 
Gröfsen s in d , deren Quadrate und Products] vernachlässigt 
werden können, so erhält man, wenn man auch den Einflufs 
dieser Aenderungen auf L  unberücksichtigt läfst:

— —  (V —  s) —  l —  2 iv a sin l cos 2 L  +  2w ß  sin 2 /  cos 4 L -+- (V —  x) ff,

WO : ^ =  1 —  2 a cos l cos 2 1  +  4 /5 cos 2 l cos 4 L ;
man hat also auch;

x1—  x =  —  ( ------- —  s) —  (l — 2 w a sin l cos 2 L  If- 2 w ß  sin 2 l cos 4 •
C ^ 9  '

Eine jede Beobachtung der Polhöhen zweier Orte auf 
der O berfläche- der E rde und der M essung der Entfernung 
ihrer Parallelen giebt also für die an die beobachteten P o l
höhen anzubringenden Verbesserungen eine solche Gleichung. 
Plat man nun die Resultate melir'erc.nGradmessirngon, ■sodafs 
man mehr solcher Gleiclfungen als unbekannte Gröfsen hat, 
so mufs man die'••Werthe der Unbekannten g  und s so be
stimmen, dafs die Summe der Quadrate der übrig bleibenden 
Fehler x  —  x ,  etc. ein Minimum wird. N im m t man nun g„ 
und a„ als Näherungswertlie von g und «  an und setzt:

ff =  . und a —  a 0 (1 +  k)
1 ~f~l

und vernachlässigt w ieder die Quadrate und Producte* von  i 

und k , so erhält m an:
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H ier bezeichnet ß 0 den W erth , in welchen ß  übergeht, 
wenn man für a  den Näherungswerth a 0 setzt. U m  diesen

ebenso wie den DiffeMnti ilcjuotienten zu erhalten, mufs 
man ß  durch a  ausdrüoken.

Es war aber:
3 .  15 . iJ525 „

 £ -I e 4 ------------ £ -4-
8 32 1024

3 ,  45 . 175 .

+ b :  + -

3 ,  3 , 111

=  #  j f  * * *
Ebenso ist:

a =  1* V  +
P 256 256 ^  •

Kehrt man nun d ie.K eil)e  für «  um , so erhält man:
-  8  3 2  2 ^ ,  3£" =  jr-a --r «  + 4 r  —  . . .

3 9

und, wenn man dies in den A usdruck für ß  ein führt: 

also auch:

B ä J ,  35 i: ---  « 2 H a4 +  . . ,
1 2  i ftm

dß  5 35
CM  = — «  + H t 6 ld a  b 27

Setzt man daher:
J_ /3 6 0 0  ,

C '  9a
2 w r . , f /  5 „ 35

n =  - (  (V —  —
0 v ff0 /

, /  5 35 \
[a0 sin l cos 2 L  —  ( t ; ii« i + : . ö « o 4 ) sin 2  ̂cos 4 L\ (A )\12 lUo /

„ _  JL 2222 <y _  6.)
C , ffo

und:
r 2io r /  5 _ 35 , \
o =  —  [a0 sm l cos 2 L  —  ( —- « 0 +  —  « 0 4 1 sm 2 l cos 4 L\,

^ \ 6 27 /

so erhält man diei G leichung:
x  — x  =  n  -h  a  i  -|- ö &, (J5)

und eine ähnliche G leichung giebt digjjVerbindung des süd
lichsten Punkten eiirer Gradmesgung mit ( inem jeden  nörd
licheren Punkte.

Behandelt man diese Gleichungen nach der M ethode der 
kleinsten Quadrate, so werden die Gleichungen dffi Minimums 
in B ezug auf x ,  i  und k  für jed e  einzelne Gradm essung, wenn
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f i  die Anzahl aller bei einer Gradm essung he ob/roh toten P o l
höhen bedeutet:

fi x  +  [  a 1 i -+ -  [ f t ]  & * + * [ « ]  =  0 

[ e r ]  x +  [ a  o ]  i - f *  [ «  f t ]  h +  \a n ]  =  0  

[ f t ]  x [ a  f t ]  1 [ f t  f t ]  k [ f t  » ]  =  0 ,
und wenn man x  eliminirt, so giebt jede  Gradmessung zur 
Bestimmung d^S wahrscheinlichsten W erthe von i  und k  die 
beiden Gleichungen:

0 =  [(i»|] -f- [aa,] i -t- [er6 j ] k 
0 =  [6 n ,]  -+- [t ifi,] i ■+ \bb ,U -,

nach den in N o . 23 der Ginleitung eingeführten Bezeichnungen.
A dd irt man dahe» di("einzelnen G röfsen die man

für die verschiedenen Gradm essungen findet und beSeh hnet die 
Summe mit ebenso mit ( a a t)  die Summe aller [da ,]
e t c ., so erhält man zur Best nnnung der wahrscheinlichsten 
W erthe von i  und k  aus allen Gradmessungen die G lei
chungen :

0 =  (o. n, )  ■ +  (a a,) i - f -  (a ft, )  h 
0 =  (ft n x) -f- (a ft,)  i +  (ft ft |) k.

A ls Beispiel sollen die folgenden Gradmessungen be
rechnet w erden:

1 ) G r a d m e s s u n g  in  P e r u .
Polhöhe l

Tarqui — 3° 4? 32”068 Entfernung der Parallele
Cotchesqui + 0  2 31 387 3° 7 '3 "  45 176875.5 Toiseri

2 ) G r a d m e s s u n g  in  O s t in d ie n .
Polhöhe l

Trivandeporum 110 44' 52” . 59 Entfernung der Parallele
Paudru 13 19 4 9 .0 2  1° 3 4 '5 6 .4 3  8 98 1 3 .0 1 0 .

3 )  G r a d m e s s u n g  in  P r e u f s e n .
Trans 54° 1 3 '1 1 ". 47

Königsberg 54 42 5 0 .5 0  0° 2 9 '3 9 ". 03 2S211 . 629
Memel 55 43 40 . 45 1 30 28 .9 8  861 7 6 .9 7 5 .

4 )  G r a d m e s s u n g  in  S c h w e d e n .
Malörn 65° 31'"rf0". 265

Pahtawara 67 8 4 9 .8 3 0  1° 3 7 '1 9 ” . 56 92777.981

Setzt man nun:
57008 1 -1- 1c

<7 —  , . und a  =  ~ r z p r ~  »
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so erhält m an :

log [ t " "2

log [ y  “ u2 

Setzt man ferner:

log «„ =  7.39794
35 

105

’  +  -3 5 <27

10000 i = y  
10 k =  z,

=  4.41567

=  4.71670.

so erhält man für die vier Gradm essungen die G leichungen:
1) x — x, =  +  1 ". 97 +  1.1225 y +  5.6059 z
2) X  2 ■“ *" X  2 =  +  0 . 94 +  0 .5697y +  2.5835 z
3) x\  —  x 3 =  — 0 ^37 +  0.1779y —  0.2852|gfc

x "3 —  x 3 =  +  3 . 79 +  0.5433y — 0.9157z
4) x\  —  .r4 =  —  0 . 51 +  0.5839y —  1.9711 *

und daraus:
p ] M [ 6 ] [ a  ??.]; \ a  f t ]  \ a  6 ]

1) +  1 ". 97 +  1.1225 +  5.6059 +  2.2113 +  1.2000 +  6.2924
2) +  0 . 94 +  ft.5697 +  215835 +  0.ra55 +  0.3246 +  1.4718
3) +  1  .4 2 +  0.7212 —  1.2009 +  1.9933 +  0.3268 — 0.5482
4) —  0 . 51 +  0.5839 —  1.9711 —  0.2978 + 0 .3 4 0 9  — 1.1509

[6n] [6 6]

1 ) +  11.0436 +  31.4254
2 ) +  2.4284 6.6742
3 ) —  3.3650 0.9198
4) +  1.0026 3.8853

u n d :
[an t\ [ a n , ]  [ 0 6 , ]

1) +  1.1056 +  0.6300 +  3.1462
2Y ' ■+  0.2678 +  0.1623 + 0 .7 3 5 9
3 )  ■+  1.1711 +  0.1534 — 0.2595
4) — 0.1489 +  0 1705 — 0.5755

( « « i )  =  - f -  2 . 3 9 5 6 ,  ( a a j )  =  -

[6n,]
+  5.5218 
+  1.2142 
—  1.9960 
+  0.5013

■ 1.1162, (ab i) =  -

[6 6 ,]
+  15.7127 
+  3.3371 
-1- 0.4391 
+  1.9426

■3.0471,

(6 « ,)  =  +  5.2413, (66.) =  +  21.4315.

M an erhält somit für die Bestimmung von y  und ss die 
beiden G leichungen :

0 =  +  2.3956 +  1.1162y +  3.0471 s 
0 =  +  5.2413 +  3.0471 y +  21.4315 s,
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durch deren A uflösung man findet:
> - *  =  4 -0 .09 9 01 2  

y =  — 2.4165,
also: 

m ithin:
i =  —  0.00024165 und % =  +  0.0099012 ; 

57008

und:

D a nun

1 — 0.00024165 

1 + 0 .0 0 9 9 0 1 2

= 57021.79

=  0.002524753

„ „  a 2 +  4 « 3 
3 9

400

*2 =  8 32 

w a r , so eihält m an:
s2 = 0 .0 0 6 7 1 0 0 7 3 , 

also für die A bplattung der E rde ’

Ferner ist:

log — =  log V i  —  s2~ = 9 .9985380,a
und da

180 g
(1 —  s 2) E n

w ar, so findet m an:
log a —  6.5147884,

also :
log 5 =  6.5133264.

A u f diese W eise  hat nun Bessel die G röfse und A b 
plattung der E rde aus 10 verschiedenen Gradm essungen be
stim m t*) und dafür die schon oben in N o. 1 des dritten A b 
schnitts angeführten W erthe erhalten:

Abplattung «

Halbe grofse Axe a in Tois-en =  3272077.14 
Halbe kleine Axe b „ =  3261139.33

log a =  6.5148235 
log b =  6!5i£33693.

*) In Schumacher’s astronomischen Nachrichten No. 333 und 438.
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II. Bestimmung der Horizontalparallaxen der 
Gestirne.

3. W enn  man den Ort eines der Erde nahen Gestirns 
von zwei verschiedenen Punkten der Erdoberfläche ans be<5B- 
achtet, so kann man dadurch die Parallaxe desselben oder, 
was 'd 0 se lb e  iitt, % in e  E ntfernung, iii Einheiten der halben 
grofsen A xe  jdestErdsphaeroids ausgedrückt, bestimmen. D a  

nach dem Y origen  di£|Gröfse dieser A xe  selbst bekannt 
ist, so kann man also die Entfernung des Gestirns auch in 
einem bekannten Läugcnmaftföej ausdrhcgeh.A '

Es soll nun-angenom m en werden, dafs die beiden' B eob 
achtungsorte unter demselben Meridiane zu veföjSlnede.nen Sei
ten des Aequators Iretmn, und dafs man an beiden Orten die 
Zenitlidistanz des Gestirns bei seiner Culmination beobachtet 
habe. Dann ist nach N o. 3  cles..dritten Abschnitts die Ilö lien - 
parallaxe cles Gestirns an dem eim.n Orte gegeben durch die 
G leichung:

s i n  p r =  p  s i n p  s i n  [z —  (99 • —  y>)\

w o p  die Horizontalpa^allaxe., z  die beobachtete, von der 
Refraction befreite Zenithdistanz, <p und ob die geographische 
und jj&rbesseste Polliöhe und q d i ; Entfernung des Orts vom 
Mittelpunkte der E r d a  bezerHinen. M an hat also:

1  q sin [z —  (90 — föt)]
sinp  sin p

und hbqmffl für den zweiten O rt, dessen geographische und 
Y erbessejaS  P olhölie <f\ und rp l und dessen Entfernung vom  
Mittelpunkte q ist:

t _ —  (y 1 —  y fi)l _
sin/) sin/)1,

Betrachtet man nun die beiden D reiecke, welclilS duröh 
den Ort des Gestirns, den M ittelpunkt der Erde und die bei
den Bcohachtuhgsbrte gebildete w erden , so ist in dem ^inen  
Dreiecke der W ii'k e l am Gestirne p \  der W inkel am B eob
achtungsorte 18 0 "— z - + -  cp -— ([' und drj» W inkel am M ittel
punkte (p '= p d \  w o <J die [ge’ocentrische Declination des Gestirns 
ist und w o das obere o d e r  untere Zeichen gilt, je. nachdem 
das Gestirn und der Beöharcditungsort sich auf derselben oder 
aut -öjfisohicdenen Seiten d ”  Aequators befinden. In dem
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anderen D reiecke sind diese W inkel p \  , 180° —  s , -|- c/q—  i i ,  
und ( f\  =t= S . M an hat a lso :

p  =  z  —  <p' =J= d 

p' i—  z i y W  8
u n d :

P ’ + P  i = 2  +  Zi — <p'— <p\.

Bezeichnet man daher die bekanntSGnAße p '  - f -  p \  mit aj, 
so erhält man die G leichung:

woraus fo lgt:

g jja  rz —  (y - y ') l  r . sin [z, — Qg, —  y ' , )] 
sin p' sin (?r —  / / )

,  p  s i n  n s i n  (z —  (tp —  o A lt a n g  p =  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -    — - - - - - T_LL_
p ,  s i n  [ J I  —  ( y u  —  y ’ i ) ]  - + -  Q c o s  ? r  s i n  [ z  —  —  y > ’ ) ]  ’

o d e r  a u ch :
tang = _________ sin n  i ;n feg ~  ( f  i ^ :  5P'i)]____________ _

1 q s i n  [ z  —  (tp —  99 ' ) ]  +  Q!  c o s  71 s i n  [ z  1 —  (tp j  —  tp’ , ) ]

N achdem  man dann p '  oder p \  durch eine dieser G lei
chungen gefunden hat, erhält man p  entweder aus:

s i n / ? 's i n / }  = q s i n  [ z  —  (p —  tM
oder aus:

s i n  p 1 1
sm/) = ----- — -----------------------pr .p ,  i s m  | z ,  —  ( 9 9 ,  —  99 , )

E s war nun hierbei vorausgesetzt, dafs die beiden Orte 
auf verschiedenen Seiten des Aequators liegen, wie es auch 
für die Bestim mung von p  äm Vortheilhaftesten ist. Ist dies 
aber nicht der F a ll, sondern liegen die Orte auf derselben 
Seite des A equators, so sind jetzt die W in kel am M ittel
punkte der E rde in den vorher betrachteten D reiecken andere, 
nämlich in dem einen D rejeeke <[' =p Ö und w  dem ändern 
(f,\ = p  ö .  Setzt man dann aber:

TC—p 1 —  p’ — ZQ— Z  —  ( 9 9 ,  — 99) ,

so erhält man p ’ oder p \  durch dieselben Gleichungen wie 
vorher.

L iegen  die beiden Orte nicht, wie es angenommen war, 
unter demselben M eridiane, so werden die beiden B eobach
tungen nicht mehr gleichzeitig sein und man mufs dann die 
Aenderung der D eclination in der Zw ischenzeit in Rechnung 
bringen.
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A u f diese W “ ise wurden in den Jahren 1751 und 1752 
die Parallaxe des M onde« und .des Mars bestimmt. Zu  dem 
E nde beobachm le Lacaille die Zenithdistanz der beiden G e
stirne bei ihrer Culminat:'on am Cap der guten Hoffnung, 
während gleichzeitig Cassini in Paris, Lalande in Berlin, Za- 
notti in B ologna und B radley in Greenw ich beobachteten. 
D iese. Orte sind sehr günstig gelegen. D er gröbste Unter
schied der Polliöhen ist der vom  Cap und Berlin und be
trägt °, der grollte  U nterschied der Längen ist dagegen 
der vom  Cap und G reenw ich , der l j  Stunde beträgt, eine 
Z eit, für welche man die B ew egung des M ondes in D ecli
nation vollkom m en scharf in R echnung bringen kann.

D ie B eobachter fanden damals die Horizontalparallaxe 
des M ondes in Hseiner mittleren Entfernung von  der Erde 
gleich J »7 ' 5". Eine nc ue von Olufsen ausgeführte B erech 
nung aller dieser B eobachtungen, ergab aber dafür den 
W erth  57' 2". f i l  unter der V oraussetzung, dafs die A bplat- 

1tung der E rde ist. M it dem wahrscheinlichsten W e r -
°  3 0 2 .0 2

^ le  299 15 Abplattung erhält man dagegen 57' 2 " .  8 0 * ) .

In neuester Zeit beobachtete auch H enderson in den Jahren 
1832 und 1833 am Cap der guten H offnung M eridianzenith
distanzen des M ondes, aus denen er in Verbindung mit gleich
zeitigen G reen w ich e? B eobachtungen die mittlere H orizontal
parallaxe 57 1"Jö fand**). In den Burkhardtschen M ondtafeln 
ist für diese Constante der W erth  5 7 '0 " .5 2  angenommen, in 
den Haifserischen 56' 59''. 59.

F ür den M on d  w ird  nun übrigens das P rob lem , seine 
Parallaxe aus Beobachtungen an verschiedenen Orten der 
Erde zu finden, nicht so einfach, wie dasselbe vorher aufge
stellt w ar, w eil man immer nur den R and des M ondes an 
beiden Orten beobachten kann, also zur Reduction die Kennt- 
nifs des Halbm essers nötliig hat, welcher selbst durch die 
Parallaxe geändert wird.

Bezeichnen r  und r' den geozentrischen und scheinbaren

*) Astron. Nachrichten No. 326.
**) Astron. Nachrichten No. 338.
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H albm esser des M ondes, A und /Y d i e ‘Entfernungen vom  
Mittelpunkte der 'Erde und dem Beobachtiingsorte, so 'ist:

sin r A 
sin r

In dem D reiecke, w elches vom  Mittelpunkte der Erda, 
dem M ittelpunkte des M ondes und dem Beobäclitungs'orte 
gebildet w ird , hat man a b e r :D

A  sin (180°— z')
A' sin (z '— pl)

w o z' den W in k e l bezeichnet, den die D ichtung vom  B eobach 
tungsorte nach dem M itte lpu n kt^  des M ondes mit der ver
längerten D ichtung vom  M ittelpunkte der E rde nach dem 
Beobachtungsorte macht, oder da

z =  z —  (y — <p’) =t= r

ist, w o z  die^ilüobachtete Zenitlidistanz des M ondrandes be
z e ich n e  und das obere oder untere Zeichen  gilt, je  nachdem 
der obere oder untere Band beobachtet ist:

A   sin [z —  (y —  y 1) =±= )■']
A’ sin [z — (y —  <p') —  />’ =*=»'’ ]

Führt man diesen A usdruck in die Gleichung für -1" -
u sin r

ein und eiiminii t p  durch die G le ich u n g :
sin p’ —  Q sinp sin [z — (<p —  y ’) =>= r j,

so erhält man, wenn man der K ürze wegen z  —  (rp —  <p’) blos 
durch z  bezeichnet und q gleich Eins setzt:

sin r —  sin r sin r sin p  cos (z =J= r )  -t- I  sin r sin p 2 sin (z =t= r')2,

odef bis auf G röfsen von der dritten Ordnung genau:
?■' =  r -+- sin r  sin p cos (z =bV) +  I  sin )- sin p 2 sin (z =±= i )2.

Ist nun Z  die g i»cen trisch e Zenithdistanz des M ittel
punkts des M ondes, so ist dieselbe durch die Zenitlidistanz z  

des beobachteten Kandes ausgedrückt:
„  . , , - / B r ,  siny3 sin (z=i=r’) 3Z  =  z =±= r —  sin p sin (_z =±= r ) ----------------------------   ,

U

o d e r , wenn man für r ’ Sfeinen ebrnl gefundenen W erth  sub- 
stituirt:

Z  =  z =1= ;■ =±= sin r  sin p cos (z =1= r) =±= 1 sin r  sin w 1 sin (2 =±= r j 2

sinp3 sin (z=±=r)3 
—  sin p sin (z =■= r ) ------------- —------ 1------------- •

Entwickelt man diese G leichung und vernachlässigt wie-



der die G lieder, welche in B ezug auf p  und r  von ei«(jflhöhe
ren Ordnung als der dritten sind, so erhält man:

Z  =  z =t= )■ —  sin r2 sin p sin z =*= A sin r sin p 2 sin 2 2
. . .  . ,  . sin p ’ sin 23

—  sm p  cos r sin 2 + 5- sin p  sin r sm 2 -------------- --------- >

oder, wenn man 1 — i sin r 2 statt c ö s  r  und wieder p sin p

statt sin p  einführt:
Z  —  z =t= r —  q sin p sin 2 —  A q sinpAnz sine2 =*= ! p2 sin p2 sin r sin z 2 

q 3 sin p 3 sin z3
li I

und endlich, wenn man
sin r =  h sin p,

also
r =  /csiiip -+- A k3 sinp3

setzt und auch wieder a —  l  statt & einführt, w o l  =  rp —  c p ' i s t :

Z  —  z —  /  —  sin p [o sin (2 —  /)  / : ]    ^  [o sin (z —  /)  =p i-]3.

Ist dann D  die geöcentrische Declination des Mittelpunk
tes des M on des, d  die beobaclitejfe Declinat >11 des Randes, 
so ist, weil D  =  <f ' —  z  und 8  —  cp' —  ( z  —  l ) :

V  —  S -+- sin p [o sin (z— X) =p &] -+- ^  [ri sin (z —  X) =p k]3.

D ie G röfsen n  und A hängen nun von der A bplattung 
der E rde ab. Dtffifes nun wünsclienswerth ist, die Parallaxe 
des M ondes so zu finden, dafs man die A enderung, welche
eine andre Abplattung als die zum Grunde gelegte hervor-
bringt, leicht daran-ahbringen kann, so muJfe’ man den A us
druck St)r E ntw ickeln, dafs d'erselbe die A bplattung explicjte 
enthält. Nun war aber in N o . 2 des dritten Abschnitts ge
funden :

» a2 —  b2 .
f  ^ ”  « ! +  i 1 jsin 2 gr> —t—

1 - 4a l
=  -a sin 2 f  +  . . .

n — Vor

Führt man hier die A bplattung «  e in , gegeben durch 
die G leichung:

1 —  —zr =  2a  —  a 2
a 1

und vernachlässigt die G lieder von der Ordnung cP, so w ird :
(p —  cp' =  X =  a sin 2 <p.

397
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Ferner w ar:
2   2  2  _ c o s  9̂ _  ( 1 — £ 2 ) 2 s i n y 2

—  *  -*-y 1 —  e 2  s i n ^ 2  1  —  E 2 s m £ 3 j

 1  —  2 e 2  s i n  < p 2  * + ■  £ 4  s i n  tp1

1 —  s'1 sin <p'1

Führt man auch hier ’vfreder n  ein durch die G leichung: 
£2 =  2 a —  re2

und Vernachlässigt die G lieder von der Ordnung n2, so er
hält m an:

q =  1  • —  a  s i n  cp2 .

Dam it wird dann d£g zuletzt für D  gefundene A usdruck  
der fo lgen d e :

D  =  S  - 4 -  [ s i n  z  = f =  / ; ]  s i n  p  —  [ s i n  cp2 s i n  z  - + -  s i n  2  cp c o s  2 ]  a  s i n  p

r  .  ,  s i n  p 3
- + -  [ s i n  2 = f = T  '  g - - - - - - - - -

Eine Isofche G leichung giebt also eine jede  Beobachtung 
eines M ondrandes an einem Orte auf des? nördlichen djlalb- 
kugel der E rde und es gilt hier das obere Beier untere Zei
chen, je  nachdem man den oberen oder unteifen Rand des 
M ondes beobachtet hat.

Für einen Ort auf der südlichen H albkugel der E rde 
findet man ebenso:

D ,  =  5 ,  —  [ s i n  2 ,  = j =  t ' ]  s i n  p ,  —  [ s i n - *  ,  = F  f c ]  3  ‘

- + -  [ s i n  cp,  I f S i n  2 ,  - + -  s i n  2  cp ,  c o s t 2i ,  ]  s i n  p , .

E s seien nun t  und f, die den beiden Beobachtungen 
eutsprqgheuden mittleren Zeiten irgend eines, ersten M eri
dians, ferner jrei ] ) „  die geocbhtrisclie Declination des M ondes

für irgend eine Zeit T . und die Aendarung der D eclina-
dt ■

tion des M ondes während einer Stuude mittlerer Zeit, positiv 
genommen, wenn der M o n d  A ich  nach dem N ordpole zu be
wegt, so geben d iw beiden  Gleichungen für D  und T ) l :

( l ,  —  t) —— —  S r —  S  —  [ s i n  s ,  = j =  k  —  a  ( s i n  <pt 2  s i n  z ,  - f -  s i n  2 y ,  c o s  2 , ) ]  s i n p ,

—  [ s i n  2 = j =  t -  —  a  ( s i n  cp2 s i n g  s i n  2  cp c o s  2 ) ]  s i n  p

r . .  s i n p , 3  - s i n p 3
—  — g----------- LsiU2=j=in ß — .

Ist ferner p 0 die Parallaxe für die Zeit T  und die 

stündliche Veränderung derselbenfPso w ird :
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dp
sin p  =  sin p 0 H- cos « 0 ~r~ v- —  T) 

dt

s i n p ,=  sinp 0 +  cosp„ ~  (B —  T), 
d t

mithin erhält man für die Bestim mung der Parallaxe zur 
Zeit T  die G leichung:

0 =  S, —  5 +  ( t —  (,)  —  [ ( s i n = p  h y  +  sin (z=p fc)3] - n ^° ■
a t  ß

~ d t  co sp ° Ks!n z ^  ^  +  (sin =p k) (t., —  2")]

r • , * . 7i -  . • ( sino?2 sin -̂|-sm2 ®cos2: )—  jsinisj -hsm z=f=«^=*]sin;>0 -+-asinp0 j T * >*).
(-{-sin 99, 2 sinz, sin2 y , eosz, )

Sind nun an den beiden Orten verschiedene Ränder des 
M ondes beobachtet, so w ird der CSifficient von sin p 0 unab
hängig von k  und da diese Gröfse dann nur noch in den

kleinen, mit sin p 0J und multiplicirten Gliedern vorkommt,

so wird auch der gefundene W erth  von p „  unabhängig von 
einem etwaigen Fehler in k .  D a m ;S  nun ferner die Paral
laxe aus früheren Bestimmungen als soweit annähernd bekannt 
voraussetzen kann, um damit das dritte und vierte G lied der 
Form el ohne merklichen Fehler zu berechnen, so kann mau 
also die vier ersten Glieder als ^bekannt voraussetzen, weil 
alle darin vorkommenden G röfsen entweder durch die B eob
achtungen gegeben sind oder aus den M ondstafeln entnom
men werden können. Bezeichnet man daher die Summe die
ser G lie d ^  mit ??, den Coefficienten von sin p 0 mit a  und 
den von a  s in p 0 mit b , so erhält man die G leichung:

0 =  n —  sin p 0 (« —  ba),

aus welcher man p 0 sils Function von a  findet. M an will 
nun aber nicht allein die Iiorizontalpärallaxe p in  welche zur 
Zeit T  statt findet, kennen, sondern die so'Jenamite mittlere 
Horizontalparalläxe ■ d. li. den W erth , welchSii die H orizon-

*) Will man auf die zweien Differentialquotienten Rücksicht nehmen, 
so mufs man noch das Glied hinzufügen:

+  \ [ ( , t - T y - { t l - T ) y d̂ -

nimmt man abe r ^ l

L -- i W  +  *)> :
so fällt dies Glied fort.
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talparallaxe in der mittleren Entfernung des M ondes von der 
E r d e * )  hat. Ist aber K  die in den'M 'ondstafeln angenom
mene mittlere Horizontalparallaxe und 71 die aus denselben 
TatSfn für die Zeit T  entnom m anS So hat man, wenn man 
die gesuchte mittler® Horizontalps.rallÄssj mit I I  bezeichnet:

7t
sin /)„ =  sin Ü =  W sin II,

also wird die Bedingungsgleichung jetzt:

0 = ---------- all I I (a —  ba).

B e i s p i e l .  A m  Risten Februar 17 f I 2  beobachtete Lalande 
in Berlin die Declination des untaffin Bandes des M on d es : 

$ =  +  20° 2^r 2ö".'z ,r _ 
dagege’n Lacaille Tam Cap der guten H offnungi die D eclina
tion des oberen B andes:

< h =  -h  210 4ö' 44". 8.

Für die in der M itte zwischen beiden Beobachtungen 
liegende mittlere Pariser Z eit:

T —  üh4(^ä,

hat man ferner nach den Burkhardtschen M ondstafeln:

df =  —  34”. 15dt
n  =  59' 24”. 54

dP =  +  O ' f t ;
dt

endlich ist:
y =  52° 30' IG"

und
, 1 =  33 56 £3 südlich.

D a der östliche Meridianuntersffhied des Caps von  B er
l i n  20ml.i)s .5  beträgt und die^tündliche,Zunahm e dej^B ect- 
ascension des Mond$te gleich 3 8 '1 0 " im B ogen w ar, soiier- 
folgtgfl die,,Kulmination des M ondes in BerlinK21m ID  später 
als am Cap, mithin ist:

t — t, =  4 -2 1 m l t s , also {t — tO dD  —  _  1 2 ”.06
dt

ferner:
4, —  < ? =  +  1° 20' 19''. 6.

*) Nämlich wenn diese ljjitfermmg glereh der halben grofsen Axe der 
elliptischen Bahn des Mondes ist.
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Das dritte Glied, welches von ein p 3 abkängt, erhält man, 
wenn man k  —  0 . 2 T ß 5  nimmt, gleich —  0” . 13;; es ist daher,

wenn man das hier ganz unbedeutende in multiplicirte

Glied vernachlässigt:
ji = 4 - 1 "  2 0 '7 ". 42 

oder in Theilen des R adius:
n =  - f - 0.023307

und da die in den Burkhardtschen M ondstafeln angewandte 
Constante der Parallaxe:

i t =  57’ 0 ". 52
ist, so w ird:

log f t =  0.01792, 

al“0 :  - = + 0 . 0 2 2 3 6 5 .
IM

Berechnet man die Coefficienten a  und 5 , so erhält 
man, da

z =  32° 3' 51" und a, = 5 5 °  42r48"
war:

a =  +  1.3571 und b =  +  1.9321 
und somit ftir die Bestimmung von sin 77 die G leichung:

0 =  +  0.0223G5 —  sin 71(1.3571 —  1.9321 a).
Eine solche; G leichung von der F orm :

n r _ n0 =  —■ x  {a  —  ha)
P

gicbt nun die V erbindung je  zweier Beobachtungen. H at 
man nur eine solche G leichung, so kann man daraus für 
einen Bestimmten W erth  von a  denjenigen W erth  suchen, 
welcher diese Gleichung erfüllt. So erhält man aus der vo

rigen Gleichung, wenn man «  —  . 1 ^  nimmt:

log sin XI—  8.21901 
n —  56 '55 ". 4.

Hat man aber mehrere Gleichungen, so erhält man nach 
der M ethode der kleinsten Quadrate für die G leichung des 
Minimums in B ezug auf x :

[cia]x —  [ab] a x  —  a — =  0,

m
[aa]

J v ]

a  6 ]
—  ̂a x

[a a] ' [ct c t ]  [c t  ct]

2 6
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A u f diese W eise  wurde von Olufsen für dm* mitt
lere Horizontalparallaxe des M ondes der oben angeführte 
W epth 5 7 '2 ". SOig.efunden * ). D a  die Parallaxe des Monch^j 
übrigens so grol's ist , so kann man diesgüje schon aus den 
Beobachtungen an einem und demselben Orte der E rde mit 
einiger Annäherung ab'lciten, indem man dem Zenithe nahe 
gälegepe B eobachtungen, für walohe die Höhenparallaxe ge
lin g  ist, mit Bgpbabhtungen in fdgüNähe des H orizontes ver
bindet, für welche die P ara llaxS a lso  nahe ihr M axim um er
reicht. A u f diese W ei§e wurde auch die M ondsparallaxe 
von H ipparcli entdeckt, indem derselbe in der B ew egung des 
M o n d e s ®  u G liejf auffand ̂ w e lch es  'Von der H öhe desselben 
ü b e j  dem H orizonte abhing und die Periode eines Tages 
hatte.

4 . D ie Horizontalparallaxe der Sonne kann ihrer. K l ein- 
heit wegen durch diese M ethode nicht mit .Sicherheit gefun
den w erden , indessen wurden doch die erstell genähertem 
Bestimmungen derselben auf diSse'Weida? erhalten. Im  Jahre 
1671 beobachteten nämlich D id ier  -in Cayenne und P icard 
und B öm er m PjfsiS M ericM nhöhen des M ars und fanden 
daraus nach der vorher gegebenen M ethode die H orizontal
parallaxe desselben gleich 25”.-5. Kennt mau nun aber die 
PwftWtxH oder die nmtfernung eines P laneten , kann man 
daraus nagh dem dritten Keplersclien G esetze, wonach die 
(h iben der halben grofsen A xpn der; Planetenbahnen sich 
wie die Quadrate ejer Umlaufszeiteu verhalten, die Entfer
nungen aller übrigen und auch die der SQ ine finden. So 
erhielt raSi aus der angegebenen Parallaxe des M a ß  die 
Pa-raliasw der Sonne 9”. 5. BHotÄi1 w en iger, 'genim wurde diese 
konstante durch die m n  Lacaillfe, und Lalande ange^dlten , 
^ohon vorher erwähnten co-rrespondirenden Beobachtungen 
bestimmt, nämlich gleich 10".$5 . D ie  hettiäjdings von Gilliss 
in Chili gemachten Beobachtungen haben aünh, zum Theil 
wegänj des Manggffi correspondirender Beobachtungen in der 
nördlichen H em igihäffl, N ichts zu einer genaueren Bestim
mung der Parallaxe beigefragen. W iew oh l somit alle durch 
diese M ethode bisher erlangten BSsultate ungenügend sind,

*) Astron, Nachrichten No. 3f6.
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so wäre es docli immer wünschenswert!!, dafs dieselbe ein
mal wieder ansgeführt oder auch die ganz ähnhche, von 
G erling in No.'ifiji).!} der astronomischen Nachrichten vorge- 
.schlagene M ethode der Beobachtung der Venus um die Zeit 
ihres Stillstandes zur Bestimmung der Sonnenparallaxe ange
wandt w ürde, weil durch die jetzt'w » sehr 'vervollkommneten 
Instrumente gewils auch auf dieseto W eg e  genauere R esul
tate zu erhalten wären.

Das geeignetste M ittel für die Bestimmung der Sonnen- 
parallaxCTgewähren indessen die Beobachtungen der V orüber
gänge der Velins vor der Sonnenscheihfe, w eiche zuefet von 
H alley zu diesem Z w ecke vorgesllilagen  wurrtgn. D ie B e
rechnung di^fer Erscheinungen kann lfäcli den in Nto. 29 
und 31 des vorigen ARgchnitts gegebenen Form eln ausge
führt werden. Etwas bequemer ist aber noch eine von E ncke 
im astronomischen Jahrbuche für 1842 mitgetheilte M ethode, 
welche zuerst die Erscheinung für den M ittelpunkt deh Erde 
bastimmt und dann hieraus dieselbe für jeden  O rt auf der 
Überfl V 'hei.zu finden lehrt.

Bezeichnen re, d, A  und D  die geocentrischen Rectas^en- 
sionen und Declinationen d e f Venus und de^Soniied'ür eine der 
Conjunctionszeit nahe Zeit T  eines ersten M eridians, so hat 
man in dein sphärischen D reieck e , w elches durch den  Bol 
des Ä equator^jund die Mittelpunkte der Venns und der Sonn™ 
gebildet wird, wenn man die Entfernung beider Matt<dpunkte 
mit in  und die W inkel am Mittelpunkte der Sonne und der 
Venus mit M  und 180 —  ilf bSjqielinet, nacK_d«n Gaufsischen 
F orm eln :

sin ) * .  sin d ( V  -f- M ) =  sin dRj —  4 )  cos d (1 -f- /)) 
sin d >« ■ cos d ( .V ' -f- IsT) — fcos d (« —  -1) sin $jfS —  
cos d ’n • sin d (-Ü ' —  —  sin \ (a —  Ä) sin d (S -+- D.)
cos d >n . cos {  OW —  dl/) == oos d (« —  A) cos d (S —  D), 

oder da füi di^Zeitan dfer Ränderberührungen a — A  und § — LK 

mithin auch m  und M ’ —  ™ kleine Gröfs$hi sind: 
m sin M — (a —  A ) cosSSg—f- Ij) 
m cos M  =  S —  D.

Setzt man daun auch:

(-4)

„ Sin ) V =  V —  cos \{S +  l>)
a t

V J P -  i »n cos JS =  — ------>
d t

(■B )

2 6 "
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w o — %  ̂ und ~~~ die relative A enderung der R ect-

ascension und D eclination in 81er zum Grunde gelegten Zeit
einheit ijlzeichnen, und nennt T - \ - r  die Zeit, zu welcher eme 
Ränderberührung statt findet, so hat man:

[ » i  sin M ~ h r  n sin .Z V ] 2  +  [m cos ü / + T n  cos J V ] 2  [ 7 2  =t= r ] a ,

wo ß  und die Halbmessö£ der Sonne und deu Venus be
zeichnen, und w o das obere Zeichen für äulsere, dasgunter^e 
für innere Berührungen gilt.

A us dieser G leichung erhält man:

T = -------- 'COS (3I  —  jV) :
jB =•= j‘ |  ̂ mr sin ( 3 /  —  N')'1

1 1  1 1 ( /l  =1= r)2
Setzt man daher:

m sin (33— jV)
;s in y , wo ^ < = 4 = 9 0 ° ,  (C)

so w ird :

r  =  H cos ( M —  N )  =p  T cos is>, (D )
n n

w o das obere Zeichen für den E intritt, das untere für den 
Austritt g ilt, sodafs also für den M ittelpunkt der E rde in 
Zeit des angenommenen ersten Meridians der Einfeitt zur Z eit:Ö

yn 7? ~t~~ r
T -------- cös (21—  N )  cos ip

n n
und der Austritt zur Z eit:

7)7 / ?  " 1—: y
T --------cos (MI—   cos yi

1 1  n
erfolgt.

Bezeichnet man endlich mit ©  den W inkel, welchen der 
vom  M ittelpunkte der Som je nach dem Berührungspunkte 
gezogene gröfste K reis mit dem durch den M ittelpunkt der 
Sonne gehenden Declinationskreise macht, so ist:

(R  =t= r) cos O  —  7>‘ cos iM  +  n cos N . r  
(R  =t= r) sin ©  =  m sin M  +  n sin N . r

oder:
cos ©  —  —  sin N sin yj =p cos N eos ys 
sin ©  =  sin y> cos N  = f  cos" ys sin N, 

mithin für den E intritt1
©  =  180° +  IV—  y> (E)

und für den A ustritt:
©  —  N~+- y>. (F)

D ie Form eln ( Ä )  bis (F ) dienen also zur vollständigen 
Vorausberechnung der Erscheinung für den Mittelpunkt der
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E rde. E m  nun hieraus di^iZeiten des E in - und Austritts 
für einen Ort auf der Oberfläche der Erde zu berechnen, 
muf§ man die zu eiirer Zeit von diesem Orte gesehene Distanz 
der Mittelpunkt«? beider Gestirne durch die vom  Mittelpunkte 
der Erde gesehene Distanz ausdrücken.

Es ist aber:
cos>% =  sin 8 sin D  -+- cos Mfios D  cos (a —

Bezeichnet man nun mit <V, Ä  und D ' die von dem 
Orte auf der Oberfläche gesehenen scheinbaren R ectascen- 
sionen und D ® linationen  der V enus und der Sonne und 
mit n i  die scheinbare Distanz der Mittelpunkte beider Gestirne, 
so ist auch:

oos vi =  sin S' sin T)' cos 81 Cbs D ’ cos (a1 —  A1) 

mithin auch :
cos vi =  qys m -+- (_§' —  8 ) [cos S sin D  —  sin 8 cos T> cos (« —  Ä)]

H- ( i)T—  28) [sin 8 cos D  —  oos 8 sin D  cos («  —  .4)]
—  (« ' —  n ) cos S cos D  sin (a —  4 )
+  ( 4 '—  A ) cos 8 cos D  sin (a —  4 ) .

N ach den Form eln in N o . 4 des dritten Abschnitts war 
aber * ) :

S' —  8 = 7 t  [cosiyjsin 8 cos (a —  0 )  —  sin cp cos 8 ]
D' —  O =  pT[cos <p sin D  cos (a —  0 )  —  sin <p cos Z>\ 
a —  a — Tt sec 8 sin (a —  0 )  cos <p 
A' —  A  =  p sec D  sin (A  —  0 )  cos tp,

w o 71 und p  die Ilorizontalpärallakcn der Venus und der 
Sonne bezeichnen; mithin erhält man, wenn man diese W erthe 
in die G leichung für cos n i  setzt:

cos m! =  cos m
+  [cos S sin D  —  sin Scap Z) cos («  —  4 )]  [jrcosysinctcosf« —  0 )  — it sin p  cos 5] 
-f- [sin S cosZ) — cos S sin P  cos (n —  .4)] [pcos9>sinZ)cos(a—  0) — psinycosD] 
—  cos D  sin («  —  AP) .i t  sin (« — 0),.cj>s cp («)
+  cos 8 sin (a —  Äp fy  sin (A  — 0 )  cos cp.

*) EMvar niimlich nach den dortigen Formeln:

sin (8 — y) . r • * ^? ----- - — - —  n  sm cp [sin o cotang y  —  cos oj.8'—  S —  it sin cp
sin y 

Da aber-
cotang y =  cos (a —  0 ) . cotang cp,

so wird:
S' —  8 =  7t [cos cp sin 8 cos (a — 0 ) —  sin cp cos <?].
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Entw ickelt man diese G leichung, so findet man zuerst 
für den Coef'ficienten von cos t p :

7t [sin 8 cos 8 sin D  cos (« — 0 )  —  sin S2 cos 1) cos (a —  0 ) cos (a — A)
—  cos D  sin (a —  0 )  sin (ee —  4 )]

~f* p [sin 8 cos 1) sin D  cos («  —  0 )  —  cos 8 sin D 2 cos (ec —  0 )  cos (ec —  A)
-J- cos 8 sin (et —  0 )  sin (ec —  A)]

oder da
sin 82 =  1 —  cos 82 und sin Z)2 =  1 —  cos 1) 2 : 

it [(sin^sinD -hcos^cosi^cos (a — A ) )  cos$ cos (et —  0 )  —  cosZ) cos (A — 0 )] 
~f* p [(sin 8sinZ> -+* cos 8 cos D cos (a — 4 ) )  cos D  cos ( 4 —  0 )  —  cos 8 cos (ec — 0)], 
m ith in  :

n  cos m cos d cos (et —  0 )  —  7t cos D  cos (4  —  0)  
p cos in cos D  cos ( 4 —  0 )  — p  cos 8 cos (et —  0).

Sondert man hier A lles ab, was sich auf einen bestimm
ten O rt der E rde bezieht, so erhält m an:

[tz cos m cos 8 cos et —  7t cos I)  cos A] cos 0  
-} -  [/> cos m cos Z)cos A  —  p cos 8 cos ee] cos 0  
-J- [ttcos vi cos 8 sin a —  ?rcos Z)sin A] sin 0  
-h  [p cos m cos Z>sin A  —  p cos 8 sin a]  sin 0 ,

es w ird daher das in cos tp multiplicirte G lied der G lei
chung (fl):

[(pt cos m —  p) cos 8 cos ot —  (7t— p cos?«) cos D  cos 4 ]  cos cp cos 0  
~f“ [(?r cos m— p) cos 8 sin et —  (7t —  p cos???) cos D  sin -4] cos cp sin 0.

Ferner w ird der Coefficient von  sin rp in der G lei
chung ( « ) :

7t [—  cos 8 sin D  -f- sin 8 cos 8 ros D  cos Im — Ä)]
-A-p [—  sin 8 cos ß 2 siBjeosZ> cos 8 cos (a —  A)], 

oder, da c ®  <53 =  1 —• sin d 2 und cos D~ =  1 —  sin Z?“ ist:
7t [—  sin D  +  sin 8 (sin 8 sin D -f- cos 8 cos Z>E>s (a —  ̂ i))]

+  p [—  sin 8 -+- sinZ> (sin 8 sin D  cos 8 c® .l> cos (« —  yl))].

D as in sin <p multiplicirte G lied der G leichung (a) w ird 
daher:

{7 t cos m— p) sin 8 sin cp —  (tz — p cos ?«) sin I)  sin 9?, 

und die G leichung (a )  geht mithin über in die fo lgende: 
cos m! =  cos m

-h  [(,7t cos m— p) cos 8 cos a —  (tz— p cos ???) cosZ) cos A] cos cp cos 0  
-J- [(,7t cos m— p ) cos 8 sin et —  (tc — p  cos ???) cos D  sin 4 ]  cos 9? sin 0  (c) 
-1- [(7t cos ??? — p) sin 8 — (7t — p cos m) sin Z>] sin cp.

Setzt man nun:
7 1 cos m — p — f  sin s . .

+ (et)—  Tr sm ??? — j  cos s,
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so -wird:
n — p cos m =  /  sin (.s —  m),

m ithin:
cos m =  cos m

- f - /[s in  s cos 8  cos a —  sin 0? —  m) cos D  cos ./l] cos <p cos 0  
-\- f[s in  s cos 8 sin «  —  sin (s —  m) cos D  sin A] cos <p sin 0  (e)
-f-t/ ’[sin s sin 8 —  sin (s — m) sin D ] sin <p.

Setzt inan ferner:
sin ä cos (V cos «  —  sin (s —  in) cos Z> cos A =  P  cos X cos ß  
sin >? cos 8 sin a —  sin (s —  m) cos D  sin A  =  P  sin X cos ß  ( / ’)

sin ä sin 8 —  sin (s—  ?») sin D  =  P  sin

so erhält man durch die Quadrirnng dieser G leichungen zur 
Bestimmung von  P  die folgende:

P l =  sin &2 Ar sin (.?—  m)2 — 2 sin s sin ($ —  m) cos m 
”  sin s2 —  sin s2 cos ?ä2 -f- cos s2 sin m2 =  sin m2.

E s wird daher erlaubt sein zu setzen:
sin s cos 8 cos a —  sin (s —  ?«) cos D  cos A  ~  sin in cos X cos ß  
sin s cos 8 sin a —  sin (.s —  m) cos I )  sin A  =  sin m sin X cos ß  

sin s sin 8 —  sin (s —  in) sin D  —  sin in sin ß y
oder auch:

sin m sin (X —  A )  cos ß  =  sin s cos 8 sin («  —  Ä )
sin m cos {X — a1) cos ß  =  sin s cos 8 cos (a —  A )  —  sin (s —  m)  cos D  (g) 

sin 7ii sin ß  =  sin s sin 8 —  sin (.9 — in) sin D,

N un ist aber:
sin s cos 8 cos («— yt) —  sin (s— ni) cos D  =  sin n [cos 8 cos (a— A ) —  cos m cos D]

-f- coss „ sin. in cos D
und:

sin 9 sin 8 —  sin ('s—  in) sin D =  sin .? [sin 8 —  cos m sin Z>]
cos s . sin in sin D.

Im  D reiecke, welches, vom  P ole  des Aequa-tors und des- 
gebcantrischen Oerte.rn der Mittelpunkte der Sonne und der 
Vfenus gebildet w ird , hat man aber auch , wenn man den 
W inkel an der Sonne'?mit M  bezeichnet: 

sin m sin M  =  cos S sin (a —  .4)
sin m cos M  =  sin :Sicos D —  cos S sin D  cos (a — Ä ) (h)

öos m =  sin S sin D-\- cos <f,cos D  cos (a — A),
also w ird:

cos S cos (« —  C0S C0S m   s*n s*n m cos ^
sin S =  sin D  cos m -+- cos D  sin m cos M, 

und die- G lachungen  ( g )  gehen daher in die folgenden über :
sin H  —  ̂ pcos ß  =  sin s sin M
cos|w— ü ) cos ß  =  cos s cos D  —  sin s sin I )  cos M  (i)

sin ß  =  cos s sin D  +  sin s cos D  cos M,
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w o s und M  durch die Gleichungen ( d )  und (A ) gefunden 
werden. H at man dann aus den Gleichungen ( i) ). und ß  

bestim m t, so findet man nach ( e )  und ( f )  m ! durch die 
G le ich u n g :

cos m' =  costn +  f  sin m [cos X cos ß  cos y cos & sin X cos ß  cos y sin ©
+  sin ß  sin y]

—  cos m -+ ■ / sin rn [sin y  sin ß  +  cos y  cos ß  pos (X —  6>)].

Es sei nun T  die mittlere Z eit des ersten Meridians, 
für w elche die Gröfsen « ,  d\ A  und D  berechnet sind und L  

die hierzu gehörige Sternzeit, fernet, sgi l die östliche 
des Ortes, auf welchen sich Q  und cp beziehen, so ist:

0  =  l —H Lj
a lso :

X —  0  —  X —  L  —  l.
Setzt man daher:

A  =  X —  Z ,* *
cos g =  sin y sin ß  +  cos y cos ß  cos (A  —  l),

so w ird :
cosm' =  cos in +  f  sin m cos g 

A lle  O rte, für w elche cos £ gleich ist, sehen also in dem 
selben absoluten A ugen b lick e , w elchen der Sternzeit L  oder 
der mittleren Zeit T  des ersten Meridians entspricht, mithin 
jeder zu der mittleren Zeit T -f-Z  d ^ . Ortes, dieselbe schein
bare Distanz in ’. U m  nun die Zeit zu finden, wann diese 
Orte die Entfernung m  sehen, hat m an :

dm =  — f  cos g,
m ithin:

/  cos g 
dt —  — ■ dm

d t
Ist aber m  eine kleine G röfse , wie dies z. B . für die 

Zeiten der Ränderberührungen der Fall ist, so hat man nach 
den Form eln  ( A ) :

m =  (a —  Ä) cos 4 (8 ■+• D) sin M -\- ( S— D ) .cos M
dm d (a — A) d(S— L>)
— -  =  —- ■ cos I  (8 -I- D) sm M-\ — cos M,
dt at dt

oder nach den Form eln ( B ) :

dm
=  n cos (M — N ),

m ithin :
r /COS gdt =  -

n cos (M — N )
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W en n  daher der Beobachter im Mittelpunkte zur Zeit T  

die Entfernung m  sieht, so w ird man an einem Orte auf der 
Oberfläche der Erde digse Entfernung zur Z eit des ersten 
Meridians

rr , / cos £
n c o s W —  N )

odat? zur Ortszeit
/c o s  g

T + l -
n cos ffilf— N )

ffilhen.

U m  nun aus den Zeiten des E in - und Austritts für den 
Mittelpunkt der E rde die Zeiten des F in - und Austritts für 
einen O rt auf der Oberfläche zu finden, hat man nur R A = r  und 
0  statt m  und M  zu rahm en, und da nach den Form eln (E ) 
und (E ) für den Eintritt O  =  180" - f -  N — für den Austritt 
dagegen O  =  N  - f -  ip  w a r , so w ird man also zu den Zeiten 
des Ein - und Austritts für den M ittelpunkt der E rde hinzu
zulegen haben:

/ c o s g 
n cos ip

und:
/ c o s / 
n cos 'ip

D ie sämmtlichen Form eln für die V orausberechnung eines 
Venusdurchgangs sind daher die folgenden:

F ü r  d e n  M i t t e l p u n k t  d e r  E r d e f l  
Für eine der Conjunctionszeit nahe Zeit eines ersten 

Meridians suche man die Reetascensionen a, A  und die D e - 
cmiationen Ö. D  der Venus und Sonne und ebei?so d ia H a lb - 
messer r  und R  beider Gestirne. D ann berechne man: 

m sin M  —  (a —  Ä )  cos *  (ß  “+* &) 
ni cos M  =  b —  D

n sin N  =  cos i  ß - h D )

A7 d ( S - D )  n cos iV " -------
cl t

m sin ( M — N )
l i  =t= i sin \py ip <  =t= 90 0

m  /  -*r  i2=*=r
T =  cos — JS! ) —  cos xp

n n
, m e ß d = r

t  =  cos (M — J\) -f -  — cos ip,
n n
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so erfolgt der Eint: itt zur Z e it :
l =  2T+  r,

w o b e i:
0  =  180° + N — V, 

und d(jr Austritt zur Zeit:

und es ist
O  =  N + y .

F ü r  e i n e n  O r t  d S ^ sen  ö s t l i c h e  Län»gife l  u n d  d e s s e n  
P o l h ö h e  m  ist .

F ür den E in- und Austritt refohne man mit den entspre
chenden W inkeln  ©  die Form eln :

.Tr cos (R  =1= r) —  p —  f  sin s 
—  7t sin (R  = t )») = / cos s

- f ~  =
n cos yj 9 

sin Q. — .4) cos ß  =  sin s sin 0  
cos ( i — 1̂) cos ß  —  cos s cos D  —  sm s sin D  cos 0  

sin ß  —  cos s sin D  -f- sin s cos D  chs 0  
s l  —  l  — L  

cos £ =  sin ß  sin <p +  cos ß  cos tp cos (A  —  l) *), 

w o L  die den Zeiten t  oder t ’ entsprechende Sternzeit ist. 
Dann ist iü mittlerer Ortszeit die Zeit des Eintritts:

t +  l —  g cos £,
und die Zeit des A ustritts:

(' —j -  l g  COS £.

D iejenigen Orte, für welche die Gröfse 
sin ß  sin cp -f - cos ß  cos <p cos {A  —  V) 

gleich  1 w ird , sehen die Erscheinung unter allen Orten 
am frühesten oder spätesten. D ie Dauer der Erscheinung 
kann aber für einen Ort auf der Oberfläche um 2  g  von der 
Dauer der Erscheinung für den M ittelpunkt verschieden sein, 
und da nun für centrale Durchgänge sehr nahe

n  —  p
9 = - i r

ist, so kann also der Unterschied in der Dauer die doppelte 
Zeit betragen, w elche die Yenus braucht, um verm öge ihrer 
relativen G eschw indigkeit gegen die Sonne einen B ogen  zu

’ ) 5 ist der Winkelabstand des Punktes, dessen Länge l und Breite tp 
ist, von einem Punkte, dessen Länge und Breite A  und ß  ist.
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beschreiben, -welcher gleich dem doppelten Unter#6hiede ihrer 
Parallaxe mit def der Sonne ist. D a  nun der Unterschied 
dieser Parallaxen 23" und die stündliche B ew egung der Venus 
zur Zeit ihrer Conjunction mit der Sonne 234" beträgt, so 
kann dieser Unterschied nahe 12 Minuten ausmachen. D ar
aus sieht man a lso , dafs ans d ie^ n  E rsch ' inungen die D if
ferenz der Parallaxen von Sonne und Venus und Mmit auch 
nach dem dritten Keplerstehen Gesetze die Parallaxe der 
Sonne selbst mit grofsär Genauigkeit bestimmt werden kann.

B e i s p i e l .  Für den M enusdurchgan^l am 5. Juni 1761
hat man die folgenden Oerter der Sonne und der V enus :

M. Pnr. Zeit A - . 4 ; , a S
dG*> 74° 17' 1". 8 +  22° 41 ' 3". 7 7 4^25.’ 50”. 3 +  22° 33'.17". 6
17h 19 36 .4 41 19 . 1 24 13 .2 32 32 .4
18h 22 10 . 9 41 34 . 5 22 36 . 2 31 47 . 1
19h 24 45 . 5 41 49 . 9 20 59 . 2 31 1 . 9
20h 27 20 . 1 42 5 . 3 19 22 . 2 30 16 . 6,

ferner:
?r =  29". 6068 R--=  946". 8

P = 8". 4408 r ==  29". 0.

U m  nun hieraus die Zeit der änfsesen Berührungen für 
den M ittelpunkt der E rde zu berechnen, hat man für

t =  i?h

„ _ , !  =  + 4 ' 3G”. 8, S - D  =  -  8'4G”. 7, dj  —  ^ = - 4 ' H ”.6
dt dt

dS _  dD  =  __ (,()„ 6 R  g
dt dt

Dam it erhält man:
M  =  U li0 7'. 2 N =  295° 21'. 9

4lqg?» =  2 .76746 log « =  2 .38 0 28
M — N —  258° 45'. 3 

y> =  —  3G 2 .6
W.

 cos ( M ~ N )  =  -h  0 . 4756 t  =  —  2h. 8114 =  —  2h48ra41«. 0
n

+  3 . 2870 t '= =  +  3 .7626  =  +  3 45 45 . 4.
n

Mithin’'erfolgte für den Mittelpunkt der E rde : 
der Eintritt um

1 4 h Um 19s. o mittlere Pariser Zeit,

w o b e i:
0  =  111° 24 '5 ,
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und der Austritt um
20h 45™ 45s . 4 mittlere Pariser Zeit,

w obei
B p = =  219° 1 9 '.3 .

W ill jrian nun die Zeiten des Austritts für Orte auf der 
Oberfläcne der E rde haben, so bat man zunächst die C on
stanten / ,  ß  und g  zu berechnen. M an erhält aber: 

f =  90° 22'. 7^ log/ =  1 . 32564, log g =  9 . 03764,
und da

0  =  219° 19’ . 3 , Zt =  22° 42’7 3 ^ U  =  74° 29 ’. 3,
so ist:

;. =  9« 15 ' .  9

und
ß =  —  45° 44'. 4.

D a  ferner die mittlere Pariser Zeit 2011 45™ 45s. 4 der 
Sternzeit l h 45ra34s .6 entspricht, so ist: 

s l  —  —  17° 7 '. 7.

"V erlangt man nun z. B . die Zeit des Austritts für das 
Cap der guten H offnung, für w elches:

/ =  -+- lh 4m 33s . 5
und

<f —  ~ $ 8° 56’ 3",
so findet m an:

log cos g —  9 • 94643pf<7 cos g =  -+- 5' 47''. 0, 
also die Zeit des A ustritts:

t *+■ l +  g  eos 'Q =  21*1 56m 5S, 9; 
mittlere Zeit des Caps.

Differenzirt man die G leichung:
T = t  +  l - f  ff cos g, 

so erhält man für die A enderung von T  in iftocimden: 
^ s e o o c o s j  

n cos yj
 3600 cos £ 7t —  p

n cos \p p 0 ^ 0
=  4 0 .4 9  dp0y

sodafs ein F ehler von  0". 13 in ffem angenommeffin W erthe 
der Sonnenparallaxe die Zeiten der Ränderberührnng um volle 
5 Zeitsecunden ändert. Um gekehrt werden Fehler in der

*) W o p 0 die mittlere Horizontal-Aequatoreal-Parallaxe der Sonne be
zeichnet.
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B eobachtung der Berührungszeit nur einen geringen Einflufs 
auf die daraus hfjjSeleitete Parallaxe haben, und da sich difl 
Beobachtungen des E in - und Austritts der dunklen Scheibe 
des Planeten a.in Sbnnenrande mir sehr grofser Schärfe an
stellen lassen, so sicht m an, dafs man auf diese W e iS  die 
Sonnenparallaxe mit sehr grofser Genauigkeit finden kann.

5. U m  nun die vollständige Bedingungsgleichung zu er
halten1, welche jede  B eobachtung einer Iländerberührung giebt, 
geht man von  der G leichung a u s:

[«' -  A ’Y  cos 80* +  |W J  D'Y- =  [RA=  ,■]*, (a)

wo Be', A ’ j j ö '  und D' die scheinbaren, mit der Parallaxe be 
hafteten Rectasceiisionen und D™ linationen der Sonne und

i j y
d erY en u s  sind, d0 das arithmetische M ittel — - bezeichnet.

D a  aber die Parallaxen beider Gestirne klein und ebenso für 
die Zeiten der Känderberührung.sn die U nterschiede der P ect- 
ascengioneai undrBeclinationen kleine Gröfsen sind, so kann 
man annehmen:

a — A ’ —  a —  A  -+- (jt —  p) sec S0 cos <p’ sin ( « 0 —  0)
8’ —  D ’~  S —  D  [+- (?r —  p) [cos <p' sin $0 cos ( « 0 —  0 )  —  sin tp’ cos <f0],

WO : a -h  A

Führt man nun die folgenden Hiilfsgröfsen ein:
gesetzt ist.

man nun die f
cos ip’ sin (a 0 —  &) =  h sin B  .

cos p’ sin 80 cos ( « 0 —  (?) —  sin tp’ cos 80 =  h cos H,

so geht die G leichung ( a ) in die folgende über:
[« —  A -\ -(n — />) h siniZsec $0]2cos S0 2+ [< f—  — p ) /icos.ff|2=[Z!=±=j']2.

Sind hier « ,  A , Ü, P ,  n  und p  nie aus den Tafeln ge
nommenen W erthe, « + d « ,  ö - ± - d S ,  A - \ ~ d A .  D-J- d D ,  n - \ - d n  

und p - \ - d p  dagegen die wahren W erthe und ist d t  der F eh
ler in der angenommenen L änge des Beobachtungsortes, so 
wird diese G leichung:

ta —  A  +  (jt —  p) li sin H  sec +  d (a  —  A)

+  d (n  —  p)h  sin H  sec <f0 -------------------~ ^ t
cos S„

-+- [5 —  D  +  {n — p ) k c o s B +  ii(8 —  Z») +  d (n  —  p )h c o s B —  - ^  ^  dt}*

=  {R = ± r]\

Entwickelt man diiSSe Gleichung und vernachlässigt die
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2 , D <d(-S —  D \̂ dt 
dt )

Quadrate und P roducte von  n  —  p  und den kleinen A ende- 
rungen, so erhält man, weit 11 man setzt:

a —  A  +  (jt —  p) h sin TIsejj 80 =  A'
8 — I)-\- (pt —  p) li ras I I  =  D\

AI2 cos 802 - t D 12 ~ ( R A = r) 2 
=  —  2 A! cqß 802 d (a  —  11} —  2 [A' h sin H  cos S0 -+- D ’ h cos II] d (ti —  p)

- 2 1 ) '  “ <? -  2 ( a  - - -  - - 1 cos 80
\ dt

-t- 2 (R  =±= r) d (U =t= r).

Bezeichnet man aber:
A '2 cos S ^  +  D’ 2, 

mit m4, so ist, da nahe:
—  (RA= r )2 —  2m [m. —  (R  =W )], 

m [;« —  (R  Az r)] =  —  A' cos S02 d (a  —  A) — D ’ d (8  —  D )
—  \A' h sin ITc/?s S0 I I  h cos .//]  d (tt —  p)

+  ( A l . o s S ,  2+ D ’ d- S ~ - Ä  d t+ (R ^ t\{l(R A r). 
\ dt d t I

Setzt man nun w ieder:
Al cos iS0 =  m sin M  
D ’ —  m cos M

1 d {a —  Ä) .
äeo j "■ 1 7  = f ,n A

1 d(S —  Z>) , 7 .
360Ö j - t = » cos 

so erhält man die B edingungsgleichung:
(;R A= ? —  ,,,}  s;n H c(ls (V '7 (« — /I) cos —  II)

(B )

(E l

cl t •
n cos (M —  N )  n co,s ( M  — N )  n cos ( M —  N )

t h cos (AC—  H') 7t —  P ft d(R=^=r)
n cos (il/ —  N ) p Q n cos {AI  — N )

Watte die L änge genau bekannt, also" d /  =  0, so 'könn te 
man die D ivisoren weglassen. Behält man dieselben indes- 
sen bei,;,so w ird dadurch R  =t= r — m  in Zeitsecunden ausge
drückt, da :

, , ,  d 111,
n cos (M  — JI) —  —  

dt
ist.

B e i s p i e l .  D ie  innere Berührung beim Austritt, wurde 
am Cap der guten H offnung beobachtet um :

2 ih 38m 3s -3  mittlere Zeit.

Diese Zeit entspricht der mittleren Pariser Z e it :
20h 3 3 m 29s . 8 =  lh 33“  16s . 2 Sternzeit.

Es war also:
6  =  21’ 37m 49*. 7 =  39° 2 ? '2 5 ".
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Ferner hat man für die angegebene mittlere Pariser Z e it:
„  =  74"  18' 2 8 ” . 05 5 = 2 2 °  29 ' 5 1 ” . 32
A —  71 28 46 .4 1  D  =  22 42 13 90

a — A -  —  1 0 ’ 18". 36 1 2 ) 2 2 " .  58
«0 =  74" 2 3 ' 3 7 "  « 0 —  0  =  3 4°  5 ^ 1 2 "  t?0 =  2 2 "  3 6 ’ 2 "

(t i—+ )  fi sin H =  +  10". 07 4 7 = 3 1 °  34'.0  (w — p) A sin TVsec 50
( n — p) h cos U =  +  16 .3 9  logA =  9.954835 = + 1 0 ” . 90

+  =  — 10' 7 ". 46 
D ’ =  —  12 6 .19  

J / =  217° 40'. 7 + =  255° 19'. 3
log »i =  2.96262 log n =  8.82412.

D a nun
R  —  7 =  917” . 80

ist, und:
p „  = 8 " .  57116,

so erhält man :
—  5.3 =  10.684 d (n  —  Ä) +  141986 d ( 8 — D)

+  42J240 (1.0,-+- 18.934 d (R  —  r).

Eine solche Gleiehung von der F orm :
0 =  i>- +  a d {a — 21) +  h d (S —  IS) +  cdp0 +  ed (R  — r) 

gieht danji eine jpde B eobachtung einer inneren Berührung 
und aus allen diesen Gleichungen mufs man dann wieder, 
um die wahrscheinlichsten W erthe zu erhalten, diejenigen 
W erthe suchen, welche die Summe der Quadrate der übrig 
bleibenden Fehler zu einem Minimum machen.

A u f diese W  eise fand nun E ncke *) aus der sorgfältig
sten D iscnssiaii IfMer hei den Vorubergängen der Venus in 
dmi Jahren 1761 und 1769 Angestellten Beobachtungen die 
Sonnenparallaxe gleich 8” . 5776. Tn neuegtor Zeit hat Encke 
nach Auffindung des Originalmannscripts von  H ell’ s B eob 
achtungen des Venusdurchgangs von 1769 in W ardoe  im 
nördlichen Lappland diesen W erth  noch  etwas geändert und 
dafür

8 " . 5 7 1 1 6

angenommen. M an erhält damit die Entfernung der Sonne 
von de¥ E rde gleich  20682329 geographischen M eilen , von 
denen 15 aiifyeinen. G rad des Aequators gehen.

*) Encke, Entfernung der Sonne von der Erde aus dem Venusdurch
gang von 1761. Gotha 1822.

Encke, Venusdurchgang von 1769. Gotha 1824.
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N achdem  man so die Horizontalparallaxe der Sonne kennt, 
fiudet man dieselbe für jedes andere Gestirn, dessen Entfer
nung vom  Mittelpunkte der E rde in Einheiten der halben 
•gMfsen A xe  der Erdbahn ausgedrückt /\  ist, durch die G lei
chung :

8 ".5 7 1 1 6

Anm . Alles, was in No. 4 und 5 über die Venusdurchgänge gesagt 
ist, gilt auch für die Vorübergänge des Mercnr vor der Sonne, die indessen 
weit weniger günstig für die Bestimmung der Sonnenparallaxe sind. Da 
nämlich für die Zeiten der unteren Conjunction des Mercur die stündliche 
Bewegung desselben 550" beträgt, während die Differenz der Parallaxen von 
Mercur und Sonne im Mittel etwa 9 " ist, so wird der Cocfßcient von dp0 
für einen Venusdnrehgang sich zu dem Coefficienten für einen Mercursdurch- 
gang verhalten wie:

23 550 
9 ‘ 234 : ’

also im ersteren Palle etwa 6 mal größer sein. Ein Fehler von 5S in der 
Beobachtung der Zeit des Ein- und Austritts bei einem Mcrcursdurckgangc 
wird daher schon einen Fehler von 0 " .8  in der Sonnenparallaxe hervorbrin
gen. Wegen der starken Excentricität der Mercursbahn kann dies Verhältnifs 
indessen günstiger werden, wenn sich nämlich der Mercur zur Zeit seiner 
untern Conjunction zugleich im Apliel oder in seiner grÜfsten Entfernung 
von der Sonne befindet.



Siebenter  Abschnitt .
Theorie der astronomischen Instrumente.

Ein jedes Instrument, mit welchem  man die vollständige 
Bestimmung -'der L age eiti'es Gestirns gegen eine Grundebene 
machen kann, stellt ein auf diese Grundebene bezogenes recht
winkliges Cagj’dhnitcnsys^m dar. E g, besteht nämlich ein 
solchesTlnstuunent im Namentlichen aus zwei K reisen, von 
denen der eine w  Ebene d ®  x y  des C oordinateu^stem s 
vprstellt, während ein darauf senkrechter, das Fernrohr tra
gender Kreis 'sic-li um eine, auf der B r stören Ebene senkrechte 
A xe  des Instruments drehen dafst und alsm alle, gröfsten 
Kceisü, welche auf denjEbeneK ler x y  senkrecht stehen, vor- 
stelieai kann. W äre ein ^ lch csJ jjstru m cn t vollkom m en rich
tig, so würde' man an den KHeisen unmittelbar du Asphärischen 
Gßbrdinaten desjenigen Punktes, liäfeh welchem  das1'Fernrohr 
hingerichtet ist, ablfsen können. Bei jeue^ä Instrumente mufs 
lhan aber K eh l®  voraw setzen, welche theils von der A ufstel
lung, theils von! der nicht ganz lnatliemaiisch richtigen A us
führung desselben lierrüliren und welche bew irken, dafs dijfe 
Kreise d e t  Instruments nicht mit d®h Co&rdinatcnebenön, 
welchrifcie repräsentiren, zitsammtl.nfalleiT, sondern^gi'iTen klei
nen W inkel mit denselben bilden. E s ist nun di” 'A u fga b e , 
aus den atfi- diejaeri Krei'seA beobachteten Coordinaterr die auf 
das rechtwinklige Axensystem  bezogenen herzuleiten und zu
gleich die A bw eichungen der Kreise des Instruments von den 
wahren Coordinatenobenen zu b&timm en.

Aufserdem  kommen be den Instrumenten n'crch Fehler 
v o r , die theils von der Einwirkung der Schwere und der 
Temperatur auf die ein'zelneH? Theile 'd l?  Inslruinents, tmeils 
von der unvollkommenen Ausführung einzelner Theile, wie der 
Zapfen , der T h e i h i u g o i i  d e r  Kreise u. s. w . lierrühren, und

27



418

man mufs auch M ittel haben, um diese Fehler so weit als 
m öglich  zu bestimmen, um aus den A ngaben des Instruments 
die wirklichen auf die gröfsten Kreise der Himmelskugel be
zogenen Coordinaten d%r Sterne mit so grofser Annäherung 
als m öglich  herzuleite^B|

A ufser diesen Instrumenten, m it. denen man zwei auf 
einander senkreöhtgjCoordinaten eines S tern ^ eob a ch ten  kann, 
giejbt es nun nrfSfi andre, mit wielchsn man theils nur eine 
einzelne C oordinate, theils den relativen Ort zweier Sterne 
gegen einander beobachten Kann. T ü r  diese Instrumente mufs 
inan ebenso H ie M ethoden kennen lernen, dusch welche man 
aus den an denselben gemachten A blesungen die wahren 
W erthe der beobachteten Gröfsen erhalten kann.

I. Einige alle Instrumente allgemein betreffende,^ 
Gegenstände.

A .  G e b r a u c h  d e s  N i v e a u ’ s h e i  B a g b a c h t u n g e n .

1. D as N iveau dient dazu,: die N eigung einer Linie gegen  
den H orizont zu finden. B s besteht aus einer ge sphlo Sofien 
Glasröhre, w elche fast ganz mit einer Flüssigkeit angefüllt ist, 
sodafs nur ein kleiner, mit Halft aqgefüllter Kaum übrig bleibt. 
D a nun der obere Theil der R öhre in jeinetrn .̂ r ejsbogen 
ausjteschliffen ist, so stellt sich dh^ffuftblase in jg c lS  Lage 
der L ibelle s o , dafs sie den höchsten Punkt dieses Bog.ens 
einnimmt. D er hoshsteuPunkt für d^e horizontale L age der 
L ibelle w ird durch Kern Nullpunkt bgfeiclm et und zu b’Gden 
Seiten deSelben  sind 11 gleichen Intervallen TheilstrijChe an
gebracht, yrelc.he von ihm aus nach jeßer Saite hin gezählt 
werden. K önnte man nun das Niveau jffirget ah£ elne bm ie  
.aufsetzen, so würde man, um diese L inie horizontahzu stellen, 
db j& fcig im g  derselben gegen den H orizont nur.^hj lange' zu 
ändern haben, bis die M ittel der Blase den höchsten Punkt 
einnimmt,, also auf dem Nullpunkte^kfeht. D a  dies nun aber 
niffit angeht, so w ird die Glasröhre zum gröfseren Schutze 
zumst in eine M eS in g röh re , d ie ,nur dieifg§theiltef Seite d^r



Libelle frei läfst, fest-.eingelegt und diese R öhre selbst wie
der in eine weite M essingröhre von  der Länge der A x e  des 
Iusü'iunsßts' eingesetzt, deren oberer mittlerer Theil ausge
schnitten und nur mit einem Planglase bedeckt ist. ln  die
ser Röhre wird die andre durcli horizontale und verticale 
Schraub® , die (zugleich als Dor^actionsschraumih dienen, be
tä tig t, sodafs die Theiluhg des Niveäu’s sich unter dem Plan
glase befindet und dur<|lr dasselbe abgelasen werden kafin * ). 
Die R öhre ist cTann mit zwei rechtwinklig ausgeschnittenen 
Stützen zum Aufsetzen auf die Zapfen "xmer bei gröfsÄ en  In- 
strumetiten mit eben solchen Haken zum Anhängen an die 
A xe  des Instruments versehen. In der R egel werden aber 
diese Stützen oder Ildlaui nicht gleich lang" sein. Es s e .  nun

W inkel n  geneigt,ist* «nfgesntzt und zwar so , dafs B D  auf 
der höheren Seite .steht. Dann wird A  in der H öhe a - f - c  und 
B  in der Plöhe

6 +  c +  L  tanga

stellen, wenn L  die L ängeldes Niyeau’s ist. Freilich  ist dies 
nM it ganz richtig, weil die Stützen A C  und B D  nicht senk- 
nffcht auf der horizontalen Linie stehen; da hier aber immer 
nur kleine N eigungen Von wenigen Minuten, gew öhnlich von 
wenigen Secunden angenommen werden, so genügt diese N ä 
herung .vollkommen. Nennt man 111111 x  den W inkel, welchen 
die Linie A B  mit dem Horizonte; macht, stwwird:

Fig. 1 1 .
B

A B  F ig . 11 das Niveau, 
A  C  und B  D  seien die bei
den Stützen, desg.es Länge 
a  und b  sein m ag, und 
man denke sich das Niveau 
auf ‘eine L in ie , w elche ge
gen den H orizont um den

b ■—  a-\- L  tang a

oder

*) Diese Einrichtung wird deshalb getroffen, damit sich das Niveau in 
einem abgeschlossenen Raume befindet und durcli die Wärme des Beobach
ters oder der Lampe beim Ablescn nicht gestört wird.
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Kehrt man nun das N iveau um , sedafs B  auf der nie
drigeren Seite 'steht, nennt x ’ den W inkel, welchen A  B  jetzt 
mit dem H orizonte macht, so w ird :

M an nehme nun noch an, dajs der^Nulljnmkt „fehlerhaft 
auf dem N iveau ano-eo-eben. sei und dafs er um X näher anO u?
B  als an A  stehe** dann wird man, wenn man das. Niveau 
unmittelbar auf eine horizontale Linie ^ufsetzt, bei A  ablssen 
l  -+- ?i, wenn 27 die Länge der BlasD ist, dagegen I —  7. hei B .  

D enkt E K nK ich  dagegen dhst Niveau auf die Linie A  B  -auf
gesetzt , deren .Neigung gegen den H orizont d j i s t ,  s o  w ird 
man auf der Seite von yl able&en:

A  —  l -y X  —  r x ,

w o r  der Halbmesser des K reisbogens A  B  ist, nach welchem 
das Niveau ansgeschliffen ist, dagegen auf dem“! höheren 
E nde B :

B  =  l —  X - f -  rx.

K ehrt man aber das Nive'au mit seinen Stützen um, so
dafs B  auf dem niedrigeren Ende zu stehen kommt, so wird 
man jetzt ablesen:

yf =  l +  X -1- r x 
B' —  l —  X —  rx'.

Substituirt man nun für x  und x '  die vorher gefundenen 
W erth e , so erhält man für dicjfvier verschiedenen Ablesun
gen , wenn man die U ngleichheit der Stützen in Tlreilen des 
Niyeati’ s u  nennt:

A  =  l —  ra  -f- X —  ru 
JB —  l ~j- r a —  X -f -  r u 
A' —  l-\- ra  X —  ru 
B ’ =  l —  ra  —  X -+- r u.

M an ersieht liier.äus, dafs'1 mh'id die zwei Grö/sen 7. und
r u  nicht von einander trennen kann, « O w fS iß  also für die A b -#lesung ganz einerlei ist, oh Nullpunkt nicht in der M itte 
ist oder ob die Stützen ungleich lang sind. D agegen wird 
man durch die Combina.tion dies er Gleichungen Ä —  r u  und 
«  finden können.

Ist da^ iE nde B  der Blarge iänf einer bestimmten-' Saite']
der A xeW ines ln® m m ents, z. B . auf derjenigen, auf welcher
sich der Kreis Befindet und die man uffö Kreisende nennt,
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so wird mau nach der jEmkehrung d « »  Niveau1 s A' auf dieser 
Seite ablegen. N un ist:

B  — Ä im rk «  1—  —  =  — K -+- ru +  ra

S - Ä
— — -  — l  —  r u -h r a ,

a lso :

A b - a ^ A b)
« = ------  - - - B o ® !r

wenn man die N eigung gleiöh in Bogensecunden haben will. 

D ie Gröfse 2(,t’2<)5 ;sj dann die Länge einest Niveautheils in
r

Bogensecunden.

W ill man also die N eigung eineh A xeR iiig s  Instruments 
durch das Niveau IjfeVtimmen, so setzt man dasselbe in zwei 
vetrs'chiedenen Lagen auf die A xe  und liest beide Enden der 
Blase in jeder L a g e ja b . Dann zieht man von der A blesung 
auf der |?Seite des Kteisendes die an der ändern Seite ge
machte A blesung ab und dividirt das arithmetische M ittel der 
in beiden Lagen (gefundenen W erthe mit 2, dann ist dies d-let 
Erhöhung des Kreisendes der A xe  in Theilen des Niveaus 
ausgedrückt. M ultiplicirt man endlich diese Zahl mit dem 
W e rth s  eines Niveautheils in B ogensecunden, soJr'rhält man 
die Erhöhung des Kreisend*^ in Bogensecunden.

W en n  mfin annehmen könnte, dafs sich die Länge der 
Blase während der Beobachtung nicht ändert, so würde man 
auch :

(A ’ - A )
« =  T  ,

r
oder- f

_  r

' f f  ,

haben, d. h. die N eigung würde gleich der Hälfte der B ew e- 
rgnitg des Niveaus an Cnetn bestimmten Ende Hjin. W äre  
endlich Ibis Niveau vollkommen richtig,-•<,also Ä —  r n  =  0, so 
würde man gar nicht nöthig haben, das Niveau umzukehren, 
sondhrn würde aus dein bloföen Stande von B  gegen |*J die 
N eigung finden, indem man den halbenRjntenschied der bei
den Ablesungen nähme.
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B e i s p i e l .  A n  dam auf der Berliner Sternwarte im er
sten V erticale aüfgostellten Passageninstrumente* wurden 1846 
A ug. 22 folgende Nivellii'un’g.en gem acht:

Kreis-Ende Kreis-Ende
17*7 0 9 . 2 )  w _ J  6 . 9  1 9 . 5 )

16 . 1 10 . 3 S
f 177 0 9 . 2 )  I

Objectiv Ost ' Objectiv AAfest ;( 8.2 1 8 .0 ) 1
B  ^  +  3". 90 —  6'b 30

2
A ’— &

2

^ —  ru —  —  Sp. fJQ >■ —  r « =  —  9''. 20
=  — 4 . 90 + 2  . 90

—  0". 50 —  l '\ 7 0

A lso  ist im M itteraus den beiden Nivellirungen b =  —  P . 10, 
*d e r  da der W erthxeines Scalenth’eils gleich 2 "  (1 —  j’s)  war,
6 =  —  2tf. 06.

D  asW orige | ftzt aber voraijs,* dafs die Tangente an dem 
Nullpunkte des* N iveau1 » s i c h  mit der A xe j des Instruments 
in einer Ebene befindet. U m  diê si zu erreichen, berichtige 
man das1 Niveau. zuerst so, dafs diese Tangente in eines Ebene 
liegt, die der A xe  parallel ist, was eLbriFall ist, vronn 1  —  r u  

gle^eli N ull ist. F indet man diesem ;W.er.th bei der N ivelli- 
rung gleich N ull, so ist das Niveau in diesem Sinne berich
tigt, findet man aftdr, wie m dem obigem Beispiele.* einen von 
N ull /Verschiedenen "VYerth, so mufs man die N eigung des 
Näveau’s durch die.vertikalen Coiif.eationsschrauben so ändern, 
dafs die obige B edingung erfüllt wird, was der Fall ist, wenn 
A  gleich A ' und B  gleich B '  ist odeg£g£im  auf der Seite des 
Kreisendes 'sow ohl als auf der entgegengesetzten die BlaseO O o
vor und nach dm’ Um kehrung dieselbe -Stellung hat. In dem 
vorigen B e is p ie l^  w o X —  r u  im M ittel 9''. 00 ist, würdejman 
also die N eigung des N iveau’s so ändern nassen , bis die BUso 
in der letzten Stellun-J Objektiv W est 11 . 6 und f g .  8 zeigt. 
D  ann würde man an den! so Ijerichtigten Niveau abggfesen 
haben:

^  1 2 - 5  1 3 . 7  1 1 . 4  1 5 . 0
° b  j b| 0st  b .  7 1 3 . 5  01,^ Cby West H .6  *14 . 8,

woraus man wiedbri die N eigungen — 0'1. 50 und —  1''. 70 
und X —  r u  im M ittel gleich  N ull (gefunden* hätte.

Ist das N iveau so berichtigt, so ist die Tangeilte an dem 
Nullpunkte des <Niveau’s in Ä m er der A xe parallelen Eberrop 
B ew egt man nun das Niveau ein wenig^um die A xe  des In
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struments, so dafs die Haken immer genau in Berührung mit 
den Zapfen bleihen, so bleibt die Tangente au dem Nullpunkte, 
wenn difefSlber der A x3 *  pturallöl ‘ is t , auch hei der Drehung 
ptvfallel und die Blase ändert daher durch diese Bew egung 
ihre Stellung nicht. M aciit aber die Tangente in der der A xe  
parallelen Ebened'einen W inkel mit trer A x e ,  so ändert sich 
bei der Drehung die N eigung gegen die A x e ,  und da sich 
die Blase immer nach dein erhöh&eh Ende bew egt, so ist, 
wenn die Drehung auf den Beobachter zu gerichtet ist, das 
E n ® *  nahh welchem  sich die*Blase' h inbew ogt, dem B eob 
achter zu nahe'. Alan mufs dann dies Ende mittelst der hori
zontalen Correctiöüsschrauben so lang<? bew egen, bis die Blase 
bei der D rehung dds N iveäü’s ihrfe Stellung unverändert bri- 
bSfiält, wf> dann die Tangente an dein N ullpunkt der A xe  
parallel ist. Dur’dh die BewCgung^der hörizöntalen Schrauben 
ändert sich aber das Niveau gew öhnlich ein W en ig  im verti- 
calen Sinne, und man Wird daher die beiden „Gojrectionen im 
verticalcn und h on / ontalen Sinne in der K ogel mehrmals w ie
derholen m ü sR n , ehe man den vollkommenen Parallelismus 
der Tangente des N iveau1 s- mit der A xe  des Instruments er
reicht.

2. U m  den W erth  eines Niveautheüs in Secunden zu 
finden, kann man dasselbe an einem Höhenkreise befestigen, 
wenn derselbe eine dazu^eeignetV  Vorrichtung hat und dann 
durch gleichzeitige Ablesrfng des Niveaus und des getheilten 
Kreisen und W iederholung dei^WMfesungen in w enig geän
derten lü gen ' des Kreises die A nzahl von  Theilen finden, dieÖ '
der Anzahl von Secunden, um welche man d'eh Kreis gedreht 
hat, Öiftspricht. Creht nämlich die Blase durch a  T heil-

striche, während der Kreis durch ß  ScMmden rotirt, so ist- ' ' a
der W erth  .eines^Scalentheils in Secunden.

Bei der Untersuchung istrvjä aber am besten, da^ Niveau 
nicht von seinem Träger abzunehmen, da man vermuthon kann, 
dafs die es haltenden^schrauben einejgettyas andre Krümm ung 
hervorbringen, als ulieft welche^das. Niveau ohne dieselben zei
gen w ürde, und da man ein grofses Niveau nicht w ohl an 
dem Höhenkreise befestigen kann, so bedient man sich am 
besten eines= eignen Instruments, das im W esentlichen aus
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einem starken, auf drei Schrauben ruh;endpn T -förm igen  Trä^ 
ge&hgjrteht, auf welchem daßaNiveau^in zwei jj^htw inkligen 
Lagern rviljei-i kann, sodafs die R ichtung de§ Nivoau’s durch 
die eine^Scliraube geht und senkrecht auf der Verbindungs
linie d c f beiden ändern Schrauben ist. D iefe j;stei^  S.cjiraube 
ist zur M essung bStim jnt und ist daher sehr g^rgfältig-iffear- 
beitet und mit einem getheilt^n Kop-fe und Iudex Jv^rsehen, 
an dem man die Theile eiiVer-Umdrehung der Schranke ab- 
l^sen kann. D urch ein Hülfsniveau kann der A pparat so be
richtigt werden ,^daf^i dii gg Sph raube genau vertieal steht. 
L iest man dann in einer Stellung der Schraube das Niveau 
ab und dann w ieder, nachdem  man die Sehraubgjjein wenig 
gedreht hat, sg.fiacl.et man wie voiher die,-Läng£;pines Nivean- 
theils in Thcilpn d<jr ̂ Umdrehung der Schraube. Kennt man 
dann durch genaue M essung die Entfernung /' der Schraube 
von der ^ rb in d u n g s lin ie  der beiden anderen Schrauben und

die H öhe h  eines Schrawbenmngangs, s'o ist h die Tangente

des W in k e s , der eine.r Um drehung aei'bSchraube entspricht,

osL'TK- ;m‘ih h- 206 ^ .5  diejhr W in k el,se lljsh ^ ^ Jnn  kapn auch

leicht prüfen, ob das Niveau vollkommen ist, indem man un
tersucht, ob di«|Blase immer um eine gleiche Anzahl von 
Theilen fortrückt, wenn man die Schraub*.''innnejjjmn dieselbe 
Anzahl von Theilen des K opfes dreht. Indessen ist es nicht 
nöth ig, dafs die T h e il^  des. ̂ Niveaus wirklich für die ganze 
A usdehnung der Theilung von gleicher Längejteind, ^oudgrn 
es braucht diesp Gleichheit nur für diejenigen. TheihMstatt- 
zufincleu, die m öglicher W eise bei der Jjlivt liirung gebraucht 
werden und die sieh , weniggtensSlbei neueren Niveaus nicht 
w eit zu beiden Seiten ^Nullpunkts erstrecken. H ie  Blase 
des N iveau ’s ändert zwar ihre Länge durch die W ärm e und 
Kälte wegen der Ausdehnung nind Zusammenziehung 
W eingeist.eS die neuePen Niveaus' haben aber eine ebenfalls 
zum Tbeil mit F lüssigkeit gefüllte Kam mer, dievmit dofi Röhre 
des N iveau’s durch eine kleine D B ffliiffi in VerblltdUti* steht,O  0  7

und auswdar man das Niveaii’ äuffüllen kann, wenn die Blase 
zu l$ iE E & w er2®n ist, indem man dasselbe so neigt, cWs die 
Kam mer an dein hdhen Ende sieht. Ist umgekehrt die Blase 
zti kurz, so kann man durch das Neigün des Niveaus im ent-



425

gegeogesetzten Sinne etwas Flüssigkeit -^blassen. Dadurch 
kann man al^L jhcw i.'ken, dafs die'-Blaset, hnnier sehr n a h «  
Sjbn derselbe^ L ä n g «  ist undj wenu man daher dafür sbu'gt, 
dafs das Niveau in injef, nahe b'erichtigt und auch die N eigung 
der A xe klein ist, indem man das eine Lager d ^  Insljmmetite 
durch die dazu angebrachten Corre.<$ionss.chrauben erhöhet 
o.der erniedrigt, wenn dieselbe grois w 'rd , so wird man imnrar 
nur sehr wenige Theilstriche für alle Nivelliriuigen gebrauoh'aft, 
deren Länge man feehr sorgfältig hsstimmeijfjkann. Es, w ird 
übrigens gut sein ,..die§e Bestinm iufrgjbei sehr veijsbhie,denen 
Temperaturen zu w iederholen, um zu sehen, ob siöh die 
W erthe der Scalcntheile mit der Temp^jSitur iiudein. Zeigt 
sich eiue solche A bhängigkeit, so unrFs man die L S ora  eineS 
Niveauthe.ils durch eine Form el von de.r F orm :

l =  (i —f“* h (t — f.Q)

aysdrücken^w b a  diedbänge für elie;b|gt,immte TemSsf^ttur t 0 

ist, und w o man die W arthe, von a  und h  aus den be.i Ver
schiedenen Tkmrüeratiiren beobachteten WArthen', nach dar 
M ethode de.r kleinsten Quahrateabesdimnen mufs. £

Statt eines eigenen Instrumente zur ^Bestimmung der N i- 
veantheile kann man sich auch jßines Hölieninstrunreivts und 
Colliuiators bedianai, wenn derselbe so.-eingerichtet ist, dafs 
man an demsmken zwei SöGhtwiiikliüre Lager befestigen kann,O  D  ö  7

in weh he man das gjlivean so legen kann, dals die Tangente.' 
des-Nive.au s mit der A xe  deg ■,Collimatofsrin einöj Ebene liegt. 
Stellt man nämlicb diesen Collimator .wor^einem, mit ■.einem 
feinen llöhenkreise v e rd ie n e n  Instrumeiite/iiuf. legt das Niveau 
in die, Lager und liest dasselbe sowih den Kreis ab, nachdem 
man das Fadenkreuz des Collunators auf das Fadenkreuz des 
Iiistruipo.nts gebracjit hat und wiederholt man dies» nachdgm 
man die. N eigung des Colliuiators diu$h eine der Fufssgljj.au- 
bnü ein w enig gelindert hat, '.so ^rhält '.man wieder aus der 
Vergleichung' der Aenderurig dejs! N iveau1 s und der Ablesun
gen d es  Kreises die Länge eines,,iv i^ iutlieils.

D i^rh erftlo lithen  und Lhilyersalins.ta'iimt^t#sind häufig 
schon so eingerichtet, dal’s man die Länge der Scalentheile 
des Niveau's mittelst einer der Eu/ksohrauhon, die. zu dem 
E nde fein geschnitten ist und einen eiftgatheiltea K o p f  hat, 
bestimmen kann. DiesP Instrumente ruhen nämlich auf drei
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Fufsschrauben, die nahe ' ein gleichseitiges D reieck  bilden. 
W enn  man dann das Niv&äu auf dief* horizontale ALe eines 
solchen Instruments aufsetzt und die A x e  s o p te llt , dafs die 
R ichtung dö$ N i v Ä i ’ s durch dib'm it dem ehi^Ftillliilten K opfe 
versefidjfei Schraube a  geh?, also auf der Verbindungslinie 
der beiden anderen Schrauben R nkrecht steht, So kann man 
wieder aus der A enderung der Schraube ci und der entspre
chenden B ew egung der Blase des N iveau’s die*' L ä n J ® in e s  
i -caleStheils bestim m en, wenn die IIö lieR iiß s  Schraitoehum- 
gangs und die Entfernung der Schraube a  von der V erb in 
dungslinie der beiden anderen Schrauben bekannt ist." Für 
dfis an den' M ikroskopen - und N oni’eiitrifgVrn des Vertical- 
kreises befestigte jN iveäu erhält man dagegen den W erth  eid&s 
ScalenthgSls, wenn man das Fernrohr auf d is  Fadenkreuz 
eines Collimators oder auf ein 'Entferntes irdischesnQ^Ject rich
tet und den Kreis sowie das N it8§ 8x abliest. Aenclferi inan 
dann die Neigun™  des Fernrohrs gegen das O bject durch die 
Fufs schrauben tl^s Instrumente, so liest man an dem Niveau 
den Betrag.-dar Neigung* in Theile® des N ivoau’s ab, während 
man denselben in Sbcunden erhält^w eim  man das Fernrohr 
auf das-O bjeSt zurückls?w% tf und den Krpis in der ‘Reifen 
Stellung abliest.

3. D er bisher betrachtete F a l l , daTiV man durch das
Niveau die N eigung “ ein er L inie bestimmen will ,  auf welbhe
man das Niveau aufsetzen kann, kommt hei den Instrumenten 
nie vor ,  sondern man strebt immer die Neiffuno- einea- A xe,

J “  o  -

w elche nur chifch ein Paar Gylinder an den Enden angege
ben ist, auf die man das Niveau aufsetzen rnufs. W enn nun 
auch die Axcjfder Gylinder mit der mathematischen Axe^tles 
Instruments zusammenfällt., so kömren die Cylinder doch  von 
verschiedenem  D urchm esSdr^ein  und es wird dann ein auf 
dieselben gestelltes Niveau nicht die N eigung der wahren 
A xe des Instruments angeben. D iese Cylinder liegen immer 
in L a g ern , w elche durch zwhi Ebeiifen gebildet w erd en , die 
um den W inkel 2 i  gegen einander geneigt seinhftögen. D er 
W inkel zwischen den Haken des N iveäu’s, wom it dasselbe*auf 
die A xe aufgesetzt wird, sei 2 der Radius de¥ Zapfens au 
dem einen Ende (w ofür hier wieder das Kreisende genommen
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Fig. 12. w ird ) sei t\,, so w jr l  b C  (F ig . 12) 
oder die Erhöhung des M ittelpunkts des 
Zapfens- über dem Zapfenlager gleich 
r0 c o s ec » ,  ebenso w ird:

wenn r, der Blad ins des auf dieser Sfi'te 
befindlichen Zapfens ist. M acht nun die 
L inie durch die- beiden Punkte, in w el

chem die Zapfenlager zusaimneüstofseft', mit dem Ilorizontw 
den W inkel a?, ,so wird man, wenn die Durchiwe’s'ifef der Zap- 
fenSfeiiiander gleich sind, dureh das Niveau auch die N ei
gung x  finden. Sind aber die Zapfen ungleich, so w ird mau 
wenn auch x  die Erhöhung des Zapfenlagers desselben E n 
de^ bezMchnet, für die Erhöhung b  des Kreisendgjjl finden:

wo L  die Länge der A xe  ist. Kehrt man dagegen das In 
strument inE einen  Zapfenlagern um , sodfÄfissjetzt das K reis
ende in dem tieferen Zapfenlager zu liegen kom m t, so wird 
die E rhöhung das Kreßhndes

eine Gröfse, w eiche Erlange iponstant bleibt, als sich die D icke 
der Zapfen nicht-ündert.

D a  man nun durch die N ivelhrung die;N eigung,,der ma
thematischen A xe  der beideUi Cylinder finden w ill, so mufs 
man von jedem  b  abzieheu die G röfse:

b —  .v -+- — . ' [cosuc i ' -+- cosec ?'],
Ju

f r 0 |b =  —  x  H------ ——  [cosec x cosec ij

sein. A us beiden Gleichungen erhält man:

— =  ■0 —1 [coseiB -+- cosec :],
Z Jj

7’ o —  r \ j  •;-  -  cosec i ,

odeej wenn man eliminirt, die G rö l| l
(b  -+- / / )  cosec V__ . f- )cosec i H- coscc x

oder: \ (J) -f- bf)  sin i
sin i -h  sin i



Ist die C orreotion , wieypjdies in der Üegel d #  Fall ist, 
klein, so kann man i  =  i! setzen * ) hat dann a l^  an jede 
N ivelbrung d ieK rrö fsg— \ ( b  -+- b ' )  .anzubringeu, wo b  und b' 

die- in zwei verschiedenen Lagen der A xe  gefundenen N ivel- 
linm g«n  bezeichnen. _

15 e i s 11 i cd. A n  dein Passageninstrumente im ersten V er- 
tical&A .r  Berliner Sternwarte war nach N o. 1 d ieiN eigung der 
A xe  b  =  —  2 " .  06 gefüllten,,* als das Kreisende der A xe 
nach Süden gerichtet; wa.t. N ach .tief. U m legung dira Instru- 
njejots wurde. die-jNivellirung wiederholt und für die E rhöhung 
des jetzt; HPri N ökdenrfe^rich töten Kreisejüdes getjinden: 
b  1-  5”. 0m2, w,elfch^r W erth  w i^ jvorher das Mittel fvis zwei 
iNlvfiUirü^iKcii ist, bei d^ruji dasaObjectiv des Femnohvs ein
mal nach f0sten , das andere M al naeh W üßten gerichtet w a i  
Ina diesäm g a lfe j ist dahejjr^-:

\ ( b ’ -t- b) =  +  0 " 2 k , '

mithin war mit R ücksicht hierauf die N eigung’ 'der mathema
tischen A xe  iclci; Zapfen

bqirfü-ais Süd =  —  2” . 80, 
und Hffifi-eis Nord =  3t 4”A 8 .

Es ist bisher angenom m ®  worden,“ dafs die'Dur.ohsphnitte 
senkrecht auf die A "  der Zapfen ; genau kreisförmig .sind. 

'I s t  dies der Fall, so wird das N iveau bei jeder N eigung des 
Fgrnrojnis dieselbe N eigung der A x e  angeben und dag Fern
rohr wird hei der Drehnngr einen gröfsten Kreis beschreiben; 
ist aber d iS e  Bedingung nicht erfüllt, so n ird  auch die N eij 
gung. für veijAöliiedeie Rhliöhungen des Ejemrohrs verschieden 
sein und das 'F ernrohr wird hei der Urndröhuno; statt eines 
gröfeten Kreises .eine A rt Z igzagliniSbesohreiben . M an kann 
aber mittelst tles Niveaus die *ß|Ä;iw.ti offen bestimmen, die; 
man an oh ijin  einejc bestimmten L age g em u h te  N ivelbrung 
anzubringen hat, um die1'N eigung in einer anderen Lage zu 
erhalten. W en n  nämlich das Instrument S  e ingerich tet ist, 
dafs man däffl N iveau hei serschiedenen Erhöhim gen d<3 
Fernrohrs an die A xe  anhängen kam iSso kann mau die’ N ei- 
gung der in Verschiedenen Stellungen des F.ernrohrSj
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*) In der Kegel sind i und i ’ nahe gleich 90°.
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z. B . für jeden  15. ocjjjr 30. Grad der HökeJfinden und nur, 
wenn das Fernrohr näeli dem Zenitli oder N adir gerichtet 
ist, w ird diäsi unm öglich sein. M acht man diese Beobachtun
gen auch in dar1 anderen Lage ttqs Instruments, so kann man 
die U ngleichheit der Zapfen oder die Gröise' | (P  +  I^Lfür 
die verschiedenen Zeuit.hdistanzen bestimmen und wenn man 
dins'd Vĵ n de.n Nivellh ungen in den entsprechenden Stfellun'gen 
tl$| Fernrohrs • abzieht, erhält man die N eigun g1 der A x e ' i n  
den verschiedenen Zenithdistanzen. D urch  V erg leM m n g der
selben mit der in der.-horiz-äntaleii L age  gefundene!! N eigung 
kann man chmn die Obrrectionen erhalten ,r  die iniUü an die 
N eigung in der horizontalen L age anzuhring^n hat,  um die 
N eigung für die anderen Zemtlidistamzen zu ierlialtün. DielS'e 
Gorrectionen kann man so für jeden  15. odi^r 30. G rad durch 
urmiittelbare Beobachtung findere undjfd'araus eine dieselben 
darstellende periodische Reille ableiten , odeiwtean kann ein
facher die Zeuithdistanzen ials AbSiSissen auf eine gerade Linie 
auftragen, die beobachteten Co,rrectionsjh der N eigung dage
gen als- diev^Ord hinten und durch die «Endpunkte derselben, 
so gut esjgeht, eine Cm4fe,"Biegen. Für didjfeicht beohaehte- 
ten Zenithclis.tänzen nimmt man dann d jg  Ordinifean diefSr 
( 'uftve für die. C on ’ijctiori;*).

*) Noch besser kann man die Zapfen mittelst eines Fühlnivcans unter
suchen, indem man dasselbe so auf das Zapfenlager aufsetzt, dafs das Ende 
des Niveau’s auf dem Zapfen ruht. Stellt man das Niveau zuerst auf den 
Zapfen am Kreisende, liest den Stand desselben in den verschiedenen Zenitli- 
distanzen ab und zieht davon das Mittel der Ablesungen in den beiden hori
zontalen Lagen des Fernrohrs ab (vorausgesetzt, dafs die gewöhnlichen Ni- 
vellirungen immer in diesen beiden Lagen gemacht werden), so findet man, 
um wieviel höher der höchste Punkt des Zapfens in jeder Lage Hegt als im 
Mittel in beiden horizontalen Lagen. Diese beobachteten Unterschiede seien w*. 
Macht man nun dieselbe Reihe von Beobachtungen, nachdem man das Fiihl- 
niveatt auf den anderen Zapfen aufgesetzt hat und findet dort die Werthe u\ , 
so würde, wenn für jeden Werth von z immer u'% —  ut wäre, die Neigung 
der Linie durch die höchsten Punkte der Zapfen in allen Stellungen des In

struments dieselbe sein. Ist dies aber nicht der Fall, so wird —  ——-  20(>265,

wo Tj die Lange der Axe ist, die grofs er e Erhöhung der Linie auf der Seite 
des Kreisendes in jeder Stellung des Fernrohrs geben.
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B .  D e r  N o n i u s  o d e r  V e r n i e r  u n d  d a s  A b l e s u n g s -
m i k r o s k o p .

4. D er N onius oder Vßrnier dient dazu, an d|3 auf den 
Kreisen der astronomischen Instrumente befindlichen Theilung 
in Grade und deren Unterabtlieilimgcn noch  kleinere Theile 
abzulesen, und besteht aus.'einem mit der Theüung auf dem 
Kreise jionc.entrisclnsich bewegenden Gradbogen, w elcher in 
andre Unterabtheilungen getlieilt ist als ein gleicher G rad
bogen  auf dem Kreise. Das:-:Vre,rhöltnifs der Theilung auf 
dem N onius zu der aufödem Kreise bestimmt'-die Grcjjse der 
vermittelst d4snNonius noch abznles’enden Unterabtheilungen 
der Kreistheilung.

H at man irgend einen in gleiche Theile getheilten Maafs- 
stab (fü r  K reisbögen  bleibt die folgende Betrachtung die- 
selfe.^  von  denen jeder Theil gleich  a  ist,*fo'so läfst sich der 
O rt eines jeden Theilstriches auf dem Maafsstabe a lle in  V ie l
faches- von a  ausdrüclSten. E s sgi ferner y  der Nullpunkt des 
ÖSanius, durch welchen man an den astronomischen Instrumen
ten die R ichtung der AlhidadeHoder des. damit verbundenen 
Fernrohrs angiebt. Trifft dieser N ullpunkt mit eine,mrStriche 
der Theilung genau zusam m en^ so erhält man unmittelbar 
durch A blesen an dem Kreise den Ort desselben. L iegt aber 
der Nullpunkt dds N onius zwischen zwei' Theilstrichen auf 
dein IG eise , so mufs notliw end'g w egen der \^.'schiedäijgn 
Entfernungen der emsglnen T heil^riche auf dem Nonius und 
dem Kreise irgend einer der lübrigsu Striche des Nonius mit 
einem Striche des Kreises cjoincidiren oder wenigstens von 
einem solchen Theilstriche um weniger entfernt Jsein, als der 
Unterschied der Entfernungen der Striche auf dem Nonius 
und dea’ Theilung oder- als die, f ir ö fs ^ b e trä g t . welche man 
überhaupt durch den N onius ablesen kann. Es stehe dieser 
coincidifende Strich p  Striche von dem Nullpunkte des Nonius 
ab, so ist die A bscisse desselben, wenn die G röls^eines Theil- 
st ich s des N onius a '  ist:

y +  pa'.

Ist dann q a  die A bscisse desjenigen Theilstrichs des 
Kreisres, welcher dem Nullpunkte cqjs N onius zunächst vor
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hergeht, so ist die Abscisge des coincidirenden Punktes des 
K reises :

q a -{-  pa.
Es ist also :

y  -h  p a' =  q a -h  p a,

also der gesuchte? Ort des Nullpunkts des N onius:
y == (/ a +  p (a —

Ist dann:
■in a =  ( » i  +  1 )  a !,

d. h. sind m  Theile des K reises1 auf dem N onius in m  -f- I 
Theile *getheilt, so ist:

m +  1 '
also:

pa
y  =  +  1 -

D er Ort des Nullpunkts auf dem N onius ist also gleich 
der Anzahl der ganzen H auptabteilungen  auf dem Kreide, 
welche dem Nullpunkte vorl^rgelien, plus p  Theilen, von de
nen jeder der m  -| - ls t e  Theil der Happtabtheilung ist und 
wo ma&a dii^Zalil p  findet. wenn man»1 auf dem N onius vom 
Nullpunkte ab die Anzahl der Striche bis zur Coir.ci- 
denz zählt. Ufa nun d iese*  Zählung zu erleichtern und

zugleich die M ultiplication mit  ̂ unnöthig zu machen, 

sind die Zahlen p  -  , schon bei den Strichen des N onius
m -f - 1

angegeben.
Al an sieht fibrjg.ens, dafs wenn man die Zahl n i nur grofs 

genug wählt, man so kleine Theile der Theilung vermittelst 
des Nonius ab le^ n  kann, als.njiffi nur verlangt. W ill man 
z. B. mit "m em  Instrumente, welches auf dem Kreise unmit
telbar 10' angiebt, noch 10" ablesen, so hat maiüeinen B ogen 
des N onius, w elcher gleich  59S( ist, in 60 Thoile zu theilen,

indem dann - a  , =  10” ist. U m  nun die A blesung zu er- 
m -t - l

leichtern, müfste neben dem ersten Striche auf dem N onius 
10" stehen, neben dem zweiten 20" etc.; statt dessen werden 
aber nur die Minuten angegeben, sodafs bei dem sechsten 
StritJvHdie Zahl 1, neben dop zwölften die Zahl steht.
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Allgem ein «ergiebt sich die Zahl m  aus der G leichung:
, « , aa — a =    oder m — ---------. —  1,

7n +  1 a —  a
wenn man für a  —  a ’ die Gröfsd^setzt, welche man mittelst 
da M a onius noch ablesen will und für a  den W erth  i m s  A b 
standes zweier Theilstricbe des Kaeisas, beide natürlich in 
derselben Einheit ausgedrückt.o

Bisher, ist angenommen w orden , dafs: 
m a =  (/?> H- 1) a!

dafs also die Zwischenräum e zwischen den Theilstrichen auf
dem N onius k leinerp ind , als die» auf aSjm K re ise . M an kann 
i idessen (K nöfon iu s auch so ainricliten, dafs die Tlieilstriche 
auf dernselbei» weiter von einander abstehen, als auf dem 
Kreise, indem m a n :

(in +  l ) ö  =  w a

nimmt. In diesem Falle w ird:

u n d :
a

}/ =  qa — p  ■
772

Dann ist also alles dasselbe wie vorher nur mit dem U n
tersch iede, dafs man jetzt die Gbincidenz in ‘ jßtgegengesstz- 
tenwSiniie zu zählen hat.

g a l t-, die Länge des. N onins um die jG röfse A l fehlerhaft, 
so wird jetzt im t ersten Falle:

m a =  (???. 1) a —

mithin nach den vorher gebrauchte n IS^eiclm ungen :
p a  A l

W eh n  daher die* Länge des N oninignm  i\ l zu g'r.Qfs ist, 
so hat man zu jeder A blesung difflHjorrection hinzuzulegen:

-  V I3171) H- 1
wo p  die Zahl des eoinC-idiijandöitfSt ’ichs d«s Nonius und m -\-\  

die A nzahl tdler-Strich^ auf demSelisFft bezeichnet. F indet 
man z. B . an eänSnr Instrumente, dessen Kreis von 10 zu 
10 jMimiten, gjjtheilt ist und an dem liln - mittelst des_Ndnius 
noch 10" ahleS’em kanu, sod»ls*59 Theile d^s Kreises in ßOTheile 
getheilt sind, den F ehler:

A i =  +
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§0 ' hat man also zu jeder Ablesung die. Correction —  — 5'J
" -  60

hinziizm'ügitu. oder, da der 6te StricJj des Nourua eine dü
nnte angiebt, an jade -auf dem Nonius abgelegene Minute d i" 
Correction —  0". 5 anzulmngen.

Den Felder selbst in der Länge des Nonius kann man 
aber immer mit Hülfe der Tin ilung des' Kreises finden. Man 
Stellt zu dem Endo; den Nu%trioli des Nonius, nach einander 
auf verseil.edeno Tlieilstriche dos Kreises ein und liest die 
Anzahl von Minuten und Secunden welche dem letzten 
Hauptstriche auf dem NeniftSj entsprochen. Dann.; ist das 
aritlnnptische Mittel aus allen diesen Ablesungen die, wahre 
Länge des Nonius.

5. B,ej Instrumenten, mit welchen man sehr genaue B&ob- 
achtungcujimgtellen will z. B.^bei den Meridighlsg'pis.eif, bedient 
mau sich zmn Messan der Unterjibtheilungen der Kijeisthei- 
lung der Rchraubenmikroskope, welche entweder an den Pfeir 
lern o,der an den die Zapfenlager tragenden Platten So'Jjefestigt 
fs(ind, dafs sie unbeweglich und senkrecht über phjr Theilung 
des Kreises: stehen. Die Ablesung sreschieht dann durch einenO O
im Mikroskope zu beobachtenden beweglichen jFaden, den man 
auf den nächsten Theilstric.li des Kreises eiiistqjj,t,. oder. Resser 
durch zwei parallele .Fäden, zwischen denen man dgjp.Striph 
in die glitte stellt, und deren Vigj'^cln^bupg man an dem go- 
tlieilten Kopfe der bewegenden Schraube^ sibliest. . l^i^, Null
punkt dieses getlic.ilten Schraiibenkopfes entspricht also depn 
Nullpunkte bpi.ni N/inips, da, inan eigentlich hnmer|den Ab
stand des beweglichen Badens in der Stellung, wenn dprse.lbe 
auf den Nullpunkt eingestellt ist, xdjn nächsten Tlieilstrichp 
mifst. Der Werth einer SchraubemiindrelnnSa ist vorher in 
Sekunden bestimmt, und da mail !die Anzahl der8gaii^eil®Um- 
drelnmgen und deren Theile abresen kann, so brliält man den 
Abstjand des NullpiiuktS'Xoin. Tlieilstriche,in oSunden. Durch 
eine eigene Vorrichtung kann i m q Q  immer dahin bringen, 
dals reine ganze Anzahl von Hmdrehiingen der Sehraubeiigaf- 
nau gleich der Entfernung zweier zunächst liegender -Theil- 
striche^hnf dem Kreist; wird. Mihi 'kann nämlicli zu dem 
Ende diese Mikroskope verlängern oder verkürzen und da
durch bewirken,-daljs das Bild der Entfernung zweier The.il-

28
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striche gleich ist dem Stücke, um wAches man den beweg
lichen Faden durch eine ganze Anzahl von Schraubenrevolutio
nen bewegt. Ist die ganze Zahl von Schraubenrevolutionen 
gröfser als das Bild der Entfernung zweier Theilstriche, so mufs 
man das Objectiv des Mikroskopes dem Oculare näher bringen 
und dann, damit die Deutlichkeit des Srjheus nicht gestört wird, 
das ganze Mikroskop wieder dem Kreise gehörig nähern.

Das Mikroskop mufg aufserdem so gesollt sein, dafs die 
parallelen Fäden auch den Strichen auf dem Kreise parallel 
sind; endlich mufs die Axe so gestellt sein, dafs s?e dem 
Centrum des Kreisjes entweder zugekehrt odef abgekehrt ist, 
d. h. dafs sie in einer durch den Radius auf den Kreis senk
recht gelegten Ebene steht. Ist diese Berichtigung nicht ge
macht, so wird man finden, dafs bei vorsichtigem Drücken 
an den Limbus des Kreises das nach und nte'ch undeutlicher 
werdende Bild des Theilstriclis seitwärts rückt, sodafs also 
dann Fehler in der Ablesung erzeugt würden, wenn etwa 
der Limbus nicht genau laufen sollte. Ist dioSwVerschie
bung des Bildes bemerkbar, so dreht man d< n das Obj^tiv 
haltenden Auszug des Mikroskops, bis das Bild durch den 
Druck gegen den Limbus seine Stellung nicht ändert.

Da die Entfernung der IV' ikroskope vom Kreise kleinen 
Aenderungen unterworfen ist, so mufs man den Fehler des 
Mikroskops, d. h. den Lnterschied einer ganzen Anzahl von 
Schraubenumdrehnngen und der Entfernung zweier Theil
striche ) von Zeit zu Zeit bestimmln nnd dann die Able
sungen der Mikroskope danach verbessern. Hierbei ist es 
aber nicht gleichgültig, welche zwei StrickA man auf dem 
Kreise wählt, da die Entfernung wegen de’’ Thoilungsfehler

*) Bei den gröfseren Instrumenten ist gewöhnlich der Kreis von 2 zu 
2 Minuten getheilt, und zwei Umdrehungen der Schraube sind gleich der Ent
fernung zweier Tli eil striche.'» Eine Sch rauhen um clrehung entspricht daher einer 
Minute, und da der Kopf der Schraube in 60 Theile getheilt ist, so ist jeder 
dieser Theile eine Secunde, deren Zelmtheile inan noch bequem schätzen 
kann. Die Stellung der Fäden; in welcher man 0 Secunden abliesVf] ist durch 
eine Marke im Mikroskope bezeichnet, und je nachdem diese Marke nahe 
bei einem Minutenstriche auf dem Kreise oder über die Hälfte eines Intervals 
davon entfernt ist, wird man die auf dem Schraubenkopfe abgeleseneji.- Sc- 
cunden zu der durch den Strich bezeichncten Minute addiren, oder eine Mi
nute dazulegen.
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der Striche ein 'vfenig von 2 Minuten verschieden 'skin kann; 
man innig däjier die Entfernung zweier bestimmten Strieliö 
in Secunden finden und die Schraube des’ Mikroskops immer 
mit dieseii vergleichen. Endlich kann auch die Schraube 
Fehlern unterworfen sein, sodafs gleiölre Tlieilc der Umdre
hung der Schraube die Fäden nicht um gleiche Entfernungen 
forftewegfen.

Um zuerst diese Fehler der: iSclnraibe zu bestimmen, 
kann man bei dcjk’Theihmg des Kremes einen kurzen Hfilfs- 
stricli (so,dafs derselbe nicht mit eiflejfi Theilstriche veuwech- 
selt werden: kann) sinliringeju lassep, in einer Entfernung voiv 
einem Theilstriche, die einem aliquoten Theile der Entfer
nung der StrichS gleicji istt,* z. B. in der Entfernung 10" 
oder 15”, allgemein in der_'Eiitfei!nung soclaifs lj2 0 = M «  
ist. Stellt man dann die Schraube Mikroskops auf Q 
und bringt einen der beiden nahen Striche zwischen die Fä
den, so kann man durch Bewegung crer Schraube den än
dern Strifth ^wis.chen die Fäden bringen, also die Entfernung 
durch die Schraube messend Bfflvegt man dann den Kreis 
so, dafs der eimfejStrich wieder zwischet? den Fädenjstaht,' 
so kann man wieder durch diu Schraube den zweiten Strich 
zwischen d®  ESejSS bringen und so ‘ fortfahren, bis rnan die 
Schraube um die1 zwei Umdrehungen bewegt bat, die man 
bei den Ahle'sun^H! des*Kreisesh;anwendet *J. Sindjfthuin die 
auf der Schraube ^eiE’essenen Entfernungen der Stercme oder 
der Fäden:

von 0 bis u n
von a bis 2r* ti11

von (»—1) a bis n a a" ,
so wird man das letzte! Mal wieder sehr nahe Null auf der 
Schraube ablesen, man wird daher das Mitfel aller a\ a"Jetc. 
als frei Evon den Fehlern der. Schraube ahsehen können ' Diesg|

*) Hat man keinen Iliilfstrieh auf dem Kreise, so kannjnian hierzu die 
beiden parallelen Fäden benutzen, weph deren Entfernung ein aliqtmter tHfeil 
von 2 MmuIejStist, iudeju man zuerst, wenn die Stfhraaibe 0 zeigt, einejr
ThSitstfjph unter den einen Faden brnJg? ulld dann mitteist der Schraube den
ändern Faden auf denselben Strich bringt, u. s. f.

28*
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Beobachtungen mufs man mehrmals wiederholen, indem man 
auch von 120istatt 0 ausgeht und die Intervalle irj entge
gengesetzter Richtung mjfst und dann die Mittel für die ein- 
zelftep a\ a" etc. nimmt. Setzt man daliere-^

« ’ -+ - a" -+ -  a!" - f -  . . -+ -  a " ___

n
so wird dev Fehler der Schraube, den man zur Ablesung « 
der Troinnub Lmzu&ulej^eii bat, vmm man auch doch das 
IntöEval •— «  bis.:0, und n'a bis (w +  l)r« mitninunt und die 
dort gemessenen Entfernungen mit a ' und d- + [ bezeichnet :

bei ~—  a —  «  0 - f -  a ‘  1
0 0
ff - '

2 a ' \ 2 « „  —  a’ —  a"

, - . i) a =  (n — 1 ) # 0 —  a! —  a" —  . . .  —  rt" 1 

n n =  0
( « - ( - i ) « =  a 0 — a " +  1.

Da:un< h f e t o  man dann ein_e_ Tafel berechnen, die die 
zur Ablesung hinzuzulegeiide.l@OjTect.ioii von, 10 zu 10 He- 
jeunden giebt und aus der man die (Serrectiön leicht.ffir jede 
beliebige Ablesung interpoliren, kann. Uif^so feojrigirte Ab- 
lesunH ist dann von aggj Fehlern der Schnaube frei und giebt 
iinnrer die Entfernung des Nullpunkts, vom vorhergehenden 
Striche der Tlieilung in dem sechzigsten Tlieile einer Scbrau- 
benumdrehung ausgech’ückt. Sind aber zwei Schraubqnuin- 
di'O’tuui’gfjri nicht gleich 2 Minuten, so wurde dielSnoch nicht 
der richtige A^Jig,nd in ifgcnnden Esin.

Um di&s zu untersuchen, wählt man zwei Striche aus, 
deren Abstand bekannt und gleich 120 +  ?/ ist. Stellt man 
dann ,die. Schraube auf 0 und den folgenden der beiden Striche 
zwischen die Fäden (da hier vorausgesetzt ist, dafs die Ab
lesung der Schraube wächst, wenn man dieselbe vxm einem 
fötoche nacli einem vorhergehenden bewegt), bringt dann 
durch die Bewegung ‘jd<3 Schraube den vorhergehenden Strich 
zwischen die Fädeiw und ist die verbesserte Ablesung der 
Schraube 120 + p ,  so würde 3 2 0 + p  — y die Ablesung der 
Schraube gewesen ^ein, wenn, man dieg^lbe von 0 durch 
120 Secunden bewegt hätte, und man mufs daher noch; alle
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wegen der Fehler der Schraube verbesseren Ablesungen der 
Trommel mit

1 2 0  

1 2 0  +  p  —  y

multijilieireh.

Es ist mm noch zu zeigen, wie man die Länge eines 
bestimmten IntervalsWwischon zwei Strichen, wozu man z. B. 
die' Striche 00'& und O'&ßjl auswählt, bestimmen kann. Zu 
dem Ende bestimmt man zuerst die Länge des Intervals in 
Theilen der Miqrometerschrauhe, indSm man die Schrardfe 
auf 0 stellt und den Strich 0°K' unter die FacTen bringt, und 
dann den ’S;tri'cli 0° 0’ mittelst derggSchraube. zwischen die Fä~_ 
den Stallt,. Die Länge des Intervals iu Theilen der Schraube 
sei im Mittel’ 'ans mehren Messun^n 120 -h x . Mifst man 
dann auf dieselbe Weise eine Anzahl von Intervallen! in ver
schiedenen Gegenden des Kreises, so kann man annehmjen, 
dais unter'den gemessenen Intervallen ebenso viele zu grofs 
als zu klein sind, sodafs das Mittel der wahre Werth eines 
Intervals -vfen 120" in Theilen der Schraube ist. Findet man 
für didS Mittel 4Ö0+  ««,'• §o ist das erste Inter.val um x  —  u =  y 
zu greis, oder gleich 120  -+- y.

Diese Corraction wegen der Abweichung einer Schrau- 
bVnumdrehung voir 2 Minuten kann man dann ebenfalls in 
eine Tafel bringen, deren Argument die Ablesung der Schraube 
ist, indem die so im Argumente-vernachlässigte Oerreetion 
wCgiffl der Ungleichheit der Schraube in Folge der Kleinheit 
der Gorrection keinen Einflufs-. hat. Solange dann die Ab
weichung einfer Schraubenumdrehung sich nicht ändert, kann 
man diese Tafel mit der vorigen für die Ungleichheit der 
Schraube verbinden. !, ^

C. E x o e n tr ic itä ts -  und T h e ’ lu n g s fe h le r  der 
K re ise .

6. Ein nicht zu vermeidender Fehler bei allen Btrono- 
mischen Instrumenten ist der, da fs der Mittelpunkt der Dre
hung der Alliidade verschicddu|pr von dem Mittelpunkte des 
Kreise?) oder der Theilung. Es sei C Fig. 13 der Mittelpunkt
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der Theilung, C’ der der Alhi- 
dade und ^  sei die l&bchtung C'A' 
oder der Winkel 0 CA' gemes- 
s<Sr gleich Ä  — 0 , wenn man 
die Winkel von 0 zu zählen au- 
fängt. Dann hätte man,,,; wenn 
keine Excentricitftt vorhanden ge
wesen wäre, den Winkel ACO  
— ÄC'O ^bgelesen. Nennt man 
nun r dem Radius des KreisijS 
C 0 , und A — 0  den M inkel 
A C 0  =  A’ C' 0, so hat mau:

—  ö S  =  y l 'C " s i n ( y l _  0 ) 
und W P =  r cos ( j 4'  —  0 )  — e =  A! C cos (-4 —

wo e die Excentricität -bezeichnet.
Multiplicirt man die^exstere Gleichung mit cos (A — 0), 

die zweite mit sin (Ä  — 0 ) und zjelit die zweite von der er- 
steren ab, so erhält uaan:

— yj’) =  ,|̂ in ' . I —J)).
Multiplicirt man dagegen die erstere Gleichung mit

sin (/'I ’— 0), die zweite mit cos (A ’ — 0 ) und addirt dieselben, 
so erhält man:

A ’ C  c o s !? 3 e — yi’)  =  »■ —  e co s ( A 1 —
mitten ’‘ist:

— siu Lg _  o)
itang (A  —  A  ) =

1 -  cos (A ' —  0 )r
oder nach Formel (12) in No. 1 1  der Einleitung:

A  —  A ' ~  6 sin ( A 1 —  0) -4- 1 sin 2 ( A r —  Ö)r “ r

H- 1 ~  sin 3 (A *  —  0 ) . . .- r Ö

Da nun — immer eine sehr kleine Grölse ist, so kann
man sich mit dem ersten Gliede der lteihe begnügen und es 
ist dann, wenn man A — Ä  in Secunden haben will:

A  —  A ' =  —  sin  ( A ’ —  0 )  206265,r
woraus man sieht, dafs der Fehler A — Ä  in Secunden we

Fig. 13.
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gen des gröfsen Factors immer beträchtlich werden kann, 
wenn e auch nur einSSehr kleiner Theil von r ist.

Um nun nicht die Kenntnifs der Gröfse der Excentrici- 
tä't nöthig zu haben und um nicht bei jedem gemessenen 
Winkel die Correction wegen der Excentricität anbringen 
zu müssen, hat man -bei jedem Instrumente mehrere Nonien 
oder Mikroskope, welche so angebracht sind, dafs der Fehler 
der Excentricitüt sich in d°m Mittel aus den Ablesungen an 
den verschiedenen Nonien auf hebt. Besteht nämlich die Alhi- 
dade aus zwei gegen einander festen, zunächst einen beliebi
gen Winkel mit einander bildenden Armen, so hat man für 
den ändern Arm, an welchem man die Ablesung B' gemacht 
hat, einen analogen Correctionsausdruck, sodafs:

A  —  A' -)— — sin (A! —  O)
r

und
G =  B ’ +  f - s i i l B —  0 ) .  

r
also:

{  (A +  B )  =  4  m  +  m  +  —  Sin L  (A\ +  B') -  0 ]  c o s  I  [A  —  B 'lr

Daraus folgt, dafs je geringer der Unterschied zwischen 
±(A-i~ B) und  ̂(Ä  -+- B’) werden soll, desto näher der W in
kel Ä  —  B ’ zwischen den Armen der Alhidade gleich 180° 
werden mufs. Ist Ä — B ’ genau gleich 180°, so ist das aiith- 
metjsche Mittel ans den Ablesungen gleich dem arithmeti sehen 
Mittel ans den wirklich visirten Richtungen. Man bringt da
her immer an den Instrumenten einen vollen Alhidadeukreis 
mit zwei einander genau gegenüberliegenden Nonien an und 
vermeidet dann durch Ablesung an beiden den Excentricitäts- 
fehjer vollständig.

Um nun den wirklichen Betrag der Excentricität zu fin
den, braucht man nur die Ausdrücke für A und B von ein
ander zu subtrahiren. Dann erhält man:

B  J f i  =  B ' —  A ’ +  2 — cos [ I  (A ! +  B ’)  — 0} sin t, (B ’ — AF)

oder, wenn man annimmt, dafs die Alhidaden einen Winkel 
mit einander bilden, der um den kleinen Winkel «  von 180° 
verschieden ist, sodafe•



/ -v i'jrO.a-ri-
■ B  —  A =  180 +  a, ' U'

$  —  A ''=  180° +  «  +  2 —  sin (of —  0)

=  180° + «  +  2 —- Ciisf/9 sin A '—  2 C-4L.K;n o  cos + .  r r
H^S'etzt man nun:

B ’ —  A '— 1800 = [ X F ] ) 2 —  cos 0  =  2 und 2 —  sinO —  y,r '
so wird:

jfiÄj] =  «  +  2 sin 4 l  —  y ep?kjr>*|u
und die unbekannten Gröfsen a, ä und yy können duj;cli Ab 
lesungen an verg^biedenenijPunkten der PeBipbei>iir bestimmt 
werden.

B e isp ie l. An ’dem Meridiankreise d’di Berliner Stern
warte wurden für ein Paar einander gegenüberstehender Mi
kroskope die folgenden Gröfssli:

73’ —  A ’ —  180»
beobachtet: !
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•0 .7
■2 .<6l

Daraus gfliält man zuerst die Summe- aller flfejSr Grölsen:

=  +  o " H  - ^  1 8 U  ---
X „ =  +  3 . 3 x , 1B =

=  —f- 3 . 8 + 2  4  0 = = =

X 5. =  H- 3 .1 V  — ̂ 2 7 0 ---
=  + 4  .8 n * + 3  ö 0 ==

x 150 =  H -6  .4 X 3 3 0 =

also :
+  16 . 7 =  12 a 

«  =  +  1 ". 39.

FernerTu-hält mau nach No. 27 der Einleitung
• * r X a X i  X i  

+  +
X i

+
+  0 . 3  — 1 .2

30° —  1 .5  — 7 .3  + 8 . 1 +  1 5 .1
60 +  1 .3  — 4 . 2  + 6 . 3 +  1 0 .4
90 +  3 .8  + 2 . 4 +  2 .4

+  5',ffip, + 4 . 1
150 +  5 . 8  + 7 . 0
180 +  1 .5

und l'ieiptns.
r „ y =  +  tf'. 62

also:
( ( & • « £ =  +  18 . & }

O =  26° 54’. 2 und —  =  1". 772.
r



441

7 . Sind nun an einem Kreide mehrere Paare von Nonien
oder Mikroskopen ■änge'braeht, wie dies in der Pegel der Fall
ist, sq müfete dfts ärithmetisÜhS Mittel ausljedem Paare Nonien 
vbn’ dem Mittel ans jedem and<741 Paare tur alle Einstellun
gen um'eine Constante verschiede?!' sein, wenn es aufserden 
kvbn der Exeentricität. herrfthrenden Fehlern keine anderen 
gäbe. Eies wirdteroer in der Regel nie der Fall sein, da diff 
Theihiüg“ selbst immer fehlerhaft, sein vhcl. Welcher Art nun 
ü'b’er auch diese Fehler der'The.ilung sein mögen, so werden 
siü ddeh immer durch eine periodische R<jihe**von folgender 
Form dargostellt werden können:

a  - + ■  a ,  c o s  A  ~ r  «  2 c o s  2  A  H - . . . . . . . . . . . . . . . .

- + *  b |  s i n  A  — | —  b 2 s i n  2  A  — | —  . . . . .

wo A die-f Ablesung an dem einzelnen Nonhis oder Mikro
skope» bezeichnet:

Wendet man nun i  dureH diü Peripherie gleichmäßig 
Vcrtheilte Nonien an, sodafs die Ablesungen bei einer Ein
stellung die folgenden werden :

2 7T. . 2 TT
A j A  - ( -  .  ,  r t  - t -  2  .  -  , . . . .1 i

und
y l-K t— l ) 2” .I

und ninixnt das Mittel aus allen NoiiiSr, so hebt eine gröfse 
Anzahl von Gliedern der periodischen Reihe der Theilungs- 
leliler einander auf, wie man -leicht 'sücht, wenn man die 
"trigonometrischen Functionen der - zusammengesetzten Winkel 
auflöst und auf die in No. l26 der Einleitung gefundenen 
''Gleichungen ( 1 ) bis (5) Rücksicht nimmt.

BW i  Nonien werden nur diejenigen Glieder übrig blei
ben, hei denen das fläche des Winkels vorkommt. Man 
hebt, afeo auch durch das Ablesen an mehreren Nonien einen 
grolsen Theil der Tlieilungsfehler auf und hierin besteht de*r 
We'stmtliehc' Nutzen Üjon mehreren Paaren von Nonien oder 
Mikroskopen.

Die Bestimmung der Theilungsfehler geschieht durch die 
Vergleichung der Intervalle, welche alicpiote Theile der Peri
pherie sind, unter-einander. Wollte man z. B. die1 Fehler der 
Striche •■von 5 zu 5 'Graden finden,®so könnter man zwei Mi- 
kroskopb in der Entfernung von nahezu öS Graden über der
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Theilung aufstellen, und indem man einen Strich durch die 
Bewegung^des Kreises unter das eine, stets unverändert zu 
lagjpnde, Mikroskop bringt, den Abstand des anderen Stri
ches an der Schraube des zweiten ^likroskops messen, indem 
man j^infach durch die„Bewegung der {Schraube des Mikrp- 
skops den Strich zwfcclien die parallelen Fäden bringt und 
den Schraubenkopf ablipst. Bringt man dann durch die Be
wegung des Kreiafejdcu zweiten Strich zwischen die Fäden 
des ersten Mikroskops, so wird der dritte 5 0 Strich unter 
dem zweiten Mikroskope sgjjjj und man kann seinen Abstand 
von dem zweiten Strich Auf dieselbe Weisg messen u. s. f., 
bis man zu dem ersten Strich wieder zurückkommt und des
sen Entfernung von dem letzten Stricke linkst. Difse Mes
sungen kann man wiederholen, ’ndem man den Kreis in ent
gegengesetzter Richtung durchläuft. Nimmt man dann das 
Mittel aller Ablesungen der Schraube und bezeichnet dasselbe 
durch «,,, dagegen die Ablesungen, wenn der zweite, dritte,ietc. 
Strich unter dem Mefsmikroskope ist mit etc., so ist, wenn
man den ersten Strich als richtig ansioht, der Fehler das zwei
ten Strichs a0 — der des dritten Strichs 2 a", etc.
Wegen der Aenderungen, die der Kreis durch äufsere Ein
flüsse während einer so langen Reiliflerfahrt, ist es aber bes
ser, die Fehler der Striche nach und liäch zu bestimmen, in
dem man zuerst mit möglichster Sicherheit \>tmige Hauptpunkte 
der Theilung bestimmt und, indem man sich auf diese Cor- 
rectionen stützt, durch Halbiren der Bögen neue Punkte be
stimmt und so fort, immer auf die vArhsS gefundenen Cor- 
r.ectionen gestützt, durch Halbiren oder Dreitheilen der Bögen 
zu kleineren fortgeht. Kleinere Intervalle von ein oder zwei 
Graden kann man auch wohl fünf- oder [sechsmal repetiren, 
bei grAser.en ist es aber immer vorzuziehen, nur zu halbi
ren oder in drei Theile zu theilcn. Diese1'Operationen lassen 
sich dann schnell ausführen und könnc-r zur Sicherheit belie
big oft wiederholt werden.

Um diesg Untersuchung zu machen, braucht man also 
zwei Mikroskope, die man in beliebigen Abständen fest über 
dem Kreise befestigen kann. Wendet man eins der Mikro
skope des Kreises an, so braucht man also nur noch eine 
Vorrichtung, um ein andres in jedem Abstande davon be
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festigen zu können. Für die sehr kleinen Intervalle z. B. von 
einem Grade kann man sich bequem eines Mikroskops mit 
getheiltem Objective bedienen. Yor dem Beginn dieser Beob- 
achtnngsreihe müssen die Mikroskope*»]a±iülich berichtigt wer
den, wie diesem No. 5 gezeigt ist, und man wird am besten 
tliun, immer ein und dasselbe Mikroskop zur Messung anzu
wenden und die Beobachtungen auch so einzurichten, dafs 
die Mqs&ung immer an derselben Stelle der Mikrometerschraube 
geschieht, was immer, erreicht werden kann, wenn beim Beginn 
j.eder Reihe dasYm verändert bleibende, nur als Nullpunkt die
nende Mikroskop entsprechend vensteilt wird.

B e isp ie l. Bei dem Meridiankreise zu Ann Arbor wur
den zuerst zwei Mikroskope angewandt, deren Abstand 180° 
war. Wurde der Strich 0 der Theilung unter das erste Mi
kroskop gebracht, so las man am ändern Mikroskope, nach
dem dasselbe auf deh Strich 180 eingestellt war, — 17". 9 ab; 
wurde aber der Strich 180 unter das erste Mikroskop gebracht, 
so las man am ändern nach1 der Einstellung auf den Null- 
strich — 2". 7 ab. Es ist somit das Mittel — 10 ”. 3 und daher 
der Feiler ides Sfciehes 180" 'gleich -f- 7". 60. Im Mittel aus 
10 Beobachtungen wurde +7"-.-61 gefunden und dies als der 
Fehler c\es Striches 180 angesehen. Um nun die Fehler für 
90 und <270 zu erhalten, wurden die Bögen 0 bis 180° und 
180  ̂ bis 0 lialbirt, indem zwei Mikroskope in der Entfernung 
von 90° benutzt wurden. Wurde der Strich 0 unter das er
ste Mikroskop gebracht, so las man am zweiten bei dem Stri 
cluVNO ab — ward dagegen der Strich 90 unter das er- 
ßte Mikroskop gebracht, so föstjman am zweiten Mikroskop 
für den Strich 180 ab — 3".v5q oder wenn man dies wegen 
dbg Fehlers des-Striches 18Q: verbessert, + 4 ”. 1 1 . Das Mit
tel aus — 6.5  und -1-4.11 giebt — 1.19, daher ist der Feh
ler des Striches 90 gleich -f- 5". 31. Ebenso wurden durch 
Halbirung cler Bögen von 90° die Fehler der Punkte 45;, 135, 
;'2j2.5 und 31>5 bestimmt. Daraus könnten dann die Theilungs- 
fehler der Bögen von 15° bestimmt werden, indem man die 
Bögen von 45" in drei Theile theilt. Da man aber bei die
sem Instrumente die Mikroskope nicht so nahe bringen kann, 
so wurden Bögen von 315 undt225 in 3 Theile getheilt. Zu 
dem Ende wurden die Mikroskope zuerst in 105° Entfernung
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aufgestellt. Wurden die Striche 0, 105P 210 njich einander 
unter das feste Mikroskop gebracht, so las'man an dem zwei
te^ in den 3 Stellungen ab — 11". 9, — 5". 6 und +  1 0 ,  cfdpr 
wenn man zur letzten Ablesung den Felder,uipsj Striches 315 
gleich — 0".48 addirt, — 11". 9, — 5".-6 und +  1". 52. Das 
Mittakaus nllen ist — 5". 33, daher der Fehlet des rStriches 
105. gleich -+- 6s.5!7>, der von 210 gleich 2w0 — 7jt— «'' =  -f-6'U84. 
Geht man bei de;! Messungen nicht vom dNuUstrieh aus, son
dern von feimm ändern Striche, dessen Fehler hestiimnt sind, 
s^jmufs natürlich auch diererste! Abl<$mngiieoii¥ig.irt werden, 
indem man den Fehler d e " ersten Strichs mit umgekehrtem 
Zeichen hinzufügt. Wenn z. B. das erste Mikroskop nach 
einander, ;auf ,9.föfi 195, 300 gestellt warp so las man am zsK - 
ten Mikroskop evjfmi 195,^00 und 4 S$I5— 6”. 6, -+- 2”. 1 und 
— 7”î p8 Da nun die Fehler vonf$0 und 45 respeetive —f— 5 IdiG 
und -+- 3”. 36 gefunden wären, so sind die verbesserten Able
sungen — 1 2 ". 06, -+- 2". 10 , — 4". 54. Das Mittel ist — 4”. 
und dah'er der Fehler von 195 gleich -+- 7 ". 23 und von 3 ®  
gleich -+- 0”. 30.

Die so gefundenen Fehler sind die Summen der Tlioi- 
lungsfeliler und der von der Excentricität des K rises und 
der Unregelmäffsigkeiten der Zapfen lierrülirenden Fehler. 
Endlich' sind auoli dje v# i der Einwirkung der Schwere auf 
den Kreisi hervorigebrachten Aenderungen der Striche, die Feh
ler der Biegung^ darin enthalten. Die durch die letztere .iür- 
s™ne erzeugten Aenderungen eines Strichs werden sich mit 
der Lager des Strichs gegen die ■weJficällinie 'ändern, SodSfs 
man allgemein die in Folge eh+Sw Aende,rung an den Strich 
anzubringender Cärrection durch eine Reihe ■fon der Form

a' cos z  -+- ß' sin z  +  a” cos 2 z +  b”  sin 2 z +  a " 'cos  3 1 +  b"' sin 3 z  +  . . . 

ausgedrückt annehmen kann, wo die Csefficientai derjßfinns 
und Cosinus für jeden einzelnen Strich ^verschieden sind und 
sich mit dem Abstande des Stric|f<+s? von einem im Kueise 
als fest angenommenen Anfangspunkte ändern. Bringt man 
daher einen Strich von der Zenithdistanz -z in dipi Zenitlidi- 
-stanz 180"-)-«, so werden alle« ungeraden Glieder der Reihe 
gleich und im Zeichen ents*?gepgeset-zt sein. Wenn man also 
die Entfernung zweier Striche zuerst in l einer Stellung des 
Kri ises miprt , wo die Zenithdistanz des einen Strichs z ist,
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dann aber auch in derientgegengöScSföteh- Stellung', wenn die 
Zenithdistanz ,it80‘’4 - s  ist, so ist die halbe’ Summe der'genrdsse- 
nei}.!Fntfemnngen von den ungeladen Gliedern der Biegung 
.frei und nur .woch .mit den von^ß« , . •  abhängeiideihJGlie- 
dern behaft&t }̂ Beobachtet man in 4 um:r9G° verschiedenen 
Gagen des Kreises, so bleiben m dem Mittel nur die von 4 s , 
J8Sv etc. abhängenden Glieder, ln der Reg4Öwerden die zwei
fachen Glieder schon sehr klein sein und man wird das Mit
tel aus zwei in ,ehtgesrengfcsetzt4n SteilungdS1 des Effifeises bfedb-o o o o
achteten Entfernungen als frei von def Biegung annehmen 
können ®).

Die Fehler der Excenfjdcität Srstfhwinden, wenn man 
das Mittel der Fehler zweier diametral1 gegenüberliegender 
Striülie mimmt und>Gbetiso verschwinden in dem Falle die, 
Fehler, die von der' mif4gelm;Uiä'ig'dn 'Figtir der Zapfen Tief- 
rühr^h. Denn solcheTOhregelmäfsiglteiten bewirken nur, dafs 
der F^entriCitätsfehld? d«s?Kreise& in den verschiedenen La
gen des Instruments ein wenig verschieden ist, da bei' der 
Drehung des Instrument.?1 um die Axe [Iler Mittelpunkt der 
Theilung*-iS*<Jen verschiedenen Lagert d“  EreiseSj verschieden^ 
Lagen,;gegen den Punkt erhält, in welchem die Zapfenlager 
zusaa i unenstoMih Ist der Kreis, wie' dies ®jvöhnlich der Fall 
isbpbnit 4 MikröskopjEn Gn^lieVi, so nimmt man die Mittel 
der Theilungsfehler von je vier um* 9Q- entfernten Strichen 
und diese sind dann dieJSrvirrectiorteh, d^Jinän zu den voll
ständiges?, durch das Mittel aTrs vier Mikroskopen gegebenen

*) Bessel hat in No. 577, 578 und 579 der astronomischen Nachrichten 
den Einflufs perBchwere uivt_einen Kreis theoretisch untersucht und für die 
AondeVnng%der Entfernung zweifeV;Smclie dehv Ansdrüc.Iv'a' cos z -+- b' silrG ge
funden, indessen kommt der dort bctrach'teteVFall eines .vollkommen liomoge- 
nefrÜSSn-tes in der Wirklichkeit ljifcht vor. In der Regel ivercTen die höllferen 
Glieffcr immer sehr klein sein, aber es tvird immer gut sein, sich davon durch 
eine’ eigene Untersuchung ynT überzeuget]

” L D ic  von der Excentricität und den Untegelmafsigkeiten der Zapfen 
abhängigen Glieder sind daher von der Form:

[e +  e' cos z +  e"sin z -f- e 2 e'os 2* -|- e"2 (-7 —  0„),

wo .71 dierttm Kreise g&naelrta Aliujäung, z die Zmiithdistaiiz des Nullpunkts 
des Kreises und 0 , digftbenfalls mit z veränderliche Richtung der Linie durch 
den Mittelpunkt RTes Kreises und der Drehung ist.



4 4 6

Ablesungen ldnzuzufügen hat, um dieselben von den Theilungs- 
fehlern zu befreien.

Man kann nun nach der obigen Methode die Fehler für 
die.»Einzelnen Gradstrieh&, oder, wenn man will, für halbe 
Gradstriche bestimmen Zeigt sich ein regelmäfsiger Gang 
in den gefundenen Correctiomhi, die man den Ablesungen

0  +  9 0  +  1 8 0  +  2 7 0  , .  9 0  +  1 8 0  +  2 7 0  +  0  , .  ' ' f S  ,  ,v o n   —  — - b i s --------------------------- lnnzuzulugen Iw,
4  4  + ?  '

so kann man diese Correction durch eine periodische Reihe 
von d r̂, Form a cos 4s +  ii sin 4z -f- a, cos Bz -+- bi sin 8 z etc. 
darstellen und erhält dadurch die r egelm  ä fsigen  T h  e i 
lu n g s fe h le r , die man dann m r'einc Tafel bringen und an 
jede am Kreise gemachte Ablesung anbringen kann. Die zu
fälligen Theilungsfehler der Striche müssen aber nach der 
vorigen Methode durah ^eitere Theilung der Bögen gefunden 
werden, und da dies, wenn man,v(^ für alle Striche ausfüh
ren wollte, eine ungeheure Arbeit erfordern würde, so hat 
Hansen eine jeigenthüinliche Construction des Kreises und 
Mefsapparats vorgeschlagen, bei welcher die Anzahl der Stri
che, für welche die Theilungsfehle^zu bestimmen .sind, bedeu
tend verkleinert wird. (Astronomische Nachrichten No. 3,88 
und 389). Die Bestimmung der Theihmgsfehlcr wird immer 
besonders wichtig s§in für die Strich^, die bei der Bestim
mung der Polhöhe, der Declinationen der Hauptsterne und 
bei den Sonnenbeobachtungen Vorkommen und virenn man ein
mal die Fehler für die Halben - Gradstriche bestimmt hat, so 
kann man laicht die Fehler einzelner Striche finden, indem 
man alle die Intervalle von zwei Miniden zwischen den Hal- 
ben-Gradstr:chen, zwischen denen der zu bestimmende Strich 
liegt, mittelst der Schraube des Mikroskops mifst. Zu dem 
Ende stellt man die Schraube des Mikroskops auf Null, und 
bringt den Halben-Gradstrich durch die Bewegung des Krei
ses unter die Fäden und mifst die Entfernung des nächsten 
Strichs durch dßy Schraube. Darauf dreht manj die Schraube 
auf Null zurück, bringt durch die Bewegung des Kreises den 
Strich wieder unter die Fäden und mifst die Entfernung des 
folgenden Strichs u. s. f., bis man auf den nächsten Grad- oder 
Halben-Gradstrich kommt. Diese Messungen führt inan auch 
in der entgegengesetzten Richtung aus und nimmt ehe Mit-
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fol.izwisch&i de.)] für dasselbe Interval gemachten Messungen. 
Sind dann x  und x  die Theilungsfehler des ersten und letz
ten Striches, cc\  etc. die gemessenen Intervalle des ersten 
vom zweiten, zweiten vom dritten, etc., so ist:

a ’ - f -  a"  re'" - f -  . . . - f -  x' —  x
15

gleich eiut-'m Interval von zwei Minuten an der Schraube ge
messen, und es ist daher d& Fehler des dem Hauptpunkte
folgenden Strichs:

x  -+■ « 0  ---
der des zweiten 1  +  2 « ,  —  a  —  re"
der des dritten x  +  3 « ,  —  « '  —  a"  —  re1"

und so fort.
V ’etgl. über die Bestimmung der Theilungsfehler: Bessel, 

Königsbergejr Beobachtungen Bd. I und V II, auch Astrono
mische Nachrichten No. 844. Stniv^t A st r onom i sche Nach
richten No. und 34o und öbServ. Astron. Dorpat. Vol. VI 
sive novae seriae Vol. I I I ; Peters, Bestimmung der Tlieilungs- 
fehler des Ertelsclien Verticalkreises der Pulcowaer Stern
warte.

D. V o n  der B ie g u n g  od e r  der E in w irk u n g  der 
Schwer,e .auf d ie K re is e  und das F e rn ro h r .

8 . Die Schwere ändert die Gestalt eines vertiralen Kreb
ses. . Denkt man sich den Punkt, von den') diejTheilimg ge
zählt wird, nach dtün Zehith gerichtet, so wird jeder Punkt 
der Theilung durch die Schwere eine kleine Verrückung ge
gen den Nullpunkt erleiden, die für einen bestimmten Punkt A 
gleich «0 sein mag. Bewegt man nun den Nullpunkt des 
Kreises nach der Zenithdistanz z, oder so, dafs der Punkt z 
der Theilung nach dem Zönitli gerichtet ist, so wird die Ver- 
rückung des Punktes; A von n0 Verschieden sein. Bezeichnet 
man allgemein mit « g die Verrückung des bestimmten Punk
tes A, wenn der Nullpunkt die Zenitlidistanz hat, die von 
0 bis 360 herum gezählt werdem soll, so wird si'cli «g durch 
eine periodische Reihe darstellen lassen von der folgenden 
Form:

u cos  'Q - f -  re" c o s ^  c f"  cos  3 ^ -H  . . .
+  6’ sin £ -+ - b" sin 2 g - M ' "  sin 3 g  +  . . .
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Gellt man nun aber von rinepi bestimmten Punkte A zu
einem ändern übjnj, so wird sicli'die Verrückung „dieses Punk
tes durch eine,.ähnliche periodische,Reihe auftdrücken lassen, 
in der nur di.e^k>efficienten a’, b\ etc. verschieden sein w< r- 
den. Für die veftmlnedegen Punkte wird sien der Coeffioient 
a! durch eine periodiSihe Reihe ansdriiekeu lassen, die von 
der Ablesung am Kreise ahkängt, ebenso die anderm Goel'fi- 
cienti n, sodal's, jflso allgemein 'die Yerrtickung des ̂ Punktes n 
der Theilung, wenn der Nullpunkt die Zen thdistajj/ £ hat, 
sich ausdrüclcen läfst durch eipei Reihm von der Form: 

a!„ c o s  £  - p  <<"« c o s  2 £ -+- am« c o s  3 £ -P  . . .
-P  b'„ s in  £  - p  b"„ s in  2 £ - p  b'” „ s in  *  +  . . . ,

wo a'„ , etc. periodische Functionen von, u sind. Das 
Zeichen dieses Ausdrucks soll so genommen werden, dafs 
man die durch den Ausdruck gegebene Verbesserung zu der 
Ablesung liinzuzulegeu hat, um dieselbe frei von Biegung zu 
erhalten.

‘ .jpüie vollständige Ablesung an einem Kreise ist nun da,,s 
Mittel aus w  Ablesungen an den verschiedenen Mikrosko
pen, deren gewöhnlich vier sind in einer Entfernung von 90 
Graden von einander. Die Mikroskope seien so gegen den 
Kreis gestellt, dafs? eins dorselWn 0 angiebD, wehp'-das. Fern
rohr n'aeh efem Zenith 'gerichtet ist. Die Zenithdiytanz dieses 
Mikroskops, B j  welchem man die . -enithdisjjtanz des .Fern
rohrs. .abligSt, sei m. Dre.l&J man nun dasjjFernrohr nach der 
Zemtlidistan^ z , s© wird d|ij Strich z unter diesem Mikro.- 
skope sein, und da der Nullpunkt dann die Zenithdistanz 
z -+- m hat, so wird in diesem Fall.p u =  z,  £ = z -p -w .; die 
an die Abl.es.nng an diesem Mikroskop^uizubringendejaGor- 
rection ist daher:

a\ c o s  (z  - f -  m) - p  n"Acos 2&z - f -  ///) - p  « ' " , ! e o s  3 (z - f -  ///) - p  . . . 
- f -  b\ s in  (s  - f -  m) +  b s in  2  (.« H? » j j , - p  f / b ^ s i n  -Pj[äj) - p  . . .

Bei dem ändern Mikroskop, an welchem man die A b
lesung 90 —f— * -erhält, wird aber w =  9 0 -p z ,  .£ =  z -P  »mH 
also werden jetzt dimCoefficienten in dem Ausdruejj der Bie
gung a ' g o - j - i ,  fo'no +  ~n etc. Hat man also vier Mi.skroskojtöL in 
Abständen von 90° und nimmt das Mittel aus allen 4 Ab
lesungen, so hat man an digs Mittel die Cop'ection anzu
bringen :
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cos (z +  m) -f- a"% cos 2 (z + m ) +  a!", cos 3 (z + m )  +  . . .
+  /?', sin (z + m ) +  ß", sin 2 (z +  m) +  f f sin 3 (z +  m) +  . . . ,

wo die verschiedenen cc und ß  periodische Functionen von z 
sind, die nur von dem 4 fachen, 8 fachen des Winkels z 
abliängen, da die übsis^^ Glieder einandeti in der Summe 
deij vier Ablesungen aufheben. Sind diese Glieder Null, so
ist also der Einflufs dem Schwere auf das Mittel der Able
gungen an vier Mikroskopen Null; sind dieselben aber für 
eine oder die andre der Gröfsen vorhanden, so ist auch eine 
solche Biegung vorhanden. Da nun in constant ist, so kann 
man der an das Mittel aus 4 Mikroskopen anzubringenden 
Correction wieder allgemein die Form geben:O o

a! cos z +  a" cos 2 z +  a'" cos 3 z -(- . . .
+  b’ sin z +  b" Ä B z  +  b'" sin 3 z lp  .. ..

Die Sc.hwgKe wirkt aber auch auf das Fernrohr ein, in
dem sowohl das Objeetiv als auch das Oeularende herab
gebogen wird, sobald das Fernrohr aus der verticalen Lage 
gebracht ist. Ist diese Biegung bei beiden Enden des Fern
rohrs gleich, sodafs der Mittelpunkt des ObjeHivs "übensö 
viel sinkt als der Mittelpunkt des Fadenkreuzes, so.,.ist klar, 
daBjädieselbe keinen Einflufs hat, da in dem Falle die beide 
Mittelpunkte verbindende -.gerade Linie (die Collimationslinie) 
einer festen Linus im Kcdise immer parallel bleiben würde. 
Ist abejj die Biegung an beiden Enden verschieden, so än
dert die Collimationslinie ihre Lage gegen eine feste Linie 
am Kreise, und es entsprechen daher die Winke welche die 
Collimationslinie durchläuft, nicht den Winkeln, die man am 
Kreise abliest. Die deswegen an die Ablesungen anzubrin
gende Correction wird sich aber wieder durch eine periodi
sche Function von z ausdrüek’en lassen und man kann daher 
annehmen, dafs dos Ausdruck (A) die beiden Biegungen, des 
Kreises sowohl als des Fernrohrs, darsfellt.

Man hat zwei Methoden, nach welchen man die Beob
achtungen so anordnen kann, dafs die Biegung zum gröfsten 
Theile wenigstens aus dem Resultate verschwindet. Beobach- 
tet man nämlich einen Stern in der Zenithdistanz z, so wird 
das von einem künstlichen Horizonte reflectirte Bild desselben 
in der Zenitlidistanz 180° — z gesehen, und diese Striche wer- 
dgn bei beiden Beobachtungen unter dem Mikroskope sein,

29
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welches die Zenithdistanzen giebt. Legt man nun das In
strument um, sodafs der Kreis auf die andfe Seite kommt, 
also die Theiluug im'*ientgeg®gesetzien Sinne'* läuft, so ist 
jetzt die Ablesnng bei der directen Beobachtung 360° — z 
und bei der reflectirten 180 "+  s. Bezeichnet man daher die 
4 vollständigen, für die Theilungsfehler verbesserten Ablesun
gen für die 4 Beobachtungen mit s, 3 ’, z" und 3"', mit £ <he 
wahre von der Biegung befreite Zenithdistanzj} so hat man 
für die 4 Beobachtungen, w enn®  den Badirpunkt, bezeichnet:

Direct ’C= z +  a' cosz -f- n" cos 2B -f- a " cds'cfz +  . .  +  1
-p  Bin 2z +  bwsin 3z + .. —  ( 1 8 0 + A )  +  a ' _ a "+ a ’" *) 

Reflectirt 180° —  c o s z +  a" cos 2 s —  a’" cos 3 z p - . .  +  b’ sin z
—  t"sin 3 i +  t>’"sin 3z — .. —  (180 ° + A )  +  a’— a"+a"' 

Direct 360° —  £ = z "  +  a' cos2 +  a" cos 2 z +  a"’ cos 3 z +  . . —  i's in z  (B )
—  b" sin2e—  6'"sin 3z — —  (180 -+- 

Reflectirt 180° +  £ = z " '—  a' cosz  +  a" cos 2z —  a'” cop 3z  +  . • —  b' sin z
+  " i n l2z —  fc'"sinM + . .  —  (180 0I a ' )  + a ’— a"+n'". 

Aus diesen Gleichuifgen folart:O O
z’ — z

9 0 ° — £ =  -  — — a' coste— a"' cos 3 z —  . .  —  b" sin 2 z —  . . .

J’ z"i
90 0 —  g =  —   h o! cos z +  a"’ cos 3 2 + . .  —  6" sin 2 z —  ,

also im Mittel:
Bp  2 z" _  z"l)

9 0 " - £  =  * { —  s i n 2 z - . . . ,

sodafs also, wenn man einen Stern dh'ö'ct und reflectirt in 
beiden Lagen cle| Instruments 'beobachtet, im mittleres! Re
sultate für die Höhe nur dicjjfon dem '2 fachen, 4 fachen u. s. w. 
abhaÖ§bnden Sinusglieder übrig bleiben.

Das Mittel der beiden Bßten Gleichungen (B) giebt auch:
z +  z'

90° =  — — +  a" cos 2 z + . .  +  l> sin z +  b”’ sin 3 z +  . . .

ebenso: - S g ° + A ) + i - «" +  «'",
z ''+z '"J H

270° —  — —------- 1- a cos2z + . .  —  b' sin z —  b'" sin 3z —  . . .

—  (180 0 +  A ')  +  «' —  a" +
woraus folgt:

2 -4- 2' s "+ z " '
360° =  — B _  +   h 2 a " cos 2 z + . . .  —  ( A +  A ')  +  2 a" +  a!” ) \

z " + z '3  z + z '
180° = ~ —-------------- A ---------2 b' sin z -—■ 2b1" sin s l +  . . .  + A — iV'.

w /V

*) Die dem Nadirpnnkt hinzuzufugende Cotrücnon ist nämlich -  a! + 3 ”-  u'”+  . ■
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Beobachtet man also verschiedene Sterne in beiden La
gen des Kreises direct und reflectirt, so könnte man aus 
diesen Gleichungen die wahrscheinlichsten Werthe der gera
den Cosinusglieder und der ungeraden Sinusglieder bestimmen.

Da dieke Beobachtungen an verschiedenen Tagen gemacht 
werden, so müssen natürlich die Zenithdistanzen z, z', z" und 
z"  auf eine bestimmteEpoche reducirt werden, am einfachsten 
auf den Anfang des Jahres, indem man die Reduction auf 
den Scheinbaren Ort (TV, 1) mit umgekehrtem Zeichen nimmt 
und diese im richtigen Sinne an die Abl®nno: des Kreiseso o
anbringt. Da ahfserdem sich die Lage der Mikroskope gegen 
den Kreis ändert, so mufs der Zenith- od&% Nadirpunkt bei 
jedef Beobachtung nach No. 24 dieses Abschnitts bestimmt 
und durch die Anwendung des jedesmaligen Zenitlipunkts 
die Aenderung der Mikroskope eliminirt werden. Ferner 
ist bei den reflectirten Beobachtungen noch darauf Rück
sicht zu nehmen, dafs man .den Stern refreSEirt stpenge ge
nommen in einer anderen Polliölie beobachtet, als die des 
Instruments, indem man die Zenithdistanz für den Punkt er
hält, wo der ldins+liche Horizont stellt. Da nun der Horizont 
imiifer in der Verlängerung der Axe des Fernrohrs steht, so 
ist seine Entfernung von dem Punkt® senkrecht unter der 
Mitte des Instruments gleich h tang s , wo h die Höhe der 
Axe des Instruments über dem Horizonte ist. Da nun in 
mittleren Breiten die Aenderung der Polhöhe für eine Toise 
gleich 0”. 0631 ist, so mufs man, wenn h in Pariser Fufs 
auseedrückt ist, 0”.0105 h tans ss zu der Zenitlidistanz desO ' O
reflectirten Bildes addiren.

Eine zweite Methode der Elimination der Biegung ist 
von Hansen vorgeschlagen und erfordert eine eigene Con- 
striiction des Fernrohrs, sodafs man das Objectiv und 0cu - 
lar desselben mit einander vertauschen kann. Sind die bei
den Köpfe des Fernrohrs so c'onstruirt, dafs deren Schwer
punkte gleiche Entfernung von der Axe des Instruments 
haben, so wird bei der Vertauschung derselben das Gleich
gewicht nicht gestört und man kann daher annehmen, dafs 
in beiden Fällen die Einwirkung der Schwereäjauf das Fern
rohr dieselbe ist. Ist dann in einem Falle der Punkt 180 
des Kreises nach dem Nadir gerichtet und liest man an

29*
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dem einen Mikroskope, welches das Hauptmikroskop heifsen 
soll, die Zenithdistanz ab, so wird im anderen Falle der 
Punkt 0 dem -Nadir entsprechen und die Ablesung an dem
selben! Mikroskop 180u' +  Zenithdistanz sein. Ist daher | die 
von d'cr Biegung befreite Zenithdistanz und Sjind die wagen 
der Theilungsfehler verbeßäe.rten Ablesungen im ersten Falle s, 
im zweiten z'. so hat man:

£  =  z  — ( -  d  c o s » ?  “ i -  a" cos  2 z (inl c o s  3 z  — ! -  . . . *4-
-+- Jfsin2z-+- i/Lin 3s:... — (IS O 0 -+-N ) -1- d  — d ’ -\-d"— .. 

g =  z' — d cos s -+- a”cos,& — tScos 3 z 4- . . . — f/ sin z
-4- 6”siijj2z — //"sin 3z... — (1800 -+- N ') — d  — d' — d" —..

Das Mittel ans Heiden Gleichungen giebt daher, wenn 
man die Zenithpunkte 180° + A und 180" +1V' mit Z und Z’ 
bezeichnet:

£  =     —  - + -  o " c o s  2 z  .  . .  • +  J ” s i n  2 *  —  . . .  —  a "  —  . . .s 2
oder, das Mittel der Zenithdistanzen in beiden Lagen ist von 
den ungeraden Gliedern der Biegung völlig frei und nur noch 
mit den geraden Gliedern, behaftet, wenn solche vorhanden 
sind.

Ferner giebt die Differenz der beiden Gleichungen:

0° =    —— — — — deosz —wcos 32 —... — i/sinz...— z — ...
—  d  —  a "  —  . . . ,

sodafs man also auf diese W eiw  durch Beobachtung von 
Sternen in verschiedenen Zenithdistanzen oder eines in ver
schiedenen Zenithdistanzen aufgestellten Collimators die un
geraden Glieder der Biegung bi&stimmen kann.

Diese erhält man überhaupt immer, wenn man das Fern
rohr in zwei genau um 180&fr< verschiedene Lagen bringt. 
Stellt man zu dem Ende zwei Collimatoren so auf, dafs deren 
Axen durch die Mit^ä1 der Axe des Instruments gehen und 
richtet dieselben durch Oeffnungen, welcheijzu dem Ende in 
dem Würfel der Axe( dg? Instruments angebracht werden, so 
auf einander, dafs ihre Fadenkreuze zusammenfallen, so be
schreibt das Fernrohr, wenn man dasselbe ̂ zuerst auf den 
einen, dann auf den anderen Collimator richtet, B e i®  180° 
und wenn man daher den Kreis in beiden Lagen abliest und 
die wahre Zenithdistan£j das Collimators £ ist, so ist in der 
einen Lage:
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£ —  z -(-« 'cos z •+ a'coS 2 z +  «."'cos 3 s -t - . . .  +  6' sin z -+■ ft"sin 2z 
—1- br' sin 3 z —f-  . . . —  Z  —(- fl —  u" —1— a!"

und in de>’ ändern
180 -t- S —  *■' —  $?ossr-)-dj.'(;os2g—  «/"cos 3 z -f - . . .  —  “k  ̂ ' s*n

—  b"! sin 3 z . . . —  Z  -H u! —  <1 -H
also :

z '—  z —  180 ,
0 = ------   ̂ —  a cos z —  u z —  • • • —  J sin z —  h sin 3 z —  . . .

und da man bei diesen Beobachtungen beide Mal dieselben 
Striche Inur bei verschiedenen Mikroskopen benutzt, so sind 
diejs Gleichuntgm für die ungeraden Glieder der Biegung 
von den Theilungsfejj'lern ganz unabhängig. Macht man die 
Beobachtungen für verschiedene z, also in verschiedenen Nei
gungen des Fernrohrs, so erhält inah- siiH Anzahl solcher 
Gleichungen, aus deiien man die wahrscheinlichsten Werthe 
der C^fficienten bestimmen kann.

In der horizontal™ Lage des Fernrohrs haben diese Beob
achtungen keine Schwierigkeiten, bei beträchtlicher Neigung 
des Fernrohrs würde aber der eine d&g Collimatoren sehr 
hoch zu stehen kommen und es könnte daher die feste Auf
stellung desselben Schwierigkeiten haben. Man kann aber 
statt dieses Äolhmators einen Planspiegel anwenden, den man 
in 1 je inigei« Entfernung vor dem Objective des Fernrohrs auf- 
stollt oder am beswn an einem Arme so an einem der Pfeiler 
in der Verlängerung der Axe des Instru^nentes befestigt, _ dafs 
man denselben duEh Drehen des Arms leicht in eine belie
bige Lage bringen kann *). Befestigt man dann aufserhalb 
des Oculars des Collimators eine Glasplatte unter einem W in
kel von 45°**), durch welche man Licht in das Fernrohr re- 
fle'ctirt, und die man, wenn man sie nicht benutzt, zuriiek- 
sbhlagen kann, so wird man, wenn man das Fernrohr nahe 
senkrecht auf dem»Spiegel richtet und durch das Planglas 
hindurch in das Fernrohr sieht, nicht allein die Fäden auf

*) Der'fSpSSg'd mufs so gestellt werden können, dafs eine horizontale 
Linie in seiner Ebene senkrecht auf der Axe des Fernrohrs ist.

**) Dies Glas mufs so befestigt sein, dafs man die Neigung gegen das 
Ocular ändern und dasselbe um die Axe des Fernrohrs drehen kann, damit 
man immer das Licht gehörig auf den Spiegel reflcctiren kann. Auch ist es 
besser, wenn man zu dem Zwecke ein Ocular mit nur einer Linse an wendet, 
weil man dann das refl'ectirtc Bild deutlicher sieht.
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hellem Grunde, sondern auch die von dem Planspiegel rejj 
flectirten Bilder derselben sehen, und man kann daher da
durch, dafs man Bilder und Fäden zur Coincidenz bringt, den 
Collimator senkrecht auf den Spiegel gellen. Stellt man durch 
dieselbe Methode das Fernrohr des Instruments senkrecht auf 
den unverrückt gehlioheneiuSpiegel und stellt dasselbe nach
her auf den Collimator ein, so durchläuft dasselbe genau 180" 
und man kann daher durch Ablesung des Kreises in beiden 
Stellungen wie vorher die ungeraden Glieder der Biegung 
finden. Diese Beobachtungen werden am Besten in einem 
dunklen Zimmer angestellt, indem man das Lieht von einer 
Lampe ins Fernrohr reflectirt, und die  ̂einzige Schwierigkeit 
ist die Herstellung eines Planspiegels, der starke Vergröfse- 
rungen erträgt. Da aber der Spiegel nur von der Gröfse
der Oeffnung des Collimators zu sein braucht und derselbe 
immer nur für senkrechte Reflexion angewandt uird, so wird 
die Herstellung eines solchen Spiegels nicht unmöglich sein.

Die Cosinusglieder der Biegung kann man caucli durch 
Beobachtung der Zenitndistanz eines Objects in beiden Lagen 
des Kreises bestimmen, wozu man sich eines Collimators odeB 
bfi^er des Spiegels bedient, den inan in verschiedene Lagen 
bringt, und auf welchen das Fernrohr'senkrecht gestellt wird. 
Aus der ersten und dritten der Gleichungen (5 ) folgt nämlich:

z  y  i_  „ > !  y ’

180“ =   — -------------H <*'coss-t-al'cos2£-|-al'lcos3z + . . . +  a! —• a ' +  a ",

wo Z =  180 +  IV, Z' =  180+1V' und s und z" die in beiden 
Lagexi gemachten Ablesungen, wegen der Theilungsfehler cor
rigirt, bezeichnen.

Es lassen sich mithin alle Glieder durch einfache Beob
achtungen leicht bestimmen bL auf die geraden Sinusglieder. 
Um diese zu bestimmen, müfste man Mittel haben, das Fern
rohr gCHHu um bestimmte Winkel zu bewegen, die nicht 
90° oder 180° sein müssen. Eine Vorrichtung, welche die 
Bewegung um einen beliebigen Winkel möglich macht, ist 
bis jetzt nicht bekannt, indessen kann man durch den vorher 
beschriebenen 'Spiegel und zwei Collimatoren das Fernrohr 
auf die Zenithdistanz von 45° richten, was die Bestimmung 
der von dem doppelten Winkel abhängigen Sinusglieder mög
lich macht. Man stelle zu dem Ende den Spiegel so, dafs,
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wenn das Fernrohr senkr&glit darauf gestellt w ird, es nahe 
45° von dem Nadir entfernt ist und stelle in dieser Lage de£ 
Spiegeleiern Fernrohr veriical über de5ü Spiegel und eipen 
Collunator horizontal davor .auf, so dafs die Axen der beiden 
Fernrohre rrfffli der Mitte des Spiegels gerichtet sind, was 
rnan leicht dadurch erreicht, dafs man die Object:-\s_e bis auf 
eine sehr kleine Oeffnung in der Mitte bedgphjt und ebenso 
den Spiegel bis auf einen kleinen Kreis um den Mittelpunkt 
und die Fernröhre so lange verrückt, bis das Licht von dem 
unbedeckten Theile des Spiegels in die Oeffnungen des Ob- 
jectivs refleetirtjjwird. Nachdem dic&S g^sthehen, dreht man 
den Spiegel fort und stellt die Collimationslinie des vertica- 
1 eu Fernrohrs genau vertieäl mittelst eines darunter, gestellten 
künstlichen Horizonts, den Cöllimator dagegen genau hori
zontal durch ein Niveau, nachdem inan sich davon überzeugt 
hat, dafs die Collimationslinie desselben mit der, Umdreliungs- 
axe 'zusammenfällt. In dem Falle machen die Colbmations- 
linien der beiden Fernrohre Lilien ’rechtcn Winkel^ Dreht 
man dann den Spiegel zu seiner früheren Stellung zurück, so 
giebt es eine Stellung desselben, bei welcher die von dem 
Fadenkreuz des ein® Collinuffors auffallenden Strahlen auf 
das andre reflectirt werden und wenn dies der Fall ist, macht 
der Spiegel einen Winkel von 45° mit der Verticallinie. Rich- 

|Tc1j] man danti das Fernrohr senkrecht auf den Spiegel und 
nachher senkrecht auf den Nadirhorizont, so bewegt man das 
Fernrohr genau um. 45 Grade. Nur ist aißlh hier in aller 
Strenge ein® kleine Correction anzubringen, wegen der ver
schiedenen Polhöhen in denen sich die Collimatoren befinden. 
Ist y der Winkel, den der verticale Collimator mit der Yer- 
ticallinie des Instruments macht, x  dagegen der Winkel, wel
chen der hofizoiiit$l&.Gollimator mit dem Horizonte des Instru
ments macht, so ist dep Winkel, welchen das auf dem Spie
gel senkrechte Fernrohr mit der Richtung nach dem Nadir 
macht :

4.5.S +  1 O —
wenn dije beiden Collimatoren auf verschiedenen Seiten der 
Axe des Instruments aufgystellt sind, oder wenn h und K die 
Entfernung des horizontalen und verticaleu Collimators von 
der Yertic&llhiie düs Instruments ist, und wenn aufserdem b
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die am Niveau bestimmte Neigm«? des hoi tzontaleu Gollima-© O
tors ist, positiv, wenn das dem Instrumente nähere Ende das 
höhere ist, so ist der Winkel gleich:

45» -+ - 0" . 0052.1 /: —  /: ')  -+  4 b .

Bezeichnet ftan diesen Winkel mit |p dagegen die Ab 
lesung a.m Kreifee für den Nadirpunkt und für die Richtung 
senkrecht auf den Spiegel, also für ehe Zenithdistanz I8Q0 
und 135° mit z' und iStitik

i  =  z' —  z —  a!  ( 1  -  i }/  2 )  +  a”  -  a '"  ( 1  +  I  f E )  —  b’ M  2  +  b" -  i " \ }  2

Macht man dieselbe Beobachtung auch für 225° Zenith
distanz, und ist z' wieder der Nadirpunkt, z" die Ablesung, 
wenn das Fernrohr senkrecht auf den Spiegel gerichtet ist, 
so ist in dem Falle:
?{ =  *" — — i W  —  <i"+a!"  (1 + 1 ] /  2) — b '\ y z - +  6” — S  J-]/2, 
mithin ist:

vorausgesetzt, dafs der Nadirpunkt bei beiden Beobachtungen 
dejselbe war.

E. V on  der UnteiM uW hung der F e h le r  der M ik r o -  
^najeter sch rau ben .

9. Die Messung den Entfernung zweier Punkte mittelst 
einer Mikromöterschrauße setzt voraus, dafs das lineare Fort
rücken der Schraube und des mittelst derselben bewegten 
Theiles des MikrometeTftpparats z. B. des Mikrometerfadens 
den Angaben des Schraubenkopfs und der Scale, welche die 
ganzen Umdrehungen der Schraube angiebt, proportional ist. 
Diese Bedingung ist aber nie strengSerfüllt, indem theils die 
Windungen einer Schraube an verschiedenen Stellen demsel
ben nicht von gleicher Gröfse Sind und daher ein ungleiches 
Fortrücken durch eine ganze Umdrehung der Schraube be£, 
wirken, theils auch gleiche Theile derselben Umdrehung ei
ner verschiedenen linearen Fortbewegung entsprechen. Im 
Vorigen war schon angegeben, wie man die Ungleichheiten 
dek Schrauben der Ablesungsmikroskope bestimme^ kann, in 
welchem Palle man indefs1 immer nur von wenigen, gewöhn
lich nur zwei' Umdrehungen der Schraube Gebrauch myVht. 
Es soll daher hier noch der Fall behandelt werden1, wo man
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die En&drehungcn der Schraube ihrer ganzen Länge nach zu 
Messungen benutzt.

Die Gröfsen, 'die man den Theile n einer Einzelnen Um
drehung» der Schraube hinzuzufügen hat, um daraus die wahre 
Fortbewegung der Schraube zu erhalten, kann man sinh wie
der durch eine periodische Function der Angabe des Sclirau- 
beukopfes dargestellt denken, sodafs, wenn u die am Schrau
benkopfe gemachte Ablesung bezeichnet, die daran anzubrin
gende Correction von der Form:,

a j cos u -f - b | sin u -f- a,2 cos 2 u -f- b2 sin 2 u - f - . . . 

ist. I)i£se Unregelmäfsigkeiteu werden sich bei den einzel
nen Schraubengängen nahe wiederholen, sodafs man die Coeffi- 
fcienten a , , bl etc. für die verschiedenen Schraubcngänge als 
gleich ansehen kann. Man wird diese Annahme wenigstens 

‘ für mehrefe auf einander folgende Schraubengänge machen 
können und die Coefficienten aus dem Mittel der bei mehre
ren solchen Schraubengängen gemachten Beobachtungen be
stimmen und daun diese Bestimmung für verschiedene Theile 
der Schraube wiederholen.

Mifst man nun eine lineare Entfernung, deren wahrer Werth 
gleich f  sein soll (z. B. die Entfernung der Fäden eines Col- 
limators), mittelst Einstellung des Mikrometerfadens auf die 
beiden Endpunkte des, Objects, so hat man, wenn u und u 
die Ang-Jroen der Schraube für den Anfang und das Ende 
sind:

f  —  v! —  « -+- a, (cosv! —  cos«) -f- i , (sinu —  sin«) +  a 2 (cos 2u' —  cos 2u)
-+- b 2 (sin 2 if —  sin 2 «) +  . .  .

Mifst man niui dieselbe Entfernung von verschiedenen 
Stellungen der Schraube aus, indem maE zuerst mit der Stel
lung 0r. 00 anfängt (d. h. die Beobachtung so einrichtög dafs 
man am Schraubenkopfe 0r. 00 abliefet , wenn der Mikro- 
meterfaden den Anfangspunkt des Objekts deckt) dann von 
0’ . 10, 0r. 20, und so fort für jeden Zehntheil durch die ganze 
Umdrehung der Schraube, so bann man annehmen, wenn die 
Coefficienten « , ,  5 ,,.etc. wie es nmer der Fall ist, klein sind, 
dafs f  gleich dem Mittel aller beobachteten Werthe von u — i t  
ist, ebenso kann man sich auch erlauben u-{- f  statt u’ zu 
setzen. Bezeichnet’ dann f  didses Mittel, so giebt jeder beob
achtete Werth von u — u die Gleichung:
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u —  u — /  =  2 o., sin l /s in  f « -f- i j f )  —  26j sin^cosftij -f» \ f)
+  2 « ,  sin f  sin (2 « + / )  —  2 6a sin/  costf -̂w -+ - /)

und man erhält dann aus allen 1 0 Gleichungen dieser Beob- 
achtungsreihc, da die Werthe von u die ganze Peripherii dureli- 
laufen:

10 «i sin i f =  JS (uf —  u — f )  sin (m +  y / ’)
10 61 sin —  £  (k1 —  w — / )  cos (m i j /)
10 a2 sin f  =  SS (u —  u — /*) sin (2 u -4- f )
10 6 2 sin f  = —  SS (u — u — f )  cos (2 u + /* )>  

aus welchen Gleichungen man die Wcrtlin, der Cotflicienten 
bestimmen kann.

Bessel beobachtete z. B. am Königsberger Heliometer 
mittelst der.ABkrometeKchrauJie. die jJLänge., eines Zwis^en- 
raums, n^he gleich einer halben Umdrelnmg der Schraube, 
von verfshiedenen Anfangspunkten der SjJjraube-Aus und fand 
im Mittel au,s* den Beobachtungen für 10 einzelne Umgänge 
der Schraube*):,

lsLfer£mes5ener Zwischenraum u —  u 
Anfang 0 Zehntliefle 0 '. 50045

1 0 . 496*90x '
2 0 . 4944.0
3 0 . 49240
4 0 . 49260
5 0 . 49555
6 0 . 49905
7 0 . 50140
8 0 . 503!4Ö
9 0 . 50350

| Ä f = 0  .ApO fiä =  179” 16'.0.

Daraus erhBt man z. B .:
t i — u— /  (V— « —/ )  sin («+--U 1**.

4 -  0 . 002485 . +  0 . 0 0 ^ 8 5
—  0 .0 0 1 06'ä — 0 .0 0 0 8 6 5
— 0 . 003565 —  0 .0 0 1 1 2 3
—  0 . OOp S  + 0 .0 0 1 6 8 6
—  0 .0 0 5 3 6 5  + 0 .0 0 ^ 3 2 0
—  0 . 002416 +  0 . 001M45
+  0 . 0 0 1 ® !  — 0 .0 0 0 8 8 2
+  0 .0 0 3 4 3 5  — 0 .00 1 08 3
+  0 . Ö0ö4gjö +  0 .0 0 1 6 4 6
+  0 . 005535 _ +  0 J 0044_57

Summe + 0 .0 1 3 0 5 G .

*) Aströnommehc Untersuchungen Bd. 1, pag. 79.
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Danach wird, da sin 5 / ' =  1 ist:
10 a, =  +  0 . 013051) k 

pbensoB 10 6, =  —  0 . 024874
0 .1 2 8 « ,  =  +  0 .0 0 0 1 4 7  
0 . 128 b2 =  +  0 . 000337.

Bessel machte dann eine ähnliche Beobachtungsreihe, in
dem er eine Entfernung nahe gleich einem Viertel der Um
drehung der Schraube maafs, und fand:

7 . 339 o , =  +  0 . 015915 
7 . 339 6, =  —  0 . 016126 
1) . 970 a2 =  —  0 . 004987 
9 . 970 k  =  —  0 .000576,

woraus durch die Verbindung der beiden Bestimmungen nach 
No. 24 der Einleitung Anm. 2 folgt:

=  +  0r. 001608 
6, =  —  0 .002386  
o , =  — 0 . 000499 
6 , =  —  0 .000057.

Diese.-periodischen Ausgleichungen der Schraube mufs man 
dann an alle Ablesungen des Schraubenkopfes anbringen. 
Man kann aber auch die Beobachtungen so anordnen, dafs 
man dadurch diese periodischen Glieder ganz eliminirt. Mifst 
man nämlich eine Entfernung, wenn die Schraube zu Anfang 
die Stellung— 0r. 25, dann aller;,auch, wenn diese Stellung 
-4-0r. 25 ist, sodafs also u bei beiden Beobachtungen — 90° 
und + 9 0 °  wird, so heben in den beiden Ausdrücken für f  
die in den Sinus und Cosinus der einfachen Winkel multi- 
plicirten Glieder einander auf, sodafs also das Mittel aus bei
den Beobachtungen frei von diesen Gliedern wird. Ebenso 
erhält man f  von diesen sowohl 3rls den vom zweifachen 
Winkel abhängenden Gliedern frei, wenn man die Messung 
fünfmal wiederholt, indem man nach einandef von den Stel
lungen der Schraube — 0r. 4, — 0r. 2 , 0, -+- 0r. 2 und -+- 0r. 4 
ausgeht.

Um nun die Gleichheit der Schraubengänge zu prüfen, 
kann man dieselbe Entfernung, die nahe gleich einem Schrau- 
benumgange oder einem Vielfachen eines Schraubenumgangs 
ist, an verschiedenen Stellen der Schraube messen und man 
wird am besten thun, diese Beobachtungen nach dem Vori
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gen So anzuordnen, dafs die periodischen Ungleichheiten der 
Schraube eiiminirt werden.

Bessel naä&fsi mit derselben Schraube eine Entfernung, 
die nahe gleich zehn Umdrehungen der Schraube war, indem 
er nach einander -Gon den Stellungen der Scale der Schraube 
0'', 10’', 20r,®etc. ausgftig. Auf diese Weise fand er:

Anfang der Schraube 0 ’ 10. 0142
10 20 .'0147
20 3 0 .0 1 3 1
30 4 0 .0 1 2 2
40 50 . 0107

etc.,

wo jede Zahl das Mittel ausjö Messungen ist, die zweite z. B. 
bei den Stellungen der Schraube 9’ . 6, 9’ . 8, 1 0 , 1 0 . 2  und 10.4. 
Ist dann die wahre Entfernung 10,'-|-a :1 und sind die3(Ä.us- 
gleichungen der Schraube für die Stellungen 10, 20, etc. 
fio, /jo 5 etc. so hat man, da man f 0 —  0 nehmen kann*):

•Y =  +  0 - ® # ' «
X , =  +  0 . 0 1 4 7 - t - / 2 o —  / , , ,
.-r, =  0 . 0131 - t - / 30 — / 20

etc.,

Ebenso maals er auch feine Entfernung, die gleich 20r-t-a;2 
war, indem er wieder von . verschiedenen Stellungen der 
Schraube ausging, und erhielt dadurch ein System von Glei
chungen :

X 2 1 ■ a  1 f ‘l o

X 2 “f“ fl  0 f l  0
etc.

Aehnliche Systeme erhielt er dann auch, indem G j Ent
fernungen gleich 30r +  x 3 etfc. maals und aus allen diesen 
Gleichungen wurden dann die Werthe von x lf x 2, x 3 etc., so
wohl als auch die Ausgleichungen der Schraube in den Stel
lungen 10 , 20 etc. oder f20, etc. jjqstimmt.

*)>iEbenso wie / „  willkiihrlich ist, also gleich Null angenommen werden 
kann, so iHldies auch mit der Ausgleichung des letzten Sftalentheils, welchen 
man benutzt, den Fstll.
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/(),U'-i-ve. «./• J hi 'k'f-i’-m ■
II. Das Azimutal- und Hölleninstrument.

10. Bei dem Azhnutahnstrument stell! der eine der bei
den Kreise die Eb,eng‘ des Horizonts vor und soll daher ge
nau horizontal liegen. Er ruht deshalb auf drei Schrauben, 
durch welche man seine L;Ee gegen den wahren Horizont 
vermittelst eines Niveau’s, wie man nachher sehen wird, be
richtigen kann. Da indessen djese Berichtigung selten ganz 
.genau geschehen wird, so wird imme^ noch eine kleineuN.ei- 
gui|g des Kreises, gegen den Horizont vorhanden sein. Es 
.sei daher P der Pol dieses Kreises des Instruments^ während 
der Pol des wahren Horizonts das Zenitli Z ist und es sei i 
der Winkel, welchen die Ebene des Kreises mit der Ebene 
des Horizonts macht oder der Bogen des gröfsten Kreises 
zwischen P und Z. Durch den' Mittelpunkt dieses, in Grade 
und deren Unterabtheilungen getheilteu, horizontalen Kreises 
des Instruments geht nun ein Zapfen, v\«jl|h<ijj| die Nonien 
trägt, die in der Regel auf einem vollen, mix dem ersteren 
concentrischen Kreis,^angebracht sind. Der Nonienkreis trägt 
zwei Stützen, welche möglichst gleich sind, und die an ihrem 
oberen Ende Pfannenlager haben, egon denen man das eine 
vermittelst einer Schraube höher imd niedriger stellen kann. 
In diesen Lagern lifigt nun die horizontale Axe, welche das 
Fernrohr und den Plöhcnkreis trägt. Der Nomenkreis ist 
fest mit dem Lager verbunden, dagegen läfst sich das Fern
rohr zugleich mit dem, dem ersteren Kreise concentrischen 
Höhenkreise um aili Axe bewegen. Da man nun auch deu 
Nonienkreis des Azimutalkreises um seine Axfiibewegen kann, 
so kann man das Fernrohr auf jedes beliebige Object ein
stellen und die demselben entsprechenden sphärischen Coor
dinaten an den Kreisen des Instruments ablesen. Der W in
kel, welchen die Linie durch die beiden Zapfenlager mit dem 
horizontalen Nonieukreis macht, sei nun i ’ und es sei K  der 
Punkt, in welchem diese Linie nach der Seite des Kreisendes 
zu die scheinbare« Himmelskugel trifft, ferner sei b die Plöhe 
dieses Punktes über dem wahren Horizonte. Da man nun 
mit dem Instrumente immer nur Azimutalunterschiede mifst 
(wenn man für jetzt noch die,Ablesungen an dem Höhen
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kreise aufser Acht läfst), so wird es gleichgültig sein, wo 
man die Azimute auf dem Instrumente zu zählen anfangt. 
Es wird aber bequem sein, den Anfangspunkt derselben so 
anzLineliüren, dafs er Bezug auf das Instrument hat und da 
nun P und Z sich nicht ändern, so lange man das Instru
ment nicht verrückt, K  dagegen volle 360° durchlaufen kann, 
wenn man den Nonienkreis um sein VF Axe bewegt, so kann 
man als Anfangspunkt der Zähhing der Azimute auf dem 
Instrumente diejenige Ablesung nehmen, welche man macht, 
wenn E  mit P uud Z in einem VerticalkreiseSliegt. Diese 
Ablesung sei a0. Für jede andre Ablesung nimmt man dann 
immer denjenigen Punkt der Theilung, in welchem der 
verlängerte Bogen P K  die Ebene des Kreisest trifft und dies 
wird immer erlaubt sein, weil dieser Punkt von den durch 
die Nonien angegebenen Punkten immer nur um einen con- 
stanten Winkel verschieden ist. Endlich soll mit A das auf 
dem wahren Horizonte, aber von demselben Anfangspunkte 
gezählte Azimut bezeichnet werden.

Denkt man sich nun drei auf einander senkrechte Coor- 
dinatenaxen, von denen eine senkrecht auf der Ebene des 
wahren Horizonts ist, die beiden ändern aber in der Ebene 
desselben liegen und zwar so, dafs die Axe der y nach dem 
Punkte gerichtet ist, von wachem aus die Azimute nabh der 
vorher gemachten Annahme gezählt werden, so sind d:e drei 
Coordinaten des Punktes K  auf diese Axen bezogen: 

z —  sin b, y  —  cos b cos zMW 
und x  —  cos b sin A.

Ferner sind die Coordinaten von Zf, bezogen auf drei 
rechtwinklige Coordinatenaxen, von denen eine senkrecht auf 
der horizontalen Ebene des Instruments steht, während die
beiden ändern in dieser horizontalen Ebene liegen und zwar
so, dafs die Axe der x  m t derselben Axe im vorigen System 
zusammenfällt:

z =  sin i 1, y  =  cos V cos (a —  a0) , x =  cos V sin (a —  a0).

Da nun die Axe der z im ersten System mit der Axe 
der z des ändern Systems den Winkel i macht, so hat man 
nach der Formel (1) für die Transformation der Coordinaten:

sin b =  cos i sin i ’ —  sin i cos i ’ cos (a —  <i0) 
cos b sin A  =  cos i' sin (a —  a0) 
cos b cos A  —  sin i sin i ’ -f - cos i cos i' cos (a —  a0).
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Man erhält 1 [iese Gleichungen auch durch die Betrach
tung des Dreiecks zwischen dem Zenith Z , dem P ole 1 de  ̂
Azimutalkreises P und dem Punkte-W, dessen Seiten PZ, PK  
und Z K  beziolilich i, 90° — i' und 90" — b sind, wähSsnd die 
denifSeiten P K  und ZK  gegenüheVstehenden Winkel A und 
J80" — (« — a„) sind.

Da nun l>, i und wenn das Instrument nahe berich
tigt ist, kleide Gröfsen sind, so wird cs erlaubt sein, die Co
sinus dieser Winkel gllifch Eins zu |vtzeit! und die* Sinus mit 
den Bogen zu vertauschen, sodai’s man*rhält:

h =  i —  i cos (a a 0) (a)
A  =  a —  « 0.

Das Fefnrolir ist nun senkrecht auf der horizontalen 
AxCjjdes Instruments 'Gefestigt. Die Gesichtslinie desselben 
sollte wenfalll senkrecht auf dieser A re sein, es soll indes
sen vorausgesetzt werden, dafs dies nicht der Fall ist, son
dern dafs dieselbe mit der Seite der Axe nach dem Kreis
ende zu den Winkel 90°-f-c macht, wo der kleine Winkel c 
der Collimationsfehler Kanannt wird. Di^se Gesichtslinie wird 
bezeichnet durch die Linien von der Mitte des Objectivs 
nach einem im Brennpunkte degs. Fernrohrs befindlichen Fa
denkreuze, welches s.icli vermittelst Schrauben senkrecht ge
gen die Gesichtslinie verschieben läfst, sodafs man den W in
kel c beliebig^ändern kann.

Es sei nun das Fernrohr nach einem Punkte 0  des 
Himmels gerichtet, dessen Zenithdistanz*G und dessen Azi
mut e ist. Dann sind die Coordinaten desselben bezogen auf 
die Axen <Jer z und y nach I No. ■2’: cos z und sin z cos e. 
Nun geh® die Theilung auf ddm Kreise von dar Linken zur 
Rechten, d .h . in derselben Richtung" in welcher man diJ 
Azimute im Horizonte herum zählt. Ist also das Kreisende 

_ links, so zeigt das Fernrohr naZh einem Punkte, dessen Azi
mut grofser ist als das des Punktes I( , und wenn man also 
die Axe' der y nach dem Punkte gedreht denkt, wo sie in 
einem Yerticalkrei^e mit K  hegt, so werden dann die Coor
dinaten: cos z und sin z ces ( e — A). Dies gilt für Kreis 
Koks, während man für Kreis rechts A — e statt e — A nehmen 
muff. Denkt man sich nun den Punkt 0  auch auf ein Coor- 
dinatensystein bezogen, von dem die Axen der x  und y in
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d^r Ebene des Instruments liegen und wo die Axe der y 
nach dem Punkte K  gerichtet äst, so ist die Coordinate y des 
Punktes 0 gleich —  sin c, und da die Axen der z in beiden 
Systemen den Winkel b mit einander bilden, so hat man 
nach den Formeln für die Transformation der Coordinaten: 

—  sin c =  cos z sin b +  sin z cos b cos (e —  Ä).

Man erhält diese Gleichung auch durch die Betrachtung 
des Dreiecks zwischen dem Eenith X, dem Punkte K  und 
dem Punkte 0 , auf den die Gesichtslinie des Fernrohrs ge
richtet ist, indem die Seiten Z O , ZK  und OK  beziehlieh 
gleich z,  90° ■— b und 90° -+- c sind und der Winkel K Z O  
=  PZ  0  — PZ K —  e — A ist.

Da nun b und c kleine Gröfsfen sind, so erhält man:
—  c =  b eos z +  sin z cos (e —  A), 

oder endlich, wenn man für A seinen vorbei'gefundenen Worth 
aus den Gleichungen (a) setzt:

0 =  c -+- b cos z +  sin z cos [e—  (ns —  er0)].
Daran! folgt, dafs

cos [e—  (a —  »„•)]
eine sehr kleine Gröfse von der Ordnung der Gröfsen b und 
c ist. Schreibt man also dafür:

sin [90° —  e +  (a —  «„)], 
so kann man den Sinus mit dem Bogen vertauschen und man 
erhält:

0 =  c +  5 cofe -+- sin z [90" — e +  (es —  a0)].
Diese Formel gilt, wie schon oben bemerkt ist, für 

Kreisende links. Wär<j*das Kreisende rechts, so hätte man 
A — e statt e — A nehmen müssen und dann erhalten:

0 =  c - ( -  b cos z - f -  sin z [90° —  ( a — a 0)  +  e\.
Man erhält daher das wahre Azimut e durch die For

meln :
e —  a —  d.K —f- 900 —|— —-  -f l  6-cotang z für Kreis links 

siu z
und

e —  a —  a„ —  9 0 ° ------ -- — b cotang z lur Kreis rechts,
sin z

oder, wenn man A das an den Nonien des Instruments ab
gelegene Azimut und den Indexfeliler der Nonien nennt, 
sodafs A A A das vom Meridianpunkte des Kreises auf 
demselben gezählte Azimut ist:

e — A  +  Azf = t  g(£psec z A= l  cotang z,
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wo das obere Zeichen wieder* für Kreis links, das untere für 
Kreis rechts gilt.

ten.
11.
Es

Fig. 14. 
B

Man kann diese Efmneln einfach geometrisch ablei- 
sei Fig. 14 der- Horizoht in dbrEb'ene des Pap^eSp, 
dann wird der Verticrlkjggis, in welchem das Ob
ject hegt, durch eine gerade Linie vorgj&stellt wer
den, in denen Mitte das -Zenith Z liegt. Nimmt 
man nun an, dafs sich das Fernrohr um eine Axe 
bewegt, welche uul bj&jSfgen den Horizont geneigt 

> istM&ja wird dasselbe jetzt eiuFnbgröfsten Kreis be
schreiben, welcher zwar Hoch durch die PunkteAl 
und B dc’rs! Horizonts geht., aber um de'ii Bogen b 
vom Zeukli absteht. Nimmt man nun an, dafs 
man das Azimut des Verticalkreises A Z abliest, so 
wird das mit dem Fehler Neigung behaftete 
Fernrohr üiach 0  zeiget^ also wird man, wenn das 
Fernrohr rechts oder der Kreis links ist, ein zu 
kleines Azimut ablesen und man wird haben: 

sin 0  0 ' =  sin A 0  sin b 
=  cos z . sin b.

Man liest nun aber, einen Azimutalwinkel ab, d. h. den 
Winkel, unter welcliem 0 0 ’ von Z aus erscheint, mithin ist 
der Winkel 0 Z 0' die gesuchte Correction Azl des Azimuts

JL

und da 
also

F i Ä 5 .

sin 0  0 '  =  sin Z  0  sin & A,

sin A A  =  cotang z sin b,

.smhat man also hei Kreisende links zum abgelesenen 
Azimute die Correction wegen der, Neigung b hin
zuzufügen : /jjaoum'r,

Ebenso kann man nun auch die durch den 
Collimationsfehler lier.vorgöbrachM Correction des 
Azimuts finden. Es §ei wieder AB  de£j Vertical- 
kreis, welchen die Qpsi'ditslinie des Fernrohrs be- 
sclireibeii würde, wenn deaColiimatiorisfehler Null 
wärm Ist aber 90 -+■ c der Winkel, welchen die 
Gesichtslinie mit der Seite der Axe nach dem Kreis- 
eudofzu macht, so ■Bfsohreibt die Gesi< htslinie bei 
der Umdrehung um die Axe eineij Kegel, weicher 
auf der scheinbaren IKmmelsjjLugel einen kleinen

30
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Kreis atjschneidet, dessen Abstand vom gröfsten Kreise AB  
gleich c ist. Fig. 15. Dann liest man wieder bei Kreisende 
links ein zu kleines Azimut alj und wenn man wieder den 
Winkel A Z  0  mit A A bezeichnet, so ist:

• t A S'n Csm A n  =
sin £

oder :
A 4  =  +  c cosec*.

12. Esjsoll nun gägeigt werden, wie man die Gröfse der 
einzelnen Fehler Instruments bestimmt, damit man ein 
jedgg an einem solche'h Instrument beobachtetes Azimut ver
mittelst der vorher gegebenen Formeln auf das wahre Azimut 
reducireji kann.

Den Fehler b findet man unmittelbar nach den in-No. 1 
digses Abschnitts gegebenen Vorschriften, indem man ein 
Niveau auf die Zapfen der horizontal liegenden Axe des In
struments aufsetgt,. ]jg- war aber nach den iGleiclmngen (d) 
in No. 10:

h =  V —  i cosZ a  —  a 0),

wo i die Neigung der Ebene das Horizontalkreifes b gegen den 
Horizont, i ’ dagegen die Neigung der hoiizontal|n, das Fern
rohr tragenden Axe gegen den Horizontalkreis ist. Dies'e. 
Gleichung enthält drei Unbekannte-nämlich i', i und aa, zu 
deren Bestimmung daher drei Nivellirungen in verschiraenen 
Stellungen der Axe >aÖ3niacht werden müssen. Man nehme 
an, dafs man das Instrument aufieinen beliebigen Werth a 
bei irgend eiiffem Nonius eingestellt, und dafs man in dieseS 
Lag “ die Neigung der Umdreliun'gs^xe b gffünften hat. Dann 
stelle man nach einander auf a -+- 120" und a -+- 240" ein 
und es seien b1 und dßaNeigungau, welche man in diesen 
beiden Lagen beobachtet. Substituirt man nun diesjäjĴ VeVme 
in die obige Formel, löst die Cosinus auf und bsaenlct, dafs: 

cos 120° == —  £
und

sin t2 0 ° =  + . 4  f  3,
ferner:

cos 240° =  —  4
und

sin 240° =  —  \ 1''3,
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so erhält man die folgenden drei Gleichungen:
b =  i -— i cos (a —  « 0)
b , =  V -+* y  i cos (a —  a0) - f i t  sin (« — a0) |/ 3 
h2 =  i* -f - \ { cos (n—  a0) —  -\ i sin (a —  a0) ^ 3.

Addirt inan diese drei Gleichungen, s q  findet man:
 ̂~t- 

* ~  3
Zieht man aber die dritte Gleichung von der zweiten 

ab, so wird:
• - r  ̂  ̂l — b2i sm (a  —  «„) =  -

und, wenn man die zweite und dritte Gleichung addirt und 
davon die doppelte erste Gleichung abzieht:

Nivellirt man also die horizontale-.'Axe in drei Stellun
gen, welche die Peripherie in gleiche TlieilcHh eilen, so kann
man durch diese Formeln die Grölsen i, i' und aa und damit
die Neigung b für jede andere Einstellung nach der Formel: 

b =  i' —  i cos (a —  a0)
finden.

Um nun den Collimationsfehler zu finden, beobachtet man 
dasselbe entfernte irdische Object sowohl bei Kre.is rechts 
als aucfi bei Kreis links und liest beide Mal das Azimut ab. 
Ist a die Ablesung bei Kreis links, a  die bei Kreis rechts 
gebrachte Ablesung, so hat man die beiden Gleichungen :

e —  A -i- A A  b cotang z -f- c co’fjkc z
e =  A ’ -i- &A —  b’ cotang z —  c cosec z«:

aus denen man erhält:
A' —  A b' +  b

c cosec z =  — ----------—  cotang z.

Kennt man also die Neigungen b und // 1 beiden La
gen und liest man am Höhenkreise die Zenithdistanz z des 
Objects ab, so kann man durch Beobachtung desselben Ob
jects bei verschiedenen Lagen des Kreises den Collimations- 
fehler finden.

Hierbei ist aber vorausgesetzt, dafs sich das Fernrohr 
im Mittelpunkte der Theilung befindet oder dafs man, wenn 
dasselbe an dem einen Ende der''Axe angebracht ist, ein un
endlich entferntes« Object beobachtet hat. Isjtj dies nun aber

30*
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Fig 16 ni$ht der Fall, so mufs man an
o den gefundenen Collimationsfeli- 

/  1er nocli eine Correction anbrm- 
/  gen. Wenn man nämlich ein

/  Object 0  Fig. 16 mit dem Fern-
/  rohr, welches sich an dem Ende

/  F dex A-xV befindet, beobachtet,
/  so steht dies in der Richtung OF.

/  Der Winkel OFK  hsi 902 c0.
/  Denkt man sich nun im Mitiel-

^   _ / ________________ punkte de§ Kreiseg 31 ein Fern
rohr nach 0  hin gerichtet, so 

wird clgr Winkel OMK nach dem Vorigen gleich 90° +  c sein. 
Ist 0  unendlich weit entfernt, ^odals; M 0  parallel OF wird, 
so wird man 90" +  c„, statt 90" c setzen können; ist dies 
aber nicht der Fall, so wird man haben:

c = : Cq —f- j\IO F.
Da nun aJjeijj wenn cu sehr klein ist,

tang H O F —  - 
d

ist, wenn man die Entfernung 031 des Objects mit d und
die halbS A xel des Instruments mit o bezeichnet, so ist:

OJ = c 0+ T .
Ist also das Fernrohr an '-einem! Ehdo .der Axe und liest 

man das Azimut des Objects hei Kreis links ah, so wird man 
dasselbe um jsren Winkel A- zu klein, hei*E reS  rechts dahera
um denselben Winkel zu grofs erhalten. Bezeichnet man da
her die eî sjtej Ablesung mit A, den ©tollimationsfehler mit c0, 
so hat man die zwei Gleichungen:

e =  A  +  /\A -h  b cotang z +  ^c0 +  ^ ^ cos«c z

e =  4 ' ; +  —  Acotang^ —  ^c0 +  ^ ^ coscc z,

aus denen man, wenn d anderweitig bekannt ist, den Colli- 
mationsfehler bestimmen kann.

Wenn das Fernrohr an einem Ende der Axe befestigt 
ist, so bewirkt dies eiugl Durchbiegring- der A xe, die den 
Collimationsfehler mit der Zenithdistanz Veränderlich matht. 
Ist das Fernrohr horizontal, so hat che Biegung der Axe kei-
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nen Einflufs auf den Collimationsfchier, da die Axe des Fern
rohrs dann nur erniedrigt wird und der Lage, die sie ohne 
eine, B.iggung der Axe haben würdet parallel bleibt. Ist aber 
das Fernrohr vertical, so bewirkt di'e Biegung der Axfe, dafs 
der W irket welchen die Collimationslmih- des Fernrohrs hach 
der des*jObjectivs zu xnit de?'- AxermaditS? vergrölsert
vvirdj ŝodafs sich also der Coilimationsfehler in dem Falle 
durch feinen Ausdruck von der Form c -f- a cos z darstellen 
lälst. Manrinufs danm, um c und n zu linden, den Collima- 
tionsfehler in der horizontalen,-Sowie in der vei ticalen Lage 
desl djgvnrohrs bestimmen, wozu die Methoden m N o.^ 2  die
ses AtaTchnittS' gegeben werden.

Wenn man kein irdisches Obje.et zur Beobachtung an
wenden kann, §.o kann man den Codimationsfehleigauch durch 
einen-Stern, z. B. den- - Polars'tern, bestimmend-*i*Stellt man 
nämlich zu einer Zeit t auf den Polarstern ein und liest das 
Azimut ab, kehrt man dann das Instrument mm und bringt 
den Polarstern wieder zur- Zeit t' auf das Fadenkreuz, so hat 
man die beiden Gleichungen:

e =  A  -t- A A  4 -  b eotang z 4 -  c,eesec z
und

■ <■/ =  zl’ 4 -  &A  —  5 cotang z —  gcpsAc z,
und dajnun

. d .Ä , , ■
e —  e -+- \t — t)z 

dt

ist, wo die Aenderung des Azimuts in der Einheit der
( i j - j

Zeit'für- die Zeit 1 - - bezeichnet, so erhält man:
Ä ’ — A '  d Ä '  t' — t b’ A -b

" f  8ec Ä =  - 2 -  d t ' “ 2 ---------- 2 C° tani -
Um endlich den Indexfehler p  /I zu bestimmen, stellt man 

wieder auf eilien bekannten Stern, -jgewöhnlich den Polarstern 
ein und liest das Azimut A ab. Ist dann t der Stundenwin
kel des Sterns, 18! erhält man das wahre Azimut e durch die 
F ormeln:

sin z sin e =  cbg S sin t
sin z tos e =  —  cos <p sin S 4 -  sin <p cos S cos t, 

und hat dann
l\A  =  c —  yl=f=J cotaug z =f geos^flz,1̂  _ B

wo das obere Zeichen für Kreisende links, das untere für
Kreisende rechts gilt.
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13. Dient das Instrument mir zum Messen von Azimutal
winkeln, so heilst dasselbe TheodoKth. Oft ist nun aber ein 
solches Instrument noch mit einem ITShenkreise verbunden, 
sodafs man mit demselben sowohl Azimute als auch Höhen 
beobachten kann. Dann ist an dem1 einen Ende der Axe, 
wie schon vorher angegeben, ein innerer, die Nonien tragen
der Kreis festgeklemmt, und um diesen dreht sich deS ge- 
theilte Kreis, welcher mit der Umdrehungsaxe fest verbunden 
ist. Hat man dann zubrst in einer Lagö,;des Instruments auf 
ein Objefct eingestellt und aic Nonien des Hölrenkreises abge
lesen, so dreht man das Instrument um 180° im Azimut und 
stellt wieder auf dasselbe Object ein. Zieht man nun die 
Ablesung iü' der zweiten Hage von der in dar ersten ab, oder 
umgekehrt, je nachdem die' Richtung der Theilung ist und 
halbirt diesen Unterschied, so erhält man die Zenididiatanz 
des gemessenen Gegenstandes^ oder$9trfebg genommen die Ent
fernung von demjenigen Punkte? in welchem die senkrechte 
UmdrChungsaxe des Instruments die'SIimmelskugel trifft, oder 
von dem früher mit P bezeichneten Punkte. Dies setzt aber 
voraus, dafs die W inkkl'i und i\ sowie der Collimationsfeh- 
1 qr c gleich Null sind. Man kann nämlich wieder annehmen, 
dafs die Ablesung am Höhenkreise da geschieht, wo eintl 
Ebeira, durch die Gesichtslinie des Eernrohri^senkrecht auf 
den Kreis gelegt, hintrifft. Das Fernrohr wird dann auf P 
eingestellt sein, wenn die gröfsten Kreise KO  und I(P zu
sammenfallen. (Vergl. No. 10 dieses Abschnitts.)

Von dieser Ablesung aus durchläuft das Fernrohr den 
Winkel PKO , bis die.Gesiehtslinie nach einem aufserhalb KP 
liegenden Punkte 0  gerichtet ist. Man liest also dann am 
Kreisj den Winkel PKO  ab, der nur dann durch die Seite PO 
gemessen wird oder gleich dem Abstande von 0  von P ist, 
wenn die Seiten 0 ^  und PK  gleich 90? sind. In dem Palle 
aber, dafs diese Seiten 90° c und 90° — i 1 sind, hat man 
aber, wenn man P O mit £ und den abgelesenen Winkel PKO  
mit £' bezeichnet:

cos g =  —  sin c sin i -f- cos c cos i cos g1
=  cos (* ' -+- c) cos  1 g '2 —  coS jjV  —  ?)jsm   ̂ g '2.

Zieht man auf beiden Seiten cos £’ ab und bedenkt, dafs
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man wegen der Kleinheit von £ — C statt coS t̂&j— cos £' 
(£ '— £) sini" sjetzen kann, so erhält man:

£ =  £' +  sin -j (« 4 -  i'Y eotg fc ' —  ain 1 ( i ' —  c)2 tang 4 £’
oder amth :

g =  g ' 4 - ,: cotg £ '-H bjtfoscc£';

i' ist dann die auf den Pol P bezogene Zenithdistanz. Wenn 
aber P nicht mit d'ein Zenitli zusammenfällt, so ist ZO  und 
nicht, PO die wahre Zeuithdistanz. In diesem Palle bleibt 
aber Alles dasselbe! wie vorher, nur hat man statt der Nei
gung *' der horizontalen Axe des Instruments gegen die Ebene 
des Azimutalki5bKjis jetzt die Neigung desselben gegen den 
Horizont

V —  i (ays (o —  « o ) =  k 
zu nehmen und von der Ablesung am Ilöhenkreise noch die 
Projection von PZ  auf’ de^ Höhenkreis oder den Winkel Pl\ Z 
abzuzieben, der gleich jkin Sa— a„) iat. I)ies,en Winkel bestimmt 
man immer durch ein am Nonienkreise' befe^igtes Nive.au. 
Bezeichnet man die Ablesung deshNiveau s auf «hjiifSe.ite, auf 
welcher die Theilung des K reiffi vom höchsten Punkte aus- 
gehend wächst, mit p, auf der entgegengesjstztcn'ajuit p  und 
den Punkt des Kreises, welcher der Mitte der Blase fent- 
Spricbt, mit Z , so wird der Zenithpunkt des Kreises glgich 
Z -+J1 (p — w.) in der,.einen und gleich Z -f- ± ' — n') in der
ändern Lage de^Kreises. Man lerhält daher, wenn man die 
bilden Ablesungen mit fg und t ', bezeichnet, in der einen 
Lage für -fdie Zenithdistanz :

£' —  Z —  iJj? —  n) s, 
wo e den Werth eines Niveautheils in Sacunden bezeichnet, 
und in der ändern-

Z  —  Sjj +  5 (j>’ — »') «, 
also im Mittel für die Zemtlidistiyiz, frei von dem Fehler der 
Neigung des Niveaulsj. E

I I h - S ' i  1 (p  —  ») 8 4 :  T (p' —  »') 8
2 2 

und zu diesem z’ hat man, um die wahre Zenithdistanz zu 
Erhalten, nöch hi lzuzulegen:

-+- sin‘4'(6 -+- c)2 c o tg L ' —  sin 4 (| —  <02 tang S § ’
oder:

c2 ~h~ b2 t . j i
■+■ * c°tg z bc cosec z .
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Setzt man der Einfachheit wegen 6 =  0, da man es im
mer in de” Gewalt hat, diesen Fehler klein zu machen, so 
hat man einfach hinzuzufügen:

C2
+  V  cotg z..

c2Ist nun z. B. c = 1 0 ' ,  so wird 9 = 0 " .8 7 ; wenntflaher z'
ein kleiner Winkel ist, also dasjpbject nahe am Zenitli steht, 
so kann diese Correction Jsehr bedeutend wei'den. 'Es gilt 
daher di,e RegelAmfs wenn man ZejiithdistanznnJ welfelie weit 
ldeiner als 45° sind, zu nehmen hat, man sehr sorgfältig in 
der Mitte, des Gesichtsfeldes, also so nahe als möglich am 
Fadenkreuze einzrnstellen hat.

14. Aus den Formeln für das Azimutal- und Höhenin
strument kann man die Formeln für die übrigen Instrumente 
leicht herlciten. Das Aequato^al unterscheidet sich y'orr die
sem Instrumente nur; dadurch, dafs1 statt des Htmzonts teine 
andere Ebene, nämlich die des AequattSafzum Grunde liegt. 
Ucberträgt man also die' Gröfsen, welche mau auf den
Horizont bezogen hatte, in Bezug anfdlen Aequator, so erhält 
man unmittelbar die Formeln für das Aequ'atoreal. Die/Gröfse 
a wird dann der an cDni Instrumente abgef^ene Stiiiidcnw’ii- 
k-el, i' wird die Ndiguh^'-der Umdrehungsaxe,^an welcher dal 
Fernrohr befestigt ist, gegten d'ö1 Ebeife' dös'' dum AequatQr 
parallelen Kreises, welcher der Stundenkreis eres Instrumente« 
genannt wird. Fdrner wird i die Neigung des Stnnäenkreisers 
gegen den Aequat-or und 9 0 ° + c iät wieder der Winkel, unter 
vcele-kem die Gesicht-simie cfds Fernrohrs gegen die iMrdrc- 
liungsaxe‘ geneigt ist.

Ebenso leiehtS.erhält man nun die Formeln für diejenigen 
Instrumente, mit -welchen man nur in bestimmten ßSprdina- 
tenebenen beobachtet. Das Mittagsfernrohr z. B. wird immer 
nur in der Ebene djgjg Meridia^Stgebraucht, also wird für dies’
Instrument die Gröfse a — Uo-1-900 nothwendig nur wenig von
Null verschieden sein. Bezeichnet inan die kleine Gii&fee, 
um welche dieselbe von N all abweiSht, durch — /q, so gehen 
die in No. 10 für das Azinmtalinstrpinent gegebenen Formeln 
über in:

e =  —  1c +  b cotang 2 +  c cos ec z Kreis links 
e =  ~ k  —  b cotang z —  c coscc z Kreis rechts.



Dies1, e wird, nun bewirken, dafs man das Gestirn nicht 
genau in der Etffine des Meridians, sondern etwas entfernt 
davSu beobachtet und zwar wird man das Gestirn, wenn e 
negativ ist, vor der Culmination beobachten. Es sei nun r 
die Zeit, welche man zur Beobachtungszeit hinzuzulegen hat, 
um die,_Durchgangsze.it durch den Meridian zu erhalten, so 
ist t  der tun denn inkel des cSestirns in  Augenblicke der 
Beobachtung, aber östlich positiv genommen. Da nun:

s ilP fa lsm r  —  —  sm e . ------ „
cos o

oder
sin 2 r  =  —  e. ■ -  
cos o

so gehen die vorigen Formeln über in:
? , -trol 2 , sin 2 m  s

r  =  —  b  c -t -r e -—• c sec o K raS 'lin ks (Ost)
coeTo "  s o

und
r  =  +  J j. sm-2 c Sec $ Kreis rechts (West),

cos 0 coso

Dies sind die Formeln für das Mittagsfernrohr. Die Gröfse 
b bedeutet liier die Neigung der horizontalen fiTmdrehiuigsajce 
gegen den Horizont, und k ist das Azimut des Instruments, 
um welches dasselbe zu weit n^ch Osten gerichtet ist.

Auf ganz ähnliche Weise erhält man die Formeln für
das Passageninstrument im ersten Vertical. Es ist nämlich
nach No. 7 des ersten Abschnitts:

ifc ̂ >ta'18v4̂ jn 1=  — f  tanS ̂  + fcjB V c o s  1 

oder, wenn man das Azimut e vom ersten Verticale, ab zählt, 
sodafs A =  9® +  e ist:

tang e . siniif =  cos tp tang S —  sin tp cosjt.

Ist nun 0  die Zoit, zu welcher der Stern wirklich im
ersten Verticale war, sp-wird:

0 =  eps\<p taug S —  sin e.cos 0 

oder, wenn man beide Fojmoln von einander abzieht: 
tang e s in t == SSin f  sin 1 Al —  ff )  sin \ (t  - f -

Hieraus erhält man, wenn e sehr klein, alsä; t nahe
gleich 0  ist:
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'-.■Setzt inan mm hier für e den vqrliar gefundenen Ausdruck: 
e ~  —  k b cotang z =t= r. cosee z, 

so erhält man für das Passageninstrument im ersten V r̂tujijd 
die Formel:

Je . cotang z cos ec z
0  =  t H- -  =p 6 7-  =F fi

sin sin 9? sm <p

Diese Formeln werden in de.f, Fotos, noch direct* ab^e-~ O
leitet werdarr. Hier kam es nur darauf au, d'e-n Zusammen
hang zwischen' den yerächraelenan Instrumenten zu zeigen.

III. Das Aequatoreal.
15. W ie das Höhein - und Azimutalinstrmnent dein er

sten föeordinatensysteme der Höhen und Azimute entspricht, 
so hat man auch ejn dem zweiteri^pordinatcnsjESterne der 
Stundeuwinkel und Döclmationou -entspcechen^s Instrument, 
das Aequatoreal, welches sich vonf dem' exstereif nur dadurch 
unterscheidet, dafs der früher horizontal liegende Kreis jetzt 
dem AequatdF MrallSl- ist. Es sei nun P der Weltpol und 
II der Pol de.s Aequator - odefSStunelenkreisös des Instruments, 
es- sei ferner X deFBogen des gröfsten Kreises, welener zwi- 

's'chen diesen beiden Polen enthalten ist,-und h der Stimden- 
winkel des Poles des Instruments. Endlich sei i' aejj Winkel, 
welchen die den Declinationskreis tragende Axe (die I)e- 
clinaiionsaxe) mit dem Stundenkreise macht, und I( der Punkt 
in welchem die SFerlänarerunsi dieser Axe nach der Seite deso o
Kreisendes zu die shheinbäke Hinmfelskvigel trifft und D die 
Declination dieses Punktes. Man nehme dann wieder als 
Anfangspunkt der Zählung der IStundenwinkel auf dem 'In
strumente diejenige Ablesung f0, welche man m adig wenn K 
mit P und II  in einem Declinationskreise liegt Ferner!nehme 
man füi jede andere Ablesung immer denjenigen Blinkt der 
Theilung, in -Welchem dieselbe von dem verlängerten Bogen 
1IK  getroffen fwh'd, ein Punkt, der immer um einen constpjjW 
ten Winkel von dem durch die Nonien angegebenen Punkte 
verschieden ist. Der Stundenwinkel, auf dein wahren Aequator 
ä]s>e5 von demselben Anfangspunkt gezählt, sei T.
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Denkt man sich nun vdeder drei auf einander senkrechte 
Coordinatenaxen, von denen die eine senkrecht auf der Ebene 
des wahren Ajequators steht, während die ̂ beiden anderen in 
der Ebene desselben liegen, und zwar so, dafs die- Axe der y 
nach dem Punkte gerichtet ist, von dem aus die Stunaenwin- 
k9 ‘ gezählt werden sollen, so sind die drei Coordinaten des 
Penktes K  auf diese Axen bezogen:O

s =  sin D , y  =  cos U  cos T, x =  cos D  sin T.
Ferner sind diSJC»brdinaten von / f , bezogen auf drei 

rechtwinklige Coordinatenaxen, von denen d i e md n &-s 1' n k t -e ch t 
auf dein Stundenkreise des Instruments steht, während die 
beiden anderen in der Ebene desselben liegen, und wo die 
Axe. der x  mit derselben Axe des vorigen Systems zusam
menfällt :

* =  sin y  =  cos i'lcts ( t — t0%" x =  cos i | sin ft —  «„!). 3
Da nun die Ax-en der z in beiden Systemen den W in

kel A mit einander liilden, so hat man nach den Formeln 
für die Transformation der Coordinaten die folgenden Glei
chungen :

sin D  =  cos ). sin i ' —  sin X cos i ’ cos ( t —  i0) 
cosI)s in  T =  cosi ’ sin ( t —  ta) 
cos D'tSs T  =  sin X sin i +  cosrAicos V ä?s —  !„)•

Da nun A, i' und D, wenn das Instrument nahe berich
tigt ist, sehr kleine Gröfsen£kind, so "rliält man hieraus:

D  —  i ’ —  X cos (t —
T —  t —

Das Fernrohr ist nun an der AxeH welche den Declina- 
tionskreis trägt, befestigt, und man nehme an, dafs dic'Richtung 
der Gfesiehtslinie desselben nach dem Objöctive zu mit der 
Seite, der Axe nach dem Kreisende zu den Winkel 9 0 " -) -c  
macht, wo ^wieder der Coljimationsfehle.r genannt wird. Ist 
nun das Fernrohr auf einen Punkt des Himmels'gerichtet, 
dessen feeclination S. und dessen Stundenwinkel von dem 
angenommenen Anfangspunkte^ gezählt, t, ist, so sind die 
QSprdinaten dieses Punktes:

z =  sin 8, y  =  cos 8 cos-T, und x —  cos 8 sin t , .

Nun geht die Theilung auf dem Kreise von Süden durch 
Westen, Nordeh, Osten von 0° bis 360°, oder von 0h bis 24h. 
Geht also das Kreisende in der Rectascension dem Fernrohre 
voran, so zeigt dieses nach einem Punkte, dessen Stunden
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winkel kleiner ist als eleiJ des Punktes K. Denkt man also 
die Axe d$b y nach dem Punkte gedreht, wo dieselbe in einem 
Deelinationskreise mit J/f liegt, wenn das Fernrohr auf das 
Object gerichtet ist, so werden dann die Coordinaten: 

s =  sin 3', y  =  cos 8 cos ( T — r , ) ,  x  —  Pos 8 sin ( T — r , ) .
Folgt dagegen das Kreisende dem Fernrohre in da* Reot- 

ascen'sion, so mufs man für die Coordinaten nehmen: 
z =  sin 8, ,y =  cos 8 cos ( t ,  -— T ) ,  x  =  cos 8 sin ( i , —  T ) .

Denkt man sich nun den Punkt 0,£nach welchem cfa.s 
Fernrohr gerichtet ist, j&if ein Axensystam beijtogen, von .wel
chem die Axe der y parallel d':r .Deeliuationsfaxe des Instru
ments, also nach K gerichtet ist und die Axe der aa mit der 
entsprechenden Axe des vorigen Systemybugämmenfällt^i so 
sind die drei Coordinaten des Punktes 0 , wenn man mit d' 
die am Kreise abgelesene Declination bezeichnet:

z —  sin $  cos c , y =  — ' sin c
und

X  =  COS 8 '  COS C.

Da nun die Axen der s in beiden Systemen den Winkel 
D mit einander bilden, so hat inan nach den Formeln für 
die Transformation der Coordinaten:

— ~  cos»l oosj{t i —  iltyicöSjJD +  sH  8 .sin I ) ,
odi^

—  c =  cp? 8 cqsK t , —  T )  -+- D  . sin 8, 
mithin, wenn man für D und T die vorher gefundenen Werthy 
setzt:

— f o =  [i —  1 c»s:(i! — t0)] sin 8 -+- ojbj 8 .cos [ t ,  —  ( t —  <„)].
Daraus folgt, dafs

cos f r ,  —  (a j— tffl]
m'ne klc ine Gröfse ist. Schreibt man also 

sin [90° —  i ,  -+- (t — i0)]
statt

cos'[t , —
so kann man den Sinus mit dem Bogen vertauschen und er
hält dann den wahren Stundenwinkel:

r ,  =  90° -+- (<—  t„) —  ( t — t0ytang 8 -\- i ’ tang <3 — c sec 'S-, "
wenn das Kre'i'sende dein Fernrohre' folgt, und

t ,  =  ( t —  t0) —  90° +  X cos ( t — ‘r 0) tang- 8 —  i ’ tang-o —  c sec 8, 
wenn das Krei#nde dem Fernrolniei vorangeht.

Addirt man auf beiden Seiten dieser.1 Gleichungen h, so 
werden die Winkel vom Meridiane ab gerechnet. Es wird
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dann r, +  A der wahr,e., vom Meridiane gerechnete, Stunden-
winlcel t  und es sind

h -+• t —  t 0 - { -  9 0 °  

und k~\- t —  t 0 —  9 0 °

die durch das Instrument in ®iden Lagen gegebenen Stun- 
demWlKel. Führt man also die Ablesung der Nonien ein, 
sodafs t die Ablesung des NonhS, i\t der Fehler d^selhen 
ist, und wo man 1 80Mvon der Angabe dgs Nonius ahziehcn 
rnufs, wenn diese nicht cjtjn Stuudenwinkel selbst, sondern 
1 8 0 °+  den Stundenwinkel giebt, so wird:

x  —  t 8 -  A t —  X sm [i ' — A#—  /(] tang S =±= &sec S =t= > tang 3, 
oder auch x —  t ’ -f- A t —  M in (t  —  7i)’tajig ä ± c  s®  S -±= i1 taflgff, 

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem das 
Kl'eisehde dem Fernrohr folgt od®  demselben votfangeht.

Mau erhält di®e Glöiehuitgen und die entsprechenden 
für die Declination atrcli durch die Befrachtung desSphäri
s h e n  Dreiecks zwischen dem Pole P, dern Pole de? Instru
ments 77 und dem Punkte 0 , auf welchen die Gsjiohtsiinie 
des Fernrohrs gerichtet ist, sowie das Dreiecks zwischen 77, 0 
und dam Punkte 7f, in welchem die Verlängerung der -De- 
clinationsaxe die Hirnmeiskugek schneidet.

In deiji ersteren Dreieckejgünd d’.e Seiten OP, 077 und 
P II Pfkiehlich die wahre Poldistanz 90° — S des in der Ge
sichtslinie befindlichen Punktes, die Distanz vom Pole des 
Instruments 90" — ä’, und l  und die den ersten beiden Seiten 
gegenüberliegenden Winkel 180°— (F — h) und t — /i, wo 
t — h der auf den Meridian des Instruments bezogene Stun
denwinkel, F — h der^son demselben Anfangspunkt gezählte; 
aber auf den Pol deJs Instruments bezogene Stundenwinkel 
ist. Man bat daher die strengen Gleichungen;

cos 3 cosT^— / i j =  sin S’ sin X cos S1 cos X cos7F—  h) 
cos S' sin ( t ’—  /£)' =  cos S’ sin (V —-71)

sirire«»; =  sin-tf cos X —  cos c5' Sin X ÖöS'fJfi—  h),

woraus man für den Fall, dafs Z eine kleifie Gröfs^ist, erhält: 
x —  x ’ —  X tang S1 sin ix' —  li) *
3 —  S’ —  X g o s  (F  —  h),

P und <v aber nur unter der Bedingung die am Instrumente 
abgjlese^ün Größen sind, dafs F imd c sowie auch die In- 
dexfehle^j der Nonien Nullnsind. Zuvörderst ist wieder klar, 
dafs der am Declinationskmse abgelesene Winkel 90° — Ö"—i\<)
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(wo /\ö der Indexfehler des Nonius ist) gleich dem Winkel1 
an K  im Dreiecke IIKO  ist. Der Winkel S/IO, wo S ein 
Punkt in der Yerlängerung von fl  P ist, ist r  — h ; der Win
kel, den man am Instrumente ablieft, ist der Winkel, uni 
den sich IIK  be legt von der Stellung, wo TIP mit IIS  zu
sammenfällt, bis zu der jetzigen Stellung. Wären die obigen 
Bedingungen erfüllt, so würde diesef Winkel gleich r'— h 
und der Winkel S //K gleich 9 0 ° + r  — /t Isein, wenn die 
Axe vorangeht und gleich t — h — 9l)1ü, wenn die Axe folgt. 
Bezeichnet man den letzten Winkel im allgemeinen Palle mit 
900 -+- r" — Sh- A t und r" — h A t — öß 1, so ist ßgSj der Win
kel 0  I IK  gleich 9011 -f- t" /\t— r', wenn die Axe voran
geht, und t'— ( r " + A f  —  90"), wenn die Axeifiblgt, oder 
90° =p( r ’ — 0- hht die gegenüberstehende Seite im 
Dreieike gleich 90°+  c ist, ferner diijdem Winkel 90°—ü" —A4 
gggenüberstehende Seite HO  gleich 90°—5' und IIK —  90°—i’ 
ist, so hat man:

cos S'cos (V—  r " — Ai}‘ =  cos c c o s ß '' - j j » S),
=4= cos S' sin ( t 1—t " —A 0  =  — sin c cos i — cos c sin i' sin (S" ■+ AS), 

sin §' =  — sin igsin f  +  cos c cosHsin (n ä +  AS),
woraus man erhält:

=  +  4 ( = f c  sec (S"~hAS) =F f  tang (S" -(- AS), 
und ebenso wie in No. 13 dieses Abschnitts:

P »  AS -  sin i  ( f  L l P  tang [45° ■+ i  (S" -f - A<?)]
sinl ( f — c)'2 cotang [45°-+-^ (ä1 f- A ̂ )]> 

oder aitch S’=  8"~h  AS  —  5 ( f 2 H -?a) tang (S" -h  AS) —  i'c sec (<5" —{— A S), 

wodurch man durch Einsetzen in die obigen Ausdrückg>er- 
liält:

t  =  t ” A t —  X tang ci-sin ( t ’ —  A) =p a sec S =p 1  tang S 
S =  AS —  X cos.’ ( t ! —  /i) —  4 ( f  2 + c 2) tang S —  (  c sec S, 

wo das obere oder untere Zeichen zu nahmen ist, je nach
dem die Axe vorangeht oder dem Fernrohre folgt. Bei der 
letzten Formel ist vorausgesetzt, dafs die Theilung des Krei
ses in demselben Sinne wie die Declination geht, im entge
gengesetzten Falle wird:

S =  360° —  S", —  AS  —  X cos (r  —  /i) —  -f ( 1  2-f -c 2) tang S —  i'c sec S.

16. Es ist nun zu zeigen, wie man die Fehler des In
struments durch Beobachtungen bestfriimen kann. Zuvörderst 
ergiebt sich aus den beiden letzten Gleichungen für S:

a s  =  i8 o °  —
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woraus man sieht, dafs man den IudexfehlSr des Decliuations- 
kfeises einfach dhrch EinSpllungkdes Instruments in beiden 
Lagen auf deiMdben festen Punkt erhält, wozu man eineli 
Stern in der Näh£!des Meridians, am besten den Polarstem, 
nehmen kann, da mäh annehme™ kann, dits sich die schein
bare Declination dess|lben während der Zwischenzeit der 
Betrachtungen nicht ändert.

Die Eeliler t  und c kann man durch die Beobachtung 
zweier Swjrne, von denen1 der eine, dem Pole und deB andere 
dem A'equator nahe;steht und1 von denen j'feder in beiden La
gen des  ̂Kreises' beobachtet wird, finden. Daun erhält man 
nämlich für jeden Steril die beiden Gleichungen:

t  =  %' 4- H t  —  X s i n  ( t  —  / i ) ( t * n g  S  - f -  t i  t a n g  d ' - t - e  s e c  S, 

wenn der Kreis folgt, und:
t ,  =  r 1 , - f - h  z  —  X s i n  ( t ,  — / ( )  t a n g  S  —  i ’  t a n g  S  —  c  

wenn der Kreis vorangeht. Folgen nun die beiden Beobach
tungen schnell auf einander, sodafs r, — r eine kleine Gröfse 
ist, so erhält man, wenn man die Steinzeiten der beiden Beob
achtungen mit 0  und 0 1 bezeichnet:

„  f r  —  t ' 1  —  f r .  — T - f l  p  
i  t a n g  S  +  c  s e e | j < i  = - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

[ J  —  t '] —  [<5>, —  P_, ]
2

und aus dieser Gleichung wird man in Verbinduna; mit dero o
ähnlichen Gleichung, welche die Beobachtungen des zweiten 
Sterns geben, V und c bestimmen können.

Kennt man so die Fehler i ’ und c, ffiwie deii Fehler 
der Nonien A d, so erhält man die Fehler der Aufstellung 
des Instruments X und /t, Kowie die Fehler der Nonien i\t 
durch die Beobachtung zweier bekannten Sterne. Man hat 
nämlich, wei»i man die Ablesungen schon wegen der Fehler 
i ’ und c und des-Fehlers der Nonien Ad verbessert aunimmt: 

r  =  P  - + -  A  t —  X s i n  i ( r  —  h)  t a n g  S  
S =  S! —  X c o s  ( t  —  jjjj,

und ebenso für einen zweiten Stern :
r  i  =  t '  ,  - + -  A  t —  X s i n  ( f j  —  h)  t a n g  d ,

8 , = $ ' ,  —  X HSß ( r  i  —  h).

DarauSorhält man leicht:
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 h■]
S—8?— (8t —S’ i)

f2i

8 S — —ä'i)> — 1, ^

woraus mau 2 und h findet.
Die Fehler der Nonien desWStundcnkreises findet man 

dann aus einer der Gleichungen für r oder r P
Da nun die am Instrumente abggleserftn Grölsen r', t',, 

d' und Sw aUedjmit d<A Refraction behaftet sindSso mufs man 
auch für r, r,, 8 und 8, die scheinbaren, durch dje Refraction 
geänderten Stundenwinkel und Declinationen anwenden. Hat 
man aber nicht sehr nahe am Horizonte beobachte« so kann 
man für die 'Refraction den einfachen Ausdruck getzen:

und erhält dann dieGentsprechenden Aendcrimgeff degStun- 
drenwinköls und der Declination durch die Formeln:

_ _ sin p
d t ~  —  a  cotang’ h . ------~

cos o
dS =  +  a cotang h . cos p, 

wo p der parallactische Winkel ist, welcher durch die For
meln gefunden wird (I  No. 8) r ^

cos (p cos t =  n  sin N  

sin (p =  n  cos N
cos cp sin t

Die Höhe h findet man dann durch die Gleichung: 
sin /i =  n sin (N  •+• S).

Substituirt man dii^S Werthe in die Ausdrücke für dt 
und d8, so erhält manigauch'

a cos ip sin t
J  4      -------------- . L_____________

Da nun sinp immer das Zeichen von 'sin t hat, so wird 
der Stund’enwhikel der Sterne dureh die R.Sfaction immer 
vermindert im ers_ten und zweiten Quadranten, dagegen ver- 
gröfsert oder der absolute Werth ebenfalls vermindert im drit
ten und vierten Quadranten.

dh =  a cotang h ,

oder:
cos h sin p =  cos cp sin t 
cos h cos p  =  n cos (i\T §).

n cos d sin (N  -f-5) 
d d =  +  a cotang (iV -f - d).
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Ist S < p ,  so ist sin 4 cos cp immer kleiner als cos 8 sin ([> 
also ist dann cos p immerl pfoitiv. Dann wird also die’1 De
clination durch die'.'Refraetion stets vergröfsert. Ist dagegen 
ä^>cp, so ist cos p im zweiten und dritten Quadranten von 
t immer' positiv, dort wird’ also die PcclimUion durch die Re- 
fraction immer vergröfsert. Im Ersten und vierten Quadran
ten wird die Declination aber auch verkleinert und zwar ist 
dies der Fall für alle Stundenwinkel, welchelkleiner sind 
als der der gröfsten Digression, oder für welche* -*

COS t “5 ■
tang o

Hat man nun die Fehler fr und X durch uro Beobachtun
gen bestimmt und will dieselben wegschaffen, so kann man 
die.s einfach durch die Verstellung der Rotationsaxe ‘ des In
struments i ti horizontaler und verticaler Richtung bewerkstel
ligen. Ist nämlich y der Böigen eines gröfsten Kreises, wel
cher vom Pole des Instruments senkrecht auf den Meridian 
gefällt ist und x  die Entfernung der Projection auf den Me
ridian vom Weltpole, so ist:

tang x  =  tang l  cos h
und

sin^y =  sin 1 sin h.
Man braucht also nur das eine Ende der Rotationsaxt 

durch die zu diesem Zwecke angebrachter? Stellschrauben in 
horizontaler Richtung um y und in verticaler Richtung um x  
zu ändern.

Die oben gegebenen Formeln für die Bestimmung von X 
und li setzen voraus, dafs das Instrument schon so nahe lx'> 
richtigt ist, dafs X eine kleine Gröfse ist. Manjferlangt dies 
aber leicht, wenn man das Instrument auf die Declination 
einesTculminirenden Sterns stellt (wozu man also die Kennt- 
nifs von i\8 nöthig hat) und dann den Stern durch diejenigen 
der Fufsschrauben, die eine Drehung des Instruments in der 
Ebene, des Meridians bewirken (oder bei der Aufstellung des 
Instruments auf einen Stein, durch die: verticalen Corrections- 
schrauben der Platte, auf welcher die Stundenaxe ruht), in 
die Mitte des Gesichtsfeldes bringt; dann aber dasselbe bei 
einem 6 Stunden vom Meridiane entfernten Stern wiederholt, 
indem man jetzt das Instrument um die in der Richtung des
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Meridians liegende horizontale Linie j mittelst der Fufs'schran- 
ben dreht oder den Stefn durch dij^hfu'jzontalen Corrections- 
,schrauben der Plätte in die Mittendes Gesichtsfeldes bringt.

In dem Vorigen ist auf die. Einwirkung der Scliw-ere 
auf die einzelnen Theile des! Instruments keine Rücksicht ge- 
uommimj, die,.,eine Biegung des Fernrohrs Sowohl alsirauch 
der Dgdinations- und StundeH^xe hervorbrmgen kann. Die 
Biegung der Stundena^e ütet.ucht #han nicht zu berücksichti
gen, wenn der. Schwerpunkt aller Theile des Instruments, di<•; 
sich um d‘e 2jig|e drehen, in derselben liegt, wie dies sehr 
nahe wenigstens' imäfer der Fall sein mufs, wenn das Instru
ment in allen Lagen im Gleichgewichte?* sein soll. Der Pol 
des Instruments wird durch eine solche Biegung nur einen 
anderen Ort am Himmel einnehmen, als G r ohne dieselbe ha
ben würde, aber diese Lage wird unverändert dieselbe blei
ben in je,der Stellung des Instruments. Die Biegung des 
Fernrohrs, deren Ausdruck maii'-einfaeji gleich y sin §1 nehmen 
kann, kann durch die in No. 8 gegebene Methode bestimmt 
werden und da dieselbe immer in gleighcrSSder entgegenge
setzter Richtung wie die Refraction wirkt, so kann dieselbe 
am einfachsten mit derselben in Rechnung gezogen werden, 
indem man in den vorher für die Refraktion gegebenen For
meln «  tang a -\ -y  sin a statt ct tang a anwendet. Es bleibt 
also nur noch die Biegung der DeclinationsaKe zu berück
sichtigen. Diese bewirkt, dafs der Winkel V mit der Zenith
distanz des Punktes K veränderlich ist. Aendert nun die 
Schwere die Zenithdistanz des Punktes K  um /i?sina, sSJ wiid 
die Declination D von K  um ß sin a cos p geändert und der
Stundenwinkel T von K  um — asmzsmp 0(j e (j a <jiesem

‘ cos D
Falle T) sehr nahe Null ist, so wird die Aenderung der D eto
nation ß  sin cp und die des Stundenwinkels ß  cos cp sin T- 
Da aber:

T =  90° t " ,  das Kreisende vorangcht
und = t " — 90°, wenn das Kreisende folgt, 

so hat man also statt diesüs Stuudenwinkels zu nehmen:
90° t "  —  ß  cos cp  cos 

oder t '  —  90° ß  cos cp  cöifr”,
und man hat dahgr in den früher gefundenen Formeln 
|”rS ß  cosaSjoSr” statt t" und ebenso i ' +  /? sin gustatt %' zu
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setzen, da jetzt T I K =  90° — i' — ß  sin cp wird, sodafs man 
^diält:
r = T ,, +  i\  I. —  Z t g  A i n  ( r — /ii);=f= n £ e f i ^ = p i ' j t g < ? = p / ? f g  ( b s i n y - t - c o s y i c o t g ? c o s t ]

odgr V ist in diesem Falle  nicht constant, psoudern gleich 
i '  -+- -g h iu  71 --1-  c o s  <p w r a i i g ^ c o s  t | .

Die Beobachtung eine§ Sterns ir foeiuen Lagen des In
struments giebt dann e-ine Gleichung von de-r Form:

<■ sec '1 +  i ’ trtng Ö +  /J-tang S [sifi y. c o s <p cotg(V cos  t ]  =  ^ ' ' -

spdafs nyin durch die Beobachtung-yon wenigstens SSterncn 
in w&scbiedenen Punkten d,er .LlimmclskugeJ. und in beiden 
Lagen des Instruments die drei Fehlei- c, V und ß  bestim
men kann.

17. Ist das Äquatoreal fest, gebaut-, sodafs man sieb 
auf diajaUnvaränderlichkeit dejfi Aufstellung wenigstens wäh
rend kurzer Zeiträume verlassen kann und sind die Kreise 
ft in get-lii-ilt und mit AbleSunspinnkroskopen versehen, so kann 
man sich eines solchen Instruments mit Vortheil zur Bestim
mung von Reetascensions- und Declinationsunterscliieden be- 
dumen, als<A dassellle zur Bestimmung der Oert-er der Plane
ten und Cometen anwenden. üDazu mufs das Fernrohr mit 
einem Fadenkreuze versehen sein, das aus zwei nahen, der 
'Bewegung der Sterne parallelen Fäden und einem darähf senk- 
re/hten Faden bestellt- Man bringtpdann das zn bestimmende 
Object durch die Beclinat-iousbewegung des Fernrohrs zwi
schen dia parallelen Fäden und beobachtet die Durchgangs
zeit dulch den v-ertiiaueu Faden oder, v-jonn mehrere senkrechte 
Fäden vorhanden sind, durch alle>Fäden, indem man die Zei
ten, wie in No. 20 gez&igt- wird, auf den Mittelfaden reducirt-, 
und liest dann die beiden Kreise des Instrumeüts ab. Die
selbe Beobachtung macht- man auch für einen bekannten Stern. 
Verbessert man dann die Ablesungen der Kreise wefnm der 
Fehler des Instruments und bringt an dieselben die Refrac- 
tion in Declination und im Stundenwinkel an, so erhält man 
die Rectascensions- und Declinationsunterschiede des unbe
kannten Objects und des Sterns und indem man diese zum 
scheinbaren Ort des Sterns hinzufügt, den scheinbaren Ort 
des unbekannten Objects. Diese I^ethode'hat den Vortheil, 
dafs man nie wegen eines Vergleichsterns in Verlogenheit ist
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und immer solche SternejHiuswählen kann, deren Ort gut be
stimmt ist. Häufig wird man, sogar unter den in den Eplio- 
meriden gegebenen Ilauptstephen (Standard stars) einen oder 
mehreife finden, 1ne man als Vergleifehssterne anwenden kann, 
sodal's man dann Selbst der Berechnung djer scheinbaren Oer
ter der Vergleichssterne überhoben ist, indem man diese: un
mittelbar aus den Ephemeritleil entnimmt. Die 'Vergleichs
sterne müss.gn aber dägbfciicjat zu weit ab genommen werden, 
damit nicht Irrtliümer in der Bestimmung der Rebler des Tu- 
struinents zu viel'Einflufs auf das Resultat haben. Ist der 
Stern aber nur eiiiigeHnafsen nahe, so werden solche Fehler 
wenig Einflufs haben, da'liier nur der Unterschied des Ein
flusses auf die beiden Beobachtungen in Betracht kommt.

Gewöhnlich ist das Äquatoreal aber nicht vollkommen 
genug, um dasselbe^unmittelbar zur Bestimmung der Itect- 
aseensions- und Decliuationsuntei-scliiedes^zu gebrauchen, viel
mehr werden die eigentlichen Beobachtungen an dem Mikro
meterapparate des Fernrohrs gemacht und die parallactische 
Aufstellung cfcfegt nur zur Erleichterung* der mikrometrischen 
Beobachtungen. Diq§.e Mikroiu.uter, deren Theorie später ge
geben wird, gebraucht man unter Anderem zur Bestimmung 
der Distanzen und Positionswinkel d. h. der Winkel, welche die 
Verbindungslinie beider Objeqte mit dem durch das eine oder 
durch die Mitte der Verbindungshnie gehenden Declinations- 
ltreise macht. Dieser Winkel wird an einem besonderen 
Kreise, dem Püsitionskreis^J, dessen Mittelpunkt m der Axe 
des Fernrohrs liegt, abgelegen- Ist das < Aequatopeal vollkom
men berichtigt , so entspricht derselbe Punkt des Positious- 
kreises der Richtupg das Deelinationskreises desjenigen Punk
tes , auf welchen dasj Fernrolir gerichtet ist, in allen Lägen 
des Instruments. Ist aber die Aufstellung fehlerhaft, so, än
dert sich dieser Punkt und die am Rbsitionskreise abgelese
nen Winkel müssen dann um den Wiukel verbessert w.erd«ii, 
den der gröfste Kreis von denj Objecte nach dem Pole des 
I«sfi;uments mit dem Declinationskreike macht. Nennt man 
dicken Winkel n, so hat inan in dem Dreiecke zwischen dem 
Obje.ct, dem Pole und dem Pole des Instruments:

cos S sin n  =  sin X sin (P —  A) 
oder Ti —  l  sin (V  —  A) sec Sj
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sodafs man also ans dem am Kreise abgelegnen Positions
winkel I1'. wenn man denselben in der gewöhnlichen W eise 
von Norden durch Osten hemm zählt, den wahren Positions- 
winke.l P durch dj'e< Gleichung erhält:

P =  P' -f - A P  -h  % sin (t ’ —  K) sec 

wo A P der lndexfchler des Positionskreises ist.

Vergl. über das Acquatore&l: Hansen, die Theorie des Aeqnatoreals, 
Leipzig 1855 nud Bcssel, Theorie eines mit einem Heliometer versehenen 
Acquatorcals im ersten Bande seiner astronomischen Untersuchungen.
A> ̂ ( i«** - ̂  pw. I- v v  ? V>, H

IV. Das Mittags fernrobr und der Mei idiankreis.
18. Das Mittagsferurohr ist ein Azimutalinstrnment, wel

ches in der Ebene des Meridians Hufgestellt ist. Die hori
zontale Drehungsaxe des Instruments ist daher jetzt v-on Ost 
nach West gerichtet, damit das darauf senkrechte Fernrohr 
sich in der Ebene des Meridians bewegt.

Ruht diese Axe wieder auf zwei Stützen, welche auf 
einem Azimutftlkreise befestigt sind, so bat man die Einrich
tung- tSines tragbaren Passageninstruments. Bei den fest auf- 
g'gstedten, gröfsCTen Instrumenten fällt dagegen dieser Azimu
talkreis fort, und die Zapfenlage™ der Drehungsaxe sind an 
zwei steinernen und ™n dem Beobachtet isolirt aufgesKillten 
Pfeilern befestigt. Das eine Zapfenlaper ruht dann auf Schrau- 
b< n,^ermittelst welcher man dasselbe höher oder niedriger 
stellen kann, um die Alorizontalität der Drehungsaxe zu be
richtigen, das andre Zapfenlager läfst sich dagegen durch 
Schrauben parallel mit der Ebene des Meridians verschieben, 

Podafs man hierdurch das Instrument so genau als möglich 
in den Meridian bringen kann.

Das eine Ende der Axe trägt ■ einen Kreis, welcher bei 
einem blos zur Beobachtung der Meridiandurchgänge be
stimmten Instrumente (Mktagsfernrolire oder Passageninstru
mente) zum Auffinden der Sterne dient. Ist der Kreis so 
genau gethedt, dafs man damit auch dijg Merioianhöhen der 
Ster-ne beobachten kann, so heilst das Instrument e n Meri
diankreis. Die neueren Instrumente haben der Symmetrie
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wegen einen Kreis auf beiden Seiten der Axe. Mitunter ha
lsen diese beiden Kreise eine feine Theilung, gewöhnlich ist 
aber nur einer derselben fein >getheilt und der andere nur 
mit einer rolien Theilung zur Einstellung' • des Instruments 
versehen. In der Folge soll deri Ilöhenkreis des Instrumentä- 
zu§rst aufser Acht gelä^sM und dasselbe als bloises Passa- 
geninstrument betrachtet werden.

Die Umdrehungsaxe treffe dieAscheinbare Ilimmelskugel 
nach d̂ us Seite des Kreisendes zu, welches auf der Westseite 
angenommen wird, in einem Punkte, dessen Höhe über dem 
Horizonte b und deSen Azimut 90° — /f, wo die Az-nute wie 
gewöhnlich von Süden durch Westen herum von 0° bis! 360° 
gezählt werden. Dann sind die drei rechtwinkligen Ccywd'- 
naten dieses Punktes ln Bezugs auf ein Axensystem, desgn 
Axe dhr z s&nkrdcht auf der Ebene des Horizonts ist, während 
die Axen der x  und y in der Ebene desselben liegen und 
zwar so, dafs die positi/e Saite der Axen der x  und y re- 
spective nach dem Süd - und dem Westpunkte^geridhtet ist:

z =  sin b 
y  =  cos b cos h 
x  =  cos b sin k.

Nennt man dann die Declination dieses Punktes w, den 
Stundpnwinkel dagegen 90° — m, so sind die Coprdinaten des- 
sGbünSbezoaen auf ein Axensystem, dessen H xc der z senk
recht auf der Ebene des Aecpiators ist, während die Axe der y 
mit derselben A$e  des vorigen Systems zusammenfällt:

z =  sin n 
y  =  cos n cos m 
x  =  cos n sin m.

Da nun die Axen der z in beiden Systemen den W in
kel 90“ — W mit einander biluen, so hat man die pTciclmngen:

sin n =  sin b sin cp —  cos b sin Ic cos (p 
cos n sin m =  sin b cos <p -f - cos b sin k sin rp 
cos n cos m. =  cos b cos k.

Diese Gleichungen öt^eben sich auch aus der Betrach
tung des Dreiecks zwischen dem PJgjL dem Zenith und de m 
Punkte Q . in welchem d t« östliche Thed derhUmdrehungs- 
axe verlängert die Himmelskugel trifft. Int diesem Dreieck
ist nämlich Z P  =  9 0 "—. <p,- Z ( )  =  900- f -6 ,  PQ =  90° +  w
und Winkel P Z  Q =  9 0 "— k, Z P Q  =  90° -+-m.
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Ist das Instrument nahe berichtigt, sind also b und k 
und ebenso m und n kleine Gröfsen, deren Sinus man mit 
dem Bo&en vertauschen 1 und deren Cosinus man gleich Eins 
setzen kann, so erhält man hieraus die Nähoiaui^sformeln:

n —  b sin tp —  Ic cos tp h - "  t .
m =  b cos tp -+- k sin p, ;> p-*, -  Etvy •

oder' auch die umgekehrten Formeln:
b =  n sin (p m cos 50 
k =  —  n cos cp -+-?n sin tp.

Nhnmt man nun an, dafs die Gesicht,slinic des Fernrohrs 
mit der^^eite der Umdrehungsaxe nach dem Kreisende zu 
deq Winkel 90° -f- c bildet, und dafs dasselbe auf ein Object 
gerichtet ist, dessen Declination ö und dessen Rectascension 
um t gröfser als die des culmini^enden, Punktes des Aequators 
ist, sodafs für obere Culminationen t  der östliche Stunden
winkel des Sterns ist, oder die Zeit, welche der Steril braucht, 
um v.qm beobachteten Orte zum Meridiane zu gegangen, so 
sind dje Coordinaten des Sterns in Bezug, auf die Ebene des 
Aequators, wenn die Axe der x  im Meridiane angenom
men wird:

z =  sin S, g  =  —  cos S s in  r

und
X =  COS S COS T ,

oder, wenn man die Axe der x  ’n der Ebene des Aequators 
senkrecht auf der Umdrehungsaxe des Instruments annimmt: 

z =  sin S , g —  —  cos S sin ( r —
und

x  =  cos S cos ( t  —  m).

Dann ist i — m die Zeit, welche der Stern braucht, um 
von dem beobachteten Orte in den Meridian des Instruments 
zu gelangen, d. h. in di'e EbetiB, welche senkrecht auf der 
Umdrehungsaxe steht.

Denkt man sich nun ein zweites Coordinatensystem, und 
zwar die .Axe der x  mit der vorigen zusammenfallend, die 
Axe der y dagegejl* nicht mehr in der Ebene des Aequators, 
sondern parallel der Umdrehungsaxe des Instruments, so 
wird

y  =  —  sin e,

und da die Axen der * in beiden Systemen den Winkel n
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mit einander bilden, so hat man nach den Formeln für die 
Transformalion der Coordinaten:

sin c —  —  sin n  sin S  - f -  coq,n cos  S  sin ( r  — m).

Für untere Cnlminationen fällt zwar r — in auf dieselbe 
Seite des Meridians des Instruments, da aber dann der Stern 
eher in den Meridian des Instrium nts kommt als an den Ort, 
an welchem derselbe beobachtet wird, so ist r — m negativ zu 
nehmen, sodafs man dann für die Coordinaten des Punktes, 
auf welchen das Fernrohr gerichtet ist, erhält:

2 =  sin S , y  =  +  cos  S  sin ( r  —  m),

mithin:
sin c —  —  sin n  sin S  —  cos  n  cos  S  sin ( r —  m).

Für untere Culminaiionen hat man also nur das Zeichen 
des zweiten Gliedes in der Formel für c zu verändern; man 
kann daher auch als allgemeine Formel

sin c =  —  sin n  sin S  -+- cos  h cos S  sin ( r  —  ni) 

nehmen und hat dann nur für untere Culminiftidnfeii 180°— <) 
statt ö zu nehmen. Diese Formeln ergeben sich auch aus dem 
Drei&eke 'zwischen P, Q und dem Sterne 0, in welchem die 
Seiten PO —  90° — d' , P () =  900 +  m, OP =  9^ j— t; sind 
und der Winkel OPQ =  9 0 " + ? » — r für obere Culminationen 
und gleich 90°— m  - \ -  t  für untere Culminationen ist.

Aus der obigen Gleichung folgt nun:
cos  n sin { r  —  in) =  sin n tang 5  •+- sin r, sec S, 

und, wenn man hierzu die identische Gleichung addirt:
cos  n  sin  in =  cos n  sin m,

so erhält man:
2 cos  n s in  %  %  cos  f j  t  —  m] =  eos n  sin  in +  sin n  tang S  +  sin c sec S. ( a ) 

Nimmt man nun an, dafs n, m und r kleine Gröfsen sind, 
dafs also das Instrument in keinen Theilen nahe berichtigt 
ist, so erhält man die Näherungsformel:

5 = » ? )  +  n tang S  c sec 

Dies ist die von Bessel vorgeschlagene Formel zur Be
rechnung der Beobachtungen ̂ m  Passageninstrumente.^

Kennt man nun t und ist 2' di^.Uhrzeit dAI Beobach
tung des Sterns, so ist die Uhrzeit, zu welche^ der Stern im 
Meridiane war T-f- r. Ist dann A t der Stand der Uhr gegen 
Sternzeit, so ist T-f-x-f-AZ die[Sternzeit! zu welcher der Stern

*) Wie man auch unmittelbar aus der Gleichung für cosnsin( r — vi) findet.
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im Meridiane war oder die Rectascension des Steifns. Nennt 
man diese « ,  so ist also:

«  =  T +  A t +  in +  n tang S +  c sec S.
Kennt man also A t , so kann man die Raetascension ct 

des Sterns eöBtimmen und umgekehrt, findet man, w' nn man 
die Rectascension des Sterns kennt, durch die Beobachtung 
desselben am Passageninstrumente den Stand der Uhr.

Man kann nun auch r durch b und k ausdrücken, indem 
man die früher gefundenen Relationen:

cos n sin in =  sin b cos p  cos b sin cp sin k 
sin n =  sin b sin <p —  cos b cos cp sin k

in die Gleichung (a) suhstituirt. Man erhält dann:
■ J r i i  • ,  c o s  ( y — f f iZ sm 4 r  cos n cos M- r  —  m\ =  sin o   *-----

cos 0
Sin (rp  —  S )  «

- r  cos b sm k ------------ s-------- f- c sec 0,
cos o

und hierauf die Näherungsformel:
cos (tp —  S) sin {rp — 8) „r — o ---------*------ {- k - — —  -f- c sec o.

/ cos () cos o

Diesß Formel heifst die Mayerselift^ weil sich Tobias 
Mayer derselben zur Reeluction seiner Meridianbeobaelitungen 
bediente. Es ist dieselbe Formel, welche vorher aus  ̂ den 
Formeln für das Azimutalinstrument hergeleitet wurde.

Hansen hat nach eine dritte Ffirm der Gleichung für r 
vorgeschlagen, weTche für die Rechnung eigentlich am be
quemsten ist. Addirt man nämlich die beiden Gleichungen:

. , sin rp2 . . . .
sin n tang w —  sin b — ---------cos u sin k sin <p

.cos <p
und

cos n sin m =  sin b cos cp +  cos 6 sin k sin cpy 
so findet man:

cos n sin m —  sin b scc cp —  sin n tang cp 
und, wenn man diesen Werth von cos n sin m in die Glei
chung (a) substitui-t, so erhält man die Näherungsformel:

?  —  b s c c  rp -+- n [ tu n g  §  —  t a n g  rp] +  c ^ e c  §■
Die gegebeneü; Formeln gelten alle, wenn das Kiteisende 

nach Werten zu liegt. Für den Fall, dafs das Kreisende 
nach Osten gerichtet ist, wird die Höhe des westlichen En
des den Umdreliungsafife gleich — b und der Winkel, welchen 
die Gesichtslinie mit dem nach Westen gerichteten Ende der 
Axe macht 90°— c, während k dasselbe bleibt. Man hat also
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für diesen Fall nur die Zei'clien von b nnd c zu ändern und 
es ist nach der MayersCben Formel-r

für obere Kulminationen:
Krcis-Encfe West a = T + ± t  +  b S) _|_ sm Öü ~  S)  +  c sec ä

COS o  c o s  o

Kreis-Ende Ost « =  T +  At  -  W ^ ~ S) +  k 3 L SCc 8
COS o c o s  o

Für untere Cidmiuationen hat man nur 180" — S statt 8 
zu setzen, sodafs man erhält:

Kreis-Ende West a +  12’' =  T -+  A t +  b
COS ö

- h  Je o —  c s e c  ()
c o s  o

Kreis-Ende Qsfi a -+-12» =  T +  A t  —
COS (>

+Jfesin ( v + j } + m s_
c o s  o

Hat man viele Sterne auf einmal zu berechnen, so ist 
die Mayersche Form nicht die bequemste, sondern man wen
det dann mit mehr Yortheil die beiden anderen Formeln an. 
Wählt man dann die Besselsche Form, so hat man

n tang 8 -+- äisec 8
an jede Beobachtung anzubringen und erhält dann den Uhr
stand gleich:

a  —  T —  m.

Be:' der Hansenschen Formel hat man 
n [tang 8 —  tang y>] -4- c sec 8 

anzubringen und erhält dann den Uhrstand gleich:
a —~ T —  b s e c  f .

19. Die Näherungsformeln kann man nun auch direct 
ableiten. Ist das Kreisende im Westen und um b über dem 
Horizonte, so wird das Fernrohr.-sich nicht im Meridiane be
wegen, sondei-n den gröTsten Kreis- d  Z'S  Fig. 14̂  pag. 465 be
schreiben. Hat man dann den Stern 0  beobachtet, so mufs 
man zu der Zeit der Beobachtung noch den Stundenwinkel

r =  O P O ’
addiren. Es ist aber:

sin 0  0 ’
cos ö

und
tang 0  0 ’ =  tang b cos 0 ’ Z  =  tang b cos (<p - 

also auch: _  „cos(^—  8) t
Eos 8 ■ -i
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Stellt ferner tlajs Instrument in dem Azimute k, 
so wird sich das Fernrohr in dein ^erticalkreise ZA  
Fig." 17 bewegen. Man hat aber wieder, wenn 0  
der beobachtete Stern ist:

sin 0 0 ! i

und 

mitliii :

Sin O P O ’ =  sin t  =
cos o

tang 0  0  —  tang h sin 0  ’ Z ,

sin (</i i™& ft *
COS <)

Macht endlich die Gegichtslinie des Fernrohrs 
m’t de>- Seite der Axe nach dem Kreisende zu 

jrL—J *  den Winkel 90° +  c, §9 wild sich dieselbe in einem 
kleinen Kreise parallel mit der Ebene de5£ Meri- 

dianijbewegcn, sodafs man dann zur beobachteten Zeit den 
Stundenwinkel:

0 0 ’ .
T  = -------- «  =  C SCC ()

COS o

hinzuzulegen hat. (s. Fig. 15» .pag. 465.)
Für die untere Culmination findet man die Formeln leicht 

auf diesSbdffi&gj&e.
20. Die Gesichtslinie dos Fernrohrs des Passageninstru

ments i p  wie immer durch digSKDhtuug vom Mittelpunkte 
des Objeetivs nach der Mitte des Fadenkreuz”  bestimmt. 
Der Senkrechte Faden stellt dann den Meridian dar, und an 
ihm werden die Durchgänge der Sterne beobachtet. Um 
nun aber den Beobachtungen eine gröfsere Sicherheit zu ge
llen, beobachtet man die Antritte dm Sterne nicht allein an 
diesem Mittelfaden, sondern man hat zu jeder Seite dfflselben 
noch eine Anzahl mit demselben paralleler Fäden, an denen 
man' ebenfalls die Durchgänge nimmt. Damit man nun die 
Du®hgängcSimner an derselben Stellen der Fäden beobachtet, 
ist noch ein horizontaler, also gegen clie vorigen senkrechter 
Faden eingezogen, in dessen Nähe man die Durchgänge 
nimmt. Diesen Faden stellt man dadurch genau horizontal, 
dafs man einen dem Aecjuator nahen Stern an demselben 
entlang durch clas Feld gehen läfst und das Fadenkreuz mit
telst-zweier zu dem Zwecke angebrachten Schrauben so lange 
um die Axe des Fernrohrs bewegt, bis der Stern den Faden
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bei «seinem Durclffrange durch das IVId nicht mehr verläfst. 
Stellen nun die* Fäden zu beiden Seiten des Mittelfadens im
mer gleich viel von demselben ab, ssvf-wird das 'arithmetische 
Mittel aus den Beobachtungen an allen Fäden die Zeit des 
Durqhgangs durch den Mittelfaden sein. Gewöhnlich suid 
aferf die Distanzen der Fäden etwas ungleich: überdies hat 
es ein Interesse aus jcdeiji einzelnen Faden die« Zeit des 
Durchgangs durch den Mittelfaden zu erhalten, indem man 
in der gröfseren oder geringeren Uebereinstimimmg dieser 
Zeitcii eine Prüfung dtÜäGüte der Beobachtungen bat. Man 
mufs daher auch die an den einzelnen Seitenfiiden beobach
teten Durchgangszeiten auf den Mittelfaden rednoireii können, 
und dazu also die Distanzen deRFiiden vom Mittelfaden .ken
nen. Die’se Distanz f  eifies Fadens völn Mittelfaden ist aber 
der Winkel aüi Mittelpunkte des Objactivs, welcher \on der 
Richtung na'ch dem Mittelfaden und von der nach dem Sei- 
tenfaaen gebildet'"wird. Nun war:

sin ( t  —  ffg) cos  n =  sin n tang (V -f- sin r scc

Hat man nun an einem. Seitenfaden beobachtet jjWS|oi|ist 
jetzt der Winkel, welchen die Richtung' von der Mitte des 
Objectivs na’ch diesem Seitenfaden mit der Axe nach dem 
Kreispnde zu macht, .gleich:

9 0 » +  c + f » ) ,

wo f  positiv oder negativ ist, je p^hdem der Stern früher 
oder snäter an den Sßitenfaden koipint als an den Mittelfaden. 
Ist dann r ’ .der östliche Stundenwinkel des Sterns zur Zeit 
seines Durchgangs durch den Seitenfaden, so hat man: 

sin (V  —  m) 6os « =  sin ü tang S  ■+■ sin-.OÄ - 1- / )  sedbh 
und, wenn man von dieser Formel die erste«} ah^icht:

"  2  sin I  ( t  —  r ')  cos [4  ( r ' - i - r )  —  ?«] cos ?! =  2 sin f / c o s  [c +  I / ]  sec S.

Ist das ■ Instrument nahe berichtigt , sodafs’ c, 11 und m 
kleine Gröfsen sind, so erhält man hieraus die folgTn.de iS fü 
herungsforntel, wepn man die' Zeit r — r’, welche man zur 
Beobachtungszeit an eiriefn Seitenfaden binzüznlegeu hat, um 
die Durchgangszeit durch den Mittelfaden zu »halte®  mit t 
bezeichnet:

sin t —  s i n /  sew<f

* )  Sieh'e F ig. 16 pag. 4 68 , ivo 0  den M ittelpunkt des !"©bjectivs, M  den 
Ort des Mlfredfadens und .</' tfen des Seitenfäd’en's bezeichnet.
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Für Sterne in Ser Nähe des Pols, für welche sec Ö ei
nen sehiji gröfsen Werth hat, mufs man sich dieser Formel 
bedienen; für Sterne, welche weiter vom Pole entfernt sind, 
reicht es dagegen hin, einfach

t = / s w d
zu nehmen.

Will man die Zeiten des Durchgangs durch dem Mittel
faden nicht aus den einzelnen Sgit-enfäden haben, so kann 
man auch einfach so verfahren. Sind f ,  £ ', etcn die Di
stanzen der auf dA- Seite des Kreisendeg,-stehenden Fäden, 

rf", ff'”, etc. dagegen diä| Distanzen der auf d§r ändern 
Seite des Mittelfadens stehenden Fäden, so berechne. man 
ein- für allemal:

H i  + / ' + / " ' . . . —<p'— 9 ’" ■ ■ • _
—n

wo n die Anzahl alleij Fäden ist. Dann hat man zu dem 
arithmetischen Mittel aus den Beobachtungszeiten an allen 
Fäden die Gröfse

=•= a sec S
hinzuzulegen, wo das obere Zeichen für Kreisende West, das 
untere für Kreisende Ost gilt. Für untere Culminationen hat 
man die Zeichen umgekehrt zu nehmen.

Dife Gleichung
sin i —  sin f  sec S

dient auch dazu, die Fädendistanzen selbst zu bestimnlen, 
indem man die Durcbgäffge eines dein Pole nahen Sterns 
durch die Fäden beobachtet und dann /s n  /  /!, /r 

A f  =r sin t cos S / ~
berechnet, wo -t der Unterschied der DurchgangszTeiten durch 
dep Seitenfaden und Mittelfaden, in Bogen verwandelt, ist. 
Auf diese Weise erhält man die Werthe der Fädendistanzen 
sehr genau. Für den Polarstern z. B. ist 

cos d =  0 . 02609,

also bringt ein Fehler von einer Zeitsecunde in dem Unter
schiede der Durchgangszciten erst einen Fehler von etwa 
0S.03 Zeit in der Fädeudistanz hervor.

Gaufs hat eine andre Methode, die Abstände der Fäden 
in Fernröhren zu bestimmen, vorgesclilagen.

Da nämlich Strahlen, welche parallel auf das Objectiv 
eilieg Fernrohres fallen, in dem Brennpunkte desselben Rer-
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einigt werden, so treten nach dem Keeiprocitätsgesetze dos 
Lichts Strahlen, welche von einem im Brennpunkte dÄ Ob- 
.Jeetivs befindlichen leuchtenden Punkte drommeu, parallel aus 
dem Objeetive aus. Gehen die Strahlen von versobietlenen 
Punkten aus, welche alle dem Brennpunkte nahe liegen, so 
■sind die.selben nach ihrem Durchgänge durch das Objeotiv 
gegen einander so geneigt, wie die iv’on jenen Punkten nach 
dem Mittelpunkte des Objeetivs- gezogenen geraden Linien. 
Stellt man nun ydr dom Objektiv des Fernrohrs ein zweites 
auf, durch welches man Gegenstände, die 'unendlich weit ent
fernt sind, deren Strahlen also das Objectiv parallel treffen, 
deutlich sieht, so wird man dureh dies zweite Fernrohr einen 
im Brennpunkte des erstcren befindlichen leuchtenden Punkt 
deutlich sehen. Ist daher im Brennpunkte des ersieren Feru- 
rohrs,-,ein System.von Fäden, wie im MittagsfernvohrgT ange
bracht, so sieht man das’selbe durch das zweite Fernrohr 
deutlich, wenn di<A Fäden nur jgehörig beleuchtet s.md. Dies 
kann man aber immer einfach dadurch bewirken, dafs man 
das Ocular des ersteren Fernrohrs 'gegen den Himmel oder 
irgend einen keilen Gegenstand richtet. Ist dann das zweiteO O
Fernrohr anit emem Winkelinstrumente verbunden, durch wel
ches man horizontale Winkel m e s s k a n n , r.gp* kann man da
mit die scheinbare Gröjfse des Ahsfande^der Fäden ebenso 
wie andre Winkel messen.

.-jUrn das Fadenkreuz genau ii den Brennpunkt des Ob- 
jectivs zu bringarr, ändert man zuerst die Stellung dtas Ocu- 
lars gegen das Fadenkreuz so lange, bis man dasselbe voll
kommen scharf sieht. Dann isi-ijlasiFadcjdu'cuz in dem Brenn
punkte des Oeulars. Darauf stellt man das Fernrohr auf 
einen Stern ein und ändert die Stellung des ganzen das 
Fadenkreuz und das Ocular enthaltenden Theils des Instru
ments so lange gegen das Objectiv, bis man den Gegenstand 
deutlich sieht. Ist dies der Fall, ist das Fadenkreuz im
Brennpunkte. Um sich vollkommen davon zu überzeugen, 
stellt man einen Faden auf ein sehr entferntes irdisches Ob
ject ein und bewegt das Auge vor dar Ocularöffimng nach 
rechts oder links. Dann darf das Bild des Ohjects^das Fa
denkreuz nicht verlassen. Ist dies' aber nicht der Fall, so 
ist es ein Zeichen, dafs das Fadenkreuz nicht genau im
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Brennpunkte stellt, und zwar -stellt dasselbe zu weit vom Ob- 
jectiv, wenn bei der Bewegung des Auges das Auge* und 
das Bild d S  Gegenstandes ffei-eli nach derselben Seite vom 
Fadenkreuze entfernen. Gehen aber das Auge und das Bild 
nach verschieuenen Seiten, so ist das Fadenkreuz dfefn Ob- 
ject-ive zu nahe\f).

Den 20st.en Juni 1850 wurde der Polarstern bei seiner 
untern;(puhnination an dein Passageninstruniente der Bilker 
Sternwarte beobachtet^und es wurden die folgenden Diujch- 
gangszeiten durch die.epizeinen IJäden erhalten:

Kreis West. 
i  n  i n  i v  v

13hHÖ{-7.s 19m4s 13'1 5m 7S 52“  ?s 12h 38“ 9s.

Es waren also die Unterschiede derf Zeitfeff5« J 
/— /II I I — I I I  m —  I V '  I I I —  >
27'" 0* 131,1 5]7i 13“ 0S "2rG“  58s .

Da die BsSlination de”  Polarstenis an dem Ta<reO
88° 30’ W h  03 

war, so findet man durch die Formel
f —  sin t cos d

die folgenden Werthe der Fadendistanzen für den Aeauator: 
[— JII =  42s. 17, 11—111 =  218 .84 , III— I V =  20*,>.34, I I I— V = V ^ M .

An dems*elben Tage wurdef der Stern i] Ursae majoris 
beobachtet :

I  I I  I I I  I V  F
r] Urs. maj. Obere CnJm. 1 8 .5  5 0 .3  13h 41“  24 a . 3 gß . 0 3 0 .0 .

Die Declination des Sterns ist 50° 4’. Damit erhält man 
also die Fädendistanzen nach der Formel:

t  =  f  sec d
/ — 7 /7 = 6  5 s .70, I I—1 1 1 =  34«. 02, I I I— I V =  34»-69, I I I — . 62.

Da der Stern zuerst an den ersten Faden trat, so hat 
man die Fädendistanzen zu den Beobachtungen an den bei
den ersten Fäden zu addiren und von den Beobachtungen

*) Besser noch beobachtet man hierzu den Polarstern in der Nähe des 
Fadenkreuzes. Da übrigensjj die Fiidendistanzen nur so iätfge^lieselben blei
ben, als dje Entfernung .des Fadenkreuze^ von der Mitte des Objeetivs nicht 
geäiideS; Wird, so mufs man das Fadenkreuz vor der Bestimmung der Fädcn- 
distanzen genau in den Brennpunkt des^ ernroKrs bringen und dann iinvemjckt 
in diescA&tellung lassen.
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an den beiden letzten Fäden abzuziehen; man erhält also 
aus den Beobachtungen der. einzelnen Fäden:

13h 41 m » .  20  

2 4  . 32  
24  . 30  
24  . 31 

___________ 24  . 3 8 _
1 3 h J l m 24-?,.k30.

Das Mittelbaus allen Fädendistanzen für den ^equgfbr, 
wenn man dieselben für Faden I  und II  (die auf der Seite 
des Kreisendes steh'cfn) positiv, für Faden IV  und V negativ 
nimmt, ist:

a  =  +  0 S. 31 .

Nimmt man mm das Mittel aus den Beobachtungen des 
Sterns t j  Ursäe majoris an den einzelnen Fäden, so erhält 
man :

13h 41®  2 3 » . 82 , 

und wenn man dazu die Gröfse
a sec S =  +  0 S. 48

legt und zwar mit dem positiveii Zeichen, weil der Stern bei 
Kreis West beobachtet wurde, so findet man für die,; Durch
gangszeit durch den Mittelfaden im Mittel aus allen Fäden 
wie vorher:

13 h 41"i 2 4 s . 30 .

21. Hat das Gestirn eine eigne Bewegung,, so mufs 
hierauf bei der Reduction von dem Seitenfaden auf den Mit
telfaden Rücksicht genommen werden. Da »aber ein solches 
Gestirn auch einüöj mefsbaren Durchmesser und eine Paral
laxe hat, so soll jetzt der allgemeine Fall betra<sh.tj|t werden, 
dafs man den Rand einSs selchen Gestirns anjaiifigri Seiten
faden beobachtet hat und daraus SM Durchgang!zeit des Mit- 
talpnnkts des<Gestirns durch den Meridianfaden 'herleiten will.

Es war vorher die Gleichung gefunden, welche für Kreis 
West gilt:

sin c —  —  sin n sin S cos n cos S sin ( r —  m).

Ist nun das Gestirn an einem Seitenfaden beobachtet, 
dessen Distanz vom Mittelfaden f  ist und wo f  positiv zu 
nehmen ist, wenn sich der Faden auf der Seite des Kreis
endes befindet, so hat man wie vorher c-\ -f statt f  zu setzen. 
Wenn man aber nicht den Mittelpunkt, sondern den einen
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Rand eines Gestirns beobachtet, dessen scheinbarer Halbmes
ser h' ist, so hat man in der vorigen Gleichung

c - f  ~ f  =±= h'

statt c zu nehmen, wo das obefe Zeichen gilt, wenn der 
vorangehende, das untere, wenn der nachfolgende Rand beob
achtet ist *). Ist dann &< die Sternzeit des Antritts an den 
Faden und a die scheinbare Rectascension des Gestirns, «s.o 
ist der östliche Stundenwinkel

% —  a' —  0 ,
und mau hat daher, wenn d' die scheinbare Declination des 
Gestirns bezeichnet, die folgende Gleichung:

sin [c + /  =*= A'] =  —  sin n sin 8' cos n cos 8' sin [«’ —  0  —  m],
wo das obere Zeichen gilt, wenn man den dem Mittelpunkte 
vorangehenden, das untere, wenn man den nachfolgenden 
Rand beobachtet hat. Bezeichnet man mit /\ die Entfernung 
des Gestirns vom Beobachter, wobei als Einheit die Entfer
nung vom Mittelpunkt der Erde zum Grunde liegt, so hat 
man auch:

A sin [c - p y  =J= 7f] =  —  A sin n sin 8’
—  A cos n cos nf.c.os S' sin ( 0  —  « ’)
—  A cos n sin m cos S' cos ( ß  —  a' ) ,

oder da
c ,  n , m, f ,  h',

also auch 0  — a' kleine Gröfsen sind, deren Sinus man mit 
dem Bogen vertauschen und deren Cosinus man gleich Eins 
Ritzen kann:

A cos 8' (V —  0 ) —  -t- A +  m A .co s 8' +  n A ■ sin#' -t- cA.
Die>rfscheinbaren Gröfsen kann « la « , mm durch geocen-

trische ausdrückeu. Manjeühält nämlich nach den Formeln (a) 
in No. 4 des dritten Abschnitts, wenn man s âtt der Entfer
nung vom Mittelpunkte der Erde die Ho: izontalparallaxe 
einführt:

A cos 8' cos a! =  cos 8 cos a —  Q sin n  cos cp' cos 0  
A cos S' sin a' —  cos 8 sin a —  ^ sin n  cos <p' sin 0  
A sin 8' =  sin 8 —  (> sin n  sin <p',

woraus man leicht findet:
A cos 8' cos ( 0  —  «') =  cos S cos ( 0  —  a) —  Q sin 7t cos <p’
A cos 8' sin ( 0  —  «') =  cos 8 sin ( 0  —  a)

*) Hätte man nämlich den vorangehenden Rand am Mittelfaden beob
achtet, so würde der Mittelpunkt an einem Seitenfaden, dessen f —  -+- h' wäre, 
in dem Augenblicke beobachtet sein.

3 2
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oder, wenn 0 — a ein kleiner Winkel ist:
A COS 8 ’  ( 0  —  a  )  —  a )

A cos S' —  cos S —  (> sin 7t cos cp'
A sin A ’ = a in  ä —  q sin 7t sin cp.

Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man noch 
mit einer für diesen Fall vollkommen genügenden Annä
herung :

A —  1 —  p sin 7t cos (g>' —  8).

Zuletzt hat man noch, vjeun man mit h den wahren, »ua 
dem Mittelpunkte der Erde geseh'enen Halbmesser des G'e- 
stirns bezeichnet:

A h’ =  h.

Suhstituirf man nun diese Ausdrücke für die scheinba
ren GröMen in die: oben gefundene "Gleichung für:

A cos 5m «' —
so erhält man:

cos S  ( n  —  0 )  = / [ !  —  p  sin 7t cos (cp’ —  $ ) ]  =1= h

[cos 8 —  p sin ti cos f'} [m - h '» +  c*awtt’J
oder

„  , li , ^ 1 — M ia -re cos (s»l—  8)
a   '* » >*J ncos d cos o

(»)
COS cp’ 1

-ösiiitt -  —-p, \m n tang o c sec d I, 
cos o J

wo im letzten Gliede ö’ statt S beibehalten ist, weil dasselbe 
in dieser Form bequemer ist. Die^ächeinbar«» DeclinationjA'' 
kann man aber immer mit einer hier völlig genügenden G&- 
nauigke’ t v o ii '. hugefi Minut© an d^W'EiuStellnHgs'krftis'e des 
Instruments ablblen. Ist dies-dniebt der Fall, so inufs inan 
auch im 'letzten Gliede die wahrdtf geooentrischen Gröfeen 
anwenden. Es isttaber das letzte Glied in der Gleichung für 
A cos 3' (« ' — 0 ):

- + -  in A p o s  8’ - + -  n A  s i n  8' +

Setzt man hier für A -C o ?^  A sin <V und A die vorher 
gefundenen Ausdrücke und führt dann -folgend'' Bezeichnun- 
gexr ein:

m' —  m —  i^Cos <p p sin 7t 
n' =  n —  c sin cp’ g sin re 

c ! =  c  —  [ / »  c q s  cp’ - f -  ii sia ' / I j v n s i u  7 t ,

so werden die d^BGlieder jetzt:
cos 8 [»«’ -+- »''-tangfji c' sec 3],
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mithin:
M , h ,  „  1  —  0  s i n  T r  c o s  ( V  —  c f )

“ ~  + -------------------------  ̂ +  ” 't“ g 15 +  C'SeC ^ W
Hat nun das Gestirtw eine eigong Bewegung, so erliält

man die Zeit, zu weicher das Gestirn im Meridiane war, aus
der beobachteten Durchgangszpit O durch einen Seitenfaden,
wenn man zu fs) die 'Zeit hinzulegt, die, das Gestirn braucht,
um -den Stundenwinkel a — <■) zu durchlaufen. Diese Zeit ist
abcrngleick dicsemcStundenwinkel selbst dividirt durch 1 A,
wenn 1 die Zunahme dev Rcctaaoonsion in Zeit in einer See
cunde Sternze.it bedeutet. Setzt man nun:

1  —  o  s i n  7t c o s  (cp’  —  8)

(1 =jP’
so wird also: die Roduction auf den Meridian:

i  h m’  - f -  » i ß a a g  S  « '  s e c  S— ==; — -- + /  f  +  -
( t  —  A )  c o s  S  J  

oder auch
i  ̂ , r  T-, , 1 — esinwcoswisecä'  r

(T =  A)Vos4 +  /FH  f _ l  — -k+«tang^+csecH .

Lüfst man das, Glied fort, so erhält man die
Zeit dg£-Gulmination nipht für den Mittelpunkt, sondern fin
den beobachteten Rand. Lüfst man dagegen furch im letzten 
Cliede den Hcnuer.T— X fort,-so gilt die Rectascension des 
Randes des Gestirns, welche man durch die auf diese/Weise 
gefundeneBSternzeit der Culmination erhält, nicht für die 
Zeit der Culmination selbst, sondern für die beobachtete Zeit 
des Durchgangs durch den Mittelfaden. Da

1  —  (> s i n  7t c o s  tp s c c  ä j » ,  

immer nur wenig von dar Einheit verschieden ist, so kann 
man unter der Voraussetzung, dafs ni, n und c sehr klein 
sind, diesen Factor? auch mit 1 vertauschen*).

In den Täbulis Regipmontanis hat nun Bessel eine Tafel 
gegeben, welche die Berechnung der Größe F für den Mond, 
auf^velchen das Vorige hauptsächlich Anwendung findet, er
leichtert. Diese Tafel giebt nämlich den Logarithmen von

1  — ‘«sin 7r eosffp' —  <)')
nfit dem Argumente: ■

l o g  (> s i n  7x c o s  ( 97'  —  S),

* )  V e r g l .  ü b e r  d a s  V o r i g e :  B e s s e l ,  T a b n l a e  B e g i o m o n t a n a e  p a g .  L I I .

32*
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und das Complement der Logarithmen von 1 — 1 mit dem 
Argumente der Aenderung der Rectascension in 12 Stunden 
mittlerer Zeit. Eine andere Talei giebt den Logarithmen
von F für die Sonne und die Grofse beide für(1 —  l )  cos 0 ’
jeden Tag des Jahres.

Hat man übrigens ein Gestirn, welches eine eigene, Be
wegung hat, an allen Fäden beobachtet und stehen diese in 
nahe gleichen Abständen zu beiden (»eiten des Mittelfadens, 
so braucht man den Werth F nicht zu leimen, indem man 
einfach das Mittel der Fäden nimmt und dazu die kleine 
CorrStion legt, welche von der Ungleichheit der Fäden 
abhängt.

B e isp ie l. Am 13ten Jnli 1848 wurden in Bilk die 
Antritte des ersten Mondrands j an1 die fünf Fädgü des BasSa- 
geninstruments bei Kreis .West beobachtet :

1 17h 25™ 42s . 9
II  26 5 . 0

I I I  28 .8
I V  51 . 0

V  27 14 . 8.
Die Distanzen der Fäden sind im Mittel aus^ieTga Beob

achtungen :
I  42s. 23 I I  21a. 96 I V  20«.32 V  42-“ . 30.

Um nun aus den einzefren Fäden die Zeit des Durch
gangs durch den Mittelfaden zu haßen, ist zuerst V zu be
rechnen. Es war aber an dem Täi/e:ö

S =  — 18° 10'. “C
die Aenderung der Rectascension in einer mittleren Stunde: 

129S.8, 7t —  55' 11". 0, /< =  G0<*.15; 
ferner ist für Bilk:

ö f J l ' J g  lo g  q =  9. 99912.
Da nun eine Stunde mittlere Zeit gleich 3609s.86 Sternzeit, 
so erhält man:

H =  0.03jjg6,
und dam it: V = 0 .  03565.

Multiplicirt man mit diesem Factor die Fädendistanzen, 
so werden diese:

45«. 84 23«. 84 22a. 06 45«. 92.
Es werden also die Durchgangszeiten durch den Mittel

faden aus den einzelnen Seitenfäden:
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17h 26™ 2£s.74 
28 .84 

K 28 .80 
28 . 94 

_28 .88 
i m  M i t t e l  28s . 847

Das G lied_________________ h______
(1 — ty]&os S 

wird gleich  -I- gö». 67,
also wird die Zeit dgs D urchgangs des Mittelpunkts des 
M ondes durch den M ittelfaden:

17h 27m 34s. 51.

A n dem Tage war nun b  und IcBalso auch m  und n  —  0, 
aber: c =  + 0^.09.
Nim m t man daher den F actor

1 —  p  s i n  ? r  c o s  rp' s e c  S’
~  1  —  X

gleich 1, so erhält man die Zeit des D urchgangs des M ittel
punkts des M ondes durch den M eridian g leich :

17h 27m 34S. 60.
Ist die Pspallaise des Gestirns gleich  Null oder doch  

sehr klein, w ietz. B . hei der Sonne, so wird die Form el für 
die Reductimi auf den M eridian einfacher. Dann wird nämlich :

B 4^= — 1— - .(1 —  X) c o s  S
G ew öhnlich  beobachtet man be i der Sonne^tauch die A n 

tritte der beiden Ränder an die einzelne™ Fäden, und nimmt 
dann zidetzt das M ittel au a  den Beobachtungen beider Rän
der, sodals man das G lied — -f.- * nicht weiter zu be-’  (1 —  X) c o s  0
rechnen liät.

22. Es ist nun noch  zu zeigen , wie man die Fehler 
des Pajäsajgeninstruments durch die Beobachtungen bestimmt.

Zuerst mufs man das Instrument nahe zu berichtigen 
suchen nach den in N o . 5 des vierten Abschnitts gegebenen 
M ethoden. D er Fehler der N eigung kann dann durch das 
Niveau nach N o. 1 dieses Abschnitts genau bestimmt w er
den, nachdgm man die Ungleichheit der Zapfen durch wie
derholte N ivelliruugen in beiden Lagen des Instruments er
mittelt hat. M an kann die N eigung der A x e  der Zapfen 
auch durch directe und refle&tirte Beobachtungen eines dem 
P ole  nahen Steines bestimmen, z. B . des Polarsterns. B eob
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achtet; man nämlich einen solchen Stern an luelirarqp Fäden 
und nennt T das Mittel aller .auf den Mittelfaden redlich teil 
Antritt^eiten, so hat man nach dein Vorigen für die obere 
Culmination die Gleichung:

m  . , cos 2: , , sin z .
a  =  T  4 -  A 1 +  1 — t, +  k  . „ =t= c s «c  «,

cos <) sin o
wo für Kreisende W est i =  h, für Kceisgnda Ost i= = — b\ 
wenn b und b' die Erliöhiutg- defäj Kreisendes in beideku I ja
gen bbz"eiehnet. Beöbfchtüt nian dagegen den Steril von 
einem künstlichen HorizontdäMTefleCtirt, wo also die. Zenith- 
distanz 180" — z ist, .so hat man, wenn man das Mittel der 
auf den Mittelfaden reduci'rteii Antrittszeiten mit T' D ezelchnet:

. . . cos z , sin z . n
a = T  —  j -  „ = I = n s e c < bCOS <J cos 0

woraus sich ergiebt:
T ’ —  T  Ecos 5 

1 2  ct>s z

Wegen des kleinen Fdgfcors cos.ö kann i durch solphe 
Beobachtungen mit grofser Genauigkeit bestimmt werden.

Um nun den Fehler c zu finden, beobachtet man den
selben Stern bei Kreis West und Kreis Ost, und zwar wählt 
man hierzu ebenfalls immer einen dem Pole Kehr nahen Stern, 
« , S oder A Ursae minoris, einmal weil man anderen sich 
schneller bewtVsnden Sfernen keinSZeit hat, um das Instru
ment zwischen den Beobachtungen de“  einzelnen Fäden itm- 
zulegen, dann aber auch, weil für sdfdhe Stefi/$ der Coefft- 
cient sec ö von c ste'lir grofs ist, also Fehler in den beobach
teten Zeiten nur einen kleinem] Einflufs auf die Bestimmung 
von c haben. Bß&baphtet inssn nun den Sf^rn bei Kreis West 
an einigeli Fäden, so hat man, wenn t die llierauS im Mittel 
gefundene Durchgan^szeit durch den mittleren rFadaäi be
zeichnet. die sHiön wegen dar Neigung corrigirt ist:

_ sin (cp —  d) ~
a  =  t -+- A i +  h   -  hcqs ()

Legt man das Instrument um und beobacht,(^wieder den
selben Stern bei Kreis Ost an einigen Fäden, ;So ist, wenn 1‘ 

'jetzt das Mittel der auf den mittleren Faden reducirten Beob- 
achtungszeiten lis^eichnet, und zwar wieder wagen der Nei
gung corrigirt:

H 1 ,  Sk Cv — S) „
t c ' a  —  t -f- A t -|- h   „ - —SeEec 0. ■

cos  0
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Aus beiden Gleichungen erhält iviän daher:
1 „ c — —-— C0S

H at man in der R ichtung des, Meridians im H orizonte 
des Fernrohrs ein sehr entferntes: ird isc^es-O bject mM»aridian- 
zeichen), an welchem  eine Scale angelbracht ist, so kann man 
auch, wenn m an,die Gröfse deiSeinzelnen Scalentlieile in SeE 
cundan kennt, durch die Beobachtung des O bjects in beiden 
Lagen uns Kreises, den Collim ationsfchlor finden, da derselbe 
gleich der Hälfte der zwischen,-, dem M ittelfaden in beiden 
Beobachtungen befindlichen K calentlieile igt. B e . f f i  ist zu 
diesem Zw ecke noch ein Collimator. Ist das Fernrohr aufser 
den vei'ticalen Fäden, die. zur Beobachtung der Antritte den 
Sterne dienen, noch  mit einem , denselben parallelen, be
w eglichen M ikrom eterfaden versehen, dessen jedesm alige Stel
lung abgejesen Werden kann, indem die Tlieile einer U m dre
hung der M ikrom eierschraube am Scliraubenkopfe, die ganzen 
Um drehungen dagegen durch eine am O cularkopfe befindliche 
'Scale gegeben werden, so kann man das Fernrohr in beiden 
Lagen des Instruments aufidas Fadenkreuz des Collimators 
richten und den beweglichen Faden mit diesem Fadenkreuze 
zur (IoATci(lenz bringen. L iefst man dann in den Leiden L a 
gen für den bew eglichen Faden die Stellungen a  und b  ab, 
so sieht man leicht, dafs  ̂ (a +  5) diejenige jäjellung des bew eg
lichen Fadens ist, in der die Linie von demselben nach dem 
Mittelpunkte deS^Öbjcctivs senkre-cht auf der UmdijChungsaxe 
des Fernrohrs ist. B eobachte» mm» daher auch die C oinci- 
denz des beweglichen Fadens mit dem Mittelfaden und hat 
dafür die A blesung & : so ist C  —  ;sCT< -+• b )  oder b ) — C

der Collimatjbnsfe.hler, und das Zeichen desselben ist posi
tiv zu nehm en, wenn der bew egliche „Faden hi der Stellung 
5 (a -J -5 ) vom  M ittelfaden nach der dem Kreisende entgegen
gesetzten Seite absteht.

S5Hat*jnan zwei einander'gegenüber stellende Collimatoren, 
einen im N ördeii, den anderen im Süden des F ernrohrs, so 
kann man augh den j^ llhnationslgh ler mittelst dieseteohne U m - 
lesrunif des Fernrohrs finden. R ichtet man nändich die beidenO O
Collimatoren auf einander * )  und bringt die Fadenkreuze zur

*) Damit dies möglich i£fc5*/w.enn die Collimatoren im Horizonte des In-
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Coincidenz, so sind dieJ’Axen der beiden Collimatoren paral
lel. Richtet man dann -,das Fernrohr deg Kreisj^lnach ein
ander auf die beiden CHlimatoren, bringt in jeder Lage den 
beweglichen Faden zur Coincidenz mit dem Fadenkreuze des 
Collimators und liefst wieajjt in beiden Lagen für die Stel
lungen dos', bewegliciiep Fadens a und b ab, so ist wie vor
her r' ( «  -f- b) — C oder C — \r(ci -f- b) d°r CollimationsfehlS, 
und man entscheidet über das Zeichen desselben wieEfifher.

Eine andre Methode zur Bestimmung des CoIliniatio.^V' 
fehlers setzt den ^brauch  des Codimations-Oculars voraus. 
Zu dem Ende stellt man unter' das nach dem Nadir gerich
tete Fernrohr einen künstlichen Horizont, wozu man sich ge
wöhnlich einer mit Quecksilber gefüllten Sahaale, oder eines 
sogenannten Quecksilberhorizonts bedient * ) , weil sich die 
Oberfläche dessJben von selbst horizontal stellt. Fällt nun 
die Collimationslinie cles Fernrohrs; nicht mit der Verticalen 
zusammen, so v ird man neben dem Mittelfaden ein gespie
geltes Bild desselben erblicken, dessen Abstand vom Fäden 
gleich der doppelten Abweichung der ^Collimationslinie von 
der Vertiealen ist, die theils von dem Colliinationsfe.hler, theils 
von derb Neigung der Axe herrührt. DiesetAbweichung kann 
man dann leicht finden, dadurch, dafs" niijg den Abstand des 
gespiegelten Bildes vom Mittelfadeii mittelst des bewegliMen 
Fadens mifst ). 'Hierzu ist es am Besten dem beweglichen

struments aufgestellt sind, werden nach Airy’s Vorschläge, wie schon bei der 
Bestimmung der Biegung erwähnt war, in dem Würfel der einander
gegenüberstehende OeffnungeAangebracht, durch die hindurch man bef, verti- 
calcr Stellung des Instruments die beiden Collimatoren auf einander rieh 
ten kann.

*) Am Besten ist -es hierzu einen angeepückten Horizonlfzu gebrauchen. 
Dieser besteht aus einer flachen küpfernenlgeflaale, die nach einer Kngelfläche 
von grofsem Radius ausgedreht ist. Nachdem man dieselbe mit einifH Tro
pfen Salpetcrsätirfij befeuchtet und mittelst etwas Baumwolle abgerisben hat, 
giefst man das Quecksilber hinein, das dann eine horizontale Oberfläche an
nimmt, dit; bei weitem ruhiger ist als die> von reinem Quecksilber. Das sich 
anf der Oberfläche © d e m ®  Oxyd kann leicht vor der Beobachtung mit einem 
gefalteten Papirae abgestpiahen werden, wodurch man eine vollkommen rein 
und schön spiegelnde Oberfläche erhält.

**) Für alle diese Bestimmungen ist es nöthig den Werth einer Schrau
benumdrehung des beweglichen Fadens zu kennen; diesen kann inan aber



505-

FLaden- zuerst so zu stelle^ da&j der MittelfadenJ genau zwischen 
seinem reflecdüjten Bilde und dem beweglichen Faden stellt, 
dann aber sjä, dafs das gespiegelte Bild genau zwischen dem 
Mittelfaden und dem beweglichen Faden steht. D a  der bfet 
wegliche Faden auch ein gespiegeltes Bild zeig.t^so sieht man 
in der ersten Stellung die zwei Faden und die zwei gespie
gelten Bilder neben einander n gleichen Entfernungen,, iu der 
ändern Stellun'gft einen Faden und ein B ild  abwechselnd in 
gleichen Entfernungen. Der Unterschied der beiden Stellun-O o
gen des beweglichen Fadens istj gleich dem dreifachen A b 
stande des gespiegelten B ’ ldes vom  Mittelfaden.

U m  das Spiegelbild im Quecksilljerliorizonte walirzuneli- 
m en, ist es nöthig., dal’s man L ich t auf den Q uecksilberho
rizont so reflectirt, dafo. man diê  .Fäden auf hellem Grunde 
sieht. D ies kann dadurch Joewirkt werden, dafs manjßs&ijen- 
übejpjfipfier in d e §  Ocularröhre angebrachten Seitenöffnung 
eine mn 4 5 '’ gegen  die A ve! des Fernrohrs g en e ig tS  G las
platte anbringt, w elche ' durch eben diese Oeffnung L ich t em
pfängt. E s ist dabei, um ein gleichförm ig geleitclitettfö Iffild 
zu Erhalten, wie Gaufs zuerst angegeben hat, notliwendig, 
dafs aus dies.eni Ooulare die vordere Linse nach dem Faden
kreuze zu he-rausgeiiommen ist. D a  aber die Vertausohung 
des gewöhnlichen mit diesem Collimationsoculafe immer lästig 
isQ so wird mian »es w ohl immer bequemer linden, B esse ls  
V orschläge zu fo lg e » , der darin besteht, einfach ein (geneig
tes Planglas oder Prisma aufsen auf das gewöhnliche Ocular 
zu setzen und Vermittelst desselben L icht nach derf Fäden 
zu ‘ueflectiren. M an sicht dann freilich nur einen kleinen Theil 
des Gesichtsfeldes beleuchtet, indessen hat die Beobachtung 
des reflectirten Bildes keine Schwierigkeit, wenn nur die G 1 asj- 
platte so eingerichtet ’ st, dafs man ihre N eigung gegen die 
A xe  beliebig verändern kann.

D ie Bestim m ung dellColHmationsfehlerspge.schieht dann 
auf folgende^ W eise. E s sei b  die N eigung der L inie durch 
die Zapfenlager, positiv , wenn die SeitcSdes Kreisendes die

leicht finden, wenn man das bekannte Intcrval zweier Fiiden auch in Schrau 
bennm dreh ungen dadurch mifst, dafs inan den beweglichen Faden mit jedem 
der beiden Fiiden zur Coincidenz bringt.
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höhere ist, ferner rsai m die Ungleichheit der Zapfen in Sec-un- 
deu ausgedrüokt und positiv, wenn der Zapfen auf derMSeite 
des Kreikto'des der dickere, ist, endlioli sei c der Collimations- 
fehlefV' positiv, wenn der Winkel, den das Kreisende jSS Axe 
mit d^r Gcsichtslinie nach dem Objective zu macht, gröfser 
als 90° ist, so hat man I wenn d die Eistanz des reflectirten 
Bildes vom Mittelfaden bezeichnet, positiv, wenn das reflec- 
ürte Bild auf der Seite des Kreisendes vom Mittelfadem i&'t:1

Y d —  b -+- u —  c.

Wenn dalie™ b +  u dufflh die NivelliruTjgw bekamit ist, 
rsö giebt diese Gleichung den Collimationsfehler, oder die,Nei- 
guhg der A fe  der Zapfen, wenn der Collimationsfohter ander
weitig bekannt i it. liegt man das Instrument um und bezeich
net mit d' den Abstand des reflectirten Bilde? vom Mittelfa- 
den, wieder positiv genommen, wenn dasselne auf der' Seite 
d® Kreisend® vom Mittelfaden ist, so hat man:

±  d ’ =  —  h ~h u —  c,

und aus beiden Gleichungen folgt:
C —  11 =  —  \ ^ d  - 1 -  djr jt ’ f

b =  +  -J-t. ( ß  —
sodaifs man also durch die Beobachtung des reflectirten Bil
des in : beiden L&gen c sowohl als auch die Neigung de^Axe 
der Zapfen erhallt, wenn die Ungleichheit der Zapfen be
kannt ist.

Bei kleinen tragbaren Instrumenten, wo man vielleicht 
keinen beweglichen Faden hat, kann man den. feollimations- 
fehlor nach der vorigen Methode mittelst des Niveau’s findeg. 
Erhöht oder erniedrigt man nämlich das eine Ende der Axe 
durch die dazu dienenden Schrauben bist'daS gespiegelte Bild 
mit dem Fadenkreuze znsa«>menfällt^o ist dann d =  o,‘ mit
hin c --- b -f- m. Findet man also 6 +  die Nivelh-
rung der- Axe nach No. 3 dieses, Abschnitts, so ist cües&r 
Wertli gleich demp.Golhilmtionsfelilicr.

An dem Meridiankreis« in Ann Arbor wurden in zwei 
Lagen des Instriifiients folgende Beobachtungen gem acht:

I)as Niveau gab für die Neigung, der Ax$ der Zapfen 
bei Kreis West b' =  +  2".77 und b l  KreiJOst b'. =  — M ß l  
Für den Abstand des reflectirten Bildes vom Mittelfaden
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wurdet' gefunden in Theilen der Umdrehung der Mikrometer
schraube :

bei Kreis Wesf d =  +  0'’.’ 22G0 
und bei'Jireis?OiP^j?,=  —  0 . 3107.

Daraus wird also:
0". 0212 =  +  0". 43 

6 =  +  0 . 134-2*= +  2”. 73; 
da eine Umdrehung der iSfdiraube. gleich 30". 33 ist, und da 
u =  -\-0". 17 ist, sa ergieht ^sich:

c =  +  0". 00,
und die -Neigung der Axe her Kreis W est 5’= - ) -  2". 90 und 
bei Kreis Ost b\ =  — 2". 56.

Die-EinsAllung d'es Mittelfadens am den nördlichen Col- 
linmör gab:

bei Kreis West 21". 132,
J0wei; Kreis M st 21 . 999i 

also ist  ̂ (c t+ 5 ) = 2 1 .  ffiapif die Coincidenz der Fäden C war 
gleich 23".5397 gefunden, und da man hier \ ( a + 6 ) — C zu 
nehmen hat., um den Collimatioilsfehlgsfc mit richtigem Zeichen 
zu erhalten.; so wird

c =  +  0". ( $ S =  +  o". 52.
Endlich w urden  n och  die beiden  Gollimatoreu auf ein

ander gerich tet und b©i Einstellung des W ittelfadens auf dier 
Selben abgöleseifgr

! für den siicll-. Collimator 21". 1190 
für den nördl. Collimittor '2 2 .0 1 2 7  
Also ist k (a -(- b) =  21 . 5 ^ 8  

=  21 . 5397 
e =  +  0". 0261 =  +  0 ".53 .

Nachdem nun die Neigamg und der ;<lolhimttionsfehler 
des InstruiVifcnts gefunden sind, bleibt ntch das Azimut des'teel- 
beitPsowie der Stand 'd«r Uhr zü bedfiinmen übrig.

Zu dem Zwecke kann man dich Beobachtungen zweier 
Sterne, deren Rtgtascensionen man kennt, mit einander ver
binden. Hat die Uhr einen Gang, so mufs man zuerst den 
Stand der Uhr auf eine Zeit reduction, indem man den Gang 
del: Uhr zwischen den Beobachtungszeiten Felder Sterne an 
die eine Zeit anbringt, damit in den aus" neiden Beobachtun
gen harvorgclnh-iden Gleichungen &t denselben Werth hat. 
Sind dann ta und t'0 eher w&feli der Neigung, des Collima- 
tionsfehlers und des Gange:? der Uhr verbesserten Zeiten der
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D urchgänge durch den M ittelfaden, so hat man die beiden 
G leichungen: , . sin(y>— 5)»  a =  <0 -4- k --------- s----

cos o
i i , . , sin C<P — ’S'')a — t „ +  S ̂  “P ^---------o-----j

co&iF

aus denen man die beiden Unbekannten Ä t  und k  bestimmen 
kann. M an erhält näm lich .

sin (ß —  S')

also 1: =

t’o — (o +  k  -  v, cos y>,
i .  - /  Ä f i £ > s  0  COS 0

a’ — a  —  (t'0 —  t„) cos S cos S'
cos cp sin (ß —  S’)

D en Stand der UhrKsrhält man dann, wenn man k  be
stimmt hat, aus einer der ursprünglichen Gleichungen für a  

oder A us der G leichung für k  ersieht m an, dafs es am 
V orth  eilh f e s t e n  ist, S  und § ’ so verschieden a ly  m öglich zu 
nehm en, w o m öglich s o , dafs S —  cf =  9 0 ° i|t. Man wird 
daher am Besten einen dem P ole  nahen Stern mit »einem 
Aequatorsterne verbinden, weil dann dar D ivisor fcsinllJ— n ) 
nahe gleich Eins und der Zähler ‘Sfehr klein wird. Kann man 
indessen keinen der Polarster^eigbaobachten, so mufs inan1 einen 
nahe am Zenith culminirenden Stern mit einem ändern, des
sen M eridianhöhe klein ist , verbinden. W elch e  der beiden 
Methoden man ab ei auch wählt, so w ird es immer “vortlieil- 
haffc (sein, melii- als zwei Sterne zu beobachten und die wahr
scheinlichsten W e r th * v o n  i\ l  und k  zu bestimmen.

Z u  diesen Bastimmungen bedient man sich hmner der 
Plauptsterne, deren R ectascension sehr genau bekannt i^t und 
deren scheinbare Oerter zu dem Zw ecke schon in den Jahr
büchern für jeden  zehnten T ag  angegeben sind. In dmsen 
Ephemeriden ist nur die tägliche Aberration nicht berücksich
tigt, weil d ies^  von der Polhöhe abliängt. D a  nun nach 
N o. 19 des dritten Abschnitts di^J tägliche Aberration für 
die Culmination gleich

=t= (t1̂  3113|cos

wo das obere Zeichen für diej^obere Culmination, das untere 
für die untene Culmination gilt, so sieht man, dafs es am Be
quemsten sein w ird, diese Gröfse mit umgekehrtem Zeichen zu 
den Beobachtuugszeiten hinzuzulcgen, da sich dieselbeftlanp 
mit dem Collim adonsfehler vereinigen läfst. M an berücksich
tigt daher die tägliche A berration , indem man in allen frei-
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heren Formeln c — 0”. 3113 c.efs <p statte nimmt, oder in Zeit 
c — 0S. 0208 cos ip und — (c J  0S.0208 cos tp) statt — c.

Die oben gegebenen Methoden zur Bestimmung des Azi
muts werden in der Regel hei kleineren Instrumenten angfflj 
wandt, wo man sich nicht auf den fasten Stand dds Instru
ments während einer längeren Zeit verlassen kann, überhaupt 
können sie angewandt werden, namentlich die erste, wenn man 
uur relative Bestimmungen zu machen beabsichtigt. -AIjS ein 
vollständiges Beispiel der Bestimmung der Fehler für ein klei
neres Instrument mag das folgende dienen:

B e isp ie l- Den 5fen April 1849' wurde am Passagen- 
instrmneBte zu Bilk beobachtete

K re is  W est.
I  I I  I I I  / t B . ä ’  Mittel

ß  Orionis 54s . 8 15«.3  5i>8m37«.4 58«.0  20« 1 31>8S37«.44
Polaris 0 13«. 0 g j ' u'J 4s. 0 ()h 1 5 15 .25

b =  — 0s. 03.

K r e is  Ost.
I I  I I I

Polaris O 19m26« .0  lt '5 'n2 5 « ,0  1 5 2 4 .5 7

6 =  +  0« . 05.

Es waren aber die scheinbaren Oerter beider Sterne an 
dem Tage:

PnE  4>M 7«. 92 ä =  88 " 30’ 15". 5
ß  Orionis a’ =  5 7 16 .6 6  S'=  —  8 2 2 .8 .

Bringt man mm zuerst die Correction wegen der Nei
gung an, so erhält man für die Durchgangszeiten durch den 
Mittclfadeu:

Kreis West ß Orionis 5*1 8m 37s ,4 2  
Polaris 1 5 14 . 33 

Kreis Ost Polaris 1 5 23 .0 5 .

Aus den Beobachtungen des Polarsterns hei Kreis West 
und Kre-is Ost erhält man ferner den Collimationsfelder

=  +  0 « . 114,

und da die tägliche Aberration für Bilk gleich 0S.013 sec 8 
ist, so hat man also m. Rücksicht hierauf für den Colli- 
mafionsfehler hei Kreis West zu nehmen OBlOl, bei Kreis 
Ost dagegen -+- 0S . 127. Corrigirt man nun die' Beobach
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tungen bei Kreis West wegen des Collin&tiousfehh i'sÄsoi fin
det man:

ß  Oriouis f =  z'o =  5ijg -J  3 7 s . 5 2  

=  / ■ =  I 5 18  .JäO.

r.-iK8 aJH0
t!o —  t„ =  4 AS®1. 1$LS. 3 2 *  _y  _  a —  2-iM 58» • 74-,

und da
< f =  51° 1 2 ' .  5  

ist. so erhält man daraus
h — — 0S. 8,S?'*s

Die we|en der Felder des Instruments corrigirte Beol®:h- 
tungszeit von ß  Orionis ist also

511 8 m 36s. 78,

mithin
M  =  — l m 20s . 12.

Die vorigen Methoden für die Bestimmung von ft hahen 
den Njjtehtheil, dafs dieselopfVon den Oertepi der Sterfre ah- 
häiigfe .Füiv feste Instrumente, mit denen man absolute B,e- 

tstimmung'en macht, ist.es aber wünschenswert]),; die Bestim- 
imm»' von k unabhängig von defi Fehlern der Iti'otascensimio  0 0
dkr Sterne zu erhalten. Dazu dienen die Beobachtungen :d«s- 
selben Sterys in dei-j^okeren und unteren Gulininatiou. Da 
dann a — ft =  12b+ A «  und cf = 1 8 0 ° — 8 wird, wo A « die 
Aenderung d™ RectaSeension in der Zwischenzeit ist, so geht 
in diesem Falle die vorher für ft gefundene Formel über in:

1 2 h 4 -  A «  —  (i'ö —  O  £PS 'P
cos 90 sin 2 §

  12 '1 h ß a —  ( f 0 —  Cp)
2 cos p  tang S

A weh hier ist es wieder am Vortheilhaftesten, einen der 
deäa Pole nahen* Sterne n beiden Culmih'ationen zu beobach
ten, weil daiyr der Divjsor tang 8 am gröfsfim wird. Uebri- 
gens setzt die Methode voraus, dafs man' despfesten Standet 
des Instruments während zwölf Stunden versichert ist, oder 
dafs man die Minderung im Azimut, weSn einAVsohlie^statt- 
findet, bestimmen kann. ^

Fm nicht nöthigjzu haben, das Azimut immer von Neuem 
durch B&hbaehtungen des Polarslfeijis zu finden, errichtet man 
zuweilen in tgrofser Entfernung von dem Instrumente ein Me
ridianzeichen, d. h. eine auf fester Grundlage ruhende steuiernff
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Säule mit einer getheilten Seale im Tiorizonte-des Instruments. 
Bestimmt man dann durch wiederholte Beobachtungen des 
Polarsterns denjenigen Punkt der Scale, welcher dem M eri
diane- entspricht, so kann man nachher immer durch blofse 
Einstellung des Instruments auf die Scale das Azim ut finden; 
solange die L age der Sdale unsnerrückt dieselbe bleibt und 
vorausgesetzt, dafs man dennCollimationsfehler kennt oder 
das Instrument umlegt und in beiden Lageai auf die Scale 
einstellt,..da die .A bw eichung des Mittelfadens vom  M eridian-? O
punkte d<üj M ire in einer L äge des Instruments g le ich /f +  c; 
in der anderen dagegen gleich k  —  c ist. D ie Entfernung 
der M ire nmf£i<aber -grofs sein, wenn .man gröfse Genauigkeit 
eijfcicjien w dl, da ein Z o ll erst in der Entfernung von 17188 
F ul’s unter oißlin  'W inkel von einer Secuudeaerscljemt »und 
dann eine VeiT-ücknng«der M ire um & Z oll selion einen Fehler 
von 0". 1 in der Bpstimmung.sjdes Azimuts erzeugen würde. 
Diese gröfse .-Entfernung maclitjjaber die Beobachtungen w ie
der ungenau, indem der Zustand der Luft nie. ein ruhiges 
B ild  der M ir e .im Fernrohr erlauben wird. D a  außerdem  d.e 
Beobachtung einer solchen M ire auf die Tagesstunden be
schränkt ist, so hat St.ruvgr.ejne anders A rt von  M ire vorge- 
schlagen und auf dep,Sternwarte zu Pulkowa eingetührt. D em  
Fernrohre ,des Instruments gegenüber ist nämlichnein O bjectiv 
v-cta sehr grofser Brennweite (Struve wendet Luissen von etwa 
550 Fufs Brennweite an) fest aufg»stellt, so dafs seine A $ f  
mit dar des Fernrohrs in der horizontalen L age zusaxmnen- 
fällt. Im Brennpunkte dieses Objectivs ist die M ire, die aus 

g;in<-tvi in einer senkpefehfen Messingplatte. befindlichen L ocpe. 
besteht, das im Fernrolire des Kreises als ein kleines,, scharf 
begrenzter Kreis eiSdieint. l^as-'JObjBStiv ist auf einem is,©- 
lirten B ild er  mit der gröfsten Sorgfalt befestigt und durch 
geeignete Bedeckunggji m öglichst gegen jed| r MeMuderung 
gefepliütet. E benso ist die M ire m einem eigenen Plauschen 
auf -einem iffllirtdö Pfeiler mit gleicheff Sorgfalt aufgestellt. 
D a  somit für .beide dieselben VorsielitsmafSregelii getroffen 
wei’den, die für die Aufstellung des Instruments selbst ange
wandt sind, so lälst sieb erwarten, dafs die Aenderungen bei
der ebenso klein sein werden als die der beiden Zapfenlager 
dos Instruments. W e il aber die Erfahrung lehrt, dafs bei
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einem sorgfältig aufgestellten Instrumente die Aenderung des 
Azimuts nicht reine B'ogeus^cunde im Lauf# eines Tages über
steigt, so wird di£-etwaige WeräuflSrung der Colfinationslinie 
der Mire (d. li. der Linie vom Mittelpunkte des Miren-Ob- 
jeTetivs mich dem Mittelpunkte (Sr Märke) in demselben Ver- 
hältnifs- kleiner semrälS die Länge der Axi kleiner ist1 als die 
Brennweite des Miveu- Objectivs. Ist daher die Länge der 
Axe z. B. drei Fufs, die Brennweite des Objectivs 550 Fnfs, 
so wird man höchstens Aenderungan von T|.T Secuude erwar
ten können. Der Hauptvortheil einet» solchen Mire ist djbj, 
dafs man dieselbe zu jeder Zeit zur Controüe*,!der unverän
derlichen Lage des InstrumentSin der Zwischenzeit der Beob
achtungen, die1 für die Bestimmung der-Fehler des Instruments 
dienen, anwenden kann. Hat man zwei solcher Miren, die 
eh e südlich, die andere nördlich vom Fernrohre^so erhält 
inan durch die Beobachtung beider die Aenderung des Azi
muts sowohl als die Aenderung des Collimationsfehlers, wäh
rend die Beobachtung einer nur die Aenderung der Gesiohfe-~ ö
linie giebt, also die Bestimmung^der Aend'erung des Collima
tionsfehlers durch andeiE Mittel vorsfassetzt. »«Sind dann die 
Ablesungen der nördlichen und südlichen Mire a und b und 
zu eine I anderen Zeit a! und b' und n’mmt man dieselben 
positiv, wenn der Mitf'elfaden östlich von der Mire im Fern
rohre steht, so erhält mäfi' die Aenderung de und da des 
Gollunationsfehlers und des Azimuts aus den Gleichungen:

a! — i , (6' — 6)=   2
, b' —  b —  ( a’ —  d)

 2---------------

wo man de mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen hat, 
wenn das Kreisende östlich ist.

23. Ist das Pass'^eninstrument mit einem Höhenkreise 
verbunden, um zugleich mit den Durchgang^zeiten durch den 
Meridian die Zenithdistanzeirader die Deklinationen der Sterne; 
zu bestimmen, so nennt man dasselbe einen Meridiankreis.

Stellt man • an einem solchen Instrumupte den Stern in 
einiger Lntfernung vom Mittelfaden ein, so giebt der durch 
das Instrument;erhaltene Winkel nicht die Mefidianzenithdi- 
sfenz oder Declination des Sterns, da der horizontale Faden
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die Ilim m elskugcl in en em gröfsten Kreise schneidet, wäh
rend der Stern einen kleinen K reis beschreibt. M an mufs 
daher an den abgelesenen W inkel eine Correction anbringen.

Die Coordinaten eines Punktes der Hiinmelskugel, be
zogen auf ein Axen’System, dessen Grundebeue der Aequator 
ist und dessen Axe der x  senkrecht.auf der Umdrehungsaxe 
des Instruments steht, sind:

x  =  cos 8  cos (t —  m), y  =  —  cos 8  sin (t —  in) und z =  sin 8.

Denkt man sich nun ein zweites Coordinatensystem , des
sen A xe  der x  mit def vorigen zusammenfällt, während die 
A xe  der y mit der horizontalen A xe  des Instruments parallel 
ist, so sind die drei Cöordiuaten einell Punktes, auf welchen 
das Fernrohr gerichtet'ist, wrnn man mit 8 ' den vom Fern
rohre durchlaufenen, d. h. den am Kreise abgelesenen W in 
kel bezeichnet und bedenkt, dafs das Fernrohr einen kleinen 
Kreis an der Hiinmelskugel beschreibt, dessen Halbm esser 
icos c ist:

x  =  cos 8' co s  c ,  y  =  —  sin c und z — sin 8' cos«.
D a nun die A xen  der y in beiden Systemen den W in 

kel n mit Einander b ilden , so erhält man nach den Form eln 
für die Transformation der Coordinaten :

sin 8  =  — sin c sin n cos c cos n sin i'S' 
cos 8 cos (r — 71l) =! cos 81 cos c 
cos 8  sin (t— is) =  sin $  cos c sin n sin c cos n,

also :
„ cos 8 ’ cos ccotang o vosut— m) = — . —------------------— •— sin ft%in c cos n cos c sin 0

i^iPnese G leichung könnte man in eine Reihe entwickeln; 
da n aber immer sehr klein ist und auch c, selbst wenn man
an einem e n tfe rn t^  Seitenfaden ein st eilt, doch  nicht über 15
oder 20 Minuten beträgt, so kann man einfach schreiben:

tang 8 —  tang 8’ cos (r — m ) ,

und erhält dann nach Form el (17 ) der Einleitung:
8 =  8' — tang,! (r — m)̂ sin 2 8 -t-̂ tang (r — m)4 sin 4 S.

Diese G leichung form t man nun noch  so um , dafs die 
Coefficienten

2 sin !  (r — m)2 und 2 sin !,t(r — m) 4
enthalten, weil man diese Gröfsen aus den schon früher er- 
wälmtctT Tafeln (V  N o. 7 ) entnehmen kann.

33
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Man schreibt närhlich für
tang 4  (t —  ?»)2

jetzt:
sin 4 ( r — »t)2 

1 —  cos 4 —  w)2

und entwickelt dicken Ausdruck in die' Reihe: 
sin .] (r —  /«)2 -f- sin 4 (r  —  ?/?)4 

und da nun ebenso:
4 tang 4 G — ni)i —  4 sin 4 (t — m)*

so wird:
8 —  8' —  2 sin 4 (r —  ni)2 . 4 sin ijf ,—  2 sin (r —  j ^ 4<£°S %  sin 2£, L

wo man gewöhnlich mit dem ersten Gliede ausreicht.
Die Zeichen dieser Formelygelten für den Fall, dal’s die 

Theiluiig an dem Kreise in demselben Sinne .gezählt wird 
wie che Ordination eg., und dals man einen Stern in der obe
ren Culmination b.epbachtet hat.

Wird die Theilung in entgegengesetztem Sinne gezählt, 
so wird die corrigirteCAblesung:

8' H- 2sin'»f %r —  m)2 . 4 sin 2 8 +  2 sin 4 ( t  — ,»i)‘  cos S2 sin £ S.

Da nun die Theilung der Kreise in einem Sinne, von 0° 
bis 360" fortgelit, so wird, wepn bei der oberen Culmination 
die Theilung im Sinne der Declinationon gewählt wird, dies 
für die untere Culmijiation nicht der Fall sein. Man hat 
daher für untere Culminationen die Zeichen der Correction 
zu ändern.

Fig. 18. Man kann die genäherte Formel auch ein
fach so ableiten. Es sei PO' Fig- 18 de^Meridian, 
0  ein Stern aufserlialb d^ elben  in dem Stunden
winkel t. Stallt man diesen Stern am Meridian
kreise auf den horizontalen Faden, so beobachtet 
man die Polardistanz PO ’, wo man den Punkt 0' 
finder, wenn‘ man sich durch 0  eiiien auf PS senk
rechten Kreis gelegt denkt. Man hat dann also 
PO' =  90° — Ö\ PO =  90" — <J, daher:

tang<<f =  cos t . tang 8'.

Ist nun aber der Horizontalfaden nicht dem 
Aequator parallel, sondern macht derselbe mit dem 
Meridhxne den Winkel 90°-P«7’, wo J die Neigung 

der Fäden ist, so beobachtet man die Polardistajiz PO ”, wo 
man 0"  findet, wenn man durch O einen größten Kreis legt,
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der mit dem Meridiane den W inkel +  d  macht. B ezeich
net man wjftjler die beoJjjaphtetQ Declination mit S ', so hat 
man jetzt, wenn man 0  0 '  =  cksetzt:

sin c Sin . /  =  —  sin 8 cfos 8' cos 8 sin 8' cos t.
sin c c o s y /=  cos$ sin t,

daher durch D ivision beider G leichungen:

tang 8 —  Ring 8' | cos t —  sin t — .„1 
L sin d J

=  tang 8' cos (< -+-y)>
wenn man setzt:

Ist J  =  0, so giebt die F orm el einfach diS R eduction auf 
de'n M eridian. D iese R eduction pliis der Correction wegen 
der N eigung: der Fäden ist abe?, wenn man nur das erste 
G lied mitnimmt:

8 —  8' =  —  I  sin 2 8 . 2 sin I  (t -h y )'2.
U m  die Neigung- der Fäden zu bestimmen, beobachtet 

man einen dem P ole  nahe stehenden Stern, indem man den
selben so weit als m öglich vom  Mittelfaden auf beiden Seiten 
des^ lben  einstellt. Jede solche B eobachtung giebt nämlich 
eine G leichung:

8 =  8' —  I sin 2 8 . 2 sin I  0  —  cos 8 sin t . J, 
wo man auch noch das zweite G lied, das sin t P  enthält, mit- 
liimmt, wenn e ?  nöthig ist. M an kann daher aus zwei sol
chen Gleichungen S  und J  bestimmen, oder wenn man mehr 
als zw ei Einstellungen gem acht hat, aus allen die wahrschein
lichsten W erthe von J  und i\ d  bestim m en, indem man für 
d' den W erth  S u anrhnmt, sodafs <)' =  <)'„ -t~ A d wird, w odurch 
die obige G leichung übergeht in :

0 =  S0 —  I sin 2 8 .2  sin 4 A S cos 8 sin t . J.

M an findet nun auch leicht die C orrection der beobach
teten Declination für den F a ll, dafs man ein Gestirn beob 
achtet hat, welches einen Halbmesser, eine Parallaxe und eine 
eigene B ew egung hat, wie dies z. B . beim M onde der Fall 
ist. Hat man ein solches Gestirn an einem Seitenfaden beob 
achtet, so hat man nach dem V origen  die G leichungen:

cos c cos 8' =  cos 8 cos ( t  —  m)
cos c sin 8' =  cos 8 sin (t  —  m) sin n -+- sin 8 cos n.

H ier ist §  die scheinbare Declination des eingestellten 
P unkte» des Randes und r  der östliche Stundenwinkel des

33*
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Punktes zur Zeit der Beobachtung, S' die a-m Kreise ab
gelesene Declination dieses Punktes. Nennt man nun aber <) 
die scheinbare DeclinaKon des Mittelpunktes des Mondes, 
r den scheinMren Stnndenwinkel desselben, so erhält man, je 
nachdem man den oberen oder unteren Rand eingestellt hat: 

cos c cos  ($ ’ =|= .r')'1 == cos  S  cos  ( t  —  m~) 

co a  c sin (ä l= F  xi) —  c o s > Ä in  f r  — m) sin.n. +  sin 0  cos » ,

WO
sin x  cos  c =  sin h!

ist, wenn man mit h' den scheinbaren Halbmesser des Mon
des bezeichnet *). Aus dfesen Gleichungen erhält man, wenn 
mann statt co$ eflsin x  den Werth siu ti setzt, cos^ pos x  eli- 
minirt ipid die entstandene Gleichung mit i\ muliiplicirt, wo A 
das.jVerhältnifs d< r Entfernung des Gestirns vom Bcoba^h- 
tungsorte zur Entfernung vom Mittelpunkte!, der Erde be
zeichnet :

=4= A sin h ' =  A  0Q£ S  sin S’ cosidr — m) H
—  A cos  S  cos  $ ’ sin ( r —  m) sin n
—  A sin S  cos S ' cos ii,

oder, da man diöjSröfse sin (r — ni) sin n vernach Lässigen 
und cos n gleich Eins nehmen kann:

=t= A  sjn h ' =  A  cos S  . sin S ' cos  ( t  —  ni)

- -  ” iiT ('V ~m7i.

Drückt märrmm die^scheinbaren Gröfsen durch tfMc'en- 
tr’ sche aus, indem man setzt:

A  sin h! —  sin h 

A  cos S  =  cos  S 0 —  q  sin  7t cos  cp1 
A  sin S  =  sin <J„ —  p sin 7f sin </’, 

so erhält man leicht.: ’
=4= sin h —  q  sin 7t sin Sjp’ —  S ')

=  sin (3 '— d„) —  cos  S a sin S ’ J (V E -m ) 2 •

Bezeichnet man nun die Zmt der Beobachtung mit ©' 
die Culminationszeit des Mittelpunkts des Gefiirns mit fy,, 
so ist:

* =  0 — 0O.

Man findet clicp sogleich, wenn man das miehtwinklige Dreieck l>e- 
traclitet, welches vom Pole des Kreises des Instruments, dem Mittelpunkte 
des Mondes und dem eingestellten Punkte des Randes gebildet wind. In die
sem ist der Winkel am Pole des Kreises glcnSü ir, diffgegeniibersteliende Ca- 
thete gleich li.
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H at alter das Gestirn eine eigens, B ew egung ln R ect
ascension und ist 7 die Zunahme derselben in  einer Secunde:, 
sei ist, wenn 0 —  & „ in Zeitsecnnden ansgedrückt^sj;: 

r =  (0  —  (90) ( 1 —  X). 15.

Vernachlässigt man nun in (r  —  ?n) 2 die kleine Gröfse m  

und setzt
sin p —  (t sin n  (rp'—  S'),

so erhält m an :

sin (^0—  .5'’) == sin/) =f= sin/| —  {  sin 2$(<9 —  0 O) 2 (J —  X)2 '

N un ist
siw(/> =i= h) =  sin =t= sin A —  2 sin /) 4 =1= 2 sin h sin j  p %

alsoir*S
p  / i  J

sin p  =±= sin /; =  sin (p ±  h) =±= — -  - sin p sin h gQgggjj

mithin endlich :
X  _ S > _ 1  7 !< P = F !l) ■ ■ ,o0 =  0 +  p =F /i =F ^ sm sm 'l

D ies ist die von Bessel in der V orrede zu den Tabulis
Regiomontanls pag. L V  gegebene Form el. D as letzte G li d 
dieser Form el ist nichts weiter als das erste G lied der vorher 
gefundenen R eductiousform el auf den M eridian mal (1 —  i. j L.

Die gefundene wnhrk Declination des Mil telpunkts des 
M ondes gilt nun für die Zeit <■). W ill man dieselbe für eine 
andre Zeit 0 ’ haben, ssennufs man noch das G lied :

-  1d 8hinzufügen, wo -  di'e Aenderung der Declination des G e 

stirns in der Einheit der Zeit bezeichnet.

24. Damit die Beobachtungen mit dem Meridiankreise 
die wahren Differenzen der Declinationen oder Zenithdistan
zen geben , müssen die Ablesungen des- Kreises w egen der 
Theilungsfelder und auch w egen  der B iegung des Fernrohrs 
und des Kreises corrigirt werden. D iese Fehler müssen da
her nach N o. 7 und 8 dieses Abschnitts bestimmt und an die 
Ablesungen angebracht werden. Endlich mufs auch der Z e 
nithpunkt oder der P olpunkt des Kreises bestimmt werden, 
wenn man Zenitlidistanzen oder unmittelbar die Polardistan
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zen der Sterne bestimmen will. L'm den Polpunkt zu erhal
ten, mu'ls man einen der Polarsternnain der oubfen und un
teren ©ulmination beobachten! Befreit man die Ablesungen 
von der* Refraction und den Fehlern der Biegung und Thei
lung, so ist di^halbe Summe ĉleT Ablesungen gleich dem 
Polpunkte des Kreises, vorausgesetzt da-fs dio Lage der Mi1 
kroskope gegen den Kreis sich nicht geändert hat. Da aber 
die Prüfung dieser Unverändorlichkeit und die Bestimmung 
der Aenderung selbst am Besten durch die Beobachtung des 
hffidirpunktE zur Zeit beider Beobachtungen'gemacht wird, 
so ist es am Einfachsten und zuglejph Genauesten, alle Beob
achtungen auf den Zenithpunkt zu beziehen, d. li. die Zeuitli- 
distanzen der Sterne zu bestimmen und daraus mittelst der 
Polhöhe die Declinatioifen abzuleiten.

Der Nadirpuukt wird, wie schon früher gezeigt war, da
durch bestimmt, dafs man unter das nach dem Nadir gerich
tete Fernrohr einen Queeksilberliorizont stellt und das reflee- 
tirte Bild des* Horizontalfadens mit dem Faden selbst zur 
Coincidenz bringt. Gewöhnlich hat eiu solches Instrument 
zwei horizontale Fäden in einem Abstande von etwa 10 Se
cunden, zwischen welchen man die Sterne genau in die Mitte 
stellt. Man stellt dann auch bei der Beobachtung dgs Nadir
punktes die reflectirten Bilder der Fäden nach einander in die 
Mitte der Fäden und liest den Kreis in beiden Lagen äbpwv'o 
dann das arithmetische Mittel der beiden Ablesungen tclfeicliO O
dem Nadirpunkte des Instruinents ist. Nach den Gleichun
gen (13) in No. 8 dieses Abschnitts erhält man dann die Ze,- 
nithdistanzen der Sterne frei von Biegung und, wenn man die 
Ablesungen z, etc. auch wegen der Theilungsfehler corri-
girt, auch von diesen frei. In aller Strenge würdejes erfor
derlich sein, die Bestimmung des Nadirpunktes bei deb Beob
achtung jedes Sterns zu machen, da'indessen cü( durch dite 
Aenderungen der Mikroskope hervorgeliaiideii Aenderungen 
des Nadirpunktes klein sind und langsam vor sich gehen, so 
ist es genügend, den Nadirpunkt von Zeit zu Zeit zu bestim
men und den wirklich stattfindenden Nadirpunkt für die zwi
schenliegenden Beobachtungen zu intefpoliren. Dadurch kön
nen dann die Aenderungen der Mikroskope so gut wie voll
ständig eliminirt werden, und da die Beobachtung des Nadir



519

punkts so ■einfach ist und sich zugleich mit grofser Genauig
keit machen läfst, so ist die^e Me.thode der Bestimmung clor 
Zenitlidistanzeii gewifs die Iraste.

Man kann sich indeSs^n flu- die Bestimmung dtTS Zen tli- 
punktes auch honzontaler-Qblhmatare-n, deren 'einer nördlich, 
der a.ndfe  ̂südlich vom Fernrohre aufgestellt ist, bedienäa. 
Zu ’clem Ende sind duS CollimSforen so eingerichtet, dafs die 
Collimationslinie des'Fernrohrs mit der Umdrehungsaxe der

selben zusammenfällt. Das Ferm;ohr hat liä'mlich zwei g&Han 
kfeisfund gedrehte Hinge Aon Glockemnetall, mit deifen ffe's 
in den ESitwinkligen Lagern aufliegt. Didse-’ Lager haben 
die gewöhnlichen Cor^eKuoiisschraSbe'h in Azimut und Höhel 
zugleich hat das FadSßlireuz Corgdctionsdclirauben, um das
selbe in zwei auf einander senkrechten Richtungen fCei\tjcfll 
zur Axe des Fernrohrs zu bewegen.' Nachdem dann die Colli- 
matoren dem Fernrohr *|enau gegenüber aufgestellt "sind, be
richtigt mau zuerst die' ©bllimationslinie der Fernröhre so, dafs 
dieselbe mit d^'Umdrehuugsaxd^zushmm'enfällt. Ihts ge
schieht, indem man den einen Collimator aul den anderen 
richtet und um 180" tun seine Axe dreht. Behält das Faden
kreuz $einc Lage gegen das Fadenkreuz des ändern, sonst 
die Collimationslinie berichtigt, im anderen Falle verstellt 
man 4<'ls Fadenkreuz mittelst der Correcxionsschrauben so
lange, bis die uurar&nderliehjtftt der Lage bei der-Umdre
hung des Fernrohrs um die Axejerreicht ist. Die Neigung der 
Axe und also auch der Collimationslinie gegen den Hdvizpnt 
des Collimators wird dann mitteLt des Niveiiu’s gefunden, 
und da man den Collimator so umlegen kann, dafs das Ob- 
jectiv auf die Seite kommt, wo vorher das Ocular war, so 
kann auch die Ungleichheit der Zapfen auf die gewöhnliche 
Welse bestimmt und in Rechnung gebracht werden. Um 
nun den Horizontalpunkt des Kreises zu beobachten, nivel- 
lirt man den Collimator, richtet das Fernrohr des Kreises 
auf denselben und liest die Mikroskope ah. Darauf dreht 
man den Collimator um 180° um sein'e - A £e, um einen et
waigen Fehler in der Collimatiouslinie zu eliminiren, nivellirt 
wieder und liest nach der Einstellung des Fernrohrs die Mi
kroskope ab. McWht man die^lben Operationen <anßh für 
den anderen Collimator und sind a und b die. Mittel aus den
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zwei Ablesungen für jeden Collimator, schon wegen der Nei
gung des Collimators corrigirt, so ist - -  der Zeuithpunkt
des Kreises *), wenn die Collimatoren in gleicher Entfernung 
vom Instrumente sind. Ist x  die Erhöhung des Objsctiven- 
des des Collimators, schon wegen der Ungleichheit der Zapfen 
corrigirt, so ist die Zenithdistanz des Fernrohrs, wenn es auf 
den Collimator gerichtet ist, abgesehen von der Neigung der 
Verticallinien beider Instrumente, 90" -+-x, und man mufs da
her x  von der Ablesung subtrahiren oder dazu^addircn, je 
nach der Richtung der Theilung.

Diese Methode ist aber umständlicher als die Beobachtung 
des Nadirpunktes und wegen der Nivellirungen auch wohl nicht 
so genau, weshalb uie andre immer den Vorzug verdient.

Die Polhöhe bestimmt man, ,am Besten durch directe und 
reflectirte Beobachtungen der Circ111 npolarsteitcM an  erhält 
nämlich aus solchen Beobachtungen in einer Culmination nach 
den Gleichungen (ß ) in No. 8 dieses Abschnitts:

und eine ähnliche Gleichung für die untere Culmination. Das 
Mittel zweier solcher Gleichungen giebt dann die Polhöhe, 
unabhängig von der Declination des Sterns und nur noch 
mit den geraden Sinusgliedern der Biegung behaftet, die nach 
de.r dort gegebenen Methode bestimmt werden müssen. Aufser- 
dem mufs bei diesen Beobachtungen die Neigung der Verti- 
callinie des Instruments und des Quecksilberhorizouts auf die 
eben daselbst angegebene Weise in Rechnung gebracht werden.

V. Das Passageninstrument im ersten Verticale.
25. Beobachtet man an ehiem mit einem Ilöhenkreise 

versehenen Passageninstrumente, welches im 3>rsten Verticale 
aufgestellt ist, die Durchgangszeit eines Sterns und dessen 
Zenithdistanz, so kann man ähnlich wie im Meiidian auch 
zwei Gröfsen «  und p oder <f Bestimmen. Da indessen die

Die Ablesungen müssen mich wegew der GU?acr der Biegu®, die 
auf das Mittel beider Ablesungen von Einflufs sind, wenn solche vorhanden, 
corrigirt werden.
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Beobachtung (1er Zenithdistanz Schwierigkeiten hat, so beob
achtet man gewöhnlich nur die Durchgangszeiten der Sterne, 
um daraus die Polhöh.e oder die Declination der Sterne zu 
bestimmen. Zu dom Ende mufs man wieder aus der beob
achteten Zeit und den Fehlern dös Instruments die wahre 
Durchgangszeit durch den ersten'Wertical belohnen können.

Die Umdrehungsaxe des InstrumentsTtrc fie die schein- 
bare Himmelskugel nach Norden zu in einem Punkte, dessen 
scheinbare Höhe über dem Iloiizonte b und dessen Azimut 
von Norden ab gerechnet (positiv auf der Ostsoite des Me
ridians) ft ist. Dann sind die drei rechtwinkligen Coordi ra
ten dieses Punktes in Bezug auf drei Axen, von denen die 
Axe der z senkrecht auf der Ebene des Horizonts ist, wäh
rend die Axen der x  und y in der Ebene desselben liegen 
und zwar so, dafs die positive Axe der x  nach dem Nord
punkte, die positive Axe der y nach deYii Ostpunkte gerich
tet ist:

z == sin by y  =  cos b sin Je und x  =  cos b cos 1*.

Nimmt man nun ein zweites Coordinatensystem an, des
sen Axe der z der Weltaxe parallel ist und dessen Axe der y 
mit derselben Axe im vorigen Systeme zusammenfällt, wo 
also 1 die -pbsitiy® Axe der x  nach dem unter dem Horizonte 
befindlichen Dnrchschnittspunkte dos Aequators und Meri
dians gerichtet i™ so sind die drei Coordinaten de-s Pols der 
Axe, wenn m dessen Stundenwinkel1 ('ebenso wie das Azimut 
gezählt) und n das Supplement der Declination zu 180° ist: 

z =  sin n , y  =  cos n sin m, x  =  cos n cos m, 
und da die Axen der z in beiden Systemen den Winkel 90° — (f 
mit einander bilden, so erhält man die • ■Gleichungen: 

sin b =  sin n sin f  —  cos n cos m cos <p 
cos b sin Je =  cos n sin
cos b cos Je —  cos n cos m sin 99 -+- sin n cos <p 

und sin n — cos b cos Je cos <p -+- sin b sin <p
cos n sin m =  cos b sin Je 
cos n cos in =  cos b cos Je sin 99 —  sin b cos (f.

Nimmt man nun an, dafs das Fern roh r mit der Seite der 
Umdrehungsaxe nach dem Kreisende-;zu den Winkel 90° +  c 
bildet, und dafs dasselbe auf ein Object gerichtet ist, (Jessen 
iMdinatmn Ö und d^gsen Stundenwinkel i ist, so sind die 
Coordinaten dieses Punktes in Bezug auf den Aequator, wenn
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man die Axe der x  wieder nach dem Nordpunkte gerichtet 
annimmt:

s in  8, y  —  fcjxs 8 s in  t u n d  x —  —  c o s '1« ' c o s  t,
oder, wenn man die Axe der x  in der Ebena ries Aeqnators 
in der Richtung der Umdrehungsaxe dek Instruments an
nimmt: z =  s;n g

x  =  —  c o s  S c o s  ( t —  in).

Nimmt man nun ein zweites Coordinatens^stem an, in 
welchem die Axe der y mit der vorigen zasauunenfiillif,n wäh
rend die Axe der x  mit der Umdrehu ligsaxc des Instruments 
zusammenfällt, so ist jetzt:

x  =  —  sin c,

und da die Axen der x  in beiden Systemen den Winkel n 
mit einander bilden, so hat man:

s in  c —  —  s in  8 s in  n -+ -  ctM  S c o s  ( t —  m) c o s  n.
Man findet diese Formeln auch aus der Betrachtung desO

Dreiecks zwischen dem Pole P , dem Zeuitli Z und dem 
Punkte Q , in welchem die dem Kreisende entgegengesetzte] 
Seite, der Axe die Plimme.lskugql trifft. In diesem i|d, wenn 
das Kreisende Nord ijjij, P Q =  180°— — wi Z(J — 90"-\-b 
und P Z =  9 0 °— cp, während der Winkel Q PZ =  m und 
Q ZS =  k ist. Die Formel für sine erhält man dagegen aus 
dem Dreiecke P & Q, wo S1 der Punkt der Ilimmelskugel ist, 
auf den die Absehenlinie des Fernrohrs gerichtet ist, mul in 
dem S Q =  9011— c, wenn S im Westen ist, >S' P =  9t)I ,— 5, 
PQ =  180°—ItfO— nj ist, während der W ’nkel SFQ =  t — in ist.

Löst man in der -letzten Gleichung coS(< — m) auf und 
setzt für sin n , cos n cos m und cos n sin m di<j' vorher Jjge- 
fundeSen Werthe, äb erhält man, wenn man die Sinus der 
Gröfsen b , k und c mit dem Bogen vertauscht und die EjSh- 
sinus gleich Eins setzt:

c =  —  s in  8 c o s  <p -+- c o s  o ^ i n  <p c o s  I 
—  [s in  S s in  tp -+- c o s  S c o s  tp c o s  t] b 
-+- c o s  8 s in  t . k, 

oder da: s in  8 s in  (p -+- c o s  8 c o s  <p tos t —  c o s  z

lind c o s  8 s in  t —  s in  z s in  A,

oder, da A hier nahe gleich 90° ist:
c o s  8 s in  t =  s in  z,

wenn der Stern im Westen stehend angenommen wird: 
c  —t- 6 c o s  z —  k  s in  ja =  —  s in  S v o s f y  +  c o s  8 s in  y> c o s  t.
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Ist dann v  die wahre Sternzeit, zu weicher der Stern 
im ersten Vertical ist, also ™— u der Stundenwinkel des Sterns 
in diesem Augenblicke, so ist:

cos ( 0 — a) =  -  — , 
tang p

oder:
0 =  —  sin S cos cp +  cos 8 sin p  cos { 0 —  «).

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so er
hält man:

<; +  iS B S * — k sin z =  cos 8 sin cp . 2 sin I  \& — a —  t\ sin I  [ 0 —  a -t- /]■
Da nun c, b und k kleine Gröfsen, also auch D — a und t 

wenig von einander verschieden sind, so kann man
sin t statt sin 4 [0  —  a +  t\

und
4  [0  —  a —  <] statt »sin t i I ® — a —  *] 

setzen und erhält dann, wenn man bemerkt, dafs
cos 8 sin t =  sin z 

lS£ : c b k0 ------  f i -------  £ — -------------- --------- — _ .
sin z sin 9o tang z sm p  sm tp

Hat man nun einen Steua zu der Uhrzeit T an dein Mit- 
tjlfaden des Instruments beobachtet, so wird T + A ^  die wahre 
Sternzeit und der Stundenwinkel

T  -\- A  t —  a =  t 

sein. Man erhält daher:
b k

0  —  ? , - t  A t H— . . ------ hsm :  sm cp tang z  sm cp sm cp

Diese Formel gilt, wenn das Kreisende nördlich und 
der Stern im Westen beobachtet ist. Hätte der Stern im 
Osten gestanden, so wäre

cos 8 sin t =  —  sin z

gewesen. Da nun die Gröfsen c, b und k  ihre Zeichen be
halten, so hat man nur in der vorigen Formel die Zeichen 
der Divisoren sin z und tang z zu ändern undE% ält:

b k  ( Kreis Nordt + m  — •
sin z sin (p tang z sin (p sin cp \ Stern Ost 

Für die Lage dos Instruments, bei welcher der Kreis im
Süden ist, ändern b und c ihre Zeichen; man hat daher: J>

\ S
« f* b l  Kreis Süd 10 .— J1 —{— & t , . . ,

sm 2 sm f  tang z sin <p sin <p '  Stern West •
und

( Kreis Süd ) 

' Stern Ost )
Uc

sin z sin cp — tang z sin cp sin p  ( Stern Ost 5 /t, ,t ,

'
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Keimt man nun 0  und « ,  so erhält man durch die 
F ormel

tiing <f cos ( 0  —  «) =  tang S 

die Polhöhc <f, wenn die DfSlimmon des Sterns bekannt ist, 
oder diejVDe€lination, wenn durPolhölie bekannt ist. Sind 0  
und 0 ' die Zeiten, zu denen der Stern im östlichen und 
westliolien Theile desErsten Verticals. war, so ist ] ( 0 '— 0) 
dto Stundenwinkel des Sterns in dem Augenblicke, wo der
selbe im ersten Vertioale war, und man erhält: 

tangT};' cos ^ —  ©•) =  lang S,

sodafs man dann also die Rectaseension des Sterns nicht zu 
kennen braucht, um <p oder <) zu finden. Hat man nun das 
Instrument zwischen der Beobachtung des Sterns im Osten 
und im Westen umgelegt, also das eine Mal bei Kreis Nord, 
das andre Mal bei Kreis Süd beobachtet, so wird 

.1 y;.
fodafs man dann also weder den Stand der Uhr, noch die 
Fehler der Aufstellung des Instruments zu kennen braucht. 
Ein Beispiel hierzu findet man in No. 24 des fünften Ab
schnitts.

26. Die eben gegebenen Formeln gälten nur für eine 
sehr nahe richtige Aufstellung des Instruments, wenn also 6, c 
und k kleine Gröfsen sind, deren Quadrate lftau, vernach
lässigen kann. Häufig wendet man -aner die Methode derO O
Bestimmung der Polhöhe durch Beobachtungen im ersten 
Yerticale auf Reisen an, wo'-lnan das Instrument oft nicht in 
einer so grofsen Nähe am ersten PZ'örticale aufstellen kann, 
dafs die angeführte Bedingung erfüllt ist. Dann kann man 
also die1 eben gegebenen Näherungsformeln nicht anwenden. 
Es war nun vorher die strenge Gleichung gefunden: •' 

sin c —  —  sin S sin n -+- cos S cos n cos (< —  m), 

oder, wenn man die Werthe für sinrc, cosn,jTosm und cosn sin?« 
subs+ituirt :

sin c —  —  sin b sin S sin p  —  sin b cos fr cos p  cos t —  c o R k o s  X !  sin S cos p  
-+- cos b cos Msin p  cos S cos t +  cos b ŝ mlc cos S sin t.

Plätte man genau im ersten Yerticale beobachtet, so wäre: 
| ^ .jn §  =  cos 2 sin p ,  cos S c o =  cos z cos p

und
cos S sin L — sin z.
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Dü'nun aber angenommen wird/rdals das Insthunent in 
einiger Entfernung vom ersten Verticale stellt, f'so‘* führe ma» 
die Hülfswinkel ein:

sin S =  cos plEin ip 
cos S cos l —  cds i ’ cos p 
cos S sin t =  sin z’.

Dadurch geht die» Formel für sin c über in: 
sin e =  —  sin b cos z' cos (<f —  cp') -f- cos vSoajfc cosz’ $in {cp — cp)

™  c®  6 sin k sin z ,  
und man1 erhält:

, ________  s in B P g jz  tang iW tang £ tagg® .
tn ig  cp cp cos b cos k cos {cp — cp’') . cos k cos ( 5p— c/y 1

Aus dieser Formel sieht man, dafs man am Vortheilhaf- 
testen Sterne beobachtet, wolclie dem Zenith so nahe als 
möglich Vorbeigehen, weil Inan selbst dann, wenn man k nur 
annähernd kennt1, din<»Jiemlicli geiiaue Polholie finden wird.
Beobachtet man nun aber in verschiedenen Lagen des In-O
dmuncnts im’ Osten und im Westen, so kann man die Beob- 
achtung’eil noch so mit einander cömbiniren, dafs die FehM" 
einander ganz auf heben. Die obige Formel gilt nänlfich für 
Stern Wes$ und Kreis Nord. Für die übrigen Fället erhält 
man die Formeln wiS vorher, indem man für Stern Ost z 
negativ setzt:
_ __ sin c sec z ^  tang b J  tang k tnngtz , ireis Nord

b f f  cos 6 co'S/rco’s ü r— cp') cos k cos (cp^-p1) tcosbco$kc3s(cp— 5p') cos k cos (cp11-  p ’) (Stern Ost
. __  sine sec z' . tang b tang ZrtangA ( Kreis Süd j

kng p 92 cosÄ cofecos (9p— <p’) cos k cos (9?—̂ iStern West)

^  __ sin c sec,f'*. tang b tangji tangz' ( Kreis Siid )
cos b cos k cos (5p— 9?') cos& cos (9p— p1) ( Stern,Ost •

Legt man also das Instrument zwischen den Beobaeh- 
tnngen des Stferns im O^teu und; im Westen tum und berech
net y  — 7/ aus jeder einzelnen Beobachtung, so ist das Mit
tel frei von allen Fehlern dal Instruments. Kann män1'nicht 
denselben Stern im kösf^n und Mjjes ên beobachten, so beob
achtet man 'eiiian Stern im Osteij und einen ändern bei ver
änderter Lage des Instruments im WeStöil und verbindet dann 
die Bq.su]tatg mit einander. Wählt man zwei solche Stene 
aus, deren Z^pithdistanze-ü im ersten Verticale nahe gleich 
sind, so hebt, sich der. gröbste Theil der von der Aufstellung 
des Instruments herrührenden Fehler auf und die Genauig-



beit der Polhöhenbestnimung hängt dann noch allein von derO O
Genauigkeit ab, mit welcher y ’ bestimmt ist. Es war ater

tang 8
tang 99 =

cos t
also erhält man, wenn man die Formel logarithmi&ch geschrie
ben, differenzirt:

_ . sm 2 cp T o  ,  .  _  . ,
dcp =  . -  - TI- </<? +  £ sm 2 cp tang t dt. 

sin 2 o
Auch hieraus sieht man wieder, dafs es am Vortheilhaf- 

testen ist, solche Sterne zu beobachten, welclig/nahe am Ze
nith durch den ersten Vertical gehen. Da nämlich:

tang z'
tang t -

COS Cp

so wird der Coefficient von dt auch sin y>' tang z' geachreben 
werden können, also für Zenithsterne sehr kh;in werden, und 
weil dann für solche Sterne d nahe gleich y ist, ,so wird ein 
Fehler in der Declination wenigstens nicht yergröfsert.

Hat man an mehreren Fäden beobachtet, so ist es njc-ht 
einmal nöthig, die Beobachtungen an den Seitenfäden auf 
den Mittelfaden zu reduciren, was bei diesem Instrumente 
eine etwas weitläuftige Ibjehming giebt, sondern man kann
aus der Verbindung von je zwei Beobachtungen an demsel-
ben Faden im Osten und im Westen eine Polhöhe ableiten' ) 
und nachher (Jas Mittel nehmen. |i£* Kt- ■ ", (.«4« h

Schreibt man die Formel für tang (cp — y ’) so um:
. . k sin c . tang 6 . , ,

sm (w— cp’)  —  —  —  - s c c  2 - 1-  - - ‘ Cos (cp— cp' ) — tang k  tang
cos b cos k  cos ic

löst man dann sin (y ■— y/) auf, substituirt für sin y' und
cos c p ' die Werthe

sin 8 sec z* und eos 8 cos t sec z*

und setzt den Factor von tang 6,
cos (p — cp’),

gleich Eins, so erhält man:
sm c

sin ( c p ~ 8) =  cos 8 sin cp . 2 sin 4 H . .
7 1 1 cos h cos k

tang b . . . ,
4 -  — cos z —  tang k sm z .

cos k

* )  Hat man nämlich an einem Seitenfaden, dessen Distanz f  ist, beob
achtet, so ist es dasselbe, als wenn man an einem Instrumente beobachtet 
hätte, dessen Collimationsfehler c + /  ist.

!-■ * /  *---, , y i *Ji efs ft c l L.Jk
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Sind b , c nnd lc kkine G röfsen , so erhält man hieraus 
für die Bestimmung der Polhöhe durch Zenithsterne die fol
genden bequemen Form eln, indem man noch c - \ - f  statt c 
setzt:

tp— 5 =  sin tp cos S . 2 sit£^ t2 =1=/H -i  +  c — k  sins [Kreis Nord, Stern West]
~h b -+- c -+■ k  s i S  [Kreis Nord, Stern Ost]
—  b —  c —  k  sin 2 [Kreis Süd, Stern West]
—  b —  c —f— lc sin z [Kreis Süd, Slljm Ost], 

An dem im ersten V erticale aufgestellten Passageninstru
mente auf der BerlifnyJ Sternwarte wurde am 10. September 
1846 der Stern ß  D raconis beobachtet.

K r e i s  N o r d ,  S t e r n  Os t .
I  I I  I I I  I V  V  V I V II

19'" 9M), 1Ü'10»'48s.0, 5m24s .0, l m16s .5 , 1 ($ ?5 '" üs .3

K r e i s  S ü d ,  S t e r n  W e s t .  
t">ßM),[o4'>'59s.7,0)n>4?s.8, 171' 4 5m 28» .0, 37«“ 38s®

D ie Nemans; des Instruments w ar:O O
bei Kreisgv ord =  -f- 4 " . G4 
bei/Kreis Sifd =  —  3 .4 9 .

ferner w ar:
« =  17*' 26'“ 5 8 ". 59 - f l  n i
5 =  52° 2§i 27” . 77 n lYß i

A « =  — 5 4 ". 52,
und die, Fädendistanzen sind im B ogen :

I  12’ 3 1 " . 16
I I  6 43 .7 8

III  3 25 .1 7
V  3 23 .1 4

V I  6 34 .21
V II  12 22 . 32.

jg 1,7m nun (f — d zu berechnen, mufs man schon einen 
genäherten W erth  von ( f kennen. N im m t man

y =  52° 30' 16”,
so w ird :

log sin tp cos 5 = 9 .6 8 4 6 8 6 ,
und man erhält:

K r e i s  N o r d .
I I I  I V  V  V I V II

t 8">44s .11 17mös . 11 22'“ 29s . l l  2G'"368 . 61 32m468.81
log 2 sin 1 t2 2 .17 5 52 ] 2 .7 5 8 0 7  2 .9 9 6 4 8  3 .1 4 2 6 4  3 .32 3 51

sin y cos 52 sin-p2 1 12 .48  4 37 .18  7 59 .92 1 1 11 .94 16 59 .07
<P —  5 4 3 7 .6 5  4 3 7 .1 8  4 36 .78  4 37 .73 4 36 .75,
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also im Mittel:
,p _  S —  4' 37". 22 +  4". ök +  c +  k sin z.

Ebenso ' findet man aus den Beobachtungen bei Kreis 
Süd im Mitfiel:

5P _  s =  4' 53". 53 +  3". 49 —  c —  B Jn z, 

mithin, wenn man die Resultate? in beiden Lagen verbindet:
?  — § =  4'4Ö". 44

tf' =  52“ 30’ 17". 21 
c +  h  sinai =  -+- 7". 58.

Diese MethodeGst die vorzüglichste, um dio Zenithdistanz 
ip — S eines dem Zenith nphen Sterns mit grofser Schärfe 
zu bestimmen und kann daher mit Vortheil angewandt wer- 
dfiSnm die Aenderungen der Zenithdistanz eines Sterns durch 
Aberration, Nutation und Parallaxeaund mithin die QjJjnstan- 
ten dieser Correctionen selbst zu bestimmen. Di^selb's.*ist 
auch von Struve zu diesem Zwecke mit dem größten Erfolge 
angewandt. D;a die Neigung cle-s Instrumen® einen so großen 
Einflufs auf das Resultat hat, indem ein Fehler derselben 
vollständig im Resultate bleibt, so mufs das zu solchen Beob
achtungen angewandte Instrument so gebaut sein, dafs die 
Nivellirung sich mit ddr- gröfsten Schärfe machen lAfet. Das 
nach Struve’s Angaben zuerst für die Pulkowaer Sternwarte 
gebaute Instrument ist so eingerichtet, dafs das Niveau stets 
auf der Axe des Instruments selbst während der Umlegung, 
die sich mit grofser Leichtigkeit ausführen lfifst, verbleibt, 
sodafs jede etwaige Veränderung des Niveau’s durch das Auf
setzen verhütet ist und man wohl ahnehmen kann, dafs sich 
das Niveau während der kurzen Zwischenzeit der Beobach
tungen melit ändert. Beobachtet man das Niveau in jeder 
Lage vollständig clifPbh Umkehren d^felben, so erhält man 
6 und b'; indessen ist efsoiur nöthig, dasselbe mit dem Instru
menta umzulegen, wodurch man sogleich b —  b' erhält, eine 
Gröfse, die allein für das Resultat benutzt wird, wie man aus 
dem obigen Beispiel sieht.

Eine Schwierigkeit bei diesss Beobachtungen ist die 
Schätzung des Bruclitheils der SeBunde,,zu welehem der Stern 
am Faden isfo wegen der sehiefen, Bewegung des Sterns .gegen 
den Faden. Der Gebrauch des Chronograph wird daher für 
dh se Beobachtungen sehr zu-tempfehlen sein, da es immer
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leicht ist, den Augenbl ck  aufzufassen, wenn der Stern durch 
den Faden lialbirt v'ird.

Für die^iBestimmung der Parallaxe oder der Constanten 
der Aberration und Nutation nach dieser Methode mufs man 
Sterne wählen, die dem Pole der Eolipbc nalle sind, weil für 
solche der Einfluß1? dieser Correctionen auf die Declination 
möglichst grqfs wird.

27. D ie Forififdn, durch welche man die R eduction  von 
einem Seitenfacte'ü auf den M ittelfaden erhält, findet man auf 
dieselbe W eise  wie beim Pa.ssagoninstruinent Hat mau näm
lich an einem Seitenfaden beobachtet, dessen Distanz vom  
M ittelfaden f  ist, so ist es dasselbe, als wenn inan an einem 
Instrumente beobachtet hat, dessen Collimationsfehler c -+- f  
ist. M an hat daher die G leichung:

s in  ( c  + / )  =  —  s in  S s in  n -t- c o s  S c o s  n c o s  {t' —  m), 

w o t ’ der Stundenwinkel des Sterns in dem A ugenblicke ist, 
in welchem  man denselben am Seitenfaden beobachtet hat. 
Zieht man davon die G leichung a b :

s in  c  =  —  s in  3  s in  n - f -  c o s  8  q o s  n c o s  ( t  — » » ) ,  

so erhält man
2 sin 1 / cos [ I / - 1 -  c] =  2 cos 8 cos n sin Ä t — i') sin [\M +  £) —  m].

Da nun f  immer nur wenige Minuten beträgt, so kann 
man für die linke Seite der Gleichung f  setzen, und findet 
dann:

f
2sin l(<  —  t ' )—  * . rv '"T "K F_L"— 1---------- ” -------— K----------------------------: >c o s  o  s m  ^  (t  + 1)  cös n c o s  m — c o s  ö c o s  ^  1)  e o s r a s i n j »

oder, wenn man für ft&s n cos m und cos n sin m die in der 
vorigen Nummer gefundenen Ausdrücke durch b und k setzt:
2 s in  ^  ( t  —  / ’)

=   /_______________________
cos 8 sin p sin I (i—1— Aj [1 —  b cotang tp —  k cotang  ̂ (t 1') coscije y>]

M an mufs also bei der R eduction von einem Seitenfaden
auf den Mittelfaden nicht die eigentliche Fädendistanz f  an
wenden, sondern die Gröfse

 J W - 5  M ffL / ,
1 —  b c o t a n g  tp —  k  c o t a n g  f  ( t + 1') c o s e c  tp ’

und es ist dann:
f

2 sin 4- (f — t") — ------ ------------- :— 1 r, . j\ ‘
c o s  0 s m  <p s m  £  { t  - + - 1 )

3 4
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U m  nun diese G leichung auflösen zu können, miifste 
man t '  schon kennen. E s ist aber

N im m t man dann für fJ-— t ") die halbe Zwischenzeit, welche 
zwischen dem Durchgänge durch den Seitenfaden und den 
Mittelfaden verflossen ist, so ist die rechte Seite der G lei
chung gekannt und man kann daraus t  —  f  'berechnen. W eicht 
der gefundene W erth  von dem angenommenen W erthe zu 
sehr ab, so mufs man die' Rechnung mit dem neuen W erthe 
wiederholen. V orher mufs mantii.ber die reducirte Fäden
distanz f ’ berechnen. D abei kann man nun iu der R egel 
das G lied b  cotang "j fortlassen, weil b  humer nur wenige 
Secunden betragen wird. Ist der Stern nicht sehr nafi,e am 
Zenith beobachtet und k  eine, kleiue G rofse , so kann man 
auch die C orrection  w egen k  venmchlässig.en- und hat dann 
blos die eigentliche Fädendistanz f  anzuwencUn. Nahe am 
Zenith kann aber das G lie d , weiches k  enthält, wenn dies 
nicht sehr ltleiH is t , merklich werden. E s iG  nämlich

Statt des Factors von k  kann man daher auch schreiben :

woraus man sieh t, dafs die C orreG  on sehr nahe am Zenith 
bedeutend werden kann.

Statt der indirecten A uflösung der G leichung
f

2 sin  ̂0  —  0  =  v • rTTT hcos o sm (p sm f  ( l + O  

kann man auch die A u flösu ng  dm'ch ein,e Reihe anwenden. 
D ie G leichung kann man nämlich auch so schreiben: ,

woraus man nach Form el ( 1 9 )  in N o . 11 der Einleitung 
erhält:

sin ^ 0 + 0  =  sin [t —  —  <’)]•

tang t cos (p =  tang z, 

und da f  klein ist, so wird auch sehr nahe
tang t' cos y —  tangj'

sein , also auch
tang I  ( < +  0  cos y> =  tang (s+zS)*

cotang tp cotangiI  (* +  z’)>

cos t —  cos i =

cos S siny> sin t
—  jR)tang tl cotang t 4-------— 1}_cos () sin cp sm t j

•J ( 1 + 3  cotang t i').
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Ist nun das Instrument nalie richtig anfg^stellt, so ist 
cos 8 sin t =  sin z,

mithin
/ ’;t =  t —  .------------i- cotang t

sin z sin <p (_sin z sin (pj

j [ l + ' 3  cotang *2] \ ~ r ~  — -------Lsm2Siny>J
D a in dieser Form el auch eine gerade Potenz von f  vor

kommt, so sicht man, dafs Fäden, w elche gleich  weit zu bei
den Seiten vom  Mittelfaden abstehen, hier nicht denselben 
W erth  für t’ — t geben. Für ein negatives f  wird nämlich

t' =  t +   i  cotang t \ - r - f — 1
sin z  sm <p |_sin 2 sin y>J

-+- -J [1 -+- 3 cotang f  1  — ------
|_sm z  sin y<J

U m  nun diesig Reihen bequem er berechnen zu können, 
kann man sich eine Tafel anlegen, aus w elcher man mit dem 
Argumente 8 die Gröfse sin m  sin z , und ebenso i cotang t 
nnd | (1 + 3  cotang t2)  findet.

Man kann aber diese Reihenentwickelung nur dann an
wenden, wenn der Stern nicht nahe am Zenith ist, weil im 
anderen Falle auch noch  einige der folgenden G lieder mit
genommen werden müfsten.

Ist die Zenithdistanz klein, so bedient man sich mit V or
theil der folgenden M ethode zur Berechnung von  t'. Es war

, / ’
cos t =  cos t H ------■

cos o sm <p

Zieht man den A usdruck auf beiden Seiten von 1 ab
und addirt auch 1 , so erhält man durch die D ivision  der
entstehenden G leichungen :

, , 2  2 sin D 5 cos 8 sin f l —f
tan“ * 1 2 cos A t2 cos 8 sin

D a nun ferner
,ang S

cos t, —

ist, so v r d  

und
1 — cos t =  2 sin -j t 

1 -I- cos 1. —  2 cos 1 t’-

tang <p

sin (95 —  S )

cos 0  sm y>

sin ( f + S )  _ 
cos 8 sin 9

3 4 *
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mithin wird
. , sin {rp — 8 ) —  

tang i  i =  ;j» S  , ,
sm (y> +  d) +  f

und für e 11. negatives f
n  sin(y> —  S ) + f ’ 

tang t * =  ■ , .v: ,■ 'sin (y +  d) — /
D ie Fädendistauzen selbst1 Ijlstimmt man, indem man 

einen dem Zenithe nahe stehenden Stern an den einzelnen 
Fäden beobachtet. Berechnet man dann aus den Beobach
tungen an jedem  Faden die Gröfse

sin rp cos S . 2 sin 4 t2, 
so gehen die U nterschiede dieser Gröfsen die Fädendista-n- 
zen , weil für Zenithaisterne

5p —  S  =  sin rp cos S . 2 sin 4 t2 = * = /-1-  c - 1-  6 - 1-  k sin z.
So hätte man z. B . in dem Beispiel der vorigen N um 

mer aus den Beobachtungen bei Kreis N ord  die Fädendistan- 
*en erhalten:

111 =  3 ’ 2 4 ". 70 
V  =  3 22 . 74

VI =  6 34 .7 6  
VII =  12 21 . 89.

D en 2ten O ctober 1838 wurde der Stern «  Bootis an 
dem im ersten Verticale aufgestellten Passageninstrumejite in 
Berlin beobachtet.

K r e i s  S ü d ,  S t e r n  W e s t .
I  I I  I I I  I V  V VI VII

«Bootis 4 4 s .7 8S. 3 50s . 2 19>> 2™ 328.2  1 3 s .8 5 5 5 .4  111, 1 9 3 . 2 .

D ie Fädendistanzen waren in Z eit:
I =  51®. 639 

1 1 =  25 . 814 
I I I  =  12 . 610

V  =  13 . 305
VI =  26 . 523

V II  =  52 . 397;
ferner w ar:

A t =  - t - 4 7 s . 5 , a  =  14h 8 m 1 6 8 . 5 ,  S  =  4 -  2 0 "  1’ 3 9 " , y  =  5 2 °  3 0 '1 6 " . 

D ie G röfsen b und k  waren so klein, dafs man die re- 
ducirte Fädendistanz f  nicht zu berechnen braucht. Dam it 
erhält man nun

t =  411 55ra 3S . 2 =  73 0 45’ 48". 0 , log cos S sin t sin rp =  9 . 85244
und

log cotang 4 i =  9 . 14552.
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Um mm das zweite Glied der Reihe zu berechnen, mufs
ft

—  in Theile des Radius verwandeln, also mit
sin fp cos S sin t

15 multipliciren und mit 206265s dividiren. Darauf hat man 
das Quadrat zu nehmen, und um das Glied dann in Zeit- 
secunden zu verwandeln, hat man wieder mit 206265 zu mul
tipliciren und mit 15 zu dividiren. Der Factor von

f  7
Lsin <p cos 8 sin tj

wird daher:
15

’ f e G 5 ' - 7COtanĝ  
wovon der Logarithmus 5.00718 ist. Ebenso wird der Coef- 
ficient des driiten Gliedes, wenn man dasselbe in Zeitsecun- 
den erhalten will:

1 [ ä J  [i+3cotans ^ -
Dies Glied hat aber in diesem Falle keinen Einflufs mehr. 
Berechnet man z .B . die»Reduction für den Faden / ,  so ist 
hier f  negativ, und man erhält:

/
sin tp cos 8 sin t

72«.533

15 r f n2
+  n TSV • i  cotang t ------ ----------- ;—  =  ~t~ 0 . 053,

2062G5 Leos S sm t sin y>J

also wird die Reduction auf den Mittelfaden für
/ = — im U s  .48.

Ebenso erhält man:
11=  — 36*. 25 

m  =  — 17 .71 
v =  -+- 18 .69 

V I  =  4 -3 7  .2 4  
V II = -+ -1 3  .5 4 .

Es werden also die Beobachtungen der einzelnen Fäden 
auf den Mittelfaden reduoirt:

19h 2m 32s. 22 
32 05 
32 . 49 
32 . 20 
32 . 49 
32 . 64 
32 . 74

im Mittel 191' 2™ 32s. 40.
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U m  nun auch -hin Beispiel für die andre A rt der R e
duktion zu haben, nchm gjjinan folgende B eobachtung von 
«  P ersei:

K r e i s  S ü d ,  S t e r n  W e s t .
I  I I  I I I  I V  V

a Persei 4m 265 .0  2ra 38s o l™ 43s.U ShO“^ » ^  59"'52? . 0

V I V II
5 8 "  55s . 2 57'" 2». 0.

Berechnet inan zuerst:
sin (y> —  S) 
sin (9—h(J)

■ndem man
5 =  49° 1 6 '26 ". 7

und
<p —  52° 30’ 16”. 0

nim m t, so erhält man:
t —  26° 58’ 58”. 88.

N im m t man nun den ersten Faden, so ist f  negativ, man 
hat also die F orm el zu berechnen:

, sm(y> — 5 )+ /
tang £ < '“ = —  7 §  >•

sm CjP +  r )  — /
D a nun

/ = 5 1 » .  639 =  12’ 54". 585, 

oder in Theilen des Radius gleich 0 .0 0 3 7 5 5 3  ist, so er
hält man

t' =  27° 53’ 6 " . 72,
also

t' — t =  0° 54’ 7 ". 84 

=  0h 3m36s . 52.

E benso erhält man für die übrigen F ä d en .-

IJ =  1"> 49s . 05 
I I I  53 . 48

V  56 . 85
V I  1 53 .8 5

V II  3 46 . 77.

Bei diesem Sterne ist die Reihenentwicklung indessen 
noch mit mehr Bequem lichkeit anzmvenden, da bei Faden 
I I I  und V  das dritte G lied gar keinen Einflufs mehr1 hat und 
auch bei dem ersten und siebenten Faden der W erth  dessel
ben nur 0S,12  ist.
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28. Es ist nun noch zu zeigen, auf welche Weise man 
die Fehler des Instrumentfjdnrch die Beobachtungen bestimmt.

Die Neigung b der Axe wird immer durch unmittelbare 
Nivellirung gefunden. Den Colhmaiionsfehler kann man, wie 
man in No. 26 gesehen hat, bestimmen, wenn man dem Ze- 
nithe nahe stehende Steime bei verschiedenen Lagen des In
struments im Osten und Westen beobachtet., Man erhält 
denselben auch, wenn man eine östliche und westliche Beob
achtung desselben Sterns in ein und derselben Lage des Instru
ments miteinander \ erbindet. Es ist nämlich für Kreis Nord:

c Je
0  =  T  -H A t ----- : r-------- r ' ‘ [Stern Ost]

sm z smy sin <p
c k

&' =  T ! t H— ----------------------   -  - [Stern West],
sm z sm <p sm f

wo angenommen ist, dats die Correction wegen der Neigung 
schon angebracht ist Es ist also:

sin tp sin z [ j  (<9'— &) —  5- ( 1 " —  T)],

wo ( 0 '— 0) aus der Gleichung

cos 1 ( 0 '  — 0 )  =  tan-- -  .tang f

oder schärfer, wenn man 5 ( 6 '-— 0) —  t setzt, aus der, Glei
chung

, ,  sin (w —  S)
tang 4 e  =  —

sin \<f -+- o)

gernnden wird. Damit der Coefficient siiikä recht klein wird, 
also Fehler in der Beobachtung der Zeiten T und T' keinen 
gröfsen Einflufs auf den Werth von c erlangen, mufs man 
zur Bestimmung von c solche Sterne nehmen, welche so nahe 
als möglich beim Zenitli durch den ersten Yertical gehen.

Addirt man die beiden Gleichungen für 0  und 0', so 
erhält man:

Je =  sin tp {T 1 -+- T) A t —  i  ( ß  +  &')], 

oder, da | ( 0  +  0 ’) =  «  ist:
Je =  sin <p j| (T +  T ') -f- A t—  «].

Für die Bestimmung von k wird man Sterne zu wählen 
haben, welche weit vom Zenith durch den ersten Yertical 
gehen, weil man für diese die Durchgänge durch die Fäden 
genauer beobachten kann. Im Jahre 1838 wurde an dem 
Passageninstrumente der BerlingjJ Sternwarte beobachtet:
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K reis  Süd.
Juni 25 «  Bootis West 19h 31,1 l s . 44 

26 a Bootis Ost 9 12 54 . 49,

wo die angusetzten Zeiten schon nie Mittel aus den Beob
achtungen'an sieben Fäden oind. Juni 25 war 6 =  -|-6”.42, 
Juni 26 dagegen -+- 7". 98. Corrigirt man also die Zeiten
wegen der Neigung durch Hinzufügung des Gliedes -f- t,ir|̂ ^sul
soy hat man zur Beobachtung im Westen — 0\ 26 und zur 
Beobachtung im Osten 0s-.32 hinzuzulegen, sodafs man erhält: 

r = 1 9 h 3m ls . 18 
T ’ —  9 12 54 .8 1 .

Es ist also
4- (T’ -t- T') =  14h 7m 58«. 00,

und da
^  ( =  +  208. 27 und a =  14h gm lß s . 48 

war, so erhält man:
k —  +  l s .  42.

A n m . Ueber das Passage ni ns tr um ent im ersten Vertieale vergleiche 
man: Encke, Bemerkungen über das Durehgangsinstrumcnt von Ost nach 
West. Berliner astronomisches Jahrbuch für 1843 pag. 300 u. folgende.

VI. Höheninstrumente.

29. Die Höheniustrumente sind entweder ganze Kreise 
(Verticalkreise), Quadranten oder Sextanten. Die Vertical
kreise sind an einer horizontalen Axe befestigt, die auf einer 
verticalen Säule ruht. Durch ein auf die horizontale Axe 
aufgesetztes Niveau kann die vertieale Stellung der Säule ge
prüft und mittelst der drei Fufsschrauben des Instruments 
berichtigt werden. Die Berichtigung ist vollkommen, wenn 
die Blase des Niveau’s bei der Umdrehung der Säule um die 
Axe in allen Lagen dieselbe Stellung beibehält. Durch das 
Umlegen des Nivcaifs auf der horizontalen Axe findet man 
dann die''' Neigung dieser A-x:(p die durch zu dom Zwecke 
angebrachte Correctionsfechrauben berichtigt werden kann, so
dafs der Kreis vertical steht,
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Die horizontale Axet trägt einen getheilten Kreis, der 
S’ ch zugleich mit dem Fernrohr bewegt, während der in der
selben Ebene liegende Nonienkreis fest mit der Säule ver
bunden ist. Dieser Kreis trägt ein Niveau wie der Kreis 
des] Flöhen- und Azimutalinstruments. Geschieht die Ab
lesung durch MikroskopeS so isk| der Mikroskopenträger fest 
mit der Säule verbunden und trägt das Niveau. Die dop
pelten Zeuithdistanzen eines Sterns werden dann durch die 
Beobachtung des Sternsgin zwei um 180° verschiedenen La
gen der horizontalen Axe, ganz wie beim Flöhen- und Azi
mutalinstrument, bestimmt, überhaupt gilt alles dort in Bezug 
auf die Höhenbeobachtungen Gesagte auch für den Verti
calkreis.

Da bei diesen Instrumenten das Fernrohr an einem Ende 
der Axe befestigt ist, so wird dadurch eine Aenderung des 
Collimationsfehlers erzeugt, die denselben mit der Zenitli- 
dis tanz veränderlich m flht, sodafs man ihn von der Form 
c -f- a cos z annehmen kann. Bei einem gröfsereu Instru
mente der Art wird man den Collimationsfehler in der hori
zontalen Lage des Fernrohrs wie beim Meridiankreise durch 
zwei einander gegenüberstehende Collimatoren bestimmen kön
nen, in der verticalen Stellung dagegen durch die Beobach
tung der reflectirten Bilder der Fäden im Quecksilberhori
zonte, wie in No. 22 gezeigt war. Der Unterschied beider 
ergiebt die Gröfse a, die indessen nur immer wenige Secun- 
den ist und daher auf die Messung der Zenithdis tanzen kei
nen Einflufs hat.

Anm . Der Quadrant dient ebenfalls zur Beobachtung der Höhen der 
Gestirne und besteht aus einem Gradbogen, welcher gleich dem vierten Theile 
eines Kreises ist und um dessen Mittelpunkt sich ein an einer Alhidade be
festigtes Fernrohr bewegt. Ist ein solcher Quadrant an einer senkrechten 
Wand in der Ebene des Meridians befestigt, so heifst derselbe Mauerquadrant. 
Bei den tragbaren Quadranten,"welche zu Höhenmessungen in allen Azimu
ten dienen, ist dagegen der Gradbogen an einer verticalen Säule befestigt, 
welche auf drei Fufsschranbcn ruht und sich m  ihre Axe bewegen läfst. 
Diese Instrumente sind jetzt gänzlich aufser Gebrauch gekommen, indem die 
Mauerquadranten durch die Meridiankreise, die tragbaren Quadranten aber 
durch die Verticalkreise und die Höhen- und Azimutalkreise verdrängt sind.

80. Das wichtigste IFöheniustrmnent ist der Spiegel
sextant, welcher nach seinem Erfinder auch der Hadleysche



538

Sextant genannt wird *). Dieses Instrument dient übrigens 
nicht allein zu Höhenbeobaehtungen, sondern allgemein zur 
Messung des-;. Winkels zwischen zwei Objecten in jederiRich
tung gegen den Horizont, und da dass^fb'e • keinejTeste Auf
stellung erfordert, sondern die Beobachtungen mit demselben 
angestellt werden können, indem man das Instrument in der 
Hand hält, so wird es besonders zu Beobachtungen auf der 
See nützlich, theils zur Bestimmung der Zeit und Polhöhe 
durch die Beobachtung von Sonnen- oder Sternhöhen, theils 
zur Bestimmung der geographischen Länge durch Beobach
tung von Monddistanzen.

Der Spiegelsextant besteht im Allgemeinen aus einem 
Kreissector, gleich dem sechsten Theile eines Kreises, um des
sen Mittelpunkt smh eine Alhidade bewegt, welche einen auf 
der Ebene des Sextanten senkrechten und durch den Mittel
punkt desselben gehenden Spiegel trägt. Ein anderer kleiner 
Spiegel steht vor dem Objeetive des Fernrohrs des Sextan
ten, ebenfalls auf der Ebene desselben senkrecht und zwar 
parallel der Linie, weichen den Mittelpunkt des Kreisbogens 
mit dem Nullpunkte der Theilung verbindet. Beide Spiegel 
stehen (inander parallel, wenn man die Alhidade auf den 
Nullpunkt der Theilung stellt. Von dem kleinen Spiegel ist 
nur die untere Hälfte belegt, sodafs durch den oberen, freien 
Theil desselben Lichtstrahlen unmittelbar von einem Objecte 
in das Fernrohr gelangen können. Dreht man nun die A l
hidade mit ihrem Spiegel so lange, bis ein Lichtstrahl von 
einem zweiten Objecte von dem gröfsen Spiegel mach dem 
kleinen und von da n das Fernrohr reflectirt wird, so sieht 
man im Fernrohre die Bilder beider Gegenstände. Bringt 
man dieselben dann durch eine kleine Bewegung der Alhi
dade zur vollständigen Deckung, so ist der Winkel, welchen 
die beiden Spiegel mit einander bilden, d. h. also ner W in
kel, um welchen man die Alhidade vom Anfangspunkte, wo 
beide Spiegel emander parallel waren, gedreht hat, die Hälfte

*) Eigentlich ist Newton der Erfinder dieses Instruments, (la man nach 
Hadlcy’s Tode unter dessen Papieren eine Beschreibung desselben von New- 
ton’s eigner Hand gefunden hat. Hadley hat indessen die Erfindung zuerst 
bekannt gemacht.
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desjenigen Winkfels, um welchen die beiden Objecte von ein
ander entfernt sind.

Zuvörderst ist klar, dafs, wenn beide Spiegel einander 
parallel sind, auch der dh'bcte und der zweimal reflectirte 
Lichtstrahl einander parallel sind. Verfolgt man nämlich den 
W eg der beiden Lichtstrahlen in umgekehrter Richtung, in
dem man dieselben vom Auge des Beobachters ausgehend 
denkt, so wird zuerst der W eg der beiden Lichtstrahlen der
selbe sein. Der eine Strahl geht dann durch den oberen 
Tlieil des Meinen Spiegels nach dem Objecte A. Ist «  der 
Winkel, unter welchem beide Liclitsti ahlen den kleinen Spie
gel treffen, so wird der andere Lichtstrahl unter dem Winkel n 
reflectirt, und da der gröfse Spiegel dem kleinen parallel ist, 
so fällt er auch auf diesen unter dem Winkel a und \»ird 
wieder unter dem Winkel «  reflectirt. Dieser Winkel wird 
also ebenfalls das Object A treffen, wenn dasselbe unendlich 
wOt entfernt ist, sodafs die Entfernung der beiden Spiegel 
von einander gegen die Entfernung desselben verschwindet.

Ist aber der gröfse Spiegel unter dem Winkel y  gegen 
den kleinen Spiegel 'geneigt, so trifft der den kleinen S ieg e l 
unter dein Winkel u verlassende Strahl jetzt den groisen 
Spiegel unter'"einem ändern Winkel ß9 Man hat aber in dem 
Dreiecke, welches die Richtungen der beiden Spiegel und 
die Richtung des reflectirten Strahls bilden:

180° —  n +  y -+ -ß  =  180°
oder :

y =  a —  ß.

Der Lichtstrahl verläfst dann den gröfsen Spiegel unter 
dem Winkel /?, und diese richtung wird die Richtung des 
vom Auge'5 ausgehenden Lichtstrahls unter einem Winkel Ö 
schneiden, welcher gleich dem Winkel zwischen den beiden 
Objecten ist, die man im Fernrohre beobachtet. In dem 
Dreiecke^«welches der directe Lichtstrahl, der einmal reflec- 
tirtH und der zweimal reflectiite m;+ einander bilden, hat 
man aber:

180° —  2 a +  < ? 4 -2 /S =  180°,
also :

S = 2 a  — 2ß
oder

d =  2 y.
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Djä Winkel zwischen den beiden zur Deckung gebrach
ten Objecten ist daher gleich dem doppelten Winkel, welchen

tung der Alhidade auf dD' Theilung angiebt. Zur ;grölseren 
Bequemlichkeit ist nun die Theilung auf denis-.Qradbogen de.s 
Sextanten schon mit 2 multiplicirt, indem jeder halbe Grad 
für einen ganzen genommen ist und z. B. bei dem Striche, 
welcher dem zehnten Grad«! entspricht, schon die Zahl 20 
hingescln ieben ist. Beobachtet man daher die Distanz zweier 
Objecte, so ist dieselbe unm’ttelbar gleich dem auf dem Sex
tanten abgelesenen Winkel.

Bei HöhenbeobU’htungen vermittelst des Sextanten be
dient man sich eines künstlichen Horizonts, gewöhnlich eines 
Quecksilberhorizonts und mifst die Distanz des in dem Queck
silberhorizonte reflectirten Bildes von dem Object^ also die 
doppelte Höhe desselbA Auf der See beobachtet man da
gegen unmittelbar di^IIöhen der Gestirne, indem man die
selben mit dem Meereshorizonte zur Deckung bringt.

In dem Falle nimmt man aber die Höhe zu grofs, da 
der Meereshorizont wegen der .Höhe des Auges,.über der 
Oberfläche des Meeres nicht mehr ein gröfster Kreis, son
dern ein kleiner Kreis ist, dessen Zenithdistanz gröfser als 
DO" ist. Man erhält diesen kleinen Kreis durch dfen Durch
schnitt des Kegels, den die vom Auge an die Oberfläche des 
Meeres gezogenen Tangenten bilden, während der wahre Ho
rizont durch den Durchschnitt einer durch das AugRgeleg- 
ten waagerechten Ebene mit der Himmelskugel gegeben ist. 
N ennt man die Zenithdistanz des Meereshorizonts 900 +  c, 
so sieht man leicht, dafs c der Winkel am Mittelpunkte der 
Erde ist, welchen die beiden Radien nach dem Ort des Beob
achters und nach dem Punkte, wo die Tangente die Ober
fläche der Erde berührt, mit einander bilden. Es ist daher, 
wenn a den Radius der Erdkugel, h die j Idöheni des Auges 
über der Oberfläche des Meeres bezeichnst?

die beiden Spiegel mit einander bilden oder den die Rieh-

a
cos c

<x —h* h

mithin: 2 sin \ c2 =  — -—r i a -b h

oder auch : e =
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Danach kann man den Winkel cr welcher die Kimmriefe ge
nannt wird, für jede Höhe des Auges berechnen und dann 
denselben von der vom Meereshorizonte' geirressetien Höhe 
abziehen.

31. Es ist nun zu untersuchen, welchen Einflufs Fehler 
des Spiegelsextanten auf die Beobachtungen mit demselben 
haben, und wie man dieselben bestimmen kann. Der Sextant 
kann nun zuerst,‘Fehler haben, die von der Stellung der Spie
gel und des Fernrohrs abliängen. Denkt man sich das Auge 0  
in dem Mittelpunkte einer Kugel, ".so wird die Ebene des 
Sextanten diese Kugel in einem gröfsten Kreise B A C Fig. 19

Fig. 19.

schneiden, welcher zugleich d'e Ebene da Lieht, in welcher 
die. beiden beobachteten Objecte, liegen. 0 A sei die Gesichts
linie nach dem Objecte A. Trifft cuese den kleinen Spiegel, 
so wi"d dieselbe von diesem nach dem gröfsen Spiegel re- 
flectirt und wenn p der Punkt ist, in welchem das Loth auf 
dem kleinen Spiegel den gröfsten Kreis trifft,1 Iso wird der 
Lichtstrahl nach der Keflexion den gröfsten Kreis, in dem 
Punkte B treffen, sodafs

Bp — pA
ist. Bezeichnet ferner P den Punkt, in welchem das Loth 
auf dem gröfsen Spiegel die Kugel trifft, so wird der Licht
strahl nach der zweiten Keflexion die Kugel in dem Punkte C 
treffen, sodafs

P C  —  P B

ist, und in diesen« Richtung wird das zweite beobachtete Ob
ject liegen. Der Winkel zwischen den beiden Objecten ist 
dann A C, der Winkel zwischen den beiden Spiegeln pP, und 
man sieht leicht, dafs A C  gleich 2p P ist.

Dieb ist der Fall, wenn die Gesichtslinie des Fernrohrs 
der Ebene des Sextanten parallel ist und beide Spiegel auf 
dieser Ebene senkrecht stehen. Es soll nun aber angenom
men werden, dafs die Gesichtslinie des Fernrohrs gegen die
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Ebene des Sextanten um den Winkel i geneigt ist. Ist dann 
wieder B A C  dem gröfste Kreis, in welchem die Ebene des 
Sextanten die Kugel schneidet, so wird jetzt die GesiclitslinF 
des Fernrohrs die Kugel nicht mehr in dem Punkte A tref
fen, sondern in dem Punkte A\ welcher um dg« Bogen i 
eines gröfsten Kreises senkrecht über A liegt. Ferner wird 
der Strahl nach der Reflexion von dem kleinen und dem 
gröfsen Spiegel die Kugel in den Punkten B' und C' treffen, 
welche um denselben Bogen i des gröfsten Kreises senkrecht 
unter B und über C liegen. Bezeichnet man dann den Pol 
des gröfsten Kreises ABC  mit Q , so isf. Q A C  der auf dem 
Sextanten abgelesene W i.ikel, dagegen der Bogen A' C der 
walire Winkel zwischen d< n beiden beobachteten Objecten, 
und wenn man den erstem « ,  den letztem « ’ nennt, so hat 
man in dem sphärischen Dreiecke Ä  Q C ': 

cos n' =  sin i 2 -+■ cos i2 cos a 
—  cos a -) - 2 ! 2 sin y a 2, 

also nach Formel (19) der Einleitung: 
a1 ~  a •— i2 tang \ cc.

Hat also das Fernrohr;,eine Neigung gegen die Ebene 
des Sextanten, so mifst man alle Winkel mit demselben zu 
grofs. Die Gröfse des Fehlers kann man nun einfach be
stimmen. In dem Fernrohr des Sextanten sind nämiich zwei 
Fäden angebracht, welche der Ebene desselben parallel nd 
und deren Mitte die Gesichtslinie des Fernrohrs bezeich
nen soll.

Bi ingt man nun die Bilder zweier* Objekte an einem 
Faden zur Berührung und neigt dann den Sextanten so(»dafs 
die Bilder sich an dein ändern Faden befinden, so«müssen
sie sich auch hier noch berühren, wenn die Gesichtslinie des
Fernrohrs, also die Richtung nach der Mitte zwischen den 
beiden Fäden der Ebcnc^des Sextanten parallel ist, weil man 
in dem Falle beide Male „r gleichen Neigungswinkeln gegen 
die Ebene des Sextanten beobachtet hat. Berühren sich da
gegen die Bilder das zweite Mal nicht mehr, so ist dies ein 
Zeichen, dafs die Gesichtslinie des Fernrohrs gegen die Ebene 
des Sextanten geneigt ’ st. Die Winkel, welche man auf dem 
Sextanten abliest, wenn man die Bilder an den beiden Fäden 
zur Berührung bringt, seien nun s und s\ die Neigung des
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Fernrohrs sei i , die Entfernung der beiden Fädeii S und die 
wahre Entfernung der beiden Objecte b, so ist das eine Mal:

/ S \2 ,

und das andre M al:
; /  \ 2 . .

=  j, -+- -  -+- ! J tang *  s ;

also, wenn man
tang 4 d =  tang i s

nimmt:
s'—  s .

i =  -  ^ cotang ^ s.

W ie man leicht sieht, gehört der kleinere Winkel immer 
zu demjenigen Faden, welcher am wenigsten von der Ebene 
des Sextanten abweiclit, oder die Richtung, welche der Ebene
des Sextanten parallel ist, liegt um den Winkel - -  ■— i von
diesem Faden entfernt. Malt mufs dann in dieser Entfernung 
einen dritten Faden einziehen und alle Eeführungen an die
sem beobachten, oder, wenn mau die Berührungen in der 
Mitte der ursprünglichen Fäden beobachtet, von allen gemes
senen Winkeln die Gröfse i ‘ tang i s abziehen.

Die Ebene des kleinen Spiegels soll nun parallel der 
Ebene des. greisen Spiegels sein, wenn die Alliidade nach 
dem Nullpunkte gerichtet ist, und zugleich solh n beide Spie
gel auf der Ebene des Sextanten senkrecht stehen. Den Par
allelismus dem beiden Spiegel kann man leicht prüfen und 
den Fehler, wenn ein solcher vorhanden ist, con igiren. Der 
kleine Spiegel hat nämlich zweierlei Correctionsschrauben. 
Die eine Schraube befindet sich auf der Rückseite des Spie
gels und dröht denselben um eine1 auf der Ebene des Sex
tanten senkrechte Axe, die zweite Sehraube dient dagegen 
dazu, die Ebene dr$Spiegels senkrecht gegen die Ebene des 
Sextanten zu stellen. Man bringe nun, indem man die Al- 
hidade nahe auf den Nullpunkt richtet, das direct gesehene 
und das zweimal reflectirte Bild eines unendlich weit entfern
ten Objects zur Deckung. Ist dies möglich, so stehen die 
beiden Spiegel einander parallel und der Punkt, wejehen die 
Alhidade angifibt, ist dann der eigentliche Nullpunkt, von 
welchem ans alle Winkel gemessen werden müssen. Kann
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man aber keine Deckung hervorbringen, sondern geben die 
beiden Bilder vor einander vorbei, so ist dies' ein Zeichen, 
dafs die Ebene des kleinen Spiegels der des großen nicht 
parallel ist. Bringt man dann die beiden Bilder senkrecht 
unter einander, sodäi’s ihre Distanz ein Minimum ist, sef sind 
die Durchschnitte beiuer Spiegel mit ofer Ebene des Sextan
ten parallel und durch die zwoitF^der vorher ei wähnten 
Schrauben kann man dann den kleinen Spiegel so weit be
wegen, bis die Bilder einander decken, also die beiden Spiek 
gel einander' parallel sind. Der Punkt, welchen dann diS 
Alhidade angiebt, ist dann wieder der eigentliche Nullpunkt. 
Zeigt die Alhidade auf den Winkel c, so nennt majfj c den 
Collimationsfehler des Sextanten, welchen man von allen 
beobachteten Winkeln abziehen mufs. W ill man denselben 
fortschaffen, sodafs die Alhidade wirklich auf Null zeigt, wenn 
die Bilder desselben unendlich we t entfernten Gegenstandes 
einander decken, so mufs man die Alhidad" genau auf Null 
stellen und die beiden Bilder durch die Schraube auf der 
Rückseite des kleinen Spiegels zur Deckung bringen. Ge
wöhnlich läfst man aber diesen Fehler unvekbessert un$ zieht 
denselben von allem beobachteten Winkeln ab. ln der Regel 
bedient man sich der Sonne zur Bestimmung dieses Fehlers, 
indem man das treflectirte Bild zuerst den einen und nachher 
den anderen Rand des dir^fögesehenen Bildes berühren läfst. 
Hat man das erste Mal a , das andere Mal b abgelesen, so
ist —y ~  gleich dem Collimationsfehler c und odrar -  ~

je nachdem a kleiner oder grofser als b ist, der Durchmes
ser der Sonne. Die eine der beiden Ablesungen wird dann 
immer auf den Excedens der Theilung fallen, d. h. auf das 
Stück der Theilung vor dem Nullpunkte, also Winkel im 
vierten Quadranten geben. Man kann aber auch die Winkel 
auf dem Excedens vom Nullpunkte ab zählen und dieselben 
negativ nehmen.

Bei den Beobachtungen der Sonne wendet man immer 
farbige Blendgläser zur Schonung des Auges an. Sind die 
beiden Flächen dieser Gläser nicht parallel, äb erhält man die 
Bestimmung des Collimationsfehlers durch die Sonne fehlerhaft. 
Macht man nachher Sonnenbeobachtungen, so ist dieser Feh-
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ler unschädlich, wenn man nur dabei dieselben Blendgläser 
anwendet, welche man bei der Bestimmung dos Collimations- 
fehlers benutzt hat. Stellt man dagegen andre Beobachtungen 
z. B. Beobachtungen von' Monddistanzen an, so mufs man 
immer den Collimätiongf-ehler durch einen Stern oder durch 
ein irdisches Object bestimmen.

Wenn man nun aber ein irdisches Object beobachtet, 
dessen Entfernung nicht als unendlich grofs gegen die Ent
fernung der beiden Spiegel angenommen werden kann, so 
lnnfs man an den so gefundenen Collimationsfehler c noch 
leine Correction anbringen, um daraus den wahren Coliimations- 
fehler c0 zu erhalten, welchen man durch ein unendlich weit 
entferntes Object gefunden hätte. Ist nämlich A die Entfer
nung des Objects von dem kleineniSpiegel, f  die Entfernung 
beider Spiegel, ß  der Winkel, welchen die Gesichtslinie des 
Fernrohrs mit dem Lothe auf dem kleinen' Spiegel macht, 
so [erhält man den Winkel c , welchen der dh’ecte und der 
zweimal reflectirte Strahl am Objecte mit einander bilden, 
nachdem man das directe Bild und das Spiegelbild zur Coin- 
cidenz gebracht hat, durch die Gleichung:

f  sin 2 ß  
tang c —  -  —  - cog 2 ^  ,

also:
c =  y  sin2/J —  sin4/S,

wo die rechte Seite der Gleichung mit 206265 multiplicirt 
werden mufs, wenn man c in Seeundeü habei| wdl. Hätten 
nun die Spiegel parallel gestanden, so hätte der vom gröfsen 
Spiegel reflectirte Strahl ein um den Winkel c von dem 
beobachteten entferntes Object getroffen und man hätte, den 
wahren Collimationsfehler c0 erhalten, wenn man dies Object 
mit dem vorigen hätte coincidiren lassen. Wäre also c, der 
Winkel gewesen, welchen man auf dem Kreise ab®lesen hätte, 
wenn das reflectirte*Bild auf das Objecf fällt,K so würde sein:

f  f 2
C0 = c i  -t - - . -  sin2/3 —  ^ -rysin 4 /? .

ZA ZA

Den Winkel ß, der auch vorher schon gebraucht wurde, 
kann man leicht bestimmen, wenn man den Sextanten auf 
einem Stative befestigt und duMh Einstellung auf ein irdi
sches Object den Colhmationsfehler cl bestimmt. Sieht man

35
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dann durch ein mit einem Fadenkreuze versehenes Fernrohr 
n den gröfsen Spiegel, bringt das Kreuz mit dem einmal 

reflectirten Bilde des Objects zur Deckung und mifst dann 
mit dem Sextanten den Winkel s zwischen dem Objecte und 
dem Fadenkreuze des Fernrohrs, so hat man:

s — c0 =  —  sin

Da aber auch:
f

Co =  ci +  ^  sen 2 ft,

so erhält man:
2 ß  —  s —  C).

Ist der kleine Spiegel gegen die Fläche des Sextanten 
um den Winkel i geneigt, so wird das Loth auf demselben 
die um das Auge des Beobachters beschriebene Kugel in 
dem Punkte p' treffen, welcher um den Bogen i eines 'gröbs
ten Kreises senkrecht über p liegt. Fig. 20. Dann trifft die

Fig. 20.

Richtung des Strahls nach der Reflexion vom kleinen Spiegel 
die Kugel in dem Punkte B ’ und nach der Reflexion vom 
gröfsen Spiegel in dem Punkto C'. Dann ist \\ ieder A C der 
auf dem Sextanten abgelesene Winkel a , A C’ dagegen der 
wirklich gemessene Winkel, gleich a . Man hat dann, wie 
man leicht sieht:

B B ’ = C C ’ =  Z c o s ß . i ,  

wo ß  wieder der Winkel zwischen der Gesichtslinie des Fern
rohrs und dem Lothe auf dem kleinen Spiegel, also gleich Ap 
ist. Ferner hat man:

cos a' =  cos «  cos C C'
=  cos «  —  2 cos /32 i'Mps a, 

oder nach Formel (19) der Einleitung:
, , 2 cos ß 2 i2a =  a -J--------------.

tang a
Wäre der gröfse Spiegel gegen die Ebene des Sextanten 

um i geneigt und hätte man den kleinen Spiegel demselben 
parallel und das Fernrohr senkrecht auf beide gestellt, so 
würden jetzt p\ P\ A' und ebenso B l und C’ in einem ldei-



547

non Kreise liegen, der um den Bogen i von dem gröfsten 
Kreise abstellt, in welchem die Ebene des Sextanten die Ku
gel schneidet. Dann wäre der Winkel p' P ’ zwischen den 
beiden Spiegeln oder \a! ebenso wie vorher, wo das'?Fern
rohr um den Winkel i geneigt angenommen wurde: 

i  a' =   ̂a — i'2 tang {  a,
also

a! =  a —  2 i2 tang \ a.

Um diesen Fehler wegzuschaffen, bedient man sich ge
wöhnlich zweier rechtwinklig gebogenen Metallplatten, welche 
in gleicher Höhe Dioptern haben. In der einen Platte ist 
nämlich in der senkrecht stehenden Fläche ein kleines Loch 
angebracht, die senkrechte Fläche de-r ändern Platte ist da
gegen durchbrochen und ein feiner Silberfaden horizontal so 
eingezogen, dafs derselbe genau die Mitte der Oeffnung 
schneidet, wenn beide Dioptern auf eine Ebene aufgesetzt 
werde-n. Man legt nun den Sextanten horizontal, stellt die 
erstere Diopter vor den gröfsen Spiegel und dreht diesen 
vermittelst der Alhidade so lange, bis man durch die Oeff- 
nung das Bild der Platte in dem Spiegel sieht. Darauf setzt 
man die andere Diopter ebenfalls vor den Spiegel, sodafs 
man auch den Faden durch die Oeffnung sehen kann. Geht 
dann der Faden genau durch die Mitte des Bildes, welches 
der’ Spiegel von der Oeffnung macht, so steht der gröfse 
Spiegel senkrecht, weil dann die Oeffnung, ihr Spiegelbild 
und der Faden in emer geraden Linie liegen und diese (we
gen der gleichen Höhe des Fadens und der Oeffnung) der 
Ebene des Sextanten parallel ist. Ist dies nicht der Fall, 
so mufs man die Stifte, auf denen der gröfse Spiegel ruht, 
so lange ändern, bis man die Yerticalität erreicht hat.

F;g_ 2i. Es ist auch möglich, dafs die1
er beiden Flächen der Spiegel, welche

einander parallel sein sollen, einen 
kleinen Winkel mit einander bilden, 
sodafs die Spiegel prismatisch sind. 
Es sei nun A B  der- auf die Vor
derfläche MN des gröfsen Spiegels 
auffallende Strahl (Fig.i.*2d), so u ird 
derselbe nach C gebrochen. Trifft 

3 5 *
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der Strahl dann die hintere Fläche unter dom Winkel rt, so 
wird er unter demselben Winkel reflectirt und an der Vor
derseite des Spiegels nach der Richtung DE  gebrochen. 
Sind dann beide Flächen des Spiegels einander parallel, so 
ist der Winkel ADV  gleich GDE , sind dagegen die Flächen 
beider Spiegel gegen einander geneigt, so ist dies nicht 
mehr der Fall. Es sei nun Winkel üIN P — ii*: ferner seien 
die Einfallswinkel A BF  und GDE gleich a und b und die 
Brechungswinkel cil und h, ,  so ist

а ,  - H  «  =  90° - f -  S

б, + «  =  90° — S,
also

b | =  a j —  2 S.

Ist aber — das Brechungsverhältniis für den Uebergang
von Luft in Glas, so ist auch

n . n .
sm a * =  —  sm a . sm bi =  —  sm b :

m in
es ist also

sin a —  sin b =  —  [sin o  , —  sin a y cos 2 d -f* cos a y sin 2 5]
71

oder
wi n « cosa . „ cvl/»*2 o ^a —  5 =  —  2 5 • —  -  sec «  —  tang a2
n cos« n*

a ist nun der Winkel, welchen die Richtung vom Auge nach 
dem zweiten Object mit dem Lothe auf dem, gipfsen Spiegel 
macht. Nennt man dann ß  den jgpnstanten Winkel, welchen 
die Richtung der Gesichtslinie des Fernrohrs mit dem Lothe 
auf dem kleinen Spiegel macht, y den Winkel, welchen die 
beiden Objecte mit einander bilden, so ist

«  =  i  0 ' ■+■ ß )

und man hat:

a - 1  Ü !  2 5  \ [ ^ Z 7 ec

Die an den Winkel y anznbringende Correction xst nun 
der Unterschied des Wertlfes ffti’ y =  0 von dem obigen 
Werthe, indem, wenn die Flächen beider Spiegel nicht par
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allel sind, auch der Nullpunkt fehlerhaft ist. Es ist daher
diese ^Correction x :

- 2 «
und diese CSörrStion ist zu addiren, wenn die dickere Seite 
desTSpiegels dem einfallenden Strahle zugekehrt ist, weil 
dann der reflectirte Strahl einen kleineren Winkel mit dem 
Lothe auf dem Spiegel macht als der einfallende, also auf 
dem Sextanten ein zu kleiner Winkel abgelegen wird. Da
gegen ist dia^Correetion zu subtrahiren, wenn die dünnere 
Seite des Spiegels dem einfallenden Strahle zugewandt ist.

Die Formel für x  kann man noch etwas einfacher so 
schreiben:

oder, da ^  sehr nahe gleich § ist:

* =  3 8 jsec S1 -  ~  sec f  V \ ■ ■■ t •

Um nun x  zu bestimmen, messe man, nachdem man, wie 
vorher gezeigt war, den Nullpunkt bestimmt hat, den A b
stand zweier scharf begrenzten, über 100° von ei lander ent
fernten Objecte, z. B. den Abstand zweier Fixsterne. Dann 
nehme man den gr'ofsen Spiegel aus seiner Fassung heraus, 
setze ihti rimgeltehrt ein und messe, nachdem man den Null
punkt w'ieder bestimmt hat, denselben Winkel. Ist dann A 
die wahre Entfernung beider Sterne, so erhält man das 
zweite Mal

A  —  x  =  s\

wenn man das erste Mal
A  4 -  x  =  s"

abgelesen hat, also wird:
8s=___________i ^ £ = = = = = = .

6 s e c  ( £ + £ ) ’

Da die vom gröfsen Spiegel kommenden Strahlen den 
kleinen Spiegel immer unter demselben W inkel treffen, so 
ist der Fehler, welcher von der prismatischen Gestalt des 
kleinen Spiegels kprrührt, für alle« Stellungen des gröfsen 
Spiegöls, also auch für die dem kleinen Spiegel parallele, die
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selbe, sodafs also dieser Fehler auf den Unterschied zw< ier 
Stellungen des gröfsen Spiegels oder auf die gemessenen 
Winkelabstände keinen Einflufs hat.

Aufserdem kann der Sextant noch eine Esjeentricität ha
ben, indem der Mittelpunkt der Drehung der Alhidäde nicht 
mit dem der Theimng zusammenfällt. Dieser Fehler mufs 
durch die Messung bekannter Winkel zwischen zwei Obj'ee- 
ten bestimmt werden. Ist nämlich ct dieser Winkel und s
die auf dein Sextanten gemachte Abltesüng, §'o ist nach No. 6
dieses Abschnitts:

a  —  s  =  —  s i n  —  Ö)  2 0 6 2 6 5 ,
r

oder
«  —  |  =  c o s  k 0 .  s i n  |  s  s i n  5 0 -.  c o s  / j  2 0 ^ 2 6 5 .

Durch die Messung zweier Winkel wird njan daher 
— cos k 0  und — sin 1 0  und daraus — und 0  bestimmen kön-
r  r  r

nen. Wenn diese Werthe gefunden sind, mufs man zu jeder 
am Sextanten gemachten Ablesung hinzulegen:

- + -  —  s i n ö  ( s  —  0 )  2 0 6 2 6 5 .  
r  •

Da der Fehler der Excentricität bei einem vollen Kreise 
durch die Ablesung zweier diametral gegenüber; stehenden 
Nonien vollständig eliminirt wird, so sind die in neuerer Zeit 
in Gebrauch gekommenen Reflexionskreise den Sextanten, vor
zuziehen. Besonders: bequem -jpnd die von Pistor & Martins 
erfundenen Reflactionskreise, bei denen der kleine Spiegel 
durch ein Prisma ersetzt ist. Di®g3 haben überdies den Vor
theil, dafs man damit alle Winkel von 0° bis 180° messen 
kann. Sonst gilt alles vom Spie;plsextanten Gesagte auch 
für diese Instrumente.

A n m .  V e r g l .  E n c k e ,  ü b e r  d e n  S p i c g e l s e x t a n t c n .  B e r l i n e r  a s t r o n o m .  

J a h r b u c h  f ü r  1 8 3 0 .
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VII. Instrumente^! welche zur Messung cles relativen 
Ortes nahe stehender Gestirne dienen. (Mikrometer 

und HeLometer.)

32. Fadenm ikromRSter an einem  p a r a lla c t is c h  
a u f  g e s t e 111 e n Re: r n rohre.

Um die Rcctascensions- und I ) eeli n at:c nsu nterschi ede nahe 
stehender Gesfirne zu messen, hat man in parallactisch aufge
stellten Fernrohren (Aequatorealen) ein Fadenmikrometer, wel
ches aus einem Systeme mehrerer parallJlr Fäden, durchschnit
ten v.eui einem oder mehreren 'gertic-alen besteht. Dies System 
jjon Fäden kann um die, Axe des Fernrohrs gedreht werden, 
sodafs man die parallelen Fäden der Richtung der Jäglichen 
Bewegung parallel stellen kann, indem man einen dem 
Aequator nahe stehenden Stern längs dem einen Faden durch
gehen läfst und das Fadenkreuz so lange dreht, bis der Stern 
denselben bei seinem Durchgänge durch das Feld nicht mehr 
verläfst. Dann stellt der verticale Faden einen Stundenkreis 
vor. Läfkt man also einen bekannten und einen unbekann
ten Stern durch das Feld des Fernrohrs gehen und beobachtet 
die Zeiten der Durchgänge durch den verticalen Faden, so 
ist der Unterschied dieser Zeiten unmittelbar gleich dem 
bgctaseensionsimteTSchiede beider Sterne. Um nun auch De- 
clinationsuntorschiede messen zu können, hat man nefch einen 
beweglichen, ebenfalls der Richtung der täglichen Bewegung 
parallelen Faden, welchen man vermittelst einer Schraube 
senkrecht gegen den verticalen Faden verstellen kann. An 
dem Instrumente*; kann man nun die Anzahl der ganzen 
Schraubenumgänge, um welche man den Faden fortbewegt 
hat und diri Hunderttheile derselben an dem eingetheilten 
Kopfe der Schraube ablesen. Kennt man also den Werth einer 
Schraubenumdrehung in Secunden und ist die Schraube regel- 
mäfsig oder-sind die Unregelmäfsigkeiten derselben nach No. 9 
dieses Abschnitts bestimmt, so kann man immer finden, um wie 
viel man den Faden in einem gewissen Sinne verrfickt hat. Lägt 
man dann ein Gestirn auf einem der parallelen Fäden durch 
das Feld des Fernrohrs laufen, schraubt den beweglichen 
Faden, bis derselbe das andere Gestirn deckt und liest dann
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die Stellung der Schraube ab, so erhält man den Declinations- 
unterschied beider Ga^tinm,, wenn man nun auch die Stel
lung der Schraube abliest, nachdem man den beweglichen 
Faden zur Ccincidenz mit dem Faden gebracht hat;, auf wel
chem der erstere Stern lief und den Unterschied beider Ab
lesungen nimmt. Hat das eine Gestirn ein<̂  eigene Bi wegung, 
so hat man darauf zu sehen, dafs man für die Zeit des Rect- 
ascensionsunter^chiede^ die Zeit des Durchgangs dieses Ge
stirns durch den Mortioalfaden und ebenso für die Zeit des 
Declinationsuntersclii^des die Zeit der Einstellung diQS£S Ge
stirns nimmt.

Die Coincidenz der Fäden beobachtet man am Boston 
so, dafs 'man den beweglichen Faden dem festen Faden äu- 
Iserst nahe bringt und nachh3£ auf der ändern Seite in die* 
sblbe Entfernung. Lidst man dann die Schraube für beide 
Stellungen ab, so ist das Mittel der Ablesungen die Comci- 
denz der Fäden. Macht man diese Bestimmung nicht blos 
in der M üffl des Feldes, sondern- äüch auf jeder Seite des
selben in der- Nähe des Bandes, sc» kann man dadurch un- 
teiisuchen, oh die beiden Fäden einander genau parallel sind, 
da in dem Falßg die Coincidenz für beide Seiten des Feldes 
dieselbe sein mufs.

Um nun den Werth pmer Schraühenumdrehung in Se- 
cunden zu finden, verfährt man wie hei der Bestimmung der 
Fädeudistanzen im Mittagsrohre, indem man den frühen ver
tikalen Faden den Richtung der täglichen Bewegung parallel 
stellt und die Durchgangszeiten eines dem Pole nahen Sterns 
durch die parallelen Fäden, 'S iche dann Stundenkreise vor
stellen, beobachtet. Dann erhält man dadurch die Distanzen 
der Fäden in Bogensecunden, und da man dieselben auch in 
Schraubenumdrehungen bestimmen kann, wenn man den be*" 
weglichen Faden nach und nach zur Coincidenz mit den.ein
zelnen Fäden bringt, so erhält man dadurch den Werth einer 
Schraubenumdrehung in Bogensecunden. Diese Art der Be
stimmung wird besonders genau, wenn man sich eines Chrono
graph zur Beobachtung der Durchgangszeiten bedienep kann.

Eine andre Methode der B&gtimmung des Werthes einer 
Schraubenumdrehiuig ist die durch Messung der Höhe eines
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Schraubengangs und der Brennweite des Fernrohrs, da, wenn 
man erstere mit ?«, die Brennweite mit /'bezeichnet, der Werth 
r einer Schraubenumdrehung gefunden wird durch:

B = y  2 0 G 2 6 5 .

Auch kann man wieder nach Gaufs’s Methode die Abstände 
der Fäden durch ein Winkelinstrument messen, und dann 
diese Abstände in Umdrehungen der Schraube finden; end
lich kann man auch einen anderweitig bekannten Winkel, 
z. B. den Abstand zweier genau bestimmten Sterne mittelst 
der Schraube messen; m beiden Fällen ist aber der Genauig
keit der Bestimmung ‘eine Grenze gesetzt durch die bei dem 
Winkelinstrumente zu erreichende Genauigkeit, oder durch 
die Genauigkeit der früheren Bestunmung des Abstands der 
Sterne.

Da die Brennweite des Fernrohrs sich mit der Tempe
ratur ändert, ebenso auch die Höhe der Schraubengänge, 
so ist auch der Werth einer Schraubenumdrehung von der 
Temperatur abhängig. Jede Bestimmung gilt daher nur 
füf‘ die Temperatur, bei welcher dieselbe gemacht ist, und 
wenn man Bestimmungen für verschiedene Temperaturen hat, 
so kann man allgemein annehmen:

r  =  a —  b (t —  £0),

wo man dann aus den verschiedenen Werthen die wahrschein
lichsten Werthe von a und b durch die Methode der klein
sten Quadrate bestimmen kann.

Gewöhnlich istijbin solches Micrometer so eingerichtet, 
dafs man damit auch Distanzen und Positionswinkel, d. h. den 
Winkel, welchen die Verbindungslinie beider Sterne mit der 
Eichtung des Declinationskreises macht, bestimmen kann, in
dem man an einem am Oculare befindlichen, getheilten Kreise 
(dem Positionskreise) ablesen kann, um wieviel man das Fa
denkreuz gegen die Richtung der täglichen Bewegung dreht. 
Die Distanzen mifst man dann, indem man einen der paral
lelen Fäden, am Besten den Mittelfaden auf das eine Gestirn, 
den beweglichen Faden auf das andre Gestirn stellt, nachdem 
man vorher den früher verticalen Faden in die Verbindungs
linie gebracht hat. Bestimmt man nachher diea Coincidenz
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des beweglichen Fadens mit dem Mittelfaden, so ist der Un
terschied beider Angaben der Schraube die Distanz der Ge
stirne, oder wenn man das zweite Mal den- Mittelfaden auf 
den zweiten Stern, den beweglichen Faden dagegen auf den 
ersten Stern bringt, sf) ist der Unterschied beider-Ablesun
gen der Schraube gleich der doppeltbji Distanz der beiden 
Gestirne. Liest man ferner den Positjon^kveis ab, sowohl 
wenn der eine Faden beide Gestirne schneidet, als aigli wenn 
dieser Faden der tägliclien^gwegung parallel gestellt ist, so 
ist der Unterschied beider jAblesungen der Positionswinkel, 
aber vom Parallel ab gezählt. Gewöhnlich nimmt man^abe.r 
den nördlichen Tlieil des D e < -l inat i oy sk reis es als Anfangspunkt 
de* Positionswiukel und zählt dieselkpij durchtQstgn, Süden, 
Westen von 0° bis 360° herum. Nimmt mau die_se Zahlungs
art an, so rnuls man zu dem auf die vorher erwähnte Weise 
gefundenen Nullpunkte der Positiojnswinkel 90° hinziücgen.

Um den Durchschnittspnukt der Fii'den in die Mitte des 
Positionskreises zu bringen, richtet man dasTfernrohr auf ein 
entferntes Object und dreht den Positionskreis um 180°. Bleibt 
die Stellung des Objects gegen nie parallelen Fäden dieselbe, 
so ist die Bedingung erfüllt, wo nicht, s® kann man das ganze 
System der festen Fäden gegeii den beweglichen Faden durch 
eine zweite Schraube, die der Mikrometerschraube gegenüber 
steht, so lange verschieben, bis dies erreicht ist. Durch die 
Bewegung dieser zweiten Schraube wird natürlich die Coin
cidenz der Fäden geändert, und man mufs daher immer dar
auf sehen, dafs die Schraub.^jjwährend einer Beobachtungs
reihe, während welcher man die Coincidenz als Ifösfändig-,an
nimmt, nicht berührt wird.

Um nun aus solchen Beobachtungen von Positionen und 
Distanzen den Rectascensions- und Declinationsuntejrscliied 
beider Gestirne zu erhalten, mufs man die. Relationen zwischen 
denselben mid den Distanzen und Positionswinkeln kennöh. 
D a aber in dem Dreiecke zwi schen den beiden Sternen und 
dem Pole des Aequators die Seiten gleich A, 90° —  8 und 
90°— Ö' und die denselben gegenüberstehenden Winkel gleich 
a '— a , 1 8 0 °— p' und p sind, wo p und p' die Pösitions- 
winkel und A die Distanz bezeichnen, so erhält man nach den 
Gaufsischen Formeln:
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s i n  4  A  s i n  4  (j> - f -  p) =  s i n  g l  ( V  —  a') C G *  4  (:<Y - + -  <Yf 
s i n  4  A  c o s  4  (]> - f -  p )  —  c o s  4- ( « ’  —  a)  s i n  4  ( c f  —  8)  

c o s  4  A  s i n  —  p ) —  s i n  ^  ( « '  —  a )  s i n  4  ( < f  - + -  8)  

c o s  4- A c o s  4 (p ’ — p ) =  cos  4  ( « ’  —  a) e o s  4  (« 5 ’  —  8J. _

Sind « '— «  und 5’ — Eh kleiner Gröfsen, sodafs man den 
Sinus mit dem Bogen vertauschen und den Cosinus gleich 
Eins »Setzen kann, so ist auch A eine kleine Gröf|g, und da 
man dann auch p gleich p' nehmen kann, so erhält man:

c o s  4  (S’ - + -  8) [ß  —  d f  =  A  s'mp 
8 '  —  8 =  A  c o s p .

Solche Messungen von Positionen und «Distanzen lassen 
sich am Bequemsten mafchen, wenn das Fernrohr mit einein 
Uhrwerke verseilen-ist, durch welches es so um die Stunden- 
axe gedreht wird, dafs es der Bewegung des Sterns folgt. 
Hat man aber kein solches Uhrwerk oder kein vollkommeji'es, 
so kann man Sich deines solchen Mikrometers in Verbindung 
mit dijm Chronograph mit Vortheil zur Bestimmung nahe? 
stehender'' fgster Objecte ,-*z. B. der Doppelsterne, auch ohne’ 
Benutzung der Schraube bedienen. Man bringt zu dem Ende 
den beweglichen Fadejgj in eilig beliebige Entfernung von düfn 
Mittelfaden und aufserdem beide durch Dreüung des Posi
tionskreises in eine beliebige Lage gegen den Parallel. Beob
achtet- man dann den Durchgang des Sterns A durch den 
ersten der beiden Fäden, den Begleiter am zweiten Faden 
und i#«nnt die Zwischenzeit t; beobachtet man ferner den Be
gleiter am ersten Faden, den Stern A am zweiten Faden und 
nennt die Zwischenzeit t'. so ist, wenn A die Entfernung bei- 
diä Sterne, p der Positionswinkcl des Begleiters, i dagegen 
die durch den Pösitiofiskreis gegebene Neigung dm; Fäden 
treten den Parallel von der westlichen Seite durch NordenO o
hindurch gerechnet ist:

»  i r. c \  ,  c o s Q >  —  0a =  c o s  o  .  k ( z  —  t )  =  a  r  ~ . —  ■
s i n  i

Die Gröfse a ist nämlich das Stück des Parallels des
Ilauptsterns zwischen dem Hauptsterne und einem durch den
Begleiter gehenden und gegen den Parallelkreis um den W in
kelet geneigten gröfsten Kreises.- Befrachtet - man alle hier 
vorkommenden Bögen als gerade Linien, so hat man ein 
Dreieck, in welchem zwei*1 der Seiten gleich A und a und
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man dann in zwei verschiedenen Lagen der Fäden beobach
tet, so findel man. aus beiden Werthen von a sowohl A als auch 
p oder wenn man in mehr als zwei Lagen beobwohtet hat, 
st>■ giebt jedes a eine Gleichung von de'r Form:

A ' c e > s ( p  — o  c o s ’ip  —  i )  .  . s i n  ( f t —  i)  3 6 0 0
o  =  . - - - - - - . - - - - - - - - - -  —  a  +  t f A  7  7 - - - - - - - - - - - - - - - - - - d p . A  ~ ’

sin i sm * sm ; 20u2bo

und .aus mehren solchen Gleichungen kann man die wahr
scheinlichsten Werthe von dA und dp bestimmen.

An dem Fernrohre der Sternwarte zu Ann Arbor wur- 
de.n z. B. die folgenden Beobachtungen von £ Hydrae ge
macht, wo jede Bestinmnung^yon a ein Mittel aus 10 Durch
gängen ist:

5 0 °  2 4 '  1 4 1 °  4 0 "

—  4 " .  2 3 9  - + -  2 " .  3 8 2 .

A =  3”.5, so erhält man die Glei-ISJimmt man p

;  =  9  9 »  2 4 ’  

a =  —  1 ” .  0 6 2

207°,
chungen: 0 =  _ 0» 011 _  0.306 d A  — 0.590 d g

0  =  +  0 ” .  0 7 0  —  1 . 1 9 1  d A  —  0 . 3 ^ 5  d p '
0  =  —  0 " .  0 4 4  +  0 . 6 6 * 1 }  —  0 . 0 8 9  d p ’ , ,  

wo p '= ^ p  ist. Daraus erhält man d i \ = + 0 " d p  
und die bei a übrig bleibenden Felder werden - 
— 0". 004 und +  0". 024.

83. Aufser diesem Fadenmikrometer hat man noch an
dere , die indessen Hier nur kurz erwähnt werden sollen, da 
dieselben fast gar nicht mehr im Gebrauche sind.

=+0°. 208 
0". 040,

F i g .  2 2 .

M C  =  ‘ ^ 15 cos S.

Da man ebenso für einen zweiten Stern hat:

Das erste ist das Mikrome
ter, dessen Fäden Winkel von 
ImSmit einander bilden, Fig. 22. 
Stellt man denijeinen Faden DE  
der BicktiyigZ der täglichen Be
wegung parallel, so kann man 
aus der Zeit t'— f, welche ein 
Stern braucht, um von A nach B 
zu gelangen, dessen Abstand vom 
Mittelpunkte finden, indem:

t'— t 
2

M ’ C = 15 cos da
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so erhält man hieraus den Declinationsuntei'sfchied beider 
Sterne. Das arithmetische Mittel der Zeiten t und t' ist die 
Zeit, zu welcher der Stern in dAn Stundenkreise CM wefr;
ebenso ist T ~^r die Zeit, wann der zweite Stern in diesem
Stundenltreise war. Der Unterschied beider Mittel ist gleich 
dem Rectaäcensionsunterschiede beider Sterne.

Ein zweites Mikrometer ist das Bradley- 
sche Netz, bei welchem die Fäden einen 
Rhombus bilden, dessen kleinere Diago
nale die Hälfte der gröJbe^en ist, Fig. %3. 
Die kl 1 nere Diagonale wird der täglichen 
Belegung parallel gestellt. Läfst man nun 
einen Stern durch die Fäden laufen, so 
wird die Zwischenzeit der Beobachtungen 
im Bogen des? gröfsten Kreises ausgedrückt, 
gleich MD sein, sodafs:

JljID  =  15 ( f —  i)  cos  S.

Für einen zweiten Stern erhält man: 
M’ D  =  1 5  (%’— t )  c o s  S’. 

und daraus den Declinationsunterschied. Den Rectascensions- 
unterschied findet man ganz auf dieselbe Weise wie bei dem 
früheren Mikrometer.

Diesh Mikromerer' Erfordern eine genaue Untersuchung, 
oh die Fäden einander unter den richtigen W  inkeln ^schnei- 
den. Auch haben sie das Unbequeme, dafs sie des Nachts 
'̂erleuchtet werden müssen, also zur Beobachtung sehr schwa

cher Objecte nicht angewandt werden kömEn. Sie" sind da
her mit Recht ganz durch die Kreismikrom^ter verdrängt, die 
sich einmal mit grofser Genauigkeit .ausführen lassen, dann 
abNr auch den Voi’theil gewähren, dafs man sie immer ohne 
Beleuchtung anwendet.

34. Das K re ism ik rem eifcr  besteht in einem genau 
kreisförmig abgedrehten Metallring-ef der in einer im Brenn
punkte des Fernrohrs anglbrachten Glasplatte befestigt ist, 
und daher im Gesichtsfelds1 des Fernrohrs freischwebend "er
scheint. An diesem Ringe werljfen die Ein- und Austritte 
der Sterne beobachtet. Dana ist das arithmetische Mittel

Fig. 23.
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der Zeiten des Ein- und Austritts die Zeit, zu welcher der 
Stern in dem durch den Mittelpunkt des Kreises gehenden 
Stundenkreis'e war. Man erhält daher den Rectas’jfensions- 
unterschied zweier Sterne grade so , v ie hei den vorher be
trachteten Mikrometern. Kennt man nun auch den Halb
messer des Kreises, so kann man auch, da die Größe der 
Sehnen bekannt ist, die Abständelfrom Mittelpunkte und da
durch die Declinationsunterschiede erhalten.

Es seien t und t' die Zeiten des Ein- und Austritts des 
Sterns, dessen Declination U11d r und rj dasselbe für einen 
ändern Stern, dessen Declination cf, so ist also: 

a  —  a  =  r )  —  4  ( < ’  - + -  t).

Bezeichnen dann u und (i die halben Sehnen, welche die 
Sterne bePSchreiban, so ist:

1 5 , ,  Vf l  =  y  (t  —  0  O O S  < )

und
N.

r

, 15 I
f i  =  —  ( r  — r )  c o s  d  .

Setzt man ferner:
P

s m  c p  =  —
r

t tl 
s i n  (f  =  —  i 

r

wo r der Halbmesser des Kreises bedeutet, sqgferlnilt man, 
wenn man mit D die Declination des Centrums deBJ Kreises 
bezeichnet:

$  —  D  =  r  c o s  

—  D  —  r  c o s

also:
S  =  r  [ c o s  cp* = * =  c o s  (f]j 

je  nachdem die Sterne zu "verschiedenen Seiten oder auf der
selben Seite des Mittelpunkts durch das Feld gegangen siud.

Am Ilten A piJ 1848 wurde auf der Sternwarte zu Bilk 
an dem Ringmikrometer des sechsfüfsigen Rofractors, dessen 
Halbmesser gleich 18' 46". 25 ist, die Flora

(5 ’ =  24° 5'. 4 ),.. 
und ein Stern, dessen scheinbarer.« OicfJt;

« = 9 1 »  12' 59". 01 
5 = 2 4  1 9 .01
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war, mit einander verglichen. Es war:
t  =  lli> 1(3™35s . 0 Stcrnzeit t =  l l h 17™53s7 0 
t ’ =  17 *2 5  .5  i ' =  19 46 .5

t ' —  t  =  50s.5 t' —  t =  l™ 53» . 5.

Mail hat mithin:
log r'— t  1.70329 log z*—  t 2.05500

log n’ 2.53878 log fi 2.89070
cos 9.97850 cos y 9.85941

S' — D  17' 51”. 9 8 — D  13'34". 8.
Da nun beide Gestirne auf derselben Seite des Mittel

punkts durchgegangen warfen und zwar beide nördlich von 
demselben, so erhält man

8 ' —  tT =  H- 4' 17” . 1.

Für die Zeiten, wo die Gestirne in dem Stundenkreise 
des Mittelpunkts waren, findet man:

X (T'-1 -T ) =  l lh  17“  0 « . 25 d (z ’ +  f) =  l l h 18™ 49s . 75.

Es war also um:
U h  17m Qs. 25 

« '— « =  — 1™ 49s . 50 S'— S =  +  4’ 17". 1
=  —  2 7 '2 2 " .  50.

Ist der iiufsere Hand eines solchen Ringes ebenso genau 
kreisförmig abgcdrelit wie der innere Rand, so kann man die 
Ein- und Austritte an beiden Rändern beobachten. Man hat 
dann aber nicht nöthig, die Beobachtungen an jedem einzel
nen Rande mit dem dazu gehörigen Halbmesser zu reduci- 
ren, sondern kannivetwas kürzer nach den folgenden Formeln 
rechnen.

Ist u die Sehne, r der Halbmesser des äufseren Ringes, 
und bezeichnen u und r' dasselbe für den inneren Ring, 
SO ist:

1 5
—  cos S (t' — i“ ~  r s*n 9

—  cos  ()*(/' [ —  t i ) —  f- ’ —  % sin  tpi

also:

und

wenn man

fi  -+ -  fi ’  =  (a  - f -  b)  s in  <p -+ - ( a  —  !>) s in  tf’ 

fi —  fi  = r ( i s  -+ -  fr) s in  <p —  ( n  —  b)  s in  <p\

r  -+- M  r  —  r' ,
— ——  =  a  u n d  — ——  =  o
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Setzt. Daraus erhält man:
f i + f j , '  .  a)+<p' 9 — 9 '  ,  ,  9 + 9 ' .  <p— 9 '

2 -  =  a sm  —  ~ — cos  — -  +  J cos - sin —  -

f i — /i' 9 + 9 ' ■ T  —  f '  ,  ,  .  9 + 9 ' 9 — 9 ’
— - -  =  a cos —  2 - -  sm — 2  +  6 sin j j»  cos Y 9-—

Durch Subtraction und Addition der beiden Gleichungen
#  —  D  —  r cos  <p
§' —  D  =  r ' cos 99'

erhält man ferner:
(a —  b)  cos y>' —  (a  +  6)  cos  <p =  0 ,

oder
. 90 +  99' . y — cp'

b — a . -

und

99 +  90' « ) — w

cEi -2 ~<:cä  2

* _  a  =  „ cos 2± 2 ! cos _  6 sin 2 + V  sin Ä
2 2 2 2

also, wenn man den Werth von b in die Ausdrücke für

substituirt:
und s - ß

■ 9+9'
sm y■ „ =  a-•------------ ,

9 — 9cos  '

. 9- — 7>, .gm - - —
" —2 7, +  9̂’, cos - -

2

und
cos

?—Z) =  a . ----
/v+ 'A2 / p — p ’V  . /y+yV ■ / ' p — p ’V  
V 2 J - C0S(  2 )  - Sin( - 2- - )  S1H  2 J

cp +  ro' ®  —  99'
cos „  cos  -------—

2 2

COS 99 COS 99'

9 9 + 9 9  99— 99
cos  -  -  cos „

2 2

Setzt man nun also:

— =  sin A  und — —  sin B ,  ( 4 )  2 a 2 a
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so erhält ihan

und

cos  A  —
O S  (f, C O S  tp

<[, cp
c o s - g - l

cos  B  —
y^ösncösTfr 

• y+ y '

m
Seline des Sterns

also:
3 —  D  —  a cos A  cos B.

Die Berechnung des Abstandes der 
von der Mitte des Binges ist somit auf die einfache Berech
nung-der Formeln (71)- und (B) zurückgeführt.

Am 24sfen Juni 1850 wurde der von Dr. Petersen ent
deckte Comet an einem Bingmikrometer des sechsfüfsigen 
Fernrohrs der Bilker Sternwarte mit eurem Sterne verglichen, 
dessen scheinbarer Ort war:

«  =  2 2 3 ° 2 2 ' 4 1 " . 30  (? =  5 9 ° 7 '1 2 ” . 19,

während die Declination cms Conreten gleich 59®20'. 0 ange- 
nomixren wurde. Der Halbmesser des äufseren Binges ist 
gleich 11’ 21” .09, der des inneren Binges gleich 9 '26” .29, 
also ist

a —  10' 2 3 ” . 69.

Die Benbächtungen waren die folgenden:
C . nördlich  von  der M itte 

Eintritt * ) A ustritt
Ig b  15»u 54« 20» 17“  21« 48^

Damit erhält man:

Eintritt 
1 8 m 5 5 s . 3 13s . 0

* südlich
Austritt 

2 1 “  2 0 8 .5  378 . 5.

also:

- t  A cu fscrer  E und  1“  54®
InnerQr Kund 1  1

lo g  d. tSumme 2 . 2 4 3 0 4  D  
lo g  (3. D if f f  *1 . 7 2428  

cos A  " 9 . 92-623 
cos  B  j jP . 99418  

9 . 92041 

S’ —  D  =  - 1 8 ' 3 9 * 2 6

A. II

i —  D

. 2 “  4 2 3 . 2 
2 7 .5

2 .  46195  
1 ^>4033 
9 7 6 5 1 3 8  
9 ^ 9 9 7 4 9  
9 764887  

=  —  4 ' 3 7 $

f - • 13 ' 17". 14.

* )  V on  den hinter einander stehenden Secunden gehört beim  Eintritt 
die e rstere^ n in  im fsireg , die zweite zum  inneren ß a n d e  und um gekehrt beim  
A ustritt.

36
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Für den RectascensionsunterSchied erhält man dagegen: 
« ' — «  =  —  3 '» 2 5 s . 82  =  —S S l 1 2 7 ". 30.

35. Um zu sijhen, unter welchen Umständen die Beob
achtungen mit diesem Micrometer am Vortheilhaftasten an- 
zustfrllen sind, differenzirt inan die Formeln :

r sin <f =  r sin 'f =  // ', r cüs =F rzcos <p =  d  — <V.

Iiaim^erliält man:
sin tp d r - j - r  cos p  dtp —  dpi 
sin cp d r  - j-^ fc o s  cp' d p  =  dpi 

[cos <p’ = f  cos -y ] d r  —  flp in  p 'sltp ' =•= r  sin tp d p  =  d  (Jf —  S )

"der, wenn man in der letzteren Gleichung dtp und d(p' mit 
Hülfe cler beiden ersteren Gleichungen elimir ’.rt:

[eesly1 = f  cos  cp\ d r  —  sin tp' fws p dpi! =•= sin cp cos  cp> dpi 

= icps p cos cp] dJS[— ~S\ ;

dpi und du’ sind die Fehler ,̂ der beobachteten halhg» Zwi
schenzeit. Nun sind die Beobachtungen nicht an allen Punk
ten des Mikrometers gleich Hharf, indem die Sterne nahe 
bei dei) Mitte schneller •,aus- und eintreten, ,a.lso dort die 
Beobachtung ^ichßkarj ist als nahe am Rande. Man wird es 
indessen immer,so einrichten können,^dals die Beobachtun
gen an ähnlichen Stellen in Bezug auf den Mittelpunkt an
gestellt werden und es wird daher erlaubt sein, dii =  du 
zu setzen, sodafs man!dann die Gleichung erhält:

[cos p  =f= cqs (/.[] d r  —  sin [y /= p  p\ dpi =  ccj£ cp cos pp ,d (ß '  —  S).

W ill man also bei gegebenem r d.iet©e,?linationsd:fFem>z 
zweier Sterne finden, so mufs man die Beobachtung,'so ein- 
rieilten, dafs cos rp .cos cp1 so nahe als möglich gleich 1, also 
sin (/> und sin <p’ sehr klein sind. Man mufs daher die:ßterj^e 
so weit als möglich vom Mittelpunkte dureli das Feld gehen 
lassen. Sind überdies beide Sterne ^auf einem Parallel, wo 
also das obere Zeichen gilt und if —  ;st, sW hat ein Fehler 
in der Bestimmung von r gar keinen Einflufs auf die Bestim
mung,-des D.eclinationsunterscliiedes. Für die! Bestimmung 
des RectsCscensionsunterschiedes ist es klar, diMs man die 
Sterne so nahe als möglich durch die Mittel des Feldes gehen 
lassen mufs, weil dort die Ein- und Austritte am schnellsten 
erfolgen, also sieh auch am schärfsteil beobachten lassen.-

36. Häufig ändert das Gestirn, dessen Ort man durch 
das Kreismikrometer bestimmen will, seine Reetaseension und
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Declination so schnell, dafs dh, Voraussetzung, dafs dasselbe 
in einer Secunde Sternzeit 15" im Bogen zurücklegt, und 
dafs dieitiauf seinem W eW'! errichtete Senkrechte einen De- 
clinationskreis vorstellt, meiklich von der Wahrheit abweicht, 
ln diesem Falle miifc man an den ohne Rücksicht auf die 
eigene Bewegung hergeleiteten Ort noch eine Correction an
bringen. Nennt man d den Abstand des Gest'.rns vom Mit
telpunkte des Ringes, so war:

wo t =  \(t' — t”) , gleich der halben Zwischenzeit zwischen 
dem Ein- und Austritte, ist. Nennt man nun i\a die Zu
nahme der Rectascension des Gestirns in einer Zeitsecunde, 
so ist die Aenderung A t von f, welche durch die Aenderung 
der Rectascension hervorgebracht wird, sodafs die halbe
Zwischenzeit bezeichnet, welche man beobachtet hätte, wenn 
die Aenderung der Rectascension gleich Null gewesen wäre:

Ferner ist die Tangente des Winkels w, welchen der 
wahre W eg des Gestirns mit dem Parallele macht:

wo Ah die Aenderung :der Dl|lina1ion in ein̂ jsj Ze-tsecunde 
bedeutet.

Es wird also das Stück des W eges des Gestirns zwi
schen dem Stiindenlcreise und dem auf den W eg des Sterns 
vom Mittelpunkte*gefällten Perpendikel, wenn man dasselbe 
x  nennt:

d 2 =  r 2  (1 5 h  cos S ) 2,

A t =

1 5 2 / cos  S 2

t 2  COS S 2 ü «

d

CO

tang n
AS

(1 5  —  A « )  cos  S  ’

x =  d tang n ~
 dAS____
(15  —  A<d) cos  S

3 6 *
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Da man nun zu der ohne I Rücksicht auf die eigene Be
wegung berechneten Durehgaugsze t durch den Stundenkr’eis

die Gifflfse —̂ -1 oder
A c o s  ()

dA 8
l ö ’ cos  —/SA «  co s  32 

zu addiren hat, so erhält man für diese Cprrgction, wenn 
man das Product von i\rc und vernShläasigt: .

/ r '- f - 7 r \ 4 d .A S  ^.«4, . / r *

A l 2 ) w h m  *'*■'>
In dem vorher gegeli-epen Beispiele betn jg  die A ende- 

rung des Ortes des. Cometen in 24 Stunden in Recjascpiysion 
-— 1" 15’ und in Declination —  1° 17', es war also: 

lo g  J g  =  8 .71551  n
und

lo g  A S =  8 .7 2 G 9 4 'n ;
ferner war:

log  d =  2.71 » 8 , lo g  i<, =  2.5-2408.
Damit erhält man:

A (5  _ - # )  =  —  0 ” .7 5  und \ ( T ^ S )  =  —  7”. 10. -0 % 7

Den Einflufs der Bewegung in Roetasconsipn auf die 
Declination kann man no.ch bequemer. so in Rechnung brin
gen, dafs man die SehjB mit — — - multiplicirt, wo & uöoUU ■.. ■ o j . ■

die Bewegung in Rectancension in Zeit in einer StundeDst, 
und mit dieser verbw^ertpn Sehne den Abstand vom Mittel
punkte berechnet. Es ist; aber:-,.

3 6 0 0  — A ' 8  M . A ’ n
H  3C00 ,3GU0

wo M gleicli dem Modulus der Brigfiscben Logarithmen,
gleicli 0.4^43 ist. Da nun dfe^e Zahl "sehr nahe 48 mal 15 
mal 60 durch 100000 ist, softuhält man:

M A ’ a _ A 'a .m .  15
3600 —  60 . l 'ooooö '

15 cos  S 'Man hat also von dem constanten Logantluuusö 2:-
nur so1 vie^ Einheiten deji 5ten Decimale abzuziehen, als
die 48 stündige Bewegung in Rectascension Bogeuminuten
beträgt.

ln dem vorher gebrauchten Beispiele ist die 48 stündige 
Aenderung der Rectascension =  — 2" 3 0 ' = — 150’. Der
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constante Logarithnnis' ~  wa)": 7.48667. Man mufs
daher jetzt für denselben 7.48817 nehmen und erhält dann:

2  . 2 4 3 0 4  
1 ■ 72A2.8 

c o s  A  9  . 9 25 6 "3  

c o s ^ ß 1 )  . 9 9 4 1 5  

8 0 =  ^ 3 8 " .  5 0 7

87. Bisher ist vorausgesetzt worden, dafs man die Wege, 
welche die Sterne wäliMrd ihres Durchgangs durch dt^Fnld 
dos Kreisniikrometers.beschreiben, ;ds geradlinig betrachten 
kann. Sind abet, die Sterne dein Pole so nahe, dafs diese 
Voraussetzung unrichtig: ist j|so mufs man an den nach den 
bisherigen Formeln berechneten Declinationsunterschied noch 
eind) Correction anbringen. Die Rectascen’sioii bedarf dage
gen keiner CHrjrStiou, da dasyirithmetische Mittel aus den 
Zi iten des Ein- und Austritts äneh in diesem Falle die Zeit 
des Durchgangs durch den Stundenkms ilgs-Mittclpunkts igiebt.

In dem sphärischen Dreiecke zwischen dem Pole des 
Aequators, dem Mittelpunkte d^Mikrometers und dem Punkte 
des R in1 odef^Anstritts hat man, wenn r die halbe Zwischen
zeit zwischen beiden Momenten bedeutet: j

cos r  —  sin D  sin 8  +  cos  D  cos 8  c o fö .5  v ,

oder
sin y  r 2 =  sin I  ( 5 — D ) 2 - f -  c ( ^ ^ f c o s  8  sin t ^  ,

also:
( 8 — r 2 —  cos 8 2 (45  t ) 2 —  [cos D  —  cos  3] cos  8 (15 t ) 2

=  r 2 —  cos  S2 (1 5  t ) 2 —  ( 8 —  Ä C sin  (m os §  (1 5  r ) 2.

Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel aus, so er
hält man, wenn man nur die erste Potenz von Ö — 1) mit
nimmt:

*  I  r ■> D )  s i n  5  c ^  5  ( 1 5  t ) 2
0  —  D  =  [r2 —  c o s  o  ( 1 5 t ) ~ J  —  « Ä   , _   g  •

2  [ r 2 —  c o s  S 2 ( 1 5  t ) 2]  2 

Das erste Glied ist der in der Voraussetzung der gerad
linigen Beweguisg berechnete D^clmaüonsnntepäcbied, welcher 
mit d bezeichnet werden m ög^ das zweite Glied ist dagegen 
dm gesuchte Correction. Es ist also

8 — D  — d — j  sin 8 coj 8 (15 t ) 2, 

wo das zweite Glied noch mit 206265 dividirt werden mufs,
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wenn man die Correetion in Secunden haben will. Für den 
zweiten Stern hat man nun ebenso

§’— D  =  d ’ —  \ sin §' cos §’ (15 r 1) 2,

mithin
§' —  8 =  d ' —  cl-\- -j  [tang 8 cos  S2 (15  r ) 2 —  tang 8' cos  8’ 2 (15  r') ‘ ],

wofür man ohne merklichen Fehler setzen kann:
S' _  8 =  d’ —  d +  4  tang i  (8 +  S1) [cos 8-2 X I 5 D '2 —  cos 8' 2 (15  r ' ) 2], 

oder da
cos  82 15 2 T 2 — r2 —  d2

und
cos  8’2 15 2 i ' 2 —  r2 — d ' 2,

8’ —  S — d' —  d -4 -  f tang {  (8' ~\~ 8) (d '-i- d) (d' —  d).

Man hat also zu dem in der Voraussetzung der gerad
linigen Bewegung berechneten Declinationsunterscinede die 
Correetion hinzuzufügen:

, , , , 1  , ,!<*'+<0 <V-E) 1Hh ,  tang T (5  +  5) --------2 0 ^ 65 ,

Den 30sten Mai 1850 wurde der Comet von Petersen, 
als seine Declination 74° 9' war, mit einem Sterne, dessen 
Declination 73° 52’. 5 war, verglichen. Die Rechnung nach 
den gewöhnlichen Formeln ergab:

d =  —  8 '5 6 " .  7, d 1 =  +  7 ’ 3 6 " . 9.

Damit erhält man dann:
lo g  ( d '4 - c Q  = 1  . 90200,. 
l o g ( d '  —  d) =  2 .9 9 7 2 1  

C om pl lo g  2 06265  =  4 . 68557  
C om pl lo g  2 =  9 . 69897  

tang \ (8 ’ - f -  8) =  0 . 54286  
9 .8 2 6 6 1 ,.

C o r r e c t . =  —  0 " .  67.

Es war mithin der corrigirte Declinationsunterschied:
-1- 1 6 '3 2 " .  93.

88. Um das Kreismikrometer anwenden zu können, ist 
immer die Kenntnifs des Halbmessers erforderlich. Zur Bef, 
Stimmung desselben kann man sich verschiedener Methoden 
bedienen.

Beobachtet man zwei Sterne, deren Declination bekannt 
ist, so hat man:

fi. - t -  u! =  r [sin f  -4-  sin 50'] —  2 r sin ^ (<f -+• cp') cos  \(cp —  cp") 
fi —  fi' —  r [sin cp —  sin <p’\ =  2 r cos  ^  (p  +  <p') sin | (90 —  cp).
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Ferner ist
,y — s  __________ s _

cos  y  -+- c i ' y '  2 ciJS j  (y> -+- cp) cos S£(y—  y ')  ’

ii —|- u! l / i  >\ f-1 — f-1 i /
g ’_ §  =  t a n S  2  VP +  9°> S’J Z g =  t a n S  i  (- 9 ~  9  )■

Setzt man daher
B '  +  i“ '  ̂ i i“ — A JHI_  s  =  tang J. und y — - ^ =  tang -Z?,

so wird:
S'—J _

2 cos A  cos jB gW

=
2 sin A ^ cos  .B

_  ." JJjf
2  cos  , 1  sin -B

_  P
sin (A  -+- 2?)

_  A _

sin (A  —  B)

Die vorh<& in No. 35 gegebene Differentialgleichung 
zeigt, dafs man die Sterne zu beiden Seiten des Mittelpunkts 
möglichst nahe am Rande mufs durchgehen lassen, weil dann 
der Coefficient von clr ein Maximum und nahe gleich 2, der 
Coefficient von du dagegen nahe Null wird.

Man mufs also zu dieser Bestimmung des Halbmessers 
zwei Sterne auswiihlen, deren Declinat’ onsunterschied nur et
was kleiner als der Durchmesser des Ringes ist.

Der Halbmesser des inneren Randes des zuerst in No. 34 
erwähnten Micrometers wurde durch die Plejadensterne Aste- 
rop^ und Meronc bestimmt, deren Declinationen 

S =  2 4 °  4 '2 4 " .  26

und
8’—  2 3 °  2 8 ' 6". 85 

waren und die halben Zwischenzeiten beobachtet *):
1 8s . 5 nlK] 5 6 s . 2.

also aucli

* ) D ie  Plejadensterne eignen sich  besonders zu diesen B estim m ungen, 
weil man unter denselben im m er für jed es  M ikrom eter passende finden wird. 
D ie  Oertcr derselben sind a u f-ija s  Genaueste von  B essel B estim m t. A stron . 
N achr. N o. 4 30  und Bessel,riastron. U ntersuchungen, B and I.
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Damit erhält man:
lo g  fi  +  fi =  2 . 7 1 0 3 8  

lo g  fi —  fi =  2 . 4 1 4 9 0  

cos A  =  9  . 9 8 8 r2 5  

cos -B  =  9  . 9 9 6 9 3  

¥ 7  9  S M  8  

r  =  1 8 '  4 6 " .  5 .

Man kann den Halbmesser des Feldes auch ans den 
Durchgängen zweier Sterne, welche dem Polynahe stehen, 
bestimmen, da die langsame Bewegung solcher Sterne den 
Einflufs der Beobäcjitunggfehler vermindert, ln diesem Falle 
kann man aber die eben gegebenen Formeln nicht anwenden, 
weil man den W eg solcher Sterne nicht mehr als geradlinig 
betrachten darf, ln dem Dreiecke zwischen dem l?olej:’ dem 
Mittelpunkte des Kreises und dam FunkteMes Ein- oderC
Austritts hat man aber, wenn man die halbe Zwischenzeit
zwischen beiden Momenten, in Bogen verwandeltSmir den 
einen Stern mit r, für döii ändern Stern ” iit t bezeichnet:

L - f  os r  =  sin 8 #in 1> ■+ cos  8 cos 7) cos r  
cos  r  =  sin 8' sin Tj -f- cos  S' c o s  D  coj! r' .

Setzt man unter denä Coshmszeichen 
8 +  S' l - ä ’ „ , 8 + 8 '  8 — 8'

^-------1-------  —  statt o und  ^ statt ö

und zieht beide Gle: clmngen von einander ab, so erhält man:
S — 8’ t  — r ' x  +  i '  

taug D  —  cotang — - —  sm  — - —  sm  -  - -

8  +  S' r  —  r' T +  r'
- +  tang 2  - -  cos  - -  cos  -  — ■

Setzt man also
8 — 8' r — ri I . ■

cotang r - i^ - jg s in  - -  — =  a cos A

8 +  8’ r —%’
tang — ~  -  cosjr— g  ~  a sm ¥

so erhält man D aus der Gleichung:
rT_|_r' -]

tang D  =  a sin  Q — (- A. ■

U)

m

Nachdem man auf diese Weise I) gefunden hat, kann 
man r aus einer der beiden folgenden Gleichungen berechnen: 

sin -j »,2 —  sin —  -O) 2 d -  cos  8 cos D  s in fS ® |
oder

sin l r 2 =  sin — Z5)2 -+- cos  8’ cos  D  sin -j r ' 2.
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Setzt man hier
tang/,

oder (Ö

sb erhält man:

sin l  r  . / ------=---------
tang 1  =  r , -  r ( / c o s ^ o s Z ) ,

sm  j  (. o —  IJ)

. sniyT . /  s; j:
tan g)/ =  ; t = —  A ycosd  (kisJJ, 

sin £  (d —  -D)

(ö)

sin j  r 2 =  £in I  (S  —  -D) 2 s e c y
=  sin ^ (5 ' —  Z >)2 sec y ’,

oder auch
_  S— D __S^— D

egs jO  ‘»fJfcĈ sy’
Die Formeln (A), (ß ) ,  (C) und (D) enthalten also die 

Auflösung dieser Aufgabe.
Wenn man den Halbmesser des Ringes nach dieser oder 

der vorigen Methode/ durch zwei Sterne bestimmt, so mufs 
man für den Declinationsunterschied beider Sterne immer den 
"scheinbaren, durch die' Refraction veränderten, anwehden. 
Nach No. 16 diebes Abschnitts sind aber die scheinbaren
Deklinationen, wenn die Sterne nicht nahe am Horizonte
fstehen:

d -+- 5 7 "  cotang (Ar ■+■ $ )

und
S'-h  5 7 "  cotang ( N -J - Sr),

WO
tang cotang <p co s  t> 

und f das arithmetische Mittel aus den Stundenwinkeln bei
der Sterne ist?

Man erhält also für den Unterschied der. scheinbaren De- 
clinationen :

S’ — S - -  (A—-d)
[ " .s in  (.V  - f -  S)  sin (N - ( -  S’j ’ 

wofür man sich auch erlauben kann zu schreiben:
c,, „ 5 7 "  sin ( A — S)

Den so verbesserten Declinationsunterschied hat man also 
■mmer für d;e Berechnung des Halbmessers anzuwenden.

Diese Bestimmung hängt von der Kenntnifs des Decli- 
nationsunterscliiedes der Sterne ab. Da man deshalb solche 
Sterne auszuwählen hat, deren Oerter sehr genau bekannt 
sind, und die immer zu der helleren Classe gehören werden,



während es- bei Kreismikrometerbeobaehtungen, wo man meist 
schwache Objecte beobachtete wftnsdlienswerth ist, auch zur 
Bestimmung des Feldes gghwtf’che Sterne Süizuweuden, da es 
möglich ist, dafe-*man d;e Ein- und Austritte heller Objecte 
etwas anders schätzt*), gr> hat Peters iji Clinton pine andre 
Methode vorgeschlagen, die den Halbmesser ans der Durch- 
gangszeit eines nahe durch die Mitte des Feldes ̂ gehenden 
Sterns giebt in Verbindung mit eurem ändern nahe am Bande 
durchgehenden Stern, dessen Declinationsunterschied von dem 
ersten Stern nur genähert bekannt zu sein braucht.

Die Gleichung /.i =  r siir cp giebt nämlich : 
r =  fi +  2 r  sin (4 5 0 —  l y ) 2.

Geht nun der Stern nahe durch die Mitte des Feldes, 
so ist das zweite Glied oder die an|ft anzubringende Cor
rection sehr klein. Zur Bestimmung dieser Correction beob
achtet man nun noch gunen zweiten Stern in der Nähe des 
Bandes. Dann hat man nach den vorher gefundenen Glei
chungen, wenn man setzt

p -h fl  . fl  fl -r.
g, y y y ,  =  taug A., , — =  tang IS :

!’ = i y  +  7J).
Es wird daher:

r —  fi&h 2 )• sin [4 5 0 —  1 (A  +  JB)]2 , 
oder wegen der Kleinheit des letzten Gliedes, 

r =  «  [1 +  2 sin (4 5 °  —  i  C4 +  2?))]2 
=  fi [S —  sin (A  +  Bj\.

Da man überall leicht zu dmäfm Zwecke passende Sterne 
finden kann, sBwird es am Zweekmäfsigsten sein, [Sternei in 
der Nähe des Meridians und in ziemlicher Höhe anszuwäh- 
len, sodafs die Refraction keinen Einflufs auf uie Beobach
tungen hat. Diese Methode zur Bestürmung dos Halbmes
sers wird besonders zweckmäfsig sein, wenn man sich eines 
Chronographs bedient.

Zur Bestimmung des Durchmessers des Ringes kann 
man auch die von Gauls vorgjsMhlagene Methode anwenden, 
indem! man in das Objectiv des mit dem Kreismikrometer 
vcus'eh'men Fernrohrs mit einem ändern an einem Winkel-
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* )  B eobach tet m au am  änfsern sow oh l als am innern R ande des R inges, 
so ist ein daraus entstehender F ehler w eniger zu befürchten.
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instnwiKubet befindlichen hineiusieht und de» Durchmesser des 
Ringes unmittelbar mifst.

Hat man Sonnenflecken durch das Kreismikrome.ter beob
achtet, so thut man gut, den Halbmes'ser des Ringes auch 
durch Sonnenbeobachtungen zu bestimmen, weil man in der 
Regel die Antritte der Sonnenränder an den Ring etwas an
ders beobachtet als did^Antritte von Sternen. Dazu giebt 
nun die Beobachtung der äufseren und inneren Berührungen 
der Sonnenränder mit dem Kreise ein sehr einfaches Mittel. 
Berührt nämlich der erste Rand der Sonne den Ring, so 
ist die Entfernung des Mittelpunkts der Sonne vom Mittel
punkte des Ringes gleich R -+- r, wenn R der Halbmesser der 
Sonne, r der des Ringes ist. Denkt man sich dann den W eg 
der Sonne als geradlinig, so hat man Sin rechtwinkl'ges Drei
eck, dessen Ilypothenuse R-\-r, dessen eine Cathete der Un
terschied der Declination des Mittelpunkts der Sonne von der 
DSlinatiou des Mittelpunkts des Ringes und dessen andre 
Cathöte die halbe Zwischenzeit der äufseren Berührungen im 
Bogen und nndtiplicirt mit dem Cosinus der Declination ist. 
Man hat also, wenn t diese halbe Zw'schenzeit bedeutet, die 
folgende Gleichung:

(J? +  r) 2 = ( S  —  D ) 2 +  (15  t i OS S) 2.

Für die inneren Berührungen erhält man eine ähnliche 
Gleichung, iß welcher nur die halbe Zwischenzeit t' der in
neren Berührungen statt t und R — r G ;#  R-\-r  vorkommt, 
nämlich: /

(r  _  ry  ="(& — n y  +  (15 Gos sy.
Wegen der eigenen Bewegung der Sonne müssen übrigens 

beide Zwischenzeiten in wahrer Sonnenzeit äusgedrückt sein. 
Eliminirt man nun (5 — JTj1 aus beiden Gleichungen, so er
hält man:

( f l  H -S j  — (R — )-y =  (15 cos Sy [t2 — t"2] ,
also

(15  cos S)2 ü  H - 'fl [t — f ]
r  = ---------------- ------------------------ •

x An dem einen Kreismikrometer des Refractors der Bilker 
Sternwarte wurde die Sonne beobachtet, als die Declination 

23° 14' 50" und der Halbmef^fes 15'45”. 07 war, und es 
wurden die folgenden Ein- und Austrittzeiten beobachtet:
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Aeufsere Berührung :■ Innere Berühruntr:
/

Eintritt 1 0 h 3 1 ™ 8S. 2 Sternzoit 10h 32™ 3 0 “ . 8
A n sffitt  34™ 4 7 s . 5 33  2 7 L .3

Daraus,, erhält man die halben Zwischenzeiten in Stern
zeit l m,^ s.65 und 0"’ 273. 25 die man mit 0.9,9712 zu multi- 
pliciren hat, um dieselben in walirgr Zeit auszudrücken, da 
die Bewegung der Sonne in Eectas^ension in einem Tage 
4m8s. 7 betrug. Es mt. also

t —  1 0 9 s . 33 und <' =  2 7 “ . 1 7 ;J  
womit man erhält:

r  =  9 '2 3 ” . 52.

A n m . J£s ist k la r , divfs nym  für c fe i H albm esser des E jn g e s , mir »so 
Iangft.T ren® W n W erth  unnelim en d a rf, als man die Enlfen\ujig des' Kins^s 
vom  (?Cyectiv n icht ändert. K e n n  m »n ; daher den B t d b in ^ s r  diireli eine 
der1 vorher gegeOgncn M crhodcu bestim m t h a t, so m ul’s m an ' sieh genau die 
Stelle b^ n js lin en fb iv clch c  di'e das M ikrom eter anthaltjm lclQ bularrSIÄc bei der 
Beoluiojitung^j& iogfnoinßicu hat, und dilsell^r dann b&i Spateren B eobachtungen 
m it die^ejVi M ikrom eW r im m er w ieder genau a u f diese M arkeueftstellen.

: iEFfiber das K reism ikrom ater vergle iche man iib n a cns die A u fsä tzu .v on  
B eesel in 2aeh 's m on atlich er. C o r ^ ijo n d e n z . B and 2.4 und 26.

39. D a s  H e lio m e te r . Ein von den bisher betraeh- 
ltel£n Mikrometern g^pz verschiedenes ist das Helioigafep. 
Dies bestellt in einem Fernrohre, dessen Objwtiv in^zwei 
Hälften geschnitten ist, von denen jede vermittelst .'einer 
Schraube parallel mit der Sclmeidungsliiiie ygsöhoben wer
den kann. Dieägmme Anzahl von "StÖhraubenwindungen, um 
welche man die eine Objectivhälfte verschoben hat, kann man 
an den Sealen^ablesen, welche auf den die Objectivhälften 
tragenden Schiebern angebrächt sind, die Theile der Ümdre- 
hungen liest man dagegen an den getheilten Köpfen der be
wegenden Schrauben ab. Kennt man also den Werth einer 
Schraubenumdrehung in Secunden, so weifs man immer, um 
welchen Bogen man. die Mittelpunkte der beiden Objectiv
hälften gegen einander verschoben hat. Bilden nun die Ob
jectivhälften einen einzigen Kreis, fallen also deren Mittel
punkte zusammen, so wird man hn Fernrohre von einem 
Gegenstände, auf welchen dasselKeagerichtet .ist, nur ein ein
ziges Bild sehen in der Ki^htung vom Mittelpunkte des 
Objectivs nach dem Brennpunkte. Verschiebt man aber die 
eine Objectivhälfte um eine Anzahl von Schraubenrevolutionen,
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jäo wird das erste Bild igpn der unbewegten Objejc|ivhälfte 
unverändert geblieben sein, dagegen wird man ein/zweites 
Bild des OLje(jte sehen, weiches- dunfili die fortbewegte Ob
jekt vliälftc gebildet wird und in der Richtung; vom« Mittel
punkte dies®1 Objectivhälfte nach ihrem Brennpunkte liegt. 
Wenn daher ein zweites Obje-ci. in der Richtung vom Mittel
punkte,. des bewegten Objectivs nach denn Brennpunkt^ des 
festen stände,..so würden das Bild degiersl^rcn Gegenstandes, 
von der festen Objectivhälfte gebildet, und das durch die be
wegte-,Objectivhälfte erzeugte Bild des zweiten Gegenstandes 
eiuander decken, und den Winkel, um welche beide Gegen
stände wirklich entfernt sind, würde man durch die Anzahl 
von ^chraubenumdrehnngen erhalten, .un welche man die 
gine Objec,tivhälfte< verschoben hat. Idierauf beruht der Ge
brauch des. Heliometers zum Messen von Distanz«®.

Um nun die Schneidungslinie der beiden Objektive immer 
in die' Richtung der Vrerbindungsliniejfd^i'i beiden zu messen
den Obj&cte bringen zu können, sind die die Objectivhälften 
tragenden Schieber so eingerichtet, dafs man dieselben um 
die Axe des, -Fernrohrs« bewegen kann. Wenn dahös;« das 
HelionXeter auch einen Positionskreis hat, ans welchem man 
die^^Spchicdenen Lag f̂ie, in die man die S„öhnittl nie bringt, 
ablesfen kann, iso kann man mit einem solchen Instrumente 
aüjjh Positionswinkel messen. Dazu ist es aber et^biderlicb, 
dafs das Heliometer parallac-tiscb aufgestellt ist.

DasaÜcular Heliometers befindet sich nun ebenso 
wiefdas Obj,ectivj-äuf einem beweglichen -Schieber, dessen 
Stellung man an einer Scale ablesen kann. Eben'so kann 
das Ocular wie:, dasgQbjectiv um seine Axe bewegt und die 
LageJhdesSölben an einem, kleinen Positionskraise, welcher in 
demselben: pinne wie der Positionskreis des Objectivig getlieilt 
ist, abgelescn werden. Diese Einrichtung dient dazu, um den 
Brennpunkt dis (f&ulars infrner auf das Bild im Fernrohre 
zu ssteljeti. Bewegt-kn an nämlich die eine Objectivhälfte aus 
der Stellung, in welcher ihr Mittelpunkt mit dem def ändern 
zusaanmenfäll.t  ̂ so rückt ihr Brennpunkt von deî l Axe' des 
Rohrs fort und der Brennpunkt des Oculars fällt daher nicht 
mehr bhit dem Bilde zusaHmBjjd Um dasselbe also deutlich 
sehen zu können, mufs das Ocular ebenso weit von de"» Axe
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Entfernt werden können, als das*. Bild davon abstellt. Man 
mufs also das Ocular senkrecht gegen die Axe verschieben 
können und, damit die Verschiebung, im »fechten Sinne erfolgt, 
inufs dasselbe auch sainnit Hinein Schieber um die Axe des 
Fernrohrs gedreht wercrefi können.

Die Richtung der Bewegung der Schieber wird nun 
nicht genau durch den Mittelpunkt des Posib'onskreises gehen. 
Die^Angabe des beweglichen *) Schiebers, bei welcher die 
Entfernung des'.optischen Mittelpmikts des Objectivs von dem 
Mittelpunkte der Kreisumdrehung ein Minimum ist, soll der 
Hauptpunkt genannt werden. I hissphre soll unter dem Haupt
punkte d§S> Oculars verstanden werden. QDitgren Hauptpunkt 
kann man immer dadurch bestimmen, dafs man diejenige 
Stellung sucht, in welcher bei diametralen Stellungen des 
Objectivs das Bild irgend eines Gegenstandes im Fernrohre 
sich nicht im Sinne der Richtung der Schieber ändert. Hat 
man denselben gefunden, so kann man den Index des Schie
bers des Objehtivs auf die Mitte der Scale richten. Ebenso 
kann man nun auch den Hauptpunkt des Ociilatejlinden und 
es soll angenommen werden, dafs dic4für den Hauptpunkt 
geltende'-JAblesung in allen drei Scalen, den beiden der Ob- 
jectivschieber und der des Ocularschiebers, dieselbe und zwar 
gleich h ist. Man mufs dann dem Fadenkreuze des Oculars 
dasselbe Minimum der Entfernung vom Mittelpunkte der 
Kreisdrehung geb'fen̂  Dies bewirkt man dadurch, dafs man 
das Fadenkreuz auf einen sehr weit entfernten Gegenstand 
einstellt und beide Positionskreise um 180“ dfceht. Steht dann 
das Bild an dem nämlichen Orte, so ist diese Bedingung 
erfüllt; hat sich das Bild indessen gegen das Fadenkreuz 
verschoben, so mufs man die Stellung dessel'JS&n durch die 
Correctionsschrauben berichtigen.

Die Scale des AnenrObjectivschiebers -'zeige nun, wenn 
das von demselben hervorgebrachte Bild auf das Fadenkreuz 
gebracht ist, s an, die von dem liidexfehlejjj, befreite Ablesung 
am Positionskreist? des Objectivs sei p, zu gleicher Zeit stehe 
dfer Schieber des Oculars auf er, der Positionskreis auf n.

* )  Es w ird näm lich im  F olgen den  im m er angen om m en , dats man mü
den einen Sch ieber bew egt und den anderen unverriiekt stehen läfst.
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Es sei ferner a die Entfernung des Hauptpunktes vom Mit
telpunkte des Positionskreises und es seien t und ö die be
richtigten Ablesungen am Stunden- und Declinationskreisjs 
des Instruments, die also denjenigen Punkt des Himmels be
zeichnen, naeh welchem hin die Axe des Fernrohrs gerichtet 
ist. Man nehmÄdann wieder ehr Bejchtwinkligcre Coordina- 
tensystem an. Die Coordmatcn £ und rj soll'efi in der Ebene 
des Fadenkreuzes liegen, und zwar soll die positive Axe der 
£ nach 0°, die positive Axe der ?; nachwO0 des Positions
kreises gericlitef1, also, wenn däk Fernrohr nach dem Zenith 
zeigt, nach 1 Osten gerichtet sein.

Endlich soll die positivS Axe ddr £ senkrecht auf der 
Ebene des Fadenkreuzes stehen und nach dem Objective zu 
gerichtet sein. Setzt man nun

5  —  h =  e  u n d  f f  —  Ji =  c, 

nennt l die Brennweite des Objfe’ctivs, in Einheiten der Scale 
ausgedrückt, und ni nmt a positiv, wenn der Hauptpunkt nach 
der Seite der positiven i] und der Positionswinkel im ersten 
oder vierten Quadranten liegt, so sind die Coordinaten des 
Punktes s :

e c o s  p  —  a  s i n  p ,  e  s i n  p  —  a  c o s  p ,  l  

und die des Punktes a:
s  c o s  7t —  a  s i n  7t ,  e  s i n  7t ■—  a  c o s  7 t ,  0 .

Die relativen Coordinaten von s in Bezug auf o werden 
dann aiso sein:

§ =  e cos  p —  e cos  ft —  a  [sin p  —  sin ft] 
p =  e sin p —  e sin ft a  [ c o s p  —  cos ft] (g j ,

und wenn man coelestische Objecfte beobachtet, deren Ent
fernung vom Brennpunkte des Fernrohrs in Vergleich mit s 
unendlich ist, so kann man diese Ausdrücke auch für die 
Coordinaten des Punktes s in Bezug auf den Brennpunkt an
nehmen.

Diese Coordinaten mufs man nun in solche verwandeln, 
die sich auf d ie  Ebene des Aequators und den Meridian 
hez&hen, und wo 4ie positive Axe der x  in der" Ebene des 
Aequators nach 0°, die .positive Axe der y nach 90° der Stun
denwinkel, endlich die positive Axe der z parallel mit der 
Weltaxe nach dem Nordpole zu gerichtet ist.
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Dazu derikt man sich zuerst di™ Axe der t  des vorigeno
Systems in der Ebene der £ £ nh'ch der Axe der l, z u  um 
den Winkel 90°'— dlgedreftö; dann werden die neuen Coördi- 
näten sclion in der Ebene des Aequators liegen und man 
wird haben:

f1=  £ cos 8
v '= v
£' = y £  sin 8 —  I  cos  S.

Soll nun noch das Ferruxdir nach dem Stundenwinkel t 
gerichtet sein, so hat man die Axe - der £' in der( Ebene der 
§'?/ um den , 'hrkel 270" +  1 vorwärts zu drehen, um dieselbe 
in die positive Axe der y zu venvandehr und hat dann di» 
Gleichungen :

x  =  £ ic o s  t -H  rf sin t
y  —  äj sin t —  rj cos t

Durch Elimination von es, ?/ und aus diesen Gleichun
gen ‘Erhält man:

x  =  i » c o s  S cos  l +  £ sin S cos  t -+- ?/ sin t 
y  =  IjjfcoSstain t - f -  £ m  8 sin t —  »; ,cjos t 
z —  S .tiii 8 —  | cos 8,

oder, wenn man die Werthe von £, uA cR us den Gleichun
gen  (a) substituirt:

x —  /Icos 8 (jro t [e cos  p  —  s c o s  jt] sin 8 cos  t -+- [ e f i u p  —  s sin 7t] sin t
— [sin p —  siiV7t] sin 4>cos ! +  a  [co sp  —  cos  7t] sin i

y  =  l cos  8 sin t - f f  [e cos  p —  £ cos 7t] sin ersin t —  [e sin p —  e sin 7t] cos  t
—  a [sin p  —  sin 7t] sin 8 sin l —  a  [c o s »  —  cos 7t] cos i

z —  l sin 8 —  [e cos p —  s cos 7t] cosW -+- a [sin p —  sin 7t] c o s w

Hieraus erhält man das Quadrat der Entfernung r des 
Punktes s vom Anfangspunkte der Coordinaten: 

t 2 =  P  - f -  [e cos p  —  s cos 71 ] 2 —(— [e sin p, —  e sin 7t ] 2 - f -  4 iP sin (p  —  7t ) 2.

Die Linie vom Anfangspunkte der Co orten wen nach dem 
Punktäs macht dann mit den drei Coordinatenaxen Winkel, 
welche durch die Gleichungen gegeben sind:

cos  a  =  — , cos  ß  =  —  lind cog y  —  — - • r r r
Bezeichnet man aber mit 5' und V die Declination und 

den Stuiidenwinkel d5s-beobachteten Sterns oder desjenigen 
Punktes, in weft-hem die LinicVom Fadenkreuze nach dem 
Punkte s die scheinbare Himmelslmgel triht, so ist auch: 

cos  a =  cos 8’ cos  t ’, cos  ß  —  cos  8’ sin t ’, cü s 'y  =  sin 8'.
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Setzt' manifelso

y  J H  ~  —  A  trnd ~  ■= d,

so ei’Kält man, wenn man auch der Kürze wegen 
1 4  \D c o s  p —  A  c o s  je ]  2 4 -  [D  s i n  p —  A  s i n  je ] 2 4 -  4 d2 s i n  I  (p  —  j e )  2 =  A  

Sßtzt:
, c o s  $ E o s  t 4  [D  c o s  p — A c o s  j e ]  s i n  < 5 T o s  l

COS 0  COS t  =   ;  =----------------------------------------------
Vä

[D  s i n  p —  A  s i n  7t] s i n  t

~VÄ~~
d [ s i n  p —  s i n  7t] s i n  8  c o s  t —  d  [ c o s  p —  c o s  tt] s i u  t

~ v T ~
«, . , c o s  8  s i n  t H - [D  c o s  p —  A  coh 7t] s i n  8 s i n  t

COS O S i l l  t = ---------------------------------------------- -------------------------------------------------------
W jM

[D  s i n  » —  A s m z r j c o s ^  ,  .   (6)
X a

d [sinp —  sin 7t] sin 8 sin iH - d [cos ;? —  c o s 7t] cos  t|
w  s i n  8 —  [7> c o s  p —  A  c o s  7t] c o s  8 

s i n  o — - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - = - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

. r i  •
d [ s i n  p —  s i n  7t] c o s  8

jjT  ^  .7"

Mail tnWIjRhtet nun immer zwei Objecte mit dem He
liometer. Es sei alko zugleich mit dem Bilde- deä &fstereü 
Sterns ein Bild eines ändern Sterns, welches durch diebzweite 
Objectivhälfte hervoi'gebraclit ist', auf dem Fadenkreuz, so 
wird man dreihihnliche^GlöichungöEf haben, in denen 

<|B |A , j e ,  d und p 

dieselben Werthe haben, aber B, §’ und t' in andre* G-refsen 
übergehen, weiche für-diesen Stern gelten und durch 1)\ <)” 
und t” bezeichnst werden mögen. Dann hat man rfdobs Glei
chungen, welche indessen eigentlich, wenn man die Winkel 
durch die Tangenten sucht, nur vieren entsprechen und io 
denen auf der «rechten Seite1 Alles durch die*mbleJ3ungen an 
dem Instrumente gegeben ist, nämlich d und t durch die A b
lesungen an dem Dschnations- und Stundejikrerse, B und A 
dorth die Ablesungen': an den'Schiebern des'Objectivs und 
Oculars, p und tt. durch die beiden Positionskreiä|5tr Man 
wird also aus diesen-^Gleichungfeiü ö', t' und d", t" finden 
können. Das Instrument giebtWfneilich die,'Gföisen Ü, t , A

3 7



und n nicht mit derselben Genauigkeit wie die übrigen Grö
fsen; da aber die beiden beobachteten Sterne innner Sehr 
nahe stehen, also Fehler in diesen Größen denselben Eintlnls 
auf beide Steghle haben, so wird man die Differenzen P — ff 
und t " — t ’ immer mit aller Schärfe finden können.

Stehen di^beobachteten Sterne dem Pole nahe, so nuils 
man gj', ff, t" und t' uacb den strengen Formeln (b) berech
nen. In der Regel wird man aber mit Nüberungs&nnefei 
ausjpichen, welche unmittelbar: ff'—ff und a"—d  geben. Zuerst 
wird es nun erlaubt sein, d gleich Null zu setzen. Döst 
man dann in der Gleichung für s?n ff den Nenner in lin e  
unendliche Reihe auf, so erhalt man, wenn man nur dieher- 
sten Glieder mitrfimmt:

sin 8  —  ein f f  =  \ D  cos p —  A cos t t ]  c o s  S - f -  Ik X ^ co s  p  —  A  cos  « ] 2 sin S 
+  i  |Z) sin p —  A sin jr ] 2 sin S, 

oder nach Formel (SO) d^r Einleitung, wenn man nur die 
Quadrate der in Klammern stehenden Größfen belbohalt: 

f f  —  S =  — j ;os p  —  A COS ar] —  f  [D\ sin p —  A sin it]2 tang S.

Für den ändern Stern hat man ebenso:
S"— 8 =  —  [£>' c o s p  —  A qps Ti] — ^ IM  s in p —  A siiiTf] 2 tang 8, 

also wird
8 ”— 8 ’ =  \I) — £>'] c o s p - ü - j  tang 8  [ ( ß - t - ß ’)  sinp —  2 A sin jr] [D — ß ' ]  sinp, (c) 

,£ine Gleichung, durch welche man den Deölinationsunt^.ehied 
der beiden Sterne durch die an dem Instrumente gemachten 
Ablesungen findet.

Um nun auch den Rectascensionsuntepschied zu erhaltgn, 
multiplicire man di > erste der Gleichungen (b) mit sin t, d>e 
zweite mit — cos t und addire beide, so wird

, , , r »ZSifein p —  A s in jr
cos  S’ sin ( f  —  t ')  =  -  --------------------------------------------     _  .

Y 1 +  [D  c o s  p  —  A  c o s 7t ] 2 - H  [D  s i n  p  —  A  s i n  7t]1

Aelmlich erhält man:
D ’  sin p —  iStsinl

cos  S" sin ( t — t )  =  ~.^=    —......— —  = -----------------------  ■ ------- •
]/ 1 - f -  [ ß  c o s p  —  A ö'os —H \ l>- sin p  —  A sin jt]"

Vernachlässigt man die Quadrate von />, D' und A, nnd 
führt die R'e'ötascensfeuen statt der Stundeuwiokol ein, sof ge
hen diese Gleichungen in die folgenden über: 

cos 8’ ( « '  —  « )  =  D  sin p —  A sin n  
\*t(fcos 8” (e ff—  a) =  ß '  sin p —  A sin n,

und wenn man hierin' statt ff und ff’ setzt:
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jgj =  i  (*' +  *") +  * ( * ' - * " )  
« " = = i ( H + 3 " ) - i ( « j ’ - n

und den Sinus des kleinen Winkels <? — %" mit dem Bo'sreh 
vertausiiht, dagegen den Cosinus gj&ch Eins Setzt, so er
kält man

‘i t « '  — / t )  coe 1 (0 - f -  S") =  J/J sin p —  A sin :! [1 - f -  t:in^ S  ( f —  /)')]
t a"  —  « J ? o s  \ B '  - C - S  =  P s ’ s in l j—  A ;S in w ][ ]  - f - .] tang(?\c^ '— <5J)],

also
( « " —  a )  cos ^ .(5 ’ —l—1>") — V )  sin p -+- -1 tang S  [5 "—  S'] [D ’-\- D\ sin p

—  tang S A  sin n  [tT —  $'],

odkr, ” ‘nu man für <)"— W tfen vorher gefundenen Werth
{V  —  D')-e,ogp

schreibt :
( « " —  « ’) cos  ^ U +  &") —  (D ’ — Zf) sin p

—  \ tang S  D) s in p — 2 A s in 7r] [D'— D J eosp . frf)

Setzt 'man nun
n =  —  .! tangÄ [$©-—f- D) s in p —  2 A sin n], (Ä)

so kann man auch in den Gleichungen *c) und (d) statt die
ser kleinen Gröise u den Sinus Schreiben, während man in 
dsii ersten Gliedern der Gleichungen den Faetor cos u hin
zufügt und “erhält dann:

—  S'  =  —  (D 1 — D ) cos  ( p - f - n )  
a" —  « '  =  - f - ( - D '— Üj^Sin (p +  u) s c c  \

Bisher ist vorausgesetzt worden, dafs die Distanz blos 
einfach gemessen ist und es ist dann die Ablesung .? eigent
lich diejenige, für welche dtggBilder der beiden Objectivhälf- 
ten zusammenfallen. Hat man aber zwei Objecte, a und b, 
so erhält jinan, wenn man die Objectivhälften aus einander 
schraubt, zwei nc.ue Bilder a! und b\ und kann dann das 
Bild a mit dem Bilde b' zur Deckung bringen. Schraubt 
man nun die Objectivhälftcn wieder zurück und über den 
Punkt hinaus, wo dielMittelpunkte zusammenfalleu, se ljaun 
inan aii^h das Bild b mitgdem Bilde a' zur Deckung bringen 
und wird dann aus den Ablesungen ini feeiden Stellungen die 
doppelte Distanz erhalten.

Hat man also die, Boob^ohtungcn auf d;ese Weise an
gestellt, jho mufs , man \ (D’— 71) statt D'— D in die, obigen 
Formeln setzen. Statt des Winkels p -+- u giebt jede der 
Me_Ssuhg|ji p'-\-u und p ' p ß  wird also

3 7 *
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p  =  —— — j U  —{- D =  s —f- s' —  2 / i , A fT— h

und
u —  —  tang S [(s +  s’ —  2 li) sin p —  2 (<r—  li) sin jr)

8" —  S' =  —  -5 (D' —  Iü) cos '(-p  lt- « )  
a" —  a! =  \ ( / ) '  —  I ) ) sin (p  +  « )  scc -.j (A

W ill man ö” ■— <?' und «" — cd gleich in Sesunden und n
jy  jj

in Minuten erhalten, so mufs man — — mit dem Werthe ei
nes Scalentheils in Secunden und den Ausdruck für u mit 

| u ! M ( p .  Man kann nun aber immer bewirken,
dafs das von p — n abhängig^ Glied zu vernachlässigen ist, 
weil

' |' 5
u =  0, w enn  < r =  ■■■■ -  und 7t =  p

ist. Man wird dies aL3 durch die."Stellung des (jteulags im
mer wenigstens nahe ;einzu achten suchen, zumal da dann 
auch die Bilder im merngohY9 am Deutlichsten erscheinen.

Bisher war nun angenommen worden, dafs der Ort des 
GnsiclitsYelde^j wo man die Sterne zur Coincidenz bringt, der 
Durchschnittspunkt des FadenkmAnsi ist. Wenn die Sterne 
aber nicht gar zu nahe beim Pole »stehen, so genügt es^Ajoll- 
kommen, wenn man dig Coinßideng nach dem Augenmaafse 
in der Mitte des Feldesi beobachtet.

40. Hat das eine Gestirn eine eigne-Bewegung in Rect
ascension und Declination, so 'mufs man hierauf Ubtnrlich bei 
den Reduction der Beobachtungen Rücksicht nehmen. Be
rechnete man aus jeder einzelnen Distanz, in Verbindung 
mit dem Positmasw inkel, den Rebtascemsions- und Declina- 
tionsunterschied, so brauchte man nur da  ̂ Mittel aus allen 
Bestimmungen für das Mittel der BeobaohtungSjjeiten gelten 
zu lassen, da maii die Bewegung in Rectaseegsion und De- 
clination immer als der Zeit proportional betrachten kann. 
Der KürAj wegen wird man es aber meist,jfjjörziehen, den 
Rectasoensions- nnd Declinationsunterschied blos aus dem 
Mittel der gemessenen Distanzen und l^bsitionswinkel zu be- 
s?e|hrien. Da diese sich aljer nicht immer der' Zeit propor
tional ändern werden, so kann man das Mittel aus den beob
achteten Distanzen und Positionswhikehi nicht unmittelbar
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für das Mittel der Zeiten gelten lassen, sondern tnäfs pjjrst 
eine Corrfection an dasselbe anbringen, ähnlich wie bei der 
Keduetion gemessener Zenithdistanz.eu auf das Mittel der Zei
ten in No. 5 des fünften Abschnitts.

Es -seien l, t ', l ", etc. die einzehrah Betebaclitnngszeiten,
T das Mittel aus allen,Amd ds sei

t —  T — Tf t ' —  T = t ' ,  t"  — T = r i k ,  etc.

FerneiSseien p , p", etc. die den einzelnen Zeiten ••ent-
spr^feandcn Positionswiukel, P der znr Zeit T gcdiörige, A 'e
und i\t) die Bewegtfugen in Bra3tas©eüS'ibn und Declination
in einer Zoitsebimde^ wo also r , F, etc. jßjaeufalls in Zei'se-
cuiuleii ausgedrückt sein JPÜssen. Dann ist:

d P  d 2  P
p =  P  - t -  -  .  A «  .  T  - F 3  “  2 A « 2 .  Dda da*

d P  rp P  d 2  P

:&olfher Gleichung^! wird man nun ^Ü^viete haben, als 
Positionswinkel gemessen sind, und arm dem jffittH aller er
hält mau, wenn n die Anzahl der Beobachtungen isj: '

8 p + r ' - h f - k ....

mrMi> . .. rf2P : , P P  . ) S t:'1
+  da'dS Aa 2 7 ?  A 5 1 AP

wo man für
2i'1 ,

a u c h n
nehmen kann, wenn man sich der schon öfter erwähnten Ta
feln bedienen will.

Ebenso erhält man für die zu dem arithmetischen Mitte] 
der Zeiten gehörige Distanz D, wenn in d', d", etc. die ein
zelnen gemessenen Distanzen sind:

ß  d +■ d' ■+■ d" -+ -. . j j

( , d‘ L> . 2 , d*D . Jtj, , d*D V2)^ T a
-  K  ü a  A“ + ± d s * aAS+^ m ™ s 5 r«  •

Man hat nun noch die ̂ einzelnen DifLrentialquotienten zu 
finden.

Es ’ st aber
D  sin P —  (a  —  a '^ co s  S 
D  cos P =  S— S’,
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oder
a~a S * t t i  U m g  P  =   ̂ — g, c o s  o

D2 =  ( a  —  « 0 2 , C o s  S2 j+- (S— ff)2, 
und man erhält leicht:

clP c o s  S c o s  P dP. ; s i n  P dD „  dT>
da ”  JJ ’  d S W ~  D '  r f «  =  C° s 5 s i n P ’ 7 » = C 0 S P

d'2 P  2  83s < l 2 i s i n  P d2 P _ _  2  s i n  P c o s  V
da2 Z P ' ’ d S2 ~  £>2~~

d ?P   2 c o s  S s i n  P2 coß,S
da<m~~ D 2 D 2

d2 L) c o s  S2 c o s  P2 d2 D s i n  P2 d*D c o s  S s i n  P c o s - P
da2 ~~ D ’  df 2  —  D ’  ~dc77dS~ Ü

Daraus findet mTti dann, wenn man zugleich setzt:
A  “  c o s r o '  =  c s i n  y

A S =  â cos y,
p   p + /  +  p" +  . .  •  s f i >  ( P —  y )  c o s  ( P — y) i dS%2

n 1)2 n
d - t -  d’ r f -  d"+ ... s i n  ( P — y)2 ,  JSt2

D  = --------   i ------------ — -J- r 2
n  JJ n .

oder, wenn M den Modulus aml Briga'.is.ohen Dpgarithmen 
bedeutet:

, ^  , d +  d ’ +  d " -h . . .  , ü f s in  ( P — y )2 . 2 t. 2l o g  D =  l o g - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  i - - - - - PiT c2ii D n
Um das zweite/Glied von P in Bogenminuten, das zweite 

Glied von log D in iEinheiten der fünften Dechnale zu erhal
ten, mufs man, wenn. 11 den Werth eines Sealentheils in Se
cunden bedeutet, I) in SsjäTt-ntheiiSn ausgedSiltiikt ist und A «  
und jetzt dij^enderuugeu der Rectascension und Dee-li- 
nation in 2-4 Stunden in Bogenminuten b^eiclmen, dasÄeistej 
Glied jnultipliciren- mit

60 2Q6&S5
8B 4 0 0 2 S P  ’

und das andere mit
toöaoo . eo2

8Ö 4 0 0 2 . P 2-"*

Hat man aber die Tafeln für 2 sin .] c2 benutzt, sodafs 
mau genommen hat:

P   / > + / - +  +  ■ ■ ■ ____ sin 3 ^— y) cos ( P — 2 Jj'i sin j^-r2
n jD1 n

und
.  T , d +  d'+d"-P ... M sin'QP'— y ) 2  „2  2  s i n  f r 2l o g  D =  l o g   —  — - t - — P t - c 2 -  2 ,n D n
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so muh rnan die zweiten Glieder beider Gleichungen multi- 
pliciren mit

60 . 206265''
864002 . IöU ä 2

und
100000.602.2fl£265 
8>i i()()" . 1;V-

41. Es ist nun noch zu zeigen, auf welche Weise man 
den Nullpunkt des Positionskreises und die Gröfse eines Sca- 
lentheils bestimmen kann.

Der Nullpunkt des Positionskßüises ,spll da stehen, wo 
die Richtung der Schieber genau der Drehung- des Fernrohrs 
um die Declin’atiou'sBs®1 entspricht. Hat man nun die beiden 
Objectivhälften bedeutend von einander entfernt, so drehe 
inan die Schieber so, dafs die Nonien des Positionskreises 
auf 0° zeigfeu und bringe das«reine Bild eines Objekts in den 
Durdfschnittspunkt des Fadenkreuzes *). Kann man dann 
durch alleinig« Drehung des Fernrohrs um die Declinations- 
axe auch das andre Bild genau in die Mitte des Fadenkreuzes 
bringen, so sind die Schieber dieker Drehung des Fernrohrs 
parallel, also ist dann der Collimationsfehleyr des Positions- 
krcises- gleich Null. Ist dies aber nicht der. Fall, so mufs 
man das Objectiv ein wenig drehen, bis die Bedingung, durch 
blpi-se Drehung des Fernrohrs um die Declinationsaxe beide 
Bilder durch dieHMitte des i Fadenkreuzes zu führen, erfüllt 
ist. Die Zahl, auf welcdi f̂i dann der. Nonius des Positions
kreises 'zeigt, ist di™ wahre Nullpunkt und der Unterschied 
von dem mit piwll bezei'clnieten Punkte!’1 der Theilung der 
Collimationsfehler des Kreises.

Dies set.zt nun voraus, dafs die Schieber sich geradlinig 
bewegen. Wäre dies ißjber nicht der Fall, so würde man bei 
verschiedenen Abständen der zwei Bilder von einander und 
bei verschiedenen Stellungen der Schieber an ihren Scalen 
auch verschiedene Collimationsfehler finden.

Dreht man das Fadenkreuz des Fernrohrs so um die

* )  Für diesen Z w e ck  ist es gut, w enn m an ein Fadenkreuz hat, w elches 
aus d op p elten , etwas von  einander entfernten, parallelen F iidcn  besteh t, s o 
dafs d ie M itte des Feldes durch ein kleines Quadrat augegeben  wird.
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Axe desselben, dafs ein dem Ae<juator naher, Stern den einen 
Faden hei seinem Dutehgange durch das Feld nicht verläfst,O  o  7

I® ist derselbe dem Aequator. parallel. Bewegt m^n dann 
die fsihieber der Objective weit aus der Stellung, wo die 
Mittelpunkte der beiden .Qbj.ectivhälftcn zusammenfallen, und 
dreht zugleich das *^bjectiv um die Axe des Fernrohrs so 
lange, bis beide Bdder bei dem Durchgänge durch das Feld 
auf dem Faden hiifgeheiij so mufs der Positionskreis 90° 
otlQyB7()<1 ^igen. Liest man. rrbij- 90° — c oder 2ß0" — c in 
dieser ^Stellung ab, so ist c der Collimationsfehler des Krei
ses, welchen'mhn'zti'allen Ablesungen an demselben zu ad- 
diren hat.

Die Gröfse eines Scalentheils desjcObj^.tiv‘̂ ehieb;e*is fin
det man dugh die Messung einos Gegenstandes von bekann- 
tfcem Dnrchme^sejjjbetwa der Sonne oder des Abstandes zweier 
;genau bestimmter Sterne', wozu sich namentlich di.<bPlejaden- 
sternep eignen, deren Entfexnnng.en von Bessel mit fSelir gro- 
fser Schärfe gemessen sind. |@!;ui kann sich aber auch liier 
wieder der von Qaüfö vo’fgekßhlagencnäsehoji früher erwähn
ten Methode bedienen. Da1 nämlich die Ax^nnder beiden 
Object-ivhälften, wenn siet atich um eine giwfse Anzahl, Sca- 
lentheile von einander abstehen, do&h parallel sind, so sieht 
inan, wenn man ei i für uneiidlieh entfernte Gegenstände ein
gestelltes Fernrohr auf das ©bjectiv eines Heliometers riehtbt, 
das doppelte Bild, welches', ein im Brennpunkte der einen 
Objectivhälfte -angespannter Baden gieht. Stellt hidn also 
Idietr reine Ohj-ehtivhälfte imftdie Mitte derl'Sfeale, die. aiidere 
Hälfte aber um eine gröfse Anzahl von Scfdcnthoilen davon 
entfernt, und läfst dann das Fadenkreuz durch das gfcgen 
den hellen Himmel -^enchtetejOcular erleuchten, so kann inan 
mit einem zweiten Feiairohr.?^ welches mit einem Winkel 
'messenden Instrumente verbunden ist, den scheinbaren Ab
stand jener zwei Bilder messen. Indem man nun mit die
sem Winkelabstande d'^Zalil der Scalentlu'i'eh vergleicht, um 
welche ma-n das eine Objectiv aiis der Stellung, in welcher 
die Mittelpunkte zusamnrehfieleif, fortgerüokt hat, so erhält 
man die Gröfse eines Scalentlieiles. Hat die eine Objcotiv- 
häifte keine Mikrometertheilung, so muXs man die Beoba,ch- 
tung zwei Male hei veKchiedenen Stellungen der mit ei
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nein eingetheilten Schraubenkopfe versehenen Objectivhälfte 
anstellen.

Es sei für die erst^Messnng Sr die Ablesung an dom 
Schieber rnit de.r Mikrometeyschrauba,' S„ die am zweiten Ob- 
jectivs^bieber, s die am Ocularschieber, so hat man,- wenn b 
und c di.e Winkel sind, welche die von den Punkten .‘Wnnd S 
nach dem Brennpunkte gezogenen Geraden mit der Axe des 
Fernrohrs machen:

0  —  S 0) Ii =  2 0 6 2 6 5 "  tang b 
(jS1 —  s),R  =  2 0 6 2 6 5 " tang e, 

wo R die Gröfse cineapitalentheils bezeichnet. Ferner sei 
der gemessene Winkel zwischen den beiden Bildern des Fa
denkreuzes gleich a, so ist

a =  b 4 -  c.

Eliminirt man nun mit Hülfe dieser Gleichung die W in
kel b und c atfö den obigen beiden, so erhält man die qua
dratische Gleichung:

(S ~Ü 0) ('S _  S) tanS “ 2061 2 + (S ~ S<,) 2 ö i 65 = taugn
deren Auflösung giebt:

fi _  (s —s n) -
2 06 2 6 5  2  (s  —  S 0) (S  —  s)  tang a

Ist nun blos eine Objectivhälfte mit einem eingetheilten 
Schraubenkopfe vtpsahen, so mufs man eine zweitjpjBeobach
tung machen. Bei dieser sei S' der Stand des Schiebers mit 
getheiltem Schraubenkoinjfe, s' der des Ocularschiebers, der 
^eliYesfene Wiukcl dann erhält man für R eine" ähnliche 
Gleichung, in welchcV S ', s' und a' an der Stelle von S, s 
und a stehen. Man kann nun aber die Messung stets ^  
einrichten, dafs

S '  —  =  aS'0— S  und s —  aS0 =  S 0 — s’
list, und wird dann statt der eben gefundenen Gleichung für R 
die folgende schreiben können:

 B    (S 1— S) —  ]/OS"— <S)a+  16 (s— S 0) OS— sj tang f  ( « + « ' )  2
206205  4 (s —  S’0)  (S  —  .s) tang ^  (a a')

Haben s — S0< und S— s gleiche Zeichen, s™ wird man, 
wenn man setzt:

tangAO -+- a!)

für R erhalten:
tal a = 4  A - I  i
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jH  J [sec a —  1 ]
H =  2 06265

=  2 0 6 2 6 3

tang a V ( s — S 0) (ß  —  s) 

tang ^ a

Haben aber' s — S0 nnd S — s verscln 'dane Zeichen, so 
wird nran, wenn man Setzt:

=  V(7.=  5 ^ = , ) ,
für R erhalten:

1  —  cos ß
R  = 2 0 6 2 6 5  

=  206265

sin ß  V(.s —  *S„ )  (S  —  s) 
tZDjPfpPEi

Ist s =  S und s’ =  S', so Erhält atan statt der quadra
tischen Crleichungen für R n beiden Beobachtungen die fol
genden :

also:

(5 - J #)2Ö62,S H tanga

E - ^ S S e s  id t e S 8’’

72 =  2 06265  2  t a n g ^ ( a  +  a ,)
S — &’

oder auch die Nälierungsformel:
TJ =  S  +  a

S —  S r

Diese Vorschriften, sind natürlich aqpli anwendbar, wenn 
man den Werth eines Scalentheils durch die Beobachtung 
des Sonnendurchmessers oder jäes Abstandes zweier Fixsterne 
bestimmt. Dann wird a und et’ gleich dem Durchmesser <̂ er 
Sonne, oder gleich dsry Entfernung der- beido-n Fixsterne.

Hat das Heliometer ein Fadenkreuz, so kann man auch 
den einen Faden der täglichen Bewegung parallel stellen und, 
nachdem man die eine Objectivhälfte bewegt und den Posi- 
tionskreS so .ggstellt hat, dafs die beiden Bilder eines Sterns 
auf dem Faden laufen, die Durchgänge derselben durch den 
verticalen Faden beobachten.

Der Werth einer Schraubenumdrehung ändert sich auch 
hier mit der Temperatur und ist daher von der Form:

R  —  a —  b (J. — 10).
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Daher gehören die für R gefundenen Werthe zu den be
stimmten Temperaturen, hei denen dieselbe^ beobachtet sind, 
und die WeVithe von a und b fhüssen aus den bei verschie
denen Tem^eVätdi^n gefündeiTön Werthen bestimmt werden.

A n m . D ie  T h eorie  des H eliom eters findet m an in :
H ansen, M ethode m it dem  Fraunhofersehen H eliom eter B eobachtungen  

anzustellen, 
und am  V ollständigsten in :

B e sse l, T h eor ie  eines m it einem  H eliom eter versehenen A equatoreals 
im  ersten B ande der astronom ischen U ntersuchungen und im  lö te n  
B an de der K ön igsberger B eobachtungen .

VIII. Verbesserung cler Mikrometerbeobachtungen 
wegen der Refraction.

42. Die Beobi^chtungen aa den verschiedenen Mikro
metern geben immeä den scheinbaren RectasSgnsions - und 
Declinationsunterschied der Sterne, theils unmittelbar, theils 
•W&fP sie, denselben durch Rechnung finden. Wäre nun die 
AVirkung der Refrfection auf beide Sf&rne dieselbe, so wunU 
dieser beobachtete Unterschied der scheinbaren Oerter auch 
unmittelbar der’ Unterschied der wahren Osrter sein. Wogen 
der ungleichförmigen Wirkung der Refraction auf Gestirne 
in verschiedenen Höhen bedürfen aber die Mikfoinetcf-b'TOb- 
achtuugen noöh einer AhsrbeSerung. Nur in dem Falle, wo 
die beiden Sternefctuf denselben ParidÄle- st.dhe», wo also die 
Bepb.ajchtungen an demselben Runktejdes Mikrometers gesche
hen , für welchen die Höfte, also auch dm Strahlenbrechung 
dieselbe bleibt, wird diese Correction -gfeich Null sein*).

Die= gewöhnlichen Refracbonstafeln z .B . in den Tabulis 
Regiomontanis geb'an lie , Refractioir fü̂ ' den Normalzustand 
der Atmosphäre (d. h. für einen bestimmten Barometer- und 
Thermometerstand) unteii der Form:

* )  D ie iß  Bem erkung gilt natürlich nicht für M ikrom eter, m it denen P o 
sitionswinkel und D istanzen gem essen werden.
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wo oJSSe* scheinbare Zenithdistanz bedeutet, «  dagegen ein 
mit der Zenitlidistanz veränderlicher Factor ist, der l’ür

~ =  4 5 °  g l f f l l i

isj  ̂und für wachsende Zenitlidistanzeu abnimmt, sodafs er 
z. B. für

-  =  8 5 °  nur g leich  5 1 ". 310 

ist. Aus diesen Tafeln kann man leicht andre berechnen, 
welche die wahre Zenithdistanz £ zum Argumente haben und 
aus derfen man dann die.Refraction durch die Formel findet:

(> —  ß-tauig &  t

wo ß  wieder eine Function von 'C, ist. Man hat daher:
£ =  ~ + ß  tang £
£ ' = 5  +  /?' tang £ ’,

also:
£ ' —  £, —  s?— z +  ß' tang £’ —  ß  tang £, 

oder auch, wenn man
£ ’ —  £ —  G£*tJz) m it A (~' —  -d

bezeichnet :
=  /M a n g  £' — MS (a )

DiiM ist als« der Ausdruck für die Correction, welche 
man dem bdölbachteten Unterschiede der Scheinbaren Zenith
distanzen hinzuzufügfen hat, um den Unterschied der wahren 
Zenitlidistanzen zu el'halten.

Nennt man nun ß0 den zu
|£t- £ .

2 £o
gehörigen Werth von ß\ gegeben durch die; Gleichung

e » = ß o  tangf£i) if'
so wird:

ü  tang £ ’ =  ß 0 tan g^ f - f -  £ - f - -  tang*£s (£ ' —  £ ) + . . .bo
ß  tang £ =  /?(, tang £ —  ^ - f  -  tang £ jjfe' —  .

“  SO

Setzt man rechts in den zweiten und den folgenden 
Gliedert tang £„ statt tanlgf und tang£', so hebVn sich die. 
Glieder, welblidWdie zweiten Differentialquotienten .enthalten, 
in dom Unterschiede beider Gleichungen auf, und man hat 
sehr nahe:

-M tang £' —  ßi fang £ =  ß 0 [tang £' —  tang £]

♦ f t #
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Setzt man also

k = ß a+ d̂ % z m > ,d g 0 s e c g 02

so erhält man aus (a) :
A fc ’— .z) =  l  [tang g’ —  tang J  

wo also h mit dem Wertlie
__g'_+g 

" 2
zu berechnen ist, und da bis auf die zweiten Pojfemzen von 
£'— u auch

ist. so hat man?
tang g ' —  tang g =  - J 

cos g „ 2

=  (6) 
cos  g /

Diese Formel setzt mm aber den. Unterschied der wah
ren Zenithdistanzen als gegeben voraus. Führt man dafürO O
den Unterschied der scheinbaren Zenithdistanzen ein, so mufs 
mau die Formel ncfeh mit multipliciren und erhält dann:ite0

d z0 cos  go
oder, wenn man jetzt setzt:

U f o  U  +  « 0  206263 |
cIZq v

=  dy ° -  \ßu +  'i 4 > °  sin 2 ?o  2 0 6 2 6 5 i , (A)(1̂ 0 v «bo
so erhält man endlich:

^ ' - ^ • l r g - > -  c j g f i f l

Um nun zu sehen, wie »genau man durch die^e Formeln 
den Un^grschied der wahren Zenithdistanzen aus dem Unter ■
.Schiede der !m]feinb:ii$n Zemthdistanzen finden kann, diene 
das folgende Beispiel:

W allvc Zenitlidistanz £ Scheinbare Zenitlidistanz z R efraction

?5p-QC 8 7 °  5« g W , . 1 14' 3 2 " . 6
30 l l  54 . 8 15 5 . 2
40 24 20 7 39 .3
50 33 44  . 5 16 15 . 5

88 0 43 6 .. 4 53 . 6.
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IliClaris erliält man die folgenden Werthe.ifiir ß :
2 0 ' 4 0 " .  6427
30 39 .5 2 0 9
40 j&8 . 2727

i y j o  36 . 90?3';

und daraus nach den Formeln für d'e numerisqhen Differen-
tialquotienteu in No. 15 der Einleitung, die Werthe für ^̂ r-,

d. h. für die, Aenderung von ßü bei einer Aenderung von ei- 
uer Secunde in £„:

8 7 °  30 ' - 0 " . 0 0 j f ü
40  0 .0 0 2 1 7 6 7
5 0  0 .0 0 2 3 9 6 7 .

Berechnet man nun hiermit die W erthe’von /c, so findet
man, da die Logarithmen von ^  die folgenden A d :  

s j j B  <1% ö
8 7 °  3 0 ' 0  . 0271

40  0 .0 2 8 7
50 0 . 01307,

die Werthe der Logarithmen von 1:
h

8 7 °  3 0 ' 6 .0 5 0 5

40 6 - Ü lf&  384
50  5 .9 7 7 1

wo k in Theilen des Radius ausgedrückt ist.
Es sei nun

z =  8 7 °  10' und z’ =  8 7 °  50,

also
z '—  s = = 4 0 ',

-sp gehört dazu nach den gewöhnlichen Reiractiopstafeln: 
1" - 5 g l=  8 7 0 2 4 ' 4 7 " .  8 

£ ' = 8 8  7 23 .0 ,

also
£ '_ i £ =  +  4 2 ' .? 5 " .2  

g „ =  8 7 °  4ß! 5 " .  4.

Nimmt man nun z'— s und ^  als. gegeben an und be
rechnet (z'— z) nach den vorher gegebenen Formeln (A) 
und (B), so erhält man, da der dem Werthe entsprechende 
log k gleidti 5.9925 ist:

A ( z ’ _ z ) = +  2 '3 5 " .  4,

also
£’ _ £  =  - + - 4 2 '3 5 " .  4, 

fast genau so, wie es die Eefractionstafeln gaben, j



591

Die Werthcy von k kann man nun in Tafeln bringen, 
welche (lief«wahre Zenithdistanz zum Argumente haben. Man 
findet ■solche Tafeln im. dritten Bande der astronomischen 
Nachrichten in Bessels Aufsatze über die Correction wegpn 
der Strahlenbrgjliung bei Mikrometerbeobachtungen und in 
dessen astronomischen Untersuchungen, Bänd I. In der letz
ten Abhandlung findet mau auch die Aenderluigen von k für 
die, verschiedenen Barometer- und Tbe.rmomet.erstä«de.

Man braucht nun zur Berechnung des Uuterschiedds der 
wahren Zenithdistanzen die wahrewZenitlidistanz §0 selbst. Da 
man indessen immer die Recjtascensioh'en und Daclinatione.il 
beider Sterne kennt, so findet man die'Se genau genug, wenn 
man dieselbe aus dem arithmetischen Mittel der Rectascen- 
sionen und Drelinationen mit der bekannten Polhöhe des 
Beohaclitung®rtes berechnet. Dazu wendet man am Be
quemsten die folgenden Formeln an, da man auch, wie man 
sogleich sehen wird, die Kenntnrfe des parallactischen W in
kels nötliig hat:

s i n  £  s i n  » ;  =  c o s  tp s i n  t0 
s i n  £  c o s  r] =  c o s  s i n  <p —  s i n  S 0 c o s  tp c o s  

c o s Z  =  s i n  S 0 s i n  p  - + -  c o s  S 0 c o s  <p c o s  < £ .

Setzt mau hier:
c o s  n  =  c o s  <p s i n  t0 

s i n  n  s i n  N  —  c o s  cp c o s  t0 

s i n  n  c o s  N  =  s i n  cp,

so hat man:
sin £ sin i] =  cos  n 

tf5isin £ cos*!/ =  sin n cos  (ÜV—t- S0) 
cos  £ =  sin )® in  ( N + S 0),

oder
t a n g  £  s i n  =  c o t a n g  n  .  c o s c c  { N  +  S 0) 

t a n g  £ Ä f i s  rj =  c o t a n g  ( N - + -  S„).

Die Gröfsen cotang n und N kann man dann für ( ine 
bestimmte Polhöhe in Tafeln bringen, deren Argument t ist.

Hat man die in No. 7 des' ersten Abschnitts erwähnten 
Tafeln, so erhält man auch durch diese-die Höhe odec Ze- 
nMidistanz und den parallactjschen Winkel. Den Zusammen
hang der dortigen Formeln mit den eben "egebenen sieht 
man leicht.

43. Nachdem man den Unterschied der wahren Zenith
distanzen aus den scheinbaren berechnen kann, findet man
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dadurch leicht -den Unterschied der wahren De.clinationon und 
Rectascensionen zwerew Sterne aus den beobachteten schein-5
hären Unterschieden dieser Gröfsen. Ist nämlich ß  tang £ 
die Refra'ction in der Zeinithdistanz*^," so ist

ß . tang  ̂s'n n die Refraction in der Rectascension
* COS 0

und
ß  tang cos 7/ die Refractiou in der Declination.

Es ist aber:
' „t L siQ rt sin rt ja sin r! sin rtß  tang £ -  — „ r —  ß  tang £  s =  k tang gg  —  7c tang £

C O S ®  COS 0 COS 0  COS 0

tang £ 0 sin rj0 l ang_So si2LVt>
co£pi  /S, ^  , ■ cos  S0

~ h - ------------------------------(d’— d) +  l c .— , ------------( « — « ) .Cl O 0 (l (jLq
Ebenso erhält man:

ß' tang £’ cos  rj —  ß  tang £ cos  rj =  _ßß_Vo ^UÖq
, , <7. tang £ 0 cos rj0 , \ ß

4 -  fc .  7 (rt —  rt), ~jJ , ~ V)cla0
und hier bezeichnen, wenn k den durch die Formel (Ä) der 
vorigen Nummer gegebenen Werth bat, cf— d und «'— a die 
scheinbaren ;Untersi?h:ede der Declinatiouen und Recmsceu- 
sionen beider Sterne.

Durch Differentiation der TEormelu für
tang £  sm  >? ,
■ k und tang C cos  ti

co s  o
erhält man aber: 

ta n g ^  sin %
cos  S tang £i|Sin n i&fl&ii —  tang £ s is  rj itan$ S

d(V cos  S
tang t, sin  rj

=  i — tang £ co s  rj tang 8  4 - tang £ 2 sin ?;2
d. .  

co s  o
dt

d . tang £  co s  ?;
dS

d . tang £ cos  rj

=  —  [tang £ 2 cos  rj'2 4 - 1  ]

=  tang £ 2 co s  rj sin rj co s  S 4 -  tang £ sin rj sin 8.

Hiernach kann man nun die einzelnen Mikromgrer be
trachten,^ deren Theorie in YII dieses Abschnitts: gegeben ist. 
Da indessen die iiiaSo. 33 erwähnten Fademictfc " je t?t "so 
gut wie ganz aufser Gebrauch sind, so wird auf diese Mm 
Folgenden weiter keine Rücksicht Igefjommen werden.
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44. M ik  r o me t e r ,  an denen der R e c t as c e n s i o n  s- 
unt er s c l i i e d  durch D u r c h g ä n g e  du r c h  Fäd e n ,  w e l 
che  auf  der  R i c h t u ng  der  t äg l i c he n  B e w e g u n g  senk
r e c ht  stehen,  der  D e c l i n a t i o n s u n t e r s c h i e d  durch 
unmit te lbar^!  M e s s u n g  b e s t i mmt  wird.  Bei diesen 
Mikrometern kommt nur die Wirkung der Refraction in dem 
Augenblicke der Durchgänge der Sterne durch denselben 
Stundenkreis, also nur der Unterschied beider Refractionen 
in Betracht, sofern derselbe vom Declinationsunterschiede 
abhäugt.

Für den ersteren Stern ist daher die Correction der 
scheinbaren Rectascension und Declination:

„  tang K sin ri , .
A «  —  —  ß  ,,  i\S =  —  ß  tang £ cos  j? ,

cos  o
für den ändern:

, tang sin » /
A - ^ ' t a n g ? '  c os  r, ' ;

cos  S1

es ist also nach den Formeln in No. 43:
d si% o

A  ( « ' - « )  =  -  h . ----------------------------- (S’ - S )

A (S’ - S )  =  -  k . d-’ t a n g c 0 -s- ^ -°- (S’ — 8),
du 0

oder, wenn man die Werthe der Differentialquotienten sub- 
stituirt:

A ( « '—  a) =  k ( S cf) tang  S o 18 sin ., , cos );0 —  * t n g g 0 sin , v t t n g  S0
cos  80

A  (§ ’ — §) — 1c (S’ — S) [tang cos  7]02 -+- 1 ],

Diese Formeln lassen sich nun durch die in No. 42 ge
brauchten Hülfsgröfsen cotang n und N bequemer ausdrücken. 
Substituirt man nämlich die dort gegebenen Werthe für 

tang £ sin und tang £ cos  r] 
in die obigen Formeln, so erhält man:

cotang n cos (N -j-2 S 0)

und A |h" — 8)==

sin (iV-4- ^ 0) 2 cos  80'2
k£8'—J$)r,

sin (N 4 -  S0) 2

45. Das Kre i smi kr omet er .  Wenn sich die Refrac
tion während des Durchgangs der Sternb durch das Kreis
mikrometer nicht änderte, so würde jeder Stern eine -dem 
Aequator parallele Sehne im Felde des Fernrohrs beschrei-

38
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ben, und der aus den beobachteten Ein- und Austritten be
rechnete Rectasceusions- und Declinationsunterschied wäre 
einfach wegen des Unterschieds der lief facti onen, durch wel
che di“ Sternörter in Augenblicke des Durchgangs durch 
den Stundenkreis des Mittelpunkts geändert werden, zu cor- 
rigiren. Man wird also zuerst wie beim vorigen Mikrometer 
haben:

A  ( « '  —  a) —  k  (S’ ~  S )  tan8  S o 2 s i n  Vo c o s  f e —  t a n g  g , j i i n  t a n g  S 0
c o s  S 0

und &,)
A  (8’ —  8) =  k ( 8 ' —  8)  [ t a n g  g 0 2 c o s  ?/02 1 ] .

Da sich nun aber die Refraction während des Durch
gangs der Sterne durch das Feld des Mikrometers ändert, 
so ist es dasselbe, als wenn d:e Sternojeine eigne Bewegung7 O O o
in Rectascension und Declination hätten. Bedeuten aber h 
und hl die Aenderungen der Rectascension und Declination 
des einen Sterns in einer Zeitsecunde, so hat man di-m aus 
den Beobachtungen berechneten Reetascensions- und Decli- 
nationsunterscliiede nach No. 36 dieses Abschnitts die Cor
rection hinzuzufügen:

S  —  D  
A «  =  +  f j  h

* c o s  o  

^ S =  + S - D h’

wo D die Declinatiuii des Mittelpunkts des Ringes und /.i 
die halbe Sehne bezeichnet. Da nun hier

t a n g  g  s i n  17 

c o s  SA =  k . ------- ;--------dt
und h' =  lc.d A% Z

dt
so erhält man:

.  t a n g  g 2 c 6 s  rj s i n  rj - + -  t a n g  g  s i n  r; t a n g  SAa =  fc{o —  JJ)     ,
cos  o

und ebenso für den anderen Stern:
^ a ’ _ _  k (§1  _ £ ) - )  t a n g g ' 2 c o s  ??1 s i n  1 ,  ’ ■  f - t a n g g ' s i n ? / t a n g  8’

c o s  S 1

oder, wenn man in beiden Gleichungen g 0, >jlt und Ö„ statt 
g ,  rj, d  und g ' ,  j / ,  S '  schreibt, also die Glieder von der Ord
nung k (S — D y  vernachlässigt:

i  ( „ ’ _ « )  =  k (S ’ — S)  t a ^ ^ w T O i ? ^ s i 1 1 1?0 +  t a n g i g ^ e f f l l f l f .  t a f l g  $ 0 _

c o s  §„
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Vereinigt man dies mit dem ersten Theile der Correction 
des Rectascensionsunterschiedes, welcher durch die erste der 
Gleichungen (a) gegeben ist, so findet man:

U)
Ferner ist:

r 2 —  (S— D )2 r2 — d2
S — D  d

Setzt man d’ — D =  d ' und bezeichnet mit h0 den Werth 
von h für den Mittelpunkt des Feldes, so wird:

(r2 J'l r1_

r * (d — d ’ftL , dd’ (d —  d % iUi
«0 +  T j l  ' ' o idd’ 0 dd'

also:
h  ($* S)

A (S’— S) —  —  ^ ~  (§ ’— D )  tanS S o  cos 2io tang S0 -+- tang J o 1 sin J?„2]

—  k ($’— S) [1  —  tang £0 cos  t]0 tang S0 -+- tang £02 sin »;0 5]- 

Veroinio;t man dies mit dem ersten Theile der Correc- 
tion der Declination, welche durch die zweite der Gleichun
gen (a) gegeben ist, so erhält man

A (S1— S) =  k (S'— S) [tang £0 2 cos 2?;0 -+- tang £0COS r/0 tang 50]
—  k(3’—S)

(S— D ) ( S’ — D )
X  [1 + t a n g  £02 sin J?02 —  tang t a cos  J?0 tang <50] 

als Ausdruck der vollständigen Correction des Declinations- 
unterscliiedes. Gewöhidich kann man nun hier die in tang |0 
multiplicirten Glieder fortlassen und erhält dann einfach:

• A ( « ' — « )  =  k a - 3 ) CO& ö q
A (S' —  S) =  k(S' —  S) tang £02 cos  2t}0 (E)

— fc (S’ — S) (g i_ß j  [taDS £»2 sin j?02 H-l].

Be i s p i e l .  Den 9ten September 1849 wurde in Bilk 
der Planet Metis mit einem Sterne verglichen, dessen schein
barer Ort

a =  2 2 h 1“  5 9 s . 63 , 8 = —  2 1 °  4 3 ' 2 7 ". 08  

war. Um 23h 23m 19s.3 Sternzeit wurde beobachtet:
—  «  =  +  1™ 9 s . 65 =  - i - 17*24". 75

S’ — D =  —  5 '1 7 " .  5 ,  S— D  =  +  6' 3 4 " . 2
S’ — 8 — — 'i%| ol".7  mul cs war r =  9 ' 2 6 ” . 29.

3 8 *
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Rechnet man nun mit
ta —  l h 20 m 4 ö 8 =  2 0 °  11', s0 =  —  2 1 °  49'. 4  und y  =  5 1 ° 1 2 '.5  

£ und so erhält man:
cotang «  =  9 . 34516  N = *  3 7 °  9

u n d  tj =  12° 5 5 '.3  ? —  7 5 °  9'. 6.

Aus den Tafeln für k findet man für diese Zenithdistanz: 
lo g  k —  6 . 4214 ,

und damit wird nun die Rechnung für den Einflufs der Re
fraction nach den Formeln (ß) die folgende:

lo g  jfc = 6 . 4 2 1 4  sin 2 r/0 9 .6 3 9 4  0 .0 G G 7 ,
l o g ( 5 '_ S )  =  2 .8 5 2 3 »  0 . 4 2 7 3 »  cos  § 0_9 . 9677

ta n g ? 2 =  1 . 1536  cos  2 rj0, 9 . *  9542_ A(,t' - « ) ■ = — 1’’ .25
| g ö % ß ^ l  I  G lied  A  (S'—  (1) =  —  2 " . 41 

sin j?2 8 . 6990
lo g  (tang ? 2 sin «72 4 -  1) =  0  . 2335  

lo g  r 2 5 .5 0 6 1  
k(S '— S) 9 ■ 2737,.

5 .0 1 3 3 »
lo g  ( S —  Z>) (§'—  D )  J ^ 0 9 7 5 „

II G lied A  (S' —  S) 4 - 0" . 82 
A ( « ' _ „ )  =  _  l ” .2 5  

A  ( A —  «?) =  —  3 ” . 23.
Mithin ist der wegen der Refraction verbesserte Rect- 

ascensions- und Declinationsunterschied: 
a'—  a  =  4 - 1 7 '2 3 " .  50 
§' —  5 =  —  1 1 '5 4 " .  93.

46. Mi - . crometer,  du r c h  w e l c h e  P o s i t i o n e n  und 
D i s t a n z e n  g e m e s s e n  werden.  Bezeichnen a — a und 
ja—  ö den mit Refraction behafteten Rectascensions-und De
clinationsunterschied zweier Sterne, a'— a und d'— d den da
von befreiten, so ist:

 ̂ tang ? sin rj

a! -  u =  a ' - a - k  (§' -  S) ------ - ' ' i - Pda
d sin??

7 / f \ COS §— Je { a  ~ a ) --------   ,
d a

wo di^W erthe der Dift'erentialquotienten wieder für die in 
der Mitte zwischen beiden Sternen liegenden £, i] und S zu
nehmen sind, oder: , ta n g ?  sin»?

------
d ( a'— a)  =  -  k (S' — S )  —CIO

j  tang £ sin rj
, i r t  v ’ co s  §

k  { a  — a )    —.
dt
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A uf gleiche Weise erhält man:
1 L ' - I  =  - W B  f  +  h (o. _ a) ^tang^os^.

c?o dt
Substituirt man die in No. 43 gefundenen Werthe der 

Differentialquotienten in diese Gleichungen, so werden die
selben :

cl ra’ — cA — i  (S’ — cV) tallg £2 sin V cos 27
cos 8

+  k ( « '—  d) [tang t,2 sin t) 2 —  tang ’Q cos »  tang 5 + 1 ]  
d^S’—  S) —  k (8 ' —  8) [tang t 2 cos 772 +  1 ]

+  lc (a' —  a) [tang t 2 cos 77 sin^jcos 8 +  tang £ sin rj sin 5].

Man hat nun aber, wenn A und n die scheinbare Di
stanz und den scheinbaren PosP'onswinkel bedeuten: 

cos 8 (a! —  a) =  A sin n  
und 8' — 5 =  A cos

, cos 8 (a! —  a)also : tang n  =  - -

und A — cos 8  (a1 —  a) sin 7t +  (8 ' —  5) cos n.

Bezeichnen dann A’ und n' die wahre Distanz und den 
wahren Positionswinkel, so hat man:

, cos cos (a ' —  a) — sin Ttd(S ' —  5)7t =  n -----------------------------------------------A
A' =  A +  sin 7t cos 8 dia! —  a ) +  cos 7t d{8’—  5).

Substituirt man nun die vorher gefundenen Werthe von 
(1 (a — ci) und d (8’ —  4) und ordnet nach Potenzen von tang £, 
so erhält man, wenn man in die Ausdrücke von d ( a — a) 
und d (§’— 4) statt « ’— «  und 8’— 8 jetzt A und n euiführt:

t i’ =  7t +  k tang t 2 [sin 7t cos 77 cos 7t cos 7t +  sin t] sin t] sin 7t cos 7t
—  cos rj eos t) cos 7t sin 7t —  sin 77 cos 77 sin 7t sin 7t]

—  k tang 'C, [cos 7t cos 7t sin 77 tang 8 +  sin 7t cos 7t cos tj tang 8 
+  sin 7t sin 7t-, sin tj tang 5]

+  k sin 7t cos 7t —  k sin 7t cos 7t, 

oden einfacher, wenn man die in tang multiplicirten Glieder 
vernachlässigt:

7t' =  7t —  k tang £2 sin (n  —  77) cos (w — 77) .
Ferner erhält man:

A '=  A  +  &A tang £2 [sin 7t. cos 7t sin 77 cos fc +  sin jt2 sin 77’ +  cos 7t2 cos rj2
+  sin 7 1 cos 7t sin >7 cos rj]

—  &A tang £ [cos 7t sin 7t sin 77 tang 5 +  sin jr sin 7t cos 77 tang 8 
—  sin 7t cos 7t sin 7; tangijä]

+  k A [sin 7t 2 +  cos jt2], 

oder einfacher genähert:
A '=  A  +  t"A [tang c.os tet —  rj)2 +  1].
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IX. Einflufs der Präcession, Nutation und Aberration 
auf den Positionswinkel und die Distanz zweier Sterne.

47. Dj 3 Luuisolarpräccssion und Nutation ändert die 
Lage des Declinationskreises und somit den Positionswinkel 
eines Sterns an einem ändern. Aus dem Drekmke zwischen 
dem Pole der Ecliptic, dem des Aequators und dem Sterne 
erhält man aber leicht nach den Formeln in No. 11 des er
sten Abschnitts und der dritten der Differentialgleichungen (11) 
in No. 9 der Einleitung für die Aenderung des Winkels >/, 
den der Declinationskreis eines Sterns mit dem Breitenkreise 
macht:

cos  $ dt] —  —  sin e . sin «  dX -+• cos  a de, 
indem d B = 0 ist, da die Breiten der Sterne durch die Luni- 
solarpräcession und Nutation nicht geändert werden. Die 
Summ^des Winkels rt und des Positionswinkels p eines än
dern Sterns an dem hier betrachteten ist gleich dem Winkel, 
welchen der Breitenkreis n it dem beide Sterne verbindenden 
gröfsten KreiseSmacht, und da dieser durch die Präcession 
und Nutation nicht geändert wird, so mufs die Aenderung 
von p gleich der von //, aber mit entgegengesetztem Zeichen 
sein, sodafs:

cos  S dp —  sin e sin a d l  —  cos  a de. (a )

Da die Lunisolarpräcession die Schiefe der Ecliptic nicht 
ändert, so erhält man den jährlichen Einflufs der Präcession 
auf den Positionswinkel aus:

 ̂dp  . dX
co s  o -r- =  sin a sm  e —  , 

dt dt
oder die jährliche Aenderung von p :

dp . „
—  =  n sm  a sec o 
dt

w o n =  2 0 ” . 0 64 4 2  —  0 ". 0 0 0 0 9 7 0 2 0 4  t 
ist. Soll dieselbe angewandt werden, um die Aenderung wäh
rend eines langen Zeitraums zu berechnen, so sind die Wer
the von n, a und 8 für die Mitte desselben zu nehmen, und
der damit gefundene Werth von ist mit der Zwischenzeit 
zu multipliciren.

Um die durch die Nutation hervorgebrachten Aenderun- 
gen zu finden, mufs man in (a) statt dX und de die in No. 5 
des zweiten Abschnitts gegebenen Ausdrücke setzen. Läfst
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man zur Abkürzung die kleinen Glieder weg, so erhält man 
für die vollständige Aenderung durch Präcession und Nutation:

dp —  +  2 0 " .0 6 4 4  sin a sec 8 [—  6” .8 6 5 0  sin 0 ” .0 8 2 5  sin 2 F l
—  0 ". 5 05 4  sin 2 Q ]  sin «  sec 8 

—  [9 ". 2231 c o s O  —  0 " .0 8 9 7  c o s 2 Q
-+- 0 ” .5 5 0 9  cos  2 0 ]  cos  a sec 8, 

oder, wenn man die in No. 1 des; vierten Abschnitts einge
führten Bezeichnungen benutzt:

dp =  A . n sin «  scc 8 - f -  B  cos  a sec 8, 
welche Formel also den Unterschied des durch Präcession 
und Nutation geänderten Posidonswinkels von dem auf das 
mittlere Aequinoctium und den mittleren Aequator zu An
fänge des Jahres bezogenen giebt.

Um nun auch den Einflufs der Aberrateon auf die D i
stanz und den Positionswinkel zweier Sterne zu finden, hat 
man nach den Ausdrücken in No. 1 des vierten Abschnitts: 

für die Aberration in Rectascension: Cc-\-Dd  
und für die Aberration in Declination: Cc’ -\-Dd\

w o C =  —  2 0 " . 445 cos £ cos  © ,  -D = —  2 0". 445  s i n ©
c —  sec 8 cos a , c' =  tang £ cos  S —  sin 8 sin a
d =  sec 8 sin « ,  d' =  sin 8 cos  a.

Ist nun X und v der Unterschied der Reetascensionen 
und Declinationen der b.eiden Sterne, so erhält man die Aen
derungen dieser Unterschiede durch die Aberration, gleich 
dem Unterschiede der Aberration für die beiden Sterne, aus 
den Gleichungen:

A  u s = =  @ • A c D  * A  8. \
w o ; A c  =  —  sec 8 sin  a , X sec 8  tang 8  cos  a . v

A d  =  s e c  8  cos  a  .  X H -  sec 8  tang 8  sin a  , v  
Ac1 —  —  sin 8 cos  a , X —  [tang£ sin $ 4 - c o s  8  s in a ]» '
A  d’=  —  s i n  8 s i n  a  . X H -  c o s  8  c o s  a  .  v.

Es wird daher, wenn man disse Werthe einsetzt: 
cos  8 A  A =  G [—  sin «  . X tang 8 cos  «  . v ] +  D  [cos «  . X 4 -  tang 8 sin «  . v] 

A  v —  —  C [sin 8 cos « .  X +  (tan ge  sin 8 cos  8 sin a)  v\
— I)  [sin ifsin a. X —  cos  8 cos  «  . v].

Nun ist aber, wenn man die Distanz und den Positions
winkel mit s und P bezeichnet:

s . sin P  —  X cos  8 
s . cos  P — v,

also: s2 —  X1 cos ci2 -+ -v 1, t a n g P  — ^ cos ^ i
V

m i t h i n :  s , A s  =  cos S2 X . & X +  v —  cos  8 sin 8 X2 ( Cc' -f-P d ').
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Substituirt man hierin die eben gefundenen Werthe für 
A* nnd A v., sowie die Werthe für c' und d\ so erhält man 
nach einer leichten Reduction:

s . As —  [ P  cos  S2 -t -  v 2] [—  C '(tang e sin J -| -co s  S sin a )  +  D  cos  S cos  « ]
oder: A s =  —  C . s [tang s sin S cos  S sin a] -+- IJ . s cos  S cos  a.

Ferner wird:
s2 d P = v  cos  S*. A ^  —  A cos  S A ^  —  -1 sin Sv K c ' +  D d 1], 

woraus man wieder durch Substitut on der Werthe von A^? 
A r , c’ und d! nach leichter Reduction findet:

J P  =  C tang S cos  n +  D  tang S sin « .

Führt man daher die folgenden Bezeichnungen ein:
1_  ̂ V •a  =  —  sec o sm  a bl)

see $  cos  a 
: 60 

taug d cos  a 
60

j =  [tang e sin S -+■ cos  S sin a ]

tang $  s m a  7 s *
d = ---------  — a =  —  co s  d cos

bO w
1 1 1 .  wo die Faetoren — und — ==——— binzugefügt sind, um die?

b() w 2 u b2 b ö  °  °  1
Correctionen des Positionswinkels und der Distanz beziehlich 
in Bogenminuten und Bogensecunden zu erhalten, so wird: 

die beobach tete  Entfernung =  der wahren +  c C +  dD  
und der beobachtete P ositionsw inkel =  dem  wahren für den A n fang des Jahres

+  a ' J  +  ! , , B  +  c l C + ( i ' A  

Da c, d, c’ und d' von dem Positionswinkel unabhängig 
sind, so folgt daraus, dafs die Aberration die Entfernungen, 
welche Richtung sie auch haben mögen, in einem gleichen 
Verhältnisse ändert, und die Positionswinkel alle um eine 
gleiche Gröfse. Wenn daher die Peripherie eines Kreises, 
von k1 einem Halbmesser um einen Stern beschrieben, mit än
dern Sternen besetzt wäre, so würde p>n solcher Kreis durch 
die Aberration nur vergröfsert und verkleinert und auch ge
dreht; aber er bleibt immer ein Kreis und die Winkel zwi
schen den Radien de? Sterne bleiben immer dieselben.

Gedruckt bei A. W . S c h a d e  in Berlin, Stallschreiberstr. 47.










