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EESIN\I PHXLOSOPHIQUE

SUR

LES PROBABILITES.

C et Essai philosophique est le developpe-
ment d'une lceon sur ies probabilites, que je
donnai en 179a, aux ecoles normales Ol je
fus appele comrae professem, par un decret
de la Convention nationale. J'ai publie depuis
peu sur ic meme sujct, un ouyrage ajant pour
titre : Theorie analyticpie des probabilites.
Je presente ici, sans le secours de I'analyse,
les principes et les Resultats generaux de cette
theorie, en les appliqguant aux questions les
plus importantes de la vie, quine sonten eilet,
pour la plupart, que des problemes de proba-
bilite. On peut meme d”e, aparier enrigueur,
gue presque toutes Nos connaissances ne sont
que probables; et dans le petit nombre des
choses que nous pouvons savoir avec certi-
tude, dans les Sciences malhematiques elles-
memes, les moyens de parvenir a la vente,
sont fondes sur les probabili'es; ensorte que
le Systeme entier des connaiosances bumames,
1 o
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serattache u la theorie exposee dans cet essai,
Ony verra sans doute ayec interet, qu'cn ne
considerant meme dans les principes eternels
de la raison, de la jusLce et de I'humanite,
gue les chances heurenses quileur sont cons-
tamment attacliees; il y a un grund ayantage.
& suivre ces principes, et de graves inconvt-
niens a s'en ecarter: lcurs chances, commo
cclles quisont fayorables aux loterics, finis-
sanl toajours par prevaloir au milieu des
oscillations du hasard. Je desiie que les n'-
llexions répandues dans cet essai, puissent
meriter Tattention des philosophcs, et la di-
rigcr yers un objet sTolg»eade les occuper.

De la Probabilile.

Touslesevenemens,ceuxmeme quiparleur
petilesse, sembient ne pas tcnir aux grandes
lois de la nature, en sont une suite aussi ne-
cessaire que les reyolutions du soleil. Dans
Tignorance des liens qui les unissent au Sys-
teme entier de 'univcrs, on les a fait denendre
des causes finales, ou duliasard, suivant qu’ils
arrivaient et se succedaient avec regularite,
ou sans ordre apparent; mais ces causes ima-
sinaires ont ete successiyement reculees ayec
les bornes de nos connaissances, et dispa-
raissent enli"reinent devant la saine pfflloso-
phie qui ne yoit en clles, que Fexpression de
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Ilignorance ou nous sommes des yeritables
causes.

Les evenemens actuels ont avec les prece-
dens, une haison fondeesur le principe evident,
gu’une chose ne peut pas coramencer detre,
sans une cause qui la produise. Cet axiome
connu sous le nom deprincipe de la raison
suffisante, s’etend aux actions meme les plus
indifferentes. La volonte la plus libre ne peut
sans un motit'determinanty leur donner nais-
sance’car si toutes les circonstances de deux
Bositioas etant exaclement les memes, eile
agissait dans lI'une et s’abstenait d'agir dans
I'autre, son choix sei'aif un eflet sans cause :
elleseraitalors, ditLeibnitz, lehasard aveugle
des epicuricns. L’oj)inion contraire est une
illusion de Fesprit qui per(tent de vue, les
raisons fugitives du choix de la volonte dans
les choses indiiFerentes, se persuade qu'elle
s'est determinee d’ellc-meme et sans motifs.

iNous devons donc envisager I'etat present
de l'univers, comme ZIefiet de son etat anle-
rieur, et comme la cause de celui qui va
suivre. Une intelligence qui pour un instant
donne, connaitrait toutes les forces dont la
nature est anhnee , et la Situation respective
des eLres qui la composent, si d’ailleurs eile
etait assez vaste pour soumettre ces donnees
a Fanalysc, embrasserait dans la memo

X.
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formule, lesmouvcmens des plus grands corps
de I'univers et ceux du plus i¢ger atome trien
ne scraitincertainpour eile, etl’'avenir comme
le pasac, serait present & ses yeux. L’espril
liumain offre dans la perfection qu’il a su don-
ner & I'astronomie, une faible esquisse de cette
inlelligence. Ses decouvertes en mecanique
et en geometrie, jointes & celle de la pesanteur
universelle, Tonimis & portee de comprendre
dans les memes expressions analytiques , les
etals passes et futurs du Systeme du monde.
En appliquant la meme metliode & quelques
autres objets de ses connaissances, il est par-
venu & ramener a des lois generales, les phe-
nomenes obsenes, et & prevoir ceux que des
circonstances donnees doivent faire eclore.
Tous ses eiforts dans larecherche de la verite,
tendent & le rapprocher sans cesse de Pintei-
ligence que nous venons de concevoir, mais
dont il restera toujours infiniment eioigne.
Cette tcndance propre dFespece humaine, est
ce qui larend superieure aux animaux; et ses
progres en ce genre, disinguent les nations
et les siecles, et fondent leur veritable gloire.
Rappelons-nous qu'autrefois etauneepoque
qui n'est pas encore bien reculee, une pluie
ou une secheresse extreme, une comete trai-
nant apres eile une queuc fort etendue, les
gelipses, les aurores boreales et seneralement;
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tous les phenomenes cxtraordinaires elaient
regardes corame autant de signes de la colére
celeste. On invoquait le ciel pour detourner
teur funeste mfluence. On ne le priait point
de suspendre le cours desplanetes etdusoleil ;
I'observation eut bicntot fait senlir I'inutilitfe
de ces prieres.Maisparce que ces phenomenes
arrivantet d™para.ssanta de longsintervalles,
semblaient contrarier I'ordre de la nature; on
supposait que le ciel les faisait naitre et les
modifiait & son gre, pour punir les crimes de
la terre. Ainsi la longue queue de la comete
de 1456 repandit la terreur dans I'Europe,
deja constcrnee par les succes rapides des
Turcs qui venaient de renverser le fcas-Em-
pire, et le pape Callixte ordonna des priexes
publiques dans lesquelles on conjurait la co-
mctl et les Tui’cs. Cct astre, apres gnatre de
ses revolutions, a excite parmi nous un inleret
bien different. La connaissanee des lois du
S3steme du monde, acquise dans cel intervalle,
avait dissipe les craintes enfantoes par l'igno-
rance des vrais rapports de 1 xonime avec
I'univers; et llalley ayant rcconnu rideiRile
de la comete, avec celles des annees i53i,
1607 et i680, il annonea son procbain retour
pour la lin de 1708 ou le comrnencemeut de
.759. Le monde savant altendit avec mipa-
licnecj ce retour qui deyuit confirmer I'unc
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desplusgrandesdecouvertes que Ton eut faitcs
dans les Sciences, et accomplir la predicnon
de Seneque, lorsqu’il a dit en parlant de la
reVolution de ces astres qui descendent d'une
enorme distance : c¢Le jour yiendra que par
9 unc etude suivic de plusicurs siecles, les
» chosesaetucllement cacheesparaiLrontavcc
» evidence, et la posterite s’etonnera que des
» verilcs si claires nous aient echappe.» Clai-
raut entrcprii alors de soumettre & I'analyse,
les perturbations que la comele avait eprou-
yees par raction des deux plus grosses pla-
netes, Jupiter et Saturne « apres d'nnmenses
calculs, il fixa son prochain passage au peri-
helie, vers le commencement d'avril 175¢g, ce
gue Fobservation llc tarda pas a yerifier. La
regularite que I'astronomic nous montre dans
le mouyemenL des cometes, a lieu sans aucuri
doutc, dans tous les phenomenes. La courbe
decritc par unc simple molecule dair ou de
vapeurs, est reglee d’'une maniere aussi cer-
taine, que les orbites plamitaires : il n’j a de
diflerericc entre elles, que celle qujmetnotre
~gnorance.

La probabilite est relative en partie & cette
ignorance, et en partie a nos connaissances.
INous savons que sur trois ou un plus grand
nombre d'eveuemens, un seul doit arriver;
mais rien ne porte & croirc que Fun deux
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arriyera plutot que les autres. Dans cet etat
«dindecision, il nous est impossible de pro-
noncer avec certitude sur leur arriyee. Il est
cependant probable qu'un de ces evcneniens
pris dvolonte, n'anivera pas; parce que nous
voyons plusieurs cas egalement possibles qui
excluent son existence, tandis qu'un seut la
fayonse.

La theorie des hasards consiste a reduire
tous les evenemens du menie genre, a un cer-
tainnombre de cas egalement possibles, c’est-
a-dirc, téls que nous soyons egalement indecis
sur leur cx'stence; et & detcrminer le nombre
des cas lavorables a reyenement dont on
cherche laprobabilité.Le rapportde ce nombre
& celui de lous les cas possibles, esl la mcsure
de celte probabiiite qui n’est ainsi qu'unc frac-
tion dont le numerateur est le nombre des cas

ivorables, et dont le denominateur est le
nombre de tous les cas possibles.

La notion precedenle de la probabiiite sup-
pose qu’en faisantcroilrc dansle memerapport,
le nombre des cas favorables, et celui de tous
les cas possibles, la probabilil u reste la meme.
Pour s’en convaincre, que Ton considere deux
urnes A et B, dont h premiere contienne
quatre boules blanches et deux noires, et
dont la secondc ne renlermc que deux boules
blanches et unc noire. On peut imaginer les
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deux boules noires de la premiere urne, at-
tachees & im fil qui se rompt au moment oi
I'on saisit I'une (Teiles, et les quatre boulcs
blanches formant deux systemcs semblables.
Toutes les chances qui feront saisir Tune des
boules du Systeme nom, amenerontuneboule
noire. Si I'on congoit maintenant que les fils
qui unissent les boules, ne se rompent point;
il est clair que le nornbre des chances possibtes
ne changerapas, nonplus que celui des chances
fuvorables a I'extraction des boules noires;
seulemenf, on tirera de I'urne, deux boules
a-la-fois; la probabilite d’'extraire une boule
no:re de l'urne, sera donc la meme qu'aupa-
rayant. Mais alors, on a evidemmcut le cas
de Turne B, ayec la seule dillerencc, que les
trois boulcs de cctte dernicre urne, sont rcm-
placees par trois systemes de deux boules
invariablement unies. Ici les cas egalemcnt
possinlesne sont pas les extractions desboules;
ce sont les chances qui les amenent et dont
la sorame supposee la meme pour chaque
urne, est repartic sur six boules dans la pre-
miere , et sur trois dans la seconde.

Quand tous les cas sont favorables a un
evenemcnt, sa probabililo se change en cer-
tilude, ot son expression devient egale & Tu-
rnte, Sous ce rapport, la certitude etla proba-
bilite sont comparablcs., quoiqu’il y ait une
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difffe'rence essentielle entre les dcux dtats de
I'esprit, lorsqu’une verite lui est rigoureuse-
ment demontree, ou lorsqu’il apereoit eneore
une petite source derreur.

Dans les choses qui ne sont que vraisem-
blaMes, la difFerence des donnees que chaque
homme a sur elles, est une des causes prin-
eipales de la diversite des opinions que Fon
voit regner sur les memes objets. Supposons,
par exemple, que Fon ait trois urnesA, B, C,
dontFunene contienneque desboules noires,
landis que les deux autres ne renferment que
des boules Manches. On doit tii er une boule
de Furne C, et Fon demande la probabihlo
que cette boule sera noire. £i Fon ignore
quelle est celle des trois urnes, qui ne ren-
ferme que des boules noires, ensorte que Fon
n’ait aucune raison de croire qu'elle est plulot
C, queB ou Aj ces troishypotheses paraitront
egalement possibles; et cornrnc une boule
noire ne. peut etre extraite que dans la pre-
miere, la probabilite de Fextrairc est egale &
un tiers. Si Fon sait que Furne A ne contient
gue des boules Manches, I'indecision ne porte
plus alors que sur les urnes B et C, et la pro-
babilite que la boule extraite de Furne Osera
noire, est un derni. Enfin cette probabilite se
change en certitudc, si Fon est assure qu.e les
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urnes A et B ne contienncnt que des boales
blanches.

C est ainsi que Ic meme fait recite devant
nne nombreuse assemblee, obtient divers
degres de croyancc, suivant I'elendue des
connaissances des auditeurs. Si Phomme qui
le rapporte, en est intimement persuade, et
si par son etat et son caraclere, :I inspire une
griinde confiance; son recit, quelqu’extraor-
dinaire qujl soit, aura parrapport aux audi-.
teurs depourvus de lumieres, le meme degre
de , aisemblance, qu'un fait ordinaire rap-
P°rt< par le memebommoc, ei ils lui ajoutcront
mii‘ 1ji entiere. ependant si quelqu’'un d'eux
a cu occasion d’entendre le meme fait rejete
par dautres hommes egalcment respcctables,
1l sera dans le doute; et le fait scra juge faux,
par les auditeurs eelaires qui le trouveront
contraire, soit & des faits bien averes, soit
aux loio unmuables dc la naturc.

f est & l'influence de I'opinion de ccux que
la multitude juge les plus instruils, et a qui
eile a coutume de donner sa confiance sur les
plus importans objets de la vie, qu'est due la
propagadon de ces erreurs qui, dans les temps
dignorance, ont couvert la face du monde.
L astrologic nous en olfre un grand exemple.
mes erreurs inculquces des fenfance, adoptees
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sans examen,,et n‘ayant pour base que la
croyance universelle, se sont maintenues pen-
dant tres-long-temps; jusqu’a ce qu’enfin le
progres des sc cnces les ait detruites dans
lesprit des hemmes eclaires, dont ensuite
I'opinion les a fait disparaitre chez le peuple
meme, par le pouvoir de I'imitation et de I'ha-
bitude, qui les avaitsigeneralementrepandues.
Ce pouvoir, le plus puissant ressort du monde
moral, etablit et conservc dans toute une na-
tion, des idees entierement contraires a celles
gu’il maintienl ailleurs avec le meme empire.
Quelle indulgence ne devons-nous donc pas
ovoir pour les opinions differentes des notres;
paisque cette difference ne depend soavent
gue des points de vue divers ol les circons-
luuces nous ont places! Eclairons ceux que
nous ne jugeons pas sulfisamment instruits;
mais auparavant, examinons severement nos
propres opinions, etpesons avecimpartialite,
Icurs probabiiites respectives.

La difference des opinions depend encore
de la maniere dont chacun determine I'in-
lluence des donuees gm Im sont connues. La
tbeorie des probabiines tient k des conside-
rations si d'aicates, qu'il n’'estpas surprenant
gu'avec les memes donnees, deux pcrsonnes
trouventdcsresultats didcrens, surtout dans
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les questions ires-compliquees. Exposons ict
les principes generaux de cette theorie.

Principes generaux da Calcul des Proba~
baites.

i« Pidpe Le premier de ces principes cst la definition
meme de la probabilite qui, comme on Lavu,
est le rapport da nombre des cas favorables,
a celui de tous les cas possibles.

ipPirdpe Mais cela suppose les divers cas, egale-
ment possibles S’ils ne le sont pas, on deter-
minera dkbord leurs possibilites respectives
dont la juste appreciation est un des pointsles
plus delicats de k theorie des basards Alors la
probabilite sera la somme des possibilbes de
chaque cas favorable. Eclancissons ce prin-
cipe par un exemple.

Supposons que I'on projette en l'air, une
piece large et tres-mince dont les deux grandes
faces opposces, que nous nommerons Croix
et pile, soient parfaitement semblaoles. Cher-
cbons la probabilite damener croi: , une fois
au moins en deux coups. 1l est clair qual peut
arnver quatre cas egalementpossibles,savoir,
croix au premier et au second coup, Croix
au premier coup et pile au second; pile au
premier coup ct croLc au second; eniinpée
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aux delix coups Les trois premiers cas sont
divorables & I'evcnement dont on cherche la
probabiiite qui, par consequcnt, est egale &7 ;
ensorte qu'il y a tiois contrc un & parier que
croix arrivera au moins une fois en deux
coups.

On peut ne compter a ce jeu, que trois cas
diflerens, savoir, croix au premier coup, ce
qui dispense d’en jouer un second; pile au
premier coup et croix au second; enfin pile
au premier et au second coup. Cela reduirait
la probabible & §, si I'on considerait ayec
d'Alembert, ces trois cas, comme etant ega-
lement possibles. Mais il estvisible que la pro-
babiiite damener croix au premier coup est”,
tandis que celle des deux autres casest Le

remier cas est un evenement simple qui cor-
respond aux deux evenemens COmMpOoses, Crcix
au premier et au second coup, et croix au
premier coup, pile au second. Maintenant, si
conformcment au second principe, on ajoute
la possibilite £ de croix au premier coup, a
la possibilite ~ de pile arrivant au premier
coup et croix au second; 01l aura f pour la
probabiiite cherchee, ce qui s’accorde avec
ce que l'on trouve dans Ja supposition 00
I'on joue les deux coups Cette supposidou
ne change rien au sort de celui qui parie
pour cet evenement: eile sert seulement &
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reduire les diyers cas, a des cas ¢galement
possibles.

ePrincipe.  Un despoints les plus importans de Ic Theo-
rie des Probabilites, et celui qu prete le plus
auxillueions, est lamaniere dontles probabi-
lites augmententou duninuentpar leurs com-
binaisons mutuelles. Si les evenemens sont
independans les uns des autres, la probabilite
de I'existence de leur ensemble, est le produit
de leurs probabilites particulieres. Ainsi la
probabilite damener un as avec un seul de,
etant un oixieme; celle d'amener deux as en
projetant deux des &-la-fois, est un trente-
sixieme. En effet, chacune des faces de I'un,
pouvant se combiner avec les six faces de
Pautrc; il y a trente-six cas cgalcment pos-
sibles, parmi lesquels un seul donne les deux
as. Generalement, la probabilite qu'uu evene-
ment simple et dans les memes circonstances,
arrivera de suite , un nombre donne de fois,
est egale a la probabilite de cet evenement
simple, elevec a une puissance indiquee par
ce nombre. Ainsi les puissances successives
d’une fracion moindre que I'unite, diminuant
sans cesse; un ivehement qui dopend d'une
suite de probabilites fortgrandes,peut devenir
exlremement peu vraisemblable. Supposons
qu un fait qui sans etre extraordinaire, n'a
aucune probabilite par lui-meme, nous soit
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transmis par vingt temoins™ dc maniere que
le premier l'ail transmis au second, le second
autroisieme, et ainsi de suite. Supposons en-
core gue la probabilite de chaque temoignage
soit egale &~ : cellc du fait sera moindre qu'un
huitiemc; c’est- i-dire qu’ilj aura plus de sept
a parier contre un, qu'il est faux. On ne peut
micux comparer cette diminuliun de la pro-
babilite ,qu’al’extinc tion de la clarte des objets,
par linlerpoiition de plusieurs morceaux de
yerre; un nombre de morceaux peu consi-
derable, siiffisant pour dérober la yue d'un
objet qu'un seul morccau laisse apercevoir
d'une maniere distmctc. Les histonens nepa-
raissent pas avoir fait assez d’altention & cette
degradation de la probabilite des faits, Jors-
gu’ils sontvus  Iravers un grand nombre de
generations successives:plusieurs evenemens
hisloriques,reputes certains,seraientaumoins
douteux, si on les soumettait ii cette ipreuvc.

Dans les Sciences puremenl mathematiques
les consi-quencesles plus eloignees participent
de la cerLitude du principe dont elles deri rent.
Dans les applications de l'analyse d la phy-
sique, les consequences ont toute la certitude
des faits ou des experiences. Mais dans les
Sciences morales . oii chaque consequence
n’est de Lute de cc qui la precede, que d’une
maniereyraiocmblable”queiqueprobablesqua
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soient ccs deductions, Ja cliance de Terreur
croit avec leur nombre, et finit par surpasser
la cliance de la verite, dans les consequences
tres-eloi”nees du principe,

idpe  Quand deux evenemens dependent Tun
de l'autre 5la probabilite de I'evenement com-
pose est le prodult de la probabilite du pre-
mier evenement, par la probabilite que cet
evenement etant arrive, l'autre aura lieu.
Ainsi, dans le cas precedent de trois urnes
A, B, C, dont deux ne contiennent que des
boules b'anches, et dont une ne renferme que
des boules noires; la probabilite de lirer une
boule blanche de I'urne C est-f; puisque sur
troisurnes, deux ne contiennent que des boules
de cette couleur. Mais lorsqu’on a exlrait une
boule blanche, de I'urne C; Tindecision rela-
tive a celle des urnes qui ne renferme que des
boules noires, ne portunt plus que sur les
urnes A et B; la probabilite d’extraire une
boule blanche , de Turne B est le produit
de §par ou } est donc la probabilitejd’ex-
traire a-la-fois des urnes B et C, deux
boules blanches.

On voit par cet exemple, Tinfluence des
evenemens passes sur la probabilite des eve-
nemens futurs. Car la probabilite d’'extraire
une boule blanche , de Turne B, qui primiti-
vementestf,sereduiia lorsqu’on a extrait
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Bne boule blanche, de I'urne C ; elle se chan-
gerait en ceriiiude, si Fon avait extrait une
boule noirc(de lameme urne. Ondeterminera
cetteinfluence, aumeyen duprincipe suivant,
gui est un corollaire du precedent.

Si Fon calcule d priori, la probabilite de
'evenement arrive , et la probabilite d'un
evenement compose de ceiui-ci et d'un autre
gu'on attend; la seconde probabilite divi-
see par la premiere , sera la probabilite
de Fevenement attendu, tiree de I'eycnement
observe.

Icisepresentela question agiiee par quelques
philosoplies, toucbant Finfluence du passe sur
la probabilite de Favenir. Supposons qu’au jeu
de croix etpile, croix soitarrive plus souvent
que pile. Parcela seul, nous serons portes &
croirc que dans la Constitution de la piece, il
existe une cause constante qui le favorise.
Ainsi, dans la conduite de la vie, le bonheur
constant est une preuve d’habilete, qui doit
faire employer de prefiirence les personnes
lieureuses. Mais si par I'instabilite des circons-
tances, nous sommes ramenes sans cesse, K
I'etat d’'uncindecision absolue;si, par exemple.
on change depiecc & chaque coup, au jeu de
croix etpile ; le passe ne peut repandre au-
cune lumure sur l'avenir, et il serait absurde
d’en tenir compte.

vejw ;Re
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inge. Chacune des causes auxquelles un eve-
nement observe, peut etre attribue, est in-
aiquee avec d'autanl plus de vraisernblance,
gu'’i! est plus probable que cette cause etant
supposee exister, I'evenement aura lieu; la
probabilite’ de I'existence d’une quelconque
de ces causes, est Jone une fraction dont
le numerateur est la probabilite de I'evene-
ment. resultante de cette cause, et dont le
denominateur est la somme des pi obabilites
semblables relatives & toutes les causes: si
ces diverses causes considerc'es & priori,
sont inegalement probables; il faut au lieu de
la probabilite de rerenemeni, resultante de
chaque cause, employer le produit de cette
probabilite, par celle de la cause elie-meme.
C’est le principe fondamental de cette branche
de ranalyse desbasards, qui consiste dremon-
tcr des evenemens aux causes.

Ce principe donne la raison pour laquelle
on attribue les ev®nemens reguliers, & une
cause particuliere. Quelques philosophes ont
Cru que ces evenemens sont moins possibles
que les autres, et qu'au jeu de emix et pile,
par exemple, la combinaison dans laquelle
eroh arrive vingt fois de suite, est molnsfacile
a la nature, que celles ou croix et pile sont
entre-meles d’une faeon i*Teguliere. Mais cette
opinion suppose que les evenemens passes
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infiaent sur la possibilite des evenemcns fu-
turs, ce qui n'est point, admissible. Les com-
Linaisons regulicres n’arr<vent plusrarement,
gue parce gqu’elles sonf moins nombreuses. Si
nous recherchons une cause, la olnous aper-
cevons de la symetrie; ce n'est pas que nous
regardionsun evenement svmetrique, comme
moins possible que les autres; mais cet eve-
nement dcvant etre I'effet d'une cause regu-
liere, ou celui du hasard, la premiere de ces
suppusilions est plus probable que la seconde,
Nous voyons sur une table, des caracteres
dimprimerie, disposes dans cetordre, Cons-
tcinlinovle; et nous jugeons que cet arrange-
mcnt n'est pas l'effet du hasard, non parce
gu’il estmoins possible que les autres, puisque
si cc mot n etait employe dans aucune langue,
nous ne lui soupeonnerions point de couse
particuliere; mais ce mot etant en usage parmi
nous, il est incomparablement plus probable
gu’une personne aura dispoae ainsi les carac-
teres precedens, qu'il ne Test que cet arran-.
gement est du au hasard.

Cest ici le licu de detinir le mot extraor~
dinaire. Nous rangeons par la pensec, tous
les evenemens possibles, en diverses classes;
et nous rcgardons comme exiraordhiaires,
ceux des classes qui en comprennent un tres-
pctit nombre. Ainsi, au jeu de croix et pi/e,
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Parrivee de croix cent fois de suite, nous
parait extraorcLiaaire, parce que le nombre
presqu’vnfim des combinaisons qui peuvent
ardver en cent coups, etant pariage en series
regulicres ou dans lesquelles nous voyons re-
gner un ordre facile & saisir, eten series irre-
gulieres; celles-ci sont incomparablernent plus
nombreuses. La sortie d'une boule blanche,
d’une urne qui, sur un million de boules, n’en
conlient qu'une seule de cette couleur, les
autres etant noires, nous parait encore ex-
traordinaire; parce gue nous ne formons que
deux classes d’'ovenemens, relatives aux deux
couleurs. Mais la sortie dun® 79, par exemple,
d une urne qui renfernie un million de nume -
ros, nous semble un evenement ordinaire;
parce que comparant indmduellementles nu-
rneros, les uns aux autres, saus les partager
en classes, nous n'avons aucune raison de
croire que l'un d'eux sortira plutét que les
autres.

De ce qui precede, nous devons generale-
ment conclure que plus un fait est extraor-
dinaire | plusil a besoin d’elre appuye de fortes
preuves. Car ceux qui Pattestem, pouvantou
tromper, ou avoir ete trompes, ces deux
causes sont d'aulant plus probables, uue la
I'ealite du fait Pest moins en elle-meme. C'est
ce que l'on yerra particulierement, loi'sque
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nous parlerons de la probabilit- des Mmoi-
gnages.

. La probabilite d'un evenement futur estvir
la somme des produits de la probabilite de
chaque cause, tireede l'everiement observa,
par la probabilite que cette cause existant,
I'evenement futur aura lieu. L'exemple sui-
vant eclaircira ce principe.

Lnagi. 10ns une urne qui ne renferme que
deux boules dont chacune soit ou blanche,
ou noire. On extrait une de ces boules, que
I’on remet ensuite dans I'urne, pour proceder
a un nouveau tirage. Supposons que dans les
deux premiers tirages, onaii amene des boules
blanchesj on demandelapronubilue d'amener
encore une boule blanche au troisieme tirage.

On ne peut faire ici que ces deux hypo-
theses; ou l'une des boules est blanche, et
l’autre, noire ; ou toutes deux sont Manches.
Dans la preiaiere hypotlrise, la probabilite de
I'evencment observe est”; eile est l'unite ou
la certilude dans la seconde Ainsi, en regar-
dant ces hypotheses, comme autant de causes,
on aura par le sixieme principe, j et f pour
leurs probabilites respectives Or si la p>'e-
mierehypothesea lieuja probabilite d’extraire
une boule blanche au troisieme trage est j-;
eile egale I'unite, dans la seconde hypollrse:
en multipliant ces dernieres probabilites, par
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celles des hypotliesfcs correspondantes, I+
somme des produits, ou ife seralo probabilite
d’extraire une boule blanche au troi. terne ti-
rage.

Quand la probabilite d'un evenement simple
est inconnue, on peut Im supposer egalement
toutes les valeurs depuis zero jusqu’a funite.
La probabilite de chacune de ces hypothescs,
tiree de Pévenement observe, est par Je sixierne
principe, une fraction dont le numeraleur est
la probabilite del’evencment dans ecttehypo-
these, et dont le denominateur est la somme
des probabilites semblables relatives & toutes
les hypothescs. Ainsi la probabilite quelapos-
sibilite de I'evenement est comprise dans des
limites donnees, est la somme des fractions
comprises dans ces limites. Maintenant, si
I'on multiplie chaque fraction, par la proba-
bilite de I'evenement futur, determinee dans
I'nypothese correspondante ¢ la somme des
produits relatifs k toutes les hypotheses sera
par le septieme principe, la probabUite de
i'evenement futur, tiree de I'evenement ob-
serve. On trouve ainsi qu'un evenement etant
arrive de suite, un nombre quelconque de fois;
la probabi'ite qu'il arrivera encore la fois sui-
vante, est egale & ce nombre augmenle de
I'unite, divise par le meme nombre augmentc
de deux umtes. En faisant, par excmplc,
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rcmorder laplusancienne epoque de I'histoire,
a4 cing mille ans, ou & 1826213 jours, et le
soJeils’etant leve constammentdanscetintei-
valle, & chague re/oluUon de vingt-quatre
heures; il y a 3826214 & parier contre un,
gu'ilse levera encore demain. Mais ce nombre
est mcomparablementplus fort pour celui qd
connaissant par I'ensemble des phenomenes,
le principe regutateui des jours et des saisons,
voit que ricn dans le raoment actuel, ne peut
en arreter le cours.

Buffon, dans son Arithmedque politique,
calculedifferemmentla probabilite pr°cedentc.
Il suppose qu’elle nc dilFere de l'unite, que
d’'une fraction dontle num irateur esll'unite,
et dont le dononu aatcur est le hombre deux
eleve & une puissance egale au nombre des
jours ecoules depuis I'epoque. Mais la vraic
maniere de remontcr des evenemens pas-
si-s, & la probabilite des causes et des eve-
nemens finurs, etuiL inconnue a cet illustre
ecriyain.

De 1I'Esperance

La probabilite des evcnemens sert a deier-
miner I'esperance ou la crainte des personnes
interessees & leur existence. Le mot espe-
rance a diverses acceptions : il exprime ge-
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neralement I'ayantage de celui qui attend un
bien quelconque, dans des suppositions qui
ne sont que probables Cet avanrage, dans la
theorie deshasards, estle produit delasomme
esperee, par la probabiiite de I'obtenir : c’est
la soinme partielle qui doit revenir, lorsqu’on
ne veut point courir les risques de I'evene-
ment, en supposant que larepartition se fasse
proportionnellement aux probabilites. Celte
repartilion est la seule equitable, lorsqu’on
fait abstraction de toutes cireonstances etran-
geres; parce qu'avec un egal aegre de proba-
biiite, on a un droit egal surla somme esperee.
Nous nommerons cet avantage, esperance
mathematique.

Lorsqu’il depend deplusieurs evenemcns;
on l'obLient, en prenant la somme des pro-
duits de la probabiiite de chaque eyenemcnt,
par le bien attache & son arrivde.

Appiigquons ce principe & des exemples.
Supposons qu’au jeu de croix et pile, Paul
rcqoive deux francs, s'il amene croix au pre-
mier coup, etcing francs, s'il ne I'amene qu’au
second. En multipliant deux francs, par la
probabiiite i du premier cas, et cing francs,
par la probabiiite \ du second cas; la somme
desproduits, ou deux francs et unguart sera
I'avantage de Paul. C'est la somme qu'il.doit
donner dayance & celui quilu.fait cetayantage5
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car pour Pegalite du jeu, la mise doit etre
gale & Pavantage qu'il procure.

Si Paul reeoil deux francs , en amenant
Croix au premier coap, et cinq francs enl’a-
menant au second coup, soit qu’il I'ait ou non,
amene au premier 3alors la probabilite dame-
ner croix au second coup , etant j,; en mul-
tipliant deux fi'ancs et cing francs par la
somme de ces produits, donnera trois francs
et demi pour Pavantage de Paul, et par eon-
sequent pour sa mise au jeu.

Dans une serie devenemens probables,
dont les uns produisent un bien, et les autres,
une perte; on auia Pavantage qui enresulte,
en fiiisant une somme des produits de la pro
hahilile de chaque evenement favorable,
par le bien qu'il procure: et en retranchant
de cette somme , celle des produits de la
probabilite de chaque evenement defavo-
rabie , par la perte qui j est attachee. Si la
seconde somme l'cmporte sur la premicre,
le beneSce devient perte, et Pesperance se
change en crainte.

On doit toujours, dans la conduue de la
vie, faire ensorte d'egaleraumoins, leproduit
du bien que T'on espere, par sa probabilite,
au produit scmblable relatif a la perte. Mais
il est nécessaire poury parvenir, dapprccier
exaclemcut les avantages , les pertes, et

DR,
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leurs prooabilites respcctives. 1l faut pour
cela, une grande justesse d'esprit, un tact
delieat, et une grande experience des choses:
il faut savoir se garantir des prejuges, des
lllusions de la crainte et de I'esperance, et de
ces faussesidees de fortune et debonheur, dont
la plupart des liommes berccnt leur amour -
propre.

L 'application des pnncipes precedens, a la
gucstion suiyante, abeaucoup exerce les geo-
matres. Paul joue & croix et pile, avec la
conditionderecevoir, deux Francs, s'il amene
Croix au premier coup; quatre francs, s'i) ne
I'amcne qu'au second $ huit francs, s'il ne
Famene qu’au troisieme, et ainsi de suite Sa
mise au ;eu, doit etre par le huitieme principe,
egale au nombre des coups; ensorte que si la
partie continue v I'infmi, la mise doit etre in-
finie. Cependant, aucun homme raisonnable
ne voudrait exposer L ce jeu, une somme
meme modique, cingaanlefrancs, parexemple.
D’ol vient cette difference entre leresultat du
calcul, et I'indication du sens commun? On
rcconnut bientét, qu’elle tcnu' tixce que I'avan-
tage moral qu’un bien nous procure, n’est pas
proportionnel n ce bien, et qu’il depend de
mille circonstances souvent tres-difficffes &
definir, mais dont la plus generale et la plus
importante est ceile de la Fortune. £n effet,
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ii est visible qu'un franc a beaucoup plus de
prix pour celui qui n’en a que cent, que pour
un millionnaire. On doi. donc dans le bien
espere, distinguer sa valeur absolue, de sa
valeur relative. Celle-ci se regle sur lesmotifs
qui le font desirer; au lieu que la premiere
en est independante. On ne peut pas donner
de principe general, pour appretier cette va-
leur relative. En voici ccpendant un propose
par Daniel Bernoulli, et qui peut servir dans
beaucoup de cas.

La valeur relative d'une somme infiniment x<=Rirdpe
petite, est egale a sa valeur absolue divisee
par le bien total de la personne inleressee.
Cola supposc que tout ho-nmo a un bien quel-
conque dont la valeur ne peut jamais etre
supposee nulle. En cflot, celif meme qui ne
possede rien, donnc toujours & son existence,
une valeur au mcins egaleace gu'luicst rigou-
rciscmcentneccssaire pourvivre.

Si Ton appiique l'analyse, au principe que
nous venons d'exposer; on obtient la regle
stiivante. RS

En designant par Fuuite, la parbe de la for-
tune d'un individu, independante de sesexpcc-
tatives; si Fon determine les diverses valeurs
gue cette fortune peut recevoii en vertu de
ces expectativcs, etleurs probabilites; le pro-
duit de ces valeurs ekfyees rcspectivement
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aux puissances indiquees par ces probabilites,
sera la fortune physique qu: procurerail hTin-
divldu, le meme avantage moral qu'il regoit
de la partie de sa fortune, prise pour unite,
et de ses expectatives f en retrancbant donc
I'unite , de ce produit; la difference sera l'ac-
croissement de la fortune physique , du aux
expectatives : nous nommerons cet accrois-
sement, esperance morale. 11 est facile de
voir qu’elle coi'ncide avec I'esperance mathe-
matique, lorsque la fortune prise pour unite,
devient mfiuie pai rapport aux variations
gu’elle reeoit des expectatives. Ma.s lorsque
ces variations sont une partie sensible de cette
unite, les deux esperances peuvent auT>'er
tres-sensiblement entre elles.

Cetteregle conduita des resultatsconformes
auxindications du sens comrnun, que Fonpeut
i ce moyen\ apprecier avec quelqu’exac-
titude. Ainsi dans la question precedente,
on trouve que si la fortune de Paul est de
deux cents francs, il ne doit pas raisonna-
blement mettre au jeu plus de neuffrancs. La
meme regle conduit encore & repartir le dan-
ger, sur plusieurs parties d'un bien que Ton
espere, plutét que d’exposer ce bien tout en-
tier au meme danger. 11 en resuite pareille-
ment, qu'au jeu le plus egal, la perte est
toujours relutivementplus grande que le gain;
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caf le produit de la iortune prise pour unite,
augmentee du gain et elevee & une puissance
egale & la probabilite du gain, par cette unii/i
diminuee de la perte, et elevee a une puissance
egale & la probabilite de la perte, est toujours
moindre que la fortune du joueur avant sa
mise au jeu. En supposant par exemple, cette
fortune, de cent francs, et que le joueur en
expose cinquante au jeu de croix et pile;
sa fortune apres sa mise au jeu, peutetre en
vertu de son expectative, ou decentcinquante
francs, ou seulemcnt de cnquante: la pro-
babilit¢ de chacun de ces deux cas est ~; cette
foriune estdonc par la regle precedente, egale
a la raeine carree du prodait de cent cin-
guante, par ¢ nquante; eile est ainsi reduite
4 quatre-vingt-sept b'ancs, c’est-a-dire que
cette derniere somme procurerait au joueur,
le meme avantage moral, que l'etat de sa for-
tune apres sa mise. Le jeu est donc desavan-
tageux, dans le cas meme oii la mise estcgale
au produit de la somme esperee, par sa pro-
babilite. On peut juger par le de I'immoralite
des jeux dans lesquels la somme esperee est
au-dessous de ce produit. lls ne subsistent
que par les faux raisonnemens et la cupidite
gu’ils fomentent, et qui portant le peupte a
sacrilier son necessaire, a des espernnces ch*-
Uieriques dont il est hors d'etat d’apprecier
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rinvraisemblance,sont lasource d'anciniiniifc
de maux.

Des Methodes analytiques du Calcul des
P robabilites.

L application des principes que nousvenons
d’exposer, aux diverses questions de proba-
bililes, exige des methodes dont la recherche
a donne naissance & plusieurs branchcs de
I'analyse, et specialement a la theorie des
combinaisons, et au calcul des differences
linies.

Si Ton forme le produii des binomes, I'unite
plus une premiero lettre, I'unite plus une se-
conde lettre, I'unit< plus une troisiemelettre,
et ainsi de suite jusqu'a n leltres ; en retran-
cliant I'unite de ce produit dcveloppe, on aura
la somme des combinaisons de toutes ces
lettres prises une & une, deuxé deux, trois &
trois, etc. : chague combinuison aura pour
coeflicient, I'unite. Pour ayoir le nombre des
combinaisons de ces n lettres prises rix r, on
observera que si on suppose les lettres egales
entre eiles, le produit precedent deviendra la
puissance nUnedu binome, un plus la pre-
miere lettre;et le nombre des combinaisons
des n lettres prises r & r, sera le cocfficient
de la puissance rkrede la premie’e lettre,
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danslc developpement de ce binome; onaura
douc ce nombre, par la formule cormue du
binome.

Si Fon veut avoir egard « la situat’'on res-
pective des lettres, dans chaque combinaison;
on doit observer gqu’en joignant une seconde
lettre «la premiere, on peutla placer au pre-
mier et au sccond rang- ce qui donne deux
combinaisons. Si Fon joint & ces combinai-
sons, une troisieme lettre; on peut luidonner
dans chaque combinaison, le premier, le se-
cond et le troisieme rang; ce qui forme troie
combinaisons relatives & chacline des deux
autres, en tout/six combinaisons. De |4, il
est aise de conclure que le nombre des arran-
gemens dilfeVens que Fon peut donner & r
lettres, est le produit des nombres depuis I'u-
nite jusqu’a r. 1l faut donc pour avoir egard
a la Situation respective des lettres, mulli-
plier par ce produit, le nombre des combinai-
sons des n lettres priscs r & ™ ce qui revient
asupprimer le denominateur du coeflicient du
terme du binomc, qui expnme ce nombre.

Supposons une loterie composee de n nu-
meros, et qu'il en sortc r a chaque tirage; on
demande la probabilne de la sortie de 5 nu-
merosdonnes, dans un tirage. Pour j parve-
nir, on determinera dabord le nombre des
oombinaisons des autres numerospris rmoins
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S, & r moins s; car il est clair qu’en ajoutant
les s nameros donnes, a chacune de ces cont
bmaisons, on aura la somme de toutes les
combinaisons des n lettres prises r & /s, et
dans lesquels les s numeros donnes entrent.
Si I'on divise ce nombre, par celui des com-
binaisons de toutes les lettres prises rar;
on aura la probabiiite demandee. On trouve
ainsi que cette probabiiite est le rapport du
nombre des combinaisons de r lettres prises
s & 5,aunombre des combinaisons de n lettres
prises s & s.

On peut d'apres ce iheoreme, calculer les
chances de la loterie de France, et en con-
clure ses bénelices. Celte loterie est, comme
on sait, composec de 90 numeros, dont cing
sortent & chaque lirage. La probabiiite de la
sortie d'un extrait donne, est en vertu de ce
theoreme, egale & ou-"-; la loterie devrait
donc alors pour I'egalile du jeu, rendre dix-
huit fbis la rnise. Le nombre total des com-
binaisons deux & deux, de go numeros est
4005, et il en sort dix i chaque tirage; ainsi
la probabiiite de la sortie d'un ambe donne
est wF-j; la loterie devrait donc pour un ambe
sorti, rendre quatre cents fois et demie, la
misc. On trouve pareillement qu’elle devrait
rendre la mise, 11748 fois pour un terne,
5n o038 fois pour un quaterne, et 43g4g2b'8
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fois pour un quine. La loterie est loin de faire
ces ayantages aux joueurs.

Supposons encore dans une urne, n boules
gue Ton puisse egalement extraire une d une,
deux & deux, trois & trois \ etc.; ona fait une
de ces extractions, et Fon demande la proba-
bilile que le nombre des boules extraites est
nnpair. 1l sint de ce qui precede, que si I'on
ileve le binome, un plus un, & la puissance
n\ les termes, second, trois.’eme, etc., expri-
meront les nombrcs de combinaisons des n
boules, prises une & une, deux a deux, etc.;
ainsi la totalite des combinaisons sera la puis-
sance nlhede deux, mcins l'unite: la somme
des termes second, qualrieme, sixieme, etc.
du deVeloppement du binome, sera le nombre
des combinaisons impaires : eile sera visible-
jncnt, la moilie de la difference des nihre puis-
sances des binomes un plus un, et un moins
unj ou la moiU 'de la nlkmepuissance de deux.
En retranchant Funite, de cette quantite, on
aura le nombre des combinaioons paires; et
en divisant ces deux nombres de combirai-
sons, par leur somme, on aura les probabi-
liles respectives des combmaisons unpaires et
paires. On xoit ainsi quffl j a de Fayantage a
parier plutdét pour un nombn mapair de boules
mcxlraites, que pour un nombre patr.

Mab la raeihode la plus generale et la pius,
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directe de resoadre les questiofts de proba-
bilite, coasiste a les téire dependre d’equations
aux diffcrences. En comparant les etats con-
secutifs de la fonciion des vari mies, qui ex-
prime la probabilite, lorsqu’on fait croifre ces
variables, de leurs difleeences respectives; la
guestion proposee fournit le plus souvent, un
rapport tres-simple entre les divers etats de
cette fonction. Ce rapport est ce que l'on
nomme equation aux diffe ences ordinaires
ou partielles; ordinaires, lorsqu’il ny a
gu'une variable, partielles, lorsqu’il y en a
plusieurs. Donnons en quelques exemples.
Troisjoueurs dontles forces sontsupposees
les meines, jouent ensemble aux condition«
suiNantes. Ceiui des deux premiers joueurs
qui gagne son adversaire, joue avec le troi-
sieme, et s'il Ic gagne, la partie est finie. S'il
est vaincu, le vainquear joue avec l'autre, et
ainsi de sule, jusqu’'é ce que Tun desjoueurs
ail gagne consecutivement les deux autres;
ce qui termine la partie. On demande la pro-
babilite que cette partie sera finie dans un
nombre donne de coups. Cherchons d'abord
la probabilite qu’elle finira precisement & un
coup determine, par exemple, au dixieme
coup. Pour cela, lejoueur qui la gagne, doit
entrer au jeu au neuvieme coup, et le gagner
ainsi que le coup suivant. Mab. s- au lieu de
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gagnerle neaviomc coup, il etait yaincu par
sou adversaire; comme celui-ci a deja gagne
l'autre joueur, la partie finirai¢ & ce coup;
aitisi la probabilite qu'un joueur entrera au jeu
au neuvieine coup, et le gaguera, esi egale &
celle que la parne finira precisement a ce
coup; et comme ce joueur doitgagner le coup
suivant, pour que la partie se termine au
dixiemecoup, cette derniere probabilite uesera
gu’un demi de la precedente. 1l suit de la que
sil’on consid™re cette probabilite.comme une
fonction du numeru du coup auquel eile doit
fimr; cette fonction sera la moitie de la meme
foncdon dans laquelle on a dimince le numero
oula variable, d’'une unite’. Cette egalite forme
une de ces equalions que 'on nomme egua-
tions aux aJKrences fii-ies ordinaires.

On peutdeterminerfacilement asonmoyen,
la probabilite que la partib finira precisement
a un coup quelconque. Il est visible que Ta
partie ne peut finir au plutdét, qu'au second
coup, et pour cela, il est necessaire que celtu
des deux prerniers joueurs qui gagnc son ad-
versaire , gagne au second coup, le troisieme
joueur, Ainsi la probubdde que la partie finira
a ce coup, est|. Dela, en vertu de Piguation
precedente, on conclut que les pronabiiites
successives de la fin de la partie , sont | pour
le troisiemecoup, £ pour le quatrieme, etc.,

5..
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et generalement £ eieve & une puissance
rnomdre de Funite, que le numero du coup.
Maintenant, si I'on prend la somme de toutes
ccs puissances, depuis la premlire jusqu’'a
cette derniercinclusivement; on aurala pro-
babiiite que la partie sera terminee dans le
nombre de coups indique par ce numero,
egale a Funite myiris la dermere de ces puis-
sances de v-

Considerons encore le premier probleme
gue Fon ait resolu sur les probabilites, et que
Pascal proposa de resoudre & Fermat. Deux
joueurs A et 3, dont les adresses sont egales,
jouent ensemble & cette condition que celui
qui lepremi ngaura vaincu Fautre un nombre
donne de fois, gagnera la partie, et emportera
la somme des miscs au jcu. Apres quelques
coups, les joueurs conyieunent de se retirer
sans avoir termin¢ la partie; on demande de
guelle maniere ils doivent se partager cette
soinme. |l est visible que leurs parls doivent
etre proportionnelles kleurs probabilites res-
pectives de gagner la partie; la queslion se
reduit donc & determiner ces probabilites.
Elles dependent evidemmeni des nombres de
points qui manquent & chaque joueur, pour
atteindre le nombre donne; ainstia probabiiite
deA est une fonclion de ces deux nombres que
nous regarderons coinme autant de variables.
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Si les deux joueurs conyenaient de jouer un
coup de plus ( conyention qui ne ehange en
fien leur sort); ou A le gagnerait, et alors le
nombre des points qui iui manque, serait di-
minue d’'une unite; ou le joueur B gagnerait
ce nouveau coup, et alors le nombre des
points quimanquent & ce dernier joueur, se-
rait diminue d’une unite; mais la probabilite
de chacun de ces cas est la fonction cher-
chec est. donc egale & la moitie de cetce fonciion
dans laquelle on diminue d'une unite, la pre-
miere variable, plus & la moitie de la meme
fonction dans laquelle on diminue la seconde
variable, d'une unite. Cette egalite est une de
ces equations que Fon nomme equations aux
dijferences partielles.

On peut determiner a son moyen, les pro-
babilites de A, en parlant des plus petbs
nombres, et en observant que la probabilite
ou la fonction qui I'exprime, est egale a I'unite,
lorsqu’il ne manque aucun point au joueur A ,
ou lorsque la premiere variable est nulle; ¢t
que cette fonction devient nulle ayec la se-
conde variable. En supposanl ainsi qu'il ne
mangue qu’'un point au joueur A, Oll trouve
gue sa probabilite est ~, f, etc., suivant
gu’il manque & B, un point, ou deux, ou
trois, etc. Generalement, eile est alors egale
h I'unite, moins j eleve & une puissance egale
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au nombre des points qu. manquent a B. On
supposera ensuiie qu’il manque deux points
au joueui A, et Fon trouvera sa prooabitle
egale kK %, fg, etc., suivant gu’il manque h
B, un point, ou deux, ou trois, etc. Gn sup-
posera encore qu'il manque trois pomts au
joueur A, et ainsi de suite

Cette maniere d'obtenir ies yaleurs succes-
sr’es d'une quantite, au moyen de son equa-
tion aux differences, est longue et penible ;
et les geometres ont cherche des methodes
pour avoir la fonction generale des variables
qui satisfait & cette equation, ensorte que l'on
n'aitbesoin pour chaque cas particulier, que
de substmicr dans cette fonction, les valeurs
correspondantes des variables. Considerons
cel objet d'une mani ;re gen rale. Pour cela,
concevons une srnte de termes didposes sur
une ligne horizontale, et tels que chacun
d’eux derive des precedens, suivant une loi
donnee . supposons cette loi expri.uee par
une equation entre plusieurs termes conse
cutifs, et ieur ir.diceou le nombre qui in-
diquc le rang gqu’ils occupent dans la seric :
cette equation est ce que je noramc equaticn
aux differences finies a un seul indlce va-
riable. L'ordre ou le degre de cette equation
est la difference du rang de ses deux termes
extremes. On peut, & son moyen, determiner
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successivement les termes de la serie, et la
continuer iadefiniment; mais il faut pour cela,
connaitre uu nombre de termes de la serie,
egal au degre de l'equation. Ces termes sont
les constantes arbilraires de I'expression du
terme general de la serie, ou de l'integrale
de l'equatioD. aux diTerences

Concevons maintenant, au - dessus des
termes de la se ne precedente . une seconde
serie de termes disposeshaorizontalement, con-
cevons encore, au-dessus des termes de la
seconde serie, une tro.snime serie horizon-
tale, et ainsi de suite a I'infini, et supposons
les termes de toutes ces series, lies par une
equation gendrale cntre plusi eurs termes con-
secutifs, pris tant dans le sens horizontal, que
dans le sens vertical, et les noinbres qui m-
diquent leur rang dans les deus sens. Cette
equation est ce que je nomrne equation aux
differencesfinies partielles & deux indices
variables.

Concevons parei ilement au-dessus du plan
qui reuferme les series precedentes, un se-
cond plan renfermant des ser; :s serrblables,
dont les termes soient places respectivement
au-dessus de ceux que contient le premier
plan. Concevons ensuite au-dessus de ce se-
cond plan, un troisieme plan renfermant des
series sembkddes, et ainsi 41'mfku.Supposons
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tous les termes de ces series, lies par ur.@
equation entre plusieurs termes consecutifs ,
pris taut dans le sens de lalongueur, que dails
les sens de la largeur et de la profondeur, et
les trois nombres qui indiquentleur rang dans
ces trois sens. Cette equation est ce que je
nomme equation aux differencesfinies par-
tielles a trois indices variables.

Enfin , en considbrant la chose d'une ma-
niere abstraiteel independantc des dimensions
de I'espace, concevons generalement un Sys-
teme de grandeurs qui soient fonclions d'un
nombre quelconque d'indices variables, et
supposons entre ces grandeurs, leurs dille-
rences relatives & ces indices et les indices
eux-memes, autant d'equations qu’il y a de
ces grandeurs; ces equations scront aux dii-
ferences finies partieiles a un nombre quel
conque d’indices variables,

On peut & leur moyen, determincr succes-"
sivement ces grandeurs. Mais de meme que
i'equafion & un seid indice, exigc que l'on
connaisse un certain nombre de lermes de la
serie; de meme I'equation a deux indices exige
gue I'on connaisse une ou plusieurs lignes de
series, donl les termes gdnerauxpeuvent cha-
cun etre exprimes par une fonction arbitraire
d’'un des indices. Pareillement, I't-quation a
trois indices exige que I'on connaisse un ou.
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mpiusieurs plans de series, dont les termes ge-
nerauxpeuvenletre exprimes chacun par une
fonction arbitraire de deux indices, et ainsi
desaite Dans tous ces cas, on pourra, par
des Uiminations successives} determiner un
terme quelconquc des series. Mais toutes les
equations entre Icsquelles on elimine, etant
comprises dans un meme Systeme d'equations
generalesj toutes les expressions des termes
successils que I'on oblient par ces eliminations,
doivent etre comprises dans une expressien
generale, fonction des indices qui doterrninent
le rang du terme. Cette expres: ion est l'inte-
grale del’equation proposee aux differences,
et sa rechcrche est I'objet du calcul integral.
Parm:’ les methodes imaginees pour y par-
venir, celle qui me parait etre la plus generale
et la plus simple, est fondee sur la consiciera-
tion des fonctions generatrices dont voici
I'idee.

S Ton coneoit une fonction A d'une va-
riable, developpee dans une serie ascendante
par rapport aux puissances de cette variable;
le coetiicient de I'une quelconquc dg ces puis-
sances sera fonction de l'indice ou exposant
de cette pi issance. A est ce que je nomme
fonction generatri.ee de ce coeffieient, ou de
la fonction de l'indice.

Maintenant, si Fon multiplie la serieA, par
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une fonction lineaire de la variable, telle, par
exe nple, que l'unite plus deux fois cette va-
riable; le produit sera une nouvelle fonction
generatrice dans laquelle le coefficient d’une
puissance quelconque de lavariable, sera ;gal
au coefficient de la meme puissance dans A,
plus au double du coefficient de Ja puissance
inferieure d'une unite. Ains: la foncnon de
I'indice dans le produit, egalera la fonction de
I'indice dans A, plus le double de cette meme
fonction dans laguelle I'indice est diminue de
I'unite. Cette fonction de l'indice dans le dt-
veloppement du produit, peut ainsi etre en-
visagee, corame une derivee de la fonciion
de l'indice dans A, derivee que f'on peut ex-
primer par une caracteristique piacee devant
cette dermei e fonction. La ucrivationindiquee
par la caracteristique, fiepend de la fonction
multiplicateur, que nous designerons genera*
lement par B, et que nous supposerons de ve
loppee comnieA, par rapport aux puissances
de la variable.

Si 'on multiplie de nouveau pur B, le pro-
duit de A par B, ce qui reviert a mulfcnlier A
par le carre de B; on formera une troisi’ me
fonction generatrice dans laguelle le coefficient
dune puissance quelconaue de la variable,
sera une derivee semblable du coefficient cor-
responaant dans le premier produit, onpourra
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donc l'exprimer par la meme caracterisbque
placee deyant la d¢ruee précédente, etalors
cette caracteristique sera deux fois ecrite de-
vant le coefficient correspondant dans la seiie
A m;is au lieu de lecrire ainsi deux fois,
on lui donne pour exposant, le nombre deux.

En continuant de cette maniere, on voit
generalement que si lon multiplie A par une
puissance niimade B, on aura le coefficient
d'une puissance quelconque de la variable
dans le produit, en plagant devant le coefn-
cient correspondant de A, la carac+e’istique
avec n pour exposant- m

*Supposons que B soit I'unite d'visee par la
variable; alors dans le produit de A par B,
le coelficK nt d'une puissance de la variable,
sera le coetticient de la puissance supcrieure
d'une unite dans A ; d'ol il suit que dans le
produit du A par la puissance ninede B, ce
coefficientseracelu delapuissance sup rieure
d'un nombre n d'unites dans A. -

Si B esl ¢gal a, moins un plus Zunile di\is¢e
par iavariable; alors dans le produit de A par
B, le eocfficicnt de la variable sera le coeffi-
cicnt de la puissance supérieure d'une unite
dans A, moins le coefticient de cette puis-
sance; il sera <lonc la dilference linie de ce
dernier coefficient dans lequel on fait varier
I'indice, de Tunite, Ainsi dans le produit de A
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par la pulssance cle B, le coefficient sera
la difference nine du coefficient correspon-
dant dans A.

B etant une fonction de la variable, et C
etant une autre Iénction de la meme variable;
on pourra considercrB, comme une fonction
de C, developpee dans une serie ordonnee
par rapport aux paissances de C; le proquit
de Apar cette serie, sera donc identiquement
egal au produit de A par B; et les coefficiens
d’'une meme puissance de lavanable, seront
idenliguement egaux dans ces deux produits
Mais le premier de ces coefficiens est forme
d’une suite de termes correspondans aux pro-
duits de A par les diverses puissances de C,
Dans le produit de A par C, ce coefficient est
une nouvelle deri®ee du coefficient corres-
pondant dans A, derivee que nous exprimo
rons par une nouvelle caracteristique placee
devant ce dernier coefficient. En changeant
donc les diverses puissances de C, dans cette
nouvelle caracteristique affectee d’exposans
egaux & ceux de ces puissances, et placee
devant le coefficient correspondant de A ; en
multipliant ensuite par ce coefficient, le tenne
"idependant de C, dans la serie precedente;
Ol aura le coefti“ent relatif au produit de A
par le developpement de B, suivant les puis-
sances de C. Si Fon egale ce coefficient, acelui
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qui est relatif au produit dc A par B, et qui
est exprimc par la premiere caracteristique
placee devant le coefficient ccrrespondant de
A; on aura Fexpression de laderivec indiquee
par cette caracteristique, dans une serie or-
donnee suivant les exposans de la nouvelle
caracteristique. On voii que pour Former cette
serie, c'esL-a dire pour i epasser des fonctions
generatrices & leurs coelliciens, il sufFit de
subslituer dans B considere comme foncticn
de C, la nouvelle caraelcHstique, a la place
de C; dc developper ensuite B , dans une serie
ordonnee par rapport aux puissances de cette
caracteristique; cnfin d’eKire le coefficient
d’'une puissance indetenr.inee de la variable
dans A, & la suite de chaque puissance de la
caracteristique, et apres le premier terme de
la serie. Ainsi ce coefficient etant une fonction
quelconquc de lindice cle la puissance de la
variable; la transformalion d'une derivee de
cette Fonction, indiquee par une premiere ca-
ractcr'stique . dans une serie ordonree par
rapport aux exposans successifs de la carac-
teristique d’'une nouvelle derivee de la meme
fonction, se redi It aux operations algebriques
du dereloppeinent des Fonclions en seri6s.

Si I'on suppose B egal & Funite divisee par
la variable, et C egal & cette fraction moins
un; B sera egal & Funite plus C, et le produit
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de A par la rlime puissance de B, sera egal an
pioduit de A par le developpement de la
puissance n\&e du binome, un plus C; or le
coefhcient d'une puissance quelconque de la
variable, dans le produit de A par B eleve &
la nune puissance, est, comme on Pa vu, le
coefficient de la puissance supérieure de n
unites, dans A; et ce meme coefficient dans
le produii de A par une puissance cle C, est
ladifference du meme ordre, du coefficientcor-
respondant dans A; une foncdon quelconque
de l'indice augmeme de n, est donc egale aux
coefficiens des termes du developpement de
la puissance nUre du binome£ multiplies res-
pectivement par la fonction elle-meme; et
ses diflcrences successives; ce qui donne Pin-
terpolation des s'ries, au moyen des diffe
rences de leurs termes successifs.

Beumt toiijours supposé egal iifunite divisee
par la variable, et C etant une fonction quel-
conque de cette variable; C sera la meme
fonction du quotient de Punite divisee par B.
Si de la on tire I'expressi bn dc la puissance
n':ne de B, dans une s¢”ie dt'veloppce suivant
les puissances de C; on aura en repassant des
fonctions generatr ies aux coefficiens, une
fonction quelconque de Pindice augmente de
7, egale a une serie dont le premier terme
sera le premier terme de la serie precedente,
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fitultiplie par Ja fonction elle-meme; et dontles
suivans seront ceux de la meme serie, dans
lesquels, au lieu des puissances de C, on ecrit
les memes puissances de la caracleristique
relative & C, suivies de la fonction. Si I'on
suppose un des fermes de cette nouvelle serie,
egal & zero; tous les termes suivans seront
nuls) et la somme des termes precedens sera
expression de la fonction de l'inciice aug-
mente de Findétermmee ri; cette expression
sera lintegrale complete de Fequation aux
differences, indiquee par Fegal'te du terme de
la serie, & zero; on a ainsi la methode la plus
Simple d'integi er ce genre d'equations.
Concevons presentement que A soit une
fonction de deux variables, ( ce crue nous
allons dirc, s’etend U un nombre quelconque
de variables). JEn la developpant dans une
serie ordonnee par rapport aux puissances de
ces variables, et d leursproduits; le coefficient
du produit de deux puissances quelconques
dans ce d*veloppement, sera une fonction des
mdices de ces puissances, dont A sera la fonc-
tion generatrice.
Si Fon mukiplie A par une auire fonction
3 de ces deux variables, le coefficient des
deux memes puissances dans le produit, sera
une fonction derivee du coefficient precedent,
derivee que l'on pourra expnmer par une
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caiacleristique placee dcvant ce coefficient,
On verra, comme ci-dessus, que Je coefficient
correspondant, dans le produit de A par une
puissance quelconque de B, sera exprime par
cette caractoristique, loujours placee dcvant
le coefficient relatif& A, et alaquelle on donne
pour exposaut, celui de la puissance de B. De
la resultent des theoremes analogyies a ceux
gm sontrelatifs & une seulc variable. Onpourra
developper d'une maiiLre semblable , une
fonction quelconque des deux indices Augmen-
tes respectivement des nombres n el /b, dans
une serie ordonncepar rapport aux puissances
d’une caracterislique, placees devant la fonc-
tion sans accroissemeut d'indices; et dont le
premier terme est cette fonction ellc-rneme.
Si I'un des termes de cette serie, est egal L
zero; tous les termes suivans le seront pareil-
lement, et la somme des termes precedens
sera I'expression de la fonction des deux in-
dices augmentes respeclivement des indcrer-
mine 2s?ietil': cette expression sera l'integrale
de l'iquation aux differences finies partielles,
donnee par cette egaute.

Il existe toujoursune fonctiondesvariables,
teile qu'en la developpant en serie , les coef-
fic;ens des produits de leurs puissances ont
entre eux, la relalion donnee par une equation
aux diflerences partielles. Cette fonctn n que
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j’ai nommee fonction generatrice de Pequa-
tion proposee, est souvenl facile & oLtenir:
toutes les manieres de la developper en serie,
donneront l'inlegrale de cette equation, sous
des formes diverses plus ou inoins commodes
selon les circonstances.

Si Ton a une serie ordonnee par rapport
aux puissances d'une variable, et telle que
le coeiiicient de chaque puissance soit, par
exetnple, la raoitie du coefficient de la puis-
sance precedente; on pourra concevoir lin-
tervalle des deux premiers termes, rempli
d’une infinite de termes dans lesquels les puis-
sances de la variable croitront par degres
infiniment petits, depuis zero jusqu’a !'unite,
et aurontdes coefliciens arbitraires. Les inter-
valles des termes eonsecutifs suivans, seront
pareillement remplis d'une infinite d'autres
termes, mais dependans des premiers, de
maniere que le coefficient d'une puissance de
k variable, soit la moiti: du coefficient de la
puissance moindre d’'une unite. Le plus com-
numement, on suppose les intervalles despre-
rniers termes de chaque serie, remplis par des
ordonnees paraboliques *alors les autres in-
tervalles sontremplis d’ordonnees semblables,
liees aux precedentes, par la loi generale de
la serie qui renfermc ainsi toutesles puissances
cutieres et fraefionnai' es de la variable. -

4
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Supposons maintenant que A soit une serie
semblable, et que B soit egal &, moins un plus
I’unite diyisee par une puissance 1 entiere ou
fractionnaire de lo variable En representcnt
par un plus C, l'unite dmsee par la variable;
B sera egal & la quantite suivante, moms un
plusla puissance i du binome, un plus C. Si
I’oninuhiplie par A, lapuissance n:ine de cette
guantite\ on aura un produit identi juement
egal a celui de A par la puissance ni ne de B.
Sii'on dereloppe ces puiosances; onrepasseia
des fonctions gone ratrices, aux coefficiens ,
i° en changeant la puissance n[he de B, mul-
tipliee par A, dans la difference niilnc de la
fonction de Tindice, relative & A, i etant I'ac-
croisscment de TindLe; 2° en changeant pa-
rcillement le produit de A par une puissance
de C d'un ordre quelconque, dans une diffe-
rence du meme ordre , de la meine tbnctiun
de lindice 7 Tunik etant I'accroissement de
I'indice. On aura donc la difference nli4+t d'une
fonction quelconque de Tindice dont i est Tac-
croissemcnt, exprimee par une serie des d;f-
ferences de la meme fonction, dans lesquelles
I'unite estl’accroissement de I'mdice. Onpeul
ainsi transformer la caracteristique relative,a
un accroissement de l'indice, dans. une serie
de caracteristiques relatives a un.autre ae~
oroissemeffi.
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On voit dans tout ce qui prexede, gne les
operafions algebriques relatives aux trans-
forraations des fonctions, se transportent aux
caracteristiques, en leur donnant pour expo-
sans, ceux des quantnes qu; leur correspon-
dent. Cette analogie remarquable et feconde
des puissances et des caracteristiques, avait
cni apercue par Leibnitz dans les expressione
differentielles.Lagrange,en su.eant cet apereu
de Leibnitz dans tous ses developpemens, en
a tire des formules aussi cuneuses qu'utiles
pour Panalyse , raaiS sans en donner les de-
monstrations gu'’il regardait comme ditfieiles.
La theorie des fonctions gene/atri.ces ne laisse
rien a desireri cet egard, et de plus elle etend
& des caracteristiques quelconques, I'analogie
gue ces deux grands geometres n'avaient ob-
servee que relatimnent aux puissances et
aux differences.

Qi Ton suppose les accroissemens des in-
dices, infiniment pet'ts; les resultats reiatifsa
leurs accroissemens ftuis , subsisteront tou-
jours , et se simphfieront en rejetant les in-
iinimeut pet'ts d'un ordre superieur & celui
gue lI'on conserve. Ces passages du fini & I'in-
finiment pctit, ont l'avantage d'eclairer les
poiuts delicats de I'analjse infinitesimale, qui
ont eie I'objet de grandes discussions parmi
les geometres. C'est a:usi que j'ai demontrd

4..
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la possibilite d'mtroduire des fonctions dl.'—
conLinues, dans les integrales des equations
aux differentielles partielles; pourvu que la
discontmuite n'ait lieu que pour les differen-
tielles des fonctions, de I'ordre de ces equa-
lions. Les resultats transcendans du calcul
sont, comme toutes les abstractions de I'en-
tendement, des signes generaux dont on ne
peut connaitre la veritable ftendue, qu’en
remontant par Fanalyse metaphysique, aux
idees elementaires qui y ont conduit; ce qui
presente souvenl de grandes difficulles; car
I’esprit iiumain en eprouve moins encore a
se porter en avant, qu'a se replier sur lui-
meme.

Le passage du fini & Finfiniment petit, re-
pand un grand jour sur la metaphysique du
calcul differentiel. On voit clairement par ce
passage, que ce calcul n’est que la compara:
son des coefficiens des memes puissances des
differentielles, dans le developpement en se-
viej de fonctions identiquemeut egales des
indices augmentes respectivement de diffe-
rentielles indeterminees. Les quantites que
I’on neglige comme etant d'un ordre d’infini-
ment petits, superieur acelui que Fon conserve,
et qui semblent par cette omission, Oter a ce
calcul la rigueur de Falgebre, ne sont que des
puissances de ces differentijSgs, d'un ordre
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supcrieur a ccfoi des puiosances dont on com-
pare les coefficiens, et qui par la, doivent
etre rejelees de cette comparaison; ensorte
gue le calcul diflerentiel a toute I'exactitude
des autres operations algcbriqucs. Mais dans
scs applications a la geometrie et & la meca-
nique, Il estindispensable d’introdufoe le prin-
cipe des Limites. Par exemple, la soutangente
d’unc courbe etantla limhegeomctrique de la
sousecantc, ou la ligne dont celle-ci approche
sans cesse, a mesure que les pemts d’intcr-
section de la secante et de la courbe se rap-
prochent g Pexpression analytique de la sou-
tangente , doit etre pareillement la Kmite de
I'expression analytique de la sousecante ] eile
est, par consequent, egale au premier termo
de cette derniere express‘on developpee sui-
vant les puissances de rintervalle qui separe
les deux points d'inlersecl'on.

On peut encore envisager la tangente ,
comme la drohe dont Pequation approche le
plus de cclle de la courbe, pres du point de
contingence. L’ordonnee de cette courbe,
etant une fonction de l'abscisse; si a partir
de ce point, on fait croitre I'abscisse, d'une
guantile indeterminee , et qu’'on develonpe la
fonction suivant les puissances de cette inde-
terminee; il est visible que la somme des
deux prenners termes de ce developpement,
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sera Pordonnee de la droite la plus appro-
chante de la courbej consequemment, eile
sera Pordonnee de la tangente : le coefficient
de Pindeterminee dans le second terme, ex-
primera le rapport de I'ordonnec & la soutan-
gente. li est facile de prouver par le principe
des limites, que touteautre droite menee par
le point de contingence, entrerait dans la
courbe pres de ce pomt.

Cette maniere singuli'rement heureuse de
parvemr & I'expressicn des soutangentes, est
due & Fermat qui Pa ctendue aux courbes
transcendantes Ce grand geometre exprime
par la caracteris'.ique E, Paccroissement de
Pabscisse; et en ne considerant que la pre-
miere puissance de cet accroissement, il de-
termine exactement comme on le fait nar
le calcul differentiel, les soutangentes des
courbes, leurs points d'inflexion, les maxima
et minima de leurs ordonnees, et gencrale-
ment eeux des fonctions rationnelles. On voit
meme par sa belle solution du probleme de
la refractlon de la lumiere , en supposant
quelle parvient d'un point i un auire dans
le temps le plus coiiu, et qu’elle se meut dans
les divers milieux diaphanes avec diffierentes
vitesses, on voii dis-je, qu'ii savait etendre
sa melhode, aux fonctions irraUonnelles ,
en se debarrassant des irrationnalites, par
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I'elevation des radicaux aux puissances. On
doit uoncregarderFermat, curarae le yeritable
inventeur du calcul diffeienticL Newton a de-
puis rendu ce calcul, plus analytiquc, dans sa
Methode des Fluxions; etil enasimplifie et ge-
neialise les procedes, par son bcau theoreme
du binome. Eufin presqu’en meme temps,
Leibnitz a enrichile calcul differentiel, d'une
notation qui en indiquant le passage du fini &
linfiniment petit, reunit & I'avantage d’expri-
nier les resultats rigoureux de ce calcul, celui
de donner les premieres yaleurs approchees
des differences et des sommes des quantites;
nctation qui s’est adapte'e d’elie-meme au cal-
cul des daferentielles partielles. La langue de
analyse, la plus parfaitede toutcsleslangues,
ctan par elle-meme un puissant instrument
de decouvertes, ses nolations, lorsqu’elles
sont necessaires et heureusement imaginees
sont des germes de nouyeaux calculs. Ainsi,
la simple iaee qu'eutDescartes, d'indiquer les
puissancesrepresenteespardes lettres, en ecri-
vant yers le baut de ces lettres, les nombres
qui exprimentles degresde ces puissancegma
oj Ne naiss_ance au calcul exponentiel t
Leibnitz a ete conduitpar sa notalion, & I'ana-
logi: singuliere des puissances et des difleren-
tie'es. Le calcul des fonctions generatrices,
gm, comme onl'uyu,donnelayerilable origme
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de cette analogie, ofFre tant d’exemples de cs
Iransport des exposans des puissances aux ca-
ractcristiques, qu'il peut encore etre envisage
comme le calcul exponentiel des caracteris-
tiques.

On est souvent conduit a des expressions
qui contiennent tant de termes et de facteurs,
gue les substitutions numeriques y sont im-
praticables, C'est ce qui a lieu dans les ques-
tions de probabilite, loisque I'on considere
un grand nombre d’evenemens. Cependantil
impoi tc alors d'avoir la yaleur numirique des
formules, pour connaitre avec quelle proba-
bilite , les resultals que les evenemens deve-
loppent en se multipliant, sont indiques 11
nnporte surtout d'avoir la loi suivant laquelle
cette probabilite approche sans cesse de la
certitude qu’elle finirait par atteindre, si le
nombre des evenemens devenait infini. Pour
y parvenir, je considerai que les integrales de-
iinies de differentielles multipliees par des fac-
teursclcvcesa de grandespuissances, donnaient
par.l'integration, desformules composées d’'un
grand nombre de termes et de facteurs. Cette
remarque me fit naitre Video de transformer
dans de semblables integrales, les expressions
compliquees de I'analyse et les integrales des
equations aux differcnces. Je remplis cet objet
par une methode qui donne &-la-fois, la
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Fonction comprise sous le signe integral, et les
limites de lintegration. Elle offre cela de re-
marquabie, savoir, que cette fonction est la
fonction meme generatriee des expressions et
des equalions proposees; ce qui rattaehe cette
melhode, & la theorie des fonctions genera-
trices, dont eile est le complement. Il ne s’agis-
sait plus ensuite que de reduire l'integrale
definie f en serie convergente. C'est ce que
j'obtins par un procede qui fait converger la
serie , avec d'autant plus de rapidite, que la
formule gu’'elle represente, est pluscompliquee;
ensorte qu'il est d’'autant plus exact, gu'il de-
vientplusnecessaire. Le plus souvent, la Serie
a pour facteur, la racine carree du rapport
de la circonferencc au diametre : quelquefois
eile depend dautres transcendantes dont le
nombre est infini.

Une remarque importante, qui tient Kk la
grande generalite de I'analyse, et qui permet
d étendre cette me ;hode, aux formules et aux
equations aux differences, que la theorie des
probabilites presente le plus frequemmeru, est
gue les series auxquelles on parvient, en sup-
posant reelles et positives, les limites des in-
tegrales definles, out egalement lieu dans le
cas ou I'equation qui determine ces li.ni'es,
n'a que des racines negatives ou imaginaires.
Ces passages du posilif au negatif, et du rcef
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a liraagii iau e, dont j'ai fait le premier usage,
m’ont conduit eucore aux valeurs de plusieurs
integrales definies singulleres, que j'ai trou-
vees ensuite directement. On peut donc con-
siderer ces passages, comme des moyens de
decouvertes, pareils 4 "induciion et k l'ana-
Jogie employees depuis iong-temps par les
gfometres, d abord avec un extreme reserve,
ensuite ayec une entiere confiance; un grand
nombre d'extmples en ayant justme fernploi.
Cependant il est toujours utile de confirmer
par des demonstrations directes, les resultats
obtenus par ces civers moyens.

J'ai nomme calcul des fonctions gehorci-
trices, I'’ensemble des mediodes precedentes:
ce calcul sert de fondement & la theorie des
probabilites, exposee dans cet ouyrage.

APPLICATIONS DU CALCUL DES PRUBA-
BILITES.

Des Jeux

\%
Les combinaisons que les jeuxpresentent,

ont ete I'objet des premieres recherches sur
les probabilites. Dans finfime variete de ces
combinaisons ,plusieurs d'entreeiles se pretent
avec faciiite au calcul: d'autres exigert «es
calouls plus oifficiles; et les difficultes crois-
santiimesure que les commnaisonsdcvienncnt
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plus compliquees, le desir de les surmonter
et la curiosite ont excite les geometres a per-
fectionner de plus en plus, ee genre d’'analyse.
Onavu prvcedemment que Pod pouvait faci-
lement deferminer par la theorie des combi-
naisons, les benetices d'une loterie. Mais ii
est plus difficile de savoir en combien de ti-
rages onpeutparier uncontre un,parexemple,
gue tous les numeros seront sortis, n etant le
nombre des numeros, r celni des numeros
sortans a ctiagque tirage, et i le nombre in-
connu de tirages; Pexpression de laprobabilite
de la sortie de tous les numeros, depend de
la difterence finie niie de la puissance i du
produit de r nombres consecutifs. Lorscjue le
nombre n est consiclerable, la rechcrche de
lavaleur dei, quirend cette probabilite egale
a4 \, devmnt impossible, a moins qu'on ne
convertisse cette difference, dans une serie
tres-conyergente. C’est ce que Pon fait heu-
reusement par la methode ci-dessus indiquee,
pour les approximflions des fonction? detres-
grands nombres. On trouve ainsi que la loterie
etant composee de dix mille numeros dont un
seul sort U chaque tirage, il y a du desavan-
tage a parier un contre un, que tous les nu-
raeros soi tiront dans 95767 tirages, ei de
Pavantage & faire le meme pari pour 95768
tirages. A la loterie de France, ce pari est
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desavantageux pour 85 tirages, et avantageux
pour 86 uragcs.

Considerons encore deux joueurs A et B
jouant ensemble ucroix et pile , de maniere
gu'a chaque coup, si croix arrive, A donne
un jeton a B qui lui en donne un, si pile ar-
rive; le nomhre des jetons de B est fimite.:
celui des jetons de A est illimite ; et la partie
ne doit fwr que lorsque B n'aura plus de je-
tons. On demande en combien de coups, on
peut parier un contre un, que la partie sera
terminee. L'expression de la probabilite que
la partie sera terminee dans an nombre i de
coups, est donnee par une suite quirenferme
un grand nombre de termes et de facteurs,
si le nombre des jetons de B est cousiderable;
la recherche de la valeur de I'inconnue i qui
rend cette suite egale &-j, serait donc alors
impossible, si I'on ne parvenait pas & reduire
la suite dans une serie tres-convergente. En
lui appliquant la metbocle dont on vient de
parier, on trouve une expression fort simple
de l'inconnue, de laquelle il resulte que si,
par exemple ,B a cent jetons; il j a un peu
moins d'un contre un & parier que la partie
sera finie en 23780 coups, et un peu plus d'un
contre un & parier qu’elle serafinie dans 23781
COUDS

Ces deux exemples joints & ceux que nous
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ayons deja tlonnes, suflisent pour faire yoir
comment les problemes sur les jeux ont pu
contribuer & la perfeclion tle I'analyse.

Des inegalites inconnuesquipeupentexisler
entre les chcnicesque I’'onsupposeegales.

Les inegalites tle ce genre ont sur les resul-
tals du calcul des probabilites , une influence
sensible qui merite une attention particuliere.
Considerons le jeu de croix etpile, et sup-
posons qu'il soit egalcment facile d'amener
Tune ou Tautrc face cle la piece. Alors la pro-
babilile d'amener croix au premier coup estj,
ct ce]le de famener deux fois de suite, est
Mais s'’il existe dans la piece, une inegalite qui
fasse paraitre une des faces plutot que l'autre,
sans que fon connaissc quelle est la face fa-
yorisee par cette inegalite; la probabilite d'a-
mener Croix au premier coup sera toujours f ;
parce que dans lignorance ou fon est tle la
face que cette indgalite favorise, autant la
probabilite cle'evenement simple est augmen-
tee, si cette inegalite lui est favorable, au-
tant elle est diminuec, s. linegalite lul est
cpntraire. Mais dans cette ignorance meme,
la probabilite damener croix deux fois de
suite, est augmenlee. |IEn effet, cette proba-
biiite est celle d’amener croix au premier
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coup, multipliee par la probabiiite que I'ayant
amene au premier coup, on l'amenera au
second; or son arrb-Ce au premier coup est
un motifde croire que I'inegalite de la piece
le favorise ; l'inegaliie inconnue augmente
donc alors la probabiiite d’amener croix au
second coup; eile accroit par consequent le
produit des deux probabilites. Pour soumettre
¢et objet au calcul, supposons que cette ine-
galite augmente d'unvingtieme, la probabiiite
de I'evenemenl simple gu’elle favonse. St cet
evenement est croix, sa probabiiite sera ~
plus — ou et la probabiiite de l'ameuer
deux fois de suite, sera le carre de ~ ou

Si 'evenement favorise estpile, la probabiiite
de croix sera * moins ou ™ , et la proba-
biiite de 'amener deux fois de suite sera -f™-
Comrne on n'a d'avance, aucune raison de
croire que l'inegalite favorvse I'un dd-ces eve-
nemens plutét que l'autfeqH eslclair que pour
avoir la probabiiite de I'evenement compose
croix croix, il faut ajouler les deux probubi-
lites precedentes, et prendre la ntoitie de leur
somme; ce gm donne pour cette proba-
biiite quisurpasse \ de y o, ou du carre de
I'accroissement ~ que finegalile ajoute & la
possibiiiie de 'evenement qu’elle favorise. La
probabiiite d’amener pile pile est pareille-
ment” ;mais les probabilites damener croix
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pile ou pile croix nesont chacune, que —A,;
car la somme de ces quatre probabiliies, doit
egaler la certitude ou Funke. On trouve ainsi
g.neralement que les causes constantes et in-
connues qui fayorisent les evenemens simples
gue Fon juge egalementpossibles, accrcxssent
toujours la probabilite de la repedion d'un
meme evenement simple.

Dans un nombre pair de coups, croix et
pile doivent arriver toas deux, oaun nombre
pair ou un nombre impair de fois. La proba-
biliic de ebaeun de ces cas est siles pos-
sihilites des deux faces sont egales; mais s'il
existe enlre elles, une inegal! teinconnue,cette
inegalhe est toujours favorable au premier
cas.

Deux joueurs dont on suppose les adresses
egales, jouent avec les conditions qu’a chaque
coup, celui qui perd, donne un jeton a son
adversaire, et que la partie dure, jusqu ;.ce
gue l'un des joueurs n'ait plus de jetons. Le
calcul des probanilit' snousmontre que pour
Ftgalke du jeu , les mises des joueurs doivent
etre en raison inverse de leurs ietons.Maio s'il
existe entre leurs adresses, une petne mega-
lite mconnue; eile luvorise celui des joueurs
qui a le plus petit nombre de jetons Sa pro-
babilite de gagrier la partie augmente, si les
joueurs conviennent. de doublet, de iripler
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leurs jetons; et eile devient j ou la meme que
la probabilite de l'autre joueur, dans le cas
ou les nombres de leurs jetons deviendraient
infinis, en conservant toujours le meme rap-
port.

On peut corriger I'inGuence de ces inega-
litesi iconnues, en les soumcttant clles-memes
aux chances du hasard, Ainsi au jeu de croix
et pile, si I'on a une seconde piece que Fon
projette chaque fois avec la premiero; et que
I'onconvienne denommer constamment croix,
laface amenee par cette seconde piece; la pro-
babilite d’'amener croix deux fois de suite,
avec la premicre pfoce, approcbera beaucoup
plus d'un quart, que dans le cas d'nne seule
piece. Dans ce dernier cas, la diffi-rence est
le cari e du pelit accroissement de possibilue
que l'inegalite inconnue donne a la foce de la
premicre piece, gu'elle fovorise : dans l'autre
cas, cette difference est le quadruple produit
de ce carre, par le carre correspondant relatif
a la seconde piece.

Que I'on jette dans une urne, cenl numeros
depuis un jusqu’a cent, dans l'ordre de la nu-
mcration, et qu’apres avoir agite I'urne, pour
meler ces numeros, on en lireun; il est clair
gue si le melange a ete bien fait, Jgs proba-
bilites de sortie des numeros, sont les memes.
Mais si I'on craint qu'iln’y ait entre ellcs, de
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petitcs differences depeiidantes de Fordre sui-
vant lequel I¢s numeros ont eie jetes dans
I’urne * on dimiauera consid¢rablement ces
differenceSj en jetant dans une seconde urne,
ces numeros suivant leur ordre de sortie dela>
premiere uine, et en arctant ensuite cette se-
conde urne, pour ineler ces numeros. Une
troisieme urne, unequati’ieme, etc., diminue-
r-iicnt de plus en plus ces dlflerences deja
insensibles dans la seconde urne.

De la probabilite des lemoignages.

La plupart de nos jugemens etant fondes
sur la probabilde.des temoignages, il est bien
important de la soumeltre au calcul. La chose,
it est vrm, dcvienl souvent impossiule, par la
difficulte d’apprecier la ve racite des temoins ,
et par le grand nombre de circonstanees dont
les faits qu’ils attestent, sont accompagnes.
Mais on peut dans plusieurs cas, resoudre des
problemes qui ont bcaucoup d’'analogie avec
les questions que I'on se propose, et dont les
soludons peuvent etre regardees comme des
approximations propres & nous guider, et
& nous garanur des erreurs et des dangers
auxquels de mauvais raisonnemens nous ex-
posent. Une approximalionde ce genre, lors-
gu’clle estbien dirigee, est toujours preierablt
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aux raisonnemens les plus specieux.Essayons
donc de donner quelques regles generales pour
y parveuir.

On a extrait un seul numero , d'une urne
qui en renferme mille. Un témoin de ce tirage,
annonce que le n° 79 est sorti, on demande
ia probabilite de cette sorlie. Supposons que
I’experience ait fait connaitre que ce temoin
trompe une fois sur dix, ensorle que la pro-
babilite de son temoignage soit  Ici, I'evene-
ment observe est le temoin attestant que le
n° 79 est sorti. Cet evenement peut resulter
des deux hypotheses suivantes, savoir, quele
temoin enonee la verite, ou qu’il trompe. Sui-
vant le principe que nous avons expose sur
ia probabilite des causes, tiree des evenemens
observes, il faut d'abord determiner &priori,
la probabilite de I'evenement dans chaque by-
potbese. Dans la premiere, la probabilite que
le temoin annoncera le n° 79, est la probabilite
meme de la sorfie de ce numero, c’est-a-dire
tzoz- |l faut la multiplicr par la probabilite T~
de la veracite du temoin; on aura donc .rropfr
pour la probabilite de I'evenement observe,
dans cette hypothese. Si le temoin trompe, le
n° 79 n'est pas sorti; et la probabilite de ce
cas est -~3s. Mais pour annoncer k sortie de
ce numero, le temoin doit le choisir parmi
les 999 numeros non soilk; et comme il est
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supposc n‘avoir aucun motif de preference
pour les uns pluto- que pour les autres, la
probabilite qu’il cboisira le n° 79 est en
rnultipliant dor.c cette probabilite, par la pre-
cedente, Oll aura ~-~pourla probab’iiLe que
le tenioin annoncera le n° 7g, dans la seconde
bjpothese. Il fautencoi'e muftipiier cette pro-
babilite, par la probabilite jV de I'bypolhese
eile-meme; ce qui donne pour la pro-
babiliLe de Fevenement, relative k cette hypo-
these. Presentement, si I'on forme une fraction
dont le nume; ateur soit la probabilite relative
a la premiere liypothese, et dont le denomi-
nateur soit la somme des probat iiiLes rela-
tives aux deux hypolhcses; on aura par le
sixienie principe, la probabilite de la pre-
miere liypothese, et cette probabilite sera~
c est-a-dire la veracile ni¢me du temoin. C’est
aussi la probabilia’ de la sorl:e dun“7g La
probabilite du mensonge du temom et de la
non-sortio de ce numero est

Si le tenioin voulant troinper, avait quel-
gu’iulerel & clioisir le n“7g parmi les numeros
non-sortio: s'il jugeait, par exemple, qu’ayant
place sur ce numero une mise considerable,
Fannonce de sa sortie augmentera son credit;
la probabuiLe quil cboisira ce numero, ne
sera plus,comme auparavant, ; eile pourra
etre alors  <§ etc., suivant Finteret qu'il aura
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d’annoncer sa sorlie. En la supposant | , 11
faudra midtipUer par cette fraction, la pro-
babinie pour am r dans I'hypothese du
mensonge, la probabilite de Fevenement ob-
serve, qu il faut encore multiplier par ce
goi donne -roih; pour la probabilite de I'eve-
nement dans la seconde hypothese. Alors la
probabilite de la premix're hypothese, ou de
la sortie du n° 79, se reduit par laregle prece-
dente” & -Ag. Elle est donc tres-alféibhe par la
consideration de Finteret que le teraoin peut
ayoir a annoncer la sonie du n° 79. Le hon
sens nous dicte que cet interet doit inspirer
de la defiance. Mais le calcul en apprecic I'in-
fluence avec exactitude.

La probabilite & priori du nume”o enonce
parle temoin, estFunite divisee parle nombre
des numeros de Furne : eile se transforme en
vertu du temoignage, dans la veracite meme
du temoin; eile peut donc etre aflaiblie par ce
temoignage. Si, par exemple, Furne ne ren-
ferme que deux numeros, ce qui donne f
pour la probabilite o priori de la sortie du
n° 1; etsila veracite d’'un temoin gm I'annonce
est£; cette sortie endevientmoins probable.
En effet, il est visible qoe le temoin ayant
alors plus de pente vers le mensonge que vers
la verite; son temoignage doit diminuer la
probabilite du fait atteste, toutes les fois que
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cette probabilite egale ou surpasse Mais s'tl
y a trois numeros dans l'urne, la probabunc
apriori de la sortie du n° i, est accrue par
I'affirmation d’un temoin dont la v eracite sur-
passe "

Supposons maintenant quc 'urne renferme
999 boules noircs et une boule blanche, et
gu'une boule en ayant eie extraite, un te-
moin du tirage annonce que cette boule est
blanche. La probabilite dc I'evenement ob-
serve, determinee apriori, dans la premiere
hypothese, sera ici, comme dans la question
preefdente, egale a tvotht- Mais dans I'hypo-
these oule temoin trompe, la boule blanche
n’'est pas sortie, et la probabilite de ce cas
est Yo&a- W laut la mulliplier par la probabi-
lite tV du mensonge, ce qui donne fglfs pour
la probabilite del’everemcntobscrve, relative
a la seconde hypothese. Cette probabilite n'e -
tait que dans la question precedente :
cette grande difference tient & ce qu’une boule
noire etant sortie, letemoui voulant tromper,
n’a puint de chuix a faire parmi les 999 boules
non sortLs, pour annoncer la sortie dune
boule blanche. Maintenant, si Ton forme deux
fractions dont les numerateuis soientlespro-
babuites relatives a chague hypothese, et dont
le denominateur comrnunso:ilasommc de ces
probubn'l ;sj on aura pour la probabilite
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de la premiere bypothc se, et de la sortie d'une
boule blanche, et -fl-A pour la probabuite de
la seconde hypothese, et de la sortie d'une
boule noire. Cette derniere probabiiite est fort
approchante de la certicude : eile en appro-
chera.it beaucoup plus encore, et deviendrait
£ 5”i, si l'urne renfermait un million de
boules dont une seule seraii blanche; la sortie
d’une boule blanche devenant alors beaucoup
plus exlraordinaire. On yoit ains; commentla
probabiiite du mensonge croit & mesure que
le fait dcvient plus extraordinaire.

Nous avons supposejusquici que le lemoin
ne se trompait pouit; mais si I'on admet en-
core >achance de son erreur, le fait extraor-
diuaire devient plus invhnsemblable, Alors
aulieu de deuxhypotheses, on aura les quatre
suivanles, sayoir, cellc du tcméin ne trom-
pant point et ne se trompant point; celle du
temoin ne trompant point, et se trompant,
I’'hypothese du lemoin trompant et ne se trom-
pant point; enlin celle du lemoin trompant et
se trompant. En determinant a pr’ori dans
chacune de ces hypotheses, la probabiiite de
I'eyencment observe; ontrouve parle sixieme
principe, la probabiiite que le fait dlteste est
faux;,egale & une fraction dont lenumerateur
est le nombre des boules noires de I'urne,
multipli 5par la somme des probabilites que
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le temoin ne trompe point et se trompe, ou
gu'ii trompe et ne se trompe point, et dont
Je denominateur est ce numerateur augmente
de lasomme des probabilites que le temoin ne
trompe point et ne se trompe point, ou qu’il
trompe et se trompe a-la-fois. On voit par la,
que si le nombre des boules noires de I'urne
est tres-grand, ce. qui rend extraordinairc, la
sortie de la boule blanche; la probab’liie que
le fait atteste n’est pas, aoproche exticme-
ment de la certhude.

En etendant cette -consequence, u tous les
faits extraordinaires; il en resulte que la pro-
babihté de I'erreu? ou du mensonge du te-
moin, devientd’autantplus grande, quele fait
atteste est plus extraoidmaire. Quelques au-
teurs ont ayance le contraire, en se fondant
sur ce que la vue d'un fait extraordinairc 6tant
parfaitcment semblable & celle d’un fait ordi-
naire, les memes motifs doivent nous porter
a croire egalcment le temoin, soiL gu'il affirme
I'un ou qu :1 affirme lTautre de ces faits. Le
simple bon sens repousse une aussi 6trange
asserLon: mais le calcul des probabilites, en
confirmant I'indication du sens commun, ap-
precie de plus, finvraisemblance des temoi-
gnages sur les faits extraordinaires.

On insiste, et fon suppose deux temoins
egalcment dignes de foi, dont le premier
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atteste qu’il a vu morL, il y a quinze jours, un
indi/iuu que le second ternom affirme avoir
yu hier, plein de vie. L'un ou l'autre de ces
faits n'offre rien d'invraisemblable. La resur-
rection de Findividu est une consequenco de
ieur ensemble; maisles temoignages ueporlant
point directeinent sur eile, cc quelle a d'ex-
traordinaire ne doit point alFaiblir la croyance
qui leur est dae. ( Encjclop&die, a/f. certi-
tude).

Cependant, si la consequence qui resulte
de I'ensemble des temoignages etail Impos-
sible, I'un d'eux serait neeessairement laux j
or unc consequence impossible est la limite
des consequences extraordinaires , comme
Ferreur est la limite des inyraisemblances ; la
valeur des temoignages, qui devient nulle dans
le cas d'une consequence impossible , doit
donc. etre tres-affaiblie dans celui d'une con-
sequence extraordinaire. C'est en effet, ce que
le calcul des probabilites confirme.

Pour le faire voir, considerons deux urnes
A et B dont la premiere pon‘ient un millio»
de boules blanches, et la seconde, un million
de boules noires. On tire de I'une de ces urnes,
une boule que Fon remet dans l'autre urne
dont on extrait ensuite une boule. Deux tfe-
moins, Fun du premier tirage, et Fautre du
second, atlestent que la boule qu’ils opl vu
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extraire, est blanche. Chaque temoignage pris
isolement, n'a rien d'invraisemblable; etil est
facile de voir que la probabilite dufaitatteste,
est la veracite meme du temoin. Mais i suit
de Fensemblc des temoignages, gqu’'une boule
blanche a ete extraite de Turne A au premier
tilage, et qu'ensuite, mise dans l'urne B, elle
a reparu au second drage; ce gm est fort
extraordinaire ; car cette urne renfermant
alors une boule blanche sur un million de
boules noires, ta probabilite p’en extraire a
boule blanche est P°ur determiner
I'affaiblisscment qui en resulte dans la proba-
bilite de lachose ¢nonceepar les deux temoins;
nous remarquerons que I'evenement observe
est ici I'affirmation par chacun d'eux, que la
boule qu’il a vu extraire, est blanche. Re-
presentons par £ la probabilite gu'il enonce
la verite, ce qui peut avoir lieu dans le cas
present, lorsque le temom ne trompe point
et ne se trompe point, et lorsqu’il trompe et
se trompe &-la fois. On peut former les quatre
hypotheses suivantes.

i* Lepremier et le secoud temoin disent la
verite. Alurs, une boule blanche a dabord
ete extraite de I'urne A, et ia probabilite de
cet evenement est\ , puisque la boule extraite
au premier tirage a pu sortir egalement de
I'une ou lautre urne. Ensuite, la boule
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extraite mise dans Turne B a rcparu au second
tirage : la probabilite de cei evenement est
-rvbhvrj 1° probabilite du fait enonce est donc
vavto-sv' En la multipliant par le produit des
probabilites et  que les lemoins disent
la veriie; on aura P°ur la pronabi-
lite de I'evdnement observe, dans cetLe pre-
miere hypothese.

2°. Le premier temoin dit la verite, et le
second ne la elit point, sou qu'il trompe et ne
se trompe poini, soit qu’il ne trompe point
et se trompe. Alors une boule blanche est
sortie de Turne A au premier tirage, et la
probabilite de cet evenement est j. Ensuite
cette boule ayant ete mise dans Turne B, une
boule noire en a ete extraite : la probabilite
de cette extraction est ~°4so° i on a donc
I$Kro'o! pourla probabilite de fevenement com-
pose. En la multipliant par le produit des deux
probabilites et que le premier temoin
ditla verite, et que le second ne la dit pcintj
on aura pour la probabilite de Teve-
nement observe, dans la seconde hypothese

3°. Le premier temoin ne dit pas la verite,
et le second Tenonce. Alors une boule noire
est sortie de Turne B an premier limge, et
apres avoir ete mise dans Turne A, une boule
blanche a ete extraite de cette urne La pro-
babilite du premier de ces eveuemens est
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et celle da second est 1» probabilite
de Fevenement compose est donc En
la mullipliant par le produit des probabilites
Té et tz, que le premier temoin ne dit pas la
veritc, et que ie second Fenonce; on aura
Peur la probabilite de Fevenement
observe, relative a cette liypothese.

4°- Enfhi, aucun des temoins ne dit la ve-
rite. Mors une boule noire a ete extraite de
I'urnc B au premier tirage; ensuite ayant ete
mise dans Purne A, elle a reparu au second
tirage : la probabilite de cet evenement com-
posd est aoodoor. En la mullipliant par le pro-
duit des probabilites et 4? que chaque
tomom ne dit pas la verite; on aura ttfsuOsuw
pour la probabilite de Fevenement observe,
dans cette hypotliese.

Muintenant, pour ayoir la probabilite de la
chose enoncee par les deux temoins, savoir,
gu’'une boule blanche a ete extraite a chacun
des tirages; it faut diviser la probabdit6 cor-
respondante a la premiere liypothese, par la
somme des probabilites relatives aux quatre
hypotheses; et alors on a pour cette probabi-
lite 5fraction extremement petite.

Si les deux temoins affirmaient, le premier,
gu’'une boule blanche a ete extraite de Pune
des deux urnes A et B; le second, qu'une
boule blanche a ete parelilement extraite de
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I'une des deux urncs A! et B', en tout scm-
blables aux prermeres; la probabhite de la
chose enoncee par les deux temoins serait le
produit des probabilites de leurs temo’gnagcs
ou —, c'est a-dire, cent quatre-vingt mille
fois au moins, plus grande que la precedente.
On voit par 11, combien dans le premier cas,
la reapparition au second tirage, de la boule
blanche extraite au premier, consequence
extraordinaire des deux temoignages, enaffi-
blit la valeur.

Nous n’ajouterions point foiau tcmo'gnage
d’'un homme qui nous attesterait qu’en pro-
jetant cent des en l'air, ils sont tous retombes
sur la meme face. Si nous avions ete nous-
memes spectateurs de cet evenement, nous
n’en croirions Nos propres yeux, qu’apres en
avoir scrupuleusementexamine toutes les cir-
eonstunces, pour etre bien surs qu’il n'y a
point eu de prestige. Mais apres cet examen,
nous ne balancerions point & l'admettre,
malgre son extreme invraisernblancc; et per-
sonne ne serait tente pour l'expliquer, de
recourir & une dlusion produite par un ren-
versementdes lois de 'a vision. Nous devoos
en conclure que la probabilite de la constance
des lois de!lanature,csLpour nous, superieure
a celle que I'evenement dont il s'agit, ne doit
point ayoir lieuj probabih’'te supeneure eile-
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meme a celle de la plupart des faits liisto-
rigues que nous regardons comme incontes'-
tables. Onpeut juger parla, du poids immense
detemoignages necessaires pour admettre une
Suspension des lois naturellesj et combien il
serait abusif d'appligner a ce cas, les regles
ordinaires de la critique. Tous ceux qui sans
oftrir cetteimmensite detemoignages,etayent
ce qu'ils avancent, de recits d’evenemens con-
traires a ces lois, aflaibUssent plutét qu'iis
ifaugmentent la croyance qu'ils chcrchent &
mspircr; car alors ces recits rendent tres-pro-
bable, I'erreur ou le mcnsonge de leurs au-
teurs. Mais ce qui diminue la croyance des
honnnes éclaires, accroit souvent celle du
mulgaire; et nous en ayons donne precedem-
ment la raison.

11y a des choses tellement extraordinaiv'es,
que rien ne peut en balancer Finvraisem-
blance.Mais celle-ci, par I'effet d’'une opinion
dominante, peut etre affdiblic au point de
paraitre inlerieure a la probabiliLe des temoi-
gnages * et quand cette opinion vient k cban-
ger, un recil absurde admis unanimement
dans lesiecle quilui a donne naissance, n’offre
aux siecles suivans , qu'une nouvelle preuve
de I'extreme influence de Fopinion generale,
surles meilleurs esprits. Deux grands honnnes
du siecle de Louis X1V, Racine et Pascal, en
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sont des exemples frappans. U est aTligeant
de voir avec quelle complaisance, Racine,
ce peintre acimr’able du coeur humain, et le
poetele plus parfait qui fut jamais, rapporte
comme miraculeuse, la guciison de la jeune
Terrier, nicce de Pascal, et pensionnaire a
I'abbaye de Port-Royal:il est penible de lire
les raisonncmens par lesquels Pascal cherche
a prouver que ce miracle devenait necessaire
a la rcligion, pour justificr la doctnne des
religieuses de cette abbaye, alors persecutecs
par les Jesuites. La jcune Perrier etait depuis
tro’sans etderri, affligee d'une fistulc lacry-
male : eile toucba de son oeil malade, une
relique que Ton pretendaitetre une des epines
de la couronne du Sauveur, et eile se crut &
l'instant, guerie. Quelques jours apres, les
mcdecins ct les chirurgiens constalLerent la
guerison, et ils jugereut que la nature et les
rcmedes n'y avaient eu aueune part. Cet eve-
nement arrive en i656, oyant fait un grand
brnit, cetout Paris se porta, dit Racine, &
y Port-Royal. La foule croissait de jour en
Y pur, et Dieu meme semblaitprendre plaisir
y> a autonser la devotion des peuples, par la
» quamite de miracles qui se firent en cette
» eglise. » A cette epoque, les miracles et
les sortileges no paraissdcnt pas encore in-
vraisemblables, et I'on n’liesitait point a leur
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attribuer les singularites de la nature, que
Ton ne pouvait autrcment expliquer.

Gelte manierc d'envisager les effets extra-
ordinaires se retrouye dans les ouvrages les
plus remarquables du siecle de Louis X1V,
dans I'Essai meme sur I'entendement humain,
du sage Locke qui dIt en parlant des degres
d'assentiment: « quoiquc la commune expe-
» ricnce et le cours ordinaiie des choses aient
) avec raison, une grande influence sur I'es-
» prit des liommes, pour les porter & donner
ou & refuscr leur consentement a une chose
» qui leur est proposee a croire; il y a pour-
» tant un cas oii ce qu’ily a d'ecrange dans
P un fait, n’aflaiblit point FassenL,ment que
nous devons donner au temoignage sincere
sur lequd 1lest fonde. Lorsque des evene-
» mens surnaturels sont conformes aux Ans
gue se propose celui qui a le pouvon.’ de
5 changer le coui’'s de la nature, ils peuvent

etre d'autantplus propres & trouver creance
» dans nos espriLs, quis sont plus au-dessus
y desobservationsordinares,oameme qu'fls
» y sont plus opposes. » Les yrais principes
de la probabilite des temoignages, ayant ete
ainsi meconnus des philosophes auxquels la
raison est principalement redevable de ses
progres; j'ai cru devoir exposer avec etendue,
les resultals du calcul sur cesimportant objet

~

M

~

¥ A

M



8u ESSAr PIIILOSOPIIQUE-

Ici sc presente naturellemenl la discussiofr
d’'un argument fameux de Pascal, que Craig,
mathcmaticien anglais, a reproduit sous une
forme geometrique. Des temoins attestent
gu'’ils tiennent de la Dmnite meme, qu’en se
conformant b teile cliose, on jouira> non pas
d'une, ou de deux, mais d'une infinite de vies
lieureuses. Quelque faible que sou la proba-
bi'ite des temoignages, pourvu qu’'elle ne soit
pas infiniment petite, il est clair que I'a\ an-
tage de ceux qui se conforment a la chose
prescrite, est infini* puisqu’il est le produit
de cette probabi'ile, par un bien infini; on
ne doit donc point balancer & se procurer cet
avantage.

Cetargument est fondc sur le nombre infini
de yies heureuses promises au nom de la
Divinite, par les temoins; il faudraitdonc faire
ce gu’jlsprescrivent, precisement parce gu'ils
exagerent leurs promesses au-deld de loutes
limites, conscquence qui repugne au bon sens.
Auss> le calcul nous fait-il voir que cette exa-
geration meme afféiblit la probabj'ile de leur
temoignage, au point de larendre "Piniment
petite, ou nulle. En effet, ce cas revient &
celui il'un temoin qui annoncerait la sortie du
numero le plus eleve, dune urne remplie
d’un grand nombre de numeros dont un seul
a ete extraii, et qui aurait un grand ifiteret]
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it annoncer la sortie de ce numero. On a vu
précedemment combien cet interet affaiblit
son tenioignage. En n'evaluant qu'a \ la pro-
babiiite que si le temoin trompe, il choisira
If plus grand numero; le calcul donne la pro-
babiiite de son annonce, egale a une fraction
dont le niim¢rateur est le double de la pro-
babiiite de son tenioignage , consideree d
priori ou independamment de Fannonce, et
donlle denommateur est le produitdu nombre
des numeros de Turne , par Funite diminuee
de cette derniere probabilitl Pour assimiler
ce cas, t celui de Fargument dc Pascal; it
suffitderepresenterpar les numeros de Furne,
tous les nombres possibles de yiesheureuses,
ce qui rend le nombre de ces numeros, infini;
et d'observer que si les temoins trompent,
jls ont le plus grand interet pour accrediter
leur mensonge, a promettre une eternite de
bonlieur. L’expression precedente de la pro-
babiiite de leur temoignage, devient alors in-
finiment petite. En lamultipliant par le nombre
infini de vies heureuses promises, Finfini dis-
parait du produit qu< expnme Fayantage re-
sultant de cette promesse; ce qui detruit
Fargument de Pascal.

Considerons presentement la probabiiite de
Fcnsemble de plusicurs temoignages sur un
Juit determine. Pour fixer les idees, supposons

S
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gue ce fait soit la sortie d’'un numero d'une
urne qui en renferme cent, et dont on a ex-
Irait un seul numero. Deux temoins de ce
tirage, annoncent que le n° 1 est sorti; et I'on
demande la probabilite resultanle de Fen-
scmble de ces temoignages. On peut former
ces deux hypotheses : les temoins disent la
veiite; les temoins trompent. Dans la pre-
miere hypothese, le n° i est sorti, etla pro-
babilite de cet eyenement est Il laut la
mulfpiier par le produit des veracites des
temoins, veracites que nous supposcrons etre
ct~ ; on am’'a donc j— -pour la probabilite
de Fevenement observe, dans cette hypothese.
Dans la seconde , le ii° 1 n’est pas sorti, et
la probabilite de cet evenement est T Mais
I'accord des temoins exige alors qu’en cner-
cbant a tromper, ils choisisscnt tous deux le
numero 1, sur les 99 numeros non sortis; la
probabilite de ce clioix est le produit de la
fraclion ” par ebe-meme; il faut ensuite mul-
tipber ces deux probabiiites ensemble, et par
le produit des probabihles ~ et >| que les te-
moins trompent; on aura ainsi pour la
probabilite de Fe'venement observe, dans la
seconde hypothese. Maintenant on aura la
probabilite du fait atteste ou de la sortie du
n° 1, en divisantla probabilite relative & lapre-
miero hypothese, par lasomme desprobabiiites
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relatives aux deux hypothescs; cette proba-
bilild scra donc ; et la probabilite de la non
sortie de ce numero et du mensonge des te-
moins sera

Si Turne ne renfermait que les numeros !
et 2; on trouverait de la meine maniere,
pour la probabilite de la sortie dun® 1, et par
consequent ™ pour la probabilite du men-
songe des temoins, probabibte quatre-vingt-
guatorze fois au moins, plus grande que la
precedente. On voit par |&, combien la pro-
babiiiie du mensonge des t :moins diminue
quand le fail qu'iis attestent est moins probable
en lui-meme. £n effet, on coneoit qu'alors
I'accord des temoins, lorsqu'ils trompent, de-
vi.cnt plus dillicile, & moins gu’iis ne s’en-
tendent, ce que nous supposons ici ne pas
avoir lieu.

Dans le cas precedent ou Turne ne renler-
mant que deux numeros, la probabilite a
priori du fad atteste est | ; la probabdite re-
sultante des temoignages j est le produit des
veraciles des temoins, divis« par ce produit
ajoute a celui des proLabilites respectives de
ieur mensonge.

Tl nous reste a considerer Tinfluence du
temps, sur laprobabilite des faits transmis par
une ebaine traditionnelle de temoins. Il est
clair que cette probabilite doit diminuer &

6..
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mesure que la chaine se prolonge. Si le fall
n’a aucune probabilite par lui-meme ; celle
gu'il acquiert par les temoignages, decroit
suivant le produit contiau de la veracite des
temoins. Si le fait a par lui-meme, une pro-
babilite; si, par excmple, ce fait est la sortie
du n°1 d'une urne qui enrenferme un nombre
fini, et dont il est certain qu'on a extrait un
scul numero; ce que la cliai'ne tradilionnelle
ajoute & cette probabilite, decroit suivant un
produit continu, dont le premier facteur est
le rapport du nombre des nameros de l'urne
moins un, a ce meme nombre; et dont chacjue
autre facteur est la veracile de cliaque temoin,
diminuee du rapport de la probabnitc de son
mensonge, au nombre des numeros de lI'urne
moins un; ensorte que la Imiite de la proba-
bihte du fait, est celle de ce fait conside>e d
priori ou independamment des temoignages,
probabilite egale i I'unite divisee par le nomJare
des numoros de I'urne.

L action du temps affaiblit donc sans cesse,
la probabdite desfaits historiques, comme elie
altere les monumens les plus durables. On
peut,d la verite, la ralentir, en multipliant
et conservant les temoignages et les monu-
mens qui les etayent. L'imprimerie offre pour
cet objet, un grand moyen inalheureusement
inconnu des anciens. Malgre les ayantages
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infinis cjuelle presente; les revolutions phy-
siques et morales dont la surface dc ce globe
sera Loujours agitee, finironf, en se joignant
a l'elfet inevilable du temps, par rendre dou-
teux api'es des milllers d’annees, les faitsIns-
toriquc-s aujourd’hm les plus certains.

Craig a cssa3re de soumettre au calcul, Faf-
faiblicsement graduel des preuves de la reli-
gion chretienne : en supposant que le monde
doit fljuira Fcpoque ou eile ccssera detre pro-
bable, il trouve que cela doitarriver, i454 ans
apres le moment ol il ecru. Mais son analyse
est aussi fautive, que son bypolhese sur la
duree du monde est bizarre.

Les jugemens des tribunaux peuvent etre
assimiles aux temoignages, en considerant
chaque juge , comme un tFuioin qui alteste
la verile de son opinion. Supposons le tribunal
compose de trois juges. Si le jugement quils
prononcent, est rcndu b Funanimite, et si
chacun deux merite la meme confiance; la
probabilite de ce jugement sera la troisiemc
puissance de la veridicite des juges, divisee
par cette puissance ajoutee a la troisieme
puissance de leur faillibil'te. Si le jugement
n'est rendu qua la pluralii.e; sa probabi’ite
sera cette vbridicite elle-meme, aue Fon peut
determiner par Fexperience, en observantsur
un tres-grand'nombre de jugemens, combien
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ont etc rendus,. Funanimite. Si, par cxcmplc,
le rapport du second au premier de ces hom-
bres, est celui de 7 a 16 ; on trouye par une
anatyse dont nous exposerons ci-apres les
principes, que la \ eridicit¢ de chaque juge est
\ j et que la probabilite d’'un nouveau jugement
rendu a runanimitt est ff.

L analyse contirme encore, ce que dicte le
simple bon sens, savoir, que la bonte des
jugcmens est d’autant plus probable, que les
juges sont plus nomnrcux et plus eclabes;
il importe donc que les tribunaux dappel
remplissent ces deux conditions. Les tribu-
naux de premiero instance, plus rapproches
des jnsticiablcs, leur offrent I'avantage d’'un
premier jugement dcji probable, et dont sou-
vent ils sc contentent, soit en transigeant,
soit en se desistant de leurs pretcntions. Mais
si I'importance et Finccrtiludc de I'objet cn
iitige, d¢termincm un plaideur a recourir au
tribunald’appel; %doi' trouvcrdans une plus
grande probabilite d’obtenir unjugement equi-
table, plus de sirete pour sa fortune, et la
compeusation des embarras et desfrais qu'une
nouvelle procedure entraine. C’est ce qui n'a-
vait point lieu dans linstitution de I'appel
reciproque des tribunaux de departement,
insiitudion par Ja tres-prejudiciuble aux inti—
rets des citoyens.
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Bes choix et des decisions des assemh/ees.

La probabiiite des decisions d’'une assem-
blee aepend de la pluralite des voix, des
lumieres et de I'imparlialite des membres qui
la coraposent. Tant de passions et d'inlcrcts
particuliersy melcnt si souyent leurinfluence.
gu'il est impossible de soumettre au calcul,
cette probabiiite. Uy a cependant quelques
resultats generaux dictes par le simple bon
sens, etque le calcul confirme. Si parexemple,
I'assemblee est tres-peu dclarire sur Pobjet
soumis a sa decision ¢ si cet objet exige des
consideralions delicates, ou si la verite sur
ce point est contraire & des prejuges reeus ,
ensorte qu’il y ait plus d'un contre un a pa-
rier que ebaque votant s’en ecartcra; alors
la decision de la majorite scra probablement
mauvaise, et la crainle & cet ¢gard sera d'au-
tant plus juste, que I'assemblee sera plus nom-
breuse. Il imporle donc & la chose publique,
gue les assemblees n'aient & prononcer que
sur les objets & la portee du plus grand nombre:
il lui importe que l'instruction soit gene'rale-
lilent repandue, et que de bons ouvrages
fondes sur la raison etl’experience, eclairent
ceux qui sont appeies a decider du sort de
leurs semblablcs ou i les gouverner, et les
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premunissent d'avance contro les faux apereus
et les prevenLons de i'ignorance. Les sayons
ont de frequentes occasions de remarqucr
que les premiers apereus trompent souvent,
et que le vrai n’estpas touiours vraisemblable.

Il est difficile de connaitre et meme de
deflnir le voeu d'une assemblee, aumilicu de
la variete des opinions de ses merabres. Es-
sajons de donner sur cela, quelques reglos,
en considerant les deux cas les plus ordi-
naires , l'ilection entre plusieurs candidals,
pt celle entre plusieurs piopositions relatives
au meine objet.

Lorsqu’'une assemblee doit choisir entre
plusieurs candidais qui se presentent pour
une ou plusieurs places du meme genre; ce
gm parait le plus simple est de faire ticrire a
chaque votant sur un bj Ict, les noms de tous
les candidats, suivant I'ordre du merito qu'il
leur attribue. En supposant qu’il les classe de
bonne foi, i'inspection de ces nillets fera con-
naitre les resultals des elections, de quelque
niamere que les candidats soient compares
entre eux; ensorte que de nouvelles elections
ne peuvent apprendre rien de plus & cet egard.
Il s’agit presentement d'en conclure l'ordre
de preference, que les billets etablissent entre
les candidats. Imaginons que l'on donne a
cliaque electeur, une urne qui contienne une
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iafinife de boules au moyen desfp.elles il puisse
nuancer tous tes degres de merite des candi-
dats: concevons encore qu'il tire de son urne,
unnombre de boules proportionnel au merite
de ciiaque candidat, et supposons ce nombre
ecrit sur un billet, & cote du nom du can-
didat. 11 est clair gu'en faisant une somme
de tous Ics nombres relatifs a chaque candi-
dat, sur chaque billet, celui de tous les can-
didats gm aura la plus grande somme, sera le
candidat que l'asscmblee prelere; et gu’en ge-
neral, l'ordre de pidierence des candidats,
sera celui des sommes relatives a chacun
d’eux. Mais les billets ne marquent point le
nombre des boules que chaque electeur donne
aux candidats : ils mdiquent seulement que
le premier en a plus que le second, le second
plus que le troisieme, et ainsi de suite. En
supposant donc au premier, sur un billet
donne, un nombre quelconque de boules;
toutes les combinaisons des nombres iufe-
rieurs, qui remplissent les condhions prece-
dentes, sont egalement adinissiblcs ; et I'on
aura le nombre de boules, relaiif a chaque
candidat, en faisanl une somme de tous les
nombres que chaque combinaison lui donne,
et en la divisunt par le nombre entier des
combinaisons. Si ces nombres sont tres-con-
sid"rables, commeon doit le supposer pour
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gu’iis pm”~sent expraner toutes les nuances
da merife,- une analyse fort simple faic voir
qgue les nombres qu'il faut ecrlre sur chaque
billet & cote duderruer nom,.de l'avant-der-
nier, etc. j peuvent etre representes par la
progression arithmetique 1, 2,0, etc. En
ecrivant donc ainsi sur chaque billet, les
termes de cette progression, et ajoutant les
termes relatifs & chaque canciidat sur ces bil-
lets; les diverses sommes indiqueront par
leur grandenr, I'ordre de preference qui doit
etre etabli entre les candidals. Tel est le mode
delection, qu’indique la Theorie des Proba-
bilites. Sans doutc, il serait le mciileur 5si
chaque electeur inscrivait sur son billet, les
noms des candidats, dans I'ordre du me>ite
qgu’il leur attribue. Mais les interets particu-
li*rs et beaucoup de considerations etrangéres
au merite, doivent troubler cet ordre, et faire
placer quelquefois au dernier rang, le canai-
dat le plus redoutable a celui que I'on prefere;
ce qui donne trop davantage aux candidats
d’'unmediocremerite.Aussirexperiencca-t-elle
fait abandonner cemode d’elcction, dans les
etablissemens qui I'avaient adopte.

L 'election ;ila inajorite ahsolue des su (Trages
reunil k la certitudc de n’admettre aucun des
candidats que cetteinajorite rejettercit, 'avan-
tage d'expvhner le plus souvent, le voeu de
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I'assemblee. "Elle coi'ncide toujours avec le
mode preccdent, lorsqu’il n'y a que deux can-
didats. A la veriN;, eile expose & ~inconve-
nient de rendre les elecdons i.iterminables.
Mais I'experience a fait vcir que cet inconve-
ment est nul, et que le desir general dcmettre
lin aux elecdons, reunit bient6t la majorite
des sullrages sur un des candidats.

Le choix entre plusieurs proposidons re-
latives au meme objet, semble devoir etre
assujed aux meines regles™ que I'election entre
plusieurs candidats. Mais il existe entre ces
deux cas, cette difference, savoir, que le
merite d'un candidat n’exclut point celui de
ses concurrcns; au lieu que s. les proposi-
tions entre lesquelies il faut choisir, sont
contraires , la verite de I'une exclut la verite
des autres. Voic- comine on doit alors en-
visager la question.

Donnons a chaque votant, uno urne qu>
rcnferme un nombre infini de boules; et sup-
posons qu'il les distribue sur les diverses pro-
positions, en raison des probabildjs respec-
tives qu'il leur attribue. Il est clair que le
nombre total des boules, exprimant la cer-
titude, et le votant etant par I'hypothese,
assure que l'une des proposidons doit h'tre
vraie; il repardra ce nombre en entier, sur
les proposidons. Le probleme se reduit donc
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a determinerles combinaisons dans lesquelles
les boules seront repar+ies, de maniere qu'il
y en ait plus sur la premiere proposilion du
billel, que sur la seconde; pius sur la seconde
gue sur la troisieme, etc.; & faire les sommes
de tous les nombres de boules, relatifs a
chaque proposilion dans ces diverses combi-
naisons ; et a diviser cette somme, par le
nombre des combinaisons : les quotiens se-
ront les nombres de boules, que I'on doit
attrihuer aux propositions sur un billet quel-
conque. On trouve par fanalyse, qu'en par-
tant de la derniere proposilion, pour remonter
& la premiere; ces quotiens sont entre eux,
comme les quantites sui nntes : i° Funite
ciivisee par le nombre des propos.ucns; 20la
guantne precedente augmentee de Funite d:~
visee par le nombre des propositions moins
une; 5° cette seconde quantite augmentee de
Funite divisee par le hombre des propositions
moins deux; et ainsidu reste. On ecrira donc
sur chaque billet, ces quantites & cole des
propositions correspondantes; et en ajoutant
les quantites relatives a chaque proposition,
sur les divers billets; les sommes indiqueront
par leur grandeur, I'ordre de preference que
Fassemblee donne & ces propositions.
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Des Lois de la Probabilite, qui resultent
de la multiplication indefinie des eve-
nemens.

Au milieudes causes variables et inconnues
gae nous comprenons sous le nom de ha-
sard, et qui rendent incertaine et irreguliere,
la marche des evenemens; on voit naitre u
mesure qu'ils se multiplient, une icgularite
frappante qui semble tenir & un dessein, et
gque Fon a consideree comme une preuve de
la providence qui gouverne le monde. Mais
en y reflechissant, on reconnait bientét que
cette regularite n’est que le developpement
des possibilites respccLivcs des evenemons
simples, qui doivent se présenlcr plus sou-
vent, lorsqu’ils sont plus probables. Conce-
vons, par exemple, une urne qui renferme
des boules blanchcs et des boules noires et
supposons qu'a ebaque fois que I'on cn lire
une boule, on la remetle dans I'urne pour
proceder 4un nouveau tiragc. Le rapport du
nombre des boules blanchcs extraites, au
nombre des boules noires extiailcs, sera le
plus souvent tres-irregulier dans les premiers
tirages; mais les causes variables de cette
irregularite, produisent des ellets alternative-
ment favorables et contraires & la marche
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reguliere des evenemens, ct qui se delrui-
santmutuellcment dans I'ensemble d'un grand
nombre de tirages, krssent de plus en plus
apercevoir le rapporl des boules blanches aux
boules noires conlenues dans I'urne, ou les
possibib Lesrespccti /es d’en exlraire une boule
blanche et une boule noire a chaque tirage.
De l& resulte le theoreine suivant.

La probabihie que le rapport du nombre
des boules blanches extraites , au nombre
total des boules sorties, ne s’ecarte pas de la
possibiiilc d'extiaire une boule blanche &
chaque tirage, au-dela d'un intervalle donne,
approche indefiniment de la cenitude, pai’
la mullipl’cation indeiinie des erenemens,
quelque petit que I'on suppose cet intervalle.

Cc iheoreme indique par le bon sens, elait
difficile a demontrer par l'analyse: Aussi l'il-
luslre geomelre Jacques BernoulF qui s’en est
occupe le premier, attachait- une grande
importance a la demonstration gu'il en a don-
nee. Le calcul des Fonctions generatrices, ap-
plique & cet objel, non-seulement demontre
avec facihle ce theoremc j. mais de plus il
donne la probabilite que le rapport des evene-
mens observes, ne s'ecarte que dans certaines
iimites, du yrai rapport de leurs possibilites
respectives.

On peut tirer du iheoreme precedent, cette
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eonsequence qui doit etre regardee comme
une loi,generale, savoir, que les rapports des
effets de la nature, sont a fort peu pres cons-
tans, quand ces effets sont consideresen grand
nombre. Aarsi, malgre ja voricie des' annces,
la somrne des productions pendant un nombre
dannees, considerable , est sensiblement la
meme; ensoidc que 1’homme, par une ulile
prevoyance, peut se mettre a Fabri de Firrégu-
larile des saisons, en repandant egaleinent sur
tous les tenqgas, les biens que la nature disin-
bue d’'une maniere inegale. Je n'excepte pas
de la loi preeedente, les effets dus aux causes
morales Le rapport des naissances annuelles
a la population, et celui des mariages aux
naissances, n'eprouvent que dc tres-petites
vanations: a Paris, le nombre des naissances
annuelles a toujours eie le nieme & peu pres;
et j'ai oui dire qu'a la poste, dans les lemps
oruina.res, le nombre des lellres mises au
rebut par les defauts des adresses, change peu
chaque annec.

Il suit cncore de ce theoreme, que dans
une serie d’evenemens, mdefiniment prolon-
gee, l'action des causes regulieres et cons-
tantes doit I'empoiter & la longue, sur celle
des causes irreguh ses. C'est ce qui rend les
gains des loteries, aussi cerlains que les pro-
duits de fagriculture, les chances qu’elles se
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reservent,leur assurant un benefice dausl’en-
semble d'un grand nombre de mises, Ainsi
des chances favorables et nombreuses etant
constamment attachees a I'observation des
prineipes eierneis de raison , de justice et
d’humanite, qui fondent et mainliennent les
societes; il y a un grand avantage a se con-
fonner a ces prineipes, et de graves incon-
veniens & s'en ecarler. Que I'on consulte les
histoires et sa propre experience; ony verra
tous les laits venir a I'appui de ceresultatdu
calcul. Considerez les avantages que la bonne-
foi a procures aux gouvernemens qui en ont
fait la base de leur condmte, et comme ils
ont ¢ce dedommages des sacrifices qu'a pu
leur couter.une scrupuleuse exactimded tenir
leurs promesses : quel immense credit au de-
dans! quelle preponderance au dehors! Yoyez
au contraire, dans quel abime de malheurs ,
les peuples ont ete souvent preeipiles par
I'ambi: ion et la perfidie de leurs chefs. Toutes
les fois qu’'une grande puissance enivree de
I'amour des conquetes, aspire dla dominaLion
universelle; le Sentiment de I'independance
produit entre les nations njustement atta-
quees, une coaliUon dont eile devienl presque
toujours la victime. Pareillement, au milieu
des causes variables qui.elendent ou res-
serrent les divers etats; les limites naturelles,
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en agissant comme causes constantes, doivenl
finii par preyaloir. Il importe donc & ta stabi-
lite comme au bonheur des empires, de ne
pas les ‘'tendrc au-deta de ces iimites dans
lesquelles ils sont ramenes sans cesse par
Paction de ces causes ; ainsi que les eaux des
raers, soulevees par de violentes lempetes,
retombent dans leurs bassins par la pesanteur.
C'est encore un resultat du calcul des proba-
bilites , conlinnd par de nombreuses et fu-
nestes experiences. L’histoire traitee sous le
point de vue de Pinfluence des causes cons-
tantes, unirait a Pinteret de la curiosite, celui
d'offrir aux horames, les plus utiles leeons.
Quelquefois on attribue les eifets inevitables
de ces causes, a des circonstances acciden-
telles qui.n’ont fait que d¢yelopper leur action.
11 est, par cxemplc, contre la nature des
choscs, qu'un peuple soit a jamais gouverne
par un autre, gu’'un« vaste mer ou une grande
dislance en separe. On peut affirmer qu’a la
longue, cette cause constante se joignant sans
cesse aux causes variables qui agissent dans
le meme sens , et que la suite des temps de-
veloppe, finira par en trouver d’assez fortes
pour rendre au peuple -soumis, son indepen-
dance naturelle, ou pour le reun-r i un etat
puissant qu; lui soit coutigu.

Dans un grand nombre de cas, et ce sont

7
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les plus importans de Fanalyse des liasards,
les possibilites des evenemens simples sont
inconnues, et nous sommes reduits a cher-
eher dans les evenemens passes , des indices
gui puissent nous guider dans nosconjectures
sur les causes dont ils dipendent. En appli-
guant Fanalyse des fonclions géneratrices, au
principe expose ci-devant, sur la probabilite
des causes, tiree des evenemens observes;
on est conduit autheoreme suivant.

Lorsqu’un evenement simple ou compose
de plus:eurs evenemens simples, tel qu’une
partie de jeu, a ete repete un grand nombre
de fois;les possiljilites des evenemens simples,
qui rendeni ce que l'on a observe, le plus
probable, sont celles que Fobscrvation in-
dique avec le plus de vraisemblance : a me-
sure que Fevenement observe serepéte, cette
vraisemblance augmente et linirait par se
confondre avec la certitude, sile nombre des
repetitions devenait inlinb

11y aici deux sortes dapproximalions;
I'une d'elles est relative aux limiLes prises de
part et d’'autre, des possibilites qui donnent
au passe, le plus de vraisemblance : l'autre
approximation se rapporte a la probabilite
que ces possibilites tombent dans ces limites,
La repetition de Fevencment compose accroit
de plus en plus cette probabilite, les limiLes
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restant les memes . elle resscrre de plus en
plus Fintervalle de ces liimies, Ja probabilite
restant la meme : dans l'infini cet intervalla
devient nul, et la probabilite se change en
certitude.

Si Fon applique ce theoremeau rapport
des naissances des gareons & cellcs des filles,
obscrve dans les d'verscs parlies de TEuropei
on trouye que ce rapport partout a peu pres
egal & cclui de 22 4 21, indique avec une ex-
treme pronabilite, une plus grande facilite
dans les naissances des gareons. En consi-
derant ensuiie qu'il est le meme a Psaples qu'a
Potersbourg, on verra qu'a cet egard, Fin-
fluence du ciimat est insensible. Oll paut donc
soupeonner conlre I'opinion commune, que
cette superiorite des naissances masculines
subsiste dans Forient meme. J’avais en con-
sequence invite les savans franeais envojes
en Egypte, 4 s'occuper de cette question in-
teressante; mais la difliculte dolitenir des
renseignemens precis sur les naissances, ne
leur a pas perrnis de la resoudre.

Le rapport des naissances des gareons &
celles des dlles, differant tres-peu de I'unite;
des nombres meme assez grands de naissances
observees dans un lieu, pourraient offiir &
cet egard, un resultat conLrairc a la loi ge-
nerale, sans que Fon lat en dro't d’en conclare

7.
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gue cette loi n'y existe pas. Pour tircr cette
consequence, ii faut employer de tres-grands
nombrev, et s'assurer qu'elle est indiquee
ayec une grande probabilite. Buffun eite, par
exemple, dans son Arithmetique politique,
plusieurs communes de Bourgogne, ol les
naissances des filles ont surpassc celles des
gareons. Parmi ces communes, celle de Car-
celle-Ic-Grignonpresente sur 2009 naissances
pendant cing annees, 1026 filles et 985 gar-
eons. Quoique ces nombres soient conside-
rables , cependant ils n’'indiqucnt une plus
grande possibiliLe dans les naissances des filles,
gu’avec la probabilite et cette probabilite
plus petite que celle de ne pas arnener croix
qualre fois de suite, au jeu de croix etpile,
n’est pas siffisante pour rechereher la cause
de cette anomal e qui, selon toute vraisem-
blance, disparaitrait, si Fon suivait pendant
un siccle, les naissances dans ceite commune

Les registres des naissances, que Fon tient
avec soin pour assurer l'etat des ciioyens,
peuyent servir & determiner la population
d'un grand empire, sans recourir au denom-
brement de ses habitans, Operation penible
et diificile & faire avec exactitude Mais il faut
pour cela, connaitre le rapport de la popu-
lation aux naissances annuelles Le moyen
dy parvenir, le plus precis, consiste i° k
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cliojsir (kris empire, des departemens dis-
tribues d'une maniere a peu pres egale sur
toute sa surface, afin de rendre le résultat
general, independant des circonstanccs lo-
cales* 2° a denombrer avec soin, pour une
epogque donnee, les habitans de plus>eurs com-
munes dans chacun dc ces departemens; 5° a
determiner par le releve des naissances durant
plusieurs annees qui precedent et suivent cette
epoque, le nombre moycn correspondantdes
naissanccs annuelles. Ce nombre divise par
celui des habitans, donnera le rapport des
naissances annuelles a la population, d'une
maniere dautant plus sure, que le denom-
brement sera plus considerable. Le gouver-
nement convaincu dc l'utilitc d'un semblable
denombrement, a bien voulu en ordonner
I'exccufion, a ma pnere. Dans trente departe-
mens repandus egalement sur toute laFrance,
on a fait choix des communes qui pouvaient
fournir les renseignemens les plus precis. Leurs
denombrcmcens ont donne 2057616 individus
pour la sorame totale de leurs habitans au
20 septembrc 3802. Le releve des naissances
dans ces communes pendantles annees 1800,
1801 et 1802, a donne

Naissances.  Mariages. Deccs,

10512 gargons.  jqqq7 100659 hommes.
105287 fides. 99445 femmes.
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Lc rapport de la population aux naissances
aruiuelles est donc 28 ~ & il est plus grand
guon ne l'avait estime jusqu’le;. £n multi-
puant par ce rapport, le nombre des nais-
sances annuebes en France, on aura la po-
pulalion de ce rojaume. Mais quelle est la
probaniLtr que la population ainsi determi-
nee, ne s'ccartera pas de la veritable, au-dela
d'unc limite donnee ? En resolvant ce pro-
bleme, et appbquantd sasolution,les donnees
precedentes, j'a. trouve que le nornnre des
naissances annuelles en France, etantsuppose
d’un iniHion, ce qui porte sa population a
285J3a845 habitans; il ] a pres de Lrois cent
mille & parier contre un, que Icrreur de ce
rosultat n’esc pas d'un demi-million.

Le rapport des naissances des gareons &
celles des lilles, quoffre le relere precedent,
est celui de 22 a 21; et les mariages sont aux
naissances, comme trois est & quatorze.

A Paris, les baptemes des enfans des deux
sexes s'ecartent un peu du rapport de 22 &
21. Depuio 1745, epoque a laquelle ona com-
mence & dislinguer les sexes sur les registres
des naissances, jusqu’a la fin de 1784, on a
baptise dans cette capitale, 6gSSB6 gareons et
377555 filles. Le rapport de ces deux nombres
est & peu pres celui de 25 & 24; il parait donc
gu’a Paris, unc causc particuliere rapproche
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-elegalne, les baplemes des deux sexes. Si
on uppliquc a cet objet, le calcul des proba-
'ilitesj on trouve qu'il y a 238 & parier contre
un, en 'uveur de I'existcnce de cette cause,
cc qui suflit pour en autoriser la recherche.
En y reflechissant, il m'a paru que la diffe-
rence observee tient hce que les parens de la
Campagne et des provinces, trouvant quel-
gu’'avanlage & retenir pres d'eux les gareons,
en avaient cnvoye a I'hospice des Enfans-
mb'ouves de Paris, moins relativement aux
lillcs, que suivant le rapport des naissances
des «deux sexes. C'est ce que le relcve des
rcgistrcs de cet hospice m’a prouve. Depuis
le commencemcnt de 1745 jusqu’d la fin de
1C09, ily est entre.163499 gareons, etiSgAGE
filles. Le premier de ces nombres n’'excede
que d'un trente-huitieme, le second qu U au-
rait du surpasser au moms d'un vingt-qua-
trieme. Ce qui confirme Pexistence de la cause
assignee, c’cst qu’en n'ayant pomt egard aux
en™ans trouves, le rapport des naissances des
gareons a ccllesdes filles, est & Paris, coimne
dans le reste de la France, celui de 22 a 21.
Laconstancc dela superiorite desnaissances
des gareons sur celles des filles, a Paris et
4 Londres, depuis qu’'on les observe, aparu
a quelgues savans, etre une preuve de la
providencc sans laquelle ils ont pense que les
eauscs irregulieres qui troublent sans cesse
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la marche des evenemens, aurait du plusieurs
Ibis, rendre les naissances annuelles des fxlles,
superieures a celles des gareons.

Ma;is cetle preuve est un nouvcl exemple
de I'abus que Ton a feit si souvent des causes
finales, qui disparaissenl toujourspar un exa-
men approfondi des questions, lorsqu’'on a
les donnees necessaires pour les resoudre.
La constance dont il s'agit, est un resultat
des causes regulieres qui donnentla superio-
rze aux naissances des gareons, et qui I'em-
portent sur les anomalies dues au hasard,
lorsque le nombre des naissances annuelles
est considerable. La rccherche de la proba-
bibLe que cette consLance se maintiendra
pendant un long espuce de temps, appartient
a elelte branche de I'analyse des hasards qui
remonte des evenemens passes, a la proba-
bilite des evenemens futursj et il en resulte
gu'en partant des naissances observees de-
puis jusqu’en 1784 ,il j a pres de quatre
a parier -contre un, qu’'a Paris les naissances
annuelles des gareons surpasseront conslair-
ment pendant un sii-cle, les naissances des
bilesj il n’y a donc aucune raison de s’etonner
gue cela ait eu licu pendant un demi-siecle.

Donnons encore un exemple dudeveloppe”
ment des rappor ts constans que tesevenemens
presentenL, & mesure qu’ils se multipliont.
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Concevons une serie d'urnes disposees circu-
lairement, et renfermant, chacune, un tres-
grand nombre de boules blanches et noires:
Jes rapports des boules blanches aux noires,
dans ces urnes, pouvant etre tres-differensa
lorigine, et lels,par exemple, quefune de ces
urnes ne rcnferme que des boules blanches,
tandis qu’une autrene contientque desboules
noires. Si fon tire une boule de la prenviere
urne, pour la mettre daus la seconde; qua-
pres avoir agiie cette seconde urne, afin de
hien meler la boule ajoutee, avec les autres ,
on en tire une boule pour la mettre dans la
troisieme urne, et ainsi de suite jusqu'a la
dernierc urne dont on extrait une boule, pour
lamettre dans la premicrc, et que fon recom-
mence indefmiment cette serie de Lrages j
fanalyse des probabilites nous montre que
les rapports des boules blanches aux noires,
dans ces urnes, finiront par etre les meines-
et egaux au rapport de la somme de toutes
les boules blanches, a la somme de toutes
les boules no res contenues dans les urnes.
Ainsi par cc mode regulier dc changemcnt,
Ihrregularite primitive de ces rapports, dis-
parait & la longue, pour faire place a I'ordre
le plus simple. Maintenant si entre ces urnes,
on en intcrcale de nouvelies dans lcsquclles
le rappoit de la somme des boules blanches,
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a la somme des boules noires qu'elles eon-
tiennenl, difiere du precedent; en continuant
indefiuiment, sur l'ensemble de ces urnes,
les exlractions que nous yenons dindiquer;
I'ordre simple etabfi dans les anciennes urnes
sera d'abord trouble , et les rapports des
boules btanches aux boules noires devien-
dront i rreguliers ; mais peu & peu, cette irre-
gularitedioparaitrapour faire placet un nouvel
ordre, qui sera enfin celui de regalile des
rapports des boulcs blanches aux boules noires
contenues duns les urnes. On pcut etendrc.
ces resultats, & toutes les comDinulsons de la
nature, dans lesquelles les forces constantes
gui animent les etres dont elles sont formees,
etablissent des modes regul'crs d’aetion et de
ebangement.

Les phenomenes qui semblent le plus de-
pendre du hasard, presentent donc en se
multipliont, une tendance & se rapprochcr
sans cesse, de rapports fixes; de maniere que
si fon coneoit dc part et d'autre de chacun
de ces rapports, un Intervalle aussi petit que
I'on voudra, la probabilue que le resultat
moyen des observations tombe dans cet in-
tervalle, finira par ne differer de la certitude,
gue d’'une guantite au-dessous de toute gran-
deur assignable. On peut ainsi par le calcul
des probabilites, applique & un grana nombre
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d’cbservations, reconnaitre Pexiotence de ces
rapports. Mais avant que d'en rechercher les
causes, il est necessa*re, pour ne points'egarer
dans de vainesspeeulalions,de s’assurer qu'ils
sont indiques avec une probabilite qui ne per-
met point de les regarder comme des anoma-
lies dues au hasard. La theorie des fonctions
generalrioes donne une expression tres-simple
de cette probabilite, que I'on obtient en in-
tegrant le produit de la differentielle de la
guantite dont le resultat deduit d'un grand
nombre dobservations s’eearte de la verite,
par une constante meindre que l'unite, de»
pendante dc la nature du probleme, et elevee
& une puissance dont Pcxposant est le rapport
du carre de cet ecart, au nombre des obser-
valions, L’integrale prise entre des limites
donnees, etdivisce par lameme integrale eten-
due a Pinlini positif et negatif, exprimera la
probabilite que Pecart de la verite, est com-
pris entre ces limites. Telle est la loi generale
de la probabilite des resultats indiques pur un
grand nomnre d observations.

Du Calcul des T’robabilites, applique & la
reclierche des phenomenes et.de leurs
causes.

Les phenomenes de la nature sont le plus
souvent enveloppes de tant de circonstanccs
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etrangeres, un si grand nombre de causes
perturbatrices y melent leur influence ; qu'il
est tres difficile, lorsqu’ils sont fort petils, de
les reconnaitre. On ne peut alorsy parvenir,
gu'en mult pliant les observations ; alin que
les effets eLrangers venant & se déLruire, les
resultats moyensmettent en evidence ces phc s
nomtnes. On coneoit par ce qui precede, que
cela n'a lieu rigoureusement que dans le cas
d’'un nombre infini d'obseryations: dans tout
autre cas, les phenomenes ne sont indiqucs
par les resultats moyens, qu'ayec une proba-
bilite d'autantplus forte, que les observations
sont en plus grand nombre, et dontil imporle
d’appiecier la valeur.

Prenons pour exemple, la Variation d:urne
de la pression de I'almospherc &l’'equaleur ou
eile esi le plus sensible, et le plus facile &'
reconnaitre , les changemcns irreguliers du
barometre y etant plus considerables. On re-
marqua bient6t dans les hauteursqu’ilindique,
une petite oscillation diurne dontlc maximum
a lieu vers neuf heures du malin, et le mi-
nimum vers quatre heures du soir un se-
cond maximum a lieu vers onze heures du
so'- , et le second minimum vers quatre
heures du matin: les oscillations de la nuit
sont moindres que celles du jour, donL I'eten-
due est de deux millimetres. L'inconstance
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de nos climats ifa po:nt deroLe cette Varia-
tion a nos observateurs, quoiqu’elle y soit
moins sensible qu’entre les tropign.es. Enap-
phquant I'analyse des probabilites, aux obser-
vations nombreuses et precises faites par
Raniond, pendant plusieurs annees conse-
cutives; je trouve qu'clles indiquent Fexis-
tence et la quanlite de ce phenomene, de
maniere & ne laisser aucun doute. La periode
de sa Variation etant d'un jour solaire * sa
cause est evidemment la chaleur que le soleil
connnunique aux diverses parties de I'atmos-
phere; quoigu’il soll presqu’impossible d'en
calculer les elicts. Cet astre agitencore par son
altrac'ion, sur ce fluide : il y produit avec la
lune, des oscillations semblables a celles du
flux et dureflux de la mer, oscillations dont
j'ai delcrmine les lois daus la Mecanique ce-
leste , et qui scront, un jour, reconnues par
des obscrvaLions nombreuses faites a Pequa-
teur avec d'excellens barometres.

On peul encore par I'analyse des probabi-
lites, verdier Fexistence ou Pinfluence de cer-
taines causes dont on a cru remarquer Paction
sur les etres organises. De tous les instrumens
gue nous pouvons employer pour connaitre
les agens imperceptibles de la nalure, les plus
sensibles sont les nerls, surtout lorsque des
causes paitieulieres exaltent leur sensibilue
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C'est par leur moyen, qu'on a decouvert la
faibJe electrieili que deyeloppe le contact de
deux metaux heterogenes; ce qui a ouvert
un champ vaste aux recherches des physi-
ciens et des chimistes. Les phenomencs sin-
guliers gm resultent de Fextreme sensibilite
des nerfs dans quelques individus, ont donne
naissance a diverses opinions sur l'existence
d'un nouvel agent que Fon a nomine magne-
lisnte animal, sur l'action du magnetisme
ordinaire etl'fnfiaence du soleil et de la lune,
dans quelques affections neryeusesj enfin sur
ks impressionsque peilt faire naitre la proxi-
mite des metaux ou d'une eau courante. Il
est naturel de penser que Faction de ces causes
est tres-faible, et qu'elle peut etre facilemeut
troublee par un grand nombre de circons-
tances accidentclles. Ainsi, parce qu’elle ne
s’est point manifestee dans quelques cas, on
nedoitpasrejeterson existence. Nous sommes
si eloignes de connaitre tous les agens de la
nature, et leurs divers modes d'action; qu'il
neseraitpasphilosopli‘que denierles pheno-
menes, uniquement parce qu’ils sont inexpli-
cables dans I'etat actuel de nos connaissances.
Seulement, nous devons les examiner avec
une attention d’aulant plus scrupuleusc, gu'il
parait plus dihicile de les admettre; et c’est
ici que le calcul des probabilites dcyient
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indispensable, pour determioer jusqu'a quel
point il laut mukiplier les observations ou les
experiences, afind’obtenir en faveurdesagens
gu’elles indiquent, une probabilite superieure
aux rdsons que Fon peut avob' d'ailleurs, de
ne pas les admeltre.

Le calcul des probabilites peut faire appre-
tier les avantages et les inconveniens des
melhodes employees dans les Sciences con-
jeclurales. Ainsi, pour reconnaitre le meilleur
des traitemens en usage dans la guenson
d'une maladic, il suffitd’eprouver chacund’eux
sur un meme nombre de malades, en rendant
toutes les circonstances parfaitement sem-
blables. La superiorite du traitement le plus
avantageux se manifestcra de plus en plus,
a mesure que ce nombre s'accroitra; et le
calcul fera connaitre la probabilite corres-
pondante de son avantage. Le meme calcul
s’etend encore aux objets de I'bconomie po-
litique, pour laquelle les operations des gou-
vernemens sontautantd’experiencesen grand,
propres a les eclairer sur la conduite gu'ils
doivent tenir dans les cas semblables & ceux
qui se sont dija presentes. Tant de causes
imprevues ou cachees ou inappreciables in-
fluent sur les institutions humaines-, qu’il est
impossible d’er juger & priori, les resultats.
Une longue suite d'experiences developpe les
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effets de ces causes, et indique les moyens
de remedier a ceux qui sont nuisibles. On a
souvent fait & cet egard, des lois sages; mais
parce que I'on avait neghge d'en conscrvcr
les motifs, plusieurs ont ete abrogées comme
inutiles, et il a fallu pour les retablir, que de
facheuses experiences en airnt fait de nou-
veau, scntir le besoin. U est donc bien im-
portant de tenir dans chaque brauche de
I'administration publique, unregistre exactdcs
resultats qu'ont produits les divers moyens
dont on afait usage. Appliquons aux Sciences
politiques et morales, la methode fondee sur
I’observation el le calcul, meihode qui nous
a si heureusement servi dans les Sciences na-
turelles. Ne changeons qu'avcc une circons-
pection extreme, nos aneiennes institutions et
les usages auxquels nos opinions et nos habi-
tudes se sont depuis long-temps pliees, JNous
connaissons bien par I'expérience du passe,
les inconveniens qu'iis presentent; mais nous
ignorons quelle egt I'etendue des maux que
leur changement peut produire.

La consideration des probabilites, etendne
a l'astronomie, peut servir i reconnaitre la
cause des anomalies observees dans les mou-
vcmens cylestes , et a demeler les petites
inegalites enveloppees dans les errcurs dont
les obseryations sont susceptibles. Ce fut cn
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comparant entre elles toutes ses observa-
tions- que Ticho-Braha rcconnut la necessite
d’appliquer & la lune, une equation du temps,
diiferente de celle que I'on appliquait au soleil
et aux planétes. Ce fut encore dans le resultat
d’'observations nombrcuscs, que Mayer apcr-
gut pour la lune, une diminution dans le coef-
ficient de linegalite de la precession, relatif
aux autres corps celestes. Mais comme cette
diminution ne semblait pas resulter de la gra-
yitation universelle; la piupart des astronomes
la negligorent dans leurs calculs. Ayant sou-
mis & l'analyse des probabilites, un grand
nombre d'observations lunaires choisies dans
cette vue, et que Bouvard voulut bien calculer
a ma pricre; eile me parut indiquee avec une
si forte probabiliti, que je crus devoir en
rechcrcher la cause. Je vis bientdt qu'elle ne
pouvait etre que fellipiicite du sphcroi'de ter-
restre, negligee jusqu’alors dans la theorie du
mouvement lunairc, comme ne devantypro-
daire que des termes insensibles : j’en conclus
gue ces termes deviennent sensibles par les
integralions successives des equations diffe-
rentielles. Je determinai donc ces termes par
une anatyse particuliere, et je decouyris d'a-
bord finegalite du mouvement lunaire en la-
titude, qui est proportionnelle au sinus de la
longitude de la lune, et quaucun astronome
8
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n’‘avait encore apereuc. Je reconnus ensuitc
aumoyende cetLe inegalile, que la theoricdc
la pesanteur donne en effet la diminution in-
diquee par Mayer, dans lequalion de la pre-
cession, applicable la lunc La quantite de
celte diminution, et le coefficient de I'inega-
lite precedente en latitude, sont trbs-propres
a fixer I'aplatissement de la terre. Ayant fait
part de mes recherches, a Burg qui s’occu-
pait alors a perfectionner les tables de lalune,
par la comparadson de toutes les bonnes ob-
servalionsjje le priai de determiner avec un
soin particulier, ces deux quantites. Par un
aecord tres-remarquable, les valeurs qu'il a
trouvecs, donnent U la terre, le meme apla-
tissemeat j~ , aplatissement qui difierc peu
du milieu conclu des inesures des degres du
meridien et du pendule; mais qui, yu l'in-
ikience des erreurs des observations et des
causes perturbatrices, sur ccs inesures, ine
parait plus exactement deiermine par ces ine-
galites lunaires.

Le calcul des probabilites m’'a conduit pa-
reiOement k la cause des grandes irregularites
de Jupiter et de Saturne. En comparant les
observationsmodernesaux anciennes, Halle
trouva une ncceleration dans le mouyement
de Jupiter, et un ralentissement dans celui
de Saturne. Pour concilier les observations,
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| assujéfit ccs mouvemens, a deux equations
séculaires dc signes contraires, et eroissantes
comme les carres des tcmps ecoules depuis
1700. Euler et Lagrange soumirent & lana-
lyse, les alterations que deyoit produire dans
ces mouvemens, Fattracdon mutuelle des
deux planetcs. Ilsy trouverent des equations
s”cukures| mais leurs resultats 6taient si dif-
ferens, que Tun d’eux, au moins, devait etre
errone. Je me determinai donc & reprendre
ce probleme 'mportant de la mecanique ce-
leste, et je reconnus l'invariabilite des moyens
mouvemens planelaires ; ce qu: lit disparaitre
les equations seeulairesintroduites par Halley,
dans les tablcs deJupiter et de Saturne. 1l ne
restait ainsi, pour expliquer les grandes irre-
gularims de ces planetes, que les attractions
des comeles auxquelles plusieurs aslronomes
eurent effectivement recours, ou I'existenee
d'une inegalite a longue periode, produite
dans les mouvemens des deux planetes par
Icur action reciproque , et affectée de signes
contraires, pour chacune d’elles. Untheoreme
gue je trouvai sur les inegalites de ce genre,
me rendit cette incgalite, tres-vraisemblable.
Suivant ce theoreme, si le mouvement de
Jupiter s’accelere, celui Je Saturnc se ralentit,
ce qui est deja conformc & ce que Halley
avait remarque; mais de plus, Facceleralioa
8..
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de Jupiter, resultante du meme theurerne?
est au ralentissement de Satume, & tres-peu
pres dans le rapport des equations seculaires
proposees par llalley. En considerant les
moyens mouvemens deJupiter et de Saturne ,
il me fut aise de reconnaltrc que deux Ibis
celui de Jupiter, ne surpasse que dunetrts-
petite quantite, cing fois celu' de Saturnc-
La periode d'une inegalite qui aurait cet ar-
gument, serait d’environ neuf siecles. A la
verite, son coefficient serait de l'ordre des
cubes des excentricites des orbites; mai> je
savais qu’'en vertu des integiations succes-
sives, il acquiert pour diviseur, le carre du
tres-petit mulLiplicateur du temps dans l'ar-
gument de cette inegalite, ce qui peut lui
donner une grande valeur; il me parut donc
tres-probable que celLte inegalite a lieu. La
remarque suivante accrut encorc sa proba-
bilite. En supposant son argument nul, vers
I’epoque des observations de Ticho-Brabe; je
vis que lalley avait du trouver par la com-
paraison des observations modernes aux an-
ciennes, les alterations qu’il avait indiquees;
tandis que la comparaison des observations
modernes entre eiles, devait offrir des alte-
rations contraires, et pareilles & celles qu«
Lambertavail eonclues de cette comparaisor,
L 'existence de cette inegalite me parut done
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extremement vraisetnblable, et je n’hesilai
point a entreprendre-le calcul long et penible,
necessaire pour m’'en assurer Elle fut entie-
rement confirmee par le resultat de ce calcul
qui, de plus, mefit connaitre ungrandnombre
d'autree inegalites dont I'ensemble a porte les
tables de Jupiter et de Saturne, & la precision
des onservations Rieraes.

Ce fut encore au moyen du calcul des pro-
babuites, que je reconnusla loi remarquable
des mouvemens moyens des trois premiers
sateliites de Jupiter, suivant laquelle la lon-
gitude moyenne du premier, moins trois fois
celle du second, plus deux fois celle du troi-
sieme est rigoureusement egale & la demi-
circonfei ence. L’approximation avec laquelle
les moyens mouvemens de ces astres satisfont
& cette loi depuis leur decouverte, indiquait
son existence avec une vraisemblance ex-
treme; j’en cherchai donc la cause, dans l'ac-
tion mutuelle de ces trois corps. L’examen
approfondi de cette ac lon, me fit yoir quiil
a snffi qu'a forigine , les rapports de leurs
moyens mouvemens aient approche de cette
loi, dans ccrtaines iimifes, pour que leur ac-
tion mutuelle l'ait etablie et la maintienne en
rigueur.

Onvoit par 14, combien J faut etre attentif
aux indieations de la nature, lorsqu’elles sont
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le resultat d’'un grand nombre d’observations;
gnoique dailleurs, eiles soient inexphcablos
par les moyens connus. L’extreme diiTiculte
des problemes relatifs au Systeme du monde,
a force les geometres de recourir a des ap-
proximations qui laissent toujours a craindrc
gue les quantites negligees n’aient une in-
fluence sensible. Lorsqu'ils ont ete' avertis de
cette influence, par les observatiuns: ils sont
revenus sur leur analyse : en la recl'flant,
ils ont toujours retrouve la cause des anoma-
lies observees; ils en ont determine les lois,
et souvent, ils ont devance I'observation, en
decouvrant des inegalites qu’elle n’avi'it pas
encore md'quees. Ainsi I'on peut ddre que la
nature elle-meme a concouru a la pcrfection
des iheories fondees sur le principe de la pe-
santeur universelle; et c'est, & mon sens,
une des plus fortes preuyes de la vcirite de ce
principe admirabie.

Lun des plieiiomenes les plus remarquables
du Systeme du monde, est celui de lous les
mouvemens de rotaiion et de revolulion des
planetes et des satelliies, dans le sens de la
rotation du soleil, et a peu pres dans le plan
de son cquateur. Clnphenomene aussi remar-
qguable n'cst point I'effet du hasard:il indique
une cause generale qui a ‘determine tous ces
mouvemens. Pour avoir la probabiiite avee
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laquelle cette cause est indiquee- nous obser-
verons que le Systeme planetarne tel que nous
le connaissons aujourd’hui , est compose
d'onze planetes et de dix-huit sateliites. On a
reconnu les mouvemens de rotation du soleil,
de six planetes, des sateliites de Jupiter, de
I'anneau de Saturne, et d’'un de ses sateliites.
Ces mouvemens forment avec ceux de revo-
lution, un ensemole de quarante-trois mou-
vemens diriges dans le meme sens ; or on
trouvc par Fanalyse des probabilites, quily a
plus de qualre mille milliards & parier contre
un, que cette disposition n’'est pas I'effet du
hasard ¢ ce qui forme une probabilite bien
superieure & cellc des evenemens historiques
sur lesquels on ne se pennet aucun doute.
Nous devons donc croirc, au moins avec la
meme confiance, qu'une cause primitive a
dirige les mouvemens planctaires; surlout si
nous considerons que Finclinaison du plus
grand nombre de ces mouvemens a l'equateur
solaire, est fort petitc

Un autre phenomene cgalement remar-
guable du Systeme solaire,est le peu d’excen-
tricite des orbes des planetes et des sateliites,
tandis que ceux des comelcs sont tr*s-alonges
les orbes de ce Systeme n'offrant point de
nuances intermediaires entre une grande-'et
une pelite excentricite. Nous sommes encore
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forces de reconnaitre ici I'effet d’'une cause
reguliere : le hasard n'eut point donne une
forme presque circulaire aux orbes de toutes
les planetes et de leurs satcllites ; d estdonc
necessaire que la causq qui a determine les
mouvemens de ces corps, les alL rendus
presque circulaires. Il faut encore que les
grandes excentricites des orbes des cometes
resultent de I'existence de cette cause, sans
gu’elle ait influe sur les aireclions de leurs
mouvemens; car on trouve qu'il y a presque
autant de cometes retrogrades, que de co-
metes directes, et que I'inclmaison moyenne
de tous leurs orbes, approche tres-pres d'un
demi -angle droit, comme cela doit etre, si
ces corps ont ete lances au hasard.

Quelle que soit la nature de la cause dont
il s’agit; puisqu’elle a prodmt ou dirige les
mouvemens des planetes, il faut qu’elle ait
embrasse tous ces corps; et vu les distances
qui les separent, eile ne pexit avoir ele qu'un
fluide d'une immense etendue. pour leur avoir
donne dans le meme sens, un mouvement
presque circulaire autour du soleil, il faut
gue ce fluide ait environne cet astre, comme
une atmosphere. La consideradon des mou-
vemens planetaires nous conduit donc & pen-
ser qu'en vertu dune chaleur excessive,
I'atmosphere du soleil s’est priiridvement
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etendue au-deld des orbes de toutes les pla-
netcs , et quelle slest retiree successivement
jusgu’a ses limites actuelles.

Dans Fetat primitif od nous supposons le
soleil, il ressemblait aux nebuleuses que le
telescope nous montrecomposees d’'un noyau
plus ou moins brillant, entoure d’ane nebu-
losité qui, en sc condensant & la surtace du
noyau,doitle transfbrmer, un jour, en etoile.
Si I'on coneoit par analogie, toutes les etoiles
formees de cette maniere; on peut imaginer
leur etat anterieur de nebulosite, precede tui-
meme par d autres etats dans lesquels la ma-
tiere nebuleuse etait de plus en plus diffuse,
le noyau etant de moins en moins lumineux
et dense. On arrive ainsi, en remontant aussi
loin qu'il est possible, & une nebulosite telle-
ment diffuse, que Fon pourrait h peine en
soupeonner Fexistence.

Tel est, en effet, le premier etat des ne-
bulcuses que Herschel a observees avec un
soin particulier, au moyen de ses pmssans
telescopes, et dans lesquelles il a suivi les
progrcsdctacondensation, nonsur une seule,
ces progres ne pouvant devenir sensibles pour
nous, qu’apres des siecles, mais sur leur en-
semble; a peu pres comme on peut dans une
vaste foret, suivre Faccroissement des arbres
sur les indbddus de divers ages, qu'elle-
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renferme. Il ad’abord observe la matidre nebu-
leuse repandue en amas divers, dans les
differentes parties du ciel dont eile occupe
unc grande etendue. Il a yu dans quclques-
uns de ces amas, cette motiere faiblement
condensee autour d'un ou de plusieurs noyaux
peu brillans. Dans d’autres nebuleuses, ces
no}raux brillent davantage, relalivement & la
nebulosile qui les cnvironne. Les atmospheres
de chaque noyau, venant a se separer par
une condensation ultericure, il en resulte des
nebuleuses multiples formees de noyaux bril-
lans tres-voisins, et environnes, cliacun,
d'une atmosphere : quelquefois, la matiere
nebuleuse en se condensant d'une maniere
uniforme, a produit les nebuleuses que I'on
nomme Yylanetaires. Enlin, un plus grand
degre de condensation transforme toutes ces
nebuleuses, en etoiles. Les nebuleuses classees
d'apres cette vue piiilosoplnque , indiquent
avec une extreme vraisemblance, leur Lrans-
forrnation future en etoiles, ctl'etat antdiieur
de nebulos'tc, des etoiles existantes. Les con-
siderations suivantes viennent & l'appui des
preuves tirces de ces analogies.

Depuis long-temps, la disposition particu-
iere de quelques etoiles visibles & la vue
simple, a frappe des observateurspiiilosophes.
MiLchcl a deju remargue combien il est peu
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probable que les etones des Pleiades, par
exernple, aient ete rcsserrees dans I'espace
etroit qui les rcnferme, par les seules chances
da hasard; et il en a conclu que ce groupe
d’etoues, et les groupes semblables que le
ciel nous presente, sont les effels d'une cause
primitive, ou d'une loi generale de lanature.
Ces groupes sont un resultat necessaire de
la condensation des nebuleuses a plusieurs
noyaux; car il est visible que la mauere ne-
buleusc etant sanscesse attirce par ces noyaux
divers ; ils doivent former & la longue un
groupe d'etoilcs, pareild celui desPleiades.La
condensation des nebuleuses & deux noyaux
forme semblablement des etoiles tres-rappro-
chees tournant I'une autour de lautre., pa-
reilles & celles dont Herscbcl a deja considere
les mouvemens respcctifs. Teiles sont encore
la soixante-unieme du Cygne et sa suivante,
dans lesquelles Besscl vient de reconnaitre
des mouvemens propres, si consideiables et
si peu differens, que la proximite de ces astres
enlre eux, et leur mouvement autour de leur
centrc commun de gravite, ne doivent laisser
aucun doute. Ainsi, I'on descend par les pro-
gres de condensation de la mati.ire nebuleuse,
& la consideration du sole'il environnc autre -
fois d'une vaste atmosphere, consideration &
laguelle on remonte, comme on l'a vu, par
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I'examen des phenomenes du Systeme solaire.
Une rencontre aussi remarquable donne &
I'existence de cet etat anlerieur du soleil, une
probabiiite fort approchante de la certitude.

Ma.s comment l'atmosphere solane a-t-
eile determine les mouvemens de rotation et
de revolulion des planetes et des satellites ?
Si ces corps avaient penetre profondement
dans cette atmosphere, sa resistance les au-
rait fait tomber sur le soleil; on est donc con-
duita croire avec beaucoup devraisemblance,
gue les planetes ont eteformees aux limites
successives de l'atmospbere solaire qui en
se resserrant par le refroidissement, a du
abandonncr dans le plan de son equateur, des
zones de vapeurs, que l'attraction matuelle
de leurs molecules a changees en divers
spheroi'des.

J'ai deyeloppe avec etendue, dans mon
Exposition du Systeme du Monde, cette hy-
pothese qui me parait satisfaire k tous les
phenomenes que ce Systeme nous presente.

Dans cette hypothese, les cometes sont
etrangeres au Systeme planetaire. En atta-
cliant leur foi'mation, a celle des nebuleuses;
on peut les regarder comme de petites ne-
buleuses & noyaux, errantes de systemes en
systemes solaires, etformees par la conden-
sation de la matiere nebuieuse repandue avcc
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tani de profusion dans l'univers. Les cometes
seraient ainsi par rapport a notre Systeme, ce
guelesaerolithes sont relativement a la terre,
n laquelle ils paraissent elrangers. Lorsque
ces astres deviennent visibles pour nous, ils
oflrcnt une resscmblance si parfane avec les
nebuleuses, qu’on les confond souvent avec
eiles; et cc n'esl que par leur mouvement,
ou par la connaissance de toutes les nebu-
leuses renfermees dans la partie du ciel ou
ils se montrent, qu'on parvient & les en distin-
guer. Cette supposi'ion explique d’'une maniere
heureuse, la grande extension que prennent
les tetes et les queues des cometcs, a mesure
gu’elles approclient du soleil, et Pextreme
rareL6 de ces queues qui malgre leur immense
profondeur, n'affaiblissent point scnsiblcment
Peclal des etoiles que I'on voit & travers.

.Lorsque de peLites nebuleuses parviennent
dans la partie de I'espace oii l'attraction du
soleil est predominanle, et que nous nomme-
rons 'sphere d'activic de cet astre- il les force
a decrire des orbes elliptiques ou hyperbo-
liques. Mais leur vitesse etant egalement pos-
sible suivant toutes lesdircctions, ellcsdoivent
se mouvoir indifferemment dans tous les sens
et sous toutes les inclinaisons r I'ecliptiaue;
ce qui est conlbrme a ce que I'on observe.

La grande excenli icitédes orbes cometaires,
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re'sulte encore de I'hnypothese preccdente. En
eilet, si ces orbes sont elliptiques, ils sont
tres-alonges; puisque leuis grands axes sont
au moins egaux au rayon de Lasphere d'acti-
vite du soleil. Mais ces orbes pcuvenl etre
hyperboliques, et si les axes de ces hyper-
boles ne sont pas tres-grands par rapport &
la moyenne distance du soleil & la terre, le
mouvement des cometes qui les decrivent,
paraitra sensiblemcnt byperbolique. Cepen-
dant sur cent cometes dorn on a deja les ele-
mens, aucune n'a paru se mouvoir dans une
hyperbole; il faut donc que les cliances qui
donnent une hyperbole sens'ble, soient extre-
mement rares par rapport aux chances con-
traires.

fes cometes sont si petites, que pour de-
venir visibles, leur distance peribelie doit etre
peu considerable. Jusqu’'a piesent cette dis-
tance n’a surpasse que deux fois, le diametre
de l'orbe terrestre, et le plus souvent, eile
a Cte au-dessous du rayon de cet orbe. On
coneoit que pour upprocher si pres du soleil,
leur vitessc au moment de leur entree dans
sa sphere d'activite, doit avoir une grandeur
et une direction, comprises dans d'etroites
hmiles. En determinant par I'analyse des pro-
banilitls, le rapport des chances qui dans ces
limites, donnent une hyperbole sensible, aux
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eliances qui donnenl un orbe que Fon puisse
confondre avec une parabole; j>i trouve qu'il
y asix mille au moins, a parier contre Funite,
gu’une nebuleuse qui pdnetre dans la sphere
d’activite du soleil, de maniere apouvoir etre
observee, deerira ou une ellipse tres-alongee,
ou une hjgicrboie qui par la grandeur de son
axe, se confondra sensiblement avec une pa-
rabole, dans la partie que Fon observe; il n'est
donc pas surprenant que jusqu’ici, Fon n’ait
point reconnu de mouvemens byperboliques.

L 'attraction des planetes, et peut-etre en-
core la resistance des milieux ethere's, a du
cbanger plusieurs orbes cometaires, dans des
ellipses dont le grand axe est moindre que le
rayon de la sphere d'activite du soleil; ce qui
augmente les chances des orbes elliptiques.
On peut croire que ce changement a eu lieu
pour la comete de 1682, la seule dont on ait
jusqu’a present, determine la revolution.

Des miheux qu’il faut cholsir entre les

resultats d’un grand nombre d’observa-
tions.

La recherche de ces miiieux est tres-im-
portante dans la philosophie naturelle; et
I’'analyse qu’elle exige, est la plus delicate
et la plus epineusc de toute la theorie des
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probabilnes. Les obscrvalions et les expe-
riences les plus precises sont toujours sujettes
& des erreurs qui uifluent sur la valeur des
elemens que Fon veut en deduire. Pour faire
disparaitre ces erreurs, autant gr’il est pos-
sidle, en les dctruisant les unes par les aulres;
on muldplie les obscrvalions dont le resultat
moyen est dautant plus exact, que leur
nombre est plus conaiderablc. Mais quelle est
la maniere la plus avantageuse de former ce
resultat moyen? De quelle erreur ce resultat
est-il encore susceptible? C’est ce que lI'ana-
lyse des probabilites peut seule faire con-
naitre; et voici ce qu’elle nous apprend.
Pour fixer les idees, supposons que l'on
cherche & determiner par Fobscrvation , la
grandeur apparente d'un dioque vu d'une dis -
tance donnee. Si Fon a pris un grand nombre
de mesures du disque avec des mstrumens
semblables, et & une meine dislancc de ce
disque; on aura sa grandeur moycnne appa-
rentc, en divisant la somme de toutes les
mesures partielles, par le nombre de ces me-
sures. Pour avoir I'crreur moyenne acraindre
en plus ou en moins, sur ce i isultat; nous
observerons que cette erreur est la sonnne
des produits de chaque erreur possible, par
sa probabilite. Une erreur, soit positive, soit
negative, devant etre considerce comme une
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pcrte au jcu, ondciteyaluerPcrreur moyenne,
commc 011 eyalucrah une perte moyenne. En
determinant par l'analyse des fonctions gene-
ratrices , l'expression de cette errcur; on
trouve qu’elle a pour facteur, une quantite
dencndante de la toi de probabiiite dcserreurs
dc cliaqucmesurc. Cette loi nous est mconnue:
seulcmcent, il est naturel d’'admettre que les
errcurs negatives sont aussi probables que les
positives pil scmble donc impossible d’evaluer
cette errcur moyenne Mais en determinant
par la nieme analyse, la somme des carres
des erreurs des observalions; jai reconnu
gu’'ellc ale mérae facteur, De la, mi conclu la
regle surmante.

Si I'on prend les diflerences entre Ic resultat
moyen dc toutes les mcsures, et chacune,
d’cllcs ; Uerrcur moyenne ii craindie en plus
Oou en moins sur ce resultat, est unefraction
dont le numcratcur est la racine carree de la
somme des carres de ces differences, et dont
le denominateur est le produit du nombre des
mesures, par la racine carree du rapport de
la circonfercnce au rayon.

On a ainsi le resultat moyen le plus ayan-
tagcux, et I'on peut en apprecier I'exactitude.
Pour rapporter ensuitc ce resultat, ii la dis-
lancc donneej il suffit de le mulliplier par

9



130 ESSAI PHILOSOPH!QUE

le rapport inverse de cette distance, & celle
d’'ou les mesures ont ete prises.

Supposons maintenant que I'on ait pris ces
mesures, a differentes distances; et que Fon
veuille toujours enconclure la grandeur appa-
rentc du disque vu d'une distance donnee.
Il est clair que Ferreur de chaque observauon
aura d'autant moins d'inlluence, que Fobser-
vation aura ete faite plus pres du disque; il est
encore facile de voir que chaaue mesure ob-
servec, moins son erreur, doit etre egale & la
grandeur que l'on cherclie, mullipliee par le
rapport de la distance donnee, & la distance
d’ol la mesure a ete prise. En considerant la
grandeur cherchee, comme une inconnue,
chaque mesure observec donncra une equation
du premier degre dont le premier membre
scra le produit de Finconnue, par ce rapport;
et dont le second membre sera la mesure ob-
servee, moins son erreur. Si Ton ajoute toutes
ces equations, leur ensemble formera une
equation finale qui, en supposant nulle, la
somme des erreurs de toutesjes observations,
donncra une valeur de Finconnue, & laquelle
toutes les observations auront concouru, et
qui par l&, doit avoir une grande preeision.
C'est la regle que l'on suit communemenl;
mais eile ne donne pas le resullat le plus
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avantageux, celui qui ne laisse & craindre
que lapluspeLileerreur moyenne. Pourayoir
ce resuhat, on doit observer que toutes les
manieres possibles de comoincr les equations
precedentes, afin d'obtenir une equation finale
du premier degre, qui determine Fmconnue ,
reviennent a les mulliplier, chacune, par un
facteur, et a& les ajouter ensuite sans avoir
Ogard aux erreurs des observations. En pre-
nant donc pour ces facteurs, des conslantcs
arbitraires, et cherchant Fexpression analy-
tjque de I'erreur moyenne du resultat donne
par Fequation finale™ il faut determiner les
conslantes, ensorte que cette erreur soit un
mini/nuni. On trouve alors que chaque cons-
tante est egale au eoefneient de Finconnue,
dans Fequation partielle qu’elle multiplie; la
valeur de Uuconnue, donnee par Fequation
finale, est ainsi exprimee par une fraction qui
a pour numerateur, la somme des produits
du coelFicient de Finconnue dans chaque
equation partielle, par la mesure observec
correspondante 5 et pour denominateur, la
somme des carres de tous ces coefliciens. Si
Fon prend ensuite les differences entre les
mesurcs observees, ct les produiis succes-
sifs de ce resultat par les. coefficiens de Fincon-
nue dans les equations partielles m Ferreur
xnoyenne qu'il laisse encore a craindre, sera

9..
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la racine carree d'unc lraction dont le mime*
ratcur est la sommc des carres de ces dille-
rences, et dont le denominateur est le produit
de ces trois quanui.es, savoir, le nombre des
observations, la somme des carres des cocf-
ficiens de I'inconnue, dans les equations par-
tielles, et la circonference dont le rayon est
I'unite.

Il est facile de voir que si Ton eleve au
carre, i’expression de I'erreur de chaque me-
surc, tiree de I'equation partielle correspon-
dantc; si Ton rend ensuite, un minimum,
la somme de ces carres, en y faisant varier
I'inconnue; I'equation du minimum donnera
pour cette inconnue,la valeur precedente.

Dans un grand nombre de cas, et specia-
lemcnt en astronomie, les elemens que Fon
vcut determiner, sont deja connus a fort peu
pres, et n‘ont besoin que de legeres corrcc-
tions que I'on cberche & obtenir par des ob-
servations nombreuses et precises.Pour cela,
on regarde chaque observation, corame une
fonction des elemens. En substituant dans
cette fonction, la valeur approchee de chaque
element, plus sa correction consideree comine
une inconnue; endeveloppant ensuite, lafonc-
tion, dans une serie ordonnee par rapport
aux puissances et aux produits de ces incon-
nues , et negligeant, vu leur petilesse, les
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carrrs et ces produits; enfin, en egalant la
serie, i Fobservation diminuee de son errcur;
on forme une equation du premier degre entre
ces inconnues. C'cst ce que Fon nomme equa-
tion de condiiion. On combine ensuite ces
equations de condition, de maniere & les re-
duire & un nombre d’equations finales, egal
a celui des inconnues. La resoluLion de ces
".qualions donne les valeurs des inconnues,
ou les corrections des divers elemcns.

La maniere la plus generale de former ces
equations finales, consiste & mulliplier eba-
cune des equations de condition, par un fac-
Leur indetermini : la sommc de ces produits,
eny supposant nul, tout ce qui est relalfi'aux
erreurs des observations, donnera une pre-
miere equation finale. Un second Systeme de
facteurs donnera une seconde equation finale,
et ainsi des autres. L’analyse des fonctions
generatrices donne Fexpression de Ferreur
moyenne & craindre sur la correction de
chaque element, obtenue par la resolution de
ces equadons finales. Si Ton determine les
facteurs, par la condition que chacune de ces
expressions soit un minimumy on trouve
gue le premier Systeme de facteurs est forme
des coefficiens de la premiere inconnue, dans
chaque equation de condition; que le second
Systeme est forme des coefficiens de laseconde
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inconnuo, etc.; dou il est facile de conclure
gue les corrections des clemens,les plus avan-
tageuses, sont gcneralement, commc dans le
cas d'une seule variable, celles que I'on ob-
tient, lorsqu'on rend un minimum, la somme
des carrés des erreurs de chaque obscrvat'on,
eny faisant varier successivement les correc-
tions inconnues. Dans ce cas general, I'analjse
donne I'cxpression de l'erreur moyenne a
craindre encore sur chaque element; inais
qguoique tres-simple, cette expression ne peut
pas etre comprise sans le sccours de l'algcbre.
Nous avons suppose fort grand, le nombre
des observations; et la regle precedente est
d'autant plus exacte, que ce nombre est plus
considerable. Mais dans le cas meme ou il est
petit, il porait naturcl d'cmployer la meme
régle qui dans tous les cas, olfre un moyen
simple d’obtenir sans tdtonnement, les cor-
rections que I'on cherche i detcnrincr.
Cette regle peut servir encore a comparer
la precision de diverses tables astronomiques
d’'un meme astre. Ces tahles peuvent toujours
‘etre supposees reduites a la meme forme, et
alors elles ne different qudpar les epoques, les
moyens mouvemens, et les cocfficiens des
argumens; bar si I'une d'clles contient un
argument qui ne se trouve point dans les
autres, ’lest clair que cela revient & supposer
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nul ¢lans celles-ci, le coefficient de cet argu-
ment. Maintenant, si Ton rectifiait ces tables,
en les comparant a la totalite des bonnes ob-
servations; eiles satisferaient, parcequipre-
cede, a lu condition que la somme des carres
des erreurs soit un minimum/les tables qui
comparecs & un nombre considerable dob-

servalions, approchent le plus, de cette con-
dition, meritent donc la preference.

Des Tables de mortalite, et des durecs

moyennes de la vie, des mariages et des
associatlons quelconques.

maniere de former les tables de mor-
taliie, est tres-simple. On prend sur les re-
gistres des naissances et des morts, un grand
nombre d'enfans que 'on suit pendant le cours
de leur yie, en determinant combien il en
reste a la lin de chaque annee de leur ago,
et fon ecril ce nombre vis-a-vis de l'annee
linissante. Mais comme dans les deux pre-
mieres annees de la vie, la mortalite est tres-
rapide; il faut pour plus d’exactitude, indiquer
dans ce premier age, le nombre des survivans
& la lin de chaque deim-annee.
Si I'on dirise la somme des annees dc la yie
dc tous les individusinscrits dans une table de
mortalite, par le nombre dc ces indiyidus, et
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si de ce quotient, on soustrait une demi-an-
nee5on aura la duree mojenne de la vie, que
I'on trouve ainsi de vingt-huit ans et demi a
peu pres. Cette sousLraction ne doitavomlicu,
que dans le cas ou la table n’indique point le
nombre des vivans & la fm de la premiere
demi-annee : eile est fondee sur ce que la
luortalitfc pouyant etre supposee uniform¢-
ment repandue sur la premiere annee ; la
partie de la duree moyenne de la vie, cor-
respondante & cette annee, n’est que la moitie
de cclle qui aurait lieu, si la mort ne frappait
les indivMu# qu'a la fin de Tannee. La 'duree
moyenne de ce qui reste encore & vivre,
lorsgu’on est parvenu ii un age quclconque,
se determine en feisant une somrae des annecs
gu'ont yecu au-deld de cet &ge, tous les in-
dividus qui Tont atteint; en la d'visant par le
nombre de ces inclividus, et en retranchant
une demi-annee, de ce quotient. Ce n'est
point au moment de la naissance, que la
duree moyenne de la vie, est la plus grande-
c’est lorsqu’'on a echappe aux dangers de la
premiere enfance, et alors eile est d’environ
guarante-trois ans. La probabilite d'arriver U
un age quclconque, enpartantd’un agedonnd,
est egale au rapport des deux nombres d’in-
dividus indiaucs dans la table, & ces deux
ages.



SUR LES PROBABILITES. 157

La preeision de ces resultats exige que
pour la Formation des tables, on emploieun
tres-grand nombre de naissances. L’analyse
donne alors des formules tres-simples pour
apprecier la probabiiite que les nombres in-
diques dans ces tables ne s’ecarteront de 11
yerite, que dans detroites Limites. On voit
par ces formules, que l'intcrvalle des lhnites
diminue, et que la probabiiite augmente, a
mesurc que I'on considerc plus de naissances;
ensorte que les tables rcpresenleraient exac-
tement la vraic loi de la mortalite-, si .e
nombre des naissances eroployees deyenait
infini.

Une table de mortalite est donc une table
des probabilites de la vie humaine. Le rapport
des inclividus inscrits a cole de chaque annee,
au nomhrc des naissances, est la probabiiite
gu’'un nouveau-ne atteindra cette annec.
Comme on esiirne la valeur de Tesperance,
cn faisant une somme des produits de chaque
hien espere par la probabiiite de lobtenir;
on peut egalement eyaluer la duree moyenne
de la vie, enajoutant les produits de chaque
aunee par la probabiiite dy arriver. Ainsi cn
formant une suite de fraclions dont le deno-
minateur connnun est le nombre des nou-
yeau-nes de la table, et dont les numerateurs
sont les nombres inscrits a cote de chaque
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annee; la somme Je toutes ces fractions scra
la dpree moyenne de la vie, dont 1l faut oour
plus d'exactitade, retrancher une dcmi-annec;
ce qui conduil au meme rcsultat que la regle
precedente. Mais cette maitiere d'envisager
la urec moyenne de la vie, a Favantage Je
iaire voir que dans unc population station-
nave, c'est-Q- dirc teile que le nombre des
jai.sances egale:;.pelui des morts; la duree
moyenne de la vie-est le rapport meme de la
population aux naissances annuelles; car la
population etant supposee stationnaire, le
nombre des individus d’'un age compris entre
deux annees consccutivcs de la table, est egal
au nombre des naissances annuelles, muiti-
1 eP.arla demi-somme des probabilites d'al-
teindre ces annees; la somme de tous ces
produj s sera donc la population enticre; or
d est aise de voi’ que cette somme divisee
parle nombre des naissances annuelles, coi'n-
dde avec la duree moyenne de lavie, teile
g ¢ nous venons de la dennir.

Il est facile au moyen d'unc table de mor-
talite, de former la table correspondante de
la population supposee stationnaire Pour
cela, on prend des moyenncs arilhmetigues
entre les nombres de la table de mortdite
correspondans aux &ges, zero et unan, un et
deux ans, deux et trois ans, etc. La somme de
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toutes cesmoycnnes est la population entiere:
on l'ecrit & cote de I'dge zero. On retranche
de cette somme, la premiere moyenne; et le
resle est le nombre des individus d’'un an et
au-dessus: on l'ecrit & céte de Tannde i On
retranche de ce premier reste, la seconde
moyennc, ce second rcstc est le noinbre des
individus dc deux annees, et au-dessus : on
feerii & coie de l'annee 2; et ainsi de suiie.
Tant de causes variables influent sur la
mortalite, que les tables qui la representent,
doivent changer suivant les lieux etles temps.
Les divers etats de la vie offrent a leur egard,
des diilerences sensibles relatives aux fatigues
ct aux dangers inseparables de chaque etat,
et dom il est indispensable de tenir compte
dans les calculs fondes sur la duree de la vie.
Mais ces diiTerences n'ont pas encore:ete suf-
lisammentobservecs. Elles le seront, unjour;
aiors on saura qucl sacrifice de lavie, chaque
profession exige, et 'on profitera de ces con-
naissances, pour en diminuer les dangers.
La salubrite plus ou moins grande du sol,
sa temperature, les moeurs de”'habitans, et
les operaiions des gouvernemens ont sur la
mortalite, une influence cdfisfderwble. Mais
il faut toujours fai"e precedcr la recherche de
la cause des dilferences observees, par celle
de la proiiabilite avec laquelle cette cause est
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indiguee. Ainsi le rapport de la population
aux naissances annuelles, que I'on a vu s’ale-
ver en France, a vingt-huit et un tiers, n’est
pas egal & vingt-cing dans I'ancicn ducke de
Milan. Ces rapports etablis Tun et l'autre, sur
un grand nombre de naissances, ne per-
mettent pas de rtvoquer en doute, I'existence
dans le Milanais, d'une cause speciale de mor-
lalite, gu’il importe au gouvernemcnt de ce
pays, de rechercher et de faire di®paraitre.

Le rapport de la population aux naissances
s'accroitrait encore, si Fon parvenaii & dimi-
nuer ou & eteindre quelques maladies dan-
gereuses et tres-repandues. C'est ce que Fon
a fait heureusement pour la petite verole,
d'abord par l'inoculation de cette maladie;
ensuite d'une manicie bcaucoup plus avan-
tagcuse, par linoculalion de la vaccine, de-
ponverte inestimablc de Jenner qui par Ji
s'est rendu l'un des plus grands bienfaiteurs
de Fhumanrte.

La peil te verdle a cela de particuuer, savoir
qgue le meme individu n’en est pas deux fois
atteint, ou du moins, ce cas est si rare, que
l'on peut en faire abstraction dans le calcul.
Cette maladie & laquelle peu de rnonde echap-
pail avant la cCcouvertc de la vaccine, est
souvent mortelle et fait perir un septieme de
ceux quelle altague. Quelquefois, eile est
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fcetiigne, et Fexperience a fait connaitrc qu'on
lui donnait ce dernier caraclercj en Finocu-
lant sur des personnes saines, preparees par
nu bon regime, et dans une sa*son favorable.
Alors Icrapport desindiyidus qu’ellefait perir,
aux inocules, n'est pas un trois-centieme. Ce
grand avantage dc Finoculadon, joint a ceux
dc ne point allerer la beaute, et depreserver
des suites fachcuses que la petite v ;role na-
turelle entramc souvent apreo ellc, la fit
adopter par un grand nombre de personnes.
Sa pratiquefutvivementrecomrnandee; mars,
cc qui arrive presque toujours dans les choses
sujettes & des inconyeniens, eile fut viyement
combattue. Au milieu de cette dispute, Daniel
Bemoulli sc proposa de soumettre au calcul
des probabilites, Finfluence de Finoculation
sur la duree moyenne de la yie. Manquant
de donnees precises sur la mortaliie produite
par la petite verdle, aux divers ages de la vie;
il supposa que le danger d’'avoir cette maladie
et celui d'cn perir, sont les memes a tout age.
A u moyen de ces supposiLons, il parvint par
une anaFysc delicate, & convcrtir une table
ordinairc de mortalile, dans celles qui au-
raient lieu, si la petite verdle n’existait pas,
ou si eile ne faisait perir qu'un tres- petit
nombre de malades; et il en conclut que
Finoculation augmenterait de trois ans au
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moins, la duree moyenne de la vie; ce qui
hri parut mettre hors de doute, I'avan Lage de
cette Operation. D’Alembert attaqua I'analyse
de Bernonlli, d'abord sur i'incerdLude de ses
deux hypotheses; ensuite, sur son insuffi-
sance, en ce que Fon n'y faisait point enlrer
la comparaison du danger prochain quoique
tres-petit, de perir par I'inoculalion, au dan-
ger beaucoup plus grand, mais plus (‘moigne.,
de succomber a la petite verdle naturelle.
Cette considera‘ion qui disparait, lorsque Fon
considere un grand nombre d'individus, est
par l&, indifferente aux gouvernemens, et
laisse subsister pour eux, les avantages de
Finoculatioiy mais eile est d'un grand poids
iour un pere de familie qui doit craindre, en
faisant inoculer ses cnfans, de voir bientot
.erir ce gu’il a de plus eher au monde, et
d’en etre cause. Beaucoup de parens etaient
retenus par cette craintc, que Ja decouverte
de la vaccine a heurcusement dissipee. Par un
de ces mysteres que la nature nous offre si
fregnemment, le vacciu est un tjpeservatifde
la petite verdle, aussi sur que le virus va-
riolique, etiln’a aucun danger. il n’expose
a auoune malaclie, et ne demande que tres-
eu de soins. Aussi sa pratique s’est-elle
oromptement repandue, et pour la rendre
universelle, il ne reste plus & vaincre que
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lincrtie naturelle da peuple, contre laquellc
il fant lutte!- sans cesse, menie lorsqu’il s'ait
de ses plus chers interets.

Le moyen le plus simple de calculer I'avan-
tage que produirait I'extinction d’'unc maladie,
consiste & determiner par l'obscrvation, le
nombre dindividus d'un dge donne, qu'elle
fait perir, cliaque annec, et a le retraacher
du nombre des morts au meme age. Le rap-
port de la difference; au nombre total d'ii-
dividus de I'age donne, serait la probabilite
de perir d cct age, silamaladie n’existait pas.
En laisant donc une somme de ces probabilites
depuis la naissance jusqu’a un age quelconque
etrctranchant cette somme de lI'unile; le resle
sera la probabilite de vivre jusqu'a cet age,
correspondantc & I'extinction de la maladie!
La seric de ces probabilites scra la table de
mortalite, relative a cette liypothese; et I'on
en conclura par ce qui preedde , la duree
moyennc de lavie. C'est ainsi que Duvilard
a trouve l'accroissement de la duree moyenne
de la vie, du ul'inoculation de la vaccine, de
trois ans au moins. Un accroissement aussi
considerable en prodi.iraitunfort grand dans
la population, si daitleurs, eile n’etait pas
restreintc par la diminution relative des sab-
siatances.

C’est principalemcnt par le defaut des
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subsistances, que la marche progressive de
la populalion est arrelee. Dans toutes les es-
peces d'animaux et de vegetaux, la nature
tend sans cesse a augmenter le nombre des
individus, jusqu’a ce gu'ils soient au niveau
des moycns de subsister. Dans I'cspece liu-
maine, les causes morales ont une grande
influence sur la populalion. Si le sol, par de
faciles defrichemens, peut fournir une nour-
riturc abondante & des generations nouvelles;
la certitude de faire vivre une nombreuse
familie, encourage les mariages, et les rend
plus precoces et plus feconds. Sur un sol pa-
reil, la populalion et les subsistances doivent
croitre a-la-fois en progrcssion geomelrique.
Mais quand les defrichemens deviennent plus
difficiles et plus rares; alors I'accroissement
de la population diminue : clie se rapprocbe
continuellement de letat variable des subsis-
tances , en faisant autour de lui, des oscil-
lations , a peu prcs comme un pendule dont
on promene d'un mouvement rctarde, le point
de Suspension, oscille autour de ce point, par
sa pesanteur. Il est diflicile d’evaluer le ma-
ximum d'accroissement de la population : il
parait d'apres quelques observations , que
dans de favorables circonstances, la popu-
lation de I'espece humaine pourraii doubler,
tous les quinzc ans. On estiinc que dans
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FAmerique septcntrionale, la periode de ce
doublement est de vingt-cinqg annees. Dans
cet etat de clioses, la population, les nais-
sances , les mariages , la mortalite, tout croit
suivantla meme progression geometrique dont
on a le tapport eonstant des termes consecu-
tifs, par I'obscrvalion des naissances annuelles
a deux epoques.

Une table de mortalite, representant les
probanilites de la yie humaine ; on peut cle-
lerminef & son moyen, la duree des mariages.
Supposons pour siraplifier, que la mortalite
soit la meine pour les deux sexes mon aura
la probabilite que le mariage subsistera un
an, ou deux, ou trois, etc.; en formantune
suite de fractions dont le denominatcur com-
mun, est le produit des deux nomnres de la
table, corrcspondans aux ages des conjoints,
et dont les numerateurs sont les produits suc-
cessifs des nombres corrcspondans a ces ages
augmentes d'une annee, de deux, de trois, etc.
La somme de ces fractions, augmentee d'un
demi, sera la duree moyenne du manage,
I'ann'ee ¢tant prise pour unite. U est facile
d’etendrcla meme regle, ala duree moyenne
d’une associalion formec de trois ou d'un plus
grand nombre diudmdus.

10
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Des benefices et des etablissemens qui de-
pendentde la probabilite des evenemens.

Rappeions ici ce que nous avons dit en
parlant de i'esperancc. On avu que pour avoir
I'avan Lage qui résulte de plusieurs evenemens
simples, dont les uns produisent un Lien, et
les autres une perte; il faut ajoulLer les pro-
duils de la probabilne de chaque evenement
favorable, par le bien gu’il procurc, et re-
Irancher de leur somme, cellc des produits de
la probabilite de chaque evenement defavo-
rable, par la pertc qui y est attachee. Mais
quel que soit I'avanlage exprinv: par la diffe-
rence de ces somines, un seul evenement
compose de ces evenemens simples, ne ga-
rantit point de la crainte d’eprouver une perle
reelle, On concoit que cette crainte doit di-
minuer lorsque I'on multiplie Fevenement
compose. L'analyse des probabilites conduit
a ce theoreme general.

Par la repetition d'un evenement avanta-
geux, simple ou compose, le beneffee reel.
devient de plus en plus probable, et s’accroit
sans cesse : il devient certain, dans 'hypo-
thesc d'un nombre infmi de repelitions; et
en le divisant parce nombre, le quotient ou
lebenelice moyen de chaque evenement, est
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I'esperance matliematiquc eile-meme, ou
I'avantagc reiatif a 1evenement. Il en est de
meine de la perte qui devient cerlaine a la
longuc, pour peu que I'evenement soit desa-
vantageux.

Ce theoreme sur les beneiices cl les pertes,
est analogue a ceux que nous avons donnes
precedeminent sur les rapports qu'indique
la repeliUou indcfinic des evenemens simples
ou composes ; et comme ctix, il prouve que
la regularile Unit par setablii dans les choses
meme, les plus subordonnees a ce que nous
nommons hasard.

' Lorsque les evenemens sont en grand
nombre, Fanalyse dunne encore une expres-
siou fortsimple de la probabilite que le benelice
reel sera compris dans des limiLes determi-
nees, expression qui rentre dans la loi gene-
rale dc k probabilite, que nous avons dounce
ci-dessus, en paiiant des probabilites qui re-
sultciit de la mulLipncation i ideunie des eve-
nemens.

C'est de la verite du theoreme precedent,
qgue depend la stabiUte des etablissemens fon-
des sur les probabilites. Mais pour gu'il puisse
ieur etre applique, il laut que ccs etablisse-
mensfpar de nombreuses allaires, multiplicnt
les evenemens avantageux.

Un a fonde sur les probabilites de la vie

10.
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liumaind, dirers ¢tablissemens, tcls que les
rentes viageres et les tontines. La melhodc la
plus generale et la plus simple de calculer
les benefices et les charges de ces etablisse-
mens, consiste a les reduirc en capitaux ac-
tucls. L'interet annuel de Funite, est ce que
Fon nomme taux de Flnleret. A la fin de
chagnc annee, un Capital acquiert pour fac-
tcur, Funite plus Ic taux de Finteretj il croit
donc suivant une progression geometrique
dont ce facteur est la raison. Ainsi par Feilet du
temps, il devient immense. Si, par excmple,
le taux de Pintéret est — ou de cing pour
cent; Ic capital double & Fort peu pres en
guatorze ans, quadruple en vingt-neuf ans,
et dans moins de trois sieeles, il devieiA deux
millions de fois plus considerable.

Un accroissement aussi prodigieux a fait
naiLre Tidde de s'en servil', pour amorlii la
dette publigue. Si Fon cree un premier Fonds
d'amortisseinent que Fon place sans cesse
avec les interets, sur les ellets publics, eu
profilant surtout des momens de baisse: et
si, lorsque les besoins de I'elat obligent & faire
des emprunts , on en consacre une partie, ;i
Faccroissement du fonds d’amortissement; il
est visible que ces operalions auronl le double
avantage d'accroitre ce fonds, et de soutenir
le credit et les effets publics; et qu'a la longue,
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la caisse damorLissement absorbera une
grande partie de la dette nationale. D’heu-
rcuses experiences ont plelncment confirme
ces avantagcs. Mais la fiacliie dans les cnga-
gemenset la stabilite,siSecesseires au succes
de pareds etabiissemens, ne peuvcnt etre
bien garanties, que par un gouvernement
rcprescnlatif.

N resulle de ce qui precede, que le Capital
nctuel equivalcnt G une sonnnc qui ne doit
ctr mpayee gqu’aprds un certain nombre d’an-
nees, est egal & cette somme multipliee par la
probabilite quelle sera payee a cette epoquc,
et divisee par Iunite angmentee du tanx dc
I'iateret, elevee & une puissance cxprimeepar
le nombre de ces annees.

1 est facile d’appliquer ce principe, aux
renles viageres sur une ou plusieurs tctes, et
aux caisscs tl'epargne et dassurance d’une
nature quelconque. Supposons que l'on se
propose de former unc tabic de rcntes via-
geres, d’apres une tabtc donnee de mortalite.
Une rente viagerc payable au bout de cing
ans, par exemple,etréduite en Capitalacluel,
esl: par ce principe, egale au produit des deux
quanl.les suivantes, savoir, la rente divisee
par la cinquieme puissance de I'unite augmen-
tee du taux de linleret, et la probabilite de
la paycr. Cette probabiliu est le rapport
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inverse du nombre des individus inscrits dans
la table, vis-4-vis de Tage de celui qui cons-
filue la rente, au nombre inscrit vis-a-vis
de cet age augmente de cing annees En
formant donc une suite de Iractions dont les
denonrinateurs sont les prodiuts du nombre
de personties ind.iquees dans la table de mor-
talite, comme vivantes & Tage de celui qui
constitue la renle, par les puissances succcs-
sives de I'unite augmentee du taux de Finleret,
et dont les numerateurs sont les prodifits de
larente, parle nombre des personncsvivantes
au meme age augmente suocessivemenld’unc
annee, de deux annees, etc., la somme de ces
fractions sera le capital requic poui la rente
viagere a cet age.

Supposons maintenant qu’'unc personne
vom lle, au moyen d'unc rente viagere, assu-
rer & ses heritiers, un capital payable & la
fin de 'annee de sa mort. Pour determiner
la valeur de cette rente, on peut imaginev
que la personne emprunte en viager a nnc
caisse, ce capital divise par l'unite augmentee
du taux de I'intcret, et qu’elle le place & interet
perpetucl & la meme caisse. Il est cloir que
ce Capital sera du par la caisse, a ses he ’i-
tiers, a4 la fm de I'annec de sa mort; mais eile
n'aura paye, chaque annee, que lexces de
I'mteret viager sur Tinteret perpetucl. La table
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des rentes viageres fait donc connaitre ce que
la pcrsonne doit paycr annuellement a la
caisse, pour assurer ce capital apres sa mort.

Les assurances maritimes , cellcs contre
les incendies et les orages , et generalement
tous les etabtissemens de ce genre, se cal-
culent par les memes principcs. Un negociant
a des vaisseaux en mer, il yeut assurer leur
valeur et cclle de leur cargaison, contre les
dangers qu’ils peuvent courir : pour cela il
donne une somme & une compagnie, qui lui
repond de la valeur estimee de ses cargaisons
etdescs vaisseaux. Le rapport de cette valeur
a lasomme gm doit etre donnee pour prii dc
i'assurance, depend des dangers auxquels les
vaisseaux sont exposes, et ne peut etre ap-
precie que par des observations nombreuses
sur le sort des vaisseaux partis du port pour
la meme destination.

Si Tassui cur ne donnaih a la compamiie
d'assurance, que la somme indiquee par le
calcul des probabilites, cette compagnie ne
pourrait pas subyenir aux depenses de son
etublissement; ii faut donc qu’il paie d’'une
somme plus forte, le prix de son assurancc.
Mais alors quel est son avantage ? C'est ici que
la consideration de I'’esperance morale devient
nccessaire. On congoit que le jeu le plus egal
devenant, comme on Fa vu precedemment,
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desavantageux, parce qu'il ecliange une mise
certaine, conlre un bonefice inccrtain; I'as~
surance par laquelle on echange I'incertain
contre le certain, doit etre avantageuse. C’est
en efifet, ce qui resulte de la regle que nous
avons donnee ci-dessus pour determiner I'es-
perance morale, et par laquelle on voit de
plus jusqu'oll peut s’etendre le sacrifice que
I’'on doit faire a la compagnic d’assurance, en
conservant toujours un ayantage moral. Gelte
Compagnie peut donc en procurant cel ayan-
tage, faire ellc-meme un grand bencfice, silc
nombre des assureurs est tres-considerable,
condition necessaire a son existence durable.
Alors son benefice devient certain, et ses
esperances malbematiquc et morale coi'n-
cident. Car l'analjsc conduit b ce theoreme
general, savoir, que si les expectatives sont
tres-nombreuses, les deux esperances ap-
proebent sans cesse I'unedefaulre, etfinissent
par coincider dans le cas d'un nombre infim.
d’expectutives.

Parmi les etablissemens fondes sur les pro-
babilites de la vie humaine” les plus utiles sont
ceux dans lesquels , au mojen d'uu leger sa-
crifice de sonreyenu, 01l assure fexistence de
sa lamillc pour un tcrops oii I'on doit craindre
de ne plus suffire & ses besoins. Mutant le
jeu estimmoral, autant ces etablissemens sont
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avanlageux aux moeurs, en favorisantles plus
doux pcnchans de la nature. Le Gouverne-
mentdoit donc les encourager ctles respccter
dans ses vicissitudes; car les csperances qu'iis
preseulent, portantsur un avenir eloigne, ils
ne peuvent prosperer qua l'abri de toute m-
quietude sur leur duree.

Disons un mot des emprunts. Il est clair
que pour empruntcr en pcrpctuel, il faut
payer, ebaque annee, le produit da capital
par le taux de l'interct. Mais on peut vouloir
acquitlcr ce capital, en paiemens egaux faits
pendant un nombre determine d'annees, paie-
mens que I'on nommc annultes, et dont on
obtienl ainsi la Aaleur. Chaque annuite, pour
etre reduilc au moment acLuel, doit etre di-
visee par l'unite augmentee du taux de l'in-
teret, et elevee a une puissance egale au
nombre des armees apres lesquclles on doit
payer cette annuite. En formant donc une pro-
gression geometrique dont le premier terme
est l'annuit¢ divisee par Pif&itfe augmentee du
taux de Piuteret, et dont le dcrnier est cette
annuite divisee par la meme quantite eievee
ft une puissance egale au nombre des -annees
pendant lesquclles le paiement doit avoir lieu;
la somme de cette progression sera equiva-
lente an capital emprunte; ce qui determine
la valeur de I'annuite. Si I'on veul iaire un
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emprunt viager; on observcra que les tables
de rentes viageres donnant Ip Capital requis
pour constiluer une rente viagere, a un age
guelconque; une simple proportion donnera
la rente que Ton doit faire a Findividu dont
on cmprunte un Capital. On peut calculer par
ces principes, tousles modes possmies d'crn-
prunt.

Des illusions dans I’estimalion des pro -
babiliies.

L 'esprir a ses illusions, comme le sens de
la vue; et de meme que le toucher rectifie
celles-ci, la rellexion et le calcul corrigent
egalemcnt les premieres, La probabilite fon-
dee sur une cxpc'iience journaherc, ou exa-
geréc par la craintc et Fespérance, nous frappe
plus qu'une probabilite superieure, rnais qui
n'est qu’un simple resultat du calcul. Ainsi
nous ne craignons point pour de faibles avan-
tages, d’exposer notrc vie , a des dangers
beaucoup moins invraiscmblables que la sor-
tie d'un quinc a la loterie de France ; et ce-
pendant personne ne voudrait se procurer les
memes avantages, avecla certitude de perdre
la vie, si ce giine arrivait.

Nos passions, nos prejuges, et les opimons
dominantes, en cxagerant les probabilites qui
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leur sont favorables, et en altenuant les pro-
babnités contraircs, sont des sources abon-
danles d’iilusions dangereuses.

Les maux presens et la cause qui les fait
naitre, nous afiectcnt beaucoup plus, que le
Souvenir des maux produils par la cause con-
traire, et nous empechent dappieeier avec
justesse, la probab-lile des moyens propres
a nous pr.Server des uns et des autres. C'est
ce qui porte alternativement vers le despo-
tisme et vers I'anarclnc, les pcuples sortis de
I'etat du repos, dans Icquel ils ne rentrent
jamais qu’apres de longues et cruclles agita-
tions.

Cette impression vive que nous recevons
de la presence des evenemens, et qui nous
laisse a peiae remarquer les evenemens con-
traires observes par daulres, est une cause
principnle d’erreurs, dont on ne peut trop sc
garanlir. iSous cro)rons voir, par exemple,
avec evidence,la verite d’'un fait atteste par
des hommes dont nous avons souvent reconnu
la veraei”e, surtout lorsqu’il est accompagne
de circonstanccs qui viennent &l’appui de leur
temoignage, et que nous avons pris soin de
verifier nous-memes. Accoutumes & nous con-
dsttre d’apres de sembiables preuves, et n’ayant
jamais etc trompe-s par eiles, nous les regar-
dons commc infaiilibles; et s'il s’agit d’un



156 ESSAJ riTILOSOriTTQUE
(Mit, nous ne balancons point & condamner
I'individu gu’elles inculpcnt. Ccpendant, les
recils des Causes celebrcs suffiscnt pour nous
convaincre que les prcuves morales les plus
fortes sont toujours susceptibles derreurs.
TVous devrions donc alors nous abstenir de
juger. Mais si les preuves sont tolles que les
inconveniens de 'erreur & craindre, multiplies
par sa pciite probabilite, donnent un produit
tres - inferieur au danger qui rcsulterait de
Fimpunile du crime; le jugement est com-
mande par l'interet de la societe : quelgucfois
memc, dans un danger imminent, cet interet
exige que le magistrat sc relachc des formes
sagementetabliespoui lasuretedeFinnocencc.

Les coincidences de quelques evenemens
remarquables, avec les predictions des astro-
logucs, des devins et des augures, avec les
souges, avec les nombres et les jours repules
heureux ou malhcureux, etc., ont donne
naissance a une foule de prejuges encore tres-
repandus.On nereUeciiitpas au grand nombre
de non-coincidences qui n’'ont fait aucune
Impression, ou que Fon ignorc. Ccpcnduiit,
c’est le rapport seul des uncs aux antres, qui
peut donner la probabilite des causes aux-
guelles on attribue les coincidences. Si ce
rapport etait connn, Fexpcvienceconfirmerait
sans doute, ce que le bon sens et la raison
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nous dictent & Tegard de ces préjuges. Ainei
Ic philosophe de I'anliquile, auquel on mon-
trait dans un tempie, pour exalter la puissance
du dien gu'on y adorait, les ex-voto de tous
ceux qui apresl'avoirinvoque, s’etaient sauves
du naufrage, laisait une question conforme
au calcul des pi obabilites, en demandant com-
bien depcrsonncs, malgre cette mvocation,
avaient peri.

C'est principalcment au jeu, qu'unc foule
d’illusionscntretient I'esperancc,etla soutient
conlre les chances defavorables. La plupart
de ceux qui mettent aux loteries, ne savent
pas combicn de chances sont a leur avantagc,
combien leur sont contraires. lls n’cnvisagent
que la possibilite, pour une mise legere, de
gagner une somme considerable; etlesprojers
gire leur Imagination enfante, exagerent a
leurs yeux, la probabiiite del’obtenir. Ils se-
raient sans doute, effrayes du nombpe im-
mense des mises perdues, s'ils pouvaient les
connaitre; mais on prend soin au contruire,
de donner aux gains, une grandc publicite

Lorsqu’a la loterie de France, un numero
n’est pas sorti depuis long-temps; la fould
s’empressc de le couvrir de mises. Elle juge
gue le numero reste long-temps sans sortir,
do;tau prochain tirage , sortir de preference
aux autres. Une erreur aussi commune me
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parait tenir & une illusion , par laquelle on
se reporte involontairement I. I'ongine des
evenemens. Il est, par exemple, Ires-peu
vraisemblable qu'au jeu de croix et pile, on
amenera croix, dix fois de suite. Cette invrai-
semblance qui nous frappe encore, lorsqu’il
est arrive neuffois, nous porte ' croirc qu'au
dixieme coup , pue arrivera. Cependant loin
de nous faire juger amsi; le passe. eil indi-
guant dans la piece, une plus grande pente
pour croix que pour pile, rend le premier
de ces evv'nemens, plus probable que l'autre :
il augmente, comme on I'a vn, la probabilite
d’amener croix au coup suivant. Une diusion
semblable persuade a beaucoup de monde,
que lI'on peut gagner surement & la loterie,
cn plagant ebaque fois, sur un meine numero
jusqudé sa sortie, une mise dont le pioduit
surpasse la somme de toutes les mises. Mais
guand meme de semblablcs speculalior.s ne
seraienr. pas souvent arreiees par I'impos-
sibilite de les soutenir; ellcs ne diminueraient
point le dosavantage malhematique des specu-
lateurs, et clles accroitraient leur desavantage
moral; puisqu'd chaque tirage-, its expose-
raient une plus grande partie de leur fortune.
Par une lllusion contruire aux pi ccedentes,
on cberche dans les Liragcs passes, 'es nu-
meros le plus souvent sortis, pour en former
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- s combinaisous sur losquelles Ol croit placer
sa mise avec avantage Mais yu la maniere
dont le meiangc des numeros se fait & la lo-
terie i le passe ne doit avoir sur l'avenir
‘'ueune influence. Les sorties plus frequentes
d un numero ne sont que des ahomalies du
liasaTd : j'en ni soumis phisieurs au calcul,
et j'ai conslanunent trouye quelles etaient
en v. mces dans les limites que la supposition
d'un< J-egaie possibilite de sortie de tous les
dvvios, pcrmet d'admettre sansinyraisem-
Llance.

Dans une longue serie d'evcncmens du
nieme gcnre, les seulcs chances du hasard
ioivent quclquefois oiffir ces yeines singu-
iieres de bonhcur ou demalbeui, quc la phi-
purt des joucurs ne manquent pas d'attribuer
a une sorte de fatalite. 1l arrivc souvcnt dans
les cux qui dependent a-la-fois du hasard et
del’habilete des joucurs, que celui qui perd
trouble par sa perle, cherche a Ir reparer
par des coups hasardcux qu'il evitcrait dans
uneautre Situation: il aggraye ainsi son propre
malheur. et il en prolonge la duree. C’est ce-
pendant alors, que la prudence devienl neces
saira, et qu'il hnporte dc se conyaincre que"
le ccsavantage moral attache aux chances
d<\fuvorablcs, s’accroit par le malheur meme.

Lc seatiimm par iequel ’homme s’est place
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long-temps, au centre de Funivers, eil se
consicieranl comme Fobjet special des soins
de la nature, porte chaque individu & se faire
le centre d’'une spbcre plus ou moins etendue,
et h croire que le hasard a pour lui des prefe-
rences. Soutenus par cette opinion, les joueurs
exposent souvent des sommcs considcables,
& des jeux dont ils savent que les chances leur
sont contraires. Dans la conduite de la vie?
une semblable opinion peut quelquefois avoir
des avantages ; mais le plus souvent, eile
conduit a des entreprises perilleuses et fu-
nestes. Ici, comme en tout, les illusions sont
dangereuses, et la verite scule est geuerale-
ment utile

Un des grands avantages du calcul des
probabilites, est d'apprendre & se delier des
premiers apereus. Comme on reconnait qu’ils
trompent souvent, lorsqu’on peut les sou-
mettre au calcul; on doit en conclure que sur
d’aulres objets, il nc faut s’y livrer gu'avec
une circonspection extreme. Prouvons cela
par des exemples.

Une urne renferme quatre boules noires
ou blanches, mais qui ne sont pas toutes de
la meme couleur. On a extrait une de ces
boules, dont la couleur est blanche, et que
Fon a remise dans Farne pour proceder cn-
core a de semblables tirages. On demande la



SUR LES PROBABILITES. iGl

probabilite de n'extraire que des boulesnoiresr
dans les quatre tirages suivans.

Si les boules blanches et noires etaient en
nombre .egal, cette probabilite serait la qua.
trieme puissance de la probabilite'™ d’extrairc
line boule noire & chaque brage; eile serait
donc g Maisl’extraclion d'une boule blanche
au premier tirage , ind'que une supcénorite
dans lenomhre des boules blanches de I'urne;
car si I'on suppose dans l'urnc, trois boules
blanches et unc noirc, la probabilite den
extraire une boule blanche est f ; elle est\,
si 'on suppose deus boules blanches et deux
noires; endn, eile se reduit a si I'on sup-
pose trois boules noires et une blanche. Sm-
vant le principe de la probabilile des causes,
tiree des evGnemcns, les probabilites de ces
trois suppositions sont enfre elles, comme les
quanlites f, f,' f: elles sont par consequent
egales & §, § ® Il y a ainsi citiq contre un
a parier que le nombre des boules noires est
uiferieur, ou lout au plus egal & celui des
blanches. llscmble donc que d'apres I'extrac-
lion d'ane boule blanche au premier tirage
la probabilite d'cxtrairc de suite quatre boules
noires, doit etre moindre que dans le cas de
l'egalit¢ des coulcurs, ou plus petite qu’un sei-
zieme. Cependaul cela n’estpas, et Ton frouve
par un calcul fort simple, cette probabilite

i
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plus grande qu’un quatorzitne. £n cfTct, elie
serait la quatrieme puissance de f, def et de
~,dans la premiere, la seconde et la troisieme
des suppositions precedentes sur les couleurs
des boules de Purne. En mul ipb'ant rcspecti-
vement chaque puissance, par la probabilite
de la supposition corrcspondantc, ou par-f,
i et isi'la somme des produits sera la proba-
bilite d’extrairc de suite, quatreboules noires.
On a ainsi pour cette probabilite, 28, frac-
tion moindre que 7~ Ce paradoxe s’explique
en conoiderant que l'indication de la supe-
riorite des Loules Manches sur les noires,.
par le premier tirage, n’exclut point la supt-
rioril¢ des boules noires sur les blanclies,
supcrionte qu’exclut la supposition de begabte
des couleurs. Or cettc superiorite quoique
peu vraisemblable, doit rendre la probabilite
d’amener de suite, un nombre donne de boules
noires, plus grande que dans cette suppo-
sition, si ce nombre est considerable”™ et I'on
vientde voir que ccla commence, lorsque le
nombre donne est egal u quatre.
Considerons encore une ferne qui renferme
plusieurs boules Manches et noires. Supposons
d'aljord qu’il n'y ait qu’une boule blanche et
une noire. Oll peut alors parier avec egalite,
d’extraire une boule blanche, dans un tirage:
Majs si Kunie renferme trois boules dont
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deux soient noires; il semble que pour Fegalite
du pari, on doit donner deux luages & ceFai
qui parie d’'extraire la boule blancbe: on doit
endonner trois, sil’urne renferme trois boules
noires et une blanche , et fiiffS? du resle; en-
sorte que pour compenser par le nombre des
lirrgfes, Finegalite des chances, ii laut donner
autant de lirages qu’il y a de chances con-
traires : on suppose toujours qu’aprea chaque
tiragc, la boule'extraite esl remise dans Furne.
Mais il est facile de sc convaincre que ce
premier apereu est erronfei En eilet, dans ie
cas de deux boules noires sur une blanche ,
la probabilite d’extraire de Furne, deux boules
noires en deux drages, est la seconde puis-
sance de | ou mais cette probabilite ajou-
lee & celle damcner une boule blanche en
deux tirages, est la ¢ercilude ou Funite; puis-
gu’il est certain que Fon doit amener deux
boules noires, ou au moins une boule blanche *
la probabilite de ce derbior cas fest donc f
fraction plus grande que fi Il y aurait plus
d’avantage encore & parier d'amener une boule
blanche en cinq lirages, lorsque Furne con-
lient cing boules noires et une blanchel; ce
paii est meme avantageux en quatre tirages-
il revient alors & celui d'ainener sixen quatre
coups, avec un seul de.

Le chevalicr dc Mere; ami de Pascal, et
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qui fit nailre le calcul des probabilites, en
excitant ce grand geometre & s’en occuper,
lui disait « qu51 avait trouve faussete dans les

nombres par cetle raison. Si I'on entre-
Y prend de faire six avec un de, il y a de
» l'avantage &l'cntreprendre en quatre coups,
y comme de 671 & 626. Si Ton entreprend
» de faire sonnes avec deux des, il y a de-
V> savantage a lentrepreridrc en 24 coups.
y> Neaumoiiis 24 esti 56 nombre de faces de
y deux des, comme 4 est 1 6 nombre des
J faces d'un de. Voila, ecriait Pascal & Fcr-
» rnat, quel etait songrand scandale, qui lui
y faisait dire bautement, que les propositions
Y n'etaient pas constantcs et que l'arithme-
m tique se dementait 11 a tres-bon cspril;
» mais il nesl pas geometre : c’est, comme
» vous savez, un grand deidut. » Le Cheva-
lier de Mcre trompe par une fausso analogie,
pensait que dans le cas del’egalite des paris,
le nombre des coups doit croitre proportion-
nellemcnt au nombre de toutes les cbances
possibles , ce qui n'cst pas cxact, mais ce
qui approche dautant plus de l'etre, que ce
nombre est plus grand.

Je mets encore. au rang des illusions, l'ap-
plicat.on que Leibnitz et Daniel Bernoulli ont
faite du calcul des probabilites, ala soimnalion
des series. Si I'on reduit la ftactiin dont le
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numerateur est Funile, et dont le denomina-
teur est Funite plus une variable, dans une
suite ordonnee par rapport aux puissances
de cette variable; il est facile de voir gn'cu
supposant la variable egale a l'unite , la fra¢-
Lion dc .Uent j , et la suite devient, plus un,
woins un, plus un, moinsun, etc. Enajou-
lant les deux premiers termes, les deux sui-
vans, otainsi du reste, on translorme la suite
dans une aulre dont chaque terme est zero.
*Grand? , jesuile Italien, en avait conclu la
possibilifo de la creation; parce que la suite
etant loujours egale & ~* d voyait cette frac-
tion naitre d'une inlinite de zevos, ou du
neant. Ce fut ainsi que Leibnilz icrut voir
Fiinage de la creation, dans son Arithm¢-
liquc binaire ol ii n'cmployait que les deux
caracleres zero et Funile. Il imagina que I'unite
pouvait representer Dicu; et zero, le neant;
ct que I'Etrc Supreme avait tire du neant,
tous les etres, comme l'unite 'avec le zero,
exprime tous les nombres dans ce Systeme.
Cette idel plut tellcment & Leibnitz, gu’il cn
Jit partdtu jesuite Grimaidi, president du tri—
bunal des malhemaliques & Ja Chine, dans
Fespbrance que cet cmblcmc de la creadott
convertirait auchrislianisme, Fempereur da-
lors qui aimail particulierement les Sciences»
Je nc rapporte ce trait, que pour montrer
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jusqu’éd gael point les projuges de l'enfance
peuvent egarer les plus grands hommes
Leibnitz toujours conduit par une meta-
pliysique fnguliere et tres-cieliee, considera
que la suite, plus un, moins un,plus un, etc.
deviant Turnte ou zero, suivanl que Ton s’ar-
rete & un nombre de termes, impair ou pair;
ct comme dansTinfini, iln’ya aucune raison
de preferer le nombre pair a limpair, on doit,
suivant les regles des probabilites, prendre
la moitie des rcsullats relutils i. ces deux es-
peces de nombres, et qui sont zero et Funde;
cequi donne |pour lavalcurdela sene. Daniel
Bernoulli a etenda depuis,;ce raisonnement
a la sommanon des series formee's de termes
periodiques. Mais toutes ccsseriesn’onlpoint,
a proprement parier, de valeurs . elles rTen
prennenl que dans le cas ol leurs termes
sont muitiplies pai les puissances successives
d’une variable mouidre que Funite. Alors, ces
series sont toujours convergentes, quelquc
petite que Ton suppose' la diikrence de la
variable & Tur.ite ; etil est facile de demontrer
que les valeurs assignees par Bernoulli, en
vertu de la regle des probabiUtes, sont les
valeurs memes des fractions generatriees des
series, lorsque Ton supposP dans ces fracaons,
la variable'egale a Tunite, Ces valeurs sont
encore les limites dont les series approclient
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de plus en plus, a niesure que la variabie
opproche de I'unite. Mais lorsquc la variable
est exactementegaleal’'uciLmles series cessent
d’etrc convergentcs : ellcs n'ont de valeurs,
gu'autant qu’'on les arrete. La coYncidencc
remarquable de cette appfication du calcul
des probabihtes, avec les finites des valeurs
des series periodiques, suppose que les termes
de ces series sont multipbes par toutes les
puissances consecutives de la variable. Ma*s
ces series peuveni; resulter du developpement
d’'une infinite de fraciions differentes, dans
lesquelles cela n'a pas lieu. Ainsi la serie,
plus un, moins plus un, etc. peut naitre
du developpement d'une fraction dont le nu-
meratour est Fuuite plus la variablei et dont
le denominateur est ce numeraleur augmente
du carre de la variable. En supposant la va-
riable egale a l'unile , ce developpement se
ebange dans la serie proposee, et la fraction
generatrice devient ¢gate u JE les regles des
probabiliLes donneraient donc alors un faux
resultal ; ce qui prouve combien il serait
d mgereux d’employer de scmblables raison-
nemens, surtout dans les Sciences mathema-
tiques, que la rigueur de Leurs procedes doit
eminemment distinguei.
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Des divers moyens d'approcher de la
. cerlitude.

L 'mduction , l'analogic, des hypotbcscs
fondees surr les faits et rectifiees sans cesse
par de nouvelles observations, un tact heu-
reux donne par la nature et fortifie par des
comparaisons nombreuses de ses indications
avec l'experiencc , tels som, les principaux
moyens de parvenir r. la verite,

Si Fon xonsiderc avec attention, la serie
des objets de meme nature; on apercoit entre
eux et dans leurs changemcns, des rapports
et des lois qui se manifesteni. de plus en plus,
a mesure que la serie se prolonge, et qui,
en s’etendant et se generalisant sans cesse,
conduisent enfm au principe dont ils de-
pendent. Mais souvent ces lois et cos rapports
sont enveloppes de tant de circonstances
metrangeres, qu’il fautune grande sagaeil e pour
les demdler, et pour remonter a ce principe :
MBst en cela que consisle le veritable genie
des Sciences. L'analyse et la philosoplne na-
turelle doivent leurs plus importantes decou-
vertes, & ce moyen fecond que I'on nomine
iiiduchon. Newton lui a ete redevabie de son
theoreme du binome, et du principe de la gra-
vitation universelle. 1l est dilfiei'c d'apprecier
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la probabilite de ses résultats. Elle se fonde
sur cc que les rapports et les lois les plus
simples, sont les plus communs : c’est ce qui
se verif3e dans les formules de fanalyse, et
ce que lI'on retrouye dans les phenomenes
naturels, dans la cristallisalion, et dans les
combinaisons chimiques. Cette simplicile de
lois et de rapports ne paraitra point ¢tonnante,
si fon considere quc tous les effcls dc la na-
ture, ne sont quclcs resultats mathemaliques
d’un petit nombre de lois immuubfes.
Cependant Finduction, en faisant decouvrir
les principcs geueraux des Sciences, ne suffit
pas pour les etablir en rigueur. Il faut tou-
jours les confirmer par des demonstrations,
ou par des experiences decisivesj car I'liis-
tuire des Sciences nous montre quc I':nduc-
tion a quelquefois conduit a des resultats
incxacls. Je citerai pour exemple , un theo-
rmac dc Fermat sur les nombres premiers.
Cc grand geometre qui ayait profondément
medil6é sur leur theoric, eberebait une for-
mule gm ne renfermant que des nombres
premiers, donnat directemcnt un nombre
premier plus grand qu'aucun nombre ass: -
gnable. L’induction le conduisit & penserque
deuxeleyed une puissance qui etait elle-meme
une puissance de deux, formait avec runi €,
un nombre premier.Ainsi deux 6lcye au carr¢,
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plus un, forme le nombre premier chiq. deux
eleve k la seconde puissance de deux, ou
seize forme avec un, le nombre premier dix-
sept. Il trouva que cela etait encore vrai
pour la huitieme et la seizieme puissance de
deux, augmentee de l'unite; et cette induction
appuyee de plusieurs considerations arithmc -
tiques, lui fit regarder ce resultat, comme
general Cependant il avoue qu'’il ne I'avait pas
encore demontre. En eilet, Euler a rcconnu
que cela cesse davoir ,:eu pour la trente-
deuxieme puissance de deux, qui augmentee
de i'unite donne 4294967297, nombre d>vi-
sible par 641.

Le chancelier Bacon, promoteur si elo-
guent de la vraie methode philosophique, 3
fait de finduction, un abus bien e',range, pour
prouver I'immobilite de la terre. Yoici comme
il raisonne dans le Novum Organum, son
plus bei ouvrage. Le mouvement des astres ,
d’'orient en occident, est d'autant plus prompt,
gu’ils sont plus eloignes de la terre. Ce mou-
vement est le plus rapide pour les etoiles : ii
se ralentit un peu pour Saturne, un peu plus
pour Jupiter, et ainsi de suite, jusqu’a la lune
et aux cometes les moins clevees. 11 est cn-
corc perceptible dans I'atmosphere_, surlout
entre les tropiques, a cause des grands cercles
gue les moieculcs de l'air y dicrivent; enfin
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il est presqu’insensible pour FOcean; il est
donc nul pour la terre. Mais cettc inducLion
prouve seulcment que les astres ont des raou-
vemens propres, contra.res au niuuvemcnt
reel ou apparcntqui empdérte toute la sphere
ci'este d'orient en occident, et que ces mou-
vemens paraissent plus lents pour les astres
plus el™ignes; ce qui est conforme aux lois
de Fopt:que. Bacon aurait du etre trappe de
I'inconcevablo vitesse gu’il faut supposer aux
astres pour accompbr leur revolution diurne
dans Fhypothese de la terre immobile , et de
I'extreme simplicite avec laquelle sa rotabon
explique comment des corps aussi distans les
uns des autres, que les etoiles et les planetes,
semblent tous assujetis & cette revolution.
Quant & FOcean ct U Fatmosphore, il ne de-
vait point assimiler leur mouvement & celui
des astres, qui sont detaches de la terre; au
lieu que Fair et la mer faisant partie du globc
tcrrestre, ils doivent partic'per a son mou-
vement ou a son repos. U est singulier que
Bacon porte aux plus grandes vucs, par son
genie, n'ait point ,ete entraine par l'idee ma-
jestueuse que le Systeme de Copernic olfro
de Funivcers. 1l pouval ccpendant Irouver en
favcur de ce Systeme, de fortes analogics,
dans les decouvcrtes dc Galilee, quiluiidaient
eormues. Il a donno pour la recherche de la
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verite, le precepte, et nonl’exemple. Mais en
insistant avec toute la force de la raison et
de feloquence, sur la necessite d'abandonner
les subtilites insigniliames de I'ecolg™ pour se
livrer aux observations ct aux expericnces,
et en indiquant la vraie methode de s’elevcr
aux causes generales des phenornenes jj ce
grand philosophe a eontribue aux progres
immenses que I'esprit bumain a faits dans 1c
beau siecle ou il a termine sa carrierc

L 'anologie est fondee sur la probabilite que
les choses semblables ont des causes du meme
genre, et produisent les memes effetu’ Plus
la similitude est parlaite,’ plus grande est celLte
probabilite. Ainsi nous jugeons sans aucun
douto, que des etres pourvus des memes
organes, exeeutantles meines cboscs, et com-
muniquanl ensemble, eprouvent les memes
sensations, et sont mus par les inemcs desirs.
La probabiULe que les animaux qui se rap-
proebent de nous par leurs organes, ont des
sensations analogues aux nétres, quoiqu’un
peu interieurc &alcelle qui est relative aux
individus de notre espece , est encore exces-
sivement grande; etil afallu toute rinfluence
des prejuges religieux, pour faire penser a
guelques philosophes, que les animaux sont
de purs automates. La probabilite de I'exis-
ience du sentiment decroit, ixmesure que la.
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simililude des organcs avec les notres, dimi-
nue; mais elle est toujours Ires-forte, meme
pour les inscctcs. En voyant ceux d’'une meine
cspece, executerdes choses fort compliquees,
exactement de la meme mankue, de gene-
rations en generations, et sans les avoir ap-
prises; on est porte & croire qu'ils agissent
par une sorte d'allinite, analogue a celle qui
rapproclie les molt-cules des cristaux, mais
qui se melant au senliment attache & toute
Organisation animale, produit avec la regu-
larite des combinaisons cliimiqucs, des com-
binaisons bcaucoup plus singulieies : on
pourrdtpcul-elre, noinmer affinite animale,
ce melange des allinites eleciivcs et du Sen-
timent. Quoiqu'il existe beaucoup danalogie
entre l'organtsalion des plantes et celle des
atiimaux; elle ne me parait pas ccpendant
suffisante pour eteudre aux v'igctaux, la fa-
cullk de sentir; comme rien n'autorise a la
leur refuser.

Le solcil f'isant eclore par l'action bienfai-
sanLe de sa himiere et de sa clialeur, les
animaux et les plantes qui coavrcnt la terre;
nous jngeons par i'analogie, qu’il produit des
effets semblables sur les autres planetes ; car
il n'est pas naturel de penser que la matifre
dont nous voyons l'aclivite se devcloppcren
taut de faeoiis, est sterile sur une aussi grosse
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planete que Jupiter qui , comme le globe
terrestre, a ses jours, ses nuits etses annces,
et sur lequel les observations indiquent des
changemens qui supposent des forces tres-
actives. Cependunt ce serait donner trop
d’extension & l'analogie, que d’en conclurc
la similitude des habitans des planetes, et de
la terre, L’'nommc fait pour la temperature
dont il jouit, et pour felement qu'il respire,
ne pourrait pas, selon toute apparcnce, vivre
sur les autres planetes. Mais ne doit-il pasy
avoir une inunile dorganisations relatives
aux diverses constitutions des giobes de cet
univers ? Si la seule dillerence des elemens
ct des climats, met lant de varicle dans les
productions terrestres; combicnplus doivent
differer, celles des diverses planetes et de
leurs satellites. L’imaginalion la plus active
ne peut s’en foimcr aucune idde; mais leur
cxislcnce est tres-vraiscmblablc

Nous sommes conduits par une forte ana-
logie , a regarder les etoiles, comme autant
de solcils doues ainsi que le nétre , d’un pou-
voir attractif proportionnel a la masse et
reciproque au carre des distanccs. Car ce
.ouvoir elant demontre pour tous les corps
du Systeme solaire, et pour leurs plus pclitcs
moledulcs: ilparait appartenir & toute la ma-
llere Beja, les moovemens dcspclbes etoiles
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que Ton a nommees doubles & cause de leur
rupproehement, paraissent rindiquer : un
siecle au plus d'observations prerises, en
constatant leurs mouvemens de revolution
les unes autour des autres, mettra hors de
doute, leurs attractions reciproques.

L 'analogie qui nous porte & faire de chaque
etoile, le ccntre d’un Systeme planetaire est
beaucoup moins lorte que la precedentej
mais eile acquiert de la vraisemblance, par
I’hypothosc que nous avons proposec sui la
formation des etoiles et du solcil- car dans
cette Hypothese , chaque etoile ayant ete
comme le soleil, primitivement environnee
d’'une vaste atmosphere; il est naturel d’attri-
buer a cette atmosphere, les meines effets
gu’'é Patmospherc solaire, et de supposer
gu’'ellc a produit en se condensant, des pla-
netes et des satellitcs.

La methode la plus sure qui puissc nous
giuder dans la rechcrche de la verite, con-
siste a s’elever par k voie de I'induclion des
phenomenes parliculicrs,’a des rapports de
plus cn plus elcndus, jusqu’a ce que lI'on ar -
nvc enfin a la M generale dontils derivent.

hisuite on verifie-cettc loi, soit par des expe-
nences dircctcs, lorsque cela est possible

soit en examinant si. eile satislait aux phe-
nonr-nes counus; et si par une rigoureuse
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analyse, ou les voit tous decouler de cette
loi, jusque dans leurs moindres details; si
d’aillenrs ils sont tres - varies et tres - nom-
breux; la science alors acquiert le plus haut
degre de certitude et de perfeclion, qu'elle
puisse alteindre, Telle est devenue l'astro-
nomie , par la decouverte de la pesanteur
universelle. Lihistobe des Sciences fait vom
gue cette marche lente et penible de I'induc-
lion, n'a pas toujours etc celle des inven-
teurs. L’imagination impatiente de remonter
aux causes, se plait & creer des bypotheses;
et souvent, eile denature les faits, pour les
plier & son ouvrage : alors, les bypotheses
sont dangereuscs. Mais quand on ne les en-
yisagp Que comme des moyens de lier entre
eux les phénomenes, pour en decouvrr les
lois; lorsqu’en evitant de leur attribucr de la
reaiite, on les rcctilie sans cessc par de nou-
yellcs obscrvat'ons; elles peuyjent conduire
aux veritablcs causes, ou du moins, nous
mettre & porlee de conclure des phenomenes
observes, ceux que des circonstances don-
nees doivent faire eclore.

Si I'on essayait toutes les hypotheses quc
I'on peut former sur la cause des plieno-
menes; on parviendrait par voie d’exclusion,
a la veritable. Ce moyen a ete employe ayec
succes: quelquefois on est arriye & plusieurs
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hypotheses qui cxpliquaient egalement bien
tous les fuiLs connus, et cntre lesqaelles les
savans se sont partages, jusqu'a ce que des
observations decisives aient fait connaitre la
veritable. Aloi’'s il est interessant pour Ihis-
toire de I'espiit humuin, de revenir.sur ces
hypotheses , de voir comment elles parvc-
naient a expliquer un grand nombre de faits,
et dc rcchereher les eliangemens quelles
doivent subir, pour rentrer dans cclle de la
natnre. C’cst ainsi que Je systeme de Ptolemee,
qui n'est que k realisalion des apparences
celestcs, se transforme dans Fliypotbese du
mouvemcnt des planetes autour du soleil, en
y rendant egaux et paralleles & I'orbc solaire,
les cerclcs et les epicycles que Ptol 'mee fait
décrire annuellement, et dont il laissela gran-
deur, indeterminée. Il suffic ensuite, pour
ebanger cette liypothese, dans levra: sj-stemo
du monde, de transporter en sens conlraire,
a la terre, le mouvement apparent du soleil.
Il est presque toujours impossiblc de son-
mellrc au calcul, la probabilite des resultats
obtenus par ces uivers moyens : c’est ce qui
a licu pareillement pour les faits hisloriques.
Mais Tensemble des phenomenes expliques
ou des temoignages, est quelquelb’s tel, gae
sans pouvoir en apprecier la probabilite, on
ne peut raisonnablement se permettre aucun
12
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doute a Ltur egarc. Dans les autres cas, il est
prudent de ne les admettre qu'avec beaucoup
de reserve.

Notice hisiofique sur le Calcul des Pro-
babilites.

Depuis long-temps, on a determin¢ dans
les jenx les plus simples, les rapports des
chances iavorables ou contruires aux joueurs;
les enjeux et les paris etaient i¢gles d'apres
cesrapports. Mais personne avant Pascal et
Fermat, n'avavt donne des principes et des
methodes pour soumettre cet objet au calcul,
et n'avait resolu des questions de ce genre,
un peu compliquees. C'est donc & ces deux
grands geometres qui' faut rapporter les pre-
miers elemcns de la science des probabilites,
dont la decouverte peut etre mise au rang
des choses remarquables qui ont illustre le
dix-septieme siede, celm de tous les siecles
qui fait le plus d’lionneur & I'esprit humain.
Le principal probleme gu'ils resolurent tous
deux par des voies differentes, consiste,
comme on Pavu precedemment, 1partager
equitableinent Penjeu, entre des juueurs dont
les adresses sont egales, et qui conviennent
de quitter une partie, avant qu’elle finisse, la
condition dn jeu etant que pour gagner Ja
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partie, il faut atteindre le premier, un nombre
donne de points. 11 est elair que le partage
doit se fae'e proportionnellement aux pi'o -
babilites respectives des joucurs, de gagner
cette partie, probabilites qui dependent des
nombres de points qui leur mangquent encore.
La methode de Pascal est fort ingenieuse. et
n'est au fond, que I'cmplo de I'equation aux
dillerences partielles, relative & ce probleme,
pour determiner les probabilites successives
des joucurs, en aliant des nombres les pfiis
petits aux sur'vans. Cette methode est limitee
au cas de deiix joueurs:celle deFermat, fondee
sur les combinaisons, s'etend a un nombre
guelconquc de joueurs. Pascal crut dabord
gu’elle devait etre, comme la sienne, res-
treinte a deux joueurs; ce qui etablit entre
eux, une discussion a la fir de laquelle Pascal
reconnut la generalite dl la methode de'
Fermat.

Huyghens reunit les divers problemes que
I'on avait de,u resolus, et en ajouta de nou-
veaux, dans un petit Traitd, le premier qui
ait paru sur cette matiere, et qui a pour titre,
De Ralioc/ni. ;M Judo alece. Plusieurs geo-
metres s’en occuperent ensuite : Kuddes et le
grand pensionnaire Witt en Rollande, et Hal-
leyen Angleterrc, appliquerent le calcul, aux
probabilites de la vk? humainc; et lialley!

12. .
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pnblia pour cet objet, la prcmiere table de
mortalite. Yersle meine temps, Jacques JBer-
noulli proposa aux geometrcs, divers pro-
blemes de probabilite dont il donna dcpuis,
des Solutions. Enlin il composa son bei ou-
vrage intitule Ars conjeclandi, qui ne parut
gue sept ans ftpres samort arrivee en 1706.
La science des probabilites est beaucoup plus
approfondie dans cet ouvrage, que dans celui
d’liuyghens ¢ 'auteur y donne une theorie
generale des combmaisons et des suitcs, et
I'applique a plusieurs questions difiiciics, con-
cernant les liasards. Cet ouvrage est cncore
remarquablc par la justesse et la linessc des
vues, par I'emploi dc la formule du binome
dans ce genre de gquestions, et par la demons-
tration de ce theoreme, savoir, qu'en multi-
pliant indefiniment les observations et les
experiences; le rapport des evenemens de
diverses natures, qui doivent arriver, ap-
proclie de celui de leurs possibilites respec-
tives, dans des limites dont fintervalle se
resserre de plus en plus, et devient moindre
gu’aucune quantite assignable. Ce tbeoreme
est tres-utile pour reconnaitre par les Sbser-
vations, les lois et les causes des phenomenes.
Bernoulli attachait avec raison, une grande
importance 4 sa demonstration qu’il dit avoir
medi tee pendant yingt annees.
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Pans Fintcrvalle de la mort de Jacques
Bernoulli, a la pubMcation de son ouvra‘e;
Montmort et Moivre firont parailre deux trai-
tos sur le calcul des probabilites. Celni de
Montmort a pour litre, Essai sur les Jeux
de hasard: il contient de nombreuses appli-
cations de ce calcul, aux divers jeux. E’au-
tcury ajointdans la seconde edition, quelques
lettres dans lesquclles INicolas Bernoulli donne
des Solutions ingenieuses de plusieurs pro-
blemes difficiles, de probabilite. Le traite de
Moivie, postericur a celui de Montmort,
parut d'abord dans les Transactions Philoso-
phiques de lI'annee 1711. Ensuile Fautcur le
publia separement, et il Fa perfectionne suK-
cessivement dans les trois editions qu'il en
a Uonnees. Cct ouvrage est pnncipai.ement
fonde sur la formule du binome; et les pro-
bier ms qu’il contient, ont, ainsi que leurs
Solutions, une grandc generalite. Mais ce qui
le distingue, est la thiorie des suites recur-

enles, et leur usagc dans ces matieres. Cette
theorie est l'inlegraLion des equations lineaires
aux differences finics k coefficiens constans,
integralion & laquelle Moivre parvient d'une
maniere tres-heureusc. Comme il est toujours
interessant de connaitre la rnarebe des inven-
teurs; je vais exposer celle de Moivre , en
lappliquant a nuc suite recurrente dont la
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relation entre trois termes consccutifs est
donnee. D'abord, il considere la relation entre
les termes conseculifs d'une progression geo-
meti'que, ou l'equation & deux termes, qui
I'exprime. En la rapportant aux termes if#3 n
rieurs d’une unite, il la multiplie dans cet
etat, par un facteur constant, et il rctranche
le pi‘oduit, de Iequation primitive. Paria,
il obdent une relation entre trois termes con-
seoutifs de la progression glonuitrique. Molvre
considere ensuite une scconde progression
geomeLrique dont la raison des termes, est
Ic Facteur meme qu’i! vient d’'employer. 11 41-
minue pareillement d’'une unite, I'indicc des
termes, dans Fequation de cette nouvelle pro-
gression : dans cet etat, il la multiplie par la
raison des termes de la premiere progression,
et il rctranche le produit, de I'equation pri-
mitive; ce qui lui donne entre treis termes
consccut'fs de la seconde progression, une
relation entierement scmnlable a celle qu'il a
trouvee pour la premiere progression. Puis
il observe que si I'on ajoute terme & terme,
les deux progressions; la meme relation, sub-
r.iste entre trois quclconques de ces sommos
consecutives. Il compare les coefficicns de
cette relation, a ceux de Ja relation des termes
de la suite reenrrente proposee; et il trouve
pour determiner les rapports des lermes
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consecutifs des deuxprogressions, une equa-
tion du second degre dont les racines sont
ces rapports. Par la, Moure decompose la
suite recurrente, en deux progressions geo-
metriques multipliees, chacune. par une cons-
tante arbitra:’re qu’il determine au moyen des
deux premiers termes de la sune recurrente.
Ce piocedo est au f'ond, celui que Lagrange
a depms employe pour lintegratiun des equa-
ions bneaires aux diherences g coefficiens
constans.

Tres-peu de temps avant ces recherches
de Moivre , Taylor avait donne dans son
cxcellent ouvragc inblule Methodus incre-
memonun, la maniere dintegrer I'equation
lineaire aux diilerences du premier ordre,
avec un coefficient variable, et un dernier
terme fonclion du seul mdioe. C'est donc &
ces deux illuslres geometrcs, que Fon est re-
devable de la consideration et de I'integration
de ce genre d'c-quations. A la ventc, les re«
lations des termes consecutifs des progres-
sions eritbmetiques etgeometriques, ne sont
que les cas les plus simples des equations
lineaires aux differences. Mais on ne les avait
pas envisages sous ce point de vue, l'un de
ceux qui se rattacliant h des thbories gene-
rales, ont conduit o ces theor.es, et sont par
ia, de verilables decouyertcs.
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Moivre a repris dans son ouvrage, le theo-
reme de Jacques Bernoulli sur la probabilite
des resultats donnes par un grand nombre
d’obseryat'ons. Il ne se contentc pas de faire
voir, comme Bernoulli, que le rapport des
evenemens qui doivent arriver, approchera
sans cesse de celui de leurs possibilii.es res-
pectives ; il donne de plus une expression
elegante et shnplc de la probabilit» que la dif-
ference de ces deux rapports, sera contenue
dans des limites donnees. Pour ccla,il deter-
mine le rapport du plus grand terme du de-
veloppement d'une puissance tres-elcvee du
binome, 4 la somme de tous ses termes, et
le logarithme hyperbolique de I'exces de ce
terme, sur les termes qui en sont tres-voisins
Le plus grand terme etant alors le produit d'un
nombre considerable de facteurs; son calcul
numerique devient impraticable. Pour I'ob-
tenir par une approximadon convergente,
Muivre fait usage d’un theoreme de Stirling
sur le terme moyen du binome cleve & une
haute puissance, theoreme remarquable, sur-
tout en ce qu’'l, ntroduit la raeirre carree du
rapport de la circonterence au rayon, dans
une expression qui semhle devoir etre etrar-
sere n cette transcendante. Aussi Molvre
fut-il singulierement frappe de ce resultat que
Stirling ayait deduil de I'expression de la
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circonference en procluns infinis, expression
a laquelle Wallis etait parvenu par une singu-
liere analyse qui contient les gcrmes de la
theorie si cur 3use et si utile des integrales
definies. -7
Plusieurs savans parmi lesquels on doit dis-
LinguerDeparcieux, Kcrsscbhoom, Wargentin,
Duprt de Samt-Maure, Simpson, Sussnulich,
Pnce et Duvillard, ont reuni un grand nombre
de donnecs precieuses, sur la population, les
naissances, les mariages et lumortalitc. Ils ont
donne des formules et des tablcs relatives
aux rentcs viageres, aux tontines, aux assu-
rances, etc. Mais dans cette courte notice, je
ne puis quiindiquer ces travaux estimables,
pour m'attacher aux idees originales De ce
nombre, est la distinction des esperances
maibemafigne et morale, et le principe inge-
nieux que Daniel Bernoulli a donne pour sou-
mettrc celle-ci a I'analyse. Telle est encore
I'application heureuse qu’il a faite du calcul
des probabilites, g I'inoculalion. On doit sur-
tout, placer au nombre de ces idees origi-
nales, la conside:eation directe des possibilites
des evenemens, tirees des evenemens obser-
ves. Jacques Bernoulli et Moivre supposaient
ces possibilites, connues; et ils cherchaient
la probabilite que le resultat des experiences
a faire, approchera de plus en plus de les
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representer. Bayes, dans les Transacfions
Philosophiques de Tannee 1763, a cherche
directement la probabiiite que les possibilites
indigaecs par des experiences dejafaites, sont
comprises dans des limitcs donnees setily est
parvenu d’'une mauiere fine et tres-Ingenieuse,
quoiqu’un peu emburrassee. Cet objet se rat-
tache u la theorie de la probabiiite des causes
et des evenemens futurs, conclue des eve-
nemens observes \ theorie dont j’exposai
gquelques annees apr<s, les principes, avec la
I'cinarque de binfluence des inegaliLcs qui
peuvent ex’ster entre des chances que l'on
suppose egales. Quoique l'on ignore quels
sont les evenemens simples que ces inegalites
favorisent; cependant cette igncrance memo
accroit souvent, la probabilito des evenemens
compos is. En generalisant l'analyse et les
problemes concernant les probabilites, je fus
conduit au calcul des differences finies par-
tielles que Lagrange a traite depuis, par une
methode fort simple, et dont il a fait dele-
gantes applications a ce genre de problemes.
La theorie des fonctions generatrices, que je
donna; vers le meme temps, comprend ces
objets, parnn ceux qu'elle embrasse, et s'a-
dapte delle-meme et avec la plus grande
generalite, aux questions de probabiiite, les
plus diifiules. Elle determine encore par des.
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approximations tres-convergcntes, les va-
leurs des fonctions composees d'un grand
nombre de termes et de facteurs; et en faisant
volr que la racine carree du rapport de la
circonférence au rayon entre le plus souvent
dans ces valeurs, eile montre qu’'une infinite
d’autres transcendantes peuvent également
s'y inlroduire.

On a encore soumis au calcul, la proba-
bilite des temoignages, les votes et les deci-
sions des assemblees electorales et delibe-
rantes. Tant de passions, d'interets divers et
de circonstances compliquent les questions
melatives & ces objets, qu’elles sont presque
toujours insolubles. Mais la solution de pro-
blemes plus simples , et qui ont avec eiles
beaucoup danalogie, peut souvent repandre
de grandes lumieres sur ces quesiions di'iiciles.

L’une des plus interessantes appbcations
du calcul des probabibtes, concerne les mi-
licux gu’il faut choi Ur entre les resultats des
observations. Plusieurs gdometres s’en sont
occupds, et Lagrange a publi' dans les Me-
moircs de Turin, une belle melLbode pour
determincr ces milicux, quand la loi des er-
rcurs dcsoDservalions est connue J’ai donne
j)éur le meme objet, une metbode fondee sur
unartificesingulierqui peutetre employeavec
avantage dans d’autres questions danalyse,
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ct qui en pennettant d'elendre iudefiniment
dans tout le cours d'un long calcul, les fouc-
tions qui doivent etre limitecs par la nature
du probleme, indique les modifications quo
enaque terme du resultat final doit recevoir
en vertu de ces limitations. Mais ces me-
tbodes supposent connuc, la loi des erreurs
des observations; ce qui n’est pas. Heureuse-
ment, jai trouve que si les observations sont.
cn grand nombre, la rechercbe des miheux
qgue I'on doit choisir, dcvient independante
de cette loi. On a vu precedemment, que
chaque observation fournit une equation de
condition, du premier degre, qui peui tou-
jours etre disposee de maniere que tous ses
termes soient dans le premier membre, le
second etant zero. L/usage de ces equations
est une des causes principalcs de la grande
precision de nos tables astrouomiques; parce
gae I'on a pu ainsi faire concourir un nombre
immense d’excellentel? observations, & la de-
termination de leurs elemens. Lorsqu’il ny
a gu'un seul element & délerminer, Coélcs
avait prcscrit de preparer les equations de
condition, de sorte que le coefficient de I'ele-
ment inconnu tut posilifdans chacunc d'elles,
et dajouter ensifite toutes ces equations,
pour former une equation finale d’ou fOll tirc
la valcur de cet element. La regle de Cbles
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ful suivie par tousles calculateurs. Mais quand
il fallait determiner plusieurs elemens; on
n’'avait aucune regle fixe pour combiner les
equations de condition, demaniere & obtenir
les equations finales necessaires: seulement,
on choisissait pour chaque element, les ob-
servations les plus propres a le determiner.
Cc ful pour obvier a ces tatonnemens, que
Legendre et Gauss linagincrent d'ajouter les
carres des premiers membres des equations
de condition, et den rendre la somme un
minimum, en y faisant varier chaque ele-
ment inconnu : par ce moyen, on obtient
directement autant d'equations finales, qu’il
y a d'elemens. Mais les valcurs déterminees
par ces equations, meritent-ellesla preference
sur toutes celles que l'on peut obtenir par
d’autres moyens? C'est cg.que le calcul des
probabiiiLes pouvait seul apprendre. Je I'ap-
pliquai donc a cet objet important, et je fus
conduit. par une analyse delicate, a la regle
gue je viens d'mdiquer, et qui reunit ainsi a
I'ayantage de faire connadre par un procede
regulier , les elemens chercjres, celui den
donner les valeurs qui ne laissent & craindre
que les plus petites erreurs possibles.

'ai rassemble tous ces objets dans ma
Theorie analyLique des Probabiates, oii je
me suis propose d'exposer de la maniere la
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plus generale, les principes et I'analyse du
calcul des probabiliies, ainsi que les solu'ions
des problemes les plus interessans et les plus
dirficiles que ce calcul presente.

On voit par cet Essai, que la thcorie des-
probabilites n'est au fond, que le bon sens
roduit au calcul : eile fat apprecier avec'
exactitude , ce que les esprits justes sentent
par une sorte dinstinct, sans qu’ils puissent
souvent s’enrendre compte. Si I'on considere
les methodes analyfiques auxquellcs cette
theorie a donne naissance, la verite des prin-
cipes qui lui servent de base,: la logiquc fine
et delicate qu’exige leur emploi dans la solu-
t:ondes problemes, les etabl’ssemens d’utiliLe
publique qui s’appuientsur eile, etl’extension
gu’elle a ~eeuoetqu’clle peutrecevoirEncore,
par son application aux quesfions les plus
importantes de la philosophie naturelle et de
I’economie poliiique; si I'on observe ensuite
gque dans les choses memes qui ne peuvem
etre soumises au calcul, eile donne les aper-
eus les plus surs qui puissent nous guider
dans nos jugemcns, et qu’elle nous apprend
u nous garantir des illusions qui souvent nous
egarent; unverra gqu’il n’est point de science
plus digne de nos medilations, et dont les
resultats soient plus utiles.

EIN.
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