Inz. WEADYSLAW TAKLINSKI

Profesor Akademii Gérniczej w Krakowie

- Tom |l

KINEMATYKA

WECHANIKA TEORETYCZNA

Naktadem Sekeji Wydawniczej Y
. Stowarzyszenia Studentéw Akademii Gérniczej

Krakéw 1945







Inz. Wladyslaw Taklinski
Profesor Akademii GorniczeJ w Krakowie.

Meechanika Tepretyocszna
KINEMATYKA
* . Tom If.

Biblioteka Jagielloriska

I(HIIIIII|||||||||||J|||||II||I|

Nakladem Sekeji Wydawnicze]
Stowarzyszenia Studentdéw Akademii Gérnicze;
Krakdéw 19454







kg

Risgw @wd e 00
P g B C LA POD O AWR WY EINBNA TGS
PUNKTU ML TERIATLNEGO,

Kinematyka rozpatruje ruch ni .aleznie od przyczyn,ktére
ten ruch wywoxuje.Tena dziax mechaniki ogdlnej Jjest oparty
wytgcrznie na prawach,bedacych podstawami geowetrii.

Ruch ciata badamy na podstawie zmian odlegXosci Jjego
punktéw od punktéw jakiegobads inmego ciata.W zaleznodcl od
tego,czy to ciato znajduje sie w stanie spoczynku,czy tei ru-—
chu,nazywamy ruch pierwszego claza b e zwz gl ¢ d n ym,
aedbe Wom el oedn ym o,

W pierwszych rozdziastach bedziemy rozpatrywad vwiqunie
ruch.bezwzgledny.
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Poruszajacy sie punkt zskresla w przestrzeni cisgig kr zywa
ZWane torem puktu,.Tor pmktu jest zatym geome trycz-
nym miejscem porozen punktu podezas jego ruchu.

Gdy punkt poruszajgc sie pozostaje stale w pewnej prasz-
ezy’nie,ruch jego nagywamy p* a s k im , w wypadku prze-
ciwvnym méwimy,?c ruch punktu jest m ic p% a s k i ,ezyli
przcstrzemn y . .Pommany jeszcze inny pedziar ruchu
w zalesnodci od rodzaju toru punktu.

Gdy tor punktu jest linis prostg,witedy ruch mazywamy pro-
stoliniowym,W kazdym immym wypadku méwimy,zc ruch jest krzy-
woliniowy.Ruch krzywoliniowy,ktércgo torem jest koXo,nazyw
gie ruchem o B v Dot 0wy R Jfuchk nopywany e T Dy 6%
M o pa b e il ol cnmam wam e e w e el cavaasy sl B
s Pmbowyn 3 by, Jeretd tor Jesf elir: ﬂ,para%ol% sC Y-
kloidsg,srubs i t.p.

Puch pumk tu uwazemy jake okreslq_y wtedy,gdy mozemy w kaZ—
dym momenciec wskazaé poxozenie jego w przestrzeni.Czas liczy-
my od pewnego momentu,np.od 12 godz.l stycznia,uwazajge ten mo-
nent jako poczgtkowy.Jako jednogstke czmsu bierzcmy np.l sk
Jezeli rogpatrywsny moment nastepuje po nomencie poczgtkowym
to liczbe t sck,pomiedzy norentem poczs tkowymn,a rozpatrywa-—
nyn uwazany jeko dodatnig.dJereli zad rozpatrywany norent wy-
przedza noment przyjety jak: poczetkowy,wtedy liczbe ¢ sak.
vormiedzy tymi momentani uwazamy,jake ujemng. : :

- “uch punktu mozenyy okredlié dwoma sposchani:

Wed Toklipskidlcchinika teore tyczna



I
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wvernie urywali vspo&rzgdnych Ka

Bidoinujee iozes T o trze
réwnenis Adwu powierzchni cy-
1lindrycznych:

y:'fl/x/, z:_—rf?/:{/...o.,/%/
przecinn jacych sie wzdxrug
pewnej linii krzyvwej AB

/rys.2./ .72 krzywe AB jost
WXesne G 0 e e punk tu

My/x,y,z 7

Gdy ruch jest pxaski,
wtedy przyjrujsc te prasz-
czyene, jako praszcoyzne XOY,
okredlimy ruch punmktu ¥ x,y/
za ononoca dwu tvlko rdwneAd

ruch 3 '
<))y N

ponicwas” trzccic rdrvmenic
z=0 nozermy opudeid.
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Tlininujec z réwmed /3 / czrs
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ru puxtu X,y'/z
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1/ zo porioce réwned ruc hu | skodc = y s et N
zor homoes) sto ¥ U Ofg s ) e ¢ hu po-
il e by v o Sdir g e s em ome g e
~ Sposéb pierwszy molsgza na tyn,1iz podezas ruchu punktu M.

/%7, / rys 1. zomieniajg sie
t. Wiec to wsplirzedne X,y,%
i nnvj niezelconed b U3
¥= ‘ L) sag—7 /it iy =% /’r/.../l/
gy rzbcza oczyw1sL¢,
2oy okredlié ruch punktu M
p /,wystaroza mige T2y
funkcde ¥ /6 /¥ /W 4 X /t/,
albowiem wediuz ‘nich dla kazde~
~o momentu czasu zne jdziemy
wupoirz@ﬂne punk tu X,ys%,8 Zo-
tym mm"nmozyny poxozenie tego
punktu M w przestrzeni REw-
nanis /1 / nag ywamy T 6 w -
noan i d e w e v g il
i len npsloalinie sl
Zauwazyny , iz wsnolrzg&mc

pur.-tu M nie koniecznie m szg

byé prostoke inymi Kartezjusza,

lecz mosa byé wogdle dowolBymni
np.cylindrycznymi.Bedzieny prze-
rtuZ]uG"J9J ako najprostszych.
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Jercli mie hedzieny unicli wyeliminowad czasu t 2 réw-
war /3 /,wt 2dy nogerny zbudowad tor punktu il wediug posSzCze~

£61lnych punktéw na tym torze smrjdujscych sie.Mozeny tez réw-
nenia /3 / uwes 706 ,jako réwnania par: mtryCzn\. toru punktu

B v
Prezykzad I, Réwania gkolecgonc ruchu sa:
X=tu oty ¥= /50 b+l t? PrZyCZ Yri - 1§1 g sg state.Réwmania
toru punktu mapi-© ~SZgny: - : :
y = }[‘ X -+ '{2;_ 0'_1}22' .

Tor pmktu jegt zatym parabo l g 1 ruch jest pa -
roaboliczny. ‘

Pooegdy koa o @ AP o mamameos kg = a.sin_kt z=C%t.

Ruch jest §rzestrzenny,rom enia toru sg: x y = a%

.
Fick *'i:w are te e Tor punk tu Jest wiec linjsg S rub o wg

a sor ruch rachon grubowym. .
Proyk ¥od I1I. Réwnenia skorczonc ruchu: r=a.t,

@ = kt, a 1 k so stare.Réwnania ruchu sg w wspdirzed-
nych blugunowych /r 0-/ Réwnanin toru punktu M /r e / b@dzm
T = —— 0 .Tor jocst wiee linig spiralns Archimedesa.

k 5 ‘
Sposéh drugi okredlenin ruchu punktu jest sposobem toru
Nicchaj bedzic dany tor .Ten tor punktu nie okredla jednak
w omepcincéei ruchu punktu,alhowiem pozostaje nieznenym spo—
obyw Jaki punkt M porusza sie po tym torze.
A by OkI'OSllC te okolicznosé postepujeny nastqpu,]a‘co obie-
ra ny na torze S'S frys.3./do-
wolny ~mkt O,ktéry uwazany, ja-
S ko poc.  tek drogi i preyjouje-
ny jecden % kierwkdw na torze
od punktm O poczgwszy, jako
dodatni,2 prrzeciwny joko uje-
: my /np.na rys 3.kierunek od
N o ; : okusS jest dodatni 4a od O
‘ ku S'-ujemy / .Wtedy potozenie
kagzdego punktu M na torze S8
okresM sie za ‘ponceg dodat-
Ao niej,czy ujermej liezby,kté-
_____ g rej wartosdé bezwzgledna jest
i ) rédwna drugodci tuku toru SS'
ys.3. od punktu O do punktu rozpa-
tryweio o I Teliczbe hedgienmy nagywali dr o g g, 2 0zZna-
~776 jo bedzienmy przez liter,¢ "g".Kazdemu potozeniu pun-
kta M porusznjgcenu sie  wzdiuz toru SS',mozeny podporzgd-
kowaé okreglonmg wartosé licgby s ,i odwrotnic.Z biegiem

.=
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crosu porosenic punktu M na torze SSY,zmlinia sie w sposob
ciggty,n zotyr: zni:nis sie w sposdb ciggry drogn s,okresla-
jaca potrozenic punkte ruchorego M . J. s Jost funkejg cig-

gxg czrsu b
s e e e
7wigzek /% mozmywany réwnanien r u-
ehn punktu: me @ ¥orgie jeryli krdtko pragen
der o

Gdy dla jakicgo badz ruchu sg dane: /graficznia/apoczq~
tck drogi,kierunck dodatmni ma torzei prawo drdg;witedy ruch
- pumkty jest w zupeinogci okredlonmy,poniewas w kazdym momen—
cic crasu t potozenic punktu jest nam znane.

Przykizady: torem punktu moze byé linia prosts,
a 1bo tukowa,albo linia’ érubowayrdwnania punkiu ruchu na -
rze moe byé: s = asbtys=a + bt ct” s=2 sin.kt‘/a,b,@ ik~
- stale/, ‘ :

ta two zdad sobie sprawgib'charakterze rushéw

- Aby uwidocznié charakter ruchu punktu postugujemy sie
bigwiik v Zoywe drog emyld wykresem ruchum

Odk¥adamy wedzug obrancj skall wzdiuz osi odciegtych (K
liczby t,2 wzdiuz osi rzednych O0Y odnowicdnie wartosci s,
otrzymane =z prawa drég'/i/aGeometryczne mic joce WYZnaczonyoh
w tcn sposéb punktéw na praszezyznic X0Y bedrie vikasmie ki y—
w g drég PP damego ruchu.Réwmanie krzywe] drdg w wspbirzed—
nych xy otrgzymamy z prawa drég za pon g zamiany % 1 8 oG-
wiednio prrzez x 1 y.Za tym réwmanie k: jwe] drdy,ma zasad’ -
réw nania /% ,bedzie: :

y=F/x.

W oprzykradach wyzce] podanych krzywyml droég olpowie
dnio sg: linia prosta,parabola i sinusoids;ici. vlwnania
y=2a + bx, y =2 + bx +ex? i ¥y = a.sir kx.

1% . il Gdy krzywa drdg jest wy-
e kredlona,to posiadnjizc tor

z ratwoscia mozcmy badad,

ruch punktuynp-jezell kraywa
ts  drég ma Toztaxt przedstowior
1% y a2 rys.4.,a torcm jest limia
: pos o, 50 rueh punk o odbywe
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do punk tu ’V[i,nﬂ,stgpnio W pfawo do punktu M_,dalej w lewo p:rzez'
punk t ‘M3 az do punktu M, i WI'L,SZClp w prawo do punktu M5 w
: momene ié t5 5

T gzaleznos$ei od prawa drdg s=F/ t/ ,ruch punktu mozomy
pedpiclic 'na ruch s eld n o5t aid My Liruch 2 m 96
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Ruch’'punk tu na sywamy jednostaje-
nymdy-drogi-makpe d:lione parkeo s punkd
S guapr espuoiricey and woymi. d ove 78S Wi v b

2

nacdeh praacbagede o d g inprdeg has

rmeho e d bipwe sd e s batla iwiodn gmid
tyn samym kil e nnin & w.Fezeli chociazby jeden z
p0wyZSZyCh nie Just SpOlnlony,WOWCAaS ruch punkty nazywamy
7 mode man oy, ;

Higwd wiliad 2l

d.edmn o st @d noye vouielh o nik g ¥l 2 §0.P r a—
Wee ired om0 Bl s e e d B0
Wt ym rozdniﬂle'rCzpatrzymy jednostajny ruch punk

w.zdtuz toru lcwulnego,a wiec wzdiuz toru prostoliniowego.
Udowodnimy przedewszystkiem nastepuiace twierdzenis

Prowe drog dl 8 e dnozdagne o
TUuehu punkbu wiyra g @ deelid ey dhew s
Tumkic ] g cixpasn dedwrotnie riniceh 5 hnk tn
Eitdir e prn prawme idird g wyria s aiiss e nig
poemoicyg Loindoeweij i fiunkecjirecegea snsl el
P uicsh o em e W 1 0 5 F g i vim

Rzcczywiscic,niech gy i 8 beds dregami odpowinda jacym
prtozeniom pum™ lu ruehomezow momentach czisu O 1 typonicwas
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ruch odbywa sie w jednym i ty m samym kierunku,régznica drd
g-8, weka zuje na droge,odbyts przez punkt w czasie t.Ale
wediug definie¢ji ruchu jednostajnego,dwogi gakreslone przu
punkt sa prOporodonalnymi do czasu,uzytego na ich przeby01;
wiec momy,ze :

3-—:5':-.?-9-— ‘=~V..-,.v.g.o......7...........-./1/

J.

przy czym v jest wielkoécis, stata.
Réwna nie /1/ dajes
SSSO_ -P"vto..-oocnnoo»o.o;-o.apo-o.nn/y
<_ﬁ‘

o b

co udowadnia pierwsze czedé twierdzonia.

"'Odwrotnie ,praypusémy ze dla pewnego ruchu pimktu pra—
wo drég jest danc w postaci funkeji liniowej czasu ¢

S = &a -F'-b'too-oo-oounu-oo-..o,on-~n°‘,onl/3/(’

przy czym & 1 b sg sta:.Nada jemy czasowi t dowolny przy-—
rost t w‘cedy droga s otrzyma pewien prazyrost A s.Wsta—
wiajac w réwnanie /3/ nowe wartodci czasu i drogi,otrzy-
MEQTY ¢ -
T e e +s’.‘::t/...n.......'./4/,

Odejrujac stronami réwnogé /3/ od réwnossi /4/,a ne-
stepnic dzielac otrzymamy wadr przer G otrzymamy:

:"%-——-:‘ buoo-nnn'--nb-ou-ovotvuoo_outn‘/'yu

Otrzymans wéwnosé méwi nam,1s droga s zakredlona
przes punkt w.ocisgu dowolnego czasu b Jest propore jalng
.0 czrsm,a wiec prawo Ardg fB/odpowmda ruchowi jednostaj—
aemu co wdowadnia drugs czesé twierdzenia,

Mozemy zatym twierdgzid,iz d 1 a jednos tajne-
o pamoeihon pon ket oAby -lokia 4l el i aar 0
boaw o dr o wynasa s ez lpomb o e

L ired mews ot e ¥ ¢ oZle s,

7 o Jest to droga ocdpuwiadaje.
ca mom.atowi. czqsu,pfz;y‘mtbmu Jaks Loozgiliowy;podsbne znacze—
rie ma "a",t.j. wyrazy wolnc fumkeji 11n10we3,wyrazagboce,j
prawo drdg jednostajnege tuchu pmkty,nwzywamy drtil s

29 e Lile e ST A o, W 8

réwanania /1/ widzimy,ze s

Rozpatrzo, ..rap wspdlczynnik® przy t:v w rémaniu /2/
i b w réw na niu /3/ 1;e wspbezynniki Aajg ram wartodd wi€l -
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ko ol,zwanej predkosciza ruchu jednostajne -
g 0 .Przypusémy gze momentom tl L tz odpow1adajg drOgl '
87 1 so,w tedy réwnanie /2/ daje:

Sl = 845 + V't]_ T S0 = g5 & VtZy

skgd otrzymujemy,is:

-5
By ~ W -tl [ ,02yli v —m—--—l..,.yﬁf,

@ to %

Przedewszystkicm zauwazymy,ze /6/ jest wogélnieniem
réwnoset /1/ i,ze /6/ wyraza to samo d v,co /% o bydla-
tego ne masadzic weroru /6/1 /% moremy pedad nastquaape
okreglenie predkodei ruchu jednostajnego:p T edkos ¢
Fueihan s Jrefino st a iane re jJestbe 9t o0e.
gsumec kb Wdirood ek pe s lone i priez
puakt swiedeg s dowolnegzo ocdiasgn
do e g o lopEa o, '

Jeroli wezmlemy,takl Jednostﬂjny ruch punktu,ze .
przy o 1 ﬁl = 1 jest Sy, = sl 2

=

tn Ala tego ruchu réwnanie /6/ da nam v = 1,

ta okolicznosé wzkazuje,ze j e d nostkape ¢ d-

Kop.sume e adie s b oti0. poe e d s é idnn ol o o by

rimechin Jedndsta JHe.s 0 wpotioe s 8 kb ds

regoiw el pn, Jednosthkid ses sy B nkt
je

zakres la Aroge rowng +.e b dnos te e,

Z powyzszego widzimy,?ec jednostka predkogci jest
Jednostka wXorona,zalezng od wyboru jednostek czasu i dzu-
moded mianowdwic:

Jednostka d¥ugo i _ g o -1
Jjednostka predkogel jednostka czasu A :

jezell T oznacza dxugoesé a T cras. :
W Jednostkach CGS predkesé wyrazi sie przez'GS“l;
Tavwe; ymy,ze réwnanie /6/ prazy t2 —tl = 1 daje

- s
2 i ?

co wskazuje,7e L iczebnie predkosé ru-
chu Jednostajnepgo jJeat rédwng &t e
go0coil prrzesuwnileeciapuanktia w o L
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Predkodci ruchu jednostajnego opritcz wislkodci v na-
daje sie jesweze p e Wi en kiilciumn ek,

Gdy ruch punktu jest prostoliniowy wted; wybieramy wet-
tug jakiej$ skali odcinek proste],ktéry quzle przedsta—
wieé wielkosé predkosci v,i odkradamy go od poZozenia pun-
ktu na -torze wzdius prostej toru w kisrunku ruchu punktu /
/rys.6./ . Otrzymany w ten sposéb wektor MN = v bedzie przed-
stawiat gcome trycznie predkedé punktu M co do wielkosdci i
kiertmku Kierunek wektora - predkos$ci v nmazywamy kierun-

kiem samej predkosci.

Przypusémy teraz,ze. toi:

* punktu M jest kr z y wo 1 i-
g mdowy [rysd ige punkt
: Sy M'p rusza sie w ki e runiu S3po—
DA el niewaz nieskoriczenie matry ik
9"/ toru zlewa sig ze styczng,prze-
M o : ' prowadzang przez poczgtek te-

: e go tuku,to wektor-predkosé v
ardan o ‘ ‘ musimy skierowaé wzdtuz stys-
L , nej do toru SS' w punkcie M,
Rys.6, - przy tym w 't(g strong,ktérg po-

: : rusza sie¢ nasz punkt.

Wiwsy padku. rvohu krsywol ilnilowes
moglednos e dne o0 wektnr»prqdkoéé
mite wpemd e ia 8'wey
wleod Koo ot ol e o :
zmicenia kieruneky ; , _
Mwgpad Xu ryuchu pro. . : S-‘
gtol imlowega jeod— — el
Beos bodne o we kb oo s o p g BT e .
predkiags @ poreostaie
eetodowym g0 oo Wil ke
kE g gicd % kier-unkue

" L
Zaquﬁymy "ﬁszuze e Jeze-,
11 w réwmanin 16/ i creen
t, bedwiemy uvaraé jako péimied. st
szy 2 moment & wezednielzzy,to
Pray o, = s> otrzymeny v = O,
a  pray S, =8, < 0,o0trzymamy v<C,
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W iec pndewas ruchu jednostajnego w kierunku dodatnim na -
rye predkosé v Jest dedatnia,a podezas ruchu w kisrunku n.-
Jemmym-ujemna .

Dla tego tez Eierumnek wektorsag -prgd -
oS ed w o de s bondle Byl el e »ft ek 39 m
pregoss o d Jeea i e vk d om ‘e ¢opg
P oK G

Daoheademsdean 3 o TT T

Imebie i yier e i puak $us e prawy

ger ared e eodilon G B s e v p B oe s B By
W poprzednim rozmdziale udowodnilismy,ze cechg charakte—
rystyczna ruchu jednostajnego jest liniowa postaé prawa
drég.Dlatego definicje ruchu zmiennego,podand w kercu rox .
dziatu 1, mozemy zastapié nastepujacerz mienny r uch
DR mn e sttt o ek el cktore e
prawy dro g niie waray g osie fundidn
liniowagc zas uBadajec ogélne zagadnienia zmien--
nego rucku punk tu, bedzicmy wyrazaé prawo drég révwmaniem:

-,‘ /
‘00"»°ﬂ’n‘uaaonuveaoooaoeou1{,

TZY Czym E/t/ Jpst dcwolna ,nie liniowg funkcjsg czasus

Proypusddémy, e w momencie czasu t punkt poruszajacy
sie wzdxuz torw 5'S ruchem zmiennymm ktorego prawo drdg
jest /1/ znngdug sie w punkcie M@/rys &/ pT uptywie pray-
costu crasu sl t,%.j. momencie t +7\ % punkt przssumgt sig
W nowe poZoicnjﬁ M Przy—
rost czasu.

- e wolny;ale tﬁklgabj w ciggy
e W miczo kisrumek ruchu punki
JWJW' : ™. ma torze nie ulegi zmianie.
S??J ' 3\ Wyobrafmy sobie,ze wedfus

tegoz toru S'S porusza sig
o jeszcze inny punkt ruchem
Rys.8. jednostajnyy i przy takim,
iz wimomentaoh szasu b i
t +2it ten drugi punkt zaj-
mije perozeria M i M. .Ozna-
czajac diuzosé tukn %cru ol
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miedzy punktomt M i M przez /i s,na podstawic réwnanie /1/
bedziemy mied :

5 +"" 5=k iy
a po odjqciu stronami /l/,zrmjdz:Lemy

F/ttfsf/ SRy

Poniewaz druzi punkt porusza s:ug jednostajnie, jego
predkosé wyznaczymy z wzorus

s f AR -
(Ae asvehs) xfy L
Predkosé .\ff wyobrazonego drugier » punktu wzgledem pun-~
ktu pierwszego mazywamy jego dredniag pred-—-
kEod o i858 0k rve s czasu/%tMozer”vzatympo—
Wiedpioc .2 e S re dn 1o redkodogispunke.
tu,poruszaaqcego sieg ruchem zmie-
ooy gdos Wee g ook pie s w6 g aia nazywa"‘y
Jje

Bokie adoeg o6 v e g g.nocs tia jone o 6
e kilte mip g ki e 6 v iy O g Rl § B
g Lewrs ddl iy e g6 mane g0 HO'rWy B0 A
Pk o s i md e wpoczag kg g
ko omieds woa e b 0k‘re s ¢ Z2e8ujednd =
io.w e dmled e droas end g,

Stwierﬁzamy wiec,7e predkosé sredniav jest jednoczes-
nie “imkeds v it . 1 %e dle -oznych momentéw t 1 dla
réznych okresdéw czasu 2t yPredkosc v wogdle jest rézng.
Na zasadzic wgoru Ta yl or a mamy

¥ /s ad ¥ <1 /W & _L v L -;/__FN
..4.-3/“ W e
skad

F/‘t -P-/(T/ "W/t/ __-g,t:’;., 5 '/J tF/'V( ***** E/ Fn/-[-/_,,_“,,\,

e e - e arad =Y 93 ! o b (o

4 +
= ;ﬁzn M/ . Sy
\

& omezg gadzle wzoru /2/ ofrzymujemy:
YRt , l,: ‘
e Fk/-t/ b ‘/ C _# '_.'+/..M";..3/ _—Fryy+..-oco-v/3/o

n!
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7 wzoru /3 wnioskujemy,ze 1/ v mogtoby nie byé funkc ja
czasu t,gdyby F' /¥, B /1/,,..0..§bylyby wielkodciami st
zyml ale podobnych przypuszczen pobié nie mozemy,albowiem

.7 zaXofenia,is Fu/t/ C. DPray; czym U, jest pewng staxsg,
wmila,se FV%/ jest funkCje Iiniows cZasu Cyt + C,,c0 prze-
cCZy. nmzypuazczenlu zmlenn0901 ruchu punk s o/ v mogioby
nie byé funkcja przyrostw/czesu . E t,5ayby byxo T/ 4/ ~9"5/t3

nle raxoseniePr/ /-0 pOQlE”ﬂ za sobs warunek,iz ¥/ »
skad - B/ 1/ = Clt +-Cé'co znowu przeczy zmienmogcil ruchu.

62!
oB B3
o

0B o - @
o B O G
q

Obierzemy na torze'S S /rye q/dowolna jeco czgsé npe
' i { M1 M, 1 ‘oznaczymy preez
momenty czasu w

k%oiycg punkt ruchomy zna je
duje sie w pctozeniu M. i N’o
Poniewaz ruch punktu'g%st
zmienny, jest rzeczg mozlivg
i7 punkt przechodzgc zipo-
Yozenia Ml w poxozenie Mz,

%waﬁl&m%z ________ 3/2 ; porusze sle nie zawsze w
o S - - jednym kierunku,lecz zmis-
. N 34&* ‘ nia kierunek swego ruchu.

‘Mém\ ........ Dlatego podzielimy okres cza-
S su i -t na tekie C/ﬁbCl

riw gl

aby w 01agu kineJ Z nlch
pink t nic zmieniax kierun-

Rys,.9. ~ku swego ruchu.
o : Zakiadajqc,ie:
: TO = Tl + /" t/ T T3 = <T2 */{‘ t/29 Nictene ﬁTn = TW‘»l'V"["“! 'i“/n R

3 OO : ‘ A ‘ .'(7 3
otraymamy,ir t, = T+ /4 ¥/ . ]

Sroﬂnle rrgﬂko-bl dla obicew cehsy

,..lﬂ
///&Vl,/ ....... 1/9,009’/ t/}s‘“%{iq:l ?*“ .?(;LII:LO /

'“a]t'H.’nN'ﬂh e hxull.c.'u ve oI onna -

.
L]
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ey b my) vy

Eand / : )
0
= /; t/1 : b . ¢
v = » oy 7 o ®® 00 0 0@
L e
‘ . BjE o8 / L I
- i 1;7
poniewaz predkodel Vi,....V W ogélnosci nie sa sobie
réwne to punkt wydbrazan porusijqcy si@ w cilggu kazdego
olkre su czasu / .0t / qu il b prraras s b / réwnomier-

nie z predkodeiami wyze j napisanymi,musi w kodeu kazdego o-
kresu zmieniad gwattownie swg predl $4.Zatym ruch tego pun—
ktu w ciggu ezasu od momentu tl_do t2 bedzie zmiennym,e

w c%ggu kazdego okresu /ﬁﬁ‘t,/l..,....v/gﬁ ttfn ~ jednostaj-

nym.Biorgc nastepnie -pod uwage,7e dany punkt rzeczywisty w

momenta ch czasu Il T2 TB"""'T l,T tz zajmuje na to-

rze te same porozenia co 1 punkt wydbrazon ywnioskujemy,ze
przy zwickszaniu liczby n okresow,/ la~--v/dﬁ Y n 1

zonie Jezaniu jednoczesnym samych okreséw w granicy punkt wy -
obrazony bedzie zawsze zajmowal poxozenic zgédne 2z poroze-—
niem punktu rzeczywistego,Wiec zmn il éenny Tyeh

ponk W o et ar. D o o g ] Bk 0 B0 e
o ny Bl mdie sk pa Beema e @ Wze Pl 0 d =
By Eeolednakol Twalieo W Jedng 5 b ag e
myecl e bpofrd@g BB ryeh kazdyhoe
nlenskodcrenilis Erdtko Predkosé
dvne goe  puimk ba.ow danes j eh Wk :oi
0.y wamy Jes o sSrednig opredios dh

w g1 @ g mieopgkard c2eéenia mateéeEgn
et e BB oM.k bd Py ben W MON S
W lie ¥ o

Oznacza jac przez v predkoéé denego punktu w chwili
t ,mozemy na pisad,re: o :
3 ¥ L A t ,

—= - lim it \f"F/ /....,/4/.
a WprOWﬂquJQL znakowanla rqchunhu rézniczkowego ,deziemy

mied:

v =1lim V = 1in
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v —_"""d;'s"" = —‘? /t/ e e e .a..,......,-..t.,f5/'

g ko8¢ punktu w d”anej ¢ h wi-
ko o podvcerigig i e o i
cdvrio e 4 wrzgledem 28 8l

v ¢

e H &+
B’H’Qt
»

N
)

10)]

'_

D
CJe
(v

PT €
wyrT
ocdng

Réwnonie /5/ nagywmy réwnanipmpregd-—
ko de i punktu r ugh ome g o,

W romdziale 11 ,badajac 'ruch Jgd*iost'l,jny,znalezl.ismy
Wy azenie /5/ Jego predkosé T ize- rm« (becnie mAmy wzor na
p‘r\cukoéc ruchu gzmiennego w dane 3 C‘h"Vl.Ll vV = gl__s____? tatwo zZa—
uwazgé ,zcrdévwnanie piorwsze jest wypadkiem szczegdlnym dru-—
gilego réwnania: ,rzeczywiscic prawo drég dla ruchu jednostaj-
nego jest s = a + bt, skad z jednej strony

"""}‘S'.'__ a*b/t-#’\t/ wlin -f-bf/‘?b
re el

piomrse 1 mam s

a =z drugiecj strony -3—2—~ Lla bt‘/' =b e.b‘d'.:o.

Meatego tez mastepnie dla kazdego ruchu rdéwnanie prqd-—
koscl bedziemy pisad nﬂst@pujaco ’

dgis / :
; . dt -
Przy czym V oznacza pr@dkoéé w dane,] chw:LlJ.QWprow”dza;]acc

pojecic predkodel punktu w damej chwili W’vw‘!?miw

pewicn punkt wyo’hrazony,poruszajany sig Jednostajnie,leez
nic wzdXuz toru pumktuS' 8,

: S lecw wzdtuz cleciwy tuku -

: S z predkoscig: ;

(t) MM
L VO o e
,5 M Lt
: womy wtedy szerel rovmosclo
Rys.10. N rys-10.
el 10
o v=1limn V = 1im At =
W e/ - o MMl -
e s g e g
S.-?L//' 3 j;-::-" —  Tin - @7»}-—- Tim *;’%L
/ ‘ N2 . .4.1 Cordnd,




A

plcrwszy ezynnik otrzymaneso iloczynu réwna sie 1 na zasa-
dzle’ rachunku “égn czkowego,n czynnik drugA jest lim v,
w iee v 11im V' Widzimy za2tym, v
1z pr Qd]"os'é punktn w damej L e
- chwill jest nie tylko granieg - Sl L Loandn
$rednie j predkosci ruchu jed- Lo T fvyf/,- S
nosta jmego wzdiuz damego to— : Il Lk
ra,a le jest tu'kZGnganch
srednie j pzqdko ¢l ruchu jed- ‘
nosta jnego wzdiwz cleoiwy da-
negzo torw,Innymi skowy ,kazdy.
ru. 1 punktu mozemy uwagad, ja--
ko ztozony z nicskoicze:ziie
duzej liczby ruchéw nicskor-
czemie marych i jednmostajnych
przyczym tc ostatmie mogg byd .
prosto-Ltub krzywoliniowe .

Avy uwidooznid , jak zmicnis
sle wielkodé predkosel z biegiem

czasu posiugujemy sig t.zw. . i Rys@ii. s
krzyws szbetosci,'czyli wykresemn
predkoéeil : odkxadamy wedlug obranej skali na osi

odelietyeh OX poszezegdlne wartodel ozmsu t ,a na 0sl rze-
dnych 0Y o&pow1edn10 wqrfosei po@hodnej dge

; L v L
Mﬁercem vcomc*ryoznym punktéw,@traymeny@h w tqki Sposdb na_:
gywomy wykresem predkodec i, Qeraywiseie,;
jezeli réwnanie prgdkosci ma postaé /5,/ to réwmanie
krzywe j predkosci we wspéirzednych XY bedzie: y= T i)
Na rys.ll, sg podane wykresy predkKosci ruchéw,ktérych pra—
wa drég sg wyrozome réwnaniami:

s=a+bt,/b\ o s_'1+bt.»ct /b\ Oues O,
s=as1nkt9'/‘a\o/,, ' '

Gdy zmamy prawo drdg pewnego ruchu punkitu, to réwnani

predkosel zmajdziemy z2 pomocg rézniczkownia.Odwrotnie,gdy
mary réwnanie prgdkosci np. ¥V = £/t / ,to aby znalofé
pra wo drdég, musimy’ wyznu -ezyé -takg funke je czasu,w ktérej
-pochodnﬂ bytaby i t v tuj. mmsimy uznaleZé f f,/t‘/dt.
Niech , [ /2 / as —-F,/t,/ + 0 , przyezym C oznacze dowol-
me, sta-s caxkowanin,W tedy mamy s =P /t/ £ O .

Stosujac to réwnanmie do momentu poczstkowego otrzyma-
ik So ==F'/ 0 / + C , dl= tego ogtatecznic s =—s@+.E/tfm
F/O/ @ © e g ® 00 00 0 o O-nto..nto..oo{o.oe.'.o‘ao‘.bﬂ/'6/.

~ degeli dromn poezgtkowa ool nam znong,wtedy réwnanie
/6 / rozwigzuje crtkowicie zadonie,t.j. okrosla prawo drég.

W



Sl

Jeze |1 Za~S s_ nie jest dame,uwazamy go whedy =a dowolae,i
dla cgo réwmamie /6 / daje nieckoricmen’e w ele Yozw.gzan,
oo, TOowmEaNle predkedecdi okredin
nlesgkonerenile wielie weacho W
pEmE tus noosnlseyebd el ed s iiesb B
d.r og g Da0reZ 8 Tk 0-wW g s

Czasem predkodé punktu bywa znang -w pos aci furkeji

drogi 3 ,a nie funkeji czasu.Jezeli nw;;:* i /g/
wtedy podobnie do poprzedniego otrzymujemy réwnosci nasive-
- pujace: ; s i
i

/

as : / ds I +
i T e iy o=, &u =il
it / . 7/_5/.{13 757 s

oma-@zawadc: fuﬂkch pierwctrg dla 1@ pezen /' jotrzy-
MEMY , 7€ ¢ e 4{?,/ /S/ 2 i.‘_,’.,l/o/ - 3 _ -

Rozwigzujac to réwnanie w zgledem s bgd“ziemy mieé :
=" P /t / a 4

Przypuddmy,se w momentach czasu t 1% + ,aJ t ruchomy
punkt zajmuje na torze S'S porozenia M i M1 W ykreslimy mr e-
dkogé~ wektor punktu w tych porozeniacm v 1 v, , & wg
nich geome trycznq rozniceg v1 ~ e /_’4 v.ow pos%acl wekt@rg
N’N2 /rys.12, L : S ;

Ten wektor NN nazywamy' g e ome trye znym
prayyrosten vpredkode iy

Namtepmie wykreslimy wektor MP przytozony w pu.nkcle "
réwne .2gty do NNV ,gednﬁkowa z nim skierowany i rdwny co do
wielkoscl ilorazowi ’*m V_ «Otrzymeany wentto»r bedziemy ogmaczad

. przez V\k i nazywad sregnlm przyspie szeniem punktu okresu
czasu 23 t

o

Zatym Spednim przysplesgzeniemnm
punk tu daneeo phkre sn 288U B A& =
zywamy wektor W,ma jaey punk i’
o0 wieam gt A T g W oraec homyns punke ioe,
skElerowany wmgpodnie 2z sebmbdtrnys
ceznyMl PP 2y e slien.  predkiod clilalh
réwny d1lorsgsowl geomet¥ yoznego
przyrostun pretdkodsec i 3anecgo pEroe
su’ oo e su 1Y te peo ok eisn
: -N.asvtqp‘_nie'p'f'zy'sgxleszenlem~
dame j ehwilldg Wapywany amraeonliee
0k torej oy Srednide., . p'rzyas
Pegmenie ipunktu ,uw.egdy. okrep
Bawmu ., zawidieradasecy dany mopent
B A g- iw dipagit :
dy A t dazy do zéras V., i 'V zmieniajge swg wielkodd 1

T @0 5

oGl Jovel. odpowilefn os Vl de ¥V ' & v ¢o do wielkossi
dazy do .sero -2 ¢o do kierunku~-do pewnsgo kierumku: LL's



D1z cgo 1im W= lim= I =W

przedstawi sig za pomocg A
pewmego wektora MQ /rys.13 / - :
majgcego punkt zacgepienia
w punkeile M irdwnolegtego i
do kierunku LL". : 4
Jednostka przyspiesze- .
nia jest jednostka ztozona, ‘,‘”‘Q R '13 5
mianowisie : T

i i jednostka predkosei jednostka dirodci
e pUspan s osonig ~jednostka czasu ~jednostka eczasu 2 T

T2 o

Rompa trzmy teraz rzuty prgyspiesgzenia na k i e r u-

nebk:agtyocemed ‘1ineox ovalne J do turu
2d gy rueh po@msktwl o it ap Loaia KiEiig
Nicch punkt ruchomy .

; usza sie; w-zd¥tz Goru S!S - : . deg
}) w.L4 . w momentach czasu J/'ﬂ"
b _' 7ot zajmuje porozenie. L r ~
Ji | M ,,Predkosc punktu w tyoh
potozemiach oznaczymy przez ‘ /"/" e

V. i ¥V .Zmajdziemy geometryez-. . .7
na réz %CQ predkodei <\ V,przo- At . Gion
dstawiomg wektorem NfNrg srednie W l \ *
przysplc szenie W pumkth okresu <
eze. 1/ \ t przedstawi sie za ’

pom: .3 wek tora MP ,Yévmolegteso ',f l/& \M :
c'f@,N’N ';a;:??:"’._e;.:n;,‘:;; g

W ol Rys.14.
Przyspieszenie pinkiu w chwili t jest granieg W 1
przedstawla sie za pomoeg pewnego weil tora MQ. A
Przeprowadzimy wreszcie mormalng Mn prostopadig do
styeznej MT,Ozma czmy przez £ kat stycznodei zuku MM,
Sl
przez Z4.NV alegbraiczng rs znic@ predkosedi vy iv .5

He +"_,.;_-f’.‘ v,przez w, 1w odpowienio rzuty przyspie=

szemia nma kierumek stycznej 1 normalenj,
Stosujae do 1inii Yamanej M7, 1 do jej zamykajsee]
MM, twierdzemie rzutdw otrzymamy d,_.d dowolnej osi rzutéw

réwnanie:
rzut NM2~— rzut MN + rzut i‘Mz

ale révmanie /7 / daje: 1) G \jt; y Wiee
rzut MMz = rzut M 4 2 t ,_rzut W,



i

skqd’rzut vvz = ‘rzut NMo ~ rzut MN
= wmoat
przechodzacc do granlay znajdzRemy,iz

- t MN :

rzut w = 1im rgut W = 1im raut MMZ ri“ SO
Ponlewa:’r: ostatnie réwnanie Jest prawomocne dla kasdéj

osi rzutéw Fobierzemy w poczgtku,jako oS rzutu styczng MT,

a mastepnie mormalng ¥n.

W wypadkw pierwszym bedziemy mieé:

rzut w = wy,rsut MR, = v, cosE=/v #A W g008 & ,rzut MV =&

a w Wy'padku drugim: ﬁ' :
rzut w = Wy o9 rzwt"MM = "VI sin ¢ =/v +Av¥ sin § srzut MN=0 4

Na podstawie teg*oqrévvmanie /8 / &aje nam nastepujgee
dwa réwnania:

v e T Av/ eosX-v e

t - A % T
A}, 5 2 . e
i W——lim/v+ '.""A'jrv-._t/ Sin k. ..ooouvo--.n/lO/

e Y/l-cos / ol g 2V?1n2 e ]—_—

- ,:, il ; i e
Tind e 5 7 i I v/
¢ WL R e T
...... : S v
/]Lmeos /-- ‘i *‘Um“m'ﬁ— ,1lmc~£@-1=l/limm’!1/-
e 1
A le pomiewaz /i t, ey 1k 5%235 w granicy @0 zera,to
lim"“/,:‘ = _.._(diz y Mim co8 i = 1 p1im i{l =1y 1ir' MM]_ = 1
SEN I =

mﬂ : S TAT
lirfr-‘q‘”jé =Y i JE.-,-.l =0

przgezyn linia [ ozmacza prom:u,n | g alotts j_zny toru w Tmlradn .

Cirgymony zatym wamiast réwnon /9 / nEat o 59 _
T av :
it A C D g e ceteesgesaneee s p.eof
. Wy e o/ 13/

Pomicwar wad, W= d"z’ wige

1 24 -
='&'E%........a..,..........eo/l2/

“w



~18-
Podobnie przcksztarémy réwnanie /10/:

- Ay -
W - din Y?E_il?*L ....5.....‘. sin " =
' G Nt L T i
o o e
i e sing R : _é_'y_'in o hypS3nii gy f}\lﬂ.
=1 ir *2 '1‘1‘31'1"77 .p;: {\ s sin z. ,‘-.:V : im-—--'.: l_igiﬁili ; £ |
L Loh e R
.“j’:uim/ut Ve | xlim sin‘; : b
posza:ZOgdlnn czyzmiki ma ja nastgpu;)acoe mrtoéci
4 SIME ¢ 1 . Ay g
ham ey lm"nml =g nm/‘t = % lmx "”at ’

réwname 110/ przyblera pf}smg

i Wn = v Poe VOB ONDY ---00-.0.:0./13/
Otrzymane réwnania /11 } 1 /13 / pozwalajs okreslié
przyspieszenic punktu w kazdyri momencie ezasu,pcniewaﬁ z
jedme § stromy manmy,

Mo iih

w-—z t +w i}’/*l\f-»/ ................./14/,

a mdrugic] strony jost. :
W,= W.C0S /w,T/ y W= W sin /w,T / skaca otrzymu;jemyx

t
; w & Wn _
ecos /w,T/ = , cos /wm/ = —-;,-—...../”15/.

W 2zbr /14 / okrcéla wielkodé pFfzyspieszonia,a wzory
/15 /= jego kicrunck.Z geometril rés nlozkowej wicmy,jek
sig wyraza promicd krzywizny,mianowicic:

G T
o Y
l( ¥+ gtf..f

T gw a2y dy 4% ?

- ag : ,
xe /) v ¥ =" /t/ , /perametryosne [/,

clvo by F L L1 *‘y-}," L ‘ ‘

gdy réwnanic torm S'S jest w posteel y=f/x/

Sk*adowa przyspleszcniais : ezesto nazywe sl¢ przyspie-
szenien stycsznym , a gkiadowg w -
prezyeplegrenien . mornal nyi.
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Rogdedior 1.V, o
Prz k'l\a:dy pr~o.s'tolini“czw.ego

i kr zywolindowego Truchu pun-
' v ktu - medterisidnero.

Przypuddny,se punkt M /r5s 15 / porusza sig wedzus
prostej XX' 4 PrEZyCZyn poezq'bek drég zna jdu je sig-w punkeie O,
] 4Oznaazmy przecz x algebraicz- -

 ng wielkcéé gmiennej: drogi OM.
Wiemy juz,ze wektor predkodé

o Jest skierowany wzdiu pros—
Ctej XX!',a wielke$é predkog-
'ci_rjest okreslong za POMOCE WEO-

ktéry otrzymujemy z wzoru /’5 /
; pr)prmdniego rozdzialu zmienia—
dae s na x o
W ykazemy teraz,ze wektor

‘pI‘ZySpiLSZ_eni_a

prunktu podezas

raehu "prost st -
. Lom e niowegoajves_t 8 t¢
Rys. 154 " leskicerowany

'wzdluz prostej xx' . W tym celu zastosujeny
wgory /12 / 1 /13 / poprzednicgo rozdziaiu,poniewas ruch
prostoldniowy jest to ruch plaskiéPowyzsze réwnania’ PrIy—
biorac pOSta . naStQp‘uj@@% Wt d 2 : yl WII = 0,§,1b0wiem,
krz jwigma ¢ 1imil prostej jest réwng zeru.
.Z tego,iz przyspiesgenic norraln: jest réwne zeru,
:loskujemy,z.e ogélme pruyspicszenie punktu jest prosto=-
padie; do mormalned t.j. jest skierowame wzdXuz stycznej.
A le dla Iimii prostej kierumek st yesnej jest zgodny z

. kicrunkicm same J prostej,dlatego tez wtedy przyspieszenic

punktu w tym wypadku jest idemtyesmne z przyspieszenienm

s tyczne inn i s?co a2 .

W j e wy W ,5 = &-%% ;c0 40 wielkodei i
jest skierow'me wzdluz nrckstej XXt

N’aleéy tez zauwezyé,zc przyspieszenic mérmalene - jest

réwnc zéru wyXacznie tylko dla ruchu prosioliniowego.Rze—
; ezyw1écie ;ij,li many o to wyrnlka,zc albo
: e n” ¢ :
VZ =0 , albo. 'lte7 ==0 .A le pic._ . ‘sme przy'puszezenla :
Sest miemozliwe w cza sie ruchu,albowiem ozn cza,is punkt
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Jest w spoczwynku.Dla tego musi zachodzié drugie przypuszeze-
mie tsje 1 O ezyli ,ze torem punktu jest linia prosta.

Wi(gc dla kazdego ruchu prosto liniowego mamy,ze:

v—%%"’)(' v ww%%:g:gé:x"ooooao-oototuo-o-l'../l/.
i wektory-predkosci i 'przyspleszenia sg skierowane wzdiug
toru w te Iub inng strong zalesnie od zmaku v i W .

Rozpatrzmy teraz przykrady ruchu prostolfiniowego.

Wwypadku ruchu  jedmos ta jnego 1 pro-
stoliniowego, jar zresztg dla kazdegw ruchu

jednostajnego,prawo drég jest funkeja liniowg czasu t.j.

X = a + bt.Na podstawie wzoru /I /,memy V=D 4y w=0 .
Widzimy zatym,ze dla ruchu jednostajnego prostoliniowego
predkosé pumktu jest stakg,a przyspieszeniec réwme sig ze-

ru.Pierwsze z tych 4wicrdzed jest mam juz znene.Wykazemy,z
drugile,okresla ruch punktu .Rzeegywiscie ,gdy mamy,iZ -w=0,%
stad :T/ wynlka,zeruch punktu jest prostoliniowy,albowiem

n cot A e g: =0 , Ostatnie réwnanic oznacza
nam ,s¢ dv =0 ,czyli =-const.Stazodéé predkosci wskazuje,
ze ruch jest jednostajny.Zatym z warunku w0 wyn ik a ,
Ze wueh pupmkden Jest Jednosiainy
i preoesdtolind owy eD.d.os

Rozpatrzmy teraz truch punktu jednostajnie 2zm i enn y.
Bnehes Jednogtajnile zmnlilennym

by

punktu nazywamy takl rueh punktu
¥ iorego prawe drdédp wyrasta s1ie
gavupomoeoeces ' funke jd ecaXtTkowiite ]
drugiecego st./pnla, ol

X=8+btote.......... i BT
Po zastosowaniu wzordw ; 1 / otrzymujemy :
v-b#th,w-—Ze ..--..-oo-o-nncoo/j/
“atym predkodé zmiénia si¢ proporc jomna l-
nig o'  ewawmw; 8a Przyesplesmende
Jego i Feat wiedlkodoiag Btatg.,

Odwrotnie, jeteli mamy,s~ w=c, przyczym ey jest staig,

to stgd »trzymujemy ,ze g :
=% = cl 7 dv= eldt,ezyli:

v=et ¢ e, 1c, jest nowg statg.
Z’amleniagap w ostatnim réwnaniu v i;rzez % z}@ajd'ziemy!,

b
oL - clt - czyll dx = cltdt + ccht . Po za‘*kowaniu‘ 0ZNA-

ezgjac przez @, nowg statxg otrzymamy wzdér:



o
. 3 + czt + 32'- eltz. SR i
v W Wmaﬂkach wige' gdy przysnic smmle Jeyt stale Wynika,
13 ruch pu:nkm 3es1, jédnostajnic mienny,albowiem prawo Anp-
j:go wyrara sig¢ funkcjag carkowits drugie go stopnia.Z tat-
woscig o trzymany interpre tacje wspb¥ezynnikéw a,b 1 ¢ w réw-
naniu /2/. Zakladajaq w réwnaniach /2/ 1/3/ t=0 ,znaj;

dZiGmy x a 9 Vo“‘b .q.o‘..,.,.ncnooo.o.;.tooooqao.oca 4

znak / Q/ przy x1 v wskazuae odpowiednlosé tyeh Wartoéci
momcrtowi ‘pOCﬁ%tkOWumu t =0 Nastegpnie drugie rémanie 3 / :
stwicrdza,iz o S i et s e O 4
Réwnanic /4/ 1 /5 wdowadnia nam,zc 1/ ‘wyraz wolny & jest
drogs poczatkows punktu, 2/ wspéZczymnik b przy. t w pia -
wszeJ potedze jest poczgtkows pr edkuseisg punktu 1 3/ wepbx-
czymnik C przy .t Jést poa:owq stale;j w:.ulko ci przysplesze-
ni~ punktu, :

: Zauwa’: ymy ¢%¢ Juzeli w o O,w-rue.h punkiu nazywamy jed-
nostajn:nb przyspieszonym,a gdy -w < O,wiedy ruch punktu
nezywamy Jjednostajnie opéZnionym.Wzdr v =D + 2et wskazuje,
ze w w-ypadku ruchu jedntustajnie prazyspieszonego prgdkoéé
pumkta weraste nicogra niegenie,a w madku Jednostajnie
opéZmionego maleje tey nic Ogranicmm.e.

Przochodzae do badania rucku punktu krzywoliniowogo,
na gasadzic tego co byro powledzia nc ma poczatku nimie j-
szego rozdzistu mozemy twierdzié,ze ki. rumek predkosei i -
kicrumck przyspieszinia w dowolnym ruchu krzywoliniowym,
nie pozrosta jg- stakymi lecz ulegajg zmienie z bicgiem cz8e
su.0précz tego widzielidmy,zc istnieje tylko jeden ruchymia-
nowicie ruch jednostajny 1 prostol niowy,dla ktérogo pPrz.ys-
pieszcnic jest stale réwne zeru.Dla tego,gdy ruch punmktu -
Jest krzywoliniowy ,to prvvspieszon:.e tego ruchu nic mOZE |
byé stale podczas ruchu byé réwnym zoru. e

Jakq preykta’ ruchu krzywoliniowego rozpatrzym;y ta=
ta-j ruch obrotowy pumktu. :

Ruch punk tau naz-ywamy obroto
Wy g.d vy pumkt POTrTUSsEZa 8.4.¢e D0
obwodziec ko a .Poniewag ruch obrotowy jest ruchem
ptaskim morcmy wiec do niego zastosowad wzory /11/ do /1%«

z poprzedni¢ge rozdziaiu ,przyczym zauwagymy,ze promicd krzy-

x_e

>

wizny koza jest réwny promicniom koxa t.j. =R .Wiedy o-
trzyma jomy: _ ,
Lt B e /6/
t—- dt A >~:‘dtd &, vn‘:. R :Ridt: .ooi-.ot

Przyczym 8. ogznacza,mmicnng drOgQ od punktu,przyjectego,
Jako poczatek Arée 2z 1o pmkim ruchomego.W zalcgznaded

od rodzaju prawa drég SR/ it/ ’ ruch obrotowy,jak i ruch
prostoliniowy mozemy podzielid:
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1/ ma ruch jednostejny,gdy prawo drég ma postaé 8=6 +'bt.../’V,

2/ma ruch jodmostajnie smicnny,gdy s= a+ ct® 1 wreszele
3/ruch zmicmny,gdy fuhkeja ‘P Jest dowolng funkeje.
wyjatkicm dwéch poprzednich, :
W wypadku ruchu - jednostajnega obrotowego,mamy wediug
/Y vd 4 wiege "Q‘%" =0 Dlatego tez wi =0 1 wyow = b2
R

t.j. dla rozpatrywanego ruchu punktd przyspicszenie jest

‘stale prostopad¥em do styczme j,a wige skiorowamem wzdRus
promicnin koxa do jego $rodka,przy czym wielkosé przyspie-
gzenia jest staza- : |

Podezas ruchu punktu M po -obwodzie koka,promied
przcyprowadzony do punktu ruchomego te# sle porusza,dla
tego kat pomiedzy promicniem ruchomyma promicmiem poczg-

tkowym Oo /rys 16./ jost wiel.
koselg zmicmng,Ten kgt bedziemy

ozna czaé przez "G".

: Niech w momentach czasu

t 1 t 4+ &% punkt ruchomy

gajmuje n2 obwodzie koia poio-

zenia M iMl w ozasie ‘A t Zuk

8 otrzymuje przyrost A:iis,a kgt
¢ odpowiedmni przyrost .i &

Iloreszs—-nasy-

AR

wamy drednisg pr g

dkosdecig kagtowsg

ekresu ezasu ot
a granice a&o k tod-
e rej} dggyiten 11 o~
Rys. 16, raz o gdy o¢ckres ¢ ze-
B su ot dgfydo zeras
nazgywany prgdkoscig kagtowseg w & a~
ne 3y rovpa.trywaned ohwill ezasu.

Jezell bedziemy oznaczaé przez & predkosé katows
w da ne§ chwili czasu , t 0 mozemy wedXug powyzszegs skre-
glemia napisaé,iz: . '

.'.'...5 3 g :
F‘A.)zlimi"‘""'z —g-r'-oo..o.ooo.oooo-orouc/&/o
A.le poniewas zachodzi zaleznosé

ds de
v e e
wiee na zasadzie / 8/ o trzymujemy,ze

v:."Ro()J .ooi‘Ocuaololoaioooo.o-" oooooo .-00-.;./19/‘



23—

-innymk siowy memy zalezno$é pomiedzy predkodeis kgtowg

y Predkoseis lintowg v , Réwnanie /9 [/ daje mpznosé
wyzmac zenie predkosel liniowej wedkug predkosei kgtowe] 1
odwrotnie,

Gdy ruch obrotowy jest jednostajny,wtedy obie predka el
v 1 & mogg byé z 1atwoscig wyrasone przez esas trwanie
Jednego obrotu,albowiem oznaczajge ten okres przes T bg~
dziemy mield: ¢

V= M—- yskad na .podetawié wzoru’/Q ;3

Wymar pregdkoéci kqtowej wyr: S8 ei@ symbalem.
1 L =1

u—-——-—_T

jednos tke cza-su sl
poniewaz kot 0 ,:jako 1iozba oferwansa posiada wymiar ZeYro-

~wy.

?

A by przedstawié perkoéé kgtowg w posvaci wektora ™ -
stepujemy w sposédb nesteépujsey: przeprowadzamy do piaszezyz-
ny PP ,w ktére} odbywa sig ruch cbrotowy przez srodak koia
, ebrotu € /rys 17./ prostopad-

~ i ; 25 w te¢ stromg,aby patrzg-

*D i ‘ ey stojse w punkcie C ne
ptaszezyinie PP widziax ruch
s punktu odbywajacy sig od stwe

ny lewe] Ju prawej.Na te]
. prostopadiel odkzadamy wee
b3 dtug obranej skali odcinek

“"""'"M\ CD , zawierajsey tyle jed-
/’*“f”a.”“ nostek diugosei,ile jednos-
: C ) tek predkosci kgtowyeh za-—
- \\w. : o wicra dana predk®éé kgtowa

JOtrzymany w ten spo- .
i wektor przedstawl nem gco-
me tryornie predkosé kgtows.
c Jegt rzeezg zrozunialg.ze dla
Rys.17. ruchu obrotowego jednostajra-
| go,wlktor predkodel kgtow ef
pozostaje sta tym co do wielkOéci i kierunku,2 dle ruchu
obro towego zmiennego ,wektor pozostaje staxym tylke eo &
kierunku,wielkosé mag jJego zmicnia si¢ wraz z bicgien oza -
s, .
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Rondz:Lal AT

Pr@dkoéé ilpreyspliepezenie punktu

gdy ruch je'st damy za pomocgrlwe—

nafi ruchu skofeczonyech,

W poprzednich rozdziaiach rogpatrywalismy ruch pun-
ktu przypuszoezajec,se ruch tem Jest okredlony za pomocs teoe
™ i prawa drég.Jeszcze w rosdzial~ I byt wezkazany imny spee
36b okreslemia ruchu pumktu,mismowieie za pomocsg réwnad

skoriczonychruchu;

X = f'?/t/ v Y= ‘f’ﬁ/t/ ’

2 ;_j(:v/t/.....o-o‘oouc/l/

Podamy z pcezatim medianiezmg interpre tacje kazdego =z
posréd -tyech trzech réwnard z osobnmya takze kazdej pary tych
réwnari ,Nieeh. 0X, 0Y, OF bede osiaml wspdirzedmych wsgledem
ktérych odbywa SiQ ruch punktu po pewnym torze S'S /rys.l&/
Tykredlmy rauty kaszdego punktu toru S'S na praszezyzny
wspé¥rzednych na rys.18. uczynilidmy to wzgledem piaszczyze
ny X0Y i ost 0X,0Y. .Rzuty tych punktédw ma kazdej piasz-
ceyimie wspé?crz@dnych utworze pewne linie krzywe,le%gce na
tych pia szegzyznack ‘np.nma praszeszyinie XOY ctrzymemy krzy-

wg linig ss .

Podezas kiedy punkt,M porus-a

8i¢ torge SS' jego rzut m
porusza sie¢ wziiuz krzywej
s's.Biorac pod uwage,ze

wspbirzedne x,¥y,p Mi
_Jego rzutu n na Prasz-
czyzng XOY gg idemtyczne,

przychcdziny 4o wn'o‘sku e
réwmania

i

ckreélajs ruch rzutu danego p

punktu M na piaszézyzne
OXY t.j. ruch pumkiu n
wzdzuz torw s's.
Pedcbnie,na zasadzie
tego,2¢ wspbirzedne .\ dane-

go punktu M 1 jego rzutw A

ma oé OX g3 idemtyczne,
miﬁskujemy,iz réwnanie
/t / ckreéla ruch
rzutu 4 dsnegc punktu M
wzdlufz osi 0X nmymi
sXowy réwnamie x = we
jost prawem drdg -ulp/rno!m




prostrliniowegv wzdtuz prostej 0X rzutu ‘L ma prostg 0X
dane,m :-“ SR VY M.

A nalcgiczne, rozwiszania wykazuj y2¢ uktrad dwlch réwe

nan; X = /t/ i 2 = t
rkresla ruch rzute punk tu M na ploszozyzm—;; XOZ na tej pra-
szczy’nie 1 t.d,

Rzutujge dany punkt ruchemy na dowolng os L'L podob-
niejak wyzej rzutownlismy o na osie ws;pélrzgdnych,zoba-n
czymy,iz ruch donego punktu wzdXus jego torv pociage 28 au‘na
ruch jega rzutu na o4 IL'DL wzdtui tej osi I'L.W kazdym mo=
mencie crasu t mosemy okredlié pred’ oéé v danego punktu M
na .torze S 'S 1 predkosé v jego rzutu na of L'l na tej
osi, : ’ .

Twierdzenie: G 4 y
rzutunujenmy da
n y punkt ruchomy Vi n a
dowolma .o I'L

/rys.lﬁf-*,t 0 W ko : i
dym momenc i L 3
e wmalgm mr ed ":::/!v'j\'

rzutu pun EeRs ;
" jest rbéwn skl
towl yredk "'EL//,’L
darego pun : m.}/
na. -t-¢ samg o3 o , o
L'hatud, _ 4 Rys.19.

¥, =v.cos v, T 'L/

Rzeoczywidsie ;miech tor dapego punktu M bedzie’ 3PS
a o$ rzutéw jest L'L, Jezeli w momentach czasu t i
t & it pumkt ruchomy 52 jmu je po?ca'zexaie MiM ,te rzu-
ty jego m i m ma osi I'L otrzyiamy ze pomoos prasz—
..ezym,przecho zgcyck przez punkty M i M. prostopadle
de osi L'Ly prosta MN})/ L'IS Jest linig %cmoohiozq.

S;;gd’niaprqdkoéé danegc puktu za okrss ozasu: At

Jest 't-a $rednia prqdkoéé va ©°n sam ckres ©ze-
su rzututda, 'nego punktu jeat .t..z. mawy wiec,ze '

h'4 :'.:I.m -'.f-%'— ."..:‘ li‘ —nj\—‘gL— eraz V/ ,1 § - lim%—w. ee@c e ¢/2/

A le mml $ast reuten olqciwy MM.l na oé L’Iw dlatego
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m41 cos /ml,rnn /,

skad mjdziemy --—-2. = .L-l.-cos i/ MM_L,I:"L /s wigo:

m]_
ez 1AM - o 1im cog /MM E'I/
Cout = (o
: Na zasadzie wzoru / of. 1 Swierdzcnmia,%o <k /ml oL PL /
w gra nioy dazy do kata /v, 1'% / yetrzymujeny, iz

il v,r = v.008 / v,L"L/........'...f.._._..«./3[

.b d.o. e ;
Stosujee powyzsze twierdzenie do osl w il

utrzynmjemy,ze el '

v =7 c@s/v,X/:,

LAET vy ==V.GDS/V,Y/f...-......-.-.4...-0-/‘4’1',

v, =v.cog !/ v,2/
A le ¥V sV , Jako pregdkoéci ruchdw prostolihiowyuh
wedtus osy w spélrzqdnyo.h ox,0Y,1 0Z%,ssg ukraélsne 32

pcamoeq w zogdw gy o
Tx-.-.-—&-f—'* —Et o VB = —EI"'" ..'......./5/
Poréw mjac we: rny 74‘/ 1/ znajdujemy,iz'

V-OOS/V,X/ ¥ 'V,(I@S/'V Y/._ oo V.GOS’V,Z / vase 00/6/,o :
Pcﬁnwszqc Je 4 c? kwadrat j,. d'or?ac ot ymamy: T

: 2 2 2
‘a & /am} )
V2= T}%,-{‘-’—Z—-‘F ‘-d%“ ocoo-oolOO""‘:"‘/V,

poniewas wiemy z geome trii a.nalityuzne;j,ze

cos?/ v X/-+cos /v,l?' £ 008 /Vsz / =
. romaﬁ / majdujemy,iz’ :

A ik i VTN
V-—~1/§C' +y'2+z‘2 _.ocol-ooooooooooooocc/’y'
' 3 e ;
§ xl +y| 4 zl » '\’x( 4_ y g zr i

¥ x' + y' + 2"
dx dy dz
at’ " sl ApY

Réweenia /8/ pozwalajs: okreélié wielkodd 1 kierunek prq:ﬁ-
kosei pumktu ruchomego, ;jezeli tylko .znany réwmenis ruchu
skoriezone /1/ JZauwazyriy,se wé wzora ch /8 v Jest wzigte
- ze zmmakien "+",poniewas,gdy ruch rumktu jest dany za pomo-
eg révwmal Tuchy skoriczonych /1/ ,t. dodatni kierunek na

przy crEym x', yiy b oznaozaja pocho&ne



”27- .

- punktu mie Jest mam znany,wiec moze dyé w kazlym momen-
>, ele ezasu vbrany ' dowolnie;co tez robiny ;stawiajsc przed
- pierwiastleien kwadratowym we wzoraoh £ &}, znak * ;:."
Gdy ruch da nego punkw jeet plaski,w’cedv wys bar CZy
mieé dwie osi weplirzedn 8?,:tezaﬂe w ptraszezyznie ruchu.
tym wypad*ku révmmna}r pruz;y-bicn"ﬁD poptads

=¥ x! 2 &)
V= + y x..GS/V,x/ ---;--s ‘2,cos/v v - f__s_rq___r ‘“_“.{g/
; £ d 42 - i

poniewss z = z' =0 ; '

W yprowadzimy wzory , okresla Je © wielkodé i kie~
rumek predkodei aski o ruchu pumk cd,gdy wspéirzgdne
st biegumowe: I / Rmh punktu ruchomeg. pc torze .
Jest w tym. wypadku okreélomy,gdy posiadamy obydwie wspéze
rzgdme t.). promiend wndz%cy w  funkcjach ezasu t,nia-

nowieie: : ; : o
:‘“ﬂ =M/V f"' '-"2'-:‘/1./ oooouo'vooo.--‘ooo-ro/’lo/.

Réw namia te sg jednoczeénie parame tryezmyni réw na-— .
niami toru S'S punktu rucho-
nego M.Pierwsze z posrdd tych

: : : réwnafi ruchu ckresla ruch na
Y ‘ ‘ promieniu wodzacym,a drugis
20 cbracanie sle¢ tego promie-
nia ¥ dockoxa hileguna ukida-
du 0 /rys.20/ .
: Aby wyznaczyé pre&d-
koéé v punktu M,znajdzieny
jej rzuty na kierumek pro-
mienia wodzacego,wzigtego
w ctrome skierowans 0od bie—
muns O; 1 na prostg prosto- .
padts do promienia 7' w stro-
ne,w ktéra ket bHiegunowy
wzrasta.Wefmi-my prostopad =
ze Jsib Kartegzjusza tek,aby
poczgiel ich byt zgodny 2
bieguem ,a os OX byra 2zgo-
dna z osig dicgunorwg.0zna .-
czaja(o wtedy odp wiednmic
przez V. 1 vy rzuty pred-
kodel v na promicﬁ wod 26-
: ey i na prostopaizs do nie-
s i 4, zo, preez Vo 1 W s Jok zwWy-
A Xle ,rZuty t8jze frqdkosci v




Sl

na osie Kart«m;pusza,mq gasadzic twierdzemia o rgucie wy-
padkowe j,bedziemy mieéd rdwmndci:

V.= A cogi+ ¥V ginzdl v ==v N £v ocosi,

& dx O x : e

Tcoz Wiemy,2e ¥ = cesm ) V¥ o= s _,wiec o ndstawie-
Y 9 it it ? ¥ Tt gWigC pPC D
mniu w poprzednie wgory,otrzymamy,iz:
dx.cos g+ dy,sin®d Ax.sin iy + dyeosiy
v, = ol T A evewe oo/ 13/
at at

- Poniewaz pomigdzy wsnélrygc‘m;m; Kartezjusza X,Y, a wspb -
rzednymi biegwmowymi r, & zachodza zaleznoscel
X = r.cos! iy ¥ = T.sind
. w 1ge rézmiczkujac je, n“tr%yﬂru;jemy.

dx =Ar.cos # - r.gim SdLd, dy = dr.sinitise r.cog i
Po pedsta wieniu tych wyrazeh na dx i dy we wzory
/11/ Zna jdujemyﬂ“

dr as - v y
v>.="—""'— Y S Gl 2o en Ooca-uoo:-ooos.-nnot"ﬁ"l Q 4
T Ay dt s - and

dr d#
przyczem pochoﬁne i R = wyznaczyny w postaci

ﬂmko;ji czasw za pomoed rézmiczkowania wzordw /10/ .Zatyn
okres -liny v, 1 vg Jakc pewne funkcje czasu %y a wielkosé
i kierumek predkcsci v znajdz»iemy ze wzordw i

? d .~':~ A o

N
a
2 I

‘V-.,.:V +V.. =l emema—— T -—--—-4 ig}f'—arc - ac-occ-/l3/
r ey i

przy czym %, cgne -cza tu kat poniqdz uromi@ni,a wodzBecyil &
kierunkien predkesci v,

Rozpa trzny teraz pregyspicszenie punktu ruchonego,gdy
ruch jest da my za pomoch réwnani ruek. skonczonych.Poniewss
predkosé damego punkiou M i jege rzutu m na dang oS nie sg
zwykle sta tymi,lecz zmieniajs sie zwykle z bilegim ezasu,to
w ka zdym momencie cza su t dany punkt 1 jego rzut posiada-
Ja pewne przyspleszenip Ozrneczny przyspieszenic danege pur
ktu M przez w,a przyspieszenie rzutu jegr m na ¢$ L'L przez
Yoy Udowodnimy na stepujece twierdzenie.

Twicrdzenic, G A yrzutujemy dany punki

rochomy ¥ ma dowolnag 0S5 'L frys- 2/,

to v kasdygn moumenede c20 85U PTEY e
pieszenie‘rwutu ptui"i‘.uM jest r e
w ne veutowl punmktu preryspilosszae ~

nia daneghno punk tu i ni”;t(g.;‘ qu‘os’.
L'L, t.j. w w .cos /w,I'L /. '



29w

Na prysunku 21 krzywa S*'S jJest torem punktih ruchoe
mego, M 1 MV - v Jrst to po¥otemic i wektor predkodel w
momenoie egasu tyM. 1 M N, =v oznaczajac te same wiele
kodcl w momengde eZasu T 3 A ;Mn = v'jest geometryczng rée
réznice wektoréw v, i v, ¥P Jest ‘t» wektor éredniegc przys-
pieszenia w okresicoza su It przy czym 3

W m:ﬁ"“nir%‘}otoooonono‘toitbo/liy

Y = Jestw ekthrem przyspieszenia punktu ruchomego
w momencie czasu t,t. 3, :
- ; ! W"‘lmw*‘limm 0000---afly

Jedm‘brzmiqcyml ma zyml litewcl ozmaczylidmy rzuty
wynienionych pumktdw £ wektordw na o$ L'L. Wismy,1Z pr
X0$é rzutu damego punk$uw w momencie ezasu t i/t w4 Ly
przedstawiasje sig zA pomoes wektoréw mn i ywektor mm,
na pdsta wie rdwnosel § réw nnlegloécl n“hm y gost™
réw ny w ektorowl mz,a d‘latego geometrycmq rétn prede-

kodel rzutéw da nego
punktu jest wektor mn
Stad wynika,ze ére&nig
przyspieszenie rzutu
: punktu w okrasie cza -
su - t Jest

A = .....31}.
mamy wiee :
s AR B B
: Ale éa podstawk

réwnolegiodel MZ LMP
stwierdza my,2e

MP _ mp &
- = rm-- ,oprécz e

. g0 fld/ oznaeza,iz
2 5 e

o o am
e o e e
Wre szcie wiemy,Ze mp -—)IP.cos/ MP, 'L/

W igo ostatecenis: —-§a~- = MP .cos /MP,L'L /,a przecho-

azqc 8o granicy otrzyrmjemy rdwnoéé

lim -En:s- lim MPolim «cos /MP, I’;'L/

Zlnm-atvmy 128 pierwszy czymnik drugiej czeécl jest w
+ Arugl ceymik ,jako granice ma ers /tv,1'L / ,albowiem MP w
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gra nicy staje si¢ w.latym cstatnis réwnosdé mozemy napisad

tak s : W g = wcos / w,I'L/ cvsb.d.o.

Za s‘t:f*sujemy pn:w'i-‘ryzsze twierdzenia do osl wspéirzednych
OX, 0¥, i 0Z, wtedy bedziemy miell wzory naSWPﬂjec"e'

sz w.cos/ ,X/ e :
WY = W S08 W Y edah s oy 08
WZ':: W.C(\S/ WZ/

Poniewas zas ruchy rzutéw denego punktu na csiach wspé-
rzednych OX, OY 0Z s ruchami prostolinlowyni wiqc :

2 2
A°x a iy
w --———-t, w.::-—g i W o= cwmwdens ......;0000./ 19/ -:’!(v,
a2 y a4t 7 e
' Ukrad réwnah /18 / i /19 / dajs nam zaleznosci.
Wacom/w,, Bl Q__?Z_C_, ’
: at
: d2 ' -
'W‘COSAW,Y/:': 5 ..Q.Itl..onlo-onooc.oc/ 20/
e ) . tm ;
w.cos /w, T/ = d g : o
at 4

Podnoszac je do kwadratu i doda;jecc wza;jemnie stronami
otrzymamy: :

1B T 2hr g9\ D D
2. /8 ) _@__x\ ‘d‘ %\ r
+ 4 -oano.noocnonaonualfl
At ) \ 2} \atz‘ &
ponie;gay zachodzi zaleznogé,17 cos /w.X/ w COS /w,Y/ + i
+ o608 w2/ =12
W zér /21 / daje moznodé oblicz -d przyspieszenle gdy
mamy @koficzone réwnania ruchu'/1 / ,nectepnie ze wzoréw/’
o“bliczymy cosinusy katéw pomiedzy przyspieszeniem.a osiaml
wspéirzednych,mianowicie ,oznaczajge d la gkrétu drugie po-
chodne wspélrhgdnych wedzug czasu przez Xty z"n bgdziemy
miald o

o]

7

b2 2 2»

o /W,X / oy s "2;""’_' ............... e 2 ......... i
NX e 28"
c:os./ W’Y/ = ,‘j y" Q-ooooﬁzz/l
Spine \(5 x"2 . y"2 Lo
1 c6S8 /W’Z / e z"
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Wzory "22" okreslaja w uzupe;:nOSci wielkosé i kierunek przy-
spieszenia pumktu ruchomego.,

Gdy ruch punktu jest pxa sk T ,wtea'y biorge
ptaszegyinie ruchu dwie osie wspé&:rzqdnych 0X i 0Y ,1i zau-

wazywszy,ze wtedy 2 = 2 " = 0 =z réwnaid / 22/ znajdzie-
myyi? : G e : :

ey . : e L
Wy x"z-p y"2 r @08 /WX /[ =9 = X, =

i’ . : ‘x" 'F" y" :

" LAy i
COS/WY/ZM_L—- _é-""""": "...0‘000..:0-.000.oclftloo./aﬁ/.
\1 e o yu : Gk : A

Przykzad I, Znajdziemy przyspieszenie punktu
 poruszajacege sie ruchem. aednostajnym po kole ,réwnann_a ruchu
skonczonego sg: :
X = a,cos ki, ¥=2a. sin k%t
roynmzkuaa,c znajdziemy: 5

x" = - ak .cos kz, vt = --a_k «sin kt,
wiec przypsieszenie posinda wielkoéd stars : w = ake|f Jest
skierowane wzdzus promienia keta do jego $rodka.

: Przykzad II.Przysaiesconie punktu est staze "
co do wielkosci i kierunku- réwna siec g = 981 cm s6kZ 1 jest
skierowane pitmowo na d6%.W momencie czasu t = 0 punkt ru-
chomy znajduje si¢ w poczatku wspdirzednych i posiada prei odé
réwma "a" tworzacs z kierunkiem poziomym kgt (7. .Znalesé
prqdkosé i ruch punktu ruchomego.

Obierzmy oé OX poziomo ,a
_ oé O0Y skierujemy pionowo na déx
V=N /M i /rys 23,/ W tedy many :

\ x" =0 , y" =g Gdy t =0,

; whedy X = z =0
O ’

v,"_._: a.QosQ( y" = .Siﬂ-t}(r

¥ iec zna.gdujemx,ze_ : :
Ye .+ X' = constansjy'= gt+com.t. -
gkad: x' = a.cos 7L ,y':gt.q.as:hK.

, : ‘Calkujacc otrzymujemy:
3 5 X = at cos g~ sconst,
y - Y =% L gt? 4 at.siny>{_sconst.
Rvs.22. : e i
Roniewar te staZe muqu byé rdwne zeru,wicgc; ostatecznie
X = at.cos (j\ s Y=L nt2 4 at.sin& :

1 tor punktu jest paréb-olq.

y Mt




T

R.os . »p d B & .o & Vi,
Podstawmwowe pojecie kinematyki
D »y2ry malterdialne].s

W e wstepie do mechaniki teoretyeznej podalismy okre-
slenie bryty materijelmej. Bryt g materialmng
nazwalidémy taki ukzad pumnk tédw materialngych
pomiedzy ktérymi odlegzodecl nie ulege-
Jja zmianie =z bigiem crasu.

Gdy bryta materialna porucza sig¢ poruszajs sig jej
poszezegélne punkty.Latwo wykagad,ze dla ckredlenia ruchu
bryty materialnej nie ma potrzehy znaé ruchdw kazdego punktu
te Lryty. :

Liczbe i rommieszozenie punktéw,okreslajacych ruch
bryty materialne j,podaje nastépujace twierdzenie:

Iwlerdpenie, HRuoch bryty materid
ne j Jes & vwEzamMpel nodecl okreagd
leny ‘F*onehem trzech Je] punktid ¥
nie le2soyech na Jednel] prosked.

' A_ Rzeczywiscie,obierze
ny w bryle materialne] trzy
Jjekiekolwiek punkty ml,mz i

M, /rys.23./ ,byle tylko nis
lezaty na jednej i te] sa-
mej prostej.Wtedy potozenie
dowc nego punktu czwartego

M, tcj bryly,bedzie okreslone
za pomocas odcinkdéw 'M4Ml,

ﬂ ; 0
M41\*2 b M4M3,kt6re podczas

ruchu bryty pozostajg nie-
gniennymi.Wiee gdy w pewnym
momencie czasu mamy poXoze-—
nia punktéw M. M, i M, np.
Mll A M'3,w%edy %udujqe
t
ne. trdﬁkgc,ie M'lM'ZM 39
jako na podstawie,ostrosiup

L MU MY Mt av 2
M ¢M 1M 2M 3 réway ostrostu

powi M 4MlM EMS’ znajdziemy

odpowiednie poZozenie M'4

RYS. 23

punktu czwar tego M4c.b.d.o. ‘
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W nastepujacych §§ rozpatrzymy ruchy bryry material-
mijt postepbwy ,obrotowy dookoiza
g8t ,p2aski  obhrotowy adookoilse pon-
ktit i udowodnimy,?e kezdy ruch bryty materialne] moze
byé sprowadzony /dla nizskodczenie matego okresu czasu w kaz-
dym wypadkw/do ruchu postepowego i #brotowego dockora osi.

I, Buch puwnEtan bBryity natoeriasls
8} porusesza jece ) gie ruthem po~
tLepowymn. :

Tidzimy ze wstepudo mechaniki,ze T
a

s

wec hsm 7 O
lneg JFest

stepowym bBrydy maitepi

taki wvurch,.poderas k4P E s prio sl
taecreee punkty bry2y matervrie e
ned . weos o8 tailse do ‘siebie réwnoe~
leeg? vod , :

. Przedewszystkim udowodnimi,ze taki ruch Jest mozliwy.
Dl Wefmiemy w bryle mate-
rialnej szereg punktéw
A,B,C,D,E, /rys.24./1 prze-
prowadzimy z tych punktdw

C 5 ¢! w dowolnym kierunku réwne
. o : i wzajemmie réwnolegie
" 7 L odcinki: .,
i { AAY T BB s 000 =
L - ' :
s ‘DD' '::ﬁ;‘:-EE' luc...‘o.!/l/
P S D T\ Otrzymamy wtedy nowy
AT T ukzad punktéw A1 BY,CY,
/“/ D*yEY,. .00 yzupeTnie
f ilentyczny z denym ukiae

. = dem i réznigey sig od
LG niego tylko p'olozenjj}em
: zajmowanym w przestrze-
iy _ ni.W semej rzeczy,z /1 /
B o | , wynika,ze odlegrosci po-
oL ; miedzy punktami obu u-.
k¥addw sa jednakows,i ze
katy utworzone prostymi ,
Ry ; taczgeymi te punkty,sg
leoos o NipeRodey o te# jednakowe w cbu ukZa-
dach.Jezeli »a2$ oba uktady so jednakowe i proste,Zaczgce
odpowiednie punkty tych ukieddw,ss wzajemnie réwnoolégte,jek
:gow}’-"‘.'ika z /1 /,t0 istnienic ruchu postepowego jést udowod~
ione, : i = e Laeten
Z powyzszego rozumowania wynika,ze
TeRIEEIohAntka Tors Ty Ay~

B
J
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Z 8 8 p‘rostolinio'wego,post-Qp@

podcoc

wegDoD THoehm brawiw. mateor taiine d
drog:i alkreégilone. prZeeg O8ECYT 6~
goime "punkty bRygryg .85  wes jgennie
réwne I réwnolegite JDlatego w wypad -
Eu pros tolinmiowego. ilposgsbepowego
ruchuw muazsg  byd rowne 1, rowno-
legte jakpredkodce i Lk i P 2 e
spiegzgenia  possezegdlnych punktéw bryty material-
nej.

. Postgpowy ruch bryty nickoniecznie musi byé prostoli-

niowym,lecz mozey byé i krzywoliniowym.Rzew ywiscie,jezelis
przyjmiemy uk¥ad punktéw A JB,CyDyecetssvetvaccosoens

nalegacy do bryty materialnej /rys.25./,

przeprowadzimy m.p. przez punkt A dowolng krzywa‘ AR

1 wplszemy do nie] jaksbad? linie Zamang Aa 8, 85 Ar.

nagtepnie przeprowadzimy przeg pubkty BCD eeceveecie

‘(' ' ' 88 s 3 00ab
linie ¥amane Bb, ,B,, b3 B!, Cc, e, c3 s Ddldzci3]7

réwne i réwnolegte do pierwszej,wtedy mozemy za pPomocs ru-
chéw prostoliniowych i postepo-
wych -orzeprowadzid ukra-d L,B,

C Nyeeso..stopniowo w porozenia:

’b cl l'gg ooooo e o °® 00 e e e
27b2 ,dz,-.,--. L) . . v
A'B O',D: ------- nonau-oo-ou

Jezeli Bedziemy nieskof-
czenie powiekszad liczbe bokdw

¥amaneJj limii AlalazaBn y jod--

noezesnie zmnie jszajgc same bo-
ki to jako granice otrzymamy
krzywa A/ " 1 na podstawis réw-
noéci 1ir .i ramanych,réwne ;jej
krzywe BB',CC',DD',

Zatym ruch krzywel .niowy
postepowy mozemy uwazadjako
granice prostoliniowychk ruchéw
S postepowych,a dla tego wiasnoseci

Rys.25. - ruchu prostoliniowego postgpowe-.

go,dotyczace tordw predkosei 1
przyspieszenia poszczegélnych pinktéw,pozostajs prawomocny-
Wi i dla ruchm krzywoliniowego ‘postepowegoe
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W Fasgdym wiee rucha 5035 %6 D0
wym bBryto meateriadine]) Hory,Eph o
Fred€lone poszoeozoeegdbdlnynil punk i
mi bresi W gl pu *bego samego .
czasu g sag JednaskoweFPredkocsc il
wWeseaystkieh ypunktow w5 roéwne. 1
wZznojemnie réwneolegte ,przyspie-
szen ia Fe % 95 réwne 1 . rowhanolegs
X e = :

Z powyzszego wynika,’e aby okr S 1 i
raeh 'postepowy bryty material -
nej wystareza okredlid ruvech Jjae-
kicgpokEolwisk punktu be.] bry?cy.,,

widziny stad,re kimematyka ruchu postgpowego bryiy
materialne j sprowadze sie do kinematyki punktu materialng-
g0.Wiec wszystkie wyniki i wzory,otrzymane w poprzednich
rozdziatach,zastosowane do jednego jakiegobgd? punkitu drytry,
porusrzajacej sie postegpowo ,mozemy rozciagnqé na wszystkie
pozostate mmkty tej bryxy. :

Przed chwila podalidmy dowsd geometryczny togoyze
ruch bryty materialnej jest okredlony w zu=peinosci ruchem
jednego je] punktu,Udowodnimy terszs to sdmo drogg anseli -

tyczna.
LT

Przypudimy,ze
plmkty bryxy materiainej,a / xa,yo,zG / ’/x.l’yl’zl /’. S alik g
s PN ARE / ich wspbétrzedne wzgledem pewnych nierumcho-

2A 3 ...An sg to poszczegdlna

mych w prrestrzeni osl wspéirzednych.Wymicnione wspéirzedm
X ,.otocooxn,S% fmkejﬂmi czesu t.
P/

Wefmiemy drugl ukzad osi wspo?crz(—gdnych Ao A }
réwnolegry do pierwsmego majecy swéj poczgtek w jednym 2 P
Xtév bryzy materialnej, w punkedle A i potgezonych sz tywni e
% brytg materialng.Oznaczymy WSpOll‘?%dne punktu AI’AZ"'"
A wzglqdem tych osi przez / ¢ § 1 E «,, /

o/ B ah e ;
nin/n

Ponlaw"avz odlegrosci pomigdzy tymi punktami sg niezmien—

ne wiec wymienione wspéirzgine & a7 L

e
wiclkosciami starymi ,meque'znymi od czasu t « Gdy bryla
materialna bedzie oruszaé sie postepowo,wtedy ukiad osi
wspotrzednych A })x n, s s poruszajgc sie wraz z brylg
postepowo,bedzie stal:e réwnoleglym do osi nieruchomych.0XYZ.

n

@0 08009 ¢

e 20 &0 o 0o ¥ow @
-
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Wzory przeksztatcenisa wspéirzednych dadzg nam zaleznosci:
T s Xy & 00

yizyo'*t‘!:i i i:l,Z,o--nc.c‘-Vn.

Z, = B, # g
Résniczkujec je dwa ragy z rzedu znajdziemy:
dx :l'_~ dx, dyi 5 dyo dzi ‘ dz, .
at Wt oEE e o N dt .
dzxg i d°xq : d2yi ;,, d’ye : d2z4 o d2gg
4z at2 atl e aaee gke o o e
Pomiewaz wiemy,ze: : :
dxi . dx L -
o S Teees/wmx/, =R ¥, con /V?,X/.
)
d-Xs a2 :
. = V3 cos/wi X / - ----Q-2--‘.—..- wo coSs fwo,x/,
at at- . ;
wige otrzymujemy: - :
| . vyood VY = v.608 v, , ¥/,

vicod Vi,V = v,cod/ v,V ,
vicod/ vi,%/ = Vocod/ Vo ¥ s
G ‘ wioas’./wj.!y/ = wosos/Wo,X /,
wiCOWIWi’V e WOCOS/Wo,v 5
wic.os/wi,Z/‘_ = WOGOS/WO,Z/.
Z tych wzordw wynike .ze: |

vi =V°, Wi::WO, /i :1,2,3,.;.-’3/' c.bsd.0.
Widzimy stad,ze gdy mamy réwnania ruchu skorczone
jekiegokolwick punktu A /o /X0, Y0r8/ bryly materialnej py

ruszajgcej sie postepowo: - . :

=t /Y,y =t/ | 5 = /Y
mosemy zna lesdd tor, predkodce! 1 przysplesgzonis tazdego pumes
kta dryty. ' : : :
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gérRach punkatdw dbryvyirsy mabbe
T iAEIne obrachjaoce i 8dic dookola
os 1 statel, |
~ Okredlenie ruchu obrotowego bryty materialnej byto po-
dane we wstgpie do mechaniki,

ruchemn ocbyrofewynm. . brydy do0p Ko
ta.smEF e dioida i msewa T i smy  fakd
Tueh Beyiy spoodermn s,k téregio dws
Punk ty 'fej bryiy pososiglaonierun

ehomymis

Poniewas ruch bryry jest okregdleny wwypa'ku ogélnym
ruchem trgech jej punktéw, nieletacych na jedne]j prostej,a
w rozpe trywanym ruchu,jak to wynika z jego okreglenia,dwa
punkty M, i M, /rys.?%6,/ s 8 nieruchome , wiege

8by ‘wilisupernadeid okresi i A . rnoh
bbrotowny ,musimy podaé runeh 4yl
Yo dednegv punktuw,ntlelesecd go
na 6'g i

gbro 0t Mle np. ruch puktu MB.. .

Jest ezeczg oczy wistg,ze wsgystkie punkty poxozone
na osl sg nieruchomymi.Rzecz ywiscie,gdyby np. punkt M
znajdujacy sie na osi obrotu byt ruchomym,wtedy odlegfosé

N4M1 i'MAMZ pusintyby byé zmiennymi z biegiem czasu,ce jest

rzeczg niemozliwg ,poniewas bryila materialna jest niegmiem ym
ukta-dem punktdw materialnych.

Nagtepnie jest jasnym,7ze kazdy punkt nlelezqcy ne os.
obrotu,zakredla obwéd kora,ktéreso promier jest réwny najlr ét-
sge § odlegZOéci punktu rog~atrywanego od osl obrotu,a érodek
*2go kotra lezy na osi obrotu.,Wreszcie promienie ké%,zakred a-

.Tych prrez poszezegdlne punkty bryry,obracajs sie w ciggu
Jjednego i tego samego okresu czasu o jednakowe kgty.Wynika
to begpog-~rednin » niezmiennodci bryty materialnej .

7 powyzszych uwag widzimy,7e dla okreélenia obrotowsgo
ruchw bryty dookota osi stekej wystarcza mieé w postaci fnk-
kcji czasu kgt obrotu jednego punktu bryty materialne],imnymi
slowy poznaé zalesnogd pomiedzy katem bryrowym © obrotu bry-
¥y 1 czasom t .

Przypusdémy,se mamy zalesnosd G =0/t/ veconen. 43 /
wtedy na gzesadzie wzoru./& / rozdz.IV ,znajdziemy predkodé
k2 towg obrotu bryty,mianowicie: \

¥ dG/___.,L -"O’/t/ “2".

(u = X

Poknremy,7e wiedzac poZovcnie w bryle osi obrotu i . ¢
majac predkcds katowe obrotu, moZzemy Wy znae
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yé wielkopddé 4 Eierunek predkaosd-

i przygeplesgenia. kagsdeg B,pun.
u bryiy w o kasdypn momemndcidie CF b

w = Qo
S ot He N

Rys.26. Rys.29: . -
Wielkoéé predkosci liniowej v dla jakiegokolwiek
punk -1 M bryxy,obliezymy za pomoca wgoru /9 / rozdz.IV.
v =R, & ,przy czym'R oznacza najkrs tszg odlegtodéé dane-
go punktu M od osi obrotu.
Kierunek predkosci v okre41i nem styezna TT przepro-
wadzoma w punkcié M do koia,zakredélonego przez ten punkt
w kierunku obrotu brytry.Aby zbudowalé te styczng TT przepro-
wadzamy przez dany punkt M praszczyzne PP prostopadzy do osi
0102 y W przecigciu z osig O 0, otrzymamy punkt O.PoXgczmyz
Bo°z punktem M prosta OM /ry3.57/ .Prosta TP przeprowadzona
w piaszczyinie PP przez punkt M prostopadle do (Mj;bedzie
szukang styczng.
¥ielkosd 1 kKisarvrunek preysplis
szenia woopank ta . M oleres i iny
nastepn jagoo 3 przyspiesr o le normalen w  wWyzna.
czymy za pomoca wzoru /i) / rozdz.I1I 1 wzoru /2 / miano-
wicie:

2(}2 : )
¥ e 3

w:s;,:R—.-Rw

n o
przyspies7enie styczne w, za pomoce wzorn / 11 / rozdz.III

i wzoru /2 /

av d W A
w:.-a-':R*—a—:t—i-:.—R.w'.....,. ........ / 4/

e s R T e A8 PR e £ i st e A iy 07

Taklinsk 1 Mee hanlka teore tyczna,

t

i
A
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phgy czym /' oznacsa tu’ nochodné} &) wzgledem czasu t.
7na jac przyspleszen"ie normalne i styczne obliczymy
z latwoécw przysniesvenie 'Ogélne w o

W ‘et*w 2/" . /, e

j,’x;2 )4’

czyli w-_-Rf 4

w jest skierowane wzdXuz przekatnej ‘prostokata zbudowanega.
na w i w_ jako na bokach, A
Wprowgdzon&* przez nas wielkogé W= Y nagzywamy

PI‘Zyspie szonienm katowym obzrodus
Poniewas Lhaa o prayozym O ornaczazmienny kgt pomige

—amiatT Y

: d"y promienlem ﬂgmkm Om ,a kierunkiem st“lym CO , wiee:
1o 'd?"G

(U ='""“"“‘?‘""oco-o.-o-‘.oolQUC-;ouan/y
, _ at-
J'ednostka przyspieszenla kg towego jest L

/ jedn. czasq/'z
=T 2 np. gdy jakc Jednostke czasu pbre.no sekund@ wtedy

: ;}ednostka przyspieszenia katowego = ...,_.ﬂl.,‘!_,._

; © . sek
cay wiec mamy zaleznodé /l/,dech réynanien T u ¢ hu
‘obrotowego whdy predkedé 1 przyspieszenia kazde-
£0 Punk tu bryly obliczanmy 78 pomocs ‘WZOru / al .06 / :

. Jezel, O =g+ /u\ i;f/ 88 staze wtedy

G ;,-e,,J Oiruchobrotowyjestjednosta;jny.m
Jezelil zaée—-w.»/:t '4"1;2 wtedy ) ~2*1ruch obm—

towy;jestjedn:ostajnie zmienny. :

3. Plaski ruch bry}:y
materialnej '

Rueh bryly materlalnej nazy
m‘y P& asgkdmigdy punkty tej bry-
zne jdujace sie w rewnym mOmB D=
e czasu w jedne j ¥ te Jseamnej pt
czyznie nieruchomej,pozostajq
€; pd z"‘:?cns'&"i" D"]L“!.o.}l‘ R T T ,v'rv-a\,

go aNa -
gL B

Plaeki ruch jest to zatym ruch rdvmolegly do pew ne;)
Plaszczymynieruchomcj podczas ruchu ptaskiego,odlegkosé



kasdego punktu bryty od plaszczyzny nieruchomej réwnole-~
&le do ktéwej ruch sig odbywe,pszostaje stain.Oczywistym
jest,ze podczas ruchu piaskiego punkty bryty materialne],
perezome w jakie] badZ praszczyznie,réwnolegie] do piam

szcgyzny nieruchome j,pozostaje stale w tej praszcryznie,
gdy bryre sie porussza,

Ruch wsgystkich punktdw bryry naterialne;],znajdujqcyc
sié na jednej 1 te] same]
proste],prostopadze do

W  'prasgczysny nieruchomsj,
L e N . Jest zatym ‘zupeinie lden-
L tyczny.Dlatego tez ruch
e ptaski bedzie w zupeinocd-

" ¢l okredlony,gdy pozmemy
Tuch tej pt a ok ile
fTigurynieszmnmien-

'n e j ,ktéra otrzymujemy
v 1. ezecieciu bryiy mede-
riaine] -z praszmczyzng ns-
ruchons,Wtedy /rys.28/
tory punktéw A 1 A, lesg-

A\P - cych na jednmsj prf:istopa-
‘ £ . d¥eJ A4, do nieruchome j

piaszcezyzny }??,‘bgd:g Jed=~ -

nakowe AIA '1 ARY/ o

Rys.28., : St stad wynika,ss bedg i je-
dna kowe predkodol i przyspleszenia tych punktdw.
Wyka7emy,7e ptaski ruch dbryty moze byé sprowedzong do

ruckhu obrotowego dockora pewme] osi; udowodnimy w tym celu
nastgnu:jape twierdzemieB’erculli Chasles' az:

e nmlezmie ne
e) siegw swe}
trzymaé z J a k i e-
POXozen lig

B P O

y -
m

9
<t
H
s ]
‘4:!-

Azeby pozmaé potezenie pragkie] niezmiemme] figury
w Jej praszezyznlte ,wystarceza pkredlié porosenie dwéch do-
welnych je} punktéw ma te} prasgezywr'  ,ezyli porozenie
|
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Jaki;fkolwiek prostej,nalezacej do gigury.Obierzmy prasszezy

: Jako praszczyzne ruchu praskiego,a punkty & 4
Bl Jako dwa dowolne punkty praskiej. figury /[rys.29/ :,nie?:h
1B, oznaczajy porozenie tyoh semych punktéw po pres-

suniqciu sie flgury w Je} p&aszczyznie w jekies mowe poXo-
zemie.

Poniewas figura jest niezmierma,wigc A Bl = A2 32'

Porgcemy za pomocs prostych A. A, LB punkty A
A iBl z B, .Ze érodkéwa i B o%rzym&mnych odcinkdw

A 23 wystawmy w. plaszczymie figury £ papiem/
prostapa@z%« 4% niohyte prostopadte przetna sig w pewayn
punkcie O,albowiem ruch figury uwazamy za nispp’ :e¢ r
W igc Proste N A !’ B, nie beds wzajemnte réwnole-
grymi./ w wypa%ku ruch postonwego punkt O bgdzie tez
lstmiat ,Jecz w nieskofczonosé/ .

Wykaﬁ.emy teraz,¥e
obracejec figure dooko-
¥a osi,przeprowadzone]

: przez punkt O prostopa-
e dle do ptasgczyzny figue
\ ry,przesungemy figurq =
T : potozenia /1/ w poroze—
_,), _______ nie /11/ Jjostateoznie
- | przekonad sig 0 siusz—
nosci nastepujgcych wa-
runkéw,niezbednych do
powyszszego obrotus

1/ odlegzoddi ptm\k— ;
téw A,i B, od osi ®brotu. .
0 muszg pozostawaé staky- k
m‘lta.AlO-'A0

iBO-BO.

S 4 kqt osxrotu obu
Hyeag9e. . o0 o0 pun]rtdw A, 1 By musi byé

jednakOWy t.Je AIOA =B_0B, .
. Polaczmv prostJmi punkt 8 = pu .ktami AI’B ,Ae, B

wtedy jest rzeeza oczywistg,7e pierwszy warubek™ jost s%el- e

niony, . g
Z réwnosei trdjkatéw "AJ.OBI i "f{ (B /trzy bokl sq
r6wne / wynika,ze AloBl" AQQBQ, .



.y, S
- Doda~jee do obu stron kat BIOA ,otrz-ymamygze,.:_‘_;. .

. : A}fml -;LB‘&]}E =, A?QB2 +BC OA2 5.
czyli ao A10A2 =B40 Bz e

Welﬁ?imv,leC 7e obracajae plaska f;gurf, dookola Qsi i
0O o kgt G przesuniemy punkt Al w pokozenia A22 a punkt Bl

W pOlOéenie }32 CY'ebo d e 0 O]

Ruch postepowy praskiej figury mozemy uwazol, jako ob- .
rét dookoxa nieskoliczenie dalekied osi obrotu,wtedy wypo-
wiedziane w twierdzeniu ograniczenie odpada.

Udowodnione przed chwils twierdsenie pozostaje qprawo- .
mocnym i wtedy gdy poxozenia/ 1/ i [/ 11 /. praskiej figi-
ry s3 niesgkoficzenie Ao siebie bliskie.Mofemy wtedy twierdzid, .
iz nieskonezeriie maXe prgesuniecie ptaskiej figury w jej pra-
szezy’nie ,moremy otrzymad,obracajge figure o nieskoficzenie .

" mazy ket fpewnego punktu,pokosonego w piaszezyfnie figury.

Tem punkt z biegiem czasu gzajmuje rézne porozenia i dla te-
gonagywemy go $rodkiem chwi lowyn
obrotu, Srodek chwilowy poruszajsc si¢ zakresdlae
na Hndwrnoedoened piaszgczysédnle
prewna krzywsg belgeg jego 'orem bezwzglednym,te
krzywsg nagywamy polcdlac gdbo - dnig HoB T8
S rod&idw chwilowyon ¢ A

Oprécz tej krzywej srodek chwilowy zakredla jeuzcze innq
krzyw g ma praszczy’nic ,poruszajecej sie niezmiennie z figu-
rgptaskas te Xkrzywa nazywamny 1limig
raehomg Srodkbw chw:.lowych .

Na rys30. A B jest linia staxs Srodkéw chwilowych,s
linije A '"B',A 'Bu Av' B"! g3 poszezegdlhepotozenia 1inii
ruchome j érodkdw chw:n.lowych W kazdym momencie czasu Obie li-
nle srodkdéw ch wilowych ruchoma i nieruchoma poc'iadajg wspble
ny punkt stycznodei C*,0",C'" /na rys.30s/Ten punkt stycznos.-

i0 Jest wiasnie érodkiam chwilowym obrotu.Gdy figura
y4aska norusza sie,wtedy linis ruchoma $rodkéw chwilowych tow
c&y sig bez élizgemia sie po 1inii nieruchomej $rodkéw chw -
lowyeh,

Predkodc i punktéw praskiej figury w kazdym momencie
czasn sg pre;dkoéciaml obrotowymi . a zatym sg prustopadtymi
ag prostyc ' 2gczdeych te punkﬂr, z chwilowym drodkiem ohre-

tu,wiec aby wyznaczyé érodek chwildwy dla kazdego momentu
czasu wystarcza mieé kjerunki predkodici dwu punktéw figury
w Aanej chwili,albowiem wtedy punkt O przeciecia sig¢ prosto-
padrych wystawionych w tych punktach Ay i A, &o kierunkdéw



-¢3~
predkosci A2‘A2‘fi'A1A' quzie wlaénie szukanym srodkiem

;Bu :
i - Co Bt
B ; -~ s
/ : A_\‘ /7 ;
" 1\\1. :
: \
) X
\A\n .
. on /‘\2"
.. 4 = St 5
AT e
/ e
A"j 5 (

Rys.BO . RysBl.

chwilowym tego momentu czasu /rys.3l.,.

Przyspieszenia punktéw praskie § figury poruszajqce:]
sige w swej praszczyfnie ,okreflimy jako przyspieszenia ru-
chu obrotowego dookora ¢ odka chwilowego. i

W iemy,”e podczas ruchu piaskicgo,t.j. ruchu réwno-
1eglegodo pewne] ptaszczyzny nieruchome] wszystkie punkty
bryxy,poruhone pa jednej i tej samej prostopadie]j do tej
Paszc zyzny poruszajd sie zupeinie jednskowo.Wiec wszyst-
kie punkty potozone na jednej i tej samej wrostopadiej,
Prowadzonej do nieruchonme j plaszc zyzny w $rodku chwilowym,
posiadaje predkodé réwng zeru.batym w bryle materialne] is-
tnieje w kagdej chwilli nieruchoma prosta.Te prostsg nazywamy‘ ‘
Ohwilow% oslg obrotu, :

Gdy 4rodek chwilowy zakredla linie $rodkéw chw:.lowych, -
wtedy chwilowe osle za kreélaja pewns powierzchnie cylindry cg= "
‘Mo,zwane powierzchniami cylindrycz-

nyri op8i ohwilowych czyli ‘ak soida-
m i, Bedna g tych powierzchni mianowicie uechoma e
PawdErrehni cylindryczna o8 i
ehwilowyoh toezy 8le begz §11gg s
niaea gle.no drmegiled gtedod ced
13 pnilerwuchored powierschni oiys
lindeydemne ] oesid ehwilewmypol. =

Na rys.32. AB 1 AV B' sa limie $rodkdéw chwilowyeh,
C ~ drodek chwilowy w chwili obecnej, a 00' « o¢ chwilowa, :
zokresta jaca dwie powierzchnie cylmdryczne. i
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Dotychcza-s badalidmy praski ruch bryty materialmne]
geome trycznie , terag rozpatrzymy ter sam ruch analitycznie.
Przyjmiemy plaszezyzne w ktdrej porusza sie praska Figura,
jako praszczyzme osl wspéirzednych XOY /rye.)3./.Opréez
tych osi wefmiemy jeszcze uktad osi & ,&.9. stale = figurg
poxaczonych 1 la%?.accych w jeil ptraszezy’inie.Oznaczmy przez

Jp T

RySp 32 : : fia ¥ Rysa330
kat utworzony n osiami OX 4 0' & ,Wspdirzedne punktu M fi.
gury wzgledem osi nieruchomych OXY oznaczmy przes /x,y /,a.
wspbtrzgdne tegos punktu wzgledem o:i ruchomych odpowiednie
przez " i m . Ponkwas praska figury jest niezmien-
nymukadem punktéw,wige wspéirzednme ¥ 1 4 zachowujg dl
kazdego punktu M figury wielko$ci stafe,gdy’figura porusza
gig.WspStrzedme x 1 y  tego uk¥adu zmieniajg sie 2 biegiem
4 czasu, .
Tere}i oznaczymy przez /x 017 / zmierme wspéirzedm
puntktu 0',wtedy ruch praskie] figuryQB,dzie okreélony,gdy
bedziemy réwnania ruchu skolczone:

’e" =:'\"\./t/, XO::'..?:} /'G/ 5 yO = ‘,}” /t/, ‘..'--mo'-/l/

Majac trzy fumkcje crasu + [t/ yH b/ L e X e,
okredlimy w kasdym momcneie czasu t poxozenie praskie]j g~
ry wzeledem nieruchomych osi OXY,.Wzdr przekszateenie wspbi-
rze¢dnych na .ptasgczyinie dsjs nem zalesiodci pomiedzy X,y,
Lt 9 Qe

——

Makliheki-Mechanika teore tyc ma,. v



Tt ¢0s0 ~ ) sind ,
g . % sin0 4 HEOSO0 seenerieiiiiiaaann Wt

A-by otrzymaé réwmanie toru jekiegokolwiek pubktu M
viaskie] figury,wstawimy we wzor /2 / mamiast E 1+ wspéZ-
rzgdné niegmienne punkt M,a zamiZst x ,y. 1 © ich wyraze-
nia /l/ shagteonie wyeliminujemy dwg o%rzymanych wZoréw
czes t.,"tedy otrzymamy r  wnanie toru punk tu
M.W postaci nastepujsce i i :

: f/X!}'/:O.-'-....-......: ...... /3/.

najdziemy teraz réwnanie krzywej,zakreslonej prkez
dany nicruchomy punkt M /x,y / praszczyzny X0Y na ruchomej
Phaszezyinie praskiej figury.W tym celu madajemy zmiennym
wspéirzginym x,y we wzorach /2 / pewne ckredlone wartosei,
odpowladajace danemu punktowi i eliminujemy czas t .Oczywis-
cie otrzymamy to samo réwnanie /3 /: " |

‘ f/x,y,«:@,,q/—:.p AR s .......“.A-V,
cata réznica polega na tym ,%e w réwneniu /3 / X,yss3 zmia -
nymi,a w réwnaniu /4 / x i y =8 wartoési stare,zmiennymi
286 83 51 N ,ktére w réwmeniu /3 / byty stazymi.Ila tego
- rCwnanie krzywe] zakredlone] na praszczyfnie piaskiej figu-
Ty bedzic miao postad: el

Bl Ly D i e F e,
. Rozpatrzymy predi odcdi punk tdw
Piaakdej Taepury Reat y weedlosed
Jakidegobads punkstuw figor y na
Nniermchome o wpip X0Y ma podotawis
Nroxédw fof ,badag: 2 :
Voo vix /= x'e X! j* oin0 +7 0088 /0! = xi/ gy /@1 76/
Veoelv, Yl - ¥'=y-, + 5 cosQ - 17 8in0 /0! = y,‘k-a/xu«xd/of :
s

Pierwszc wyra-smy w otrzymeny ch wyraienisch na x' i y!
mianowicie xé i yo' 58 rzutami predkodci punktu 0/ x ,y/ na
osie OX i OY,albowiem skoriczome réwnania ruchu tego punktu
eama¥ Jif ,
®Rozpa-trzmy tSraz drugie wyrazy - /y -y /6 i
W tym colu przypusémy,re praska figura ibracaosig w swe j
Prassmezyiirie dockora punktu O Jrys.34./ JWprowadémy wspéirze-—
dne biegunowe w taki sposdb,aby biegun byr w punkcie 0,a
o8 biegunowa zgodna z osig OX.Poniewas.mamy*ruch ebrotewy
- Niczmienmmd Fioury,wiec promied k2sdose purkiu il Sezostan

Je podczag obroty 523 ym Moy wiedy: : ;

X =T cos 8 ,y—;-r sin Q. ,
Pr2y czym r? = x?2 +=y?- .
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rééniczkuje;c te wyrazenia pmnajdziemy rzuty predkosel linio- |

wej punktu M /x,y/ ne osie OX 1 OY : .
v epa /v,X /= x'= ~rsin0. o
v cog/ v,Y [=y'-r cos B .0
eryli v cos /v,X /=y &'
i v cos/v,Y;/._xO‘...../'( /
oréwnujac wyrazenia
PR \\\ ?/y—-yq/"'i/x-x ' ze
- \ wzarami /7 / ,widzimy,ze

< ' A : =  rozpatrywane wyrazy pIrzé-
, \ & ~ dstawiajg rzuty na osie
¢

- - 0X 1 0Y liniowej pred-
\ kosci obrotows.j punk tuM
e /x,y/ dookora pumktu 0F

14 / Xo ’YO/ yPTZy CZym pPr'oée-
wN Y ¢ mier obrotu M jest:

MT‘*“'\TT”"/ o W -XQ/Q-O/ y - y0/2
y : ry.u.ﬁ/
Rys-34o A . Zatym wzory /q

stwierdzaja, éeprgdkosé dowolnego punkasa

fuptaakie] £igury Jest sumna géoms-
tryocozmapredkosael 1 intewe 3 0bro -
tu danego vunktu dookoza punk t w0,
ipredkosci punk‘buO't.j. )’

il

¥ vy
Trzy cZym Vo ozmacza predkosé punktu O', 8,,V prgdkcéé obré -»
tow® punktu M dookoxa punktm 0'. .

Pukt 0' /x 5t 4 nazywemy biegunem Aanago rachu prase
kieg‘»

Wyznaczmyteraz taki pumkt Q‘,/x Tl kt6rego
prgdkoé 6 Jest serem .A‘ﬁyrﬂgdkoéébylaze-
rem x'-i y' musza Byé zerami,skad,ns zasadzie wzordw / 6/ ,
wyniks ,ze:

X'y - yc-y(/ 8'=0, y', +/x xc/ §' =
Y'a %!
X X, " e iy, =y & o} . :
0 0 - g ——g‘“ﬁtttlltt' ------ / a/
Z wzordéw /& wyaika ,ze wspdlrzgdne X, ¥, punktu, be-
dacego w danej chwili nieruchomym.ss ym.;. “runkcjami




LT
ez t, Za tym nieruchomy .w danej chwili Kt figury O go -
rusga sig¢ % biegiem czasu i zakresla na pgaszczymzle X0Y,
pewna krezywd, ktérej rdwianie pn'z*mamyl,ebm;nhjqc cras t
2 véw mah /8 .

Tem punkt C jest oczywiscie £rodkiem chwilowym obrotusa ge-
ome trycznz mie jsce Srodkéw qnwiiowych obrotéw na praszcyr-
nieX0Y jest s ta % a Ii(mia drodkdédw ohwilos
wych ,Jej réwnanic oi:c';z;y mz;yemy wtadnic eliminujge ‘(: z réw-

natt /8/ :
F/X)Y/..O . /’

szystaja,c % wzomw wyraza jacych zalezmosel Pligdzy
wepbirzednymi ruchomymi’® iy dancgo punktu /,m.andwicio'

g—/x*&/cose+-/y-yo sin © 3§ o
1‘*-/ X-x / san 9 +/ Yy j“o/ cos 63.',.,.;.4.:’!9/‘
1 za wzoréw /8/ ,znajdziemy yvspda‘:rzgdr i c' érodka ohw i~ -
lowego obrotu: - :

[ 1
5' ”-MOOSG*XO/
T

g in & = /xosi.ne-yaocseflib'
{

L /"" : " “ : no--w‘oﬂ'g/
% 7%

(i -é-—sin04».._....cos9 =/ x4 c~s9+yosih°/ :
gt o

Flimimmiac ® réw nak /10/ czas t /znaj,dziemy r6 ‘

e} ptaszezyznic praskie] 7j. réwmenie T ini 3
rnchomejé;/ixd wc_.h/wdlowych.
U

Ridsnics -}(ecaréwna-nia‘ﬁ/wzg
dem ¢z a s yzna jdziemy wyrafgo:
ne rw yprzyspieszeﬁjak'iegokol
W ie‘kx/unktu plaskiejfigury.

v eod WY = x'=x" o ey @Syt -ylof 9):‘”=X"o-/ ¥-yo/ Ol x-xf0' 2 :
A T -/ly
. °°S/w v Y=y o %% O x xtof Bl 4/ x-%0 / eu/ y—-yq/ aro

Gdy przyréwmemy te wymazenia 4o zera,o}:rzymamy dwel T -
mania,z ktérych mosemy wyznaczyé wspdIrzedne’ x,y takiscgs pumn-
‘)rh;,khdreg@. przyspicszenic w danym momoncie czasu t jest

/ QJ oncc.nc...' .."Q’ﬁig"/
er'.WGJ, ktéra srodek cﬁ ilcwy hrmc' pakrodla na/mho..
;6

EPRSN
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réw ne zoruytaki punkt mazywemy $ r o dk iem przy s-

pleszenia.,
Udowodrrimy teraz,?e podcsas ruchu pita s-

kdoJ figury wie ] prtaszgecesyrnio,
lintesrochoma Snodkdw chwilowych
tocey siebezr §d1lizgania siewzdzusg
1imiil nidrucdchone] drodkdw chwH lo-
'x'z'yCh

Aty to udpwodnié,musimy wykazad: :

1/ s2¢ W kazdym momencie czasu & / rysx‘.’:ﬁ/ linia rucho-
ma A'B!' 1 mieruchoma
iB posiadajg nie tylk
wspéiny punkt C;leez -
i wspélng styczng . ‘

»2¢ gdy w momencie =~

czasu t*/\t nieskod-

e czonic blisgkic t punkt
C. krzywej AB bedzile
s%g stykaz z punktem
C, krgywoj A' B',t0.
nicskodczenic mete Zu-
k. . 100, gty réwne
-QuiacZajgc ‘30 preoz ds
i d 6 ymusim, uleé 44 = ds.

: ,Ry91350 :
Z réw maht /& ,przodstawiajacych krzywy AB w posteci -

ra metryozno j,wynika,ze g
tg o = 5

i : 3!
przy czym of Jost kgtom pomledzmy gtyc,znqcm, a osle OX.
Réw mania krzywe] L' B¥,na gasadzle rd-mars /f9/ bedast

| ’:‘:}c:/xc —xo/o,osﬁ4'f'/Y¢ Fo/sin© 14 : 137
g = A —xo/sm9+/ye, ~yo /c0s O L :
(& ity tyaﬁ révnan paremctrycznych krzywoj A' B! wynika,
VAS ‘ ,r!rc
t’SB T ey
£ o

PrEy crym Joat katom peniedny styegms CiL a ocsig O 5o
Kat ' ,utworzony prze: te¢ styczng CT i of OX hgfmic

Yehe 9
y_ tef+two _Tv,cos6 4 §;sind
Y10 tad.teo §'c 08 & - m'c sin 0
; \
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Alc z rdéwman /13/ 7ma jdujemy, 2o

=/x? ~x‘o/cos 8/ yt . -y'of sin By /yc-Yo/cos 9—/Xo-xo/sm Qh»"li'
..lcq/v' ~y'o/ cos @_/x o-—xqo/sin 8- :/yc/sin e"/xc-—XQ/COS 9, et

kN

réwna-nia zagd

—~-7/ X-xq/ﬁ‘ ix' ——/y "yo/ e.;’

-

w stawia-gac te wyrazenia we wzory poprzcednie,znajdziemy:

C~x'c COS @-*ycsme.p..oa.-.-.n.o. ooooo ’-on/lv
‘c—-yCCGSG-x‘Qst '
W tedy wyrazenie na tg ;przyjmie postaé:

tg;);rﬁ= y :{‘ tgv#aoﬂa-qonoooauc-r-n',o.;oo,p’9?,,;./15/
s j w punkcic C obic krzywc AE T 4 'Bf posiada—jq wspélng

styczng . .

Ze wzoréw /4.4/ wynika,ze

5‘/5' o + "\'G?/dt 7 x'52 +¥'e 2/dtz«dsz,c.b d.o. & /16/

Za uwasymy ,ze withog ci x', i yf, sg rzutami na csicOX
i OY predkosci ruchu $rodka chw:.lovmgo ¢ wgdiuz nlbruohome;j
linii ‘drodkdéw chwilowych /AB/ a wielkosci g' i% c_ sg rzuta
ta mi predkoéci ruchu srodka chwilowogo C wzdrwz ruchome ]
- 1imiidrodkéw chwilowych /A' B' / ma osie ruchome O”g 0' Y .
W zory /15 1i/16/ stwicrdzajs,sc w kazdym momoncie s,
predkosci ruchu érodka chwilowego C wzdiuz obu Tinii $rod-
kéw chwilowych sz jcdnakowe.,
Praski ruch bryry materialnej ma wielkie zastosowanic
v mochamice stogowanej, gdy badamy praskic mechanizmy.

- - <2 ko prezykrad rozpadrzymy nestepujacy ,bardzo prosty
ruch pragkiej figury w jej prassczyzmic /rys.36/ .Prazypusimy
ze ma nieruchomecj praszczyzric znajduje sie odeinek prosted
A 4 A 5 o diugoscl 2R,i ze ten odeinck porusza sig w taki
gposéb,iy jego kemlec 4 ., stale $lisge sie wzdiuz osi 0Y, a
koniec A2 —wzdXuz osi OX.,

Okreé limy 1/ krzywa ,zakreélona przog dany punkt pta-
szczymm'uchome j na praszczyznmie nieruchomej, -
krzywa ktérg wykresla’dany punkt paszczyzny nieru-
chomej na paszczyznie ruchomej,
linig mieruchomsg $rodkdéw chwilowych obrotéw i
4 limie ruchoma érodkéw chwilowych.
Ja ko poc?n i ruehnuyek osf wendtraednyoh £0°%
Dlerzcmy 4 rodek O' dancgo odcinti. A Ag,wtady i '..

i
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A O A 50'=Ry 0f O'Y, wefmiemy prostopadle dopes*al
AlAZ A o8 O'E zgodn:ie 2 AjAs.WspStrzedne punktu Ay
wgglqdem ol € 0"\ B ¢ % = <Ry 4y = 0,apunkt Ay odpowiedniv
o s .
2 ®
w spdlrzgdne punictu Al wggledem osi nieruchumych XOY &g:
*; = 0,y, =pewns funkcja ozasu.wspézrzgdne punktu A, od-

~ powlednie: X, = funkeja

cgasu 1y, G-Kgt O,ut-
wore:ary k erun\(ami osi

0! ‘w’ 1 osi 0X,Jest tes pow-

ng mnkc;]q czasu.Ten kgt §
liczymy od osi OX do osi 0§
stosujge plerwszy ze wzordy
2/ do pumkiu Al,zna;jdzicr*_,

0 =x, -R.,cos ©
> B, stosu;jecc drugi wzér o
wzordéw / 2/ do punktu A
’otrzymamy-
: 0=y, +R sin @
pray czym %o 1 ¥o 8g Wepte
2dne punktu O'wszgledem
osi nieruch-mych XOY.

Otrz; 1alisdmy dwa :
réwnania z trzema niswia-
domyal x,,¥ , i Oyale knt
8 = bieg?em oEasu moge i 6-
niaé sie w spraéb dewolny,
poniewaz,np.punkt Al moke .

Ry porusgaé sie wsdiuz ool

Rys.36 e 0Y z dcwolng predkodeisn.,

. Owazzjac tedy © = F /1'/ ,znajdziemy nastepujgce réwnania,
okrsélajgce ruch praskiej figury: '

O-R cos e, yc ..Rsine’ 6’3?/1‘/ .o..llio/l'Vl. .

W zym'tera.z réw nanie t-ru jakiegckolwisk: pxmkm
¥/ .r/ praskie] figury wspélrzednych X,y toj. krzywed
nakreélonej preez punkt M / /na prazzezyeznieo nieruche «
me} X0Y,-Usyjemy znewn wzordw/ 2/ Jetére teraz mcfomy napi-

saé w tem spOsét»
~cos @ -1 sin O
/sin &+ %dee G "‘“'"“"/l&/

Musimy wyelimin*waé czas ty v tym colu wyeliminujom "€
zaw lerajace czas ,razwiqzemy plerwsge réwnanie wegledom




Al N
s 8 1 wstawiny wynik w drugic,a mnastepnic roszwiggzomy
drugio réw na nic /18/ wzgleden sin € i wstawiny go w
pi"rwsz rQwne. gio /18/ sWicdy majdzismy

simG/E e =»RY = /"-NR/ y-’xicose/i:‘ ’?‘2—R2/=¥{5-3‘3h?f3’-'

Podnnc«aac otrzymank. wyrazenia do kvndratu 2 na stqpnie
doda jqc,otrzynany row nanic pOszukiwane;j krzyij :

‘/ ®/x +ny %+ /"*R/ y -v xz—/‘? e ST '

W tynm rownanlu ¢ 17 88 wiclkoscin mi stakymi axiye,
griicrmyni,réwnanic / 19/ wzgledon X,y Jjest stopnia drugileg ,
zoten posgukiwana krzywa jest kX r g ywagdrugilego
s topnia,a nianowicic ¢ 1 1 p s g ,albowicem nie pocl=
slada nicsgkoriczenic odlcgtych punktow,gak %0 w;ynika z
weordw / 18 /, I‘ :

\

‘ﬂj Ry\s.37.
Za. ton ka 24y pumkt i prackiej ficury zakrcila na plasz-
czyznic micruchomej clipse o Srodku,znajdujgcyn sig w pO-s
ezatku wespbirzednych Ojosic elipsy w cgélnodei nic sg mgod-
ne z osiani OX .1 OY /np.osic clipsy /1/ zakroélome przes
punkt ¥ na rys. 37/. :
Rozphtrany teraz nostepujace wazne przypadki szczegéline:
I/ dl,a punktéw praskicj figury,znajdujgeych sie na pros-
yt3.d1la tekich punktéw,dla ktéryeh = 0,réwnanic
pomszggo toru przybiorze postaé nastepujsesg »

- o R o _
/ G- W %x%y / ta R/zy - /2: ks R2/=2=',.s - e S R/ °
czyli ' £
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/‘? *Wa A /é R/Z = 1:.. ............

réwnania /20 / wynika,ze kazdy punkt M potozony na
proste} A, ,zakredla elidse o $rodku w poczgtku wspdi-
rzodnych "0 g o osiach ,ktérych kierunkl ss zgodne z osiami
w-spéirzednych XOY /np. elipsa /1Y na rys 37 o &

2/ Inmajdsmy punkty piaskiej figury,ktére zekresdlajs
na nieruchomej piaszczy #nie X o % o .'Wieydy réwnanie
toru musi mied postad: '

g g2 2
to mnaczy ,%e w réwnaniu /19 / wspolczynnikl przy x° iy
muszg byé réwne ,a wspé?cezynnik przy xy musi byé zerem.-
Pierwsze otrzymamy,gdy £ =0 , a drugie,gdy | =0,
Zatym koo zakredla tylko jeden punkt piaskiej flgury,mla-
nowicie érodek 0' / F-0, N =0/ odcinka A A,
rys 37 to koto oznaczone jest przez / B/ o |

3/ Znajdsmy punkty zgkreélaj T{n ie proo-
t e , Ttedy musi byd,is £ 3 - R = 0 /21 / -Réwnhanie
/] 19 / przedstawia wtedy uklad dwu rrogtych przechodzaceych
przeg punkt 0.

1 /;"’R/ X + ¥ *0 nn-.-..'-.-o.--vo/zy

Zatwo mauwazyd,?e te rdwnania przedstawisje jedng 1

te samg prosta Rzeczywiscie = rémaﬁ £09 / wynika,ze:

—.g—— e e et e
o R da;te 2 i
a8 réwnanie /2 :
e 8
e
wigc réwnania /22 / maje wspétczynniki przy niewladomych
X y proporcjonalne,zatym przedstawiajg jedng 1 tc samg
prosta.

Réwnanie /21 / stwierdza wiege, iz linie proste zakreé-
laje te punkty pxaskie] figury,k‘bdre znaiduja sig¢ na kole,
przechadzgcym przez pumkty. 1 majacym $rodek w punkcie
0.¥a rys.37. to koXo oznacgzone jgst przez /V /,a prosta,
za-kredlona prres punkt M" tego koxa przez /IV /

Zauwazymy,7e punkt kotre /21 / zakreéla tylko pewien
gkaficzeny odcinek prostej /22 /.7 wazordw /18 I i werunku
/21 / wynika wige,ze : .

’ x2+y2_2R2+2R/.§00520+§)sinZO/
shefy o F % s 2r B2+ h 2

poniewns "punkt / X,y/ lezy na. kol /21/ ywiec : .
i g*yz \(4‘1‘2 0--0»..-.«'.'0...0/23/

2
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~or¥: Punxt kote /21 / zakredls tylko te czesdé prostej ey /
ktéra jest za warta wewngtrz koxa
: X2 4+ y2 =4 k*

Azeby otrzymaé krzyws,ktéra zakresla no plaszezyinie
‘Tuchome j punkt obrany na paszczy’nie nieruchome j,nalezy
tylko w réwnaniach /18 / lub wynikajgcym z nich réwnaniu /H/,
uvazad § 1§ za wielkodd zmienng,a wielkosciom x i y
nadaé dane wertosci state.Widzimy,ze ta krzywe jest pewng
krzywe czwartego stopnia,misnowicie krzyws nalezgcg do kKlae
sy epitrochodid przedstawionych na rys.38.

Zna jdfmy teraz nieruchomsg
linie érodkéw chwilowych.
W tym celu podstawimy w
réwnania /8 /

(Y
s o Tt =
e e i) g' E'

wyrazenia /17 / na XoaT, L
B wtedy o‘"rzymamy,ze

t.J. nieruchomsg linig $rad -
kéw chwilowych jest koxo
opisane z poczgtku wspdi~
rzgdnyth O; jako ze srod-
k2 .promieniem 2R = A1A2 .

Aby otrzymaé rucho.
ma linie sr dkéw chwilowyeh
uzyjeny wzgordw /kO / lub

Rys.38. | /13 / ,kxadsc w nich:
x, =R cos O, Y, = - R sin O wtedy x =2Rcos0 1V ~~2E3inG-
whedy ;c R cos 2 0 - R sin2 © =R cos 20
Skad? c-;l}ff:i?g a0s 8- R sinGcos® = - R 8in20........ /25/
‘ o L L kol
t.J. ruchoms limia §rodkdéw chwilowych jec* Uiicie Spisesym

z punktu O jeko zP_v’.‘“”'" prowienicy

A1 K, frgs.3oi). 3 : i

Latwo przekonamy s ieg 0 stusznogci tych wynikéw bez. -
voérednlo z rys 36 1 39.Rzeczywiscie,aby oirzymaé srodek®
chilewy,postegpujeny jak na rys 31« t.j. ,przeprewadzemy :
rrostopadie w punkcie Al de’ preckosci tegm punktu t.js.

xezR cos © 4+ R cos O =ZHows &
¥ =R sin 0 - R sin O=2ZR&n e
13ﬁa.(d X§+y§=4R2bb'-b./24/

-
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do esi OY,po ktérej ten punkt porusza sig i w punkcie Az
do osi OX.Punkt C przecigecia sig¢ tych prostych jest wiasnke
$rodkiem chwilowym,a poniewas OC = By = 2R wiee oczywiscie
ze geome trycznym mie jscem punktéw C na pragzezyznie
nieruchomej jest koto,opisane 2 punktu O promieniem 2R,

7 drugiej strony,eczywidcie O'c = 0-A, = R dla tego

tez  $rodek chwilowy C jest oddalony od punktéw O'-$rodka

Rys -39 .

odcinka prostej A A2 - 0 dxugosé staxg O0'C = R,a zatym
geome trycznym mie jscem tych érodkéw na piaszezyinie rucho-
mej jest koxo o drodkum w punkcie O' o preomieniu réwnym R.

Nagtepnie z xatwoécig przekonamy sie z rys 39.,iz
dowolny punkt kota o promieniu R, toczgcego sie wewngtrz
drugiego kota o promieniu 2R,rzeczywidcie zakresla linieg
prostg.Niech potozenie poczgtkowe tych kéx bedzie takie,ze
maYe koxo potoczyto sie po duzym e diugosci Fuku ML,Wtedy
d¥ugosei rukdw ML i Iy muszg byé jednakowe,a wiec punk't
M; smnajduje sig na prostej OM,pruechodzgcej przez punkt O,
t.J.,gdy makre koo koczy sie po dusym,wtedy punkt M zakre-
$la wkagnie drednice MOM /rys,39. /. :

: ~ Na podstawie rozpatrzonego vrzed chwilg ruchu pias- -
kiego,jest urzedzony t.zw. cy1 2 iel eliptyesz-
ny ,ktérego urgasdzenie widzimy na rys.40,nie wymagajgcym
ob jagniern.Cyrklem eliptycznym postugujemy :ie przy kres-
leniu elips. ' sty :
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Jako drugl przyk¥ed praskiego ruchu figury w swej pia-
szczyfnie rogpatrzymy ruch mechanizmu korbowego [rys.41./
Niech T bedzie tXokiem,TBA drggiem tXoka,A0'-drag kordowo-
du,00%-korba ,0-0f watu 1 A-krzyzulec,poruszajgey sig,wzdiug
nieruchomych wodzidez EF

P i podstawy N,

i . Obiergemy kierunek
i , dvega troka BA O jako niew
&\‘{f 5 ruchomg of O0X,bilorge po-

i: \h\, Y ezgtek wespSirzednych w pun-

EROANH keis 0,08 OY skierujemy

pionowo w déx.
" Poerzgtek ruchomych
osiwefmy w punkcie O'kor-

FS T S

S G R
{3 s imeere

ol by 00';08 0'Zakierujeny
el ' wzdZus drags korbowodudO!,
. 3\"" ;;:'ix“" _ a ket XAStoznaczymy przes
wd = -
'{i,.}‘ : Wtedy wsplirzedne mie~
rv_heme x,y punktu M niez-
e : ricnnie porfcozonego & Arg—
Rys.40. : glem korbowcdu,beds:
o *%"'DS"Q" tein 'v?/
¥ =JYo 4

iin © .i-qcos [~ : -

&

Rys.41. ”‘W
przy ozym kat @ jest p w3 Tunkeja czas - Hktor.ac wyzva.azmr
¥ pronge Jis 8in 8 : sin - 007 : AO! A
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ponieway g t-=<, okredlajacy mch korby 00! czyli ruch obro-
towy wezu O,uwazamy ma znang funkcjg czasu 1, :
Np gdy waa: 0 obraca sig jednostajnie wtedy \:4‘ nt,pryy

czZym I‘ X

n -8-5-——- i1 X jest licgra orrotdw watu O na minutg

Oznaczymy 00' = r ,A0' - T,wtedy oWzymamy,zet

~ sin © = ¥ sin O,
1 xo~r cos .,............/28/
: ; : s =7 gin
prey czym X =/ {/ . Za tym rgwna.nia /27'/Ki /28/ okredlajg
ruch punktu ¥ / ,
Aby zmalefétor tego punktu, zakreslony na nieruchomej
praszczy’nie OXY,wyeliminujemy czas % ,1ub/\< /eo jest “0 =

samo / ® réwmed nastc-'gpu'frcych :
X= T CcOSptt “teos @ ~ Y sin o)} .
¥, = 2 ain %?J?;sinct ‘ }1 coéO "'/29/

Sinc ':E"Smb<-oac.ooounoow-noco';"t/.3°,

W tym eelu postepujemy tak: napiszmy ‘réwnenia [£29°f
w posta :
;oos 9] —fjsm Q = x-r cos <H~ /31 /
wssing.*_‘ cogo y._r Sm'_&::'""""""""
aby wyeliminowad O odnies1emv je do kwadretu i dodamy,wtedy
zna jdziemy: . :

: 2-&«‘2 x2+y2+r2 - 2T x*cosai- 2ry sin u&

Oprécz tego zZ I'OWIlaﬁ /31 /...,n'!l"l, w»»;-.:u,

sin@ ZFy=x S_%Qﬁ #x-r cosi</

Pliminujgc =z tego romania 1 z rownania /30 / gin0

»

atrzymamy «;
ain - _’__Zy ~ L8 nol/ :. N x. cosm/:

....... '?
;: B 3 :
O‘trzynujenny za tm nastecpujqr‘e dwa révmania ,zawierajqce
tylko fumke je ezacsu t _ o 2 ;
C P2y ofg v +2rysm~ x+y+r - ’”/3?/

L% cos: #e /T g+,, *)/smm————-/‘? X § £y /

\
M

/s 'tych réwnai obllczymy sin «( 1 cos ol ,wstawiajgc ;je
w tgzsamosd: : :
Bk i roain '.:af.‘, + Cosic:.s(.'.'., = 1 :
strzymamy poszukiwans maleimodé miedr, z iy s Innymi ‘slcwy_

y
L ey
VR ha Y
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snajdgiemy réwnanie toru punktu M . . nieruchcome) praszczyf-—
nie XOY.Ratwo si¢ przekonad,ze ten tor bedzi- pewng krzyws
czwartego stopnia. ' :
A by napisaé réwnanie nieruchomej linii d$rodkéw chwi-

lowyeh ,mosemy uéyé réwnania /8 / ,albo musimy napisaé wyra—
zenia na x' 1 y' prayréwnaé je do zera i z otrgzymanych w
ten sposéb réwnad korzystajac z rémenie /30 / wyeliminowad
czas t ,lub =< .Ttedy -otrzymamy,se: : o

X' = T sin.xed~ sin0s0i-7 cosl. O'z g

y'-=1 cos“?{;{+ c080.0' - {l'sinG. 0" = """/33/.
i QOSOQ' %';COS ° ! ..-no.\--o.o-...oos.ocon-/BV

Oznaczajac przez x 1 y wspéirzedne punk*u nieruchg’
meJ linii ® $rodkdéw chw:ngwych,na nodqtawie réwaad /31 Led
- réwnania /34 / bedziemy mieli : ‘

L singctos Q ¢ ¥ COS % T Siﬂa(OOBtb{-z 0 o
ﬂcos@px—TCOSm-—- O oo-oo-...c--.uooooo.ooﬁ/Bs/‘

Na zasadzie drugiego z réemad /35 /,pierwsze réwnenis

/35 / mozeny napisaé nastqmgaco . it
y ."'.:X t.gb(\ ......... 01\0...0'""0.../36/

e
A le % réwnania /30 / wynlka gEe o e
A e oy

- L cos 0» B o~ ogin N
skad ma podstawis Arugised réwnania / 35 / mamy:
12 g &l
/xe -7 Gos"f"‘f..,/ =5 - si.n-@(.
Réwnanie /36 / daje nam: =
‘ e
cos = A
V + ¥
. YC,
sin ,,< e e
; \/xc + yc

wstawlajac te wyrafcnis poprzednieréwnamn o trzymujeny.se;
/Ig#yg//xg "'I‘Z 2/2 4‘1? X4Qooof.tonc.-c'ot./\37/ .
Jest to szukane réwnanie nieruchemej lini: érodkéw
chwilowych,J8k widzimy krzywa ta fest stopnia seéstego.

: Zna jA%my ruchema linie $rodkéw shwilowych,oznaczny pr%ez
Z 1y), wepbirzedns jakiegobads jej punktu,wtedy quz:.emy

m;L;eli wna:nia



z ktérych wynika,% :

tge_f‘.;%witgu/- é" +h§ «I15
i I“';.c

Pesiugu)ac sig rdmaniem: i BN
T gin 0 = v sin®

zna Jiziemy z Yatwpdcls réwnanie szukene ] krzywe;],ktdra b
bed. fe krzywe stopnia szdstego. _

Osta tnl przykiad wzkazuje 2e,nawet dla takiege pros.
tego 1 rozpowszecimionego w: techmice ruchu,jekim jest ruch
mechanizmu korbowego,réwnania toréw,zakreélonych przez punki
ruchomej lub mieruchome ) piaszczyzny,réwnenia linii srodkéw
chwilow ych i inme,majs koztext w znacznym stopniu skempli-
kowanyi cheolas nadejs sie do obliczania poszukiwenych wiwl- .
kodci,ale nie dajs nam bezpesredniego pojgeia o wiamodeisch
tych h'zywych 1 tych wielkosed. .

Dla tegotez,aby je poznad,a marazem wyrnaceyé peszuki-
wane w ielkosci w przyblizeniu dostatecmmym do potrze®r pras-
ktyemmych,postuguieny sie meteu® gra fiezraynp.adby wykredlidt

L

O
RIS 5 i
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tor punktuw M na nieruchome j . . i

praszeryznie XO0Y,maznaczymy jego pokozendze M ,odpow'iada..
jace poxozeniu korby 00',gdy ona ma kierunek zgodny z kie~
runkiem drgga korbowodu-A 0! /rysd/ Wtedy krzyzulee A

z& Jmie poxozenie A G

Podziel imy kolo zakredlone przez koniec 0' korby 00’
na kilka réwnych czeé ci /ma rys,42 mamy 12 podziatek/ 4z
tych purnktéw podziatu zakredlmy promienicu réwnymOid =T
ruki na prostej A 0 /osi 0¥/ -otrzymemy pozuzenie pumktu &
odpowiadajgce porozeniom 1,2 3,... 11 12 punktu 0! na ko-
le./Te porozenia punktu A na rys¢ i 2. 88 ozngczope odpowie~ -
dnimi rwmeraml./

W efminmy wiec tréakqt kreé larski i odxozymy od wierz-
chotka *jego kate prostego na jednej przyprostoka’mej dzru-
goscl CoA o 1 Co0',a na drugiej przyprostokatne] dxugodé
GO jjezeli teraz bedziemy przyktadadé tem tréjkat w ten
sposéb ze punkt jego Ao bedzie zajmowai kole jno poXozenia

1,2,00.%.11512:na proste] OA /os1 OX/,a punk?t jego 08 kol
le jmo odpowiedmie polozenie ma kole i b@dz:.emy rzutowad od-
powiednie potozemia pumkiu Mg,otrzymamg wtedy 12 punktdw m
praszezyznie X0Y,bedgeych potozeniami pumktu Mykrzywe preze-
chdgaca przez Yo punkty bedzie wiagnke- toren ﬂvnk‘tu M ns
piaszezyznie XO0Y. .

A by otrzymad nieruchoma lmieg srodkdw CthlOWYCh ke
rzystamy z tego,7e normelna do pumktu toru O' jsght odpowded
niem porozeniemkorby,t, j.promieniem O0¢ymormalna zas do to-

ru punktw A Jest prostopadxs do prostej 0N osi OX/ ,wysta
w iong ® rozpatrywanego potozenia chwilowege punktu A;punkt
przecigeia sig tych dwéch prostych -da mam odpowiednie poie-
zenie $rodka chwilowego /na rys.42.,0znaczone gg porozenia
Cos12, C7,06,05 1 C4 tego srodka/ .Ba pemoes tysh punktéw mo—
semy wykresl ié w pewnym przyblizeniu nieruchomq lini¢ drod-
kéw ehw ilowych

Podotme graflczne badanie ;r'uchu pétaskieg figury w Jei:
Ttaszezyznio stale stosuje sie np. w teorjl mcchanizméw. -
4. Rueh punktdédw dbryz maieriaelnef,
ebraasa Jaoeld ale daovo eza Pk Tnea

: ; nieruche e g0 . :

Rushemodr o towym bryzty m2aterial-~
ne J dowvwkota punktu nagywany takil
raeh bDryre motegas kEbtirego txlin
j e

-+

den punl v jJe f.omerr o sitod e s i B0l

B W<y
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¢chkomym.

Poniewaz odlegrosé kazdego punktu M brytry materialnej
od niermchomego punktu O tej bryxy pozostaje niezmiemms,w ko
podezas obracamia si¢ bryry dookota punktu O,kazdy punkt M
porusze sie po powlerzchni kuli,ktére] drodek znajduje sig
w nieruchomym punkcie bry}y 0, a promied jest réwny odleg-
Yosci OM,

Jezeli bedziemy rozpatrywall kilka punktéw My Mo ... .,
zna jdwjacych si¢ ma jednym i tym samym promieniu OO0 i punkt
M, w tedy wildzimy,ze kazdy z tych punk téw bedzie poruszai
si& tez po powigrzchni kuli,prgyozym wszystkie te kule quq

. wapd* frodkgwemt. .Boniewaz bryia Jest. nieZMiénnq,punkty'Mi E .
Mp,...,bedg stale lezay na promiémiu’wspéinym 'z’ putikter M," -
a dlatego, gdy bedziemy zZnali rucii punktéw poroZonych na po-

w derzchmi jednej ze w zkazanych kul,wtedy bedzie nam znaiy
ruch kazdeg inmego pumktu bryty materialne;j,t ;). bedzle o0-
kreslony ruch samej brytry materialne].

Jest rzeczy oczywista,ze dostateoznie jest znad ruch
tylko dwéch punktdw yenajdujacych sie¢ na powierzchni te]
same j kull,aby mmad ruch bryzy materialnej,albowiem doxf-
czajac do tych dwéch pumktéw ,punkt nieruchomy 0,o0trzyma-
my trzy punkty,niele¢sace na jedmej prostejsruch tych trzech
punktéw skresla ruch caxej bryty.

Obierzmy mapowierzehni jednej z kul,majgcych Srodek w
nieruchomym pumkcle O,dwa dowolne pmkty A 4 B a3 praypusémy -
ze ma poeczatku i w koficu jgkiegod ci csu czasu te punkty
za Jjmzjs odpowiednie polozenia A1,B7 1 Ap,B,,T'dowodnimy new
stepunjgce twierdgzenie J Alanber t-Euler'a;

Twierdsmenic. 6 d y bryz2a materialna
T®aga siledookoza punkitu wihow
k jedJ prgzesunieecie mo-
¥y otregymad pEH pomoess pobhrern .
Ty doeokota pewnoej osdlpD REe -
d.z8gce ] przezr nieruchomy pnu akt,

.. Poniewaz to twjfwd menie Jest analogicmme do twiordszer
-ia BemmﬂT*-Cha Ls'a,dlatego przytovzymy s tgrlko strew v =
szczen > Jogo dowodu. Porgozymy' punkty A7 1'Bq 'z Pudk tAb ¥ |

uﬁ za pomong Iuwkdw wielkich kdZ; ze érodkéw a i
b tyﬂh 2ukéw A 1A 5 137 Bs przeprowadzimy Zuki wielkich
¥xraC i bC odpcawi\,dnio prostOpadle do Aq,A45 4 By Bo,

Punkt C preoeiccia sie rukéwa @ 1 B C poigczmy ze
vomoRs s, T gl aleruchoayn: punliton. Bryly 0. ¢ trzymame



; ~H] = ‘
w ton sposd'b pros‘ba. 00 jost wrads o ‘3 csia.,dookoks ktb-
Xeﬂ ‘;!‘m pumkty 43 1By prchrcmadzimy W poloZenia
2 1B ,

Aby sie o tem przckonzé wy-
starczy dowiesd prawdziwodé
nastepujgaycn réwnan:

A10 = A20B1C =B,

Al C‘Ag =By CB»

co mozemy uczynié zupeimis

taksamo, jak w dowodzie twier—

dzgenia Bernoulli-Chsleggda,z

tg jedy. réinicy ,ze tem mis-

1iémy do czynienia z trédjkptami
" \ o Bckach prostalir jnych,a obeg-
H nic mamy tréjkegty.Sforyosne .
T g Chociaz wiemy Juz,ze rueh
: N T dwéch punktdw bryty materialne]
vy w obcenym ruchu obrotowym doekds
% punktu nicruchomego w zupeinodol
% okresla ruch catej bryly,ale mno-

. glibysmy begpodrednio dowiesé,ze
. pndczas tego.obrotu dookota osi
72 0 C,ktéry przeprowadza punkty
A1 iA1B =z porozed A1 1 By w potofe-
;  mia AdBo,kazdy irmmy punkt te]

’ bryty -przosunle sie z poezmptke.g
wogo jego poiczenia O, w koriod- -
we potrozenic Co .Pogostawlamy o y—
tat-.ym preoprowadzidé dowsd teg
. zd mia ,opierajge sie na linilach
B 43 - nxbw wielkich k6% ,nakreélonych

‘ b gkl na rys.43. i
. Regwazanismi,ema logieznyul do rozwazad nastepujgeyeh po do-

w edzic Wierdzenia Bernoulli-Chsles’a dle ruchu pZaskiego,

wdowoinimy,?c Tuch o br o towy dDryzry mate i

rialnej dookota nieruciaiomego pun-

ktw ,Jest zXo020ny esnieskodfiezoni
wiel kteg .34 by n o yigkoderanl

maxtyeh odbro w dooxottas osi,pr ze-
ehodeberyeh preex punkt mliorushoc

n y.Nelcsy nadmienié,?e ssic obrotu w réznych momentach om-

su w ogblmodel beds "réime. :

0% niegkoficzenie maXcgo obrotu,sdpowiadajgca pPownemi Mmomene

tow 1 ezasu,nagywamy c hwilowag csig padbrotu




J _of/e.

~tego momemrtu-crasuza Wﬁeé@‘l‘%’)lg s"*f‘mkmq,utwormng -
prrew zsspdt vsi d"f JLlowych,nazywaly stc 2 k 1 e m 0 =

i chwilowych obr ot é weden stozek zakred -
lom Iy W przestrecnl, jest to stary spyli nieruchomy stozek -
o . chwilowychidrugi stozek mekredlony w samsj bryle mato-- 2
rigimeJ,Jjeat toruech e my s 4 o 28 ke mai chwi-
1owyech/rys.44./ W kazdym momencie czasu,oba to stoz—
ki posiada jg wspblng tworzaca, ktora jest wkasnmie chwilowg
osig obrotn tegs momemtu czasu.Gdy bryta materialna obra-

ca sie dasckora min:mchomego pmktu Q,w t ¢*d y ruoch 6 -

t&

nmhomy stox ek

Rys.44. . )
By st ade bk gsa echwillowych > 08y sdsn
Bexzx £t dsgamdie vic poe nisruschonym
ghieoskun gt oh wilowyeh:. i

Chw ilowe. ¢S w danym momensie Gmasu wyznaczymyg4y e
opréez nierush mez s junmkitu bryty bedzic naw znany jeszeze
Inny punkt,pradkosé ktérego w rozpe trywane j u—‘hw:i.li Jest.
réw na zeru.

Predkedci i przyspileszenia punkitéw bryty materialnej
obra cajgccj sie duckora nieruchomego punktu,w kazdym mo-—
mencie ceasu =2 predkosciami i prezysvisszoniami rusku sbro-
towegg dookusa pewnej chwilowej osi nieruchomej.

Rnzoetiwym: teraz rudh nbwﬂw“mnryi‘o“y‘“' materiainej do-

olkota nierusizomegn punktu me tode ona ityoza ,&dys dotyoharas
mada LiSmy ton Tmeh gesmoe lryummie lerzoay dwa ukiauy Pro-

aLE

s%olke, un:y’:l"iz il "'cv‘?m:zgciu\ych: Xar1Lo Mjusza,_._pme iadaigeyoh wepd-—



{ A

1ny poczgtek ©; jeden ukiad ost 0X, OY, 07, '‘nieruchomy

w przestrzoni, a drugi uklad 0k, 0%, O 4;, niezmiennie
Al H

i : i Y e
e g e reemiansc st i
- X
. ; y
’n\ i i .\‘4
Al‘l. { .
5 3

......

v, 4%,
polgozony =z bryls, materilna/rys. 45/
Polosenie osi O+, O<, 07, wagledew osi 0X, 0Y,
i 0Z okre3lajs 9 cosinueow ke,tdw, utworzonyeh kierunkiem
kazdej osi ukiadu Ufr§ z kazdg osig ukiadu OXYZ.
Te cosinusy sg okre:lone nastepujges tabliczke,
SRS

5,

o

2 e B’(’.‘ ="3{

| '....,.‘. K 4‘:." g0 :
OX 8 bA_ Ca

OY ra,ibs 0y

L

o =D,

(2 4

cos /§,X/= cos /X, £ /= a,
eos /E,Y/m cos /Y, ‘{-/a By it a4
Oznaczajse przez /x,y,z,/ i /En 5/ |

wspolrz dne dowolnego punktu M odniesione do uktadow
osi OXYZ i D‘é““’*, bedziemy

~,
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Ay miell wzory znanc goomff trii analityczne j,wyraszajgoe
zaleznodé pomiledzy /x,y, A

X"'al&*"bl‘f"‘ el

y=a2~'$f+bo'v?+ C‘Q\ o.-....---o-u/40/

Z = an "'\-+ iop! }?’4. 03\

 Ponlewaz uk¥ad osi OYXZ Jest prostoka,tnym,wigo zacho—

dza nmastepujace zalegnosci pomiedzy 9-ciu cosinusami tablicg..
el 39, ‘ -
: '312 +a92+a32:1'
'b12 *-'b22 +b32 1 Ioot--;n-ouoo/ 41/
- @2 +e22 5032 =1
Podobnies z powodu prostokstnesci osi Oé ngamy,ze

312+b12+012=1
a’?_ . +b2 & +C2 2 :':_._ nc,"‘lohcnoatl'n/‘ 42/

332+b‘324=o32=1 ~
Oczywideie OM2 = x2 4 y2 & 22 f:;? ¢V“2 52,

skad’§~2+‘ +\2:/a1 "‘bl +e7 /2-0/8.03’ +b’)“+c2 /2-9/9‘334' bg‘?-ﬂﬁc/z)

“» pe skasow-aniu rowie ebw ,korzysrajqc . wzoréwf 41/ znajdzian y:

/ . tesbosaiby/s >’4/ b107 #boaosbicy/ s Maielmgcgm3c3/§§‘5=0
Poniewas ta réwnodé musi byé wasns dla dowolnych ware
toéci;'_%, 7, % ywige z niej wynikajs nastepujace tozsampsedl:
BlOT emsss wiane o0 e, i s A
bqo1 +boep + b3e3 =0

e weory wyrazalg zaleznoscl pomigdsy cosimusami kqtdw utwo-
rgonych przez dwa wzajocmnie pfostoPad?cp kierunkl =z prostoks-
-tnymi osiami wspdlirzednych.,

Stad wynikaja i takie zalesnosai:

a2a3 4 b2'b3 + c203 =00

a81+b3b1+6301 :.-_,-O otll!...l‘l'b.."..llnf4M
Woo = P b 0ee o

Jost rrecze oczyw1s7,mr mdbui /8L 1/43 / sy

réwowazne réwmodciom f42 / 44 / .matwo przekonamy gie,
P z"wu*znoéol 6/41/ 1/43 i’ 83 nlezaleznymi,t J. blorge



dowolnic trzy wielkodci tabliczki /39 / ypozostate wyznaczy-
my przez te trzy za pomocs szesciu réwnan /41 / i L,
Zamiast tych trzech cosinuséw,lub trzech katéw im o -

powiadajecych,moremy wrpigé jakiekolwiek trzy inne nmienne
niazalezne ,przez ktére trzy plerwsze moznaby byto wyrazié.
Ta k w 2adé nie uozynix E u l e r ,wprowadzajsc itrzy nowe ,
wga jemmic niezalezne katy 6, { iYygwame kg tami Eu-
1.6 v g

Wobrasmy sibie kuls o dowolnym promleniu ma jges érodek
w poczatku WpriI’ZanyCh 0 /rys.4% JDowolna praszezyszna - (
pr-w adzonma przez punkt O ,przetnie powlerzchnie tej kuli we - .
dtug wielkiego koZa ,adowolna prosta ,przerrp-
wadzoma przez poczetek O w jedmnym kierunku przetnie powisz -
chnie¢ kuli w J e d m y m tylko punkcic,wiec kazdemu kierwn-
Fowi w przestrzemi odpowlada Jedem i tylko jeden punkt na
powierzvhni naszej kuli,Osi wspolrze;ﬁnych OXYZ 1. 0%% & przet- .
ne owa kule w szed ciu pumktach X Y,Z,—,r,r i —g 48 p?caszczyzm
wspoazrzgd*nyoh,przetnac powierzchniq te J ¥ull WedfwsZakéw:..
w ielkich k6227 ,%5,8 %, XY,YZ ,XZ.

Zanom;;cmy “prasts przeci@cia sie¢ ptaszozyzn ws;:dlrzq—
dmych XOY i/ 0 miech bedzile prosta ON.Poxozemic toj prostej
na praszezyznic XOY bedzie okreslone,gdy wefmiemy kat't'_XON,
przyozym tom kgt liczy,my od dodatniej poxswy osi OX w stre-
ne doda tniej poxowy osl OY t.j wedtug obrotu strzaiki ze-
La . regyoed © do 25

Pcrozenie pazaszczyzny 4« 07 bedzic okreélone,sdy weimieu
my kgt LryXowy przy prostej OF utworzony ptaszezyznami XOY
0% JNa powi-rzchni kuli,temus kgtowl brytowemu odpewiada
kgt sfcryozny © magapy wierzcholek w punkcic N 1 utworgony
rukami wielkich X6 5™ 1 XY,oezywiscie wtedy ket pomledzy
nsiami OZZ i 09 jest te7 réwny 8.Ten kat 0 liezymy ed oal 07 '
ku osi 0% 5 yuByli od pa:aszczyzny X0Y ku praszozyzaic % 2 (0 2 QY ‘
od Gias 50, .

Wreszele potrozenie osi O?Tna plaszazyznle O*vbgazie
okreslome ,gdy weZmiemy kat NOZ 2 ‘£ ktéry liczymy od proste]
ON w kierunku strzarki zegara W strong 031 yortedy Kgt NO“‘;
bedzic réw ny ¥4 ‘ .

Jak widzimygte trzy katy F u 1 e r‘ag w zupe&nosei O -
kreslaja wzajemmc poxczenile osl wspéir:ednych OXYZ i O‘ ‘ﬁ

A’by wyrazié 9 cosinuséw tablicy /2 3/ prees katy E u I e--
rlg G bcgdziemy stopniowy przeksztaead ocie mierucha-
me O’YXZ’.

l/ “Vyobraﬂmy sebic,zc uk¥ad osi 0XYZ jest obrécony o
at 4" dookora osi 0z, W‘bCu.y' 0$ OX zajmie poxczenie Oy

4



66 j
w prowadzimy dlatego p omocniczy vktad wspd 2
rneednyoh f‘X.yl ,przy czym o¢ OX; Jest zgodng =
proste O, wtedy nA zasadz:l.e znanych wzordw przekiztarce—
nia wspbirzednych na plaszezyznie b@dziemy miell:

X =% cosVo gysta . .
y 7= ﬁ m 1/* yl L’Oe uri’ & . o 0 v e .' . & @ .' ® » o 0 b 0 ‘/4~y
D= -

21 :
of Nastepnie .przypudémy,ze vkrad 0%y Y1 21 obrécilidmy
dookote osi OXq,t.J. dnokota prosiej ON, o Kgt € jwiedy
wspéirzedna X, pozostanie bez zmiany,a wspéirzedne z, iy
ulegmeﬁémianie,’l‘enowe poredenis uk2ada
0X, y; 2y nazwiemy prosz OX\ZYQ'_Zg;wzoryprzeksztaaicenia qu.‘a":
yl=y2 GOSQA&'ZZ Sine oo.o.qonbuvtlt/’w'
By = T2 sin 9+‘22 cos &
Jest rzeczg oczywistg,ze os OZ? jest zgadnac Z 0siq 0 a .

3/ Teraz obréaimy uktad OX,Y,Z, dookota osi O ;t i3 cei

0L, o kgt swtedyuk x a d sta“ie dd g gpe d.
nym z aktademn Oa-m,e 45Ty przeksztatesnia

wspb2rzednych x,, Yos Bp; W “wepbirzedme o, v, "y sbeds s
Xo =Tr 308 ~ i gin .
yo.=C n ¥4 0 e,os;~gz".;.';---e---.~~-“'/ s/

Zo = %
Eliminuja\, z wzord:i /o 45 /,/46/ 1/47 X9 Yzm:z:m:&’l:zl’
972] j&ziemy,z

X *’GOS“.COS b -sin' sin ''''' cos a/ /sm cos‘* mosfsin cos 6 /q»

+ sin] sme

e SR \/ L ‘ <
y=/c s Y sin}-//-q sin eo \I/oos / sm«» sin} g c*mosV cos e/ -
)? : ) i :.‘f ’
- "Jos“'.?" gl " e

il J
%'31!1 “sin 6 4 © OOSvsinG+ ?cbsG
Porown:ujqc (& WEZOYy BC. wmorami /"O/ zhaldzisny vossu~-
kiwame za leznosci

e

e

We J‘ Takliﬁski -Mechfvnika teoretyczna.
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By = cos}, - gin siny cos ©
85 = cos smY + sin | cos }*"’cos 8
8-3 = a Sin e

b1 g i c»osY-cos sin y’f@os ¢ ./4&/
bo = —~sin 'Siny-'}r cos™ cosﬂ/ cos ©
b3 = ccs¥ sin 9

= sin; 'sin ©

eo = --.cqs\f/ sin ©

@3 = COs e

Gdy bryta materialns obraca siq dookoxa nicruchoms--
go pumktu O katy Hu 1l ¢ r' a 0, 1% zmienialgy sig 2
biegiem czasu i dlateg- r 6 wnania ruehu bry-—,
Ty w tym wypadku deag

& Mg /1/.......,..../49/
Réwnania krzywe;) k’cérac za.kre .0 punkt M [/ &

bryty ma+eri’wln 3w przestrzeni,otrzymamy % wzoréw/ 4@
na da jac % , i1 % wiclkodel staZo,a nastepr.ie eliming~
jac czas t,ktary wehodzi przez @, “f i w’“w wyrazenia co-
simaséw 81 yp0e:00003 y0trzymame dwe réwnania miedzy X,¥»Zs
bedg oczyw iscie przcistawiary pewng sforyezns krzywg,po—
tozong ma powierzchni kuldi.

LAby zmale?é réwnanie Icr-zywe;],ktérq dany nieruchomy
punkt przcstrzeni M /x,v,2/ wykredla wewnatrz pruszajace]
si¢ bryry,naiajemy w réwnaniach / 40 / X,¥,1 z wielkodel
staze i zmowu eliminujemy czas t. Wtedy oczywidcie otrzy-
mamy te sa me = lqdu réwn'mia s jakle wyze] znaleéliém ¥
dla voru pumktu W & ,% ,% /,ale zmiennemi w nich bedg,

a X,yy%,starcemi. krzy'wa, moglibvysmy wyznaczyé ,korzy'sta-—
jese réw mart 49; wyrazajecych wspéirzedne ruchome przesz’
wspStrzedne nlv\mchomc ‘

= 81 X + 82F + aiz
~b1X+b2y+b3z CD.'!.ID.O.‘QQO"Q/ 4.“9”

SRl

"; = 0] X + Coy + €32

Elmmujan 7 tych réwmanl ezas t, otrzymamy réwn'mia po-
szukiwane ] krzywej .

Ihadamy predkosel punkidw dryty materialnej,obraoa ,qp
cej si; dookoia mioruchomego punktu.RéZniczkujae wazsry
wzgledom crpasu t, mnmajdzlemy nastep:iace wyragemia ma rzuty
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W,v“pmmkmj L Jc,v P / bryty materiaincj:

v coJ‘y‘,X/ Xt ﬂ’l”‘ o+ ‘6}_ + G
VCOS/'VY/ :yi (o 2 -{L'bvg-{kc 2;...-.-...-./ 50}’

vweos/ v,Z / =zt :ah,‘g:};:";,, hidy ef34
da 1 1
PTZYy OZym a'y = by dby oty © da
gt d‘_;‘G" -il ‘E%—,'o--vuu .

Przekszta Reimy weory /50 /wotaw “ajsew nie zamiast "‘:, Vg
10?1 wyraé:enia /49/,mteéry otrzymasay: 0

¢ P74
1 ale bibt c1e]/ +y /apaf +oobisnoe] / 45/ Sinsbitlaasely,
y'=¥ 8q84 40103 se10d +y [acad #bobse cocd «x/ ayasidsbs .
L Bl Vo i
o S el o 25 s onn/ s/ megi sy

Zanwa Zymy,zewspézcz;,m:ﬁ: ey x w plerwszym z tych wooe
réw,przy y,w drugim i1 })I‘E Grzecia sg COWNE ZETUY sa me) rre-
ozy,réiniczkuisewzory / 42/ 1 skracajar przos 2,znejdziemy,ds

; f e Sy
alal*blbl#('lt‘l’"o} _ 5
i

¢ -0
B s nt

aa‘a*--b‘bs :'..."OE:?Q‘IOCO.'..'...O'.Q"’.‘/S"‘é”,

Résnicwkujac wrory / 44/ wzgledem awasu,znajizien 26
5 * b3b-!(2l i 03(2 2/

e : b x ; ; W LIRS
i *b3b1*‘c‘3'1"”1 : *‘b'b3"’*“1°:3/ 52
o f ) i i : i

ala +'b'b +@lc2+/q2a1 bzbl.y.czel/

Ozna .cza jac lcwe ~zq 1 vémndai /59/ ﬂ&powiamio przer PQ 1
R t j. ; g

2&'3+b2b +cc3_-/a

O e 3“"3”"’2"3‘
® .' i f): 3 l-{l-b3b14:=@30 '""'..‘.......:',.'./53/

-; : "L.
R =2 a,a 2+bl'b,~~zel-2

& qaiemjaa sic na wzorach /51 52/ e fdwicmy nafstgpu..

Jace wyra fomia ne rpuly sroiioded o
veos /v X/~:r’-.--zQ \ﬂy}?;' e
VG’JS/V;Y/A :%'7'"“ o ey ~ wP g...¢¢.v.o..o/5¢
VY CO08s /VAZ/ o JiJ e XQ :

o
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W zory /54/ cz@sto sa nazywane wzorami § u 1l e r* a
W spéirzednc pumkti: /x,y,z/ ktérego predkoséw danym momencie -
cza su jest gerem,muszs cpynié za doqé nastepujsoym warunkom:

z) -~y =0, R - & = O yP X =0

ceyli
“Q.“ R R = P fona N .ﬁ.—. ; ._.Q..... s .—I-’w - :
Poniewas jedno z tych trzech réwnad jost wnicskilem
dwéch inmych,wiec mamy dwa rdwnani: z trzema niewiadomymi '

- % s P :
"Y: = e L e Y e e / 55/

7 réwmal /5% ijika(%ze ws%élrzqdne punk tu /X,y 7/

ktérege predkosé w danym momencie czasu t Jest rédwna zeru,

sg zwiazane rdéwnaniami plerwszego shopniaza zatym istmie je
nieskoriczenic wiele punktéw,ktérych predkosé w danej chwi-
11 t Jest merem,wszystkie te pumkty sa poiozone na jednsj i
tej same ] proste j,przechodzace przez pocza tek wspélrzqdnfrf
O % wyra zajacej sie¢ ma pomoca rdvman /SS/.Gﬁy zmienne j
nada my okreélong wartodé,wtedy P, Q@ 1 R przybiorg tez pe-
w ne wartosci state,a wiec réwnania / 55/ przodstawis nam zw
peirie okreslona prcs uawjeS'b rzeczg oczywiste,ze $a prosta
Jéstehw 1T owsa o0sig abrotu bryly material-
nej da mego momentu czasu t.Chwilowa os obrotu z biegiem cza-
su zmiemia swe poXozemie w przestrzenij albowiem P, Q 1 R &

Fanke jami cmasu t.

Oznaczymy przez C.f' kierunku chwilowsj osl obrotu /rys.46/.
Na podstawie wzerdw ;
/‘55/ kierurek O vwyzng .
c:zymy ze wzoréw oo
o0/ 041y = P2a2gw? "

QOS/O)J g 3
cos/ 0. #,5/—-’Pg+Q?%RQ“

Wiemy,ze predkosé
ko towa B Jakg bryra cbra-
S w38 sie docioxa osi chwil -
- lowej O Jest réwns ilo.-
razowl predkcsdei liniowd}
Jakisgokolwiek pumkiiu bry-
Zy 1 najkrétszej odlagins~
ci tego punktu od chwilo—
wej osl obrotu.Weimicmy
ten punkt brytry material-
S nej M ,ktéry w danyn m -
Rys.46 . menci ezasu znajduje <

oy E X 2y x




o
na osi nieruchomea 0X w odlegtosel od pnczqtku wepélrzqd
- 0 réw mej jedmedci dtugndcl.Wtedy wspé&:rzegdne punk tu Mo
- bedg x =1, 5y = z = J,a nagkrotsza odlegkoss Moré tego
punktu od osi 0% m‘razn. s;ﬁ nast :;acco :
MCMé :—Méo sméM03Hi - \/l—coszf oM —_-.—"[ 9 2,#12 )

Wzory /54/ dqjq nam nastepujace wyrazenia na rzuty
predkodei ‘l‘{

‘ .‘Mo.o(\s/ ’VY i/ =D
"M.cos/ VMg,y/v:xR R _
; % cCuo/ W ,Z / = = XQ '-:-""Q '!.
Stqd znajdzlemy wielkoéé : : (o

‘,“.! WO VI) _‘LQ 2 ........‘.‘.....Q/S'V'_

o T

Za tym prsgdkoéé ~kadtow a cbrotu ¢ llowego w ogélnoéci je at
funkejg czasu t,Predkosd ehwilowego ebrotu{) praedstawimy:
geome trycznie za pomocs wektora / patrs zo: oy 1V/ skie=
Towenego wzdtuz chwilowej osl obrotu 053 ;mozemy wigo rzuta~
w aé wektor predkodedl ka(towej na "sie wspézrzednych OXYZ#

4 ‘ffwtedy otrzymamy wgory:

. .cos/w,x/ V—E+Q e VP _!LQ +R
srcades 5 o[58 & ng\r Fowr o

cos/w,z/ YP 0 Cnt VI =

Ostatnie otrzymame réwnania / )</ wyjasniaja nam kinem-—
me tyczne, intcrpretacje wyrazed /53/ ,oznaczonych przez P,q i
Resarzwutamni pr@dkoée‘i kptowe ] &

. na miesn»nnchome osie wspdlrzqdnych
€x,0%, 108,

Wusimy jeszcze wskazad w jaks strone odbywa sig rdt
dockora chwilowej osi.Prmypudfuy.ze 2§ 07 obralidmy w taki
sposbb,ze w pcwnyr momenc.ie czasu of ta Jest zgodng ¥ chwl-
lowg ogig obrotu Odd jponicwar wtedy predkedl katewa Jost
7k-1 row ans szdtuz 0Z,wiee P = Q, & R 4 0 i dlatege wzory
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Vit -cOs /-VMO,Z / =0 3




ST
:kad vnioskujemy,zepredkodd Jest sklerowan réwolegle
lo 08l w strong dcdatnid tej o08i.A zatym obrét dookors chwil-
owegosiodbyw"xslccod ghrony lTewe i Eu pra-—

w e d c
I 3 184y patrzacy ma  predkoés skierowans od nég ku gro -

Réwnanie mieruchcocmego stozka ohw
lowgeh 08t ob=otwu ,otrzymamyzrdmaﬁ/%/,
- eliminujac z nich czas t,
Aby wyznaczyé réwnanie r uc¢'h -me go s toszka
ohw bl owpo bkl Bigd obrotu,musiryznaleaé T2
ty predkodci katowej mna ruchome osim wspélrzg;dnyoh 0% 044
0% ynicamiermie z bryie zwigzane;wlec mamy: '

(‘a";:COS /‘J} ,t::./ = 19 = &1'_[’ ST ag@_‘ + a3R )
( -ccs /!.C"\ ,’3/ = qQ = blP + b &, i b}R .'"j«,.. s ..‘.-/59/'
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Wyzna czymy ze wzordw /59/ D,dlon hqdzlemy mieli nastepu-
Jace réw nania osl chwilowej w wspéZrzednyeh ruchomych:
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Eliminujec z réwnan /6”9 czas t,otrzymamy réwnanie rucho-
mego gtozka osi ohw1lowych

f/; T, / el ...........,/60«3/

Rzuty pI‘QdROSCl v Jakiegokolwiek punktu M/ vl
bryty materialnej ma ruchome osie O & wyrazajq sn» WZ O
re mi ana logicznymi do wzordw /54/ ,mianowic:Le

vV cos /v,w./ = -nTy"

VOOO/V’V'/ %t‘-‘%ﬁp,ij:.vn..‘.nn.‘o/61/v

v cos/ v, 5/ =P - £q./
P»zyk2ad, Bryta materialna o%rao"\ sie dockoYa osi (¢
jednostajnie z predkosciz katowais - a,08 zas U“‘\ jodnoczg r;.
nie obraca si¢ dookoxa #si 07 =z prqdkoscie k%‘towQ (=D

przostajap do niej stale prostopadxs.W momencie poczhtkewmm -
t =0, oéd'y zna jduje sie na praszezyznie X0Z.Réwnania ruchu

/49/ przyrleraga vostad nﬂstqpumca .
= ;_,,, e }/ _L. . b .
7 réwna 1 / 48/ Mrrzymamy wyra renia nad cosmuséw By veeeety
a_ = - eos at sin bt, a2 ez ¢os at mos i, .33 = vsr:ln et,
‘b-l = gim at sin bt, b, = -sin at sos bt,b3 = oos at,
gl ‘—_- Gos bb, c? = ~8in Bt 03? =0
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Reuty predkosci katowej 1+ na nieruchome csie g9

P—acosbt 0 = 8 sinbt,R:.«b

“ Skaﬁ wyﬁﬂka! ge i o= V a2 4 b2 3 a, zatym réma.nie /57
ohwilowej osi obrotu we Wv'rolrzqd‘nych niemchomych na;pi-

Szemy tak:

nmesmbearn

. o -y. i

8 cogs bt a sin Bt b

Niemchomy stozek chwilowych osi obrotu Jest stozek obroto~
w y,ktérego od jest prosta, 0Zs

" Wzory /59/ daj% nam:

9 pieb oln.aty q =B ¢o8 £, T = &
Réwmenie chwilowej osi obrotu we .mpéaterdnych ruchomych
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= e 4 o ’
- = o T :
b ein at b cos at a
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Przesunilemy bry¥¢ mnterinlng z poczgtkowego po-
Tozenin Al, E-l, Cps TU-

ruchem po st epec wym
iproabtel ndwe
Wy W ko kg 210
AL Pt !

we porozenie A l’B '1!971
aby np. punkt AJI stox sig
zgodnym z punktem A bry—
2y w pokozeniu kpfoSwym
Wtedy oozywiscle

tde g pe-H O

AV BBIERCO

i punkty Al,Bl’i E;l prze»

sung sig wzdtuz prostych |
X { : |

A‘J.A'l’BlB ; 100 14 7 o0

Yozenin A '1,28'1 Lia

v - przednlego -~ fu wismy,ze
Rys.47. n”. zasndzle twierdzmenia
d'A 1a mbert-Euler'n,mozemy cbréeié bryte mnterinlny docko-
¥n pewmeJ osi 00!, przechodzacej przmez uieruchomy punkt
B /A /,0 trki kat ,nzeby dwn punkty B!, i O'_, zajely
poZozenii B, 1 C.. Wypexiniajec to przesun%qolﬂ Fbrotows
dookots pew nej csi 00t Przeprowidzimy bryztn w polozenie

A ,'BQ, i C C a0,

Fuach bryly materintne j,sk¥adajacy sig 2z ruchu obro-
tow ego dookors pewnej osi 1 ruchu postgpowego w kierun-
ku te osl mzywnny runeXmdédru bowym .05 cbro-
tu w tym wypndku nogywimy o s i gruchu $§rubdo -~
weego emyllosl 8 0brotn Lpogsgten.
Prypykindem tokiego ruchu jJest powszechnle znony ruch gwine
tu Srubowego w Jego nileruchomym nndrubkwu,nlko odwrotnie
ruch pnérubkn nn nieruthomym gwincile $rubowym.Udowodnimy
nnotepujgee twierdzmenie ¥ o0 4 z 1' e g 0 ,deotycsgee ruchu

§T bowego.

Twicrdzenie Mozzi'egc.anﬂ’lnyn wypadlku
rEe o hrypd veg 2 te o dfn 3 wie Jek aaad s ) o]
pedeodanile moze bByéd st 8 Fgrnaoae: 2
Jba EYegodledlw 1ok imnego je i §ok 6
senda g opopo &g . pryeaunifeadn ru-
ahem druPowyn 4 o000k pewne j osi
raehw 4 rabowe oo

Musiuy dowlesd,ze ruch postegpcwy v xierunku prostej
A A D/lvs AT/ 1 ruch cbrotowy dookorr osi 00' mogg byé zo & -



tapione ruchem $rubowym dookoxo pewnej osi srubowe].
W tym celw rorztosymy ruch postgpowy w kierunku proste
A A9 n~ dwn ruchy postepowe,mirnowizle : ruch postpowy

&

w kierumku prostej A _n, réwolegtej do osi 00' i na ruch
postepowy w kierunku p%‘ostoj ~A_ ,prostopndie ] do tejze osif)
Jest rzecza oczywists,ze ruch obrotowy dookoxa osi 00f 4
ruch postgpowy w kierunku nA,,prostopndzym do tej csi,twow
rzg ro zem ruch praski,miomoWicie ruch réwnolegty do piosz-
czyzny,progtopedie§ doosi 00! , ¥ §3tege rozdzintu no zost-
dzie twierdzenin Bermoulli-Chnsles's wiemy,ze praskie prze
sumigede brykry moterinlne] zawsze mozemy zomienié przosu-
migoiem obrotowym dockeXe pewnej osi ,prostopadzej do pioss-
czyzny ruchu pinskiecgo.W ocbeenym wige wypadku ruch réw ne -
legty dc praszczyzny prostopndtej do osi 00' mozemy zomie-
nié ruchem obrotowym dookoxn pewmej osi LL'4y rdwnolegef .

do osi 00! .Gdy doxaczymy do. tego ruchu obrotowege ruch pos-.
tepowy w  klerunku prostej £ n, réwnolegie) do IL', whedy

w ediug definicji, G'tz‘zymﬁmy %uch srubowy; pPrzy czym prosta
ILn! quzie osig tego ruchu $rubowego.

Dle ko zdego ruzohu érubowego mozemy # kotwosoln stwo-

. rzyé odpowiednis linig
grubowas wofmiomy walen.
obrotowy,0é ktérego jeat -
prosts LL',o promied
ktérego jest réwany jed-
noéci dtugodei /rys.48/ .
Oznnczyny przez € katy
wyrazony w miarze fue
kowe ], jaki bry*a matae.
rinlna obréeixa sig do-
okoxo osi drubcwe] o-
brotu TL'.Nawidmy no
walae trd jkut prosto-
katny /BC. kgt ktérego
BA C okresla si¢ 2 réw-
nongcr w g
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‘tg/BAG/ ek
- e

- whedy przéciwp:po‘s‘to...
s kgtna AC po nowinigediu

Rys.48, - si¢ na welee utworsy

ne,. nim szuk2 ng linie $rubova., :
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ad 34 ko granicg srerery kolse j=-
nych ruchdédw sdrubowych ,przy czym 0§ $ru-
bowe obrotu ciggle zmienia swe potrozenie w przestmmeni 1
wew matrz bryty m .tericlnej.Te 68§ T zywmy ¢ h wi 1l o wy
o siaruchu srudbews g oiseczrpiichwlldos
w a 031@ ebro tu 1 po e te plu,Poderis ru-
chu bryty ,06 to zakredla dwie liniowe powlerzchnise: jed-
ng w przestrzeni ,0 drugs wewnstrz samej bryry ruchome js
te powilerzchnic liniowe nazywamy odpowiednio n 1 6 r w -
chomalrnehoms powierzchinieg ¢hbwile
lowyeh agd raehw Srubdwep o
Przyk¥ndem nieruchomej 1 ruchome]j powierzehni shwi-
lowych osi ruchu érubowego mogs byé dwle Jedncopowkokowe
hiperpolojdy.W knzdym momencie czdsu t obie hiperpolojdy

poslndaje oczywiscie wspélme tworzgesm,ktdrc jest wkadnie
ohwilowg osig ruchu Srubowego 4l gozpoatrywonego momentu
czasu tjoprécz tego to  tworzarn,; jest kierunkiem ruchu pos-—

tepowego w tym momencie t.Zntym podczmas ruchu bryty,ruchome
pow_ iermchnin chwilowyeh osi ruchu srubowego 1 zarazem prze-
suwo sie postepowo wzdiuz wspblnej twormace.

Zbe dn my obecnie ruch Srubowy ana l i tyeznloes,
W tym celu weimiemy dwa

; ukzady osi wspéirzednych:
- ~ Jeden uk¥od nieruchomy
7‘ ' w przestrzeni 0XYZ,a dm -
! gl ruchomy 0'§ 7 & ;
' 4w i nle niezmiennie Zwigzony
/ -1 204 ¢ g bryke moterialng /rys.
] ‘i 149,/Potrozenie bryry ms:
o ~  orinlnej bedzie okres-
i lone,gdy bedziemy znall
! p tozenie punktu 0' /X,
i : YO,ZQ/ Zwanego zwykle
ey X >biegunem 1 kie-

: __,,,..—~~';;7"Ti ~~~~~~~~~~~~~~ i runkl OS; wspolerdnth
=TT T2 ot £ L0 f 90”
ZI'/ S wzn'legdem osi O X' Y.
' s e 30 nich réwnolegiych.

Te kierunki okredlimy Bk
samo , jak w § poprzed-
nim,mianowicie za pomo-

- Rys.49 -
ee Ertbw ‘Bulerta ti o 4 At
Zatym ruch bryly mater ialne J w wv-padku ogélinym o:krt.-
slaja szesé wilelkoscil i
Ko iy Yo silie oy 2, S

a wiee skoncgone réwnania ruchu becd? ; :
X, = fl/t/ Yo = 2L o
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e o W 8 A Yo ft/.‘........./61/
Smerecdlne j,". AL cvetm byt e Colned ,uykotons i S g
teso rondy i Ty,mot emy vormy oy d dclf szeFana wypedkd o -

~ehu ,przedstowionego zapomoes, réwnat / 61/

W same F rzeczy dla ruchu postepowego bgdziemy mielis
e /t/ =0,V /Y =¥/ Y=y
dla ruchu cbrotowego dookola osi nieruchomea.np.dookoka

R 0t/ R e I I

dla pl%skiegc ruc:ﬁu ,rdwnol le np, 4o niaruchomej plaszczyzﬁ.

- ny XOF :
. f{'t/ @/'b/ O T/*’/ = Oy

dla ruchu cbro towego dookoaza nierughomego punkm,np.punktu&;
: fl/ L e Folt)
Wzcry wyra za jace zwlszek pomigézy wspélrzqdnemi
punk tu X nieruchomemi i ruchomemi sa:

X =X +a§ #bn -F@
Isd, 2oy L« © u’.f

% +a;+b3t‘+a“r

Wzory wyra #a :}aqe odwrotng zaleznodd,t.j. wrazaja‘on
Tuchome w spéirzedne ¢ 2 fG przez odpowiednie nieruchomre
88 :
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‘v.;\fr.li

‘;a/x-—X/*a/y"y/*aa/"""/ .
Sy TR e
zgz=c/x~x/ +02/ Yon ¥+ 3/5..2(/ |

Eliminujasc z réwnad /62/ czas t,ktéry jest zawarty w
funkc jach x o172, 4B, ge e ea@ yotrzymanty dwa réwnania po-

gdi“ ylzteré aniawy%a,ajator punk tuM
¢

bryty materialmej ,zakreéloriy w przestrzenl pode
czas ruchu dryry.Podobnie s réwnad /63/ ,po wyrugowzmiu BB
su t;znajdziemy dwa réwnania pomiedzy =, V} , Wyrasajace
' ter zakred lony przez nieruchomy punkt /x 2/ w przestrze«
ni wew natrz same ’bz'yly.

ol Rézniczkujep wzory /o 62/ ,zna;jdziemy wyraZenia na rzuty
predrodol punkte M / Ty ¢ / bryxy:

vois ¥ = xt = "O'+ a1§4a by o+ 0""
v cos /V,_Y/ =y y'o 4»&2?.4»1)' ’”{ 3 c'li_ ........../64/
VGOS/V;Z/ =Z'o+33;+b§'!_:+c3'2

il
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Przy Cczym a :
X’ — M}.c.‘p,. s a' - dal iot-dt

0 d't £ 1 at

9..\9"' Te wzory pozwalala nam obliczyé wiekkosé 1 kierunek
predkesci v dowolnego pumktu M bryty; pierwsza wyrazy we
wzorach /64/ ymianowicie x’('),y‘, 1 z! o8 oczywiscle rzutami
na nieruchome csie pr%dkos’cg W fiene wal OF xo,yo,zd/

pozcsta e trdjmiany wyrazaig rzuty ne te same osie prgd..
kodcl pumktu M/}%, iju, - /,ktéra ten punkt posiadarby,gdy-~
by biegum 0! byr nieruchomym, a bryra materialna cbracata
sie dookoxa niego. :

_ Wiec wzory /64/ stwierdzajg,se pregdkosé punkiu M
//«ﬁu, . ’ "} ’ bryxy materialnej w ogdlnym wypadkiu ruchu
" Jest sumg geometryczng prgdkodei v
v ®ieguna ipr@dkoéci»vlcbro'tu
o % :

d"OQdok' a tego bPieguna,t.j.

1

N e el T 4

-
0 ol A = “
W staw imy we wzory /64/ uyrazenia /8A/ na}-}’( "1
witedy ocgywiscie otrzymamy wzory,podobne do wrordw /8e)
prprzedniego §4:

Yoos [NE [ oKt 1 /T - gy Dofyy. /R
'VG:OS/V,Y/::Yg-&-/X*-X R-—/z—-zo/P ....../65/
v cos /v,% tzo-&/‘y-— OP-/x-.xO/Q

przy czym P,n i R wyrazaje sle wgorami /53/ §4.
Predkosé katowa w obrotu dookota osl chwilowej co do
wlelkosci i kierunku oblicgyma ze wzoru:

e ——

aogfhs X/ = B gog/ls )Y /= = -

Korzystajae z tego,i? predkosd punktu M bryiy material.
nej w ogdlnym wypadku ruchu jest sumg geome trycznsg prqd.kqél". :
bieguna O' i predkodci obrotu dookoza tege hieguna,mozenmy
'z Yatwrdcls wyrazié te predkosd ,Niech O' /rys.50 jest bie -
gumn, v - jego predkogé, (¥ ~predkodé kgtows obrotu dokcia
chwilowej osi 0'0,Przeprowadzimy z runktu M odcinek Ma geo-

me trycznie véwny v, ,opusémy prost ~adxg Mc na of 0'O,wtedy:
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; Rys.50. nos hu*-jniez predkedcis
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o d cos bt,y =d sin bfg,zoa 0y r\

O e S e e i et s e S A e e ?

®= comst= 6" ,‘fj- at __!7 +bt. o W
Skad wynika e d Q.
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W e wstepie do Nechaniki teoretyczne],dcwiedzielid.
ny sie,ze ruch punktu materialrege jest zjawiskiem wzgle—
- dnym,za lesznyrm od wyboru ukkadu cdniesienia swzgledem kt6—
rego okreélamy pokozenic punktu ruchomego.w tym rozdzia-
le bediemy mozpatrywad ruch punkta: M wrgledem pewnego ukla-—
du cdniesienia /*s/ suwazajac jako znane
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nig.0précz tych nazw bedzicry urywad Jjoszcze innych,mis~
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™ wzglgdnego S'S 1 w danym
momenc ie ezasu t  zajmuje PO~

Zozenie M.Przeprowadzmy
pree . koniec " woktora b 51
piaszceyzne PP prostopadlq
do chwilowej osi obrotu 040
" przechodzgee j przez dane poe
Zozenie M punktu PUOhomS Z0
e i w 1emy,ze wok tor w, Jest

' Rys.'}?. < progtopadiymdo v _"i de O'O
il T jednoczednie ,dla ¥ego wige
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Coriolis'a wr musi byé stycrne do obwodu koza, zakresl ono-
go przez komiec I wektora -w ~ podezas obrotu dookoza osi :
0'0".Z prostokatmego tréiksta MNCT znajdu.‘lemy

NC = MN,sinod = v_.sinad 4

w tedy wzdr /16/ daje mem,ge . " '

WC = 2\~J .N‘U‘.

Tloczyn .l‘WJ“ jest wielkodcig predkosci liniowej pnnktu
N podczas obrotu dookota osi 0'0" z predkescis katow g .
@) 39tad wmioskujemy,1z przyspieszenie Coriolis’a ‘W"
Jest dwa razy wicksze od liniowej predkedel obrotowej
vunktu N 1 jest skierowane zmgodnie z tg predkodciz,Nle-
tcro tez rzuty wo ma csie wspfZrzednych OXYZ,beds tei
dva razy wicksze ®oa rzutéw na te same osie liniowej pred-
kosel obrotu punktu N,

Wyobrasmy soble pomocniczy ukrzad osi MX'Y!Z'réwnoleg-
tych do osi OXYZjoczywiscle rzuty dowolnego wektora na ®
osle s3 jednakawe.Fomlewaz zadé wspéirzedne punktu N wzglpe
dem osi MX'Y'Z!' sg rdwne rzutom nateosie wektors Vv‘v JN,

a rzuty liniowej predkosci obrotowe] dookocte osi chwilo-

wej wyrazajs sie wgorami Fuler'a /54/ § 4 rosdziatu VI,

wlec otrzymamy nastepujasce wyrazenia na rzuty przyspie-

szenia Coriclis'a na osie MX'Y'Z',a tym semym na csie OXY2
W =2/ w0 . vaR/

"-22/ V R — V P/?oooo-oc'nc //7V

W
cy >

woz—_-z/vf -V Q/

przy czym ¥,0 1 R 33 rzutami na te same osie pregd‘kc»éci
kgtowe jo .

_ 2 poprzednich rozumowed wynika naste;pujqce bardzo
proste prawidzo geome trycmcgo wyznaczenia prgyspieszo-
nia gwrotnmego Coriclis's : rianowicie rzutujomy wzgled-
ng predkodé vv-v. na plaszczyzn@ TP /rys.58/ yprostopadiy do
osi chwilowego obrotm 3'0"¢ otrzymamy wektor FI = v .sind.
pommozymy przez 2w zmajdziemy nowy wektor MH! = & 20w el .
Toniewaz wiemy,ze preyspileszenie v, Jest prostopadie do
ptaszesyzny zawierajgce ] prQ&kOqé wrgledng W 1 o§ obroty
0'I",wiec obrédémy wektor Mn' w ptaszezyzails PP o ket 3
prosty dookoZa osl 0'0% w strome obrotu,wtedy otrzymamy
wektor ¥n" = W;.

Zagadnienie wzglednegc ruchu punktu wysuwe dwe
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1/ wediug danego ruchu wmoszenia bryty 1 wzglednogo
ruchnu punkrtu wzgledem tej osi wyznaczyd bezwzgledny ruch
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'? o/ wedzug damego ruchu unoszenia bry?ty i bezwzglgdne -
go mchupunkw wymaczyé wezgledny ruch tego punktu weglg-
dem bryty.W plerwszym zadaniu mamy o172 P ,8 1

Y gaﬁo funkc;]e CZB~—

.Bu t- musmy znaledd wyraso~

nia bezwzglednych wspéirze-
‘dnych x, y, 2, tego punktu
w galeznodel od t.Zadanie
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weory /62/ § 5 rosdsziaxu Wi ,
misnowicie: o

X=X 04:8‘1%:-"'; b}f{? 4 €y i'«.z e
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Ly 2 95’?;\}’;9 1x ne
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2g0dny 7 punk tom Tuchomym / X7 /5zatym to. aztory wyra-
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no / Beosw zgledme / ox¥z ted
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ITsktadanie ruchdbdw: :obrvotowsego
dookoka pewned iaadi 1 G anitero .
w ogo woklerunkm prosteopadiiyn
dites e B oemadiig : !

Bryxaohraca sig dookoxa osi IL z predkodcig katowgty i
oprécz tego wykonywuje postepowy ruch unoszemia w kierun-~
ku prostopadtym do osi obrotu: predkesé tege ruchu jest
v+ Dezwsgledny czyll ziozomy ruch bryty jest ptaskim ru~' .
chor: réw molegtym -do praszezyzny prostopadtej do osi L
obro » dryy rys“SO/ Jrzeprowadzmy dowelns paszoayzng
IT prostopadle do osi 8L,0d punkia O ,przeciecia sig osi
LL z pia szczyzmug IT,odtozymy na tej osi predkodé katowy

w takg stromg,aby widz znajdujacy sie na praszczyzniaPp
i majfacy ten kilerumek skierowanym od ndg ku growls,widziax
obrét dookoza osl LL odbywajgepm sle z loewa na préw. Wez-
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Hla tegmée‘by prgdkosci"w‘ru N byly skiorowens. ~ 1
W gdtuz jedncj prestej,promied
wadzacy OC musi byé prostopadiy
do kierunku 'V".Wreszcie dlatego,
zeby vu i v b\ya:yskierowano w .
przceiw ne strony,promieﬁ WO~ AAEA) o
dzgcy 8¢ musi byé skierowany : y
w toks strongod pumkiu 0,aby -
pa trzgey,majse nogl w punkeis
O,gtowe w punkcie ¢ i patrzsge
na o ,widziar predkodé unosge-
nif v punktu O skisrowang od
lewe jUku prawej.Prosta 01O
przechodzgca przez pumkt ¢ réw-
nolegle do osi obrotu IL,jest

slaruchu bezwszgl e~
@ neg o ,poniewas wszystkic 4
punkty tej osi w rozpatrywa-
rm momencie czasu s nieru- Rys.61.
£O0Mme . i

‘ Zna Jd%my predkosé kstows obrotu & . dockoia
chwﬂowej osi 0'0".Bezwzgledna predkosé 3&’ punktu
0 Jest geome trycenie réwng predkodcl mcezenia
e Ibowiem wzgledma predkodéd tego punktu jJest ze
rem"srW = 0,Wice z jejdnej strony: xgamy,ze

V. =V . .00,a z drugle] OC -——-—-—-—»wi@c
u 5% V

: e ,vuz 1= \; yskpgd otrzymujemy v ""‘1

Zatymb ez wzgledny /z?tozony/
rweh Bryly w obheenym wypadku
Jest rucechem obrotowyn doo0okia
083100z ta sama predkodeciln kj
Loow. .8 e kna pogals i grraliel obird e
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nolegta do danych osl
Bezwzgledna predkosdé
punktu G, jak zreszty
dowolnego punktu pros-
ted 0t0",jest zerem,m-
nilewaz zas§ .
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Jedne ] prostej w przeciwme strony.Stad wynika,ze chwi-
lowa oé 0t0" jest nietylko réwnolegig do odi I, Ly i
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i3 punk‘t C dgicli odlcgrods pmiecdzy osiami T.L
1 L w stosumku zowngtzrnym na c- $ci odwromio p%opcrcj"-
rmlﬁo do predkodei k&towych obrotiwy *doockora tych ogisy’
o$ 0'0* jost osls begwagledncgo obrotu ,a pumkt C Srod-
kiom hczwzglgdnogo obrotu w praszcgygznie IT.

Okrcé lmy zaloiznodé pomigdzy predkodciami kqtowq 4
obrotu begwzgledneso 1 predkosciomi kgtowemdt '
obrotéw skladowych.ronio way wzgledna predkosé %unkta

: €, Jest zerem: = 0, wige bozwagledna predkosé tego .
punktu jest v, = V wlclcz.Poniowaz bczwzglqdna prodkodé

;Icst prgdkoéc:lac obrotowq dookt®a osi oo ,wi_qc., %, =300 1
poréwmmjoc otrzymuj»my,zo : .

alc

: clcg =CC' —CC’l
i dla teco b)cc =0 /cc - ¢Cy L
Na podstawic zaleznoéci / ?4/ ,moéomy przopisaé tak:
{»} ,CC .GC WCC
2 1 2
i (:&.}-;:u —(A.e °
o 2
Intyp pr ed ko8¢ kgatowaw obrotu bo g
wEEghedmario et »damiee THeds
ko%edl1 kgtowych obrotéw skiadaow

W y-¢ h Zgowu widzimy zupcing analogje togo resultatu z
gk¥adeniom dwdch réw nolcgiych sit, skiorowanych w przo-
ciw no strony/ patrz statyke/ .

I’r%dkOéCi thOW\,{A’ %r‘wn

n o,a obroty doogkora osi réwnolegiych odbywa;jac si¢g w
strony przocim».ﬁtoauje}c wynik otrgymany dla niox;éw -
nych predkodcel kgtowych,bozwegledna predkodé katowe =
a2 odpowlada Jaca jcj osi cbrotu 0'0" zmajduje sic w
nicskoiczonosel,
Wykazomy,so b oz wzglgdny /zZoZony/
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W tym celu wystarczy wykazaé,zo dwa dowolnc punkiy prasz—

czyzny ,zawicrajgccj danc osic L.L. 1 1 L posiadajg goo- .
mc trycznic réwne predkosci prost%pg[dlo go to] plaszezyzry .
W\,émmmy dowolnic pumkt M, potozony pomigizy osiam
/rys 64/.I‘rcgdkpsé r;.rotowa punktu M, swynika K -
j%c i ohr tu doo koxa ogi L I» jest vz Ll .8 Mo pEadioss

4,
obrotowa tecgoz punktu M ,wynlkagaca z ohrotu dookoa osi

il
IO2L ijt V w‘\’.[lozsroniO—-
. waz Y. i) vw s% prostopadxo
: If*—/‘\"-)r do plaszczyzny,z?wn,\,ra;jqcej
21 V2 proste L.L. 1 LoL, 1 skie -

rowan y ™’ iljm phadw? strong;
WlQO ilw%dnxl«. wowe 3. be

gl fdua predkosé v purkia
M. ,bedzdo toz prostopadszg
ad to] pXoczozyzny i réwng
‘sumic v 1 v

h, = Y 4.‘.'V'~“:_~
i8] m A
‘UM p R/ e
/ T 2/ 19

Wcém:.amy jekikolwick
imay punkt M, poXozony zows
natrz bsi Elfl 110 mrga_

koded obrotomn

dookoFa osi T.L. 1 5y
s "fz 5
; i -powiodnio sq .
» Rys.64, | v £ ’ME’OZL ivs= QGZM
Io pregrv‘ﬁ:oéci gg prostopadic do pzaszczyzny osi L%

1y
i skieromno wzdluz Jodned vrosibc )l w przocisme stro~
ﬂg‘ & Age sok—wypalliow—y r,f___'ii:l‘ tcz prostopadds fn Wmic.
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nioncj praszesyzny i réwng réznicy

b

Poréw mjec predkoécz. punlmaw
onc goom:tryeznic réw ne c¢.b.d.o.

V., =V = YT
Y, rs et b

/CM ¥C, = aclcz

i

M iM WJ.dzimygzo )

Ten wypadek sk¥adania obrotéw doockora rdéwnolegiych
osi jost analogiezny do pary sit w statyce ,dlatcge toz
czasem nmazywe jg go "par g obrot uw.-

N, Sk dTadamio

dookda ol sprrzeedins jagecych
w Jcdnynr pumkcio.,

*HNe ks w obrotowyeh
Sid e
Bryta materialna obraca sig dookoZa osil r‘lI'l Z
predkoesciq kgtows, . ,ton ruch uwazamy jako wegledamys
PrZ0-

oprécz tego bryta obraca sie dookoza ¢si LT ).2
~ima Jaecd of L 13 w pownym pumkeio Oyprediedd kitowa te-
' £0 ruchu unoszonia jest

/

-

Rya 065 »

o | ::.’.f)' 2-

téw dookoxa osi .
L L. .Womy,ze ruc

: to%yg

|

Predkodei kqtowe(g‘/l i{% '

przodstawimy jak zwyklo
sa pomoag woktordw £A i
0B , skiorowanych wsdué
osi obrotéw 1511‘:1 : | *'2!’2

w odpowicdnic stromy /65/
Jost rzoezg oczywisty,®
ruch bozwzgledny /ztozo-
Jest ruchom obroto-
wym dooko?a nicruchomo.—
go punktu O,;albowiom ton
punkt posostaje nieruche -
mym podczas ruchéw skia-
dowych t.j. podozas obr o=
I0E !
1bro-
dookota punktu Spro-—
wydza sie do ruchu obro-
towego dookora osi chwi-
lowego obrotu /tw. dfAlom— -
W}t—Eulcre p.4 rozdzidr
: sPTZez der putkt prie -
chodzgcc j . iyznaczymy

¥
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kicrunck tej osi 0'0" i wicjkosé predkosci kgtowe] obro -
tu dookoxa nicj W tym cclu zdudujory réwnolcgtobok na
wektorach L ,jako na bokach;vykazomy ,2¢ wiorzchne
Zck C tcgo r%w nolugloboku OACB podezas ruchu bozwegled-
nego pozostaje w spoczynku,imymi stowy,zc bozwegledne
predkodé togo punktu v, jost zorem.Opuszezajge z punktu
O[prostopadlc Cn i Cb na osic L T4 i L2L2‘bgdziomy miocé,

Ae
Ale W 1Cﬂ = 2 polcwﬁ OC%

) 5-Cb = 2 polcAoce ,
1 opréecz tego tréjkqty CAC i OCB sa rownv,wigc
skad wynikq e vw = : >
Ponicwaz ohroty» dookota osi LI, 1L 13 babywe g sig w
kicrumku ruchu strea ki zoga}a,dlatggg predkodé v i L4
punkta C hedg prostoPadlhmi do prasmezyzny ,przoehg&zq~
ccj precz osiec LL 1L L _ 1 skicrowanomi w przociwno strod
ny od toj plaspc%y;nqugggkoéé bezwzgledna v ,bedge goo-
me tryczng sums tych predkosci v, 1 vh,jost rem, oc.b.de

No zasadzic togo,zc dwn punkty bryty 0 i 'C pogosta -
Jja nicruchome ,wnioskujemy,iz chwilowa o$ obrotu 0'0" prm -
chodzi przez to punkty.Pa of Jjest osls obrotu bezwzgled-
negoi posiada kicrunck zgodny z kicrunkiom przokatnof réw -
nolcgioboku,zbudowancgo na predkoseiach kqtowych obrotéw
- skxadowych(y) . i{y , Jjako na bokach.
Fozostaje mam okreslié wiolko. : predkosci kgtowo (i)
obrotu dookoa tcjf osi.W tym cclu rozpatrzvny pre,dkoéi
ci wzzledna i wmoszonia punktu Aywzgledna prdkodé to-
go punktu t.j. preédkesé obrotowa dookoxa osi L L. Jost
v =0,ponicwap punkt A jost poXozony na toj os p%qdkoéé
uncszcmic t.J. predkosé obrotowa dookoxa ¢sil L2, Jest
= W +Ad,pr2y czym A3 jost drugoscils prostopadfoj,o-
g c) z panktu A na of O'O".ZOSt%iWanC otrzymanc
dwa wyrazenia ma v, znajdsicmy,sc S i

(Vg.Ad = () Lo,

Zn uwazymy.zc iloczyn _ : -
() o+Ad = polo A OACB 0C.he

WiQC : oC,Ae -(1fﬁv*

skad : (A) = 0C
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Fa.tympredkosdé katowa bDozwzglegdaw

nocgo ruchu obrotowogo ,z2%0%o0no-
go 2 Awmbeh skTodowyech ruohow o=
bretowyeh dookIaoprmacihaddcyech
gie o9 d JoB8 % goomogbtriyornioc rdwe
ne praockatod )] réwnologioloku,

zgbndowanocgo na prdkodogiach k @a-
towyech{y

11(){»)2 ruchéw skt*radowyeh
1o .pnbhokach ),

Pordwmujac ton wynik zo skiadanicm dwéch sit,dzia-
2a.jgeych no. jeden punkt pod pewnym katom do siobilo,otrzy-
mujemy zupcing annldgje / patrz statyke / ~JLodobnlo,jak w
.statyecc skiadalidmy kilka six,ktérych prostec dziatania
przceinaly sie w jednym punkeio,obcenic mogomy skradaé do-
wolng licgbe predkodci katowych obrotéw dooko2a osi,przocho.
dzacych przez jedon i ton som punkt.prged ko $ é Xk g~

S ENO B0

$ow.8 bDorw zglednogo onbrotw oko-
g.adf e goombtrycansg sung predkos..
i kg towyoh obrotdwm sktnd&owyech
rapfwsodsgtawil' ate 2a pomccyg %8
y&e lgoc i gig wicloboku,ktér o
9 bt - B0 g Tndmileg dY Mg dail 1
doppam ki i wig ndne i g opredkoseda
1 sk atowynmnil ‘ohirotéw akXadoe-
¢ h o

Korzystajac # analogil ze statyks zagadnienie o
| c - rogkiadaniu danego obrotu ns
kitka obrotéw dookora osi,
przecinajacych sie w jednym
punkcie ,mozeny rozwigzyv. .é
zgupeinie tak,jak w statyce
rozkiadalismy dang sile na
kilka k¥adowych.Np.:Niechaj
bryta materialns obraca sie
dockoZa 08i OC z .predkascisg
kg towa{ 4/ /rys.66./ JRozZozenie
tego ruchu obrotowego na dwa
ruchy obrotowe sk¥adowe dooko-

A ta osi,przechodzgecych przez
ey punk O bedzie zupeinie
o okredélonym,sdy np. wyznaczy-
e . mywielkodé 1 kierunek jedne}j
Rys.66, wielkodel katowej (J(J 1+ Ttedy

za. pomocs geome trycgnego odej-
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mowania wektorag;';{]l 0od wektora(, /,znajdziemy wielkodé 1
kierunsk predkosci obrotowej(; )Zdrugiego sk¥adanego ruchu
ehrotowego. .

Na zakolfczenie jako przykitad
sktadania tremeth ruchdw o0brow
towygech dookoze  trsagch: oagi
Pprzecinaegdgecyeoeh sie. w Jegdnym
punkeciea, ToOozosatyzymy Tueh Doy
Zy masterdialnej doeokoitacgngieserlla
chomego punk tu obiezemy nieruchomy punkt,

Jako poczetek bezwzglednych,nieruchomych osi 0XYZ i _

jednoczesnie Jako poczatek ruchomych wzglednych osi O‘_-?_,..f‘.{"{,

stale z bryta zwiggzanych / rys.67./.FoXozenie ruchomyeh!

osi OFH % wzgledem nieruchomych OXYZ,okreslajs trzy kaby

Euler‘a ‘0, £,¥ ,bedece znanymi nam funkcjemi czasu & .
=0/%/,F =i/t l, Y=Flt/

Rézniczkujac te funke je wzglédem cza-su 1t ,otrzy-
mamy pachofine Q', ¥'', 1 Te pochodne sz, predkoécdami kg~
towymi /patrz rozdz.IV /obrotéw bryty materialnej dookoXa
osi,przechodzacej przez nieruchomy punkt 0,i odpowiednio

rostopadtych do praszezyzn wspbirzednych Z0 % ,XGYIEQY(
w tych bowiem ptaszczyznach znajijs sie kg S, .

Zatym Q' jest predkosciz kgtows cbrotéw bryiy
dookoxa osi ON /patrz' §,4.rozdz VI./ .Kierunck tegd obrotu
w denym momencie czasu t zalezy od zneku O [t /.

- Nastepnie L{/t jest predkoscia kgtows obrotu dpoe
koxa osi Z,kieruek tego cdbrotu zaleszy od znaku'f '/t /.

. "lreszcie l/) 'jest predkosé kétowa obrotu dookois
osi 0% 1 kierunek tego obrotu zalezy-od gnaku pochod-
nej y‘ St/ w danej chwili czasa t . -

Bkrada jac powyssze trzy ruchy obrotowe dookola
oais 07,0 ‘77 i ON otrzymamy ruch zXozony obrotowy dookoka

pewneJ osi chwilowe J zatyn ruch wypea d-
kowy Jest 'ruchem oOobrotowym 4@ oe
ok oda wunkdtu nierunechomeg Q

z predkodecia katowasb/ ré6wnag ge-
ome tryezned gumie. predikosol
kstowyehiobriatdw skFadowypeh :
0',?‘ i'\f'" misnowicie: : "

ZZ/—’ = B + ?‘ + T' :
Rzut pr edXkXxogci katows] Tuchu ziozongso
na dowolna of jest réwny alegebraiczne] sumie rzutéw na te
08 predkosci katowych obrotdw sktadowych O',r’ & 3‘1'".
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s 1yma,aalc w § 4, rozdz.VIa-go te rzuty przez

pig i 2. “!tedy
' = {4} .cos /W
q;‘:{;{} 0 8y (),’( ’, : ‘ il A
2= ) gedaf ], 7

Wyznaczymy&( Ly Dy a1 Aby znaleéé wy'x‘aZenie
na |/ ,z¥orymy z poczatku predkosci katowe i L
Otrzymana wypadkows y;toyymy z O, wtedy otrzymamy { &) ! Na
rys.G?. wektor_ o

o wektor  ___ : ____F’ R fL
St
T ! A
..... ?““'”“‘““’/" i
%”J/'r*”“” A
[ o

Rys.6% Rys.f?
Dxugoéé odcinka CA : jest:

F'Z (f/ 12 4 2 Ul eos © ;
Zauwavyw a,ze prosta ON jest prostopadts do
yraszezyzny Z0- , wniosku _lemy_,_j.g_ wektor ' jest prosto-

- pad¥ym deo wektora OA = + .Stad wynika,nastgpujqce
; _wyrazenie ne. wie]tkoéé

ks Vf'p-{l-?'z-bcz#z“" 4'.005 ;.../25/
o Okreéimy qir .WyzdacZymy prosts OM

rzeciecia si¢ praszezyzny 4C Yy 1 £ U.f|,rys 68.Ta prosta

tworzy KP‘:y proste z osig O 1 i 2 prosta ON.RAztige-

<4,
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my predkodé katows ' ' obrotu dookcta osi 0Z na dwie
sktadowe ,ma jace kierunki wgdZuz, osi 0§ 1 prostej OM,
rmianowicie OA = Y '.cos & :

0B = j/ro sin O
Y tedy predkosdé kgtowa obrotu zlozonego bedzie rozlozons
na sktadowe,majace kierunki O % ,ON i OM.Skiadajge z osob-
na wektory skierowane wzdiuy téc-h prostych,otrzymamy nas-
tepujace trzy skiadowe () s
wzdtuz prostej OM memy skiadowg O!,
wrdTuz proste] OM sk¥sdows, révma(\]/'sin O, ]
i v=3tuz osi 07 -~ sk?caﬁowa réwnq sumie %7 ' 4 i '.0089.

P

Rzuty {{) ma osie 03 * s5 réwne algebra.cznmym’sumom rzu-

téw powvégszych 'geome trveznych skladowyoh& ,{) JBilorge pod

uwag@,i? " - Ve
Moi— %ﬁ MOQ \(7 EJIG\L e 7N9§_ \(’ %*?'NDF:%‘.

otryymamy nastepijace wyr 7en19 na p,q i r
p = " sin C.sin¥+ 0.cos
g =Pt ain Q5 cos’ & - 0'8111".-......-../26/
r = 4f' cos © 3 w"
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V1. Pod s tbrawo we notecda bk imesmab mi
bryty materialne j . 1/Ruch pumkiu brydy
materialne j,ncruszajece) sie ruchem postepowym. 2/Ruch
pmktu bryiy materialne] obracajgcej sie dookoza osi
sta Xej. 3/Pzaski ruch brytry materialnej. 4/Rueh Pun-
ktéw beyty materialne j,obracajoce] sie dookoza punktu
nisruchomeso B/Ogélny vrzypadek ruchu bryxy material-
nej. e e i T S i 28-72 str.
VIl, sk ad aon ¢ 1oy ok 3 and amle e
ehow punk tu 1 "bhnyd e ma tewjoaids
ne j. 1/Skxadanie ruchdw postepowych. 2/ Skxadanie
ruchéw: obrotoweso doolota pewnej osi i postepoweso
w kierunlu prostopadzym do tej osi. 3/ skxadanie ruchdéw
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