
IZ . WŁADYSŁAW TAKLINSKI
Profesor Akademii Górniczej w  Krakowie

/ W'%

MECHANIKA TEORETYCZNA
Tom II.

K IN E M A T Y K A

s«f

m-:fk;

Nakładem Sekcji Wydawniczej 
Stowarzyszenia Studentów Akademii Górniczej





Inż. Władysław Takliński
Profesor Akademii Górniczej w Krakowie.

• M e c h a n i k a  T e o r e t y c z n a  

K I N S M A T  Y K A  

* Tom II .

Biblioteka Jagiellońska

1001974571

Nakładem Sekcji Wydawniczej 
Stowarzyszenia Studentów Akademii Górniczej

K r a k ó w  1945.-

1001974571



ą
z w



-1 -

R o z d z i a ł  I  
P O J Ę C I A  P O D S T A W O W E  K I N E M A T Y K I  

P U N K T U  M A T E R I A L N E G O .

Kinematyka rozpatru je ruch n i .a leżn ie od przyczyn,Które 
ten ruch wywołują. Te na d z ia ł mechaniki ogólnej je s t  oparty 
wyłącznie na prawach,‘będących podstawami geom etrii.

Ruch c ia ła  badamy na podstawie zmian o d leg ło śc i jego 
punktów od punktów jakiegobądź innego ciała.W  za leżn ośc i od 
tego ,czy  to c ia ło  znajduje s ię  w stanie spoczynku,czy też ru
chu,nazywamy ruch pierwszego c ia ła  b e z w z g l ę d n y m ,  
a l bo w z g l ę d n y m .

W pierwszych rozdzia łach  będziemy rozpatrywać wyłącznie 
ruch bezwzględny.

R u c h  b e z w z g l ę d n y  p u n k t u  p o l e g a  
n a  k o l e j n y m  p r z e s u w a n i u  s i ę  j e g o  
p o ł o ż e n i a  w s p o s ó b  c i ą g ł y  p r z o z  
p o s z c z e g ó l n e  p u n k t y  p r z e s t r z e n i .  

Poruszający s ię  punkt zakreśla w p rzestrzen i c ią g łą  Er żywą 
zwaną t o r e m  punktu. Tor punktu je s t  za tym geometrycz
nym miejscem położeń punktu podczas jego ruchu.

Gdy punkt poruszając s ię  pozostaje s ta le  w pewnej p łasz
czyźnie ,ruch jego nazywamy p ł a s k i m ,  w wypadku p rze- 
ciwnyn mówimy,że ruch punktu je s t  n i e p ł a s k i  , c z y l i  
p r z e  s t r z e n n y  .Poznamy jeszcze  inny podzia ł ruchu 
w za leżnośc i od rodzaju toru punk tu .

Gdy tor punktu je s t  l in ia  prostą,w tedy ruch nazywamy pro
stoliniowym, W każdym, innym wypadku mówimy,że ruch je s t  k rzy
woliniowy .Ruch krzywolin iowy,którego torem je s t  koło,mazyvn 
s ię  ruchem o b r o  t o  w y m . ‘°uc' nazywamy e l i p t y c z -  
n y ni , p a r  a b o 1 i  c. z n y m , c y k 1 o i  d a 1 n y m, 
ś r u b o w y m  i  t , p . , j e ż e l i  tor je s t  e l i  p ;-ą > parabolą , cy
k l o idą, śrubą i  t.p .

Ruch punktu uważamy jako okreś l ony wtedy,gdy możemy w każ
dym momencie wskazać położenie jego w p rzestrzen i.C zas l i c z y 
my od pewnego momentu,np.od 12 g o d z .l stycznia,uważając, ten mo
ment jako początkowy.Jako jednostkę czasu bierzemy n p .l sek 
J e ż e li  rozpatrywany moment następuje po momencie początkovym 
to l ic z b ę  t sok.pomiędzy momentem początkowym,a rozpatrywa
nym uważany jako dodatn ią .Jeże li zaś rozpatrywany moment wy
przedza moment p rzy ję ty  jaka początkowy,wtedy l ic zb ę  t sek. 
pomiędzy tymi momentami uważamy,jako ujemna.-

Ruch punktu możemy okreś lić  dwoma sposobami:

C. J . Taki jja sk i-Mc chan ika te ero tyc zna
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\ f  za pomooą. równań r u c h u  s k o ń c z o n y  o h i  
2/  za pomocą t o r u  i  r ó w n a n i a  r u c h u  po- 

n i  ę d z y d r o g ę  , a c z a s o m .
Sposób pierwszy polega na typ., iż  podczas ruchu punktu M . 

jego współrzędne Kartezj.ąński~ / x , y , z  /  rys 1. zm ieniają s ię  
w sposób c ią g ły  z biegiem  czasu t . Więc te współrzędne x *y ,z  
musze być funkcjami c iągłym i zmienne j n ieza leżn e j t , t . j ,<gV ■

x= /  t / , y= f / t / , z=X A /  • • ./V

Z

♦A x ,y ,z /

0

'Jest rzeczą, oczyw istą, iż  
aby ok reś lić  ruch punktu M 
/ y ,y »ż  / , wystarcza mieć tr zy  
funkcje f  / 1 / , f  / i/ , A /  t / , 
albowiem według nich dla każde
go momentu czasu znajdziemy 
współrzędne punktu x »y ,z ,a  za - 
tym wyznaćzyr-iy położen ie togo 
punktu M w przestrzoni.Rów
nania / l  / nazywamy r  ó w -  
m a n i a m i  r u c h u  s k o 
ń c z  o n y m i  .

Zauważymy, iż  współrzędne 
pu tu M nie koniecznie m szą  
■być prostokątnymi Kar te z jus za , 
le c z  noga być wogóle dowolnymi 
np.cylindrycznym i .Będziemy p rze - 

. i współrzędnych K artez ju sza , jako najprostszych. 
E lim inując czas T ż trzech, równań ru ch u / l / ,0 trzymamy 

równania dwu powierzchni cy-

U' / x ,y  /

Rys, 1 
sążnie uż

1 indryc znyc h r
y= f _/ x / , z= f / x / 2 /

Iz
T  "  ' ’ “ ""2' 

przecinających s ię  wzdłuż 
pewnej l i n i i  krzywej AB 
/ r  y s . 2./ . Ta kr żywa AB je s t  
właśnie t o r  o n punktu 
ET / x sy ,z  / .

Gdy ruch je s t  p ła sk i, 
wtedy przyjmując tę p łasz
czyznę, jako płaszczyznę XOY

Zs-f;/ A

7  / > -/// / /  A// / /,' / \ *// ..... ..A A x , y , y

--
--

--
-J

. ( \

v 
"O

i • \  • \
i : n - ?

- ..A .... 4 - 4 *-^-

określimy ruch punktu W x,y/
za pomocą dwu tylko równań 
ruchu;
x -ą l/1 / , y =■ " f/1 / ---- / 3/ ,
ponieważ trzec io  równani, ruchu 
z=0 możemy opuścić.

Elim inując z równań /3 / czas

j  y=*j/ 3/

Rys . 2.

ru punktu ET / x ,y  /•
t , otrzymamy równanie to-

y = f  / x  /  ........../4 /.



J e ż e l i  n ie  będziemy unie l i  wyeliminować czasu t  z rów
nań /3 / , wtedy mośeny zbudować tor punktu A według poszcze
gólnych punktów na tyn torze .znajdujących się.Możemy też rów
nania /3 / uważać,jako równania par. metryczna toru punktu 
M . / x ,y  / .

P r z y k ł a d  I  . Równania skończono ruchu są:
x= \ X ‘ t, y= . t + J i^  przyczyn -X n S  i  S sq sta łe  .Równania
toru punktu napi-~ -szeny:

g  X 2
y "  ~  x + f "  • 3 7  •

Tor punktu je s t  za tyn p a r  a b o l ą  i  ruch je s t  pa -■
rabo llczny.

P r z y k ł a d  I I .  x = c l.cos  k t, y= a .s in  k t, z=ct.
Ruch je s t  przestrzenny,równania toru są: x' + y2 = a?

c
z *  -|g- arc tg -yy- Tor punktu je s t  więc l in ią  ś r u b o w ą

a san ruch ruchom śrubowym.
P r z y k ł a d  I I I .  Równania skończono ruchu: r= a ,t ,

O = k t, a i  k są sta łe  .Równania ruchu są w współrząd-
nych biegunowych / r , 0~/ .Równania toru punktu M /r,Q  / będzie

Cl
r  -  -mjr—  O .Tor je s t  więc l in ią  sp ira lną Archiriedesa.

Sposób drugi określen ia ruchu punktu je s t  sposobem toru 
N iechaj będzie dany to *  .Ten tor punktu nie określa jednak 
w "'"pełności ruchu punk tu, alb o wiem pozostaje nieznanym spo- 
.jn,w ja k i punkt M porusza s ię  po tym torze.

A by ok reś lić  tę okoliczność postępujemy następująco: ob ie
ra  my na torze S’ S / r y s .3 ./do- 

^  wolny ■- -nkt O ,który uważamy, ja 
ko początek d rog i i  przyjmuje
my jeden z kierunków na torze 
od punktu O począwszy,jako 

u  /  dodatn i,a  przeciwny jako u je -
n mny/np.na rys 3 .kierunek od

V o ku S je s t  dodatni ,a od O
ku S ' -u jem y  / .Wtedy położenie 
każdego punktu M na torze SS* 
ok reś li s ię  za pomocą dodat
n ie j ,c z y  ujemnej l ic z b y ,k tó 
r e j  wartość bezwzględna je s t

 J ■ - równa d ługości łuku toru SS1
’y s .3 . od punktu O do punktu rozpa

trywanego 3T Tęliczbę będziemy nazywali d r o g ą ,  a ozna
czać js będziemy przez l i t e r ,  ę "s".Każdemu położeniu pun
ktu M poruszającemu s ię  wzdłuż toru SS',możemy podporząd
kować określoną, wartość l ic zb y  s , i  odwrotnie.Z biegiem
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czasu -położenie punktu M na torze SS5 , zmi enia s ię  w sposób 
c ią g ły ,a  zatyn zmienia s ię  w sposób c ią g ły  droga s ,ok reś la 
jąca położenie punktu ruchomego M • . j„  s je s t  funkcją c ią 
g łą  czasu ts

s = F / t / » , ........* . . . . . . . . . .  *. ../ 5- /
Związek / 5/ n a z y w a n y r  ó w n a n i  c n r  u-

c Pi u p .u n k t  u n a  t o r  z o , c zy i i  krótko prawen
d r ó g ,

Gdy d la  jak iego bądź ruchu są dane; / g ra fic zn ie/  spoczą
tek drogi,k ierunek dodatni na to r z e i prawo d róg }wtedy ruch 
punkte je s t  w zupełności określony,ponieważ -w każdym momen
c ie  czasu t położenie punktu je s t  nam. znano.

P r z y k ł a d y ;  torem punktu może być l in ia  prosta, 
a Ib  o łukowa, alb o l i n i a 1 śrubowa^ równania punktu ruchu na ta
rze moga byó: s = a+bt^s= a + bt+ c 4̂  s-a sin  k t / a ,b ,c  i  k— 
-  stałe/

Ła two zdaó sobie sprawę o charakterze ruchów.

Aby uwidocznić charakter ruchu punktu posługujemy się  
t.zw  .k r  z y w a d r ó g  ,c z y l i  w y k r e s e m  r u c h u

Odkładamy według obranej sk a li wzdłuż os i odciętych CK 
l ic z b y  t ,a  wzdłuż o s i rzędnych OY odpowiednie wartości s, 
otrzymane z prawa d r ó g / y  „Ge ©me tryczne m iejsce wyznaczonych 
w ton sposób punktów na płaszczyźnie XOi będzie właśnie kry— 
w ą dróg PP danego ruchu ..Powianie krzywej dróg w współrzęd
nych xy otrzymamy z prawa dróg za pon ą zamiany t i  s odp- 
wiednio przez x i  y.Za tym równanie k: ywej d róg .,ma zasad?’ 
rów nania / 5/ ,będzie:

y — F / yf »
W przykładach wyżej podanych krzywymi dróg odpowie

dnio są: l in ia  pro sta , parabola i  sinusoida* ich  równania; 
y= a + bx, y =- a 4- bx +- cx^ i  y — a ,s in  kx» 

tW 5/
Gdy krzywa dróg je s t  wy

k reś lo n ego  posiadając tor 
z łatwością, możemy badać , 
ruch punk tu, np-r je  ż e l i  krzywa 

\P t  %  tę  _ dróg ma k s z ta łt  p rzedstaw ia j 
jV  v na r y s . 4 . , a torom je s t  l in ia  

pro etc, .to ruch punk tu odbywa 
y s ię  w sposób następujący: od

y  położen ia M0 w momencie t Q
punkt M porusza s ię  w lewa

R ys.4 ,

....K

K r - a  k
! i ii

±_ L
t0 t2

\



do punktu ^następnie w prawo do punktu d a le j w lewo przez 
punkt aż do punktu 1 wreszcie w prawo do punktu BIL w 
momencie t^ » '

”r za leżnośc i od prawa dróg s=J/i/,ruch punktu możemy 
p od zia łić  na ruch j e d n o s t a j n y  n ruch z. m i  © n -

n y * R ys.5.

~5~

t 4 5l
" M'

io_ i
1.3 ®Tp jvi 0 mg

Ruch'p'u n k t u  n a  z y w a m y  j e d n o  s t a j -  
n y i  ,g d y d r o g i ,  z a k r e ś l o n e  p r z e z  punkt 
s ą  p r o p o r ' c y a l n y m i  d o c z a s u , u ż y t  aę.o 
n a  i c h  p r z e b - y c i e  , i  g  d y p r  ó z  z  te g o

r u . c h  o d b y w a  s i ę  s t a l e  w j e d n y m  i  
t  y ra s a; m y m k i e  r  u n k u ,J e ż e li chociażby jeden z 
powyższych nie je s t  spełniony,wówczas ruch punkt$r nazywamy 
z m i e n n y m .

S2-
M, Kr

R o z d z i a ł  11,

J e d n o s t a j n y  r u c h  p u n k  t u ,  j o g o  p r a 

w o  d r ó g  i  j e g o  p r ę d k o ś ć .

W t y m  rozd zia ło  rozpatrzymy jednostajny ruch punkiu 
w zdłuż toru 1 ov,oj.nogo,a  więc wzdłuż toru p rosto lin iow ego. 
Udowodnimy przedewszystkiem następujące tw ierdzenie

P r a w o  d r ó g  d l a  j e d n o s t a  
r u c h u  p u n k t u  w y r a ż a  s i ę  l i n i o w ą  
f u n k c j ą  c z a .  s u  i  odwrotnie r u c h  p u n k t u  
k t ó r e g o  p r a w o  d r ó g  w y r a ż a  s i ę  z a  
p o m o c ą  l i n i o w e j  f u n k c j i  c z a  s u , j e s t  
r u c h e m  j e d n o s t a j n y m ,

R zeczyw iśc ie ,niech jo  i  s będą drogami odpowiada jącymi. 
położeniom punktu ruohomogow momentach czasu O i  tupanie waż



ruch odbywa s ię  w jednym i  ty m samym kie runka, różn ic a drćg 
S'-s0 wzka otije na d rogę, odbytą przez punkt w czas ie  t .A le  
według d e f in ic j i  ruchu jednostajnego,d rog i zakreślone przez 
punkt są proporcjonalnymi do czasu,użytego na ich  przebyć ją 
więc mamy,że:

• so
-i-
K>

przy czym v  je s t  w ie lkośc ią  s ta łą .

Równa n ie / 1/  daje;

g =r. +• V t , ........................... ... ..................
t "

co udowadnia pierwszą część twierdzenia..

Odwrotnie,przypuśćmy że dla pewnego ruchu punktu pra
wo dróg je s t  dane w postac i funkcji lin io w e j czasu t

s = a -f b t »  «»••> 1 t * .• • » • • • • • • • «  •/3/  f

przy czym a i  b są s tak-.Nada jemy czasowi t  dowolny przy
ro s t  t,w tedy droga s otrzyma pewien p rzyrost ćs. s.Wsta
wiając w równanie / 3/ nowe wartości czasu i  d ro g i,o tr z y 
mamy;

s + s -  a + b / 1 + £ t  .......... »•/ V t

Odejmując stronami równość / 3/ od równości / V , a  na
stępnie d z ie lą c  o trzymamy wzór prze r t  otrzymamy;

4|— -  b „ . . . , ..........* ......... . / V .

Otrzymana ró wność mówi nam', iż  droga s zakreślona 
przez p u n k t - w.ciągu dowolnego czasu t je s t  proporc ja lną 
do czasu,a więc prawo d ró g / V ’odpowiada ruchowi jednosta j— 
nemu: co udowadnia druga część' tw ierdzeń ia .

Możemy zatym tw ierd z ić , iż  d l  a j e d n o s t a j n e 
g o  r u c h u  - p u n k t u  i  t y l k o  d l a  n i e g  o 
p r a w o  d r ó g  w y r a ż a  s i ę  za,  p o m o c ą  
_ i  n i  p w e j - f  u n k c j  i  c z a  s u .

r> równania /1/ widzimy,że sQ je s t  to droga odpowiadają, 
ca mom.ntowi-czasu,przyjętemu jako 50.' zątkowyj.podobne znącze. 
n ie ma " a " , t » j ,  wyrazy wolno fu n kc ji lin iow e j,w y ra ża ją ce j 
prawo dróg jednostajnego ouchu punkty,nazywamy d r o g ą  
p o c z ą t k o w ą .

Rozpatrzmy —raz współczynnika przy t ; v  w równaniu / 2/ 
i  b w rów na niu / 3/ ,  współczynniki ^ają nam wartość widl —

-6 -
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koś c i,zw anej prędkością r u c h u  j  e d n o ' s t a j  n e — 
g o .Przypuśćmy tgże momentom tp i  t2 odpowiadają d rogi 
3p i  s2,w tedy równanie / 2/ daje;

Sp =• s0 + vtp i  S2 =r s0 + vt2 , 

skąd otrzymujemy,iż:

S9 -  sp '=?- y/ t ?-tp  / , c zy i i  V,:-----------    . fo f  .
t 2 -tp

Przedewszystkiem zauważymy,że /6/ je s t  uogólnieniem 
rów n ości/ l/  i , ż e  /6/ wyraża to samo ó v,co /5/ o 13%d la 
tego na zasadzie wzroru /6/i  / możemy podać następujące 
określen ie prędkości ruchu jednostajnego:p r  ę d k o ś c 
r u c h u  j e d n o s t a j n e g o  j e s t  t o  s t o> -  ■ 
s u n e k  d r o g i ,  z a k r e ś l o n e j  p r z e z  
p u n k t  w c i ą g u  - d o w o l n e g o  c z a s u  , 
d o  , t e g o  c z a s u .

J e ż e l i  weźmiemy,taki jednostajny ruch punktu,że .

przy t ? + tp =r 1 je s t  s2 -  sp -  1,

tr> tego ruchu równanie /6/ da nam v = 1*

ta okoliczność wzkazuje,że j e d n o s t k a p s ę  d— 
k o ś c i  j e s t  t o  p r ę d k o ś ć ,  t a k i e g o  
r u c h u  j e d n o s t a j n e g o ,  p o d c z a s  k t ó 
r e g o  w c i ą g u  j e d n o s t k i  c z a s u  p u  nkt 
zakreś la  ^rogę równą t e j  j e d n o s t c e .

Z powyższego widzimy,r>e jednostka prędkości je s t  
jednostka z łożon a , zależną od wyboru jednostek czasu i  dłu
gości ..mi ano w iw ie :

jednostka p r ę d k o ś ć I . T  " g  
0 1 x jednostka czasu 9

j e ż e l i  I  oznacza długość a T czas.

W jednostkach CCrS prędkość w yrazi s ię  przez GS“ ^.
4'

Zauważymy ,że równanie / 6/  przy t^ - t  = 1 daje
V  = a o _  Sp ,

co wskazuje,że l i c z e b n i e  p r ę d k o ś ć  r  u— 
c h u  j e d n o s t a j n e g o  j e s t  r ó w n ą  d ł i * ~  

g o ś c i  p r z e s u n i ę ć  i a p u n k t u  w c i

-7 -



gtr J e d n o s t k i  c z a s u .

Prędkości ruchu jednostajnego oprócz w ie lkośc i v  na
daje s ię  jeszcze p e  w i  e n . k i c  u n e k«

Gdy ruch punktu je s t  p rosto lin iow y wtedy wybieramy wel- 
łu g ja k ie jś  sk a li odcinek proste j  ,k tory  będzie przedsta
wiać wielkość prędkości v , i  odkładamy go od położen ia pun
ktu na-tarze wzdłuż p ros te j toru w kierunku ruchu punktu/ 
/ ry s .6 „/ „Otrzymany w ten snosób wektor MF =■ v  będzie  przed
staw iał geometrycznie prędkość punktu M co do w ie lkośc i i  
kierunku,Kierunek wektora — prędkości v  nazywamy kierun

kiem samej prędkości.

Przypuśćmy te ra z ,że  t o i  
punktu M je s t  k r  z y w o 1 i — 

g n i  o w y / r y s .7/ i^że punkt 
M j. rusza s ię  w kierunku S",po— 

JT n ie waż nieskończenie mały łtk
^  toru zlewa s ię  ze styczną,prza-

prowadzaną przez początek te -  
go łuku ,to  wektor-prędkość v  

g i musimy skierować wzdłuż styka
ne j  do toru SS w punkcie ET,

Rys.6 . Pr ^y tym w tę s troną,k tćrą  po
rusza s ię  nasz punkt.

• W. w y p a d k u  r u c h u  k r z y w o l i n i o w e 
g o  , j e d n o s t a j n e g o  w e k t o r - p r ę d k o ś ć  
n i e  z m i e n i a  s w e j  '
w i e l k o ś ć  i ' , l e c z  
z m i e n i a  k i e r u n e k ^
w w y p a d k u r u c h u p r o -  s
s t o l i n i o w e . g o  j e d - .  F
n o s t a j n e g o  w e k t o r . -  
p r ę d k o ś ć  p o z o s t a j e  
s t a ł y m  c o  d o  w i e l 
k o ś c i  i  k i e r u n k u ,

,
Zauważymy jo3zcze',że jeże-. 

l i  w równaniu /6/ moment czasu
będziemy uważać jako późnie j - s.*. R / 7

sży.a  moment t '  wcześnie j.czy, to * y~". i *
przy -* s > 6 otrzymamy v  > 0, .
a przy s^ -s  < otrzymamy v<G,

-8 '-



W ięc p'dc ras ruchu jednostajnego w kierunku doda te. im. na 
rze prędkość v  je s t  dodatnia?a podczas ruchu w kierunku u > 
jemnym—ujemna,.
D la tego też k i  e r  u n e k w e k t o r a  - p r ę d 
k o ś c i  v  j e s t  n i e  t y l k o  k i e r u n k i e m  
p r  e d lc o ~ś c i  *1 e c z i  k i e r u n k i e m  r u c h  
p u o k t u»

'~9 —

R o z d z i a ł  111.

Z m i e n n y  r u c h  p u n k t u ,  j e g o  p r a w o  

a r ó g j p r ę d k o ś ć  i  p r - z y s p i e s z e n i e *

W poprzednim ro zd z ia le  udowodniliśmy,że cechą charakte
rystyczna ruchu jednostajnego je s t  lin iow a postać prawa .
H óg .D la tego  d e fin ic  ję  ruchu zmiennego ,podaną w końcu roz . 
d zia łu  1, możemy zastąpić następując z m i e n n y  r  u eh 
p u n k t u  j e s t  t o t a k i  r u c h ,  k t ó r e g o  
p r a w o  d r ó g  n i e  w y r a ż a  s i ę  f u n k c j ą  
1 1  n i  o w ą c- z a s u.Badając ogólne zagadnienia zmien
nego ruchu punk te,będziemy wyrażać prawo dróg równaniom;

S  ™  1  /  ' . . i . . . . . .  . . . o o . f l * . .  O O O ,  6 .  o °/^ ]^  ,

przy czym R/ i/ je s t  dowolną;nie lin iow ą  funkcją, czasu*

Przypuśćmy,że w momencie czasu t  punkt poruszający 
s ię  wzdłuż toru 3 '5  ruchem zmiennymrji którego prawo dróg 
j e s t / ]/  znajduje s ię  w punkcie M /rys„8/% po upływie przy
rostu  czasu ki t ,  t. j .  momencie t +,;j. t punkt przesunął się.

w nowe położenie ?t. P r z y -  
'ą  g - ro s t czasu .li t bierzemy do—

 i - i ..........-    wolny,ale tak i,aby  w ciągu
/  "  mn°~o kierunek ruchu punk la

\  na tor z e nie u le g ł zmianie.

N Wyobraźmy sobie ^że w c i i i
tegoż, toru S ' S porusza s ię  

. . jeszcze  inny punkt ruchem
Rys.81 jednostajnym i  przy takimi,

iż  w momentach 6 za su t i  
t + ,lft  ten drugi punkt z a j
muje położenia M i  M .Ozna
czając długość łuku le ru  po •

M
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między punktami M i  M p rze z/ j s,na podstawie równania/’]/  
będziemy mieć ;

s +Ą  s = P / t  + / ] i/
a po od jęciu  stronami / ]/  , znajdziemy;

4  ̂ A ,/ „  /,
d  s = r  / t  * A V  -  F /i/..

Ponieważ drugi punkt porusza s ię  jed n osta jn ie , jego 
prędkość wyznaczymy z wzoru?

V = -Z£-  M
Prędkość Y  wyobrażanego drugie.- o punktu względem pun

ktu pierwszego nazywamy j e g o  ś r  o d -n i  ą p r  ę d -  
k o ś c i ą ,  o k r e s u  c z a s u A. t .  Możemy za tym po
w ied zieć ,ż  e ś r e d n i ą  p r ę d k o ś c i ą  p u n k  — 
t u ,  p o r u s z a j ą c e g o  s i ę .  r u c h e m  z m. l e 
n n y m ,  d a n e g o  o k r e s u  c z a s u  n a z y w firmy- 

p r ę d k o ś ć  r u c h u  j e d n o s t a j n e g o  
t a k i e g o  p u n k '  t u ,  k t ó r y  p o r u s z a j ą c  
s i ę w z ó ł u ż  t e g o *  s a m e g o  t o r u ,  c o  i  
p u n k t  d a n y ,  z a j m u j e  w p o c z ą t k u i  
k o ń c u  d a n e g o  o k r e s u  - c z a s u  j e d n a 
k o w e  z n i m  p o ł o ż e n i a .

Stwierdzamy więc,rże prędkość średniav je s t  jednocześ
nie nkcją. t i  Ą  t  .. i  że d la --óżnych momentów t  i  d la 
różnych okresów.czasuMi t ,prędkośc v  wogóle je s t  różną.
Wa zasadzie wzoru T a y 1 o r  a mamy;

skąd %

t  • •



Z wzoru / 3/ wniósł ujemy, że l/ v  mogłoby nie być funkcją 
czasu t,g^yby F J /1/ , F" / i/ . 7byłyby w ielkościam i sta
łymi?, ale podobnych przypuszczeń rob ić nie .możemy,albowiem 
z za ło żen ia ,iż  F*/i/ = C przy czym 0 je s t  pewną sta łą , 
wynika.,*e F/ t/ je s t  funkcja, lin iową czasu C^t + Cgsco prze
czy przypuszczeniu zmienności ruchu p u n k 2J y mogłoby 
n ie być funkcją przyrostu/czasu Ą  t ,  gdyby było F :'/V  =P!,t/ l/ - 
a le  za ło *en ieF "/ V -0 pociąga za sobą warunek,iż F '/'!/ -  0^ 
skąd F/1/ = C t + Cg co znowu przeczy zmienności ruchu.

-11-

d a' n e g oA za tym ś r e d n i a  p r ę d k o ś c i  
o k r e s u  c z a s u  j e s t  j e d n o c z e ś n i e
f u n k c j ą ,  t e g o  o k r e s u  c z a s u  i  m o m er%-
t u p .  o c z ą t  k o w e g o ,  o k r e ś l a j ą c e g o  
t e n  o k r e s  u

S-r

Obierzemy na torze S S / ry s . 9/ do wolną jego część,np*
. Mp i  'oznaczymy przez 

. ' .t i “ t momenty czasu w
których punkt ruchomy znaj
duje s ię  w położeniu  M, i  Mg* 
Ponieważ ruch punktu je s t  
zmienny, je s t  rzeczą  możliwą, 
iż  punkt przechodząc z -po
ło żen ia  M-̂  w położenie 
porusza s ię  n ie zawsze w 

■ jednym kie runku, le c  z zmie
n ia kierunek swego ruchu.

"M-g _ P ią tego  podzielim y okres o z a -

K  S j  L 5/,

/ ... * '

su t -t_ na takie c zęśc i

2 . n ,

T

Rys. 9 .

\  +  / a  ■/

aby w ciągu każdej z nich 
punkt nie zm ieniał kierun
ku swego ruchu.

Zakładając,żes

T_ V ,

o trzy jm y , iż' t. = T + / Ą  i ,  . n  v v n-
Średnie prędkości , . . .  „ 

» /'.ini/ p, . . .  ./:;„/ i/ j/^jdą n.otip
dla. ok..vi 
cwioanio

CZd, su

Ttekł *•»>■?, Hecrhanike "oc orz tyczna



i r  ^ ' X 8//1 F r  I*/ i/i
l i  _/T I7  ~ ---- ---------------  »

/c^ i  /.

/  A  b / 2 . ? { *  + / ,A t  / 2 j - t f . *  f

\  -  ~ T ^ r 2, * — — T - t T - ---------------

-12-

o o • o •

f  A s / f  ! t  +  /2:\ t  f  \ -  y  /  r  /
' ' n  u. n  n..J ' ___ n

-  = ~ ~ ~  7 " " ^  7 ;
ponieważ prędkości T ^ , . . . .V n w ogólności n ie  są sobie

równe,to pur%t wyobrażany poruszający s ię  w ciągu każdego
okresu czasu /  A  t  /^ , / ki t  / g , ........ / A  t  /n równomier

nie' z prędkościami wyżej nąpisanymi ,musi w końcu każdego o- 
kresu zmieńiaó gwałtownie swą prędi ść .Zatym ruch tego pun
ktu w ciągu czasu od momentu do t^ będzie zmiennym,a

w ciągu każdego okresu /.ki t  / ............. ./ /A t /n -  jedn osta j-

nym .Biorąc następnie -pod uwagę,że dany punkt rzeczyw isty  w
momenta ch czasu T _ , T - , T  ,T , t  zajmuje na to -

1 2 7 3 n-1 n 2
rze te same położenia co i  punkt wyobrażony, wniosku Jemy, że 
przy zwiększaniu l ic z b y  n okre sów / ,-A, t  ci V n d

zmniejsżaniu Jednoczesnym samych okresów w gran icy  punkt vy - 
obrażony będzie zawsze zaimował położen ie zgódne z położe
niem punktu rzeczyw istego . Więc z m i e n n y  r u c h  
p u n k t u  m o ż e m y  u w a ż a ó  J a k o  z ł o 
ż o n y  z n i e s k o ń c z e n i e  d u ż e j  l i c z 
b y  k o l e i n y c h  r u c h .  ó w  j e d n o s t a j 
n y c h  z p o ś r ó d  , k t ó r y c h  k a ż d y  t  rwa
n i e s k o ń c z e n i e  k r ó t k o , P r ę d k o ś ć  
d a n e g o  p u  n k t u  w d a n e j  c h w i l i  
n a z y w a m y  j e g o  ś r e d n i ą  p r ę d k o ś ć  
w c i ą g u  n i e s k ę ń  c z e n i e  m a ł e g o  
o k r e s u  c z a s u ,  k t ó r y  t e n  m o m e n t  
z a w i e r a  ,

Oznacza jąc przez v  prędkość danego punktu w ch w ili 
t  ,możemy na p isać ,że ;

. ,r . -4 s _ . 5* / t  + k it  f  / 1 / /•■, fv  =■ lim  V — l i a  -  lim  — 1---------- t t ----- -* • • • •/ 4- /t* i t;
a wprowadzając znakowania rachunku różniczkowego /będziemy 
mieć;



V
as
at
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-  ^ 5 / 1 / /• 5 /

t. j  * p -r ę d k o ś ć  p u n k t u  w d a n e j  e h  wi ~ 
l i  w y r a ż a  s i ę  j a k o  p i e r w s z ą  -p o- 
c h o a m ą d r o g i  w z g l ę d e m  c z a s u *

Równanie /  5 /  nazywamy r ó  w n a n i a m p r ę d — 
k o ś -c i  p u n k t u  r u g. h o m e g o .

W ro zd z ia le  11 ,badając- ruch jednosta jny,znaleźliśm y 
wy.ażenie / 5/ jego prędkość w 1~* Chemie mamy wzór na 
prędkość ruchu zmiennego w danej ch w ili v  =■ łatwo za
uważyć i żerównanie pierwsze je s t  wypadkiem szczególnym dru
g iego  równania: ,rzeczyw iścio  prawo dróg d la ruchu jednostaj
nego je s t  s — a ę. b t, skąd z jednej strony

b/1 + • t  / -  / a + b t  / f  
-------------- — b ,

t
a ' z d rug ie j strony ----- — /a b t / * =• b c ,b .d .o .

d t

'RLatego też następnie dla każdego ruchu równanie pręd
kośc i będziemy pisać następująco:

v =■
ds

dt
=■ a  / V ,

przy czym v oznacza prędkość w danej ch w ili oprowadzając 
po jęc ie  prędkości punktu wdanej o h w ili ?3S6gpatrywalA6ay -. f
pewien punkt wyobraźcnyyporuszający s ię  jed n osta jn ie , le c z

n ie wzdłuż toru pumktuS1 S, 
.vS> luo.Ł wzdłuż c ięc iw y  łuku 

f t S  z prędkością;

5 > " ' ....
p! _  JM 1 _ .

Rys«10, N
mamy wtedy szerefe równości; 
rys o10.

m

v= lim  V

=■ lim  *—

lim
MMi

kit

MMi
/ \

Mn MIL
\/

F2 u
j im MfL

,:A  t 

lim Ó t

Pb

V  - j T U  o ■ Hi
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piorwszy czynnik otrzymanego iloczynu równa się, 1 -na zasa
dzie  • rachunku różniczkowego,a czynnik drugi je s t  lim  VJ , 
w ię c  "nr lim. V :'c; Wid zimy za tym, 
iż  prędkość punktu w danej 
ch w ili jo e t nie ty lko gran icą 
średnie j pr ędkośc i  'ruchu jed 
no sta jnego wzdłuż danego to 
ru , a le  je s t  ta ;kże, gran icą • 
średn ie j ipręd koś c i  ruchu jed
no sta jnego wzdłuż' c ięc iw y da
nego toru. Innymi, słowy7,każdy 
rui .i punktu możemy uważać, ja 
ko złożony z nieskończenie 
duż e j  I  ic zo  y.. r  ucho w nie sk oń- 
czen ie małych i  jednostajnych 
przyczym te ostatn ie mogą/być 
prosto-Iub krzywoliniowe®

Aby uwidocznić < jak zmienia 
s ię  wielkość' prędkości z biegiem  -
czasu'posługujemy s ię  t Qzw„ - . Rys d l *  ••
k r z y w ą  s z y b k o ś c i ,  c z y l i  w y k ,r o s  e m 
p r ; ę f f k o ś c i  ; odkładamy według obranej sk a li na o s i 
odciętych OT poszczególne wartości czasu t  ,a na o s i r z ę 
dnych OT odpowiednie Wartości pochodnej ds 
. i  // - : f  * / V  • dt f  • • ...
Miejscem /geometrycznym punktów, o trzymanych w tak i .sposób na
zywamy w y k r e s e m  ' p r ę d k o ś ć  i" » .'Oczywiście , 
j e ż e l i  równanie prędkości ma postać f '5 /  to równanie 
krzywe j  prędkości we współrzędnych XY będzie; y= T ’ / x  / .
Ifa r y s ,11, są podane wykresy prędkości ruchów,których pra
wa dróg są wyrażone równaniami;

s =  a -f b t  , / b )  0 / , s =  a + b t^ t c t 2 / b )  0 ,c  )'■ 0 /  ,
s = a s in  k t , / a \ 0 / ,.

Ody znamy prawo dróg pewnego ruchu punktu,to równanie 
prędkości znajdz/iemy za pomocą różniczkowania „Odwrotnie »gd'y 
mary równanie prędkości np„ v  =• f  / 1 / ,to. aby znaleźć 
pra wo dróg, musimy' wyzna -czyó -taką funkcję czasu,w k tó re j 
pochodną byłaby f  / 1 / , t .  j .  musimy uzna le źć  / ' f  / 1 / d t. 
Wiech / f  / f  / od t =• I- / 1 / # 0  , przyczyn 0 oznacza dowol
ną s ta - łą  całkowania,W tedy mamy s =• I* / t  / ' -f C .

Stosując to równanie do momentu początkowego otrzyna-

sQ F / o / * C , d la tego ostateczn ie s — s0+ WV'-
*  /O / ............................................. ./ 6  / .

*
J e ż e li  droga ucczątkowa i o  1 nam znaną,wtedy równanie 

/ 6 / rozw iązuje całkow icie zadanie, t .  j . określa prawo dróg*



Jeżt A  z a - ś  s nie je s t  dane--uważamy go wtedy za ćto'wolAad-,1 
d la  . oego równanie / 6  /  daje nieskończenie w iele rozwrązaii,
1- jo r ó w n a n i e  p r ę d k o ś c i  o k r e ś l a  
n i e s k o ń c z e n i e  w i  e 1 e r u c h ó w  
p u n k t u  r ó ż n i ą c y e h s i ę  o d  s i e b i e  
d r o g ą  p o c z ą t k o w ą ,

Czasem prędkość punktu bywa znaną -w postaci funkcji 
d rog i s fa nie fu n kc ji czasu, ■, Jeżeli np\>}lV = /&  Z ,
wtedy podobnie do poprzedniego otrzymujemy równości nastę
pujące? ,

/ / 
cfs . . cis , , / ds / 4-
■fft * ; / » / .  N p v * v / 0 f 7 T /  7 0 *  "

ozna-czając funkcję pierwotną d la  ■ Ą. przea ‘r  / ą /  ,o tr z y 

mamy,źe? / ą / _ r / o / ^ t
Rozwiązując to równanie w zględem s będziemy mieś :

3 -  y / 1 /
Przypuśćmy,że w momentach czasu t  i  t  -+ g i t  ruchomy • 

punkt zajmuje na forze  S ’S położenia M i  I  „W ykreślim y p rę
dkość- wektor punktu w tych położeniach v  i  v  * a v/g 
nich geometryczną różn icę v, -  v  ^  ,4 v  w postaci wektory 
FTT2 / rys . 12, /

Ten wektor NF  ̂ nazywamy g e  o rn e  t r y c z n y m  
p r z y r o s t e m  p r ę d k o ś c i  v,

Faetępnie wykreślimy wektor MP przyłożony w punkcie M, 
równe -eg ły  do U f , jednakowo z nim skierowany i  równy co do 
w ie lkośc i ilo ra zow i k ł v  .Otrzymany wektor będziemy oznaczać

przez i  nazywać średnim przyspieszeniem punktu okresu 
czasu c .\  t  ,

Zatym ś r e d n i m  p r z y s p i e s z e n i e m
p u n k t u  d a n e  g o .  o k r e s u  c z a s u  n a 
z y w a m y  w e k t o r  W,, m a j ą c y  p u n k t -'

' ' ~, T e p i e n ' i a  w r u c h o m y m  ' p u n k  c i ® ,
s f e i e i o w a n . y  z g o d n i e  z g e o m e t r y  — 
c z  n y ’m p r z y r o s t e m  p r ę d k o ś c i  i
r ó w n y  ' i l  o r a z  o w. i  g e o m e t r y c z n e g o  
p r z y r o s t u  p r ę d k o ś c i  d a n - e g o  o k  r e -  
s u c z a  s u  i  t e g o  o k r e s u

F. a s t ę p '  n i e  p r z y s  i  e s z e n i e m -  
w d a n e j  c h w i l i  n a z y w a m y  g r a n i c ę
d o  k t ó r e j  d ą ż y  ś r e d n i e  . p r z y s 
p i e s z e n i e  p u n k t u  , g d y  o k r e s  
c z a s u  , z a w i e r a j ą c y  d a n y  m o m e n t  
d ą ż y  d o  z e r a .
Gdy A t  dąży do zera , i  ' V zm ieniając swą wielkość i

"■•rerny- tążą odpowieIn :..as V do V ,a v  co do w ie lkośc i
aązy do zero a co do kie^unku-do pewnego kierunku. H i 'a
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Dla ego lim  lim
-•;.4 v

-W
L

przedstawi s ię  za pomocą 
pewnego wektora MQ ,/rys  *13 / 
mającego punkt zaczepienia 
w punkcie i f  Równoległego 
d’o kie ranku I I '

Jednostka przysp iesze
n ia  je s t  jednostką złożoną, 
mianowicie :

. . jednostka prędkości jednostka d łgośe ijenostka przysp ieszen ia  Ł  -*•---- — —p—y-rx——  n —0 - jednostka czasu jednostka cza su ^
I ,T  ” 2  .

Rozpa trzmy teraz rzu ty przysp ieszen ia  n a  k i e r  u-  
n e k s t y c z n e j  i  n o r m a l n e j  d’ o t o r u
g d y  r u c h  p u n k t u  j e s t  p ł a s k i  .

Niech punkt ruchomy .
. porusza-się w-zdłuz toru S !S 
/ rys 114,,,/ i  w momentach czasu 
t  i  p i t  zajmuje położenie 
KT i  „Prędkość punktu w tych 
położeniach oznaczymy przez 
Y i  Znajdziemy geometrycz
ną różn icę pr ędkości /-X 7 prze
dstawi orną wektorem. IW .Średnie 
p rzysp ieszen ie W punktu okresu 
c z e ,u / \ t  przedstawi s ię  za 
po® -.ą -wektora MP ,równoległego 
do IW, 2 aa kieg^-ż.e

T r N* hi
1!F=W = :yr - ■ -/7/ R y s . i4<

P rzysp ieszen ie  pinktu w ch w ili t  je s t gran icą W i  
przedstawia s ię  za pomocą pewnego wek fcora MQ.

Przeprowadzimy wreszcie normalną Mn prostopadłą do 
styeznej MT.Ozna czmy przez £  kąt styczności łuku MM^? 
przez ó .\ v  alegbraiozną różn icę prędkości v  i  v  t . j .

 ____________    -i   _-n________________
;J4 v, przez w, i  w_ odpowie n i o rzu ty  przyspie= 1 n

szenia na kierunek stycznej i  norm alenj.
Stosując do l i n i i  łamanej M i  do j e j  zamykającej 

MTĈ  tw ierdzenie rzutów, o trzymamy dla “dowolnej o s i rzutów 
równanie:

rzu t MMI — rzu t MW +- rzu t Mff_

a le równanie / 1  /  daje:
rzu t MMI

W. -JX t  , więc
_ r zu i MW + A t  ,rzu t W
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skąd rzut W — , , łr_

... rzu ’c Wio -  rzu t MITW — r— *- y
„O.. *

przechodząc do gran icy znajdz1temy,iż:

. „ . rzu t Jfflf?- rzu t MET /o rrzu t w — Ilia  rzu t W — lim  »-- y  0 „ « 0 a 0 0/ o /
i.v *»

Ponieważ osta-tanie równanie je s t  prawomocne d la  każdój
o s i rzutów-pobierzemy w początku, jako oś rzutu styczną MP7
a następnie normalną Mnu

W wypadku pierwszym będziemy mieć:
rzut w = w. .rzu t MW =• v  cosi£= / v  +A V  ,cos t- ,rzu t MW =&■

3® 2 1
a w wypadku drugim:

rzu t w =? w  ̂ f rzu t MM̂  =- sin  ę = / v  +/AV sin  £ 5rzu t MW=0

Wa podstawie tego „ró wnanie /8 / daje nam następujące 
dwa równania:

r ........................................................ ............... ./9 /

1 w =  l i n  / jL 4 _ 4 x A jd B 5- ................... / lO  /n / . i  t
Przekszta łcim y równanie /9 / a mianowicie:
.— J  .. 'i'

_ . !«.▼ ' . y i - c o s  i:// ,  . Viv •>£■• 2vsin
wt=Iirrę^.cos t  -jX“ X T ~ ]  = lim jt'-' s ~  "  -

i  ...... | ••«•••“ , /  U

 ••• W B iB .iL . /  L / 2 S i  V//

w.

o

./l in  cos? / -  |  ■ . « » n i ę

A le  ponieważ /j t, i  E dążą w granicy do zera?to

l ł 4 t ‘  “  S ł "  * l t a  e o s : -=  1 A i “  1 > = - - - -
 '*’■  ̂ 1

_ w _l i m— = -v « y.inr-'IffiL = 0 nc 1
przyczyn lin ia  V oznacza promień krzyodzny toru w rmnkcio y 
C crzympny za tyra zamiast równani . / 9 /  up- .

a r - ”  — ................   k u /
Ponieważ zpś ,, V  — .'■’** więc

G  u ,2 ................
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Podobnie przekształómy równanie /lC/:

w -  l in  , sin £ a
~\t ■ / \ t  ~

a r i i ®

MNT.
sin?::

v  i  ,e r /,' Z
i

1 .;a v  , T l  CT s to M  CT t-  sto ł  j=v j l i * - y  J ,1 1 5^ !

•f / lim ’'*; ,’-*!, i lim sin
1   A 15 -! L-.

poszczogólnm czynniki ma ją  następujące; wartości:
... — *MM_ Ą *sint .. i  1 1 • ■ , . Zł v dv

lim —  = 1 , l t a . g j -  .  -  , r .y  W P p  -  at >

lim sin' f  =  0 ,
równanie /lO / przybiera postaó:

ta- —3J— »    ./l3 / .
Otrzymano rów n an ia/ ll/  i / 13 / pozwalają określić  

przyspieszenie punktu w każdym momencie cza su, p oni e waz z 
jednej stromy mamy, .

w . y * t 2  ♦  » B 2 j j / / ^  * / ■ £ } .  . - . . . a * /  .

a zdrugiej strony jest: ' r'
w = w.cos /w ,5!/ , w =- w sin /w ,T/,skąd otrzymujemy:

’* "  . wn
© O s / w . T /  rr -- " ---- , © O S  / w , n  /  as 111 # » . . . / l 5^.

W zór /l4- / określa wielkość przyspieszenia,a wzory 
/ 1 5 / -  jego kierunek.2 geometrii róż niozkowej wiemy,jak 
się wyraża promień krzywizny?mianowiciie:

1 j dxf  f&f  j <:'
J d t i  \dt> -i _________

55* £y ^2x »
dt* dt2 “ d t ‘ d t2 

gdy równania toru SS1 są:
x=rjy / 1 / , y =r-[- / 1 / , /parametryczne/,

/ 2 / §:■ ’ 
albo też / ar —--------^---------

y
gdy równanie toru S’S jest w postaci ysc f  / x f  
Składową przyspieszen iau »często  nazywa się przyspio- 

s z o n i e m  s t y c z n y m  , a skła dową wn — 
p r z y s p i e s z e n i e ,  m. n o r m a l n y m .
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A

R o z d z i a ł  I  V

P r z y k ł a  d y  p r o s t o l i n i o w e g o  
i  k r z y w o l i n i o w e g o  r u c h u  p u n- 

k t-ti ■ m a t e r i a l n e  g ,o  »

Przypuśćmy, że punkt Iff ./rys 15 / porusza się wzdłuż 
prostej XX' ,przyczyn początek dróg znajduje się w punkcie 0*

• Oznaczmy przez x algebraiez- ■
na wielkość zmiennej drogi GM* 
Wiemy już ,że wektor prędkość 
v je s t  skierowany wzdłuż pros

tej XX1,a wielkość prędkoś- 
' ' c i je st  określoną za pomocą wzo

ru;
v= dx

Rys, 15* 
w z d ł u ż  p r o s t e  j

dt 9
który otrzymujemy z ,wzcru /x5 / 
poprzedniego rozdziału zmienia
jąc aa x .• ó

W ykażeny teraz,że wektor 
p r  z y s p i  o s z e n  i  a 
p u n k  t u  p .o d c ż a s 
r u c h u  p r o s t o l i 
n i o w e g o  j e s t  s t a 
l e  s - k i e r ó w  a jot y 
xx' . W tym celu zastosujemy

wzory /l2  / i  /l3 / poprzedniego rozdziału,ponieważ ruch 
prostoliniowy jest to ruch płaski«Powyższe równania'przy
b iorą po sta 6 następującą: d x' ■ „^  , w = O, alb o wiemw_.

dt2
kro.:,wvizma i- 1 in i i  pr o s to j je s t rówmą zeru .
■ ,, .. % rtpgo,iż przyspieszenie normalno jest równe zeru, 

wnioskujemy,ż,e ogólne pruyspieszenie punktu jest prosto
padłe-do normalne j t . j .  je st skierowano wzdłuż stycznej.
A le, dla l i n i i  prostej kierunek' st ycznej je st  zgodny z 
kierunkiem samej prostej,dlatego też wtedy przyspieszenie 
punktu w tym wypadku jest identyczne z przyspieszeniem
stycznej innymi słowy d2v

w - wt = dt? .co dó wielkości i

je st  kierowane wzdłuż prdstej XX1.
Fąleży też zauważyć,że przyspieszenie nórmalene jest  

równo zeru wyłącznie bylko dla ruchu prosto! in i owego ,Rze— 
csaywiścief jcfeoli nany ... = 0 albo

■V2 _  O

W  =rn v:
, albo też nr =r O .A le pie_. sze przypuszczenie 

ja st  niemożliwe w cza sie ruchu,albowiem ózn. -cza ,iż ’ punkt
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je st w spoczynku .1)1 a tego musi zachodzić drugie przypuszcze
nie t . j .  1 = 0  ©żyli ,że torem punktu jest l in ia  prosta.

Więc dla każdego ruehu prosto liniowego mamy,że:
2

v_  £2 _  Y i w ar $2 <LS /1 /
~ d t  ~ ł w  1

i  wektory-prędkości i  przyspieszenia są skierowane wzdłuż 
toru w tę lub inną stronę' zależnie od znaku v i  w .

Rozpatrzmy teraz przykłady ruehu pros tol liniowego •
W wypadku ruchu j e d n o s t a j n e g o  i  p r o 
s t o l i n i o w e g o  , jak zresztą dla każdegu ruohu 

jiednostajnego,prawo dróg je st  funkcją liniową czasu t . j .  
x =- a + bt.Wa podstawie wzoru f i  / ,mamy v=r b , w r  O • 
Widzimy zatym,że dla ruchu jednostajnego prostoliniowego 
prędkość punktu je st  sta łą ,a  przyspieszenie równa się ze- 
ru.Pierwsze z tych -twierdzeń jest nam już znane. Wykaże my, że 
drugie, okres la  ruch punktu .Rzeczywiście,gdy mamyjiż-WsOjlo 
stąd 1/ wynika,żeruch punktu je st  prostoliniowy,albowiem

W n ~ ^ = o . Ostatnie równanie oznacza
a t

nam ,że dv =■ O ,czy li =r-eonst.Stałość prędkości wskazuje, 
że ruch je st jednostajny. Za tym z warunku w=0 w y n i k a  , 
ż e  r u c h  p u n k t u  . j e s t  j e d n o s t a j n y  
i  p r o s t o l i n i o w y  c .b .d .o .

Rozpatrzmy teraz ruch punktu jednostajnie zm i  e n n 
R u c h e m  j e d n o s t a j n i e  z m i e n n y  

p u n k t u  n a z y w a m y  t a k i  r u c h  p u n  ktu
k t ó r e g o  p r a w o  d r ó g  w y r a ż a  s i ę
z a  p o m o c ą  f u n k c j i  c a ł k o w i t e j
d r u g i e g o  s t o p n i a ,  t . j .

x = a + b t  .......................................•/2 /
Po zastosowaniu wzorów / 1 / otrzymujemy :

v = b  + 2 c t , w =  2 e .......................* . 3  /
a tym prędkość zmienia się p r o p o r c  j o n a 1-

n i e  d o  c z a s u ,  a p r z y s p i e s z e n i e
j e g o  j e s t  w i e l k o ś c i ą  s t a ł ą .

Odwrotnie, je że li mamy,ż<~' w=c^ przyezym je st  sta łą ,
to stąd otrzymujemy ,że

t . j .  dv= c ^ t ,c z y l i :

Y=r. o^t ł  c2 i  c2 jest nową sta łą .
• A1 « y

Zamieniając w ostatnim równaniu v fsrzez ^  znajdziemy?
dx
^  =r c^t + czy li dx =  c^tdt -f c^dt . Po matkowaniu ozna

czając przez c^ nową sta łą otrzymamy wzór:



x=r c3 + egt + |  <^t2.
W. wypadkach więc-gdy przyśnie sżeńie jeyt stało wynika, 

Ąż ruch punktu jest o o dno stajnio .mie nny, albo wie m prawo dzu>* 
j )go wyraja 'się itrakcją całkowitą drugiego stopnia*Z ł a t -  

wościąąotrzymamy interpretac ję współczynników a,b i  c w rów
naniu / 2/ .Zakładając; w równaniach /2 / i  /3 / t = 0 , znaj
dziemy x -  a , v  »  h ,yv, . . . . . . . . . . ../4 / •

znak/c/ przy x i  v wskazuje od powiojlniość tych wartości
momentowi początkowemu t =  Q- .Waśtępnio drugie równanie /3 /
stwiord za , iż c =• ^ .......... ............................... ..................../ 5 /  •
Równanie / 4/  i  /5/ udowadnia nam,że V  wyraz wolny a jo-st
drogą początkową punktu, ?J współczynnik 1 przy, t w p ier
wszej potędze jest poc zątkową* pr ędkością punktu i  3/współ
czynnik C przy t ■ je st  połową sta łe j wielkości przyspiesze
ni' punktu.

Zauważymy ,że je ż e li  w > 0, to• ruch punktu nazywamy jed
nostajnie przy spieszonym, a gdy w -C 0, wtedy ruch punktu 
nazywamy jednostajnie opóźnionym.Wzór v = h + 2ct wskazuje, 
że w w-ypadku ruchu jednostajnie przyspieszonego prędkośó 
punktu wzrasta nieogra niczenie,a w wypadku jednostajnie 
opóźnionego maleje taż nie ogranie zonie .

Przechodząc do "badania ruchu punktu krzywoliniowego, 
na zasadzie tego co "było powiedz la  ne na początku n in ie j
szego rozdziału możemy twierdzić,że ki. runek prędkości i -  
kierunek przyspieszenia w dowolnym ruchu krzywoliniowym, 
nie- pozo sta ją  starymi, lecz u legają zmianie z biegiem cza
su.Oprócz tego widzieliśmy,że istn ie je  tylko jeden ruch,mia
nowicie ruch jednostajny i  prostol ,aiowy,dla którego przys
pieszenie je st stale równe zeru .Dla tego, gdy ruch punktu 
je st krzywoliniowy , to przyspieszenie te-go'ruchu nie może 
być. stale podczas ruchu być równym zero. ,

Jako przykład ruchu krzywoliniowego rozpatrzymy.tu
ta - j  ruch obrotowy punktu.

R u c h  p u n k t u  n a z y w a m y  o b r o t o * -
w y m  , g d y  p u n k t  p o r u s z a  s i ę  p o  
o b w o d z i e  k o ł a  .Ponieważ ruch obrotowy jest ruchem 
płaskim możemy więc- do niego zastosowaó wzory / l i/  do / l 3 f  • 
z poprzedniego rozdziału ,przyczym zauważymy,że promień krzy
wizny koła- je st równy promieniom koła t . j .  = E  .Wtedy o - 
trzywnjemy:

, 2  2 , /, » 2 -d s v 1 ;dsk. ///•/'
V  f "  “ 5  la t )  ••• —  • •A /

przyczyn 3 o znac z a , rm 10 nną drogę od punk tu, przy jęte go,
jako początek dróg, aż do punktu ruch omego. W zależności 
od rodzaju prawa dróg s = F / t / , ruch obrotowy, jak i  ruch 
prostoliniowy możemy podzielić:
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l/ ma ruch jo dno s ta jny,gdy prawo dróg ma postać s=a +bt • * 
2/rm ruch jednostajnie zmienny,gdy s=- a+ ct i  wreszcie 
3/ruch zmienny,gdy ftmkoja !P / i/ 3est dowolną funkcją, 

wyjątkiem dwóch poprzednich,
W wypadku ruchu jednostajnego obrotowego,mamy według 

( i f  :v=b i  więc _q dlatego też w  ̂ _  o i  wn=rW -  b?

t, j ,  dla rozpatrywanego ruchu punktż przyspieszenie jest

stale prostopadłem do stycznej,a więc skiorowanem wzdłuż
promienia koła dc jego środka,przy czym wielkość przyspier 
szenia je st  sta ła -

Podczas ruchu punktu M po obwodzie koła,promień 
prze pro wad zony do punktu ruchomego też' się porusza,dla 
tego kąt pomiędzy promieniem ruchomym,a promieniem począ

tkowym Oo/rys 16./ jest wiol. 
kością zmienną. Ten kąt będziemy 
ozna czad przez "©"*

Fioch w momentach czasu 
t i  t f  ^ t  punkt rufihomy 
zajmuje na obwodzie koła poło
żenia M 1 w czasie A  t łuk

S otrzymuje przyrost ń e ,a  kąt 
©• odpowiedni przyrost A &

A  9
I l o r a z  m a z y-

ś r e d n i ą  p1 r  ę- 
k ą t o w ą  
c z a s u  £ t

k t <5- 
i  1 o-  

o k r e s  c za 
d ą ź y d o  z e r a  

i ą  k ą t o w ą  w d a -  
c h w i l i  c z a s u
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%
w a m y 
d k o ś 
o k r  e 
a g r a n i c ę  d o  
r e j  d ą ż y  t e n

o i  
s u

Rys,16, r a z  
s u

p r ę d k o ś ć  
t r  y w a n e j

» g ćt y 
ó  t

n a z y w a m y  
n «  j  r  o z pa

le ż e li  będziemy oznaozaó 
w da nej chw ili czasu , t o 
ślenla napisaó,iż:

± ł i L
A t " ’

przez prędkość kątową

62 =r lim

możemy według powyższego* ąkre- 

d£?
dt

A le  ponieważ zachodzi zależność

9=- K' rO to =• R'.*ds
dt dt

więc na zasadzie / 8 /  o tr zymu je my, ż e

T  =r R .U ) .................................................. */ 9 /



-innyml słowy many zależność poraięd&y prędkością kątową 
f prędkością liniową v • Równanie /  9 / daje możność 

wyznaczenia prędkości liniowej według prędkości kątowej i  
odwrotnie.

Gdy ruch obrotowy je st  jednostajny,wtedy obie prędkoś c i  
v i  L-0 mogą być z łatwością wyrażone przez ceas trwania 
jednego obrotu,albowiem oznaczając ten okres przez T bę ’ 
dziemy m ieli:

-2 3 -

V ar
‘ U
A R

U)

T

2 j!

,skąd na podstawie wzoru [ 9  /  *

T
Wymiar prędkości kątowej wyr; a się symbślenu

b  T.-1jednostka cza-su “ 
ponieważ kąt O ,jako liozba oderwana posiada wymiar zero
w y .

A by przedstawić prędkość kątową w postaci wektora jd -  
stępujemy w sposób następujący: przeprowadzamy do płaszczyz
ny PP ,w której odbywa się  ruch obrotowy przez, środek koła

obrotu C? /rys 17./prostopad
ł ą  w tę stronę,aby patrzą
cy stojąc w punkcie 0 na 
płaszczyźnie PP widział ruch 
punktu odbywający się od ste
ny lewej ku prawej.Wa. tej 
prostopadłej odkładamy we
dług obranej skali odcinek 
CD , zawierający tyle jed
nostek d ługości,ile  jednos
tek prędkości kątowych za
wiera dana prędkkść kątowa

*0 trzymany w ten spo- . 
wektor przedstawi nam geo- 
me tryczmie prędkość kątową* 

Jest rzeczą zrozuniałątże d la  
ruchu obrotowego jednostajra- 
go,wektor prędkości kątów oj 

pozostaje sta łym co do wielkości i  kierunku,a dla ruchu 
obrotowego zmiennego, wek tor pozostaje stałym tylko co ćb
kie runku, wielkość zaś jego zmienia się  wraz z biegiem cza -  
su.

Rys.17-
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R o z d z i a ł  V .

P r ę d k o ś ć  i p r z y j p i e s z e n i e  p u n k t u  

f » d y r u c h  j  e :s t d a m y  z a  p o r n o c ą r ó w — 

n a ń  r u c h u ,  s k o ń c z o n y c h *

W poprzednich rozdziałach rozpatrywaliśmy ruch pun
ktu przypuszczając,że ruch tera je st  określony za pomocą to*
ru i  prawa dróg.Jeszcze w rozdział^ I  hył wzkazany inny spo
sób określenia ruchu punktu,mianowicie za pomocą równań 
skońc z omyc feruchu:

x =  ' f /  i /  , y as f  / 1 / , z =  X /1 / ............... . .  ./ i /
Podamy z początku mechaniczną interpretację każdego z

pośród-tych trzech równań’ z osobna,a także każdej pary tych 
równań,Niech- OT, OY, 02? będą osiami współrzędnych względem 
których odbywa się ruch punktu po pewnym torze S *s/ ry s .l8 i/  
Wykreślmy rzuty każdego punktu toru S'S na płaszczyzny 
współrzędnych na ry s .18. uczyniliśmy to względem płaszczyz
ny X0Y i  osi 0X,QY...Rzuty tych punktów na każdej płasz
czyźnie współrzędnych utworzą pewne lin ie  krzywe,leżące na 
tych pła szczyznach np.ma płaszczyźnie X0Y otrzymamy krzy
wą liriię  s's .
Podczas kiedy punkt,BI porusza 
s'ię torze SS* jego rzut m 
porusza się wzdłnż krzywej 
s 's .B io rąc  pod wagę,że  
współrzędne x,y,punktu M i  
jego rzutu n na płasz
czyznę IOY są identyczne, 
przychodzimy do wm3xsku,że 
równania \
x=r f /  t / , y - X /  t / 
określają ruch rzutu danego p 
punktu II na płaszczyznę 
0XY t . j .  ruch punktu a  
wzdłuż toru s 's .

Podobnie,na zasadzie 
tego ,że współrzędne X  dane
go punktu W i  jego rzutu y/i 
na oś 0X są identyczne, ’ 
wnioskujemy,iż równanie 
x= '■/■'/1 / określa ruch 
rzutu /<. danego punktu M 
wzdłuż osi 0X, innymi
słowy równanie x = ‘fV 1  / Rys. 18.
je st  prawom dróg ula-ruchu.
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prostcliniowegc wzdłuż prostej 01 rzutu/•<„ na prostą 0X
danego pupki U- M.

A raalcgiczne,, rozw iązania wykazują,że układ dwóch rów
nań ! X  =  f / 1 /  i  Z =- JC / t  /
'"kreślą ruch rzutu punktu M na płaszczyznę 10Z na te j  pła
szczyźnie i  t .d ,

Rzutując- dany punkt ruohrmy na dowolną oś E rX podob
nie jak wyżej rzutowaliśmy go na osie współrzędnych,zoba
czymy, iż  ruch danego punktu wzdłuż jego tort-? pociąga aa sobą 
ruch jego rzutu na oś E ’E wzdłU; tej osi E'E.W każdym mc**- 
mencie czasu t modemy określić pręd’ ośó v danego punktu 15
na . torze S *S i  prędkość v 
osi.

Twierdzenie: G d y  
r z u t u j e m y  d a -  
n y punkt ruchomy n a  
d o w o d n a  o ś  
/rys,ią4>.t o w k 
d y m  m o s  e n c 
c z a s u  p r ę d  

r z u t u  
j e s t  r  

t ó w i  p r
e g o  p 

g a

jego rzutu na oś EM* na tej

E L
a i • 
i  e 
k o ś

p u n k  t u M 
6 w n ą r  z u-

d- a r 
n a -  -1 -ę 
E ’E, t, j .

d k O' s c i  
u n k t u 11 
m ą o ś

Rys.19

L*L -  Y. coV Y, E'E /
Rzeczywiście >niech tor danego* punktu M będzie "3PS , 

a oś rzutów je st  E 'E, Jeżeli w momentach czasu t i  
t + lit punkt ruchamy zajmuje położenie M i  , to rzu
ty jego ni i  m_ ma osi Ii E otrzymamy za pomooą p ła sz -  
ezyzm,przechodzących przoz punkty M i i  prostopadle 
do osi E'X* prosta TM// L rE jegt l in ią  pomocniczą.

Śj^dniaprędkość danego punktu za okres czasu6 1

je st  -J E S -,a
su rzutu%ą nego punktu jest

"'W t ;1 S

średnia prędkość za en sam okres eza- 
»55a mauiy więc , £e

V trrliiH - S r -  lim --M l-,o raz  v, „ , «  IjjnSSl—  ............/V
x - • A t

A le  jest'rzutem cięciwy na oś L fE,dlatego



Sfcąa znajdziem y _  _ l _  003 /  I n ę , ! ' !  / ,  w ięo :

lim J5 L *  lim - S  • lim <*>s /MM, , S 'l/
/-i u u ’

Wa zasadzie wzoru [ 2/  i  tw ierdzen ia , źr» /
w gra nioy dąży do kąta / v fL4!:I  / otrzymujemy,i inrr

Vr ^  =r V.COS / V ,L ' ]j /
C" • h • d v o.

Stosując powyższe twierdzenie do osi w 1, 1
otrzymujemy, że

vx =r v. .cos / v,X /•* .
,, ▼ *  y,cOS / v ,Y / 4 ............. .

y^ =-v.oo3 / v,Z /
A’ le  v  ,y ,v ,jako prędkości ruchów prostoliniowych 
wzdłużxes l współrzędnych OX,OY,i OZ,są określone za 
pomocą w Z oró W; a„ 4z -

\ ~ o n r 5 vy =  -fft ''; vs  =  - s "   ............

Porów mując 'wzory / V  i  / 5/ znajdujemy, iż:

v .coą/ v ,3/  = , t ,c o V  v,Y / =-n— v .coąS ,Z  / e ^ - . . . . .  ./d/ 
Podnosząc' je ao kwadrai i  doi jąc,ot ymamy:

_2 / dx\ / dy \ /dz’\ *-/
^  *  p ra ?  f d t j *  t d t ?  ..................................

ponieważ wiemy z geometrii analitycznej?źe

cos2/ y ,^ -c o s 2 /v ,l/  + cos2 / v ,Z /  = I .
Z równań /?/ znajdujemy,iż:

v  =? / x ł‘2 -+ y *2 + z*'2........................................

* « V  v,X / =s jsMnBipLMMmffr V e<V  v,Y / S» 'ii.1, ii.'i pym ^
'/x' +y' +.,z' : y%v + y r • + z r

z ‘W  v ,Z  /  =
V X 1 + . y *  +  z «

dx dy dz
przy czym x f , y , z r oznaczają pochodne , ~r—y

dt , . *dt -  dt

Róv\pania /8/ pozwalają- okroślió wielkość.' i  kierunek pręd
kości punktu ruchomego, je ż e li  tylko-..znamy równania„ruchu 
skończone / 1/ .Zauważyriy,że we5 wzora eh /§/ v je st wzięte 
ze znakiem "+H,ponieważ,gdy ruch p-umktu jest dany za pomo
cą równać ruchu skończonych /  V  , t  dodatni kierunek na



punktu nie Jest mam znamy,więc- noże "być w każdym momen
cie czasu obrany • dowolnie 7eo też robimy ? stawiając, przed 
pierwiastkiem-kwadratowym we wzorach / £y znak

Cjdy ruch da mego punktu jest płaski,wtedy wystarczy 
mieć dwie osi współrzędnych,leżące w płaszczyźnie ruchu. 
W tyra wypadku równania /£/ przybiorą postać*
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J tt**V =rVX +  y * ,  co
X y !

,2 ,2oC0g/ V j,l/ — .tmtje—i s w * *fx* +y ’ ? 2 . Z  .* yX' Jfc. y*
ponieważ z — z ' = 0

W yprowadzimy wzory , określa jć o wielkość- i  kie
runek prędkości płaskiego ruchu punko«i,gdy współrzgdne 
są biegunowe; BT / r  ? S / .Ruch punktu ruchomego po torze 
je st  w tym-wypadku określony,gdy posiadamy obydwie współ
rzędne t . j .  promień wodzący w .funkcjach czasu t ,mia
no wicie ;

r  = r / V  i  e * 9 / V  ......... « • • • • ..........* / W .
Rów nania te są jednocześnie parametrycznymi rów na—

niami toru S*S punktu rucho
mego MiFierwsze z pośród tych 
równań ruchu określa ruch na 
promieniu wodzącym, a drugi* 
obracanie się tego promie
nia T dookoła bieguna ukła
du 0 / ry s .20/ .

Aby wyznaczyć pręd
kość y punktu M,znajdziemy 
je j  rzuty na kierunek pro
mienia wodzącego,wziętego 
w o bronę skierowaną; od b ie 
gun-. 0 S i  na prostą prosto
padłą dc promienia 1* w stro
nę, w którą kąt biegunowy
wzrasta.Wegniemy prostopad — 
łe  £>sie Kartezjusza tak,aby 
początek ich był zgodny z 
biegukrn ,a oś 0X była zgo
dna z osią biogunową.Ozna 
czając wtedy odp > więdnie 
przez vr i  vs rzuty pręd- . 
kości v na promień wodzą- 
«y  i  na prostopadłą do n ie -

rwI «. go, przez v i  v . jak zwy
kle ,rshrty tejże prędkości v



raa osio Kar to z j  usza,na zasadzie twiordzemia o rzucie wy
padkowej ,będziemy mieć równości:

T, = v cos f i#  v sin 3 i  v = -  v  : .n (a # v cos 'A .
1 x y dx 3 x  ,, . y

lecz  wiemy,że =■ -jwięc po podstawie

niu w poprzednie wzory, o trzymamy, iż?

dx . cos g+dy. s i m#  -dx .sin  9  + dyeos&
Y__ sr — 1 v ”  — ir-— -■ v— *•— . « • * «/ 11/ r  p

dt dt
Ponieważ pomiędzy współrzędnymi Kartezjusza X?Y, a współ
rzędnymi biegunowymi r , & zachodzą zależności

x -  r ecos£i» y =• r .s in g  
w ięc różniczkując je ,otrzymujemy.4

dx =dr„cos & -  r.sim  #d£5, dy =- dr. siaty+■ r «ę r s $ d -«V
Po pod sta wieniu tych wyrażeń na dx i  dy we wzo ry  

/ !!/  ,sma jduje(my,że

V  -  vs 9 .-12- . . . . ........................ ................................/ , * /

przyczem pochodne ^ i  — wyznaczymy w postaci
, dt dt

funkcji czasu’ za pomocą różniczkowania wzorów/lC/. Za tyci 
okreś- lin y  v i  jako pewne funkcjo czasu t*, a wiolkośd 
i  kierunek prędkości v znajdziemy ze wzorów ;
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....

v  »  y Y  2 +  v 2 =  V - i — ■■ +  r c" i  ( x 9  arctg ........... / l 3/
’ r  \ ! d t ; 1 dt j v

przy czym ‘X. o zna * cza tu kot pomiędz; gromieniem wodzącym a 
kierunkiem prędkości v„

Rozpa trzmy teraz, przyspieszenie punk tu ruchomego, gdy 
ruch je st  da ny za pomocą równań ruch., skończonych .Ponieważ 
prędkośó danego punk tu M i  jege rzutu m na daną oś nie są 
zwykle sta łyrai,leoz zmieniają się zwykle z biegim czasu,to 
w ka żdym momencie cza su t dany punkt i  jego rzut posiada
ją pewne przyspieszenia Oznaczmy przyspieszenie danegr pum 
ktu M przez w,a przyspieszenie rzutu jego m na oś L łXi przez 
w , Udowodnimy na stępujące twierdzenie.

Twierdzenie, G d y r z u t u j e m y  d a n y  p u n k t
r u c h o m y  W n a  d o w o l n ą  o s  Tt 'P / ry s -21/,
t o v k a ż d y m m o, m e n c i  e c z a s u  p r z y s-
p i  e s z e n i  e* r  z u t u p u n k t u  M j e s t  r  ów-
w n o  r  z ‘ u t o w i  p u n k t u  p r z y s p i e s z e 
n i a  d a n e g o  p u n k t u  M m a t ę.-s a ra ą;'o ś

Ł'1), t. j .  w = w .cos / w ,L'L / .
Ul



Wa rysunku 21 krzywa S*S je st  torem punkink rucho- 
mego, Jf i  MW * v  jr s t  to położenie i  wektor prędkości v  
momencie czasu t^Jf  ̂ i M f  =v_ oznaczają te same w i e l 
kości w tn^menjaie czasu t  + sr v je st geometryczną r l »
różnicą wektorów vni  v, W  jest "te wektor średniego przys-
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v2i  v ,
pieszenia w okresie cza su A  t przy czym s

V - * « P
m

./W '

w momencie czasu t , t
Ho s; je s t  w ektorem przyspieszenia punktu ruchomego

3* w ar lim W ±r lim MP « . » . . • »  •/ 15/

Jednobrzmiącymi ma łyml literam i oznaczyliśmy rzuty  
wymienionych punktów i  wektorów na oś I» rI** Wiemy,iż pręd
kość rzutu danego punktu w momencie czasu t i / t  
przedstawia- ja aię za pomocą. wektorów ran i  m~n_* wektor ra^n  ̂
na pdsta wie równości i  rów noległośei ITflT , je s t  
rów ny w ektorowi ran ,a dlatego geometryczną różnicą pręd

kości rzutów da nego 
punktu je st  wektor nn_ 
Stąd wynika,że śirednia 
przyspieszenie rzutu 
punktu w okresie cza -  
su t je st

?vr- nn
1 - ■ - ” t "

mamy więc
lim . /i6/
Ale ńa podstawie 

równoległości i  HF

nn,

stwierdza my,że 
MP mp

m r  *
go f i M  

MP

, oprócz tu-

oznacza, iż

T T  wi^

Rys»21.
552. *  A t *

czy li

nn,
./ w' .A t -  aP ♦ ♦ * * ..............................

Wreszcie wiemy,że mp srMP.cos/ MP, /

w ięc ostatecznie: *  MP .cos/MP ,Ii’I  /  ,a przeeho-
*..ś ’

dząc do granicy otrzymujemy równość:

lim ss lim MP«lim «<sos /UPiU*!! f  •

Z«usswżymy ,że pierwszy czynnik órugiej części je st  w* 
drugi czynnik ,jako granicę ma cos /V y,L ,Ii / ,albowiem MP w



gra nicy ntafó s ię  w.Zatym nstatmią równość możemy napisać

tak : W = -w cos / w#X *L/ .  e .b .d .o .
Za stasujemy powyższo twierdzenia do osi współrzędnych 

0X, OY, i  OZ, wtedy będziemy m ieli wzory następujące:

W  =  W  .  C O S  /  wf l  /

wy =- w , cos / w,Y /    ............................ . . ./  18 /
w =- w . cog / w,Z /

z 7
Ponieważ zaś ruchy rzutów danego punktu na osiach współ

rzędnych 0X,0Y,0Z są ruchami prostoliniowymi więc s
o o o

<j*"x d y . d z / /w _  w ̂  i  w    ./ 19 /
x dt y Z d f  $

Układ równań / l8  / i  / l9  / dają nam zależności.
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w C O S  /  W  , X  /  =r ^  x
dt2

2
w , CO S / w , Y  /  ar S - 2 L .  ,      . /  2 0 /

lt2

W . C C S  /w, Z / ar ------------------------------------------------------------^
dt

Podnosząc Je do kwadratu i  dodając wzajemnie stronami
otrzymamy: iV ’

2 \ 2 / 2 I 2 /' 2 \2d x

dt2

/ | C I \ *£
/ & .71 „ I 9  z  \ // </;

+ i p i + r — s - \  
l dt2/ \ńt2 ■

o o >
ponieważ zachodzi zależność,iż cos /w/X / *  cos /w,Y / +
+ cos /w,Z / =r 1

W zór /21 / daje możność obliczać przyspieszenie .gdy 
mamy Skończone równania ruchu /1 / ,no gtępnie ze wzorów /20 /  
obliczymy cosinusy kątów pomiędzy przyspieszeniem,a osiami- 
współrzędnych, miano w ic ie ,oznaczaJąc d la  skrótu drugie po
chodne współrzędnych według czasu przez x" ,y" ,z*?£ » będziemy 
m ieli • ' ' W \  '



Wzory "22" określają w wipełności wielkość i  kierunek przy
spieszenia punktu ruchomego.

Gdy ruch punktu je st p ł a s k i  , wtedy biorąc  
płaszczyźnie ruchu dwie osie współrzędnych OZ i  O Y , i  zau
ważywszy,że wtedy z =r z " = 0 z równań /22/ znajdzie
my, iż: ^ ............... .

.2 ..2 ’ / x»
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w = x"“+ y "“ , cos/w,X / ■**==**-■
.1_

cos / w,Y /

\p" >  y"

| x"'
• / W

+ y"
P r z y k ł a d  I ,  Znajdziemy przyspieszenie punktu 

poruszającego się ruchem jednostajnym po kole ,równania ruohu 
skończonego są: •

x — a.cos kt, y— a .s in  kt 
różniczkując znajdziemy: 2 ' ' 2

x" .=■ -  ak .cos kż, y" «- -.ak  .s in  k t,
więc przypsiaszenie posiada wielkość sta łą : w =■ ak2\i jest
skierowane wzdłuż promienia koła do jego środka.

P r z y k ł a d  I I .  Przywieszenie punktu jest stałe 
co do wielkości i  kierunku- równa się g -  981 cm/sek2 i  jest  
skierowane pibnowo na dół.W momencie czasu t -  0 punkt ru
chomy znajduje się w początku współrzędnych i  posiada pręćk ość 
równa "a" tworzącą z kierunkiem poziomym kąt C/\*Znaleźć 
prędkość i  ruch punktu ruchomego.

Obierzmy oś 0X poziomo ,a 
oś OY skierujemy pionowo na dół 
/rys 2%,/ w tedy many:

x" — 0 , y" = g Gdy t =r 0,
WU4y x & y sr <5

x^ = a.cos Q (  , y 'Q= a .sin

W ięc znajdujemy,że:
■. x* sr constans^y‘=r gt+const. 

skad x* =• a,cos ,3r’=g t+asjn ^ .

Całkując otrzymujemy: 
x sr at.cos 4-c.onst, 
y a jj. g t2 +  at. sinę!>C^+const.

Ponieważ te stałe muszą być równe zeru,więc; ostatecznie 
x = at.cos g / ' , y -  i  gt2 + a t .s in C \

O
i  tot punktu jest parabolą.
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R o z d z i  a- ł  VI.
P o d s t a w o w e  p o j ę c i e  k i n e m a t y k i  

Tb r y ł y  m a t e r i a l n e j .

W e wstępie do mechaniki teoretycznej podaliśmy olpr©- 
sienie "bryły materialnej. B r y ł ą  m a t e r i a l n ą  
nazwaliśmy taki układ p u n k t ó w  m a t e r i a l n y c h  
pomiędzy którymi o d l e g ł o ś c i  n i e  u l e g a 
j ą  z m i a n i e  z biegiem czasu.

Gdy bry ła materialna porucza się poruszają się je j  
poszczególne punkty.Łatwo wykazaó»że dla określenia ruchu 
bryły  materialnej nie ma potrzeby znad ruchów każdego punktu 
te j bryły,

liczbę  i  roamieszczenie punktów,określających ruch 
bryły  materialnejyp odaje następujące twierdzenie:

Twierdzenie. R u c-i h b r y ł y  m a t e r i a l 
n e j  j e s t  w z u p e ł  n o ś c i  o k r e ś 
l o n y  r u c h e m  t r z e c h  j ej  p u n k t ó w

n i e  l e ż ą c y c h  n a  j e d n e j  p r o s t e j .
R ze czywiś c i e , ob ie r  ze 

my w bryle materialnej trjy 
jakiekolwiek punkty ,M2 i

ML / ry s .23./,byle tylko nis  
leża ły  na jednej i  tej sa
mej prostej .Wtedy położenie 
dowolnego punktu czwartego 
M tej bryły,będzie określone 
za pomocą odcinków

iM^M^,które podczas

ruchu bryły  pozostają nie
zmiennymi. Więc gdy w pewnym 
momencie czasu mamy położe
n ia punktów M M i  ML nr>.

Rys. 23

jako na podstawie,ostrosłup 
" W  2^' ̂  równy ostrosłu
powi MJLMJML, zna jdziemy

4 J- £ O
odpowiednie położenie M1̂
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W następujących §§ rozpatrzymy ruchy bryły material
nej: p o s t ę p  b- w y ,  o b r o t o w y  d o o k o ł a  
o s i , p ł a s k i ,  o b r o t o w y  d o o k o ł a  p un- 
k t ii i  udowodnimy,*e każdy ruch bryły materialnej może 
być sprowadzony /dla nieskończenie małego okresu czasu w każ- 
dym wypadkVdo ruchu postępowego i  ńbrotowego dookoła osi.

I .  R u c h  p u n k t u  b r y ł y  m a t e r i  a l 
e j -  p o r u s z a j ą c e j  s i ę  r u c h e m
t ę p o w y m .

Widzimy ze wstępudo mechaniki,że r  u c h e 
t ę p o w y m  b r y ł y  m a t e r i a l n e j  
a k i  r u c h ,  p o d c z a s  k t ó r e g o  
ą c z ą ce p u n k t y  b r y ł y  ma.  t e r
e j  p o z o s t a j ą  d o  s i e b i e  r  
e g ł  y nr-1 .

. Przedewszystkim udowodnimi ,że taki ruch je st możliwy.
Weźmiemy w bryle mate
r ia ln e j szereg punktów 
A ,B ,C ,D ,B , / ry s . 24./ i  prze
prowadź imy z tych punktów 
w dowolnym kierunku równe 
i  wzajemnie równoległe 
odcinki:
AA’ •# EB* ~ iC 5 C *•'#•“

UD* %    / l  /
Otrzymamy wtedy nowy 

feład punktów A ^ B S ^ S

n
s

s
t
ł
n
1

p o -

m p o- 
j o s t 

p r o  ste 
i  a l - i  j 
ó w n o -

Dł ,zupełnie
identyczny z danym ukła
dem i  różniący się od 
niego tylko położeniem 
zajmowanym. .w przestrze
ni.W samej rzeozy,z / l  /  
wynika,ż® odległości po
między punktami obu u-, 
kładów są jednakowe,i że 
kąty utworzone prostyni , 
łączącymi te punkty,są 

Rys.24. też jednakowe w obu ukła
dach. Jeżeli zaś oba układy -są jednakowe i  proste,łączące 
odpowiednie punkty tych układów,są wzajemnie równóoległe,jak
to wy- ika z /1 / ,to istnienie ruchu postępowego je st udowod
nione ,

 g b - -^ ^ 3 0wan â wynika,że
Tatći inski: Me chanika~to ore tyc znaT



p o d c z a s  p r o s  t o l i n i o w e g o  , p o s t -ę pa
ro e g  o r u c h u  " b r y ł y  m a t e r i a l n e j  
d r o g i  z a k r e ś l o n e  p r z e z  p o s z c z e 
g ó l n e  p u n k t y  b r y ł y  s ą  w z a j e m n i e  
r ó w n e  i  r ó w n o l e g ł e  .Dlatego w w y p a d 
k u  p r o s t o l i n i o w e g o  i  p o s t ę p o w e g o  
r u c h u  m u s z ą  b y ć  r ó w n e  i  r ó w n o 
l e g ł e  , j a  k/p r ę d k o ś c i  t a k  i  p r z y -  
s p - i  e a z o n i  a poszczególnych punktów bry ły  material
nej.

Postępowy ruch bryły  niekoniecznie musi byó prosto li
niowym,lecz możey być i  krzywoliniowym,Rzecz ywiście, je że li:

przyjmiemy układ punktów A ,B ,C ,D ,.................................
należący do bryły  materialnej / ry s .25./,

przeprowadzimy n.p. przez punkt A dowolną krzywą AAr 
i  wpiszemy do n ie j jakąbądź l in ię  łamaną Aa^ a? A*.
następnie przeprowadzimy przez pubkty BCD ..................

lin ie  łamane B Cê , e 0» , Dd^d^d^IF'  .........

równo i  równoległe do pierwszej,wtedy możemy za pomocą ru
chów prostoliniowych i  postępo
wych -nr zepr owad z isŚ ukła-d A^B,
C.T)    stopniowo w położenia:

al ^ l * cl ' dl ^ 6...........  ..............

V W d2’ * ......................... *•
A * ,Bł ,CT' ,B ! , ..............................

Jeżeli Będziemy nieskoń
czenie powiększać liczbę  boków 
łamanej l i n i i  A-^a^a^^A' j e d 

nocześnie zmniejszając same bo
ki to jako granicę otrzymamy 
krzywą AJ ' i  na podstawie rów
ności lir.., _ łamanych, równe je j  
krzywe BB: 1 ,CC ,DD1 ? - ..

Zatym ruch krzywo}iniowy 
postępowy możemy uważaćjako 
granicę prostoliniowych ruchów 
postępowych,a dla tego własności 
ruchu prostoliniowego postępowe
go,do tyczące torów prędkości i  

przyspieszenia poszczególnych pinktów,pozostają prawomocny
mi i  dla ruchu krzywoliniowego postępowego*
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W t  a H  y ni w i ę c  r u c h u  p o s t ę p o 
w y m b r y ł y  - m a t e r i a l n e j  t o r y ,  z a 
k r e ś l o n e  p o s z c z e g ó l n y  m i  p u n k t a 
m i  b r y ł y  w c i  a g u t e g o  s a m e g o  
c z a s u  , s ą  j e d n a k  o w e . P r ę d k o ś c i  
w s z y s t k i c h  p u n k t ó w  s ą  r ó w n e  i
w z a j e m n i e  r ó w n o l e g ł e  , p r z y p p i e -  
s z e n i a  t e ż  s ą  r ó w n e  i r ó w n o l e - g -  
ł  e .

Z powyższego wynika, że a b y  o k r ś l i ó
r u c h  p o s t ę p o w y  b r y ł y  m a t e r i a l 
n e j  w y s t a r c z a  o k r e ś l  i ó  r u c h  j  a -  
k i e g o k o l w i e k  p u n k t u  t e j  b r y ł y .

widzimy stąd,że kinematyka ruchu postępowego bryły  
materialnej sprowadza się do kinematyki punktu materialne
go. Więc wszystkie wyniki i  wzory,otrzymane w poprzednich 
rozdziałach,zastosowane do jednego jakiegobądź punktu bry ły , 
poruszającej się postępowo^nożemy rozciągmąó na wszystkie 
pozostałe punkty te j bryły .

Przed chwilą podaliśmy dowód geometryczny tego,że 
ruch bryły materialnej je s t  określony w zu=pełnoścl ruchem 
jednego je j punk tu.Udowodnimy teraz to samo drogą anali -■ 
tyczną.

Przypuśćmy,że A Q,A^, A^A j  poszczególne

punkty bryły  materialnej ,a / xq »yo »za / »y;L, / ..........

' • * y V yn » V  / ich współrzędne względem pewnych nierucho
mych -w przestrzeni osi współrzędnych.Wymienione współrzędBB
x    x_,są funkcjami czasu t.
o n  &'

Weźmiemy drugi układ osi współrzędnych A f  $  » ' / » / /  
równoległy do pierwszego mający swój początek w°jednym z pun
ie tÓY. bryły materialnej, w punkcie A i  połączonych sztywnie 
z bryłą materialni.Oznaczymy współrzędne punktu A-^jA,,,....

A względem tych osi przez/ £ , >> - ,  k f  / i ,  >=y * /  ..
z, .* -Ł -*• ff. ' •'*“ /'/-.• *

 ../ &  h  r  /•[ n • n / n
Ponieważ odległości pomiędzy tymi punktami są niezmien

ne więc wymienione współrzędne §.............. * .............% są
i 1 / ^

wielkościami stałymi,nie zależnymi’ od czasu t • Gdy bryła  
materialna będzie poruszać się postępowo,wtedy układ osi
współrzędnych A / , poruszając się wraz z b ry łą
postępowo,będzie stałe równoległym do osi nieruchomych.OXYZ.
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,%or^r' przekształcenia: współrzędnych dadzą nam zależności:
^  =  Xo ^ I  i

-36*.

yi  = y0 *  Ji 1 1 i=r 1 »2»** *
z. = Z„ + wi  o / i

Różniczkując Je dwa razy z rzędu znajdziemy: 

dx i  dxo dyi  dy0 dzi  dzo i
dt dt ’ dt dt * dt dt

d2xi _____  d2xp_______ d2yj______d; yp d2zj_____d2Zo

dt2 dt2 dt2 a t2 d t2 dt2
Ponieważ wiemy, że:

i i i  =  T j  CO S / v j X  /  , - j 2 a  „  v0 C O S / v 0 , X  / ,

d x< t d2,w *
" = Vi co^ wi X/ ,  2—  =r wQ cos/w0,x/,

d t dt2
więc otrzymujemy: /  t

y^oą/ vi fV  =r v09 o/v0,3/ ,

viCos/ *  v0coą/v0 ,1/  ,
ViC0s/ V i ,z/ = Y0COg/v0,2/,

0ra®! wi c <*/ wt ,2/ = wpcos/w0 ,X / ,
w ^oą/w i,^  = w0coę/w0,x/ ,

Wiaog/w^jZ/ sr w0coą/w0 .

Z7 tych wzorów wyniko^że:

vi  ~ vo? wi  = w0, / i  a? 1,2,3 . . .  ,W  e .b .d .o .
Widzimy stąd,że gdy mamy równania ruchu skończonav 

Jakiegokolwiek punktu A / xotYotz0/  bryły  materialnej
ruszającej się postępowo:

*o » f i  /  V , y0 -  f / V  , =»
możemy zna leśń “tor, prędkości I  przyspieszenia każdego puTt- 
ktu bryły.
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2. R u c h  p u n k t ó w  b r y ł y  m a t e 

r i a l n e '  o b r a c a j  a. c e j  s i ę  d o o k o ł a  
o s i  s t a ł e j .

Określenie ruchu obrotowego bryły  materialnej było po
dane wc wstępie do mechaniki.

r u c h e m  o b r o t o w y m  b r y ł y  d o o  ko-  
ł a  s t a ł e j  o s i  n a z w a l i ś m y  t a k i
r u c h  b r y ł y  , p o d c z a s  k t ó r e g o  d w a  
p u n k t y  t e j  b r y ł y  p o z o s t g t j ą n i e r u -  

c h o m y m i  .
Ponieważ ruch bryły jest określony wwypalku ogólnym 

ruchem trzech je j punktów, nieleżących na jednej prostej,a  
w rozpatrywanym ruchu,jak to wynika z jego określenia,dwa 
punkty KŁj, i  /rys. 26,/ s ą  n i e r u c h o m e  , w  ięc 
a b y  w z u p e ł n o ś c i  o k r e ś l i  ó ruch 
o b r o t o w y  , m u s i m y  p o d a ó  r u c h  t yl -  
k o  j e d n e g o  p u n k t u , n i e l e ż ą c e g o
n a  o s i  o b r  o t ti np« ruch punktu .

Jest ezeczą oczy wista,że wszystkie punkty położone 
na osi są nieruchomymi.Rzeczywiście ,gdyby np. punkt 
znajdujący się na osi obrotu był ruch ornym? w tedy odległość

i  M̂ M2 musiałyby byó zmiennymi z biegiem czasu,co jest

rzeczą niemożliwą ,ponieważ bryła materialna je st nieżmiem ym. 
ukła-dem punktów materialnych.

Następnie jest jasnym,że każdy punkt, nie leżący na od. 
obrotu,zakreśla obwód koła,którego promień je st  równy najkrót
szej odległości punktu rozpatrywanego od osi obrotu,a środek 
tego koła leży na osi obrotu.Wreszcie promienie kół,zakreaL a -  

■rych przez poszczególne punkty bry ły , obraca ją  się w ciągu 
jednego i  tego samego okresu czasu o jednakowe kąty.Wynika 
to bezpoś-rednki z niezmienności bry ły  materialnej .

Z powyższych uwag widzimy,że dla określenia obrotowego 
ruchu bryły dookoła osi sta łe j wystarcza mieó w postaci fok- 
kcj i  czasu kąt obrotu jednego punktu bryły m aterialnej, innymi 
słowy poznać zależność pomiędzy kątem bryłowym 0 obrotu bry
ły  i  czasom t .

Przypuśćmy,że mamy zależność O = 0 / 1 / . . . . . . . .  ./ l /
wtedy na zasadzie wzoru /8 / rozdz.IV,znajdziemy prędkość 
kątową obrotu b ry ły ,mianowicie;

oj = -  -  = O' / t / 2
Pokażemy,że wiedząc położenie w bryle osi obrotu i  r 

mając prędkość kątowe obrotu, m o ż e m y  w y z n a -



c z y ć w i e l k o ś ć  i  k i e r u n e k  p r ę d k o ś 
c i  i  p r z y s p i e s z e n i a  k a ż d e g o  p u n -
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" b r y ł y k a ż d y m m o m e n c i  e 
0,

c z a-

Rys.26.
Wielkość prędkości liniowej v dla jakiegokolwiek 

punktu M "bryły,obiiczymy za pomocą wzoru /9 / rozdz.IV.
V -  H* CO ,przy czym R oznacza najkrótszą, odległość dane
go punktu M od osi obrotu.

Kierunek prędkości v określi nam styczna TT przepro
wadzona w punkc.id M do koła,zakreślonego przez ten punkt 
w kierunku obrotu bryły.Aby zbudować tę styczną TT przepro
wadzamy przez dany punkt M płaszczyznę PP prostopadłą do osi 

°1°2 1 W Przec^ c:i-U z °s ią  0 0 otrzymamy punkt O.Połączmjg 
go z punktem I/T prostą OM / ry s .27/ .Prosta TT przeprowadzona 
w płaszczyźnie pP przez punkt M prostopadle do CM,będzie 
szukaną styczną.

W i e l k o ś ć  i  k i e r u n e k  p r z y s p  i e-  
s z e n i a  w p u n k t u  M o k r e ś l i m y  
n a s t ę p u j ą c o :  przyspiesz' ;e wormalen w *vyzna
czymy za pomocą wzoru / i i  / ro zd z .III i  wzoru /2 / x miano
wicie?

V2 R2 _ . x2w *  n R R ./3 /
przyspieszenie styczne w za. pomocą wzoru / 11 / rczd z .III  
i  wzoru / 2 /

d u) _ . , / , /
' .........   ■•••/ 4 /

dv
wt=  «  = E dt

Takiiński-^echanika teoretyczna.



pt*zy czym Cj * oznacza ta-'" pochodną względem czasu t.
Znajec przyspieszenie, normalne i  styczne obliczymy

z łatwością przyśnieszehie ^ogólne w :
■ 2 2 2 „ 2 ,  ,2 , ,4 / <• •’w s w + f̂cw — R /u/ ’ + J  / »t n

/ ...p""......... a."*
czy li w = + Łfj

w jest skierowane wzdłuż przekątnej prostokąta zbudowanego, 
na ŵ_ i  w jako na botach, t  ̂ , j

Wprowadzoną przez nas wielkość u/ = nazywamy

p r z y s p i e s z e n i e m  k ą t o w y m  o b r o t u .  
Ponieważ U,) = a Q > przyczym O oznacza zmienny kąt pomię-

cl "fcdzy promieniem nunktd Om ,a kierunkiem stałym CO , więc:

u l '  -  - i - V ~ ................................ . ./ Var
■ Jednostką przyspieszenia kątowego jest •*- — _

/ jeds.czasi/

-  T “2 np.gdy jako. jednostkę czasu pbrane sekund^,wtedy

jednostka przyspieszenia kątowego =-   2 - | . ..

sek2
Cdy więc mamy zależność / 1/ /będącą równaniem r  u c hu 

o b r o t o w e g o  wtedy prędkość i  przyspieszenia każde- • 
go punktu bry ły  obliczamy za pomoce? wzoru f '2f ./<» / r

, Je żel, 0 =t(j.jb/31 /<:<. i/ 5/  są stałe wtedy .
Cu *•$, / J ' = 0 i  ruch obrotowy je st j e d n o  s t a j n y .

Jeże li zaś © - c i ±  i31 >>t2 wtedy ąj * =- 2;> i  ruch obro
towy je st j e d n o s t a j n i e  z m i  e n n y»

3» P ł a s k i  r u c h  b r y ł y

m a t e r i a l n e j .

R u c h  b r y ł y  m a t e r i a l n e j  n a z y 
w a m y  p ł a s k . i m , g d y  p u n k t y  t e j  b r y 
ł y  z n a j d u j ą c e  s i ę  w p e w n y m  m o m e n 
c i e  c z a s u  w j e d n e  j  i'  t e j  s a m e j  p ł a 
s z c z y ź n i e  n i e r u c h o m e j  ,p o z o s t a j ą  
v*J t & j  p ł asaf. «.y x  ią p o d c % a. p - T-- u c h tr pwy ty.

P łask i ruch jest to za.tym ruch rćwnoległy do pew nej
płaszczyznymieruehome jrf podczas ruchu płask lego, odległość
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każdego punktu "bryły od płaszczyzny nieruchomej,równole
gle do której ruch się odbywa,p*zostaje stałą.Oczywistym 
jeat,że podczas ruchu płaskiego punkty bryły  m aterialnej, 
położone w jak ie j bądź płaszczyźnie,równoległej do pła^  
szczyzny nieruchomej,pozostajs stale w tej płaszczyźnie, 
gdy bryła się  porusza,

Ruch wszystkich punktów bry ły  m aterialnej, znajdujący:
się na jednej i  te j samej 
prostej,prostopadłej do 
pła szczytny nieruchome j , 
je s t  za tym zupełnie iden- 
tyczny .Dla tego też ruch 
płaski będzie w zupełnoś
c i określony,gdy poznamy 
ruch tej p ł a s k i e j  
f i g u r y n i e z m i  en - 
n e j  ,którą otrzymujemy 
w p .ezcięciu bry ły  mate
r ia ln e j z płaszczyzną nie
ruchomą, Wtedy /rys.2?y 
tory punktów A i  A^,le żą 
cych na jednej prostopa
d łe j AA. do nieruchomej 
płaszczyzny PP,będą jed
nakowe / A1A»1 i  A A y ,a

Rys.2 8 , stąd wynika,że będą i  je 
dna kowe prędkości i  przyspieszenia tych punktów.

Wykażemy,że płaski ruch bry ły  mOże byó sprowadzony do 
ruchu obrotowego dookoła pewnej osi*, udowodnimy w tym celu 
na stępujące twierdzenie F e r o u l l i  C h n s l e s *  a

Twierdzenie, K a ż d e  p o ł o ż e n i e  n i e  
n e j  f i g u r y , p o r u s z a j ą c  e j  s l  
p ł a s z c z y ź n i e  ,m o ż e r n y  otrzymaó z j a k i  
g o k o l w i e k  d r u g i e g o  j e j  p o ł o ż e ń  
z a p o m o c ą o b r o t u  d o o  
o s i  p r o s t o p a d ł e j  d o  
f i g u r y , j e ż e l i  t y l f c o  
ż e a i  e n i . e o t r z y m u j e  
p r z e s u n i ę c i a  p o s t ę p o w e g o .

Ażeby pezmaó położenie płapkiej niezmiennej figury  
w je j  płaszczyźnie .wystarcza pkreślió położenie dwóch do
wolnych je j punktów na tej płaszczyzr' , czyi i  położenie

z m i e ń — 
ę w s w ej  

e-  
i i *

o ł a  p e w n e j  
p ł a s z c z y z n y  
t o  n o w e  p o  ł o 
s i ę  z a  p o m o c ą



jakijkolwiek prostej .należącej do figury.Obierzmy płaszczy

jako ^aszczyznę ruchu płaskiego,a punkty A i  
jako dwa dowolne punkty płaskiej figury / ry s .29/^niech 

A 2 1 ^ 2  oznaczają położenie tych samych punktów po prze
sunięciu się  figury  w je j  płaszczyźnie w jakieś nowe poło
żenie .

Ponieważ figura jest niezmienna,więc A^ ==•

Połączmy za pomocą prostych A A i  B_ punkty z 
a2 i  B^ z b  ąTe środków a i  T5 ofcrzymamnych odcinków 
A pA ? i  wystawmy w płaszczyźnie figury / papieru/
prostopadle dć nich*,te prostopadłe przetną się w pewayit 
punkcie 0, albowiem ruch figury uważamy za niepoJ . ♦ r 
w ięc proste A^l  ̂ i  S B nie będą wzajemnie równole
głymi./ w wypaoku ruchu po stępowego, punkt 0 będzie też

Wykażemy teraz fże 
obracając figurę dooko
ła  os i ,  prze prowadzonej 
przez punkt 0 prostopa
dle do płaszczyzny figu 
ry , prze suniemy figurę z 
położenia /i/  w położe
nie f  10/ .]Josta te oznle
przekonad się o słusz
ności następujących wa
runków,niezbędnych do 
powyższego obrotut

l /  odle głoś ói punk- 
tów A1i  B1 od osi bbrotu
0 muszą, pozostawać stały
mi t . j .  A^O =■ A^O

1 Bx0 ^ B 20 .

2/ kąt obrotu obu
punktów Ax i  musi byó

» .Połączmy prostymi punkt 0 «  punktami AT^ 1,A_, B 
wtedy je st rzeeżą oczywistą,że pierwszy warunek jest  speł
niony,

Z równości trójkątów A-OB. i  AjCBI / trzy boki są 
równe / wynika,że . 2

X X  c. Ł
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is tn ia ł, lec z w nieskodczonoś<y.

R y s . 2 9 * ____
jednakowy t . j .  ^ i ° A 2 *  ^ 1 ^ 2



V ® ?  + ®V^2 = ^ 2 * :2 + ^1°^2 ! "
czy li ' l^O A j — O ■

W,idz irtiy,więc ,że obracając .płaską figurę.,dookoła osi .
0 o kąt 0* przesuniemy punkt A w położenia A ? a punkt B

 ̂ w— —
w położenie 3  c ,bod,0u

Ruch postępowy- płaskie j figury  możemy uważąć, jako ob
rót dookoła nieskończenie dalekie j osi obrotu,wtedy wypo
wiedziane w twierdzeniu ograniczenie odpada.,

Udowodnione przed chwilą twie-rdzenie pozostaje oprawo- . 
mocnym i  wtedy gdy położenia / l / i  / 11 /. p łask iej f i g i 
ry są. nieskończenie do. siebie b lisk ie  .Możemy wtedy twierdzić, . 
i ż  nieskończenie małe przesunięcie p łaskiej figury w je j  p ła 
szczyźnie ,możemy otrzymać , obracając- figurę- o nieskończenie 
mały kąt., pewnego punktu,położonego w płaszczyźnie fćgury,
Tera punkt z biegiem czasu zajmuje różna położenia i  d la  te
go nazywamy go ś r o d k i e m  c h w i  l o w y m  
o b r o t u .  Środek chwilowy poruszając się z a k r e ś l a  
n a  n i e r u c h o m e j  p ł a s z c z y ź n i e  
p e w n a  k r z y w ą  będącą jego ' o rem bezwzględnym, tę 
krzywą nazywamy p' o 1 o d i  ą albo - i  n i ą  s t a ł ą  
ś r o d k ó w  c h w i l o w y c h  .
Oprócz tej krzywej środek chw ilow y  zakreśla jeszcze inną 
krzyw ą na płaszczyźnie 5poruszające j się niezmiennie z figu 
rą  płaską t ę  k r z y w ą . n a z y w a m y  l i n i ą
r u c h o m ą  ś r o d k ó w  c h w i l o w y c h  .

Ba rys30, AB' je st lin ia  sta łą  środków chwilowych,a 
lin ie  A *3' ,A ,(B" ,A" ’ B " ł ,są poszczególneIpołożenia l i n i i  
ruchomej środków chwilowych,W każdym momencie czasu obie l i 
nie środków oh wilowych ruchania i  nieruchoma posiadają wspól
ny punkt styczności C * ,0" ,C "' /na rys„30ą/Ten punkt stycznoś-

1 O je st  właśnie środkiem chwilowym obrotu.Gdy figura  
płaska oorusza się,wtedy lin ia  ruchoma środków chwilowych tą -  
c#y się bez ślizgan ia się po l i n i i  nieruchomej środków chwi
lowych.

Prędkości punktów płaskięj figury  w każdym momencie 
czasu są prędkościami,obrotowymi,a zatym są prostopadłymi 

prostyo ‘ łączących te punkty z chwilowym środkiem obr#- 
tu,więo aby wyznaczyć środek chwilowy dla każdego momentu 
czasu wystarcza mieć kierunki prędkości dwu punktów figury  
w danej ch w ili,albowiem wtedy punkt 0 przecięcia się prosto
padłych wystawionych w tych ptfnktach A^ i  A? «o  kierunków

!Doda~jęę do obu stron kąt ByDA^ ,otrzymamy9że : ,
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A"r'  C*

A

Rys,30. Rys31,
chwilowym tego momentu ckasu /rys*31./

Przyspieszenia punktów płaskie j  figury poruszającej 
się  w swej p łaszczycie  ,określimy jako przyspieszenia ru
chu o b r  o t o w e g o  dookoła ś oaka chwilowego.

9 W iemy,że podczas ruchu p ła sk iego ,t .j. ruchu równo-
ległogodo pewnej płaszczyzny nieruchomej wszystkie punkty 
^nyły,poł*i>onie $a jednej i  tej samej prostopadłej do tej 
płaszczyzny poruszają się zupełnie jednakowo.Więc wszyst
kie punkty położone na jednej i  tej samej prostopadłej, 
prowadzonej do nieruchomej płaszczyzny w środku chwilowymi, 
posiadaj© prędkość równą zeru.^atym w bryle materialnej is 
tnieje w kaśdej chwili nieruchoma prosta.Tę prostą nazywamy 
c h w i l o w ą  o s i ą  o b r o t u .

Gfdy środek chwilowy zakreśla lin ie  środków chwilowych, • 
wtedy chwilowe osie za kreślą ją pewne powierzchnie cylindiycz- 
ne, zwane p o w i e r z c h n i a m i  c y l i n d r y  e z-  
o y ie i  o s i  c h w i l o w y c h  czy li a k s o i d  a -  
m i  . ftedna z tych powierzchni mianowicie r u c h o m a  
p o w i e r z c h n i a  c y l i n d r y c z n a  o s i  
c h w i l o w y c h  t o c z y  s i ę  b e z  ś l i z g a 
n i a  s i ę  p o  d r u g i e j  s t a ł e j  e z 3? 
l i  n i e r u c h o m e j  p o w i e r z c h n i  c y 
l i n d r y c z n e j  o s i  c h w i l o w y c h .

Rh ry s .32. AB i  A' ® 1 są lin ie  środków chwilowych,
C -  środek chwilowy w chwili obecnej, a 0 0 * -  oś chwilowa, 
zakreśla jąca dwie powierzchnie cylindryczne.



Rys# 32 r v Rys-33.
kąt utworzony a osiami 01 i  O' t .Współrzędne punktu M f i 
gury względem osi nieruchomych 0XY oznaczmy przez /x ,y  / ,a 
współrzędne tegoż punktu względem osi ruchomych odpowiednie 
przez Ą i  ri . Ponie waż płaska figury je st nie zmień- 
nymnukładem punk tów,więc współrzędne $ i  -Yjf zachowują d]a 
każdego punktu M figury wielkości stałe ,gdy’’figura porusza 
się.Współrzędne x i  y tego układu zmieniają się z hiegiem 
cz-asu.

Teże^i oznaczymy przez /x  ,y / zmienne współrzędna 
punktu 0 ’ ,wtedy ruch p łaskiej f ig u ry ^  ,dzie określony,gdy 
będziemy równania ruchu skończone:

i  = >x / 1 / , xQ =■ jf / i  / , yQ =• Y. / 1 / » ................/ l  /
Kajać trzy funkcje czasu /  / 1 / , ' jJ / t /  i  - O ^ Y / t / ,  

określimy w każdym momencie czasu t położenie p łask iej fftgz- 
ry  względem nieruchomych osi OTY.Wzór przekszatcenia współ
rzędnych na-płaszczyźnie dają nam zależności pomiędzy x,y,

Raki id sk i-Me chan ika te ore tyc zna,
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Dotychcza-s badaliśmy płaski ruch bryły  materialnej 
geome trycznie, teraz rozpatrzymy ter sam ruch analitycznie. 
Przyjmiemy płaszczyznę w której porusza się płaska figura, 
jako płaszczyznę osi współrzędnych X0Y/rys, 33 •/'» Oprócz 
tych osi weźmiemy jeszcze układ ęsi § stale z figurą
połączonych i  leżących w jej} płaszczyźnie .Oznaczmy przez



fx at x + .-5 cosG -  sin©- ,o i
J -  y . + £ sinO + P cosO *     Tl .O *v '

A-by otrzymaj równanie toru jakiegokolwiek pubktu M
płaskiej fig u ry ,wstawimy we wzorsj / 2 / zamiast t ; i ‘;'i. współ
rzędne niezmienne punkt M, a zamiast x ,y i  O j!ch wyraże
n ia / l-/  ,następnie wyeliminujemy z dwu otrzymanych, wzorów 
czas t, wtedy otrzymamy r ó w n a n i e  t o r u  p u n k  tu 
^ . ’Kr postaci następującej;

f / x , y /  = 0   ............; ------- ••/3/.
Znajdziemy teraz równanie krzywej,zakreślone j prJaez 

dany nieruchomy punkt RT / x,y / płaszczyzny ZOY na ruchomej . 
“Płaszczyźnie płaskiej figury.W tym celu nadajemy zmiennym 
współrzędnym x,y we wzorach/2 / pewne określone wartości, 
odpowiadające danemu punktowi i  eliminujemy czas t .Oczywiś
cie otrzymamy tct samo równanie /3 /;

£/x ,y ,  |,y\ / -  P   ............ >/4/
cała różnica polega na tym ,źe w równaniu /3 / x,yjsą zmdLaa- 
nymi,a y/ równaniu /4- / x i  y są wartośsi s ta łe ,zmiennymi 
zaś są i  q ,które w równaniu/3 / były stałymi Jila tego 
równanie krzywej zakreślonej na płaszczyźnie p łaskiej figu 
ry będzie miało po stad;

f /  I  =■ o ....................
- R o z p a t r z y m y  p r ę d  o ś c i  p u n k  tów 

p ł a s k i e j  f i g u r y . R z u t y  p r ę d k o ś c i
j a k i e g o b ą d ź  p u n k t u  f i g u r  y n a  
n i e r u c h o m e  o o i  X 0 Y ,n a p o d s t a w i e  
w z o r  6 w /  2 f  t b ę d ą i
■v cog/ v,X / = V  | oinO + ą  oosC /© ’ w x(j)-/y- y^OJ

v tjog/v,Y / = y ’=y~0 +// cosO -  r; sinO /0 ł = yr' V x - x J O'

Pierwsze wyra-sy w otrzymany ch wyrażeniach na x ! i  y f 
mianowicie x ' i  y 1 są rzutami prędkości punktu 0f/x  , y / na 
osie 0X i  OY,albowiem skończone równania ruchu tego punktu
są xor,=r >': / * /  >y0 *  f  f t /• . . ,

PRozpa-trzmy teraz drugie wyrazy -  /y  -  y /O i  
^ tym Ck lu  przypuśćmy,że płaska figu ra  ibraca°się w swej 
płaszczyźnie dookoła punktu O/rys .  34,/.bprc wadą my współrzę-. 
dne biegunowe w taki sposób,aby biegun był w punkcie 0,a 

biegunowa zgodna z osią 0X.Ponieważ• mamy^ruch ebrotewy 
Pio zmiennej figury,więc promień kat^-ege---punktu-X ^-pzocta
je podczas obrotet et^iyauMa.ry--w/uedy;

x ~  r  cos Q y =r r  sin © ,
Pr zy czym r 2 -  x2 -f y? ,
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różniczkując te wyrażenia Znajdziemy rzuty prędkości l in io 
wej punktu M / x,y /  na osie 01 i  OY : • \  ,

y e$s /v,X / — x'=r -rsinO.O* 
v coą^v,Y f =ył- r  ces & .Q’ 
czy li y cos / v,X /=~y §'
v coą/v,Ti/=xQt ....... f  7 /
porównując, wyrażenia 
V y ~ y / ^ 'i / x -x  /O* ze 
wzorami /7 / fwiazimy,że
rozpatrywane wyrazy prze-, 
dśtawiają rzuty na osie 
0X i  OY lin iowej pręd
kości obrotowej punktuM 
/ x,y/ dookoła punktu 0C
/ xo*y</,prsy czym p ro - 

obrotu M jest; 
r  -■ i/x -X c / 'V  y -  y < / 2

ryc.i3/. ‘i
gatym wzory / 6/ 

o w o l n e g o  p u. n k -  
t u p ł a s k i o j  f i g u r y  j e s t  s u m ą  g h o me— 
t r y c z n ą p r ę d k o ś c i  l i n i o w e j  o b r o 
t u  d a n e g o  p u n k t u  d o o k o ł a  p u m k t w O w, 
i p r ę d k o ś c i  p u n k t u  0* t . j .

■o ’ ' i
przy czym v0 oznacza prędkość punktu 0*, ąv prędkość obrc . 
tow% punktu Bf dookoła punktu O1.

XtE:kt 0* / x .y / nazywamy biegunem danego ruehu płas
kiego.

Wyznać zmyte raz taki punkt <£./ x ,y  / ,k  t ó r  e g o 
p r ę d k o ś ó  j e s t .  z e r e m 0 .Aby prędkośó była ze. ■. 
rem x* -i y ł muszą byó zerami, skąd,na zasadzie wzorów / ć / , 
wynika, że:

v  v y /  9 ’ = ° » y , 0  + /  * < r * < /  « '  = 0

ozy11 y '0X_s3C -   i, „X i  V =Y- Ji- O
0 9  o y°  0 ........................ - M

Z wzorów /8/ wjnika ,że współrzędne x , y„ punk tu,bę
dącego w danej chwili nieruchomym ..są pewnymi funkcjami



cza**c t.Za tym nlsruchorcry .w danej chw ili pięakt figury O pc* 
nasza się z ^biegiem czasu i  zakreśla na płaszczyźnie ZOY, 
pewną krzywą, której równanie ętrz^miamy,alminuJąc czas t 
z rów mań / 8 / .

-47-

Tem punkt C Jest oczywiście środkiem chwilowym obrotu^a ge
ometryczne miejsce środków chwilowych obrotów na płaszCżyst- 
nieZOY Jest s t a l ą  1 i  *a i  ą/ś r o d k ó w  o h w i  l o-  
w y c fe ,Jej równanie o trzy’ńujemy właśnie eliminując t z rów
nań /$/ : /

v y e  (  = 0  ‘  /
Korzystając z wzorów,wyrażających zależności między 

współrzędnymi ruchomymi m iy  dano go punktu- ,miamdkwicier

3 = / x -x  / cos 0 ł /  y *« y  / s in  © i c o j * .
n -  x- -  x0 / san 9 + / y -/y0 / cos $  ____ /y/.

i  za wzorów/8/,znajdziemy j/vspÓłxzędba ^ i  ^  środka ohw i -  
1 owe go obrotu: )  ,

f /

= "  fr^- 003 6 — i t o  8 = /  x ’o stu 8 .  y '0 oos 1

, - x , /  . ' /   m

;?c -  ® — 2cos 9 -  / X' cos 9 + y*0 sifcd /
e« e» ' • , •

E^imimijąc z rów nań /10/ czas t ,yznajdziomy. równanie:

f f / j  , ' n c /  ..............
krzywoj, którą środek chwilowy obrotu-C zakreślana*Jrucho- 
•tee j  płaszczyźnie p ła s k ia ^ ^ g iy T l^ -j .  rdmeni©<I i  n i  i  
r u c h o m e j  ś r  p>d X  6 w .cul^-o^i. 1 o w y a h. \

R ń ż. n  i  c /z /2ru-- ó-w-.n.a-m i. a /b / w z g^Ią r
ff o m o z a sr~x£-̂ t , z n a j d z i e m y  w y  r.4u£_ą 

, ju ł  r . z - ^ r y y  p r z y s p i ;o s z o ń  j a  JrdL o g o k ol^ 
--"W l o k  p' u m k t u p ł a s k i e j  f  i  g^u r  y.

W cos/wri /  =  x"=x"0V y „ yc/ ®"-/y,- v :V  0 ^ x "o -/ y -y < / © V x -^ ' 2

w cog/w,V -Y"=y”oV x -x (/ 0 V x ,- x lo/0iy4'o -*/x-xo / © W -y c/ d 1̂
Gdy przyrównamy t© wynażemia "dozę r a , ojtrzymamy dwa nńw -  

nania, z których możemy wyznaczyć współrzędne- x,y takiegc psan- 
^JrfcUjktóreg®przyspio-szendo w danym momencie czasu t jest



“T

rów ne zoru:, taki punkt nazywamy ś r o d k i e m  p r z y s 
p i e s z e n i a .

Udowodnimy teraz, żc p o d c z a s r u c h u  p ł  a s-  
ł  i  o j  f i g u r y  w/j  e j  p ł a s z c z y ź n i e ,
1 i  n i  eq r u c h o m  a ś r o d k ó w  c h w i l o w y c h  
t o c z y  s i  ęfb e zr ś l i z g a n i a  s i  ę w z d ł  u ż 

i  D i i  n i  © ' ' r u c h o m e j  ś r o d k ó w  c h  w*̂ L lo 
tt y c h,

Aty to udpwodnió,musimy wykazać':
l/ ,że w każdym momencie czasu t / r y s . 3 ^  l in ia  rucho

ma A ’B 1 i  nieruchoma 
AB posiadają nie tyli© 
wspólny punkt Cjlocz • 
i  wspólną styczną .
2/,że gdy w momencie 
czasu t+ A t  nie skoń
czenie b lisk ie  t punkt 
C krzywej AB' "będzie 
się stykał z punktom 
Cp krzywej A ‘ B ' , t 0  
nie skończenie mało łu — 
k ,*C i  00 s%£ równe *
osaczając jo przoz ds 

Rys.35. i  d t fmusiia, oiiod d l  =• ds.
Z rów nań / ę/ ,przedstawiających krzywą AB w postaci ja

ra  me tryczno j ,wynika,żo ,
j  c
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tg oC a r

X' c
przy czym c/ jost kątem pomiędzy stycznąCT, a o^i a OX.

Rów mania krzywej A* B ,:',na zasadzie równań / '9/ hędąjt

‘T) e

a -=/xc -Xę /cos e  +-/yc -ye/sin  © i

=. */x -x Q / sin © + / j c -yo / c®s 0 
T. tych równań paramotrycznych krzywej A* B ‘ wynika,

że i
Ti

tg ? •

przy czy® $ je s t  kątem pomiędzy styczną C i a esią
Kąt A  , u tworzony prztz tę styczną C'T i  oś O2..1ędzio

Y  = f + ©

skąd tgX i tg f +• tg © _  ] ) ’c 003 ® + j ’c S*11 *
u 1 -  tą3.tg© 'Vc 003 9 -  ^ 'c  Sin 0



.

Alo z równań / 13/  znajdujemy, £ o *
 ̂ r f...

;i c=/xfc- x ‘c/cos e-t/y!c.y V g i n  0+//yc-y</oos 0 -/ *c -W "s in  5*7 

•v[c=/y 'c~y’ c/003 ° v x ?c - x V s in  & -j /yc/sin 0V xc-xc/cos e/e-'

równa-nia zaś

y ,0 =  -1'  xo - ^ / 9 ' 1 x '0 = /  yo -y / , »• •. 
w stawia-jąc te wyrażenia wc wzory poprzednio,znajdziemy:

c =- x 'c cos ^  + y 'c sin 0  ......................................./ lV *
k  ć -  y 'c cos 9 -  x ’c sin 9

W tedy wyrażenie na tg ..^przyjmie postać:
<■/

tg 3 — .P■■-- SS tg ♦ » • • ł •  ̂. . . . . .  , 5 , y , , . ./~1̂ [
■X‘c ,

t . j .  w punkcie C obie krzywo A B  i i  'B ‘posiada-ją wspólną 
styczną*
Xc wzorów /l4/ wynika,żo 

d l  - =/1' c 2+ v ff2/dt2=/x1 c2+y«c2/d 12-ds2,ć .b .d . o. .» / lś /

Za uważymy u-iSiios c i y ' c i  y fc są rzutami na osieOX 
i  OY prędkości ruchu środka chwilowego C wzdłuż nieruchome.j 
lin ii'środków  chwilowych / AB/ ,a wielkości i  ?? » są rzuti 
ta mi prędkości ruchu środka chwilowego C wz8ł«ż ruchome .1 
lirsiiśrodków chwilowych /  L % B ' / na osie ruchomo 0 rf  0 "^  •

W zory/l5/ i / 16/ stw ierdzające w każdym momencie t, 
prędkości ruchu środka chwilowego C wzdłuż obu l i n i i  środ
ków chwilowych s? jednakowe.

Płask i ruch bryły  materialnej ma wielkie zastosowanie 
w mechanice stosowanej, gdy badamy płaskie mechanizmy.

la  ko przykład rozpatrzymy następujący ,bardzo prosty 
ruch p łask iej figury w je j płaszczyźnie / ry s .3^/ .przypuśćmy 
że na nieruchomej płaszczyźnie znajduje się odeinok prostej 
A 1 A P o długości 2R,i że ton odcinek porusza się w taki 
sposób/iż jogo koniec A _ stale ś lizga  się wzdłuż osi OY, a 
koniec. A2 -wzdłuż osi 0X.

Okreś limy 2/ krzywą ,zakreśloną przez dany punkt p ła -  
szczyznyruchomoj na płaszczyźnie nieruchomej,

2/ krzywą,którą wykreśla*dany punkt płaszczyzny nieru
chomej na płaszczyźnie ruchomej,

V  l in ię  nieruchomą środków chwilowych obrotów i  
4/' lin ię  ruchomą środków chwilowych.
Ja ko -począto/ ruchomych osi* współrzędnych f ’ 0 ,

cbierromy ór odek 0' danego odcinka A. Ag.jwtądy •



/a '/

A j0 ' s* A pO’~Hv 0' t‘i weźmiemy prostopadle dopcha § tę j 
A1A2 ,a oś 0 ’ s- zgodnie z A^Aj. Współrzędne punktu Ai 
w^lędem osi % 0 ’n są ^  =- -R, ^  «■ 0,apun*rt A2 odpowiedni
>2 ~ R| rv2 ~ °*

W spółrzędne punktu względem osi nieruchomych X0Y są:
* 2  = 0,y, s=pewną funkcją czasu,współrzędne punktu A2 od

powiednio; x2 „  funkcja
czasu i  j 2 «  O-Eąt 0,ut
worzony kierunkami osi 
0 ‘ | i  osi 0X,jest też pew
ną funkcją czasu.Ten kąt £ 
liczymy od Psi 0X do osi 0  ̂
stosując pierwszy ze wzorów 
/  7/ do punktu A^ ? znajd ziewy

0 -x 0 -ii, cos O 
a stosując drugi wzór ze 
wzorów/2̂  do punktu A^* 
otrzymamy:

0 =yQ +. R sin 9 
przy czym i  y0 aą współ;-
1 ędne punktu 0 'względem 
osi nieruchomych 2DY.

Otrzepaliśmy dwa 
równania z trzema niewia
domymi x ,yQ, i  -Ovale kąt 
0 z biegiem 'czasu może znf e - 
niaó się w sposób dowolny, 
ponieważ,np.punkt A_ może, 
poruszać się wzdłuż osi 
OY z dowolną prędkością.
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/ f / A  / 7SJ !  i( !  />■<# //
ja r '/ i iWl/kwUwII

i

/
JJLf

\l , ,  / / i i i !JV! i i i / /

iw iim /fi/ ii
Hy3.36, •’* v . .

tPwezijąc tedy 0 *• ? / i/ , znajdzie my następujące równania, 
określające ruch płask iej figury:

*  R cos ©, y0 sr -K sin §, © .&* ? / V  . . . . . . . .  • / ! ! / *

Wyznać zymyte raz rów nanic t^ru jakiegokolwiek punkcu 
M /'5 rT? / j a s k i e j  figury  współrzędnych x,y t . j .  krzywej 
nakreślonej przez punkt M / i  , ó/na  płaszczyźnie nieruchc -  
mej X0Y, -Użyjemy znowu wzorów / V  , które teraz możemy napi
sać w ten sposób:

x ~ /  l  -* R/  003 # -A  » ia  0 • , ^
y =/7^ - R f  sin 0 •?( 50s 0 ♦ •••*••••••/ l«r

Musimy wyeliminować czas t* w tym celu wyeliminujom ’6 
za w ierającą ezaa ^rozwiążemy pierwsze równanie względom



c'-s © i  wstawimy wynik w drugie,a następnie rozwiążemy 
drugie rów na nio / l$ /  względem sin © i  wstawimy go w 
pierwsze równa nic /l8/,wtedy znajdziemy t
sin Q/f “+>)' «-'R /=•/.£ -tŚ/ ,y x i  cos ©/l ^ 2 j:

(■ » v / l >■ v
Podnosząc- otrzymane wyrażenia do kwadratu,a na stępnio 

doda jąe,otrzymany rów nanie poszukiwanej krzywej :

\ / % x +•*'; yl 2+ i / | +%/ y *\2 -E2 / 2......... . / l ^

W tym równaniuf i;? s8̂ wielkością mi stałymi,a x i  y -  
zmicnnyni^równanic / i 9/ względom x,y  jest ątopnia drugleg> , ' 
zatem poszukiwana krzywa jest  k r  z y w ą d r  u g i o  g o 
s t o p n i a , a  mianowicie e l i p s ą  , albowiem nie p o r l-  
siada nieskończenie odległych punktów, jak to wynika z 
wzorów / 18 / , S .,-- 4X1
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Uli-'
 X

,A z

V ” / | i > -/   .i  / \
*   1»:- ' .• : * /*** •®'-"f X (X-r\v

/  f  ^
- t "   r  — j— j * c  ^

M  / /! X -  \

'Lim X X :\  / *

/ / x f ,
• * /  \

iY  " " X X.■•fi). i *
4/ ‘ Rys .37.

Za tom ka żdy punkt "lii p łaskiej figury  zakreśla na płasz
czyźnie nieruchomej e lipsę  o środku,znajdującym się w po-* 
czątfcu współrzędnych Oposie e lip sy  w ogólności nie są zgod
no z osiami 0X-i 0Y»/np.osie e lip sy / i/  zakreślone przez 
punkt K na rys. 31/ .

Rozphtrzmy teraz następujące ważne przypadki szczególno: 
l /  dUa punktów p łaskiej figu ry ;znajdujących się na pros

to j  AjA , t j .d la  takich punktów,dla których -  0 ,równanie 
powyższego toru przybiorzo postaó następującą : »

/  /  i  *  v V - / e 2 -  h 2/ 2 =  / • - R ^ 2 n  *  v 2

c z y li



2 2

/ I ^ T I T *  + / ś ' Y - ' / r  -  1 ............................................/ 2 ° 7
równania /20 / wynika,że każdy punkt M położony na 

prostej JL A ,zakreśla e li|sę  o środku w początku współ
rzędnych 0 i  o osiach ,których kierunki są. zgodne z osiaai 
w-spółrz ędnych X0Y /np. e lip sa/1 ]/  na rys 37./ ą

2/ Znajdźmy punkty płaskiej figury,które zakreślają  
na nieruchomej płaszczy źnie k o ł o  .Tteydy równanie 
toru musi mieó postaó: 0 9 0

l  + y  = r  , 2
to znaczy ,że w rómaniu /19 / współczynniki przy x i  y 
muszą hyó równe ,a współczynnik przy xy musi hyó zerem.-. 
Pierwsze o trzymamy ̂ dyJS^ar 0 , a drugie,gdy f! =-0,
Za tym koło zakreśla tylko Jeden punkt płaskie j ' figury , mia
nowicie środek 0* [3 -Ir— 0 , = 0 / odcinka /jA2 / na
rys 37 to koło oznaczone Jest przez / I I I  /  .

3/ Znajdźmy punkty zakreślające l i n i e  p r o s 
t e ,  Ttedy musi hyó,iż zk-■" + ® -  0 /21 /.Równanie
/ l 9 / przedstawia wtedy układ dwu rrostych , prze chodzących 
przez punkt 0 ,

/ .ifc* R / y -  x.*> *  0
i /Jfep R / x + y.h *  0   ......................./22/

Łatwo mauwaźyó ,że te równania przedstawiają jedną i
tę samą prosty .Rzeczywiście z równań / 2 2  /  wynika,że:

= ̂  1 nr1 ~~i
a równanie / 2 1  /  daje \

r> S . E
»  3 ■ / f~

więc równania / 2 2  / mają współczynniki przy niewiadomych 
x y proporcjonalne ,za tym przedstawiają jedną i  tę samą 
prosta..

Równanie /21 / stwierdza w ięc,iż lin ie  proste csakreś- 
la ją  te punkty płaskiej figury,które znajdują się na kołe„ 
przechodzącym przez punkty A_A i  mającym środek w punkcie 
O.lTa ry s .37. to koło oznaczone je st  p r z e z / v /  ,a prosta, 
za-kreślona przez punkt M" tego koła przez / IV / .

Zauważymy,że punkt koła /21 / zakreśla tylko pewien 
ak©ócz#ny odcinek prostej / 2 2  /.7. wzorów/ 1 8  / i  warunku 

/ 2 1  / wynika więc,że :

x2 + y2 = 2R2 + 2R / Jfeces, 2 0 + | sin 2 9  /  

skąd x2 + y2 ^  2R2 + 2 R \(*s£ ~+- 0 2

ponieważ punkt / x,y / leży na ko,~ :> /21 / ,więc : i
X2  + y2 ^  4xt2 ............. ............../23 /



^3\aiKt koła  /21 / zakreśla ty lko tę  część p ro s te j f  22 /  
•.która j e s t  za warta wewnątrz koła 

• x2 +. y2 •=■ 4 R^
Ażeby otrzymać krzywą,która zakreśla na p łaszczyźn ie 

ruchomej punkt obrany na p łaszczyźn ie nieruchomej,na leży  
ty lko w równaniach /18 / lub wynikającym z  n ich równaniu /19/ , 
uważaś J§£; i  fj za wielkość zmienną ,a wielkościom x i  y 
nadać dane wartości sta łe  .Widzimy,że ta krzywa je s t  pewną 
krzywą czwartego stopnia,mian owicie krzywą, należącą do k la 
sy e p i t r o c h o i d  przedstawionych na r y s .38.

Znajdźmy teraz nieruchomą 
l in i ę  środków chwilowych.
W tym celu  podstawimy w 
równania /8 /
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x x w  S  
0'- £»»

wyrażenia/17 / na.xo,yo i  
Q wtedy o 'trzymamy, że

\ x cos O f  R cos O =:2Eta>s e
\ y°=R sin O- -  R sin 0=-2Ra4ń t*

xc + J? = ^ r2 * ♦ • • /24 /

Rys.38. 
x = R cos O

sSą.d

t . j .  nieruchomą l in ią  środ
ków chwilowych je s t  koło  
opisane z początku współ
rzędnych Oj jako ze środ
ka .promieniem 2R Sr ^ -^ 2  *

Aby otrzymać rucho
mą l in i ę  śr dków chwilowych 
użyje mjr wzorów /kO / lub 
/ l 3 / ,kładąc w nich.

, y = -  R sin  O wtedy x _ -2RcosO ,y  - - 2EsinO-

wtedy R cos' 2 O -  R sin2 O = R cos 20

1} c=-RsinO cws S - R sinOcosO = -  R siu20*. . . . . .
skąd 'wynika , r‘ e ag. 2.

c *?2
c

RŁ

. . . . . . . . . . . /2 5/

. . . . . . . . . .  •/ 26/

łom -pisanymt . j .  ruchoma l in ia  środków chwilowych l e s 4 
z punktu O* ,j8.ko ze śrcdkc promieniem

R * 2" \  A? ' / r ys.39 ./ . /
Łatwo przekonamy s ię o słuszności tych wyników bez. 

pośrednio z rys 36 i  39.Rzeczywiście ,aby otrzymać środek' 
ch il«wy,poctępujeijiy jak na rys 31. t . j .  ,przeprowadzamy * 
■prostopadle w punkcie A do prędkości teg*. punktu t . j . .
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dc osi 0Y,po której ten punkt porusza się i  w punkcie 
do osi OX.'Punkt C przecięcia się tych prostych jest właśnie 
środkiem chwil owym, a .ponieważ OC =■ A^A^ = 2R więc oczywiście 
że geome trycznym miejscem punktów C na płaszczyźnie 
nieruchomej'jest koło,opisane z punktu 0 promieniem 2R«

Z drugiej strony,§-czywiście C c  =• 0-A^ =• R dla tego 
też środek chwilowy 0 je st oddalony od punktów 0 ' -środka

Rys.39.
odcinka prostej A^Ag -  0 długośó sta łą  0 łC = E ,a  zatym 
geometrycznym miejscem tych środków na płaszczyźnie rucho
mej jest koło o środku w punkcie O1 o promieniu równym R.

Następnie z łatwością przekonamy się z rys 39 .,iż  
dowolny punkt koła o promieniu R, toczącego się wewnątrz 
drugiego koła o promieniu 2R,rzeczywiście zakreśla lin ię  
prostą,.Niech położenie początkowe tych kół będzie takie,że  
małe koło potoczyło się po dużym o długości łuku ML,Wtedy 
długości łuków ML i  IM^ muszą być jednakowe,a więc punkt 
Mj znajduje się na prostej OM,pruechodzącej przez punkt 0 , 
t .j . ,g d y  małe koło ifeoezy się po dużym,wtedy punkt M zakre*. 
ś la  właśnie średnicę MCM/rys,39. / .

Na podstawie rozpatrzonego nrzed chwilą ruchu p ła s -  
kiegO jjest urządzony t.zw. c y i k i e l  e l i p t y c z -  
n y ,którego urządzenie widzimy na ry s .40,nie wymagającym 
objaśnień. Cyrklem eliptycznym posługujemy ,r ię przy kreś
leniu e lip s .



Jako drugi przykład ja sk ie g o  ruchu figury w swej pła
szczyźnie rozpatrzymy ruch mechanizmu korbowego '/rys. 41,/ 
Wiech Obędzie tłokiem, TB A' drągiem tłoka,AOł -drąg korbowo- 
dufOO*~korba ,0-oś wału i  A-fcrzyżulee,poruszający się,wzdłuż

nieruchomych, wodzideł KP
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hi
podstawy W.

■<j U • Obierzemy kierunek
• drąga' tłoka BA 0 jako n is -

/ \  ruchomą oś O l,biorąc po-
/ \ czątek współrzędnych w pun-

\£ kole 0,oś OT skierujemy
/p J T J ^ A cr/J i pionowo w dół.

^ p o c z ą t e k  ruchomych 
v , |ó / osiweźmy w punkcie O.1 kor-.

by 0 0 ł *f oś O^J$rskierujemy 
wzdłuż drąga korbowoduAO1 
a kąt XA:|£pznaczymy przez

Wtedy współrzędne nie*-

\ v> i-i i"!i /
\  H / / wzdłuż drąga korbowoduAO1,

. . i .  y  \A  i'-. /
VN*i
/ PiJr1 0.s AZ J

r x . o ome x,y punktu M niez
miennie połączonego z drą- 

Rys.40. giam korbowedu,będ%

XQ f  <    /•?>?/
y = y0 4 Jin 0 cos 0

 5»X.

Rys. 41
przy «zy » kąt 0  je s t  p mą funkcją czarni i,k to fą  wyznaczymy 
z prepercji: eln 0 : sin 0 0 r



pemdewaz k ą i * ^ 7okreslający ruch korby 0 0 ' czy li ruch obro
towy wału 0 ,uważamy za znaną funkcją czasu t*f

^P-gdy wał O obraca się jednostajnie,wtedy b/y n t łp r^ ‘

ozy"  „ zU
« ------------   1 k jest liczka obrotów wału 0  na minutę

•60
Oznaczymy 00 r — r  ,A0' — 1, wtedy o trzymamy,że»

sim 9 = sin -CłCj,.
i  x0 -  r  cos r>C />................./28/

. / ,.r , ' 7 q =r r  sin j
przy czym X  =k/v . Zatym równania / 2l/  i  / 28/ określają
ruch punktu M / , /

Aby znaleźć tor tego punktu,zakreślony na nieruchomej 
płaszczyźnie 0X1, wyeliminuje my czas t ,lub ć*/ /co je st  t> : 
samo / z równań, następujących;

x~ r  co s + ~|:cos & -  fj sin 0ĵ  , >
y — t sin -^.sinO- p coąO f  * ................* *

i
sin 0  =s ~ s i n ^ -  i . . . . . . . . ............ ./3</

W tym celu postępujemy tak;napiszmy równania /29*/ 
w postaci,;

■-^'cos O -/isin O sr x -r cos 0 -̂.. /-j« t
 sin 0  + 'i|\ cos Q = y -r  sin ....... ............

aby wyeliminować 0 podniesiemy je do kwadratu i  dodamy,wtedy 
znajdziemy;

rs: 2 j 2 2 2 2>  + jj -  x +y > r  -  2r  xocoso<<- 2ry  sin  
Oprócz tego z równań /31/ .znajdzter^iy że.:- N

sinO = .
...^. + y

, Eliminując-, z tego równania i  z równania /30 /  sinO- 
©trzymamy: *

|  sin cC
ę + (

Otrzymujemy zatrnm następujące dwa równania ,, zawierające 
tylko funkcję czasu t 9 n 0 2

2rx  cos «< -f 2ryein '< -  yA+y^+r -  > V ...........•/)> 2/

L v cos <:■<- / l  £ + '£. 2+ "P *7  sim**'. =  ~  // ’x -  f  y /

Z tych. równali obliczymy sin i  c,pg <•.<;_ •,wstawiając je  
w tjjż samos ó: . 0

sin + c o s ó l  =• 1  
.otrzymamy poszukiwaną zależność miedz,, x £ y .innymi słowy
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znajdziaroy równanie toru punktu M . nieruchome j płaszczyż- 
nie XOY.Łatwo się przekonać 2że ten tor będzi pewną kr żywą 
czwartego stopnia,

A by napisaó równanie nieruchomej l i n i i  środków chwi
lowych,może my użyó równania/ 8  / ,albo musimy napisaó wyra-' 
żenią na x* i  y* prnyrównaó je do zera i  z otrzymanych w 
ten sposóh równań korzystając z równania /30 /  wyeliminowań 
czas t ,lub CKiWtedy *dtrzymamy?że:

x ' ar - r  s i n ^  - y 1 -  sinCi*©s- ’$ c.osCX.G' =  O * /-.w
y ’ r  cos*k3 cos© .Q '-]f sin©*©'1 =- 0 .........** .

i  cos 0 ,Q.‘ — 51 cos . ' • • ! . . . ! ........  • • • ..............
Ii

Oznaczając przez x i  y współrzędne punktu nierucho 1 
mej l i n i i  ' środków chwilSwycli^na -podstawie równań /31 / i  
równania/34 / ‘będziemy m ieli :

I  sin-j^Oos O + y c.oa&4- r  s in ^ ó o s ^ s r  0
II cosO-f x - r  co 0  . . . . . . . . . . . . . . . .  *..

Fa zasadzie drugiego z równań / 3  5 / , pierwsze równanie 
/35/ możemy napisaó następująco:

■ =  * e * < •      -/36/
A le  z równania/30/ wynika,że: _

L cos 0- sr ylF -  r 2 sin^rl.. 
skąd na podstawie ■ a rugi eg i równania / 3.3 / mamy:
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/x  -  r  COS^y/2 ar £ 2 -  - si n2e
Równanie /36 / daje nam:

c

4>(.

“ 2  2
c c

-2 +
sin J  &

t  y x 2 -

wstawiając te wyrażenia w poprze dnie równani®, o trzymu je my. 4 e;

/ yc ^ ^ ~ 1,2 + 1,2 4r2xt' >/37 /
Jest to szukane równanie nieruchomej lin ii, środków 

chw il jv^yckrCTak widzimy krzywa ta je st stopnia szóstego.
Znajdźmy ruchomą lin ię  środków chwilowych, o znaczmy -przez 

3 .̂ ł^jl współrzędną jakiegobądź je j punktu,wtedy będziemy

m ieli równania:
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, Q.* .J d f

r  sizic< + f  sin G — , + n ccs G — O 
c « < /  ( o c x (

i G* - • (j»
r  c o s i f ^ c o a  G —- , - n  sin O “-*=;• 0

4*V,>o p V  o < ł .

i l  _  ?- - P .oa^ - ,

£ cos G 
z których wynika,że: • ^

tg 0  = -■ 1 * * 0 6
' V  C  .

Posługując. się równaniem: v -
Ii sin O =• r  sinsK, 

zna idziemy z łatwpśclą równąnie szukanej krzywe j,k tóra  tefe 
będ-ie krzywą stopnia szóstego,

Osta tni przykład wskazuje że,nawet d la takie g* pros
tego i  rozpowszechnionego w technice ruchu,jakim jest ruch 
mechanizmu korbowego, równania torów, zakreślonych przez punkt 
ruchome i lub nieruchomej pła szc syzny, ró wnania l i n i i  środków 
chwilerw ych i  inne ,mają kształt w znacznym stopniu skampli- 
kowamyl chcoiaż nadają się do obliczania poszukiwanych wid-- . 
kości,ale nie dają .nam bezpośredniego pojęcia o własnościach 
tych krzywych i  tych wielkości.

E la  te go też, aby je poznaó,a zarazem wyznaczyć ‘poszuki
wane w ie lkości w przybliżeniu dostatecznym do potrzeb pra
ktycznych, po sługujemy się metea% gra f  iozrą**np. aby wykreśli ei



tor punktu 3Sf na nieruchomej ^
płaszczyźnie XOY,zaznaczymy jego położenie MQ,odpowiada
jące położeniu korby 0 0 * ,gdy ona ma kierunek zgodny z k ie -  
runkiem drąga korbowodu*A 0* /rys4'2'!/ .Wtedy krzyżulec A 
za jmde położenie Aq,

Podzielimy koło zakreślone przez koniec O5 korby 00ł 
na kilka równych częś c i /na ry s .42 mamy 12 podziałeV\z  
tych punktów podziału zakreślmy promieniem równymO?A =r h 
łuk i na prostej A 0 / osi 03/ -otrzymamy położenie punktu A. 
odpowiadające położeniom 1 ,2 ,3 , .*  ,1 1 > 1 2  punktu 0 ' na ko
le  ,/ położenia punktu A na rys< ;2. są oznączome Odpowie
dnimi numerami./* V

W eómiamy więo trójkąt kreś la rsk i i  odłożymy. od wierz
chołka jego kąta prostego na jednej przyprostok^tnej dłu
gości Cqa 0 i  CoO1,a na drugiej przyprostokątaej długość 
C0M° •, je ż e li  teraz będziemy przykładać ten trójkąt w ten 
sposób,że punkt jego A0 będzie zajmował kolejno położenia'
1 ,2 ,....... 11,12,na prostej 0A /o si 03/>a punkt jego OJ fcoA
lejno odpowiednie położenie na kole i  będziemy rzutować' od
powiednie położenia punktu M0, otrzymamy wtedy 1 2  punktów ra 
płaszczyźnie JOY,będących położeniami punktu krzywa prze- 
oh lżąca  przez te punkty będzie właśnie -torem punktu M na 
płaszc-zyznie X0 Y.

A by otrzymać nieruchomą lin ię  środków chwilowych sko
rzystamy z tego,że normalna do punktu toru 0 r jsqt odpowied
niej® położeniemkorby,t. j.promieniem 0 0 ł^normalna zaś do to
ru punktu A jest prostopadłą do prostej Oi/osi Ol/ , wystaw 
w icrną z rozpatrywanego położenia chwilowego punktu A^punkt 

* przecięcia- się tych dwóch prostych -da nam odpowiednie poła
żenie środka chwilowego /na ry s .4 2 .,oznaczone są położenia
Co>1 2 > c 7»g 6 ,C'5 i  C:4 tego ś ro d W .^ a  pomocą tych punktów mo
żemy wykreślić w pewnym przybliżeniu nieruchomą lin ię  śród— 
kó w efcw iłowych.

Podobne graficzne badanie ruchu płaskiej figu ry  w jej 
płaszc-zyznie-, stale nto.suje się nr w te o r ji mechanizmów. •

4. R u c h  p u n k t ó w  b r y ł y  ma  e r i a l n e j ,  
• b r a m a  j - ą c e j  s i ę  d o o k o ł a  p u n k t u

n i e  r u c h a  m e g o  .
Ruchem o b r o t o w y m  b r y ł y  m a t e r i a l 

n e j  d o o k o ł a p u n k t u  n a z y w a m y  t a k i  
r u c h  b r y ł y  .p o d a z a s k t ó r e g o  t y l k o  
j  e d e n p u n k. fc j e j  p o z o s= t. a . j e n i  e r  u —
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c ft o m y m.
Fonie waż odległość każdego punktu II bryły  materialnej 

od nieruchomego punktu 0  te j bryły  pozostaje niezmienną^ jęo 
podczas obracania się b ry ły  dookoła punktu 0 ,każdy punkt M 
porusza się po powierzchni kuli,kt<5rej środek znajduje się  
w nieruchomym, punkcie b ry ły  0 , a promień je st  równy odleg
ło śc i OK. i

le ż e l i  będziemy rozpatrywali k ilka punktów Mpjfl2 • •••! 
zna jdujących się na jednym i  tym samym promieniu 0 0  i  punkt 
M, w tedy widzimy,że każdy z tych punktów będzie poruszał 
si£ też po powierzchni kuli,grzyozym wszystkie te kule będą 
wapó>.'srodką^m^i. ,Ponieważ bpyfa” jiist. ńięzr!Biśnną,pt3nktyrM'ji ’z 
M o,#.,,będą stale leża ły  na promieniu'wspólnym z punktem Mp- ■ 
a dlatego, gdy będziemy znali ruch punktów położonych na po— 
w ierzchnd jednej ze w zkazanyćh kul,wtedy będzie nam znary 
ruch każdeg innego punktu bryły  materialne j  ,t . j .  będzie o- 
kreślony ruch samej bry ły  materialnej.

Jest rzeczą ©czywistą,że dostatecznie jest znać ruch 
tylko dwóch punktów ,znajdujących się na powierzchni te j 
samej kul i ,  aby znaó ruch bryły materialne j ,  albowiem dołą
czając do tych dwóch punktów ,punkt nieruchomy 0 ,otrzyma
my trzy punk ty,nieleżące na jednej prostej;ruoh tych trzech 
punktów skreśla ruch ca łe j bryły .

Obierzmy napowierzchni jednej z kul,mających środek ty 
nieruchomym punkcie 0,dwa dowolne punkty A i  P a } przypuśćmy 
że na początku i  w końcu jąkiegoś c. o su czasu te punkty 
za jmnją odpowiednie położenia Ap,B*  ̂ i  A2 ^ 2 * ^ owo<̂ n:ktty nc*  
stępujące twierdzenie ^ A l a n b e  r t - E u l e  r ’a*

Twierdzenie. G d y  b r y ł a  m a t e r i a l n a  
o b j* a  a a s i ę d o o k o ł a  p u n k t u  ,w t e 
d y  k a  ż ć t e  j e j  p r z e s u n i ę c i a  m o 
ż e m y  o t r z y m a ć  z a  p o m o c ą  o b r c t u  
b r y ł y  d o o k o ł a  p e w n e j  o s i ,  p r  z a 
c h o d z ą c e j  p r z e z  n i e r u c h o m y  p u  »k t .

Ponieważ to twj cenie je st analogiczne do twierdza**, 
aia Bernoulli-dhasis *a, d la tego przytoczymy tu tylko stre
szczeń 3 jego dowodu. Połączymy punkty. A]_ i  %  z punkta
mi A^ i  Bp za pomocą łuków wielkich koi; ze, środków a i  
b  tych łuków A -jA 2 i  B l  Po przeprowadzimy łuk i wielkich 
kół a d  i  b d odpowiednio prostopadle do A]_,A2 i  B^ B '2

Punkt d prze®jęcia się łuków a 8  i  B C połączmy za 
rwan*» ™  7 nicr-ue-Lc^yŁ; punktoi. bryły dotrzyma#®
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A

u

w fen. sposób prosta 0 0  ja s t  właśnie tą osią,dookoła któ
re j •bratem punkty Ay i  By przeprowadzimy' w położenia
A2 i B 2 •

Aby się o tein przekonać wy
starczy dowieść prawdziwość 
następujących równań:
Al °  -  A?0 >ByC »  B gC,

Ay 0A2 =  By CB’2 
co możemy uczynić zupełnie 
taksamo, jak w dowodzie twier
dzenia Bom oulli-Chslesąda,z  
tą jedyr różnicą ,że tam mie
liśmy dc ozynienia z tró jkątami 

t ' o bekach prostolir jnyah,a obeo-
: nie mamy trójkąty Sferyczne-. .

Chociaż wiemy już,że ruch . 
dwóch punktów bry ły  materialnej 
w obecnym ruohu obrotowym dockcte 
punktu nieruchomego w zupełności 
określa ruch ca łe j b ry ły ,a le  mo
glibyśmy bezpośrednio dowieśó,źo 
podczas tego obrotu dookoła osi 
0  CT,który przeprowadza punkty 
A I B  z położeń Ay i .B l w położe
nia Ać92jkaźdy inny punkt te j 
bryły-przesunie się  z początko.g 
wogo jego położenia w kcńoo— • 
we położenie C2 .Pozostawiamy ozy- 
tają.ym przeprowadzić dowód teg> 
zd mia ,opierając się na lin iach  
łutów wielkich k ó ł,nakreślonych 
na ry s .43.

Rozważaniami,arna logicznymi do rozważań następujących po do- 
w ddzio twierdzenia Bernoulli-Chsles!a dla ruchu płaskiego, 
udowodnimy,żg ruch o b r o t o w y  b r y ł y  m a t ę  _A 
r l a l n e j  d o o k o ł a  n i e r u c h  o m e g o  p un-  
k t u , j e s t  z ł o ż o n y  z n i e s k o ń o z o n i B
w i e l k i e  j l i c z b y  ,n i s k o ń c z e n i e  
m a ł y c h  o b r o t ó w  d o o k o ł a  o s i  »p r  ze-  
8  b*o d z ą c y o h p r z e z  p u n k t  i. i e r u c h o -
m y.Wależy nadmienió,że osie obrotu w różnych momentach osa- 
su w ogólności będą różne.
Oś nieskończenie małego obroi^edpc włada jąca pewnemu momen
tów i  *zasu,nazywamy c h w i l o w ą  c s i  ą o b r o t u

-6 1 -
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, . i t
-togo wmsjrkur^'Z&&W£i p h w łe i^ ip ię  ;;ntwnrz«Ką
pnsez zespół o s i chwilowych, 8 8 ^ ® *  s t c ź  Ł 1 0 i  o — 
s i  c h  w i  1 o v/ >7 c h o b r  o V 6 Woleden stożek zakreś 
lony w p rzes trzen i,,jes t to s ta ły  *3pyli nieruchomy stożek 
o: i- chwilowybh$mgi stożek zakreślony w samej b ry le  mato-'

I

rualne j , je s t  to r  u -o h 0 m,11̂ o s i  o h w i -
1 o w y c h  / ryso,44:./ W każdym memencie, czasu,oba te stoż
k i posiada ją  wspólną tworzącą,ktęra je s t  t ła  śnie chwilową 
osią. obrotu tego momentu o-zasu^dy b ry ła  materialna obra
ca s ię  d sokoła nieruchomego puhktd 0,w t e 'd  y r u a h ó -

w
flihK, t

nieruchomy

1 iii/////  
I m / / / /

J f ruchomy stożek 
-  / y  chy l i  owy

t o ż e k o s i
Rys o 44»
c h w i l  o w y  c. h 4-My.

b e 3  ś l i z g a n i a  s i ę  p o  a i  e ,r u c h 9 ł  y »  
s t o ż k u  o s i  c h w i l o w y c h  « »

Ohw iłową, oś w danym momencie czasu wyznać,zymy,gdy • 
oprócz nieruchome g punktu bryły będzie nam znany jeszcze 
inny punkt,prędkość którego w rozpatrywanej chwili jest, 
rów na zeru..

Prędkości i  przyspieszenia punktów bryły  materialnej 
Obra cająccj się dockoła nieruchomego punk tu, w każdym mo
mencie czasu ca prędkościami i  przyspieszeniami ruchu obro
towego dookoła pewnej chwilowej osi nieruchomej.

Rozpatrzymy ' teraz ruch obrotowy ,b ry ły  m ateria lnej do
okoła niaructicmogo punktu metodą analityczną,g-dyż dotyo&^zats
no,da l l ś a r  tor ruch, goomeiryoj&uie ierzomy dv/a układy pro
si: akątayrk fpółxi: rych: Kbrt.  ̂jnsza-.p■^ia.dająayoh wspó-



lny początek 0; jeden uk^ad os i 0X, OY,-- OZ, *nieruchomy, 
w p rze s trze n i, a dragi układ 0 fe , 0V? , 0 %, n i ©'zmiennie

■ a i i 1
i 2.

4

z
> \  s * M } \/ \ / *' \ł A

/ -y /  /s/*? /  -/?/ / /  Z A

fZ Z Z A Z /  A Z  la; /i//l ,w / / / / / / / . V / / / / A \  I/,/
/ A / / / / / Z / / /  y / / / ‘ v >  \k'°
I < / / / / / / / ,  z  z z z A f ż  z -\ \  •• v '  /  /  j /  ..*• r-- ,/„./■*? /  /  y ./  /  \^»y

/'Z /  / /  Z*'/ /  Z Z /  \ \&■<"" ' < / / / / / y / / / / /  zy[/\ i

:> <   .
y  A ±...

i A  \,

w

Sys-4?.

połączony z bry łą  materilną/rys. 45/
Położenie osi 0 , 0 , 0 ,  względem osi 0X, 0Y, 

i OZ określają 9 cosinusów kątów, utworzonych kierunkiem 
każdej osi układu z każdą osią układu 0XYZ.
Te cosinusy są określone następującą tabliczką:

\V....
■<łl oplot!

1 ex
._... a,i b-̂  : C««

OY ' a2. bg | o£

OZ a-,, % 1 ° z

COS / f ,X / « *  COS /X, f  /#  a1
/

cos /|,Y/« cos /Y, | / «  a? { y

Oznaczając przez ? x , y t z , /  i /V&  )  /  , 
współrzędne dowolnego punktu M odniesione do' układów 
osi 0XYZ i O fl?t, będziemy



jmy m ieli wzory znane z geometrii analitycznej,wyrażająoe 
zależność pomiędzy / x f y ?z/ i  / , > / i

—64—

x  =  ap f̂e. +  bpi/ 4- Cpt
y  s  9*2 + bp vy+ op^ 40 f

Ponieważ układ osi 0YX? jest prostokątnym,więo zacho
dzę następujące zależności pomiędzy 9 -ciu. cosinusami tab lioz-. 
k i 39.

a p  2  4. a p  2 f  3 3  2  -  p

bp 2 +- b 2 2 f  t 3 2 = 1  ’...................•/ 41 /

ep 2 + cg 2 + 03 2 = 1

Podobnież z powodu prostokątności osi o| Y j mamy,że 

a-̂  2 4 bp 2 +• Cp 2 = 1

a 2 +■ b 2 + 0 2   ̂ -  4 ••> «••*•••*••  • [  42 /
a3 2 + b 3 2 + 03 2 = 1

+ cp
2 = 1

V) 2 12Oczywiście CM2 = x2 + y2 + z 2 ==3̂ , + </ 2 '] t

skąd^ ^+1 :-+p2=/&p +bp +op / 2h / ■ łb 2 r\ + ® 2 a3|^
, p« skasow-aniu nawiasów ,korzysrając z wzoróv/43/ znajdzioayt

/ +aęho+ajb^/b >i 4/bpcp fbpcptbpc^-fi-ł/a^cp+a202^3c3/>
Ponieważ - ta równość musi być ważną dla dowolnych war

tości £ , n , !i ,więc z n ie j wynikają następujące tożsampści:
.#*■ ' >

apbj + a?b 2 + B3b3 «  O 

apep +apcp + a3C3 =- O . . . . .  . . . . . . . . . . . / 4 3 /

bpep +b2C2 + b3©3 s* O
Te wzory wyrażają zależności pomiędzy cosimiaanii kątów utwo
rzonych przez dwa wzajemnie prostopadłe kierunki z prostoką
tnymi osiami współrzędnych.

Stąd wynikają i  takie zależności;

' a2a3 + b2b3 + c2°3 ^ 0
a3al  + ^3^1 + °3C1 -  ® ............... .........44/

a^a2 + 'fci'b2 + ° l c2 ~  ^
Jest rzeczą, oczywista,że : /nośei /41 f  i  / 4 3 /  są

rómoważjie równościom /42 / i/ 4 4  / -Łatwo przekonamy się,
■ że zoleżbośo.± 6 /41 / i  /43 /  są niezależnymi.,t.j. biorąc



dowolnie trzy  w ie lkości ta b lic zk i /39 / ,pozostałe wyznaczy
my przez te tr zy  za pomocą sześciu równań /41./ i  /43 /•

Zamiast tych trzech cosinusów,lub trzech kątów im cd -  
powiada jących,możemy wziąć jak iekolw iek  trzy  inne nmlenme 
n iaza le  żne , prze z które tr zy  pierwsze możnaby było  wyrazić.
Ta k w łaś  n ie uczynił E u l e r  ,wprowadzając tr z y  nowe , 
wzajemnie n iezależne kąty © , 'f  i^-‘ ,zwa ne k ą t a m i  E u 
l e r a .

Wyobraźmy s ib ie  kulę* o dowolnym promieniu,mającą środok 
w począ tku współrzędnych 0 / ry s .45/ .Powolna płaszczyzna p- 
pr 'w adzona przez punkt 0 , prze tn ie powierzchnię t e j  k u li  we — 
dług w i e l k i e g o  k o ł a , a  dowolna prosta ,przepro
wadzona przez początek 0 w jednym kierunku przetn ie  powierz
chnię k u li w j  e d n y m tylko punkcie,więc każdemu kierun
kowi w p rzes trzen i odpowiada jedem i  ty lko jeden punkt na 
powierzYhrai nasze j  k u li*C s i współrzędnych OXYZ ieOfp%  ̂ p rza t-  , 
ną ową, kulę w sześ c iu  punktach X ,Y ,Z ,f,>\  , ę ,a płaszczyzny 
współrzędnych,prze tną powierzchnię t e j  k u li lra&2hvż v łukó wen 
w ie lk ich  k ó ł| \ ,\ ^  ,| S ,XY,YZ ,XZ.

Zanotujemy prostą p rzec ięc ia  s ię  płaszczyzn współrzę
dnych XOY i  0 niech będzie prosta OF.Położenie t e j  p r o s t e j  
na płaszczyźn ie XOY będzie określone,gdy weźmiemy kąt 
przyczym ten kąt lic zy ,m y od dodatn iej poływy o s i 0X w stro
nę doda tn ie j  połowy os i 0 Y ,t. j .  według obrotu s tr z a łk i ze
r a  ra  ,cd 0' do 2lf .
*|J * .r**

Położen ie płaszczyzny O dbędzie określone ,gdy weźmie-- 
my kąt bryłowy przy p ro s te j GF,utworzony płaszczyznami X0Y 
1,0i\ ,Fa powierzchni kuli,temuż kątowi bryłowemu odpowiada 
kąt sferyczny 8 ,mający wierzchołek w punkcie F i  utworzony 
łukarffli w ie lk ich  ł ó ł § T \ i  XY,oczywiście wtedy kąt p o m i ę d z y  
osiami 02L i  0 !/ je s t  też równy ©.Ten kąt 9 liczym y ąd o s i 0Z 
ku os i 0^ fy z y l i  od płaszczyzny X0Y ku p łaszczyźn ie | Ob , 
od o do 24 r .

Wreszcie położenie o s i 0| na p łaszczyźn ie % O dbędzie 
określone ,gdy weźmiemy kąt FOji =■ vf  ,k tó ry  liczym y od proste j  
OF w kierunku s tr za łk i zegara w stronę o s i §• ,wtedy ICąt F0T\ 
będzie rów ny ' f  # .

Jak widzimy,te tr z y  kąty E u l e  r*a  w zupełności o - - 
k reś lą  ją  wzajemne położen ie o s i współrr ędnych 0XYZ i  01 '(}%

Aby wyrazić 9 cozinusów t a b l ic y / 3 3k przez k ą ty  E u i  e—
r ' a 0 T i  •; .będziemy stopniowe przekształcać osie  nieruch®— 
me 0YXX. 1 ’

l /  Wyobraźmy sobie ,że układ o s i 0XY2T je s t  obrócony o 
kat '• dookoła o s i OkT, wtedy oś 0X zajmie położenie QF̂



w prowadzimy d latego p o m o c n i c z y  u k ł a d  w s p ó ł -  
r z ę d n y c h  COLy  ̂ 2^ ,przy czym oś 0Xj_ je s t  zgodną z 
prostą OM)-, wtedy na zasadzie znanych wzorów przekszta łce
n ia  współrzędnych na p łaszczyźn ie .będziemy m ie li:

-66—

x ~ X1 aos t7-  y/ sin/"' ■
7 -  s in  y+- yj_ cos 'r/. . . . .  » . . . . . . . . . . .  <
2 = zi

rJ  Fastępnde-przypuśćmy, że układ OXp T i Tp o b ró c iliś iy
dookoła o s i OX-j_,t, j .  dookoła p roste j Qif, o 3£ąt & ^wtedy
współrzędna pozostanie bez zmiany,a współrzędne z^ i  ^

*

ulegną zmia n ie , Te n o w e  p o ł o ż e n i e  u k ł a d u  
n  z l  nazwiemy przez wzory przekszta łcen ia  będą:

X1 ' “  x2
71 =  y j  cos 0 — Z2 3in 0........................... , ./  4ć/

=■ y2 sin  0 -f z2 cos 0
Jest rzeczą  oczyw istą,że oś 0Z2 je s t  zgodną z os ią  0 <Łi .

3/ Teraz obrócimy układ dookoła o s i 0 41 t . j .  o s i
0^2 0 kąt •, wtedy u k ł a d  s t a  i  Q s i ę  ż g r d -
n y i  z u k ł a d e m  ,a id r y ' p rzekszta łcen ia
współrzędnych x 2% y2 , z ? , we.'współrzędne % , n , S >będą x

x2 = sos :f  -  n sin  y? ’

72 -  T +  i  c ° S o ' 1 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 7 . /
Z p — t

E lim inując z wzorów / 45>/ /46/ i  /•+?/ ac,-72 s z 2»^ »71 * 21 » 
zna jdziem y,że:

1
3fe M'c o s r .c o s y -s ln T  s in 'f 'cos €/~??/sin fcos^+cosfsin^/cos 9../+

+ sin  V  sin 0
7* f / c - s / a i i i f ' *  sin f  c o c o s . €/ +«? / -s in  f  sinj/ącos*foosj* cos 0/

-  \oosf  £ip.& • ; • ..

r /
s ili'/ s in  0 + ą cos'{- s in  © +• >cbs 0

'Porównując' oe wzory ze - wsoraml /4C/? znajdziemy poezu- 
kiwane za le żn ośc i s

W. J ,Tak liń sk i -Mechanika teoretyczna,



Gdy b ry ła  materialna obraca s ię  dookoła nieruchome
go punktu Ojfcąty ST u 1 e r f a zm ieniają s ię  z
biegiem  czasu i  d latego r ó w n a n i a  r u c . h u  b r  y -• 
ł  y w tym wypadku będą ;

0 =r © / V , t  = vf?/ V , i / , . . . ............... /49 / .
Równania krzywe j jk tó rą  zakreśla punkt M / f , r? t% l  , 

bryłjr m ateria lne j w przestrzeni,otrzymamy ż  w zorów / '4€/'' 
ma da jąc '? , k\i % w ie lkośc i stało ?a następnie, elim inu
jąc  czas t ,  k tó ry  wchodzi przez T  i  k*1 w wyrażenia co-
sinusów ap , , „ „ , , , .Cp ^otrzymame dwa równania między x ,y ,z *  
będą oczyw iś c ie  p rze la ta  w ia ły pewną sferyczną krzywą,po
łożoną na powierzchni k u li.

Aby znaleźć równanie krzyweJ,k tórą  dany nieruchomy 
punkt p rzes trzen i I I/ x ,y ,z /  wykreśla wewnątrz prusza jącej 
s ię  bryły,nada Jemy w równaniach / 40 / x ,y , i  z w ie lkośc i 
sta łe  i  znowu eliminujemy czas t .  Wtedy oczyw iście o trzy 
mamy te sa me z wyglądu równania,Jakie wyżej zn a le fliśm  y  
d la toru punktu W &  ,~X\ y^ / ,ą le  zmiennemi w nich będą!,,??!, 
a x , y , z ; -stałemi.Tę krzywą! moglibyśmy wyznaczyć,k o rzys ta - '
Jąc rów nań / AS? wyrażających współrzędne ruchome przez 
współrzędne nieruchome: %

&  = a i  x  + &2J +- apz 

pV_= bp x + b 2y + b3z 4f/'
7 — ep x + cpy +• o^z

Elim inując z tych równań czas t ,  otrzymamy równania po
szukiwanej krzywej .

Zbadamy prędkości punktów b ry ły  materialne j t ebrao.ają- 
c e j s ię  dookoła nieruchomego punk tu .Różniczkując wz*ry / 40/ 
względom czasu t ,  znajdziemy następ:'Jące wyrażenia na rzu ty

-  c os 6



priędltoicl. ^  /  x> y^ . / ‘b ry ły  m ateria lnej:
-6 8^

v  cof/v,J/ = yr *  a b f  + TSf:+. C -ft 

V cog/v,T/ =r y * «  a «2 1  +. b c ■ 2\ .................. ./ 5C/

•VCOtog/v,S / ~ z i -  a ^ | ,  c'3%

przy czym a ’ p da i  
~ T T ’ *

db]_ da,
at • • • i « ••• •

Przckszta  łoim y wzory / 50 /wstawiającw n ie zamiast ? S » 
ich wyrażenia f  , wtedy otrzymamy; '

1  a 1+- bp1>2 + e1 e£/ +y / a 2a-£ ^ b i+ c ^ © !  / W * 3 ^ 3 ^ + 0 3 0 ^  f 

7 * - ? / 8q8.£ +t31T>̂  +©ig^/ +y / ąga| ib 2b£+ c 20sK* 2/ 33a , 

Z,=3ę/al ai  *bl M  +ci ° i / V a 2 aj  +b2b j + e 2c y +^ a 3aj+b3b j  +0301/*

Zanwa żymy,żewspółczjmhik p rzy  x w pierwszym z tych wzo
rów ,prży y,w drngim i  p rzy  erze tum są równe ze ru ysa  mej m -  
czy,n5żmiezkująewzory M g/ i  skracając przez 2 ,znajdziemy,iU

* 1 * 1 -f b£o ł7 + OjO ̂ =0 X*

V ' i + b2b ’ 2 +• ®2°r2
a3a<3 * V * 3 ł C 3cf3 = 0]

Różniczkują® wzory / 44/ względem czasus znajdziett że

a2a *3 + v s + V *3 «■ •/ a3a ' 2 + V ' 2.

8-̂ &  ̂̂ 4* V i +• C3 C«i
1 = V  a^a * *  V b ?3

w v 2 + V
t.
2 + V a2a ł ,  v ' x *  ° 2 ° y

Oma .czając- lewe częśói rćSrnoóst / 5 3/ odpowiednio przez P?Qi 
R t . j .  

P = aoa ' ł  -^b0b*-, +. cnc r-
. r ■ ■ 3 . ■ . ■ '2 3

Q =-. a^ą1̂  + b^b*^ ■& c^

R =- a^a ̂  + b^b -V -f CjO*

i  ap iera jąc s ic  na wzorach /5]/ i  /52/-Za jdziem y następu-
jąfte jyfa, żenia n* rzuty ^ ę r io śc i r

v  cos / v 7X / -  y J r- zQ. |- yR
V CCS / V?v  -r v ' :• -  zIF   ./54^
y  c o g / y -Y  z 1 yS? * -  xQ



W zory /54/ często są  nazywane wzorami E u 1 e r* a .
W spółrzędrae punktu / x ,y ,2/ ,którego pr^ikosów danym momencie 
cza su je s t  zerem,muszą czynić za dość następującym warunkom*
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zQ
c z y l i

yR =, 1, xR -  ŻP ±= 0, yp -  xQ = 0

_ J i ..q _ . . . . . .

Ponieważ

2 ,SX  Z V  X
TT'j P “  ‘ R~ ; “  “■ p 
jedno z tych trzech równań jó s t  wnioskiem, 

dwóch innych.więc mamy dwa równani - z trzema niewiadomymi

^ y z /cc/
— v  > ^ - v34 *  •  0  o o *  O •  O y  9 #  •  «  •  a O o •  o o oj JX

1 równań / 55/ wynikajże współrzędne punktu / x, y , V » 
którego prędkość w danym momencie czasu t  je s t  równa zeru, 
są związane równaniami pierwszego stopniała za tym is tn ie je , 
nieskończenie w iele punktów,których prędkość w danej chwi
l i  t je s t  zerem,wszystkie te punkty są: położone na jednej i  
t e j  samej prostej,przechodzącej p rzez początek współrzędnych.
0 i  wyra zające j  s ię  za pomocą, równań / 5^  .Gdy zmiennej t 
nada my określoną wartośćfwtedy P , Q i  R przyb iorą  też  pe~ 
w me w artości s ta ło ,a  więc. równania /  55/ przedstawią nam zu
pełn ie  ©kreśloną p rosią t je s t  rzeczą  oczywistą, że ta prosta 
je  s t © h w i ł o w ą . ,  o s i ą  o b r o t u  b ry ły  m a te r ie l-  
n e j da mego momentu czasu t.Chwil owa oś obrotu z b iegiem  e ra -  
su zmienia swe położenie w przestrzen i,a lbow iem  P , Q i  H ą  
fteikcjami czasu t.

Oznaczymy przez C..0 kierunku chwilowe j  o s i ob ro tu / rys . 46/.
Ra podstawie wzorów 

/ 5 5 /  > kierunek Oubwyzna
czymy ze wzorów: I3 ......
coą/ 0 .A., 3/ ='VP2+.Q2+p 2i?

c o ą / D o i ,,/  = Y f 2 S)'|fR '2Ti /56/  

co s/ OJLjz/='VP2+q ^ r2 "

Wiemy,że prędkość 
kątowa z jaką b ry ła  obra- 

ąca  s ię  dookoła os i c h w i
low ej 0 je s t  równą, i l o 
razow i prędkości l in io w e j 
jakiegokolw iek punktu b ry
ł y  i  n a jk ró tsze j od leg łoś
c i  tego punktu od chw ilo
wej o s i obr o tu . We ź mie my 
ten punkt b ry ły  m ateria l
ne j  M , k tóry  w danym nc -  
mancie czasu znajduje sagR ys .46.



na o s i nieruchomej 0X w od leg łośc i od początku współrzęd ■
O rdw ne j  jedności długości,W tedy współrzędne punktu M 

■' fcęd.ą x =■ 1 , y ~ z- -  O ,am j krótsza odległość TT- Kj, tego ° 
punktu od os i 0-9 0 wyrazi się  następująco: °_____  ...„

mcn '0 ^ o °  s i t ^ o i ą  / *  i>Ji~c.os2/ o ;  , , V  J L —
' [P 2+Q2 +■ R2

Wzory /54/ dają mm następujące wyrażenia na rzu ty  
prędkości

\ . c o s  / %  x /  =̂ 0 

% 0.coa / ^£0, y /  = xR = R

\ *003 / %  >z / = — xQ =r —Q ,
Stąd znajdziemy w ielkość : ________

M . «  l/p"°” '+Q  2 + R2  ...................../57/
    i i '  ro

27a tym prędkość -kątów a obrotu c' '.lewego w ogólności je st  
funkcją czasu t  .Prędkość chwilowego obrotu (,0 przedstawimy 
geometrycznie za pomocą wektora / p a trz  zo rd z la ł l a s k i e -  
,x*qwanego wzdłuż chwilowej o s i obrotu OĆ3 •,możemy więc rzu tu -, 
w ać wektor prędkości kątowej na osie współrzędnych 03CY! 
wtedy otrzymamy wzory: P

U .cos /Wyn/ ^l/p2^ Q N R 2 , \ L2 T ł  12^* P

-70-

/ o ,v  = p + q e * 2 . p  ; ' q2 “
Q

to,cog/w ,y/ j j v l  Q 2 +R2 q  ./56/

W, cos/w yZ/  *  ' Jj ? +Q 2+ R2 I / p  . '2/_ s

Ostatnie otrzymame równania / 78/ wyjaśniają nam kinem— 
ma tyczną, in te rp re ta c ję  wyrażeń / 53/ , oznaczonych przez ?,Q  i  
R są r z u t a m i  p r ę d k o ś c i  k ą t o w e j  60 
n a  n i e r u c h o m e  c a l e  w s p ó ł r z ę d n y  oh 
CX,0Y, 1 02.

Musimy jeszcze wskazać w jaką stronę odbywa s ię  obrót 
dookoła chw ilowej o s i  ̂ Przypuśćmy; że oś 02 obraliśmy w tak i. 
sposób,że w pewnym momencie czasu oś ta  je s t  zgodną z chwi
lową os ią  obrotu 0£3 5ponieważ wtedy prędkość kątowa je s t  
akierow aną wzdłuż 02', więc P = Q, a R /4 0 i  dlatego- wzory 
/ 54/ da ją  nammże: - :

X ,OC3/ X , x / ^
•v̂ o .c.os/ ^ o,y / aH — R*

% c,00a / \ » 2 / ~ ° ‘ł
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Skąd wnioskujemy-,żeprędkcśó u, je s t  skierowani równolegle 
o os w Stronę dodatnią te j osi.A zatym obrót dookoła chwi

lowej os i odbywa się  o d s t r o n y  l e w e j  k u  pra
wie y PB ący ma Pr<?ńkośó skierowaną od n£g ku g ło  -

Równanie n i e r u c h o m e g o  s t o ż k a  o h L̂- 
l o w y c h  o s i  o b r o t u  , otrzymamy ź równań / 55/ , 
eliminując z nich czas t.

Aby wyznaczyć równanie r  u c h :■ m o g o s t o ż k a  
• c h w i l o w y c h  o s i  o b r o t u  ,musimy znalesó rzu

ty  prędkości kątowej na ruchome osin współrzędnych 0 ? ,0 
0 ,nie zmiennie z bryłą związana * więc mamy:

Uuc.os /u) fi /  =r p =• a^T -f a Ql. * S3R

U .COS /Q  fX\f = q = b^P + b a. *  ^  ) • . .......... •/59/

t> .cos /Q , // et r  — c P + c O + C..R I3 t J
Wyzna czymy ze wzorów/59/ p,q i  r  będziemy m ie li następu
jąco rów nania osi chwilowej w współrzędnych ruchomych:

p a r
. . . . .  ./óo/'

Eliminując z równań /6o/ czas t,otrzymamy równanie rucho
mego stożka os i chwilowych:

f / I  , h ,5 / =• 0     .........       ./60e/
I

Rzuty prędkości v jakiegokolwiek punktu M / > ,7; , i  / 
b ry ły  materialnej na ruchome osie 0 | '?? i  wyrażają się. wzo— 
ra mi ana logicznymi do wzorów /54/ ,mianowicie:

v cos / v,V,/ -7>q “ 7lr A 
v  cos / v , ̂  l j —  ̂r — ^p, «/ói/
7 c o j / y  =r7]p -  |q./

P r z y k ł a d ,  P ry ia  materialna obraca się dookoła oś i 0 i  
jednostajnie z prędkością kątową u) : a,oś zaś  ̂/ jodnocz^ &*•••• 
nie obraca s ię  dookoła dsi OZ z prędkością kątowi Ci =b, 
pozostając, do n ie j stale prostopadłą.W momencie początkówgtm 
t = 0, oś % zna jduje s ię  na płaszczyźnie X0Z .Ró,wnania ruchu 
/49/ przyb iera ją postać następującą: ^

9 = | —  at tf j/' — JL~ 4. b t

Z równa ń /48/ otrzymamy wyrażenia na?« o sinusów a^, . . . . . 0^

— — cos at sin bt,  an ^  óos at cos bt ,  a  ̂ — sin at,

T»̂  = sin at sin bt', b^ =• -s in  at cos bt,b^ -  b.os at,

. -  cos b t, c —  sin bt , =■ 0
1 . 2 7 3



Rzuty prędkości kątowej u? na nieruchome osie g** :

P =a cos bt. 0 s* a sin b t, H =r b ,

skąd wynika ,śe ' i  = a2 .4  b 2 a., za tym równanie /'55^
chwilowej osi obrotu we współrzędnych nieruchomych-napi
szemy tak:
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JK = 1
a cos bt a sin bt b

Fieruchomy stożek chwilowych osi obrotu je s t stożek obroto- 
w y,którego, oś je s t  prostą OZ-*,

x2 *  y2 -  . z2 0.
Id

Wzory / 5 ^  da ją  nam: .

p- =-b sin a t, q =• b cos a" a r  = a.
Równanie chwilowej osi obrotu we współrzędnych ruchomych 
będzie:

_  Ti ■ _
b sita at b cos at a

Skąd znajdujemy równania ruchomego stożka chwilowych osi 
obrotu:   2 2 ‘ Y . l i  4

< 2 + T! - L . ( , 2  = 0  , -1  1 - -
;; \ a2 1 _ J ' Y

je st więa nim stożek obrotowy, którego oś jest zgodną z 
osią 0  ;; .

& .  O g ó l n y  p r z y p a  d e k r  u li h u 
b r y ł y  m a t e r i a l n e j .

W iemy,że położemir. 'bryły ma te::alhe 3 jest w zupełności 
określonesgdy znamy położenia trzech je j punktów nie leżą
cych na jednej prostej.
Twierdzenie. W o g ó l n y m  p r  z y p a d k u r  u o h n 
b r y ł y  m. a^t e r  i  a 1 n e j k a ż d e  j e j  p o 
ł o ż e n i e  m o ż e  b y  6 o t r z y m a n e  z j a  kie 
g o k . o l w i e k  i n n e g o  p o  ł- o ż e n i ą  t e j  
b r y ł y  z a  p o m o c ą  d w ó c h ,  p r z e  s ^ n i ę g  
p r  z s u n i ę c i  a p o s t ę p o w e g o  ,p r  o s t 0 -  
• l i n i o w e g o  i p r z e s u n i ę c i a  o b r o t o — ■ 
'W e g o  d o o, k o ł- a p e w n e j  o s i .

Fiechaj / ry s .47 / •&, ,B ÓL b-dą początkowe położenia
trzech punktów bryły materialnej s Ł $  , i  0v. kotfoowe2 d ć-
położenią tych samych punktów., wtedy oczyw- ście

■ A-Bi ,  1 1  a 2 - 2 '



Pr ze suniemy bry łę  materialną z początkowego' po
łożenie A1 , $l f  Gl f  ru -
ruohem p o  s t e p o w y m  
i p r o a t o l i n i o -  
w y m w t a k ; no
we .położenie

aby np. punkt sta ł się  
zgodnym z punktem A? bry
ły  w położeniu końcowym. 
Wtedy oozywiście

i  punkty A prze

suną się wzdłuż prostych

V  W i 1 ° i ° i - w s®-
i  d» .2
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Rys.47.

łożenie. A

przedniego -  Pu wiemy »że 
no. zasadzie twierdzenia

d łA la  mber t-EPuler ra , możemy obrócić bryłę materialną dooko
ła  pewnej osi 00', przechodzącej przez nieruchomy punkt 

/A y  ,o taki kąt ,ażeby dwa punktyB', i  0* , za ję łyA ' 1  2  ^  i  U  ?V‘ V pULLLii. Kty £> ’  X  1 *  " ‘ 'O H ? 1**

położenia 15 9 i  0^, Wypełniając to przesunięcia obrotowo
■r — y  2  w c x  *
dookoła pew nej osi 00* przeprowadzimy bryło w położenie
A 2^2* i c c.. b . d . o«

Ruch bryły  materialne j , składający się z ruchu obro- 
tow ego dookoła pewnej osi i  ruchu postępowego w kierun
ku tej osi nazywamy r  u ct bom ś r  u b o w y m  .Oś obro
tu w tym wypadku nazywamy, o s i ą r u c h u  ś r u b o 
w e g o  czy li o s i ą  o b r o t u  i p o s t ę p u .  
Przykładem takiego ruchu jest powszechnie znany ruch gwin
tu śrubowego w jego nieruchomym naśrubku,albo odwrotnie 
ruch na śrubka na nieruchomym gwinei® śrub owym, TTd c wodnimy 
następujące twierdzenie E o ż z i 1 e g o  , dotyczące ruchu
śr .bowegc.

Twierdzenie .Mbżzi^egc. 
r u c h u  b r y ł y  m a t  
p o ł o ż e n i ®  m o ż e  
j a  k i e g o k o l w  i e  
ż e n i ą  m a p o m o c ą  

e m ś r u b o w y m  d

W o g A 1 n y a w y p a d k u  
e r  i  a 1 ® e j k a ż d e  j ej  
b y ć  o t r z y m a n e  z 
k i n n e g o  j e j  p o ł o -  
p r z e  s u n i ę c i a  r  u -

o o k ł . a  p e w n e j  o s i  
c h u ś r  u b O' w e g o .
Mus^ay dowieść,że ruch postępowy w kierunku prostej 
j/kysl4 l/i ruch obrotowy dookoła osi 00* mogą być za, a- .



tąpione ruchom śrubowym dookoła pewnej osi śrubowej,.
W ty® celu. rozłożymy ruch postępowy w kierunku prostej 
A-jA? 33r' ■̂Wl ruchy po stępowe ,miortowifjie : ruch postępowy
w kierunku prostej A a, równoległej do osi 00* i  na ruch 
postępowy w kierunku pro sto j ąA , prostopadłej do tejże osi^O* 
je s t  rzeczą oczywistą,że ruch obrotowy dookoła osi 00ł i  
ruch postępowy w kierunku aA_,prostopadłym do tej csi,two
rzą ra zem ruch p ła sk i,mianowicie ruch równoległy do płasz
czyzny, prostopadłej doosi 001 . Z §3tegc rozdziału na zasa- , 
dzie twierdzenia B ern ou lli^h asles ’a wiemy,że płaskie prze-* 
sunięcie bry ły  materialnej zawsze możemy zamienić przesu
nięciem obrotowym dookoła pewnej osi ,prostopadłej do płasz
czyzny ruchu płaskiego,W obecnym więc. wypadku ruch rów nc -  
le g ły  dc płaszczyzny prostopadłej do osi 00! możemy zamie
nić ruchem obrotowym dookoła pewnej osi l i 1', równoległej , 
do osi 00' ,&dy dołączymy do tego ruchu obrotowego ruch pos
tępowy w kierunku prostej A a, równoległej do 1 1 ', wtedy 
w edług d e fin ic ji, o trzymamy ruch śrubowy, przy czym prosta 
l i *  będzie osią tego rucJiu śrubowego*

Ule ka żdego ruohu śrubowego możemy z łatwością stwo
rzyć odpowiednią l in ię  
śrubową* wo źmionsy wal®, 
obrotowy,oś którego jest  
prostą 11f ,a promień 
którego jest równy jed
ności d łu gośc i/ ry s .48/» 
Oznaczymy przez e kąt, 
wyrażony w miarze łu 
kowej, jak i bryła mata*. 
ria lna  obróciła się do
okoła osi śrubowej o- 
brotu 11: .Nawińmy na 
walqc trójkąt prosto
kątny /BO,kąt któ rego 
BA C określa się z rów
nania' i  i ,

At a
tg/BAO/ * --------

e
wtedy przociwprosto*— 
kątna AC po nawinięciu 
się na walec utworzy

Sierdzenie Możzi’ego pozostaje słusknem i  wtedy,gdy przesu
nięcie bry ły  materialnej będzie nieskończenie małe.
Euoh więc bry ły  materialnej w ogólnym wypadku możemy u wa-
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Rys.48.
na nim szuka ną lin ię  śrubową..



ża 6 j  a k o  g r a n i c ę  s z e r e g u  k o l e j -  
n y c h r u c h ó w  ś r u b o w y c h  ,przy czym oś śru
bom obrotu ciągło zmienia swe położenie w przestrzeni i  
we w nątrz bry ły  m terialne j/!!?ę_ oś Y ' zywnmy c h w i l o w y  
o s i ą r u c h u  ś r u b o w e g o  yczyii c h w i l o -  
w ą o s i ą  o b r o t u  i  p o s t ę pli.Podczas ru
chu bryły  ,oś to. zakreśla dwio liniowo powierzchnie: jed
ną w przestrzeni ,a drugą wewnątrz samej bryły ruchomej; 
te powierzchnie liniowe nazywamy odpowiednio n i  e r  u -  
c h o m ą  i r u c h o m ą  p o w i e r z c h n i ą  c h w i 
l o w y c h  o s i  r u c h u  ś r u b o w e g o .

Przykładem nieruchomej i  ruchomej powierzchni chwi
lowych osi ruchu śrubowego mogą byó dwie jedncpowtokowe 
hiperpolojdy.W każdym momencie czrtsu t obie hiporpolojdy 
posiadają oczywiście wspólną tworzącą,która jest właśnie 
chwilową osią mchu śrubowego dla zozpatrywanogo momentu 
czasu ty oprócz tego ta tworząca., je st kierunkiem ruchu pos
tępowego w tym momencie t. Za tym podczas ruchu bryły , ruchoma 
powierzchnia chwilowych osi ruchu śrubowego i  zarazem, prze
suwa się postępowo wzdłuż wspólnej tworzącej.

Zba. da my obecnie ruoh śrubowy a n a l i t y c z n i e #
W tym celu weźmiemy dwa 
układy osi współrzędnych: 
Jeden układ nieruchomy 
w przestrzeni OYYZ,a dm - 
g i ruchomy 0’ y ~r{ y , 
ale niezmiennie związany 
z bryłą materialną / rys. 
49./Położenie bryły ma* 
..rialnej' będzie okreś

lone, gdy będziemy znali 
położenie punktu 0' /x , 
y0,Zc/ zwanego zwykle 

i e g u n e m  i  k ie - 
unki osi współrzędnych
' & ,0' '>? ,Ó* %
ggiędem osi 0 ' X* Y* Z’ 
o nich równoległych, 
s kierunki określimy tak 

samo , jak w § poprzed
nim, mianowicie za pomo

cą kr tó w E u ler*a -9 ff  i  H'"' •
Za tym ruch bryły materialnej w wypadku ogólnym okre

ś la ją  sześó wielkości
xe , y0 , z0 , a  , ¥ ! i  y  ,

a więc. skończone równania .ruchu będa*.
Ye ~ f i  / t  / , y* = f / t  / , zo = f 3 A  /



e- - e / i / , f  - f / t ' 7 ,   ./6i /
Szczególne ytv dki a' i.s ' - ln e j ,vy$OźOtte w „  ̂ i  T4
tero rd z^ z i lu^rno1- omy ■■■or.ry- t -y t-ć jąk szególna wtfpeÓki nh, *  
chu , pr ze d a t  a wionego zapomoeą równań f& l/ %

W samej rzeczy dla ruchu postępowego*'będziemy mielit
e / t /  = o , f  / V  ~ l ' - > V f V ~ C ?

dla ruchu obrotowego dookoła osi nieruchomej»np.dookoła
osi OZ:

t / V  = o, f / v  J S , t J V  -  , » / V  =o.‘+ 7 V  *■ » ■
dla płaskiego ruchu ,równolegle np, do nieruchomej płaszczyz
ny X0¥ - ,

f / V  -O, O/i/ «  0, f V i /  «■ 0*
dla ruchu obrotowego dookoła nieruchomego punk tu,np. punk tui* 

f  /tń = ©, f / i /  =r 0, / :
Wzory wyra ża jące związek pomiędzy współrzędnemi 

punktu X nieruchoraerai i  ruchomemi są;
X  = X

0 +• ^  >  V T *

«<J li

o a2Ł  +  'b 2 p 4* ą /
z =  Ż

0 +
* 3 ^ + M k i i

Wzory wyra ża jące odwrotną za leżn ość ,t.j. wyrażające 
ruchome w spółrzędne f , >1 , <*• przez odpowiednie nieruohowe
są* / ^

•| - - a /  x -  xe /  *  a , / y -  y / +  a^/ kz -  » o /

c n = h^/ X -  ■+ b^/ y  -  v y  z -  zQ/ . . . . . .  /63/

K = c-j/ x -  xQ/ + c ^  y -  yc/+ c3/ z -  t, J

Eliminując z równań /fig/ czas t,który jest zawarty w
funkc jach x ,y ,jr. ,a^ . . . . . .  ,c , o trzymamy dwa równania po-
migftzy x ,y  i  z° te °ró mania wyrażają, t o r  p u n k t u M  
/JE, U  y S j  b ry ły  materialnej ,zakreślony w przestrzeni pod
czas ruchu bryły.Podobnie z równań /63/ ,po wyrugowaniu cza.- 
śu t,znajdziemy dwa równania pomiędzy /j£ . V\ f t ,wyrażające 
tcr,zakreó lony przez nieruchomy punkt/x,y,ą/ w przestrze
n i wew nątrz samej bryły.

Różniczkując: wzory /&%/,znajdziemy wyrażenia na rzuty  
prędkości punktu M / f , p , f< / bryły;

y ct s /v,3/ =■ x ’ -  x*0 +■
t  cos / y,Y/ — y * =* y ‘0 +■ b^ )? + . . . . . . . . .  ./64/

y cos /y,?/ -  ®’ s  ^
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przy czym dxn dg.

Xf a « ,  1 i . t .d .
di 1 dt

^  wzory pozwalają nam obliczyć wielkość i  kierunek
prędkości y  dowolnego punktu M bryły*, pierwsza wyrazy we 
wzorach /64-/,mianowicie sT^y*, i  z^ są oczywiście rzutami 
na nieruchome osie prędkość? " b i e g u n a  0* /x^,yo , z^/

pozcsta łe  trójmiany wyrażają rzuty na te same osie pręd-. 
kości punktu HT /J*t, f) , )  / ,którą ten punkt po siadałby,gdy
by biegun 0* był nieruchomym, a bryła materialna obracała 
się dookoła niego.

Więc wzory /6-V stw ierdzające prędkość punktu M 
/JŁ. n . *| / bryły  materialnej w ogćlnym wypadkiu ruchu 
j t e s t s u m ą  g e o m e t r y c z n ą  p r ę d k o ś c i  v 
y  b i e g u n a  i  p r ę d k o ś c i  v o b r o t u  
d o o k o ł a  t e g o  b i e g u n a , t . j .

y  = v + y, o 1
W staw imy we wzory /64/ wyraźehia / fi// n a j^ f/ ^  

wtedy oczywiście otrzymamy wzory,podobne do wzorów/54/ 
poprzedniego §4;

y  cos / y ,X / -  Xf + / Z -  Zo/ Q-/y-y0 / R
v cos / v,Y / = y2 + /x -  xV R- / *-*0 /P  A ?  /
y  cos / Y,Z / ^ zQ + /y -  P -  / x~xQ / Q

przy czym P,o i R  wyraża jo się wzorami /53/ §4.
Prędkość kątową tc obrotu dookoła osi chwilowej co d o  

wielkości i  kierunku obliczyma ze wzoru;
W =d|p2 + n2 + r 2

roicr.::... coe/tc >Y /=CŁO
' ^ p 2  *  q ' 2 "  +  r 2  \ / p 2 T 7  +  R '

C O S  /f..-J ,Z /  rr
R

^ p 2 + q2+ e 2

korzystając z tego,iż prędkość punktu M bryły materiał. 
nej w ogólnym wypadku ruchu jest sumą geometryczną prędkość 
bieguna 0' i  prędkości obrotu dookoła tego bieguna,możemy 
z łatwością wyrazić tę prędkość .Niech 0' / ry s .50 jest b ie 
gun, v — jego prędkość, id -prędkość kątowa, obrotu dokoła 
chwilowej osi 0 ł0,Przeprowadzimy z -punktu M odcinek Ma geo
metrycznie równy yq ,opuśćmy prost ,adłą Mc na oś 0*0jWtedys
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odłożymy długość równą v m  iluż "prostopadłej , wystawionej 
do płaszczyzny,przeckod.cąoo d przez; oś 0*0 i  przez rozpatry. 
w any pmkt li v> taftą stronę ,hby-patrzący,mając prędkość ką
tową.OJ przechodzącą od nóg ftu głowie 7 wid z ia ł tenodainek, skie
rowany od strony lewej ftu prawe j ♦Otrzymajmy w taft i  sposób- vyek-

tor,bęa'£>iś przedstawiał, pręd
kość obrotową % punktu M, 
Budując, na v ±~‘v̂  równo- 
i.jgłobok, otrzymamy pręd
kość v punktu M, jako prze
kątną tego równoległoboku.

P r  z y k ł  a d.Bry
ła  materialna obraca się  

jednostajnie z prędkoś
cią  kątową w dookoła o- 
s i 0*H nieleżącej w jednej 
płaszczyznie z osią nieru
chomą OZ/ ry s . 53/ p znaczymy 
na jkrótszą odległość, p o -, 
między te mi osiami przez 
d.O: 0 1  ̂ obra*ca się jed
no s cu-jnie z pr ędfto ści4*Rys. 50.

kątową (a) = b dookoła osi OZ w tafti sposób,iż na jkrótsza od- 
ległoś 6 pomiędzy nimi jest stale równą d.W początkowym mo
mencie czasu t s 0 oś 0 X\  leży na 
pla szczyznie 2 ,0 ,Z. - 
Ruw nania ruchu są:

-  d cos b t ,y  = d sin b t .z  =- 0,

= at>^ar J> +  b t . 
3ftąd wynika’?że
Os const=r ©

P = a

Q = a sin. 0

sin 0 cos bto
0 sin b t,

R =r a cós ©o + b.

i  prędkość kątową 6.‘> posiada. wj&l~ 
ftość stałą: r __

, I O r\
+ V

V * U" kie;.....

IX
T

. Ł JL

V  1-A.

O

U): 4 2a b cos Q, y
/ - iiyso51*

X .

\L ( ,

Lr
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S k ł a d a n i e  i  r oz  k ł  a d a n i e  r u c h ó w
p u n k t u  i  b r y ł y  m a t e r i a l n e j .

W e wstępie d  ̂ Mechaniki teoretycznej ,d ow ied z ie liś 
my s ię ,że  ruch punktu materialnego je s t  zjawiskiem w zglę- 
dnym?za leżnym od wyboru układu odn iesien ia  ,względem k tó 
rego określamy położenie punktu ruchomego .w tym ro zd z ia 
le  będiemy znzpatrywać ruch punktu 1\£. względem pewnego ukła
du odniesienia/B/ , uważając jako znane

l /  • ruch tego punktu M względem drugiego układu od
mie sien ią  /  k  /  :4Jj  /
i  2/■ ,ruch tego układu / i/  względem układu /]?/ . :

R rzy ję to  nazywać buch punktu M względom układu /b/ 
r u c h o m  b e z  w z g l ę d e m  ',ruch tegoż punktu 
względem ukłasu / A / - r u g h e m  w z g l ę d n y m *  
a ruch ukła du f  k  /  względom ukłao u /b/~ r u c h o m  u -  
n o s z o n i a .

Możemy wtedy po w iedzie ć ,żo bezwzględny iuch punktu 
s k -ł a d  a s i ę '  z ruchu względnego i  ruchu uncszc- 
mią.Oprócz tych nazw będziemy używać jeszcze innych,mia- 
now ic ie  ,będ.?.ifir^y nazywać ruch bezwzględny ruchem z ł o  
ż o n y  n ,a ruchy względny i  unoszenia -ruchani s k ł  a 
d o w y m i .

W każdyę. mmonc-ic czasu punkt M, jak wogólo punkty 
układu odniesier la  / A / ,posiadają pewne prędkości i  p rzy » , 
spieszenia?,punkt M posiada prędkości i  przysp ieszen ia w 
ruchu bezwzględnym i  ruchu względnym.Jlatyr: w każdym mo
renie o czasu r.ożer.y rozpatrywać następująco w ielkościs ■

l /  prędkość i  przyspiossenio punktu M w ruchu bez
względnym foznyczymy tę wielkość przez v^ i W^i będiony 
jc  na zyw ali odpowiednio b e z  w z g l  ę d n ą p r ę d -  
k o ś c i ą i  b e z w z g l ę d n y m  p r z y s p i f i  
s z o n i e m  p u n k t u ; ’

tJ  prędkość i  przyspieszenie punktu M w jeże ruchu
w zglę&nyn to w ie lkości ,które będziemy nazywali w z g l
d n ą p r ę d k o ś c i ą  i  w z g l ę d n y m  p - r z y -
ś p i  g s z o n i e m '  -f oznaczmy przez v  i  w %w w

3/ prędkość i  przyspieszenie w ruchu unoszenia togo 
punktu układu cdnio.c ien ia  / a/ -r respatry vanyn
rinuoncie tózasu je s t  zgodny daaay pyt. : i t »  w ie lkości

nazywali p r ę d k o ś c i ą  i  p r z s y i c s z o -  
- a n u n o s z e n i a  ,oznaczymy jo yrzo£ ^ 4

R o z d z i a ł  V II.
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• y... i, w , należą. w rzeczywistości nJLe.,.
■, ,i o  p w * * *  iw<M?p,fl9 

chwili ,3 ' sti zgodny -2 rozpatrywanym punkiem M. • n  ̂ . .■.., fc

S ftpsfc a. d a!’ii !  riSO'W''aP*iBf h *5 w ^będsiony nazywać 
wyznaczenie "bo z względnego ruchu punktu / t .  j\ wielkości 
v i  w^/,mając ntoJły względny i  unoszenia; zadanie odwrot- 
nu-okreś łonie ruchów względnego i  unoszenia / t. j .. w io l-  
kości 7w,ww;VtJ i  w / według danOgo ruchu'bezwzględnego 
/ t . j .  danych v^i we/ będzicny nazywać r o z k ł a d a * '  

■ m i o n  r u c h ó w .

Jbst rzeczą możliwą ,żi© układ odn: o sienią /b/ wykonywa 
powiem ruch względom układu innego /C/»a układ / c/ wzglę
dom układu /u/ i .  t.d. Wtedy ruchem bezwzględnym punktu M 
nazywany jogo ruch względom ostatniego układu odniosło
nia ,zaś ruchy układów odniesienia nazywany ruchami uno
szenia pierwszym,drogim i.t .d .la tw o  zrozumieć,co nazywany 
w wypa dku kilku ruchów unoszenia składaniem i  zozkłada- 
niom ruchów,,

Frzodewszystkicm rozpatrzymy wyznaezenio prędkości 
bezw zgłędmej według danych prędkości względnej i  unoszę^
_iia •,

niechaj w pierwszym mo
mencie czasu t,ruchomy 
punkt zajmuje położoai© 
3ff,a S : 3 będzie względ-  

H nyn torom tc.gc punktu 
' * / ty s iS S ^ ta  krzywa S; S 

je st  nleznleimio po łą - :S 
czbna z układom odnie
sienia /  ą/  .

Przypuśćmy,że MM' 
je st  torom ruchu uno- 

1 szonia,t.j.torom  ruchu 
tego punktu układu / a/  
który jo 3t źgodny w 0 0 -  
menoio czasu t z danym 

pu .i;. ton M.
W ciągu c kre su czasu 

Rys.52. t punkc M w ruchu bez-
. względnym zakreślił łuk

krzywo j  MM! , w., ruchu wzgl ędnyn łuk krzywo j SS1, a w ruchu uno
szenia łuk krzywej Mk* .Canac-za jąc przez V^>VW i  V średnio 
prędkości, punktu BI w okresie czasu f\ t W ruchu boswzglidnyn, 
względnym i  uraóozenia.-.będsieriy nip l i r
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Jf» VL
Ą 'w ^  y ■ ^

^oniewaz prze jdzieny do grani'

MM. MM*
vtJ ~ a T ^

V  =w
M*M„

\

granicy,wię

M l
przyjmiemy

v  , , .  

b  “ T T T * " ..............A t '  °  A t
Przed siawMjąc te średnie prędkości za pomocą wektorów 

otrzymany; *

xTTT^,‘ 

2 wzoru / l/  wynika
vb = T*u

Y 
__JL^
M* Mi

= \

HF1"

= U

\/2/

mm•i MM*

oprócz,tego cięciwy M* M ,M M_ i  MM1 tworzą trójkąt MM**M 
w ięow ektory Y , Y^, V nuszą tworzyć trójkąt podobny dc 

MMlML| ^innyniWsłowy łącząc punkty F* i  F, otrzymany od- 
ciniek FM^j=- M*pj, ,a dla tego czworobok M*lYpF' jest rów- 
moległobokien.

Prze jdźny do granicy,robiąc Ą  0; wtedy V , V stawiną si$ równorii vu*v^,v 
i  będą skierowani wzdłik 
stycznych do toru- w zglę.- 
dncgę,bezwzględnego i  U~ 
no'szonis/rys.53/ .Pońie 
waż Y , *V ,V tworzą tfó j. 
kąt)więc 1 ,Y  ,v mu
szą toć i  worz y<5 trójkąt 
Mbu taki,że Wbąjt Mu,dla
tego też cżwcrebok Mwbu 
je st ró wno le g ł ob ck io n« 
Więc w każdym momencie 
czasu t bezwzględna pręd
kość punktu jest geome
trycznie równą przekąt
nej rćwnologłcbeku,zbu— 
dowsnega na prędkościach 
względnej i  unoszenia to
go runi.tu- p r  ą d -
Y -6 r  u e h u z ł o i ć ,  

c z n ą  s u n ą  p r ę  i -

•o1

Rys „53.

n e g o  j e s t  g e o  m ę s 
k o ś c i  r u c h ó w  o k ł a d o w y c h ,  t . j .



Vb vw vu

Jeżowi układ /B/ porusza się względom jakiegokolwiek inne
go ukła du odmie sienią /C/ , wtedy otrzymaj*. .przed chwilą pręd
kość będzie drugą z rzędu względną prędkością. Prędkość 
mr.hu bezwzględnego będzie:

*%>! — Vfo -i- v*i *C Z y l  1 .

Gdy więc nary dowolną liczbę ruchów składowych,wtedy 
prędkości tych ruchów składany według prawą równoległoboku 
rów molagłościanu lub wieloboku prędkości*

Przypuśćmy,że w ruchu względnyn w stosunku do układu 
odniesienia /A / punkt M porusza się wzdłuż toru S*S rys./$4/ 
i  w nor.encia czasu t za jnuje położenie M.

ł

Fa stępnle wyobraźny sobie,iż układ / h f  wraz z toron

Rys.54.
poaia da p o  s t ę p o w y  ruch unoszenia względem układu 
Odniesienia /b/ i  że tor określony podczas tego ruchu uno-
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przoikofcln punkt układu/A / ,z którym jest zgodny w 

danym momencie czasu t rozpatrywany punkt M,jost krzywy "I*. ^  
niech wreszcie tcron ruchu "bezwzględnego danego punktu M 

jest krzywa MSL̂

W ciągu przyrostu czasul\ t,punkt M zakreślił łufle MM 
toru bozw zględnogo ,łuk MMT toru unoszonia i  iuk M'M^ toru 
względnego „Prędkość bezwzględna ,względna i  unoszenia w chwi
l i  t ,są \ , \ > A  V

Fa zasadzie poprzedniego v je s t  przekątną równoległo- 
-b^ku MF* FF" zbudowanego na i  y^ jako na bokach.

Ponieważ ruch unoszenia jost ruchem postępowym,więc po 
upływie cza su t, t . j .  w momencie t +-/\t, względny tor § fS 
za jnie położenie 3' , równoległe do poprzedniego»Oprócz te—
gc z postępowego charakteru ruchu unoszenia wynika,ze prędtośoi 
w szystkich punktów układu /  Pj  są geometrycznie jednakowo; j& 
ż e li  więc prędkość ruchu postęp, weg’ punktu Ifft j e s t =■ •

MłF ',w  tedy prędkość unoszenia punktu jost

/▼u / x F” = M »r».
ona ci :jąc przez / yJ  i  / prędkość względną i  bezwzględ

ną punikou M w momencie czasu t ł/\t będziemy n io li ,źo / ^

jost przekątna, równoległoboku M-jF£ F-jLFł'^ ,zbudowanego na / v y/ / ^

1 / V r Obudujemy wektory

M A a r iy r ^ ,  MB » MK = K%
wtedy będziemy m ieli następujące geometryczno przy
rosty prędkości

A t y  = W fA , ZVj, =  «B , =  K"E -
Skąd znajdujemy średnio przyspi szenie ŵ jW- ,̂ w okre
sie czasu t:

7
s - . 4 vw>  -  4 jj_ _ .........../</

W yka żony,że -*—  jest'geometryczną suną ,-t=r i  ?— * •
A . \  A. w JA vu •

W tym coln przeprowadzimy z Fw prostą WMC,równą i  
rów 7- le g łą  do MA , punkt O p o łączym y prostymi OA i
OB' z punktami.. A i  i> „



-Warunek Wl poda je , że SA .CK" je s t  równrlogłcbc-
kier,, a stąd wynika,, że A C -^ W ( ''»

Ale ''# "^ -K >K , więc ACr4*F»K i  dlatego AF'FC' jest  
też równoległr bokiem ,w którym nusi byó AW1 ~ĵ r FC, t . j .

* .ł—**'.«=»•-.>» nvw«MIM

/i v = RC'*-•* w
Podobnież budujemy; W" Cąj '̂MA ,a ponieważ czworobok 

MA BK jest równoległobcklon,. równym do M-F’ N.Jf%,toii X X i  X
skąd wynika , iż WCtfj?K B , innymi słowy KF"C® 

je st równoległob^kien i  d la tego , F"K^.CB więo:

' / 4 ^ r  -  ® r ~
Widzimy za tyn, że boki trójkąta KBC są .

Vb * vw
przy czyn bok KB' jest zamykającą l i n i i  łanan©j,utworzo
nej przez dwa boki pozostało,więc.:

A\=T\ +5v .-/v
Z wzoru /<$/ wynika ̂ że

-34-

u ’

w_ w wb   w u
A  Yb /} >  Ą v u

więc W ^ , Ww i  W ^ naszą tworzyó trójkąt podobny do tró j
kąta KBC*, penie waż zaó kierunki •: ^ ^  ——  63 zgodno z

kierunkami, przyrostów 1 * będziemy
oie lis

W =r W ■# W b w u
W granicy,gdy /\,t yO , ostatecznie otrzymany:

V =  ww + wu « * ............................. / V *

Przyspieszenie b e z w z g 1 ę d1 n e g o r u o h u  
p u n k t u  j e s t  g e o m e t r y c z n ą  s u n ą  
p r z y s p i e s z e ń  r  u <a h <J w w z g l ę d n e  go 
1 u n o s z e n i a  , g d - y  r u c h  u n o s z e n i a
j e s t  p o s t ę p o w y *

Jest rzeczą oczywistą,że możemy uogdlnió udowodnione 
twierdzenie w wypadku kilku przyspio sZotl, mianowicie

;' r z y s p i e s z e n i e  b e z w z g l ę d n e g o  
z ł o ż o n e g o /  i u c h r  p u n k t u  j e s t  

g e o r e  t r  ; . ł  n ą s u n ą .  p r z y s p i e s z © -



m i  a r u c h u  w z g l ę d n e g o  i  p r z y s 
p i e s z e ń  r u c h ó w  u n o s z e n i a , j e ż e 
l i  t y l k o  w s z y s t k i e  r u c h y  u n o 
s z e n i a  s ą  r u c h a n i  p o s t ę p o w y m i .  
S a t y n  p r z y s p i e s z e n i e  s k ł a d a  my  
w e d ł  u g p r a w a  w i e l o  " b o k u  p r z y  s— 
p i  e s z e ń,

Rozkła&ftaion danej prędkości lub danego przyspiesza -  
nia punktu na kilka prędkości lub przyspieszeń nazywany - 
określenie takich ruchów względnego i  unoszeń ,podczas któ
rych prędkośó lub przyspieszenie -ruchu bezwzględnego posia
dałyby dane wielkości i  kiorunki.Fonieważ dany wektor no- 
żeny uważać jako zamykającą nieskończenie-wielu l i n i i  ła 
manych, więc rozkładanie danej prędkości,lub danego przys
pieszenia punktu jest zadaniem lUakroślonyn.Aby zadanie 
stało się określone,musimy podać ilość  składowych i  pew
ne warunki,dotyczące samych składa nych np. wielkości i  
kierunki niektórych z pośród nich.

Udowodnimy teraz twierdzenie U o r i o l i s fa o 
składaniu przyspieszeń punktu w wypadku ogólnym,miano
wicie,.gdy r u c h  u n o s z e n i a  j e s t  d o w  o l -
n y.

W tyn celu wprowadzimy .kinematyczne pojęcie o d a -  
W i-a  c j i ,Wycbraźny sobie ,żo punkt M zakreśla tor S*S 
ry s .55/ pod wpływem działania pewnej s iły  poruszającej.
Gdy w momencie czasu t s iła  .przestałaby działać,a punkt 
M w tej chwili posiadał prędkośó bezwzględną v, wtedy w 
ciągu następującego okresu czasu Y  t punkt M na zasadzie 
prawa bezwładności /patrz STatykarrozdział l /  zak reś lił
by proatoliniowy o ścinek w kierunku stycznej

ML = v.Ą, t.
Ponieważ w rzeczywistości s iła  poruszająca punkt M nią 
przestaje działać, więc w ciągu czasu A  t punkt M przej
dzie nie w położenie fe^locz w położenie na krzywej Ś*B 
Satyn dzoałanio s iły  na ruchomy punk ć M w ciągu czasu . t 
charakteryzuje się pewnym wek ren

~W-L =r * d"'*"*
wektor ton nazywany d e w i a c j ą .  ■

Swierdzenie, d e w i a c j a  p o s i a d a  k i e 
r u n e k  z g o d n y  z k i e r u n k i e  n b e z-  
w z g 1 ę d n o g o p r z y s p i e s z e n i a  w i
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1 o n © j 
p u n k t  

j  0 d n c s-

j e s t  r ó w n ą d r o d z e  z a k r  c 
w c i ą g u  c z a s u  t  p r z e z  
p o r u s z a j ą c y  s i ę  r u c h o m  
t a j n i o  p r z y s p i e s z o n y m  o p r z y s -  
p i e s z e n l u  w .

Równania ruchu 
punktu s%
3&»f / 1/ >7=Y'/V
Ponieważ położenia 
punktu K i  odpo
wiadają nononton cza
su t  i  t ii t więc

0n« = x ± f / V *
a 0M"1=Xf A  x='¥ t+ii -t/ . 

Oczywiście rzut IM— "K 

y$: na oś 0X jest

-8 6 -

n 'n f. 5Ł‘e F,

więc

ale n ,n ’^ = Om11̂  -  Ou^s-

młe ' -  v. At.ccą/v,3/=:

■ A$.x ' | |

-  f / t  -  4 *  / ' /  / ....................- / V
rrzodstaw iając V / t/  w postaci szeregu P a y 1 o r ra *•«

. f/ 1 # / I V  ~ f / 1/ + ^ - S - .  \p» / y  +■ V  V ^

i  w stawiając w/*]/, znajdziemy,że

d J \ o  •» / 1 /  + " */ i;/ f  ..........

3!

2\ 1 31Pomijając wyrazy poczynając od drugiego,jak
małe względem wyrazu pierwszego,otrzymam/;

nie skończone

21

1 nalogloznlo znajdziemy;

/ ą  t/2d sr 
7 " / V

» / y  / -

/ y snr: *

i/ 2

y:i

i z
2!



Skąd na zasadzie wzorów / 22/ rozdziału  V mamy:

d = Z jŚJ lZ  / x "2 +' y "2 + z " 2; =■ / j .Ł / ! , /  w   ♦ .. ./ y
9 i • ‘ 2
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i

/a ,3/----------- ^ ----------------------------= aaą/ W,3/
w ' * " ’’2 y " 2 +  z "  2 '  .  }'i «*

cos / d ,V  «■ „    .J L - .— ...- J f  &og/W ,V   / 3/
\/x"2+ y" 2 + z " 2 ’4

cos / d,2S/ — —   : _____   ~ cos/w,Z /
, / x" 2 4 . y»»2+ z>»2 ' *

5Te wzorów/9/ widzimy,żO kierunek dew iacji d je s t
zgodny z kierunkiem 'bezwzględnego przyspie szenia \,:7 
a w zór [ W stwierdza,że d je s t droga zakreślony prsoz 
punkt poruszający się ruchem jednostajnie przyspieszo- 
nyrfez przyspieszeniem w,’ w ciągu czasu A t .  c .b .d .o .

Rozpatrzmy teraz przyspieszenie punktu w wypadku 
gdy ruch unoszenia je s t  dowolny:

•Względny ruch, punktu W odbywa s ię  wzdłuż toru jSrS 
/ ry s .% /"yprędkość tego ruchu je s t  v  ,

Tor S 1S porusza s ię  w przestrzen i przy czym punkt M 
tego 4x>ru zakreśla k r z y w ą Z  :prędkość ruchu unoszenia 
je s t  v  .

Jako wynik tych dwóch ruchów otrzymujemy ruch bez- 
w zględny wzdłuż toru MC ;prędkość togo ruchu je s t  .

^ W momencie czasu t , punkt ruchomy zajmuj© położanjLe %
U i  posiada względni prędkość vw*,po upływie tego czasu 
4d t  ten punkt przesunie s ię  ruchem względnym i  zajmie 

na torzeS łS nowe położenie £ .Zbudujemy wektor M fT'^ 
wtedy wektor TT»L będzie dewiacją 1 .uhu wzgłędneg o .3?odob-  , 
nioż zbudujemy wektor MFT" v  . d t  i  dewiację '* puchu 
unoszenia.rfecmetryczna sumę. wektorów MU* i  MT" daje nam 
• vektor MY=r Vb A  t ,  albowiem geometryczna suma *% 
vu =•■ otrzymuje s ię  z rćwnoległoboku MTF *1TW' ' .]?©ni*waż

w ciągu czasu dt z powodu ruchu unoszenia tor S'0 zajmia 
pewne -nołpżenie S’ S.. , więc punkt L zajmie nov/e położe
nie JL ,będące jednocześnie nowym położeniem punktu II, w je —
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ęO ruchu Tbezwzględnym wzdłuż toru M .Łącząc koniec N\y% —
/ Która MN= /  t  z

punk te m jML o trz  ymamy

Si . my dew iację NML ruchu:/ -L
"bezwzględnego .Wektrer 

jM* Naprzódstawia poło

żenie wektora MNł po 
upływie 'czasu t . 
Zbudujemy wektor M’N£ 
ge onsą tryc: zni® ró wny 
wektorowi MNr i  p o łą - 
czymy za pomocą pros
tych punkty F ,N ' ̂  ,N^

Wtedy będziemy mieli; 
m ' 1^r;'Nl4iN1M1=FM1 ..  ./ ic/

Oznaczając,jak zwykle, 
przez wb ,wu i  ww przy

spieszen ia  ruchów bez
względnego ,unaszenfe 
i  względnego na za
sadzie wzoru /8 / jb ę-— Rys. 56. 

dzlemy m ie li  / r y s .56./;

i   ̂ M / A y :
W ,

' {? N"M« -

1~ 2 

fżć\  t / 2
1 "  “ “  *  1T

Następnie ponieważ wektor jest nowym położeniem
tora

w XDL /u >

_ _  / A  t/ 2  ■_N ’l  — ------------— .w
w

więc jego wartość liczebna  je s t  równą
/ . A t / 2 ’■

2 • *Ww
zdąża w gran icy do zera,wtedy krzywe Sł£',S^ i  S'S

i  w e k to r  5 1  I  N '1 . też zdążają do s ieb ie ,za  tym w granj J. * JU
cy wek^on N -Iff poąiada n ie tylko wartość liczebną  ,le s z  i

r -t



kierunek zgodny z dewiacją ruchu względnego,t»j

F ^  sr ffTS wA * ,/ . ,  ,Ww . . . . . . . / i y

Pozostaje nam je szcza jeden składowy wektor. F ł-jF- 
geomątryczne j stany wzoru /lO/.Uten wektor je st  cięciwą 
łuku koła zakreślonego .przez koniec F ł. wektora IfF *^  w ' „ 
ciągu azasu A it podczas obrotu krzywej S‘S dookoła pewnej 
osi chwilowego obrotu 0 '0 1 *,przechodzące j przefe punkt Mft » 
albowiem ruch unoszenia przypąaESc zamy> jako nie postępowy. 
Opuścimy z końców F 1 i  f  tego wektora prostopadłe na chwi
lową oś 0*0' * .Tfe prostopadłe przetną się w j^pwnya punkcie 
C tej osi 0*0”, i  utworzą kąt obrotu F 1. uFT’ * Gdy A t'*  
zdąża do zera wtedy kąt ten maleje nieskończenie i  ł-uk 
F ł F, nieskońc zenie mało różni się od cdęc iwy F*^F^.O zna
czą ją© przez oj prędkość kątową, obrotu dookoła osi chwi
lowej 0'0" ^Będziemy m ieli: - - v

^ ' l ^ l  ~ ^  *• L0 
Jeżeli wprowadzimy Kąt c< =s F* JfJ O'1’ utworzony 

kierunkami prędkości y i  chwilowej ośi obrotu,wtedy znaj- * 
dziemy v v •

CF^ =r M,F ,^,sim = Vw /\t, sin 'A  ,
a w ięc F b F j = r t / 2 . iO .vw sin . . . * * . . ,  */l3/

Jest rzeczą oczywistą , że wektor F*,F , je st  jednocześnie 
prostopadły do osi chwilowego obrotu 00» i  do prędkości 

* względnej v innymi słowy wektor F ł 5L jest prostopadły 
do płaszczyzny F ł MfCT,

W stawiając te wyrażenia / lii / / l 2  f  13 /  w rów
nanie /lO  / otrzymamy : ■ «

/ ó 4 iZ £ tŴ  / ^  t / z .”w . V .  9 inS. / ■/, . / W '
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skąd po uproszęzcniu

V W  ~2̂  v v v •• •*— .......
Gdy wzór / 14 / od powiać; 
powiada łamanej Mcba podobhej 
wienie boki tych łamanych są równo leg]

Ma sr w  ̂ , Mc — w  ̂ , ba=w~ i  cbsr2 w vwsino^ =? wq

Weki er / l6  /, w_=• cb -2 oj v  sine< nazywamy przy spieszeniem
w- W

-nazywamy zwrotnym lub p r z y s p  i e  s z e n i e m  
C o r i o l i s  ‘ a .Mamy więc następujące:

w u c
ća łamanej FF‘ jFJtL ,-wzór / l5  / od-* 
dobhej dc FF‘,FJL jprzy czym ódpo-
ch są równoległe i  nadto '
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Twierdmemie: B e z w z g l ę d n e  p r z y e p  i e-  
s »  e n i  e j e s t  g e o m e t r y c z n a  s u m ą
t r z e c h  p r z y s p i e s z e ń  : w z g 1 ę d n a-
g o , u n o s z e n i a  i  z w r o t n e  g o ,  c z y l i
p r z y  s p i e s z e n i a  C o r i o l i s a  .

Z w zoru/ l6/  widzimy,£e przyspieszenie Corioliste  
staj© gie zerem,gdy:

1/ CO =r d t, j ,  w wypadku postępowego ruahu u n o 
s z e n i a  , innymi słowy ,gdy względny tor S*S stale po
zostaje do siebie równoległym / s 1‘S // s ł ą^/sJS./.Ten wypa
dek" rozpatrywaliśmy osobno,mamy więc,że:

w„. # w  ̂ . . . . . . . ......................  ./17 /

w y p a d k u  > g' d y w z g l ę  -
i s t n i e j e  , wteydy

 ..........    V l 8 /

W
t.j. 
n i

b
albowiem równośó V =r O pociąga za sobą , 

3/ sin**- *  O
że w = 0  i  w=0, 
, t , j ^  i*: s  O c 

innymi słowy w wypadku,gdy 
względna prędkośó Vw jest  
równoległą do chwilowej osi 
obrotu toru względnego / S1 s/', 
wteely: u1"

Wyprowadzimy teraz wyraża
nia rzutów przyspie szei^a Oo- 
r i o l l s ‘a w na nieruchoma 
osie współrzędnych karte^ju- 
sza OXYZ / ry s .57*/*Punkt ru
chomy porusza się wzdłuż to
ru względnego S‘S i  w danym 
momencie czasu t zajmuje po
łożenie M.Przeprowadzimy 
przez koniec If wektora v 
płaszczyznę PP prostopadłą 
do chwilowej osi obrotu 0+0* 
przechodzącej przez dane po
łożenie M punktu ruchomego.
W lemy,że wektor w  ̂ jest  
prostopadłym -do v  i  de 0'C" 
jednocześnie,dla Kego więc 

je st  zawarte p płaszozyśnie pp i  prostopadłe do pros-

Rys.57.
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te j CF,leżącej w te j płaszczyźnie, Pa tym przyspieszenie 
C C rio lis^  wr musi "być styczno do obwodu koła*zakreślone
go przez koniec F wektora podczas obrftu dookoła osi
0,0".ZT prostokątnego trójkąfa MFC znajdujemy:

m  = klPT* sin *>< = vw.sin -i. * 
w tedy wzór /16/ daje mam,i® - • '

w =r 2U3 .IW, c
Hoczyn uj ,FC jest wielkością prędkości liniowej punktu 
F podczas obrotu dookoła osi O10" z prędkością kątów ą  .
OJ *stąd wnioskujemy,iż przyspieszenie CoH.olisła 1RH ’ , 
je st dwa razy większe od liniowej prędkości obrotowej 
punktu F i  je st skierowane zgodnie z tą prędkością d la 
tego też rzuty ma osie współrzędnych 0XY2,będą też 
dwa razy większe od rzutów na te same osie liniowej pręd
kości obrotu punktu F,

Wyobraźmy sobie pomocniczy układ osi MX fYł Z frównoleg
łych do osi 0XYZ* oczywiście rzuty dowolnego wektora na ta 
osie są jednakowe .Fonieważ zaś współrzędne punktu F  wzglą
dem osi MY’Y '2 ’ są równe rzutom nateosie wektora V  =jnr,' 
a rzuty liniowej prędkości obrotowej dookoła osi chwilo
wej wyrażają się wzorami Euler fa/54/ § 4 rozdziału YŁ, 
więo otrzymamy następujące wyrażenia na r z u t y  przyspie
szenia C:o r ic l i s fa na osie HDPY^* ,a tym samym na esie VTtt

= 2 / ▼ Q -  v K / : cx ' wz wy |
w =-2/ v R -  v P . >/'2$łcy wx wz f *
W =r 2 /  V T -  V .cz wy wx

przy czym F,Q i  H są rzutami na te same osie prędkości
kątowe j  V3 .

2 poprzednich rozumowań wynika następujące bardzo 
proste prawidło geometrycznego wyznaczenia przyspiesze
nia zwrotnego C 'orio łis 'a  w” : mianowicie rzutujemy względ
ną prędkość ^  na płaszczyzną TT / ry s .56/ ,prostopadłą do 
osi chwilowego obrotu 3 ,0,,jŁ otrzymamy wektor En =• v .sin  
pomnożymy przez 2W znajdziemy nowy wektor Mn* =• + 2
Ponieważ wiemy,że przyspieszenie w jest prostopadłe efe

płaszczyzny zawierającej prędkośó względną^"-  i  oś obroty 
0 f 1'* ,więc obróćmy wektor Mnr , w p ła s z c z y z n !© o  kąt j 
prosty dookoła osi 0,0lł w stronę obrotu,wtedy otrzymamy
wektor ®m" =■ W", c

Zagadnienie względnego ruchu punktu wysuwa dwa 
główne zadania:

l/  według danego ruchu unoszenia bryły i  względnego 
ruchu punktu względem te j  o s i wyznaczyć bezwzględny ruch



tego pro*tu*,
j  według danego ruchu unoszenia bryły i  bezwzględne 

go ruchupumktu wy<3iaczyó względny ruch tego punktu wzglę-

V f -V jako funkcje cza
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dem bryły . W pierwszym zadaniu mamy xQ,y z ,
r S'

su t*musimy znalośó wyraże
nia 'bezwzględnych współrzę
dnych x, y, z, tego punktu 
w zależności od t. gadanie 
to zozwiązują bezpośrednio 
wzory / 62/ § 5 rozdziału Ml 
mianowicie:

W}*  ° l i<!
y -y 0+ •f®,-
Z =Z

W zadaniu drugim mamyi 
*  , . .. , z / f  /f" ,9 i  x, y, z 
jako funkcjo czasu t^musiay 
znaleźć zależności względnych 
wspórzędnychjfi;, ^  O txa-
su t.Rozwiązanie 'otrzymuje-

W tym rozdziale wyprowadziliśmy ge ome trycznym sposobem 
za lotności pomiędzy prędkościami i  przyspieszeniami bez- 
w zglMmymi 1 względnymi.Otzrymaliśmy podstawowe wzory /3/ 
i  / l y  . To samd wyniki możemy otrzymać analitycznym sposo
bem z wzorów / 2l/ .Rzeczywiście ,różniczkując je względom 
czasu t i  biorąc pod uwagę,że w obecnym wypadku g* ,}' 
są- w ielkpścłami zmieiraemi, otrzymamy:

3'- , , vs■ » x ' + aJ

3T

Z*
=■ y

*  cn +

ST Z
0

o

+ « j ,y
+ aî | +l»£l'

+• a^ 14-J> j  |f -f- c^ H + + b-
• i ..

Pierwsze cztery wyra zy tych wzorów na pod sta wie rów
ności/64Z "'$‘5 rozdziału 71 są odpowiednio równe rzutom 
na osie nieruchome /' bo z względno/ OIYZ prędkości tego 
punktu bryły-.materialnej : który w danej chwili t jest  
zgodny z punktem ruchomym/ x,y ,z / *, za tym te cztery wyra- 
zy oznhczajią rzuty na osie CTTZ prędkości unoszenia v^, 
pozosta ło trzy wyrazy, wzorów / 22/  są oczywiście rzutami 
w zwiędnęj prędkości y J / S ' , ]/>• f ; » / na osie nierucho-

'♦j» ( jino 7 bezw zględrae / 0Xfe t.
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a^ ’ + V ]  ’ * V '  ' *  V 003/ V T/ “ Vwy 5
a3^ * * Ą '  ♦ c3 ' -  vwW  V Z / = vvra 1

Więc wzory / 2j/ możemy napisać w ton sposób:

V. c- V  ł  Y  , ,
i u x  ,;WX
v  =  V  +  V  .
*>y uy wy

Skąd w ynika,żG

V. =  V  +  V  t
OZ  UZ wz

•v = v -f v o .b .d .o . b ił w
Podobnież różniczkująj© równania /23/ dwa razy z rzę

du,przyjdziemy do wnioskuje "bezwzględne przyspieszanie j 
jost geometryczną sumą trzech przyspieszeń "

vŁf -  vT + w —  f ., .o u. w o 1przy czym okaże się,ze

’"cx= wo / cob w . , * /  *  2 / a £ 5 *  #  ^  f b  >  o£ j • /

wcy =■ 2 / a ^ >  + 1>» ^  +  »•  /

’"cz =  2 -/ a 3 i ’ ♦  b3 II ’ +  * /
Porównując otrzymani wzory z wzorami /5Q™ i  /54/ § 4 r t « *  
dzia łu  V I, widzimy ,żep r z y s p i e s z e n i o  w 
j e s t  g e o m e t r y c z n i e  r ó w n o  p o d 
w o j o n e j  p r ę d k o ś c i  o b r o t o w e j  
t e g o  p u n k t u  " b r y ł y  m a t e r i a l 
n e j  ,k t ó r e g o  p r o m i e ń  w o d z ą c y
p r z e p r o w a d z o n y  z " b i e g u n a  0* 
j e s t  g e o m e t r y c z n i e  r ó w n y  w z  glą«»
d n e j  p r ę d k o ś c i  vw*Stąd wynika,że przys
pieszenie w jest w łaśnio przyspieszeniom zwrotnym czy
l i  C o r ir -lis^ .

Rozpatrzmy kilka najprostszych wypadkóf składania 
ruchów:

*• *

L . S k ł a d a n i e  r u c h ó w  p o s t ę p o w y  ch.

Bryła wykonuje dwa ruchy postępowo rrueh względny z pręd
kością vw i  ruch unoszenia z prędkością T"".Wyznaczymy 
hezw zględny ruch te j bryły,innymi słowy Snajdziomy ruch 
złe żony .Podczas ruchu względnego wszystkie punkty bryły  
ro siadają gc one tryc-znio równo prędkości v a podczas ru

chu unoszenia toż goomotrycznie równe prędkości "^ ry s ^  9/



Cbiorzomy dwa dowolne punkty i  M tej b ry ły4bezwsględw
no prędkości tych punktów Si 
go orne trycznymi sumami pręd
kości względnej 1 unoszenia, 
ktdro d la wszystkich punktów 
są jednakowe,więc ich geome
tryczne sumy też są jednako
wo." tym "bezwzględne, prędkoś
c i d,,óch dowolnych punktów 
^ryły  mąją jednako(we wielkoś
c i i  kierunki.stąd w y n ik a j  
b e z w z g l ę d n y  r u c h  
b r y ł y  z ł o ż o n y  z 
d w . ó c h  p o s t ę p o 
w y c h  r u c h ó w  ą k  Ł -a -  
d o w y c h  / w z g l ę d  no-  
£ o i  u n o s z e n i a /  
j e s t  r u c h e m  p os-
t ę p o w y m  p r z y  o żyra. 
p r ę d k o  ś ó t e g o  ru -

Bya.59. u / b e z w z g l ę d n ą /
y p r z e d  s t a w i a  a i ę

fc a p b  o e ą p r z e k ą t n e j  r ó w n o l e 
g ł o  "h o k u z b u d o w a n e g o  n a  p r ę d k o ś 
c i a c h *  s k ł a  d o w y c h  j a k o  n a  b o 
k a c h  .Oczywiście ten wynik pozostaje prawomocnym w 
wypa dktt dowolnej liczby postępowych ruchów składowych 
rada nowicie: r u c h  b r y ł y  z ł o ż o n y  z
z d o w o l n e j  l i c z b y  r u c h ó w  p o s 
t ę p o w y c h  , j e s t  r u c h e m  p o s t ę p o -  
w y* m #p r  ę d k o ś ó t e g o  r u c h u  j e s t
g e o m e t r y c z n ą  s u m ą  p r ę d k o ś c i  
r u o h ó w  s k ł a d o w y c h  i  p r z e d s t a 
w i a  s i ę  z a  p o m o c ą  z a m y k a j ą c e j  
w i  © 1 o b o k u, z b jr-d o w a n e g n a p- r. ęd- 
3t «  (i o i  a c h s k ł a d o w y c h  j a k o  n a  b o 
k a c h *
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U s k ł a d a n i e  r u c h ó w  : o b r * o t o w e g o  
d o o k o ł a  p e w n e j  o s i  i  p o s t ę p o -  
w e g o  w k i e r u n k u  p r o s t o p a d ł y m  

d o. t e j  o ą i  .
Bryłaobraca się dookoła osi I I  z prędkością kątową 10 i  
oprócz tego wykonywa je postępowy ruch unoszenia w kierun
ku-prostopadłym do osi obrotu; prędkośó tego ruchu jest  
v  . Bezwzględny czy li złożony ruch kryły je st płaskim ru -' - 
chor: rów noległym-do płaszczyzny prostopadłej do osi I I  
obrc ,.x kryły / rys.SQ/ .Przeprowadźmy dowolną płaszczyznę 
IT  prostopadle do osi II,Od punkc^ O ,przecięcia się osi 
I I  z pła szczyzną PI,odłożymy na tej osi prędkośó kątową 

w takrą stronęraby widz znajdujący się na płaszczyzniepp 
i  mający ten kierunek skierowanym od nóg ku głow ie»widz ia ł 
obrót dookoła osi I I  odbywającym się z lewa na prawo. Weź
mie my dowolny punkt bryły  M położonyna płaszczyźnie P P ł‘ 
jego prędkośó bezwzględna. je st geometryczną sumą prę - 
kości składowych v~ i  v~»Pomiewaź zaś oś H  jest prosto; 
paćtłą do płaszczyzny PT,więc T~ jest zadarte w tej płasz
czyźnie , oprócz tego prostopadłe do promienia wodzącego 
CM i  rów ne v  =w  ,0M„W

Prędkośó bezwzględną v;"" Znajdr ' omy, je że li zbudujemy
O  * - I  - i  .  .  ■ - 4rów leg ł obok na oę i

jako na bokao ^oczywiścje 
T “ je st położone na p łasz
czyźnie PP, *
Wyznaczymy taki punkt 0, 
którego prędkośóbezwzgla -

r  /  Aby v  -  Cjprędkośei.Wr i
/  TT. tego punktu muszą byó

kości i  skierowane wzdł*Uż 
jednej prostej w przeciw
no s tr omy .Ula tog o ażeby
v ~ v w/staro zy punkt. C ,ee. w ^

I obraó w i;aki sposób,aby

Rys.60.



rzodzywiśeie wtody
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w =r OC .(a> =r
u

—Vu
K ia  togo,żeby  prędkości”̂  i  b y ły  skierowane ~

w zdłuż jednej prosto j,promień 
wadzący 0C: musi być prostopadły 
do kierunku Wreszcie dlatego, 
żeby ^  i  byłyskierowarac w 
przeciw me strony,promień wo
dzący musi być skierowany 
w taką stronęod punktu 0,aby 
pa trzący,mając nogi w punkcie 
0,głowę w punkcie C: i  patrząc 
na. CO ,widział prędkość unosze
nia v punktu 0 skierowaną od 
low3j%u prawej.Prosta 0*0" 
przechodząca przez punkt 0 rów
nolegle do osi obrotu H>, jest  
.oczywiście c h w i l o w ą  o-  
si ą r u c h u  " b e z w z g l ę 
d n e g o  ,ponieważ wszystkie 
punkty te j osi w rozpatrywa- 
r 'm momencie czasu są nieru
chome .

65.* W

R y s .61.

Zna jdżmy prędkość kątową obrotu £j dookoła
chwilowej osi CMO" .Bezwzględna prędkość punktu
0 jest geometrycznie równą prędkości unoszenia •

;,a Ibowie® względna prędkość togo punktu jest ze- 
O.Więc z je jdne j strony-i^amy,żeurera: vw

=■ V ssfb -  u

Z a tym 
r u c h  b
j e s t  r  
o s i  0 'f "
t o w ą 
t  o w y d 
e d w r  e 
o s i  z a w s z e  
c. h e m  c b r o t  
l e g ł e j  o s i  
k

.00 ,a z drugie j  00 
v.

więc

, skąd otrzymujemy w* sW.
ii -r '1

“u
'u IT T  

b e z w z g l ę d  n y /z ł  o ż o 
r y ł y  w o b e c n y m  w y p a d k u

o t o w y m  d o o k ł .  a 
r o d k o ś c i ą  k ą-  
a •. a r u c h  o b r o -  
11 i I  o d w t  o t n i  e 

r o t  ą w y d o o k o ł a  
y z a s t ą p i ć  r  u -  
o o k o ł a  r ś w n o -  
y m t ę  s a m ą  p r ę d -  
h e m  p o s t ę p o w y m

u c h e m  o b r  
z t ą  s a m ą  

J a k ą  p o s 
o o k o ł a  o s  

t n y  r u c h  c 
m o ż e  

o w y m  
m a j ą  

o ś’ Ó k ą t o w ąi  r  u

P
i
i
b
m
d
c
c



c p r ę d k o ś c i , j a k ą  p o s i a d a ł  d o w  cl 
ii y p u n k t n o w e j  o s i  p o d c z a s  o b r o w  
t u  d o ^ o k o ł a  d a n e j  o s i .

I H .  S k ł d a n i e  r u c h ó w  o b r o t o w y c h  
d o o k o ł a  r ó w n o l e g ł y c h  o s i

o b r o t u .
Bezwzględny ruch w tym wypadku jest ruchem płas-. 

kim,rów moiegłym do płaszczyzny prostopadłej do osi obro- 
t ó w .

Przypńśómyz poazątku,żeobroty doookła osi odbywają 
się w j e d n a k o w ą  s t r o n  ę.XJznaczymy przez UJ 
prędkośó kątową obrotu ruchu unoszenia doookoła osi 
rys.6s/ ,a przez tJ prędkośó kątową obrotu względnego doo

koła osi I  % ■>Fonie- * 
waż ruch bszwsględny 
je s t  ruchem płaskim 
w płaszczyźnie pros
topadłej do osi sk ła- 
dowyoh obrotów,więc is t 
n ieje na tej p ła szcze 
nie środek chwilowy ® 
danego momentu czasu i  
odpowiednia oś obrotu 
chwilowego 0 *0W»rów
noległa do danych osi.
1 e zwzględna prędkośó 
punktu 0 , jak zresztą 
dowolnego punktu pros
tej 0 *0",je st  zerem,po
nieważ zaś ‘

-9 7 -

T"b
więc geometryczna suma
obrotowych prędkości
punktów prostej CMO"
dookoła- osi 1^1 i
I  Ja jost żeremi
>Iatego też prędkości
obrotowe V" I V  do- u w
wolnego punktu pros

te j są równe co do wielkości 1 skierowane wzdłuż

Ry8.62i



jodne j prOste j  w przeciwne strony.Stąd wynika,żo chwi
lowa oś 0‘0" je st nie tylko równoległą do odi 1 1 ^  i  
I*2 ^  *^eoz 3°st położoną w taki sposób na płaszczyźnie, 
przechodzącej przezte osie,że znajduje się pomiędzy n i
mi i  że najkrótsze je j odległości są takie ,iż

Ponieważ zaś

-98-

v  = v 
u w

V  =r W CC, , V  
u 1 - 1* W . 2 2

w i Ĝ c-J -T ^  «  c.0„,CC0   .......... ./'śy
skąd mamy 1 1 ~ w 2 ■ 2"

!- ° l  _  CC
■ ~  —

U  cc 
2 1

t , j .  punkt C d z ie li  odległość pomiędzy i  m

części odwrotnie proporcjonalne do prędkości kątowych 
obrotów dookoła tych osi.Prosta 0*0,r je st osią obrotu 
bezwzględnego / złożonegą/ .Zatym ruch b o z w z g l ę d -  
n y ,z ł  o ż o n y z d w ó c h  r u c h ó w  o b r o -  
t ó w y c h ,  o d b y w a j ą c y c h  s i ę  w j e d -  
m a k o w ą  s t r o n ę  d o o k o ł a  r ó w n o l e g 
ł y c h  o s i  o b r  o- t u j  j e , ? t  r u c h e m  o b  ro
t o  w y . m p d  b y w a j ą c y m  s i ę  w s t r o n ę  
z g o d n ą  z o b r o t a m i  s k ł a d  o w y m i ,  d 0-  
0 k b ł  a o s i  r ó w n o l e g ł e j  d o  o s i  d a-  
n y c h - i  d z i e l ą c e j  n a j k r ó t s z ą  o d 
l e g ł o ś ć  p o m i ę d z y  t e m i  o s i a m i  
n a  c z ę ś c i  o d w r o t n i e  p r  o p o ‘r  o j o-  
n a l n e  d o  p r ę d k o ś c i  k ą t o w y c h  o b  ro-  
t ó w  d o o k o ł a  t y c h  o s i *

Wykażemy, że prędkośććkątowa obrotu b e z w z g l ę d 
n e g o  j ,e s t s u m ą  p r ę d k o ś c i  k ą t o -  
w y c b o b  r o t ó w  s k ł a  d o w y c  h. Względną 
prędkość punktu O je st zerem*, dla tego bezwzględna pręd
ko 3 ó tego- punktu jost równą jego prędkości unoszenia*

v. s v -W-.C C
; b  U 1 1 2
Podozas obrotu dookoła osi 0'0*' bezwzględna prędkość 
punktu 0’ je st

v, «■ CJ .CC , 
więc porów nując znaj ziemy,że
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w  ..CC

W  2 *
co y

. » V"

, ■ ■ 2 ' i  x <i x c
i 'Biorąc 'p»C uwag^ salażnośó / 2V otrzymamy

, U? .CC —u) ,00 .f. .CC •
. k • 2 1. 2 2 . - 5 .

: to =•&> + U! „ c.b d.o.I '• ' • \ I  2
i ■ Zauważymy snryełńą analogję-poprzedniego wyn-iśra '«£ ąfcłcd**—' v 
* nltME dwóch -rów nółegłych % jednakowo' skierowanych ą^- w, 
statyce, •* .. ■■ : •
• • ' Przypuśćmy teraz, że obroty dookoła, równoległych osi jj 
.odbywają się w s.tćony przeciwne .Rozpatrzymy Psobno'dwa' .

/ wyy.ad.ki: ' •• ■••
i/ prędkoś o i  kątowa tych obrotów <M_ i/u) ' są tiici- 

równ ■ i  " - '•• , ; .
• tJ  prędkoś c i kątowo. W i  uf są.-rówio = 63n-»

/ . t %  ̂ i   ̂ • , !L * « j
1/* Przypuśćmy, to ap. U )tó ,Rozumu$ąo-:*'jak w wypadku 

. poprzednim, przychodzimy do wniosku ,żu istnie Jo chwile-,
wa oś obrotu OłOł',rów—v . - ; 
nologła do danych osi. V 
Prędkości względna i  uno~ / 
ssenia v i-'v ' /rys 163/ / ’ 
dowolnego punktu 0 tej osi 

. milsza ‘być 'Skierowano wzdłuż . 
jodnoj'prostoj w praocly/nui - 
sJ."ony i  oprócz togo mu V 
bz micó równo .wielkości. \ j . 
■niatogo oś, 0»O1.'. ■ jo s i ‘ pole •' 

żpną w taki sposób hs‘‘p ł^ - . 
szenyznio , prze chodząc oj' ■ 'v
to dano o sio, ż  o zna j duje -  

' • sie zowjiątrz nich zą 
strony toj osi prędkość 
ką te wa, k tór c j ‘ je s t wię- /  '* 
każą/na ry s ,63/ *oś ^ , Iu r
albowiomó-O u- / . i.- •\

1 2
żo najkrót&zo je j odłóg-.
łoś o i  od danych"' osi są 
takie. iż. . (*

Rys.63 .
V = V 
U  w
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Ponieważ zaś

więc
\ ^ i cci
u i aol  .

i  V =■ U* o0C * w 2 2
W CC ♦ . . * ? / . . -----

2 2 •
skad

■ I" OM—lafc *

L*J p

CC?
—  .

t . j .  punkk C d z ie li odległość poiiędzy osiami i
w stosunku zownętzmym na er dci odwrotnie proporcja- 

mlfic .do prędkości kitowych obrot&wy 'dookoła tych csjV  
oś 0 '0M je st  osia "bezwzględnego obrotu ,a ;punkt C śród*- 
kiom bezwzględnego obrotu w płaszczyźnie IT .

Okroś łmy zależność pomiędzy prędkościami kątową ' ‘7
obrotu bezwzględnego i  prędkościami kątowomi _ i  * 
obrotów skład owych .Ponieważ względna prędkość punktu 
Cę jest zerem: v = O, więc bezwzględna prędkość togo
punktu je st ^  ta-W^C^C^.Ponieważ bezwzględna prędkolć

jest prędkością obrotową dookfc&a osi ,OfO” ,więc ^  =UCO j ,  
porównując otrzymajomy,że

^ I * Ci Co *  UJ-CC?»

810 cącr, =  oo2 -  cc^ .

i  dla t e g o  U  .CC2 = r ^  / c c ?  -  CC /  •,

JFa podstawie zależności /24/ ^możemy przopisaó tak:
CO .CC2 - wr CC2

i  cO —OJ •» Cj .
1 2

Zatym p r ę d k o ś ć  k ą t o w a  co o b r o t u  b o z -  
w z g l ę d n o g o  j e s t  r ó ż n i c ą  p r  ę d~
Ir o f  c i  k ą t o w y c h  o b r o t ó w  s k ł a d *  
w y c h Zęowu widzimy zupełną analogję togo rezultatu a& 
składaniem dwóch rów nologłych s i ł ,  skiorowanych w przo- 
ciw no stronj/patrz statykę/.

7/  P r ę d k o ś c i  'k ą t o w o W i  u 2 są r  • w  -
n o ,a obroty doogkoła osi równoległych odbywają się w 
strony przeciwnc.$tosnjąc. wynik otrzymany dla niobów ~ 
nych prędkości kątowych,bezwzględna prędkość kątowa =• O, 

a odpowiada jąca je j  osi obrotu 0 '0" znajduje się w 
nieskończoności*

Wykażomy,żo b e z w z g l ę d n y  / z ł o ż o n y /
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r  u c h w o w o c n y m  w y p a d k u  j o s t  r u  •-* 
c h c m  p o s t ę p o w y m  w k i.o r u n k u  p r o s 
t o p a d ł y m  d o  p ł a s z c z y z n y  z a w i e 
r a j ą c e j  d a n o  o s i e  o b r o t d w?p r  z y 
c z y m  p r ę d k o ś ć  p o s t ę p o w a  t o g o
r u c h u  j e s t  r ó w n a  i l o c z y n o w i  d a 
n e j  p r ę d k o ś c i  k ą t o w e j  i  n a j k r ó t 
s z e j  o d l e g ł o ś c i  p o m i ę d z y  o s i a m i .  
W tym celu wystarczy wykazać?zo dwa dowolne punkty płasz
czyzny ,znwiorającoj dano osie L L i  L I  posiadają geo
metrycznie równe prędkości prostopadło dc tej płaszczyzry .

Weźmiemy dowolnie punkt EL, , położony pomiędzy osiani 
1-E- * ^ r ys *64/ Prędkość obrotowa punktu M-. sWyniŁa, -
jąc a z obrotu doo koła osi jost vdJ 0C * prędkość

obrotowa tegoż punktu M twynikająca z obrotu dookoła osi
*■*“ T  T  4  ■, « «  i '  Hlf n  T *  A m  ■? aL2L9 jost vost v sWlLO^. w 1 2 ’

u w
do płaszczyzny?zawierającej 
prosto L9 i  skią -
rowane w „ strono?,

więc ich. wypadkowa t , j .  be 
• ■oględiia prędkość punktu

waż v i  v s^ prostopadło

/

/
j M ,będzie toż prostopadłą 
f do tej płaszczyzny i  równą 

'sumie v. !• v ow

Weźmiemy jakikolwiek 
inny punkt k£0.położony zew
nątrz bsi i  i  i  I  1 cPręd-

i
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niome j  płaszczyzny i  równą różnicy

"V0 =t V  -  v  / c i  -  I C .  /  =  «C,C b w u 2 2 2 1 1 2
Porów nując prędkości punk U5w i  widzimy,żo są

ono goomo tryoznio rów no c.b .d .o .
Ton wypadek składania obrotów dookoła równoległych

osi je st analogiczny do pary s i ł  w statyce sdlatogo toż
czasom nazywają go " p a r ą  o b r  o t u".~

IV. S k ł a d a n i e  r u c h ó w  o b r o t o w y c h  
d o o k ł a  o s i  ^ p r z e c i n a j ą c y c h  s i ę  
w j e d n y m  p u n k c i e .

B ryła materialna obraca się  dookoła osi 1^1^ z

prędkością kątową.' , ten ruch uważamy jako względmy;
oprócz tego bryła obraca się dookoła o si Igi? prze
cina jąccj oś w pownym punkcie O*pręcij,;ość kątowa t ą -

go rucnu unoszonia jest,
flj 2-
Prędkości kąt o we (/^ i|^

a przedstawimy jak zwykło 
*a pomocą wok torów CA i  
OB, akiorcwanych wsdłn*
©si obrotów 1

w odpowiednie strony /65/ 
Jest rzoczą oczywistą, żd 
ruch bezwzględny /złożo
na/ jost ruchom obroto
wym dookoła nieruchomo.— 
go punktu O,albowiom ton 
punkt po .ostajo nieruch* -  
mym podczas ruchów skła
dowych t . j .  podczas obro
tów dookoła osi JLL. i  
I  I  .Wiomy,że ruch obro

towy dookoła punktu spro- 
wydza się do ruchu obro
towego dookoła osi chwi
lowego obr o tu / 1 w. d r Alem-

p.4 rozdział: 
przez ter punkt; prze -  

oj Wyznaczymy
.rjyf 1 '
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kloruraok tej osi 0'0" i  wiejkośó prędkości kątowej obro
tu dookoła niej.W  tym colu zbudujemy równologłobok na 
wektorach CO i  u) , jako na bokach; vykażomy ,żc wiorzcha, 
łok C togo row nolagłoboku OACB podczas ruchu bozwzględ- 
nego pozostano w spoczynku,innymi słowy,żo "bezwzględna 
prędkośó togo punktu v  Jest zerem.Opuszczając z punktu 

'? C: prostopadłe Ca i  Ch na osie ^ “̂2^2 mioć,

i  oprócz togo trójkąty uau i  OCB są równo,więc
OJ a — (ą) „ .Ob,

skąd wynika, 73 *  v . *

Ponieważ obroty dookoła osi L_L i  Odbywają się V
kierunku ruchu strza łk i  zegara,dlatego prędkośó v i
punkt® O będą prostopadłomi do płaszczyzny ,przochodzą-*
ccj przez osie P_L i  I I .  i  skiorowanomi w przeciwno sti'5
my od toj płaszczyzny .Prędkośó bezwzględna y. ,będąc goo>-
metryczną sumą tych prędkości v i  v ,jost zirem. c.b.do,w u

Fa zasadzie togo,żo dwa punkty bryły  0 i  O pozosta -  
ją  nieruchomo,wnioskujemy,iż, chwilowa oś obrotu C^O” prso -  
Chodzi przez to punkty.Ta oś jest osią obrotu bezwzględ
nego! posiada kierunek zgodny z kierunkiem przekątnej rów -  
nologłoboku,zbudowanego na prędkościach kątowych obrotów 
składowyeh^ ^ i  {jJ jako na bokach.

Pozostaje nanTokroślió wielko.'3 prędkości kątowej M  
obrotu dookoła toj osi.W tym celu rozpatrzymy prędkoś

c i względna i  unoszenia punktu A * względna pr-dkośó te
go punktu t . j .  prędkośó obrotowa dookoła osi Ó33^
v =0, poniewap punkt A jest położony na toj osi prędkośó 
unoszenia t . j .  prędkośó obrotowa dookoła Osi hTL^ 
v u=()v;2.Ad,przy czym Ad jest długością prostopadłoj,o - 
puszczonej z punktu A na oś 0*0".Zostaiwając otrzymane 
dwa wyrażenia na v znajdziemy,że

Ale

Za uważymy - że iloczyn
(j/  p.Ad =• po lo/j OACB =r OC.Ae 

OC.Ao M /J Aewięc
skąd



2Ta tym p r ę d k o ś ć
-104-

i ą  t o w a b O Z W Z g l ę d -
,z ł o ż o n o -n o g o r u c h u  o b r o t o w e g o  

g o  z d w ó c h  s k ł a d o w y c h  r u c h ó w  o -  
b r o t c w y c h  d o o k ł  a p r z o c i f a a j ą c y e h  
s i ę  o s i  Jo  s t g o o m a t r y c z n i o  r  ó w ^  
n ą  p r z e k ą t n i  j r ó w n o l o g ł o b o k u ,
z b u d o w a n e g o  n a  p r  ^

r  u c h 6 wt
J

o w y c h  Qj
n k o  n a  V o l  a c h

Porównując: ton wynik zo składaniem dwóch s ie d z ia 
ła  jących na Jodon punkt pod pewnym kątom do siob io , otrzy
mujemy zupełną amaldgję /patrz statykę / .Podobnie, Jak w 
statyce składaliśmy k ilka sił,których proste działania  
przecinały się w Jednym punkcio,obecnie możemy składaó do
wolną liczbę  prędkości kątowych obrotów dookoła osi,przecho
dzących przez Jodon i  ton sam punkt.p r ^ ą d k o ś ć  k ą 
t ó w  ą b o z w z g l ę d n e g o  o b r o t u  o k a 
ż e  s i ę  g e o m e t r y c z n ą  s u m ą  p r ę d k  oś-  
c i  k ą t o w y c h  o b r o t ó w  s k ł  a d o w y oh 
i  p £ z o d s t " \  w i  
m y k a J ą c . o J s i
g o b o k i  p o ś i
k i e r u n k i  z g o 
m i  k ą t o w y m i  
w y c h

Korzystając z

2«

d k o ś  c i a c h  k 
s k ł a d o w y c h

s i ę  z a  p o m o c ą  z a-  
ę w i o l o b o k u , k t ó r o -  
a d ą r j ą  d ł u g o ś c i  i  
d n o  z p r ę d k o ś c i  a-  
o b r o t ó w  s k ł a d o -

Rys.6S.

analogii ze statyką zagadnienie o 
rozkładaniu danego obrotu na 
kilka obrotów dookoła osi, 
przecinających się w Jednym 
punkcie ,możeny rozwiązyv. .6 
zupełnie tak,Jak w statyce 
rozkładaliśmy daną s iłę  na 
kilka kładowych .Np.: Niechaj 
bryła materialna obraca się  
dookoła osi OC z .prędkością 
kątowąU//rys.66 J  .Rozłożenie 
tego ruchu obrotowego na dwa 
ruchy obrotowe składowe dooko
ła  Osi,przechodzących przez 
punk* 0 będzie zupełnie 
okre ś1onym,gdy np. wyznać zy- 
mywielkośó i  kierunek jednej 
wielkości kątowej (jt) wtedy 
za pomocą geome trycznegc odej-



mowania wektora^/ od wektora( j J %zna j dz iemy wielkość i  
kierunek prędkości obrotowe3JjLdrugiego składanego ruchu 
obrotowego.

Fa zakończenie j a k o  p r z y k ł a d  
s k ł a d a n i a  t r z e c h  r u c h ó w  o b r o 
t o w y c h  d o o k o ł a  t r z e c h  o s i
p r z e c i n a j ą c y c h  s i ę  w j e d n y m
p u n k c i e  , r o z p a t r z y - m y  r u c h  b r y 
ł y  m a t e r i a l n e j  d o o k o ł a  n i e r u 
c h o m e g o  p u n k t u  obieżemy nieruchomy punkt,
jako początek bezwzględnych,nieruchomych osi 03YZ i  
jednocześnie jako początek ruchomych względnych osi O ^/ f*  
stale z bryłą związanych / rys .67./ .1 ołożenie ruchomfSh\ ' 
osi O ^Ą  względem nieruchomych (HYZ, okres la  ją  trzy kąty 
5hjler*a ’Q, .będące znanymi nam funkcjami czasu t  .

a J o / t / , ?  „ f / t / ,  f - f f t /
Różniczkując te funkcje względem cza-su t , otrzy

mamy pochodne 0’ , f 1, *f■1. Te pochodne są. prędkościami ką
towymi / patrz rozdz.IV /obrotów bryły  materialnej dookoła 
osi,przechodzącej przez nieruchomy punkt O ,i odpowiednio 
prostopadłych do płaszczyzn współrzędnych ŻO
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/w tych bowiem płaszczyznach znajdują się kąty 0, ,
Ja tym Of jest prędkością kątową obrotów bryły  

dookoła osi OF /patrz §.4.rozdz VI./.Kierunek tego obrotu 
w danym momencie czasu t zależy od znaku O* / 1 / *

Fastępnie ‘ jest prędkością kątową obrotu doo- • 
koła osi £ ,kierunek tego obrotu zależy od zn a k u j */1 /  • 

Freszcie \f> 1 jest prędkośó kitowa obrotu dookoła 
osi O j  i  kierunek tego obrotu zależy -od znaku pochod
nej ^ y t /  w danej chwili czasu t .

"Składając, powyższe trzy ruchy obrotowe dookoła 
oais OZ ,0 i  OF otrzymamy ruch złożony obrotowy dookoła 
pewnej osi chwilowej z a t y m  r u c h  w y p a d 
k o w y  j e s t  r u c h e m  o b r o t o w y m  d o 
o k o ł a  - p u n k t u  n i e r u c h o m e g o  O 
z p r ę d k o ś c i ą  k a t o w ą -(ąJ r ó w n ą  g e 
o m e t r y c z n e j  s u m i e  p r ę d k o ś c i  
k ą t o w y c h  o b r o t ó w  s k ł . . a d  o w y c h  :
O’ , Y  ‘ i  1 mianowicie:

1 > „ t f ,  j f .  + ijr.
Rzut p r  ę d k o ś c i  kątowi j ruchu złożonego

na dowolną oś je st równy alegebraicznej sumie rzutów na tę 
oś prędkości kątowych obrotów składowych



zyma, jak w § 4.rozdz .VI-go te rzuty przez 
p,q i  r.Wtedys - ^

p = (V  , c ° s / {V j j ź ł  , 
q  ~  { ą J  . c o  s  /  U  ,  Ą  /  ,
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r  ^  f COS / ( Ą)  /
Wyznaćzymy( / )  , p, q i  ' r.Aby znaleźć wyrażenie 

na ( / ,zło*ymy z początku prędkości kąt o We r  * , i  
Otrzymaną, wypadkową złożymy z Of ,wtedy otrzymamy (ą )  .Na 
rys .67. wektor  __

OA srŁŹ* 4* y *
a wektor

Rys.6JRys. 6$
Uługość odcinka CA : jest: _ _______________________

OA = y ^ « 2  <// *2 + 2fWJ/t.cos O 
Zauważywsza,że ppoata ON je s t  prostopadłą do 

płaszczyzny Z0-* t wnioskujemy?iż wektor ■’ je st prosto
padłym do wektora OA -  + .Stąd wynika, na stępujące
wyrażenie na wipkkość: ,

2 + ft2 +■ 2
Określimy 'iiera z £,q i  r  

przecięcia się płaszczyzny j£G s i i 0 
uM tworzy Kąty proste z osią O '4 i  z

* .cos 0 ..../25  /  
prostą OM 

,rys 68.Ta prosta 
sta ON.Rozłóż-



my prędkość kątową !f  ’ obrotu dookoła osi OZ na dwie 
składowe,mające kie runki wzdłuż. osi 0'| i  prostej dli, 
mianowicie 0A — X J  *003  0.

OB = Y r*Bln 0 
7 tedy prędkość kątowa, obrotu złożonego będzie ro łożoną  
ma składowe,mające kierunki 0 % ,01f i  OM.Składają© z osob
na wektory skierowane wzdłuż tych pros tych, o trzymamy nas
tępujące trzy składowe (// : 
wzdłuż prostej OB/I mamy składową Qł , 
wydłuż prostej OM składową równą\js ’ sin 
i  wr.dłuż osi O ') -  składową równą sumie Kp ' + * .cos®.
Bzu ty (jj na osie 'O ^ W  %:j  są równe algebraicznym* sumom rzu
tów powyższych geometrycznych składowych^JJ .Biorąc pod 
uwagę,iż ^  ^  i ^  ^

f  MOI”! |  ,rro^=r ^  , no^=/|  + j? *

otrzymamy następujące wyrażenia- na p,q i  r  
p =• ‘"F sin C. s in 'f + 6,cos "f
q — "f ’ sin 0 f  cos w -  ©'sirr/\............ .../26 /*
r = U.' * cos O -f V- *

oooooooOOOOOOOooooooo
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ji omieć pierwszego tomu
me cban.iki te ore tyc zne j
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