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Uber das Vorkommen des Goldes im salz
burgischen Erzgebirge;
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J o s .  R u f s e g g e  r j
lt. k. Retriebsbeamten bei dem k. k. G old- und Silber- 

bergwerlie in Böckstein.

D e r  Theil der norischen Alpenkette, welcher die 
südliche Grenze des Herzogthums Salzburg bildet, und 
sich gegen W est an die tirolischen , gegen Ost an die 
steierisch-bärntnerischen Alpen anschliefst, theilt sich 
in Bezug der geognostischen Verhältnisse und der E rz 
führung in zw ei, parallel aus Ost in W est streichende, 
Gebirgszüge. D er südliche derselben, die Centralkette, 
besteht durchgehends aus Granit und Gneifs, allem An
sehen nach der uranfänglichen Bildung zugehörend und 
von den gegen Nord vorliegenden jüngeren Formatio
nen der Voralpen getrennt durch'm ächtige Ablagerun
gen von Glim merschiefer, hie und da wechsellagernd 
mit jüngerem Granite, begleitet von körnigem Kalk und 
Eupliotidgebilden. Den westlichen Theil der Cenlral- 
kette charakterisirt das mächtige Hervortreten des Gra
nites, während dem im östlichen Theile dieses Gebirgs
zuges der Gneifs durchaus vorherrschend, und ein H er
vortreten de^, das Grundgebirge bildenden, Granites 
nur hie und da zu bemerken ist.
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Häufige Gange durchziehen das Granit- und Gneifs- 
gehirge, und bilden die charakteristischen Lagerstätte 
dieser Felsgebilde in Bezug ihr.er Metallführung. Die 
im angrenzenden Granit-Glim m erschiefergebirge auf
setzenden Lagerstätte sind theils Gänge, theils Lager.

Die Metallführung der Gänge des Granit- und Gneifs- 
gebirges beschränkt sich vorzüglich auf das Vorkommen 
von Gold, Silber, Blei, Kupfer, Antimon, ersteres aus
genommen, fast durchgehends im geschwefelten Zu
stande.

Die Metallführung der im Granit - Glimmerschiefer
gebirge aufsetzenden Lagerstätte besteht im Vorkommen 
von K upfer-, B lei-, E ise n - und Zink-Sulphuriden, hie 
und da Silber führend, mit geringem Gehalte an Gold; 
welches jedoch im gediegenen Zustande hier dieser 
Felsart fremd ist.

W esentlich verschieden in Hinsicht der constituiren- 
den Felsarten und der Metallführung, erheben sich nörd
lich der Centi'alkette, getrennt von ihr durch das Län
genthal der Salzache und die Hochebene von Radstadt, 
die Voralpen.

Jenes Formationsglied, das die Lagerungsfolge der 
Centralkette schliefst, beginnt die der Voralpen, näm
lich der Glimmerschiefer, mit seinen Ablagerungen von 
Q uarz-, Kalk - und Metall - Sulphuriden.

Ihm folgen die Gebilde der Übergangszeit: Thon
schiefer und dichter Kalkstein (mounlaiu limestone) ;  letz
terer theils mit ersterem w echsellagernd, theils selbst
ständig ungeheure Stückgebirge zusammensetzend, und 
bis zu einer Meereshöhe von 8000 bis 9000 Fufs an
steigend.

Häufig von Lagern begleitet, zeichnet sich auch die
ser Gebirgszug durch Metallführung, jedoch auch durch 
den gänzlichen Mangel an Gold aus, indem sich erstere



auf das Vorkommen von E isen , K upfer, B lei, Arsenik, 
Wismuth, Silber, und, als Seltenheit, auf das von Queck
silber und Kobalt beschränkt.

Das Eisen zum Theil ausgenommen, erscheinen die 
erwähnten Metalle fast sämmtlich im geschwefelten Zu
stande, das Silber nur als seltner Begleiter des Bleiglan
zes und des Kupferfahlerzes.

Den Zug der Voralpen, in der ganzen Richtung sei
ner Ausdehnung, begrenzt der Alpenkalk; unmittelbar 
auf den dichten Kalkstein der Übergangszeit sich la
gernd, meist deutlich geschichtet, bildet ér die Grund
lage der nördlichen Voi’berge , ausgedehnte Ablagerun
gen vom Liaskalk und Liassandstein, Salzthon, Stein
salz , linsenförmigen Thoneisenstein führend.

Den mächtigen Gebilden der Liasformation folgen 
die Formationen der tertiären Bildungszeit, und Allu
vial - und Diluvial-Ablagerungen bilden die Ebenen am 
Fufse der grofseri Alpenkette.

Aus diesem kurzen Überblicke der geognostisclren 
Reihenfolge der Felsarten , die das Hochland Salzburgs 
constituiren ; sieht man , dafs dem Zwecke dieser Ab
handlung zu Folge der Gegenstand unserer Betrachtung 
die Gänge des Granit und Gneifs, und die Lagerstätte des 
Granit-Glim m erschiefergebirges der Centralkette sind.

Um über ihre Natur, besonders in Bezug ihrer Me
tallführung j eine allgemeinere Ansicht äufsern zu kön
nen, berühre ich vor Allem die specielleii Localverhäl(- 
nisse derselben, und Wähle dazu jene Puncte, wo in 
den Seitenthälern der Centralkette durch bestanden ha
benden, oder noch umgehenden Bergbau dem Geogno- 
sten der meiste Aüfsehlufs wird, und beginne mit jenem 
Thale, wo gegenwärtig noch auf edle Metalle der ausge
dehnteste und interessanteste Bergbau besteht, d. i. un
seres salzburgisehen Hochlandes.



I. D a s  T h a l  G a s t e i n.
Den Hintergrund d es, den nördlichen Abhang der 

Centralkette rechtwinkelig, d. i. aus Süd gegen Nord 
durchschneidenden, Thaies bilden hohe Gebirge, beste
hend aus uränfänglichem G neifs, der nur hie und da in 
Bezug der Änderung seiner Textur in Granit übergeht, 
ohne defswegen seine geognostische Stellung als Gneifs 
zu verlieren Häufige Gänge durchsetzen diese Felsart, 
unter denen, sowohl in Beziehung des Mafsstabes ihrer 
Ausdehnung, als in Beziehung ihrer geognostischen V er
hältnisse und ihrer Erzführung , jene die interessante
sten sind, welche in der Masse des Kathhausberges auf
setzen.

Die Gänge dieses Stückgebirges lassen sich in zwei 
Classen theilen: in erzführende und in taube. In Bezug 
ihres Streichens behaupten sie sämmtlich dieselbe Bich- 
tung, nämlich aus Nordost in Südwest h. 2 bis 3. In 
Beziehung ihres Verflächens aber verhalten sie sich ge
rade entgegengesetzt, indem die erzführenden Gänge 
gegen Südost im Durchschnitt unter einem W inkel von 
45° bis 5o° fallen, während die tauben Klüfte, hier L et
tenklüfte genannt, sich unter einem gleichen Winkel 
gegen,Nordwest in die Teufe senken.

Die Lettenklüfte sind offenbar jüngererEntstchung, 
weil sie die erzführenden Gänge durchsetzen und ver
werfen. D er Scharrungswinkel dürfte im Durchschnitte 
17 ° betragen. Ihre Ausfüllungsmasse bilden die Trüm
mer des Gebirgs- und übrigen Gangsgesteins, durch ein 
thoniges Bindemittel wieder zum neuen Felsen regene- 
rirt. Ihre Mächtigkeit wächst von 1 Fufs bis zu 1 Lach
ter. Jede eigenthümliche Metallführung ist diesen Klüf
ten fremd.

Von den erzführenden Gängen unterscheidet man 
hier Hauptgänge und Nebengänge. Unter ersteren ver



steht man jene, die sich durch ihre Ausdehnung dem 
Streichen nach und durch ihre grofse Mächtigkeit vor 
allen ändern auszeichnen; Nebengänge hingegen nennt 
man die kleinern Klüfte, welche die Gänge in ihrem L ie
gend- oder Hangendgestein begleiten, ohne jedoch Trüm
mer derselben zu seyn , und deren im Rathhausberge 
unzählige sind. Zu den Hauptgängen zählt man vier, 
nämlich: den Wantschiergang, den Hauptgang, den L ie 
gendhauptgang und den Kreuzstollengang.

In Bezug ihrer Beschaffenheit und ihrer Erzführung 
verhalten sich beide Arten g leich , und gehören auch 
unläugbar einer Bildungsperiode an.

VonNordost gegen Südwest sind die hiesigen Gänge 
dem Streichen nach über i 3oo Klafter weit bekannt. Sie 
wurden von den Alten an ihrem Ausgehenden in einer 
Meereshöhe bei 8000 Pariser Fufs gefafst, und seit der 
undenklichen Zeit des Beginnes des hiesigen Gruben
baues wurden die B a u e , von dem höchsten Puncte an 
gerechnet, wo man noch Spuren alter Gruben bemerkt, 
über 2000 Pariser Fufs in die Teufe niedergebracht. Das 
Mundloch des höchsten der gegenwärtig befahren w er
denden Stollen hat eine Meereshöhe von 65oo Paris. Fufs. 
Über seiner Sohle erheben sich dem Verflächen der 
Gänge nach einige noch im Betriebe stehende Baue bis 
zu einer Erhöhung über der Meeresfläche von 6800 bis 
6900 Pariser Fufs.

In der Richtung ihres Streichens bieten diese Gänge 
die Erscheinung des Trümmerabsetzens häufig dar, und 
zeigen in Bezug ihrer gegenseitigen Lage dem Beobach
ter manchmal die interessantesten Parthien. Die Mäch
tigkeit der Gänge ist sehr abwechselnd, sie steigt von 
einigen Zollen bis auf mehrere Lachter.

Ihre Ausfüllung bilden Gneifs, Quarz , und manch
mal Granit, oder vielmehr Gneifs mit granitischem Ge



fü g e , sehr selten bemerkt man auch Kalkspath. Der 
Gneif’s und Granit der Gänge ist dem des Nebengesteins 
sehr ähnlich, nur in Bezug der Textur seiner Bestand
theile etwas zarter gebildet. Der Gangquarz ist wreifs, 
und besonders d o rt, wo er in beträchtlicher Mächtig
keit auftritt, sehr rein. Drusenräume sind für ihn eine 
ziemlich seltene Erscheinung.

W o Gneifs und Quarz zugleich die Ausfüllungsmas
sen bilden, dort zieht sich in den meisten Fällen der 
letztere am Hangenden oder am Liegenden des Ganges 
hin , seltener setzt er mitten in der Mächtigkeit dessel
ben auf.

An mehreren Puncten bemerkt man eine förmliche 
Schichtung der Gangausfüllungsmasse, in welchem Falle 
Lagen von Quarz und von Gneifs vom Liegend zum Han
gend mehrmals wechseln. Die Ausfüllungsmasse ist mei
stens von deutlichen Saalbändern begleitet, und überall 
beleuchtet man am Hangend und Liegend ausgezeich
neten Besteg.

Die Erzführung ist sowohl dem Gangquarze als dem 
Ganggneifse eigen, und besteht in :

Gediegenem Golde. .
Grauantimon mit gedieg. Golde und goldigem Silber.
Antimonsilber, manchmal ausgezeichnet krystalli- 

sirt. Gerade rhombische Säule.
Bleiglanz mit goldigem Silber.
Kupferkies.
Eisenkies.
Beide goldiges Silber haltend, und, jedoch in äus.- 

serst geringem V erhältnisse, auch mechanisch beige
mengt gediegenes Gold führend.

Arsenikkies. Sehr häufig und manchmal, beson
ders aber dann, wenn er von Eisenramm begleitet wird, 
goldiges Silber haltend.



Das Erscheinen der drei ersterwähnten Geschicke 
edler Metalle, nämlich des gediegenen Goldes, des Grau
antimons und des Antimonsilbers, ist eigentlich dem 
Gangquarze eigen und für denselben charakteristisch, 
obwohl man diese drei auch im Ganggneifse, aber äus- 
serst selten findet. Die übrigen Erzgattungen treten 
sowohl im Gangquarzé als im Ganggneifse auf.

D er Gebalt an gediegenem Golde ist dem Quarze 
der hiesigen Gänge so eigen , dafs man wohl kaum ein 
Stück desselben finden könnte, wenn es doch richtig 
aus der Ausfüllung eines Ganges herstammte, was nicht 
wenigstens Spuren von gediegenem Golde aufzuweisen 
hätte. *

Als ein Kennzeichen eines guten Gehaltes an Gold 
hält man die te ilw e ise  Färbung des Gangquarzes durch 
Eisenperoxyd, und nennt ihn hier in diesem Falle roth- 
rammig.

Bemerkenswerth ist es auch, dafs die gold- und 
silberhältigen Antimon-Fossilien im Quarze meist mit 
gediegenem Golde einbrechen, während das Auftreten 
Von Bleiglanz , wenn nicht auf Mangel, doch auf höchst 
mittelmäfsigen Gehalt an gediegenem Golde schliefsen 
läfst.

Bei weitem der gröfste Theil des im Quarze der 
Gänge vorkommenden gediegenen Goldes ist selbst dem 
bewaffneten Auge unsichtbar, und nur manchmal tritt 
dasselbe) sichtbar hervor. Deutliche Krystallbildung habe 
ich in diesem Falle zu bemerken nie Gelegenheit ge
habt , jedoch das manchmal blätterige Vorkommen des
selben läfst auch hier nur gewöhnliche Abänderungen 
der ihm eigentüm lichen hypothetischen Form, des W ür- . 
fe ls , vermuthen.

Die auf den Gängen einbrechenden edlen Metallge
schicke gewinnt man als E rze und Pochgänge. Erstere,



durch ihren höhern Gehalt an Gold und Silber von letz
tem  unterschieden, werden zur Lendner Silberhütte 
abgegeben, und daselbst durch den Verbleiungsprozefs 
zu Gute gebracht. Letztere werden auf dem Rathhaus- 
berge gepocht, das Pochmehl wird in Röhren 1 600 Klaf
ter weit nach Böckstein geführt, und daselbst wird mit
telst Stofsherden der Gehalt des Pochmehls an edlen 
Metallen in aus Metallsulphuriden bestehenden Schli
chen dargestellt.

Jen er S ch lich , in welchem der Gehalt an gediege
nem Golde concentrirt is t , wird dem Amalgamations- 
prozesse übergeben, die übrigen Schliche aber werden 
bei der Lendner Hütte durch die Verbleiung auf ihrem 
Gehalte an goldigem Silber zu Gute gebracht. D er Ge
halt der E rze  an goldigem Silber ist nach den verschie
denen Gattungen derselben verschieden; die reichsten 
halten 3 bis 4 Loth im Centner, die ärmsten im Durch
schnitte ungefähr 1 Loth. Von den Pochgängen halten 
1000 Kübel (ein Kübel hält 2200 Salzburg. Kubik-Zolle) 
im Durchschnitte 1 Mark an gediegenem Golde, 5 100 P f. 
Schliche und 5 bis 8 Mark an goldigem Silber. Im Jahre 
»829 wurden mittelst der Grubenbaue erobert 690 Kü
bel Erze und 4 8 8 °° Kübel Pochgänge. V on 8en letz
tem  wurden 48000 Kübel in den Pochwerken aufgear
beitet, und aus diesem Quantum 41 Mark Mühlgold und 
2450 Centner Schliche ausgebracht.

D er Gesammtgehalt an goldigem Silber betrug in 
den Erzen 100 M ark, in den Schlichen 260 Mark.

Der Gehalt des goldigen Silbers an reinem Golde 
ist constant pr. Mark 2 Loth.

Das unter dem Namen Mühlgold durch die Amalga- 
mation ausgebrachte gediegene Gold der Pochgänge ist 
dem Ansehen nach sehr rein , und zeichnet sich durch



seine schöne, intensive Farbe aus. Es hält nur etwas 
Silber beigem engt, und zwar auf die Mark 2 Loth.

Interessant ist das gleiche Verhältnifs der chemi
schen Verbindung des Silbers mit dem Golde im goldi
gen Silber, und das des Goldes mit dem Silber im Mühl
golde, nämlich in beiden wie 7 :  1.

Rechnet man die gewöhnlichen Abzüge a b , so ka
men von dem Bergamte Böckstein im Jahre 1829 in die 
Einlösung

78 Mark Gold 
und 332 » S ilb er,

welche im Mühlgolde und im goldigen Silber enthalten 
waren,

Aufser den im Rathhausherge aufsetzenden Gängen 
sind im Thale Gastein noch viele Puncte, wo der hier 
durchgehends die Masse der Centralkette bildende uran- 
fängliche Gneifs von Gängen durchsetzt w ird , die ganz 
dieselbe Beschaffenheit in geognostischer Beziehung zei
gen, wie die des Rathhausberges. Ihre Erzführung ist 
dieselbe. Besonders bemerkbare Puncte sind in dieser 
Beziehung: das Kötschachfhal in der Gegend des Böck- 
steinkogls, das Radeck, der Höllkahrgrahen, der Knie- 
heifs im Anlaufthale, die Reichehen, der Bockhardt und 
die Schlapperebene im Nafsfeld , die Siglitz und die so
genannten Gugln ebendaselbst, die Erzwiese im Anger- 
thale u. m. dgl. An allen diesen Puncten setzen im Gneifs- 
gebirge Gneifs- und Quarzgänge auf, die Gold und Sil
ber unter denselben Verhältnissen führen, deren bei 
den Gängen des Rathhausberges im Allgemeinen gedacht' 
wurde, deren specielle Auseinandersetzung jedoch den 
Gegenstand einer eigenen Abhandlung bilden wird, wel
che ich auszuarbeiten gedenke, sobald es meine Berufs
geschäfte erlauben.

Der Abbau dieser vielen Gänge ist seit undenkli-



eher Zeit der Gegenstand des Haupterwerbes der Thal- 
hewohner. Fü r die Zeit des Beginnes des hiesigen Berg
baues haben w ir keine geschichtliche A ngabe, und die 
Ereignisse seiner Entstehung leben nur mehr in den Sa
gen des Gasteiners.

Nur so viel ist geschichtlich bekannt, dafs der B erg
bau, dieser so wichtige Zweig der National-Cultur, auch 
über dieses Thal Segen verbreitete, und den Bewoh
nern zur Quelle des Wohlstandes wurde. 1200 Hände 
hatten zur Zeit des gröfsten Betriebes die Fäustel ge
schwungen, in allen Thälern , auf allen Höhen, an Or
ten , wo jetzt ungeheure Gletschermassen die Stelle 
menschlicher Wohnsitze eingenommen haben, herrschte 
das froheste, das regste Leben. Betrachten wir die 
Gänge des Bathhausberges, die durch den bisherigen 
Abbau doch schon so sehr in Bezug ihrer Veredlung in 
Anspruch genommen worden sind , vorurtheilsfrei und 
mit Saehkenntnifs in Bücksicht der noch bestehenden 
M ittel, in Bücksicht des noch unverritzten südwestl. 
Feldes der tiefern Stollen, in Bücksicht der noch un
aufgeschlossenen Teufe unter der Sohle desHieronymus- 
Erbstollens, wo der Gang edel und in einer Mächtigkeit 
von mehr als einer Lachter ansteht: so glaube ic h , dafs 
der hiesige Bergbau in finanzieller Beziehung einst noch 
bessere Besultate ahwerfen könnte , wenn der Betrieb 
in einem angemessen gröfsen Mafsstabe fortgesetzt, und 
mehr Hoffnungsbau betrieben w ürde, indem mit einer 
besonnenen Vermehrung der Ortsbaue auch die W ahr
scheinlichkeit zur Erreichung neuer Mittel wachsen 
w ü rd e; ja ich glaube in Bezug der Fortexistenz unsers 
Grubenbaues mich überzeugt, dafs wir in quantitativer 
Beziehung noch mehr edle Metalle aus den Gängen des 
Bathhausberges zu erwarten hätten, als das ganze, seit



Beginn des dortigen Grubenbaues erzeugte Quantum be
tragen dürfte.

II. D a s  T h a l  B a u r i s .

Dieses dem Gasteiner Thale am nördlichen Abhange 
der Centralkette gegen W est nächstfolgende Seitenthal 
hat mit diesem eine gleiche Richtung seiner Längener
streckung. Seinen Hintergrund' bilden ebenfalls unge
heure Gebirge von uranfängliehem Gneifs der Central
kette, der eben so wie im benachbarten Gasteiner Thale 
von Gängen häufig durchsetzt wird. M ehr'oder-w eni
ger erzführend , seltner ganz taub, zeigen sie in geo- 
gnostischer Beziehung dieselben Verhältnisse, wie die 
Gasteiner Gänge.

Die interessantesten dieser Lagerstätte, besonders 
in Bezug ihrer Erzführung, sind die des sogenannten 
hohen Goldberges , auf welchem noch gegenwärtig ein 
bedeutender Grubenbau auf edle Metalle ümgeht.

Die Gänge, die ihn durchsetzen, streichen aus 
Nordost in Südw est, und verflächen, einen, der gegen 
Nordwest fällt, ausgenommen, sämmtlich gegen Südost. 
Sie theilen sich in erzführende und in taube; letztere, 
sogenannte Lettenklüfte, oder wie sie auch in Rauris 
ihrer Streichungsstunde nach genannt werden: Neuner
klüfte, einer jüngern Bildungsperiode zugehörend, durch
setzen die erstem unter rechten W inkeln, ohne sie im 
Scharrungspunete , wenige Fälle ausgenommen, aus ih
rer Richtung zu verwerfen. Ihre Mächtigkeit dürfte im 
Durchschnitte 3 bis 5 Fufs betragen. ^Die Ausfüllungs
masse der Gänge bildet meistens Quarz, unter densel
ben Verhältnissen, nur an edlen Metallen ungleich rei
cher, als in Gastein. Die Erzführung der Gänge her 
steht, wie in Gastein, im Vorkommen von

gediegenem Golde ,
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Grauantimon ,  gold- und silberhaltig ,
Antimonsilber ,
Bleiglanz mit goldigem Silber ,
Kupferkies ,
Eisenkies ,
Arsenikkies ,
goldiges Silber und in sehr geringem Verhältnisse, 

mechanisch beigemengt, gediegenes Gold haltend.
Die Verhältnisse, unter denen die Erze Vorkom

m en, die A rt und W eise ihrer Zugutebringung, die 
der Aufbereitung der Pochgänge, sind analog denen im 
Gasteiner Thale.

Wenn wir dem bisher Gesagten zu Folge die Natur 
der Felsart des hohen Goldberges , seine Gänge, in B e
zug ihres Streichens, Verllächens, ihrer Ausfüllung und 
ihrer Erzführung, wenn w ir das Aufsetzen der tauben 
K lü fte , erfüllt mit den Trümmern des umliegenden Ge- 
birgs- und Gänggesteins, und ihr Verhalten zu den erz
führenden Gängen , in Betrachtung ziehen ; so ergibt 
sich daraus die Folgerung, dafs die Gasteiner und Rau- 
riser Gänge einer Form ation, einer Bildungsperiode an
geboren, die zwei Zeitfolgen umfafst, in denen erst 
erzführende, dann taube Gänge entstanden sind.

Jed o ch , ungeachtet der Formationsverwandtschaft 
dieser Gänge, zeigen sich bei nähererBetrachtung ihrer 
Erzführung Erscheinungen, welche darauf schliefsen 
lassen, dafs jene Umstände, die die Verbindungsver
hältnisse der edlen Metalle in ihnen bestimmten, durch 
locale Einwirkungen bedeutend modificirt worden sind, 
wie aus dem Folgenden erhellt.

Die âufser den Erzen aus der Gangmasse eroberten 
Pochgänge halten im Durchschnitte auf 1OO0 K übel, an 
gediegenem Golde 3 M ark, an goldigem Silber 8 bis io 
Mai’k , an Schlichen 10000 Pfund. Das goldige Silber



der Erze und Schliche hält auf die Mark an Gold i L . 
i Q ., an Silber 14  L . 3 Q.

Das Verhältnifs des Silbers zum Golde ist 'daher 
nahe =  ia  : 1 , während es im Gasteiner goldigen Silber 
=  7 : 1  ist.

Das gediegene Gold der Pochgänge, übrigens unter 
denselben Verhältnissen wie in Gastein vorkommend, 
verräth schon durch seine messinggelbe Farbe einen 
gröfsern Silbergehalt. D ieser beträgt in dem durch die 
Amalgamation dargestellten Mühlgolde auf die Mark 
5 Loth. Das Verbindungsverhältnifs des Goldes zum 
Silber ist daher =  2,2 : 1 , während es im Gasteiner 
Mühlgolde =  7 : 1 ist.

Sollte vielleicht irgend eine Verschiedenheit in der 
Reihenfolge der Gebirgsschichten, durch eine sich dar
aus ableitende electro - chemische W irkung, diese Mo- 
dification der Verbindungsverhältnisse des Goldes und 
Silbers in den sich sonst so nahe stehenden Gängen be
wirkt haben? Bei dieser Gelegenheit mache ich noch 
auf eine Erscheinung aufmerksam, die im Allgemeinen 
verm uthet, im Besonderen hie und da bereits nachge
wiesen , auch hier ihre Bestätigung findet, näm lich: 
Boussingault fand (Schweiggers Journal für Chemie und 
Physik, Jahrgang 18 2 7 , Bd. 2 , Heft 3), dafs iii der Na
tur Silber und Gold sowohl im goldigen Silber als im 
silberhältigen gediegenen Golde stets in bestimmten che
mischen Verhältnissen Vorkommen. E r  nennt diese V er
bindungen Auride, und stellt folgende Reihe der Ver- 
bindungsverhältnisse des Silbers mit dem Golde auf:
1 M. G. Silber mit 2, 3 , 5, 6, 8 und i2 (? )  M. G. Gold, 
und schliefst mit der Verm uthung, dafs die Reihe auch 
nachstehende Gestalt haben dürfte :

1 M. G. Gold mit 2 , 3 , 5 , . . . .  M. G. Silber.
Diese seine Vermuthung sieht man im goldigen Sil



ber von Rauris und Gastein bestätiget, indem das Ver- 
bindungsverhältnifs Statt findet:

i M. G. Gold mit 7 ,  12 I .  G. S ilb e r ; 
im silberhaltigen gediegenen Golde von Rauris und Ga
stein hat die Reihe der Verbindungsverhältnisse nach
stehende G estalt:

t M. G. Silber mit 2,2 und 7 M, G. Gold«
D er höchste der noch in Betrieb stehenden Gruben

baue liegt 7600 Pariser Fufs über der Meereslläche, um
geben von Ungeheuern Gletschermassen. D er Gruben
bau in Bezug seiner Ausdehnung ist gegen dem in Ga
stein ein Miniaturgemälde, und eben wegen seiner ge
ringem  Ausdehnung und dem grofsen Adel der Gänge 
hätte man hier bei zweckmäfsiger Aufschliefsung der 
Gänge grofse Hoffnung zur Ausrichtung neuer edler 
Mittel.

Unter denselben Verhältnissen kommt das Gold auch 
am Hochhorn vor, welches Gebirge zu einer Meeres
höhe von io 3oo Pariser Fufs emporsteigt.

III. P i n z g a u .

Fü r das Vorkommen des Goldes ,' sowohl im gedie
genen Zustande, als auch.chemisch verbunden mit Sil
b er, sprechen nicht nur die in einigen Seitenthälern 
der Centralkette beti’iebenen Grubenbaue dieses Thals, 
sondern auch die Bäche, welche am nördlichen Abhänge 
des Granit- und Gneifsgebirges hervortreten, und die 
im Sande, den sie mit sich führen, fast durchgehends 
Goldtheilchen enthalten.

So weit man die Bäche, in Bezug ihrer Goldfüh
rung, ihrem Ursprünge zu untersucht, so weit man das 
Gebirge durch Bergbau aufgeschlossen hat, fand man 
die nachstehende Thatsache auch hier bestätiget, näm
lich : dafs das Gold im gediegenen Zustande Eigenthunt



d e r  G ä n g e  d e s  G ra n it-  u n d  G n e if s g e b ir g e s  i s t ,  u n d  d a fs  

s ic h  d a s se lb e  b is h e r  n o c h  n ic h t  in  d e n  G ä n g e n  u n d  L a 

g e r n  d e s  G ra n it  -  G lim m e r s c h ie fe r g e b ir g e s  v o r g e fu n d e n  

h a t. V e r b u n d e n  je d o c h  m it  S i lb e r  z u  g o ld ig e m  S i lb e r  

e r s c h e in t  d a s s e lb e  n ic h t  n u r  a u f  G ä n g e n  im  G ra n it-  und. 
G n e if s g e b ir g e , so n d e r n  a u c h  a u f  d e n  L a g e r s tä tt e n  d e s  

G r a n it - G l im m e r s c h ie f e r s  , n ie m a ls  j e d o c h  h a t  m a n  d a s

s e lb e  a u f  d e n  L a g e r s tä tte n  d e r  P in z g a u  g e g e n  N o r d  b e 

g r e n z e n d e n  V o r a lp e n k e t te  e n td e c k t .
U n te r  g le ic h e n  V e r h ä ltn is s e n  f in d e t  m a n  d a s  G o ld  

g e d ie g e n  v o r z ü g lic h  in  d e n  S e i t e n t h ä le r n F u s c h ,  K a p ru n ,  

H o lle r s b a c h ,  K rim m l. V e r b u n d e n  m it  S i l b e r , a ls  g o l 
d ig e s  S ilb e r  k o m m t e s  a u fse r  in  d e n  e r w ä h n te n  S e it e n -  

th ä k frn  n o c h  im  F e lb e r t h a le  u n d  im  H e u b a c h th a l«  v o r 
z ü g l ic h  v o r .

B e s o n d e r n  A u fsc h lu fs  üb^er das V o r k o m m e n  d e s  

G o ld e s  g e b e n  d ie  e in s t  in  d e n  S e it e n th ä le r n  F u s c h ,  F e l -  

h e r th a l  u n d  H e u b a e h  in, B e t r ie b  g e s ta n d e n e n  G r u b e n 

b a u e  , d a h er  ic h  a u c h  d ie s e lb e n  in  d ie s e r  B e z ie h u n g  n ä 

h e r  b e tr a c h te n  w il l .

•s) D a s  S e i t e n t h a l  F u s c h .

D ie s e s  T h a l d u r c h s e tz t  d e n  n ö r d l ic h e n  A b h a n g  d e r  

C e n tr a lk e tte  a u s  S ü d  in  N o r d , p a r a lle l  d e m  B a u r is e r  

T h a le  , d e s s e n  w e s t l ic h e r  N a c h b a r  e s  is t .

In  se in e m  H in te r g r ü n d e  e r h e b e n  s ic h  d ie  h ö c h s te n  

G n e if s g e b ir g e  d e r  g a n z e n  C e n tr a lk e tte , d ie  b is  z u  e in e r  

M e e r e s h ö h e  v o n  u o o o  b is  1 2 0 0 0  P a r is e r  F u fs  e m p o r 
s te ig e n .

D ie  G ä n g e  d e s  G n e if s g e b ir g e s  fü h r e n  G o ld , s o w o h l  

g e d ie g e n  a ls  m it S i lb e r  v e r b u n d e n ,  u n d  z w a r  b e s o n d e r s  

im  H ie r z b a c h e  , a u f  d e r  S c h ie d a lp e , am  B r e n n k o g l,  am  
F a u lk o g l , u; s. w .

D e r  in  d ie s e r  B e z ie h u n g  in te r e s s a n te s te  P u n c t ,  d e r



H ie r z b a c h , b i ld e t  e in  s e c u n d ä r e s  S e ite n th a l  d e r  C e n tr a l

k e t te  , e in  S e it e n th a l  d e s  F u s c h e r th a le s .  D ie  h ie r  a n 

s te h e n d e  G e s te in s a r t  w ir d  v o n  E in ig e n  a ls  Q u a r z s c h ie 

f e r  a n g e s p r o c h e n . D ie  E ig e n th ü m lic h k e it  d e r  T e x tu r  

j e d o c h ,  d ie  z u  d ie s e r  B e n e n n u n g  A n la fs  g i b t ,  b e e in 

tr ä c h t ig t  n ic h t  d e r e n  g e o g n o s t i s c l ie  S te l lu n g  a ls  u ra n -  

fä n g l ic h e r  G n e i f s , a ls  ih r e r  P a r a l le l  - F o r m a tio n .

D ie  G ä n g e , d ie  d ie s e  F e ls a r t  d u r c h s e t z e n ,  s t r e i 
c h e n  a u s N o r d  in  S ü d ,  u n d  v er 'flä ch en  g e g e n  O st . Ih r e  

A u s fü l lu n g s m a s s e  b i ld e t  Q u a r z , m a n c h m a l v o n  K a lk sp a th  

b e g le i t e t .  S ie  h a b e n  im  D u r c h s c h n it t e  g e r in g e  M ä c h t ig 

k e it .  D e r  G a n g q u a r z  i s t  v o n  w e i f s e r  F a r b e  , u n d  w e n n  

e r  r ic h t ig  a u s d e r  A u s fü llu n g s m a s s e  e in e s  G a n g e s  is t ,  

im m e r  g o ld h ä lt ig .  D ie  E r z fü h r u n g  d e r  G ä n g e  b e sc h r ä n k t  

s ic h  a u f  d as V o r k o m m e n  v o n

g e d ie g e n e m  G o l d e ,
K u p fe r k ie s  ,
A r s e n ik k ie s ,
E i s e n k ie s ,
B l e i g l a n z , 

sä m m tlic h  g o ld ig e s  S i lb e r  h a lte n d .

Im  ä u fs e r n  A n s e h e n  i s t  d a s  G o ld  d e r  H ie r z h a c h e r  

G ä n g e  d e m  d e r  G a s te in e r  ä h n lic h . W e n n  d a s s e lb e  s ic h t 

b a r  im  G a n g q u a r z e  h e r v o r t r i t t , s o  z e ig t  s ic h  s e in e  G e 

s ta lt  in  B lä t t c h e n  u n d  K ö r n e r n  , o h n e  d a fs m a n  e in e  g e 

r e g e l t e  F o r m  e r k e n n e n  k an n . M a n c h m a l,  d o c h  s e l t e n ,  

fü h r t  a u c h  d e r  K a lk sp a th  d e r  G ä n g e  g e d ie g e n  G o ld , u n d  

m a n  h a t  o f t  in  d ie s e r  B e z ie h u n g  s c h ö n e  H a n d stü c k e  g e 

fu n d e n .
D ie  h ie r  g e w o n n e n e n  P o c h g ä n g e  g a b e n , n a ch  da

maliger S c h e id m e t h o d e , a u f  1 0 0 0  K ü b e l 6 b is  8  L o t h  

g e d ie g e n e s  G o ld . D a s  g o ld ig e  S i lb e r  in  d e n  E r z e n  u n d  

S c h l ic h e n  g a b  a u f  d ie  M ark an G o ld  6  b is  7  L o t h , so



dafs das V e r b in d u n g s v e r h ä ltn ifs  d e s  G o ld e s  m it d em  S i l 
b e r  im  g o ld ig e n  S i lb e r  im  D u r c h s c h n it te  =  i : 1 ,46  is t .

D ie  G ä n g e  s in d  h ie r  w e d e r  in s  F e l d ,  n o c h  in  d ie  

T e u fe  g e h ö r ig  a u fg e s c h lo s s e n , u n d  d e r  b e s ta n d e n e  G ru 

b e n b a u  w u r d e ,  aus m ir  u n b e k a n n te n  U r s a c h e n ,  im  ju 

g e n d lic h e n  A lte r  s e in e r  E n ts te h u n g  a u fg e la sse n ;  M an  

k e n n t e ig e n t l ic h  im H ie r z b a c h e  d ie  d e m B e i’gm anrie  s ic h  

d a r b ie te n d e  H o ffn u n g  g a r  n ic h t ,  u n d  w e n n  a u c h  d e r  G e 

h a lt  d e r  P o c h g ä n g e  an  g e d ie g e n e m  G o ld e , n a c h  f r ü h e r  

b e s ta n d e n e r  S c h e id u n g sm e th o d e , an u n d  fü r  s ic h  g e r in g  

a u s f ie l ,  so  v e r d ie n t  d o c h  d e r  h o h e  G eh a lt  d e s  g o ld ig e n  

S ilb e r s  d e r  E r z e  u n d  S c h l ic h e  an  G o ld  v o l le  B e r ü c k s ic h 

t ig u n g , u n d  b e r e c h t ig t  z u  s c h ö n e n  b ë r g m ä n n is c h e r il lo f f -  
nungern

b )  D a s  F e l . b e r t h a l .

U b e r  d e n  G eh a lt  d e r  G ä n g e  d e s  G ra n it- u n d  G n e ifs -  

g e b ir g e s  d ie s e s  T h a ls  an g e d ie g e n e m  G o ld e  h a t m an  

d u rc h  B e r g b a u  w e it e r  k e in e n  A u f s c h lu f s , u n d  das V o r -  

h a n d e n se y n  d ie s e s  M e ta lls  lä fs t  s ic h  n u r  a u s d e n S p u r e n  

d e s s e lb e n  v e r m ilt h e n , d ié  d e r  S a n d  d e s  d ie s e s  S e i t e n 

th a l d u r c h s tr ö m e n d e n  B e r g s tr o m s  h ie  u n d  da b e m e r 
k e n  lä fst .

Ü b e r  das V o r k o m m e n  d e s  G o ld e s , v e r b u n d e n  m it  

S ilb e r  z u  g o ld ig e m  S i lb e r ,  h a t m an je d o c h  d u rch  e in e n  

in  d e r  N ä h e  d e s  T a u e r n h a u se s  e in s t  b e tr ie b e n e n  S c h ü r f-  

bau n ä h er n  A u fsc h lu fs . D ie  h ie r  a n s te h e n d e  F e ls a r t  

is t  G lim m e r s c h ie fe r , d e s s e n  n a h e  V e r w a n d tsc h a ft  zu m  

G n e ifs  s ic h  h ie  u n d  da d u rc h  d ie  A u fn a h m e  v o n  F e ld -  

Spath in  s e in e  G e m e n g th e ile  u n d  d ü rc h  d e n  d a d u r ch  b e 

g r ü n d e te n  Ü b e r g a n g  in  l e t z t e r e  F e ls a r t  b e u r k u n d et . M an  

b e m e r k t an  m e h r e r n  O r te n  e in e  d e u t l ic h e  W e c h s e lla g e 
ru n g  m it  jü n g e r m  G r a n ite ,  so  dafs m an e ig e n t l ic h  das  

g a n z e  G e b ir g e  a ls G ra n it - G lim m e r sc h ie fe r  a n z ü sp r e -  
e h e n  hat.

Z eitsc lrr . f. P h y s . it. JVL'itlterfi. V I I I .



D ie  S c h ic h te n  d ie s e s  F e ls g e b i ld e s  s t r e ic h e n  aus O s t  

in  W e s t ,  u n d  v e r f la c h e n  u n te r  e in e m  W in k e l  v o n  45° 

g e g e n  N o r d . M an b e m e r k t  a n  m e h r e r e n  O r t e n , d a fs  

G ä n g e  r e c h tw in k e lig  d ie s e  S c h ic h te n  d u r c h s e t z e n , u n d  

s ic h  m e is t  g e g e n  O s t  v e r f la c h e n .
D u r c h  b e r g m ä n n isc h e  N a c h fo r sc h u n g e n  h a t  m an  

z w e i ,  h in te r  e in a n d e r  l i e g e n d e ,  d e n  G e b ir g s s c h ic h te n  

p a r a lle l  s tr e ic h e n d e  u n d  v e r f la c h e n d e  G ä n g e  ( L a g e r ? )  

e r s c h ü r ft .
D ie  A u sfü llu n g sm a ss e  b i ld e t  w e i f s e r  Q u a r z , d e r  

S c h w a r z g ü l t ig e r z , m e is t  im  a u fg e lö s te n  Z u s t a n d e , E i 
s e n k ie s  u n d  K u p fe r k ie s  fü h r t.

D ie  M ä c h t ig k e it  d ie s e r  G ä n g e  is t  u n g e m e in  a b w e c h 

s e ln d , in d em  s ie  s ic h  b a ld  b e d e u te n d  v e r s c h m ä le r n , b a ld  

w ie d e r  a u fth u n .
M an s t e l l t e  d e n  d ie  E r z e  fü h r e n d e n  Q u a rz  d ie s e r  

G ä n g e  a ls  E r z e  u n d  a ls  P o c h g ä n g e  dar. D ie  r e ic h s t e  
G a ttu n g  d e r  e r s t e m  h ie lt  im  C e n tn e r  2 0  b is  2 4  L o th  g o l
d ig e s  S ilb e r ,  d ie  ä r m er e  G a ttu n g  h ie lt  6 b is  8  L o th . D e r  

a u f  d e r  H a n d fa c h se  r e in  a u s g e z o g e n e  S c h l ic h  d e r  P o c h 
g ä n g e  h ie l t  im  C e n tn e r  2 4  b is  2 6  L o th  a n  g o ld ig e m  

S ilb e r .
1 M ark  d e s  g o ld ig e n  S i lb e r s  d e r  E r z e  u n d  S c h l ic h e  

h ie l t  im  D u r c h s c h n it t e  an G o ld  2 b is  3 Q u in t l ,  so  d afs  

d as V e r b in d u n g s v e r h ä ltn if s  d e s  G o ld e s  m it  d em  S i lb e r  

im  g o ld ig e n  S i lb e r  =  1 : 2 4 ,6  is t .
M an s t e l l t e  d ie s e n  B a u  w e g e n  d e r  m ifs lic h e n  L o c a l

v e r h ä ltn is s e  u n d  d e r , in  q u a n tita t iv e r  B e z ie h u n g , g e r in 
g e n  E r o b e r u n g  w ie d e r  e in .

c) D a s  H e u b a c h t h a l .

D ie s e s  S e ite n th a l  am  n ö r d lic h e n  A b h a n g e  d e r  C e n 

tr a lk e tte  z e ig t  s o w o h l in  B e z u g  d e r  R e ih e n fo lg e  se in e r  

F e ls g e b i ld e  a ls in  B e z u g  d e s  V o r k o m m e n s  v o n  g e d ie g e 



nem  G o ld e  u n d  g o ld ig e m  S i lb e r  g a n z  d ie s e lb e n  V e r h ä lt 
n is s e  w ie  das F e lb e r th a l ,  v o n  d em  e s  n u r  d u r c h  das H o l

le r sb a c h th a l g e tr e n n t  is t .
Im  G ra n it -  G lim m e r s c h ie fe r g e b ir g e  d ie s e s  T h a ie s  

g in g  e in s t  am  w e s t l ic h e n  A b h a n g e  d e s s e lb e n  , am  s o g e 
n a n n te n  G e m s e c k , e in  g e w e r k s c h a f t lic h e r  B e r g b a u  um .

D ie  S c h ic h te n  d es  G r a n it -G lim m e r s c h ie fe r g e b ir g e s  

s t r e ic h e n  h ie r  aus N o r d o s t  in  S f id w e s t , u n d  v e r f la c h e n  

g e g e n  S ü d o s t  u n te r  e in e m  W in k e l  v o n  7 0 °  b is  8 o ° .
D e r  G e g e n s ta n d  d e r  b e r g m ä n n isc h e n  A r b e ite n  w ar1 

d e r  A b b a u  e in e r  d e n  G e s te in s s c h ic h te n  p a r a lle l  s t r e i
c h e n d e n  u n d  p a r a lle l fa l le n d e n  L a g e r s tä tte ,  d ie  g a n z  d en  

C h arak ter  e in e s  L a g e r s  an  s ic h  trä g t.
D ie  M a sse  d ie s e s  L a g e r s  b ild e n  G lim m e r sc h ie fe r  

u n d  w e i f s e r  Q u a rz . S e in e  M ä c h tig k e it  w e c h s e l t  v o n  o ',5 
b is  1 4 5 ,  u n d  e s  is t  n ic h t  n u r  V e r s c h ie b u n g e n , so n d e r n  

a u ch  Z e r tr ü m m e r u n g e n  h ä u fig  u n te r w o r fe n .
D ie  in  d e r  L a g e r m a s se  e in b r e c h e n d e n  E r z e  sin d  t 

B le ig la n z ,
K u p fe r k ie s ,
E is e n k ie s ,
K u p fe r fa h le r z , 

sä m m tlich  g o ld ig e s  S ilb e r  h a lte n d .
M an g e w a n n  h ie r  E r z e  u n d  P o c h g ä n g e . V o n  erstC rn  

h ie lt  im  C e n tn er  d ie  r e ic h s te  S o r t e ,  das K u p fe r fa h ler z ,  

7  b is  8  L o th  g o ld ig e s  S i lb e r ,  u n d  7  b is  8  P f . K u p fe r ;  

d ie  f o lg e n d e ,  r e in e r  B le ig la n z , h ie lt  6 b is  7  L o th  g o l 
d ig e s  S i l b e r ; d ie  d r i t t e , d ie  ä r m s te , B le ig la n z  m it  K u

p f e r -  u n d  E is e n k ie s ,  h ie lt  4  h is  5 L o th  g o ld ig e s  S ilb e r ,  

u n d  4  b is  5  P f .  K up fer.
D ie  M ark d e s  g o ld ig e n  S ilb e r s  a u s d em  B le ig la n z e  

u n d  F a h lé r z e  h ie lt  2 b is  3 D e n ä r ,  aus d em  K u p fe r k ie se  

ab er  1  i/1 b is  2 Q u in tl an G o ld . D a s  V e r b in d u n g sv e r h ä lt-  

n ifs  d es  G o ld e s  m it d em  S ilb e r  im  g o ld ig e n  S ilb e r  d es
2 6  *



B le ig la n z e s  u n d  F a h le r z e s  is t  d a h er  im  D u r c h s c h n it te  

t =  i : 1 0 1 , 4 ,  u n d  im  g o ld ig e n  S ilb e r  d e s  K u p fe r k ie se s  

=  i  ;  3 5 , 6 .

D ie s e r  G ru b e n b a u  w u r d e  w e g e n  lo c a le n  H in d e r n is 

s e n  , u n d  w a h r s c h e in lic h  a u c h  w e g e n  q u a n tita tiv  g e r in 
g e r  E r o b e r u n g  w ie d e r  e in g e s t e l l t .

IV . L u n g a u .

In  d e n  G ä n g en  d e s  d o r t ig e n  G r a n it - ,  G n e if s -  u n d  

G ra n it -  G lim m e r s c h ie fe r g e b ir g e s  f in d e t  m an am  sü d l.  
A b h a n g e  d e r  C e n tr a lk e tte  d as G o ld  in  e r s te m  n ic h t  n u r  

im  g e d ie g e n e n  Z u s ta n d e , so n d e r n  a u c h , so  w ie  im  l e t z 
t e m  , m it S i lb e r  z u  g o ld ig e m  S i lb e r  v e r b u n d e n .

D ie  b e d e u te n d s te n  F u n d o r te  s in d  in  d ie s e r  B e z ie 

h u n g  d a s  G a n g t h a l , d ie  B r a m m le ite  , d ie  S c h e ic h w a n d ,  
d e r  K a lte n b a ch  , d as B ir k e c k  u n d  das k le in e  T h a l R o th -  
g ü ld e n .

W o  das g e d ie g e n e  G o ld  u n d  das g o ld ig e  S i lb e r  v o r 
k o m m t ,  g e s c h ie h t  d ie f s  im  G a n z en  u n te r  g le ic h e n  V e r 

h ä ltn is se n  , u n d  ic h  w e r d e  d a h er  in  d ie s e r  B e z ie h u n g  

n u r  j e n e  P u n c te  b e r ü h r e n , w o  u n s  b e r g m ä n n isc h e  B e 
tr ie b s a m k e it  e in e n  B l ic k  in  d ie  L a g e r s tä tte  d e r  N a tu r  

g e w ä h r t .

a) D a s  G o l d b e r g w e r k  S c h e l l g a d e n .

In  d e r  N ä h e  d e s  O r te s  S c h e llg a d e n  im  M u h r w in k e l,  

e in e m  S e ite n th a le  d e r  C e n tr a lk e tte ,  b e tr ie b  m an e in s t  

an z w e i  O r te n  b e d e u te n d e n  B e r g b a u , n ä m lich  am  G a n g -  

th a le  u n d  am  so g e n a n n te n  B ir k e c k .

D ie  h ie r  a n s te h e n d e  F e ls a r t  is t  d e r  u r a n fä n g lic h e  

G n e ifs  u n se r e r  A lp e n k e tte . E r  is t  a u s g e z e ic h n e t  g e 

s c h ic h te t  , u n d  se in e  S c h ic h te n  s tr e ic h e n  a u s N o r d  n a ch  

S ü d  m it e in e m  ö s t l ic h e n  V e rfla c h e n .

In d ie se m  F e ls g e b i ld e  s e tz e n  p a r a lle l d e n  G e s tc in s -



sc h ic h te n  G ä n g e  a u f, w e lc h e  Q u a rz  z u r  A u sfü llu n g , u n d  

im  D u r c h s c h n it te  e in e  M ä c h tig k e it  v o n  i b is  2 F u fs  h a 
b e n . S ie  s e tz e n  h ä u fig  T r ü m m e r  a b , u n d  s in d  so  w ie  

d ie s e  e r z fü h r e n d . D ie  E r z fü h r u n g  d e r s e lb e n  b e sc h r ä n k t  

s ic h  a u f  das V o r k o m m e n  v o n  g e d ie g e n e m  G o ld e ,  m e is t  

in  u n r e g e lm ä fs ig  g e s ta lte te n  K ö r n e r n , m a n c h m a l s ic h t 

b a r ,  m e is t  in  m ik r o sk o p isc h e r  K le in h e i t ,  dan n  in  

K u p fe r k ie s ,

E is e n k ie s ,
A r s e n ik k ie s ,

B le ig la n z , 
sä m m tlich  g o ld ig e s  S i lb e r  h a lte n d .

M an g e w in n t  d ie s e  E r z e  t h e i ls  a ls  S c h e id e r z e ,  th e ils  

a ls  P o c h g ä n g e , v o n  d e n e n  l e t z t e m  1 0 0 0  K ü b e l u n g e fä h r  

12 b is  14 L o th  g e d ie g e n e s  G o ld  h a lte n  d ü rfte n .

Ü b e r  das V e r b in d u n g s v e r h ä ltn ifs  d e s  G o ld e s  zu m  

S ilb e r  im  g o ld ig e n  S ilb e r  d e r  E r z e  u n d  S c h l ic h e  is t  m ir  

l e id e r  n ic h ts  N ä h e r e s  b e k a n n t.
D ie s e  e r z fü h r e n d e n  G ä n g e  w e r d e n  v o n  ta u b e n  G än 

g e n ,  d ie  a u s O s t  n a c h  W e s t  s t r e i c h e n , u n d  in  B e z u g  

ih r e r  A u s fü llu n g  d e n  G a s te in e r  u n d  R a u r ise r  L e t t e n 
k lü fte n  g l e i c h e n , d u r c h s e tz t ,  u n d  im  S c h a r r u n g s p u n c te  
v e r s c h o b e n .

D ie s e r  B e r g b a u  w u r d e , w a h r s c h e in lic h  a u s fin an 
z ie l le n  R ü c k s ic h t e n , w ie d e r  e in g e s t e l l t .

b) D a s  A r s e n i k b e r g w e r k  R o t h  g ü l d e n .

In  e in e r  S e ite n s c h lu c h t  d e s  M u h r w in k e ls , N a m e n s  
R o th g ü ld e n  , g e h t  e in  g e w e r k s c h a f t lic h e r  B e r g b a u  a u f  

A r se n ik  um . D ie  a n s te h e n d e  F e lsa r t  is t  das G ra n it-G lim 
m e r s c h ie fe r g e b ir g e  m it u n te r g e o r d n e te n  L a g e r n  v o n  k ö r 
n ig e m , w e i f s e n  K alk. In  e in e m  d ie s e r  L a g e r  s e t z t  e in  

z w e ite s  u n te r g e o r d n e te s  L a g e r  v o n  A r se n ik k ie s  au f. D a s 

se lb e  s tr e ic h t  a u s O st  in  W e s t ,  u n d  v e r f la c h t  u n ter  45°



g e g e n  S ü d . D ie  M ä c h tig k e it  w ä c h s t  im  V e r h ä ltn ifs  d e r  

T e u f e ,  u n d  n im m t v o n  e in ig e n  F u fs  h is  z u  i 5 L a c h te r  

zu . D a s  L a g e r g e s le in  b ild e n  K alk sp ath  u n d  B r a u n sp a th ,  

D ie  d a r in  v o r k o m m e n d e n  E r z e  s in d  A r se n ik k ie s  u n d  

E is e n k ie s .

I c h  h a b e  d ie  d o r t ig e n  G ru b e n b a u e  z u  b e fa h r e n  n ie  

G e le g e n h e it  g e h a b t , a u c h  n ie  d ie  G e s te in sa r te n  d ie s e r  

L a g e r s tä tte  s e ih s t  u n te r su c h t .  A u fm erk sa m  g la u b e  ic h  

j e d o c h  d a r a u f m a ch en  z u  m ü s se n , d afs u n te r su c h t  w ü r d e ,  

o h  n ic h t  d e r  k ö r n ig e  K alk  d e s  L a g e r s  B it te r e r d e h ä lt ig  

s e y ,  u n d  o h  n ic h t  d ie s e  L a g e r s tä tte  v ie lm e h r  d en  C ha
r a k te r  e in e s  G a n g e s  an s ic h  tr a g e .

A u f  e in e m  N e b e n tr u m m e  d ie s e s  K ie s la g e r s  s o l l  s ic h  
j e d o c h  d ie  in te r e s s a n te  E r s c h e in u n g  e r g e b e n  h a b en , dafs  

d e r  A r se n ik k ie s  im  C e n tn e r  i b is  2 Q u in tl S i lb e r  h ie lt ,  
v o n  w e lc h e m  S i lb e r  in  d e r  M ark d e s s e lb e n  d u r c h s c h n it t 
l ic h  2 L . 2 Q . G o k l e n th a lte n  w a r en .

Das Verbindungsverhältnifs des Goldes zum Silber 
im goldigen Silber dieses Arsenikkieses ist daher =  1 :5,4.

*  **
A u s d e m  b is h e r  ü b e r  das V o r k o m m e n  d e s  G o ld e s  

im  E r z g e b ir g e  d e s  H e r z o g lh u m s  S a lz b u r g , n a c h  se in e r  

g e g e n w ä r t ig e n  B e g r e n z u n g ,  G e s a g te n ,  e r g e b e n  s ic h  

n a c h s te h e n d e  K e s u lta te :
1. D ie ,  d ie  sü d lic h e  G r e n z e  S a lz b u r g s  b ild e n d e , A L  

p e n k e t te  t h e i l t  s i c h , s o w o h l in  B e z u g  d e r  B e ih e n f o lg e  

d p r s ie  b ild e n d e n  F e ls a r te n , a ls in  B e z u g  ih r e r  E r z fü h 

r u n g  in  z w e i  p a r a l le le ,  a u s O s t  n a c h  W e s t  s tr e ic h e n d e  

Z ü g e ,  in  d ie  C e n tr a lk e tte  u n d  in  d ie  V o r a lp e n .
2 . In  B e z u g  d e r  E r z fü h r u n g  z e ic h n e t  s ic h  d ie  C e n 

tr a lk e tte  v o r z ü g lic h  d u r c h  d as V o r k o m m e n  v o n  G o ld , 

S i l b e r , K u p fe r  u n d  A r se n ik  aus , w ä h re n d  d ie  L a g e r 
s tä tte  d e r V o r a lp e n  b e s o n d e r s  E ise n , B le i  u n d  g a ld fr e ic s  

S ilh e r  e n th a lte n ,



3 . D a s  G o ld  is t  a lso  im  salzburgischen E r z g e b ir g e  

a u s s c h l ie f s l ic h e s  E ig e n th u m  d e s  U r g e b ir g e s  d e r  C e n tr a l

k e tte .
4 . D ie s e s  M eta ll w ir d  e n tw e d e r  g e d ie g e n ,  o d e r  m it  

S ilb e r  z u  g o ld ig e m  S ilb e r  v e r b u n d e n , g e fu n d e n .

5 . Im  g e d ie g e n e n  Z u s ta n d e  i s t  d as G o ld  n u r  d e n  

G ä n g en  d e s  G r a n it-  u n d  G n e if s g e b ir g e s  e ig e n .
6 . M it S ilb e r  v e r b u n d e n  e r s c h e in t  e s  j e d o c h  n ic h t  

n u r  a u f  d ie se n  G ä n g en  , so n d e r n  a u ch  a u f  d e n e n  d e s  

G r a n it -G lim m e r s c h ie fe r g e b ir g e s ,  u n d  auf, d e m  l e t z t e m  

u n te r g e o e d n e te n , L a g e rn - N ie m a ls  w ir d  a b e r  d a s se lb e  
a u f  d en  L a g e r s tä tte n  d e r  V o r a lp e n  g e fu n d e n .

H. A l l e ,  G o ld  u n d  g o ld ig e s  S i lb e r  fü h r e n d e n ,  L a 
g e r s tä t te  b e h a u p te n  im  D u r c h s c h n it t e  e in  S t r e ic h e n  aus  

d e m  n o r d ö s t lic h e n  in  d e n  s ü d w e s t l ic h e n ,  u n d  e in  V e r -  

f lä c h e n  in  d e n  sü d ö s t lic h e n  Q u a d ra n ten . D ie  R ic h tu n g  

d e r  g e r a d e n  L in ie ,  w e lc h e  d e n  w e s t l ic h s t e n  u n d  ö s t l ic h 

s te n  P u n c t  d e r  C e n tr a lk e tte  v e r b in d e t ,  w o  m an G o ld ,  
t h e i ls  g e d ie g e n ,  th e i ls  m it S i lb e r  v e r b u n d e n , f in d e t , h a t  

d ie  R ic h tu n g  a u s S ü d o s t  in  N o r d w e s t ,  fo lg l ic h  j e n e  R ic h 
tu n g  , in  w e lc h e r  d ie  G ä n g e  v e r llä c h e n . E in e  T h a t-  
s a c h e , d ie  z u  m a n c h e r le i  F o lg e r u n g e n  A n la fs  g e h e n  
d ü rfte .

8 . D ie  e r z fü h r e n d e n  G ä n g e  w e r d e n  h ä u fig  von  jü n -  

g e r n  K lü fte n  (L e t te n k lü f te n )  d u r c h s e t z t ,  u n d  m e is te n s  

in  d e n  S c h a r r u n g s p u n c te n  v e r s c h o b e n .

q. D ie  A u s fü llu n g  d e r , g e d ie g e n e s  G o ld  fü h r e n d e n ,  

G ä n g e  d e s  G ran it- u n d  G n e if s g e b ir g e s  b i ld e t  v o r z ü g lic h  

w e if s e r  Q u a rz  u n d  G n e i f s , s e l tn e r  K a lk sp a tli.
10.  D e r  Q uarz d e r  G ä n g e  is t  e s  v o r z ü g lic h , d e r  das  

g e d ie g e n e  G o ld , m e is t  in  m ik r o sk o p isc h e r  K le in h e it ,  n ie 
m a ls  in  g e r e g e l t e n  K r y s ta llfo r m e n , e n th ä lt ,

11. A u fse r  d em  Q u a r ze  b i ld e t  e s  im  g e r in g e n  V e r 

h ä ltn is se  a u ch  e in e n  m e c h a n isc h e n  G e m e n g th e il  d e r  K ie se ,



und wird als Seltenheit manchmal auch im Gneil'se und 
Kalkspath der Gänge eingesprengt gefunden.

12. Das gediegene Gold zeigt in Bezug seines Vor
kommens , besonders wenn es sichtbar hervortritt, eine 
besondere Verwandtschaft zu den antimpnhältigen Fos
silien, während in Bezug des Bleiglanzes das Entgegen
gesetzte zu bemerken ist.

1 3. Das gediegene Gold der Gänge enthält keine 
andere Beimengung, als S ilber, und, wie es scheint, in 
bestimmten Verhältnissen. Für das gediegene Gold von 
Rauris und Gastein sind die Mischungsverhältnisse:

i M. G. Silber mit 2,2 und 7 M. G. Gold.
14. Die bisher bekannten Fundorte des gediegenen 

Goldes , vorausgesetzt, wo dasselbe im festen anstehen
den Ganggesteine entdeckt wurde, befinden sich alle in 
bedeutender Höhe über der Meereslläche, und dürften 
sämmtlich zwischen 9000 bis 10000 Pariser Fufs liegen.

1 5. Im Granit- und Gneifsgebirge kommt das goldige 
Silber meist nur auf solchen Gängen v o r , die auch ge
diegenes Gold führen.

16. Im Granit-Glimmerschiefergebirge ist es das 
Eigenthum eigener Quarzgänge, die meistens , lagerar
tig , den Gesteinsschichten parallel aufsetzen, oder es 
bricht auf wirklichen Quarzlagern ein.

17. In der einzigen Schlucht Rothgülden im Muhr
winkel findet man dasselbe alsBestandtheil des Arsenik
kieses auf einem Kalkspathlager im körnigen Kalke, der 
dem Granit - Glimmerschiefergebirge untergeordnet ist.

18. Das goldige Silber bildet meist einen Bestand- 
theil des Bleiglanzes, Kupferkieses, Eisenkieses, A rse
nikkieses und des Schwefelantimons. Seltener erscheint 
es für sich selbst im geschwefelten Zustande als Schwarz
gültigerz , welches meist zur Silberschwärze aufgelöst 
erscheint, oder mit Antimon zu Antimonsilber verbunden,



ig .  D ie  V e r b in d u n g  d e s  G o ld e s  m it  d e m  S ilb e r  im  

g o ld ig e n  S ilb e r  s c h e in t  in  b e s t im m te n  V e r h ä ltn is s e n  z u  

b e s te h e n . E s  d ie n e  n a c h s te h e n d e  Ü b e r s ic h t ,  d ie s e s  w e i 
t e r s  z u  u n te r su c h e n .

I m  g o l d i g e n  S i l b e r i s t

i M.  G.  G o l d
v e r b u n d e n  m it  

»2 M . G . S ilb e r .

Im  H i e r z b a c h e ................................................. i ,5
In  R o t h g ü l d e n ................................................. 5,4

» G a s t e i n ....................................................... 7
» R a u r i s .............................................................. 12

Im  F e l b e r t h a l ................................................ 2 4 ,6

A m  G e m se c k  (K u p fe r k ie s )  . . . . 35,6
» » (B le ig la n z  u n d  F a h le r z ) i o i , 4

20 . D ie  s c h n e l l  v o r ü b e r  g e g a n g e n e  E r s c h e in u n g  d e s  

V o r k o m m e n s  d e s  g o ld ig e n  S i lb e r s  a u f  e in e m  S e ite n tr u m m  

d e s  A r se n ik k ie s la g e r s  v o n  R o th g ü ld e n  im  G r a n it -G lim 
m e r s c h ie fe r g e b ir g e , m it R e c h t  a b g e r e c h n e t ,  e r s ie h t  m an  
a u s v o r s te h e n d e r  T a b e l le , dafs das g o ld ig e  S ilb e r  a u s  

d e n  G ä n g en  d e s  G ra n it- u n d G n e ifs g e b ir g e s  an G o ld  u n 

g le ic h  r e ic h e r ,  a ls das au s d en  L a g e r s tä tte n  d e s  G ra n it-  

G lim m e r sc h ie fe r g e b ir g e s  is t .
Z u r  g r ö fse r e n  V e r d e u t l ic h u n g  d e s  G e s a g te n  d ie n t  

d ie  K a rte  ü b e r  d en  Z u g  d e r  C e n tr a la lp e n k e tte  im  H e r 
z o g th u m  S a lz b u rg , w e lc h e  ic h  m it b e s o n d e r e r  R e z ie h u n g  

a u f  d ie , d e n  n ö r d lic h e n  A b h a n g  d e r s e lb e n  m it A u sn a h m e  

L u n g a u s , d u r c h s e tz e n d e n  S e ite n th ä le r  u n d  a u f je n e  

P u n c te  , w o  b ish e r  d as V o r k o m m e n  e d le r  M eta lle  n a c h 

g e w ie s e n  w o r d e n  is t ,  d a r g e s te l lt  h a b e . D e n s e lb e n  Z w e c k  

bat d e r  id e a le  D u r c h s c h n it t  d e r se lb e n  K ette  , d e n  ic h  in



B e z u g  d e r  L a g e r u n g s fo lg e  d e r  F e ls a r te n  ih r e s  n ö r d lic h e n  

u n d  sü d lic h e n  A b h a n g e s  im  M erid ia n  d e s  G r o fs g lo c k n e r s  

d a r g e s te l l t  h a b e . ( S ie h e  T a fe l  3.)  D a b e i  m u fs  ic h  b e 

m e r k e n  , d a fs  m ir  d e r  sü d lic h e  A b h a n g  d e r  C e n tr a lk e tte  

n ic h t  aus e ig e n e r  E r fa h r u n g  b e k a n n t is t ,  u n d  ic h  d a h er  

d ie  L a g e r u n g s fo lg e  d e r  F e ls g e b i ld e  n u r  im  A llg e m e in e n  

a n g e d e u te t  h a b e , w ie  d ie s e s  o h n e h in  a u s d em  D u r c h 

s c h n it t e  k la r  h e r v o r g e h t .  D ie  d e m  D u r c h s c h n it te  e in 

g e s c h r ie b e n e n  Z a h le n  h a b en  fo lg e n d e  B e d e u t u n g : i )  C en 
tr a lg r a n it ;  2 )  G n e ifs ;  3) G r a n it-G lim m e r sc h ie fe r ;  4) G lim 
m e r s c h ie fe r  un d  k ö r n ig e r  K a lk ;  5 )  T h o n s c h ie fe r ; 6 )  d ic h 
t e r  K alk  (m o n t. h’m e st .) ;  7 )  A lp e n k a lk ;  8 ) L ia lk a lk ;  9 )  L i 

a s s a n d s te in ;  1 0 )  M o la s se  u n d  N a g e l f lu e ; m )  A llu v ia l-  

u n d  D ilu v ia lla n d ;  1 2 ) S a lz th o n  u n d  S te in s a lz ;  i 3)  l in 

s e n fö r m ig e r  T h o n e is e n s t e in ; 14) E is e n s t e in e  d e s  mount. 
limest,

II.
Ein Beitrag zur Theorie der Refractoren;

vom

Prof. Andreas Spunar zu Olmiitz.

H e r r  D ir e c t o r  Litlrow sa g t  in  se in e m  A u fsa tz e  ü b e r  

d ie  t e r r e s tr is c h e n  O c u la r e  (Z e it s c h r i f t  IV . 204), Fraun
hofer b a u e  d ie  te r r e s tr is c h e n  O ciffa re  s o ,  dafs d ie  b e i 
d e n  B i ld e r  z w is c h e n  d ie  L in s e n  I. und. II., u n d  dann IV -  

u n d  V . fa l le n , g ib t  a b e r  n ic h t  d ie  G rü n d e  an, d ie  Fraun
hofer b e w o g e n  h a b e n  m ö g e n , v o n  d e m  b is  d a h in  ü b li

c h e n  V e r fa h r e n  a b z u w e ic h e n . E r  n im m t fe r n e r  ( S .  202, 
2 0 4 )  d ie  in  d em  a n a ly tisc h e n  A u sd ru ck e  fü r  das G e s ic h t s 
f e ld  v o r k o m m e n d e u  G r ö fse n  n ic h t  so  an, d a fs d ie s e s  d e n  

g r ö fs tm ö g lic h e n  W e r th  e r h a lte ,  o h n e  d ie  U r sa c h e  d ie 



ses Verfahrens anzugehen. Dieses hewog mich nun zur 
Untersuchung der beiden Fragen, ob sich nämlich er
stens nicht terrestrische Oculare bauen lassen, die das 
gröfstmögliche Gesichtsfeld und einen farbenlosen Itand 
haben, und zweitens, was Fraunhofer bewogen haben 
mag, das bis dahin übliche Verfahren zu verlassen, und 
die Bilder zwisehen die Gläser I. und I I . , und dann IV . 
und V. zu stellen? Ich lege die Resultate dieser Unter
suchungen hier vor, falls sie etwas Neues und Nützli
ches enthalten sollten. —  Zum Verständnisse derselben 
seyen (Figur 18) A ,  B ,  C , D  und E  fünf Linsen, und 
A E  ihre gemeinschaftliche Axe. A b  c d e F  sey der Gang 
des das Gesichtsfeld 9 begrenzenden Strahls, und F G ,  
H I ,  K L ,  M N  und O P  seyen die Bilder eines von A  
sehr weit entfernten Gegenstandes. Die Brennweiten 
der Linsen seyen p ,  q , r ,  s und t, ynd die Halbmesser 
derselben wegen des Gesichtsfeldes, nämlich B b ,  Cc, 
D d und F e  =  x q , x ' r  , x“  s und x '“  t , so dürfen be
kanntlich die Gröfsen x, x ' , x u und x u‘  die Zahl nicht 
übersteigen. Ich nenne ferner die vorderen Vereini
gungsweiten a ,  b, c ,  r fu n d e , und die hinteren a, ß, 
y ,  b und e, setze das Objectiv A  achromatisch vorsus, 
indem ich auf die vortrefflichen Aufsätze des Hrn, Di- 
rectors Littrow (Zeitschrift III, 12 9 , IV- 257) yerweise, 
und beschränke meine Untersuchungen nur auf Refrac- 
toren, die aus Sammlungslinsen bestehen. Die analyti
schen Ausdrücke setze ich aus Euler'1 s und Kliigel's Schrif
ten als bekannt voraus, und will nun die aufgestellten 
Fragen in folgenden Aufgaben zu beantworten suchen:

Aufgabe I. Ein Fernrohr aus zwei Linsen zu con- 
struiren.

Auflösung. Aus zwei Linsen wird das Fernrohr im
mer sehr unvollkommen seyn, weil sich erstens der far
bige Ranjl nicht aufheben läfst, wie aus der Bedingungs-



gleichung x =  o ersichtlich ist, und weil zweitens

das Gesichtsfeld 9 =  -  ^  4 für gröfsere Vergröfserun-

gen m sehr klein ist.

Aufgabe II. Ein Fernrohr aus drei Linsen zu con- 
struiren.

Auflösung. Für diesen Fall ist (1) m =

(2) x q =  (p +  6 ) ? ,  (3) ?  =  ^ = ^ ,  ( 4 ) O,

Tr/ r
und (5) C R  (Fig.) =3 — . Setzt man n4 —  w x ,  so er-0 '  m q

hält man aus (3) 9 = = — - i r ,  aus (4) -  =  —  w ,  aus

w  (m — w ) (w — 1)
( 1 )  b —  p aus (2) q =  -  — , aus
'  '  m v m (m — 1)
R __  6 ?  „  w  ( m  —  w )  ( w  —  1)
P =  7— — , ß s=  —   —  - n ,  aus (4)

6 — 7 — w2 — to)
ß (ot — w )( i  — w) , .C =  r =  —  — = ------------------------- p , und endlich aus
w m(2 m w — w~— 77z)

w r
(5) C R  =  — * Tr. 3T und 9 müssen der Natur der Sachev '  mif
nach positiv seyn.

W ollte man nun durch dieses Fernröhr den Gegen
standaufrechtsehen, somüfste der Winkel R  (Fig.) ~m<p, 
also m positiv seyn, folglich müfste, wie man aus der

W ■—■ 1
Gleichung 9 = s  x  sieht, w  positiv und gröfser als

p 3
1 seyn. Ferner m üfste, wie die Gleichung m =  ~

a
zeigt, -  positiv, also entweder ß und b positiv, oder ß 

und b negativ seyn.
w

Im ersten Falle müfste, wie aus b =  p crsicht-iii
lieh is t , w  negativ seyn.

Im zweiten Falle müfste zwar w  positiv seyn, allein,



weil bei gröfsen m , ß beinahe =  -W ——  p ist, so 
D 111(2 w  — l)

müfste wieder w  zwischen i und f  fallen.
Diesem zu Folge läfst sich also aus drei Convexlin

sen kein vollkommenes Fernrohr construiren, das die 
Gegenstände in der aufrechten Stellung zeigte.

W ollte man aber den Gegenstand verkehrt sehen, 
so müfste m negativ seyn, folglich w, wie die Gleichung

1  'W
9 =  —q—  Tz zeigt, entweder positiv und kleiner als i ,

ßoder es müfste tv negativ seyn. Ferner müfste -  nega

tiv, also entweder ß positiv und b negativ, oder ß nega
tiv und b positiv seyn.

w .
Im ersten Falle müfste nach 6 =  — p , n> negativm

i , w ( w +  l)
seyn, und da bei grolsen m , ß beinahe = --------------  p

b  ’  1 m ( J w + i )  r

is t, so könnte u> alle Werthe annehmen, die aber die 
Einheit nicht übersteigen dürfen, wenn tt= ^  angenom
men wird. Das Gesichtsfeld wird am gröfsten bei n =  {  
und iii =  —  i.

Im zweiten Falle müfste w positiv seyn, und da bei

gröfsen m in diesem Falle ß beinahe =  ~-} W--- — p ist,m( i — iw ) 1
so müfste « ^ < 7  seyn.

Diese Einrichtung gibt also ein kleines Gesichtsfeld, 
nebst dem dafs C R  negativ is t , also das Auge ganz an 
das letzte Ocular gebracht werden mufs , wenn das Ge
sichtsfeld nicht noch kleiner werden soll.

Aufgabe III. Ein Fernrohr aus vier Linsen zu con
struiren.

Auflösung. Für diesen Fall ist 9 =  -  - - ß f
» 1 + 1  ’

und wenn mau +  =  w ' n und n "  =  w "  tc setzt,
w "  —  w '  +  I



W ill man mittelst dieses Fernrohrs den Gegenstand 
aufrecht sehen, so mufs m negativ angenommen werden,

 \y)u  _L_ yy ' —  j  * <
also wird <j> =   x. Das gröfstmÖgliche Ge

sichtsfeld ist also =  x . folglich viel zu hlein.m — i
W ill man den Gegenstand verkehrt sehen, so 

mufs m positiv angenommen werden. Dadurch wird
w / / ________-4 - i  f

9 == — —^   ̂ — Tr5 folglich das gröfstmÖgliche Gesichts-

3
feld =  X, Dieses Gesichtsfeld ist zwar eröfser

m + 1  °
als das des Fernrohrs aus drei Linsen, dafür ist aber 
auch der Lichtverlust gröfser, so dafs denn doch in die
sem Falle das Fernrohr aus drei Linsen den Vorzug ver
dienen dürfte.

Aufgabe IV. E in Fernrohr aus fünf Linsen zu con- 
struiren.

Auflösung. Fü r diesen Fall ist 
, .  P ß t *( 1)  m =  -— — ,
v 7 0 c d t
(2) x q =  (p +  b) <? ,

( 3)  x ' r  =  9  +  o x ,

( 4 )  x " s  =  - f -  d )  <? +  d ( x '  —  x) ,

(5 ) <p =  — —  —  ,v 7 m — i

7 d i *  +  dT * '  +  I  * "  +  =  ° ’

und (7) E F  =  —N// m 9

Setzt man n '— w ' x ,  = . w u x  und x /y/ =  M'///x ,  so
w ' "  — w " + w '  — l

erhalt man aus (5) 9 = ------------r—-------'  '  7/Z -f- I
Soll das Gesichtsfeld so grofs als möglich seyn, und



will man den Gegenstand aufrecht sehen, so mufs m///=  i, 
wu ■=.— i , u>, =  i und m positiv seyn. Dadurch wird

9 =  jr. Ferner wird aus (6) — — -f- ----------h 1 = 0 ,
r  t u  —  i  v  ’  c d t  '  d t  t  1 ’

7  8und setzt man i  =  P und -  =  Q , so wird man haben 
d> t

£
Man erhält also aus ( i )  b =  — p (A),  und aus (2) 

2 1/1 +  3 5 , _  „  q
9 =  5 ( m - , )  6 ^  Ferner aUS ß =  ------ 7 ’

'  i

“”d“ s ! p« = 5’ « T « 11) '
r  /o\ PQ(m — 3) + 2m r
ferner aus (3) r = --- P Q ( m - i) — c ^ ’ aus >' = -----

I -------

2/n+2() s Q(m— 1)
J  =  — 777------d(KT)) aus 5 = ------- , 5 =  -~  —— s(l),Q ( m - i )  v  '  s  Q ( / n + i ) + 2 T O  '  n

' ~ d
s s

und endlich aus -  =  Q , e =  t =  -  (X). Die Gröfsen 

P und Q bleiben der W illkür überlassen, S  ist aber
—  Q —  PQ  —  1 (L).

W ir wollen nun untersuchen, wie die Gröfsen P, Q 
und S  angenommen werden müssen, wenn die beiden 
Bilder (s. die Fig.) entweder in 1 und 2 ,  oder in 1 und 
3 , oder in i und 4 , oder in 2 und 3 , oder in 2 und 4, 
oder endlich in 3 und 4 liegen. Folgende Tabelle liefert 
die Übersicht der Bedingungen in allen diesen verschie
denen Fällen, wie sich jene theils aus der Natur der Sa
che, und theils aus den in der ersten verticalen Columne 
bezeichnten Gleichungen ergeben.



1 ,  2. i ,  3. i , 4.

Z> pos. b pos. 6 pos.

(A) N pos. S  pos. S  pos.
<7 pos. q pos. q pos.

(5) — — —

ß pos. ß /  Pos-v \  neg.
ß /  pos.
1 \  neg.

( C )
2 m inte N >  2mS >  ------5m-^o <  m — 6 <  m — 3

c pos. r /  neS‘ c /  neg-
i  Pos‘ \  pos.

( D ) PQ  pos. PQ  neg. PQ ncgé

r  pos. r pos. r pos.

(fl)
^  2 mn/A ^ 2 m

PO-- v 's  'Jm — o V >  m —3

y neg. y pos. •y pos.

(F) PQ  <  m — —

d pos. d pos. d neg.

(G)
P  neg. <  i P  pos. P  neg. >  i
Q neg. Q neg. Q pos.

s pos. s pos. s pos.

(fl) Q <  m Q <  m —

s neg. S neg. S p09.

(I)
2 m 2 mn  v  ■ —

Q <  m +  i m 4“ 1

e pos. e pos. e pos.

(K) Q neg. <  i Q neg. <  J Q p09-

( f l S =  — Q -P Q —i S = P Q — Q — i

( f l — >  <? Q >  i +  p



2 , 3. 2 , 4. 3 , 4-

b neg. b neg. b neg.
S  neg. S  neg. S  neg.
q pos. q pos. q pos.
S <4 m S  <  171 S  <  771

3 pos. ß pos. ß pos.

— — —

c pos. c pos. c neg.

PQ  neg. PQ neg. PQ pos.
r  pos. 7' pos.

2 771PQ  >  ----- _
771--O

_ _ 2 m
PQ >  ------ r771-—3

7 pos. 7 pos.

d pos. d neg.

P  pos.
Q neg-

P  neg. >  1 
Q pos.

s pos. s pos.
Q <  m —
5 neg. 5 pos.

2 771 
^ < 7,1+ , —

e pos. e pos.
Q neg. <  i Q pos.

S = P Q — Q — i S = Q  +  PQ  — 1

PQ  — Q <  i Q +  P Q  <  1

Z e i t a c h r .  f .  P h y * .  u* M a th e in .  V I I I .  4*



Betrachtet man diese T abelle, so findet man , dafs 
sich die Bedingungen nur in den einzigen zwei Fällen 
nicht aufheben, nämlich wenn die beiden Bilder entwe
der in i und 3 , oder in i und 4 liegen. E s bleiben also 
nur diese zwei Fälle übrig, die einer weiteren Betrach
tung noch bedürfen.

W as den ersten Fall anbelangt, so sieht man, dafs 
man in demselben entweder ß positiv und c negativ, oder 
ß negativ und c positiv annehmen kann.

Nimmt man ß positiv und c negativ an, so mufs hei

gröfsen m , PQ — Q —  i >  2 oder P  >  (0  * <  2

oder P < | - ( I I ) ,  P > - ^ 1 (111) und Q <  ! (IV) ange

nommen w erden , folglich müfste 2 3 -J- Q seyn, was
absurd ist: ß kann also nicht positiv seyn.

Nimmt man ß negativ und c positiv an, so mufs man 
hei gröfsen m annehmen P  Q — Q —  i <  2 oder

p < ^ r (I)’ PQ>3 oder p>i) (II)’ p> ^rLm
und Q <  i ( IV ) , welche Bedingungen wohl neben ein
ander bestehen können.

W as den zweiten Fall anhelangt, so kann auch in 
diesem entweder ß positiv und c negativ, oder ß nega
tiv und c positiv seyn.

Soll ß positiv und c negativ seyn , so mufs seyn

Q +  PQ  —  1 > 2  oder Q >  ( I ) , fer

ner P Q < 2 oder < ? < !  =  1  (II), ^ > ^ p  =

—  . (III) und Pj> i (IV) , also mufs 2P + 2 > .3P

oder P < 2 seyn; d. h. P  mufs in diesem Falle zwischen 
den Grenzen i und 2 enthalten seyn.

Soll ß neg. und c pos. seyn, so mufs Q PQ — i <  2



oder Q <  ^ 7 7  =  p \ p Py  t j ’ ferner p Q >  2 oder

<? >  I  =  <“ > ’ «  >  7+  =  H p T Ö  ( " * )
und P >  i (IV) seyn, folglich mufs 3 P >  2 P  - f  2 oder 
P > 2  seyn.

W ill man die obigen Gleichungen zur Berechnung 
des Fernrohres anwenden, so mufs man ihnen zuvor 
noch eine etwas bequemere Form  geben. Zu diesem 
Behufe seyen die Distanzen der einzelnen Linsen /X, 
A ',  A "  und A '" ,  so wird man ohne Mühe erhalten 
. 7714-5 2 . .  2(0  — i ) »

A  a s  — r . ■ p , (7 = = - — — A ,  A '  ===------ —  — A,771 ° * '------771--- 1 5 (771---  3) — 2771
r — PQ (m —3) 4- 2 m ( __ <? ( P +  ') 9” — 0 '

5 (771 -- 3)   2 771  ̂’ 2 P Q  --  2/71 ^ *
771 4 - Q  A 7/7  ( Q .4 - 1 1 f 771  l )

* =  — yjy:-------  r ,  A ;// <= — —    ;------  s undP Q — 771 Q (771 4- 19 4- 2 771
A'"

f =  o'qT“  • *n diesen Gleichungen mufs aber P  positiv

und Q negativ angenommen w erden, wenn das zweite 
Bild nach 3 fallen soll, und umgekehrt P  negativ und Q 
positiv, wenn es nach 4 fallen soll.

Beispiel. Das zweite Bild soll nach 4 fallen , und 
p =  60" und m —  bo seyn. P se y  =  3 , so ist ß negativ.' 
Nun mufs seyn Q <  f  =  f f  =  f i  =  f f  . „ . 4 und 
Q >  f  =  JL =  f l = = f A .  . . .  Mannehme =  ̂  =  

an, so ist PQ =  -f- und ^ —  ~9- , Dadurch erhält man 
A =  61,8888, 7 = 2 , 0 9 7 9 ,  A ' =  2 ,7877 , ?• =  0,5953* 
A "  =  o,4°8oj « =  o,58 i 4, A ^ '^ O jS ö o i und £ =  0,2090» 
Die Länge des Fernrohrs ist also =  65,445 Z o ll, es ist 
folglich um 4 ,ü5 i Zoll länger , als das vom Hrn. Direc- 
tor Litlrow (a. a. O. 206) für dieselbe Vergröfserung und 
Focallänge des Ohjectives berechnete, hat aber dafür 
ein doppelt so grofses Gesichtsfeld als dieses.



III.
Mathematisch begründete Höhe der Erd- 

\ atmosphäre;
vorn

Professor K r z i z  in Przemysl.

Die Bestrebungen um die Ermittlung eines Rech- 
nungausdrucltes, der die Bestimmungen der Höhen- 
puncte mittelst barometrischer Messungen feststellt, ha
ben den Scharfsinn der Gelehrten vom ersten Bange in 
Anspruch genommen. Seit Pascal den glücklichen Ge
danken aufgefafst, dafs die Länge der Quecksilbersäule 
im Barometer an höheren Puncten der Erdoberfläche 
kürzer als in niedrig liegenden Orten seyn m üsse, ha
ben Ilalley j  der unermüdliche Beobachter de L u c ,  Ra- 
mond,  der gröfse Laplace,  und neuestens noch Ander
son nebst Daniell zur Vervollständigung der barometri
schen Höhenformel wesentlich beigetragen. Diese durch 
einen nahe zweihundertjährigen Zeitraum errungene Aus
beute lohnt indefs die darauf gewandte Mühe reichlich, 
indem der in seiner gegenwärtigen Gestalt aufgestellte 
Ausdruck der Höhenmessung nicht nur die Höhenbestim
mungen selbst mit erwünschlicher Genauigkeit ergibt, 
sondern überdiefs auch noch andere mit diesem Geschäfte 
in verwandtem Bezüge stehende Untersuchungen zu er
ledigen ein bequemes Mittel bietet. — Die Beantwor
tung der Frage : W elche Ausdehnung unsere Atmosphäre 
habe? Ob eine Begrenzung derselben denkbar, wohl gar 
erweisbar sey? stellt mit der barometrischen Höhenfor
mel im nahen Verbände. Man pflegt in den meisten 
Lehrbüchern der Physik besagten Höhenausdruck in sei
nen Principien dargestellt aufzuführen, die Feststellung



der Höhe des Luftkreises aher nur in Resultaten anzu
deuten. Vielleicht dürfte es einigen Gewinn abwerfen, 
an die Stelle historisch mitgetheilter Ergebnisse des Cal- 
cüls eine einfache Herleitung der Ausdehnung der At
mosphäre aus Rechnungsformen, die beim Vortrage oh
nehin entwickelt werden , zu setzen.

Man kann zu dem Zwecke der Höhenbestimmung 
der Atmosphäre, der Genauigkeit unbeschadet, sich 
die Verbindlichkeit erlassen, auf die im barometrischen 
Höhenausdrucke vorkommenden Correctionen Rücksicht 
zu nehmen, die W ärmecorrection allein ausgenommen. 
Sehen wir vor der Hand auch von dieser a b , oder las
sen wir die atmosphärischen Wärmeverhältnisse einst
weilen unberücksichtiget, so hat man, wie bekannt, für 
die Höhe eines Punctes über der Meereslläche den 
Ausdruck

x  —  c (log. P  — log. M) , 

wo P den auf o° C. zurückgeführten Barometerstand in 
Linien im Niveau des M eeres, z. B . 28 Pariser Zolle 
—  336" ' ,  M  den gleichmäfsig behandelten Stand der 
Quecksilbersäule an der obern Station, c aber einen der 
Erfahrung zu entnehmenden Coeflicienten bedeutet.

Wendet man vorliegende Gleichung für die Voraus
setzung an, dafs der Barometerstand M als der fü r die 
obere Grenze der Atmosphäre ermittelte gedacht wird, 
so ist klar , dafs man hat

P =  336 ' " ,  M  =  o ,
also auch
x  =  c (log. 336 — log. o) —  c (log. 336 +  00) =  co, 

d. h. die Höhe der Atmosphäre entrückt der Möglichkeit 
einer endlichen Ausdehnung.

Diese Folgerung enthält keinen W iderspruch in 
sich , wenn man den B egriff der atmosphärischen Luft, 
als eines rein ausdehnsamen Stoffes, mit Ausschlufs der



ihn modificirenden Wärme feststellt. Professor Schmidt 
erschliefst die hier gewonnene W ahrheit aus Betrach
tungen , die einem anderen mathematischen Gesichts- 
puncte entnommen sind. Siehe Gilb. Ann. B . 62, S. 3 1 1 .

W ir dürfen indefs zur Erzielung brauchbarer R e
sultate bei unserer Untersuchung den ideellen Zustand 
der Atmosphäre nicht weiter verfolgen , vielmehr ihn 
so auffassen, wie er in Rücksicht auf Wärme Verhältnisse 
sich wirklich darstellt. Über die atmosphärische W är
meverbreitung hat die Erfahrung Manches bereits auf
geschlossen , wenn gleich ein wesentlicher P u n ct, das 
Gesetz der Wärmeabnahrne mit wachsender Entfernung 
von der Erde, bisher aufser dem Bereiche unserer Kennt
nisse liegt. Man läfst die Vorstellungen gelten, dafs die 
Temperatur auch oben, entweder wie die Glieder einer 
arithmetischen, oder im Sinne der Elemente einer geo
metrischen Reihe abnimmt, wenn die Abstände von der 
Erde um gleiche Gröfsen wachsen.

Berücksichtiget man im barometrischen Höhenaus
drucke den Wärmezustand der Atm osphäre, so nimmt, 
wie bekannt, die H öheform el, wenn keine gar gröfse 
Schärfe verlangt wird , die Gestalt

x  =  c (log. P —  log. M) ( i  -}- 0.002 (f -[- ZQ) 

an , wo t ,  t ' die beobachteten Temperaturen an der 
Meereslläche und an der obern Station bedeuten. Siehe 
Prof. Baumgartner’’s Naturlehre, dritte A u ll., S. 645 u. f.

Unterwerfen w ir den Factor

(log.P  —  log.il/) 

denselben Annahmen, wie sie oben festgestellt wurden, 
so läfst sich , weil der letzte, den atmosphärischen W är
mezustand in der Formel darstellende Factor wesentlich 
is t , zeigen, dafs x  nicht jede angebbare Grenze über
schreiten kann , vielmehr einer bestimmten Einscbrän-



kung unterliegt. Diefs zu übersehen , denke man sich 
z. B. t —  o°, V aber =  —  5oo° C . ,  so ergibt die in der 
W ärmecorrection vorgenommene Substitution 

i -|- 0.002 x  —  5oo =  o , 

also auch x  =  o.

Im Allgemeinen wird der die WärmecorrecLion dar
stellende Factor verschwinden, wenn

1 -1- 0.002 t V = ------ —------- - ist.
0.002

W ir haben, dieser Betrachtung gemäfs, die Grenze 
der Atmosphäre erreich t; über diese Grenze hinaus wird 
der W erth von x  negativ, somit die Form el ohne wei
tere Anwendung. Um aber denPunct in der Atmosphäre 
zu fixiren, wo V =  —  5oo°ü. w ird , lege man eines der 
oben angezogenen Gesetze über die atmosphärische W är
meabnahme zu Grunde. W ählt man das erste, so lehrt, 
hei der gewöhnlichen Annahme : » die Temperatur nehme 
hei einer Erhebung von 1 2 1 . 1  Toisen um 1 °. R. ab,« eine 
einfache Rechnung, dafs für t =  o , die Wärme bei ei
ner Höhe von 4 8 4 4 0  Toisen =  12 .7  geog. M eilen, nun
mehr noch — 400° R. = — 5oo° C. betragen wird.

In Ermangelung erfahrungsmäfsig bewährter Kälte
grade von 5oo° C. scheint allerdings unser Resultat an 
das Unwahrscheinliche zu grenzen. Man bedenke aber, 
dafs die hier gezogene Folgerung in den oben angeführ
ten Gesetzen der atmosphärischen W ärmeverbreitung 
wohl begründet is t , bei der W ahl des zweiten Gesetzes 
der abnehmenden Wärme die Kälte von 5oo° C. wohl 
gar in einer gröfsern Nähe von der Erdoberfläche Platz 
greifen würde. Da wir ferner über den absoluten Null- 
p'unct der AVärme nicht zu entscheiden vermögen , ne
benbei erfahrungsmäfsige Vorstellungen von noch höhe
ren Wärmegraden haben, als die hier angeführten Kalte-



grade sind, so dürften Einwendungen gegen das gewon
nene Resultat nicht von besonderer Erheblichkeit seyn.

D er hier befolgte Gang der Schlüsse zeigt überdiefs 
die mathematische, von jeder Empirie unabhängige 
Rechtfertigung des Naturgesetzes: »die Wärme dehnt 
die Luft aus, die Kälte zieht sie zusammen.« Denn bei 
gleichförmiger Yertheilung der Wärme in der Atmo
sphäre fanden wir die Höhe des Luftkreises ohne Grenze, 
bei abnehmender Temperatur aber schränkten wir seine 
Ausdehnung ein.

Hält mân übrigens die von Laplace in seinem Sy
steme du Monde,  Chap. X. gegebene Bestimmung der 
gröfsten Höhe der Atmosphäre bei 5682.3 geogr. Meilen 
mit dem Resultate der Schmidt’sehen Untersuchungen 
über diesen Gegenstand, welchen zu Folge die Grenze 
der Atmosphäre zwischen 7 bis 27 geogr. Meilen fällt, 
hält man diese beiden Bestimmungen zusammen , dann 
dürfte auf den ersten Blick alles Vertrauen zu beiden 
Angaben schwinden. Erw ägt man ab e r, dafs Laplace 
die atmosphärischen W ärmeverhältnisse, wie es die Na
tur seiner Bestimmungsart heischte, unberücksichtiget 
gelassen, so dürfte sein Resultat dem von uns für die 
schrankenlose Ausdehnung des Luftkreises angegebenen 
als annähernd betrachtet werden. Für die begrenzte 
Atmosphäre weichet unsere mit 12 .7  geogr. Meilen ge
gebene Bestimmung von der Schmidt’sehen kleineren 
Angabe zwar a b , der Unterschied darf jedoch bei dem 
Umstande, dafs das Gesetz der Wärmeabnahme im Luft
kreise rein unbekannt, und selbst die mit einiger W ahr
scheinlichkeit geltende Regel nicht bedeutungslosen V er
änderungen mit den Jah r- und Tageszeiten unterworfen 
ist,  einige Ausgleichung zuläfsig machen.

W ie man nicht die absolute Höhe der Atmosphäre, 
sondern diejenige, in welcher die noch vorhandene Luft



eine gegebene Dichte hat. aus der barometrischen Hö- 
lienformel folgern kann, übergehen w ir hier um so mehr, 
als bereits Andere diesen fraglichen Umstand einer 
gründlichen Untersuchung unterzogen haben. Siehe 
Gelder's phys. W ort., neue Bearbeitung, B . 1. ,  S. 447-

IV. 
Über die Integration der Differenzialglei
chungen mehrerer Variablen der ersten Ord

nung und des zweiten Grades;
von

J o s e p h  L.. R  a a h e.

E i n l e i t u n g .  - 

Eine jede Differenzialgleichung mit mehr als zwei 
veränderlichen Gröfsen ist seit Monge wenn nicht durch 
eine, doch immer durch ein System m ehrerer Gleichun
gen integrirbar. Die vor diesem berühmten Geometer, 
sogar vom unsterblichen Euler  ausgesprochene Meinung, 
dafs eine solche Differenzialgleichung, wenn sie den B e
dingungen cfer Integrabilität nicht entspricht, etwas Ab
surdes ausdrücke, kann in so ferne gerechtfertiget wer
den , als man derselben durch eine einzige Integralglei
chung Genüge thun w ill ; denn die Bedingungsgleichun
gen der Integrabilität, von denen Euler  im Anfänge 
des dritten Bandes seiner Jnstituliones calculi integralis 
spricht, sind nur eine Folge der Annahme, dafs die 
vorgelegte Differenzialgleichung ein einziges Integrale 
zulasse; sucht man aber auf gleiche W eise die Bedin
gungen, unter welchen dieselbe Differenzialgleichung 
durch ein System mehrerer Gleichungen integrabel ist,



so wird man sich bald überzeugen, dafs eine jede ge
wöhnliche Differenzialgleichung von n Variablen we
nigstens durch ein System von n — i Gleichungen inte- 
grirt werden könne.

Allein die Angabe dieses Systems von Integralglei
chungen ist in den meisten Fällen mit gröfsen Schwie
rigkeiten verbunden, besonders dann, wenn es sich 
darum handelt, diese Integralien unter solchen Formen 
.darzustellen, die keine ferneren Integrationen mehr er
heischen; als Beispiel will ich blofs das vom unsterbli
chen Lagrange in den Legons sur le calcul des fonclions, 
pag. 346,  gelöste Problem , nämlich die Integration der 
Differenzialgleichung d zz =  d x z d y 1 , anführen.

Viele Probleme dieser Art hat auch Monge unter 
sehr eleganten Formen dargestellt, allein da die Aullö
sungen derselben sich gröfstentheils auf geometrische 
Betrachtungen stützen, so kann man sich ihrer in den 
Fällen , in welchen die Anzahl der Veränderlichen drei 
übersteigt, nicht mehr bedienen.

Die erste allgemeine Behandlung einer ganzen Classe 
solcher Differenzialgleichungen hat man den Arbeiten 
P faJJ 's ,  unter den Abhandlungen der Academie der W is
senschaften zu Berlin von den Jahren 1 81 4  und i 8 i5 , 
za  verdanken. Nach diesem berühmten Geometer kann 
man jede lineare Differenzialgleichung erster Ordnung 
von 2n — 1 Variablen nicht nur unter den bequemsten 
Form en, sondern auch durch ein System von blofs n, 
eine willkürliche Function mit sich führenden, Gleichun
gen, integriren.

Die früher erwähnte von Lagrange  durch so einfa
che Endgleichungen integrirte Differenzialgleichung war 
die Veranlassung der gegenwärtigen Arbeit. Ich unter
w arf nämlich die allgemeinste Differenzialgleichung er
ster Ordnung und des zweiten Grades einer genauen Uu-



(A)

tersuchung, und bin zu einigen für diesen Theil des 
Integralcalculs nicht unwichtigen Resultaten gelangt, die 
ich in den folgenden Blättern ausführlich aus einander 
zu setzen W illens bin.

Zuerst wird gezeigt werden, wie jede gewöhnliche 
Differenzialgleichung der ersten Ordnung und des zwei
ten Grades von der Form

o =  A { dx] -{- Ai dx] -{- A 3 dx]  -j- . .  . +  An dx\
2 (A , ,  . dx, dxz -j— A , , 3 dir, d x 3 -J- . . .

. . .  “j— yli , n dx  j d xn)
4 “  2 (A , , 3 d xz dx3 -J- A t . 4 dx2 dx^ - { - . . .

-^3, n dx^  dXri)
+  2 C^3, 4 dx^dx^ -J- Azt 5 d x z d x 5

• • • -^3, n d x 3 dXf^)

+ ....................................................
f— 2(An—t , n—i dxn—z dXn—i -J- An—2, n dxn—2 dxn)

4“" 2 An—1,72 d x n—, d x n , 

wo x , ,  x z , x 3 , . . .  xn die Variablen, und A , , A z, etc. 
A , , z ,  A ,,  3, etc. bekannte Functionen derselben sind, 
in eine andere von der Form  

dx] =  B , d y ]  4 - B zdy ]  4 " B 3 d y \  4 - ■ • •
. . .  4 “ Brz—i dyn—i

4-  2 (B ., * d yx dy, + -  B , , 3 dy, dy3 - f  . . .
. . . 4 -  J5, , d y , d y n_ , )

4 -  2 (-ß*. 3 4 n « ( r 3 4 -  ^ . A d y z d y ^  +  • • •
. . . 4 -  R 2 , 71—1 dy2 ,)

+  • •  .............................................................
4 “  2  (ß n —3 , 71—2 d y n—3 d y n — 3

4 -  -B/t—3, 72— 1 d y n — 3  d y ,,—,)
4 -  2 -Bt*— n—1 dyn—2 d y n—1 ,

wo j r , , , y 3 , . . . y n- , neue Variable, und ß , , B * , . . .
ß>. »7 ß i , 3, etc. bekannte Functionen derselben und 
von ;r, sind, transformirt werden kann,

(B)



Fern er wird gezeigt werden, wie man aus der letz
ten Gleichung ( B ) , die n Variable enthält, immer ein 
System von n — i linearen Differenzialgleichungen bil
den kann , die sämmtlich von der ersten Ordnung sind, 
und aufser den Variablen x , , y t , y 2, y 3, . . . ,
noch 7i —  2 neue Variable enthalten.

Endlich werde ich mich damit beschäftigen, aus 
den so eben erwähnten n —  i linearen Differenzialglei
chungen zu den Integralien der Gleichung (B), folglich 
auch der vorgelegten (A) , überzugehen.

E r s t e  A  b t h e i 1 u n g.

Ü b e r  d i e  T r a n s f o r m a t i o n  e i n e r  D i f f e r e n 
z i a l g l e i c h u n g  v o n  d e r  F o r m  (A) i n e i n e  

a n d e r e  v o n  d e r  F o r m  (B).

$• »•
E s sey,  um mit dem einfachsten Falle den Anfang 

zu m achen, folgende Differenzialgleichung zwischen 
den drei Variablen x , , x 2 , x 3 gegeben:

o =  A ,d x \  -f- A 2 d x \  -[- A 3 d x ’ X
-J- 2 (A ,, * d x ,  d x 2 -j- A i , 3  d x ,  d x 3) > . ( i)  
-f- 2 A i , 3 d x 2 d x 3 )

Denkt man sich zwei der Variablen dieser Differen
zialgleichung, z. B . x2 , x 3 als Functionen von x , , und 
zwei neuen y , ,  y 2 ausgedrückt, welches immer mög
lich/ is t , denn es kommen zwei neue Gröfsen an die 
Stelle der zwei alten, so hat man, wenn die Art der Ab
hängigkeit der Gröfsen x 2 , x 3 von x , ,  y t , y 2 einstwei
len noch unentschieden gelassen w ird, durch D ifferen
ziation folgende zwei Gleichungen:

d.r, , , d. r0 d x 2
dx* =  W  dx' +  W  +  W

d.r3 , , d x .  . d x  3
d x > =  w dX i +  w  d* ‘ +  W z  J z



Diese W erthe von d x 2 , d x 3 in ( i)  substituirt, ge
hen

o =  X , d x \  +  F , d y \  + .  Y 2 d y \  "J
-+  2 (X ,, , dir, d y , +  X , , * d x ,  d y 2) . (3) 

- H~ 2 X ,, ! d y 1. d y 2 , J
wo der Kürze wegen •

Tz i f d x 2\ 2 , . f d x ^ Y  d x 2 d x z
r‘ = J'( j7 j +J‘(wJ + ,J-'W.3F.

j f d x „ \ 2 / d  x , \ i  d.v2 d x,

Y' = A‘W J  + A' ( y j
x „ ,  =  ^ ( ^ , .  +  ^ g  +  A , , ‘£ | )

+ % ( Â'-‘ + 13)
d Xr. /  , . . d X- , . d x , \

+  ' 4'77 + j‘- ’A J
I ^ ̂ 3 /  v I v d J?2 • j d X-T \

+  t ;  O  * + J<’ - • 3 *  +  A‘  d i j
, d x„ d Vo . . d X, d x ,

y -  =  a - W , 7 I  +  a ‘ W , 7 I
i j  f  d x 2 d x z d x j  d x2\

+  , , a ^ 4 £ +  ? £ .? £ /
gesetzt worden ist.

Nun wollen wir die früher noch willkürlich ange
nommene Abhängigkeit der Gröfsen x 2 , x 3 von x , , y t , 
y 2 dergestalt bestimmen, dafs die Coefficienten von
d x ^ d y , ,  d x 1 d y 2 in der Gleichung (3) verschwinden,
wodurch man folgende zwei Gleichungen erhält:

X „. , =  o , X , , , =  o ,  . . . (4)

welchen offenbar Genüge geschieht, wenn man folgende 
Gleichungen festsetzt:



Hieraus findet man

d.r 2   zf i , 3 , 3 — + 5 .+  , ,
<i A 3 " 2̂, 3
d : r 3   A \ , * A i ,  3 —  A 2 A , , 3

d  X  j -^2 -^3 ~ ^ a ,  3

Da durch diese Annahmen für 1 die W er-d oc j d oc j 
d.r ,  d d.r3 d ,r3

the von -—•, , -3— , -7— vermöge der Gleichun-
“ A  1 “ A 2 “ A i “ A i  

gen (4) unbestimmt bleiben, so kann man auch die letz
tem  partiellenDifferenzialcoefficienten sämmtlich gleich 
Null setzen, -wodurch dann die Gleichungen (2) in fol
gende übergehen:

, ___ A i  , 3 A i ,  3 —  A-, A i , 1
d * ‘ =  A ,  4  - * • -   <**■

A i ,  % A i , 3 — A 2 J i , 3
d  CE q I . 7 ' CL CE »

a 2 a z -  a \' 3
(6)

W erden diese zwei Differenzialgleichungen erster 
Ordnung in tegrirt, so erhält man

==: ? i  (d-1) Ai ? A i ) )
^ 3  =  ?3 O i  1 A i  1 A i)  1 

wo <pz, bestimmte Functionen, und y , , y 2 die beiden
Constanten der Integrationen sind.

Differenzirt man nun diese Gleichungen unter der 
Annahme, dafs a u c h ^ ,, y 2 variabel seyen, so wird, da 
die Gleichungen (4) vermöge der Gleichungen (5) im
mer Statt haben, y , , y 2 mögen constant oder variabel 
seyn, die Gleichung (3) folgende Form annehmen;

d x\ =  B, dy ]  4- B z dy\ 
-j- 2 Bi, %d y ,  d y 2



(a)

Wenn man diese Transformationsmethode auf fol
genden besondern Fall

(x , dxz — x 2 dx ,)2 +  ('x , dx3 —  x 3 dx,)2 (xz dx3 —  x 3 dxz)2
—  a2 (dx) -{- dxl +  dx)) =  o ,

oder auf den mit ihm identischen 

o =  (x) +  x) — a2) d x )  (x j +  i ] —  a2)d x)
+  ( x ) - \ - x ) — a2)dx\

—  2 x, x z d x, d x z —  2 x, x 3 d x ,  d x 3
' z xz x 3 d x z d x 3

anwendet, so gehen die Gleichungen (5) in folgende 
ü b e r :

I . d Xry | dX 3
O =  X , X Z — (x\ - f  x\  —  f t 2 )  +  X X X 3 ■£— ,

i ei x z , | ,  d x  j
o =  x xx 3 4 -  x zx 3 —  —  (x,  +  x l  —  ft2) — .

Die Gleichungen (6) geben dann:

x, xz
a x z 1=  -—    a x , ,2 x\ — a2

n r i .ax*  = -----------  a x , .J x\ — a2

Integrirt man diese zwei Differenzialgleichungen, 
so erhält man

x z =  y , \ / x , ft2 ,

x i == J z \ Z x )  —  ft2 ,

wo y , , y z die Constanten der Integrationen sind.
Substituirt man diese W erthe von x z, x 3 , wie auch 

die W erthe ihrer Differenzialien, wenn nach y , , y z 
ebenfalls differenzirt w ird , so geht die vorgelegte Glei
chung (a) in folgende ü b er:

d ,Ta _  (•r ;  -7~ a2)~ /  h + j l ) dl \  +  ( » + 7 P  dyl \
«2 ( j + J 1 + J - D  V — 2 y , y z d y ,d y z )



$• 2-
W ie aus dem vorhergehendenParagraphe erhellet, 

geht die Transformation der Gleichung ( i )  in die G lei
chung (7) nur dann an , wenn die Gleichungen (6) die 
W erthe von d x 2 , d x 3 nicht unbestimmt lassen. Finden 
aber was immer für zwei der folgenden drei Gleichun
gen Statt:

Ai , 3 J j ,  3 A 3 Ai ,  ̂■— o,

Ai , * A 2, 3 —  A 2 Ai t 3 ■—  o,

A 2 A 3 —• Al' 3 =  o,

von denen eine immer eine Folge der beiden ändern
ist , dann erhält man sowohl für d x 2 als für d x 3 die 
W erthe £ , und die besagte Transformation geht nicht 
mehr an; allein in diesem Falle, der zwar höchst selten 
eintritt, läfst sich, wie w ir sogleich zeigen wollen, die 
vorgelegte Differenzialgleichung ( 1 )  immer auf eine li
neare zwischen denselben Variablen reduciren.

E s finden z. B . die beiden ersten der letzten drei 
Gleichungen Statt, so gehen sie

. A i ,  2 A i ,  3 j  A i ,  3 A z , 3a2 =  •— — -— , a3 =   ----------- ,
j d  1 , 3  i , »

Substituirt man diese W erthe von A 2 , A 3 in die 
vorgelegte Differenzialgleichung ( 1)  , so erhält man

1 j  2 1 A i ,  z  A z ,  3 * ,  t A i ,  3 A z ,  3  1 1o =  A ,d x )  +  — 1 - —  d x 3 +  — -A ~—  d x ,

+  2 ( A , , , d  x, d x 2 -{- A i,  3 d x 2 d x 3)
--]- 2 Az, 3 d x 2 d x 3 

oder

A z , 3 { . A i , 2 d x 2 —j— A i , 3  d # 3 ) 2

-J— 2 A i , 2 A i , 3 ( A i , 2 d x 2 -j- A i , 3 d x 3) d x t
A j A i , 2 A t, 3 d x , =  0 ,

welche Gleichung mit folgender



A, , 2 A, , 3 cL a:j A  i , 3  A,, 3 d
+  [ ^ 1 , 2  A,, 3 +  \ / A , ,  2 -d t ,  3  (arflt J , , 3   - d ,  ^ 2, 3' ) ]  d x \ =  o

identisch, und in Bezug auf ihre Differenzialien linear ist.

g. 3
W ir wollen nun die Transformation der Gleichung 

(A) in die Gleichung (B) für den Fall von vier Variablen 
Vornehmen.

(8)

Man habe also die Differenzialgleichung

o =  A z dx]  -f- A zdx\ A 3 dx\  -f- A ^dx\
+  2 (A,, 2 dx, dxz -}- A,, 3 dx, dx3-\-A,, 4 dx, dx^)

3 d x z d x 3 A , , 4 d x z d ;r4)
-f- 2 A 3 ,  ̂ d x 3  dx^.

Nimmt, man nun drei der Veränderlichen x , , x z, 
x 3, X4, z. B . die drei letzten als noch unbekannte Func
tionen der ersten und drei neuer Variablen y , , y z , y 3 
an, so wird man durch Differenziation haben

(9‘)

d x z d x 2 d x z

d ** =  d F l d * '  +  d r ; dr '  +  d r * d J *
1 d

+  3 * “ *
, d x 3 d x ,  , . d x ,
AX'° =  d* ‘ +

1 d x * .1

d x t d x a . d x, ,
d x 4  “  d T ,  d X i  +  7 ^  d 7 '  +  7 y z  A f l

I d r 4 J
+  w , d :r -

W erden diese W erthe von da:2 , da.'3 , d:r4 in die 
Differenzialgleichung (8) suhstitüirt, so geht sie in 
folgende über:

Zeitschv. f. Fhys. u. M attem . V III. 4. 2 8



o e=  X , d x \  -|~ Y , d y \  +  Y z dy\ -f- Y 3 dy\
-(- 2 ( X t, , dx, dy, -)- X , , * dx, dy2 -f- X,, 3 dx, dy3)

+  2 ( r '.  * df i  dl 2  +  Y <. 3 d y , d y3)
+  2 F , , 3 d y z d y 3 ,

wo man hat

+  * 0 - w : . + - <- 3 S + ^ ‘ 3 S )
. /  . dx.. d x ,  , . dx« d x , \

+  2 (  Az . 3 "V +  4 - j —? “  )\  d x x d x x ' dxy d x ^ J
■ j d x  •» d x «

+  2 Ä3^ W  d 7f

Y ' = A'  ( w J  +  J ‘  ( W J  +  ̂(£;)’
, /  , dx« d x ,  , . d x « d .v ,\+  2  ( 3 ^  _ - 3 -f- y* 4 _ J i )

v «F i d y J
. . d x 3 t / .r .

+  2 ^ 3- 4 J I T  TT4 ’d y ,  d y ,

Setzt man in die letzte Gleichung ü b erall, wo y ,  
steht, y 2, y 3, so erhält man in derselben Ordnung die 
W erthe von Y z , F 3 .

Ferner ist

dx« /  dx« , . dx- , d x .\
 ------- ' +  ’ * W  +  ’

+ t o . » + ^ » $ + G s + A . 4 - ë )

+ f : G . < + ^ * t + ^ ‘ S + - <* g )
und aus dieser Gleichung erhält man die Werthe von 
X , , , ,  X , , 3 , wenn in dem Theile rechts derselben statt 
y ,  in derselben Ordnung y %, y 3 gesetzt wird.

Endlich ist



. dx„ d x ,  . fZ.r, d x . , . d x , d x ,
Y i , i  =  A 2 ~  - A  A  __I  — 1  4 .  A  _ 1  A

rfj-j 4y 2 <Zy, rfy2 d y 2 d y2
'  f  d x 2 d x3 . + c 3 d .r2 \

’ ’ 3 v 4 i 4 r2 4 'i 4 r2/
i v f  dx^ d,Xq *fcrs\

+  a > 4 U ;  +

I V { dx ~-> dx^ d x A dx~ \

+  * • <  +
Läfst man in dém Theile rechts dieser Gleichung 

/ 2 iw jy3 übergehen, so erhält man den W erth von 14 ,3 , 
und wenn in diesem W erthe von V, ( 3 überall y ,  in y 2 
ümgesetzt w ird, so ergibt sich der W erth von 14 , 3.

W ählt man nun die Abhängigkeit der Gröfsen x 2, 
#3, #4 von x t , y , , y 2 , y 3 dergestalt, dafs in der G lei
chung (10) jene Bestandtheile, welche mit d x ,  d y 2 , 
d x , dy2 , dx, d y 3 multiplicirt sind, verschwinden, so\ 
mufs man folgende Gleichungen haben:

Ai, 1 —  o  , Ai, 2 —  o , A1, 3 —- o#

Thut man diesen Gleichungen, unabhängig von den

Werthen der partiellen Differenzialcoefficienten ^ r -,
d y ,

d x„ d  x 2 d x ,  d  x z d  x 3 d  x ,  d x ,  d x ,  „

J p f  ~ d f f  U f f  J f f l  d f f  t ? x * Genüge,
d. h. sollen die letzten Gleichungen Statt haben, die 
Gröfsen y t , y 2 , y 3 mögen als constante oder als va
riable angesehen seyn , so hat m an, wie aus den vorhin 
aufgestellten W erthen von A , , , ,  X , , 2, X f , 3 erhellet, 
blofs folgenden drei Gleichungen Genüge zu thun:

 v i j d x 2 d x 3 d x ,
o —  A „  2 +  A 2 —  +  Az, 3 ~  4 -  Az, 4 j j f

  y I J d  OÖn 1 . d  X-$ 1 J d  Xq
o —  A l ’ * 4 - Az,  3 - 4- a 3 d~  4- A 3 l i — ,

  1 I j dXrf . . d  x^ - d x  n
o  —  A l , 4 +  Az ,  4 ~  +  A 3 , 4 4 -  A ,  —  .

Aus diesen Gleichungen findet man, wenn der Kürze



w e g e n

A  =  Az A3, 4  -(- 2 S A l , 4  +  ^4 Al,  3
—  A z A 3 A ^  2  Az , 3 A z  , 4  A 3 ,  4

g e s e t z t  w i r d :

f  A , t z ( A 3 A 4  —  A 3 1 4 )  1
i p  =  {  +  A z .3 iA z . i A 3 ,  4 —  A  ̂A z .3) }• : A

i - f *  A i ,  i  ( A z , 3 A 3 ,  4  —  ^ 3  ^ 2 ,  4 )  J 
f  A i ,  z { A z ,  i  A 3 ,  i  —

“ 5 =  j  +  A , , 3(A2 A4 - A l . i )  l : A

'  4 -  i(Az, 3 Az,  4 —  Az A3 , 4) i

f  A , , z ( A z ,  3 A3,  4 — A 3 A z , i ) ' \

P  =  <! 4 -  s ( ^ „  3^2 ,  4 —  Az A3, 4) }■ : A
1  4 - A i . i i A z A , ^ - A \ ,  3) j

( “ )

D a ,  w i e  b e r e i t s  e r w ä h n t  w u r d e ,  d i e s e  B e s t i m m u n -

d x, d x ,  d x , , .  _ .„ d x ,  d x ,
g e n  v o n  —— = ,  — —  - — - d i e  G r ö f s e n  - r — ,  - 3 — ,  e t c .

d x j d v , d x t d y ,  d y z
u n b e s t i m m t  l a s s e n ,  s o  k a n n  m a n  l e t z t e r e  a u c h  g l e i c h

N u l l  s e t z e n ,  u n d  d i e  G l e i c h u n g e n  ( 9 )  g e h e n  d a h e r  i n

f o l g e n d e  ü b e r :

, d x ,  . , d x 3 4 d x .
d x * == d T 1 d x "  d x > =  d T z d x "  d x * == ö f / * "

w e n n  n ä m l i c h  f ü r  - 7 — - ,  — - ,  - r - *  d i e  W e r t h e  a u s  d e nd x , d.r,( dx,
G l e i c h u n g e n  ( 1 1 )  g e s e t z t  w e r d e n .

D a  f e r n e r  d i e s e  l e t z t e n  d r e i  G l e i c h u n g e n  b l o f s  d i e  

v i e r  V a r i a b l e n  x , ,  x \ ,  a : 3 ,  a : 4  e n t h a l t e n ,  s o  l a s s e n  s i e  

s i c h  i m  A l l g e m e i n e n . d u r c h  e i n  S y s t e m  d r e i e r  G l e i c h u n 

g e n  ,  d i e  e b e n  s o  v i e l e  w i l l k ü r l i c h e  C o n s t a n t e n  e n t h a l 

t e n ,  i n t e g r i r e n .  D e n k t  m a n  s i c h  d i e s e  I n t e g r a l i e n  d u r c h  

f o l g e n d e  d r e i  G l e i c h u n g e n :

* 2  =  9 z i x i , J i ,  J z ,  J s )  , 

x 3 = =  9 i (x i > y  \ > y z  1 y 3) 1 

x !\ —  ?4 (A' i ! y i  > ^"2 > ^ 3 ) »



w o  9 j  ,  9 3 ,  9 4  b e s t i m m t e  F u n c t i o n e n ,  u n d  y , ,  j y * ,  y 3 

d i e  f r ü h e r  e r w ä h n t e n  d r e i  C o n s t a n t e n  d e r  I n t e g r a t i o n e n  

Y o r s t e l l e n ,  s o  i s t  d a d u r c h  d i e  A b h ä n g i g k e i t  d e r  G r ö f s e n  

x 2 , x 3 , Xq v o n  x j ,  y , ,  y 2 ,  y 3 y o l l k o m m e n  b e k a n n t ,  

u n d  d i e  d r e i  l e t z t e m  G r ö f s e n  s i n d  z u g l e i c h  v o n  e i n e r  

s o l c h e n  B e s c h a f f e n h e i t ,  s i e  m ö g e n  c o n s t a n t  o d e r  v a r i a 

b e l  s e y n ,  s o  w i r d  i n  b e i d e n  F ä l l e n  d i e  G l e i c h u n g  ( i o )  

v o n  d e n  G l i e d e r n ,  w e l c h e  m i t  d x , d y , ,  d x ,  d y 2 , d x ,  d y 3 

b e h a f t e t  s i n d ,  f r e i  g e m a c h t .

S u b s t i t u i r t  m a n  a l s o  d i e  W e r t h e  v o n  x 2 , x 3 ,  x^  

a u s  d e n  l e t z t e n  d r e i  G l e i c h u n g e n  i n  d i e  v o r g e l e g t e  ( 8 )  

o d e r  i n  ( i o ) ,  s o  e r h ä l t  m a n ,  w e n n  m a n  b e i m  D i f f e r e n -  

z i r e n  a u c h  y , ,  y 2 ,  y 3 a l s  V a r i a b l e  a n  s i e h t ,  e i n e  G l e i 

c h u n g  v o n  f o l g e n d e r  F o r m :

d x ]  =  B ,  d y ]  +  B 2 d y ]  - f -  B 3 d y \

+  2  ( B . . i  d y ,  < T i  +  - B i , 3  < 7 i r f j s )

+  2  B , ,  3  d y 2 d y 3

w o  B , ,  B 2 ,  B 3 ,  B , ,  t , B , ,  3 ,  B , , 3  b e k a n n t e  F u n c t i o 

n e n  v o n  x , ,  y , , y 2 ,  y 3 s e y n  w e r d e n .

A l s  B e i s p i e l  w o l l e n  w i r  f o l g e n d e  D i f f e r e n z i a l g l e i 

c h u n g  t r a n s f o r m i r e n :  

o  =  ( x \  +  x ] - j -  x \  —  a 1 )  d x ]

+  ( x ]  +  x ]  +  x ]  —  a z) d x ]

4 -  ( « :  +  x ]  - f -  x ]  —  a z)  d x *

+  ’  +  K  +  * 1  —  a 1) d * 1
—  ^  x 2 d x , d x 2 4 "  x , x 3 d x , d x ,  - J -  x , x ^ d x ,  d x 4 )

—  ü ( x z x 3 d x 2 d x 3 4 “  x 2 x ^  d x 2 d x 4 )

■ Z x 3 X q d  x 3 d x ^ .

D i e  G l e i c h u n g e n  ( i  i )  g e b e n  i m  g e g e n w ä r t i g e n  F a l l e

d  x2 x, x„
cl x, xl —  X1 Xi ’

d  x 3 __ x, x3 j 
d x ,  x\ —  a -  ~

( .2)

( a ' )



(!>')

* £ ♦ = , _ * * * _  d x , ,  
d x , X’ — a2

fplglich hat man folgende drei Differenzialgleichungen 
zu integriren:

d  x2 x , d  x ,
x 2 x* — a2 ’

d  x 3 x , d  x,
— ✓ ; 0,Xj x; — a-

d x4 x , d x, 
x 4 x.; — a2'

Die Integralien sind

*z — J i V G  — a S  

x 3 =  y z\/  x , ,

x 4 =  y 3\/x\  — a2 , 

wo J i , y z, y-s die willkürlichen Constantcn vorstcUcn,

Substituirt man diese W erthe von x 2, x 3 , x 4 in 
die vorgelegte Differenzialgleichung (a ') , indem man 
auch y , , y z , y 3 als Variable betrachtet, so geht sio 
nach allen Reductionen in folgende ü b e r :

( »  + J l  + y l ) d y )

+  0
+  ( l + j \ + f l ) d r l
—  2 ( y ,  y z d y ,  d y z

+  j i  j s  dJ i  d y 3 )

—  z y zy 3 d y t d y 3.

S- 4.
Nachdom wir nun zwei spccielle Fälle vorange

schickt haben, wollen w ir die allgemeine Gleichung (A) 
in die Gleichung (B) transformiren.

Man denke sich nämlich sämmtliche Variablen x z , 
x 3\  x 4 , . . . xn als noch unbekannte Functionen von 
f i i j n f ! )  s0 erhält man durch Differen-

. , __ (x] -  a2)2
a2( i + j j + j 5+ j l )



z i a t i o n  f o l g e n d e  G l e i c h u n g e n :

J    ' * ' 2  I I d  * ^ 2  I I d X n  , |

d x *  =  d x ,  d X '  +  d f i  ^  +

. . ' .  +  d y n_ ,
d y n

d x ,  . , d x ,  é , d x ,  ,  ,
d x$  =  —j—  d x l 4 - —-—  dy^  -J— ——. d y % *4- • . .

3 d x ,  1 ~  d y ,  -71 ~  dy, ~
d x ,

• ■ * T
i  d  * d  Xj, dx^  *

d x * = = d 7l dXi  +  d 7, d^  +  d f 2 d^ + - "
i .  d  x 4

• • • +  d j - ,  d>»-> 

d x n , . d x n . ,  d x t t

d X n = d F ,  d x ' +  j y / r '  +  ^ ^  +  - - *
, d x n ,

• • • +  j   d y « - ,
d j « - >

S u b s t i t u i r t  m a n  d i e s e  W e r t l i e  v o n  d x , ,  d x 3 , d x t ,

.  . .  d x a i n  d i e  G l e i c h u n g  (A ) ,  s o  n i m m t  s i e  f o l g e n d e  

F o r m  a n :

o  =  A f  d x ]  +  Y ,  d y ]  +  Y , d y ]  +  . . .  +  Y n- ,  dy'n_ ,

+  2 ( A ., , d x, d y ,  4 - X , , , d x , d y ,  +  . . .
. . . - ( -  A , ,  n _ ,  d x , d y n—i')

+  2  ( F j ,  * d y ,  d y ,  +  Y t, 3 d y , d y 3 - } - . . .

• •  •  +  F . , * - .  d y , d y n_ , )

+  2 ( ^ 2 ,3  d y 2  d y 3 - f - .............4 -  F , ,„ _ x d j K 2  d y nA )

+    •  ..............
4 -  2  F n_ 2, n_ x cly„-, dyn_ , ,

w o  A j ,  Y , , Y , , .  . .  F n — i - A x ,  , ,  A 1 (  2 ,  •  A l f  n — x ,  

F , , 2 ,  Y h, 3 ,  e t c .  b e k a n n t e  F u n c t i o n e n  d e r  C o e f f i c i e n -  

t e n  d e r  G l e i c h u n g  (A) u n d  d e r  e i n s t w e i l e n  n o c h  u n b e 

k a n n t e n  p a r t i e l l e n  D i f f e r e n z i a l c o e f f i c i e n t e n

d x 2 d x ,  d  x n d x ,  d  x ,

d V  • • • 7 7 , '  d j - f  - d j f  etc- seyn werden-

(C)



W ä h l t  m a n  n u n  d i e  A b h ä n g i g k e i t  d e r  G r ö f s e n  x 2 , 

x 3 , a r 4 ,  .  .  .  x n v o n  x , ,  y , ,  y 2 , . .  .  y n d e r g e s t a l t ,  

d a f s  i n  d e r  l e t z t e n  G l e i c h u n g  s ä m m t l i c h e  G l i e d e r ,  w e l 

c h e  m i t  d x ,  d y , ,  d x ,  d y 2 , d x ,  d y 3 ~, , .  .  d x , d y n—i 

b e h a f t e t  s i n d ,  v e r s c h w i n d e n ,  s o  m ü s s e n  f o l g e n d e  G l e i 

c h u n g e n  z u g l e i c h  b e s t e h e n  k ö n n e n :

A ,  ( i  c s  O  ,  A j  t 2 ■—  O  ,  A ,  ( 3  —  O  ,  • • • A , ,  n— i —  o »  ( D )

N u n  i s t

■ -  P X A‘-  +  A- Ë + A- ’ + • • •

. dx.,  /  i d.r, .  . d x ,  , . d z ,

+  +  A ’ ^ + A ’ d i + J * ‘ z  ■ ■
, . d x n \

• • • +  A3' n d r J

+  %XJ‘-t + A--'£i + A*‘&+A'E;+ - ■ ■
■■■ + A‘-%r) 

+    •    .............................................

+ w X j - ‘ + a - A £ + a ‘ "  £:+••’

E b e n  s o  h a t  m a n  d i e  W e r t h e  v o n  A . ,  2 ,  A , , 3  ,  

X , , 4 , . .  . A , ,  , w e n n  i n  d e m  T h e i l e  r e c h t e r  H a n d

d e r  l e t z t e n  G l e i c h u n g  n a c h  d e r s e l b e n  O r d n u n g  y ,  i n  

y % 1 y% 1 A 4 •  •  • • A « — * u m g e t a u s c h t  w i r d ;  e s  w e r d e n  

d a h e r  s ä m m t l i c h e  G l e i c h u n g e n  ( D )  S t a t t  h a b e n ,  w e n n  

m a n  f o l g e n d e  G l e i c h u n g e n  f e s t s e t z t :



Durch das Statthaben dieser Gleichungen geschieht 
sämmtlichen Gleichungen (D) unabhängig von den W er- 
then der partiellen Differenzialcoefficienten

dx, d x , dx , dx,
e t c .  — ,  e t c .dy\ d y ,  d y ,  dy .

Genüge, folglich kann man in den Gleichungen (C) die 
Gröfsen y , , y z, y 3 , . . . y n—i als constante oder als 
variable ansehen, so wird man in beiden Fällen der 
vorgelegten Differenzialgleichung (A) oder der aus ihr 
mit Hülfe der Gleichungen (C) gefolgerten Differenzial
gleichung eine solche Form  geben, dafs sie von den 
Gliedern, welche mit d x ,  d y , ,  dx , dy ,  , . . . d x ,  dyn_ , 
behaftet sind, befreit erscheine.

Für den ersten Fall gehen die Gleichungen (C) in 
folgende ü b e r:

A  I  A  d x ,  d x  3  .  d x q  |o =  A l, , + A z— + A z , 3— + A z, i  —  + . . .

d xn
• • • +  A *'n T T ,

• • • •  +  * . £
  é  I ,  c lc V n  -  . d x z  .  d x 4  .

0 =  A 4 +  ^ , 4 ^ + A 4 - ^  +  A ^  +  - - -

l  ̂ ^Xn
• ' • +

j i j dxit . . dx-r * . d x  n ,o =  +  +  +  +  . . .

.  .  d x  n

■ +
j  i | .  d x n  -  ,  d x - T  f  d x ,  f

o —  A 1,n +  Az,n l ^ .  +  A3,n _ 4 - ^ 4,

+ . d x n

(E)



d v  —  d x - dX 
axz — dx,  ”

d x 3 =  ^—- d x (,
CL X  j

J  âXn .
« »  =  -7 —  d x ,  d x.

S u c h t  m a n  n u n  a u s  d e n  G l e i c h u n g e n  ( E )  d i e  W e r -

d x  2 d x z d Xq d x  ,1 , . . .  .
t h e  v o n  — — ,  7 — ,  — — ,  .  .  .  — — ,  u n d  s u b s t i t u i r t  s i eax,  dx,  dx,  dx,
i n  d e n  T h e i l e n  r e c h t s  d e r  l e t z t e n  G l e i c h u n g e n ,  s o  e r 

h ä l t  m a n  n ~  1  D i f f e r e n z i a l g l e i c h u n g e n  z w i s c h e n  d e n  n  

V a r i a b l e n  x , ,  x z , x 3 ,  .  .  .  x n , w e l c h e ,  i n t e g r i r t ,  f o l 

g e n d e s  S y s t e m  v o n  I n t e g r a l i e n  d a r b i c t e n  :

x z =  <pz ( x , ,  y , , y z , y 3 ,  .  .  .  y n — 1 )  ,

= =  ?3 , y , , y t , y 3 , • • • ) »

* 4  =  ?4  O t  > F i ) > F s  > • • • r « — ) >

‘t’« —— ) Xl 5 jFz > X 3 > • • • —■) i
w o  9 j ,  9 3 ,  9 4 ,  . . .  9 «  b e s t i m m t e  F u n c t i o n e n ,  u n d  

y , ,  y , ,  y 3 ,  . .  y n—i  d i e  w i l l k ü r l i c h e n C o n s t a n t e n  d e r  

I n t e g r a t i o n e n  v o r s t e l l e n .

S u b s t i t u i r t  m a n  n u n  d i e s e  W e r t h e  v o n  x z , x 3l, 

a*4, . . . xn, w i e  a u c h  d i e  W e r t h e  i h r e r  D i f f e r e n z i a l i e n ,  

w e n n  m a n  y , ,  y z, y 3 , . . . y n—, e b e n f a l l s  a l s  V a r i a b l e  

b e t r a c h t e t ,  i n  d i e  G l e i c h u n g  ( A ) ,  s o  n i m m t  s i e  d i e  F o r m  

v o n  ( B )  a n .

(Di e F o r t s e t z u n g  f ol gt , )



V .

Theorie der mittleren Werthe;
v , von

Dr. C. F  r. H a u b e  r.

( F o r t s e t z u n g . )

32 .

A uf ähnliche Art lassen sich die ohigen Sätze auch 
in dem Falle anwenden, wenn nicht W erthe der ge
suchten Gröfsen selbst, sondern W erthe von Functio
nen dieser Gröfsen durch die Beobachtungen gegeben 
sind. Statt der zu bestimmenden Gröfsen führt man ge
wöhnlich Correctionen schon bekannter genäherter W er
the derselben ein, wobei man die höhern Potenzen die
ser Correctionen vernachlässigt, so dafs die Functionen, 
wenn sie auch in Beziehung auf jene Gröfsen nicht li- 
neär sind, doch in Beziehung auf diese Correctionen 
linear werden. Diese Correctionen sind dann die ge
suchten Gröfsen.

Die gesuchten Gröfsen, deren Anzahl r kleiner sey 
als die Anzahl s der Beobachtungen, seyen g, v,  2 . . . ,  
und die linearen Functionen derselben, wofür die B e 
obachtungen die W erthe l , ,  l2 , . . .  ln , . . .  h  gege
ben haben, resp.

F,  =  D, a,  £ b, v +  c, 2 -f- . . . ,
~  Di  T- ct-z £ -f- b2v  -j- cz2 -{- . . . ,

F n =  Dn -j- an g -j- bnv -j- cn 2 -j- . . . ,

F s =  Ds “f- Q-s |  -j- bs V -j- Cs S -j- . . .

Bezeichnen nun wieder s, es die
unbekannten Fehler der ersten, . , . n.ton, . . . sten Bc-



o b a c h t u n g ,  s o  i s t

£i E, =  l n — Fn, .. .  es =  lt — F, ,
f o l g l i c h ,  w e n n  m a n  l ,  —  D ,  d u r c h  l n —  D „

d u r c h  èn ,  .  .  . ,  Z j  —  D s d u r c h  5S b e z e i c h n e t ,

—  e , =  —  6 ,  - j -  ß ,  |  - [_  b , v  •»

— £n == —  -{- an g -+  b„ v  -j- cn £ -f- • • . ,  - ( i )

—  «« —  —  bs - j -  as §  ■ +  bs V - j -  c , £  - +  . . . .

W e n n  m a n ,  u m  v ,  S . . .  za e l i m i n i r e n ,  d i e s e  G l e i 

c h u n g e n  r e s p .  m i t  F a c t o r e n  g , ,  . . .  g n , . . .  g ,  m u l t i -  

p l i c i r t ,  f ü r  w e l c h e  2 g n bn —  o , 2 g n c„ =  o, . . . i s t ,  

u n d  s i e  d a n n  a d d i r t ,  s o  w i r d

  i S  gn  e„ =  ----  2 g n bn +  g  iS g n  d„ .

N i m m t  m a n

a —  S1 A —  8n A    8*J t  i —  , . . .  A in —  -  ,  . . . ,
2a gn CLn Zu gn CLn 2a gn Cln

s o  d a f s  d i e  F a c t o r e n  A , ,  .  .  .  A n ,  • • .  A s f o l g e n d e n  

G l e i c h u n g e n  G e n ü g e  l e i s t e n :

2  A n  (ln   1  , 2  A n  bn —— O , 2  A n  Cn 0  , • . . ,  ( 2 )

s o  e r h ä l t  m a n

g  =  2 A n bn —  2 A n  i n .  ( 3 )  

M u l t i p l i c i r t  m a n  e b e n  s o  d i e  G l e i c h u n g e n  ( i )  r e s p .  

m i t  F a c t o r e n  B , ,  . . .  B n , . .  . B s , f ü r  w e l c h e

2  B n Cln ——'■ O , ^ B n b n  ’ l  , 2  B n  Cn   O , . .  . ( 4 )

i s t ,  s o  e r h ä l t  m a n

V =  2 B n  èn —  2 B n  ln -  i ß )

M u l t i p l i c i r t  m a n  f e r n e r  d i e  G l e i c h u n g e n  ( i )  r e s p .  

m i t  F a c t o r e n  C , ,  .  .  .  C n ,  •  •  . ,  C s , f ü r  w e l c h e

2  Cn Cin O ) 2  C n bn ----  O , 2  Cn Cn =  1 ,  . . . ( 6 )

i s t ,  u n d  a d d i r t  s i e ,  s o  e r h ä l t  m a n



2  =  S C n  6n —  S C n tn ( j )
u n d  s o  f o r t .

a )  W i r  w o l l e n  z u e r s t  a n n e h m e n ,  d i e  F u n c t i o n  y  x . 

i n  d e m s e l b e n  S i n n e  g e n o m m e n ,  w i e  i n  N r o .  3 o ,  s e y  f ü r  

a l l e  s B e o b a c h t u n g e n  d i e s e l b e  ,  u n d  a u f  b e i d e n  S e i t e n  

v o n  a  =  o  s y m m e t r i s c h ,  a l s o  X  =  o .  S e t z t  m a n  d a n n  

2  A n €n *— -  o ,  2  B n en — . o ,  2  Cn sn — o ,  •  .  . ,  s o  e r 

h a l t  m a n  f ü r  d i e  g e s u c h t e n  G r ö f s e n  d i e  g e n ä h e r t e n  

W e r t h e

g =  2 A n 6n,
V  ------  2  Bn bn ,

2  =  S C n  * « ,  

u .  s .  w . ;

u n d  n a c h  N r o .  1 9  i s t  d i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  d a f s  d e r  

b e i  d i e s e r  B e s t i m m u n g  v o n  £  z u  b e f ü r c h t e n d e  F e h l e r  

=  2  A n s„  z w i s c h e n  d e n  G r e n z e n  

+  t K '  2 A * n
l i e g e ,

o d e r  d e r  w a h r s c h e i n l i c h e  F e h l e r  d i e s e r  B e s t i m m u n g  v o n  §  

=  0.67449 y/Krsli,
w o  \J*2 A n  —  V ? gn a l s  e i n e  G r ö f s e  v o n  d e r  O r d n u n g2<gfz Cin

b e t r a c h t e t  w e r d e n  k a n n .Vs
D e r  m i t t l e r e  W e r t h  d e s  Q u a d r a t s  d e s  F e h l e r s  d i e 

s e r  B e s t i m m u n g  i s t  n a c h  N r o .  i 5 , h )

M z K 1 2 A h ,  

w o  K ‘  =  /  U  x"~ 9  x  . d  x  d e r  m i t t l e r e  W e r t h  d e s

Q u a d r a t s  d e s  F e h l e r s  e i n e r  B e o b a c h t u n g  i s t .  D i e  G r ö f s e  

K'
— ~  h e i f s t  n a c h  G a u fs  d a s  G e w i c h t  d e r  B e s t i m m u n g ,  d a s  

G e w i c h t  e i n e r  B e o b a c h t u n g  z u r  E i n h e i t  a n g e n o m m e n ,



indem Gaufs das Gewicht dem mittlern W erthe des 
Quadrats des Fehlers umgekehrt proportional setzt; 
demnach ist das Gewicht der Bestimmung von £

i
=  s l l '

Eben so ist das Gewicht der Bestimmung von v, in 
demselben Sinne genommen,

i •
—  2 BA ’

und der wahrscheinliche Feh ler dieser Bestimmung

• =  o.67449 V K '2 B A - ,

ferner das Gewicht der Bestimmung von 2

“  2  ca ’
u. s. w.

h) Die Beobachtungen seyen von verschiedenem 
W erthe, und p 2 , . . .  . .  . sollen dieselbe Bedeu
tung haben, wie in N ro .3 i. Schreibt man

für e , , resp. e*, e* und eben so
(J.J yn

für 5, ,  p ,  . . .  —, . . .  resp. 6*, 6' , . . . 6 /  . . . ,
y 2 yn

p.. ^2 * * *für dj 9 — 5 . . .  9 • « .  resp. cl 9 et 9 . • • CLn 9 . .  . 9
Ü2 F'*

u. s. w .,

so ist der mittlere W erth eines jeden von den Fehler
quadraten £ * * , £ * * , . . .  ë / , . . .  =  K '  , und man er

hält statt der Gleichungen ( 1)  folgende:

_  e- =  -  5* +

—  £* =  ■— 5* +  a* £ -(- 6* v  -(- .  .  . ,

—  <  =  — K  +■ an I  +  K v  +  • • • *



Diese Gleichungen lassen sich eben so behandeln, 
wie die Gleichungen ( i)  in dem Falle a), wenn man nur 
K't an die Stelle des obigen K '  setzt. Multiplicirt man 
die Gleichungen (8) resp. mit Factoren

welche folgenden Gleichungen Genüge leisten: 

S A \ a \  =  i ,  2 A \ b \  =  o , . . . ,

oder, was dasselbe is t , die Gleichungen ( i )  mit Facto-
A*

ren A ,  =  A\, . . . An == , für welche also
[Ln

An Cln   1 , 2  Aa bn '— O , . . .
is t , so erhält man für £ einen genäherten W erth 

=  2 A 'n 5'n =  2 An bn, 

und der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung ist

=  0 .6 7 4 4 9  =  0 .6 7 4 4 9
oder das Gewicht dieser Bestimmung, das Gewicht der 
ersten Beobachtung zur Einheit angenommen,

1 1
~  ^A'y ~  l Â T j + ’

u. s. w.

c) D arf man nicht voraussetzen, dafs <px —  <p(—x), 
also K  =  o sey , so sey x  —  K  = y  und e, —  K  , . . . 
en —  A = / „ ,  . . . —  K = f s -, so ist der mittlere W erth
der unbestimmten Gröfse y , von welcher / , , . . .  

Sn, • . - J s  die zufälligen W erthe sind, = 0 ,  und der 
mittlere W erth von y 1 =  K ' — K 2 =  L z , und die Glei
chungen ( i)  verwandeln sich in folgende :

— Si === — Öj -j- K -f* a ,£  &iv "T

  Sn ==    b„ -]- K  4" <tn£ 4 “ bnv  4"

— J s  == —  bs 4~ K. 4~ as £ 4~ v  4~— S» — — bs 4- K 4~ as £ 4“ v 4“

(9)

Diese Gleichungen lassen sich eben so behandeln



wie die Gleichungen ( i )  in dem Falle a), indem man 
aufser g , v . . . auch K  oder den constanten Theil des 
Fehlers als eine gesuchte Gröfse betrachtet, die in je
der Gleichung den Factor i hat. Dabei mufs man L 2 
an die Stelle des obigen K 1 setzen.

Da sich nun, wie w ir gesehen haben, die Fälle b), 
c) auf den Fall a) zurückführen lassen , so wollen wir 
vornehmlich diesen Fall näher betrachten.

33.
Um Kt oder den mittlern W erth des Quadrats des 

Fehlers einer Beobachtung näherungsweise zu bestim
m en, substituire man in den Functionen F, , . . . 
F„, . . .  F, für £, v ,  2  . . . die genäherten W erthe 
2 A n bn , 2 B n bn , 2 C n bn , . . . nach Nro. 3 2 , a ) , und 
bezeichne die dadurch erhaltenen W erthe von 

l, — Fit . . .  ln — F„, . . .  I, — F, 
resp. durch A ,, . . . hn, . . . Ti, , so ist 
if/i '— bn • an 2  An bn • bn 2  B n 5U ■— cn 2  Cn bn — .

Aber vermöge der Gleichungen ( i ) ,  (3) ,  (5),  (7) 
hat man

En     bn —— Cln An bn —— 2  A n £«)
— bn ( 2 B n  bn — 2 B a En)
— “  Cn ( 2  Cn bn    2  Cn En )  •  •

folglich ist
/tn —— En ün 2  An Cn ‘ bn 2  Bn En Cn 2  Cn Cn "  • • * y

daher 2 %l =  E ,  (10) 
wenn man der Kürze wegen
2  En --- 2 2  an Cn 2  An En --- 2 2  bn En 2  Bn En

——  2 2  Cn En 2  Cn En ’  * *

+  2 a 'n ( 2 A n  E n ) 2 4 ~  2 ^ a „  b n  2 An En 2 B „  En

4 -  2 b l ( 2 B n  Cny
4 -  2 2  an C n  2  A n En  2  Cn En

4 -  2 2  bn Cn 2  Bn En 2  Cn En  -f- ^  C* ( 2  CnEn)2 +  ■ • •
durch E  bezeichnet.



a) Setzt man nun (s. Nro. 14) für E  seinen mittlern 
W erth V  =  ($■— G ) K ' , wo man hat (da 2 an An =  i,  
t b n  Bn =  1 , £  cn Cn —  1 ,  . . . ,  also

2 2  an An 2 2  bn B n 2 S  cn Cn . . . =  2 r ist)

G 2 v —■ £  an £  An —  2 £  Bn
—  Zbn ZBn  —- 2 2  ClnCn 2  An Cn
  2 £  brl Cn £  Fki Gti ---  £  C« £  ü/i . . . ,

so erhält man für K '  einen genäherten W erth

2X5
—  s  G

und der mittlere W erth ni1 des Quadrats des bei dieser 
Bestimmung von K '  zu befürchtenden Fehlers ist gleich

s  E  V
dem mittlern W erthe von f  — —  K 'J  öder von

( S T ’ *■»
in   Vi in

m1 =   r oder mz =    —— — K n  ,
(s ~  G)z (s — G)2

wenn man den mittlern W erth von E z durch V' be
zeichnet.

b) Betrachtet man A n —  ~ A - — B n, Cn; - • • als2 g'n Cln

Gröfsen von der Ordnung - ,  so ist in dem Ausdrucke 
* S 

für G jedes Glied von der Ordnung i ; die Anzahl der 
Glieder hängt von der Anzahl der gesuchten Gröfsen 
a b ; wenn nun die Anzahl der Beobachtungen viel grös
ser ist als die Anzahl der gesuchten G röfsen, so wird 

2  X2
man statt K '  = ---- 4  auch setzen können

s — G
K '  =  1- 2 Kh. s

D er mittlere W erth mn  des Quadrats des hei die
ser Bestimmung von K '  zu befürchtenden Fehlers ist

(E  Y ^
— —T K ' J  oder von

Z c i ts c h r .  f. P h y s .  u» M ntliom . V I I I .  g y



L  (E  — s K 'Y  , also

m/2 =  — \V‘ — s K 4 (2 V  — s XQ]

oder

mn  =  ~ [ V ' —  s K 42(s — zG)] =  ^ —

Obgleich V1 —  s K 4 ( z V  —  s X y) gröfser ist als 
V4— V2 , so ist doch nicht nothwcndig immer m/2> m 2, 
d. h. es mufs nicht immer die Bestimmung von X 1 nach 
a) genauer seyn als die nach b).

E s  ist nämlich m2 m42 , wenn

V  ^  V  ( 2 GK‘2 
(71T a f.  >  TT +  —7  ’

d. h. wenn

V> s2 >  V4 (s —  G y  -f- 2 G K l2s (s —  G y  
oder V4 (z s —  G) >  2 K 42 s ( s — G)2 ist.

Oder m42 ist =  V  [y /  —  yz  _j_ Qz jr£/2j

=  ^ [ > 2 < > --G ) 2 +  G2 K '2] ,  ( 1 . )

also m42 <  m2, wenn (2 s —  G) m2 >  G X '1 ist.
D er mittlere W erth ven (XeA)1 ist 

=  4:K 444 -}- s (5— 1 ) X /2,
y  &) .

wo X //y =  / P  , d x  is t ; und wenn man dieJ - u
Summe der übrigen Glieder in dem obigen Ausdrucke 
Tür E ,  aufser dem ersten, durch 0  bezeichnet, so ist 
der mittlere W erth von 2 6  S  ei

=  —  2 G ( K 444 +  (s— i ) K 42) ,  

und der mittlere W erth von 0 2 gleich einem Aggregate 
von G liedern, die theils von der Ordnung 1 ,  theils von

der Ordnung -  sind, das ich durch II  bezeichnen w ill; 

folglich



V* =  (s — z G)  K '“  ■+ (s —  i) (s —  2 G) K'* +  H,  

m ithin, wenn man die Glieder von der Ordnung -k 

Vernachlässigt,

V ' /  2 G \  .
Da nun mr- =   K /z l  i —<— J  ist, so erhält

man einen genäherten Ausdruck für m/2 

=  i  (K '“  — K '2).

Eben so is t , wenn man die Glieder von der Ord

nung — vernachlässigt,

t n *  = > /  ( -  4 - — ^  —  K “  =±  ~  4-  -  G K “  —  K'*
V .S 2 T  s V  S2 ~  S

=  i  ( K ' “  —  k ' 1 ).

c) Betrachtet man -  2  a„ sn , -  2  bn zn , . . . als' 
s s

GrÖfsén von der Ordnung -4  (da der mittlere W erth

einer jeden Aon diesen Gröfsën =  o , und Wenn Ulan sie 
diesem mittlern W erthe gleich setzt, der wahrschein

liche Fehler eine Gröfse von der Ordnung —  is t) , und 

èhen so S Ä £ „ =  f  S- n-, £ B n ■ i  • «der die Feh-
2 g > i Cln

ler der Bestimmungen von £, v . . . als Gröfsen von der

Ordnung ~  (vergl. Nro. 3-2 , a) , und setzt man

1 ■ , U 1 , ll'
— zJ Cln ën ’—-  ~~~ 5 — JE Oji £n ~  9 •  • ♦ 9
s  Vs s Vs

v
.£  -^ / i £72 ’— " ~ T“ 9 X  Bn $n ■— ■ " 7“  9 • •  • 5VS VS

so folgt aus der Gleichung (10 )



_ £  X ’  =  -  SeJz —  -  u v  —  -  u ' p '  —  . . .s s s i

- f -  4 *  J T  V  P 1 "£ e i n  b n  +  .  .  .

Vernachlässigt man nun die Glieder von der Ord-
i

nung -  , so ist

I  =  i  Se k,
s s

wofür man nach Nr. 20. setzen kann

I  S  ärf =  K ' ,
s

wie in b ) ; der wahrscheinliche Fehler dieser Bestim
mung von K ' ist

=  0.67449 V -  iß-111 —• K '2) ,

und der mittlere W erth des Quadrats des Fehlers die
ser Bestimmung

m '2 =  i  ( K '"  —  K '2) , 

wie in b). W enn <p x  =  —  e ^ x -  js(.̂  SQ ggjjj.
V  7C

ser genäherte Ausdruck für m'2 in folgenden üb er: 

m'2 =  t  K '2 .
s

Unter derselben Voraussetzung findet man den 
Wahrscheinlichen Feh ler einer Beobachtung, wie in 
Nro. 3o , b).

34.

Da nach der Voraussetzung die Anzahl a der Beob
achtungen gröfser is t , als die Anzahl r der gesuchten 
G röfsen , so gibt es unzählige Systeme von Factoren, 
welche den Gleichungen (2) oder (4) oder (6) u. s. w. 
Genüge le isten ; daher kann es auch zur Bestimmung 
der Gröfsen § , v ,  & . . . aus den Gleichungen ( 1 )  ver-



schiedene Methoden geben, welche aber nicht gleiche 
Genauigkeit gewähren werden. Zu der Bestimmung 
der Genauigkeit der Resultate, welche man durch diese 
Methoden ei’hält, führen folgende Betrachtungen:

Multiplicirt man die Gleichungen ( i)  mit r Facto- 
rerisystemen nach einander, nämlich zuerst mit den 
Factoren P , , . . . Pn , . . . Ps , dann mit den Factoren 
Q i, • • • Qn , • • • Qs, dann mit den Factoren R , , . . . 
R n, . . . Rs , und so fo rt , und setzt man

5  =  ----- X P n  i n ,

Y =  —  XQn en,
Z  =  — 2  R n e„, 

u. s. w . ,

so erhält man folgende Gleichungen;

S  =    2  P n  t>n t ; 2  P n  Cln - \ ~  V  2  P n  b n

- f *  2  2  P n  Cn  ~f* • •

■ Y  =  — 2 Q n b n - f  % 2 Q « a „ +  v 2 Q n b n

- j -  2  2  Q n  Cn •

Z  ■—> —— 2  Rn bn -j- £ 2  Rn Cin “ f" v 2 Rn b,L
- f "  2  2  R n Cn - ) -  • •

u. s. w .

(1 2 )

( . 3)

Da die Anzahl dieser Gleichungen der Anzahl r der 
Gröfsen £ ,  v ,  2 . .  . gleich ist,  so lassen sich aus den
selben durch Elimination £ ,  v ,  2  . . . unbestimmt 
durch S , Y ,  Z , . . . ausdrücken.

Man ei’hält so Ausdrücke von der Form :

g =  U - f  jyifl g  N , , , Y  -f  N „ 3 Z  +
v  =  23 +  IV,,. 3  +  JV3, , Y  +  JV,f 3 Z  +  . . . ,
£ =  (£ -j- jV3|, S  -j- At3, , Y  Na, 3 Z  -j- . . . ,

u. s. w.

Selzt man daini



A n =  Pn N ,, I  - j -  Qn N , ' i  - j -  B n  IV ,, 3 - j~  • • • >

-B„ =  Pn Nt, i "f-  JVj, z -|- Rn Nz,3
Cn =  Pn N3, 1 -j- (?rc IV3, 2 Rn JV3, 3 -f" . . . *

u. s. w .;

so hat man vermöge der Gleichungen ( i 4)> 0 2 ) j  ( ' 5) 
unbestimmt

|  =  21 —  X A n En,
V  =  33 -----  2  Bn En,
£ =  d  --- 2  Cn En,

u. s. w . ,

woraus vermöge der Gleichungen ( i )  fo lgt:

11 =  2 An i n ,
• 23 t =  2 Bn in ,

Q, —  2  Cn 8»,
u. s. w .,

2  A n  4 «  ■—— 2 ,  2  A n  b n  ■ ■— O ,  2  A n  Cn — • O « • . •

2  Bn O-n ■ O , 2  Bn ln ■ ' ■ ) , 2  Bn Cn —• O , * ■ .
2  Cn Ein   O ) 2  Cn bn —— O , 2  Cn Cn 1  , • • .

u. s. w.

Demnach leisten die auf diese A rt gefundenen Fac- 
lorensysteme A , , . . . An, . . . ;  B n , ;
C t , . . .  Cn , . . . u. s. w. den Gleichungen (2 ) , (4),
(6) u. s. w. Genüge. Setzt man 2  An e„ =  o , 2  B n En =  0,
2  Cn En =  o , u. s. w ., so erhält man

% =  ? [  =  2  A n  S n ,

V  =  23 =  2  Bn Sn ,
S  =  d  =  2  C n  S n ,

u. s. w.

Diese bestimmten W erthe von £ ,  v ,  2 . . . sind 
offenbar dieselben, welche sich aus den Gleichungen 
( i 3) durch bestimmte Elimination ergeben, tvenn man 
für S , Y ,  Z  . . . setzt o , oder wenn man



X Pn e„ e= O , 
X Qn En    O , 
X Rn En  ■ O ,

u. S .  w.
setz t.

Kennt man die Factoren A , , . . . An, . . . u. s. w., ' 
so findet man die Genauigkeit der Bestimmungen g =  2f
u. s. w. nach Nro. 30 , a).

F ü r die bei der unbestimmten Elimination erschei
nenden Coefficienten N , , , ,  IV ,,,, IV,,3, . . . gelten fol
gende Gleichungen, die mit den Gleichungen (2) iden
tisch sin d :

JV ..1  2  P n  ein -j-  -ZV,, 2 X  Q n  CLn -|- IVi, 3 X  R n  dn -f- . • - I ,
N , ,  I X  P n  b n  - j -  IV,, 2 X  Q n  bn - f -  IV ,, 3 X  R n  b n  “ f “ • • • =  O,

IV ,, , X  P n  Cn +  N , ,  2 X  Q n  Cn - f -  N t , 3 X  R n  C„ - f -  . . . =  O ,

u .  S.  w.

Ähnliche Gleichungen haben für IV,,, ,  N,, 2 , IV3, 3, . • ., 
für IV3,, ,  IV3Ä, IV3,3, . . .  u. s. w. Statt.

W ird nur eine Gröfse g gesucht, und gebraucht 
man das Factorensystem P , , . . . Pn , . . . ,  so ist

SPn 5/2 
2 Pn Cln '

N  =  1
XPnan'

Â _  Pn
2 P„ u« ’

folglich — oder das Gewicht der Bestimmung £ =  2t',Z* xL n
in demselben Sinne genommen , wie in Nro. 32 , a) ,

(2  Pn an)"
=  ^ 2  Pn

Nimmt man z . B .  P , , . . . =  Pn , . . . =  1 , so ist
2  5 1

, und das Gewicht =  -  (X anY-2 an s

(Di e F o r t s e t z u n g  f ol gt . )



VI.
Fortschritte der Physik in der neuesten Zeit.

yi. W ä r m e .

l.  D i e  A n w e n d u n g  d e s  w a r m e n  W a s s e r s  z u r  
H e i t z u n g  v o n  T r e i b h ä u s e r n  e t c . ,  t h e o r e 

t i s c h  b e t r a c h t e t .  V o n  Th. T r e d g o l d .

(Transact. o f  the hortic. soc. Vol. V II ., P. IV .,  p. 568.J

Fowler hat in Gardener’s Magazin (Augustheft 1829) 
eine ungemein sinnreiche Methode bekannt gemacht, 
Glashäuser, Bäder etc. mit warmem W asser zu beheitzen, 
und diese Zeitschrift hat im VII. Bd., S. 22/4 davon Nach
richt gegeben. Eine zweckmäfsige Anwendung dieser 
Methode setzt aber voraus, dafs man sie nach physika
lischen Grundsätzen zu beurtheilen im Stande sey, und 
darum muls wohl eine Darstellung derselben von ihrer 
theoretischen Seite nützlich seyn , u m s o m e h r ,  wenn 
sie von einem Manne herrührt, welcher von seiner gros- 
sen Gewandtheit in der Anwendung der reinen physika
lischen Grundsätze auf die Bedürfnisse des practischen 
Lebens schon so viele glückliche Proben abgelegt hat, 
wie Tredgold. Dafs es sich übrigens gegenw ärtig, wo 
w ir im Besitze m ehrerer sehr sinnreich ausgedachter 
Beheitzungsmethoden sind, auch noch lohne, diese Me
thode auf ihre Grundsätze zurück zu führen, geht aus 
den Vortheilen h ervor, welche nach Tredgold die hier 
abzuhandelnde Methode gewährt. Diese bestehen in 
Folgendem : 1)  Man erzielt dadurch eine gemäfsigte und 
gleichförmige Tem peratur, weil die erhitzten Röhren 
keine gröfsere Hitze annehmen können, als die des sie
denden W assers. 2) E s läfst sich ein Raum mehrere 
Stunden lang ohne weiteres Zuthun bei der gehörigen



Temperatur erhalten und zum gehörigen Grade erhitzen. 
3) Man hat durchaus keinen Bauch oder einen ändern 
unangenehmen Geruch zu besorgen. Fü r Glashäuser ist 
diese Methode besonders zu empfehlen, indem man durch 
sie leicht die Temperatur jedes Clima’s und jeder Jahres
zeit zu erzielen im Stande ist.

W ir wollen nun zu der Entwicklung der Grundsätze 
dieser Beheitzungsmethode übergehen, und darin ganz 
den Fufsstapfen T/'e/joZd’s folgen.

Man denke sich , um den einfachsten Fall vor Au
gen zu haben, zwei Gefäfse A  und B  (Fig. 19), die sich 
in derselben Höhe befinden, und mittelst zweier hori
zontaler Röhren mit einander in Verbindung stehen. 
Die Gefäfse sind oben offen, und die Röhren unter ein
ander angebi’acht. Sind nun die Gefäfse sowohl als die 
Röhren mit W asser gefüllt, und wird unter A  Feuer ge
macht, so steigt die W asseroberfläche in diesem Gefäfse 
von bb bis a a ,  weil durch die Hitze die W asserdichte 
vermindert wird. Sobald die W assersäule d e  vonderA xe 
des oberen Rohres im Gefäfse A  bis zum W asserspiegel 
f  einen gröfseren Druck ausübt, als dieselbe Säule f e  
im Gefäfse B , so beginnt die Bewegung durch diese 
Röhre von A  gegen B, und dadurch wird eine entgegen
gesetzte Bewegung (von B gegen' Ä) durch die untere 
Röhre verursacht. Sind die Röhren nicht gar zu lang, 
so dauert diese Bewegung fo r t , bis das W asser in bei
den Gefäfsen nahe dieselbe Temperatur hat. Siedet es 
in A ,  so erlangt es auch in B  bald die Siedbitze, weil 
das Sieden die Bewegung befördert.

Dieser Bewegung des W assers stehen mehrere Hin
dernisse im W ege. Diese sind: 1) die Zusammenzie
hung des bewegten W asserstrahles an der Mündung der 
Röhren; 2) die Reibung der Flüssigkeit an den Röhren
wänden, welche mit der Länge der Röhren wächst, und



demnach die Grenze bedingt, innerhalb welcher noch 
ein Nutzeffect erzielt werden kann. Doch darf man nicht 
vergessen, dafs bei übrigens gleichen Umständen diese 
Reibung desto geringer w ird , je höher die Temperatur 
des W assers steigt; 3) das Erhalten der Flüssigkeit wäh
rend der Bewegung in den R ö h ren , indem darin eine 
Veranlassung zur Bildung zweier Ströme in derselben 
Röhre lie g t ; 4) Biegungen und Änderungen in der Ge
stalt der Röhren.

W as hier vom W asser gesagt w urde, gilt natürlich 
von jeder anderen Flüssigkeit, deren Dichte durch Tem
peraturänderung afficirt w ird , und da verschiedene der
selben auch hei verschiedenen Hitzegraden sieden, so 
ist es ein L e ich tes, durch dieses Mittel alle Temperatu
ren innerhalb 3o° und a5o° R. hervorzubringen.

Soll man davon zweckmäfsigen Gebrauch machen 
können, so mufs man über die Gesetze der Bewegung 
tropfbarer K örper durch die W ärme im Reinen seyn. 
Eine allgemeine Untersuchung dieser G esetze, welche 
alle Umstände umfafst, ist ungemein fein und compli- 
c irt ; es genügt aber, nur jene Umstände zu berück
sichtigen, auf welche man in der Ausübung vorzüglichen 
Bedacht nehmen • m ufs, und darum wird auch hier nur 
von den einfachsten hydraulischen Formeln Gebrauch 
gemacht. E s sey demnach 

Z =  die Summe der Länge aller Röhren in Schuhen; 
k —  die Höhe der flüssigen Säule im erhitzten Gefäfsè 

vom Centrum (der Axe) der oberen Röhre bis 
zum Boden ;

J e  —  die Gröfse der Ausdehnung innerhalb derTempe- 
raturen, welche im Durchschnitte der Flüssig
keit in den beiden Gefäfsen entsprechen; 

f  =  die Reibung der Flüssigkeit an der Röhrenwand 
bei der mittleren Temperatur für eine Röhre von



einem Fufs Länge und einem Zoll im Durch
messer ;

d der Durchmesser der Röhren in Z o llen ; und 
endlich.

v die Geschwindigkeit in einer Secunde in Schuhen.
Die Reibung in einer Röhre richtet sich nach deren 

inneren Oberfläche und nach dem Quadrate der Ge
schwindigkeit , und die mit der Reibung im Gleichge
wicht stehende Kraft steht im verkehrten Verhältnisse 
mit dem Querschnitt der Röhre, daher hat man als Aus
druck für diese Wärme

Aber in der oberen Röhre kommt die Kraft, welche die 
beobachtete Geschwindigkeit hervorbringt und der R ei
bung das Gleichgewicht hält, der Gröfse h e ,  um wel
che die Flüssigkeit steigt, gleich , daher hat man

, ( , „ _ ü £ r )  =  ,

und
A h e  d

°  —  y  d  +  4̂ 77'

Â  ist ein constanter, durch Erfahrung zu bestim
mender Factor, welcher von der Gestalt der Röhre an 
ihrer Verbindungsstelle mit dem W assergefäfse abhängt, 
und für alle Flüssigkeiten denselben W erth hat. Für die 
gewöhnliche rechtwinkelige Verbindung, die in Fig. 19 
dargestellt ist, hat man A = s  42- Läuft die Röhre co- 
nisch zu , so i s t +  =  62. Auch die Gröfsen c u n d /  fal
len der Erfahrung anheim. Den Einflufs der Cohäsion 
der flüssigen Theile kann man in der Ausübung vernach
lässigen.

Die Ausdehnung der Flüssigkeiten, welche etwa zu 
dem Jiier besprochenen Zweck gebraucht werden dürf

e t d  l f  v "  4  

TZ d 2  : 4 d



ten , enthält die folgende Tabelle. Diese Ausdehnung 
bezieht sich auf einen Beaumure sehen Wärmegrad von 
der in der ersten Columne angesetzten Temperatur an
gefangen.

A u s d e h n u n g .
Tempe

ratur 

nach R. W asser.
W asser mit 

Kochsalz 
gesättiget.

W eingeist. Olivenöhl.

i 3° 0.00020 0.00022 0 .00133
18° 3 i 34 i 3t
22° 38 4 o 142
27° 47 5 i 146
3 i ° 56 61 i 53 0.0007
4o° 65 70 169

49° 69 77 173
59° 76 83 182
62° 79 85 j 88

67° 81 88

75° 83 90

8o° 85 92 •

Betrüge z. B . die Temperaturdifferenz 8 ° und die 
mittlere Temperatur 5<)°, so wäre die Ausdehnung für 

W asser
0.00076 X  8 =5 0.0600, 

für die gesättigte Salzlösung
o.ooo83 X  & —  0.00664.

Zur näheren Bestimmung der Reibung dient, mit 
besonderer Rücksicht auf die W irkung der Temperatur
änderung, folgende von Dubuat (Principcs d'Hydraulique, 
T. II. j  p. i 3J  entlehnte Tafel. Sie ist aus Versuchen 
mit gläsernen Röhren entnommen.



Flüssigkeit. Wärmegrad Bewegende
Kraft.

Geschwin
digkeit in 

1 Sec.
Werth 
von f.

H o r iz o n ta le R ö h r e  v o n  0.0178 Z . 
38.5  Z . L ä n g e .

D u r c h m e s s e r  u n d

R e g e n w a s s e r  
d e t t o .  
d e t to .  
d e t to .  

W e in g e i s t  . 
d e t to .

i 4°.2 R . 
3o°
36»
9 6 °
1 1°.8 
1 1°.8

9 .4 5
1 6.3
1 0 .3
1 6.3 
5.6
9 .4 5

27.0
38.2
3 9 .3
3 9 .9
i 3.8
2 1 . 3

0.00 i 83
i 53j
i 43
1 3 9
4 1 7
3 1 7

H o r iz o n ta le  R ö h r e  v o n  0 .2 5 7  Z . D u r c h m e s s e r  u n d  
38.5  Z . L ä n g e .

R e g e n w a s s e r 3 ° . i  R. 2 .2 1 4 .4 0.00207
d e tto . 9°.3 2 .2 i 5.2 i 83

S a lz w a s s e i’ 3 ° .i 2 .2 i 3.6 2 4
d e t to .

00

2 .2 i 3.8 2 3 l
d e tto . 10 °---1 2° 5.2 2 4 .8 i 65

W e in g e i s t  . i i ° . 8 5.3 1 9 .9 2 9 4

N a c h  d ie s e n  V e r s u c h e n  e r h ä lt  m a n  f o lg e n d e  R e 
s u lta te  :

Temperatur 
nach R.

W e r t h
Regenwasser.

d e r  F r  i ct i 
Salzwasser.

0 n fü r  
Weingeist.

3 °.i
9°.3 A 

l4°.2  /
3o°
36»
56°

0.00207

i 83

i 537
143
139

0.0024

198 0.003/(2



M a n  k a n n  d e m n a c h  a l lg e m e in  b e i  A n w e n d u n g  d e s  

g e m e in e n  W a s s e r s  j f =  0 .0 0 1 4 ,  fü r  S a lz -  o d e r  S e e w a s -  

s e r  f — 0 . 0 0 15 s e t z e n .  F ü h r t  m an  d ie s e  W e r t h e  in  d ie  

o b ig e  F o r m e l  e i n ,  so  w ir d

fü r  g e m e in e s  W a s s e r  v =  V? h h e A 
0 d  +  0.235 l

f ü r  S a lz w a s s e r  . . v =   ̂6 f .
d  4 j  l

A u s  d ie s e r  U n te r s u c h u n g  e r g e b e n  s ic h  fo lg e n d e  

R e g e l n :

1. J e  a u s d e h n b a r e r  e in e  F lü s s ig k e i t  i s t ,  d e s to  g r ö f s e r e  

G e s c h w in d ig k e i t  e r la n g t  s ie  b e i  d e r s e lb e n  T e m p e -  

r a tu r d if fe r e n z .

2 . B e i  ü b r ig e n s  g le i c h e n  U m stä n d e n  w ä c h s t  d ie  G e 

s c h w in d ig k e it  im  g e r a d e n  V e r h ä ltn is s e  m it  d e r  Q u a 
d r a tw u r z e l  a u s d e r  T ie f e  d e s  H itz g e fä fs e S , so  d afs  

m a n  h e i  e in e r  v ie r f a c h e n  T ie f e  e in e s  s o lc h e n  G e 
f ä f s e s  e in e  d o p p e l te  G e s c h w in d ig k e i t  e r z ie l t .

3 . D e r  z w e i t e  W a s s e r b e h ä l t e r  i s t  n ic h t  a b s o lu t  n o th -  

w e n d ig ,  so n d e r n  k a n n  d u r c h  e in e  R ö h r e  v e r t r e t e n  

w e r d e n , w ie  d ie s e s  F ig .  2 0  d a r s te l lt .  D o c h  l e i s t e t  

e in  s o lc h e r  g u te  D i e n s t e ,  w e i l  e r  e in e  M a sse  h e i s -  

se n  W a s s e r s  a u fn im m t , u n d  s e l b s t ,  n a c h d e m  d a s  

F e u e r  a u s g e g a n g e n  i s t ,  n o c h  d ie  C ir c u la t io n  u n 

te r h ä lt .
4 . D e r  W a s s e r b e h ä l t e r  i s t  g r o fs  g e n u g , w;enn e r  e in e  

h in lä n g lic h e  O b e r f lä c h e  z u r  A u fn a h m e  d e r  W ä r m e  

h a t , u n d  so  v i e l  W a s s e r  e n t h ä l t , a ls  n o th w e n d ig  

i s t ,  u m  d u r c h  d a s s e lb e  d ie  H itz e  v o n  d e r  Q u e lle  

an  d ie  z u  e r w ä r m e n d e  S t e l le  z u  f ü h r e n ; n u r  w e n n  

m a n  d ie  C ir c u la t io n  n a c h  V e r lö s c h u n g  d e s  F e u e r s  

n o c h  u n te r h a lte n  w o l l t e ,  m ü fs te  e r  g r ö fs e r  g e m a c h t  

w e r d e n .

5 . S o l l  d ie  E r w ä r m u n g  n u r  w ä h r e n d  d e r  W ir k u n g  d e s



Feuers vor sich gehen, so gewährt eine im V er
hältnis zur Capacität gröfse Oberfläche Vortheile, 
weil dadurch die Abkühlung, und mithin auch die 
Geschwindigkeit der Circulation befördert wird.

6. Die Mündung der oberenRöhre soll sich nicht tie
fer als einen Zoll unter der Oberfläche des W as
sers befinden; sie liegt tief genug, wenn sie nur 
durch W asser gesperrt is t , und keine Luft ein- 
dringen kann. Je  tiefer man sie ste llt, desto ge
ringer fällt die W irkung aus. Die untere Röhre 
soll da in den W asserbehälter eintreten, wo die 
geringste Abkühlung herrscht, und dem erwärm
ten W asser auf seinem W ege zur oberen Röhre 
nicht das geringste Hindernifs in den W eg setzen.

7. Ist der W asserbehälter geschlossen, so kann die 
Röhre in einiger Entfernung davon steigen und 
sich wieder senken; sie soll aber weder zwei Mal 
sich heben noch gleich beim Austritt aus dem Be
hälter sich senken. W ird ein öfteres Steigen der 
Röhre nothwendig, so soll man lieber eine andere 
offene Röhre von der verlangten Höhe ansetzeu. 
Dieses ist besonders zu bemerken, wenn die L e i
tung über eine Thür geht, wie dieses Fig. 31 dar
stellt.

8. Schon mit einer einzelnen horizontalen Röhre, die 
zwei Stellen des W asserbehälters, den Boden des
selben ausgenommen , mit einander verbindet, er
hält man eine Circulation des W assers, die desto 
gröfser ist, je  näher die Röhre an der Oberfläche 
des W assers lieg t; da befinden sich nämlich beide 
Strömungen in derselben Röhre.

9. Da die Reibung im geraden Verhältnisse mit der 
Länge und im verkehrten mit dem Durchmesser 
der Röhrenleitung steht, so wird sie durch jede



Biegung und durch W inkelzüge der Bohre ver
mehrt.

Da nun die Gesetze der Bewegung einer Flüssigkeit 
in Böhren als bekannt angenommen werden können, so 
handelt es sich noch um die W ärmemenge, welche ein 
Fluidum in einer gegebenen Zeit zuzuführen vermag, 
und um die Gröfse der Oberfläche, welche nothwendig 
ist, um dieselbe der Luft des zu erwärmenden Baumes 
zuzuleiten. Es ist eine Thatsache, dafs eine Flüssig- 
keit heim Erkalten eben so viel W ärme abgibt, als sie 
hei der Erwärmung auf die erstere Temperatur auf
nimmt , und dafs bei derselben Temperatur gleiche und 
ähnliche beschaffene Oberflächen der Luft gleich viel 
Wärme abtreten, dafs demnach die unter gegebenen 
Umständen abgegebene Wärmemenge dem Calcul un
terworfen werden kann.

Die Wärmemenge, welche ein Apparat von der vor
her besprochenen A rt abgibt, hängt von dem Materiale, 
aus welchem er besteht, und von seiner Temperatur ab. 
Z ur Berechnung derselben dient folgende Tafel, welche 
die Siedbitze mehrerer Flüssigkeiten und ihre specili- 
sche W ärme enthält, und zugleich die gröfste und die 
nützliche Temperatur der Oberfläche des Apparates an
gib t, für den Fall, dafs man eiserne oder gläserneBöh- 
ren anwendet.

Name der Flüssigkeit.
Spec. Sied- Gröfste Nütz

liehe

Wärme punct. Temperatur dei 
Oberfläche.

1 80 70.2 65.8
— 80.9 71.1 66.7

86.2 76.9 71.1
— 83.6 74-7 69 3
— 83.6 74-7 69.3

0 .4)5 126.2 112.4 94 7
202.4 225.8 2 1 2.5

0.35 204.7 227.5 214.2

W asser
Seewasser
Salzwasser (brine)  . . .  
48 Tk. W asser, 5? Th. Alaun 
55 Th. W asser, 45 Th. Gyps
Steinühl ..... .............................
Lc in ö h l . . . . . . .
Schwefelsäure . . . . .



Die Berechnung wird nun nach folgender Regel ge
führt: Man multiplicirt die Anzahl Kubikfufs Lu ft, die 
in einer Minute erwärmt werden sollen, durch die An
zahl der W ärm egrade, welche die Erwärmung beträgt, 
und dividirt das Product durch die doppelte Differenz 
zwischen der bestehenden Temperatur des zu erwär
menden Raumes und jener der Röhrenoberfläche. Der 
Quotient gibt die Anzahl Quadratfufs, welche dieHeitz- 
l’öhren haben müssen. Sollen z .B . 1000 Kubikfufs Luft 
in einer Minute erwärmt werden, und setzt man für den 
äufsersten Fall voraus, dafs bei einer äufseren Tempe
ratur von — 5°.3 die Zimmerluft auf 8° gebracht werden 
so ll; so kann man annehmen, dafs, falls das W asser im 
Kessel kocht, die Röhrenwand eine Temperatur von 
65°.8 habe, und daher beträgt die nöthige Oberfläche 
der Heitzröhren

looo . i 3.3 i 33ooo , _ , n „
——— ----— =     —  =  i ib  Ouadratiuls.
2 ( 65.8 —  8) 1156  X

Bei Anwendung von Salzwasser würde man
looo . i 3.3 , „  r■   =  loo Fuls,

2 (71 .1 ■— 8)

heim Gebrauch von Ohl gar nur

J o o o j J Ü L  =  3a i  Fufs 
2 ( 2 1 2 . 5  —  1 )

Röhrenoberfläche brauchen. Mit verzinnten eisernen 
oder mit irdenen Röhren würde die Oberfläche der 
Röhren viel gröfser seyn müssen.

Man sieht, dafs die nöthige Röhrenoberfläche be
deutend verkleinert w ird , wenn man eine Flüssigkeit 
wählt, d ie , ohne zu sieden, eine höhere Temperatur 
verträgt. Öhl und Schwefelsäure wären in dieser B e
ziehung dem W asser weit vorzuziehen, wenn jenes nicht, 
brennbar wäre, letztere die Röhrenmasse nicht so leicht 
angriffe.

Z e its c h r .  f. T h y s . u . ST.itlicm. V I I I .  4- 3 o ‘



Bekanntlich erhöht die W ärm e, welche im Stande 
ist, die Temperatur eines Kuhikfufses W asser um i°  zu 
ste igern ; a85o Kubikfufs Luft um eben so viel. Ist da
her A  das Luftvolum en, welches in einer Minute um t° 
erwärmt werden soll, und x  die Differenz zwischen der 
Temperatur des W assers im Apparate; so hat man für 
das Wasservolumen w , welches in einer Minute durch 
die Röhren fliel'sen mufs, um die verlangte Wärme zu 
liefern, folgende Gleichung:

A t  , At
— — =  w x  odef —-—- =  w.
2ö a o  2 ö 5 o  x

Da man nun aus dem Vorhergehenden die Geschwin
digkeit des circulirenden W assers berechnen kann, so 
braucht man sie nur mit der Area des Röhrendurch
schnittes zu m ultipliciren, um die in einer Minute cir- 
Culirende Wassermenge zu erfahren, und ist dèmnach 
im Stande zu beurtheilen , ob die Röhren Capaeität ge
nug haben oder n icht, und welchen Durchmesser sie 
haben müssen. Wählt man statt W asser eine andere 
F lüssigkeit, so wird statt a85o das Product aus dieser 
Zahl in die specifisChe Wärme der Flüssigkeit gesetzt, 
übrigens aber wie vorhin verfahren.

Die kleinste Wassermenge, welche der Apparat ent
halten darf, ist das Doppelte jener, die während ei
ner Cirpulation abkühlt. Man erhält sie, wenn man die 
vorhin gefundene Wassermenge w  durch die Anzahl der 
Circulationen, die in einer Minute vor sich gehen, di- 
vidirt, und die Geschwindigkeit, mit welcher dieses ge
schieht, mit der Röhrenlänge vergleicht. Um was mehr 
Flüssigkeit vorhanden is t , als diese Gröfse ausweiset, 
kann als Reserve angesehen w erden, welche nach dem 
Ausgehen des Feuers noch Dienste thut.

Gerade darin, dafs ein solcher Apparat selbst noch 
w irkt, wenn kein Feuer mehr unter dem W asserkessel



brennt, besteht ein Hauptvorzug dieser Heitzung vor 
der mit Dämpfen. Da wir die Abkühlungszeit des W as
sers kennen , so läfst sich die Zeit berechnen, um wel
che die beabsichtigte Temperatur des zu heitzenden Lo
cales das Feuer unter dem Kessel überdauert.

Es sey die Temperatur des AVassers um u° höher 
als die des zu heitzenden Raumes , und W  das Volu- 

A t
men des ersteren; -|p - die Wassermenge , welche in

einer Minute durch einen Querschnitt der Röhren geht.
ä 8 5 o W i i

Diesem gemäfs ist auch' -—— —  die Zeit in Minuten

ausgedrückt, durch welche die Heitzung mit warmem 
W asser das Feuer überdauert, um die daher diese Hei
tzung länger wirkt als die Dampfheitzung. Ist auch die 
wirkliche Abkühlungszeit des W assers zwei Mal gröfser 
als diese, und nimmt auch die Temperatur desselben 
gleich nach Wegnahme des Feuers ab , so wird doch 
dieser Abgang leicht durch die Wände des Hauses er
setzt, welche während der vollen Wirksamkeit desHeitz- 
apparates Wärme aufnehmen, und sie wieder beim Ab
kühlen der Luft abgeben.

Lei der Beheitzung von Glashäusern soll eine ge
wisse Temperatur während der ganzen Nacht anhalten. 
Dazu sind aber gröfse W asserbehälter nothwendig , bei 
denen die Ungemäclilichkeit eintritt, dafs man lange 
Zeit heitzen mufs, bis das W asser die zur Heitzung des 
Raumes nötliige Temperatur angenommen hat. Um die
sen Ubelstand zu heben und eine schnelle Temperatur
erhöhung des Wassers zu erzielen, räth Tredgold,  die 
Röhren des Heitzapparates durch W asser geben zu las
sen, wie dieses die Figur 22 darstellt, bei welcher C 
der Wasserkasten i s t , durch welchen die Röhren gezo
gen sind. Das W asser in diesem Kasten erhitzt sich bei

3o *



einei’ geringen Oberfläche der Röhren bald, indem W as
ser von einer erhitzten Fläche in derselben Zeit 10 Mal 
mehr Wärme aufnimmt, als Luft von derselben Tempe
ratur. Leitet man Röhren, deren Oberfläche etwa */)0 
derjenigen beträgt, die man zurn Erwärmen des Rau
m es, um den es sich handelt, bedarf, durch einen sol
chen eigenen W asserbehälter, so wird das darin be
findliche W asser bald die Temperatur des in den Röh
ren enthaltenen annehmen , und den Raum zu hcitzen 
anfangen, sobald nur die Röhren erhitzt werden.

Den W asserkessel kann man leicht so verfertigen, 
dafs er am besten erhitzt werden kann. Man gibt ihm 
die gröfstmöglichste Bodenfläche. Für jedes Bushel 
(nahe l/, Metzen) Rohlen, die in einer Stunde verbrannt 
werden sollen , darf die Bostfläche nicht weniger als 8 
und nicht mehr als 16 Quadratfüfs haben, und die Bo
denfläche des Ressels mufs vier Mal gröfser seyn als 
der Rost. Die Seitenfläche, welche das Feuer bestreicht, 
soll dann 3a Quadralfufs betragen.

Man macht den Rost und die Bodenfläclie lieber 
gröfser als kleiner, um auf die Leitung des Feuers we
niger Aufmerksamkeit verwenden zu dürfen.

Die Gestalt des Ressels läfst sich auf das Mannigfal
tigste abändern. Atkinson hat eine parallelepipedische 
Gestalt gewählt, und das Feuer nur auf die Basis der
selben wirken lassen. Tredgold wählte dieselbe Gestalt, 
machte aber die Längendimension gegen die Weite vor
waltend, auch bestrich das Feuer ringsum die Wände 
des Ressels. Diese Einrichtung dürfte für offene Res
sel die einfachste und zweckmäfsigste seyn. Bailey gibt 
dem Ressel eine halbcylindrische Gestalt, die dem Feuer 
viel Fläche darbietet, wie sie Fig. 30 darstellt, Cottain 
und Hallen die inFig. 23 dargestellte; doch dienen diese 
Formen nur dann gut,  wenn man nur einen kleinen



WassCL'vori'alh braucht. Der schottische Deslillirhessel 
(Fig. 24) ist zweckm äfsig, wo es sich darum handelt, 
Wärme zu liefern, während ein abgesonderter W asser
behälter durch Röhren erhitzt wird. Endlich stellt 
F ig. 32 noch eine andere Resselform dar, welche bei 
einer geringen Wass^rmenge dem Feuer viel Spielraum 
darbietet. Doch mufs man so complicirte Formen mög
lichst meiden, weil sie hohe Kosten verursachen, aufser 
wo man sie aus Gufseiscn verfertigen kann, in welchem 
Falle ein Vortheil eintritt, weil die Wärme möglichst 
benützt und die Abkühlung bestens vermieden wird. Ein 
Wasserbehälter, wo der Feuerraum von drei Ziegel wän
den umgeben ist, gewährt ein vollkommeneres Verbren
nen des Brennstoffes, als ein solcher, in dessen Mitte 
das Feuer brennt, weil im ersteren Falle das Verbren
nen vollkommener vor sich geht.

Das Feuer wird am besten durch eine Aschenthür 
regulirt, wie sie Rurnford gebraucht hat.

3. A u s d e h n u n g  d e s  W a s s e r s  b e i m  G e f r i e r e n .
(Bibi, uiiiv. Feh. i 83o ,  p. 3 14■)

Während des W inters 1828 und 1829 wurden über 
die Gröfse der Ausdehnung, welche das W asser beim 
Gefrieren erleidet, und über die Kraft, mit welcher die
ses geschieht, im Arsenal zu W arsav neue Versuche an
gestellt. E s wurde eine Haubitze von Gufseisen von 
6 Z. 8 L . Durchmesser, i Z .  2 L . Öffnung und » Z. 2 L . 
Wanddicke, die 46.29 Kubikzoll fa fste , bei einer Luft
temperatur von 2»° F. ( =  —  4°.88 R.) mit W asser von 
4 i°  F. ( =  4° R.) angefüllt. Als das W asser gefroren war, 
ragte aus dem Halse der Kugel ein Eiscylinder von dem 
Durchmesser der Öffnung hervor, und wuchs innerhalb 
zwei Stunden auf eine Länge von 2 Z. 2 L. an. W eiter 
fand keine Zunahme desselben Statt, so dafs man daraus



ersehen kann, das Volumen des Wassers habe beim Ge
frieren um 2.3 1 Kubikzoll oder um */20 zugenommen. 
Eine andere Kugel wurde mit W asser gefüllt, mit einem 
Holzpfropf verkeilt, und dann der oben genannten Tem
peratur ausgesetzt. Da wurde der Pfropf herausgetrie
ben, und sein Platz von E is eingenommen. Eine dritte 
Kugel wurde, nachdem sie mit W asser gefüllt war, durch 
eine eiserne Schraube verschlossen, und wieder obiger 
Kälte ausgesetzt. Nach 7 Stunden hörst die Kugel in 
zwei ungleiche Theile, wovon der kleinere lo F u fs , der 
gröfsere 7 Fufs von Ort und Stelle geschleudert wurde, 
und doch hatte sich nur eine 6 L . dicke Eiskruste gebil
det, der Rest war flüssig geblieben. Endlich war noch 
eine andere Kugel mit W asser von 46° F. ( =  6°.22 R.) 
gefüllt, die Öffnung mit einer 6 L . dicken Schraube ge
schlossen und in die Luft gebracht, die eine Tempera
tur von 28° F . ( =  —  i°.77  R.) hatte. Auch diese borst 
in zwei ungleiche Theile, deren einer 4 Fufs weit hin
w eg flog. Die entstandene Eiskruste war i 3 L . dick, dér 
Rest blieb flüssig. Bei einem ferneren Versuche dieser 
A rt betrug die Dicke der Kruste E is, welches sich heim 
Bersten der Kugel zeigte (das wieder bei 28° F. erfolgte), 
5 Linien.

3 . A n w e n d u n g  e r h i t z t e r  L u f t  in H o c h ö f e n .

(Jamesoii’s Journal, Jänner i83o.)

In den Eisenwerken zu Clyde wendet man nun schon 
seit längerer Zeit statt der kalten Luft ,  welche die Ge
bläse zuführen, heifse an, und will erfahren haben, dafs 
man dabei ’ /4 Kohlen erspare. Dieses vermochte zu be
wirken, dafs bereits alle Gebläse dieserW erke mit heis- 
se rL u ft versehen wurden. Man erhitzt nämlich die Luft, 
bevor sie ins Gebläse kommt, in gufseisernen, den Dampf
kesseln ähnlichen Gefäfscn auf 22op F. ( =  85".3 R.). Eine



noch höhere Temperatur, glaubt man, dürfte noch vor- 
theilhafter wirken, doch mül'ste man erst darüber einen 
Versuch anstellen. Wären alle Hochöfen Grofsbritta- 
niens auf diese W eise eingerichtet, so ginge daraus we
nigstens eine jährliche Ersparung von 200,o o q  Pf. Ster
ling hervor,

B .  O p t i k .

1. B e m e r k u n g e n  ü b e r  F a r b e n .  V o n  
B r o c k e d o n .

(Quart. Joiirn. N. X IV ., p. 399 )

Brockedon hat in der Sitzung der Royal Institution 
am 4. Juni 1. J .  einige Bemerkungen über die Farben 
im Auge vorgelesen, die für den Physiologen und Phy
siker gleich interessant sind , für letzteren besonders 
darum, weil von einigen sehr einfachen Mitteln die Bede 
war, durch welche man die so wichtigen Erscheinungen 
zusammengesetzter und complementärer subjectiver F ar
benempfindungen leicht hervorbringen kann.

Verzeichnet man auf Papier mit dicken Linien 
ein gleichseitiges Dreieck, und macht eine dieser L i
nien roth, die andere blau, die dritte ge lb , so werden 
an den Durchschnitten derselben zusammengesetzte F ar
ben erscheinen, und zwar dort, wo sich Both und Gelb 
schneiden, Orange, wo sich Both und Blau decken, 
Purpurroth , und wo Blau und Gelb Zusammentreffen, 
Grün. Von diesen Farben steht immer eine aus zwei 
Hauptfarben (so nennt Brockedon die ro the, blaue und 
gelbe) bestellende zusammengesetzte der dritten Haupt
farbe gegenüber. Man ziehe nun um das Dreieck einen 
breiten Kreis, mahle in die Linien, welche von der mitt
leren Stelle jeder der sechs Farben des Dreieckes zum 
Kreis gehen, diese F arb e, und lasse die Farben sich



m ischen, so dafs z. B . das Roth desto mehr in Gelbroth 
übergeht, je näher es dem Gelb kommt, bis es endlicli 
in der Mitte zwischen Roth und Gelb Orange wird, und 
darüber hinaus das Gelb immer mehr vorherrschend er
scheint, bis das Roth ganz verschwindet, und am gelben 
Radius nur das Gelb allein zum Vorschein kommt. Die
ses geht dann immer mehr und mehr durch Beimischung 
von Blau in tieferes Grün über, das Blau durch Beimi
schung des Roth in Purpurroth, bis der Kreis mit Roth 
endiget. A uf diesen Kreis oder vielmehr Ring lege man 
eine papierene Scheibe, die sich um eine durch ihren 
und des farbigen Kiriges Mittelpunct gehende Axe dreht, 
und zwei diametral entgegengesetzte Längenausschnitte 
hat, durch welche man die Farben des Ringes sieht. 
W ie diese Scheibe auch gedreht werden m ag, so sind 
doch immer die Farben , welche man durch die zwei 
Ausschnitte sieht, complementär, d. h. sie ergänzen 
sich zu W eifs. Sieht man z. B. zugleich Roth und Grün, 
so wird beim Drehen der Scheibe dasBoth in demMafse 
in Purpur übergehen, in welchem das entgegenste
hende Grün gelber wird, bis endlich vollkommen reines 
Purpur dem reinen Gelb gegenüber zu stehen kommt. 
Sieht man eine der zwei Farben lange genug unverrück
ten Auges an, und deckt sie dann mit einem weifsen 
B la tt, so sieht man auf demselben die Farbe, welche 
der gegenüber stehende Ausschnitt darstellt.

ßrockedon meint in der Erweckung der complemen- 
tären Farben durch ihre Hauptfarben einen Grund für 
die bekannte gröfsere oder kleinere Verträglichkeit oder 
Harmonie der neben einander befindlichen Farben zu 
finden. Bekanntlich wird das Auge unangenehm aflicirt, 
wenn zwei Hauptfarben, wie z. B. Roth und Blau, jede 
besonders auf dasselbe vorzüglich einwirken. W irket 
nämlich jede derselben allein für sich, so fordert jede



ihre complemenläre F arb e; in beiden derselben kommt 
aber Gelb vor, denn die complementäre Farbe von Roth 
ist G rün, d. h. Blau und Gelb, die des Blau hingegen 
Orange, d. h. Roth und Gelb, und dieser Überschufs 
an Gelb ist es gerade, der dem Auge wehe thut.

Brock.ed.oti spricht auch von eigenen Instrumenten, 
die Field in Isleworth erfunden haben so ll, und welche 
dazu dienen, die Intensität und den Ton zusammenge
setzter Farben zu messen. Eines derselben besteht aus 
drei hohlen keilartigen, mit Glaswänden versehenen Ge- 
fäfsen, die so gefafst sind, dafs man einen Lichtstrahl 
nach Belieben durch alle drei oder durch eines oder das 
andere derselben leiten kann. Jedes derselben enthält 
einen Stoff, dessen Farbe eine Hauptfarbe ist, und zwar 
das eine rothe Kraptinctur, das andere blaue schwefel
saure Kupferlösung, und das dritte gelbe eine chrom
saure Kalklösung oder Safrantinctur. Diese Flüssigkei
ten haben einen solchen Farbenton, dafs ein mitten durch 
alle drei Gefäfse gehender Strahl auf weifsem Papier 
aufgefangen weifs erscheint. Nimmt man das Gefäfs 
mit der rothen Flüssigkeit hinweg, so erscheint dieser 
Strahl grün , hingegen purpurroth oder orange , wenn 
man das Gefäfs mit der gelben oder blauen Flüssigkeit 
wegnimmt. Wendet man die Gefäfse gegen den einfal
lenden Strahl, so dafs derselbe durch dickere Schich
ten der Flüssigkeit gehen mufs, so erleidet die Farbe 
des durchgelassenen Lichtes eine Modilication , und 
wenn man die Stellung, wo der Strahl mitten durch ein 
solches Prisma geht, als Nullpunct der Farbenscale an
sieht, so kann man leicht durch verschiedene Neigun
gen der Prismen alle Grade der Farbenscalc finden. 
Field  nennt dieses Instrument Chromometer.

Ein anderes Instrument von demselben Erfinder be
steht aus einer plan-conischen L in se , oder, wie Field



es nennt, aus einem linsenförmigen Pi’isma. Mittelst 
dieses Instrumentes kann er das zerstreute Licht so mo- 
dificiren, dafs durch dasselbe irgend ein farbiger Strahl, 
z. B. ein gelber, auf ein Auge, ein anderer, z. B. ein 
blauer, auf das andere Auge fallt, und dadurch die Em
pfindung von Grün hervorgebracht wird. Brockedon hat 
denselben Versuch mit flachen Fläschchen angestellt, 
welche die farbigen Flüssigkeiten zur Füllung der oben 
genannten Gefäfse des Chromometers enthielten.

E r  hielt die flache Seite einer solchen Flasche mit 
der gelben Flüssigkeit an das eine , und die einer ande
re n , welche die blaue Flüssigkeit enthielt, an das an
dere A u ge; da zeigte sich durch das Zusammenwirken 
beider Farben Grün. Sah man lange mit einem Auge 
durch eine solche Flüssigkeit, so erschien bald am an
deren Auge die complementäre Fai’be derselben, und 
beide Fai’ben neuti’alisirten sich. Merkwürdig ist die 
Erscheinung, welche sich darbot, als man schief durch 
die Flaschen sah, und wo die x-eiue, die complementäre 
und die x’esultirende Farbe zugleich erschiexxen. W urde 
das rothe Glas an dqr rechten S e ite , das blaue an der 
linken vor das Auge gehalten , und beide mit der Nase 
völlig in Berührung gebracht, hierauf aber gegen ein 
Fenster hingesehen, so dafs man mit jedem Auge bei 
der Flasche vorbei das Fenster erblicken konnte; so 
erschien der mittlere Theil, wo sich die Fax'hen deck
ten , purpurroth. Zuerst nahm das rechte Auge Roth 
w ahr, und das linke Blau, doch traten die complemen- 
tären Farben bald so mächtig hervor, dafs der Himmel, 
den man durch das Fenster sah, an dei’ rechten Seite 
schön blaugrün, an der linken Seite roth Oi’ange er
schien , und man nicht mehr recht wufste , in welcher 
Hand inan das rothe, in welcher man das blaue Glas 
hielt. Die Intensität der dem Auge sich darstellenden



Farben läfst bald nach, und wird endlich durch die 
complementäre ganz aufgehoben. Hält man die flache 
Seite eines der farbigen Gläser vor ein Auge, so erregt 
das Blau des rechten Auges O range, das Gelb des lin
ken Purpurroth; entfernt man die G läser, so erschei
nen mit beiden Augen für einen Augenblick alle Objecte 
röthlich, doch kann man es durch schnelles und abwech
selndes Öffnen des einen und anderen Auges dahin brin
gen, dafs eine W eile hindurch alle Gegenstände dem 
rechten Auge orange, dem linken purpurroth erscheinen.

Brockedon sucht auch einen ferneren Grund für das 
Entstehen der complementären Farben in dem anatomi
schen Bau des Auges. E r  vermuthet, die verschieden
farbigen Lichtstrahlen, deren verschiedene Intensität, 
deren verschiedenes Vermögen zu erwärmen, zu rnagne- 
tisiren, chemische Wirkungen hervorzubringen , längst 
bewiesen ist, dürften auch ein verschiedenes Erregungs
vermögen für ein so empfindliches Organ, wie das Auge 
i s t , haben. Zugleich meint e r , man könne nach Dr. 
Jacob’s in Dublin Entdeckung im Auge einen besondern 
Theil annehmen, welcher mit dem parallelen, das Licht 
beugenden Streifen versehen i s t , deren Entfernung 
sich ändert, so wie durch die verschiedene Erregung 
von Seite eines Lichtstrahles das hinter diesem gestreif
ten Organe liegende und dasselbe berührende pigmen- 
turn nigrum in die Gefäfse, welche jene Streifen bilden, 
eindringt. Übrigens sieht Brockedon dieses als blofse 
Hypothese an, und überläfst es Denen, welche mehr 
anatomisch-physiologe Kenntnisse besitzen, als er, die
selbe weiter zu prüfen.



2. A c h r o m a t i s c h e  L i n s e n  f ü r  M i k r o s k o p e .
V o n  J .  L i  st er.

(Phil, trans. i83o P. I . , p. 187J

Die Leistungen achromatischer über einander ge
schraubter (aplanatischer) mikroskopischer Objectivlin- 
sen sind wohl den meisten Kennern der Physik aus der 
Erfahrung bekannt, und lassen sich auch aus mathema
tischen Betrachtungen leicht einsehen. Erstere erweckt 
wohl bei jedem Freunde einer genaueren Einsicht in die 
Natur der optischen Instrumente den W unsch, sie aus 
Gründen zu begreifen, letztere führen meistens zu For
meln, deren nähere Analyse nicht Jedermanns Sache 
ist, und so bleibt für Manchen noch der Wunsch übrig, 
das, was solche aplanatische Linsen leisten, aus der Na
tur der Sache verständlich dargestellt zu sehen. In die
ser Beziehung dürfte ListeVs Arbeit nicht unwillkommen 
seyn, um so m ehr, als sie noch einige historische No
tizen enthält, die wenigstens gut zusammengestellt sind, 
wenn auch der gründliche Kenner der mathematischen 
Optik nichts Neues darin linden sollte.

Die erste achromatische mikroskopische Linse, sagt 
Lister j  wurde in England im Jahre 1824 construirt, sie 
war eine dreifache. Tulley hat sie auf Betreiben Goring’s 
verfertiget. Sie mag immerhin ohne Wissen dessen, was 
in Deutschland in dieser Beziehung geleistet worden ist, 
zu Stande gekommen seyn-, doch ist gew ifs, dafs in 
Frankreich Selligue ,  in Deutschland Fraunhofer,  in Ita
lien Ainici lang vor dieser Zeit achromatische Linsen 
für Mikroskope verfertiget haben (ja das W iener Museum 
besitzt seit dem Jahre 1818 ein Mikroskop mit achroma
tischen Linsen von der Hand des W iener Optikers Voigt
länder). Selligue's Linse besteht aus einer plan - conca- 
ven Flintglaslinse und aus einer doppelt convexen Crown-



oder Tafelglaslinse, die inneren Flächen beider sind 
durch Kitt mit einander verbunden. Das E ig en tü m li
che und eigentlich Originelle bestand darin , dafs zwei 
solche Doppellinsen von i l/2 —  i 7/ 8 Z. Focallänge zu
sammengeschraubt sind, und sowohl einzeln als vereint 
gebraucht werden können. Die aus ihrer Vereinigung 
hervorgehende Linse war zwar ziemlich frei von der 
chromatischen Abweichung, aber ihre sphärische war 
sehr gro fs, weil sie mit ihren convexen Seiten voraus
gewendet in die Fassung befestiget waren. Man mufste 
ihre Öffnung sehr klein nehmen, um diese Abweichung 
nur einiger Mäfsen zu beschränken. Chevalier in Paris 
scheint zuerst den Fehler dieser Zusammenstellung be
merkt zu haben. E r  suchte ihm dadurch zu steuern, 
dafs er die Linsen mit ihren flachen Seiten voranstellte, 
auch machte er sie mit kürzerer Brennweite, und gab 
ihnen einen besseren Achromatismus. Sein so verfer
tigtes Mikroskop kam im Jahre 1825 zu Stande. Sein 
schärfstes Glas hatte 0.4 Z. Brennweite, doch mufste er 
allen noch eine viel zu kleine Öffnung geben, als dafs 
sie hätten etwas Ausgezeichnetes leisten können. Seit 
dieser Zeit hat er mehrere Objective auf einmal ge
braucht, doch scheint er nicht alle Vortheile benützt 
zu haben, welche die Verbindung mehrerer achromati
scher Objective erlaubt.

Fraunhofers Linsen haben auch, wie die französi
schen, plan-e.oncave Flintglaslinsen, doch sind sie nicht 
zusammengekittet, und ihre inneren Flächen berühren 
sich nicht. Brown  brachte Lister’n fünf Stück solcher 
Linsen jüngst aus München, sie hatten eine Brennweite 
von i ; 8 — 0.43 Z., und lassen sich wie die französischen 
über einander schrauben. W äre Brow n, der im Jahre 
1829 in Deutschland w ar, auch nach Wien gekommen, 
so würde er daselbst ähnliche Linsen bei Plöfsl gefun



den, und sich die Überzeugung verschafft haben, dafs 
man daselbst eher oder gewifs nicht später als in Mün
chen Mikroskope mit nach Selligue's W eise verbundenen 
Linsen verfertiget haf>e und noch verfertiget, die denen 
von irgend einem Künstler nicht nachstehen, ja sie viel
leicht übertreffen. W ir können bezeugen , dafs Plöjsl, 
ohne von denVersuchen der Franzosen etwas zu wissen, 
selbst auf den Gedanken kam, diese Combination der 
Linsen vorzunehmen.

Amici in Modena beschäftigte sich seit >8 i 5 mit der 
Construction achromatischer Objective für Mikroskope, 
konnte es aber nicht dahin bringen, seine achromatischen 
Instrumente von gleicher Güte mit seinen Spiegelmikro
skopen zu verfertigen, darum gab er sein Unternehmen 
auf, aber der Bericht über Selligue's Leistung im Jahre 
1824 vermochte ihn,  seinen alten Plan aufs Neue zu 
verfolgen, und es gelang ihm, durch Verbindung achro
matischer Linsen vorher ungesehene Wirkungen her
vorzubringen. Solche Linsen brachte er im Jahre 1827 
nach London mit, doch soll er seit dieser Zeit noch vor
züglichere von 2 7 L . Focallänge und 2.7 L . Öffnung zu 
Stande gebracht haben. Den Lesern dieser Zeitschrift 
ist aus Bd. V II ., S. 257 derselben bekannt, wie man in 
W ien Am icis Mikroskop fand.

So viel in B etreff der Geschichte dieser wichtigen 
optischen Entdeckung; nun wollen wir hören, was Lisler 
über die Wirkungen aplanatischer Linsen sagt.

Die Leistungen der L in sen , welche mit einander 
zu einer einzigen verbunden w erden, richten sich nach 
ihrer Vollkommenheit in Betreff ihrer sphärischen und 
chromatischen Abweichung, und nach der Gröfse ihrer 
Öffnung; letztere ist hei mikroskopischen Linsen von 
besonders grofsem Belange, weil ein grofsbasiger Strah
lenbüschel zur Erzeugung eines hellen Bildes unerläfs-



lieh i s t , und Helligkeit vor allem gefordert wird. Wenn 
die S te lle , wo sich die Strahlen , welche von einem 
Puncte des Objectes kommen, hinter dem Objective 
vereinigen, nicht ein Punct, sondern ein wie immer 
kleiner Kreis is t , so erscheint dieser als K re is , sobald 
man ihn durch das Ocular nur einiger Mafsen vergrös- 
sert ansieht. Je  gröfser die Lichtstärke des Bildes ist, 
desto weniger erkennt man jene Vereinigungsstelle der 
Strahlen als einen K re is ; darum verliert jedes Bild durch 
Schwächung des Lichtes seine scharfe Begrenzung.

Dieses ist besonders bei undurchsichtigen Objecten, 
z. B. an einem sehr kleinen Quecksilbertropfen bemerk- 
lich , unterbleibt aber auch hei durchsichtigen nicht, 
und gibt ihnen ein besonderes gesprenkeltes Ansehen, 
so dafs ihre Oberfläche wie mit kleinen Kügelchen be
säet erscheint; eine optische Täuschung, die bereits 
viele Speculationen über organische Stoffe veranlafsthat.

Achromatische Objective, welche eine gröfsere 
Öffnung vertragen, und daher einen stärkeren Lichtke
gel aufnehmen, sind diesem Fehler wenig unterworfen, 
sie gestatten ohne Undeutlichkeit der Bilder eine sehr 
bedeutende Vergröfserung, und lassen an den Bildern 
oft die merkwürdigsten Details wahrnehmen, wie z. B. 
die feinen Linien auf den Schuppen der Schmetterlings
flügel. Dazu tragen aber die Randstrahlen am meisten 
b e i, denn an Objecten, wo solche Linien sehr schwer 
zu sehen sind, wie z. B. an dem Alucita hexadar.tyla,  
Podura plumbea, bemerkt man sie am deutlichsten, wenn 
man die Centralstrahlen abhält.

Sehr wichtig ist e s , dafs bei solchen Linsen das 
rechte Verhältnifs zwischen der Brennweite und der 
Öffnung hergestellt sey. Dieses richtet sich nach der 
Dicke der Linsen, nach ihrer Verbindungsweise etc. 
Für eine bestimmte Linse läfst sich die Öffnung durch



folgenden Versuch bestimmen: Man lege ein Blatt Pa
pier auf einen Tiscli, stelle das Mikroskop, dessen Ob- 
jectivglas in der betreffenden Beziehung untersucht wer
den so ll, darauf, gebe seinem Körper eine horizontale 
Richtung, und bringe vor demselben und seitwärts in 
der Entfernung von einigen Schuhen ein Kerzenlicht 
an , so dafs durch dasselbe nur die eine Hälfte des Ge
sichtsfeldes erleuchtet w erde, die andere Hälfte hinge
gen dunkel bleibe. Sobald dieses der Fall ist, ziehe 
man auf dem Papier längs eines Fufses des Mikroskopes 
eine gerade Linie. Hierauf drehe man das Mikroskop 
so, dafs die andere Hälfte des Gesichtsfeldes beleuchtet 
erscheine, die vorhin beleuchtete hingegen dunkel bleibe, 
und ziehe längs desselben Fufses wieder eine gerade L i
nie auf dem Papiere, D er W inkel, welchen die zwei 
so gezogenen Linien einschliefsen, ist die Basis des Strah
lenkegels, der eintritt, mithin das Mafs der Öffnung. 
E s ist k la r , dafs man nicht unumgänglich nothwendig 
hat, wie List er vorschreibt, den Körper des Mikrosko
pes horizontal zu stellen , man kann den Beleuchtungs
spiegel so wenden, dafs bei einem verticalen Stande des 
Mikroskopes alles so ausfällt, als gelangte das Licht un
mittelbar in das horizontal stehende Mikroskop; doch 
mufs man in diesem Falle Sorge tragen, dafs ja während 
des Drehens des Mikroskopes der Spiegel unverändert 
in seiner Lage bleibe. Gröfse Öffnungen sind mit kur
zen Brennweiten und gröfsen Wölbungen der Linsen 
nicht verträglich wegen der eintretenden sphärischen 
Abweichung, denn die Correction der sphärischen Ab
weichung in der convexen Linse durch die concave ist 
am Umfange der letzteren gröfser als nabe an der Axe. 
Linsen, wo die Brechung auf mehrere Flächen vertheilt 
ist, also solche, die aus drei Theilen bestehen, vertra
gen daher eine gröfsere Öeffnung zum gröfsen Voriheil



der Deutlichkeit und Lichtstärke. Noch vortheilhafter 
wird demnach die Einrichtung nothwendig seyn müssen, 
wenn gar zwei oder drei solché dreifache Linsen mit 
einander verbunden w erden, weil da die Brechung auf 
noch mehrere Flächen vertheilt ist. So z. B . vertrugen 
die Linsen Tulley's von 0.9 Z. Brennweite, wenn sie ein
zeln gebraucht werden sollten, nur eine Öffnung von 
20 °, zusammen konnten sie aber eine Öffnung von 38° 
erhalten. Die Linsen Amici’s lassen sich ihrer Krüm
mung wegen nicht einzeln brauchen, aber jene Doppel
linsen, bei welchen die Flintglaslinse plan- concav ist, 
besonders die Utzschneider sehen, lassen sich auch, jede 
für sich allein^ anwenden. Man sollte schon daraus 
schliefsen, dafs ihre Verbindungen keine reinen Bilder 
zu geben im Stande wären, dieses ist aber nur bei ei
nigen Verbindungen mehrerer mit einander der Fall, 
wo wirklich das Bild an bedeutenden Undeutlichkeiten 
leidet.

F ü r solche zusammengesetzte Linsen werden die 
Flintglasbestandtheile am besten plan-concav gemacht, 
und mit dem Crownglastheile zusammengekittet. Eine 
plane Fläche statt einer gekrümmten mag ursprünglich 
wohl nur der Einfachheit wegen gewählt worden seyn, 
allein sie gewährt wirklich reelle Vortheile , indem man 
die gehörige Centrirung der Flintglaslinse leichter er
zielt. Durch Zusammenkitten beugt man dem zu gros- 
sen an den vielen Flächen einer aus mehreren Theilen 
bestehenden Linse Statt findenden Lichtverluste vor.

Die Linsen, welche Leister zu untersuchen Gele
genheit hatte, wären aus Tafelglas und aus englischem 
oder schweizerischem Flintglase verfertiget, und für 
einen Punct aplanatisirt, welcher in der Axe in der 
Nähe der Brennpuncte l a g , so dafs die von demselben 
ausgehenden Strahlen nach der Brechung nahe parallel
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werden mufsten. Für diesen Funct ist der W inkel, un
ter welchem die Strahlen auf der ebenen Flintglasseilc 
ein treten, fast drei Mal gröfser als derjenige, unter 
welchem sie nach der Brechung die innere convexe Seite 
der Tafelglaslinse verlassen. Befindet sich ein leuch
tender Punct an dieser S te lle , so erscheint für ihn die 
Linse abweichungsfrei. Je  näher er der Linse kommt, 
desto gröfser wird der Einfallswinkel, desto kleiner der 
Austrittswinke], und beide nähern sich dem Verhältnisse 
der Gleichheit dqsto m ehr, je weiter der leuchtende 
Punct gegen das Glas vorrückt, und die sphärische Ab
weichung der Concavlinse gewinnt das Übergewicht. Ist 
dieses Verhältnifs erreicht, und nähert sich der leuch
tende Punct der Linse noch w eiter, so wird der Aus
trittswinkel des Lichtes gröfser als der Einfallswinkel, 
das Übergewicht der sphärischen Abweichung der Hohl
linse nimmt ab, bis endlich bei einem gewissen Verhält
nisse jener zwei W inkel zu einander der Strahl die Dop
pellinse wieder abweichungsfrei verläfst. Demnach gibt 
es bei jeder achromatischen Linse mit einem plan-con- 
caven Bestandtheil, und bei der sich die inneren Flä
chen mittelst des Kittes berühren, zwei Puncte in der 
Axe , für welche sie aplanatisch ist. Man kann diese 
Puncte füglich die aplanalischen Vercinigungspuncte 
nennen.

B ei einer achromatischen L in se , deren ein Theil 
wie vorhin convex, der andere convex-concav ist, und 
ersterer die concave Fläche zukehret, liegen diese zwei 
Puncte so, dafs weder die von dein einen noch die von dem 
anderen ausgehenden Strahlen nach der Brechung con- 
vergiren. W urde an der vorhin besprochenen Linse 
mit plan - concavem Flintglase und convexem Tafelglase 
letzteres p lan-convex gemacht, und beide Theile an der 
planen Fläche durch Kitt mit einander verbunden , so



lag der erste aplanatische Vereinigungspunct über 2/3 
weiter entfernt von der Linse als bei der ersteren Ein- 
richtung derselben, der andereliingegen hatte nur die 
Hälfte der vorigen Entfernung. Überhaupt wird durch 
a lle s , was die gröfsere aplanatische Vereinigungsweite 
vergröfscrt, die kleinere vermindert. Diese zwei V er
einigungsweiten stehen sich auch noch von einer ande
ren Seite gegenüber; die Randstrahlen, welche von 
einem aufser der Axe befindlichen Puncte herkommen, 
bewirken nämlich eine aufser dèr Mitte des Gesichtsfel
des liegende Undeutlichkeit, wenn man die längere, hin
gegen eine gegen die Mitte des Gesichtsfeldes hinfal- 
lendc, wenn man die kürzere aplanatische Vereinigungs
weite benützt.

Nun wird es begreiflich , wie man durch Verbin
dung zweier oder mehrerer achromatischer Linsen ein 
mikroskopisches Objectivglas zuwege bringen kann, wie 
man es wegen der gröfsen Schwierigkeit, so kleine L in 
sen mit den gehörigen durch die Theorie vorgeschrie
benen Krümmungen zu schleifen, durch eine einzige 
achromatische Linse nie erhalten kann. Man denke sich 
zwei achromatische Linsen A  und B  so neben einander 
stehend, dafs ihre Axen in eine und dieselbe gerade 
Linie fallen , und lasse auf die vorderste B von der kür
zeren aplanatischen Vereinigungsweite einen Lichtstrahl 
auffallen. Dieser wird in derselben gebrochen, und kann 
leicht eine solche Richtung annehmen, dafs er das zweite 
Glas A  in einer Richtung trifft, als käme er von der 
gröfseren aplanatischen Vereinigungsweite dieser Linse 
her. Ist diese Stellung der Linsen erreicht, so ist auch 
die Linse völlig aplanalisch. So wie man z. 13. die Linse 
A näher an B  brächte, würde die sphärische.Abweichung 
nicht mehr aufgehoben seyn, sondern auf eine W eise 
eintreten, welche der hei einer einzigen Linse Statt

3 i *



findenden entgegengesetzt ist, oder das Linsensystem 
wäre in B etre ff der sphärischen Abweichung übercorri- 
girt. Das Gegentheil fände Statt, wenn die Linsen wei
ter von einander entfernt würden. Demnach kann man 
durch Ändern der gegenseitigen Entfernung der zwei 
Linsen in einem oder dem entgegengesetzten Sinne leicht 
ihre rechte Lage ausmitteln. Kleine Fehler im Achro
matismus einer Linse lassen sich durch einen entgegen
gesetzten der anderen verbessern, so dafs man auf diese 
W eise nicht blofs die centralen Strahlen vollkommen 
abweichungsfrei erhält, sondern auch die Kandstralilen, 
und so ein völlig reines und deutliches Gesichtsfeld er
zielt.

Lisler  verspricht noch Pernere Untersuchungen darü
ber anzustellen, ob sich nicht auch für Fernrohre ähn
liche aplanatische Linsensysteme einricliten lassen, und 
ob man nicht vielleicht im Stande ist,  durch dieses Mit
tel kürzere Fernröhre mit gröfsérer Öffnung und der
selben Vergröfserungskraft hervorzubringen;

3 . Ü b e r  W o l l a s t o n ' s  M i k r o s k o p .  V o n  G o r i n g .

(Quart. Joiirn. N. X IV ., p. 248 e. s.)

Unter die wissenschaftlichen Gegenstände von 7Vol- 
laston’ s Erfindung, die dieser gröfse Geist noch auf sei
nem letzten Krankenlager der W elt mitthcilte, gehört 
auch ein Mikroskop von besonderer Einrichtung. Es 
ist in den Phil. Transact. fo r  1 829,  p. 9 beschrieben, 
und dem deutschen Publikum bereits durch mehrere 
Zeitschriften (Poggendorß’’s Annalen, Bd. 16 ,  S. 176, 
Schiaeigger’s Jahrbuch, Bd. 60, S. 66) mitgetlieilt wor
den. In dieser Zeitschrift war aus besonderen Gründen 
bis jetzt nicht davon die Bede. Zu der von PVollaston 
angegebenen Beschreibung liefert nun Goring einen 
Commentar, der manches Interessante und W issens-



werthe enthält. Hier soll nun von W ollaslons Mikro
skop und von der Beurtheilung desselben von Seile 
Goring's in Kürze die Bede seyn.

W ollasion s Verbesserung bezieht sich auf den Be
leuchtungsapparat und auf die eigentlich mikroskopi
schen Linsen. E r  behauptet, dafs alles L ich t, welches 
ins Auge gelangt, ohne dafs es das Objcctivglas zu ge- 
wälligen vermag, das deutliche Sehen mehr hindert als 
es dasselbe befördert. Darum leitet er das Licht mit
telst eines Planspiegels in die Röhre des mikroskopi
schen Apparats, und bringt in derselben eine plan-con- 
A'exe Linse von 3/4 Z. Brennweite , mit der ebenen Flä
che gegen das Object gekehrt, an, welche die Aufgabe 
hat,  das Licht in der F.bene des Objectes in einen 
Punct zu sammeln. Zwischen dem Spiegel und der Sam
mellinse ist die Öffnung des mikroskopischen Rohres ver
engt oder eigentlich mit einem Diaphragma von o.3 Z. 
versehen, deren von jener Linse in dér Ebene des Ob
jectes entworfenes Bild nur o.o5 Z. Durchmesser ha
ben so ll; eine Angabe, wornach sich leicht die Entfer
nung jenes Diaphragmas von der Linse ausmitteln läfst.

D er als Mikroskop wirkende Linsenapparat besteht 
aus zwei plan - convexen E insen , die so gestellt sind, 
dafs ihre Axen in eine gerade Linie fallen, und den ge
hörigen, zur Erzielung der bestmöglichsten.Wirkung 
nothwendigen Abstand von einander haben. Nach I4 bl- 
laslon ist diese Entfernung am zw'eekmäfsigsten , wenn 
sie 1.4 der kürzeren Brennweite der zwei Linsen be
trägt; das vortheilliafteste Verhältnifs der Brennweiten 
selbst gibt er mit 3 : 1 an.

Goring’s Bemerkungen über diese Einrichtung ei
nes Mikroskopes beziehen sich zuerst auf den Beleuch
tungsapparat. E r  hält W ollaslons  Behauptung, die er 
über diesen Punct aufstellt, für nicht allerseits richtig.



E s  ist bekannt, sagt e r , dafs die Abweichungen an al
len optischen Instrumenten bei sehr hellen oder künst
lich sehr stark beleuchteten Objecten am merklichsten 
sind. E in  Fernrohr, welches einen gröfsen Stern nicht 
deutlich darzustellen verm ag, zeigt einen schwachen 
als leuchtenden Tupf, und ein Rellector, welcher nicht 
im Stande i s t , den Körper des Saturn wohl begrenzt 
darzustellen, kann doch das Licht eines entfernten Stern
haufens so gewaltigen, dafs jeder Stern für sich er
scheint , etc. Aus demselben Grunde zeigt ein Mikro
skop , das bei einer schwachen Beleuchtung keine Spur 
einer Aberration merken läfst, dieselbe sehr stark, wenn 
es auf ein intensiv beleuchtetes Object gerichtet wird. 
(Vergleiche dieses mit der Behauptung Lisler’s auf S 4790 
Dieses ist besonders der Fall, wenn man auf das Object 
verdichtetes Licht leitet. Das. L icht der Atmosphäre ist 
in dem F a lle , wo sich das Mikroskop geradezu gegen 
den Himmel kehren läfst, oder wenn man es durch ein 
künstliches Mittel auf das Object leiten kann, ohne V er
dichtung für die meisten, durchsichtigen Objecte hinrei
chend. Doch gebt durch künstliche Zuleitungsmittel 
stets L icht .verloren , und man mufs sich, um dem Bilde 
die nölhige Lichtstärke zu geben, eines Verdichtungs
m ittels, wie eines Hohlspiegels oder einer Convexlinse 
bedienen. Diese leisten dasselbe, was IVollaslon von 
seiniemBeleuchtungsapparate rühmt. D er Raum, in wel
chen dieses L icht vereinigt wird ,• ist gleichgültig, weil 
doch kein Mikroskop jene Strahlen ins Auge zu leiten 
verm ag, welche nicht innerhalb eines gewissen Raumes 
ausgehen.

Bevor IVollaslon seinen Vergrüfserungsapparat be
schreibt, behauptet e r , dafs man den zusammengesetz
ten Mikroskopen mit achromatischen,Objectiven nur den 
einen Vorzug einräumen könne, dafs sie wegen ihres



gvofscn Gesichtsfeldes besonders geeignet seyen , be
kannte Gegenstände zur Unterhaltung darzustellen; zur 
genauen Beobachtung neuer Gegenstände, wobei eine 
ganz besondere Deutlichkeit nothwendig ist, hält er sie 
nicht fü r geeignet, sondern zieht ihnen die einfachen 
Linsen vor.

Gegen diese Behauptung zieht nun Goring gar ge
waltig zu Feld. W enn, sagt e r , ein zusammengesetz
tes Mikroskop, oder wie e r e s  nennt, ein Engyskop ge
eignet ist, bekannte, schwer zu sehende Probeobjecte 
deutlich darzustellen, warum soll es dieses nicht mit 
unbekannten zu leisten im Stande seyn? W elches Ob
ject zeigt ein gutes achromatisches, dioptrisches oder 
Amici’s catadioptrisches Mikroskop (?) nicht so gut als 
mail es nur wünschen kann? Nur wenn man zeigen kann, 
dafs Objecte mit einfachen Linsen gesehen werden, die 
man mit guten zusammengesetzten Mikroskopen nicht 
eben so sieht, nur dann kann mau mit Fug behaupten, 
dafs sie in Bezug auf unbekannte Objecte kein Zutrauen 
verdienen. Ja  wenn man ein Object heut zu Tage mit 
jenen Instrumenten sieht, mit diesen aber nicht, so mufs 
man sich vor Irrthum sehr in Acht nehmen. Mit einfa
chen Linsen hat man in der That vieles entdeckt, mehr 
als mit alten zusammengesetzten Mikroskopen, hei de
nen man nur ein schwaches Auge und eine lebhafte E in
bildungskraft braucht, um ohne Ende Neues zu sehen. 
Man hat behauptet, dafs man einen Gegenstand mit ei
nem Fernrohr besser sicht, als unter demselben Gesichts
winkel mit freiem Auge. Ist dieses der F a l l , warum 
sollen denn Engyskope nicht bessere Dienste thun als 
einfache Linsen? W . Herschel erzählt, sein Rellector 
zeige ihm vermöge seiner ungeheuren Lichtstärke und 
seiner durchdringenden Kraft die Uhr an einem fernen 
Kirchlhurin hei so dunkler Nacht, dafs er sie mit freiem



Auge hart am Gebäude nicht hätte ausnehmen können. 
E s hat also der das Teleskop verlassende Lichtbüschel 
eine viel gröfsere Helligkeit, als jener, der in der deut
lichen Sehweite ins Auge eindringt. Goring unterhielt 
sich oft damit, an einem hellen Tage ein 3o — 4°  Fufs 
entfei'ntes Object mit einem guten Fernroh r, das ein 
mäfsig starkes Ocular hatte, und dann dasselbe in der 
Nähe unter demselben Gesichtswinkel mit Brillen anzu
sehen, und war erstaunt über die Ähnlichkeit der B il
der in beiden Fällen , und doch hat dieses Analogie mit 
dem Bilde in einem Mikroskope und einer einfachen 
Linse. Jed er Unbefangene wird zugeben müssen, wenn 
er diesen Versuch anstellt, dafs er mit'dem Fernrohr so 
gut sieht wie mit den Brillen. Die Stärke der Vergrös- 
serung, welche manche Fernrohre hervorbringen , ist 
oft sehr bedeutend. Goring sah ein Gregorianisches 
Fernrohr von 4 Z. Brennweite und 2 Z. Öffnung, und 
ein anderes von 5 Z . Brennweite und 3 Z . Öffnung, und 
beide vertrugen eine i2omalige Vergröfserung vollkom
men gut. Bei der Gregorian sehen Einrichtung wird ei
gentlich das erste Bild durch ein rellectirendes Engy- 
skop vergröfsert. Die vergröfsernde Kraft desselben 
entsprach der einer Linse von lj 3a Z. Brennweite hei 
dem 4zölligen, und der einer Linse von ’ /20 Z. Brenn
weite bei dem anderen Teleskope. Ein siebenfüfsiger 
Newtonianer gestattete mit vollkommener Deutlichkeit 
eine 5o4inalige Vergröfserung, und die Linse hatte 1/0 Z. 
Brennweite. Es wäre zu wünschen, unsere achroma
tischen mikroskopischen Linsen vertrügen eine so starke 
Vergröfserung, wie die an kleinen Fernröhren, aber sie 
gestatten hei einer Länge des Mikroskopes von 6— 9 Z. 
nur eine Brennweite von ' jnZ.,  wenn sic nicht an Deut
lichkeit den einfachen Linsen nachstehen sollen. Je  
stärker das Objectivglas ist,  eine desto geringere Ver-



gröfserung verträgt das Bilct von Seite des Oculares. Die 
Engyskope, welche man (nach Goring) bis jetzt gemacht 
hat, haben ihre beste W irkung bei einer Vergröfserung 
von 240,  welche einer Linse von 1/30 Z. Brennweite 
entspricht. Einfache Linsen von */40, ’/so » V00 etc. Z. 
Brennweite übertreffen immer zusammengesetzte Mikro
skope von gleicher Vergröfserungskraft an Güte.

Goring erinnert, schon in einem früheren Aufsatze 
ein Objectiv für Mikroskope angegeben zu haben, w el
ches aus einer plan - convexen Linse , mit der ebenen 
Fläche gegen das Object gekehrt, besteht, in ihrem 
Focus ein Diaphragma hat, und unmittelbar hinter dem
selben eine andere Linse obiger Art so, dafs der Bau 
des Ganzen dem eines Oculars an einem achromatischen 
Fernrohre gleicht. Dieses Mikroskop ist nicht schwer 
zu verfertigen , kostet w en ig , und kann füglich in Fäl
len gebraucht w erd en , wo einem keine aplanatische 
Linse zu Gebote steht. Mit zusammengesetzten Mikro
skopen der alten Art sieht man immerhin durchsichtige 
Objecte gut genug, falls die Objectivlinse eine Brenn
weite hat von ’/q , ]/8, ’/15 bis */20 Z .;  nur wenn
die Kraft des Objectives durch den Ocularaufsatz auf 
das Vierfache getrieben w ird, zeigt ein solches Instru
ment schlechter als eine einfache Linse, jedoch man 
sieht auch durch ein solches noch etwas , und das ist 
für Manchen genug; aber auch das beste leistet schlechte 
Dienste, wenn man es n ichtgehörig zu behandeln weifs.

TVollaslon gibt den Linsen seines Mikroskops be
kanntlich eine plan-convexe Gestalt, und meint, eine 
Linse aus Glas mit Vortheil durch eine eben so gestal
tete Saphirlinse ersetzen zu können. In B etreff dieses 
Punctes bemerkt Goring folgendes: Herschel hat in sei
ner Abhandlung über das Licht den Grund angegeben, 
warum eine plan-convexe Linse aus Saphir oder einem



anderen Stoffe von demselben Brechungsvermögen am 
besten geeignet i s t , parallele Strahlen in einen Focus 
zu sammeln, sobald man ihre convexe Fläche den ein- 
fallenden Strahlen zukehrt. Diese ist daher auch am 
geeignetsten, divergirende Strahlen in einen Punct zu 
sammeln.

Dieselben Gründe müssen demnach auch bei einer 
Vergleichung einer Saphirlinse mit einer Demantlinse 
zu Gunsten der letzteren sprechen. Kein Körper ist 
von der Natur in so mannigfaltigen Gestalten gebildet 
worden, als der Diamant. Unter diesen sind aber einige 
zu Linsen nicht geeignet, weil sie zwei Axen der Pola
risation besitzen, andere hingegen zeigen keine Spur ei
ner doppelten Brechung, und taugen zu Linsen sehr 
w oh l; man kann aber auch einige mit doppelter Brechung 
zu Linsen besser als doppelt brechende Saphire verwen
den, indem man die Axe' der Linse mit der Brechungsaxe 
zusammenfallen läfst. B is jetzt hat man noch nicht aus- 
mitteln können, ob Diamanten von gewissen Krystallisa- 
tionsgestalten zu Linsen besser taugen als andere. Kann 
man deren ohne Risse , ohne krystallinische Textur und 
ohne doppelte Brechung erhalten, so dürften sie allen 
anderen Substanzen zu kleinen Linsen vorzuziehen seyn, 
weil sie so frei von jeder Farbe sind, und ein im Ver- 
hältnifs zum Zerstreuungs vermögen so hohes Brechungs
vermögen besitzen.

Der Granat verliert in so kleinen Stücken, wie eine 
mikroskopische Linse fordert, seine dunkelrothe Farbe, 
bat keine doppelte Brechung, und sein Brechungsver- 
mögen hält dasMittel zwischen dem des Saphirs und des 
Diam antes, während sein Zerstreuungsvermögen nur 
wenig gröfser ist als das des Glases. Brewster fand die 
aus diesem Edelsteine verfertigten Linsen besser als die 
von Saphir. IVollaslon hat nie eine Granatlinse gesehen,



' •
und sich sogar geweigert, eine ihm von Prttchard dar
gebotene Diamantlinse zu untersuchen. (Vielleicht, weil 
er es für unmöglich hielt, ihr eine genau sphärische Ge
stalt zu geben, worin er nicht ganz Unrecht haben mag, 
wie mich eigene Erfahrungen belehren. B.) E s ist übri
gens nicht so leicht, gute Saphirlinsen zu erhalten, denn 
dieser Stein hat oft Sprünge, eine krystallinische Tex
tur , ungleich feste Theile , etc. W ird ein Saphir senk
recht auf die Axe in drei gleiche Theile zerschnitten, 
so kann das Mittelstück eine sehr schlechte Linse ge
hen , während die Linsen aus den anderen Stücken vor
trefflich ausfallen. Man kann dieses a priori nicht unter
scheiden , und kennt es erst, wenn der Stein polirt 
ist oder man geradezu die Linse fertig macht, wie die
ses Pritchard immer thut. Die härtesten Steine geben 
die besten Linsen. Den höheren P re is , den Saphir
oder andere Edelsteinlinsen im Verhältnifs zu Glaslinsen 
kosten, und der in IVollaston’s Augen wohl von P»elang 
ist,  wenn man mit einer geschickten Verbindung von 
Glaslinsen dasselbe leistet, was eine Edelsteinlinse thut, 
sieht Goring als einen kaum berücksichtigungswerthen 
Gegenstand an, und meint, ein Gentleman und ein Mann 
von Wissenschaft dürfe sich um so etwas gar nicht be
kümmern.

Bei PVollasto/is Mikroskop ist nach der Angabe des 
Erfinders die Entfernung der zwei plan-cojwexen L in
sen von einander eine Sach e, die genau bestimmt seyn 
mnfs , und es ist voriiin gesagt worden , welche Gröfse 
TVollasion dieser Entfernung gibt. Diese Angabe hält 
aber Goring für völlig unrichtig, weil sie nicht die klein
ste sphärische Abweichung gewährt. E r  gibt eine Tafel 
an, welche die Brennweiten der zwei Linsen und jene 
Entfernung derselben von einander enthält, die für



solche Mikroskope am zweckmäßigsten ist. Sie folgt 
hier. ’ /10o Z. stellt hier die Einheit vor.
Linse I. 10 10 io  io  io io  io io  io  io
Linse II. io  9 8 7 6 5 4 3 2 t
Entfernung 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Multiplicirt man ̂ ie  Brennweiten beider zusammen
gehörigen Linsen mit einander, und dividirt das Product 
durch ihre Summe um ihre Distanz vermindert, so er
hält man als Quotienten die Brennweite einer Linse, die 
mit dem betrachteten Paare einerlei vergröfsernde Kraft 
hat. Ihre sphärische Abweichung beträgt r.ur 5/,2 von 
der einer gleichschenkeligen Linse von gleicher Kraft 
und Öffnung. Solche Linsenverbindungen haben zwar 
eine sehr geringe sphärische Abweichung —  sie beträgt 
nur y 4 von der, welcher eine gleichviel leistende gleich- 
schenkelige Convexlinse unterliegt —  doch haben sic 
die üble Eigenschaft, dafs, wenn sich ihre Bestandtheile 
nicht unmittelbar berühren , das Object so nahe an die 
erstere derselben gestellt werden m ufs, dafs man da
mit schon bei einer nur mäfsigen Vergröfserung kein 
undurchsichtiges , und hei einer gröfsen selbst kein un
ter Glas befindliches durchsichtiges Object ansehen 
kann; mit W ollastori s Instrument darf ein solches Ob
ject höchstens nur von einem dünnen Glimmerplättchen 
bedeckt seyn.

Hersch d  hat in einer gelehrten Abhandlung, welche 
in den Transact. für das Jahr 1821  enthalten ist, gezeigt, 
wie man zwei Convexlinsen am vortheilhaftesten m itein
ander verbinden kann. E r  wählt zwei plan-convexe L in 
sen , deren Brennweiten im Verhältnisse 1 : 2.3 stehen, 
die sich mit ihren convexen Flächen berühren, und 
wovon die schwächere gegen das Auge gekehrt ist. Da
durch erhält er einen Apparat, deren sphärische Abwei
chung geringer ist, als der vierte Theil jener einer Linse



von dev vortheilhaftesten Gestalt. Ja  derselbe Gelehrte 
ze ig t, dafs zwei Menisken unter gewissen Umständen 
ganz ohne Abweichung in der Axe seyn können. Da 
diese Linsen sich berühren, so ist das daraus bestehende 
Mikroskop leichter fertig gemacht, weil man sich nicht 
erst bemühen darf, die rechte Entfernung der Linsen 
von einander zu treffen. Es bedarf daher keiner V er
suche m ehr, wie Wollaston meint, um die beste E in
richtung solcher aus zwei nahe an einander stehenden 
Linsen bestehender Mikroskope zu finden, da sie bereits 
durch Rechnung ausgémittelt ist. Die Richtigkeit der 
Rechnungsresultate hat sich aber auch durch die Erfah
rung sattsam bewährt. Goring hat schon vor mehreren 
Jahren ein Mikroskop nach HerscheVs Rechnung verfer
tigen lassen, und sich überzeugt, dafs dasselbe eine 
sehr gröfse Deutlichkeit besafs, und auf Objecten Fu r
chen zeigte , die man mit einer so geringen Vergröfse- 
rung sonst gar nicht zu sehen gewohnt ist. D er Linsen
apparat hatte eine Brennweite von i/a Z . , und war so 
gu t , dafs er eine aus drei Stücken bestehende aplanati- 
sche Linse von */ä Z. Brennweite übertraf.

Hierin besteht nun das W ichtigste von Goring’s B e
merkungen über Wollaston s Mikroskop, die nicht etwa, 
um den Verdiensten des gröfsen Verstorbenen ihre Krone 
zu entreifsen, sondern blofs darum aufgenommen wur
den , weil es für den Unparteyischen interessant ist, ab
weichende Meinungen über denselben Gegenstand ken
nen zu lernen, besonders wenn sie von Gelehrten her
rühren, die in dem Gegenstände, worüber sie sprechen, 
sich eine Art Recht erworben haben, gehört zu werden,



4 . Ü b e r  d i e  p a r t i e l l e  P o l a r i s a t i o n  d e s  L i c h 
t e s  d u r c h  R e f l e x i o n .  V o n  D. B r e W s t e r .

(PhiL transact. i 83o. P. I . , p. 69)

W enn ein Lichtstrahl auf einen Körper auffällt un
ter einem W inkel, welcher von dem der vollkommenen 
Polarisation abweicht, so wird er nur zum Theil polari- 
sirt, soll aber durch mehrere auf einander folgende Relle- 
xionen oder Brechungen unter dcmselbenWinkel vollkom
men polarisirt werden können. Brewster hat schon frü
her für jeden W inkel die Anzahl der Reflexionen ange
geben , welcher zur Erzielung der totalen Polarisation 
nothwendig ist. Da entsteht nun die Frage: Sind hei 
dieser theilweisen Polarisation des Lichtstrahles einige 
Theile desselben vollkommen polarisirt, die anderen 
aber in ihrem natürlichen Zustande verblieben, oder 
haben auch letztere eine Modification erlitten, welcher 
gemäfs sie der vollkommenen Polarisation mit jeder 
neuen Reflexion näher gebracht w erden? Dai’über kön
nen bekanntlich nur Versuche entscheiden, und von sol
chen ist hier die Bede.

Mail denke sich einen Lichtstrahl durch doppelte 
Brechung in zwei Theile A  und B  zerlegt, welche ent
gegengesetzte Polarisationszustände besitzen, und lasse 
sie hinter einander unter verschiedenen Winkeln auf 
eine Glasplatte auffallen, so dafs sie in einer Ebene re- 
flectirt w erden , welche gegen die Polarisationsebenen 
der zwei Strahlen uut 45° geneigt i s t , fange endlich die 
Strahlen nach der Reflexion mit einem Kalkspathrhom- 
hoëder auf, dessen Hauptschnitt in der Reflexionsebene 
liegt, und untersuche durch denselben denPolarisalions- 
zustand der Strahlen nach der Reflexion. Da lehrt nun 
die Erfahrung Folgendes: Bei einem Finfalle unter qo° 
(vom Loth an gerechnet) bleiben die zwei Strahlen selbst 
nach der Reflexion noch unter einem rechten Winkel 
polarisirt, denn die vier B ild er, welche da zum V or
schein kommen, haben eine gleiche Intensität. So wie 
der Einfallswinkel abnimmt, verschwindet jene Gleich
heit der Bilder. Bei 8o° machen die Polarisationsrich
tungen der zwei Strahlen nur 6o°, hei 70° nur 40°, und 
hei 56° 45 '  haben sie einerlei Polarisationszustand. Un
ter diesem Winkel weichen die Polarisationsrichtungen



wieder von einander ab , bei 5o° schliefsen sie 22° ,  bei 
4o° hingegen 5o°, und bei o° gar 90° ein, oder sie sind 
wieder unter einem rechten W inkel polarisirt. W urde 
statt Glas ein Diamant genommen, so war schon bei ei
nem Einfallswinkel von 8o° die Neigung der Polarisa
tionsrichtung beider Strahlen 4h0 > 8 ei 8° hingegen 70°, 
und bei 67" 48' endlich =  0 , oder die beiden Strahlen 
erscheinen wieder unter einerlei Polarisationsrichtung.

Denkt man sich nun beide Strahlen A und B , wel
che bisher jeder für sich betrachtet worden sind, zu ei
nem einzigen Strahl verein igt, so bat dieser offenbar 
den Charakter eines natüi’lichen Strahls; denn wenn 
ein natürlicher, unpolarisirter Strahl in einem doppelt 
brechenden Krystall in z w e i, unter einem rechten Win 
kel pölarisirte Theile zerlegt w ird , so müssen ja zwei 
solche Theile mit einander vereint wieder einen natür
lichen Strahl geben. Ein solcher Strahl erleidet be
kanntlich keine Veränderung, wenn er von einem Kör
p e r , wie die vorhin betrachtete Glastafel w ar, unter 
90° reflectirt w ird , unter dem W inkel der vollkomme
nen Polarisation hingegen wird er ganz polarisirt, d. h. 
diePolarisationsaxe des einen Theils wird um 45° rechts, 
die des ändern um 45° links gewendet, so dafs sie beide 
zusammenfallen. Bestünde demnach ein unvollkommen 
polarisirter Strahl aus einem Antheil unpolarisirten Lich
tes , so müfsten seine Theile unter einem rechten W in
kel polarisirt seyn. Dieses ist aber nicht der F a l l , son
dern die Polarisationsaxen seiner Theile machen dem 
Vorhergehenden gemäfs einen W inkel, welcher von der 
Gröfse des W inkels, unter welchenf sie die partielle Po
larisation erlitten haben, und von der Natur der Substanz, 
die sie polarisirt hat,  abbängt. So z, B. besteht der un
ter 8o° vom Glas reflectirte Strahl aus Theilen, deren 
Polarisationsaxen einen W inkel von 66°, der unter dem
selben W inkel vom Diamant polarisirte aus Theilen, de
ren Polarisationsaxen einen W inkel von 48° einschlies- 
sen. Bezeichnet man den W inkel, unter welchem die 
zwei Polarisationsaxen der in einem unvollkommen pola- 
risirten Strahl enthaltenen Theile gegen einander ge
neigt sind, allgemein mit 2 9 , so ist A  cos.2 9 die Inten
sität des einen, und A  sin.2 9 die Intensität des anderen 
Theils von A ,  wenn dieser Strahl durch den oben ge-



nannten Doppelspath geleitet worden ist. Dasselbe gilt 
von den Theilen des Strahles B ,  und daher auch von 
dem Strahl, welcher aus der Vereinigung der Strahlen 
A  und B  hervorgeht; man kann demnach sagen: Wenn 
ein Strahl von Glas unter 8o° reilectirt w ird, und der 
reflectirte Antheil durch einen Doppelspath geht, dessen 
Hauptschnitt in der Reflexionsebene liegt, so ist das ge
wöhnliche Bild in dem Verhältnisse eos.2 33u : sin.2 33(’ 
heller als das ungewöhnliche. Dasselbe Verhältnifs hätte 
man gefunden, wenn man den unvollkommen polarisir- 
ten Strahl aus zwei Theilen bestehend betrachtet hätte, 
aus einem vollkommen polarisirten und aus einem än
dern im natürlichen Zustande befindlichen, und dieser 
Umstand mag.daran Schuld seyn, dafs man letzteres für 
den wahren Zustand hielt.

Von grofsem Belange ist es, den W erth von 9 für 
jede Substanz und für jeden Einfallswinkel des Lichtes 
zu kennen, weil man dann im Stande ist, die Intensität 
des polarisirten Strahlenbüschels zu bestimmen, von 
welcher Natur der rellectirende Körper immer seyn mag, 
unter welchem W inkel der Strahl auffällt, und wie viele 
Keflexionen er erlitten hat. Fresnel hat eine Form el auf- 
gestellt , welche so lautet:

cos. (i 4- i') 
taug. 9 =  ta n g .x -co—

oder für x  =  45°
cos. (i-4- i')

tang. 9 =    — ----7-,0 cos. (i— 1)

wo i der E infallsw inkel, i ‘  der Brechungswinkel, x  die 
ursprüngliche Neigung der Polarisationsebene zur Re- 
flexionsebene , und 9 die Neigung der neuen Polarisa
tionsebene zur letzteren bedeutet. Die Formel zeigt 

.sich  als der W ahrheit vollkommen entsprechend, wie 
die Vergleichung ihrer Ergebnisse mit denen der E r 
fahrung schliefsen läfst, welche folgende Tabelle zeigt, 
hei der x  =  45° ist.



i i' 9
beobachtet.

9
berechnet.

------ J------
Differenz.

t)O0 0° 0' 45» o' 450 o' o° 0'
88 42 23 43 4 42 49 + 0 35
86 42 *7 40 43 40 36 + 0 7
84 42 8 38 4-7 38 22 + 0 25
80 4 i 3? 33 i 3 33 46 -- 0 33
75 40 40 28 45 27 4 * + > 4
70 39 20 22 6 21 3 + 1 3
65 37 4 i ■4 40 i 3 53 + 0 47
60 35 45 6 10 6 16 -- 0 6
56 ■ 34 0 0 0 0 0 ö 0
5o 3 i 22 9 0 9 0 0 0
45 28 29 16 55 16 3 i + 0 24
4o 25 4 2 22 37 23 1 -- 0 24
3o *9 43 32 25 33 >9 -- 0 54
20 i 3 20 39 0 4 0 4 -- 1 4
10 6 44 44 0 43 49 I + 0 1 1

Die Differenzen liegen durchaus innerhalb der Gren
zen der wahrscheinlichen Beobachtungsfehler. Es ist 
mdbkwürdig, dafs bei jeder Substanz, wenn i =  /j5°, 
die Ablenkung oder der W erth von i —  i '  das Cömple- 
inent des Brechungswinkels V zu 45° ist, und dafs die 
Veränderung der Polarisationsebene eines unter -j- 45° 
oder — 45° polarisirten Strahles dem Brechungswinkel 
gleicht, während <p — i — i ' ist.

Die Versuche, deren Besultate die vorhergehende 
Tabelle enthält, wurden mit Glas angestellt, wo der 
Brechungsindex 1.4826 war. Die folgende bezieht sich 
auf Diamant mit dem Brechungsindex 2.440.

i i' 9
beobachtet;

9
berechnet. Differenz.

900 o' 24° 12' 45° 0' 45° 0' o° 0'
85 0 24 6 34 3o 33 56 +  0 34
80 ö 23 48 24 ö 23 12 +  0 48
7 0 0 23 19 i 4 3o i 3 8 +  1 22
70 0 22 39 4 3o 3 54 +  0 36
67 43 22 17 0 0 0 0 0 0
60 0 20 47 12 3o 11 41 +  0 49
5o 0 i 8 78 24 0 23 3o +  0 3o

Um auch bei verschiedenen Werthen von x  die 
Formel mit den Ergebnissen der Erfahrung zu verglei
chen, wurde ein Quarzkrystall genommen, dessen mit
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der Axe parallele Flächen sehr rein waren, und für w el
chen vorläufig hei i —  750 und x —  45» der Winkel 
9 =  26° 27/ gefunden wurde. E s wurde nun x  succes- 
sive geändert, 9 nach der Formel

tang. 9 =  tang. (26° 27«) tang a' 
berechnet, und mit dem W erthe, wie ihn dieErfahrung 
für diese Gröfse gab, verglichen, und da ergaben sich 
folgende Resultate:

X V
beobachtet«

?
berechnet. Differenz

o° o° 0' o° 0' o° 0'
10 4 54 4 29 + 0 2.5
20 10 0 10 16 --- 0 16
3o i5 5o 16 2 --- 0 1?.
35 20 0 «9 !2 + 0 48
4° 9,3 3o *2 4o 4" 0 5o
45 26 20 26 27 --- 0 7
5o 3o 0 3o 40 --- 0 40
55 35 3o 35 23 + 0 7
60 4o 0 40 45 0 45
70 53 0 53 49 --- 0 49
80 7° 0 70 29 --- 0 29
90 90 0 90 0 0 0

Die obige Formel kann daher als Ausdruck des Natur
gesetzes für eine einzige Reflexion angesehen werden.

Man denke sich nun einen natürlichen, unpolarisir- 
ten Strahl aus den zwei unter einem rechten W inkel po- 
larisirten Hälften A  und B zusammengesetzt, lasse ihn 
auf eine Glasplatte so auffallen, dafs der reflectirtc Strahl 
aus den zwei Theilen C und D besteht, deren Polarisa
tionsrichtungen den Winkel 2 9 einschliefsen, und da
her gegen eine diesen W inkel halbirende Ebene M  um 
die W inkel -j- 9 und —  9 geneigt sind. Hat nun ein 
Doppelspath seinen Hauptschnitt in M, so theilt er den 
Strahl C  in die Theile E  und F ,  und den Strahl D in 
die Theile G und II. E  und H  sind die gewöhnlichen, 
F  und G die gewöhnlich gebrochenen Antheile. Heifst 
man C +  J)  =  i ,  so ist C =  7 , D =  { ,  £ + - £ =  1 und 
G -\-H —  1 ;  ferner ist £  =  7 sin.2 9 , £ = 7  cos.2 9 , und 
7  sin.2 9 —  | c o s . 2 9  ist die Lichtmenge, welche vom un
gewöhnlichen Bilde C ins gewöhnliche £  übergeht, oder 
scheinbar in der Ebene M  polarisirt ist. Da dasselbe



auch von D gi l t , so haben ■wir

2 ( f  sin.2 9 —  cos.2 9) =  sin2 9 — cos.2 9 =  C  -J- D,

und daher für die ganze Menge Q des polarisirten Lichtes

Q —  1 —  2 sin.2 9 ;
sin. o cos. ( i - l - i ')

aber tang. 9 =  .....  - =  tang. x  — — >
u cos. 7  0 cos (i —  t )

f  cos. ( i -4- i ' ) \ 2
( tang. x  --------   — )

. . .  . , V. cos. <1 — i' ) Jmithin sin.2 9 = ----------—  r - ~  -
. /  cos. i - 4- i ' \ -

1 +  ( tanS -*  c-o Z T X fJ

( tang. x  ——- ,6 ± J 6  V
V COS ( i —  i ' ) /

und Q =  i — 2 ----------  ..
. /■ cos. i +  i ' Vi 4 - I tang. x  ----- .----- )

V cos. i — i‘/
Verbindet man diesen A usdruck, welchem die re- 

flectirte Liclitmcnge =  i zum Grunde lieg t, mit dem 
.FVes/ieZ’schen für die Intensität des rellectirlen L ichtes; 
so wird, in der Voraussetzung, dafs man tang. x ' =  1 
nimmt, für Q in Bezug auf das einfallende Licht

_ _  , /s in .2 ( i - f i ' )  , tang.- (i —  i ') \

1 \ s in .-  (i—  i') "* tang.2 (i i‘) J

( / cos. (i +  i') y- \

, _  3 — M os- K z T M.___ . 1 .

1 4 -  I
V COS. (.£— £ ') /  /

Nach Fresnel besteht der reflectirte Strahl aus ei
nem Theil a ,  der vollkommen in einer Ebene polarisirt 
ist, welche mit der Einfallsebene den W inkel x  ein
schliefst, und aus dem unveränderten Theile I  — a. 
Darnach wird

j  sin.2 ( i —  i') 1 4 .  a sin.2 x  . tang.2 (i —  i') 1 — acos.-x
sin.1  (i -J- i') 2 ' tang.2 (i -j- i') 2

Da aber aus dem Vorhergehenden klar ist, dafs ein
unvollkommen polarisirter Strahl aus Thcilen bestellt, 
deren Polarisationsebenen den Winkel x  einschliefsen, 
so erhalten wir



r sin.2 (i— i') , tang.2 ( i —  i') .

1 *= nwr+T) cos‘ * + w ü + ö
und daher

« -  " * * '  +  x

( .  . .  h - S g l j ) '  \

V • + K * s p ) 7 '
Folgende Tafel zeigt, wie viel Licht von Glas, dem 

der Brechungsindex m =  i .5a5 entspricht, unter ver
schiedenen Einfallswinkeln reflectirt wird. Die auffal
lende Lichtmenge wird =  1000 gesetzt.

i i' ?

Beflectirte
Lichtmenge

R
Q Q : R

o° <y 00 o' 45“ 0' 43.23 0 0
10 0 6 32 43 5i 43.39 >•74 0.04000
20 0 12 58 40 i 3 43.41 7.22 0.16618
9.5 0 16 5 3? 2 1 43 64 11.6 0,26.388
3 o 0 >9 8.5 33 40 44‘?8 17.25 0.3853
35 0 22 6 29 8 46.33 24.37 0.5260
4° 0 24 56 23 4 i 49.10 33.25 0.6773
45 0 27 37.5 >7 22.5 53.66 44.09 0.82167
5o 0 3o 9 io 18 61 36 57.36 0.9360
56 45 33 i 5 0 0 79.5 79-5 1.000
60 O 34 36 5 4-5 93.3 i 91.6 0 9628
65 O 36 28 12 45 124.86 112.7 0.90258
70 O 38 2 18 32 162,67 129.80 0,79794
75 O 39 18 26 52 257.26 152.34 0.59154
7« O 39 54 3o 44 329.95 157.67 0.47786
79 O 40 4 3 i 09 359.27 157.69 0.43892
80 O 40 i 3 33 i 3 391.7 i 56.6 0.40000.
82 44 40 35 36 22 499.44 145.4 0.29112
84 0 4° 42 38 2 56o 32 134.93 0.2408
85 0 40 47 89 12 616.28 123.75 0.2008
86 0 40 5 i 4o 22.7 676.26 108.67 0.16068
87 0 40 54 4 < 32 744.11 89 83 0.12072
88 0 40 57.5 42 42 819.9 65-9 0.0804
89 0 40 58 43 5 i 904.81 36 32 0.04014.
90 0 40 58 45 0 lOOO 0 0.0000

Es mangeln uns durchaus die Erfahrungen zur Prü
fung dieser Form el; nur diefs gibt ein kleines Prüfungs-



mittel an die Hand, was Arago über die Winkel versucht 
hat, unter welchen Glas und W asser gleich viel Licht 
polarisiren, und eine daraus abgeleitete Vergleichung 
obiger Formel mit diesen Erfahrungen spricht ganz zu 
Gunsten der ersteren, wie man aus Folgendem ersieht:

" l  . Q

Glas Nro. i . . 37~ '”53' 0.2072
V24 >8 37 31 0.2637

lvr /Ö2 5 36 4.7 0.2828Glas Nro. 2.  ̂ o /\2 6  6 36 o 0.0090
Tv-r o / i S  20 32 38 0.4186

Glas Nro. i . .  ■ ■ { l 9 4,  33 , 0.4064

Wasser / 86 3l 4‘ 54 ° ’ Io8° \ x 6  i'2 4 > 27 0.1236

Die Abweichung der Resultate der Formel von denen 
der Erfahrung beträgt bei Glas Nro. 1. o.oo65 oder ä/134lel 
der ganzen Lichtmenge, bei Glas Nro. 2. und 3. 0.0262 
und 0.0122 oder 1/33tel und Vä*1”1 ) bei W asser endlich 
0.0156 oder Vöü“1 des ganzen Lichtes, so dafs man wohl 
annehmen kann, obige Form el drücke das wahre Natur
gesetz nahe genug aus. Nach Arago sollte unter W in
keln, die vom Polarisationswinkel um gleich viel abwei
chen, gleich viel Licht polarisirt w erden; dieses lindet 
aber nach der Formel nicht Statt, und man kann. Ära.- 
go’s Ausspruch für nicht völlig streng wahr annehmen.

W ird ein unpolarisirter Lichtstrahl von einem durch
sichtigen Körper unter 6 10 3 ' rellectirt und so geändert, 
dafs seine Pölarisätipnsaxen 6° 45 ' mit der ReJlexions- 
ehene machen; so hat man, falls er nun auf einen zwei
ten ähnlichen Körper auffällt, x  =  6° 40' ,  und man kann 
den Erfolg der zweiten Reflexion nach der Formel

/cos. (i +  i') \ 
t a n g .  9  = t t a n g .  . ^ - - o 7 7 7 - 7 q J

berechnen. Da aber für jede Anzahl von Reflexionen 
das Verhältnifs x : <p dasselbe bleibt, so hat man nach n 
Reflexionen für die Neigung â der Polarisationsaxen ge
gen die Reflexionsebene den Ausdruck

taug. 3 =  taug.'1 <j> =



Da ein Strahl durch keine Anzahl Bellexionen unter ei
nem vom Polarisationswinkel abweichenden Winkel voll
kommen polarisirt werden kann, so kann auch 9 nie =  o 
seyn ; man kann aber die Polarisation als vollkommen 
ansehen, wenn 9 von o nicht stark abweiclit. Dieses ist 
z. B . nach zwei Beflexionen von Glas unter 6 i ° 3 '  oder 
unter 6o° 28' der F a ll, weil im ersten 9 nach zwei Be-
llexionen =  o ° 47/ , im zweiten aber =  o °33/ ist,  wor
aus sich die Menge des unpolarisirten Lichtes = 0 .0 0 0 8 7  
und o.< 0018 ergibt. Eben so läfst sich annehmen, dafs 
ein Strahl nach fünf Beilexionen unter 70° vollkommen 
polarisirt sey, weil die unpolarisirte Lichtmenge nur 
0.00008 beträgt. Erfolgen die Bellexionen unter ver
schiedenen Winkeln , so wird

cos. (i 4- i') cos. ( / + / ')
lang. 9 =   — — .  T, 7Ti0 cos. (j — i’) cos. (/— l  )

wo 1 und i die Einfallswinkel bezeichnen. Sind dem
nach für jede einzelne Bellexion die W erthe von 9 oder 
9 , a,  b,  c,  d ,  e etc, so hat man am Ende

tang. 9 =  tang. a . tang. b . tang. c . tang. d etc.

E s  ist k la r , dafs die Menge des polarisirten L ich
tes oder Q für verschiedenfarbiges Licht verschiedene 
W erthe hat, weil diese Gröfse von t', d. h. vom Brechungs
winkel abhängt. Von diesem Umstande rührt es her, 
dafs das unpolarisirte Licht, welches im ungewöhnlichen 
Bilde zurückbleibt, und auch das L ich t, welches das 
gewöhnliche Bild gibt, bei Körpern von grofsem Z er
streuungsvermögen gefärbt erscheint. E s  gibt demnach 
nie für alle Theile des weifsen Lichtes zugleich eine voll
kommene Polarisation. Obige Formeln lassen sicli auch 
gut brauchen, wenn eine oder die andere der Bellexio
nen , wodurch eine partielle Polarisation erzeugt wird, 
an der zweiten Grenzfläche des reflectirenden Körpers 
vor sich geht. Heilst 9 ' das für die zweite Fläche, 
was vorhin 9 für die erste bedeutet hat,  m der B re 
chungsindex für den durchsichtigen reflectirenden Kör
p er, so ist 9 ':  9 =  i : m ,  und man kann demnach Q für 
diesen Fall bestimmen.

W enn man dem bisher Abgehandelten gemäfs einen 
polarisirten Strahl als solchen betrachtet, dessen alle



Polarisationsrichtungen parallel sind, so kann das Licht 
nie durch irgend eine Anzahl von Reflexionen vollkom
men polarisirt werden, wenn es nicht unter dem W in
kel der vollkommenen Polarisation auffällt. Wenn sol
ches Licht auch bei der Prüfung mit einem Doppelspath 
als vollkommen polarisirt erscheint, so ist es doch nicht 
so, sondern unterscheidet sich vom vollkommen polari
sirten durch den W inkel, den seine Polarisationsaxen 
mit einander machen. Es ist demnach ein Doppelspath 
kein sicheres Mittel, um vollkommen polarisirtesLicht 
von jenem zu unterscheiden, das sich der vollkomme
nen Polarisation nähert. Vielleicht werden Interferenz
phänomene das Licht in diesen beiden Zuständen schär
fer unterscheiden.
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