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Grofsherzogl. Hessisch. Obcrfinanzratb in Darmstadt.

D ie nachfolgenden Abhandlungen enthalten eine
Entwickelung der analytischen Optik, unter derVoraus-
setzung , dafs die Tangente des halben Gesichtsfeldes,
deren Potenzen man gewd6hnlich vernachléssigt, ebenso
wie der Halbmesser der wegen der Helligkeit erforder-
lichen Offnung beriicksichtigt, und diejenigen Grofsen
der hdéheren Ordnungen beibehalten werden, welche
nicht als unbedeutend zu betrachten sind; sodann eine
Anwendung der hierdurch erhaltenen Formeln auf die
Construction der optischen Werkzeuge vermittelst der
Methode der kleinsten Quadrate. Den Plan, welcher
bei dieser Arbeit zu Grunde liegt, und die Motive, wel-
che mich bewogen haben, sie zu unternehmen, habe ich
bereits ausfuhrlich in einer Abhandlung angegeben, wel-
che in Poggenclorff's Annalen der Physik und Chemie,
J. 1828, St. 9 abgedruckt ist, ich glaube daher jetzt
nur einige Worte hieriiber sagen zu mussen.

Die Formeln sind auf diejenigen gegrindet, welche
Malus in seiner Optik fur die Brechung des Lichtes in
Flachen von beliebiger Gestalt gegeben hat; da es je-

doch zur leichteren Entwickelung dieser Formeln noth-
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wendig ist, ihnen eine etwas verédnderte Gestalt zu ge-
hen, so fange ich hiermit an, und gehe dann sogleich
zu dem fur die Ausibung wichtigen Falle dber, in wel-
chem die brechenden Flachen Kugelildchen sind, deren
Mittelpuncte sich in einer und derselben geraden Linie
befinden.

Dieser Fall begreift die gewdhnlichen diopti‘ischen
und katadioptrischen Werkzeuge in sich, da sich bekannt-
lich die Brechung in Reflexion verwandelt, wenn das
Brechungsvérhaltnifs = — i gesetzt wird. Damit die
Ausdrucke die in der Optik gebrduchliche Gestalt erhal-
ten, wornach sie Functionen von den Vereinigungswei-
ten der unendlich nahe bei der Axe einfallenden Strah-
len sind, betrachte ich die Durchschnittspuncte des ge-
brochenen Strahles mit einer der coordinirten Ebenen,
in welcher sich die Axe des Instrumentes befindet; fer-
ner nehme ich fir jede brechende Flache ein besonde-
res Coordinatensystem an, indem ich den Ursprung in
denjenigen Punct lege, wo die Axe von der brechenden
Flache durchschnitten wird. Bei dieser Voraussetzung
sind die Abscissen jener Durchschnittspuncte von den
"Vereinigungsweiten nur um kleine Grofsen von der Ord-
nung der Abweichungen verschieden, daher es leicht
wird, die letzteren statt der ersteren in den Formeln
einzufihren. Sodann entwickele ich die Ausdricke in
Reihen, indem ich die Grofsen in verschiedene Ordnun-
gen abtheile, von welchen die erste die gendherten
Werthe mit Vernachlassigung der Abweichungen, die
folgenden dagegen die Abweichungen wegen der Gestalt
und Farbenzerstreuung in - und aufserhalb der Axe ent-
halten. F&ngt man mit den Grofsen der ersten Ordnung
an, geht dann nach und nach zu den folgenden uber,
und behdlt in der dritten Ordnung nur diejenigen Glie-
der bei, welche merkliche Werthe erhalten kénnen, so



wird die Entwickelung sehr einfach und fuhrt zu endli-
chen Differenzengleichungen von der ersten Ordnung,
deren Integrale leicht erhalten werden.

Nachdem auf diese Art die Gleichungen der Strahlen
nach den verschiedenen Brechungen auf eine fiur die
Ausuibung bequeme Art ausgedrickt worden sind, kann
man davon Lei den einzelnen Untersuchungen Gebrauch
machen, welche sich in der Optik darbieten und eine
allgemeine Behandlung zulassen. Die wichtigste hier-
her gehdrige Aufgabe betrifft die Angabe derjenigen Ein-
richtung der Instrumente, bei welcher die Undeutlich-
keit und die Verzerrung so klein als méglich werden.
Da bei allen Instrumenten enttveder auf einer Ebene
oder auf der Netzhaut des hinter denselben befindlichen
Auges ein Bild entsteht, auf dessen mdgliche Vollkom-
menheit es hierbei ankommt, so kann man diese durch
die Methode der kleinsten Quadrate zu erhalten suchen,
wenn man die Seitenabweichungen aller Strahlen, wel-
che das Bild hervorbringen, als die Fehler ansieht,
welche durch jene Methode so klein als mdéglich ge-
macht werden sollen. Nur mufs man den verschiede-
nen farbigen Strahlen, aus denen ein auffallender Strahl
besteht, und welche bekanntlich nicht einerlei Wirkung
im Auge hervorbringen, verschiedene Gewichte beile-
gen. Diese Anwendung der Methode der kleinsten Qua-
drate unterscheidet sich Ubrigens von der gewdhnlichen
dadurch, dals die Summe der Quadrate der Fehler,
welche bei letzterer eine endliche Summe ist, hier we-
gen der unzahligen Menge der Strahlen durch die In-
tegralrechnung gesucht werden mufs. Eine besondere
Rucksicht erfordert bei diesen Untersuchungen die Stel-
lung derjenigen Blendungen, welche die Lage der durch
das Instrument gehenden Strahlen bestimmen, mithin
einen wesentlichen Einllufs auf die Abweichungen aus-



sern. Bei der den Formeln gegebenen Gestalt veran-
lafst dieser Umstand keine Schwierigkeiten, und es folgt
daraus eine Bestimmung der vortheilhaftesten Stellung
jener Blendungen, wenn sie nicht wegen anderer Be-
dingungen als gegeben betrachtet werden mufs. Nach
Beendigung der allgemeinen Untersuchungen bleibt nur
noch Ubrig, sie auf die gebrduchlichen Instrumente an-
zuwenden lind die Dimensionen derselben mit Bertck-
sichtigung der durch die Erfahrung gefundenen Resul-
tate zu bestimmen, welches die zweite Abtheilung die-
ser Untersuchungen ausmacht.

Brechung des Lichtes in Fldchen von
beliebiger Gestalt.

i) Ich setze voraus, dafs ein Lichtstrahl nach und
nach durch mehrere Mittel von verschiedenem Brechungs-
vermdgen geht, welche von einander durch beliebige,
krumme oder ebene Flachen getrennt sind. An jeder
dieser Flachen erleidet alsdann der Strahl eine Bre-
chung , welche sich nach den bekannten Gesetzen rich-
tet, dafs ndmlich der einfallende und der gebrochene
Strahl in einer Ebene liegen, welche durch die Nor-
male am Einfallspuncte geht, und dafs sie mit dieser
Normale Winkel bilden, deren Sinus ein bestdndiges
Verhaltnifs zu einander haben.

Es seyen nun in Bezug auf eine der brechenden
Flachen, welche nach Willkur gewé&hlt werden kann,

a, b, Cdie rechtwinkeligen Coordinaten eines bestimm-
ten, in dem einfallenden Strahle liegenden
Punctes,

36, g), 3 die Coordinaten des Einfallspunctes,

F(£8)3) = o0; pdS. + <K8 + 'rdB = o0 =« («
die Gleichung der brechenden Flache ,



lszl _ = is~| (c)
die Gleichungen des einfallenden und des ge-
brochenen Strahles,

n das Brechungsverhéltnifs,

y und O der Einfalls- und Brechungswinkel,

so kommt es zuerst darauf an, die Coefficienten der

Gleichungen (b) und (c) zu bestimmen.

Fur die erstere erhalt man sogleich, weil der ein-
fallende Strahl durch die beidenPuncte abCund $ 3)3
geht,

A= $ — al
B= 3>- D\ e, (d)
C== - ¢}

Sodann bilden die geraden Linien (b) und (c) mit der
Normale der brechenden Flache (a) im Puncte $ 3)3
die beiden Winkel 2und 0, deren Sinusin dem bestéan-
digen Verhéltnisse n  sind, welchesdurchdie Gleichung

sin.2n
nz

= sin.20

ausgedrickt wird. Substituirt man hierin die bekann-
ten analytischen Ausdriicke von sin.2)/ und sin.20, so
erhélt man die Gleichung
(Cqg — Bry- + (Ar — Cp)- + (Bp — Aq)-
n- (A- -f B* + C'i)
(Gg — Fr)2+ (Fr — Gpy + (Fp — EqY
— E- + /™ + G" ' e« « ()

Endlich gibt die Bedingung, dafs der einfallende Strahl,
der gebrochene Strahl und die Normale der brechenden
Flache in einer Ebene liegen , die Gleichung

E(Cc,-Br) + F{Ar—Cp) +G(Bp — Ji]) = o . ()



Die beiden Gleichungen (e) und (f) enthalten die
E F
Bedingungen, durch welche = und : bestimmt werden

mussen. Setzt man zur Abkirzung
D2= A+ £2-f C2,
= p2-f g + r»,

R = ¢ér.-.cP, (g)
n

v — EL— %9
y - n '
02 = a2-J R2 ,
und bemerkt, dafs vermdge dieser Werthe von a, B3
und y
pci-\-qRBR-\-ry=zo
ist, so gehen jene Gleichungen

E D"-pr -f ay * fi\/jr-s* — S

G D-r2 — a» — R2
-F Dlgr + Ry + av~AD2# — S2
G Z2r2 — «2 — R2' *

Das obere Zeichen gehért dem gebrochenen Strahle,
das untere dagegen einer Linie an, welche einen glei-
chen Winkel mit der Normale macht, aber auf der ent-
gegengesetzten Seite liegt; und da einer der Coefficien-
ten E, F, G unbestimmt bleibt, mithin nach Willktr
angenommen werden darf, so kann man jenen Coefficien-
ten die folgenden Werthe beilegen :

E = D2pr -f ay -f- Bv/D2s2— 52,
F = Dlqv -j- By —mmylFs 62 (h)
G = D2r2— a2— R2
Diese Formeln geben die Coefficienten E, F, G in
Functionen von a, h, c¢c und von 36, 8), 3 ? welche



nicht unmittelbar gegeben sind; es bleibt daher noch
Ubrig, sie durch bekannte Gréfsen auszudriicken.
Zu diesem Ende seyen
C, f, g die Coordinaten eines bestimmten, nach Will-
kir angenommenen Punctes im gebrochenen
Strahle,
so geben die Gleichungen (c¢) und (f), wenn man darin
die Werthe (g) substituirt,
«- X _f- o _ 8 3
* F G "\ (i)
Ea -f- FR -j- Gy o, N
und durch Elimination von E, F, G

«e—3F + BF— 2+ y@—B) = o . (k)

Da ferner der gebrochene Strahl durch die Puncte
3£8)3 und cf9 geht, so ist seine Gleichung durch die
Coordinaten dieser Puncte ausgedruckt:

*—6_ y—f_ =9 m
F- e § —f 3_g°’
welche die Gleichung (c) ersetzen kann, wenn zwei der
Coordinaten e, f, g, von denen eine willkurlich ist,
durch die Gleichungen (i) oder (i) und (k) berechnet
worden sind.

Ich gehe nun zu der folgenden brechenden Flache
Uber, und bezeichne alle Gréfsen, welche sich darauf
beziehen, indem ich die bisher gebrauchten Buchstaben
unten mit einem Striche versehe. In diesem Palle ist
der gebrochene Strahl (1) als einfallender Strahl zu be-
trachten ; man kann daher setzen:

ft, = e, |
= f2?2i ¢ * ey o e (m)
C= 9]

Sodann liegt der Punct X, 99, 3/ zugleich in dem Strahle
() und in der folgenden brechenden Flache, man hat



folglich
<_g>~f 3-3 1|
E- e 9—f 3-8

l)a die Grofsen e, f, g in Functionen von a, t» ¢
und 36, §), 3 gegeben sind, so kdnnen die Gleichun-
gen (in) und (n) als endliche Dififerenzengleichungen
zwischen «, t», cund 36, $, 3 oder zwischen e, f, g
und 36, 8), 3 betrachtet werden. Durch die Integra-
tion derselben erhéalt man daher diese Grofsen fur alle
brechende Flachen, wenn man sie fir eine derselben
als bekannt annimmt.

Ist die Menge der Lichtstrahlen durch eine Blen-
dung beschrinkt, welche an einer beliebigen Stelle an-
gebracht seyn kann, so ist es von Wichtigkeit, denje-
nigen Strahl zu kennen, welcher durch einen gegebenen
Punct derselben geht. Da dieser Punct zugleich dem
Lichtstrahle angehdrt, so ist hierzu weiter nichts erfor-
derlich, als dafs man in der Gleichung des letzteren
X jz in die Coordinaten des gegebenen Punctes verwan-
delt, denn es entsteht dadurch eine Relation zwischen
diesen Coordinaten und denen des Einfallspunctes auf
einer der brechenden Flachen, welche hinreicht, die
letzteren durch die ersteren zu bestimmen.

Ubrigens kann hier bemerkt werden, dafs sich die
vorhergehenden Formeln alle in die correspondirenden
fir die Reflexion des Lichtes verwandeln, wenn man
darin n= — i setzt. Die Resultate, welche die wei-
tere Entwickelung derselben gibt, enthalten daher als
besonderen Fall die Katoptrik, und aus diesem Grunde
ist es unndthig, die letztere abgesondert zu behan-
deln.



Brechung in sphérischen Fléachen.

2) Die optischen Werkzeuge sind gewdhnlich aus
sphérischen Linsen oder Spiegeln zusammengesetzt; be-
trachten wir daher den Fall, in welchem alle brechende
Flachen sphérisch sind.

Ich setze voraus, dafs sich ihre Mittelpuncte sammt-
lich in einer und derselben geraden Linie befinden, wel-
che ich die Axe des Instruments nenne, und dafs ihre
Concavitaten dem leuchtenden Puncte zugekehrt sind,
von welchem der Lichtstrahl ausgeht.

Da die Endresultate von der Lage der Coordinaten-
axen unabhéngig sind, so nehme ich die Axe des Instru-
ments als Axe der 5 an, und lasse die Ebene der yz.
durch den leuchtenden Punct gehen, welchen ich zu
demjenigen wéahle, dessen Coordinaten durch U, b, C
bezeichnet worden sind. Diese Voraussetzung gibt fur
die erste brechende Flache

a= o,
und wenn man fur den willktrlichen Punct efg denjeni-
gen nimmt, in welchem der gebrochene Strahl die Ebene
der j s dnrchschneidet, so hat man fur alle brechende
Flachen
a= e= 0

Endlich wahle ich fur jede brechende Flache einen
besonderen Ursprung der Coordinaten, indem ich ihn
mit dem Puncte zusammenfallen lasse, in wmlchem die
Axe der s durch die Flache durchschnitten wird.

Bezeichnet man ferner durch

a den Halbmesser von einer der brechenden Flachen,

so ist ihre Gleichung

F(E£ 3) = + &* + («- 3)1— 0?2 = 0. (3
Man hat folglich



A = 36,

B= 9 - b,

CcC= 3- ¢

IR £* + + (3-¢)S
p = 30,

g = 59,

r= _ (a-3),

sz = a'-

“= -~[(c-a)V + b(a—3)»
g =1~

y= _ H

o= A[(c-«)$ + M «-3)F + a*[(c”)* + b*]}
Eliminirt man nun aus diesen Ausdriicken 361ver-
mittelst seines Werthes
0*0 2a3 — 3* — 9%,
welcher aus der Gleichung (a) folgt, und setzt zur Ab-
kdrzung

J - .
U 203 + 2f$£b +
- p3+ (f+%$) 8)r]*,/
n= — e 2«3 — 2fjg)™b + fr-b2,
) (b)
t=m— (f-f (t+ m3 —
_ O~ «+ &31 fr fr
n* v ’
t= in— 1,
Ne=rt— | — 3(f+ ~)(,+nt)[a-(f+ j)3]

+ (2«3 - 3*- r-) r-*i



so erhalt man

-1=: f -f n
a
D2 = c2(i-ft«),
P= Z,
q= 23
r= - <L~ (f+*3],
s2 = a2,
R 220
n
ac(f+fr)&FHr&
N /i ’
02 = a2c2l,
D2pr + ay = - a2c2£(f-flj)(»-ff),

B\/D2s2— 52 = a2c232~vM -« *
D2r2 — a2 — B2 = o02cl(i+tD).
Durch diese Werthe geben die Ausdricke (h) von
Nro. i.
E= — a2cls(f-)- (f t)— V/T+U,
G A a2c2(i-fIp)

Bemerkt man ferner, dafs

e= o0
ist, SOerhéalt man aus der Gleichung (i) von Nro. i.
i E
9—3 — ~ GS5

oder, wenn man die vorhergehenden Werthe substituirt,

i d+»0+0->1>VT+H
9—3 “* 1H »
Dieser Ausdruck, verbunden mit der Gleichung (a),



dient zur Bestimmung von g unter der Voraussetzung,
dafs die Werthe von b, C, 3 und g) bekannt sind.
Wenn die Coordinaten 36, g) und b so klein sind,
dafs man sich erlauben kann, sie in dem vorhergehen-
den Ausdrucke zu vernachléassigen, so gibt derselbe

1= (fF+$>-_1.
S

«
Da nun jene Coordinaten gewdhnlich sehr klein

sind, ohne jedoch ganz vernachlassigt werden zu kon-
nen, so ist es fur die Ausibung bequem, den Ausdruck

von 9— so umzuandern, dafs er unmittelbar é gibt

und aus zwei Theilen besteht, von welchen der erste
der gendherte Werth ist, der zweite dagegen eine kleine
von 36, g), 3 un3 b abhangige Correction enthalt. Nimmt

man hiernach fur ~ den folgenden Ausdruck an:

j = + *)-£ + ©. « e« ¢ (0
so ist @ die unbekannte Correction, aufderenBestim-
mung es ankommt.Die Differenz dervorhergehenden

Ausdriicke von * 5 und : ist

£ .
@+ b t—m)—- A +u—I—r
= 4 — @.
fl-3 9 '+
Substituirt man hierin die identischen Werthe
i > 3
9—3 9 9(9—3)"
v/id-u — i = - 7=5
1 1+\/1 + U

so erhalt man
®= (TVH)C(+ W("-"")

- Kr+Vv'e — )] - )



Diesel’ Ausdruck von © ist sehr bequem, um -
8
durch successive Naherungen zu berechnen, wodurch

die eine Coordinate des willkiirlichen Punctes bestimmt
wird. Die andere Coordinate f erhalt man aus der Glei-
chung (k) von Nro. I., wenn man darin statt a, &, y
die ersten vorhergehenden Werthe substituirt, ndmlich

a= — i[(c—a)g) + b(a— 3)],

B -<*-2>*,
i

y — _
Dieses gibt
r__ &3—«)
und folglich

F »>-ad
9 'G-y'

Substituirt man in dieser Formel die oben gegebe-
nen Werthe

so wird sie

J-nD-xl «
Endlicherhé&lt man aus der Gleichung () von Nro. i.

die Gleichungen fur die Projectionen des gebrochenen
Strahles auf den Ebenen der y a und der sx, namlich



P t_IO—O(—«)»

- .3

Bei dem Ubergange zu der folgenden brechenden
Flache mufs man sich erinnern, dafs sich bei derselben
der Ursprung der Coordinaten nach der oben gemach-
ten Voraussetzung abandert, indem er in denjenigen
Punct yerlegt wurde, wo die folgende Flache in die
Axe der z cinschneidet.

Nennt man daher
d den zwischen beiden Flachen liegenden Theil der Axe,
so mufs man 3 und g mit 3 + ~und g-)- d verwechseln,
wenn man die Formeln (m) und (n) von Nro i. gebrau-

L. (D

chen will, in welchen einerlei Ursprung fir beide FIa-
chen vorausgesetzt ist. Hierdurch geben jene Formeln
b, = f,
o= 9+
q/—r g (9)-NO+d-3)
(9)
N H R 3))

¥, + N+ («/-3,0-a;=o0.,
Der Ausdruck (e), auf die folgende Flache bezo-
gen, gibt
Ic=Ar.-"01.
9, »,e, L E J
Substituirt man hierin statt b, seinen Werth aus der

ersten Gleichung (g), so erhalt man

u f

g Yy neL e

Die vorhergehenden Gleichungen reichen hin, die
Werthc von b, C, f, g, 36, 9, 3 fur alle brechende
Flachen zu berechnen, wenn fir die erste derselben b,

C, £, 5 als bekannt angenommen werden.

o



Nach der schon oben gemachten Bemerkung kann
man jene Gleichungen als endliche Differenzengleichun-
gen zwischen den unbekannten Grofsen betrachten, weil
man dadurch die Werthe derselben fir eine beliebige
Flache findet, wenn sie fur die vorhergehende als be-
kannt vorausgesetzt werden. Die Integration fuhrt folg-
lich willkirliche Constanten ein, welche durch gegebene
Werthe der verdnderlichen Grofsen bestimmt werden
mussen, und diese Bestimmung wird in manchen Féllen
erleichtert, wenn man voraussetzen darf, dafs die end-
lichen Differenzengleichungen auch auf die erste bre-
chende Flache anwendbar sind. Hierzu braucht man
nur anzunehmen, dafs die Lichtstrahlen, ehe sie jene
treffen, durch eine eingebildete Flache gegangen seyen,
welche mit ihr zusammenfiele und keine brechende Kraft
ausibte. Bei dieser Voraussetzung hat man, wenn die
Buchstaben, welche sich auf die eingebildete Flache
beziehen, mit dem unteren Index o, diejenigen dage-
gen, welche der ersten brechenden Flache angehdren,
mit dem Index i unterschieden werden,

Qg = a1~

do = o,

f. = i,

90 ~ G

0 > 0
3fo = 36,,

S = §)>,

so = 3i>

«0 = >>

wodurch den Gleichungen (g) und (h) in Bezug auf die
erste brechende Flache Genuge geleistet wird. Man kann
daher die mit dem Index o versehenen Groéfsen wie ge-
gebene Werthe der Veranderlichen gebrauchen.

Es bleibt jetzt nur noch ubrig, die vorhergehen-
den endlichen Differenzengleichungen zu integriren; da



sie aber zu complicirt sind, als dafs ihre genaue Integra-
tion maoglich -wére, so werde ich sie in Reihen ent-
wickeln , welche nach steigenden Potenzen der Coordi-
naten $, g), b und f geordnet sind. Die Glieder dieser
Reihen werde ich so in Ordnungen abtheilen , dafs die
Ordnungszahl jedes Mal die Stelle angibt, welche das
Glied in der Reihe einnimmt. Hiernach besteht die erste
Ordnung aus den ersten Gliedern sdmmtlicher Reihen,
die zweite Ordnung aus den zweiten Gliedern, u. s. w.,
die Exponenten aber wachsen jedes Mal um zwei Ein-
heiten, wenn man in derselben Reihe von einer Ord-
nung zur folgenden lbergeht. Durch diese Entwicke-
lung werden die endlichen Differenzengleichungen li-
nearisch, und steigen nur hdéchstens bis zur zweiten
Ordnung. Mit der Integration solcher Gleichungen hat
sich zwar bereits Lagrange in seiner Abhandlung Uber
die Fernrohre, welche in den neuen Memoiren von Ber-
lin, Jahrgang 1778, pag. 162 abgedruckt ist, beschéf-
tiget, da er jedoch nur einen speciellen Fall betrachtet,
so wird es nicht undienlich seyn, die allgemeinen Por-
meln hierher zu setzen, zumal da ihre Entwickelung nur
wenigen Raum erfordert. Ich werde mich dabei zur
Abklrzung einer Bezeichnungsart bedienen, welche der-
jenigen &hnlich ist, die Fourier bei den Integralen der
Differenzialformeln gebraucht hat, indem ich namlich
durch das Zeichen

mia um

die Summe aller Glieder bezeichne, welche entstehen,
wenn man dem Index m alle Werthe von m= a bis
m= [ einschliefslich gibt. Enthalt die Gréfse um, wie
es bisweilen geschieht, mehr als einen Index, so werde
ich denjenigen, auf welchen sich die Summation bezieht,
unter das Zeichen 2 setzen, Anfscrdem werde ich dem



Zeichen

die in der Differenzenrechnung angenommene Bedeu-
tung geben , wornach es das Product von m Factoren

Ui U i darstellt.

Integration der endlichen Differenzenglei-
chung vom ersten Grade und der zweiten

Ordnung.
3) Ich betrachte zuerst die endliche Differenzen-
gleichung
U = pi— [« -j- u;_J, . . (@

und setze voraus, dafs die Grofsen ut an die Bedingun-
gen geknupft sind:

<
Setzt man in der Gleichung (a)
Ui <= cUE e, (c)
so verwandelt sich dieselbe in folgende :
Ui ES pi—, ~Ui=i -j— (Ji—, Ui=J 5 =+ . (d)

und die Bedingungen (b) geben
uo = o,
Ui =
Formirt mannun nach derGleichung(d) die ver-
schiedenen Werthe von 17#,U3u. s. w., soerhalt man
durch fortgesetzte Substitutionen die folgenden Werthe
dieser Grofsen:
U= p,
Us = pzpi + pdij
= PzPiPlI + P3Pz<Il “f P3 PI5
us = P4P3P2P1 + PuP'iPz f/
-f PuPi qiP\ Pu 9s Pz Pt

~f PABPzh1
u S W
Zeitschr. f. I'hy.s. u. Mathem. IX. i. 2



Das Gesetz dieser Ausdriicke ist schon so evident, dafs
¢s unndthig ist, die Entwickelung weiter fortzusetzen.

Alan sieht in der That, dafs Ui aus mehreren Pro-
ducten besteht, deren jedes i— i Factoren enthélt.
Um diese Producte zu formiren, braucht man anfang-
lich nur das erste zu schreiben, welches ist:

In demselben verwechselt man hierauf zuerst ein p,
dann zwei p u. s. w. mit q, indem man den q alle még-
liche Stellen gibt und diese Verwechselung so weit fort-
setzt, als es geschehen kann, mit der einzigen Bedin-
gung, nur diejenigen Producte beizubehalten, in wel-
chen vor jedem g unmittelbar ein p vorhergeht. Ui ist
sodann die Summe von sammtlichen hierdurch erhalte-
nen Producten.

Die Gleichung (d) zeigt, dafs das gefundene Gesetz
fur Ui richtig ist, wenn es fur und Ui—* als rich-
tig angenommen wird. Nach dieser Voraussetztung ent-
halt namlich p,_. Ui—, alle nach jenem Gesetze gebilde-
ten Producte von i— i Factoren, in welchen <7i_j nicht
vorkommt, p;_, qi—2 U i dagegen alle diejenigen, von
welchen ¥ 2ein Factor ist, wodurch die Allgemeinheit
jenes Gesetzes bewiesen wird.

Nachdem Ui auf diese Art gefunden ist, so ist der
Ausdruck (c) das Integral der Gleichung (a).

Hat man statt der Bedingungen (b) die folgenden:

WK~ 0"\ (e
Hk£1 k— C58
und man formirt nach der Gleichung (a) den Ausdruck
von W/, f;, so wird derselbe
ULfi pk +i —i \Iftfi—i —f—fjlcii —2 kfi— 2- (f)
Die Gleichungen (f) und (e) stimmen mit denen,
(@) und (b), Uberein, wenn man jeden Index, welcher



in den letzteren vorkommt, um dieselbe Grofse k ver-
mehrt. Bezeichnet man daher durch uf dasjenige, in
Was sich Ui durch diese Veradnderung des Index verwan-
delt, so ist das Integral der Gleichung (f) oder (a):

Heri —cli,
oder wenn man i— k statt i nimmt,
m — cU*_h . (9)

Dieser Ausdruck enthélt als besonderen Fall das
Integral (c), welches daraus entsteht, wenn man k= o
setzt. Da ubrigens das Integral (g) von den Bedingun-
gen (e) abhangf, so ist es nicht das vollstidndige Integral
der Gleichung (a), es reicht aber fir den gegenwarti-
gen Zweck hin.

Ich gehe nun zum allgemeinen Fall Uber, und be-
trachte die Gleichung

Ui — pi—i [h/— ——(i—2Ui—]j -j—ri—i, . (h)
wobei Ui keiner Bedingung unterworfen ist.

Nimmt man die Werthe von uOund u, als gegeben
an, und formirt nach der Gleichung (h) die Ausdriicke
von h2, it3u. s. w. bis u;, so erhalt man daraus durch
fortgesetzte Substitutionen den Werth von durch
u,, und ti, ausgedrickt; und da die Gleichung (h) linea-
risch ist, so kann dieser Werth nur die Gestalt haben:

U = Piu, -> QU0 -—Ri, = < « (i)

Man hat eben so

Ui—I = Pi—, U, -j— Qi—1U0 —- Ri—i,
Ni—2 Pi— Ul -j- Qi—zU0 -(- Ri—
Durch Substitution dieser Werthe erh&lt man aus
der Gleichung (h)
U -pi—(Pi— “j- (ji2Pi—2)
“f- Pi—1(Qi—> “f* (ji—2Qi—2) U0
-f- Pi—, (Ri—, -j- Gi2Ri—2) -j* Ti—i-
P



Die Vergleichung hiervon mit dem Ausdrucke (i)

gibt
Pi ==Pi-i —ivj** (i—a Pi—2)s5 1
Qi — Pi—1(,Qi—1"f" C/i-i Qi—i), 2 . (k)
Pi pi—1(Pi'-1 Qi-1Pi—2) “j—li—1. 3
Setzt man nun in der Gleichung (i) zuerst i= o,
dann t=i , so erhalt man
PO O; Q)= 1; RO— o
P, = i; (O, = o; 1, = O
Durch diese Werthe gibt die zweite Cleichung (k)
Qz = Pl<o-

Vergleicht man die beiden ersten Gleichungen (k)
und die vorhergehenden Werthe von P,, P,, (g, und Qj
mit den Ausdriicken (a) und (e), so sieht man, dafs sie
mit letzteren Ubercinstimmen, wenn man darin ein Mal

u= P; £= 0; ¢c= 1,
und dann
u= Q, k= 1i; c= Piq0
setzt. Vermittelst dieser Werthe gibt daher das Inte-

gral (9)
Pi = Ui,
Qi — Pi 1«Ui-,.

Es bleibt jetzt noch Ubrig, pPi zu finden. Die Glei-
chung (h) zeigt, dafs Pi nur eine linearische Function
der verschiedenen mit r bezeichneten Groéfsen seyn
kann, und dafs eine beliebige von ihnen, z. B. r,n, zum
ersten Male in dem Ausdrucke von Emfi vorkommt, in
welchem ihr Coefficient die Einheit ist. Denkt man sich
daher Ri in einen nach r geordneten Ausdruck entwi-
ckelt, und bezeichnet den Coefficienten von rmin dem-

selben durch iSm), so kann jener Ausdruck nur die Ge-
stalt haben:



Bi == 50)r, ..+ $mMrM. ..+ Sj~~nL.,

. ysM rm} (m)
m
und es ist ST~ ~ ° fir alle Werthe von i, von i= o bis
zu iz=m, dagegen ist i fur i = m i, so dafs
man hat
AR =— 05
Y1 — 1%

Formirt man nun nach dem Ausdrucke (m) dieWer-
the von B/_, und B2_2, und substituirt sie eben so wie
den von Bi in der letzten Gleichung (k), so erhalt man
durch die Vergleichung der mit rmmultiplicirten Glieder

RP) _api— (BT, ri_s69) )

Die vorhergehenden Ausdriicke stimmen mit denen
(e) und (a) Uberein, wenn man setzt
u= 50); £= m; c= i
Das Integral (g) gibt daher
Pl —di* .
Durch Substitution dieses Werthes erhélt man end-
lich aus (m)
Ei = o (n)
In
Die Formeln (i), () und (n) enthalten das vollstéan-
dige Integral der gegebenen Differenzengleichung vom
ersten Grade und der zweiten Ordnung (h), die Gros-
sen tij und u0 vertreten dabei die Stelle der beiden will-
karlichen Constanten, welche die Ordnung der Glei-
chung erfordert.
Substituirt man in dein Ausdrucke (i) die Werthe
von P£ Qi und Bi, so wird jenes Integral

u = uit -|- //_,Pi 0«0 -J- \ AU”_mrm, (0)



worin man die Grdofsen «, und pi(/Ouodurch zwei will-
kirliche Constanten ersetzen kann.

Durch die Annahme g = o verwandelt sich die ge-
gebene Gleichung (h) in die endliche Differenzenglei-
chung vom ersten Grade und der ersten Ordnung:

U es -, . (p)
In diesem Falle hat man
Ui <= [p;-,.]1—.
u“ li-m-i tP—1°

folglich wird das Integral (o)

[«. +

oder, wenn man uO als willkirliche Constante betrach-
tet, und bemerkt, dafs die Gleichung (p)

= PO «o + ro

gibt,

welches mit dem bekannten Werthe dieses Integrals
Ubereinstimmt.

Enthalt die Grofse i'i—i ein Glied, welches mit dem
Zeichen 2 versehen ist, so dafs die Gleichung (p) die
Gestalt hat:

Ui —: pi—, Ui—, Ti—j -j- Si—i fijl, * (s)

so wird ihr Integral



«i +-2P-0
LP»]"
0)

-f- ~c«'- 0 Sn = uU.

In manchen Féllen ist es besser, die Ordnung der
beiden Integrationen umzukehren, welche in dem letz-
ten Gliede enthalten sind. Zu diesem Ende hat man,

wenn man statt s — den Buchstaben gm setzt,

Bmgm2™ lj. cs JS(*—0 gm[/, -}tz . . . -3 fm] —
M m

+ B0i + G)

+ 9»-. Ol + *1 o« m+ *i-j)

= G(<7i...+ <?...)+ GO0/2 ¢* « + ?*o-))ooo

e o o “j“ fm (<7m o oo } “ c) * o o “f" ph'— (]|_|
— -s.-d -0 # -vd'—m %- -%P_ o, -yd—m pi-m_.
vi m LPFj *

Hierdurch nimmt das Integral (t) die Gestalt an

u, + AV-i) . 7m o
Ui = n - I>»]* OO

+ r fiLr
Lph-]"

Glieder der ersten Ordnung, oder optische
Formeln mit Vernachlédssigung der Abwei-
chungen.

4) Nach der am Ende von Nro. 2. gegebenen Defi-
nition sind die Glieder der ersten Ordnung diejenigen
Werthe, welche man erhélt, wenn man die genauen



Ausdricke in Reihen entwickelt, die nach steigenden
Potenzen der Coordinaten &, 8), b urxd f geordnet sind,
und in jeder Reihe nur das mit der niedrigsten Potenz
derselben multiplicirte Glied beibehdlt. Werden jene
Coordinaten als klein vorausgesetzt, so sind die Reihen
convergirend, und die Glieder der ersten Ordnung ent-
halten genédherte Aufldésungen, welche in vielen Fallen
hinreichen; es ist daher vor Allem no6thig, sich damit
zu beschéaftigen. Ich werde mich allgemein der latei-
nischen Buchstaben bedienen, um die Grofsen der er-
sten Ordnung zu bezeichnen, die denjenigen correspon-
diren, fur welche in Nro. 2. deutsche Buchstaben ge-
braucht worden sind. Treibt man daher die N&dherung
nicht weiter, so mufs man die letzteren Buchstaben mit
den ersteren verwechseln, und da die Gleichungen (a)
und (d) von Nro. 2. zeigen, dafs die Grdofsen 3 un<l ©
von der Ordnung 32 oder b2 sind, so mussen sie gegen
die Coordinaten X, 8), b, f und die davon unabhangi-
gen Glieder vernachlédssigt werden. Hiernach geben
die Formeln von Nro. 2.-:

* =

(( c7 )

y - — i, i
g— WM — w= “ma ne
f, . _/ g
g, n,a g I,°r’
h>= f,

z = ~Ni+JL2
a



'Cv-O+T

% c>
=- (V9
Um diese Formeln zu integriren, betrachte ich zu-
erst die sechste und die dritte* Bezieht man sie auf die
ite Flache , so werden sie
Ci gi—i -j- di—i,

<b)

w7 it Tmia”
Statt c und g fuhre ich eine Reihe von veranderli-
chen Grofsen uO, ul u. s. w. bis ein, und setze
Uii —i
Uii —i
Wb — i ©
Uii
Durch Substitution dieser Werthe nehmen die Glei-
chungen (b") die Gestalt an :
Hii— i mdi— i Uii—a 3" Uii— 3?
) fn—i\ ) » 1 s (d)
Uli = (- )i. Uli—x + in Uli— 19 J
und sie stimmen mit der Gleichung (h) von Nro. 3. Uber-
ein, wenn man setzt:

Pii— i di— 17
li- * = - — .
P ( na /i
i
Clii—3 —- =T 1
" Cli—i (©)
9>i_,, = »
rii—z2 *- f'lii—Ii =— 0.

Mit Berucksichtigung dieser Werthe ist der Aus-
druck (0) von Nro. 3. das Integral der Gleichungen (d),



wenn man die Constanten n, und u0 auf eine schickliche
Weise bestimmt. Zu diesem Ende erhdlt man aus (c)

und (e), wenn man darin i=, i setzt,
c, =E =+,
Uo
= (tt), ’
und hieraus (
ui
P1<b “0 == —
'l ca

u, bleibt unbestimmt, und da es aus dem Endresultate
wegfallt, so kann man, ohne der Allgemeinheit zu scha-
den, dafiir die Einheit nehmen. Hierdurch wird die
Formel (0) yon Nro. 3.:

U— Ui+ — Ui-, . . . . ®

worin man nach und nach i in 2i— 2, 2i— i und 2i
uméandern mufs, um a und gi vermittelst der Ausdriicke
(c) zu erhalten.

Die vorhergehenden .Resultate sind denen analog,
welche Lagrange in der oben angefihrten Abhandlung
far ein System von Linsenglésern gefunden hat.

Da man Ubrigens inder Ausiibung gewdhnlich die
Werthe von c¢ und g fur allebrechende Flachenzu ken-
nen nothig hat, so ist es einfacher, sich hierzu unmit-
telbar der Formeln (b) zu bedienen, indem man sie ab-
wechselnd gebraucht, und dem Index i nach und nach
alle Werthe von i— i bis zu i= i gibt.

Ich gehe nun zur vierten Gleichung (a). Auf die
'fie Flache bezogen wird sie
fi _ hbSifi - m
gi ~ ntdi ma gi-,



Das Integral hiervon, nach der Formel (;) von Nro. 3.
genommen, ist

fi_i_ nhi __ 1 rgi- -yt~ ffofo

gi tw G [nji L ald c, g0

. ff . J .
folglich , wenn man statt — seinenWerth — substi-

c, go c,

tuirt, welchen die Ausdriicke (i) von Nro. 2. geben,

_ bi 1_rgf-.n1~1 K
gi a M\ 2= & e.
Setzt man zur Abkurzung
Pi — rum—, <. . n, = [m]2
vV = Si~ % = p - ~1
G a—j Cj L G d ()
9i — —
I cl)
So ist

Pi das Brechungsverhéltnifs unter der Voraussetzung,
dafs der Lichtstrahl unmittelbar in das ite durchsich-
tige Mittel dringt, ohne die vorhergehenden zu durch-
laufen ;

Ui die durch das Instrument hervorgebrachte Vergros-
serung, wenn man darauf keine Rucksicht nimmt,
dafs die Gegenstdnde bei dem Gebrauche desselben
in eine andere Entfernung als bei der Betrachtung
mit dem blofsen Auge gehalten werden mussen;

y, die Tangente des halben Gesichtsfeldes in dem Falle,
dafs der leuchtende Punct an der Grenze desselben
liegt.

Durch diese Werthe nimmt der vorhergehende Aus-
druck von f—l die Gestalt an:
[o]]

: o : ()
gi Tti Ci Pi



Hierbei mufs bemerkt werden , dafs man, um diese
Formel auf die erste brechende Flache anwenden zu
kdnnen, !

Vi = i
setzen mufs, denn hieraus folgt

fi 2 &

gi ‘hei
Endlich geben die siebente und die achte Gleichung

f
(a), wenn man darin statt g ~f d und - ihre Werthe

substituirt, g
N ci v *—idE_t
vi— - Y - Yo,
gi- . Vi- m
Ci
Xi = — Xi- t;
EE— 1

folglich, wenn man nach der Formel (gq) von Nro. 3.
integrirt, und zur Abklrzung

7 Ti—i | mdm—i

Vim—i 5
Ki = -2EK0r
m
setzt,

Yi =JF.[Y> +

= X i.
Y, ft i

Die erste dieser Formeln zeigt, dafs man ff, = o

setzen mufs, damit der W erth von Y, darin begriffen ist.

Fur die folgenden Untersuchungen ist es jedoch
vortheilhaft, die Bezeichnungen so abzudndern, dafs der
Ausdruck von F, dieselbe Gestalt hat wie der von Yi.
Hierzu ist weiter nichts erforderlich, als den Ursprung
der Y, in denjenigen Punct zu verlegen, dessen Ordinate

Yi = K, 9,

ist, wobei K, eine willkirliche Gonstante bezeichnet!



Versieht man nun Y ,, wenn es auf diesen neuen Ur-
sprung bezogen wird, mit einem Accente, so ist

Y, = E, + K, 9|,
und die vorhergehenden Formeln nehmen die Gestalt an :
\% vV d
X (m) _ _ m— m 1
A, = K, -f 2% K(,
(0
rt=-[¥> + Kiol],
y - X>
Vi'

Hierdurch gibt die neunte Gleichung (a)

v; + (Y, + K; 9iy
2 at VI

Zi =

Da auf diese Art die Grofsen gi, fi, Xi, Yi und

Zi bestimmt sind, so sind die beiden letzten Gleichun-
gen (a), auf die ite Flache bezogen, diejenigen, welche
denProjectionen des gebrochenen Strahles auf den Ebe-
nen der j-z und der zx zugehdren. Setzt man in die-
sen Gleichungen Zi=gi, so geben sie

Ji — fi,

Xi — 05
und da diese Werthe von Y, und X, unabhéngig sind,
so folgt daraus, dafs sich alle Strahlen, welche von
demselben leuchtenden Puncte ausgehen, in demjenigen
Puncte schneiden, dessen Coordinaten

Xi =— 09

Ji — fi-,

zi — gi
sind. Dieser Vereinigungspunct ist daher das Bild des
leuchtenden Punct.es, wenn man nur die Grofsen der



ersten Ordnung beriicksichtigt. Eben so haben sich die
Strahlen, ehe sie auf die ite Flache fielen, in dem der
(i— i)tnFlache zugehoérigen Vereinigungspuncte durch-
schnitten, dessen Coordinaten aus den vorhergehenden
durch Verwechselung von i mit (E— i) erhalten werden.
In Bezug auf die ite Flache sind diese Coordinaten

Xi — o,
Ji — fi-i = bi,
zi = gi—i -j- di—, = a.

Man nennt daher gewdhnlich die Grofsen a und gy die
der it Fléache zugehdrigen Vereinigingsweilen der

Strahlen.

Glieder der hdheren Ordnungen, welche
sich auf die Abweichung wegen der
Gestalt beziehen.

5) Die Glieder der ersten Ordnung kdnnen als eine
erste Naherung betrachtet werden, so dafs die der ho-
heren Ordnungen nur kleine Correctionen enthalten,
welche an ersteren angebracht werden mussen. Diese
Correctionen sind dasjenige, was man gewdhnlich die
Abweichungen wegen der Gestalt nennt. Um sie auf eine
schickliche Weise zu bezeichnen, werde ich mich der
Charakteristik der endlichen Differenzen bedienen, in-
dem ich dieselbe vor die durch die erste N&herung ge-
fundenen Grofsen setze. Hiernach bezeichnet A die
Glieder der zweiten Ordnung, A2die der dritten Ord-
nung, u. s. w.

Dieses vorausgesetzt, fange ich mit der Entwicke-
lung der Formeln (f) von Nro. 2. an. Da die zweite der-
selben aus der ersten entsteht, wenn manj und 3) mit
x und $ verwechselt und f=0 setzt, so ist es nur no-



thig, die erstere zu betrachten, namlich
= f -
9—3
3 ist von der Ordnung 32; treibt inan daher die
Entwickelung nur bis zu den Gliedern der dritten Ord-

nung, so ist
- — — Jij_ ji- 1 3
0—3 0 9~ (0ol
und der vorhergehende Ausdruck nimmt die Gestalt an :

-(¥)(?)7?

Nach der angenommenen Bezeichnung hat man aber
S)=r+AF-f- A7,

s~ 49 [¢] g’
o7 I -f- AN+ A2
g’ 9 [¢]
3= z+ Az
Dieses gibt
= , = z2ZIf+ zal,
9 0 g g

-sfh A- - A-0-jfYyA2- — A2A.
v g 9i I g gi
- I [T + =00 - AD(T)

A0 3 (Y-f) (z-9)Z

(V—f)(z-9)AZ  z(Y-J)Z A1
92 g \Y



A -aA 32 _ <J?-f)(z-g)z*'
v 8/ VvV 819 g3
Hierdurch verwandelt sich der Ausdruck von y in fol-
genden :

c-fl) + (- i- a9
yev oo + (rA'; - Al)
+aiCAr+ (VO
iIf[A+CN)*]+?2 + 2
0-e) 4+ (rAh A;)f+ (V )AZ
+(9 £) 2-

Vermittelst der angegebenen Verwechselungen er-
hélt man hieraus unmittelbar:

@

— 4 AfA - 4- XA* -
X==V —m g g &

+ Ai[AX+ir]

-i[ax+ A ]+ N+ N

(©)

1 g g g2 g3
Schreibt man in diesen Formeln g -}- (s— g) statt
3, so kodnnen sie auch unter die Gestalt gebracht
werden:
A i— aA
g/y g a9/

- 71 A*
- o/ (c)

+ A[A3+ef-/) 7]

y =f—g



+1*r + (~-H) A
+ (y& | _ Az-C)

e (A0 1
+(V)A+0,")Z o

XAl + ~ | +
- -fiA - -f -fax-(- — 1
s g 1 gL 1 g 3
) + jca + al]l | > x + 1
—0—¢
A2.r ZA X AZ
H  H—— [ S ———— A
g g* €
XAZ X Z-

Da die vorhergehenden Formeln sehr complicirt
sind, so fuge ich die folgende Bemerkung bei * welche
dazu dient, sie bei den Anwendungen, welche man ge-
wohnlich davon macht, sehr zu vereinfachen.

Der Hauptzweck der analytischen Untersuchungen
in der Optik ist ndmlich , die Lage der gebrochenen
Strahlen in der Gegend des letzten durch sie hervorge-
brachten Bildes zu berechnen, um Mittel zu finden, die
Deutlichkeit desselben so vollkommen als madglich zu
machen. Nach Nro. \ ist aber die jenem Bilde zugehd-
rige Abscisse, wenn man nur die Grofsen der ersten
Ordnung berucksichtigt,

Zeit«ehr. f. PhyS. u. Mnthom. XX t.



Man kann folglich sehlieCsen. dafs in einer Entfernung
von dem Bilde, welche die Abweichungen nicht Uber-
steigt, (s — Q)i eine Grofsc von der Ordnung dieser
Abweichungen seyn mufs. Beschréankt man sich daher
auf die Glieder der zweiten Ordnung, welches in den
gewdhnlichen Féllen hinreicht, so kann man die Pro-
ducte von (s — g) in Grofsen derselben Ordnung ver-
nachlassigen.

Was die Glieder der dritten Ordnung betrifft, so
werden sie nur bei der Theorie der achromatischen Ob-
jective gebraucht, wo sie betrachtliche Werthe erhal-
ten. In diesem Falle ist ein Theil der Glieder, welche
sich auf das Objectiv beziehen, mit der Yergrofserung
multiplicirt, und hierdurch werden jene Glieder sehr
bedeutend, so dafs man alle Ubrigen, bei welchen diels
nicht Statt findet, als zu einer héheren Ordnung geho-
rig betrachten kann. So sind die Glieder der zweiten
Ordnung, welche von dem Objective herrihren und
nicht mit der Yergréfserung multiplicirt sind, eben so
wie diejenigen, welche den Ocularen zugehdren, als
Glieder der dritten Ordnung anzusehen. Bei der Be-
rechnung der achromatischen Objective bestimmt man
aber die willktrlichen Groéfsen, welche in den Aus-
drucken der Abweichungen Vorkommen, auf eine solche
Art, dafs diese so vollkommen als mdglich vernichtet
werden , welches geschieht, wenn die Summe der cor-
respondirenden Glieder der zweiten und dritten Ord-
nung verschwindet, die Glieder beider Ordnungen folg-
lich gleich und entgegengesetzt werden , damit sie sich
wechselseitig aufheben koénnen. Hierdurch reduciren
sich (y A! —1 und XA welche den Abwei-

v gJ 9

s

chungen entsprechen, auf Grofsen von der Ordnung
derjenigen, welche von den Ocularen herrihren, und



lionnen daher in diesem Falle als Glieder der dritten
Ordnung beti’achtet werden; eben so (s— g), welches
immer von der Ordnung der Abweichungen ist, wenn
man die Lage der Strahlen nur in der Nahe des letzten
Bildes untersucht.

Aus dem Gesagten geht hervor, dafs es in den bei-
den angegebenen Féllen erlaubt ist, die Producte von

A - nnd (z— g) in Grofsen der zweiten Ordnung zu
e

vernachlassigen. Hierdurch werden die Formeln (c),
wrenn man sie auf die ite Flache bezieht,

41),

(d)

Xi
~ 7/

(Die Fortsetzung folgt.)



Uber die Integration der Differenzialglei-
chungen mehrerer Variablen der ersten Ord-
nung und des zweiten Grades;

von
Joseph L. Raa be
(Besch iufs.)

§ 5.
Bei der in dem vorhergehenden Paragraphe aus ein-
ander gesetzten Transformationsmethode bleibt noch der

Fall zu erdrtern ubrig, in welchem die Gleichungen (E)

i doc. dic da i
die Werthe v0n-&>—<2, etc. unbestimmt las-
,  cx, dx,

sen oder auf £ reduciren.

Tritt dieser Umstaiid’ ein, dann ist es gleich viel,
welchen Functionen von x,, x2, X3, .r4, etc. die Difle-

- . dx2 dx- dx4
renzialquotienten TV’ TV’ etC' §eic gesetzt
werden , damit den Gleichungen (E) Genlige geschehe;
dadurch werden die Werthe von x2, x3, x4, etc., die
durch die letzten Gleichungen des vorhergehenden Pa-
ragraphs voéllig bestimmt waren , jetzt unbestimmt blei-
ben, so dafs man haben wird

ag = F2(xt,y,,y2,¥3,.. .¥.,-),
F30i,Ji,Jdz, oo o o/" _mh;
X —. FAOiiyi *yziy3?2e *y=*_0,

xn=e F1O0i,yl,y2,y3 . myn—bh,
wo F., F3, Fn willklrliche Functionen der Gros-
sen xt,yt,yz, ,. ,yn-\seyn werden; cs wird also



Wegendes Statthabens der Gleichungen (E), wenn man
aus diesen Gleichungen die Werthe von X3, . .. Xn
wie auch die Werthe ihrer Differenzialien in die Glei-
chung (A) substituirt, eine andere von der Form (B) zum
Vorschein kommen mussen.

Der Theil rechter Hand des Gleichheitszeichens
dieser Gleichung B) kann nun der in ihm vorkommen-
den willklrlichen Functionen wegen, durch Bestimmung
derselben, immer zu einem vollstdndigen Quadrate ge-
macht werden.

Denn damit der erwdhnte Theil der Gleichung (B)
ein Quadrat werde, ist cs ndthig, dafs die Coefficienten

N — 2
-pbi5 Bz, etc., BIf,, etc. ein System von (I—i(—u )

Bedingungsgleichungen von den Formen
Bl,z— BtB, — o,
3,3 — B,B3cc o,

BI,3 — B,Bsc¢s o

eingehen.

Diese Gleichungen werden die Variablen .r,,j ,,
XX, * . .j'n—x und eine unbestimmte Anzahl willkurli-
cher Constanten enthalten, die die willkiirlichen Func-

tionen F2, F3, ... Fn mit sich fihren kénnen. Eli-
minirt man aus denselben, oder vielmehr denkt man sich
aus denselben die n Grofsen x,, ,y,, o . . jr«—i eli-
minirt, so bleibt noch eine Anzahl von
m—i)(n—i) n-—5n+ 2
1 .2 2

Gleichungen, die blofs eine unbestimmte Anzahl will-
kurlicher Constanten enthalten, und denen, wie eine

einfache Uberlegung zeigt, immer Geniige geschehen
kann.

Nachdem nun der zweite Theil der Gleichung (10)



ein vollstdndiges Quadrat ist, ziehe man beiderseits die
zweite Wurzel aus, so wird man dann eine Gleichung
von der Form

dr, = C,dy, + Cldyz+ C3dy3-f....-}Cn, dyn_,
erhalten.

Substituirt man in diese Gleichung fur yz,e.°
j'n—, ihre Werthe, durch x,, xz, . . . .r,ausgcdricht,

zuruck, so kann nur die vorgelegte Gleichung (A) zum
Vorschein kommen; weil aber diese so eben gefundene
Gleichung in Bezug auf ihre Differenzialien linear ist,
so mufs die aus ihr durch Substitution erhaltene Glei-
chung (A) ebenfalls von linearer Form inBezug auf die
Differenzialien seyn.

Es erhellt also hieraus , dafs, Wenn die Coefficien-
ten A,, Az, A3, etc., A,,z, A,,3, etc. der Gleichung
(A) so beschaffen sind, dafs sie in den Gleichungen (E)

die Werthe von , etc. unbestimmt las-
dx, dx, dx,

sen, dieses ein sicheres Merkmal sey, dafs die Glei-
chung (A) einer linearen Form in Bezug auf ihre Diffe-
renzialien fahig ist, welches wir auch bei einer Diffe-
renzialgleichung von der Form (A) dreier Variablen im
zweiten Paragraphe bestatigt gefunden haben.

Zweite Abtlieilung.

Uber die Reduction der Gleichung (B) in
ein System von n— i linearen Differenzial-
gleichungen mit n— 2 neuen Variablen.

| s
Um auch hier mit dem einfachsten Falle den Anfang
zu machen, wollen wir zuerst zeigen, wie die Gleichung
(7) in ein System zweier Gleichungen, die in Bezug auf



ihre Differenzialien linear sind und eine Variable mehr
enthalten, reducirt werden kénne.

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, die beiden ge-
suchten linearen Differenzialgleichungen seyen yon der
Form

o =5 atdjr%-f- azdj'z, >
rfx, = btd™N + bzdjz,y
wo a,, az, A,, bz einstweilen noch unbekannt sind.

Diese zwei Gleichungen mussen so beschaffen seyn,
dafs durch irgend eine Verbindung derselben die Glei-
chung (7) zum Vorscheine komme. Die einfachste die-
ser Verbindungen wird wohl die seyn, dafs, wenn eine
jede derselben quadrirt und dann ihre Summe genom-
men wird , die Gleichung (7) erhalten werde.

Fiuhrt man die angezeigte Operation aus, so erhélt man
d< = («: + K)dj\ + « + K) djl

+ 2 (a,az-f 6, bz) rfjr, djrz.

Soll nun diese Gleichung mit (7) identisch seyn, so

mufs man haben

al] + b] = Bt, a\ + bl =
a, az -j- blbz ~ £,1,

Da man hier vier unbekannte Grofsen a,, az, 6,,
bz und blofs drei Gleichungen bat, so sieht man, dafs
eine dieser Grofsen willkurlich bleibt, folglich werden
die Gleichungen (13) blofs eine neue willkirliche oder
variable Grofse enthalten.

In den meisten Féallenwird man diese Gleichungen
am bequemsten auffolgende Art aulldsen :

Man setze namlich zuerst

(»4)

oi* R,ail bt= £,iS,, I
L 1 f* * * (,5)
a2=b:a2 bl==BIBz,\

so gehen die Gleichungen (14) in folgende Uber:



4" @] == 11 K 4" Rl = 1>

aiai + RBiBz = -£ = .
v/b,b2
Setzt man ferner

a, = cos.p,, a2= cos.p,,
so geben die beiden ersten der vorhergehenden drei
Gleichungen

B, = sin.p,, Bj == sin.p,,

und die dritte dieser Gleichungen gibt dann

cos.(p,—p,) = -~1-, . . . (i6)
VR, R,
folglich o
Pj = p, -f- arc. cos. Bl |

Man hat also

Bi,i cos.p, — V'biB2— B’ sin-Pj
€0S.p2 = X— £----
Vb,b,

Bi, 2sin.p, -)- t/R,82 — B”™ 4 cos. p,
X

sin. p2 =

V/B, B2
daher ist
. . Bi, 2cos.p, — /b, B. — B’ sin.p,
«l = eos.p,, Uuj = - -
” . " Bi, 2sin.p, + \/b,R2 — Ba cos.p,
Ri = sin- Pt, [z = ikl

Vblbl
Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen
(i5), so gehen sie in folgende Uber:

Bi, 2 cos.p, — v/B, R2— B; , sin.p,

< Cc= B: C0S.p,, A2= —-mmmmmmmmmmmooe- .-
Br

1 Bi, 2sin. p, + I/BjBj— B* cos.p.

6, = JS; sin.p,, b2== 7 e~
Bi

Es gehen mithin die Gleichungen (i3) in folgende Uber:



o — B, cos.p, dyi
+ [B,,acos.pi — \/b,Bz— B ssin.p,] djr,
da:, =
B, sin.p,dy, + [B>*sin-Pi + OB,B2—'B;;, cos.p,] dy-

welche zwei Gleicliungen durch Elimination von p, die
vorgelegte Differenzialgleichung (7) geben.

Der besondere Fall, den wir in 8. 1. betrachtet ha-
ben, namlich die gefundene Differenzialgleichung (b)
daselbst, geht mit Hulfe der so eben aufgestellten Glei-
chungen in folgende swei uber :

0 = (1-j-rj) cos.p, dy,
— 047zcos.p, + /i 4-y] +yl sin.p,) dy,

a dxn
x\ — az
__O+y?)sm.p,dy,— (yijyiimp,—\/Hy'Ay\ cos.p,)dy,

(©)

Vi+y; VI1+y\ +yi
Fir den besondern Fall, wenn man Blt, = o hat,
lassen sich die Gleichungen (17) bedeutend vereinfachen,
denn sie gehen dann in folgende Uber :

o = B\ cos.p, dy, — B[ sin.p, dy,,
dx, — B\ sin.p, dy, -|- B[ cos.p, djj'a.

Geht hier p, in qo° p, Uber, so hat man
o= B]sin.p, dy,-)-£’ cos.p, dylI5 |

i i. j ¢ \IU)
da-, = cos.p, dy,— Bl sin.p, dy2.j
Finden aber folgende zwei Gleichungen
B = o, ilj = o,
°der nur eine derselben Statt, so ersieht man aus der
Gleichung (16), dafs man die Gleichungen (17) nicht



mehr erhalten kann. In diesem Falle ist es am bequem-
sten, aus den Gleichungen (14) drei der Gréfsen a,, a2,
b,, bz als Functionen der vierten zu bestimmen.
Nehmen wir z. B. an, cs finden beide zuletzt aufge-
stellten Gleichungen Statt, so ist die zu reducirende
Differenzialgleichung (7) von folgender Form:
dx\ es 3B,,v (Lj, dyz.

Die Gleichungen (14) geben dann
Bi, 2\/ — 1 Bi, 2

200 2 9 g
und die Gleichungen (i3) gehen dann in folgende
Uber:

0j — @V 15 bo _ 7

Bi, 2

o= a dj, - 2 i dyz,

da’, = y/— 1Jjt, dji — dv/J.

Hier ist also a, die neu eingefuhrte Variable, und
wenn diese aus den letzten Gleichungen eliminirt wird,
erhélt man die vorgelegte.

B- 7

Die Rechnung wird bedeutend vereinfacht, wenn
die vorgelegtc Differenzialgleichung (7) so beschaffen
ist, dafs der Theil rechts derselben die Variable x, oder
irgend eine Function derselben nur als gemeinschaftli-
chen Factor enthalt. In der That, denkt man sich dann
eine der Variablen j, ,yz, z. B. yzals Function von
y, und einer neuenVariablen s,, so hat man durch Dif-
ferenziation

= Tf, dj" + A g
Substituirt man diesen Werth von dyz in die Glei-
chung (7), so nimmt sie folgende Form an:



d< = + B-(ijJd + Bxdz\

+ 2B+ B ) dHt

WA&hIt man nun die Abhé&ngigkeit der Grofsey z von
Yy, , z, dergestalt, dafs der Coeflicient von dy, dz, in
der letzten Gleichung verschwindet, so mufs man fol-
gende identische Gleichung haben:

0= B,fZ-{ Bz Y ¢ 1))
dfi

Da nun diese Gleichung vermdge der Annahme, dafs
der Theil rechts der Gleichung (7) die Variable x, nur
als gemeinschaftlichen Factor enthalte, von x, befreiet
seyn wird, so enthdlt sie blofs die zwei Veranderlichen
Xi ?Ji, und gibt durch Integration

Yy %=—1'ifXn *1))
wo 1,2 eine bekannte Function, und z, die willkurliche
Constante der Integration vorstellt.

Wenn nun dieser Werth vonjr2wie auch der von
dy z unter der Annahme, dafs z, ebenfalls variabel ist,
in die Gleichung (7) gesetzt wird, so nimmt sie folgende
Form an:

dx) = Y,dy) 327, dz), . . . (20)
wo Y,, Z, leicht zubestimmende Grofsen seynwerden.

Nach den Gleichungen (18) des vorhergehenden Pa-
ragraphs zerfallt diese Gleichung in folgende zwei:

O= Y*sin.p, dy, -)- Z) cos.p, dz,,
i 2
dx, = Y\ cos.p, dy, — 2\ sin.p, dz,.

Wie die Gleichung (19) zeigt, wird die so eben
vorgetragene Vereinfachung auch dann eintreten, wenn
entweder Bh2, Bz oder B,t,, B, die Variable x, blofs
als gemeinschaftlichen Factor enthalten; im letztem



Falle wird man blofs y, als Function vonyz und einer
neuen Variablen z, annehmen miussen.

Dasin J. i. gerechnete Beispiel, oder die Gleichung
(b) daselbst, kann dieser Vereinfachung theilhaftig wer-
den, und die Gleichung (19) geht fur dasselbe in fol-
gende Uber:

o __  — —<P)Z 1 0+ 797 — ay- dy,
+jD «@(i+JI+jD dy,’
oder, wenn man den gemeinschaftlichen Factor weglafst,
drd __ vy, [dy,
fi 1+y'."'

Diese Gleichung integi’irt, gibt
yz= a, V'i ,
die Gleichung (20) geht daher in folgende Uber:

= (flgalt rAgL + 1421,
€ Li-hyl~*+2) J

und die Gleichungen (18) sind dann:

0= -Slpt—dyi+\ -Vp%Jr:a": cos.Pl dz,, J
Vt+jr; V.+z;
. _ Xi-a-r cosp, v/i+y; . ~i !
d*t= —-— p——dy,-—- — dm.p,dz,
* LV'i-py; y V/i + 2? P -*J

5- 8.
Es sey ferner die Gleichung (12) in folgende drei
lineare Differenzialgleichungen aufgeldst:

o= a,dy,+ azdyz, j
o= 10,dy,-f bzdyz-f- b3dy3 ,p .(21)
dx, = ¢, dy,+ czdy3-j- c3dy3 ,;

wo a,, az, b,, bz, b3fc,, cz, c3 einstweilen noch un-
bekannt sind.

Werden diese sammtlichen Gleichungen quadrirt
und dann ihre Summen genommen, so hat man



dx\ = (a\+b\+c\)dy\ + (a:+6:+ <)dr:
+ (K+cl)dyi
+ 2[0l«'+ M* + ¢,c,) djr, djr2
+ (bi b3-f c,c3djri «Os]
-f- 2(06s+ cl)dy2dya.
Nun soll diese Gleichung mit der Gleichung (12)

identisch seyn, daher mussen folgende Gleichungen be-
stehen :

+ K+ ¢ = B,
al + K + c\ = @2
"3 4% C3 — <®8J (22)
Qi Clo -J- b~b2 AN2 1—- B, 25
Bt 8 mem™»3?

273 "t C,C3 —BZ3.

Da man hier sechs Gleichungen und acht unbekannte
Grofsen a,, b,, etc. hat, so sieht man, dafs zwei die-
ser Grofsen noch willkdrlich oder variabel bleiben.

Ist keiner der Coefficienten B,, B2, B3 gleich Null,
so lassen sich die Gleichungen (22) am bequemsten auf
folgende Weise behandeln :

Man setze namlich zuerst
2

g = 2« , b1

az= Bla2, bz = BIR2, c2= B\y2  (23)

3 = B.jBs, ¢3= B3y3,

so gehen die Gleichungen (22) in folgende Uber:

< + B\ + W— 1>

< + i +7= *
Bl+ 73==1)

a\a2 + RiBz -j- Yty2 = -~L-

VBi b2



P@ I = 7

f3

VB 2B3
Um diese sechs Gleichungen bequemer aufzul6sen,

rt

28s -r 72Y3 =

setze inan
«i =s cos.p,, RBi = sin.p, cos.q,,
a2 = cos.p2, R2= sin.p2cos. 92,
33 == cos.pa,
so folgt aus den drei ersten der vorigen sechs Gleichungen
?i ==sin.pj sin.q,, y2==sin.p2sin. , y3= sin.p3,

und die drei letzten derselben Gleichungen geben

€0S.p, COS.p. -j- sin.p, sin.p2cos.(9, — 7j) = 77=
UB, B

2

sin.p, COs.'(pS— q,) = ~Bizi (24)
Vb,b,
sin.p2C0S.(p3— Q2) — - ~_
V b, bz

Aus diesen drei Gleichungen kann man immer drei
der Grofsen p,, p2, p3, 9,, 92 als Functionen der bei-
den andern, und der Coeflicienten B, , B2, etc. bestim-
men. Am bequemsten ist es, die letzten drei Grofsen
als Functionen deér beiden ersteh auszitdricken, welches
man mit Hulfe algebraischer Gleichungen des zweiten
Grades immer ausfihren kann.

Hat man nun p3, q,, gt als Functionen von p,, pzf
B,, B2, etc. bestimmt, so kann man mit Hulfe der vor-
hergehenden Gleichungen u,, B,, y,; a2, etc. ebenfalls
als Functionen dieser Grofsen ausdriicken, und daher
vermoge der Gleichungen (e3) hat man auch a,, b,, c,,
a2, etc. als bekannte Functionen von x,,y, >yz,y3,
p,, p2. Substituirt man nun diese Weérthe in die Glei-
chungen (21), so hat man die Differenzialgleichung (12)



in ein System dreier linearer Differenzialgleichungen
erster Ordnung aufgeldst.

Sind aber einer oder der andere der Coefficienten
Bi, B2, B3 gleich Null, dann mufs man aus,den Glei-
chungen (22) selbst sechs der Gréfsen a,, b,, c,, a2,
b2, Cj, b3, c3 als Functionen der beiden &ndern und
der Coefficienten B,,,, Bt 3, P,, 3 ausmitteln.

Fur den besondern Fall hingegen, wenn in der
Differenzialgleichung (12) die Coefficienten B,,», P,(3,
B23 fehlen, gehen die Gleichungen (24) in folgende
Uber:

€0Ss. p2cos,p2 -j-sin.p, sin,p2cos. (g,— q3 = O,
sin.p, cos. (p3— <7) t= o,
sin.p2 cos. (p3— &2 = o.
Aus den beiden letzten dieser Gleichungen erhalt man
cos. (p3— 9,) = o, cos.(p3— q2 = o,
folglich

2, = - + Pz, 2= - + p3>
wo x die halbe Peripherie des Kreises fur denHalbmes-*

ser i vorstellt. Die erste derselben drei Gleichungen
gibt dann

cos.(p,—pd = o oder p2= 1 - Pi,

man hat also fir den gegenwartigen Fall

“i— cos.p,, 3 ,= — sin.p, sin.p3, y, = sin.p, co0s.p3,
az= — sin./),, Bj= — cos.p, sin.p3, y2= cos.p, cos.p3,
33= cos.p3, y3= sin.p3.

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen
(23), so hat man

ai = B; cos.pi, = — B] sin.p,,

b, — B) sin.p, sin.pj, b2 = —mB\ cos.p, sin.p3)-

8= B\ cos.p3-



¢, = B] sin.p, cos.p3, c2= B*cos.Pjcos.p3,

¢3 =s jB3sin.p3.

Setzt man in diesen Gleichungen statt p,, i80°— p,,
und statt p3, 90°— <7, und substituirt die erhaltenen
Resultate in die Gleichungen (21), so gehen sie in fol-
gende Uuber:

o = B] cos.p, rfj, ~f- £’ sin,p, dy?2,
O = B\sin.p, cos. g, dijr, — B’ cos.p, cos. q, dy2
— £'sin. g , (25)

dx, = £’ sin.p, sin. rfj', — B« cos.pj sin. <L dy?2

-J- £3 COS.9, cfj3.

5- O-
Wenn die in dem vorhergehenden Paragraphe be-
handelte Differenzialgleichung (12) so beschaffen ist,
dafs der Theil rechts derselben die Variable x, oder ir-
gend eine Function derselben blofs als gemeinschaftli-
chen Factor enthéalt , dann kann man sie in eine andere
transformiren, die bedeutend einfacher ist. In der That,
denkt man sich unter dieser Voraussetzung zwei der
Variableny,,y2,y3, z. B. die beiden letztem als noch
unbekannte Functionen der erstem und zwei neuer Ver-
anderlichen s,, js2 ausgedruckt, so hat man durch’sDif-
ferenziren :

N

—

. + ézi d- dh dz
djl dXi ; t d 52

dz (26)
= ayr 4 en d, 4 EthZI.

aTi dz, ! dz

Substituirt man diese Werthe von dy2, dy2in die
Gleichung (14), so nimmt sie folgende Form an:



dxl = Y,dy: + Z,dz't + Z,dz\

-+ 2l iti dy, dz, -j— 1j7.dy, dz®

W 2Z., >dz, dz,,
in welcher die Coefficienten leicht darzustellen sind.

Da nun die Abh&ngigkeit der Variablen j\ , y 3 von

Y,, z,, Zj einstweilen noch willkiirlich war, so wollen
wir nun dei'gestalt daruber verfiigen, dafs die Coefficien-
ten von dy,dz,, dy,dz, in der letzten Gleichung ver-
schwinden.

Hierdurch erhalt man

Li,i O, liz 0,

oder wenn die Werthe der Theile links gesetzt werden :

+ £ ())-' + -« % o+ *'%)"
N
a2\ T BG4t SRy ™

dz, \ dy, dyj
Sollen diese Gleichungen Statt haben, z,, zz mo-
gen constant oder variabel seyn, so mussen folgende
zwei Gleichungen bestehen :

o= B,, + B, L+ B,3
& dy,

ar>
o= B,3+ BZ,SQ + B3 (

Y, dy,
Vermdége der Annahme, dafs in der Gleichung (12)
der Theil rechts die Variable x, nur als gemeinschaft-
lichen Factor enthalte, werden die letzten Gleichungen

von X, befreiet seyn. Sucht man nun aus denselben die

Werthe von ’a)l/’7 d und substituirt sie in die Glei-

’ )

chungen (26), wenn man namlich 2,, z2 als constant
Zeitsehr. f. Fhys. 1L Mathem. IX. i. n



betrachtet,, so Itann man dadurch diese beiden Differen-
zialgleichungen integriren, und man wird erhalten
ff2 — ~2 (ffi» 2?2 "2))
ff3 = 73(ff15 "I, *2,
wo it} i)3 bekannte Functionen, und z,, z2 die will-
kuarlichen Gonstanten der Integrationen vorstellen.
Substituirt man diese Werthe von , Y 3 unter der
Annahme, dafs z., z2 Variable sind, in die Gleichung
(12), so nimmt sie folgende Form an:
dx] = Ytdy\ 4-Zxdz\ + Z2d
4- 27,,2ds, . . (28)
In dem Falle endlich, wenn diese letzte Gleichung
so beschaffen ist, dafs entweder Z, und Z,j2 oder Zz
und Z,,s die Variablen x,, y x oder irgend eine Function
derselben nur als gemeinschaftlichen Factor enthalten,
kann man durch eine &hnliche Betrachtung, wie im 5.7.,
dieser Gleichung folgende Form geben :

dx\ = Yxdy\ + Z,dz] + Uxdu\ . (29)
Wendet man das hier aus einander gesetzte Verfah-
ren auf unsernbesondern Fall im §. 3. oder auf die Glei-

chung (b"an, so gebendie Gleichungen (27) in fol-
gende Uber:

O=M i-(*+ r: + ffl) + ffaffa
dyn dy

0 + Aja jy — + ffl + yl) fy -
Hieraus findet man

dr. __ ii dfi

iz 1+ ;7

d.n _ ji dfi

Za >+ 71"

und integrirt
ff2— zix/*~hffi >

ff3 == zov *4-tf1»



die Gleichung (28) ist daher im vorliegenden Falle fol-
gende :

o dy' , (I+.rh)(i+~D , ,
>+j; itz +zi <lz'
dx\ = (ri—ar , (‘-hrIK'+_*?) j 2
+ r+ 17T =i d-
- 1~2g+£1>d,, s,
"+ sl+ si

Setzt man ferner in dieser Gleichung
Sj = wqi-]-
so nimmt sie die Form von (29) an, und zwar hat man
_dfi_
(cO

Mit Hulfe der Gleichungen (c5) zerfallt diese Glei-
chung in folgende drei lineare :

cos. B, sin. B, \/1+r; |
0= gy, A-2n is,
Yi+j; Vi+2;
o _ sin.p,cos. <, N __ cos,p,cos<y/l-fr?
/1 +y\ " V 1+ 25
sin.gxV 1+y\ V 1+ 2\
xrory UIMJ
VI + W
sin.Ajsm.Aj cos.ptsn\.qlV '+y.1
Gx. = LE VI+F? Y +*j
cos T, y/i+j; Y i-N?
7_:::: -------
y/i + aj

Eliminirt man aus denselben p,, <7, so kommt die
Differenzialgleichung (c') zum Yorscbeine.

S- 10-
W ir wollen nun auf gleiche Weise, wie in den
6., 8., eine Differenzialgleichung von funf Variablen
4 *



der Form

dx\ = B,dy\ -f- Bzdy[ -f- B3dy] -j- B~Ady\
+ 3(F.,*dJich + -Bo3dlify3+ P,, 4dfzdft) s
+ a(P23dyzdy3 Pa4dyayj (S0)
-f iBs™dr~dy”

in ein System von vier linearen Differenzialgleichungen

mit drei neuen Variablen reduciren.

Es seyen
o = a,dy, -|- a2dyz
o = b,dy, -)- b2dy2-j-b3dy3

o = c,dy, + c2dyz-|-c3dy3 -f- cdy® (S")

dx, = eidyt -1- e2dy2-f-e3dy3 -{- eddy”
die vier verlangten linearen Differenzialgleichungen, so
erhalt man, wenn sie quadrirt und addirt werden, durch

Vergleichung mit der Gleichung (30) folgende Glei-
chungen :

a\ K -f'c\4" el — -Bi,
al + K + cl+ el — b2,
bl + c¢3+ el = B3,

cl + el = P4,

u, d2 4+b,bz ——-e,cz 4-,e2 + B, 1,
b\b3 -J-c, c3-j-e,e3 = P13,

cic4 + elesa ==BI, 4,
728 -f-c2c3 -j-e2e3 — -Bj,3)
c4 4— —e Pa4,

G4 ~f* e3e4 “© N34,
Da wir hier zehn Gleichungen und dreizehn unbe-

kannte Grofsen <z,, a2, 6,, , 03, etc. haben, so sieht
man, dafs die Gleichungen (3i) blofs drei von x\, ,
73, verschiedene Grofsen enthalten werden. Um

in den Fallen, wenn keiner der Coefficienten P,, P,,
P 3, P4 gleich Null ist, sich die Rechnung zu erleich-
tern, setze man zuerst folgende Gleichungen fest :



a, = B\a,, ot= ZD_G,, g= £y,

= K E,
~ 1 L
a2 = P>n 52= BIRBz, c2= £'y2,
|
. e2 == £'i52 (32)
63 = jB3R3, C3= y3,
t
e3 = £3 £3)
1
ca = £1)4>»
64 = £1 £4 >

wodurch die vorhergehenden Gleichungen in folgende
Ubergehen:

+ B\+ I\ + £ = >

a>+ BRI + yl+ el — 1>

By + 73 el = 1»

rl + £ =1,
a,a2 -} BjR2-]-y,y2 e e = »
VELES

BIRs + VIFs + BB = "7===»

, Bi, 4
I rx + = £*-
fc/3, + M, + ..., = ~ =
Bi, 4
+ e2ed = -m r,
Vbj),
+ £3,4
£3«4 = -7 = =
\/b 3ca

Setzt man, um diese Gleichungen bequemer auflo-
sen zu konnen,



«j = cos.p,, B, = sin.p, cos.9,, y, = sin.p, sin.9, cos.7-,,
a2= cos.p,, B, = sin.p. cos.9,, y2= sin.p.sin.g, c0s.r2,
3= cos.p3, y3= sin.p3co0s.9.,
y4— COS.Pu)

so geben die vier ersten der vorhergehenden Gleichungen

£ = sin.p, sin. 9, sin.r,,
s, = sin.p. sin. 9, sin.r2,
£3 =5 sin. p3sin. 93,

s4 = sin.p4,

und die sechs letzten derselben Gleichungen gehen in
folgende uber:

€0S.p, €C0S.p, -j- sin.pj sin.p2[cos. 9, cos. 9,
4 sin.9, sin.92cos.(r2— r,)l

VB, B,

V B, Bj

sin.p, [cos.p3cos.9, -j- sinp3sin.9, cos.(93— /-)]

sin.pj sin. gi cos\p4~ r 1?0: _Bi, -

sin. p2[cos. p3cos.9, -f-sin.p3sin-92c0s.(93— r] = — * -
V b2b5
sin.p2sin. g, cos.(p4— 7)) = —
V/B2B4
sinpacos.(p4— 93 534
Vbzb,

Druckt man nun aus diesen sechs Gleichungen sechs
der Grofsen p,, p2, p3, p4, 9,, 9z, 9,, 7-, r2 als
Functionen der drei ubrigen aus, so sind, wenn man
diese drei noch ubrig bleibenden oder willkiurlichen
Grofsen durch p,, 9,, r, bezeichnet, sammtliclieGros-
sen n,, a2, «3, etc. als Functionen von p,, 9i, 7~ und

fl 7Ji»Ji 133) 74 gegeben.

Man findet dann mit Hulfe der Gleichungen (3a) die
Coefficienten a ., a2, b,,bz,b3, ¢., c2, c3, c4, & , €2,



e3, e4 ebenfalls als Functionen derselben Grofsen, wel-
che dann, in die Gleichungen (3i) substituirt, die ver«*
langten vier linearen Differenzialgleichungen mit den
drei neuen Variablen darbieten.

Enthéalt aber die vorgelegte Differenzialgleichung
(30) blofs die zweiten Potenzen der Differenzialien der
Variablen, dann gehen die vorhergehenden Gleichun-
gen in folgende Uber :

cos.pt cos.p. -{-sin.p, sin.p, [co0s. g, cos. gz

-{-sin. q, sin. g, cos. (r, — 7,)] = o,

sin.p, [cos.p3co0s.q, sin.p3sin q, cos. (g3— r,)] = o,
sin.p, sin. q, cos. (p4— /,) = o,

sin.p. [cos.p3cos. gz-\-sin.p3sin. gzcos. (g3 - r2] = o,
sin. p, sin, gz cos. (p4—i'y)= o,

sin.p3cos. (p4— Qgs) = o.

Die dritte, funfte und sechste dieser Gleichungen
geben

und die drei Ubrigen derselben Gleichungen gehen da-
her in folgende Uber:

COS.p,cos. p. -J-sin.p, sin.p2cos. (7,—9.) = O,
sin. p, cos. (</,—p3) = 0,
sin.p2cos. (vz— P3) = 0.

Die zweiletztendieser Gleichungen geben

n1
— + Ps.

und die erste derselben gibt daher



oder

cos.(p,—p3d = o

i
Pl -—— 2+ Pz-

Man hat also

«i = — sin.p2, Bj = — co0s.p2sin.p3,
y, = — co0s.p2cos.p3sin. p4,
£ = C0S.p, €0s.p3cos.p4,
az =z cos.p2, R2= — sin.p2sin.p3,
y2 = — sin.p, cos.p3sin.p4,
e2 = sin.p2cos.p3cos. p4,
B2 = COS.p-,
y3 = — sin.p3 sin. p4,
e3d = sin,p3 cos.p4,
y4 = cos.p4,
@ = sin.p4.

Setzt man hier stattp2, i80°— p,, stattp3, 90°-J<7,

statt p4, 90“

chungen (32),
gende uber:

0 p—

+

O =

0 —_

-f-

+

77, un(l berucksichtiget man die Glei-
so gehen die Gleichungen (3i) in fol-

B\x sin.p, dy,

Bl cos.p, dyz,

B\ cos.p, cos. g, dy,
2Fl sin. p, cos.q, dyz

B\ sin. € dy3,

B] cos.p, sin. g, cos. r, dy,

B] sin.p, sin. 9, cos. r, dyz
|

B\ cos.9, cos.r, dy3

B'l sin. r, cfy4,



i
dx, = — B] cos.p, sin. 7, sin.r, dy,

-f- sin.p, sin. 17 sin. r, dyz
1

— -Bj cos. 7, sin.r, dy3

-f- B\ cos. r, dy4.
Eliminirt man aus diesen Gleichungen p,, 7,, r,,
so erhéalt man folgende Differenzialgleichung
dx\ = B,dy] + Bzdy\ + B3dy] + B,dy].

Aus dieser Differenzialgleichung kann man tbrigens
auch auf einem andern Wege zu denselben vier linearen
Differenzialgleichungen gelangen : man multiplicire ndm-
lich in demTheile i'echts derselben was immer fir zwei
Glieder mit cos.p’ -(-sin.p’, so wird hierdurch die
Gleichheit nicht gestdrt; sind diese zwei multiplicirten
Glieder B, dy] -j- Bzdy’, sohat man wegen

(B, dy] -f- Bzdyl]) (cos.p2+ sin.p2 =
= (B] sin.p, dy, -f- »’ cos.p, dy,,)2

i i
+ (-Blcos p, dy, — B] sin.p, dy22
statt der vorgelegten Differenzialgleichung folgende:
i -1
dx] = (B}L sin.p, dy, -j- B] cos.p, dy,)2
+ (B]cos.p, dy, — sin.p, dy,)2
+ ~dy’ + B,dr\.

Da nun der Winkel p, ganz willkurlich ist, kann
man Uber ihn dergestalt verfigen, dafs man folgende
Gleichung festsetzt:

o = B] sin.p, dy, + B] cos.p, dy2, . (l.)
und die vorhergehende Gleichung geht, wenn man

J _
B’'”~cos.p, dy, — B] sin.p, dy2= C,



setzt, in folgende Uber:
dx\ = C\ -f- B3dy\ -f- dy\.
Multiplicirt man abermals die Glieder C] ~\-B3dy\
mit cos.<7{ 4- sin. g\, so wird ebenfalls die Gleichbeit

nicht gestdrt, und die letzte Gleichung geht daher in

folgende Uber: r

dx] = (C, sin.g, 4- B] cos. g, dy3z
4- (C,C0S.q, — B\ sin.q, dy3z 4~ £,dy\.

Weil hier der Winkel < willktrlich ist, kamt man
auch folgende Gleichung festsetzen:

o0 — ¢c, cos.q, — B*sin.gq,dy3, . . (Il.)

und die vorhergehende Gleichung geht, wenn man

C, sin. fj 4- cos.q,dy3 = Cz
setzt, in folgende uber :
dx\ — C\ 4- Bidy\.
Multiplicirt man endlich den Theil rechts mit

cos. 7 4"sin-r], so geht diese Gleichung in folgende
tber:

dx\ = (Cj sin.7, 4- Bl cos.r, dyQz
4- (Cjcos. 7 — BI sin. 7j dyny- -«

wenn hier endlich

1
o= Czcos.rj — Bl sin.r, dyt . . (111)

gesetzt wird, so hat man |
dx, = Czsin.7 4" cos.r, dyn . (IV.)

Die Gleichungen (1.), (I11.), (IIl.), (*V.) sind mit
den oben aufgestellten vier linearen Differenzialgleichun-
gen identisch, wenn man in (Il.), (W-)> OV.) die Wer-
the von C'i, Cz restituirt.



Wenn die imAnfédnge dieses Paragraphs vorgelegte
Differenzialgleichung (30) so beschaffen ist, dafs die
"Variable a;, in dem Theile rechts derselben blofs als ge-
meinschaftlicher Factor erscheint, dann kann man ihr
durch Einfuhrung von drei neuen Variablen z,, z2,
z3 folgende Form gehen:

dx] = Ytdy] -1- Z,dz] 4 Z2dz] + Zsdz\

2 (Zi,, dzxdz2 4 Z,,3dzxdz3
4+ 2 3~z27~2z3i
welche Gleichung, wie aus dem Frihem erhellet, viel
leichter in ein System von vier linearen Differenzialglei-
chungen aufgeldst werden kann.

Enthalten ferner in der letzten Gleichung die Coef-
ficienten z,, 722, 23, Z,)2, Z,,3, Z,,3 die Variablen
xX, 7', biofs als gemeinschaftlichen Factor, so kann man
ihr auch folgende Form geben:

dx] = Ytdy] Zxdz] 4 Utdu] 4 Uzdu]
4 &U,2 duxduz;
und wenn endlich die Coefficienten Ut, 17,,, oder
ZJ,3 die Variablen z, hlofs als gemeinschaftli-
chen Factor mit sich fihren, kann man sie auch in fol-
gende umsetzen:
dx] = Ytdy] 4 Zxdz] 4 Utdu] 4 Vtdv],

welche Gleichung sehr leicht in vier lineare Differen-
zialgleichungen zerfallt werden kann.



Dritte Abtheilunag

Uber die Integration der in der vorherge-
henden Abtheilung gefundenen n— * linea-
ren Differenzialgleichungen oder der
Differenzialgleic hung (B).

Sm "m

In dieser Abtheilung will ich blofs einige specielle
Differenzialgleichungen mit drei, vier, funf Variablen
integriren, aus welchen man zur Genuge ersehen wird,
wie in jedem andern Falle zu verfahren sey.

Man habe also, um mit einem einfachen Falle den
Anfang zu machen, folgende Differenzialgleichung ge-
geben :

dx) = A'(dy) -fdy)), . . . ()
wo A irgend eine Constante vorstellt.

Vermoége den Gleichungen (18) zerfallt diese in fol-
gende zwei lineare Differenzialgleichungen:

o = sin.p, dy, -}- cos.p, dy,, \
dx, — A cos.p, dy, — Asin.p, dy,.) ' '

Nun wollen wir die zweite dieser Gleichungen, als
far sich allein bestehend, integriren. Zuerst bringe man
sie nach pfajfs Verfahren, gewdhnliche lineare Diffe-
renzialgleichungen erster Ordnung zu integriren, auf
eine andere, die blofs drei Variable enthalt. Dieses
wird erreicht, wenn man

pl = a1
X, cos.a ,
r. = — s— + *e ©
X.sin.a ,
T*= e 2— c

setzt, wo a, b, c die neuen Variablen vorstellen.
Durch Differenziation der beiden letzten dieser



Gleichungen erhalt man

. cos. a X, sin. a
dji = —J~ d X, — da 4- db,
sin, a X. COS. a ,
dy2 = B TG '3 Q——— — da + dec-

Substituirt man diese Werthe in die zweite der
Gleichungen (b), so geht sie nach allen Reductionen
in folgende Uber:

sin.a .de — cos.a . db = o.
Diese Differenzialgleichung, welche blofs die drei

Variablen a, b, c enthalt, wird durch das System fol-
gender zwei Gleichungen integrirt:

csina — bcos.a = 9 (a),
ccos.a -I7 bsin.a = 9'(a),
wo 9(0) eine jede willkirliche Function yona vorstellt,

und 9/(a) statt -Jé\ gesetzt worden ist.

Substituirt man in diese Gleichungen die Werthe
von a, b, ¢, welche aus den Gleichungen (c) folgen,
so erhalt man:

— ytcos.p, -|-yzsin.p, 9 (p.),

*)
y, sin.p, -f- jViCOs.p, = 9/(pi),
welche Gleichungen die Integralien der zweiten der Dif-
ferenzialgleichungen (b) vorstellen.
Um nun auch der ersten der Differenzialgleichun-
gen (b) Genlige zu thun, differenzire man die zweite
der zuletzt aufgestellten Gleichungen, so hat man

sin.p, dy, -j- cos.p, dy2
+ [>. cos.p, — y2sin.p, — 9//0>)] dp, = o,

wo 9"(pi) statt - gesetzt worden ist.

Vergleicht man diese Gleichung mit der ersten der



Gleichungen (b) , so erhé&lt man

ly, cos.p, — y 2sin.p, — (p)] dp, = o,
welcher Gleichung Geniige geschieht, wénn man ent-

weder
dp, = o

annimmt, oder folgende Gleichung festsetzt:
y, cos.p, — vy, sin.p, = ?"(p,),
Die erste Annahme gibt
p, = Const. = a,

wodurch die Gleichungen (d) in folgende Ubergehen:

~ — y,co0s.a4-y2sina= 9 (a),
y, sin. a y, cos.a = 9/(a),

m\elche Gleichungen den beiden Differenzialgleichungen
(b), folglich auch der Gleichung (a) Gentge thun.

Die zweite Anuahme hingegen gibt, in Vereinigung
mit den Gleichungen (d), folgende Bestimmungen fur

Syi)y» m
X, = AJ[2(/>) -f 2"0 )],
y, = sin.p, (pi) -j- cos.p,
y, = cos.p, (fL(p,) — sin. p,9"(pi)>

in welchen Gleichungen p, eine Variable vorstellen kann.

Denkt man sich aus denselben p, eliminirt, so er-
halt man ein System zweier Gleichungen, die die allge-
meinsten Integralien der vorgelegten Differenzialglei-
chung (a) vorstellen.

Fir den Fall, wo A =i ist, erhalt man dieselben
Formeln, die Lagrange bei der Integration derselben
Differenzialgleichung gefunden hat.

Uebrigens ersieht man auch , dafs im letztem Falle
die hier angegebenen Formeln dazu dienen koénnen, die
rectificabcln ebenen Curven anzugeben.



§.12.

Man habe ferner folgende von Monge integrirte
Differenzialgleichung:

(i/- + dy* -f dz* = £ (dx* -f dy*).

Nach der von uns bis jetzt gebrauchten Bezeich-
nungsart wird diese Differenzialgleichung folgende Ge-
stalt annehmen:

j2__ * 2 r2

**\ = -~ dy + - —=xdyl . . (3
Mit Hulfe der Gleichungen (18) zerfallt diese Dif-
ferenzialgleichung in folgende zwei lineare:

o = sin.p, dyt cos.p, dyz,

j Vrt'-— x\

i ) 5 ((8
dx, = -—-- ‘_cos-Pi d?i — sm-Pi J( ©)

Um die zweite dieser Gleichungen zu integriren,
setze man nach Pfajf

Pt = a,
y, — — co0s.a vr2 —ex\ -j- b, (c)
yz— sin.ayr* — x) rj- C,

wo a, b, c drei neue Variable vorstellen.

Differenzirt man diese Gleichungen, und substituirt
die erhaltenen Werthe fur dy,, dyz in die zweite der
Gleichungen (b), so geht sie in folgende Uber:

sinna . de — cos.a . db = o

Diese Gleichung integrirt gibt

csin.a — bcos. a 9 (a),
ccos. a -j- bsin.a = <p'(a),

und wenn indenselben die Werthe fir a, b.c, welche
aus denGleichungen (c) folgen, substituirt werden,
erhéalt man folgende zwei Integralgleichungen



— \/r2— x] — yxcos.p, + yzsin.p, = 9 (p,) (d)
ffi sin.p, H-ffzcos.p, =9/(75,)
der zweiten der Differenzialgleichungen (b).

Um auch der ersten der Differenzialgleichungen (b)
Genilige zu thun, differenzire man die zweite der so
eben gefundenen Integralgleichungen, wodurch man
erhéalt
sin.p, dyx -|- cos.p, dyz

4 [yxcos.p, — yzsin.p, — 9/ (p,)] dp, = o;
woraus erhellt, dafs auch der ersten der Differenzial-
gleichungen (b) Genuge geschieht, wenn man entweder

dp, = o
oder
y XC0S.p, — y2sin.p, = Yi(py

festsetzt. Die erstere Annahme erklart p, als eine Con-
stante, und die Gleichungen (d) stellen dann unter die-
ser Voraussetzung die Intcgralien der beiden Gleichun-
gen (b) oder der vorgelegten Differenzialgleichung (a)
vor.

Die zweite Annahme hingegen bietet folgende drei
Integralgleichungen dar:

— v/r* — x] — yxcos.p, 4 y%sin.p, = f (p,),
ffi sin.p, 4jr2cos-Bi =
y xcos.p, — yzsin.p, = 97(p,),

aus welchen, da p, variabel ist, diese Griufse eliminirt
werden mufs.

5- 3.
Als letztes Beispiel fur drei Variable will ich noch
von folgender Differenzialgleichung

dx] = x]dy] 4 yldy] . ., . (a
die Intcgralien aufsuchen.



Nach den Gleichungen (18) zerfallt diese in folgende
zwei lineare:
o = Xi sin.p, dy, -f-y, cos.p, dyz, \
dar, == cos.p, djr, — 7 2sin.p, >
Die zweite dieser Differenzialgleichungen wird nach
PfaJJCs Methode durch Festsetzung folgender Gleichun-
gen:

X, — btang.p,,
7, = loS-atans-- i
©
26 1
r, — + cC.
cos.p,

wo a, b, c drei neue Variable vorstellen, in folgende
blofs drei Variable enthaltende lineare Differenzialglei-
chung

da

de — 2b— = o

a

umgesetzt.
Integrirt man diese Differenzialgleicliung, so erhalt

man
¢ — 2blog.a = 9 (b),
— 2log. 4 — <?(b).

Wenn nun fir a, b, ¢ die Werthe, welche aus

den Gleichungen (c) folgen, gesetzt werden, so sind
die Integralien der zweiten der Gleichungen (b) folgende:

fl + Cotang.p, £r, — log. tang. ~*~| ==
= 9 (x, Cotang.p,),
— 2[71 — log-tang. = 9'(x, Cotang.p,).

Um auch der ersten der Differenzialgleichungen (b)
Geniige zu tbun, differenzire man die zweite der so
eben gefundenen Gleichungen nach allen Gréfsen, die

sie enthalt, so erhalt man:
Zcitschr. f. Phyp. u» Mathern. IX. ». B



- dy 2_sifnl?p-! 3
= [~Cotang.pj da?, — ?" (®& Cotang. p,).

Substituirt man in diese Gleichung den Werth von
dy,, der aus der ersten der Differenzialgleichungen (b)
folgt, so erhdlt man nach allen Reductionen folgende
Gleichung:

/cos.p,dx, dp, \ |-2 <'(*, Cotang. p,)"!
V sinpJ L*i ' sin p, J
Hieraus folgt, dafs manentweder

ZLEi dx, - '-M- - o
X, sin.p,

oder
L I ?"(* Cotang.p,) _ g
X, ~ sin. X,

haben mufs.

Die erste Annahme gibt durch Integration
x, Cotang.p, = Const. = a,

folglich sind die Integralien der vorgclegten Differen-
zialgleichung (a) entweder

y’ sin.p, 4-2*, ji — cos.p, j~y, — log. tang.~"TJj —
= sin.p, 9(*, Cotang. p,),
3 Hri — log.tang.~Tj = _ ?/(*, Cotang. p,),
2sin.p, = — *, 9y/(*, Cotang.p,)
oder
yi = ~ +9/{a)\ +1 }o&f_aJ‘"— —————— 1

= B(a) — a<$x(a) — 2v/az24* >
wo aus den erstem Integralien die neu eingefluhrte Va-
riable p, eliminirt werden mufs.



5- >4,

Als Beispiel von vier Variablen will ich zuerst die

Integralien von folgender Differenzialgleichung
dx\ = dy\ -(- dy\ 4-dy\ . . . (&)
entwickeln.

Nach den Gleichungen (a5) zerfallt sie in folgende
drei lineare Differenzialgleichungen:

O = cos.p, dyz 4- sin.p, dyz,

O = sin.p,cos. <, dyz — cos.p, cos. < dyz

— sin.q, dy3, - (b)
dx, — sin.p, sin. <, dy2 —- cos.p, sin.q, dyz
4- cos. < dy3.

Die letzte dieser Gleichungen, welche sechs Va-
riable enthalt, kann man nach Pfaff's Methode in eine
andere ebenfalls lineare transformiren, die blofs finf
Variable enthalt. Dieses wird erreicht, wenn man fol-
gende Gleichungen festsqtzt:

Yy X = X, sin. a sin.&4~gi

yz= — X, cos.asin.b 4~ c,

y3= X, cos.4 4- c, e « (0
Pi = a,

<, = b,

'wo a, b, ¢, e, g die neuen Variablen sind.

Fuhrt man diese Werthe in der letzten der Glei-
chungen (h) ein, so erhdlt man folgende Differenzial-
gleichung :

O= CO8. bde — cos.asin.bde -{- sin.asin.bdg, (d)

die, wie man sieht, blofs finf Variable enthalt.

In dieser Differenzialgleichung wird ferner nach
Pfaff eine der Variablen einstweilen als eonstant be-
trachtet. Nennen wir b diese constante, so geht die
letzte Gleichung durch Festsetzung folgender Glei-
chungen



ccos. a'
tang. b *

csin.a' .. (e)
n lang,b * D%
a= d
in folgende Uber:
0 = cos.a'dc' — sin.a' dbl.

Dahier blofs die drei Variablen a‘, bl, c¢/ enthal-
ten sind, so wird siedurch das System folgender zwei
Gleichungen

e'cos.a’ — b'sin.a' = 9 (&/),
c/sin.a' -j- blcos.al= — 9/0 J)

integrirt, in welchen 9 (a') eine willklrliche Function

von a vorstellt, und <$*(a') statt ~‘~ ™ - gesetzt wor-
den ist.

Substituirt man in die letzten zwei Gleichungen die
Werthe von a', b', ¢', welche aus den Gleichungen (e)
folgen, so gehen sie in folgende Uber:

— eCotang. 6 -j-ecos.a — gsin.a— 9 (a),
esin.a -f- gcos.a= — 9/(a)

Diese zwei Gleichungen stellen die Integralien der
Differenzialgleichung (d) unter der Voraussetzung dar,
dafs b constant sey. Nun ist aber b ebenfalls variabel,
daher wird die willklrliche Function 9 aufser a auch b
enthalten missen. Es werden mithin die Integralien der
Differenzialgleichung (d) folgende seyn:

— aCotang. b -j-ecos.a — gsin.a= 9 ((>b),
esina -{- gcos.a= — 9'(,
e = sin.b29'(6),
b . b
wo 9/(03 9*(b) statt — %@’ ) C %(a ) gesetzt wor-
den sind.



Setzt man nun in die letzten drei Gleichungen statt
a, b, c, e, g ihre Werthe, welche aus den Gleichun-
gen (c) folgen, so erhélt man:

.1~s;?n3f0_8\ - 4ffz cos.p, — ytsin.p, = ?(p,?),
ff2 sin-Pl + ffi cos.p, =s — ?2'(/>), (f)

?? ~ Xt cos-.y« =
sin. * W »

welche drei Gleichungen die Integralien der dritten der
Differenzialgleichungen (b) vorstellen.

Um auch den beiden ersten der Differenzialgleichun-
gen (b) Genlge zu thun, suche man aus den so eben
aufgestellten drei Integralgleichungen die Werthe von
ffn ffn/d diese geben:

ff, = a, sin.p, sin. <, — cos.p, 9/(Pt)
— sin.p, sin.?, cos. <, 9'(<7,) — sin.p, $(/>, ?,),
y.t = — a, cos.p, sin.7, — sin.p, 9/(p.)

+ cos.p, sin. 7, cos. 7, 9/(7,) + cos.p, 9(p,., ?.),
43 = a, cos. 7, + sin. 7' 9/(7)).

Differenzirt man diese Gleichungen, und substituirt
die sich ergebenden Werthe fur dyx, dy,, dy3in die
beiden ersten der Differenzialgleichungen (b), so gehen
sie in folgende Uber:

[a, sin.7,— 9//(p,)— sin.?,c0s.7,9/(7,)— y(p,, ?,)]1 dp, es
= ?2"(Pn 9t) d9i>
[a, — 2cos.7,9/(7,) — sin.7,9//(7)] d?, =
= sin.7,9"(p,, 7,) d?,,
wo der Kurze wegen 9" (p,), Y (»m 9t)» der

9. dl9(p,, ?,
Ordnung nach statt ) A n (.. ?)

gesetzt worden ist.

Diese Gleichungen kdnnen nur in so ferne zugleich
bestehen, als folgende von jedem Differenziale befreite
Gleichung



sin. 7, (Th, €i)2 = A
=[a:,sin.7,— 9" (pi)— sin.71C0s.7,?/(7,)—9(pL7i)] X >(9)
X [x,— 2cos.7,9"(7,) — sin. q,9" (7,)] j
besteht. Eliminirt man nun aus dieser Gleichung und
einer der beiden vorhergehenden Differenzialgleichun-

gen die Variable x,, so erhalt man:
9" (Pi, &) [sin.g\dp\~dqg\]
4- [sin. 7, cos.7,9'(7,) 4- sin.gq\?"(7i)
— — ?(p,, 7i)] dp, d7, = 0.
Die Gleichungen (f), vereinigt mit den beiden letz-
ten Gleichungen, werden séammtlichen Differenzialglei-
chungen (b) Genuge thin; allein diezweite dieser letz-
ten Gleichungen ist noch eine Differenzialgleichung
zwischen den beiden Variablen p,, 7,, und erfordert
mithin noch eine Integration, um zu den endlichen In-
tegralien der vorgelegten Differenzialgleichung zu gelan-
gen, Diese Integration kann man aber so lange, als Uber
die willkurliche Function 9(p,, 9i) nicht entschieden
wird, auchnicht bewerkstelligen, daher ich an ein Verfah-
ren denken mul'ste, wie mit dieser Differenzialgleichung
umzugehen waére. Ich substituire ndmlich die aus den
Gleichungen (f) folgenden Werthe vony,,yz,y,, wie
auch die Werthe ihrer Differenzialien in die vorgelegte
Differenzialgleichung (a), dadurch linde ich nach allen
Beductionen folgende Differenzialgleichung :
0= ([tfjsin.7,— sin.7, 008.77™(7,)— 9(p., <7i)]dp,
— ?"0u 9i)dU)z
4- ([x,— 2co0s.7,9'(7,) — sin.7,9" (7,)]d7,
— sin. 7, 9" (pi, <)dp,A 2.
Wenn die Gleichungen (f) die Integralien der vor-
gelegten Differenzialgleichung (a) wéaren, dann mufste
die letzte Gleichung eine identische seyn ; da dieses aber
nicht Statt findet, so fuhre ich die friher gefundene
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Gleichung (f) ein, wodurch die letzte Gleichung in fol-
gende ubergeht:

0= ([», — 3cos.q, 9/(9,) — sin. 919" (9,)] dq,
— sin. 9,97(p,, 9i) dpt) 2 X
X (0 > 2cos-#i 9" (<) — sin.9,9" (9)]*

+ 9"(Pn 901)-
Da diese Gleichung identisch werden soll, so ist es
gleichgultig, welche der Factoren man verschwinden
lafst; der erste Factor gleich Null gesetzt, gibt eine der
beiden friher gefundenen Differenzialgleichungen, und
erzeugt mithin nichts Neues. Hingegen der zweite Fac-
tor gleich Null gesetzt, gibt
[x, — 2cos.9, (9,)— sin-9,9" (91)]2+ 9" (P*24iY = o,
woraus man erhalt
X, — 2¢€0s.9,9'(9,) — sin.9,9" (9, = 19//(Pu €0'
Hierdurch geht die Gleichung (g) in folgende uber:
X, sin. 9, — 9" (p4 — sin. 9,co0s. 9,9'(9,) — 9(p,, 9i) =
=e— V— >sin. 9,9"(p,, 9j).
Diese zwei Gleichungen, vereinigt mit den Glei-
chungen (f), geben

X, = 2¢0s.9,9'(9,)-]-sin.9.9" ( 9 , ) 9"(Pi> <0*
fi = — cos,PI9'(Pi) -f- sin.p, 97 (p,)

— V —isin.p, sin. 9, 9//(Pd 91)1
fz = — sin.p, 9'(p,) — cos.Pi<p"(p,)

+ V /-~ cos.p, sin.9, 9//(Pi,9,)),
(1 + cos.q]) 9/(?i) + sin<7i cos. 9, 9" (9,)

y 3
+ cos=<7i 9“ (Pi570»

9(Pi> <0 + ?"(p>) — sin. 9, [cos. 9, 9/(9,)
-f sin. 9, 9N<) + 2V — 19"(Pi, 90] = °»
aus welchen, wenn PI, gf eliminirt werden, ein System



dreier Gleichungen, die eine mwillkirliche Function mit
sich fuhren, als Integralien der vorgelegten Differen-
zialgleichung (a) erhalten werden.

5 >5.
Man hahe ferner folgende Differenzialgleichung
dx\ = djr\ 4-y\dy\ 4- x\dy\ . . (3a

Nach den Gleichungen (25) zerféallt diese in fol-
gende drei lineare:

0 = cos.p, dyx 4- y %sin.p, dyz,
0 = sin.p, cos. g, dyx — yzcos.p, cos. q,dyz
— X, sin. g dy3, (b)
dx, = sin.p, sin. € dyx — y zcos.p, sin. gxdyz

4- Cos. < dy3.
Die letzte dieser Differenzialgleichungen wird nach
Pfajf durch das System folgender Gleichungen integrirt:

2*, Cotang. gx[~j3— log. tang. o
4- 2jr, sin.p, — jp’ cos.p, j
= y(p,, xxCotang. 7,),
2jv, cos.p, 4-jr’ sin.p, = j>'(p,),
2 I~y3— log. tang. ?£J — j,/(«(Cotang.?9,).

Um mit Hilfe dieser gefundenen Integralien auch
den beiden ersten der Differenzialgleichungen (b) Ge-
nige zu thun, setzen wir der Kirze wegen

xxCotang. (7, es ¢, . . . *(a")
wodurch die beiden ersten der Gleichungen (h) infol-
gende Ubergehen:
o] cos.p, dyx 4-yzsin.p, dyz, 1
0 sin.p, dyx- yzcos. p, dyz— ptang.q]ldy3,j ( >

und die gefundenen Integralgleichungen (c) gehen in



folgende Uber:

2" (N -~ T - lostas-7)

+ ATi sIn-Pl — 7> cos.p, = 9(p,, V),
27, cos.p, -j- y\ sin.p, = ?'(Pi), (cO
2 (73 — lwg.tang. = p'-(p).

Sucht man aus diesen Gleichungen die Werthe von
7 i>7a >7 a» differenzirt dann die erhaltenen Resultate,
und substituirt sie in die Gleichungen (b'), so erhélt
man folgende zwei Gleichungen:

— ey'iv) + 9"(Pi) + JI»(Pu *0] dPi
+ 9"(Pn 0)dv — o,
\y9,I(y) — 2cos.9,] de -{- vOn(p,, e) de = o,
welche Gleichungen nur dann zugleich bestehen kénnen,
wenn man folgende Gleichung hat

£9u (Pi, <Y = [e?"(e) — 2co0s.9,] X

X1 comg ey'(e) + < () + 9(Pu _ «(dO

Substituirt man aber dieselben Werthe fur dy,,
Vb dy%, dy3, die aus (c') folgen, in die vorgelegte Dif-
ferenzialgleichung (a), so geht sie in folgende uber:

0= c0s.9N-A!__ p?/@)_|_?//(P)_j_9(p1, 7)J dp,
+ ?"(Pu e)dv\
+ {[y¥'(c) — 2cos.9]do+ V9"(p,, O)dp,y

und mit Bertcksichtigung der Gleichung (d) geht sie in

folgende uber:

o— ([y?"(e) — 2cos.9,] do -f 9" (p,, €) dp,}2X
X [\y9n{y) — 2co0s-vilz + cos. \9" {ip,, V)2} ,



woraus erhellet, dafs man blofs den zweiten Factor Null
zu setzen braucht, wodurch man folgende Gleichung
erhalt:

p9'"(e) — 2cos. g = v — icos.9 g'Cp, p);
die Gleichung (d) geht dann in folgende uber:

L. P 0O) -f 9//(p) + 9(pl? 'm =
o. y» (p. . C) H
cos. <,

Substituirt man in diese zwei Gleichungen den oben
festgesetzten Werth von p, und eliminirt dann aus die-
sen so erhaltenen zwei Gleichungen und den obigen Glei-
chungen (c) die eingefiuihrten Variablen p,, q,, so er-
halt man ein System dreier Gleichungen, die eine will-
kurliche Function mit sich fuhren, welche die Integra-
lien der vorgelegten Differenzialgleichung (a) seyn
werden.



Analyse des Kropfwassers zu Hall in Oester-
reich ob der Enns,

vom
Med. Dr. Ritter von Hu lger.

(Vorgetragen in der practisch-arztlichen Section der Ver-
sammlung der deutschen Naturforscher und Arzte zu Ham-
burg, am 24. September i830.)

Dieses nun immer mehr berihmt werdende Mineral-
wasser, von dem wir nur die ndthigsten Notizen als Ein-
leitung hier vorangehen lassen, da die umsténdliche Be-
schreibung desselben in dem so eben erschienenen
Werkelten des Hrn. Dr. Leopold Wagner Uber densel-
ben Gegenstand enthalten ist, mufs uns um so merkwdr-
diger erscheinen, als es uns auf den wohlgeordneten
Vorgang der gitigen Natur aufmerksam macht, die fur
ein Ubel, das sie erzeugt, auch wieder wirksame und
sichere Gegenmittel bereit hélt. Lange ist es ndmlich
bekannt und kann nicht geldugnet werden , dafs in Ge-
birgsgegenden, und vorziglich bei uns in Steiermark
undKarnthen, Wasser Vorkommen, auf deren Genufs
der, in diesen Gegenden so héufige, Kropf entsteht; nun
werden wir aber von einem Wasser sprechen, welches
dieses so lastige als entstellende Ubel leicht und sicher
zu heilen vermag. Dieses Wasser ist nicht etwa als ein
neu entdeckter Arzneikérper zu betrachten, es war
schon in den altesten Zeiten bekannt, und sowohl zum
Salzsieden als zur Heilung der Kropfe verwendet. Sei-
ner wird schon in der Stiftungsurkunde des Stiftes Krems-
munster vom Jahre 777 gedacht, worin dieser Brunnen
dem Stifte geschenkt wird, um daraus einen Theil sei-



nes Salzbedarfs zu gewinnen. Als spéater die reicheren
Sohlen zu Gmunden und Ischel in Aufnahme harnen,
wurde die Haller Quelle aufgelassen, daflr abei? stieg ihr
Huf als Heilwasser immer mehr empor.

Diese Quelle befindet sich im Traunkreise des Erz-
herzogthums Osterreich ob der Enns, zwischen dem
Markte Hall und dem Dorfe Pfarrkirchenetwa dreifsig
Schritte vom Sulzhache *). Sie wurde seit Jahrhunder-

*) Dr. Wagner bemerkt in seinem oben erwé&hnten Wcrk-
chen Uber Hall folgendes:

llall, Haliola, Herzoglialle , llaal (eine Salzgrube),
ein freier Markt im Lande ob der Enns, im Traunkreise,
an der Strafse von Wels nach Seyer, eine Stunde von
Kremsmunster, drei eine halbe von Wels, drei von
Steier , ober dem Sulzbache, bat seinen Namen von der
nahe gelegenen Salzquelle, ganz wahrscheinlich, erhalten.

Der genauesten geographischen Bestimmung zu Folge
liegt Hall unter dem 3i° — If>'— If>" der 6stlichen L&nge,
und unter dem 48° — 3'-— 29" der nérdlichen Breite, und
210 Wiener Klafter Gber dem Mittelmeere. An der 6st-
lichen und sudlichen Seite begrenzen die nahen steieri-
schen Gebirge den Horizont. Am Fufse des Berges, auf
welchem-der Markt Hall liegt, llicfst an der Sudwest-
seite der Sulzbacli, der seinen Namen wahrscheinlich
von der nahen Salzquelle bekam , und sich in dem zwi-
schen Hall und dem eine Viertelstunde weit von Hall
entfernten , auf einer Anhohe gelagerten, Dorfe Pfarr-
kirchen liegenden Thale von Sudost nach Norden dahin
schlangelt. Selber entspringt eine Stunde von Hall ent-
fernt bei dem Dorfe Adelwang, und fallt in den nahen
Kremsflufs bei dem Dorfe Kematen, eine Stunde von
Hall entfernt.

Die Umgebungen von Hall sind schéne, bald mit
grofserem, bald mit kleinerem Gehdlze bedeckte Hugel,
fruchtbares Ackerland, schdone Wiesen, buschige Auen,
welche zu allen Jahrszeiten von den vielen, kerniges



len von clen Anwohnern unter dem Namen Kropfwasser
zur Heilung von Krépfen, wie auch gegen Gicht, Skro-

liostliches Quellwasser fihrenden Bachen erfrischt und
bewassert werden.

Das Clima ist zwar schnellem Temperaturswechsel
unterworfen , dessen ungeachtet geniefst diese Gegend
eine sehr reine trockene Luft, welche die Fruchtbarkeit
und Gesundheit ungemein befdrdert, daher auch Hall
zu den gesindesten Gegenden des Landes ob der Enns
zu z&hlen ist, besonders wegen seiner hohen und trocke-
nen Lage , und seiner schénen Umgehung.

Der mittlere Thermometerstand laut finfjahrigen
meteorologischen Beobachtungen betragt 4+-6°,86 -K, der
mittlere Barometerstand, auf o° R. reducirt, 26", n,03a
Pariser Mafs.

Die herrschenden Winde sind der Nordostwind, als
welcher gewdhnlich schones Wetter bringt, und der
Westwind, welcher meistens regnerisches Wetter nach
sich zieht.

Der Boden ist von mittlerer Gute, doch gut gepflegt,
ergiebig an allen Gattungen von Gartengewdachsen. In
Rucksicht der beiden organischen Reiche ist die Umge-
bung von Hall den Ubrigen flachen Gegenden desTraun-
lireises ganz &hnlich. Sehr arm aber ist diese Gegend
an Mineralien, denn, da der ganze Bezirk blofs aus Hu-
geln von aufgeschwemmten Gebirgsarten besteht, so zei-
gen sich unter der Dammerde , aufscr Geschieben von
Rollsteinen und zerstreuten Nestern von Thonmergel
und Lehm, nur einzelne, bisweilen ziemlich méchtige
Blocke von Kalkbreccia, welche unter dem Namen Na-
gelstein bei verschiedenen Bau - und Wirthschafsangelc-
genheiten als Material benitzt wird. Von anderen Erd-
und Steinarten, von brennbaren Mineralien oder Metal-
len war bisher keine Spur aufzufinden. Der Boden nahe
und rings um die Salzquelle hat léttige Dammerde.

Hall ist ein freier Markt, hat iz3 grofstentheils
hubsch gebaute H&user, worunter besonders das Schlofs
zu bemerken kommt, das auf einem freien mit Lin-



phelsucht, chronische Hautausschldge mit dem ausge-
zeichnetsten Erfolge angewendet, und in das Land der
Krépfe, nach Steiermark, versendet; seine ausgezeich-
nete Kraft zur Vertreibung der Kropfe und gegen die
Ubrigen angefihrten Krankheiten, vorzuglich als Anti-
scrophulosum, wurde durch diese vieljahrigen Erfahrun-
gen unwiderleglich bewiesen, und Cranz nennt es in sei-
nem Werke die Gesundbrunnen der 6sterreichischen Mo-
narchiej pag. 16 schon »gegen Krépfe und die Kratze
weit und breit berihmt.« Indefs war es denn doch in
den neueren Zeiten noch nicht allgemein bekannt, und
seine Anwendung erstreckte sich nicht weiter als Uber
die néchst anliegenden Gegenden. Erst die Entdeckung
des Jods in selbem im Jahre 1828 brachte es in mehr
verbreiteten Ruf; denn, so wie es damals vielleicht das
erste jodhaltige Wasser war, welches man in der dster-
reichischen Monarchie entdeckte, so ist es auch bisher

den besetzten Platze, Anger genannt, erbauet ist,
und zwischen dem Pfarrhofe und dem eigentlichen
ziemlich reguléaren Marktplatze liegt; selbes gehort
dem Herrn Fursten von Trautmannsdorf. Die Hau-
ser gewahren gerdumige gesunde Wohnungen. Der Ort
ist mit allen in voller Ausibung stehenden Gewerben,
dann mehreren bequemen Gasthausern versehen. Der
Markt bat ein reinliches Ansehen, und ist des Nachts
immer beleuchtet. Da der Markt so schone Umgebung
hat, so findet man allda auch schdne Spaziergénge; eben
so bemerkenswerth ist die interessante Nachbarschaft,
namlich das eine Stunde weit entfernte beriihmte Bene-
dictinerldoster Kremsmunster mit seinen Sehenswurdig-
keiten, die wegen ihren Eisenmanufacturen so bekannte
Kreisstadt Steier, die grofsen Ddrfer Steinbach und
Sierning, merkwdirdig durch die dort wohnenden Zeug-
und Messerschmiede. Gute Strafsen fuhren an alle diese
Orte.



das Einzige geblieben, wenigstens das Einzige, welches
als solches in Ruf zu kommen verdiente. Zu seiner aus-
gebreiteteren Anwendung trugen aber auch wesentlich
die beiden in Hall und Pfarrkirchen errichteten Bade-
hadser, und vor allen die Veranstaltung bei, dafs es nun
in Wien in mit aller Vorsicht gefullten Flaschen in jeder
beliebigen Menge kauflich zu haben ist.

Bisher fehlte noch eine vollstdndige Analyse dieses
Wassers , von der denn doch noch einige Aufschlisse
zur genauen Bestimmung der Heilanzeigen erwartet wer-
den konnten. Ich fuhrte dieselbe durch, und legte sie
zur Beurtheilung der practisch-arztlichen Sektion zu
Hamburg vor. Da ich unmittelbar vorher Uber die steier-
markischen kropferzeugenden Wasser gesprochen hatte,
so erregte es allgemeines Interesse, dafs ich nun auch
ein Wasser vorzeigen konnte, welches dieses Ubel leicht
und sicher zu entfernen imStande ist; und wenn gleich
Deutschland mehrere jodhéltige Salzquellen besitzt, die
sich auch durch &hnliche Wirkungen auszeichnen, wor-
unter ich nur vorzuglich die bei Rosenheim und Kreutz-
nach erwéhne, so glaube ich doch, dafs das Haller Was-
ser sich in eine Reihe mit jenen stellen dirfe, und in
so ferne interessant sey, wenn es auch nicht, wie bei
uns, eine wesentliche Licke in der Arzneimittellehre
ausfullt.

Das Wasser kommt in Flaschen nach Wien, deren
jede zwischen 20 und 21 Loth desselben enthalt. Es
ist darin vollkommen klar und farbenlos, ohne bedeu-
tenden Geruch. Es schmeckt ziemlich stark nach Koch-
salz, mit einem Hinterhalte nach dem jodsauren Salze.
Es wirft weder Perlen noch Blasen, hat nicht den ste-
chenden Geschmack nach Carbonsaure, verandert sich
beim langen Stehen in der offenen oder verschlossenen
Flasche, selbst bei der starksten Sommerhitze, nicht.



Indefs erhielt ich doch zuweilen eine Flasche, deren
Wasser gelb gefarbt war, und das stark nach Brom.
schmeckte und roch. Dafs eine Uméanderung der Brom-
und Jodsaure in Brom und Jod bei diesem Ubermafse
von Kochsalz eintreten kann, wenn &ufsere zerlegende
Einflisse, etwa Sonnenstrahlen, auf das Wasser wir-
ken, ist nach den bisherigen Erfahrungen leicht begreif-
lich. Diese Uménderung scheint auch allein die Ursache
des unangenehmen Geruches nach gebranntem Schwamm
zu seyn, welcher sieb an der Quelle bei heiterer, tro-
ckener, warmer Witterung schon auf eine Entfernung
Von 50— 60 Schritten zu erkennen gibt. Manche Fla-
schen enthielten einen geringen gelben Niederschlag,
dessen Farbe Eisenoxyd vermuthen liefs, welches er je-
doch nicht enthielt; da dieser bald in grofserer, baldin
geringerer Menge vorhanden war, immer aber im Gan-
zen sehr wenig betrug, sich beimKochcn und beim Ein-
dicken des Wassers bis zur Trockenheit weder vermin-
derte noch vermehrte, glaubte ich ihn als zuféllige Ver-
unreinigung desselben aiisehcn zu missen.

Einwirkung der Reagentien auf das nicht
concentrirte Wasser.

Blutlauge, salzsaurer Baryt, salzsaures Platin, schwe-
felsaures Kali hatten gar keine Wirkung.

Schwefelsaures Kupfer gibt einen geringen grinlich-
weifsen Niederschlag, der sich ohne Aufbrausen in S&u-
ren l6st, und fur Phosphorsdure spricht.

Carbonsaures Kali einen starken weifsen Nieder-
schlag, der, da die Blutlauge keine Metalloxyde an-
zeigte, nur die Erdsalze bedeuten kann. Wird dieser
abfiltrirt, so gibt phosphorsaures Natron noch einen
weifsen Niederschlag, der das Billion anzuzeigen

scheint.



Pieines > carbonsaures und Schwefelammoniak geben
weifse Niederschléage.

AVird der durch carbonsaures Kali erzeugte Nie-
derschlag in einer Sdure geldset, so zeigt in dieser L6-

S uoSCIenséure den Kalk_, und dann reines Kali die Talk-

erde an.
Starke wirkt nicht auf das Wasser, selbst wenn

Salpetersaure zugesetzt w'ird, auch Chlor verandert es

nicht.
Schwefelsaures Silber erzeugt einen starken weifsen

Niederschlag, der sich nicht ganz in Ammoniak 18st. Aus
der ammoniakalischen Aullésung desselben scheidet Es-
sigsdure einen starken weifsen Niederschlag aus.

Das Wasser enthélt daher

Salzsaure, Natron,

Jodsaure, Lithon,

Phosphorséure, Kalk,
Talk,
Thonerde.

Einwirkung der Reagentien auf das con-
centrirte W asser.

Das Abdampfen des Wassers ging ruhig, ohne Gas-
entbindung vor sich, es wurde dabei weder geférbt noch
getribt. Es schmeckte nach dem Concentriren wie eine
concentrirte Kochsalzlésung mit unbedeutendem Neben-
geschmack nach Jod und Brom. Es reagirte nun stark
alkalisch.

Salzsaures Baryt gab nun einen weifsen, iu Sauren
unléslichen Niederschlag, und eine geringe Menge ei-
nes dergleichen ohne Aufbrausen léslichen.

Es wurde nun vom Chlor alsogleich blafs braungelb
gefarbt, und mit Ather geschittelt nahm dieser den

braunen Kdrper auf, und férbte sich blafs weingelb.
Aeitsclir. f. Phy.s. u. Mathern. IX. i.



Wurde das Wasser mit Starke gekocht, so wurde
es auf Zusatz von,etwas Salpetersdure sogleich hlau, und
nach der Hand liel die blaue Jodstarke daraus zu Bo-
den. Noch deutlicher erfolgte die Wirkung, wenn es
mit Starke gekocht und dann mit Schwefelsdure und
Chlor nach Balavd's Methode behandelt wurde. Es ent-
hielt demnach

Salzsaure, Natron,
Jodsaure, Lithon,
Bromséaure, Kalk,
Schwefelsaure, Talkcrde,
Phosphorsaure, Thonerde.

Wurde das Wasser bis zur Trockenheit abgedaiupft,
so gab es eine wreifse Salzmasse, die fur 1000Th. iS.oi
wog, und wenn sie ausgeglilit wurde, ein Gewicht von
13.70 hatte.

Die Basen wurden quantitativ folgender Weise be-
stimmt :

Es wurde das Wasser zweier Flaschen bedeutend
concentrirt, hieraus zuerst durch Ammoniak die Thon-
erde, dann durch salzsaures Baryt der Schwerspaih, dann
wieder durch Ammoniak das phosphorsaure Baryt abge-
schieden, Endlich wurde es mit carbonsaurem Kalifast
bis zur Trockenheit abgedampft, die heim Auflésen im
Wasser zurickbleibenden Carbonate durch Kleesaure und
phosphorsaures Natron in Kalk und Talkerde zerlegt, die
Auflésung aber mit phosphorsaurem Natron nach der Vor-
schrift Berzelius's behandelt, und das gewonnene Lithon-
doppelsalz vor dem Lothrohre als solches vollkommen
genltgend erwiesen. Es ergaben sich folgende Werthe
als die Mittelzahlen zweier nur in der letzten Decimal-
stelle wenig abweichender Mengen der einzelnen Basen
fur 1000 Th. des Wassers:



Schwefelsaure . . . 0.098

Phosphorsaure . . . 0.012
Thonerde e 0.201
Kalk e, 0.22*
Talkerde...ooconoviieinns 0.026
Lithon e 0.283

0.841.

Das Natron wurde aus der gefundenen Menge der Salz-
sdure und der festen Bcstandtheile berechnet.

Salz-, Jod- und Bromsaure wurden durch salpeter-
saures Silberoxyd ausgeschieden. Der gesammte weifse
Niederschlag betrug gewaschen und getrocknet als Mit-
telzahl zweier Versuche 34.27 fir 1000 Th. Da aber
das salpetersaure Silberoxyd auch die vorhandene Schwe-
fel- und Phosphorsédure fallte, so mufste hiervon erst das
schwefelsaure Silber mit 0.381 und das phosphorsaure
Silber mit 0.069 abgezogen werden; es bleibt daher als
wahre Zahl fur die drei Ubrigen Silbersalze noch 33.82.

Das Jod wurde nach der neuesten Methode von
Balard und Saubeiran durch schwefelsaures Eisenlciipfer
geféllt. Der graue, beim Trocknen orange gewordene
Nietierschlag wog getrocknet und gewaschen nach zwei
Ubereinstimmenden Versuchen fir .1000 Th. 0.92. Diese
bestellen nach den neuesten Atomenzahlen aus 0.61 Jod
und o.ji Kupfer, oder aus 0.54 Jodsdure und 0.38 Kil-
pferoxydul. Das Wasser enthielt aber nicht Jod, son-
dern Jodsaure, weil die Starke von demselben erst auf
Zusatz von Salpetersdure oder Chlor blau gefarbt wird.
0.54 Jodsaure nehmen aber 0.18 Natron auf, und bilden
damit 0.72 jodsaures Natron, welches man auch als Jod-
natrium bestehend aus 0.61 Jod und o.it Natrium be-
trachten kann.

Diese geringe Jodmenge im Verhdltnisse mit dem

-ra *



Volumen der erhaltenen Jodstarke bedurfte noch einer
Bestatigung; aufserdem, brachte mich die orangegelbe
Farbe des Jodkupfers auf die Vermuthung, es konnte
mit Eisenperoxyd verunreinigt seyn. Ich stellte daher
den gewdhnlichen Versuch an, der sich auf die Unl6s-
lichkeit des jodsauren Silberoxyds im concenlrirtenAtz-
ammoniak grundet. Ich erhielt aus einem Loth Wasser
0.00i i in Ammoniak unlésliches Jodsilber, welches fiur
looo Th. i.io Jodsilber gibt, das aus 0.56 Jod und 0.54
Silber, oder 0.49 Jodsdure und 0.61 Silberoxyd besteht.
Um nun die friheren 0.61 Jod zu erhalten, hatte ich
hier 0.00119 erhalten missen; nun konnte ich aber die
funfte Decimalzahl auf meiner Wage nicht mehr bestim-
men , wiewohl ich sah, dafs der Kdrper schwerer als
0.0011, und leichter als o0.00in war. I)a nun Martinis
neueste Versuche gelehrt haben, dafs das Jodsilber im
conceiitrirten Atzammoniak nicht ganz unléslich sey, und
fur die frihere Zahl zwei Ubereinstimmende Versuche
sprechen, so kann man auch die 1.19 Jodsilber mit grés-
ser Wahrscheinlichkeit annelnnen. Zieht man aber diese
1.19 Jodsilber von den friher gefundenen 33.8a ab, so
bleiben 3a.63 fur Chlor- und Bromsiiber.

»Um Brom und Chlor quantitativ von einander zu
trennen, ist bis jetzt noch keine Methode bekannt« (Ro-
sfs Handb. d. analytisch. Chemie, S. 526). In der That
war das Brom in so geringer Menge vorhanden, dafs
der Ather nur blafs weingelb gefarbt wurde, der Silber-
niederschlag, der das Chlor und Brom enthielt, nicht
im mindesten gelb war, und letzteres nach abgeschiede-
nem Jod aus dem Wasser durch Stérke nicht geschieden
werden konnte ; ich glaubte daher in Dr. PP'agner’s Werk-
chen, S. i8, noch das bromsaure Natron als Spur an-
setzen zu konnen. Indefs wollte ich doch spéater die
Einzige zu diesem Zwecke bekannte Methode anzuwen-



den versuchen, wenn ich gleich von ihrer Unvollkom-
menheit Uberzeugt war, weil sie doch vor der Hand im-
mer noch die Besle bleibt, und erhielt ein Resultat, das
wenigstens nicht unwahrscheinlich war. Sie beruht dar-
auf, dafs verdinntes Atzammoniak zwar das Chlor-, nicht
aber das Bromsilber auflésen soll. Nun wissen wir aber
noch nicht, ob diese Eigenschaft sich auch auf die klein-
sten Mengen ausdehnt, noch weniger aber, wie stark
das Ammoniak verdinnt seyn musse, um den erwarteten
Erfolg zu leisten. Ich versuchte mit einer Mischung von
1 Th. Atzammoniak und 5 Th. Wasser, und erhielt aus
2 Loth Wasser in jenem unldslichen Brom - und Jodsil-
ber 0.0024, also fir 1000 Th. 1.20. Zieht man nun hier-
von die oben flr das Jodsilber bestimmte Zahl 1.10 ab,
so bleibt 0.10 fur das Bromsilber. Diefs enthalt 0.058
Silber und 0.042 Brom, oder 0.062 Silberoxyd und 0.038
Bromsaure, die mit 0.016 Natron o 054 bromsaures Na-
tron bildet oder Bromnatrium, wenn es aus 0.042 Brom
und 0.012 Natrium zusammengesetzt angesehen wird.

Es bleiben sonach fur das Chlorsilber 32.53. Diese
enthalten 8.00 Chlor und 24-53 Silber, oder 6.190 Salz-
sédure und 28.34 Silberoxyd.

1000 Th. des Mineralwassers enthalten daher

Salzsaure . . . 6.140, Natron . . . . 6.261,
Jodsaure L. 0.540, Litlion . . . . 0.a83,
Bromsaure . . . 0.038, KalK .rreeeeennne 0.221,
Schwefelsdaure . . 0.098, Thonerde . . . 0.201,
Phospliorsdure. . 0.012, Talkerde, . . . 0.026,

6.878. 6.992.

Im Ganzen 18870, mithin nurum 0.170 mehr, als der fri-
here Versuch betrug. Diese Differenz rihrt vielleichtVon
einem Saureverlust, den die Salze beim Glihen erleiden,

Versucht man nun die quaterndre Zusammensetzung
anzugeben, so scheint mit Berlcksichtigung dessen, dal»



beim Abdampfen des Wassers weder Tribung nocb Nie-
derschlag entsteht, folgende Berechnung zur wahrschein-
lichsten Zusammensetzung zu fuhren:
0.026 Talkerde mit 0.050 Schwefelsaure,

= 0.076 Bittersalz.
0.048 Schwefelsdaure » 0.02i Lithon,

= 0.069 Schwefels. Lithon.

0.262 Lithon » 0.394 Salzsaure,
= 0.656 salzsaurem Lithon.

0.012 Phosphorsdure » 0.005 Alaunerde,
= 0.017 saurer phosphors.

Alaunerde.
0.221 Kalk 2 0.216 Salzsaure,
= 0.437 salzsaurem Kalk.
0.196 Alaunerde » 0.314 Salzsaure,
= 0.510 salzs. Alaunerde.
0,540 Jodsaure » 0.180 Natron,
= 0.720 jodsaurem Natron,
0.038 Bromsaure » 0.0i6 Natron,
= 0.054 broms. Natron.
5.266 Salzsaure » 6.065 Natron,
ii.33i Kochsalz.

Das Mineralwasser enthalt daher in looo Th.

Schwefelsaures Lithon 0.069.
Schwefelsaure Talkerde 0.076.
Salzsaures Natron . . ii.33i.
Salzsaures Lithon . . 0.656.
Salzsaurer Kalk. . . 0.437-
Salzsaure Alaunerde . 0.510.
Phosphorsaure Alaunerde ¢ o_o\7.
Jodsaures Natron . 0.720.
Bromsaures Natron «0.054.

13.870.



Aus diesem geht nun hervor, dafs das Haller Kropf-
wasser eines der vorzuglichsten auflésenden Wasser
sey, denn schon die grofse Menge Kochsalz wirde ihm
diese Eigenschaft ertheilen; aufserdem kommt aber das
jodsaure Natron dazu, welches zwar ricksichtlich der
grofsen Wirkungen dieses Wassers in nur geringer Menge
vorhanden zu seyn scheint, diefs aber nicht ist; denn
wenn wir bedenken, dafs der starkste Grad von L u-
gal’s eau minérale jodée (Mémoire sur I'emploi de I'iode
clans les maladies scrofiileusesparLugal, Paris 1829)
auf 1000 Th. Wasser nur 0.173 Jod, unser Wasser aber
0.560 desselben enthélt, und dafs Lugal nur in seltenen
Fallen gendthiget war, zu dieser starken Auflésung zu
greifen, so wird die grofse Wirksamkeit des Haller Jod-
wassers klar genug. Zudem missen wir den bedeuten-
den Lithongehalt nicht Ubersehen, der gewifs seine auf-
l6sende Wirkung noch sehr erhdht, und so stark ist,
dafs es daran allen bekannten Mineralwassern vorsteht,
und sogar das Klausnerwasser Ubertrifft, welches ich
noch vor einem Jahre als das lithonreichste aller bis da-
hin bekannten Mineralwéasser erwdhnen mufste.

Uber die Anwendung dieses Mineralwassers gibt
das bereits angefuhrte Wcrkchen hinreichenden Auf-
schlufs; hier verdient nur noch, als Merkwirdigkeit,
des Kropfbrotes gedacht zu werden , welches von den
Eandleuten der Umgegend erzeugt wird, indem sie zum
Befeuchten des Brotteiges statt gemeinem Wasser die-
ses Mineralwasser nehmen. Es dient frih nichtern ge-
nossen als Heilmittel In allen jenen Féllen wie das Was-
ser seihst, vorzuglich wirksam aber ist es zur Vertrei-
bung der Krdpfe, daher es auch seinen Namen hat,



Vv,

Beschreibung einer neuen und einfachen
Extractions - und Filtrirmaschine;

von

Joseph Knezaurek , Chemiker.

Das bisher Ubliche Verfahren, hei pharmaceuti-
sehen und andern technischen Arbeiten zu filtriren, hat
den wesentlichen Nachtheil, dafs dasselbe viel zu lang-
sam vor sich geht, besonders wenn in kleinen Quanti-
taten filtrirt wird, man daher zu viel Zeit dabei verliert,
weicher Zeitverlust zu &ndern Verrichtungen verwen-
det werden konnte, und dafs in vielen Fallen immer
etwas von der zu filtrirenden FlUssigkeit auf dem Filtrum
zurtckbleibt, welche nicht durchgetrieben werden
konnte, daher als Abgang zu betrachten ist.

Man war daher von jeher bemuht, das Filtriren
durch Verdichtung oder Verdinnung der Luft schneller
zu betreiben, und hat dazu die Luftpumpe vorzuglich
mit gutem Erfolge angewendet. Wenn man aber die
Kostspieligkeit, und die so zu sagen mit mathemati-
schem Fleifs auszufuhrende Zusammensetzung einer sol-
chen Maschine betrachtet, und den Umstand, dafs selbe
zu ihrer Bedienung einen schon gebildeteren Laboran-
ten bendthigt, so wird man einsehen, dafs unter diesen
Voraussetzungen selbe Wenig Anwendung gestattet.

Es handelt sich also darum, einen Filtrirapparat zu
construiren, der sich durch seine Einfachheit, Wohl-
feilheit, Dauerhaftigkeit und leichte Behandlung vor al-
len andern Filtrirapparaten auszeichnen mufs, und der
leicht handzuhaben ist, wenn ein allgemeiner und mehr-
facher Gebrauch von ihm gemacht werden soll.



Ich habe mich daher bemiht, einen solchen Appa-
rat zu construiren, der diesen Anforderungen entspricht,
und der aufser seiner Einfachheit auch wohlfeil angefer-
tigt werden kann.

Die Zeichnung (Fig. i) und Beschreibung wird das
N&here davon erkléren.

ab cd ist ein Cylinder aus verzinntem Eisen- oder
Kupferblech , der oben offen ist. In denselben ist ein
anderer Cylinder unten bei cd eingeldthet, so zwar,
dafs beide Cylinder einen festen Kérper bilden. Bei nm
ist oben an den inwendigen Cylinder ein Filtrirtrichter
von go° oder 45° ebenfalls fest angeldthet. Diese Win-
kelgrade von 90 oder 45 sind aus dem Grunde nothwen-
dig, weil, wenn man ein Fiiefspapier in den Trichter
eiiilegt, dieses Fillrum mit 90° oder 45° eingebogen ist.
Dieser Filtrirtrichter ist von Zinn oder einem anderen
Materiale , je nachdem man es mit Substanzen und Flus-
sigkeiten zu thun hat, die diese Metalle nicht oxydiren
oder aulidsen.

Der Zwischenraum von mn, mn ist nur so grofs
zu machen, dafs der Cylinder fg io bequem auf und
ah gehen kann. Dieser Cylinder ist oben verschlossen,
unten aber offen. Nun wird bis zu der Hohe mn Wasser
eingegossen, und der Cylinderf gio bewegt sich in die-
ser Y\ asserschichte auf und ab.

Fruher, bevor diefs geschehen, giefst man in den
Filtrirtrichter, der inwendig mit einem Filtrum von
Fiiefspapier oder Leinwand etc. versehen ist, die zu
filtrirende Flussigkeit, stellt das Gefals 2) unter den
Filtrirtrichter, senkt den obern Cylinder, in der Lage,
in der er gezeichnet ist, in das Wasser, verschliefst
sodann die Pippe, und legt das Gewicht h auf den Cy-
linder, worauf das Filtriren alsogleich schnell vor sich
geht.



Dieses Gewicht h mufs aber etwas weniger wiegen,
als das Wasser wiegen wirde, welches den cubischen
Raum nmio mit Inbegriff der HOhlung einnehmen
kdnnte; denn wére dieses Gewicht h grofser, so wirde
das Sperrungswasser bei a und b herausgedréangt werden.

Bei einer solchen Vorkehrung des Apparates gebt
das Filtriren sehr schnell vor sich, da das ganze Gewicht
h die in dem Filtrirapparate vorhandene atmosphérische
Luft zusammenprefst, die zum Theil aber zusammenge-
prefste Luft, als mechanische Kraft, vermége ihrem
Expansivdruck auf die zu filtrirende Flussigkeit einwirkt,
so dafs selbe schnell durchgeht, und wenn man feste
und flussige Stoffe auf dem Filter hatte, eine Absonde-
rung beider bezweckt wird, ndmlich der feste Kdrper
auf dem Filtrum verbleibt, und der flissige in dem un-
tergestellten Gefafs D aufgefangen wird. Sodann wird
die Pippe gedffnet, der Cylinder herausgezogen, und
die Arbeit beginnt von Neuem, wenn man mehr zu lil-
triren hat.

Nimmt man anstatt reinem Wasser eine gesattigte
metallische Salzaufldsung in Wasser, als z. B. eine Ei-
senvitriolautiésung oder Kochsalzauflésung, welche ein.
bedeutend grofseres specilisches Gewicht haben als rei-
nes Wasser, so kann bei gleicher Grofse des Apparats
das Gewicht h bedeutend grofser genommen werden,
der Expansivdruck der Luft auf die zu filtrirende Flus-
sigkeit ist viel méchtiger, und das Filtriren gebt um so
schneller vdr sich. Im Verhéltnifs der durchfiltrirteii
Flussigkeit senkt sich der obere Cylinder.

Jedoch darf man diesen Druck nicht zu sehr Uber-
spannen, weil sonst die Filtra, wenn selbe aus Fliefs-
papier sind, in den untern Mundungen des Fi]tvirtrich-
icrs leicht zerreissen kdonnten. Es sind namlich unten
an dem Trichter einige kleine Offnungen oder Lécher
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ang)ebracht. Hat man andere Filtra, z.B. von Leinwand
oder anderen festeren Stoffen, so ist diese Vorsicht
nicht nothwendig, weil schon eine grofse Gewalt dazu
gehéren wirde, die etwas ausgebauchten Mundungen
dieser Stoffe (namlich in der Gegend der kleinen Off-
nungen an dem untern Theil des Filtrirtrichters) zu
durchbrechen.

Dafs die Filtra, sie seyen aus Fliefspapier, Leinwand
oder sonst aus einem dazu geeignetén Stoffe, genau nach
dem Winkel des Filtrirtrichters zugeschnitten werden
mussen, um genau an den Wanden des Filtrirtrichters
anzuliegen, versteht sich von selbst. Hat derselbe 90,
45 oder mehr oder weniger Grade, so mussen die Filtra
dieselben Grade haben, damit sie sich inwendig an die
Waéande des Trichters genau anschliefsen.

Bei kleinen glésernen, eisernen oder kupfernen
Filtrirapparaten kdnnte man auch mit sehr kraftigemEr-
folge als Sperrungsflissigkeit Quecksilber anwenden.

In Beziehung der Verhaltnisse der Grofse der Fil-
trirapparate gebe ich Folgendes an:

Es ist jederzeit besser, den Apparat eher etwas
grofser als kleiner anfertigen zu lassen, weil, wenn man
selbst eine kleine Menge irgend einer Flussigkeit zu fil-
triren hat, man nur ein kurzes Filtrum in den Filtrir-
trichter cinzulegen braucht, um den Apparat gleich in
Gang zu bringen. Auch kann man denselben, wenn es
nothwendig wére, inwendig mit einer harzigen Auflo-
sung Uberstreichen, oder mit einer Lage gewdhnlichen
Wachses versehen; letzteres dann, falls beim Filtri-
ren man es nur mit kalten FlUssigkeiten zu thun bat,
die filtrirt werden sollen.

Was die Grofse des Filtrirapparates und derCylin-
der anbelangt, so richtet sich dieselbe nach der Grofse
des Filtrirtrichters, wie aus der Zeichnung zu ersehen



ist. ' Wenn nédmlich der Trichter eine Mafs Flussigkeit
aufnehmen soll, so wird derselbe auf eine Mafs angege-
ben mit einem Winkel von 90 oder "5 Graden.

Die Breite des &aufsern Cylinders wird etwa um den
sechsten oder achten Theil mehr betragen, als die Breite
der obern Miundung des Filtrirtrichters, und seine Hohe
kann etwa das Doppelte oder Dreifache der Breite be-
tragen.

Betragt namlich die Breite des &ufsern Cylinders ei-
nen Schuh, so wird seine Hohe zwei, hochstens drei
Schuh ausmachen, und man wird den Zwischenraum mn
nur so weit von einander stellen, dafs das obere Gelafs
bequem auf und ab gehen kann. Diese Verhéltnisse
scheinen die geeignetesten zu seyn.

Aber auch zur Extractbereitung, ferner zur Dar-
stellung verschiedener ausziehbarer Farben aus Binden,
Blattern, Wurzeln und Hdélzern, zu concentrirten Ger-
bestofiauflosungen, zur Austrocknung feuchter Stérke,
hei der Starkefabrication, und zu anderen technischen
Arbeiten kann die von mir angegebene Filtrirmaschine
gebraucht und verwendet werden, wobei im Grofsen
in manchen Fallen hélzerne Filtrirapparate dienen
kénnen.

Man kann selbe daher auch mit vollem Bechte
eine Extractionsmaschine heifsen, welche die hydro-
statische Real’sehe Extractionspresse in manchem Falle
recht gut zu ersetzen im Stande ist, da die fieaZsche
Presse, durch die dabei in Anwendung gebrachten lan-
gen Rdhren, die senkrecht aufgestellt werden missen,
aufserst unbequem gehandhabt, und nicht an allen Or-
ten aufgestellt werden kann. Auch zur Darstellung ei-
nes kraftigen Caffehs, der Bierwdurze, ist meine Presse
geeignet, wo man alsFiltra Haarsiebe, Leinwand, Stroh
oder geschrotenes Malz verwenden kann.



Es ist Ubrigens nicht nothwendig, die Filtrirvorrich*
tung trichterartig machen zu lassen, selbe kann auch
eine jede beliebige andere Form, als z. B. die eines Te-
nakels haben, wo ein Jeder nach seinem Bedarf sich eine
Form wahlen kann, welche er will.

Die Form , welche die Fig. 2 angibt, ist auch recht
gut.

Zwei durchgeldcherte horizontale Scheiben, die an
einander genau abgeschliffen sind, um gut zu schliefsen,
ersparen hier das Fliefspapier, die Leinwand etc. Da
die Locher, wenn die obere Scheibe auf die untere an-
gelothete gelegt wird, nicht auf einander passen, so
mufs sich die durchgeprefste Flussigkeit durch diese
Scheiben dnrehzwingen, und l&uft daher in ein unter-
gestelltes Gefafs klar ab.

Dafs das Verdampfen bei meinem Filtrirapparat, der
geschlossen ist, vermieden wird, ist einleuchtend.

Hat man es mit geistigen Extracten oder Filtratio-
nen zu thun, so ist die Ersparung an geistigen Theilen,
z. B. des Alkohols, in einem Jahre sehr bedeutend;
und sind andere scharfe Substanzen, die die Lunge und
Augen angreifen, zu extrahiren oder zu liltriren, so
werden diese Ubelstainde bei Anwendung meines ge-
schlossenen Apparates groélstentheils vermieden.



V.
Uber die ,Harte der Rrystalle *);

vom

Prof. M. L. Frankenheim in Breslau.

i) Die Resultate der Versuche, welche in der neuesten
Zeit zur Erforschung der Gesetze, nach welchen die
Cohasionskraft wirkt, mit der grofsten Sorgfalt angc-
stellt wurden, sind zu verschieden, als dafs sie aus ei-
ner chemischen Verschiedenheit der untersuchten Koér-
per oder aus Beobachtungsfehlern erkléart werden koénn-
ten. Massive metallene Cylinder, langsam abgekuhlt,
zerreissen schon hei einer Belastung von looPf., wéh-
rend dieselben, zu feinen Drahten gezogen oder schnel-
ler gekuhlt, hei einerlei Querschnitt nicht einmal unter
dreifacher Belastung zerreissen. Einige suchen die
Grinde dieses Unterschiedes in der Verschiedenheit der
Anordnung der Theile, ohne durch diese neue Vorstel-
lungsart die an sich dunkle Sache deutlicher zu machen.
Fir Jene, welche der Annahme von Atomen widerstre-
ben, hat diese Vorstellungsart gar keinen Sinn, und Je-
nen, die das Daseyn derselben behaupten, ist es durch-
aus nicht klar, hei welcher Anordnung der Theile die
grofscre oder geringere Wirkung der Cohéasionsltraft
Statt findet, so dafs bis jetzt noch unter den ausgezeich-
netesten franzosischen Forschern Uber die Gesetze der
Cohésionsltraft die grofstc Meinungsverschiedenheit
herrscht.

*) Dieser Aufsatz wurde in lateinischer Sprache als ge-
druckte Dissertation cingescndet. Er verdient gewifs
eine grofscre Verbreitung, als Dissertationen in der
Hegel erlangen, darum folgt hier eine Ubersetzung.



2) Wir kdnnen aber kaum hoffen, dafs uns je durch
Kérper von cylindrischer oder Drahtform, wie sie bis
jetzt angewendet worden, die Geheimnisse der Cohési-
onskraft enthullt werden , denn diese sind nicht einfach,
sondern, wie es mikroskopische Beobachtungen lehren,
aus mannigfaltig verbundenen Kdérnern oder Faden zu-
sammengesetzt; ihr Geflige scheint zwar gleichartig, aber
ihre Gestalt ist durch eine &ufsere Kraft entstanden. Die
Gesetze, nach denen die Cohasionskraft wirkt, lassen
sich aber nur an jenen Koérpern gehérig erkennen, wel-
che durch keine aufsere Kraft verandert worden sind,
sondern ihre Gestalt der freien Wirkung ihrer Anzie-
hungskraft verdanken. Diefs findet aber nur bei Kry-
stallen Statt, die Starke ihres Zusammenhanges ist da-
her jener Untersuchung wurdig, deren sie bis jetzt fast
ganzlich entbehrte.

3) Es ist zwar zu bedauern, dafs die Krystalle viel
zu klein und zu ungleichartig sind, als dafs ihr Zusam-
menhang oder ihre Elasticitat auf dieselbe Weise ge-
pruft werden kdnnten, wie die anderer Kdrper; allein
es findet sich glicklicher Weise an ihnen ein anderes
Merkmal der Cohéasionskraft vor, namlich die Harte,
deren Anzeigen, wiewohl weniger genau, dennoch da
von grolsem Nutzen sind, wo andere Mittel fehlen.

Die Mineralogen aus Weérner'x Schule, welche sich
mit allen Eigenschaften der Naturkdrper beschéaftigten,
die sieh auf keine Weise, selbst nicht mit Hulfe kinst-
licher Vorrichtungen, erkennen lassen, haben auch Tafeln
der relativen Harte der Naturkdrper entworfen, welche
zwar sehr zu ihrem Zwecke pafsten, dessen ungeachtet
aber den Physikern bis jetzt yon keinem Nutzen waren.
Denn das, was bei der Harte der lirystallj eigentlich
am meisten zu bericksichtigen und bei der Untersuchung
des Zusammenhanges der Theile in Krystallen von der



grofsten Wichtigkeit war, namlich die Verschiedenheit
der Harte an verschiedenen Stellen eines und desselben
Kérpers haben sie aufser Acht gelassen, und doch ist
dieselbe bei einigen Kdérpern, z. B. heim Cyanit, Gyps,
so aufTallend, dafs sie sehr leicht wahrgenommen wer-
den und den Minei‘alogen kaum entgelten konnte, da fast
Uberall eine solche Verschiedenheit angetroffeu wird.

4) Auch hielt es nicht schwer, eine Vorrichtung
zu ersinnen, um den Krystall mit einem Ko&rper stets
mit gleicher Stérke zu streichen. Doch da es sich darum
handelt, die Verschiedenheiten der Harte zu gewahren,
defshalh die Lage der Krystalle oft zu verdndern und
sie mit verschiedenen Koérpern zu streichen, so bietet
die Einrichtung eines solchen Apparates um so weniger
einen Vortheil, als schon das Gefiihl der Starke des
Striches die hierzu von Jugend an gewdhnte Hand
mit solcher Empfindlichkeit leitet, dafs man bei die-
sen Versuchen keines andern Hulfsmittels bedarf. Die
Kdrper, deren ich mich so zum Streichen bediente,
waren Stangelchen oder Nadeln von Zink, Blei, Zinn,
Gold, Silber, Kupfer und Eisen von verschiedener
Hérte; bei harteren Kérpern dienten mir der Topas und
Saphir. Aus diesen Kdérpern wéahlte ich jene, welche
den zu prifenden Krystall an Harte am wenigsten Uber-
trafen, oder ich strich sie, wenn sie harter waren, mit
solcher Starke, dafs das Verhaltnifs der Harteunter-
schiede im Krystalle und dem streichenden Kérper mog-
lichst grofs ausfiel. Bei jedem Krystalle wurden aber
nur jene Beobachtungsresultate mit einander verglichen,
welche mittelst desselben Stadngelchens madglichst schnell
hinter einander erhalten wurden.

Schlédgt man diesen Weg mit sorgfalt ein, so wird
man, wenn es auch nicht gelingt, die Verhéltnisse der
Cohasionskrsft in Zahlen auszudricken, doch wenigstens



dahin gelangen, die geringsten Harteunterschiede wahr-
zunehmen, wenn nur die zu prufenden Flachen dufserst
glatt, rein und wo mdglich vor Kurzem blol'sgelegt
sind. Rauhe Fléchen eignen sich zu diesen Versuchen
nicht, weil der streichende Kdrper wie ein Hebel wirkt,
der seine Unterstitztngspunctc an den hervorragenden
Stellen findet, und daher selbst bei gleichem Drucke
mit der Hand den Kd&rper starker streicht, und ihn auf
diese Weise weniger hart erscheinen macht.

5) Es gibt zweierlei Harteunterschiede; die einen
finden an derselben Flache nach verschiedenen Richtun-
gen, die anderen an verschiedenen Flachen desselben
Krystalls Statt. Die ersteren sind grofstentheils viel ge-
ringer als die letzteren, und nur mit gréfserer Mihe zu
gewahren, gestatten aber auch, einmal entdeckt, eine
grofsere Sicherheit. Denn die Ursachen , welche eine
Anderung der Oberflachen bewirken , der Einflufs des
atmosphdrischen Wassers oder der Rauheiten vermindern
oder verwischen gar die Harteunterschiede, ohne jedoch
ihr Verhdltnifs in verschiedenen Richtungen so zu verkeh-
ren, dafsjene, welche zuvor harter war, jetzt weicher ge-
worden wéare. Ja nicht einmal an kinstlich polirten,
welche viel weniger glatt als die natirlichen sind, fal-
len die Harteunterschiede immer ganz weg, sobald die
Streifen fehlen, die man sehr h&ufig an Krystallen wahr-
nimmt, und die jede Priufung der Harte verhindern, weil
sie nach verschiedenen Richtungen verschieden wirken.
Denn die den Streifen parallelen Linien sind glatter und
aus Ursachen, die wir oben erwahnten, viel harter als
jene, welche auf den Streifen senkrecht stehen. Haufig
findet man jedoch an jenen Kdrpern, an welchen man
zuweilen Streifen trifft, selbst die glatten Flachen in der
auf die Streifen senkrechten Richtung minder hart, als

in der zu ihnen parallelen.
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6) Wir wollen mit jenen Unterschieden, welche an
derselben Flache wahrgenommen werden , den Anfang
machen, weil sie einfacher sind. Denn es mag die Wir-
liung der Cohé&sionskraft in der auf die Fldche senkrech-
ten Richtung wie immer geartet seyn, so bleibt sic nach
allen Richtungen, die in der Flache selbst gezogen wer-
den, stets dieselbe, und kann keinen Unterschied her-
vorbringen. Solche Unterschiede mussen, wo sie gefun-
den werden, von einer Seitenwirkung der Cohasionskraft
herrihren. Jene Richtungen werden von den Krystal-
lographen fur gleich geachtet, haben auch dieselbe
Héarte, und wo die Héarte ungleich ist, da findet sich
auch in den Axen oder Abmessungen der Krystalle ein
Unterschied.

7) Koérper, welche ihren chemischen Eigenschaf-
ten nach ganz verschieden sind, doch dieselben oder ein-
ander &hnliche Gestalten besitzen, befolgen dieselben Ge-
setze der Harle. Dieses ist aber nicht so zu nehmen,
als hatten sie dieselbe Harte, ja sic kdnnen hierin viel
von einander abweichen , sondern es linden fir sic die-
selben Harteverhaltnisse Statt. Beispiele liefern der
kohlensaure Kalk, Salpeters. Natron, Flufsspath und
Salpeters. Strontian. Diese Ubereinstimmung findet sich
aber nur bei solchen Kérpern, deren Krystalle in der
That &hnlich sind, nicht hei jenen, die gegen ihre Na-
tur nur kinstlich in dieselbe Ordnung gebracht sind,
wie diefs z. B. heim Flufsspath und Chlornatrium der
Fall ist, bei welchen schon die Lage des Blatterdurch-
gangs zeigt, dafs sie ihre Gestalt verschiedenen Anzie-
hungsgesetzen verdanken. Zwischen der Richtung des
starksten und schwéachsten Blatterdurchgangs und der
Harte herrscht der innigste Zusammenhang, und zwei
Kérper, welche zwar dieselbe Gestalt, aber verschie-



dene Blatterdurchgdnge besitzen, werden gewifs in ih-
ren Harteverhdltnissen von einander abweichen.

Im Weill’'sehen zweiaxigen oder im Mohs'sehen
prismatischen Systeme kann es zwei Arten von irgend
einer Axe parallelen Blatterdurchgédngen gehen: deren
sind entweder zwei gleiche, aber unter einem spitzigen
Winkel gegen einander geneigte, oder es gibt nur einen
einzigen, und wenn ihrer zwei sind, so sind sie un-
gleich und stehen auf einander senkrecht. Ersteres fin-
det am Baryt, letzteres am Anhydrit Statt.

Beim Baryt sind von drei Flachen des starksten
Blatterdurchganges zwei den Flachen des Prisma’s von
101042/ parallel, eine daraufsenkrecht. Aufdieser Fldche
habe ich die geringste Héarte parallel zur kiirzeren Dia-
gonale oder senkrecht auf die abgestutzte stumpfe Kante
gefunden , die grofste Héarte hingegen parallel zur lan-
geren Diagonale oder senkrecht auf die abgestutzte
scharfe Kante. Ahnliches fand ich an &ndern Kérpern
derselben Gattung.

8) Dasselbe Harteverhdltnifs findet man an jenen
Flachen , gegen welche zwei gleichartige Blatterdurch-
gange zwar schief, aber symmetrisch geneigt sind, wie
diefs hei vielen Kérpern des einaxigen, rhomboédrischen
Systcmes u. s. w. der Fall ist, z. B. beim kohlensauren
Kalk , Salpetersduren Natron, wo in der Richtung pa-
rallel zur langem Diagonale eine grofsere, parallel zur
kirzern eine geringere Héarte Statt findet. In den mitt-
leren Richtungen fand ich auch eine mittlere Harte, je-
doch nicht so, dafs sie gleichférmig von der kiirzeren
Diagonale gegen die ldngere hin zundhme, sondern oft
liegt die Stelle der mittleren Harte jener der grofsten
Harte ndher als der der geringsten.

9) Andere Gesetze befolgen jene Krystalle, welche

zwei, zwar ungleichartige, aber unter sich und auf die
*



zu prufende Flache senkrechte Blatterdurchgédnge ha-
ben. Beim Anhydrit gibt es drei aufeinander senkrechte,
leieht zu trennende (d. h. sehr deutliche) Blatterdurch-
gange, von welchen wir den deutlichsten mit A, den
andern mit B, und den dritten minder deutlichen und
gldnzenden mit C bezeichnen wollen. In der Flache C
sind die Héarteunterschiede viel zu gering, als dafs sie
mit Sicherheit erkannt werden kénnten. In der Flache
A findet sich aber die geringste Harte senkrecht auf die
Flache B, die grofste entweder senkrecht auf C oder
senkrecht auf die Diagonale, so dafs die Richtung der
grofsten Harte viel weniger bestimmt, und die mittlere
Harte der kleinsten naher liegt als der grofsten.

Eben so verhalt es sich in der Flache B, wo die
geringste Harte senkrecht auf A sich findet, die Rich-
tung der grofsten aber zwischen den Diagonalen und der
auf C senkrechten Kante unbestimmt ist.

An der Endflache des Borax steht die Richtung der
geringsten Héarte senkrecht aufder abgestutzten scharfen
Kante des Wirfels, d. i. senkrecht auf dem deutlichsten
Blatterdurchgange.

Ahnliches findet man an allen jenen Flachen ande-
rer Krystalle, welche gegen die Richtung zweier aufeinan-
der senkrechter Blatterdurchgdnge unter rechtem oder
nicht sehr schiefem Winkel geneigt sind. In der auf dem
deutlicheren Blatterdurchgang senkrechten Richtung,
oder wo nur ein Blatterdurchgang beobachtet wird, in
der darauf senkrechten Richtung, sind sie weicher im
Striche als in jeder andern Richtung.

10) Da dieKrystalle der zwei doppelaxigen Systeme
eine so verschiedene Harte zeigen, so war es mir von
grofser Wichtigkeit, jene Kdrper zu prifen, m welchen
die Eigenschaften beider vereinigt sind , ndmlich jene
Krystalle, welche zwei sowohl gleiche als auch auf die



zu prufende Flache senkrechte Blatterdurchgénge be-
sitzen, mithin die Endflachen der Krystalle des vieraxi-
gen oder pyramidalen, oder die Hexaederflachen des
Tessular-Systemes. Es war mir wahrscheinlich, dafs
diese Unterschiede, wenn es hier welche gébe, nur mit
grofster Muhe aufgefunden werden kdnnten, da an den
einzelnen Plachen wegen der symmetrischen Form hlofs
zwei unter N5ngeneigte Maxima und Minima Vorkommen
kénnen. Aber auch hier habe ich Unterschiede gefun-
den, wie ich sie dem Vorhergehenden geméfs erwar-
tete.

Beim Chlornatrium, dessen Blatterdurchgang he-
xaédrisch ist, fand ich die den Diagonalen parallelen
und sorgféltig untersuchten Linien hérter als jene den
Kanten parallelen. BeimFluf'sspathe, dessen Blatterdurch-
gang octaédriseh ist, gehen durch die hexaédrischen Fla-
chen vier, durch die einzelnen Diagonalen zwei Spal-
tungsrichtungen. So wie die Harte nach den Kanten am
Chlornatrium, eben so ist die nach den Diagonalen am
Flufsspathe beschaffen, und so wie an jenem Koérper sich
die Diagonalen héarter zeigen, eben so sind es an diesem
die Kanten; es unterliegt keinem Zweifel, dafs diefs
von der Biegsamkeit des Meersalzes herrihrt, denn hei
geschmeidigen Korpern wirkt die Cohasioiiskraft nach
andern Gesetzen als bei starren, aber hei jenen lassen
sich Harteunterschiede nicht so leicht unterscheiden,
so dafs ich bis jetzt nicht im Stande war, an biegsamen
Korpern, z. B. an krystallisirten Metallen etc., einen
solchen Unterschied zu bemerken.

11) Sind schon jene Harteunterschiede, welche an
einer Flache ein zweifaches Maximum und Minimum er-
reichen, sehr schwer aufzufinden, um so schwerer ist die-
ses bei jenen, welche einem drei-oder mehrfachen Wech-
sel unterliegen. Aus dieser Ursache gelang es auch



nicht, an Flachen senkrecht auf eine Axe des drei- oder
sechsaxigen Systemes, oder an kirzlich entbidfsten und
wiederholt sorgféltig gepruften Fldchen des Octaéders
ldngs den den Kanten parallelen Dreiecksseiten, und
jenen, die gegen sie unter 30° geneigt sind, irgend ei-
nen Unterschied zu entdecken. Doch folgt daraus nicht,
dafs cs daselbst wirklich keine Unterschiede gehe Ubri-
gens hemmt nicht die Anzahl der Seiten -Bl&atterdurch-
gange, sondern ihre Lage die Untersuchung, da, wenn
auch an den Octaéderflachen des Flufsspathes schon bei
drei Blatterdurchgédngen die Unterschiede verschwinden,
doch noch nicht an den Hexaéderflachen desselben Kry-
stalls vier, ja am schwefelsauren Zink nicht einmal funf
Rlatterdurchgénge allen Unterschied verwischen.

Die Blatterdurchgénge dieses Korpers sind den Fl&-
chen des Rhombcndodecaéders parallel. Durch die ein-
zelnen Khomben gehen funf Blatterdurchgédnge, deren
vier den Kanten des Rhombus, der fiinfte der ldéngern
Diagonale parallel sind. Diese Flachen lassen sich leich-
ter nach Richtungen, die parallel zur kirzern Diagonale
sind, ritzen, als nach den zur langeren Diagonale oder
zu den Kanten parallelen. Die Ursache davon lalst sich
leicht einsehen, denn die vier den Kanten parallelen
Blallerdurchgédnge bringen aus obigen Ursachen parallel
zur kirzern Diagonale eine geringere Héarte hervor.
Nach dieser Richtung ware auch vermdég der Wirkung des
funften Blatterdurchganges allein die Harte am gering-
sten ; kein Wunder also, dafs sich die langere Diagonale
viel harter als die kuirzere beweist. Auch fand ich nicht
einen Krystall dieses Systeines, an welchem ich so auf-
fallende Harteunterschiede hatte wahrnehmen konnen.

12) Diese Beispiele habe ich von Krystallen
Tessular-Syslemes nicht etwa defshalb entlehnt, als wenn
ich nur dieses allein der Prifung unterworlen hétte, son-

des



dern weil sie beweisen, dafs es auch in diesem Systeme
Unterschiede im Zusammenhédnge der Theile gebe , ob-
schon man sie weder mittelst der Wirkung der Warme
noch der des Lichtes aufzulinden vermag; und dafs die-
ser Zusammenhang der Theile an Krystallen, der wahr-
scheinlich die Polarisation des Lichtes begrindet, den-
noch nicht dieselben Gesetze befolget *).

t3) Aus dem, was wir bei Krystallen von hexaédri-
schem oder octaédriscliem Blattcrdurchgange anfihrten,
kann man die oben erwdhnten Harteverhaltnisse anderer
Flachen ableiten. Bei gleichartigen und rechtwinkeli-
gen Blatterdurchgédngen haben wir nach den darauf senk-
rechten Richtungen, die wir normal nennen wollen, eine
geringere Harte gefunden, als nach den Diagonalen. Wenn
die Harte nach der einen Normale wéachst, wahrend sie
nach der andern dieselbe bleibt, so wachst zwar die Harte
nach den gegen die Normale unter 45" geneigten Richtun-
gen, aber in einem kleineren Verhéltnisse als nach der
Richtung der Normale selbst; und war sie zuvor etwas
geringer, so nahert sie sich alsbald allméhlich der Harle
nach der Richtung der Diagonalen, ja wéachst die Harte gar
schnell, so kann es geschehen, dafs sie auch schnell die
nach den Diagonalen Ubertrifft, und es ist kein Zwei-
fel, dafs die Harte der Normalen sieb desto mehr an-
dere, je grofser bei gleichen Umstédnden der Unterschied
ist, welcher in den gehérig gelegenen krystallograplii-
schen Abmessungen herrscht. Auch wére es von gros-
sem Nutzen, jene Abmessungen ausgemittelt zu haben,

*) Dafs es dieser Zusammenhang sey, der die Polaris:rung
des in die innern Theile der Kérper eindringenden Lich-
tes begrundet, und die Gesetze bestimmt, nach welchen
sowohl Glasarten von ungleichem Zusammenhédnge als
auch Krystalle das Licht brechen, diefs werde ich hei
einer anderen Gelegenheit erdrtern. (F)



langs welchen die Hérle nach den Diagonalen der nach der
Normalen gleich kommt, wiewohl es kaum durch Versuche
bestimmt werden kann, dadie Harteunterschiede zwischen
der Diagonale und den Normalen nicht nur geringer als
bei Korpern des Tessular-Systemes sind, sondern man
auch h&ufig ungewifs ist, ob die Harte nach den Norma-
len oder nach der Diagonale am grof'sten ist. Diels haben
wir auch an den Fldchen A und B beim Anhydrit gese-
hen, wo die Richtung der kleinsten Hérte leicht, jene
der grofsten aber fast gar nicht bestimmt werden konnte.
Dasselbe findet man bei &ndern Kdrpern. Wo sich eine
grofse Harteverschiedenheit vorfindet, da stimmen die
Richtungen der grofsten und kleinsten Harte fast mit
den Normalen Uberein, wie beim Gyps in der Richtung
der Flachen des schwéacheren Blatterdurchgangs.
i4) Diefs Uber die erste Ordnung derKrystalle die-

ser Gattung. Es findet aber bei jenen, wo die Harte nach
den Normalen zwar gleich bleibt, aber ihr Winkel stumpf
wird, ein anderes Harteverhaltnifs Statt. Wenn wir die
Bezeichnung: Diagonale beim neuen Parallelogramme,
beibehalten, so kénnen wir sagen, dafs die Héarte der-
jenigen Diagonale, welche den spitzigen Winkel der
Normalen schneidet und ihnen daher néher tritt, ver-
mindert, und die Hé&rte der kirzern Diagonale ver-
mehrt werde. Je ndher sie den Normalen tritt, desto
weniger wird sie von der langem Diagonale an Harte
Ubertroffen , und es ist kein Zweifel, dafs auch hier die
Hérteverhaltnisse eine von dem Winkel der Normalen
abhéangige Function sind, aus welcher, wenn sie bekannt
waére, leicht gefunden werden kodnnte, bei welchen Win-
keln die Harte nach der kirzern Diagonale der nach der
Normalen gleich kommt, ja sie sogar Ubertrifft. Auch héatte
ich aus den Versuchen , welche ich anfiihrte, die Fun-
ction zwischen der Harte und jenen Winkeln oder Abmes-



sungen suchen kénnen, wenn Formeln, welche nicht
durch eine grofse Zahl ausfuhrlicher Versuche begrin-
det sind, Vertrauen verdienten.

15) An Krystallen dieses Systemes, und zwar an
demParallelogi’amm, welches durch einen der Endflache
dcsPrisma's parallelen Schnitt entsteht, habe ich folgen-
des gefunden:

Am kohlensauren Kalk, schwefelsaurem Baryt und
an dhnlichen, findet sich die grofste Harte in der Rich-
tung der ld&ngernDiagonale, die geringste aber zwischen
der kirzern senkrecht auf die ahgestutzte stumpfe Kante
und den Normalen. An Kdérpern hingegen, die dem An-
hydrit dhnlich sind, und wo entweder ein oder zwei
rechtwinkelige Blatterdurchgange sich vorfinden, steht
die Richtung der geringsten Haéarte in der langern Dia-
gonale auf der abgestutzten scharfen Kante senkrecht,
die der grofsten Harte liegt aber zwischen der Kkir-
zern Diagonale und den Kanten.

16) Prismen, weicheich gemeine nannte, sind nicht
immer solche, welche von den Krystallogi-aphen die ein-
fachste Bezeichnung erhalten haben, sondern jene, wel-
che entweder haufiger Vorkommen, oder hei welchen
der starkere Blatterdurchgang den prismatischen Flachen
parallel ist. Diese stimmen h&ufig mit der Weifs’'sehen
Bezeichnungsweise, und bei den dem Anhydrite &hnlichen
Krystallen auch mit der Mo/is'schen Uberein; nicht aber
bei den dem Baryte &hnlichen Kdrpern, wo dasOclaéder,
dessen sich dieser ausgezeichnete Gelehrte immer als
Grundgestalt bedienen wollte , jenem Prisma diese ein-
fache Bezeichnung nicht zu gehen vermochte, weil die
Lage der abgeleiteten Fla&chen gegen einander in den
zwei Ordnungen dieses Systemes verschieden ist. Diese
Verschiedenheit ist so auffallend, dafs man hei jenen
Korpern, derenBlélterdurchgdnge nicht wahrgenommen



werden, aus dem blofsen Geflige der Flachen entschei-
den koénnte, zu welcher Ordnung sie gehéren. Was
aber noch in diesem und andern Systemen Uber das Ge-
fige der Flachen, wobei noch das meiste vom Zufalle
und von keinem Gesetze abzuh&ngen scheint, zu bemerken
komme , diefs wollen vir hei einer anderen Gelegenheit
besprechen.
(Die Fortsetzung folgt)

VL.
Fortschlitte der Physik in der neuesten Zeit.

A. Electrici tat

I. Magnetisiren durch Electricitat. Von
G. Moll.
(Bibi. univ. Sept. i830, p. 19)

Dem deutschen physikalischen Publikum ist durch
einen in Schweigger’s Journal, Bd. 58, S. 273 enthalte-
nen, von Pfaffin Kiel herrihrenden Bericht die aufser-
ordentliche magnetisirende Kraft eines clectrischen Stro-
mes bekannt, der durch einen dicken Kupferdraht spi-
ralférmig um ein weiches, in Form eines Hufeisens ge-
bogenes Stiick Eisen geleitet wird. Diesem Berichte
gemafs erlangt ein solches Hufeisen von 2 Decimeter
(7.6 Zoll) Ld&nge und 12 Millimeter (5.5 L.) Dicke, um
das ein 3 Millimeter (1.4 L.) dicker Kupferdraht in »70
Windungen herumgefuhrt wurde, durch den clectrischen
Strom, wie ihn ein Follasch.es Elementliefert, dasaus ei-
nem 2‘/2Decimetcr(9.5 Z.)hohen, e Centim. (0.8 Z.) wei-
ten cylindrischen Kupferkasten und einem entsprechen-
den Zinkcylinder besteht, und als flussigen Leiter eine
aus 16 Th. Wasser, i Th. Salzsaure und Th. Salpe-



lersédure gemischte Flussigkeit enthalt, eine magnetische
Kraft, mittelst welcher es 6, 8 ja 10 Pfund tragen kann.
Appel in Glttingen hat Apparate zu solchen Versuchen
dem physikalischen Publikum k&uflich angeboren , die
noch mehr leisten, als der vorher besprochene. Auch
hier in Wien ist dieser Versuch mit Ei'folg angestellt
worden, und es werden auch da fast von jedem mecha-
nischen Kinstler die dazu ndthigen Apparate gearbeitet.
Bei einem derlei Versuche trug das Hufeisen, das vor
dem Versuche keine Spur von Magnetismus zeigte, nach
Schlielsung der Kette mittelst eines Poufa’schen Elemen-
tes, wovon die Zinkplatte 2 F. breit und eben so hoch
ist, 15— 20 Pfund. Alles dieses wird bei weitem von
dem Ubertroffen, was Moll in dem Aufsatze anfiihrt, von
welchem hier das Wichtigste folgen soll:

Das Hufeisen besteht aus englischem, weichen Ei-
sen, einen engl. Zoll dick, und ist mit einem '/8Z. dicken
Kupferdrahte 83 Mal spiralformig Gberwunden. Das
Ganze wiegt nahe 5 Pf. Eine Armatur von der gewdhn-
lichen Einrichtung dient zur Verbindung beider Fifse
des Hufeisens mit einander, und hat ein Gewicht von
i '/APf. Der Electromotor besteht aus einem einzelnen
Elemente, dessen Theile ein Kupfertrog und eine darein
passende Zinkplatte sind. Die mit dem flUssigen Leiter
in Verbindung stehende Flache des Zinkes hat 11 engl.
Ouadratfufs. Die leitende Flussigkeit ist Wasser mit
*/60 Schwefelsdure und '/ Salpetersdure dem Gewichte
nach. Dieser Apparat erzeugt einen so kraftigen Magne-
tismus , dafs man an die Armatur 50 Pf. hdngen kann,
ohne dafs ein Ablassen des Gewichtes erfolgt, ja wenn
man die Belastung sorgsam wachsen lafst, so kann man
sie auf 76 Pf. steigern. Diese Kraft lafst an ihrer Stérke
alsogleich nach, sobald der electrische Strom unterbro-
chen ist, wenn man aber die Belastung unter ihremMa-



ximum lal'st, so bleibt sie noch mehrere Minuten am
Hufeisen hangen, und zwar desto langer, je tiefer diese
Belastung unter dem Maximum steht. Kehrt man aber
die Richtung des electrischen Stromes um, so fallt das
Gewicht ah, man mag sich mit der Auswechslung der
Polardrahte wie immer beeilen, doch zieht das Hufeisen
augenblicklich wieder Eisen an. Nur bei einer sehr
schwachen Belastung mittelst einer Stahlnadel kann man
es dahin bringen, dafs dieselbe wahrend der Umkeh-
rung des electrischen Stromes nicht abfallt, indem je-
der Pol derselben so schnell in den entgegengesetzten
Ubergeht, dafs sie nicht Zeit hat, sich durch die Schwere
hinreichend vom Hufeisen zu entfernen, um nicht wie-
der angezogen zu werden. Sie nimmt im Augenblicke
des Polwechsels eine kleine Bewegung an, fallt aber in
der Regel nicht ab. Ha&lt man wahrend der Umkehrung
des electrischen Stromes die Armatur mit der Hand, so
fuhlt man gleichsam die Geschwindigkeit, mit welcher
die Pole verwechselt werden, indem in dem Augenblicke,
wo der Magnetismus des Eisens = o ist, das Eisenstuick,
das nun ganz der Schwere Uberlassen ist, einen voruber-
gehenden Druck auf die Hand ausubt.

Wenn man die Belastung so sehr vermehrt, dafs sie
abfallt, so tragt der Magnet nicht gleich wieder so viel,
als er vorhin zu tragen vermocht hat, bekommt aber
nach einiger Zeit wieder seine vorige Kraft. Das-
selbe habe auch ich hei Wiederholung dieses Versuches
deutlich wahrgenommen *). Es verhalten sich demnach
diese Magnete wie andere kunstlich durch Streichen er-
zeugte. Dafs man mit einem Hufeisen der genannten
Art andere Stdbe magnetisiren kann, ist fur sich klar.

Die Stérke des Magnetismus, den man durch den

*) Mit dem S. 107 beschriebenen Elemente.



electrischen Strom zu erzeugen im Stande ist, hangt
nicht immer von der wirksamen Flache des Electromo-
tors ab. Dieses zeigte sich bei folgenden Versuchen
Moll's. Dieser Gelehrte verband mit dem zuerst ge-
brauchten \oltOLsehen Elemente ein zweites so, dafs
Kupfer mit Kupfer, Zink mit Zink communicirte, und
beide Elemente gleichsam ein einziges von doppelter
wirksamer Flache, namlich von 17 Quadratfufs, ausmach-
ten. Der Magnet vermochte, als der von diesem Electro-
motor gelieferte Strom ihn umkreisete, kein grofseres
Gewicht zu tragen, als vorhin. Messingdraht wirkte wie
Kupferdraht; ein kupfernesHufeisen, auf gleiche Weise
behandelt wie das eiserne, zeigte keine Spur einer ma-
gnetischen Kraft. Eisendraht statt des Kupfers oder
Messings gebraucht, und vom Hufeisen durch einen Sei-
denuberzug recht isolirt gehalten, brachte an dem letz-
teren eine magnetische Kraft hervor, vermdége welcher
er 86 Pf. zu tragen im Stande war.

Ein Hufeisen aus deutschem Schmiedeeisen von
2'/4Z. Picke und 12 Z. Weite, mit ¥s Z. dickem Mes-
singdraht in 44 Gangen umwunden, trug mittelst einer
Armatur von 4 Pf., als ein electrischer Strom von einem
Elemente mit 11 Fufs wirksamer Oberflache ihn um-
stromte, i35 Pf., ja als er durch einen Seideniiberzug
gut isolirt war, gar i5iPf. Starkere Magnete hat man
bis jetzt Uberhaupt selten zu Stande gebracht. Galilcu
soll einen Magnet von 6 Unzen Gewicht zu Stande ge-
bracht haben, der i5Pf. trug; der berihmte Magnet im
Harlemer Museum trug i50 Pf., und sammt der Armatur
200 Pf., nach Van Marum gar 230 Pf.; in Amsterdam
soll ein Magnet existiren, der 50 Pf. trégt; der grofste
von Lenoble verfertigte Magnet trug io5 Pf.; jener Ma-
gnet, den ein chinesischer Kaiser dem Kénige Johann F.
von Portugall geschenkt hat, soll 200 Pf. getragen ha-



hen; ein Magnet, den Prof. Allamand in Leiden besafs,
trug 120 Pf.; Coulomb besafs einige Magnete, die 20 Pf.
m\ogen, und 125 Pf. trugen; der deutsche Gelehrte Keil
endlich soll einen Magnet verfertiget haben, der i50Pf.
trug. Demnach gehoért der von Moll durch Electricitat
erzeugte Magnet zu den starksten, die man bis jetzt er-
zeugt hat.

2. Uber die physiologischen Wirkungen ei-
nes electrischenStromes auf einen Frosch.
Von L. Nobili. (Forlsetzun g.)

(Bibi. univ. Juni i830.J

Es war bereits im Bd. VIII. dieser Zeitschrift die
Bede von den eigcentliumlichen Wirkungen, welche ein
electrischer Strom (nach Nobili) auf einen entblofsten
Froschcruralnerv austbt. Diese Wirkung lafst sich nach
dem Grade der Beizbarkeit desThieres in funf Perioden
eintheilen, die bereits aufgezahlt und ndher charakteri-
sirt sind. Nun sollen die in diesen funf Abstufungen
hervortretenden Phdnomene né&her beleuchtet und er-
klart werden.

In der ersten Periode treten bekanntlich sowohl
beim Offnen als beim Schliefsen der Kette fast gleich
starke Zuckungen ein, es mag der electrische Strom di-
rect oder umgekehrt seyn. Der wahrscheinliche Grund
dieser scheinbaren Gleichheit liegt nach Nobili darin,
dafs bei der hier herrschenden grofsen Reizbarkeit des
Thieres alle Einwirkungen so starke Contractionen her-
vorbringen, dafs sich daran die Verschiedenheit der an-
gewandten Erregungsmittel nicht mehr wahrnehmen
1&fst.

In der zweiten Periode, wo heim Schlielsen der
directe Strom, beim Offnen aber der umgekehrte eine
starke Zuckung hervorbringt, waihrend beim OITnen



der Helte mit dem directen Strome gar keine Wirkung,
beim Schliefsen hingegen mit dem umgekehrten nur eine
schwache Zuckung eintritt, zeigt sich die Eigenthuim-
lichkeit des Nerves, nach der Richtung seinerVerzwei-
gung eine Bewegung leichter fortzupllanzen , als nach
der entgegengesetzten. Sowie heim Schliefsen der Kette
der directe Strom beginnt, wird der Nerv stark erschit-
tert, weil er die Bewegung nach der Richtung des Stro-
mes gut leitet, wéhrend er nach der entgegengesetzten
Richtung als minder guter Leiter des Stromes keine
merkliche Einwirkung erfahrt. Der directe Strom ver-
setzt den Nerv in einen weniger gewaltsamen Zustand,
als der umgekehrte, und defshalb wird er beim Aufho-
ren dieses Stromes nur eine schwache Veranderung er-
leiden und nur wenig zucken, heim Unterbrechen des
umgekehrten aber, der den Nerv in einen unnatirliche-
ren Zustand versetzte, kann eine starke Erschutterung
nicht ausbleiben. In deinMafse, als die Reizbarkeit des
Thieres sinkt, werden auch die an sich schon schwa-
chen Erschutterungen immer schwécher, und verschwin-
den endlich ganz, so dafs nur noch die starkeren Ubrig
bleiben, und hierin liegt der Grund der Erscheinungen
der dritten, vierten und finften Periode.

Uberhaupt geht, aus Allem hervor, dafs bei schwa-
chen electrischen Kraften der directe Strom heim Schlies-
sen, der umgekehrte beim Offnen der Kette die stirke-
steren Zuckungen hervorbringt, und dieses Gesetz ent-
halt im Grunde den Schlussel zu allen erwdhnten Phéno-
menen. Doch darf man nie den Grad der Empfindlich-
keit und Vivacitat des Thieres Ubersehen, dessen Nerv
dem Strome ausgesetzt ist, und die von der Tempera-
tur, Jahreszeit etc. abhdngt, und es kbnnen aus einer
unterlassenen Ricksicht dieses Umstandes Anomalien
zum Vorschein kommen , die den aufgestellten Satzen



entgegen sind. Darum gibt Nobili auch an, dafs er seine
Versuche grofstentheils im Herbste bei einer Tempera-
tur von i5° C. angestellt habe. In einer Zeit, wo den
Thieren weniger Nahrung zu Gebote steht, und wo sie
Entbehrungen und Leiden anderer Art ausgesetzt sind,
darften sich Ausnahmen von den aufgestellten Regeln
zeigen. Bei solchen Individuen hdren oft zuerst jene
Zuckungen auf, die der directe Strom beim Offnen der
Kette bewirkt, ja bei einigen bleiben sogar die sonst
starkeren Zuckungen eher aus als die schwécheren, eine
Anomalie, deren Untersuchungen Nobili den Physikern
warm empfiehlt.

Die bisherigen Untersuchungen Nobili's beziehen
sich auf den Cruralnerv allein, also einzig und allein
auf das Nervensystem, und man kann billig fragen, wie
sich die Sache verhalten wird, wenn mit dem Nerv zu-
gleich der Muskel in den Kreis kommt. Nobili's Ver-
suche gehen auf diese Frage die Antwort: Das Gesetz
der Contractionen bleibt dasselbe, man mag den Nerv
allein oder den Nerv und den Muskel zugleich in die
Kette bringen, nur in Betreff der Intensitat findet ein
kleiner Unterschied Statt. Die Zuckungen, die man hei
Versuchen mit dem Nerv allein erhalt, héren eher auf,
als jene, die bei Anwendung des Nerves und des Mus-
kels hervortreten, weil der blofsgelegte Nerv schnel-
ler austrocknet und seine Leitfahigkeit verliert, als jene
Theile desselben, die in der Substanz des Muskels ver-
zweigt sind , und durch sie gegen das Austrocknen ge-
schutzt werden. Ubrigens verhilt sich der Muskel hei
den Zuckungen ganz leidend, und erhélt seine Empfind-
lichkeit gegen den electrischen Strom allein vom Nerve.
Diesem schon fruher anerkannten Grundsitze hat No-
bili durch einen neuen Versuch noch mehr Haltbarkeit
gegeben. Bekanntlich liegen die Puncte der Frosch-



Schenkel, welche siéh unter der Einwirkung eines electri-
schen Stromes am meisten zusammenziehen, im dicken
Fleische der Schenkel. Nobili leitete nun durch diese
Puncte eines recht kraftigen Frosches einen sehr schwa-
chen Strom, der, am Nerv angebracht, starke Bewegun-
gen desselben erzeugt hatte, und bemerkte keine Spur ei-
ner Zuckung, wiewohl der Muskel an Leitfahigkeit dem
Nerv nicht nachsteht, und auch die Grofse der Berilih-
rungsflache zwischen Fleisch undMetall einen giinstigen
Erfolg sollte erwarten lassen. Héatte der Muskel eine
selbststdndige Empfindlichkeit gegen den electrischen
Strom, so héatten da die Zuckungen nicht ausbleiben
konnen, und der Strom wirde nicht eine Starke brau-
chen, wie sie nothwendig ist; nm zu den im Innern des
Muskels gelegenen Verzweigungen des Nerves zu gelan-
gen. Daher ist és begreiflich, dafs ein Muskel allein
fur sieb durch einen starken Strom in Zuckungen ver-
setzt werden mufs. Doch treten diese Zuckungen nur
beim Schliefsen der Kette kréaftig gin, beim Offnen der-
selben erfolgen sie nur schwach, oder sie unterbleiben
ganz, ja wenn man den electrischen Strom von dem
dicken Fleische des einen Schenkels in dasselbe des an-
deren leitet, so tritt bei der Anwendung hinreichender
Stréme wéhrend des Scliliefsens eine ungemein kréaftige
Erschiutterung ein, beim Offnen ist eine solche nicht
bemerkbar, aber doch sehr schwach.

Bisher wurden Stréme gebraucht, die von metalli-
schen Electromotoren herriihrten; ein nach Galoani's
Methode préparirter Frosch kann aber, nach Nobili, selbst
als Electromotor dienen, und mit einem homogenen Me-
talle oder einem feuchten Leiter in Zuckungen versetzt
werden. Dieser Strom geht von den Fifsen des Fro-
sches zum Rickenmark, ist sehr «chwach, halt hoch-

stens eine Viertelstunde an, und bewirkt bei schwachen
Zcitsehr. f. Fhys. 11. Matlterri. IX. > 0



Individuen nur heim Schliefsen der Kette, bei starken
hingegen sowohl beim Offnen als beim Schliefsen Zu-
ckungen; nur wenige Frésche zucken blofs beim Off-
nen. Dafs diese Zuckungen nicht von einem Ruckstro-
men der Electricitédt in dem Augenblicke der Unterbre-
chung der Kette herrithren, hat zwar schon Marianini
bewiesen, Nobili zeigt aber auch die Unstatthaftigkeit
dieser Annahme, indem, wenn sie die rechte Ursache
bezeichnete , vielmehr beim Offnen als beim Schliefsen
der Kette die Zuckung eintreten mufste, nicht aber um-
gekehrt, wie es die Erfahrung nachweiset. Bei diesem
Strome spielen die Muskeln der unteren Extremititen
die Rolle des negativen, der Cruralnerv hingegen die
des positiven Electromotors, und wirken als solche lan-
ger, als die Erregbarkeit des Thieres dauert. Daher
kommt es, dafs ein Multiplicator, nach Nobili's Con-
struction, selbst im Kreise unempfindlich gewordener
Frésche noch dasDaseyn eines clectrisclien Stromes an-
zeigt, ferner dafs ein frisch préaparirter Frosch mit ei-
nem lange vorher zugerichteten und bereits fur die
electrische Erregung unempfanglichen, mit den Extre-
mitaten zu einem Kreise verbunden, in Zuckungen geréath,
sobald beide in derselben Richtung mit einander ver-
bunden sind, hingegen keine Spur davon blicken lassen,
wenn sie einander entgegengesetzt sind. Im ersten Falle
unterstitzen sich namlich die beiden Strome, und be-
wirken naturlich in dem empfindlicheren, Organe eine
Zuckung, im letzteren wirken sie einander entgegen,
und neutralisiren sich gegenseitig.

Nobili meint, die Endursache dieser Strome im Fro-
sche selbst liege in einer Temperaturdifferenz zwischen
Nerv und Muskel, der Strom sey also ein thermo- elec-
trischer, und leitet diese Differenz von einer Ungleich-
heit der Verdlinstung der Flussigkeit dieser beiden Or-



gane ab. Da der Muskel eine grofscre Masse hat als der
Nerv, mithin langsamer austrocknet als dieser, so mufs
jener die Rolle des warmen, dieser die des kalten Rei-
ters spielen.

Es ist merkwlrdig, dafs hei der Einwirkung eines
electrischen Stromes auf Frosche manches Individuum
in eine Art Starrkrampf mit Convulsionch verfallt, hei an-
deren hingegen eine vollige Erschlaffung eintritt. Inhei-
den Zustanden zicken die Glieder, nur erscheinen diese
Zuckungen im ersten Falle mehr als Verzerrungen, im
kann man auch kinstlich herbeifihren, indem man die
Kette schnell genug hinter einander Offnet und wieder
schliefst, so dafs die von einer Berihrung herriihrendé
Contraction nicht vor Eintritt der durch die folgende
erzeugten verschwinden kann, und so der gewdhnlich
auf die Contraction folgenden Abspannung keine Zeit
gestattet wird.

Nobili glaubt, durch diese Erfahrungen geleitet,
naher in die Natur des Starrkrampfes einzugehen, und
ein Heilmittel dieses schrecklichen Ubels in der Electri-
citdt zu linden. Ein Nerv verliert seine Féahigkeit, in
Zuckungen versetzt zu werden, durch einen continuir-
lichen electrischen Strom, ja solche Zuckungen sind
selbst nur ein voribergehender Starrkrampf. Man hat
demnach beim Eintritt dieser, von einer Ubermaéfsigert
Exaltation des Nerves herrihrenden, Krankheit nur die
Erregbarkeit des Nerves durch einen contiriuirlicheri
Strom herabzusetzen. Anders miufste man hei Lahmun-
gen verfahrén, die in einem Mangel an Erregbarkeit der
Nerven ihren Grund haben, und demnach bei diesen
einen Strom mit Unterbrechungen anwenden.
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B. Akustik.

Uber dieEmpfindlichkeit des Gehdrorgans.
Von F. Saoart.

(Ann. de Chim. et de Phys. Aug. i830_j

Der tiefste Ton, den wir noch vernehmen konnen,
zahlt 30 Schwingungen fir die Sccunde, und sollte auch
diese Angabe nicht ganz richtig seyn, so ist doch der
Fehler nur gering; dartber sind die Physiker einig.
Rucksichtlich der Grenze der Vernehmbarkeit hoher
Tdne, dem eigentlichen Gegenstdnde dieser Untersu-
chung, herrscht jedoch nicht dieselbe Ubereinstimmung.
Chladni nimmt als Grenze einen Ton von 12000 Schwin-
gungen, Biot den einer offenen Pfeife von 10 Linien
Lénge, der also 8192 Schwingungen fir dieSecunde hat.
TVollaston gesteht, dafs der héchste Ton, den er noch
habe vernehmen kdénnen, der einer zolllangen Pfeife sey,
da er aber nicht sagt, ob diese Pfeife offen oder ge-
deckt, und von welchem Durchmesser sie gewesen sey,
so kann man Uber die Zahl der Schwingungen dieses
Tones nichts bestimmen. An einer Stelle sagt er je-
doch, dafs die hochsten vernehmbaren Téne von Schwin-
gungen erzeugt werden, die eine sechs - bis siebenhun-
dert Mal grofsere Geschwindigkeit als die an der entge-
gengesetzten Grenze héatten; was also auf 18— 20000
Schwingungen die Secunde hinauskdme. Kurz die ganze
Geschichte der Physik, so viel weist das Gesagte nach,
kennt keinen einzigen genauen Versuch uber diesen Ge-
genstand , und seit Saupeur ist die Akustik in dieser Be-
ziehung um nichts vorgeschritten.

Die Bedingungen zur L6sung dieser Frage lassen
sich auf zwei zurickfuhren: die genaue Bestimmung der
Anzahl der Schwingungen und die Erzeugung &aufserst



hoher und doch hinreichend intensiver Tone. Mittelst
cylindrischer, an beiden Enden freier, in Longitudinal-
schwingungen versetzter Stébe kann man beiden Erfor-
dernissen genligen. Denn die Gesetze dieser Art Bewe-
gung sind genau bekannt und die Anzahl der Schwin-
gungen daher leicht auszumitteln, und andererseits
braucht man nur Korper von einer grofsen Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit des Schalls, wie z. B. Glas oder
Stahl, zu wé&hlen, um auch bei einer geringen Lange
sie noch bequem in Schwingungen versetzen und den
Schall vernehmen zu kénnen. Auf diese Weise hat Sa~
vart gefunden, dafs die meisten Menschen den Ton ei-
nes Glascylinders von 3 Millim. im Durchmesser und
159 Millim. in der L&dnge noch deutlich vernehmen, ob-
gleich er ungefahr 31000 Schwingungen fiir die Secunde
zahlt. Bei Cylindern von noch kleinerem Durchmesser
und ungefahr 100 Millim. Lange, die also 33000 Schwin-
gungen fur die Secunde gaben, vernahm bald Savarl den
Ton, bald nicht, je nachdem das Ohr in einem Momente
empfénglicher als im &ndern, oder — wie er bescheiden
aufsert — die Geschicklichkeit beim Behandeln des Sta-
hes verschieden gewesen ist.

Audi hei in Transversalschwingungen versetzten
Stahlstédben , obgleich die Intensitdt des Tones noch ge-
ringer und die Behandlung noch schwieriger ist, waren
Tone von 30— 3aooo Schwingungen noch vernehmbar.
Obgleich man bemerken mufs, dafs weil diese kleinen
Stabe mit einem ihrer Enden in eine Schraubzange ein-
gezwangt waren, und folglich ihre La4nge nicht mit Si-
cherheit ausgemittelt werden konnte, diese Zahlen nur
als Anndherungen zu betrachten sind, wenn auch eben
nicht viel von der Wahrheit abgehen wird.

Noch schwieriger wird es, die Anzahl der Schwin-
gungen zu bestimmen , wenn man kleine Luftsdulen auf



die Art, wie in den Orgelpfeifen, in Bewegung zu setzen
sucht. Das einzige Mittel, dessen man sich da mit Er-
folg bedienen kann, ist, Réhren von &hnlicher Gestalt
zu gebrauchen, um das Gesetz, dafs die Anzahl der
Schwingungen gleichartiger Luftmassen den homologen
Abmessungen verkehrt proportionirt sey, in Anwendung
bringen zu kénnen. Allein da die Offnungen (Mundlo-
cher) ebenfalls den Dimensionen proportionirt bleiben
miussen, und bei der Kleinheit der Pfeifen diese Bedin-
gung durchaus nie mit Vollkommenheit hergestellt wer-
den wird, so kann man bei diesem Verfahren die Zahl
der Schwingungen nie Uber 20000 die Secunde steigen
lassen, da Uber diese Grenze die Schwingungen, wo
noch vernehmbar, doch immer untereinander vergleich-
bar bleiben.

Aus diesen ersten Versuchen scheint hervorzuge-
ben, dafs das menschliche Ohr Téne, die Uber 32000
Schwingungen die Secunde zahlen, nicht mehr verneh-
men kénne. Allein da man, um zu dieser Grenze zu
gelangen, Kdrper von geringen Abmessungen, folglich
kleinen Schwingungen und geringer Intensitat des Schal-
les anwenden mufs, so bleibt noch immer unentschie-
den, ob der Ton darum unvernehmbar wird, weil er zu
schwach, oder darum, weil er zu schnell ist.

Zur L6sung dieser Frage bediente sich Saoart eines
bald schneller, bald langsamer gedrehten, gezihnten
Rades, dessen Zahne nach einander an einen kleinen
Kérper, z. B. an eine Karte oder eine dunne Holzplatte,
der auf einer festen Unterlage ruhte, stofsen inulsten.
Auf diese Weise erhielt man Tdéne, deren Hobe oder
Tiefe, wie bei der Sirene Cagniard-Latours, von der
grofseren oder geringeren Zahl der in einer bestimmten
Zeit vollbrachten Stéfse abhing, und wo man durch Ver-
gréRerung des Durchmessers des Rades, unter Reibe-
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haltune derselben Zahnezahl, die Intensitat des Schalls
und Reinheit der Téne vermehren, und die hochsten
Tone der musikalischen Leiter ohne'Abbruch der Inten-
sitét hervorbringen konnte.

Das erste Rad hatte 24 Centim. im Durchmesser und
360 Zahne, das zweite 48 Centim. im Durchmesser und
100 Zahne, das dritte 82 Centim. und 720 Réader. Mit
dem letztem erhielt man vernehmbare Téne, auch wenn
die Zahl der Stol'se 24000 uUberstieg, was also 48000
einfachen Schwingungen entspricht; und obgleich die
Intensitat des Schalles, die noch bei 12— iSoooStdfsen
die Secunde bedeutend stark war, von da aus schnell
zu sinken begann, so konnte doch der Punct, wo der
Ton ganz unvernehmbar geworden wéare, mit Sai’arPs Ap-
parat nicht bestimmt werden, indem das Rad, welches
dazu diente, das gezdhnte in Bewegung zu setzen, kei-
nen hinreichend grofsen Halbmesser hatte , um die ent-
sprechende Drehungsgeschwindigkeit hervorbringen zu
kdnnen.

Das Vermdgen, so hohe Téne zu vernehmen, kommt
ferner — gegen Wollaslon’s Aussprach — allen Perso-
nen zu; wenigstens besafsen cs alle, die Savard’'sVersu-
chen beiwohnten. Dadurch will er aber nicht die von
WollasLon zu Gunsten seiner Meinung angefihrten That-
sachen zweifelhaft machen, nur mussen sie auf eine an-
dere Art erklart werden. Es kann namlich ein hoher
Ton von bestimmter Intensitdt von einigen Personen
noch vernommen werden, von andern nicht; allein der
Grund hiervon liegt nicht in dem Grade seiner Hdhe,
sondern in dem Grade seiner Intensitat.

Aus Saoart’s Versuchen ging ferner hervor, dafs,
wenn manfortfahren wirde, den Durchmesser des ge-
zéhnten Rades und die Drehungsgeschwindigkeit bei
gleich bleibender Zahl der Z&hne zu vermehren , und



dadurch den Ton immer hdher und doch zugleich einen
vom &ndern getrennt, und daher genugsam intensiv er-
hielte *), man Téne hervgrbringen kénnte, die weit
Uber 24000 Stofse die Secunde zahlten, und dennoch
vernehmbar wéren; allein bis jetzt wurden die Versu-
che, grofstentheils wegen des hohen Kostenaufwandes,
nicht weiter hinaufgetrieben.

Da die Anzahl der mittelst des Rades von 82 Cen-
timeter im Durchmesser hervorgebrachten Schwingun-
gen so grofs war, und der erzeugte Ton die bisher an-
genommene Grenze der vernehmbaren Tdne so weit
Uberschritt, so handelte es sich vor Allem 1) um genaue
Bestimmung der Umldufe des gezéhnten Rades, und
2) um Ausmittelung des Umstandes, oh nicht etwa auch
der stofsende Korper in eine schwingende Bewegung
gerathe, wahrend welcher er z. B. nur je den zweiten,
dritten u. s. w. Zahn treffen, und die andern auslassen
konnte.

Die erste Schwierigkeit betreffend, ist, an der Axe
(dem Wellbaume) des Rades einen Zahler anzubringen,
bei grofser Geschwindigkeit nicht recht thunlich; bes-
ser ist es, die Zahl der Umlaufe durch den Ton eines
andern gezédhnten Bades von geringerem Durchmesser
und einer 30-—4° Mal geringeren Anzahl Zahne zu be-
stimmen. Da dieser Ton viel tiefer als der des grofsen

*) Der hier erwéhnte Einflufs der Vergroéfserung des Durch-
messers auf die Intensitat des Schalles lafst sich durch
einen einfachen Versuch nacbweisen. Man construire
ein durchbrochenes Rad mit einer grofsen Anzahl gerad-
liniger Radien, und erzeuge einen Schall durch succes-
sive, gegen diese Radien ausgelibten Stofse. Je weiter
der stofsende Kdrper vom Mittelpuncte weg gegen das
Ende der Radien geschoben wird, desto intensiver ist

der Schall.



Rades ist, so ist es leicht, seinen Einklang auf einem
Monochorde hervorzurufen, die entsprechende Anzahl
der Schwingungen, und hieraus die der Umléaufe des
grofsen Rades zu berechnen.

Die zweite Schwierigkeit 16st sich auf doppelte Art.
Entweder man bringt auf derselben Axe eine Anzahl ge-
zahnter Rader an, von demselben Durchmesser und der-
selben Dicke, deren Zahnezahl aber in einfachen, har-
monischen Verhaltnissen untereinander stehen, und sieht,
ob bei gleicher Drehungsgeschwindigkeit der durch den
Stofs der Zahne dieser Rader an verschiedene kleine
Kdrper hervorgebrachte Aecord wirklich der sey, der
sich aus den Zahlen der Z&hne ergibt; oder, was noch
einfacher ist, man lafst senkrecht auf die Ebene des Ra-
des mittelst eines Rohres von hinlénglich kleinem Durch-
messer einen Luftstrom auf die Zahne des Rades fallen,
aus welcher Anordnung eine der Sirene Cagniard- La~
tours analoge Wirkung entspringen wird, dafs sich ndm-
lich durch den Stofs, den die aus der Rohre dringende
Luft, so oft der Zwischenraum der Zahne ihr freien
Ausgang aus der sonst durch die Zahne verdeckten Off-
nung gestattet, gegen die dufsereLuft ausibt, ein Schall
erzeugen wird. Dieser Schall mufs genau dem durch den
Stols der Z&hne gegen einen dinnen Kdrper erzeugten
entsprechen, falls wirklich dieser Kdrper jeden Zahn
berihrt, keinen auslafst. Beide diese Methoden wur-
den nun angewendet, und beide gaben das gewlinschte
Resultat. Rader, deren Zahne im Verhaltnifs von
200: e50: 300:400 zu einander standen, gaben den rein-
sten Accord, eben so wurde durch die successiven Luft-
stofse und den Stofs des Rades an den dinnen Koérper
derselbe Ton erzeugt; man konnte also sicher seyn, dafs
der Korper keinen Zahn auslasse.

Die Frage uber die Grenze der Vernehmharkeit der



Tone hangt auch mit einer &ndern enge zusammen, nam-
lich wie lange ein Ton andauern muls, um als ein aus-
gehaltener und mit &ndern Ténen vergleichbarer erschei-
nen zu kénnen; denn ein sehr hoher Ton, der dennoch
mit &ndern soll verglichen werden kdnnen , mufs oder
kann als das Resultat einer Folge von Kldngen oder To-
nen betrachtet werden, die nur ein Moment dauern, und
doch, jeder fur sich, einen Eindruck auf das Gehérorgan
hervorbringen wurden.

Die letzterwédhnten Mittel zur Tonerzeugung sind
auch ganz zur Lésung dieser Frage geeignet. Der Ton
z. 13, den ein Rad mit 1000 Zdhnen und einemUmlaufin
der Secunde hervorbringt, bleibt — wie auch die Erfah-
rung bestéatiget — derselbe, wenn man alle Z&hne der
einen halben Peripherie wegnimmt, denn noch immer
werden, wie vorher, in einer halben Secunde 500Stéfse
gemacht; nur folgt auf den Ton eine halbe Secunde vol-
liger Stille, wenn anders der auf das Organ gemachte
Eindruck mit der Ursache, die ihn hervorgebracht hat,
vergeht. Wirklich verhielt es sich so; man konnte was
immer fur eine Zahl Zdhne wegnehmen , der Ton blieh
derselbe, nur war er durch eine griofsere oder geringere
Stille, je nach der Zahl der weggenommenen Z&hne, un-
terbrochen. Savart verfertigte sieh einen Apparat mit
beweglichen Zdhnen, nahm alle Z&hne weg bis auf zwei,
und doch blieb der Ton ungeéndert, wie man sich leicht
durch das Antdnen seines Einklangs (unison) Uberzeugte.
Aus diesem Versuche geht hervor: i) dafs zwei auf
einander folgende Stofse, folglich vier Schwingungen
hinreichen, einen vergleichbaren Ton zu bilden; 2) dafs
derZeitraum zwischen den beiden Stéfsen die H6he des
Tones bestimmt, z. B. zwei Stéfse, die in einem dop-
pelt so grofsen Zeitraum auf einander folgen, geben die
nachst niedere Octave, die in einem drei Mal kleineren



die Quinte der nachst hoheren Octave, u. dgl. m.;
3) dafs die zur Vernehmbarkeit des Tones nothige Dauer
desselben einzig undallein von dem Zeitrdume zwischen
den zwei ihn bildenden Stdfsen abhéangt, und dafs folg-
lich diese Zeit desto kurzer, je hdher der Ton ist. Da
wir also gefunden haben , dafs unser Ohr noch einen
von loooo Stéfsen (20000 einfachen Schwingungen) er-
zeugten Ton zu vernehmen im Stande sey, so folgt dar-
aus, dafs dieses Organ noch alle Einzelnheiten eines Pha-
nomens, das blofs '/jooo einer Secunde dauerte, verneh-
men konne. Doch mufs bemerkt werden, dafs diese Fol-
gerung vielleicht nicht gar so richtig ist, da es doch auch
geschehen kann, dafs die in dem letzt getroffenen Zahne
hervorgebrachte Erschitterung noch einige Zeit nach
dem Stofse fortdauere; allein jeden Falls ist diese Zeit,
wenn die sich stofsenden Kérper, wie im gegenwartigen
Falle, geringe Dimensionen haben, aufserst klein.

L&afst man auf der Peripherie des Rades nur einen
Zahn, so gibt der bei jedem Umlauf eintretende Eine
Stofs einen Ton, dessen Hbhe oder Tiefe in gar keinem
Zusammenhénge mit dem bei zwei oder mehreren Z&h-
nen erhaltenen stellt. Er bleibt stets derselbe, was
auch die Drehungsgeschwindigkeit sey, was naturlich
daher rihrt, dafs immer dieselben zwei Kdrper stets in
denselben Dimensionen an einander stéfsen. Nur mufs
man berilcksichtigen, dafs wenn die Zahl der Umlaufe
des Rades 3a die Secunde Ubersteigt, die periodische
'Wiederkehr des Stofses des Zahnes einen eigenen, an-
haltenden Ton erzeugt, der mit der Zahl der Uml&ufe
immer an H6he zunimmt.

Da also ein einziger Stofs fur sich einen vernehm-
baren Schall oder Klang erzeugt, und andererseits, wie
wir oben gesehen haben, das Ohr noch Tdne verneh-
men kann, die aus ungefdhr 2/4000 Stofsen die Secunde



hervorgehen, so kénnte man daraus folgern, dafs ein
Ton oder Klang, der nur i/1i000 einer Secunde dauert,
vernehmbar, wenn auch nicht mehr vergleichbar ist;
allein auch hier mufs bertcksichtiget werden, dafs die
Bewegung auch nach dem Stofse fortdauern, folglich in
der Bestimmung der Dauer des Tones ein Irrthum ein-
getreten seyn kann.

Auch verdient hier die Bemerkung einen Platz, dafs
die Dauer des Phadnomens, das die Schallempfindung
heryorbringt, wohl von der Dauer der Empfindung selbst
unterschieden werden mufs; denn der aufein Organ ge-
machte Eindruck Uberdauert die Ursache , die ihn her-
vorgebracht hat. Savart bemuhte sich nun die Zeit zu
finden, um welche die Empfindung langer als die sie er-
zeugende Ursache wéahrt, und die gezéhnten Bé&der bie-
ten wiederum ein leichtes Mittel, das Problem zu l&sen.

Nehmen wir also an, dafs man einem Rade von
gleichférmiger und bekannter Drehungsgeschwindigkeit
einen Zahn nehme; nothwendig mufs daraus, wenn die
Empfindung anders nicht auch nach dem Aufhdren der
erzeugenden Ursache besteht, eine Unterbrechung des
Tones entstehen, und selbst die Zeit, um welche die
Empfindung ihren Grund uberdauert, mufs aus der Zahl
der Zahne entnommen werden koénnen, die man bis zur
Wahrnehmung einer Unterbrechung wegnehmen mufs.
Satzart wiederholte derlei Versuche zu verschiedenen
Malen ; stets gewann er die Uberzeugung, dafs derEin-
druck langer als die Ursache desselben dauere, allein
nie war es ihm maoglich zu einer genauen Bestimmung
zu gelangen; denn da der Eindruck allméhlich erlischt,
so kann man, wenn er bereits sehr schwach geworden
ist, nie mit Sicherheit angeben, ob er noch bestehe oder
nicht. 'Auch meint Saoart, durfte die Empfanglichkeit
seines Gehdrorgans nicht stets dieselbe gewesen seyn,
denn einige Male konnte er mehr, andere Male durfte
er nur weniger Zdhne wegnehmen, ehe eine Unterbre-
chung des Schalles eintrat. Auch stimmten die hei Sa-
varl's Versuchen Anwesenden in ihren Beurtheilungen
durchaus nicht tberein.

Sicher ist, dafs wenn ein Ton als ausgehalten er-
scheinen soll, der Eindruck eines jeden Stolses mit ei-
ner bestimmten Intensitat bis zum Gelangen des Eindru-



ckes des nachsten Stofses zu unserem Ohre andauern
mufs, denn sonst wirde man den durch jeden einzelnen
Stofs erzeugten Klang gesondert vernehmen. Wenn man
also einem Rade mit wenig Zdhnen eine drehende Be-
wegung von anfénglich kleiner, dann aber stets wach-
sender Geschwindigkeit mittheilt, so unterscheidet man
zuerst deutlich die von jedemStofse der einzelnen Zahne'
gegen einen kleinen Korper erzeugten Téne von einan-
der, dann beginnt man einen Ton zu héren, den man
zerrissen nennen kdnnte, wenn man so sagen darf, und
der dadurch entsteht, dafs das Ende eines Eindruckes
mit dem Beginne des néchsten zusammenfliefst, wenn
endlich die Stofse mit grofserer Schnelligkeit einander
folgen, so wird der Ton sehr rein und erlangt viel Inten-
sitat; allein diese Intensitdt nimmt wieder ab und der
Ton verschwindet endlich ganz, wenn die Geschwindig-
keit sehr grofs wird, ohne Zweifel, weil da die Stofse
nicht mehr rein hervorgebracht werden. Mit einem
Worte , zur Empfindung eines vollen und anhaltenden
Tones ist es unerlaBlich, dafs die auf das Gehdrorgan
geschehenden Eindricke bis auf eine bestimmte Grenze
in einander lliefsen. Diefs ist wahrscheinlich die Ursa-
che, warum man nach Mafsgabc, als man héhere Tdne er-
zeugen will, den Durchmesser des Rades vergrofiern
mufl; man thut da namlich nichts anderes, als man vei'-
mindert die Dauer eines Schlages ; im Gegentheile scheint
es auBBer Zweifel, dall man noch tiefere Téne als von
So— 3a Schwingungen die Secunde erzeugen koénnte,
wenn man ein Mittel wite, Erschitterungen hervorzu-
bringen, deren Eindruck Uber */,6 Secunde wéhrte.

Zum Schlissle diene die Bemerkung, dal} die mit-
telst eines gezédhnten Rades hervorzubringenden To6ne
mit gutein Erfolge zur Bestimmung der Umldufe der
Wellbdume einer groBen Anzahl Maschinen, so wie
zur Prufung der RegelméaRigkeit ihres Ganges, ange-
wendet werden durften.
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Meteorologische Beobachtungen. September 1830.
Der Beobachtungsort Hegt 1017 W- F. Uber dm mittlern Spiegel der Donau.
1 Im 8 Ulir frih* Un 3 Uir Wachmittag. Un io Uhr Abends.
" - a -V 'm ! * v i .
_mmSBm. ._.smqa,ﬂ. ., Wmmaam. 4:23% wo.o, Barome- .ﬁ:m:sw\.r | 1 yilleru 3%
jto @ R meter. W 1DJ~  tero® fl. meter. W ‘°d~ t<@0°.B.| meter. | WinU
Paris. Z. GradJ?. | Paris. Z Grad 0. j 3Paris. Z Grad. R.
27.786 110 IWNW. schw. »7.762160 SW. schw. u_ 217712 115 NW. schw. Sonne mit Wollten.
27.768 125  WNW. schw, 27.730160 NW. schw. 27647 1%6 S. schwach. Sonne mit Wolken.
21521 1o NW. 27419 190 N. still. § 27.333 i50 NNW. stlu Sonne mitWolk. u. Reg.
27314i30 NW. schw. 27.336147 NW. schw. 27.310100 WKW. schw. Trib und Regen.
27.27911.7 NW. stark. 27.336132  |W. mittelm. 27.402 89 W. schwach. Sonnemit Wolken,
27433 D4 W. schwach. 27.397i5.5 S. mittelm. 27.405 119 SO. schwach. Sonne mit Wolke«.
»7.4»400 WKW. scliw. 27.406100 W. schwach. 27.412% W. -schwach. Triilb wd Regen.
27.406100 W. schwach. 274071 40 NW. schw. 27.42190 NW. schw. | Sonne mit Wolken.
27.3739 2 NNW. schw. 27.29590 WKW. schw.27.278 80 WNW. schw.  Trib und Regen,
27.295100 WNW. mitt, 27373150 Wh. w. schw. 214% 105 iW. schwach,j Sonne  mit Wolken,
27.448100 W. still. 27410180 SO. schwach. 27.323 120 SO. schwach,1 Sonne mit Wolken.
27.26211.0 SO, schwach, j 27.24690 W. mittelm.27.218 80 W. stark. j Trib und Regen.
27.14694 W. schwach. 27110116 W. mittelm.27.108 85 W. mittelm. | Trib und Regen.
27.12880 W, stark. 27.207ii.0 WNW. mitt.27.806 90 WNW, schw.  Trib und Regen.
27.376106 W. still. 27.501i30 NW. schw. 27-56390 WNW. schw. Sonne mit Wolken.
27.559 85 SW. ill. 27592 i50 SSW. still. 27.626110 SW. sti Sonne mit Wolken.
27.637 120 S still. 27.639180 0S0. schw. 27549 80 SO. mittelm. ! Sonne mit Wolken,
27.47012.2 0SO. mitt, 27.399180 0SO. mitt. 27.368i4* SO. schwach.; Sonne mit Wolken.
2753513 0 W. schwach. 27-535160 W. schwach. 27645 120 WSW. s Sonne  mit Wolken.
27535 1o WNW. schw, 27414 160 SSW. st 27.367 ns W. still. S m W, Gewit. Morg.
27.321120 WNW. schw. 27.230180 SO. mittelm. 27121 o SO, stark. Sonne mit Wolken.
27.048 120 S stark. 27.058i50 SO. stark. 27.186100 SW. schw Trib und Regen.
27.350 90 W. still. 27.440 120 WNW. stark.  27.544 90 W. still Sonne mit Wolken.
27.670 100 'W. schwach. 27.635160 W. still »7.60510.0  W. still. Sonne mit Wolken.
27.50790 NW. schw. 27.46570 NW. mitt. »7.50560 NW. schw. Trib ud  Regen.
27.544 80 jNW. schw. 27.60980 WNW. mitt. 27.688 60 jNW. stark. Trib und Regen.
27.008 70 INW. mittelm. 27.85990 WNW-  schw. »7.8697.8 WNW. schw. | Trib ud Regen.
27.82292 NW. schw. | 27.722i50 NW. still. 27.631 98 jSO. schwach. Sonne mit Wolken.
27.622 100 iSO, schwach,; 27550 i3o SO. mittelm. 2751Q 95 'S schwach. | Sonne mit Wolken,
27.513 10.0 S. still. 27.505 i40 S, still. 27536 100 S. still. 1 Sonne mit Wolken.
27.463 i0.% 27.453 i383 27.45» 10.12
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Meteorologische Beobachtungen. November 1830.
Der Beobachtungsort liegt. 10L.7 W. F. Uber din miltlern Spiegel der Donau.

| un 8 Ulir frah. Un 3 Unr Nachmittag. Un o Unhr Abends. !

'S... w1 al s* 1 1w N~ 1Y itterung.

Barome- Thermo- WL, Barome- Thermo- W :nj Barome-j Thermo- -Wind.

tero® fl.  meter. * tero°fl.  meter. * tero°fl. | meter. \\

| Paris. Z. Grad A Paris. Z Grad fl. Paris, Z  Grad fl.

27.53454 WNW. stark.*  «7.65i »00 WNW. schw. 5 27.66z ao WNW. mitt. | Sonne mit Wolken.

37.59690 WNW. stark. 27599 1.2 WNW. Stark, j 27.659 88 WNW. schw. Sonne mit Wolken.

27.71080 WNW. still. 27.783 2 5 0 schwach, 27.745 50 SO. mittelm. | Sonne mit Wolken.

27.781 30 SO. schwach. 27.76982 i j 21761 4° SW. schwach. ~ Sonne mitWolken.

»7.810 30 SW. still. »7.82060 27.819 20 SW. schw. Trib.

27.784 5 SO. schwach. »7-7460 SSO. schw. 27.7116 20 SO, schwach.  Trib.

27574 3» SO. schwach.  «7.45594 S. mittelm. 21.317 5» SO. schwach.| Sonne mitWolken.
1 27511 24 SO. schwach, »7.49960 SO. schwach, 7 518 30 SO. schwach,:  Sonne mit Wolken.
1 27536 32 SO. still. »7.54» 7  SO. schwach,  «7.600 Ao SO. schwach.  Trib.

27.62844 WNW. schw.  »7.599100 WNW. schw»! «7.585 45 WNW. still, j Sonne mitWolken.

! 27.5917» WNW. sti 27.60390 WNW, schw. , 27577 58 WNW. schw-  Sonne mit Wolken.
27.5557.2 WNW. schw. 27.60062 WNW. schw.1 27.680 40 WNW. schw. Trib u.Reg.Naclits heit.
27.807 33 NW. schw. 2717 o schwach. 27.708 %5 N. schwach. Sonne mit Wolken.
27.69652 N. still. 27.64070 SSO. schw« 27.646 490 SO. schwach. Trib,

2757450 SO. schwach. 27.6179* SO. schwach. 27.665 35 SO. still. Sonne m-Wolk. u. Nebel(

27.71240 SO. still, 27.63270 SO. mittelm. J 27.565 4% SO. schwach." Sonne m.Wolk. u Nebel

27.44152 D still. 27.350100 SO. schwach, 27314 56 SO. schwach,  Sonne mit Wolken.

«7.421 60 S. still. 27.481 72 W. still. i 27502 48 W, schwach, j Trib ud Regen.

27.5086.2 WNW, schw. 27.55762 WNW. mitt. 27634 40 WNW. schw. Trib und Regen.

27.66550 WNW. schw.  27.64*60 WNW, schw. 27.643 35 WNW. schw. Sonne mit Wolken,

27.65134 WNW. stark. 27.63760 WNW. mitt, 27.694 ®& WNW. mitt | Sonne mit Wolken..

27.64620 WNW. schw.  27.62250 NW. schw. 2757» *5 WNW. schw*  Sonne mit Wolken.

27.49160 W. stark. 2752340  NW. schw. 27-565 i5 NW. schw. j dto. Nachts Sehnee.

27.64918 NW. schw. 27.71.442 N. mittelm. 27.741 1* NW. mittelm.  Trib.

27.7272» NNW. schw. 27.71030 NW. schw, 27.712 05 NW, schw. Trib u schw. Schnee,

! 27.68210 N. schwach. 27622 00 N. stark. 27-585— 10 N. mittelm. Trib, Nachts Schnee.

j 27-56500 NW. schw. 27.545 *0 N. schwach. | 2747° — 8 N. schwach. Trib,

I 27.56000 NW. schw. 27.596 20 SO. still. 27.656 05 SO. mittelm. Trib.

27.65912 SO. stark. »7.64° @ SO. stark. 27.682 0 SO. stark. Trib, stirmisch.

27.67212 SO, stark. 27613 »0 0SO. stark. 27621 — 02 SO. mittelm. Trib

27.625 38 «7.617 6.3i 27.622 3,11









