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The purpose of A. Zygmund’s book is to give a reasonably complété
account of the présent state of the theory of trigonometrical sériés of a single vari-
able. Firstly, elementary subjects are discussed, then, progressively, the wide field
of modem investigations is opened up to the reader. A large number of results are
bere, for the first time, exposed in a systematic form. Abundance of material goes
together with the variety of the methods employed; the methods of the theory of
functional opérations and those of the théories of a real and of a complex variable
complété each other. Besides the text, every chapter contains a number of miscel-
laneous theorems and examples. Most of them are accompanied by indications of
solutions and are meant as exercices for the reader. An extensive bibliography will
be found at the end of the book.

Except for Lebesgue intégration, a knowledge of which is assumed, the

book is practically self-contained, in the sense that only elements of Analysis are
supposed to be known. The range of the subjects discussed will be seen from the

Table of Contents which follows.
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PREFACE.

La théorie des opérations, créée par V. Volterra, a pour
objet I'étude des fonctions définies dans les espaces a une infi-
nité de dimensions. Dans plusieurs domaines trés importants des
mathématiques cette théorie a pénétré d'une facon essentielle: il
suffit de rappeler que la théorie des équations intégrales et le
calcul des variations se sont trouvés contenus comme des cas parti-
culiers dans les principales sections de la théorie générale des
opérations. On voit dans cette théorie les méthodes de mathé-
matique classique s’unir aux méthodes modernes d’'une maniére
parfaitement harmonieuse et remarquablement efficace. Elle permet
souvent d’interpréter les théoremes de la théorie des ensembles
ou de la topologie d’'une fagon tout a fait imprévue. Ainsi p. ex.
le théoreme topologique sur le point invariant se laisse traduire
moyennant la théorie des opérations (comme I’'ont montré M. M.
Birkhoff et Kellogg) dans le théoréeme classique sur l'exi-
stence des solutions des équations différentielles. Il y a des parties
importantes des mathématiques dont la connaissance vraiement
approfondie n’est possible qu' a l'aide de la théorie des opéra-
tions. Telles sont aujourd'hui: la théorie des fonctions de va-
riable réelle, équations intégrales, calcul des variations, etc.

Cette théorie mérite donc avec raison, aussi bien par sa va-
leur esthétique que par la portée de ses raisonnements (méme ab-
straction faite de ses nombreuses applications) l'intérét de plus
en plus croissant que lui prétent les mathématiciens. Aussi on
ne s’étonnera pas a lI'opinion de M. J. Hadamard, qui considére
la théorie des opérations comme une des plus puissantes méthodes
de recherche de la mathématique contemporaine.
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Le livre présent contient la premiére partie de I'algébre des
opérations. Il est consacré a I'étude des opérations dites linéai-
res, qui correspond a celle des formes linéaires ax + «@xi+
+ .. -f a, xn de I'algébre.

La notion d'opération linéaire peut étre définie comme suit.
Soient E et Ex deux espaces formés d’éléments quelconques, mais
oUu une addition associative et I'élément-zéro sont supposeés dé-
finis. Soit y —U (X) une fonction (opération, transformation)
qui fait correspondre a tout élément x de £ un élémenty de Ex
(dans le cas ou Ex est en particulier I'espace des nombres réels,
cette fonction porte aussi le nom de fonctionnelle). Si, quels
que soient xx et x2 de E, on a U(xx+ x2 = U(xt)+ U(x2,
I'opération U (x) s’appelle additive. Si, en outre, E et Et sont
des espaces meétriques, c¢. a d. que dans chacun deux la distance
des éléments est définie, on peut considérer des opérations U (x)
continues. Or, les opérations a la fois additives et continues
s’appellent linéaires.

Dans ce livre, je me suis proposé de recueillir surtout les
résultats concernant les opérations linéaires définies dans certains
espaces généraux, notamment dans les ainsi dits espaces du type
(B), dont des cas particuliers sont: I’'espace des fonctions con-
tinues, celui des fonctions a />-ieme puissance sommable, I’'espace
de Hilbert, etc.

Je donne aussi l'interprétation des théorémes généraux dans
diverses disciplines mathématiques, a savoir dans la théorie des
groupes, des équations différentielles, des équations intégrales,
des équations a une infinité d’inconnues, des fonctions de varia-
ble réelle, des méthodes de sommations, des séries orthogonales,
etc. Il est intéressant de voir certains théorémes donner des
résultats méme dans des disciplines assez éloignées les unes des
autres. Ainsi p. ex. le théoréme sur I’extension (prolongement) d’une
fonctionnelle additive résout simultanément le probléeme général de la
mesure, le probleme des moments et celui de I’existence des solu-
tions d’un systeme d’é¢quations linéaires a une infinité d’inconnues.
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A coté des méthodes algébriques, ce sont surtout celles de
la théorie générale des ensembles qui passent dans ce livre
au premier plan, en gagnant a cette théorie plusieurs applica-
tions nouvelles. On trouvera aussi dans divers chapitres de ce
livre de nouveaux théorémes généraux. Tels sont, en particulier,
les deux derniers chapitres et I'annexe: les résultats qu’ils ren-
ferment n’ont été nulle part publiés. Ils constituent une ébauche
de l'¢tude des invariants relatifs aux transformations linéaires
(des espaces du type (B)). En particulier, le Chapitre XII contient
la définition et I'analyse des propriétés de la dimension linéaire,
qui joue dans ces espaces un rble analogue a celui de la dimen-
sion au sens ordinaire dans les espaces euclidiens.

Les résultats et les problémes qui, faute de place, n'ont pas
été envisagés, sont discutés brievement dans les Remarques a la
fin du livre. On y trouvera aussi quelques indications bibliogra-
phiques supplémentaires. D’une facon générale (excepté I'lntrodu-
ction) je n’indique pas l'origine des théoremes que je crois trop
simples ou bien démontrés ici pour la premiére fois.

Un certain nombre d’ouvrages plus récents a paru et continue
a paraitre dans le périodique Studia Mathematica, qui poursuit
le but de grouper avant tout les recherches concernant I’analyse
fonctionnelle et ses applications.

Je me propose de consacrer un second livre (qui constituera
la suite de I'ouvrage présent) a la théorie des autres opérations
fonctionnelles avec un large emploi des méthodes topologiques.

En terminant, je tiens a témoigner ici mon affectueuse recon-
naissance a tous ceux qui ont bien voulu m’aider dans mon travail,
en se chargeant de la traduction de mon manuscrit polonais, ou con-
courir a ma tache par leurs précieux conseils. Je remercie tout
particuliéerement M. H. Auerbach pour sa collaboration a la réda-
ction de I'Introduction et M. S. Mazur pour le concours général
qu’il m'a prété et pour sa part a la rédaction des Remarques finales.

Stefan Banach.
Lwow, Juillet 1932.
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INTRODUCTION.

A. L’intégrale de Letoesgue-Stieltjes.

Nous admettons que le lecteur connait la théorie de la me-
sure et de l'intégrale de Lebesguel.

§ 1. Quelques théorémes de la théorie de I"intégrale de Lebesgue 2.

Si les fonctions mesurables Xx,,(t) sont bornées dans leur en-
semble et la suite {xn{t)} converge presque partout dans un inter-
valle fermé [a, b\ vers la fonction x (t), on a

b b
1) lim §xr(t) dt = fx (t) dt.
= J
Plus généralement, s’il existe une fonction sommable ¢ (tf) ~ 0
telle que xn(t) |<; 9(t) pour «=1,2,..., la fonction limite est

également sommable et satisfait a I'égalité (1).
Si les fonctions xn(t) sont sommables dans [a, b\ et forment
une suite non décroissante, convergente vers la fonction X (t), on

a I'égalité (1), lorsque la fonction x (t) est sommable, et
b
limj xn(t) dt = + oo
n-y-cxD'J

dans le cas contraire.

) Cf p.ex. C.delaVallée Poussin, Intégrales de Lebesgue. Fon-
ctions d’ensemble. Classes de Baire, Paris, Gauthier-Villars (1916), ou H. Lebes-
gue, Lecons sur l'intégration, 2-me édition, Paris, Gauthier-Villars (1928).

2 Cf p.ex. C.de la Vallée Poussin, 1 cit, p. 49.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 1



2 Introduction.

Si la suite {xn(t)} de fonctions a p-ieme puissance sommable

(P 1) converge presque partout vers la fonction x (t) et si
b

J Kn(t) pdt < K pour tout u=1,2,...,

d
la fonction x (t) est également a p-ieme puissance sommablel.

§ 2. Quelques inégalités pour les fonctions a p-iéme puissance
sommable?.

La classe des fonctions a p-ieme (p > 1) puissance sommable
dans [a, b] sera désignée par (Lip). Au nombre p on fait corres-

L ) . 1 1
pondre le nombre g lié avec p par I’équation —+ —= 1 et por-

tant le nom d’exposant conjugué avec p. Pour p = 2 on a donc
également q = 2.

Six (t) (Lip) ety (t) Cf la fonction x (t) m/ (t) est som-
mable et son intégrale remplit I'inégalité

b 1 b 1

b
) xydt Sjj Kbae-P'ly baun.

En particulier, on a donc pour p = 2:
b b I b y
jixydt < (/* “f 'ij y2dtj2

Si les fonctions x (£) ety (t) appartiennent a (Zw), il en est
de-méme de la fonction x {t) +y (t) et on a

b y b y b i
1iXx  y\f dt"P< ]j"1x pdt™P + \W\p dt”P.

Y Cf. E. W. Hobson, The Theory of Functions of a real variable..., 2-nd
Edition, Cambridge (1921/26), vol. I, p. 300.

2 Cf. E.W. Hobson, 1 c, vol. I, p. 588.
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A ces inégalités correspondent les inégalités arythmétiques
suivantes:

7 / n A1 / U A1

g la-+ btRy < Tai 1) + I* 1M7°

dont la premiére donne pourp = 2 I'inégalité connue de Schwarz

n t m W1 / m \\1

*

2>*, <
=1 V,-1 ' \=1 /

Pour toute fonction a (f) a /?-ieme(/7 >- 1) puissance sommable

et pour tout s 0 il existe une fonction continue @(t) telle que
u

/>x ~?Ilp s¥He

§ 3. La convergence asymptotique.

La suite {xn{t)} de fonctions mesurables dans un certain
ensemble est dite asymptotiquement convergente fou convergente
en mesure) vers la fonction x (t) définie dans cet ensemble, lorsqu’on
a pour toute O

rI]ErcghmtE(\xr(t) —x )] s =02

Une suite {xn(t)} asymptotiquement convergente vers la fonction
x (t) contient toujours une suite partielle convergente (dans le sens
ordinaire) presque partout vers cette fonction.

Y Cf. p.ex. EEW. Hobson, L c., vol. Il, p. 250.
2 mE désigne la mesure de I'ensemble E\ le symbole ItE () désigne d’'une

facon générale I'ensemble des valeurs de t pour lesquelles se présente la pro-
priété mise en ().
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Pour qu’une suite {xn(t)} soit asymptotiqguement convergente,
il faut et il suffit que I'on ait pour tout s 0

lim m E ( k- —xk{t) |>>s) = 0.

4. La convergence en moyenne.

Etant donnée une suite {xn(t)} de fonctions a p-ieme puissance
sommable (p 1) dans [a, b], on dit que cette suite y est a /t-iéme
puissance convergente en moyenne vers la fonction x (t) a p-ieme
puissance sommable, lorsque

b

a

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une telle fonction
a (t) existe, est que l'on ait
b

a

La fonction x (t) est alors définie dans [a, b\ d'une facon
univoque, sauf dans un ensemble de mesure nulle.

Une suite de fonctions qui converge en moyenne vers une
fonction x (f) est aussi asymptotiquement convergente vers cette
fonction? et contient par conséquent (§ 3) une suite partielle qui
converge (dans le sens ordinaire) presque partout vers la méme
fonction.

§ 5. L’intégrale de Stieltjes 3.

Soient x (t) une fonction continue et a(f) une fonction
a variation bornée dans [a, P\ En subdivisant l'intervalle [a, b]
en intervalles partiels a I’'aide des nombres

o] Cf.p. ex. EEW. Hobson, 1 c, vol. Il, p. 242 — 244,
2 Cf.p. ex. EW. Hobson, 1 c., vol. I, p. 245.
3 Cfp. ex. HLebesgne, 1L c., Chapitre XI.
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a=1t0< tx< R< ...< 4 =D

et choisissant dans chacun de ces intervalles partiels un nombre
arbitraire nous pouvons, par analogie avec la définition
de l'intégrale de Riemann, former la somme

n
S x («) [@ i)y — a(ti-11 o0  ti> o> ti-1.
i=1
On démontre que pour toute suite de subdivisions, pourvu
que leur intervalle partiel le plus grand tende vers 0, les sommes
5 ont une limite commune a toutes suites pareilles; cette limite

est désignée par
b

"X (1) da (1)
a
et dite intégrale de Stieltjes.
Cette intégrale a les propriétés suivantes:

J x (t) da(t) = —J x (t) da (1),
JX(t)da(t)+ ) x(t)da(t)=1] x (1) da(t),
b ) i b ) b
JPXE) + V)] da (t) =] X/t) da (t) -f j x2t) da (t).

Le premier théoréme sur la valeur moyenne s’exprime ici
par I'inégalité
b

] X(@)da(t) < MV,

ol M désigne la borne supérieure de la valeur absolue [x (t) \et V
la variation totale de la fonction a (t) dans [n, b].
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Si la fonction a (t) est absolument continue, on peut exprimer
I'intégrale de Stieltjes par celle de Lebesgue comme il suit:
b b
i xda =j x(t)a'(t)dt.

a a

Si a (t) est une fonction croissante (c. a. d. que I'on a toujours
a(ty a(t") pourac<;t t" b)etsilon pose pour tout nombre
s de l'intervalle [a (a), a (H\

P(5) = a + borne sup E/(s >-a(0),

on obtient:
a(b)

@ i xmda@=T-JPE]
a o

Démonstration. Nous avons par définition de p(s):
(3) Plaml=t pour a f<;b.

La fonction p(s) étant par hypothése croissante et admettant comme
valeurs tous les nombres de l'intervalle [a, b] ou, daprés (3), a= p[a (a)] et
b= p[a(b)}, elle est une fonction continue. Il en résulte que la fonction
x[p(s)l est également continue.

Considérons une subdivision (S) de [a, b] donnée par les nombres a = fi<
< t< ..< = b et posons a(f)= O pour i= 1,2,..., n. Nous avons

KN
h=jx [p()] ds= (h.—h'_1) X (h/),

ou = P(s/) et Evidemment p(fb.j) P(s/)= 3/ P(*/). En
vertu de (3) on a p(-0-r X = p]Ja = tt X et d'une fagcon analogue P (D)= tt.
Par conséquent

donc
/.= x @) [a(f)—a )

* Cf. H Lebesgue, 1L c., p. 258 — 260.
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d’ou
a (V) n n
4) fx BGNds=£ h= £ xW)[Vi>- a -
a\a) i=1 =i

b
Or, cette derniére somme tendant vers j~x (t) dct (1), lorsque la longueur
a
maximum des intervalles de la subdivision (8) tend vers 0, I’égalité (4) donne
I'égalité (3), q. f. d.

Ceci établi, si lI'on admet que a (t) est une fonction quel-
conque a variation bornée, on peut la représenter toujours
comme une différence ax(t) —at) ou les fonctions at(t) et aX7)
sont croissantes; en désignant comme auparavant par [\(s) et (Xs)
les fonctions correspondantes, nous obtenons

b b b
I x (t) da () = j x (t) daxt) —J x (t) da(t) =

axb) a2b)
=j x [og(s)] ds — x [a2(s)] ds .

ai{a) a2(a)
Si les fonctions xn(t) sont continues et bornées dans leur

ensemble et la suite {xn(t)} converge partout vers une fonction
continue x (t), on a pour toute fonction a (t) a variation bornée

b b
lim (xn{t) da (t) = (x (t) da (1),
car ) )
“1(0) “i (b) Mb) ax(ft)

lim | *«[Pi(5)] ds =JJx [Pi(s)] ds et Aiggojl X,,[PZs)] ds = Jj X,[p2As)J ds.

ai(a) {() +'z(a) a-,(a)

§ 6. Le théoréeme de Lebesgue.

Notons encore le théoréme suivant.
Pour gu’une suite de fonctions sommables {xn{t)} ou 0 < t<;1
remplisse I'égalité
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1

limja(t) Xnft) dt=0
0

pour toute fonction a (tf) mesurable et bornée dans [0, 1], il faut
et il suffit que les trois conditions suivantes se trouvent simulta-
nément satisfaites:

|
1° la suite 0 [xnt) jdtj est bornée,

2° pour tout e> 0 il existe un tj> 0 tel que tout sous-
ensemble H de [0,1] de mesure < f\ donne lieu a I'inégalité

[I_Ixn(t) dt <s, quel que soit n=1,2,...,
]
3° lim jxnt) dt = 0 pour tout 0 u<; 1)).
(o]

Nous connaitrons dans la suite d’autres théorémes de ce genre.

B. Ensembles et opérations mesurables (B)
dans les espaces meétriques.

§ 7. Espaces métriques.

Etant donné un ensemble non vide E, on dit qu’il constitue
un espace métrique ou espace (D), lorsqu’a tout couple ordonné v,y
de ses éléments correspond un nombre (x,Yy) satisfaisant aux con-
ditions X:

1) (x,x) =0, (X,y)> 0 lorsque x y”y,

2)  (xy)= (v, x),

3) (X, 2) < (xy) -k, 2).

0 H. Lebesgue, Annales de Toulouse 1909.

*) Les trois conditions 1) — 3) peuvent étre remplacéespar les deux
suivantes: 1*) (x,y) = 0 équivaut a x=y, 2% {x,2) ™ (x,y) -\-{z,y).CfA.Lin-

denbaum, Sur les espaces métriqgues, Fundamenta Mathematicae VIII (1926),
p. 211.
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Le nombre (X,Yy) s’appelle distance des points (des éléments)
X,¥. Une suite de points {xn} est dite convergentel, lorsque

(5) lim (xp, xq) = 0;

on I'appelle convergente vers le point x0 (ce qu’on écrit lim x,, = x0),
lim (xn xf) = 0.

Le point x0 porte alors le nom de limite (ou de point-limite)
de la suite {xn).

Il est facile de voir que la relation (6) entraine (5), car on
a toujours

Par conséquent, une suite convergente vers un point est par
cela-méme une suite convergente; bien entendu, la réciproque
n’est pas toujours vraie.

L’'espace (D) a propriété que toute suite convergente y con-
verge vers un certain point est dit complet.

L’espace (D) tel que toute suite infinie de ses points con-
tient une suite convergente vers un point s’appelle compact.

Les espaces euclidiens constituent autant d’exemples des
espaces (D) complets. Nous en allons énumérer ici une série
d’autres exemples importants.

1 Soit (S) I'ensemble des fonctions mesurables dans I'int
valle [0,1]. Faisons correspondre a tout couple ordonné X,y
d’éléments de cet ensemble 2 le nombre

0

1) Les suites convergentes dans notre sens sont appelées d’habitude
LSuites satisfaisant a la condition de Cauchy®, c. a. d. précisément a la con-
dition (5).

2) Nous posons: X = x (t) ety =y (f), resp. xn= xn(t) et xO= x0(t), dans
tous les exemples ou x ety, resp. xn et x0, sont des éléments d’'un ensemble
de fonctions.
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On vérifie facilement que les conditions 1) —3), énoncées
plus haut pour la distance, se trouvent remplies. En effet, quant
aux conditions 1) et 2), c’est évident (nous ne distinguons pas
entre les fonctions qui ne difféerent que sur un ensemble de me-
sure nulle) et pour se convaincre que la condition 3) est égale-
ment réalisée, il suffit de remarquer que I'on a pour tout couple
de nombres arbitraires a, b\

a+b
1+ la+b 1+ |

Ainsi ,,métrisé“, I'’ensemble (S) forme donc un espace (D);
cet espace est complet, car la convergence d’'une suite {x,} de
ses points (vers un point xQ s’y raméne a la convergence en
mesure de la suite des fonctions {xn{t)} (vers la fonction xQt)
dans [0,1],

2. Soit (s) l'ensemble de toutes les suites de nombres. Posc
pour tout couple ordonné X,y de ses éléments)):

L’ensemble (s) forme alors un espace (D) complet. En effet,
la convergence d’une suite de points {xm}, resp. sa convergence
vers un point x0 y signifie (en posant xm= et = {£,.})
que pour tout n naturel chacune des suites est convergente,
resp. converge vers £« a mesure que m tend vers l'infini.

3. Soit (M) lensemble des fonctions mesurables et born
dans [0,1], Si lI'on pose pour tout couple X,y de ses éléments

(X, y) = vrai rgg)gmum \X(t) —y (A)j’

‘) Nous posons x = { En} ety = {vj«} dans tous les exemples des espa-
ces de suites.
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on en obtient un espace (D) complet. La convergence d’une suite
de points {xn} (vers un point x0 s’y traduit par la convergence
uniforme presque partout dans [0,1] de la suite des fonctions
{xn(t)} (vers la fonction xQt)).

4. Soit (m) Vensemble des suites bornées de nombres. En
posant

(v,y) = borne sup 1 —na\

i<«<~
on obtient d’'une fagon évidente de (m) un espace (D) complet.

5. Soit (C) I'ensemble des fonctions continues dans [0,1]. Po-
sons pour tout couple X,y de ses éléments

x,y) —Mmax Ix (1) —y (V) |

L’ensemble (C) forme alors un espace (D) complet; la conver-
gence d’'une suite de ses points {xn} (vers un point v0) se ra-
mene & la convergence uniforme dans [0,1] de la suite des fon-
ctions {xn{t)} (vers la fonction x((t)).

6. Soit (c) l'ensemble des suites convergentes de nombres. En
définissant pour tout couple X,y de ses éléments leur distance
(x,y) tout comme nous l’'avons fait dans I’ensemble (m), on voit
facilement que I'’ensemble (c) forme également un espace (D)
complet.

7. Soit (C(p) l'ensemble des fonctions a p-iéme dérivée conti-
nue dans [0,1]. Eh posant

(x, y) —max I (1) —y (1) \J- max [x™\t) —y~'ft) \

nous en obtenons un espace (D) complet. La condition nécessaire
et suffisante pour qu’une suite de points {X,} y soit convergente
(vers un point x0 est que la suite des fonctions {xn(t)}, de-méme
que celle des fonctions {xfp\t)}, convergent uniformément dans
[0,1] (la premiére vers la fonction x0t) et la seconde vers la
fonction Xanft)).
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8. Soit (L('f ou p f> \ I'ensemble des fonctions a p-iéme puis-
sance sommable dans [0, 1]. En posant

0

nous voyons que I’ensemble (ZAWW) devient un espace (D) complet.
Pour gu’une suite {xn} de ses points soit convergente (vers le
point xa), il faut et il suffit, que la suite des fonctions {Xx,,(t)}
soit dans [0, 1] a p-ieme puissance convergente en moyenne (vers
la fonction xQ(t)).

9. Soit (I(P) oup 1 I'ensemble des suites de nombres

que la série £ Y est convergente. En posant pour les éléments
n=

x,y de (o)

on en obtient un espace (D) complet.

10. L’ensemble des fonctions analytiques f (z) uniforméme
continues dans le cercle || 1 forme un espace (D) complet,
lorsqu’on définit la distance de deux fonctions f (z) et 9¢(z) comme

rp??gij / (2) —p(2)

Il est a remarquer que I'on peut définir les ensembles des
fonctions a n variables correspondant aux exemples 3, 5, 7 et 8.

§ 8. Ensembles dans les espaces métriques.

Soient E un espace (D) quelconque et G un ensemble arbi-
traire d’éléments (de points) de E.

Un point x0est dit point d’accumulation de I’ensemble G, lors-
qu’il existe une suite de points {xn\ telle que x0 xnCfG
pour tout n et que limxn= x0 L’ensemble de tous les points
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d’accumulation de G s’appelle son ensemble dérivé et on le dési-
gne par G. L’ensemble
G=G+ Gl

porte le nom de fermeture de I'’ensemble G; I’ensemble G s’ap-
pelle fermé, lorsque G’ (f G et il s’appelle parfait, lorsque G' = G.
On dit d'un ensemble G qu’il est ouvert, lorsque son complémen-
taire (c. a d. I'ensemble E —G) est un ensemble fermé. Tout
ensemble ouvert s’appelle aussi entourage (ou voisinage) de cha-
cun de ses points.

Etant donné un point x0(fj E et un nombre r0f> 0, I’ensemble
de tous les points x tels que (x, x0) < rO s’appelle une spheére et
celui des x tels que (x,x0 ra s’appelle une sphére ouverte-, le
point x0 est dit centre et le nombre rOrayon de cette sphére, resp.
de cette sphére ouverte. On dit d’'un ensemble G, qu’il est dense,
lorsque G= E et gu’il est non dense, lorsque G ne contient aucu-
ne sphére.

L’espace E est dit séparable, lorsqu’il contient un ensemble
dense dénombrable. Il est facile de voir que tout espace métrique
compact (c. a d. dont toute suite infinie de points contient une
suite convergente; cf. p. 9) est séparable.

Un ensemble G est dit de I-e catégorie, lorsqu’il est une
somme dénombrable d’ensembles non denses; dans le cas contraire
il est dit de ll-e catégorie. Un ensemble G est de I-e catégorie dans
un point x0, lorsqu’il existe un entourage V de x0tel que I’ensemble
G-V est de l-e catégorie; si tous les entourages du point x0 sont
dépourvus de cette propriété, on dit que I'ensemble G est de ll-e
catégorie au point xO0.

On peut démontrer le suivant

Théoreme 1. Si un ensemble G situé dans un espace métri-
que quelconque E est de ll-e catégorie, il existe dans E une sphere
K telle que I'ensemble G est de Il-e catégorie en tout point de G-K I).

%) Pour la démonstration voir S. Banachb, Théoréme sur les ensembles
de premiere catégorie, Fundamenta Mathematicae XVI (1930), p. 395.
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Admettons a présent que E soit un espace (D) complet. Nous
allons démontrer le

Lemme. Etant donnée dans E me suite {Kn de spheres de
rayons rn telles que Kntx C Kn pour tout n —1,2,... et Ini_:rrgDrn: 0,
il existe un point commun & toutes ces sphéres.

Démonstration. Soit xn le centre de la sphére Kn. On a par
hypothése pour p < g naturels xqd Kgd KP, dou

(7) (xp.xg) d rp.

Il en résulte que la suite de points {xn} est convergente.
En posant (lI'espace E étant complet) lim xn= xQon a pourp </ se-

lon (7) (xp, xQ) < (Xp, Xg)+ (Xq, xO < rp+ (Xg, x0), dou (xp, xO) < rp.
Or, p étant arbitraire, le point x0 appartient a toutes les spheres
Kn, ¢. g. f. d

Une simple conséquence de ce lemme est le

Théoréme 2. Tout espace métrique et complet E est de Il-e
catégorie.

Démonstration. Supposons par contre que

(B) £=1J>,,
n=l
ou chacun des ensembles Gnest non dense. |l existe par conséquent
une suite de sphéres {Kn} de rayons {rn} a propriétés suivantes:
KieGY=0, ryYd 1 et Kn+id Kn, Knti «Gr+i = 0, r,y\ 1 -
n+
En vertu du lemme, il existe donc un point x0 qui ap-
partient a toutes ces spheres. Or, comme KneGn= 0 pour tout

n=12,..., ce point ne peut appartenir a aucun E,, contraire-
ment a (8).

Soit maintenant E un espace (D) quelconque et E* un ensemble
arbitraire de points de E. Si I’'on conserve pour les éléments de E*
la méme définition de la distance que celle adoptée dans I'espace
E, on obtient de E* également un certain espace (D).
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Considérons un ensemble G (2 E*. S’il est p. ex. non dense,
lorsqu’on I’envisage dans I’espace E*, on dit qu’il est non dense
par rapport a (I'ensemble) E*; ce n’est que dans le cas ou E* = E
gue nous omettons d’habitude les mots ,,par rapport a (I’ensemble)
E*”. On fait de-méme, lorsqu’il s’agit des autres définitions
qui ont été introduites au début de ce 8.

Le théoreme 1 implique que si I’ensemble G est de I-e caté-
gorie dans tous ses points par rapport a E*, il est de I-e caté-
gorie par rapport a E*. D’une facon analogue, le théoréme 2
impliqgue que lorsque I’'espace métrigue E est complet et I'en-
semble E* est fermé, cet ensemble est de Il-e catégorie par
rapport a lui-méme.

Considérons dans un espace (D) arbitraire E la plus petite
classe K d'ensembles de cet espace satisfaisant aux conditions
suivantes:

1) tout ensemble fermé appartient a K,

2) toute somme dénombrable d’ensembles appartenant a K
appartient a /G

3) tout complément d’'un ensemble appartenant a K appar-
tient a K

Les ensembles de la classe K s’appellent ,.ensembles mesurables
(B)”. On dit d'un ensemble G qu’il remplit la condition de Baire,
lorsque tout ensemble parfait P (qT 0) contient un point X0 tel
gu’au moins un des ensembles: P -G et P — G est de I-e catégorie
dans le point x0 par rapport a P.

On a le

Théoreme 3. Tout ensemble mesurable (B) remplit la condition
de Baire J.

§ 9. Opérations dans les espaces métriques.

Soient E et El des ensembles non vides arbitraires. Si I'on
fait correspondre a tout élément x C) E un certain élément de El

% Pour la démonstration c¢f. S. Banach, 1L c., p. 398
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on dit qu’une opération est définie dans I'ensemble E. L’é¢lément

correspondant a x s’appelle valeur de cette opération en x;
I’ensemble E porte le nom de domaine et I'’ensemble des valeurs

celui de contredomaine de l'opération considérée. Dans le cas
particulier ou les valeurs de l’'opération donnée sont des nombres,
on l'appelle d’habitude une fonctionnelle.

Ceci dit, admettons que I’ensemble E constitue un espace (D\,,
et soit U (x) une opération ayant E pour domaine et un certain
espace (D) pour contredomaine. L’opération U (x) s’appelle con-
tinue au point x0, lorsque, pour toute suite de points {x,,} conver-
gente vers le point x0, on a I_|>rorg U (x,,) = U (x0); I'opération U (x)

s’appelle continue dans E, lorsqu’elle I’est en tout point de cet
espace. Etant donnée une suite d’opérations {Un(x)) et une opé-
ration Ufx) définies dans E et les contredomaines de toutes ces
opérations faisant partie d’'un méme espace (D), on dit que cette
suite d’opérations est convergente au point x0 vers I’opération
UQ(x), lorsque la suite des valeurs Un(x0) converge vers UOQ (x0);
la suite d'opérations {Un(x)} est convergente dans E vers l'opéra-
tion UO(x), lorsqu’elle I'’est en tout point de E. Si la suite d’opé-
rations {Un(x)} est convergente dans E vers |'opération éA(x),
cette derniére opération s’appelle limite de {Un(x)} dans E. Au
lieu de dire «opération continue dans E”, on dit plus court «opé-
ration continue”, lorsqu’il est entendu de quel espace il s’agit;
on fait de-méme pour les autres termes.

Soit K la plus petite classe d’opérations (ayant pour domaine
commun un espace (D) donné E et pour contredomaines respectifs
des ensembles situés également dans un certain espace (D)) qui
satisfait aux conditions:

1) toute opération continue appartient a K,

2) toute limite d'une suite convergente d’opérations qui
appartiennent a K appartient a K.

Les opérations de cette classe portent le nom d’~opérations
mesurables (B)u.
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On dit d'une opération U (x) a domaine E et a contredo-
maine étant également un espace (D) qu’elle remplit la condition
de Baire, lorsque dans tout ensemble parfait non vide P E il
existe un ensemble G de l-e catégorie par rapport a P et tel que
I'opération U (x), considérée dans l'espace P — G, est continue
dans cet espace.

On a le

Théoréme 4. Toute opération mesurable (B) remplit la con-
dition de Bairel).

On peut démontrer également le

Théoréme 5. Si I'opération U (x) définie dans I'espace E
y est une limite d'opérations continues, il existe dans E un ensemble
G de l-e catégorie tel que l'opération U (x) est continue en chaque
point de lI'’ensemble E —G.

Le théoréme suivant établit une relation entre les ensembles
mesurables (B) et les opérations mesurables (B); soient E I’'espace
(D) ou elles sont définies et Ev I’'espace qui contient leurs valeurs.

Théoréme 6. L’opération U (x) étant mesurable (B), pour
tout ensemble G, Cf E1 mesurable (B) I'ensemble G des points x tels
que U (x) d Gxest mesurable (B) 2.

Théoréme 7. Si les espaces E et Ex sont séparables et I'opé-
ration U (x) est continue dans E, alors les images des ensembles
G CfE mesurables (B) remplissent la condition de Baire. Si, en
outre, X =L x’ entraine toujours U (x) U (x"), les images des en-
sembles mesurables (B) sont aussi mesurables (B).

La premiere partie du théoreme résulte du fait que I'image
continue d’'un ensemble mesurable (B) est toujours un ensemble
ainsi dit ,analytique" 8 et que tout ensemble analytique remplit
la condition de Baire4. La démonstration de la deuxiéme

*)  Pour la démonstration cf. S. Banach, I c., p. 397.

) F. Hausdor ff, Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 195, Il.

3 Cf p.ex. F. Hausdorff, 1 c, p. 179, 208 et 209, II.

4 Cf. O Nikodym, Sur une propriété de l'opération AFundamenta
Mathematicae VII (1925), p. 149—154; la démonstration pour les espaces eueli-

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 2
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partie du théoréme se trouve aussi dans le livre de F. Haus-
dorf f .

Théoréme 8. Si les opérations U'(x) et U"(x) sont mesura-
bles (B), la fonctionnelle (U'(x), U"{x)) I’est également.

La démonstration résulte du fait que si les opérations U\X)
et U"(x) sont continues, la fonctionnelle (U"(x), U"(x)) est aussi
continue et que pour tout point yOC A la fonctionelle (y,y0 =
(yOy) est continue dans EL

Théoreme 9. {Un(x)} étant une suite d’opérations mesurables
(B), I’'ensemble des points ou cette suite est convergente est un
ensemble mesurable (B).

Démonstration. Soit pour p, q et r naturels Gp,qg,r I’ensem-
ble des points x tels que (Up(x), Ug(x)) 1— En vertu des thé-
oremes 6 et 8 les ensembles GRGrsont mesurables (B). Or,
on a G= fz]lpSIqF::)GP, r, donc G est mesurable (B).

Théoreme 10. {U'n(x)} et {U"n{x)} étant des suites d’opéra-
tions mesurables (B), sipour toutxCfE on arl‘i_%(U',,(x), U",.(x)) < co,

la fonctionnelle rlgg (U'n(x), U”,(x)) est mesurable (B).

Démonstration. Posons pour tout couple de nombres naturels
p,q et pour tout point x:

FP.gq (x) = max (U'n(x), U",,(x)).
909 = max (U109, U.09)
On a évidemment pour tout X:

Jim (U%,(9, U'n{x)) = pl_iyf}.g ql_i}fg Fpea (@) -

diens, qui s’y trouve, s’applique facilement au cas général, lorsqu’on tient
compte du théoréme précité sur les ensembles de l-e catégorie (S. Banach,
1 c, p. 395).

b 1c., p. 208, IL
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Il suffit donc de montrer que chacune des fonctionnelles FRg{x)
est mesurable (B). Or, daprés le théoréme 8, chacune des fon-
ctionnelles Fpi(x) = (U'p(x), U'p(x)) est mesurable (B) et comme
on a pour tout q> 1

Bp,g-\-I(x) = Bp,a(x) + Bpr.agticx) -f- jBPjq(x) -~ 0

on en conclut par induction, en appliquant encore le théoréme 8,

que toutes les fonctionnelles /> g(x) sont mesurables (B).
Théoréme 11. Etant donnée une suite de fonctionnelles conti-

nues et non-négatives {Bn(x)} telles que Von a rI‘i_%Br(x) < « pour

tout élément x d’un ensemble G (Z E de //- catégorie, il existe une
sphere K F_B et un nombre N tel que Bnx) <; N pour tout x (f K
et pour tout n=1,2, ...

Démonstration. Les ensembles G; des points x tels que
Bn(x) < i pour«=1,2,... sontévidemmentferméseton a G(f £_GCr,

1=1

il existe donc un indice N tel que Gn est de Il-e catégorie. Com-
me ensemble fermé, il contient par conséquent une sphére K en
guestion.



CHAPITRE 1.

Groupes.

§ 1. Définition des espaces du type (G).

Etant donné un espace (D) complet E, admettons qu’a tout
couple ordonné d’éléments X,y de lI'espace E vienne correspondre
d’'une facon univoque un élément 2 de cet espace appelé somme
de x et y et que nous désignerons par le symbole x+y.

Admettons en outre que E soit un groupe par rapport a cette
somme, c’est-a-dire que:

li- (x+y) + z=x+(y+ 2),
12 il existe dans E un élément-zéro 0 tel que I'on a
0-]-x = x-]-© = x pour tout x CfE,

13 a tout élément x de E correspond un élément (que nous
désignerons par —x) et qui satisfait a I’équation

X + (—x) = 0.
Il résulte facilement de ces axiomes que:

a) il n’existe dans E qu’un seul élément-zéro ©,
a) on a (—x)-fx =0 pour tout x (f E,
c) X-fy =x+ z entraine y = z.

Admettons encore que les axiomes suivants soient remplis:

It. lim xn—x entraine lim (—xn) = —x,
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112 lim xn= x et limj/, =y entrainent lim (xn+yn —x + vy .

/z->00 /"0 «—>00

Les espaces (D) complets satisfaisant a ces axiomes seront
nommés espaces du type (G).

Remarque. Nous écrirons x — au lieu de x + (—y) et —x -\=y
au lieu de (—x)+y.

§ 2. Propriétés des sous-groupes.

Soit E un espace du type (G). Etant donné un élément
x ZI E et un ensemble H Zi E, nous désignerons par xH, resp.
par Hx, I’ensemble de tous les éléments y (Z E tels que y = x-\-z,
resp. quey =z + x, ot z (ZH.

Evidemment, on a toujours les identités

x (HN+ H2 = x Hx+ x H2,
x {HXx—H2 = x Hx—x H2,
X (HxmH2 = (x HX) «(x H2),

et les identités analogues pour Hxx et H2x.

On montre facilement que, suivant que H est un ensemble
fermé, ouvert, non dense, de l-e, resp. de Il-e catégorie, ou me-
surable (B), I'’ensemble xH est également fermé, ouvert, non
dense, etc. Si z est un point intérieur de H, x z est un point
intérieur de xH.

Un ensemble non vide H (Z E porte le nom de sous-groupe
de E, lorsque les conditions x ZI Et et y (Z Etentrainent x + y ZI Et
et —ex ZI Et. On a alors évidemment aussi G (Z Et.

Un ensemble est dit connexe, lorsqu’il n’est pas somme de
deux ensembles non vides disjoints et fermés dans lui. Si E est
un ensemble connexe et Et en est un sous-ensemble a la fois
fermé et ouvert, on a Et= E, car autrement I’ensemble E —H
serait aussi non vide et fermé.

Théoreme 1. Toutsous-groupe H 'Z E qui est dell-e catégorie
et remplit la condition de Baire, est a lafois fermé et ouvert dans E.
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Démonstration. En vertu du th. 1, p. 13, il existe une sphe-
re ouverte K dans laquelle H est partout de 1l-e catégorie. On

peut évidemment admettre que le centre \0 de K appartient a H.
Comme H remplit la condition de Baire, I'ensemble K—D est
de l-e catégorie. Or, y0 étant un point intérieur de /< le point
0 = —y0+/0 est un point intérieur de (—yQK. Il existe donc
une sphére ouverte Kt C (~"0) K de centre 0. On a (—y,) [K—H] =
= (M) K—(—y0 D et comme (—ya) H = H, puisque H est un
sous-groupe, il vient (—y0 [K—H] = (—yQ) K—Hf) —H, de
sorte que, K—H et par conséquent (—yJ[K —H], étant de I-e
catégorie, /q —H est aussi de l-e catégorie.

D’autre part, pour tout x C on a x C x KL puisque 0 C Kx
et X+ 0 = x. Par conséquent x Ki ==0. Il existe donc une
sphére ouverte K2C Ki "x de centre x. OnaK2—HC —H
et K2—x H C x Ki —x H —x \Ki — H], de sorte que les ensem-
bles Ko —H et K¥%—x H sont également de l-e catégorie.

Il en résulte que HmxH 0; il existe donc un j/ tel que
yC HetyC dou —x +y C H et Par conséquent, H étant
un sous-groupe, —x = —x -fy —y C H, donc x C H-

Il est ainsi démontré que KI C H et? par suite, que 0 est un
point intérieur de H. Comme pour touty C H on ayH = H et
y =y + 0, chaque pointy de H en est également un point inté-
rieur. H est donc un ensemble ouvert.

Pour prouver qu’il est a la fois fermé, posons Iirorgy,, —Yy ou
ynd H pourtoutn=1,2,... Or, comme/lzigo(jy—yn) =0C KyC H>

il existe un ntel que y —ynC CiC douy =y —yn+ ynC
c. g f. d

Ce théoréme implique le suivant
Théoréme 2. L'espace E étant connexe, tout sous-groupe

HC E Qui est de Il-e catégorie et remplit la condition de Baire
est identique a E.
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Remarque. Comme tout ensemble mesurable (B) remplit la
condition de Baire, les théorémes 1 et 2 subsistent en parti-
culier, lorsque H est un ensemble mesurable (B).

§ 3. Opérations additives et linéaires.

Soient E qt EI des espaces du type (G) et U (X) une opé-
ration définie dans E et dont le contredomaine est situé dans Ex

L’opération U (x) s’appelle additive, lorsque

UKx+y)=U(X + U(y) pour tous x (2E ety (ZE.
On a alors U(x) =U(x+ 0)= U (x)+ U(0), dou
U (%) = %,
et comme 0= U(0)=U((X—Xx)=U()+ U(—x), on a
U(-x)=-U(x).

L’opération additive et continue s’appelle linéaire.

Théoreme 3. Toute opération additive et continue dans un
voint est une opération linéaire.

Démonstration. Soit x0 un point de continuité de I'opération
additive U (x). Soient xnCIE, x (ZE et limxn=x. On a

7Z—>00

lim (xn—x + x0 = x0, dou Ilim U((XXn—x + x0 = U (x0 et

/Z-»00 /Z—>00

lim [U(xn —U(x)+ Ux0] = U (x0, donc I_im U (x,,) = U{x), de

«->00

sorte que l'opération en question est continue aussi dans le point
x arbitraire, c. a d. qu’elle est linéaire.

Théoréme 4. Toute opération additive mesurable (B) est une
opération linéaire.

Démonstration. En vertu du théoréme 4, p. 17, I'opération
U (x) considérée remplit la condition de Baire, Elle est donc
continue sur un certain ensemble H oo E —H est de l-e caté-

gorie. Soit lim xn= 0. L’ensemble X, [E—H\= E —xnH étant
/Z>®0

pour tout n= 1,2,... de l-e catégorie, il en est de-méme de
I’ensemble
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(E- H)+ SIXn[E- H]=E- n+ z (E- xnH)~) E- H-f[ xnH,
n= n=1 n=1

qui par conséquent (en vertu du théoréme 2, p. 14) n’épuise pas
I’espace E. Il existe donc un point a tel que lI'on a

Xx(2H et x(~xnH pour tout n=1,2, ...,

dou (—xn+ x) C2El, et comme Ilim (—xn+ x) —X, ilvient
n-ea
lim il (—xn+ x) = U(x), d i U(—x,)+ UX)J=U t
im il ( )= U(x), donc lim [U(—x.)+ U= U(x) e
finalement rI}lrg0 U (X, = 0. L’opération U (x) est donc continue
>,

au point 0 de E et par conséquent elle est linéaire daprés le
théoreme 3 qui vient d’étre démontré.

Remarque. Comme on le voit de la marche du raisonne-
ment, le théoréme reste vrai pour les opérations additives qui
remplissent la condition de B aire.

Théoréme 5. L'espace E étant connexe, si {U,,(X)} est une
suite d’opérations linéaires, I'ensemble des points x pour lesquels
il existe la limite )gg Un{x) est soit de I-e catégorie, soit identi-
que a E.

La démonstration résulte facilement du théoreme 2, p. 22,
I’ensemble des points x ou la suite d’opérations {Un(x)} est con-
vergente étant selon le théoreme 9, p. 18, mesurable (B), donc
selon le théoreme 3, p. 15, remplissant la condition de Baire
et, en outre, tout ensemble des points de convergence consti-
tuant un groupe.

§ 4. Un théoréme sur la condensation des singularités.

Théoreme 6. Etant donnés un espace E connexe et une sui-
te double d'opérations linéaires {Up]q(x)}, si pour une suite de
points {xp} la limite Ig URqg(xp) n'existe pour aucun p —1,2,...,

alors I'ensemble H des voints x tels que la limite lim URg{x) n’existe
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pour aucun x (2 H quel que soit p = 1,2, , est de Il-e catégorie
et son complément E —H est de l-e catégorie.
Démonstration. Soit pour tout p = 1,2,... Hp I’ensemble des

points de convergence de la suite {Up,q(x)}. On a Hp=jEE, puis-
que par hypothése xpC_E —Eip. En vertu du théoréme 5, p. 24,
I’ensemble Hp est de l-e catégorie. Il en est donc de-méme de

oc

I’ensemble £ Hp, ce qui achéve la démonstration, car on a
p=1

HAE-"ZHp.
p=1



CHAPITRE II.

Espaces vectoriels généraux.

§ 1. Définition etpropriétés élémentaires des espaces vectoriels.

Etant donné un ensemble non vide E, admettons qu’a tout
couple ordonné x,y d'éléments de E vienne correspondre un élé-
ment X +y de E (dit somme de x ety) et que pour tout nombre
t et pour tout x Cf E un élément tx de E (dit produit du nombre
t par I'élément x) soit défini de facon que ces opérations, a sa-
voir l'addition des éléments et la multiplication des nombres par les
éléments remplissent les conditions suivantes (ou X,y et z dési-
gnent des éléments arbitraires de E et a, b des nombres):

1)
2)
3)
4)
5)
6)
V)

xJry=y-\-x,

X+ (y+2z)=(x+y) + z,
X+y=x+ zentrainey =z,
a(x+y)=ax+ ay,

(a+ b)x = ax + bx,

a (bx) = (ab) x,

1-Xx = X.

Dans ces hypothéses, nous disons que I’ensemble E consti-
tue un espace vectoriel ou linéaire. Il est facile de voir qu’il
existe alors un et un seul élément — désignons-le par © —
tel que l'on a toujours x + ©= x et que Iégalité ax = bx ou
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X yé 0 donne a —b; de plus, que I'égalité ax = ay ou a” 0 im-
pliqgue x =vy.
Posons, en outre, par définition:

—X —  1)Xx et X—y =X+ (—y).

Les exemples 1—10 des espaces (D), décrits p. 9 — 12 sont
a la fois autant d’exemples des espacesvectoriels, en y admet-
tant les définitions habituelles de I'addition des éléments et de
la multiplication des nombres par eux.

Lorsque X y, nous entendons par le segment unissant x
et yl'ensemble de tous les éléments de la forme fx + (1 —t)y
ou t est un nombre quelconque de I'intervalle [0,1],

Un ensemble G  E est dit convexe, lorsqu’il contient tout
segment qui en unit les éléments arbitraires.

Si x1 x2 ..., X%, sont des éléments d'un espace vectoriel,
I’expression
al X1t a2 X2"f' mee"F ac =N jla‘ Xi>
1=
ou og a2 ..., a, sont des nombres réels arbitraires, s’appelle une
combinaison linéaire des éléments x2 x2, ... , xn

§ 2. Extension des fonctionnelles additives et homogeénes.

Soient E et El deux espaces vectoriels et /(x) une opéra-
tion définie dans E et dont le contredomaine est situé dans Ex

L’opération /(x) s’appelle additive, lorsqu’on a pour tout
couple d’éléments x,V:

f(x+y) =/(x) +/00;

elle est dite homogéne, lorsqu’on a pour tout élément x et tout

nombre t\
f(t x) =tf (x).

Théoréme 11. Etant données

J Cf. S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires Il, Studia mathemati-
ca | (Lwdw 1929), p. 223—239, en particulier p. 226.
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1° une fonctionnelle v (x) définie dans E et telle que I'on
ait pour tous x ety de E

v(x+y) pX)-Fp(y) te a(tx) —tp (x) pour t~ 0,

2° une fonctionnelle additive et homogene f (x) définie dans un
espace vectoriel G (f E (bien entendu, avec les mémes définitions
des opérations fondamentales) et telle que I'on aitpour tout x Cf G

f(x)Kp(x),

il existe toujours une fonctionnelle additive et homogéne F (x)
définie dans E et telle que l'on a

E {x)"Cp (x) pour tout x (~E et F (xX) =f (x) pour tout x (f G

Démonstration. Nous pouvons admettre que G E\ soit
x0(f E—G. On a selon 2° pour x' (f G et X" (f G

f(x*j - f(x") =1 {x"- x)< p (X"~x")=p [(x"+x0Q+ (- X —x0] <
<p X'+ x0+p(—x- x0,
-p(-x1- xO- f(x)<p (xX"+x0 -f (x").

d’ou

Les nombres
m = borne sup[—p(—x—x0) —/(x)]Je~yM=borne inf[p (x+x0—/(x)]
xCG xQG
sont donc finis et m «< M. Etant donné un rOtel que m ro-< M,
on a pour tout xCf G
(1) -p(-x-x0-7/7(X)< r0< p (x+ x0- 7Z(x).
Considérons I'ensemble GO de tous les élémentsy de la forme
(2) y —X + txo ou x (f Get t est un nombre.
Evidemment GO constitue un espace vectoriel. Posons
(3 Q(y) =f((x)+ tr0,

ou I'élément y est défini par (2); comme x0Cf E —G, tout y Cf GO
admet exactement une représentation de la forme (2), de sorte
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qgue la fonctionnelle 9p(y) se trouve définie dans GO d’une maniére
univoque. On voit aussi qu'elle y est additive et homogene et
gu’elle coincide dans GO avec / (x). Nous allons montrer que I’'on a

4) ®(y) C p (y) pour touty (~ GO.
En effet, si I'on écrity dans la forme (2), on peut admettre

. . X .
gque t 0. En mettant dans l'inégalité (1) au lieu de a et en

multipliant par t son membre droit ou gauche, suivant que t 0
ou t<f0, on obtient tr0<;p (a + tx0 —f (a), ce qui entraine
d’apres (3) l'inégalité (4).

Ceci établi, on voit qu’il suffit de bien ordonner I'ensemble
E —G, pour arriver par des extensions successives de / (x), selon
le procédé décrit tout a I’'heure, a la fonctionnelle E (x) satisfaisant
a la thése du théoréme.

Corollaire. Etant donnée une fonctionnelle p (x) définie dans
E et telle que l'on ait pour tout x F E ety E

p(x+y) mfp (x) p(y) et p(ta)y—tp(a)pourt o,

il existe une fonctionnelle additive et homogéne F (x) définie dans
E et telle que I'on a pour tout x (f E

F(X)<p (a).

Considérons, en effet, unao (f E et désignons par G I’ensemble
de tous les éléments de la forme tx0 ou t est un nombre arbitraire.
G constitue alors un espace vectoriel. En y posant 7 (tao = tp (a0,
on aura / (tao *Cp {tao) quel que soit t, car t>-0 entraine
tpagg = p(tao)y et t<fO entraine 0=p (0) p (a0) + p (—a0),
d’ou p (a0) >- —/?(—a0) et finalement tp (a0 <; —tp (—x0) =p (tao:
on n'a donc qu’a appliquer le théoréme 1, qui précede.

§ 3. Applications: généralisation des notions d’intégrale, de
mesure et de limite.
Nous allons envisager maintenant quelques applications
intéressantes du théoréme 1 et du corollaire.
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1. Soit E I’ensemble des fonctions réelles bornées x

définies sur une circonférence de longueur 1 et ou s en désigne
des arcs comptés a partir d’'un point fixe dans un méme sens
de parcours. En admettant les définitions habituelles des opérations,
E constitue un espace vectoriel.

Or, pour tout élément x = x (s) de E, convenons d’entendre
par p (x) la borne inférieure de tous les nombres M (x; at a2 ..., a,,)
de la forme

M (x; og a2 ..., a,) = borne sup 1 \;x(s + a,.),

ou og, a2 ..., anest une suite arbitraire de nombres. La fonctionnelle
p (x) remplit alors toutes les hypotheses du corollaire. 1l est, en
effet, évident que I'on a en premier lieu toujours p (tx) = tp (X)
pour t 0.

En second lieu, étant donnés deux éléments x = x (s) et
y =y (s) de E et un nombre s O, il existe des suites finies
de nombres og a2 ...,an et Pi, p2 me= P» telles que

(6) M(x;00,a2 .. .,a,)< p(x)+set M(y; PL R M <p(y) + s

En rangeant tous les nombres og-f-F/ ou i= 1,2, il et
j = 1,2, ..,v dune maniére quelconque en une suite Yi, y2>eee luv,
on a
(6) y (x+y) < Af(x+_y; yPy2 ..., yav)

et on verifie facilement que
(7) M(x+y;ylfy2 ..« Tav)< M(x;alLa2..., «,)+ M(y; J5p2 ..., p..).

Les rélations (5)—(7) entrainentp (x + y) -<p (xX) + p (y) + 2 s,
ce qui prouve, le nombre s étant supposé arbitraire, que
P(x+y)<p(x)+p (y)

Ceci établi, considérons donc la fonctionnelle E (X) qui existe
en vertu du corollaire.

Or, si x(s)=1, on apX)=1 et p(—x)=—1 et comme
F(xX) pX etF ()= —F (—x) > —p (—x), on obtient F (x) = 1
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Six(s)>0, on a.p(—x)<"0 et d’autre part F(x) = —F(—x)> —p (—x),
donc aussi F (x) ;> 0.

En outre, la fonctionnelle F (x) posséde la propriété de remplir
pour tout nombre sa lI’égalité F[x (s-fsQ] = F [x (s)]. Si I'on pose,
en effet, y (s) = x (s + sO) —x (5) et ak= (k —1) sO pour A= 1, 2, ,
on a pour tout n:

p {y)*CM (y; au a2 an) = -- borne sup [x (s + ns0 —x (s)],

donc p (y) -C 0; on obtient d'une facon analogue que p (—y) 0.
Mais F (y) < 2(y) et F(y) = —F {—y) > —p (—y), dou F (y) = C.

Ainsi, en désignant par le symbole /x (s) ds la fonctionnelle
{Zr[x (5)] + F[x (1 —5)]}, on a le théoreme:
A toute fonction x (s) de la classe E on peut faire correspondre

un nombre fx (s) ds de facon que les conditions suivantes (ou x (s)

et y (s) sont des fonctions arbitraires de la classe E et a, b, sO
des nombres) soient remplies-.

\] [ax(s)-fby ()] ds=a]'x(s)ds b]JY(s) ds,
2) fo (s) ds f> 0, lorsque x{s) f> 0,
3) Jlx 5 + s0 ds = J x (s) ds

) ) x (1—s)ds = ] x (s) ds,

~ods = 1.
B) |
Il est facile de vérifier que la fonctionnelle fx (s) ds, rem'

plissant les conditions 1)—b5), reste toujours comprise entre les inté-
grales riemanniennes inférieure et supérieure de la fonction x ().
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Par conséquent, pour toute fonction intégrable (/?) cette fonction-
nelle coincide avec l'intégrale de la fonction.

Pour les fonctions sommables (L) la fonctionnelle en question
ne coincide pas toujours avec leur intégrale (L). Cependant, en
partant de I'espace vectoriel G que constitue précisément la classe
de ces fonctions et en y définissant la fonctionnelle /7 (x) comme
I'intégrale (L) de la fonction x (s) G, le théoréme 1 nous four-
nit une fonctionnelle F (x) définie dans I'espace E et telle que

la fonctionnelle jds = > {F[x(s)] + F[x (1 —5)]} remplit évidem-

ment toutes les conditions 1) — 5) et coincide en outre, pour
toute fonction sommable (L), avec l'intégrale de cette fonction.

2. Considérons a présent la classe K de tous les ensemb
situés sur la circonférence en question et désignons par AO la
circonférence-méme. En posant pour tout ensemble A de cette

classe f(A) =] x (s) ds ou x (5) est la fonction caractéristique de
I’ensemble A, donc une fonction de l'espace E envisagé dans 1,
on obtient le théoréme:

A tout ensemble A de la classe K on peut attribuer un nom-
bre p(A) de fagcon que les conditions suivantes (ou A et B sont
des ensembles arbitraires de la classe K) soient remplies:

1) [(A+ B)=a(A)+ [.(B), lorsque AB =0,
2) [,.(A)>0,-

3) p(A) = x(B) pour A= B,

4) V-(AQ = 1.

La fonctionnelle p (A), qui remplit les conditions 1) —4), est
comprise entre la mesure jordanienne intérieure et extérieure
de I'ensemble A. Par conséquent, pour tout ensemble mesurable
(J) cette fonctionnelle coincide avec la mesure de I'ensemble.

Pour des ensembles mesurables (L) quelconques la fonction-
nelle en question ne coincide pas toujours avec leur ihesure (L),
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mais, tout comme précédemment, on peut s’arranger de fagon
que cette propriété soit également remplie ).

3. Soit E I'’ensemble de toutes les fonctions réelles borné
x(s) définies dans [0, + co]; avec les définitions habituelles des
opérations c’est un espace vectoriel.

Pour tout élément X —X (s) de E désignons par p (x) la borne

n

1
inférieure de tous les nombres |Lim ~ kEIX (s+ «*), ou al, a2
» =
est une suite finie arbitraire de nombres positifs. On vérifie sans
peine que la fonctionnelle p (x), définie ainsi dans I'espace E,
satisfait aux hypothéses du corollaire. En désignant par le symbole
IS__in X (s)2 la fonctionnelle F (x), qui existe en vertu de ce corollaire,

on a donc le théoréme:

A toute fonction x (s) Cf E on peutfaire correspondre m nombre
Limx (s) de facon que les conditions suivantes (ou x (s) ety (s)

y->cXj
sont des fonctions quelconques de E et a,b et sO 0 sont des
nombres) soient remplies:

1) Lim [ax {s)by (5)] = aLimx (s) + bLimy (s),
2) Lim x (s) >- 0, lorsquex (s) >= 0,

3) Limx (s+ s0) = Lim x (s),

s—>°° §-><=>0

4) Lim1= 1.

La fonctionnelle Lim x (5), remplissant les conditions 1) — 4),

est comprise constamment entre lim x (s) et Tim x (s). Elle coincide

*» Cf. S. Banach, Sur le probléme de la mesure,Fundamenta Mathe-
maticae 1V (1923),p. 7— 33.

2 le signeLim désigne iciune certaine ,limite“ généralisée, le signe
lim étant par contre réservé exclusivement pour la limite dans le sens ordinaire.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 3
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par conséquent avec lim x (5) toutes les fois que cette limite au

S—>00

sens ordinaire existe.

4. Soit {£,} une suite bornée quelconque. Définissons de
I'intervalle (0, + o00) la fonction x (s) par la convention: X (s) = fn
pour n—1 s n et n—1,2, ... La fonction x (5) appartient
donc a I’ensemble E, envisagé dans 3. En posant In_im £, = SLim x (s),

ou Lim x (s) conserve le sens adopté dans 3, on a le théoréme:

N—x=>

A toute suite bornée {£,} on peut faire correspondre un nombre
Lim in de facon que les conditions suivantes (ou {!«} et {A\n} sont

n-v<o
des suites bornées arbitraires et a et b sont des nombres) soient
remplies:

1) Lim(a + brt)=aLimi,+ bLim A,

n-ioo n->o00 «->00

2) Ligi >- 0, si £n™-.0 pour tout «=1,2.....
3) Lim —Lim s
n—=0 n—

4) Lim1= 1.

Les conditions 1)—4) impliquent que la fonctionnelle I/ELrOrg

ainsi définie est comprise toujours entre lim Tn et lim Par

conséquent, pour toute suite convergente cette fonctionnelle
coincide avec la limite (au sens ordinaire) de la suite .

b Cf. S. Mazur, O metodach sumowalnosci, Ksigga Pamifitkowa I Pol-
skiego Zjazdu Matematyeznego (en polonais), Supplément aux Annales de la Soc.
Polonaise de Math. (1929), p. 102 — 107, voir p. 103.
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Espaces du type (F).

§ 1. Définition et préliminaires.

Soit E un espace vectoriel (D) complet et assujetti aux con-
ditions suivantes (ou X, X,, Yy sont des éléments de E et h, hn
sont des nombres):

1° (x,y) = (xiy, ®),

2° lim hn= 0 entrafne limhnx = 0 pour tout X,
3° lim xn= 0 entraine lim hxn= 0 pour tout h.
N =

Les espaces E a propriétés 1°—3° seront dits espaces du
type (F). Tous les exemples 1 —10 des espaces (D), décrits au § 7
de I'Introduction, p, 9 —12, sont a la fois, comme il est aisé de
voir, autant d’espaces du type (F).

Les conditions 1° —3° entrainent aussitdt les propriétés sui-
vantes de la limite:

a) lorsque lim xn—x et lim yn=vy, on a lim (xnF = X+ V.
) q RLLLY n>ooy y «—>£D( yn) y
Il suffit, en effet, de remarquer que Il'on a toujours

(xn+ynX+y) = (X, Fyn—x- y,0) < (X,,- X+ V,—Yy,yn-y) +
+ M-y, ©=Mn- X 0)+ (Y, -y, 0) =(xn x) -f (y,, ¥).

b) siéi}rg3 hn=h, on a Iri}r[p©hrv< = AXx, quel que soit x (f E.

On a, en effet, toujours {hrx, hx) = ((hn—h)x, 0).
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Nous voyons donc que tout espace du type (F) est en méme

temps un espace du type (G). Il en résulte que tous les théore-
mes du Chapitre | subsistent, lorsque E est supposé un espace
du type (F).

Or, il est a remarquer que les espaces vectoriels du type (F)
sont connexes, car pour tout x ety de f I’ensemble des éléments
de la forme hx+ (1 —h)y ou 0< h< 1 est un ensemble con-
nexe contenant les éléments x ety.

Etant donnée une sphere arbitraire K (voir p. 13) dans I’es-
pace E du type (F), il est facile de voir que I’ensemble xK (voir
la définition p. 21) est également une sphere.

Soit h=f=0. L’opération U (x) = hx constitue alors une trans-
formation continue et biunivoque de I’'espace E en lui-méme et
on apercgoit aisément que les ensembles fermés, ouverts, non
denses, de l-e resp. de ll-e catégorie, mesurables (B), se trans-
forment respectivement en ensembles de la méme nature.

On a, en particulier, le théoréme suivant, qui résulte du thé-
oreme 2 (Chap. |, § 2), p. 22, et de la remarque p. 23, tout espa-
ce du type (F) étant connexe:

Théoréeme 1. E étant un espace da type (F), tout espace liné-
aire H C E mesurable (B) et de ll-e catégorie est identique a E.

§ 2. Opérations homogenes.

Nous allons nous occuper maintenant des opérations additives
définies dans un espace E du type (F) et dont les contredomaines
sont situés dans un espace Eu également du type (F).

Pour toutes les opérations de ce genre restent vrais les
théorémes 3, 4, 5 et 6 du Chapitre I. De plus, en appelant ho-
mogene toute opération U (x) qui satisfait pour tout nombre h
a I'égalité U (hx) = hU (x), on a le

Théoréme 2. Toute opération linéaire est a la fois homogene.

Démonstration. L’opération U (x) étant supposée linéaire, il
est évident que l'on a pour tout x f E et pour tout r ration-
nel U (rx) = rU (x). Or, si {rn} est une suite de nombres ration-
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nels tendant vers h, on a lim rrx = hx. La continuité de I'opé-
n—=%
ration il (x) donne par conséquent U (hx) = lim U (rnx) = lim rnU (x) =
/Z>°0 fi—00

= hx\ I'opération U (x) est donc en effet homogéne.

§ 3. Séries d’éléments. Inversion des opérations linéaires.

Posons pour abréger

k (% 0).

On vérifie facilement que I'on a les relations suivantes pour

tous x ety de E:
1° (x, Y) = \x-y\,
2° 101=0; x 0 entraine Xx \» 0,

3 F=x1= Kl
4 I — I_vi<Ix+_yj<Ix] + (A

5° lim xn= x entraine lim kn\= [x |
nN—=00 N—<0
Etant donnée une suite {xn} d’éléments de E, on dit que la

00
série . Xt est convergente vers un élément X, ou que X est la

n 00

somme de cette série, lorsque lim |£ix’ = X. On Iécrit; x =i ]x,.
n>00 1= =

La définition de la série implique en outre les relations:
6° x = £ X, entraine x| .
=1 i=l
n
En effet, pour tout s> 0 il existe un n tel que [ —J] Xi |< s,
4=1

n n 00

dou |x | <s+ |2Ix/|<8+ 2;]| x/] et, s étant arbitraire, x |<! k-1
1=1 j=i =i

7° Si la série {Ei Ix-1 est convergente, la série iix- est conver-

gente vers un élément.
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Posons, en effet,sn=2 x-. Sip<4q, on a pp—sq|— RL*i I»
i—1 i

i=p\1
g
<S\Xi\. On voit donc que lim Jgp—sq = 0. Par conséquent

i=P~J-1 A-><50

2J Xi est une série convergente vers un élément.

i—I

Ceci établi, nous allons démontrer les théorémes suivants.

Théoréeme 3. Le contredomaine d'une opération linéaire est
soit de I-e catégorie, soit identique & Ev

Démonstration. Admettons que le contredomaine H (2 E1 de
I’opération linéaire U (x) définie dans E soit de Il-e catégorie. Nous
allons prouver d’abord que

(]) pour tout €> O il existe un nombre -J>Otel que l'image
donnée par U (x) de la sphére ouverte v < e contient une sphére
ouverte \y < tj.

Etant donné a ce but un s> 0, désignons pour tout n naturel

par Gn I'’ensemble des points de la forme x = nx\ ou |a:'|<’\?

et par Hn I'image de Gn donnée par U (X), c. a d. I’'ensemble des
points y = U (x) ou x (2 Gn Quel que soit le point x donné, on

a toujours Hr_n —néx = 0; il existe par conséquent un n naturel tel

1
que IFX <C\9/> donc tel que x (2 G,,. Il en résulte que E :§J1 Gn
et que H  Hn
ri-1
Or, H étant supposé de Il-e catégorie, il en est de-méme

d’'un certain H Soit /Q une sphere ouverte de centre yx et de
rayon <« contenue dans Hn’.
On en déduit aussitdét que la sphére ouverte A2 de centre

myx et de rayonFO X est contenue dans Hx. En effet y (~ K2

c’est a dire i 7t, entraine N0y (2 Kx car |nOy —yx\e
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«oU-Ty. < @y- —%ryi < 7x; il existe donc des points

Y,, G G, tels que lim yn= n0y, c’est a dire que lim_ yn. y et
n~>00 a->0Q

/q
par conséquent FOynG G> douy G G -

Soit G une sphére ouverte arbitraire de centre jy3G G contenue
dans K2 L’ensemble des points y3—y ooy G G admet donc
comme point d’accumulation tout point d’'une sphére ouverte [ySG 7
Or, en posant y3= U{x,) ety = U(xX) ou x3 et x appartiennent
a Guona kK3—x |G jx3+ Kj< set U(Xx3—x) = yB—y. 1 est
ainsi établi que I'ensemble dérivé de I'image de la sphére ouverte
IX] < e contient une sphére ouverte |j]

£
Soit a présent s-= o ou i=1,2,... Daprés ce qui précede,

il existe une suite de nombres f-> 0 tels que I'ensemble dérivé
de I'image de la sphére ouverte [xj< e contient une sphére
ouverte \W\< -y et on est évidemment libre d’admettre que
}Lné) vii= 0. Nous allons définir par induction deux suites de

points {y,,} et {x,} comme il suit. Posons !l.yl<7 = 7i et soient:

a) yyun point arbitraire de EX tel que \y—M |< rB  xi
le point de E tel que U (xt) =yt et jxxj< sk

b) ynun point arbitraire de Et tel que \y—kS_)I(’\ \<~+1 et X,

le point de E tel que U (X,,) - Ynet Kn|< tn
On a ainsi

@ 2 ymhby

et, comme IX,, 1< sn= ?>
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En vertu de 7° la série r%1xn est convergente. Soit a la

somme de cette série. En vertu de (3) et 6° on a X\ < s et en

oo oo

vertu de (2): U(x) —rJ‘;?1U (xn) =nS,_1i>n: y. La proposition (1) se
trouve ainsi démontrée.

Or, comme pour touty ¢ Elon a lim—y = 0 et il existe par

fi->00 flI

. 1
conséquent un n naturel tel que ny < % on peut trouver un g

tel que U (x)=~y, donc que U (nx) =y. Mais il en résulte que
H = Eu conformément a la thése du théoreme.

Théoréme 4. Si l'opération linéaire U (x) transforme E en
El tout entier, il existe pour toute suite de points {yn} de E1 con-
vergente vers yO= U (x,00 une suite de points {x,,} de E convergente
vers x0 et telle que U (xn) =yn quel que soit n=1,2,...

Démonstration. Soit {s,} une suite de nombres positifs ten-
dant vers 0. L’opération U (x) étant linéaire, on a la proposition
(1), établie au cours de la démonstration du th. 3; il en résulte
gue I'image de la sphére ouverte jx |< g, contient une spheére
ouverte \y\<f\n pour tout n=1, 2, ...

Considérons un mO0 naturel tel que, pour tout m> mo0, I'iné-
galit¢ ym—y0i< fln se présente au moins pour une valeur de n

et soit, pour un m donné tel que ymfAy”, nm la plus grande de
ces valeurs. Soit enfin xm le point défini par les conventions:

d) si m<; m0, posons Xm = un point arbitraire satisfais:
a I'équation U (xm) =ym

by si m> mOetym y0 posons xm= un point arbitraire de
la sphére ouverte [ —x0\< s,m satisfaisant a la méme équation,

c) si m> m0et ym=y0 posons xm= XxO0.

La suite {xn} ainsi définie remplit —comme on vérifie facile-
ment —la these du théoreme.
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Théoréeme 5. Si l'opération linéaire transforme E en E1 d’une
facon biunivoque, cette transformation est en méme temps bicontinuex).

La démonstration résulte immeédiatement du th. 4.

Théoréme 6. Si un espace vectoriel E est un espace (F) aussi
bien avec une définition de la distance (x, y) qu’avec une autre
définition de la distance (x, y)1et si

lim (x,, X) —0 entraine toujours lim (xn Xx)x—0,
«->00 n_

alors, réciproquement,

lim (xn x)t= 0 entraine toujours lim (x,, x) = 0,
N—o « —>00

de sorte que la notion de limite est la méme pour les deux métriques.
La démonstration s’obtient du th. 5 en désignant par EX
I'espace E avec la métrique (X,y)xet l'opération linéaire y = U (x)
étant définie par la relation y = x.
Théoréme 7. Toute opération additive y = U (x) qui remplit
la condition
lim xn= x0et lim U (x,) =_y0 entrainent y0= U (x0

«->00 «->00

est une opération linéaire.

Démonstration. Introduisons dans E une nouvelle définition
de la distance:

(4) (xIx")x= (X', x") + (y"y"),

ou X' (fE, x"(fE,y = U(®X"),y"= U(X"j, (X, x") désigne la di-
stance primitive de x" a x" dans E et (y',y'") désigne la distance
de V' ay” dans Ex

Il est facile de voir que, considéré avec la notion de distance
(X', X"t I'espace E est un espace du type (E); en particulier, pour
vérifier qu’il est complet, soit {xn} une suite de points telle que

‘) Pour le cas des espaces du type (6) (cf. Chap. V, § 1) ce théoréme,
de méme que le th. 6 (qui en est un corollaire) se trouve dans ma note citée
p. 27, mais la démonstration y est différente.
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lim (xp, xg)1=0; par conséquent, selon (4), lim (xp,xq) = lim (yp,yf) =0,

de sorte qu’il existe un x0 et un yO tels que lim (xn x0) =

/Z—=00

= lim (ynya) —0, et, comme par I’hypothése, y0O= U (x0), on en

«->00

tire en effet d’aprés (4), lim (xn x{x= 0.

Or, on a pour tout x' et x", selon (4), {x', x")x> (x', X'")-, par
conséquent lim (x,, X)1= 0 entraine lim (x,, X) = 0; en vertu du

/Z2-»©0

th. 6, lim (xn x) = 0 entraine donc réciproquement lim (x,,, x)1= 0,
n—@o f—

donc aussi, daprés (4), lim U (xn) = U (x). Ainsi I'opération ad-

/Z—>o00

ditive U (x) est continue, c. g. f. d.

Lemme 1. Soient U'(x) et U" {x) deux opérations Linéaires
définies respectivement dans les espaces E' et E"™ du type (E) et
dont les contredomaines sont situés dans l'espace Ev également du
type (E). Si I¢quation U' (x) = U”(y) admet pour tout x exactement
une solution y = U (x), l'opération U (x) est linéaire.

La démonstration résulte du th. 7, car, comme on apercoit
aussitdt, lim xn—x0 et lim U (xn) = ya entrainent y0= U (x0).

ZZ—o00 /Z—>00

Lemme 2. Etant données: une opération additive y —U (x)
et une opération linéaire z = V(y) telle que V(y) = 0 entraine y = 0,
si en outre l'opération V [U (x)] est linéaire, l'opération U (x) est
aussi linéaire.

La démonstration résulte du lemme 1, car I’équation VAU (x)] =
= V(y) admet pour tout x exactement une solution y = U (x).

Définition. Une classe T d’opérations linéaires est dite totale,
lorsque I’ensemble des égalités V (X) = 0 pour VI T entraine
I’égalité x = 0.

Théoréme 8, Soient: y = U(x) ou x (fE et y Cf El une
opération additive et T une classe totale d'opérations linéaires
définies dans E}. Si V\U (x)] est pour tout VCfT une opération
linéaire, U (x) est également une opération linéaire.

Démonstration. Admettons que I'onalim xn= x0et limyn=y0

/Z—>o00 /Z—o00

ouyn= U(x,) pour n= 1, 21...
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Pour tout V(2 T on a lim V\U(XN\= lim V(yn = V(y0 et,
I’opération V[U (x)] étant linéaire, A@D V [U (x,,)] = V\U (xQL dou

VIUX)]—V(y0) =0, donc V[U(X0 —j/0=0 et, la classe T
étant totale, U (x,,) = yO En vertu du th. 7 I'opération U (x) est
par conséquent linéaire.

Théoreme 9. {Ufx)) ou xCfE"' et {Vfy)} ouy C2E" étant
deux suites d'opérations linéaires a contredomaines situés dans un
espace E1 du type (E), si le systéeme d’é¢quations U,{x) = Vi(y) ou
i=1,2,... admet pour tout x exactement une solution y = U (x),
I'opération y = U (x) est linéaire.

Démonstration. Admettons en effet que I'on alim xn= x0 et,

pour la suite correspondante {yn}, que ﬂﬂgj =.y0. En raison de la

continuité des opérations {£/m et {Vi}, on a alors Ui(x0) = Vi(y0Q
pour tout i =1,2, ..., dou yn= U (x0), ce qui entraine selon le
th. 7 la continuité de l'opération y = U (x).

§ 4. Fonctions continues sans dérivée.

A titre d’application, nous allons démontrer d'abord par une
déduction facile du th. 4 du Chapitre I, p. 23, I'existence d’une
fonction continue n'ayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure
positive J).

(CD désignant I’ensemble de toutes les fonctions continues
périodiques de période 1, posons pour tout couple de fonctions
xft) et xt) de (CI:

(xft), x2) = max Kkft) —xft) \

Il est facile de voir que (CJ constitue alors un espace du
type (F).

Y S. Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles
linéaires, Bull, des Sc. Math. L (1926), p. 27—32 et 36—43. La méthode appliquée
a été développée ensuite par M. S. Saks et M. H. Steinhaus, qui l'ont
employée pour traiter divers problémes de l&Théorie des fonctions (Cf. S. Saks,
Fund. Math. X, p. 186—196 et H. Steinh aus, Stud. Math. I, p. 51—81).
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Soit pour un nombre arbitraire 0
Lo X (t+ h) —x (t
(5) y (0 = _f\ -) ------- Q pour 0<*<1.
(S) désignant I'espace des fonctions mesurables (cf. 1, p

qui est du type (F) (cf. 8 1, p. 35), admettons que Yy (t) Cf (S).
L'expression (5) définit alors une opération linéaire a domaine
(CD et a contredoinaine contenu dans (5).

Soient lim hn= 0 ot hn”F 0 et

/Z—>00

(gf o’n{/x)V: X(t+hn —X(1) pour 0< t A1
hn
Or, si toute fonction continue avait presque partout la dérivée,
la limite de I'expression (6) existerait pour presque toutes les
valeurs de t. Il existeraitpar conséquent pour tout x Cf(C) la
limite lim Un(x), qui serait définie dans le domaine (S),c. ad.

une limite en mesure. En posant U (x) = lim U,,(x), on obtiendrait

N—oc

donc une opération additive U (x) mesurable (B) qui, en vertu du
th. 4, Chap. I, p. 35, serait une opération linéaire. U (;c) est
évidemment la dérivée de la fonction x (t).

Il résulte de la continuité de I'opération U (x) que si
lim xn(t) = 0 uniformément, on a lim xn'(t) = 0 en mesure. Cepen-

/Z-»00 «->00

dant pour xn(t) = 1—sin fl—t on a lim xn(t) = 0 uniformément, tandi
n 2z B

que la suite des dérivées |— cos n— 1 ne tend pas vers 0 en me-
12u 2X)

sure. 11 existe par conséquent des fonctions continues qui n’ont
pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive.

§ 5. La continuité des solutions des équations différentielles
aux dérivées partielles.

Soit F (x) = 0 une équation différentielle partielle linéaire
p. ex. du second ordre:
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lg? \ , L d2X d dx dx ,

(7 (X) —ax—  + fl2— _+ «3 + 5 [~ + aX —0>
oul ov2 ouov ou ov

ou ai(i=1,2, , 6) sont des fonctions continues des variables

U et v dans une région fermée G ayant pour frontiere une courbe
simple fermée C.

Il peut arriver que, pour des conditions aux limites d’une
certaine nature, I’équation (7) admette toujours une seule solution
X (u, v) qui est continue dans G avec ses dérivées partielles qui
figurent dans (7), ¢. a d. du premier et second dégré dans l'inté-
rieur G de G

Dans cette hypothése, les conditions aux limites peuvent
étre dailleurs bien diverses. Elles peuvent consister p. ex.
a donner les valeurs de la fonction sur la courbe C (type ellip-
tigue) ou sur une partie de cette courbe (type hyperbolique, para-
bolique) ou les valeurs de la dérivée sur les normales a la courbe
C etc.

Supposons encore que, t désignant le parameétre qui parcourt
C, I'équation (7) admette pour toute fonction %t) continue avec
ses dérivées p. ex. jusqu’a I’ordre r une solution X (u, v) se rédui-
sant sur C a la fonction 1 (t).

Ceci posé, nous allons démontrer que

Si la suite {£«(£)} remplit les conditions (imposées a & (t)) et si
I’on a uniformément lim %{t) = 0 et tIbim faw(f) = 0 pour i=1,2,..., 1,

alors, {xn(u, v)} désignant la suite des solutions correspondantes de
I*équation F (X) = 0, on a uniformément dans G: lim xnu, v) = 0 et

/Z-»0o0o

uniformément dans toute région fermée située dans G: lim r =0,
u

lim g é: 0, ... etc. (pour toutes les dérivées partielles qui figu-
v

rent dans I'équation (7)).

Pour la démonstration, désignons par E I'ensemble de toutes
les fonctions X (u, v) satisfaisant a (7), continues dans G et ayant
les dérivées partielles des deux premiers ordres (celles qui figu-
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rent dans (7)) continues dans G. Soit {Gn} une suite de régions

fermées situées dans G et telles que G = f/(;:iG*' Posons pour tout

couple x («, V) Q2E ety («, V) (2 E:

ay
dx dy
1+ max +
du2 du?

».

en y faisant entrer les différences de toutes les dérivées partiel-
les qui figurent dans I’équation (7).

Ainsi métrisé, E constitue un espace du type (F) et la rela-
tion /Qm xn= x (suivant la distance définie de la sorte) signifie

que xn tend uniformément vers x dans G en méme temps que

les dérivées partielles 302 e=«(figurant dans (7)) tendent unifor-
au

mément vers les dérivées partielles correspondantes de la fonc-
tion x dans toute région fermée G* ou k = 1, 2, ...

Soit Ex I’ensemble des fonctions i (t), ou t parcourt C, con-
tinues avec leurs r premiéres dérivées. Posons pour tout couple
Ut) CE, et o(t)C E{

(?, V) = max |%t) —7 (1) |+ S lmax j —\d\t) |
tcC i~i tQC

Désignons maintenant par g= U (x) I'opération qui fait cor-
respondre a toute fonction x = X («,v) E la fonction T =T (t)
a laquelle x (u, v) se réduit sur la frontiere C de G. Ainsi défi-
nie, I'opération U (x) est manifestement additive et continue.

Or, le contredomaine de I'opération U (x) étant un espace
du type (F), I'opération inverse x = f/-1(£), qui existe par I'hypo-
thése, est en vertu du th. 5 p, 41, continue, ce qui implique la
proposition a démontrer.

Remarque. Si nous faisions tomber I’'hypothése de I'univo-
cité de la solution de I'équation (7), nous serions restreints a ne con-
clure (en vertu du th. 4, p. 40) que ceci: {$«(0} ayant la signification



§ 6. Systémes d’équations linéaires a une infinité d’inconnues. 47

précédente, il existe [une suite de fonctions {xn(u, v)} satisfaisant
a (7), se réduisant sur Ca ¢n(t) et telles qu’on a lim xn(u, v) = 0 uni-
N—~oo
formément dans G et lim-—m= 0, ... uniformément dans toute ré-
o du?
gion fermée contenue dans G.

§ 6. Systémes d’¢quations linéaires a une infinité d'inconnues.

Soient (aik) ou /= 1,2,... et k=1,2,... un tableau (suite
double) arbitraire de nombres réels et E1 un espace du type (F)
dont les éléments sont des suites de nombres.

Théoréme 10. Si pour toute suitey = {rj,} (f Ex le systéme
d*équations

(8) Naik k=49 ou i=12 ...,
k=i
admet toujours une seule solution {ik), il existe des fonctionnelles
linéaires ik=fk(y) ot k= 1,2 ..., définies dans Elet telles que
I'on a

yakkiy) = N\ pour tout y Eleti=1,2,...

A=1
Démonstration. Désignons par E I'ensemble de toutes les sui-
tes x = {£*} qui remplissent les conditions
a) la série ff%aikik est convergente pour tout i =1, 2,...
=i
b) la suite (t]} = JJjaikIX appartient a EL
lemi J
Posons pour tout couple x"'= {ik} et x" = {ik"} d’éléments de E:

(x", x")i = borne sup N aik(i'"k- £")
! =\

(x1 x"™)0= distance des suites Jy aifl£A. et jy aik dans E1
*=j > U=i >
et définissons la distance (x1x'") dans E par la formule

" X)=y £ . (X-A¥

2" 1+ (x',x")t.
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Remarquons que

(9) Pour tout k= 1,2, ... si limx,= 0 ou xn= {ik{n}c

K->o00

on a lim = 0.

oo

En effet, par suite de I’univocité des solutions du systeme
d’équations (8) la &-iéme colonne contient au moins un terme aih” 0.
Admettons donc que

(10) aikkyt 0 pour k=1,2, ...

Comme Ilimx, =0, on a lim(x,, 0)~ =0, dou lim Sjud = 0,

/Z—=o00 /Z—00 /Z-"oo
car (10) donne «qgi 0, et il est facile a présent de prouver par
induction que l'on a d’'une fagcon générale lim = 0 pour tout
f

n—<=

k naturel.
Ainsi établie, la proposition (9) permet de montrer que E
est un espace vectoriel complet.

Admettons a ce but que la suite {xn} ou x = remplit
la conditio/rl»o!)ivm (o)ép, xq) = 0. Par conséquent lim (xp—xq@) = 0, d’ou
en vertu de (9), lim (E*(p) —4a9) = 0 pour k = 1, 2, ..., de sorte qu’il
existe un LLT.DP : 4* pour tout £ naturel. Soit x = {4*}- On vérifie
aisément que x N f et que n|l£:1 (X,,, X),-= 0 pour tout i=0,1, ...,

d’ou lim (x,, xX) = 0; I'espace E est donc, en effet, complet.

Il en résulte que E est un espace du type (F).
Ceci établi, posons
y = UK

pour toutes deux suites x = {4*} <2E ety = {vj,} 2 EL1 qui satisfont
au systeme d’équations (8).
On voit aussitdt que

(11) (v.#) = (x,0), < (* 0),

ou (y, 0) désigne, bien entendu, la distance dans Elet (x, 0) celle
dans E.
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En vertu de (11), lim xn= 0 entraine lim U (xn) = 0. L’opé-

az—>00 N—r>0

ration y = U (X) est donc linéaire et comme elle transforme E en
E1 d’une facon univoque, lI'opération inverse x = E~1y) est d'ap-
rées le th. 5 p. 40, également linéaire. Par conséquent, si
I’'on pose pour k= 1,2,,..: ¢ck=fk{y) ou x = U~\y) = {£*}, on voit
que nlgp yn= 0, ou xn= U~\yn) —{ik(n)}, entraine lim xn= 0, donc
lim = 0; ainsi les fonctionnelles additives fk(y) sont des fon-
N—=so
ctionnelles linéaires dans El, c. q. f. d.

Ce théoréme implique, comme nous allons voir, le théoréme
suivanty:

Si le systéeme d’quations (8) admet exactement line solution
pour toute suite {\j/4A appartenant
1° a I'espace dessuites convergentes vers 0,
2° a lespace (s),
3° a [lespace (),
4° a l'espace (M) ou p > 1,
il existe un tableau {bki} tel que

ik=1vy bkini pour k=1,2,...,
/4

ou les suites {4*} et {t],} satisfont au systéme d’équations (8) et qui
remplit respectivement les conditions-.

1° [oki < co pour k= 1,2, ...,
i=1
2° il n"a que des lignes finies (c. a. d. qu’il existe une suite
numérique nk telle que I'on a bki= 0 pour tout if> nk),
3° jbki |[<C mk pour une suite de nombres {mk},
@® p
4° 'y YkiP-1<CO00 Pour k=1,2, ...
i=i

0 dont le cas 4P a été connu (cf. F. Riesz Les systemes d’équa-
tions linéaires a une infinité d’inconnues, Paris 1913).

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 4
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Remarque. Si l'on suppose que le systeme d’équations (8)
admet exactement une solution pour toute suite convergente {/]}
(pas nécessairement convergente vers 0), il existe, en dehors du
tableau {bki} assujetti a 1°, une suite bornée {r*} telle que

£ = cklim J/+ 'S'bkifli pour k=12, ...
=00 T2
Tous ces théorémes s’obtiennent dit th. général établi au deé-
but (th. 10, p. 47) par une représentation convenable de la fonc-
tionnelle linéaire dans chaque espace particulier (voir théorémes
p. 50, et 66—68).

§ 7. Applications de I'espace (s).

Nous allons établir la forme générale des fonctionnelles
lingaires dans I’'espace (s) des suites de nombres (voir Intro-
duction § 7, 2, p. 10).

Théoreme 11. Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans
I'espace (s) est de la forme

(12) f(x) =JT ai ,
r=i

ou N est un nombre naturel dépendant de f.

Démonstration. Soit xn= {te()} ou f<€)=0 pour i n et

= 1. Posons f (x,) = an. Pour toute suite x —{in}, on a

x="Zinxn dou / (x) = ~Zinf (x,,) =£ anin Or, cette série étant
n=1 n=1 n=1

convergente pour toute suite {£,}, il existe un N naturel tel que
I'on a a, =0 pour tout n> N, dou la forme (12) de f (x).

M. O. Toeplitz) a éetabli le théoreme suivant:
» O.Toeplitz, Uber die Auflosung unendlich vieler linearer Gleichungen

mit unendlich vielen Unbekannten, Rendiconti del Cire. Mat. di Palertno XXVIII
(1909), p. 88 — 96.
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Théoreme 12. Pour qu’il existe une suite de nombres {£*}

satisfaisant au systéme d’équations (8), il faut et il suffit que, pour
r

toute suite finie de nombres hu h2 ,.., hr, la condition_ffgiaik: 0 ou
1=

k=12, ... entraine Végalité.Z'IJh; y/= 0.
N i=

r
En particulier, si la condition JEhiaZ =000k = 1, 2, ... entraine
1=1

hl=h2= ..= hr = 0, /esystéme d’équations (8) admet une solution pour
toute suite {t)(.
Nous allons démontrer le

Théoréme 13. Si le systéme d’équations (8) admet pour toute
suite y —{w/]} exactement une solution, il existe pour tout i naturel
un Ni naturel tel qu'on a aik = 0 pour tout k > Ni.

0o

Démonstration. Posons lk = fkiy) pour&Eiaik5*=vj, oui=1,2,...

En vertu du th. 10, p. 47, f/fy) est une fonctionnelle linéaire dé-
finie dans I'espace (s) des suites de nombres réels, (cf. p. 10). Il
existe donc pour tout k naturel une suite finie de nombres
“i*, «, . *= UNK telle que

(18) tk{y) aiktli= ike
i=1
Or, les équations du systeme (8) sont linéairement indépendantes.

En effet, supposons par contre qu’il existe une suite finie
r

de nombres hl,h2 ..., hr telle que*E_Jihkaikz 0oti=1,2,... On
aurait donc selon (13)
r r
(14) yhkik= v« fk{y) = 0 pour toute suite y = {=/}

k=1 k=1

En posant rjf = ay pour un j <; r naturel arbitrairement fixé,
on constate aussitét que l'on a pour la solution correspondante
(i*0} du systéeme d’équations (s): if = 1 et if = 0 pour tout k f=j.
Ces valeurs mises dans (14) donnent hj = 0; en conséquence, tous
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les coefficients hk s’annulent, ce qui prouve lI'indépendance linéaire
des équations (8).

Il en résulte en vertu du th. 12 I’existence pour toute suite
{£*} d’une suite de nombres {?];} satisfaisant aux équations (13).

La série £Jllaik est par conséquent convergente pour toute suite

{4*} d’ou I’existence pour tout i= 1,2, .. dun M conforme a la
thése du théoréme.

Remarque. En faisant tomber I'hypothése d’aprés laquelle il
n’existe qu’une seule solution, le théoreme cesse d’étre vrai.

En effet, {7ly} étant une suite arbitraire, il existe unesérie
entiere a coefficients réels 4* telle que
/A0
=% ou j=1.2,..
k—0

Or, ce systéme dé¢quations admet donc une solution pour
toute suite {*/]}; évidemment cette solution n’est pasunique, car
il existe une série entiére distincte de 0 et telle que

=0 ou j=1,2,.
k=0



CHAPITRE IV.

Espaces normeés.

§ 1. Définitions des espaces vectoriels normés et des espaces
du type (B).
Un espace vectoriel E est dit norme s’il existe une fonction-

nelle—qui est appelée norme et désignée par jx ou [N
assujettie aux conditions:

1) [©j=0 et XN\N>0 pour x”~O0,

2)  Ix+y/ljpilx] + k|
3) \b\ =\t \e|x] pour tout nombre t.

Si on définit la distance de deux éléments x ety de E par
la formule
(x,y) = \x-y\,

on obtient évidemment un espace métrique. S’il est, de plus,
complet (voir p. 9; c. a d. dans le cas considéré que lim jxp—xqj= 0

4—500A7—>0

entraine I'existence d’un x CfE tel que lim [xp—x [= 0), il s’ap-
n—=e>
pelle espace du type (B) X.

On voit aussitét que tout espace du type (B) est en méme
temps du type (E), mais non réciproquement: les exemples d’es-

9 La classe des espaces du type (B) a été traitée d'une facon générale
pour la premiére fois dans mon ouvrage précité de Fund. Math. 11l (1922),
p. 133—181.



54 Chapitre IV. Espaces normés.

paces décrits dans I’'Introduction, p. 9— 12, et qui sont tous du
type (E), ne sont du type (B) qu’a I'exception des espaces (5) et
(S).

§ 2. Propriétés des opérations linéaires. Extension des fonction-
nelles linéaires.

Nous allons nous occuper d’abord des espaces E normés,
mais pas nécessairement complets.

Théoréme 1. Pour qu'une opération additive U (x) définie
dans un espace vectoriel G Cf E soit linéaire, il faut et il suffit qu'il
existe un nombre M tel qu'on ait:

1) JU(X) |I<; M mjx | pour tout xCf G.

Démonstration®. La condition est nécessaire. En effet,
a défaut d’un pareil M, il existerait une suite {xn} telle que U (x,,) |>

> MnXn Jou lim Mn= + oo. En posant Yn= —- ---———--Xn on aurait

donc j Ynj= ? d’ou lim Yn= 0 et par conséquent lim U (Y,) = 0,
M n

ce qui est impossible, car JU (Y,) \= U(xn\ > 1.
Mn\xn\
La condition est suffisante. En effet, pour tous Xx,, et x
de G, limxn= x entraine lim jx —xn\= 0, donc Ilim JU (xn —

N->o0 /2—>00

— U X = lim JU (x —xn |<! lim M®\x —xn\= 0 et enfin

limU(x,,)= U(x), c. g f d
n—=o

Etant donnée une opération linéaire U (x) définie dans un
espace vectoriel GCfE, our appelle norme de I'opération U (x)
dans G et on désigne par \U\a le plus petit nombre M satisfai-
sant a la condition (1). Si G= E, on peut I'écrire tout court U
au lieu de 1U\e.

9 Cf. S. Banach, 1 c., Fund. Math. Ill, p. 151—153.
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On a donc JU (x) JU\a mx \pour x f_ G et il est facile

de voir que
|[Uja = borne sup \U (x)\.
XCG, X |< 1

La question s’impose s’il existe pour tout espace vectoriel
normé une fonctionnelle linéaire (définie dans cet espace) qui
n'est pas identiguement nulle. La réponse affirmative résulte
des théoremes suivants *) dont le premier est une conséquence
facile du th. 1 (Chap. Il, § 2), p. 27.

Théoreme 2. Etant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) dé-
finie dans un espace vectoriel G Cf E, il existe une fonctionnelle liné-
aire F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions:

F(xX)=f (xX) pour x<ffG et YW\=\N\G.

Pour la démonstration, il suffit de poser p (x) = \x\-\\Gdans
le th. 1 du Chap. II.

Théoreme 3. Pour tout xaCf E il existe une fonctionnelle
linéaire F (x) définie dans E et telle que

F (x0 fIx01 et JE|= 1.

Pour la démonstration, il suffit de désigner dans leth. 2,
qui précéde, par G I’'ensemble des éléments de laformehxi ou
hest un nombre arbitraire et de poser F (hx0) = h <]x0\

Il en résulte, en particulier, l'existence dans tout espace vec-
toriel normé d’une fonctionnelle linéaire n%tant pas identiquement
nulle.

Théoréme 4. Soit f (x) une fonctionnelle quelconque définie
dans un ensemble G (f E. Pour qu’il existe une fonctionnelle linéaire
F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions m

1° f (x) = F (x) pour xffG ,

‘) Les théorémes 2—6 se trouvent dans la note de M. H. Ha h n, Uber
lineare Gleichungen in linearen Raumen, Journ. fur rpine u. angew. Math. 157
(1927), p. 214—229; cf. aussi S. Banach, Sur les fonctionnelles linéaires, Stud.
Math. | (1929), p 211—216, en particulier th. 2 et remarque.
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2° P11l Al pour lin nombre donné M >0,
il faut et il suffit que Lon ait I'inégalité

Y hif(Xi) < M- Hii Xi
i=l
pour toute suite finie xx X2 ..., xr d’éléments de G et pour toute
suite finie hx h2 ..., hr de nombres réels J).
Démonstration. La condition est nécessaire. Ona en effet
F hjxt < |F |->/_hi)6 ,d’ott selon2° Y, hiF (x/) M.M- vy, ki Xi
i=1 = | i=1

et comme on a selon 1° F (x,) = f (xf pour tout x-(~ G, il en ré-
sulte I'inégalité a démontrer.
La condition est suffisante. Soit, en effet, //I’'espace

r

vectoriel des éléments de la forme £ = ff hkx, ou r désigné un
i=1

nombre naturel, ht des nombres quelconques et x-Cff G. Posons
90) = U hif(Xi).
i—1
Pour z -"Ehi Xi = \y,h'ix\ on a par hypothése Ehifixt) .
i=1

m-y/i'ifix'd . -Cm s nixi— y nixi 0.
1=l | il 2=1

eLa fonctionnelle 9 (2) est donc définie dans H d'une fagon
univoque et, comme on voit facilement, elle y est additive. En
outre, Jo (2) 1= yfhif (xt) < /w y htxi donne [9 \h0o M. L’exi-

2=1 ‘W oom 12=1

stence dans f de la fonctionnelle F {X) a propriétés 1° et 2° s’ob-
tient donc du th. 2, p. 55, par substitution de 9 a / et de Fla G

En particulier, si G est une suite {xn} déléments de E et
Cn désignent les valeurs correspondantes de la fonctionnelle / (),
on a le

r) Ce théoréeme a été établi pour certains espaces spéciaux par F: Riesz
(Untersuchungen (Uber Systéme integrierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910),
p. 449—497) et, dans une forme pins générale, par E.Helly (Uber Lineare Funk-
tionaloperationen, Wiener Berichte 121 (1912), p. 265—297).
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Théoreme 5. Pour qu’il existe dans E une fonctionnelle liné-
aire F (x) assujettie aux conditions
1° F(xn=Cnpour n=1,2,... et 2° ]Z]-<M
pour un nombre donné M > 0, une suite donnée {xn} d¥léments de
E et une suite donnée {C,} de nombres réels, il faut, et il suffit que
I'inégalité
iCi s hi Xi

i—1

se présente pour toute suite finie hx /£ ..., hr de nombres réels.

§ 3. Ensembles fondamentaux et ensembles totaux d’éléments.

Nous allons établir a présent quelques théorémes qui jouent
dans la théorie des espaces normés un rble analogue a celui que
le théoreme de Weierstrass sur I'approximation des fonctions
continues par les polyndmes joue dans la théorie des fonctions
de variable réelle.

Lemme. Etant donné un espace vectoriel G Cf E et un élé-
ment y0 de E situé a la distance d > 0 de G, il existe une fonction-
nelle linéaire E (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions:

1) /"(.Vo)-!,
2) F(X)—0 pour x'C G,

3) IFI=~
) g™

Démonstration. Soit H I'’ensemble des x de la forme
(2) x=x"+ ay0Oou a est un nombre arbitraire et x1(f G

Ainsi défini, H est évidemment un ensemble linéaire et com-
me d > 0, la représentation (2) de x est univoque. Nous définis-
sons dans H la fonctionnelle additive /(x), en posant f (x) ~ a

pour x de la forme (2). Comme x |— K + ayQ@= a|eJ—x+yO0\f>
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D'autre part lim xn—y0\e d pour xnCf_G entraine \f(x,,—y0 & 1<!

ti—Voo

< IXn—y01lm\A\H d'ou 1< dm\N\H donc-d < \W\H On a par con-

séquent /= Ej-

On en conclut en vertu du th. 2, p. 55, (en y remplagant G
par H) qu’il existe une fonctionnelle linéaire F (x) définie dans 7:

et telle que F(x) =f (X) pour x CfH et jIF] = V\h = d—(condition

3), donc, en particulier, F(x) = 0 pour x Cf G (condition 2) et
F (yo) = 1 (condition 1), c¢. . f. d.

Théoreme 6. Etant donnés un ensemble quelconque G Cf E et
un élément arbitraire y0 de E, la condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe,une suite {g,,} de combinaisons linéairesl) d’éléments
de G telle que limg,, =y0, est que f (x) = 0 pour x (ff G entraine

f (yO = 0, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f (x).

Déménstration. La condition est nécessaire. En effet,
I’égalité / (x) = 0 pour tous les x (f G entraine I’égalité f (g,,) = 0
pour n= 1,2, .., dou 7/ (limgn =/(Vo) = 0-

n—>00

La condition est suffisante en vertu dulemme qui précede,
en y désignant par G I'ensemble de toutes les combinaisons liné-
aires d'éléments de I’ensemble G considéré ici, c. g. f. d.

Un ensemble G (f E s’appelle fondamental, lorsque I’ensein-
ble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de G est dense
dans E; il s’appelle total, lorsque toute fonctionnelle linéaire f (x)
qui s’annule pour chaque x (f G, s’annule aussi pour chaque x CfE.

On déduit aisément du th. 6 le suivant

Théoreme 7. Pour qu’un ensemble G (f E soit fondamental,
il faut et il suffit qu'il soit total.

b voir la définition de cette notion Chap. Il, § 1, p. 27.
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Une fonctionnelle linéaire / (x) est dite orthogonale & un élé-
ment x0, lorsque f (x0) = 0; elle est dite orthogonale a G, lorsque
cette égalité se présente pour tout x (f G

Le lemme p. 57 implique pour tout sous-ensemble Gf=E li-
néaire et fermé I'existence dans l’espace E d’une fonctionnelle liné-
aire non identiqguement nulle et orthogonale a G.

8 4. Forme générale des fonctionnelles linéaires dans les es-
paces (C), (L{D, (c), (I), (m) et dans les sous-espaces de (m).

Nous allons établir & présent la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans certains espaces normés particuliers’).

1 Espace (C). La norme définie dans I'espace (Al)2 co
cidant pour les fonctions continues avec celle de I’'espace (C), on
peut considérer (C) comme un espace vectoriel situé dans (Al).

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) définie dans
(©), il existe en vertu du th. 2, p. 55, une fonctionnelle linéaire
E (x) définie dans (M) et satisfaisant aux conditions:

(@) E (x) =/7(x) pour tout x Cf(C),

) \E\m) = \\()-

Posons:
1 pour O0*Cu ™.t

ct= £/(«) =
« 0 pour t<uijC1

et

3) F &) —g (1).

Nous allons montrer que g (t) est une fonction a variation
bornée. Soienta —t0< tt< ..< t,=b et s-= sign [g (L) —g (L-i)]

pour i=1,2, ..,n. On ai’iljg (L)- g (<) = L/Jil{g(ti)=-g(ti— i)}si=

=F ) et on apercoit

q cf. Introduction, § 7, p. 11—12, exemples 4, 5, 6, 8 et 9.
2) vaoir 3, p. 10.
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aisément que la norme de cette somme est = 1. 1l en résulte
d’aprés (2) que

4 variation g (tf) ~ JF\(m = K|©O.
0<*0
Ceci établi, soient x (t) (2 (C) et

(5) Zn = Zn{u) v X \N'{L (il) - kr-i(u)} .

La fonction z,(u) prend donc respectivement dans les inter-

—1
vallesrn r: les valeurs x :1 La fonction x = x (u) étant
continue, on a lim Jx —znp=0, d’ou selon (1):
(6) /IZim F@zn=F X)) =/7(x).
D’autre part, les égalités (3) et (5) donnent
F(Zn)=Ex\n\

donc, comme x (t) (C) et g (t) estune fonction a variation bornée,
[
lim F (zn = fx (t) dg, d’ou en vertu de (6):

@) / (x) = f x (0 dg pour tout x(t)C2(C).
Comme par conséquent j/Z(x) |= f x (t)dg < variation g (t)
0<7<1
-Or<n/§1<|x(2)|, on a selon (4), en posant \\ = \\O'
variation g (t) = j/ .
0«li

Nous avons ainsi obtenu le théoréme X:

b qui a été démontré pour la premiere fois par F. Riesz (Sur les opé-
rations fonctionnelles linéaires, Comptes-Rendus de I’Acad. des Sc. 149 (1909),
p. 974—977).
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Toute fonctionnelle linéaire définie dans I'espace (C) est de la
forme

f{x) = \x (t)dg,

ou g (t) est une fonction indépendante de x (t) a variation |/j.

Réciproquement, étant donnée une fonction g (t) a variation
bornée, la fonctionnelle f (x) définie par (7) est évidemment liné-
aire.

2. Espace {Er® ou rmm1l. Etant donnée une fonctionne
linéaire / (v) définie dans I’espace posons:

. pour O< u<t
Y= It{u) - { pour t<ux<;1
et

Nous allons montrer que g (t) est une fonction absolument
continue.

En effet, soient 8U 2r..., 3, des intervalles n'empiétant pas I'un
sur l'autre a extrémités respectives f et t\ ot tt<t\eti= 1,2,..., n
En posant st= sign [g (t'i)) —g 07)1>0n a

ig (td- gclhi=y. {g - g (hM}s

(8)

La fonction (- —£/9 e/ prenant dans l’intervalle 8 la valeur
s-= %+ 1 et s'annulant ailleurs, il vient en vertu de I'hypothése
gue les intervalles 8- n’empiétent pas I'un sur l'autre

- y -

ou |S1 désigne la longueur de 8% On a donc, daprés (8),
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]
" . . -jl~i

211\9 - g (1) I ;i ce qui prouve la continuité
absolue de g (t).

Ceci établi, posons g'(t) = a (t). La fonction a (t) est inté-

t
grable et, comme £,= 0, on a évidemment f {ht) = j a.(t)dt, d’ou
1
9) f (/) =j-h,(il)a (u) du.

0

Soient cu c2,..., cn des nombres arbitraires, 0 <1 t0< tx< .. <
<4 =letx(t)=c¢et pour 4-18tt<tieti=12,.,n On aévi-

demment v (t) =)£ A m(hti — d’ou selon (9)
i=1

1
(10 / (X) =J X(t)a(t) dt.
0
Ainsi I'égalité (10) est remplie pour toute fonction ,en es-
calier" a (t).
Si X = x (t) est a présent une fonction quelconque mesura-
ble et bornée, il existe une suite {xn(t)) de fonctions ,.en escalierl

bornées dans leur ensemble et tendant presque partout vers x (t).
[
Par conséquent lim f n(t) —x (t) jdt =0, d’ou lim Jx,, —xj=0

et, selon (10), /7 (x) = lim ﬂ)l xn(t) a (t)dt_bl x(t)a.(t)dt. Ainsi I'éga-

lité (10) est remplie pour toute fonction x (t) mesurable et bornée.
Ceci établi, considérons d’abord le cas ou r > 1
Posons:
Xn(t) - ja (t) j~1 msign a (t) pour Ja(t)f-1 < n
| ti msign a{t) pour N (t)j*-1> n,

r

ou 7+ ~=1- Onal/(x,)] = j Xn)a(t)dt <1717/ f\*n(t)\rdt
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A
et comme X, (t) a(t) = jxn{t) Wa (t) |>= Ixn{t) \I \xnft) s“1 011 a

f xnt) j5-1dt <; V] =y j Mwf)\rdt, d'ou, en tenant compte que
n ' 0

SJ=r onti rler'\x.(t'f‘lll ﬁ@iv_'l'}r < J/]. CommA eette inéga.ité

S

subsiste pour tout n naturel et comme kn(t) f-< | (t) =1} t
et presque partout lim xn(t)Xx. ;. (t) on obtient
n—Co
(11) y [\*(t)\sdt< i/i,
"0

de sorte que a (t) est une fonction a s-ieme puissance sommable.
Par conséquent, si jc (t) est une fonction mesurable arbitraire
a Mé&me puissance sommable, le produit x (t) a (t) est évidemment
une fonction intégrable.

Définissons a présent la suite {xn{t)} .comme il suit:

w B e weions o

On a alors

(13) X —x |=§/| J_f[x K) —xn{t) Xdt et lim Jx —xn]= 0,

1 1
de sorte que | x (t)a (t)dt —f (x,,) = |j [Xx (f) —x,(/)] a (t) dt \

-<y W' [x (t) —xn(t) xdtm]/J Ja(t) xdt, dou, selon (13), 7/ (x) =
.o .0

1 1
= I|m /(x,) =fx()a(t)dt et comme V (x) |= ¥ x (t) a (t) dt \<

< 1/7f\o.{t)\sdt-\\xlI formule (11) donne I’égalité
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Nous avons ainsi démontré le théoremel):
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans I'espace (L<r) ou
r> 1 est de la forme

f(x)=jx(t)a(t)dt
ou

«(OC{(ig) et \mj/I\*m " dt.
Passons maintenant au cas ou r ---1. Soient 0 u<u+h 1let

our u<;te<u+ h
X (1) P

0 pour O<ft<u e u+h<t 1.

1 ~uvh
On a, selon (10), \f(x)\ X ()« E)dt — —1J a(t)idt et

u+h
comme J/ (X) j-< I/ |elKkl= j/ 1<1, il vient wm a (t)dt < |/® h.

La fonction g {u) =J a (t) dt satisfait donc a la condition de Lip-

0
schitz et comme on a presque partout g'{t) = a (t), on en con-
clut que
(14) [a(0] ~ X\ presque partout.

Si a présent x = x (t) est une fonction intégrable quelconque

et la suite {xnt)} est définie par les formules (12), on ajlv —xn]=
i i

= /jx () —xn(t) [dt —0, d’ou f{x)= lim/(x,,) = lim | xn(t) a (t) dt =
J f— n— J

') Pour /'= 2 ce théoreme a été établi par M. Fréchet (Sur les ensem-
bles de fonctions et les opérations linéaires, Comptes Rendus de I’Acad. des Sc.
144 (1907), p. 1414 — 1416) et dans le cas général par F. Riesz 1 c., Math.
Ann 69 (1910), p. 449—497, v. p. 475.
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j x (t)a(t)dt, puisque jxnt) x (£) Ix t)a @\ Or, comme

i
jix@®a(dt C /Ix (t) 1dt mvrai max ja (/) I, on obtient en vertu
IO 0 « i
de (14) I'égalité
= vrai_max la (t) I.
v o<k ©

Nous avons ainsi démontré le théoreme
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans I'espace (L) est
de la forme

f(x)=j x(t)a(@dt,

ou a (t) est une fonction bornéepresquepartout et\f\ = vrai max J; (f) \
0 « 1

3. Espace (c). Soient

(15) i;=J 1 pmr n
n

Xn=\£?} et x' ={$'}.

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) ou <= {£*} C (c)}>
posons
(16) f(xn==Cn et f(x')=C",

E t a=Ilimi d \\x—ax1 eén—a) xn |=
n posant a «_@Oﬂ; on a donc ?(—1( )xn |

r

= borne sup [in—x|], d’ou x = ax’+ limJ/ (t, —a) xn et par con-
nf>r r—=o"n=1

sequentx = ax'+  (Bn—a)X,,. Donc/ (x)= a-/(x) +™ ("N« —a) =/(**«),
n=1 n=1
d’ou selon (16)
17 " /(x)=aC +y (en- «) =CB.

4) Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois par M. H. Stein-
haus (Additive uncL stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p.
186—221).

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 5
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Si v ={£,} est a présent la suite ou

* 1 sign C, pour n<r,

"% pour n>r,

r

onajMl= 1, a=Ilimi«= 0 etf (x) ICn | et comme \f(x) j<! /] W}
n=1

r

il vient |Cnj<; |/]. Le nombre r étant arbitraire, il en résulte
n—1

que la série 2j \C,\ est convergente. En posant
N=1

c'-~C,= ¢,

on a d'une fagon générale selon (17)
(18) f(x)=aC+ VvV ol a=lim

. /200
n—I

Soit a présent
sign C, pour n<; /A
| sign C n>r.

Alors ja: |- 1. a=1lim = sign C et/ (vy = |C]+ iC, I+
/7—1

+ J? C,, =sigh C< I/ et, cette inégalité subsistant pour tout r na-
n rm

turel, on obtient |C |+ JEI'|Ci |F<* YV 1= Comme d’autre part/(v)<;
<[IC]+J?]C.,1j-M, il en résulte que I'on a I'égalité
(i19) ici+xi-cA

Conformément aux formules (18) et (19), le théoréme suivant
se trouve ainsi établi:

Toute fonctionnelle linéaire f (x) ou x = {?,,} définie dans (c)
est de la forme
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f(x) = Climkn+ V, O

«_>00 \]

et on a

c IP1—1/1n

n =

4, Espace (W) oit r >- 1. Soit, comme auparavant, Xx,, = {
ou c" sont définis par la formule (15). On a donc pour x = {ki} (“

IL /
(3 ("™(r)) arbitraire Ja:—" X/ ) 7/ S ISiF —» 0, d’ou
i=1 "/ i=«4-]
(20) a: =37 1ki Xi.
i—1

Etant donnée une fonctionnelle linéaire / (x) définie dans
(Z70)), posons 7/ (x,) = /, d’ou selon (20)

(21) f(x)=j?7iCi.
i=l
Considérons d’abord le cas our = 1.
Soient kn= sign Cnet ki= 0 pouriplT« On alors /(x) =
= |C,IC  |. D’autre part, on a pourtoute suite x = {£/} (~ (/)

I'inégalité 17 (xX) |<; .. ki] *borne supC; et ar conséquent
9 V) Is gkl =borne _sup G P q

i = borne sup [C |

Nous avons donc démontré le théoreme:

Toute fonctionnelle linéaire f (x) ou x = {£/} définie dans (I)
est de la forme

f{x)=~Ciki
i1

ou /1=» su (o }
s sup el
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Passons au cas ou r> 1. Soit x° = {I,G ou

( JCi |1 esign Ci pour i< n,

(0 pouri> n
ety + ~= 1. On a alors |Kl=1/111Q = j/J] \Ci} dou,
selon (21), Z/(x°) = £ ICI*< W1 =/ Z\Q\*, donc// X \G /[
i=i y i y =i

et, n étant arbitraire,// 2) |Ci } V1= D’autre part, pour toute

suite x = {£}C (*(N) ona/(x) = i_i_la,Qi< If/52=\1 h t-f]/ZZ=1‘Ct\,

d’ou finalement I'égalité
f-/1 \Z_E:1 i

Nous avons ainsi démontré le théoréme:
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans I’espace (I3 ou
r> 1 est de la forme

f () Cisf ou x —{a?%

et on a \f\=\/Z\Ci\s o0 1+ 1=1.

5.  Espace (m) et ses sous-espaces vectoriels séparables.Soit
E un espace vectoriel séparable situé dans (m); leséléments de
E sont donc des suites bornées de nombres. Admettons dans E
la méme norme que dans {m), & savoir

Ik |= borne sup iiJ ou x= {2} CfE.
i<r/o°
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Soit {x,,} ou xn= {£?} la suite d'éléments de E qui forment
I'ensemble dénombrable dense dans E. Considérons d’abord x1
et x2 Nous allons établir pour tout s2> 0 I’existence d’'un tel k2
naturelque I'on ait pour tout couple \ etX2 de nombre réels:

(22) N\ xg+ Xx21< imax Pxér X4 =1 -f €2).
« g

Ecartons, en effet, le cas de la proportionnalité des nombres i-
et 4 comme trivial et supposons, par contre, gu’il existe pour tout
k naturel un couple X* et X* tel que

JXex1+ X x21> max jX 4+ X2 \e(1 + s2).
I</<*

En désignant par trik celui des nombres  X¢j et X ]qui est

X - X )
plus grand et en posant El— Tk et %_nak" on aurait donc
A
(23) N\l x1+ E x2\> V<‘f"<’f< IZ4) + IR \=(1 + s2).

Comme on a 1<!|\J+ j/&j 2 pour tout k naturel, on
peut extraire des suites {/*} et {/*} des suites convergentes. Il
existe par conséquent une suite {kj) telle que les suites {l)j} et
{/*} convergent respectivement vers certains nombres X et 2
ou 1x 4]+ R1 2 Comme/li>ré1o kj = + oo et en outre lim J&xx-f

j-"cxo
+ 2x2 —@/xt+ Elx3)j =0, on aurait donc, en vertu de (23),
lIxxl -f 2x2j »_m}gx Z2Q+ 242 |=(1 + s2, ce qui est impossible,
|< oo
car on a par définition JIxx1l+ 2x2\= borne sup [IxXi\+ 24|

1<Z<°°

L’existence d’un k2 naturel satisfaisant pour tout Xt et X2
a (22) étant ainsi démontrée, on en déduit aisément par induction
que, {e,,} étant une suite arbitrairement donnée de nombres po-
sitifs, il existe pour tout n> 1 un kn naturel tel que pour toute
suite finie X? X2 ..., X, de nhombres réels on a

(24) jXjXj -f- X 2-f-... -F- X0 | ImaX IXC. -|- X 4?2 -f-... -f- X4 |=(1 £ sn).
«*n

Ceci établi, désignons pour tout 11 naturel donné par x\ ou
i=12,.,n la suite
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(25)
on a donc en vertu de (24) pour X X2 ..., X, arbitraires
(26) PIAT+ Xx2-f-... - X%, | PXEXN\ (- 08X\ +... 4~ X,X"'n |1 4~ s«).

Soit a présent f (x) une fonctionnelle linéaire définie dans E.
Donc Uix; X1+ x2X2+ ...+ xax,) | 1 #k; XX4-x2X2+ .. 4"  xnl,
et par conséquent selon (26), | 4 x3/(x2 4. 4 KFf(xM)c
< 1 *14-6,) I\ x/ 4 x2xZ4-..K xn'l. Comme par définition
de X' (voir (25)) on a x(  (c), il existe en vertu du th. 5, p. 57,
une fonctionnelle linéaire f,,{x) définie dans (c) et assujettie aux
conditions:

fn(xi) = /7 (xi) pour tout i=1,2,....,n et \,|< V1 14 @.

En tenant compte de la forme générale des fonctionnelles
linéaire dans I'espace (c), établie p. 66, et tous les termes des
suites xi* ot i= 1,2, .., n étant daprés (25) des zéros pour les
indices supérieurs a kn, on conclut qu’il existe une suite finie de
nombres aniani... arkn assujettie aux conditions:

pour i=12,..,n

et

iy, anjl= H«l< V] w1 4- s«

d’ou, en posant

Jo li— pOUr j~ h
(27) 14-
0 pour j> kn,
on obtient
(28) pour i=1,2, ..,n
et

(29)
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Admettons que la suite {e,} ait été choisie de facon a avoir

lime,=0. En vertu de (28) on a alors lim Z'anji/ =f (x,) pour

n->°o j=1

i=1 2, .. et nous allons montrer, sans altérer la suite double in-
finie {anj}, que cette forme se laisse généraliser de x,: sur tout

g C"-
Posons a ce but x = {£}» La suite déléements de la forme
xn—{E«"} étant définie au début comme dense dans E, il existe pour

toute> 0 un Xi = {£/} tel que [k —xt\< s, d’ou ici

yan(j- &) + zZajod f (X) + j/(x)—/(x) | et comme
i=i ] 1
e ay(E/-€/) < LS]» X —Xi |<; ¥ 1=, on a pour n suffisam-
y—+ v

ment grand j;  &-/(*) me]/i's+ s+ |/]'s= 2]/] + 1)’e et
i

par conséquent la forme généralisée
(30) lim yja,jij=7/(x) pour tout x = [ij] (- E.
/> =
Enfin, nous allons montrer que

(31) um yjlan!= M-
En effet, si I'on pose

(32) Al = lim *nj |,
=g il
on a selon (30), \Mf(x) | Mmuborne sup [|%8j= M*K|], pour tout
X (2 E, dou, I/j étant le plus petit nombre tel que |Z(X)]<;
< I/1-I*] pour tout x (2 E, on conclut que J/] == M, ce qui donne
en vertu de (32) et (29) I'égalité (31).
Recueillons & présent les formules (27), (29), (30) et (31):
nous voyons que le théoréme suivant se trouve établi]):

b Ce théoréeme est dd a M. S. Mazur.
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Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans un espace vec-
toriel séparable E situé dans l'espace (m) est de la forme

(X) «-’!C[?:an)—/i'\Clr] J

ou x = {4/} et {anj) est un tableau de nombres réels satisfaisant aux
conditions:
1° «h; = Opour j > kn ou {kn} est une suite de nombres naturels,

2° j?la«</|<]|/] pour n= 1,2,...,
i1

3 limZ. lang\= |/i =

w=00 J=I

§ 5. Suites fermées et complétes dans les espaces (C), (EN),
(c) et A=)

Nous allons appliquer a présent les résultats qui précedent
a plusieurs notions et problemes liés avec les propriétés des es-
paces particuliers que nous venons de considérer.

Une suite de fonctions {xn{t)} ou xnt)d (C) et 0C t<; 1
est dite fermée dans (C), lorsqu’il existe pour toute fonction a; (t) (f' (C)

o0
une suite de combinaisons linéaires j(S afn) v, (t)j\tendant unifor-

mément vers X (t).
La suite {xn{t)} s’appelle compléte dans (C), lorsque, g (t)

étant une fonction quelconque a variation bornée, les conditions
1

(1)‘ xn{t) dg = 0 pour tout 1= 1, 2,... entrafnent I’égalité g (0) =g (t) =
= g(I), excepté un ensemble au plus dénombrable de valeurs de t.

Une suite de fonctions {xn(t)) ou xn(t) (ff (ZW) et 0 <;t<; 1

est dite fermée dans (ZU)); lorsqu’il existe pour toute fonction
M
X (t) (f (L(r) une suite {£,,} de fonctions de la forme gn(t) = i'_ll—'_o.f'I)xft)

convergente en moyenne avec la r-ieme puissance vers v (t),
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La suite {xn(t)} s’appelle compléte dans (Ldi), lorsque, g (t)
étant une fonction arbitraire qui est mesurable et bornée ou qui

appartient a (Ldi) ou~ +~r = 1, suivant que r=1ou r> 1, les
i
conditionséx,,(t) g(t) dt = 0 pour n= 1, 2,... entrainent presque par-

tout I'égalité g (t) = 0.

Les deux notions interviennent dans la théorie des séries
orthogonales.

1 est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une suite de fonctions soit fermée dans (C), resp. dans
(Ldi), est qu’elle soit fondamentale (dans le sens défini au § 3,
p. 58, de ce chapitre). De-méme, pour qu’elle soit compléte, il
faut et il suffit qu’elle soit totale (dans le sens défini ibidem). Il
suffit, en effet, de rappeler la forme générale des fonctionnelles
linéaires dans (C), resp. (Ldi), établie p. 61, resp. 64—65.

Enfin, le th. 7, p. 58, implique aussitdt que pour qu'une suite
de fonctions soit compléte dans (C), resp. dans (Ldi), il faut et il
suffit quelle y soit fermée.

En procédant d’une facon analogue, on peut établir les
notions de suites fermées et de suites complétes pour les espa-
ces (c) et (ldi).

§ 6. Approximation des fonctions appartenant a (C) et (Ldi)
par des combinaisons linéaires de fonctions.

Aussi le th. 6, p. 58, est susceptible d’interprétation dans
divers espaces normés particuliers. En voici deux exemples:

1. Espace (C). Pour qu'il existe des polynémes formés
termes de la suite {xn(t)} ou xn(t) Cf (C) et 0 =<t < 1 qui appro-
chent uniformément une fonction donnée x (t) (f (C), il faut et il
suffit que, g (t) étant une fonction quelconque a variation borneée,

i

les conditionsg xn(t) dg = 0 pour n= 12 .. entralnent |%galité
1

f x (t) dg —o0.

o
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2. Espaces (Pr>. Pour qu'il existe des combinaisons linéai
formées de termes de la suite {xn(t)} ou xn(t) (f (NE) et O< t < 1
qui approchent avec la r-ieme puissance en moyenne une fonction don-
née x (t) Cf (Erf, il faut et il suffit que, g (t) étant une fonction
arbitraire, mesurable et bornée lorsque r = 1 et appartenant a (Es)

|

oul to=1 lorsque r> 1, les conditions j% (t) x,,(t) dt = Opour
r s . 0
1

n—1, 2, ... entrainent I'égalité j g (t) x (t) dt = 0.
0

§ 7. Le probleme des moments.

Passons aux applications du th. 5, p. 57.
On a donné le nom du probléme des moments au probleme
qui consiste a établir des conditions pour I'existence d'une fon-

ction / satisfaisant a I'infinité d’équations
b

(33) ~Aidt—a oo i=1,2,...
pour une suite de fonctions {®;} et une suite de nombres {c,} don-
nées d’avance.

Nous donnons ici la solution de ce probléme dans deux cas
particuliers d’espaces normés: elle s’obtient par l'interprétation
convenable du th. 5 p. 57, dans ces espaces.

l. Espace (C). Soit xi —xft) o0 0-<t]]1 une fonct

continue. Toute fonctionnelle linéaire f {x) dans (C) étant (cf.
[

p. 61) de la forme / (x) = x (t) dg ou vaBiatlion g (t) = J/], on ob-
0 «

tient du th. 5, p. 57, le théoréme X:
Pour qu'il existe une fonction g (t) a la

variation g (t)fMM
0«l
et satisfaisant aux équations

1) Ce théoréme a été trouvé par F. Riesz (cf. les travaux de
Rieszet de E. Helly cités ici p. 56, note ).
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J Xigydg=d pour i=1,2, ..,

il faut et il suffit que l'on ait pour toute suite finie hv h2 ..., hr de
nombres réels

hi ci M mraax ~ i xi(t)
/Al

o<r<lI

Il. Espace (Ldf. Pour r> 1 on parvient, en procéde
d'une facon analogue, au théoréme J):
Pour qu’il existe une fonction a (t) ot 0 < i< | telle que
i
QJy+y =1
)
et qui remplisse les équations

[
jxftya(®)dt=a ou Xiw) (f (Pr>et i=12 ..,
0
il faut et il suffit que l'on ait pour toute suite finie hv h2 .. >hk

de nombres réels

N htei < M/ f ~ hixft) dt.

Pour r = 1, les fonctions xft) sont intégrables et la fonction
cherchée a (t) est bornée et telle que

vrai max la(t) | M.
0«i

La condition nécessaire et suffisante est alors la suivante:
k r k
N hici < Mel ™ hixft) dt.

i=i y =i

‘Y Ce théoréme est d0 également a F. Riesz, 1 c.
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§ 8. Conditions pour I'existence des solutions de certains sy-
stemes d’é¢quations a une infinité d’inconnues.

Considérons un autre probléme.

Etant donnés un tableau {aik) et une suite {c,} de nombres,
nous allons chercher d’établir des conditions pour I'existence
d’'une suite de nombres {z;} satisfaisant a I'infinité d’équations

(34) dikzk=d ou i=1,2, ..
=i

Nous donnons ici, également a l'aide du th. 5, p. 57, la so-
lution de ce probleme dans deux cas particuliers d’espaces:

IIl. Espace (c). Soient X, = {aA et

(35) ' e lim aik —0 pour i=1, 2, ..

£-*00

Toute fonctionnelle linéaire dans I’espace (c) étant de la forme
/(x)= Climii-f Ciii ou x = {/ et V]'=IC] IG |(cf. p. 66),
>Co i z1

le th. 5 p. 57, donne en vertu de (35) I’énoncé suivant:

Pour qu’il existe une suite de nombres {zkj qui remplisse les
équations (34) en méme temps que la condition *:ijZk]-<CM, il faut
et il suffit que l'on ait pour toute suite finie de nombres hx A, ..., hr
I'inégalité

y lhic, < M mborne sup Aaik .
i I<fcO

IV. Espace (I). Soient x, = {aik} et i\aLik I< oo pouri= 12, ..

k=
Toute fonctionnelle linéaire dans (/) étant de la forme / (x) = i Zif=
ou x ={£} et W] = borne sup zf (cf. p. 67), le th. 5 p. 57,

donne immédiatement I’énoncé suivant:
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Pour qu’il existe une suite bornée {z/f qui remplisse les équa-

tions (34) en méme temps que la condition bor_r;g<sup zk-< M, il
I -~

faut et il suffit que lI'on ait pour toute suite finie de nombres réels
h1 h2 ..., hr I"égalité



CHAPITRE V.

Espaces du type (B).

§ 1. Opérations linéaires dans les espaces du type (B).

Nous allons établir ici quelques théoremes généraux sur
les espaces E du type (B)X, dans lesquels leur propriété qu’ils
sont non seulement normés, mais aussi complets, intervient d’une
facon essentielle.

Théoréme 1. F (x) étant une opération mesurable (B) et U (x)
une opération additive, définies toutes les deux dans E et telles que

>- JU (X)\ pour tout x (f E, I'opération U {x) est linéaire.

Démonstration. 1l existe en vertu du th. 4 de I'Introduction
p. 17, un ensemble H (f E de Il-e catégorie tel que l'opération
E (x) est continue dans E —H. Il existe par conséquent pour

X0OCE-H unr>0 et un M> 0 tels que
(1) K —x0j<;rentraine \U(X) | [F(x) |[=<Mpourtoutx ffE —H.

r
L’ensemble des points X E—H tels que [k —al0] —

étant de Il-e catégorie, il en est a plus forte raison de méme de

I'ensemble G de tous les points de la forme X'+ X ou \x,\< r ,

u

X Q2E —H et \x—v01< % Il existe donc dans G un élément
X'+ x1C2E—H ou x1QE—H. Comme |xt—x01<;i on a

IL ’

X voir la définition de ces espaces Chap. IV, p. 53.
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X'+ x1—x01< r, dou, selon (1), JU(x3 8m] U(x"+ Xi) }+1 U(x) <;
<2iMm. La norme de U (X) est par conséquent bornée dans la

Y | . \ .
sphere—, donc, évidemment dans toute sphere. Il en ré-

suite en vertu du th. 1 (Cbap. IV, § 2), p. 54, que I'opération U (x)
est continue.

Théoréme 2. Si, pour une opération additive U (x), lim xn= x

n-> o

entraine lim <U (xn |> \U(X)\ pour tout x (2 E, l'opération U (x)

N—oo0

est linéaire J).

Démonstration. L’ensemble Gn de tous les x (2 E tels que

oo

JU(X) |< n est pour tout « = 1,2, ... fermé et comme E Gt,

n=1

un au moins des ensembles G, contient une sphere dans laquelle
la norme deU (x) est bornée, d’ou, comme dans le th. précédent,
la continuité de I'opération U (x).

Théoréme 3. Si une suite d'opérations linéaires {(Jn{x)} dé-
finies dans l'espace E est convergente dans un ensemble G qui est
dense dans une sphére K et si la suite des normes {[ Un\est bornée,
la suite des opérations {Un{x)} estconvergente dans Vespace E
tout entier?).

Démonstration. Etant donné un x0 K, il existe par hypo-
these une suite {xn} telle que xnCf G pourji = 1, 2, ... et lim xn= x0.

/Z—o00

Or, on a pour trois nombres n, p et g quelconques:

1 Dp(X0) (XD | D, IDp(Xe Xn) j d- |Uq(xn Xq) " JLIp(Xn) Dg(Xn)\ ,

donc

lim JUp(x0) —Uqg(x0 [ 2M jx0—xn, ou M = lim \UP\

jfl->00 zZ—o00

0o

h Cf. S. Banach. 1 c, Fnnd. Math. ITlI (1922), p. 153, th. 3.

2 Cf. S.Banach et H Steinhaus, 1 c, Fund. Math. IX (1927),
p. 53.
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d’ou, comme/zlim KO—xn\—0, on.a lim  Up{x0 — Ug(x0)11=0, ce
—\bo /2500 ~->00

qui implique la convergence de la suite Un(x0).

Etant donné a présent un élément arbitraire x (f E et x'0
désignant en particulier le centre de la sphére K, il existe un
e>0 tel que x'04-sxtffK, donc que la suite Unx'0+ ex) est
convergente. La convergence de Un(x) en résulte en vertu de
celle de Unx'0) et de U,(X'0+ ex).

Théoreme 4. Etant donnée une suite {Un{x)} d’opérations
linéaires définies dans E, I'ensemble H de tous les x CfE pour les-
quels lim  Un(x) J< ou est soit de I-e catégorie, soit identique a E ).

fZ-»00
La démonstration résulte du th. 1 (Chap. IIl, § 1), p. 36, vu
que H est un ensemble linéaire et mesurable (B).

Théoréme 5. Etant donnée dans E une suite {Un(x)) d’opé-
rations linéaires telles que lim JU,(X) [< oo pour tout x (f E, la

suite des normes {\UnY est bornée?.

Démonstration. En vertu du th. 11 de I'Introduction, p. 19, il
existe une sphére Kd E et un nombre N tels que I'on a JU,,(X) <
-< N pour tout x CfK et n= 1,2, .. En désignant par r le rayon

de la sphere K, on en tire facilement; Un\ 2N pour toutn= 1,2, ..

Théoréme 6. Etant donnée une suite {xn} d’éléments de E
telle que l'on a limj/(x)]<co pour toute fonctionnelle linéaire
/Z—=00

f {x) définie dans E, la suite des normes {Ixn¥% est bornée.
Démonstration. L’ensemble E de toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans E constitue, en y conservant la définition
de la norme adoptée pour ces fonctionnelles, un espace du type
(B). Définissons dans E une suite de fonctionnelles {E,}, en po-
sant F,,(J) = / (xn) pour toutf (ZE. L’hypothése lim VY (x,,)i<

9 ibidem, p. 55.
2 ibidem, p. 57.
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entraine par conséquent lim [F,,(f) j< oo pour tout f d E. En ver-
n—o00

tu du th.5, qui précede, il existe donc un nombre N tel que

<! N m[/j pour tout n= 1, 2, ... D’autre part comme xnd E,
il existe pour tout u= 1,2, .. en vertu du th. 8 (Chap. IV, § 2),
p. 55, une fonctionnelle linéaire fn(x) définie dans E et telle que
I'on a \Mfn(xN\= \Wn\et \IN\=1. On a donc [, |= Fnxnf-m
= \En(fn) |d N =Xn\= N, quel que soit n, c. g f d

§ 2. Principe de condensation des singularités.
Théoréme 7. Etant donnée dans E une suite double d’opé-
rations linéaires {Upg (x)} telles que
(2) lim \Upg\="00 pour toutp =1,2, ..,
il existe un ensemble Gd E (indépendant de p) de Il-e catégorie
dans E et tel que I'on a pour tout xd G:

(8) lim i UPq(x) \= oo pour toutp = 1,2, ...%.

Démonstration. L’ensemlbe Hp de tous les éléments x d E
tels que cl}lg.jo 1Upg{X)\ <oo ne peut coincider avec E, car en vertu

du th. 5, p. 80, I'hypothése (2) se trouverait contredite. Il en

résulte en vertu du th. 4, p. 80, que Hp, et par suite I’ensemble

H = d tip de tous les éléments x d E pour lesquels la condition
P=1

(3) est en défaut, est de I-e catégorie dans E. Il ne reste donc

qu'a poser G= E —H.

Remarque. Les contredomaines Ep des suites {Upq} peuvent
varier avec p = 1, 2, ..., tandis que pour tout p donné ils doivent
évidemment étre supposés identiques pour toutes les valeurs de
g, puisqu’on fait intervenir dans I'énoncé du th. 7 la notion de
convergence des suites {Upg(x)\ avec g tendant vers oo.

') ibidem, p. 54, th. I

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 6
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Le th. 7 qui précede constitue, avec le th. 6 (Chap. I, § 4),
p. 24, au point de vue fonctionnel ce qu’on appelle le principe
de condensation des singularités. Nous allons I’expliquer sur des
exemples ).

Soit {g*(0} une suite orthogonale et normée de fonctions
a carré sommable dans [0,1]. Etant donnée une fonction quel-
conque x (t) intégrable dans [0,1], la série

gk{t) g gk{s) x (s) ds

s’appelle le développement de la fonction x (t) suivant la suite {gk{t)}

(pourvu, bien entendu, que les intégrales v(s) ds existent

0
pour tout k= 1,2, ..).

On ales théorémes suivants p. ex. dans les espaces (C) et (L):

Dans (C). Etant donnée une suite {tp} de points de [0,1],
I'existence pour tout p = 1,2, .. d’une fonction continue xp(t) dont
le développement dans le point tp est [divergent, resp. non borné,
entraine Il’existence d’une fonction continue x (t) dont le développe-
ment est divergent, resp. non borné, dans tout point tpou p = 1, 2,...

La démonstration résulte du th. 7, p. 81, et du th. 6 (Chap.
I, 8 4), p. 24, si I'on pose

Upfx) ~ J 2 gk{tp) Z7g*(.S) X (5) ds,
0
en regardant Upg(x) comme des fonctionnelles linéaires dans (C).
Dans (L). Etant donnée une suite d'intervalles {[ap>[F/]} situés
sur [0,1], I"existence pour tout p = 1, 2, .. d'une fonction intégrable
xp(t) dont le développement jouit de la propriété

* cf. ibidem, p. 56—61.
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entraine I'existence d’une fonction intégrable x (t) dont le dévelop-
pement jouit de la méme propriété dans tous les intervalles [ap, $\
a la fois.
La démonstration résulte du th. 7, p. 81, en posant
d "i
Upa(x) gk(t) gk(t) x (t)dt pour ap< t< %
* 1 0

et en regardant Upg(x) comme des opérations linéaires définies
dans I’espace des fonctions intégrables dans [0,1] et dont les con-
tredomaines sont situés respectivement dans les espaces des fon-
ctions intégrables dans [ap, P,].

Remarque. En particulier, si les points a coordonnées ap,
forment un ensemble dense dans le carré [0,1; 0,1], la pro-
priété en question de x (t) se présente dans tout intervalle [a, p]
de [0,1].

En s’appuyant sur cette remarque, on peut démontrer pour
les séries de Fourier Fexistence d’une fonction intégrable x (t)

P
telle que l'on ait lim !]I s, (t) dt \= oo dans tout intervalle

[a, pl C [0.2-].

§ 3. Espaces du type (B) compacts.

Lemme. Etant donné un ensemble linéaire fermé G qui est
un vrai sous-ensemble d'un ensemble linéaire D Cf E, il existe pour
toutnombre s> 0 unx0(f D tel que l'on a

[x0]= 1 et xO0O—x |>»1—s pour tout x Cf G.

Démonstration. Soient: x' (ff D —G, d la distance de x' a G

et 7 un nombre positif arbitraire. 1l existe donc uny’ (f G tel
X

que d<; X' —y’|]<; d+ A\ Posons x0= T~ . PourtoutxffG

on aalors ?(n— 21( I= ;I—)U?_—y?l-d_x —y —1x —y !le I et comme
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les relations x C G et y'C G entrainentyl+ jx'—y'jx C G,
on en obtient iaO—X.\C\\—._VR‘ n d+r—7]; d’ou, en Eosant

X
£
if=d m— il vient x0—x |>- 1—s.
I~ i/l
Evidemment, on a aussi jx01l= & (=1 et x0C D, car
XCD ety'C GCD. X ~y \

Théoréme 8. Si tout ensemble d'éléments de E dont les nor-
mes constituent un ensemble borné est compact, il existe dans E
une suite finie d’éléments xu x2 ..., xr tels que tout x CD est de
la forme
(4) a = ogx1l+ a2x2+ .. -farxr,

ou au a2 ..., ar sont des nombres (qui dépendent de x).
Démonstration. Soient: xt un élément arbitraire de E tel que
|Aq]= 1 et Xrti, ot r> 1, un élément arbitraire de E tel que

(5) IXrt1j=1 et IXr+t1—X\ pour =12 ..,

i

1 Désignons pour tout rC 1 par Gr I'’ensemble de tous les
éléments x CD qui sont de la forme (4) et posons D —E. En
supposant que le théoréme n’est pas vrai, on aurait donc tou-
jours GrC D et GrC D, d'ou, selon le Jemme qui précéde (avec

G= Gr, s=\ et xQ= xrh), I’'existence pour tout r naturel d'un
Xr+\CD assujetti a (5), c. a d. d'une suite infinie {xr} telle
que jxr]=1 et Xp—xg\CL Pour p Q.

Cette suite ne contiendrait par conséquent aucune suite con-
vergente; elle constituerait donc un ensemble non compact, bien
que I'’ensemble correspondant des normes soit borné. On serait
ainsi en contradiction avec I'hypothése du théoreme.

8§ 4. Une propriété des espaces (Z(r), (c) et (Ar).

Par [I'application du th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, a la forme
générale des fonctionnelles linéaires définies dans ces espaces,
on obtient les théoremes suivants:
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On procéde d'une fagon analogue pour r = 1

Pour (c). Si pour toute suite convergente x = {;,} la série

y, atfmest convergente, on a _ZI\*i I< 00.
1= =
n

Démonstration. /a; étant pour tout £= 1,2, .. une fon-
=
ctionnelle linéaire dans I’espace (c) et comme lim£ ay—-S
«>00 |=1 /=1

on conclut du th. 4, p. 23, que/_la,-ii est également une fonction-
nelle linéaire. Il existe par conséquent un M> 0 tel que
S .My «C A <j]x |= M <borne sup Jia .
<«=1

En posant donc

L sign w pour igln et o™ 0

[ O pour i>n ou at—o0,
n ®
on obtient _ jal <7 M pour toutn= 1,2, ..., dou " |a;1<; W/
7=1 y=|
Pour (/i) ou r~ 1. Si la série  a; ¥ est convergente pour
I—i
[0 0] r

suite x = {ii} Cf (I(r), alors i)iijoquq' < 00 /joar r>\ et la sui-
fg {a,} bornée pour r= 11).
La démonstration est analogue a celle du théoreme précédent.

§ 5. Espaces du type (B) formés de fonctions mesurables.

Nous allons nous arréter un peu sur quelques propriétés
des espaces du type (B) assujettis a des conditions plus spécia-
les. Admettons a ce but que E soit I'espace des fonctions me-
surables définies dans l'intervalle fermé [0,1] et telles qu’on ait
pour tout xn= xnt) (fE ou 0 t<; L

1. lim HMjl = 0 entraine lim as x,,(t) = 0;

b Ce dernier théoréme a été trouvé par M. E. Landau (Uber einen
Konvergenzsatz, Gottinger Nachr. 1907, p. 25—27).
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Pour (L@Gy) ou r Si d(t) ou 0 < i < 1 est une fonction
mesurableet s'il existe pour toute fonction x (t)(f (L(y) I'intégrale

1 1 JP
0/x (t) a(t) dt, alorsf Ja(t)j-1 < oo pour r> let a(t) est une
0

fonction bornée pour r —11.

Démonstration. Posons pour n naturels

anft) = (a N OUr | a n
o) insigna(t) Bour \a(t)j> n.

Nous avonsalors [|x (Da()\y W (ta,()], donc, comme
lim an(t) —a (t), il vient

1 1
lim ( x (t) a,(t) dt:J X (t) &(t) dt.
0 0
1
L’expression j x (t) an{t) dt étant pour tout n—1,2, .. une
6

fonctionnelle linéaire dans {Dr?3 (car a,,(t) est une fonction bornée),
i
f x (t)a(t)dt est en vertu du th. 4, p. 23, également une fon-
0
ctionnelle linéaire. Il existe par conséquent, en vertu du thé-

oréeme sur la forme générale des fonctionnelles linéaires dans les

espaces (Zw) ou r> 1 (voir p. 64), une fonction a (t) ¢f (L ('m-1))
i i

telle quej x (t) a(t)dt = j x (t) a (t) dt pour tout x (t) (f (L(). En
0 0

posant donc
xst\=j 1 P°ur 0<t<ta
|] O pour tO< tx<;1,
- t,
on aja(dt= j a(t) dt pour tout 0 < tOC 1, d’ou presque par-

tout a (t) = a(t).

) Pour 1 ce théoréme est d0 a M. F. Riesz
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2. limjx, |= 0 entraine l%xistence dans E d'une suite par-
tielle {xrft)} et d'un x tels que l'on ait \x,,l{t) <;x (t) \pour tout
i=12, .. etpourpresque tout 0 t 1 ( jdésignant ici la valeur

absolue);
3. Ii"mﬂas xn(t) = x (t) entraine lim Kn\\NGK |l

Tels sont, en particulier, les espaces (714), (C) et (Er>, envisagés
a plusieurs reprises (v. pages 10—12, 59—64 et 72—76); s’il s’agit

de réaliser la condition 2., on n’a qu’a définir pour 2/4..ru< oo

n=1

la fonction x (t) par I'égalité x (t) = Jf xrft) \
=1

Théoréme 9. Soient E et E1 deux espaces du type (B) assu-
jettis aux conditions 1., 2. et 3. et K(s, t) une fonction définie dans
le carré [0,1; 0,1]. Si I'intégrale

(6) u(s)=jK (s,t)x(t)dt
0

existe pour tout x CfE et pour presque toute valeur de s et si
u(s)(fE L elle est une opération linéairel).

Démonstration. Posons

7 lim xn—x\=0

n—<0

et désignons par {X,} une suite quelconque extraite de {x,,}. En

vertu de (7) et de la condition 2., il existe dans E une suite par-
tielle {xn.—x} et un z Cf E tels que I'on a pour tout i —1, 2, ...
presque partout —X (t)m z (t). Evidemmentlim as K (s, t) .

/->0c

m\xnft) x (/)] =0, et |[K @G t)mx- x) < 'K(s,t) m(t). De plus
i

I'intégrale j K (s, t) z (t) dt existe dans un ensemble H de mesu-

b

) Cf. S. Ban ach, 1 c, Fund. Math. Ill (1922), p. 166, th. 2.
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[
re l,car z E. On a donc lim.l K (s, t) \Wni(t)-~x (/)] dt —0 et

/—00

1 B 1
par conséquent _Iimé/Al’(s, ) xWt)dt= | K(s,t) x(t) dt pour sC"H.
1—00,
Or, toute suite extraite de [un(s) = K (s, t) x,,(t) dt} contenant
0

une suite partielle qui converge presque partout versu(s), on a
lim as un(s) = u (s), ce qui impliqgue selon 8.et le th. 2,p. 79, que

I’opération (6) est linéaire.

§ 6, Exemples des opérations linéaires dans quelques espaces
particuliers du type (B).

Nous donnons ici quelques applications du th. 9, qui vient
d’étre établi, aux espaces (M), (C) et (Er.

Espace (M). Si K (s, t) ou 0O s<;let 0-CtrC1l estune

1
fonction mesurable et si pour tout s on aj |K (s, t) \dt< N < co,
0
I’expression
(8) U(x) = JK(s,t)x(t)dt

est une opération linéaire définie dans (M) et dont le contredo-
maine est situé dans (Ad).

Espace (C). Si la fonction K(s,t) est continue pour 1
et 0 tjC 1, I'expression (8) est une opération linéaire définie
dans l'espace (C), son contredomaine étant aussi situé dans (C).

Espace (L). Si K (s, t) est une fonction mesurable dans
i

le carré 0 s 1, et telle que j C(s)ds< N- .., ou
0

C(s) = vrai max 'K (s, t) j, I'expression (8) est une opération li-
0<7<1

néaire de domaine (L) et de contredomaine (Z (A).
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Espaces (L{p). K (s, t) étant une fonction mesurable dans le

carré 0 s 1, 0 1 et telle que pour tout couple de fon-
-\
étions x(t)(2 (")) et (qq Joup 2etqg>2 o0na
9) 3K (s ) x (t)y () Jos at < o0,

I’expression (8) est une opération linéaire définie dans (Z{> et
dont le contredomaine est situé dans (Z(?).
En effet, étant donné un x guelconque, on a pour

f-"7)
touty ¢ {L g~I'Y

3 IKGtH X (@)Y (s)dsdt =1y (5) K (s, t) x (t)dt ds,

dou (cf. p. 85) J Kys, t) x (t)dt Q_(I1(?) et par conséguent, selon
b
(8), U (x) est une opération linéaire.

Pour que la condition (9) se trouve vérifiée, il suffit d’admet-
11 r
tre que | 1 X (s, t) f~1dsdt < oo, ou r est le plus petit des nom-

bres p et - ~- (en particulier, que la fonction K (s, t) et bornée,

lorsque r = 1, et intégrable, lorsque p = ¢ = + 00).
On a, en effet, en vertu de I'inégalité de Riesz:

11 1 11 J p-ir1l i1
JITK(s,t)x (t)y (s)dsdt <1 f I [K(s,t)grldsdt i reJf\x (s) Xdsy m
00

-1J\y (t) xdt\r. En particulier, pourp = ¢ = 2, la condition (9) peut
*0 J
11

donc étre remplacée par 3 K (s, t) pdsdt < -0, Ce qui implique

b o0

que l'opération (8) est linéaire dans (Z(2) et que son contredo-
maine est également contenu dans (£(2).
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La méme remarque s’applique aux cas ou p=9g=1 et
p = Qg = oo.

§ 7. Quelques théorémes sur les méthodes de sommation.

Etant donné un tableau infini de nombres

«11, «12, |, «If, ==
«?1, «22, e=5 2% o=

(A) «uU, «/f2= ak ..

nous dirons qu’une suite de nombres x = {I*} est sommable (vers
A (x)) par la méthode A (qui correspond au tableau (A)), lorsque

chacune des séries A{x) = aik % est convergente et la suite {Ai(x)}

converge aussi (vers A (Vv)).

La méthode A est dite permanente, lorsque toute suite con-
vergente est sommable par cette méthode vers sa limite. Elle
s’appelle réversible, lorsqu’a toute suite convergente {?];} vient
correspondre exactement une suite x (convergente ou non) telle
que At{X) = N pour i = 1, 2, ... Nous dirons qu’une méthode B (qui
correspond au tableau (B) = {{&/*}}) n’est pas plus faible de A,
lorsque toute suite sommable par la méthode A I'est aussi par
la méthode B.

Enfin, une méthode A porte le nom de méthode parfaite,
lorsqu’elle est & la fois permanente, réversible et telle que les
conditions

(10) et pour k= 1,2, ..
entrainent
(11) ot=0 pour tout i= 1,2 ..

Théoréme 10. Pour qu’une méthode A soit permanente, il
faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies simul-
tanément:
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1° ik [< M pour tout i= 1,2, ..
=N

2° lim aik = 0 pour tout &= 1, 2, ...
Hoo

3° lim -1
A D

Démonstration. Nécessité. La convergence de la série

0o

Q” 1CLkik pour toute suite convergente x = {&/} et pour tout 7= 0,1,2,...

entraine (cf. p. 86, pour (c)) la convergence absolue de la série

~ aik. Les fonctionnelles Ai(x), définies dans I'espace (c), sont
u=\

par conséquent linéaires et comme elles forment une suite con-
vergente, on en conclut d'aprés le th. 5 p. 80, que la condition
1° est remplie.

Soient d'autre part: = 1 pour i= 1,2, ..5£ =0 pour i™n
et ¢ =1 pour tout n—1,2, ... Posons xn= {£?} pourn =1, 2, ...
On a Ai{xg =~Zaik et Ai(xn)- ain pour i et n naturels, donc

k=\
A (X0 =1etA(X,) =0 pour n> 0, de sorte que les conditions
2° et 3° sont également remplies.

Suffisance des trois conditions résulte du th. 3, p. 79,
et du fait que la suite {xn} définie tout a I'heure est dans I’espace
(c) fondamentale.

Lemme 1. Soient A une méthode permanente et y0 = {yj?} ure-
suite convergente. Si pour toute suite de nombres {«,} les conditions

(10) entrainent I'égalité £ ai = 0, il existe pour tout nombre s> 0
=1

une suite convergente x telle que I'on a

(12) J Ai{x) —T®|< e pour tout - =1,2,...

') Ce théoréme est di a O Toeplitz. (Uber allgemeine liricare Mit-
telbildungen, Prace Mat. Fiz. XXII, Varsovie (1911), p. 113—119).



92 Chapitre V. Espaces du type (B).

Démonstration. Désignons par G I'ensemble de toutes les
suites convergentes {W]4 auxquelles correspondent des suites
convergentes x telles que = Ai(x) pour i= 1,2, .. Considéré
dans l'espace (c), I’ensemble G ainsi défini constitue évidemment
un espace vectoriel. Si y0 n’est pas un point d’accumulation de
G, il existe en vertu du lemme (Chap. IV, 8 3), p. 57, une fon-
ctionnelle linéaire F (y) définie dans (c) et telle que I'on a F (%)= 1
et F (y) = 0 pour tout j/fA*G. Vu la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans I'espace (c) (cf. Chap. IV 8§ 4, p. e6), il existe

donc une suite de nombres {a,} telle que la série %(_ai est absolu-
=i

ment convergente et que:
©o

(13) vifli+ a limyj= 0 pour gy G,

i=\

(14) ; a/m+ aiUm =1
| <>

La méthode A étant permanente, on a d'aprés (13)

©o

15 VANAILW limee — 0 our tout — t N
(15) v~Aiw + alim e p % )

et le th. 10 qui précede entraine I’existence d’un M satisfaisant a la

condition 1° de son énoncé. On a par conséquent _. & |=laik |=6£ |<!

/3 k=i
< M- 2_J1 Nai\'1* 11, d’oul

(16) A *AT(X)= i Qk#

i=1 k=l i1
En posant pour un k naturel fixe $=1 et £,=0 pour

n 77k, on conclut de (15) que

7 JTo-iaih=0 pour k=12, ..
i=i

En posant ensuite S*= 1 pour &= 1,2, .., on tire de (15),
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(16) et (17) que a-= 0, d'ou, en vertu de (14), quef ar°=1 ce
qui est, en raison de (17), en contradiction avec I'hypothése.

Lemme 2. Si la méthode A est permanente et les conditions
(10) entrainent la condition (11), il existe pour toute suite conver-
gente {rjr} et pour tout nombre s> 0 une suite convergente x satis-
faisant a la condition (12).

La démonstration est immédiate en vertu du lemme 1, qui
précede.

Lemme 3. x0—{£“} étant une suite bornée, sommable par
une méthode permanente A, il existe pour tout e> 0 une suite con-
vergente x telle que

(18) khix) — Aaixo) |< e pour tout i=1,2,...
Démonstration. Posons
(19) 9= Afx0 pouri=12,.

et désignons par {«,} une suite quelconque assujettie aux condi-
tions (10), p. 90.
On, a selon (19)

(20) j? a, 7=y at Afx0)
i=1 i=1

et, A étant une méthode permanente, il existe d’aprés le th. 10,

p. 90, un nombre M satisfaisant a 1°, d’ou_gl |§A |“Aa[aik\1 [lin

<M - Z I</l' borne sup 18] et selon (20)  a-rfi# ~ w a{aik
1= 1<A<~ 2=l Al 21

donc, selon (10), J] a-if. = 0. Ceci établi, la thése du lemme a dé-
=1
montrer résulte immédiatement du lemme 1.

Lemme 4. Soit x0 une suite sommable par une méthode A
permanente et réversible. Si, quel que soit s> 0, il existe une suite
x satisfaisant & la condition (18), la suite x0 est sommable vers le
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méme nombre par toute méthode B permanente et pas plus faible
de A.

Démonstration. La réversibilité de A entraine (voir Chap.
I, 8 6, th. 10, p. 47, et remarque p. 50) I’'existence d’une suite
{a,} et d’un tableau {[3*} ayant les propriétés suivantes:

(21) Z\ $k|< oo pour k=1, 2, ...,
i=i
(22) si I'on pose pour une suite convergente y = {y)}:
ik=My) = paili+ vklimty ou k11,2 ..,

7=1

on a

yjaikik= N pour i=1 2, ..

/7=1

Les fonctionnelles fk(y) ainsi définies dans I’espace (c) sont
linéaires. Pour toute suite convergente y la suite correspondante
x = {#/} étant par hypothése sommable par la méthode perma-

nente B, chacune des séries ~b,-kik est convergente et la suite de

leurs sommes {Bfx)} I’est également.
Posons pour touty Cf (c):

Ffy) = bikfify) pour i=12 .. et F(y)=limF-()

Ainsi définies, les fonctionnelles Fi(y) sont linéaires; en vertu
du th. 4 (Chap. | §, 3), p. 23, il en est donc de méme de la fon-
ctionnelle F (y).

Ceci établi, soient, conformément a I’hypothése, x0 la suite
donnée et jc une suite convergente satisfaisant a (18). En posant
y0= {Afx,)} ety = {Afx)}, on ay0C (c),y C (c) et |8 - yO s,
donc

(23) BX)—BX)I= IF(y)-F (yOI< IF\ms

et, comme A (x) = B (x), il vient JA —B (x0,. A X0)—
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—A(X)]-f (B (xX) —B (x0) | d’ou, selon (18) et (23), JA (x0) —B (xg) =<
Pi'/7 s+ s, ce qui entraine I'égalité A (x0 = B (x0, g. f. d.
Les lemmes 3 et 4 donnent le

Théoreme 11. Si la méthode permanente B n'est pas plus
faible que la méthode permanente et réversible A, toute suite bornée
sommable par A est aussi sommable par B vers le méme nombre J).

D’autre part les leinmes 2 et 4 donnent le

Théoréme 12. Si A est une méthode parfaite et B une mé-
thode permanente pas plus faible de A, toute suite sommable par A
est aussi sommable par B vers le méme nombre?).

) Pour une classe spéciale de méthodes réversibles, a savoir des mé-
thodes ainsi dites normales, ce théoréme a été trouvé par M. S. Mazur (Lc.,
Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 599—611, Satz VII).

2 Pour les méthodes normales cf. S. Mazur, Uber eine Anwendung
Théorie der Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungsver-
fahren, Stud. Math. Il (1930), p. 40—50.



CHAPITRE VI.

Opérations totalement continues et associées.

§ 1. Opérations totalement continues.

Une opération linéaire U (x) s’appelle totalement continue, si
elle transforme tout ensemble borné en ensemble compact.

Exemple. Si, pour i= 1,2 ..,n Xi désignent des fonction-
n

nelles linéaires et x- des éléments, I'opération U (x) /5 Xi (X) &
=1

est totalement continue.

Théoreme 1. Le contredomaine de toute opération totalement
continue est séparable.

Démonstration. L’ensemble Gn de tous les U (x) ou [x je<n
étant compact, donc séparable 1), il en est de méme de I’ensemble

AGn, qui est le contredomaine de l'opération U.

n—1
Théoreme 2. Etant donnée une suite {Un(x)} d’opérations
linéaires totalement continues, toute opération linéaire U (x) telle

que /lim \Un— U\ = 0 est aussi totalement continue.

Démonstration. Soient {x,} une suite bornée et {x,} une suite
extraite de {x,} par la méthode de la diagonale de fagon que
}i_m}@u,,{Xi) existe pour tout n naturel. On a en conséquence pour

n=1.2,.:] Uxp —UXq X jU(x,)~ U,(xp H-] Un(xp) —U,,(xg\+
+ JUNXg) —U(xg) j, donc JUCOP —Ux» N jU—U ImjXp [+1 XN +

b cf. p. ex. F. Hausdorff, 1 c, p. 126.
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-f jUn(xp) —U,(xd) \ d’ou évidemment lim jU (xp) —U (xq) |= 0.
q—vo0,p—>o00

Ainsi la suite {U (x,)} est convergente, ce qui implique la continuité
totale de l'opération U (x).

§ 2. Exemples des opérations totalement continues dans quelques
espaces particuliers.
Si K (s, t) est une fonction continue pour0 5<;letOm<t 1,

la fonction (de la variable s)
i

1) u(s) =J K(s, t)x (t)d

0

est continue, quelle que soit la fonction intégrable x (t) Regardée
comme opération définie dans un des espaces

(2) (M), (C), (L) et (ZM) ou r> 1,

et dont le contredomaine est situé dans un quelconque de ces
espaces, |'opération (1) est totalement continue.
La démonstration s’appuie sur le théoréme suivant de Arzela:
Pour qu’une suite de fonctions continues {««(s)} renferme une
suite partielle uniformément continue, il suffit qu’il existe pour tout
nombre s> 0 un nombre \j> 0 tel que I'inégalité sl —s2j< y] entraine
I'inégalité \u,,(sX —u,,(s.f) \<; s pour tout n= 1,2, ...

Admettons en effet que jx,(f) I 1 et que l'on ait pour
i

0 s<;1 et «=1,2,..:ans)=fK(s, t)xnt)dt. La continuité de
0

K(s, t) implique I'existence pour tout s>0 d’un 'g>0 tel que I'inéga-

lité |5j —s2j < 7 entraine jK 5t) —K (s2t) |[<; epour 0 t 1
[

Par conséquent |Jun(Sj) —un(s?J < IO/[K(sISt) -K (s2 t)] x,(H) dt 1<

1 1
-Cf -z/) IXr(t)\dt, ce qui donne, en raison de I'inégalité J: | xn(t) | dt
0

< iXnll, facilement vérifiable dans les espaces (2), : -
- ) \C e de sorte qu’en vertu du théoréme de Arzela on

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 7
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peut extraire de {w«(s)} une suite uniformément convergente.
Or, toute suite de fonctions uniformément convergente étant dans
les espaces (2) convergente en méme temps suivant la norme
(qui y a été adoptée), il est démontré que I'opération (1) y est
totalement continue.

On a, en particulier, les théorémes suivants:

Espace (C). Pour que I'opération (1) soit totalement continue
dans (C), il suffit d'admettre que I'on a pour tout sp.

i
(3) W IK (sg, t) —K (s, )\ dt = 0.

En effet, pour tout s> 0 on deduit facilement de (3) I'exis-
i

tence dun >0 tel que |JL —s2j< 7 entraine fA\K(sut)—
0

—K (s2t);dt . ce qui implique, comme auparavant, la conti-
nuité totale de I'opération (1) dans (C).

La condition (3) sera remplie p. ex., lorsque K (s, t) est une
fonction bornée ettelle que I'on a lim K (s, t) = K (s0, t) pour tout

sO et pour presque tout t.
Notons enfin que I'opération

v(s) =] K(,t)x (t)dt
0

est aussi totalement continue dans (C), si la condition (3) est
remplie.

Espaces (E pi). K (s, t) étant unefonction mesurablepour0 s<'1

et 0< t < 1 et rdésignant l'inférieur des nombres p et N Nou
p>1etq> 1 silona
ii
(4) A\ K{s,t)Ydsdt
00
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I'opération (1) est totalement continue dans (L {*>et son contredomaine
est situé dans (RQ)).

En effet, {KNn(s, t)} étant une suite de fonctions continues, soit
i
(5) lim Kn{s, t) —K (s, t) f-1 dsdt = 0.

L’opération y = Un{x) =] Kn(s, t) x (t) dt étant totalement con-
0
. 1, i
tinue pour x Cj (Rp) ety QR(L(?), on a JU,,(x) —U (x) P ij (Kn—

i i qar v, /1
—K)x (t)dt ds < J[ds fIKn- K\—idt f \x()\ dtV.

Or, comme i'<?p, on a |INx @O\rdt\rM ] X (t) hdt\p et
) /

comme r<; q RV ad ———<1, on aflu,x) —UIl-*
| ] | L P~
mINKn-KY-"dtds\ r -|Ix]j donc |&,- t/1] <= Kn~

m o y
Kr-1dtds r, dou, selon (5), lim [ Ul — @\ = 0, ce qui implique

en vertu du th. 2, p. 96, la continuité totale de U, c. a d. de I'opé-
ration (1), ou u(s) = U (x) (2

Remarque. En particulier, pour p = q = 2 la condition
j ] KQs, t) dsdt < + co entraine donc la continuité totale de I'opé-
00
ration (1) pour x (~ (L@) et u(s) Cj (Z(@).

§ 3. Opérations conjuguées (associées).

Soient, comme d’habitude, £ et El deux espaces du type (B)
ety = U (x) une opération linéaire définie dans E et dont le contre-
domaine est contenu dans Ex

Convenons de désigner par X et Y des fonctionnelles linéaires
définies respectivement dans E et Ex
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Considérons I'expression Y[U(xj\ ou Y est une fonctionnelle
guelconque définie dans Ev Cette expression peut étre regardée
évidemment comme une fonctionnelle définie dans E. Posons
notamment

(6) X (x)=Y[U (x)].

Ainsi définie, la fonctionnelle X est additive et continue, car

on a \X(\ < [Y[UX)]\ <  \Am\W\ «|*], d’ou

(7) A X\My\\u\

Or, la relation (6) entre A' et Y constitue une nouvelle

opération
X = U (Y),

dont le domaine est I’espace E\ des fonctionnelles linéaires définies
dans E et dont le contredomaine est situé dans I’espace E de celles
définies dans E.

L’opération U{Y) s’appelle associée a U(x) (on conjuguée avec
U (x)). En vertu de (7), elle est additive et continue.

Théoréeme 3. U(Y) étant une opération associée a l'opération
linéaire U (x), ona U =JU\

Démonstration. On a d’une part pour tout X Gj E: j Y [U)~\ |
< JAAEJNEXN\, dou TUY) 1= jYU) ] TN m WU\ et par consé-
quent

(8) ANu\<\u\.

D’autre part, étant donné un xUCjjE arbitraire, il existe en
vertu du th. 8 (Chap. IV, §82), p. 55, une fonctionnelle linéaire FO
définie dans Elet telle que I'on a |Y0j= 1 et |YO[U(x0)] |=] U (X0 j;
donc JU (X0 |]=j YO[U (vO] |]< JU \m\YO1m|x0f=j: U \e|x01 d’ou
1U (x0) WV T\ "Ixo! et par conséquent

9) AUNMNUN.
Les inégalités (8) et (9) donnent I'égalité, q. f. d.

Théoreme 4. Si l'opération linéaire U (x) est totalement con-
tinue, il en est de méme de l'opération associée U (Y): en d’autres
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termes, si 1Y, |< M, il existe une suite {Y,t} et une fonctionnelle

X telles que
(20) !im 10(Ym)—X\ = 0.

Démonstration. Le contredomaine GC/E1 de I'opération U (X)
contenant en vertu du th. 1, p. 96, un ensemble dénombrable
dense, on peut selon le th. 3 (Chap. V, § 1), p. 79, extraire de
la suite des fonctionnelles {Y,} ou |Y,,\< M une suite partielle
{Y,,/™ convergente pour touty (Z G. Posons donc /Ii>m YN\D (x)] =

= lim Xn.(x) = X (x) et soit x, un élément de E tel que l'on ait
(11) iIX;\—1 et X (Xi)- Xnixi) >-12 \X- Xrhl. ;

Or, si le théoreme n’était pas vrai, ¢c. a d. s’il existait un

nombre ?]>0 tel que ' X —X,H]> A pour tout i=1,2,..., on aurait
daprés (11), en posant pour abréger Y} = Yn:
(12) iYi [Uxipr- lim Yj'[UXI] N> J

et (comme | \= 1) il existerait une suite d’indices {&/} telle que
lim U (xkij —yQ On trouverait donc, quel que soit s> 0, un X
|_

naturel tel que I'on ait pour tout i> N les inégalités \y0— D (xk) k s
et [K'*Og-lim Y'i/(yO\<s, dou! Yki[U(xk)]- lim Yk [U(XKN\»
< IYki[UK) -y QI+ 'Yki(yO- lim Yk(y0 B dim Y'kj(U(xK) -y Q\<
<I7W-s4-e + 7TWe, ce qui est impossible en vertu de (12), le
nombre £ étant aussi petit que I'on veut.

§ 4. Applications. Exemples des opérations conjuguées dans
quelques espaces particuliers.

Espace (C). Si K(s, t) est une fonction continue pour 0C s<; 1
et 0 t< 1, I'expression

U(x) t)x(t)dt
0
est une opération continue.
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Soit Y(y) ouy £2 (C) une fonctionnelle linéaire quelconque.
Comme définie dans (C), elle est donc (cf. Chap. IV, § 4, p. 61)
i

de la forme Y(y) =/y (t)d Y(x), ou Y est une fonction a varia-
0

tion bornée. La fonctionnelle X (x) = Y [U (jc)] est également
linéaire dans (C), donc encore de la forme

(13) X{x) = Cx(t)dX{t),

ou x (t) est aussi une fonction a variation bornée (et nous pou-
vons admettre que X (0) = 0). En posant par conséquent
i

(14) y (9 =U (X)=JK s t)x(t)dt,
0

on a pour toute fonction x (t) (2 (C):
i i
(15) Jx (s)d X{s) =J_y (s) d Y(s).

Considérons la fonction

I pour 0 A< Vv
1

0 pour v+ — 5< 1

1
et qui soit linéaire pour v~ s <;Vv + —. Par substitution de x\,,(s)
i
au rIi(=1u de x (s) dans (14) et (15) on obtient ~xv,n(s) dX(s) =
K(s, t) xv,{)dt dY{s)=1Ixvyn(t) fK(s,t)d Y() dty, dou,

q en vertu du théoréme suivant sur la “commutativité de I'intégration”
pour les intégrales multiples de Stieltjes d’une fonction continue:
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par le passage ala limite avec n—o00, on a pour 5= 0,1 et pour
tout point s ou la fonction X (s) est continue, donc dans tout point
de [0, 1], sauf tout au plus une infinit¢ dénombrable de points,

dt;

or, la valeur de l'intégrale de Stieltjes (13) restant la méme,
lorsqu’on modifie la valeur de la fonction X (t) dans une infinité
dénombrable de points (excepté 0 et 1), on peut admettre que la
fonction X (s) est définie par la formule (16) dans [0, 1] tout
entier, donc qu’elle est continue pour 0 s<] 1L

L’expression (16) peut étre considérée par conséquent com-
me représentation de I'opération associée U (Y) = X. Il faut

I’entendre dans ce sens que, Y (s) étant une fonction a variation
i
bornée qui représente la fonctionnelle linéaire !y (s)d Y (s), la

fonction correspondante X (s) a variation bornée représente la
i
fonctionnelle linéaire: j* x (t)d X (t).

Etant donnée une fonction F (s, t) continue dans le carré K = [0,1; O, 1] et
deux fonctions g (t) et h (t) a variation bornée dans [0,1],0n a F (s, t) dg (s) dh(t) =

ir i
/ 1 F(s,t)dg(s) dh(t)= F (s, 1) dh () dh {s).

La premiére de ces trois intégrales (I'intégrale double) est a entendre
comme la limite des sommes de la forme

itlljzo (s-9 7 o9 @ k{+) ¢ h(9]

(o 0= sO< Si< ..< si< ..< =1let0 L<6<.<f<..< b
les points sf Q[s; ] et té CIL. tj~]] étant arbitraires),, lorsque la longueur
des plus grands des segments [5-, et [tptj~] tend vers O.

La démonstration du théoréme en question coincide avec celle du théo-
reme analogue pour les intégrales de Riemann.
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Pour l'opération linéaire

UX) —x (s) — K (s, t) x (t) dt
0
(avec la méme fonction K (s, t)) on a
t i
0 (Y)=Y(t) = dtv K(s,t)d Y(s) = X ().

Espaces Si K (s, t) est une fonction mesurable pour
0<s<| et0< "< letsilona

17) JJj Kis, )x{t)Y{s) | <~
pour tout couple x(t) (Z et K(s) (L(§~q])) ou /?>1 et q> 1,
I'opération

i
UX) =y (s) = |K (s t)x (t) dt
0
est linéaire pour x  ZW) ety
La fonctionnelle linéaire Y dans I’espace (EQ)) est de la forme
i
Y(y) = JY(s)y (s) ds,

0

ou Y(s) est une fonction appartenant a (U®1) et on a

1 1 1 1

Y(y)=j Y(S)dsd K (s, t) x(t) dt = x (t) dt m K (5, t) Y(s) ds.
En posant i

(18) X (t)=jK(s,t)Y (s)ds,

0
on a

i i
Y(S)y (s) ds =1 X (t) x (1) dt.
0
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L’expression (18) peut étre considérée comme représentation
de l'opération associée U (F) = X.
Dans le cas particulier ou p = q> 1, l'opération associée
a l'opération linéaire
U (x) = x (s) —] K(s, t) x (t) dt
0
est de la forme i
X=U(®Y)= Y({t) —\K (5, t) Y(s)ds.
0

Espace (L). Les considérations qui précédent s’appliquent
également a I'espace (L). Si I'on a la formule (17) pour x (~ (L)
et Y (dd), I’'expression

y=U (x) = j'K(s, t) x (f) dt

est une opération linéaire pour x (L) ety (2)
L’opération associée est de la forme
i
X=U(Y)=jK (s, 1) Y(s5)ds

ou Y(5) (M) représente la fonctionnelle linéaire Y (s)y (s) ds
o}
poury (5) (2 (L), tandis que X (t) (M) représente la fonctionnelle
1

linéaire j X (t) x (t) dt pour x (t) C2 (L).
0
Pour un couple correspondant X, Ket X,y on a

JX @ x t)dt=J Y(s)y (s) ds.



CHAPITRE VII.

Suites Morthogonales.

§ 1. Définition et propriétés générales.
Une suite d’éléments {x,} et de fonctionnelles linéaires {/m
s’appelle biorthogonale, lorsque

d mM R Y

Etant donné un x (f E arbitraire, la série

2)
i=i
porte le nom du développement de x suivant la suite biorthogo-
nale {Xi}, {fi}.

Dans le cas ou la suite {/,} constitue un ensemble total de
fonctionnelles (cf. Chap. Ill, § 3, p. 42) et la série (2) est pour
un X convergente, x est la somme de cette série; en effet, on a
alors pour tout j —1, 2, ...

fi x xi /770 = fj(x) - fi(x) = 0.

Théoreme 1. Si la série (2) est convergente pour tout x(f_E,
la série
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est aussi convergente pour tout x (Z E, quelle que soit la fonction-
nelle linéaire F.
Démonstration. En posant

(3) S, =\ fr F{X),

on a Snx) = ~Zffx) wF (x*) = F u xi-ttx) , de sorte que la con-
i=1 i J
vergence de la suite {S,,(x)} pour tout x est évidente.

Théoreme 2. Si les normes des sommes partielles (3) de la
serie

4) N fitF ixt)
tel
sont bornées dansleur ensemble, quelle que soit la fonctionnelle li-
néaire F, la série(2) est convergente pour tout x (ff E qui est la
limite d'une suitequelconque de combinaisons linéaires formées de
termes de la suite{x,}.
Démonstration. En posant

©) sn(x) Xi-ffx)

i=1

on a /W x)] :iEi F (xt) $fx) = Sn(x) (voir (3)) et, comme par hy-

pothése [Sn]<; M ou AVest un nombre indépendant de n, on a
pour tout X (ffE en vertu du th. 6 (Chap. V, § 1), p. 80
lim Js,,(X) < css. 1l existe donc en vertu du th.5 (Chap. V, § 1), p. 80,

un nombre N, indépendant de n et de x, tel que Js,,(X) |<; N -1x |
Or, comme pour tout i = 1,2, .. on a lim sn{x@= x-, on éta-

«->00

blit par un raisonnement banal I’existence de lim s«(x) pour tout

n—°o

élément x ff E qui satisfait a la condition de I’énoncé.

Théoréme 3. Si les normes des sommes partielles (5) de la
série (2) sont bornées dans leur ensemble, quel que soit x CfE, la
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série (4) est convergente pour toute fonctionnelle F qui est la li-
mite d’une suite quelconque de combinaisons linéaires formées de
termes de la suite {fi}.

La démonstration est analogue a celle du th. 2, qui précéede.

Théoréme 4. Dans les mémes hypothéses, si en outre {x,}
est une suite fondamentale, la série (2) est convergente pour tout
x C E.

Démonstration. On a, selon (5), lim Jsn(x)]< oo pour tout

rt'->o00

X(~E et, de plus, lim sn(x) = xt pour tout i= 1,2, .. La conver-

gence de la série (2) pour tout x (f E en résulte en vertu des
th. 5 et 3 (Chap. V, § 1), p. 80 et 79.

§ 2. Suites hiorthogonales dans quelques espaces particuliers.

Envisageons & présent comment se comportent les suites
biorthogonales dans les espaces qui nous intéressent plus par-
ticulierement.

Posons

(6) (xi(t)yj(t) dt={( 1 pouUr Ir j,
% 0 pour 177,

Admettons de plus que {-*7(0} soit une suite de fonctions

dans (Dp)) ot p > 1 et {yft)} en soit une dans {L(p_*-x)); enfin que
ces suites y soient complétes (ou fermées).

Théoreme 5. Dans ces hypotheses, si la série
1

xft) fyt{t) x (t) dt

I i "

est convergente en moyenne avec la p-ieme puissance, quelle que soit
la fonction xft) Cf (Dpf, la série
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de fonctions bornées pour 0 ¢ 1 Admettons enfin que la
suite {Xi{t)} soit compléte dans (L).
i
Théoréme 6. Dans ces hypothéses, si la série/f xi(t) j yft) x (t)dt
0
est convergente en moyenne pour tout x (t) (f (L), la série

Syft) I Xi(t)y (t) dt est bornée presque partout pour tout x (t) Cf (Al)

et réciproquement.

Le démonstration est analogue a celle du th. 5, qui précéde:
on considére x- comme des éléments du domaine (L) et yt com-
me des représentants des fonctionnelles linéaires; on a recours
enfin aux th. 3 et 4, p. 107—108.

En particulier, lorsque xft) = yft), on a les corollaires:

1° Si la série (8), ou xft) =yi(t) est convergente en
moyenne pour tout X (t) ¢t ¢s), elle est bornée pour tout X (¢) ¢+ (Al)
et réciproquement.

2° Si la série (8), ou xft) = yft) CZ(C) et {x,j est une suite
compléte dans (C), est uniformément convergente pour tout x (t) Cf (C),
elle est convergente en moyenne pour tout x (t) (f (L) et récipro-
quement.

La démonstration s’obtient: dans un sens, en considérant Xi
comme des éléments du domaine (C) etyi = x, comme des repré-
sentants des fonctionnelles, et, dans le sens inverse, en regardant
xft) comme des éléments du domaine (Z) et y, = x; comme des
représentants des fonctionnelles linéaires définies dans (L).

§ 3. Bases dans les espaces du type (B).

Une suite {x,} déléments de E s’appelle basel), lorsqu’il
existe pour tout x (f E exactement une suite de nombres {i]«}
telle que I'on ait

b Cette notion a été introduite dans le cas général par M. J. Schau-
der (Zar Théorie stetiger Ahbildungen in Funktionalraumen, Math. Zeitschr. 26
(1927), p. 47—65).
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est convergente en moyenne avec la -iéme puissance pour toute

fonction y (t) (ff (L p~1).
Démonstration. Soit
i

fi{x) =J yft) x (t) dt pour x (t) Cf (Dp)) .
0

« 9°

La série ™ Xfffx) est donc par hypothése pour tout x (f (L(p)
=i

convergente en moyenne (c. a d. selon la norme) avec la

p-iéme puissance. En vertu du th. 3, p. 107, la série y fi o (x,)
i—1
' - (L)
:&yi(t)y/xi(t)y (t) dt ouy (t) Cf (L p~1 ) est par conséquent avec

la ™ ~ieme puissance convergente selon la norme (c. a d en

moyenne) pour toute fonctionnelle linéaire F définie dans I’espace
(Dp)); il en est donc de méme de la série (7) pour toute fonction

Cag f d
En particulier, lorsque xft) =yft) Cf(Dr) ou r est le plus

grand des nombres p et le théoreme qui vient d'étre éta-

bli entraine le corollaire suivant.
Si la série
(8) v Xi(t) f Xi(t) x (t) dt
i— J

o]

est pour tout x Cf (Dp)) convergente en moyenne avec la p-iémepuissance,

elle I'est également pour tout x Cf (L~-i)) avec la — -ieéme puis-
sance.

On peut y admettre p. ex. que Xtou i =1 2, .. sont des
fonctions bornées.

Considérons maintenant le cas ou, dans I’hypothése (6),
{x;(V)} est une suite de fonctions intégrables et {yft)) une suite
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X =
1=

Etant donnée une base {x,}, soit Ex I'ensemble des suites

y ~ I7;} pour lesquelles la sérieii est convergente. En po-
sant \y \= bowine sup . . , on montre facilement que Ex ainsi
<«<am 1=l

normé constitue un espace du type (B).
Posons ensuite
x=U(y) =~ x- pour toute suite y = {A< Cf Ex.
i=i
Ainsi définie, I'opération U (y) est linéaire, car JU(Y) 1<; \W\
est comme elle transforme E, en E d’une fagon biunivoque, I'opé-
ration inverse y = U~1(X) est également linéaire.

Enfin la fonctionnelle

fi{x) = ou X t]i x,-
i—1
est aussi linéaire, car N-x-j 2elyjet Ft()\ —I."il M ,II al<
uC. 2 3 1
IXi ]

Or, on a par conséquent

x =" Xfi(x) pour tout x (2.E

i—1

et, ce développement étant unique, on obtient I'égalité (1) (voir
p. 106), de sorte que la suite {x,}, {/,} est biorthogonale.

Remarquons que pour toute fonctionnelle linéaire F définie
dans E la sérieiE_ifi (x) 'F (xi) converge vers E (x), car on a pour
tout x (3 E:i ifi{x) o (xi) = limF s xrfi(x) = F (x).

= i—1

Onne sait pas si tout espace du type (B) séparable admet une base.
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La question n’est résolue que pour certains espaces parti-
culiers. Ainsi p. ex. dans (Z/t) ou p >- 1 la base est donnée par
le systeme orthogonal de Saar. Dans (C) la base a été con-
struite par M. J. Schauder). Dans (bp) ou p> 1 la base est

pour i=n
0 pour i~n\
on a alors /,(x) = & pour x = {£}. Enfin dans (c) la base est
formée de la méme suite augmentée de I'élément x0= {~Q} ou
AQ)=1pourn= 1,2 .. On a alors Ax) = Q}rgoflpour x = {E£}d(c)-

1
fournie par la suite {f(i ou X, = E et n :i(

§ 4. Quelques applications a la théorie des développements
orthogonaux.

Théoréme 7. Les suites {x,},{/,} et {y,}, {?/} étant biortho-
gonales et les équations ffx) = cp(/) ou i = 1,2, ... admettant pour
tout x exactement une seule solution y = U (x), la convergence de
la sériei_I htx, entraine celle de la sérieiglAry, pour toute suite de
nombres {/z}.

Démonstration. On apercoit facilement que les égalités
limx,, =x0 et lim y«=y0 ou y,,—U(xn) entrainent I’égalité y0= U(xa).

/Z—©0 /Z—>00

En vertu du th. 7 (Chap. Ill, § 3), p. 41, I'opération y = U (x)
est par conséquent linéaire. En posant donc \UN\= M, on a
\UX)\ <AL |]x] et comme par définition U(x,) =ytpour i=1,2,...,

In \ n

il vient U\7hi )G/ Y. hiyt pour hi réels quelconques, ce qui im-
y=i i=i

pligue immédiatement la thése du théoréme.

Corollaire. (x,(f)} et {yit)) étant des suites orthogonales
normées de fonctions continues, si pour toute fonction continue x (t)
il existe une fonction continue uniquey (t) telle que Ion ait
i i
j Xi{t) x (t) dt=jyft) y (t) dt, la convergence uniforme de la série
0 0

oo 0o

. hj xft) entraine celle de la série£hiyft).
iy—lJX ) ! Ii:1Iy )

Y 1 c., Math. Zeitschr. 26 (1927), p. 48—49.
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Des corollaires analogues s’obtiennent pour d’autres espaces
fonctionnels ).

Théoréme 8. Soient: {x/}, {/-} une suite biorthogonale, ou
{7/} est une suite totale, et {ht} une suite de nombres telle que, {a}
étant une suite de coefficients d’un élément x (c. a d. que af = f(x)

pour i = 1,2, ..), {hta-} en soit une d’un élément vy.
Si dans ces conditions {fi) est une suite de coefficients d’une
fonctionnelle linéaire F (c. a d. que p;= F (x,) pour i= 1,2, la

suite {ht p,} I'est d’une fonctionnelle linéaire 0.

Démonstration. Le systéme d’équations ffx) = hiffy) ou
i=1 2, .. admet par hypothése pour tout x exactement une so-
lution. Désignons la pary = U (x).

Les égalités nI|n>;10 xn= x0 et limj/,, = ya oo yn—U (xn) entrai-

«—>00
nent évidemment I'égalité yO= U (x0. Par conséquent, en vertu
du th. 7 (Chap. Ill, § 3), p. 41, l'opération U {x) est continue.
En particulier, on vérifie aisément que I'on a

9) U (X)) = hiXi pour tout i—1,2, ..

Or, étant donnée une fonctionnelle linéaire F telle que
P2—F(xt) pour i= 1,2,..., on aselon (9) F [U (x,)] = htF (x;) = hi P,
c. a d. que les nombres htp, sont des coefficients de I'opération
0=LJ(F), c. g f d

Remarquons que si x = limx-, U (x) est en vertu de (9) la

/—>0©o0

limite d’'une combinaison linéaire de termes de la suite {x,}.
Comme une application facile de cette remarque, nous obte-
nons le

Théoréme 9. Soit {xft)} une suite orthogonale et normée
de fonctions continues, fermée dans I’espace (C).

Y Cf. S. Banach, Sur une propriété caractéristique des fonctions ortho-
gonales, Comptes Rendus 180, Paris 1925, p. 1637 — 1640 et H. Steinhaus,
Sur quelques applications da calcul fonctionnel & la théorie des séries orthogona-
les, Stud. Math. 1 (1929), p. 191—200.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 8
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«Si la suite de facteurs {h,} transforme toute suite {a,} de coeffi-
cients d’une fonction bornée en une suite {hia,} de ceux d’une fonction
bornée, elle transforme en méme temps toute suite {(3} de coefficients
d’une fonction continue arbitraire en une suite {7?;p,} de coefficients
d’une fonction continue.

Le théoréme inverse est aussi vrai.
On a enfin le

Théoréme 10. Soit {xft)) une suite de fonctions bornées or-

thogonale, normale et compléte dans (L(Fl)) oup> 1

Si la suite de facteurs {hf transforme la suite de coefficients
{ai} d’une fonction arbitraire x (t) Cf dans la suite {hta} de
ceux d’une fonction y (t) (ff (L™, elle transforme aussi toute suite

P\
34 de coefficients d’une fonction arbitraire x (t) Cf (L(p- 1) dans

la suite {h{p} de ceux d’une fonction y (t) (f (L(p_~x)). Si p = oo,
alors (LW) = (M) f.

¥ Cf. W. Orlicz, Beitriige zur Théorie der Orthogonalentwicklungen
Stud. Math. I (1929), p. 1—39 et 241—255.



CHAPITRE VIII.

Fonctionnelles linéaires dans les espaces dutype (B).

§ 1. Préliminaires.

Etant donné un espace vectoriel fermé d%léments G (f E et
I'’espace E de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E,
il existe, comme nous avons vu (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme),
pour un élément quelconque X0Cf E — G me fonctionnelle linéaire
f (ff E telle que I'on a

/(vO)=1 et f (X)=0 pour tout x CfG.

Le probléme s’impose si, réciproquement, la relation analogue
ne subsiste entre les espaces FCfE de fonctionnelles linéaires et
les éléments de E. Plus précisément, il s’agit de savoir si, étant
donné un espace vectoriel fermé F (f E de fonctionnelles linéaires
définies dans E, il existe pour une fonctionnelle quelconque
/0Cf E—F un élément x Cf E tel que I'on ait

1) fQx) =1 et /(x) =0 pour tout f (fF.

Or, la réponse est, dans le cas général, négative.
Considérons, en effet, comme E I'espace (c) des suites con-
vergentes de nombres réels, donc comme E I'ensemble de toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans (c), et comme F celui de
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans (c) de la forme:
00 oo

2) f(x)=vet;il ov X={43C (c) et 1 \a;j< oo.
(=N i—
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Ainsi défini, r est un espace vectoriel et fermé.
En effet, posons
3) lim |j/«—/il = 0,
n—c'o

<

ou
4) fnz r et fn(x) =JVTa(")ii pour n=1 2, ..

i=1

Il s’agit de montrer que f (ZT. Or, (2) entraine lim! —/=/[—0,

P~>o00, #-=>00

d’ou, comme par définition fp(x) —f g(x) /- (af) —o.fiffi, on conclut

oo

de (3) en vertu du th. (Chap. IV, § 4), p. 66, que IimZ |~ =0
/=]

/7|~>OO

¢>co

et, par conséquent, qu’il existe une suite {a,} telle que I'on

alimZ JP4®—a; |- 0 et Z lal< ... Onadonc pour tout x={!,} Z (c)
/=1

/Z-»00 i= 1

I’égalité limZ N =S¥ d’ou, selon (4), lim /«(x) a4 et

comme selon (3) lim I/«(xX) —/ (x) |<; lim |V,,—/1l =}x 1= O, il vient

oo

f(x):'5=£'ai’\i pour tout x C (c). La fonctionnelle / est donc de la

forme (2), d’ou finalement / d U

Ceci établi, soit

(5) /0x) = lim ii pour x ={<C (c)

La fonctionnelle /,, ainsi définie n’appartient évidemment pas
a F. Cependant il n’existe aucun x0= {£(°)} Z (c) satisfaisant aux

conditions (1), car (1) et (5) entrainant I'égalité lim =1, il est

/—o00

impossible d’avoir pour toute suite de nombres {a,} satisfaisant
aux conditions (2) I'égalité Z ai~0 = 0 exigée par (1).
1=1
§ 2. Ensembles réguliérement fermés de fonctionnelles linéaires.

Un ensemble vectoriel F de fonctionnelles linéaires définies
dans un espace E du type (B) s’appelle régulierement fermé, lors-
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gu’il existe pour toute fonctionnelle linéaire définie dans E, mais
n’appartenant pas a r, un élément x0d E qui remplisse les con-
ditions (1).

L’exemple qui précéde montre que I’ensemble vectoriel fermé
de fonctionnelles linéaires n’est pas toujours régulierement fermé.
Or, la réciproque est vraie: tout ensemble vectoriel de fonction-
nelles linéaires F qui est régulierement fermé est en méme temps
fermé dans le sens ordinaire (v. Introduction, p, 13) de ce terme.

En effet, soit

(6) fnC.r pour n=1,2, ..

et
7 lim \\Nn—/0il = 0.
203

Si dans ces conditions /, n’appartenait pas a lI'ensemble E,
supposé vectoriel et régulierement fermé, il existerait un x0d E
satisfaisant a (1); d'aprés (6) on aurait donc en particulier f n(x0) = 0
pour n=1, 2, ..., dou, selon (7), fO{x0 :nlii©r3/,,(x0) = 0, contraire-

ment a (1). On doit donc admettre que fOd E, c. a d. que I'en-

semble E est fermé.
Il est facile de donner des exemples d’ensembles réguliére-

ment fermés. Soit, en effet, E un espace du type (B) et Gd E
un ensemble vectoriel, dailleurs arbitraire. L’ensemble r des
fonctionnelles linéaires / définies dans E et telles que

/(X)=0 pour tout xd G
est, comme on l’apercoit aisément, régulierement fermé,

Remarque. Si I’ensemble E en question est non seulement
vectoriel et régulierement fermé, mais en outre total, il contient
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E.

En effet, la définition de I’ensemble total (voir Chap. IlI,
§ 3, p. 42) implique que le seul élément de E pour lequel toutes
les fonctionnelles f d T s’annulent est I'élément ®.

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des propriétés
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que possedent les ensembles régulierement fermés de fonction-
nelles linéaires X.

§ 3. Ensembles transfiniment fermés de fonctionnelles linéaires.
Etant donnés un nombre ordinal quelconque O qui est un
nombre-limite, ¢. a d. n’ayant pas de précédent immédiat, et une
suite bornée dénombrés réels {Q} dutype ¢ ad ou 1
on appelle limite transfinie supérieure de {C eton désigne par
Ill\rgoCt la borne inférieure des nombres réels t satisfaisant a I'iné-

galité C¢ t a partir d'un indice (ordinal) qui dépend de t. La
limite transfinie inférieure deACf) est ensuite définie par la formule

lim C¢c = —Ilim (— Q).

Lemme 1. Si l'on a pour une suite {#/~} du type de fon-
ctionnelles linéaires
I/1Bp M pour I><.i<

il existe une fonctionnelle linéaire f remplissant les conditions:

B8) WVl< M et limffx) < f (x) < limffx) pour tout x (f E.

La démonstration résulte du th. 1 (Chap. Il, § 2), p. 27, en
y posant p (X) = limMx). La fonctionnelle p (x) satisfait enoutre

a l'inégalité p (x) <; M X |

Ce lemme établi, nous appellerons une fonctionnelle linéaire
/ (xX) remplissant les conditions (8) limite transfinie de la suite
{7GCML

En particulier, lorsque lim \fn—f\ —O0, la fonctionnelle f (x)
est évidemment une limite transfinie de la suite {/«(x)}> car on
alimfn(x) = f (x) = limfn{x) pour tout x CfE.

/z-»00 n >«

b Cf S. Banach, 1 c., Studia Mathematica I, p. 228—234, ou se trou-
vent les théorémes des §§8 3—5 de ce chapitre.
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Un espace vectoriel F de fonctionnelles linéaires est dit
transfiniment fermé, lorsque toute suite transfinie {{%} de fon-
ctionnelles de U a normes bornées dans leur ensemble admet
une limite transfinie f d F.

Tout espace F transfiniment fermé est en méme temps fermé
au sens ordinaire.

En effet, les formules (6) et (7) donnent alors Ii>r20/«(x) —/0(x)

pour tout x d E et comme toute fonctionnelle / qui satisfait
a la condition lim/,(x)d f (x)d 1™ fn(x) est dans ce cas iden-

tigue avec la fonctionnelle /0, cette derniere, comme la seule li-
mite transfinie de la suite {/,}, appartient a I'espace F, qui est
par conséquent fermeé.

Lemme 2. Etant donnés lin espace vectoriel et transfiniment
fermé F de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-
nelle linéaire /, n'appartenant pas a F, il existe pour chaque nombre
M satisfaisant & la condition

9) QdM d\f—/oj pour tout fd F

un élément x0d E tel Qie I'on a

1
Ado) =1, fdo) =0 pourtout fd r et KO <—

Démonstration. {M,} ou M1l= M étant une suite infiniment
croissante quelconque de nombres, désignons par nt le plus grand
nombre cardinal satisfaisant a la condition suivante: étant donné
un ensemble quelconque Gd E de puissance < m, il existe une
fonctionnelle linéaire fd ~ telle que

(10) V1< M2 et V (x) —/0x)j<; Mle}x pour tout x (/ G.

Le nombre m ainsi défini—remarquons le de suite—ne dé-
passe pas la puissance de E, car, s’il existait un /C~tel que
17(x) —Qx) | mfx |pour tout x d E, on aurait [/—/0\d d It= M,
contrairement a I’hypothése (9).
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Ceci dit, nous allons montrer que m est un nombre fini.

Supposons, en effet, que m ne soit pas fini et considérons
un ensemble quelconque G Cf E de puissance itt. Rangeons les
éléments de G en suite transfinie ou 1C £< tf, en désignant
par Hle plus petit nombre ordinal de puissance nt; évidemment
if est un nombre-limite. En conséquence, pour tout nombre or-
dinal 7§ < tt la puissance de I'ensemble des termes de la suite {x"}
ou 1<;£< \ est< nt. Par définition de m il existe donc pour
tout g< tt une fonctionnelle linéaire (f r telle que

a1y Mli< Mj et \frix0—ffxf) <  m j pourtout £< fj

et, r étant par hypothese transfiniment fermé, il existe une fon-
ctionnelle linéaire / (f_r qui est une limite transfinie de la suite
{h} ou | <I'\< OO0 donc, daprés (11), qui satisfait aux conditions
VI<M 2 et /(*t) -fOX) < Ml exe' pour 1<if < tt, c. ad. aux
conditions (10). Ainsi, en supposant «t non fini, il existerait
pour tout ensemble G CfE de puissance m un f Cf F satisfaisant
a (10), contrairement a la définition de m.
Or, m étant fini, il existe un ensemble fini GI Cf E tel qu’au-

cune fonctionnelle / assujettie aux conditions

— o0 et \f(x) — . «-\/ pour tout xffG~

n’appartient a E

On en déduit aisément par induction I'existence dans E
d’'une suite {G,} d’ensembles finis tels qu’aucune fonctionnelle
/ qui, pour un certain k, remplit les conditions

\f—fo\<-Mk et \f(x)-fOX)\*Mr W\ pour xCfGi et i<k
n'appartient a G. Par conséquent, si I'on a pour un /.

12y ./(*)-/,,(*)! < Mr Jv|].pour xCfGi et i= 1,2,...

la fonctionnelle /7 n’appartient pas a G
Nous pouvons admettre que les éléments desensembles G,

ou i—1,2,.. ontles normes égales a .. :il suffit a ce but
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multiplier ces éléments par des nombres convenables. Si I'on
range ensuite les éléments de ces ensembles en une suite {xn},
en écrivant d’abord ceux de Gu puis ceux de G2 et ainsi de suite
on obtient

(13) limx,=0 et Yn]< 1 pour tout n=1,2,...

n->00

et si
(14) \f(Xn) - fOX,j\ < M1 pour tout n= 1,2, ..,

la fonctionnelle /7 n’appartient pas a G

Désignons par GO I’ensemble de toutes les suites {/ (xn}
pour f Ci T. On a évidemment GO (Z (c) et {fO(xn} (Z (c)- En vertu
de (14), la distance de {ffxn} a I'ensemble linéaire GO est Mx
Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires dans I’espace
(c) (cf. Chap. IV, 8§ 4, p. 66), il existe donc en vertu du lemme
(Chap. IV, § 3), p. 57 (en y posant G = G0, une suite de nombres
{Cr} et un nombre C tels que l'on a

(15) Climfaxn + y* Onfoxn) = 1,
n'!

(16) Clim/(x,,) +y Cnf (xn=0 pour tout f(Z C

n=1
et
<i7>
En posant donc x0 Cnxn on obtient finalement de (15)—(17),
n—1
en vertu de (13)? fOxQ'=1 /[x0 = 0 pour tout /(Zr et
® J J
«0 1 <Z\ On\ | xn \ ‘ c. q.f d

Le lemme 2 qui vient d'étre établi implique le suivant

Lemme 3. Les notions d'espaces vectoriels de fonctionnelles
linéaires régulierement fermés et de ceux trasfiniment fermés sont
équivalentes.
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Démonstration. Si un espace vectoriel r de fonctionnelles
linéaires est transfiniment fermé, il est fermé au sens ordinaire,
ce qui implique immédiatement en vertu du lemme 2 que F est
un espace réguliérement fermé.

Réciproquement, soient r un espace vectoriel réguliéerement
fermé de fonctionnelles linéaires, {/~} une suite arbitraire du
type 1 de fonctionnelles appartenant & r et dont les normes sont
bornées dans leur ensemble, enfin /0 une fonctionnelle quelcon-
que qui est une limite transfinie de la suite {/~}. On a donc

(18) lim/ux) </ 0x) <; \\mffx) pour tout x Z E.

Si en conséquence /, n’appartenait pas a F, il existerait par
définition de F un élément x f“ E assujetti aux conditions (1),
p. 115, d'ou, en particulier, ftfx) = 0, contrairement a (18). On
a donc /,Z F, de sorte que F est transfiniment fermé.

Les lemmes 2 et 8 donnent le

Théoreme 1. Etant donné un espace vectoriel régulierement
fermé F de fonctionnelles linéaires (définies dans E) et une fonction-
nelle linéaire /, n'appartenant pas a F, il existe pour chaque nombre
M satisfaisant & la condition

0< M< j/—/o] pour tout f (ZF

un élément x0Z E tel que l'on a

1
fox0)=1 /700 =0 pour tout frr et \xO\<—.

§ 4. Convergence faible des fonctionnelles linéaires.

On dit qu’une suite {/,} de fonctionnelles linéaires converge
faiblement vers la fonctionnelle /, lorsqu’on a

limfn(x)—f(x) pour tout xZ Em

La fonctionnelle / porte alors le nom de limite faible de la
suite {/,.}.
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La fonctionnelle f (x) est donc additive et mesurable (B);
selon le th. 4 (Chap. I, 8 3), p. 23, elle est donc linéaire. D’autre
part, en vertu du th. 5 (Chap. V, § 1), p. 80, la suite des nor-
mes {]/nj} est bornée. Enfin, on a

(19) |71<lim|M,
«>CO
car la convergence faible de la suite {/,} vers / entraine
Iirgo\fr(x) |= \f(X) (pour tout x, et comme FnX)\ <; |/,J-j;cj pour
n=12,..,on a \f(x) |-<< k[*lim Xn\ dou la formule (19).

n—=00

On en déduit aisément le
Théoréme 2. Pour qu'une suite {fn(x)} de fonctionnelles li-
néaires converge faiblement vers la fonctionnelle f (x), il faut et il
suffit que I'on ait simultanément
(20) la suite {]fn\} bornée
et
(21) Ii_)rpfn(x)zf(x) pour tout élément x d'un ensemble

dense (ou fondamental).

Théoreme 3. Si I'espace E est séparable, toute suite de fon-
ctionnelles linéaires {/,} dont I'ensemble des normes est borné con-
tient une suite partielle faiblement convergente.

Démonstration. Il suffit, en effet, d’extraire de la suite {/,,}
une suite partielle, convergente dans un ensemble dense dénom-
brable, ce qui est facile de faire par le procédé de la diagonale.

§ 5. Ensembles faiblement fermés de fonctionnelles linéaires
dans les espaces du type (B) séparables.

Etant donnés deux ensembles de fonctionnelles linéaires A
et r ou ACfr, I’ensemble A est dit faiblement dense dans r, lors-
que pour tout fCf_r il existe dans A une suite {/,} qui conver-
ge faiblement vers /.
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L'ensemble r de fonctionnelles linéaires s’appelle faiblement
fermé, lorsque F admet comme élément toute fonctionnelle / qui
est la limite faible d’une suite de fonctionnelles appartenant a F.

Théoréme 4. Si I'espace E est séparable, tout ensemble F de
fonctionnelles linéaires définies dans E contient un sous-ensemble
dénombrable A faiblement dense dans F.

Démonstration. On peut se borner au cas ou les normes
des fonctionnelles de F sont bornées dans leur ensemble, car
tout ensemble de fonctionnelles est une somme tout au plus
d’une infinité dénombrable d’ensembles ayant cette propriété.

Soient {xn} la suite dense dans E et Zn pour n= 1,2, ..
I’ensemble des points de I'espace «-dimensionnel a coordonnées

(22) f(x 1), f(x2, ..., f(xn)

pour tous les /7 (Y F. Il existe évidemment pour tout n un en-
semble dénombrable An(f F tel que les points a coordonnées (22)
pour f Cf A, forment un ensemble dense dans Z,. L’ensemble

A = y] Anest évidemment dénombrable et il existe pour toutfC fT
=1

n
une suite {/«} satisfaisant aux conditions fn \fn(xd —
1
— pour tout i=1,2,..,, n, donc qui converge faible-
ment vers /, puisque, les fonctionnelles fn appartenant a A (f F,
I’ensemble de leurs normes est borné par hypothese.

Théoreme 5. Pour les espaces E du type (B) séparables les
notions d’ensembles de fonctions linéaires (définies dans E) régulie-
rement fermé et faiblement fermé sont équivalentes.

Démonstration. Soit, d’'une part, {/,} une suite de fonction-
nelles linéaires appartenant a I' et qui converge faiblement vers
une fonctionnelle fO. On a donc

(23) limfn(x) =fnx) pour tout x (f E.

Si /,, n’appartenait pas a I’ensemble I', supposé régulierement
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fermé, il existerait par définition de cette notion un élément x0d »
satisfaisant aux conditions

(24) /0x0) =1 et /(x0) =0 pour tout fd T-

Comme fnC d on aurait par conséquent fn(x0)= 0 pour tout
«=1,2,..., dou, en vertu de (23), /Qx0) = 0, contrairement a (24).
Il en résulte quef0d d I'ensemble F est donc faiblement fermél.
D’autre part, en vertu du lemme 3, p. 121, il suffit de
montrer que I'ensemble F, supposé faiblement fermé, est transfi-
niment fermé.
Soient {/g} une suite du type tt telle que

(25) / Cf et \d|]< M ou I i<

et {X;} une suite dense dans E. Il existe, en raison de I’'hypothese,
pour tout n naturel un in ordinal tel que

(26) ‘ig;\Mxt)- I\él < h n(xd <Tim /Ex<) + % pour 1< i< n

Or, I’'espace E étant séparable, on peut en vertu du th. 3,
p. 123, extraire de la suite {/”} une suite partielle faiblement
convergente. En désignant par / la limite faible de la suite {/"\},
on a en vertu de (25) /C F et, en méme temps, on conclut de
(26) que / est une limite transfinie de la suite {/7}.

Les théorémes 1, p. 122, et 5, qui vient d’étre établi, entrainent
immeédiatement le

Théoreme 6. Si I'espace E du type (B) est séparable, alors
étant donné un ensemble vectoriel faiblementfermé / de fonctionnelles

linéaires définies dans E et une fonctionnelle linéaire quelconque fO
n‘appartenant pas a F, il existe pour chaque nombre M satisfaisant

a la condition
0<M< VY—/] pour tout f (ZF

9 On voit donc que la séparabilité de E n’intervient pas dans cette
partie de la démonstration.
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un élément x0C2E tel que I'on a

/0(x0) =1, /(x0) =0 pour tout fC.T et \XO\<~/-.

Le th. 5 entraine en vertu du lemme 3, p. 121, /*équivalence
des notions d‘ensembles réguliérement, transfiniment et faiblement
fermés de fonctionnelles linéaires dans les espaces E du type (B)
séparables.

Il en résulte, en tenant compte de la remarque, p. 117, le

Théoréme 7. Si l'espace E du type (B) est séparable et r est
un ensemble de fonctionnelles linéaires définies dans E, non seulement
vectoriel et faiblement fermé, mais aussi total, alors E contient toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans E (c. a d. f = E).

§ 6. Conditions pour la convergence faible des fonctionnelles
linéaires définies dans les espaces (C), (L(p), (c) et (bC).

Nous passons a étudier successivement la convergence faible
des fonctionnelles linéaires dans quelques espaces particuliers du
type (B) séparables. Tels sont les espaces (C), (L(p) pour p >- 1,
(c) et (/(p) pour p y- 1.

L’ensemble dense dénombrable constituent: dans (C) et (Z(p))
les polyndmes a coefficients rationnels, dans (c), resp. dans () ,
les suites de nombres rationnels dont tous les termes a partir
d’'un indice suffisamment élevé restent constants, resp. sont
égaux a 0.

Espaces (L(pf ou p> 1. Toute fonctionnelle linéaire f (x)
définie dans (L(p) étant (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme

27) JX(0a()dt ou af(t)C
0
la suite des fonctionnelles
i
(28) {Z7«(X)} = jjx (t) an(t) dt
0
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converge faiblement vers la fonctionnelle (27), lorsqu’on a
i i
(29) lim (x (t) an(t) dt = (x (t) a (t) dt
0

pour toute fonction x (t) (f (E p)).

Or, on peut montrer aisément que pour la convergence faible
de la suite (28) vers la fonctionnelle (27), il faut et il suffit que
Von ait simultanément:

i
(30) la suite ]j"j an(t) [E1 rffj bornée

O
et

(31) lim Jan(t) dt = (Ja(t) dt pour 0 u 1X.
n
0 0
La démonstration résulte du th. 2, p. 123, étant donné que
i P po1
I'on a \\n\= \an(t) p-1dt » , que, en outre, les fonctions xut)

définies pour 0 u<; 1 par les conditions

(1 pour O u
X \ 0 pour u<t” 1 ;
forment un ensemble total dans (Idp)) et enfin que /xut) an(t) dt =

= Fa,,(t) dt pour tout n= 1,2, .. ’

b

Espace (L). Toute fonctionnelle linéaire /(x) définie dans
(Z) étant de la forme
i
(32) f(x)=]x(®)a (t dt ou a(t) Cf (M)
0

(cf. Chap. IV, 8 4, p. 65), la suite des fonctionnelles

9 Ces conditions ont été données par F. Riesz 1 c., Math. Ann. 69
(1910), p. 449—497.
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i
(33) {f.(}=1Jix@®ant) j ou anlt)C (M)
converge faiblement veors la fonctionnelle (32), lorsqu’on a
i i
(34) lim |x (t) ««(0 dt— fx (f) a (f) dt pour tout x (t) G (L).
0 o

On montre comme dans le cas qui précede que pour la con-
vergence faible de la suite de fonctionnelles linéaires (33) vers la
fonctionnelle (32), il faut et il suffit d'avoir simultanément:

(35) les fonctions de la suite {an(t)} bornées dans leur ensemble, en
dehors tout au plus d'un ensemble de valeurs de t de mesure lebes-
guienne nulle,

(36) lim fant) dt = fa(t)dt pour 0 a-<1X.
U

Remarque. Les conditions (30) et (31) sont évidemment
nécessaires et suffisantes pour que l'on ait la propriété (29).
Il en est de méme des conditions (35) et (36) pour la propriété (34).

Espaces (I(p)) ou p 1. Toute fonctionnelle linéaire f (x)
définie dans (Pp)) étant de la forme
X (/VIY' pour p>1
37) f (x) oax ={,} C (1{P) et «mC
i=l (M) pourp=1
(cf. Chap. 1V, § 4, p. 67—68), la suite des fonctionnelles
38 Ux)) = \y*ind oo {<*,)c{ fARA otlr p >\
(38) {Ux)) A Jou{}{l(:M)))p )

lihi pour P

converge faiblement vers la fonctionnelle (37), lorsqu’on a

(39)  1im~  ain aiez pour tout X = (i,} C (t{p)).

9 Ces conditions ont été trouvées par M. © Lebesgue.
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Pour que la suite des fonctionnelles linéaires (38) converge
faiblement vers la fonctionnelle (37), il faut et il suffit que I'on ait
simultanément

{v |<mJ/~]}I " pour p>1

(40) la suite: bornée,
{bom/eﬂ_s)up \ain) pour p =1
(41) lim ain= pour i=1,2, ..

La démonstration résulte du th. 2, § 4, p. 123, en s’appu-
yant sur le fait que les éléments

_i 1 pour i=j

Xj —{e/7y ou  Zj L.
0 pour 1 |

forment une suite totale dans (Ppf et que l'on a en outre
fn(Xj) = ajn pour tous j et n naturels; on tiendra compte enfin de
la représentation de la norme des fonctionnelles linéaires dans
les espaces (/V)), donnée p. 68.

Remarque. Les conditions (40) et (41) sont en méme temps
nécessaires et suffisantes pour (39).

Espace (c). Vu la forme générale des fonctionnelles linéaires
définies dans (c)
42) f (xX) = Alim&+ V a-H ou x = {f} Cf(c) et {a} Cff(l)
H

(cf. Chap. IV, 8§ 4, p. 66), la suite des fonctionnelles linéaires

43) {/.(xX)} = ZAnlim + V ain ou C (0 pour n=1,2,...
I J

converge faiblement vers la fonctionnelle (42), lorsque

(44) lim Anlim £-f y ainh = Alim s+ V a £t pour tout Q (o).

i'->00 /—o00 B

1—1

On montre facilement que pour la convergence faible de la suite
(43) vers la fonctionnelle(42), il faut et il suffit d’avoir simultanément

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 9
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(45) la suitej” jain |d bornée
i=1

(46) lim An—A et limain= og pour tout i=1,2, ..

§ 7. Compacticité faible d’ensembles bornés dans certains es-
paces.

Les résultats qui précedent permettent de déduire en vertu
du th. 3, p. 123, les théoréemes suivants.

Pour (L(® oup> 1. Toute suite de fonctions {a, (0}, ou
an(t) Cf (HP)), assujettie a la condition

an(t) pdt < M,

o0 M est un nombre indépendant de n, contient une suite partielle
{*«,-(0} "¥/<2 que I’on a pour une fonction a0(f) (f (L{E>

pour tout x (t) Cf (L p-1) X.
0

En effet, les expressions /Zan(t) x (t) dt pour tout n= 1,2, ..
0

peuvent étre regardées comme des fonctionnelles linéaires définies
dans (L(p_"->2). L’ensemble de leurs normes étant borné et I’espace

(L(r)_~X)) étant séparable, on peut d’aprés le th. 3, p. 123, extraire
de la suite {un{t)} une suite faiblement convergente; on n’a en-
suite qu’a appliquer I'’énoncé établi pour les espaces (Pp> au § 6,
p. 127.

Pour (M). Toute suite de fonctions {an(;)} ou ant) Cf (M)

0 Ce théoreme est d0 a M. F. Reisz 1 c., p. 466—467.
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dont les normes sont bornées dans leur ensemble contient une suite
partielle {«,.(/)} telle que lI'on a pour une fonction a0(t) (f (M):
i i
a,,.(t) x (t) dt =2 al(t) x (t) dt pour tout x (t) Cf (L).
0 0
La démonstration est analogue a la précédente.
Pour (M) ot p> 1 et (m) on a des théoremes analogues.

§ 8. Fonctionnelles linéaires faiblement continues définies dans
les espaces des fonctionnelles linéaires.

F (f) ou /C E désignant une fonctionnelle définie dans
I’ensemble E de toutes les fonctionnelles linéaires (définies dans
E supposé un espace du type (B)), nous appelons la fonctionnelle
F (f) faiblement continue, lorsqu’on a r!En F (/,) = F (f) pour toute

suite {/«} de fonctionnelles linéaires faiblement convergente vers /.

Théoréme 8. Si I'espace E du type (B) est séparable et la
fonctionnelle linéaire F (/) définie pour f (Z E est faiblement conti-
nue, il existe un élément x0(f E tel que l'on a

47) F(f)=f(xo0 pour tout fCfE.

Démonstration. F désignant I’ensemble de toutes les fon-
ctionnelles f ZZE qui remplissent I’équation F (f) = 0, la continu-
ité faible de Z7 a pour conséquence facile que F est un ensemble
faiblement fermé. On peut évidemment admettre que F  E. Soit
donc /,, une fonctionnelle linéaire remplissant I’équation

(48) /='(/,)= 1-

Il en résulte en vertu du th. 6, p. 125, I’existence d'un>c0Cf E
tel que lI'on a

(49) foxo)=1 et f (xQ =0 pour tout f (ZF.
Or, l'identité

(50) f=f0F(f) + ¢ pour tout f (ZE, ou <=/—/0< (/),
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donne, selon (481 /7@ = 0, dou y (Z T et par conséquent, dap-
rés (49), p(x0 = 0, ce qui entraine en vertu de (50) la propriété
47), g. f. d

Remarque. Si l'espace E n’est pas séparable, le th. 8 reste
vrai, pourvu que la fonctionnelle F (f) soit linéaire et I'ensem-
ble désigné par E soit régulierement fermé (ce qui permet de
faire appel dans le raisonnement au th. 1, p. 122, au lieu du th. 6,
p 125).



CHAPITRE IX.

Suites faiblement convergentes d’éléments.

§ 1. Définition. Conditions pour la convergence faible des
suites d’éléments.

Une suite {x,,} d¢léments de E s’appelle faiblement convergente
vers I’élément xCfE, lorsqu’on a

(!_L%f (%,) =f (x) pour tout fCTfE,

*

c. a d. pour toute fonctionnelle linéaire / définie dans I’espace
donné E.

Théoreme 1. Pour que la suite {xn} converge faiblement vers
X, il faut et il suffit d’avoir simultanément

(1) la suite { |x,, [} bornée
et
2 Ii+r(r]1D €{X,,) = p(x) pour tout @(f A ou A estunensemble
Nn-H

dense dans E.

Démonstration. La nécessité de (1) résulte du th. 6 (Ch.
V, § 1), p. 80, et celle de (2) est évidente.

Pour en démontrer la suffisance, considérons une fonction-
nelle quelconque f d E. En vertu de (2), il existe alors pour

_ S

tout nombre S. 0 une fonctionnelle Ef A telle que - —f -
ou M désigne la borne supérieure des nombres [xn\et [ \ qui
existe dapres (1). Par conséquent \f(X —Xx,,) \<; (X —X,,) \+



134 Chapitre 1X. Suites faiblement convergentes d’é¢léments.

s
ok ox —xnN\< Jp(x —xn) &+ s; comme lim P(xn) ,= P(x) et s
est arbitraire, on en conclut que lim/ (x,,) = f {X), c. a d. que la

suite {xn} converge faiblement vers x.

Remarque. Il suffit d’ailleurs d’admettre de A que les com-
binaisons linéaires formées de fonctionnelles appartenant a I’'en-
semble A constituent un ensemble dense dans E.

Théoreme 2. Si la suite {xr} converge faiblement vers x, il
existe une suite {gn} de combinaisons linéaires d¢léments de {xn}
telle que lim gn= x.

La démonstration résulte du th. 6 (Chap. IV, 8§ 3), p. 58,
et de la définition de la convergence faible des suites d’éléments.

§ 2. Convergence faible des suites d’éléments dans les espaces
(C), (LM), () et (M).

Envisageons a présent la convergence faible des suites d'élé-
ments dans les espaces particuliers les plus importants.

Espace (C). Etant donnée la forme générale des fonction-
nelles linéaires définies dans (C) (voir p. 61), pour qu’une suite
de fonctions continues {xn{t)} converge faiblement vers la fonction
continue x (t), il faut et il suffit que l'on ait

0 0]

pour toute fonction g (t) a variation bornée.

Il en résulte que pour la convergence faible d'une suite de
fonctions {xn(t)} ot xn(t) Cf (C) vers la fonction x (t) Cf (C), il faut
et il suffit davoir simultanément

4) les fonctions xnt) ou n= 1,2, .. bornées dans leur en-
semble,

(5) !im xn(t) = a (t) pour tout t Q [0,1].
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En effet, la nécessité de (4) résulte du th. 1, p. 133, et
celle de (5) est une conséquence du fait que, tB désignant un
point arbitraire de [0,1], la fonctionnelle f (x) = x (t0) est linéaire,
dou limf (x,) =f (X) et par conséquent lim xn(tQ = x (/,,).

/2 00 /z—>co

La suffisance consiste en ce que lesconditions (4) et
(5) entrainent Iégalité (3) pourtoute fonctiong (t) a variation
bornée (cf. Introduction, § 5, p. 7).

Ceci établi, on obtient du th. 2, p. 134, le théoreme suivant:

Si une suite de fonctions continues {xn(/)} ou 0 < t<ft est
bornée et converge partout vers une fonction continue x (t), il existe
une suite de polyndémes formés de termes de la suite {x,(t)} et qui
converge vers x (t) uniformément.

C’est une propriété remarquable de I'espace des fonctions
continues et qui est en défaut p. ex. déja pour les fonctions de
la premiére classe de Baire.

Espaces oup>1 La suite {xnt)} ouxn(t) Cf (LE) con-
verge faiblement vers x (t) (ff (/>)), lorsqu'on a

0 0

pour toute fonction a (t) ¢f (L(p~v ).

Il en résulte en vertu de la remarque, p. 128, le théoréme
suivant:

Pour la convergence faible d’une suite de fonctions {xn{t)} ou
xn{t) (ff (L) vers lafonction x (t) Cf (L(p>) il faut et il suffit d’avoir
a la fois \

(6) la suite xn(t) hdt j. bornée

et

0 0

;) Ce théoreme a été démontré par M. F. Riesz 1 c., Math. Ann. 69
(1910), p. 465-466.
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Espace (L). La suite \xnt)} converge faiblement vers xQ(t)
ou xnCf (L), x0OCf(L) et 0 t 1, lorsqu'on a

(8) lim (Xn(t) « (t) dt = J( xQ(t) a (t) dt
0 0
pour toute fonction bornée a (t).
Il en résulte le théoréeme suivant:
Pour la convergence faible de la suite de fonctions {xn{t)}
appartenant a (L) vers la fonction x (t) Q (L), il faut et il suffit

que les conditions suivantes soient remplies simultanément:
i

(9) la suite Jw O I* ton*.
(10) il existe pour tout nombre s> 0 un nombre tj> 0 tel que
I'on ait

xnt)dt -<e ou n=1 2 ..
H

pour tout ensemble H de mesure < N\ de valeurs de tJ,
(11) IimJI xn(t) dt :Jj xQt) dt pour Om<u 1.
n N
0 0 1
En effet, (8) équivaut a I'égalité lim /[xn(t) —xO{t)\o.{t) dt=10

pour a (t) (ff (Ai); le théoréme en question s’en déduit facilement
a l'aide du théoréme de Lebesgue énoncé p. 7 (voir Intro-
duction, § 6).

Espace (c). Pour qu'une suite {x,} ou xn—{?w}G (c) converge
faiblement vers I'élément x = {&/} Cf (c), il faut et il suffit d'avoir
a la fois:

(12) la suite {]a,,]} bornée,

*) Cette condition (10) implique d’ailleurs la condition (9).
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(13) limsS"=1i et ﬂ|l_m (II[%Zf) = lim Zi.

La démonstration est immédiate, étant donné que toute fon-
ctionnelle linéaire dans (c) est de la forme /(x) = Cclimz +

I—weo

oo oo

+ £ c. 00 x = {Zi} et y/1 - 1C\ +_Zl\Ci\ (voir p. 66) et en te-
1=

nant compte du fait que, si I’'on pose

limz pour i=0
/<y="" .
pour 1> 1
les combinaisons linéaires formées de termes de la suite {ffx)}
ou i= 01 2, .. constituent un ensemble dense dans celui de tou-
tes les fonctionnelles linéaires définies dans (c).

Espaces (IP) oup > 1. Pour qu’une suite {xn} ou xn= P)
converge faiblement vers x = {£-} Cf {lip), il faut et il suffit que l'on
ait simultanément

(14) la suite des nombres A bornée

et
(15) lim 2w - zi pour tout i- 1,2, ..

n—>00

La démonstration résulte de la remarque, p. 129.

Espace (I). Pour qu’une suite {x,,\ ou xn—{2A\n)} (Z (0 conver-
ge faiblement vers x = {£<} (f (J), il faut et il suffit que I'on ait

0o

lim kn—x \= 0, c’est a dire, lim ji"> —A\= 0.

En conséquence:

Dans I'espace () la convergence faible est équivalente a la
convergence suivant la norme.

Démonstration. Admettons que {Xxn} converge faiblement vers
X. En posant 'fP = £(") —Z, la suite {yn} ou yn= 17~} converge
donc faiblement vers © avec n —-... On a par conséquent pour
toute suite bornée de nombres {c,}
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(16) lim V 2tij(") = 0.
«=>00 1=1
Soit
. I 1 pour j =i
t 0 pour j ™ /
d’ou
a7 limt()=0 pour tout j =12, ..
Il s’agit de montrer que l'on a
(18) IimV1YPI[I=Ilim |y |=0
n—>00 «—>00

Supposons par contre que

(19) lim T7[4() |> s> 0.
«—>00 Iﬂ‘\

Définissons par induction deux suites croissantes de nom-

bres naturels {«*} et {rA& comme il suit:
a

1° nl est le plus petit ntel quej*[ |> §
i—1

r 8 S
2° rl est le plus petit r tel quef£ |~*§ji>6 et \(D|< g*
i=1 i—r-41

3° rik est le plus petit nombre naturel dépassant ki et tel

rk -\

€
X 1T P t (D |I<
que X, 1TF) > s et ,_ J(D <

4° rk est le plus petit nombre naturel dépassant rk-i et tel

que 2 1rfk) 1> 2 et.5 Imi)l< 5’
T——td I~rkirl

Les suites {«*} et {r*} ainsi définies existent en vertu de
(17) et (19). Or, soit maintenant

(2 c =f siSn p™r 1< i< n
{.sign 7j(nAH) <f< /AH.

On a donc jo/] = 1 pour tout i= 1,2, .., dou selon (16)
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(21) lim Vet 7= o.
k->00k1

[e0) rk rk—1
Mais, d’apres (20), on a ECi TWk) I> E Iriyk) f- EI
=

£ E £ E
J— O] t o t 4° 3 "%
. d’ou, en vertu de 3° e ,Elc,$?*>/\ » 5 5 10
pour tout &—1, 2, ..., ce qui est incompatible avec(21). On a

donc I'égalité (18), c. g, f. d.

§ 3. Relation entre la convergence faible et forte dans les
espaces (Z>)) et (2W) p> i

Au sujet de la relationentre la convergence faible délé-
ments et celle selon la norme onpeut énoncer pourles espaces
{Rp) et (//) ou p > 1 les théoréemes plus généraux suivants:

Si la suite {xn(t)}, ou xn{t)E ("~ p) et P> converge faible-
ment vers x (t) E et si en outre

lim [ X,,(t) » dt = i\x (t) jpdt,
0

alors la suite {xn(t)} converge vers x (t) selon la norme, c. a d.
que l'on a
i
lim Jixn(t) —x (i)il dt = 0.
0

Nous allons démontrer le théoréme analogue pour les es-
paces (M) ou p> 1 (le cas p =1 étant envisagé au § 2, qui
précede).

') Ce théoréme a été démontré pour la. premiére fois par M Radon
(Sitzungsberichte der Akad. fur Wissensch. in Wien, 122 (1913), Abt. Tl-a, p.
1295—1438). Cf. aussi F. Rie sz Acta Litt. Ac. Scient. Szeged, 4 (1929), p. 58—64
et 182—185.
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Si la suite {xn}, o0 xn= {£)"3 G (I() et P > 1, converge fai-
blement vers x = {£<4 G (") et si I'on a
lim kn]—¥ L
==
alors
(22) lim \xn—x\ = 0.

K->00

Démonstration. On a d’aprés (15), p. 137,

(23) lim g9 = &
et
N
24) vy 2 W «-tiirzys [£)- ilYvY+V ™~ |9%)-i;\p
! i=1 1 .U ' i -A

ou A7 est un nombre naturel arbitraire. Or,

p p p

£ 1IN - 6/<//~ | p\i £ -¥K
i\ V2V, =

d’ou par I'hypothése et d’aprés (23) et (24)
p

limlJligds- />< 12 JJ1lfcp = 202 |J&F

i=l r /.V J i X

Comme IimG I&#p= 0 et A7 est arbitraire, on en tire I'éga-
Ar-x» [=jv

lité (22), q. f. d.

§ 4. Espaces faiblement complets.

Etant donné dans un espace E du type (B) une suite d’élé-
ments {xn} telle que limf (xn) existe pour toute,fonctionnelle li-
«->00

néaire f (x) définie dans E, il peut n’exister aucun élément x0G E

vers lequel la suite {xn} soit faiblement convergente, c. a d. tel

que l'on ait lim/(v,,) = /7 (*0) pour toutes les fonctionnelles liné-
n—o=

aires f (ZB a la fois.
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En voici un exemple dans I'espace (C). Soit {x,{t)} ou
0<!'tC 1 une suite de fonctions continues, bornées dans leur

ensemble et convergeant partout vers une fonction z (t) qui
i

n'est pas continue. La limite lim | xn{t) dg existe alors pour
zs@b

toute fonction g {t) a variation bornée (cf. Introduction, § 5,
p. 7), mais la suite {xn(t)} ne converge faiblement vers aucune
fonction continue.

Cependant on a le théoréme:

Dans les espaces (L(p) et ou p D- 1 l'existence de r!i_mf (X,,)

pour une suite {xn}, quelle que soit la fonctionnelle linéaire f, en-
traine la convergence faible de la suite {x,} vers un élément XxO.

i
Démonstration pour (L). Si lim 1 xn(t) a (t) dt, ou x,,(t) Cf (L),
n~»oob

existe pour toute fonction a (t) Cf (*)> on a évidemment
i
IimJJ [xp(t) —xg®\a (t) dt = 0 pour tout a (t) (f (M).
Pt
q-"ooq

Nous allons montrer qu’il existe pour tout s> 0 un tj> 0
et un N naturel tels que l'on a

(25) f XNt) - Xnt) dt< s

pour tout n N et pour tout ensemble H de mesure < y;

En effet, il existerait dans le cas contraire deux suites in-
finiment croissantes de nombres naturels {/?} et («a} et une sui-
te densembles {Hk} de mesure tendant vers 0 telles que

S KPKO —x k(1) [dt > s, d'our lim f [xPft) - x,k(®)] a(t) dt=0
. AE>00

pour tout a (t) Cf (M), contrairement au tb. de Lebesgue (voir
Introduction, 8 6, p. 7).
Ceci établi, on a donc en particulier, si q est suffisamment

petit, flxn(t) |dt < e pour tout « = 1,2, ..., d’ou selon (25),
H
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(26) rlxr(t) Jdt < §s pour tout n—1,2, ..,

"
pourvu que la mesure de H soit < t.

Posons
t

@7 lim,(x,,(u) du = p(t) .
0
Nous allons montrer que la fonction @(/) est absolument
continue.
En effet, pour tout e> 0 il existe d'apres (26) un tj> 0 tel

que I'on a / [xn(t)jdt < e pour n= 1,2, .. et pour tout ensemble
H

H de mesure < \j. En particulier, si H se compose d’un nombre

fini de segments a extrémités f, et t/ n’empiétant pas l'un sur
U

I'autre, on a donc lim j xn(t) dt= lim ~ j xn(t) dt = M (t/) —p(f)],
dou 1 [p{m - pm i 's ce qui exprime la continuité absolue

de la fonction p(t).
Ceci étant, on n’a qu’a poser p(t) = xQ(t) pour conclure de
(27) et des conditions pour la convergence faible, établies p. 128,
que la suite {"«(0} converge faiblement vers x((t).
Démonstration pour {Dp) ou p > 1. Admettons que

i
lim I xnt)y (t) dt, ou xn(t) Q (Luu) quel que soit n=1, 2,..., existe
/Z—>00.0

pour touty (t) C_ (L(;o—_l)). Les fonctionnelles fnly) = jlxr(t)y (t) dt
0

sont évidemment linéaires dans (L(p_-])) et comme, par hypothese,

limf,,(y) existe pour touty (t) (L(p_~*)), la fonctionnelle f (y) =
= L!’rgof n(y) est, selon le th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, également linéaire
dans (L(p_-l)); elle est donc (cf. Chap. 1V, § 4, p. 64) de la forme

/ (V)= f xQ(t)y(t) dt ouy C (Z(™ 1}) et x0OC (LN).
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Il en résulte que
i i
lim I xnt)y (t) dt = fxQt)y (t) dt pour tout vy :
= ;

c. a d. que {xn} converge faiblement vers x0 c. g f d

Démonstration pour () est analogue a celle du théoréme éta-
bli au § 2, p. 137—139, et consiste a établir la convergence suivant
la norme de la suite {X,} vers un élément x0

Démonstration pour (M) ou p> 1 est analogue a celle pour
(LW).

§ 5. Un théoréme sur la convergence faible d’léments.

Nous allons terminer ce chapitre par le théoréeme général
suivant.

Théoréme 3. Etant donnée une opération linéaire y = U (x)
définie dans un espace E du type (B) et dont le contredomaine est
situé dans un espace EIl, également du type (B), si une suite {X,}
converge faiblement vers x0 dans E, la suite {U (xn} converge
faiblement vers U (x0 dans EL

Démonstration. Y étant une fonctionnelle linéaire quelconque
définie dans Eu la fonctionnelle Y[U(X)\ —X(x), définie dans E
y est évidemment additive et continue, car on a \X(X)\ = jL[é/(x)]j
< IKIF1iZGo)l < IYNSU\x | i

La convergence faible de {x,} vers x0 impligue donc que
lim Y[U(Xn\= lim X (xn = X(x0) = L[eZ(x0], c. a d. que {U(xn)}

/z—>03

converge faiblement vers U (x0, c. g. f. d

Remarque. Dans I'hypothése supplémentaire que l'opération
y = U (x) est totalement continue, la convergence faible de {xn}
vers x0 entraine la convergence de {U (xn)\ vers U (x0 selon la
norme, c. a d. I'égalité

lim JU (xn) —U (x0 |= 0.
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En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un s> 0 et une
suite partielle {x,,.} telle que

(28) JU (X, ) —U X0 |> e pour i=12 ..,

la suite {U (xnJ} convergeant en méme temps suivant la norme
vers un y" (f £\. Or, la convergence faible de {x,,;} vers x0entrainant
d’autre part, en vertu du th. 3 qui précéde, celle de (é/(x,,.)} vers
U (x0, on aurait y1= (J (x0, ce qui est impossible selon (28).



CHAPITRE X.

Equations fonctionnelles linéaires.

§ 1. Relations entre les opérations linéaires et les opérations
conjuguées avec elles J).

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des équations de
la forme y = U(X) ou U est une opération linéaire ayant pour le
domaine des x un espace E du type (B) et pour le contredomaine
un espace Ev situé dans une espace E' également du type (B).

Les fonctionnelles définies dans E seront désignées par X et
celles définies dans E’ par Y.

Si la transformation de E en El déterminée par I’opération
linéaire y = U {x) est biunivoque, I'opération inverse v= U"(y)
est évidemment additive. |l est facile de voir que pour I'exis-
tence de l'opération inverse, il faut et il suffit que

U(X) =0 entraine x=0.

Si l'opération inverse est continue, il existe un M > 0 tel
que IxlIh< M-I/l -

Réciproguement, s’il existe un nombre m > 0 tel que mu]x ]|
< JU (x) || il existe I'opération inverse continue.

Si l'opération inverse est continue, le contredomaine EIl est
fermé.

En effet, en posant limyn=y, ou yn=U(xn), on a

') Les théoremes du § 1 de ce chapitre se trouvent dans la note de
S. Banach, 1L c, Stud. Math. | (1929), p. 234—238.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 10
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lim qzsgo—x,7|< Mdigw_)éy,,wy,, . 0, dou, en posant limx,, = X,

on tire U (X) =y.

Si la fonctionnelle FO est une limite transfinie de la suite
{Yf( du type il, la fonctionnelle conjuguée X0= U (F0Q est une
limite transfinie de la suite {Xff = {U {Yf)} du type tt

En effet, on a pour tout x les égalités (xX) = W[U (x)] ou
1< «< >

Lemme. L’opération associée X U(Y) admettant l'opéra-
tion inverse continue et Fy désignant un ensemble quelconque des Y
vectoriel et régulierement fermé, I'ensemble [correspondant F= U (Fy)
est aussi réguliérement fermé.

Démonstration. Il existe par hypothése un nombre M > 0 tel
que l'on a ; U(Y), M-, K| pour tout Y. Par conséquent, si
XACTU (Tj) et JAfJC C pour tout 1 1< t, ou X = U (Yf),

on aura aussi YMffFlet | J=< C pour tout 1 L’en-

semble FI étant par hypothése réguliéerement fermé, il existe en
vertu du lem. 3 (Chap. VIII, § 3), p. 121, une limite transfinie YOCf F1
de la suite {1°}. Evidemment la fonctionnelle X0= U (Y0 appartient
donc a D (Fy) et elle est une limite transfinie de la suite {Xfj.
Ainsi I’ensemble F = U (FX est transfiniment fermé, donc, en vertu
du méme lemme, régulierement fermé, c. q. f. d

Théoréme L Si l'opération associée X — U (F) admet I'opé-
ration inverse continue, I'équation y —U (x) admet une solution
pour touty.

Démonstration. Etant donné un yOCfE' quelconque, désignons
par Fy I’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires Y telles
que Y(y0) =0 et par T celui de toutes les fonctionnelles X=(J(Y)
ou YC Fy.

L’ensemble Fy est régulierement fermé; il en résulte en vertu
du lemme qui précede que I’ensemble F est aussi régulierement
fermé. D’autre part, Y0 étant une fonctionnelle linéaire telle que
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YOy0) = 1, la fonctionnelle X0= U (YO n’appartient pas a [I.
Il existe donc en vertu du th. 1 (Chap. VIII, § 3), p. 122, un
élément xO0(f Etel que I'on a

@ X0x0) =1 et X (x0)= 0 pour tout X CfT.
En posant

@ yi

on a YOyi) = XO(x0 et Y (yt)

3) ~o0u) =1 et Y(yX® = 0 pour tout Y (fEt.

u (x0),

X (x0), d’'ou en raison de (1)

Or, quelle que soit la fonctionnelle linéaire Y, la fonctionnelle
Y= Y—[Y(y0] =YO appartient évidemment a ru puisque Y (0 =
= Y(y0 —I[Y (yM)]-YQy0) = 0. On a par conséquent, selon (3)
T0') = K(@') - \Y(ya)] mYaiy,) = Y(y,)- Y(y0 =0, donc Y(yi-y0=0
pour tout Y. Il en résulte I'égalité y1—y0= 0, donc, daprés (2),
la solution yO= U (x0) pour I’¢lément yO FE’, qui a été arbitraire-
ment donné d’avance, c. gq. f. d

Réciproquement, on a le

Théoréme 2. Si I(quation X = U(Y) admet une solution pour
tout X, alors

1° I'opération y = U(x) admet [I'opération inverse continue,

2° le contredomaine de U(x) est I'ensemble desy qui satisfont
a la condition

4) Y(y) =0, ¥ Z7(F)=0.
Démonstration. 1°. Si l'opération y = U (x) n’admettait pas
d’opération inverse continue, il existerait une suite {x,,} d’éléments
de E tels que

(5) lim \\ [J|= co
et lim Jynj= 0 ouy, = U(X,).

Or, I’équation X = U (F) admettant par hypothése une solution,
quel que soit X, on a lim X (x,,) = lim Y(yn)= 0 pour toute fonction-
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nelle X définie dans E, ce qui implique en vertu du th. 6 (Chap.
V, 8 1), p. 80, que la suite des normes {||x.|I} est bornée,

contrairement a (5).
2°. Admettons que pour un élément yOC E’

(6) U(Y) = 0 entraine Y (%) = 0.

Le contredomaine El de I'opération U{x) étant fermé en ver-
tu de 1° (cf. ce Chapitre § 1, p. 145), si y0 n’appartenait pas a Eu
il existerait (cf. Chap. IV, 8 3, p. 57, lemme) une fonctionnelle YO
telle que

(7) Yyl =1
et Yily) = 0 pour tout y C ~- En posant X0= U (Y0, on aurait
donc Xfx) = Yny) =0 ouy = U(X)CLEuU dou U(YQ = 0, ce qui
entraine, d’apres (6), YAy0 = 0, contrairement a (7). Par conséquent

A C £i- B
Réciproquement, si U(Y) =X =0, on a pour tout y X EI

I’égalité Y(y) =X (X) =0, ¢c. g f. d

En remplagant dans les théorémes 1 et 2 qui précédent X,y,
X, Y, Uet Urespectivement par Y, X,y, x, Uet U et en appliquant
dans le raisonnement les théoréemes sur les fonctionnelles la ou
on a fait appel aux théoréemes concernant les éléments, on obtient

les deux théorémes suivants.

Théoreme 3. Si l'opération y = U (x) admet I'opération in-
verse continue, I’¢quation X = U{Y) admet une solution pour toute
fonctionnelle linéaire X définie dans E.

Théoréeme 4. Si I%quation y=U (x) admet une solution pour

tout y, alors
1° I'opération X=U(Y) admet I'opération inverse continue,
2° son contredomaine est I’ensemble des X remplissant pour

tout x C E la condition:

(8) (x)=0, si U(X)=0.
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Les théoremes 1 — 4 donnent lieu facilement aux théoremes
suivants.

Théoreme 5. Si I'équation y = U (x) admet pour tout y
exactement une solution, I'équation X=U(Y) en admet aussi exacte-
ment une pour tout X et réciproquement.

Théoreme 6. Si les opérations y = U(x) et X-1J(Y) admet-
tent les opérations inverses continues, il existe pour tout y et pour
tout X exactement un x et un Ytels que Von a y = U (x) et X = U(Y).

Théoreme 7. Si les opérations y —U(x) et X==U{Y) admet--
tent une solution pour tout y et pour tout X, elle est unique.

Nous allons démontrer en outre les trois théorémes qui suivent.

Théoréme 8. Si le contredomaine d’une opération linéaire
U (x) est fermé, celui de I'opération associée U (Y) est I'ensemble
des X qui remplissent la condition (8): X (x) =0, si U{*) = 0.

Démonstration. L’ensemble dérivé £)' du contredomaine EXCfE’
de l'opération U (x) constitue (comme ensemble linéaire et fermé)
un espace du type (B).

Or, en désignant par Z une fonctionnelle linéaire quelconque
définie dans Ex et par UfZ) la fonctionnelle linéaire X satisfaisant
a I’équation

Z [U (x)] —X (x) pour tout x C E,

on vérifie aisément que les contredomaines des opérations UfZ)
et U(Y) sont identiques. En effet, pour toute fonctionnelle Y
définie dans E’ et assujettie a la condition

9) Z(y)= Y(y) pour tout yC Ef
on a Z [U X)] =Y[U®X)] pour tout xCfE, d’ou
(20) Ufz) = U(Y)

et, par définition de Z, il existe en vertu du th. 2 (Chap. IV, § 2),
p. 55, une fonctionnelle linéaire Y définie dans E'et satisfaisant
a la condition (9), donc a (10). La condition (8) en résulte en
vertu du th. 4, 2°, p. 148, en remplacant E' par Eu
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Théoreme 9. Si le contredomaine de I'opération linéaire U (Y)
est fermé, celui de l'opération U (x) est I'ensemble de tous les y qui
remplissent la condition (4): Y(y) = 0, si U(Y)=0.

Démonstration. Les fonctionnelles Z et UfZ) étant définie
comme dans la démonstration du th. 8, qui précede, remarquons
que UfZ) =0 entraine Z(y) = 0 pour touty (ffE on adonc Z=0.

Or, les ensembles des Z et des X étant des espaces du type
(B), I'opération X = UXZ) admet en vertu du th. 5 (Chap. IIl, § 8)
p. 41, I'opération inverse continue. Il en résulte en vertu du th. 1,
p. 146, que I'équation y = U (x) posséde une solution pour tout
y @ Ef Le contredomaine E1= Ex de l'opérationy = U (x) est
donc fermé.

La condition (4) étant évidemment remplie, lorsque y Cf Eu
il ne reste donc qu’a établir la réciproque, c. a d. démontrer
que tout yOCf E' qui satisfait a (4) appartient a Ex

En effet, Ex étant un ensemble linéaire et fermé, il existerait
dans le cas contraire (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) une
fonctionnelle linéaire YO telle que YOy0) =1 et YOy) =0 pour
tout y (f Ex En posant donc X0= U (Y0, on aurait XQx) = YQy) =0
pour x ff E, d'od X0= 0, et par conséquent U (Yi) = 0, contraire-
ment a la condition (4) supposée pour yOQ.

Théoréme 10. Si le contredomaine Ex de l'opération linéaire
y = JJ(x) est fermé, il existe un nombre m> 0 tel qua toutyCf _Ex
on peut faire correspondre un x (ff E satisfaisant aux conditions

y=U(®X et "Kfff m-y\

Démonstration. Nous avons établi au cours de la démon-
stration du th. 8 (Chap. Ill, 8 3), p. 38, la proposition (1), qui,
dans les hypotheses du théoreme a démontrer, exprime I’existence
pour tout s> 0 dun > 0 tel que, étant donné un y arbitraire
assujetti a I'inégalité W\ < -4 on peut lui faire correspondre un
v satisfaisant aux conditions y = U (X) et |x|< s

On en déduit facilement I'existence pour tout y d'un X satis-

. . . - E
faisant a la these du théoreme avec m= —
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8§ 2, La théorie de jRiesz des équations linéaires totalement
continues.

Nous allons nous occuper a présent des équations de la forme
y =x—U(X), ou U est une opération linéaire totalement continue
et dont le contredomaine est situé dans le domaine (dans l'espace
E des valeurs de x)J.

Lemme. Si Vopération linéaire U (x) est totalement continue,
I'opération T (x) = x —U(x) transforme tout ensemble borné et fermé
G (f E en ensemble fermé.

Démonstration. Posons

(11) xn(f G Pour «=1,2,... et lim T (xn = \0

La suite {U(xn)} étant en conséquence un ensemble compact,
il existe une suite partielle {U(xnl)} convergente vers un élément
X0CfG. Comme x,H= U{xnf-\-T(xrj), on a selon (11) ,Ianxnt: x0+y0,
dou T (y0+ x0 =y0

Théoréme 11. Si [|'opération linéaire U (x) est totalement
continue, les contredomaines des opérations

T(x) =x-U(x) et T(X)=X-V(X)
sont fermés.

Démonstration. G désignant I’ensemble des solutions de I’équa-
tion T (x) = 0, soit un élément d’accumulation du contre-
domaine de Il'opération T. Il existe par conséquent une suite
{x,,} d’éléments de E telle que yO= lim T(xn).

Si la suite {]al]} était bornée, I'élément y0 appartiendrait
au contredomaine en vertu du lemme qui vient d'étre démontre.

En désignant par dn la distance entre xn et I'ensemble G,
il existe donc un wnd G tel que

') Les théoréemes de ce § excepté ceux ou intervient la notion d’opé-
ration associée, ont été établis pour la premiére fois par F. Riesz (Uber line-
are Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918), p. 71—98).



152 Chapitre X. Equations fonctionnelles linéaires.

(12) dnPll xn  wnfC~)1+ —)dnm
On a
(13) lim T (xn—wn) = yO0.

N->o0
Si la suite {\xn—w,\) était bornée, la démonstration se
trouverait achevée en raison du lemme qui précede.

Supposons donc que limjXn- w.;(- ..., dou, en posant
N9°o
zn=V_ -1, on a, selon (13), lim T(zn = ® et |zZJE—1. En
IXn  zn|

vertu du lemme on peut donc extraire de la suite {z,) une suite
{znf convergente vers un élément w0 tel que T (w0 = 0, dou
w0 (ff G. En posant zn—w0=§, il vient

(14) lim |s,j= 0,

Hoo

donc Zn—WO=—,|Xn anr—WO: en et par conséquent xn—wn—

—wO0-\xn—wn\= f«= PXn—wn\ d'ou selon (12)

(15) X,h-— Wni — WO Xn, ~ Wna < [JsH] |1+ —) dnj.
Or, il existe en vertu de (14) et (15) un ni tel que I'on a
dni
Xni - Wnt— WoAXH—wni\ C - ; mais c’est impossible, car

wni + w0ex,,, —wni |Q G et dni est la distance entre xn. et G.
Ainsi le contredomaine de T est fermé. Le raisonnement
pour T (X) est analogue.

Théoreme 12. Si L'opération linéaire U (x) est totalement
continue, les equations

x=U((X) =% et X -UX)=0

admettent tout au plus un nombre fini de solutions linéairement
indépendantes.

Démonstration. Supposons par contre qu’il existe une suite
infinie {xn} d’éléments de E linéairement indépendants et satisfai-
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sant aux équations x,, —U (xn=0 ou n= 1,2, .. Soit Enlen-
«
semble des éléments de la formeiJ_Ei hi Xi, o A sont des nombres

réels quelconques. Evidemment
(16) X (2 En entraine x —U((X) = ©

et il est facile de voir que pour tout n= 1,2, .. I'’ensemble E,
est linéaire et fermé, ne contenant pas xn+, donc un vrai
sous-ensemble de En\i.

En vertu du lemme (Chap. V, 8§ 3) p. 83, il existe donc
une suite {y,,} telle que

(17) ync enx \ynj=1 et \yn—xj31> ~ pour tout xc En\,

d'ou, selon (16), y,,—U(y,) = © et par conséquent yn—aJ (y,,).
La suite {y,} est donc compacte, contrairement a (17).

Pour I'équation X —U (X) = © le raisonnement est analogue,
car on peut considérer I’ensemble des X comme un espace du
type (5).

Théoréme 13. Si pour une opération linéaire et totalement
continue U (x) I'd)quationy = x —LJ(X), resp. Y= X —U (X), admet
une solution pour touty, resp. Y, l%quation x —U{x) = ©, resp.
X —U (X) = © admet exactement une solution, a savoir x = ©
resp. X = 0.

Démonstration. Posons
WAX)=x- UX) = T(xX) et Ta\x)~ T[Dn-NxX\

Désignons par En I’ensemble de tous les x (2 E satisfaisant
a I'équation T(M\Xx) = © et supposons qu’il existe un xx” © tel
qgue T(xX = © Eu désignant par xn I’élément satisfaisant a I’équa-
tion xni = T(x,,), on a donc

Dn\xn+l) = xx720 et 7(M>V,ij)= T{x® =10,
d’ou
Xnp\ E np 1 En
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L’ensemble En est évidemment linéaire et fermé; il est un
vrai sous-ensemble de Enti. En vertu du lemme, p. 83, il existe
donc une suite {yn} remplissant la condition (17).

Or, commeynCl En on a par définition de T et de E,, I'égalité
T (yn) =yn—U (ynj d’ou

(18) Uyp - Uyd=yp~[ya+ T(p- Tyl =yP- X
et p > g entraine T(p~N\x) = T(P~I\yq) + T@EyP — T(P\yq) = 0.

Par conséquent x ;, d’ou, en vertu de (17), \Ww—x |> T;>
donc, d’apres (18), JU (yp) —U (yg [> ™ pour p> ¢, ce qui est

impossible, car la suite {U (y,)} contient des suites partielles
convergentes. On doit donc admettre que x =0, ¢c. g f. d

Pour I'équation X = U (X) = 0 la démonstration est analo-
gue, car on peut considérer I’ensemble des X comme un espace
du type (B).

Théoréme 14. Si pour line opération linéaire et'Uotalement con-
tinue U (x) I'équation x —U (x) = & resp. X —U (X) = 0, admet
comme l’unique solution x = 0, resp. X=&, I¢quation y = x —U (x),
resp. ' Y=X — U (X), admet une solution pour tout y, resp. pour
tout .

Démonstration. Le contredomaine de I'opération x — U (x)
étant en vertu du th. 11, p. 151, fermé, on conclut de I’hypothese
en vertu du th. 3, p. 148, que I'équation Y= X —U (X) admet
une solution pour tout Y, dou, en vertu du th. 13 qui précede,
la seule solution de I’équation X —U(X)=% est donnée par
X = 0 et par conséquent, en vertu du th. 5 p. 149, I'équation
y = X —U(x) est soluble pour touty.

La démonstration pour Y= X —U (X) est symétrique.

Théoréme 15. Si U (x) est une opération linéaire et totale-
ment continue, les équations

Xx—U®X) =0 et X-U(X)=0Q
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admettent le méme nombre de solutions linéairement indépen-
dantes J).

Démonstration, Posons comme auparavant
(19) TX)=x- UX) et T(X)=X-LJ(X).
Soient
(200 T(xxbp=0 pour /=1,2, ,n et T(X)=%pour I=17,2,..., v

ou les éléments de la suite {Xt}, de méme que les fonctionnelles
de la suite {Xi}, sont supposés linéairement indépendants et les
nombres « et v désignent respectivement les nombres les plus
grands possibles de solutions linéairement indépendantes des
équations T(X) =0 et T(X) = &

Désignons par A ou i = 1,2, .., vun élément arbitraire tel
gue I'on ait
(&) aw - {\ é pour i=/=j.

Un tel zi existe, car I'ensemble linéaire de la forme

i—1 \Y
. 0jXj+ S &Xj est faiblement fermé et ne contient pas X
I 1 [

Désignons d’une facon analogue par Z, ot i=1,2,..,nla
fonctionnelle linéaire telle que

(22) ziiy= - Pour =)
0 pour imH.
Une telle fonctionnelle Z, existe, car xi n’appartient pas
i— n

a I'ensemble linéaire fermé de la forme £  ajxj 2jXj-
y=I"" y=-H

Ceci dit, supposons d’abord que v> n. Soit

1) Pour certains cas particuliers ce théoreme a été établi par F. Riesz
1 c, Acta Math. 41 (1918), p. 96—98. En toute généralité, mais formulé autre-
ment, ce théoréme a été établi par M. T. H. Hildebrandt (Uber vollstetige
lineare Transformationen, Acta Math. 51 (1928), p. 311 —318) et dans I’énoncé
donné ici par M. J. Schauder, 1 c., Studia Mathematica Il (1930), p. 183—196.
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(23) R(X) = UX) +SJ Zi(x) <t et W (x)=x- R ().
=1
Il est facile de voir que l'opération R (x) ainsi définie est
totalement continue. Nous allons montrer que I’équation W.(x) = S
admet exactement une solution, a savoir x = 0.
En effet, admettons que W (x0) = 0. Il s’agit de prouver
gue x0= 0. Or, on a selon (19) et (23):

n
(24) W (X0 =x0- R(x0= T(x0)-Y Zi(x0mt=0
1=1

et comme d’aprés (20)

(25) Xif (x)=0 pour tout x et i=12 ..,V
on tire de (21) et (24)

(26) XiW (x0) = Zix9 =0 pour i=12 ..,n,

d'ou T (xa) = 0, ce qui implique selon (20) et par définition de n
n

que x0=)/j aiXi ol a- sont des nombres réels correspondants. En
3

vertu de (26) et (22) on a donc Z;(x0) = at= 0 pour touti=1,2,..., n,

d’ou finalement x0= 0.

Ceci établi, on en conclut en vertu du th. 14, p. 154, que
n
I’équation x —R (x) = T(x) —;_ Zi(x) W = zn\ admet une solution.
=]
Mais on voit aussitdt en vertu de (21) et (25) que Xn\ [xf/?(x)] =0
et d'autre part, en vertu de (21), que X\ (zn+i) = 1. La suppo-
sition que v> n est donc impossible.

Supposons a présent que v< n. Soit R (x) A ZH{x) wd, d’ou

R (y*0=IJ_]iX (ziy®Zi. En procédant comme plus haut, on mon-
\%
trerait alors que I'équation T(X)— X (zi) <Z, = 0 (conjuguée
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de Téquation T (X) —_£1Zt{x) «Zi = @ admet exactement une solu-
|_

tion, a savoir X = 0. L’équation T (X) —i)SiX (zi) mzi = zvj_i de-

vrait donc, en vertu du th. 14, p. 154, admettre une solution, ce
qui est cependant impossible, car on a T(X) m =X [7(xwvMi)]=0
pour tout X, d'ou, selon (22), Z;(xv+l) = 0 pour i= 1,2, ..,n et
d’autre part Zwi(xwi) = 1. Ainsi la supposition que v< n im-
plique également une contradiction.

8§ 3. Valeurs réguliéres et valeurs propres dans les équations
linéaires.

Admettons a présent de I'opération U (x) qu’elle est tout
simplement linéaire, mais maintenons I’hypothése que son con-
tredomaine est situé dans le domaine E.

L’opération x —h U (x) est alors linéaire pour tout h réel
et son opération associée est de la forme X —h U (X) ot U dé-
signe l'opération associée a U.

Ceci dit, nous allons étudier les équations associées

(27) X—hUX =y et X-hU (X)- V.

Si, pour un h0 donné, la premiere, resp. la deuxieme des
équations (27) admet pour touty, resp. pour tout V, exactement
une solution, hO s’appelle valeur réguliere de cette équation; dans
le cas contraire hO s'appelle sa valeur propre. L’ensemble des
valeurs propres constitue l’ainsi dit spectre.

Si X, resp. X, satisfait a la premiére, resp. a la seconde, des
équations

(28) X+ kU(x) =® et X+h U(X)=0,

il porte le nom d*%Iément propre, resp. de fonctionnelle propre.

En vertu du th. 5, p. 149, les deux équations (27) ont le mé-
me ensemble des valeurs régulieres, donc aussi des valeurs

propres.
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On énoncera sans peine les th. 1—9, établis p. 146—150,
pour les équations de la forme (27). Ces théorémes permettent
de conclure sur la maniére dont se comporte I'une des deux équa-
tions d’aprés celle dont se comporte l'autre et réciproguement.

Théoréeme 16. L'ensemble des valeurs réguliéres est ouvert.

Démonstration. h0 étant une valeur réguliere, il existe un
nombre m> 0 remplissant les conditions

—hOU{x) = mm et \X—hQU X \ m-\X\.
On a par conséquent pour tout €
IX ~ (A0+ £) D(X) > [v —hOU(X) =k j-lU{X) b- (M —\j-jU-x |
et d'une facon analogue
[A"-(/20+ s) U{X) | > {m-\z\-\U\):\X\.
Il en résulte que pour des Je] assez petits les opérations
Xx-(A0+ ¢ U(X) et X -(h0+ s)-U(X)

ont les opérations inverses continues, ce qui a pour conséquence,
en vertu du th. 6, p. 149, que hO+ e est également une valeur
réguliére.

1
Théoréme 17. Si €\ |< TWT’ h est une valeur réguliérel.

Démonstration. Si jA < 47 j, les solutions peuvent étre re-
présentées sous la forme
(29) Xx=y+J? hnU(y) et X=Y hnpW (YY)

ou
UW(y)=U.(y) et ENY)= U(Y),

UMy) = U[UY-Y{y)] et Z>)(Y)= UI[IA"-hfY)].

9 Cf. S. Banach, 1 c., Fund. Math. Il (1922), p. 161, th. 7.
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Les séries (29) sont convergentes, car on a

<~N[1/°?H VAN
n=1 n=1
et
A hnU(M\Y) | Y
«=1 «—1

Or, on obtient de (29):
U(X)=UM) +V ZUD)=A Y TUMy) - - (x—J),
At aAf a "

d'ou x —hU (x) =y. D’une fagon analogue ona X —AU (X) =Y.
Ainsi les équations (27) admettent des solutions pour tout
resp. pour tout Y. En vertu du th. 7, p, 149, ces solutions sont
donc uniques et par conséquent h en est une valeur réguliére,
c. g f. d

Théoreme 18. Si l'on a pour h/Mfe h":
X —hU(x) smB et X hU(X) o0,

alors X (x) = 0.
En d’autres termes: I'élément propre dela  valeur h est ¢
gonal a toute fonctionnelle propre de la valeur h'distincte de h.
Démonstration. On a X (x) = hX [U (x)] = hU (X) x et com-

1 h
me U (A) il vient X (x) — X (x). Si hwmh\ on a donc
X (x) = 0.

8§ 4. Théoremes de Fredholm dans la théorie des équations
linéaires totalement continues.

Si, dans les hypothéses du § précédent, I'opération U (x)
est en outre supposée totalement continue, on peut énoncer pour
les équations (28) les théoremes suivants, qui constituent une
généralisation des théoremes de Fredholm sur les équations
intégrales ).

*» Cf.J. Schauder, I. c.,, Studia Mathematica Il (1930), p. 183—196.
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Théoreme 19. Les équations (28) ont le méme nombre fini
d (h) de solutions indépendantes.
Ce n’est qu’un autre énoncé du th. 15, p. 154.

Théoréme 20. Si d(h) = 0, h est une valeur réguliere.
C’est une conséquence des th. 14, p. 154, et 19, qui précéde.

Théoréme 21. Si d(h)> 0 et si
{Xi}, resp. {Xi}, ou i= 1,2, .., d{h),

désignent les solutions des équations (28), les équations (27) admet-
tent des solutions pour tout y tel que Xfy) = 0, resp. pour tout Y
tel que Y (xi) = 0.

C’est une conséquence des th. 8, p. 149, resp. 9, p. 150, et
11, p. 151.
Nous allons démontrer le

Théoreme 22. Si l'opération linéaire U (x) est totalement con-
tinue, les valeurs propres de la premiére équation (27)
y = x —hU (x)
constituent un ensemble isoléx.

Démonstration. Soit {hn} une suite infinie de valeurs pro-
pres ou htyL hj pour i yLj. Posons

Xi —hnU (xn) et xn.i—0.

Montrons d'abord par récurrence que les éléments xn sont

linéairement indépendants.
n—
En effet, si XIfx2 ..>x,-\ I'étaient, mais xn= Xi: on

aurait X, = hnU (x,,) = T, hnwiU(xi), d’od0 xn=Y hn-f Xi et par

Y Cf. F. Ries z, 1 c.,, Acta Math. 41 (1918), p. 90, Satz 12.
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pour n> i, on voit que déja les éléments Xu x2 .. ,Xn\ ne se-
raient pas linéairement indépendants.

Ceci établi, soit pour tout n—1, 2, .. En I’ensemble linéaire
n

des éléments y de la forme y = ClLatxf, il est donc fermé et con-

stitue un vrai sous-ensemble de Ent\ On a pour touty CLEn se-

y —hnU (y) C En}- En vertu du lemme, p. 83, il existe donc
une suite d’éléments {y,} remplissant les conditions (17), p. 153.

Or, supposons, que la suite {hn} soit convergente. L’opéra-
tion U étant totalement continue, la suite {U (h,,yn} formerait donc
un ensemble compact. D’autre part, on a pour p> (

(31) |U(hpyp) —U{hayq) = kp—[yp —hpU (yp) + U (hayg\]

et, selon (17), yp C EP, ce Qui implique, comme nous avons
vu, que yp—hpU (yP) C EP\\ de méme hqU (yg) C EqC Eq h d’ou,

i
en vertu de (17) et (31), |U (hyyp) — U (hayo) [> pour tout p> q,

de sorte que la suite {U (hryn} ne formerait pas un ensemble
compact.

En raison de cette contradiction, on ne peut pas admettre
gu’une suite {h,,} de valeurs propres en question soit convergente.
Elles forment donc un ensemble isolé, c. g. f. d.

§ 5. Equations intégrales de Fredholm.

Envisageons maintenant quelques applications des théoréemes
qui viennent d’étre établis.

Dans les espaces (Z(/)>aux équations de la forme x —h U(x) =y
se réduisent les ainsi dites équations intégrales de Fredholm,
dont la forme générale est la suivante

(32)
0

ou K (s, t) remplit certaines conditions.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 1
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L’équation associée X —h U (X) = Y prend l'aspect
i
(33) X (@) - h(K( t) X(s)ds= Y(t).
0

On donnera facilement l'interprétation des théorémes qui
précédent dans le cas de ces équations intégrales.
Si K (s, t) satisfait aux conditions convenables, |’opération

linéaire /K (s, t) x (t) dt est totalement continue et en consé-
0
quence les théorémes des 8§ 2, 3 et 4 de ce chapitre s’appli-

gueront aux équations (32) et (33). En particulier, les th. 19—21
prennent alors la forme des théoréemes dits de Fredholm (mais,
bien entendu, ils subsistent aussi en dehors des équations in-
tégrales).

§ 6. [Equations intégrales de Volterra.

Les équations de la forme

(34)
0

ol K (s, t) est une fonction continue, portent le nom d’équations
de Volterra.

L’opération | K (s, t) x (t; dt est alors totalement continue

0
dans les espaces (C) et {Lipi) ou p > 1.
Nous allons montrer que I’équation

(35)
0

admet la solution unique x (s) = O.
En effet, admettons que x (5) remplisse cette équation; évi-
demment x (s) est une fonction continue. Posons
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m=max K (S) et M= max[K(s,t)
0<?< -
On a donc selon (35)

S

(36) ix (s) |<; Mm \x(\dt,
0

dou X (s) I<; M-mme pour 0 <;sm 1 ce qui donne, en rempla-

cant dans (36) x (t) par M-m-s, I'inégalité [x (s) |[m< M2mm vr. En

procédant ainsi de suite, on obtient donc |x(s) |IC (Mr}?nrn pour

tout n= 1,2, .., dou, évidemment, x (s) = 0.

Ceci établi, revenons sur I’équation (34). Comme pour x(~(C)
et y C2(C), de méme que pour x (E(@) ety Q I’'opération

s

j K (s, t) x (t) dt est totalement continue, I’équation (34) possede
0

d'apres le th. 14, p. 154, pourtout y C (C), resp. y CZ(Lw)ye>
tement une solution x G2 (C), resp. x (LSP).

§ 7. Equations intégrales symétriques.

Si I'opération y = U (x) est linéaire pourx ety de (LZ3
I'opération associéeX = U (Y) peut étre regardée comme liné-
aire pour X et = de (. ey-

En effet, toute fonctionnelle linéaire dans (L(Q) étant (cf.
Chap. IV, 8§ 4, p. 64) de la forme f X (t)x(t)dt ou Y(t) (- (ZQ),
0

nous pouvons considérer Y (t) comme représentant cette fon-
ctionnelle.

L’opération U (x) s’appelle symétrique, lorsque

pour X (L et vy (L@).
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i 1
Comme y U (x) dt= /x U{y) dt, toute opération symétrique
0 0
coincide avec son opération associée.
Lorsque la fonction K (s, t) est symétrigue (c. a d. que

I'on a partout K (s, t) = K(t,s)) et en outre l'intégrale double
11

j f K{s,t) x {t)y (s) ds dt existe pour tous x Cf (LQ) ety Cf (*2X

00

les opérations

0

sont des opérations linéaires et symétriques, car elles remplis-
sent la condition (37).

Les équations de la forme (38) portent le nom d*%quations
intégrales symétriques.

Théoreme 23. Si l'opération U (x) est symétrique, la valeur
du parameétre h de I'opération de la forme x —h U (x) =y est ré-
guliere, lorsque cette opération admet I'opération inverse continue
ou bien lorsque cette équation est soluble pour touty.

La démonstration résulte des th. 3 et 4, p. 148, a la suite
du fait que I'équation en question est dans ces conditions iden-
tigue a I'équation associée.



CHAPITRE XI.

Isométrie, équivalence, isomorphie.

§ 1. Isométrie.

Soient E et Eldes espaces métriques (v. Introduction, § 7, p. 8)
ety = U(x), ou x CNE ety (2 Ey, une opération biunivoque trans-
formant E en E1 tout entier. On dit que cette transformation est
isométrique, lorsqu’elle n’altére pas la distance, c. a d. lorsqu’on a

(*1, X2 = (yuy?d ot yx= U (xy) ety2= U (x2

pour tout couple xu x2 d’éléments de E.

Si E et E1 sont des espaces vectoriels et normés, nous di-
sons que la transformation de E en Ey donnée par I'opération
y = U (x) est linéaire, lorsque I'opération U (A) est linéaire.

Les espaces vectoriels normés étant des espaces métriques
(cf. Chap. IV, § 1, p. 53), on peut considérer aussi les transforma-
tions isométriques de ces espaces l'un en l'autre.

§ 2. Les espaces (L2 et (/2.

Théoréme 1. Les espaces (L2 et (12 sont isométriques.

Démonstration. Soit, en effet, {xi(t)} ot 0 t 1 une suite
quelconque orthogonale, normée et compléte. Si x (L2, on a,
comme on sait,

(D
0

En désignant donc par U (x) la suitey = {y13 ou y; = xi(t) X (t) dt,
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on a en vertu de (1) y Cf(P) et jU(X)[= k] Comme additive
et n’altérant pas la norme, I'opération y = U (x) est linéaire. Or,
on sait de la théorie des séries orthogonales qu’il existe pour
tout y & V2 une et une seule fonction x (t) Cf (Z2 telle que
y = U (x).

Ainsi l'opération linéaire y = U (x) transforme (Z2 en (12
d’'une fagon biunivoque et sans altérer la norme, donc la distance.
Les espaces (L9 et (P) sont par conséquent isométriques.

Remarque. Nous verrons dans la suite que les espaces (z/D)
et (Z9) ne sont isométriques que dans le cas ou p = g —2. Clest
une conséquence du corollaire (Chap. XII, § 3), p. 206.

§ 3. Transformations isométriques des espaces vectoriels
normes.

Théoreme 2. Toute transformation isométrique U (x) d’un
espace vectoriel normé en un autre, telle que U (©) = ©, est linéaire 1.

Démonstration. Soit d’abord E un espace (D) arbitraire et
Xj, X2 un couple quelconque de points de E.

Désignons par H1 I’ensemble des points x (ff E tels que

@)

et, pour n=2,3,..., par H, I’ensemble des points x(ff_Hni as-
sujettis pour tout z Cf HM a I'inégalité

) (X, 2) < ~ S(/A_O,
u

ou o(H,,-1) désigne le diametre de I’ensemble Hni, c. a d la
borne supérieure des distances de ses points.
La suite {Hn} étant ainsi définie, on a

(4)

') Ce théoréme a été établi par MM. S. Mazur et S. Ulam (v. Comp-
tes Rendus de I’Acad. des Sc. 194, Paris 1932, p. 946—948).



3, Transformations isométriques des espaces vectoriels normés. 167

En effet, si les ensembles Hn ne sont pas vides, on a pour tout couple
x',x" de points de Hn: x"QHn_|I (puisque par définition H13 H2D DHnD..),

donc, en vertu de 13), (xX\ x") ~o par conséquent S(Hn)
d’oti o(HN) ~o(f/j, et d'autre part, on a en vertu de (2), pour tout cou-

ple x",x" de points de //, I'inégalité (x', .t") m< (X', -*i) + (X", x,) = (x1 x2), donc

°(Hu x2 et par conséquent o (Hn) ~N(xL x2, dou I'égalité (4).

Il en résulte que la partie commune des ensembles Hn (lors-
gu’elle n’est pas vide) se réduit a un point. Nous appellerons ce
point le centre du couple xI5x2

Ceci dit, soit E un espace vectoriel normé. Pour tous deux
points X' et X" de £ on a donc

(x\ x") = fv -

Posons x = Xj + X, —X pour X E. On voit aisément par
induction que

(5) x @ Hn entraine x Hn pour tout n= 1,2, ..

En effet, si XC Hu on a ™ —.r, |= Ix —x2\ et W™ —x21= |x —x{ |,
donc \x—x1\= WX —x21= Ix, —x2[, d’ou selon (2) xQH let, en admettant

que la relation (5) est vraie pour n— 1, on a en conséquence pour x'C Hn—\
x1+ x2—x’CHn_v Si XC Hn,on a donc selon (3) [x—X" \= |(Xi+Xs—x")—x ]
1j 2-3 (//,,_,), d’'ou xCHn.

. 1’
Nous allons montrer que le point 4= > (xx+ x2) est le cen-

tre du couple xu x2 On a, en effet, 4(Z Hi, car !xi—£!= Ixi—£I=

= > X1—x2j, Admettons donc que 4 H,—\ Pour tout X("Hn-1

on a en vertu de (5) x. -f x2—x -<x ClI Hn\ et comme 2 P —x [=
g X, + x2—2x |=| x —xflpj S(/7,._]), on conclut que BP—x |

C ?O(Hni), dou 4(~Hn. Comme appartenant a Hn pour tout
»

n naturel, le point 4 est donc le centre de x1?x2



168 Chapitre XI. Isométrie, équivalence, isomorphie.

Ceci établi, soit Ex également un espace vectoriel normé et
y = U(X), ou X (2 E ety CLPu une opération isométrique trans-
formant E en Er tout entier de facon que U (0) = 0. La notion
de centre étant définie d'une fagon métrique, on apercoit faci-
lement que le centre du couple quelconque Xxt, x2 de points de E
se trouvera transformé en centre du couple U (xf, U (x2 de E~
On a donc

] Xir Oi + x2 ?[U(x’\)+ U(v?d] pour xtCLE et x2C E,

d’ou, en posant xt= x et x2= 0, on obtient par suite del’hypo-
these que U (0) = 0:

Ulyf-~j = ~ u (X) Pour t°ut x cLE -
Il en résulte pour des points arbitraires xx et x2 deE que:
UXl+x2=U |- @Vj+2x2 j U@2xD+j U(2x?
= U (xt) + U (xa).

Ainsi I'opération U (x) est additive et, par suite de sa con-
tinuité, linéaire. Il en est donc de méme de la transformation
y = U(X),c g f d

§ 4. Espace des fonctions réelles continues.

Etant donné un ensemble quelconque Q métrique, complet
et compact (cf. Introduction, 8 7, p. 9), on peut considérer |’en-
semble E des fonctions réelles continues x (q) définies pour g cL Q
comme un espace du type (B), si I'on définit dans E de la facon
usuelle I'addition et la multiplication par nombres et choisit
comme norme le maximum du module de la fonction.

Lemme. Soit x (@) cL E ou g cL - Pour qu’on ait pour un
élément donné PC o I'inégalité

(6) ix (q0)1> x [q) | pour tout qy=qa,

il faut et il suffit que
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- . N .
@) Hrpo A\VAY AN AN
h
existe pour tout z (q) (f E.
En outre, si la fonction x (q) satisfait a I'inégalité (6), on a:
jjmix + hzn  Jx)_ ~ n /Y z{q) CfE.
h>o h

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
on a |x |= X €0 j et comme la fonction continue \x-\-hz\ atteint
son maximum, on obtient

(8) Ik €0 + hz €0 j— Ix (a0 I< jIx+ hzfl- x|l =
= k@h+ hz (@) fx @Ql

ol gn est un point dépendant de h et appartenant a Q. Or, on
tire de (8) K (q0) + hz (qO | jx (gh) + hz (gn) \ et par conséquent
0< K (@O[—ijx (gh J'-< \h\-\z (g0) \f-\h\-\z (gh) < 2 jh \mj z j} d’ou
”/EEOIX {gh) |=  x {q0)]. Il en résulte par suite de la couipacticité

de Q que
9 lim gh= qo0.
) imgah=q

Ceci établi, examinons d’abord le cas ou x (q0) > 0. Il exi-
ste alors un s> 0 tel que I'on ait pour \h\<s I'égalité

IX (q0) + hz (@0 j- jx (40 \= x (40 + hz (40 - x (40 = hz (q0)
et, en vertu de (9),

Ix (@b + hz (gh) [—jx (@0 I= x (qh) + hz (gh) - x (40 < hz{gh),
d’ou, selon (8), hz (q0) fi. |x 4- hz x <[ hz(g/,) et par consé-
guent, encore en raison de (9) et par suite de la continuité de z (q),

jim 14 PN—

h->0 h q,)

Dans le cas ou x (<0) < 0 on obtiendrait, en procédant d’une
facon analogue,
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Nous avons ainsi démontré la nécessité de la condition
(Iexistence de la limite (7)) et, en méme temps, la deuxiéme
partie du lemme.

Pour montrer que la condition est suffisante, supposons
qgue le module de la fonction x (q) atteigne son maximum dans
deux points distincts q0 et gx de Q, c. a d. que

X (<) =[x (@f) rill x(q) pour tout q Cf.Q.

Dans le cas ou x (q0)> 0 posons z(q) = (q,qf). Il vient:
X+ sz |— Ix 1> x (qf) + h¢qo, gf) - x (qOf d'ou

(10)

On a en méme temps |X+ /zj—]Ix ;>m ,x (A) - h(quqf)
x (gf)j= 0, dou

11
(11) o n
et les inégalités (10) et (11) montrent I'impossibilité de I’existence
de la limite (7).
Dans le cas ou x (g0 <0 on parviendrait, en posant
z = —(q, gf), a la méme conclusion, c. g. f. d

On appelle deux ensembles homéomorphes, lorsqu’il existe
une transformation biunivoque et bicontinue de I'un en l'autre.

Théoreme 3. Pour que deux ensembles métriques, complets et
compacts Q et soient homéomorphes, il faut et il suffit que les
espaces E et El des fonctions réelles continues définies dans ces
ensembles soient isométriques.

Démonstration. Nécessité. On vérifie facilement que,

¢ = f {g), ol qg Cf Q et g &_QIf désignant une transformation biu-
nivoque et bicontinue de Q en tout entier, la transformation
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de E1 en E qui fait correspondre a toute fonctiony (q’) ZI Ex
la fonction x (q) =y [f(q)] ZE est isométrique.

Suffisance. Les espaces E et EI étant supposés isomé-
triques, soity = V(x) l'opération biunivoque qui transforme E
en Extout entier, en faisant correspondre a toute fonction x (q) (Z E
la fonctiony (q) (~ Ex de facon que JJV (xt) —V (x2 |= Ixx—x3]
pour tous xXx et x2 de E.

En posant U(x) = V(X)) —V (0), on apercoit aisément que
I'opération U (x) jouit exactement des mémes propriétés et qu’on
a en outre U(0)=0. En vertu du th. 2,p. 166,I’'0pération
y = U (x) est donc linéaire.

Soit q0 un point donné de Q et x @)(~E ou q (Z Q une
fonction satisfaisant a l'inégalité (6) du lemme, p. 168. Comme
I'opération y = U (x) n’altére pas la norme, on a pour tout nom-
bre h, en posant U(z) =t ot z (ZE:

N\x HZ\— Ixjl_ W+ ht \— |Lyi
h h

d’'ou, en vertu du lemme précédent,

(12) z ©0) «sign x (90 = lim 1» AN11 1ML
h>o0 h

Or, comme |'opération U (z) transforme E en EX tout entier,
la limite (12) existe pour tout t (Z Ex Il existe par conséquent, en
vertu du lemme, un d0(Z Qx tel que \y (@0 > \y(q) \pour tout
point g ¢ de Qxet que

'ri{l’o_ P"H — —t (@'Qmign y (g0 pour tout t (Z Ex.

On en conclut en vertu de (12) que z (qg,) sign x (q0=
=t (dn =sign y (@'Q, d’ou, en posant e(@0 = sign X (q0) sign y(qa),
on obtient la relation suivante entre qO(;ZQ el @ C Qi

(13) t@)=z(")=s@) o0 ;ls(a)\=1

et qui subsiste pour tout z ZI E et t = U (2).
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Envisageons donc la fonction

% =f (<0),
qui transforme Q en Qt.

Cette transformation est biunivoque. En effet, I'égalité g\= &'
ou q[ =T (qf) et d2=1f (g2 donne en vertu de (13) \z(ql) I= [z(92 \
pour toute fonction zC/~E, ce qui entraine I'égalité ql = g2 puis-
qu’elle se présente en particulier pour la fonction . (q) = (g, 9X.

La fonction / transforme en outre Q en QI tout entier. En effet,

quel que soit g C/ QIt on a d’apres (13), en posant t (q) = -—-—--—-—--—-

1+ (@'.9)
(14) - (= * 1 -- pour tout «wc o -
1+ (9, 99
Or, comme Jzjl= Jtj= 1, il existe un g0 Qtel que | (g0 |= 1.
Pour le point g =f (q0) on a donc, selon (14), -------—="-=
1+ g’

d’ou (q0, q) = o et par conséquent g' = dO0.

Enfin, la transformation / est continue. En effet, soit
q0= limgn et dgn=f(qn) pour n=1,2,... Il vient, selon (13),
lim11@n |= 11(<f) | pour tout tC2_Ex, d'ou en particulier pour
tW) = (\gh on a rli_%(g'n’ ga = mogo = o0 et par conséquent
lim gh= dQ

Il en résulte par suite de la compacticité de Q et que
ces ensembles sont homéomorphes, ¢. g f. d

Remarque. On voit de cette démonstration que si |'opé-
ration y = U (x) transforme I’espace E en espace E1 d’une facon
isométrique et si U (0) = o, il existe une fonction q' = f (q) trans-
formant I’ensemble Q en Qt par homéomorphie et une fonction
continue e(q) telle que

y (@)= U~\g)]s(@) ou y=u(x) et [s(/)]=1i.

Applications. Le th. 3 qui précéde implique en particulier que
I'espace (C)des fonctions continues x (t) définies pour 0-<t<; 1
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n'est pas isométrique avec celui des fonctions continues a: (k, V)
de deux variables U et V, définies dans le carrée 0< U< 1,
0O< v< 1L

Cependant I'espace (L(rt) des fonctions a /Méme puissance som-
mable définies dans l'intervalle 0 < t<; 1 est isométrique avec
celui des fonctions a /Méme puissance sommable définies dans
le carré 0 u 1,0 v 1. Il existe, en effet, une fonction
biunivoque t= P(«, v) quitransforme ce carré (sauf un ensemble
de mesure nulle) en intervalle [0,1] (encore sauf un ensemble de
mesure nulle) de maniére que les ensembles mesurables se trou-
vent transformés en ensembles de mesure égale.

En faisant donc correspondre a toute fonction x (t) <2 (£(p)
la fonctiony («, v) = x [(u, V)\, on obtient une transformation
des deux espaces fonctionnels I'un en [’autre qui, comme il est
facile de voir, n’altéere pas les distances.

§ 5. Rotations.

Nous appelons rotation d'un espace E du type (B) autour
du point xaC2_E toutetransformation biunivoque et isométrique
de E en Etout entier quien transforme le point x0 en XO.

En vertu du th. 2, p. 166, toute rotation autour de 0 est une
transformation linéaire.

Nous allons étudier les rotations dans quelques cas parti-
culiers des espaces du type (B).

Espace (C). La rotation la plus générale dans (C) autour de ©
est donnée par I'opération de la forme

y (1) = emx [a ()],

ol x (t) Gf (C), s=+ 1 ou —1 indépendamment de x (t) et a (t) est
une fonction arbitrairement choisie qui transforme I'intervalle fermé
0 <t< I en lui-méme d’une fagon biunivoque.

La démonstration résulte de la remarque, p. 172, en tenant
compte du fait que, e(t) étant une fonction continue telle que
k()j= 1, on a s(t) = const.
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Espace (c). Nous pouvons considérer cet espage comme
celui des fonctions continues définies dans un ensemble borné et
fermé de nombres réels ayant un seul point d’accumulation.
En vertu de la remarque, p. 172, on en déduit facilement le thé-
oréme suivant.

La rotation la plus générale dans (c) autour de 0 est donnée
par I'opération y = U (x) ou

x = @2y d (€), Y — 1773 d (C) &t fin = sn mey(n),

{s,,} désignant une suite convergente quelconque telle que Jen|= 1pour
n=1,2,. et @(«) une fonction arbitrairement choisie qui trans-
forme d'une maniére biunivoque I'ensemble des nombres naturels en
lui-méme.

Espace (L9). Toute rotation de (L9 autour de 0 est de la forme
i
(15) y (0 =jr Ut) fu t)x ¢ dt,
n=1 (i
ou x (t) d d 2 et {a«(0}> {P«(0} sont des suites arbitraires, complétes
dans (L2, de fonctions orthogonales normées définies pour 0<;f-<I.
Démonstration. On a d’apres (15)
i i i
J> (0 dt nt) x (t) dt = x2At) dt,

dou ;i - 1.1 Toute transformation de la forme (15) est donc
en effet une rotation autour de O.

Réciproquement, soient: y = U (X) une rotation autour de 0
donnée dans (L2 et {an(t)} une suite quelconque, compléete dans (Z2,
orthogonale et normée. En posant 3 = Ulant\ ou n=1, 2,...,
on a donc

XN la"™ X~ dt
n—\ o

et par conséquent y (t) = U[x(t)\ est de la forme (15). De plus,
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(16) ('pl(t) dt = j"iP K (01 dt - j ’aj(0 dt = 1
0 0 0
et comme p@+ P@Q = UKD+ a/(2)], on a pour i |j
1 1
1370 + 3/(012dt - |17(0 + a/0]2dt = 2,
0 0

d'ou en vertu de (16)
1

(17) Ip@ p(@ dt —0 pour i j
0

En conséquence, si pour une fonction B(t)Cf (& on a
1

j fin(t) B(t) dt = 0, quel que soit «=1,2, .., on aura d'apres (15)
0
1

)y (t) $(t) dt —0 pour toute fonction y (t) F_(LD, de sorte que
0

P@=0. Il en résulte en vertu de (16) et (17) que {P«(Z)} est
une suite compléte dans (Z2 de fonctions orthogonales et normeées.

Espace (Z). On peut énoncer pour (22 un théoréme tout
a fait analogue. C’est une conséquence de lI'isométrie des espaces

(L2 et (B (v. th. 1, p. 165).

Espaces (LW) et (1) ou 1 2.0n aies lemmes suivants:

1 Etant donnée une rotation y= U{x) de (Dp)), ou
autour de ©, si on a pour un couple xft), x2t) de fonctions appar-
tenant a L ((pd

(18) xft) 2t) = 0 presque partout dans [0,1],

alors pour le couple yft), y2t), ou y1—U (jg) et y2— U (xf), on
a également

(19) y1(t)-y2(t) = 0 presque partout dans [0,1].

Démonstration. Pour tout couplede nombres a, p on a par
hypothése, d’apres (18), ja X1+ pX2% = Ja yp «jX1jy7+ [Pf mjX2]|p,
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d’ou par définition de y1l et Vil vient [ajq + Y= lay'|liul+
+ IPY "l V2lip et Par conséquent
1

(20) , 1a30(0 + PW(Oi.. - lav,\ yi(0#+! Pl 17(0 Ipdt.
0 0 0

Dans le cas ou p = 1, on en tire, en posant successivement
1 i

a=(3=1 et a=—@= 1, la relation j"\yi(t)-\-yZt)\dt =J\yi(t)—y At)\dt=
0 0

=j [\y$) I+ 2(o 1 dt, qui n’est possible que lorsque la condition
0

(19) est réalisée.

Dans le cas ou p > 2, on obtient de la relation (20), en
désignant par H I'ensemble des valeurs de ~G[0»1] pour lesquelles
yx{t) w2At) d 0, la relation

1) j RyxD) + 2y20) pdt = Ja> I"\y™) \p+ \$\pJ W2t ¥ dt,

H H H

qui donne, en y posant @(a, t) = JayXt) + PyX0 Y>les égalités

(22) aa=p jay~t) + By At) i/- 1mign [o.ytf) + $yAt)] y~t)

et
(23) “0~5 = p{p- 1 layi(t) + Py2D) -2\
8
Or, comme joy){t)-f $y2{t) d d (p~|)) et Vi0Ocr1 (~¢)> on
constate aisément I'existence de I'intégrale do do. dt, d'ou
oH da
selon (22)
2 f—-_ t)dt = p mign a-Ja j*- t) Yy dt
@ i doljﬂpa, )dt = p Bign a-|a; 1J|\y1{)\od
H H H

et par conséquent/~--Jdt = 0; il en résulte aussitdét (puisqu’on
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a selon (23) — =>-0) queJIJf c-;c-;dadt=3f —rjdt, d'ou selon (24)

uu o H H

yERP gt = p(p—1) Jap-371iVi0 % dt et par conséquent selon (23)
Fﬁ E)Oa?z_ H-/

(25) 51 asa(o + P3m(0 1"2 dt = \a P~iM\yl(t)\dt.

77 H

On tire de (25), en posant a= 0 et @3= 1 I'égalité
(26) JiM(or2i3u02'=o,
H

ce qui entraine par définition de H que mH = 0.

Enfin, dans le cas ou 1< p < 2, considérons pour i = 1let?2
i

la fonctionnelle Yi(y) = j Yi{Q)y (t) dt ou y (t) (-~ (7>)) et Yi(t) —
2

= ly(0 I771'sign yi(t). L’opération conjuguée X = U (F) est une
rotation de I’espace (L(g—_l)) autour de 02. Posons Xi=UTYi)
et Xi(x) :tl;\Xi(t) X (0dt ou xCZ (LE)_ On a Xi(x) = Yi(yt) =
= I'Yi |m\yi |= ]Xi ) jCi]f d’ou en vertu de l'inégalit¢ de Riesz
Xi(t) = 0 pour les mémes valeurs de t que xi(y = 0. Par consé-
quent Xxt) X2(t) = 0 et comme “ TJ> 2, on conclut en vertu

du cas précédent que YXt) mYAt) = 0, donc que yxt) yAs) = 0.
La condition (19) se trouve ainsi démontrée.

2. Etant donnée line rotation y = U (x) de (LE)) ou !</>=;
autour de 0, si on a pour deux suites x1= {£d)} et x2= appar-
tenant a (W)

d>e[=0 pour n—1,2, ...,

') mH désigne la mesure de I'ensemble H (cf. Introduction, p. 3).
2 Pour la démonstration de ce fait, voir plus loin celle du th. 11, p. 188.

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. \2
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alors pour les suites yl= U (xj = ety2= U (x,) = \ffy) on a
également
rfi mP9= 0 pour n= 1,2, ...
La démonstration est analogue a celle du lemme précédent
pour les espaces (Ep), les modifications a apporter étant évidentes.

Les deux lemmes donnent respectivement les théorémes
suivants sur la forme générale des rotations.

I. Etant donnée une rotation y = U (x) de I'espace ou
1 jtz 2, autour de ®, il existe deux fonctions q(t) et <(t) définies
pour 0 <1< 1 et telles que les conditions suivantes soient remplies:

(@) la fonction <(t) transforme biunivoquement Iintervalle
fermé [0,1] presque entier en méme intervalle presque entier de facon
que les ensembles mesurables se trouvent transformés en ensembles
mesurables et réciproquement,

(b) on a pour presque tout t (f [0,1]

E1>|0 Ix

ou I [t,t + h] désigne Iimage de I'intervalle fermé [t, t + h\ donnée
par lafonction (c. a d. I'’ensemble des points (s) pour t~fs ~t-\-h,
(c) on a pour tout x Cf (L

y () = X [p(t)] = (t)
ou y(t) = UIx @]
Réciproquement, si p(t) est une fonction satisfaisant a la con-
dition (a), il existe une fonction $(t) définie par (b) et I'opération
y = U (x) définie par (c) est une rotation de (L)) autour de ©)J).

. Etant donnée une rotation quelconque y = U (x) de I'espa
(/© ou 1-CP 2 autour de 0, il existe une fonction ¢(n) et une
suite de nombres {s«} telles que

0 Pour la démonstration de ce théoréme voir S. Banach, Sur les ro-
tations dans les champs des fonctions intégrables avec p-iéme puissance, Studia
Mathematica IV (a paraftre).
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(@) la fonction q@(n) transforme I'ensemble des nombres na-
turels tout entier en lui-méme d’une maniére biunivoque,

(b) ona Je,|]=1pour n—1,2,...,
(¢ on a pour tout couple de suites x = *E} (ff (/<) et
y=1hC () uy=u
fin = pOUr « = 1,2, ..

Réciproquement, pour q(n) et {e,} quelconques satisfaisant aux
conditions (a) et (b), I'opération y —U {x) définie par la condition
(c) est une rotation.

Démonstration. Soit dabord y = U (X) une rotation de (/W)
autour de 0. Posons

27 = 1 »
@7) K 0 pour i=f=n
et Xi={i"} pour i=1,2,.. On a évidemment pour tout
X={ln)<zm
(28) X=7 EXi.
i=1

En posant ye= U (xt) = {rjw}, on a donc en vertu de (28) pour

y=U (x) = {\n} I'égalité y = |Z—1byi’ d’ou
(29) T iivjd pour n=1,2, ..
Selon (27) on a = 0, lorsque if=j; on en conclut en
vertu du lemme, p. 177, 2, que
(80) '7$)WW = 0 pour i=f=j et n=1,2, ..

Comme jy peut étre une suite quelconque appartenant a (/(/)),
il nexiste en vertu de (29) et (30) pour tout n naturel qu’un seul

nombre q(n) tel que rfffO 0. Il en résulte d’aprés (29) que I'on a
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(31) fin = pour M= 7)W et n=1,2, ..

ce qui réalise la condition (c).

D’autre part, n1 «2 entraine 9 (n®  t(«2), car dans le cas
contraire on aurait selon (31) pour toute suite {'g¢ CZ("\/7) I'égalité
s,27H —eni f]J§ = 0 qui est impossible; et s’il existait un «0 naturel
tel qu’on ait y{n)”™na pour n=1,2,..., on aurait selon (31) pour

la suite a = {2,} ou
, _( 1 pour n—n0

_% 0 pour
I’égalité 7,,= 0 pour «= 1,2, ..., ce qui est aussi impossible. Ainsi
la condition (a) se trouve également démontrée.
Enfin, on a par définition de la rotation: W\ = \X\, ce qui
donne en vertu de (31)

@ (e0]
(32) 32\ ~ (n)p-\sn\p ==J2\in\p pour tout x = {£,} C (~p)-
n=1 ti—

En conséquence, si on choisit, pour tout n0 naturel arbitrairement
donné, la suite x = {£,} de facon a avoir
t _f 1 POllr n=no
\ 0 pour «77«0,
on obtient de (32) |s,0 = 1, d'ou |5,0\= 1, ce qui prouve la con-
dition (b).
La réciproque est évidente.

§ 6. Isomorphie et équivalence.

Deux espaces E et Ex du type (F) s’appellent isomorphes,
lorsqu'il existe une opération biunivoque et linéair¢ qui transforme
E en E1 tout entier.

Soity = U(X), ou x Q E ety dE u cette opération; en vertu
du th. 5 (Chap. Ill, § 3), p. 41, I'opération inverse x=U ~I(y) est
également linéaire, de sorte que I’'opération y = U (x) transforme
E en El d’'une maniére bicontinue.

Les espaces E et El sont dits équivalents, lorsqu’il existe une
opération biunivoque et linéaire y = U(X) qui transforme E en Ex
de facon que \y|= Ix ! pour tout x C2E.
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L’équivalence de deux espaces en entraine par conseéquent
I'isomorphie, mais, comme nous le verrons, la réciproque n'est
pas vraie.

Considérons deux exemples.

1°. Soit (cQ I'espace des suites de nombres réels convergentes
vers 0. On a,le théoréme:

Les espaces (c) et (cQ sont isomorphes.

En effet, en posant pour x = {G;} C(c)

, = lim et +4ii= 5, j-\! pour i> 1,
! i _J-vp

on a évidemment limyj= 0, dou, en posant y = {f],}, on a y COo) et il est

Z—o00
facile de voir que I'opération y — U (X) ainsi définie estadditiveet remplit la
condition JU{x) |<12 |x j; elle est donc linéaire.
Réciproquement, si y = {)}C(cO, on n’a qu’a poser pour x = {&/}
A= ty+i+ N ou 0= 1.2,
pour obtenir x C(c), puisque lim = <% et pour voir que Yy = Oentrainex = 0.

>00

L’opération y = U (x) est donc linéaire et détermine une transformation
biunivoque de (c) en (c0).

2°. Les espaces des fonctionnelles linéaires définies dans

(LE), (M) ou p> 1 (L), (/) (©)

V2" équivalents respectivement aux espaces
(LM), (/) -o0, j +j =1, (M), («) ~ (O-
Ce n’est qu’une autre fagcon de formuler les théorémes sur la forme

générale des fonctionnelles linéaires établis au Chap. IV, § 4 (voir p. 61 —68).

Le th. 2, p. 166, impligue immeédiatement le
Théoréeme 4. Les espaces E et Ey du type (B) qui sont iso-
métriques sont équivalents.

§ 7. Produits des espaces du type (B).

Etant donnés deux espaces E et E1 du type (B), désignons
par EX E1 I’espace que constitue I’ensemble de tous les couples
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ordonnés X,y ou X (ZE etYZ Eu lorsqu’on y définit I’addition
et la multiplication par nombres, en posant

X y+ xX\y=x+x\y +y et hxy=hx, hy

(bienentendu, ou x' (ZE, y'Z E1leth étant un nombre) eten y
définissant la norme de facon que la condition suivante soit
remplie:

(33)limxn= x0 et limyn=yuéquivaut a lim Jxnyn—x0y0 J=0,

/Z— 00 /Z—>00

Ainsi défini, I’espace E X El est également du type (B). Nous
I’appellerons produit des espaces E et Ev

Il est aisé de voir que la condition (33)setrouveraremplie,
si on admet en particulier comme norme ducouple z =x,y I'une
ou l'autre des expressions

D PI1I—=[IMI7+ [Mllp oap 2z i,

2) Iz1=max[lix i Iyl]
et qu’elles ne sont pas les seules convenables pour remplir cette
condition. Or, on apergoit aussitdt qu’en choisissant des normes
guelconques, pourvu qu’elles soient conformes a la conditions (33),
on obtiendra toujours des espaces isomorphes.

Pour mettre en évidence quelle norme a été adoptée, con-
venons de désigner le produit des espaces E et Ex dans le cas
de la norme 1) par {E x EX i et dans celui de la norme 2) par
(E x EXm.

On définit de la méme facon le produit d’'un nombre fini
d'espaces ExX E2X ... x En du type (B). Il est évident que le pro-
duit des espaces séparables est un espace séparable.

Le produitE XE porterale nom du carré de E et sera dé-
signé par E2

Théoreme 5. Les espaces (Z(p), (Art) ou p >-1 et (c) sont
isomorphes respectivement avec leur carré.

Démonstration, 1l suffit de faire correspondre a toute fon-
ction a; (f) Cl (L) le couple des fonctions xxt),x2t) définies par
les formules
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Xx{t) — X |-~j et xo(t) = X ou 0< t<1,

pour avoir une transformation biunivoque et linéaire de (L) en
{L~™f.

De méme, il suffit de faire correspondre a toute suite
x = {£&} C le couple de suites x1= {tj,}, x2= {£,} définies
par les formules

o~ " et &= I\ ov tI~1,2 ..,

pour que l’espace se trouve transformé en (/(D)2 d’'une ma-
niére biunivoque et linéaire.

Enfin, faisons correspondre a toute suite x ={£,} (c) le
couple xx= {®]}, x2= {£,} défini parles formules

fn=im — et Q1= BnH —im in+ o n=1,2, ..
n_
Il vient
ix=1limg, £x=fin+ lim Q et E+i = £+ limqolin=1.2,..
[Z=€D [Z=€D == x:»]

et on voit que c’est une transformation biunivoque et linéaire
de (c) en (c)2

Théoréme 6. L'espace (C) isomorphe avec le produit

(C) X (©) 9.
Démonstration. Désignons par E le sous-espace de (C) for-
mé de fonctions x (t) (~ (C) qui satisfont a la condition

X =0 pour n=1,2, ..
Construisons pour toute fonction x (t) G2 (C) une fonction
x(t)(2(C) telle que x n}: X &?l et qui soit linéaire dans les

intervalles pour tout n naturel.

Faisons correspondre a tout a (t) (C) le couple (formé
d’une fonction et d’une suite de nombres)

I) Ce théoréme a été établi par M. K. Borsuk.
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y (1), oty (t) = x (t) —x (/).

On a évidemment y (t) (ZE et C ©.

Il est facile de voir que la transformation établie par cette
correspondance est linéaire.

On apercoit également que pour tout couple y(t),{hr} (c)
il existe une fonction continue x (t) telle que y (t) = x (t) —x (1)

et £,= x |- pour n= 1,2, .., de sorte que la transformation

considérée est biunivoque et épuise les espaces (C) et EX(c)
entierement. Ces deux espaces sont donc isomorphes.

Il en résulte I'isomorphie des espaces (C) + (c) etE X (¢): (c) =
= E. (cy. Or, (c)2 étant (selon le th. 5 qui précede) isomorphe
avec (c), lI'espace (C) X (c) est isomorphe avec E x (c), donc avec
(C), c. g f. d r

Théoreme 7. L’espace (C) est isomorphe avec chacun des es-
paces (C<) oup =12, ..%

Démonstration. Faisons correspondre atoute fonction x (t) (2 (C”)
(cf. Introduction, 8§ 7, p. 11, 7) le couple formé de la fonction
y (t) —x(P\t) et du systéme de p nombres: x (0), x'(0), ... , x U--1(0).
En désignant par Rp I'espace a p dimensions, (C({@) est donc iso-
morphe avec (C). RP et par conséquent, en vertu du th. 6 qui
précéde, avec (C) (¢), RP-

Or, comme (¢) X RP est isomorphe avec (c), lI'espace (CW) est
isomorphe avec (C). (c), donc (encore d’aprés le th. 6) avec I’es-
pace (C), c. g. f. d.

Théoreme 8. L’espace (C) est isomorphe avec I'espace (C)22.

Démonstration. Faisons correspondre a tout couple x(t), y(t)
de fonctions de (C) le couple z(t),i ou z (t) (2 (C) est la fon-
ction définie par les formules

® Ce théoréme a été démontré par M. K. Borsuk.
2) Ce théoréme est did aussi a M. K. Borsuk.
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X (2t) pour Ofjjt m~-

z(t)
Y @f—)—y @+ x () pour —< f< 1

et é est le nombre déterminé pour tout y (t) C2(C) par I’équation
S=vy (0).

Ainsi I’espace (C)2se trouve transformé en (C) X Ri, ou Rx
désigne I'espace de tous les nombres réels. Cette transformation

est linéaire et comme on a par définition x (t) = z 1—\ et
)=z[—+ —y—Z¢— )+ 1, elle est biunivoque. On a ainsi
y @ [ 2 2) (2 a

I'isomorphie des espaces (C)2 et (C) X Ri et comme en vertu du
th. 6, p. 183, (C) est isomorphe avec (C) X (c), I'’espace (C)2 est
isomorphe avec (C) X (¢) X Ru donc, par suite de I'isomorphie en-
tre (c) X Ri et (c), avec I'espace (C) X (c) et par conséquent (encore
en vertu du th. 6) avec l'espace (¢), c. g. f. d

Remarque. On ignore si l'espace (C) est isomorphe avec
celui de toutes les fonctions continues définies dans le carré.

§ 8. Espace (C) comme I’espace universell.

Théoréme 9. Tout espace E du type (B) séparable est équi-
valent a un sous-espace linéaire fermé de I'espace (C).

Démonstration. Soient r I'ensemble de toutes les fonction-
nelles linéaires a la norme 1 définies dans E et {xn} la suite
d’éléments de A a la norme 1, dense dans la spheére jx] -< 1

Comme distance, posons pour tout couple fuf2 de fonction-

nelles appartenant a E

XI'1  riX) f2AX))

"(34) (AA) = tfi 20 1 +ff)()(n)—M X n\

Nous allons montrer que, avec cette définition de la distan-
ce, F est complet et compact.

i) Les théoremes de ce § ont été trouvés en commun par M. S. V
zur et moi.
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Considérons une suite {/,} ou fi ZiP pour i = 1,2, .. et soit
lim (fP,fq) = 0. En vertu de (34), il existe donc la limite lim fi(xn).

Comme -] 1, la suite {fi(x)} est un vertu du th. 3 (Chap. V,
§ 1), p. 79, convergente pour tout X (2 E; par conséquent la suite
des fonctionnelles {/,} est faiblement convergente vers une fon-
ctionnelle 7 et on a W] <1, doufd f. Comme limfi{xn = f(x,,)

pour n —1,2, ..., on conclut de (34) que lim (/;,/) =0. Ainsi r
est complet.

D’autre part, on peut extraire de la suite {/,} par le procédé
de la diagonale une suite partielle {fik} telle que limfik(x,,) existe

pour n= 1,2, .., dou, comme auparavant, I’existence d’'une fon-
ctionnelle f d P telle que kl_i)rg) (fik,/) = 0. Ainsi T est compact.

Il existe par conséquent ¥ une transformation continue de
I’ensemble parfait et non dense de Cantor P Zi [0,1] en ensem-
ble T. En désignant par ft ZZ/'la fonctionnelle qui vient correspon-
dre au point t (Z P, considérons un élément quelconque XC/E et
définissons y (t) comme il suit: posons pour tout t (ZP

y (1) = Mx)
et pour les points de I’'ensemble [0,1] —P complétons la fonctiony (t)
d'une fagon linéaire, en posant notamment pour tout f(~[0,I] —P

m(t- t7)+y (),

ou t' et t" désignent les points les plus proches de P tels que
V<t< t

Examinons les propriétés de la fonction y (t) ainsi définie.
Si limtn=1t0 ou tnC P, la suite {/"} converge faiblement

vers fig dou nIim ftn(x) = ftqx), donc nIim y (tn =y (t0. La fonction
y est par conséquent continue dans P. Comme linéaire ailleurs,

elle est donc continue dans [0,1] tout entier; ainsi y (t) (Z (C).

0 v.p. ex. F. Hausdor ff, Mengenlehre (Berlin 1927), p. 197.
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D’autre part,il existe en vertu du th. 3 (Chap. IV, § 2), p. 55,
une fonctionnelle /Q/’ telle que |/(X)j=]Ix |} Soit tOCf[0,1]
point tel que f —ft,. On a donc l.y(™o)l = I//®)1=I1Ix I et comme

\yO\ = f,(x) < Ftl k1< [j pour tout t (2P,

on en conclut en raison du fait que la fonction \y(t)\ atteint son
maximum dans I’ensemble P, que 6na{< W@ I= IXij
«

Ainsi, nous avons fait correspondre a tout élément x CfE
unélément y =y (t) Cf(C) et on voit, en posant y —U (x), que
cette opération est additive. Comme |lyli = |F]i elle est linéaire
et transforme I’espace E en un sous-espace de (C) d’'une fagon
isométrique. Les espaces E et E1'Cf(C) sont donc équivalents,
c. g f. d

Théoréme 10. Tout espace métrique séparable E peut étre
transformé d’une maniere isométrique en un sous-espace de (C).

Démonstration. Selon une remarque de M. Fréchet’) tout
espace métrique séparable E se laisse transformer isomeétrique-
ment en un sous-espace de (m). Une telle transformation s’obtient,
comme on le vérifie sans peine, en faisant correspondre a tout
x CfE la suite {in} définie par la formule

= (v, xnN—xQxn pour n=12,.

ou la suite {x,} forme un ensemble dense dans E.

( En conséquence, nous pouvons nous borner au cas ou ECf_(m).
On montre facilement que I'espace formé de toutes les combinaisons
linéaires d’éléments de E et de leurs limites est un espace du
type (B) séparable. En vertu du th. 9 qui précede il existe donc
une transformation isométrique de cet espace, et a plus forte
raison de son sous-espace E, en un sous-espace de (C), c. g. f. d.

Remarque. En vertu des th. 9 et 10 qui viennent d'étre établis

I’espace (C) peut étre considéré comme I|’espace universel pour les

Y c¢f. M. Fréchet, Les dimensions d’un ensemble abstrait, Math. Anna-
len 68 (1910), p. 161.
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espaces séparables du type (B), resp. métriques. L’étude des es-
paces du type (B) se réduit donc a celle des sous-ensembles li-
néaires fermés de I'espace (C).

§ 9. Espaces conjugués.

Etant donné un espace E du type (B), I'espace E de toutes
les fonctionnelles linéaires définies dans E est évidemment aussi
du type (B). Nous appellerons E Il'espace conjugué avec E.

Théoréme 11. Si deux espaces E et Ex du type (B) Sont
isomorphes, resp. équivalents, les espaces E et Ex sont également
isomorphes, resp. équivalents.

Démonstration. En effet, si une opération linéairey = U (X)
transforme E en EIl d’'une maniére biunivoque et bicontinue,
I'opération conjuguée X = U(Y) transforme en vertu du th. 5
(Chap. X, § 1), p. 149, I’espace Ex en espace E tout entier égale-
ment d’une maniere biunivoque et linéaire, d’ou I'isomorphie de
ces derniers espaces.

Si, en outre, E et Ex sont équivalents, on a pour les fon-
ctionnelles linéaires correspondantes X et Y:

\X\ = borne sup X (v) = borne sup Y[U(x)] = borne sup Y(y)=[Y],
uid 1i<i m o

de sorte que les espaces E et EIl sont dans ce cas équivalents,
c. g f. d

Remarque. Cependant, I’équivalence des espaces E et El n’en-
traine pas toujours celle des espaces E et Ex

Considérons, a titre d’exemple, les espaces E = (¢) et Ex= (cfml).
Comme espaces conjugués avec eux on obtient E = (/) et Ex= (1)2%
et on établit facilement leur équivalence. Mais il n’en est pas

ainsi des espaces E et Ex Nous pouvons regarder E comme
I'’espace des fonctions continues définies dans I'ensemble Q com-

posé de nombres 0 et — ou n= 1,2, .. et lI'espace Ex peut étre
n

9 Pour la signification des indices dans ces symboles voir p. 182.
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considéré comme celui des fonctions continues définies dans |’en-

semble Q1 formé de nombres 0,1, — et 1+ — ot n= 1,2, .. Or,
n n

les ensembles Q et Qt en question n’étant pas homéomorphes,
on en conclut en vertu du th. 3, p. 170, que les espaces E et E1
ne sont pas isométriques, donc a plus forte raison équivalents.

Théoréme 12. Si l'espace conjugué E est séparable, I’espace
E I'est également.

Démonstration, E CfE désignant I’ensemble des fonction-
nelles linéaires définies dans E a la norme 1, il existe par I'hy-
pothése une suite {Xn}, oo Xnd E, dense dans I.

Soit {x,,} la suite d’éléments de E qui remplissent les con-
ditions

(35) KM=1 et Xnx,)> > pour n=1,2,...

En supposant que l'espace E ne soit pas séparable, on peut
affirmer que la suite {xn} n’est pas fondamentale dans E, donc,
en vertu du th, 7 (Chap. IV, § 3), p. 58, elle n’y est pas totale.
Il existe par conséquent une fonctionnelle linéaire X d E telle que

(36) JA’l=1 et X (x=0 pour n= 1,2, ..
En posant Zn= Xn—X, on a par conséquent selon (35) et (36)
Z,(x)= Xr(x) - X (x) > 1, ot |-24> — ;donc \Xn-X > 1

pour tout n naturel, ce qui est impossible, la suite {Xn} étant
supposée dense dans E et X appartenant a F.

Théoreme 13. Etant donné un espace E du type (B) sépara-
ble et tel que toute suite {x,} d'éléments de E a normes bornées
dans leur ensemble contient une suite partielle faiblement conver-
gente vers un élément de E, l'espace E est équivalent a I'espace
E (conjugué de E).

Démonstration. Soit G I’ensemble des fonctionnelles linéai-
res E (X) définies dans E et telles que F (X) = X (x0) pour tout
X d E et pour un x0d E qui ne dépend que de F. On a donc
E(X) |d PA\\=mx0. , dou l'inégalité JZ]d ;xO\ En vertu du th. 3
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(Chap. IV, § 2), p. 55, il existe d'autre part une fonctionnelle
AqC E telle que | I= 1 et ~(No) = Ixol>donc F (M0) = Ixo[>
d’ou I'inégalité jF | jx01 Les deux inégalités donnent jF |= X0\

G est un ensemble total (dans I'espace E des fonctionnelles
linéaires définies dans E).

En effet, si pour un 1 0C £ on a E (X0 = 0, quel que soit
fC C, on a aussi XQx) = 0, quel que soit x (f E, donc X0= 0.

Nous allons montrer que I’ensemble G est transfinimentfermé.

Soient a ce but U un nombre-limite quelconque et {Ffj ou
F%C_G pour 1<;I1 < tt une suite transfinie de fonctionnelles
a normes bornées dans leur ensemble. Il existe donc un nom-
bre M > 0 tel qu'on a \F\\< M pour 1 £< ft et par définition
de G toute fonctionnelle F~est de la forme FAX) = X (xV). L’es-
pace E étant par hypothése séparable, soit {x;} la suite dense
dans E.

Pour tout n naturel désignons par XX un terme arbitraire-
ment extrait de {x,} qui satisfait a I'inégalité

et posons
FA(X) = X(x™) pour XC E.
Dans le cas ou est confinai avec(donc ou il existe une
suite {£&/} a i naturels de nombres transfinis tels que limf = D
i—

et i< 0 pour i=1,2 ..), la suite {x~} renferme une suite par-
tielle faiblement convergente vers un élément x('i Cf E. Evidem-
ment on a alors

iim Ef>(X) > /Iim Ef)(X) = /Iim X (xff > X (xwW)

et par conséquent la fonctionnelle PXXX) = X (x() est une limite
transfinie de la suite {E(>}.

Dans le cas oule nombre-limite D n’est pas confinai avec

la suite transfinie {xW}, qui ne contient par définition qu'une

infinité au plus dénombrable de termes différents, renferme un
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terme x<n) tel que pour tout ij < il existe un J> 1 donnant lieu
a I'égalité xXW = ¥\ On a alors
o FMX) = limX .
t Bl c
de sorte que la fonctionnelle F(i(X) = X (¥Y) est encore une
limite transfinie de la suite {F(>}.
Ceci établi, considérons la suite {xG)). On peut en extrai-

re une suite faiblement convergente vers un x (2 E. Posons
X (X) = FQ(X). On a donc d'une part

(38) lim FA\X) > FO(X) pour tout XQ E

et d’autre part, par définition de G, FO(2 G. Or, on a selon (37)
X(x0 2 X(x@)—— |Afl, dot, par définition de F\ et Fin\
S n

lim FAX) = E%ﬁ.x(xt)> \EAX(x{?) - — 1A= IIi_%F*L\/I X)-1\X0.

> PY\X) —— IATI et par conséquent, selon (38), lim Ft(X)
en

> lim FW(X) 2- FO(X). La fonctionnelle FO est donc une limite

transfinie de la suite {/} et puisque F02 G, I'ensemble G est
en effet transfiniment fermé.

Comme total et transfiniment fermé, I’ensemble G coincide
en vertu de la remarque (Chap. VIII, 8 2), p. 117, et du lemme 3
(Chap. VIII, 8 3), p. 121, avec l’espace E.

Par définition de G,a tout F 2 F vient donc >correspondre
un tel que; comme il a été prouvé au début, |F] = [x].
L'opération U (x) = F est par conséquent biunivoque, linéaire et
transforme E en E sans altérer la norme. Les espaces E et E
sont donc équivalents, c. g. f. d.

Remarque. Ainsi p. ex. les espaces (L) et (lig) ou p> 1
sont équivalents aux espaces conjugués avec ceux des fonction-
nelles linéaires définies dans eux (cf. p. 181, 2°).
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Théoréme 14. L’espace conjugué avec le produit des espaces
du type (B) est isomorphe auproduit des espaces conjugués avec eux.

Démonstration. Ex E2 ..., En étant des espaces du type (B), il
s’agit d’établir I'isomorphie entre I'espace'A ou E = EXXE?2, X En
et lI'espace ExX E2X ... X En. On peut se borner au cas ou n = 2.

Désignons respectivement par Xx x2 et 2 les éléments de
Ex E2 et E et par Xx X2 et Z les fonctionnelles linéaires définies
dans ces espaces.

Soit H I'ensemble de tous les couples x1® ou x1(jj Ex Nous
pouvons donc regarder H comme un sous-ensemble de E= EXXE2
et par conséquent toute fonctionnelle linéaire Z, considérée dans
I'espace H, détermine une fonctionnelle linéaire Xx définie dans
Ex Posons

Z (2) = XX{xX pour z =

et d’'une fagon analogue
Z (0) = X2Ax2 pour z = ©x2
Pour z = xxx2 on a donc, comme il est facile de vérifier,
(39) Z (2) = XXXxX) + X2Ax2.

Réciproguement, étant données deux fonctionnelles linéaires
XXCjjEx et X2CfE2 la formule (39) détermine la fonctionnelle ZCjE.

La correspondance est biunivoque et établit une transformation
linéaire de ~ X f en £ tout entier, donc I'isomorphie de ces deux
espaces, g. f. d.

Remarque. En posant E= [ExXX E2X ... E,lp, resp. E =
= [ExX E2X ... En\n on apercoit aisément que I’espace conjugué

E est isométrique pour p > 1 avec I'espace \EXX E2X ... X Ej\ p_et
§ _ i . F-1
pour p = 1 avec I’'espace \EXX E2X ..., EnNm resp. avec l'espace

\EXX E2X  EMN.



CHAPITRE XIlI.

Dimension linéaire.

§ 1. Définitions.

Etant donnés deux espaces E et Exdu type (E), nous dirons
que la dimension linéaire de I’espace E ne dépasse pas celle de
I’espace Ex en formule:

(1) dim; E < dimzEx

si E est isomorphe avec un sous-espace vectoriel fermé de Ex
Les espaces E et Ex s’appelleront de dimension linéaire égale,
en formule:
din™ E = dimzEXx
lorsqu'on a les relations (1) et
) dim, Ex dim;E

a la fois.
L'espace E sera dit de dimension linéaire inférieure que Ex
lorsqu’on a la relation (1) sans avoir (2). En formule:

dimzE < din™Ex

Enfin, les dimensions linéaires de ces espaces s’appelleront
incomparables, lorsque les deux relations (1) et (2) sont en défaut.

Les espaces isomorphes sont donc toujours de dimension
linéaire égale. On ne sait pas si la réciproque est aussi vraie,
mais je considére comme tres probable qu’il existe des espaces du

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 13
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type (B), méme séparables, qui soient des dimensions linéaires
égales sans étre isomorphes.

Tout espace qui est isomorphe avec I’espace euclidien iz-dimen-
sionnel sera dit simplement & n dimensions. Un espace du type (B)
pour lequel un tel n n'existe pas sera dit a une infinité de dimensions.

§ 2. Dimension linéaire des espaces (c) et (I[P oup > 1

Théoréme 1. Si on a pour un espace E du type (B)

) dimzE < dimz(c)
ou bien
(4) dim; E < ding (/(A pour un p >-1,

E est un espace a un nombre fini de dimensions.

Démonstration. L’espace (c) étant isomorphe avec |’espace

(cO) des suites de nombres convergentes vers 0 (v. Chap. XI, § 6,

p. 180, 1°), il existe en vertu de (3) un ensemble linéaire et fermé

G Cf (c0), isomorphe avec E. En supposant que E, donc aussi G,

est & une infinité de dimensions, il existerait pour tout N naturel

une suite de A/Z'+l éléments Zi(fG ou i=1,2,..., A/+1 telle que
N+ 1

V aZi=0 entraine oq= a2= .. = =0.

i=1

Par conséquent, si on pose Zi = {(*}, on trouvera des nom-

bres A ou /= 1,2,..., A/'+l qui (sans étre tous égaux a 0) vé-
M

rifient les équations a = 0 pour n= 1,2, ..., N. En désignant
1=1
AM-1

par {$n} la suite z = £ a«zh on obtient donc
i=1

(5) lz|> 0 et p;=0 pour n,=1,2, .. N

Il est ainsi établi qu’il existe pour tout N naturel en élé-
ment z = {p,} de G ayant les propriétés (5).

Définissons a présent par induction une suite {y,}, délé-
ments de G ou yi = {v~}, en choisissant arbitrairement comme y1
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un élément de G tel que 'yw]|=1 et comme )n ou i= 2,3, .. un
élément de G tel que I'on ait

(6) Wt]=1 et X =0 pour «=1,2,... , M-i,

le nombre M— étant le plus petit de ceux qui satisfont a I'iné-
galité

(7 '1341-1|1< ——, bour tout «> VAVAE D
L’existence d'une telle suite {y,} résulte aussitdt de la pré-
misse qui vient d&tre établie.

Soit GO I'ensemble composé de tous les polynémes de la
r

forme ™ ay-our=1,2,. et de leurs limites. GO est évidem-
2=1

ment un ensemble linéaire et fermé.
Ceci dit, considérons une suite bornée quelconque v= {£-}
et posons

(8) =V Syh pour «=1,2 ..
i—1

Nous allons montrer que
9) ! px: i borne sup ! S =11
— X: < ! IE<— *11.
6 105 UP 2

En effet, étant donné un indice «, ilexiste envertu de (6)
un mi naturel tel que

(10) hL) =1 pouri=12 ..
d'ou par définition de Ni
(]_1) Ni . <nu<N
et parconséquentlim M = oo; il existe donc un knaturel tel

/—>00

qgue l'on a pour l'indice « en question
(12) A% i< « < A4,

ou A4 = 1.
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Pour tout i> K on a par conséquent selon (11) Nk M -i,
dou, selon (12), n<:Ni— On en conclut en vertu de (6) que
—O0 pour tout i> k, donc d’aprés (8) que

(13) \ =j? Ti%.

Pour tout i<k on a en méme temps selon (11) Ni X Nk-i,

d’ou selon (12) M <1 n, donc d’aprés (7) WX\ < > Comme |t*j 1

etfeq] I» | I%]] pour tout i', il en résulte en vertu de (13) que I'on
~ 3
a dune part la relation V] Jix i!_:\\ o x A~ ‘P'le > dou
(14) borne sup \\a\<; — |x ]
i<«o0°®

et d’autre part, pour tout k satisfaisant a (12), la relation

.2
Or, il existe un k tel que I&tEB ?jflxlB, donc conformément

a (10), que | = 1- Par conséquent, la relation (15) étant dé-

duite pour l’indice n donné arbitrairement, on en tire pour n= mk:
) 2

Ifin \ = 11*1,1-----2- ||*|I = II “11, d’ou borlge sup [nn rgg ||xj|

En rapprochant cette inégalité de I'inégalité (14), nous voyons que
la formule (9) se trouve ainsi établie.

Faisons a présent correspondre a tout x = {£-} la suites = {V,},
définie par I¢galité (8). En vertu de (9) la suite y est bornée
et on a, en posanty = U (x),

16 1 x < <7IxX) < 3 x ,
(16) : (x) 3

de sorte que l'opération U (x) est linéaire.
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D’autre part, pour xt= {£(}, ou

1 pour i=n
0 pour i™n,
on a par définition y= U (xi) pour i = 1,2, .. Par conséquent

pour * = {ii} (0 ONa x = ]£ fixt dou, par suite de la con-
i=1

tinuité de I'opération U{x), il vienty = U(x) =d UU (i) =d ity,,
i—1 i—\
donc, cette derniére série étant convergente, on obtienty d GO.

Réciproquement, soit y d GO Par définition de G, on a donc
m m
y = limsnou sn=d yr, pour tn=d «"Xi on a par conséquent

«-=00 i=1 1=1

tnd(co etU(tn=sn Or, la relation(16) donne —g’p—

[U(tp—tg) j= lsp—sq |, I'égalité lim j j= 0 entraine donc

/=m0, (- 0o

lim \ip —tq\=0. Ainsi la suite {tn} est convergente. En posant

g-yco

X = lim tn, on a donc x d (co) et U (X) —y, de sorte que |’opéra-

li
tion U (x) est biunivoque et transforme (cQ en GO tout entier.
Les espaces (cQ et GO sontdonc isomorphes et comme
G0d G, onen conclut que ding(cQ d diug G, ce quientraine
par suite des isomorphies entre G et f et entre (cO et (c) que
dim, (c) dim/E, contrairement al'hypothése (3). Le nombre de
dimensions de E est par conséquent fini, c. g. f. d.
Pour (/U0) ou p d 1 la démonstration est analogue.

§ 3. Dimension linéaire des espaces (PN et (D") ou p > 1.
Théoréme 2. Toutesuite de fonctions {xft)} appartenant
a (zul), faiblementconvergente vers 0, contient une suite partielle

(xik(ty} telle que l'on a
i
O(r¥) pour 1<pd 2
— O(n2) pour pd 2.

b Les théorémes dece § ont été trouvés en collaboration avecM. S.
Mazur.
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Démonstration. Nous allons nous appuyer sur l'inégalité sui-
vante pour p > 1
* EP)
(18) la+ bx-4jjaR-\-p\aj-1 bmigna+ Apx-\-B~» J }-=> P\> %
=i
ou a et b sont des nombres réels quelconques, A et B des con-
stantes qui ne dépendent que de p et E (p) désigne l'entier de p.
Par conséquent le dernier sommande disparait, lorsque p 2.
Définissons la suite {xit™ par induction, en posant 0 = 1 et
en désignant par inou n> 1 un nombre naturel arbitraire satis-
faisant a I'inégalité
i
(19) p J ISn-I(t) \e-1 mign Sn-I(t) Xin(t) dt < 1

n—1

ol sn—Kt) :k£—1Xik(t)' Un tel in existe, puisque par I’hypothése la
suite {Xi(t)} converge faiblement vers 0 et |s,,_i(f) I''1(~ {Dq) ou

-+ - =1,
P g

L’inégalité (18) donne pour a = s,,_i(f) et b = xint) par inté-
gration:
i I i
(20) ~\sn\Pdt< J"j ST Pdt+ pj |S+ 1 msign S+ 1min dt +
0 0 0

i e
+ AJ jxin pdt + B\(ﬁ)\] jsn—1P-i Ixinti dt.

La convergence faible de la suite {xn(t)} implique en vertu
du th. 1 (Chap. IX, § 1), p. 133, que la suite des nombres {J] Xd\\}
est bornée et on peut admettre sans restreindre la généralité du
raisonnement que

(21) jxnj 1 pour n=1,2,...

9 Pour la démonstration de cette inégalité voir S. Ban ach et S. Saks,
Sur la convergence forte dans les champs Lp, Studia Mathematica Il (1930), p. 52.
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Or, dans le cas ou p > 2 on a selon (21) en vertu de I'iné-
galité de Riesz (cf. Introduction, § 2, p. 2) pour 2 =<j m<p:

i ISn\Yy-j IXin N dt< Jj Sn—i pdt P < 1+ \]] sn 1 AT
0 0 0
d’ou, selon (19) et (20), PIslij*< IsnilF4-1+ A + Bp (1 41l s.._i %2,
ce qui conduit par itération a la forme
n—4
(22) I | <!eC-« -fDyjIRAp~-2
k=1
ou C=1+ A+ Bp et D—Bp.
Soit M= C+ D+ 2. Nous allons montrer par induction que
i
(23) Is,,  -< M-ti2 pour n= 1,2, ..
En effet, par définition de sn et dapres (21) on a [sx|I<;1

et, en admettant que I'inégalité (23) est vraie pour les indices infé-
n—1 p—2
rieurs a un n donné, on a selon (22) |Is.|fFxD °|\/|p~%(_ik 3+ C-n

E E i Z
D sMp~2en2-f CanMFn 2 (D -M~2-f n 2CsM~p), cequi en-
traine I'inégalité (23), puisque, comme on vérifiefacilement, la
somme en parenthéses est < 1 pour p > 2.

i
En vertu de (23), I'égalité |ks,Jl = 0(n2) pour p > 2 est ainsi
établie.

Passons au cas ou 1< p -<2. Par définition de s, on tire
i i

de (20) et (21)J snhdt < | Bnthdt+ 1+ A+ B, dou |s, lf<
0 0

< sn 1™+ Cou C=1 + Am+B etparconséquent snjf=<1] F+

+ C(nh—1) <;Cn donc, en posant Mp= C nous obtenons

JL
Is.1 M-np, de sorte que dans le cas en question ['égalité

Isnl= 0(np) se trouve aussi établie, c. g. f. d.
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Remarque, Le théoréeme précédent cesse d’étre vrai, quel

que soit p> 1, si on remplace dans les relations (17) le signe
O par o.

En effet, pour p 2 soit xt{t) = sin2rat. Comme on a
i
Jl_g(nnbl d(t) sin2mtdt = 0 pour toute fonction intégrable a(t), la

suite {x,(f)} est dans (L(/) faiblement convergente dans l'intervalle
n

[0,1], En posantsn(t) = ™ xik(t) ou {xIk(t)) désigne une suite partielle
k

=\

arbitraire, on a donc |kn@) =1y j lIsn{t) ¥d t > j/f S\{tdt=

1 i
- en2, ce qui prouve que O ne peut pas étre remplacé par o.

Pour 1<p 2, en posant

2p pour
Xi(t) =

0 pour 0< t< et N~ <t< 1,

/
on a pour toute suite partielle {Xik(t)} I’égalité ||s, =7/ J snt)Yydt=
o
p__
-;yn, qui montre I'impossibilitt de rempacer O par 0 aussi

dans ce dernier cas.

Théoreme 3. Toute suite {x,} d%léments de (M) ou p > 1,
faiblement convergente vers 0, renferme une suite partielle {x,{ telle
que

(24) 2 X = 0O hp

Démonstration. Soit Xi = {£(}. La convergence faible de {x,}
vers 0 entraine (cf. p. 137), que
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(25) |I/mm|j. =0 pour r_ 1,2,...
et que
(26) \i\\ < M pour i=1,2,...

La définition recurrentielle de la suite {atla} est la suivante:
Xit= Xi et Xinou n> 1 est un terme arbitraire de la suite {x,}
satisfaisant a l'inégalité

N N
27 & + ij» # o+ 1,
;:i >=
n—
oU (syy - - ,éélxn( et ., désigne un nombre naturel tel que

i=N

Un Xin ainsi défini existe en vertu de (25). On a par défi-
N =
nition: s, l[F= jis._i + xt |F= 'Zlij— JF+ £ Nj+ \a | dou en
y=1 1 m j=N 1
N

vertu de (27) et de I'inégalité de Hélder | I*< _I_%!Epl"+ 1+

1 /o \11p :

+ P\P et par conséquent selon (26) et (28)
i=N 1 \j=N 1

Isnif [b—+ FH—QF74)*= |sn+1lf C ou C—1+ (1 T4~
llen résulte quef]s, IF<; Cn, dou par définition de s,l'égalité
(24), q. f. d.

Remarque. Le tb. 3 qui précede cesse d’étre vrai pour tout
p > 1, si on remplace O par o dans la formule (24).
En effet, il suffit de poser

i1 P& T
r \O0 pour iR=r,
i

pour avoir «*, quelle que soit la suite partielle {xik}.

, § XI>

Nous allons déduire des th. 2 et 3, qui viennent d'étre éta-
blis, plusieurs relations d’une part entre les dimensions linéaires
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des espaces (Dp)) et (D7), dautre part entre celles des espaces
et (/(>) et enfin entre les dimensions linéaires des espaces
(Dp)) et celles des espaces (/(?), en posant partout p> 1< g.

Lemme. Si dim, (ZW) C dim™ (DG) ou p> 1< g, alors on a
soit g< p < 2, s0it 2< p< q.

Démonstration. 1l existe par hypothese une opération liné-
aire y = U(x), ou *C (™ X Qui transforme (Dp)) en sous-espace
fermé G de (Dq)) d’une fagon biunivoque et continue. Etant donnée
une suite {xn} ou xn(Z (Dp)), faiblement convergente vers 0, il en
est donc de méme de la suite {yn} ouyn= D (xn. En vertu du
th. 2, p. 197, il existe par conséquent une suite partielle telle
que

-

pour 1< qg< 2
(29 Dyik 0" ou x(q) =
k=1 pour g > 2.

N~ 4

L’opération inverse x = U~](y) étant continue, il existe un

M> 0 tel que Ix ld M |y | pour tout yd G, dou Vv

k=1
kzlyt et par conséquent, selon (29), z; xih = O donc,
=’ k=1

{*/} étant une suite arbitraire faiblement convergente vers 0, on
conclut de (29) que

(30) ®(p) < ?(q)-

Or, comme les espaces des fonctionnelles linéaires défi-
nies dans (DpY) et (Dg) sont (cf. Chap. XI, § 6, p. 181, 2°)

isométriques respectivement avec (L(pTQ) et (L(q_-l)), nous pou-
vons admettre que I’opération conjuguée X —U(Y) transforme

(L(q_l)) en (L(p_~9) et il résulte du th. 3 (Chap. X, § 1), p. 148,

gu’elle a pour contredomaine I’espace (Z(_ )) tout entier. En ver-
tu du th. 10 (Chap, X, § 1), p. 150, il existe donc un m> 0 tel
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gu’a chaque X (2 (L(FI)) vienne correspondre un Y(Z(L(’?_-])) de
facon qu'on ait X = (J(Y) et jY] mjXIEt

Ceci dit, soient {X,} une suite quelconque d’éléments de

(L p~! ), faiblement convergente vers 0 et { Yn) la suite assujettie
aux conditions Xn= U (Y,,) et jY,,\ m \Xnj pour tout n naturel.
La suite des normes {j Yn[} étant donc bornée, il existe (voir
Chap. VIII, &8 7, p. 130), une suite partielle {Yr\ faiblement
convergente. Si on en désigne la limite par YO, il vient U(Y0Q =0,
puisque la suite {Xrj converge faiblement vers 0. On a en con-
séquence Xn= U(Yn[— YO) et, en outre, la suite {Yni— Y0} con-
verge faiblement vers 0. En posant Yt= Yni—Y0 pour i= 1, 2, ...,
on peut donc en extraire en vertu du th. 2, p. 197, une suite
partielle {K/A telle que

(32)
d'ou, en posant x ik = u (vik), on obtient \x-k \<! Jux ®\vik \ et

(33)

La suite ¢(x ik} étant par définition extraite de ¢x,}, on con-
clut de (32) et (33) en vertu de la remarque p. 200, que

d’ou selon (30) et par définition de la fonction tp on tire sans
peine les inégalités qu’il fallait démontrer.

On déduit facilement de ce lemme les théorémes suivants.

Théoréme 4. Si ding (Lg) = dimg(L(?)) ou p> 1< g, on a
p=q.

Théoreme 5. Sil<p < 2< q,les espaces (Zp) et (L(?) sont
des dimensions linéaires incomparables.

Théoréme 6. Si 1<p #m2, on a dimz(Z2 < dim; (LS

Démonstration. Soit pour x (t) (2 (D):
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(0 = 7T+ zii (a‘ cos 2+ bhisin2'0
i—I
1 % i w
ou a=— jx (t)cositdt et bt=—j x (t) sinitdt, quel que soit
0 0
i=0,1,2 ..
@ 2c
Comme £ (a-+ ™) —/ M, il existe *) une constante 714>0
*=0 /

(ne dépendant que de p) telle que

I;KOI
1=0

on adoncy C (/) e*’inégalité  pré-

En posanty = U {x),
la forme

cédente peut étre écrite dans
W< 7149*11,

de sorte que l’'opération U (x) est linéaire.
Il existe 2 d’autre part une constante K telle que

« 1 h
ZW + b)) ><klJ Jy)jdt, dou en vertu de I'inégalité de

Riesz (v. Introduction, § 2, p. 2):
2

< Aip2e \y (t) §Fdt
/0

donc x I<; C\y[lou C= K J/c de sorte que U (*) admet I'opé-

ration inverse continue.
On a par conséquent la relation

dim; (Z2  diuqg (L(»

en vertu d’'un théoréeme de M. A. Zygmund (v. Sur les séries tri-

)
gonométriques lacunaires, Proeeed. London. Math. Soc. 5 (1930), p. 138—145).
voir S. Banach, Lakunare trigonometrische Reihen, Studia Mather

2
tica Il (1930), p. 212.



§ 3. Dimension linéaire des espaces (L(p)) et (I(P)) ou p> 1 205

ou le signe d'égalité est exclu (puisqu’on aurait alors en vertu
du th. 4, p. 203, I'égalité p = 2, contrairement a [I’hypothése),
c. g f d

Il est a noter que le probleme suivant reste ouvert: est-il
vrai que pour g<p < 2, ainsi que pour 2<p < g on a toujours
dim, (I>)) < dim, (ZM)?

Pour les espaces (/Q) et (/(?) on a le

Théoréme 7. Les espaces (1< et {Pg) ou K p ™ gq> 1 sont
des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration. En posant dim/(l(p) =< dinq (PP) et en pro-
cédant comme dans la démonstration du lemme, p. 202, on obtient
en effet les inégalités (qui correspondent aux formules (30) et (34)):

. £ =+ et 'L
p 1 p q
d'ou p = @, contrairement a I’hypothése.

Passons aux relations de dimensions linéaires entre (L(d)
et (/).

Théoréme 8. Si dim, (Dp) m<ding (/(?) ou p> 1< g, on a
p=qg=2

Démonstration. Par le méme procédé on obtient (au lieu de
(30) et (34)):

T(P) < Kr et <pk—P’\r|J) <q >

pour nC 2
(35) ?(n) =
2— pour n >e 2,

Il en résulte aussitot que p =9g=2, ¢ qg. f d

Le th. 8 qui précéde entraine en vertu du th. 1 (Chap. XI,
§ 2), p. 165, le
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Corollaire. Pour que dimz(DP) = dim, (Hy), il faut et il suf-
fit quep=q=2

Théoréme 9. Si \<p -f 2, on a dim, (DP) > dim, (I(0).

Démonstration, En effet, si on avait par contre dim, (DP)
< dim, (Ip)), on aurait en vertu du th. 8 p. 205, en y posant
p = q, I’égalité p = 2, contrairement a I’hypotheése.

Il reste donc a montrer que les espaces en question sont
de dimensions linéaires comparables. Posons a ce but

| - pour di<t< ot
yit) = { 2 2

|0 pour 0< t< et

1
d'ou J'lyft) ¥dt = 1, donc yft) (f (DP)" pour i= 1, 2, ...; soit pour

tout x = {17} C v(p)

y (f) -".V liiyKt),
i=1

dou | \y(D)\pdt = En posant par conséquenty = U (x),
0 « 0

on obtient |]yjl= lIX ], ce qui prouve que l'opération U (x) est
linéaire et admet I'opération inverse continue. Or, elle transforme
par isomorphie (lip) en sous-espace de (DP).

Théoreme 10. Pourl<g<p < 2, de méme que pour 2<p<q,
les espaces (Dp)) et (HP) sont des dimensions linéaires incomparables.

Démonstration. En supposant que dim, (DP)~ din (Hj), on
aboutit par le raisonnement employé dans la démonstration du
lemme, p. 202, aux inégalités (analogues a (30) et (34)):

li o(p) et -—-< -1 P,
q q - \p-i)

ou la fonction @ est définie par la formule (35), p. 205. On en
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déduit aussitdét qu’'on a soit p <!'q 2, soit 2 Xi g ~Cp, contraire-
ment a I’hypothese.

La question suivante reste cependant non résolue: est-il
vrai que p<q< 2 de méme que 2< g<p, entraine l'inégalité
dim, (E<=>) > dimz(/(«©)?



ANNEXE.

Convergence faible dans les espaces du type (B).

Nous distinguons dans les espaces du type (B) deux notions
de convergence faible, a savoir: la convergence faible des fon-
ctionnelles linéaires et celle des élémentsy. Les deux notions
sont évidemment différentes. Nous allons ajouter ici quelques
théorémes relatifs a I’étude de ces notions.

§ 1. Les dérivés faibles des ensembles de fonctionnelles liné-
aires.

Etant donné un espace du type (B) séparable, soit F un en-
semble quelconque de fonctionnelles linéaires définies dans E.

Appelons une fonctionnelle linéaire x point d’accumulation
faible de I’ensemble F, lorsqu’il existe une suite de fonctionnelles
{(xp}, ol xk X x et XkCfF pour tout k=1, 2, ..., qui converge
faiblement vers la fonctionnelle x.

L’ensemble de tous les points d’accumulation faible de I’en-
semble F sera dit le dérivé faibledordre 1 de F,et le dérivé
faible du dérivé faible d’ordre n—1de F s’appellera dérivé faible
d'ordre n de F. Les dérivés faibles successifs de F seront dési-
gnés par F(q, F@, ... , F\n), ...

Si F est un ensemble linéaire, on a évidemment

rCFwCF~AC-CrooCBn”~"C- =

q cf. Chap. VIII, § 4, et Chap. IX, § 1.
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Il est facile de donner un exemple d’ensemble linéaire r
qui soit fermé, sans étre faiblement fermé.

Considérons, en effet, comme F I'ensemble des fonctionnelles linéaires
définies dans I’espace (c0) ') de la forme

(h) Xx)=n lC i %0
i=
ol x={E}c(,) et Cl =£C,

On constate aisément que I'ensemble r ainsi défini est linéaire,
fermé et gu’il ne contient pas la fonctionnelle de la forme (1) ou C, —1 et
Ct= 0 pour i= 2,3,... Or, cette derniére fonctionnelle étant (voir Remarques

au Chap. VIII, 8§ 6, p. 239) la limite faible de la suite {Xk\ des fonctionnelles

de la forme (1) ou
f 1 pour i=1 oui=Kk

110 pour i etif. k,

I’ensemble F n’est pas faiblement fermé.

Théoreme 1. Il existe pour tout n naturel un ensemble liné-
aire de fonctionnelles linéaires définies dans I'espace (cO) et dont le
dérivé faible dordre n n'est pas faiblement fermé o).

Démonstration. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans

(cO étant de la forme (1) ou x = {£} (ff (cO et ;:i 1Q |= X\ soient

Axlfensemble decelles ou I'on a cZ- o et s I'ensemble de cel-
les o Ch—=opour i=1,2, ..

Faisons correspondre d'une facon biunivoque a tout couple
r,s de nombres naturels un nombre pair N (r, s) et désignons par
Zrs la fonctionnelle linéaire définie dans (cQ) de la forme

Zrs (X) - iI_\Q ii ou x = {£/} (“ ("0 et telle que

* c. a d. dans l’espace des suites de nombres réels convergentes vers
0 (cf. Chap. XI, § 6, p. 180).

2 cf. Chap. IV, § 4, p. 66.

3 Le premier exemple d’'un ensemble linéaire de fonctionnelles linéai-
res dont le dérivé faible n’est pas faiblement fermé a été donné par M. S.
Mazurkiewicz (Sur la dérivée faible d’un ensemble de fonctionnelles linéaires,
Studia Mathematica Il (1930), p. 68 — 71).

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 14
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2) c 1 pour i= N(r,s)
| 0 pour i=£N (r,s).

Considérons un ensemble linéaire quelconque G de fonction-
nelles linéaires définies dans (cQ. Soit H I’ensemble de toutes
les fonctionnelles de la forme (1) ou @%= 0 pour i =1, 2, ... et telles

gue la fonctionnelle™ C2_i U appartienne a G. L’ensemble H ainsi
i=1

défini est évidemment linéaire et on a Hd Ax Comme sous-
espace de (/), I'ensemble AXx est séparable. H contient donc une
suite de fonctionnelles {Yr} dense dans I’ensemble des fonction-
nelles & normes 1, appartenant a H, et telle que

3) jYr[< 1 pour r—1,2, ..
Posons pour r et 5 naturels:
(4) Xrs= Yr+ rZrS
et désignons par f I'ensemble linéaire des fonctionnelles X de
la forme .
(5) X = I &s ~ \2 \Q ar's + 2 rarsZrg

r=1
s=1 5=
ou il n'y ait tout au plus qu’un nombre fini de ars non nuls.

En raison de (4) et (5) on a donc par définition des ensem-

bles Al et A2
(6) £ arsXrs > ~rarsZr'S =™\ rar
=1 v i
Soit a présent {Xk} ou Xk CAT pour k = 1, 2, ... une suite fai-
blement convergente vers X. En vertu de (5) on peut poser

@) Xk=17? a?) Xrs= XK + XK

r=1
5=1

aJ
®) x* =2 w2 g et XX=
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On a évidemment Xu (Z et Xu' (Z quel que soit k, de
sorte que les suites {Xu} et {XuU'} convergent faiblement vers
certaines fonctionnelles X' (Z ~i et X" (Z YI2 par conséquent
X=X"+ X"

H* désignant, comme d’habitude, I’ensemble dérivé de H au
sens ordinaire, nous allons montrer d’abord que

9 X'C_H".

En effet, il existe par suite de la convergence faible de la
suite {Xk} vers X, un nombre M> 0 tel quon a pour k= 1, 2, ..

IXk] A4, dou selon (6)—(8)"Ijra{l§ I< M; en posant donc
r=
S=;

0o

bK)= ZaW, on peut écrire
® ZaW P

(10) ZirbW]< M pour k=12, ..

-1

Il existe par conséquent une suite partielle {kj} telle que la
limite br= lim bfu existe pour tout r=1,2,...
y-*»

On a donc en vertu de (10)

(11) Jrv ] 6r] <M -
r=1

Pour tout m naturel on a en conséquence/’;ilb[m —bri

m-a o oo

< U Ib&) —bri+ £ 1 \+£\br\ ce qui donne selon (11) et par
r—1 r—m r—m

, ~ M
définition de br I'inégalité lim 2j No&fi —br |<! 2 d’ou, m étant
4~ r=1

arbitraire, lim £ 1b~U —br1= 0.

oo r=1

Remarquons que la série S br Yr est d’apres (3) et (11) con-
=1

vergente et I'égalité qui précéde implique d’apres (8) que X' en
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est la somme. Comme YrG H pour tout r naturel et H est un
ensemble linéaire, on a donc X' G H'.

Il est ainsi démontré que pour X= X"+ X" G G)> ou X'CZAl
et X" G G> on a X' (ZH' La formule (9) se trouve donc éta-
blie.

D’autre part, on constate facilement que la suite {er tend
faiblement vers © avec s-~00; par conséquent en vertu de (4), la
suite {Xrs} tend faiblement vers Yr, lorsque s-~00. On a donc

(12) Yr(Zrp) pour r=1 2, ..

Soit maintenant {Xk} ou XkG G) pour k=1, 2,... une suite
faiblement convergente vers X (Z AXF@1J1. On a évidemment
Xk= Xk + Xk", ou Xk G Z" et Xk"G G* On apercoit aisément que
la suite {Xk} converge faiblement vers X, d'ou X G Gb- Réci-
proguement, il existe pour tout X G Gi) une suite {Xk} de fonction-
nelles appartenant a H et faiblement convergente vers X. Nous pou-
vons admettre sans restreindre la généralité que Xk |G 1 quel que
soit k = 1, 2, ... Par définition de la suite {Yr} il existe pour tout k

1
un indice rk tel que Xxk — Yrk\ de sorte que la suite {Yrk}

est aussi faiblement convergente vers X. Il en résulte selon (12)
que X (ZFp> dou X (Z Zi Fp) (puisque Gb G G par définition
de Ai). Donc

(13) AFQ=Gp.

En procédant ainsi de suite, on montrera par induction que
I'on a d'une fagon générale

(14) AXG+b = 6») PolLr t°0t n= >2, —

Ceci établi, revenons al’ensemble donné G. Si I'on admet
que le dérivé Glde G n’est pas faiblement fermé, il en sera évi-
demment de méme du dérivé H' de H, et, en vertu de (9)et (13),
il en sera encore de mémedu dérivé faible G) de F. D'une

9 Le symbole AB désigne d’'une facon générale la partie commune des
ensembles A et B.
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fagcon analogue, en admettant que le dérivé faible G”-i) d’ordre
n—1 de G ne soit pas faiblement fermé, il en sera évidemment
de méme du dérivé faible //(,) d’ordre n de H, donc, en vertu de
(14), aussi du dérivé faible g dordre n-f1 de F, c. q f. d

Remarque. On peut définir les dérivés faibles r~ d’ordre
transfini i de F pour les nombres transfinis £ de deuxiéme classe,
en posant F™ = F~ ou F~ = (F™Mi))g), suivant que £ est un

nombre-limite ou non.

On peut établir alors par induction le théoréeme suivant, ana-
logue au th. 1L

Il existe pour tout nombre transfini £ de deuxiéme classe un
ensemble linéaire de fonctionnelles linéaires définies dans l'espace
(cO) et dont le dérivé faible d’ordre £ n'est pas faiblement fermé x.

On peut cependant montrer que, E étant un espace du ty-
pe (B) séparable et F un ensemble arbitraire de fonctionnelles
linéaires définies dans E, il existe toujours un tel nombre £
fini ou transfini de deuxiéme classe que I’ensemble F™ est faible-
ment fermé. C’est une conséquence facile du th. 4 (Chap. VIII,
§ 5), p. 124.

Théoreme 2. Soient E un espace du type (B) séparable et
F (Z.E2 un ensemble linéaire. Pour que F(1) = E, il faut et il suffit
qu’il existe, un nombre M > 0 tel que r contienne pour tout x CfE
une fonctionnelle X satisfaisant aux conditions

(15) "I <M et J*(v)]=]*f§

Démonstration. Nécessité. Soit pour tout n natutel An
I’ensemble des fonctionnelles linéaires * définies dans E qui sont
des limites faibles des suites {Xk} de fonctionnelles appartenant

‘)Y Voir S. Banach, Sur le dérivé faible des ensembles de fonctionnelles
linéaires, Studia Mathematica IV (a paraftre).

2) E désigne, comme auparavant, I’espace conjugué avec £, c. a d. I'es-
pace des fonctionnelles linéaires définies dans E.
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a T et vérifiant I'inégalité Xk] « pour k= 1,2, ... Ona donc

a

en vertu du th. 2 (Chap. VIII, § 5), p 123, F~) =d An dou par
n=1
I’hypothése

(16) E=2Z An.
n=1

Remarquons que tout An est un ensemble fermé. Soit,
en effet, {Xj} une suite de fonctionnelles appartenant a An ou
lim X] —X\ = 0. Par définition de An il existe donc pour tout

/ -»o00

j une suite {A7} faiblement convergente vers Xj, ou X{d T et
~"11 Pour A- 1,2,... Etant donnée une suite {xr}, dense dans E,
les égalités lim xuxr) = Xj{xr) et lim Xj{xr = X (xr), qui se pré-

sentent quels que soient j et r, entrafnent I’existence d’une suite
{X(.} telle que lim Xk(xr) = X (xr) pour tout r= 1,2, ... Comme
J y->00 J

X i,] ™ n, il en résulte en vertu du th. 2 (Chap. VIII, § 4), p. 123,
que la suite {Xj{} converge faiblement vers X, d’ou X C2An

Ainsi, tout An étant fermé et I'espaceE étant également du
type {B), I’égalité (16) entraine I’existence d’un indice nO telque
Am contient une sphére KdE. Désignons par X' le centre et
par ple rayon de K.

Etant donné un élément x d d existe en vertu du th. 3
(Chap. IV, 8§ 2), p. 55, une fonctionnelle X0d F telle que

a7 Xox) = W\ et 171 = 1.
Posons
(18) X= £ et A" = XA0+ (I-X)*".
1+ \X'\

On en tire facilement \X"—X’\d P, d'ou X" d Kd Ao- U
existe par conséquent deux suites {Xk} et JAY"} de fonctionnelles
appartenant a T et faiblement convergentes vers X' et X" respe-
ctivement; on a donc en méme temps

(19) Xkll< na et [XK'\< fi, pour k=12, ..

La suite j— XK' —- —- xA appartient a f et daprés (18)
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tend faiblement vers X0. D’aprés (17) il existe par conséquent
un indice kO tel que

(200 -X M x)- — —X'ko(x)=‘a—\x\ ou ?<a<2.

En posant donc X = — /= X" — Xk\, on obtient XG"F,
a \ ° X °J
X(x) = W\ et, en vertu de (18) — (20), KX\< M= 2+ 2 A71+ p),

de sorte que A4 est indépendant de X. Ainsi la condition (15) se
trouve en effet réalisée.

Suffisance. A désignant I'’ensemble des fonctionnelles
linéaires X appartenant a F et telles que JA"|<"1, il existe dans
A suivant le th. 4 (Chap. VIII, § 5), p. 124 ¥, une suite de fon-
ctionnelles linéaires {Xr} faiblement dense dans A

Posons pour tout x 21 E

(21) y = {7t ou tr= Xr(x) polir r=1,2, ..
On a donc
(22) i< IXrwixj< [X],

douy (2 (m- En admettant pour y la norme adoptée dans (m),
on obtient de (21) et (22)
(23) W< \x\

D’autre part, X (2 E désignant une fonctionnelle qui remplit

par I’'hypothése la condition (15), posons X’ = MX. Par consé-

quent [X1jm< 1, d’ott X121 Il existe donc une suite partielle {Xr}
faiblement convergente vers X1 dou lim !Xr.(xX) \= jX'(x) \ ce
y—00

qui donne en vertu de (15) et (21), limJ) |>= X'(X) |> — !xj et
00 M
par conséquent

(24) 1> 1, e

'Y en y remplacant r par A et A par {Vr}.
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En posant doncy = U (x), on voit facilement de (21) et (22)
que l'opération U (x) est linéaire; en vertu de (24) il en est de
méme de I'opération inverse x —U~1y). L’espace E étant par
hypothése séparable, le contredomaine E1 de U (x) l'est égale-
ment par suite de la continuité de cette opération.

Ceci dit, soient X une fonctionnelle linéaire quelconque dé-
finie dans E et

(25) Y{y) = X[U~fy)],
de sorte que (I'opération U~\y) étant linéaire) Y est une fon-
ctionnelle linéaire définie dans Ev En vertu du théoréme de
M. S. Mazur (Chap. IV, 8 4), p. 72 ), il existe donc une suite
double de nombres {an} telle que

(26) Y(y) = lim Y*drrtr pour y CfEI

n~l0<3 I:(zmil

et anr= 0 pour r > kn ou {kr} est une suite de nombres naturels.
On en déduit suivant (21):

00 kn kn
27) Z™NAT e —N ANy QT "Vr(x) — Xfi(x),
‘r=1 r—1 r=1
de sorte que Xn(ZT pour n=1,2,..., puisque E est un ensem-

ble linéaire et Xr(ZB (ZE
Or, on a selon (26) et (27) Y\U{x)] = lim Xn{x),d’ou selon

(25) X (x) = lim Xn{x) pour tout x CfE\ la suite {Xn} converge
N—voc

donc faiblement vers X. Par conséquent X (Z L(}), cequiprouve
que la condition est en effet suffisante, c. g. f. d.

Il est facile de voir que I'ensemble E de toutes les fonctions
réelles bornées et continues x (q), définies dans nimporte quel ensemble
métriqgue Q, constitue un espace du type (B), lorsqu’on y définit
I’addition et la multiplication par nombres de la facon habituelle
et prend comme norme

b en y remplacant L par
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(28) Ix il= borne sup K (@) |
9CQ

Si, en outre, I'’ensemble Q est compact, I'espace E en question
est séparable.

On a dans ces hypotheses le

Théoréme 3. {qr} désignant une suite de points dense dans
Q, il existe pour toute fonctionnelle linéaire X définie dans E un
tableau de nombres réels {«>} et une suite de nombres naturels {kn}
telles que

lim V airx (qgr)= X (x) pour x CfE.

/—o00
r=1

La démonstration résulte du th. 2 qui précéde, étant donné
que dans ces conditions I'ensemble E des fonctionnelles linéaires

m

de la forme'E ai x {gf, ou ai sont des nombres réels et m est un
nombre naturel quelconques, satisfait a I’'hypothése du th. 2.
En effet, il existe pour tout x CE un q0QQ tel que 1x (q) | formax \x{g)\ =
grQ

= JxHet comme Xfx) = x (qg) est une fonctionnelle linéaire a la norme 1

on n'a qu’a mettre M —2.

Le th. 3 peut étre aussi déduit facilement par I'application
directe du th. de M. S. Mazur, p. 72.

§ 2. Convergence faible des éléments.

Soit a présent Q un ensemble abstrait quelconque, pas né-
cessairement métrique, et E I’espace du type (B) de toutes les fon-
ctions réelles bornées x (q) définies dans Q, avec la norme (28).

Une fonctionnelle X définie dans E s’appellera non négative,
lorsque, quelle que soit la fonction x (f E, la condition x (q)i™ 0
pour tout g Cf Q entraine X (x) ~ 0.

Théoreme 4. Toute fonctionnelle linéaire X définie dans E
est une différence de deux fonctionnelles linéaires non négatives
définies dans E.
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Démonstration. Posons pour tout sous-ensemble 5 de Q
(29) [i (S) = borne sup X ()
tCs
ou tr désigne d’'une facon générale la fonction caractéristique
de I’ensemble T. On a donc

(30) o o os)<]]in-

et a (™ + S = x(5j) + a(S2 pour < et S2 disjoints. En raison
de (29) on a de plus

(31) ~eps)g ™ (5).

Pour toute fonction x CZE telle que ||xj= 1 soit

(32) xn(g) = — pour i- < a(qg< ol —n< i< n.

On a évidemment \xn(g) —x(g)\ < — pour tout q (Z Q, dou

l1k,—xHg§-~- et par conséquent

(33) x = lim xn.

/Z—>o00

si,n désignant I’ensemble de tous les éléments de Q qui sa-

tisfont a I’équation xn(q) = ou —n < /< n, posons
« |
(34) X'(x) = lim V 7 [a(Si,'")
' 1=

On montre facilement que, en vertu de (33), la limite (34)
existe et qu'on a selon (30) jX" (x)
Or, la fonctionnelle X*(x) est non négative, car, en admet-
tant que
(35) x (q) >-0 pour tout qC Q>
on obtient de (30) et (34) I'inégalité
(36) X\x) > 0.

nl
Remarquons d’autre part que (32) donne xn(qg) = £ ?s. (gX
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d’ou selon (31) X (x,,) < t:oLn [F(Si,) et par conséquent d’apres

(33) et (34)
(37) X(x) E X"(x),

de sorte que la fonctionnelle
(38) X"{x) = X*(x) - X (x)

est également non négative, car on a en vertu de (37) l'inéga-
lité X"(x) 0 toutes les fois que la condition (35) se présente.
Enfin, X (X) = X"(x) —X"(x) par suite de (38).

Théoréme 5. Pour qu'une suite de fonctions {xn} & normes bor-
nées dans leur ensemble et appartenant a E converge faiblement vers 0,
il faut et il suffit qu’on ait

(39) lim lim [xn(gi) |= 0

pour toute suite de points {qt} appartenant a Q.

Démonstration. Nécessité. Supposons, par contre, que pour
une suite {qi} de points de Q on ait lim lim |x,(qi) |> a> 0. Il

oo

existe donc une suite croissante {«*} de nombres naturels telle
gue lim jxnfgi) |> a> o pour tout k et on peut en conséquence

i—00

extraire de {&,} par la méthode de la diagonale une suite partielle
{qq} telle que

(40) jlim xnk(gi)j> a> 0 pour k=1,2, ..
/->00
Considérons la fonctionnelle linéaire X définie par la formule
X(x) = Lim x ,) pour tout x (fE,
[e%e} 7

le signe Lim ayant ici le sens défini au Chap. Il, § 3, 4, p. 34
On a alors selon (40) | X (xrk) |> a pour k= 1,2,..., dou
(41) iim X (X)i> tt> o0,

de sorte que la suite {x,} ne tendrait pas faiblement vers o.
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Suffisance. Afin de prouver gu’une suite de fonctions
{xn} ou :Xn[< M pour n= 1,2,... converge faiblement vers
il suffit donc, inversement, de montrer gqu’il n'existe aucune fon-
ctionnelle linéaire et non négative X qui remplisse I'inégalité (41).
Or, supposons par contre, qu’'une telle fonctionnelle X
existe; nous pouvons évidemment admettre que

= et lim X,) > a> 0.
42 1*1 1 et i A 0
n=o

Posons pour tout q ZI Q

sn(g) =1 XnpOUr B> 0
| O pour xn(q) < 0
et
tn(g) = x,(q) - sn(q).
Une des limites H%x (sn et (I(_I%X (t,,) dépasse évidemment
2 Soit donc
2

(43) lhn X (s,,) > 5 > 0.

Posons ensuite pour tout q (Z Q
s«(q) pour sn(g) > —

yZq) =
0 pour sn(q) < -

Alors isn—yn|]C €>d’ou selon (42) et (43)

(44) Tirn X (y,,) > 3 >0.

Désignons par Snle sous-ensemble de Qformé de tous les q(ZQ

tels que xn(q) | " et soit dn(q) la fonction caractéristique de

I'ensemble S, Comme \Wn < lisn 1< [Ixn][<M, on ay,,(q) ">"yn(q)

pour tout gZIQ et n=1, 2, .., donc, la fonctionnelle X étant non
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négative, X (M mp,) X (yF), d’ou selon (44), en posant B= -3517-1‘,1
(45) lim X ((fn > p> 0.

Considérons la fonction d’ensemble F définie pour les sous-
ensembles 5 de Q par I'égalité
(46) F(S) = X((f9

ou tps est la fonction caractéristique de 5. L’inégalité (45) peut
donc étre écrite dans la forme lim F (Sn)> P> 0. Soit nx le plus
r—od

petit nombre naturel tel que

(47) ibn ~ (£,,S,) > 01i).

Un tel existe.

En effet, supposons par contre que lim F (SkSn)= 0 et par conséquent

n—oo

que lim F S,, = 0 pour *= 1,2,.. Il existerait donc deux suites crois-
«> (=! 7

santés (kj) et {rij} telles que pourj = 1,2, ..

ki< nj<kj+v F(S.jt> ~ et F\2S(Sm <|j|J

ki
En posant Tj= Sn.— Zj StSn,, on aurait en conséquence
H /=1 1
(48) Tj et Tj disjoints pour tout j1 |2
et
(49) F(7})>-~ pour j=1.2,.

Par suite, j: désignant la fonction caractéristique de I'ensemble Tj, les
formules (46) et (49) donneraient

(50) V(2 . 'l POW n:rz,--

On a cependant d’aprés (48) .
]

x < i, dou™] N pourn= L 2>.
|

11N

contrairement a (50).

) cf. la note *), p. 212.
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En procédant comme pour (47), ou aboutit par induction
a l'existence d’une suite croissante {«,} satisfaisant aux inégalités
Ii>rgOF {Sni S2... Sn, Sn) > 0, de sorte qu’aucun des ensembles {5,, }

n’est vide.
Soit a présent gt pour i —1, 2, ... un point arbitraire de I’en-

semble Snij S,2.. S,r Evidemment, pour tout i>j on a donc

gi C Sn» d'ou, par définition de Sn, I'inégalité |x,,Xq0) |>-Epour
toutj = 1,2, ... Il en résulte que 1™ KnXgi)\ >-? et par consé-
| >

quent que lim lim ]xn{gq) | — 5 contrairement a I’hypothése (39).

Théoréme 6. Etant donné lin espace E du type (B), pour
qu'une suite {xh ou xnC_E pour « = 1,2, ... a normes bornées dans
leur ensemble converge faiblement vers ©, il faut et il suffit qu'on
ait

(51) lim lim |Xfxf) \= 0

pour chaque suite de fonctionnelles {Xi} appartenant a un ensemble
r de fonctionnelles linéaires définies dans E qui jouisse des pro-
priétés suivantes:
1° I'ensemble des normes des fonctionnelles X CfE est borné,
2° il existe un nombre N > 0 tel que pour tout élément x (f E
I'ensemble F contient une fonctionnelle X remplissant I'inégalité

(52) X{x)>N-\x\.

Démonstration. Pour montrer que la condition est suffisan-
te, considérons I'espace E1lde toutes les fonctions réelles bornées,
définies dans F. Faisons correspondre a tout élément x (f E la
fonction / (f E1 donnée par la relation

(53) f{X) = X{x) pour XCfT.

M désignant la borne supérieure des normes des fonction-
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nelles X CfF, posons /= U(x). On a daprés (53) et (52)
N" X j IVI[<; M- x |, par conséquent, I'opération U étant addi-
tive, elle est linéaire, de méme que son opération inverse.

Ceci établi, si la suite {x,} satisfait a la condition (51),
on en conclut daprés (53), en posant fn(X)= X (xn), que
lim lim \i(Xi) |= 0. Il en résulte en vertu du th.5, p. 219, que

A

la suite {/,} tend faiblement vers 0. Comme I|'opération x = U~\f)
est linéaire et xn= U~1fn), il s’en suit en vertu du th. 3, (Chap.
IX, 8 5), p. 143, que la suite {xn} converge faiblement vers 0.

On montre par un raisonnement semblable que la condition
est nécessaire.

Théoréme 7. Etant donné un espace E du type (B), pour
qu'une suite {xn} de ses éléments a normes bornées dans leur ensem-
ble converge faiblement vers 0, il faut et il suffit qu'on ait

(54) lim X (xn) =0 pour tout X (fF,
n->C

ou F est un ensemble de fonctionnelles jouissant des propriétés 1°
et 2° et en outre faiblement compact.

Démonstration. La condition est nécessaire par définition
de la convergence faible des éléments. Pour prouver qu’elle est
suffisante, il suffit (en raison du th. 6) de montrer que (54) en-
traine (51).

Supposons par contre qu’il existe une suite partielle {xrff et
une suite {Xi} de fonctionnelles de F telles que

(55) lim Xi(xnh) 1> a- o pour h- 1, 2, ..

2->00

Or, I'ensemble F étant par hypothese faiblement compact, il
existerait une suite partielle (Xq, faiblement convergente vers
une fonctionnelle XO(f F, d’ou selon (55) PXax,d \ a> 0 pour
k=12 .., contrairement a (54).

On déduit facilement des théorémes qui viennent d'étre éta-
blis les théoremes suivants.
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Théoreme 8, Etant donnée line suite {xn\ de fonctions réelles
continues, définies dans un ensemble Q métrique compact et bor-
nées dans leur ensemble, la condition nécessaire et suffisante pour
la faible convergence de {xn} vers 0 est qu'on ait

lim xn{g) = 0 pour tout g Cf Q.

La démonstration s’obtient du th. 7, en désignant par E I’es-
pace des fonctions réelles continues définies dans Q et par r
I’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans
E de la forme X (X) = x (q) ou x F_E et q Cf Q On a alors évi-
demment \X\ = 1 pour tout X (f E et il est aisé de voir que F
remplit aussi les autres hypotheses du th. 7.

Remarque. En particulier, on obtient aussitét du th. 8 les
conditions pour la convergence faible des suites de fonctions con-
tinues définies dans I'intervalle rectiligne, resp. dans le carré.

Théoreme 9. Pour qu’une suite de fonctions {xn} appartenant
a l'espace (Ai) converge faiblement vers 0, il faut et il suffit que
pour toute suite de fonctions telles que

S yi® dt=1 ou i=1,2, ..

) 0
on ait

0

La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par r
I’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires X définies dans
(Ai) de la forme

aJ
0] 0

On a alors X\ —\ pour tout X Cf F et, pour tout x Q (Ai),
il existe une fonction a (t) vérifiant les conditions
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1 i
Joja(t) |dt = 1 | a (0 x (t) ~ Irx .
0 0

Il suffit donc de poser dans le th. précité M—---

Théoreme 10. Pour qu’une suite {x,}, ou xn = {£"}, d%éléments
de Il’espace (m) converge faiblement wvers 0, il faut et il suffit

d'avoir pour toute suite diindices {&,}

lim lim £ 1= 0.

La démonstration résulte du th. 6, p. 222, en désignant par
r la suite {X]j} des fonctionnelles de la forme

Xj(x) = ij oo X = F (m) et J =1,2, ..
On a alors [Xjj= 1 pour j =1,2,... et il existe enoutre

pour tout x(ff{m) unj tel que ;Xj{x)\  -b jJx IOn posera donc

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. 15
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§ 3. Nous écrivons lim as xn{t) = x (t), lorsque la suite de fonctions {xn{t)\

«=->00
converge asymptotiquement vers la fonction je (t).
§ 5. Le dernier th. implique que si les fonctions continues xn(t) sont
bornées dans leur ensemble et la suite est convergente partout,

b
r!;/n; J xn(t) da (t) existe pour toute fonction a (t) a variation bornée (cf. F. Riesz,
a

Sur le théoréme de M. Egoroff et sur les opérations fonctiotmelles linéaires,
Acta Szeged 1 (1922), p. 18—26).

§ 6. La démonstration du th. de M. Lebesgue se trouve aussi dans
I'ouvrage de M. H. Hahn, Uber Folgen linearer Operationen, Monatshefte f.
Math. u. Phys. 32 (1922), p. 1—88.

§ 7. La distance des éléments .. ety dans (S) peutétre définie égale-
ment par la formule {x,y) = borne inf[e mME (X (t)—y (f) b t0] ‘). La métri-
que ainsi obtenue est équivalente a celle du texte (voir 1, p. 9).

Pareillement, dans (s) la métrique (X,y)= borne inf+ max IU—\j. | |

Isn<~= Ln i<*<« *
équivaut a celle donnée dans 2, p. 10 (cf. M. Fréchet, Les espaces abstraits,
Paris 1928, p. 82 et 92).

Dans les exemples 1, 3, 5, 7, 8 et 10 on pourrait d’ailleurs admettre que
les fonctions en question sont définies dans un ensemble d’une nature plus
générale. Ainsi p. ex. dans 5, p. 11, les fonctions peuvent étre supposées dé-
finies dans un espace (D) compact arbitraire, ou méme seulement complet, en
se bornant dans ce dernier cas aux fonctions bornées continues, resp. unifor-
mément continues.

'Y Pour la signification des symboles v. p. 3, renvoi2.
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Beaucoup d’exemples des espaces (D), intéressants au point de vue de
la théorie des opérations, se trouvent dans les ouvrages précités de M. H. Hahn
et de M. M Fréchet; a I'égard des applications une attention spéciale mé-
ritent les espaces considérés dans les travaux de M. J. Sch au der, Zur Thé-
orie stetiger Abbildungen in Funktionalraumen et Bemerkungen zu meiner Arbeit...
Math. Zeitschr. 26 (1927.), p, 47—65' et 417—A431.

Parmi les autres exemples sont a noter les suivants.
11. L’espace (Q) de toutes les fonctions quasi-périodiques avec la métrique
(x,y)= max [x () —y (1) |

12. L’espace (H(p)) ou pf~ 1, formé de toutes les fonctions définies dans le
cercle s2-f-t2 1 et respectivement équivalentes (c. a d. égales presque partout)
a des fonctions harmoniques. La métrique qui y est entendue est donnée

par la formule (x,y) = |j ] X (s, t)—y (s, t) P dsdtjp.
SFKX |
13. L’espace (R) des fonctions définies dans [0,1] et équivalentes respective-
ment a des fonctions intégrables au sens de Riemann avec la métrique (X,y)=
= vr%L/Tlaxjx (t)—y () I. Pour une fonction z {t), ou 0<!f<;i, mesurable et

supérieurement bornée presque partout, vroai/rr;ax z (t) désigne la borne infé-
</<

rieure des nombres <o tels que z (t) <; iu presque partout.

Les exemples 11 et 12 se trouvent dans l'ouvrage de G. Ascoli
Sugli spazi lineari metrici e le loro varietda lineari, Annali di Matematica X
(1932), p. 33 —81, et I'exemple 13 dans celui de M. W. Oriiez, Beitrage zur
Théorie der Orthogonalentwicklungen, Studia Mathematica | (1929), p. 1—39 et
241 — 255.

M. Oriiez a de plus attiré l'attention sur une classe d’espaces qui con-
tient les espaces (L(p)) ou p> 1 et dont les autres ont avec eux beaucoup de
propriétés communes.

Soit notamment M (u) une fonction convexe définie pour toutes les

valeurs réelles de u et telle que 1° M(—u)= M (u), 2° IimEAI (uy =0,
1 1

Flim—M(@Uu)= -]-=0 et 4° Ij , t, M (2u) <-j-=.

c lim = MU= KoliL (&M@Y <

Soit N (u) la fonction définie pour toutes les valeurs réelles de v par les
relations: N (v) = x [uv — M (a)], lorsque et N (v) = N (—v) pour v <fO.
Ceci posé, I'ensemble (0) de toutes les fonctions x (t) définies dans [0,1] pour
|
lesquelles il existe I'intégrale j M [x (f)] dt, métrisé par la formule
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| I
(x,y) = borne sup j [x (t)—y(t)Im(f)dt ou j N[u()]dt 1,
0 0]

constitue un espace métrique complet.

i i 1 / 1\
En particulier, pour MW= " J1——J «\u¥Y ou pf>Il, on a

N(v) = \W\P-i et (x,y) = [j IX (t)—y(t)\pjp, de sorte que l'espace (O) est
0]
dans ce cas identique a (L(P)).

En remplacant dans la définition de M (u) la condition 4° par

lim M/-<M (2a)-<:-f-oo sans y changer la définition de N (v), I’'espace (0) des

u->0 M ‘>

suites de nombres réels telles que lasérie M (in) est convergente, métrisé par
n=i
la formule

(x,y) = borne sup E,- -G oo x={E},y={v} etlJ? NE)< 1,
n—1 ti—
constitue aussi un espace métrique complet, dont les espaces (/Od) avec p f> 1 sont
des cas particuliers (cf. W. Orlicz, Uber eitie gewisse Klasse von Raumen vom
Typus (B), Bull, de I’Acad. Polonaise des Sc. et des Lettres, Février 1932).
Il est enfin a remarquer qu’aucun des espaces 1—13, (O) et (o) n’est
compact; plus encore: dans chacun d’eux les ensembles compacts sont non

denses.

§ 8. Les espaces 1, 2, 5— 10 et 12, de méme que les espaces (O) et (0)
de M. W. Orlicz, sont séparables. Par contre les espaces 3, 4, 11 et 13 ne
sont pas séparables, tout en étant, comme les précédents, de puissance du
continue. Dans chacun de ces derniers espaces les ensembles de puissance

inférieure a celle du continu sont non denses.

§ 9. Comme l'a remarqué M. K. Kuratowski, si une opération mesu-
rable (B) transforme d'une facon biunivoque un espace métrique séparable E
en espace métrique E,, l'opération inverse remplit la condition de Baire.
La démonstration s’appuie sur le th. 7, p. 17, et sur le théoréeme suivant: pour
qu’une opération U (x) définie dans un espace métrique E et dont le contre-
domaine est situé dans un espace métrique Elremplisse la condition de Bai-
re, il faut et il suffit que pour tout ensemble fermé G, C-E I’ensemble G
d’éléments xQE tels que U(x)CGlremplisse la condition de Baire (v. C. Ku-
ratowski, La propriété de Baire dans les espaces métriques, Fundamenta Ma-
thematicae XVI (1930), p. 390—394).
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CHAPITRE 1.

§ 1. Etant donné que les espaces du type (F), étudiés dans les chapi-
tres suivants, constituent des cas particuliers des espaces du type (G), notam-
ment lorsqu’on les considére comme des groupes par rapport a l'addition qu’on
y définit, il a été préférable de fixer d’emblée le nom d’addition a I'opération
fondamentale du groupe et d’y conformer les énoncés et la notation.

Tous les espaces métriques 1—13, (0) et (0) constituent, comme on voit
aussitdt, autant d’espaces du type (G); comme opération fondamentale du
groupe on y admettra I'addition ordinaire des fonctions, resp. des suites. Tous
ces espaces sont abeliens, c. a d que I'addition définie dans eux est com-
mutative (en formule: x -f-y =y -(- X).

Parmi d’autres exemples des espaces du type (G) on peut citer les sui-
vants:

14. L’espace des transmormations homéomorphes d’'un espace métrique
compact Q en lui-méme, lorsqu’on définit la distance de deux homéomorpliies
X ety par la formule (x,y) = borgéerup (x (@) y (q) -f- bor&sup x—(0), v 1<)

et entend par l'addition la composition ordinaire des transformations.

15. L’espace des transformations isométriques d’une sphere (située dans
un espace métrique) en elle-méme, lorsqu’on y définit la métrique et I'addi-
tion comme dans I'exemple précédent.

16. L’espace de toutes les fonctions définies dans un espace métrique Q
et admettant comme valeurs les nombres complexes a module 1 (on peut les
supposer en outre continues ou uniformément continues), lorsqu’on définit la
distance de deux fonctions x ety par la formule (x,y) = borne sup W (q) —y (q) \

9©Q

et entend par l’addition la multiplication ordinaire des fonctions.
17. L’espace des transformations biunivoques de I’ensemble des nombres
naturels en lui-méme avec la métrique

{ i v —1 IX(B
X,Y) 2" \-\-\Xx{n)—y(n

n—1

s ‘")E\H'*Cx]('.? T y-itn\

(ou x (n), etc. désigne I'image de n obtenue par la transformation X, etc.) et
avec l’addition entendue comme composition des transformations.

Etant donné un espace arbitraire E du type (G), si une suite {xnj délé-

ments de E est convergente, on a évidemment

(0] lim(x —x 0)=0,

mais on ne sait pas si, réciproquement, la condition (I) entraine toujours la
convergence de cette suite.
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Si dans un espace métrique E [I’addition des éléments est définie de
maniére que E constitue par rapport a elle un groupe, et méme les axiomes
I et 112 étant remplis, il ne suffit pas que la condition (I) entraine toujours
la convergence de la suite vers un élément de E, pour que l'espace E
soit complet. On ignore toutefois s’il n’existe alors dans E une autre mé-
trique, équivalente & la métrique donnée, et qui en formerait un espace du
type (G). M. D. van Dantzig a montré qu’il en est ainsi dans I’hypothése
supplémentaire que E est un espace abelien; dans ce cas on peut trouver méme
une métrique équivalente ,glissante”, c. a d. telle qu’on ait (x,y) = (X -j-z,y -j-2)
pour tout zQE (cf. D. van Dantzig, Einige Sitze Uber topologische Gruppen
Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 41, 1932).

La définition des espaces du type (G) de méme que tous les théorémes
du texte se trouvent dans la note: S. Banach, Uber metrische Gruppen, Stu-
dia Mathematica 111 (1931), p. 101 — 113; cf. aussi F. Leja, Sur la notion de
groupe abstrait topologique, Fundamenta Mathematicae I1X (1927), p. 37—44.

§ 2. Les espaces 1—10 (Introduction, § 7, p. 9—12), de méme que les
espaces 11—13, (O) et (o) définis ici (v. p. 227—22S), sont connexes.

§ 3. Outre le th, 5, p. 24, on a le théoreme: l'espace E étant connexe, si
{Un(x)} est une suite de fonctionnelles linéaires, I'ensemble des points ou cette sui-
te est bornée est soit de I-e catégorie, soit identique a E.

§ 4. 1l résulte de la remarque précédente que, l'espace E étant connexe, si
{Up g{x)} est une suite double de fonctionnelles linéaires telles qu’on a pour une
suite Ix \ d’éléments de E la formule lim JUpJx ) j=-]-00 quel que soit p, I’en-

semble de tous les x CE tels que lim j£/ (x) ]= -f-oo pour p = 1,2,... est de Il-e
catégorie et son complément est de I-e catégorie.

On peut montrer que les th. 3—7 du Chapitre 11l (p. 38—42) subsistent
déja pour les espaces E et E1 du type (G), lorsque I'espace E est supposé sépa-
rable (cf. S. Ban ach. 1 c., Stud. Math. IlIl, p. 101—113). Le th. 5, p. 41, est
aussi une conséquence immédiate du th. 4, p. 23, et de la remarque, p. 228.
L’hypothése que E soit séparable est essentielle; il serait intéressant de savoir
si les th. 3—7 en question subsistent aussi pour des espaces du type (G) non
séparables, mais connexes.

Il est a remarquer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes
pour chaque espace E du type (G):

(a) étant donnée une opération linéairey = U(x) qui transforme E d’une
facon biunivoque en un espace -E) du type (G), I'opération inverse x = U-2ly)
est linéaire
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(fiy étant donnée dans E une autre métrique (X,y)* par rapport a la

quelle E est également un espace du type (G), si lim xn= xQimplique toujours
n->00

lim (xn,x0)* = 0, alors on a aussi I'implication inverse.
e=

Or, on ignore si ces propriétés se présentent p. ex. pour l'espace fon-
ctionnel E coincidant avec celui de I'exemple 16, p. 229, lorsqu’on y désigne
par Q I’ensemble des nombres complexes a module 1.

CHAPITRE I1.

§ 1. On peut également traiter les espaces vectoriels avec une multi-
plication des éléments non seulement par les nombres réels, mais aussi par
les nombres complexes et sans que les axiomes 1)—7) soient modifiés. Ces
espaces constituent le point de départ de la théorie des opérations linéaires
complexes et d'une classe, encore plus vaste, des opérations analytiques, qui
présentent une généralisation des fonctions analytiques ordinaires (cf. p. ex.
L. Fantappie, | funzionali analitici, Citta di Castello 1930). Nous nous propo-
sons d’en exposer la théorie dans un autre volume.

Un ensemble H situé dans un espace vectoriel E s’appelle base de
Hamel dans E, lorsque tout élément XxQE est une combinaison linéaire des
éléments de H sans qu’aucun XC Et soit une combinaison linéaire des autres
éléments de H. Tout espace vectoriel admet des bases de Hamel et elles sont
deux a deux toujours de puissance égale.

§ 2. La remarque précédente implique pour tout espace vectoriel E
I’existence des fonctionnelles additives, homogenes et non identiquement nul-
les, définies dans E.

§ 3. Le dernier théoréme (v. p. 34, 4.) impligue aussitdét qu’a tout sous-
ensemble S de I’ensemble des nombres naturels N on peut assigner une me)
sure mS de fagon que 1) mS”~O, 2) m(S!'-f-S2 = mS, -j-m S2pour S, et S2
disjoints, 3) mS1= mS2 lorsque S,= S2et 4 mN= 1.

Quelle que soit la mesure assujettie aux conditions 1) — 4), I’ensemble
de tous les nombres de la forme an-\-b pour n= 1,2,..., avec a et a fixes,

est de mesure — ; I’ensemble de tous les nombres premiers est de mesure 0.

Une mesure satisfaisant aux conditions 1) — 4) ne coincide pas toujours avec
la densité (lorsque celle-ci est définie), mais on peut toujours s’arranger de
facon que cette condition supplémentaire soit également satisfaite.
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CHAPITRE II1l.

§ 1. Au sujetde la définition des espaces dutype (F) voir M. Fré ch et,
Les espaces abstraits topologiguement affines, Acta Math. 47 (1926), p.25 — 52.

Evidemment, les espaces 11 — 13, (O) et (0), définis p. 227 — 228, sont
aussi du type (F).

M. S. Mazur a remarqué que tout espace du type (F) remplit la con-
dition

(1) si limxn= x, limyn=y, lim hn= h et Ilim kn = k, alors

li h k = hx + ky.
n%(nxn+ nyn) X Y

On ne sait pas si dans tout espace vectoriel, complet et satisfaisant a la
condition (1) la métrique peut étre remplacée par.une métrique équivalente
de maniére a en obtenir un espace du type (F).

§ 3. Les th. 3—9, p. 38—43, restent valables pour tout espace métrique
vectoriel E satisfaisant a la condition (1) et a la condition suivante:
(2) si lim(x —x )= 0, il existe un élément xC E tel que limx;;=x.

M Mazur suppose de pouvoir remplacer cette derniére condition par I’hypo-
thése que l'espace E est complet. Une démonstration simple des th. 3—5
pour le cas des espaces du type (B) se trouve dans la note de M. J. Schau-
der, Uber die Umkehrung linearer stetiger Funktionaloperalionen, Studia Math. Il
(1930), p. 1—6.

Considérons a présent, dans un espace E du type (F), un ensemble
quelconque GCE, linéaire et fermé. Il est évident qu’on obtiendra une dé-
composition de E en parties disjointes, si on convient de ranger deux élé-
ments x ety de E dans une méme partie, lorsqu'on a x —y CG, et seulement
alors. On a le théoréme suivant: I’ensemble E* des parties de E ainsi obte-
nues constitue un espace du type (F), lorsqu’on y définit la distance et les
opérations fondamentales par les conditions (ou X, Y et Z désignent des élé-
ments de E*):

1° (X, Y) = borne inf(x,_y) ou xCX etyCY;

2> X Y est celui des ZCE* qui contient les éléments de la forme
X \~y ot xQX ety CY,

3° tX est celui des YCE* qui contient les éléments de la forme tx ou
xCX.

La démonstration de ce th. se trouve dans mon livre Teorja operacyj,
Tom |, Warszawa 1931, p. 47—49 (en polonais); cf. aussi F. Hausdorff, Zur
Théorie der linearen metrischen Riume, Journ. f. reine u. angew. Math. 167
(1932), p. 294—311.
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En s’appuyant sur ce th., on peut montrer que, étant donnée une opé-
ration linéaire U définie dans un espace E du type (F) et dont le contredomaine
est situé dans un espace Eu également du type (F), si E est séparable, le contre-
domaine de U est mesurable (B). Cependant, on ne sait pas si I'hypotheése
que E soit séparable est essentielle.

8§ 4. Les travaux suivants contiennent des applications d’une autre
méthode de la théorie des opérations a ce probléme et aux problémes voi-

sins:

S. Mazurkiewicz, Sur les fonctions non dérivables, Studia Math. Il
(1931), p. 92-94, i

S. Mazurkiewicz, Sur l'intégrale [ N e t— ibid,
p. 114—118, 0 t

S. Banach, Uber die Bairesche Kategorie gewisser Funktionenmengen,
ibid., p. 173—179,

H. Auerbach et S Banach, Uber die Holdersche Bedingung, ibid.,
p. 180—184,

S. Kac.zmarz, Intégrale vom Dinischen Typus, ibid., p. 189—199.

§ 5. Les autres applications de la théorie des opérations aux problémes
concernant les équations différentielles sont données dans les notes suivantes:

S. Banach, Sur certains ensembles de fonctions conduisant aux équations
partielles du second ordre, Math. Zeitschr. 27 (1927), p. 68—75,

W. Oriiez, Zur Théorie der Differentialgleichung g;( = f (x v), Bull, de
I'Acad. Polon. des Sc. et des Lett., Février 1932.

§ 7. Etant donné un ensemble linéaire fermé OC(s), il existe pour tout
élément x0C(s) — G une fonctionnelle linéaire f {x) définie dans (s) et telle
qu'on af {x) = 0 pour tout xQ G et f(x0 = 1.

Le th. 12, p. 51, implique que si le contredomaine d’une opération liné-
aire définie dans (s) est situé dans (s), il est un ensemble fermé.

CHAPITRE IV.

§ 1. Les espaces vectoriels normés ont été traité indépendamment de
moi et presqu’a la méme époque par M. N. Wiener, dans son ouvrage Limit
in tenus of continuons transformations, Bull, de la Soc. math, de France 150
(1922), p. 124—134.

Les espaces 11—13, (O) et (0), définis p. 227—228, sont du type (B). Par
contre, I'espace (s) de I'exemple 2, p. 10 (v. aussi p. 50 — 52) n’est pas du ty-
pe (B) et méme, comme I'a démontré M. S. Mazur, il n’est homéomorphe
a aucun espace du type (B).
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§ 2 et 3. On peut établir pour les espaces E du type (F) I'équivalence
des deux propriétés suivantes:

(@) Etant donnée une fonctionnelle linéaire / (x) définie dans un ensem-
ble linéaire GCE, il existe une fonctionnelle linéaire E (x) définie dans E et
telle que F(x)=f(x) pour tout xQ G.

(p) Dans les mémes conditions, si G est en outre fermé, il existe pour
tout XOCE — G une fonctionnelle linéaire F (x) définie dans E et telle que
E (X0 -j—0, mais F (x) = 0 quel que soit x CG.

Or, ces propriétés ne se présentent pas nécessairement dans tous les
espaces du type (F). Ainsi p. ex. toutes les fonctionnelles linéaires définies
dans I'espace (S) s’annulent identiquement.

Etant donnés deux espaces E et £, du type (B) et une opération liné-
aire U(x), définie dans I’ensemble linéaire G CE, dont le contredomaine est
situé dans on ne sait pas si elle se laisse étendre (prolonger) de G sur E tout
entier, c. ad. s’il existe une opération linéaire V (x) définie dans E, ayant son
contredomaine dans E1l et telle que V (x)=U (x) pour tout x(C.

Cette extension de U(x) est toujours possible, lorsque Ex est a un nom-
bre fini de dimensions, mais méme alors la condition \W\E =\U\G peut rester
.irréalisable.

8§ 4. Les conditions 1°—3° p. 72, peuvent étre remplacées par les deux
suivantes:
1) anj-= 0 pour tout jf> nou n= 1,2,..
n
2) _U_\anj\= \f\ P°ur n= t,2,...
=1

La forme générale des fonctionnelles linéaires dans les espaces (O) et (0)
de M. Oriiez (cf. p. 227—228) est établie dans son ouvrage cité. Ainsi p. ex.
toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans I'espace (O) est de la forme

i |
f(x) =Jx (t) a(t) dt ou a(t) est une fonction telle que j N (ka(t))dt existe pour

un k compris entre 0 et 1.

t

Selon M. F. Riesz la norme de la fonctionnelle linéaire/(.r) = j" x (t) dg{t)

définie dans (C), ou g (t) est une fonction a variation bornée, est égale a la
variation de la fonction g (t) définie comme suit: g (0)= g (0), g (1) = ~ (1) et
g(t) = limgr(t-f-(T) pour 0<f<1.

h->-1-0

§ 6. Voir F. Riesz, Sur I’'approximation des fonctions continues et des
fonctions sommables, Bull, of the Calcutta Math. Soc. XX (1928/29), p. 55—58.
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§ 8. Voir le livre de F. Riesz, Les systemes d’équations linéaires a une
infinité d'inconnues, Paris 1913.

CHAPITRE Y.

§ 1. Le th. 3, p. 79, implique que I'’ensemble Q des points de convergence
d’nne suite d’opérations linéaires {Un{x)j a normes bornées dans leur ensem-
ble est toujours fermé. Dans le cas général Q est un Fa8

Il est a noter a ce propos que, comme I'ont montré MM. S. Mazur
et L. Sternbach, si [Un{x)} est une suite de fonctionnelles linéaires et
I’ensemble Q de ses points de convergence n’est pas fermé, il existe dans Q
une suite de points {xA et un point XOCE — Q tels que tli)ngax(z x0 et que la

suite double .{Un(xf)j est bornée. On en déduit comme corollaire que dans
ces conditions Q n’est pas un F¢. Or, ces énoncés se laissent étendre au cas
ol JUn(x)} est, plus généralement, une suite d’opérations linéaires, pourvu que
leurs contredomaines soient situés dans un espace Eu aussi du type (B)
et jouissant de la propriété:

(y) pour toute suite {yn), ot ynQElet \yn\ =1 pour n= 1,2,..., il exi-

oo

ste une suite de nombres telle que la série try nsoit divergente et que
n—1
la suite des normes de ses sommes partielles soit bornée.

De la propriété (y) jouissent p. ex. I'espace (c) ettous les espaces du ty-
pe (B) a un nombre fini de dimensions.

Le corollaire qui vient d’étre mentionné se laisse, selon une remarque
commune de M. S. Mazur et moi, préciser davantage en ce sens que dans
les conditions considérées I'ensemble Q n’est pas unGg3. Commeapplicat
on en tire le th. que tout espace E du type (B) a une infinité dedim
contient un ensemble linéaire qui est un F3g sans étre un Gg3. MM. S. Ma-
zur et L. Sternbach ont montré en outre que tout espace de ce genre
contient un ensemble linéaire qui, sans étre un est une partie commune
d’'un Fqget dun G3; cependant tout ensemble linéaire Gg y est fermé.

Dans certains espaces du type (B) on peut établir I’existence des en-
sembles linéaires qui sont des F3g3 sans étre des fi3g. Reste ouvert le problé-
me s’il en existe toujours dans des espaces du type (B) a une infinité de
dimensions. On ignore aussi s’il existe des espaces du type (F) contenant
des ensembles linéaires des classes de Borel plus élevées ou des ensembles
linéaires (.4) non mesurables (fi) ou encore des ensembles linéaires remplissant
la condition de Baire, mais n’étant pas (.4). Tout espace du type (F) a une
infinité de dimensions contient des ensembles linéaires ne remplissant pas la
condition de Baire.
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Ces problémes se rattachent a certaines questions concernant les opé-
rations additives. E et Zq étant du type (F), toute opération U (x) additive
et mesurable (B) définie dans un ensemble linéaire fermé GC_E et dont le
contredomaine se trouve dans Exest en vertu du th. 4, p. 23, continue. Oir,
si I'ensemble G n’est pas fermé, l'opération U(x) peut ne pas étre continue:
nous connaissons des exemples ou, G étant mesurable (B), I'opération U (X)
est discontinue de 1-e classe de Baire; mais nous ne connaissons aucun
exemple ou elle soit d’'une ciasse de Baire plus élevée. De méme, on igno-
re si I'opération U(x) peut remplir la condition de Baire sans étre en méme
temps mesurable (B).

On est amené aux opérations additives discontinues par I'inversion des
opérations linéaires. E et E1 étant du type (F), si I'opération linéairey = U(v)
transforme d’'une fagon biunivoque E en un ensemble fermé GjCEu l'opéra-
tion inverse x = U~'1(y) est en vertu du th. 5 p. 41, continue. Or, si G, n’est
pas fermé, l'opération Z/-1 peut ne pas étre continue, mais si I’espace E est
séparable, elle est toujours mesurable (B). Ainsi, p. ex.,, dans le cas ou
E = Ei = (Z2, cette opération est de 1-e classe de Baire.

§ 3. Le lemme et le th. 8 se trouvent dans la Note de M. F. Riesz, l.c.,
p. 151. On apercoit aisément que le th. réciproque du th. 8 est aussi vrai. En
outre, le th. 8 se laisse généraliser comme suit: tout espace du type (F) conte-
nant une sphere quiy est compacte n'a qu’un nombre fini de dimensions; il est
facile de voir que la réciproque est encore vraie.

§ 4. Le th. sur (Z.(0) établi p. 85, provient pour lecas r= 1 de M. H
Lebesgue (v. Annales de Toulouse, 1909).

§ 6. Tous ces exemples sont bien connus.

§ 7. La méthode A, qui correspond au tableau (A), s’appelle normale,

lorsque aik = 0 pour i<fk et 0 pour i= k. Telles sont pour kf>0 les
méthodes Ck de Cesaro, de méme que les méthodes Ek de Euler. Ces
derniéres sont d'aprés M. S. Mazur (L c., Stud. Math. Il, p. 40—50) des mé-

thodes parfaites.

On ne sait pas si le th. 11, p. 95, subsiste, lorsque la méthode A n’est
pas réversible.

Le th. 12, p. 95, peut étre complété comme suit: si la méthode A est
permanente, réversible et telle que chaque suite sommable par A vers un
nombre I'est vers le méme nombre par toute méthode permanente pas plus
faible de A, alors A est une méthode parfaite.

Le th. sur la forme générale des fonctionnelles linéaires définies dans
un espace vectoriel séparable EC(m) (voir p. 72) montre que toute fonction-
nelle linéaire f {x) y coincide avec une limite généralisée obtenue par certaine
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méthode A, c. a. d. qu’il existe un tableau (A) tel que toute suite X QE est.
sommable vers f {X) par la méthode correspondante a ce tableau. Or, si E
n'est pas séparable, ce th. peut étre en défaut; plus encore, il peut exister
alors, comme I'a observé M. S. Mazur, une suite {/,,(-*0} de fonctionnelles
linéaires définies dans E, faiblement convergente vers une fonctionnelle liné-
aire /(x) et telle que fn(x) coincide pour tout n= 1,2,... avec une limite géné-
ralisée obtenue par une méthode convenable, tandis que f (x) soit dépourvue

de cette propriété.

CHAPITRE VI

§ 1. La notion d’opération totalement continue est due a M. D. Hil-
bert et a M F. Riesz, qui ont été aussi les premiers a en mettre en évi-
dence l'utilité.

Selon une remarque de M. S. Mazur, on a le th. suivant: {Un(x)} étant
une suite d’opérations linéaires et totalement continues, définies dans un es-
pace E du type (S) et telles quen_l_éerg Un(x) = x pour tout xC E, la condition

nécessaire et suffisante pour qu’'un ensemble GCE soit compact, est que la
convergence de {Un{x)} sur G soit uniforme. Un espace E qui admet une
telle suite d'opérations est en vertu du th. 1, p. 96, séparable. La question
si, réciproquement, tout espace E du type (6) séparable admet une pareille
suite d’opérations, reste ouverte.

Au sujet du critére de la compacticité pour GCE cf. aussi A. Kolmo-
goroff, Uber Kompaktheit der Funktionenmengen bel der Konvergenz im Mittel,
Gottinger Nachrichten 1931, p. 60—63.

§ 2. Tous ces exemples sont connus.

§ 3. La notion d’opération conjuguée a été introduite en toute généra-
lité pour la premiére fois dans ma Note Sur les fonctionnelles linéaires Il, Stu-
dia Mathematica | (1929), p. 223 —239, qui contient aussi leth.3, p. 100. La
démonstration du th. 4, p. 100, se trouve également dans la Note de M. J.
Schauder, Uber lineare vollstetige Funktionaloperationen, Studia Mathematica
I (1930), p. 183—196.

CHAPITRE VIL

§ 1. M. W. Orliez a observé que pour les espaces E faiblement com-

plets le th. 2, p. 107, peut étre précisé davantage, a savoir que la série (2)
est alors convergente pour tout XxCE.

Un systeme biorthogonal {x;], |/A s’appelle complet si les suites et

sont des suites totales (voir les définitions p. 42 et 58). On peut montrer
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qu’il existe des systémes biorthogonaux complets dans tout espace du type (S)
séparable.

Un systéme biorthogonal {=*}, {/,-} est dit norme, lorsqu’on a |xt\= Y= |= 1
pour 1= 1,2,... Selon une remarque de M. H. Auerbach, il existe des sy-
stémes biorthogonaux normés et complets dans tout espace du type (S) a un
nombre fini de dimensions. Cependant on ne sait pas s’il en est ainsi dans tout
espace du type (B) séparable et méme s’il y existe toujours un systeme biortho-
gonal complet tel que |xt\= 1 pour 1=1,2,... et lim]/;]|<oo0.

/->00

§ 2. En vertu de la remarque précédente on peut supprimer dans le
th. 5, p. 108, I’hypothése que les suites J et soient complétes.

§ 3. Le th., suivant lequel le systeme de Haar constitue une base dans
(Lip)) ou 1, se trouve dans la Note de M. J. Schauder, Eine Elgenschaft
des Haarschen Orthogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 317—320.

On peut montrer que, étant donnée dans un espace E du type (B) une

suite d’éléments telle qu’il existe pour tout XCE exactement une suite
de nombres donnant lieu a la faible convergence de la suite y]_tnxA

' U=i J
vers X, la suite { constitue dans E une base.

L’espace (C(p)) (v. exemple 7, p. 11) admet une base pour p = 1,2,...;
on ignore cependant s’il en existe une dans I'exemple 10, p. 12. On ne sait
non plus s’il y a une base p. ex. dans I'’espace de toutes les fonctions réelles
x(s,t) définies dans le carré 0<i.s<;i, 0<;f<:i et admettant les dérivées
partielles d'ordre 1 continues, les opérations élémentaires dans cet espace
étant définies comme d’ordinaire et la norme étant donnée par la formule

Nx = max [x (s, t) |-]-max X" (s, t) \J-max [x't(s, t)j.
0<S<1 (<.2<! «<><1
0<?<1 0</<lI 0<1<1

L’existence d’une base dans tout espace E du type (B) séparable équi-
vaut en vertu du th. 9, établi au Chap. XI, § 8, p. 185, a I'existence d’une
base dans tout ensemble linéaire fermé £, C(C). Or, on ne connaflt aucun
exemple d'espace du type (B) séparable, ayant une infinité de dimensions,
non isomorphe avec (L2 et tel que chacun de ses sous-ensembles linéaires
fermé contienne une base. Remarquons toutefois que tout espace du type (B)
a une infinité de dimensions renferme un ensemble linéaire fermé a une in-
finité de dimensions qui admet une base.

La notion de base peut étre évidemment introduite d’'une facon plus
générale déja pour les espaces du type (F). Dans I'espace (s) la base est don-

I 1 pouri=n

nee p. ex. par la suite déléments fXA ou x, = .
y 1> [ O pour i n

E'\ et E,=
1
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L’espace (S) ne contient aucune base; c’est iine conséquence du fait qu’il n’y
existe aucune fonctionnelle linéaire ne s’annulant pas identiquement.

CHAPITRE VIIL

8§ 4 et 5. Suivant une remarque de M. S. Mazur, les th. 2—4, p. 123—124,
subsistent aussi dans les espaces E du type (F), en remplagant la condition
(20) dans les th. 2 et 3 par la condition que la suite des fonctionnelles
{/,,(=*)} soit bornée dans une sphére.

§ 6. Les conditions pour la convergence faible des fonctionnelles ont
été données pour les espaces (€) par M. H. Hahn et pour les espaces (I(P))
ol p~"™\ par M. F. Riesz.

Les conditions (45) et (46), données pour la faible convergence des
fonctionnelles linéaires définies dans I'espace (c) voir p. 130 et corriger selon

p. VIII) prennent pour le cas de I'espace (cO la forme: 1° la su,

bornée et 2° lim ain= a( pour i= 1,2,

CHAPITRE IX.

§ 1. La notion de convergence faible des éléments a été étudié pour
la premiére fois dans I'’espace (L2 par M. D. Hilbert et dans les espaces (L(p))
ou j(7>1 par M. F. Riesz.

Un ensemble G situé dans un espace E du type (B) est dit faiblement
compact, lorsque toute suite dé¢léments de G contient une suite faiblement
convergente. Dans les espaces (L(p)) et (/(/)) ou pf> 1 tout ensemble borné
est faiblement compact (cf. p. 130 — 131). Il en est de méme dans (c) et (c0),
tandis que les espaces (C), (L), (I) et (m) sont dépourvus de cette propriété.

§ 2. Les conditions pour la convergence faible des éléments ont été
données pour I'espace (c) par M. H. Hahn et pour les espaces (C) et (/(/) ou
1 par M F. Riesz. Le th, p. 137, sur Il'équivalence dans (/) de la con-
vergence faible avec la convergence suivant la norme se trouve dans la Note
de M. J. Schur, Uber lineare Transformationen in der Théorie der unendlichen
Reihen, Journ. f. reine u. angew. Math. 151 (1921), p. 79—111.

Il est a remarquer que la convergence faible d'une suite des fonction-
nelles linéaires définies dans un espace E du type (B) n’est pas une condi-
tion suffisante pour la convergence faible de la méme suite, lorsqu’on regarde
cette derniére comme une suite d’¢léments dans I'espace E, c. a d. dans I'es-
pace de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans E (et qui est égale-
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ment du type (B)). Ainsi p. ex. dans (/) la notion de la convergence faible
varie suivant qu’on en considere les éléments comme des représentants des
fonctionnelles linéaires ou non.

§ 4. Un espace E du type (B) s’appelle faiblement complet, lorsque toute
suite IXA d’éléments de E, faiblement convergente (c. a d. telle que lim/(x,,)

existe pour toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans E), est faiblement
convergente vers un élément de E. L’espace (f0), donc aussi les espaces (c) et
(m), ne sont pas faiblement complets. La propriété d'étre faiblement complet
a été établie pour I'espace (L) par M. H. Steinhaus (v. Additive und stetige
Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 186—221) et pour les espaces
(L(P)) et (I(p)) ot pf> 1 par M. F. Riesz (v. Untersuchungen uber Systéme inte-
grierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910), p. 449—497). Suivant une remar-
que de M. W. Oriiez (L c. Bull, de I’'Acad. Polon. des Sc. et des Let., Février

1932), I'espace (O) est faiblement complet, si lim—— N (2u) <f-f- 0o ; il en est
n>00 N (u)

de méme pour I'espace (0).

Une série d’éléments d'un espace du type (B) s’appelle commutativement
convergente (,unbedingt konvergent"), lorsqu’elle reste convergente indépen-
damment de l'ordre de succession de ses termes. La propriété 7° (Chap. IlI,
§ 3), p. 37, établie pour les espaces du type (E) implique aussitdt que la con-
vergence absolue d’une série en entraine toujours la convergence commuta-
tive, mais on ne sait pas si la réciproque est vraie en dehors des espaces
a un nombre fini de dimensions. M. W. Orlicz a démontré les théorémes
suivants.

(1) La somme d’une série commutativement convergente ne dépend pas de
I’'ordre de ses termes,

(2) Afin qu'une série soit commutativement convergente, il faut et il suffit
que toute série partielle soit convergente,

(3) A la méme fin, il faut et il suffit que toute suite partielle soit faible-
ment convergente vers un élément.

Il en résulte dans I’hypothése que I'espace E est faiblement complet

que, pour la convergence commutative d'une série _V xn déléments de E, il

faut et il suffit que la série ~ X(xn)\ soit convergente pour toute fonction-
né

nelle linéaire / (x) définie dans E. Ce dernier résultat permet d’établir pour
les espaces faiblement complets plusieurs propriétés importantes des séries
commutativement convergentes d’éléments, tout a fait analogues a celles des
séries commutativement convergentes de nombres. Ainsi p. ex. une série
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00

y,Xn est commutativement convergente, lorsqu’il existe un nombre ZW> 0 tel
n=I

que l'ont ait [xn™ xn™+ me+ X |< M, quel que soit le systéme d’indices diffé-

rents nv «2) i nk, ou encore, lorsque la série tnxn est convergente, quelle que
n=1

soit la suite de nombres {tn} tendant vers 0. Ces théorémes jouent un rdle

dans la théorie des séries orthogonales (cf. M. W. Orliez, L c, Stud. Math. |

(1929), p. 241—255).

CHAPITRE X.

§ 1. Au sujet de la théorie des équations linéaires, développée dans
ce chapitre, voir F. Hausdorff, Zur Théorie der linearen Raume, Journ. f.
reine u. angew. Math. 167 (1932), p. 294—311.

Les théorémes de ce § ont été démontrés dans le cas ou E = E'= (22
par MM. E. Hellinger et O Toeplitz (v. Integralgleichungen und Glei-
chungen mit unendlichvielen Unbek'annten, Encyklopedie der Math. Wiss., Leipzig
1923—1927). Dans les cas plus général ou E= E'—{HP)) avec p>1 les th. 1
et 3 Ont été établis par M. F. Riesz 1 c, Math. Ann. 69 (1910), p. 449-497
et pour E= E"= (/(p)) ou p>\ par le méme auteur dans son livre Les syste-
mes d’équations linéaires a une infinité d’inconnues, Paris 1913. Les th. 2 et 4
pour E = E'= (L(p)) resp. ou />>1 ont été démontrés par M. S. Saks,
Remarques sur les fonctionnelles linéaires dans les champs LP, Studia Mathema-
tica 1 (1929), p. 217—222.

§ 2. Si on fait tomber dans le th. 15, p. 154, I’hypothese que I'opération
U(x) est totalement continue, les équations en question peuvent ne pas avoir
le nombre égal de solutions linéairement indépendantes. On peut cependant
montrer que pour \U\= \ on a l'inégalité n<v et qu’elle redevient égalité,
lorsque, en outre, l'espace E est faiblement complet et tel que tous les en-
sembles bornés y sont faiblement compacts (v. S. Mazur, Uber die Nullstellen
linearer Operationen, Stud. Math. 1l (1930), p. 11—20).

CHAPITRE XI.

§ 2. Le plus ancien exemple connu d’une transformation isométrique
des espaces du type (B) lun dans l'autre est celui de la transformation isomé-

trique de (Z2 en (/2 qui s’obtient des th. de Riesz-Fischer et Parseval-
Fatou.

§ 3. On ignore si le th. 2, p. 166, subsiste pour les espaces du type (F);

suivant une remarque de MM. S. Mazur et S. Ulam, il devient toutefois faux
S. Banach. Théorie des opérations linéaires. -if*
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pour les espaces du type (G). Les mémes auteurs m’ont de plus signalé le
corollaire suivant du th. 2 en question: il n’est pas possible de définir dans
un espace métrique E les opérations (d’addition des éléments et de multipli-
cation par nombres) de deux maniéres différentes, de facon que dans les deux
cas E devienne un espace vectoriel normé et que I'élément 0 de £ reste le
méme.

§ 4. On ne connait aucun exemple de deux espaces du type (B) sépa-
rables, a une infinité de dimensions et qui ne soient homéomorphes; d’autre
part, on ne sait pas démontrer que p. ex. (C) est lioméomorphe a (c). Pareil-
lement, on ne réussit pas d’établir I'hnoméomorphie entre (C) et (/). Or, les
espaces (L(p)) et (/(Y¥)) sont homéomorphes pourp 1<;q arbitraires (v. S. Ma-
zur, Une remarque sur I’homéomorphie des champs fonctionnels, Stud. Math. I
(1929), p. 83-85).

D’un intérét particulier semble étre la question si (C) est homéomorphe
avec l'espace des fonctions continues définies dans le carré. On ne connait
aucun exemple de deux espaces métriques compacts a un nombre fini, mais
inégal, de dimensions (au sens de Menger-Urysohn) et tels que les espa-
ces des fonctions continues définies dans eux soient homéomorphes.

§ 5. La notion de rotation est applicable d’une facon générale aux espaces
dutype (G). Il peut arriver que la seule rotation possible autour de 0 y soit donnée
par la transformation U(x) = x; dans les espaces du type (F) la transforma-
tion V(x) = — x est aussi une rotation autour de 0. Il existe des espaces du
type (B) & une infinité de dimensions ou il n’y a que ces deux rotations au-
tour de 0. La forme générale (15) des rotations dans (Z.2), établie p. 174,
(d’ailleurs connue dépuis longtemps), montre que pour tout couple d’éléments x et
y alanorme lilyexiste une rotation autour de 0 qui transforme x eny. M. S.
Mazur a posé la question si tout espace du type (B) séparable, ayant une
infinité de dimensions et jouissant de cette propriété est isométrique avec (L2.

§ 6. La notion d’isomorphie s’applique aussi aux espaces du type (G).
Deux espaces du type (G) sont équivalents, lorsqu’il existe une transformation
isométrique et additive de I'un en l'autre.

Soit pour deux espaces isomorphes E et E1 du type (B)
(E, Ef) = borne inf [log (jU \m\U~ 1j)]

ou U parcourt toutes les transformations biunivoques linéaires de E en E1 Si
(E'£7) = 0, les espaces E et E1 seront dits presque isométriques. Les espaces
isométriques sont en méme temps presque isométriques. La réciproque est vraie
en tout cas pour les espaces a un nombre fini de dimensions, mais on ne
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sait pas réfuter I’hypothése que p. ex. les espaces (c) et (c0), qui ne sont pas
isométriques, soient presque isométriques.

Considérons I'ensemble JE de tous les espaces qui s’obtiennent d'un
espace donné E du type (6), lorsqu’on en remplace la norme par une norme
équivalente quelconque. Il est évident que tout espace qui appartient a JE
est isomorphe avec E et que tout espace isomorphe avec E est isométrique
avec un espace de lI'ensemble JE. Divisons JE en sous-ensembles, en rangeant
deux espaces dans le méme sous-ensemble t, lorsqu’ils sont presque isométriques.
Pour deux sous-ensembles q et q de JE posons (q,i) = (Zg,E2 ou E1l et E2
sont des espaces arbitraires appartenant respectivement a q et g On peut
montrer que cette définition est univoque et que I'ensemble IE de tous les
q ainsi métrisé, constitue un espace métrique complet. J’ai introduit ces no-
tions en collaboration avec M. S. Mazur.

§ 7. On peut étudier aussi des produits infinis. Désignons par (ZgX E2X 9
ou Zq, ZR .. sont des espaces du type (S) I'espace E du type (B) défini comme
suit: les éléments de E sont toutes les suites {xn\ ou xnCEn pour « = 1,2, ...
et telles que lim Jjxn |= 0; l'addition et la multiplication par nombres terme

H->o00

a terme; la norme JJ{x Vjj= max JIx |k On définit d’'une facon analogue p.
ex. les espaces (£, X E, X -)c, (ELXE2X =), et (£, X X -)[P ou 1

§ 8. P. Urysohn a été premier a démontrer I’existence d’'un espace
métrique séparable contenant des sous-espaces isométriques a tout espace
métrique séparable donné d’avance (v. P. Urysohn, Sur un espace métrique
universel, Bull. Sci. Math. 151 (1927), p. 1—38).

§ 9. On ne sait pas si I’équivalence des espaces Zq et Zq entraine tou-
jours l'isomorphie des espaces Zq et Zq (cf. th. 11, p. 188). La réciproque
du th. 12, p. 189, est évidemment fausse, mais on ignore s’il en est de méme
de la réciproque du th. 13, p. 189, a savoir, si I’équivalence entre I’espace E du
type (B) séparable et I'espace E entrafne, oui ou non, I'existence dans toute suite
bornée d’éléments de E d'une suite partielle faiblement convergente vers un
élément de E. La question suivante reste aussi ouverte: étant donné un es-
pace E du type (B) tel que I’'espace conjugué E n’est pas séparable, existe-t-il
dans E une suite bornée déléments ne contenant aucune suite partielle fai-
blement convergente?

CHAPITRE XII.

Nous allons énumérer ici une série de propriétés isométriques, resp. iso-
morphes, resp. dimensionnelles, c. a d. qui se reproduisent, lorsqu’on passe d’un
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1° Soient Xfx) et X2Ax) deux fonctionnelles linéaires quelconques dé-
finies dans un espace E du type (B) a une infinit¢ de dimensions et ne s’an-
nulant pas identiquement. G, et G2 désignant respectivement les ensembles
des éléments de E ou ces fonctionnelles s’annulent, on peut montrer que
dini; (G,) = dim; (G2; or, est-il vrai que dim; (G,) = dim; (E)?

2° Les dimensions linéaires de deux espaces du type (B) étant suppo-
sées incomparables, est-il vrai qu’il en est de-méme de celles de leurs carrés?

Notons pour terminer quelques résultats de M. S. Mazur concernant
la géométrie des espaces vectoriels normés.

E désignant un tel espace, appelons translation toute transformation
isométrique de I'espace E en lui-méme de la forme U (x) —x -f- x0- ou xXO0CE;
les ensembles s’obtenant par translation des ensembles linéaires s’appelleront
variétés linéaires. Une variété linéaire H=¥E portera le nom d’hyperplan, lors-
qu’il n’existe aucune variété linéaire fermée G telle que HCGCE et // 4=G=E.
Nous dirons qu’un ensemble A est situé d’un coté de I'hnyperplan H, lorsque
tout segment unissant deux point de A— H est disjoint de H. Un ensemble C
sera dit corps convexe, lorsqu’il est fermé, convexe et contient des points inté-
rieurs. Un hyperplan H s’appellera plan d‘appui (,,Stutzebene®) du corps con-
vexe G, lorsque C est situé d’'un coté et a la distance 0 de H; en particulier//
peut donc passer par des points frontiéres de C.

Ceci posé, on a le théoréme: par tout point frontiére x0 d’un corps con-
vexe C passe un plan dappui H de C (cf. G. Ascoli, Sugli spazi lineari...,
Annali di Mathematica X (1932), p. 33—81). Il en résulte que tout ensemble
convexe fermé est faiblement fermé. En d’autres termes: étant donnée une
suite {xn] de points de E, faiblement convergente vers X0CE, il existe des
nombres non-négatifs c{n) a indices naturels, tels que c(«)= 0 pour tout n

a partir d'un certain i et que la suite de points {yn), ouyn= " c(nxl pour
i=1

tout i a partir d'un certain n, converge vers le point x0. Cette derniere con-

vergence a été obtenue par M. S. Mazur et moi d’abord par une autre voie.

En particulier, pour I'espace (C) elle a été établie aussi par MM. D. C.
Gillespie et W. A. Hurwitz (x. On sequences of continuons functions ha-
ving continuons limits, Transact. Americ. Math. Soc. 32 (1930), p. 527—543) et,
indépendamment, par M. Z. Zalcwasser (v. Sur une propriété du champ des
fonctions continues, Studia Mathematica Il (1'930), p. 63—67).

On peut montrer de plus que la condition nécessaire et suffisante pour
la convergence faible d’'une suite (bornée) de points {Xn} vers un point x0,
est que tout corps convexe (borné) contenant une infinité de points xn con-
tienne le point x0.



INDEX TERMINOLOGIQUE.

Abelien (espace) 229,

Accumulation (point d’) 12, 208,
Addition 26, 229,

Additive fonctionnelle, opération 23,
Analytique ensemble 17,

Appui (plan d’) 246,

Associée équation 157, opération 100,
Asymplotique convergence 3, limite 226.

Base 110, de Hamel 231,
Biorthogonale suite 106.

Carré des espaces 182,

Catégorie I-e, ll-e, de Baire 13,

Centre d'une sphére 13, d'un couple
de points 167,

Classe totale (d’opérations linéaires) 42,

Combinaison linéaire 27,

Commutative convergence 240,

Compact espace 9,

Compacticité faible 130, 239,
Complet espace, ensemble 9, faiblement
240, systéme biorthogonal 237,
Compléte suite déléments de (Q 72,
de (Hr)) 73,

Condensation des singularités (théoréme
sur) 24, (principe de) 81,

Condition de Baire pour ensembles 15,
pour opérations 17, de Cauchy 9,

Conjugué exposant 2,

Conjuguée opération 100,

Connexe (ensemble, espace) 21,

Continue (opération) 16, faiblement (fon-
ctionnelle) 131, totalement (opération)
96,

Contredomaine 16,

Convergence asymptotique 3, commuta-
tive 240, en mesure 3, en moyenne 4,
faible (des éléments) 133, (des fon-
ctionnelles) 122,

Convergente série 37, suite 9, (d’opéra-
tions) 16,

Convexe corps 246, ensemble, espace,
27, fonction 227,

Corps convexe 246.

Dense ensemble 13,

Dérivé (ensemble) 13, faible 208, trans-
fini 213,

Développement d’un élément 106, d’une
fonction 82,

Diametre d’'un ensemble 166,

Dimension linéaire 193,

Dimensionnelle (propriété) 243,

Distance 9,

Domaine 16.

Elément-zéro d’'un espace 20,

Elément propre (d’une équation) 157,

Ensemble analytique ou (A) 17, 235, con-
nexe 21, convexe 27, compact 9, (faible-
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ment 130, 239), de I-e, de ll-e catégorie
13, dense 13 (faiblement) 123, dérivé
13, (faible 208, transfini 213), faible-
ment complet 240, fermé 13 (fai-
blement 124, réguliérement 116),
fondamental (d’éléments) 58, liné-
aire 26, mesurable (B) 15, (J), (L)
32, non-dense 13, ouvert 13, parfait
13, total (d’éléments) 58, (de fon-
ctionnelles) 42, vectoriel 26,

Ensembles homéomorphes 170,

Entourage 13,

Equations associées 157, symétriques
164,

Equivalence (des espaces) 180, 242,

Espace abelien 229, (C) 11, (C(P)) 11,
(c) 11, (cO) 181, compact 9 (faiblement
239), complet 9, conjugué 188, con-
nexe 21, (D) 8, du type (B) 53, (F)
35, (G) 21, (HiP)) 227, linéaire 26,
(K/0) 12, {Rp)) 12, {M) 10, (m) 11,
métrique 8, normé 53, (O) 227, (o)
228, {Q) 227, (1?) 227, (S) 9, (s) 10,
séparable 13, universel 187,

Espaces équivalents 180, 242, isométri-
ques 165 (presque) 242, isomorphes
180,

Exposants conjugués 2,

Extensionl) d’'une fonctionnelle 27.

Faible convergence (des éléments) 133,
(des fonctionnelles) 122, dérivé 208,
limite 122, méthode de sommation 90,

Faiblement compact (espace) 239, com-
plet (espace) 240, continue (fon-
ctionnelle) 131, convergente (suite
de fonctionnelles) 122, dense (en-
semble de fonctionnelles linéaires)

*) Terme coincidant avec le terme
classique .prolongement” pour les fon-
ctions.

123, fermé (ensemble de fonction-
nelles linéaires) 124,

Fermé (ensemble) 13,

Fermée (suite d’éléments de (C), (ICO))
72,

Fermeture d’'un ensemble 13,

Fonctionnelle 16, additive 23, 27, con-
tinue 16 (faiblement) 131, linéaire 23,
non-négative 217, orthogonale (& un
élément ou un ensemble d’éléments)
59, propre (d’une équation) 157,

Fondamental (ensemble d’éléments) 58.

Glissante métrique 230,
Groupe 20.

Homéomorphie 170,
Efomogéne (opération) 27,
Hyperplan 246.

Incomparables (dimensions) 193,

Inversion (d’une opération linéaire) 37,

Isométrie, isométrique espace, transfor-
mation 165, presque isométrique
(espace) 242, propriété 243,

Isomorphie 180, isomorphes espaces 180,
propriétés 243.

Lim, limite généralisée 33, 34, 236,

Limite 9, asymptotique 226, des opéra-
tions 16, faible 122, 133, (point-) 9,
transfinie 118, 119,

Linéaire combinaison 27, dimension 193
ensemble, espace 26, opération 23,
transformation 165, variété 246.

Mesurable {B) ensemble 15 opéra-
tion 16,

Mesure (convergence en) 3,

Méthode de sommation normale 95,236,
parfaite 90, permanente 90, plus faible
que 90, réversible 90,
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Métrique (espace) 8,
Métrique ,,glissante* 230,
Moments (probléme des) 74.

Non-dense (ensemble) 13,

Non-négative (fonctionnelle) 217,

Normale (méthode de sommation)
236, suite voir normée,

Norme d’un élément 53, d’une opération
54,

Normé (espace) 53

Norméel suite 112, systéme 238.

Opération 16, additive 23, associée ou
conjuguée 100, continue 16, homo-
gene 27, linéaire 23, mesurable (B)
16, symétrique 163, totalement con-
tinue 96.

Parfait (ensemble) 13,

Parfaite (méthode de sommation) 90,

Permanente (méthode de sommation) 90,

Plan d’appui 246,

Point d’accumulation des éléments 12,
des fonctionnelles 208,

Point-limite 9,

Presque isométriques espaces 242,

Principe de condensation des singula-
rités 81,

Probléme des moments 74,

Produit des espaces 182,

Prolongement (d’une fonctionnelle) voir
extension,

Propre élément, fonctionnelle, valeur
(d’'une équation) 157,

Propriété isométrique 243, isomorphe
243, dimensionnelle 243.

Réguliére (valeur d’une équation) 157,

Régulierement fermé (ensemble de fon-
ctionnelles) 116,

1) Terme coincidant pour les suites
orthogonales de fonctions avec le terme
,hormale®.

Réversible (méthode de sommation) 90,
Rotation 173.

Segment 27,

Séparable (espace) 13,

Série convergente 37, commutativement
convergente 240,

Singularité (condensation des) 24, 81,

Sommation (méthodes de) 90,

Sous-groupe 21,

Spectre (d’une équation) 157,

Sphere 13, ouverte 13,

Suite biorthogonale 112, compléte 72,
convergente (d'éléments) 9, (d’opé-
rations) 16, asymptotiquement 3, en
moyenne 4, faiblement (d’éléments)
133, (de fonctionnelles) 122, fer-
mée 72, biorthogonale compléte 240,
normée voir normée,

Symétriques (équations) 164,

Systéme biorthogonal voir suite.

Total, ensemble d’éléments 58, de fon-
ctionnelles 42,

Totalement continue (opération) 96,

Transfini (dérivé) 213,

Transfinie (limite) 118,

Transfiniment fermé (ensemble de fon-
ctionnelles) 119,

Transformation isométrique 165, linéaire
165,

Translation 246.

Universel (espace) 187, 243.

Valeur d’une opération 16, propre d’une
équation 157, réguliére d’une équation
157,

Variété linéaire 246,

Vectoriel (ensemble, espace) 26,

Voisinage (d’'un point) 13.
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