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Theoretische Bemerkungen uber die Viskositat der Kolloide.

Von M. v. Smoluchowski (Krakau). (Eingegangen am 8. April 1916.)

In Wirdigung der Bedeutung, welche Vis-  Viskositdt von Kolloiden seitens einer Reihe
kositatsanomalien als Kennzeichen gewisser, hervorragender Forscher in Angriff genommen
sonst schwer quantitativ zugénglicher Vorgdnge  worden. Es scheint mir jedoch, daf in den
in kolloiden Lésungen besitzen, ist in den diesbeztglichen theoretischen Ueberlegungen,
letzten Jahren das experimentelle Studium der welche meist an die schone Arbeit Ein-



stein’s ) ankniipfen, hé&ufig gewisse MiBver-
stdndnisse zu Tage treten, und daher durfte
vielleicht eine préazise Zusammenfassung der
durch die hydrodynamische Theorie voraus-
zusehenden Resultate von Nutzen sein.

Infolge der Einstein’schen Formel

n=vo [l+ 2~ (1)

sollte sich die Viskositat eines Suspensoids
oder einer eigentlichen Emulsion aus der Vis-
kositat A0 des Losungsmittels und aus dem
relativen Volumgehalt < der dispersen Phase
bestimmen lassen, ohne Rucksicht auf Disper-
sitatsgrad, vorausgesetzt, dal die Ldsung eine
verdinnte sei, und daB die als starr voraus-
gesetzten Teilchen Kugelgestalt besitzen. Be-
kanntlich hatte A. Einstein anfangs infolge
eines versehentlichen Rechenfehlers den Faktor
von @ als Eins angegeben ; in der obigen ver-
besserten Form stellt aber jenes Gesetz bis
jetzt das einzige exakte Resultat auf diesem

Gebiete dar. Es hat zwar E. Hatschek?2
9
spater eine Formel n— N0 |1 + ~ ?] abgeleitet,

doch ist die betreffende Berechnung unrichtig,
und daher die Formel als einer allgemeinen
Bedeutung entbehrend abzulehnen.

Nun scheint es aber, dal man die Giltig-
keitsgrenzen der Formel (1) meist sehr uber-
schatzt. Vor allem gilt sie gewil nicht fur
Teilchen von anderer als spharischer Gestalt.
Fur ellipsoidische, polyedrische, nadel- oder
blattchenformige Teilchen durften sich aller-
dings ahnliche Formeln

n=\w 1+ k @)
aber mit einem groBeren Zahlenfaktor
2,5 ableiten lassen; fur die Kugel ist der be-
treffende Wert offenbar ein Minimum, da sie
bei ihrer rollenden Bewegung verhéaltnismaBig
das geringste Volum der in Scherungsbewegung
befindlichen Flussigkeit beeinflult. Die GroRe
des betreffenden Koeffizienten k konnte ge-

k als

XY A. Einstein,
34, 591 (1911).

2) E. Hatschek,
Es wird hierbei das Stokes’sche Gesetz irrtumlich
angewendet; dasselbe bezieht sich nur auf eine Kugel,
die sich infolge &uRerer Krafte innerhalb ruhender
Flussigkeit bewegt, wéhrend die im Viskosimeter be-
findlichen Teilchen an der fortschreitenden und
drehenden Bewegung der FliUssigkeitselemente unge-
hindert teilnelimen und nur der Scherungsdeformation
derselben einen gewissen Widerstand entgegensetzen,
zu dessen exakter Ermittelung eben die Ein stein-
sehe Rechnung dient.

Ann. d. Phys. 19, 289 (1906);

radezu einen Anhaltspunkt fur die Beurteilung
der Abweichung von der Kugelgestalt geben.

Mit Rucksicht auf diesen Umstand kdnnen
als Kontrollversuche der Einstein’sehen
Formel von allen bisherigen Untersuchungen
wohl nur jene von M. Bancelin3 an Gummi-

gutt- und Mastix-Suspensionen und jene von
Sven Oden4) an Schwefelsolen in Betracht
kommen. Erstere bestatigten bekanntlich die

Proportionalitdt des Viskositdtszuwachses mit
@ und die Unabhéngigkeit von der Teilchen-
groBe, aber der Zahlenfaktor ergab sich im
Mittel zu 2,9 anstatt 2,5. Die Versuchsdaten,
soweit sie verdffentlicht sind, lassen aber dies
Resultat wohl kaum als gesichert erscheinen,
insbesondere ist auch der Verdacht naheliegend,
dal bei einem Teil der Versuche die Konzen-
tration oder die Teilchengrdfe (bis zu einem
Radius von 4 p) zu groR gewesen sei.

Es ist nédmlich zu bemerken, da die Un-
abhangigkeit vom Dispersitatsgrad nur gilt,
so lange die Teilchen verschwindend Kklein
sind im Vergleich zum Radius der Kapillare,
indem sonst eine scheinbare VergroRerung der
Viskositat auftreten mufB. Bei Bendtzung des
rationelleren, von Hatschek empfohlenen
Co uette-’sehen Apparates wirde dagegen
diese Fehlerquelle ziemlich wegfallen.

Andererseits gibt es wohl auch eine untere
Grenze fur die zuléssige TeilchengroRe, da die
Ableitung der Formel (1) voraussetzt, daB sich
die Flussigkeit als ein homogenes, an der
Kugeloberflache festhaftendes Medium betrach-
ten 1aBt, daR also der Teilchenradius sehr grof}
ist im Vergleich mit der Wirkungssphéare der
Molekularkrafte. Es ist nicht ausgeschlossen,
dall die von Sven Oden beobachtete, ver-
haltnismaRig groRere Viskositdt amikroskopischer
Sole (TeilchengréBe 10 pp) damit zusammen-
hangt. Auch Hatschek’s5 Hypothese, wo-
nach die Teilchen wvon einer Adsorptionshulle
von konstanter Dicke (0,87 pp) umgeben waren,
welche bei kleinen Teilchen eine merkliche
VergroRerung des @ verursachen wirde, lait
sich mit dieser Bemerkung in Uebereinstim-
mung bringen. Man héatte dann den Begriff

Koll.-Zeitschr. 7. 301 (1910}der Adsorptionshulle so zu verstehen, daf die

Grenzschichten der Flussigkeit (ahnlich wie die
Bakker'sche Kapillarschicht an freien Fllssig-
keitsoberflachen) andere mechanische Eigen-

3 M. Bancelin, Koll.-Zeitschr. 9, 154, (1911);
Compt. rend. 152, 1382 (1911).

4) Sven 0Od6én, Zeitschr. f. physik. Chemie 80,
709 (1912).

5 E, Hatschek, Koll.-Zeitschr. 11, 280 (1912).



schéaften besitzen als das Innere und einer Ver-
schiebung einen scheinbar groRBeren Zahigkeits-
widerstand entgegensetzen.

DalR aber in Sven Oden’s Versuchen
auch bei submikroskopischen Teilchen (100 fifi)
der Zahlenfaktor k zu groR ausfallt (etwa 3,0
unter Annahme einer Dichte 1,90), &Rt sich
nicht auf solche Weise erklaren. Vielleicht
spielt da derselbe unbekannte Umstand mit,
welcher die von Sven Oden Kkonstatierte, so
auffallende Variabilitdt der fur die Schwefel-
teilchen entfallenden Dichte bedingt.

Es ist aber auch sehr maoglich, daB diese
Messungen, wie auch ein Teil jener Bancelin’s,
infolge zu grofRer Konzentration < bereits
auBerhalb der genauen Giltigkeitsgrenzen der
Einstein’schen Formel fallen. Letztere gilt
namlich nur, insofern das Verhaltnis Teilchen-

radius r zu Teilchenabstand R als klein be-
trachtet werden kann, wahrend sonst noch
weitere Zusatzglieder in Betracht kommen.
/r\3
Setzt man die Volumkonzentration 9= |- | so

ist selbst fur die verdinnteste, von Sven Oden
verwendete LOsung, welche 5 g Schwefel auf
100 ccm Loésung enthielt: y — 0,0263 und

= 0,297, also keineswegs ein sehr kleiner

n
Wert.

Die Annédherungsrechnung nach Einstein’s
Methode weiterzufuhren, wirde eine enorme
Rechenarbeit erfordern, aber es lalt sich mit
einiger Wahrscheinlichkeit voraussehen, daR das

nachste Glied der Reihenentwicklung die GroRen-
\'5 5/g

—J oder (f besitzen wird, und dieses

kann sich ‘wohl schon bei zwei- bis dreiprozen-
tiger Volumkonzentration fuhlbar machen. Um
dies besser zu versinnlichen, fuhren wir in Tabelle
() die von Sven Oden an jenem submikros-
kopischen Sol bei einer Temperatur 20° fir
verschiedene Gewichtskonzentrationen c¢ und
damit zusammenhangende g”~-Werte gemessenen
Viskositaten N\ an, nebst den nach Formel (1)
zu berechnenden Zahlen tjif sowie den k-Werten,
welche in Gleichung (2) erforderlich waren, um
die wirkliche Zahigkeit zu geben.

c 0 5 1251 2502 50,03

~  0,0263 0,0658 0,1316 0,2633

v.105 1004 1083 1279 1714 3702
% . 108 - 1070 1169 1334 1658
K - 299 416 537 102

\ . 105 — 1 1083 1243 1663 4016

Es gibt da offenbar gar keine Anndherung
an die Wirklichkeit. Doch lassen sich ohne
weiteres Formeln konstruieren, welche fir sehr
verdinnte Lésungen mit der Einstei n’schen (1)
identisch werden, aber fir héhere Konzentration
sich den experimentellen Zahlen ganz gut an-
schlieRen. Beispielsweise fihre ich dieFormel an:

nach welcher die Zahlen 12 in jener Tabelle
berechnet wurden. Man sieht, daB sie das all-
gemeine Verhalten ganz befriedigend wieder-
gibt, bei geringer Konzentration (~ = 0,0263)
mit der experimentellen Angabe genau uUber-
einstimmt und fur grofRe Verdinnung in (1)
Ubergeht.

Uebrigens ist derselben natdrlich keine
weitere Bedeutung beizulegen; ich fihre sie
nur an, um zu beweisen, dall das bisherige
Versuchsmaterial ganz gut mit Einstein’s
Formel vereinbar ist, dal es aber die Grenzen
der praktischen Anwendbarkeit derselben er-
heblich einzuschrédnken scheint. Die Verwendung
anderer Zahlenfaktoren fur k in (2) nutzt aber
natdrlich nichts. Dagegen sind zur Kléarung
der Frage weitere, Uber ein ausgedehntes Kon-
zentrationsgebiet erstreckte genaue Messungen
dringend erwiuinscht. Sie wirden die Moglich-

keit bieten, eine empirische, fur alle Kugel-
suspensionen giltige Formel von obiger Art
abzuleiten.

Fur stark konzentrierte (Uber 50 Proz.)

Kolloide hat bekanntlich Hatschek eine For-
mel6) aufgestellt, welche sich in der obigen
Bezeichnungsart darstellen [4B8t als:

= fop )

Diese mag eine fur manche Falle recht
brauchbare Interpolationsformel sein, doch
kommt ihr eine allgemeine Bedeutung wohl
nicht zu, da sie sich nicht rationell begrinden
lant. Auf starre Kugelsuspensionen ist sie
offenbar nicht anwendbar, indem solche bereits
fur &= 0,7406 ganz starr werden mussen,
und in der Tat schrankt Hatschek ihre
Giltigkeit auf Systeme ein, welche aus zwei
flussig-dispersen Phasen bestehen. Sind aber
die Teilchen selber deformierbar (Troépfchen,
elastische Gebilde), so mufR Uberdies die Vis-
kositdt von der Scherungsgeschwindigkeit ab-

e E. Hatschek, Koll.-Zeitschr. 8, 34 (1911);
11, 284 (1912); 12, 238 (1913),



hangen, wie HatBchek sehr treffend bemerkt,
aber es wird sich dann ein allgemeines Gesetz
von solcher Form gewill Uberhaupt nicht auf-
stellen lassen; auch ist nicht anzunehmen, dafl
dann die Viskositat der dispersen Phase ganz
gleichgiltig sein kdnnte.

Manche Autoren meinten darin einen Wider-
spruch zu erblicken, daR die Z&higkeit nach
Formel (1) vom Dispersitdtsgrad unabhéngig
ist, wadhrend andererseits bei Koagulation meist
eine sehr bedeutende Viskositdtszunahme er-
folgt, und sie glauben letztere durch eigene
Hypothesen erklaren zu miussen.

Demgegeniber betonen wir, daB das Ge-
setz von der Unabhéngigkeit vom Dispersitats-
grad keine Anwendung findet, sobald letzterer
sich infolge Koagulation &ndert, da ja in
diesem Falle auch die Gestalt der sich be-
wegenden Komplexe eine Aenderung erfahrt.
Wirden sich z. B. je zwei kugelférmige Teilchen
aneinanderheften, so wirkt ein solches Doppel-
teilchen selbstverstédndlich weit starker zahigkeits-
erregend als eine Kugel von doppeltem Volum,
ebenso wie dem fruher Gesagten zufolge ein

langgestrecktes ellipsoidisches Teilchen eine
starkere Wirkung haben muB als eine Kugel
von gleichem Inhalt. Man kann sich dies

auch verstandlich machen, indem man bedenkt,
dal die Flussigkeit in der Einschnirung
zwischen den beiden Kugeln (Fig. 1) fast unbe-

P

Fig. 1

weglich bleiben muB, also der Effekt derselbe
ist, als ob das starre Volum y vergroRert ware.

Wenn sich aber groRere Aggregate bilden,
so ist selbst bei der dichtesten Kugellagerung
das Gesamtvolum eines solchen Aggregates

312

im Verhaltnis = 1,35 groRer als das Eigen-

volum der Kugeln. Die bei Koagulation ent-

stehenden Flogken zeichnen sich aber natir-
lich  keineswegs durch maximale Dichte,
sondern im Gegenteil durch auBerst lockere,

schwammige Struktur aus. Das Volum der-

selben ist also ganz erheblich gréBer als das
Eigenvolum der dispersen Substanz, welches
vor Beginn der Koagulation fir die Zahigkeit
maBRgebend war, und die betreffende Viskosi-
tatszunahme kann geradezu als Anhaltspunkt
zur Beurteilung der ,Schwammigkeit® der be-
treffenden Flocken dienen.

So wirde sich aus den von H. Freundlich
und N. Ishizaka?7 angegebenen Werten der
Faktor k fir ein durch Ferrozyankalium koa-
gulierendes AI(OH)3-Sol zu etwa 1300 be-
rechnen, also hatten die Flocken ein vielleicht
3— 400 mal groReres Volum als die Trocken-
substanz. Selbst eine so weitgehende Hydra-
tisierung der Gelflocken koénnte meiner An-
sicht nach schon durch eine nadelférmige Ge-
stalt der Amikronen bewirkt werden, wahrend
in anderen Fallen eine Schaumstruktur auf-
treten mag, doch gehort die Frage nach den
Ursachen jener Struktur nicht hierher.

Nun miussen aber als Ausnahmefalle noch
einige merkwirdige Betrachtungen von Woud-
stra8) erwdhnt werden, wonach bei Zusatz sehr
geringer Elektrolytmengen (Millimole pro Liter
Losung) zu Silbersolen im Laufe der Zeit anfangs
eine Verminderung der Viskositédt bis zu einem
Minimum, dagegen bei gréeren Mengen eine
Vermehrung eintreten wirde. Woudstra sah
dies als Beweis flur das Eintreten einer Zahig-
keitsabnahme infolge Dispersitdtsverminderung
an. Theoretisch wéare eine solche allerdings
unter Umstédnden nicht ganz ausgeschlossen,
falls die Amikronen eine blattchenférmige Ge-
stalt hatten und sich zu massiven Klumpen
Zusammenlegen wirden, doch erscheint ein
solches Verhalten wohl sehr unwahrscheinlich.

Eher moéchte man annehmen, daR es sich
bei jenen Versuchen um Aggregate (vielleicht
kristallinische Flocken?) handelte, welche in-

folge des Elektrolytzusatzes eine Volumkonden-
sation erlitten, noch bevor eine erhebliche Ko-
agulation bewirkt wurde. Darauf wirden auch
die im Verhaltnis zur Konzentration ganz ko-
lossalen Viskositatswerte (welche k-Werten von
der GroéRenordnung einiger Hundert ent-
sprechen) hinweisen, die Wo udstra bei jenen
nach Muthmann’s Verfahren hergestellten
Solen fand, wahrend z. B. Mifka9 bei Silber-

7 H. Freundlich und N Ishizaka,
Zeitschr. 12, 230 (1913).

8 H. Woudstra, Zeitschr. f. physik. Chem. 63,
619 (1998); Koll.-Zeitschr. 8, 73(1910). Aehnliche Be-
obachtungen beschreiben J. Dadlez und A v. Ga-
leck i in einer demnédchst im Krak. Anz. erscheinen-
den Arbeit. [Anm. bei der Korrektur.]

9 V. Mifka, Wien. Ber. 120, 1173 (1911).

Koll.-



solen, die nach B re dig’s Verfahren dargestellt
waren, von teilweise noch groRerer Konzentra-
tion (0,46 g pro Liter), Uberhaupt keinen meR-
baren Unterschied gegeniuber der Zahigkeit
des reinen Wassers konstatieren konnte.

Auch die von Woudstra wund anderen
Autoren mitunter beobachtete Viskositatsabnahme
infolge von Schitteln koénnte auf einer Ver-
dichtung der Flockensubstanz beruhen. Jeden-
falls sind die von Woudstra konstatierten
Erscheinungen weiterer Aufklarung bedurftig,
und ist die Auffassung, dalR dieselben durch
die Dispersitatsverringerung verursacht sind,
noch nicht als erwiesen zu betrachten.

Nun mochte ich aber noch auf die Mdglich-
keit einer Viskositdtsabnahme infolge Elektrolyt-
zusatzes hinweisen, welche die Theorie der
elektrischen Endosmose fur den Fall sehr gut
dialysierter Losungen voraussehen laRt. Es sei
daran erinnert, dalR Dorn seinerzeit das Auf-
treten elektrischer Stréme in Wasser infolge
Niedersinkens von Glasperlen oder Quarzsand
beobachtete, und dal W. B. Hardy behufs Er-
klarung der Stabilitdt von kolloiden Suspen-
sionen die Hypothese aufstellte, dalR diese
Strome das Niedersinken solcher Teilchen ver-
zbgern mussen.

Die Theorie dieser Erscheinung, welche ich
im AnschluR an die He 1Imh o 11z’sche Doppel-
schicht-Theorie der Elektroosmose entwickelt
habe 10, und welche vor einigen Jahren durch
Stock’s Messungen experimentell verifiziert
wurde, gestattet es, den Gedanken Hardy'’s
mathematisch genau zu prazisieren. Es zeigt
sich, dalR der Stokes’sche Reibungswiderstand
infolge jener Erscheinung im Verhéltnis von
1 1~r t((qpl — <fa)"l2 o-

4n Jaz2rn
K(<pi — goa) die Potentialdifferenz der Doppel-
schichte, a den Teilchenradius, o den spezi-
fischen Widerstand (im elektrostatischen MaR)
und A die Zahigkeit der FlUssigkeit bedeutet.

Diese Wirkung kénnte, wie ich loc. cit. be-
merkt hatte, erst bei Sub- oder Amikronen
merklich werden und kommt fir die Frage
der Stabilitdt Uberhaupt nicht in Betracht. Es
lassen sich abRr ganz analoge Ueberlegungen
auch auf wunseren jetzigen Fall Ubertragen.
Wenn man namlich Einstein’s Viskositats-
berechnung durch Berlcksichtigung jener Kkata-

L]
vermehrtwird, wo

19 M. Smoluchowski, Krak. Anz. 1903, 182;
siehe auch das zusammenfassende Referat (insbesond.
88§ 23, 65) des Verf. Uber Elektrische Endosmose in
Graetz’s Handbuch d. Elektrizitat, Bd. II, Lief. 2,
woselbst Literaturangaben.

phoretischen Strome erganztll), findet man fur
kugelférmige Teilchen :

| =L g 02 )

Wird nun: K (tyi— gm) = 3 Volt = 0,01 (cgs.);

,= 106 = 1,1 .10'6(cgs.); ij= 0,01 an-
\ccm / (cgs.): i

genommen, so wirde fur Teilchen vom Durch-

messer 2a = 300 w der Zahigkeitszuwachs 5 <
g

anstatt - betragen, ware also schon recht

bedeutend.

Der Elektrolytzusatz kénnte nun den Faktor
K('jri — <ra) zu Null machen, falls der isoelek-
trische Punkt erreicht wird; vor allem wirde
er aber den spezifischen Widerstand < sehr
vermindern, so dall bereits sehr geringe Kon-
zentrationen jenen ,quasi viskosen* Effekt zum
Verschwinden bringen muRten.

Mdglicherweise kdnnte so auch jene Beob-
achtung Sven Oden’s eine von Hats chek’s
Auffassung abweichende Aufkldrung finden, wo-
nach zwei Schwefel-Sole von gleicher, recht
groBer Konzentration (50 g pro 100 ccm) einen
ganz kolossalen Viskositatsunterschied (0,0575
gegen 0,0370) aufwiesen ; die Ursache koénnte
namlich darin liegen, daB ersteres (das sub-
mikroskopische) ohne Salzzusatz verwendet
wurde, wahrend letzteres (amikroskopisch) 0,76 g
Na ClI auf 100 ccm LOsung enthielt, also den
elektroosmotischen Zahigkeitseffekt nicht auf-
weisen konnte.

Auf den ersten Blick erscheint es sehr ver-
lockend, vom obigen Standpunkt auch die von
Pauli u. A. an Eiwei3-Solen Kkonstatierte Ab-
hangigkeit der Viskositat von deren elektrischen
Eigenschaften zu interpretieren, doch spricht
bei naherer Untersuchung die erhebliche Leit-
fahigkeit der in Betracht kommenden Ldsungen
gegen eine solche Hypothese 12).

Ueberhaupt muR bemerkt werden, daR wir
derzeit nicht wissen, ob die Doppelschicht-
theorie bei so kleinen Teilchen wie oben vor-
ausgesetzt wurde, Uberhaupt noch anwendbar
ist. Es bildet unsere Berechnung — wie Uber-
haupt das meiste, was wir Uber Kolloidteilchen
behaupten — eine weitgehende Extrapolation
der im mikroskopischen Gebiet gultigen Ge-

1) Die betreffenden Rechnungen werden bei
einer anderen Gelegenheit publiziert werden.

12) Auch gelten alle unsere Ausfihrungen eigent-
lich far Suspensoide und ist ihre Uebertragung auf
lyophile Kolloide wohl recht problematisch,



