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Kilka przyktadem) ruchéw Browna odbywajacych sie pod
wptlyzoem sit zewnetrznych.—Einige Beispiele Brown scher
Molekularbewegung unter Einflull &uBerer Krafte.

Mémoire

de M. M SMOLUCHOWSKI m. c.,

présenté dans la séance du 7 Juillet 1913.

(8 1). Die bisherige Theorie der Brown’schen Molekularbewe-
gung, welche iu verschiedenen Formen, aber mit Ubereinstimmenden
Resultaten von Einstein, Smoluchowski u. a entwickelt
worden ist, bezieht sich auf den durch grétmdgliche Einfachheit
ausgezeichneten Fall, dal auf die Teilchen, welche die Brow n’sche
Bewegung ausfuhren, nur die vom umgebenden Medium stammen-
den molekularen Impulse, aber sonst keine &dufleren Kréafte einwir-
ken. Streng genommen, ist also diese Theorie nur dann anwendbar,
wenn die Teilchen in einem vollkommen unbegrenzten, flUssigen
oder gasférmigen Medium von gleicher Dichte suspendiertsind.

Im  folgenden sollen dagegen einige relativ einfacheFalle allge-
meinerer Natur untersucht werden, in welchen der EinfluR &auferer,
auf die Teilchen wirkender Kréfte zum Ausdruck kommt. Es wird
sich zeigen, daR wir hiedurch auf interessante lllustrationen einiger
allgemeiner Betrachtungen der statistischen Mechanik gefuihrt werden.

Vorerst seien einige Hauptpunkte der ublichen Theorie kurz
wiederholt, auf welche wir uns im weiteren berufen werden. Die
Wahrscheinlichkeit, daR ein von der Abszisse x0 ausgehendes Teil-
chen im Verlauf der Zeit t eine zwischen x und x -]- dx gelegene
Abszisse erreiche, ist gegeben durch die Formel:

o) W(x)dx = N —R——*024Di (Ix
W 2\nDt



wo D den ,Diffusionskoeffizienten* der Teilchen bedeutet, dessen
Wert mit der ,Beweglichkeit* y der Teilchen mittels der Beziehung
zusammenhangt \):

@

Unter Beweglichkeit ist dabei der reziproke Wert des Widerstands-
koeffizienten verstanden, also im Falle von kugelférmigen Teilchen
in einer zahen Flussigkeit:

1
6/ina

Aus jener Formel ergibt sich das Quadratmittel der in der Zeit t
in der X Richtung vor sich gegangenen Verschiebungen:

©)

Das ist jene Formel, welche durch die Messungen von Svedberg,
Perrin, Dabrowski, Chaudesaigues, Zangger, Seddig
u. a so genau bestatigt worden ist.

(8§ 2). Betrachten wir nun den Fall, wo das Teilchen sich in
der Na&he einer unendlich ausgedehnten, ebenen Wand befindet,
welche bei UberméRiger Anndherung starke abstolRende Kréfte aus-
Ubt. Es entspricht das dem Verhalten einer Glaswand gegenuber
einer wasserigen Gummigutt-Emulsion, wahrend in anderen Emul-
sionen Glaswande sich meistens so verhalten, als ob sie klebrig
waren, indem die an die Wand stoBenden Teilchen an derselben
haften bleiben.

Im Falle einer solchen reflektierenden Wand kommt man offen-
bar mittels der bekannten Spiegelbild-Methode zum Ziele. Die Wahr-
scheinlichkeit, dall ein zur Zeit t= 0 in der Entfernung x0 von
der Wand befindliches Teilchen nach Ablauf der Zeit t eine Ent-
fernung zwischen x und x -\-dx einnehmen werde, wird namlich
bestimmt sein durch die Formel

1) Beziuglich des Zahlenkoeftizienten dieser Formeln vergl. die Bemerkung in
§ 5 meiner Arbeit: Phys. Zeitschr. 13, 1069, 1912; daselbst auch Literaturangaben.
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4) W(x)dx= -p -— [e-M-~rwt_)_g-~+"Niwtj dx
2\nDt

Diese entspricht namlich der Superposition der Brow n’'sehen
Bewegungen zweier Teilchen, die von dem Punkte x0 und dessen,
zur Wand symmetrisch gelegenem Spiegelbild ausgegangen sind, unter
der Annahme, dal die trennende Wand nicht existiert. Da aber
fur x = 0 ebenso wahrscheinlich ein Ubergang von links nach rechts
erfolgt, wie in umgekehrter Richtung, so wird die Verteilung durch
Einschieben der festen Wand x — O nicht veréndert und stellt in-
folgedessen die Losung des eben in Rede stehenden Problems dar.

Die durchschnittliche, in der Zeit t erfolgte Verschiebung be-
tragt hiernach:

®
(Xx—x0 — - Xa- e-°2— 2x° fer* dx,
C\ 71 \ 71
t
wo zur. Abklrzung
2jr3t

gesetzt ist. Man sieht also, daR die durchschnittliche Verschiebung
im Grenzfall langer Zeiten t gemaR der Formel wachst:

limx—x0= 23/~

wahrend sie im Falle gewdhnlicher Brow n'scher Bewegung natir-
lich gleich Null bleibt, da dann positive und negative Verschiebun-
gen gleich wahrscheinlich sind. Das mittlere Verschiebungsquadrat
(x — x,D2 ist dagegen im Grenzfall sehr langer Zeiten ebenso grof,
wie wenn die Wand nicht anwesend waére.

(8 3). Gehen wir nun zu dem experimentell sehr leicht realisier-
baren Fall Gber, wo das Medium, innerhalb dessen die Brown’sche
Bewegung stattfindet, durch zwei parallele reflektierende Wé&nde
begrenzt ist. Dann erfullt man die Bedingung, dalR die Wande den
Ubergang der Teilchen verhindern, indem man zwei unendliche

1*
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Reihen von Spiegelbildern superponiert. Werden die anfénglichen
Entfernungen des Teilchens von den beiderseitigen Wanden mit
a und b bezeichnet, so dal? a-(-b der Abstand der letzteren ist, so
wird die Wahrscheinlichkeit einer Verschiebung

X —X0—z
durch die Formel gegeben:
1 5 Cs oo " )
W (@) dz— e-z5iDt 1 V U-[2@0)+]742i 1
ZvnDt\1 el L n
’\5) g—[2n(0+6)-2!]s/4Di _|_e - [2»(0+6)—ib+sfUDt _|_ g—[2»(«+6)—20—2]2/4D/|

Tatséchlich verifiziert man durch Integration mit passender Anord-
nung. der Grenzen, daf

f W{z)dz=1

ist.
Auch sieht man ohne weiteres ein, dal diese Formel flir den
Grenzfall:

limt— 0

in die gewbdhnliche Formel (1) Ubergeht. Fir den entgegengesetzten
Grenzfall:

limt— 00

kann man dagegen die obigen Summen durch Integrale ersetzen
und gelangt so zur Formel:

(6) lim W(z) d v
im z)dz =
=0 b
Das heil3t, daB nach langer Zeitdauer der Einflul der Anfangslage
ganz verschwindet, und samtliche Lagen innerhalb der parallelen
Wéande gleich wahrscheinlich sind, was ja zufolge der Natur der
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Brown’schen Bewegung von vornherein zu erwarten war. Fur die
mittlere Verschiebung resultiert dann der Wert:

— b—a

und fur das mittlere Verschiebungsquadrat:

Z2 -1a3+ iS
«+ 6

Dabei geht die Bewegung in den zu den Wé&nden tangentiellen
Richtungen Y, Z naturlich vollkommen im Sinne der unverdnderten
Formel (1) vor sich. Das gilt aber nur, falls die GréRBe der Teilchen
verschwindend klein ist im Vergleich mit deren Abstdnden von
den Wéanden a, b\ sonst kdmen noch Korrektionsglieder der Sto-
kes’schen Formel in Betrachtl), welche die Rechnung sehr kom-
plizieren wuirden und offenbar eine gewisse Verlangsamung der
Brown'schen Bewegung, sowohl in normaler wie in tangentieller
Richtung, in der Nahe der Wande ergeben miften.

(8 4). Der allgemeine Charakter der zwei eben besprochenen Félle
lieB sich schon von vornherein voraussehen, da ja die Brown’sche
Bewegung sozusagen eine mikroskopische Zerlegung des Diffusions-
prozesses bildet und die Theorie der Diffusion auch den Weg zur
theoretischen Behandlung der obigen Félle weist. Vom theoretischen
Standpunkt interessanter sind aber gewisse Falle eines kontinuier-
lichen &auReren Kraftfeldes.

Allerdings bietet der einfachste Fall — einer konstanten Kraft —
nicht viel Neues. Denn es lat sich ohne weiteres voraussehen, dafl
eine solche Kraft offenbar nur eine gleichférmige Verschiebung der
Mittellage des Teilchens zur Folge haben wird. Zieht man beispiels-
weise das scheinbare Gewicht P eines Teilchens in Rechnung, so
erhdlt man an Stelle der Formel (1):

O] W(x)dx = -i7=  e~(*-*°+yPt)'iwt dx
2ynDt

* Siche: H. A. Lorentz, Abhandlungen 4. theor. Physik, I p. 23 (1906);
J. Stock, Bull. Acad. Cracorie, 1911 p. 18; M. Smoluchowski, Proc. Intern.
Congress of Mathematics Cambridge 1912, Il p. 192,
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Dabei bedeutet y (ebenso wie im 8§ 1) die Geschwindigkeit,
welche das Teilchen unter EinfluR der konstanten Kraft Eins und
des Reibungswiderstandes annehmen wirde, und es ist vorausge-
setzt, da die Kraft P gegen die Nulllage hin gerichtet ist.

Nebsthei bemerkt, gibt dies fur die mittlere Verschiebung eines
Teilchens im (unbegrenzten) Schwerefeld die Formel

8) (N x O*= 2Dt+ (yPO\

wie auf Grund des Superpositionsprinzipes von vornherein zu er-
warten war. Auch in diesem Falle sind fur gentigend kurze Zeiten
die gewdhnlichen Formeln (1), (2) anndhernd gultig.

(8 5). Nun aber wollen wir annehmen, es handle sich um Teil-
chen, auf welche eine in die Nulllage zurickstrebende, der Entfer-
nung X proportionale, elastische Kraft einwirke, da sich zeigen wird,
daR dieser Fall sich durch verhaltnismalRige Einfachheit der Berech-
nung auszeichnet, aber doch neue charakteristische Zuge aufweist.

Er 183t sich auch ganz leicht verwirklichen, falls man die GroRe
X nicht als Lénge, sondern als Drehungswinkel auffat und dem-
entsprechend die drehende Brown’sche Molekularbewegung unter-
sucht. Ich habe schon an anderer Stelle darauf hingewiesen, daf
die drehenden Molekularschwankungen eines sehr kleinen Spiegels,
der an einem Torsionsfaden aufgehangt ist, unter Umstanden meR-
bare GrolRe erlangen mussenl). Bei diesen tritt eine elastische Kraft
der eben erwdhnten Art ins Spiel.

Vor allem mdge nun eine allgemeine Funktionalgloichung ab-
geleitet werden, welche die =zeitlichen Verédnderungen der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung definiert und uns im spateren zur Grund-
lage dienen wird. Es bezeichne namlich W (x, x0),dx die Wahr-
scheinlichkeit, dafl ein anfanglich vom Punkt x0 ausgegangenes
Teilchen nach Verlauf der Zeit t eine Abszisse

X ... X-j-dx

besitze. Ein solches Teilchen muR zur Zeit Q irgend eine (gleiche
oder verschiedene) Lage

u...a-\-da

I) M. Smoluchowski, Phys. Zeit8ehr. 13, 1069, 1912, insb. § 16, 17.
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eingenommen liaben, und die Bewegungen in den Zeiten 6 und
t— 6 sind voneinander vollkommen unabhéngig *). Somit setzt
sieh IV(.r,x0, offenbar aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten
far irgend eine Mittellage a zusammen, von denen jede sich als
Produkt zweier Wahrscheinlichkeiten darstellt: entsprechend der Ver-
schiebung des Teilchens von x0 bis a wahrend der Zeit 0 und der
Verschiebung von a bis x wahrend der Zeit (t — ff). Es muf} also
fur den Fall eines beliebigen Kraftfeldes allgemein die Gleichung
gelten:

+00
) W(x. x0),dx — dxJ W(a. x0e W (x, a)t uda.

(8 6). Um nun diese Gleichung auf unser Beispiel anwenden

zu koénnen, berufen wir uns auf den soeben behandelten Fall, in-
dem wir uns anstatt des Gewichtes P eine elastische Kraft

X = — ax

wirkend denken. Dann wird die Verteilung von Teilchen, die zur
Zeit t— 0 vom Punkt x0 ausgehen, nach gentgend kurzer Zeit z
ebenfalls anndhernd durch die zu (7) analoge Formel

W (x,xQtdx — — >-*°+qy*otl 240 dx
y 2\InD%

gegeben sein, denn das Korrektionsglied ayxOr entspricht zwar der
Annahme einer Uberall gleichen Kraft von dem fiir x0 geltenden
Betrag, aber der hieraus erwachsende Fehler ist natirlich desto ge-
ringer, je kurzer wir %wahlen, da die Teilchen sich dann desto-
weniger weit von xn entfernen.

Fur gentigend kleine % nehmen wir also unter Verwendung der
Abklrzung ay — R an:

W, X )= . \"=re-[x-x--?T)yiiDz _
2\nDx

A Dies beruht auf der grundsatzlich vorausgesetzten ,Zuféalligkeit* der
Brown’schen Bewegungsimpulse.
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Daraus schlieBen wir unter Verwendung von Formel (9) auf die
Verteilung im Zeitpunkt 2t:

+
W (x.x0)2t = da —
-@

! o—[x—i»0(I-13T)A242)i[l + (1-Bi)A

2\nDx\I -r (1 - WRi

In derselben Weise fortfahrend, erhdlt man allgemein fur die
Verteilung zur Zeit t— nt:

W (x,x0,,=

1 e- M'gdDdl+ (. . ( FW2-1lh
2aDt N-f(L- P2+ . (1- BWA->

Nun ergibt der Grenzibergang:
m=1t lim t= 0.

die gesuchte Endformel:

(10) W(x,xgddx=1vy 2n]) (I3

(8 7). Aus dieser Formel folgt weiter durch entsprechende In-
tegration: die durchschnittliche Entfernung von der Gleichgewichts-
lage, zur Zeit t:

(11) X — x0e~0%;

der durchschnittliche Absolutwert jener Entfernung:

2D (I— e-W)

(12) . .

das mittlere Entfernungsquadrat:

D
(13) z2= R [1 —e-W]+ xle-W.
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Man sieht nattrlich, daR die Bewegung (10) tatsachlich fur kurze
Zeiten mit der gewo6hnlichen Brow n’schen Bewegung (1) identisch
ist. Mit zunehmender Zeit macht sich aber die elastische Kraft fuhl-
bar, und zwar indem sie die Mittellage der Teilchen der Gleich-
gewichtslage x— 0 nahert und zugleich die Art der Verteilung mo-
difiziert, so dal der EinfluR der Anfangslage x0 allmahlich ver-
schwindet.

Nach Ablauf einer im Vergleich zu 1/R langen Zeit stellt sich
eine stationdre Verteilung her:

(14) lim W(x,xQ = W)= 11/ /In

t=o0o0

welche offenbar nur vom Werte des Verhaltnisses (/D abhangt;
dieses ist aber [siehe (2) und § 6] identisch mit:

f3 N
D aHO'

also ist im Exponenten des obigen Ausdruckes die bei Verschiebung
aus der Nulllage in die Lage x gegen die elastische Kraft geleistete
Arbeit £ax2 enthalten. Es lauft dieser Spezialfall auf ein schon an-
derseitig bekanntes Resultat der statistischen Mechanik hinaus,
demzufolge die Schwankungen eines molekularen Systems um die
Gleichgewichtslage innerhalb &uRerst langer Zeiten nach MaRgabe
der Wahrscheinlichkeitsformel

(15) W(X)dZ = ae~"Ax dX

verteilt sind, in welcher Az die dem Parameterwert / entspre-
chende Arbeit bedeutet. Das Quadratmittel dieser Schwankungen
bezeichnen wir im folgenden mit £2 und nennen § die ,mittlere
Schwankung*:

(16) 2- bhm*bh= &= H61

(8 8). Nebstbei bemerken wir, daB man die Formel (13) direkt
auf einfache Weise gewinnen kann, indem man in unserem Falle
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die von Langevin] angewendete Ableitungsmethode der Formel
(1) benutzt. Man verfahrt dabei in analoger Weise wie bei Ablei-
tung des Virialtbeorems. Fur ein jedes Teilchen gilt namlich eine
Bewegungsgleichung von der Form:

d2x 1 dx
17 = — _
(a7 Mg - X T AT g

in welcher X die von den unregelmaRigen MolekularstéRen her-
rihrenden StoRkrafte bedeutet, und die beiden anderen Glieder die
elastische Kraft und den Reibungswiderstand vorstellen.

Durch Multiplizieren mit x und Integrieren nach der Zeit er-
halt man

dx\2 .
XX — ax2-j-i dt dt -j- Const.

Bildet man eine derartige Gleichung fur jedes einzelne Teilchen,
summiert die entsprechenden Glieder und dividiert durch die An-
zahl der Teilchen, so erhalt man die auf die Mittelwerte bezlgliche
Gleichung:

md(x?3 . x2 , f—=z, ' Const
“ o — .
o dt +1%§+ J x*dt= kdt+

Der Durchschnittswert des Gliedes

jdx \2
U fl

m

muf3 ndmlich gleich sein dem doppelten Betrag der auf einen Frei-
heitsgrad entfallenden mittleren kinetischen Energie (/0; der Mittel-
wert des Gliedes

xXdt

% P. Langevin, Comptes Rendus 146, 530, 1908.
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mull aber im Vergleich zu den ubrigen verschwindend klein wer-
den, da die MolekularstéRe als von x unabhangig vorausgesetzt wer-
den, also fur jedes x durchschnittlich fur gleichviel Teilchen im
positiven wie im negativen Sinne erfolgen.

Die Differentialgleichung:

(18)

hat offenbar zwei partikulare Integrale von der Form

(19) X- = 4'- NeV

wobei:

Nun sind jo nach der GréRe des Elastizitatskoeffizienten u die
bekannten zwei Falle zu unterscheiden. Wenn

so entspricht dies der bekannten, durch Reibung geddmpften perio-
dischen Schwingung, und das Glied k/a stellt dann die von der
Molekularbewegung herruhrende Korrektion vor. Im Falle aperiodi-
scher Bewegung

1
a «
8my’
welcher uns im obigen interessiert, erhalt man die zwei Naherungs-

werte

1

my — — 2ay.

Das Einsetzen der auf Brow n’sehe Teilchen bezuglichen Zahlen-
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werte ergibt nun flur vx eine so enorme GroRenordnung, dal? die
Funktion

AleMt

einen auBerordentlich rasch verschwindenden Bewegungsprozel3 vor-
stellt *). Die in der Praxis zur Beobachtung gelangenden Bewegun-
gen sind also allein durch die zweite Ldsung v2 reprasentiert. Setzt
man also in (18) die Anfangsentfernung x0 ein:

und bemerkt man, daf

ist, so ergibt dies wieder die vorher abgeleitete Formel (13), wel-
che natirlich ebensowohl die Lagenverteilung einer Schar von Teil-
chen wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines einzigen Teilchens
vorstellt.

Diese Ableitung ist insofern interessant, als sie den allmahli-
chen Ubergang zu gewdhnlichen elastischen Schwingungen klarlegt?.
Leider ist sie auf andere Kraftgesetze nicht anwendbar, wéhrend
die Methode des § 6 sich wenigstens im Prinzip auch auf andere
Falle Ubertragen lieRe, allerdings unter Bewéltigung gréRerer ma-
thematischer Schwierigkeiten.

(8 9). An den Gleichungen (10) bis (14) lassen sich bequem
einige charakteristische Zuge studieren, welche fiur molekulare Pha-
nomene allgemeinere Bedeutung besitzen.

Bekantlich hédngt nach Boltzmann die Wahrscheinlichkeit ei-
nes Zustandes (das ist die relative Haufigkeit des Vorkommens des-

* Es verschwindet n&amlich in aulerordentlich raschem Tempo der EinfluR
der Anfangsgeschwindigkeit, und es verbleibt nur der langsam verschwindende
EinfluR der Anfangsentfernung, was damit zusammenhéangt, dal} die Bewegungen
in aufeinanderfolgenden Zeitintervallen x voneinander unabh&ngig sind.

2 Allerdings waren gewisse schwache Punkte der Argumentation noch ein-
gehender klarzulegen, insbesondere die Vernachlassigung des Gliedes 2 fXxdt.
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selben innerhalb auRerordentlich langer Zeit) mit dessen Entropie
durch die bekannte Beziehung zusammen:

S= k log W.

Somit kann man in unserem Falle den Elongationen x der Teil-
chen bestimmte Entropiewerte zuordnen, und zwar nach Glei-
chung (14):

(20) S= const — — const —

Das Maximum der Entropie entspricht selbstverstandlich der
Gleichgewichtslage x — 0.

Die vom Punkt x0 ausgehenden Teilchen bewegen sich nun im
ersten Augenblicke rein ,Brown’isch, d. i. in Ubereinstimmung
mit (1), also bewegen sie sich (annahernd) ebenso wahrscheinlich im
Sinne zunehmender wie im Sinne abnehmender Entropie. Und die-
ser Satz gilt auch fur jeden beliebigen spateren Zeitpunkt, da der
Beginn der Beobachtungszeit naturlich willkurlich ist.

Handelt es sich aber um eine langere Beobachtungsdauer, so ist
fur den weiteren Verlauf der Bewegung das Verhéltnis der An-
fangselongation x0 zur mittleren Schwankung £ (16) mafgebend.
Ist der Anfangszustand sehr ,anormal®, das heif3t, ist x0 sehr grof3
im Vergleich zur mittleren Schwankung f, so sinkt die groRe Mehr-
zahl der Teilchen schon nach kurzer Zeit unter den Anfangswert
x0 hinab, das heif8t, sie bewegen sich im Sinne wachsender Entro-
pie. Denn die GrolRe des Zeitintervalles At, nach dessen Verlauf
beispielsweise funfmal so viel Teilchen sich unter x0befinden, als
Uber xit wird durch die Bedingungsgleichung fur At definiert sein:

(21) W (x,xQAdx — 5J "W (x,x0)&dx.

-00 XQ

Das Einsetzen der Ausdriicke (10) ergibt fur At die Beziehung:
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wobei « eine reine ZablengréRBe bedeutet, namlich die Zahl, welche
der Gleichung

0

gentge leistet, das ist ungefahr: z = 0'68.

Handelt es sich also um sehr anormale Anfangszustédnde, so fin-
det man durch Reihenentwicklung des Logarithmus den N&herungs-
wert:

(22)

welcher zeigt, wie sehr jenes ,Verzégerungsintervall® At mit Zu-
nahme des Abnormalitatsverhéaltnisses (xO/7 abnimmt.

Ist jedoch der Ausgangspunkt innerhalb des mittleren Schwan-
kungsbereiches £ gelegen, so daR

? " z\2

ist, so hat die Gleichung (21) keine Loésung fur At, denn
dann ist Uberhaupt keine Tendenz zur Entropiezunahme vorhanden,
sondern es tritt im Gegenteil im Mittel eine Entropieabnahme ein.

In direkter Weise zeigt auch die Gleichung (13), daR das Qua-
dratmittel der Elongationen der Teilchen mit der Zeit zu oder ab-
nimmt, je nachdem der Ausgangspunkt innerhalb oder auRerhalb
des mittleren Schwankungsbereiches gelegen ist, und daR es sich
asymptotisch dem Werte 52 nahert.

(8 10). Es ist somit klar, da derartige Vorgange in desto ho-
herem Grade den Charakter der Irreversibilitait annehmen, je anor-
maler der Anfangszustand ist. Auch der Vergleich der Gleichungen
(11), (13) lehrt, dal die molekularen Schwankungen gar nicht in
Betracht kommen, wenn x0 sehr grof3 ist im Verhéltnis zu £, indem
sich dann alle Teilchen fast genau nach der gewdhnlichen Reibungs-
formel

X = Xx0e~R'
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bewegen. Naturlich ist diese Irreversibilitdt nur scheinbar, da wir
gesehen haben, dal in jedem Moment die beiden Bewegungsricb.
tungen gleich moglich sind, und da wirklich immer eine durch (10)
genau angegebene Wahrscheinlichkeit zur Erreichung eines belie-
bigen Zustandes von einem beliebigen Ausgangspunkt besteht, da-
her auch die urspringliche Lage in genigend langen Zeitrdumen
wieder erreicht wird.

An anderer Stelle) habe ich, an die (dort ohne Beweis angege-
benen) Formeln der 88 6, 7 anknupfend, gezeigt, wie man sogar zu
einer Schatzung der ,Wiederkehrzeit" eines stark anormalen Zu-
standes gelangen kann. Fur die GréRenordnung derselben fand ich
den Ausdruck:

(23)
R "0

dessen kolossales Anwachsen mit Zunahme der Abnormalitat be-
greiflich macht, warum in der Praxis die Wiederkehr stark abnor-
maler Zustande nie beobachtet wird.

(8 11). Die prinzipielle Reversibilitdt aller derartigen Vorgénge
kommt auch darin zum Vorschein, dal dieselbe Formel (10) ohne
Zeichenwechsel auch fur umgekehrte Zeitfolge gilt, indem sie nam-
lich die Wahrscheinlichkeit bezeichnet?, dall ein Teilchen, welches
sich momentan in x0 aufhalt, sich vor der Zeit t im Bereiche

X ... X -\-dx

befunden habe.

Es folgt dies unmittelbar schon aus der Betrachtung des stati-
stischen Gleichgewichts der den stationdren Zustand charakterisie-
renden Bewegungsvorgéange. Aber es laRt sich das noch in folgender
spezieller Weise erlautern:

Die Wahrscheinlichkeit, dal ein Teilchen eines derartigen, lange
Zeit sich selbst Uberlassenen Systems sich im Bereiche

* Vortrag uber: , Gultigkeitsgrenzen des zweiten Hauptsatzes der Wéarme-
theorie” im Gottinger Vortragszyklus, April 1918, welcher demnéchst bei Teubner
(Leipzig) in Druck erscheinen wird.

2 Als Wabhrscheinlichkeit kénnen wir dabei den Prozentsatz der gunstigen
Falle definieren, welcher sich wahrend &auflerst langer, von auBen nicht gestdrter
Vorgangsdauor einstellen wirde.
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x0...x0-\-dxu

befinde, betrdgt nach Analogie mit (14)

W(x0dxo=y J-"e-wwdxt.

Das Produkt dieses Ausdruckes und des Ausdruckes (10), namlich

B *»—2xxoe~ B'+ Xt?

W (xOQW (x,xQdxdx0= — - -——= e~iD dxdx0
4) 2nD\Il — trw

bezeichnet somit die Wahrscheinlichkeit, da ein Teilchen sich an-
fangs im Bereich

Xq... Xa—~—dXq,
und daR es sich zu einem um t spateren Zeitpunkt im Bereiche

X ...X dx

aufhalte, oder was dasselbe hei3t: daR es sich anfangs in x befinde
und zu einem um t friheren Zeitpunkt in x0 befunden habe.
Dividiert man also jenen Ausdruck durch (14), so folgt

— - B [Xo— xe

p 2D
dx0
\2nD[1— <P\ X
als Wahrscheinlichkeit, dall ein Teilchen, welches sich in x befin-
det, sich vor der Zeit t in

o + dx0

aufgehalten habe. Werden x und x0 vertauscht, so folgt daraus eben
die zu beweisende Behauptung. Selbstverstandlich setzt sich die sta®
tiondre Verteilung (14) aus lauter nach dem Schema (24) verlau-
fenden Elementarvorgdngen zusammen und sie ergibt sich tatsich-
lich aus jenem Ausdrucke durch Integration nach x0 zwischen den
Grenzen — oo und -(- 0o.
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Was ubrigens die Bewegungsvorgange innerhalb des mittleren
Schwankungsbereiches anbelangt, so kommt in denselben auch jene
scheinbare Irreversibilitat des 8§ 10 nicht zum Vorschein, und die
Vorgéange haben einen der gewohnlichen Brow n’schen Bewegung
verwandten Charakter.

Darin scheint mir eben das Hauptinteresse dieses Beispiels zu
liegen, daB man an demselben zum ersten Mal Gelegenheit hat, den
graduellen Ubergang von scheinbarer thermodynamischer Irreversi-
bilitat zur regellosen Molekularbewegung im Detail zu verfolgen.

Analog werden sich auch z. B. Gummigutt-Teilchen verhalten,
welche, der Schwere folgend, sich vorzugsweise in der Nahe des
GefalRbodens aufhalten mussen. Fir diesen Fall haben bekanntlich
Perrin und dessen Mitarbeiter die mit der Zeit sich einstellende
stationare Verteilung (entsprechend der Gleichung (14) unseres Bei-
spieles) experimentell studiert und haben deren Ubereinstimmung
mit der allgemeinen theoretischen Formel (15) nachgewiesen. Die
Ableitung der Formel, welche unserer (10) entsprechen wirde,
stollit jedoch in diesem Falle auf groRere rechnerische Schwierig-
keiten wegen der durch den GeféaBboden bedingten Diskontinuitét,
und sind auch experimentelle Untersuchungen hieriiber noch aus-
standig. Weitere Aufschlisse beziglich dieses Punktes hoffe ich in
Zukunft erbringen zu kénnen.
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