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Przyczynek do teoryi ruchéw cieczy lepkich
zwlaszcza zagadniedn dwuwymiarowych

przez
M. Smoluchowskiego.

(Z 5 rycinami w tekscie).

Whniesiono na posiedzeniu Wydz. mat.-prayr. d. 7 stycznia 1907 ; ref. czl. Natanson,

I. Warunki stuzace do okreslenia ruchu.

§ 1. Wiadomo, ze wedlug badan!) Helmholtza, Kortewega
i Rayleigha réwnania okreslajace t. zw. ,powolny“ ruch stateczny
cieczy lepkich, mianowicie:

Ip "

it A

d !

5y =8V (1)
5

2= b e

nie posiadaja wigeej nad jedna catke, zgodng z warunkami ciaglo-
$ci 1 spelniajaca warunek, azeby predkosci w, », w przybraly dane
warto$ci na powierzchni obrebu badanego. JeZeli zatem znaleziono
rozwigzanie zado$é czynigee owym warunkom, wiemy, ze jest to
jedyne mozliwe rozwigzanie.

1) Helmholtz, Wissensch. Abh. I, p. 223,
Korteweg, Phil. Mag. 16, p. 112 (1883),
Rayleigh, Phil. Mag. 36, p. 354 (1893).



2 M. SMOLUCHOWSKI 2]

Cheae jednak na tej podstawie dobraé¢ takie zadania matema-
tyczne, ktéreby odpowiadaly problematom praktyki, napotyka sie
na pewne trudnosei.

Przedewszystkiem zauwazyé trzeba, Ze wspomniane przedtem
dowody jednoznacznosei nie sg ogdlne, bo sa zwiagzane z milezgco
przyjetem zaloZeniem, ze obreb S, na ktérego powierzehni dane sg
owe predkosei, nie sigga do nieskonezonosci. Mianowicie pelegaja
one na tem, ze calka ksztaltu { F'ds znikngé musi wskutek zni-
knigeia wielkosei F'w owej powierzchni S, podezas gdy tego rozu-
mowania nie mozna stosowaé w razie nieskoneczenie wielkiej po-
wierzchni S, w ktérej lim /= 0. Istotnie poznamy tez pdzniej

o5}

rézne przyklady ruchéw (§ 9, § 11), spelniajacych warunek lim u

= lim » = lim w = 0, (podezas gdy jedyne rozwiazanie zgodne

[oe] oo
z nieruchomoseia cieczy na s$eianach naezynia zamknigtego, o roz-
miarach skonczonych, jest stan zupelnego spoczynku), co dowodzi,
ze owe twierdzenie w tym razie nie jest prawdziwe.

§ 2. Po drugie zauwazymy typowy sposéh, ktérym w praktyce
do$wiadezalnej wytwarzamy ruch przyblizenie stateczny cieczy le-
pkiej, polega na tem, ze wlyezamy dany przewdd migdzy dwa zbio-
rniki, w ktérych utrzymujemy rézne cisnienia hidrostatyczne. Do-
$wiadczenie uczy, ze wtedy przy danym ksztalcie przewodu ruch
jest zupelnie okreslony, ze zalezy tylko od rézniey cisnien wywie-
ranych na powierzehnie cieczy w zbiornikach, nie zas od ksztaltu
i rozmiaréw tychze, jezeli sa dostatecznie wielkie.

Nasuwa si¢ zatem pytanie, ezy owym warunkom fizycznej
jednoznacznosei odpowiada jednoznacznosé odnosnego zadania teore-
tycznego, to znaczy: czy i kiedy podanie tej jednej wielkosei, t. j.
rozkladu cisnienia, na miejscu owych trzech predkosei moze wy-
starczyé do teoretycznego okreslenia ruchu.

W ogélnym przypadku podanie samego cisnienia oczywiscie
nie jest dostateczne, wystarezy za$ podanie trzech natezen p.., p., Pus
dzialajacych na powierzchnig S, jezeli S jest skonczone, jak latwo
poznaé z pézniej przytoczonego wzoru (2).

§ 3. W razie obszaru S nieskonczonego za$ mozna latwo do-
wiesé twierdzenia, ktére objasnia kwestye wyzej poruszone: Dany
uklad natezen (skonczonyeh) p,., p,., p.., dzialajacych w nieskon-
czonej odleglodci, powodowaé moze w naczyniu danem tylko jeden
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ruch ,skonezony“. ,Skonczonym“ nazywamy tutaj taki ruch, ktéry
nie tylko nigdzie nie jest nieskonczenie predki, ale dla ktérego cal-
kowita ilo§é cieczy, przeplywajacej przez powierzchni¢ S — biorac
wszgdzie bezwzgledng wartodé predkosei — pozostaje skonezong, gdy
S rozszerza si¢ w nieskonezonosé.

To znaczy:

lim § (v,) dS= G .

Pewien specyalny przypadek ruchu skonezonego, odpowiada-
jacy wlasnie przykladom w praktyce si¢ nasuwajacym, jest ruch
ktéry nazwaéby mozna: ,diafragmowy“, mianowicie ruch, ktérego
linie pradu siggaé moga wprawdzie do nieskonezonosci, ale tak, ze
sadna z nich nie przebiega catkowicie w nieskoriczonej odleglosei.
W takim razie bowiem kazde wlékno pragdu w tym obrebie, gdzie
si¢ znajduje w skonezonej odleglosci, moze zostaé przecigte prze-
krojem ¢ tak, ze suma ich X ¢ bedzie skonezona. Dlatego tez ilogé
przeplywajaca przez te przekroje: X (v) ¢ = F bedzie skonczona,
i z powodu stalodei iloczynu v¢ wzdluz widkna pradu:

lim {(»,) dS = 2 F.

W razie jezeli niema linii pradu zamknigtych, lecz wszystkie
siegaja z oo do oo, znak réwnosei bedzie wazny (n. p. § 7).

§ 4. Przedewszystkiem udowodnié¢ latwo, ze zZaden taki ruch
skoniczony nie moze powstaé. jezeli owe ci$nienia dzialajace w nie-
skonezonosei sg zero. Wyplywa to z réwnania wyrazajacego réwno-
waznosé pracy wykonanej przez cisnienia dzialajace na powierzchnie
cieczy i energii rozprészonej wskutek lepkosei:

§5 [pewte 4P+ pow] dS=p §§§ @ du dy da. (2)
Réwnanie to, w ktorem @ oznacza funkeye dysypacyjna?):
du\? v \? dw\* dw , w\?
e bk il i = ek, A
du , dw \* v | u\?
+(at+%) +Ety)
wynika z podstawienia wielkosei:

') Zob. n. p. Lamb, Hydrodynamices, p. 541 (1906).
1%
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pzu:pzx l+p;y 7n—|_p:u 7Z=pl—

3 dv , u d Qu
o *“[”gZer(a;Jray)ﬂL"('a:JF'Ca‘z)]
i tym podobnych i z catkowania czedciowego przy uzyeiu réwnan (1).

Calka powierzchniowa obejmuje zewnetrzng powierzchnie ob-
szaru S, oraz $ciany ograniczajace ruch cieczy i wszystkie po-
wierzchnie, gdzie w, v. w lub ich pochodne doznajg nieciaglodei.
Takich powierzehni jednak we wnetrzu cieczy lepkiej byé nie moze
z oczywistyeh powodéw mechanicznych; jedynie na scianach na-
czynia, a tam tylko w pewnych punktach lub liniach, n. p. na kra-
wedziach matematyeznie ostrych, tego rodzaju niecigglosei sy do-
puszezalne. Wtedy jednak musi byé spelniony warunek, ze wartosé
pracy wykonanej przez natezenia na powierzchnie, otaczajaca owe
punkty lub linie, redukujg si¢ do wartosei zero, gdy ta powierzchnia
kurczy si¢ do zera, gdyz krawedZ czy sciana nieruchoma nie moze
wykonaé zadnej pracy. Bierzemy w rachube tylko takie z posréd
mozliwyeh calek réwnan hidrodynamicznych (1), ktére odpowiadaja
tym warunkom eciaglosci, gdyz tylko one mogg mieé bezposrednie
znaczenie fizyczne.

W réwnaniu (2) ta cze¢sé catki powierzchniowej, ktéra odnosi
sig do $cian nieruchomyeh, oczywiscie nie przyczynia si¢ do war-
todei pracy z powodu przylegania cieczy, t. j. u =v=w=0. Po-
zostajy skladniki pochodzace od eczedei powierzchni S polozonych
wewnatrz cieczy. Bezwzgledna wartodé ich jest oczywiscie mniejsza
od iloczynu wielkosci G (okreslonej w § 3) przez najwigksze war-
toscl natezen p,,.... 1 t. d. panujace na S. Te jednak dazy do zera,
gdy odsuwamy S do nieskonezonosei. wskutek czego znika calka
z lewej strony réwnania. Zatem funkcya dyssypacyjna @ hedzie
réwna zeru, co wymaga, aZzeby wszedzie bylo: u=—v=w—=0.

Poniewaz dla ruchéw powolnych (1) wazne jest prawo superpozy-
cyi, wiee w znany sposéb mozemy dalej argumentowac: gdyby przy
danym rozkladzie natezen p,,... dwa rézne ruchy skonezone wu, v, w,
w'y v, w', byly mozliwe, wtedy réznice u—u’, v—v', w—uw’, musia-
Iyby stanowié ruch wytworzony przez znikajaco male cisnienia, a za-
tem wogdle znikajacy, jak wladnie pokazalismy.

Twierdzenie o jednoznaczno$ei ruchéw skonezonych, przez po-
danie rozkladu trzech ci$nienn w nieskoriczonosei dzialajacych, jest
zatem udowodnione.
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§ 5. Rozwazmy jeszeze blizej rodzaj ruchu cieczy w nieskon-
czonosei. Powstanie ruchu skonezonego, wskutek skonczonych ci-
$nien dzialajacych w nieskonczonosei, wymaga azeby naczynie,
w ktérem ruch si¢ odbywa, posiadalo w nieskonezonosei przekrdj
nieskonezenie wielki.

Azeby okreslié pojecie przekroju. wykreslmy z poczatku spét-
rzednych kule o promieniu I; przez ,przekrdj“ rozumieé bedziemy

~owa czesé jej powierzehni, ktéra wycinaja z niej $ciany naczynia.
Otéz wyobrazmy sobie, ze przekréj lim S jest skonezony. W takim
o

razie mamy dwie mozliwosei do rozwazania. Albo predkosei w nie-
skonezonosel sy nieskonezenie male, wtedy cala praca, wykonywana
przez cisnienia jest znikajaco mala. wiee wedlug (2) @ musi wsze-
dzie zniknaé, co pociaga za soba: u—wv = w = 0. Albo owe pred-
kodei, a zatem takze praca bylyby skonczone; ale nie zgadza sig

)
r ;. cu .
z tem, ze wtedy @ wskutek skonczonodei pochodnyeh = i t. d.
g : Jx

musialoby byé rézne od zera, zatem § {§ @ dv nieskonczenie wiel-
kie. Wynika zatem konieeznosé przekroju lim S nieskonczenie
wielkiego. T

Wskutek tego za$ ,skonezonosé“ ruchu wymaga, azeby pred-

w przypadku

kos¢ w nieskonezonosei byla znikajaco mala, jak B

tréjwymiarowym, a jak  w dwuwymiarowym (z mozliwym wy-

1
Jid
jatkiem pewnych punktéw osobliwych). W ogélnodei zatem takze

u . i ;
pochodne _~ i t. d. beda tam znikajaco male, co zresata takZe wy-

o 2
nika ze skonezonosei calki {§§ @ dv. Z réwnan (3) wnioskujemy
zatem ze:

ll:" Gy = 12}11 e liololl pe—=0: Ii£1 o — lgn = li::] =

W ogélnodei zatem wystarezy dla zupelnego okreslenia ru-
chéw skonezonych a siggajacych do nieskonezonosei. podanie jednej
wielkosel, t. j. rozkladu ci$nienia hidrostatycznego p, ktére dziala

w nieskonezonej odleglosei, 1to wyjasnia kwestye w § 2 poruszane,
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Ruchy dwuwymiarowe.

§ 6. W przeciwstawieniu do wielkiej liczby badan nad dwu-
wymiarowymi ruchami cieczy idealnych, malo dotychczas zajmowano
sig takimi ruchami cieczy lepkich, choé one sg ciekawsze z punktu
widzenia fizycznego. Zdaje sig, ze ,transpiracya“ cieczy migdzy
plaszezyznami réwnoleglemi, wirujacy ruch cieczy migdzy walcami
wspéGlosiowymi i pewne ruchy wewngtrz kola, badane przez Ray-
leigha !) metody Zrédel i wyplywdw, sg to jedynie dotychezas blizej
poznane przyklady dwuwymiarowych ruchéw statecznych cieczy
lepkiej. Wobec tego sadzg, ze podane nizej inne przyklady takich
ruchéw moga byé interesujace, zwlaszcza Ze s3 to najprostsze typy
ruchéw siggajacych do nieskonezonosei.

Podamy przedewszystkiem pewns forme ogélnego rozwigzania
réwnan (1) w razie ruchu dwuwymiarowego. Wskutek niescisliwo-
ci cieczy mozna je napisa$ w postaci:

wor—  dy wdy

19 9@_ 19 o
& r = ' o

gdzie { oznacza podwdjng predkosé wirowania:

)

v u
=% oy
1 spelnia réwnanie:
5 Nng  #BL 0
®) e Top 0

Linie réwnego ci$nienia 1 réwnego wirowania tworzy zatem
system ortogonalny:
3

ip+iC=/'(x+im.

Oznaczywszy tym sposobem cisnienie p, moznaby do dalszego
catkowania réwnan (1) uzyé metod analogieznych do metod teoryi
potencyalu. Rozwigzanie przyjmuje jednak forme najdogodniejsza
przez wprowadzenie funkeyi pradu @ zapomocy relacyi:

_ %y
(6) ”—_?y’v—@x

1) Phil. Mag. 36, p. 354 (1893).
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i przez uzycie zmiennych niezaleznych:

e=z-tiy; f=a—1iy.
Wynikajg z tego relacye:

o 9¢+ w ;[ 91,0)

or Oa oo )

321,0
9372 —I_ “y“’ aaaﬂ'

(M

Funkcya ¥ musi zadosé¢ uczyni¢ réwnaniu rézniczkowemu,
wynikajacemu z (5):

341[;
T ’\ﬂ? =l (8)

ktérego ogdlne rozwiazanie jest:

Y=uaf; (B)+ B f: (@) fs (@4 f. (B). 9)

Poniewaz zas { = 4 [ f,' (8)+ /5’ (@)] musi by¢ rzeczywiste, wige
jezeli przez znak f odtad oznaczamy funkeye rzeczywistg, musimy
mieé jedno z dwdch rozwigzan typu:

Ny=ar@+if@ B v="7|e/®—ps@| 10

(=dip@tr e =eLES

v . (d s i ( ) / 1
gk o LT wLf (@7 8)]
albo tez sume dwdeb takich funkeyi. a ponadto superponuje sie
jeszeze wskutek skladnikéw f;, £, zwykly ruch potencyalny, wy-
razony przez

C)w=g(a)+g(B lub D) w:g~@);g(@ : (11)

2

Seianami naczynia moga byé¢ owe powierzchnie, gdzie pred-
kos¢ v =v=10, a réwnanie ich mozna wyrazié w formie

2
2+v?—4“” Whaio, (12)

B
Nie znamy jednak sposobu, jak do danego ksztaltu scian
dobra¢ odpowiednie rozwigzanie, a nawet nie wiemy czy ruch sta-
teczny przy dowolnym ksztalcie ich jest mozliwy. Tyle wiemy, ze
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funkeye £, g nie moga posiada¢ w ogélnosci punktéw osobliwych
w przestrzeni ciecza wypelnionej, jezeli ruch ma byé skonczony;
beda one leze¢ w $cianach lub w przestrzeni poza niemi.

§ 1. Kwestye te blizej zbadamy w razie najprostszym, t. j. Sciany
plaskiej y = 0. Przyjmiemy najprzéd forme¢ (10 B) z odpowiednim
ruchem potencyalnym (11 D), z czego wynikajg wyrazenia dla
predkosei:

13) w=eaf' (B)+4 Fif' (@ — f(e)—f(B)—g' (&) — g (B)
1 . ; ’
v=Fler @87 @+ /B r@+s @—g )
Podstawiajace tutaj v = v =0 dla argumentdw ¢ = (to zna-
czy y = 0) dochodzimy do relacyi:
g (@=ef' (a)-f(a),
wskutek ktérej owe réwnania (13) zamieniajg sie¢ na

- [/" (@) — /' (ﬂ)]
v=te0 B —r@+ap U @+r @)

Biorae zatem jakabgdz funkeyg jednowartosciows, np. f(e)=«”
(dla n calkowitego) otrzymujemy ruch zgodny z warunkiem spo-
czynku przy Scianie y = 0. ale zwykle takie ruchy jako nieskon-
czone niewiele przedstawiaja interesu.

Obierzmy jednak:

(14)

. 0, -6,
(18] — Ha=fo—p— Nt = = hin e
gdzie 7y, ry, 0, 0,, oznaczajsy promienie wodzgce od punktéw -+ ¢
do punktu @ 1 katy przez nie utworzone z osia X, podezas gdy
r, 0, bedzie oznacza¢ analogiczne wielkosel wzgledem punktu 0.
To wprawdzie nie jest funkeya jednowartosciowa, ale obliczyw-
szy predkosei wedlug (14)1):

1) Przyczem uzyto transformacyi:

Voo —ct— Vﬁz‘:02+Va?fc2 - Vﬁg“ B

=(e+46) [Vaf_cg = Vﬁzﬂ—cﬂ] o [Vﬁzicﬁ - l/ael_cz]'
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: 72
#=—  — sin @ sin (0—01+ 0—2)
V”l Ty 2
¢ : 0, 0 A Gk
v= L;cos@sm(a— iz ’)+ /c — sin aml oL
V’"l Ty 2 l/f‘x Y 2
przekonywamy sig, Ze one istotnie znikaja dla $ciany y = 0 w czesei
siegajacej od =41 az x =oco i w czedei od x=—1 az do
¥ = —o0; a przyjmujac t¢ Sciane za nieprzekraczalng przegrode
. 0, L , .
czynimy funkeye B jednowartosciows.
_— )
</ |F1\ e
Fig. 1.

Réwnania (10) daja wartosé wirowania:
1| «a I’} 2 0,4+ 6

= - — e —  _sm|if— L '-

3 i | Jaz—c l/‘gz_c:} Vi r, ( 2 ) (17)

a cisnienie otrzymujemy jako funkeye sprzezong:

2r 0, -+ 0
p:—y,'/r-l, = cos(@— 2—) . (18)

W nieskonczonej odleglogei bedzie lim ( _9"*2"(’1)20 dla

dodatnich y, za$ lim (0—»0'7—:&—0—2—):n dla ujemnych y, a wsku-

tek tego: lim {=0; lim p = + 2 u; zaleinie czy chodzi o cisnie-

r=00 r=00
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nie w punkecie ponizej czy powyzej przegrody. Rdznica cisnienia
po obu jej stronach, powodujgca ruch, wynosi zatem 4 pu jednostek;
dla innej wartosei tej réznicy ci$nienia nalezaloby tylko wszystkie
predkosei w odpowiednim stosunku zmienié.

Predko$¢ migdzy punktami + ¢ wynosi o =|/c*—z2, przeto cala
ilodé cieczy przez ten otwér wyplywajgea:

e (2 4
(19) F=2/Vc?—m2 de = 5~

; seir 3 e G e . o 0P

czyli w zaleznosei od czynnej réznicy cisnienia A p: F :~8»!;Ap.

Jako ruch skonczony jest to jedyny ruch skonezony mozliwy
przy istnieniu roznicy cisnienia z dwdch stron $ciany zaopatrzonej
otworem; linie pradu (dla réwnych przyrostéw wielkosei ), wyka-
zujgce, w jaki sposéb przeplyw cieczy si¢ odbywa, sg przedstawione
na figurze 1.

Do obliczenia ich uzyto réwnania wynikajgcego z (10, 11) przy
wprowadzeniu funkeyi i g¢:

—— 6,6
- 610, rsin 6 +}/r, r, sin % .
p=r|rr, sin (0— it rr—)—‘,—c‘larctg S ——— )

3 7 cos 0 -}—V%'lwr; cos 2**"

§ 8. Dyskusye te trzeba jeszeze uzupehié rozwazaniem rozkladu
predkosei w nieskonezonej odleglosei i w otoczeniu punktéw -+ e
Dla punktéw we wielkiem oddaleniu » mozna stawié:

| 00 0-0)

20) lim [0_ Oafr_"z] sl P
? | 2=~ |
¢
o c? 79270 - Q,?,,S,ifl,o, cos 7]
_ 2 dx r?

Zwazywszy, Ze to jest bardzo malg wielkoscia, mozna zatem
réwnania (16) uproseié:
g2 gin2 0lcoxl  cEay?

lims— —
r 74

: ¢ sin3 0 c?ys
limSoi— e :
r 7,.4
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W wigkszej odleglosei od otworu cieez plynie zatem w kierunku
promieni, z predkoscig
2

c?
li—"——sinaan
r

Mozna te réwnania (21) takze uwazaé za okreslenie wyplywu
z bardzo malego Zrédia (o szerokosei 2 ¢) w $eianie y = 0, a sa one
identyczne z rozwigzaniem otrzymanem przez Rayleigha, dla wplywu
przez otwoér nieskoriczenie maly na obwodzie kola (wzér 22 loc.
cit.), o ile chodzi o najblizsze otoczenie tego Zrddla.

To samo rozwigzanie mozna otrzymac¢ bezposrednio z réwnarn
2
o s 1 I T
(14) podstawiajac: f (a) = Sa’ ale ten sposéb nie objasnia zacho-
a
wania si¢ cieczy w blizkoSei punktu osobliwego » = 0. Wynika
z tego réwnoczesnie funkeya pradu:

P (20 —sin 20)

o8
T4

i wielkodel ci$nienia 1 wirowania:

sin 2 0
é‘ e 2 > 5
(22)
_ _ 00820
P o Al

ktére réwniez z réwnan (17, 18) mozna otrzymaé¢ zapomocg rozwi-
niecia
r c? 92 (log r) c® 1—-2 cos? 0

lim loo —
-] 2 .2
V'-‘ 7y 2 9.17 2 ¥

(23)

Przyjmujac pewien rozklad zrédel i wplywéw na $cianie y = 0
otrzymaloby si¢ wypadkowy ruch, zgodny z warunkiem spoezynku
przy pozostajacych czesciach Seiany, przez sumacye (czyli calkowa-
nie) wyrazen w rodzaju (21), zaopatrzonych odpowiedniemi stalemi.

§ 9. AzZeby zbadaé rodzaj ruchu w otoczeniu bezposredniem
punktu ¢, rozwinmy funkeye (16) przy uzyciu relacyi:

rsin @ =r, sin 0;; rcos @ = c - r cos 0.

Tak otrzymujemy, pomijajac wielkosei wyzszych rzeddw:
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0 0
u:l/‘zcl/r, sin? '2"00521

e 0
Ol— I/2 c Vrl sin?® 21

24)

co dowodzi, ze predkosei przy ,matematycznie ostrych“ krawe-
dziach + ¢ nie sg nieskonczone, jakby na pozér sadzié¢ mozna z (16),
i jakby istotnie byé musialo w cieczy idealnej, lecz Ze przeciwnie
sg réwne zeru. Jest to wynik doniosly dla teoryi Helmholtza o po-
wstawaniu strumieni cieczy !).

@

Fig. 2.

To samo rozwigzanie (24) otrzymuje si¢ z réwnan ogélnych (14)
podstawiajge: f (@) =— 1 ‘/2 ca i przedstawia ono przeplyw cieczy
nieskonezonej naokolo krawedzi matematyeznie ostrej (fig. 2).

Linie pradu wynikaja z funkeyi pradu ¢ oznaczonej wedlug
(10, 11)

e gi|g
(25) ’1p=f%|/20 [Vr sin 2} .

jako parabole wspélogniskowe z punktem —-¢, a z tych samych
réwnan wyplywa wirowanie i cisnienie:

, 2¢ . 0 : 0
(26) {=— VZ( sin -5 p=— u '/gﬁ oS -,
Vr 2 Vr 2
W punkecie ¢ funkcye te sa nieokreslone, a znikajg w nie-
skonezonosei.

1) Patrz: Helmholtz, Ges. Abhandl. I, p. 146; Smoluchowski, Rozpr. 44, str.
144 (190%).
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§ 10. Na przykladach §§ 7, 8, 9. mozna latwo pokazaéd, ze
istniejg takze inne ruchy zado$é czynigce tym samym warunkom
granicznym, t. j. danemu ksztaltowi $cian i danemu rozkladowi ci-
$nienia w nieskoriczonosei, ale pomigdzy nimi tylko 6w jeden ruch
(16) bedzie skonezony.

Przyjmiemy n. p. forme (10 A) z odpowiednim ruchem (11 C)
superponowanym i postapimy analogicznie jak w § 7. Znajdujemy
tak rozwigzanie:

u=1(2[f (@ —F P4 (e —8) [ (@)F1 B)]
vz(ﬁ—a)[f’ (a)—.f ®)l;

ktére przynajmniej dla funkeyi jednowarto$eiowych spelnia warunki

27)

u=v =0 przy Scianie y = 0.

Podstawiaja‘c tutaj: / = })/a? — c2 otrzymujemy:

60— 1+0 ) Vf;’ sin - : '-"_6 (28)
60—

U= — sin 6 cos

l/r, 7

(
O— ﬁsm()sm(
0

Vr,
Sl S (=

2
61+62

w:r‘/rl 7y sin 6 sin g

L

@:2%02)

Jest to ruch spelniajacy warunek: lim p =0, i moznaby go

zatem superponowa¢ nad rach (16), nie zmieniajac ci$nienia w nie-

—_—/—\'-—
Fig. 3.

skonezonosei, ale nalezy on do klasy ruchéw nieskonezonych, gdyz
lim v =—2y. Odpowiada on przeplywowi wzdluz Sciany zaopa-

trzonej otworem (fig. 3).
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§ 11. Jezeli podobnie jak w § 9, zbadamy rodzaj tego ruchu

w otoczeniu punktu @ = --¢, otrzymamy wzory:
.0 0 ~. 6 0
(29)  wu=—)r sin 5(1 +0052§) v=—r sin?g COS o

e sm 0 = cosg

= Vr br 2
_ 8 0
Pp=2 Vr5s1n‘§(3052

ktére takze bezposrednio z (27) otrzymaé mozna przez podstawie-
nie f.—_--;‘/a. Przedstawia to przeplyw styezny cieczy wzdluz kra-
wedzi ostro zakonezonej; fig. (4).

i

Fig. 4.

Superponujge to rozwigzanie ponad (24), pomnozywszy je przez
odpowiednie stale, otrzymaloby si¢ wzory reprezentujace przeplyw
cieczy kolo ostrej krawedzi, z dowolng skladowsg styczng i normalna.

Tak przedstawia fig. (b) ruch okreslony przez:

’ — 0 L) 0
(30) T — 2l/7'3 sin ? 9 [31; sin ~+ cos 2]

§ 12. Azeby przeciwnie zbadaé ruch (29) w wielkiej odle-
glodei, mozemy uzyé tych samych rozwinieé jak w § 8. Opuszeza-
jac wtedy skfadnik: w= — 2y; v = 0; jako obojetny dla nas do-
datek ruchu potencyalnego, otrzymujemy wzory:

2 2
(31) w=j sin20cos6 o=, sin20 sing

2l .
p:r—zsm20 {=—



(15] PRZYCZYNEK DO TEORYI RUCHOW CIECZY LEPKICH 15

ktére takze wyplywaja bezposrednio z wzoru (27) przez podstawie-
; c2
nie f (&) = Sa

Przedstawiajg one ruch w obrebie pél przestrzeni, powodo-
wany istnieniem pradu stycznego na miejscu jednego elementu $ciany
w punkeie 0. Z drugiej strony mozna to tez interpretowaé jako ruch

wzbudzony w przestrzeni zawartej miedzy $cianami prostopadlemi

2
X, Y wskutek obecnosci zZrédla o natezeniu 02— w punkeie ich prze-

cigcia.
Superponujae !) za$ ten ruch nad ruch okreslony réwnaniami

Iig. d.

(21) otrzymuje si¢ wyplyw z zZrédla do przestrzeni miedzy Seianami

stykajgcemi si¢ pod dowolnym katem (mniejszym od g) a = arctg a:

L L [ 6 — a sin e] (32)
o
e ?Elr—@ [cos 6 — a sin 0] .

Predkosé wypadkowa skierowana wzdluz promieni wodzacych,
Wynosi:

1) Z warunkdéw ciaglodci predkoéci wynika nastepujaca regula dla nakla-
dania ruchéw skladowych: Ogdlnie mozna superponowaé ruchy~odbywajace sie
wobee &cian stalych o jednakowym ksztalcie. Takze ruchy o réznym ksztalcie
~ fcian mozna nakladaé na sicbie, ale tylko jezeli przestrzeri zajeta cieczg dla
ruchu wypadkowego nie zawiera tych czefci, w ktorych sie znajdowaly S&ciany
jednego tylko z ruchéw skladowych.
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L L
r sin

Zauwazg jeszeze, ze ruch (31), tak samo jak (21) jest zawarty,
jako forma graniczna, miedzy ruchami badanymi przez Rayleigha;
wynika on z wzoru (33’) loc. cit., jezeli promien kola, w obrebie
ktérego ruch si¢ ma odbywa¢, stanie si¢ nieskoriczenie wielki.

Z drugiej strony zajmujgce jest poréwnanie ruchéw (16) (24)
z odpowiednimi ruchami o symetryi osiowej, zbadanymi przez
Sampsona !). Autor ten dowiédl, ze w razie Sciany plaskiej zaopa-
trzonej otworem kolowym, mozliwy jest ruch, ktérego linie pradu
(w przekroju osiowym) sg hiperbolami wspdlogniskowemi. Funkeya
pradu jest okredlona przez:

W2
(33) p="C10

gdzie ¢ oznacza promien otworu, V predkosé w jego §rodku, ¢ spél-
rzgdng hiperboliczng punktu @, y, to znaczy pierwiastek hiperboli-
czny réwnania dla A:

22 y!

=3

2

(34) =

Otéz w bezposredniem otoczeniu krawedzi otworu, to jest w od-
stegpach malych w poréwnaniu z jego $rednica, hiperbole degene-
ruja w parabole, i ruch (33) okazuje si¢ istotnie identyeznym
z ruchem badanym w § 9. Przeciwnie, dla bardzo wielkiej odle-
glodei od otworu otrzymujemy z réwnania Sampsona wzory dla trzy-
wymiarowego wyplywu z Zrédla w Scianie plaskiej; wynik jest do
pewnego stopnia analogiczny do § 8, gdyz ciecz tak samo jak tam
wyplywa w kierunku promieni wodzacych z predkoseig proporeyo-
nalng do sin? 6, ale odwrotnie proporcyonalng do kwadratu odle-
glodei r; rozklad cisnienia jest okreslony wzorem:

cu (3 y*

(35) p=8 (2L =l s

') Phil. Trans. Vol. 182, p. 449.

7
CQ(‘/\ ‘\ A)
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caly materyal posiedzenia miesiecznego Wydzialu (ktérych jest 10 do roku), w calych
arkuszach druku z ciagla paginacya. Z koncem roku dolaczona zostanie do ostatniego
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