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MARYAN SMOLUCHOWSKI.

0 fluktuacyach termodynamicznych 1 ruchach Browna.

Fluctuations tliermodynamigues et mouyements browniens.

WSTEP.

Indukcyjny charakter Fizyki pocigga za sobg te konsekwencye, iz zadnej
hypotezy w Fizyce nigdy nie mozemy udowodni¢ w tem znaczeniu, w ja-
kiem uzywamy stowa ,,dowod“ w Matematyce. Jezeli dbamy o Scistosé ter-
minologii, nie powinnismy wogo6le méwi¢ o ,,prawdziwosci*4 zadnej teoryi
fizycznej, ani nawet o jej prawdopodobienstwie tylko o jej wiekszej lub
mniejszej uzytecznosci, a pojecie ,experimentum crucis“ musimy porzuci¢,
jako pozbawiony istotnego znaczenia przezytek dawniejszych, naiwniejszych
czaséw, kiedy nauka nie byta jeszcze tak jak dzisiaj przesigknieta sceptycy-
zmem Teoryi poznania.

Mimo to zdarza sie i dzisiaj, ze znajdujemy tak systematyczne potwier-
dzenia pewnej teoryi, tak zadziwiajace sprawdzenia wnioskdéw, poczatkowo
wzbudzajacych nieufnosé, ze zdaje sie nam, jakoby zaufanie nasze do danej
teoryi zyskato podstawy wprost namacalne, cho¢ nauka ostrzega nas przed
bezwzgledna wiara.

Astronom dzisiejszy przyjmuje system Kopernika jako fundament bez-
wzglednie pewny. Fizykowi wydaje sie niemozliwem watpi¢ o ,,prawdziwo-
§ci* undulacyjnej teoryi zjawisk akustycznych, — cho¢ filozof stusznie kazda
teorye uwazac bedzie za ,,obraz" zjawisk przyrody, nie zgadzajacy sie z rze-
czywistoscig, tylko do pewnego stopnia odpowiadajgcy naszym wrazeniom
zmystowym, przez owe zjawiska wzbudzonym.

* Poniewaz nie mamy zadnej moznosci okreslenia, co przez prawdopodobienstwo
w tem znaczeniu mamy rozumieg.

Prace mat.-fiz., t. XXV. 14
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Do rzedu teoryj, takie niezwykie wzbudzajgcych zaufanie, przybyta
w nowszych czasach takze atomistyczno-kinetyczna teorya materyi. Zyskata
ona po diuzszym okresie.upadku tak jaskrawe potwierdzenia, z zarzutéw prze-
ciwko niej podnoszonych wyrosty tak niespodziewane ,,dowody*, Zze utwier-
dzito sie jej stanowisko, jako jednej z najpewniejszych i najwazniejszych teoryj
fizycznych. Dowodoéw tych (w znaczeniu ograniczonem stowa) dostarczyty
gtéwnie badania dwu kategoryj zjawisk: wiasciwosci gazow rozrzedzonych
oraz fluktuacyj termodynamicznych.

Badania nad gazami rozrzedzonymil) wykazaty istotne znaczenie pojecia
t. zw. ,,drogi swobodnej“ drobin i tym samym stwierdzity stuszno$¢ nowszych
poje¢ o drobinowej strukturze gazéw. Pomiary Maxwella, a poOzZniej
Kundta i Warburga, sprawdzity nieprawdopodobnie brzmigce przypusz-
czenie teoryi kinetycznej: ze lepkos$¢ gazu nie zalezy od stopnia jego rozrze-
dzenia, ze natomiast przy bardzo wielkich rozrzedzeniach, gdy swobodna
droga drobin jest poréwnalna z rozmiarami naczynia, wystepuje Slizganie sie
gazu wzdtuz scian naczynia, dajgce sie takze ilosciowo doktadnie okresli¢
jako funkcya drogi swobodnej.

Zupetnie analogiczne zjawisko znalazt autor niniejszego referatu, zgod-
nie z teorya, w zakresie przewodnictwa cieplnego, a doszedt réwnoczesnie do
wniosku dalszego: ze w gazach bardzo rozrzedzonych (,,gaz ultrararefie®) —
t. j. gdy droga swobodna wieksza jest niz rozmiary naczyn — zjawisko prze-
wodnictwa powinno sie odbywa¢ w sposéb zupetnie rézny od normalnego,
a mianowicie tak, jak gdyby ono byto promieniowaniem cieplnem, o natezeniu
proporcyonalnem do gestosci gazu. Dzieki wydoskonaleniu techniki ekspe-
rymentalnej (pompa Gaedego i t p.), Knudsen zdotat stwierdzi¢ do-
Swiadczalnie nie tylko te wnioski, ale réwniez inne ciekawe konsekwencye
teoretyczne, odnoszace sie do transpiracyi i wystepowania sit radyometrycz-
nych w gazach rozrzedzonych, a Gaede wostatnich latach jeszcze dalej po-
prowadzit te badania i uwiericzyt je wynalezieniem swej stynnej ,,pompy mo-
lekularnej”.

Jakkolwiek waznem jest jednak doswiadczalne sprawdzenie owych prze-
widywan teoryi kinetycznej w zakresie Fizyki gazOow rozrzedzonych, jako do-
wod stusznosci naszych pogladéw na strukture drobinowg gazOw, przeciez
druga kategorya zjawisk— badania nad fluktuacyami — posiada jeszcze wiele
donio$lejsze ogdlne znaczenie, gdyz wigza sie one bezposrednio z zasadni-
czym rysem teoryi Kinetycznej, ktoéry w przeciwstawieniu do pogladu termo-

9 Pewien ogolny poglad, wraz z wskazéwkami bibliograficznemi dajg artykuty:
L. Dunoyer, Les gaz ultrarefies, w dziele: Les idees modernes sur la constitution de la
matiere, Paris 1913 p. 215; M. Smolueho wski, Buli. Acad. Grac, 1911 p. 432; M. Knud-
sen, Rapp. Congres Soivay, Paris 1912.
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dynamicznego podkresla pewien indeterminizml) makroskopijnych zja-
wisk materyalnych, pociggajacy za soba wprowadzenie w dziedzing Fizyki po-
je¢ przypadku i prawdopodobienstwa i wyrazajacy sie juz w ze-
wnetrznej formie tej teoryi: uzywaniem statystycznej metody rozumowania.

Wecieleniem owego indeterminizmu jest w dawnej klasycznej teoryi Ki-
netycznej stynne prawo rozdziatu predkosci drobinowych, wygtoszone przez
Maxwella w roku 1860. Nie tylko kierunek predkosci kazdej drobiny jest
przypadkowy, ale tak samo od przypadku zalezy jej wielko$é. Waha sie ona
okoto pewnej wartosci sredniej i tylko ta warto$¢ srednia jest scisle okreslona
przez temperature gazu. Jest to pierwszy przyktad zjawisk, ktdre dzisiaj okre-
slamy o0g6lng nazwg ,,fluktuacyj“ i ktéremi w niniejszem studyum blizej zaja¢
sie zamierzamy.

Genialna mysl Maxwella wprowadzita zupetnie nowy rys w rozwaza-
nia kinetyczne, ale znaczenie jej ograniczato sie na razie do czystej teoryi,
gdyz potrafiono tylko posrednig drogg oblicza¢ owe $rednie predkosci, a nie
znano sposobu bezposredniego, doswiadczalnego wyznaczania ich, a tem mniej
sprawdzenia Maxwellowskiego prawa rozdziatu. Dopiero ostatnie lata zazna-
czyly sie wybitnym pod tym wzgledem postepem; poznano eksperymentalng
metode wyznaczania predkosci drobinowych, snujac dalej badania, rozpoczete
niegdy$ przez Rayleigha i Michelsona, nad szerokoscia linij widmo-
wych, ktéra na mocy prawa Dopplera musi odzwierciadla¢ rozktad predkosci
drobin Swiatto wysytajagcych. Pomiary widmowe, dokonane przez francuskich
fizykbw Buissona i Fabry’ego? przy uzyciu rozrzedzonych gazéw jedno-
atomowych (He, Ne, Kr, pobudzonych do swiecenia w rurkach Geisslera), daty
wyniki najzupetniej zgodne z teoretycznem obliczeniem S$rednich predkosci
drobinowych. Zyskano zatem doswiadczalne sprawdzenie twierdzenia zasad-
niczego, ktére wydawato sie zrazu najzupetniej nieprzystepnem dla obserwacyi
bezposredniej; nie zdotano jednak jeszcze wydoskonali¢ tej metody tak dale-
ce, zeby mogta postuzy¢ jako kontrola catego prawa rozdziatu predkoscid).

W rozwoju teoryi kinetycznej wiasnie ow indeterminizm stanowit naj-
powazniejszg trudnos¢, ktora przez pewien czas tak dalece dyskredytowata

* Uzywamy stowa ,indeterminizmi dla oznaczenia, Ze przebieg zjawiska zalezy od
okolicznosci, nie przystepnych nigdy bezposredniej kontroli doswiadczalnej, t. j. od spétrzed-
nych i od predkosci wszystkich atoméw; przyjmujemy wszakze, ze od tych wielkosci za-
lezag w sposéb prawidtowy. Nie jest to zatem wiasciwy indeterminizm w filozoficznem zna-
czeniu stowa.

2 H. Buisson et Ch. Fabry, Journ. d. phys. 2. p. 442, 1912.

3 Interesujace proby zostaty pod tym wzgledem takze podjete przez Richardso-
na (Phil. Mag. 16, p. 890, 1908; 18, p. 681, 1909) oraz Millikana (Phys Zeitschr. 11.
p. 11, p. 1102, 1910) przy sposobnosci zbadania pewnych zjawisk elektronowych. Zbyt wiele
jednak zawierajg one hypotez dodatkowych, zeby mozna z nich wyciggna¢ wnioski stanowcze.



190 Maryan Smoluchowski. 4

te teorye, ze liczba jej zwolennikéw stopniata do szczuptego grona pod koniec
19-go wieku. Wszak zdawato sie, ze owa nieokreslonos¢ zjawisk elementar-
nych drobinowych musi za sobg pociggng¢ takze pewng nieokreslonos¢ wy-
padkowych zjawisk makroskopijnych, najzupetniej sprzeczng z doswiadcze-
niem codziennem, ktére przekonato nas tak dalece o prawidtowosci zjawisk
fizycznych, ze uwazamy jg za pewnik niewzruszony.

Najdobitniej sprzecznos¢ ta wystepuje w uwadze, uczynionej pierwszy
raz, zdaje sig, przez Loschmidta, ze wszystkie zjawiska materyalne powin-
ny byé odwracalne, jezeli w nich sie ujawniajg tylko sity konserwatywne (jak
sie przyjmuje w teoryi Kinetycznej). Zdawatoby sie, ze w przeciwstawieniu
do chwilowego, rzeczywistego uktadu predkosci wszystkich drobin réwnie do-
brze istnie¢ mégtby inny uktad, w ktérym wszystkie predkosci miatyby wiel-
kosci takie same ale kierunki przeciwne, a woéwczas zjawisko cate musiatoby
przebiega¢ w sposéb odwrotny. Tymczasem taki przebieg odwrotny two-
rzytby jaskrawg sprzeczno$¢ z doswiadczalnie ugruntowanem twierdzeniem
Termodynamiki o bezustannem wzrastaniu entropii.

Pokrewny w tresci, cho¢ pod wzgledem formy odmienny, zarzut przeciw-
ko teoryi kinetycznej podniést Zermelo w roku 1896, powotujgc sie na
twierdzenie Poincarego, wedtug ktérego ruchy skoriczonych, konserwatyw-
nych systeméw mechanicznych sa ,,quasi-peryodyczneu, gdyz zawsze ,podaé
mozna skoniczony okres czasu, w obrebie ktorego spoétrzedne i predkosci
wszystkich punktéw materyalnych zblizg sie dowolnie blizko do swych war-
tosci poczatkowych". Z tego twierdzenia rowniez wynikatoby, ze entropia
musiataby z czasem powrdci¢ do wartosci poczatkowe;.

Boltzmann wprawdzie usitowat wyttémaczyé te sprzecznosci w ten
spos6b, ze przebieg ,,odwrotny" zjawiska termodynamicznego jest wprawdzie
mozliwy, ale nadzwyczaj nieprawdopodobny, ze 6w ,quasi-peryod“ (Poin-
care-Zermelo) jest w przypadkach dostepnych obserwacyi okresem nie-
zmiernie diugim, tak ze nie mozemy sie spodziewaé, zeby$Smy kiedykolwiek
spostrzegli zjawisko, wykazujgce zboczenia od przebiegu normalnego.

Nie da sie jednak zaprzeczyé, ze wywody Boltzmanna posiadaty
jeszcze liczne wady. Ogdlne twierdzenia jego opieraty sie w znacznej czesci
na intuicyi, a nie na rachunku, metoda matematyczna za$, ktérej najczesciej
uzywat, polega na twierdzeniu o prawdopodobienstwie zjawisk ztozonych
i usprawiedliwi¢ sie daje tylko przy zatozeniu, ze gaz jest ,,drobinowo nie-
uporzagdkowany" (molekular ungeordnet), albo przynajmniej, ze stan jego dg-
zy zawsze do coraz wiekszego nieporzadku. Hypotezie tej, ktorg takze jeszcze
np. Planckuwaza za niezoedng, stusznie zarzucano niejasnos¢; autorowi

Y M. Planck, Acht Yorlesungen iiber theoretische Physik, Leipzig 1910, p. 50.
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niniejszego referatu za$ wydaje sie ona niestuszng, a co wiecej niepotrzebng
(Patrz § 42).

Niejasnosci owe, czy sprzecznosci, tkwigce whasciwie juz w samym in-
determinizmie zatozen podstawowych, ktére teoryi Kkinetycznej zarzucali
zwtaszcza zwolennicy szkoty energetycznej, wyznajacej bezwzgledng $cistosé
praw Termodynamiki (jak Ostwald, Duhem, Mach, Heim), przyczynity
sie bardzo do tego, ze pod koniec ubiegtego wieku teorye te uwazano zazwy-
czaj za przezytek, skazany na zagtade I\ Zastanowito to wprawdzie krytykow,
ze wroku 1901 jeden z najgenialniejszych badaczy na polu Termodynamiki,
Gibbs, wydat dzieto p. t. ,Elementary principles of statistical mechanics®,
ktérego tendencyg byto udowodni¢, ze pewnego rodzaju zbiorowiska syste-
méw mechanicznych musza sie w przeciggu diugich okreséw czasu zachowy-
waé na og6t w sposob zgodny z zasadami Termodynamiki i ze owe zbocze-
nia, przewidywane przez teorye kinetyczna, pozostang niedostrzegalnie ma-
temi w przypadkach dostepnych doswiadczeniu, gdyz wobec olbrzymiej liczby
drobin prawo wielkich liczb musi sie stosowaé z wielkg doktadnoscia. Meto-
dy matematyczne Gibbsa pod niektérymi wzgledami stojg wyzej od metod
Boltzmanna, ale i wnich znajdujg sie pewne luki argumentacyi logicznej,
wypetnione rozumowaniem intuicyjnem, tak ze i one sceptykéw, watpigcych
o mozliwosci pogodzenia pojeé kinetycznych z Termodynamika, nie zdotaty
przekonac.

Przyznaé musimy, ze* mimo cennych prac po6zniejszych (Einstein,
Hertz, Ehrenfest, Ornstein i inni), nie wszystkie jeszcze trudnosci zna-
lazty catkowite wyjasnienie, i w Mechanice statystycznej jeszcze pozostaje
pole do utrwalenia struktury logiczno-matematycznej2).

Jezeli zatem w ciggu ostatniego dziesieciolecia taki zupeiny przewrot
nastapit w pogladach Swiata naukowego na warto$¢ teoryi atomistyczno-kine-
tycznej, ze w roku 1906 nawet dawny, zaciety jej przeciwnik, Ostwald pod
jej wptywem watpi¢ zaczat o nieomylnosci Termodynamiki dogmatycznej3),

* Patrz np. Wstep do drugiego tomu dzieta Boltzmanna: Gastheorie (1898);
W. Ostwald, Grundriss d. allg. Chemie 2 wyd. (1899) str. 11, 95; tenze: Oberwindung
d. naturwissensch. Materialismus Leipzig 1895, E. Mach, Prineipien d. Warmelehre ~1896)
p. 364, 429; P. Duhem, Ewolucya Mechaniki. Wiadom. mat. t. 7, 8 (1903, 1904).

2 Co do literatury tego przedmiotu odsytamy przedewszystkiem do Swietnego arty-
kutu sprawozdawczego B. i T.Ehrenfestéw w Encyklopedyi nauk matematycznych; uzu-
petni¢ trzeba go pracami najnowszemi, miedzy ktéremi wymieniamy: J. Kroo (Buli. Acad.
Crac. 1913, p. 548).

3 W. Ostwald, Zeitschr. f. phys. Chem. 57, p. 383, 1906; na innem miejscu, we
wstepie do czwartego wydania wymienionego wyzej Grundriss (1908), autor ten powiada
(odnos$nie do ruchéw Browna): .lch habe mich iiberzeugt, dass wir seit kurzer Zeit in den
Besitz der experimentellen Nachweise fiir die discrete oder kérnige Natur der Stoffe gelangt
sind, welche die Atomhypothese seit Jahrtausenden yergeblich gesucht hatte®.
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jezeli dzisiaj teorya ta odzyskata w zupetnosci znaczenie podstawowego po-
gladu dla Fizyki materyi, to zawdziecza¢ nalezy te zmiany nie wydoskonale-
niu subtelnej analizy Mechaniki statystycznej, lecz po czesci posredniemu
wplywowi poteznego rozwoju Teoryi elektronowej, gtéwnie zas tym badaniom,
ktére wykazaty w sposob zupetnie naoczny, ze owe przewidywane przez teorye
kinetyczna zboczenia od normalnego przebiegu zjawisk faktycznie istnieja.
To wihasnie stanowi gtéwne znaczenie tych zjawisk fluktuacyjnych, ze
one stanowczo rozstrzygaja dawny spor z Termodynamikg — na niekorzys¢
tejze. Dowodzg one, ze makroskopijne parametry termodynamiczne nie wy-
starczajg do S$cistego okres$lenia stanu uktadu materyalnego i ze indetermi-
nizm mikroskopijnych zjawisk drobinowych nie jest wytworem wyobrazni
fizykow teoretykow, tylko ze przejawia sie w dostrzegalny sposéb, w owych
przypadkowych fluktuacyach. Tem samem statystyczna metoda rozumowania
i ztgczony z nig rachunek prawdopodobienstwa wysuwajg sie na czoto Fizyki,
jako wiasciwe metody badania teoretycznego, a Termodynamika 1wszystkie
dotychczasowe prawa Fizyki, — o ile odnoszg sie¢ do ciat materyalnych—
schodzg do rzedu przyblizenie waznych regut przecietnego przebiegu zjawisk.

flukfuacye gestosci.

§ 1. Prawdopodobienstwo obecnosci pewnej liczbij drobin u) danej prze-
strzeni. Istote zjawisk fluktuacyjnych najlepiej zrozumiemy, rozstrzgsajagc naj-
przéd najprostszy przyktad takich zjawisk, a nastepnie stopniowo uogdlnia-
jac poznane prawidta. Tym najprostszym przykitadem sg fluktuacye gestosci
gazu idealnego, znajdujacego sie w stanie réwnowagi termodynamicznej, i od
nich tez rozpoczatem systematyczne badanie tych zjawisk wr. 19042. Wy-
réznia sie on miedzy innymi tym, ze mozna go zanalizowa¢ teoretycznie pro-
stym sposobem bezposrednim, nie wymagajacym wcale powotywania sie na
0g6lne wzory Mechaniki statystycznej.

W klasycznej teoryi kinetycznej przyjmuje sie zawsze, ze liczba drobin,
zawartych w pewnej objetosci gazu, jest proporcyonalna do tejze objetosci,
tak jak gdyby chodzito o substancye ciggta, i wszystkie obliczenia Maxwel-
la, Clausiusa, Boltzmanna, w nowszych czasach Langevina, Jean-
sa, J.J. Thomsona it d opierajg sie na tem zatozeniu. Widocznie jednak
przyjecie takie musi za sobg pociagna¢ btedy, z powodu nieciagtosci drobino-

J) Wylaczamy same prawa Mechaniki oraz grawitacyi. Kto wie jednak, czy nie uda
sie kiedy$ takze roztozy¢ zjawisk grawitacyi lub réwnan Lorentza na prostsze mikrosko-
pijne zjawiska skiadowe.

2 M. Smoluchowski, Boltzmann-Festschrift, p. 626. 1904; Buli. Acad. Crac.

p. 1057.
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wych, gdy chodzi o przestrzenie, ktérych rozmiary sg tego rzedu wielkosci
(albo tez mniejsze), jak odlegtosci drobinowe. Ale nawet i w wigkszych prze-
strzeniach wadliwos¢ jego musi wystepowaé, gdyz drobiny w gazie idealnym
nie bedg utozone w regularnych odstepach - jak to zapewne ma miejsce
w krysztatach — tylko zupetnie przypadkowo, a wskutek tego musza wyste-
powa¢ przypadkowe ich nagromadzenia i rozrzedzenia.

Prawdopodobienstwo takiego przypadkowego zgeszczenia mozna w tym
razie oceni¢ w nastepujacy sposob:

Jezeli wnaczynie o objetosci F wpusciliSmy jedne drobine gazu a, wow-
czas prawdopodobieristwo, azeby ona chwilowo sie znajdowata w czesci owego

naczynia, posiadajgcej objetos¢  wynosi¢ bedzie \\; . Wpuszczajgc druga dro-

bine 6, trzecig drobing c,.., drobine n, otrzymamy dla analogicznych praw-
dopodobienistw takie same wyrazenia, gdyz zatozenie, ze mamy do czynienia
z gazem idealnym, wyklucza istnienie sit miedzydrobinowych, wiec obecno$é
jednej drobiny nie wptywa wcale na prawdopodobieristwo obecnos$ci innych.

Prawdopodobienstwo, azeby réwnoczesnie wszystkie owe drobiny a, b,

C,. . Nh znajdowaty sie w objetosci v, bedzie zatem wynosito ty\l\n Jezeli

za$ w catosci wpuscilismy N drobin do naczynia F, prawdopodobienstwo,
azeby pozostajagce N—n drobiny nie znalazty sie w objetosci v, tylko w po-

zostatej czesci V—vV, bedzie analogicznie

Jezeli za$ indywidualno$¢ drobin jest nam obojetna i tylko o to chodzi,
zeby jakiekolwiek n z pomiedzy wszystkich N znajdowaty sie w przestrzeni
V, a reszta w przestrzeni F—V, otrzymamy odpowiednie wyrazenie na praw-
dopodobienistwo, mnozac iloczyn powyzszych wyrazen przez odpowiednia
liczbe kombinacyj:

(1)

W razie rGwnomiernego rozktadu przypadtaby na owg przestrzen v licz-

Y)z’al\l y , ktéra dla skrdcenia oznaczymy przez v. Przy uzyciu tego skrécenia

9 Niedawno R Lorenz i W. Eitel przedstawili wyniki mojej pracy w obszernym
wywodzie, wykonywajac z drobiazgowa szczegoétowoscig rachunki przezemnie krétko zazna-
czone: Zeitschr. f. phys. Chem. 87, p. 293, 434. 1914. Wiecej systematyczna, ale rachunko-
wo zawilsza metoda rozwazania, na ktorg przed kilkoma miesigcami prof. Wt Natanson
zwrécit moja uwage, polega na podzieleniu catej przestrzeni V na pewng liczbe przedziatéw
o jednakowej wielkosci i obliczeniu prawdopodobieristwa réznych rozkiadéw drobin na owe
przedzialy - podobnie jak wedlug Boltzmanna postepuje sie przy obliczeniu entropii.
Ostateczne wyniki sg oczywiscie te same*
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otrzymujemy ostateczne wyrazenie, przyjmujgc ze " ~ | sa dostatecznie

matemi liczbami, przez uzycie znanego wzoru Stirlinga:

log NI = (N+ i) logN— N + \log2%f-.. =
w formie nastepujgcej:
p wn

P(n>= -*1- @)

To jest owo wyrazenie, do ktérego dazyliSmy; oznacza ono prawdopo-
dobienstwo, azeby n drobin byto zawartych w przestrzeni, na ktérg w razie
rownomiernego rozktadu przypadtaby liczba v drobin. Prawdopodobienstwo,
zeby zadna drobina w niej sie nie znalazta, bedzie zatem P (0) = e_v. Praw-
dopodobieristwo obecnosci tylko jednej, wtasnie dwdch, wiasnie trzech... dro-

3
bin bedzie wynosito: ve~v? , &V s s gV

Suma tych wszystkich wyrazéw oczywiscie musi sie réwna¢ jednosci,
a przecietna liczba drobin jest v, zatem:

P(l) + 2P(2) + 3P(3) + ... = v,

co rowniez tatwo sie daje sprawdzic.

§ 2. Odlegtos¢ najblizszej drobiny sasiedniej. Pierwsze z powyzszych
wyrazen, P (0), mozna zresztg jeszcze w inny sposéb interpretowaé, jezeli sie
przyjmie przestrzen v w ksztatcie kuli, wykreslonej okoto pewnej drobiny;
ujawnia sie wowczas zwigzek w pewnem zagadnieniem, ktére P. Hertz
opracowat w roku 1907, nie wiedzac zreszta widocznie 0 mojej dawniejszej
pracy

Wyrazenie P (0) oznacza w takim razie prawdopodobienstwo, azeby
owa przestrzeh kulista pozostata pustg, czyli azeby najblizsza drobina posia-
data odlegtosé wiekszg niz promien owej kuli rx. Mozna wowczas rozrdznié
dwie alternatywy: 1) drobina najblizsza znajduje sie w odlegtosci wiekszej niz
promien r2, przy czem zaktadamy r2>r1, a prawdopodobieristwo tego przy-

padku wynosi e~ — albo 2) odlegtos¢ jej jest zawarta miedzy granicami
ri>r>r2. Prawdopodobienistwo tej drugiej alternatywy oznaczymy przez
p(rirde

Wynika zatem:
e~w= e~"-(- P (rxr?,

czyli otrzymujemy tym sposobem prawdopodobiefAstwo P (r,r2 takiego

) P. Hertz, Mathem. Ann. 67, p. 387 (1909).
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uktadu, w ktérym najblizsza sgsiadka danej drobiny znajduje sie w warstwie
kulistej o promieniach rn r2. Przechodzac za$ dogranicy dla matych
(r2—r,) = dr mamy prawdopodobienstwo pobytu jej wobrebieelementar-
nej warstwy kulistej o promieniu r:

Prdr = e--'la\r dr. (3)

Wyrazenie to mozna w innej formie napisa¢, wprowadzajac pojecie gestosci
(czyli liczby drobin przypadajacej na jednostke objetosci) ?, gdyz wowczas
mamy v= frcr3f, a zatem:

Prdr = 4rcr2Ye

Stad oblicza sie przecietna odlegto$é najblizszej drobiny:

0o 00

r= Trbrar = L I\xfrerxdx = 0224 (4)

6 V fiCY o AT

Hertz doszedt do takich samych wynikdéw inng metoda, a rozwazat
réwniez analogiczne przyktady w przestrzeni wielowymiarowej. Dla poréw-
nania zwazmy, ze w razie réwnomiernego ukitadu prostokatnego odlegtosé

drobin wynositaby r = a w razie ukladu czworosciennego (ktéry jest
i74)

najgestszym uktadem réwnomiernym): = -------- = — . Roznica tych

}yv2 Vy
liczb, w poréwnaniu z obliczonem r, ilustruje dobrze nieregularno$¢ ukta-
déw drobinowych, zresztg jednak zagadnienia te maja wylacznie teoretyczne
znaczenie. Wiekszg doniosto$¢ natomiast posiadajg kwestye nastepujgce.

§ 3. Srednie i przecietne odchylenie. Prawdopodobiefstwo pewnego zge-
szczenia.  Nieréwnomierno$¢ przypadkowego ukltadu drobin ocenié sie daje
wedtug ,,przecietnej” lub ,,$redniej” wielkosci odchylenia rzeczywistej liczby
drobin n od normalnej ich liczby v. Okreslenia te rozumiemy w nastepujacy
sposéb: jezeli wprowadzimy pojecie zgeszczenia 8, czyli stosunku nadmiaru
liczby drobin do przecietnej ich liczby:

\

wtedy ,,przecietnem odchyleniem" nazwiemy $rednig arytmetycznag bezwzgled-
nych wartosci 18 | natomiast przez ,Srednie odchylenie" rozumieé bedziemy
pierwiastek z przecietnego kwadratu wartosci 8.
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Obie te wielkosci daja sie tatwo obliczy¢ na podstawie wzoru (2). Dla
pierwszej z nich wynika:

gdzie k oznacza liczbe catkowitya réwng v, albo jezeli v nie jest catkowite,
najblizsza liczbe catkowita mniejszg od Vi)
Dla sredniego odchylenia otrzymuje sie jeszcze prostszy wzor:

(6)

ktéry wskazuje, ze wielko$¢ ta zalezy wytacznie od liczby normalnie przypa-
dajacej na dang przestrzen i jest do pierwiastka z niej odwrotnie proporcyo-
nalna.

Zasadniczy wzdr na prawdopodobieristwo pobytu pewnej liczby drobin
w danej przestrzeni (2) przyjmuje uproszczong posta¢ przez wprowadzenie
pojecia zgeszczenia 8, jezeli stosujgc go do wielkich liczb v, uzyjemy wzoru
Stirlinga na rozwiniecie liczby vi. Staje sie on identycznym z prawem roz-
dziatu bledéw Gaussa:

(7)

Srednie zgeszczenie woéwczas znéw oblicza sie za pomoca tego wzoru
(6) jak poprzednio, a przecietne odchylenie gestosci bedzie mniejsze od $red-

§ 4. IDptyu) sit miedzydrobinoujych. Zanim przejdziemy do kwestyi,
o ile wyniki naszych rozwazan dajg sie sprawdzi¢ doswiadczalnie, zastanOw-
my sie jeszcze, jakie zmiany wtem zjawisku spowodowa¢ musiatoby istnienie
miedzydrobinowych sit przyciggajacych lub odpychajacych. Zrozumie¢ moz-
na bez zadnego rachunku, ze sity przyciagajagce muszg stwarza¢ tendencye
asocyacyjng, a zatem przyczynia¢ sie bedg do powiekszenia owych przypad-
kowych nieréwnotniernosci, jakieby takze w gazie idealnym musiaty istniec.
Odpychajgce sity natomiast bedg miaty skutek przeciwny: beda dazyty do wy-
rownania gestosci.

Taki istotnie otrzymatem wynik przy szczegdétowem obliczeniu (w pracy
cytowanej), opartem na metodach statystyki drobinowej, ktérych uzywali

* Podalem ten wzér listownie Th. Svedbergowi, ktéry go ogtosit w Zeitschr.
f. phys Chem. 73, p. 547, 1910.
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Maxwell iBoltzmann w swych badaniach nad ekwipartycyg energii. Nie
wchodzac w szczegoty, ogranicze sie na przytoczeniu rezultatu koricowego,
ktoéry sie tym wiasnie sposobem utrzymuje, wprowadzajagc zatozenia, stuzace
za podstawe do wyprowadzenia wzoru Van der Waalsa, mianowicie ze
drobiny zachowujg sie jak kule sprezyste, dziatajgce na siebie sitami przycia-
gajacemi (o stosunkowo wielkiej sferze dziatania).

Prawdopodobienstwo zgeszczenia d jest wtakim razie dane przez wy-

razenie:
verr 2 15 &*_ ]

PA)y=a 2 ‘V 8 (8)

w ktérem b jest czterokrotng objetoscig drobin kulistych, ¢ jest wielkoscig za-
lezng od natezenia sit przyciggajgcych, a za$ jest spotczynnikiem proporcyo-
nalnosci, okreslajagcym sie w znany sposéb z warunku:

+@m®
fPd 8= 1

— 00

Ksztatt tego wzoru ilustruje wyzej wygtoszone twierdzenie: sita przycia-
gajaca zmniejsza bezwzgledng wartos¢ wyktadnika, a zatem powieksza owe
nierownomiernosci, podczas gdy sity odpychajace, ktére sie ujawniajg w chwili
zderzen kul sprezystych, poteguja dgzno$¢ do wyrdéwnania gestosci.

8 5. 0gdlne wzory na fluktuacye gestosci. Znacznie prostszg forme
przybierajg powyzsze rachunki dla gazéw nieidealnych, jezeli opieramy je nie
na owej bezposredniej metodzie obliczenia, tylko na uzyciu e~h — prawa
Boltzmanna, co umozliwia wyprowadzenie wnioskéw w bardzo ogélnej
postaci, dajgcej sie zastosowac do jakiegobgdZ osrodkaptynnego, o znanem
réwnaniu charakterystycznem. A

Owo prawo Boltzmanna mozna wyrazi¢ w nastepujgcej formie3). Je-
zeli poréwnywamy stany réwnowagi termodynamicznej (w tej samej tempe-
raturze) dwoch analogicznych systeméw drobinowych, ktére réznig sie w swym
ustroju jedynie tem, ze wjednym z nich A panujg pewne sity potencyalne
(zewnetrzne albo miedzydrobinowe), ktéorych brakuje w drugim B, wtedy
prawdopodobienstwo pewnej konstelacyi drobin w systemie A bedzie wigk-
sze od analogicznej konstelacyi w systemie B w stosunku e~h gdzie /

) Wz6r (18) loc. cit. p. 639, w nieco odmiennej pisowni.

2 M. Smoluchowski, Rozpr. Akad. Krak. 47, p. 179, 1908; Ann. d. Phys. 25,
p 205, 1908.

3 Poréwnaj n. p. Boltzmann, Gastheorie Il Th. p. 137.
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oznacza energie potencyalng owej konstelacyi, a h jest znanem skrdce-
niem:

Prawo to, ktére uwaza¢ mozna za uogoélnienie znanego wzoru, okres$la-
$lajacego rozktad cisnienia barometrycznego, jest w zwiazku z Boltzman-
nowskiem pojeciem entropii i tworzy w nieco odmiennem sformutowaniu
wazny sktadnik Mechaniki statystycznej; zobaczymy p06zniej, ze na nim oprzec
mozna 0go6lng teorye fluktuacyj (§ 37).

Wyobrazmy sobie gaz, zamkniety w naczyniu walcowatem zapomocg
ttoka, do ktérego przyktadamy site F, réwnowazaca state ciSnienie zewnetrz-
ne p0, oraz zalezne od potozenia ttoka, wewnetrzne ci$nienie p. W takim ra-
zie wypadkowa wszystkich sit dziatajgcych na ttok jest zero i ttok z réwnem
prawdopodobienstwem moze przyjac¢ jaka badz pozycye w obrebie owego na-
czynia. Bedzie on je istotnie przebiegat, wykonywajac rodzaj ruchu Brow-
na (patrz Rozdziat Il), i pod wzgledem energii kinetycznej bedzie sie tak za-
chowywalt, jak gdyby byt drobing pewnego rodzaju.

Jezeli za$ usuniemy owe dodatkowe sity F (czyli przytozymy takie same
sity w przeciwnym Kkierunku) i ttok pozostawimy wytacznie dziataniu cisnien
gazu, wtedy prawdopodobienstwo pewnej jego pozycyi bedzie okreslone przez
powyzsze twierdzenie, przy podstawieniu za wielko$¢ pracy wykonanej
przez owe sity dodatkowe — F, przy poruszeniu sie ttoka z pewnej pozycyi
poczatkowej. Poniewaz za$ rodzaj ttoka w tem rozwazaniu jest zupetnie obo-
jetny, mozna go tez usung¢ zupetnie i otrzymuje sie tym sposobem prawdo-
podobieristwo konstelacyi, w ktdrej objetos¢ wiasciwa gazu bedzie zawarta
miedzy v i v-f-dv:

P()dv= Ae V (9)

Jezeli chodzi o niewielkie odstepstwo od gestosci normalnej, mozna roz-
wing¢ catke, zawartg w wyktadniku, a oznaczajgcag prace uzytg na izotermicz-
ne zgeszczenie gazu z objetosci normalnej do objetosci rozwazanej, na szereg
Taylora i otrzymuje sie:

(10)

gdzie a jest skréceniem wyrazenia:

a— (V)
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Stad wynika $rednie przypadkowe zgeszczenie;

lg==j - RIP (I d?y' (12

Wielko$¢ Sredniego zgeszczenia zalezy zatem w danym os$rodku od liczby dro-
bin v przestrzeni rozwazanej w taki sam sposob, jak to juz widzieliSmy w po-
przednim przykiadzie (8 3). Jakie za$ w roznych os$rodkach panowac bedag
zgeszczenia, to zalezy gtéwnie od Scisliwosci tychze; im mniejsza $cisliwosc,
tem wigksza tendencya do przypadkowych nieréwnomiernosci. Jezeli o$rodek
jest gazem idealnym, to przez podstawienie prawa B oy le-Charles’a powra-
camy zn6éw do wzoru (7); tak samo, podstawiajac wzér Van der Waalsa
w formie przez Boltzmanna poprawionej:

a Rb 1 b 5 b2
V2 Vv \Y 8 v2
ktadac zatem
dp EO 2b b2 2a
av V2 v V2 VRQ

otrzymujemy wynik zupetnie zgodny z poprzednio wyprowadzonym wzo-
rem (8):

W celu lepszego uzmystowienia sobie wielkosci owych zgeszczen i roz-
rzedzen rozwazmy kilka przyktadow liczbowych. W jednym centymetrze sze-
$ciennym gazu o normalnem ci$nieniu gesto$¢ bedzie sie réznita od normal-
nej przecietnie tylko o 2.10-10 cze$¢, natomiast w obrebie kostek o rozmiarach
mikroskopijnie jeszcze wyraznie widzialnych [0*2 »i]3, kt6re zawierajg okoto
2*4.105 drobin, muszg panowa¢ $rednie nieréwnosci gestosci rzedu 0-20 Po-
dobnie, wobjetosci [0*2 jjl]3 eteru etylowego (o temperaturze 20°) bedg istniaty
$rednie 8 rzedu 0*03%.

§ 6. IDptgu) fluktuacyj gestos$ci na réwnanie charakterystyczne i inne ob-
liczenia teoretyczne. tatwo zrozumieé¢ mozna, ze fluktuacye gestosci wptynaé
muszg na obliczenie wszelkich wielkosci fizycznych, ktére zalezg od innej po-
tegi liczby drobin anizeli pierwszej potegi. Wielkosci proporcyonalne do
liczby drobin (jak ciezar wtasciwy, ciepto wiasciwe), doznaja odpowiednich
oscylacyj, ale srednia wartos¢ ich nie zmienia sie, w poréwnaniu z osrodkiem
o réwnomiernej gestosci. Natomiast wszystkie znane dotychczas obliczenia
drogi swobodnej, spotczynnikéw lepkosci, przewodnictwa cieplnego, oblicze-
nia dotyczace przewodnictwa elektrycznosci wgazach it p., ktére bez wyjatku
opierajg sie na przyjeciu rownomiernego rozktadu drobin, wymagaja pewnych
poprawek, ze wzgledu na powyzsze zjawiska. Nie beda one na ogét bardzo
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znaczne, ale z zasadniczego punktu widzenia potrzeba rewizyi owych rachun-
kéw jest wazna.

Te same uwagi odnoszg sie rowniez do obliczenia réwnania charaktery-
stycznego z pewnych zatozerh co do istoty drobin i sit miedzydrobinowych.
Tak np. roéwnanie Van der Waalsa zmienia, wskutek poprawki wyrazu
’@z", ktora okazuje sie zalezna od temperatury, swoj ksztatlt w spos6b bardzo
zasadniczy. Poprawka ta bytaby tylko w tym razie znikomo mata, gdyby
sfera dziatania sit przyciggajacych miedzydrobinowych byta bardzo duza w po-
réwnaniu z przestrzeniag, w ktérej jeszcze panujg dostrzegalne nieréwnomier-
nosci.

Podobne rozwazania stosujg sie takze do wyrazéw, zaleznych od obje-

tosci. Obliczenia tych wyrazéw, zawierajacych wyzsze potegi wielkosci

dokonane przez Boltzmanna, H A Lorentza, Jagera, Van Laara?d
w celu wyprowadzenia wzoru ,,Scistego”, wymagajg rewizyi, gdyz przyjecie
rozktadu réwnomiernego drobin jest réwnowazne z pominieciem wyrazow
tego samego rzedu wielkosci. Nie wchodzimy jednak na tem miejscu w te
szczegOty, gdyz nie majg one zapewne wielkiego znaczenia praktycznego;
wiemy dobrze, ze zatozenia Van der Waalsa odbiegaja wogéle dos¢ da-
leko od rzeczywistosci.

Z teoretycznego punktu, widzenia zastosowanie powyzszych rozwazanh
do rownania stanu przedstawia jednak pewien interes i pod tym wzgledem,
ze w ciekawy sposob oswietla przejscie z fazy gazowej do fazy cieklej, jako
zjawisko prawdopodobienistwa, i stwarza odpowiednig interpretacye t. zw.
reguty Maxwella, stuzacej do obliczenia cisnienia pary nasyconej. ldac
dalej tg droga, dosztoby sie do racyonalnej teoryi zjawisk przesycenia i prze-
grzania — dziat to dzisiaj jeszcze lezacy zupetnie odtogiem. Nie ma tu miej-
sca na rozstrzgsanie wszystkich owych zagadnieni; odsytamy do obszerniej-
szych uwag w miejscu wyzej wskazanem.

§ ?. fluktuacye gestosci W stanie krytycznym. Rozumie sie, ze wszyst-
kie omawiane poprzednio poprawki bedg bardzo nieznaczne w zwyktych wa-
runkach, jednak wielko$¢ ich moze niepomiernie wzrosngé¢ w pewnych przy-
padkach osobliwych, ktore sprzyjajg wystepowaniu nieréwnomiernosci gesto-
§ci, a mianowicie w poblizu ,,punktu krytycznego" danej substancyi. Wszak
wiadomo, ze stan krytyczny okresla sie matematycznie warunkami:

") Przyblizone obliczenie podatem w Boltzmann Festschrift, p. 635, 1904.

2 Poréwn. np L. Boltzmann, Gastheorie Il, p. 164, J. P. Kuenen, Zustandsglei-
chung, Braunschweig 1907, p. 164.
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dv  dv2

zatem w tym punkcie tendencya do nieréwnomiernosci jest nadmiernie zwiek-
szona. Zastosowanie wzoru (10) bytoby jednak btedne, gdyz rozwiniecie cat-
ki wzoru (9) na szereg Taylora musi w tym przypadku obja¢ wyrazy czwar-
tego rzedu; w samym punkcie krytycznym wazny bedzie zatem wzér ksztattu

P(8)dd = Ae-?&
gdzie (13)
v W 122\
RO* 4! \a«V»

ktéry przy podstawieniu réwnania Van der Waalsa daje $rednie odchy-
lenie gestosci, zalezne tylko od liczby drobin, nie za$ od rodzaju gazu, wyra-
zajace sie w funkcyach F w formie:

(14)

Obliczenie to daje pojecie o nadzwyczajnym wzroscie fluktuacyj w pun-
kcie krytycznym. Tak np w przykitadzie wymienionym w § 5 $rednie fluktu-
acye osiagnetyby wartosci dwoéch procentdow gestosci przecietnej, gdyby
chodzito o eter, znajdujgcy sie w temperaturze krytycznej, w przestrzeni
[0-2 |iT~

Z drugiej strony rachunek ten moze uchodzi¢ tylko za pewne przyblize-
nie, po pierwsze ze wzgledu na znane watpliwosci, dotyczgce doktadnosci
réwnania Van der Waalsa, po drugie dlatego, ze z powodu owych nie-
rownosci wihasnie sam ksztalt owego rownania powinien dozna¢ pewnych
zmian. Ta ostatnia uwaga ma znaczenie ogoélniejsze, gdyz stosuje sie do kaz-
dego rownania charakterystycznego i wskazuje na potrzebe dalszego pogte-
bienia analizy matematycznej, o ile chodzi o ilosciowo $ciste obliczenie fluk-
tuacyj w stanie krytycznym.

§ 8. teorya opalescencyi o$rodkow pozornie jednorodnych. Dotychcza
sowe nasze rozwazania miaty charakter wylacznie teoretyczny; obecnie za$
zajmiemy sie pytaniem, czy obecnos$¢ owych fluktuacyj gestosci, ktérych wiel-
kos¢ obliczyliSmy, nie objawia sie moze bezposrednio w jakich$ zjawiskach
dostepnych kontroli doswiadczalnej Pod tym wzgledem wskazatem w dru-
giej z cytowanych prac zjawisko Tyndalla czyli ,,opalescencyi”, ktore wy-
stepuje bardzo wybitnie w gazach, gdy znajdujg sie niedaleko punktu krytycz-
nego, a podobnie tez w podwojnych mieszaninach cieczy, w poblizu t. zw.
krytycznego punktu rozpuszczalnosci. Jezeli np. rurke Natterera, ogrzang
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powyzej temperatury krytycznej, powoli ochtadzamy, przepuszczajgc przez
nig réwnoczesnie snop intensywnego Swiatta, zawarto$¢ zaczyna wysyta¢ wy-
razne niebieskawe Swiatto opalescencyi, w obrebie 1do 2 stopni powyzej tem-
peratury krytycznej, a natezenie tegoz $wiatta wzrasta az do chwili, kiedy me-
nisk sie okazuje i ciecz sie oddziela od gazu. Takze w fazie cieklej jeszcze
przez jaki$ czas trwa to zjawisko, ale zanika przy dalszem stygnieciu.

W mysl pogladéw Rayleighal ktéry teoryi zjawiska Ty ndalla po-
Swiecit szereg klasycznych w historyi nauki prac, wystepowanie tego zjawiska
dowodzi, ze osrodek jest pod wzgledem optycznym niejednorodny, a miano-
wicie, ze rozmiary ziarn optycznie réznorodnych, ktére powodujg dyfrakcye
Swiatla, sa mate w poréwnaniu z dtugoscig fal swietlnych. Jezeli bowiem pro-
mien Swiatta, o dtugosci fali X, przechodzi przez osrodek, zawierajacy w jed-
nostce objeto$ci N czastek, kazda o objetosci T i spétczynniku zatamania,
wiekszym o Ajjl od spéiczynnika czystego osrodka |i, — woéwczas natezenie
promienia pierwotnego maleje wedtug zwyktego prawa absorbcyi:

(15)

przy czem spétczynnik absorbcyi, albo raczej ekstynkcyi, h okre$la sie wzo-
rem;

(16)

Réwnocze$nie odpowiednia ilo$¢ energii uchodzi w kierunkach bocz-
nych jako owo (liniowo spolaryzowane) Swiatto rozprdszone, ktére okreSlamy
wiasnie nazwg opalescencyi.

Autorowie, ktorzy badali opalescencye krytyczna2, nie mogli sobie wy-
ttémaczy¢, skad pochodzi owa niejednorodnos¢ fazy ciektej i gazowej—zupet-
nie zagadkowa z punktu widzenia Termodynamiki — i wymyslali w tym celu
bardzo sztuczne hypotezy. Wedtug teoryi Kkinetycznej za$ ttdmaczy sie cata
sprawa w bardzo prosty sposéb, jako optyczny skutek owych nieréwnomier-
nosci gestosci osrodka; chodzi tylko o ocene ilosciowag tego czynnika, co
osiggng¢ mozna przez odpowiednie dostosowanie obliczenia Rayleigha.

1) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 41, p. 107, 274, 447, 1891; 12, p. 81, 1881; 4
p 375, 1899; Pr. Roy. Soc. 84, p. 25, 1910; 90, p. 219, 1914.

)Y M. Altschul, Zeitschr. f phys. Chem. 11, p. 578, 1893; K. v. Wesendonck,
Naturw. Rdschau 9, p. 210, 1894; 22, p. 145, 1907; M. Travers, u. F. Usher, Zeitschr. f.
phys. Chem. 57, p. 365, 1906; S. Young, Pr. Roy. Soc. 78, p. 262, 1906; F. B. Young,
Phil. Mag. 20, p. 793, 1910; F. Donnan, Chem. News 20, p. 139, 1904; Rep. Brit. Ass
1904, p. 504.

Donnan os$wiadczyt mi listownie w r. 1913, ze przylacza si¢ do mojej teoryi.
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Wymaga ono wprawdzie na o0gét znajomosci liczby i objetosci czagstek
rozpraszajgcych swiatto, ale w naszym przypadku, sprawa upraszcza sie przez
uwage, ze z czesci gestszych i rzadszych sktada sie cata objetos¢, wiec n T=1;
a z drugiej strony znane roéwnanie Lorenz-Lorentza, okresSlajace zwigzek
spoétczynnika zatamania ze zmiang gestosci:

27p " c°nst- (i7)
daje wartos¢ wyrazenia:
AE (A oD v D)
[i 6(i2

W réwnaniu (16) znikajg zatem nie dajgce sie z osobna okresli¢ wyrazy
n, T i wynika wreszcie przy podstawieniu wzoru na fluktuacye d (10):

/[ dW\
A BBl - 1) (M + D)2ge r A
27 [i4%4 N "' v A

Scisto$¢ wzoru powyzszego ~ wydaje sie na pierwszy rzut oka watpliwa,
zwlaszcza ze obliczenie Rayleigha odnosi sie do czastek jednorodnych,
zawieszonych w innym o$rodku jednorodnym, i z géry niewiadomo, o ile ono
waznem pozostaje w naszym przypadku, gdzie chodzi o zmienno$¢ ciggla.
Watpliwosci te jednak zostaty rozproszone przez prace Einsteina?2, wkto-
rej optyczna strona problematu doznata pewnego pogtebienia. Szczeg6towe
obliczenie rozproszonych fal elektromagnetycznych, oparte o réwnania Max-
wella, wzér Lorentza (17) oraz o rozwazania ogélnych fluktuacyj (Roz-
dziat 1V), daty wynik ten sam (18), jaki wyptywa z powyzszego uproszczonego
rozumowania.

Wz6r ten oczywiscie, tak samo jak wzér (10), nie daje sie stosowac do
bezposredniego otoczenia punktu krytycznego, gdyz tam uwzgledni¢ trzeba
wpltyw wyzszych poteg zgeszczenia 8, a z drugiej strony zatozenie rachunku
Rayleigha, ze ,ziarnaMsa mate w porownaniu z dtugoscig fal sSwietlnych,
nie bedzie doktadnie wazne. W kazdym razie to jest rzecza pewna, ze ziar-
nistos¢ optyczna w punkcie krytycznym osigga warto$¢ maksymalna, cho¢

#*  Uwazajac wywodd 6w za grube przyblizenie, nie wypisatem w pracy mojej z r. 1908
(cyt. § 5) koncowego wzoru (18), tylko podatem metode rachunku oraz, jako ilustracye, war-
toé¢ liczby h, odnoszaca sie do powietrza (co prawda wskutek btedu rachunkowego o po-
towe za matg). Wywod powyzszy zostat rin extenso” podany przez Keesoma w pracy po-
nizej cytowanej.

2 A. Einstein, Ann. d. Phys. 33, p 1275. 1910.

Prace mat.-fiz., t. XXV. 15
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$cistego obliczenia spoétczynnika ekstynkcyi h dla tego przypadku jeszcze nie
wykonano.

§ 9. Kontrola doswiadczalna kinetycznej teoryi opalescencyi. Teorya po-
wyzsza znalazta tez pewne poparcie ilosciowe w pomiarach, wykonanych przez
Keesoma i Kamerlingh Onnesa? nad etylenem w temperaturach od
006° do 2'41° ponad punktem krytycznym. Autorowie ci stwierdzili przy-
blizong zgodnos$¢ wzoru (18) z doswiadczeniem co do zaleznosci spotczyn-
nika h od temperatury jak i tez co do bezwzglednej jego wielkosci, przy czem
jako podstawa rachunku stuzyt im empiryczny wzér Verschaffelta, wazny
dla otoczenia punktu krytycznego:

(19)

Dalsze i scislejsze pomiary bylyby bardzo pozadane; nastreczajg one
jednak znaczne trudnosci, gdyz owe zjawiska sg nadzwyczajnie czutym wskaz-
nikiem nie tylko temperatury ale tez objetosci krytycznej. Trzeba zatem obie
te wielkosSci wyznaczaé z niezmierng starannoscig, co dla drugiej jeszcze wiek-
sze przedstawia trudnosci niz dla pierwszej. Systematyczne badania wielko-
§ci ft, w zaleznosci od obu owych czynnikéw, bytyby niewatpliwie najdo-
ktadniejszym sposobem wyznaczania punktu krytycznego3).

Nieprzychylne stanowisko zajmuje wobec powyzszej teoryi Hein4x po-
wotujac sie zwihaszcza na pewne doswiadczenia, ktore rzekomo dowodzg moz-
liwosci przejscia substancyi przez stan krytyczny bez wystepowania opale-
scencyi. Nie wchodzac w szczegdtowe rozstrzasanie tej pracy, zauwazymy
tylko, ze autor ten walczy wogoble przeciwko teoryi ,.ciagtosci przejécia" ze
stanu cieklego do gazowego, przyjetej powszechnie od czasow Andrewsa
i Van der Waalsa, i jest zwolennikiem teoryi—bardzo zresztg niejasnej—
Traubego, o istnieniu dwéch zasadniczo réznych rodzajéw czasteczek ,,li-
quidonéw* i ,,gazonéw". Podkitadem doswiadczalnym dla tej teoryi sg do-
Swiadczenia, wykazujgce pewnego rodzaju ,,op6znienie"” zmian stanu, ktore

1) Poniewaz ,ziarna#t o rozmiarach wiekszych niz diugo$¢ fal Swietlnych, jeszcze
pokazne wykazuja réznice gestosci (poréwn. § 7), zatem obok opalescencyi wiasciwej musi
wystapi¢ biate zmetnienie o$rodka, co tez istotnie sie obserwuje w samej chwili tworzenia
sie menisku ciektego.

2 W. Keesom i Kamerlingh Onnes, Comm. Leyden Phys. Labor., N° 104,
p. 15, 1908; W. Keesom, Ann. d. Phys, 35, p. 591, 1911.

3 M Smoluchowski, Buli. Acad. Cracovie 1911, p. 493, Phil. Mag. 23, p. 165,
1912; Z. Klemensiewicz, Stahler’s Handb. d. Arbeitsmethoden d. anorgan. Chemie, Bd.
1, p. 199, 217.

4) P. Hein, Zeitschr. f phys. Chem., 86, p. 385, 1914.
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zresztg znika natychmiast przy zakioceniu substancyi. Wydaje sie rzeczag
bardzo mozliwa, ze zjawiska te polegajg tylko na opo6Znieniu wyréwnania
temperatury oraz na niedostatecznej czystosci substancyil. Jezeliby sie jed-
nak obserwacye owe miaty sprawdzi¢, niezaleznie od tych powodéw, nie mo-
gtoby to stanowi¢ zarzutu przeciwko mojej teoryi opalescencyi Kkrytycznej,
gdyz z gory zrozumiata jest rzecza, ze stosuje sie ona tylko do stanu réwno-
wagi termodynamicznej, a zatem do substancyi ,,rozmieszanej".

Zjawiska opalescencyi zupetnie analogiczne, jak wgazach, znajdujacych
sie w stanie krytycznym, wystepuja réwniez, jak juz wspominalismy, wt. zw.
krytycznym punkcie rozpuszczalno$ci mieszanin podwojnych. Takze do nich
obliczenia analogiczne do § 8 dajg sie tatwo dostosowaé, i wzér koncowy
jest niemal identyczny z wzorem (18). lloSciowe pomiary spéitczynnika eks-
tynkcyi h zostaty na tem polu wykonane przez Friedlandera? i przy po-
mocy tychze Wo. Ostwald wykonat z pomysinym skutkiem kontrole wzoru
teoretycznego, stwierdzajac te sama zaleznos$¢ od temperatury (odwrotng pro-
porcyonalno$¢ do 0--6*), jaka znalezli dla gazow Keesom iKamerlingh
Onnes.

§ 10. Biekit nieba. Z temi zjawiskami tgczy sie bardzo ciekawy pro-
blemat: kwestya niebieskiej barwy nieba. Wiadomo, ze Lord Rayleigh
ttomaczyt ja witasnie na podstawie wzoru (16), jako skutek opalescencyi, spo-
wodowanej przez drobiny powietrza; uwazat zatem powietrze za ,,metny osro-
dek", sktadajacy sie z prozni i zawieszonych w niej drobin gazowych. Trud-
nos¢, polegajaca na tem, ze niewiadomo, jakg tym drobinom nalezy przypisac
objetos¢ T ijaka wielkos¢ Ajjl, omingt Rayleigh, wyprowadzajac ze swojej
teoryi wynik ogolny, ze os$rodek metny jako cato$¢ musi posiada¢ pozorny
spétczynnik zatamania, wynoszacy: (N-f-n T Ji. Przyjmujac w powyzszym
przypadku, ze to wiasnie jest normalny spotczynnik zatamania powietrza, kt6-
ry oznaczy¢ mozemy znakiem (0, nadajemy zapomocg wzoru

@i0= 1-\-nT\ja,
réwnaniu (16) ostateczng forme:

(20)

Wystepujg tu juz tylko same wielkosci przystepne kontroli liczbowej
i — o ile mozna wnioskowa¢ z dotychczasowych pomiarow — zdaje sie, ze

) Te same czynniki prawdopodobnie ttémaczg pewne obserwacye W. Lepko w
skie go, Zeitschr. f. phys. Chem. 75. p 608, 1910.

*) L Friedlander, Zeitschr. f. phys. Chem. 38, p. 385 1901. Wo. Ostwald
Ann. d. Phys. 36, p. 848, 1911.
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rzad wielko$ci h, wynikajacy z tego obliczenia, istotnie daje sie pogodzié¢ ze
stopniem obserwowanej w korzystnych warunkach przezroczystosci atmosfery,
oraz z barwa i stanem polaryzacyi $wiatta, pochodzacego z ,,nieba".

Ttomaczenie biekitu nieba w my$l teoryi Rayleigha na pozér nie ma
zadnego zwigzku z naszym tematem, tymczasem pokazuje sie fakt nadzwy-
czajnie ciekawy, ze takze wzor (18) daje te samg formute (20), jezeli zastosu-
jemy go do gazu idealnego. Poczatkowo sgdzitem, ze istniejg zatem dwa nie-
zalezne powody opalescencyi gazéw w stanie normalnym: rozproszenie $Swia-
tta, spowodowane przez drobiny same (weditug Rayleigha), oraz rozprosze-
nie, wywotane nieréwnomiernoscig rozktadu gestosci gazu. Dzisiaj natomiast
przechylam sie raczej do przekonania, ze tak nie jest, i ze obydwa czynniki sg
W rzeczy samej identyczne.)

Analizujgc bowiem obliczenie Rayleigha, spostrzegamy, ze otrzymuje
on natezenie Swiatta ugietego, pochodzgcego od n drobin, dodajgc po prostu
wartosci natezenia $wiatta, wzbudzonego przez kazda z nich, z osobna wzie-
ta — bez wzgledu na mozliwe interferencye—a to oczywiscie moze by¢ uspra-
wiedliwione jedynie w takim razie, jezeli Zrédta drgan wtérnych sg zupetnie
przypadkowo, nieregularnie rozmieszczone. W takim za$ razie uklad musi
wiasnie zado$¢ czyni¢ prawidiom wytozonym w § 1—3. Gdyby, przeciwnie,
istniaty miedzy drobinami bardzo silne sity odpychajgce, zniktyby fluktuacye
gestosci, drobiny musiatyby sie utozy¢ w regularng siatke przestrzenng —
a réwnoczesnie rachunek Rayleigha stracitby woéwczas wszelka podstawe.

Teorye blekitu nieba Rayleigha moznaby zatem uwaza¢ za specyalny
przypadek naszej teoryi opalescencyi, w zastosowaniu do gazu idealnego; ob-
liczenie metodg Ei nSteina uwydatnia witasnie owe niezbedne zatozenia co
do prawdopodobienstwa uktadu drobin, ktére takze w rachunku Rayleigha
sg potrzebne, cho¢ tam nie wystepuja tak wyraznie. Metoda matematyczna
Einsteina nie moze nas jednak jeszcze zupetnie zadowoli¢, gdyz opiera sie
na po6t empirycznym, pot teoretycznym wzorze Lorentza oraz na Max-
wella rdéwnaniach elektromagnetycznych, podczas gdy z dzisiejszego punktu
widzenia mechanizm wszelkich zjawisk promieniowania polega na ruchach
elektronow i Scista teorya wiasciwie na rozwazaniu tychze powinna by¢ opar-
ta. Te same zarzuty takze podnies¢ mozna zresztg przeciwko metodzie ra-
chunkowej Rayleigha, ktéra réwniez postuguje sie makroskopijnemi poje-
ciami statej dielektrycznosci it. p., podczas gdy petne zrozumienie owych zja-
wisk wymaga zastgpienia tych pojeé¢ przez sktadowe zjawiska elektronowe.

Wielki postep w tym wiasnie kierunku stanowig prace Wt Natanso-
na2, w ktérych autor ten wydoskonala teorye Rayleigha, rozwazajac wia-

") Skrystalizowanie tego pogladu zawdzigczam rozmowie prywatnej z Einsteinem.
2 WL Natanson, Buli. Acad. Crac., 1910, p. 915; 1914, p. 1, 335.
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Sciwy mechanizm powstawania fal wtdrnych opalescencyi wskutek drganh
elektronowych, wzbudzanych przez Swiatto wpadajace. Pokazaty one, ze do
wywodu wzoru (20) wystarczy przyjecie pewnych zatozen, ktérych uzasadnie-
nie swoja droga dane by¢ moze tylko przez rozwazania z zakresu prawdopo-
dobienstwa.

Dotychczas zatem przeciwienistwo dwoch kategoryj teoryi btekitu nieba,
tu omowionych, nie zostato jeszcze catkowicie wyjasnione. Przypuszczam
jednak, ze sg to nie tyle przeciwienstwa tresci, ile raczej metody i ze w osta-
tecznej, wydoskonalonej teoryi znale$¢ muszg miejsce mysli przewodnie oby-
dwdch sposobOw — szczegdtowe rozstrzasanie mechanizmu elektronowego
i statystyczne rozwazania prawdopodobienstwa pewnego jego ukfadu. Poka-
ze sie moze, ze wszystkie wymienione powyzej wywody dazg réznemi, mniej
lub wiecej $cistemi drogami rozumowania, do tego samego wyniku ostatecz-
nego i ze przy konsekwentnem przeprowadzeniu catej analizy pozostanie dla
gazu idealnego wazny 6w wzor (20), ktéry na razie jeszcze posiada pewng
drobng domieszke hypotetycznosci.

Bardzo pozadana bytaby oczywiscie $cista kontrola doswiadczalna po-
wyzszych rozwazan, dotyczacych biekitu nieba. Niestety jest ona bardzo
utrudniona ubocznemi zjawiskami, spowodowanemi wilgocig atmosfery, pyt-
kami w niej sie unoszacymi i t. d. i mato jest nadziei, zeby pomiarami nad
optycznemi wiasciwosciami atmosfery ziemskiej mozna stanowczo rozstrzy-
gna¢ kwestye Scistosci wzoru (20). Mozna jednak obliczy¢ z tego wzoru, ze
istnienie opalescencyi musiatoby sie da¢ stwierdzi¢ w gazach przy odpowied-
nich warunkach bezposrednim sposobem laboratoryjnym, nietylko gdy gaz
znajduje sie w’poblizu stanu krytycznego, ale nawet juz przy zwyktem cisnieniu.
Rozpoczatem badania doSwiadczalne nad tym przedmiotem, ktéry mi zwiasz-
cza takze z tego wzgledu wydaje sie ciekawym, ze istniataby tu mozliwos¢
skontrolowania wzoru (20) dla gazéw o wyraznych prazkach absorpcyjnych
i zbadania, czy istotnie opalescencya wzrasta w blizkosci tych prazkéw,
w miare zmian spoétczynnika n — co taczy sie z badaniami Wooda!) nad
rzekoma resonancyg optyczng par i gazéw.

§ 11. Opalescencya roztworéw koloidalnych. Oprécz dwoéch rodzajow
opalescencyi krytycznej (8 9) istnieje jeszcze trzeci przypadek, w ktéorym ob-
serwujemy wybitne wystepowanie zjawiska Ty nda 1l1a, a mianowicie w roz-

Y Wt Natanson, Buli. Acad. Crac., 1910, p. 915; 1914, p. 1

2 R W. Wood oglosit szereg prac w Phys. Zeitschr. i t. d. TreSciwe przedstawie-
nie znale$¢ mozna w dziele ,,Researches in Physical Opticsu New York, Columbia Univer-
sity Press 1913. Najnowszy przyczynek stanowi praca: R. W. Wood et L. Dunoyer, Ra-
dium 11 p. 119, 1914.
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tworach koloidalnych, tak ze nawet uwazamy je za jedno z gtéwnych kry-
teryow, stuzacych do rozpoznawania tych roztworéw.

Ttémaczy sie to bardzo tatwo na mocy wzoru (16), ktéry waznym pozo-
stanie dla roztworu koloidalnego, jezeli ten jest tak rozrzedzony, ze czagstki
jego rozdzielajg sie zupetnie przypadkowo, czyli ze dla ci$nienia osmotycznego
przez nie wywieranego przyja¢ mozna prawo Vant’Hoffa (poréwn. § 13
36) . Poniewaz nT oznacza catkowitg objeto$¢ czastek zawiesiny, widzimy,
ze opalescencya roztworéw o danej zawartosci bedzie tem silniejsza, im
wiegksza jest objeto$¢ pojedynczych czastek T, t-j. im dalej od wihasciwych
roztwordéw przechodzimy do emulsyi i zawiesin.

Pomiary spétczynnika h datyby nam zatem $rodek do wyznaczenia
wielkosci T; bytaby to zatem — o ile mi wiadomo — nowa, optyczna metoda
wyznaczenia ciezaru drobinowego czgsteczek roztworéw koloidalnych.

§ 12. Wykazanie fluktuacyj gestosci u) emulsyach. Jezeli z wiasciwych;
»amikroskopowych" roztworéw koloidalnych przejdziemy do zawiesin cza-
stek, dostrzegalnych ultramikroskopem lub mikroskopem, otwierajg sie nowe
mozliwosci doswiadczalnego skontrolowania i zuzytkowania wzoréw (2) i (10),
gdyz wowczas mozna bezposrednio zliczyé czastki, zawarte w jednakowych
objetosciach — albo lepiej; mozna obserwowaé wecigz te sama przestrzen i po-
wtarza¢ wyznaczania liczby czastek, w niej zawartych, w regularnych prze-
dziatach czasu. Tym sposobem odchylenia od liczby przecietnej v daja sie
empirycznie okreslic.

Wykonaniem takich pomiaréw zajat sie pierwszy Svedberg, postugu-
jac sie przy tem bardzo prosta metodg eksperymentalna: obserwowat koloi-
dalne zawiesiny ztota lub innych substancyj (rteci, selenu, gumiguty, ttusz-
cz6w) za pomoca ultramikroskopu, ktérego pole widzenia tak byto zwezone
(przez wstawienie odpowiedniej zastony), ze widoczna wnim byta tylko mata,
odrazu wyznaczy¢ sie dajgca liczba czagstek. Oswietlajgc preparat tylko chwi-
lowemi btyskami Swiatta (39 razy na minute), otrzymat np. w jednym przy-
padku szereg 517 liczbowych wyznaczen, ktérego poczatek ponizej podajemy:

n = 12000200132412310211113112511102331 .........

Srednia liczba v, wynikajagca z catego szeregu jest v= 155. Widzimy
zatem, ze liczba czastek, obecnych w danej przestrzeni, nie jest niezmiennie

) Nasuwa sie zagadnienie, czy i o ile rzekome odchylenia od prawa Vant’'Hoffa
u gestych emulsyj odzwierciedlajg sie w zjawisku opalescencyi.

2 Th. Svedberg, Zeitschr. f. phys. Chem. 73, p. 547, 1910; Koli. Zeitschr.
p. 219, 1911; Th. Svedberg u K Inouye, Zeitschr. f phys. Chem. 77, p. 145, 1911.
Th. Svedberg, Die Existenz d. Molekule, Leipzig 1912, p. 148.
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okreslona, nie wynosi 1 lub 2, jakby musiato by¢ w razie réwnomiernego roz-
dziatu, lecz waha sie bardzo znacznie, miedzy granicami 0—5 (a w catym sze-
regu dochodzi kilkakrotnie do 7). Czy uktad czastek za$ jest zupetnie przy-
padkowy, to skontrolujemy, obliczajac empiryczne wartosci $redniego lub
przecietnego odchylenia.
Otrzymuije sie:
S*= 0637,

podczas gdy z wzoréw teoretycznych (5) i (6) wynikatoby d2= 0 645. Zgod-
nos¢ jest zatem zupetnie zadawalajaca.

Podobne pomiary wykonat tez 11ijn1), uzywajac jednorodnych rozrze-
dzoRych emulsyi gumiguty i otrzymat réwniez wyniki, potwierdzajace zupet-
nie owe wzory. Jako przykiad podajemy zestawienie stu pomiaréw, odnosza-
cych sie do pewnego przypadku, kiedy przecietna liczba czgstek znajdujgcych
sie w polu widzenia byta 1*50. W drugiej kolumnie podajemy, jak czesto za-
uwazono pojawienie sie n czastek, a w trzeciej kolumnie odnos$ne wartosci,
obliczone na mocy wzoru (5).

n P obs |P obi.

0 22 22
1 33 34 |8 | obi. = 0*66 J1] obi.= 067
2 26 25

82 obs. = 0-64 T* obs =-0 67
3 13 13
4 4 5
5 2 1

Zgodnos¢ liczb drugiej i trzeciej kolumny, a tak samo wartosci przecietnego
odchylenia, jest wprost zadziwiajaca, lepsza nawet, niz mozna sie byto spo-
dziewaé, uwzgledniajacstosunkowo malg liczbe obserwacy;j.

Dowodzi towszystko, ze w tego rodzaju zawiesinach koloidalnych
i emulsyach czastki istotnie sie zachowujg jak drobiny gazu idealnego, t. j. ze
nie podlegajg zadnym sitom miedzydrobinowym.

§ 13. moiliwo$é odstepstw od prawa DanfHoffa. Tym ciekawszy jest
wobec tego wynik dalszych badan Svedberga i jego spotpracownikéw,
ktére wykazatly istnienie systematycznych odstepstw od owych praw dla
roztworow koloidalnych o wiekszej koncentracyi. Poniewaz kwadrat Sredniego
odchylenia S2 jest wedtug wzoru (12) zwigzany ze spo6tczynnikiem Scisliwosci

) B. Ilijn, Zurn. russ. chim. fiz. Obszcz. 43, p. 134, 1912; Zeitschr. f. phys. Chem.
83, p. 592, 1913-
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substancyi, wiec stosunek tej wielkosci, doswiadczalnie wyznaczonej, do teore-
tycznie obliczonej, bedzie odpowiadat stosunkowi S$cisliwosci rzeczywistej p
do $cisliwosci [, obliczonej dla gazu idealnego: |)

= i

S2 obi. o'

Odstepstwa od prawa Vant'Hoffa dla ci$nienia osmotycznego, wywiera-
nego przez czastki roztworu koloidalnego, muszag sie zatem ujawni¢ w tern,
ze stosunek ten wypadnie wigkszy lub mniejszy od jedno$ci. Przy uzyciu
roztwordéw rozrzedzonych stosunek byt prawie doktadnie réwny jednosci, na-
tomiast zmniejszat sie znacznie w miare wzrostu koncentracyi, przy wszyst-
kich badanych roztworach; to znaczy, ze $cisliwos¢ byta stosunkowo za mata,
z czego wynikatoby, ze czastki muszg na siebie wywieraé sity odpychajace,
wchodzace w gre przy zmniejszeniu ich odlegtosci.

Tak otrzymano dla pewnej emulsyi gumiguty, ktérej czastki miaty pro-
mien a = 0*95.10~4 mm., nastepujace wartosci stosunku ” przy réznych

ro
koncentracyach v [podanych w liczbach czgstek na 10-6 mm3:

v= 15 37 7-4 12-2 183 24'5 29'3 368 49073'5

»

N

Po

= 0921 -826 -776 -697 -675 -637 -605 -554 -525-522

Westgren zdotat nawet materyat zebrany przez siebie i Svedberga ujac
w przyblizong regute empiryczng, wedtug ktérej stosunek f jest mniejszy od
(0

jednosci o wielko$¢ proporcyonalng do koncentracyi roztworu, do kwadratu
promienia i trzeciego pierwiastka z gestosci czastek.

Co do natury owych sit odpychajacych, ktére sie ujawniaja wzmniejsze-
niu Scisliwosci, nie posiadamy zadnej jeszcze wskaz6éwki. Nie moze by¢ mo-
wy 0 wptywie objetosci czgstek, i sadze, ze odnos$ne rozwazania Svedberga,
dazace do wykazania analogii z réwnaniem Van der Waalsa, nie majg
podstaw realnych, gdyz drobiny w owych roztworach zajmowaty zawsze tylko

cze$¢ minimalng (rzedul0-6) catej objetosci, zatem wyraz byt znikomo

maty. Moznaby mysle¢ o nabojach elektrycznych, lub moze o sitachnapie
cia powierzchniowego, albo tez o sitach hydrodynamicznych, spowodowanych

I) Svedberg uzywa do obliczenia wartoéci przecietnych |8], co na to samo wy-
chodzi.
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obecnoscig ciektego osrodka miedzy poruszajgcemi sie czgstkami — ale na ra-
Zie sg to kwestye dalsze, gdyz w ostatnich czasach wyniki, dotyczgce owych
odstepstw od prawa Vant’'Hoffa, do pewnego stopnia zachwiane zostaty
przez inne badania, wykonane przez Westgrena oraz Constantina,
ktére przemawiajg za zupetng ScistoScig owego prawa, w znacznie szerszym
obrebie koncentracyi. Powrécimy do tego zagadnienia jeszcze w dalszym
ciggu (8 36); na razie zaznaczamy tylko, ze ewentualne watpliwosci moga
dotyczy¢ w kazdym razie tylko sposobu wykonania pomiaréw, nie za$ uzytej
metody. Zastuguje ona przeciwnie na wieksze jeszcze zastosowanie, gdyz
daje nam nadspodziewanie prosty sposob badania praw ci$nienia osmotycz-
nego w roztworach koloidalnych i zawiesinach.

§ 14. IDptyu) flukfuacyi gestosci na fluktuacye promieniotwdrczosci. Jesz-
cze o jednej spornej kwestyi wypada nam wspomnie¢, ktéra sie tagczy z na-
szym przedmiotem. Svedbergl usitowat dowies¢ istnienia fluktuacyi kon-
centracyi w roztworach wiasciwych, mianowicie uzywajac roztworu substancyi
promieniotworczej i mierzac fluktuacye pradu jonizacyi przezen wzbudzonego.
Sadzit, ze w takim razie fluktuacye pradu elektrycznego muszg by¢ wieksze
(w stosunku 1:72) niz t. zw. fluktuacye Schweidlera (843), wystepujace
wskutek przypadkowosci rozktadu promieniotworczego przy uzyciu statej
substancyi promieniotwdrczej, gdyz przy uzyciu roztworu kombinuja sie fluk-
tuacye dwadch czynnikéw niezaleznych: koncentracyi roztworu i predkosci roz-
ktadu promieniotwdrczego. Doktadna analiza prawdopodobienstwa wykazuje
jednak btagd w argumentacyi Svedberga i dowodzi, ze nie powinna tu ist-
nie¢ dostrzegalna roznica miedzy substancyami stalemi a roztworami, jako
czynnikami jonizujgcymi—przynajmniej jezeli stuszne jest powszechnie dzisiaj
przyjete przypuszczenie, ze rozklad atomu nie zalezy od koncentracyi sub-
stancyi, ani od rozktadu innych atoméw. Wobec tego wyniki doswiadczalne
Svedberga, ktéore zdawaly sie potwierdza¢ jego rozwazania teoretyczne,
przedstawiajg sie zupetnie zagadkowo; na razie wycigganie jakichbadZ kon-
kluzyj bytoby przedwczesne.

§ 15. Czasowa zmienno$¢ fluktuacyi gestoéci. Badania doswiadczalne,
ktére omawialiSmy w § 12, dowodzg, ze czastki rozrzedzonych roztworéw ko-
loidalnych uktadaja sie zupetnie przypadkowo i nieregularnie, zupetnie jak
drobiny gazu idealnego. Wykazujg one zatem w sposob bardzo prosty i oczy-
wisty 6w charakterystyczny rys teoryi kinetycznej, ktéry nazwaliSmy inde-

) Th. Svedberg, Ark. f. Kemi, Svensk. Akad. 4, Wa 22, 1911; Phys. Zeitschr. 14,
p. 22, 1913; M. Smoluchows ki, Phys. Zeitschr. 13, p. 1074, 1912; E. v. Schweidler
Phys. Zeitschr. 14, p. 198, 1913; T. Ehrenfest, Phys. Zeitschr. 14, p 675, 1913; Th.
Svedberg, Phys. Zeitschr. 15, p. 512, 1914.

Prace mat.-fiz., t. XXV. 16
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terminizmem. Ale ponadto stwierdzajg one jeszcze fakt o zasadniczem
znaczeniu dla tejze teoryi: ze uklad czgstek ciggle sie zmienia, gdyz poruszajg
sie one bezustannie.

Pewnego rodzaju miare tej zmiennosci mogtby stanowi¢ przecietny kwa-
drat réznicy dwéch po sobie nastepujacych liczb; wielko$¢ ta musi zaleze¢
w dosé zawity spos6b od ksztattu przestrzeni, wypetnionej emulsya, od prze-
dziatéw miedzy kolejnemi wyznaczeniami liczb czgstek, a oprécz tego od wia-
Sciwej ruchliwosci tychze. Prawidta tych zjawisk do dzi$ dnia jeszcze nie sa
wyswietlone, ale tyle przewidzie¢ mozna, ze wystapi tu zasadnicza roéznica,
zaleznie od wielkosci przedziatdéw. W razie jezeli sg one bardzo dtugie, czastki
przybiorg za kazdym razem uktad, niezalezny od poprzedniego, i zmiennos¢
przypadkowa tych liczb daje sie stosunkowo fatwo wyznaczyé. Natomiast
w razie dostatecznie krotkich przedziatéw zmienno$¢ musi przedewszystkiem
zaleze¢ od ruchliwosci owych czastek i moze stuzy¢ za pewng miare tejze.

Tym sposobem badania te wigza sie swojg trescig ze zjawiskiem oddaw-
na znanem pod nazwg ruchowi Browna, do ktérych w dalszym ciagu prze-
chodzimy.

Il. Ruchy Broiuna.

§ 16. Zarys historyczny. Dzieje wiadomosci naszych o t. zw. ruchach
Browna stanowig tak ciekawy rozdziat w historyi Fizyki, ze wypada im na
tem miejscu poswieci¢ kilka stow. Dowodza one bowiem, jak zjawisko, od
dawien dawna znane i niezliczone razy obserwowane przez badaczy zajetych
pracami mikroskopowemi, mogto p6jsé w niepamieé i doznawato pogardy ze
strony nauki oficyalnej, zapoznawajacej przez dtugie lata jego wtasciwg istote.
Pokazujg tez, jak puste i bezptodne sg usitowania eksperymentatoréw, nie
kierujacych sie teoryg racyonalng, jak wreszcie zjawisko pogardzane od razu
sie wyjasnia i nabiera pierwszorzednego znaczenia, jako wazne ogniwo w dzi-
siejszym pogladzie atomistycznym, gdy tylko teorya witasciwa data klucz do
jego zrozumienia i blizszego zbadania.

Nazwa ,,ruchu drobinowego" (Molekularbewegung) pochodzi od angiel-
skiego botanika Browna, ktoéry w r. 1827 zauwazyt przy badaniach mikro-

Bibliografie badan nad ruchem Browna” oraz dyskusye réznych prac nad tym
przedmiotem czytelnik znales¢ moze w rozprawie mojej: M. Smoluchowski, Rozpr. Akad.
Krak. 46, p. 257, 1906; Ann. d. Phys. 21, p. 756, 1906; oraz w artykutach sprawozdawczych:
St. Jahn, Jahrb. d. Radioakt. 6, p. 229, 1909; Th. Svedberg. ibidem 10, p. 467, 1913;
wreszcie w ksigzce: Dr. Haas-Lorentz, Die Brown’sche Bewegung, Braunschweig 1913.
Badania Perrina i jego szkoly sg dobrze przedstawione w artykutach: J. Perrin, Die
Brown’sche Bewegung i t. d. Kolloid, chem. Beihefte 1, p. 221, 1910; Rapp. Congres Solvay,
Les preuves de la realite moleculaire, Paris 1912.
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skopowych, ze drobne ziarnka skrobi, zawieszone w cieczy, wykonujg niere-
gularne, trzesace ruchy, przypominajace ruchy roju komaréw albo gromady
mrowek, a przy blizszem badaniu przekonat sie, ze jest to zjawisko ogdlne,
wykazywane przez jakiebadz drobne czastki substancyj organicznych lub tez
anorganicznych, jezeli sie znajduja w takich warunkach.

Zjawisko same, co prawda, juz inni uczeni przed Brownem spostrze-
gli, jak Needham 1750, von Gleichen 1764, ale blizej niem sie nie za-
jeli. Z nazwg owa Brown #tgczyt zreszta mysl nieco odmienna od naszego
dzisiejszego pogladu, gdyz przez molekuty — pojecie wéwczas jeszcze nie
tak wyraznie skrystalizowane jak dzisiaj — rozumiat wtasnie owe drobne, po-
ruszajgce sie czastki; wiec nazwa oznaczata tylko fakt zauwazony, bez ja-
kiejkolwiek mysli jego wyttémaczenia.

W pozZniejszych czasach natomiast pojawito sie wiecej pomystow wytto-
maczenia, niz istotnych przyczynkéw do znajomos$ci zjawiska samego. Po-
wodem jego powstawania miaty by¢: wewnetrzna cyrkulacya ws$rod cieczy
(S. Exner), prady konwekcyjne wywotane przez promienie cieplne, pochito-
niete przez czastki (Regna ult), zjawiska radyometryczne (Kolacek,
Quincke), roznice napiecia wtoskowatego wskutek zanieczyszczeh (Maite-
zos, Mensbrugghe), nieréwnosci napiecia wloskowatego wskutek ogrza-
nia (Quincke), sity elektryczne (Jevons, Riihlmann), specyficzne sity
odpychajace (Meade Bache) it d Niektérzy wreszcie autorowie upatry-
wali w tem zjawisku objaw wewnetrznych ruchéw drobinowych, ws$rdd cieczy
panujacych (Wiener, Cantoni, Thirion, Carbonelle, Gouy), nie
potrafili jednak na og6t poda¢ argumentéw decydujgcych na korzysé tej in-
terpretacyi. Z pomiedzy tych ostatnich najtrafniejszemi z dzisiejszego punktu
widzenia wydajg sie nam rozwazania Gouy’a; autor ten istotnie zdotat
swemi doswiadczeniami do pewnego stopnia wykaza¢ niezalezno$¢ owego zja-
wiska od takich zewnetrznych okolicznosci, jak natezenie oswietlenia, wstrza-
$nienia, parowanie cieczy i t. d., co w zwigzku z jego powszechnoscig wyklu-
cza z gory przewazng czes$¢ innych, wymienionych poprzednio, hypotez.

Pozostawato jednak nietkniete whasciwe jadro tej kwestyi: t. j. czy zja-
wisko obserwowane odpowiada ilosciowo wymogom teoryi atomistyczno-Ki-
netycznej. Pod tym wzgledem zdawata sie istnie¢ sprzecznos$é zasadnicza.
Predkosci czastek, podane np. przez F. Exnera, wynosity mniej wiecej
0 0003 cm./sek. (dla czgstek gumiguty o $rednicy 0-001 mm. w wodzie). Tym-
czasem przyjmujac, zgodnie z teoryg kinetyczng, ze S$rednia energia drobin
cieczy musi sie réwnac energii kinetycznej owych czastek, otrzymatoby sie
predkosé teoretyczng rzedu 0-4 cm./sek., wiec przeszto tysigc razy wieksza.

Sprzecznosci miedzy spostrzezeniami réznych autoréw oraz réznorod-
nos¢ i chwiejnos¢ teoretycznych ttdmaczen zapewne byty powodem, ze wogdle
zjawisko to ignorowano, tak ze w zadnem z obszernych dziet i podrecznikéw
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Fizyki (z jedynym wyjagtkiem Lehmanna ,,Molekularphysik®) az do ostat-
nich lat ani wzmianki o niem nie znajdujemy. Jak obca za$ ogdtowi uczo-
nych byta mysl o jego molekularno-kinetycznej istocie, tego dowodzi charak-
terystyczny fakt, ze wéwczas gdy w ostatniem dziesiecioleciu ubiegtego wieku
szkota energetykdw i fenomenalistow (Mach, Ostwald, Zermelo it d)
okrzyczata poglady atomistyczno-kinetyczne, jako naiwne, nie naukowe wie-
rzenia, nie znalazt sie nikt, nawet po stronie zwolennikéw owych pogladdw,
ktoby wskazat byt na ruchy Browna, jako na oczywisty dowdd termicznych
ruchéw drobinowych.

Gdy za$ w latach 1905 i 1906 pojawity sie prace teoretyczne Einsteina
oraz autora niniejszego referatu, ktére obie, przy uzyciu metod rozumowania
catkiem odmiennych, prowadzity jednak do wynikéw zgodnych co do wiasci-
wej istoty ruchdw Browna, eksperymentatorowie zajeli sie tym przedmiotem
na nowo, stosujgc jedyng wiasciwg w tym przypadku metode badania, po-
legajaca na sporzadzeniu statystyki przesunieé¢, osiggnietych przez czastki
w pewnych czasach. Zrozumiano, ze owe liczby, ktére Exner uwazat za
miare predkosci czastek, nie odpowiadaja bynajmniej predkosci ruchu rzeczy-
wistego, tylko sg to wypadkowe przesuniecia, wynikajgce z geometrycznego
sktadania wielkiej liczby drobnych wychyleh, posiadajgcych wszystkie mozli-
we oryentacye w przestrzeni. Znikta zatem tez sprzeczno$¢ wyzej zaznaczona,
gdyz oczywiscie przesuniecie, osiggniete w jednostce czasu, musi by¢ wielko-
§cig znacznie nizszego rzedu, niz rzeczywista predkos$é ruchu, odbywajacego
sie po niezmiernie zawitym, zygzakowatym torze.

Co do owych prac teoretycznych zaznaczy¢ wypada pewng rdznice pun-
ktu wyjScia. Rozwazania Einsteina maja charakter wiecej abstrakcyjny,
gdyz wyptynety z ogéinych jego badahn w zakresie Mechaniki statystycznej;
on tez pierwszy podat wzor teoretyczny, okresSlajgcy przesuniecia czgstek za-
wieszonych w cieczy; ale na razie pozostawit on kwestye otwartg, czy przewi-
dziane teoretycznie zjawisko odpowiada temu, co znane bylo jako ruch
Browna. Autor niniejszej pracy? za$ przekonany byt o molekularno-kine-
tycznej istocie ruchu Browna od roku 1900, kiedy sie dowiedziat z pracy
Exnera o jego istnieniu, i od tego czasu usitowat stopniowo rozwijac jego
teorye, rozwazajgc zrazu prawdopodobny ukiad czastek, nastepnie zjawiska
ruchu, wynikajace z kombinacyi drég swobodnych, wreszcie sam mechanizm
ruchéw czastek, spowodowanych przez uderzenia drobin otaczajacych. W wy-

H A Einstein, Ann. d. Phys. 17, p. 549, 1905; 19, p. 371, 1906; Zeitschr. f. Elek-
trochem. 13, p. 41, 1907; 14, p. 235, 1908.

2 M. Smoluchowski, Rozpr. Akad. Krak. 46, p. 257, 1906; 47, p. 179,
Ann. d. Phys. 21, p. 756, 1906; 25, p. 205, 1908; Buli. Acad. Crac. 1913, p. 418.
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nikach spotkat sie z Einsteinem, odrebng drogg postepujacym. Autor tez
pierwszy na to zwrécit uwage, ze zjawiska analogiczne, ale kierowane nieco
odmiennemi prawami ilosciowemi, muszg wystepowaé w gazach. Przedmio-
tem tym zajmiemy sie jeszcze w § 30.

W rzedzie eksperymentatoréw, ktérzy podjeli owe badania, nalezy wy-
mieni¢ przedewszystkiem Svedberga i Perrina, wraz z ich wspoipra-
cownikami. Zwlaszcza temu ostatniemu uczonemu udato sie sprawdzi¢ z wiel-
ka doktadnoscig wzory teoretyczne, odnoszace sie do ruchéw Browna, jako
tez do rozktadu czastek w polu grawitacyjnem (§ 33—35), tak ze pomiary
takie moga na odwrot postuzy¢ do obliczenia liczby Avogadra, tej funda-
mentalnej statej w teoryi kinetycznej.

Konczac ten przeglad historyczny, wypada moze jeszcze zwréci¢ uwage
na jedng z nowszych prac teoretycznych, t. j. dysertacye doktorskg pani
De Haas-Lorentz,l) zawierajacg dobre streszczenie wszystkich innych ba-
dan teoretycznych na tem polu, wraz z pewnemi wiasnymi przyczynkami au-
torki, ktére stanowig wcale interesujgce uzupetnienia dotychczasowej teoryi.

§ 17. Przyblizone bezpo$Srednie obliczenie przesunie¢ W osrodku ciekiym.
Zasadnicza mysl, na ktorej spoczywa teorya ruchoéw Browna, jest przyjecie,
ze czgstki zawiesiny (0 pewnej temperaturze) zachowujg sie do pewnego stop-
nia analogicznie jak drobiny, a mianowicie, ze $rednia energia kinetyczna ru-
chu postepowego, wykonanego przez $rodek masy takiej czastki, réwna sie
Sredniej energii ruchu postepowego, jaka posiada drobina gazowa przy tejze
temperaturze. Oznaczajgc mase czastki przez M, mase drobiny przez m,
predkos¢ czastki przez C, predkos¢ drobiny przez ¢, mamy:

MC2— mc2= (21)

Przyjecie to odpowiada podstawowemu zatozeniu teoryi kinetycznej ga-
z6w i jest bezposrednig konsekwencyg Maxwella zasady ekwipartycyi
energii. Analogia drobin gazowych i czgstek emulsyi zostata zresztg takze
empirycznie stwierdzona w zjawiskach, omawianych w ustepach § 12, 34.

W mysl tego. co poprzednio juz powiedziano, nie chodzi jednak przy po-
miarach do$wiadczalnych o predko$¢ C, tylko o przesuniecie, osiggniete po
uptywie danego czasu, ktére jest suma geometryczng wielkiej liczby drobnych
przesunieé¢, dokonanych z predkoscig $rednig C we wszystkich mozliwych
kierunkach. Do ilosciowej oceny tego przesuniecia mozna doj$é r6znemi me-
todami argumentacyi.

Y O. L Dr. Haas-Lorentz, Die Brown’sche Bewegung u. einige verwandte Er-
scheinungen, Braunschweig 1913.



216 M. Smoluchowski. (30)

Najbezposredniejszy, cho¢ rachunkowo mniej $cisty od innych sposéb
jest nastepujacy:

Wedtug znanych praw Mechaniki ruch ciata M, rzuconego w ciecz lepka
z predkoscig poczatkowa CO, musiatby sie opéznia¢ wedtug prawa wyktadni-
czego:

~ = Qe * , (22)

przyczem W oznacza spétczynnik oporu dla owego ciata, wynoszacy np. dla
kuli wedtug prawa Stokesa
W= 6n”"a (23)

Opér pochodzi oczywiscie od uderzeh drobin otaczajgcego osrodka,
ktére przewaznie bedaprzeciwdziataty chwilowemu ruchowi ciata.Impulsy
uderzen nie bedg jednak rozmieszczone zupetnieréwnomiernie, lecz musza
powsta¢ pewne przypadkowe nadwyzki, posiadajace sktadowe, prostopadte
do poczgtkowego kierunku X, i te sktadowe impulsy muszg czastce z czasem
nada¢ odpowiednie predkosci sktadowe w kierunkach Y> Z Poniewaz za$
wedtug (21) przecietna energia kinetyczna ma zachowaé¢ warto$¢ niezmienna,
widzimy, ze dla czastki poruszajacej sie z ,,drobinowg" predkoscig, hamowa-
nie ruchu w kierunku X i réwnoczesne nabywanie sktadowych predkosci
prostopadtych sg zjawiskami ze sobg sprzezonemi, wypadkowa predkos$é po-
zostaje niezmieniona, tylko tor sie zakrzywia.

Jako miare czasu, podczas ktorego ruch zachowuje pierwotny kierunek,

. o . M .
mozna uwazac czas relaksacyi «+ = — ; po uptywie tego czasu czgstka poru-
w

sza sie w kierunku zupetnie zmienionym, pod katem zaleznym od przypadku.
Mozna zatem ruch czgstki poroéwna¢ z ruchami drobiny gazowej, dla ktoérej
przecietna dtugos¢ ,,drogi swobodnej" (t. j. drogi miedzy kolejnemi spotka-
niami) wynosi:

X= Cz

i ktéra przy kazdem spotkaniu zmienia kierunek ruchu catkiem przypadkowo.
Tym sposobem zagadnienie nasze zredukowaliSmy do obliczenia $redniego
przesuniecia z pozycyi pierwotnej, osiggnietego przez drobine gazowg po
przebyciu wigkszej liczby ,,drog swobodnych" X we wszystkich mozliwych
kierunkach.

Oto6z tatwo moznaby obliczy¢ przecietny kwadrat odlegtosci, osiggnietej
po w-krotnem spotkaniu, przyjmujgc kazdorazowe drogi S jednakowo dtugie.
Jezeli kat zawarty miedzy kierunkami promienia wodzgcego rMi i drogg S
Oznhaczymy przez g mamy:

ron= rh-i -\-s2— 2 rn\s cos
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a poniewaz wszystkie katy nachylenia @sg jednakowo prawdopodobne, jezeli
kierunki drég po sobie nastepujacych sg catkiem niezalezne, bedzie

r2,= r2, i+ s2-

Przecietny kwadrat odlegtosci, osiggnietej w czasie t, to jest po prze-
byciu n drég s, skombinowanych wedtug regut przypadku, bedzie zatem:

r\ = ns2= — C2zx = C2tz. (24)

Nie jest tojednak jeszcze &éw wzor, ktory nalezystosowaé w naszym
przypadku, gdyz w rzeczywistosci drogi s nie sg wszystkiejednakowe, tylko
istnieja drogi wszelkich mozliwych dlugosci, a prawdopodobieristwo tychze
okreslone jest wzorem Clausiusa:

s

P (s)ds = 6~ ds. (25)

Wywodd poprzedni zmieni sie wowczas o tyle, ze zamiast S2 nalezy pod-
stawi¢ Srednig warto$¢ kwadratu tych drdg, czyli:

rlh= ns2.
Poniewaz za$

uu

s2= TsiP(s)ds = 2X2

otrzymujemy przy uwzglednieniu zmiennosci tych drég wyrazeniel
r\ = 2n\2= 2C2tz. (26)
Stosujgc ten wynik do ruchu Browna, mamy zatem

2 m i 27)
N W v

Jezeli za$ chodzi nam o wyznaczenie przesuniecia sktadowego w Kie-
runku statym, ktéry obra¢ mozemy za 0§ X, w takim razie widocznie na

podstawie zwigzku
Ax2-f- Ay2-f- As2= r,.2

X W odmienny spos6b wyprowadzitem taki wz6r dla drobin gazowych w pracy
Buli. Akad. Crac. 1906, p, 203; Rozpr. Ak. Krak. 46, p. 129, 1906.
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$rednia warto$¢ kwadratu rzutu \X, osiggnietego w diuzszym czasie, bedzie
trzecig czescig przecietnego kwadratu catkowitej odlegtosci od punktu wyijscia:

Otrzymujemy zatem wzor koncowy dla skiadowej Sredniej odlegtosci,
osiagnietej w danym czasie, w formie zwykle podawanej, jezeli jeszcze za

Einsteinem wielkos¢ %/\V nazwiemy ruchliwoscig czastki (= predko$¢ odpo-

wiadajaca jednostce sity) i oznaczymy ja znakiem B :
(28)

§ 18. Dyskusya wyniku. W obliczeniu powyzszem trzeba byto zasto-
sowaé uproszczenia rachunkowe, oddalajace sie do$¢ znacznie od rzeczywi-
stosci, gdyz drogi S witasciwie nie sg prostolinijne, a w zwigzku z tem istnieje
pewna dowolno$¢ w przyjeciu co do diugosci czasu t it. d Dlatego tez
a priori mozna oczekiwaé tylko tyle, ze wzér koncowy trafnie okresla¢ bedzie
rzad wielkos$ci \x2, oraz ogo6lng zalezno$¢ od réznych czynnikéw, nie za$
spotczynnik liczbowy.Przekonamy sie jednak pdzniej, ze Scislejsza teorya
do tego samego dochodzi wyniku.

W kazdym razie metoda ta daje wyrazny obraz catego zjawiska i wy-
starcza do okreslenia jego rysow charakterystycznych. Pod tym wzgledem
podkreslimy zwilaszcza nastepujgce wnioski:

1) Srednie odlegtoéci \X od pozycyi poczatkowej wzrastajg proporcye
nalnie nie do czasu t, tylko do pierwiastka z czasu; jest to prawidto bardzo
ogolne, cechujace zjawiska, ktore wynikaja wedtug zasad prawdopodobien-
stwa, jako wypadkowe z wielkiej liczby indywidualnych wydarzeh (mogacych
sie réwnie dobrze przyczyni¢ do catosci w sposob dodatni, jak i ujemny). Ro-
zumie sie rownoczes$nie, ze nie mozna wecale poda¢ ,,predkosci” ruchéw
Browna w zwyklem znaczeniu stowa, bo zalezy wszystko od dtugosci czasu
obserwacyi: im krotszy przecigg czasu bierzemy pod uwage, tem wiekszy be-

¥ Pierwotnie sadzitem, ze poprawi sie ten wzdér przez wprowadzenie pewnego spot-
czynnika liczbowego, wyprowadzonego na podstawie rozwazan zwigzanych z § 30 i wyno-

szacego a—y—o. Sciélejsza teorya (§ 24) oraz wyniki dos$wiadczalne (§ 28) przekonaty mnie,

ze ta poprawka nie jest uzasadniona. Zreszta w Owczesnej mojej pracy zastrzegtem sie
z gory, ze spoiczynnik liczbowy uwazam za watpliwy i do tego szczegétu obliczenia zadnej
nie przywiazywatem wagi. (Patrz Smoluchowski, Phys. Zeitschr. 13, p. 1071, 1912).
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dzie stosunek: odlegto$é/czas. Co prawda, istnieje tu granica waznosci
wzoru (28), gdyz stosowaé¢ go mozna tylko, dopdki stosunek ten nie przekra-
cza lub nie zbliza sie zbytnio do wartosci C. Dla krétszych przedziatéw, pod-
czas ktorych ruch odbywa sie prawie prostolinijnie, predko$¢ bedzie okreslo-
na i $rednia jej warto$¢ bedzie rowna C.

2) Ruch Browna jest catkiem niezalezny od gestosci czgstek poru-
szajgcych sie i zalezy tylko od ich rozmiaréw. Rozumie¢ to mozna, zwazyw-
szy, ze czastka o wiekszej masie M posiada wprawdzie mniejszg predko$¢ C,
ale za to przez dtuzszy czas t odbywa drogg przyblizenie prostolinijng, tak
ze w wartosci stosunku C2z wptyw masy znika zupetnie.

3) Ruchliwo$¢ Brownowska jest odwrotnie proporcyonalna do spét-
czynnika lepkosci cieczy. Od dawien dawna juz zauwazono, ze np. w glice-
rynie ruchy te sg bardzo stabe. Z drugiej strony takze znany przyspieszajacy
wplyw podniesienia temperatury pochodzi przedewszystkiem od zmniejszenia
lepkosci.

4) Ruchy Browna wzrastajg w odwrotnym stosunku do promienia
czgstek. Rowniez i ten fakt byt znany od samego poczatku, ze mniegjsze
czastki szybcej sie poruszajg od wigkszych, ale doktadnych danych liczbo-
wych dostarczyli dopiero pozniejsi eksperymentatorowie. Zresztg zajmiemy
sie pézniej (§ 28) jeszcze szczegOtowg dyskusya nowszych badan.

§ 19. Prauuo rozktadu przesunieé. Wypada nam jeszcze zastanowic sie
nad jedna kwestya, ktdrej nie rozwigzat wywod dotychczasowy. Bo wpraw-
dzie udato sie nam wyznaczyé Srednig wielko$¢ przesunieé, ale nie zastana-
wialismy sie jeszcze, wedtug jakiego prawidta rozdzielone sg odlegtosci, prze-
byte przez czgstki w jednakowych czasach.

Rozumowanie powyzsze daje nam odpowiedZz bardzo prostg co do tego
punktu. Poréwnywalismy nasza czastke z drobing gazowa, zakreslajaca drogi
swobodne X, skierowane po kazdem spotkaniu z jednakowem prawdopodo-
bieristwem w jakimbadz kierunku przestrzeni. Réwnie prawdopodobne sg za-
tem kazdym razem dodatnie jak i ujemne przyrosty wielkosci hx. W catosci
pozostanie suma dodatnia, o ile przypadkowo wytworzy sie nadmiar przesu-
nie¢ dodatnich ponad ujemnemi; do okreslenia tego prawdopodobienstwa zas
stuzy znane ,,prawo btedow" Gaussa.

Jezeli bowiem pojedyncze zjawisko réwnie dobrze moze mie¢ znak do-
datni jak ujemny, wtedy prawdopodobienstwo, azeby wyniki n préb miaty
znak dodatni y razy czesciej niz ujemny, bedzie:

p (i) = o o _ (29)
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co dla duzych n, y, na mocy wzoru Stirlinga, przechodzi na

1 f
P(?) e~ 2« d"(.

Przyjmujac wielko$ci przesunieé pojedyriczych + X jednakowe, takze
catkowite przesuniecie X jest proporcyonalne do ?, otrzymujemy widocznie
dla przesunigcia, zawartego miedzy x a x-\-dx, prawdopodobieristwo w for-
mie charakterystycznej dla rozdziatu btedéw:

P (x)dx _//u» (30)

przy czem Srednia warto$¢ przesunie¢ zwigzana jest ze sp6tczynnikiem a za-
pomoca wzoru:

X*= b * (31)

taczac ten wynik z wzorem (28), dochodzimy do konkluzyi, ze prawdo-
podobienstwo przesunieé¢ przy ruchu Brownowskim okreslone bedzie
wzorem

. 2

PIA ¢ sitnoBt © dx (32)

Zupetnie ten sam rezultat daje sie rowniez wyprowadzié¢ pod ogdlniej-

szem zatozeniem, ze przesuniecia X sg rézne, jezeli tylko spetnione sg wa-

runki: ze 1) dodatnie i ujemne wartosci przesunie¢ K sa réwnie prawdopo-

dobne; 2) przesuniecia pojedyncze K sa zjawiskami wzajemnie niezaleznemi:
3) liczba ich jest duza.

§ 20. Stwierdzenie dos$wiadczalne prawa rozktadu przesunie¢. Wzér (30)
sprawdzili Perrin i Chaudesaigues przy sposobnosci badan, o ktoérych
jeszcze dalej w 8§ 28 bedzie mowa, obserwujgc przesuniecia \X czastek pew-
nej emulsyi gumiguty (o promieniu a = 0-212 jj.), doznane w przedziatach 30
sekundowych. Tabliczka nastepujgca wskazuje w pierwszym rzedzie wiel-
kos¢ przesunie¢ (w mikronach), w drugim rzedzie czesto$¢ owych przesuniec,
doswiadczalnie wyznaczong, wtrzecim rzedzie od powiednie liczby, obliczone
na podstawie wzoru (30) przy empirycznem okresleniu spétczynnika a;

A 0—1-7 -3-4 —51 -6-8 —85 -10-2 —11-9 -13-6 -15-3 —170

P dos. . . 48 38 36 29 16 15 8
P obi. . . 44 40 35 28 21 15 10
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Podobnie mozna tez (wedtug Langevina) wykres$li¢ z wspbélnego po-
rzadku spétrzednych widziane pod mikroskopem (w ptaszczyznie XY) przesu-
niecia, jako wektory o diugosci VX'i-\-y2 Diagram tak otrzymany przy-
pomina wyglagdem swym tarcze, ktorej srodek stuzyt jako cel przy strzelaniu,
a poréwnanie ilosciowe z wzorem teoretycznym dwuwymiarowym

P(r)dr= 2ae-allrdr, (33)

ktéry sie tatwo wyprowadzi¢ daje z (30), przedstawione jest w zestawieniu ni-
niejszem. Liczby, w rzedzie pierwszym wypisane, oznaczajg zewnetrzne pro-
mienie stref kotowych (przy czem jako jednostka stuzy czwarta czes¢ pier-
wiastka z empirycznie wyznaczonego sredniego kwadratu odlegtosci od srodka),
liczby drugiego szeregu okre$lajg, wiele punktéw wpada w owe strefy, a licz-
by trzeciego szeregu wielkosci, obliczone na mocy wzoru (33):

r 1 2 3 4 5 6 7 8 @
P dos. . . 34 78 106 103 75 49 80° 17
P obi. . . 32 83 107 105 75 50 27 14

Uzna¢ trzeba, ze jest to piekne potwierdzenie prawidet rozdziatlu przy-
padkowego.

§ 21. Zwiazek z teorya dyfuzyi. Wzér (32), okre$lajagcy prawdopodo-
bienstwo przesunieé, daje sie napisa¢ w postaci:

1

P(x) dx- e *Drdx, (34)
2VvDt
przy uzyciu skrocenia:
1
. ™ * * * 35
° N N 6rpa (35)

Jezeli zatem w chwili t—0 istniat pewien dany rozkiad czagstek wzdtuz
osi X, tak ze gesto$¢ ich — to znaczy liczba czastek przypadajgca na jed-
nostke objeto$ci — byta oznaczona przez funkcye FO(X), woéwczas po upty-
wie czasu t ustali sie rozktad prawdopodobny:

+ co

1 (s-S)a .
F(x, t)= fK (X)e 4ut di. 36
(x, 1) o\ %Dt ) (36)

) Analogiczne rozwazania podatem dla dyfuzyi drobin gazowych w Rozpr. Akad.
Krak. 46. p. 129, 1906.
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Znaczy to, ze na mocy rozktadu poczatkowego przepowiadamy rozkiad
pozniejszy, czyli podajemy skutek samoistnej dyfuzyi czgstek emulsyi. Wia-
domo istotnie,? ze w tej wiasnie formie (36) przedstawia sie catka og6lna za-

sadniczego réwnania dyfuzyi:
3F 3F

<37>

i tatwo sprawdzi¢ mozna ,,a posteriori4, ze wyrazenie (36) zado$¢ czyni temu
réwnaniu.

Poznajemy zatem znaczenie spétczynnika D, ktérypowyzej jako skroé-
cenie wprowadziliSmy: jest to spOtczynnik dyfuzyi czastekemulsyi,a zwig-
zany jest on z $redniem przesunieciem, osiagnietem przez czastki w czasie t,
w skutek swych ruchéw Brownowskich, réwnaniem

Aa? = 2Dt. (38)

Do wyprowadzenia tego zwigzku nie potrzeba zresztag nawet znaé¢ prawa
rozktadu (34), wystarczy (za Einsteinem) nastepujace rozwazanie:

Niech funkcya (4) oznacza prawdopodobieristwo, azeby czastka w cza-
sie t nabyla przesuniecia, zawartego miedzy i i W takim razie
rozktad czastek, ktory sie ustanowi w czasie t, bedzie zwigzany z pierwot-
nym rozktadem FO(cc) zapomoca zwigzku:

Ft(x)=fFa(x+t)<t(i)dk. (39)

Rozwijajac FO(x-j-£) na szereg Taylora izwazajac ze
/<p($)dg = I, = 0, =
mozna prawa strone tego réwnania zastgpi¢ przez

e 2 2

jezeli czas t bedzie tak krotki, ze Srednie odstepy czastek beda dostatecznie

mate, a zatem bedzie mozna poming¢ dalsze wyrazy szeregu Taylora.
Zmiana liczby czgstek rowna sie zatem dla dostatecznie krétkich cza-

sow t:
F(x)-F3(x)= k= A&

I) Poréwn. np. Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen Il t., p. 125.
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co w zwigzku z zasadniczem roéwnaniem dyfuzyi (37) daje zndw nasz wzor
(38). Stabg strong tego wywodu jest to, ze wzbudza on mniemanie, jakoby
wzor ten byt wazny tylko dla krétkich czaséw t.

§ 22. Doswiadczenia nad dyfuzya emulsyi. Istnienie zjawisk dyfuzyi
w tego rodzaju emulsyach znane byto juz S. Ex ner owi wr. 1867, ale ilo-
$ciowe obserwacye sa bardzo utrudnione powolnosciag tych zjawisk, czyli ma-
toscig liczby D. Zwykle nawet chemicy uwazali dawniej — przed powstaniem
powyzszej teoryi — brak cisnienia osmotycznego za jedne z cech charaktery-
stycznych dla roztwordéw koloidalnych.

Udato sie jednak L. Brillouin owi ™ wykona¢ nawet precyzyjny po-
miar iloSciowy tego spotczynnika dla emulsyi gumiguty, zapomocy metody
bardzo pomystowej. Polegata ona na fakcie, ze czastki gumiguty, zawieszone
w glicerynie, przylepiajg sie do $cian naczynia szklanego, gdy tylko przypad-
kowo sie z niemi zetkng. Powoduje to zmniejszenie koncentracyi warstw po-
wierzchownych, ktéremu przeciwdziata dyfuzya z giebszych warstw, tak ze
z liczby czastek gumiguty, ktére sie osadzaty na Scianie w pewnym czasie,
obliczy¢ sie daje spétczynnik dyfuzyi.

Brillouin otrzymat w owym przypadku (ziarna gumiguty o promie-
niu 0*52 [i) D= 2-3.10-11, a zatem liczbe 140 000 razy mniejszg niz spotczyn-
nik dyfuzyi cukru w wodzie, a stwierdzit rdwnoczes$nie zgodno$¢ jej z réwna-
niem (35), okre$lajagcem zwigzek z rozmiarami czastek i lepkoscig cieczy.
Einstein?2 pokazat zresztg, ze wzér ten jest wazny w szerszym zakresie, niz
a priori przypusci¢ mozna, gdyz nawet dla drobin cukru wielko$¢ spétczyn-
nika dyfuzyi zgadza sie bardzo dobrze z wielkosScig tych drobin, innemi meto-
dami wyznaczong. Pomiary dyfuzyi dajg sie zatem uzy¢ do oceny rozmiaréw
czastek tak matych, ze inne metody zawodza.

§ 23. Obliczenie ruchéw Browna na podstawie dyfuzyi. Rozumowanie,
stosowane w § 17, dato nam poglad bezposredni na mechanizm ruchéw
Browna, ale posiadato te niedogodnos¢, ze wymagato pewnych uproszczen
rachunkowych, ktdére pociggajg za sobg niepewnos¢, czy we wzorze (28) nie
nalezy wprowadzi¢ jeszcze jakiego$ spotczynnika liczbowego. Pod tym wzgle-
dem inne metody, natury wiecej posredniej, dajg Scislejsze wskazéwki. Tak

®» L Brillouin, Ann. chim. phys. 27, p 412, 1912.
Obserwacye nad dyfuzyg roztworéw koloidalnych zitota wykonat Th. Svedberg,
Zeitschr. f. phys. Chem. 67, p. 105, 1909.

2 A. Einstein, Ann. d. Phys., 19, 289, 1906; pewna omyitke rachunkowa aut

pézniej poprawit: A. Einstein, Ann. d. Phys. —, p. —, 1911; Banellin, C R —, p.
1911.
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mozna (wedtug Einsteina)l za punkt wyjscia obra¢ poprzedni nasz wnio-
sek koricowy o istnieniu zjawisk dyfuzyi, wigzac go z prawami ci$nienia
osmotycznego, omawianemi w 8 12, 33—35.

Predkos$¢ ruchu dyfuzyjnego daje sie obliczy¢, jezeli sie opieramy na
powszechnie przyjetej hypotezie, ze dyfuzye sprowadzi¢ mozna do dziatania
fikcyjnego cisnienia osmotycznego, ktére czastki z miejsc wiekszej koncen-
tracyi posuwa ku miejscom o mniejszej koncentracyi. Dla roztworu rozrze-
dzonego przyja¢é mozna w kazdym razie prawo Vant’'Hoffa (8 12), ktore
przez wprowadzenie liczby czastek n, zawartych wjednostce objetosci, przyj-

muje ksztatt
p=n . (49

Jezeli liczba n jest zmienna w kierunku osi X, na czastki zawarte
w warstwie o grubosci Acc musi dziataé nadwyzka cisnienia osmotycznego:

P = gp \x = —f-_kur'\qu (41)

Kazda z tych czastek podlega utamkowi catej sity F, ktéory otrzyma-
my, dzielac F przez n\x; czastki nabywajg wskutek jej dziatania predko-
$ci postepowej:

_ 1 3n HO
U ndx N~ N

gdzie B znéw oznacza ruchliwo$¢ czastek, czyli odwrotnosé spétczynnika oporu.

Z drugiej strony masa czastek, przechodzacych przez przekroj jednost-
kowy w czasie jednej sekundy, musi sie rownac iloczynowi spadku koncen-
tracyi i spotczynnika dyfuzyi:

nu= ~ DZ- (43)

zatem zgodnie z réwnaniem (35) wynika sp6tczynnik dyfuzyi:

Wreszcie, na mocy rozwazan § 21, lub podobnych argumentacyj, udo-
wadniamy wz6r (38):
\x2= 2Dt

i dochodzimy tym sposobem zndéw do tego samego wyniku (28) jak przedtem.
3 Sprawozdanie z dokiadnych pomiaréw dyfuzyi czastek gumiguty, wykonanych prz

pomocy centryfugi, ogtosit podczas druku niniejszej pracy I. Nordlund, Zeitschr. f. phys.
Chemie 87, p. 40, 1914.
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§ 24. Obliczenie oparte na rozktadzie czastek W polu grawitacyjnem. Prze-
ciwko wywodowi powyzszemu moznaby podnies¢ zarzut, ze polega on na
pewnej dwoistosci pogladéw na zjawisko dyfuzyi, gdyz z jednej strony ttdma-
czymy je, catkiem stusznie, jako wynik mikroskopijnych ruchéw Browna,
z drugiej strony za$ uwazamy je za skutek ,ciSnienia osmotycznego“, ktore
w tym przypadku jest raczej makroskopijnem pojeciem fikcyjnem.

Watpliwos¢ dotyczaca tego pojecia mozna jednak usuna¢, unikajac zu-
petnie jego wprowadzenia i formutujac powyzszy wywdd w nastepujacy spo-
s6b. Powotujemy sie na twierdzenie, ktére po6zniej (8 33) jeszcze obszer-
niej rozstrzasa¢ bedziemy, mianowicie, ze jednorodna emulsya pod wptywem
ciezkosci przyjmuje rozktad analogiczny do rozkiadu gestosci atmosfery
ziemskiej:

(44)

gdzie M oznacza mase czastek, p ich gestos¢, p gestosé osrodka.

Ustalenie sie takiego uktadu oznacza zréwnowazenie dwbéch tendencyj
przeciwbieznych: pradu, dazacego do wyréwnania koncentracyi wskutek ru-
chow Browna, oraz pradu, pochodzacego od opadania czgstek pod wpty-
wem ciezkos$ci. Liczby czastek, przechodzacych wskutek tych dwéch czynni-
kéw, z dotu do goéry i w kierunku przeciwnym, musza by¢ jednakowe, zatem:

(45)

Przez podstawienie wzoru (44) powracamy znOw do znanego nam juz
wzoru na spotczynnik dyfuzyi (35), a dalej tg sama droga, jak poprzednio, do-
chodzimy do prawidia (28).

§ 25. hangeuina metoda obliczenia. Podajemy jeszcze jedne metode
wyprowadzenia tego zasadniczego prawidta, ktérej zasada pochodzi od Lan-
gevinal, poniewaz jest rachunkowo bardzo prosta i tatwo daje sie dostoso-
waé do ogdlniejszych zatozenh.

Wyobrazmy sobie zbiorowisko ciat jednakowych, podlegajacych przy-
padkowym impulsom, wskutek uderzenn drobinowych. Chwilowe wartosci
jednej ze spétrzednych (oczywiscie dla wszystkich ciat tej samej), stuzacych
do okreslenia ich oryentacyi, oznaczmy przez a, przy czem warto$¢ poczatko-
wa dla kazdego ciata stawiamy a = 0. Moze nig by¢ np. rzut odlegtosci na
0o$ X, albo kat obrotu koto osi statej.

1) Jest to uproszczenie pewnej metody Einsteina: Ann. d. Phys. 19, p. 371. 1906.
2 P. Langevin, C. R 146, 530, 1908.
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Przyjmijmy dalej, ze energia kinetyczna takiego ciata daje sie wyrazic¢
W postaci
m ida.vim m" [d?\2

2 \di)rr 2 [dtj + ™
ze statymi spoOtczynnikami m, oraz ze zmiana spOtrzednej a potgczona jest

z oporem W ’dz. Réwnanie ruchu woéweczas bedzie postaci:
d2a ” da.
= <46)
Mnozgc przez a, otrzymujemy, po wykonaniu prostego przeksztatcenia,

m d2 , W d r, Ida\2

lub, catkujac wedtug czasu t i uwzgledniajgc, ze a= o dla czasu t= o,
m ddt @+ War= 1 aFdt+ 2tLc
2

Przez La rozumiemy tutaj czes$¢ energii kinetycznej L, zalezng od ru-

da
Uyt

Oto6z jezeli dodamy odpowiednie wyrazy réwnan dla wszystkich owych
ciat i podzielimy przez liczbe tychze, otrzymamy réwnanie, okre$lajace zalez-
nos¢ przecietnych wartosci a2:

ch

—_ w

OpuséciliSmy tu po prawej stronie wyraz 'Lfo.Fdt, gdyz wedtug
Langevina impulsy drobinowe, wyrazajgce sie w sitach F, majg charakter
zupetnie przypadkowy, zatem z réwnem prawdopodobiefnstwem mogg posia-
da¢ znak dodatni i ujemny, tak ze przecietna warto$¢ owego wyrazu musi by¢
znikomo mata, po dostatecznie dtugim czasie, w poréwnaniu z pozostajagcym
wyrazem 2 £La.

Ze wzgledu na Maxwella zasade ekwipartycyi energii mamy:

1 _ffe
La= 2 7. ; zatem otrzymuje sie przez catkowanie réwnania (47):
1

w

Poniewaz za$ poczatkowe wartosci a sg rOwne zeru, wiec wyraz, zawie-
rajacy statg catkowania ¢, musi znikna¢ i otrzymujemy wzoér dobrze nam juz
znany (por. (38)):
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2= 2" Bt (48)

w ogdlniejszej niz poprzednio postaci, przy czem zndw potozylismy ~ j=B

i rozumiemy przez te wielko$é: ruchliwosé spotrzednej a.

Zresztg takze metoda, przedstawiona w § 24, daje sie uogo6lni¢ w analo-
giczny sposob, jak wyzej wskazano.

Wreszcie wypada jeszcze wymieni¢ metode dowodzenia wzoru (28), po-
dang przez panig De Haas-Lorentz w jej rozprawie doktorskiej (por.
§16), w ktorej autorka zrobita uzytek ze sposobu argumentacyi, zastosowa-
nego w pewnej pracy Einsteina i Hopfa. Nie bedziemy tej argumentacyi
rozwijali na tem miejscu, gdyz jest bardzo zawita pod wzgledem rachunko-
wym, cho¢ z drugiej strony o tyle jest ciekawa, ze umozliwia obliczenie $red-
niej wielkosci impulséw, doznanych przez czastke ruchomag wskutek uderzen
drobin cieczy otaczajacej.

§ 26. Zastosowanie wzoru uogélnionego. WzOr ogdlny (48) daje sie sto-
sowac nie tylko do ruchu postepowego kuli (przez co powracamy do wzoru
(28)), ale takze do pewnych innych przypadkéw, jak np. do ruchu obrotowego
czagstki kulistej koto osi statej. Wowczas bowiem opor tarcia doznany przez
kule wynosi W = g7T]ia3, a zatem otrzymujemy:

- = t
Aet= T 47§a3 (V@

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzory dla ciat o postaci elipso-
idalnej, na mocy obliczen oporu, doznanego przez elipsoidy w osrodku lep-
kim. 2 Jezeli np. chodzi o ruchy postepowe krgzka (o promieniu a), mozna
go uwazac za elipsoide sptaszczong, diugosé matej osi pozostaje bez wpltywu
w granicznym przypadku i otrzymuje sie spétczynnik oporu dla ruchu w kie-
runku osi kragzka:

- = 16Jia,

oraz opér dla ruchéw réwnolegtych do ptaszczyzny krazka:

1 32
B2= 3

) Patrz Einstein, loc. cit
-) Por. np. H. La mb, Hydrodynamics, p. 555.

Prace niat.-fiz., t. XXV. 17
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Przecietny za$ opér dla wszystkich mozliwych oryentacyj, ktoéry miaro-
dajny bedzie dla dyfuzyi:

] > 112

+
B -3 ¢t -

W przeciwnym przypadku kranicowym, dla elipsoid wydtuzonych, spoét-
czynniki oporu nie daza do granicy okres$lonej; mozna jednak dla precikéw
obliczy¢ opor przyblizenie wedtug petnych wzoréw, podanych przez La mb a,
podstawiajac jako osi elipsoidy dtugos¢ i grubos¢ precika. Zastosowanie
znalazty te rachunki w doswiadczeniach Przibrama (8§ 29).

§ 27. Poréwnanie poprzednich metod dowodzenia. Poréwnywajac kry-
tycznie r6zne sposoby wyprowadzenia wzoru dla ruchow Browna, musimy
jeszcze zaznaczy¢ pewng stabg strone ostatnio podanego (Langevina),
to jest pominiecie wyrazu £/a.Fdt. Mozna sie tatwo zgodzi¢ na to, ze be-
dzie on wielkoscig stosunkowo matg, ale niewiadomo a priori, czy bedzie
wielko$¢ ta zupetnie znikoma, zwitaszcza, zew analogicznem obliczeniu réw-
nania charakterystycznego gazéw odpowiada on t. zw. ,silnikowiz Clau-
siusa If(Xx -f-Yy Zz)dt, ktérego tam wcale pomina¢ nie wolno.

Oprécz tego podnies¢ musimy jedne trudnos$é, wspolng wszystkim do-
tychczasowym wywodom owego wzoru, t. j. uzycie prawa oporu Stokesa.
Wiadomo, ze prawo to wazne jest tylko w pewnym obrebie predkosci, dla
t. zw. trwatych ruchéw powolnych, w ktéorych bezwitadnos$¢ cieczy odgrywa
role znikomg w poroéwnaniu zjej lepkoscia. Reynoldsa ,kryteryum po-

aCo
wolnosci ruchu”, wymagajace, zeby stosunek —b(- byt liczbg mata, jest za-

wsze spetnione, gdy chodzi o obserwacye ruchéw Browna dla czastek mikro-
skopijnych. Natomiast trudno dowies¢, ze owe ruchy sg dostatecznie trwate.

Nie znamy ogdélnego prawidta, okreslajgcego opér dla ruchéw zmien-
nych; w jednym przypadku za$, w ktérym udato sie rozwigza¢ rownania hy-
drodynamiczne, t. j. gdy chodzi o prostolinijny ruch wahadtowy, wykonywany
przez kule w osrodku lepkim, pokazuje sie, ze opdr uSmierzajgcy wahania wy-
nosi (dla predkosci 1):'»

W=6«|ifl (I +-i- |/2pT)’ (5°)

gdzie t oznacza okres wahan. Prawo Stokesa jest zatem wtym przypadku
wazne tylko, o ile wyraz dodatkowy w nawiasach jest znikomo maty. Chcac

¥ Poréwn. H. La mb, Hydrodynamics, p. 584.
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za$ poréwnac z tym przyktadem stosunki panujace przy ruchu Browna, wy-
padatoby podstawi¢ czas t z rozwazan § 17:

_ M_ 2aYy
1~ W 9>

tak ze 6w wyraz dodatkowy bytby wielkoscia, wynoszaca f wtasciwego oporu
Stokesa. Poczatkowo sadzitem istotnie, ze przyjecie wzoru Stokesa po-
cigga za soba pewng niedoktadnos¢ i ze trzeba wskutek tego zadowoli¢ sie
przyblizonem okre$leniem rzedu wielkosci ruchéw Brown a?2).

PozZniejszepomiary  doswiadczalne (§ 28)stwierdzity jednak wzoér (28)
z takg doktadnoscia,ze mozna to uwaza¢ za empirycznesprawdzenie wazno-
éci prawa Stokesa przy ruchach Browna. Ten nieoczekiwany fakt zdaje
sie wskazywaé, ze poroéwnanie ruchéw Browna z ruchem wahadtowym nie
jest trafne, albo moze raczej stwierdza wazno$¢ metody rozumowania § 24,
gdzie prawo Stokesa — czy ogo6lnie zalozenie proporcyonalnosci oporu do
predkosci — jest stosowane w nieco odmienny sposob. Wywod 6w, ktory
wogole wydaje mi sie z wszystkich najscis$lejszym, usunatby sie catkowicie
z pod omawianego zarzutu, gdyby sie udato dowies¢, ze superpozycya ruchu
wahadtowego na trwaty ruch postepowy kuli nie wywotuje zmiany oporu, do-
znanego przez nig wzgledem ruchu postepowego. Przypuszczam, ze da sie to
udowodni¢ na mocy liniowego ksztattu réwnan hydrodynamicznych dla cie-
czy lepkich (w razie ruchu powolnego), ale na razie ograniczam sie do zazna-
czenia tego problematu.

taczy sie z tym przedmiotem jeszcze druga kwestya, posiadajgca—co
prawda— tylko teoretyczne znaczenie i nie mogaca wptyng¢ na waznos¢ wzo-
réw (23), (32), podlegajacych kontroli doswiadczalnej. Wiadomo bowiem A
ze ciato zanurzone w cieczy tak sie zachowuje wobec sit dazacych do zmiany
jego predkosci ruchu, jak gdyby masa jego byta powiekszona, gdyz ujawnia
sie wtem bezwladnos¢ cieczy otaczajgcej, bioracej udziat w ruchu. Jezeli
chodzi o kule, poruszajgcg sie w cieczy idealnej, owo powigkszenie masy row-
na sie potowie masy cieczy, wypartej przez kule. Gdy za$ chodzi o kule, wy-
konywajgcg wahania w cieczy lepkiej, doliczy¢ trzeba jeszcze pewien wyraz
dodatkowy, analogiczny do poprawki wystepujacej wbéwczas we wzorze Sto-
kesa. Nawet jezeli pominiemy te poprawke, w kazdym razie ,,masa pozor-

') Obliczenie moje, odnoszace sie do ruchéw Browna w gazie stosunkowo rozrze-
dzonym (8 30), w ktérym diugos¢ drogi swobodnej drobin jest duza w poréwnaniu z roz-
miarami czastek, nie podlega natomiast temu zarzutowi, gdyz obchodzi sie bez uzycia prawa
Stokesa.

2 Patrz np. H. La mb, Hydrodynamics, p. 115, 584.
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na“ czastek emulsyi mastyksu, gumiguty it. d musi by¢ prawie o potowe
wieksza od ich masy rzeczywistej.

Wobec tego nasuwa sie niepokojgce zrazu pytanie, czy owo powigksze-
nie masy nie objawi sie w zmniejszeniu predkosci postepowej czgstek C,
ktéra okresla sie na mocy prawa o wyréwnaniu energii kinetycznej (21). Py-
tamy sie dalej: czy nie spowoduje ono bteddw, jezeli wyznaczamy masy lub
»Ciezary drobinowe" substancyj rozpuszczalnych metodami kryoskopijnemi
i podobnymi sposobami, zwigzanymi z prawami ci$nienia osmotycznego?

tatwo jednak daje sie wykaza¢, ze zjawisko wspomniane nie moze mie¢
zadnego wptywu ani na dostrzegalne ruchy Browna — ktére nie zalezg od
masy czastek (por. § 18) ani na okreélenie ciezar6w drobinowych w roz-
tworach. Na razie wogoéle nie widzimy mozliwosci doswiadczalnego rozstrzy-
gniecia, czy predkos¢ C obliczy¢ wypada z wzoru (21) przy wprowadzeniu
masy rzeczywistej, czy tez pozornej. Pewne okolicznos$ci, zwigzane z zasadg
ekwipartycyi Maxwella, przemawiajg za pierwszg ewentualnoscig, ale nie
bedziemy sie na tern miejscu zajmowali szczegétowem ich rozstrzgsaniem,
gdyz cata kwestya na razie pozbawiona jest znaczenia praktycznego i odsyta-
my tylko do artykutu *> gdzie rzecz ta jest obszerniej przedstawiona.

§ Z8. Pomiary postepowych ruchéw Browna, wykonywanych przez czastki
kuliste. Zanim prace teoretyczne wskazaty wtasciwg metode badania ruchéw
Browna, ro6zni obserwatorowie dazyli zazwyczaj do wyznaczenia ,,predko-
§ci" tych ruchow lub ich amplitud. Z tych pomiaréw mozna juz wyczytac
pewne wyniki jako$ciowe, przemawiajace za wzorem (28), o ile chodzi o wplyw
rozmiaréw czastek (Exner, Zsigmondy), temperatury i lepkosci (Exner,
Svedberg) i rzad wielkosci przesunie¢ \X. Ten materyat do$wiadczalny
przytoczytem w pierwszych pracach o tym przedmiocie, jako poparcie kine-
tycznej teoryi ruchow Browna. Teorya ta wszakze wyjasnita réwnoczes$nie,
ze pojecie predkosci wogole nie daje sie tutaj stosowaé, natomiast stosunek

posiada wartos¢ okre$long, wyznaczyé¢ sie dajaca.

Pierwsze sciste pomiary z tego teoretycznego punktu widzenia wykonat
Seddig?), stosujgc metode migawkowych, w regularnych przedziatach co 7 io
sek. powtarzanych zdje¢ mikrofotograficznych. Celem jego pracy byto poréwna-

nie sredniego przesuniecia J AX2 dla tej samej zawiesiny (cynober w wodzie)
w temperaturach 170° i 90°. Otrzymat stosunek 2*20, podczas gdy wzor (28)
daje 2*05, zgodnos$¢ dos¢ zadawalajgca, wobec znacznej niepewnosci w wyzna-
czeniu temperatury.

) M. Smoluchowski, Ksiega pamiatk. Uniw. Lwowskiego, 1911.
2 M. Seddig, Phys. Zeitschr. 9, p. 465, 1908.



(45) O fluktuacyach termodynamicznych i ruchach Browna. 231

Mniej wiecej wtym samym czasie V. Henril badat ruchy czastek
emulsyi kauczuku droga zdje¢ kinematograficznych i doszedt do stwierdze-
nia proporcyonalnosci przesunie¢ do pierwiastku czasu; byty one jednak
znacznie mniejsze, niz wzor teoretyczny wskazuje. Bardzo mozliwe jest, ze
spowodowane to zostato — jak Svedberg sadzi — zbyt matym odstepem
miedzy szklem przedmiotowem i przykrywkowem, coby powiekszyé musiato
op6r przeciwdziatajagcy ruchom czastek.

Niekorzystne wrazenie tych ostatnich badah szybko zostato zatarte przez
Swietne potwierdzenia teoryi, ktérych dostarczyty systematyczne i nadzwyczaj
staranne pomiary, wykonane przez Perrina i jego wspotpracownikow2\ Me-
toda polegata na obserwacyi ruchu czgstek (zawiesin gumiguty lub mastyksu)
i naznaczeniu ich pozycyi w jednakowych odstepach czasu w przyrzadzie ry-
sunkowym. Kontrolowano przy tem wptyw wszystkich czynnikéw zmiennych,
wystepujacych we wzorze (28).

Tak np. proporcyonalno$é wychylern do pierwiastku czasu uwydatnia
sie w pewnej seryi pomiarOw, wykonanej przez Chaudesaigues’a ktore
przedstawione sg w niniejszej tabliczce. Pierwsza jej kolumna okresla prze-
cigg czasu obserwacyi, druga Srednie przesuniecia doswiadczalne, trzecia war-

tosci, obliczone na podstawie zatozenia proporcyonalnosci do Vt:

t Ax dos. AX obi.
i
30 6-7
60 9-3 946
90 11-8 11-6
120 13-95 13-4

Jak doktadnie za$ stwierdzona zostata zalezno$¢ od rozmiaréw czastek
oraz do spotczynnika lepkosci, to najlepiej uwidocznia zestawienie nastepuja-
ce, w ktorem zawarte sg ostateczne wyniki wszystkich seryj pomiarow. Jako
kontrola stuzy w tym przypadku zgodno$¢ liczb N, wyrachowanych na pod-
stawie wzoru (28) z ruchu obserwowanego. Wymienione sg roéwnoczesnie,
pod M masy czastek, pod n liczba zmierzonych przesunied.

) V. Henri, C. R 146, p. 1024, 1908; 147, p. 62, 1908.

a J. Perrin, C. R 146, p. 967, 1908; 147; p. 475, 530, 594, 1908; 149, p. 549,
1909; 152, p. 1165, 1380, 1911; J. Perrin et St. Dabrowski, C. R 149, p. 477, 1909;
J. Perrin et N. Bjerrum, C. R 152, p. 1569, 1911; opr6cz tego og6lne opracowania tego
tematu przez Perrina, wymienione w § 16.



232 Maryan Smoluchowski (46)

Rodzaj emulsyi ji.to*  «.10'  Hfios N l\l.lO_,V Chbserwator
| gumiguta w wodzie . . 1 0-50 600 100 80 Perrin i Ch.

n " " .. 1 0-212 48 900 69-5 Chaudesaigues
I ” roztw. cukru 4-5 \V/ > 400 55

IV mastyks w wodzie . . 1 0-52 650 1000 72-5 Dabrowski

\Y/ , roztw. mocznika 1-3 5-50 750000 100 78 Perrin »

VI gumiguta wglicerynie . 125  0-385 290 100 64 Bjerrum
VII " w wodzie . . 1 0-367 246 1500 s8-8 Perrin

Wobec olbrzymich réznic czynnikéw (x, ikf, zgodnos¢ wypadkowych
liczb N jest bardzo zadawalajgca, a zblizaja sie one réwniez do najprawdo-
podobnigjszej winny spos6b oznaczonej wartosci ~=6*05.1023 choc¢ istnie-
je tu jeszcze pewna réznica miedzy tg liczbg a wartoscia A”=6-88.1023 uzna-
ng przez Perrina za najdoktadniejszg. Do tej ostatniej kwestyi jeszcze po-
wrécimy w 88§ 32, 35.

Z poézniejszych badan nad tym przedmiotem zastugujg na uwage prace
Svedberga i Inouye’go nad koloidalnymi roztworami ziota, wykonane
przy pomocy ultramikroskopu. Dowiodty one, ze ruchliwos$¢ czastek o jedna-
kowej masie jest rézna, zaleznie od tego, jakg droga dany roztwor zostat spo-
rzadzony. Roztwory $wieze, otrzymane droga redukcyi, okazywaty prawie zu-
petng zgodnos$é z wzorem (28), jezeli rozmiary czgstek obliczano z ich masy,
przy zatozeniu ksztatltu kulistego Natomiast w roztworach starszych, lub
sporzadzonych metodg zarodnikéw (Keimbildung), wystepowaty wielkie, do
47% dochodzace odchylenia. Svedberg ttdbmaczy to bardzo przekonywa-
jaco tem, ze czastki takie tworzag ggbczaste skupienia, ztozone z mniejszych
ziarnek, wiec spotczynnik oporu musi by¢ wiekszy, niz podaje prawo Sto-
kesa.

Jednak takze i w tych pomiarach proporcyonalnos¢ przesunieé¢ do pier-
wiastku z czasu bardzo doktadnie sie sprawdzata, jak to okazuje nastepujacy
przykitad, w ktérym wymienione sg czasy, jako wielokrotnosci przedziatu
t = 1*48 sekund.

t—nv 1 2 3 4 5 6
kx dos. . 31 4-5 5-3 6-4 7-0 7-8
obi. . 3-2 4-4 5-4 6-2 6-9 7-6

") Pomiar tu podany nie odnosi sie do ruchu postepowego, lecz do obrotowego,
o czem blizej w § 29.

2 Th. Svedberg, K Inouye, Arkiv p. Kemi, Svensk. Ak. 19, 1911; Th. Sved-
berg, D. Existenz d. Molekule, Leipzig 1912.
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Powazne zrédto niepewnosci we wszystkich wspomnianych dotychczas
pomiarach tworzy okolicznosé, ze wielko$¢ promieni czastek oraz przesuniec
okreslano jako wypadkowa pomiardw, odnoszacych sie do catej gromady czg-
stek. Zastosowanie wzoru (28) jest zatem tylko wtedy usprawiedliwione, je-
zeli wszystkie czgstki sg zupetnie jednakowe, a pod tym wzgledem nawet sta-
ranne i mozolne metody frakcyonowanego centryfugowania, uzywane przez
Perrina, nie dajg petnej gwarancyi.

Dlatego za postep uwazamy metody, wprowadzone w pracach Zang-
gera, Boh i'ego, Ettenreicha, Nordlundal, w ktorych obserwowano
tylko jedne czastke, a rozmiary jej obliczano z predkosci opadania pod
wptywem ciezkosci. Doswiadczenia te nie byty jednak wyczerpujgce. Celem
pierwszej z wymienionych wiasnie prac byto doktadne obliczenie liczby N;
autorowie dla niej otrzymali wartos¢ N = 6*1.1033. Ettenreicha pomiary
za$ zawieraja jakie$ niewyjasnione jeszcze zrédta btedéw, gdyz S$rednie prze-
suniecia \X okazaty sie inne — o kilka procent mniejsze — w kierunku pio-
nowym niz w kierunku poziomym. Pomiary Nordlunda znbw sg spaczone
bardzo powazng wada, t.j. uzyciem naczynia zbyt ciasnego (odstep Scian 4 [i),
co musiato spowodowa¢ znaczne powiekszenie oporu i uniemozliwia teore-
tyczne zuzytkowanie liczb podanych. Bardzo pozadane byltoby nagromadze-
nie dalszego systematycznego materyatu zapomoca tej metody.

§ 29. Obserwacye czastek niekulistych i ruchéu) obrotowych. Dotych-
czas omawiane badania odnosity sie do obserwacyj ruchéw postepowych
Browna u czastek kulistych. Rozwazania teoretyczne, uogélnione w formie
wzoru (48), maja jednak, jak juz wspominaliSmy, znaczenie wiele ogdlniejsze
i dajg sie rowniez stosowac¢ do ruchOw czgstek o odmiennym ksztatcie oraz
do ruchéw obrotowych.

Interesujace jest porownanie kilku tego rodzaju zjawisk.

Ilosciowe pomiary nad czastkami wydtuzonemi o ksztatcie precikéw, zo-
staty wykonane przez P rzibramaz2). Autor ten obserwowat ruchy martwych
okazow drobnoustroju ,,bacillus subtilis®, ktéry tworzy sztywne tanhcuchy, po-
siadajace ksztalt precikdw, mniej wiecej 0-16 [i grubosci, a kilka lub kilka-
nascie razy wiekszej dtugosci. Pozycye ich wyznaczat w przyrzadzie rysun-
kowym w taki sposéb, ze oddzielnie sie daty wyznaczy¢ z tych danych ruchy
sktadowe $rodka ciezkosci precikow w kierunku osi, oddzielnie w kierunku
prostopadtym, oraz wreszcie katy obrotu.

*» H. Zangger, Kolloid-Zeitschr. 9, p 216, 1911; P. B6hi, Vierteljahrsschrif d.
naturf. Gesell. Ziirich 56, p. 183, 1911; R v. Ettenreich; Sitzgsber. Wien. Akad. 121,
Il p. 1163, 1912. Co do pracy Nordlunda patrz referat Svedberga cytow. § 16.

2 K Przibram, Sitzgsber. Wien. Akad. 121 II, p. 2339, 1912; 122 Il p. 1895, 1913.



234 Maryan Smoluchowski. (48)

W celu poréwnania z wzorem ogolnym (48) Przibram obliczat spo6t-
czynniki oporu, postugujac sie wzorami Lam ba (8§26) dla ruchéw postepo-
wych, oraz wyznaczajgc empirycznie spotczynniki oporu dla ruchu obrotowe-
go, zapomocg doswiadczen nad pretami (o diugosci kilku centymetrow ale
0 ksztatcie geometrycznie podobnym do owych bakcyléw), obracanymi w'cie-
czach lepkich (gliceryna, olej rycynowy).

Jako przyktad podajemy zestawienie wynikOw, odnoszacych sie do ru-

chu obrotowego, w ktérym ~ oznacza stosunek dtugosci precikéw do ich

grubosci, zas Aa S$redni kat obrotu przypadajacy na 30 sekund:

ab 5-85 585 783 858 9-75 109 145 169 169
Aa dos. . 45-4 46 28 22-4 198 161 9-95 89 8-3
Aa obi. . 434 434 29-0 24-7 194 165 114 9-0 90

Przy obliczeniu ostatniej kolumny trzeba byto przyjaé wynik S$redni
N = 8*05.1023, a odstepstwo tej liczby od wartosci wymienionej w § 28 ti6-
maczy sie zbyt matymi rozmiarami komory ultramikroskopijnej. Autor usi-
tuje uwzgledni¢ rachunkowo pochodzace stad powiekszenie oporu i dochodzi
do poprawionej liczby N = 563.1023 ale watpi¢ mozna, czy poprawka ta jest
doktadna. W kazdym razie zgodnos¢ z wzorem teoretycznym jest zadziwia-
jaco dobra, jezeli sie uwzgledni wielkos¢ mozliwych btedéw doswiadczalnych.
To samo odnosi sie do ruchéw postepowych, przy ktorych przesuniecia ,,0sio-
we* oczywiscie wiele wieksze byty niz ,,poprzeczne".

Pierwsze obserwacye ruchow obrotowych wykonat juz przed kilku laty
Perrin2, obserwujagc duze ziarna mastyksu ($rednica 2a=13[j.), zawie-
szone w roztworze mocznika (o jednakowym ciezarze wiasciwym). Obroty
ziarn dawaly sie pozna¢ przy pomocy pewnych cech przypadkowych; wyno-
sity one $rednio 14-5° na minute, z czego wynika na podstawie wzoru (49)
liczba V= 6*5.1023 w zupetnej zgodnosci z innemi wyznaczeniami Perrina.

Stusznie jednak pani De Haas-Lorentz podniosta przeciwko obli-
czeniu Perrina zarzut, ze zastosowanie wzoru (49) w tym przypadku nie
jest prawidtowe. Odnosi sie on tylko do obrotu ciata posiadajgcego jeden
stopien swobody ruchu okoto osi statej, nie za$ do osi o kierunkach zmien-

1) I. Perrin, C. R 149, p. 549, 1909; G. L. De Haas-Lorentz, Die Brown’sch
Bewegung, Braunschweig 1913, p. 43.
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nych w przestrzeni. W razie osi swobodnych wzér 6w daje sie stosowac tylko
w przyblizeniu, o ile katy obrotu sg bardzo mate; zdaje sig, ze witasnie waru-
nek ten w doswiadczeniach Perrina byt dostatecznie spetniony.

§ 30. Ruchy Browna czastek zawieszonych w gazach. Zdaje sie, ze
pierwszy Bodaszewski w r. 1882 spostrzegt istnienie ruchéw Browna
u czastek zawieszonych w gazach (dymy salmiaku, tytoniu), a powtérzyt jego
doswiadczenia Lehmannl. Obserwacye te uleglty jednak zapomnieniu
i zwrécitem na nie dopiero w r. 1906 uwage, widzac w nich poparcie kine-
tycznej teoryi ruchéw Browna, gdy, rozwijajac te teorye, doszediem do
whniosku, ze analogiczne, ale stosunkowo jeszcze wydatniejsze ruchy niz
w cieczach, muszg wystepowac w osrodkach gazowych.

Istnieje tu wszakze rdznica z punktu widzenia teoretycznego. Jezeli dtu-
gos$¢ drogi swobodnej drobin gazu nie jest znikomo mata w poréwnaniu
z rozmiarami czastek, nieciggtos¢ struktury osrodka gazowego ujawni sie
wtem, ze wzér Stokesa dla oporu wymaga¢ bedzie pewnej poprawki.
A gdy przejdziemy do kranncowo przeciwnego przypadku — drogi swobodnej
duzej w poréwnaniu z rozmiarami drobin — prawa oporu beda zupetnie od-
mienne, niz w zwyktych warunkach, gdyz wowczas opér nie zalezy wecale od
spotczynnika lepkosci, tylko jest proporcyonalny do przekroju i do predkosci
drobinowe;j.

W tym przypadku rozwazanie upraszcza sie o tyle, ze nie potrzeba wecale
odwotywaé sie do réwnan Hydrodynamiki, tylko mozna op6r bezposrednio
obliczyé, jako skutek uderzeri drobin o ciato poruszajace sie, gdyz wdwczas
normalny Maxwellowski rozktad predkosci drobinowych w gazie otaczaja-
cym nie doznaje dostrzegalnych zmian wskutek ruchu owego ciata. Kazde
uderzenie spowoduje stosunkowo drobne odchylenie kierunku ruchu, odby-
wajacego sie przecietnie z predkoscia C, i jezeli sie przyjmie dla uproszcze-
nia, ze wielkos$¢ wszystkich odchylen jest jednakowa, oraz ze diugosci drég
prostych sg jednakowe, fatwo obliczy¢ mozna $rednig odlegtos¢, osiggnieta
po N uderzeniach. Nie podajemy rachunku szczegétowego, gdyz uproszcze-
nia owe powodujg niepewnos¢ co do wartosci spétczynnika wzoru koricowe-
go. Podatem 2> go w postaci:

(51)

) L. Bodaszewski, Kosmos, 7 p. 177, 1882; Dinglers Journal 239, p. 325, 1882
O. Lehmann. Molekularphysik Il p. 5. P6zniej takze R. Zsigmondy obserwowat ruchy
czastek dymu: Zur Erkenntnis d. Kolloide, Jena 1905, p. 152.

8 M. Smoluchowski, Rozpr. Ak. Krak. 46, p. 274, 1906.

Prace mat.-fiz., t. XXV.
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gdzie ( oznacza gesto$¢, ¢ predko$é drobinowa gazu, ale zaznaczytem wyra-
zenie, ze chodzi tylko o ogéiny jego ksztalt oraz rzad wielkosci, ktore tez
istotnie sie zgadzajg z p6zniejszymi wynikami.

W razie jednak, jezeli ci$nienie gazu albo rozmiary czastek sg tak duze,
ze dtugos¢ drogi swobodnej drobin jest wielko$cig znikomag w poréwnaniu
z rozmiarami czgstek, waznym pozostaje wzor (28), ten sam jak dla cieczy.

Dla skontrolowania tej teoryi podjagt Ehrenhaftl) w r. 1907 pierwsze
zbadanie ilosciowe tego rodzaju zjawisk, obserwujac przesuniecia czgstek dy-
mu oraz srebra, rozpylonego tukiem elektrycznym, i doszedt do wniosku, ze
rzad wielkosci obserwowanych (A£ = 0-046 mm. na sekunde) odpowiada zu-
petnie wzorowi teoretycznemu (51). Byta, to coprawda, kontrola dos$¢ niesci-
sta, gdyz opierata sie na niepewnej ocenie wielkosci czastek.

Obserwacye, wykonane pdézniej przez p. De Broglie?2, przyniosty da-
lej pewne ciekawe potwierdzenie teoryi, gdyz ruchy Browna w pewnym
przypadku pozostawaty niezmienione w obrebie cisnier,, od atmosferycznego
poczagwszy az do 10 mm. rteci, a przy dalszem rozrzedzeniu znacznie wzra-
staty, co sie ttdmaczy zmniejszeniem oporu wystepujacego wedtug (51), gdy
dtugos¢ drogi swobodnej staje sie poréwnalna z rozmiarami czastek.

§ 31. Pomiary FTlillikana i fletchera. Doktadniejszych danych dostar-
czyly jednak dopiero badania podjete wtedy, gdy kwestye te nabraty wiel-
kiego znaczenia ze wzgledu na stynne doswiadczenia Millikana3, stuzace
do okres$lenia naboju elektronowego. Wiadomo, ze metoda Millikana po-
lega na poroéwnaniu predkosci ruchu elektrycznie natadowanej kropelki oliwy,
gdy opada pod samym wptywem ciezkosci, z predkoscig wznoszenia sie, gdy
odpowiednie pole elektryczne przeciwdziata ciezkosci. Millikan uzywat
stosunkowo duzych kropelek (0*5 — 5-8.10” 4 cm.), dla ktérych wzér Sto-
kesa byt przyblizenie wazny, a poprawke, zalezng od dtugosci drogi swo-
bodnej X, obliczat empirycznie, trzymajgc sie formy wzoru teoretycznego po-
danego w roku 1910 przez Cunninghama:$

) F. Ehrenhaft, Sitzgsber. Wien. Ak. 116, Il p. 1139, 1907. Patrz takze H. Mo-
li sch, Sitzgsber. Wien. Ak. 116, | p. 467, 1907.

2 De Broglie, C. R 148, p. 1163, 1315,1909; Radium 6, p. 203,
Zeitschr. 11, p. 33, 1910; C. R 154, p. 112, 1912.

3 R. A Millikan, Physik. Zeitschr. 11, p.1097, 1910; Phys. Review
1913.

4) E. Cunningham, Pro: Roy. Soc. 83, p. 357, 1910; M. Kun dsenu.

ber, Ann. d. Phys. 36, p. 981, 1911; J. Roux, C. R 152, p. 1168, 1911; Mc. Keehan,
Phys. Zeitschr. 12, p. 707, 1911; M. Smoluchowski, Proc. Int. Math. Congress, Cambrid-
ge, 1912, 1l p. 192.
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W= (52)

1+ A
1 a
Azeby dla wielkosci szukanej naboju elektronowego otrzymac liczby
zupetnie zgodne we wszystkich doswiadczeniach, trzeba byto przyjaé spot-
czynnik 4 = 0817, obliczajgc X z wzoru O. E. Meyera:

X= 3099 ~ . (53)
pc \ 7

Istniejg tu jednak jeszcze pewne kwestye niezupetnie wyjasnione, ktére
wiasnie ze wzgledu na nasz gtéwny temat poruszy¢ musimy. Po pierwsze,
wzér Cunninghama jest pozbawiony gtebszych podstaw teoretycznych
i posiada wyltacznie warto$¢ wzoru interpolacyjnego, ktéry tylko w kranco-

wych przypadkach znikomo matego lub bardzo duzego T posiada znacze-

nie istotne.

W tych razach bowiem redukuje sie on do wzoru Stokesa albo tez do

WZOru:
W=2*a"a’, (54)
A
ktérego ksztatt przewidzie¢ sie daje nawet bez rachunku, jak juz wspomina-
lismy, w razie duzego X.

Powstaje jednak i w tym kraricowym przypadku niepewnos$é co do licz-
bowej wartosci spétczynnika A, ktéra zaleze¢ musi od sposobu, wjaki drobiny
gazu od powierzchni kuli sie odbijajg, azatemod stopnia ,,szorstkosci" jej po-
wierzchni.  Gdybypowierzchnia byta idealnie gtadka iuderzenie sprezyste,
bytoby A = 1*58; szorstko$¢ powierzchni, czy tez niesprezystos¢ uderzen
musi za$ powiekszy¢ opér i zmniejszy¢ warto$¢ spétczynnika A

W ostatniej swojej, ulepszonemi metodami poprowadzonej pracy Mil-
likann otrzymat empiryczny wzdr na opér:

w = r + = ==ececeeeeeeee- — (55)

1+ a [0-874+ 0-32 e~VAT

ktory takze nie posiada ogdlniejszego znaczenia, ale wskazuje, ze wzér (52) nie
moze by¢ wystarczajacy, a dla wielkich rozrzedzenn daje warto$¢ krarcowa
7 = 1*193. Inni autorowie, Knudsen i Weber, Roux, doszli do nieco

) R. A Millikan, Phys. Rev. 1, p. 218, 1913.
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odmiennych wynikoéw i bardzo by¢ moze, iz tu takze indywidualne wiasciwo-
§ci roznych powierzchni odgrywajg wielka role.

Wszystkie te kwestye posiadajg takie samo znaczenie réwniez dla ruchu
Browna, gdyz chcac dostosowacé do tego przypadku wzoér ogolny (48), trze-
ba zna¢ spoétczynnik ruchliwosci B.

Na szczescie istnieje jednak sposob obejscia tych niepewnosci, podany
przez Fletcheral i polegajacy na tem, ze sie u jednej i tej samej czastki
mierzy predko$¢ opadania i wznoszenia sig, oraz przesuniecia Browna, co
umozliwia wyrugowanie nieznanego B z wzoru (48). Zwazywszy mianowi-

cie, ze czastka o masie m i naboju e wznosi¢ sie bedzie w polu elektrycznem
E w mys$l réwnania:
Ee —mg = vB,

podczas gdy pod samym wpltywem ciezkosci opada¢ bedzie wedtug:
mg= vB,

otrzymujemy przez dodanie tych réwnan nieznang wielko$¢ B i podstawiajac
ja do wzoru (48), dochodzimy do réwnania:

Wz6r ten nadaje sie tem lepiej do kontroli, ze nie wymaga wcale znajo-
mosci liczby Avogadry N, tylko zawiera dobrze znang statg Faraday’a
Ne = 96540 coulombow.

Wyniki pomiaréw Fletchera tworzg istotnie tak piekne potwierdzenie
wzoru teoretycznego, ze wypada je na tem miejscu przytoczyé¢, nie wchodzac
zresztg w szczegoty metody eksperymentalnej. Wymieniamy w pierwszej ko-
lumnie ci$nienia powietrza (mm. rteci), w drugiej przecietne przesuniecia
Brownowskie zmierzone, w trzeciej te same wielkosci, obliczone na mocy
(56), wreszcie w czwartej kolumnie liczbe pomiaréw.

p jAa;! dos. ' obi. N
21-2 283 27-7 125
20-8 2365 23-2 136

231 9-90 9-45 321

143 1061 10-57 202
997 11-62 11-83 171
70 12-56 12-15 200
65 12-78 12-52 84
298 19-5 20-5 411
22-8 24-3 23-8 85

Y H. Fletcher, Phys Rev. 32, p. 251, 1911; 33, p. 81, 1911; Phys. Zeitschr., 12,
p. 202, 1911; Radium, 8, p- 279, 1911.
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§ 32. Doswiadczenia Chrenhafta. Podobne doswiadczenia jak Milli-
kan wykonat, nawet czeSciowo juz przed tym autorem, Ehrenhaftl, uzy-
wajac jednak czgstek znacznie mniejszych, o promieniach 004 —0*2 [i i sto-
sujagc metode obserwacyi ultramikroskopijnej. Doszedt przy tem do wynikow
najzupetniej sprzecznych z rezultatami prac Millikana.

Poczatkowo utrzymywat, ze istniejg nie tylko catkowite wielokrotnosci
pewnej wartosci minimalnej, wogoéle wszelkie mozliwe wartosci naboju, obec-
nie zgadza sie z Mili ikanem co do istnienia niepodzielnosci nabojow ele-
mentarnych, ale przyjmuje je znacznie mniejsze (dochodzgce do 1*4.10-11
jednostek elektrost.) niz Millikan i inni autorowie (4'8.10~10.

Sprawa ta pozornie nie ma bezposredniego zwigzku z naszym tematem;
w rzeczywistosci taczy sie ona scisle ze zjawiskiem Browna, ktore kombi-
nuje z jednostajnym ruchu opadania lub wznoszenia sie czgstek, i ktore —
jak rowniez odstepstwa od prawa Stokesa — w doswiadczeniach Ehren-
hafta z powodu matych rozmiaréw czastek bezporéwnania wiekszy wptyw
wywiera niz w pomiarach Millikana.

Znamienne pod tym wzgledem jest twierdzenie Ehrenhafta, ze wzor
(56), ktoéry tak dobrze sprawdzony zostat przez Fletchera, zupetnie traci
wazno$é dla czastek mniejszych niz 0 2 X, a mianowicie tak, ze ruchy Brow-
na wprawdzie wzrastajg ze zmniejszaniem sie promienia, ale wzrastanie
w poréwnaniu z wzorem teoretycznym jest coraz mniej wybitnie.

Rzecz cata wymaga jeszcze blizszego wyswietlenia. Wedtug dotychcza-
sowych jednak naszych wiadomos$ci mozna przypusci¢, ze te dziwne wyniki
badan Ehrenhafta dadza sie w znacznej czesci, a moze catkowicie, wyja-
$ni¢ nastepujacemi okoliczno$ciami:

1) Odchylenie postaci czgstek od kuli. Wskazuja na to zwlaszcza po-
miary E. Weissa, ktéry wykazat, ze anormalne wartosci ruchliwosci w polu
elektrycznem znajduja sie wiasnie u tych samych czastek, ktére wykazujg
anomalie ruchow Browna. Anomalie postaci ziarn zostaty stwierdzone
w innych doswiadczeniach przez Svedberga (§ 28), a zapewne tez ttdma-
czg osobliwe wyniki pracy Ettenreicha (8§ 28).

2) Niedocenianie wptywu ruchéw Browna.

Ta ostatnia okoliczno$¢ przedstawia ogoélniejszy interes zasadniczy ze
wzgledu na zjawisko, ktérem sie gtéwnie zajmujemy. Juz w pierwszej mojej
pracy zauwazytem, ze ruchow rzeczywistych, wykonywanych przez drobng

Y F. Ehrenhaft, Sitzgsber. Wien. Akad. 119, p. 815, 1910; i liczne dalsze prace;
ostateczny rezultat swych badan autor podaje w obszernym opracowaniu: Sitzgsber. Wien.
Akad. 132, p. 53, 1914. Patrz takze: E. Weiss, Sitzgsber. d. Wien. Akad. 120, p. 1021,
1911; A Mayer, ibidem 121, p. 1097, 1912.
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czgstke wecale spostrzedz nie mozemy, gdyz odbywajg sie ze zbyt wielkg
(w powiekszeniu mikroskopowem) predkoscia i w sposéb niestychanie szybko
zmienny. Te samg mys$l objasnita pdézniej w sposéb nieco wiecej szczegbto-
wy pani De Haas-Lorentz (loc. cit. 8§ 16, p 77).

Oceniamy chwilowe potozenie czgstki na podstawie obrazu wzrokowe-
go, ktéry sie sktada z wrazehn, odebranych w przeciggu skonczonego czasu
(okoto ¥20 sekundy), zaleznego od fizyologicznych whasciwosci oka. To, co
uwazamy za obraz czastki, jest witasciwie wynikiem ,,catkowania" ruchu
Browna dla tego przedziatu czasu. Rozumie sie zatem, ze wszelkie pomiary
ruchdbw Browna daja wynik za maly, gdyz oko ludzkie nie potrafi podazy¢
za drobnymi, szybko przebieganymi zygzakami, a btad ten musi tem wigksze-
go naby¢ znaczenia, im krotszy jest czas obserwacyi i im szybszy jest ruch
czgstek, zatem im mniejsze sg ich rozmiary.

Zupetnie naturalnym wydaje sie nam zatem fakt, ze witasnie dla czastek
ultramikroskopijnych w gazach zauwazono odstepstwa od wzoru teoretycznego.
Sprawa ta, na ktérg zbyt mato dotychczas zwracano uwagi, wymaga koniecz-
nie jeszcze blizszego zbadania iloSciowego, gdyz posiada ona zasadnicze zna-
czenie dla pomiaréw ruchéw Browna, zwilaszcza jezeli chodzi o czastki ul-
tramikroskopijne.

Ill.  Rozktad czgstek emulsyi u) polu ciezkosci.

§ 33. leorya. Rozwazania, dotyczace ruchéw Browna, opieraly sie
wszystkie na analogii czastek, zawieszonych w osrodku ptynnym, z drobinami
gazowemi, analogii, ktora sie wyraza ilosciowo w tem, ze energia Kinetyczna
ruchu postepowego w obu przypadkach musi by¢ jednakowa. Pordwnanie
to nasuwa dalsza konsekwencye, ktorg prawie réwnocze$nie wypowiedziat
Einstein i autor niniejszego referatua ktérej Perrin uzyt jako podsta-
wy do najscislejszych swych wyznaczen liczby N.

Emulsya, ztozona z takich czgstek, musi pod wptywem ciezkosci przyjaé
rozktad analogiczny do rozktadu gestosci w atmosferze ziemskiej. RoOznica
bedzie tylko ilosciowa, zaleznie od ciezaru czastek oraz od gestosci osrodka
otaczajgcego, ktéory w przypadku emulsyi dziata tak, jak gdyby zmniejszat
natezenie ciezkosci.

* Z drugiej strony powinno sie takze uwzgledni¢ jeszcze inny szczegét natury fizyo-
logicznej, jako mozliwe zrodto bteddéw przy wszelkich pomiarach tego zjawiska, t. j. ruch
Browna, wykonywany przez reke obserwatora, $ledzacego ruch czastek w przyrzadzie ry-
sunkowym, lub pozorny ruch Browna, pochodzacy od przypadkowych niedoktadnosci
W oznaczeniu czasow. Takie subjektywne bledy muszg powiekszy¢ $rednie odchylenia, i po-
winno si¢ dazy¢ do oceny ich wplywu.

2) loc. cit. § 16.
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Najlepiej ocenimy te zjawiska, wprowadzajac pojecie wysokosci war-
stwy, w obrebie ktorej gesto$¢ zmniejsza sie do potowy. W mys$l wzoru aero-

statycznego:
Y

P= P "6 (57)
b

wielkos¢ ta jest:
Rb, 0 HO.
h — g Iogz = wg Iogz ,
wynosi zatem dla powietrza h= 5600 m., dla wodoru 7j= 81000 m., a ogoél-
nie jest odwrotnie proporcyonalna do ,,ciezaru drobinowego" w danego gazu.
Kula o promieniu a, gestosci p, zawieszona w cieczy o gestosci p0, posiada

5

4o
ciezar pozorny —o- (o—m)g, a mnozac te wielko$é¢ przez liczbe Losch-

midta N, otrzymujemy chemiczny ,ciezar drobinowy" w czastki kulistej
jezeli calg jg uwazamy za takg drobine.
Dla liczby czgstek emulsyi bedzie zatem wazne prawo:

- f log2
n= nne ,
(58)
* Hb 3 1 o
N 4xa* (p— p0) g log2

Ten sam wynik mozna oczywiscie takze wyprowadzi¢ z réownan hydro-
statycznych, zwazywszy, ze czastki zawarte w 1cm3emulsyi podlegaja sile ciez-
kosci, oraz réznicom cisSnienia osmotycznego, wywotanym nieré6wnomierno-
Scig rozktadu. Poniewaz cisnienie osmotyczne emulsyi rozrzedzonej podle-
ga¢ musi prawu Boyle’'a, przeto wyraza sie to, w mys$l poprzednich wywo-
dow ustepu § 24, réwnaniem:

41U / Hb d71
3 N Wy-
ktérego catkg jest (58).

Liczba ziarn jednorodnej emulsyi musi sie zatem zmniejsza¢ wedtug
szeregu geometrycznego, jezeli rzedne y wzrastajg wedtug szeregu arytme-
tycznego. Wyznaczenie empiryczne spoétczynnika h daje prosty sposoéb
obliczenia liczby N, takga fundamentalng role odgrywajacej w teoryi atomi-
stycznej; potrzeba do tego tylko jeszcze znajomosci rozmiaru i gestosci
czastek.

8 34. Pomiarg Perrina i jego wspoOtpracownikéw. Teorya ta zostata
skontrolowana przez PerrinaZ® i jego wspodtpracownikéw (Dgbrowskie-

#® J. Perrin, w licznych pracach ogtoszonych w Comptes Rendus Paryskiej Aka-
demii, od r. 1908 poczawszy. Patrz § 16, § 28.
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go, Bjerruma, Bruhata) zapomocg metody doswiadczalnej, w zasadzie
zdumiewajgco prostej. Polega ona na uzyciu mikroskopu o znacznem po-
wiekszeniu i matej gtebokosci pola widzenia, tak ze tylko czastki zawarte
w pewnej bardzo cienkiej warstwie wyraznie sie okazuja. Przesuwajac te
warstwe wyraznego widzenia do réznych wysokosci ¥y ponad szkietkiem
przedmiotowem, tworzgcein dno naczynia, napetnionego emulsya i liczac
czastki zawarte w polu widzenia, otrzymujemy wprost owe liczby doswiad-
czalne, do ktorych wzor (58) powinien sie stosowad.

Utatwi¢ mozna operacye liczenia, albo przez zastosowanie metody foto-
graficznej, albo tez zacie$niajgc pole widzenia tak, ze tylko kilka czastek réw-
noczesnie sie okazuje, i dodajgc liczby, otrzymane w szeregu doswiadczen dla
tej samej wysokosci y. Tak np. Perrin otrzymat przy uzyciu pewnej
emulsyi gumiguty, bardzo jednorodnej, o promieniach ziarn a = o+212 [jl,
nastepujace liczby n (zestawione z liczbami odpowiedniego szeregu geome-
trycznego):

y. .. . 5 35 65 95 %
n obs. . . 100 47 22-6 12
nobi. . .1 100 48 23 IM

Sa to zresztg nie liczby bezposrednio odczytane, tylko wartosci prze-
cietne, wynikajgce z policzenia 13000 ziarn.

Widzimy, ze zgodnos$¢ z prawem wyktadniczem rozktadu jest niemal zu-
petna, i rozumiemy ze na tej podstawie Perrin moégt oprze¢ najdoktadniej-
szg kinetyczng metode wyznaczenia liczby N. Nastepujace zestawienie daje
nam poglad na réznorodno$¢ warunkéw doswiadczalnych tych pomiaréw i na
osiggnieta w nich zgodnos¢:

[Wymieniamy w nim oprécz roéznicy gestosci (p— p0) takze objetosc
czastek V oraz lepkosé, ktéra wptywa na ruchy Browna, ale nie na powyz-
sze zjawisko]:

Rodzaj emulsyi [Li02 V103 p- p N.10-23j obserwator
gumiguta w wodzie......cerenene. 1100 0.30 65 Perrin
» 115 o-21 7-5 n
w 370 0-21 7-2 n
» 40 0207 7-05 n
> 206 0-1967 6-82
mastyks w wodzie.............c........ 610  0-063 7-0 Dabrowski
gumiguta w glicerynie . . . . 125 242 00314 7-2 1 N. Bjerrum
w wodzie podchlodzon.
o= —9°C . . . 2 225  0-196 7-17 Bruhat
” w wodzie 6 = 58° C . 05 225 0-21 7-2
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§ 35. Dyskusya wynikéw, dotyczacych liczby N. Wyniki te tworzg z pew-
noscig jeden z najpiekniejszych dowoddéw doswiadczalnych w obrebie teoryi
kinetycznej. Jest to istotnie najprostsza i najdoktadniejsza dotychczas znana
metoda kinetyczna wyznaczania liczby N, przewyzszajgca znacznie nie tylko
dawne sposoby obliczania, stosowane przez Loschmidta, Lorda Kelvi-
na it d, ale tez wszystkie inne, nowsze metody kinetyczne. Wogdle do-
tychczas tylko metoda elektryczna Millikan a, wyznaczajgca nabdj elek-
tronowy, a w nastepstwie za pomoca statej Faradaya takze liczbe N, mo-
ze skutecznie z nig wspoétzawodniczy¢ albo raczej - zdaniem mojem—nawet jg
przewyzsza. V

Perrin uwaza jako wiasciwy wynik $Sredni swych pomiaréw, wykona-
nych tym ostatnim sposobem, liczbe N = 6*83.1023, a z pomiaréw ruchu
Browna otrzymat N = 6-88.1023, podczas gdy z najnowszych badan Mil-
likana oblicza sie N = 6*06.1023. Przyblizona zgodno$¢ liczb, tak zupetnie
odiniennemi metodami otrzymanych, zdziwitaby z pewnos$cig niepomiernie
Loschmidta, ktory sie zadowoli¢ musiat grubo przyblizonem okresleniem
poteg dziesietnych, charakterystycznych dla tej liczby; zgodno$¢ te uwazatby
za najwybitniejszy dowdd teoryi kinetycznej

Dzisiaj takich ,dowodéw" juz nie potrzebujemy i raczej pytamy sie,
skad pochodzi pozostajgca jeszcze réznica. Z tego punktu widzenia zwréci-
my jeszcze uwage na pewne trudnosci doswiadczalne, tkwigce w tych me-
todach.

Po pierwsze, wybdr substancyj, nadajgcych sie do takich doswiadczen,
jest dosy¢ ograniczony, gdyz zazwyczaj czastki emulsyi przylepiajg sie do
$cian przy zetknieciu, wiec cata ,atmosfera" czastek zostaje absorbowana
przez dno naczynia. Dotychczas tylko gumiguta i mastyks okazatly sie
praktycznemi, gdyz zawieszone w wodzie i pewnych innych roztworach nie
wykazujg owej wady.

Gtéwng trudnos¢ jednak stanowi sporzadzenie emulsyi zupetnie jedno-
rodnej i doktadne wyznaczenie rozmiaréw ziarn. Perrin wielkie pod tym
wzgledem czynit starania i najlepsze jego emulsye byty wynikiem kilkumie-
siecznej pracy ,frakcyonowanego centryfugowania”, ale mimo wszystko nie
znamy stopnia ich jednorodnosci, gdyz metodg Perrina nie wyznacza sie
rozmiaréw pojedynczych czastek, tylko pewne przecietne liczby.

§ 36. Plan noiuej metody. Sadze, ze pod tym wzgledem moznaby
ulepszy¢ znacznie metode tu omawiang, obserwujgc nie rozkiad catego zbio-

1) Por. M. Smoluchowski, Liczba i wielko$¢ czasteczek i atoméw. Wiad. mat. 1
p. 315, 1913

Prace tnat.-fiz., t. XXV 18
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rowiska ziarn emulsyi, tylko ruchy jednej jedynej czastki i wykreSlajac staty-
styke jej pobytu w réznych wysokosciach ponad dnem naczynia.

Wszak witasciwy czynnik, przeciwdziatajacy skupieniu sie wszystkich
czgstek na dnie naczynia, sg ruchy Browna; kazda czgstka przebywa wpraw-
dzie stosunkowo najwiecej w dolnych warstwach, ale czasami wznosi sie tez
samodzielnie w wigksze wysokosSci i prawdopodobiefAstwo pobytu w pewnej
wysokosci bedzie oczywiscie tym samym wzorem (58) okreslone n.

Zastepujac zatem obserwacye catej gromady czastek przez systematycz-
ng diuzej trwajaca obserwacye jednej czastki i obliczajac jej promien z pred-
kosci jej opadania (zamiast opadania catej emulsyi, jak to czynit Perrin),
uwalniamy sie zupetnie od wpltywu przypadkowych niejednorodnosci ziarn
emulsyi i dokonywamy analogicznego postepu, jakiego dokonat Millikan,
obserwujac w swych pomiarach naboju elektronowego ruch pojedyriczych
kropelek opadajacych, zamiast ruchu catego obloku mgly, jak to czynit
J.J. Thomson.

Laczy sie z tem jeszcze inna korzy$é: nie ulega watpliwosci, ze pewien
warunek zasadniczy catego rachunku jest spetniony, t j. ze emulsya jest
dostatecznie rozrzedzona. Niewiadomo, jaka byla koncentracya emulsyi Per-
rin a, ale przypominamy, ze mozliwe sa odstepstwa od prawa Van t’'Hoffa
w emulsyach zgeszczonych, a pomiary Svedberga i innych autoréow, oma-
wiane w 8§ 13, zdajg sie nawet stwierdza¢ ich istnienie. Odstepstwa owe po-
winny sie oczywiscie uwydatni¢ takze w rozdziale czastek (58) i jezeli na
mocy owych doswiadczen przypuszczamy, ze ci$nienie osmotyczne wzrasta
szybciej niz koncentracya, powinnismy oczekiwa¢ mniejszych réznic liczby
czastek w réznych poziomach, anizeli wedtug wzoru (58). Doktadne ilosciowe
badanie tego rodzaju daje nam zatem nowy sposob skontrolowania prawa
Van t’Hoffa.

§ 37. Badania nad emulsyami skoncentrowanemu Westgren?2 wyko-
nat takie pomiary w celu sprawdzenia wynikdéw poczgtkowo otrzymanych
przez Svedberga — jednak z wynikiem ujemnym. Odchylenia odprawa
(58) byty nieznaczne, znacznie mniejsze w kazdym razie niz wedtug autora
mozna byto przypuszczac.

Istnieje tu zatem sprzeczno$¢ miedzy wynikami, osiggnietymi obiema
metodami. Niepodobna dzisiaj rozstrzygna¢, o ile polega ona na btedach sy-
stematycznych w sposobie liczenia, uzytym przez Svedberga, o ile tez, co

) Liczba, pochodzaca z bezposrednich pomiaréw ruchu Browna mniej jest pewna,
juz ze wzgledéw poruszonych w § 32.

2 A. Westgren, Arkiv f. Mat. Svensk. Akad. 9, N2 5, 1913; Zeitschr. f phys.
Ctiem. 83, p. 151, 1913. J. Perrin, C. R 158, p. 1168, R Constantin, C. R 158, p. 1171,
1341 (1914).
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wydaje sie réwnie mozliwem, na pewnej wadzie badania Westgrena,
t. j. ze nie uzywal on emulsyj S$cisle jednorodnych. Zrozumiatem jest, ze
w emulsyi niejednorodnej, zawierajacej czastki o réznych wielkosciach, wiek-
sze z nich gromadza sie w warstwach gtebszych i moze to wytworzy¢ zmien-
nos¢ catkowitej liczby czastek n, znajdujacych sie réznych poziomach, znacz-
nie wiekszg niz wemulsyi jednorodnej, a zatem zjawisko, przeciwne poprzed-
nio omawianemu.

Ze w pomiarach Westgrena musi tkwi¢ jaka$ wada zasadnicza,
wskazuje zwtaszcza ten fakt, ze zaleznie od wielkoSci czgstek emulsyi otrzy-
mywat on rézne wartosci dla liczby N. Nikt zapewne nie zgodzi sie na ry-
zykowny wniosek, ktéry éw autor stad wycigga: ze prawo o rGwnomiernym
rozdziale energii kinetycznej jest niesciste, a nie mozna tez przyja¢ sposobu,
wijaki Sved berg usituje pogodzi¢ swoje wyniki z twierdzeniami Westgrena.
Nie podlega to bowiem zadnej watpliwosci, ze istnienie jakichbadZ poten-
cyalnych sit miedzyczasteczkowych musiatoby sie uwydatni¢ w jednakowy
spos6b w metodzie pola grawitacyjnego, jak i w metodzie nieréwnomiernosci
rozktadu. A zdaje sie, ze takze jakie$ pozorne sity pochodzenia hydrodyna-
micznego, wywotane obecnoscig osrodka, na ktérych istnienie kiedy$ zwréci-
tem uwage, musiatyby wptywaé — albo tez nie wptywa¢ —w jednakowy spo-
sO6b na oba zjawiska. Przypuszczenia te zostaty w ostatnich czasach stwier-
dzone przez badania Constantina i Perrina, ogtoszone po napisaniu
artykutu niniejszego; autorowie ci wykonali pomiary drogg fotograficzng, sto-
sujac obie metody rownoczesnie, i doszli do wniosku, ze wystepuja istotnie
zboczenia od prawa Van t’ Hoffa, jednak dopiero przy koncentracyach
znacznie wiekszych, niz Svedberg podawat. Kwestya gtdwna, zdaje sie za-
tem, jest rozstrzygnieta, pozostaje tylko do wyjasnienia, co jest powodem, ze
Svedberg, stosujac subjektywng metode liczenia, otrzymatl wyniki odmien-
ne. Réwnoczes$nie otwiera sie wdzieczne pole do dalszych badah systema-
tycznych okoto blizszego stwierdzenia natury sit miedzyczastkowych, ktére sie
ujawniaja w owych zboczeniach od prawa Van t’ Hoffa. Moze wyjasnig one
kiedy$ wihasciwy mechanizm zjawisk kongulacyi roztwordw koloidalnych, pro-
blemat do dzi§ dnia zagadkowy.

ID. Ogélna feorya fluktuacyj okoto stanu réwnowagi.

§ 38. 0go6lny iwzor dla fluktuacyj spétrzednych. W rozwazaniach teore-
tycznych poprzednich rozdziatéw opieraliSmy sie gtéwnie na znanych od da-
wna pogladach teoryi kinetycznej gazéw i na oczywistej analogii miedzy
czastkami emulsyi a drobinami gazowemi, a précz tego osiggniete wnioski
kontrolowalismy na kazdym kroku, przy pomocy badan doswiadczalnych,
stuzacych za namacalne ich sprawdziany.
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Mozna byto zamiast tego stworzyé obraz wiecej jednolity z punktu wi-
dzenia matematycznego, obierajac, jako podstawe, pewne ogolne twierdzenia
Mechaniki statystycznej i wyprowadzajac z nich prawa poprzednio omawiane,
jako najprostsze przypadki specyalne. WoleliSmy jednak postepowa¢ droga
ostrozniejszg i nie oddalajacg sie zbytnio od zjawisk bezposrednio dostrze-
galnych, gdyz oparcie daleko siegajacych konsekwencyj na nieco niepewnym
fundamencie abstrakcyjnej Mechaniki statystycznej wzbudzitoby moze cat-
kiem niestuszne wrazenie niepewnos$ci owych wynikéw.

Obecnie jednak, przechodzac do teoryi fluktuacyj w ogolniejszej formie,
zmuszeni jesteSmy powota¢ sie na pewne twierdzenia z zakresu owej nauki,
nie wchodzac zresztg blizej w kwestye ich uzasadnienia. Chodzi tu gtownie
o stynne e~ia twierdzenia Boltzmanna, ktére w nieco odmiennem sformu-
towaniu tworzy wazny skladnik Mechaniki statystycznej Gibbsa, i ktére
zwhaszcza przez Einsteinauzyte zostatlo w ogolnej teoryi fluktuacyj.
Powotywalismy sie na to prawo juz w § 5 obecnie za$ wyrazimy je w naste-
pujacej formie Scislejszej.

Stany, ktére przechodzi z biegiem czasu ciato, bedace w réwnowadze
termodynamicznej ze swern otoczeniem, tworza to, co Gibbs nazywa ,,syste-
mem Kkanonicznymi To znaczy, jezeli cialo jest systemem mechanicz-
nym, ktorego stan chwilowy jest okresSlony przez podanie wartosci spotrzed-
nych q19 g2). . gn oraz momentéw pX, p2}.. pn, wéwczas prawdopodo-
bienstwo, azeby te zmienne posiadaty wartosci, zawarte w obrebie

Qi, fi+ d?!, <heeep-\-d(h> mwmPi-- Pi+ dPi,

p2...p2+ dp2... Pn,---, Pn-\-dp,,,
bedzie
N E
dP—Ae H dgldqg2... dpldp2... dp,, (59)

gdzie A jest spétczynnikiem statym, E oznacza energie catkowitg, odpowia-
dajaca wartosciom qlt g2,... p1, p2,..., p,, sktadajaca sie z sumy energii
potencyalnej i kinetycznej.

Wyobrazmy sobie obecnie, ze jedna z tych spo6trzednych jest jaki$ pa-
rametr geometryczny owego ciata, podlegajagcy obserwacyi (jak odlegtosé
$rodka ciezkosci, kat, objetos¢ i t. p.), ktérego odchylenie od normalnej naj-
prawdopodobniejszej wartosci nazwiemy e.

Prawdopodobienstwo, azeby ten parametr chwilowo posiadt wartos¢ le-

1) Patrz np. A. Einstein, Ann. d. Phys. 19, p. 371, 1906; 22, p. 569, 1907;
grafia Mechaniki statystycznej zob. loc. cit. §. Por. tez M. Smoluchowski, loc cit.
§ 39, 42.

bibli



(61) O fluktnacyach termodynamicznych i ruchach Browna. 247

Zaca miedzy s a e-f-ds., bez wzgledu na wartosci innych zmiennych, otrzy-
mamy, catkujac dP wedtug zmiennych w catym obszarze mozliwych war-
tosci, co oznaczymy przez

PHEle = f dP.

ds

Wyrazenie to prosta przyjmuje postaé, jezeli potrafimy znales¢ taka site

F (e), ktérej dodatkowe wprowadzenie w dany uktad przetworzytoby go na

ukfad ,statyczny". Nazwiemy bowiem taki ukiad ,statycznym", ktéry nie

posiada statej réwnowagi, tak ze wszystkie wartosci e sg réwnie prawdopo-
dobne: "

PO(b)de = Cdi. (60)

Woéwczas bowiem mamy przez zastosowanie poprzedniego twierdzenia:

e [*+P (9]
Pt(e)ds = Cds= 7/ Ae dqldqg2... dpldp2... dp,,

d%

-~jF(i)dz

= P (s)dee

Ujemna warto$¢ catki w wyktadniku oznacza prace — J F(t)de, ktorg
(0]

wykona¢ trzeba, aby dany uklad z pozycyi normalnej przesung¢ w pozycye e.
Oznaczajac ja przez / (s), otrzymujemy ostatecznie wzor ogolny:

P (p de = Ce e X9

ds. (61)
Prawdopodobienstwo pewnego odchylenia s zalezy zatem wytacznie od
N | .
Hyv jest liczba
bardzo duza, wynoszaca (w temperaturze 0° C.) 0*25.1014, wiec oczywiscie
maleje ono nadzwyczajnie szybko z wzrostem tej pracy. Odchylenia, ktérym
odpowiada praca wigksza niz 10-13 ergdw, beda juz stosunkowo rzadkie; za-
tem jest to zrozumiate, ze istnienie tych fluktuacyj tylko w pewnych specyal-
nych warunkach wogdle dostrzedz sie daje.

pracy, potrzebnej do przesuniecia w owg pozycye, a poniewaz

)  Wystarczy tez flquasi-astatycznos$¢“, polegajaca na tem, ze wszystkie odchylenia e

P(0) —P(e)
p

sa przyblizenie réwnie prawdopodobne, czyli ze réznica jest mata, w takim

obrebie wartosci e, w ktéorym wyrazenie » / F(s) ds duze osigga wartosci.
(o]
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Zaznaczy¢ trzeba jeszcze zwigzek oczywisty miedzy powyzszetn twier-
dzeniem (61) a Boltzmanna definicyg entropii

H 8 = fclogP, (62)
gdzie h = N

Einstein istotnie tez wyprowadzit éw wzor po prostu przez odwrdce-
nie tej definicyi; powyzszy jednak sposéb, ktéry w nieco odmiennej formie
znajduje sie takze u Einsteina, moze lepiej odpowiada wymogom S$cistosci.

§ 39. Dyskusya przypadkéw specyalnych. Niektdre specyalne zastoso-
wania owego twierdzenia poznaliSmy juz w poprzednio oméwionych przykta-
dach. Jako typowy mozemy uwazaé¢ stan roéwnowagi stalej, pochodzacy
stad, ze w rozwinieciu funkcyi Yy (s) na szereg potegowy znika wyrazenie, za-
wierajagce pierwszg potege s, ijako miarodajne pozostaje wyrazenie kwadra-
towe:

X (5) = ae2.

Wtedy prawo rozktadu odchylen przypadkowych parametru e staje sie
identycznem z prawem btedéw Gaussa. Przyktad tej kategoryi poznalismy
we fluktuacyach gestosci gazu lub koncentracyi roztworu okoto wartosci prze-
cietnej.

Przykiad statej réwnowagi wyzszego rzedu, y (s) = /¢4, przedstawia
omawiana rowniez opalescencya gazu lub roztworu w stanie krytycznym. Na-
tomiast wznoszenie sie czgstek emulsyi ponad dnem naczynia, w polu grawi-
tacyjnem, odpowiada funkcyi liniowej %(e) = i tutaj zachowanie trwalej
rownowagi umozliwione jest tylko dodatkowym warunkiem, mianowicie nie-
przekraczalnos$cig dna naczynia.

Do rzedu fluktuacyj okoto pozycyi réwnowagi, wyznaczy¢ sie dajgcych
przy pomocy prawa bledéw Gaussa, nalezy takze pewne zjawisko, ktérego
istnienie przepowiedziatem w r. 1908 n, a ktére niedawno przez Mandelsta-
ma blizej zostato zbadane pod wzgledem teoretycznym i doswiadczalnym, t.j.
chropowato$¢ powierzchni cieczy. Zrozumiemy tatwo, ze powierzchnia, odgra-
niczajaca jedne ciecz od drugiej lub od gazu, nie bedzie nigdy matematycznie
ptaska i gtadka, lecz ze wskutek ruchéw drobinowych muszg bezustannie po-
wstawacé nieréwnosci przypadkowe.

Powstanie za$ takich zmarszczek falowych jest potaczone z wykonaniem
pracy wzgledem napiecia powierzchniowego, a wielkos$¢ jej jest oczywiscie

) M. Smoluchowski, Rozpr. Ak. Krak. 47, p. 197, 1908; Ann. d. Phys. 25, p. 205,
1908; Sprawozd. X Zjazdu przyr. i lek. Lwéw 1907, p. 19. L. Mandelstam, Ann. d. Phys.
41, p. 609, 1913.
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proporcyonalna, przy danej diugosci fal, do kwadratu amplitudy fali oraz do
spotczynnika napiecia powierzchniowego. Srednie amplitudy owych zmar-
szczek beda zatem, w mys$l wzoru (61), tem wieksze, im mniejsze jest napiecie
powierzchniowe, musza wiec osiagng¢ wartos¢ maksymalng w punkcie kry-
tycznym, w ktérym, jak wiadomo, napiecie to znika zupetnie.

Istnienie tych drobnych zmarszczek musi sie objawi¢ doswiadczalnie
tem, ze obok odbicia regularnego wystepuje pewne nieregularne rozproszenie
Swiatta wpadajgcego. W zwyklych warunkach bedzie ono zupetnie znikome,
ale w stanie krytycznym powierzchnia musi sie sta¢ ,,biata“. Mandelstam
ujat te rozwazania w forme matematyczna, postugujac sie pewnymi wzorami
Lorda Rayleigha do obliczania wiasnosci optycznych chropowatych po-
wierzchni. Doswiadczenia jego, wykonane przy uzyciu podwdjnych miesza
nin cieczy, w blizkosci ich ,krytycznego punktu rozpuszczalnosci”, stwier-
dzajg istotnie owe przypuszczenia, oraz zgadzaja sie takze z pewnymi wnios-
kami iloSciowymi teoryi matematycznej.

Inny rodzaj fluktuacyj, nalezacy do tej samej ogdlnej kategoryi, sg to
wahania igly magnetycznej, albo tez ciata para- lub diamagnetycznego
0 ksztatcie wydtuzonym, ktére muszg wystepowa¢ w polu magnetycznem, je-
zeli zawieszenie jest dostatecznie podatne. Praca w tym przypadku jest dana
przez funkcye goniometryczna, ale dla matych wychylen przybiera ksztatt
funkcyi kwadratowe;.

Takze te wahania oczywiscie bedg tylko wtedy dostrzegalne, jezeli cho-
dzi o bardzo drobne ciatka, zawieszone w cieczy lub gazie. Wtedy, zaleznie
od spotczynnikow magnesowania, od natezenia pola i rozmiaréw czastek,
daja sie urzeczywistniaé wszelkie mozliwe przypadki, poczawszy od ustawie-
nia prawie zupetnie rownolegtego czastek w kierunku linij sit (a prostopadte-
go dla ciat diamagnetycznych) az do rozmieszczenia réwnomiernego we
wszystkich kierunkach przestrzeni. Bezposrednich obserwacyj mikroskopo-
wych zdaje sie jeszcze nie wykonywano, ale zbadano po czesci juz zjawiska
optyczne, posrednio wywotane uktadem czastek zawiesin w polu magnetycz-
nem, jak np. podwdjne zatamanie i dychroizm, wystepujgce w roztworach ko-
loidalnych wodorotlenku zelaza (Majorana, Cotton i Mouton) lub
w zawiesinach pewnych mineratdw sproszkowanych (Mes lin, Ch audi er).
Wystepuje tu réwniez pokrewienstwo teoretyczne tego rodzaju zjawisk z ogél-
ng atomowg teoryg para- i diamagnetyzmu.

Nie wchodzac zresztg w omawianie niektérych dalszych zjawisk* — po
czesci juz dostrzezonych [podwdéjne zatamanie w dymie salmiaku (Zee-
mann), zjawiska optyczne w ciektych krysztatach (Lehmann, Ma ugai n)];

*)  Wiecej szczegdtéw znale$¢ mozna w artykule: M. Smoluchowski, Phys. Zeitschr.
13, p. 1069, 1912.
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po czesci przewidzie¢ sie dajacych (automatyczne zmiany ksztattu dtugiego
cienkiego witdékna it. p], zajmiemy sie tylko jednym jeszcze przyktadem, ktéry
takze z innego wzgledu okaze sie interesujgcym: automatycznemi wahaniami
torsyjnemi zwierciadetka, zawieszonego na denkiem widknie sprezystem.
Jest to wiasciwie najprostszy przyktad réwnowagi, w ktérym praca wy-
chylenia jest dokladnie proporcyonalna do kwadratu kata wychylenia (pod-
czas gdy w poprzednio wymienionych przyktadach prawo takie stosowato sie
tylko w obrebie matych wychylel). Odchylenia automatyczne od normalne;j
pozycyi réwnowagi beda zatem i w tym przypadku rozdzielone tak, jak biedy
przypadkowe (réwnania 7, 10, 30), a ,,precyzya“ pozycyi rownowagi okreslo-
na jest przez twierdzenie, tatwo wyprowadzi¢ sie dajace, ze $rednia praca wy-

chylenia réwna sie wielkosci A 'iQ, zatem $rednie wychylenie bedzie:

(63)

gdzie M oznacza moment skrecajacy wiékna (na kat jednostkowy).

Odchylenie promienia odbitego od zwierciadta bedzie zatem wielkoScig
rzedu 5° stopni przy uzyciu wiékna kwarcowego grubosci 01 © i diugosci
100 cm., tak ze zjawisko to powinno byé przystepne dla pomiaréw doswiad-
czalnych. Zupelnie analogiczne zjawiska powinny wystepowac, jezeli czastka
jakas podlega sile sprezystej, dziatajacej wzdtuz pewnej osi i skierowanej ku
pewnej pozycyi rownowagi; trudno jednak bedzie sporzadzi¢ sprezyne dosta-
tecznie podatng, aby te wychylenia byly dostrzegalne.

§ 40. fluktuacye innych wielkosci fizycznych. Dotychczas ogranicza-
lismy sie do rozpatrywania przypadkowych fluktuacyj spétrzednych geome-
trycznych danego systemu okoto pozycyi réwnowagi. Pojecie fluktuacyi sto-
suje sie jednak rownie dobrze do momentéw lub predkosci, a daje sie takze
uogélnié i przenies¢ na inne wielkosci fizyczne.

Jedyny przypadek tego rodzaju, ktéry dotychczas wiekszg wage zyskat
dla Fizyki, sg to fluktuacye predkosci drobinowych, okreslone stynnem pra-
wem rozdzialu Maxwella, ktérego ksztatt wyktadniczy zwigzany jest z ogdl-
nym wzorem (59). Istnie¢ musza réwniez fluktuacye energii catkowitej oraz
fluktuacye catej energii kinetycznej (t. j. energii cieplnej) danego podsystemu
mechanicznego, ale niema na razie nadziei, zeby udato sie je wykaza¢ bezpo-
$rednim sposobem dos$wiadczalnym.

To samo stosuje sie do fluktuacyj elektrycznosci. Wszystkie czesci
przewodnika musza podlegaé¢ bezustannym, automatycznym fluktuacyom na-
boju elektrycznego, a wielko$é tychze daje sie obliczyé na tej samej zasadzie,
jak wahania sp6trzednych — wszak polegajg one na przesunieciu elektronéw
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Bedzie jednak i tutaj bardzo trudno wykazac¢ ich istnienie, gdyz bezposrednie
metody elektrometryczne zawodza z powoddéw zasadniczych. Moznaby
wprawdzie elektrometr dowolnie wyczuli¢ nawet tak, zeby owe automatyczne
fluktuacye potencyatu odpowiadaty wychyleniom dostrzegalnym, ale mimo to
moznaby tym sposobem osiagna¢ cel tu omawiany, gdyz przy takiej czutosci
elektrometru takze automatyczne wahania wskazéwki (czy zwierciadta) elek-
trometru ujawnig sie i ruchy Browna przezen wykonane wcale nie zmienig
sie wskutek obecnosci owych sit elektrycznych.

Obliczenia takich fluktuacyj elektrycznych muszg jednak budzi¢ pewng
nieufno$¢, gdyz Einstein wykazat, ze promieniowanie elektryczne, przez
nie wywotane, zado$¢ czyni prawu Rayleigh a, ktérego wadliwos¢ dzisiaj
powszechnie jest uznana. Zdaje sie zatem, ze dos¢ ryzykowne ,a priori"
przeniesienie zasady ekwipartycyi energii z zakresu Mechaniki na zjawiska
elektryczne nie jest usprawiedliwione i na razie brak nam w tym zakresie ra-
cyonalnej podstawy dla spekulacyj teoretycznych; tylko w pewnych przypad-
kach znalazto sie prowizoryczng droge wyjscia: zastosowanie teoryi ,kwan-
towu. Zjawiska te lezg jednak zbyt daleko po za obrebem tematu tego spra-
wozdania.

U. 0go6lna teorya zjawisk Browna (zmienno$¢ fluktuacyj).

§ 41. Sformutowanie problematu. RoOzwazania ostatniego ustepu prze-
konaty nas, ze wahania jakiegobgdZ parametru dostrzegalnego okoto wartosci
»normalnej4, czyli fluktuacye ,,odwracalne”, sg zjawiskiem zupetnie ogélnem.

Rownowaga termodynamiczna, ktéra sie ustala w systemie ciat, diugo
ze sobg bedacych w stycznosci, nie jest réwnowaga bezwzgledna, jak to kla-
syczna Termodynamika przyjmuje, lecz statystyczng. Jezeli zbadamy stan
takiego systemu w jakiejbgdz chwili, nie znajdziemy tych wartosci zmiennych
(potozenia, temperatury, objetosci it. d.), ktére odpowiadajg $cisle warunkom
rownowagi, tylko wartosci nieco odmienne. Obserwujac za$ przez diuzszy
przecigg czasu, skonstatujemy, ze te odchylenia od stanu normalnego, naj-
prawdopodobniejszego, wystepujg wprawdzie przypadkowo, ale rozmieszczo-
ne sa wedtug pewnych prawidet statystycznych, okreslonych wzorem prawdo-
podobienstwa (61) lub analogicznemi prawami.

W zwigzku z tem nasuwa si¢ dalsze pytanie: jak predko zmieniajg
sie owe odchylenia? RozwazaliSmy je juz w najprostszym przypadku, t. j.
gdy nie istnieje wogoéle zadna pozycya statej réwnowagi; wszak zwykty ruch
Browna polega wiasnie na czasowej zmiennosci odchylen, liczonych od do-
wolnego poczatku spétrzednych, w razie jezeli system jest ,statyczny".

Podobnie kazda wielkos$¢, podlegajgca fluktuacyom odwracalnym, wy-
kazywa¢ musi rodzaj ruchu Browna, tylko ze zazwyczaj chodzi o systemy
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»Statyczneu i wtedy zjawisko to komplikuje sie przez tendencye, przeciwdzia-
tajaca zbyt wielkim odchyleniom z pozycyi normalnej. Prawa, dotyczace tej
czasowej zmiennosci fluktuacyj, czyli ,statycznychu ruchéw ,,Browna", sa
bezporéwnania zawilsze, niz prawa, odnoszace sie do rozktadu fluktuacyj.
Zalezg one od wiekszej liczby roznych czynnikoéw i nie znamy dotychczas
wzorow, odpowiadajgcych swojg ogolnoscig wzorowi (61).

§ 42. Ruchy Browna przy wspoétdziataniu sity sprezystej. Kwestyami te-
mi dotychczas wogole mato sie zajmowano.} Oprécz najprostszego rodzaju
»astatycznego® ruchu Browna i kilku jego modyfikacyj, jakie wywotujg
obecnos¢ scian lub superpozycya pola grawitacyjnego, tylko jeden jeszcze
przypadek zostat blizej zbadany teoretycznie: ruch Browna pod dziataniem
sity sprezystej. Badan doswiadczalnych nad tym przyktadem jeszcze wecale
nie wykonywano, choé¢ zdaje sie, ze nie przedstawityby one trudnosci nieprze-
zwyciezonych. Najprostszy sposéb urzeczywistnienia polegatby na systema-
tycznej obserwacyi zwierciadetka, zawieszonego na widknie torsyjnem, o czern
juz byta mowa w § 39.

Jeszcze tatwiej bytoby wykonaé systematyczne pomiary, odnoszace sie
do innego przyktadu statycznych ruchéw Browna: ruchdéw, okazywanych
przez czastke emulsyi w polu ciezkosci, ponad dnem naczynia, ktdre zawiera
emulsye. taczy sie to z zadaniem omawianem w § 36, gdzie mowa byta
o rozktadzie odchylen od dna, podczas gdy obecnie chodzi o rozktad przesu-
nie¢ dokonanych w danym czasie. Pordwnanie z owym przyktadem moze tez
wyjasni¢ niejeden szczeg6t rozwazan nastepujacych, odnoszacych sie do pola
sity sprezystej, ktére z zasadniczych wzgledéw wieksza posiadajg doniostosé.

Poniewaz bowiem rozkiad fluktuacyj przy istnieniu sity sprezystej odpo-
wiada prawu btedow Gaussa, atem samem normalnemu przypadkowi réw-
nowagi termodynamicznej, zatem przyktad ten bedzie posiadat znaczenie ty-
powego przedstawiciela statycznych ruchéw Brownowskich i dlatego najle-
piej sie nadaje do wyjasnienia pewnych ogélniejszych prawidet.

W przypadkach tego rodzaju prawdopodobieristwo osiggniecia pewnego
wychylenia w pewnym czasie, ktére witasnie pragniemy poznaé, musi oczywi-
Scie zaleze¢ nie tylko od wielkosci tegoz, ale rowniez od oryentacyi wzgledem
potozenia normalnego. Odnoszac zatem wszystkie wychylenia do pozycyi
normalnej réwnowagi (t. j. odznaczajacej sie maksymalng wartoscia prawdo-

") Jedyne dotychczas prace: M. Smoluchowski, Buli. Acad. Crac. 1913, p. 418;
Vortrage ii. d. kin. Theorie d. Materie u. d. Elektrizitat, Leipzig Teubner, 1914, p 87.

Doda¢ trzeba dalszg prace wykoriczong podczas druku niniejszego artykutu i odnoszaca
sie¢ do czasowej zmiennosci koncentracyi emulsyi (wielkos¢ A2 w § 15), w ktérej wykazuje
réownocze$nie zgodnos$¢ otrzymanych wynikéw teoretycznych z pomiarami Svedberga.
Rzecz ukaze si¢ w Rozpr. Akad. Wiedenskiej za rok 1914.
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podobienstwa), jako poczatku spotrzednych, oznaczymy przez P{x, xQtdx
prawdopodobienstwo, azeby czastka, ktora wyszia z punktu X0, po uptywie
czasu t sie znalazta miedzy spétrzednemi x a xJr dx.

Nie wchodzac w szczegéty, zaznaczymy tylko krétko ogélny tok mysli,
doprowadzajacy do rozwigzania naszego problematu. Czastka, ktéra za cza-
su t ma sie znale$¢ w odstepie X, musi w jakiej$ chwili poprzedniej 9 zajgc
miejsce a, lezace gdziekolwiek miedzy —oo0 i -(-co. Z powodu przypad-
kowosci ruchow Browna musi zatem zachodzi¢ rownanie funkcyjne:

oo
P{x, xQi — | P (a, xQ( P(x, a)<_orfa. (64)

€]

Funkcya P za$ dla dostatecznie krétkich czaséw zlewa sie z funkcya
(32), znang nam z teoryi ruchéw Browna, z tg rdznica, ze dziatanie sity
sprezystej F (X) = — ax musi powodowaé przesuniecie sie spdtrzednych x
o pewng wielkos¢, proporcyonalng do tejze sity i do czasu. Jezeli mianowicie
spétczynnik ruchliwosci wynosi B, tak ze przecietna predko$¢, nabyta pod
dziataniem owej sity, bedzie ax B, wéwrczas w przypadku granicznym krot-
kiego przedziatu z waznym bedzie wzor:

- = n(s— .
P(d, X9,= -== .67 4ix 65
@x9= == (65)
w ktérym dla skrécenia zamiast aB wprowadziliSmy spétczynnik:

aB = $. (66)

Przez wielokrotne zastosowanie tego dziatania (65) mozna tedy utwo-
rzy¢ wyrazenia P dla dowolnej liczby takich przedziatéw czasu, a przez
przejscie do granicy dla nieskoriczenie wielkiej liczby, otrzymujemy wzoér
koncowy, ktorego szukalismy:

f o $\x ~xoe ~]2

r¢,-A=f 2 D roioi, . (67)

tatwo sprawdzamy, ze istotnie w pierwszej chwili dla krétkich t, sy-
stem wykonywa zwykty ruch Browna, w zupetnej zgodnos$ci z wzorem (32);
sita kierujaca powoduje jednak stopniowe zblizanie sie przecietnego stanu
systemu ku pozycyi normalnej, gdyz przecietne odchylenie

X = x0e~P1 (68)

maleje stopniowo, a mianowicie w taki sposéb, jak gdyby ruchéw Browna
wcale nie byto.
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Po uptywie dostatecznie dtugiego czasu wielko$¢ ta bedzie znikomo
mata, gdyz réwnie prawdopodobne si¢ stang odchylenia dodatnie jak i ujem-
ne. Natomiast przecietny kwadrat odchylen, ktéry dany jest przez

z22= ~ [L—e-23']-f Ve-2fs<, (69)

pozostaje zawsze rézny od zera, i z czasem, gdy wplyw pozycyi poczatko-
wej X0 zupetnie zanika, wzér ten zlewa sie ze znanem nam juz prawem (§ 39),
okres$lajagcem ogdélne prawdopodobienstwo fluktuacyi:])

lim /(). =pw = M@ N -a—_1i/ B

Wynika z niego wartos¢ sredniego odchylenia czyli fluktuacyi Sredniej, ktérag
oznaczymy przez $:

Znaczenie tego obliczenia upatrujemy gtéwnie wtem, ze wzory (67—70),
wynikajgce w tak prosty sposéb z empirycznie stwierdzonych prawidet ruchu
Browna, ilustruja pewne ogdlne kwestye Mechaniki statystycznej, ktore
tworzyly przedmiot zacietego sporu ze zwolennikami klasycznej Termodyna-
miki. Widzimy bowiem, ze ten sam wz06r zasadniczy (67) tworzy pomost mie-
dzy przypadkowymi ruchami drobinowymi a owym regularnym ,,nieodwracal-
nym* ruchem, ktory jest catkowicie okreslony przez site zewnetrzna i tarcie,
i ktory wytacznie obserwujemy w praktyce ,,makroskopijnej".

Bardzo tatwo wykaza¢ przy pomocy owych wzoréw, ze

=] )
t=0 (X0—x)2 J,_@;)(D—:% + EJER)/) (72)

To znaczy wiasnie, ze dla dostatecznie kroétkiego czasu t ,,Srednie"”
przesuniecie z pozycyi poczatkowej jest bez poréwnania wieksze od przesu-
niecia przecietnej pozycyi czastki. Natomiast dla dostatecznie diugiego prze-
ciggu czasu, wielkosci te sg przyblizenie identyczne, o ile stan poczatkowy
posiadat odchylenie X0 bardzo duze w poréwnaniu z odchyleniem $redniem
£, czyli—jak krétko sie wyrazamy — o ile stan poczatkowy byt bardzo ,,anor-

malny".
W pierwszej chwili zatem panuje zawsze faza przypadkowych ruchéw

N,

) Zwazywszy ze wedtug (35, 66) mamy ’P—ajj . H
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Brownowskich (dodatnich i ujemnych A#); po niedtugim czasie za$ uktad
porusza sie juz tak, ze odstepstwa od przecietnego ruchu makroskopijnego

(nieodwracalnego)
X — x0e~Pt (73)

mozna uwaza¢ za znikomo mate w poréwnaniu z przesunieciem catkowitem,
jezeli stan poczatkowy byt bardzo anormalny.

Wyjasnia to jeden z czesto podnoszonych zarzutéw przeciwko kinetycz-
nemu ttdmaczeniu zjawisk nieodwracalnych: pozorng sprzecznos¢, tkwigca
w tem, ze ruchy, wykonywane przez konserwatywne systemy mechaniczne,
sg zawsze odwracalne. Na ogo6t system, ktory wyszedt z bardzo anormalnego
stanu poczatkowego, bedzie wykonywat ruch makroskopijny, pozornie nieod-
wracalny i zgodny z wzorem (73); ciepto tarcia bedzie sie wytwarzato kosztem
energii potencyalnej, czyli entropia bedzie wzrastata A jednak w kazdej chwili
system porusza sie w spos6b Brownowski (32) i prawdopodobienstwo do-
datniego czy tez ujemnego przesuniecia (zmniejszenia sie lub wzrostu entro-
pii) jest—przyblizenie—jednakowo wielkie.

§ 43. Czas powrotu, pozorna nieodwracalnosé¢. Cho¢ system na ogoét
dazy ku pozycyi normalnej réwnowagi i zwykle mato sie wychyla poza obreb
$rednich fluktuacyj 6, przeciez, jezeli dostatecznie diugo bedziemy Sledzili
jego ruchy, musimy takze zauwazy¢ zdarzenia wyjgtkowe, potaczone z ubyt-
kiem entropii, czyli muszg czasem automatycznie wystepowaé anormalne wy-
chylenia z pozycyi rownowagi, podczas ktérych energia potencyalna zwiek-
sza sie kosztem jego zawartosci cieplnej. Wszak prawo (70) okresla wy-
raznie prawdopodobienstwo takiego zdarzenia podczas trwania réwnowagi
statystycznej, wiec takze najwiecej anormalny stan musi sie czasem urzeczy-
wistnic.

Co prawda, S$rednia diugosé okresu, ktéry uptynie, zanim system po-
wrdci do anormalnego stanu poczatkowego, bedzie wzrastala w niezmiernie

gwattowny sposéb, w miare jak wzrasta ,,anormalno$é owego stanu po-

czatkowego. Oceni¢ mozna mianowicie rzad wielkosci takich czaséw na pod-
stawie nastepujacego rozumowania:

Poniewaz zmiany systemu, ktéry wyszedt z punktu bardzo anormalne-
go, odbywajg sie na ogdét — z pominieciem drobnych wychylen Brownow-
skich — przyblizenie zgodnie z wzorem (73), widzimy, ze system taki, prze-
chodzacy przez X, znajduje sie w obrebie podczas trwania czasu

* Chcac sie Scislej wyrazi¢, zaznaczymy, ze rozpatrujemy przecietng warto$¢ odchy-

| (42
lenia X w przeciagu czasu g “’) /). Otrzymujemy tak krzywa ,wyréwnang*, wolng od
20

zygzakéw Brownowskich.
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(74)

Z drugiej strony prawdopodobienstwo P (Xx)kx, podane przez wzér
(70,) jest identyczne z wzglednym czasem trwania owego stanu, czyli ze sto-
sunkiem czasu At, potrzebnego do jednorazowego przejécia przez obreb kxy
do ,czasu powrotu” T owego stanu. Mamy zatem:

i z tych dwoch réwnan wynika ,,czas powrotu T“:

Jak nadzwyczajnie wyrazenie to wzrasta, zaleznie od stopnia anormalno-
§ci stanu poczatkowego, ilustruje nam przykitad wymieniony w § 39, do ktére-
go tatwo wzér ten zastosowac sie daje. Wychylenia promienia $wiatta, spowo-
dowane wahaniem owego zwierciadetka, wynoszg wprawdzie $rednio 5°, i daje
to miare obrebu zwyktych ruchéw Browna okoto pozycyi normalnej. A jed-
nak wychylenia kilkakrotnie wigksze sg tak nadzwyczajnie rzadkie, ze nie
zdarzy sie odchylenie 50° prawdopodobnie ani razu w ciggu catego naszego
zycia.

Rozumiemy zatem najzupetniej, ze w praktyce codziennej obserwujemy
zawsze tylko zjawiska, zwigzane z pozornie nieodwracalnem wzrastaniem en-
tropii, jezeli chodzi o stany, lezgce daleko po za obrebem S$rednich fluktuacyj;
bo zycia nam nie starczy na to, azebySmy sie doczekali automatycznego po-
jawienia sie zjawisk bardzo anormalnych.

Ze nieodwracalno$é tego rodzaju zjawisk jest tylko pozorna, to ujawnia
sie zresztg jeszcze i winnym fakcie, mianowicie, ze wzor (67) wazny jest takze
dla odwrotnego przebiegu czasu, ze zatem istnieje zupetne réwnouprawnienie
dla czasu wzrastajgcego i cofajagcego sie. W drugim przypadku wzér ten
oznacza prawdopodobienistwo, ze podczas trwania réwnowagi statystycznej
system, znajdujacy sie obecnie w pozycyi X0, poprzednio, przed czasem t,
zajmowat pozycye, potozong miedzy X a X-\-dx. Podkre$lamy tylko zna-
czenie tego twierdzenia, nie wchodzac zresztg w dowdd jego, co do ktérego
odsytamy do rozprawy cytowanejl}.

Jak juz wspomnieliSmy, zadanie wyzej traktowane ma znaczenie szer-

) M. Smoluchowski, Buli. Acad. Crac. 1913, p. 432.
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sze, jako typowy przedstawiciel bardzo ogo6lnej kategoryi zjawisk Kkinetycz-
nych. Doniosto$¢ jego ocenimy, jezeli sobie uprzytomnimy gwattowne dy-
skusye miedzy zwolennikami Atomistyki a zwolennikami Termodynamiki
w ostatnich dziesigtkach lat wieku ubiegtego. W sposob moze najdobitniej-
szy wolwczas te przeciwne stanowiska wyrazity sie w polemice miedzy Boltz-
mannem a Zermelgl, lecz i ta dyskusya toczyta sie na polu nie-
przystepnem zaréwno dla doswiadczen, jak i dla obliczen.

Tu za$ poznaliSmy pierwszy przyktad, ktéry sie nadaje do Scistej analizy
matematycznej, opartej o podstawy pewne i doSwiadczalnie sprawdzone, i na
ktorym skontrolowaé mozna stuszno$¢ ogélnych zapatrywan, wygtoszonych
przez owych autorow.

Przekonywamy sig, ze na ogo6t genialne koncepcye Boltzmanna sg
stuszne i tylko w niektérych szczegétach wymagaja S$cislejszego udoktadnie-
nia2. Wszystkie zjawiska molekularno-kinetyczne sg w zasadzie odwracalne,
a nieodwracalno$¢, ktéra w Termodynamice tak wazng odgrywa role, jest
tylko pozorna, jest efektem wywotanym tem, ze czas obserwacyi w praktyce
nie wystarcza, aby zauwazy¢ sie dat powr6t do stanu poczatkowego, jezeli
»anormalnos¢" tegoz jest znaczna. Miarg anormalnosci za$ jest stosunek
poczatkowego odchylenia z pozycyi réwnowagi do ,,fluktuacyi Srednigj

§ 44. fluktuacye W przebiegu zjawisk istotnie lub pozornie ,nieodiura-
calnych#4 Wypada nam jednak uczyni¢ pewne zastrzezenie. Nie Smiemy bo-
wiem bynajmniej utrzymywaé, zeby nieodwracalnos¢ wszystkich zjawisk
fizycznych w ten sposéb ttdmaczy¢ sie musiata. Sadzimy, ze podciagniecie
zjawisk elektrycznych pod prawidta Mechaniki statystycznej — jedynie z tego
powodu, ze zasadnicze prawa uja¢ sie dajg w forme zasady Hamiltona —
jest a priori bardzo ryzykowne, pomijajgc nawet sprzecznosci z doSwiadcze-
niem w dziedzinie promieniowania.

W Mechanice statystycznej zawsze mamy do czynienia z systemami
skonczonymi i posiadajgcymi skohczong liczbe spotrzednych; tu zas$ rzeczy
majg sie zupetnie inaczej, tak np. promieniowanie w przestrzen nieskorczona
pociggatoby za soba juz wiasciwag nieodwracalnos¢ wszelkich zjawisk, w kté-
rych ono wystepuje. Znamy zresztg pewna kategorye zjawisk, ktére — przy-
najmniej wedtug dzisiejszych wiadomosci — musza uchodzi¢ za prototyp wita-

) L. Boltzmann, Ann. d. Phys. 57 p. 773 (1896), 60 p. 392 (1897). E. Zermelo
tamze 57 p. 485 (1896), 59, p. 79 (1896).

2 Tak np. nalezy udoktadni¢ pojecie prawdopodobieristwa, uzywane przez Boltz-
manna w rozmaitem znaczeniu. Rozwazania zyskuja na $cistosci przez wprowadzenie przez
nas uzywanych poje¢ $redniej fluktuacyi, oraz anormalnosci danego stanu. Zaznaczamy
tez wyraznie, ze nie uznajemy wcale hypotezy, bronionej przez niektérych autoréw (Planck),
iz system dazy zawsze do stanu ,wiecej prawdopodobnego".



258 Maryan Smoluchowski. (72)

Sciwej nieodwracalnosci: promieniotwérczy rozktad atomoéw. Rozkiad ten
nastepuje nietylko wylgcznie jednokierunkowo, ale wogéle z predkoscig nie-
zalezng od jakichbgdz do dzi$ dnia znanych czynnikéw, tak jak gdyby wszyst-
kie atomy danej substancyi zawsze posiadaty niezmienne prawdopodobien-
stwo rozpadu.

Zjawiska tego rodzaju wychodzg zupetnie poza obreb poprzednich roz-
wazann Jednak i w nich, jak w kazdem zjawisku drobinowo atomowem, mu-
szg wystepowac fluktuacye, a beda one dostrzegalne., o ile udziat pojedyn-
czych atoméw lub niezbyt duzych grup atoméw sie daje odroéznic.

Tak np. nadzwyczajna czuto$¢ metod, stosowanych przy badaniach pro-
mieniotworczych, nietylko umozliwia, jak wiadomo, skonstatowanie wahan
w liczbie atomo6w rozpadajacych sie w jednostce czasu, ale nawet sledzi¢ mo-
zna rozklad pojedynczych atoméw. Pierwszy zajat sie temi zjawiskami
Schweidlerd i udowodnit, ze ten sam wzér (2), ktéry wyprowadzitem dla
prawdopodobienistwa obecnosci pewnej liczby drobin w danej przestrzeni,
stosuje sie réwniez do prawdopodobienistwa rozkltadu pewnej liczby atomow
w danym czasie. Nie mozemy na tem miejscu wchodzi¢ w blizsze rozstrza-
sanie nadzwyczajnie ciekawych badan Rutherforda i Geigera, E Mey-
era, Campbella i innych badaczy, ktérzy znakomicie wydoskonalili me-
tody doswiadczalne i rowniez do giebszego teoretycznego poznania tych zja-
wisk sie przyczynili. Wspomnie¢ musimy jednak jeszcze o niezmiernie cie-
kawych badaniach dwo6ch autoréw, Joffego i E. Meyeral), ktérzy nieza-
leznie od siebie, zapomocg znanej metody Mi llikana, skonstatowac zdotali
istnienie analogicznych nieco zjawisk fluktuacyjnych przy fotoelektrycznym
rozktadzie atoméw.

W zakresie zjawisk cieplnych i mechanicznych nie rozporzadzamy tak
czutemi metodami, i stosunkowo drobne fluktuacye, zachodzace w predkosci
zjawisk pozornie nieodwracalnych, pozostajg na og6t niedostrzegalne. Istnieja
jednak pewne przypadki, ktére i tu nadawatyby sie do analogicznych ba-
dan doswiadczalnych, a mianowicie zjawiska przesycenia, w ktorych fluktu-
acya pocigga za sobg efekt podobny do epidemii lub lawiny i tym samym
wywiera skutek wielokrotnie powiekszony. Do tej kategoryi naleza: eks-
plozya, krystalizacya cieczy podchtodzonej, wrzenie cieczy przegrzanej i po-
dobne zjawiska, znane wiasnie z tego, ze nieobliczalny ,,przypadek" wielka
w nich odgrywa role. Istniejg tu juz pewne zawigzki teoryi (jak np. prace
Tammanna nad jadrami krystalizacyi), ale pozostaje jeszcze obszerne pole
do systematycznych badan, z punktu widzenia teoryi prawdopodobiernistwa.

0 E. v. Schweidler, Rapp. Congres Radiol. Liege 1905 p. 1; co do pdéZniejszych
prac patrz referat: E. Meyer, Jahrb. d. Radioakt. 5 p. 413 (1908), 6 p. 242 (1909).

2 A. Joffe, Miinch. Ber. 1913, p. 19, E. Meyer i W. Gerlach, Fortschr. d. Phy

1913, p. 317.
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01. Granice waznos$ci zasad Termodynamiki.

§ 45. IDadliwo$¢ w sformutowaniu ,drugiej zasady“. Druga zasade
klasycznej Termodynamiki, czyli t. zw. zasade Carnota, mozna, jak wia-
domo uja¢ w rozne formy, rdéwnowazne z twierdzeniem o niemozliwosci
perpetuum mobile drugiego rodzaju. Najwiecej uzywane sg np. formy: ,.cie-
pto nie moze przej$¢ samo przez sie z ciata zimniejszego do cieplejszego”
(Clausius); ,nie mozna wytworzy¢ pracy kosztem ciepta pochodzacego
z ciata o najnizszej (z pomiedzy danych cial) temperaturze" (Lord Kel-
vin); ,entropia systemu izolowanego nie moze sie z biegiem czasu zmniej-
sza¢" (Clausius).

Jezeli rozwazymy znaczenie tych twierdzen, ze stanowiska obecnie przez
nas zdobytego, musimy przyzna¢, ze wynik okazuje sie fatalnym dla Termo-
dynamiki dogmatycznej, utrzymujacej, ze zasada Carnota jest bezwzgled-
nie scista.

Wszak mozna bezposrednio obserwowac zjawiska, potaczone z auto-
matycznem przetworzeniem sie¢ ciepta otoczenia w energie potencyalng; wi-
dzie¢ mozna zjawiska, odbywajgce sie wbrew twierdzeniu o wzrastaniu en-
tropii (jak automatyczne tworzenie sie roéznic ci$nienia lub réznic koncen-
tracyi, automatyczne wznoszenie sie czgstek emulsyi wbrew ciezkosci it p.).
Przytem jako charakterystyczny wystepuje indeterminizm zjawisk drobino-
wych w sposob zupetnie wyrazny w owych przypadkowych fluktuacyach mi-
kroskopijnych. WykazaliSmy réwnocze$nie powody, dlaczego mimo to ma-
kroskopijne zjawiska z reguty wydajg sie zgodnemi z zasada determinizmu,
objawiajgcg w tych prawach termodynamicznych.

Dawny spor Atomistyki z Termodynamika rozstrzyga sie zatem tak, ze
powyzsze bezwzgledne sposoby sformutowania zasady Carnota okazujg sie
niewatpliwie blednemi. Klasyczna Termodynamika zdaje sie jednak by¢ sy-
stemem naukowym o bezwzglednej $cistosci i zwieztosci twierdzen i wszyscy
jej zwolennicy sg przekonani o stusznosci twierdzenia, ze gdyby sie znalazto
cho¢ jedno zjawisko, przebiegajgce wbrew drugiej zasadzie wyrazonej w ja-
kiejbadz z powyzszych form, caty system Termodynamiki by runat.

§ 46- Czy mozliwe jest perpetuum mobile? Czy zatem ,druga zasada"
jest pozbawiona wszelkiej wartosci? Czy mozliwe jest t. zw. perpetuum mo-
bile drugiego rodzaju — przyrzad, bezustannie wytwarzajgcy prace kosztem
ciepta otoczenia?

Zapewne wiele os6b, zajmujacych sie badaniem ruchéw Browna i po-
dobnych zjawisk, bedzie sktonnych da¢ odpowiedz twierdzacg na to ostatnie
zapytanie. Niektorzy autorowie (Lippmann, Svedberg, Ostwald, Ri-

Prace mat.-fiz., t. XXV 19
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char z) wyraznie wyciaggneli takie konsekwencyel}; Svedbergi Lipp-
mann podaja nawet fikcyjne konstrukcye przyrzadéw, majacych stuzy¢ jako
perpetuum mobile.

Rzecz wydaje sie w zasadzie bardzo prosta. Wystarczy, jezeli w naczy-
niu, napetnionem ernulsya, umieécimy przegrode zaopatrzong wentylem, do-
zwalajacym czastkom na przechodzenie z jednej strony na druga, ale nie na-
odwr6t. Musiataby w nim powstaé, sama przez sig, r6znica koncentracyi
i zaleznego od niej ci$nienia osmotycznego, ktérej uzy¢ by mozna jako bodz-
ca do pedzenia maszyny.

Jeszcze przejrzystsza bedzie konstrukcya, jezeli uzyjemy przyrzadu opi-
sanego w koricowym ustepie § 39, ale zamiast zwierciadetka umiescimy koto
zebate i polagczymy z niem zatrzask, dopuszczajacy tylko obroét kota w jedne
strone. Automatyczne fluktuacye powinny wtedy obraca¢ koto jednostronnie
i ciggte okrecanie widkna przedstawiatoby trwate zrédto pracy, ktére moznaby
wyzyskaé¢ zapomocg odpowiedniego urzadzenia, potgczonego z gérnym kon-
cem widkna.

Nie chodzi wcale o kwestye trudnosci technicznej przy wykonaniu przy-
rzadu, bo niema tu granic nieprzekraczalnych.

Sadze jednak, ze zbudowanie takiego perpetuum mobile jest niemo-
zliwe ze wzgledéw zasadniczych, a w dwoéch wymienionych wtasnie przypad-
kach wiasciwg przeszkodg jest zasadnicza niemozliwo$¢ sporzadzenia odpo-
wiednich zatrzaskéw czy wentyli. Funkcyonowanie takich przyrzagdéw daje
sie do tego sprowadzi¢, ze w zwyklych warunkach pozostajg one w pozycyi
(wzglednie) minimalnej energii potencyalnej. Jezeli wogole majg sie podda-
waé¢ pod wptywem stabych impulséw ruchu Br ownowskiego, sprezyny
w nich czynne muszg by¢ tak podatne, ze tem wiecej juz ich wiasny ruch
Browna musi sie uwydatni¢ — a wskutek tego zatrzask czy wentyl wogole
nie bedzie funkcyonowat jednostronnie. Nastgpi rozktad wszystkich mozliwych
pozycyj w mys$l prawa (61), ktore musi obejmowaé takze wszelkie tego ro-
dzaju przyrzady mechaniczne, bez wzgledu na szczegéty konstrukcyjne, jako
specyalne przypadki.

Moznaby jeszcze pomysle¢ o sporzadzeniu perpetuum mobile, dziataja-
cego wbrew pierwszemu z twierdzen wymienionych w § 45, tak azeby ciepto
wcigz w pewnem ciele sie nagromadzato, powodujgc wzrost jego temperatury,
a nastepnie mogto stuzy¢ jako zrodto pracy. Tak np. muszg miedzy kilkoma
w stycznoéci bedacemi ciatami A, B, C zachodzi¢ automatyczne fluktuacye

J) G. Lippmann, Rapp. Congr. Int. Phys. Paris 1900, | p. 546; Th. Svedberg,
Zeitschr. f. phys. Chem. 59, p. 451, 1907; W. Ostwald, Zeitschr. f. phys. Chem 57, p. 383,
1906; F. Richarz, Sitzgsber. Ges. Naturw. Marburg 1907, p. 188.



(75) O fluktuacyach termodynamicznych i ruchach Browna 261

zawartosci cieplnej3 i moznaby niewatpliwie przenosi¢ dowolne ilosci ciepta
zciata A na cialo G za pomocg posrednika B, gdyby, obserwujac wciaz stan
cieplny tych ciat, taczyto sie je lub roztaczato w odpowiednich chwilach, gdy
wiasnie pozagdana fluktuacya wystgpita.

Bytoby to istotne perpetuum mobile, ale funkcyonowaé¢ mogtoby ono
tylko pod nadzorem istoty, znajacej w kazdej chwili stan owych ciat, oraz
zdolnej wywotywaé¢ dowolne przesuniecia ich, bez rozproszenia energii. Po-
wracamy tu w nieco zmienionej postaci do stynnej koncepcyi ,,demona“
Maxwella. Istota taka mogtaby zreszta réwniez i przy pomocy poprzednio
wymienionych przyrzadéw rozwina¢ systematycznag walke przeciwko zasadzie
Carnota. System mechaniczny, rzadzony przez ,,demonau, wykracza jednak
poza obreb Mechaniki statystycznej, gdyz nie jest to system, podlegajgcy nie-
zmiennym zwigzkom wewnetrznym.

Zadne za$ ,,automaty®, ani mechaniczne ani elektryczne, nie moga za-
stgpi¢ takiego demona2). Rozwazajgc rézne pomysty zbudowania auto-
matycznego perpetuum mobile (,,drugiego rodzaju"), znajdujemy przy bliz-
szem zastanowieniu zwykle btad, tkwigcy w tem, ze zapomniano o zupetnej
przypadkowos$ci automatycznych fluktuacyj, o niezaleznosci ich dla réznych
czesci systemu i o tem, iz wielko$¢ ich zalezy tylko od zmian energii, a nie od
innych, ubocznych czynnikow.

§ 47- Poprawne sformutowanie zasady Carnota. Rozwazah tych oczy-
wiscie nie mozna uwaza¢ na dowod niemozliwosci perpetuum mobile. One
majg nam tylko uprzystepni¢ zrozumienie, dlaczego nie jest mozliwe zbudo-
wanie takiego przyrzadu, mimo ze on na pierwszy rzut oka wydaje sie uzasad-
nionym, dzieki istnieniu fluktuacyi. Jako dowdd uwazamy jedynie rozwazania
ogo6lnej Mechaniki statystycznej, ktére nie robigc zadnych specyalnych zato-
zen co do rodzaju systemoOw badanych, stwierdzajg $cistg waznos¢ zasady
Carnota w krancowym przypadku zmian nieskonczenie powolnych, czyli
odbywajacych sie w nieskoriczenie dtugim przeciagu czasu.

Sadzimy zatem, ze trzeba utrzymaé¢ w mocy twierdzenie o niemozliwosci
perpetuum mobile drugiego rodzaju, rozumiejgc przez to stowo przyrzad
wytwarzajgcy prace stale, kosztem ciepta otoczenia. Niewatpliwie przyrzad
taki moze funkcyonowac przypadkowo przez jaki$ czas, wszak widzieliSmy
wogole, ze mozna zdoby¢ dowolnie wielki zapas pracy kosztem ciepta otocze-
nia (8 42), jezeli sie skorzysta¢ umie z odpowiedniej okazyi. Ale czas,
do tego potrzebny, wzrasta tak niewspotmiernie z wielkoScig owej energii,

) Patrz np. Dr Haas-Lorentz loc. cit. § 16, p. 93.
2 Nieco obszerniejsze przedstawienie tych rozwazan: M. Smoluchowski,
Zeitschr. 13, p. 1078, 1912; Vortrage iiber d. kinet. Theorie der Materie, 1914, p. 117.

Phy
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ze stosunek pracy uzyskanej do czasu zuzytego dazy do zera dla nieskoncze-
nie dtugiego czasu
lim ~- = 0, (76)

t=zo0 t

czyli ,,dzielnos$¢" takiego perpetuum mobile jest zerem.

W tej formie wypowiedziana, zasada Carnota zachowuje swojg waz-
nos$¢, jakkolwiek nie uwydatnia ona wyraznie wiasciwego indeterminizmu
zjawisk drobinowych; natomiast inne formy (§ 45), nie kitadace nacisku na
wieczng trwato$¢ zjawiska, sg stanowczo wadliwe. Praktyczne znaczenie
Termodynamiki, jako systemu regut, przyblizenie waznych dla zwyktych
zjawisk zycia codziennego, pozostaje oczywiscie nieuszczuplone, z powodéw
poprzednio poruszonych. Ale sgdzimy, ze wypadatoby dzisiaj porzuci¢ spo-
s6b w Fizyce przyjety: wygtaszania zasad Termodynamiki w formach bez-
wzglednych (§ 45), jako podstaw Fizyki dzisiejszej, a nastepnie ograniczania
zakresu ich waznosci przez wylaczenie zjawisk mikroskopijnych, jak ruchy
Browna it d

Postepowanie takie jest nietylko niezadawalajgce ze stanowiska filozo-
ficznego, ale ma te niedogodno$¢, ze niepodobna poda¢ granicy miedzy zja-
wiskami mikro- a makroskopijnemi. W innych podobnych przypadkach, jak
np. w kwestyi $cistosci zasad Mechaniki, mozna przynajmniej wymieni¢ wy-
razne kryteryum — np. stosunek predkosci ciata poruszajgcego sie do pred-
kosSci Swiatta — rozstrzygajgce o doktadnosci prawidet przyjetych. Natomiast
w zakresie Termodynamiki istnieje caty szereg zjawisk mikroskopijnych, kto-
rych skutki sie ujawniajg w spos6b niewatpliwie ,,makroskopijnyu. Przyto-
czymy tylko np. opalescencye cieczy i gazdw, zdolnos¢ interferencyjng Swia-
tta (zwigzang z szerokos$cia linij widmowych, ktéra na mocy prawa Dopple-
ra zalezy od predkosci drobinowych, patrz § 40 oraz Wstep), zalezno$¢ wia-
§ciwosci magnetycznych i magneto-optycznych od natezenia pola magne-
tycznego i t. d. Dla tego byloby wskazane, zeby wypowiadano twierdzenia
Termodynamiki w formie o tyle skromniejszej i $ci$lejszej, oraz zmieniono
strukture logiczng tej nauki tak, zeby nie wchodzita w konflikt z faktami nie-
watpliwie stwierdzonymi, ktérym ten referat jest poswiecony.

§ 48 Uzupetnienia teorgi z punktu widzenia teoryi ,kwantow#4 Rozwa-
zania teoretyczne i doswiadczenia, ktore tworzyly przedmiot tej pracy, skia-
daja sie na stworzenie jednolitego obrazu zjawisk termodynamicznych,
z punktu widzenia Mechaniki statystycznej. Nie tylko konstatujemy pewne
wadliwosci dawnej Termodynamiki dogmatycznej, ale poznajemy szereg po-
je ¢— Srednie fluktuacye, ruchy Browna, czas powrotu — ktére ilosciowo
doktadnie okreslaja réznice, zachodzace miedzy rzeczywistoscig a wyidealizo-
wanem jej obrazem termodynamicznym. Wypada nam jednak na sam koniec



(77) O fluktuacyach termodynamicznych i ruchach Browna. 263

jeszcze podkresli¢ pewien brak zasadniczy tych rozwazan, o ktérym juz na-
wiasowo wspominaliSmy (8 40, 44). Wszak punktem wyjscia ich byta Mecha-
nika statystyczna, a w szczegélnosci zasada ekwipartycyi energii; wiadomo
za$, ze zasada ta wymaga pewnych modyfikacyj, ktore stanowig przedmiot
nowopowstatej teoryi ,,kwantéw".

Nie zdaje sie, co prawda, zeby wprowadzenie teoryi kwantoéw spowodo-
waé¢ mogto zmiany w obrebie zjawisk tu traktowanych, o ile sa dostepne bez-
posrednim doswiadczeniom. Dotychczas istnienie kwantoéw energii zazna-
czyto sie przy zjawiskach drgajgcych — przedewszystkiem zjawisk promienio-
wania oraz drgan drobin ciat statych — i przyjaé trzeba ze owe, jako niepo-
dzielne jednostki wystepujace, ilosci energii e sa proporcyonalne do czestosci
drgan v, w my$l wzoru s= hv, przy czem h= 10-27. Z przyktadéw tu
omawianych ruch Brownowski ciata, podlegajacego sile sprezystej (8 39),
nadaje sie do zastosowania tej zasady. Poniewaz jednak S$rednie fluktuacye
w owym przypadku odpowiadajg pracy rzedu 2.10-14 ergéw, zatem atomi-
styczna struktura energii odgrywataby znaczniejszg role dopiero wrazie, gdy-
by czesto$¢ wahan v zblizata sie do rzedu liczby 1013 We wszelkich za$
przypadkach tego rodzaju, dajacych sie bezposrednio obserwowaé, v bedzie
0 tyle mniejsze, czastki energii bedg tak nadzwyczajnie drobne, ze nieciggtos¢
zmian energii nie uwydatni sie wcale.

Zaprzeczy¢ nie mozna jednak, ze juz same przeSwiadczenie, iz istniejg
granice waznosci naszych twierdzen, wzbudza pewne uczucie niepewnosci,
1 pozadane bytoby odpowiednie uzupetnienie ogolnej teoryi fluktuacyj, przy
czem zwiaszcza takze prawa fluktuacyj elektrycznych blizej by zostaty wy-
Swietlone. Teorya kwantéw otwiera na razie rézne mozliwosci hypotetycz-
nego wykonczenia wyzej rozpoczetej budowy teoretycznej, w kierunku zja-
wisk jeszcze nie poznanych. Takie spekulacye majg jednak warto$¢ bardzo
watpliwa, dopoki sama teorya kwantéw spoczywa jeszcze na tak chwiejnych—
pod wzgledem logicznym — podstawach, jak dzisiaj. Pozadana bytaby wia-
Sciwie zasadnicza zmiana podstaw, stuzacych dla wszelkich tych rozwazan:
zastgpienie Mechaniki statystycznej przez Elektrodynamike, albo Elektronike
statystyczng, ale to jest jeszcze rzecza dalekiej przysztosci.

Na razie zrobiono jeden wielki krok naprzéd w poznaniu istoty zjawisk
termodynamicznych — dzieki badaniom fluktuacyj — a dobrze jest, ze widzi-
my cel, ku ktéremu w dalszym ciggu dazy¢ nalezy.
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