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Notiz Uber die Berechnung der Brown-
schen Molekularbewegung bei der Ehren-
haft -Millikanschen Versuchsanordnung.

Von M. v. Smoluchowski.

In Anbetracht der Wichtigkeit, welche die
Messungen von Millikan, Fletcher u. a fur
die Begrundung der Elektronentheorie erlangt
haben, sowie der noch immer ungeldsten Streit-
frage nach der Erklarung der denselben wider-
streitenden Versuche Ehrenhafts, mag es von
Interesse sein, einen gewissen Punkt der darauf
bezilglichen, insbesondere von Fletcher!l) aus-
fhrlicher entwickelten mathematischen Theorie
klarzustellen, wenn sich auch zeigt, dall die
SchluBresultate der betreffenden Untersuchungen
durch diese Berichtigung nicht wesentlich ge-
dndert werden.

Es handelt sich nadmlich um die Aufgabe,
die Kombination von Fallbewegung und Brown-
scher Bewegung mathematisch darzustellen und
aus oOfters wiederholten Messungen der Fall-
zeiten, welche einer bestimmten Fallstrecke ent-
sprechen, jene beiden Bestandteile auszusondern.

Bekanntlich2) lautet die Wahrscheinlichkeit,

1) H. Fletcher, Phys. Rev. 33, 81, 191l. Diese
Arbeit bringt eine Verbesserung der Uberlegungen, welche

den Verf. zu der unrichtigen in dieser Zeitschr. , 202,
1911 verdffentlichten Formel (20) gefuhrt hatten. Anwen-
dungen jener Theorie: H. Fletcher, Phys. Rev. 4, 440,

1914; C. F. Eyring, Phys. Rev. D, 412, 1915.
2) Siehe Fletcheraa O. oder M. Sm oluchowski,
Bull. Acad. Cracovie 1913, S. 418.
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daR ein unter EinfluR einer konstanten Kraft
stehendes Teilchen, welches urspriinglich vom
Punkte x = b ausgegangen war, sich nach Ab-
lauf der Zeit t zwischen den Abszissen x -eex-j- dXx
befinde:
~ UOUrg £y
W (x)dx-- e ~ 1)
Dt

wobei ¢ die bei Vernachlassigung der Brown-
schen Bewegungen durch die konstante Kraft
hervorgebrachte Geschwindigkeit, D den mit
Gestalt des Teilchens und Zahigkeit des um-
gebenden Mediums zusammenhangenden ,Dif-
fusionskoeffizienten des Teilchens* bedeutet.

Die Wahrscheinlichkeit, dal ein solches
Teilchen in jener Zeit durch die Ebene x= o
in den negativen Halbraum Ubergegangen sei,
ist somit:

U(t)= /W (x)dx
—®

und die Wahrscheinlichkeit, dal es wohl zur
Zeit t-)-dt, aber noch nicht zur Zeit t sich unter-
halb der Nullebene befinde, ist offenbar

M{t)dt= ~ d
Wird der Exponent in (1) mit y bezeichnet
und fahren wir dann die Abkirzung
b—ct
21 Dt
ein, so erhalten wir sukzessive:

co
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M =N-~le-") =e-at~,_ dt=
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Man koénnte somit letzteren Ausdruck als
die Wahrscheinlichkeit ansehen, daB jenes Teil-
chen im Zeitpunkte die Nullebene
Uberschritten habe. Es ist aber wohl zu be-
merken, daR dieselbe nicht der bei jener Ver-
suchsanordnung beobachteten Haufigkeit der
Uberschreitung einer gegebenen Distanz entspricht.
Denn man kontrolliert dabei nicht, ob sich das
Teilchen in gegebenen Zeitmomenten oberhalb
oder unterhalb eines Teilstriches befinde, son-
dern man pflegt den Zeitpunkt zu notieren, so-
bald das Teilchen zum ersten Mal den festen
Nullstrich erreicht, und die Berechnung der
Wahrscheinlichkeit fir eine derartige Fallzeit
ist ein wesentlich verschiedenes Problem.l)

Ausfuhrlicher dargestellt gibt es fur die
Lagenédnderung des Teilchens vier Mdglichkeiten:

A) fur t ist #<0; fur t-)-dt ist x<o,

B) ., ., » X>m ., " . X">o}
C) X<0; » *>0,
D) X>0: *<Q,

Eine der Fallbewegung entgegengesetzte Ver-
schiebung im Sinne von (D) ist flr langere Zeit-
rdume natdrlich wenig wahrscheinlich, muf3 aber
fur kurze Zeitintervalle fortwdahrend Vorkommen,
da in der Formel (1) der EinfluB des c fur
t= o verschwindet. Nun stellt die Formel (2)
das zusammengesetzte Resultat dieser vier Mog-
lichkeiten dar, in dem sie die Differenz der
Haufigkeiten (C)— (D) angibt, wé&hrend bei jener
MeRmethode nur die ersten drei Mdglichkeiten
bericksichtigt werden.

Fleteher erwdhnt in seiner oben erwéhnten
Arbeit diesen Unterschied nicht; seine Berech-
nungsmethode, welche im Grunde mit der obigen
Ubereinstimmt, fuhrt ihn somit dazu, die Formel
(2) als MaR der Wahrscheinlichkeit fir eine

1) Merkwirdigerweise erklart keiner der zahlreichen
Beobachter, die Messungen dieser Art vorgenommen haben,
nach welcher Methode sie bei Notierung der Fallzeit vor-
gingen, falls das Teilchen einmal nach Uberschreitung
eines Teilstriches sich anfangs wieder ricklaufig, der
Schwere entgegen, bewegte, den eben passierten Teilstrich
beim Aufsteigen und dann wieder beim Herabsinken
durchschritt und spater den néachsten Teilstrich erreichte.
Wir wollen annehmen, dal? immer die Zeitpunkte der erst-
maligen Erreichung des Teilstriches notiert werden. Es
last sich zwar auch Gleichung (2) anwenden, was aber
ein viel komplizierteres Verfahren zur Berechnung der
Beobachtungen voraussetzt, in dem dann die Zeitintervalle
fir rechtlaufige Durchkreuzungen als positiv, jene fur rick-
laufige als negativ einzustellen wéren.
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Fallzeit t bei jener Versuchsanordnung anzu-
sehen. Auf Grund dessen kommt er weiter zu
dtjoa Schlisse, daR die durchschnittlich zur Zurick-

legung der Strecke b erforderliche Fallzeit t
groBer ist als die normale, bei Wegfall der
Brownschen Bewegung zu erwartende Fallzeit,
welche kurz mit tg bezeichnet sei, namlich:

t= b+

Um weiter aus den Messungen der t die
Intensitat der Brownschen Bewegung berechnen
zu konnen, ermittelt Fletcher aus jener For-
mel separat die Durchschnittswerte der Fall-
zeiten, welche gréRer und jener, welche kleiner
sind als tg. Fir die halbe Differenz dieser beiden
Durchschnittswerte ergibt sich die Beziehung:

X4

(wobei z eine Abkurzung ist far z wéh-

rend ihre halbe Summe gleich ist dem allge-

— 1
meinen Durchschnittswert: t

Durch Entwicklung des Integrals (4) erhélt
Fletcher schlieBlich die Naherungsformel:

z—Ym g 2 + )

Jtl 27 47

welche ihm zur Berechnung des D aus den
experimentell ermittelten T-Werten dient.

Das in Wirklichkeit vorliegende, oben naher
préazisierte Problem bildet eine Verallgemeinerung
einer Aufgabe, welche ich unldngst bei einer
anderen Gelegenheitl) behandelt habe, namlich
der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dal3
ein blol der Brownschen Bewegung unter-
worfenes Teilchen bis zu einem bestimmten Zeit-
punkte eine gewisse, vorher noch nicht erreichte
positive Verschiebung erfahre. Hier ist die Sache
insofern komplizierter, als noch der EinfluR der
Schwerkraft dazukommt; es lieBe sich zwar die-
selbe direkte Methode anwenden, welche dort
zum Ziele fuhrte, doch ist es weit einfacher, eine
andere indirekte SchluBweise zu benutzen, welche

) M. v. Smoluchowski: ,Uber durchschnittliche
maximale Abweichung bei Brownscher Molekularbe-
wegung und Brillouins Diffusionsversuche* Wien. Ber.
1(2:?1 263, 1915. Die daselbst entwickelte Formel (1) geht
durch den Grenziibergang

limi- qurm:*f,D: — . b=
2t r 2t
in unsere Formel (8) (fur den Fall ¢-*=0) Uber. Daraus

wirde man auch auf einfache Weise die Formel (15) jener
Arbeit erhalten.

nfiy lim — = o?
m
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sich dort als berechtigt erwies und auch fir
den jetzigen Fall ohne weitere Rechnung ver-
allgemeinern 1aRt.

Die Formel (1) laBt sich namlich auch als
Verteilungsgesetz fur eine Substanz auffassen,
welche zu Anfang der Zeit im Punkte X= 0
konzentriert war und sodann mit der konstanten
Geschwindigkeit ¢ zu Boden sinkt, wéhrend sie
sich gleichzeitig durch Diffusion (nach MaRgabe
des Diffusionskoeffizienten D) allseits verbreitet.
Sie bildet also das zur quellenméafRigen Dar-
stellung erforderliche partikuldre Integral der
Differentialgleichungl) fur Diffusion einer schwe-
ren Substanz, welche lautet:

©)

Wenn wir aber nach der Wahrscheinlichkeit
der ,erstmaligen* Uberschreitung der Abszisse
X = o fragen, so handelt es sich um die Ver-
teilung mit der Nebenbedingung, dalR ein Teil-
chen in dem Augenblick von der weiteren Be-
trachtung ausgeschlossen wird, wenn es in der
Nullebene ankommt. Eine Illustration gébe bei-
spielsweise die Verteilung von Gummiguttteilchen,
welche in schwach angesduertem wasserigen Me-
dium suspendiert, vom Punkte X = b ausgehen
und beim Auftreffen auf eine in der Null-
ebene befindliche Glaswand an derselben kleben
bleiben2).

Wir bendtigen somit das Quellenintegral der
obigen Differentialgleichung fir den Fall, daR
in der Nullebene fortwahrend die Konzentration

u = o aufrecht erhalten wird. Hierfir habe
ich folgenden Ausdruck gefunden:
H c(x-b) (*-*)» (x+by
D~ 2D 4Dt _ g 4Dt
2Y'xDt

)

Man (berzeugt sich durch Ausrechnen leicht,
dalR durch denselben sowohl die Differential-
gleichung (6) wie die Grenzbedingungen: u= o
fur X= o und X = 00, erfullt sind, und daB
er sich fur &uflerst kurze Zeiten t, bei welchen
der EinfluB der Schwere im Vergleich zur Dif-
fusion verschwindet, auf die Gleichung (1) re-
duziert.

Hieraus ergibt sich schlieRlich der von uns
gesuchte Ausdruck fur die Wahrscheinlichkeit,
daR das von b ausgehende Teilchen zum ersten-
mal in der Zeit tee*e+t + dt die Nullebene
Uberschreite:

1) Ebensogut konnte dieselbe als Darstellung von
Waérmeleitung, verbunden mit konvektiver Strémung in
Richtung der negativen X, interpretiert werden.

2) Siehe z. B. die a. a O. diskutierten Versuche
Brillouins.
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(b- cty
. be Dt
M (i) dt: dt = -dt.  (8)
2V 31Dt*
Falls anndhernd b = ct ist, also insbesondere
bei Vorherrschen der Schwerebewegung, ver-

schwindet somit der Unterschied gegenuber der
Formel (2), fir den entgegengesetzten Grenzfall
ergibt jedoch unsere Formel zweimal so groRle
Werte als jene. Aus (8) erhalten wir nun an
Stelle von (3)—(5) folgende Resultate:

s )

1-/7>"
wobei gesetzt ist:

e-y'dy. (10)

Fir den Fall eines kleinen Wertes des Ver-

cb
haltnisses z2 = — reduziert sich der letztere Aus-

druck durch Benutzung der Formel:

@ 0—a2
~y2dy =
Je yedy 240 2er

in erster Naherung auf:
A—2 i

AU L (11)

Somit sind Fletchers Formeln (4) und (5)
bei Beschrankung auf das Glied erster Ordnung
brauchbar und ihre Mangel zeigen sich erst in
den hoheren Gliedern der Entwicklung. Doch
ist die Ubereinstimmung nicht so weitgehend
als es den Anschein hat, denn falls man jene
Formeln in konsequenter Weise benutzen wirde,
mifRte man als normale Fallzeit tg, in bezug auf
welche die Durchschnittswerte Lp, t_ gebildet
werden, nicht den Gesamtdurchschnitt der Fall-

zeiten t, sondern den kleineren Wert (3) an-
sehen, was im berechneten r schon einen Fehler

1 %
von der GroBenordnung — hervorrufen muiRte.

DaR Fletchers Resultate trotzdem sehr an-
genahert richtig sind, ist dem Umstande zu ver-
danken, dal er in seinen spéteren Arbeiten die
unrichtige Gleichung (3) gar nicht benutzt, son-
dern den Wert von tg aus der durchschnittlichen
Gesamtfallzeit des Teilchens Uber die ganze Skala
mittels einfacher Division durch die Anzahl der
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Teilstriche berechnet. Unsere Formel (9) be-
weist, dall dieser Vorgang, welcher aquivalent
ist mit der Durchschnittsbildung der individuellen
Fallzeiten Uber die einzelnen Skalenteile, wirk-
lich den richtigen Wert liefert; gleichzeitig treten
aber eben darin die Widerspriche zutage,
welche jene Gleichung (3) in sich schliel3t.
Ubrigens bemerken wir, daR die normale
Fallzeit nicht gleich ist dem Mittel der Durch-
schnittswerte und sondern es gilt ange-

nahert:
(12

Diese Formel findet sich tatsédchlich der GrdéfRRen-
ordnung nach durch jene Messungen bestéatigt.
Die Differenzen zwischen unserer Formel (8) und
Fletchers Formel (2) lassen sich an dem vor-
liegenden Versuchsmaterial leider nicht experi-
mentell kontrollieren, da die in der ersten Arbeit
jenes Forschers angefihrten Messungen hierzu
nicht zahlreich genug sind, wahrend wieder bei
den spateren, viel umfangreicheren Unter-
suchungen die betreffenden Einzeldaten nicht
mitgeteilt sind.

Im ganzen muf3 wohl zugegeben werden, dafl
Fletchers Formeln eine recht gute Naherung
an die im obigen entwickelte exakte Theorie
bilden. Was aber die Verwertung derartigen
Beobachtungsmaterials zur Bestimmung der
Brownschen Bewegung anbelangt, erscheint
ein anderes Rechnungsverfahren rationeller, ob-
wohl es etwas komplizierter ist, ndmlich jenes,
welches von WeilR angegeben und auch von
Ehrenhaft u. a. benutzt worden ist.

Es stutzt sich auf die von Weil3 allerdings
ohne hinreichende Begrindung aufgestellte Glei-
chungl):

I(<++ <)=x(, +JL).

/AN fb 2m m

- t \

1) E. WeiB, Wien. Ber. 120, (2a), 1021, 1911; siehe
daselbst S. 1029. Weif3 nimmt stillschweigend die Ver-

tauschbarkeit von — mit (= ) an, welche nicht allgemein
T MGy B

gultig sein kann und wohl nur in diesem Spezialfall gelten
durfte, wo eine konstante Kraft mitspielt.
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welche wir durch Entwicklung des Quadrates
weiter in die einfachere Form uberfihren kdénnen:

2D = b2 . (14)

Es wurde demnach die Differenz zwischen
dem durchschnittlichen Wert der reziproken
Fallzeiten und dem reziproken Wert der durch-
schnittlichen Fallzeit ein direktes Mal3 fur die
Brownsche Bewegung bilden. An der Hand
unseres Verteilungsgesetzes (8) laRt sich nun
diese Formel leicht verifizieren, indem man in

das zur Berechnung des durchschnittlichen (7
i

Wertes dienende Integral die Variable m [vgl. (2)]
substituiert und dasselbe durch Rationalisieren
der Wurzelausdriicke und Weglassen der die
unpaaren Potenzen von co enthaltenden Glieder
vereinfacht. Es hat somit ,Weil3 mit jener For-
mel wirklich das Richtige getroffen.

Die Bildung des j erfordert wohl einen

groReren Rechenaufwand als die Bildung der
r-Werte, doch dirften dabei zufdllige Fehler
den resultierenden D-Wert weniger beeinflussen
als bei Benutzung der Formel (5).

Ubrigens kommt fur den Vergleich jener
Versuche mit der Theorie der Brownschen Be-
wegung noch ein weiterer, namentlich far ultra-®
mikroskopische Teilchen wichtiger Umstand in
Betracht, dem wir eine eigene Studie widmen
mdochten, né&mlich der Unterschied zwischen der
wirklichen und der sichtbaren Bewegung.

AbschlieBend sei bemerkt, daf3 wir im Obigen
zwar die praktischen Anwendungen unserer Unter-
suchung auf die erwahnten Versuche in den
Vordergrund gestellt haben, daR uns aber das
theoretische Interesse derselben hauptsachlich in
dem Zusammenhang mit dem friher von uns
behandelten Wahrscheinlichkeitsproblem und mit
dem Integral der Differentialgleichung (6) zu
liegen scheint.

Krakau, Physikalisches Institut d. Universitét,
Juli 1915

(Eingegangen 1. September 1915.)



