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Zur Theorie der Warmeleitung in verdinnten Gasen und
der dabei auftretenden Druckkréafte.

Memoire

de M. MARYAN SMOLUCHOWSKI m. c.,

presente dans la seance du 3 Juillet 1911.

Das auf Warmeleitung in sehr verdinnten Gasen bezugliche
experimentelle Material hat in jingster Zeit durch die Arbeiten
von Soddy und Berryl, sowie durch eine ausfuhrliche Unter-
suchung von Knud sen?2 eine erhebliche Bereicherung erfahren.
Knudsen verknlpft seine schéne experimentelle Arbeit auch mit
einer eingehenden theoretischen Diskussion, welche mir jedoch
vielfache Mangel aufzuweisen scheint, und deshalb mdochte ich mir
erlauben, im Folgenden die Hauptpunkte der Theorie dieser Er-
scheinungen genauer zu prézisieren und gleichzeitig auch das Ver-
haltnis dieser Arbeiten zu dem bisher Bekannten né&her zu erortern,
ein Punkt, welchem Knudsen vielleicht zu wenig Beachtung
geschenkt hat.

Experimentelles tber den Temperatursprung.

Schon bei Gelegenheit einer anderen Untersuchung3d habe ich
auf die experimentellen Arbeiten verwiesen, welche die Existenz
des Temperatursprungs bei Wérmeleitung in Gasen erwiesen und
dessen GroRe bestimmt habend). Die in jener Arbeit untersuchte

% Soddy u Berry, Proc. Roy. Soc., 83 A, p. 254, 1910; 84 A, p. 576, 1911.
2 Knudsen, Ann. d. Phys. 34 p. 593, 1911.

3 Smoluchowski, Bull, de I'Acad. d. Sc. de Cracovie A, 1910, p. 129.
4 Smoluchowski, Ann. d. Phys. 64 p.|101, 1898; Sitzgsber. Wien. Akad.

1*
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auffallende Abnahme der Waérmeleitungsfahigkeit pulverformiger
Korper mit Verdinnung des im Pulver enthaltenen Gases bildet
einen weiteren, ganz augenfélligen Beweis der Wirkung jener Er-
scheinung.

Des Zusammenhanges wegen wiederholen wir hier nur kurz
die Hauptergebnisse: 1) daR der Warmeleitungskoeffizient idealer
Gase bis zu den groRten Verdinnungen konstant bleibt, 2) daf
aber an der Oberflaiche fester Kdorper ein durch die Gleichung

(i)-.- Ad= ~ ? 3n

definierter Temperatursprung besteht, so dal z B. im Falle plan-
paralleler, in der Entfernung | befindlicher Platten, deren Tempe-
raturen um einen Grad differieren, nur ein Wé&rmeubergang im
Betrage von

«=i+Vr

stattfindet, und (3), dal die GroRe y, welche ich Temperatursprung-
koeffizient genannt habe, dem Drucke umgekehrt proportional

a
y=V
also proportional der mittleren Weglange ist.
In der oben erwdhnten Arbeit fuhrt Knudsen nur eine Ver-
suchsreihe mit Wasserstoff an (S. 636), welche sich auf hdhere

Drucke, bis zum Atmosphdrendruck erstreckt, und in welcher wegen
des geringen Durchmessers des wéarmeabgebenden Drahtes der

108, p. 5, 1899; Phil. Mag. 46, p. 192, 1898. Gehrcke, Arm. d. Phys. 2,
p. 102, 1900.

Nach AbschluR dieser Arbeit erhalte ich eine interessante Arbeit von P.
Lasarew (Journ. Kuss. Phys.-Chem. Ges., 1911) zugeschickt, in welcher der
Verfasser mittels Einfihrung von dinnen Thermoelementen in den zwischen zwei
ungleich temperierten Platten befindlichen Gasraum den von der Temperatur-
sprung-Theorie geforderten Verlauf des Temperaturgradienten experimentell nach-
weist und auch fir den Koeffizienten y ganz &hnliche Werte erhalt wie die von
mir und von Gehrcke bestimmten. Einige auf die Interpretation der Versuche
beziiglichen Bemerkungen erscheinen mir dagegen nicht ganz zutreffend, auch
glaube ich, daR der Verfasser der Gas-Absorption an den W&nden eine zu grofRRe
Bedeutung beimifit.
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EinfluR der in Rede stehenden Erscheinungen noch viel ausgeprég-
ter ist als in ahnlichen friheren Versuchen Schleiermachers.
Er stellt seine Versuche durch eine Formel von der Gestalt:

dar, welche jedoch in keinerlei Weise begriindet ist und welche
sich auch mit Ausnahme der groBen Verdinnungen, wo die War-
meabgabe Q dem Drucke p proportional ist, den Versuchen sehr
schlecht ansehliet. Es wére wohl naheliegend gewesen, statt dessen
die rationelle, von mir fir den Fall koaxialer Zylinder aus Bedin-
gung (1) abgeleitete Formel anzuwenden:

@) ...

deren Giltigkeit wenigstens fur nicht allzugroBe Verdiinnungen er-
wiesen ist. Aus dem Verhdltnis der Werte Q, die bei zwei ver-
schiedenen Drucken beobachtet werden, kann a berechnet werden.
So erhdlt man unter der Annahme: a= 105*5 (C. G. S.) die in
der nachstehenden Tabelle in der zweiten Reihe angefiihrten Werte,
wahrend die erste Reihe die beobachteten, die dritte die nach
Knudsen berechneten Werte des Verhdltnisses Q/p 106 angibt.

AuBerdem sind zur Orientierung die Gasdrucke (in Millim.
Quecksilber) angefihrt.

p (mm) 760 378 97 50 26 10 4-7 2*4 0-81 079 0*71 064

| beob. 0*220 0418 148 1-83 2-40 313 3-48 3-64 3-73 376 3-76 376
10“{ ber. S. 0220 0424 0-75 1-85 2-45 3 12 3-44 361 3*74 374 3-74 3-74
Iber. K. 0-224 0-449 1"56 2-28 287 340 340 3-75 3-76 8-76 376 376

Fir groBe Verdinnungen ist die Ubereinstimmung beider For-
meln fast vollkommen, bei mittleren Drucken schliefit sich unsere
Formel, im Gegensatz zur Knudsen’schen, den Beobachtungen
ganz vortrefflich an, nur der Wert bei 97 mm féllt so vollstandig
heraus, daR man wohl vermuten darf, es sei da ein Ablese- oder
Schreibfehler unterlaufen. Fir den Temperatursprung-Koeffizienten
y erhdlt man einen Wert, der etwas Kkleiner ist, als der von mir
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Einflu® der in Rede stehenden Erscheinungen noch viel ausgeprag-
ter ist als in &hnlichen friheren Versuchen Schleiermachers.
Er stellt seine Versuche durch eine Formel von der Gestalt:

Q=Qo00 [1 — e-°PiQ«]

dar, welche jedoch in keinerlei Weise begrindet ist und welche
sich auch mit Ausnahme der groen Verdinnungen, wo die Waér-
meabgabe Q dem Drucke p proportional ist, den Versuchen sehr
schlecht anschliet. Es wére wohl naheliegend gewesen, statt dessen
die rationelle, von mir fir den Fall koaxialer Zylinder aus Bedin-
gung (1) abgeleitete Formel anzuwenden:

deren Gultigkeit wenigstens fir nicht allzugrofe Verdinnungen er-
wiesen ist. Aus dem Verhdltnis der Werte $, die bei zwei ver-
schiedenen Drucken beobachtet werden, kann a berechnet werden.
So erhalt man unter der Annahme: a = 1055 (C. G. S.) die in
der nachstehenden Tabelle in der zweiten Reihe angeflihrten Werte,
wahrend die erste Reihe die beobachteten, die dritte die nach
Knudsen berechneten Werte des Verhéltnisses Q/p 106 angibt.

AuBerdem sind zur Orientierung die Gasdrucke (in  Millim.
Quecksilber) angefihrt.

p (mm) 760 378 97 50 26 10 47 24 081079 071 064

beob. 0-220 0418 148 183 240 313 3*48 3 64 3*73 3*76 3*76 3 76
F?lO{l{lber. S. 0220 0424 075 185 245 312 344 361 3*74 374 3*74 374
Iber. K. 0-224 0449 1-56 228 287 340 340 3*75 3*76 876 376 376

Fiir groRe Verdiinnungen ist die Ubereinstimmung beider For-
meln fast vollkommen, bei mittleren Drucken schliet sich unsere
Formel, im Gegensatz zur Knudsen’chen, den Beobachtungen
ganz vortrefflich an, nur der Wert bei 97 mm fallt so vollstandig
heraus, daB man wohl vermuten darf, es sei da ein Ablese- oder
Schreibfehler unterlaufen. Fir den Temperatursprung-Koeffizienten
y erhdlt man einen Wert, der etwas kleiner ist, als der von mir
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fur Glas gefundene, aber fast identisch mit der von Gehrcke
far Silber erhaltenen Zahl, ndmlich

Ich bin nicht etwa der Ansicht, daf die obige Temperatursprung-
formel fur den Fall zylindrischer Flachen streng richtig ist, ins-
besondere was den Grenzfall groBer Verdinnungen anbelangt; aber
wenn es sich um einen so grofen Druckbereich handelt, wird es
nicht leicht sein, eine bessere zu finden. Es zeigt sich eben hier
wie auch in anderen Féllen, daB die Temperatursprungformeln auch
weit auBerhalb ihres urspriinglichen Ableitungsbereiches angendhert
anwendbar bleiben, wogegen Knudsen’s empirische Formel voll-
stdndig verfehlt ist.

Theorie des Temperatursprunges.

Was nun die Theorie dieser Erscheinunggn anbelangi« so habe
ich dieselbe in zweifacher Form entwickelt, einmall) auf Grund
der ,alten”, auf die Voraussetzung von Kugel Molekilen und den
Begriff der mittleren Wegldnge basierten Methode, das andere Mal2)
auf Grund der exakten, von Maxwell eingefiihrten Berechnungs-
weise, welche die Giltigkeit des Max we ll’schen Kraftgesetzes
voraussetzt.

Es ergab sich, dal der Temperatursprung nicht nur von der
Modifizierung der Geschwindigkeitsverteilung der Molekile herrihrt,
welche durch Anwesenheit der festen Wand hervorgerufen ist, son-
dern insbesondere davon, daR zwischen Wand und den darauf
prallenden Molekilen nur ein unvollkommener Waé&rmeausgleich
stattfindet.

Dieser letztere Umstand, welcher beim Wasserstoff besonders
ins Gewicht fallt, wurde (in der ersten Arbeit) mittels der An-
nahme (A) in die Rechnung eingefiihrt, daB die Temperatur der
von der Wand ausgesendeten Molekile & der Formel geniige:

4 ... & -00= B (9m- &0,
# Sitzgsber. Wien. Ak. 107, 304, 1898.

2 Sitzgsber. Wien. Ak. 108, 19, 1899. Darin ist S. 20 ein Druckfehler zu
verbessern, indem die Worte ,reflektierend* und ,,zerstreuend* zu vertauschen sind
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wo 60 die Temperatur der Wand, dMdie mittlere Temperatur der
an die Wand prallenden Molekile bezeichnet. Wird dieselbe in
der Form geschrieben:

OM—9= (I-B)(6M- 00,
oder bei Einfihrung des mittleren Geschwindigkeitsquadrates
c\— c\= a(c\— 2,

so sieht man, daR sie mit der jetzt von Knudsen zur Grundlage
seiner Berechnungen gemachten Annahme identisch ist und dal
1— R = a die jetzt von Knudsen , Akkommodationskoeffizient”
genannte GrofRe bedeutet. Statt dessen scheint mir allerdings die
Bezeichnung Ausgleichskoeffizient zutreffender.

Bei der zweiten Berechnungsmethode habe ich dagegen jenen
Umstand in analoger Weise bericksichtigt, wie Maxwell dies
bei Berechnung der Gleitungserscheinungen tatl); ndmlich mittels
der Annahme (B): dal der Bruchteil f der Wand vollstdndig
»absorbierend und zerstreuend®, der. Bruchteil (1 — /) vollstdndig
reflektierend wirke. Die vom ersteren ausgesandten Molekiile be-
sitzen normale Geschwindigkeitsverteilung, entsprechend der Wand-
temperatur, die ,reflektierten” Molekiile &ndern durch das Anprallen
weder ihre Temperatur noch Geschwindigkeitsverteilung. Auf die
hieraus entwickelte Formel

(5) oo o = _/7_I|I[§ \PQ

werden wir noch zuriick kommen und werden auch die Berechtigung
der Annahmen (A) und (B) noch eingehender diskutieren.

Beide Berechnungsmethoden ergaben formell analoge, aber quan-
titativ verschiedene Resultate; auf den Unterschied der Zahlen-
koeffizienten und die Vergleichung derselben mit den experimentell
ermittelten Werten ging ich nicht naher ein, angesichts der Man-
gel, welche samtlichen bisherigen gastheoretischen Untersuchun-
gen Uber Warmeleitung anhaften: einerseits der inneren Wider-
spriche der ,alten”“ Methode, andererseits der allzu speziellen und

)] J. Cl. Maxwell. Phil. Trans. 170, p. 281, 1879. Siehe auch Smoluchow
ski, Bull. Ac. Cracovie, A, 1910, p. 297.
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in der Natur wohl nicht erflillten Voraussetzung des MaxwelTschen
Kraftgesetzes.

Warmelbertragung zwischen parallelen Platten bei grof3en
Verdinnungen.

Die Theorie wird dagegen wesentlich vereinfacht, wenn das Gas
so verdlnnt ist, dal die mittlere Wegldnge grofR ist im Vergleich
zu den Dimensionen des Gasraumes. Denn in diesem Falle kann
man von den gegenseitigen ZusammenstdRen der Molekile unter-
einander und von der sonst durch das Temperaturgefalle erzeugten
Modifikation des Max well'schen Geschwindigkeitsgesetzes auch
ganz absehen, was offenbar zeigt, dal die Resultate in diesem Grenz-
falle von der speziellen Annahme eines Molekularkraftgesetzes un-
abhéngig werden.

In der ersten jener Arbeiten J) hatte ich schon darauf aufmerk-
sam gemacht, daB dann die vom Gase Ubertragene Wéarmemenge
dem Druck proportional2) und von dem Plattenabstand unabhéngig
sein muB, und habe die GroBenordnung derselben mittels einer
genaherten Uberschlagsrechnung (ohne Beriicksichtigung des Max-
welTschen Geschwindigkeits-Verteilungsgesetzes) bestimmt, und
zwar zu

wo g die Gasdichte, s die spezifische Warme bei konstantem Volum,
c die Wurzel aus dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat bezeichnet.

Eine genauere Berechnungd erfordert die Einfihrung des
MaxwelTschen Verteilungsgesetzes, was den etwas groBeren Wert

m..- « = f_= G| dJi

ergibt (Siehe Knudsen's Ausdruck fir EA S. 604).

* Sitzgsber. Wien. Ak., 107, p. 327, 1898.

2) Gelegentliche Bestatigung“in einigen Versuchen von mir (Ann. d. Phys.
64, p. 126, 1898 und Bull. Ac. Crac. A, 1910, p. 152) und von Brush, Phil
Mag., 45, p. 31, 1898.

s) Siehe Smoluchowski, Bull. Ac. Cracovie, A, p. 308, 1910; Phil. Mag.
21, p. 11, 1911.
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Dabei ist jedocb in Ublicher Weise (siehe z. B. Boltzmann’s
Gastheorie 1. S. 86) nur das Hindurchdiffundieren der ,wéarmeren“
und der,, ké&lteren* Molekiile beriicksichtigt, nicht aber der Zusammen-
hang der Temperatur mit der Geschwindigkeit derselben. Dies ist
allerdings ein Mangel, aber soweit mehratomige Gase in Betracht
kommen, l&8t er sich nicht beheben, solange wir nicht wissen, in-
wieweit an der Warmeleitung nur die lebendige Kraft der Pro-
gressivbewegung oder auch die intramolekulare Energie Anteil
nimmt.

Handelt es sich um einatomige Molekiile, so ist dieser Ubel-
stand allerdings leicht zu beseitigen, da dann der gesammte Wér-
meinhalt auf bloR progressiver Bewegung beruht, und man erhélt
dann mittels geringer Ab&nderung der fritheren Berechnung den
von Knudsen angegebenen Wert, (2) und (8) a. a O,

® ... Q= ‘
a |6n
Dieser Ausdruck ist aber implizite als Grenzfall fur ein groBes
yjl schon in der von mir berechneten Formel (5) und (2) enthalten,
wovon man sich sofort durch Substituierung der MaxwelFschen
Relation:

A Sfi LR

Uberzeugt, nur dal der Koeffizient

—/t durch

ersetzt ist. Man kdénnte von vornherein Bedenken hegen, ob es
erlaubt ist, jene Formeln auf groRe Verdlnnungen auszudehnen,
da der Begriff des Temperatursprunges fur den Fall eingefihrt
wurde, dafl die mittlere Wegldnge klein ist im Verhéaltnis zu den
GefaRdimensionen. Doch bemerken wir, daB MaxwelPs Theorie
Uberhaupt den Begriff der mittleren Wegldnge nicht anerkennt,
und daB die Voraussetzungen jener Berechnungsweise, welche bei
héherem Druck nur angendhert gelten mdgen, bei grofen Verdin-
nungen im Falle planparalleler Platten strenge zutreffen. Im Falle
anders gestalteter Oberflichen wird dagegen die rédumliche Ge-
schwindigkeitsverteilung modifiziert und jene Ableitung verliert
ihre genaue Giultigkeit.
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Was nun mehratomige Gase anbelangt, so berechnet Knudsen
die Ubertragene Warme so (S. 603—607), dal er fur den Teil der
spezifischen Wéarme, welcher der Progressivbewegung der Molekile
entspricht, die Formel (8) und fir den Rest die Formel (7) an-
nimmt. Das ist eine willktrliche und, wie mir scheint, durchaus
unwahrscheinliche Annahme, denn sie involviert die Voraussetzun-
gen: a) daR die beiden Energiearten einander gar nicht beeinflussen,
wahrend im allgemeinen doch ein teilweiser Ausgleich stattfindet,
also schnellere Molekile in Mittel auch etwas gréfere intramoleku-
lare Energie besitzen dirften; b) daB die Ausgleichskoeffizienten
fur beide Energiearten gleich sind, wéahrend sie gewi fur die
zweite Kkleiner sein durften als fir die erstere. Knudsen glaubt
die in dieser Weise errechnete Formel experimentell erwiesen zu
haben, doch werde ich zeigen, daf dies auf einem Irrtum beruht.

Annahme {ber unvollstandigen Warme-Ausgleich.

Untersuchen wir nun nédher die beiden auf den Warmeausgleich
beziglichen Alternativ-Annahmen (A) und (B). Auf den ersten Blick
scheint es, als ob dieselben gleichwertig waéren, da beide fir den
Fall unvollkommenen Warmeausgleichs den Wert

(nach Knudsen's Bezeichnungsweise) ergeben, wenn . die im Falle
vollkommenen Warmeausgleichs bertragene Wéarmemenge bezeich-
net, und tatsachlich laRt sich leicht zeigen, daB auch unter der
Annahme (jB) das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der von der
Wand ausgesandten Molekiile die fur die Annahme A charakteri-
stische Gleichung erfillt. Aber in Wirklichkeit besteht ein erhebli-
cher Unterschied, der sich in folgender Weise préazisieren lait:

Annahme (.4): Die von der Wand ausgesendeten Molekiile be-
sitzen normale MaxwelTsche Geschwindigkeitsverteilung, mit
gleicher Bewegungswahrscheinlichkeit nach allen Richtungen des
Raumes, selbst wenn dies bei den aufprallenden nicht der Fall ist.
Dabei gilt aber auf jeden Fall fur die mittleren Geschwindigkeits-
quadrate der aufprallenden Molekile ¢l und der ausgesendeten c\
die Gleichung

(9) A—cd—a(c(—62.
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wo CGR das der Wandtemperatur entsprechende Geschwindigkeits-
quadrat bezeichnet. Dabei sind die Mittelwerte in der Bedeutung
von Durchschnittswerten (ber die pro Zeiteinheit einfallenden
oder ausgesendeten Molekile zu verstehen.

Annahme (B): Die ausgesendeten Molekile bestehen aus zwei
voneinander unabhdngigen Gruppen, von denen nur die eine dem
Bruchteil f der Wand entsprechende das normale Verteilungsgesetz
mit einer der Wandtemperatur entsprechenden mittleren Geschwin-
digkeit befolgt, wéhrend die andere vom Bruchteil 1—f der Wand
reflektierte dieselben Geschwindigkeiten besitzt, wie dies bei den
einfallenden Molekiilen der Fall war. Dann ist also der Wert c\
ein Mittel aus den zwei fir diese Gruppen geltenden Zahlen, was
infolge der Konstanz des Produktes nc wiederum die Gleichung (9),
aber mit Ersetzung von a durch f ergibt. Nur besteht der Unter-
schied, dal nun die Geschwindigkeit der ausgesendeten Molekiile
in verschiedenen Richtungen verschieden sein kann, n&dmlich dann,
wenn dies bei den einfallenden der Fall ist.

Die Annahme (B) besitzt den Vorzug, daB sie den Vorgang
auf einen einfachen und anschaulichen Mechanismus zurickfihrt,
indem die Wand gleichsam mit einem aus spiegelnden Streifen
bestehenden Gitter identifiziert wird, aber (A) erscheint insofern
besser begriindet, als Warburg’ WVersuche Uiber Gleitung von
Wasserstoff und Knudsen’ Versuche (ber Transpiration einen
der Einheit nahen Wert von / wahrscheinlich machen, wéahrend
schon meine friheren Versuche tber Warmeleitung sich nur durch
einen kleinen Wert von f fir Wasserstoff erklaren lassen. Man
mufRte somit verschiedene Werte von f fur mechanische und ther-
mische Vorgange einfiihren, dirfte also (B) nicht als Beschreibung
des wirklichen Vorganges, sondern hochstens als Hilfsmittel zur
einfachen mathematischen Formulierung der gewi sehr kompli-
zierten Vorgange an festen Oberflachen auffassen.

Deshalb erscheint mir auch Knudsens Bezeichnungsweise
der thermisch vollkommen ausgleichenden Korper (mit/ = 1) als
»,rauhe® Korper bedenklich, da sie eine Verwechslung mit mecha-
nischer Rauhheit nahelegt. Diese zwei GroBen sind gewil3 einiger-
mafen verwandt, aber durchaus nicht identisch.

Auch die Annahme A 4Rt sich einigermafen anschaulich ma-
chen: Die Einfihrung des Koeffizienten d hat dieselbe Wirkung,
wie wenn die festen Waé&nde mit einer dinnen, schlecht leitenden



441

Schicht, bedeckt wéren. Denn die der Oberflaiche derselben zuge-
fubrte Wéarme

4 % £7?

3 \6n

miRte gleich sein der Summe der abgegebenen

424

3\&7t
und der durch die Schicht hindurchgeleiteten:
a(4—42,

(wo a ein Proportionalitatsfaktor ist) was wieder eine Gleichung der
Form (9) ergibt. Dies Bild hat aber wohl keine reelle Bedeutung;
die Konstanz des Wertes a wiirde erfordern, daB die Leitfahigkeit
jener Schichte proportional dem Wert wc, also proportional der
Gasdichte variiert.

Die praktischen Folgerungen aus den beiden obigen Annahmen
sind, wie gesagt, im Falle planparalleler Platten gleichwertig, aber
wir bemerken, daf in gewissen anderen Fallen (A) und (B) zu ver-
schiedenen Resultaten fiihren, und diese kénnen zur Entscheidung
dienen.

Entscheidung zwischen (A) und (B) aut Grund des Wa&rme-
Uberganges zwischen Zylinderflachen.

Unter der Annahme (B) ist es leicht, ohne Rechnung einzu-
sehen, daB die von einem Zylinder an einen duBeren koaxialen
Hohlzylinder Gbertragene Warmemenge von dem Radius des letz-
teren ganz unabh&ngig sein muB, wie wenn es sich um Strahlung
handeln wurde. Dieselbe wird daher auch durch den Wert cll5
[Formel (8)], bestimmt sein, da man im Falle verschwindend klei-
ner Schichtdicke auf den Fall ebener Platten zurickkommen muR

Wird dagegen Annahme (™) zur Grundlage gewahlt, so gestal-
tet sich die Rechnung folgendermaRen:

Es seien und 02die Temperaturen des duBeren und des inneren
Zylinders,  und 02 die Temperaturen (oder mittleren Geschwin-
digkeitsquadrate) der von der Oberflache des &uBeren resp. des inneren
Zylinders ausgesendeten Molekiile.
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Dann stammen alle auf den inneren Zylinder aufprallenden
Molekile von der Oberflache des &uReren, besitzen also die Tem-
peratur 0X und Gleichung (9) ergibt:

10) . . . 0, — 02= a (6,— ff.

Dagegen setzen sich die auf die Oberflache des &ufReren Zylin-
ders auffallenden Molekile aus solchen zusammen, welche vom
inneren Zylinder ausgestrahlt werden, und teilweise auch aus sol-
chen, welche von anderen Teilen des &uferen Zylinders herriihren.
Ihre mittlere Temperatur 02, welche man infolge der Giltigkeit des
Kosinusgesetzes fir die Molekularstrahlung und der Konstanz der
StofRzahlX) leicht erhalt:

1) . .. @- 0 COS <p dco

(12)... = A +

genigt der Grundgleichung:

(13) . .. 2 — 01= a (02— 00.
Aus diesen drei Gleichungen folgt:
a (00— 01
R2- &=
1+ M1 -a)

und die von der Oberflacheneinheit des inneren Zylinders zum
duferen pro Temperaturgrad Ubergefiihrte Warmemenge ergibt sich
schlieflich zu

an .., bR dpes
AL +A(L % Q

Wird hierin R beinahe gleich r gesetzt, so erh&lt man tatséch-
lich den fir parallele Platten abgeleiteten Wert (8); fir M= oo

* Siehe: J. Cl. Maxwell, Scientitic Paper» Il. p. 705; M. Knuds en, Ann.
d. Phys. 28, p. 105, 1909; M. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 33, p. 1563,
1910. Das Kosinusgesetz gilt sicher nur anndhernd, daher sind auch alle diese
Rechnungen nur giltig, insofern der Koeffizient f (fiir mechanische Vorgange)
gleich Eins gesetzt werden kann.
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dagegen gibt dies die von einem Zylinder im freien Raum abge-
gebene Waérme, falls der Durchmesser des ersteren Kklein ist im
Verhiltnis zur mittleren Weglange. Ebenso l4Rt sich in Uberein-
stimmung mit Knudsen leicht zeigen, da allgemein Korper von
beliebiger Gestalt, aber nur insofern ihre Oberflache Uberall konvex
ist, und falls sie klein sind im Verhéltnis zur Weglange, eine
Wérmemenge

i p\ _ aqQcs

flg) C €l00= as g""6n

pro Oberflacheneinheit abgeben mussen.

Allgemein sieht man, daf im Falle unvollkommenen Warme-
ausgleichs die von einem gegebenen Zylinder abgegebene Warme
mit wachsendem Durchmesser des umgebenden Geféles zunehmen
muB. Dies ist tatsachlich in einem Versuche von Knudsen be-
obachtet worden (a. a. 0., S. 615 621) und auch schon in meinen
alten Versuchen vom Jahre 1897 finden sich einige Zahlen, welche
dies erweisen *).

Diese Versuche scheinen also tatsachlich eine Entscheidung fur
die Hypothese (B) und gegen die Annahme (A) zu liefern, ein
recht bemerkenswertes Resultat, dessen Erhartung durch weitere
Versuche gewill wiinschenswert ist.

Kritik der Knudsen’schen Theorie.

In quantitativer Beziehung ist unsere Formel, welche in Knud-
sen’s Bezeichnungsweise

1“D R (1—a)

zu schreiben ist, von der von letzterem abgeleiteten Formel (11)
S. 613 a a 0. ganz verschieden. Dall aber unsere Formel richtig
ist, beweist man leicht auch mittels einer indirekten, aber noch
einfacheren Ableitung derselben:

4 Ann. d. Phys. 64, S. 125 und 126, 1898. Vergl. z. B. Wasserstoff bei
0*0189 und 0 0137 mm Druck. Nebstbei bemerkt, ergibt auch Formel (8) ein ana-
loges, obwohl quantitativ verschiedenes Resultat, doch ist dieselbe fur so niedrige
Drucke nicht mehr genau gultig.
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Offenbar mufR nédmlich der innere Zylinder soviel W& me ver-
lieren, wie der &auBere gewinnt, daher muR die Relation bestehen:

2jir Ot — 02 = 2nli (0" — 0s),

welche zusammen mit den Gleichungen (10) und (12) ebenfalls (13)
ergibt.

Knudsen's Berechnungsweise ist mir nicht recht verstandlich,
die dabei verwendete Art der Zerlegung in einzelne Molekilkate-
gorien, auf welche die Gleichung (9) einzeln angewendet wird, setzt
unter anderem stillschweigend voraus, daR die Molekile nicht aus
einer Kategorie in die andere (bergehen konnen, was offenbar
unrichtig ist.

Der Unterschied ist recht erheblich, denn wird unsere Formel
behufs Berechnung der Koeffizienten a und e auf die zwei Versu-
che Knudsen’s mit verschiedenem R angewendet, so ergibt sich
der Ausgleichs-Koeffizient fur Wasserstoff an Glas zu a= 0%*32,
wéhrend Knudsen den Wert 026 berechnet, und fir die Warme-
Ubertragung zwischen vollkommen ausgleichenden Platten (a=1)
folgt flir Wasserstoff e= 885 im Gegensatz zu Knudsen’s Wert
11*1, welchen er als Bestatigung der von ihm abgeleiteten theore-
tischen Formel (4) S. 606 a. a 0. ansieht.

Der durch unsere Berechnung gelieferte Wert von £ wirde
beweisen, daR fast ausschieBlich die translatorische kinetische Ener-
gie in Betracht kommt und die intramolekulare ohne EinfluRl ist.
Als Begrindung eines solchen Schlusses ist jener Versuch wohl
kaum ausreichend, aber jedenfalls sehen wir, dal von einer Besta-
tigung der Knudsen’schen Theorie keine Rede sein kann. Die
Versuche mit dem W ollaston-Draht geben auch nach Knudsen
keinen Beweis, da die Oberflaiche desselben nicht genau bestimmt
werden konnte, und man mufl auch hinzufiigen: da der Wert von a,
der fiir jede Oberflache individuell verschieden sein kann, erst zu
bestimmen waére.

Somit verlieren natirlich auch die im Abschnitt 9, S. 644—650
abgeleiteten absoluten Werte der Ausgleichs-Koeffizienten verschie-
denartiger Oberflachen und Gase ihre Berechtigung und ebenso

i) Die Tatsache, daR der Ausgleich an einer blanken Platinflache viel
vollkommener ist, als an einer mit Platinschwarz bedeckten, bleibt naturlich be-
stehen. Die individuellen Verschiedenheiten verschiedener Flachen gehen schon

ur
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die auf Warmeleitung bei héherem Gasdruck beziiglichen Uberle-
gungen (Abschnitt 10). Letztere sind auch abgesehen hievon durch-
aus fehlerhaft und irrefihrend, denn sie verdunkeln gerade den
fir Warmeleitung bei héherem Druck wesentlichen Umstand: dal3
hiebei das normale Maxwe.ITsche Geschwindigkeitsverteilungsge-
setz eine Modifikation erleidet und dal diese bei dem Leitungs-
vorgange wesentlich beteiligt ist.

Die Formel (14) a a. 0. ist somit nicht einmal als rationelle
Annéherungsformel anzuerkennen, umsomehr da sie die ebenfalls
unrichtige Formel von 0. E. Meyer fir den Zahigkeitskoeffizien-
ten zur Grundlage hat. Die Haltlosigkeit dieser ganzen Uberlegun-
gen Knudsen's ersieht man schon daraus, dal in denselben von
der Art der Wechselwirkung der Molekiile gar nicht die Rede
ist, da Uberhaupt die Zusammenstofe nicht in Betracht kommen,
wahrend bekanntlich die Warmeleitung hievon wesentlich abhéangt;
dasselbe gilt auch von dem bezuglich des Temperatursprungs Ge-
sagten.

Es handelt sich hier uberall um denselben, leider allerdings
durch 0. E. Meyer’ Buch weit verbreiteten Fehler, auf welchen
ich schon bei Gelegenheit anderer Arbeiten Knudsen's1 hinge-
wiesen habe.

Waéarmeubertragung durch mehratomige Gase.

Wir sehen somit, dal die von Knudsen betreffs der Anteil-
nahme der intramolekularen Energie eingefiihrte Hypothese nicht
nur ganz willkdrlich ist, sondern daf seine eigenen Versuche bei
richtiger Berechnung dagegen sprechen. Die Frage nach der Be-
teiligung der beiden Energiearten tritt ja auch bei gewdhnlicher
Waérmeleitung auf, ist aber bisher ganz unaufgeklart. Bekanntlich
hat Boltzmann auf Grund der empirischen Relativwerte der
Wiérmeleitung verschiedener Gase bemerkt, daB dabei aufer dem
Bruchteil der spezifischen Warme, welcher der translatorischen Ener-
gie entspricht, im Betrage von: 8 (&— 1) nur noch T3 der intra-

aus meinen Versuchen mit Glas, Nickel, Gold hervor. Fraglich bleibt dabei, in-
wieweit die chemische Substanz oder zuféllige Verschiedenheiten der Oberflachen-
beschaffenheit maBgebend waren.

®» Smoluchowski, Bull. Acad. Cracovie, A, 1910, p. 295. Ann. d. Phys.
63, p. 1559, 1910.



446

molekularen Energie mitzuwirken scheinen. Dagegen vertritt 0. E.
Meyer in der zweiten Auflage seiner Grastheorie, § 105, die An-
sicht, daR beide Energiearten einander proportional sein missen und
daher auch hier in gleicher Weise mitwirken missen. Abgesehen
von der mangelhaften experimentellen Bestatigung ist aber die
Begriindung dieser Ansicht durch 0. E. Meyer nicht stichhaltig,
da das Max we 1Tsche Gesetz der gleichméaBigen Energieverteilung
auf alle Freiheitsgrade und analoge Uberlegungen von Clausius
sich nur auf ein im thermodynamischen Gleichgewicht befindliches
Gas beziehen.

Anderseits kann man offenbar Boltzmann's Bemerkung, wel-
che auf Grund der wenigen damals bekannten und noch recht
mangelhaften Bestimmungen des Leitvermdgens basiert war, nicht
als ein allgemeines Gesetz auffassen. Spétere Bestimmungen, z. B.
flir Argon, stimmen auch gar nicht mit jener Regel. Ebensowenig

. . Cc-lc
ist aber auch Knudsen’s Re%eEI), wonach der Bruchteil ——¥
— oV

maBRgebend waére, theoretisch oder experimentell begriindet.

Es scheint mir, dal es lberhaupt in dieser Beziehung keine
solche allgemeine Regel geben kann, welche jene GroRen als
Funktionen von cp und cov bestimmen lieRe. Denn stellen wir uns
z.B. nach Boltzmanns Theorie zweiatomige Molekiile als Rota-
tionsellipsoide vor, so ist der Wert &= 1*4 von dem Achsenver-
haltnis der letzteren unabhdngig, wéhrend die Ausgleichungs-Ge-
schwindigkeit der rotatorischen und translatorischen Energie solcher
Molekiile offenbar von dem Achsenverhaltnis abhdangen muB, und
zwar voraussichtlich desto kleiner sein wird, je mehr die Ellip-
soide sich der Kugelgestalt néhern.

Es durfte somit bei der Wéarmeleitung aufler den beiden spe-
zifischen Warmen noch eine spezielle, vom Molekilbau abhéngige
Konstante (Relaxationszeit) ins Spiel kommen, tUber welche einst-
weilen nichts bekannt ist.

Dieselben Schwierigkeiten treten bei den Erscheinungen des
Temperatursprunges und der Warmelbertragung durch stark ver-
dinnte Gase auf Es ist nach Analogie des eben Besprochenen sehr
wabhrscheinlich, daf der Ausgleichs-Koeffizient flr die intramoleku-
lare Energie geringer ist, als fir die Energie der Progressiv-Be-
wegung. AuBerdem wissen wir aber nicht, ob die schnelleren
Molekiille auch groRere intramolekulare Energie besitzen, oder ob

2
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letztere ganz unabhé&ngig von der translatorischen Energie verteilt
ist, ob also fir dieselbe die zur Formel (7) oder (8) fiihrende
Rechnung gilt.

Wahrscheinlich dirfte die Wahrheit in der Mitte liegen, so dal
tatsachlich fir mehratomige Gase an Stelle von (7) eine Formel
mit drei unbekannten Konstanten ax, a2, # (wobei 0 < R <C4) zu
setzen ware:

5—3k «
3 2—a9

Wenn 2= 0 ware, was vielleicht angendhert zutrifft, lieRen sich
die Werte der Ausgleichs-Koeffizienten al5 a2 durch Versuche (Uber
Warmedbertragung zwischen koaxialen Zylindern einzeln bestim-
men, da dann anstatt (14) eine Formel von der Gestalt:

2(—1) + b~ U
<n) = m 3.

gelten wdirde, welche durch Verdnderung von R die separate Be-
rechnung derselben ermdglicht®).

Alle diese Komplikationen fallen bei den einatomigen Gasen fort,
fur diese sind die Formeln (8) und (14) streng gultig und daher
kann man sich von einer Untersuchung derselben am ehesten eine
Aufklarung uber die Erscheinung des Warme-Ausgleichs verspre-
chen. Von vornherein kann man aus rein mechanischen Grinden?
einen desto unvollkommeneren Ausgleich der Kinetischen Energie
erwarten, je groRer der Unterschied der Massen der zusammen-
treffenden Molekdile ist, womit der geringe Wert a fir Wasserstoff
und die relativen Werte (nach Soddy und Berry a. a 0.) fir
Helium, Neon und Argon (bereinstimmen. Theoretische Spekula-
tionen Uber diese Erscheinung werden allerdings dadurch erschwert,
daB wir nicht wissen, inwieweit dabei auch absorbierte Gasschich-
ten, Oxydschichten etc. wirksam sein mdgen.

] Ahnliche Umstande kommen auch beim Temperatursprung in Betracht u
kénnen da auch eine scheinbare Abhéangigkeit von der Schichtdicke und vom
Gasdruck fir mehratomige Gase bedingen.

2 Siehe Smoluchowski, Sitzgsber. Wien. Ak., 107, p. 328, 1898.
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Temperaturabhangigkeit des Ausgleichs-Koeffizienten.

Eine wichtige Frage ist die nach dem EinfluR der Temperatur
auf den Ausgleichs Koeffizienten. Von vorneherein 4Rt sich hier-
Uber nichts aussagen, solange man keine ndhere Kenntnis vom Me-
chanismus des Ausgleichsvorganggs besitzt. Aus den Versuchen
Knudsen’s a. a. 0., S. 621—635, wirde folgen, dal jener Koef-
fizient von der Temperatur der festen Wand unabhéngig ist, aber
mit Abnahme der Temperatur, d. i. der Geschwindigkeit der auf-
fallenden Molekile etwas groRer wird.

Dann wdre also der Koeffizient a nur ein Mittelwert Uber die
verschiedenen nach MaxwelTs Gesetz verteilten Geschwindigkei-
ten der einfallenden Molekiile. Uberhaupt l4Rt sich die Form der
Gleichung (9) zwar fir eine gewisse Geschwindigkeit der ein-
fallenden Molekille mit der Annahme, daR a eine Funktion von v2
sei, vereinigen, aber dann kann fir die Mittelwerte eine Gleichung
von jener Form ({berhaupt nicht streng richtig sein, und muRte
sich bei formeller Aufrechterhaltung derselben der Koeffizient a
als auch von der Temperatur der festen Wand abhdngig heraus-
steilen. Einstweilen sind wohl Knudsen’s und Soddy’s und
Berry’s Beobachtungen noch nicht geniigend, um (ber diese Tem-
peraturabhéngigkeit, welche die Berechnungen fur grofRere Tempe-
ratur-Differenzen erheblich komplizieren wirde, endgiltig zu ent-
scheiden.

Revision der Theorie des »absoluten Manometers«.

Endlich mochte ich bemerken, dal der Ausgleichs-Koeffizient
auch bei Berechnung der durch Temperaturunterschiede in ver-
dinnten Gasen hervorgerufenen Druckkrafte, also insbesondere in
der Theorie des Knu dsen’schen absoluten Manometersl) beriick-
sichtigt werden muB.

Legt man dieser Erscheinung die Annahme (B) zu Grunde, so
erhélt man, wie ich unléngst gezeigt habe2), auch im Falle un-

) M. Knudsen, Ann. d. Phys., 32, p. 809, 1910.

2 M. Smoluchowski, Ann. d. Phys., 34, p. 182, 1911. Knudsen’s Er-
widerung, Ann. d. Phys., 34, p. 823, 1911, zeigt, daR er meine Bemerkung mif3-
verstanden hat. Das weifl ich wohl, daB die bewogliche Platte und die dieselbe
auBen umgebende Gasmasse gleiche Temperatur hatten; aber ich meine, daB es
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vollkommenen Wéarme-Ausgleichs fiir den molekularen Uberdruck,
der auf eine Platte von der Temperatur 61 ausgelbt wird, welche
einerseits einer gleichtemperierten Wand, andererseits einer Wand
von der Temperatur 02 gegeniibersteht, die Knudsen’sche Formel:

18) . . . P= ' -
<18) ng |

worin p den im gleichtemperierten Raum gemessenen Gasdruck
bezeichnet.

Wird dagegen wie in dem Vorhergegangenen die Hypothese (A)
angenommen, so erscheint diese Formel nur als Né&herungswert.
Der Uberdruck P ergibt sich namlich wie in jenem Falle zu

nur daB jetzt die Geschwindigkeiten cI5 c2 nicht mit den Werten
Cl. C2 identisch sind, welche den Wandtemperaturen entsprechen,
sondern mit diesen durch die Gleichung verknupft sind

cf- 4= a(l- CD= a(Cf- cf),
aus welchen folgt

c— g fn 1 G\-~cf|
Cl— 4 2-« cl

c- C\111- «
C2- CU + 2-a~Cr~J -«

Nun muR die StoRzahl Uberall gleich sein, also

gm ™2 ~AC,

somit wird

auBerdem noch darauf ankommt, daR die Dimensionen dieses Gasraumes klein
seien im Verhéltnis zur mittleren Weglange. Sonst noch die Polemik Uber Strenge
und Stichhaltigkeit einiger Beweisfihrungen Knudsen’s fortzusetzen, ist wohl
Uberflissig, da die Sache schon geniugend klargelegt sein durfte.



450

was durch Einsetzen der obigen Werte und Reihenentwicklung
tbergeht in:

. Ccf-61 | 41— a)* (CI
(19) P =1 261 (2 - a)2 c\

:B r(zl)

Es wirde also die Formel (18) nur in dem Falle genau gelten,
wenn der Ausgleichs-Koeffizient a— 1 ist, sonst ist eine Abwei-
chung vorhanden, welche den Bruchteil

1— a

des Normalwertes betrégt.

Knudsen behauptet in seiner Arbeit (a. a. 0), daB die For-
mel (18) genau richtig sei und fuhrt als experimentelle Belege zwei
mit Platinplatten in atmospharischer Luft ausgefiihrte Messungen,
S. 825 und 826, an, wobei der Temperaturunterschied 6]—02 bis
auf 340° stieg, und eine Messungsreihe in Quecksilberdampf S. 838,
wo diese GroRe den Wert 589° erreichte, ohne dal merkliche Ab-
weichungen zu konstatieren waren.

Mit der Ausgleichs-Hypothese ist dies nur vereinbar, wenn der
Koeffizient a in diesen Fdallen nahe gleich Eins ist. Nun ist der-
selbe aber fir Wasserstoff sicher bedeutend Kkleiner, in der Tat
weist die Messungsreihe Knuds en's, a a 0., S. 831, schon bei

— 02= 71° eine positive Abweichung von fast 5 Prozent auf,
was mit obiger Formel (19) fur einen Wert a= ~ stimmen wiurde.

Ist aber der Ausgleichs-Koeffizient von der Temperatur abhén-
gig oder ist er fur die beiden Oberflaichen verschieden, so kommt
noch eine weitere Komplikation hinzu. Werden dann die Werte
von a, welche fir die Platten von der Temperatur 03 und 02 gel-
ten, mit und a2 bezeichnet, so &ndert sich obige Berechnung
in der Art. dal nun

A= a2{cl—Clh= a, (C\—¢

gilt, und schlieBlich erhalt man
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(20) P=8
o i |l a2(2 — at — aa) I~ — @\
02 42 —a2(al-j-a2—ai 62\ 62 /

Somit sehen wir, daB in diesem Falle selbst fir geringe Tem-
peraturdifferenzen noch ein von der Art der Oberflaiche abhangiger
Proportionalitdts-Faktor auftritt, dal somit das Knudsen’sche
Manometer keine absoluten Werte liefert.

Denselben Proportionalitatsfaktor

i fi f2
f\ 1fi al/f2

ergibt Ubrigens auch die MaxwelTsche Annahme (B) bei Voraus-
setzung eines Unterschiedes der beiden Werte von f. nur fallt in
diesem Falle das bei groBeren Temperaturdifferenzen auftretende
Korrektionsglied fort.

Zum Schlisse sei nur noch bemerkt, daB durch obige Kritik
der Theorie Knudsen’ durchaus nicht der Schein eines abfalli-
gen Urteils Uber dessen Untersuchungen erweckt werden soll. Im
Gegenteil, der Wert derselben, welcher in der experimentellen Pra-
zision jener Arbeiten und der Anregung zu weiteren Forschungen
in diesem Gebiet besteht, mufl rickhaltlos anerkannt werden.

Zusammenfassung.

Im ganzen mdochte ich somit unsere Kenntnisse dieser Phéno-
mene, soweit sie derzeit gesichert zu sein scheinen, folgenderma-
Ren kurz zusammenfassen:

1) Der Wéarmeleitungs-Koeffizient idealer Gase ist vom Druck
unabh&ngig. Den absoluten Wert desselben kann die kinetische
Theorie nur der GréRenordnung nach berechnen, solange das Kraft-
wirkungsgesetz und der Molekularbau unbekannt sind. Die Ver-
anderung des Warmeuberganges bei Verdinnung des Gases wird
formell durch die Temperatursprung-Theorie durchaus befriedigend
dargestellt.

2) Eine quantitativ genaue Theorie der Warmelbertragung bei
sehr niedrigen Drucken 148t sich derzeit nur fir einatomige Gase
entwickeln. Zufolge derselben ist die pro Fldcheneinheit und Tein-
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peraturgrad zwischen ebenen Platten Ubertragene Wérme im Falle
vollstdndigen Warme-Ausgleichs durch den aus meiner Tempera-
tursprung-Theorie folgenden und von Knudsen direkt abgeleite-
ten Ausdruck gegeben:

3) Knudsen’s Theorie fir mehratomige Gase ist unhaltbar,
ebenso wie dessen Theorie der Warmeleitung bei héherem Druck.

4) Knudsen’ Versuche bestdtigen mit groBer Prézision die
schon lange vorausgesehene, aber bisher nur mangelhaft erwiesene
Proportionalitdt der (bertragenen Wéarmemenge mit dem Druck
(bei groBer Verdiinnung).

5) Um der Unvollkommenheit des Wérmeausgleichs zwischen
einer festen Wand und den darauf prallenden Molekiilen Rechnung
zu tragen, waren von mir zwei Alternativhypothesen (A) und (J5)
aufgestellt deren erstere, mit Knudsens Annahme identische,
durch dessen Versuche bestatigt zu sein scheint.

6) Die zwischen parallelen Platten {bertragene W&rmemenge
e ; die von einem kleinen,
Lt - (X
allseits konkaven Korper abgegebene: die zwischen koaxialen
Zylinderflachen (bertragene (gemaR A):

betragt (zufolge beider Hypothesen):

ae
i+ - (i-«)

7) Dall der Wérmeausgleich besonders unvollstdndig im Was-
serstoff ist, hat sich schon in meinen Versuchen herausgestellt, das-
selbe zeigen die Versuche von Soddy und Berry und von
Knudsen. Es scheint sich die theoretische Regel ann&hernd zu
bestatigen, daR der Warmeausgleich (gegen Platin) desto unvollkom-
mener ist, je kleiner das Molekulargewicht und je komplizierter
der Bau des Molekils ist.

Der Warmeausgleich héngt auch von der Natur des festen Kor-
pers ab, wie insbesondere die von Knudsen beobachtete Ver-
groBerung desselben infolge Bedeckung der Platinoberflaiche mit
Platinschwarz beweist. Die von letzterem angegebenen Absolut-
werte von a sind jedoch nicht begriindet.
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8) Auch die bei Temperaturunterschieden in verdiunnten Gase
auftretenden Druckkrafte (Radiometer, Knudsen’s Manometer)
hangen vom Ausgleichs-Koeffizienten ab. Hat derselbe nédmlich an
den das Gas begrenzenden festen Wanden ungleiche Werte, so
gibt das Knudsen’sche Manometer keine absoluten Werte an.
Auch bedarf die Knudsen’che Formel einer Korrektion im Falle
grofRerer Temperaturunterschiede.

Lemberg, Juni 1911.
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