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O drodze Sredniej czgsteczek gazu
| 0 zwigzku jej z teorya dyfuzyi.

Przez

M. Smoluchowskiego.

Whniesiono na posiedzenia Wydzialu mat.-przyr. 5 marca 1906;
referent ezt. Wt Natanson.

§ 1). Wazng role w teoryi kinetycznej gazéw odgrywa poje-
cie ,$redniej drogi swobodnej“, pochodzace od Clausiusa i zwig-
zane z tegoz teoryg kul sprezystych; rozumiemy przez nie S$rednig
wartos¢ drég prostych, przebytych przez czasteczke gazu miedzy
chwilami spotkania sie jej z innemi czasteczkami. Wiadomo, ze
Maxwell, poprawiajagc wynik pierwotny Clausiusa podat wzoér Scisty,
z ktérego mozna obliczy¢ 1 znajgc rozmiary drobin, ale mimo licz-
nych prob nie udato sie jeszcze znalez¢ wzoru zupetnie Scistego
dla zwigzku wielkosci 1 z doswiadczalnie dostepnemi zjawiskami
lepkosci, przewodnictwa cieplnego i dyfuzyi, i dlatego tez wartosci
przyjete dla 1 na podstawie tych zjawisk mozna uwaza¢ tylko za
grubo przyblizone. Prawa ruchéw ,swobodnych*“ drobin sg zatem
przynajmniej pod wzgledem jakosciowym nam znane. Zdaje si¢
jednak, ze nie zastanawiano sie dotychczas wcale nad ruchami dro-
bin powstajgcymi ze skiladania wiekszej liczby takich drég swobo-
dnych— wskutek spotkan po sobie nastepujacych, a sadze, ze i ten
problemat zastuguje na roztrzgsanie z punktu widzenia teoryi Kki-
netycznej.

Mozna poprowadzi¢ badanie w dwoch nieco odmiennych kie-
runkach: albo pytamy sie a) o odlegtos¢ miedzy punktem wyjscia
a miejscem czasteczki osiggnietem w pewnym czasie, albo tez
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b) o odlegto$¢ osiagnieta po pewnej liczbie uderzen. A ztego
wynikajg dwa pojecia odpowiednie: a) odlegtosci Sredniej osiggnietej
w pewnym czasie, b) odlegtosci $redniej osiagnietej az do chwili n
tego uderzenia.

Drugie pojecie zawiera w sobie zwyklg droge ,,swobodng“
jako specyalny przypadek dla n— 1

Pojecie (a) ma te wyzszo$¢ ponad (b). ze nie jest ograniczone
do hipotezy kul sprezystych. Srednia odlegto$¢ przebyta podczas
pewnego czasu jest wielkoscig okreslong takze, jezeli ruch odbywa

sie pod wptywem jakichbadz sit miedzyczasteczkowych (n. p.

wedtug Maxwella) po drodze ciggle skrzywionej. Obliczenie tej
wielkosci (a) jest jednak zawilsze od (b). Nawet dla czasu krot-
szego od przecietnego trwania ruchu ,,swobodnego* trzeba uwzgle-
dni¢ pewne prawdopodobienstwo jednego, dwdch, trzech... zderzen
i z tego wynikajagcg mozliwo$¢ ruchu zygzakowatego. Natomiast
dla stosunkowo dtugiego przeciagu czasu rozwazania te sie uprasz-
czajg, gdyz wtedy oba pojecia stajg sie identyczne. Wynika bo-
wiem z praw zasadniczych prawdopodobienistwa, ze liczba spotkan
przypadkowych n w czasie t bedzie stosunkowo tern wiecej do liczby
Sredniej N temu czasowi odpowiadajgcej zblizong, czem ta liczba
bedzie wieksza. Zatem tez wielkosci (a) i (b), oznaczajgce te samg
odlegtos¢, ale jedna jako funkcye czasu t. druga jako funkcye
liczby w muszg sie sta¢ identyczne w tym przypadku granicznym
duzych n, t.

§ 2. Objasnimy to jeszcze fatwem obliczeniem, uproszczonem
przez zatozenie, ktére takze w dalszym ciggu przyjmiemy, ze mo-
zna poming¢ zalezno$¢ wielkosci \ od zmiennej predkosci czastecz-
ki, albo tez, co na to samo wychodzi, ze porusza sie ona wcigz
z ta samg predkoscig c

Wtedy, jak wiadomo, prawdopodobieristwo osiggniecia drogi
X bez spotkania z inng drobing jest

—X

@ Pi=eX

czyli prawdopodobienstwo ruchu swobodnego podczas czasu t:
—ct

) pl=e
otrzymamy stad prawdopodobieistwo takiego ruchu czasteczki, ze
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podczas czasu t dozna tylko jednego spotkania, mnozac prawdopo-

dobienstwo spotkania w obrebie czasu 0. ... Q-\-dQ, to jest
_fe
/\i/e dO, przez prawdopodobienstwo, ze od chwili 0 az do czasu t
-c(t- 0;
trwa¢ bedzie ruch swobodny, to jest e i catkujgc to wyrazenie
wedtug dO miedzy granicami 6 i t:
t Co o7 _ ol ct
p2— doa = 3

0

Podobnie wynika prawdopodobiefistwo dwdch spotkan w obrebie
czasu t:

I(cty2

a ogolnie prawdopodobienstwo (n—1) spotkan :

1
*_glYo* &
Oczywiscie suma wyrazow p musi sie rownac jednosci: lim {p\-\-
p2 pn = 1. poniewaz jest rzecza pewng, ze musi sie zderzy¢
jakabadz ilo$¢ (wliczajac zero) zderzen w czasie t. Podobne roz-

wazania stosujg sie do catek jjcpkdt. Wyrazenie przedstawia-
0

jace ,,normalng” ilos¢ spotkan, na czas t przypadajaca, oznaczymy

literg N i rozwiniemy n! wedtug znanego wzoru przyblizenia, przez

co otrzymamy:

- _1_ \N **
v2nn [n6

a dalej, stawiajac N _ 1 d i pomijajac mate wyzszych rzeddéw,
otrzymujemy prawo dla ilosci spotkan w danym czasie:
1 —\w

Pn=m en
Wynika z tego istotnie, jak przedtem twierdziliSmy, ze prawdopo-
dobienstwo zboczenia d od normalnej ilosci N spotkarh stosunkowo
tern mniejszem jest, czem wigksza to ilosc.
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§ 3. Majac w dalszym ciagu gtéwnie na oku przypadek sto-
sunkowo duzego iV, w ktdrym réznica owych dwoch poje¢ znika,
mozemy kwestye zasadniczg zwiazang z niemi sformutowaé w na-
stepujacy sposob : Obserwujemy, jak czasteczki zderzajagc sie z in-
nemi i zakre$lajgc drogi zygzakowate z pierwotnej swej pozycyi
sie oddalajg i pytamy: Jakie jest prawdopodobienstwo, zeby cza-
steczka po n zderzeniach nabyta wychylenia o sktadowych potozo-
nych w obrebie £ 1, £,... £-]-dE. rj-\-drj* £-]-dE? Dla ufatwienia
rachunku wprowadzimy to samo zatozenie, jak przedtem: a) ze X
jest wielkoscig stala, a oprocz tego /?) Ze przy uderzeniu sie dwoch
czasteczek prawdopodobienstwo dla powstania jakiegokolwiek Kie-
runku przestrzeni jest jednakowe. To ostatnie zalozenie jest Scisle
usprawiedliwione tylko w razie, jezeli $rodek ciezkosci drobin spo-
tykajacych sie jest nieruchomy, w przeciwnym razie powodowaé
musi btedy pewnego rodzaju (patrz § 7). To jest wiadnie ta sama
wadliwo$¢, o ktorej wspominaliSmy na poczatku § 1, a ktéra wy-
stepuje w wiecej lub mniej wyraznej formie we wszystkich obli-
czeniach, dotyczacych teoryi kul sprezystychl. Wyniki te zatem*
tak samo jak rezultaty zwykle przyjetej teoryi nie beda iloSciowo
Sciste, ale dadza przynajmniej jakosciowy obraz zjawiska. Zreszta
zobaczymy, ze pewne wnioski w kazdym razie pozostang waznymi.

§ 4. Stosunkowo tatwo da sie wykonac obliczenie, jezeli je
jeszcze uproscimy, przyjmujac, ze kazda drobina zawsze swobodnie
zakre$la wiasnie droge X Wtedy kazde uderzenie z réwnem praw-
dopodobienstwem nastgpi¢ moze w jakim$badZ punkcie kuli o pro-
mieniu 2, opisanej z miejsca poprzedniego uderzenia.

Prawdopodobienstwo pt (af) dx. zeby miejsce pierwszego zde-
rzenia potozonem byto miedzy odcietemi x... x-\- dx, jest zatem
stosunkiem powierzchni obreczy wycietej w tych odstepach do po-
wierzchni calej kuli:

) pl(x) dx= 7 dla — X<Zx<C-f- X; zreszta p1(x) = 0.

Prawdopodobienstwo, ze pierwsze zderzenie nastapi w punkcie £,
potozonym gdziekolwiek miedzy x — X i x {yl, a drugie miedzy
X .. X -)-dX, wynosi:

1) Patrz n. p. Boltzmann: Gastheorie 1 p. 95.



[133] O DRODZE SREDNIEJ CZASTECZEK GAZU 7

Tak samo prawdopodobienstwo, ze n-te zderzenie nastgpi

W X ..X-]-dx:
et X

p, () dx= ~1[ pn,(£) di
*—X
Obliczenie nastepujacych po sobie pn tatwo daje sie wykonaé,
ale dla wiekszych n wyniki staja sie nieprzejrzyste i skompliko-
wane wskutek nieciggtosci w funkcyi pv  Omija sie te trudnosc,
rozwijajac funkcye pl za pomoca catki Fouriera:
o0 A o
px@®= ! Ndq +S:‘Dpi (a) cos q (x—=a)da = WS cos X9 (1®
0 —Q0 0
co pozwala na wyrazenie funkcyi pn we formie :

pn(x)= ~~@ f ) cosgxdqg. (11
0
Rozwijajac wyrazenie w nawiasach w szereg, mozna prze-
ksztatci¢ dla duzych n calke z pominieciem wyzszych poteg :

_r"2e _ 3x2
P = -[e 6 cosgxdgq— \f e 7 (12
i *2nn X
00 — &2 ar
przyczem zastosowano wzoér: “~e cosaz dz— —\j'ﬁ 4]
0

A zatem prawdopodobienstwo, ze czasteczka osiggnie odstep
X .. Xx-\-dx wczasie t * rownym * j bedzie:

x32

n{d=\4-  BctX dx
v 2nctX P

Z tego wynika $rednia droga, przebyta w tym czasie :
r. = X (14)

Zauwaze jeszcze, ze Sredni kwadrat drogi fatwo bezposrednim
sposobem otrzymac: $redni kwadrat odlegtosci z punktow kuli od
danego punktu réwna sie sumie kwadratéw promienia kuli a, i od-
stepu jej Srodka od owego punktu 6, poniewaz we wyrazeniu r2=
a2 |_¢2—2 abcos O $rednia warto$é ostatniej czesci rowna sie zero;
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wynika wiec, ze $redni kwadrat odlegtosci przy n-tem zderzeniu
réwna sie sumie kwadratow poprzednich drég swobodnych, czyli
(15) r\ = nk,

co jest waznem dla jakiejbadZz wartosci n.

§ 5. PrzejdZmy obecnie do doktadniejszego obliczenia, bez po-
mocy upraszczajacego zatozenia § 4. Wiadomo, Ze czasteczki nie
przebywajg wszystkie tej samej odlegtosci swobodnej i, lecz istnieje
pewne prawdopodobienstwo dla osiggniecia jakiejbadZz odlegtosci

4 A 1

mianowicie <€ awe warstwie d=przecietnie zdarzy sie e spo-
tkan ; z pomiedzy nich tylko cze$¢ oznaczong stosunkiem =

% bedzie potozona w obrebie warstwy x .. x d x ; zatem prawdo-

podobienAstwo spotkania w obrebie x — x -\- dx bedzie wynosi¢
w catosci:

N - F -
16) pi(x)dx= ~ £ Xdqdx = XK e& K

[*l w
gdzie dla ujemnycﬁ odcietych nalezy podstawi¢ bezwzgledng war-
tos¢ [x\.

Oczywiscie podwdjna warto$¢ catki z tego wyrazenia miedzy
granicami 0, oo réwna¢ sie musi jednosci, co tatwo sprawdzi¢ za
pomocg catkowania czesciami.

Wiemy zatem, ze prawdopodobieAstwo pierwszego spotkania
w odstepie £ z -f- dz jest pi(z)dz, i ze px(x—2)dz bedzie
prawdopodobienstwem spotkania w odstepie X x -f- dx dla dro-
biny, ktéra wyszfa z punktu z. W catoSci zatem prawdopodobien-
stwo drugiego spotkania w odstepie x... x  dx, bez wzgledu na
miejsce pierwszego, bedzie :

+00
17) p2(x) dx = dx ~ pl() pr(x—z) dz,
—€0
w podobny spos6b prawdopodobienstwo trzeciego spotkania w obre-
bie x .e. x-j-dx:
+o0

pd(x) dx = dx " p2{%Pi (x—z)dz, a w ogole:
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+ X
p,.(@) dx — dx",,_,pl@E—
—X
Z powodu ksztattu wiecej skomplikowanego funkcyi pi nie
mozemy zastosowac bezposrednio tej samej metody, co w § 4.

Jezeli jednak szereg wyrazéw (18) przeksztatcimy zapomoca
catkowania czesciowego :

Jpre, {2 ) p a— i =pX
i jezeli zwazymy, ze px znika dla -(-o0, — 00, otrzymamy forme
dogodniejszg :
4-00 X—y
P.,(x)= — \ dyp, (y) {9 dz, (19)
—0

gdzie wprowadzono zmienng y — x — Z

W wyrazeniu tern podstawmy funkcye z réwnania (16) wy-
nikajgca

*M=-n 7 1
w ktérej wyktadnik zawiera warto$¢ bezwzgledng (y). Wskutek
tego catka rozpada sie na dwie czesci, siegajace od — oo do O
i od Odo -|]-00; ktoére znébw mozna zlgczy¢, podstawiajgc w pier-
wszej zmienng y ze znakiem przeciwnym. Tak otrzymujemy
yrxy xy
dy (21)

Azeby modz obliczy¢ kolejne pn zapomocg tego wzoru, prze-
ksztatcimy obecnie funkcye pt przez uzycie catki Fouriera :

@ 4 00 P
Pi(z) = q( cosq{z—a)™ * /
0 -00 [a]
00 00 00 P
= 2In\ dqg "eosq(z- a)4-cosg{z-\-a)* Mdeda
0 a

i zapomocg catkowania czesciowego wedtug a:
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(23) gdzie uzyliSmy skrocenia: @(g) = ~ sin aa — da.
0

Z zastosowania wzoru (21) wynika zatem :
® Yy o

ot (>§’=—aig\9 ; S [ i(*—y)— 2 (H-y) 1=

00

(24) deco.e® [~ *
0]
a tak samo w og6lnym razie :
©
(25) pn)= 1 j | 5*)Vcos dg.
0

To wyrazenie upraszcza sie wskutek rozwinigcia sin ga w sze-
reg, co przeksztatca funkcye (23) w:

(26) @@= dgh 1— o o _ = arctg(gX)

i dalej, dla duzycli n wskutek pominiecia wyzszych poteg, staje
sie zupetnie analogicznem do roéwnania (12):

¢ ng2x2 - 3xt
Bz oo M0

Prawdopodobienstwo ze czasteczka w czasie t z pozycyi po-
czatkowej przejdzie do warstwy odlegtej o X.. x-\-dx, jest zatem:

(28) pn(z) dx = P e boodx,
\%

gdzie ? oznacza spé%czxnnik \ = \\I/J L
v

a ogdlnie prawdopodobieAstwo ruchu z poczatku spotrzednych do
elementu objetosciowego o sp6irzednych ag vy, z:

£*21/2F D)

(29) p.(x y, dxdy dz p" dx dyd z.
\Jnt

Z tego wynika Sredni odstep w kierunku dodatnich lub uje-
mnych 2z):

P Vn
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$rednia odlegto$¢ w kierunku promienia wodzacego:

F——\l- —-4L \Jn— 4\fcU
2% » novo3o

g
$redni kwadrat odlegtosci r2= ~2\H~ ~ ~ = A

8§ 6. Zaznaczy¢ nalezy, ze obliczenie to pozostaje wazne, je-
zeli wielkosci i, ¢ n odnosimy do czasteczki poruszajacej sie wsréd
gazu innego rodzaju, tylko ze na warto$¢ wielkosci X wtedy bedzie
wplywata takze natura czagsteczek tego gazu. Upowaznia nas to do
bezposredniego zastosowania naszego rezultatu do dyfuzyi jednego
gazu przez drugi, w razie, jezeli réznice koncentracyi sa tak mate,
ze X mozna uwazaC za stale.

Wyobrazmy sobie, ze w pewnej chwili koncentracya (t.j. sto-
sunkowa liczba czagsteczek pierwszego rodzaju) w réznych odste-
pach x od ptaszczyzny zerowej posiada wartosci okre$lone przez
funkcye fO(X). Wtedy kazda warstwa dx tej mieszaniny tworzy
jakby Zzrodto o obfitosci f 0 (x) dx, z ktorego sie rozchodza drobiny
wedtug prawa (28). Po uptywie czasu t zatem w punkcie X pano-
waé bedzie koncentracya :

f(X,t) = §/|:t[J f0{x)e dx (35)

Jest to zupetnie ten sam wzdr, ktory wynika w klasycznej
teoryi dyfuzyi jako rozwigzanie réwnania rdézniczkowego dyfuzyi
dla owych warunkéw poczatkowych, jezeli potozymy spétczynnik
dyfuzyi:

D=w-=1J- 34>
Odnajdujemy w tym wzorze (34) znany rezultat teoryi kine-
tycznej gazowl. Metoda tutaj wytozona, ktérgby nazwaé mozna
bezposrednia, przewyzsza zwykle obliczenia pod tym wzgledem, ze
w bezposrednio zrozumiaty sposéb ttdmaczy znaczenie fizyczne cakki
(33), otrzymywanej zwykle zapomoca zawitych matematycznych
rozwazan, za posrednictwem rownania rdézniczkowego.
Tak samo tez w przypadku tréjwymiarowym wynika bezpo-
$rednio ze wzoru (29) og6lne rozwigzanie przy danych warunkach
poczatkowych.

) Patrz n. p. Boitamami, Gastheorie | p. 90.
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Koneentracya w danym punkcie bedzie w chwili t:
"igr2

" \rge B

gdzie xp{r) oznacza S$rednig warto$¢ koncentracyi poczatkowej na
powierzchni kuli koto owego punktu z promieniem r wykreslonej 1.

8 7. Zauwazmy jeszcze, Ze Uproszczone rozumowanie § 4 wy-
dato wynik zupelnie analogiczny, z ta jednak ro6znica, ze spot-
czynnik dyfuzyi otrzymat tylko polowe powyzszej wartosci. To
zgadza sie zupelnie z odpowiedniem obliczeniem wedtlug zwyklej
metody racyonalnie przeprowadzonem. Czyniac bowiem zatozenie,
ze kazda drobina zakresla swobodng droge réwng X, mozna w obli-
czeniu drobin dosiegajacych dang ptaszczyzne uwzgledni¢ tylko te,
ktére znajdujg sie w warstwie X; a przecietna przez nie zakre-

$lona droga az do owej ptaszczyzny bedzie tylko X podczas gdy

wedtug Scistego pojecia $redniej drogi swobodnej powinna by¢ ré-
wna X

Takze powyzsze rezultaty 8 (5) oczywiscie nie bedg iloSciowo
Sciste z powodu zatozen upraszczajagcych 8§ (3), co stanowi wade
wspolng naszych obliczen i zwyklej teoryi tych zjawisk. Usitowa-
no, co prawda, uwolni¢ od niej teorye zwyczajng, uwzgledniajac,
ze zderzenia kazdej czasteczki z innemi przecietnie sprzyjaja za-
chowaniu kierunku jej ruchu pierwotnego (persistency of motion).

Jeans 2 obliczyt istotnie, ze predko$¢ po uderzeniu przecietnie
posiada¢ bedzie sktadowa réwng 0406 predkosci przed uderzeniem
w kierunku ruchu pierwotnego. Co do wptywu dalszych uderzen
Jeans nie wykonat jednak obliczenia Scistego, lecz ograniczyt sie
do rozumowania przyblizonego, skfadajac drogi, jakieby wynikty
z uwzglednienia $redniej ,,persistency”, zamiast utworzy¢ przecietng
warto$¢ drég ztozonych z uwzglednieniem kazdorazowej ,,persi-
stency“. Zapewne jednak obliczenia Jeans’a wymagajgce pomnoze-
nia wielkosci X przez spétczynnik 1684 bedzie wiecej przyblizone

~ Patrz n. p. Eiemann - Weber: Partielle Differentialgleichungen 2 p. 125.
Wskutek tych wynikéw moznaby oczywiscie do wzoréw (28 — 32) dojs¢ takze
droga, odwrotng, na podstawie zwyklej teoryi dyfuzyi.

2) Phil. Mag. 8 p. 670 (1904).
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do rzeczywistosci anizeli zwykty rachunek. Z tem samem uzasa-
dnieniem mozemy ten spotczynnik wprowadzi¢ tez do naszych wzoréw.

tatwo zrozumieé, jak nalezatoby wykona¢ obliczenie catkiem
Sciste, bez zadnych uproszczen, wedlug naszej metody, ale wskutek
trudnosci catkowania nie wydaje sie ono zachecajgce. Rdznica z wy-
nikami § 5 wystepowa¢ musi w ksztatcie funkcyi pn dla matych
liczb n; wplyw Kierunku predkosci poczatkowej musi sie jednak
szybko zacieraé w kolejnych spotkaniach tak, ze drogi zakreslone
w grupach nastepujacych po sobie, n. p. dziesieciu spotkaniach
uwaza¢ mozna za zupelnie niezalezne. Dla wiekszych liczb n zatem
ksztatt funkcyi pn pozostanie taki sam jak (28), tylko spétczyn-
nik /? bedzie nieco odmienny. Zdaje sie, ze w Kkinetycznej teoryi
cieczy wplyw ,persistencyu musi jeszcze wiecej wystepowac, dla
tego tez dla cieczy wzor (34) moze byé uzytym chyba do wska-
zania przyblizonego rzedu wielkosci X na podstawie spotczynnikow
dyfuzyi.
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271) — E. Kraft: Badania dos$wiadczalne nad skalg barw interferencyjnych (1 ryc.
i 4 tabl.) (str. 272—323). — W. Baczynski i S. Niementows ki: Studya nad

bromowaniem benzirnidazoléw (str. 324—391). — K. Zakrzewski: 0 oscylacyi
krazka w ptynie lepkim (str 392—398). — Wi Natanson: O funkcyi dysypacyj-
nej plynéw lepkich (str. 399—404). — Wi Natanson: O odksztatcaniu krazka

plastyczno-lepkiego (str. 405—423V — St. Bgdzynski i K Panek: O kwasie allo-
ksyproteinowym prawidtowym sktadniku moczu ludzkiego (str. 424—432). — J. Za-
leski: Badania nad mezoporfiiyng (str. 433—451). — S. Niementowski: O kwa-
sic chloraldwuantranilowym (str. 452 —456). — K Olszewski: Przyrzady do skro-
plenia powietrza i wodoru (str. 457—470) — L. Marchlewski: Przyczyna bier-
nosci optycznej wodnych roztworéw kwasu antiwinowego (str. 471—472).

Rozprawy Wydziatlu matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejetnosci.
Serya Ill. Tom 3. Dziat A.

Ogo6lnego zbioru toin 43 A

Br. Pawlewski: O dziataniu chlorku tionylu na oksimy i witasnos$ciach
kamferonitrylu (str. 1—7) I) Russjan: Kilka twierdzen z teoryi wyznacznikéw
str. 8—13). — St. Zaremba: Uwaegi o pracach Profesora Natansona nad teorya
tarcia wewnetrznego (str. 14—21). — K Dziewonski: O dekacyklenie (tréjnaftylen-
henzolu) nowym weglowodorze i czerwonym zwigzku siarkowym dwunaftylentiofenie
(str. 22—38). — S. Zaremba: O metodach $redniej arytmetycznej Neumanna i Robi-
na w przypadku, gdy ograniczenie nie jest spéjne (str 39—70). — M. Smoluchowski:
0 zjawiskach aerodynamicznych i potgczonych z nimi objawach cieplnych (str 71—
106) — M Smoluchowski: Przyczynek do teoryi endosmozy elektrycznej i kilku
zjawisk pokrewnych (str. 110—127). — R. Zatoziecki: O nitrowaniu nizej wrza-
cych frakcyj ropy galicyjskiej (str. 128—137). — B. Pawlewski: Bezposrednia synte-
za a-fenylobenzimidazolu (str. 138— 141). — K Olszewski: Nowy przyrzad do skra-
plania wodoru (1 ryc.) (str. 14h—147). — J. Puzyna: O sumach nieskoficzenie wielu
szeregébw potegowych io twierdzenin Mittag-Lefflera z teoryi funkcyi (str. 148—178). —
WL Natanson: O zastosowaniu réwnan Lagrange’a w teoryi tarcia wewnetrznego
(str. 179 194). — W+t Natanson: O stopniu przyblizenia pewnych réwnan w teo-
ryi tarcia wewnetrznego (str. 195—222). — St. Zaremba: O pewnem uog6lnieniu
klasycznej teoryi tarcia wewnetrznego (str. 223—246). — St. Zaremba : O pewnem
zagadnieniu hydrodynamiki bedagcem w zwigzku ze zjawiskiem podwdjnego zatamania
Swiatta w cieczach odksztatcanych i rozbiér pracy prof. Natansona o tym przedmiocie
(str. 247—266). — WL Gorczynski. Badania nad przebiegiem rocznym insolacyi
(str. 267—350). — G Russjan: Metoda Pfaffa katkowania réwnan rézniczkowych
czastkowych rzedu pierwszego. Czes¢ I. (str. 351—396). — K Reutt i Br. Pawlewski:
O kondensacyi oksiméw z hydrazynami oraz o wtasnosciach hydrazondéw (str. 397 —

407). — K Dziewonski: O dekacyklenie (tréjnaftylenbenzolu), nowym weglowo-
dorze aromatycznym i czerwonym zwigzku siarkowym, dwunaftylentiofenie (str.
408—118). — Wi+t Satke: Wzgledna wilgotno$¢ w Tarnopolu (tabl. 1) (str. 419—

434). — L Marchlewski: Zchemii chlorofilu. O filoetrynie (tabl. I1.)(str. 435—439). —
L. Bruner i St. Tottoczko: O szybkosci rozpuszczania sie ciat statych (4 ryc.)
(str. 449—481). — St. Zaremba: 0 pewnej postaci doskonalszej teoryi relaksacyi
(str. 482—502). — St. Zaremba: Zasada ruchow wzglednych i réwnania mecha-
niki fizycznej (Odpowiedz prof. Natansonowi) (str. 503—510). — C. Russjan: Meto-
da Pfaffa catkowanie réwnan rézniczkowych czastkowych rzedu pierwszego. Cze$¢

druga. (str. 511—576). — J. Kowalski i Br. Zdanowski: Nowa metoda mierze-
nia oporéw ptynnych i kilka jej zastosowan (1 ryc.) (str. 577—594). — W. Natanson:
Uwagi nad teorya zjawiska zluzniania (str. 595—615). — Errata str. 617).

Rozprawy Wydzialu matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejetnosci.
Serya Ill. Tom 4. Dziat A. .
Ogélnego zbioru tom 44 A

K Dziewonski: 0 fenylacenaftylmetanie, nowym weglowodorze aromaty-
cznym (str. 1—11) Wt Natanson: O pewnej wiasciwosci podwéjnego zatama-
nia $wiatta w cieczach odksztatcanych, mogacej postuzy¢ do wyznaczania ich czasu



zluzniania (3 rye.) (str. 12—33). — I. Moscicki: Badania nad uylrzymatoscig
dielektrykéw (9 ryc.) (str. 34—53). — I. MoS$cicki i M Altenberg: O stratach
dielektrycznych w kondensatorach pod wplywem dziatania pradéw przemiennych
(6 ryc.) (str. 54—75). — E. Bandrowski i AL Prokope¢ zko: O dziataniu ben-
zolu na azoksybenzol w obecnosci chlorku glinowego (str. 76—82). — K. Zakrzew-
ski: 0 potozeniu osi optycznych w cieczach odksztatconych (2 ryc.) (str. 83—89).—
K Dziewonski: O budowie [3-fenylacenaftylmetanu i jego pochodnych: kwasu
p-benzylnaftalowego i kwasu g-benzoylriaftalowego istr. 90—104). — T. Es trei ch er:
0 wiasnosciach iizycznych tlenu w nizkich temperaturach. Cze$¢ 1i Il. (6 ryc.)
(str. 105—132). — Wi Natan son: Uwagi nad pracami prof. Zaremby, tyczacemi
sie teoryi podwodjnego zatamania $wiatta w cieczach odksztatcanych (str. 133—
143). — M. Smolucbowski: O powstawaniu zyt podczas wyptywu cieczy (7 ryc.)
(str. 144—157). — T. Godlewski: 0 dyssocyacyi elektrolitow w roztworach alko-
holowych (str. 158—196). — J Hetper i L. Marchlewski: Studya nad barwi-
kiem krwi (2 tabl) (str. 197—204). — S. Opolski: Wplyw Swiatta i ciepta
na chlorowanie i bromowanie horoologéw tiofenu (str. 205—215). — T Moroze-
wicz: O bekelicie, cero-lantano-dydymo-krzernianie wapna (tabl. 1li; (str. 216—
222). — L. Tochtermann: O dziataniu chlorku tionylu na tiobenzarnid (str. 223—
228). — S. Niemczycki: Przyczynek do syntez zapomoca chlorku cynkowego
(str. 229—232). — K. Kraft i K Zakrzewski: Metoda wyznaczania kierunkéw
gtownych i statych optycznych w przypadku podwoéjnego zatamania, potgczonego
ze skreceniem (6 ryc.) (str. 233—257). — J. Buraczewski i L. Marchlewski:
Studya nad barwikiem krwi i chlorofilem (str. 258—262). — L. MarchlewsKki:
Identyczno$¢ cholehematyny, bilipurpuryny i filoezylryny (str. 263—266).

Rozprawy Wydzialu matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejetnosci.
Serya Ill. Tom 5. Dziat A.

Ogo6lnego zbioru tom 45 A
Tre$¢ zeszytu 1 I

S. Kepinski: Catkowanie réwnania C)ZJ ! Sj 0 (str. 1—10) S. Nie

. i i: wani w i — === . 1—10). — S. Nie-
c® 8§t

mentowski i M Seifert: Nowe dwuchinolyle (str. 11—18). — S. Za-

remba: Ogoblne rozwigzanie zagadnienia Fouriera (str. 19—118). — T. Go-

dlewski: Aktyn i jego produkta (4 ryc.) (str.119—132). — S. Niemento-

wski: Kondensacya kwasu antranilowego z benzoyloctanem etylowym

(str. 133-144).
Tres¢ zeszytu Il

St. Opolski: Wplyw Swiatta i ciepta na chlorowanie i bromowanie homologéw
tiofenu. Cze$¢ Il (str. 145—155). — A. Witkowski: O rozszerzalnosci wo-
doru (5 ryc. i 2 tabl) (str. 156—192).

Tres$¢ zeszytu IV.
A. Witkowski: O rozszerzalnosci wodoru ”5 ryc. i 2 tabl., dok., str. 193). —

K Olszewski: Dalsze proby skroplenia helu (str. 194 —198) — K. Olszew-
ski: Przyczynek do oznaczania punktu krytycznego wodoru (str. 199—205).
— K Zakrzewski i K Kraft: O kierunkach gtéwnych w cieczach, tamia-

cych Swiatto podwojnie wskutek ruchu (11 ryc.; str. 206—208.

Rozprawy Wydzialu mat.-przyrod. wychodza od r. 1901 w dwoéch dziatach:
A. (nauki matematyczno-fizyczne), B. (nauki biologiczne).

Kazdy dziat bedzie wychodzi¢ w zeszytach, obejmujacych o ile moznosci
zaly materyat posiedzenia miesiecznego Wydziatu (ktérych jest 10 do roku), w catych
arkuszach druku z ciagta paginacya. Z koricem roku dotgczona zostanie do ostatniego
zeszytu kazdego dziatu karta tytutowa i spis prac w tomie zawartych. Bez wzgledu
na mozliwg ilo$¢ materyatu, zawartego w tomie, ilo$¢ rycin lub tablic, cena tomu
z dzialu A. wynosi¢ bedzie tylko 8 kor., a z dziatu B. 10 kor. rocznie — w Krolestwie
Polskiem dziat A. 3 rs., a dziat B. 4 rs. rocznie.

Skiad gtéwny; na Gallcye: — Ksiggarnia Spotki wydawniczej w Krakowie:
na Kroélestwo Polskie: Ksiggarnia Gebethnera i Wolffa w Warszawie.



