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4. Zur Kkinetischen Theorie der Brownschen
Molekularbewegung und der Suspensionen;
von M. von Smoluchoivski.

[Bearbeitet nach einer am 9. Juli 1906 der Krakauer Akademie vor-

gelegten und demnéachst in dem Bullet. Int. Crac. erscheinenden Ab
handlung.]

§ 1. Die viel umstrittene Frage nach dem Wesen der
von dem Botaniker Bobert Brown 1827 entdeckten Be-
wegungserscheinungen, welche an mikroskopisch kleinen, in
Flussigkeiten suspendierten Teilchen auftreten, ist neuerdings
durch zwei theoretische Arbeiten von Einsteinl wieder in
Anregung gebracht worden. Die Ergebnisse derselben stimmen
nun vollkommen mit einigen Resultaten Uberein, welche ich
vor mehreren Jahren in Verfolgung eines ganz verschiedenen
Gedankenganges erhalten hatte, und welche ich seither als
gewichtiges Argument fir die kinetische Natur dieses Phdnomens
ansehe. Obwohl es mir bisher nicht mdglich war, eine experi-
mentelle Prifung der Konsequenzen dieser Anschauungsweise
vorzunehmen, was ich urspringlich zu tun beabsichtigte, habe ich
mich doch entschlossen, jene Uberlegungen nunmehr zu ver-
offentlichen, da ich damit zur Klarung der Ansichten Uber
diesen interessanten Gegenstand beizutragen hoffe, insbesondere
da mir meine Methode direkter, einfacher und darum vielleicht
auch Uberzeugender zu sein scheint als jene Einsteins.

Dem Mangel einer direkten experimentellen Verifikation
suche ich teilweise wenigstens durch eine zusammenfassende
Ubersicht der bisher bekannten Versuchsresultate abzuhelfen,
welche im Verein mit einer kritischen Analyse der verschiedenen
Erklarungsversuche deutliche Hinweise darauf zu geben scheint,
dal das Brownsche Phanomen in der Tat mit den theoretisch
vorauszusehenden Molekularbewegungen identisch ist. Den
Schlul bilden einige Bemerkungen Uuber die Suspensionen

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. p. 549. 1905; 19. p. 371. 1906.
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(Pseudolésungen), welche mit diesem Gegenstand im Zusammen-
hange stehen.
.

§ 2. Die bisherigen experimentellen Arbeiten]) Uber die
Brownschen Bewegungen geben vor allem Anlall zu Folge-
rungen negativer Natur, d. i. indem verschiedene Erklarungs-
arten ausgeschlossen werden, welche von vornherein als méglich
erscheinen.

Die nachstehenden Tatsachen kann man wohl als erwiesen
betrachten:

Die Allgemeinheit des Brownschen Phanomens. — Eine
auBerordentliche Menge der verschiedenartigsten Substanzen
wurde im pulverisierten Zustande, in Flussigkeiten suspendiert,
untersucht (insbesondere durch Brown, Wiener, Cantoni,
G-ouy) und bei allen wurden jene Bewegungen konstatiert,
wenn die Teilchen gentgend klein waren. Ganz dasselbe gilt
auch von mikroskopisch Kkleinen Tropfchen und Gasblaschen
(z. B. in den mit Flussigkeit erfullten Hohlrdumen gewisser
Mineralien). Gouy sagt: ,Le point le plus important est la
gonoralité du phdnomene; des milliers de particules ont 6t6
examindes, et dans aucun cas on n'a vu une particule en
suspension qui n'offrlt pas le mouvement habituel “

Die Bewegungsgeschwindigkeit ist desto gréRer, je kleiner
der Durchmesser s der Teilchen ist. Fir s> 0,004 mm ist

1) Die hierbei benutzten Quellen sind in der folgenden Literatur-
zusammenstellung enthalten: R. Brown, Pogg. Ann. 14. p. 294. 1828;
Cantoni, Nuovo Cimento 27. p. 156. 1867; Rendic. J. Lomb. 1.
p. 56. 1868; 22. p. 152. 1889; Dancer, Proc. Manch. Soc. 9. p. 82
1869; Felix Exner, Ann. d. Phys. 2. p. 843. 1900; Sigmund Exner,
Wiener Sitzungsber. 56. p. 116. 1867; Q. Gouy, Journ. d. Phys. 7.
p. 561. 1888; Compt. rend. 109. p. 102. 1889; Jevons, Proo. Manch.
Soc. 9. p. 78. 1869; F. KolaiSek, Beibl. 13. p. 877. 1889; K. Malte zos,
Compt. rend. 121. p. 303. 1895; Ann. de chim. et phys. 1. p. 559. 1894,
Meade Bache, Proc. Amer. Phil. Soc. 33. 1894; Chem. News 71.
p. 47. 1895; @G. van der Mensbrugghe, Pogg. Ann. 138, p. 323.
1869; Muncke, Pogg. Ann. 17. p. 159. 1829; A. E. Nageli, Minch.
Sitzungsber. 1879. p. 389; G. Quincke, Naturf.-Yers. Dusseldorf 1898.
p. 28; Beibl. 23. p. 934. 1898; E. Raehlmann, Phys. Zeitschr. 4. p. 884.
1903; Regnauld, Journ. d. pharm. (3)34. p. 141. 1857; Fr. Schultze,
Pogg. Ann. 129. p. 366. 1866; W. Y. Spring, Rec. Trav. Chim. Pays-Bas
19. p. 204. 1900; O. Wiener, Pogg. Aon. 118. p. 79. 1863.
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die Bewegung kaum wahrnehmbar, wahrend sie an der Grenze
der mikroskopischen Sichtbarkeit aufRerordentlich lebhaft ist.
Abgesehen von einigen rohen Angaben Wieners scheinen
absolute Messungen nur von Felix Exner ausgefiihrt worden
zu sein, welcher fir Wasser von der Temp. 23° fand:

s 0,00013 0,00009 0,00004 cm,

cm
v = 0,00027 0,00033 0,00038 v

Bezuglich des Einflusses der Substanz finden wir dagegen
bei verschiedenen Beobachtern widersprechende Angaben. Gouy
und ahnlich auchJevons sagen, dall Teilchen von bestimmter
GrofRe wenig verschiedene Geschwindigkeiten aufweiser
gultig auswelcher Substanz sie bestehen,und obsie fest,
flussig oder gasférmig sind, wahrend z. B. Cantoni behauptet,
daB auch die chemische Natur der Substanz von Einfluf3 ist
(Ag soll sich rascher bewegen als Fe, Pt rascher als Pb
und dergl.)). Hierbei mag vielleicht der Umstand mitspielen,
dal sich verschiedene Substanzen nicht gleich gut pulverisieren
lassen. Jedenfalls scheint der EinfluR der Substanz der
Teilchen wenig augenfallig zu sein.

Unbestritten existiert jedoch eine deutliche Abhangigkeit
von der Art des flussigen Mediums, und zwar von dessen
Zahigkeit: die Bewegungen sind am lebhaftesten in Wasser
und Flussigkeiten von grofRer JFluiditéat, geringer in z&hen
Flussigkeiten und ganz verschwindend in sirupartigen wie 01,
Glyzerin, Schwefelsdure. Sie werden jedoch deutlich sichtbar,
wenn das Glyzerin bis auf 50° erwarmt wird (S. Exner), wobei
dessen Z&higkeit sehr abnimmt. Cantoni behauptet, dal
Alkohol, Benzin und Ather weniger aktiv sind als Wasser,
wahrend nachMuncke gerade Alkohol am wirksamsten sein soll.

§ 3. Im Zusammenhang mit der Allgemeinheit dieser Er-
scheinung ist deren zeitliche Unveranderlichkeit. Fast alle Beob-
achter betonen diesen Umstand; solange die Teilchen in der
Flissigkeit schweben, dauert die Bewegung unverandert fort,
nur bei denen hort sie auf, welche sich am Boden oder an
den Wanden des GefaRes festgesetzt haben. Aus letzterem
Grunde kann man leichter langere Zeit die Bewegung solcher
Teilchen verfolgen, welche ungeféahr gleiche Dichte haben wie
die umgebende Flussigkeit (Mastix, Gummigutt), als schwerer
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Substanzen, welche sich rasch absetzen, und auf demselben
Grunde beruht (Maltézos, Gouy, Spring) die scheinbare
Stoérung der Bewegung durch Zusatz von Salzlésung (Jevons),
welche bekanntlich die Sedimentation der Teilchen bewirkt.

Cantoni beobachtete ein zwischen Deckgléschen in Paraffin
eingebettetes Praparat wahrend eines ganzen Jahres, ohne ein
Nachlassen der Bewegung konstatieren zu kdénnen.J)

8 4. Sehr charakteristisch ist die Unabhéngigkeit dieser
Phanomene von &uBeren Umstanden. Die verschiedenartigsten
Agentien erwiesen sich als vollstandig einfluBlos. Man mag
die Flussigkeit mit einem Deckglaschen bedecken, um die Ver-
dampfung zu verhindern (Wiener, Cantoni, Gouy, Exner u. a),
oder sie in einem Bade von gleichméaRiger Temperatur (Gouy)
oder an einem erschutterungsfreien Orte (Exner, Gouy) auf-
stellen, man kann sie wochenlang im Dunkeln aufbewahren
(Meade Bache), stundenlang kochen (Maltézos), man kann
die Warmestrahlen aus dem einfallenden Lichte ausschalten,
dessen Farbe &ndern oder dessen Intensitdt im Verhaltnis von
1000: 1 vermindern (Gouy) — alles dies ist ohne EinfluR.

Nur insofern bringt intensive Beleuchtung eine Verdnderung
hervor, als sie mit der Zeit die Temperatur der Flussigkeit
erhoht, womit eine Erhéhung der Beweglichkeit verbunden ist
(Exner), insbesondere bei sehr zahen Flussigkeiten, bei denen
die Zahigkeit mit der Erwdrmung stark abnimmt. P. Exner
hat in einem Falle (fur Wasser) eine Vermehrung von
«= 0,00032 cm/sec bei 20° auf 0,00051 bei 71° Konstatiert.

8 5. Hinsichtlich der Erklarung der Brownschen Be-
wegung folgt vor allem aus §4 die Unhaltbarkeit jener Theorien,
welche eine &uBere Energiequelle annehmen, so insbesondere
auch jener Vermutung, welche sich zuerst aufdrangt: dal man
es hier mit Konvektionsstromen zu tun habe, welche durch
Temperaturungleichheiten verursacht werden. Die Unzuléssig-
keit dieser letzteren Erklarung folgt auch aul’erdem aus ein-
fachen Erwagungen anderer Art. So mifliten die Bewegungen
in Wasser bei der Temperatur 4° ganz aufhdren, wéhrend sie

1) Zusatz von Gelatine hindert die Bewegungen, was auf deren
Zahigkeit (Wabenstruktur, Biitschli) beruhen dirfte. Ahnlich (EinfluR
von Schaumwanden etc.) durften sich einige analoge Beobachtungen
Quinckes erklaren.
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in Wirklichkeit bis zum Eispunkt in wenig verminderter Starke
andauern (Meade Bache). Die Verminderung der Dicke der
Flussigkeitsschichte bis auf einen geringen Bruchteil eines
Millimeters durch Auflegen eines Deckglases mufite die Be-
weglichkeit ungemein vermindern, wovon sich keine Spur zeigt.
Eine Uberschlagsrechnung zeigt, daR in diesem Falle ein
Temperaturgeféalle von der GréRenordnung 100000° auf 1 cm
erforderlich ware, um Konvektionsstrome von der beobachteten
Geschwindigkeit zu erzeugen. Gewil3 treten in Gefallen von
groReren Dimensionen auch solche Strome auf, aber die durch
dieselben hervorgerufenen, einer groélReren Anzahl von Teilchen
gemeinsamen Bewegungen sind von den unregelmaRigen, zittern-
den Brownschen Bewegungen ganz verschieden.

Es sei noch bemerkt, dal} die maximale, in der Umgebung
eines kugelférmigen, vollkommen schwarzen, der direkten
Sonnenstrahlung ausgesetzten Teilchens auftretenden Tem-
peraturdifferenzen einen Bruchteil des Koeffizienten ca/k= /300
(unter der Annahme: Strahlungsintensitat c¢ = 130, Radius
a = 10-4 cm, Warmeleitungsféhigkeit k = 10-3 (Wasser)) be-
tragen. Dies genugt wohl, im Verein mit dem vorher Gesagten,
um die Unmdoglichkeit der Regnauldsehen Erklarung auf
Grund des Entstehens von Konvektionsstromen in der Um-
gebung eines jeden Teilchens infolge Absorption der Strahlung
an seiner Oberflache darzutun.

Die Unabhangigkeit des Brownschen Phanomens von der
Beleuchtungsintensitat spricht auch gegen Koladceks und
Quinckes Theorien, welche in demselben ein Analogon zu
den Radiometerbewegungen, bez. zu den verschiedenen von
Quincke untersuchten Erscheinungen periodischer Kapillar-
bewegungen erblicken. Uberhaupt scheint es schwer ver-
standlich, wie eine kontinuierliche Bestrahlung jene von Quincke
angenommenen periodischen Ausbreitungen der warmeren Uber
die kalteren Flussigkeitsschichten an der Oberflache jener
Teilchen hervorrufen soll, und wie zwischen dem nur in ge-
wissen Fallen auftretenden aufergewdhnlichen Ph&dnomen der
periodischen Kapillarbewegungen (Ol in Seifenlésung, Alkohol
in Salzlésung und dergl.)) und den so allgemeinen, von der
Teilchensubstanz unabhéngigen Brownschen Bewegungen ein
innerer Zusammenhang bestehen soll. Es ist ja sehr wahr-
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scheinlich, daR eine gentgend starke Bestrahlung Bewegungen
hervorrufen kann, doch waren diese etwas von den Brown-
schen Bewegungen ganz Verschiedenes.

8§ 6. Es verbleiben also nur die Theorien, welche innere
Energiequellen annehmen. Von vornherein missen wir die
Hypothesen von der Existenz von gegenseitigen Abstofungs-
kraften (Meade Bache) und von elektrischen Kraften &ahn-
licher Art (Jevons, Raehlmann) zurickweisen, da diese nur
eine gewisse Gruppierung der Teilchen, aber nicht eine fort-
wahrende Bewegung derselben bewirken kénnten und ins-
besondere da deren Wesen ein neues Ratsel darstellen wirde.

Auch die Ansicht, daR wir es hier mit Erscheinungen
kapillarer Energie zu tun haben, ist unhaltbar. Maltézos
nimmt an, dall geringe Verunreinigungen die Grundursache
sind, welche das kapillare Gleichgewicht stéren, wahrend
Mensbrugghe auf das Beispiel des auf Wasser tanzenden
Stuckes Kampfer hinweist. Aber unerklarlich wéare in diesem
Falle der Umstand, daR absichtliche Verunreinigungen ohne
EinfluB sind, dal auch vollkommen unloésliche Substanzen
(Diamant, Graphit) sich bewegen, und vor allem dal} die Be-
wegungen nicht mit der Zeit aufhéren, wenn alles sich aus-
geglichen hat. Die mikroskopisch kleinen, in Mineralien ein-
geschlossenen Gasblaschen mussen doch wohl den kapillaren
Gleichgewichtszustand erreicht haben und trotzdem bewegen
sie sich.

8§ 7. Wir gehen also zu den Kinetischen Theorien Uber,
welche die innere Warmeenergie als das eigentliche Agens
ansehen. Wenn man die Brownsche Bewegung unter dem
Mikroskop beobachtet, erhadlt man unmittelbar den Eindruck,
daR so die Bewegungen der Flussigkeitsmolekile aussehen
mussen. Es ist das keine schwingende Bewegung und au™h
keine fortschreitende, sondern ein Zittern oder wie Gouy sagt:
ein  Wimmeln (fourmillonnement); die Teilchen beschreiben
unregelméaRige Zickzackbewegungen, als ob sie infolge der
zufélligen ZusammenstéBe mit den Flussigkeitsmolekllen an-
getrieben wirden, und trotz ihrer fieberhaften Bewegung ricken
sie nur langsam von der Stelle.
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Dies Phadnomen wurde auch tatsachlich von zahlreichen
Forschern (Wiener, Cantoni, Renard, Boussinesq, Gouy)
von diesem Standpunkt aus erklart. Dabei sind noch zwei
Arten der Interpretation méglich. Wiener und Gouy nehmen
an, daR innerhalb eines Bereiches von der GroélRenordnung
1 jt3 die inneren Bewegungen der Flussigkeit gleichgerichtet
sind und dall diese durch die Teilchen angezeigt werden,
wogegen wieder Maltézos einwendete, dal gar kein Grund
vorliege, um im Bereiche von 1 n3 einen Parallelismus der
Bewegung anzunehmen, und daf diese Hypothese mit der Un-
abhéngigkeit™ der Bewegungen in grofleren Entfernungen nicht
vereinbar ist. Auf diese Ausfiihrungen werden wir im weiteren
Verlaufe noch zuriickkommen, einstweilen aber werden wir die
einfachste Art der kinetischen Interpretation dieser Erscheinung
naher untersuchen, der zufolge die Brownsche Bewegung das
unmittelbare Resultat der den Teilchen seitens der FlUssigkeits-
molektle erteilten Bewegungsantriebe ist.

Diese Erklarungsweise hat Né&geli durch den Hinweis
auf die Kleinheit der durch einen solchen Zusammensto3 er-
zeugten Geschwindigkeit zu widerlegen geglaubt. So wirde
ein Wassermolekil einem Teilchen vom Durchmesser 10-4 cm
(und der Dichte 1) durch einen Zusammenstol3 eine Geschwindig-
keit von bloR 3. 10-6 cm/sec erteilen, welche weit unter der
GréBenordnung der Brownschen Bewegung liegt. In Wirk-
lichkeit kombinieren sich die aufeinanderfolgenden Bewegungs-
antriebe, aber N&geli meint, daB sich dieselben im Mittel
aufheben mussen, da sie in allen Richtungen des Raumes
wirken, und daR das Endresultat nicht merklich gréRer sein
konne.

§ 8. Dies ist derselbe Denkfehler, wie wenn ein Hazard-
spieler glaubte, dal} er nie eine gréRere Summe verlieren kénne,
als der Einsatz fur einen einzelnen Wurf betragt. Verfolgen
wir diese Analogie noch weiter. Unter Annahme gleicher
Wahrscheinlichkeit fur Gewinn und Verlust erhalten wir fur
die Wahrscheinlichkeit, dal? innerhalb von n Wirfen m gunstige
und n—m ungunstige auftreten (also einer Summe 2m —n),
die Zahl:
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Die mittlere, positive oder negative Abweichung vom Werte
Null betragt:

n
0 (n\ 2m —n n / n\
w v= 22 U ,
me—— N2/

was fur groBe n Ubergebt in:
@ - =

Die durch einen geraden Sto einem Teilchen M von
einem Molekil m erteilte Geschwindigkeit C=mcjM wird also
wirklich sehr gering sein und die mittlere in die Richtung X
fallende Komponente ist noch ein Bruchteil davon; bedenkt
man aber, daR die Kugel M in Luft 1018 in Wasser 102
solche ZusammenstélRe pro Sekunde erleidet, welche sich in
bezug auf die Bewegung in X grolitenteils aufheben, aber doch
noch geméaRk (2) einen positiven oder negativen UberschuR von
108 oder 1010 aufweisen, so kommt man zum Schlisse, dafl
jenes Teilchen M in einer Sekunde eine Geschwindigkeit von
102 oder 104cm/sec (in der Richtung der + X oder —X) er-
halten wiurde. %

§ 9. Diese Rechnung zeigt den Fehler in Nagelis Argu-
mentation, aber die Anwendung des numerischen Endresultates
ist ebenfalls unrichtig. In unserem Falle namlich wird: a) der
Mittelwert der durch einen Stol3 verursachten Geschwindigkeits-
anderung nicht konstant sein, sondern von dem Werte von C
abhangen, b) die Wahrscheinlichkeit positiver und negativer
Anderungen ist nicht gleich, sondern die positiven Zuwéchse
werden um so unwahrscheinlicher, je groRer C ist.

Diese Umstdnde miussen einer unbegrenzten Vermehrung
von C entgegenwirken, und das Endresultat, welches sich auf
Grund bekannter Séatze der kinetischen Gastheorie voraus-
sehen l1aRt, ist: dafl} die mittlere kinetische Energie der Teilchen M
und der Molekile m sich ausgleichen missen. Dies bildet nach
den Séatzen von Maxwell und Boltzmann die Bedingung
fir den stationadren Zustand, und dasselbe erhellt auch daraus,
daR die Teilchen M als Molekille einer im Medium aufgeltsten,
sehr vielatomigen Substanz aufgefal3t werden kénnen, also die-
einem Gase von gleicher Temperatur entsprechende kinetische
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Energie® besitzen muissen. Die mittlere Geschwindigkeit C
erhalten wir somit aus der bekannten Gasformel

©)
welche fur ein Teilchen M der erwdhnten Art eine Geschwindig-

keit C= 0,4 cm/sec ergibt.
Wie ist nun diese Zahl mit den direkten Messungen in

worden ist, scheint auf den ersten Blick einen entscheidenden
Einwand gegen die Kkinetische Theorie zu bilden. Und doch
ist die Erklarung sehr einfach.

Jene Geschwindigkeit ist in Anbetracht der erforderlichen
MikroskopvergroRerung so grol3, dal sich das Teilchen gar
nicht direkt mit dem Auge verfolgen lassen wirde. Das, was
wir sehen, ist nur die mittlere Lage eines mit jener Ge-
schwindigkeit sich bewegenden, aber 1016 bis 102 mal pro
Sekunde seine Bewegungsrichtung &ndernden Teilchens. Sein
Schwerpunkt wird einen ungemein komplizierten, zickzack-
formigen Weg beschreiben, dessen geradlinige Teilstrecken
von viel Kkleinerer GréRenordnung sind als die Dimensionen
des Teilchens selbst, und nur insofern als die geometrische
Summe dieser Strecken im Laufe der Zeit eine gewisse merk-
liche GroRe erlangt, bemerken wir eine Verschiebung desselben.

AuBerdem muf? noch ein zweiter Umstand in Betracht
gezogen werden, obwohl er von geringerer Bedeutung ist, dal
namlich die direkt beobachtete Bewegung nur die Projektion
einer im Raume vor sich gehenden Bewegung ist, dal3 also die
direkten Messungsresultate mit einem Faktor zu multiplizieren
sind, welcher sich mittels leichter Rechnung zu 4/ ergibt.

8§ 10. Um die theoretische Analyse weiter flhren zu
kdénnen, muissen wir dem Bewegungsmechanismus eine zur
mathematischen Behandlung geeignete, vereinfachte Form
geben. Nun wird, sich die Bewegungsrichtung des Teilchens M
fortwéhrend &andern, und in dieser Beziehung gibt es keine

1) Vgl. auch G. Jager, Ann. d. Phys. 11. p. 1071. 1904.
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Einschréankung, wahrend der Absolutwert der Geschwindigkeit
immer um den oben berechneten Mittelwert (3) schwanken und
sich von ihm selten weit entfernen wird. Man kann also die
GroéRe der Geschwindigkeit C als konstant, aber deren Richtung
als veranderlich annehmen. .

Nun folgt aus den Gesetzen des Stol3es elastischer Kugeln,
dalR die durch einen beliebigen Sto3 erzeugte, zur Bewegungs-
richtung von M senkrechte Geschwindigkeitskomponente im
Mittel \ mc\M betragt, daR also ein jeder Stol} die Bewegungs-
richtung durchschnittlich um den (sehr kleinen) Winkel

3 mo 30 -JE"'*
E=1¥c" =T"c” """’
andert.

Es besteht hier ein gewisser Gegensatz zwischen der
normalen Bewegung eines Gasmolekils und dem hier be-
trachteten Falle einer im Vergleich zu den umgebenden
Molektlen groRen Masse M, denn wahrend dort meist die
(allerdings nicht genau richtige) Annahme gemacht wird, daR
nach einem StoRe alle Bewegungsrichtungen gleich wahr-
scheinlich sind, tritt hier eine auflergew6hnliche Tendenz zur
Erhaltung der ursprunglichen Bewegungsrichtung (persistency
of motion)]) auf.

Nun sind zwei Félle zu unterscheiden, je nachdem das
Verhéltnis des Radius des Teilchens M zu der mittleren Weg-
lange der umgebenden Molekule R/X klein oder grof3 ist. Wir
wenden uns zuerst zur Untersuchung des Falles eines kleinen Rp.,
in welchem man die Reaktion der Kugel M auf die Bewegung
der umgebenden Molekule vernachlédssigen kann. Dann sind
die einzelnen ZusammenstdlRe voneinander vollkommen un-
abhéngige Ereignisse, also wird die durch einen jeden der-
selben bewirkte Anderung der Bewegungsrichtung mit gleicher
Wahrscheinlichkeit in irgend einer durch die momentane Be-
wegungsrichtung gelegten Ebene stattfinden.

8§ 11. Mogen die Punkte PO, P1,P2... in der Figur die Orte
bezeichnen, in welchen der Mittelpunkt der von 0 ausgehenden
Kugel M sich befand, als sie die sukzessiven StoRe erfuhr,

1) J. H. B. A. Jeans, Phil. Mag. 8. p. 670. 1904; M. v. Sm
luchowski, Bull. Int. Acad. Cracovie p. 212. 1906.
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jedesmal ihre Bewegungsrichtung um den Winkel s &andernd.
Wir nehmen die Langen 0 PO= POP1= PxP2= ... als gleich
an und nennen sie ,die wirkliche mittlere Weglange | des
Teilchens M*“. Die Auf-
gabe, welche wir uns stel-
len, besteht darin, das
mittlere Quadrat der Ent-
fernung 0 Pn, welche wir
mit A bezeichnen werden,
als Funktion der Lange |,
des Winkels s und der
Anzahl n der Teilstrecken
zu finden. Behufs De-
finition der in Betracht
kommenden Richtungen be-
schreiben wir eine Ein-
heitskugel und ziehen aus
deren Mittelpunkt Gerade,
parallel zu 0 PO, POP1 welche die Kugel in den Punkten

QO, ... durchstollen. Die Winkel XOQO0, XOQtl ... etc.
bezeichnen wir mit a0, uY, o2..., die zwischen den Ebenen
XO Q0 und QOO X0 und Q10 Q2 ... eingeschlossenen
Winkel mit tov €2.... Dann bestehen die Relationen:

cos «, = COS Op_, cosa+ sin a,_, sinscos g,
und analog, in bezug auf die Achsen Y, Z:

cosBn= cosBn I coss+ sinfRn xsinscos ™ ,

COS YN = €0SYyn Xcos s+ sinyn xsinscos”,,.

Wenn wir die Gerade 0 Qn auf der Mantelflache des mit
dem Winkel 8 um die Gerade 0 Qn 1 als Achse beschriebenen
Kegels verschieben, um ihr alle gleich wahrscheinlichen Lagen
zu erteilen, so zeigt sich, daB dcpn= dipn= d/n da sich die
Winkel (pn tyn, xn nur um Konstanten unterscheiden.

In dieser Weise erhalten wir die Mittelwerte fir cos cc,
cosBn cos yn, gemall der Gleichung:
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Kehren wir nun zu unserer Aufgabe zurtick. Die Definition
von A ergibt:

d’ = (2nff~Q0S« + cos«i + eeec0s«J2
© + [cosBO+ cosBR1l+ ...cosRny
+ [cos/o + cosj'j + meecosy j2}dcp/dy”.. .dcpn.
Das Integral, welches eine n-malige, sukzessive Integration
nach den dgn, d ... dof2, d ool innerhalb der Grenzen 0 und
2 n bedeutet, mdge mit Jn bezeichnet werden. Dann erhalten

wir durch Abtrennung von cos cn, cos 3n cos ynvon den Klammer-
ausdricken und durch Anwendung von (5):

IJn=/,_! + 1+ 2cosed {[cos«0+ ...cosun_J cos an j

+ [cosBo + eeecos,_i] cosBn-1 + ...}d(PI... dcpn_x.
Das Integral der rechten Seite, welches wir mit Cn_1 be-
zeichnen werden, kann durch sukzessive Integration entwickelt

werden:
Cn-i - 1+ coseCn_2,
woraus folgt:

57) J —7 . 3179 cos8l-t B
n 1 1 — COS6
und schlieRlich:
S- T 1 4-coss 1 —2cose—cos2s + 2cos"+2 e
n 71—cos« (1 —cos s)2

Setzen wir cos« =1 — 5, so nimmt dies die Form an:
,9) — -2
§ 12. Nun sind folgende Falle zu unterscheiden:

1. Wenn n zwar eine gro3e Zahl ist, aber so, daf n§ noch
immer klein bleibt, so erhdlt man angenahert:

(10) J=n2 also A = nl.

Somit ist in diesem Falle A gleich der Lange des Zickzack-
weges 0 P1P2 ... Pn; die Krummung des Weges kommt soweit
gar nicht in Betracht; er kann als geradlinig angesehen werden.

2. Wenn die Anzahl n der Teilstrecken wéchst, so kommt
noch ein Korrektionsglied dazu:

11) A=nl[l-~Pj,
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das eine Verkurzung des Weges infolge seiner Krummung be-
deutet.

3. Wenn nS sich der Einheit nahert, so ist dies nicht
mehr anwendbar, und man mul auf die komplizierte Formel (9)
zuruckgreifen.

4. Falls aber n8 so groR ist, dafl n8 eine hdhere Grolien-
ordnung als die Einheit besitzt — eine Bedingung, die in allen
uns interessierenden Fallen erfullt ist — so vereinfacht sich
das Resultat in anderer Weise, infolge von:

limcosna= lim(l — 8n —Ilime- "5= 0,
namlich:

(12) 2 =ZIn.

Dann wird also die Entfernung nicht im Verhaltnis der
Anzahl der Teilstrecken .wachsen, sondern im Verhaltnis von
deren Quadratwurzel. In einer anderen Arbeit? habe ich ge-
zeigt, dal} ein &hnliches Resultat fur den von einem Grasmolekuil
nach einer grofReren Anzahl von zufalligen Zusammenstéflen
mit umgebenden Molekilen gleicher Art zuriickgelegten Weg
besteht, und daR es als Grundlage fiur eine direkte Ent-
wickelung der Diffusionstheorie benutzt werden kann. In der
Tat besteht ein innerer Zusammenhang zwischen der Formel (12)
und der dort p. 210 abgeleiteten Formel A = A]/2 v (wo A die
mittlere freie Weglénge, v die Anzahl der Teilstrecken bedeutet).
Denn wenn wir die Bedingung v8 = 1 als MalR einer solchen
Weglange ansehen, welche nicht mehr als geradlinig betrachtet
werden kann und deren Kriummung auffallig wird, dal? heif3t,
wenn wir uns vorstellen, dal} durchschnittlich fir je « = 1/8
ZusammenstofRe eine vollstandige Richtungséanderung eintritt,
so erhalten wir tatsdchlich das hier abgeleitete Resultat (12),
wenn wir jene Formel auf einen aus n8 geradlinigen Teil-
strecken von der Lange 1jS zusammengesetzten Weg anwenden.

1J Genau genommen, ist die hier berechnete Grof3e nicht der mittlere
Weg, sondern die Quadratwurzel aus dem mittleren Wegquadrate. Sie
sollte daher eigentlich noch mit dem Zahlenfaktor ]/ 2re/8 = 1,085 [vgl. 1 c.
Formel (31) und (32)] multipliziert werden, den wir aber hier offenbar ver-
nachlassigen kdnnen.

2) M.v. Smoluchowski, Bullet. Intern. Acad. Craeovie p. 202. 1906.
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Die Entfernung I/S kénnen wir die scheinbare freie Weglénge
nennen.
In diese Formel (12) substituieren wir nun:

9 m
13> a=4 “ir(w) 32 ~w
woraus folgt:

Aln
M A-ir]l/7 1

Bei Anwendung auf den binnen einer Sekunde zurlck-
gelegten Weg erhalt man durch Einsetzen von:

V

schlielich die Endformel:

(15) A=TW -

Es sei schon an dieser Stelle die unerwartete Folgerung
hervorgehoben, dal der von einem Teilchen M zuriickgelegte
Weg A gar nicht von dessen Masse, sondern nur von der Art
des Mediums und von der Haufigkeit der StoRe abhéngt. Eine
grofRere Masse M hat eine geringere Geschwindigkeit C, aber
dafur eine groRBere Tendenz zur Erhaltung der Bewegungs-
richtung, und diese zwei Faktoren heben sich gegenseitig auf.

§ 13. Gegen diese Berechnungsweise konnte man ein-
wenden, dal die hier als konstant vorausgesetzte Geschwindig-
keit C in Wirklichkeit veranderlich ist, und manchmal auch
unter den Wert mc/M sinken muB3, was jedesmal im Gegen-
satz zu den friheren Voraussetzungen mit einer vollstdndigen
Richtungsénderung verbunden sein muRte. Aber offenbar konnte
dies die GroRenordnung des Resultates nur dann beeinflussen,
falls dieses Ereignis ofters innerhalb der 1jS Stdl3e eintreten
wirde, welche einer geradlinigen Bewegung entsprechen. Man
beweist aber leicht, mittels Uberlegungen, welche denen des
§ 8 analog sind, oder besser mittels Benutzung des Maxwell-
schen Geschwindigkeits-Verteilungs-Gesetzes, dall die Wahr-
scheinlichkeit jenes Ereignisses so gering ist, daf dessen Be-
riicksichtigung keine wesentliche Anderung unseres Resultates
hervorrufen konnte.

Annalen der Physik. 1V. Folge. 21. 49
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V.

§ 14. Gehen wir nun zur Erwagung des zweiten im § 10
erwahnten Falles Uber. Wenn die Dimensionen des Teilchens M
nicht viel kleiner sind als die mittlere Wegldnge der umgeben-
den Molekile, so kdnnen die ZusammenstoRe derselben mit der
Kugel M nicht mehr als ganz zuféallig angesehen werden, da
die der Kugel M benachbarten Schichten teilweise an der Be-
wegung derselben teilnehmen werden. Ihre Bewegung wird
plétzlichen Richtungsdnderungen der Bewegung von M ent-
gegenwirken, wird also die Lange von A vergrdRern.

Leider ist die exakte Berechnungsmethode des § 11 in
diesem Falle nicht anwendbar, aber wir kénnen in anderer,
weniger exakter, aber sehr einfacher Weise zu Folgerungen
Uber die GroRe jon A gelangen.

Ein mit der Anfangsgeschwindigkeit C in ein zéhes Medium
geworfenes Teilchen M wird eine solche Verzdgerung erfahren,
daR die Geschwindigkeitskomponente in der urspringlichen

Richtung gemal der Formel )

(16) V=Ce~7
abnehmen wird, wo r das Verhaltnis der Masse M zu dem
Widerstandskoeffizienten S bedeutet:

17

Zufolge dem in § 9 Gesagten behalt das Teilchen jedoch
seine kinetische Energie, falls die GréRBe von C der Formel (3)
entspricht; das Teilchen erhalt dann gleichzeitig zur urspring-
lichen Richtung senkrechte Komponenten derart, daf seine resul-
tierende Geschwindigkeit unveréandert bleibt.) Als MaR des
Zeitraumes, wahrend dessen die Bewegung geradlinig vor sich
geht, kann man somit die Relaxationszeit r ansehen, und die
Lange rC=MCjS wird das MalR fur die Ladnge des gerad-
linigen Weges sein.

Man kann also die Bewegung von M der Bewegung eines
Gasmolekuls gleichsetzen, welches eine (scheinbare) mittlere

1) Dies scheint der Ublichen Auffassung eines widerstehenden
Mittels zu widersprechen; bei Kérpern, welche zu derartigen makroskopi-
schen Versuchen dienen, sind jedoch die Restgeschwindigkeiten G so klein,
daR sich jene Ubrig bleibenden Bewegungen nicht konstatieren lassen.



Kinetische Theorie der Brownschen Molekularbeivegung etc. 771

freie Weglange X— Cr besitzend, sich infolge seiner unregel-
mafRigen Bewegungen aus seiner Anfangslage entfernt. Fur den
von einem solchen Molekul innerhalb einer Sekunde zurlck-
gelegten Weg gilt aber die im § 12 zitierte Formel A — 172 v,
aus welcher folgt:

(18) A=Cy2r=Cjl-2 = c|/2].

Die Berechnung ist offenbar nur angendhert, denn wir
haben hier Cr anstatt von Cr(l —e~I) gesetzt, dafur aber
die am Ende der Zeit r erlangte seitliche Verschiebung und
ebenso auch die dabei noch bestehende Geschwindigkeits-
persistenz (vgl. 8§ 10 Anm.) nicht berucksichtigt, aber die
GroéRenordnung des Resultates wird dadurch nicht beeinfluf3t.

§ 15. Zur Probe wenden wir diese Formel auf den fruher
berechneten Fall an. Dann kann fur den Widerstand S wegen
der Kleinheit des Teilchens nicht die Stokes sehe Formel be-
nutzt werden, sondern man mufR denselben direkt ermitteln.
Seine GroRe ergibt sich aus der Anzahl der ZusammenstoRel):

(19) n=NR2nc

und aus der durchschnittlich durch jeden derselben bewirkten
Anderung der Geschwindigkeit C, welche nach bekannten
Methoden sich zu 2 m (7/3 M berechnet. Hieraus folgt:

(20) IS=
und

€1)

Das so erhaltene Resultat stimmt tatsachlich mit (15)
Uberein, nur der numerische Faktor ist kleiner, was nach
dem friher Gesagten erklarlich ist. Man kann jedoch eine
vollstandige Ubereinstimmung mit der exakten Berechnung er-
zielen, wenn man hier als Dauer der geradlinigen Bewegung
und Weglange

m  HDt H4H™

annimmt.

1) Vgl. z. B. L. Boltzmann, Gastheorie 1. p. 65.
49+
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§ 16. Mit Hilfe des so verbesserten Resultates:

(23) A = 8VicT7™
3yi v s

nehmen wir die im vorhergehenden Abschnitt gestellte Auf-
gabe wieder in Angriff. Da wir nun die Dimensionen von M
als groB im Vergleich zur mittleren Weglange voraussetzen,
so kénnen wir die gewdhnliche Stokessche Widerstandsformel
anwenden:
(24) S=6nnR,
woraus fur die in einer Sekunde zuriickgelegte Entfernung
folgt:
(25) A= -4=-%+R -
K 91/n YR

Dieses Resultat ist mit dem auf vollstdndig verschiedenem
Wege von Einstein abgeleiteten] fast identisch; der Unter-
schied besteht wieder nur in dem Zahlenfaktor, welcher bei
Einstein im Verhaltnis y27/64 kleiner ist. Einstein berick-
sichtigt nicht die Mdglichkeit des vorher untersuchten Falles
(d. h. von Teilchen, welche klein sind im Verhaltnis zu A),
aber seine Formel (II) (L c. p. 378):

2

g~
welche unserer Gleichung (17) entspricht, kann auch diesem
Falle angepaflt werden, wenn man fir 8 den in § 15 berech-
neten Ausdruck (19) einfuhrt, was offenbar ein zu (15) analoges
Resultat ergibt.

Ohne in eine Diskussion der von Einstein befolgten, sehr
sinnreichen Methoden einzugehen, méchte ich doch bemerken,
daR sie auf Uberlegungen indirekter Artd beruhen, welche
nicht immer ganz Uberzeugend erscheinen. Jedenfalls ist die

1) A. Einstein, 1 c. p. 559 u. p. 379. Die GroRe Einsteins
entspricht unserem A/]/3; ebenso Il T/N= me23; kund P sind die hier
mit fj, R bezeichneten GroRen.

2) Zum Beispiel Ubertragung der Gesetze des osmotischen Druckes
auf jene Teilchen und Berechnung ihrer Diffusionsgeschwindigkeit oder
die Anwendung des Boltzmannschen Satzes (Uber die statistische Ver-
teilung der Zustédnde von Systemen, welche Potentialkraften unterworfen
sind) auf den von einem Teilchen M erfahrenen Reibungswiderstand.
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Ubereinstimmung mit den hier auseinandergesetzten Methoden,
welche einen direkten Einblick in den Mechanismus dieser
Vorgange gewdahren, ein fur beide Untersuchungen sehr erfreu-
liches Resultat. Der Unterschied in dem numerischen Faktor
erklart sich aus der Einfihrung verschiedener vereinfachender
Voraussetzungen (z. . konstantes C) und spielt in den An-
wendungen naturlich gar keine Rolle.

V.

§ 17. Gehen wir nun zu den Anwendungen der Glei-
chungen (15) und (24) uber. Als einfachste Voraussetzung
nehmen wir an, dalR das Medium gasféormig ist. In diesem
Falle geht die fur ein grofes X/B gultige Formel (15) infolge
(18) uber in:

wahrend fur den Fall eines kleinen X/B die Formel (24)-
anzuwenden ist, welche mit Ricksicht auf die Relation
H=:1cNmI3 auch in der Form geschrieben werden kann:

(2))
wo < den Durchmesser eines Moleklls m bedeutet.

Wenn man fur Luft von normaler Dichte und Temperatur
die Werte einsetzt:

iV=4.1010 c = 48000, B = \10-4,

so erhalt man:
A = 1,4.10-3 cm.

In einem gasformigen Medium muf? also wirklich eine
Moltkularbeweguny in der Art des Brownschen Ph&nomens
auftreten, und zwar mit merklich groRerer Geschwindigkeit
als die in Flussigkeiten beobachtete Bewegung. Trotzdem
durfte es hier schwieriger sein, diese Erscheinung von den
durch zufallige Strémungen und durch die Schwerkraft be-
wirkten Bewegungen zu trennen. In dem eben angeflhrten
Falle wirde die Geschwindigkeit des Niedersinkens gemafl der
Stokes sehen Formel
toa\ _ 2 RI9W~Q)



774 M. v. Smolucliowski.

fir B'="'l den Wert u = 0,003 cm/sec haben, das ist dreimal
so viel als jene Zahl. Da jedoch das Verhéltnis dieser Grolzen
von der 212 Potenz des Radius abhéngt, wird schon fur wenig
kleinere Teilchen die Bewegung des Niedersinkens durch die
Brownsche Bewegung verdeckt werden.

Es drangt sich die Frage auf, ob diese Erscheinungen
in Gasen noch nicht beobachtet worden sind. Tatsachlich
finden sich in der Literatur Bemerkungen, welche in dieser
Weise interpretiert werden kénnen. Bodaszewskil beschreibt
die tanzenden Bewegungen, welche Teilchen von Rauch, Salmiak,
Sauredampfen etc. unter dem Mikroskope aufweisen, indem er
sie mit den Brownschen Bewegungen vergleicht und als
Molekularbewegungen auffalt; und &hnliche Beobachtungen
sind auch von Lehmann32 angestellt worden. Wahrscheinlich
handelt es sich wirklich um das hier untersuchte Phanomen,
aber um dies vollstandig zu erweisen, sind offenbar noch ge-
nauere Experimentaluntersuchungen ndétig.

Es mufliten dann auch die Folgerungen, welche sich aus
unserer Gleichung betreffs der Abhangigkeit dieser Erscheinung
von der Gasdichte ergeben, verifiziert werden. Die Gleichung (24),
welche innerhalb geringer Verdlinnungsgrenzen gultig bleibt,
verlangt die Unabhéngigkeit dieser Bewegung von der Gas-
dichte. Bei grélieren Verdunnungen kommt jedoch Gleichung (26)
zur Anwendung, welche eine zur Wurzel aus der Verdinnung
proportionale VergroRerung der Bewegung ergibt, so dal die
Geschwindigkeit bei einem Drucke von 1 mm schon 0,02 cm/sec
betrdgt. Gleichzeitig wéachst aber in noch héherem Grade die
Geschwindigkeit des Niedersinkens, welche bei htheren Drucken
konstant ist. Denn fur ein kleines B wird die Stokes sehe
Formel (28) ungultig, und an deren Stelle muf3 die aus (19)
folgende Formel:

verwendet werden, welche fir 1 mm Druck eine Geschwindig-

1) Bodaszewski, Kosmos 7. p. 177. 1882; Beibl. 8. p. 488. 1883;
Dinglers Journ. 239. p. 325. 1882.

2) O. Lehmann, Molekularphysik 2. p. 5.
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keit von 1,2 cm/sec ergibt.) Bei Verwendung von kleineren
Teilchen jedoch (z. B. il = 10-6 cm) sollte sich jenes Stadium,
welchem die Gleichungen (15) und (26) entsprechen, unschwer
studieren lassen.

§ 18. In Flussigkeiten ist die mittlere Weglédnge X der
Molekule so klein, daR die unmittelbare Beobachtung von
Teilchen, deren Dimensionen noch kleiner waren, nicht mdg-
lich ist; dort kommt also nur die Gleichung (24), in Betracht.
Naturlich kann man daselbst nur eine angenaherte Anwendbar-
keit derselben erwarten, da unsere Rechnung nebst anderen
Vereinfachungen einige Annahmen voraussetzt, deren Berechti-
gung fur Flussigkeiten weniger evident ist als fur Gase, nament-
lich a) daR die Kapillarkrafte keine Rolle spielen, R) daR die
Teilchen M als absolut starre Kugeln aufgefal3t werden kdnnen.
Das Ergebnis ist jedoch besser, als im Hinblick auf diese
Umstéande und auf die Ungenauigkeit der experimentellen An-
gaben zu erwarten ist. Setzt man die auf Wasser von 20°
und auf eine Kugel vom Durchmesser 10"4cm beziglichen
Werte ein, so erhalt man A = 1,8. 10" 4 cm/sec; aber mit dieser
Zahl lassen sich die Messungsergebnisse nicht unmittelbar ver-
gleichen, denn die letzteren mussen in erheblichem Grade von
der Geschicklichkeit abhangen, mit welcher der Beobachter
die Ausbiegungen des von M zurlckgelegten Weges zu ver-
folgen vermag. Stellen wir uns z. B. vor, dal auf photo-
graphischem Wege zwei kinematoskopische Aufnahmen her-
gestellt wurden, die eine mit Intervallen von je 1 Sek., die
andere von 1/10 Sek. Dann folgt aus (14), dal die mittlere
Summe der an der zweiten gemessenen Distanzen im Ver-
haltnis von /10 gréRer sein wird, als die Sekundenwege, welche
je zehn Zickzacke abschneiden. Vielleicht ist dies auch der
Grund, warum F. Exner bei Benutzung einer vollkommeneren
MelRmethode gréRBere Zahlen als Wiener erhalten hat. Ich
vermute, dall das soeben angefuhrte Beispiel die Genauigkeits-
grenze der Exnerschen Methode charakterisiert und dall man
seine Zahlen (mit Rucksicht auf § 9) durch  "JT&/4 dividieren
musse, um den mittleren Sekundenweg zu erhalten. Der daraus

1) Dies erklart die Raschheit, mit welcher in verdinnten Gasen
Staubteilchen zu Boden sinken.
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resultierende Wert fallt nahe mit dem hier theoretisch berech-
neten zusammen, so dal mithin der als Haupteinwand gegen
die Kkinetische Theorie angefuhrte Widerspruch zwischen der
GréRenordnung des theoretischen und experimentellen Effektes
einem entschieden fir jene Theorie sprechenden Argument
Platz macht.

Mit bekannten Tatsachen (vgl. 88 2—4) stimmen auch die
nachstehenden aus (24) sich ergebenden Folgerungen uberein:

1. Die Unabhangigkeit der Bewegung von der Masse der
Teilchen M, welche in unseren Gleichungen gar nicht auftritt.
Es ist in der Tat eine Uberraschende Erscheinung, daR die
verschiedensten Substanzen, Gasblaschen und Teilchen schwerer
Metalle, Bewegungen derselben GroélRenordnung ausfuhren.

2. Die Zunahme der Geschwindigkeit mit Abnahme der
Dimensionen der Teilchen M. GemaRR der Theorie sollte sie
der Quadratwurzel des Durchmessers umgekehrt proportional
sein, wahrend Exners Zahlen einer kleineren, Wieners einer
hoéheren Potenz entsprechen. Offenbar kann man da schon
aus dem Grunde keine bessere Ubereinstimmung erwarten,
da ja bei so kleinen Korpern die wirklichen Dimensionen mit
denen ihrer mikroskopischen Bilder nicht identisch sind (worauf
auch Exner hinweist).

3. Die Zunahme der Geschwindigkeit mit Temperatur-
erh6hung. So befinden sich die von F. Exner fur die Tem-
peratur 71° und 20° bestimmten Zahlen im Verhaltnis 1,6,
wahrend die obige Gleichung gibt: 1,8.

4. Die Kleinheit der Bewegung in zahen Flussigkeiten
(vgl. § 2. Eine eingehende Verifizierung der Theorie wirde
naturlich noch ausfuhrlichere und genauere Messungen erfordern,
aber soweit unsere gegenwartigen Kenntnisse reichen, sind wir
wohl berechtigt, das Brownsche Ph&nomen als einen augen-
scheinlichen Beweis unserer molekular-kinetischen Hypothesen an-
zusehen.

§ 19. Es bleiben noch gewisse Einzelheiten unserer Theorie
zu Uberlegen. So haben wir im § 7 eine andere kinetische
Interpretation dieser Erscheinung erwéahnt, derzufolge die
Teilchen M nur als Anzeichen von inneren, innerhalb von
mikroskopisch kleinen Gebieten parallel gerichteten Flussigkeits-
bewegungen aufzufassen waren. Trotz der scheinbaren Ver-
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schiedenheit stimmt diese Erklarung im Grunde mit der vorher-
gehenden Uberein, wenn sie in eine prézisere Form gebracht
wird. Denn was soll man unter der Bewegung der FlUssig-
keit innerhalb eines gewissen Elementes verstehen? Die Be-
wegungen der Molekile innerhalb desselben gehen in allen
mdoglichen Richtungen des Raumes (mit Geschwindigkeiten von
der GroélRenordnung 5. 104cm) vor sich; aber es gibt einen
bestimmt definierten Begriff: die Bewegung des Massenmittel-
punktes des Elementes, und nach dieser kann man die Be-
wegung desselben beurteilen.) Nun 1a8t sich leicht nach-
weisen, dal3 die zuféalligen Bewegungen einer beliebigen An-
zahl von Molekulen so vor sich gehen, dal die kinetische Energie
ihres Schwerpunktes gleich ist der mittleren Kinetischen Energie
eines einzelnen Molekils. Der Schwerpunkt jenes Flussigkeits-
elementes wird sich also mit derselben Geschwindigkeit be-
wegen, als ob dasselbe ein selbstandiges Molekul wére, d. i
mit der in § 9 berechneten Geschwindigkeit. Dafll man diese
Bewegung nicht unmittelbar wahrnimmt, beruht wieder darauf,
dal ihre Richtung sich fortwédhrend &ndert, da dieselbe durch
jeden ZusammenstoR mit fremden von auf’en kommenden Mole-
kulen beeinflult wird. Die gegenseitigen ZusammenstoRe der
inneren Molekule sind dagegen natirlich ohne EinfluR. Somit
erhédlt der Schwerpunkt gerade eine derartige Bewegung, wie
oben auseinandergesetzt wurde. Diese Bewegung wuirde eine
dauernde sein, falls die Molekile jenes Elementes durch ein
kunstliches Mittel, z. B. eine Kapillarkraft zusammengehalten
widrden; wenn es sich aber um die Bewegung eines Elementes
einer homogenen Flussigkeit handelt, so mufl man beruck-
sichtigen, dafl jene Molekule infolge Diffusion sich in das um-
gebende Medium zerstreuen werden, wodurch jene Definition
gegenstandslos wird. Es ist nicht leicht, eine strenge, in diesem
allgemeinen Falle anwendbare Definition zu geben; flr unseren
Zweck reicht es jedoch hin, provisorisch zu bemerken, daR
wir den Schwerpunkt nicht auf gewisse, ein fur allemal ge-
gebene Molekiile beziehen, sondern auf jene Molekile, welche
sich augenblicklich innerhalb einer gewissen kugelférmigen,
vom Schwerpunkt aus beschriebenen Flache befinden. Auf

1) Vgl. z. B. L. Boltzmann, Gastheorie 1. p. 133.
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einen so definierten Punkt lassen sich alle oben gemachten
Uberlegungen iibertragen. Der Vorteil dieser Betrachtungs-
weise besteht darin, daR sie die Aufmerksamkeit auf die inner-
halb der Flussigkeit erfolgenden Bewegungen lenkt, dagegen
ist die Erklarung der 8§ 7— 18 insofern vorzuziehen, als sie
einfacher und den aktuellen Verhaltnissen besser angepaft ist.
Der Einwand von Mall6zos klart sich dahin auf, dal der
Parallelismus der Bewegung innerhalb kleiner Gebiete nur
scheinbar ist, als eine Folge der statistischen Beobachtungsweise.

§ 20. Wenn man die kinetische Theorie des Brownschen
Phanomens annimmt, braucht man sich natirlich um die
Energiequelle nicht zu kimmern, da die durch innere Reibung
zerstreute Energie eben aus dem inneren Wé&rmeinhalt der
Flissigkeit stammt. Gouy bemerkt aber, daR hier ein Wider-
spruch mit dem zweiten Hauptsatz der mechanischen Warme-
theorie bestehen wiirde, falls man den mechanischen Effekt
jener Bewegung der einzelnen Teilchen sammeln koénnte. In
der Tat ist dies eine der vielen Arten, wie man Arbeit aus
Warme gewinnen konnte, falls unsere experimentellen Hilfs-
mittel gentigend fein waren, aber sie bietet insofern ein gréReres
Interesse, als sie nicht so vollkommen undurchfihrbar er-
scheint, als das Abfangen einzelner Molekile durch einen
Maxwellschen D&amon.

VL.

§ 21. Das Resultat des vorhergehenden Abschnittes kann
dahin zusammengefalt werden, daR Teilchen, welche in einem
flussigen oder gasformigen Medium schweben, sich so verhalten,
als ob sie selbstandige Gasmolekiile von normaler Kkinetischer
Energie, aber von verhaltnismaRig ungemein Kkleiner freier
Weglange (namlich gemaR (21) A= -|"M/S) waren.  Aus
dieser Analogie folgt auch, daR solche Teilchen, eben infolge
der Brownschen Bewegung, durch das Medium hindurch-
diffundieren miussen, und fir den Diffusionskoeffizienten er-
halten wir gemaR der Gleichung i5= cA/31) den Wert:

U - 32 me-
n 243 7fi B’

was in unserem Falle 10-0 betragt.

1) Vgl. M. v. Smoluchowski, Bull. Int. Acad. Crac. p. 211. 1906.
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Tatsachlich hat schon S. Exner eine Diffusion von Mastix-
emulsion durch reines Wasser hindurch beobachtet, welche
auch in dem Falle auftritt, wo diese FlUssigkeiten durch Filtrier-
papier getrennt waren.

Man kann hier auch den Begriff des osmotischen Druckes
einfuhren (welchen Einstein in seiner ersten Abhandlung als
Ausgangspunkt benutzt) und daraus weiter auf die Existenz
einer Dampfdruckerniedrigung schlieen. Ein jedes hinreichend
feine Pulver muB schon infolge der Kleinheit der Teilchen
hygroskopisch sein; in Suspensionen missen die Erscheinungen
der Gefrierpunktserniedrigung etc. auftreten und dergl. Dies
alles wird wegen der Kleinheit der Effekte geringe praktische
Bedeutung haben, aber interessant ist die Tatsache, dafl die
Theorie in dieser Beziehung einen wesentlichen Unterschied
zwischen Ldsungen und Suspensionen nicht anerkennt.

§ 22. Im Zusammenhang mit dieser Erscheinung steht
auch die Frage nach der Ursache der sogenannten Stabilitat
der Suspensionen. Auf Grund der Theorie kann man eine
Stabilitat in zweifachem Sinne des Wortes erwarten. Erstens
muissen sich die Teilchen M im stationdaren Zustand unter
Einflul der Schwere infolge der Brownschen Bewegung ganz
so verteilen, wie es die gewdhnliche atmosphérische Druck-
formel angibt, d. h. ihre Anzahl N in der Hohe z wird be-
tragen (vgl. Einstein p. 376):

N = NOe~az,
wo

€) «= o @-M.= 168.1007R3{0 - o).

In der Tat finden wir bei verschiedenen Autoren, mehr oder
minder deutlich formuliert, die Ansicht ausgesprochen, dafl}
die Stabilitdit im Zusammenhang mit den Brownschen Be-
wegungen steht. Diese Formel beweist jedoch, daR eine
dauernde Stabilitat, welche man eine ,wirkliche* nennen kann
(falls die Teilchen nicht beim Anstoflen an der Wand haften
bleiben), bei mikroskopisch sichtbaren Teilchen wegen der
GroRe des Koeffizienten a nur in Ausnahmefallen merklich
sein konnte und erst bei viel kleineren Teilchen (z. B. bei
Metallkolloiden R — 10-6 cm) eine wichtigere Rolle spielen
kénnte.
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Ebenso kann, wie ich an anderer Stelle nachgewiesen
habey, ein anderer Faktor, welcher wenigstens eine scheinbare
Stabilitat verursachen koénnte, nadmlich die an der Oberflache
der Teilchen ausgebreitete elektrische Doppelschicht (Thomson,
Hardy), erst bei Teilchen unterhalb der GréRenordnung
10-8 cm sich hervorragend bemerkbar machen.

Vermutlich gentigt jedoch die Flussigkeitszahigkeit, als
Ursache einer gewissen ,scheinbaren“ Stabilitdt, um einen
groRen Teil der beobachteten Erscheinungen zu erklaren. So
folgt aus dem Stokes sehen Gesetze (28) fur Mastixteilchen
(p'= 1,0067) vom Durchmesser 10-4 cm eine Geschwindigkeit
des Niedersinkens unter EinfluR der Schwere u= 3,5.10~6
d. i. 3 mm pro Tag, was bei den gewdhnlichen Beobachtungs-
methoden zweifellos durch die unvermeidlichen Konvektions-
strome verdeckt wurde.

Nach alledem gentigt also die bloRBe Kleinheit der Teilchen,
um zu erklaren, warum man ein Niedersinken derselben nicht
beobachtet?, aber eine weit schwierigere Frage ist die nach
dem Mechanismus des unter gewissen Bedingungen eintreten-
den Zusammenballens der Teilchen, welches dann deren rasches
Niedersinken veranlalt, aber eine Erorterung dieser Frage
wirde den Rahmen dieser Arbeit weit Uberschreiten.

Lemberg, Juli 1906.

1) M. V. Smoluchowski, Bull. Intern. Acad. Crac. p. 182. 1903.

2) Es soll aber nicht behauptet werden, daR diese drei Arten
Stabilitat eine erschopfende Erklarung des gesamten Beobachtungs-
materials geben.

(Eingegangen 1. September 1906.)



