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O zjawiskach aerodynamicznych i potgczonych
z niemi objawach cieplnych

przez

Maryana Smoluchowskiego.

Whniesiono na posiedz. Wydz. mat.-przyr. z d. 9 marca 1903 r.; ref. czt. Natanson.

I. Rébwnania zasadnicze aerodynamiki.

§ 1. W rozwoju swym aeromechanika znacznie pozostata
w tyle za hydrodynamikag, ktéra od czaséw klasycznych badan
Stokesa, lvelvina i Helmholtza tak znakomicie postgpita gtownie
dzieki wspoétudziatowi licznych angielskich badaczy (Rayleigh, Lamb,
Love, Hicks, Reynolds. Thomson i inni).

wyjatkiem akustyki, ledwie kilka szczeg6lnych przypad-
kéw (transpiracya przez rurki Poiseuillea, wyptyw przez otwor
w cienkiej blaszce, opo6r ciat poruszajgcych sie w gazie, krazki
wahajace sie Maxwella i Meyera) zostato rozwiazanych z pewnem,
czasem bardzo nie wystarczajgcem, przyblizeniem; nie znamy za-
dnego prawa ogdlnego, zadnego rozwigzania Scistego, a najwazniej-
sze zagadnienia sg zaledwie poruszone; co najwidoczniej wystepuje
w zastosowaniach do meteorologii i aeronautyki pozostajacych dla-
tego wcigz jeszcze w stadyum empiryzmu chaotycznego.

Pochodzi to stad, Ze gazéw nie mozna, wediug zwyczaju hy-
drodynamiki, uwazaé¢ za ptyny niescisliwe, a zwilaszcza ze Scisli-
wos$é, okreSlona przez' prawo Boyle-Charlesa od nowej zmiennej
zalezy: od temperatury, ktérej zmiany odgrywaja role réwnie wa-
zng jak roéznice cisnienia. Do rownahn hydrodynamicznych trzeba

1*
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zatem dla gazéw dodaé¢ réwnanie termodynamiczne; a komplikacya
zagadnienia na tem polega, ze zwykle nie mozna oddzieli¢ tej strony
cieplne} badania od strony mechanicznej.

W dawniejszych badaniach przyjmowano uktad isotermiczny
Inb adiabatyczny bez $cistego uzasadnienia, lub zadawalajac sie
przypuszczeniem, ze rzeczywistos¢ leze¢ bedzie miedzy temi, cza-
sem bardzo oddalonemi ostatecznosciamiJ. Dopiero w roku 1894
pojawia sie w Scistej formie owo réwnanie termiczne?, na ktérem
opiera¢ sie powinny dotyczace rozumowania i ktore powinno stu-
zy¢ jako podstawa do systematycznego wywodu aerodynamiki.

Poniewaz sie jednak zdaje, ze to réwnanie dotychczas wcale
w ten sposéb wyzyskane nie zostato 3, zamierzamy poda¢ w niniej-
szej pracy przyczynek do tego rodzaju badan.

§ 2. Przypusémy, ze wywodzimy roéwnania cieczy lepkich
wedtug pomystu Stokesa bez hipotez molekularnych, opierajac4) sie
tylko na przypuszczeniu, ze sity lepkosci proporcyonalne sa do
predkosci odksztatcenia elementarnego; $cisle biorgc wymagaja one
pewnych poprawek dla gazéw o nieréwnomiernym rozktadzie tem-
peratury, poniewaz zaleznie od niej zmienia sie spditczynnik lep-
kosci. Istotnie nie moznaby tego wplywu zaniedbaé¢, gdyby cho-
dzito np. o ruchy oceanu atmosferycznego ziemi, gdzie w gérnych
warstwach bardzo nizka panowaé musi temperatura 5.

Zwykte réwnania, wyptywajgace z podstawienia wyrazen:

2 fdu dv. 3w\ oU
(1) P --p+ ~3"M\3x+ Ty+ dz) - 2~ 7~ 4P

) Tak znajdujemy izotermiczna teorye efuzyi przez maty otwér w dzie-
tach: Duhamela. Wiillneia, Moussona, Langae adiabatyczna (wedtug St. Venant'a
i WantzePa) u Weissbacha, Zeunera, Lamba; obydwie teorye u Winkelmanna,
Chwolsona i t. p.

2 Wywiedzione prawie réwnoczes$nie dla gazu jednoatomowego przez Kirchoffa
z teoryi Maxwella, przez Natansona na podstawie rozwazan kinematycznych, a przez
Neumanna ogdlnie na podstawie termodynamiki; patrz Natanson Rozpr. XL1I
(A) str. 76 (1902).

3 Podatem pewne zastosowania w rozpr. ,O atmosferze ziemi i planett
[Ksiega pamiatkowa Uniwersyt. Lwéw 1900, takze Physik. Zeitschr 2. str. 307.
(1901)].

4 Wedtug metody Lamba [Hydrodynamics p. 5091.

5 Smoluchowski ,O atmosf. i t. d. loc. cit.
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w réwnania formy

2

Jyt oX alj dz
przyjetyby .wtedy ksztatt analogiczny do:

Du v 9p r 19 (9u 3v ow\1
QD t~eX -3 x + n A U +3dx\9x + Ty+ tedJ\ + (3)

9[j,\4 9u 2 9v 2 W\ 9/.tvSv qul 9,i 9w qul
3*1-3 9 x ~ + 5y L<M+ 9y\ + J/~NU x+ 9zS

Jezeli jednak jak w zwyktych zastosowaniach, réznice tem-
peratury nie sg znaczne, wtedy mozna pomina¢ wyrazenia drugiego
wiersza — co tez z matymi wyjatkami uczynimy w nastepujacych
rozwazaniach.

W roéwnaniu owem p oznacza S$rednig warto$¢ cisnien nor-
malnych w trzech wzajemnie prostopadtych kierunkach:

P= i (P*- Vm+ P-)e

Nie wynika z tego jeszcze, ze p jest identyczne z ciSnieniem
p w prawie Boyle-Charlesa; jest to jednak hipotezg bardzo prawdo-
podobng i prawie ogdlnie przyjeta przez nowszych autoréw. Mozna
to samo zalozenie wyrazi¢ takze w odmiennej formie, mianowicie:
gdybysmy byli przyjeli prawo Boyle-Charlesa zamiast réwnania
(4) za definicye wielkosci p. wynikioby réwnanie

Du 9p . 9 div -
*Dt=*X — & + A U+ VA~ ~ (0)
[*gdzie symbol div jest skréceniem na ™ -f- j i zatozenie

Stokesa nalezatoby wystowi¢ w tej formie: ze spoétczynnik tarcia
v zmian objetosci jest trzecig czeScig spétczynnika ji odksztatcen
postaciowych i).

Te hipoteze przyjmiemy takze tutaj, polegajac na tein, ze Kki-
netyczna teorya wedtug Maxwella2) daje ten sam rezultat, ale za-
znaczamy, ze bardzo pozgadanem bytoby ostateczne zbadanie do-
Swiadczalne tej kwestyi, nie podzielamy bowiem bynajmniej zdania

') Patrz: Natanson JRozpr. Akad. Urn. XLI p. 238.
2 Scientifio Papers Il. p. 69. (1880).



6 MARYAN SMOLUCHOWSKI. [741
O. E. Meyerax, ze to jest rzecz obojetna, gdyz lepko$¢ objeto-
Sciowa superponuje sie ponad ci$nienie i od niego odrdézniong by¢
nie moze.

Poznamy dalej przyktady (8 24., § 25.), ktore wykazuja bte-
dnos$¢ tego mniemania, a moznaby jeszcze opr6cz nicli przyto-
czy¢ n. p. zanikanie fal gtosowych wskutek lepkosci, do ktérego
takze przyczynia sie owa lepkos$¢ ,objetosSciowall

§ 3. Najprostszy sposob otrzymania podstawowego roéwnania
termicznego polega na zastosowaniu zasady energii do poruszajgcego
sie elementu masy gazu dm — q dx dy dz.

Energia catkowita tegoz elementu, skladajgca sie z energii
cieplnej, kinetycznej i potencyalnej (wzgledem sit zewnetrznych),
musi sie powiekszyé w miare pracy, wykonanej przez natezenia
dziatajgce na powierzchnie i ilosci ciepta, ktére naptyneto wskutek
przewodzenia.

Zwigzek ten jest wyrazony przez réwnanie:

) rG U2-f- \~ f- w~ 7 Io,
(6) DtLz + 2 + N\ =y + + *&-)+
, 3 &upl,+vpm+ wpm + J3Z Wr»*+ WP'> + ''-~-01dx dy dz,

ktore przez wykonanie, operacyj roézniczkowych i przez wprowa-
dzenie wartosci (1) tudziez uwzglednienie réwnahn dynamicznych
(3) przechodzi w:

(7 V=0 + XxA*8,

gdzie ‘I* przedstawia ciepto powstajace (w 1 cm3 podczas 1 sec.)
wskutek tarcia wewnetrznego, t. j. tak zwang funkcye dysypacyjna:

0= + A z[(°E) + () +(£") )+

N\ . N\
@ +("+f)r(ats)H(s+Mn
Mozna zresztg wywdd uczynié¢ Scislejszym, wyrazajac powyz-
szg relacye energetyczng dla skoniczonej ilosci gazu. zamieniajac

*) Gastheorie p. 114 Crelle Journal 75. p. 337. (1873). Meyer opierajac sie
na zasadach teoryi kinetycznej gazéw (wedtug Maxwell-Clausius’a) znajduje Y= %
ale wynik ten jest bez wartosci, gdyz odnos$ne obliczenie jest btedne (poréwnaj
Boltzmann Gastheorie I. p. 93.) (1895).
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catke powierzchowng na objetoSciowg i zastosowujac wynik do po-
jedynczych elementow I).

8 4. Trzeba jednak zauwazyé¢, ze to réwnanie, tak samo jak
réwnania dynamiczne (3), nie bedzie zupetnie S$ciste, poniewaz nie
mozna przypuszczaé, azeby tarcie wewnetrzne i przewodzenie ciepta
byty zjawiskami catkiem niezaleznemi od siebie.

Wszak moznaby nawet watpi¢, czy jakiesbadz zjawiska fizy-
czne roéwnoczesne i na tem samem miejscu sie odbywajace moga
by¢ w Scistem znaczeniu stowa od siebie niezalezne.

Istotnie w naszym przypadku Natanson 2 pokazat, ze wedtug
teoryi kinematycznej przewodzenie ciepta w gazie bedacym w ru-
chu, w troche odmienny sposob odbywaé¢ sie musi, anizeli w gazie
nieruchomym — ale réznica w zwyktych warunkach bedzie nie-
znaczna i zapewne nie tatwo da sie wykazaé¢ doswiadczalnie. Ogra-
niczymy sie zatem do przyblizenia, ktére mozna osiegnaé przez
przyjecie tej zasady ,superpozycyill lub ,niezaleznosci'l zjawisk
lepkosci, przewodnictwa cieplnego i t. d.. nie wchodzac w rozwa-
zanie owych kwestyj. Tak samo pomijamy zboczenia od prawa
Boyle-Charlesa, przyjmujgc $cistos¢ formuty

£ = 110. 9)

§ 5. Réwnania zasadnicze aerodynamiki bedg zatem, oproécz
tejze formutki (9) nastepujace:

Du 3p N 3div A2 U
3x
Dv n 3 div £ fidov (10)
Q Dt 3y
Dw u 3div + (iA2w
Qur-= 3z 3 9z

réwnanie ciaggtosci:

IQ , 3(g«) 9{Qv) 3{Qi))_ q (i)
3t » 3x 3y 9z

i réownanie termiczne (7), ktére za wprowadzeniem relacyi

*1 Smoluchowski ,,O0 atmosferze" etc. loc. eit.
2 Rozprawy Ak. Um. XH1 (A) str. 70 (1902).
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i uwzglednieniem réwnan (9) i (11) przyjmuje ksztatt:
cp o, Sp +3p 3p
3t + U3x VYy + I°fz+ kp ™ = ((k-1)[W + xAW},

gdzie symbol <> jest skrdoceniem wyrazenia (8).
Zaznaczymy zaraz na tem miejscu, ze z ostatniego réwnania
wyptywa zwykte réwnanie ,adiabatyczneZX

p_(ey

przez wprowadzenie réwnania (11), jezeli prawg jego strone mozna
poming¢ w pordwnaniu z lewg strona. Wyrazenia z lewej strony
przedstawiajg zatem reakeye cieplng $cisnienia lub rozprezenia adia-
batycznego.

Azeby okresli¢ specyalny problemat, trzeba okresli¢ warunki
graniczne, t j. wartosci u,v,tv,p,0 na powierzchni, a takze stan
poczatkowy uktadu zaleznego od czasu.

W zwyktych zastosowaniach gaz zawarty bedzie ws$rdd Scian
statych, o temperaturze przyblizenie jednostajnej ¥, na ktdrych
u, v, w trzeba przyja¢ réwne zero. wedlug doswiadczen, ktére wy-
kazaty zupetne przyleganie warstw powierzchownych do S$cian.

W razie ruchu statecznego wynika z réwnania (11) dla tych
powierzchni: div = 0 zatem, obierajgc kierunek normalnej za o$
Z i oznaczajac predkos¢ w tymze kierunku znakiem v,,:

ff-=o

to znaczy, ze kierunek linij pradu w warstwach powierzchownych
réwnolegty jest do Scian.

Nazywajac predkos$¢ w tymze kierunku V. widzimy, ze réw-
nanie (12) daje dla powierzchni:

fdVv\2
(13)

) Nieréwnosci temperatury $cian datyby powdéd do powstania pradéw kon-
wekcyjnych poréw. Oberbeck [Wiedem. Ann. 7. p. 271. (1876)], Lorenz [Wiedem.
Ann. 13. p. 582. (1881)].
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Przy $cianach wiec znika wptyw termiczny rozprezania lub
Scisniecia, a przewazng role odgrywa produkcya ciepta przez tar-
cie. ktéra rownowazong by¢é musi przez przewodnictwo gazu. W ga-
zie, w Kktérym spoéitczynnik przewodnictwa * TbiMby zerem, ruch
staty bytby wog6le niemozliwy, bo powierzchowne warstwy musia-
tyby sie bez konca rozgrzewaé. Wyptywa stad, ze nie mozna uwa-
zaC lepkosci i przewodnictwa cieplnego wogdle jako czynnikéw
drugorzednych.

Il. Twierdzenia ogélne o symetryi i podobienstwie dynamicznem.

§ 6. Przyjmujac sity zewnetrzne réwne zeru, zauwazymy, ze
réwnania zwyktej hydrodynamiki pozostajg niezmienione, jezeli sie
podstawi — u, —v,— w,—p na miejsce u, v, w,p. pod warunkiem,
ze ruch jest ,spokojnyll), t. j. ze poming¢ mozna wyrazenie kwa-

dratowe predkosci (zatem ~ zastgpi¢ przez~ ) . To znaczy, ze spo-

kojne ruchy cieczy sg w pewnym sensie ,odwracalnell, zmieniajac
znak wszystkich réznic cisnienia otrzyma sie ruch zupeinie podo-
bny, charakteryzowany przez te same linie pradu i te same pred-
kosci, ale zwrécone w kierunku przeciwnym.

Odwracalny jest takze ruch ,rozpedowyl, przedmiot hydro-
dynamiki klasycznej, ,idealnejll polegajacy na uwzglednieniu bez-
witadnosci a pominieciu zupeinem lepkosci; tylko ze ciSnienie przy
tem, jako zalezne od kwadratu predkosci, nie zostaje odwréconem.
Natomiast réwnania zupeine, uwzgledniajgce oba czynniki, odpo-
wiadajgce ruchom ,gwattownyml nie dopuszczajg takiego odwré-
cenia.

Wnioskujemy z tego takze: jezeli ciecz wyptywa przez otwor
w Scianie, symetryczny wzgledem ptaszczyzny YZ. przetozonej przez
Sciane, wtedy linie pradu bedag takze symetryczne wzgledem tejze
ptaszczyzny, dopoki ruch jest ,spokojnyl (Ryc. 1). Gdy roéznica ci-
$nienia tak dalece sie powiekszy, ze ruch stanie si¢ ,gwattownym ,
wtedy zatraci sie symetrya, co ttérnaczy n. p. dgaznos$¢ cieczy do
tworzenia promieni i wiréw w takich przypadkach (Ryc. 2).

) Uwazam to wyrazenie za trafniejsze anizeli ,powolnyponiewaz nawet
najszybsze ruchy do toj kategoryi naleze¢ beda, jezeli gesto$¢ bedzie odpowie-
dnio mata.



Wprawdzie Helmholtz ) uwazat za konieczng hipoteze po-
wstawania powierzchni nieciggtosci (Discontinuitatsfliicken) do wytt6-
maezenia zjawisk promieni, sadze jednak, ze wi#asnie omawiana
asymetrya zupeinie do tego wystarczy: przedmiot, ktéremu oso-

bng prace poswieci¢ zamierzamy, wraz z argumentami doswiadczal-
nymi i teoretycznymi, ktére za ta teoryg przemawiaja.

W aerodynamice takze bezwzgledna warto$¢ cisnienia wcho-
dzi w rachube, mianowicie w réwnaniach (9) i (12), ktdére zatem
oczywiscie nie moga by¢ odwrécone. Tem powszechniejsze jest
tutaj zjawisko asymetryi, wspomnimy tylko n. p. o promieniu2
gazu wyptywajacego pod znacznem ci$nieniem, o tworzeniu pier-
Scieni wirowych z dymu (wedtug Taita) o ruchach asymetrycznych
i wirach w otoczeniu ciata wyrzuconego z znacznag predkoscig (Mach).

Tylko dla ruchéw bardzo spokojnych, potgczonych z matemi
réznicami ci$nienia, istnie¢ bedzie przyblizona syinetrya. [Np. § 28],

§ 7. Wielkiej doniostosci w praktycznem zastosowaniu do
rozmaitych zagadnien jest zasada tak zwanego podobieristwa dyna-
micznego, uzywana np. przez Helmholtza 3 w hydrodynamice zwyktej.

[Po ukonhczeniu pracy niniejszej spostrzegtem dopiero, ze Helm-
holtz na innem miejscud) rozszerzyt swe badania w celu objecia

') .U er discontinuirlicbe Flii3sigkeitsbeweguDgen“. Beri. Akad. Ber. 1868
p- 215; Ges. Abb. I. p. 146.

2 Patrz § 9, o,

s) Studien iiber elektr. Grenzschiehtcn. Wiedem. Ann. 7 p. 375 (1879).

4 Uber ein Theorem geoinetriscb ithnli>he Bewegungen fllissiger KSrper
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niemi takze aerodynamiki i zastosowan do aeronautyki. Przeciwko
rozumowaniu jego trzeba jednak podnie$s¢ Kkilka zasadniczych za-
rzutéow, ktore obalajg prawie wszystkie wnioski ostateczne. Pomi-

jajac btad liczebny przy poréwnaniu spoétczynnika lepkosci — po-
o]

wietrza i wody (stosunek ich nie jest 0'S082 lecz S'082), ktéry
zmienia zupetnie wyniki liczb, nalezy zwtaszcza podniesé: 1) zu-
petne nieuwzglednienie wptywu temperatury w réwnaniach zasa-

dniczych; 2) pominiecie S$cisliwosci powietrza, przy szybkim ~9—)

ruchu ogromnego balonu; 3) pominiecie lepkosci w tym samym
i w analogicznym przypadku — ruchu okretu w wodzie. Znacze-
nie ostatniego punktu wynika z znanego rezultatu, ze kula poru-
szajgca sie w cieczy bez lepkosci, z stalg predkoscig, wogole za-
dnego nie doznawataby oporu. Sadze, ze pojecia podobienstwa nie
mozna rozcigga¢ na tak odrebne dwa przyktadyl). W niniejszych
wywodach pojecie to uzywane jest w inny sposéb, w $cistem zna-
czeniu stowal.

Znajgc rozwigzanie danego zagadnienia powigkszajmy wszyst-
kie zmienne w pewnych stosunkach; kitadzmy

nx, Nz, nz zamiast X, Yy, Z

diu, mv, mw Y u v, w
bp 7y p
hO , 0
1
—t . t

i rozwazmy, jakie miedzy tymi spotczynnikami zachodzi¢ musza
zwigzki, azeby takze nowy ruch byt dynamicznie mozliwy. Wa-
runkiem koniecznym i wystarczajgcym, wynikajacym z podstawie-
nia tychze zmiennych w réwnania (10. 12) jest istnienie nastepu-

jzych tozsamosci:
bm2 b ni

lin n nl

betreffend, nebst Anwendnng anf daa Problem Luftballons zu lenken [Beri. Akad.
Ber. 1873 p. 001 ; Ges. Abh. 1, p. 158).

') Znaczna cze$¢ oporu okretu pochodzi z wytwarzania fa), zaleznych oczy-
wiécie od ciezkos$ci; pod tym wzgledem niema zadnej aualog'ii miedzy nim a balonem.
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12): mb m- h
z (12): n n2 n-

ktére sie sprowadzajg do dwdch zwigzkéw niezaleznych miedzy
czterema wielkosciamil):

(14)

Podamy Kkilka szczego6lnych przypadkéw dla uwydatnienia
waznosci praktycznej tego podobienstwa dynamicznego:

§ 8. Kladziemy n= |, zatem b= \ih= ni. W tem samem
naczyniu powstanie ruch zupetnie analogiczny do pierwotnego, je-
zeli ci$nienia powigkszone zostang w stosunku pierwiastka z tem-
peratury; predkosci wtedy w tej samej proporcyi sie powieksza.

a) Tak predkos¢ gtosu wedtug wzoru c¢= \!kll 0 (niezaleznego
od ci$nienia) wzrasta w stosunku pierwiastka z temperatury.

Wzér ten jednak jest wazr.ym tylko, jezeli chodzi o wjThy-
lenia bardzo mate, z pominieciem lepkosci i przewodnictwa; uwzgle-
dniajac te wplywy, otrzymatoby sie formule bardzo skomplikowang
zawierajaca takze ci$nienie. Mimo to wniosek powyzszy pozostanie
wazny, jezeli sie go odnosi do tonow, ktdrych ilos¢ drgan propor-
cyonalna jest do \ 0 i jezeli sie mierzy predkos$¢ przy cisnieniach
odpowiednich?. Odnosi sie to takze do rozchodzenia sie gtosu
w rurach.

/?) Op6r (rozmiaréw x2p) ciata poruszanego z predkoscig mata
jest przyblizenie do niej proporcyonalny; doktadnie stosuje sie to
do kazdej predkosci, jezeli rownoczesnie cisnienie gazu w tym sa-
mym stosunku a temperatura w kwadratowym stosunku sie po-
wieksza.

y) Podobne zastosowania do wyptywu gazow.

8§ 9. Przyjmiemy: h= 1. zatem in= 1. b= ~: Temperatura
jest niezmieniona; wtedy takze predko$¢ pozostanie taka sama

‘) Uwzgledniajac zalezno$¢ spétczynnikéw p i z od temperatury, otrzyma-
toby sie pod zatozeniem proporcyalnosei ich do 1“ na miejscu (14, 2) réwnanie

n
2 T.j. w ogdélnym przypadku przy ci$nieniach proporcyonalnych do

0* + t-
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w odpowiednich punktach dwdéch naczyn podobnych, ktérych roz-
miary sa w odwrotnym stosunku ci$nien gazu.

a) Istotnie tatwo sie przekonamy, ze temu zadaniu zados¢
czyni wzér Kirchhoffa ¥, odnoszacy sie do predkosci glosu w waz-
kich rurach (o promieniu r):

Vv = U - 's*¥jel =N + VS [v*-p] i

(zwazywszy, ze N zmienia sie w odwrotnym stosunku do rozmiardéw).
fj) Formuta Poiseuille-Meyera:

(15)
| S/t

wazna jest tylko co do ruchu spokojnego w dtugiej a wazkiej rurce.
Zasada powyzsza wskazuje, ze zastosowanie jej do rurek w sto-
sunku n diuzszych i szerszych tylko wtedy jest uprawnione, jezeli
i'6wnoczes$nie cisnienia w odwrotnym stosunku zostang zmniejszo-
ned. Wtedy gaz osiggnie te samg predkos$é, a objetos¢ wyplywa-
jaca bedzie w2razy wieksza. Ale rezultat ten wcale nie jest zwia-
zany z waznos$cig owego wzoru i nie jest ograniczony do ruchu
statecznego ani tez do ruchéw spokojnych; stosuje sie n. p. réwnie
dobrze do wyptywu z naczynia zamknietego przez otwér w Scianie.

y) Opo6r ciat geometrycznie podobnych poruszanych z dang
predkoscigag w gazie o ci$nieniu odwrotnie proporcyonalnem do sto-
sunku rozmiarow bedzie proporcjonalny do tegoz stosunku.

Przy szybkim ruchu takich cial powstaje szmer $wiszczacy
(Reibungstone), zjawisko pod wzgledem teoretycznym jeszcze zu-
petnie nie wyjasnione. Mimo to mozemy przepowiedzie¢, ze ilos¢
drgan przy cisnieniach odpowiednich bedzie odwrotnie proporcyo-

( poniewaz iVbedzie miato wymiar i\}

Istotnie prawo tego rodzaju zostato znalezione przez Strouhalad

>) Kirchhoff Pog-g. Ann. 134 p. 177 (1868), Low Wied. Ann. 52 p. 652 (1894).
2 Podczas gdy w hydrodynamice wedtug Helmholtza (loc. cit.) potrzel
jest zmniejszenie ciSnienia w stosunku ﬁ poniewaz tam istnieje tylko jeden

rodzaj podobienstwa:

b = J—
w
3 Wied. Ann. 5, p. 216 (1878).
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w pracy nad tonami powstajacymi wskutek ruchu szybkiego ciat
walcowatych, drutdw etc. w powietrzu, ale prawo jeszcze dalej sie-
gajace, mianowicie: ze w powietrzu o ci$nieniu atmosferycznem
ilos¢ drgan jest przyblizenie proporcyonalna do ilorazu predkosci
przez promien walca:

N =ct.
r

Zapomocg haszej metody wywnioskujemy tatwo, ze formuika
ta pocigga za soba niezalezno$¢ wysokosci tonu od ci$nienia i tem-
peratury.

Strouhal wprawdzie twierdzi, ze obnizenie temperatury po-
woduje podwyzszenie tonu, ale liczby, ktdére przytacza, odpowiada-
jace temperaturom 9'5°C i 37° C wcale nie wydaja sie przekony-
wujgcemi; zreszta, co prawda, takze i wzOr powyzszy nie jest catl-
kiem doktadny.

<9 Saint Venant i Wantzel * zauwazyli, ze predkos¢ gazu
wyptywajgcego przez otwdr nie moze by¢ powiekszona przez pod-
wyzszenie ci$nienia ponad pewng granice, ktéra nie zalezy od ro-
znicy cisnienia wewnetrznego p2 i zewnetrznego pl tylko od ich

stosunku — . Przyjawszy ten wynik, wyobrazmy sobie dwa do-

Pi
Swiadczenia nad tym samym otworem, ale z roznemi ciSnieniami,
w ktérych ta warto$¢ krytyczna zostata osiagnieta:

a a=£

Ow ruch pierwotny, okreélony przez p2 Pi bedzie podobny do
trzeciego rodzaju ruchu (3), okresSlonego przez cisnienia P2 Pl

i rozmiary otworu zmniejszone w stosunku -p- jr = Poniewaz
predko$¢ nie zmienia sie przy zmianie 1 3. porbéwnanie z pizj
padkiem drugim pokazuje, ze predkos¢ wogbdle niezalezng bec zie od

rozmiaréw otworu 2. ,
Wniosek ten, bedacy konsekwencya istnienia stosunku kry-

i) Journal de TZcole polyteobnigae XVI (1839), Comptes Kendus 17(1843).

Potwierdzili te wyniki Zeuner, Hirn, Wilde, Saleher, W ‘te » n ‘oo,
») Przyblizenie rowna predkos$ci gtosu (Lamb, Hydrodynanucs p. 28).
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tycznego 7)—_: 1-89, zgadza sie z wynikami prac nad tym przed-
miotem. v

Mach i Salcliery i Emden2 spostrzegli powstawanie prazkéw
w promieniu gazu wyptywajgcego, gdy stosunek cisnien przekracza
owag warto$s¢ krytyczng. Emden tidmaczy to zjawisko réznicami
gestosci, odpowiadajgcemi szeregowi fal akustycznych stojacych.
Odstepy tych prazkéw wyrazit przez formutke empiryczna:

|l =0-88 d\/— — 1-9,
v Pi

w ktdérej d oznacza S$rednice otworu wyptywania.
Nie zwazajagc na te formute, poréwnajmy z danym przykia-
dem drugi, podobny, gdzie wielkosci d, pl p2 zastgpiliSmy przez

D, pl p, ~ ; wskutek podobienstwa, / musiatoby przejs¢ w I .

Nie moznaby a priori oznaczy¢ odpowiedniej wartosci w trzecim
przypadku okre$lonym przez wielkosci D, P1, P2 zado$¢ czynigce
relaeyi

d
Pi= Pl D= Pi
P, d vo

Ale jezeli doswiadczalnie dowiedziono, ze A zalezy tylko od sto-
sunku cisnien, a nie od ich wartosci bezwzglednych, wtedy wy-

nika, ze otrzyma ono w owym trzecim przypadku warto$¢ A~ . Jest
a

tak ogolnie udowodniona proporcyonalnosé diugosci A do rozmia-

row otworu: A= dfc. a Emden nie potrzebowat nawet przed-

siewzig¢ odpowiedniego szeregu doswiadczen.

e) Uzytecznos¢ tej metody uwydatni jeszcze nastepujacy
przykiad:

Kohlrausch3d badat tony powstajace podczas wyptywu gazow
przez wazkie szczeliny (Spaltentone) pod wzgledem zaleznos$ci iloSci

') Sitzungsber. Wien. Akad. 98 (1889), Wied. Ann. 42, p. Ul (1890).
2 Wied. Ann. 69, p. 264, 426, 453 (1899).
3 Wiedem. Ann. 13, p. 545 (1881).
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drgan od szerokosci szczeliny s i od cisnienia pl gazn w rezerwo-
arze przed szczeling. Gaz wyptywat na wolne powietrze, zatem
skutek zmiany ciSnienia zewnetrznego p2 nie maégt sie w owych
pomiarach uwydatnié. Mozemy jednak a priori obliczy¢, jaka ta
zalezno$¢ bedzie. Zamierzamy znalezé ogélny wzér JST— f(s, plrp,)r
ktérego szczegdlny przypadek (dla p2— p0= cisSnienie atmosfery-
czne) stanowi formutke empiryczng Kohlrauscha: N = f(s,p1p0)=
Ppfapt).

Skorzystajmy z podobiennstwa ruchu s, pv p2 do ruchu okre-
Slonego przez wartosci

Pz Po
sk ' T'¥

dla ktorego bedziemy mieé

llosci drgan w tych dwoéch przypadkach musza jednak byc od-
wrotnie proporcyonalne do czasu (tak samo jak w § 8a, y; 9 a),
a zatem NO= N = pO:p2 co daje wreszcie wynik zadany:

W podobny sposob (patrz § 8) moznaby takze przepowiedzie¢
zalezno$¢ od temperatury. Pomiary Kohlrauscha nie dadzg sie je-
dnak wyzyska¢ w taki sposob, poniewaz nie znajdujemy w nich
podanych bezposrednich wartosci pI5 tylko od tychze zalezne $re-
dnie predkosci U gazu wyptywajgcego i poniewaz rezultaty osta-
teczne, streszczone we formule przyblizonej N — A (U —mB) i w ta-
bliczce wartosci A, B. jako funkcyj zmiennej s, nie uwydatniajg
tych zwigzkéw w wyraznej formie matematycznej.

8§ 10. Trzeci szczegélny przypadek b= 1, m — 1,podobien-
stwa dynamicznego, jako tez modyfikacye zachodzgce w razie
uwzglednienia zaleznosci lepkosci od temperatury sg mniej intere-
sujace.

Zaznaczymy tylko jeszcze, ze wobec istnienia zewnetrznej sity
ciezkosci tylko jeden rodzaj podobienstwa istnieje:

m \ii. h=n, o=
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ktory zastosowany by¢ moze do pradéw konwekcyjnych powsta-
jacych wskutek réznic temperatury wsrod gazu.

§ 11. Czy podobienstwa dynamiczne stosuje sie takze do ru-
chéw réznych gazéw? Azeby rozstrzygng¢ te kwestye zmienimy
w roéwnaniach (10, 12) takze spoétczynniki R, k, u. w. Oczywiscie
wskutek rdédwnania (12) podobienstwo jest niemozliwe dla gazéw
0 réznych wartosciach k. Przyjmujgc zatem k jako réwne, zamien-
my podczas transformacyi (§8 7) takze

R na Ra
u o, I3
X , XY.
Wynikajg z tego warunki:
b m2 b m
ali n n n2
mb_ , mil h
T -
ktére sprowadzi¢ mozna do trzech tozsamosci:
ct3
— =1; cti= m21 nb= m(J. (16)

Poniewaz stala R jest odwrotnie proporcyonalng do ciezaru
czgsteczkowego M. wynika z pierwszego z owych warunkéw, ze

podobienstwo tylko istnie¢ moze, o ile stosunek réznych gazéw

jest jednakowy. Tabliczka nastepujaca spoOiczynnikow — (wzgle-

dem powietrza) pomnozonych przez M pokazuje, ze warunek ten
istotnie dla réznych gazéw do$¢ doktadnie sie spetnia:
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Jako przyktady postuza nam nastepujace, specyalne przypadki:

§ 12. h= 1, b= 1| zatem m2=a, n= vn$= (IN\Ju:

Dla danej temperatury i pewnego rozkiadu cisnienia istniejg
ruchy podobne w dwoch naczyniach, ktérych rozmiary proporcyo-

nalne sg do stosunku -4L= gazéw zawartych; predkosci woéwczas sg
\IM

proporcyonalne do -L=.

a) Laczac te zasade z przyblizenie waznem prawem Graham-
Bunsena: ze objetosci réznych gazéw wyptywajacych przez maty

otwor w cienkiej blaszce sag proporcyonalne do - otrzymuje-

my wynik, ze ilos¢ gazu przeptywajgca przez rézne, geometrycznie
podobne otwory — w razie statej réznicy ciSnienia — jest pro-
porcyonalna do powierzchni otworu.

[?) Przyjmiemy przew6d diugi a wazki, przez ktéryby prze
ptywaty objetosci réznych gazéw proporcyonalnie do spétczynnika

t Sci —.
ptynnosci

Wnioskuje sie w podobny sposdéb, ze owa ilos¢ gazu bedzie
proporcyonalng do trzeciej potegi rozmiaréw. Jest to rezultat pod
pewnym wzgledem og6lniejszy niz wzor Poiseuille-Meyera (15),
ktéry potwierdza go w specyalnym przypadku rurki o przekroju
kotowym, jednostajnym.

y) Podobnie wynika co do oporu ciat poruszajgcych sie w ga-
zie, w razie zalozenia proporcyonalnosci do iloczynu z predkosci
i z lepkosci, ze opér bedzie w stosunku rozmiaréw liniowych
w razie zatozenia proporcyonalnosci do iloczynu z kwadratu pre-
dkosci i z gestosci: ze op6r bedzie w stosunku wymiaréw powierz-
chniowych.

0) Joule i Kelyin * znalezli doswiadczalnie, ze ciata, jak ter-
mometry, druty — tworzace ogniwo termoelektryczne itp. szybko
poruszane w powietrzu, ogrzewajg sie az do pewnego stopnia, mia-

nowicie. ze podwyzszenie temperatury przy predkosciach od 30 —

do 100 — przyblizenie proporcyonalne jest do kwadratu predko-

* Kelvin, Mathem. Phys. Papers I, p. 400, 445.
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Sci i niezalezne od materyatu i rozmiaréow ciata (koto 1°C dla

55— 1.
sec

Wyobrazmy sobie: 1) ciato dane, o predkosci v w powietrzu;
2) drugie podobne, w innym gazie; 3) w tymze gazie trzecie cialo,

o rozmiarach powigkszonych w stosunku —a ; i obdarzone pre-

dkoscig v v ' Uzywajac naszej zasady podobiennstwa do poro-

wnania 1—3, wyniku empirycznego Kelyina do przypadkéw 3—2.
mozemy przepowiedzie¢ z poréwnania 1—2: Zze w r6znych gazach
(ale posiadajacych réwne k) ciato poruszane z predkosScig v ogrzeje
sie w miare: A6= aMv2 t. j. proporcyonalnie do ciezaru wtasci-
wego gazu i kwadratu predkosci.

Z przedtem omawianego podobienstwa § 8 i § 9 wynika da-
lej dos$¢ niespodziewany rezultat, ze stala a jest niezalezna od ci-
S$nienia i od temperatury gazu. Gdyby estrapolacya tego wzoru
dla v wiekszych anizeli predkos$¢ gtosu byta dozwolona — co oczy-
wiscie nie wydaje sie prawdopodobne—- moznaby obliczy¢, ze me-

o
teor lecacy z predkosciag 2-8?6(: musiatby sie ogrza¢ do 2500° C.

Dla matych predkosci (ponizej 30 powyzsze prawo empiry-

czne przestaje by¢ wazne, ale pomiary nie byly wystarczajgce do
uwydatnienia odpowiedniej modyfikacyi owej formuty.

§ 13. Podstawmy h— 1. n= I\ zatem m= \ja, b= fi\iu.

W tem samem naczyniu, w danej temperaturze, bedag podo-
bnymi ruchy rdéznych gazéw, jezeli ciSnienia sg w stosunku ich

L 1
{AM’ P~~kosci wtedy beda proporcyonalne do y=.

a) Istotnie zasadzie tej zados$¢ czyni zwykta formuta predko-
Sci gtosu jako tez wzor Kirchhoffa (8 9a) na rozchodzenie sie gtosu
w rurach.

tatwo tez sprawdzi¢, ze formuta Strouhala (8 9y) o wysoko*
§ci tonu, utworzonego przez ruch ciala walcowatego, pocigga za
sobg réwnos¢ statej c dla réznych gazéw, zatem niezalezno$¢ tonu
od rodzaju gazu. Nie znamy jeszcze dos$wiadczen tyczgcych sie tej
kwestyi.
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Podobnie Emclen, znalaztszy dla powietrza formute (8 9 9)
moo-t byt bezposrednio wnioskowaé, ze odstep prazkéow A bedzie
niezalezny od istoty gazu, co faktycznie doswiadczenia jego wyka-
zaty, tak samo, jak mozemy przepowiedzie¢ (wedtug & 8), ze znaj-
dzie sie te wielko$¢ niezalezng od temperatury.

W podobny spos6b mozna sobie nieraz utatwi¢ badania do-
Swiadczalne zapomocg takich rozumowan, albo mozna rozszerzy¢
doniosto$¢ wynikéw osiagnietych.

/?) Stosunek objetosSci gazu przeptywajacego do dziatajgcej
réznicy cisnienia bedzie proporcyonalny dla réznych gazéw do

spétczynnika plynnosci

\% 1

Pl— P2~ M’

jezeli uzyjemy cis$nien odpowiednich. Dzigki temu mozemy zapro-
wadzi¢ znaczne ulepszenie w mierzeniu lepkosci.
Formutka Poiseuille-Meyera

y Rin 1
Pi— Pi 8L /i

nie uwzglednia ani bezwladno$ci gazu, ani tarcia powstajgcego
wskutek zmiennosci predkosci wzdtuz rurki, ani réznic temperatury
(8 27). Mimo to mozna wykona¢ doktadne pomiary wzgledne le-
pkosci, nie uzywajac cisnien dowolnych, lecz proporcjonalnych do
@

dla réznych gazow. | to pozostanie wazne bez wzgledu na

ksztatt naczynia lub przewodu, nawet dla wyptywu przez otwor
w cienkiej blaszce.

y) Takze metoda Maxwella-Meyera (,krazkéw wahajgcych
sieu) nie jest bez zarzutu z powodu niescistosci odnosnej teoryi
matematycznej, ale mimo to mozna jej uzywaé¢ do dokiadnych po-
miaréw wzglednych lepkosci, wprowadzajac gaz pod cisnieniem od-
powiedniem i zmieniajgc zawieszenie krazka w ten spos6b, azeby

czas wahania byt proporcyonalny do WM. Oczywiscie stosuje sie

to wszystko, Scisle biorac, tylko do gazéw o réwnej wartosci lci -—,
fi

ale takze przy matych réznicach tych wielkosSci rezutlaty otrzymane
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powyzszym sposobem bedg dokiadniejsze, anizeli przy zastosowa-
niu zwyktych metod J.

IIl. Zjawiska cieplne towarzyszace wyptywowi.

§ 14. Zamierzamy w tym rozdziale zastosowaé nasze réwna-
nie termiczne do zjawisk cieplnych, powstajacych podczas wyptywu
gazéw przez przewody lub otwory, opracowanych w stawnych ba-
daniach Joulea i Kelvina3. Albowiem, mimo ze co do og6lnej in-
terpretacyi tych doswiadczen niema zadnej watpliwosci tak, ze od
dawna bywaja zaliczane do klasycznych doswiadczen z dziedziny
termodynamiki, to przeciez szczeg6towe objasnienie przedstawia tru-
dnosci, ktore usuniete by¢ mogag tylko przez szczegétowg teorye
aerodynamiczna.

Tak tlumaczac w zwykly sposéb zjawisko Joule-Kelvina nie
uwzglednia sie, ze rézne warstwy gazu wyptywajgcego rézne majg
predkosci i ré6zne moga mie¢ temperatury; zwykle przyjmuje sie,
ze podczas rozprezenia adiabatycznego gazu musi nastgpi¢ obnizenie
temperatury, ale— jak ono sie rozdzieli na gaz wyptywajacy i na
ten, ktory pozostaje w rezerwoarze, pozostaje niejasnem.

W tym celu przeistoczymy réwnanie (12) mnozac je przez
element objetosci i catkujagc w obrebie odpowiedniej przestrzeni,
wypetnionej gazem3d. Zwazmy opro6cz tego, ze

n divcto= ~p{ul+vm+wn)dS— "~ («] | + ) d“ (17)

: 9p cp 3p . . . .
wprowadzmy wartosci —,—, — z (10) i zamienmy catki potrdj-

LA . 9
ne — z wyjatkiem tej, ktéra zawiera — —-w catki powierzchowne.

Oznaczajagc dla skrécenia predkosé normalng do powierzchni przez
V,, predkos¢ wypadkowg przez V— \u2-]-v2-j- w2, otrzymujemy
tym sposobem rdéwnanie:

') Moznaoy skorzysta¢ z tego w celu zbadania $cisto$ci metod Graham-
Poiseuilla i Maswell-Meyera, ktére n. p. Schumannowi [Wied. Ann. 23, p. 353

(188-4)] daty sprzeczne wyniki.
-) Kelvin, Mathem. Physic. Papers I, p. 383; Joule, Mechan. Warmeiigui-

valent. Braunschw. 18/2.
s) Przyjmujemy przestrzen jednokrotnie zwartg.
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3t 1F - 2 P

ccrr kw

AFI[© H© +(S+© +(S)H-+(S)+
(18) 1 (<1iY )"]*>=8%fl>i<»+

Z catka objetosciowag z lewej strony, pomnozong przez fi. zno-
szg sie odpowiednie wyrazy z W, a pozostajgce moga zosta¢ prze-
ksztatcone wedtug wzoru:

w ffi(Es-£s)*=S"(-s-S)"-

w catke, ktérg symbolicznie napiszemy:
W Vify w |r“)/\ vm VV)—V'q\d -
AN (UL + Vv W) V- Vdy as-

Rezultatem ostatecznym jest réwnanie:

3t.
.2 9fve-\ f 9 , 3 3\ 1
+ 3" 'md,T_"s t¥) ~ "t“si+ Wy,+ “r,) "mldS=

36
(20) = *8 ds.

§ 15. Jezeli gaz ptynie pradem statym, to znika w powyz-
szem réwnaniu pierwsze wyrazenie i pozostaje catka powierzchowna,
ktora zastosowaé mozemy do kawatka wioékna pradu diugosci s.
zamknietego przekrojami gl i qO.

Zwazajac na réwnanie ciagtosci, ktére przyjmuje forme: qVq —
const., otrzymamy:

R(61-62+1 1| ~ + 2 ~ AT

\19V\__1£51 1 «Cr g .p
u & @ dsJ e FgJJ Ut~ (y ) + ds-
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Ro6znica temperatury w dwéch punktach potozonych na tej
samej linii pradu jest zatem w zwigzku z wartoSciami -—, div i kwa-

dratu predkosci w tych punktach, ale takze z dtugoscig drogi mie-
dzy tymi punktami, od ktérej bedzie zaleze¢ warto$¢ ostatniej catki.

W miejscach, gdzie gaz plynie z dostatecznie jednostajng
1 matg predkoscig (np. we wnetrzu dwdch zbiornikéw potgczonych
zapomocg wazkiej rurki), mozna pomingé wyrazenia pierwszego ro-
dzaju, lecz nie stosuje sie to samo do owej calki, ktora zalezy od
Rozktadu predkosci i temperatury miedzy owymi punktami i ktora
w ogélnosci nie bedzie réwna zeru. Bytoby to wazne, co prawda,
gdyby np. zachodzito réwnanie

Vs

ale to stanowitoby zupeitnie wyjagtkowy przypadek.

A) Wogole zatem nie mozna twierdzi¢, zeby podczas
ptywu statecznego temperatura gazu pozostata niezmieniong; rézne
jego warstwy bedg miaty temperatury rdzne.

§ 16. Twierdzenie co do niezmiennos$ci temperatury stosuje
sie tylko w pewnym przypadku do przecietnej temperatury gazu
wyptywajacego.

Przecietng temperatura przekroju nazywamy temperature, ktérg-
by gaz przechodzacy przez przekr6j (ortogonalny do linii pradu]
przyjat, gdyby wszystkie jego warstwy zupeinie sie zmieszaty, t. j.:

26 eq V
2o V '’ (22)

gdzie sumowanie odnosi sie do wszystkich elementéw q przekroju.

Przyjmiemy teraz, dla uproszczenia wywodu, ze punkt 1 lezy
we wnetrzu rezerwoaru 1, gdzie warunki powolnosci i jednostajno-
Sci ruchu sa spetnione. Zwazmy dalej, ze $ciany naczynia utwo-
rzone sg przez rurki pradu, przylegajace do nich, ze mozna zatem
V rozwing¢ wzgledem odlegtosci 6n od $cian w nastepujacy sposoéb:

v=506n("- , a zatem, ze: -~-(V2= 26n.
\(/dn;O cli( 2)

{/32 S

co znika dla dn = 0, na powierzchni $ciany, tak samo jak V. Dla
temperatury przecietnej otrzymujemy wiec z (21):

prz
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rownanie:

(23) M _J[eo_ S]=

Catke % dS wyobrazamy sobie przytem rozdzielong na

trzy czedci: odnoszace sie do dwoch przekrojow i do Scian naczy-
nia; jezeli te Sciany sa idealnymi izolatorami ciepta, to ostatnia
cze$¢ musi by¢ rowna zeru, a rowniez znikng dwie inne, jezeli
przekrdj przechodzi przez czes$ci, gdzie warunki jednostajnosci i po-
wolnosci ruchu sa spetnione. A zatem:

B) W takich miejscach, gdzie gaz ptynie dostatecznie powc¢
i jednostajnie, temperatura przecietna gazu wyplywajacego bedzie
rowna temperaturze panujgcej w rezerwoarze. To wiasnie wykazaty
owe doswiadczenia Joute-Kelvina nad gazem, ktéry najmniejsze
okazuje zboczenia od prawa Boyle Charlesa, nad wodorem i w kto-
rych zatyczka z waty zastepuje caly system przewoddéw wyptywo-
wych. Ciekawem bytoby jednak sprawdzenie poprzedniego rezultatu
co do réznic temperatury n. p. w réznych warstwach gazu wypty-
wajgcego z wazkiej rurki, w ktérym nasza teorya ro6zni sie od
zwyklego rozumowania. Ro6znica polega oczywiscie na tem, Ze praca
dla gazu lepkiego nie bedzie okreslona przez J(ul-J-vm-j-wn) d Sy
lecz przez §(upm-\-vplin\-'wps)dS. Roéwnos¢ tych dwoch wyra-
zen tatwo moze by¢é wykazana dla ruchu statego zapomoca trans-
forinaeyj podobnych do owych w § 14, ale tylko dla catej ilosci
gazu miedzy Scianami i dwoma przekrojami, nie dla pojedynczych
widkien pradu.

Oczywiscie uwagi te zresztag w niczem nie naruszajg wnio-
skow, ktore z owych doswiadczen wywodzone bywaja co do Sci-
stosci prawa Boyle-Charlesa.

§ 17. Powrdéémy jeszcze do rownania (21) i zwazmy, ze dla
witokien pradu przylegajacych do $cian, V, div, %;{ beda, roéwne
zeru. Poniewaz temperatura w tych warstwach musi zosta¢ skon-
czong, wymaga to, azeby takze catka po prawej stronie znikia. Owa
catke mozna napisa¢ w postaci:

a zwazywszy, ze V mozna rozwing¢ w blizkosci ggj,n-
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otrzymamy warto$¢ graniczna:

(v~ 3VY
V2 I~ \8n)

tak, ze odnajdujemy tym sposobem znéw warunek

S(E)' = -«**

ktéry przedtem wypowiedziany zostat jako rownanie (13).

Zreszta temperatura warstwy powierzchownej oczywiscie ré-
wna¢ sie musi temperaturze Sciany.

§ 18. Rozwazmy jeszcze blizej, jaki bedzie skutek energii ki-
netycznej, przyjmujac dla uwydatnienia jego i dla uproszczenia, ze
predko$¢ w przewodzie jest tak duza, ze wyrazenia w (21) zalezne
od pierwszej jej potegi mozna pomingé w porownamu z diuga

POteSE’l\-/lamy wtedy dla kazdego wiokna pradu roéwnanie:

kR V2
_{"(00-0) = -0-- (24)
Q-dyby gaz Wogdle nie posiadat zadnej lepkosci, istniatby
oprocz tego dla kazdego witdkna pradu zwigzekl) wynikajacy z ogol-
nych rownan hydrodynamicznych:

Cdp 4 ¢ 2= ¢onst., (25)
3Q

przyczem catka odnosi sie do dtugosci linii pradu od zbiornika az
do punktu, do ktérego réwnanie sie odnosi.
Ro6zniczkujgc jedno i drugie rownanie wzgledem dtugosci wito-
kna, otrzymujemy:
k _vdv~™ _ 1dp
k—1 ds ds (> ds

a catkujac, przy wprowadzeniu prawa Boyle Charlesa:

% \2Vv

zatem zwykly wzor “rozprezenia adiabatycznego”.

H Patrz: Lamb, Hyélrodynamics p. 22
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Wzér ten zwykle w podobnych przypadkach bywa przyjmo-
wany ,a priori4 Jak dalece to jest bledne dla rzeczywistych,
lepkich gazéw, wynika z prostej konkluzyi, ze wymagatby on
ochtodzenia sie statego pradu gazu przeptywajgcego wskutek spadku
ciSnienia z pt do p2 wedtug wzoru:

podczas gdy widzieliSmy w § 16, ze temperatura Srednia pozostaje
niezmieniona.

C) Rownanie (24) jednak pozostaje wazne takze z pewnel
przyblizeniem dla gazu lepkiego, poniewaz ochtodzenie odpowiada
nie rozprezeniu, lecz przyrostowi energii kinetycznej. Najnizej spa-
dnie temperatura oczywiscie tam, gdzie predkos$¢ jest najwieksza,
np. przy otworze zbiornika o skomprymowanym gazie; to jest owo
oziebienie i), ktére przez réznych badaczy zuzytem zostato do skra-
plania gazéw wedtug metody ,dynamicznejW miare jak gaz
zatraca swa predkos$¢, odzyskuje zato pierwotng temperature wsku-
tek ciepta tarcia wewnetrznego.

Bezposrednie uzycie formuty (26) jest usprawiedliwione tylko
dla rozprezenia nieskoriczenie powolnego; w innych przypadkach
uzywac trzeba réwnania zupetnego (21), w razie ruchu szybkiego
réwnania przyblizonego (24), a jezeli przewodnictwo cieplne prze-
waza, rozktadu izotermicznego.

§ 19. Dotychczas przyjmowalismy, ze prad jest stateczny,
wiec ze ci$nienie w zbiornikach zostaje utrzymane na statym po-
ziomie — np. zapomoca przyrzadu w rodzaju gazometrow lub flaszki
Mariottea, albo przez potaczenie ze statym zrédiem gazu. W chwili
jednak, gdy przyptyw przerwiemy tak, ze gaz przeptywaé bedzie
tylko dzieki ekspanzyi zawartosci zbiornika, natychmiast rozkiad
temperatury zacznie sie zmieniaé¢, poniewaz wtedy po prawej stro-
nie réownania (21) dodac¢ trzeba:

Ograniczajgc sie do przestrzeni rezerwoaru 7, gdzie predkosci
bedg bardzo mate i temperatura jednostajna, otrzymamy zatem z (20):

) lrzyczynia sie w znacznej mierze takze zjawisko Joule-Kelvina.
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v,ds, (27)
co w potaczeniu z réwnaniem ciggtosci
(28)
daje wzdér (26) i réwnanie:
vidsdi> (29)

P=Po e

w ktérem O oznacza catg pojemnos$¢ zbiornika.

D) We wnetrzu zbioi'nika 1 ci$nienie i temperatura opada
zatem w miare wyptywu wedtug zwyktego wzoru ,adiabatycznego”.

§ 20. W przewodzie, przez ktéry gaz rezerwoar opuszcza,
beda panowaly stosunki zawilsze, ktére objasni¢ mogtoby tylko
szczegOtowe rozwigzanie problematu; ale mozna z pewnem przybli-
zeniem znalezé temperature gazu, ktéry go opuscit.

Zastosujmy roéwnania (27) i (28) do dwoch przekrojow, pro-
stopadtych do linij pradu, pierwszego potozonego w zbiorniku 1,
niedaleko ujscia, drugiego w zbiorniku 2, niedaleko doptywu; ozna-
czajac objetosci odpowiednie znakami Q1i U2 otrzymamy réwnania:
Dla Ot:

Dla zaniedbujgc pojemnos$¢ przewodu:

Dzielac réwnanie (31,i) przez (31,a) i zmniejszajac Q2 w poro-
wnaniu z Qj, otrzymuje

kPi dpi= ].Pi
Q@ d (121 + a det AN
to znaczy: 02= 6V (32)
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E) Pod zatozeniami twierdzenia B, temperatura S$rednia ga
wpltywajgcego do zbiornika 2 bedzie zatem réwna temperaturze
gazu znajdujgcego sie w rezerwoarze 1, rozprezajacego sie adiabaty-
cznie (pomimo, ze cisnienie jest nizsze).

Sprawdzi¢ mozna ten wynik, obliczajgc odpowiednig prace ze-
wnetrzng i ilo$¢ ciepta pochtonietego, ktére okazujg sie réwnemi

\% .t j. oczywiscie mniejszemi anizeli wartosci odpowiada-

jace rozprezaniu odwracalnemu.

§ 21. Wyniki te zastugujg na uwage badacz}-, ktérzy zajmuja
sie efuzya, transpiracya i podobnemi zjawiskami, poniewaz wyka-
zuja, jakie btedy moga pochodzi¢ w razie badania praw wyptywu
statecznego z uzywania rezerwoaréw zamknietych. Tak n. p. Don-
nanl), mierzac czas potrzebny do znizenia poczatkowego cisnienia
w zbiorniku 525 mm do 322 mm. nie otrzymal w rzeczywistosci
wzglednych czaséw efuzyi réznych gazéw, poniewaz temperatura
nie pozostawata statg (jak on sadzi, rébwng 25° C), tylko np. dla po-
wietrza mogta sie obnizy¢ az do — 14° C, dla bezwodnika weglo-
wego — 9° a dla Argonu do — 28°. Rdéznice te oczywiscie bardzo
sg przesadzone, poniewaz musialy one zosta¢ wyrdéwnane czesciowo
wskutek przewodzenia ciepta ku $Scianom naczynia, ale w kazdym
razie okazujg one konieczno$¢ uzywania gazometréw o stalem ci-
$nieniu w celu unikniecia mozliwosci tak znacznych btedéw. Juz
Joule i Kelyin zauwazyli, jak wazny byt ten warunek dla popra-
wnosci ich pomiaréw.

Podobne zarzuty mozna uczyni¢ wiekszej czesci podobnych
badan, nawet w pewnej mierze ciekawej pracy Emdena (loc. cit.).
Emden nie zaradzit temu przez uzywanie wentyla regulujgcego ci-
$nienie (Druckreducirungsventil), poniewaz gazu, ktéry przezen prze-
ptynat, nie ogrzewat do niezmiennej temperatury.

Ten zarzut jeszcze bardziej tyczy sie dosSwiadczen Macha
i Salchera, wykonanych zapomoca cisnienn znacznie wyzszych a zbior-
nika o mniejszej pojemnos$ci, i moze to tez wyttdmaczy¢ sprzecznos¢
odpowiednich pomiaréw temperatury gazu wyptywajacego [obnize-
nie kilkunastu stopni wedtug Emdena, koto stu stopni wedtug Macha],

Zresztg zauwazy¢ nalezy, ze temperatury gazu, poruszajacego
sie z wielka gwaltownos$cia, zadng miarg nie mozna mierzy¢ zapo-

* Philos. Magazine 49, p. 423 (1900).
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mocg termometru, poniewaz obecnos$¢ jego zupeinie zmienitaby ruch
gazu i rozkiad temperatury.

IV. Rozwigzania szczegdétowe zagadnien aerodynamicznych.

§ 22. Ograniczymy sie na zanalizowaniu kilku prostych przy-
ktadéw. z ktorych jednak niektore stuzg do illustracyi metod ogél-
niejszych.

Przyktad najprostszy, trywialny, jest to ruch staty gazu mie-
dzy dwiema powierzchniami walcowatemi, zewnetrzng o promieniu
r2 stala, a wewnetrzng o promieniu wykonywujgcg n obrotéw
na sekunde.

Oznaczajac znakiem & predkos¢ katowag w odlegtosci r od
osi symetryi, mamy rozwigzanie

[74 X
u= — (o~; v= (o~,
r i r

ktére spetnia réwnania (10) pod warunkiem:

a , 2nn | ‘-
W= —gg+ hm g 92 rjdl (33)
»'i2 rd
cisSnienie wynika z warunku:
Ell\i = 0j-rg
dr

jezeli wiadoma jest temperatura.
Do jej oznaczenia stuzy réwnanie (12) dajgace po zcatkowaniu
rezultat

w ktérem 00 oznacza temperature zewnetrznego walca.
Azeby oznaczy¢ stalg c, przyjmiemy, ze z wewnetrznego walca
nie uprowadzamy ciepta tak, ze on osiegnie réwnowage termiczna,

gdy .
de |

Ir \r=n_°
Temperatura odpowiednia jest:

fia2f 1 1 2
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albo wprzyblizeniu dla matej grubosci —ra:
(36) 6,= 00+ ~ (jt»f22,

co dajenp. dla n=100,r2= 10 cm, w powietrzu: 02= 00 f4 0C.
§ 23.Robigc r= co, lub tez przyjmujac z géryuz=w — O
v=f(x)\ przechodzimy do statego ruchu ,lamelarnegoff, réwnole-
gtego do ptaszczyzny YZ, ktory odbywa sie tak samo, jak u cie-
czy: v= bx-j-c
U cieczy jednak mozliwym jest takze ruch lamelarny zmienny.
Jezeli np. ptaszczyzna OYZ wykonywa ruch drgajacy w kierunku
osi V:v0= A cos yt, to ruch ten rozchodzi sie w kierunku osi X
wskutek réwnania
2v fi 3w
St Q2x-

wedtug tego samego prawa, jak ciepto w ciele peryodycznie ogrza-

nem, mianowicie:

W gazach jednak napotykamy te osobliwos$¢, ze rdwnania
(10, 11. 12) nie moga by¢ spetnione ScisSle w razie zatozen = 0
i v=fc.(x,t), poniewaz wskutek ciepta wytworzonego przez tarcie
musi powstaé takze skitadowa predkos¢ u w kierunku X- latwo
wykonaé¢ dotyczace przyblizone obliczenie. Jest to ciekawy przy-
ktad, jak drgania poprzeczne wytwarza¢ mogg falowania podituzne
akustyczne; pierwsze bedg przewazaé¢ w blizkosci $sciany OYZ
drugie za$ we wiekszej odlegtosci, poniewaz ich spoétczynnik zani-
kania bedzie mniejszy. Rozrzedzenie gazu powiekszy zanikanie fal
podtuznych, a zmniejszy fal poprzecznych.

8§ 24. Jako drugi przykiad, ktéry takze uwydatnia réznice
gazow a cieczy, obierzemy prad stateczny w kierunku X. ktérego
predkos$¢ zalezna jest tylko od x\ $ciany trzebaby przyjaé¢ oczywi-
Scie jako zupeinie gtadkie, lub tez tak odlegte, ze zadnego nie wy-
wieraja wptywu. Pomijajac zatem takze przewodnictwo, bedziemy
mieli réwnania:
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clu dp 4u d°-u
Q“ dx" clx 3 dx*

(38)
s (s" ) 0
dp , clu /7 .4u(clu 2
clx dx v" *'" 3 vdx'
Przyktadten budzi pewien interes dlatego, ze réwnania od-

powiednie moga by¢é rozwigzane S$cisle, podczas gdy w hydrodyna-
mice nie znamy zadnego rozwigzania S$cistego réwnan zupetnych
(z wyjatkiem Kkilku przyktadow trywialnych jak poprzedni). Ana-
logiczny ruch stateczny nie moze sie odbywaé w cieczy niescisli-
wej, poniewaz niema tanitarcia wewnetrznego wskutek rozpre-
zania, ktoreby mogto przeciwdziataé¢ przyspieszeniu powstajgcemu
wskutek roéznic ci$nienia.
Pidwnania (38,2) i (38, i) mozna catkowaé bezposrednio:

qu= b (39, 2)
gz {bu+p-a). (39, 0

Taksamo (38, 3) podzieliwszy je poprzednio przez i—;: i pod-

stawiwszy (39,1):
(39, 3)

A z tego réownania wynika przez podstawienie w (39,1) i catko-
wanie:

uclu

. (40)
(k it u* kciu — c.

gdzie catka w znany sposéb da sie wyrazi¢ przez funkcye loga-
rytmiczne lub cyklometryczne.

Zadanie zatem jest rozwigzane, czy ono jednak ma zastoso-
wanie praktyczne, wydaje sie rzeczg watpliwg. Dziwne moze sie
wydaé, ze potrzeba czterech danych, a, b, ¢, m do okreslenia zu-
petnego, podczas gdy przywykliSmy, uzywajgc np. wzoru Poiseuitlea
okresla¢ przeptyw przez trzy wielkos$ci: cisnienie w dwoch punktach
i temperature gazu. Zobaczymy jednak, Ze polega to tylko na oso-
bliwej prostocie wzoru Poiseuitlea, pochodzacej z pominiecia czyn-

3%
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nikéw drugorzednych, mianowicie rozktadu ruchu w przekrojach

koncowych rurki.
§ 25. Latwiej moznaby urzeczywistni¢ ruch zmienny rodzaju:

v= w= 0; u= F(x,f)\ ale wtedy obliczenie nie moze by¢ wyko-
nane bez specyalnych uproszczen.

Przyjmiemy zatem, ze gaz, o poczatkowem cisnieniu pOi tem-
peraturze dO, znajduje sie w naczyniu walcowatem, o idealnie
gtadkich $cianach, w jednym koncu zamknietem, podczas gdy z dru-
giej strony tlok, o bardzo matej masie, wciskanym zostaje przez
stalg site a. Dla ulatwienia obliczenia pominiemy zupetnie wptyw
bezwladnos$ci gazu, przyjmujac chwilowy stan ruchu we wszystkich
warstwach jednakowy, zatem:

(41) u= xf(t).
Sita a musi by¢ réwnowazona przez sume cisnienia gazu we-
wnetrznego i tarcia wewnetrznego, mianowicie [wedtug ()j:
4 Su
(42) Px= a=p - ~fin .

3%

Uwzgledniajac, ze wedtug (41): — i wstawiajac war-

tos¢ p (42) do réwnania termicznego:

otrzymamy réwnanie roézniczkowe:

a przez jego catkowanie:
3ak

(44) ) U

Wprowadzajac warto$¢ poczatkowa:

otrzymujemy:

(45)
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Gestos¢ Q wynika z réwnania ciggtosci przyjmujgcego tutaj
ksztaitt:

clt 2x

mianowicie:

V* (46)

Q— 27

wartos¢ catki moze by¢ obliczona zapomocg wzoru:

JAe*' — B ccB v Ae*' )

tak, ze wreszcie bedzie: -

- + 5 . (4*)

Gestos¢, cisnienie i temperatura beda sie zatem zbliza¢ asympto-
tycznie do wartosci ostatecznych:
fo : .
i Poo — ai

i+ p°LTr
ab (48)

- -e + 1t 4+
Ogo P«foo _ 0\5+0. k]J

Przyktad ten jest interesujacy ze wzgledu na poréwnanie ze
zwykta formulg $eisnienia adiabatycznego, ktéra wymagataby:

q0 "PoJd o0  ViJo;

Wz6r ten daje dla podwyzszenia temperatury wartosci mniejsze,
anizeli nasz rachunek, co jest zresztg przez sie zrozumiatem, ponie-
waz formutka adiabatyczna wazng jest tylko dla rozprezenia nie-
skonczenie powolnego i nie uwzglednia wptywu tarcia wewnetrznego.

Prawda, ze takze w naszym rachunku pomineliSmy pewien
czynnik: bezwladno$¢ gazu, — ktéra dazy¢ bedzie do zmniejszenia
tych roznic i do wytworzenia wahan zanikajgcych — i dlatego be-
dzie on uzasadniony tylko dla gazu bardzo rozrzedzonego. Jedna-
kowoz ten przyktad pokazuje, ze pewien, cho¢ zapewne nieznaczny
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btgd powsta¢ musi takze z uzycia formutki ,adiabatycznejdo
obliczenia stosunku ciepta witasciwego ~cizow “~vedtug metody Ole—
ment-Desormes’a.

Skutkiem tego bedzie powiekszenie pozorne spoiczynnika K,
podczas gdy przewodnictwo ciepta dziata w Kkierunku przeciwnym.
Zreszta zalezny on bedzie od sposobu, jak nastepuje $ciSnienie gazu;
gdyby naczynie na przyktad miatlo ksztalt kulisty, o Scianach
rozciagliwych, to wtedy tarcie nie mialoby zadnego wplywu, ani
mechanicznego, ani termicznego, poniewaz

Su Sv Sic
N _—
dX dj Sz const.

zatem pxx=pm=pa=p- 0= 0.

§ 26. System ogo6lnych réwnan aerodynamicznych jest tak
skomplikowany, ze nie mozna sie spodziewaé rozwigzania bezpo-
Sredniego oprécz w takich wyjatkowo prostych przypadkach. Zre-
sztg pozostaje, oprécz wnioskéw omawianych w § 7— 13. gtownie
metoda przyblizenia stopniowego.

Przytoczymy kilka przyktadow:

Gdyby spoétczynnik przewodnictwa vy, byt nieskonczonym, to
caty ruch odbywaltby sie Sciste izotennicznie; z pewnem przybli-
zeniem stosuje sie to takzewogdle tam,gdzie przewodnictwo wielka
odgrywarole, np. w razie ruchéw spokojnych w wazkich naczy-
niach; w miare jednak jak x rézni sie od owej wartosci, oddali sie
stan gazu od owego rozktadu granicznego tak, ze bedzie mozna
rozwingé wszystkie wielkosci w szeregi potegowe ksztattu:

(49)

Podstawiajgc te wartosci w rownania (10. 11. 12) i taczac
wyrazy pomnozone przez pewng potege 1. otrzymamy system ro6-

wnan o przyblizeniu stopniowem (oczywiscie pod zatozeniem zbie-
znosci), z ktdrego trzy pierwsze okre$laja rozktad najprostszy, izo-
termiczny:
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0. -- const=
1liQo
N\
& =~ ,. + € M. (50)
c 3 CX

9 (go «0) r ~ (go Vo) 1 ¢&(go i(l'0) Q
04 ey

(k=1)zI2 = M” + V(.)°d€y + MO-Jt +* cliv0— (*—m <|j0

3p,_ ., ~3divt .
d{)_ % ax itd. (51)

3(go M+ gl '»,) C (go + gl Pq) ?2 (go Ml + gjwo0) __ 0
2# &M Cte
§ 27. Sprobujmy zastosowaé te metode przyblizenia do zwy-
ktej J teoryi ruchu w rurkach Poiseuillea. Rozumowanie zwyczajne
odpowiada réwnaniom (50) uproszczonym jeszcze przez przyjecie

. 02, O} .
v= = Ui przez pominiecie wyrazen Vo O it d

W celu wiekszego przyblizenia nalezy podstawi¢ formuty,
ktére sie tak otrzymuje, mianowicie:
P= \/pi2—y (?i2~ Ih9)= V«— c*
d2—r*

(53)
8fi \rt — ca;
w réwnanie (51.i), ktére sie tak przemienia w
4%01 = . o @2 @—er
1 r 3rv 3rJ 16 ii a — cx
Z catkowania wynika:
0i = 2  (>— r*y- 1
128 .~ a—cx 128 . fi. P
u- fi. (55)
~_9~_
. . u 2fi
Przy tym stopniu przyblizenia mamy zatem: 0= 60 asT

. . . 20 . -
ciekawg jest rzeczag, ze 3 = 0 dla r= <4 zatem gaz nie wymienia
r

') O. E. Meyer. Pogg. Ann. 127, p. 253, 353 (1866); 148, p. 1 (1873).



36 MARYAN SMOLUCHOWSKI [10-4]

ciepta z Sciang rurki. Najwieksze ochtodzenie, na osi rurki, wynosi:

(56)

Tak obliczamy n. p. dla doswiadczenh Kocha') nad lepkoscia
pary rteci, przyjmujac zaokraglone liczby pt= 100 cm, p2= 1enh
1=10 cm. r= 0'00425 cm, obnizenie temperatury na osi rurki od
0'04° az do 400° C. Nie twierdzimy oczywiscie, zeby ten rezultat
byt Scisty, ale wystarcza on do udowodnienia, ze formuta Poiseuil-
lea. polegajgca na zatozeniu spokojnego ruchu izotermicznego, w ta-
kich przypadkach nie moze by¢ zastosowang i ze dziwny wynik
owej pracy — proporcyonalnos¢ lepkosci fi do 01®— jest bezpod-
stawny. Podobne zarzuty trzeba uczyni¢ pracy L. Meyera i Steu-
dela?, a nawet niektéorym pomiarom O. E. Meyera (loc. cit.), cho¢
w ostatecznych ich liczbach wptyw zapewne bedzie nieznaczny.
Pokazuje to, jak waznem jest dla S$cistosci owego wzoru zastoso-
wanie matej roznicy cisnien, a wazkiej i diugiej rurki.

Wzér (56) zresztg stuzy¢ moze tylko do osadzenia, o ile wa-
runek izotermizmu jest spetniony. Dalsze wykonczenie rachunku
przyblizenia nie bytoby usprawiedliwione ze wzgledu na niedokta-
dnos¢ wzoru pierwotnego (52, 53) spowodowang uproszczeniami
wspomnianemid.

Z drugiej strony, chcgc wykonaé obliczenie z uwzglednieniem
owych czynnikéw drugorzednych — lepkosci objetoSciowej i nie-
réwnosci cisnienia w réznych warstwach tego samego przekroju —
natrafitoby sie na nowa trudnos$é: podanie cisnienia w dwéch pun-
ktach osi px p2 i temperatury poczatkowej nie wystarczytoby do
oznaczenia statych i funkcyj dowolnych rachunku; trzebaby do tego
jeszcze zna¢ rozmieszczenie predkosci i cisnienia w przekrojach
koncowych. To znaczy, ze zadanie nie jest okresSlone dostatecznie
bez podania ksztattu zbiornikéw, potaczonych rurka, zwtaszcza w oto-

* Wiedem. Ann. 19, p. 857 (1883).
-) Wied. Ann. 16, p. 386, 394 (1882).
3 Oczywiscie takze wyrazenia

QU
moga wejs¢ w rachube, powodujac zjawiska omawiane w § 30. ktére w przypa-

dku analogicznym cieczy niescisliwych blizej zbadane zostaly przez Reynolds’a,
Phil. Trons. 174 (1883), p. 941; 186 (1S95).
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czeniu koncow rurki. Okolicznos¢ ta, ktéora uwydatnia sie. miano-
wicie wobec zjawiska t. zw. ,vena contracta“, w znacznej mierze moze
wptyngé na ilos¢ cieczy wyptywajacej przez krotkie, szerokie rury.

Mimo to metoda Poiseuillea, uzywana w sposoéb opisany
w 8§ 13, zawsze stuzy¢ moze do dokiadnych pomiaréw lepkosci
wzglednej.

§ 28. Inny rodzaj zagadnienn zostanie objasniony przez naste-
pujacy przyktad. Rozwazmy ruch gazu ,spokojnyl, staly, o pre-
dkosci jednostajnej ¢ w nieskonczonej odlegtosci, koto kuli statej;
zaznaczymy zaraz, ze zalozenie to, opierajac sie na pominieciu wy-
razen Ou:HTpordwnam.u z /i,&¥-|i, wymaga, a%(e]by W ma-

* X !
ta wielkoscia.

Rozwigzanie bytoby bardzo proste, gdyby gaz byt nieskoncze-
nie zgeszczony, poniewaz wtedy div bytoby réwne zeru (wediug 11),
i ruch odbywatby sie tak samo, jak w cieczy.

Chcac znalez¢ poprawki wynikajgce z Scisliwosci, zwazmy, ze
rozktad gestosci i tak samo tez innj*ch zmiennych zalezny bedzie
od statej wartosci ci$nienia P w nieskonczonej odlegtosci, i ze

w miare jak oddala sie od wartosci zero, ruch coraz wiecej ro-

zni¢ sie bedzie od typu niescisliwego.
Moznaby zatem rozwingé wszystkie zmienne w szeregi we-

dtug poteg -p, przez co rownania (10, 11, 12) rozpadtyby sie w sze-

reg rownan o przyblizeniu stopniowem, podobnie jak w § 26. Dla
wiekszej przejrzystosci rachunku ograniczymy sie jednak z gory
na dwoch wyrazeniach; wyobrazimy sobie zatem, ze wszystkie
zmienne skladajg sie z dwoch czeSci:

U= u0+ Ui; V= vO+ vt; W— wo+ ; |

p= pa+ pii e=zeo+(>i; 0= 00+0i ; j
z ktoérych pierwsza przedstawia typ graniczny niescisliwosci, druga
za$ poprawke, matg w pordwnaniu z pierwszg czescig; z réwnania
(9) wyptywa wtedy zwigzek:

(58)

0
przyczem pochodne itp., uwazamy za mate w poréwnaniu z pO
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Roéwnanie (11) daje jako pierwsze przyblizenie:
divo= 0,

(59) .
jako drugie: eOdivx + u0 a TV + 932 0.

A z rownania (12) wyptywa:
(60) uwo-~ + VOE + wo + kpOdivi= (k— 1) [40+ xA204
co przez uwzglednienie (59,2) i (58, i) zamienia sie w:

dz

(61) r 200 N6 500] —
k1 1770 M etk vooly + wo, . — BN

Rownanie (10) wreszcie daje:

PO (AA2u0; 3 = fj,A2ul + £ TT-diyj ;
3x c'a;

~e = fig*@; A~ = [iA2V A~ div( ;
(62) c3y i 3y [i + iv(
3p0 a0 2pi p 3 .

Pierwsze przyblizenie przedstawione jest przez system (62, i),
ktéry wraz z réwnaniem (59, i) jest okresSleniem odpowiedniego za-
gadnienia z hydrodynamiki, rozwigzanego przez przyjeciel):

. 3 f a"-\ "2 3a la 3
i aall- Ar 4 rB
3
"o= - 4 <a{l- A
(63) 3 f a2\ xz
we 4 cay ri) rs
3Lt cc
Ph= P 7T, —

Uzyjemy tych wartosci do obliczenia zmiennos$ci temperatury we-
diug réwnania (61).

* Patrz n. p.: Lamb, Hydrodynamics p. 530.
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Obliczenia lewej strony jego:
u — 4-v — 4-w — =
03x+ 03y + 03z (64)

f 3a 1 as} 9 c2ax2tf”~ 5 a 1 a3®
a4r3t 2R 18 (pe 4y oan)

pokazuje, ze uwzgledniajac Scisliwo$¢ nie mozna zadnym sposobem
poming¢ zmiany - temperatury wskutek rozprezenia i ciepta tarcia,
gdyz sa to czynniki tego samego rzedu wielkosci.

Réwnania rézniczkowe ksztattu powyzszego (61) nalezace do

typu ,eliptycznego™:
. n st | %\,'_ 39 kb
A2& "U 3x + 20 *!

ktore sie czesto napotyka przy podobnych zadaniach, sa mato do-
tychczas zbadane. Mozna catkowania dokonaé zapomocg mozolnej
metody przyblizenia stopniowego, rozwiazujgc po kolei:

A29' = F
" f 39' 39° 39"\
f 39" 39" 39"\ n
A29'" = F — («O + Vo + wo— _ 1 Itd.
cX Cyf &7/

i zwazajac przytem na warunek dla powierzchni: 9=& .
Wolno sie ograniczy¢ do pierwszego wyrazu tylko o ile spot-

czynnilc od ktdérego zalezy zbiezno$¢ nastepujacych po so-

bie poprawek, jest maty — warunek ilosciowo zblizony do poczatko-
wego zatozenia ruchu ,spokojnegoll Wtedy z réwnania (61) obli-
cza sie nastepujgca warto$¢ dla Oo:

3a21 O, a2 2a4 , 4a°-x2 2aix 2| (66)

+ 7* L L o r» r* |
Podstawiajac te wartos¢ w (58, i) (59,2) wywies¢ mozna po-
drawke w cisnieniu wynikajaca z uwzglednienia scisliwosci i zmien-
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nosci temperatury, ktora jednak w razie zatozenia ruchu spokoj-
nego okazuje sie bardzo malg w poréwnaniu z istniejgcym juz opo-
rem tarcial).

Poniewaz wedtug (66) temperatura wzrasta w kierunku nor-
malnym do powierzchni w miare:

67
(67) dr

musiatoby ciato ogrzaé¢ sie, i to wiecej na ,rowniku“ niz na bie-
gunach, przecietnie za$ (jezeli dobrze przewodzi ciepto), jak przy-
blizony rachunek wskazuje, o:

niezaleznie od wielkosci kuli.

Uwzglednienie dalszych poprawek w szeregu wy/, d'" zmie-
nitoby rozktad w ten sposo6b, zeby sie stat asymetrycznym, tj. zeby
na ,tylnymu biegunie powstata wyzsza temperatura anizeli na
przednim.

Rezultat ten, jak tez stosunkowo wieksze ogrzanie na rowniku
zgadza sie z wynikami doswiadczen Kelvina i Joulea") dla matych

predkosci (ponizej 13-- a takze wzér (68) oddaje dobrze pomiary

ich dla srednich predkosci pod wzgledem niezaleznosci ogrzania od
rozmiaréw ciata i proporcyonalnosci do kwadratu predkosSci, tylko

spétczynnik liczbowy jest mniejszy niz w rzeczywistosci j™N°C na

28 —, a wedtug Kelvina 1°C na 55--
sec 4

Nie mozna tego jednak uwazaé¢ za potwierdzenie teoryi, gdyz
warunki owych doswiadczen wychodzg daleko poza granice zato-
zen naszego rachunku. WspominaliSmy bowiem, ze eca matem
musi by¢ w poréwnaniu do fi (=0'00018), azeby ruch mozna uwa-
za¢ za ,spokojny“; predkosci, jakich Ivelvin uzywal, bytyby zatem
dozwolone tylko w gazie bardzo rozrzedzonym.

*) Przyblizone obliczenie tego rodzaju bez uwzglednienia zmiennoéci torr:pe-
ratury: O. E. Meyer, Crelle J. 75 (1873).
AN Patrz § 12, o.
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§ 80. Warunek ,spokoju4 ruchu stanowi zatem powazne ogra-
niczenie praktycznej doniostosci tego rodzaju przykiadow. O wiele
ciekawsze bytyby ruchy ,gwattowne4 w ktérych Sscisliwos¢ i zja-
wiska cieplne takze wiele wazniejszg odgrywaja role.

Do takich ruchow, w ktérych pominiecie wptywu bezwitadno-
Sci nie bytoby usprawiedliwione, moznaby zastosowa¢ metody przy-
blizenia dwojakiego rodzaju:

1) Zwazajac, ze ,caeteris paribus“ ruch gazu lzejszego [t j.
o wiekszym spétczynniku i?] bardziej jest zblizony do typu ,spo-
kojnego“, mozna rozwina¢ wszystkie zmienne w szeregi wedtug

poteg —. i obliczy¢ szereg przyblizen podobnemi metodami jak

w § 26, 28.

2) Rozwiniecie podobne, wedtug poteg spétczynnika /j. okre-
Slitoby poprawki powstajace wskutek lepkosci, jezeli sie wychodzi
z typu gazu idealnego.

Korzy$¢ tych rozwinige¢ polega na tem, ze s)rstem réwnan ro-
zniczkowych, powstajacych jest liniowy, ale komplikacya jednako-
woz jest znacznie wieksza, anizeli w przedtem omawianych przy-
ktadach. Do tego trzeba doda¢, ze w razie przekroczenia pewnych
granic bezwtadnosci (wskutek powiekszenia gestosci lub predkosci)
ruch staje sie niestaly i ze powstajg ruchy kiebigce sie (mouve-
ments turbulents).

WspominaliSmy juz o Kilku przyktadach tego rodzaju, jak
o falach stojgcych w promieniu gazu lub tonach tarcia, ktére pra-
wdopodobnie sg zrodiem gtosu instrumentéw detych.

Do badania takich zjawisk trzebaby wynalezé inne metody,
ktéoreby nie wymagaty, jak tamte ciggtosci funkcyj.

Nie zajmiemy sie na tem miejscu szczegétowem rozwigzaniem
takich zagadnien, w ktoérych lepkos$¢ i bezwiadnos$é trzeba uwzgle-
dni¢; poprzestaniemy pod tym wzgledem na teraz na og6lnych
uwagach oddziatdw poprzednich, zwazywszy, ze nawet w wiele
prostszym przypadku — w hydrodynamice cieczy lepkich — le-
dwie rozpoczeto takie badania i tylko bardzo skromne dotychczas
osiggnieto rezultaty.
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czeniu jodu z amylodekstryna (tabl. XV) (str. 263—271). — E. Kraft: Badania
dodwiadczalne nad skalg barw interferencyjnych (1 ryc. i 4 tabl.) (str. 272__
323). W. Baczynski i S. Niementowski:'Studya nad bromowaniem

) benzimidazoléw (str. 324—384).

ul

Treséé zeszytu VI.

W. Baczynski i S. Niemen towski: Studya nad bromowaniem benzimidazoléw
(dok.) (str. 385—391). — K. Zakrzewski": O oscylacyi krazka w ptynie
lepkim (str. 392—398). — WI. Natanson: O funkcyi dysypacyjnej ptynéw
lepkich (str. 399—404). — Wt. Natanson: O odksztatcaniu krazka plasty-
czno-lepkiego (str. 405—423). — St. Bgdzynski i K Panek: O kwasie
alloksyproteinowym prawidtowym skitadniku moczu ludzkiego (str. 424—432),
J. Zaleski: Badania nad mezoporfiryng (str. 433—451) — S. Niemen-
towski: O kwasie chlorald wuantranitowym (str. 452—456),— K. Olszewski:
Przyrzady do skroplenia powietrza i wodoru (str. 457—470). — L. Mar-

chlewski: Przyczyna biernosci optycznej wodnych roztworéw kwasu anti-
winowego (str. 471—4r72).

Rozprawy Wydzialu matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejetnosci.
Serya Ill. Tom 3, Dziat A.

Treé¢ zeszytu |I.

Br. Pawlewski: O dziataniu chlorki tionylu na oksimy i wiasnosciach kamfero-

nitrylu (Str. 1—7). — C. Russjan: Kilka twierdzen z teoryi wyznacznikéw
(str. 8—13). — St. Zaremba: Uwagi o pracach Profesora Natansona nad
teoryg tarcia wewnetrznego (str. 14 —21). — K. Dziewonski: O dekacyklenie

(tréjnaftylenbenzolu) nowym wedlowodorze i czerwonym zwigzku siarkowym
dwunaftylentiofenie (str. 22— 32).

Tres$¢ zeszytu Il
K. Dziewonski: O dekacyklenie (tréjnaftylenbenzolu) nowym weglowodorze i czer-
wonym zwigzku siarkowym dwunaftylentiofenie (dokonczenie str., 33—88.

S. Zaremba: O metodach $redniej arytmetycznej*Neumanna i Robina w przy-
padku, gdy ograniczenie nie jest spéjne (str. 39—70). — M. Smo luchowsKki:
O zjawiskach aerodynamicznych i potagczonych z nimi objawach cieplnych

(str. 71-96).

Rozprawy Wydziatu mat.-przyrod. wychodzg od r. 1901Jw dwoéch dziatach:

A. (nauki matematyczno-fizyczne), B. (nauki biologiczne).

Kazdy dziat bedzie wychodzi¢ w zeszytach, obejmujacych o ile moznosci
caty materyat posiedzenia miesiecznego Wydziatu (ktérych jest 10 do roku), w catych
arkuszach druku z ciagta paginacya. Z koncem roku dotgczona zostanie do ostatniego
zeszytu kazdego dziatu karta tytutowa i spis prac w tomie zawartych. Bez wzgledu
na mozliwag ilo§¢ materyatu, zawartego w tomie, ilo$¢ rycin lub tablic, cena tomu
z dzialu A. wynosi¢ bedzie tylko 8 kor., a z dziatu B. 10 kor. rocznie — w Kroélestwie
Polskiem dziat A. 3 rs., a dziat B. 4 rs. rocznie.

Sktad gtéwny; na Galicye: — Ksiegarnia Spoétki wydawniczej w Krakowie'
na Krdélestwo Polskie: Ksiegarnia Gebethnera i Wolffa w Warszawie.



