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O zjawiskach aerodynamicznych i połączonych 
z niemi objawach cieplnych

przez

M a ry a n a  S m o lu c h o w s k ie g o .

Wniesiono na posiedź. Wydz. mat.-przyr. z d. 9 marca 1903 r.; ref. czł. Natanson.

 -------

I. R ó w n a n ia  z a s a d n ic z e  a e ro d y n a m ik i.

§ 1. W  rozwoju swym aeromechanika znacznie pozostała 
w tyle za hydrodynamiką, która od czasów klasycznych badań 
Stokesa, Ivelvina i Helmholtza tak znakomicie postąpiła głównie 
dzięki współudziałowi licznych angielskich badaczy (Rayleigh, Lamb, 
Love, Hicks, Reynolds. Thomson i inni).

wyjątkiem akustyki, ledwie kilka szczególnych przypad
ków  (transpiracya przez rurki Poiseuillea, w ypływ  przez otwór 
w cienkiej blaszce, opór ciał poruszających się w gazie, krążki 
wahające się Maxwella i Meyera) zostało rozwiązanych z pewnem, 
czasem bardzo nie wystarczającem, przybliżeniem; nie znamy ża
dnego prawa ogólnego, żadnego rozwiązania ścisłego, a najważniej
sze zagadnienia są zaledwie poruszone; co najwidoczniej występuje 
w  zastosowaniach do meteorologii i aeronautyki pozostających dla
tego wciąż jeszcze w stadyum empiryzmu chaotycznego.

Pochodzi to stąd, źe gazów nie można, według zwyczaju hy
drodynamiki, uważać za płyny nieściśliwe, a zwłaszcza że ściśli
wość, określona przez' prawo Boyle-Charlesa od nowej zmiennej 
zależy: od temperatury, której zmiany odgrywają rolę równie wa
żną jak  różnice ciśnienia. D o równań hydrodynamicznych trzeba

1*
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zatem dla gazów  dodać równanie termodynamiczne; a komplikacya 
zagadnienia na tem polega, że zwykle nie można oddzielić tej strony 
cieplne} badania od strony mechanicznej.

W  dawniejszych badaniach przyjmowano układ isotermiczny 
lnb adiabatyczny bez ścisłego uzasadnienia, lub zadawalając się 
przypuszczeniem, że rzeczywistość leżeć będzie między temi, cza
sem bardzo oddalonemi ostatecznościamiJ). Dopiero w roku 1894 
pojawia się w ścisłej formie owo równanie term iczne2), na którem 
opierać się powinny dotyczące rozumowania i które powinno słu
żyć jako podstawa do systematycznego wywodu aerodynamiki.

Ponieważ się jednak zdaje, że to równanie dotychczas wcale 
w ten sposób wyzyskane nie zostało 3), zamierzamy podać w niniej
szej pracy przyczynek do tego rodzaju badań.

§ 2. Przypuśćmy, że wywodzimy równania cieczy lepkich 
według pomysłu Stokesa bez hipotez molekularnych, opierając4) się 
tylko na przypuszczeniu, że siły lepkości proporcyonalne są do 
prędkości odkształcenia elementarnego; ściśle biorąc wymagają one 
pewnych poprawek dla gazów o nierównomiernym rozkładzie tem
peratury, ponieważ zależnie od niej zmienia się spółczynnik lep
kości. Istotnie nie możnaby tego wpływu zaniedbać, gdyby cho
dziło np. o ruchy oceanu atmosferycznego ziemi, gdzie w górnych 
warstwach bardzo nizka panować musi temperatura 5).

Zw ykłe równania, wypływające z podstawienia wyrażeń:

2 fd u  dv 3w\
(1) P - - p  +  ~ 3 ^ \ 3 x + Ty +  d-z ) - 2 ^ ^  i4P-

o U

J) Tak znajdujemy izotermiczną teoryę efuzyi przez mały otwór w dzie
ła ch : Duhamela. W iillneia, Moussona, Langa• adiabatyczna (według St. Venant’a 
i WantzePa) u Weissbacha, Zeunera, Lam ba; obydwie teorye u Winkelmanna, 
Chwolsona i t. p.

2) W ywiedzione prawie równocześnie dla gazu jednoatomowego przez Kirchoffa 
z teoryi Maxwella, przez Natansona na podstawie rozważań kinematycznych, a przez 
Neumanna ogólnie na podstawie termodynamiki; patrz Natanson Rozpr. XL1I 
(A) str. 76 (1902).

3) Podałem pewne zastosowania w rozpr. „O  atmosferze ziemi i planettt 
[Księga pamiątkowa Uniwersyt. Lwów 1900, także Physik. Zeitschr 2. str. 307. 
(1901)].

4) W edług metody Lamba [Hydrodynamics p. 5091.
5) Smoluchowski „O  atmosf. i t. d. loc. cit.
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w równania formy

(2)
Jyt oX  alj dZ

przyjęłyby .wtedy kształt analogiczny do:

D u   v  9p r 1 9 (  9u 3v 9w \ 1
QD t ~ ę X - 3 x  +  n A U + 3 d x \ 9 x  +  Ty +  teJ \  +  (3)

+
9[j,\4 9u 2 9v 2 9w~\ 9/.tvSv 9ul 9(,i 9w 9 u I 
3*1-3 9 x ~  +  5y L<^ +  9y\ +  J ^ U x + 9zS

Jeżeli jednak ja k  w zwykłych zastosowaniach, różnice tem
peratury nie są znaczne, wtedy można pominąć wyrażenia drugiego 
wiersza —  co też z małymi wyjątkami uczynimy w następujących 
rozważaniach.

W  równaniu owem p  oznacza średnią wartość ciśnień nor
malnych w trzech wzajemnie prostopadłych kierunkach:

P =  i  (P** -  Vm +  P-) •

Nie wynika z tego jeszcze, że p  jest identyczne z ciśnieniem 
p  w  prawie Boyle-Charlesa; jest to jednak hipotezą bardzo prawdo
podobną i prawie ogólnie przyjętą przez nowszych autorów. Można 
to samo założenie wyrazić także w odmiennej formie, mianowicie: 
gdybyśm y byli przyjęli prawo Boyle-Charlesa zamiast równania 
(4) za definicyę wielkości p. wynikłoby równanie

Du 9p . 9 div ,.•>
* D t = * X — &  +  *lA  U +  V ^ ~  (0)

[^gdzie symbol div jest skróceniem na ^  -f- j  i założenie

Stokesa należałoby wysłowić w tej formie: że spółczynnik tarcia 
v zmian objętości jest trzecią częścią spółczynnika ji odkształceń 
postaciowych i).

Tę hipotezę przyjmiemy także tutaj, polegając na tein, że ki
netyczna teorya według M axw ella2) daje ten sam rezultat, ale za
znaczamy, że bardzo pożądanem byłoby ostateczne zbadanie do
świadczalne tej kwestyi, nie podzielamy bowiem bynajmniej zdania

’ ) Patrz: Natanson JRozpr. Akad. Urn. XLI p. 238.
2) Scientifio Papers II. p. 69. (1880).
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O. E. M eyerax), że to jest rzecz obojętna, gdyż lepkość objęto
ściowa superponuje się ponad ciśnienie i od niego odróżnioną być 
nie może.

Poznamy dalej przykłady (§ 24., § 25.), które wykazują błę
dność tego mniemania, a możnaby jeszcze oprócz nicli przyto
czyć n. p. zanikanie fal głosowych wskutek lepkości, do którego 
także przyczynia się owa lepkość „objętościowa11.

§ 3. Najprostszy sposób otrzymania podstawowego równania 
termicznego polega na zastosowaniu zasady energii do poruszającego 
się elementu masy gazu dm —  q dx dy dz.

Energia całkowita tegoż elementu, składająca się z energii 
cieplnej, kinetycznej i potencyalnej (względem sił zewnętrznych), 
musi się powiększyć w miarę pracy, wykonanej przez natężenia 
działające na powierzchnię i ilości ciepła, które napłynęło wskutek 
przewodzenia.

Związek ten jest wyrażony przez równanie:

I )  r G U2 -f- V~ -f- w~ 7   r 9 ,
(6) D t L z  +  2 +  \ —  y ̂ +  +  *&-) +

, 3 ■ {upI„+ v p m+  wpm) +  J-Z VP»*+ WP’>) +  ''-^ -0 1 dx dy dz,

które przez wykonanie, operacyj różniczkowych i przez wprowa
dzenie wartości (1) tudzież uwzględnienie równań dynamicznych 
(3) przechodzi w:

(7) . v = 0  +  xA*8,

gdzie ‘I* przedstawia ciepło powstające (w 1 cm 3 podczas 1 sec.) 
wskutek tarcia wewnętrznego, t. j. tak zwaną funkcyę dysypacyjną:

0  =  +  Ą z [ ( ° £ )  +  ( ^ )  + ( £ " )  ) +

(8) + (^  + f:),+ (a + s ) ,+ (s  + ̂ n
Można zresztą wywód uczynić ściślejszym, wyrażając powyż

szą relacyę energetyczną dla skończonej ilości gazu. zamieniając

*) Gastheorie p. 114 Crelle Journal 75. p. 337. (1873). Meyer opierajac sie 
na zasadach teoryi kinetycznej gazów (według Maxwell-C!ausius’ a) znajduje "v =  %  
ale wynik ten jest bez wartości, gdyż odnośne obliczenie jest błędne (porównaj 
Boltzmann Gastheorie I. p. 93.) (1895).
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całkę powierzchowną na objętościową i zastosowując wynik do po
jedyn czych  elementów l).

§ 4. Trzeba jednak zauważyć, że to równanie, tak samo jak  
równania dynamiczne (3), nie będzie zupełnie ścisłe, ponieważ nie 
można przypuszczać, ażeby tarcie wewnętrzne i przewodzenie ciepła 
by ły  zjawiskam i całkiem niezależnemi od siebie.

W szak możnaby nawet wątpić, czy jakieśbądź zjawiska fizy
czne równoczesne i na tem samem m iejscu się odbyw ające mogą 
być w ścisłem znaczeniu słowa od siebie niezależne.

Istotnie w naszym przypadku Natanson 2) pokazał, że według 
teoryi kinematycznej przewodzenie ciepła w  gazie będącym  w ru
chu, w  trochę odmienny sposób odbyw ać się musi, aniżeli w gazie 
nieruchomym —  ale różnica w zw ykłych  warunkach będzie nie
znaczna i zapewne nie łatwo da się w ykazać doświadczalnie. Ogra
niczym y się zatem do przybliżenia, które można osięgnąć przez 
przyjęcie tej zasady „superpozycyi11 lub „niezależności'-1 zjawisk 
lepkości, przewodnictwa cieplnego i t. d.. nie wchodząc w  rozwa
żanie owych kwestyj. Tak samo pom ijam y zboczenia od prawa 
Boyle-Charlesa, przyjm ując ścisłość form uły

£ =  110. (9)

§ 5. Równania zasadnicze aerodynamiki będą zatem, oprócz 
tejże form ułki (9) następujące:

Du

Dv 
Q Dt 

Dw
Q u r =

3'p /(. 3 div
3x 

n 3 div 
3y 

u 3 div

i A2 u

3z 3 9z

-f- /.i J 2 v 

+  (.iA 2 w

równanie ciągłości:

(10)

lQ , 3 (g « )  
3t ^  3x

9 {Qv) 3 {Qio) _  q
3y 9z

( i i )

i równanie termiczne (7), które za wprowadzeniem relacyi

*1 Smoluchowski „O  atmosferze" etc. loc. eit.
2) Rozprawy Ak. Um. X H I  (A ) str. 70 (1902).



c R

M ARYAN  SM GŁUCH OW SK I. p g j

A  k — 1
i uwzględnieniem równań (9) i (11) przyjmuje kształt:

ć>p , Sp 3p  3p  (12) 3t + U3x + VYy + l° f z +  k p ^  =  ( .k - l ) [W  +  xAW},

gdzie symbol <t> jest skróceniem wyrażenia (8).
Zaznaczymy zaraz na tem miejscu, że z ostatniego równania 

wypływa zwykłe równanie „adiabatyczne1*

p__(_ę y
Po  ̂Qo '

przez wprowadzenie równania (11), jeżeli prawą jego stronę można 
pominąć w porównaniu z lewą stroną. Wyrażenia z lewej strony 
przedstawiają zatem reakeyę cieplną ściśnienia lub rozprężenia adia
batycznego.

Ażeby określić specyalny problemat, trzeba określić warunki 
graniczne, t. j. wartości u ,v ,tv ,p ,0  na powierzchni, a także stan 
początkowy układu zależnego od czasu.

W  zwykłych zastosowaniach gaz zawarty będzie wśród ścian 
stałych, o temperaturze przybliżenie jednostajnej x), na których 
u, v, w trzeba przyjąć równe zero. według doświadczeń, które wy
kazały zupełne przyleganie warstw powierzchownych do ścian.

W  razie ruchu statecznego wynika z równania (11) dla tych 
powierzchni: div =  0 zatem, obierając kierunek normalnej za oś 
Z  i oznaczając prędkość w tymże kierunku znakiem v„:

f f - = o

to znaczy, że kierunek linij prądu w warstwach powierzchownych 
równoległy jest do ścian.

Nazywając prędkość w tymże kierunku V. widzimy, że rów
nanie (12) daje dla powierzchni:

fd V \ 2 
(13)

') Nierówności temperatury ścian dałyby powód do powstania prądów kon
wekcyjnych porów. Oberbeck [Wiedem. Ann. 7. p. 271. (1876)], Lorenz [Wiedem. 
Ann. 13. p. 582. (1881)].
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Przy ścianach w ięc znika wpływ termiczny rozprężania lub 
ściśnięcia, a przeważną rolę odgrywa produkcya ciepła przez tar
cie. która równoważoną być musi przez przewodnictwo gazu. W  ga
zie, w  którym spółczynnik przewodnictwa * Tbĵ łby zerem, ruch 
stały byłby wogóle niemożliwy, bo powierzchowne warstwy musia
łyby się bez końca rozgrzewać. W ypływ a stąd, że nie można uwa
żać lepkości i przewodnictwa cieplnego wogóle jako czynników 
drugorzędnych.

II. T w i e r d z e n i a  o g ó ln e  o sym etry i i p o d o b ie ń s t w ie  d y n a m ic z n e m .

§ 6. Przyjm ując siły zewnętrzne równe zeru, zauważymy, że 
równania zwykłej hydrodynamiki pozostają niezmienione, jeżeli się 
podstawi — u, — v, —  w ,— p  na m iejsce u, v, w, p . pod warunkiem, 
że ruch jest „spok ojny1' 1), t. j .  że pominąć można wyrażenie kwa

dratowe prędkości (zatem ~  zastąpić przez ~  )  . To znaczy, że spo

kojne ruchy cieczy są w pewnym  sensie „odw racalne11; zmieniając 
znak wszystkich różnic ciśnienia otrzyma się ruch zupełnie podo- 
bny, charakteryzowany przez te same linie prądu i te same pręd
kości, ale zwrócone w kierunku przeciwnym.

Odwracalny jest także ruch „rozpędow y11, p rze d m io t hydro
dynamiki klasycznej, „idealnej11, polegający na uwzględnieniu bez
władności a pominięciu zupełnem lepkości; tylko że ciśnienie przy 
tem, jako zależne od kwadratu prędkości, nie zostaje odwróconem. 
Natomiast równania zupełne, uwzględniające oba czynniki, odpo
wiadające ruchom „gw ałtow nym 11 nie dopuszczają takiego odwró
cenia.

W nioskujem y z tego także: jeżeli ciecz wypływa przez otwór 
w ścianie, sym etryczny względem płaszczyzny YZ. przełożonej przez 
ścianę, wtedy linie prądu będą także symetryczne względem tejże 
płaszczyzny, dopóki ruch jest „spokojny11 (Ryc. 1). G dy różnica ci
śnienia tak dalece się powiększy, że ruch stanie się „gwałtownym , 
wtedy zatraci się symetrya, co tłórnaczy n. p. dążność cieczy do 
tworzenia promieni i wirów w takich przypadkach (Ryc. 2).

') Uważam to wyrażenie za trafniejsze aniżeli „ p o wo l n y p o n i e wa ż  nawet 
najszybsze ruchy do toj kategoryi należeć będą, jeżeli gęstość będzie odpowie
dnio mała.



W praw dzie Helmholtz J) uważał za konieczną hipotezę po
wstawania powierzchni nieciągłości (Discontinuitatsfliicken) do wytłó- 
maezenia zjaw isk promieni, sądzę jednak, że właśnie omawiana 
asymetrya zupełnie do tego w ystarczy: przedmiot, któremu oso

bną pracę poświęcić zamierzamy, wraz z argumentami doświadczal
nymi i teoretycznymi, które za tą teoryą przemawiają.

W  aerodynamice także bezwzględna wartość ciśnienia wcho
dzi w rachubę, mianowicie w  równaniach (9) i (12), które zatem 
oczywiście nie mogą b yć odwrócone. Tem powszechniejsze jest 
tutaj zjawisko asymetryi, wspomnimy tylko n. p. o promieniu2) 
gazu wypływ ającego pod znacznem ciśnieniem, o tworzeniu pier
ścieni w irow ych z dymu (według Taita) o ruchach asymetrycznych 
i wirach w otoczeniu ciała wyrzuconego z znaczną prędkością (Mach).

T ylko dla ruchów bardzo spokojnych, połączonych z małemi 
różnicami ciśnienia, istnieć będzie przybliżona syinetrya. [Np. § 28], 

§ 7. W ielkiej doniosłości w  praktycznem zastosowaniu do 
rozmaitych zagadnień jest zasada tak zwanego podobieństwa dyna
micznego, używana np. przez Helmholtza 3) w  hydrodynamice zwykłej.

[Po ukończeniu pracy niniejszej spostrzegłem dopiero, że Helm- 
holtz na innem m iejscu4) rozszerzył swe badania w celu objęcia

') „U  er discontinuirlicbe Flii3sigkeitsbeweguDgen“ . Beri. Akad. Ber. 1868 
p- 215; Ges. Abb. I. p. 146.

2) Patrz § 9, o,
s) Studien iiber elek tr. G renzsch ieh tcn . W iedem . Ann. 7 p. 375 (1879).
4) Uber ein Theorem geoinetriscb iŁhnIi>-he Bewegungen fllissiger KSrper
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niemi także aerodynamiki i zastosowań do aeronautyki. Przeciwko 
rozumowaniu jego  trzeba jednak podnieść kilka zasadniczych za
rzutów, które obalają prawie wszystkie wnioski ostateczne. Pomi

jając błąd liczebny przy porównaniu spółczynnika lepkości — po-
o

wietrzą i wody (stosunek ich nie jest 0'S082 lecz S'082), który 
zmienia zupełnie w yniki liczb, należy zwłaszcza podnieść: 1) zu
pełne nieuwzględnienie wpływu temperatury w równaniach zasa

dniczych; 2) pominięcie ściśliwości powietrza, przy szybkim  ^ 9 — )

ruchu ogromnego balonu; 3) pominięcie lepkości w tym samym 
i w analogicznym przypadku —  ruchu okrętu w wodzie. Znacze
nie ostatniego punktu wynika z znanego rezultatu, że kula poru
szająca się w cieczy bez lepkości, z stalą prędkością, wogóle ża
dnego nie doznawałaby oporu. Sądzę, że pojęcia podobieństwa nie 
można rozciągać na tak odrębne dwa p rzyk ła d y1). W  niniejszych 
wywodach pojęcie to używane jest w inny sposób, w ścisłem zna
czeniu słowa].

Znając rozwiązanie danego zagadnienia powiększajm y wszyst
kie zmienne w pewnych stosunkach; kładźmy

n x, nz, nz zamiast x, y, z 
di u, m v, m w „ u, v, w 

bp „ p
hO  „ 0
ii
— t „ t
m ”

i rozważmy, jak ie  między tymi spółczynnikami zachodzić muszą 
związki, ażeby także nowy ruch był dynamicznie możliwy. W a 
runkiem koniecznym i wystarczającym, w ynikającym  z podstawie
nia tychże zmiennych w równania (10. 12) jest istnienie następu
jących  tożsamości:z _ b m2 b  ni

lin n n'1

betreffend, nebst Anwendnng anf daa Problem Luftballons zu lenken [Beri. Akad. 
Ber. 1873 p. Ó01 ; Ges. Abh. 1, p. 158).

') Znaczna część oporu okrętu pochodzi z wytwarzania fa), zależnych oczy
wiście od ciężkości; pod tym względem niema żadnej aualog'ii miedzy nim a balonem.
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z (12):
m b m- h
n n2 n-

które się sprowadzają do dwóch związków niezależnych między 
czterema wielkościamil):

Podamy kilka szczególnych przypadków dla uwydatnienia 
ważności praktycznej tego podobieństwa dynamicznego:

§ 8. Kładziemy n =  l , zatem b =  \ih =  ni. W  tem samem 
naczyniu powstanie ruch zupełnie analogiczny do pierwotnego, je 
żeli ciśnienia powiększone zostaną w stosunku pierwiastka z tem
peratury; prędkości wtedy w tej samej proporcyi się powiększą.

a) Tak prędkość głosu według wzoru c =  \!kll 0 (niezależnego 
od ciśnienia) wzrasta w stosunku pierwiastka z temperatury.

Wzór ten jednak jest ważr.ym tylko, jeżeli chodzi o w jTchy
lenia bardzo małe, z pominięciem lepkości i przewodnictwa; uwzglę
dniając te wpływy, otrzymałoby się formułę bardzo skom plikowaną 
zawierającą także ciśnienie. Mimo to wniosek powyższy pozostanie 
ważny, jeżeli się go odnosi do tonów, których ilość drgań propor- 
cyonalna jest do \ 0 i jeżeli się mierzy prędkość przy ciśnieniach 
odpowiednich2). Odnosi się to także do rozchodzenia się głosu 
w rurach.

/?) Opór (rozmiarów x 2p) ciała poruszanego z prędkością małą 
jest przybliżenie do niej proporcyonalny; dokładnie stosuje się to 
do każdej prędkości, jeżeli równocześnie ciśnienie gazu w tym sa
mym stosunku a temperatura w kwadratowym stosunku się po
większa.

y) Podobne zastosowania do wypływu gazów.

§ 9. Przyjmiemy: h =  1. zatem in =  1. b =  ~ : Temperatura 

jest niezmieniona; wtedy także prędkość pozostanie taka sama

‘ ) Uwzględniając zależność spółczynników p. i z od temperatury, otrzyma
łoby się pod założeniem proporcyalnośei ich do 1 “  na miejscu (14, 2) równanie

(14)

n
2) T. j. w ogólnym przypadku przy ciśnieniach proporcyonalnych do

0* +  t-



w  o d p o w ie d n ich  p u n k ta ch  dwóch naczyń podobnych, których roz
m ia r y  są  w  o d w ro tn y m  stosunku ciśnień gazu.

a )  Is to tn ie  ła tw o  się przekonamy, że temu żądaniu zadość 
c z y n i  w z ó r  K irc h h o ffa  x), odnoszący się do prędkości głosu w wąz- 
k ic h  ru ra ch  (o  p rom ien iu  r ) :

v =  U  -  ' s * ie 1 = ^  +  V “  [ v * - p ]  i

(z w a ż y w s z y , że  N  zm ien ia  się w odwrotnym stosunku do rozmiarów). 
fj) F o rm u ła  Poiseuille-M eyera:

(15)
l S /t

w a żn a  je s t  ty lk o  co  do  ru ch u  spokojnego w długiej a wązkiej rurce. 
Z asa d a  p o w y ższa  w sk a zu je , że zastosowanie jej do rurek w sto
su n k u  n d łu ż sz y ch  i s zerszy ch  tylko wtedy jest uprawnione, jeżeli 
i’ó w n ocześn ie  ciśn ien ia  w  odwrotnym stosunku zostaną zmniejszo
n e 3). W te d y  gaz  osiągn ie  tę samą prędkość, a objętość wypływa
ją c a  będzie  w2ra z y  w ięk sza . Ale rezultat ten wcale nie jest zwią
za n y  z w a żn ością  ow eg o  w zoru  i nie jest ograniczony do ruchu 
stateczn ego ani też do ru ch ów  spokojnych; stosuje się n. p. równie 
d ob rze  do w y p ły w u  z n a czy n ia  zamkniętego przez otwór w ścianie.

y) O p ór cia ł geom etryczn ie  podobnych poruszanych z daną 
p rę d k o śc ią  w gazie  o ciśn ien iu  odwrotnie proporcyonalnem do sto
su n k u  rozm iarów  będzie  proporcjonalny do tegoż stosunku.

P rz y  szy b k im  ru ch u  takich ciał powstaje szmer świszczący 
(R eibungstone), z ja w isk o  pod  względem teoretycznym jeszcze zu
pełn ie  n ie w y jaśn ion e . M im o to możemy przepowiedzieć, źe ilość 
d rgań  p rzy  ciśn ien iach  odpowiednich będzie odwrotnie proporcyo-

( u \
ponieważ iVbędzie miało wymiar — J . 

Istotn ie praw o tego rodzaj u zostało znalezione przez Strouhala3)
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>) K irchhoff Pog-g. Ann. 134 p. 177 (1868), Low Wied. Ann. 52 p. 652 (1894).
2) P odczas g d y  w  hydrodynam ice według Helmholtza (loc. cit.) potrzebne 

je s t  zm niejszenie ciśn ienia  w  stosunku -4, ponieważ tam istnieje tylko jeden/VJ."11
rodzaj p od ob ień stw a :

b =  —
w

3) W ied. Ann. 5, p. 216 (1878).



w pracy nad tonami powstającymi wskutek ruchu szybkiego ciał 
walcowatych, drutów etc. w powietrzu, ale prawo jeszcze dalej się
gające, mianowicie: że w powietrzu o ciśnieniu atmosferycznem 
ilość drgań jest przybliżenie proporcyonalna do ilorazu prędkości 
przez promień walca:

N = c t .
r

Zapomocą naszej metody wywnioskujemy łatwo, że formułka 
ta pociąga za sobą niezależność wysokości tonu od ciśnienia i tem
peratury.

Strouhal wprawdzie twierdzi, że obniżenie temperatury po
woduje podwyższenie tonu, ale liczby, które przytacza, odpowiada
jące temperaturom 9 '5°C  i 37° C wcale nie wydają się przekony- 
wującem i; zresztą, co prawda, także i wzór powyższy nie jest cał
kiem dokładny.

<S) Saint Venant i Wantzel *) zauważyli, źe prędkość gazu 
wypływającego przez otwór nie może b yć powiększona przez pod
wyższenie ciśnienia ponad pewną granicę, która nie zależy od ró
żnicy ciśnienia wewnętrznego p 2 i zewnętrznego p 1: tylko od ich

stosunku — .. Przyjąw szy ten wynik, wyobraźm y sobie dwa do- 
P i

świadczenia nad tym samym otworem, ale z roźnemi ciśnieniami, 
w których ta wartość krytyczna została osiągnięta:

a) a = £
Ów ruch pierwotny, określony przez p 2, Pi będzie podobny do 
trzeciego rodzaju ruchu (3), określonego przez ciśnienia P2, P l

i rozmiary otworu zmniejszone w stosunku -p- j r  • Ponieważ

prędkość nie zmienia się przy zmianie 1 3. porównanie z p iz j
padkiem drugim pokazuje, że prędkość wogóle niezależną bęc zie od
rozmiarów otworu 2). ,

W niosek ten, będący konsekwencyą istnienia stosunku kry -
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i) Journal de 1’ź c o le  polyteobnigae X V I (1839), C o m p te s  Kendus 17(1843).
P o tw ie rd z ili  te  w y n ik i Z eu n er , H irn , W ild e , S a leh er , W  ‘ te ^  ^  ' o o ,

») P rz y b liż e n ie  ró w n a  p rę d k o ś c i g ło s u  (L a m b , H y d r o d y n a n u cs  p. 28).
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7)
tycznego — =  1-89, zgadza się z wynikami prac nad tym przed- 

V i
miotem.

Mach i Salclierx) i E m den2) spostrzegli powstawanie prążków 
w promieniu gazu wypływającego, gdy stosunek ciśnień przekracza 
ową wartość krytyczną. Emden tłómaczy to zjawisko różnicami 
gęstości, odpowiadającemi szeregowi fal akustycznych stojących. 
Odstępy tych prążków wyraził przez formułkę empiryczną:

l  = 0 -8 8  d \ / — — 1-9, 
v P i

w której d oznacza średnicę otworu wypływania.
Nie zważając na tę formułę, porównajmy z danym przykła

dem drugi, podobny, gdzie wielkości d, p 1: p 2 zastąpiliśmy przez

D, p 1 p„ ~ ; wskutek podobieństwa, /  musiałoby przejść w l ^ .

Nie możnaby a priori oznaczyć odpowiedniej wartości w trzecim 
przypadku określonym przez wielkości D , P 1; P 2; zadość czyniące 
relaeyi

d

P i =  Pl D = Pi 
P„ d v9'

Ale jeżeli doświadczalnie dowiedziono, że A zależy tylko od sto
sunku ciśnień, a nie od ich wartości bezwzględnych, wtedy w y

nika, że otrzyma ono w owym  trzecim przypadku wartość A ~ . Jest
CL

tak ogólnie udowodniona proporcyonalność długości A do rozmia

rów otworu: A =  d fc . a Emden nie potrzebował nawet przed

sięwziąć odpowiedniego szeregu doświadczeń.
e) Użyteczność tej metody uwydatni jeszcze następujący 

przykład:
Kohlrausch3) badał tony powstające podczas wypływu gazów 

przez wązkie szczeliny (Spaltentone) pod względem zależności ilości

') Sitzungsber. Wien. Akad. 98 (1889), Wied. Ann. 42, p. U l  (1890).
2) W ied. Ann. 69, p. 264, 426, 453 (1899).
3) Wiedem. Ann. 13, p. 545 (1881).



drgań od szerokości szczeliny s i od ciśnienia p l gazn w rezerwo- 
arze przed szczeliną. Gaz wypływał na wolne powietrze, zatem 
skutek zmiany ciśnienia zewnętrznego p 2 nie mógł się w owych 
pomiarach uwydatnić. Możemy jednak a priori obliczyć, jaka ta 
zależność będzie. Zamierzamy znaleźć ogólny wzór ]ST— f ( s ,  p lr p ,)r 
którego szczególny przypadek (dla p 2 —  p 0 =  ciśnienie atmosfery
czne) stanowi formułkę empiryczną Kohlrauscha: N =  f ( s ,p 1p 0) =  
<p fap t).

Skorzystajmy z podobieństwa ruchu s, p v  p 2 do ruchu okre
ślonego przez wartości

Pz Po
s k ’ T' ¥ , ’

dla którego będziemy mieć

Ilości drgań w tych dwóch przypadkach muszą jednak byc od
wrotnie proporcyonalne do czasu (tak samo jak  w § 8 a, y; 9 a),
a zatem N0 =  N  =  p 0 :p 2, co daje wreszcie wynik żądany:

W  podobny sposób (patrz § 8) możnaby także przepowiedzieć 
zależność od temperatury. Pomiary Kohlrauscha nie dadzą się je 
dnak w yzyskać w taki sposób, ponieważ nie znajdujemy w nich 
podanych bezpośrednich wartości p l5 tylko od tychże zależne śre
dnie prędkości U  gazu wypływ ającego i ponieważ rezultaty osta
teczne, streszczone we formule przybliżonej N — A ( U —■ B) i w ta
bliczce wartości A, B. jako funkcyj zmiennej s, nie uwydatniają 
tych związków w wyraźnej formie matematycznej.

§ 10. Trzeci szczególny przypadek b =  1, m —  1, podobień
stwa dynamicznego, jako też modyfikacye zachodzące w razie 
uwzględnienia zależności lepkości od temperatury są mniej intere
sujące.

Zaznaczymy tylko jeszcze, źe w obec istnienia zewnętrznej siły 
ciężkości tylko jeden rodzaj podobieństwa istnieje:

, -  1rn \ ii . h =  n , o =  - = ,
\ n

16 M AR YA N  SM O LU CH OW SKI [8 4 ]



który zastosowany być może do prądów konwekcyjnych powsta
jących  wskutek różnic temperatury wśród gazu.

§ 11. Czy podobieństwa dynamiczne stosuje się także do ru
chów różnych gazów? Ażeby rozstrzygnąć tę kwestyę zmienimy 
w równaniach (10, 12) także spółczynniki R, k, u. ■/.. Oczywiście 
wskutek równania (12) podobieństwo jest niemożliwe dla gazów 
o różnych wartościach k. Przyjm ując zatem k jako równe, zamień
my podczas transformacyi (§ 7) także

R na R a 
,u  „  /t/3  

x „ x y .
W ynikają z tego warunki:

b m2 b   m
a li n n n2
m b _  „ m'1 h
TT “

które sprowadzić można do trzech tożsamości: 
ct 3
—  =  1 ; ctli =  m2 'i nb =  m(J. (16)

Ponieważ stała R  jest odwrotnie proporcyonalną do ciężaru 
cząsteczkowego M. wynika z pierwszego z owych warunków, że

podobieństwo tylko istnieć może, o ile stosunek różnych gazów

jest jednakowy. Tabliczka następująca spółczynników — (wzglę

dem powietrza) pomnożonych przez M  pokazuje, że warunek ten 
istotnie dla różnych gazów dość dokładnie się spełnia:
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Jako przykłady posłużą nam następujące, specyalne przypadki: 
§ 12. h =  l ,  b =  1', zatem m2= a ,  n =  vn$ =  (1\Ju:
Dla danej temperatury i pewnego rozkładu ciśnienia istnieją 

ruchy podobne w dwóch naczyniach, których rozmiary proporcyo-

nalne są do stosunku -4L= gazów zawartych; prędkości wówczas są 
\lM

proporcyonalne do -L= .

a) Łącząc tę zasadę z przybliżenie ważnem prawem Graham- 
Bunsena: że objętości różnych gazów w ypływ ających przez mały

otwór w cienkiej blaszce są proporcyonalne do -  otrzymuj e-

my wynik, że ilość gazu przepływająca przez różne, geometrycznie 
podobne otwory —- w razie stałej różnicy ciśnienia —  jest pro- 
porcyonalna do powierzchni otworu.

/?) Przyjm iem y przewód długi a wązki, przez któryby prze 
pływały objętości różnych gazów proporcyonalnie do spółczynnika

płynności —.
fi

W nioskuje się w podobny sposób, że owa ilość gazu będzie 
proporcyonalną do trzeciej potęgi rozmiarów. Jest to rezultat pod 
pewnym względem ogólniejszy niż wzór Poiseuille-Meyera (15), 
który potwierdza go w specyalnym przypadku rurki o przekroju 
kołowym, jednostajnym.

y) Podobnie wynika co do oporu cia ł p o r u s z a ją c y c h  się w g a 
zie, w razie założenia proporcyonalności do iloczynu z prędkości 
i z le p k o ści, że opór będzie w  stosunku rozm ia rów  liniowych 
w razie założenia proporcyonalności do iloczynu z kwadratu prę
dkości i z gęstości: że opór będzie w stosu nku  w y m ia r ó w  powierz
chniowych.

ó) Joule i Kelyin *) znaleźli doświadczalnie, że ciała, jak  ter
mometry, druty —  tworzące ogniwo termoelektryczne itp. szybko 
poruszane w powietrzu, ogrzewają się aż do pewnego stopnia, mia

nowicie. że podwyższenie temperatury przy prędkościach od 30 —

do 100 —  przybliżenie proporcyonalne jest do kwadratu prędko

18 M AR YA N  SM OLUCH OW SKI [8 6 ]

*) Kelvin, Mathem. Phys. Papers I, p. 400, 445.
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ści i niezależne od materyału i rozmiarów ciała (k o ło  1° C dla

5 5 — 1.
sec'

W yobraźm y sobie: 1) ciało dane, o prędkości v w powietrzu; 
2) drugie podobne, w innym gazie; 3) w tymże gazie trzecie ciało,

o rozmiarach powiększonych w stosunku —■ ; i obdarzone prę

dkością v v  ’ Używając naszej zasady podobieństwa do poró

wnania 1 —3, wyniku empirycznego Kelyina do przypadków 3— 2. 
możemy przepowiedzieć z porównania 1— 2: że w różnych gazach 
(ale posiadających równe k) ciało poruszane z prędkością v ogrzeje 
się w  miarę: A 6 =  a M v2, t. j. proporcyonalnie do ciężaru właści
wego gazu i kwadratu prędkości.

Z przedtem omawianego podobieństwa § 8 i § 9 wynika da
lej dość niespodziewany rezultat, że stała a jest niezależna od ci
śnienia i od temperatury gazu. Gdyby estrapolacya tego wzoru 
dla v większych aniżeli prędkość głosu była dozwolona —  co oczy
wiście nie wydaje się prawdopodobne—- możnaby obliczyć, że me-

Itwi
teor lecący z prędkością 2-8 —  musiałby się ogrzać do 2500° C.

S6C

Dla małych prędkości (poniżej 30 powyższe prawo empiry

czne przestaje być ważne, ale pomiary nie były wystarczające do 
uwydatnienia odpowiedniej modyfikacyi owej formuły.

§ 13. Podstawmy h —  1. n =  l\ zatem m =  \ja, b =  fi\iu.
W  tem samem naczyniu, w danej temperaturze, będą podo

bnymi ruchy różnych gazów, jeżeli ciśnienia są w stosunku ich

J L  1\AM’ P^^kości wtedy będą proporcyonalne do y  = .

a) Istotnie zasadzie tej zadość czyni zwykła formuła prędko
ści głosu jako też wzór Kirchhoffa (§ 9 a) na rozchodzenie się głosu 
w rurach.

Łatwo też sprawdzić, że formuła Strouhala (§ 9 y) o wysoko* 
ści tonu, utworzonego przez ruch ciała walcowatego, pociąga za 
sobą równość stałej c dla różnych gazów, zatem niezależność tonu 
od rodzaju gazu. Nie znamy jeszcze doświadczeń tyczących się tej 
kwestyi.



Podobnie Emclen, znalazłszy dla powietrza formułę (§ 9 ó) 
móo-ł był bezpośrednio wnioskować, że odstęp prążków A będzie 
niezależny od istoty gazu, co faktycznie doświadczenia jego  wyka
zały, tak samo, ja k  możemy przepowiedzieć (według § 8), że znaj
dzie się tę wielkość niezależną od temperatury.

W  podobny sposób można sobie nieraz ułatwić badania do
świadczalne zapomocą takich rozumowań, albo można rozszerzyć 
doniosłość wyników osiągniętych.

/?) Stosunek objętości gazu przepływającego do działającej 
różnicy ciśnienia będzie proporcyonalny dla różnych gazów do

spółczynnika płynności

V  1_

P l —  P 2 ~  M ’

jeżeli użyjem y ciśnień odpowiednich. Dzięki temu możemy zapro
wadzić znaczne ulepszenie w mierzeniu lepkości.

Formułka Poiseuille-Meyera

y   R Ł n  1

P i  —  P i 8  L  /.i

nie uwzględnia ani bezwładności gazu, ani tarcia powstającego 
wskutek zmienności prędkości wzdłuż rurki, ani różnic temperatury 
(§ 27). Mimo to można wykonać dokładne pomiary względne le
pkości, nie używając ciśnień dowolnych, lecz proporcjonalnych do

(JL
dla różnych gazów. I to pozostanie ważne bez względu na

kształt naczynia lub przewodu, nawet dla wypływu przez otwór 
w cienkiej blaszce.

y) Także metoda M axw ella-M eyera („krążków wahających 
sięu) nie jest bez zarzutu z powodu nieścisłości odnośnej teoryi 
matematycznej, ale mimo to można je j używać do dokładnych po
miarów względnych lepkości, wprowadzając gaz pod ciśnieniem od- 
powiedniem i zmieniając zawieszenie krążka w ten sposób, ażeby 
czas wahania był proporcyonalny do \/M. Oczywiście stosuje się

to wszystko, ściśle biorąc, tylko do gazów o równej wartości lc i - —-,
fi

ale także przy małych różnicach tych wielkości rezutlaty otrzymane

2 0  M AR YA N  SM OLU CH OW SKI [8 8 ]
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powyższym  sposobem będą dokładniejsze, aniżeli przy zastosowa
niu zw ykłych metod 1).

III. Z j a w is k a  c ie p ln e  to w a r z y s z ą c e  w ypływ ow i.

§ 14. Zamierzamy w tym rozdziale zastosować nasze równa
nie termiczne do zjawisk cieplnych, powstających podczas wypływu 
gazów przez przewody lub otwory, opracowanych w sławnych ba
daniach Joulea i K elvina3). Albowiem, mimo że co do ogólnej in- 
terpretacyi tych doświadczeń niema żadnej wątpliwości tak, że od 
dawna bywają zaliczane do klasycznych doświadczeń z dziedziny 
termodynamiki, to przecież szczegółowe objaśnienie przedstawia tru
dności, które usunięte być mogą tylko przez szczegółową teoryę 
aerodynamiczną.

Tak tłumacząc w zwykły sposób zjawisko Joule-Kelvina nie 
uwzględnia się, że różne warstwy gazu wypływającego różne mają 
prędkości i różne mogą mieć temperatury; zwykle przyjmuje się, 
że podczas rozprężenia adiabatycznego gazu musi nastąpić obniżenie 
temperatury, a l e — jak ono się rozdzieli na gaz w ypływ ąjący i na 
ten, który pozostaje w rezerwoarze, pozostaje niejasnem.

W  tym celu przeistoczymy równanie (12) mnożąc je  przez 
element objętości i całkując w obrębie odpowiedniej przestrzeni, 
wypełnionej gazem 3). Zważmy oprócz tego, że

^  divcto =  ^ p {u l+ v m + w ń ) dS —  ̂  («| | +  ) d“  (17)

. 9p cp 3p
wprowadźmy wartości — , — , —  z (10) i zamieńmy całki potrój-

. . A, . 9
ne —  z wyjątkiem tej, która zawiera — —-w  całki powierzchowne.

Oznaczając dla skrócenia prędkość normalną do powierzchni przez 
v„, prędkość wypadkową przez V  —  \u2 -|- v2 - j-  w2, otrzymujemy 
tym sposobem równanie:

')  Możnaoy skorzystać z tego w celu zbadania ścisłości metod Graham- 
Poiseuilla i Maswell-Meyera, które n. p. Schumannowi [Wied. Ann. 23, p. 353 
(188-4)] dały sprzeczne wyniki.

-) Kelvin, Mathem. Physic. Papers I, p. 383; Joule, Mechan. Warmeiiąui- 
valent. Braunschw. 18/2.

s) P rzy jm u jem y  przestrzeń jednokrotn ie zwartą.
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3t
cc r r  kw

1 F - 2  +  ?

^ f f i [ © !+ © + ( S + © + ( S ) !+ - + ( S ) !+
(18) + | ( < l i Y ) " ] * > = $ f l > i < » +

Z  całką objętościową z lewej strony, pomnożoną przez fi. zno
szą się odpowiednie w yrazy z W, a, pozostające mogą zostać prze
kształcone według wzoru:

w  f f i ( £ s - £ s ) * = S " ( - s - S ) " -
w całkę, którą symbolicznie napiszemy:

W v ify w ir~) ^  vm wn) —v" °̂v] ~
==\\[(uŁ + v^ +wŁ)v'‘- v’‘diy] d s -

Rezultatem ostatecznym jest równanie:

3 t .

, 2 9 fV °-\  f  9 , 3 3 \  1
+  3  " ’ ■d ,T _  "  s  t  ¥ )  ~  '* t “  s i  + v r ,  +  “  r , )  ”■ ! dS =

(20) =  * §

9y
36

dS.

§ 15. Jeżeli gaz płynie prądem stałym, to znika w powyż- 
szem równaniu pierwsze wyrażenie i pozostaje całka powierzchowna, 
którą zastosować możemy do kawałka włókna prądu długości s. 
zamkniętego przekrojami q1 i q0.

Zważając na równanie ciągłości, które przyjmuje formę: q Vq —  
const., otrzymamy:

kĄ ( 6 1- 6 2) + I l ^ + 2 ^ _ ^ 1  i

\ 1 9 V \ _ _ 1  £ 5 1  1  CC r g . p

U  &  Q2 ds J ę  F gJJ  L/ ł ^ ( y )  +  d S -



Różnica temperatury w dwóch punktach położonych na tej
9 Vsamej linii prądu jest zatem w związku z wartościami - — , div i kwa

dratu prędkości w tych punktach, ale także z długością drogi mię
dzy tymi punktami, od której będzie zależeć wartość ostatniej całki.

W  miejscach, gdzie gaz płynie z dostatecznie jednostajną 
1 małą prędkością (np. we wnętrzu dwóch zbiorników połączonych 
zapomocą ważkiej rurki), można pominąć wyrażenia pierwszego ro- 
dzaju, lecz nie stosuje się to samo do owej całki, która zależy od 
Rozkładu prędkości i temperatury między owym i punktami i która 
w ogólności nie będzie równa zeru. Byłoby to ważne, co prawda, 
gdyby np. zachodziło równanie
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V s

ale to stanowiłoby zupełnie wyjątkow y przypadek.
A) W ogóle zatem nie można twierdzić, żeby podczas prze

pływu statecznego temperatura gazu pozostała niezmienioną; różne 
jeg o  warstwy będą miały temperatury różne.

§ 16. Twierdzenie co do niezmienności temperatury stosuje 
się tylko w pewnym przypadku do przeciętnej temperatury gazu 
wypływającego.

Przeciętną temperaturą przekroju nazywamy temperaturę, którą- 
by  gaz przechodzący przez przekrój (ortogonalny do linii prądu] 
przyjął, gdyby wszystkie jego warstwy zupełnie się zmieszały, t. j.:

2 6  ę q  V
,q2 o q  V  ’ (22)

gdzie sumowanie odnosi się do wszystkich elementów q przekroju.
Przyjmiemy teraz, dla uproszczenia wywodu, że punkt 1 leży 

we wnętrzu rezerwoaru 1, gdzie warunki powolności i jednostajno- 
ści ruchu są spełnione. Zważm y dalej, że ściany naczynia utwo
rzone są przez rurki prądu, przylegające do nich, że można zatem 
V rozwinąć względem odległości ón  od ścian w następujący sposób:

V =  ó n ( ^ - )  , a zatem, że: -~ -(V 2) =  2 ón . ( )
V dn  /o  c l i  V3 n  s

co znika dla dn =  0, na powierzchni ściany, tak samo ja k  V. Dla 
temperatury przeciętnej otrzymujemy więc z (21):
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równanie:

(23) M _ [eo_ S] =  .

Całkę % cl S  wyobrażam y sobie przytem rozdzieloną na

trzy części: odnoszące się do dwóch przekrojów i do ścian naczy
nia; jeżeli te ściany są idealnymi izolatorami ciepła, to ostatnia 
część musi b yć równa zeru, a również znikną dwie inne, jeżeli 
przekrój przechodzi przez części, gdzie warunki jednostajności i po
wolności ruchu są spełnione. A  zatem:

B) W  takich miejscach, gdzie gaz płynie dostatecznie powoli 
i jednostajnie, temperatura przeciętna gazu wypływającego będzie 
równa temperaturze panującej w rezerwoarze. To właśnie wykazały 
owe doświadczenia Jou łe-K elv ina  nad gazem, który najmniejsze 
okazuje zboczenia od prawa Boyle Charlesa, nad wodorem i w któ
rych zatyczka z waty zastępuje cały system przewodów wypływo
wych. Ciekawem byłoby jednak sprawdzenie poprzedniego rezultatu 
co do różnic temperatury n. p. w różnych warstwach gazu wypły
wającego z wązkiej rurki, w którym  nasza teorya różni się od 
zwykłego rozumowania. Różnica polega oczywiście na tem, źe pracą 
dla gazu lepkiego nie będzie określona przez J (u l -J- v m - j-  w n) d Sy 
lecz przez § (u p m-\ -vp lin-\-'wp:s,') d S. Równość tych dwóch wyra
żeń łatwo może b y ć  wykazana dla ruchu stałego zapomocą trans- 
forinaeyj podobnych do ow ych w § 14, ale tylko dla całej ilości 
gazu między ścianami i dwoma przekrojami, nie dla pojedynczych 
włókien prądu.

Oczywiście uwagi te zresztą w niczem nie naruszają wnio
sków, które z ow ych doświadczeń wywodzone bywają co do ści
słości prawa Boyle-Charlesa.

§ 17. Pow róćm y jeszcze do równania (21) i zważmy, że dla
d Vwłókien prądu przylegających do ścian, V, div, — - będą, równe
dS

zeru. Ponieważ temperatura w tych warstwach musi zostać skoń
czoną, wymaga to, ażeby także całka po prawej stronie znikła. Ową 
całkę można napisać w postaci:

a zważywszy, źe V  można rozwinąć w blizkości ściś c ia n :
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otrzymamy wartość graniczną:

( V ^ ,3 V Y
V 2 Ĵ —  \8n )

tak, że odnajdujemy tym sposobem znów warunek

> (£ )' = -«**
który przedtem wypowiedziany został jako równanie (13).

Zresztą temperatura warstwy powierzchownej oczywiście ró
wnać się musi temperaturze ściany.

§ 18. Rozważmy jeszcze bliżej, jak i będzie skutek energii k i
netycznej, przyjm ując dla uwydatnienia jego  i dla uproszczenia, że 
prędkość w przewodzie jest tak duża, że wyrażenia w  (21) zależne 
od pierwszej je j potęgi można pominąć w porownamu z diugą

P0tęSą- , ,Mamy wtedy dla każdego włókna prądu równanie:

k R  V2
■ ( 0 o - 0 )  =  -o- -  (24)k— 1

Q-dyby gaz Wogóle nie posiadał żadnej lepkości, istniałby 
oprócz tego dla każdego włókna prądu zw iązek1) wynikający z ogól
nych równań hydrodynamicznych:

C dp , Z 2 —  ,

3 Q
+  y  =  const., (25)

przyczem całka odnosi się do długości linii prądu od zbiornika aż 
do punktu, do którego równanie się odnosi.

Różniczkując jedno i drugie równanie względem długości włó
kna, otrzymujemy:

k _  v d V ^  _  1 dp 
k— 1 ds ds (> ds

a całkując, przy wprowadzeniu prawa Boyle Charlesa:

%  \ 2 V
zatem zwykły wzór ^rozprężenia adiabatycznego^.

ł) Patrz: Lamb, Hyćlrodynamics p. 22
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W zór ten zwykle w podobnych przypadkach bywa przyjm o-
wany „a priori4*. Jak dalece to jest błędne dla rzeczywistych, 
lepkich gazów, wynika z prostej konkluzyi, że wym agałby on 
ochłodzenia się stałego prądu gazu przepływającego wskutek spadku 
ciśnienia z p t do p 2 według wzoru:

podczas gdy widzieliśmy w § 16, że temperatura średnia pozostaje 
niezmieniona.

C) Równanie (24) jednak pozostaje ważne także z pewnem 
przybliżeniem dla gazu lepkiego, ponieważ ochłodzenie odpowiada 
nie rozprężeniu, lecz przyrostowi energii kinetycznej. Najniżej spa
dnie temperatura oczywiście tam, gdzie prędkość jest największa, 
np. przy otworze zbiornika o skomprymowanym gazie; to jest owo 
oziębienie i), które przez różnych badaczy zużytem zostało do skra
plania gazów według metody „ d y n a m i c z n e j W  miarę ja k  gaz 
zatraca swą prędkość, odzyskuje zato pierwotną temperaturę wsku
tek ciepła tarcia wewnętrznego.

Bezpośrednie użycie formuły (26) jest usprawiedliwione tylko 
dla rozprężenia nieskończenie powolnego; w  innych przypadkach 
używać trzeba równania zupełnego (21), w razie ruchu szybkiego 
równania przybliżonego (24), a jeżeli przewodnictwo cieplne prze
waża, rozkładu izotermicznego.

§ 19. Dotychczas przyjmowaliśmy, że prąd jest stateczny, 
więc że ciśnienie w  zbiornikach zostaje utrzymane na stałym po
ziomie — np. zapomocą przyrządu w rodzaju gazometrów lub flaszki 
Mariottea, albo przez połączenie ze stałym źródłem gazu. W  chwili 
jednak, gdy przypływ  przerwiemy tak, że gaz przepływać będzie 
tylko dzięki ekspanzyi zawartości zbiornika, natychmiast rozkład 
temperatury zacznie się zmieniać, ponieważ wtedy po prawej stro
nie równania (21) dodać trzeba:

Jc— i

Ograniczając się do przestrzeni rezerwoaru 7, gdzie prędkości 
będą bardzo małe i temperatura jednostajna, otrzymamy zatem z (20):

) 1 rzyczynia się w znacznej mierze także zjawisko Joule-Kelvina.
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v„dS, (27)

co w połączeniu z równaniem ciągłości

(28)

daje wzór (26) i równanie:

v ' d S d ł > (29)
P = P o  e

w którem O  oznacza całą pojemność zbiornika.
D) W e wnętrzu zbioi'nika 1 ciśnienie i temperatura opadają 

zatem w miarę w ypływu według zwykłego wzoru „adiabatycznego".
§ 20. W  przewodzie, przez który gaz rezerwoar opuszcza, 

będą panowały stosunki zawilsze, które objaśnić m ogłoby tylko 
szczegółowe rozwiązanie problematu; ale można z pewnem przybli
żeniem znaleźć temperaturę gazu, który go opuścił.

Zastosujmy równania (27) i (28) do dwóch przekrojów, pro
stopadłych do linij prądu, pierwszego położonego w zbiorniku 1 , 
niedaleko ujścia, drugiego w zbiorniku 2, niedaleko dopływu; ozna
czając objętości odpowiednie znakami Q 1 i U 2, otrzymamy równania:
Dla O t:

Dla zaniedbując pojemność przewodu:

Dzieląc równanie (31, i )  przez (31, a) i zmniejszając Q 2 w poró
wnaniu z Q j, otrzymujemy:

kPi __ cZ(Q+Q,)p2) _ dpi =  ].Pi
Q-2 d (121 +  Q 3 q2) d ęt ‘ ^  ’

to znaczy: 02 =  6V (32)
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E) Pod założeniami twierdzenia B , temperatura średnia gazu 
wpływającego do zbiornika 2 będzie zatem równa temperaturze 
gazu znajdującego się w  rezerwoarze 1, rozprężającego się adiabaty
cznie (pomimo, że ciśnienie jest niższe).

Sprawdzić można ten wynik, obliczając odpowiednią pracę ze
wnętrzną i ilość ciepła pochłoniętego, które okazują się równemi

V  . t. j .  oczywiście mniejszemi aniżeli wartości odpowiada

jące rozprężaniu odwracalnemu.
§ 21. W yniki te zasługują na uwagę badacz}-, którzy zajm ują 

się efuzyą, transpiracyą i podobnemi zjawiskami, ponieważ w yka
zują, jakie błędy mogą pochodzić w  razie badania praw w ypływ u 
statecznego z używania rezerwoarów zamkniętych. Tak n. p. D on- 
n an l), mierząc czas potrzebny do zniżenia początkowego ciśnienia 
w zbiorniku 525 mm do 322 mm. nie otrzymał w rzeczywistości 
względnych czasów efuzyi różnych gazów, ponieważ temperatura 
nie pozostawała stałą (jak on sądzi, równą 2 5 °  C), tylko np. dla po
wietrza mogła się obniżyć aż do —  14° C, dla bezwodnika w ęglo
wego —  9°. a dla Argonu do —  28°. Różnice te oczyw iście bardzoO ' O
są przesadzone, ponieważ musiały one zostać wyrównane częściowo 
wskutek przewodzenia ciepła ku ścianom naczynia, ale w  każdym  
razie okazują one konieczność używania gazometrów o stałem ci
śnieniu w celu uniknięcia możliwości tak znacznych błędów. Już 
Joule i Kelyin zauważyli, jak  ważny b y ł ten warunek dla popra
wności ich pomiarów.

Podobne zarzuty można uczynić większej części podobnych 
badań, nawet w pewnej mierze ciekaw ej pracy Em dena (loc. cit.). 
Emden nie zaradził temu przez używanie wentyla regulującego ci
śnienie (Druckreducirungsventil), ponieważ gazu, który przezeń prze
płynął, nie ogrzewał do niezmiennej temperatury.

Ten zarzut jeszcze bardziej ty czy  się dośw iadczeń Macha 
i Salchera, wykonanych zapomocą ciśnień znacznie w yższych  a zbior
nika o mniejszej pojemności, i może to też w ytłóm aczyć sprzeczność 
odpowiednich pomiarów temperatury gazu w ypływ ającego [obniże
nie kilkunastu stopni według Emdena, koło stu stopni w edług Macha], 

Zresztą zauważyć należy, że temperatury gazu, poruszającego 
się z wielką gwałtownością, żadną miarą nie można m ierzyć zapo-

*) Philos. Magazine 49, p. 423 (1900).
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mocą termometru, ponieważ obecność jego zupełnie zmieniłaby ruch 
gazu i rozkład temperatury.

IV. R o z w ią z a n ia  s z c z e g ó ło w e  z a g a d n ie ń  a e r o d y n a m ic z n y c h .

§ 22. Ograniczymy się na zanalizowaniu kilku prostych przy
kładów. z których jednak niektóre służą do illustracyi metod ogól
niejszych.

Przykład najprostszy, trywialny, jest to ruch stały gazu mię
dzy dwiema powierzchniami walcowatemi, zewnętrzną o promieniu 
r2 stałą, a wewnętrzną o promieniu w ykonyw ującą n obrotów 
na sekundę.

Oznaczając znakiem a> prędkość kątową w  odległości r  od 
osi symetryi, mamy rozwiązanie

i/ xu =  — (o ~ ;  v =  (o~,
r  i r

które spełnia równania (10) pod warunkiem:

a , ’2nn
W =  —  n “o +  h ■ i: ' i2r-1 1____1 Lr2 r j  J (33)

» 'i2 r J

ciśnienie wynika z warunku:

dv
~i~ =  oj - r g  
dr

jeżeli wiadoma jest temperatura.
Do je j oznaczenia służy równanie (12) dające po zcałkowaniu 

rezultat

w którem 00 oznacza temperaturę zewnętrznego walca.
Ażeby oznaczyć stałą c, przyjmiemy, że z wewnętrznego walca 

nie uprowadzamy ciepła tak, że on osięgnie równowagę termiczną,
g d y

de i
= o .Ir \r=n

Temperatura odpowiednia jest:

fi a2 f  1 1 2



albo w przybliżeniu dla małej grubości — r2:

(36) 6., =  0O +  ^ ( j t » f 2)2,

co daje np. dla n = 1 0 0 ,  r2=  10 cm, w  powietrzu: 02 =  0O f 4 0 C.
§ 23. Robiąc r  =  co, lub też przyjm ując z góry u z= w  —  O-

v = f ( x ) \  przechodzimy do stałego ruchu „lamelarnego£t, równole
głego do płaszczyzny Y Z , który odbywa się tak samo, ja k  u cie
czy : v =  bx - j -  c.

U cieczy jednak możliwym jest także ruch lamelarny zmienny. 
Jeżeli np. płaszczyzna O Y Z  w ykonyw a ruch drgający w kierunku 
osi V: v0 =  A  cos y t, to ruch ten rozchodzi się w kierunku osi X  
wskutek równania

2v f,i 3'2v 
St Q 2x-

według tego samego prawa, ja k  ciepło w ciele peryodycznie ogrza- 
nem, mianowicie:

M A R Y  AM SM O LO CH O W SK I jg g j

W  gazach jednak napotykamy tę osobliwość, że równania 
(10, 11. 12) nie mogą być spełnione ściśle w razie założeń =  0 
i v = f c . ( x , t ) ,  ponieważ wskutek ciepła wytworzonego przez tarcie 
musi powstać także składowa prędkość u w  kierunku X -  łatwo 
w ykonać dotyczące przybliżone obliczenie. Jest to ciekawy przy
kład, ja k  drgania poprzeczne wytwarzać mogą falowania podłużne 
akustyczne; pierwsze będą przeważać w blizkości ściany O Y Z  
drugie zaś we większej odległości, ponieważ ich spółczynnik zani
kania będzie mniejszy. Rozrzedzenie gazu powiększy zanikanie fal 
podłużnych, a zmniejszy fal poprzecznych.

§ 24. Jako drugi przykład, który także uwydatnia różnicę 
gazów a cieczy, obierzemy prąd stateczny w kierunku X . którego 
prędkość zależna jest tylko od x\ ściany trzebaby przyjąć oczywi
ście jako zupełnie gładkie, lub też tak odległe, że żadnego nie w y
wierają wpływu. Pomijając zatem także przewodnictwo, będziemy 
mieli równania:
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clu 
Q“  d x '

dp
clx

4Lu d°-u 
3 dx*

s ( s " ‘ )  =  0

dp , clu /7 . 4 u ( clu 2

(38)

clx dx v" * ' 3 V d x '

Przykład ten budzi pewien interes dlatego, że równania od
powiednie mogą być rozwiązane ściśle, podczas gdy w hydrodyna
mice nie znamy żadnego rozwiązania ścisłego równań zupełnych 
(z wyjątkiem kilku przykładów trywialnych jak  poprzedni). Ana
logiczny ruch stateczny nie może się odbyw ać w cieczy nieściśli-
wej, ponieważ niema tani tarcia wewnętrznego wskutek rozprę
żania, któreby mogło przeciwdziałać przyspieszeniu powstającemu 
wskutek różnic ciśnienia.

Piównania (38,2) i (38, i)  można całkować bezpośrednio:

q u =  b (39, 2)

du
dx

. { b u + p - a ) . (39, 0

duTaksamo (38, 3 ) podzieliwszy je  poprzednio przez —  i pod-
CCcC

stawiwszy (3 9 ,1):

(39, 3 )

A  z tego równania wynika przez podstawienie w (3 9 ,1) i całko
wanie:

m
u cl u

(k i Ł u * kciu  —  c .
(40)

gdzie całka w znany sposób da się wyrazić przez funkcye loga
rytmiczne lub cyklometryczne.

Zadanie zatem jest rozwiązane, czy ono jednak ma zastoso
wanie praktyczne, w ydaje się rzeczą wątpliwą. Dziwne może się 
wydać, że potrzeba czterech danych, a, b, c, m do określenia zu
pełnego, podczas gdy przywykliśm y, używając np. wzoru Poiseuiłlea 
określać przepływ przez trzy wielkości: ciśnienie w dwóch punktach 
i temperaturę gazu. Zobaczym y jednak, źe polega to tylko na oso
bliwej prostocie wzoru Poiseuiłlea, pochodzącej z pominięcia czyn-

3*
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ników drugorzędnych, mianowicie rozkładu ruchu w przekrojach 
końcowych rurki.

§ 25. Łatwiej możnaby urzeczywistnić ruch zmienny rodzaju: 
v =  w =  o; u =  F(x,f)\  ale wtedy obliczenie nie może być wyko
nane bez specyalnych uproszczeń.

Przyjmiemy zatem, że gaz, o początkowem ciśnieniu p 0 i tem
peraturze d0, znajduje się w naczyniu walcowałem, o idealnie 
gładkich ścianach, w jednym  końcu zamkniętem, podczas gdy z dru
giej strony tlok, o bardzo małej masie, wciskanym zostaje przez 
stałą siłę a. Dla ułatwienia obliczenia pominiemy zupełnie wpływ 
bezwładności gazu, przyjm ując chwilowy stan ruchu we wszystkich 
warstwach jednakowy, zatem:

Siła a musi być równoważona przez sumę ciśnienia gazu we
wnętrznego i tarcia wewnętrznego, mianowicie [według (l) j:

(41) u =  x  f(t) .

(42)
4 Su

Pxx =  a =  p -  ^  fi ^  .

3 %
Uwzględniając, że według (41): —  i wstawiając war

tość p  (42) do równania termicznego:

otrzymam y równanie różniczkowe:

a przez jeg o  całkowanie:

(44)
) u

3ak

W prowadzając wartość początkową:

otrzym ujem y:

(45)
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Gęstość Q wynika z równania ciągłości przyjmującego tutaj 
kształt:

clt 2x

mianowicie:

V * (46)
Q —  ?o ^

wartość całki może być obliczona zapomocą wzoru:

) A e * '  —  B  ccB v A e * ‘ )  

tak, że wreszcie będzie: •

=  +  ^  ■ (4“ )

Gęstość, ciśnienie i temperatura będą się zatem zbliżać asympto
tycznie do wartości ostatecznych:

{/O
i -Pco —  a i

i + p- ° -= rab

o -  p00
- e  \ Ł  +  l t ± ]
—  0 U +  o . k J

(48)

' «foo

Przykład ten jest interesujący ze względu na porównanie ze 
zwykłą formułą śeiśnienia adiabatycznego, która wymagałaby:

q0 ^PoJ ’ o0 ViJo;

W zór ten daje dla podwyższenia temperatury wartości mniejsze, 
aniżeli nasz rachunek, co jest zresztą przez się zrozumiałem, ponie
waż formułka adiabatyczna ważną jest tylko dla rozprężenia nie
skończenie powolnego i nie uwzględnia wpływu tarcia wewnętrznego.

Prawda, że także w naszym rachunku pominęliśmy pewien 
czynnik: bezwładność gazu, —  która dążyć będzie do zmniejszenia 
tych różnic i do wytworzenia wahań zanikających —  i dlatego bę
dzie on uzasadniony tylko dla gazu bardzo rozrzedzonego. Jedna
kowoż ten przykład pokazuje, że pewien, choć zapewne nieznaczny
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błąd powstać musi także z użycia formułki „ a d i a b a t y c z n e j d o  
obliczenia stosunku ciepła własci wego ^'cizow ^vedług metody Ole— 
ment-Desormes’a.

Skutkiem tego będzie powiększenie pozorne spółczynnika k, 
podczas gdy  przewodnictwo ciepła działa w kierunku przeciwnym. 
Zresztą zależny on będzie od sposobu, jak  następuje ściśnienie gazu; 
gdyby naczynie na przykład miało kształt kulisty, o ścianach 
rozciągliwych, to wtedy tarcie nie miałoby żadnego wpływu, ani 
mechanicznego, ani termicznego, ponieważ

Su Sv Sic
 ̂ -— const. dX dlj Sz

zatem pxx= p m= p a = p -  0  =  0.
§ 26. System ogólnych równań aerodynamicznych jest tak 

skomplikowany, że nie można się spodziewać rozwiązania bezpo
średniego oprócz w takich wyjątkowo prostych przypadkach. Zre
sztą pozostaje, oprócz wniosków omawianych w § 7— 13. głównie 
metoda przybliżenia stopniowego.

Przytoczym y kilka przykładów:
G dyby spółczynnik przewodnictwa y, był nieskończonym, to 

cały ruch odbywałby się ścisłe izotennicznie; z pewnem przybli
żeniem stosuje się to także wogóle tam, gdzie przewodnictwo wielką
odgrywa rolę, np. w razie ruchów spokojnych w wązkich naczy
niach; w miarę jednak jak  x różni się od owej wartości, oddali się 
stan gazu od owego rozkładu granicznego tak, że będzie można 
rozwinąć wszystkie wielkości w szeregi potęgowe kształtu:

(49)

Podstawiając te wartości w równania (10. 11. 12) i łącząc

wyrazy pomnożone przez pewną potęgę 1 .  otrzymamy system ró-

wnan o przybliżeniu stopniowem (oczywiście pod założeniem zbie
żności), z którego trzy pierwsze określają rozkład najprostszy, izo- 
termiczny:
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0. -- const =
IiQ  o

& = ^ „ .  +  e ^  M .
c Cu 3  CJX

9  (go « o )  r ^ (go Vo) I ć? (go i(/'o)   Q
o'aj e>y

(50)

(k — 1) zl2 =  M0 ^  +  V0 °£: +  M;0 -Jt + *  cliv0 —  (* — ■ <|j0■ ■ dy

o  =  ę  itd.
^  3  dX

3 p ,___________ , ^ 3 d i v t
O1#

3 (go Mt +  gl '»„) C (go +  g l Pq) ?  (go M’l +  g j W0) _ _  0
2# ćV/ ćte

(51)

§ 27. Spróbujmy zastosować tę metodę przybliżenia do zw y
kłej J) teoryi ruchu w rurkach Poiseuillea. Rozumowanie zwyczajne 
odpowiada równaniom (50) uproszczonym jeszcze przez przyjęcie

02„. O1)..   a  * . . .  , , v M o “W . , -jv =  =  U i przez pominięcie wyrażeń i. t. cl.

W  celu większego przybliżenia należy podstawić formuły, 
które się tak otrzymuje, mianowicie:

P =  \ /p i 2 —  y  ( ? i 2 ~ lh 2) =  V « —  c *

d2 — r*
8 fi \/rt —  ca; 

w równanie (51. i), które się tak przemienia w

(53)

4*0! =  -  c-
1 r 3r V 3 r J

Z całkowania wynika:

0i =  c2 (<?> —  r *y- 1

c2 (52 —  2r
16 ii a — cx

128 . ^ a —  c x  128 . fi. IP
u- fi.
~9~

(55)

u2 fi
2~>T 

20ciekawą jest rzeczą, że —  =  0 dla r  =  <5, zatem gaz nie wymienia
3 r

Przy tym stopniu przybliżenia mamy zatem: 0 =  60

’ ) O. E. Meyer. Pogg. Ann. 127, p. 253, 353 (1866); 148, p. 1 (1873).
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ciepła z ścianą rurki. Największe ochłodzenie, na osi rurki, wynosi:

Tak obliczamy n. p. dla doświadczeń K och a ') nad lepkością 
pary rtęci, przyjm ując zaokrąglone liczby p t =  100 cm, p 2 =  1 enh 
1 = 1 0  cm. r =  0'00425 cm, obniżenie temperatury na osi rurki od 
0'04° aż do 400° C. Nie twierdzimy oczywiście, żeby ten rezultat 
b y ł ścisły, ale wystarcza on do udowodnienia, że formuła Poiseuil- 
lea. polegająca na założeniu spokojnego ruchu izotermicznego, w ta
kich przypadkach nie może być zastosowaną i że dziwny wynik 
owej pracy —  proporcyonalność lepkości f.i do 01'® —  jest bezpod
stawny. Podobne zarzuty trzeba uczynić pracy L. Meyera i Steu- 
d ela2), a nawet niektórym pomiarom O. E. Meyera (loc. cit.), choć 
w ostatecznych ich liczbach wpływ zapewne będzie nieznaczny. 
Pokazuje to, ja k  ważnem jest dla ścisłości owego wzoru zastoso
wanie małej różnicy ciśnień, a wązkiej i długiej rurki.

W zór (56) zresztą służyć może tylko do osądzenia, o ile wa
runek izotermizmu jest spełniony. Dalsze wykończenie rachunku 
przybliżenia nie byłoby usprawiedliwione ze względu na niedokła
dność wzoru pierwotnego (52, 53) spowodowaną uproszczeniami 
wspomnianem i3).

Z drugiej strony, chcąc wykonać obliczenie z uwzględnieniem 
owych czynników drugorzędnych —  lepkości objętościowej i nie
równości ciśnienia w różnych warstwach tego samego przekroju —  
natrafiłoby się na nową trudność: podanie ciśnienia w dwóch pun
ktach osi p x, p 2, i temperatury początkowej nie wystarczyłoby do 
oznaczenia stałych i funkcyj dowolnych rachunku; trzebaby do tego 
jeszcze znać rozmieszczenie prędkości i ciśnienia w przekrojach 
końcowych. To znaczy, że zadanie nie jest określone dostatecznie 
bez podania kształtu zbiorników, połączonych rurką, zwłaszcza w oto

*) Wiedem. Ann. 19, p. 857 (1883).
-) W ied. Ann. 16, p. 386, 394 (1882).
3) Oczywiście także wyrażenia

mogą wejść w rachubę, powodując zjawiska omawiane w § 30. które w przypa
dku analogicznym cieczy nieściśliwych bliżej zbadane zostały przez Reynolds’a,

(56)

QU

Phil. Trons. 174 (1883), p. 941; 186 (1S95).
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czeniu końców rurki. Okoliczność ta, która uwydatnia się. miano
wicie wobec zjawiska t. zw. „vena contracta“ , w  znacznej mierze może 
w płynąć na ilość cieczy w ypływ ającej przez krótkie, szerokie rury.

Mimo to metoda Poiseuillea, używana w  sposób opisany 
w § 13, zawsze służyć może do dokładnych pomiarów lepkości 
w zględnej.

§ 28. Inny rodzaj zagadnień zostanie objaśniony przez nastę
pujący przykład. Rozważmy ruch gazu „spokojny1', stały, o prę
dkości jednostajnej c w  nieskończonej odległości, koło kuli stałej; 
zaznaczymy zaraz, że założenie to, opierając się na pominięciu w y -

9  li ' • Ay X 1 Q ^ i Xrażeń o u— w porownamu z /.i AHi, wymaga, ażeby -— było ma- 
* 9 x  ' M

łą wielkością.
Rozwiązanie byłoby bardzo proste, gdyby gaz by ł nieskończe

nie zgęszczony, ponieważ wtedy div byłoby równe zeru (według 11), 
i ruch odbyw ałby się tak samo, ja k  w cieczy.

Chcąc znaleźć poprawki wynikające z ściśliwości, zważmy, że 
rozkład gęstości i tak samo też innj^ch zmiennych zależny będzie 
od stałej wartości ciśnienia P  w  nieskończonej odległości, i że

w  miarę ja k  oddala się od wartości zero, ruch coraz więcej ró

żnić się będzie od typu nieściśliwego.
Możnaby zatem rozwinąć wszystkie zmienne w  szeregi we

dług potęg -p, przez co równania (10, 11, 12) rozpadłyby się w sze

reg równań o przybliżeniu stopniowem, podobnie ja k  w § 26. D la 
większej przejrzystości rachunku ograniczym y się jednak z gory 
na dwóch wyrażeniach; wyobrazim y sobie zatem, że wszystkie 
zmienne składają się z dwóch części:

z których pierwsza przedstawia typ graniczny nieściśliwości, druga 
zaś poprawkę, małą w porównaniu z pierwszą częścią; z równania 
(9) w ypływa wtedy związek:

U =  u0 +  Ui ; V =  v0 +  vt ; W —  w0 +  ; |

p =  pa +  pi i e = ę o + ( > i ;  0 =  0O + 0 i  ; j

(58)

przyczem pochodne itp., uważamy za małe w  porównaniu z p 0
9p0
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Równanie (11) daje jako pierwsze przybliżenie:

div0 =  0 ,
(59)

jako drugie: ę0 divx +  u0 +  vo +
dX

3 Qo
9z =  0 .

A z równania (12) wypływa:

(60) uo - ^  +  v0 CĘ  +  w o +  k p 0 divŁ =  (k —  1) [4>0 +  x A2 0O] 

co przez uwzględnienie (59,2) i (58, i) zamienia się w:

u.
dZ

(61)
k — 1

r 20o 36 50o] _
i? ? 0 Mo "I-  vo ~̂ r. +  wo —  54 ^L (yic dl i oz -*

M ,
3y

Równanie (10) wreszcie daje:

(62)

?Po
3x

—  (A,A 2u0 ; 3̂  =  f j ,A 2u 1 +  £  TT-diyj ;
c'a;

c^° =  f,i 4* ®0 ; ^  =  [.i A2 Vl +  |  ^  d iv ( ;
3y 3y
3p0 ąo 2pi p 3 ,.

Pierwsze przybliżenie przedstawione jest przez system (62, i), 
który wraz z równaniem (59, i) jest określeniem odpowiedniego za
gadnienia z hydrodynamiki, rozwiązanego przez przyjęcie1):

(63)

3  f  a"-\ ^2
:----   ca [ 1 - 3 a l a 3

^ r  4  r B.

3
” o =  - 4 <;a{ 1 - ^

3 f  a2\ xz 
w ° 4  ca y  r i )  r s

3  Lt cc
Pn =  P  7T CCI, —

U żyjem y tych wartości do obliczenia zmienności temperatury we
dług równania (61).

*) Patrz n. p . : Lamb, Hydrodynamics p. 530.
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Obliczenia lewej strony jego:

u —  4- v —  4 -  w  —  =
0 3x +  0 3y +  0 3z (64)

f  3 a 1 as } 9 c'2 a x 2 1'   ̂ 5 a 1 a3 ̂
4 r 3J1 2 A* r8 (v2 “ 4 r + 4 H )

pokazuje, że uwzględniając ściśliwość nie można żadnym sposobem 
pominąć zmiany - temperatury wskutek rozprężenia i ciepła tarcia, 
gdyż są to czynniki tego samego rzędu wielkości.

Równania różniczkowe kształtu powyższego (61) należące do 
typu „eliptycznego":

. n , Sd- | 3 »  . 39
A2& + U° 3x + 2,0 ̂  + “ * ’

które się często napotyka przy podobnych zadaniach, są mało do
tychczas zbadane. Można całkowania dokonać zapomocą mozolnej 
metody przybliżenia stopniowego, rozwiązując po kolei:

A2 9 ' =  F
„  f  39' 39' 3 9 '\

„  f  3 9 "  3 9 "  3 9 "  \ n
A29 '"  =  F —  ( « 0 +  V0 +  w0 —  1 ltd.

cX  C tf & Z /i y

i zważając przytem na warunek dla powierzchni: 9 = & .
W olno się ograniczyć do pierwszego wyrazu tylko o ile spół-

czynnilc od którego zależy zbieżność następujących po so

bie poprawek, jest mały —  warunek ilościowo zbliżony do początko
wego założenia ruchu „spokojnego11. W tedy z równania (61) obli
cza się następująca wartość dla 0o:

3a2 1 0 , a2 2a4 , 4a°-x2 2 a i x 2“| | (66)
+  "7 * L ,■* r» r* I

Podstawiając tę wartość w (58, i) (59,2) wywieść można po- 
drawkę w ciśnieniu wynikającą z uwzględnienia ściśliwości i zmień-
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ności temperatury, która jednak w razie założenia ruchu spokoj
nego okazuje się bardzo małą w porównaniu z istniejącym już opo
rem tarcia1).

Ponieważ według (66) temperatura wzrasta w kierunku nor
malnym do powierzchni w miarę:

(67)
dr

musiałoby ciało ogrzać się, i to więcej na „ równiku “ niż na bie
gunach, przeciętnie zaś (jeżeli dobrze przewodzi ciepło), jak  przy
bliżony rachunek wskazuje, o:

niezależnie od wielkości kuli.
Uwzględnienie dalszych poprawek w szeregu ■9y/, d '"  zmie

niłoby rozkład w ten sposób, żeby się stał asymetrycznym, tj. żeby 
na „ty lnym u biegunie powstała wyższa temperatura aniżeli na 
przednim.

Rezultat ten, ja k  też stosunkowo większe ogrzanie na równiku 
zgadza się z wynikami doświadczeń Kelvina i Joulea") dla małych

prędkości (poniżej 13-- a także wzór (68) oddaje dobrze pomiary

ich dla średnich prędkości pod względem niezależności ogrzania od 
rozmiarów ciała i proporcyonalności do kwadratu prędkości, tylko

spółczynnik liczbow y jest mniejszy niż w rzeczywistości j^l°C na

28 — , a według Kelvina 1°C  na 5 5 - -  . 
sec //4

Nie można tego jednak uważać za potwierdzenie teoryi, gdyż 
warunki owych doświadczeń wychodzą daleko poza granice zało
żeń naszego rachunku. Wspominaliśmy bowiem, że ę c a  małem 
musi b yć w porównaniu do fi (= 0 '0 0 0 1 8 ), ażeby ruch można uwa
żać za „spokojny“ ; prędkości, jakich  Ivelvin używał, by łyby  zatem 
dozwolone tylko w gazie bardzo rozrzedzonym.

*) Przybliżone obliczenie tego rodzaju bez uwzględnienia zmienności torr:pe- 
ratury: O. E. Meyer, Crelle J. 75 (1873).

^ Patrz § 12, o.



§ 80. Warunek „spokoju41 ruchu stanowi zatem poważne ogra
niczenie praktycznej doniosłości tego rodzaju przykładów. O wiele 
ciekawsze byłyby  ruchy „gwałtowne4*, w których ściśliwość i zja
wiska cieplne także wiele ważniejszą odgrywają rolę.

D o takich ruchów, w których pominięcie wpływu bezwładno
ści nie byłoby usprawiedliwione, możnaby zastosować metody przy
bliżenia dwojakiego rodzaju:

1) Zważając, że „caeteris paribus“ ruch gazu lżejszego [t. j. 
o większym spółczynniku i?] bardziej jest zbliżony do typu „spo- 
kojnego“ , można rozwinąć wszystkie zmienne w szeregi według

potęg —. i obliczyć szereg przybliżeń podobnemi metodami ja k  

w § 26, 28.
2) Rozwinięcie podobne, według potęg spółczynnika /,i. okre

śliłoby poprawki powstające wskutek lepkości, jeżeli się wychodzi 
z typu gazu idealnego.

K orzyść tych rozwinięć polega na tem, że s)rstem równań ró
żniczkowych, powstających jest liniowy, ale komplikacya jednako
woż jest znacznie większa, aniżeli w  przedtem omawianych przy
kładach. Do tego trzeba dodać, że w razie przekroczenia pewnych 
granic b ezw ła d n ośc i (wskutek powiększenia gęstości lub prędkości) 
ruch staje się niestały i że powstają ruchy kłębiące się (m ouve- 
ments turbulents).

Wspominaliśmy już o kilku przykładach tego rodzaju, ja k  
o falach stojących w promieniu gazu lub tonach tarcia, które pra
wdopodobnie są źródłem głosu instrumentów dętych.

Do badania takich zjawisk trzebaby wynaleźć inne metody, 
któreby nie wymagały, ja k  tamte ciągłości funkcyj.

Nie zajmiemy się na tem miejscu szczegółowem rozwiązaniem 
takich zagadnień, w których lepkość i bezwładność trzeba uwzglę
dnić; poprzestaniemy pod tym względem na teraz na ogólnych 
uwagach oddziałów poprzednich, zważywszy, że nawet w wiele 
prostszym przypadku —  w hydrodynamice cieczy lepkich —  le
dwie rozpoczęto takie badania i tylko bardzo skromne dotychczas 
osiągnięto rezultaty.
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