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79. Uber UnregelméaBigkeiten in der Verteilung
von Gasmolektlen und deren EinfluR auf Entropie
und Zustandsgleichung.

Von Mai’ian v. Smoluchowski in Lemberg.

8 1. Waihrend in der Grastheorie den Abweichungen der
einzelnen Molekulargeschwindigkeiten von dem Mittelwerte durch
Berucksichtigung des Verteilungsgesetzes Rechnung getragen
wird, setzt man in bezug auf Ortliche Verteilung der Molekile
meistens Gleichférmigkeit voraus und unterschétzt dabei, wie
mir scheint, mitunter den Einflul der Ungleichméaliigkeiten in
der ortlichen Anordnung. Zur n&heren Untersuchung dieses
Umstandes mdchte ich im folgenden einige Anregung bringen.

Gehen wir von dem einfachsten Beispiele aus: Voraus-
gesetzt sei ein ideales Gas, also mit Molekilen, deren Wirkungs-
sphare im Vergleich zum mittleren Abstand verschwindend klein
ist.  Von dessen Volumen V denken wir uns einen Teil v aus-
geschieden und fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dall von
den N Molekiilen des Gases gerade die Anzahl n sich in v be-
findet. Da der Ort jedes Molekils ein von den ubrigen un-
abhangiges Ereignis darstellt, dessen Wahrscheinlichkeit v/ V
betragt, so ist die Wahrscheinlichkeit fir die Anwesenheit be-
stimmter n Molekile in v, bestimmter (V—n) in (V —vV) ge-
geben durch:

Weil uns aber die Individualitdt der n Molekile gleich-
gultig ist, haben wir diesen Ausdruck noch mit der Anzahl
der Kombinationen von N Elementen zur ntm Klasse zu multi-
plizieren, das ist mit
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Fir grolRe Anzahlen der Molekile kann man die Fakto-
riellen angenéhert entwickeln gemaéR:

und erhalt, wenn gleichzeitig v als kleiner Teil von F voraus-
gesetzt wird, als Wahrscheinlichkeitsquotient:

wo v = NvjV die normale, d.i. bei gleichmaRiger Verteilung
auf das Volumen v entfallende Anzahl bedeutet.

Wenn sich der Zustand nur wenig vom normalen entfernt,
kann man n —v{1 (- 8 setzen und log // nach Potenzen von
8 entwickeln, was bei Voraussetzung, daR die Verdichtung 8
zwar klein, aber immer noch grof3 sei im Verhdltnis zum Werte
I/v, als Wahrscheinlichkeit einer Verdichtung zwischen 8 und
8 + dS ergibt:

@) W{8,8 + d8 = \/ | Ke~ ITd6-

Letztere Beschrankung ist bei einigermaBen groBen Zahlen
fir v ganz bedeutungslos; sonst ware der letztere Ausdruck
noch durch "/l + 8 zu dividieren. Die Summierung Uber alle
mdoglichen Werte der Abweichung, d.i. das Integral von (2
zwischen — o0 und + oo ergibt natirlich: Eins.

Die durchschnittliche positive oder negative prozentuelle
Abweichung von der normalen Dichte betrédgt:

co

8> 1
0

Um eine Vorstellung von den tatsachlichen Verhéltnissen
zu gewinnen, nehmen wir mit 0. E. Meyer die Anzahl der
Molekile fir einen Kubikcentimeter Gas zu = 6. 1019 an;
dann wird die durchschnittliche Abweichung fir 1 cm3 nur

10—0der normalen Dichte betragen. Aber schon fur mikro-

skopisch kleine Dimensionen wird sie merklich werden; das

in einem Wirfel von der kleinsten mikroskopisch auflosbaren

GroRe [0.2 (u]l3befindliche Gas, welches immerhin noch 5.106Mole-
40
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kille enthalt, muR schon Dichtigkeitsabweichungen von einem
halben Promille aufweisen; und sie werden natidrlich um so
groBer werden, je kleiner der betrachtete Kaum v ist.

Mittels direkter optischer Interferenzmethoden lielRe sicli
diese ,,schwarmartige Anordnung® allerdings kaum nachweisen,
denn die optische Lange eines Strahlenbindels von jenem Quer-
schnitt wirde selbst bei Durchlaufen der mittleren Hohe der
Erdatmosphére nur um einen geringen, dazu ungemein rasch
wechselnden, Bruchteil einer Wellenlange gedndert werden.

§ 2. Bemerkenswert ist auch der Fall, dall der betrachtete
Baum v so klein angenommen wird, daB man n nicht mehr
als groRe Zahl ansehen darf (wohl aber N und V—n); dann
muR man die Faktorielle nl im Ausdruck (1) behalten und er-
halt so als Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von n Molekilen
innerhalb v :

n\

Die Wahrscheinlichkeiten des Vorkommens von keinem,

einem, zwei, drei etc. Molekulen sind also:

2 "ifip
4 —fr—" M ir etc,
deren Summe natirlich gleich Eins ist. Ist z B. der Baum
v so klein, dal ihm durchschnittlich nur ein Molekul zufallt,
so ist die Wahrscheinlichkeit fir Null und Eins gleich grof,
namlich 1/e, aber natirlich kdénnen darin auch noch mehr
Molekile Vorkommen.

Fir noch kleinere Bédume (also kleinere v) ndhert sich
die Wahrscheinlichkeit, dal daselbst nur ein Molekill vorkommt
dem Werte v, d. i. der Wahrscheinlichkeit, daR irgend, ein
Molekil vorkommt, bleibt aber davon um Glieder hoherer Ord-
nung verschieden.

Beildufig sei noch erwdhnt: Hat der Baum die Gestalt
einer um ein Molekil als Mittelpunkt gelegten Kugel r, so ist
der zweite jener Ausdriicke (4) zugleich die Wahrscheinlich-
keit, daB auRBerdem noch ein zweites Molekil gleichzeitig darin
vorhanden ist, also dall Konstellationen von zwei Molekilen vor-
kommen, welche einen kleineren Abstand haben als r. Daraus
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kann man die Anzahl von Molekilpaaren erhalten, welche sich

in einem Abstande zwischen r und r -} dr befinden, nédmlich:
Y di X1 . airaar CHIEV

CREY )dr"j*r Nk 3V dr.

8 3. Von einigem Interesse ist die Modifikation des Ub-
lichen Entropiebegriffes, welche durch die hier besprochene
molekulare Struktur des Gases bedingt wird. Wirden wir die
»makroskopische* Entropieformel S — R log 't —I1 log o (pro
Masseneinheit) dazu benutzen, um die Gesamtentropie der
Masseneinheit aus den Entropien der einzelnen Volumenteile
zu berechnen (deren GroRBe wir zu v = v VjN voraussetzen), so
mufRten wir bertcksichtigen, dafl die relative Anzahl solcher
Volumenteile, wo die Dichte g im Verhéltnis 1 -- 6 vergroBert
oder verkleinert ist, durch Formel (1) bestimmt ist, somit:

+ 0

\Vod
Rlog TI* — R log g0—R log (1 + 2 dd
g gdg g( 1/
S SF
=30-X B+ Alog@ + e 2 dd,
somit angenéhert:
_ I
=S, R ov T a2

worin SO die normale Entropie bedeutet.

Die ,,mikroskopische® Entropie der einzelnen Volumenteile
ist also bald groRer, bald kleiner als der Normalwert bei
gleichmaRiger Dichteverteilung; der Mittelwert aber ist kleiner
und dabei wesentlich abhdangig von der GréRe der zur Sum-
mierung verwendeten Volumenteile (welche fir die Molekil-
zahl v maRgebend ist).

8 4. Vergleichen wir hiermit die Boltzmann sehe Kkine-
tische Definition der Entropie. Ihr zufolge bedeutet den ne-
gativen Wert derselben die Funktion 11= fflogfdudvdw,
avo T die Anzahl der Molekdle ist, welche die Geschwindigkeiten
u, v, w besitzen.) Wird dieser Ausdruck nach Boltzmanns

1) Z. B. Gastheorie 1. p. 33. 59. Bei zusammengesetzten Molekulen
kommen auch noch die Lage der Bestandteile und die betreffenden Mo-
mente in Betracht. 2. p. 218.
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Vorgang fir ein groReres Volumen, ohne Ricksicht auf die
Verdanderlichkeit der Dichte innerhalb der Volumenteile ge-
bildet, somit

gesetzt, so erh&lt man die ,makroskopische® Entropie; wird
jedoch in f die ortliche Variabilitdt der Dichte berlcksichtigt,
so mull man setzen:

(?) [I'"=2 dxAyAzf/logfdudvdw

worin N durch v (1 -- ) zu ersetzen ist, und wobei sich die
Summation Uber sdmtliche Raumteile erstreckt. Anstatt diese
Operation auszufiihren, kann man auch mit dem Wahrschein-
lichkeitsfaktor (2) multiplizieren und integrieren, was zu dem-
selben Resultate fihrt wie (6), nur dall naturlich 11 an Stelle
von —S kommt.

Auch folgende Erwégung fihrt zu demselben Schliusse:

Die //-Funktion wurde von Boltzmann als Logarithmus
der Wahrscheinlichkeit der betreffenden Geschwindigkeits-
konstellation erklart.) Die 11'-Funktion hingegen koénnte man
— mit einer geringen Modifikation — auffassen als Logarith-
mus der Wabhrscheinlichkeit gleichzeitiger Geschwindigkeits-
und Dichtigkeitsverteilung. Dieser ist gleich der Summe der
Logarithmen dieser zwei Wahrscheinlichkeitsquotienten, und
bezuglich der Dichtigkeit l4Rt sich dann eine ganz analoge
Betrachtung anstellen, wie betreffs der Geschwindigkeit (L c.),
welche ebenfalls zu dem Zusatzglied in Formel (6) fihrt.

8 5. Die /I'-Funktion erreicht also nicht den Minimalwert,
welcher einer gleichférmigen Verteilung und der entsprechenden
/I-Funktion entspricht.

Die Bedeutung dieser ,,mikroskopischen* Entropiefunktion
liegt nun darin, daB das Gas tatsachlich ,von selbst“ eine
Arbeit T [60 —*S] leisten wirde, falls man in einer Maschine
die einzelnen Volumenteile (von der GréRe v) bis zu gleich-
formiger Dichte expandieren bez. komprimieren lassen konnte.
Ein. dhnliches Vergehen gegen den zweiten Hauptsatz wirde
ein Maxwellscher Ddmon begehen, welcher aber in unserem

1) Z B. Gastheorie 1. p. 39.
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Falle nicht auf Geschwindigkeit, sondern auf Dichtigkeit der
Molekllschwérme zu achten hatte. Statt dessen kdnnte man,
wie einst einer meiner Freunde bemerkte, auch ein ideales
einseitig wirkendes Ventil verwenden, und wie oben gezeigt
wurde, brauchte dasselbe nicht einmal so auBerordentlich klein
zu sein, um merkliche Dichtigkeitsanderungen zu erzeugen.
Allerdings wiirden zu dessen Wirkung auflerdem auch noch die
hier nicht ndher beruhrten Geschwindigkeitsunterschiede und
zeitliche Unregelmé&Rigkeiten beitragen.

Diese Uberlegungen fithren offenbar den Gedanken néher
aus, dall der zweite Hauptsatz nur in bezug auf die Unvoll-
kommenheit unserer technischen Mittel definiert ist, ein Ge-
danke, der ubrigens nicht der mechanistischen Theorie eigen-
tumlich ist, sondern ebensowohl bei der Entropie der Strahlungs-
erscheinungen auftritt. Sie haben somit nur gewissermaflen
theoretische Bedeutung, als kleiner Beitrag zu Boltzmanns
Interpretation der Entropie als eines Wahrscheinlichkeits-
begriffes; im folgenden mdchte ich aber zeigen, daR die be-
sprochenen Dichtigkeitsunterschiede in anderer Hinsicht auch,
wie ich glaube, einen greifbaren EinfluR haben, ndmlich in bezug
auf die Zustandsgleichung.

8 6. Solange wir bei der bisherigen Voraussetzung von
verschwindend kleinen Punktmolekiilen bleiben, ist natirlich
der mittlere Druck gleich jenem wie er bei vollkommen gleich-
maRiger Verteilung ausgelibt wirde, was auch unmittelbar
aus der Virialgleichung folgt, da dann das innere Virial ver-
schwindet.

Die Sache &ndert sich jedoch, wenn wir die Molekile als
Kraftzentra auffassen, da dann die Berechnung des inneren
Virials die Kenntnis der durchschnittlichen Molekilverteilung
(in der Umgebung jedes Molekils) voraussetzt und im allge-
meinen von dieser abhéngig ist — weshalb ich auch z B. die
auf Voraussetzung gleichmaliger Massenverteilung beruhende
W einsteinsche Methode der Virialberechnungl) fur unrichtig
halte.

Zum Zwecke maoglichster Allgemeinheit schlielen wir uns
der Maxwellschen Behandlungsweise des Verteilungsproblems

1) Kinetik und Thermodynamik 1. p. 53.



632 M. v. SmolucUoioski.

an, indem wir das Gas als ein allgemeines, durch die m= 3 JV
rechtwinkligen Koordinaten der N Molekile und durch die
entsprechenden Geschwindigkeiten definiertes mechanisches
System auffassen.

Die Wahrscheinlichkeit, daB dann — ohne Ricksicht auf
die Geschwindigkeiten — die Koordinaten innerhalb des Be-
reiches px+ dplp2+ dp2...ptl + dpfl liegen, ist proportional
dem Ausdruckel:

P~ (E- U2 1dpldp2. . deru,

wo E die unveranderliche Totalenergie, U die der betreffenden
Konstellation zukommende potentielle Eneigie bedeutet. Da
das Produkt je dreier Differentiale mit dem Volumenelement
dm, welches dem betreffenden Molekile als Aufenthaltsort
zugewiesen ist, identisch ist, so kdnnen wir hierfir auch

schreiben:
i
® P~(E—U 2 dcoldco2. . . dcoN.

Der Proportionalitatsfaktor kann aus der Gesamtsumme
bestimmt werden.

Nebstbei bemerkt, kann man daraus natirlich sofort wieder
Formel (1) gewinnen, indem man U= 0 setzt, die ersten
n Differentiale Uber den Raum v, die Ubrigen Uber V —v in-
tegriert und die Anzahl der Kombinationen bericksichtigt.

Sobald die potentielle Energie V klein ist gegentber E,
geht diese Formel bekanntlichd in den berihmten Bollz-
mannschen e~%*-Satz Uber, welcher von seinem Urheber fur
den Fall bewiesen wurde, dal die Zahl der momentan in
Wechselwirkung stehenden Molekile klein ist gegentber der
Gesamtzahl, also daR der mittlere Abstand grofl ist gegenuber
der Wirkungssphére.3 Diese Voraussetzung, welche das Unab-
héngigkeitsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung anzuwenden
gestattet, ist mit der eben erwdhnten ziemlich gleichbedeutend.

1) L. Boltzmann, Gastli. 2. p. 99 (mit d N2 bezeichnet); Lord
Rayleigh, Phil. Mag. 49. p. 112. 1900; J. C. Maxwell, Papers 2.
p. 713. 1879.

2) J. C. Maxwell, Le.;Lord Rayleigh, Phil. Mag. 49. p. 115. 1900.

3) L. Boltzmann, Gasth. 2. p. 106.
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im Gegenlalle wéren diese Sadtze im allgemeinen nicht
identisch; man koénnte zwar aus Maxwe 11s Satz eine Exponen-
tialformel erhalten, jedoch von komplizierterer Art: Nennt man
< das Potential des ersten Molekils in bezug auf die (m—1)
vorausgehenden,

Un=V f,
h- 1
(las Gesamtpotential der Konfiguration jener m Molekiile, so er-
halt man durch sukzessive Zerlegung nach Art:

(E- O0j* =(*-V.-fT(1
SN
=[E—Um_i) * e~ Im&m
den Ausdruck:

) P~ e{"P+uVi+ mmim )dooldo2...da>
worin die Koeffizienten

3N 3N ,. 3N
~ 2(h’- Um-i) vou 2.A’ 2{JE-U)

zunehmen; nur wenn sadmtliche A gleich sind, also wenn U im
Vergleich zu E verschwindet, geht der Exponent in h U (ber,
d. i. es resultiert der erwahnte Boltzmannsche Satz.

8 7. Kehren wir nunmehr zum Virialsatze zurtick. Der
mittlere Wert des inneren Virials wird demnach erhalten,
indem man nach Berechnung des Virials Q = r F(r) und des
Potentials U als Funktionen der Koordination der N Molekiile
den Uber den betreffenden Raum zu erstreckenden Integral-
ausdruck bildet:

_ JQ(E—U)2 1dta|du2...d@/

r
JUE—U)2 dwjdu2...d@N

VerhéltnismaRig leicht ist die Durchfiihrung der Rechnung
in dem erwdéhnten Spezialfalle einer relativ kleinen Wirkungs-

sphére (vom Radius o) der Molekiile, indem der dann an
Stelle von
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kommende Ausdruck e~hu in e~hum- 1e~h'Fn etc. zerlegt

und nach den d o integriert wird, wobei zu beachten ist, dafR

auch Q sich additiv zusammensetzt aus dem Virial iy des

Aten Molekuls in bezug auf die anderen, und dem Virial Qx-1
' der Ubrigen A —1 Molekile untereinander, ferner dass Virial

und Potential nur innerhalb der Wirkungssphéren a von Null

verschieden sind.

Mit Ricksicht darauf, daR:

a
(11) Je~ Pndam= V—(m —1) — J*e ™hifmd nr2dr
0
erhdlt man so, mit Benutzung der Abkilrzungen
A7) 'B~hpv2dr =a 4jrjTF()e~hPr3dr —R
0 0

durch sukzessives Integrieren:
fgNe-hwd<N= <TTw -1{Qw-1\V- (A- Da]+ (A- DR}

fQ Ne~hUNdcoNdmN-i = c- nun-2 {QN_2LV —(A—1Da\[V—(N—2)a]
+(A-2)[V-(A-Da]B+ (A -D[V—(A - 2)«]R)

etc. und nach analoger Berechnung des Nenners:

- - i A~
(12) 9 f'\\r-(l\ll\l -I:I}a 'IJ V-(Jl\l/-zz)ccll" V—(N—%‘)H‘OA 1)
R fiV2 , N3 « , N* «2 |, |
~ VN 2 3 Vv 4 V2 +eee/y

welche Formel bei der hier vorausgesetzten Beschrankung auf
eine kleine Wirkungssphdre bez. ein verdinntes Gas durch
Vernachlassigung der hoheren Glieder mit der von Boltz-
mann abgeleiteten und auch von Reinganum benutzten)
identisch wird. Insoweit kommen die rdumliche Anordnung der
Molekiile und die hier besprochenen Dichtigkeitsunterschiede
gar nicht in Betracht.

1) L. Boltzmann, Gasth. 2. p. 156; M. Reinganum, Wied. Ann.G.
p. 533 1901.
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Will man sich nicht mit dieser Anndherung begniigen, so
mull man auch die hdheren Glieder der Entwickelung berlck-
sichtigen, aullerdem aber auch noch bedenken, dalR die Aus-
dricke (N —1)«, jV— /9 und analoge zu grof3 geraten sind,
indem die Mdglichkeit mehrfachen Durchdringons der Wirkungs-
sphéren, also mehrfacher ZusammenstoRe in obigen Gleichungen
nicht bertcksichtigt wurde. Dies gibt zu Betrachtungen AnlaR,
wie sie von van der Waals, Boltzmann, Jager, Lordntz,
van Laar u. a fir starre Kugelmolekiile angestellt wurden,
und welche zur Ersetzung des RTfv — b in der urspriunglichen
Gleichung van der Waals durch eine Reihe

8 8. Hierauf wollen wir an dieser Stelle nicht ndher ein-
gehen, sondern den EinfluR von Kohdsionskraften mit einer
relativ groBen Wirkungssphére etwas néher betrachten, was also
eine zu 8 7 entgegengesetzte Voraussetzung einer grof3en
Wirkungssphére der Molekularkréfte bedingt und wichtige An-
wendungen auf die Gleichung van der Waals zulaft.

Boltzmann hat ndmlich gezeigt, dal die van der
W aals sehe Behauptung, dall die Kohdsionskréfte sich im Innern
tberall aufheben und nur einen konstanten ,inneren Druck® a 02
erzeugen, welcher so berechnet wird, als ob die Masse homogen
verteilt ware, nur bei Voraussetzung einer im Vergleich zu den
mittleren Abstdnden groBen Wirkungssphare gerechtfertigt ist.
Es scheint mir nun, daB die Gultigkeit dieser Methode noch
etwas mehr eingeschrankt werden mufB, ndmlich auf den Fall,
daB die Anziehungssphare grof3 ist im Vergleich zum Raume,
innerhalb dessen noch merkliche Dichtigkeitsunterschiede vor-
kommen, und dies mochte ich im folgenden naher begrinden.

Nehmen wir z. B. eine innerhalb des Radius R gleich-
méalkig anziehende Molekularkraft ¢ an (aullerhalb desselben
verschwindend Kklein) und denken wir uns den Raum in lauter
Zellen von der ungefédhren GroRe dieser Anziehungsspharen

4 Tri?3
v= 3
zerteilt.

Falls auf jede Zelle eine groRe Anzahl von Molekilen
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entfallt, mag inan immerhin annehmen, dafll in erster An-
ndherung die zuféllige Gruppierung derselben im Innern ohne
Belang ist, und kann den Wert des Virials angendhert so be-
rechnen, als ob jede Zelle zwar eine gewisse Abweichung von
der Durchschnittszahl aufweisen wirde, aber im Innern homogen
wére. Der betreffende Beitrag zum Gesamtvirial wird offenbar

die Form haben
Ang - Boppf

wo n die Molekulzahl der betreffenden Zelle, n je einer an-
stoBenden Nachbarzelle (deren Anzahl fj) bedeutet und st, JJ
Konstanten sind, die von R und c abh&ngen. Machen wir
weiter die flir Homogenitat glnstigste Annahme, dall unter den
lu (gleich zwolf) Nachbarzellen ungefahr gleich viele mit negativem
wie positivem Uberschul? Uber die Normalzahl v vorhanden sind,
so dal
— nn =nv —v2( -F 0

gesetzt werden kann, so ist doch der aus der Zellenteilung
resultierende mittlere Wert des Virials

3y Q=7j [/ \] [An2 RBnwWe~-"dS=[A+ B]Jv2fAv
groBer als der unter Voraussetzung der Homogenitat berech-
nete Wert [A + B\v2 Somit kdime zum Drucke aQ2 noch ein
Korrektionsglied + dp.

8 9. Nun ist aber noch zu bedenken, dall die hierbei be-
nutzte Formel (2) hier zu kleine Werte geben muB, da infolge
der Anziehungskrafte die Neigung zur ,Schwarmbildung*
wachsen muB. Es handelt sich also vorerst darum, den bei
Existenz von derartigen Kohdsionskraften an Stelle von (I)und(2)
zu setzenden Ausdruck fir die Wahrscheinlichkeit zu finden, daR
n Molekile sich in einem Raume v befinden, welchem normal-
maRig blo die Anzahl v zufallen sollte. Dabei durfen wir in
Formel (8) nicht mehr U als klein gegeniiber E annehmen,
doch konnen wir daflr die Voraussetzung einfuhren, dal3 sich
das Potential U niemals weit vom Normalwerte W0 entfernt,
den es bei gleichformiger Verteilung besitzen wirde. Bei der
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Integration von (10) uber alle moglichen Werte sind allerdings
auch solche Konstellationen inbegriffen, wo z. B. samtliche
Molekdle sich in einer Halfte von v befinden, die andere ganz
leer ist, wobei also U eine erhebliche Anderung erfahrt, aber
die Anzahl solcher Falle extremer Verdichtung ist so ver-
schwindend gering, dall wir sie hier nicht zu bertcksichtigen
brauchen.

Somit setzen wir U gleich dem Normalwert W0, vermehrt
um eine kleine GroRe 8 U und entwickeln, indem wir die Ab-
kirzung

3*
2 {JE- U0)
benutzen:
3N 3N
\B-U0-8U\*
(14)
= e "™ E-UOR

Daraus erhalten wir durch Integration, &hnlich wie an
der angefiihrten Stelle (p. 032), als Wahrscheinlichkeit des
gleichzeitigen Vorkommens von n Molekilen innerhalb v, (V—u)
innerhalb [V—V) einen dem Ausdruck

V6 hou
Ir—e *
proportionalen Wert.

Um 8 U zu berechnen, gehen wir von einer im ganzen
Raume V gleichmé&Rigen Verteilung aus und denken uns dann
sukzessive einzelne Molekile aus dem groen Kaume V —v
in die Wirkungssphare v hinein versetzt. Die Abnahme — da
die Krafte anziehende sind — des Potentials des gesamten
Systems ist bei gleichméaRiger Verteilung innerhalb v und inner-
halo V—v offenbar gleich dem gegenseitigen Potentiale der
in v Uberschiissigen Molekile, also wenn wir die von R und c
abhéngige Konstante C (von der gleichen Dimension wie A)
einfiihren:

8U= —C{n—vf = - Cv28\

Somit ist die Wahrscheinlichkeit einer gleichférmigen Ver-
dichtung 8 innerhalb v:

-2 hOvﬁe V_thc"z oqy
27
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die &hnlich wie vorher in (13) zu berechnende Vermehrung des
nials betragt nun v A/{1— 2h Cv), so dall nunmehr der innere
*Druck zu ersetzen wére durch:

(16) a Q 1+ h'Y Ou
0- =

~ Bemerkenswert ist hierbei folgendes: Die assoziierende

eigung zur Schwarmbildung ist offenbar vermehrt, da der Ex-
ponent in (15) gegen jenen in (2) verringert ist; wird nun die

ichte (gegeben durch v) so grof3, oder die Temperatur, welche
der GroRe h verkehit proportional ist, so niedrig, dal der Ex-
ponent von (15) positiv wird, so mu eine Diskontinuitét einti‘eten,
denn die Verdichtungen werden dann je groRer desto wahrschein-
licher (wéhrend zugleich der Proportionalitatsfaktor unbestimmt
wird). Das heit: die Grenze der Stabilitdt in bezug auf zu-
fallige Dichtednderungen ist wberschritten, und die Relation
zwischen Volumen und Kondensationstemperatur ware in diesem
einfachen Palle durch eine gleichseitige Hyperbel gegeben.)
Formel (16) zeigt auch bei Einsetzen von A, B, C, dall wie
vorher erwahnt, ,,caeteris paribus“, namlich bei gleichem Werte
des Hauptfaktors des inneren Druckes (A + B) v%die hier be-
sprochenen Erscheinungen desto weniger hervortreten und die
van der Waalssche Berechnungsart desto eher gerechtfertigt
Ist> je groRer v, also je groBer die Wirkungssphére ist.

§ 10. Uberlegen wir schlieBlich noch, inwiefern die raum-
liche Ausdehnung der Molekile diese Schlusse modifizieren
muRte.

Den Ausdruck (8) transformieren wir in diesem Falle,
indem wir von U sukzessive fir jedes Molekil k das zugehorige
bei direkter Berlihrung zweier Molekile wirksame AbstolRungs-
potential epE abspalten und den Rest, welcher noch das be-
treffende Anziehungspotential enthélt, ebenso wie vorher, als
von der speziellen Lage des Molekils innerhalb des Raumes v
bez. [V—vV) unabhédngig betrachten. Nun integrieren wir die
n ersten Raumdifferentiale (ber den kleinen Raum v, die

1) Dies ist Ubrigens nur eine untere Grenze der Kondensaticns-
temperatur, es bleibt noch zu untersuchen, ob man nicht fur eine andere,
inhomogene, Verteilungsart schon friher zu einem Grenzwerte gelangt.
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dbrigen (Qv—n) Uber den beliebig groBen Raum V —v, nach
dem Schema:

J [E- Uj2dcok= (E — Vh-ti* f c-i'<pu dcok

= (*- M-i)' 2« - (A- 1)« - 12~

wobei das letzte Glied in der Klammer die vom Zusammen-
treffen dreier Molekile herriihrende Korrektur darstellt.) SchlieR-
lich erhalten wir (E — U112 als Faktor, welcher nur mehr die
Anziehungspotentiale enthdlt und bezuglich dessen dieselbe
Uberlegung Anwendung findet wie in § 9.

So wird die endgultige Wahrscheinlichkeitsformel gegeben
sein durch:

Y Iv~ e ™ - hsuartfv—ak + L-I- VN1 \f-§ - K /{ #T<D 1
v t=o L M4 ®J t=o L 64 V—W\
Wenn wir hiervon den Logarithmus nehmen, die Produkte
in Summen auflésen und nach Potenzen von a entwickeln,
dabei noch bedenken, daB Summanden, welche nur das kon-
stante N enthalten, einflullos sind und fortgelassen werden
konnen, so kdnnen wir diesen Ausdruck in die Form bringen:

(18) i~ e~T[1+<" +8 2 A _onc {9,

Die AbstoBungskréafte haben also, wie zu erwarten war,
einen den Anziehungskraften entgegengesetzten, namlich ver-
mindernden EinfluB auf die Assoziationsbestrebungen der
Molekiile.

Sonst bleiben dieselben Uberlegungen wie bei (13) und (16)
anwendbar, nur in gantitativ verédnderter Form: das Glied a 02

ist nunmehr zu ersetzen durch einen Ausdruck von
Form:

(19 aq d

der

1) Siebe diesbezliglich eine analoge Rechnung Boltzmanns Gastl
2. p. 167. 173.
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und die Kondensation bei Uberschreitung der Stabilitatsgrenze
wird nicht wie vorher, zu unendlicher Verdichtung, sondern
nur zu einer bestimmten Grenze fortschreiten.) Aulerdem ist
aber noch zu bemeiken, daB auch die hohere Potenzen von
b enthaltenden Glieder der Zustandsgleichung modifiziert
werden, doch schlieen wir, ebenso wie vorher, diesen Teil der
Untersuchung aus.

8 I1.2 In den letzten Abschnitten 88 8—10, welche ja
nur eine vorlaufige Orientierung Uber die Wirkung der ,,Schwarm-
bildung“ von Molekiilen bezwecken, haben wir uns allerdings
von Strenge in der Durchfihrung ziemlich weit entfernt, aber
es scheinen mir diese Uberlegungen dennoch die Notwendig-
keit einer derartigen Korrektion des Gliedes ao02 eventuell
auch der ~-Glieder, darzutun.

Es erlbrigt aber noch eine Schétzung, inwieweit diese Er-
scheinungen bei den wirklichen Gasen von EinfluR sind. Dies
ist allerdings dadurch sehr erschwert, dal wir noch keine ver-
laBlichen Daten Uber die Wirkungsweite der Molekularkréfte
besitzen. Eine Ubereinstimmung ist schon deshalb nicht zu
erwarten, da verschiedene Beobachter diesen terminus in ver-
schiedener Weise interpretieren. Doch missen wir wohl als
oberste zuldssige Grenze den Wert 5.10-G cm annehmen,
welchen P lateau und Sohnke gefunden haben, ebenso Quincke,
dessen Methode der hier verwendeten Bedeutung des Begriffes
Wirkungssphare vielleicht am besten entspricht. Drude,
Rein old und Ricker nehmen aber noch unter ein Finftel
jenes Wertes liegende Zahlen an. Im ersten Falle kdnnte man
bei Gasen diesen Bereich vielleicht noch als grol gegenuber
den mittleren Abstanden (i.10- 6 gelten lassen, aber durch-
aus nicht als groB gegeniiber dem Bereiche von merklichen
Dichtigkeitsunterschieden; desto mehr gilt dies von der zweiten

Schétzung.

1) Wahrend M. Reinganums Gleichung (l.e.) fur extrem kleinen
Bereich der Anziehungski‘afte gilt*

2) Nach Beendigung des Manuskriptes wurde ich auf eine inter-
essante Arbeit von H. Burbury, Phil. Mag. 2. p. 403. 1901 aufmerksam,
mit welcher die Ausfuhrungen der 88 6—11 manche Beruhrungspunkte
aufweisen — freilich nebstbei auch erhebliche Divergenzen. Eine ein-
gehende Besprechung wiirde hier zu weit fihren.
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Aus alledem resultiert, daB die van der Waalssche
Gleichung nur fir den Fall extrem grofRer Wirkungssphéren
gultig ist, und dal im allgemeinen hei Ableitung der Zustands-
gleichung die assoziierende Schwarmbildung der Molekile in
Rechnung zu ziehen ist, welche bei den wirklichen Gasen
merkliche Korrektionen jenes Gliedes ergeben dirfte.

Auch glaube ich, daB die damit zusammenhé&ngenden Sta-
bilitdtsbetrachtungen eine Liicke der Ublichen van der W aals-
schen Uberlegungen ausfiillen dirften, in welchen die Tatsache,
dal nicht alle Zustdnde der van der Waalssehen Gleichung
maoglich sind, und daR es Grenzen fiir Unterkiihlung und Uber-
hitzung geben muB, gar nicht zum Ausdrucke gelangt.

Lemberg, Juli 1903.

(Eingegangen 28. September 1903.)
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