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Tworzenie réznych reprezentacji
przez dzieci podczas rozwiazywania
problemu matematycznego

Ewa SwoBobpa

Wydzial Ekonomii, Uniwersytet Rzeszowski*

Matematyka w szerokim zakresie postuguje si¢ zapisem symbolicznym, ale symbol matematyczny nie jest
jedynym sposobem kodowania informacji. Zwlaszcza na etapie nauczania wczesnoszkolnego stosuje sie
rézne sposoby reprezentowania pojec i relacji matematycznych. Na ogdt to nauczyciel decyduje o wybo-
rze formy reprezentacji. Jednak w procesie rozwigzywania matematycznych problemoéw jest zaangazowany
uczen, a zastosowany sposob kodowania zwigzkéw powinien wspieraé jego prace umystowa. W badaniu
opisanym w tym artykule sprawdzono, w jaki sposob rézne reprezentacje moga wplynac na efekt pracy nad
nietypowym zadaniem matematycznym. Zadanie byto rozwigzywane przez uczniéw 7-8-letnich w ramach
kotka matematycznego. Wybrane do analizy przyklady wskazuja na silny zwiazek miedzy wyborem reprezen-

tacji, a koncowym wynikiem pracy ucznia.

SLOWA KLUCZOWE: matematyka, rozwigzywanie probleméw, symbol matematyczny, reprezentacje

enaktywne, reprezentacje ikoniczne.

Matematyka jest postrzegana jako nauka
postugujaca sie abstrakcyjnymi poje-
ciamiirelacjami. Rzeczywiscie, nie ma moz-
liwosci, aby zmystami do$wiadczy¢, czym
jest okreslone szczegolowe pojecie matema-
tyczne, albo na czym polegaja zwigzki i rela-
cje miedzy pojeciami. Te obiekty i zwigzki
mozna jedynie re-prezetowac poprzez stowo,
obraz, symbol, gest. Kazda taka reprezenta-
cja niesie ze sobg okreslong tres¢, jest kodem
dla pewnego znaczenia. Niezaleznie od swej
zewnetrznej formy, reprezentacja powinna
oddawac okreslony matematycznie sens.
Jego odczytanie mozna poréwna¢ do umie-
jetno$ci postugiwania sie jezykiem, ktorego
nalezy si¢ nauczy¢. Mozna wiec stwierdzic,
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ze uczenie sie matematyki musi przebiegac
réwnolegle z uczeniem si¢ jezyka, ktorym
matematyka sie postuguje. Przyjecie takiego
zaloZenia w naturalny sposdb otwiera szero-
kie pole badawcze dla dydaktykow, history-
kéw matematyki, jezykoznawcow. Badacze
jezyka w obrebie matematyki analizujg to
zjawisko z bardzo réznych punktéow widze-
nia. Ladislav Kvasz (2014, s. 207) stwierdzit:

Matematyka jest zazwyczaj rozumiana jako
jezyk nauki. Jest postrzegana jako narzedzie,
za pomocy ktdrego takie dyscypliny jak fizyka
czy ekonomia, osiggaja swoja precyzje. Przez
to czesto nie zwraca si¢ uwagi na fakt, ze sama
matematyka swéj wymiar jezykowy: ta sama
matematyczna tres¢ moze by¢ wyrazona na
wiele réznych sposobow.
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W badaniach dydaktycznych analizuje
sie szerokie spektrum ,,jezykow” wypowie-
dzi stowne (matematyczne i potoczne), jezyk
niewerbalny, symboliczny, rysunki i grafy,
jezyk quasi-matematyczny (Guidoni, Ian-
nece i Tortora, 2005; Pirie, 1998; Slezdkova-
-Kratochvilova i Swoboda, 2006). Dydaktyk
matematyki patrzy na jezyk w specyficznym
celu. Bada jego zwigzek z procesami myslo-
wymi zachodzacymi podczas uczenia sig,
uprawiania matematyki. Bardzo waznym
zrédlem takiej wiedzy moga by¢ wszelkie
formy jezyka pisanego. Zapisy tworzone
samodzielnie przez uczniéw mogg informo-
wac nauczyciela o ich procesach myslowych.
Candia Morgan (1998, s. 33) stwierdzila:

Zalozenie $cistego zwigzku miedzy my-
§la a jezykiem jest niezbednym elementem
w tych badaniach, ktére staraja si¢ wykorzy-
sta¢ tekst (pisemny lub ustny) tworzony przez
ucznidéw jako dowdd ich myslenia.

Oczywiscie, w szkolnej rzeczywisto$ci ten
naturalny proces moze by¢ w roézny sposob
korygowany. Na tworzone zapisy wielokrotnie
maja wplyw obowigzujace w szkole umowy
spoleczne (dotyczgce np. sposobu prowadze-
nia zapisu rozwigzywania zadania), preferen-
cje i umiejetnosci ucznia. Jednakze zaréwno
konstruktywisci, jak i naukowcy odwotujacy
sie do teorii spoteczno-kulturowych, zgadzaja
sie, ze wiedza jest subiektywnym odbiciem
wezesniejszych doswiadczen, jest atrybutem
podmiotu. Jezeli przyjmujemy, Ze jezyk jest
wyrazem mysli (Wygotski, 1989), oraz ze
sjezyk ksztaltuje sie stosownie do nawykow
myslenia” (Piaget 1992, s. 144), to wszelkie
zapisy, stwierdzenia, kody i znaki uzywane
w obrebie matematyki powinny by¢ w $ci-
stym zwigzku z mys$leniem oraz wspiera¢
indywidualne rozwigzania i strategie.

Teoretyczne podstawy badania

Mylne jest utozsamianie sposobow
prezentowania matematyki jedynie ze

stosowaniem symboliki matematycznej,
niezaleznie od faktu, Ze symbol rzeczywiscie
odgrywa wazng role. Historia matematyki
pokazuje, Zze wprowadzenie wielu symboli
bardzo uproscito zapis (Ifrah, 1990; Struik,
1963) i ulatwito prowadzenie rozumowan.
Wspolczesnie niekiedy wrecz podkresla sie,
ze matematyczny symbol ,,mysli” za mate-
matyka (Krygowska, 1977). W nauczaniu
szkolnym okres budowania zwigzkéw mie-
dzy znakiem a obiektem (sytuacjg), ktdra
reprezentuje, powinien by¢ dlugi. Tylko
w ten sposob mozna oswoic si¢ z informa-
cyjna funkcjg znaku lub symbolu i zagwa-
rantowac jego uzytecznosc.

[...] znak zawsze bedzie utrzymywat zwiazek
z praktyczng aktywnoscia jednostki i [po-
winni$my] odbiera¢ znak jako semiotyczny
obiekt funkcjonujacy w takim $rodowisku,
w ktérym jest brana pod uwage specyfika
okreslonej aktywnosci (Radford, 2003, s. 50).

Choc¢by dlatego matematyki nie nalezy
sprowadza¢ do systemu arbitralnie poda-
wanych znakéw i symboli ani nawet do for-
malnie wprowadzanych pojec¢ i relacji. Heinz
Steinbring (Steinbring, 2005, s. 19) ujal to
nastepujaco:

Pojecia matematyczne reprezentujg stosun-
kowo autonomiczne jednostki epistemolo-
giczne. W celu doprowadzenia do tego, by
uczniowie rozumieli pojecie matematyczne,
[...] musza oni aktywnie zachowywac sie
w tym $rodowisku kulturowym i musza wy-
kry¢ mozliwg interpretacje pojecia matema-
tycznego. Matematyke nalezy rozumie¢ jako

aktywnos¢.

Aktywnos$¢ podkreslana przez Stein-
bringa jest zwiazana z istotg dzialalno$ci
matematycznej na kazdym etapie jej upra-
wiania. Taka aktywnos¢ wymaga nadawa-
nia wlasnego znaczenia zaréwno pojeciom,
relacjom miedzy pojeciami, jak i symbolom
kodujacym pojecia i relacje. Umiejetnos¢
odpowiedniego zastosowania réznych form
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reprezentacji moze odgrywac bardzo istotna
role. Bez watpienia taka réznorodnos¢ jest
bardzo pomocna zwlaszcza na poczatko-
wych etapach edukacji matematycznej. Sze-
roko$¢ i swoboda w korzystaniu z réznych
reprezentacji czyni je uzytecznymi narze-
dziami, a nie przeszkodami.

Analizujac rozw6j rozumowan, warto
wykorzysta¢ pewne ustalenia tworzone przez
dydaktykow (Pirie i Kieren,1989). Zwracaja
one uwage na ,,rekurencyjno$¢” matematycz-
nego rozumienia - koniecznos$¢ nieustan-
nego powracania do wcze$niejszych pozio-
moéw rozumienia i umiejetno$¢ spojrzenia na
nie z wyzszego poziomu. Dziecko wykorzy-
stuje swojg wewnetrzng, intuicyjng wiedze
do budowania wiedzy bardziej komplekso-
wej. Daje to szanse¢ na integracje réznych
fragmentéw wiedzy, gtebsze doswiadczanie
matematycznych faktow, lepsze rozumienie
jezyka. Na Rysunku 1 przedstawiono frag-
ment diagramu pokazujacego zwigzki
pomiedzy réznymi poziomami.

Fomalizowanie

Zauwazanie wiasnosci
Posiadanie wyobraz
Wyobrazenie dzi

Dziatanie

Obserwowanie

Nachodzace na siebie petle wskazuja,
ze dzialanie moze mie¢ rozne funkcje na
réznych etapach prowadzenia rozumowan.
Dopiero na pewnym poziomie zapoznania
sie z materialem mozna zwrdci¢ uwage na
nieoczywiste wlasnosci, a sformalizowanie
empirycznych faktéw moze prowokowac
do dalszego dzialania w celu obserwowa-
nia wywnioskowanych zaleznosci. Jedno
ze skojarzen takiego diagramu moze i$¢
w kierunku znanego z pedagogiki odwota-
nia do spiralnego uktadu tresci. Umiejetno-
$ci i doswiadczenia nabywane na nizszych
poziomach winny umozliwia¢ rozumienie
ich na poziomie wyzszym. Wiadomosci
powinny by¢ zatem nabywane w sposéb wia-
z3cy je w strukture, a fakty faczone wedlug
pewnych zasad i poje¢ ogolnych, z ktérych
mozna je wyprowadzi¢ (Filipiak, 2008).

Powyzszy diagram mozna réwniez
odnie$¢ do znanych ustalen czynnoscio-
wego nauczania matematyki (Krygowska,
1977; Siwek, 1988). Dzialania mozemy

Rysunek 1. Rekurencyjny model tworzenia wiedzy matematyczne;j.

Zrédto: Pirie i Kieran (1989, s. 7).
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interpretowac jako czynnosci konkretne
(na pierwszym etapie), wyobrazone (poziom
wyzszy) i pomyélane (najwyzszy). W tra-
dycji szkolnego nauczania utarla si¢ taka
hierarchiczna budowa, ktora sugeruje, ze
wyzsze poziomy edukacyjne raczej powinny
odbiega¢ od dziatan na konkretach, zastepu-
jac je manipulacjami umystowymi. Wydaje
sie, ze taka interpretacja jest niestuszna
i prawdopodobnie niezgodna z intencjami
tworcow czynnosciowego nauczania mate-
matyki. Przeciwko takiemu waskiemu trak-
towaniu czynno$ci przemawiaja réwniez
wyniki ptyngce z innych obszaréw nauki.
Potrzeba réznorodnych form wsparcia dla
myslenia abstrakcyjnego jest potwierdzana
przez badania prowadzone w obszarze neu-
ropsychologii, a nawet filozofii matematyki
(Brozek i Hohol, 2017). Krzysztof Cipora,
Monika Szczygiel i Mateusz Hohol (2014,
s. 62) wskazali na ,zwiazki miedzy umy-
stowg reprezentacja palcow a zdolno$cia
liczenia” i potwierdzili, ze wykonywanie
pewnych ruchéw palcami dla reprezento-
wania wielkosci liczbowych odcigza pamigé
roboczg i pozwala na pelniejsze poznanie
matematyczne. Autorzy ci, powolujgc si¢ na
szerokie $wiatowe badania, stwierdzili, ze
»Zaréwno na poziomie behawioralnym, jak
i neuronalnym przetwarzanie liczb wigze
sie z aktywacja umystowych reprezentacji
palcéw” (s. 63). A przeciez palce sg podsta-
wowym, najbardziej oczywistym zbiorem
liczmandw, ktdre dziecko ma do dyspozycji.
Samo reprezentowanie wielkosci na palcach
i wykorzystanie zmystu kinestetycznego jest
niewystarczajgce. Potrzebne jest wsparcie
kodem werbalnym, wykorzystanie wzroko-
wego rozpoznania wzorcoéw. Tak myslowe
manipulowanie abstrakcyjnymi obiektami
ujat Albert Einstein:

Stowa i jezyk, czy to moéwione, czy pisane,
nie graja zadnej roli w moim procesie my-
Slowym. Psychologicznymi cegietkami, ktore
stuzg za budulec moich mysli, sa pewne znaki
lub obrazy, mniej lub bardziej klarowne, ktore

moge do woli przywolywac i rekombinowaé
(za: Brozek i Hohol, 2017, s. 193)".

To podejscie teoretyczne zostanie wyko-
rzystane w analizie pracy wybranej grupy
o$mioletnich ucznioéw. Nacisk polozono na
rézne formy reprezentacji, w ktorych symbol,
stowo, obraz, gest w réznym stopniu wpty-
waly na efekt pracy.

Organizacja obserwacji,
narzedzie badawcze, metodologia

Celem obserwacji bylo poszukiwanie
odpowiedzi na nastepujace pytanie: Jaka
jest funkcja réznego sposobu kodowania
informacji w procesie rozwigzywania zadan?
Szczegdlowe pytania badawcze brzmialy
nastepujaco:
= Jak odczytywana jest przez uczniow
stowna informacja, opisujaca quasi-mate-
matyczny problem?

W jaki sposob uczniowie potrafig repre-
zentowa¢ informacje podane w zadaniu?
Jaka forma reprezentacji zadania okaze sie
najkorzystniejsza z punktu widzenia suk-
cesu w rozwigzaniu podanego problemu?
Czy istnieja jakies formy reprezenta-
cji zadania, ktore moga by¢ przeszkoda
w prowadzeniu rozumowania, w znaj-
dowaniu odpowiedzi na sformulowany
problem?

Jako narzedzie badawcze zostato wyko-
rzystane nastepujace zadanie:

7 wiewidrek zdecydowalo sie na wyscig. Na
nagrody przeznaczono 31 orzeszkoéw. Sowa
zdecydowata, ze najszybszy dostanie wigcej
niz najwolniejszy, a dodatkowo kazda wie-
widrka powinna otrzymac inng liczbe orzesz-
kow. Jak to zrobi¢? Ile istnieje rozwigzan?
(Baggett i Erhenfeucht, 1998).

! Wedlug Bartosza Brozka i Mateusza Hohola jest to cytat
z listu Alberta Einsteina do Jacquesa Hadamara (W: Ghis-
elin, B. (red.). (1980). The creative process: reflection on
invention in the art and sciences (s. 43-44). Los Angeles:
University of California Press.
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Problem zostal przedstawiony w postaci
stownej, jako tzw. ,zadanie tekstowe”. Jedyne
symbole matematyczne wystepujace w tek-
$cie dotyczyly ilosci i byty to: liczba uczest-
nikow biegu oraz warto$¢ nagrody. Wszelkie
inne zwigzki nalezato samodzielnie odkodo-
wacdiw tym przypadku trudno byto si¢ dopa-
trywac jakiego$ stowa-klucza, ktére mogto
by naprowadzi¢ na znane matematyczne
relacje. Sama historyjka w byla plaszczy-
kiem dla problemu matematycznego, jakim
jest rozktad liczby 31 na sume siedmiu roz-
nych skfadnikéw. Dodatkowo odniesienie do
zwyczajow panujacych podczas zawodow,
w ktorych lepszy dostaje wiecej a gorszy
mniej, narzucalo malejace (lub rosnace) upo-
rzagdkowanie sktadnikéw. Ten warunek nie
zostal wprawdzie w jednoznaczny sposob
zapisany, jednak wczesniejsze doswiadcze-
nia w pracy z tym zadaniem pokazywaly, ze
dzieci interpretujg je wlasnie w taki sposob.
Skrocenie opisu ulatwiato im zapamietanie
zawartych w zadaniu warunkow.

To zadanie moze by¢ bardzo latwe, jezeli
jest rozwigzywane na poziomie reprezentacji
za pomocg liczmandw, poprzez zastosowa-
nie odpowiedniej manipulacji. Wystarczy
wyznaczy¢ w jakis sposob siedmiu uczestni-
kéw wyscigu (siedem guzikéw, siedem karte-
czek). Potem kolejno rozdziela¢ wyliczonych
31 zetondw, np. pierwszemu jeden, drugiemu
dwa, trzeciemu trzy... albo: wszystkim po
jednym, potem od drugiego do siédmego
doda¢ znéw po jednym, potem od trzeciego
do si6dmego doda¢ zndéw po jednym...
W ten sposob zostanie rozdzielonych 1 +2 +
+ 3+ ... + 7 =28 zetondéw. Pozostale zetony
mozna: albo da¢ ostatniemu wszystkie trzy,
albo da¢ ostatniemu dwa i przedostatniemu
jeden, albo po jednym trzem ostatnim. I to
sa wszystkie mozliwe rozwigzania — kazdy
uczestnik biegu ma inng liczbe orzeszkéow,
przy czym zachowana zostaje zasada spra-
wiedliwego rozdziatu nagréd.

Takg rzeczywista manipulacje mozna
zastgpi¢ manipulacja wyobrazong, wsparta

od razu zapisem symbolicznym. Wtedy
konieczna bedzie nieco inna refleksja nad
zadaniem. Zapis 1 + 2 + 3 + ... + 7 moze
odzwierciedla¢ mys$lowe rozdzielanie nagréd
miedzy siedmiu uczestnikéw biegu, z zacho-
waniem warunku nieréwnoliczno$ci. Obli-
czenie wartosci tej sumy (znalezienie liczby
28) da podstawe do dalszych myslowych
dzialan, ktore beda sie uzewnetrzniaé w pod-
wyzszaniu warto$ci pewnych sktadnikow
wczesniej zapisanej sumy i obserwowaniu
pozostatych relacji miedzy sktadnikami.

Zadanie bylo rozwiazywane przez
17 uczniéow 7-8-letnich w ramach kotka
matematycznego prowadzonego w jednej ze
szkol podstawowych w Pradze. Zajecia odby-
waly sie w klasie wyposazonej w stoliki, ale
podczas pracy nad zadaniem dzieci siedziaty
na dywanie. Mogty wiec swobodnie si¢ prze-
mieszczaé, pracowaé w grupie lub osobno,
dzieli¢ si¢ swoimi pomystami. Autorka tego
artykutu byla obecna w klasie w charakterze
obserwatora. Caly przebieg zaje¢ zostat sfil-
mowany, za$ zebrany material (film, arkusze
pracy dzieci, zdjgcia wykonane w trakcie)
byl podstawg do dalszej analizy. Zadanie
najpierw zostalo glo$no przeczytane przez
prowadzaca zajecia. Potem uczniowie dostali
tekst zadania na kartce papieru, na ktorej
mogli réwniez zapisywac swoje rozwiazania.
Dodatkowo mogli skorzysta¢ z liczmanéw
(fasolek), ktore prowadzaca zajecia wysypata
z duzego worka. Przebieg ich pracy bedzie
stuzy¢ jako ilustracja wniosku, ze wybor
roznych form reprezentacji w roézny sposob
moze wplywaé na procesy myslowe zwig-
zane z rozwigzaniem zadania.

Wyniki obserwacji

Zadanie bylo nowe dla dzieci. Wiedziaty,
ze jest to zadanie matematyczne i wydawato
im sie, ze jako takie powinno by¢ rozwigzy-
wane w sposdb tradycyjny, czyli z zastoso-
waniem symboliki matematycznej. Jednak
wida¢ bylo, Ze tak naprawde nie wiedzg, jak
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Zdjecie 1. Préby zastosowania tradycyjnego
kodu matematycznego do rozwigzania zadania.

wykorzysta¢ arkusz papieru do zapisywania
rozwigzan lub prowadzenia rozumowania.
Czasami podejmowaly one chaotyczne proby
liczenia ,,czegos$”, co wida¢ na Zdjeciu 1.

Jednak nawet tam, gdzie uczen miat
okreslong idee, ktdra mogta doprowadzi¢ do
znalezienia rozwigzania, nie zawsze potrafit
ja pogodzi¢ z formalnym zapisem. Nawyk
reprezentacji zadania poprzez zapis symbo-
liczny okazat sie duzg przeszkoda.

Symbol

Jeden z chlopcow rozpoczal prace od
zapisywania (rozdzielanych orzeszkéw)
metodg prob i bledéw. Zapisal na kartce
»lve, 2ve” (zaznaczajagc w ten sposob ety-
kietke dla pierwszej i drugiej wiewiorki),
pod tym zapisal 11, 10 (Zdjecie 2). Postepujac
tak, tworzyt zaréwno wtasng symbolike, jak
i wykorzystywal tradycyjne matematyczne
symbole. W ten sposob zagospodarowat
21 orzeszkow. Potem pojawil sie zapis
21 - 9 = 12, ktéry mozna zinterpretowac,
ze chlopiec chcial przydzieli¢ kolejnej wie-
widrce 9 orzeszkéow i rownoczesnie oce-
ni¢, ile mu jeszcze zostanie orzeszkéw do
rozdziatu. Taki zapis jednak wykorzystuje
zwigzki miedzy liczbami w niewlasciwy
sposob. Ten etap pracy pokazuje, ze uczen

Zhus whelit tilohy veverek,

Sedm veverek so rorhodio, fo

Uspofddajt 2avod a 31 Ok tak

dostanou jako <eny, Sova rozhodla, fe
tychiefll veverka by mata dostat vice
nel pomalejdi. Kalda veverka dostane
Hiny potet oFEkd. Kolik ofitkd kdo
dostane?

Zdjecie 2. Poczatek pracy pierwszego chtopca
nad zadaniem o wiewidrkach.

nie bardzo wiedzial, jak w sposob formalny
zapisa¢ wszystkie zaleznosci, ktore dostrzegt
w zadaniu.

Widocznie ten wynik go nie satysfakcjo-
nowal, bo zmazal wszystko i zaczal proby
z innymi liczbami. Kolejne zapisy byly
czastkowe, np.: 5, = 20 (podpisane z goéry do
dotu) i na tym etapie byly tylko ,,podporka”
dla proceséw myslowych, chyba jednak
chaotycznych. Poniewaz zauwazyt, ze inne
dzieci postuguja si¢ fasolkami, rowniez po
nie siegnal. Podczas manipulacji pracowat
razem z kolega. Liczba fasolek, na ktérych
pracowali, nie zgadzata si¢ jednak z wielkos-
cig wymieniong w zadaniu. Poprzez mani-
pulacje udato im sie rozdzieli¢ je na siedem
grup o wzrastajacej liczebnosci. Na prosbe
prowadzacej, by zapisal swoje rozwigzanie,
zaczal kontynuowac zapis istniejacy juz na
kartce: do istniejacych etykiet ,1ve, 2ve”
dopisat: ,,3ve, 4ve, 5ve, 6ve, 7ve” a pod nimi
liczby 13, 7, 6, 5, 3, 2, 1. Te liczby wpisywal,
przeliczajac fasolki, ktére mial przed soba
(Zdjecia 31 4).

Komentarz. Chlopiec doswiadczyl nie-
powodzen podczas rozwigzywania zadania
tradycyjnym sposobem, przy stosowaniu
typowej matematycznej symboliki, chociaz
jego poczatkowe poczynania byly trafne.
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A

Zdjecie 3. Rozktad fasolek na siedem nieréwno-
licznych zbioréw.

Poszukiwal rozwigzan, sensownie pro-
wadzgc szacowania ,w glowie”, wykorzy-
stywal oszacowane wyniki do tworzenia
zapisow, dokonywat czgstkowych dziatan.
Swojemu zapisowi staratl sie nada¢ matema-
tyczng forme, korzystajac zaréwno z pewnej
formy tabelki (wprowadzajac oznaczenia dla
poszczegdlnych wiewiorek i przyporzadko-
wujac im oszacowane warto$ci), jak iz zapisu
matematycznego dzialania. Pdzniejsze zapisy
rozwigzania byly czastkowe i spetniaty
rozng funkcje. Przejscie na manipulacje
spowodowalo, ze chlopiec przekonat sig, ze
znalezienie rozwigzania moze by¢ tatwe. Po
rozdzieleniu liczmanéw na siedem zbiordw
nie probowat juz tworzy¢ zadnych zapisow.
Nie odczuwat potrzeby, by otrzymany wynik
zapisywa¢. Mozna zaryzykowac stwierdze-
nie, ze nie chcial wraca¢ do tej formy, ktora
w jego odczuciu nie pomogla w znalezieniu
rozwigzania. Sprowokowany do zapisu, zro-
bit to szybko, nie weryfikujac zapisanego
wyniku z danymi poczatkowymi zadania.

C L8
;

Zdjecie 5. Pierwsza préba rozwigzania zadania
przez dziewczynki.
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Zdjecie 4. Zapis rozwigzania stworzony przez
pierwszego chtopca.

Obraz

Dziewczynki pracujgce w tréjke nie zain-
teresowaly si¢ w ogole liczmanami. Kiedy
dostaty papier, na ktdrym tres¢ zadania zaj-
mowala jedynie maly fragment, zdecydo-
waly, ze te tre$¢ zilustrujg obrazkiem. Roz-
poczely prace od narysowania podium dla
zwyciezcow. Sam proces rysowania sprawit,
ze oderwaly sie od matematycznego aspektu
zadania, a skupily na realistycznym proble-
mie nagradzania uczestnikéw biegu. Mozna
stwierdzi¢, ze ten fragment informacji stow-
nej byt dla nich najwazniejszy i usunat w cien
wszystkie inne. Prawdopodobnie dziewczynki
postuzyty sie modelem znanym z obser-
wacji, bo narysowane podium sktadato si¢
z trzech ponumerowanych stopni (Zdjecie 5).
Na kolejnych stopniach zostaly narysowane
wiewiorki. Nad podium zapisaly ,,31 orzesz-
kow”. Wielkos¢ 31 zostata roztozona na trzy
sktadniki: 10, 15, 6 (tylu zwyciezcow sugeruje

Zdjecie 6. Druga proba rozwigzania zadania.
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rysunek), a liczby zostaty napisane nad ozna-
czonymi miejscami dla kolejnych zwyciezcow.
Aby nie bylo watpliwosci, kto ile orzeszkow
dostanie, liczby zostaly opatrzone strzatkami
wskazujacymi miejaca na podium — najwiek-
szg z tych liczb zostal oznaczony zwyciezca.
W ten sposob rysunek stat si¢ graficzng repre-
zentacja procedury nagradzania.

Kolejne zdjecie (6) powstalo juz po dys-
kusji organizowanej w miedzyczasie ze
wszystkimi uczestnikami zajeé. Wowczas
dziewczynki same doszly do wniosku, ze
zle zinterpretowaly zadanie. Niezaleznie od
tego, postanowily w dalszym ciggu postu-
giwa¢ sie jedynie graficzng reprezentacja.
Rysunek jest niedokoniczony, co §wietnie
dokumentuje stadia jego powstawania.
Narysowane jest podium siedmiostopniowe
z ponumerowanymi miejscami, na trzech
pierwszych stoja wiewidrki. Jest to wiec
poszerzona wersja pierwszego obrazka. Sa
tez dwie strzatki wskazujgce pierwsze i dru-
gie miejsce na podium. Wydaje sig, Ze jest
to przygotowanie do dalszej pracy, ktéra juz
nie nastgpita. Przede wszystkim brak jakie-
gokolwiek odniesienia do wielkosci liczbo-
wych, do préb rozdziatu puli nagrod.

Komentarz. Dziewczynki uzyty czystej
kartki papieru nie tyle do rozwigzania prob-
lemu, ile raczej do zilustrowania wynikéw
konkursu. Pracowaly jako zespdt, rysunek
réwniez powstawal wspdlnie. Beletrystyczna

Zdjecie 7. Wybér 31 liczmandw i rozdzielanie
ich na siedem zbiorow.

tre$¢ zadania (biegi, konkurs, nagradzanie
zawodnikow) stanowita warstwe, ktdra
zdominowata warstwe matematyczng. Ich
realistyczna ilustracja, odwotujaca sie do
doswiadczen zyciowych, zacigzyta na dal-
szym przebiegu pracy. Zmieniajgc warunki
poprzez ograniczenie wygrywajacych do
trzech graczy, doprowadzily do sytuacji,
w ktorej matematyczny problem stal sie
tatwy. Dziewczynki nie czuly potrzeby kodo-
wania sposobu otrzymania jego rozwigzania,
zapisaly jedynie sam wynik. Kolejny etap,
zwigzany z poprawa sposobu reprezentowa-
nia zadania, odbyt si¢ jedynie na plaszczyznie
graficznej. Nie wptynal jednak na strategie
jego rozwigzywania. By¢ moze dziewczynki
w dalszym ciggu zamierzaty przyporzadko-
wa¢ nagrody kolejnym graczom (strzalkil),
ale teraz zadanie nie byto juz latwe.

Ta grupa nie dokonczyla swojej pracy,
prawdopodobnie zabraklo im czasu - dal-
sza cze$¢ zajec zostala zdominowana przez
wspdlnag dyskusje i proby znalezienia rozwig-
zania za pomocg ,dramy’.

Gesty (manipulowanie)

Inny chlopiec zaczat od wybrania 31 faso-
lek i przesuniecia ich na kartke — w ten spo-
sOb zaznaczyl obszar swojej pracy. Zaczat je
najpierw rozdziela¢ po dwie na siedem zbio-
row, widocznie szacujac, ze posiada duzo
elementow, potem do kazdego zbioru doda-
wal po kilka. Poprzez manipulacje udalo
mu sie rozdzieli¢ fasolki na nieréwnoliczne
zbiory, chociaz bez zachowania porzadku
pomiedzy kolejnymi ilo§ciami. Jedyne, nad
czym potem popracowal, to ulozenie fasolek
w ,.kominy” (Zdjecia 7 i 8).

Zdjecie 8. Préba rdznicowania licznosci zbioréw.
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Zdjecie 9. Raport z rozwigzania zadania
stworzony przez drugiego chtopca.

By¢ moze taki uktad mial mu poméc
w ocenie (szeregowaniu wedtug iloéci) tego
podziatu. Nie zdecydowal si¢ jednak na inne
uporzadkowanie, wiec nie wszystkie kominy
sa podtuzne. Widocznie uznal, ze taki uktad
daje mu wystarczajace pensum informacji,
by méc okresli¢ rozwigzanie. Etap manipu-
lacji byt dla niego pierwotnym, najwazniej-
szym krokiem w rozwigzywaniu problemu.

Teraz nastapit kolejny, myslowy - kodo-
wanie otrzymanego rozwigzania przy réwno-
czesnym porzadkowaniu wynikéw zgodnie
z warunkiem zadaniowym (Zdjecie 9). Jest
to sam ,raport”, bo na kartce nie ma $la-
dow skreslen, a suma cyfr wskazujacych na
wysoko$¢ nagrody zbiega si¢ do 31, czyli jest
zgodna z warunkami zadania. Jego rozwigza-
nie przedstawia cigg kwadratow z doczepia-
nymi kolejno okienkami. Cigg przebiega od
gory kartki do dotu, a gdy zabraklo miejsca
- po prawej stronie. Wida¢, ze przepisanie
rozwigzania na kartke wigze si¢ z kolejna
pracg intelektualng, bo jest uporzadkowane
inaczej niz uklad fasolek. W kazdym okienku
chlopiec zapisal dwie cyfry oddzielone prze-
cinkiem: miejsce zawodnika i wysokos¢
wygranej. Zrealizowal wiec dwa porzadki
- jeden wstepujacy (kolejne miejsca

zawodnikow), a drugi zstepujacy (wartosé
nagrody). W takim zapisie znaki z pierw-
szego okienka (1, 8) nalezy zinterpretowac:
zdobywca pierwszego miejsca otrzyma
w nagrode 8 orzeszkdéw. Zastanawiajace
jest przy tym, Ze nie zwrocil uwagi na to,
ze wiewidrkom z drugiego i trzeciego miej-
sca przydzielil te sama liczbe orzeszkow, co
mozna wytlumaczy¢ skupieniem uwagi na
odpowiednim zakodowaniu otrzymanego
rozwigzania. Z powodu braku miejsca na
kartce chlopiec musial stworzy¢ kolejne
okienka — to wybilo go z rytmu. Mozna przy-
puszczad, ze najpierw tworzyt ciag cyfr: 6, 7,
8 (ostatnia skreslona), a dopiero potem przy-
porzadkowal wysokos$¢ nagrody. W ostatnim
okienku pomylil kolejnos¢ symboli miejsca
zawodnika i wysokosci nagrody, ale skontro-
lowat cato$¢ zapisu i skorygowal go, zazna-
czajac strzalkami, w jakiej kolejnosci nalezy
odczytywac cyfry.

Komentarz. Uczen zdecydowat si¢ na
rozwigzywanie zadania poprzez manipula-
cje. W swiadomy sposéb podporzadkowalt sie
warunkom zadania: wybrat 31 obiektéw do
manipulowania, wyznaczyl siedem pozycji
zawodnikow, starat sie réznicowaé wysokosé
nagrod. Ten sposéb pracy doprowadzil go
do niemal pelnego, poprawnego rozwigza-
nia. Zapis na kartce byt dla chlopca forma
sprawozdania z tego, co zrobil wczeéniej.
Wyraznie widaé jednak, Ze praca w drugim
etapie wymagata zupetnie innego podejscia.
Zmuszony do zapisania rozwigzania, zaczat
zupelnie inny proces myslowy. Niezalez-
nie od tego, poczatkowa, manipulacyjna
faza pracy dala mu mozliwo$¢ myslowego
kontynuowania rozwigzania. Teraz widac,
ze chlopiec rozumiatl sens notacji cyfrowej,
potrafil zastosowa¢ odpowiednie symbole,
zakodowac cyfre zaréwno w aspekcie kar-
dynalnym (liczba orzeszkéw na nagrode),
jak i porzagdkowym (kolejne miejsce zawod-
nika). Dodatkowo starat sie zachowa¢ upo-
rzadkowanie (rosnace i malejace) pomiedzy
poszczegdlnymi elementami.
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Whnioski

Wszelkie reprezentacje powinny by¢
odbiciem proceséw myslowych, a te — w obre-
bie matematyki — powinny dotyczy¢ funk-
cjonowania w matematycznych modelach.
Pokazane przyklady dochodzenia do roz-
wigzania zadania dowodza, ze uczen, ktory
nie musi podporzadkowa¢ si¢ narzuconym
formom redagowania wyniku, czesto stosuje
wlasne formy reprezentowania matematycz-
nych tresci. Te z kolei w réznym stopniu
moga pomagaé w osiagnieciu sukcesu.

Dziatanie, odpowiednie gesty, czynno-
$ci sg najlatwiejszg formg wyrazenia tre-
$ci, a przy tym wydaja si¢ najblizsze spon-
tanicznym zachowaniom ucznia. Warto
pamietaé, ze stosowanie manipulacji nie
powinno by¢ traktowane jako ,,przejscie na
nizszy poziom”, co przez uczniéw zdolnych
moze by¢ odbierane jako swoista degradacja,
niedocenianie ich intelektualnych mozliwo-
$ci. Odpowiednie zbudowanie fizycznego
modelu, i przeksztalcanie go pozwala wpro-
wadzi¢ do rozumowania dynamiki, akeji
- czesto niedostrzeganych w zapisie sym-
bolicznym. Przejscie do kodowania symbo-
licznego moze okazaé sie duzo latwiejsze,
a same symbole moga odwotywac si¢ jedynie
do matematycznych aspektow kodowanego
zjawiska.

Bardzo specyficzne miejsce w reprezen-
towaniu poje¢ matematycznych zajmuje
rysunek. Pokazany przyklad poswiadcza, ze
nie moze on by¢ byle jaki, luzno zwigzany
zporuszang tematyka. Skupienie sie na szcze-
goétach moze odcigga¢ od istoty problemu.
Réwniez zbyt bliskie powigzanie z wlasnymi
doswiadczeniami moze utrudnia¢ dostrze-
ganie nowych danych, specyficznych dla
sytuacji okreslonej w zadaniu. Umiejetne
wydobycie matematycznych zwigzkow
poprzez samodzielne stworzenie rysunku
moze bardzo pomoéc w zrozumieniu prob-
lemu (Nowakowska, Orzechowska, Sosulska
i Zambrowska, 2014; Dgbrowski, 2006). Taka

umiejetnos¢ jednak nie jest automatyczna,
co potwierdzaja wyniki badan dydaktycz-
nych (Reclik, 2012; 2015; Stankiewicz, 2016).
Reprezentacja ikoniczna matematycznych
problemoéw wcale nie jest fatwa. Jest zwigzana
z aktami abstrahowania - nalezy zrezyg-
nowac z wielu szczegétéw nieistotnych dla
zagadnienia i dodatkowo umie¢ tak wyeks-
ponowaé¢ wazne matematyczne zwigzki, by
okreslone relacje byty oczywiste. Warto na te
fakty zwraca¢ uwage, analizujgc podreczniki
szkolne przygotowane dla wczesnych etapow
edukacyjnych, czesto przetadowane rysun-
kami o nie zawsze jasnym matematycznym
przestaniu. Z drugiej strony — warto wspiera¢
uczniow w samodzielnym tworzeniu ,,mate-
matycznego” rysunku.

Omowione rozwigzania zostaly stwo-
rzone przez uczniéw pracujacych w jednej
grupie. Mieli oni dowolno$¢ w wyborze
interpretacji, w postugiwaniu si¢ liczma-
nami, w sposobie zapetniania kartki. Ponie-
waz uczniowie nie byli wybierani w jaki$
specjalny sposdb, mozna przypuszczaé, ze
podobne zachowania moga mie¢ miejsce
w kazdej typowej klasie szkolnej.

Przedstawione rozwigzania nie wyczer-
puja wszystkich, ktdére zostaly stworzone.
Taka réznorodno$¢ daje olbrzymig mozli-
wos¢ prowadzenia dalszej dyskusji w klasie.
Na etapie dyskusji samo zadanie moze by¢
jedynie pretekstem do budowania wiedzy
metamatematycznej. Wielu uczniow dzia-
tato, manipulujac fasolkami - w trakcie
dyskusji mogli o tym opowiedzie¢, sfownie
opisac swoje dzialania, wyjasnic ich cel. Inni
kodowali wyniki symbolicznie. Sprawozda-
nie z takiego kodowania moze by¢ preteks-
tem do nowego spojrzenia na wczeéniejsze
dzialania. Warto tez wprowadzaé zapisy
wykorzystujace symbolike matematyczna,
wprowadzaé arytmetyczny zapis dziatan,
czyli przechodzi¢ na etap formalizowania
zauwazonych zwigzkow. Takie zapisy sg inna
forma zaréwno wczesniejszych manipulacji,
jak i zakodowanych rozwigzan.
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Zakonczenie

Prowadzac rozumowanie matematyczne,
dziecko odnosi sie do osobistego doswiad-
czenia. Subiektywna interpretacja podanej
informacji (problemu) pozwala mu zrobi¢
pierwszy krok w kierunku znalezienia roz-
wigzania. Podczas pracy nad zadaniem ucz-
niowie moga wspiera¢ swoje rozumowanie
poprzez réznego rodzaju reprezentacje, sto-
sowanie wlasnego sposobu kodowania, uzy-
wanie nieformalnego jezyka, gestow. Forma
reprezentacji, ktora wspiera proces znalezie-
nia rozwigzania, dla kazdego dziecka moze
by¢ inna. Dzieci powinny mie¢ mozliwo$¢
wyboru sposobu reprezentowania zaréwno
problemu, jak i sposobu jego rozwigzywania.

Stosowanie symboliki matematycznej
nie jest proste. Tak jak kazdy znak, symbol
matematyczny jest nos$nikiem okreslonego
znaczenia. Powinien by¢ on skojarzony
z roznymi procedurami, z typowymi sposo-
bami zastosowania. Jednak takie skojarzenia
budowane sg dtugo, poprzez gromadzenie
doswiadczen. Te fakty sa wielokro¢ podkre-
$lane przez dydaktykow matematyki:

Matematyka jako taka zajmuje si¢ znakami,
symbolami, symbolicznymi zwigzkami, abs-
trakcyjnymi schematami i relacjami. W na-
uczaniu matematyki, umiejetno$¢ stosowania
symboli budowana jest w okreslony sposob,
poprzez nadawanie spotecznego i komuni-
kacyjnego znaczenia literom, znakom i sche-
matom, w trakcie procedur negocjacji (Stein-
bring 1997, s. 50).

Mimo ze matematyka ma swojg symbo-
like, to prowadzenie matematycznych zapiséw
jedynie za pomocg symboli matematycznych,
ito od najnizszych etapéw edukacji, moze by¢
dla dzieci duzg barierg (Rozek, 2016).

Roéznorodnoséé reprezentacjibardzo wzbo-
gaca mozliwo$¢ postugiwania sie matema-
tyka. Stosowanie réznych zapiséw i postu-
giwanie si¢ réznymi formami matema-
tycznych wypowiedzi daje szanse na takie

reprezentowanie matematycznej mysli, ktore
w danej sytuacji moze kaza¢ sie najbardziej
adekwatne. Jednak kazda reprezentacja
- zdydaktycznego punktu widzenia - niesie
ze sobg inne problemy, na ktore nauczyciel
powinien by¢ wyczulony.
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Using various representations in the process of solving mathematical problems

Mathematics uses a wide range of representations, but the mathematical symbol is not the only way to code information.
Different ways of representing mathematical concepts and relationships are used, especially in the early stages of learning.
Generally, the teacher decides on the choice of representational forms to use. But in the process of solving mathematical
problems, it is the pupils — not the teacher — who are engaged in the problem-solving, and the coding used should support
their cognitive work. This paper analyses how different representations can influence the results of work on an untypical
mathematical problem. The task was solved by a group of 7-8 year old pupils participating in a mathematics club. The examples
selected for analysis indicate a strong relationship between the choice of representations and the final result of the pupils’ work.

Keyworps: mathematics, problem solving, mathematical symbols, enactive representation, iconic representation.



