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С О Д Е Р Ж А Н ІЕ .— I. Доказательство второй основной теоремы учснія о тепл®, какъ  дввж ' иін, въ общ ей ел формѣ, О к а т о в а .  
О нахождсніи зависимости произвольной функціи отъ суммъ одиночныхъ, К о ц іе в с к а го . \ \ .  Б и б л іо г р а ф и т е с к ій  у к а з а т е л ь .  I I I  И з .  
в л е г е н ія  и з г  п е р іо д и г е с к и х з  и з д а н ій : 1. П рямой выводъ двухъ извѣстны хъ опредѣленныхъ иитеграловъ, Ц е ф у с 'а .  2. Описаніе 
прибора для опредѣленія скорости свѣта, Ф у к о .— Рѣш еніе задачи N 6, Б е л я е в а .

Д о к а з а т е л ь с т в о  в т о р о й  о с н о в н о й  т е о р е м ы  у ч е і і і я  о т е і і л Ѣ ,

К А К Ъ  Д В И Ж Е Н I И , В Ъ О Б Щ Е Й  Е Я  Ф О Р М І .  (*)

{по Томсону и К ирхгоф  ф у).

Совокупность перемѣнъ, которымъ подвергается 
какое нибудь тѣло, называют® круговым® процессомъ, 
еж ели подъ конецъ втихъ перемѣнъ тѣло опять при
ходит® въ свое начальное состонніе. Извѣгтно , что 
ПОередствомъ таковаго процесса можно превращ ать 
теплоту въ работу, или, обратно, работу въ теплоту. 
Кромѣ т о г о , подвергаемое круговому процессу тѣло 
(такъ называемая м а ш и н а ,  напримѣръ: опрсдѣленная 
масса газа, подвергаемая разнымъ сжатіямъ и расши- 
реиіямъ) можетъ заимствовать тепло изъ какого ни
будь резервуара теплоты и передавать тепло другое 
резервуару, такъ что при круговомъ процесеѣ можетъ 
превращ ат ься  тепло, имѣющее нзвѣетную температу
ру, въ тепло другой температуры.

Оба упомянутые вида преврищеній  состоятъ меж
ду собою въ опредѣленной зависимости, та іъ  что они 
взаимно условдиваютъ другъ друга и могутъ другъ

друга вознаграждать: если, напримѣръ, при какомъ ни
будь круговомъ процеесѣ превратилась теплота въ ра
боту, то можно при другом® круговомъ процесс® воз- 
становить утраченное тепло, ведя сей процесеъ такъ, 
чтобы произошло соотвѣтствуюіцее превращеніе надле
жащего количества тепла изъ нисніей температуры въ 
высшую,— и обратно. Б л я уз іусъ  называет® превраще
ния двухъ разныхъ видовъ эквивалентными, ежели они 
могутъ себя взаимно вознаграждать: превращение ра
боты въ теплоту и переходъ тепла изъ ниешей тем
пературы въ высшую суть поэтому превращения меж
ду собою эквивалентный, равно какъ прсвраіценіе ра
боты въ теплоту и переходъ тепла изъ высшей тем
пературы въ нисшуго суть два эквивалентный между 
собою превращенія.

Вторая теорема ученія о тепл® доказывается съ 
математическою етрогоетію нока  ̂только для круговыхъ

(*) С ущ ность доказательства второй основной теоремы  теоріи тепла заимствована мною изъ одной изустной лекціи Господина 
К нрхгоффа нын®шняго зимииго семетра. Мнѣ принадлеж итъ лиш ь п ри ведете  «того отры вка изъ лекціи въ нѣкоторое цѣлое, съ тою 
преимуіцеотвенно цѣдію, чтобы все содержаніе м анускрипта приспособить к ъ  статьѣ  Господина К ляузіуса во ЬюиѵіІІе , ЛоигиаІ (1с 
МаЛёш аіічисз , ѴоІ. 2 0 ; кромѣ того я  иозволилъ себѣ нзмѣнить нисколько подлинное доказ ітелъство, данное Г-номъ К ирхгоффомъ 
для случая , когда круговой процесеъ принадложить къ  необоротны м ъ,— съ  ц®лію, кратч.ійш имъ н у т .м ъ  достигнуть до желаемаго 
Результата. Н еизлиш нимъ считаю  присовокупить, что я передаю В ам ъ мой м інускриптъ  для напечатан ія  съ соизволенія самаго 
г -на Кнрхгоффа.

Говно годъ тому назадъ, 15 (27) Я нваря 62-го г . ,  въ бы тность мою въ Цюрих® , слуш алъ я чтеніе К ляузіуса въ Обществ® Ц ю - 
рнхекихъ  Е стествоиспы тателей  ,,ііЪ;г (Не Апѵѵегкіищ; беа 8аілеа топ сіег АечипѵаІеиг. (Іег ѴегтішНипйеп аиГ «Ііе іпвеге АгЬеіІ “  П ри кр у . 
говомъ процесс® в н у т р е н н я я  работа въ міш ин®  равна нулю по окончаніи проц есса ; когда она не нуль, т. е когда проц. ссъ  не 
круговой, К ляузіусъ приходить къ  тому же результату, который полученъ для круговы хъ ироцеееовъ : но пока это  и  другія  весьма 
Интересный соображенін г-на К ляузіуса не могутъ бы ть доказаны съ м атематическою  строгостію , но причин® наш  го невѣдЪнія о 
ен л ах ъ , при к оторы хъ  соверш аю тся внутреннія р іб о ты . П о этой причин® м анускриптъ мой содержитъ доказательство в ю р о й  те
оремы лиш ь въ прежней, строгой ея форм®.

Упоминаемая въ текст®  с татья  Господина Т о м с о н а  носятъ слѣдующ ее заглавіе: „оп іЬе йупатіеаі іЬеогу оГНеаі. Рагі V I ТЬег-
„ т о -е іе с іг іс  сцггеШз. Ву ѴѴШіат ТЬотаои.“  ( И з в л е ч е н і е  и з ъ  п и с ь м а  а в т о р а  к ъ  и з д а т е л ю ) .
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проц ессом ., при коихъ иитегралъ внутренней раооты 
ви самой м аш и нѣ , взятый отъ начала до конца про
ц есса , обращается въ нуль. Поэтому можно сказать, 
что эквивалентными называются два превращения, прн- 
нсдлсжащія къ двумъ разными  видами, которые мо
гучи други друга возетановлятъ, не требуя какого ни
будь поеторонняго, остающегося измѣненія въ м аш и
на,, служащей орудіемъ для правращеній. Кляузіусъ 
старался найти такія математнчсскія выраженія для 
величины  превращений того и^другаго вида, чтобы эти 
выраженія дѣлались равными одно другому, коль ско
ро превращения эквивалентны. Онъ доказали, вопер- 
выхъ, что эквивалентное число, которыми должно быть 
выражаемо количество (> тепла температуры I, превра
ти вшагося ви работу, есть дробь

Т  ’

гдѣ Т  рзначаетъ Функцііо температуры I, независимую 
ни отъ рода машины, служащей посредствующими ору- 
діеми для превращ еній , ни отъ частныхъ случаевъ, 
коими могути различаться между собою самые процес
сы; Функція Т  одна и таже для всѣхъ машішъ и для 
веѣхъ круговыхъ нроцессови и по всей вероятности 
есть ни что иное, каки абсолютная температура.

К ляузіуеи открыли дізйѣе, что эквивалентное чи
с л о ,  коими должени быть выражаемъ переходъ коли
чества (} тепла изь  температуры ви температуру іп , 
есть разность

Т%
двухъ эквивалентпыхи чиссли. выражаюіцихъ два пре- 
вращснія преднидущаго вида.

Ви иослѣдующемъ изложеніи мы будемъ предпо
л а г а т ь , что машина ви продолженіе своего нрикосно- 
венія си резервуаромъ теплоты имѣетъ во всѣхъ сво- 
пхъ частяхи одну и туже температуру, которая виро- 
чемъ для разныхъ моментовъ времени можети быть 
разная. Но когда машина не находится ви прикосно
вен! и ей резервуаромъ и окружена абсолютными не
проводниками тепла, тогда условіе равенства темпера
туры во веѣхи точкахъ машины становится ненуж
ными

Условимся далѣе считать величиною положи
тельною, когда это количество тепла входить ви ма
шину изъ какого либо резервуара Н, и отрицательною, 
когда оно выходить изи машины въ резервуари. Со
ответственно си этими нриннтіеми, переходи тепла 
изъ высшей температуры въ нисшую  должени быть и 
действительно есть, но данной выше Формул Т.. величи
на отрицательная, а переходи тепла изь т иш ей  тем
пературы въ высшую— положительная (1).

(1) К л я у з іу еъ  п р и н и м а е т !  з н а к и ,  п р о т и в н ы е  п р и н я т ы м !  
з д ѣ с ь ; но т о г д  і в ы й д е т ъ ,  разум ѣ етс я ,  в ь  оконч .тельн ом ъ  вывод!»

дли в ы р а ж е н ія  в то р о й  теорем ы  м ехан и ческой  тсор іи  т е п л а  2  ~т̂

не с ,  но ">0 . П р и н я т о й  здѣоь обозначеніе произош ло и з ъ  ж е -  
дан ія  и з б е ж а т ь  обозначенія  п р и х о д а  т еп л а  в ъ м . ш и н у  черезъ  — ! 
Л в ы х о д а  изъ м а ш и н ы  черезъ ; К л я у з  усъ  же с т а в и т ь  себя не  I 
въ  м а ш и н ѣ ,  но в н ь  ея  и о зн ач аетъ  о тда чу  теп л а  машин-Ь че резъ  I

Круговой процессъ называется оборотнымъ (и т -  
кеЬгЬагег) круговыми процессомъ, ежели его можно, 
буде угодно, повторить и въ обратномъ направленіи. 
Извѣстный иримѣръ таковаго процесса представляетъ 
исполненное Клацсйрономъ, по мысли Карно, графичес
кое изоораженіе перемѣни, совершаемыхъ надъ массой 
газа, приходящей ви прикосновение поочередно си дву- 
му резервуарами тепла. Кляузіусъ дали чертежи для 
случая, когда число резервуаровъ равно тремъ; черте
жи этаго рода можно, разумѣется, разнообразить до 
безконечноети.

Но есть круговые процессы, которыхъ невозмож
но повторить въ обратномъ направлении Напримѣръ: 
два сосуда, одинъ ей воздухомъ, другой пустой, окру
женные совершенными непроводниками тепла, вдругъ 
приводятся ви сообщевіе между собою , и часть газа 
устремляется въ пустой с о е у д и ; когда потоми газъ  
опять придети ви равновѣсіе, оказывается (Лоиіе), что 
они не выиграли и не потеряли нисколько тепла. От- 
нимемъ теперь непроводники, окружаюіціе г а з ъ ,  вне- 
семъ его ви резервуари теплоты, имѣющей туже тем
пературу каки и газъ, и сожмемъ воздухъ постепен
но въ первоначальный его обнеми; при этомъ превра
тится сжимающая работа въ тепло, которое перейдетъ 
въ резервуари , и масса воздуха возвратилась такими 
образомъ ки своему первоначальному состоянію въ раз- 
суждеиіи своей температуры, объема и упругости. Кру
повой процессъ совершился; но повторить его въ обрат
номъ направленіи, очевидно, невозможно. Такаго ро
да круговые процессы называются необоротными кру
говыми процессами. Въ приведенноми сейчаси при- 
мѣрѣ р е зѵ л ъ т а т о м ъ  п р о ц е с с а  б ы л о  п р е в р а щ о н іе  р а б о т ы
ви нѣкоторое количество Ц теплоты, перешедшей изь 
машины  въ резервуари. Если температура этаго те
пла была I (Г);  то эквивалентное число, коими ныря

емж ается  результатъ п р о ц есса , есть — , количест
во отрицательное , слѣд. <  0. Эго маленькое замѣча- 
ніе можети служить частными примѣромъ той общем 
Формулы, которою выражается вторая теорема м еха
нической теоріи тепла, именно:

* Алгебраическая сумма встьхъ преврищеній пер- 
»ваго вида, совершившихся въ какомъ бы то ни было 
»к р  у го  во  м  ъ процессіь, никогда не бываешь величи- 
»на 'полож ительная, но или нуль, или величина от
рицат ельная, ежели круговой пр цессъ не принадле- 
»жить къ числу оборотныхъ; для всіьхъ оборотныхъ 
»круговыхъ прчцессовъ эта сумма равна нулю .«

Доказательство, данное этой теоремѣ Кляузіусомъ, 
заставляло многихъ искать другихи, можети быть ме- 
нѣе к р а т к и х и , но таки  сказать, болѣе членораздѣль- 
ныхи доказательетвъ, чтоби достигнуть до этой теоре
мы. Томсонъ выразили въ нѣеколькихъ словахъ свою

—  и в ы х о д а  тепла, изъ м а ш и н ы  черезъ -р. (ІДоиѵіІІе, то м ъ  20; Ро$- 
^ешІогіГа л іт а іе н ,  т .  93]. Ь п роч ем ъ  и К л я у з іу с ъ ,  ж ел ая  сдЬ .іать  
свой р е з у л ь т а т !  н е з а в и с и м ы м !  отъ  т е м п е р а т у р !  р е зе р в у а р о в !  ■ 
только  з висим ы мъ о т ъ  т е м п е р а т у р !  самой м а ш и н ы ,  п е р е н о с и т ь  
себя мысленно въ м а ш и н у  и  слѣд п е р е х о д и т !  к ъ  т о м у  условно
м у  приннтію  зн аковъ  въ э к в и в а л е н т н ы х !  ч и с л а х ъ , к оторое  с д е 
лано здёсь  съ сам аго  начала.
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мысль, какъ онъ желалъ доказать ссбѣ эту истину (2); 
Г .  К и рхгоф ф ъ  развилъ мысль англійокаго Физика и 
предложил и слѣдующее доказательство въ своихъ чтё* 
ніяхъ о теоретической ф и з и к *.

И зъ холодного  тѣла въ т еплое никогда не можетъ  
переходить тепло, если въ тоже время не происходит ь 
никакой другой перемѣны, состоящей въ связи съ уио-  
мянутымъ переходомъ. Прицявъ эту истину за оено-  
ваиіе, молено безъ всякаго затруднения доказать нашу  
теорему для частнаго случая,когда машина М приходитъ  
во время круговаго процесса, припадлежащаго къ раз
ряду оборотныхъ, въ прикосновенье не бол*е, какъ со, 
д вум я  резервуарами IIі  и 11,, , причемъ она можетъ  
заимствовать отъ резервуара Л , нѣкоторое (положи
тельное) количество тепла, имѣя притомъ во всѣхъ 
своихъ частяхъ температуру і ± ( Г , ) , и потомъ опять 
отдать нѣкоторое (положительное) количество 0 2 т е 
пла резервуару II^ , имѣя приэтомъ температуру г2 ( Г 2). 
Такъ что для этаго частнаго случая дѣйствиГельно 
алгебраическая сумма

- & )  (?, * —  есть нуль.о , , і ___
1 1 -* 2

Мы примемъ для эзаго частнаго случая нашу те
орему за доказанную (3). Прсдставнмъ себѣ теперь ма
шину М , которая во время оборот ного  круговаго про
цесса приходить въ прикосновеніе по одиночк* съ ре
зервуарами і ? і , Л 2 , . . . /?„ , причемъ температуры  
въ машин* еоотвѣтственно суть . . . > і п .
Въ какомъ порядкѣ переменяются температуры е ъ  ма
шин* и слѣд. въ какомъ порндкѣ приходить она въ 
прикосновеніе съ тѣми резервуарами, для насъ это о б 
стоятельство не и м ѣ е т ъ  значенія. П у с т ь  (>!, ()2 , (>3, 
суть количества тепла, полученн ы я  машиною отъ со-  
отвѣтственныхъ резервуаровъ. Ежели Р т есть тепло, 
от даваемое  машиною резервуару IIт , то (>„, , какъ 
выше замѣчено, есть величина отрицательная. По окон-  
чаніи оборотнаго круговаго процесса должно быть

Р і  , ( І 2  , 

Т . +  2Ѵ +
. .  +  Р  =  о .

71

Таково алгебраическое выражение второй теоремы во 
всей ея общности и строгости для круговаго процесса,  
припадлежащаго къ разряду оборотныхъ. Чтобы у б е 
диться въ справедливости этаго уравненія, докажемъ  
слѣдующую вводную  теорему:

«Представимъ себѣ другую машину ЛГ ,  которую  
»мы приводим* въ прикосновепіе съ тѣ.ми же резерву- 
»арами /?, , ІІ2 . . . І іп , причемъ соотвѣтственныя  
«температуры въ машин* суть но прежнему ?2) і . .  Л п 
“( Г , , Т 2 . . .  Т Л). Работа, полученная съ машиною М ' 
«пусть равн а  работ*, которую получили прежде съ  ма- 
"піинош М . Ьжели круговой процессъ, совершившійся 
*съ машиною М ', принадлежитъ къ числу оборотныхъ  
»и былъ веденъ т а к ъ , что изъ (п — 2) резервуаровъ 

* > , . . . Л „ _ 2  заимствованы машиною (положи-

(2) ТгапзасЦопз о/1 Ще гоѵаі зосіеіу оГ ЕіІшІщгдЬ, ѴоІ. XXI, 
Раге. 1. 18э4.

(3) К ляузіусь доказаль ее въ вышеприведенном* своемъ 
мемуар*.

«тедьныя или отрицательныя) количества 
«тепла , соотв*тствснно равныя количествамъ

круговомъ» У2 , . . . ()„ 2 тепла въ нредъидущемъ' • ‘  —  Л ” 1 П І І Ѵ І Б Б Ш І І й

»процесс*, веденномъ съ машиною М ;  то легко дока- 
»зать, что количества 0 , ,_л  и Р'а тепла, полученныя  
«машиною М  отъ остальных* двухъ резервуаровъ  
"«л — 1 и /(„  , непремѣнно равны соответственным*  
«количествамъ н Р п тепла ,' который получены
«были машиною М  отъ тѣхъ же резервуаровъ.«— ІІ такъ  
предстоит* Доказать справедливость уравменій

Р'п-1 ~  Р п_ !  и (?„ =  (>„ .
Проведем* сперва одинъ круговой процессъ съ  

машиною М  въ прям ом ъ  направлен]и, т. с. превращая 
теплоту въ работу; потомъ приведемъ въ дѣйствіе ма
шину М , но въ обрат ном ъ  направленіи , т. е. такъ  
чгобъ она превращала работу въ теплоту; оба процес
са вм*етѣ составляют* одинъ обращ енный  круговой 
процессъ. ІІо окопчаніи обѣнхъ опсрацій мы находимъ, 
с о іласно условінмъ теоремы: 1-ое, что количества те
пла въ разервуарахъ 11 г , Л 2 , . . . / ? „ _ 2 не претсрпѣли ни
какого измбненія, ибо резервуары получили при вто- 
рой операціи каждый ровно столько тепла, сколько по
терял* ^вовремя первой; 2-ое, что но окончаніи обт.ихъ 
онерацій мы не выиграли и не истратили никакой ра
боты. Между тѣмъ одинъ изъ двухъ остальныхъ ре
зервуаровъ, напримѣръ , получилъ  полож ит ельное 
ириращеше тепла, и такъ какъ по окон-
чаніи ооѣихъ операцін нисколько тепла не превратилось 
въ работу, или обратно, то эта прибыль ( Р п_ і — (1'„_і) 
должна бы ть, въ силу первой  теоремы теоріи тепла 
( 2  у  =  0 ) ,  равна потери ( ( ) „ — @п) единицъ тепла, 
происшедшей въ резервуар* /Іп .

Таким* обр. поокончаніи обѣихі. Операцій об* ма
шины пришли въ первоначальное свое состонніе, и ника
кая работа не развилась изъ тепла, ни обратно; меж- 
д) т*мъ, нѣкоторое количество тепла, имѣвшаго тем
пературу превратилось въ тепло высшей темпера
туры Іп_ \  • Такъ какъ это прогиворѣчитъ основному 
положенію механической теоріи тепла, то должно быть 
№ п - і  —  б " - і )  =  —  бп) =  0 ,  т. е. ( > „ _ ! =
и ѵ  „ =

Ежели бы мы предполож или, что резервуаръ  
К п—і потеряли часть т е п л а , которую принялъ резер- 
куаръ Д п , другими словами, что тепло изъ высшей  
температуры і п_ і  перешло въ н и с ш у ю ; то стоить  
лишь обмѣнить нанравленіе нроцессовъ и заставить 
машину действовать въ обратномъ порядк* , пре
вращая работу въ теплоту, и машину М  въ прямомъ. 
Это, очевидно, дозволяется условіями теоремы, ибо 
процессы, совершаемые съ обьимн машинами, прина
длежать къ числу оборотныхъ. Но тогда опять нри- 
демъ къ невозможному требовании слишком* экономи- 
ческаго перехода теплоты изъ низкой температуры въ  
высокую, не производя въ тоже время никакого дру-  
гаго завнеимаго измѣненія.

Поел* этой вспомогательной теоремы, обратимся  
къ выводу уравненія

14*
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дли машины М ,  совершающем! оборотные круговые 
процессы Приведены, машину М  въ дѣйствіе, и во 
время всего круговаго процесса пусть только два ре
зервуара Н х и 112 нриходятъ но одиночкѣ въ прикос
новение съ машиною; пусть //, и </'2 суть количества 
тепла (положительный, или отрицательный), принятый 
машиною отъ /*5 и !(<,; ііричемъ температуры маши
ны пусть были соответственно прежнія; Іх и іо (У , и 2’а). 
Потомъ заставимъ машину совершить другой круговой 
и р о ц ессъ , причемъ должны действовать резервуары

112 и І із , отдающіе машпнѣ (положительный, или от
рицательный) количества тепла и 7 3 , причемъ ма
шина имѣла соответственно температуры іо и (То и У3) 
во всѣхъ евоихъ частяхъ, и т. д. Наконецъ, дадимъ 
машинѣ совершить (п— 1)-ый круговой процеееъ съ 
резервуарами Л п_ 1 и 1\п , которые при эгомъ могутъ 
отдать машинѣ еоотвѣтственно ѵ „_1 и единиЦъ 
т еп л а ,  причемъ температуры машины были 
( У * _ і  и Т я). Для наглядности, прилагаемъ 
этих ь

Машина приходить 
въ прикосновеніе съ 

резервуарами:

1) 1ІЛ и По

п  1 По

71

и Т„). Для наглядности, 
(п— 1) онсрацій:

Резервуары:

Л 3 . . . .  Пп_ 2 п
отдаюхъ маш инѣ количества тепла:

І п  1 И І  и

таблицу

■ л _ 1 П п

2)

п — 2) 
п — 1)

І 12 и п 3 . . .

П п_о  и /Г„_, 
2?„_і и 1іп

Чі 7 з

7л- 2  7 п - і
7 п_.і Чп

Суммы количествъ тепла, 
отданныхъ киждымъ резер- 
вуаромь во время всѣхъ 
(:и— 1) кругог.ыхъ олерацій:

Ч і . (7 2 + 7 2 ) . (7 з + 7з).- ••(7 п—2 + 7л—г)> (7 л _ і + 7л—і)»7п-

Каждый отдѣльнын круговой процеееъ совершал
ся только съ  двумя резервуарами; вторая основная 
теорема теоріи тепла даетъ для этаго случая ур— ія, 
который мы уже условились считать за доказанный:

І 1 -
Т о ~ 0; - ^  +  

-* а Т .
=  0 п " - 1 +  =  0 . .(1)

1 П—1 1 п

—  : Чй + й

Ч\ +  (ч'з +  <7я) +  (ч' 3 +  7з) +  •

Другнхъ зависимостей, кромѣ этнхъ (и— 1) ур— ій, 
между (2«— *2) величинами <7,, //'2 , <73 , - --ч 'п -іі  7 л _ і . </* 
не существуешь; слѣдовательно [(2п —2)— (п— 1 )]—м— 1 
изъ нихъ остаются совершенно произвольными. Но 
будрмъ вести наши [п— 1) отдѣльнмхъ круговыхъ про- 
цсссовъ такъ, чтобъ , </2 , . . . 7„ удовлетворяли, 
кромѣ необходимыхъ уеловій (1 ) ,  еще слѣдующимъ 
(тг— 1) уравненіямъ:

02 >"•••>’ 7 " - я +  Ч л -2  =  0 п _ 2 ........................................................................ (2)

• +  (< / П - 1  +  Чп- і )  +  7» =  0 1  +  0 2  +  • • • +  0 Л - 1  +  0 Л

Тогда изъ 2 (п— 1) линейныхъ ур— ій (1) ,  (2) и (3) ве
личины (2/і— 2) неизвѣетныхъ </і , , д'2 , . . . <7„
совершенно определятся.

Нич то не мѣщаетъ намъ (н— 1) вышеупомянутыхъ 
отдѣльныхъ круговыхъ процеесовъ разематривать какъ 
одинъ непрерывный круговой цроцессъ, и притомъ какъ 
такой ироцессъ, въ которомъ резервуары 
отдали машинТ. каждый поочередно количества тепла 
0 і , 02 , • • • 0 »_і =  Ч'п-і 4 - Чп_і и ()п =  (]п ; тем
пературы машины, во время нринятін количествъ 

0„ тепла, пусть были соответственно020 і
и  •

д В л ь н ы х ъ
Іп ( ' / , . . . Т п ) , какъ и при от- 

'1’акой новый взглядъ на(« — 1) нроцессахъ. 
наши (//— I) отдѣльныхъ круговыхъ процеесовъ, оче
видно. нисколько не иротиворѣчитъ ур— іямъ (2 ) ,  (3)
и ( 1). Сумма ур—ій (1) даетъ  тогда искомое уравненіс

_02 , ^  0,_1  , 0 „

2’а

ленномъ ііроцессѣ; даже температуры и I «
(3)

и 7’„) , при которыхъ дѣйствуютъ резервуары Я п_ 1 
и Ц п , могутъ быть тѣже самыя, какъ при тѣхъ (и—
отдѣльныхъ н роц ессахъ ; но резервуары /1, , и Ц щ
отдали машинѣ количества тепла 0 „ _ і  и 0'„ , кон 
невидимому могутъ быть неравны соответственно 0 я_ і  
н 0 я . Еж ели только суммы ( 0 'м_ і + 0  л) и ( 0 „_ і  +  
0„) [іавны между собою; то новый, третій, придуман
ный нами круговой процеееъ удовлетворяешь вполнѣ 
ур— іямъ (2) п (3) ;  но спраш ивается, будстъ ли для 
него справедливо ур—іе.

0.-1  , 0 „.0 » , 02
#1 + То +

' « - 1
(5)

• +  ф -  =  °-1 л (І). ‘ 7 2 1 1 7’
Но я могу еебѣ представить другой ироцессъ съ 

тою же машиною М,  также принадлежащий къ числу 
оборотныхъ, въ  которомъ резервуары 11, , И 2 . • • • Н п
и количества 0 ! ,  0 2 , . . .  0л  2 т е п л а ,  отданныя ма-
шинѣ резервуарами при темперагурахъ і х , 1о , . . . 1п_^  
( 7 і ,  2 , . . .  Т п_ 3) , суть тѣже самыя, какъ въ предъ- 
и д у щ ем ъ , изъ (н— 1) отдѣлыіыхъ процеесовъ состав-

какъ справедливо было ур— іе (4) для круговаго про
цесса второго, составленного чрезъ простое совокупле
ние {и— 1) * отдѣльиыхъ въ одинъ цѣлъиый щіугоаой 
процеееъ?

Огвѣтъ: чпепрс.чіьнно»; ибо, въ силу вводной т е 
оремы, должно быть:

0  =  0 .-1  и 0  « =■ 0 ............................... (6)

Изчѣняя (п— 1) всличииъ <7, , //2 , //3 , . . .  <7„_і и 
опрсдѣляя изъ ур— ій (1) для данны хъ температурь 

еоотвБтственпыя (и— 1) всличииъ </3 . < / з ’ 
будемъ получать вен, возможным величины  для 0 д ,
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• • • О п -і  изъ (и— 1) ур— ій (2) и (3); но для каж
дой системы величинъ ( ? ! . . .  (?„_і послѣдняя величи
на не произвольна, но опредѣляетея изъ ур—ія (5).

И такъ всякій о б о р о ѵ т ы й  круговой процеесъ 
долженъ удовлетворять ур—ію

~  І? =  0 (И),

и съ тѣмъ вмѣстѣ, вторая основная теорема теоріи те
пла для оборотного процесса совершенно доказана.

Изъ предъидущаго размотрѣнія открывается, что 
всякій оборотный круговой процеесъ можетъ быть за- 
мѣненъ совокуиностію вышеописанныхъ (га— 1 ) огдѣль- 
ныхъ круговыхъ обо])Отныхъ процессовъ, совершен- 
ныхъ каждый съ двумя изъ резервуаровъ, выбранны
ми поочередно ; ибо этотъ оборотный процеесъ удов- 
летворяетъ ур— іго (ТІ), а елѣд. и ур—іямъ (6 ) ,  такъ 
что для опредѣленія 2  (га —1 ) неизвѣстныхъ <7і , <7 2, 
имѣется ровно 2  (га— 1) линейныхъ уравненій (1 ), (2 ), 
(3), неболѣе.

Изъ различныхъ соображ еній, основанныхъ на 
ур—іи (II) и который неуместно было бы Здѣсь при
водить, выходитъ, что Функція Т  температуры і  есть 
велечина положительная и возрастаетъ вмѣетѣ съ но- 
вышсніемъ температуры і.

Съ помощію двухъ нослѣднихъ замѣчаній, легко 
убѣдиться въ справедливости второй половины разема- 
триваемой нами теоремы, т. е : «Ежели круговой про- 
»цессъ не припадлежитъ къ разряду оборотныхъ , то
«сумма 2 1 никогда не бываетъ величиною положи
тельною."

Пусть опять 1іг , Л а , . . . Ііп суть резервуары, 
изъ коихъ машина во времѣ какого нибудь необорот
наго кругового процесса нолучастъ количества , 

Цп тепла, имѣя притомъ соответственно тем
пературы ?! , / 2 . • • • іп (? 'і , Тй , . . .  Т п) во всѣхъ сво- 
ихъ точкахъ. Представимъ Ссбѣ оборотный круговой 
процеесъ, совершенный съ машиною М, съ прежними 
резервуарами І1 1 , . . . І ! п при тѣхъ же темнературахъ 
( У , , . . .  Тп) и веденный такъ, что количества тепла, 
полученный машиною отъ первыхъ (га—1) резервуа
ровъ, были (>!, ( Е , • • • (Е ._ і; тогда количество ()'п 
тепла, полученного машиною от і. резервуара Ц а , опре- 
дѣлится само собою изъ ур— ія:

, с ,
+  Г . _ , +  Т.

Что

=  0 .

таковой, придуманный нами оооротныи кру
говой процеесъ возможешь, въ томъ убѣждаетъ насъ 
возможность замѣиить его совокупностью (га—1) от- 
ДГ.лыіыхъ круговыхъ оборотныхъ процессовъ, еовер- 
Юенныхъ каждый съ двумя резервуарами. Иеполнимъ 
ІІа,,,ъ данный необоротный процеесъ въ сдинственномъ 
возможномъ направленін и потомъ придуманный нами 
оооротныи процеесъ въ Ііротивоположномъ этому на-

правленіи. По окончаніи обоихъ процессовъ окажет
ся , что машина приняла въ себя при температурь 
і п (Т„) изъ резервуара (положительное или отри
цательное) количество ((2„— (1'п) единицъ тепла. Еж е
ли бы разность (()„_— $ п) была величина положительная; 
это значило бы, что посредствомъ двухъ упомянутыхъ 
круговыхъ процессовъ мы превратили тепло (#„— @п) во 
внѣшнюю работу (@а— $  „)•&.— Факторъ к означаетъ ме
ханически! эквивалентъ единицы теплоты. Нѣтъ ничего 
легче.какъ придумать еще одинъ оборотный круговой про
цеесъ, при которомъ эта, состоящая въ нашемъ распоря- 
яіеніи работа превратится опять въ тепло,но высшей тем
пературы, нежели Іп ( Т п) Напримѣръ, можно совершить 
круговой оборотный процеесъ въ обратномъ направле- 
ніи (т. е. превращая работу въ теплоту) съ резервуа
рами и при темнературахъ і п и ( Т п и
Т . _ і ; прппомнимъ , что Т п 1  >  Т п): тогда не только 
работа (Цп— превратится въ тепло ( У „) 
температуры іп_ 1 (Г „ _ і) , которая перейдетъ въ ре- 
зервуаръ 11п_ і , но еще кромѣ того нѣкотррое количе
ство тепла (4) перейдетъ изъ резервуара /?„ въ резер- 
вуаръ Л „ _ і, т. е. изъ температуры і п ( Т п) въ тем
пературу гл_ ,  (Т „ _ ,).

По окончаніи всѣхъ трехъ круговыхъ процессовъ, 
даннаго необоротнаго и двухъ придуманныхъ нами 
оборотныхъ, оказывается, что машина возвратилась 
къ своему начальному состоянію (ибо процессы— круго
вые), что нисколько тепла не превратилось въ рабо
ту, ни обратно, что общая сумма тепла во всѣхъ ре, 
зервуарахъ, вмѣстѣ взятыхъ, таже самая, какая была 
предъ началомъ онерацій. Единственнымъ и потому 
невозможнымъ результатомъ этихъ трехъ процессовъ 
было бы превращеніе тепла нзъ ниешен температуры 
Іп въ высшую Іп_ !■ И такъ разность (()„ — ()'„) не 
можетъ быть величиною положительною ; всѣ Т  суть

( (Е О 'лвеличины положительный; слѣд.  тр -) также не
\ і  и I » /

можетъ быть положитслыіымъ количествомъ. Сумма

Я* 9 л  -і- і & =» 9 »  — о
ГГ * ГГ  * • • • * т  Т  гр  —  >
1  1 1  Ч 1  л — 1 1  гь

ибо второй процеесъ былъ изъ разряда оборотныхъ. 
Такимъ образомъ прпходимъ къ желаемому заключе- 
нію , что для необоротнаго круговаго процесса алге
браическая сумма

0»_1 , ОпI I I у п    у  ѵ
Г гр  I • • * I гр  ГШ1   ^  гр

о

доляіна быть или нуль, или величина отрицательная.

1 сйдельбергъ, МихШІЛЪ ОшѴПІОвЬ
28 Я ни. (9 Ф евр ) 1863. п р е п о д а в а т е л ь  Д с м и д о в с п а го  Л и ц е я .

(4) Э то количество тепла , какъ доказывается для случая
Т п

двухъ резервуаровъ, есть ( ( ) “ —  (>'„)  -------------г г  •
1 п  Г  а  “ ..............................

ауантояп  ч* ,о*
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О  Н А Х О Ж Д Е Н І И  З А В И С И М О С Т И  П Р О И З В О Л Ь Н О Й  Ф У Н К Ц І И  О Т Ъ  С У М М Ъ
ІМ 9Т  «Н

о д и н о ч н ы  х ъ .
і  .Г.Г.П0Т «ПІІІІІНЬ'1 С Д ) -О ) ОЯТУЭГНЮЛ Лю ялі-ітсіі ;
Ш т я ж о Ш  ВИНГИ! к  і9 0  ■ ^См- Й  32 и 35)-

Чтобы предложить вопросъ „о нахожденіи зависимости произвольной Функціи отъ суммъ одиночныхъ* 
въ самомъ общемъ видѣ, возьмемъ, съ этою цѣлыо, извѣстную намъ теорему:

2л г  ^ +со
:оп ; («)'" - г - р ( х  , хрО) =  I Л! {"(х , хру) сов иу. сіу ,л и  ^  —

О̂ П 1*1
* і*

О Н..  л и  - ■ ■ ' Л ._в
ШОЗ ОНЖ.ОИ , V , > ИЪ И Й

съ ея свойствомъ

II л 1 )  II п
О Я Д К . О Т  О Н

( О — лО ) оглю С2
+ р

і і  'м.іг.і;
/ + С О

2  і \ х , яру) сов иу. Ау ;
_С2

• 71гдѣ, какъ знасмъ, каждый изъ предѣловъ интегрированія, относительно г/, долженъ быть меньше ~  .
іП] ,.‘Л Ли

Сдѣлаемъ въ теоремѣ (а) р =  х  , <7=  га — х  , /* (л: , яру) =  р [у л:) ; а въ ея свойетвѣ : Функцію
І  (х  » Ч>У) =  <Р [У — х ) •> Р =  +  х  > Я =  т  +  х  » тогда найдемъ:
^«гяооээцофі «гтлляо іуфт а хо

ЫБН .1"/М Н Н ііК 'і 
звьйтв^йзоа іи

2л ? (х )  Г +05 _ ,  , л , /
— = ^  2 , ^ р ( у  +  х ) со & и у . < іу . при х  <  т

0 ' і ѵ і [ Я — ы  е е п і О і і і !  ■ — Л

'•Л' ; *га л д , ( х )
— 7~— = ..............................................................................................—  х  =  т

■ І.'і Нь.іЬН ■ 1
О = ..............................................................................................—  х  >  т

. т+%
. . .  г .  /» + 8 0  <

о : 0 =  I 2! р ( у г — х )  сов иу .  Л у ..............................при х = т .
,П о 'У **а Г0.ОМВДТИЖО» $  => >

Откуда, измѣнивъ перемѣнныя:

Л К О і ' Т У -\~ % ~ У  ,  У ~ Х  +  у ;
получим ъ:

/1ДНТОІ|оГ)0 І>Дя(]!:ьі|' . 
(»! '.II Г, г. у V. 0 М У В Г.‘» ж «г

2 л  <$ (х ) Г
Ли  і  

0

+ с=
2  <р (у) С05 и (у —  х ) . сіу , 
—со

. . . • при х  <  т

!ТЛі Ва05/І0(]11 0'Ші 011
л  р (х )  _

у , Ли • • • • х  =  т

ѵ “ . ; ѵ _і 0 - X >  VI
>нлг '*ті#|іп(| го вшівіи. т

ѵООИислО Д1ЛП: 0  =  Г
+ С0
2т’ <р (у)  еоз и { у  х ) .  сіу . . . . при

<
х  — т.

Складывая предпослѣднія три равенства съ послѣднимъ, а потомъ вычитая послѣднее — изъ каждаго ему прсд- 
шествукпцихъ (*), найдемъ:

(*) Эти дѣйствія, надъ разсматриваемьши суммами, позволительны, ибо условія, при которыхъ каждая изъ нияь имѣетъ и*- 
сто в 2?Т
сто, ее противурѣчаіъ другь другу. Въ самомъ дѣлі, при т  +  X  <  т  х 9 подавно, будетъ <  .
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т
Г1Л Яф(х)  Г + са
' ' ^ ■" Р №)  с05 иу.  соз и х . й у ...................................................... ірри <  ѵі

о ~ 05

(с) я р ( х ) _
2 Ли \ ............................   ' ‘ ' * • • *   —  х  =  т

^  0 =  • ■ • • • • • > - • . . '  к   ..................................................... 'АН- х >  ѵі
т

і к \  я ф (.х ) С Ъ?0 і і  \ • •
(Ь) ~ ^ І Г = }  ^ р Ы ш ч у . ш и х Л у ..........................................................в д « , . ^  т

0 - .пт .нолей
С ч п р ( х )   * !> оН

1/1 и ~ .......................................................................................  —  х  — т

(^ ) 0 .
■ '  — х > т .

Измѣнивъ, въ послѣднихъ ФОрмулахъ, перемѣнную и на — и , получимъ Формулы:
п п  .

яп (р (.г)  Г +°э тпш/ тих  ,
т//и  і  ^ ( г / ) 00® п • °03 . Фу .   прц х <  7п

л п р ( х )  ' г. ■ па < й!'миН'іП
І т А и   ............................................. . . . . , ....................................................   х = т

*  V  А

О —
  — х  >  т

(е) пп <р (д;)
п

=  Г̂ - 0 0  «  п
.Н!;Н при Л’ <  7/1

ячг <р (х) -
2 т/1и  ..................................................    —  лг =  7?і

О =  . . . ‘ п.-гщоФ ,і([5пэт .«гкэиыаоЯ
2я ............................. ...............................................................—  х > т ,

имѣющія мѣсто при « < - _  и при тѣхъ значеніяхъ л, для которыхъ Ф ун кція  $  и ея производная <р' остают

ся конечными и сплошными; „бо мы не имѣемъ никакого права дѣлать въ нослѣднихъ Формулахъ предѣломъ 
число, нарушающее условія, при которыхъ теорема (а) имѣетъ мѣсто.

Полагая вЬ (е) ш г=  я  , /1и =  1 ; 1іЛН

п
- X .  I  »  -

|» г.» ? ( * >  =  /  л , .
(у —со 74 п

Такъ съ помощію теоремы (а) и ея свойства выводится Формула, данная въ первый разъ Л агранжемъ. 
Сдѣлавъ въ (Ъ) , ( с ) , (гі) и въ ( / / ) ,  ( Г ) , д о  =

• А Г  • V -  ;  - ' М  —  •
. и а і ?  и Ъ  . у я  ві *  г а ;  ^  ) 1 - л ’ - " '  ’Ы  «  і <г

Г Г
(Г) я р { x )  =  ^  ̂  У (у) соз иу . сои и х  . сіи сіу . . . , . ;  . . при ЛГ <  7/1

о -с о  ;• -

: . .-.г?(д) -        к»».
2 ‘   х  == ті

(Л) 0 =
• • • • *  • і *  нгДлоои «л- ,л > д а '.
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тп + 00
(/*') п  <р (х) =  I I <р (у) 8Іп и у  . б іпи х . йи йу  . . . . . при

о —со

, я р ( х ) _ _
(9 )  2 .....................................................................................................

(Ю  0 =  ■  ............................     • • • -

гдѣ Функція <р и ея производная р ,  какъ не трудно видѣть изъ статьи, данной нами въ 32 Лі 
ны оставаться конечными и сплошными для всѣхъ значеній перемѣнной, отъ величины у , 
малой, до тп.

Полагая въ ( О , (д ) и (к) Функцію р  (у) =  А  =  постоянному числу;

+ со

.Ш <  ъ — со
п
т —  •

О =  :

Принимая въ ( / )  <р {у) =  еГ1 , т  =  со:

еэ _+оо

яе
о -во

/ 8Іп ти  . соя хи  .  .............     при

оэ +°э
=  I I е ~ 1 С05 иу  . соя их  . Ли Лу

или,
+ еэ

Г соя и х  .
‘ =  \ ~л—; 5 Ли .Л 1-4- и 2

пе —  .
+  ’

- в о
I 1

Возьмемъ, теперь, Формулу ( Ъ
т  <  х  —  ■ •

ее +ео
-т<и*тэо ^ ввидоазноці

о —со

или:

я  р  (Ьл:) — ^ ^  9  (у) §іп иУ • 8*п и х Ъ • ^и йу

■■ ; =  1-Ѵ. < Г :
« 5 + 0 0

я  р  {Ьх) . о і—1 =  ^ §  р  (у) 8ІП иу ■ 8ІП ихЪ. а1 1 Ли Лу 
о —го

иди:
і . ,''-О" ;

ге еа +еа «о

я  Р (Ьх) а1~ 1 =  'і''і' 9  (У) “ п иУ • йу  ^ 2 ' “ * 8ІП ѴХЬ ’
1 о - со  ,

или !

і о —го

Полагая, в* поелѣднемъ равенств*, р  (з) =  е~в і , найдемъ:

х <  т

*

х  =  т

х  >  V I .

В. М. Н., долж- 
по произволенію

х  <  т

х — т

х > т .
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-+ в э  •  ^ «зш  и х . аи
(а3 •+■ и3) (1 — 2а соя и х  в 3) *«  ^ ь = /

—с
И л и , при  а =  —  р , подучим»:

+ 00
д о  п Г и віп « х . йи

епв -+- е ~~ ір Л (а3 и2) (1 4 - 2 р сое и х  +  р2)
— СО

Сдѣлаемъ приложеніе Формулъ (/") и (Л) къ  опредѣленію постоянна™  числа въ  разложеніи Функціи:
( (и) =  Л 0 +  Л х сое 1и +  сов 2ц 4 - . . . +  Л ж сов хи~\-  . . .

Д ля сего уиножимъ обѣ части послѣдняго равенства на <р (у) соя иу  и проинтегрируемъ его, относитель
но у ,  между предѣлами отъ  0  до т  , и относительно и, между пределами отъ  — со до + е с ; тогда найдемъ:

т  + С О  т  +  СО гп  4- СО

/ /  Ян). Р(у) С08 цу.гіц гіу=  ^  р(уУ о я и у .а и с1 у+ Л ^ Д р(у)созиу.со8Іи.гіц<*у+;/а Г Г р(у)сояиу.соя2и.аи сІу-\-. 
0 —с= о —»  о _оо о _ ео

Откуда, при 1 >  7П , имѣемъ:

п  +еэ

/ /  П и)- Р (у) С08 ыу . і и Л у = і А а . п <р (0)
О —ОЭ

или:
т + со

^ 0 =  ^~Д 0) / /  / » •  Р  Гу) С08 и у . аи ау
О —05

Перейдемъ, теперь, къ  рѣшсиію преддоженнаго нами вопроса.
Д ля сего напишемъ Формулы (/"), (у) и (А.) въ такомъ вндѣ:

У)

(т)

т + 00
я ?  (•*) —- Д Д  ? (у) сов ц у . в  аи а у ............................   при .г < т

о —со

2   —  х  =  т

(л) 0 = ........................................ . / .......................................................................................................................*

и предложимъ себѣ найти значеніе слѣдующаго двойнаго интеграла:
— х  >  т;

т  +СО

/ /  +  р е1”*) <р (у) сое п у . аи а у ?
о «— со

п{едѣл\3мГо6тъЯ - «  КдоЯ | ^ ° ЛЖНа остаВаться конечною и сплошною для всѣхъ значеній псремѣнной и, между

д я т і і Й е? П°ЛаГаЯ ЧТ°  +  С е '“г) удовлетворяетъ условіямъ, при которы хъ она можетъ разлагаться въ  схо- 
дящ іися рядъ , по стспенямъ р е іиІ, по теоремѣ Тайлора, имъемъ:

тп. + 00 +с2

/ / Д А + е е ‘” 'М У ) с08и2/-йи^ = =  / /  [ ^ Г ^ У ) с°8«У + Р- ^ ^ ( у ) с 0 8 ц у .е ,'”'+ . . . + ^ ^ - Ѵ ( у ) с О в « у . в <“" '+ . . . Ъ ц  ау ,
® п со •*

что, на основаніи равенствъ (*), ( т ) ,  (п ), доставит»:
15
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. при т  =  еэ(о ) 1 /  Д Л + ? е - > ( у ) с о 8« ^ / и й у = л [ ^ ^  Л "'(л ) + - ]  •
о —со

(р) І \Ъ + е е іих)<р(у)со& иу.<іи<іу=пр(0)  [ ( к )   _  х = т  (*)
о — сэ

г л  +  СОгг -т-

(<7) 1*^* ^(Н+чеЫхЫу)со5иу.сІис(у=яір(0)І'[Н) • •     . . — х > т .
о —со

Т акъ  еъ номощію предложенныхъ нами теоремъ решается вопросъ о нахожденіи зависимости произволь
ной Функціи отъ суммъ одиночныхъ.

Полагая въ Формулѣ (о) <р (х) =  е~ аХ, найдемъ:

и « т +  • • • ]
— СО

или:

(.) рл+лрй,- д л»+».-).'
-^СО

Очевидно, положеніе / і  =  0 ,  въ полученн ой Формулѣ, п р ед п о л а га ете  сп особн ость  Функціи Г ( д е 1 и х )  разл агать
ся въ сходпщ ійся  рядъ по теоремѣ Мавлорена.

Далѣе, полагая, въ той-же Формуле, к =  0 и / ’(3) =  Р 0э-~) ? получимъ:

+ 00

— СО

ІІосмотримъ теперь возможны-ли эти положснія?
Для сего имѣемъ равенство,

а І' Л и— <р{іих)е~аг со8 ну. й и с І у =  ^ ^  е- '1’' сок и у + . . +  - — . е“ л5' соз ?/у +
— СО о — х> О — СО

въ которомъ значеніе первой части определяется интегралами, отличными, но сущности своей, отъ интегра- 
ловъ входяіцихъ въ составъ Формулы, изъ которой разсматриваемая выведена; а по этому то сдѣланныя нами 
ноложенія, для полученія Формулы (<), какъ нарушающая условія, при которыхъ найдена Формула (х), мы от- 
рицаемъ. —  за иеключеніемъ случая (г) =  е ' , приводящаго къ известному уже намь результату.

СдЬлаемъ въ Формуле (х) / ' ( г )  =  ]^ .г ,  к  =  1 :

Г  , / «  *  і і  1*  ( 1  +  г  О  •^ а -  -+• и- и

Г ”А » 5 ) л = * А _ а І ) . -
Д ыМ-н2 а

(*) О стальн ы е член ы  о б р ащ аю тся  въ  н у л и , ибо въ  и и х ъ  п  ір ам етр ъ  три гоном етри ческой  ф у н к ц 'и  больш е в ер х н я го  пр >дѣда 
того  и н тегр ал а , ко то р ы й  б ер ется  отн оси тельн о  перем ен н ой  у.

\
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или:

или:

^  а а +  и* и
о •

(1 +  2 ^ уо» и х + х » )  Ли _  *  , 8 (1 +  р - ах) ' 
^ а* +  и 2 а

Или, дифференцируя обѣ части  отиосительно х ,  найдемъ:

СО
и . 8Іп ылг. Ли 1 я

(“ ) /  ( а 2 +  и 2) ( 1 4 - 2 е е 0 5 и х  +  ^2) 2  ' еаЯ +  д
0

Гдѣ, по сдѣланном у нами условію  , д долж но бы ть < 1 ,  ибо 1д (1 +  Р е2”1) р азлагается  в ъ  сходяш іися ряд ъ , 
по степ ен ям *  р е '”х, г о  теорем * Т айлора, при р < 1 .

Н о разбм атривая с т р о к у , во второй части  р ав ен ства  ( г ) ,  замѣчаемъ что п ри  р =  і  сходим ость ея хотя  
и ум ен ьш ается ,— но все-ж е строка  не п ерсстаетъ  бы ть сходящ ею ся; а  потому полагая в ъ  послѣдием ъ равенств* , 
д =  1 ,  найдемъ:

: п\"а

или:
са ч о их

иди:

/ І 2 С 0 В Н Х  , п .  / 1  +  е а<**\

О

С ъ другой-ж е с т о р о н ы , сравн и вая  значеніе ин теграла в ъ  равен ств*  (м) съ  значеніем ъ его в ъ  равен ств*  (А), 
видим ъ, что полож еніе р = 1 ,  в ъ  1-м ъ и зъ  н и х ъ , со о т в ет ст в у ет *  полож енію  а  =  —  1 в ъ  р ав ен ств*  (г).
А  поэтому заклю часм ъ: н а сколько вѣ рен ъ  р езу льтата , происш едщ ій  въ  сдѣдствіе полож енія р = 1  в ъ  равен 
ств*  (и), на столько-ж е справедливо иодож еніе в  =  —  1 , в ъ  равен ств*  (і), доставляю щ ее то т ъ -ж е  р езу льтат*

Н айдем ъ  ещ е значеніе суммы:

1Л +ввтл *г

§ 'і' ТУ1 +  Р в1”*) е ~ іип“ <р (у)  соз и у . Ли Лу ,
о —

ГД* ф ункція / ;  по предъидущ ем у, о стается  конечною  н сплош ною  д л я  вс* х ъ  значен ій  и  между прсдѣлами о тъ  
— сэ до + 00, а п  число ц*лое.

Е с л к  Г(Іі +  д е і'“‘ ) способна р азл а га ть с я  в ъ  сходящ ійся р яд ъ , п о  степ ен ям *  д е ,иж, по теорем * Т айлора, 
то  м ож ем * написать:

Г { к  +  д еіих) е іипа <р {у) соз и у . Ли Лу =  ^  е ~ іипя <р (у) соз и у  +  9  ( у )  с 0« и У Ч
о —сэ о _ с с

. . .  +  $ 1 ^ “ ’ ^  р  (у) соз и у  +  . . .  +  ») $  (у) соз н у  + . .  • ]  Ли Лу
п • ‘
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что , на основанін ФОрмулъ (/) и (п) доставить:

УП 4» СО

ѵ) / /  П Ь  +  9 еіи’) * -* " •  9  (У) соз иу. Ли Лу =  ^ - (0) <*> . . при * > т .
О — СО

Такова зависимость, существующая между производною Функціею п-го порядка и суммами диФФсренціальными.
Съ помощію этой зависимости легко выразить остаточный членъ Тайлоровой строки посредствомъ двой- 

наго интеграла; но мы не будемъ на этомъ останавливаться.
Сдѣласмъ въ Формулѣ (и) р (у) =  постоянному числу:

тп 4* СО

/ /  / ‘(Л +  р е ,'“*) со&иу. гіи Др =   - .  при х  > т
О — СО

или:

/ " /■ ( *  +  С «■"■) «и =  '< ГГ?< Ь) .........
— 0 0

Этимъ мы оканчипаемъ настоящую статью.

І5ъ сл*Дующей-же статьѣ мы намѣрены показать, какимъ образомъ остаточный членъ, теоремы Тайлора, 
выражается одиночною конечною суммою чрезъ данную Функціго.

С. Петербургъ 1863 г. 11 Января. Я . Коціевскій.

II.

Б и б л ю гр а ф и геск ій  у к а за т е л ь .

34. \Ѵ е і 1 е г е А и з Г и Ь г н п #  б е г  р о і і і і -  
с Ь е п  А г і і Ь т е і і к ,  ѵоп Бг. Ь. ОеШпаег. СгеіГз-

хѵаіб 1863.
Это сочииеніе, появившееся нынѣ въ отдѣльномъ 

изданіи, было уже напечатано по частямъ въ СгипегРз 
АгеЬіѵ бег ДІаіЬ, ппб РЬуз. Т іі 37 и 38. Оно содержитъ 
не только иеторическій и критически! обзоръ различ- 
ныхъ методъ вычиеленія, употребительныхъ въ этой, но 
преимуществу практической отрасли арифметики; но и 
вообще старается изложить предметъ въ научной си- 
стемѣ и обширности. Въ особенности кажутся намъ 
хорошо обработанными главы: о государственныхъ зай- 
махъ, съ примерами, взятыми изъ действительности, и 
о етрахованіи жизни.

35. С е о т е І г і в с Ь е  и п б т е с Ь а п і з с Ь е  
Т  Ь е о г і е б е г  А 8 I г о і б е и ѵон Бг. Я. ІепізсН. 
іСгеіГзѵѵаІб 1863.

Эта интересная монограФІя прсдставляетъ обиль
ный матеріалъ для унражненія въ нриложеніи анали
за къ изслѣдованію кривыхъ. Именно этимъ классомъ 
кривыхъ всего менѣс занимались до сихъ поръ мате
матики, такъ что можетъ быть для нѣкоторыхъ чита
телей »Вѣетника« будетъ чуждо и самое названіе, недав
но впрочемъ установившееся. Подъ названісмъ аст 
роиды разумѣготъ кривую, которая составляется изъ по- 
слѣдовательныхъ точекъ перссѣченія различныхъ поло- 
женіи одной и гой-же прямой, опредѣленной длины, ко
торая поворачивается такъ, что своими концами посто

янно опирается на 2 оси произвольныхъ координатъ. 
Постоянная длина прямой называется параметромъ, 
а угол ь, заключаюіційся между осями, опредіъляющимъ 
угломъ; и смотря по этому углу астроиды различаются 
на прям ы л  или ортогоналъныл и косыя.

36. 5 егепи$ ѵоп Л піізяа  Ие Ь е г б еи  З с Ь п і І І  
б е з  К « $ е 1 з , аиз б е т  (ІгіесЬізсІіеп , ѵ. Е . ІѴігзе. 
Зігаізшіб 1861.

Мы указы ваемъ на переводъ этого небольш аго  
сочиненія  др евн яго  писателя,(хотя  у ж е  он ъ  появился въ  
1861 г.); ибо мы не встрѣчали уноминанія объ  немъ въ  
д о ст у п н ы х ъ  намъ заграничны хъ пер іодичсскихъ  ката- 
логахъ и вообще думаемъ, что оно м ож етъ  представить  
интересъ  для занимающ ихся исторіею  математики.

37. О п I Ь е 1 о С а 1 к о і а г  е с і і р з е  оі ЛЫу 
18 іЬ. 1860, оЬвегѵеб аі ВіѵаЬеІІоза, пеаг Мігапба бе 
ЕЬго іп 8раіп, Ьу ІѴаггеп сіе Іа Ние. Ьопбоп 1862.

Это роскошное изданіе, снабженное Фотографи
ческими снимками и литографическими рисунками, пред- 
ставляетъ подробный и весьма важный отчетъ о наблго- 
деніяхъ нолнаго солнечнаго затмѣнія, произведенныхъ 
при помощи фото г еліограФа.констру кціи Г-на Де-ла-Рю. 

і Вероятно это сочиненіе будетъ находиться въ рукахъ 
большей части нашихъ астрономомъ , а потому мы 
ограничимся замѣчанісмъ, что произведенныя надъ Фо
тографическими изображеніями микромстрическія измѣ- 
реніяслужатъ лучшимъ отвѣтамъ на счетъ принадлеж
ности выступовъ къ солнцу.
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III.

Мзвлегеніл изъ періоЬигескизсъ изданій.
1. Прямой выводъ значенія двухъ взвѣстныхъ опредѣленныхъ ннтеграловъ:

/ оэ Р  •соз ах . -  Г 8іп х

г + э іс ■ =  ]
в о

Г .  Цефус'а (/«еіІзсЬг. Г. МаіЬ. 7 ІаЬг. НеН. 6).
\я

Первый изъ этихъ интеграловъ есть прсдѣлъ отъ Ь  =  Г Ах ,
о 1 +  дт* 
о

гдѣ п можетъ рости до безконечности. Но такъ какъ для веѣхъ значеній х  справедлива известная строка:

С08 ах  =  1 -------- ^ -<1—  . . . , то мы получпмъ

Ах

Г — Г Г 1 _  “2 _  °4 д4 а* д* і 1
Л и  -+■ ** 2! 1 д .* +  4! 1 4- ** 1 +  ** +

=  /  [ г + ^ ~  2! (1 - г Ы )  +  х  (х3_1 +  і т ^ ) “ ^  (д;4~ л2+1~ т т ^ і)  + • • • ] * * .

=  [ 1+Т! +  Т!+ 6І + -- ]  у — Г ( іі  +  :Ь +  Т!+ " -)  +  Т (Т! +  Т* +  ---)“ Т! (т' +  ---) + -'
а

Н о вообще: Р{а)  =  Р  (0) +  ± Г  (0) +  ^  Г* (0) + . . . .  +  ^  Р п) (0) +  (* X"*») (г) <*2 •
О

откуда для значснія Г  (а) =  і .  (*• +  «— ) и при п =  0, 2, 4, 6, и т д.
я

я , я4 . я® Г с*__ е—‘
получпмъ: 2! +  4! +  'б ' +  • ‘ ‘  *

О
а

і ' 4 +  «* +  *  , __ Г ( я - = ) 3 «* -  е -  ,
4 !^  6! 8!----- --------- ^  ~~2 Г ~ • — 2 и т. д ;

О
такъ, что выражсніе Ь приводится къ Формѣ:

" (с« Г ** ~  е~ Т  "* ( а ~ 2)І I п5( я - 2 )5 1 я _  Г е '  —  е -  .і  }  з (я —2 ) 1  1 3! +  5! . . . р - =  -̂(е —е ) _ |   ̂ 5Ш „ («—г)<*г .

Подставляя пода п ( я — %) — і ,  получаемъ:
па

1) Ь  =  ^.  ( « " +« —) +  | ^  [ е — ^  Л
О **

ЛЯ • «па . яв яа
=  ” ( , .  +  0 + < е - /  а р - і * /  ^ Л  +  Ѵ *

0  О - В  О

Вводя здѣсь предѣльнос значспіе для п =  се , выходитъ
яя пя

2) •* = е" ( х  ~  у )  + е~ я ( у  +  2*) +  V  / г т - /  П Г  (е 7  “ "*} Л  — у  «»». ^  (е- т  — 1) Л .
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Не трудно доказать, что прсдѣльная величина двухъ послѣднихъ ннтеграловъ порознь есть пуль, ибо они при 
і  =  пх  превращаются въ

Ііт ^ — 1
8И1 П Х  СІХ'.г , Ііт ^  - - 1 —1 . ,—  8ш пх ах ,

такимъ образомъ выходитъ

Также доказывается, что и величина 1, при а — со обращается въ нуль; а слѣд. тогда
со

т Г 8Іпл: , п
~1ГЛх

о
поставляя это значеніе въ нредъидущес уравненіе, выходитъ

соя ах
,7 =  Г  - '' , сіх =  е

.) 1 -г х*
71

Т
2. Въ засѣданіи Парижской Академіи 24 Ноября, Г. 

Фуко представилъ краткое опиеаніе прибора, который 
былъ употребленъ им® для новаго онредѣленія скоро
сти свѣта (ем. Вѣст. М  34).

Представим® еебѣ сначала аппаратъ, находящійся 
въ покоѣ. Солнечный лучь, направленный горизонталь
но поередствомъ гел іоггата ,  надаетъ первоначально 
на микрометрическую миру, которая состоит® изъ по
серебренной стеклянной пластинки, имѣющей рядъ про- 
зрачныхъ вертикальныхъ черточекъ, въ разстояніи ’/ 10 
доли милиметра одна отъ другой. Дѣлепіо миры было 
произведено съ особенною тщаТельностію, ибо она слу
жила въ опытѣ главнымъ измѣряющимъ элементом®. 
Лучи, проходящіе чрсзъ эти дѣленія, падаютъ на пер
вое вращающееся плоское зеркало, гдѣ.они испытыяа- 
ютъ первое отраженіе и направляются къ вогнутому 
зеркалу, отстоящему отъ перваго на 4 метра. Между 
этими двумя зеркалами , но блиято къ первому, пом®- 
щается объектнвъ, кривизна поверхностей котораго 
именно такова, что, съ одной стороны, плоскость ми
ры, асъдругой-поверхность  вогнутаго зеркала, нахо
дятся точно на разстояніяхъ его еопряженныхъ Фоку- 
совъ; такъ что на поверхности вогнутаго зеркала по
лучается изображеніе миры. Вогнутое зеркало на столь
ко наклонено, чтобы отраженные отъ него лучи могли 
проходить мимо аппарата съ вращающимся зеркаломъ, 
отъ котораго получается изображеніе на изв®стномъ 
разстояніи въ пространств®. Въ этомъ именно мѣстѣ 
устанавливается второе вогнутое зеркало, таким® обра
зомъ, что пучекъ еще разъ отраженныхъ лучей прохо- 
дитъ подл® перваго зеркала и даетъ второе изобра
жено миры; это изображеніе принимается на поверх
ность третьяго вогнутаго зеркала и такимъ образомъ 
дал®е до образования послѣдняго изображенія миры на 
поверхности зеркала какого либо нечетнаго порядка. 
Въ прибор® Фуко было пять зеркалъ и развиваемая 
ими длина для прохождения свѣта равнялась 20 мег- 
рамъ. Разстояніе поелѣдняго зеркала отъ предъиду- 
щаго составляло 4 метра и такова же Фокусная дли
на поел®дняго зеркала, которое обращено прямо про- 
тивъ предъидущаго , такъ что вс® падающіе на него

лучи возвращаются по тому же напражденію, по кото
рому они пришли. Достигнуть этого легко на опыт® 
и тогда можно быть увВреннымъ, что веѣ лучи возвра
тятся окончательно къ мир® , къ т®мъ самым® пунк- 
тамъ, чрезъ которыя они вошли.

Возвращенные такимъ образомъ лучи даіотъ весь
ма отчетливое изображеніе м ары , въ чем® легко уб®- 
диться поередствомъ чаетнаго етраЖенія отъ накло
ненной стеклянной пластинки,, соединенной неизмѣнно 
съ мирого и съ микроскопомъ, какіе обыкновенно упо
требляются въ астрономических® паблюденіяхъ.

И з о б р а ж е н и е ,  п о л у ч а е м о е  в ъ  м и к р о с к о п ®  ОТЪ В03-
вратныхъ лучей, занимамаетъ опредѣлснное положеніе 
въ отношсніи къ нластинкѣ и къ мир®. Это положе- 
ніе соотвѣтствуетъ дѣйствительному изображенію ми
ры, видимой чрезъ отраженіе отъ плоскости стекла. 
Но когда зеркало начиетъ вращаться, то это изобра- 
женіе изм®няетъ м®сто, разумЬется въ томъ елучаѣ, 
если свВтъ, пробѣгая два раза пространство вогнутыхъ 
зеркалъ, находит® плоское зеркало уже въ другомъ 
положеніи. Отсюда слѣдуетъ, что возвратное изобра- 
женіе доляшо перемѣщаться въ сторону враіценія зер
кала, и это отклоненіе увеличивается съ увеличеніемъ 
скорости вращенія; оно увеличивается также, какъ оче
видно, съ длиною пробѣгаемаго св®томъ пространства 
и съ разстояніемъ миры отъ вращающагося зеркала.

Называя IV  скорость св®та, п  число оборотовъ 
зеркала, I длину ломанной линіи между вращающимся 
зеркаломъ и поелѣднимъ вогнутымъ зеркаломъ, г раз- 
стояніе миры отъ вращающагося зеркала и (I откдоне- 
ніе изображенія, получается сл®дующее выраженіе для 
скорости св®та въ Функціи извістныхъ величин®, кото-

V -
йяпіг

рыя опредѣляются отдѣльно измѣреніемъ:  ̂ ^

Разстоянія I и г измѣряются непосредственно 
масштабом® или другим® способом®. Отклонение сі 
опредѣляется микрометрически; но что касается числа 
п оборотовъ зеркала въ секунду, то мы должны пред
варительно объяснить, каким® образомъ сообщается 
аппарату съ зеркаломъ постоянная скорость вращенія.

Это зеркало изъ посеребреннаго счекла, имѣюща-
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го 14 милиметровъ въ діаметрѣ, насажено на ось не
большой воздушной тюрбины нзвѣстной конструкции; 
причемъ воздухъ, выходящій изъ поддувальника, про
ходить предварительно черезъ особо принаровлснный 
к ъ  тому регуляторъ, изобрѣтенія Кавалье. Воздухъ, 
выходящій изъ отверетій тюрбины, предотавляетъ дви
жущую силу весьма постоянна го дѣйствія, тѣмъ болѣе, 
что ускоренное враіценіе зеркала тотчасъ встрѣчастъ 
пренятетвіе въ окружающими воздухѣ , которое', при 
данной скорости, остается также совершенно поето- 
яннымъ. Такймъ образомъ здѣеь уравновешиваются 
двѣ нротивуположныя силы и предохранлютъ движе- 
ніц отъ всякой неравномѣрногти.

Для счета числа оборотовъ, или собственно гово
ря для сообщения аппарату определенной скорости сде
лано было следующее устройстио: между микроекопомъ 
и, отражающим !, стскломъ іюмѣіценъ был ь дискъ, ко- 
тораго край, нарѣзанный мѣлкими зубцами, проекциро- 
вался на изображеніе, которое наблюдалось въ микрос
копе и раздѣлялъ его но подами. Диску сообщается 
однообразное вращеніе, которое дѣлаетъ зубцы неви
димыми при постоянномъ свВтѣ. Но изображеніе появ
ляется только на одинъ моментъ при каждомъ ноаомъ 
обращеніи зеркала; поэтому, если скорость вращенія 
диска будеть такова , что каждый слѣдующій зубецъ

приходить въ положсніе предъидущаго, именно во вре
мя одного полнаго оборота зеркала , то самый дискъ 
является снова зубчатымъ и представляется неподвиж- 
иымъ. Такймъ образомъ, если число зубцовъ диска 
есть п и время обращения его равно одной секундѣ, 
т о , регулируя истсчспіс воздуха въ тюрбинѣ, можно 
дойти до видимой неподвижности диска и быть уве
ренными , что зеркало совершаетъ тогда п оборотовъ 
въ секунду. При помощи чаеоваго механизма устрой
ства Ф ром ан ъ , Г. Фуко могъ сообщать зеркалу 400 
оборотовъ въ секунду, и въ теченіе нѣсколькихъ минуть 
поддерживать постоянное отношеніс въ дѣйствіи обо- 
ихъ вращающихся ириборокъ.

Г. Фуко замѣчаетъ еще, что причина открытых!, 
имъ нееогласій въ нервоначальныхъ опытахъ заклю
чалась въ неточности показаній микрометра, а потому 
они предпочелъ въ поСлѣдствіи.вмѣсто микрометричеека- 
го измѣрснія отклонснія, удержать за нимъ постоянную 
величину и искать изъ опыта: каково должно быть 
тогда разстояніе между мирою и вращающимся зерка- 
ломъ. Полученные такими образомъ результаты со
гласуются въ ирсдѣлахъ ошибокъ наблюдсній, и выво
димое въ среднемъ для скорости свТ.та число 298СОО 
километровъ въ секунду, по утвержденіш Фуко, заслу- 
живаетъ весьма большого довѣрія. 1'.

Ріъш еніе задаги  IV 6 въ IV. «И Ргьстпшікя.

У равненіе эллипса отъ  ц ен тра 

а1 у2 +  Ь2х 2 =  а Ѣ 2 .
Перенессмъ начало коОрдинатъ въ точку ЗТ. к о 

торой координаты  пусть будуч и -р  а  , —  (3. Тогда 
уравнение эллипса будсть:

а 2 ( у - ? ?  +  Ь- (,х  +  «)2 =  а2!»2 .
Псрсмѣнимъ полож сніс осей по направлен ію  М Л  и М Н .
Тогда вмѣсто х  и у  надо встави ть  с х — а у , з х  -)- с у , 
гдѣ * =  8!II Ф с =  С08  <р; угол ь <р есть } гол ь В М К .  Урав- 
неніе эллипса относительно осей М Л  и М П  буд етъ

а2 {их +  су  —  В?  + 1>- { с х  —  .чу +  к )2 =  а2 Ь2 . _____

Н андем ъ точки Л  и II

А  (0 Уі) а- {суі — В)2 +  !>- (а  — .чУі'°- =  а ’ Ь *; аЧ яц ?  +  «Г- в 2 —  2 а 2 сВу, +  Ь®«8 +  ЬѴ у,* ' — Ѣ -а * Уі =  а Ѣ 2

В  (х , 0) и2 (х.Гі —  В)2 +  Ь2 іс х 1 -р  о )2 =  а 2 Ь2 ; а  Ѵ х , 2 +  а 2 _  2 а 8 +  й Ѵ х ,2 -|- Ь2и 2 +  2Ь2« е х ,  =  и 2Ь2

Т а к ъ  к ак ъ  а 2В2 -р  Ь2и 2 — с 2!/1 т о ,  | У равненіе липіи Л В ,  проходящ ий чрезъ точки А  и В ,се ть ;
{а2 с2 +  Ъ2х2) ?/,2 —  2 [а2с р -\-  й2х«) у і  —  О ) . ?/,

( Л 2 +  Ь2с2) х , 2 —  2 {и2чВ —  Ь2с а ) х ,  == О 

Корни уравнсній (I) Уі =  0 и а\, =* 0 соотвѣтству-

ѵ  • //іУ -  У У =  —Ь—д і
ил и Ух =  Хі ѵ, — ЖУі .

Вывсдсмъ уравнсніе нормали въ точкѣ М.—Урав. нор- 
ю тъ точкѣ М. Другія значені Я дадутъ координаты малй вообще есть 
точекъ А  и И

У і =
2 (аае/9 -)- Ъ2н а )  2тп

и2с2 -р й2х2

а ' х 2 -р й2с2

Въ нашемъ случаѣ 
(II)  Г =  о 2 (XX -р  с у  -  В?  +  Ъ2 (сх — ху +  о)2 — а Ѣ 2 =  0 . 

Отсюда

гдѢ для краткости положено;
а2сД -р Ь2ч а  =  ;п  . п2с2 -р Ъ2ь 2 —  к  
а 2чВ — Ь2с а  =  а  . а 2л2 — Ъ2с2 — I

с1С ~
сіу ~  2а3 '-з х  +  с!/ — +  —  *(/ +  « ) *  .

і  —  +  су -К ^ х -р  1ЪЛ- (сх — $ у  4- и) С .



Уравненіе нормали будетъ:
(ЛГ— х) [а8 (хх 4 ~ су — в) с — Ь2 (сх —  зу -}- «) х] =

=  (У —у) [а2 (х х -\-су  — У) х +  Ь2 (сх —  зу  +  «) с] . 
Для точки М , х  =  у  =  0 .  Слѣд. уравнсніе нормали 
МТУ будетъ:
X  (— и?§с — Ь2аз) =  У  (— а 2/?х +  Ь-ас), или Х т —  Ул. 
Найдемъ пересѣченіе А В  съ нормалью МІѴ. Имѣемъ 
2 уравненія

Ух 1 =  х і у1—  Х у і . . . Ур. линіи {АВ)
Уп =  Х т .........................  —  {МУ)

изъ которымъ находимъ координаты точки N  
п х щ і  _  т хіУ іх  —  ------- :------  , у  =   ----- . —— .?лхі +  пух т х \ +  пУі

Вставивъ изъ уравненій (И), вмѣсто х 4 и у х ихъ вели
чины, имѣсмъ

2 п 2тП /
X

т

2 п
'гХ _ ,п—  к +  1I + п к

и у
2 т

к+~*

Эти координаты х  и у  относятся къ осямъ М А  и МВ. 
Чтобъ ихъ отнести къ осямъ, проходящимъ чрезъ М  
и  параллелыіыхъ главнымъ, надо вмѣсто х ' и у  вста
вить с х з у  и су — х х Т о г д а

, . , 2л , , 2?л
с х + х у = А- - г , с у - з х  =

2 , 2 
отсю да: х ’ =  ь (лс — т$) , у  =  и {пх +  тле)

Но
А 4- / 

тс — {а*с@ +  Ь^за) с 
п$ =  (а —Ь2са) $ 

тс +  л? =  
ибо с2 х2 =  1

2Ъ*а
слѣд 2 +  й2 

Ь2\

к  +  Г  
не =  (а2х/3 — Ь2с«) с 
тз =± (а*с(і -|-Ь2ха) х 
пс — т$ —  — Ь2а  ;

к + 1  —  а* +  Ъ* :

у ^ & ) -Ѵа2 +  Ь2
Отсюда видно, что х '  и у' не зависятъ отъ с и х ,  

т. е. отъ положенія осей М А  и МВ. Слѣд. точка пе- 
рееѣченія линіи А В  съ нормалью М2Ѵ при всякомъ 
ноложеніи прямаго угла А М В , лишь бы г вершина ея 
наход. въ одной точкѣ, сохранястъ, неизмѣнно свое поло- 
женіе; или лингя пересѣченія А В , соединяющая точки 
пересѣченіл стороны прямаго угла  А М В  съ кривою, 
при обращеніи прямаго угла около его веріиины, всег
да проходить чрезъ одну постояннною точку {ТУ), 
чрезъ которую проходить также и нормаль къ кривой• 

Найдемъ уравнсніе этой точки IV, когда точка М  
будетъ двигаться по данной кривой. Пусть

а 2 — Ь2 
а24 -Ь а:

А , х  — аА
у = р а

х'
« =  Vа.

Такъ какъ « и (3 должны удовлетворять уравненіго 
данной кривой , то должно быть: а2р’2 +  Ь2а 2 =  а 2Ь2;

или
о2і/2
~аГ

Ь2х2

.■'2
Или отнимая значки,

== а?Ь2. Полагая ЪА=о В , аА =  А ,  имісмъ 

А*у* +  В*х* =  А*В3 ,
уравненіе искомой кривой, т. е. ч Уравненіе искомой 
кривой есть э лли п с ь , котораго оси пропорціональны  
осямъ данного.

Полярное уравненіе даннаго эллипса

(Н) г у _|_ е с05, р > гдѣ р  — ѵ' а*

искомагО В  =

к 'в ’ —  Ь ' ,

Р
I Е  соя р ’

■ V А '—В’ =  (А

вили
рА

1-}-е соз р
„ В 2 „  ѴЛ‘—1Ггдѣ Р  =  —  =  рА , Е  =  — - д -  =  с .

Т. е. параллельные радіусы векторы находят ся меж
ду собою въ постоянномъ отпошеніи.

Когда уравненіе (В) выражаетъ гиперболу, то 
е > 1  р‘ =  а (е 2— 1). Для гиперболы

_ ы2 +  Ъ*
е — Ѵа* +  Ь‘ А уѴ  + V V А' + В*

: А 2
Е > Г -

А- ТУ -Ь2 >1аА
Слѣд. В > г

Слѣд. если данная кривая гипербола, то и иско
мая гипербола съ болыыим ь Фокуснымъ разстояніямъ; 
изъ 2-хъ параллелыіыхъ радіусовъ векторовъ радіусъ 
искомой >  радіуса данной гиперболы.

Если данная кривая парабола, то ея уравненіе

будетъ г —  — —-----1 +  соз р  ’
Для параболы е =  1 а  =  се , потому

• Ь2 1 - В -

а 2 +  Ь3 д . Р_
~  а

Въ предѣлѣ а =  сэ для параболы А .= і;  поэтому урав- 
неніе искомой параболы будетъ

В  =  Т- г ^ —  .І  +  с о з^
одинаков съ даннымъ. Найдемъ разстояніе вершинъ 
обѣихъ параболъ. Д л я  этого найдемъ предѣлъ

1) =  а — А  =  а{ 1—А] =  а { \  —  а~ р ) =
к ѵ а Х р ‘ а +  р

При а  =  оэ , Ю =  2р . (*)или
І +  ^• а .

Искомую кривую для параболы можно найти и 
непосредственно , изъ уравненія у2 =  2 р х , поступая 
точно такъ какъ это дѣлали въ случаѣ эллипса.

2-е рѣшеніе. Можно также получить рѣшеніе, 
взявъ общее уравненіе кривыхъ втораго порядка отъ
вершины у1—  2р х  — х 2, гдѣ р  есть ордината въ фо-
кусѣ: для эллипса а  . . .

для гиперболы а . .  . — 
для параболы а . . .  оэ 

Приэтомъ можемъ поступать точно такъ какъ дѣла- 
ли въ началВ задачи.

3-е ріъшеніе. Написавъ уравненіс двухъ прямыхъ, 
между собою перпендикулярныхъ и нроходящихъ чрезъ 
какую нибудь точку кривой коническаго сѣченія, опре- 
дѣлимъ точки ихъ пересѣченія съ кривого; потомъ на- 
пишемъ уравненіе прямой, проходящей чрезъ этѣ 2 точ* 
ки. Затѣмъ найдемъ пересѣченіе послѣдней съ нор
малью; полученные координаты будутъ независимы отъ 
наклоненія взятыхъ 2-хъ прямыхъ. Послѣ того, выра
жая точку кривой чрезъ найденную постоянную, вста
вивъ въ уравненіе кривой, легко получимъ уравненіе 
искомой постоянной точки.

Но такой иріемъ въ рѣшеніи ведстъ къ  болѣе 
продолжительнынъ вычисленіямъ.

Смоленскъ 14 Января. А . БѣЛЯСвЪ.

(*) Авторъ прясоединилъ къ этому рѣшенію нѣскодъхо По. 
яснитслвныхъ черюжей, которые, къ сожаленію, Редакція врк  
нуждена была опустить- Р ед .
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