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ОБЩИХЪ КОРНЕЙ ДВУХЪ УРАВНЕН1Й 

îixi. рсзу.и.танта.
Статья приватъ - доцента Mapia Баранецкаго.

Читая въ и. а. году лекцш по „Лппейпымъ преобразова- 
шямъ“, я долженъ былъ подробно переделывать некоторый 
исчислешя, указанный въ сочинены „Le.-sons introductory to 
the modern higher algebra by George Salmon...“, и на соот
ветственно подыскаиныхъ примкрахв пояснять теоретически 
выведенные результаты. При этомъ обнаружилась неточ
ность, повторяющаяся во всехъ трехъ издашяхъ этого образ
цовая сочинешя, равно какъ и въ обоихъ издашяхъ „Vorle
sungen zur Einführung in die Algebra der linearen Тгапьй rxna- 
tionen von George Salmen. Deutsch bearbeitet vou Wilhelm 
Fiedler^, въ „Leçons d’algèbre supérieure par G. Salmon... tra
duit par Bazin“ и въ перевод^, составляющемъ второй томъ 
сочипешя „Wykład zupełny algebry.... Adolf Sągajlo“.

Я намйреиъ вкратцЬ изложить теорйо определены об- 
щпхъ корней двухъ уравнены помощью результанта этихъ 
уравнешй и вводимое мною измкнеше поварить на примкрЕ.

§ 1. Если даны два уравнешя:

аи,х" + а1й„1хт"’ + .... = 0, или <р(х) = О,

ЬцХ“ + Ь^х“-1 + .... — 0, или <р(х) — О, 
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и если

(•а) а, Р, 7, б, . . .
А

суть корни уравиешя

<Р(х) = О,

то, подставнвъ количества (2) вместо перемйннаго х въ пер
вую часть уравиешя

<р(х) — О,

п перемиожцвъ между собою результаты этпхъ подстановок!.

?(*)>  ?(₽), ?(Т), ?(8), • • • •

мы можемъ, въ полученномъ произведены

(3) ?(а)?ШтЖ8) • ~ И,

сймметричесшя Фуикцш количествъ (2) выразить помощью ко- 
ЭФФищентовъ уравиешя

<Их)_ 0.

Тогда К явится однородной Фупкщсп коэффищснтовъ урав- 
нешй (1), тожественно обращающейся въ нуль въ слу
чай, если уравиешя (V пмйютъ общее рйшешс. Эту Фуп- 
кщю В называютъ результантомъ пли элиминаитомъ этпхъ 
уравнешй.

Если уравиешя (1) пмйютъ общее ргЬше1пе, то оно за
ключается въ ряду чиселъ (2). Пусть а будетъ общимъ кор- 
пемъ уравнешй (1); тогда

(4) ср(а) = О,
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и поэтому, на основаны определены (3), тожественно 

= 0.

Но вообще

ср(а) = атага +

?($)== а,.,^ -Ь аж 1₽т-‘ + . • • •

откуда

а?(д) 
аар • >

такъ что

(5)

Следовательно, если а есть обнцй корень уравнешй (1), то, 
аына основаны (4), выражены для-д— сводится, въ этомъ аар

случае, къ одному члену, а именно

(6)

Такимъ же образомъ найдемъ, что, въ нашемъ случае,

(7)

Изъ выражешй (6) и (7) следуетъ, что

аи . аи __
бар ’ ба, —

— 

ар : а4,



— 4 —

что, какъ видимъ, дозволяетъ определить общШ корень а по
мощью производныхъ результанта И по какимъ пибудь коэф- 
Фищептамъ одного изъ уравненШ (1). Если бы мы взяли 
производный результанта по смежнымъ коэФФшцептамъ одно
го изъ уравненШ (1), то получили бы непосредственно

лк . ан• ---------- _.Г) . ..п—1 ____

Такимъ образомъ, имея результантъ двухъ уравненШ, 
можемъ, не решая этихъ уравнены, определить общШ ихъ 
корепь, если таковой имеется.

Наир, результантъ двухъ уравнены

Ах2 + Вх + С — О,

ах2 + Ьх + с О,

будетъ

К — ааС2 _ аЬВС 4- ас(В2 - 2АС) + Ь2АС - ЬсАВ + с2А*,  

откуда

— 2аС2 - ЬВС + с(В2 - 2АС), 

-Ц- = - аВС + 2ЬАС - сАВ.

Если даны два уравпешя

х2 — 4 — О,

х*  — Зх + 2 = О,

то
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и можемъ определить обпцй корень данныхъ уравнешй

аи . ж 
аа ’ аь -2-

§ 2. Если бы однакожъ уравнешя (1) имели два обпЦе 
корня, наир, а и р, то, какъ видно изъ выражений (6) и (7), 
первый производный относительно каждаго изъ коэффищсн- 
товъ обращаются въ пуль, ибо тогда

<К0) — О-

Но, дифференцируя еще разъ относительно а,, общее вы- 
ражеше первой производной, т. е. выражете (5), мы по- 
лучимъ

+ аф₽<р(у)<р(д).... + (р(сф’тР?(5)....+..........

+ а^ф)трср(8).... 4-........................................

+................................
Если теперь примемъ, что а и |3 суть два обпце корни 

у равней] п (1), то, такъ какъ

?(а)=0 и = О,

въ выписанномъ выражены второй производной, все члены, 
за исключешсмъ первыхъ членовъ первыхъ двухъ строк'ъ, 
обращаются въ нуль, такъ что

а2й 
аа/'(8)
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Такимъ же образомъ выведемъ для нашего случая

d2R 
dapdaq

d2R
daq2 = 2a^cp(Y)(f(3)...

Изъ выражешй (8), (9) и (10) сл'Ьдуетъ

1 d2R ?
2y(y)<f(3)... Х dap2

dapdaqг/1‘3₽ X
d2R

a 2cp(7)tp(a)...
d2R

X Г7 ' da 2

Принимая, что отношены

ap : а4 и [З11 :

суть рЗяпешн однороднаго квадратнаго уравнения, мы видима, 
изъ посл'Ьднихъ выражешй, что это квадратное уравнеше 
есть

1 , d2R 1___ , d2R , 1 d2R__ n
2<р(т)<р(8)...Х daq2 у(у)у($).../'И dapdaq Г2ср(т)ср(3)... dap2“ ’

или

Определила, решетя этого уравнешя, который обозиа- 
чимъ



V : р.' и

будемъ иметь искомые обпце корни уравнешй (1), ибо

X' : р/ =: а” : а",

~ а1’"4;

X" : р." = р’ :

Изъ этого видимъ, что, не решая уравнешй (1), можно 
определить оба обгщс ихъ корни, при помощи результанта 
этихъ уравнешй, ибо, имея выражение результанта, легко со
ставить уравпеше (11). Если бы мы взяли производный по 
смежнымъ коэФФйщептамъ одного изъ уравнешй (1), то тогда 
непосредственно изъ уравнешя

определима

Въ случае, если уравненья (1) имеютъ три обпцс корни, 
выражешя (8), (9) и (10), т. е. вторыя производпыя резуль
танта относительно коэФФищентовъ уравнешй (1), равны ну
лю, ио тогда? прц. помощи того же нргсма, можемъ воспользо
ваться третьими производными результанта относительно ко- 
ЭФФцщептовъ одного изъ уравнешй (1), чтобъ, не решая 
этихъ уравпешй, определить ихъ обгщс корни. И т. д.
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§ 3. Какъ Salmon *),  такъ и переводчики его сочипе- 
шя **),  вместо того, чтобъ взять вторую производную обща- 
го выражешя (5) первой производной и въ полученном! об
щем! выражены второй производной принять

*) Lessons... 3-ье издаше (1876), глава: „Determination of com
mon roots“, стр. 91.

**) Fiedler. Vorlesungen.... 2-ое издаш'е (1877), стр. 119. 
Bazin. Leçons.... (1868), стр. 63.
Sągajło. Wykład.... 2-ой томъ (1874), стр. 111.

Д2П
—- .... reduces to the single term аррра>(т)ф(3)...... “ (Sal-

dftp

<?(а) — 0, <p(ß) = О,

поступают! иначе. Въ первой производной принимают! уже

<р(а) — О

и упрощенное такимъ образомъ выражеше первой произ
водной

аи

дифференцируют! еще разъ относительно ар, а въ получеп
номъ выражены второй производной принимают!, что и

?(₽) — о.

Этот! неточный пр1емъ ведет! къ тому, что, вместо вы
ражены (8) и (10), получаютъ ***)

mon. 1. c.).
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ДаК _
¿ара ~

а2й
¿а;2 = ач3^(у)?(5)....,

всл,Ьдств1е чего, вместо уравнешя (119, им-Ъютъ, для опред’Ъ- 
лешя общихъ корней уравнешй (1), уравнеше

.,а> а2в , 2а2в_ 
аач2 ч'лаагаа<1 ' аар2 0.

§ 4. Можемъ на прим’йрЪ легко поварить, что уравне
ше (12) не ,можетъ служить для определения общихъ рйше- 
нш уравнешй (1) и что уравнеше (11) даетъ намъ эти р!;- 

’шешя.
Возьмемъ два уравнешя третьей степени

Ах3 + Вх2 4- Сх + Э = О,

ах3 + Ьх2 + сх -¡- а — 0;

результантъ этихъ уравнешй, какъ известно, есть

И — а3О3 - а2ЬСО2 + а2сВ(С2-2ВО)-а2а(С3-ЗВС1)+ЗА1)2)

+ аЬ2ВО2 - аЬсВ(ВС-ЗАВ) + аЬа(ВС2-2В2О- АСВ)

+ ас2В (В2 - 2АС) + аса ( 2АС2 + АВО - В2С )

+ ааа ( В3 — ЗАВС + ЗА2В ) - ЬШ)2 + Ь2сАСВ

- Ь2аА(С2 - 2ВО) - Ьс2АВ1) + ЬсаА(ВС - ЗАЭ)

- Ьа»А(В2-2АС) + с3А2В - с2аА2С + са2А2В - а3А3.

2
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Если этими уравнешями будутъ наир. уравнёшя

х3 + 1 — 0,

х3 — 2х2 + 2х — 1 — О,

то

А=1, В = О, С=О, Э — 1;

а — 1, Ь — —2, с = 2, б. — —1,

Пропуская въ производныхъ результанта ¡.члены, имйю- 
пце производителями коэФФИщенты В или С, найдемъ, что, 
въ нашемъ случай,

ат _
ба2 6аО3 - баАБ2 — 6 + 6 = 12,

ат __
аьа — —6ЪАВ2 ~ + 12.

Вслйдств1е этого, ’ уравцеше БаЬпоп'а для опредйлешя 
общихъ рйшенш будетъ

(12) 12к3 - бкр, + 12р.3 — 0,

тогда, какъ наше уравнеше будетъ другое, а именно

(П) 12ка — 2.бкр. + 12р.2 — 0,

ИЛИ

ка — кр. + р.3 = 0,



или еще

Это уравнеше действительно определяешь обпця реше
тя данныхъ уравненш, ибо первыя ихъ части могутъ быть 
представлены въ такомъ еще виде-.

х3 + 1 ■=. (х + 1) (х2 х -г 1),

х3 — 2ха + 2х — 1 = (х — 1) (х2 — х + 1).
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