DZIEWIATE SPRAWOZDANIE

DYREKCYI

C. K WIM << I [IEAISE]

W KKAKOWIE

za rol+ szkolny 188 4.

KRAKOW.

Naktadem funduszu naukowego,

W drukarni A- Kozinriskiego, Szewska 21.
1884.



TRESC:

1. Rozprawy prof. Grzybowskiego. (Einige Aufgaben von Prof. Grzybowski).
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ELEMENTARNE ROZWIAZANIE

Nniektorych zagadnien

opracowat

Grzegorz GrzybowskKi.

Ponizej podaje elementarne opracowanie niekto-
rych zagadnien, ktére w tej formie mogtyby wchodzi¢
w nauke szkolng we wyzszych klasach szko6t $rednich
ewentualnie jako piSmienne zadania przy exaTinie doj-
rzatosci.

Elementare Bearbeitung einiger Aufgaben fur

die oberen Klassen der Mittelschule,

von
i§regor “rzybowski.



Zagadnienie.

"Jaka linie krzywa wykresli wierzchotek N kata prostego,
ktérego ramiona sie dotykajg krzywej drugiego stopnial“?
Roziv. Najstosowniej wzig¢é pod rozwage najprzdd elipse
a2, y2. -j- b2. x2 = a2, b2; ktora dla
a = 00 przechodzi w parabole, a
dab=Db.V—1 ! w hyperbole.
Ogolne rownanie stycznej poprowadzonej do tejze elipsy przez
punkt dotykania"p = (E, *;) bedzie.......
le)....... a2, y. )+ b2 x. * = a2 b2
Poniewaz | lezy na obwodzie elipsy, przeto

it = — V a2 — lj2; zatem
réwnanie stycznej....... 1) zamienia si¢ na nastepujace:
. a ; , a. b
2)..y = T b yprzzy-p X+ YT
Gdyby ta styczna miata przechodzi¢ przez inny punkt
M = (X = m; y = n); zewnatrz elipsy to by musiato
b £ a. b ,
7 ' a Ya. el ¥ Yas__ v °
réwnania wynika po rozwigzaniu;
3
4>u1 ?2MaTimp/l RV A+brm’ T N
Po nalezytem obliczeniu wynikajg z tego réwnania nastepujace:

5.).. Va2—52—-s ﬂ Y,, Ia2 N+ m. Va2 n2-j- b2 m2 a2 b

tudziez
6).... y =

m. V a2 n2+ b2 m2 — a2, b?

20 — m ;1 to Jest



réwnanie prostdj, wyprowadzonej z punktu.... If=X=m;y =n),
dotykajgcej sie elipsy; a takich stycznych widocznie dwie, n. p.
Sj i S2

Te proste sg pochylone ku osi.... X, a mianowicie:

Sx pod katem a,; S2 za$ pod katem.... a2; tak, ze

d-mon+ Va2, n2+ b2 m — a2 b?

tang == - a0
4-in.n — Va2 n2 + b2 m - a2.P
T —— T '
Jezeli te 2 styczne majg ze soba zawiera¢ kat prosty, to
nalezy potozyc¢.... tang at . tang a2 1 — = a natenczas bedzie:

7.).... mLn2+ a2 b2 — a2 n2 — b2 m2=— a4 -|- 2. a2 m24~m4;
a to réwnanie z tatwoscig sic zamienia na nastepujace;
(a2 -j-b2) (a2—m2) = (M2 4- n2) (a2— m2);
czyli w takim razie bedzie :



8.).... a2+ b2 =Hi" + n2; t. zA: wszystkie punkty jak n. p. N,
z ktorych obie styczne do. elipsy tworza kat prosty, leza na obwo-
dzie kota ze Srodki O zatoczonego promieniem. ... Va2-+b2
U paraboli owe kolo zamienia sie na Kkierownice ;
U hyperboli dla a=b mamy punkt 0.0, a dla.... a> b
mamy koto opisane promieniem V a’' — b?;
dla a <b wreszcie prostopadtych stycznych wecale niema.

[I. Zagadnienie programowe

c. K. Il wyz. ginin. we Lwowie 1873;
przerobit Grz&gorz Grzybowski 1884.

Zagad. "Gdyby na niezmiennej podstawie.... A, A2 =" &
powykreslano wszelkie mozliwe trojkaty o statym obwodzie = 2. S;
[rbwnoramienny.... A, K, A", lub w ogéle réznéboczny A( M AJ;
oznaczyC linig krzywa, opisang przy tej sposobnosci Srodkiem Q
wpisanego w trojkat kota“.

Rozw. Wierzchotek M owego trdjkata opisuje jak wiadomo
elipse o poétosiacli (S—a); i... b=VS. (S—2 a); otz ktadac Ax M=n;

' - FE _\(S-m).(S-n).(S.-
aA”"M=m otrzymamy: r(‘5P=ivy=" = \58 m-S 2) (S-23)
E:-‘ a VvV S.(5-m) .
»tag wiec
AjP=y.Cotang =S m; OP=x=a-A,P=a—(S—m)
B,0O=b= ; @ po uproszczeniu:

a2y2=a2(S-m1(B8-m)(S_2a)__ b2 (S-m). (S-n)
b2 X2 b2 (S -n-23) 2= |[(S_n)2-2a (S-n) dP|
a2 ys—+ b2 x2=b2 (S-n) [((S-m)+ (8 _n) — 2T| + a2, b2,
t. zn.: a2 y2+ b2 x2 = a2 b2; mamy wiec elipse.



W tej formie to zagadnienie moze by¢ dane nawet przy
exaTinie dojrzatosci.

lll. Kombinatoryczne wzory sumowe.



to znaczy
symbolicznie:

Przyktad:

1 +6+214-56 + 126 + 252 + 462 = 924.
meAaLlLl I CTAbl=-

_(-).(.-«'rl)4‘1?1-+"+i)+'(,£l,i)1)',£l,)("'—a+1)

daje ktadac po kolei... zamiast. . a.... 0, 1, 2, 3>.... az dor.
1D ) = (?II)-€._!)_(n_i.4_|)

— - CHm(?>)=("m)-0" ") bn—r+2) + () (r2i CIP

1C2TNMEC)m U D) o("_r_|_3)4-~"jer. I2)-(m—1)

0o sumowaniu kS 7 | ("T)ZS(")C_"_I) 1 411'--rr----7.4-1
A_|8(3')(.E'.|:|.|~1‘I |

8€) (N=(")'(:)+(T) CMreet©@s(:)+oseet(;)o("
N= -T<r2+ra|(n+[rr2+c'ri|]0+
+| Fr')+(""'_2| ©+|£T‘)+£"'Tl7| ©+e 1l
= ("7).C"F)+("2)-("t)+C?2) (") +H(T (L) +
+'(n7l) ("tl)+" "

i t. (. kolejno
— A A4 A T T A R { T2 AN 14 Py oA T3 BN 8) 4

= 8(T)*No). =



Przyktad.

©@+(1 )(9+©©+@©+®©+©©+d>d>+©( )-

—L1 1+ 7.9 4- 21. 36 + 35 84 4- 35. 126 4721. 1264-7. 84 4" 1. 36 =
= 1 4- 63 4- 756 4- 2940 4- 4410 4- 2646 4~ 588 4- 36 = 11440

())l(n+©(©+©(©+o(' D+D) =
=1 220 4- 4. 495 4- 6. 792 47 4. 924 4~ 1. 792 11440.
konsekwentnigj r—co

rg@(”.) CI):CH r)

Prz k’fad

—Co

e)©+(T)(4 )+O-ul)+78(;) (an-8(n;b)(@®.I1.)

8(7) ()78(MT)(V)8(m:-N, 122 e

m — I m+n\

8 (") (J1)=8(Ty)! s

V.
'’ + + +
Marty.... r” 21\=E-r,l' zatem.... n2 I"I]] 1% i | I a przez

podstawienie:
R+22+32+42+5+ ....+n2=Jji2=2 —f12"J=
2n+1).(n+ 1).U
6
Przykiad.

~ 14+9+1°G+25+36+49+64+81+100+121+1444-168+196+225+

+456+289+324+361 =
N192=3E£ar9_117=2470; mozna takze napisaniuu=|-(2+4-)(1+4)

a dla n=00 bedzie s



Mu, . .. (4:@11]15“ m=6.{'3 +n; wice
+=4 P+ M-
(’T)+("t1)| ....; adlan=00Jn3=-y"
Przyktad.

1+8+27+64+125+216+343+572+729+1000+1331+1728f2197“*
8281 = 8190 + 911 1

u 1 .- b 1 Im 1
L— i 4+2 Y-[-2+3 T+2+3-H 4(n+i)

A8=T1+28+3B+UN+....+ Mr+i =]

$ciggajac cztony parami j$ = 2.



U i1 1. 1 —— ' 1 0.,
00— 3 3+5 +1+5+79-+54-7-+3"n Tn (n+2) -

t—1.3+ 35+ 57+ 7.9 + “@2n+)(2n+3)“7 T 2

—_ + 4 A Ao _ o
=, 3+l Tl 1%(+ 4— - (1H+- (e
ostatecznie: é!i :;-
VIII.
a ,a[b,a+t2b  .... atn.b
8:d + d'q +"d7q7 Hd—* odjawszy to

rownanie od ¢. 8; otrzymamy dla... q=> 1; n= .
g y y a 00; ostatecznie

IX.
i
u— a (al+6) 'Il- (a+b) (a+2b | (a+2b)%a+3b) l T

-+

2
[a+n. b] [a+(n+|)b] wiec:
L A+ )4 (a-1 -
8 Va a+b|'/A\ VHJ-‘D' a'-F2b a+2b a+3b0+ —A

ostatecznie 8 1
ab

X.
== i -+ +ocom+
a(a+b)(a+2b)  (a-Fb) (a--2b) (a-f-3b)

—+ u -
" [a-+-nb] [a-+-("-M)b] [+a-f-(n+2)bjf\

2:0-8= 3§ 14" @14%;5& a2t art - 5}+3!bT "

+a+BbjA2b a+dpl+m ! osta-
a. (a4-b) ' tocznie 0 2.a 5 (at+b)

XI.
o a , a+b : a+2.b
S c.(c+2d)(c+4d) (c+d) (c--3d)(c 4 5d) (c+2d)(c+4d)(c+6d+

+"‘ b

[ a+3. b o a =
_r(c+3d)(c+5d) (c+7d) [c+nd].[c-+(n+2).d].[c+(n+4).d]



Te cztony mozna rozdzieli¢ na parzyste i na nieparzyste,
a ostatecznie bedzie :
O Jad+b.c (atb).d+ (c+d).b 1
O [C(c+2.d "' (c—d). (c—3d) |4dF

Dla... a=b=d=1; ¢ = 2; otrzymamy:
L2 3 4 1 5 W 69 i... 4,
*=274.6 357 468 ' 579 6.8 10+9.11 96

XII.

a (a+h) (adlz'b) (a+3b + (a+b) (a+2h) (1a-]-3b) (a+ab) *

+ [I+1Tb] [a+(n+1).b] [a+(n+2).b] [a+(n+3).b]... zatem

2.b. S™L(a<3b) (a-+b)(a+2b)| o L i
(a+b) (a+4.b)___ (a+2b)(a+3b)|

+ |(a+2b)'(a+5b) (a+ab)\(a+ab) 4|(a+3b) a*+6b) (a+ 4b)(a+ 5b)

t6z:
1 + Jl O—l—OZ 1
a(a+3b) “(a+3b)(a+6.b) + (a+6b) (a+dth) *
1 1
[a+3.n.b| [a+(3n+ 1) b] 3ab’
1 + 1 + 1
Sa ~ (a+b)(a+4b) (a+4b)(a+7b)  (a+7b)(a+10b)
1 J 1
[a+(3n+ 1).b] [a+(3n +4)b]  3.(a+ b).b "
1 1 1

(a+2b) (a+5b)  (a+5b) (a48b) (a+8b)(a +11.b)
1 1
[a +(3n 12)b] [a +(3n1 +5).b]  3.(a’2b).b°

|
SI T (a+b) (@+2b) (a+2b) 1(a+3b) (a +3I:>)1(a by *
+ "1 1
[a+ (n+1).b] [a+(N+2).b] (a+b). B

o
9 "\l“ Si_ﬂ. +a. kd —1 3—-§--'9-- -fé-b)b—z (@__t_@__b) ostatecznie:

S 3ab@+B) (@a+2b):




|\, 11, 1131 11
SS\f 2+ 24717246
2

Un—un_j. 29" N—* Mamy rachunek:

S=" "Ml Tlup- -A*UWp=I"jl“H"
U,p=1"SIvu =1"SI~s[*p=1 2ees”

Uzup .... ostatecznie: S:lo

XIV.

I , 13 135 1357 1.3.5. 7.9

4 + 4.6 +47(48 + 4.6.8.10 1IDKLU3 1> ec Mz,e
10 1 11311135]|11357 113579
2 O~"2.4+246+2468+246810 +2.4.6.8.10.12

ostatecznie ze wzgledu na powyzsze réwnanie:

XV.

&'Jl + lé +1g>% 4%%35 4(15%'&07.1%- *=? 1 OdzicllW8Zy Przez- 2 4

otrzymamy:

10 1,143 1135 11357 1.13.5. 7.9 1
80 24 '24.6 + 2468 T 246810 2.4.6.8.10.12 TTEE

ze wzgledu na gorne rownanie, ostatecznie;

S=<-



@@+ 1)1 (g-i) +
222222
22224
22233
2226
2235
2244

228

45
22222
2224
2233
226
235

+ (at+T+1).

22

Potgczenia do pewnego ogotu.
23

Wzor: (a+b) :(@+)=g+a+T (@a+b)

XVI.
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Przyktad potaczenia o ogole . . .

1111311311311311311
1111311311312
11111113
1113113112 2
1111114
111112 3
111115
11112 22
11112 4
11113 3
11116
1112 2 3

1 112 5
1113 4
1117
11222
112 2
112 3
112

113

114

11

o Mool oOwWw S~

466

4 12

556

5 11

6 10

79

8 8

16

7,223

... 25

.22 1

2217

23..33

it d
10.

112 23
12 25
12 3 4
127
13 3 3
136
145
19
2222
2224
2233
1 226
235
244
28
334
2 -3
46
55
10



