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Rok | LISTOPAD 1937 Zeszyt 1

MATEMATYKA 1 SZKOLA

CZASOPISMO POSWIECONE ZAGADNIENIOM DOTYCZACYM MATEMATYKI
ELEMENTARNEJ | JEJ NAUCZANIA W SZKOLACH SREDNICH

WYCHODZI TRZY RAZY DO ROKU POD REDAKCJIA: B. BIELECKIEGO,
PRZY WSPOLUDZIALE : S. KULCZYCKIEGO, J. LESNIAKA, T. SIERZPUTO WSKIEGO
i S. STRASZEWICZA

OD REDAKCJI.

Oddajgc do uzytku czytelnikow pierwszy zeszyt czasopisma ,,Mate-
matyka i Szkota“ redakcja zaznacza, ze celem tego wydawnictwa jest wy-
miana mysli pomiedzy wszystkimi majgcymi bezposredni lub posredni
kontakt z nauczaniem matematyki w szkotach S$rednich. Odpowiednio
do tak zatozonego celu czasopismo nasze chetnie udzieli miejsca na swych
famach wszelkim artykutom i przyczynkom mogacym zainteresowaé
og6t czytelnikdw lub wzbudzi¢ dyskusje. Materiaty zebrane w pierw-
szym zeszycie wyszty przewaznie z ognisk lub grup metodycznych mate-
matyki zorganizowanych przez Ministerstwo Wyznan Religijnych i O$wie-
cenia Publicznego, zwlaszcza za$ z Ogniska Krakowskiego, liczymy
jednak na to, ze juz w bliskiej przysztosci krag naszych wspotpra-
cownikéw znacznie sie rozszerzy.

Redakcja przewiduje w ,,Matematyce i Szkole" zasadniczo naste-
pujace dziaty: 1) OSswietlenia naukowe zagadnien majacych zwigzek
z matematyka szkoty Sredniej; 2) artykuty dotyczace dydaktyki i meto-
dyki matematyki elementarnej; 3) artykuly z zakresu historii mate-
matyki; 4) recenzje ksigzek; 5) zadania; 6) notatki o charakterze kro-
nikarskim; 7) materiat, ktdrym nauczyciel mogtby sie podzieli¢ z ucz-
niami na lekcjach 'lub w kétkach uczniowskich; 8) krotkie komunikaty
i notatki z zakresu kosmografii. Doktadniejsze uksztatltowanie czasopisma
przyniesie zycie samo w zaleznosci od potrzeb i mozliwosci $rodowiska,
dla ktorego czasopismo jest przeznaczone i z ktorym bedzie wspotpracowac.

Wszelkie uwagi krytyczne i wskazéwki, ktore by nam pomogly w mysl
powyzszych zatozen uczyni¢ ,,Matematyke 1 Szkole* jak najbardziej
pozyteczna, przyjmiemy z wdziecznoscia.

Redakcja.

Biblioteka Jagiellonska
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A. Hoborski (Krakéw).

Uwagi o geometrii i jej znaczeniu w szkole $redniej.

Odczyt wygtoszony d. 20 lutego 1933 w Ognisku Metodycznym Matematyki
w Krakowie.

Wywody swoje dziele na dwie (nieréwne) czesci. W czesci pierw-
szej podam rozwazania teoretyczne, czysto naukowe, ktére dotyczy¢
bedg tylko jednej sprawy, ale pierwszorzednego znaczenia. Konh-
cowy wynik wywoddw czesci pierwszej stanie sie punktem wyjscia
dla rozwazan czesci drugiej, dla czesci praktycznej dotyczacej nau-
czania geometrii w szkole $redniej.

Rozwazania teoretyczne, ktore obecnie przedstawie, sa natury
metodologicznej, a wiec natury filozoficznej.

Aby byC lepiej rozumianym, przypomne dawne wyktady geo-
metrii analitycznej i rézniczkowej.

Wyktad geometrii analitycznej np. plaskiej miat mniej wiecej
posta¢ nastepujaca: wprowadzato sie uklad Kartezjusza prostokatny,
pojecie odcietej i rzednej punktu, okreslato pojecie réwnania prostej,
wspotczynnika kierunkowego prostej, a potem podawato sie szereg
zagadnien o punkcie i prostej, a wiec rozpatrywalo sie prosta przez
dwa punkty, rownolegtos¢ i prostopadtos¢ dwoéch prostych, kat mie-
dzy prostymi, odlegtos¢ punktu od prostej, pole trojkata itd. itd.

A jak wykladano dawniej geometrie rézniczkowg (oczywiscie
klasyczna, a wiec ptaskag lub przestrzenng)?

Ta rzecz jest nieco trudniejsza do przedstawienia. Wiekszo$¢
bowiem pierwszorzednych geometréw podaje diugie szeregi twier-
dzen bez nalezytego sprecyzowania zatozen — stan taki odpowiada
okresowi ogromnej twdrczosci naukowej. Kazdy niemal dzien tego
okresu przynosit nowe, bardzo interesujgce wyniki, wskutek czego
gmach geometrii bardzo szybko rost, miat bowiem liczny zastep
budowniczych pierwszorzednych. Do$¢ wymieni¢ nazwiska Cha-
slesa, Darboux, Ennepera, Kummera, Bianchiego, Beltramiego,
Kleina, Liego.

Tymczasem analiza nie spoczywata, badania nad podstawami
przyniosty arytmetyke teoretyczng, teorie liczb niewymiernych,
wreszcie teorie mnogoséci.  Scisto$¢ i poprawno$é rozumowania,
skrupulatne wystawianie zatozeh twierdzenia stworzyly odrazu
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dysproporcie miedzy analizg i geometrig. | ta dysproporcja data
poczatek drugiemu okresowi klasycznej geometrii rozniczkowej,
zapoczatkowanemu przez E. Study’ego, krytyka nadzwyczaj suro-
wego.

O tej karcie geometrii rézniczkowej wspominam tylko mimo-
chodem, nie chcac jej pomina¢ milczeniem. Na co$ zupelnie innego
chce zwréci¢ uwage. A wiec zatézmy, ze ktos wywody Darboux,
Ennepera, Beltramiego, Bianchiego uscislit, dopisat zatozenia. Czym
sie wiec bedzie zajmowat w dawnej geometrii rdzniczkowej? Ze
wzgledow praktycznych podzieli jg sobie na geometrie jednej krzywej
i na geometrie rodzin krzywych, na geometrie jednej powierzchni
i rodzin powierzchni itd.

Nie bede wchodzit w szczegoly, ogranicze sie do geometrii réz-
niczkowej jednej krzywej. Podaje sie w niej pojecie stycznej,
normalnej gtéwnej, binormalnej, luku, krzywizny pierwszej (ktora
mierzy ,,odchylenie”™ krzywej od prostej) i krzywizny drugiej (skre-
cenie), ktora mierzy ,,odchylenie™ krzywej od krzywej plaskiej.
Przypominajgc to, co poprzednio powiedziatlem o dawnej geometrii
analitycznej, moge krotko orzec, ze obie geometrie tak analityczna
jak i rézniczkowa, ba nawet elementarna, a wiec planimetria i stereo-
metria, majg' nastepujgca wspolng ceche: zajmuja sie ,,wia-
snosciami’ figur. Ceche te za chwile inaczej wyrazimy.

Kiedy geometria analityczna byta juz gotowym budynkiem,
a geometria rézniczkowa klasyczna juz wysoko ponad swoje funda-
menty siegata, powstata nowa dziedzina matematyczna, zawdzie-
czajgca swdj poczatek geometrii. W latach od 1869 powstaje i roz-
wija sie w szybkim tempie teoria przeksztatcen. Twoércy
jej byt Sophus Lie, Norweg z pochodzenia, dtugoletni profesor
w Lipsku.

Pojecie i znaczenie tej teorii dla geometrii postaram sie wyjasni¢
mimo krotkiego czasu, jakim dysponuje. W tym celu zwréce sie do
kilku przyktadow.

Na ptlaszczyznie odniesionej do prostokatnego ukiadu wspot-
rzednych (x, y) obierzmy dowolny punkt A (x,y) i liczbe (m) stalg
tzn. niezalezng od wyboru punktu A (x,y); wyszukajmy punkt
A" (X, y") taki, ze jest:

1) xX=mx, y =my.

Wzory (1) wyznaczajg wiec punkt A' w zaleznosci od punktu A
i liczby (m). Kazdemu punktowi A zostal wiec przydany nowy
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punkt A' Zamiast tak méwi¢ powiemy: punkt A zostat przeksztat-
cony na punkt A' przeksztatceniem (1). Zdajmy sobie pokrétce
sprawe z geometrii tego przeksztatcenia. Gdy x =y = 0 czyli,
gdy A jest poczgtkiem ukiadu, to x' =y' = 0, a wiec A' jest tez
poczatkiem uktadu; poczatek ukiadu jest wiec punktem niezmien-
nym tego przeksztatcenia. 1 jedynym punktem niezmiennym, gdy
jest m 1, jak nadal zaktadamy. Zatozymy jeszcze, ze m 4= 0.
A wiec wolno na (m) wybra¢ dowolng stalg, byle

m :|: 0, m :j: 1
Z (1) otrzymujemy, gdy x 4= 0 (wtedy tez x' 4= Q):

X X

t. zn. punkt A' lezy na prostej OA,; wiasnos¢ ta jest prawdziwa
i w przypadku, gdy x — 0; wtedy A i A' lezg na osi (y).

Prosta konstrukcja * geometryczna pozwala wyznaczy¢ punkt A'.

Gdy A nie lezy na osi (aj/to AJj/ A’M, przy czym J (1, 0),
M (m, 0). Majac jedng takg pare wyznaczong, mozna wyznaczy¢
pare punktéw B, B' na osi (3), gdyz AB // A'B', jak tatwo wykazac.
Jak wida¢ konstrukcja postuguje sie figurami podobnymi. Trojkat
dowolny przeksztatca (1) w trojkat podobny ze $rodkiem podo-
bienstwa w O (w poczatku uktadu).

Przeksztatcenie (1) zowie sie przeksztatceniem podo-
bienstwa ze s$rokiem podobienstwa w 0. Wiemy juz,
ze trojkaty, a wiec w ogole wielokaty, przeksztatca (1) w wielokaty
podobne; zachowuje wiec katy. A czy odlegtosci zmienia?
Wezmy dwa punkty A (x1,yl) i B (xz, ys); te punkty przeksztatca
w A" (X\, ¥)), B (X\, ¥z i jest:

A'B' = —a2+ (/i —y)2 = |m\. "B /—a2? + — ya)?
czyli

A'B' = \m\AB;
wszystkie wiec odlegtosci, na catej ptaszczyznie, zmienia w jednakim
stosunku (1 : | m|), niezaleznie od potozenia odcinka na ptaszczyznie.
Wezmy tez krzywg G na ptaszczyznie i kazdy jej punkt przeksztaté-
my, otrzymamy nowg krzywg, krzywg C' przeksztalcong, tzw.
krzywa podobng o srodku podobienstwa w O.

Punkt A na C przeksztalci sie w A’ na C', styczna w A przej-
dzie w styczng w A’, réwnolegta do stycznej w A (gdyz katy nachy-

* Czytelnikowi radzimy wykonywanie podawanych konstrukcji.
** Takze zowie sie je przeksztatceniem homotetji ze Srodkiem w O.
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lenia stycznych sg zachowane!) Nowa krzywa ma mj-krotnie wiek-
szy promien krzywizny, a wiec | m -krotnie pomniejszong krzywizne.

lloczyny dy d2y
x-d”

nie zmieniajg swych wartosci; pierwszy czynnik zwieksza sie
m-krotnie, drugi-krotnie, wiec iloczyn nie zmienia sie, jest nie-

zmiennikiem.

Dotad zajmowalisSmy sie jednym przeksztalceniem tzn. obra-
lismy jedno m; obecnie rozwazamy wszystkie mozliwe wartosci
na m byle

m == 0.
Te przeksztatcenia tworzg zbiér — oznaczmy go przez Z — o bardzo
ciekawej a zasadniczego znaczenia wilasnosci. Ze zbioru
tego wybierzmy dowolne przeksztatcenie, ktére wykonajmy na
punkcie A; otrzymamy punkt A' o wspoétrzednych:
X'=mx, y =my,

nastepnie wybierzmy ze zbioru Z jakie$ drugie przeksztatcenie
(a wiec o statej m') i na A" wykonajmy to przeksztatcenie — otrzy-
mamy punkt A”

X"=mx, vy
| zapytajmy: czy w zbiorze Z znajdzie sie przeksztatcenie, ktore

punkt A wprost przeksztatci w A". Oczywiscie odpowiedz wypadnie
twierdzaco, gdyz

=my"

X"=mmx, y"=m"my,

a w zbiorze Z znajdziemy to przeksztatcenie.

Zbiér Z przeksztatcen o takiej wilasnosci nazwiemy grupa.
A wiec przeksztatcenia (1) tworzg grupe. Grupa ta zawiera prze-
ksztatcenie identyczne: m = 1 i do kazdego przeksztatcenia m na-

lezy odwrotne - (Dlatego wykluczyliSmy wypadek m = 0).

Wezmy inne przeksztatlcenia pod uwage. Np. przeksztatcenia
al = eta; + Oy, y' = ?x + 0y,
gdzie a, fi, y, d oznaczajg state, ale tak dobrane, ze wyznacznik:

Te przeksztatcenia tworzg grupe przeksztatcen affinar-
nych (pokrewnosciowych). Majac taka grupe badamy, jakie
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wyrazenia pozostajg niezmienne, czyli pytamy sie 0 niezmienniki
algebraiczne lub rozniczkowe grupy. Przeksztatcenia affinarne prze-
ksztalcajg np. proste réwnolegte w proste réwnolegte; diugos¢ od-
cinkébw zmieniajg, ale stosunek dwoch odcinkéw tej samej prostej
lub dwu roéwnolegtych prostych pozostawiajg niezmiennym. Jezeli
wiec odcinki AB, CD lezg na prostych réwnolegtych i przeksztal-
cajg sie w odcinki A'B', C'D', to jest
AB _ A'B’
CDh -~ C'Db"
Ponadto affinarne przeksztatlcenia nie zmieniajg pola. Wezmy
kwadrat ABCD o boku a, a wiec polu a2 i przeksztatémy go affi-
narnie. Boki przeciwleglte kwadratu sg réwnolegle i majg stosu-
nek = 1; wiec kwadrat przejdzie w rownolegtobok, ale pole bedzie
nadal = a2 jak zresztg dokladny rachunek moze przekonac.
Zastosujmy * przeksztatcenie affinarne do figury, objasniajacej
twierdzenie Pitagorasa, ktGra mimo swej banalnosci zawiera szcze-
g6t moze niezbanalizowany.
Narysujmy figure podang ponizej (Fig. 1). Prosta OH przepo-
tawia AC i jest przez AC przepotowiona czyli L jest $rodkiem na
OH i na AC. Podobnie
K jest s$rodkiem od-
cinka BC i odcinka 01.
Poddajmy te figure
przeksztatceniu  affi-
narnemu. Stosunki od-
cinkéw na jednej pro-
stej bedg zachowane,
podobnie pola nie ule-
gng zmianie; otrzy-
mamy tedy figure dru-
ga (Fig. 2), z kwadra-
téw powstajg rownole-
gtoboki zacieniowane,
ktérych konstrukcja
jest prosta, bo znéw
punkty K, L sg Srodka-
mi odpowiednich od-
cinkow. Z powodu nie-
zmiennosci podl otrzy-

* Hofling. 60 Jahre Erlanger Programm. Zeitschrift fir math. u. naturw. Unter-
richt. 63 Jg. (1932). Str. 153-159.
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mamy, ze réwnolegtobok na boku AB ma pole réwne sumie pol
pozostatych dwoch réwnolegltobokdéw. Nietrudne jest bezposrednie
uzasadnienie tego twierdzenia przez kombinacje pol, co wyjasnia
trzeci rysunek (Fig. 3).

J

Fig- 3.



Jezeli przez y oznaczymy kat przy C w tréjkacie ABC, to be-

dzie raz
(@4-a) (b4-b)sin/f = 4- p2 - 22 J- 211,
drugi raz
(a 4~ a) (6 J- b") siny — ps -j- 21 4- 211
Stad wynika:
?3 =71 + 72>

przy czym pl p2, ps oznaczajg pola rownolegtobokéw na figurze *
trzeciej.

Wezmy z kolei tzw. ruch euklidesowy na ptaszczyznie: **
X'=xcosa—ysina+a y =xsina ycosald-b
Zbadajmy niezmienniki tego przeksztalcenia. Poniewaz punkt
(X, y) przejs¢ moze w kazdy inny, wiec nie moze istnie¢ niezmiennik

jednego punktu / (x,y) tzn. funkcja o wihasnosci:

/oy =7 @>yY
Przeksztatémy réwnoczesnie dwa punkty (ag, yj, (#2, y2). Otéz
mamy

&1 = xxcosa—ytsinad-« y\—xlsinaJd cos al-b,
X2 =x9cos a—y2sina--a Yz =x2sina+ 22cos a-+b,
stad
X'z — X'l = (X2 — xi) cos a— (y2 — i) sin a-
y2 —y'i= (X? — xi) sin a4- (y2 — yj cosa,

a to daje natychmiast:

(®s — &\)2 J- (y2' — yj)2 = (2a — aa) 4- (Y2 — V]2,
odlegtos¢ tedy 2 punktéw nie ulega zmianie.
Jaki jest niezmiennik trzech punktéw? Oczywiscie pole tréj-
kata wyznaczonego przez trzy punkty. Ponadto zostaje niezmie-

* Zwracam uwage na to, ze przeksztatcenie affinarne, zastosowane do fig. 1.
datoby specjalng figure 3, a nie 0g6lng, poniewaz przeksztatcenie affinarne nie zmie-
nia stosunku odcinkéw tej samej prostej, wiec na figurze 3 uzyskalibysmy:

a b .
— =1 li ab=a"bp
b czyli al a
albo t ab sin = - a'b'siny, co wyrazatoby, ze tréjkaty ABC i EFC majg réwne

pola, a to zachodzi rzeczywiscie tez na fig. 1. Jednakowoz konstrukcja fig. 3. tego
nie zaktada i wobec tego fig. 3 daje przypadek ogdlniejszy. Dla konstrukcji fig. 3
rysujemy najpierw tréjkat ABC, a potem odcinek OC w polu OECE. Odcinek
ten wyznacza jednoznacznie wszystkie trzy réwnolegtoboki. Wybér punktu O w in-
nym polu daje twierdzenie o réznicy pol!

** W geometri analitycznej zachodzg podane wzory, jako wzory na zmiane
uktadu osi wspoétrzednych. Powyzej mamy jeden ukiad i dwa punkty, jeden
punkt o wspétrzednych (r, y), drugi o wspétrzednych (a/, y').
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niony kat miedzy 2 kierunkami. | w ten sposéb mozna i$¢ dalej:
otrzyma sie tylko odcinki, katy i pola jako niezmienniki punktéw.

A niezmienniki rézniczkowe? Jest niezmiennikiem krzywizna
krzywej i pochodne kolejne tej krzywizny wzgledem luku.

Wezmy z kolei ruch euklidesowy w przestrzeni. Gdy dowolng
figure geometryczng (a wiec punkty, odcinki, proste, katy, krzywe,
powierzchnie) poddamy temu ruchowi, to figura zmieni swe poto-
zenie w przestrzeni, ale niezmienne pozostang te elementy figury,
ktére sg zwykle nazywane ,,wiasnosciami Tfigury*, niezalez-
nymi od potozenia figury. Takag wikasnoscig powierzchni jest krzy-
wizna gaussowska. Jest to niemal banalne, bo intuicyjnie jest wi-
doczne, ze ruch euklidesowy zmienia potozenie figury, ale jej nie
deformuje.

Jeszcze jedng grupe przeksztatcen rozpatrzymy, mianowicie
grupe, ktorej wiasnosci geometryczne oddawna szczegétowo zostaty
zbadane. Jest to grupa przeksztatcen rzutowych w przestrzeni:

o :a4x J-  yJ-clzJ- dx . a2x b2y + a3 =zda:

alx + biy J- ¢4z J- 4 3 T aix J- bvy J- chz I~ dA
7 :asx+b3y + c3z + d3>
ala +8yJ-chz + dd
przy czym state wspotczynniki al( bt ... di majg wyznacznik
av blt cx, dA  4=0.
b%, c2, d3
a3 "> C» "3
@4> bA, c4, d4
Przeksztatcenia te przeksztatcajg (na ogoét ¥ plaszczyzny w plaszczy-
zny, proste w proste, powierzchnie stopnia drugiego w powierzchnie
stopnia drugiego.

Oprécz tych przeksztatcen punktow w punkty rozwaza sie w geo-
metrii takze przeksztatcenia innego rodzaju, np. na plaszczyznie
punktéw w proste i przeksztatcenia prostych w punkty — sg to
przeksztatcenia objete ogdlng nazwg przeksztatcen korelacji. Inne
przeksztatcenia, przeksztatcenia stycznosciowe, wystudiowane przez
Liego, obejmujg ogdlng klase przeksztatcen, ktérych znaczenie wy-
chodzi daleko poza ramy niniejszego odczytu.

Zamykajac ten pobiezny przeglad przeksztatlcen podkreslam
jeszcze raz, ze gmach geometrii klasycznej konczono budowaé, kiedy

* Tzn. wszystkie procz jednej, a mianowicie ptaszczyzneadx + V + cdz - dt =0
przeksztatcajg w tzw. plaszczyzne w nieskoriczonosci.
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teoria przeksztatcenn wychodzita poza fundamenty. Obie te dziedziny
taczyty sie wprawdzie ze sobg wieloscig wspdlnych zagadnien,
ponadto brak byto w geometrii elementu porzadkujgcego. Byily
znane geometrie. zwykia euklidesowa, nieeuklidesowa i rzutowa,
mozna bylo przewidywaé, ze powstang dalsze. Brak byto jednak
idei przewodniej, idei uogdlniajace;j.

Te mysl porzadkujgca materiat naukowy geometrii, idee, ktdra
zarazem uogolniata pojecie geometrii, wypowiedziat Feliks Klein
W swojej pracy zwanej Erlanger Programm w r. 1872.

Peilny tytut pracy tej byt nastepujacy: Vergleichende Be-
trachtungen uUber neuere geometrische Forschungen.
Jest to przeméwienie, do ktérego Klein byt 6wczesnym zwyczajem
zobowigzany po nominacji na profesora zwyczajnego w Erlangen.
W r. 1893 byta ta praca przedrukowana w Mathematische Annalen
w tomie 43. W wydaniu zbiorowym prac Kleina (Gesam. Abhand-
lungen) miesci sie w tomie |, gdzie zajmuje strony od 460 do 497.
Na str. 464 czytamy rzecz nastepujgca, ktérg podaje w ttuma-
czeniu ¥

»Dana jest przestrzen (Manningfaltigkeit) i dla niej grupa prze-
ksztatlcenn. Nalezy rozwing¢ teorie niezmiennikow odnos$nej grupy
przeksztatcen. To jest tym ogoélnym zagadnieniem, ktore w sobie
obejmuje zwyczajng geometrie i zwlaszcza rézne nowe geometryczne
metody*... Zdanie to ma epokowe znaczenie. Wyraza ono, ze
kazda geometria ma jako podstawe pewng grupe
przeksztalcen, a geometria jest teorig niezmien-
nikow figur wzgledem podstawowej grupy prze-
ksztatcen.

A wiec dla naszej zwykiej geometrii tzw. euklidesowej jest pod-
stawowa grupa ruchéw euklidesowych; geometria nasza tworzy pojecia
(dtugos¢ odcinka, kat, pole trojkata, krzywizne krzywej), tworzy
pojecia (powtarzam), przy ktdrych pomocy moze opisa¢ wiasnosci
figur, niezmienne przy przeksztatceniach grupy ruchéw euklide-
sowych.

Podobnie, biorgc za podstawe grupe przeksztatcerh affinarnych
(pokrewnosciowych) utworzyt Blaschke geometrie affinarng roéz-
niczkowg na wzér naszej, sg tam pojecia analogiczne do naszych,

* Niemiecki tekst Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Trans-
formationsgruppe gegeben. Man entwickle die auf die Gruppe bezugliche Invarian-
tentheorie. Dies ist das allgemeine Problem, welches die gewdhnliche Geometrie

nicht nur, sondern namentlich auch die hier zu nennenden neueren geometrischen
Methoden... unter sich begreift.
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ale tak skonstruowane, ze pozwalajg wyrazi¢ wihasnosci figur tzw.
niezmiennicze wiasnosci wzgledem grupy przeksztatcen affinarnych.

Jak wiec dzi$ wyglada wyklad geometrii analitycznej czy geo-
metrii rézniczkowej, liczacy sie z zasadg Kleina?

Szablon wyktadu jest nastepujacy: po wprowadzeniu ortogonal-
nego ukiadu Kartezjusza i wspo6trzednych punktu okresla sie grupe
ruchéw euklidesowych, po czym szuka sie niezmiennikéw tej grupy,
niezmiennikom tym nadaje sie nazwy powszechnie znane.

Poniewaz grupa ruchéw euklidesowych dowolny punkt przepro-
wadza w kazdy, wiec nie istnieje niezmiennik jednego punktu;
istnieje dopiero niezmiennik dwoch punktow na plaszczyznie:

(«1 — xD2 + (yi — y2)2,
a w przestrzeni

Xi — x2)2J- (yr — y2)2 + ta — 22)2

Drugi pierwiastek z tego niezmiennika nazywamy odlegtoscia
2 punktow.

Niezmienniki trzech punktéw dadza kat miedzy 2 kierunkami
1 pole tréjkata; jednym z niezmiennikdéw 4 punktow w przestrzeni
jest objetos¢ czworoscianu. Przy pomocy tych poje¢ rozwija sie
zwyklg geometrie analityczng; szuka sie tylko takich elementow,
ktére sg niezmiennikami grupy ruchow euklidesowych.

Dla przyktadu rozwazmy punkt i prostg w przestrzeni; jednym
z niezmiennikOw tej pary utworow jest odlegtos¢ punktu od prostej,
co bardzo fatwo wykaza¢. Punkt A i prosta p przejda przez ruch
w punkt A' i prostg p. Przez A prowadzimy plaszczyzne n prosto-
padita do p. Plaszczyzna n przejdzie w plaszczyzne n’ przez A';
ale poniewaz katy beda zachowane, wiec n' bedzie prostopadta
do p'; nadto punkt B przebicia n przez p przejdzie w punkt B' prze-
bicia n' przez p'. Odlegtos¢ AB = A'B', bo wiemy, ze odlegtos¢
2 punktow jest niezmiennikiem, a wiasnie to mieliSmy udowodnic.

Widzimy z tego przykiadu, ze tok rozumowania geometrycznego
jest nastepujacy. Dla danej figury (#) mamy znalez¢ jej ,wia-
snosci”, a wiec figure (K) poddajemy wszystkim przeksztatceniom
podstawowej grupy przeksztatcen, przez co otrzymujemy nieskon-
czenie wiele figur. Szukamy nastepnie wilasnosci, ktore posiada
(J) i wszystkie te figury, ktore z niej powstaty.

Aby byc¢ jasniejszym, podam konkretny przypadek. Niech be-
dzie dana krzywa C i obierzmy na niej punkt Mo. Przez Mo popro-
wadzmy prostg p; oczywiscie przez punkt mozna w przestrzeni
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poprowadzi¢ nieskonczenie wiele prostych; chcemy jedng prostg
z tego nieskonczonego zbioru prostych, wyréznic, ale wyrdézni¢ w pe-
wien szczegdllny spos6b, mianowicie tak, by to ,,wyrdznienie" miato
ceche niezmienniczg wzgledem grupy ruchéw euklidesowych. Gdy
krzywag C poddamy ruchowi, to C przyjmie potozenie C', punkt Mo
przejdzie w Mo', prosta p przejdzie w p'. Ot6z prosta (p) powinna
by¢ tak okreslona, zeby jej definicja zastosowana do C' w Mo' data
prostg (p")- Prosta w Mo o tej whasnosci jest np. styczna do C. Ona
jest wyrdzniona w sposéb niezmienniczy tzn. gdy krzywa C wraz
z jej styczng (t) poddamy ruchowi, to otrzymamy krzywag C' i pro-
stg («) i ta wiasnie prosta (£) jest styczng do C’.

Z tych przyktadow mozna sobie wyrobi¢ ogoélne pojecie o po-
staci nowoczesnego wykiadu geometrii analitycznej i rézniczko-
wej.

Wyktad dawny tych dziatéw stuzy dalej tylko jako propedeu-
tyczny w uniwersytetach, na szkotach politechnicznych, dla gérnikéw
i hutnikoéw itd.; ale i ten stary typ idzie dalej tylko po ,,remoncie"
tzn. po Kilku pierwszych wyktadach wprowadza sie grupe ruchow
euklidesowych.

Zamykajac wywody teoretyczne nadmienie jeszcze, ze dla nowo-
czesnej geometrii rozniczkowej n-wymiarowej przestrzeni idea Kleina
okazata sie niewystarczajgca, dla R2 i Rs jest ona dzi$ panujaca.

Streszczajgc to, co poprzednio powiedziatem, dochodze do osta-
tecznej konkluzji: oto koniec wieku XIX przyniost
nam ogolny poglad filozoficznej natury na struk-
ture geometrii, czynigc z niej teorie niezmiennikéw
pewnej podstawowej grupy przeksztatcen. A wiec
geometria euklidesowa jest teorig niezmiennikdw grupy ruchéw
euklidesowych. Geometria affinarna jest teorig niezmiennikéw grupy
affmarnej; geometria rzutowa jest teorig niezmiennikbw grupy
rzutowej itd. itd.

1.

Przechodze teraz do czesci praktycznej tzn. do kwestii mate-
riatu szkolnego i dydaktyki. Chodzi wiec o odpowiedz na pytanie;
czy, ew. co i jak nalezy lub mozna moéwi¢ w szkole
o0 przeksztatceniach i ich roli w geometrii?

Jezeli chcemy sie uchroni¢ od przesady i jezeli nie chcemy wy-
magac rzeczy niemozliwych do zrealizowania, to odpowiedz bedzie
dos¢ tatwa, o ile chodzi o zakres inowacji, a mianowicie: dawka
ma by¢ mata.
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Bardzo mata zmiane wprowadzi sie w materiat szkolny, jezeli
nauke o podobienstwie figur rozpocznie sie od przeksztatcen homo-
tetii (0 ktérych dzis byta mowa). W niektérych szkotach moéwi sie
0 przeksztatceniu przez promienie odwrotne.

Jezeliby te dwa rodzaje przeksztatcen mialy naleze¢ do pro-
gramu szkolnego w ogole, to rzecz oczywista, nie moznaby pominaé
przeksztatcen ruchu euklidesowego na plaszczyznie i w przestrzeni.

A wiec najpierw w planimetrii nauke o réwnolegtych moznaby
wyzyska¢ do wyjasnienia translacji czyli przesuniecia rownoleglego;
tu bytaby okazja wprowadzenia pojecia wektora. Przy nauce o kole
moéwitoby sie o obrocie w plaszczyznie, o obrocie odcinka, o obrocie
prostej; potem nastepowataby lekcja o ruchu ztozonym z translacji
i obrotu, oraz o mozliwosci zastgpienia translacji i obrotu w pta-
szczyznie przez obrot.

Wiele trudnosci moze tu nie bedzie. Trudnosci specjalnego ro-
dzaju wystapig znacznie pdzniej, w geometrii analitycznej, gdy ruch
ptaski ujmie sie we wzory, gdy bowiem we wzorach:

X'—xcosa—ysina a Yy =xsinalJ-ycosa b

na a, a, b przyjmiemy trzy okreslone liczby, to otrzymamy specjalne
przeksztatcenie, ktére punkt (®,y) ,przerzuca“ w punkt (a/,y") —
jak sie kto$ wyrazit trafnie — mamy ,,skok" euklidesowy, a nie ruch
W znaczeniu intuicyjnym. Ruch otrzymamy dopiero wtedy, gdy
u, a, b bedziemy uwazali za funkcje czasu (oczywiscie ciggte) (od-
powiada to w teorii Liego jednoczesciowej ciagtej podgrupie prze-
ksztatcer). (Ruch wiec z intuicji sie wywodzacy, zmusza nas do
wciggniecia czasu tj. pojecia niegeometrycznego w rozwazania geo-
metryczne). Nie moge tu wymieni¢ wszystkich sposobnosci, ktore
nasuwa obecny program, by wplata¢ rzecz o ruchach euklidesowych
lub w ogdle o przeksztatceniach. Wspomne jeszcze o dwoch okazjach.
Przystawania trojkatéw, pojmowanego dzi$ abstrakcyjnie, a wy-
wodzacego sie z aksjomatdéw, uczono ongi$ inaczej; trojkat przeno-
szono tak, by z przystajacym sie nakryt. Ruch ten byt raczej fra-
zesem popularyzatorskim; mozna mu jednak nadac¢ posta¢ solidna.
W tym celu dla dwdch par homologicznych wierzchotkéw dwdch
przystajacych trojkatow wyznacza sie srodek obrotu (lub translacje),
ktora trzecig pare homologicznych wierzchotkéw przeprowadza
w siebie lub czyni je symetrycznymi. Podobnie i symetria dwoch
figur plaskich dostarcza sposobnosci do nauki o obrotach (kat obro-
tu = 180°).
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Przy nauce geometrii analitycznej wykaza¢ mozna, ze dwa punkty
przez ruch euklidesowy przechodzg w dwa punkty o tej samej od-
legtosci, dwie proste przecinajgce sie w dwie proste znow sie prze-
cinajgce i o tym samym wzajemnym nachyleniu, punkt i prosta
przechodzg w punkt i prostg o tej samej wzajemnej odlegtosci itd.
Pojecie niezmiennika ruchu euklidesowego lezy wiec, jak na dionil

Konczac swoje wywody chciatbym podkresli¢, ze rzucam tu
mys| pewnej przebudowy nauczania geometrii, my$l ta niech bedzie
podstawg dyskusji. Jakkolwiek sie te mysl oceni, to jednego jej
odmowi¢ nie mozna; oto nie dazy do wprowadzenia rzeczy abstrak-
cyjnych, apeluje raczej do wyobrazni i jg ksztalci i rozwija moze
W wyzszym stopniu, niz rozpanoszona dzi$ po podrecznikach szkol-
nych metoda aksjomatyczna, na ktérej przesade podany tu przeze
mnie projekt moze by¢ skuteczng ,,odtrutka’.

Witold Wilkosz (Krakdw).

Definicje w matematyce szkoty Sredniej.

»-Mathesis et ars et scientia est dicenda" mawiat za Gaussem
Kronecker i w mysl tej zasady postepujac uczymy w szkole mate-
matyki, i jako sztuki wykonywania zadah w odpowiedzi na pewne
problemy, i jako nauki — i to nauki dedukcyjnej. Z ta chwilg jednak
podpadamy juz pod przepisy i metody uczenia nauki dedukcyjnej
w ogole, chocby w pomniejszeniu, nie zawsze wiernym i doktadnym.
Kto postepuje dedukcyjnie, ten atoli postuguje sie w mniejszym
czy wiekszym stopniu logika. Ta ostatnia jednak posiada dwie
i tylko dwie gatezie swych czynnosci: dowodzenie i okreslanie. Pozo-
stawimy na uboczu dowodzenie, a zajmiemy sie okreSlaniem i to
w szczegoélnosci okresleniami, jakich musimy mie¢ wiele w nauce
szkoty $redniej. Sledzac i klasyfikujac rézne typy okreslen pozwole
sobie omowi¢ kazdy typ definicji, najpierw z naukowego punktu
widzenia, a dopiero potem pod katem zastosowan w nauce szkoty
Sredniej. Ogromny rozwdj logiki w ostatnich dziesigtkach lat przy-
niést tu wiele z tego, co moze sie przyczyni¢ do rozjasnienia i upro-
szczenia roznych zawitych kwestyj. Nie zawsze i nie wszedzie
liczono sie z tym postepem w szkole — z tymi zdobyczami, ktére
usuwajg zagmatwanie i prowadzg do prostoty pojmowania.
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I Definicje nominalne. Teoretycznie logika przychodzi, a wia-
Sciwie juz przyszia clo przekonania, ze jedynie uprawnionymi okre-
Sleniami z punktu widzenia teorii czystej (bynajmniej nie ze stano-
wiska praktyki!) sg tak zwane definicje nominalne, to jest okreslenia
ustalajgce znaczenie nowego terminu przy pomocy innych w postaci:

LA jest to: ...

gdzie po rece lewej mamy termin nowy A (definiendum), po prawej
za$ uktad termindw znanych i wprowadzonych uprzednio (definiensy).
~Kwadrat" jest to ,,prostokat, ktorego wszystkie boki sg réwne"

,»Wspolny podzielnik a i b“ jest to ,liczba, ktéra dzieli a i b“
itp.

Spotykamy je az nazbyt czesto w szkole Sredniej.

Mamy tu do wyrdznienia kilka typowych gatunkéw tego ro-
dzaju okreslen, z ktérych kazdy odgrywa jaka$ role w nauce szkol-
nej. Przejdziemy je po kolei.

1. Okreslenia zdan.

Nowym terminem, ktory wprowadzamy moze by¢ cale zdanie,
Na przyktad:

1) »a jest podzielne przez b“
ma oznaczac: **
~istnieje taka liczba ¢, ze « = bxc"
(2) »prosta | jest rownolegta do prostej p“
ma oznaczaé
.-11Pp leza na jednej plaszczyznie i nie posiadajg punktéw
wspolnych".

Ten typ okreslen nie nasuwa zadnych wazniejszych uwag, przej-

dziemy zatem do nastepnego.

2. Okreslenia imion ogoélnych i zakreséw. Niezmiernie czesto
klasyfikujemy przedmioty w ogole lub tylko pewnego rodzaju na
dwa gatunki zaleznie od tego, czy spetniajg one lub nie pewien z gory
narzucony warunek W.

Jezeli przedmiotem jest a, to oznacza¢ bedziemy przez TT(a)
zdanie:

,,a spetnia warunek W*

Od niepamietnych czaséw ludzko$¢ stworzyla i stosuje dwa
dalsze sposoby wyrazenia faktu, ze jaki$ przedmiot a spetnia pewien
warunek W.

* Lub: ,,A ma oznacza¢“, ,.niech oznacza“ itp.
** Mowa tu o liczbach catkowitych.
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I sposéb. Tworzymy pewien konwencjonalny termin, jakies A
zwane ,,nomen generale lub appellatinum®“ czy ,,imieniem ogélnym*,

,,terminem Masowym“ — warunku W, ktoérego zadaniem ma by¢
wyrazanie zdania W(a) w postaci:
»a jest A

Przykiady. Klasyfikujemy np. liczby wzgledne wedle tego, czy
sg one wieksze od zera, czy nie. Jest to klasyfikacja wedle warunku,
ktorego spetnienie przez a zapisujemy w postaci:

a=>20
Procz tego tworzymy sobie termin liczba dodatnia, ktérego jedyna
funkcjg istotng jest zastgpienie zdania
»a = 0"
przez . ) .
»a jest liczbg dodatnig”

»Liczba dodatnia™ jest imieniem ogo6lnym, zwigzanym w powyz-

szy sposéb z warunkiem, ktéry zaznaczyliSmy piszac:
na = 0“

Il sposéb. Rozwazamy ,,096t przedmiotow spetniajgcych dany
warunek W*“ i 6w og6l (zbidr, klase) oznaczamy jakims$ terminem,
powiedzmy a. Zdanie: TT(a) zastepujemy wtedy powiedzeniem, ze:

»a nalezy do a".

Sposéb ten zna od tysigcleci geometria, gdy np. rozwaza ,,miej-
sce geometryczne punktow spetniajacych pewien warunek" itp.

Przyklad: ,,Kula o $rodku A i promieniu r" jest to:

,Ogot  (miejsce geometryczne) punktéw, ktorych odlegtos¢ od
A jest rowna r“. Termin a nazwiemy zakresem warunku W lub za-
kresem jego imienia ogolnego. Mamy zatem az trzy rézne sposoby
zaznaczenia jednego i tego samego faktu:

0] zachodzi W(a)
(2) a jest A
@) a nalezy do a,

o0 ile utworzylisSmy dla warunku W imie og6lne A oraz zakres a.
Jakze teraz postepuje praktyka naukowa? Musimy tu wyroznié
kilka sposobow postepowania w réznych okolicznosciach.
(1) Logika teoretyczna daje w reke sposoby i pozwala tworzy¢
w wypadku kazdego warunku W, klasyfikujacego pojedyncze przed-
mioty, tak jego imie ogdlne, powiedzmy A, jak i zakres a. Dawniejsza
logika (tradycyjna) operowata przewaznie imionami ogdlnymi stojac
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na stanowisku, jak sie to mowi, tresci (comprehensio). Imie ogdlne
symbolizuje w tej teorii i ,,wspdtoznacza” (connotat) catos¢ cech,
jakie przedmioty spetniajgce warunek tworzacy posiadajg i ktore
owe przedmioty od innych odrdzniaja.

Rozdziat ,,0 definicjach“ w tradycyjnych podrecznikach odnosi
sie z reguty do tych wiasnie spraw i zawiera prawidta tworzenia imion
ogolnych przy pomocy innych imion ogolnych. Tu nalezg (1) znane
reguty tworzenia imion ogolnych (,,poje¢") przez ,rodzaj najblizszy
i roznice gatunkowg“ (,,genus proximum et differentia specifica“),
(2) zakazy, zresztg niepraktyczne i dzi$ nieuznawane, nie tworzenia
okreslen ,,negatywnych™ (,,definitio non fit per negationem™) i tym
podobne. Prawidet tych jest tak mato w odnosnych chocby ob-
szernych traktatach tradycyjnej logiki, ze nie wystarczytyby one
w praktyce nawet dla celow wyktadu matematyki w obrebie szkoty
sredniej. Wiele tych regut stracito tez dzi$ dla nas swe znaczenie
i nikt ich powaznie nie stucha.

Nowsza logika zwrdcita sie do studiowania raczej teorii zakresow.
Ujmuje ona problem ze stanowiska zakresu (extensio), klas, zespotow
itp. Wiedzie to swoj poczatek juz od Leibniza, ktdrego prace nie
mogly jednak wywrze¢ tu wielkiego wptywu, gdyz je dopiero nie-
dawno L. Couturat z rekopisow czeSciowo ogtosit. Teorie rzeczong
rozbudowali Lambert, Boole, de Morgan, Jevons, nakoniec Peano
i jego szkota (jezeli zechcemy sie zatrzymaé¢ na czotowej postaci
naszych juz czasow).

Ze strony matematyki powstaje stworzona przez J. Cantora
teoria mnogosci, ktéra jest niczym innym jak tylko rozbudowang
w kierunku matematyki teorig zakreséw. Tym razem logika stworzyta
juz przebogaty zespot regut operowania zakresami, doprowadzita
sposoby ich kombinowania i przeksztatcania do wielkiej jasnosci
i doskonatosci. Nie dziw tez, ze w teoretycznym ujeciu matematyKki
badacze przestawili- sie nieomal catkowicie na punkt widzenia teorii
zakresOw i w terminach tej teorii stawiaja odnosne definicje. Stad
w nowszej matematyce petno zakresow, klas, ogotow, zespotdw itp.
Nawiasowo dodam, ze Frege, Peano, a zwiaszcza Russell rozwineli
bogato teorie operowania wprost warunkami klasyfikujgcymi czyli,
jak sie w tej teorii mowi, funkcjami zdaniowymi (propozycjonal-
nymi).

A teraz matematyka szkolna. Otdz tu spotykamy sie z komplet-
nym chaosem. Majac do czynienia (Swiadomie lub nieswiadomie)
z warunkami klasyfikujgcymi pojedyncze przedmioty, matematyka

Matematyka i Szkota. Z. I.
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szkolna raz okresla ich imiona ogdlne (,pojecia ogdlne", ,terminy
klasowe™), to zndw przerzuca sie na okreslanie ich zakreséw [prze-
waznie w geometrii, w teorii tzw. miejsc geometrycznych].

Na przyktad:
(1) ,,Prostokat“ jest to ,,réwnolegtobok, posiadajgcy cho¢ jeden kat
prosty“
[okreslenie imienia ogblnego].
(2) ,,Przedziat liczbowy od 2 do 3“ jest to ,,0g6t liczb takich, ze
2 <a< 3
[okreSlenie zakresu],

(3) ,,Okrag o $rodku A i promieniu r na danej ptaszczyznie a“ jest
to ,,miejsce geometryczne punktéw plaszczyzny o oddalonych od
punktu A o r*

[okreslenie zakresu].

Spotykamy sie réwniez z tak dziwnymi okre$leniami, jak np.:
,Okrag" jest to ,miejsce geometryczne punktow lezacych na
jednej plaszczyznie i oddalonych od pewnego statego punktu
0 pewng statg odlegtosc".

Autor daje tu okreslenie imienia ogolnego (,,0krag"™) catej klasy
utworow (poszczegoélnych okregéw), ktore jednocze$nie sg tu okre-
Slone jako zakresy (miejsca geometryczne). Czy jednak takie po-
mieszanie dwoch gatunkow definicyj przyczynia sie do rozjasnienia
kwestii, a nie prowadzi do zniszczenia mozliwosci analizy pojeciowej,
Smiem w to watpi¢! Nie mam zamiaru zgda¢ od szkoty Srednigj,
aby uczyla dokladnego analizowania logicznego poje¢ matematycz-
nych, ale nie moge sie zgodzi¢ z faktem utrudniania tej analizy,
jezeli ten i 6w zdolniejszy uczen sam na wilasng reke czy z pomocg
uczacego bedzie sobie chcial zda¢ sprawe dokladniej ze struktury
objasnianych przez ksigzke poje¢. Autorzy matematyczni bardzo
czesto jednak nie dbajg o precyzje logiczng, ktérej da¢ mozna prze-
ciez wyraz i w najprostszych nawet stowach.

Sadze, ze nie ma co toczy¢ walki o jednolito$¢ definicyj w pro-
blemie okreslenia imion ogdlnych czy zakresow. Bedziemy w prak-
tyce postugiwali sie i jednymi i drugimi. Atoli przynajmniej uczacy
winien wiedzie¢ doktadnie, z ktérym rodzajem ma w danej chwili
do czynienia.

3. Okreslenie jednostkowe. Przejdzmy do omoéwienia typu
okreslen, co do ktérego panuja najwieksze nieporozumienia, nie tylko
w matematyce szkolnej, ale i gdzieindziej. Wrécémy do danego
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warunku W, jego terminu klasowego (imienia ogélnego) A i jego
zakresu a. By¢ moze, ze znajdzie sie jeden jedyny przedmiot, ktory
czyni zado$¢ warunkowi W. Jesli tak jest istotnie, to warunek W
wyznacza Ow przedmiot w zupetnosci i niedwuznacznie. Chodzi nam
teraz o to, aby stworzy¢ sobie forme dla okreslenia owego jedynego
przedmiotu. W dawniejszej tradycyjnej logice mieszano wtedy ter-
min A — imie og6lno przedmiotdow czyniacych zado$¢ warunkowi
W z terminem oznaczajgcym Ow jedyny przedmiot i A stawato sie
jego imieniem wiasnym (nomen proprium). Z drugiej strony ter-
min a, oznaczajacy zakres warunku W, jest nazwg zbioru skladaja-
cego sie z jednego jedynego przedmiotu, sgdzono wiec, ze mozna
zidentyfikowa¢ 6w przedmiot z zakresem i nazwa¢ go tym samym
terminem a. | jedno i drugie okazato sie niemozliwe. Prawidia
logiczne operowania imionami ogo6lnymi, zakresami o jednym przed-
miocie i poszczegdlnymi przedmiotami sg, jak sie pokazato zbyt
rézne, aby tego rodzaju identyfikacja nie prowadzita do gtebokich
nieporozumien. Peano i Russell stworzyli osobng forme logiczna,
dla oznaczania przedmiotu wyznaczonego jednoznacznie przez dany
warunek W. Nazwano jg opisem jednostkowym lub deskryptem.
Stowng posta¢ nadajemy opisowi w teorii Russella taka:

»~jedyny przedmiot czynigcy zado$¢ warunkowi W".
lub ,,6w (jedyny) przedmiot, ktoéry spetnia warunek W*
Proponuje juz awno szkolng posta¢ tej definicji:
»przedmiot spetniajgcy W, o ile taki istnieje i tylko jeden™.

W jezykach posiadajacych rodzajnik deskrypt odpowiada imie-
niu z rodzajnikiem oznaczonym (sg zresztg od tego prawidia i wy-
jatki). Reguty operowania deskryptem i w ogole cata jego teoria
zostaty glteboko rozwiniete przez Russella i Whitelieada w Principia
Mathematica (t. 1, | wyd. 1910). Ostatnio Hilbert i Bernays w zna-
komitym dziele Grundtagen der Mathematik 1 (1934) poswiecajg de-
skryptowi sporg cze$¢ ksigzki. Czytelnik moze sie nieco wiecej 0 tym
dowiedzie¢ tez z mej ksigzki Podstawy teoretyczne arytmetyk. Krakdw
1935. Zanim przejde do przyktadéw szkolnych, zacytuje cho¢ jeden
przyktad formalny dla zilustrowania rdznicy miedzy deskryptem
bedacym opisaniem czy wyszczegOlnieniem przedmiotu okreslonego
jednoznacznie przez dany warunek W, a imieniem ogolnym A przed-

* p. Gutkowski—Wilkosz, Algebra 1. 1923. Poréwnaj réwniez W. Wilkosz.
Arytmetyka liczb catkowitych. Krakéw, 1932, wyd. II.

2%
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miotow czynigcych zados¢ W, czy tez zakresem a, a wiec klasy przed-
miotow spetniajagcych W:
Przyktad: Wnioskowanie typu:
kon jest zwierzeciem
wiec kon stepowy jest zwierzeciem stepowym
jest poprawne.

2

Tutaj ,kon", ,zwierze", ,kon stepowy", ,zwierze stepowe"
sg to imiona ogolne, zastepujace postugiwanie sie pewnymi warun-
kami klasyfikujgcymi pojedyncze przedmioty w sposob, ktory opi-
saliSmy uprzednio.

Whnioskowanie typu:

kon jest zwierzeciem,

wiec: glowa konia jest glowg zwierzecia,

jest mimo pozory niepoprawne!
Wskazuje na to przykiad:

matza jest zwierzeciem,
wiec: glowa maitzy jest glowg zwierzecia, co prowadzi do absurdu,
gdyz wiasnie matza nalezy do gromady ,bezgtowych”. Terminy:
»gtowa danego konia", ,,gtowa danel matzy" byly to opisy jedno-
stkowe przedmiotow pojedynczych, przy czym w wypadku danego
konia 6w przedmiot byt wyznaczony, w przypadku zas matzy nie.
rPrzyktad Russella, nieco zmodyfikowany]

A teraz przejdzmy do przyktadow deskryptu ze szkoty $redniej.
(1) Boznica liczb a i b, czyli a — b powinna by¢ okre$lona jako:

»Owa jedyna liczba z taka, ze b + z = a, lub w postaci mojej:

»Liczba z taka, ze bz =a, o ile taka istnieje i tylko jedna“
(2) Horaz liczb a i b, czyli a/b jest to deskrypt
liczba z taka, ze b X z = a, o ile taka istnieje i tylko jedna“

Czy 5/0 jest ilorazem 5 przez 0?

Nie! Gdyz liczba z taka, ze 0 X z

Czy °/0 jest ilorazem 0 przez 0?

Nie! Gdyz liczba z taka, ze 0 x z = 0 istnieje, lecz nie jedyna

A tymczasem pisuje sie niestworzone rzeczy na temat tego, ze
°/0 to jest ,,dowolna liczba", ,kazda liczba", ze jest to ,,symbol
nieoznaczony" itp. Niestety dzielni nawet matematycy niechetnie
zapoznajg sie ze zdobyczami logiki! Jasne jest, ze tu klopot sprawia
jedynie nieodréznienie definicji imienia ogo6lnego lub definicji za-
kresu od opisu jednostkowego przedmiotu !

5 nie istnieje.
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(3) Rozwazmy nastepujace okreslenia;

(a): ,,punkt jednakowo oddalony od wszystkich punktéw kola K*

(/?); ,,punkt jednakowo oddalony od wszystkich punktow kola K
i potozony w jego plaszczyznie"

(7): ,,6w jedyny punkt, ktory jest jednako oddalony od wszystkich
punktéw kota K i lezy w jego ptaszczyznie"

Ot6z: (a) okresla nam imie ogolne wszystkich punktow prostej
prostopadtej do ptaszczyzny kotaK i przechodzacej przez jego $rodek;
(y): jest poprawnym opisem jednostkowym $rodka kota K.

(/?): dawatoby nam, poprawnie biorgc, imie ogdlne wszelkich punk-
tow plaszczyzny kota K, z ktorych kazdy jest od wszystkich
punktow kota K jednakowo oddalony.

Takie imie ogolne bedzie nam w praktyce, w tym wypadku,
niepotrzebne, gdyz dla kola K taki punkt istnieje i tylko jeden. Mie-
szamy nietroskliwie (fi) z (y), co w tym wypadku jako$ moze nie do-
prowadza do klopotow. Pomysimy jednak, ze w geometrii anali-
tycznej krzywych ptaskich rzedu drugiego, w wypadku zupeinie
ogllnym, chcemy okresli¢ srodek krzywej tego rodzaju. Spotykamy
sie z dwiema postaciami okreslenia w ksigzkach znanych powszechnie.
(1) Srodkiem krzywej danej drugiego stopnia nazywamy: (kazdy?)

punkt, ktory potowi * wszystkie $rednice tej krzywej przecho-
dzace przez niego.

(2) Srodkiem krzywej danej drugiego stopnia jest: 6w jedyny
punkt, ktéry potowi wszystkie Srednice przechodzace przez
niego.

W pierwszym wypadku mamy definicje imienia og6lnego, w dru-
gim opis jednostkowy. W wypadku kota, elipsy, hiperboli, dwu prze-
cinajgcych sie prostych mamy na mysli raczej (2) mdéwiagc o Srodku
tych krzywych. Atoli w wypadku dwu prostych réwnolegtych je-
steSmy w kiopocie. Wedle definicji (1) srodkiem jest kazdy punkt
prostej réwnolegtej do obu prostych i lezgcej miedzy nimi w réwnej
od obu odlegtosci i w tej samej ptaszczyznie. Wedle (2) krzywa
drugiego stopnia, jaka tez jest ukiad dwu prostych réwnolegtych,
nie posiada $rodka {brak ,,jednotliwosci‘‘}. Widzimy wiec, ze w sub-
telniejszych wypadkach, a przeciez tak jeszcze elementarnych,
musimy dobrze juz uwazadl

4. Okreslenie relacyj. Bardzo czesto stwierdzamy osobnym
zdaniem, ze pewien warunek W jest speiniony nie przez pojedynczy

Rozumiemy to w odpowiedni sposéb w geometrii analitycznej.
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przedmiot, lecz pare przedmiotéw, na przyktad a i b. Stwierdzenia
takie mamy na przykfad w zdaniach:

~Prosta | i prosta m lezg w jednej ptaszczyznie i nie posiadajg punktow
wspoélnych*,
»Istnieje liczba catkowita, ktéra pomnozona przez catkowitg a daje
w iloczynie catkowitg b“.
»Punkt A nalezy do zbioru punktow tworzacych prostg 1“

Podobnie, jak rozwazanie warunkéw naktadanych na pojedyncze
przedmioty doprowadzito nas do rozwazania imion ogolnych, zakre-
sOw i opisow jednostkowych, tak tez rozwazanie warunkéw nakta-
danych na pare przedmiotéw, doprowadza nas do rozwazania nowych
tworéw logicznych zwanych relacjami. Zapisywa¢ bedziemy spet-
nienie warunku W przez przedmioty a i b jako W(a,b), przy czym
porzadek tych przedmiotéw moze by¢ niechojetny ! W{a, b) moze by¢
spetnione, lecz nie W(b,d). Tradycje jezyka codziennego ustality
tu pewien typ wyrazania sie, oczywiscie nie bezwyjgtkowo obser-
wowany. Zachodzenie W (a, b) jest tu wyrazem pozostawania a w pew-
nej relacji (danej przez TT) do przedmiotu b, przy czym dawne zdanie
ma posta¢ zdania orzekajgcego, w ktorym a jest podmiotem., b przed-
miotem, wyrazem za$ relacji — jest forma czasownika zazwyczaj,
cho¢ niekoniecznie, przechodniego umieszczonego miedzy podmiotem
a przedmiotem. W naszych przykitadach odnosne zdania brzmiag

1) | jest réwnolegle do m
2 a dzieli b
(3) A lezy na |

,.by€ réwnolegtym do*, ,,dzieli¢”, ,leze¢ na“ sa to relacje wyznaczone
przez odnos$ne warunki.

Logika teoretyczna uogoOlniajagc zwyczaj jezykowy pozwala dla
kazdego warunku W, narzuconego parom przedmiotow, stworzy¢
symbol, powiedzmy R, dla relacji danej (czy stworzonej) przez W,
ktorego zadaniem bedzie wyrazi¢ zdanie W(a, b) w postaci réwno-
waznej .

aRb

O samym R, danym przez W, mozemy powiedzie¢ przy pomocy
dos¢ dtugiej frazy, ze ,jest to relacja miedzy przedmiotami, po-
wiedzmy u i v, wyrazajgca zachodzenie IT(w, v)*“. Poniewaz jednak
sposob ten jest dos¢ niezgrabny, przeto w elementarnej matematyce
raczej okreslamy caty zwrot

aRbD
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niz samag relacje R. A wiec na przyktad okreslamy, co oznacza:
Zllén, 1| m, I przecina m‘, a<b, a"=b itp., a rezygnujemy z okre-
Slenia samych relacyj: //, J_, ,przecina¢", <, =j=. Nalezy tez zau-
wazy¢, ze praktyka nie korzysta czasem z przystugujgcego jej prawa
przeksztatcania zdan typu W(a, b) na zdania typu a R b, chociaz
w jezyku dostatecznie wyrobionym da sie to zawsze przeprowadzic.
Na przyktad stwierdzamy wprost w jakim$ wypadku, ze a = b J- 1,
ale od biedy mozemy to zamieni¢ na zdanie:

a jest ,,0 1 wieksze od“ b.

Mniejsze znaczenie posiada juz dla nas przeprowadzenie analo-
gicznych rozwazan dla warunkow naktadanych na tréjke, czworke
itd. przedmiotdéw i dlatego na tym przeglad typéw nominalnych
definicyj konczymy.

Il Definicja genetyczna.

Definicje nominalne sag jedynie uzywanymi w teoretycznej bu-
dowie systeméw dedukcyjnych, o ile przeprowadzamy jg w sposéb
zupetnie Scisty. Z punktu widzenia dydaktyka i pedagoga moga
owe definicje nie zawsze odpowiada¢ celom i metodom uczenia.
Mozemy je wtedy zastapi¢ innymi, ktdre na zadanie umielibysmy
zamieni¢ na nominalne, cho¢ tego zapewne w elementarnej nauce
nie bedziemy ani chcieli, ani uwazali za wskazane uczyni¢. Logika
tradycyjna dyktuje kilka takich nie-nominalnych typdéw, z ktdrych
jeden uwazam i propaguje juz od lat jako szczeg6lnie wazny dla
nauki matematyki w szkole nizszej i sredniej. Jest to definicja gene-
tyczna.

Oto na czym ona polega: Zamiast okre$la¢ nominalnie jaki$
utwor matematyczny i podawaé¢ czym on ma hyé, opisujemy czyn-
nosci, ktére nalezy wykonaé, aby 6w utwor otrzymac. Aczkolwiek
ma to zastosowanie, tak dobrze w arytmetyce jak i w geometrii,
to jednak w tej ostatniej zdaje mi sie posiada¢ wieksze znaczenie.

Przyktad: Zamierzamy okreslic genetycznie linie tamang pta-
ska.

Definicja nominalna jest tu dos¢ ktopotliwa, co wida¢ juz chocby
z tego, jakie bledy ze stanowiska logiki popeiniajg tu autorzy pod-
recznikow.

Postgpimy jednak tak

Tworzymy #fancuch czynnosci:

1. Obieramy skoriczong ilo$¢ punktow na plaszczyznie.
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2. Numerujemy w dowolny sposéb owe punkty kolejnymi liczbami
od 1 az do n. Oznaczamy je przy tym na przykiad jako AL
N2 Ar

3. taczymy kolejno odcinkami:

Ai z A2 A, z A3... az do An_1 z An

Figure tak utworzong, nazwiemy linig tamang ptaska.

Gdybysmy jeszcze dodali, jedng czynnosc:
4. An fgczymy jeszcze z Alt
otrzymalibySmy genetycznie wielobok zamkniety (krzyzujacy sie ze
sobg lub nie). Czytelnik zechce teraz pomys$le¢ o podobnym gene-
tycznym okresleniu tak trudnych dla nominalnego ujecia utworéw,
jak graniastostup, ostrostup, stozek itp.

St. Gotagb i J. Lesniak (Krakéw).

Pojecie funkcji i ¥ownania.

Jest faktem niezaprzeczonym, popartym przez historie nauki,
ze nietylko —' naturalnym porzadkiem rzeczy — matematyka opiera
sie na logice, ale i na odwrét logika zawdziecza sporo matematyce.
Dzieki rewizji podstaw matematyki, rewizji, ktdrg na wielkg skale
rozpoczat ubiegty wiek (a ktéra do dnia dzisiejszego na wielu punk-
tach jeszcze nie jest ukonczona), musiano znacznie rozbudowac
logike klasyczng i obecnie powazniejsze studium matematyczne
jest nie do pomyslenia bez obszernej i solidnej podbudowy logicznej,
jak rowniez — zdaniem naszym — sprawy poruszone w tym arty-
kule nie powinny by¢ obce uczagcym matematyki w szkole S$redniej.
O ile wspomniana rewizja podstaw matematyki, a w $lad za tym
i logiki, rozpoczeta zostata przez matematykdéw przede wszystkim,
o tyle dokonanie epokowego przewrotu na tym polu stato sie udziatem
dwoch filozofow angielskich B. Russella i A. N. Whitehead’a. Tym
dwom uczonym w pierwszym rzedzie ma matematyka do zawdzie-
czenia prawdziwie naukowe, na podstawach logicznych ugruntowa-
nie fundamentalnych poje¢ matematyki wspotczesnej.

W niniejszym artykule postawiliSmy sobie za zadanie wytozy¢
ze stanowiska mozliwie najbardziej nowoczesnego i czynigcego zado$¢

* W czasie pomiedzy napisaniem tego artykutu a jego opublikowaniem, uka-
zata sie ksigzka doc. dr A. Tarskiego pt. ,,O logice matematycznej i metodzie de-
dukcyjnej“ poruszajaca niektére z rozwazanych zagadnien.
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wymaganiom $cistosci dwa najbardziej podstawowe w matematyce
pojecia: pojecie funkcji i pojecie réwnania.

Funkcje propozycjonalne (zdaniowe).

Badania ostatnich dziesigtkow lat stwierdzity, ze jednym z naj-
wazniejszych dla logiki matematycznej i matematyki pojec jest po-
jecie tzw. funkcji propozycjonalnej. Oczywiscie nie tu miejsce na
podawanie ze stanowiska formalnego zupetnie Scistej definicji funkcji
propozycjonalnej, gdyz to moze by¢ uskutecznione tylko na gruncie
pewnego okre$lonego systemu logicznego, co w ramach niniejszego
artykutu jest niemozliwe. Podamy tedy definicje funkcji propozycjo-
nalnej nie formalng wprawdzie, ale intuicyjnie zupetnie zrozumiatg
i dla naszych celéw wystarczajaca.

Definicja. Funkcjg propozycjonalna (zdaniowg) nazywamy wyra-
zenie, zawierajgce tzw. zmienne lub nieoznaczone, ktére ma te wiasnosc,
ze staje sie sgdem (tj. zdaniem prawdziwym lub fatszywym), jezeli
w1 miejsce wszelkich wystepujacych zmiennych (nieoznaczonych) pod-
stawimy jakiekolwiek przedmioty (pojecia) z pewnego z gory umo-
wionego zbioru (zakresu, zwanego tez polem). ¥

Przykiady funkcyj propozycjonalnych:

1) X = X
2) X :|: X
3) X = x2
4) — jest liczbag
X
5) Xjest autorem ,,Quo vadis”
6) X jest cztowiekiem zyjacym i ma co najmniej 50 lat
7) X jest bratem y
8) « = |
9) X >y

* Zmienne oznacza¢ bedziemy w mys$l ustalonej tradycji koncowymi literami
alfabetu. Jezeli w danym wyrazeniu figuruje litera np. x kilka razy, wéwczas obo-
wigzuje umowa, iz nalezy réwnoczes$nie podstawi¢ w miejsce kazdej litery x jeden
i ten sam wybrany przedmiot z pola. Je$li natomiast w danej funkcji propozycjo-
nalnej wystepuje kilka réznych liter np. x, y, z,..., wéwczas wskazuje to, ze wolno
za poszczego6lne litery wstawia¢ niezaleznie od siebie rozmaite przedmioty z pola.
Dopuszczamy tez operacje polegajgce na tym, iz w miejsce zmiennej x podstawiamy
pewien przedmiot z pola, a w miejsce pozostatych zmiennych y, z,... nic nie podsta-
wiamy. W@dwczas oczywiscie funkcja propozycjonalna nie przechodzi w sad, ale po-
zostaje nadal funkcjg propozycjonalng, tylko o mniejszej .,,iloéci“ nieoznaczonych.
Tego rodzaju postepowanie nazwiemy ,,skasowaniem* (albo zgaszeniem, albo jeszcze
upozornieniem) zmiennej x. Ponizej poznamy inne (i to zasadniczo inne) sposoby
kasowania zmiennych we funkcjach propozycjonalnych.
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10) X+y=y+Xx
11) y dzieli sie przez x
12) X ma wysokosC .

Funkcje propozycjonalne od pierwszej do pigtej wigcznie zawie-
rajg jedng zmienng x. Funkcje od siédmej do dwunastej zawieraja
dwie zmienne: x, y. Oczywiscie mozna poda¢ funkcje propozycjo-
nalne zawierajgce trzy i wiecej zmiennych. Funkcjom propozycjo-
nalnym zawierajacym dwie zmienne dajemy za Russellem i Whi-
teheadem nazwe relacyj. Przykiady 5), 6), 7) sg zaczerpniete z zycia,
pozostate z matematyki. Funkcje 1) i 10) stajg sie prawdg dla wszel-
kich mozliwych podstawien w miejsce x wzgl. x, y z zakresu liczb;
funkcja 2) staje sie zawsze falszem. Funkcja 4) staje sie dla kazdego
x =(= 1 falszem, jezeli stoimy na gruncie liczb catkowitych, staje sie
jednak przy wielu podstawieniach prawda, gdy dopuscimy zakres
liczb wymiernych lub rzeczywistych. Staje sie jednak zawsze falszem
przy podstawieniu zera za X przy jakimkolwiek zakresie liczbowym.
Analogiczna uwaga obowiazuje co do funkcji 11). Zauwazmy, ze
warto$¢ funkcji 6) zalezy nie tylko od elementu podstawionego,
ale tez i od chwili, w ktérej to czynimy. W matematyce z tego ro-
dzaju funkcjami nie mamy do czynienia. Zwrd¢my wreszcie uwage
na to, ze w przykfadzie 12) jest inny zakres podstawiania za zmienng
x inny za zmienng y. GdybySmy za obie zmienne podstawili liczby,
dostalibysmy nonsens (ani prawde, ani falsz). Jezeli jednak za
x podstawimy konkretny prostokat, a za y liczbe, dostaniemy zawsze
sagd (zdanie posiadajgce ocene prawdy wzglednie fatszu).

Zajmierny sie z poczatku funkcjami propozycjonalnymi zawie-
rajagcymi jedng zmienng. Chodzi o wprowadzenie krotkiego a wy-
godnego symbolu na funkcje propozycjonalne. Mozna by je ozna-
cza¢ za pomocg jednej litery. Czasem trzeba jednak uwidocznié
w symbolu zmienna, gdyz obok samych funkcyj przychodzi nam
operowa¢ sadami bedacymi wynikiem podstawienia za zmienng
konkretnych elementéw z pola.

Dla lepszej orientacji bedziemy funkcje propozycjonalne oznaczali
zawsze za pomoca duzych liter alfabetu facinskiego krotko:

F, G, H, A, B. C,...
albo z zaznaczeniem zmiennej (nieoznaczonej): F(x), ¢?(2),...

Natomiast poczatkowe litery alfabetu rezerwujemy dla oznacze-
nia konkretnych cho¢ blizej nam nie znanych elementéw z pola.

Wobec tego F(a), G(b),
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oznaczajg juz sady, ktore otrzymujemy po podstawieniu we funkcji
F elementu a za zmienng, we funkcji G elementu b za zmienng, we
funkcji H elementu ¢ za zmienna.

Logika zdan (sadow) podaje nam sposoby (definicje) konstruo-
wania z danych sagdéw nowych sgdéw. | tak najwazniejszymi z tych
konstrukcji sg nastepujace:

Gdy p i g sa sagdami, wowczas

1) — p (przeczenie p) jest sadem

2) ?V ? (? lub g) jest sadem

3) 2?e2(?77?) lest sadem

4) p 3 q (z p wynika ¢) jest sadem
5) p = q (p rébwnowazne @) jest sadem.

Ponizsza tabelka, w ktérej krétko znakiem 4- oznaczamy ocene
prawdy, znakiem za$s — ocene falszu, pokazuje (definiuje) nam,
w ktérych przypadkach nowro utworzone sady uwazamy za prawdziwe,
a w ktoérych za fatszywe.

p —pP ?2V71 P:¢ P Gp=27?
+ — + d- + +
— — + — — —

— + + + — + —

— - + — - + +

Z definicji funkcji propozycjonalnej wyptywa bezposrednio, ze,
skoro F(x), G(x) sa dwiema funkcjami propozycjonaitnymi o tym
samym zakresie podstawiania, wowczas

— /(2), F{X)VG(X), F(X) .G(X), FX D GXx), F(X) = GX)
sg funkcjami propozycjonatnymi. Funkcje — F(X) nazywamy za-
przeczeniem funkcji F(x). Funkcje F(X) V G(xX) nazywamy sumg
logiczng funkcyj F(X) i G(x). Funkcje F(x) . G(x) nazywamy iloczy-
nem funkcyj F(x) i G(x).

Z danej funkcji propozycjonalnej F(x) mozna zawsze przez tzw.
generalizacje wzgl. partykularyzacje (terminy wprowadzone przez
Russella i Whitehead’a) utworzy¢ dwa sady, ktére odpowiednio be-
dziemy czytali

»dla kazdego x prawdg jest F(x)“
»istnieje x, dla ktorego prawdag jest F(x)“
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a ktoére bedziemy odpowiednio notowali:

1 (z)Ne)}

I (31@) (JI®)}.

Zauwazmy, iz wyrazenia (2b) sg juz sgdami. Wystepujaca w nich

litera x ma charakter tylko pozorny, a nie istotny. Znaczy to, ze

X nie jest tu zmienng, w ktérg wolno by bylo podstawia¢ elementy

pola. Na skutek tego zdanie (®) {F(x)} oznacza to samo co (y) {#(«/)}

czy (2) [F(2)}. Zauwazymy, iz za pomocg odpowiednich oznaczen

mozna by sie w ogole obejs¢ bez zmiennych pozornych.
Okreslenie 1. Jezeli sad

®) {FOI"G ()}
jest prawda, wowczas powiadamy, ze funkcje propozycjonalne
F(x) i G(x) sg sobie rownowazne.

Okreslenie Il. Jezeli sad
©) ©) {F(x) D 6(®)}
jest prawdg, wowczas powiadamy, ze funkcja G(x) jest konkluzjg
funkcji F(x) albo inaczej, ze G(x) wynika (wyptywa) z funkcji F(x).
Ze sadami typu (3) Wzgl. (4) mamy bardzo czesto do czynienia.

(2 b)

Pojecie Kklasy.

Pojecie klasy (zbioru albo mnogosci) wigze sie Scisle z pojeciem
funkcji propozycjonalnej i nie da sie ujg¢ (przynajmniej w dzisiej-
szym stanie nauki) w postaci definicji nominalnej. Tworzenie tzw.
klas i operowanie klasami ma za cel jedynie wygodniejsze omawianie
funkcji propozycjonalnych. Kazda funkcja propozycjonalna rodzi
pewng okreslong klase i naodwrot rozwaza¢ bedziemy tylko takie
klasy, ktore powstaty z pewnych funkcji propozycjonalnych. Jezeli
dana jest funkcja propozycjonalna, to klasg, ktora ona rodzi, jest

* Otrzymywanie z funkcji propozycjonalnych jednej zmiennej sadéw przez
generalizacje lub przez partykularyzacje (albo jak sie ogélnie méwi przez kwanty-
fikowanie zmiennej) jest zatem sposobem kasowania tej zmiennej. Jezeli mamy
funkcje propozycjonalng wiekszej ilosci zmiennych, wéwczas mozemy pewne zmienne
skwantyfikowac, inne za$ nie. W takim razie otrzymamy funkcje propozycjonalng
0 mniejszej ilosci zmiennych. Nalezy jednak pamietaé, ze jezeli kwantyfikujemy
wiekszg ilos¢ zmiennych, woéwczas rezultat jest naogét zalezny od porzadku kwanty-
fikowania. Jako najprostszy przyktad wezmy F (x, y) -- x ® y (znak = czytamy
niech bedzie z definicji albo oznacza z definicji). Wéwczas sad (x) (fiy) (F(xy)}
jest prawda, podczas gdy sad fiy) (z) {F(xy)} jest fatszem (porzadek kwantyfiko-
wania w symbolu panuje od reki prawej ku lewej, ale w wypowiedzi ustnej (wia-
$ciwos¢ naszego jezyka!) wygodniej jest zachowaé¢ porzadek odwrotny tj. od reki
lewej ku prawej. Tak wiec pierwszy z powyzszych sadéw czytamy: dla kazdego
X istnieje y o wiasnosci F(x, y) ; drugi natomiast: Istnieje y takie, ze dla wszystkich
X zachodzi F(xy).
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klasa tych wszystkich x, dla ktérych F(x) staje sie prawdg (sadem
prawdziwym). Klase te bedziemy oznaczali symbolem

©) *{FCO}

Optaca sie klasy oznacza¢ jednym krotkim symbolem. Bedziemy je
oznaczali poczgtkowymi literami alfabetu greckiego, o ile nie bedzie
konieczne zaznaczanie funkcyj propozycjonalnych, z ktérych one
powstaty.

Dwie klasy bedg uwazane za identyczne (czyli zawierajgce te
same elementy), jezeli odpowiednie funkcje propozycjonalne F(x)
i G(x), Tj ktérych one powstaly, sa sobie réwnowazne. A zatem,
skoro

(6) x {F(X)}, fIELX{G(X)},

to

7 a=fi ) {F(xX) =¢(2)} jest prawda.
Wprowadzamy dalej wygodne pojecie sumy i iloczynu dwu klas:
@® a {FC) V G}, {F(j . G}

Powiadamy nareszcie, ze klasa a miesci sie w klasie P i zapisujemy
to symbolicznie a C fi, jezeli G(x) wynika z F(x) czyli

9) aCé&K. (a) {P(x) 3 G(X)} jest prawda.

Poniewaz mamy czasem do czynienia z funkcjami propozycjonal-
nymi, ktére przy zadnym podstawieniu nie stajg sie prawda, przeto
zmuszeni jesteSmy do rozwazan wprowadzi¢ klasy tzw. puste, nie
zawierajace zadnego elementu, zrodzone z takich wilasnie funkcyj.
Przyjmujemy symbol

(10) A

za symbol klasy pustej. Powiedzenie, ze element a nalezy do klasy
a powstatej z funkcji F(x), oznacza, ze prawdg jest P(a), co zapi-
sujemy: asa i czytamy: a nalezy do «.

Czesto mamy do czynienia z klasami, do ktorych nalezy tylko
jeden element czyli z tzw. klasami jednostkowymi. Np. klasa « po-
wstata z nastepujacej funkcji propozycjonalnej

Fix) <14-x="2
jest taka klasg jednostkowg, bo nalezy do niej tylko jeden jedyny
element, mianowicie liczba 1. Czysto formalnie mozna klasy jedno-
stkowe zdefiniowa¢ za pomocg pojecia funkcyj propozycjonalnych
dwu zmiennych, co pomijamy jako niekonieczne dla naszych dal-
szych rozwazan. Jednoznaczne okreslenie elementu za pomoca

* Zauwazmy, ze X jest w tym symbolu zmienng pozorna.
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funkcji F(x) wyznaczajgcej klase jednostkowsg nosi nazwe opisu
jednostkowego (deskryptu) i bywa w matematyce (w szczegdlnosci
np. w arytmetyce) czesto stosowane.

Relacje.

PrzejdZzmy teraz do funkcji propozycjonalnych dwu zmiennych,
ktére nazwalismy relacjami. Tutaj bedzie wygodniej zamiast symboli

(11 a) R(X, ¥), S(xy), T(xy)
uzywac symboli
(11 b) XRy, XSy, x Ty,

gdzie R, S, T sg krotkimi symbolami relacyj, a x, y zmiennymi, a wiec
pustymi ,,miejscami", w ktére mozna wstawia¢ przedmioty z okre-
Slonych zakresow. Dla unikniecia nieporozumien zaznaczamy do-
bitnie na samym poczatku, ze pary przedmiotow wstawiane do
relacyj majg by¢ pojete jako pary tiporzadkowane (jeden z elementéw
pary jest wyrézniony) tak, iz wynik podstawienia pary («, b) w re-
lacje xRy moze by¢ inny niz wynik podstawienia pary (b, a). Uma-
wiamy sie przy tym, ze podstawia¢ pare porzadkowsa (a, b) w relacje
XRy znaczy podstawi¢ a za x oraz b za y. Tak np., jezeli

XRy&x =y,
wowczas YRX oznacza calkiem inng relacje, a mianowicie

ktéra w tym przypadku bedzie miata przy kazdym podstawieniu
réznych elementdw z pola liczb rzeczywistych ocene przeciwng
niz relacja xRy.

Z kazdej relacji xRy mozna przez generalizacje wzglednie par-
tykularyzacje jednej ze zmiennych otrzymaé cztery funkcje pro-
pozycjonalne, dwie zalezne od zmiennej x i dwie zalezne od zmien-
nej 7

(12) [(ff x) {xXRy} (= a(y))
[(ffy) {xRy} (= D(x))
(13) ((2) {zR %}
\(y) {xRy}.

z ktdrych pierwsze dwie majg bardzo wazne znaczenie. Klase wyzna-

* Pojecie pary uporzadkowanej da sie okresli¢ czysto formalnie. Zaznaczamy
jednak, iz nie zgadzamy sie w tym kierunku z Russell'em i Whitehead’em, kt6érych
definicja pary uporzadkowanej za pomocg specjalnej relacji kryje w sobie naszym
zdaniem — circulus vitiosus.
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czong przez funkcje propozycjonalng (J (y) nazywac bedziemy przeciw-
dziedzing relacji R i bedziemy ja oznaczac przez

(14) €r.

Klase wyznaczong przez funkcje propozycjonalng D(x) nazywac
bedziemy dziedzing relacji R i bedziemy jg oznacza¢ krétko przez
(15) D'R.

Mozna wykazaé, ze klasy (I'R i D'R moga by¢ puste tylko réwno-
czesnie i wowczas relacje R nazywamy pustg relacja.

Funkcje liczbo-liczbowe.

Wsrod relacji odgrywajg w matematyce najwazniejszg role re-
lacje szczeg6lne, ktérym dajemy nazwe relacji jednoznacznych.
Sa to mianowicie te relacje, ktére — moéwiagc stowami — majg te
wiasnos¢, ze do kazdego x istnieje ,,co najwyzej jedno" takie y, iz
X Ry staje sie po podstawieniu prawda. Definicja formalna opiewa
nastepujaco:

Utworzmy przy pomocy relacji R funkcje propozycjonalng trzech
zmiennych A{Xx, vy, z).

(16) AKX Y,2)=xRy1xRz y=1
Przez zgeneralizowanie wszystkich trzech zmiennych otrzymujemy
z funkcji A(X,y, z) sad p:

an Pt (x) () @ {AXy.z}}.
Otoz R jest relacjg jednoznaczng R p jest prawda.
Jezeli R jest relacjg jednoznaczng, wowczas, 0 ile a nalezy do
dziedziny relacji, mozemy zapomocg deskryptu utworzy¢ jedno-
znacznie okreslony przedmiot, ktory nazywamy odpowiednikiem
(wedtug relacji R) elementu a, i ktéry oznaczamy symbolem
(18) R(a)
Oczywiscie symbol (18) nie przedstawia nic, jezeli a nie nalezy do
dziedziny D'R lub, jezeli sad (y) (z) {A(a, vy, z)} jest falszem.
Posréd relacji  jednoznacznych istnieje pewna b. wazna kategoria
relacji, ktérg uczynimy przedmiotem naszych dalszych rozwazan,
mianowicie kategoria tych relacji, dla ktérych zakresem podsta-
wialnosci za obie zmienne sa liczby i to (przewaznie) liczby rzeczy-
wiste. Tego rodzaju relacjom dajemy nazwe funkcyj liczbo-liczbo-
wych lub krotko funkcyj. Odtad zatem stowo funkcja bedzie oznaczac

* R(a) jest jedynym elementem klasy jednostkowej powstatej z funkcji propo-
zycjonalnej F(x) aRx.
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funkcje liczbo-liczbowa. llekro¢ za$ bedzie mowa o innych funkcjach
(np. propozycjonalnych) dodawa¢ bedziemy zawsze przymiotnik
Wyrdzniajacy.

Zauwazymy nasamprzéd — co Czytelnik z tatwoscig sam wyka-

ze, — ze w mysl poprzedniej definicji funkcji oraz deskryptu R(a),
jezeli xRy jest funkcjg, wowczas relacja S:
(19) xX8yiy— R(X)

jest rownowazna relacji R, co oznacza, ze obie relacje przy jakim-
kolwiek podstawieniu stajg sie rownoczesnie prawdag wzgl. fatszem.
Zyskujemy tym samym nowy, a wygodny w praktyce, symbol
funkcji: y — R(x). Dla oznaczania funkcyj (liczbo-liczbowych)
bedziemy uzywali matych liter alfabetu tacinskiego: /, g, li,... itd.

W tym miejscu nalezy zwréci¢ uwage, iz przyjecie tej symboliki jest pewnym
odstepstwem od zawartej umowy, iz symbol, w ktérym przed literg x, ujeta w nawias
stoi duza litera alfabetu facinskiego, oznacza¢ nam bedzie funkcje propozycjonalna.
R(X) bowiem nie oznacza funkcji propozycjonalnej. R(z) genetycznie powstat —
rzec mozna — w odwrotnym kierunku niz F(-z. Najpierw bowiem jest dana funkcja
propozycjonalna F(x), z ktérej przez wstawianie otrzymujemy sady F(a}, F(h), etc.
Podczas gdy z danego naprzéd zespotu przedmiotéw R(a), R(b), etc. tworzymy
wtérnie wyrazenie R(x) z nieoznaczong X, ktére to wyrazenie ma przy odpowiednich
podstawieniach za x przechodzi¢ w przedmioty R(a), Rfb) etc.

Odnosnie do przyjetej terminologii zauwazymy jeszcze, ze dla
funkcji
(20) y = f(x]
dziedzina odpowiedniej relacji nazywa sie polem albo obszarem okre-
Slenia funkcji /; przeciwdziedzina za$ nazywa sie zapasem albo
zbiorem wartosci funkcji /; X nosi nazwe zmiennej niezaleznej,
y zmiennej zaleznej.

Ze wzgledu na typowy charakter (20) relacyj bedacych funkcjami
liczbo-liczbowymi nie stoi obecnie nic na przeszkodzie, a nawet jest
wskazane ze wzgledu na dalsze zastosowania, przyjg¢ po prostu

symbol /(a?) za symbol funkcji y = f(x).
Uwaga. Russell i Whitehead przyjmujg symbol
(21) I(£)
za symbol funkcji. Daszek nad literg x ma oznacza¢ miejsce puste.
JesteSmy jednak zdania, ze daszek ten jest zbyteczny, jezeli tylko
konsekwentnie przestrzegamy umowy, ze litery X, y, z... 0znaczajg
zmienne, a wiec nie liczby (w ogodle przedmioty), tylko puste miej-
* W réznych dziatach matematyki odgrywaja bardzo wielka role relacje, w kt6-

rych zmienna y posiada zakres liczbowy, a zmienna x nieliczbowy. Np. za x wolno
nam podstawia¢ tylko zbiory punktéw okre$lonej przestrzeni.
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sca, natomiast litery a, b, c,... wzgl. x, y, z ze wskaznikami (u dohu)
oznaczajg liczby. Tak wiec symbol /(«) przedstawia nam funkcje,
natomiast symbole f(a), /(&), /(y",... przedstawiajag nam
liczby, ktore otrzymuje sie w wiadomy sposob z funkcji f(x).

Tu nasuwa sie jednak pytanie, dlaczego dla funkcji liczbowej
nie przyjeliSmy okreslenia bezposredniego, analogicznego do tego,
jakie przyjelismy dla funkcji propozycjonalnej, a mianowicie:

funkcjg liczbo-liczbowa nazywamy wyrazenie zawierajgce nie-
oznaczong X, ktére to wyrazenie staje sie liczbg po podstawieniu
za x wartosci liczbowej z danego z goéry zbioru.

Dlaczeg6z zatem obralismy droge dluzszg i okdlnie poprzez funkcje
propozycjonalne dwu zmiennych (a po drodze nawet trzech zmien-
nych) dotarliSmy do definicji funkcji liczbo-liczbowej jednej zmien-
nej? Ot6z po pierwsze dlatego, ze bez pojecia funkcji propozycjo-
nalnej w dalszym ciggu nie mozna sie obej$¢ (definicja réwnanial).
Po drugie, przy definicji funkcji za pomoca relacyj ujawnia sie w spo-
séb naturalny pole funkcji, ktore przy definicji bezposredniej mu-
simy a priori wprowadza¢ w spos6b sztuczny. Zachodzi bowiem nie-
jednokrotnie potrzeba rozrézniania funkcyj o tym samym formalnie
przepisie przyporzadkowania, a réznych polach. Wreszcie samo pole
jako Kklasa liczb najprosciej okresla sie przez funkcje propozycjonatna.

Inna rzecz, ze w praktyce mamy najczesciej do czynienia z funk-
cjami definiowanymi w sposéb bezposredni i ze tylko sposob bez-
posredni — w réznych zresztg odmianach — nadaje sie do spopula-
ryzowania pojecia funkcji w szkole Sredniej.

W praktyce czesciej spotykamy sie z funkcjami, ktére mozna
zdefiniowa¢ za pomocg ,,wyrazen analitycznych®, anizeli z takimi,
ktore definiuje sie¢ diuzszym lub krétszym opisem stownym (tzw.
definicje genetyczne), jak np. funkcja

E(¥),

ktérg okreslamy jako najwiekszg catkowita zawartg w x. Zresztg
jest kwestig dos$¢ elastyczng, bo kwestiag umowy, co nazwaé¢ wyra-
zeniem analitycznym. Wiadomo np., ze funkcje /(ar) okreslong za
pomocg dwoch stownych umow:

gdy a wymierne, niech /(a) = 0,

gdy a niewymierne, niech /(ar) = 1,
mozna, postugujac sie dwukrotnym przejéciem do granicy, wyrazic¢
za pomocg funkcji réwnowartosciowej * okreslonej przez wzér ana-
lityczny.

* Zob. str. 35.

3 Matematyka i Szkota. Z. I.
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Podobnie biorgc za punkt wyjscia elementarna, genetyczng de-
finicje funkcji %inus, sktonni jesteSmy powiedzie¢, ze nie okresli-
lisSmy funkcji sinus przez wyrazenie analityczne. Posiadiszy jednak
teorie szeregéw potegowych i okre$lajagc funkcje sinus za pomocg
WZOru:

sin

zgodzimy sie na to, ze okreslono sinus przez wyrazenie analityczne.
(Uwaga: uzywamy tego samego symbolu sinus ze wzgledu na to,
ze obie funkcje sg réwnowartosciowe).

Odnosnie do definiowania funkcyj zauwazymy, ze w praktyce,
o ile definiujemy funkcje sposobem bezposrednim za pomocag wyra-
zenia analitycznego, powinnisSmy wpierw podaé¢ pole tej funkciji,
albowiem pole wraz z przepisem wyznaczajg funkcje. Jezeli jednak
podajemy funkcje przez wyrazenie analityczne bez wyszczegdlnienia
pola, to nie mamy jeszcze do czynienia z funkcjg. W takich razach
przyjmujemy umowe, ze polem funkcji f(x) jest zbior tych wszyst-
kich liczb, ktére wstawione w miejsce x do wyrazenia analitycznego
sprawiajg, ze wyrazenie staje sie liczbg jednoznacznie okreslona.

Kazde wyrazenie analityczne jest albo kombinacjg funkcyj ele-
mentarnych (przez kombinacje rozumiemy tworzenie nowych wy-
razen ze starych za pomocg dodawania, odejmowania, mnozenia,
dzielenia, potegowania i pierwiastkowania), albo funkcjg ztozong
albo nieskonczonym szeregiem funkcyj. Przez poprzednie oméwienie
pél funkcyj elementarnych, wykonalnosci dziatan algebraicznych
oraz zbieznosci szeregdbw mozna zawsze a-posteriori ustali¢ pole
danego wyrazenia analitycznego. Zacie$niajac w sposéb sztuczny
pole przy pozostawieniu bez zmiany przepisu tworzymy nowg funkcje,
nie identyczng z dawna.

Zauwazymy, iz przy definicji funkcji jako relacji pole funkcji
miesci sie w samej definicji funkcji, mozna wiec powiedzie¢, ze jest
dane rownoczesnie z przepisem funkcyjnym. Przy definicji bezpo-
Sredniej naprzéd podajemy pole, a potem przepis funkcyjny, dzia-
tajacy w tym polu. O ile wreszcie definiujemy funkcje przez samo
wyrazenie analityczne, to wyznaczenie pola funkcji dokonywa sie
a posteriori. Przy badaniu pola a posteriori moze sie zdarzy¢, ze
pole jest zbiorem pustym. (W tym przypadku i zapas funkcji jest
oczywiscie réwniez pustym zbiorem).

* Zob. J. Lesniak: O okresach zasadniczych funkcyj trygonometrycznych. Po-
radnik. Rok V. Nr 3 (9).
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Definicja. Funkcje f(x) i g(x) nazywamy rownowartosciozcymi
i piszemy
(22) fx) = 9{x),
jezeli ich relacje (z ktérych powstaly) sg sobie rownowazne.

Wychodzac za$ z bezposredniej definicji funkcyj nalezatoby réwno-
wartosciowos¢ dwoéch funkcyj f(x} i g(x) okreslic w ten sposéb:

I) pola funkcyj f{x) i g(x} sg klasami identycznymi oraz

1) zdanie (x) {xs Pjfj 3 f(x) = g(x}} *
jest zdaniem prawdziwym. Z powyzszego okre$lenia wyptywa, ze
réwnowartosciowos$¢ dwoch funkcji jest wihasnoscig przechodnig, to
znaczy: dwie funkcje rownowartosciowe trzeciej, sg miedzy sobg
réwnowartosciowe.

Funkcje state.

Pewnga szczegllng a wazng klase funkcyj tworzg te, ktérych prze-
pisy przyporzadkowujg kazdej wartosci z pola jedng i te samg
liczbe. Sa to tzw. funkcje state. Jezeli ¢ jest owg jedyng liczba,
ktéra jest przyporzadkowana na mocy przepisu / wszystkim
liczbom pola, wowczas piszemy:.

(23) f(x) =_c¢
gdzie uzyto symbolu ¢ jako symbolu funkcji statej. W powyzszym
wzorze nalezatoby ze wzgledu na definicje réwnowarto$ciowosci
dwoch funkcyj w jaki$ sposdb zaznaczy¢ pole funkcji statej ¢. Ozna-
czajgc przez « pole funkcji statej ¢ zapiszemy funkcje znakiem
(24) C i,
Przez opuszczenie znaku [a] bedziemy rozumieli, ze pole skiada sie
ze wszystkich liczb. Nalezy podkresli¢, iz funkcje state przybierajgce
te samg wartos¢ moga sie rozni¢ przepisem, polem wzgl. jednym
i drugim. Dla przyktadu wezmy funkcje:

/(z) &0+ x 4-2

g(xj M0 a2 4-2
h(xg <2
K\x) =™+ 1

I(x) S=2 [0], gdzie a x {x 0}
Wszystkie powyzsze funkcje sg funkcjami statymi (o wartosci 2).
Pierwsze trzy roznig sie tylko przepisem (pola majg identyczne),
ale sg miedzy sobg réwnowarto$ciowe. Czwarta ma juz inne pole,
wobec tego nie jest rOwnowatosciowa z zadng z pierwszych trzech.

P(f) oznacza pole funkciji /(a;).
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Natomiast jest: 1w

Omawianie pojecia funkcji liczbo-liczbowych dwu lub wiecej
zmiennych uwazamy ze wzgledu na prostote analogii i zakre$lone
ramy niniejszego artykutu za zbedne.

Pojecie rownania o jednej niewiadomej.

Definicja. Rownaniem (liczbowym) o jednej niewiadomej nazy-
wamy kazdg funkcje propozycjonalng F(x) taka, ze jest
(25) FCIMNIG) = 9(0).
gdzie f(x) i g(x) sa dwiema dowolnymi funkcjami (liczbo-liczbowymi)
zmiennej Xx.

Uwaga 1. Pojecie réwnania jest w matematyce daleko szersze,
anizeli tu wprowadzone. Sg np. réwnania funkcyjne (ws$réd nich
rézniczkowe, catkowe), ktore nie podpadajg pod powyzszg definicje.
Z tych powoddéw wprowadziliSmy pojecie rownania liczbowego, a nie
réwnania.

Uwaga 2. Wiadomo, ze posiadamy rozne zakresy liczbowe (liczby
catkowite, wymierne, rzeczywiste itd.). Wprawdzie przy podaniu
relacji otrzymujemy podany z gory zakres podstawialnosci za zmienne,
to jednak, poniewaz w roznych zakresach liczbowych uzywamy przy
oznaczaniu dziatan tych samych symboli, wiec sama forma réwnania
(25) nie dyktuje nam jeszcze zakresu liczbowego, wobec czego dla
doktadnosci nalezatoby przy podaniu réwnania dodawac¢ zawsze
zakres liczbowy, do jakiego mamy réwnanie odnies¢. Celem unik-
niecia zbytecznych komentarzy umawiamy sie raz na zawsze, ze
nie podanie zakresu liczbowego oznacza, iz mamy na mysli zakres
liczb rzeczywistych. W przeciwnym razie bedziemy wyszczegoélniac
zakres liczbowy, jaki mamy na wzgledzie.

Uwaga 3. Wezmy pod uwage nastepujace najprostsze réwnanie
r X = 8.
Widoczne, ze funkcja propozycjonalna wyrazona w postaci tego
réwnania jest réwnowazna funkcji propozycjonalnej okreslonej przez
nierdwnos¢.
I a2 O 0.
Mimo, ze funkcja propozycjonalna f jest réwnowazna funkcji
propozycjonalnej ¥* nie nazwiemy funkcji propozycjonalnej ¥*

* W mys$l rozwazan ze strony 35 zero po prawej stronie réwnania nalezy uwazaé
za funkcje stata.
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réwnaniem. Widzimy wiec, ze w definicji rownania obok wartosci
funkcji propozycjonalnej tkwi jeszcze jej forma.

Wyjasnienie. Odnosnie do postawionej definicji rownania winni
jesteSmy da¢ pewne uzupetnienie, a to z tego powodu, ze symbol
f(x) funkcji jest juz symbolem uproszczonym, powstatym ze symbolu
y — j(x), czy tez pierwotnego ogllnego xRy. Otdz wedtug naszej
pierwotnej nieuproszczonej symboliki réwnanie jest funkcjg propo-
zycjonalng (zmiennej x) ksztattu nastepujacego

(26) (@) () {XRy .xSzj) y = z},
gdzie R i S sg tymi relacjami, z ktérych powstaty odpowiednio sym-
bole /(aj i g(xj.

OdpowiedzieliSmy juz na pytanie, co to jest rownanie. Przyste-
pujemy do drugiej b. waznej kwestji, a mianowicie sformutowania,
co to znaczy ,rozwigzac* réwnanie. Postawimy najpierw definicje
pierwiastka réwnania (25).

Definicja. Pierwiastkiem réwnania (25) nazywamy kazda liczbe,
ktora wstawiona za x obraca réwnanie w sad prawdziwy.

Zamiast mowi¢, ze pierwiastek obraca réwnanie w zdanie pra-
wdziwe, mowi¢ bedziemy krécej, ze pierwiastek spetnia réwnanie.

Widzimy tedy, ze zbidr pierwiastkéw réwnania to wiasnie klasa,
wyznaczona przez rownanie jako funkcje propozycjonalna.

Stawiamy nastepujgcag nieformalng definicje: Rozwigza¢ réwnanie,
to znaczy ,,znalez¢* jego wszystkie pierwiastki.

Oczywiscie musimy sie umowi¢, co rozumie¢ pod stowem ,,zna-
lez¢“. A wiec:

I) Po pierwsze, mamy rozstrzygna¢, czy rownanie w ogdéle posiada
pierwiastki, tj. czy klasa wyznaczona przez funkcje propozycjonalng
stanowigcg réwnanie jest pusta, czy nie pusta. Jezeli sie okaze
pustg, wéwczas sprawe rozwigzania réwnania uwazamy juz za zata-
twiong. Wystarcza odpowiedz réwnanie nie posiada zadnego pier-
wiastka. Jezeli jednak okaze sie, ze klasa pierwiastkébw nie jest
pusta, wowczas

1) Po drugie, nalezy zbadaé, czy klasa ta jest skonczona, czy
nieskonczona. W szczegolnosci, czy jest klasg jednostkowa, czy
wiecej liczng. Jezeli pierwiastkOw jest nieskonczenie wiele, to nalezy
dalej rozstrzygna¢, czy jest ich ilos¢ przeliczalna czy nieprzeliczalna.

I11) Po trzecie mamy ,,poda¢" wszystkie pierwiastki. Jezeli jest
ich ilos¢ skoriczona, poprzestajemy na ich kolejnym ,,wymienieniu".
Jezeli pierwiastki tworzg zbidr przeliczalny, woéwczas dadzg sie — jak
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wiadomo — ponumerowaé wszystkie liczbami naturalnymi (utozyc
w cigg nieskonczony) i zadaniem naszym jest wtedy doprowadzi¢
do wzoru postaci

(@71) xn = (p(n),

gdzie <p(n) jest pewnag funkcjg zmiennej n i gdzie, podstawiajgc
za n kolejno wszystkie liczby naturalne, otrzymamy i wyczerpiemy
w ten sposOb wszystkie pierwiastki xIt x2,... naszego rownania.
W przypadku wreszcie, gdy ilo$¢ pierwiastkdw jest nieprzeliczalna,
nie umiemy poda¢ zadnego dostatecznie ogélnego wskazania w tym
kierunku, co to znaczy ,,poda¢" wszystkie pierwiastki. W tych ra-
zach jednak w praktyce najczesciej pierwiastki albo wypetniajg cate
przedziaty i mozna je wtedy ,,poda¢" za pomocg szeregu nieréwnosci,
albo tez zbior liczb nie bedacych pierwiastkami rownania jest prze-
liczalny i ,,podajemy" wowczas wiasnie zbi6r liczb nie bedacych
pierwiastkami.

Pozostaje do wyjasnienia kwestia, co znaczy ,,wymieni¢" wzgl.
~podac" pewng liczbe. Sprawa ta nie jest tak prosta, jakby sie wy-
dawato na pierwszy rzut oka i mogtaby ona sama $miato by¢ te-
matem osobnego artykutu. Jezeli liczba, o ktdrg chodzi, jest liczbg
catkowitg albo wymierng, to stowo ,,poda¢" znaczy ,podac efek-
tywnie" czyli innymi stowy napisa¢ specyficzny symbol tej liczby,
co jest (po przyjeciu pewnego okre$lonego systemu podstawowego
np. dziesietnego) zawsze mozliwe. Inaczej sie sprawa przedstawia,
gdy zechcemy ustali¢, co to znaczy ,,podac" liczbe niewymierna.
Tutaj wydaje sie jedno pewne, a mianowicie, ze cho¢bysmy aktu-
alnie wymienili caly szereg dopuszczalnych sposobdéw konstruowania
liczb (w sensie podawania efektywnego), to zawsze po pewnym czasie
moga sie pojawi¢ nowe sposoby, ktére bedziemy musieli wigczyé
do naszego dawnego szeregu. Tak np. bez znajomosci teorii granic
wzglednie szeregébw nieskonczonych liczba e nie bytaby zaliczana do
tych, ktére mozna ,,podac¢”. Natomiast po przyjeciu teorii granic
sposob okreslenia liczby e za pomoca zwigzku

lim (1 + --)

N—»Co
musimy zaliczy¢ jako dopuszczalny. Podobnie znajomos¢ teorii
funkcyj hipergeometrycznych rozszerza nam znacznie zakres tych
liczb algebraicznych, ktére mozna ,,podac".

Poniewaz na gruncie teorii Dedekinda kazda liczbe niewymierng
mozna uwaza¢ za pare klas lub nawet prosciej za klase liczb
wymiernych, speiniajagcg pewne proste warunki, przeto ,,podanie”
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tej klasy powinnismy uzna¢ za dopuszczalny sposéb ,,podania” od-
nosnej liczby niewymiernej. Przesuwamy jednak w ten sposob
catg trudno$¢ na teren zagadnienia (na ogot trudniejszego), co to
znaczy ,,poda¢" zbior rozwazanego gatunku. Zagadnieniem tym
(w odniesieniu do przekrojow Dedekinda) zajmowat sie prof. Za-
remba w swej Arytmetyce teoretycznej i wprowadzit specjalnie
w tym celu tzw. ,,okresIniki". Wezmy najprostszy przykiad. Skoro
mamy okreslone ciato liczb rzeczywistych i wybudowang arytmetyke
tych liczb, wéwczas tatwo wykazac, ze réwnanie

(28) 3 =2
posiada dokfadnie jeden pierwiastek rzeczywisty. Czy jednak napi-
3

sanie symbolu j/z bedziemy uwazali za ,,podanie” liczby bedacej
tym pierwiastkiem? Chyba nie, bo po glebszym wniknieciu w szcze-
3

goty definicji okazuje sie, iz symbol ]/2 zostaje a posteriori wprowa-

dzony na oznaczenie jedynej liczby x czynigcej zados$¢ warunkowi
3

(28). Z drugiej jednak strony podanie wiadomosci, ze ]/E jest pier-
wiastkiem réwnania
(29) 35 —3s9 2x6—513—-6=0

nie bedzie juz tylko trywialnym stwierdzeniem pewnego faktu, ale
moze sie nam okaza¢ b. pomocnym dla znalezienia pozostatych pier-
wiastkow tego réwnania, czego bysSmy bez tej wiadomosci dokonaé
nie potrafili. WezZmy jeszcze przyktad nastepujgcy. Niech bedzie
dane rdéwnanie

(30) x~ 2a5J-4x+ 1 =o.

Z tatwoscia mozna wykazaé, ze réwnanie to ma dokladnie jeden
pierwiastek rzeczywisty. Zbidr £2 liczb wymiernych co, ktore spet-
niajg nieréwnos¢

(31) I(®) <o

stanowi — jak tatwo wykaza¢ — klase przekrojowg, definiujgca
zatem pewng okreslong liczbe x0 rowng — jak nietrudno zauwazyc¢-
pierwiastkowi rownania (30). Kazdy jednak przyzna, iz podanie
pierwiastka »0 rownania (30) przez podanie zbioru £2, powyzej okre-
Slonego, kryje w sobie wiasciwie tautologie. Z przyktadéw
tych wida¢, jak trudne jest ogolne sformutowanie tego, co znaczy
»podac" pierwiastek rownania. Jako wybrniecie z tej klopotliwej
sytuacji zaproponujemy nastepujacg umowe. ,,Poda¢ pewng liczbe
jako pierwiastek danego réwnania, to znaczy w kazdym konkretnym
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przypadku poda¢ sposdb wyznaczenia przyblizenia dziesietnego tej
liczby z bledem dowolnie matym".

Oczywiscie nie nalezy traktowaé powyzszej umowy jako opti-
mum wymagania w kazdym mozliwym przypadku, gdyz w przeciw-
nym razie moglibySmy z gory zrezygnowac¢ z rozmaitych metod
rozwigzywania rownan, a ograniczy¢ sie wylgcznie do metod przy-
blizonego rozwigzywania réwnan. Woprost przeciwnie, te ostatnie
nalezy ocenia¢ jako ostateczne remedium, do ktorego uciekamy sie
woéwczas dopiero, gdy zawodzg metody ,,dokladnego” rozwigzy-
wania réwnan. can

Zofia Czarkowska (Krakow).

Pojecie granicy ciggu w szkole Sredniej.

Uwagi ponizsze dotyczgce opracowania pojecia granicy ciggu
w szkole sg wynikiem Kkilkoletnich doswiadczen przeprowadzonych
w klasie siodmej gimnazjum humanistycznego dawnego typu. W chwili
pisania tego artykutu programy liceum w ostatecznej redakcji nie
sg mi jeszcze znane. Nie moge wiec oceni¢, czy wyniki mych do-
Swiadczen bedg jeszcze aktualne dla praktyki szkolnej; w kazdym
razie pojecie granicy znajdzie sie i w materiale matematyki wyzna-
czonym dla liceum, wydaje mi sie wiec, ze analiza dydaktyczna tego
pojecia na gruncie doswiadczen dotychczasowych moze przyniesé
pewien pozytek.

Pomyst i wskazowki dla nowego opracowania nauki o ciggach
w szkole podat mi p. prof. W. Wilkosz. Kierujgc sie nimi odstgpitam
ocl tradycyjnego ujecia tego dziatu stosowanego w podrecznikach
i z rezultatéw, ktore osiggatam w ciggu kilku lat na tej drodze, bytam
bardziej zadowolona niz dawniej. Pojecie granicy dla umystu ucznia
kilkunastoletniego jest niewatpliwie bardzo trudne i niestety naj-
czesciej trzeba je mimo wysitkow nauczyciela zaliczy¢ do tych pojec,
ktore pozostajg dla wiekszosci klasy nazwag o metnej, niejasnej i trud-
nej w zastosowaniach tresci. Trudnosci te — niejednokrotnie przeciez
stwierdzane — powinny sktoni¢ uczacych i autoréw podrecznikow
cto bardzo doktadnego i wnikliwego przemyslenia zagadnienn z nimi
zwigzanych. Analiza dydaktyczna pojecia granicy (jak zresztg
kazdego innego pojecia matematycznego) powinna, moim zdaniem,
stresci¢ sie w odpowiedziach na nastepujace pytania: 1) Jak de-
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finiuje sie to pojecie w nauce? 2) Ktéra z przyjmowanych w nauce
definicyj ma budowe logicznie prostszg? 3) Ktéra z definicyj nauko-
wych okre$la dane pojecie w sposob tatwiejszy w zastosowaniach,
tzn. na podstawie ktorej wygodniej jest udowadnia¢ twierdzenia
i rozwigzywac praktyczne zadania? 4) Ktora z definicyj naukowych
lepiej ze wzgledu na poprzednio wymienione punkty widzenia ,,przy-
staje” do materiatu szkolnego. Trzeba bowiem pamieta¢ o tym,
ze definicja dajgca tatwiejsze zastosowania w teorii naukowej, ujetej
jako catos¢, moze ustepowac pod tym wzgledem innej definicji —
wygodniejszej w zakresie tego matego i fragmentarycznego odcinka,
z ktérym mamy do czynienia w szkole.

Nauka daje nam dwie mozliwosci elementarnego wprowadzenia
pojecia granicy ciggu. Mozna to uczyni¢ metodg Cauchy’ego; mozna
tez pojecie granicy ciggu oprze¢ o pojecie kresu ciggu monofonicz-
nego i 0 pojecie ciggu wybranego z danego ciggu. Zanalizujmy te
dwie metody z punktu widzenia drugiego, trzeciego i czwartego
z wyzej wymienionych zagadnien dydaktycznych.

Definicja granicy Cauchy’ego jest niewatpliwie logicznie skompli-
kowana. Zawiera ona kilka kwantyfikatoréw, co, wedtug opinii
p. prof. Wilkosza, popartej w zupetnosci doswiadczeniem szkolnym,
powinno by¢ ostrzezeniem dla uczagcego. W konsekwencjach wywo-
tuje bowiem w umystach uczniéw duze trudnosci w postugiwaniu sie
tym pojeciem. W odwracaniu wypowiedzi o granicach, a szczegél-
niej w negowaniu ich, uczniowie placzg sie, popetniajg duze biedy,
nie rozumiejgc najczesciej prostych rozumowan. W zwigzku z zawi-
toscig logiczng takze stylistyczne ujecie definicji jest trudne. Nie
mozna jej sformutowac prosto uzywajgc potocznego jezyka polskiego,
co przeszkadza w wykorzystaniu intuicji ucznia.

Ujecie drugie, ktdrego plan dla celéw szkolnych naszkicuje w za-
konczeniu, prowadzi do definicji logicznie prostej, jasnej dla ucznia,
sformutowanej jezykiem codziennym w sposéb, ktéry pozwala mu
na swobodne operowanie tym pojeciem. Na podstawie jej uczen
fatwo wypowiada zdania o istnieniu, czy nieistnieniu granicy ciaggu,
szybko potrafi wyjasni¢, co to znaczy, ze jaka$ liczba jest, czy nie
jest granicg danego ciagu.

W odpowiedzi na pytanie drugie musimy zatem definicje Cau-
chy'ego uzna¢ za mniej dogodng dla celéw szkolnych. Jak sie przed-
stawia warto$¢ dydaktyczna tych definicyj z punktu widzenia trze-
ciego'pytania? W trudniejszych zastosowaniach praktycznych i przy
dowodzeniu twierdzen o granicach w ujeciu $cistym, naukowym defi-
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nicja Cauchy’ego jest bardzo wygodna. Szczegdlniej, gdy chodzi
0 ciagi niemonotoniczne o skomplikowanej postaci, stosowanie de-
finicji opartej na pojeciu ciggu wybranego jest ucigzliwe; w szkole
operowanie nig byloby zupeinie niemozliwe. Nie odrzucajmy jednak
tatwo tej ostatniej; zbadajmy przedtem materiat nauczania. Ciggi,
ktérymi zajmujemy sie w szkole, to w wiekszosci wypadkéw ciggi
monofoniczne. Ciggi niemonotoniczne wystepujg w postaci bardzo
prostej takiej, ze przy stosowaniu do nich definicji drugiej nie napo-
tykamy nawet w szkole na trudnosci. Nasuwa sie jeszcze zagadnie-
nie dowodzenia twierdzen o granicach ciggdéw (granica sumy, roz-
nicy, iloczynu, ilorazu ciggéw). Dowody tych twierdzen w oparciu
o definicje drugg sa w szkole zupeinie niemozliwe. Jezeli jednak
przyjmiemy definicje Cauchy’ego, to trudnosci, jakkolwiek mnigjsze,
sg jeszcze takze bardzo duze. Postugiwanie sie wartoscig bez-
wzgledng lub podwdjnymi nieréwnosciami, przy skomplikowanej
budowie logicznej zdan tam wystepujacych, jest moze dostepne
dla ucznidéw zdolnych, dla przecietnego jednak ucznia nie ma war-
tosci ksztatcgcych; w wiekszosci wypadkow sprowadza sie do wy-
uczenia sie dowodu na pamie¢ bez zrozumienia jego istotnej tresci.

Z rozwazan tych nalezy, moim zdaniem, wyciggna¢ nastepujace
wskazania dydaktyczne. W zakresie szkolnej matematyki wygodnie
jest oprzec¢ definicje granicy ciggu na pojeciu kresu ciggu monofonicz-
nego, co uczniowie przyjmuja fatwo i intuicyjnie, oraz na pojeciu ciggu
wybranego z danego ciggu. Ujecie to wymaga przyjecia kilku twier-
dzen o granicach bez dowodu, przy czym nalezy sie ograniczy¢ do
tych twierdzen, ktére sg bezwzglednie konieczne do zrozumienia
dalszych dziatbw matematyki szkolnej.

Na zakonczenie podam w skroceniu przyklad rozwiniecia tej
mysli w formie schematu, wedtug ktérego opracowywatam z uczen-
nicami teorie ciggéw w klasie si6dmej gimnazjum humanistycznego.
Kazdy punkt tego planu opiera sie oczywiscie na licznych, a bardzo
prostych przyktadach.

1. Wprowadzam ciagg jako funkcje, ktérej polem sg liczby natu-
ralne; uczennice podajg przyktady, obliczajg wyrazy ciggu.

2. Definiuje w zwykly sposob pojecie ciggu monofonicznego
i niemonotonicznego; wsrdd ciggdw monofonicznych wyrdzniam ciggi
nie rosnagce i nie malejgce.

3. Okreslam liczbe gérng ciagu, jako liczbe, od ktoérej wszystkie
wyrazy ciggu sg nie wieksze; analogicznie liczbe dolng, jako liczbe,
od ktérej wszystkie wyrazy ciggu sg nie mniejsze. Ze wzgledu na
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istnienie liczby gérnej czy dolnej ciagu nastepuje nowa klasyfikacja
ciggow. (Ciaggi ograniczone i nieograniczone z gory lub z dotu).

4. Okreslam kres ciggu nie malejacego jako jego najmniejszg
liczbe gorna, jezeli taka istnieje i tylko jedna. Podobnie definiuje
kres ciggu nie rosngcego jako jego najwiekszg liczbe dolng, jezeli
taka istnieje i tylko jedna.

5. Formutuje twierdzenie oczywiste dla intuicji uczennic: cigg
monofoniczny ograniczony posiada jeden jedyny kres.

6. Definiuje cigg wybrany z ciggu danego.

7. W sposob prosty przez sprowadzenie do sprzecznosci dowodze
twierdzenia: jezeli ciagg monofoniczny posiada kres, to kazdy z niego
wybrany jest tez monofoniczny i posiada ten sam kres.

8. Specjalnie doktadnie uczennice badajg ciaggi =A, n———

Rozumowaniem nie wprost wykazuje, ze ciggi te posiadajg kres
réowny zero, a zatem, jak wynika z 7., ciagi z nich wybrane posiadajg
tez kres réwny zero.

9. Rozpatrujgc ciggi a = (— DI1— i bn— (— )" (1 --—j na

podstawie poprzednich rozwazan i wykresu uczennice bez trudnosci
wykazujg, ze wszystkie ciagi monofoniczne wybrane z an maja
kres zero; natomiast z ciggu bn mozna wybra¢ dwa ciggi monofo-
niczne, rosnacy o kresie rownym — 1 i malejgcy o kresie réwnym 1.
(Z ciggébw monofonicznych wybranych z an bardzo fatwo zda¢ sobie
sprawe rozwazajac cigg wyrazéw dodatnich i cigg wyrazéw ujem-
nych, ktére to ciggi sg wybrane z ciggdéw rozpatrywanych w punk-
cie 8, a zatem maja kres rowny zero. Inne ciggi monofoniczne
wybrane z an muszg by¢ zarazem wybrane z tych ostatnich, a wiec
wedtug punktu 7. muszg mie¢ ten sam kres).

10. Na podstawie przyktadéw 9. w sposob naturalny nasuwa sie
definicja: ciag posiada granice, jezeli wszystkie ciagi monofoniczne
z niego wybrane majg wspolny kres. Ten wspdélny kres nazywamy
granicg danego ciagu. Ciag nie posiada zatem granicy, jezeli choé¢
jeden monofoniczny ciag z niego wybrany nie ma kresu, lub dwa
wybrane majg rézne kresy.

11. Jako wniosek z punktow 5., 7. i 10. wynika, ze kazdy ciag
monofoniczny ograniczony posiada granice.

12. Badanie ciggu potegowego an = gn na podstawie powyz-
szych definicyj i twierdzen i zastosowanie do obliczenia granicy ciggu
sum ciggu geometrycznego nie przedstawia trudnosci.
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13. W rozwazaniach geometrycznych (pole, obwodd kota, obje-
tosci bryt), w ktorych stosujemy obliczenie granicy pewnych ciggéw,
wystepujg wyltacznie ciggi monotoniczne, dla ktérych granica jest
zarazem kresem (definicja. 4.), a wiec liczbg zdefiniowang prosto
i intuicji ucznia dostepna.

S. Steckel (Biatystok).

O pierwiastkach wymiernych wielomianow
0 wspoétczynnikach catkowitych.

Jest rzeczg dobrze znana, ze majac dowolny wielomian
0 wspotczynnikach catkowitych mozna za pomocg skon-
czonej ilosci préb wyznaczy¢ wszystkie jego pierwiastki wy-
mierne. W samej rzeczy, niech bedzie dany wielomian:

Q) «O® + «1 ®"_ 1 —F i =+ an

0 wspotczynnikach catkowitych i zatozmy, ze a0 == 0. Mozemy,
bez ograniczenia og6lnosci naszych rozwazan, takze przyjaé, ze
an -|= O; gdyby bowiem wspoétczynnik an byt zerem, moglibySmy
wielomian n-tego stopnia (1) napisa¢ w postaci iloczynu:

X . Wn_1(x), gdzie T7B_1 (x) jest wielomianem (n — Il)-ego stopnia
0 wspotczynnikach catkowitych, i w ten sposob sprowadzi¢ zagad-
nienie wyznaczania pierwiastkbw wymiernych wielomianu (1) do
prostszego zagadnienia wyznaczania pierwiastkbw wymiernych wielo-

mianu (x). Zatdozmy, ze liczba wymierna— (r jest liczbg catko-

witg, s liczbg naturalna, r i s sg wzglednie pierwsze) jest pierwiast-
kiem wielomianu (1). Mamy woéwczas:

2 «0 /(ﬂH +«1df}n_l L TTPORRRR +an =0
czyli:
(3) <<@Oarm 1S J-iiiiies + sn =0,

stad otrzymujemy:
(4 —-= —(@xm7l 4. +  s1=x).

Poniewaz prawa strona rownosci (4) jest liczbg catkowitg, zatem:
a0 »t-jest podzielne przez s, skad, wobec zatozenia, ze r i s sg wzglednie
pierwsze, wynika, ze s jest dzielnikiem wspétczynnika a0. W po-
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dobny spos6b dowodzimy, zer jest dzielnikiem wspotczynnika
an. Przeksztatcajgc réwnos¢ (3) otrzymujemy bowiem:

(5) ansn = — r (@0 r»-/ J—....ccccoevernane. + an_1s'1%“1),

skad, dzielac przez r (r jest r6zne od zera, skoro zatozylismy, ze
an 4= 0) mamy:

6) — (@ -] e +  —1s )

Poniewaz prawa strona réwnosci (6) jest liczbg catkowitg, zatem:
an sH jest podzielne przez r, skad, wobec zatozenia, ze r i s sg wzglednie
pierwsze, wynika, ze r jest dzielnikiem wspotczynnika an.

Aby wiec wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki wymierne wielomianu

r
(1) wystarcza zbada¢ kazdg z liczb: —, gdzie sjest dzielnikiem natu-

ralnym wspotczynnika a0, za$ r dzielnikiem (dodatnim lub ujemnym)
wspotczynnika an. Poniewaz liczb takich jest skonczona ilos¢,
zatem po skonczonej ilosci préb dojdziemy do celu.

Dla przyktadu wyznaczmy pierwiastki wymierne réwnania

7) 1121 — 1373 _ 20x2 + 26 x — 4 ==0.
Mamy tu: a0 = 11; an = — 4. Dzielnikami naturalnymi liczby 11
sg 1 i 11. Dzielnikami liczby: —4 sg: —4, —2, —1, 1, 2, 4
Pierwiastkow wymiernych rownania (7) nalezy wiec szuka¢ wsrdd
liczb: ~4, -2, -1, 1 2, 4

4 2 r 1 2 4
' ffTT “°TT TT 11" 1T
Badajac kazdg z powyzszych 12 liczb znajdujemy, ze liczby: 1 ivyy
spetniajg réwnanie (7), pozostate za$ liczby rdwnania tego nie spet-
niaja. Jedynygni wiec pierwiastkami wymiernymi rownania (7)

lub:

sg liczby: 1 iyy. Majac dwa pierwiastki réwnania (7) mozemy oczy-
wiscie juz znalez¢ pozostate jego pierwiastki. Dzielagc lewa strone
rownania (7) przez tréjmian: (11 x —2) (x— 1) = 11 x2 — 13 x -J)- 2
znajdujemy rozkitad na czynniki:

NWxk—13x2—20x2J-26x—4=(1U1x—2 x—1) (xX2— 2),
skad wnioskujemy, ze pierwiastkami réwnania (7) sg liczby: xr = 1,

=11’ ="'"V" = Vv“'

Sadze, ze powyzszy temat nadaje sie do opracowania na koétku
matematycznym w liceum ogolnoksztatcagcym.
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W. Wojtowicz (Warszawa).

Prosty sposob pierwiastkowania i logarytmowania.

Wedtug Kommerella.

W broszurze p. t. Der Begriff des Grenzwerts in d. Elementar-
mathematik podat K. Kommerell bardzo elementarny sposéb wy-
znaczania przyblizen dziesietnych dla pierwiastka dowolnego stopnia
wymiernego i dla logarytmu. Sposob ten, jesli go uwolnimy od wzo-
réw, ktorymi autor operuje, jest istotnie dostepny przecietnemu
uczniowi. * Uczen musi tylko: 1) posiada¢ tablice kwadratéw;
2) umiec¢ napisa¢ liczbe wymierng w ukladzie dwojkowym; 3) rozu-
mie¢, ze jesli liczba 0, xI x2 x3... xn zostata napisana w uktadzie dwdj-
kowym (a wiec zg, x2,... sg to cyfry 0 lub 1), wéwczas przesuniecie
w tej liczbie przecinka w prawo o 1, 2, 3... migjsca jest rOwnoznaczne
z pomnozeniem liczby przez 2, 22, 23..., przesuniecie za$ przecinka
w lewo — réwnoznaczne z podzieleniem jej przez 2, 22, 23.

Teraz juz tatwo wyttumaczy¢ uczniowi, ze jesli w liczbie «°- -®.n
wyktadnik potegi zostat napisany w uktadzie dwdéjkowym, wowczas
przesuniecie w wyktadniku przecinka o 1 miejsce w prawo jest réwno-
znaczne z podniesieniem tej liczby do kwadratu, przesuniecie w lewo—
z wyciaggnieciem z niej pierwiastka kwadratowego.

Po tych rozwazaniach przygotowawczych mozemy przystgpic¢
z uczniami do obliczen.

I. Chcemy np. obliczy¢é x 1007783

Piszac wyktadnik potegi w ukitadzie dwojkowym mamy réwnos¢
przyblizong x — ](jo.iicooiiioi ~ Nadal bedziemy pisali wszystkie
wyktadniki w uktadzie dwojkowym. (Aby o tym nie zapomnieg,
uczen moze pisa¢ je innym kolorem). Z tablicy kwadratéw znajdu-
jemy kolejno:

1001 — 3,162; 10001 — 1,778; mnozac przez 10 obie strony tej
réwnosci mamy

10101 ~ 17,78,

zatem 100,101 —~ 4,216; mnozgc przez 10 obie strony, mamy
101101 ~ 42,186,

zatem 1001101 —~ 6,493; mnozac przez 10 obie strony mamy
1011101 ~ 64,93

* Zdaje sie, ze sposéb ten nie jest zupetnie nowy. Je$li mnie pamie¢ nie myli, te
sama lub podobng metode podat Sarrus w pierwszej potowie XIX w.
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zatem 10011101 «= 8,058; 100011101 == 2,839; 1000011101 >> 1,685;

loo,00omoi — 1)298,

mnozac za$ obie strony przez 10 mamy 10100011101 ~ 12,98,

zatem 00100011101 <« 3,602; mnozac obie strony przez 10 mamy
10i,loo0iuoi — 36 02

zatem 001100011101 — 6,002.

Tak wiec x — 6,002. Te samag wartos¢ dajg 4 cyfrowe fablice
logarytmow.

Il1. Jeszcze ftatwiej przedstawia sie obliczenie logarytmu dzie-
sietnego.

Chcemy znalez¢ Igl0 8,5. Piszemy rownos¢ 10°> »s «s 8,5.

Podnoszgc obie strony do kwadratu mamy iox1,x2x3...xn — 72,25,
stad widaé, ze al = 1. Dzielagc teraz obie strony rownosci przez
10, otrzymujemy nowg rownos$¢ przyblizong igo,x2x3.. ,xn — 7,225,

Podnoszagc do kwadratu mamy «= 52,2, zatem x2 = 1.
Znéw dzielimy obie strony przez 10, poczym podnosimy je do kwa-
dratu, co daje 10%s. = 27,25, stad 3 = L

Dzielimy obie strony przez 10, poczym podnosimy je do kwa-
dratu i otrzymujemy 1O®<«<-— 7,425, stad = 0, itd.

W ten sposob znajdujemy, ze 0011101101111 ~ 8,5.

Pozostaje napisa¢ ten wyktadnik potegi w uktadzie dziesietnym.
Otrzymujemy, ze Igl0 85 — 0,9294 z doktadnosciag do czwartego
znaku. Nalezy dodaé, iz wszystkie rachunki wykonalismy przy po-
mocy szkolnych tablic kwadratéw.

I11. Uczniom musi nasungC sie pytanie, czy kazdy pierwiastek
(o wyktadniku wymiernym) mozna tym sposobem ,,wyciggnac¢” z do-
wolnym przyblizeniem. Zagadnienie sprowadza sie¢ do innego: czy
kazdag liczbe wymierng mozna z dowolnym przyblizeniem przed-
stawi¢ w postaci utamka dwojkowego, a to zndw rozstrzyga sie
w prosty sposdb — chociazby przez systematyczne potowienie prze-
dziatu (O; 1).
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St. Gotab (Krakéw).,

Glebokos¢ zanurzenia kuli ptywajacej w cieczy.

Niechaj w cieczy, ktorej ciezar wihasciwy przyjmujemy jako
réowny 1, ptywa kula, zrobiona z materiatlu jednorodnego o ciezarze
whasciwym Q:

(1) 0<(P<Ll

Idzie o to, aby znalez¢ gtebokos¢ x, do jakiej zanurzy sie ta kula
przy osiggnieciu potozenia fdwnowagi. Roéwnanie, z ktérego mamy
obliczy¢ szukane x, dyktuje nam znane dobrze prawo Archimedesa.
Uwzgledniajgc, ze na objetos¢ odcinka kuli mamy wzor
2 7 = "~N(U"Nr-BY)

gdzie r oznacza promien kuli, h wysokos¢ odcinka, réwnanie przyj-
muje postac:

(3) X3—3rx2+4r36 =0.

Otrzymujemy wiec réwnanie stopnia trzeciego. Azeby je rozwiagzac,
doprowadzamy je do tzw. postaci normalnej (pozbycie sie wyrazu
stopnia drugiego) przez podstawienie:

) X—y
Réwnanie na y przyjmie forme
(5) v3i—3ny+4r3Q—2r3—0.

Azeby rozstrzygnac ile rzeczywistych pierwiastkbw ma to row-
nanie, obliczamy wyréznik A réwnania rozwigzujacego:
(6) A =16r6e (0 — 1),
ktéry, na skutek (1) jest ujemny. RoOwnanie (5) ma wiec trzy
rzeczywiste pierwiastki (casus irreductibilis). Nalezy rozstrzygnag,
ktéry z tych trzech pierwiastkow daje odpowiedz na nasze zagad-
nienie fizyczne. W tym celu zwr6émy uwage, ze w zagadnieniu fizycz-
nym tylko takie pierwiastki x mogg wchodzi¢ w rachube, ktore spet-
niajg nieréwnosci:
(7) 0<x<2r,
co ze wzgledu na (4) prowadzi do nieréwnosci

(8) -r<y<rr
Oznaczmy krotko:
9) /() =y3—3r2y 4r3Q—2r3

* Fatwo zauwazy¢, ze zadanie to jest rbwnowazne z zadaniem o podziale kuli
ptaszczyzng w danym stosunku.
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Otrzymujemy przez zwykle wstawienie
(10) / (-1N=4r39>=0, /(@-nn=4n3(p—1) <0

Poniewaz /(y) ->cc dla y->cc oraz /(?/) ->— cc dla Y -> — co,
wiec z ciaggtosci funkcji /(y) i nierébwnosci (10) wyptywa, iz rOdwnanie

C) Iy) -=o

czyli rownanie (5) ma jeden z pierwiastkow wiekszy od + r, a jeden
mniejszy od — r. Jeden zatem tylko spetnia nieréwnosci (8). Odpo-
wiedzig na nasze pytanie bedzie zatem pierwiastek posredni. Wy-
znaczymy go metodg trygonometryczna. Z ogolnej teorii wiadomo,
ze jesli oznaczymy krotko:

(12) p=—3r2 q=4r3e — 2r3

(13) "=y

to pierwiastkami (rzeczywistymi) réwnania (5) beda
yx = 20 cos P

(14) J«— 2 cos (X +
Sj =20005(1 + ™)

przy czym kat < wyznacza si¢ z rOwnania
(15) cosy==-|]/-".

Nalezy teraz przedyskutowaé, ktéry z pierwiastkéw (14) jest
posrednim co do wielkosci. Ot6z réwnanie (15) przybiera w naszym
przypadku postac:

(16) cosp=1—20Q
Oznaczmy sobie
17 g9 — arccos (1 — 2 (7.
W takim razie jest
(18) 0< ) <ijt
Poniewaz dalej jest u nas
(19) 0o=r,
wiec
yr — 2r cos=> 2»cosil =,
(20) y2 = 2rcos (O < 2rcosid: = —r.

Zaden z tych pierwiastkéw nie lezy w przedziale (—r, -J-r).

Pozostaje nam wiec trzeci pierwiastek, ktory daje odpowiedZz na

4 Matematyka i Szkota. Z. I.
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zagadnienie. Wstawiajac go do (4), otrzymujemy rozwigzanie na
X, ktére brzmi ostatecznie:
.(21) X = >1 + 2cos™ + arccoS(1-29)|_

Ze wzoru (21) otrzymujemy przy pomocy tablic funkcyj trygono-
metrycznych przy danym o gleboko$¢ zanurzenia kuli. Ponizszy
wykres przedstawia gleboko$¢ zanurzenia we funkcji ciezaru wia-
Sciwego Q. Krzywa jest rosngcg w catym przedziale (0, 1). Dla Q — 12
przybiera funkcja warto$¢ r. Krzywa zwraca sie do osi Q wklestoscig
w przedziale (0, r/j), wypukiosciag natomiast w przedziale (r/g, 1).
W punkcie 0=1/2 krzywa ma przegiecie. Styczna do krzywej w tym
punkcie przegiecia ma wspotczynnik kierunkowy rowny W pun-

ktach Q = 01 Q = 1 styczna jest prostopadta do osi Q. Przy doktadnie
narysowanym wykresie mozna giebokosci zanurzenia odczytywac
z do$¢ dobrym przyblizeniem wprost z wykresu.

v1/y w przedziale 0 <o <

(22) pa) = ri2tw przedziale 2o p 13

r62 — yl/Hp!) w przedziale p|< 1-
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Otrzymamy wowczas, kiadac

(23) x=(p(0)

przyblizenie dla funkcji (21), ktérego bitad, jak mozna wykazac,
nie przekracza

(24) , 30

w catym przedziale (0, 1). Wprawdzie gorny kraniec btedu jest dosc¢
znaczny, jednak ksztatt funkcji aproksymujacej <p ((?) jest b. prosty
(liniowy wzglednie pierwiastkowy).

M. Zaryc¢ ki (Lwow).

Urywki z zycia szkolnego w zwigzku z nauczaniem
Mmatematyki.

Nieco historii.

Uczniowie (VIII kl. dawnego typu, albo liceum) wchodzg do
klasy i widza na $cianie zawieszong drewniang tabliczke, a na niej
jakis tekst tacinski z jakim$ rysunkiem geometrycznym.

Acta Eruditorum, Lipsiae 1685.
Adami Adamandi e Societate lesu Kochanski Dobriniaci, Sereniss.
Poloniarum Regis Mathematici et Bibliothecarii, Observationes
Cyclometricae.

Oportet Semiperipheriae BCD Rectam proxime aequalem re-
perire. Ducantur tangentes BG, DH, quarum prior Radio AC
aequalis et iungantur GCH. Tum Radio CA fecentur ex C arcus
utrinque aequales CE et CF. quorum quivis complectetur Gradus 60,
relequi autem BE, DF singuli gr. 30. Agatur per E secans Al, de-
terminans Tangentem BIl. Capiatur tandem HL, aequalis Dia-
metro BD; actum ducatur IL. Dico IL aequalem esse Semiperi-
pheriae BCD proxime. Demonstratur calculo Trigonometrico.

Grupka uczniéw skupia sie przed tabliczka, czyta tekst i przy-
glada sie rysunkowi.
U-,: Co to wiasciwie jest! tacina czy matematyka?
U2 W kazdym razie posypig sie nowe dwoje!

* Jest to cze$¢ wiekszej catosci, ktorg nadestat nam Autor, a ktérej nie mozemy
wydrukowaé w pierwszym zeszycie ,,Matematyki i Szkoty" ze wzgledu na brak miejsca.

Ten fragment drukujemy jako szczegélnie ciekawy przyczynek do korelacji pomie-
dzy nauczaniem matematyki a nauczaniem jezykéw obcych, i historii. Redakcja.

4*
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U3: Popatrz — tu jest ,,e societate lesu“, to co$ z historii kosciota.

U4 A tu jest ,,Poloniarum regis®“. To musi by¢é Sobieski, bo tam na,
gorze jest rok 1685.

U4 Ale czemu Poloniarum a nie Polonorum?

U4: Tangentes — to pewnie styczne, radius — promien, a na korcu
masz trigonometrico. To jest tacinska matematyka.

U4: Tu jest Kochanski, a przeciez bralismy kiedy$ wyprostowanie
okregu Kochanskiego, tylko tam rysunek byt thny.  Zresztg to
jaki$ inny Kochanski, bo to Jezuita.

U4: W kazdym razie trzeba sobie odpisa¢, ty dyktuj, a my bedziemy
pisali.

Na godzinie matematyki:

N: Co znaczy bibliothecarii? — A wiec krdl polski miat bibliotekarza,
ten bibliotekarz byt Jezuitg i pisat po tacinie o matematyce!
Nastepuje wyjasnienie stow.

N.: A popatrz wreszcie do swego stowniczka, co znaczy ,,calculus.

U4 Jest — to znaczy ,,kamyczek*

N : A wiec jak to bedzie? Kamyczkiem trygonometrycznym? Co to za
kamyki trygonometryczne? — Zatem ,,calculus“ znaczy takze “ra-
chunek*, a jak chcecie wiedzie¢ dlaczego calculus znaczy i "“ka-
myczek!" i ,,rachunek®, to przeczytajcie sobie dwie stronice z tej
oto ksigzeczki niemieckiej, a kto pierwszy przeczyta, to nam na
nastepnej lekcji opowie.

* Niektére nasze podreczniki nie podajg oryginalnej konstrukcji Kochanskiego,
lecz niepotrzebnie jg modyfikuja.
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U10: Ale to nie pojdzie tatwo, bo to po niemiecku.

N.: Nie mamy niestety podobnej ksigzeczki polskiej.

Nastepuje tlumaczenie tekstu i rysowanie figury. Potem ucz-
niowie obliczajg dlugos¢ odcinka IL w zaleznosci od promienia
okregu i otrzymujg: 3,1415r. Gdy promien r = AB rowna sie
jednosci, to: IL = 3,1415...

N.: A jak to mowi Zegadiowicz?

U11L: Zle w mgle i snach bolejacym do wiedzy progu i$¢, wszak ognistym,
wierzacym jedynie, mitujgcym BOg do nég poznania kis¢ straca.

A wiec a = 3,1415926...

Zatem odcinek IL podaje nam wprost liczbe n z wielkg doktadnoscig,
bo jeszcze czwarte miejsce dziesietne jest doktadne.

N.: A wiec gdyby promien byt dtugi na jeden metr, to jaki bytby btad?

U12: Blad bytby mniejszy od jednej dziesigtej czeSci milimetra. No,
to jest bardzo dobre przyblizenie i nietrudna konstrukcja.

N.: Przy pomocy jakich przyrzadow wykonalismy konstrukcje? A ile
razy rozchylalismy cyrkiel? A wiec raz tylko jeden rozchyliliSmy
cyrkiel i tym samym promieniem zakreslilismy kilka tukow.
Nastepuje kilka stow o Kochanskim i o jego korespondencji

z Leibnizem, o bibliotece w Wilanowie i o jednym z pierwszych

czasopism naukowych Acta eruditorum.

Uczen zapamietuje, ze dawniej pisano dzieta naukowe prawie
wylgcznie po tacinie.

Nauczyciel wyjmuje z teczki dwie ksigzki * i wyjasnia ich ty-
tuty. Uczen czyta z pierwszej ksigzki (Cantor, tom 111, str. 20—21):

Kochansky ist am bekanntesten durch eine &usserst elegante na-
herungsweise vollzogene Rektifikation des Kreises, welche er in den
Acta Eruditorum... verdffentlichte.

Nastepnie z drugiej ksigzki (Braunmuhl, Il tom, str. 56):

Eine sehr elegante geometrische Na&herungskonstruktion gab der
Jesuit Adam Adamandus Kochansky (1613—1700), Mathematiker
des Konigs von Polen in den Acta Eruditorum 1685.

N.: A wiec wybitni obcy uczeni oceniajg nalezycie pomyst Kochan-

skiego.

Uczniowie przezyli uczucie rozkoszy ,,badania ze zrodet

* M. Cantor: Geschichte der Mathematik, tom I1l, 1898;
A. Braunmihl: Vorlesungen Uber Geschichte der Trigonometrie, 11 czes¢,
1903.
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Bibliografia.

Mathematik im Dienste der national-politischen Erziehung.
Ein Handbuch fur Lehrer, herausgegeben von A. Ddrner, Diesterweg 1935.

Zbiér artykutdw wydanych na zlecenie Zwigzkéw Niemieckich Towa-
rzystw Matematycznych przez A. Dornera obejmuje okoto 300 zadan,
ktérych doborem kierowaty wzgledy ogolno-wychowawcze i polityczne.
Przewodniczacy Zwigzku, Hamel, powiada w przedmowie do ksigzki, ze
ma ona ,,pomoc wypleni¢ zadawnione nieporozumienie, jakoby mate-
matyka polegata na manipulowaniu tablicami logarytméw i wykuwaniu
na pamie¢ niezrozumiatych formut, z ktérymi nie wiadomo co poczaé.
Dla kazdego powinno sie sta¢ jasne, ze wiasnie matematyka jest niezbedna
do gruntownego zrozumienia wiedzy o narodzie oraz narodowo-socjalnej
pracy konstrukcyjnej (Aufbauarbeit)“. Ogdét powinien nauczy¢ sie, zda-
niem Hamela, ze ,,przyszto$¢ Niemiec nie bytaby zabezpieczona bez mate-
matyki“. Gdy to pojmie, wowczas ,,matematyka zachowa w nauczaniu
te ilos¢ godzin, ktora jest jej potrzebna dla spetnienia zadan wzgledem
ojczyzny*.

Dla redaktora zbiorku, A. Dornera, zwigzek miedzy nauczaniem mate-
matyki a bezposrednim pozytkiem narodowym nie ulega rowniez watpli-
wosci. Przeciez ,liczby i dziatania rachunkowe sg niezbednymi narze-
dziami przy pracy dla pomys$Inosci narodu“, a ,,byt narodu i dziatalnos¢
sg w istotny sposob wspdtokreslane (mitbestimmt) przez liczby i wielkosci
mierzalne*. Stad wynika na odwrét, ze ,,nauczanie matematyki powinno
bardziej niz dotychczas przenikna¢ sie sprawami zycia narodu“. Zadania
zbiorku majg temu celowi stuzy¢.

Najsilniej zaznacza sie tendencja w zadaniach, ktére propagujg po-
glady drogie dla ideologii wspdtczesnych Niemiec. A wiec przede wszyst-
kim idee doniostosci zagadnien dziedzicznosci i zwigzanej z nimi troski
0 zdrowie publiczne. ,,Nauczanie matematyki, piszg autorzy, powinno
zajgc sie regutami prawdopodobienstw ptynacymi z praw Mendla, nieu-
stannie stawia¢ przed oczyma nieugiety charakter praw dziedzicznosci,
i oswietla¢ nalezycie zadania i zarzadzenia opieki nad zdrowotnoscig
dziedziczng*.

Oblicza sie tedy na wielu przyktadach prawdopodobiefstwa rozmaitych
mozliwosci, jakie powstajg dla potomstwa, gdy jeden z przodkoéw cier-
piat na takg, czy inng chorobe dziedziczng. Wskazuje sie na niebezpie-
czenstwo phynace dla spoteczenstwa z istnienia w nim osobnikdw obcig-
zonych dziedzicznie; w zad. 93 np. mamy takie pytanie: ,,Wiadomo, ze
w Berlinie 10 zdrowych matzenstw ma 17 dzieci, podczas gdy 10 chorych
dziedzicznie ma ich 35;. jak sie przedstawia¢ bedzie liczebnos¢ tych grup
po uptywie 50, 100, 200 lat, przyjmujac, ze malzenstwa zawiera¢ bedg
zdrowi ze zdrowymi, a chorzy z chorymi”. W szeregu zadan arytmetycz-
nych rozwazane sg koszty utrzymania chorych umystowych (okoto 300 000
w Niemczech), miodziez dowiaduje sie, ze koszt dziennego utrzymania
takiego chorego wynosi 4 M, podczas gdy niski urzednik zarabia dziennie
4 M, a robotnik niefachowy 2 M. Zadania 263 i 264 pouczajg wreszcie
w jakim stopniu sterylizujgce zabiegi zmniejszajg procent chorych dzie-
dzicznie.



55

Zadania przewaznie podawane sg bez komentarzy, miodziez sama je
wyciggnie. W podobnie sugestywny sposob traktowane sg dos¢ obszernie
zagadnienia populacyjne i rasowe. Zadanie 48 przeznaczone dla nizszych
klas, brzmi: ,Jesli w pewnej rasie (biatej) malzenstwo ma przecietnie
troje dzieci, aw innej rasie (czarnej) ma czworo, i jesli wdanej chwili sto-
sunek liczebnosci ras jest 50 : 50, to po uptywie trzech pokoleri stosunek
ten bedzie tylko 30: 70, po 9 pokoleniach 7:93, a po 11 4:96. Przed-
staw to graficznie®. Dziecko nie dostrzeze sztucznosci zadania i pozo-
stanie pod silnym wrazeniem. W tym samym Nr 48 stawia sie pytanie:
»Dlaczego jest konieczne wyplenienie elementéw rasowo niezdatnych*.
W zad. 44 oblicza sie, ile dzieci powinno by¢ w rodzinie, aby zapewni¢
niezmniejszanie sie ludnosci kraju, (rachunek arytmetyczny nietrudny
a instruktywny daje w wyniku liczbe 3,4).

Charakter agitacyjny nosza réwniez zadania, ktére zwracajg uwage
na pewne sprawy polityczne ,i zmuszajg mtodziez do zajecia wzgledem
nich wewnetrznego stanowiska™ Poleca sie np. unaoczni¢ graficznie
rozkwit kolonij niemieckich dzieki pracy niemieckiej; obliczy¢, jaki procent
ziemi, mieszkancow, kolei, zasobow wegla, rud itd. utracity Niemcy na
skutek ,,Wersalskiego Dyktanda®, lub tez jaki procent strat wojennych
spowodowata ,,blokada glodowa®, a jakie postepy czyni obecnie praca
nad uniezaleznieniem Niemiec w zakresie potrzeb odzywiania itd. ,,Pla-
nowo, méwi Dorner, zmierza sie do tego, aby wbi¢ w glowy narodu fakty
zasadnicze, ktore wytyczajg kierunek dziakalnosci rzadu".

Nalezg do nich sprawy wojska i bezpieczenstwa panstwa. Caly artykut
poswiecony jest obronie powietrznej. Zestawia sie w nim sity panstw,
omawia dziatanie bomb roznego rodzaju, wyznacza ilo$¢ gazéw potrzeb-
nych do zagazowania miasta danej powierzchni, objetos¢ schronéw ga-
zowych danej wielkosci i ksztaltu itp.; oswaja sie mtodziez z warunkami
przysztej wojny. Dobor i tre$¢ zadan nie zawsze sg tu udatne: nie wszy-
stkie zadania arytmetyczne (0o gazach np.) bedg nalezycie rozumiane
przez te miodziez, ktora sie arytmetyki uczy i ktérej jeszcze brak dosta-
tecznej orientacji w zakresie niektorych stosunkéw i wielkosci; inne za-
dania (ruch bomb) sg sztuczne i nieinteresujgce. To samo mozna powie-
dzie¢ o artykule rozpatrujagcym zastosowania matematyki do ,,wiedzy
wojennej”, wbrew opinii autora (Rothe), ktory zywi wysokie mniemanie
0 znaczeniu tych zadan i sadzi, ze ,,z nich mogg sie dowiedzie¢ uczniowie,
rodzice i wiadze szkolne, iz bez naszej wiedzy nie podobna sie oby¢ przy
obronie ojczyzny“. Wrazenie czytelnika nieuprzedzonego jest zgofa
odmienne, dostrzega bowiem, jak w zadaniach — przewaznie balli-
stycznych — wyniki rachunku, nie uwzgledniajacego oporu osrodka,
odbiegajg od rzeczywistosci, jakze ma wiec uzna¢ pozytek tego rachunku.

Poza zadaniami scharakteryzowanymi wyzej ksigzka Dornera zawiera
sporo materiatu podanego bez celéw propagandowych a przede wszystkim
dla celow ksztatcacych.

Dwa pierwsze — moze najciekawsze — rozdziaty (statystyka matema-
tyczna) zawierajg wiele i wszechstronnie dobranych wiadomosci o poli-
tycznych, spotecznych i ekonomicznych stosunkach Niemiec, przezna-
czonych nie tylko na ¢éwiczenia arytmetyczne dla klas poczatkowych,
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lecz i dla miodziezy starszej, dla ktérej wprowadza sie pojecia, pogtebia-
jace zrozumienie statystyki: odchylenia Sredniego, korelacji, prawa Gaussa,
prawa wielkich liczb. Dostarczajg one wielu ciekawych dla mitodziezy
zadan, np. Nr. 49: Smiertelno$¢ niemowlat w jednym roku wynosita 10%,
w nastepnym 9%. Czy mozna stgd wnosi¢ 0 zmniejszaniu sie Smiertel-
nosci, jesli obserwacji podlegato 400 niemowlat? Ciekawe jest zadanie
Nr 53, w ktorym zestawia si¢ stopnie szkolne rodzicéw (3952 rodzin)
ze stopniami szkolnymi dzieci i stwierdza sie istnienie korelacji. Wyma-
gaja te zadania wiadomosci matematycznych (r-ku prawdopodobieristwa,
a np. Nr 34 metody najmniejszych kwadratow), ktore nie sg u nas przed-
miotem nauczania, ale niejedno z nich daloby sie w uproszczonej formie
zuzytkowac i u nas.

Rozdziat o terenoznawstwie podaje znane przewaznie, ale niezle za-
dania. Charakterystyczne jest ograniczanie sie do zadan prymitywnych,
moznaby powiedzie¢ ,,harcerskich”, nie wymagajagcych dtuzszych czyn-
nosci mierniczych i rachunkowych, oraz sporo ¢wiczen na ocene wedtug
mapy widzialnosci jednych punktéw z innych, np. pytanie, czy ze szczytu
wzgorza wida¢ zbocze przeciwlegtego grzbietu (w innym wystowieniu
czy je mozna ostrzeliwa¢ z karabinu maszynowego). Nowos$cig w nauczaniu
sg zadania dotyczace mierniczych zastosowan fotografii. Fotografia daje
obraz perspektywiczny terenu, opierajac sie wiec na wiasnosciach per-
spektywy mozna odtworzy¢ ksztatt terenu majac jego fotografie. Wdziecz-
ny to i zajmujacy temat, cho¢ moze nie catkiem wyzyskany przez auto-
row. W naszym szkolnictwie, niestety, zuzytkowa¢ nie dalby sie wobec
braku potrzebnego przygotowania.

Na poczatku wskazywatem cele, jakie sobie postawili autorzy. W pew-
nym tylko stopniu udato sie im te cele osiggna¢, tzn. tak wybrac i zreda-
gowa¢ zadania, aby trafialty do przekonania mtodziezy i zawieraty jedno-
czednie istotng tre$¢ matematyczng. Najmniej udatnie wypadty zadania
wojskowe, pomysiniej zadania statystyczne, biologiczne, terenoznawcze.
Zakres poruszanych teoryj matematycznych jest waski: poza rachun-
kiem prawdopodobienstwa stosowane sg pewne dziaty geometrii, a nie
spotyka sie wcale lub niemal wcale wigkszej czedci kwestyj figurujacych
w b. obszernym w Niemczech programie matematyki. W zwigzku z tym
nasuwa sie¢ pytanie, czy speinig sie nadzieje Hamela i ksigzka przekona
ogot, iz dla pracy narodowo socjalistycznej niezbedne jest nauczanie
matematyki w dotychczasowym zakresie i w dotychczasowej ilosci godzin.
Wiadomosci z rachunku prawdopodobieristwa pozostang chyba w programie.

is. Kulczycki.

Kommerell, Dr K. Das Grenzgebiet der elementaren und hdoheren
Mathematik in ausgewéhlten Kapiteln dargestellt von... Mit 110 Figuren,
pp. VIII, 249. K. F. Koehler-Verlag. Leipzigl936. Cena 14 marek.

Ksigzka powstata z wyktadéw na kursach wakacyjnych dla nauczycieli.
Autor miat na wzgledzie przede wszystkim potrzeby i nastroje mtodego
narybku nauczycielskiego, ktéry ol$niony szerokim horyzontem nauki
uniwersyteckiej czesto nie docenia matematyki elementarnej i nie do-



57

strzegg scistego zwigzku miedzy zagadnieniami nauki spdtczesnej a po-
zornie banalnymi pytaniami matematyki szkolnej.

Nawigzanie kontaktu miedzy ,,wyzszg" a ,,nizszg" matematykg moze sie
dokona¢ w rozmaity sposéb — im bardziej réznorodne bedg te sposoby, tym
lepiej dla nauczania. W Niemczech Klein, we Wioszech Peano, Vailati, Enri-
ques i szereg mtodszych uczonych i nauczycieli pokazali, ile Swiatta rzucajg
spdtczesne badania naukowe na tradycyjne, oklepane zdawatoby sie za-
gadnienia matematyki szkolnej, jak zmuszajg do catkowitego przebudo-
wania jej wyktadu. — Kommerell inaczej podchodzi do tych spraw. Przede
wszystkim uczy na przykladach, jak mozna przygotowa¢ ucznia do zro-
zumienia podstawowych pojec¢ analizy, zwtaszcza pojecia granicy. Stawia
jako zasade, ze jesli wprowadzamy jaki$ nowy rodzaj funkcji, powin-
niSmy pokaza¢ uczniowi, jak moze oblicza¢ wartosci tej funkcji. Omawia
wiec sposoby obliczania przyblizen dla pierwiastkow, logarytmow, funkcyj
trygonometrycznych, dla liczby n. Wyklad wigze sie jak najscislej z prak-
tyka szkolng, czesto jednak czyni autor dygresje wybiegajgce daleko
poza ramy nauczania szkolnego i pokazuje, jak metody elementarne
prowadza nieraz bezposrednio do waznych zagadnien matematyki
»Wyzszej" — ze wymienie tylko badania Liouville'a nad liczbami
przestepnymi oraz zwigzek miedzy S$rednig arytmetyczno-geometryczng
a obliczaniem okresu rzeczywistego catki eliptycznej | rodzaju. W tym
pierwszym rozdziale mowa przewaznie o rzeczach znanych, sposéb jednak
ujecia jest ciekawy, pouczajacy i czesto zupetnie nowy. Warto zwiaszcza
zwréci¢ uwage na teorie utamkow ciggtych podang w szacie geometrycz-
nej i opartg na pojeciu siatki liczbowej (Zahlengitter).

Drugi rozdziat traktuje o przeksztatceniach geometrycznych. Auto-
rowi nie chodzi o sprawy zasadnicze, o role przeksztalcenia w systemie
geometrii, lecz jedynie o ciekawe i roznorodne zastosowania. Omawia wiec
takie rzeczy, jak zasade planigrafu Darboux, jak zasade na ktorej opart
Brill konstrukcje swych znanych modeli powierzchni drugiego rzedu, jak
zwigzek pomiedzy kolineacjg a przeksztatceniem Lorentza i specjalng
teorig wzglednosci itp. Najpiekniejszy jednak jest ustep poswiecony
cyklidom Dupina. Opierajac sie tylko na najbardziej elementarnych po-
jeciach rzutu perspektywicznego i inwersji udowadnia autor wszystkie
zasadnicze wiasnosci cyklid. Gdy czyta sie te piekng rozprawe, mimowoli
przychodza na mysl utyskiwania Vahlena nad tym, jak szkota coraz bar-
dziej zaniedbuje metody matematyki elementarnej, ktorymi tak arty-
stycznie wiadali nasi poprzednicy.

Trzeci i ostatni rozdziat zatytutowany: ,,Rachunek wektoréw i algebra"
jest moze mniej interesujacy, jakkolwiek i tu znajdzie czytelnik kilka
tadnych rzeczy, np. wyprowadzenie wzoréw trygonometrii kulistej (i to
zarowno dla tréjkatdw Eulera jak i Mobiusa) za pomocg najprostszych
poje¢ rachunku wektoréw. Mitosnicy konstrukcyj geometrycznych znajda
tu roéwniez elementarne, od teorii Gaussa niezalezne uzasadnienie kon-
strukcji siedemnastokata foremnego podanej przez Richmonda.

Ksiazka Kommerella powinnaby znalez¢ sie w kazdej bibliotece na-
uczycielskiej. Wt Wojtowicz.
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Biblioteczka Kétka Matem.-Fizycznego U. U. J. pod red. prof. dr W. Wil-
kosza. Kétko Matem.-Fizyczne U. U. J. w Krakowie, od dawna juz znane ze swej
ozywionej dziatalnosci wydawniczej — nie tylko na polu skryptéw hektograficz-
nych, lecz réwniez w zakresie wydawnictw drukowanych — rozpoczeto w r. 1932
pod redakcjg dr W. Wilkosza, profesora Uniwersytetu Jagiellofiskiego wydaw-
nictwo pod nazwa Biblioteczki Kétka Mat.-Fiz. U. V. J., nie majace odpowiednika
w dotychczasowej polskiej literaturze matematycznej, a przypominajgce pod wieloma
wzgledami znany zbiér niemiecki Sammlung Géschen: podobny jest format (w przy-
blizeniu 11 X 15,5 cm) i jednolita szata graficzna, a przede wszystkim cel dostar-
czenia w postaci jasnej, mozliwie przystepnej i przy tym koniecznie zwieztej, szeregu
monograficznych uje¢ poszczeg6lnych teoryj matematycznych. Ksigzeczki te, kto-
rych niewysoka cena ufatwia Habycie, przeznaczone sg w pierwszym rzedzie dla
stuchaczy szkét wyzszych, lecz moga one réwniez odda¢ znakomite ustugi badz doj-
rzatym osobom pragnacym uzupetié, ¢zy tez lepiej ugruntowaé, swoje wiadomosci
0 najwazniejszych dziatach matematyki, badZ tez samoukom w rozmaitym wieku.

Omoéwimy ponizej niektore z siedmiu tomikéw, ktére dotychczas sie ukazaty.

Nr 1. Prof. Dr Witold Wilkosz: Arytmetyka liczb catkowitych. System
aksjornatyczny. 1932. Str. Il X 136. Cena zt 4,—.

Jest to systematyczny wyktad elementarnych -wiasnosci liczb catkowitych od-
powiadajacy nowoczesnym wymaganiom naukowej S$cistosci, stopniowo i bardzo
zgrabnie wprowadzajacy czytelnika po drodze w pojecia nowoczesnej logiki wraz z jej
symbolika. Za podstawe przyjagt autor klasyczng — rzec mozna — dzisiaj aksjo-
matyke G. Peany, na koncu znajdzie jednak czytelnik wskazéwki dotyczace innego
sposobu budowania arytmetyki liczb catkowitych, pochodzacego w zasadzie od
G. Fregego, a opartego na podstawach teoriomnogosciowych, tj. wywodzacego
arytmetyke z pojecia liczby kardynalnej ; kilka uwag historycznych i filozoficznych
stanowi cenne uzupetnienie catosci.

Studium omawianej ksigzeczki nie wymaga zadnego okreslonego zasobu wiedzy
matematycznej, obliczone jest jednak na pewnag ogdélng dojrzatos¢ umystowa, bez
ktorej trudno o zrozumienie samej potrzeby naukowego opracowywania tego, co
umystowi nieprzygotowanemu wydaje sie zbiorem ,faktéw oczywistych”. Lektura
Arytmetyki liczb catkowitych znakomicie w dalszym ciggu rozwija ten krytycyzm
umystu, potrzebny nie tylko samodzielnemu badaczowi, ale takze kazdemu, kto
chce glebiej wniknaé¢ w istote matematyki. Lekture te nalezy tym usilniej poleci¢
kazdemu, kto nie miat sposobnosci zaznajomi¢ sie doktadnie z podstawami teorii
liczb catkowitych — na ktérej opiera sie w znacznej mierze cata matematyka — iz
jest to obecnie jedyne w polskiej literaturze naukowej dzieto na ten temat.

Nr 2. Prof. Dr W. Wilkosz. Teoria mnogosci punktowych. Cz. I. Mno-
gosci liniowe: Teoria opisowa. Miara Lebesgue'a. 1933. Str. IV + 127. Cena zt 3,—

Niewielka ta ksigzeczka zawiera w systematycznym uktadzie te wiadomosci
z zakresu teorii mnogosci liniowych, ktére potrzebne sg przy gtebszym studium ana-
lizy i teorii funkcji analitycznych, cho¢ zazwyczaj nie znajdujemy ich explicite wy-
tozonych w podrecznikach tych dziatbw matematyki. Obok najelementarmejszych
wiadomosci o punktach skupienia, zbiorach otwartych i zamknietych itp., tudziez
wymienionej w podtytule teorii miary Lebesgue’a, znajdujemy w dzietku prof.
Wilkosza m. i. tak wazne w zastosowaniach twierdzenie o pokryciu Vitaliego
i Rademachera. Na koncu umieszczona jest krotka, bibliografia.

Omawiane dzietko unika wchodzenia w zagadnienia dotyczace abstrakcyjnej
teorii mnogosci, z ktérymi mozna ,sie zapozna¢ studiujgc inne ksiazki temu wiasnie
tematowi poswiecone (w polskiej literaturze: prof. W. Sierpinskiego i prof.

* Mozna je nabywa¢, lub zamawia¢ bezposrednio w Koétku Mat.-Fiz. U. U. J.,
Krakéw, Gotebia 20.
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W. Wilkosza); niemniej jednak jest ono pisane — nie pozostawiajac przy tym
nic do zyczenia pod wzgledem $cistosci — w taki sposéb, aby do jego lektury nie byto
potrzeba uprzednich studiéw’nad ogélnymi podstawami teorii mnogosci. Jak wia-
domo, teoria mnogosci wymaga stanowczo zajecia jakiego$ okre$lonego stanowiska
wzgledem zagadnienia, ktérego jednym z rozwigzan jest hierarchia typéw B. Russella,
tzn. zagadnienia, kiedy wolno nam z danych klas tworzy¢ nowe za pomoca ope-
racyj logicznych (sprawy te zaczynajg zresztg odgrywac role i poza wiasciwg teorig
mnogosci, np. w pewnych konstrukcjach czystej algebry). Przyjecie bowiem nieogra-
niczonej wykonalno$ci dziatan logicznych prowadzi niechybnie do sprzecznosci.
Ot6z prof. Wilkosz zalatwia te sprawe w sposéb bardzo prosty i dla matematyki
dogodny przez zasade jednorodnosci: postuluje sie mianowicie wykonalno$¢ jedno-
czesng dziatan logicznych dla podklas jakich$ klas, kt6re musimy uwaza¢ za dane
a priori przez teorie dedukcyjng, ktérg rozwijamy; te dane na poczatku klasy maja,
podobne znaczenie jak ,S$wiat mowy" logikéw angielskich XIX w. Otrzymujemy
w ten spos6b mozno$¢ wykonywania tych wszystkich konstrukcyj logicznych, ktére
sg naprawde potrzebne w matematyce, nie narazajgc sie na znane paradoksy teorio-
mnogosciowe.

Na uwage zastuguje w ukiadzie omawianej ksigzeczki troskliwos$¢ sformutowania
postulatu Zermeli i zasady wyboru oraz wyodrebnienie wszystkich twierdzen,
ktéorych dow6d wymaga oparcia sie na wspomnianym postulacie. Niewatpliwie
korzystne jest réwniez zaznaczenie gwiazdka tych definicyj i twierdzen, ktére dadza
sie przenies¢ wprost na przestrzeri o dowolnej skoriczonej ilosci wymiaréw. Topologii
utworéw dwu- i wiecej wymiarowych ma by¢ poswiecona — zapowiedziana w przed-
mowie — druga cze$¢ Teorii mnogosci punktowych prof. Wilkosza.

Nr 3. Prof. Dr W. Wilkosz. Zarys algebry w ujeciu klasycznem. Cze$¢ I.
1934. Str. 1V. 179. Cena zt 4,-.

Ogol dyscyplin, ktéry nazywamy algebra, rozpada sie na dwa zasadniczo rézne
dzialy. Z jednej strony mamy do czynienia z ,,czysta“ algebrg, oparta o pojecie ciata-
algebraicznego, z drugiej za$ strony — z algebrg w ujeciu klasycznym, ktéra jest teorig
wielomianéw zespolonych i rzeczywistych. ,,Czysta™ algebra daje moze wiecej satys-
fakcji estetycznej, ale gdy chodzi o zastosowania w réznych podstawowych dziatach
matematyki, a zwihaszcza analizy, wysuwa sie mimo wszystko na pierwszy plan kla-
syczne ujecie algebry. Totez obowigzkowy kurs algebry, wchodzacy w sktad studiéw
magisterskich na polskich uniwersytetach, Ogranicza sie najczesciej do algebry w zna-
czeniu klasycznym.

Temu wiasnie tematowi poswiecona jest omawiana ksigzeczka. Jest to tylko
pierwsza cze$¢ zamierzonej catos$ci obejmujaca to, co autor uwazal za najniezbed-
niejsze z punktu widzenia zastosowan do analizy. Nalezy sobie zyczyé ukazania sie
w mozliwie najblizszym czasie drugiej czesci, tym bardziej, iz brak miejsca nie po-
zwolit na umieszczenie w pierwszej takich rozdziatéw, jak teoria funkcyj symetrycz-
nych lub wskazéwki dotyczace rozwigzywania liczbowego réwnan. Czytelnik znaj-
dzie natomiast w tej pierwszej czeSci na wstepie konstruktywna teorie liczb zespo-
lonych wraz z ich interpretacja geometryczng i poprawnym logicznie przedstawie-
niem izomorfizmu pewnej podklasy liczb zespolonych z klasa liczb rzeczywistych,
a dalej bardzo zgrabnie ujeta teorie podzielnosci wielomianéw wielu zmiennych
(co prawda przeprowadzong na wielomianach dwu zmiennych, ale z mozliwoscia,
uogélnienia). Procz tego omawiana ksigzka, zawiera tzw. zasadnicze twierdzenie
algebry jednej zmiennej wraz z dowodem, ustepy o réwnaniu dwumiennym, o pier-
wiastkach wielomianéw rzeczywistych, o przywiedlnosci wielomianéw jednej zmien-
nej, o teorii Sturma, o oddzielaniu pierwiastkbw réwnan algebraicznych i o roz-
wigzywaniu réwnan drugiego, trzeciego i czwartego stopnia. Zakonczenie stanowi
rozdziat o rugowniku i wyrézniku z uwzglednieniem réwnania réznic pierwiastkéw.
Teoria wyznacznikéw jest pominigta, jako osobny temat sam dla siebie, ktéremu
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zresztg jest poswiecony osobny podrecznik wydany takze naktadem Koétka Mat.-
Fiz. U. U. J. (. Sleszynski, Teoria wyznacznikéw, opr. S. Rozental, 1926)
i ktéry na uniwersytetach najczesciej bywa wyktadany poza wiasciwym kursem
algebry.

Warto zwr6ci¢ uwage w omawianej ksigzeczce, tak jak zreszta i w innych wy-
dawnictwach prof. Wilkosza, na wielkg dbato$¢ o logiczng strone ujecia. Tak
np. autor przez wyrazne postawienie sprawy unika nieporozumien zwigzanych z po-
mieszaniem pojecia samej funkcji z jej wartoscig. Te nieporozumienia, ktére przeciez
dawno mogtyby naleze¢ do historii, byly jednakze — jak sie zdaje -- powodem,
dla ktérego np. O. Perron w swojej znakomitej zresztg Algebrze (Lehrbuch der
Algebra) konstruuje wielomian, niezaleznie od ogdélnego pojecia funkcji, jako czysto
formalny ukiad znaczkéw; ten punkt widzenia daje sie wprawdzie przeprowadzi¢
zupetnie poprawnie, ale powoduje niepotrzebne komplikacje i dziwactwa. Nalezy
réwniez podnies¢ w omawianym dzietku Sciste postawienie poje¢ dzielnika i czynnika
pierwiastkowego oraz w ogoéle wszystkiego tego, co sie tgczy z pojeciem pierwiastka
wielokrotnego. Pewne watpliwosci w piszacym te stowa wzbudza z punktu widzenia

n

celowosci ograniczenie znaczenia operatora do wartoséci gtéwnej pierwiastka

(str. 116), gdyz zatracamy w ten spos6b ciggto$¢ pierwiastka i tak dogodng iden-
n n n

tycznosé b = V~ab- Ocena powyzsza ma jednak charakter subjektywny

i jest — by¢ moze — odosobniona, a trzeba w kazdym razie przyznaé, iz formalne
ujecie wieloznaczno$ci pierwiastka jest do$¢ kiopotliwe. Z innych szczeg6tdéw przez
autora uscisSlonych w poréwnaniu z tradycyjnym przedstawieniem rzeczy zwraca
jeszcze uwage tadne ujecie formalne ilosci zmian znakéw w skonczonym ciggu liczb
rzeczywistych (teoria Sturma). Pare ustepOw petitem nawigzuje do teorii funkcyj
analitycznych. Mozna je jednak opuszczaé przy lekturze, tak iz do studiowania
omawianej ksigzeczki wystarcza catkowicie zaséb wiadomosci wyniesiony ze szkoty
$redniej.

Korekta ksigzki pozostawia niestety to i owo do zyczenia. W wywodzie wzoru
Cardana (str. 157) odpadta przez to cze$¢ zdania istotna dla sensu, mianowicie
objasniajgca, iz warto$¢ pierwiastka

ma by¢ tak dobrana, aby byto
+ -T-

Roéwniez do wzoréw na str. 169 wkradty sie btedy drukarskie. Sg to oczywiscie
usterki catkiem drobne, ktére beda usunigte przez dodanie do czesci Il erratéw od-
noszacych sie do czesci I. Przytaczam je dla uzytku przysztych Czytelnikéw, ktérych
pragnatbym niniejsza recenzjg przysporzy¢ pieknej, oryginalnej i nawskré$ nowo-
czesnej ksigzeczce prof. Wilkosza.

S. K. Zaremba (Krakéw).

Biblioteczka Matematyczna pod redakcja Tadeusza Sierzputowskiego i Edwarda
Szpilrajna, wydawana nakladem Ksigznicy-Atlasu.

Biblioteczka Matematyczna dostarcza czytelnikom lektury matema-
tycznej wykraczajgcej poza program szkolny, a jednak nie wymagajacej przygoto-
wania specjalnego. Jest ona materiatem do pracy dla szkolnych kétek matematycz-
nych, a nauczycielowi matematyki dopomaga uzupetnia¢ i urozmaica¢ tok lekcji
w gimnazjum i liceum.
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Dotad ukazaty sie: Tomik 1: W. Sierpinski: Przekroje. Wstep do teorii
liczb niewymiernych. Cena zt 1,—. Tomik 2: S. Straszewicz: O wielobokach.
Cena zt 1,40. Tomik 3—5: A. Tarski: O logice matematycznej i metodzie
dedukcyjnej. Cena zt 4,40. Tomik 7: M. Kerner: Maksima i minima w dzie-
dzinie geometrii. Cena z} 1,40.

W przygotowaniu: E. Stamm: Rachunek kalendarzowy. W. Sierpinski:
Wstep do ogélnej teorii dziatan. A. Lomnicki: Wielosciany umiarowe.
S. Steckel: Wstep do teorii mnogosci.

Tomik 1: Dr Wactaw Sierpinski, Profesor Uniwersytetu Jézefa Pitsud-
skiego w Warszawie: Przekroje. Wstep do teorii liczb niewymiernych. Str. 32.
Cena zt 1,—

Ksigzeczka prof. W. Sierpinskiego omawia jedno z -wazniejszych poje¢ wspot-
czesnej analizy matematycznej: pojecie przekroju, ktére szczegélnie wazna
role odgrywa przy -wprowadzeniu liczb niewymiernych. Podane dowody twierdzen,
w ksigzeczce postugujg sie rozumowaniami nieskomplikowanymi, a jednocze$nie
stanowig doskonaty materiat do wdrazania sie w logiczne wnioskowanie.

Dzietko prof. W. Sierpinskiego wydrukowane zostato ostatnio w jezyku rosyjskim.

Tomik 2: Dr Stefan Straszewicz, Profesor Politechniki Warszawskiej:
O wielobokach. Str. 32. Cena zt 1,40.

Temat ksigzeczki nalezy do geometrii elementarnej, omawia ona jednak zagad-
nienia niespotykane w podrecznikach. Gtéwng jej tre$¢ stanowi rozwazanie wielo-
bokéw posiadajacych tzw. punkty podwdjne, a wszczegblnosci rozstrzygniecie
pytania, ile punktéw podwoéjnych moze wystepowaé w wieloboku o danej liczbie
bokéw. W czesci koncowej jest mowa o -wielobokach wypuktych i paru
zastosowaniach tego pojecia. Tekst ilustruje spora liczba rysunkéw. Do zrozumienia
ksigzeczki wystarcza najelementarniejsze wiadomosci z geometrii, lektura jej wy-
maga¢ jednak bedzie uwagi i zastanowienia sie nad niejednym rozumowaniem,
odbiegajagcym od szablonu szkolnego. Zdolniejszych uczniéw klas wyzszych szkét
$rednich lektura ta moze pobudzi¢ do samodzielnych rozmys$lan i rozszerzy¢ ich
widnokrag matematyczny.

Tomik 3 — 5: Dr Alfred Tarski, Docent Uniwersytetu Jézefa Pitsudskiego
w Warszawie: O logice matematycznej i metodzie dedukcyjnej. Str. 168.
Cena zt 4,40.

Ksigzka A. Tarskiego zaznajamia czytelnika z najwazniejszymi pojeciami logiki
matematycznej. Nauka ta stworzona zostata w celu pogtebienia i udoskonalenia
podstaw matematyki, a w ciggu niespetna stuletniego okresu istnienia zdotata osigg-
na¢ wysoki poziom doskonatosci. Logika tradycyjna stanowi w tej chwili fragment
tej nowej logiki i to fragment stosunkowo nieznaczny. Logika matematyczna jest
obecnie jedyng naukowsg forma logiki; znaczenie jej przekroczyto w ten sposéb cel,
dla ktérego zostata stworzona. Omawiana ksigzka zawiera tez wyktad podstawo-
wych zasad budowania teoryj matematycznych, w tym wiec swoim dziale stanowi
wstep do metodologii matematyki.

Materiat wybrany zostat w ten sposéb, ze oméwione sg wszystkie bodaj kwestje
logiczne i metodologiczne nastreczajace sie w gimnazjalnym kursie matematyki.
Autor stale ilustruje rozwazania konkretnymi przyktadami zaczerpnietymi z mate-
matyki szkolnej. Kazdy rozdziat zakonczony jest licznymi ¢éwiczeniami. Lektura
ksigzki nie wymaga zadnego przygotowania specjalnego.

Ksigzka uwzglednia najnowsze badania w dziedzinach, ktérymi sie zajmuje.
Zaznaczamy, ze uczeni polscy, a w szczegdlnoéci warszawska szkota logiczna, do
ktérej zalicza sie autor ksigzki, odgrywaja obecnie w rozwoju badan logicznych i me-
todologicznych pierwszorzedng role.

O potrzebie ksigzki tego rodzaju nietylko w literaturze polskiej, ale i zagranicz-
nej, $wnadczy okolicznos¢, ze omawiane dzietko ukaze sie niebawem w przektadzie
niemieckim, w nakladzie firmy J. Springera.
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Tomik 7: Dr Michat Kerner: Maksima i minima w dziedzinie geo-
metrii. Stron 36. Cena zt 1,40.

Ksigzeczka Maksima i minima w dziedzinie geometrii zawiera wybrane zagadnienia
geometryczne dotyczace figur, dla ktérych osiagajg maksimum lub minimum wiel-
kosci tego rodzaju, jak obwdd, pole itp. Pierwsza jej cze$¢ poswiecona jest dowodom
wiasnosci ekstremalnych w przypadkach bardziej elementarnych, a druga wybie-
ga poza zakres geometrii elementarnej i omawia w sposéb pogladowy zagadnienia
trudniejsze rezygnujac ze $cistych dowodoéw, a korzystajac z interpretacji fizycznych
(np. przy pomocy bton mydlanych). Wiecej nieco uwagi poswiecono wiasnosci izo-
perimetrycznej kota. Ksigzeczka przeznaczona jest dla czytelnikbw na poziomie
licealnym, jak réwniez dla rozpoczynajacych studia wyzsze w zakresie nauk $cistych.

Dr Otton Nikodym: Dydaktyka matematyki czystej w zakresie wyz-
szych klas szkoty $redniej. T. Il. Ufamki oraz ich algebra. Warszawa 1937.
Naktadem ,,Naszej Ksiegarni“, Sp. Akc. Zwigzku Nauczycielstwa Polskiego.

Tom |11 Dydaktyki matematyki czystej dra Nikodyma jest po$wiecony nauczaniu
utamkéw (na poziomie wyzszym od poziomu nauczania w wzkole powszechnej) i sta-
nowi konsekwentny cigg dalszy tomu | obejmujgcego nauke o liczbach naturalnych.
Tom Il tak samo jak tom | sktada sie z trzech czesci: A) wzoréw lekcyjnych, B) cze-
$ci naukowej, C) szczeg6towych uwag dydaktycznych, przy czym cze$¢ A jest napi-
sana w formie dialogu. Ksigzka obejmuje nastepujacy zakres: nauke utamkéw zwyk-
tych, ich algebre, réwnania w zakresie utamkéw, nauke o proporcjonalnosci prostej
i odwrotnej.

Nauka utamkoéw w czesci pierwszej jest przeprowadzona w sposéb geometryczny
i odznacza sie duzg konsekwencjg takiego ujecia. W mys$l stanowiska zasadniczego
zajetego juz w t. 1 autor nie wprowadza utamkéw przez adiunkcje do liczb natural-
nych, lecz traktuje utamki, jak sam zaznacza w przedmowie, w sposéb separatystyczny.
Cze$¢ pierwsza zawiera wzory ¢wiczen opracowane przez dr St. Nikodymowa.

Cze$¢ naukowa zaczyna sie od bardzo pieknego rozdziatu pt. ,,Propedeutyka
logiki zdan*, rozdziat drugi zawiera geometryczng teorie utamkéw, a rozdziat trzeci —
ich teorie arytmetyczna.

Najkrotsza jest cze$¢ trzecia i ostatnia zawierajaca szczegotowe uwagi dydak-
tyczne, ktorym poswiecono 38 stronic. Z pieciu paragrafow tej czesci trzy dotycza
zagadnien ogdélnych, a mianowicie nauczania utamkéw w wyzszych klasach szkoty
powszechnej, nauczania utamkéw w zaniedbanych klasach wyzszych, programu
nauczania algebry.

Z powyzszego widzimy, ze ksigzka dra Nikodyma dotyczy zagadnien najistot-
niejszych dla kazdego nauczyciela i jako taka zastugiwataby na bardziej szczegotowe
omoéwienie. Musimy jednak zrezygnowa¢ z niego w pierwszym zeszycie naszego
czasopisma ze wzgledu na brak miejsca.

Stanistawa Nikodymowag i Otton Nikodym: Wstep do rachunku
rézniczkowego dla uzytku samoukéw, absolwentéw szkét $rednich oraz
stuchaczy elementarnego kursu matematyki wyzszej. Nakladem ,,Naszej Ksie-
garni, Sp. Akc. Zwigzku Nauczycielstwa Polskiego, Warszawa 1936.

Ksigzeczka ta swymi rozmiarami i charakterem popularyzatorskim przypomina
tomiki ,,Biblioteczki matematycznej“ Ksigznicy Atlas. Na czterech arkuszach nie-
wielkiego formatu autorzy wprowadzajg czytelnika w podstawowe pojecia niezbedne
do zrozumienia rachunku rézniczkowego. Zaczynajac od poje¢ najbardziej elementar-
nych, jak o$ liczbowa, liczby naturalne i catkowite, wymierne i niewymierne, ciagi,
przedziaty, doprowadzaja autorzy czytelnika do pojecia granicy ciagu, twierdzen
o granicach, pojecia funkcji ciggtej i jej pochodnej. Autorzy rezygnujg jednak z roz-
wijania rachunku rézniczkowego wobec istnienia w polskiej literaturze podreczni-
kowej ,.kilku doskonatych ksigzek z tej dziedziny*. Wykaz tych ostatnich czytelnik
znajdzie w koncu omawianego ,,Wstepu“.
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Kronika.

Polskie Towarzystwo Matematyczne. Polskie Towarzystwo Matematyczne
(grupujace gtéwnie pracownikéw naukowych w dziedzinie matematyki) zostato wr. b.
zreorganizowane. Siedzibg Towarzystwa byt dotad Krakéw, a w innych miastach
uniwersyteckich miescity sie oddzialy. Obecnie stworzono oddziat w Krakowie, sie-
dziba zarzadu gtéwnego przeniesiona zostata do Warszawy, a walne zgromadzenie
sktada sie odtad z delegatéw poszczegélnych Oddziatéw. Organ P. T. M. ,,Annales
de la Société Polonaise de Mathématique“ wychodzi¢ bedzie nadal w Krakowie.

Pierwsze po reorganizacji walne zgromadzenie P. T. M. odbyto sie 7. Ill. r. b.
w Warszawie. Prezesem P. T. M. obrano prof. S. Mazurkiewicza (W’arszawa), sekre-
tarzem doc. B. Knastera (Warszawa), skarbnikiem doc. W. Orlicza (Lwéw). Wice-
prezesami sa w mys$l nowego statutu prezesi oddziatéw: prof. S. Zaremba (Kra-
kéw), prof. H. Steinhaus (Lwoéw), prof. M. Biernacki (Poznan), prof. J. Rudnicki
(Wilno). Zebranie uchwalito m. i. zwota¢ do Warszawy na jesien r. 1937 111 Polski
Zjazd Matematyczny oraz konferencje profesoréw i docentéw w sprawie nauczania
matematyki w szkotach wyzszych.

111 Polski Zjazd Matematyczny. W dniach od 29. IX. do 3. X. 1937 odbyt# sie
w Warszawie 11l Polski Zjazd Matematyczny. W skiad Komitetu Organizacyjnego
powotanego przez Zarzad Polskiego Tow. Matematycznego weszli: prezes prof.
W. Sierpinski ; wiceprezesi profesorowie K. Kuratowski, S. Mazurkiewicz, S. Strasze-
wicz; sekretarz generalny doc. dr. K. Zarankiewicz; zastepcy sekretarza general-
nego doc. dr. K. Borsuk i dr. E. Szpilrajn; cztonkowie komitetu prof. M. Huber,
doc. B. Knaster i prof. Lukasiewicz. Zaréwno odczyty plenarne jak i posiedzenia
sekcyj odbywaty sie w gmachu Politechniki.

Podczas Zjazdu odbyly sie odczyty plenarne poswiecone syntetycznemu omo-
wieniu szeregu zagadnien z podstawowych dziatbw matematyki oraz komunikaty
naukowe na posiedzeniach 5 sekcji. Odczyty plenarne wygtosili: Prof. A. Zygmund
(Wilno). Nowsze wyniki teorii szeregdw trygonometrycznych, ortogonalnych oraz
teorii interpolacji. Prof. M. Biernacki (Poznan). O obszarach pokrytych przez
wartoéci funkcji analitycznych. Prof. W. Sierpinski (Warszawa). Rodziny prze-
liczalne zbioréw. Prof. K. Kuratowski (Warszawa). Z topologii przestrzeni spéjnych.
Prof. M. Huber (Warszawa). Zagadnienia matematyki stosowanej w naukach tech-
nicznych. Prof. T. Wazewski (Krakéw). O podstawowych zagadnieniach zwigza-
nych z problemem Cauchy’ego w zakresie réwnan czastkowych pierwszego rzedu.
Prof. S. Mazurkiewicz (Warszawa). Z podstaw teorii prawdopodobienstwa. Prof.
H. Steinhaus (Lwoéw). O funkcjach niezaleznych i ich zastosowaniach. Komunikaty
byly wygtaszane .w nastepujgcych sekcjach: | Podstawy matematyki, teoria mno-
gosci, teoria funkcji rzeczywistych. 11 Analiza, algebra, teoria liczb. 111 Geometria
z topologia. IV Mechanika, teoria prawdopodobienstwa, matematyka stosowana.
V Historia matematyki, dydaktyka.

W Zjezdzie wzieto udziat 173 uczestnikéw. Jakkolwiek byt to Zjazd krajowy,
to jednak przybyto nan kilkunastu wybitnych uczonych z zagranicy. Fakt ten $wiad-
czy o wysokim stanie matematyki w Polsce. Miedzy innymi przybyli na Zjazd:
prof. M. Fréchet (Paris), prof. H. Hopf (Zurich), prof. P. Sergescu i prof. A. Bratu
(Cluj), prof. Kerekjarté (Szeged), dr L. Cesari (Roma), dr H. Fried (Wien). Komu-
nikatéw na sekcjach wygtoszono 67. Na posiedzeniu koncowym prof. K. Kuratowski
zreferowat uchwaty Komitetu Matematycznego przy Radzie Nauk Scistych i Stoso-
wanych obejmujgce catoksztalt potrzeb matematyki w Polsce. Zjazd postanowit
jednomyslnie przytaczy¢ sie w calej rozciggtosci do tych postulatéw. Szczegétowe
sprawozdanie ze Zjazdu ukaze sie w ,,Annales de la Société Polonaise de Mathé-
matique” (Krakéw).

W ramach Zjazdu odbyty sie: Konferencja profesoréw i docentéw w sprawie
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nauczania matematyki w szkotach akademickich oraz obchéd ku uczczeniu 65 lat
pracy naukowej, pedagogicznej i spotecznej prof. S. Dicksteina. Bardziej szczeg6-
towe sprawozdanie z tego obchodu dajemy ponizej.

Z natury rzeczy sekcja pigta Zjazdu obejmujgca historie i dydaktyke mate-
matyki moze budzi¢ wsrdéd naszych czytelnikéw wieksze zainteresowanie od innych
sekcyj, ktérych prace w wiekszosci wypadkéw byty dostepne tylko $cistym’kotom
specjalistéw. Odczyty z historii odbyly sie w przedostatnim dniu Zjazdu, zagad-
nieniom za$ dydaktycznym poswiecono tylko dwie ostatnie godziny przed jego
zamknieciem, co zmusito prelegentéw do duzego pospiechu i uniemozliwito dyskusje.
Postaramy sie zacheci¢ prelegentéw sekcji dydaktycznej do spokojniejszego wypo-
wiedzenia sie w nastepujacych zeszytach Matematyki i Szkoty.

Jubileusz Profesora Samuela Dicksteina. Wzywajac uczestnikéw 111 Pol-
skiego Zjazdu Matematycznego do udziatu w uczczeniu Profesora Samuela Dicksteina
Polskie Towarzystwo Matematyczne rozestato pismo w nastepujacy sposéb przed-
stawiajace zastugi jubilata

,,Od lat 65 z gorg prowadzi Profesor Dickstein prace nauczycielska. Niestrudzony
organizator nauki i szkolnictwa w najciezszych okresach zycia polskiego pozostaje
w statym kontakcie z naukg miedzynarodowa, informuje zagranice o pracach mate-
matykoéw polskich, $wiadczy, iz w najgorszych warunkach zaboru rosyjskiego, pozba-
wiona wiasnych placéwek uniwersyteckich, istnieje jednak, krzepnie i rozwija sie
polska wiedza matematyczna.

Czterdziesci pie¢ toméw ,»Prac Matematyczno-Fizycznych®, czterdziesci cztery
tomy ,,Wiadomosci Matematycznych* — jeden zaledwie fragment twoérczosci orga-
nizacyjno-naukowej Profesora Dicksteina — oto pomnik pracy i szlachetnego wysitku.
Przez dtugi okres czasu publikacje te sg jedynym statym wydawnictwem matematycz-
nym polskim, przez kordony graniczne nawiazujg i utrwalajg tgcznos¢ miedzy uczo-
nymi polskimi, stanowig czynnik postepu nauki, przyczyniajg sie do ustalania polskiego
stownictwa matematycznego.

W okresie niewoli, gdy kazda niemal instytucja obywatelska w kraju jest pla-
cowka obronng polskosci, Profesor Dickstein wspotdziata w inicjatywie i organizacji
szkdt, bibliotek, muzeéw, wydawnictw popularno-naukowych, stowarzyszeri samo-
pomocy spotecznej. Gdy w r. 1915 wojska rosyjskie opuszczajag Warszawe, jest czton-
kiem Komitetu Obywatelskiego stolicy. Gdy w r. 1920 powrotne fale najazdu zbli-
zajg sie do jej bram, wchodzi w sktad Komitetu Obywatelskiego Obrony Panstwa“.

W celu uczczenia tych zastug zorganizowano Komitet, w skiad ktérego weszty:
Polska Akademia Umiegjetnosci, Akademia Nauk Technicznych, Towarzystwo Nau-
kowe Warszawskie, Uniwersytet J6zefa Pitsudskiego i jego Wydziat Matematyczno-
Przyrodniczy, Polskie Towarzystwo Matematyczne oraz Towarzystwo Nauczycieli
Szkét Srednich i Wyzszych.

Obchéd jubileuszowy rozpoczat sie w potudnie dnia 3/X w sali kolumnowej To-
warzystwa Naukowego Warszawskiego (w patacu Staszica). Po licznych przemoéwie-
niach, w ktérych zobrazowano dorobek wieloletniej pracy Jubilata oraz po prze-
moéwieniach gosci z zagranicy zabrat gtos sam Jubilat i w stowach serdecznych a pro-
stych wypowiedziat wiele pieknych mysli siegajac pamiecia w dalekg przesziosc,
jeszcze do czas6éw powstania 1863 roku, ktére przezywat w Warszawie jako uczen
gimnazjum. Jubilat zwrécit uwage na to, ze praca jego byta gtdwnie pracg odtworcza,
a jezeli przyniosta wyniki, to przede wszystkim dzieki temu, ze miat w swym oto-
czeniu ludzi, z ktérymi mogt wspétpracowaé. Tu Jubilat wymienit szereg oséb, prze-
waznie juz niezyjacych, oraz podzielit sie wspomnieniami ze swoich dawniejszych
spotkann ze znakomitymi matematykami. Koto godziny 14 zakonczono oficjalng
cze$¢ obchodu, wieczorem odbyt sie bankiet jubileuszowy w hotelu Bristol.
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zwraca uwage na nastepujgce wydawnictwa:

PODRECZNIKI DO NAUKI MATEMATYKI
W SZKOLACH SREDNICH

Klasa | gimn.
S. Banach, W. Sierpinski i W. Stozek: ARYTMETYKA dla | kl.

gimN. WY, Bl 2,10
Klasa Il gimn.
S. Banach i W. Stozek: ALGEBRA dla Il kl. gimn........................ 1,10
J. Mihutowicz: ALGEBRA dla Il Kl gimn...........ccoooeiiin, 1,10
A. Lomnicki: GEOMETRIA dla Il K. gimn.........cccooeiiiiiiie. 1,20
S. Straszewicz i S. Kulczycki: GEOMETRIA dla Il kl. gimn. . . 1,10
Fr. Sieczka: CWICZENIA MATEMATYCZNE DO ROZWIAZY-

WANIA USTNEGO dla Il Kl gimn.....ccooooiiiieiieeeee e 0,70
Klasa Il gimn.
S. Banach: ALGEBRA dla I Kl gimN........cccooiiiiiiiniiiieieees 1,10
J. Mihutowicz: ALGEBRA dla I kl. gimn............cccooiiiinnn. 1,10
W. Nikliborc i W. Stozek: ALGEBRA dla Il kl.gimn..................... 1,10
A. Lomnicki: GEOMETRIA dla I KL gimn........ccccoooiiiiiiiis 1,20

S. Straszewicz i S. Kulczycki: GEOMETRIA dla Il1kl. gimn. . 1,20
Fr. Sieczka: CWICZENIA MATEMATYCZNE DO ROZWIAZY-
WANIA USTNEGO dla Il kl. gimn. Algebra...........ccccocoei. 0,80

Klasa IV gimn.

S. Banach: ALGEBRA dla IV KI. gimn........ccccoooiiiiiiiiiiiiee
J. Mihutowicz: ALGEBRA dla 1V Kl. gimn.........cccccoiiiiiiiiiis
W. Nikliborc i W. Stozek: ALGEBRA dla IV kl. gimn
A. Lomnicki: GEOMETRIA dla 1V Kl gimn.........c.ccoooiiiniiinine

S. Straszewicz i S. Kulczycki: GEOMETRIA dla IV kl. gimn. . 1,20
Fr. Sieczka.- CWICZENIA MATEMATYCZNE dla IV kl. gimn. . 0,70

Klasa | liceum
J. Mihutowicz: ALGEBRA dla | kl. liceum hum. i przyr. . . 1,20

W. Nikliborc i W. Stozek: TRYGONOMETRIA dla I KI. lic. klas.  —
S. Straszewicz i S. Kulczycki: MATEMATYKA dla | kl. lic. hum.

i przyrodn........cccooeeeeiiiennn. 2,20
S. Straszewicz i S. Kulczycki: MATEMATYKA dla | Kl. lic. mat.
fIZYCZN..ooi 4,90

SWIAT i ZYCIE

Zarys encyklopedyczny wspoiczesnej wiedzy i kultury. Redaktor prof. dr Z. tempicki

Polecony przez Min. W. R. i O. P. jako pomoc szkolna w gimnazjach i jako ksigzki
dla ucznia w liceach. Pig¢ bogato ilustrowanych toméw, zawierajacych obfity materia
odnoszacy sie do nauk matematyczno—przyrodnlczych.

Informacji udziela Admin. Swiata i Zycia: KSIAZNICA-ATLAS, Lwéw, Czarnieckiego 12
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poleca

WYDAWNICTWA MATEMATYCZNE
S. Banaeh: RACHUNEK ROZNICZKOWY i CALKOWY. 2 tomy . 16,—

K. Bartel: GEOMETRIA WYKRESLNA.......cooe i 5,20
K. Bartel: RZUTY CECHOWANE. Wyd. B 0......ccooevvnviiiinnnen. 9—
ANEC;gcs:tleln 0 SZCZEGOLNEJ i OGOLNEJ TEORIl WZGLED- .
A. tomnicki: TABLICE MATEMATYCZNO-FIZYCZNE CZTERO-
CYFROWE oottt sttt e e eaaae s aban e 1,25
0. Nikodym: DYDAKTYKA MATEMATYKI CZYSTEJ. Czesc I.
Liczby NaturalNe.............cccooiiiiiie e 9,60
A. Plamitzer: AKSONOMETRIA PROSTOKATNA......cceicviieerienne 8,—
W. Pogorzelski: ZARYS TEORII WEKTOROW..........cccoevveennen. 3,—

J. Rudnicki: GEOMETRIA NIEEUKLIDESOWA HIPERBOLICZNA 1,50
W. Rybczynski: REPETYTORIUM MATEMATYKI W ZADANIACH 2,80
W. Sierpiniski: WSTEP DO TEORII FUNKCJI ZMIENNEJ RZE-

CZYWISTED oottt . 480
W. Sierpinski: W STEP DO TEORII LICZB........c.ccoooovnviinnnnnn. 4,—
S. Steckel: POJECIE GRANICY i JEGO ZASTOSOWANIE . . . 3,60
F. Straszewski: TROIMIAN KWADRATOWY ........cccccoovnirininninnnn 3,60
K. Weigel: RACHUNEK WYROWNAWCZY wedbug teorii naj-

MNieJszych KWadratOw............ccoceiieieiiinieie e 6,—

*

BIBLIOTECZKA MATEMATYCZNA

Wydawnictwo to dostarcza czytelnikom lektury matematycznej, wy-
kraczajacej poza program szkolny, a jednak nie wymagajgcej przy-
gotowania specjalnego.

Tomik 1. W. Sierpinski: PRZEKROJE. Wstep do teorii liczb nie-

WYMIEINYCH .o 1,—
" 2. S. Straszewicz: O WIELOBOKACH..........ccccuuu... 1,40
, 3-5. A. Tarski: O LOGICE MATEMATYCZNEJ i METODZIE
DEDUKCYJINEJ......oooiiiiieiiieeee e 4,40

6. E. Stamm: RACHUNEK KALENDARZOWY...... -

7. M. Kerner: MAKSIMA i MINIMA W DZIEDZINIE GEO-
METRIT e 1,40

8 8. W. Sierpinski: WSTEP. DO OGOLNEJ TEORII DZIALAN —

" 9. A. tomnicki: WIELOSCIANY UMIAROWE.........

10. S. Steckel: WSTEP DO TEORII MNOGOSCI..... —

*

Prosimy zada¢ w kazdej ksiegarni!



