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Les fonctions réelles non analytiques et les
solutions singulieres des équations différen-
tielles du premier ordre

par

S. Zaremba.

§ 1. Désignons par / (x,y, u) une fonction des trois variables
X, Y, u définie sans ambiguité dans un certait domaine (7?) et défi-
nissons les symboles f {(x,y,-u) (i=1, 2, 3) par les égalités

(1) yom=IxA (% Z9 b WA
Cela posé considérons I’6quation différentielle

« /<x,¥y,])= 0.

L’intégrale singuliére de Cette équation est, comme on le sait,
par définition, une intégrale qui vérifie, en dehors de cette équa-
tion, encore la suivante

Par conséquent, lorsque I'équation (2) admet une intégrale sin-
guliére, celle-ci a pour image géométrique la courbe ou une portion
de la courbe (s) dont I'équation est le résultat de I’¢limination de
la variable u entre les équations

(3) f (*,y,uy=0et/3 @y m=0.

Déja Lagrange avait remarqué que, pour qu’un arc (sJ de la
courbe (@) soit une courbe intégrale de I'équation (2), il faut qu’en
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chaque point de (x,y) de cet arc, les équations (3) soient compatibles
avec I¢quation.

4 Ij(s,Y,u) + w/2(s,y,u) = 0.

Cela aurait d0 I'amener a la conclusion que, normalement,
une équation différentielle du premier ordre ne doit pas admettre
d’intégrale singuliére. Néanmoins la théorie des enveloppes' avait,
comme on le sait, fait adopter a Lagrange l'opinion contraire. Il
y avait la un» paradoxe apparent que Darboux ’) le premier a ex-
pligué en démontrant que, normalement, la ligne (s) est le lieu des
points de rebroussement des courbes intégrales de I’¢quation (2) et
que, par conséquent, Lagrange avait fait une application illégitime
de la théorie des enveloppes dans sa démonstration de I’existence
des solutions singulieres des équations différentielles. Depuis M.
Picard *) a établi d’une autre maniére le résultat précédent.

Toutefois les considérations de Darboux comme celles de M.
Picard ne se rapportent quau cas ou la fonction f (x,y, u) est une
fonction analytique des trois variables dont elle dépend. Nops nous
proposons de démontrer que le théoreme fondamental de Darboux
subsiste aussi dans le cas ou la fonction f(x,y,0) n’est pas une
fonction analytique et satisfait seulement a quelques conditions tres
générales de régularité. A cette occasion, on constatera une fois de
plus la grande fécondité de la méthode des approximations succes-
sives de M. Picard.

Il va sans dire que nous envisageons exclusivement des quantités
réelles.

§ 2. Voici I'hypothése dans laquelle nous allons nous placer,

i. Hypothese. Nous admettrons que les circonstances suivantes
sont vérifiées:

1° La fonction f(x,y,u) est déterminée sans ambiguité dans
un certain domaine (D) et admet, a l'intérieur de ce domaine des
dérivées partielles continues jusqu’au 3-me ordre inclusivement.

2° En nu point 0, intérieur au domaine (£>) et défini par le
systeme de valeurs.

(5) X—a y—e u=1p
de x,y et w l'on a:

* Knlletin des sciences mathématiques 1873.
8 E. Picard. Traité d'Analyae t. HL, Paris 1896 p. 44 et suivantes.



(6) [(a,M") = O /8(0,J,t)= 0
(7) fra”b'i+ bbb .b'"0O
ou les caractéristiques , /2 et sont définies par les formules (2).

30 On a encore l'inégalité suivante:’

(®)

ou l’indice 0 indique que I'on considére la valeur que prend Iex-
pression enfermée dans la parenthése au point 0.

Voici maintenant quelques indications destinées a prévenir tout
malentendu. Désignons par x0 une borne d'un intervalle (2) dans
lequel une fonction <p(x) est définie. Pour x = x0 la fonction qp(x)
ne peut pas avoir dé dérivée proprément dite; elle ne peut avoir,
pour cette valeur de x, qu’une dérivée unilatérale du coété duquel
I'intervalle (2) est situé par rapport a r0. Toutefois, pour simplifier
le langage, nous conviendrons d’appeler cette dérivée unilatérale de
gp@), dérivée de cette fonction pour x = x0. D’aprés cela l'assertion
qu’une fonction qgp(x), définie dans un intervalle fermé (2), admet une
dérivée déterminée dans tout cet intervalle, exprimera qu’en tout
point intérieur a l'intervalle (7), la fonction <p(X) admet une dérivée
et qu’en outre, en chacune des bornes de I'intervalle considéré, elle
posséde une dérivée unilitérale du coté duquel se trouve lintervalle
(2) par rapport a la borne considérée. Voici une seconde convention
que nous allons encore adopter : l'assertion qu'une fonction <p(x) est
une intégrale de I¢quation (2) la vérifiant dans un certain inter-
valle (2), exprimera non seulement que. dans toute Iétendue de

Iintervalle (2), 1égalité

©) y = o)

entraine I’équation (2), mais encore que la dérivée {x) de est
une fonction continue de x dans lintervalle considéré. Envisugeons
maintenant le probléme suivant.

2. Probléme. L'hypothese 1 étant vérifiée, déterminer une
fonction (bien entendu réelle) ¢>(x) de la variable ic pour toutes les
valeurs de cette variable appartenant a un intervalle fermé de la
forme (a,-al), de telle sorte que la 'valeur (9) de y satisfasse
a I’équation (2) dans tout lintervalle (a,a-{-1) et que I'on ait en
outre:

1>



(10) <@ = b et @@= b

Le résultat principal de cet article peut étre énoncé sous la
forme du théoreme suivant:

3. Théoréme. Pour que le probléme 2 soit possible, il faut
que l'on ait

(11) {f, @@ b,b)+ b'ft (a & b}}< 0

(ou a cause de (7) et (8) les deux derniers facteurs du premier membre
sont différents de zéro); lorsque cette condition est remplie et lors-
qu’en outre la valeur absolue du nombre | est assez petite, le pro-
bleme 2 a précisément deux solutions; si on les désigne par (p,(x)
et (E2(x), on a, pour toute valeur de x appartenant a lintervalle
(«ma-j- 1) non égale a a et assez petite en valeur absolue

<iPi(*) 4= a2(x).

1 est a peine utile de faire remarquer que le théoréme pré-
cédent constitue I'extension aux équations différentielles non analy-
tiques. du résultat fondamental établi successivement par Darboux
et M. Picard pour les équations analytiques.

§ 3. Le leinme suivant va nous permettre de simplifier beau-
coup lécriture:

4. Lemme. On peut, sans nuire a la généralité, admettre dans
la démonstration du théoreme 3 que lon ait

(12) a=i=¢=20
et qu’en outre l'on ait encore.

(13)
u-o

En effet, désignons par e le nombre défini par I'ensemble des
relations

= let £(A (@ bb)+ b'f, (a8 6Y) 0
Le nombre £ existera et sera déterminé sans ambiguité par les
relations précédentes ainsi que cela résulte de (7) et (8). Posons

X, = £(x—a)
(14) yi = y—b—Db' (x—a)
ut = e (u—b’)



Cette substitution transformera la fonction y, m en Une
fonction -E(aq,y,, «J des variables a®yuMv Si l'on regarde y
comme une fonction dérivable de x, les équations (14) définiront
y, comme une fonction de x, et I'on aura

axj \dx /

Donc en vertu de (14), on aura identiquement:

mt |équation (2) équivaudra a la suivante:

D’ailleurs les égalités (14) et la définition de la fonction
J*(®,,yi,«.) donnent:

_£Z
cy,_ 3y
3F Sf
5ut 3u
3*F_9*f
3m*

Or les équations (14) font correspondre des valeurs nulles de
xi»yit et M aux valeurs a, b et b de x,y et u Il est donc aisé
de voir que, aprés avoir effectué la substitution (14), il suffirait de
faire le changement de notations qui consiste a remplacer les sym-
boles ag, y,, M et F par aqy, u et /° pour ramener le cas général
du théoréme 3 au cas particulier ou les relations (12) et (13) sont
vérifiées. En résumé le lemine 4 est complétement démontré.

Nous adopterons donc I’hypothése suivante:

5. Hypotheése. Les égalités (12) et I'inégalité (13) sont vérifiées.

Pour rendre les considérations ultérieures plus faciles a suivre,
observons explicitement que I’ensemble des hypothéses 1 et 5 équi-
vaut a la suivante:



6. Hypothése. On ~dmet ce qui suit:

1° La fonction f(x, y, w) est définie sans ambiguité dans un
certain domaine (Z>) et admet, a lintérieur de ce domaine des dé-
rivées partielles continues jusqu’au 3-me ordre inclusivement.

2° Le. point O défini par les égalités

(15) Xx=y=u=20

est situé a l'intérieur du domaine (/).

3° Etant convenu de représenter d’une facon générale par (<5)0
la valeur que prend une fonction 0 des variables x,y, u pour les
valeurs nulles de ces variables, nous avons :

(16) /(0,0,0,)=0.(])=0

ainsi que

En vertu de I'hypothése précédente, le probléme 2 prend la forme-
suivante :

7. Probléeme. L’hypothese 6 étant vérifiée, déterminer une
fonction (réelle) cp(x) de la variable x dans un intervalle fermé de
la forme (0, ) de telle sorte que la valeur

(18) y=

de y satisfasse a I%quation (2) dans tout lintervalle (0,2 et que
I’'on ait en outre

(19) PO = O
ainsi que
(20) $0) = o

§ 4. Avant daborder le probleme 7, notons quelques consé-
quences de I'’hypothése 6.

Il existera évidemment un nombre positif d tel que Ien-
semble des relations

(21) l«|~d



constitue une condition suffisante pour que le point (X, y, «) soit
intérieur au domaine (2)) considéré dans I'hypothése 6. Dans tout
ce qui va suivre, nous regarderons le nombre d comme donné et
nous n’envisageron8 que les valeurs de x,y, u vérifiant les condi-
tions (21).

Eu égard aux égalités (16), on_ pourra déterminer des cons-
tantes a,,a2, €2 Bc,, c2, c3, telles que la fonction R (x,y, u), dé-
finie par la formule

(22) Ry, u) = f{x,y,u)— fax + azy -J- + bty* -j- eu2+
-j- 2clyu -(- 2c3ux -j- 2csxy)

s’annule avec lotites ses dérivées partielles jusqu’au 2-me ordre in-
clusivement pour

X—y—u—20
J’ ajoute qu’en vertu de (17), on aura,
(23) ai m, < 0.

Il résulte encore de I'hypothése 6 que, dans le domaine défini
par les relations (21), les dérivées partielles d’ordre 3 de la fonction
R (x,y,it) (identiques évidemment a celles de la fonction f(x,y,u))
seront bornées. Si I'on désigne par. C une limite supérieure commune
des. valeurs absolues de ces dérivées, on aura.

(24) Jtf(w)ISHC (M + |y|+1«I)8
ainsi que

IER]| ISrtl IS4
(25)

dans tout le domaine (21); c’ est ce qui résulte immédiatement du
théoréeme de Taylor et de ce que, pour
X=y=u—0,

la fonction R (z,y, U) s’annule avec toutes ses dérivées jusqu’au 2-me
ordre inclusivement.
8 5. En abordant le probleme 7, posons pous abréger I’écriture

. dy
y dx



et observons qu’en remplacant f(x,y,u) par sa valeur tirée de (22),
on pourra mettre I’équation (2) sous la forme suivante:

(26) iy's+ 2(cXx+ cy)y' + ax-J-«y -j- + 2cxy +
+ R vyy)= 0.

8. Lemme. Lorsque le probléme 7 est possible, on a

X» X h

en supposant que x tende vers zéro en restant intérieur a linter-
valle (0, ]).
En effet, par les.conditions mémes du probléme 7, nous avons

(28) limy'"— 0 et limy~ 0O

X«»0 X—0

lorsque x tend vers zéro par valeurs intérieures a l'intervalle (0, 2.
Donc, dans les mémes conditions, nous aéons

Il résulte de (28j qu’il existera un nombre positif & tel que
pour toute valeur de x intérieure a lintervalle (0, 2 et vérifiant la
condition :

les relations (21) soient satisfaites au cas ou l'on poserait:

«=Yy

Nous admettrons dorénavant que la variable x satisfasse aux
conditions précédentes. Cele nous permettra d’appliquer la relation
(24) au cas ou y est défini par la formule (18) et u par

tt=y — (PR
Nous aurons donc:
(30) |« (»y)[=47C (IxH-ly|+ [y])»
ou W représénte une fonction qui vérifie la condition

(31)



Posons
(3L.1) L= (la;|-4-ly [)«-f_3 (Ja:| -H |y f)y'4-3y "
La formule (30) pourra sécrire comme il suit:
(32) A@yyd=i ®<?(MHy|) + i

Portons la valeur (32) de lt(x,y,y') daus I'équation (26) et
divisons ensuite I'¢quation obtenue par x. Le résultat pourra s%écrire
de la facon suivante :

(B3) B 1®€y)"- F2 '+ o~)y'+ «i+ a”_+ Kx+ bty-+
< 1. \ Xj Ic X

+ 270+ 1A(1A-4+A 0= 0

Or il résulte de (28) et (31,1) que l'on a:
lim0 = 0.
x0

Cela posé, il suffitede se reporter aux égalités (28) et (29) ainsi
qu’ a la relation (31) pour déduire de (33) que I’égalité (27) a bien
lieu comme il s’agissait de le démontrer.

9. Lemme. Pour que le probleme 7 soit possible, il faut que
I’'on ait /

(34) Z>0

En effet, supposons que le probleme en question soit possible.
En vertu du lemme 8 nous aurons l%galité (27) eu supposant que
x tende vers zéro par -valeurs intérieures a lintervalle (0, 2. Or,
a cause ae (23), on a

" hTO

Donc c’est par valeurs positives que x doit tendre vers zéro
dans (27). Cela prouve que l'on a bien I'inégalité (34) comme nous
voulions [établir.

10- Lemme. Lorsq’une fouction y de x représente une solu-
tion du probleme 7, il lui correspond une constante positive A telle
que, pour toute valeur de x appartenant a lintervalle (0, 2, ou
[lemme 9] on a nécessairement Z3> 0), l'on ait:
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On déduira ce lemme avec la plus grande facilité des lemmes
8 et 9

11. Remarque. Lorsqu’une fonction y de z, définie dans un
intervalle (0, 2 est une solution du probleme 7 et vérifie par con-
séquent dans cet intervalle I’équation différentielle (26), il correspond
a toute valeur de x appartenant a‘ I'intervalle (0,1) un nombre e
vérifiant I’équation
(35.1) . c= 1,
tel que, pour la valeur considérée de x, l'on ait
(35.2) y'= a,at+ fty+ e|/ QX v, Y)
ou l'on doit prendre la valéur non négative du radical, la fonction

«i *+ y

et la caractéristique Q étant définies par les formules:

(35.3) ax + [iy= _£«E£+ "Ny

et

(354) Qxy,u)=
(ctx + Cjy)*—6, (a,a: azy-j- a2+ ed»+ 2caxy + Ji(x,y, «)}_
" ei

gl_ I (v + ciy)2—h{«sy+ M Zt;{ 6,yst2c,a:xy + R(a,y, u)}
) +

§ 6. Avant de continuer I’tude du probleme 7, il est utile
d'établir quelques propositions auxiliaires.

12. Lemme. La caratéristique Q étant définie par la formule
(35.4) regardons pour un moment la lettre u comme représentant
une fonction de x continue avec sa dérivée premiére y' dans un
intervalle fermé (0,2 ou Zreprésente un nombre positif et posons
u= vy'; supposons en outre que lon ait:

«((.O



n

et que, dans tout l'intervalle (0, 1). la dérivée y' de y satisfasse a la,
relation [ *

(35.6)

Je dis que l'on aura

(36) lin 0 X . 1£.

»3

lorsque x tendra vers zéro par valeurs positives.

En effet, en vertu de I’équation (35,4) servant de définition
a la caractéristique C, nous avons:

(37) M = s +AM(v+,,)E+tr)+

- + 205y+ (a!+ é%/)/\]-l—
i £ ®Y,Y)
6, X

D’autre part, il résulte de (35,5) et (35,6) que dans tout lin-
tervalle (O, 1) I'on aura:

(38) lyl s A%

Il résulte de (35,6) et (38) quil existera un nombre positif d,
non supérieur a |, tel que les relations

(39). O< a d
entratnent les relations
(40) [x|~d, |y|rd, ly'l~rf

ou d représente le second membre des relations (21). Mais ces.
derniéres entrainent la relation (24). Par conséquent les relations (39)
entraineront la suivante

| Ly y )N <7+ lyl+ [y’
d'ou, en s’appuyant sur (35,6) et (38), I'on déduit que

(41) lin, =0
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lorsque x tend vers zéro par valeurs positives. Mais il résulte de
(38) que, dans les mémes, conditions, l'on a:

(42) lim—= 0

En sappuyant sur (41) et (42), on conclut immédiatement de
(37) a Il'existence de (36) lorsque x tend vers zéro par valeurs po-
sitives. C’est précisément ce qu’il fallait démontrer.

13. Lemme. La fonction y de x vérifiant les hypothéses du
lemme 12, il correspondra au nombre M, figurant au second membre
de (35,6) et a tout systtme de deux nombres y et G. assujettis
seulement a vérifier les relations:

(43)

un nombre positif § non supérieur au second membre d des rela-
tions (21) et indépendant de I, tel que I’'ensemble des relations
(44) 0< g< d et orx<|

entraine les suivantes .

(49) (2,y,y)S Gx

Pour s’assurer de Iexactitude de ce lemme, il suffit de se rappeler

qu’en vertu de (23) l'on aura

(46) -r > °

de se rapporter au lemme 12 et de considérer que la valeur de d qui
conviendrait au cas ou l'on aurait | — d conviendrait aussi a tous

les autres cas.

14. Lemme. Continuons a supposer qu’une fonction y de x
satisfasse aux hypotheses du lemme 12, désignons par e une consr
tante vérifiant 1’équation

47) f«= 1,

par ¢ le nombre défini par les relations

(48)



13

nombre qui existera a cause de (46), et soit v la fonction définie
par la formule:

(49) fAQ(x.y,y)

ou le radical doit étre pris avec la détermination non négative et
ou la fonction linéaire a,a;-f- (y de x et y est définie par la for-
mule (35,3). Dans ces conditions les circonstances suivantes vont se
présenter:

1° Il existe un nombre positif d, non supérieur au second
membre d des relations (21) et indépendant de Z tel que la for-
mule (49) définisse la fonction v de x comme une fonction réelle
et continue de x dans l'intervalle fermé commun aux intervalles (0, 2
et (0, d).

2° Lorsque x tend vers zéro par valeurs positives, on a

(50) lim = ¢gq

En effet, il résulte du lemme 13 qu’il existera un nombre
positif & indépendant de Z tel que I’ensemble des relations (44)
entraine la suivante:

(51) Qx,Viy)e o.

D’autre part, en diminuant au besoin le nombre d, sans
pourtant l'annuler et sans avoir a tenir compte de la valeur de Z
on pourra encore faire en sorte que (44) entrainent non seulement
(51) mais encore (40). Le nombre d vérifiant les conditions précé-
dentes, la formule (49) définira la fonction v comme une fonction
réelle et continue de x dans lintervalle fermé (0, d commun aux
intervalles (0, d) et (0, 4 car, dans cet intervalle, on aura (51) ce qui
assure la réalité de v et, d’autre part, comme dans l'intervalle (0, d)
on a (40) et comme dans le domaine (21) la fonction R (»,Y,
est continue, il résulte de la continuité des fonctions y et y' dans
lintervalle (0, d) qu’il en sera de méme de R (x,y,y") et par suite
aussi de la fonction v. En résumé la 1-re partie du lemme est
établie.

Pour reconnaitre I’exactitude de la 2-me partie du lemme, il
suffit de se reporter a la formule (49), a la relation (38) ainsi
qu’ aux relations (48) qui définissent le nombre c et de considérer
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quen vertu du lemme 12, on a la relation (36). En résumé le
lemme est complétement démontré.

15. Remarque. Conservons les hypotheses et les notations du
lemme précédent et désignons par B un nombre donné arbitrai-
rement a cela prés que l'on ait

B> c,

on pourra alors, comme cela résulte de [Iégalité (50), assurée par
le lemme 14, donner au nombre positif d, considéré dans ce lemme,
une valeur non nulle et indépendante de 1 mais assez petite pour
que, dans lintervalle fermé (0, d'), commun aux intervalles (0O, d)
et (0,2 la fonction v définie par la formule (49) avec n’importe la-
quelle des deux valeurs de e vérifiant (47), soit non seulement ré-
elle et continue mais qu’en outre, dans tont cet intervalle, l'on ait

V]SS

j’ajoute que pour calculer une valeur de d satisfaisant aux condi-
tions précédentes, il suffit évidemment de connaitre en dehors du
nombre B et de la constante A figurant au second membre de (35,6),
encore la valeur du second membre d des relations (21), les valeurs
des constantes 02, bv bS) bs, cBc9 c3 entrant au second membre de
I’équation (22) ainsi que la valeur de la. constante C qui entre dans
le second membre des relations (24) et (25).

16. Lemme. Lorsque deux fonctions y et z de la variable x,
définies sans ambiguité dans un intervalle fermé (0,2 dont la borne
Z est positive, sont continues avec leurs dérivées respectives y' et z'
dans Ulintervalle (0,2 et sannulent l'une et lautre pour x = 0,
lorsqu’il existe en outre une constante positive A telle que dans
tout lintervalle (0, 2 l'on ait

(51) et

lorsqu' enfin, aprés avoir désigné par e une constante vérifiant
I’équation

(52) = 1,

I'on aura adopté pour définitions respectives des fonctions v et w
de x, la formule (49) et la formule:

(53) w= atx (-  ->clQ(x z2)
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ou, comme dans la formule (49). cest avec la détermination non
négative que le radical doit étre pris, il sera possible de faire cor-
respondre au nombre A, deux nombres positifs d et Bu indépendants
-de la valeur de | et du signe de £ jouissant de la propriété sui-
vante: si l'on désigne par r.un nombre positif choisi arbitrairement
dans lintervalle (0,d) commun aux intervalles (0, d) et (0, 2, et
par M' la borne "supérieure de la fonction

(54)

dans l’intervalle (0,r),*I’on aura

(55) |V —w|

dans tout lintervalle (O, r).

En effet, les relations (51) étant vérifiées dans lintervalle.
(0. 2 et les fonctions y et z sannulant pour x — 0, on aura aussi
dans le méme intervalle

(56) ly|*"jAar,

on pourra donc faire correspondre au nombre A une valeur po-
sitive de d, indépendante de Z telle que l'ensemble des relations

(57) et O "x~lI

entraine a la fois les deux systéemes de relations

(58) /<< 2Z,
et
(59) M = 1*1=A-

Supposons que d satisfasse a la condition précédente et don-
nons-nous un nombre y vérifiant les inégalités '(43).

On pourra {lemme 13}, en diminuant au besoin le nombre
d, sans pourtant lI'annuler et sans tenir compte de la valeur de Z
faire en sorte que les relations (57) entrainent, en dehors des rela-
tions (58) et (59), encore les deux suivantes

(60) Qle,yy) y™>

Le nombre d vérifiant cette condition, les formules (49) et
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(53) définiront, pour les valeurs de x vérifiant I’ensemble des rela-
tions (57), les fonctions » et w comme fonctions réelles et continues
de x ; pour les valeurs de x vérifiant, en dehors des relations (57),
encore la condition

(60,1) x>0,

I’on aura :

B . Qfoy, V)— Q(x,*, 7
(61)  v—w= /2o(y—x)-j-£ FQX,v,y)+ FQ{x z z',

En se reportant a la formule (35,4) qui sert de définition a la
caractéristique y, on trouve:
(«2> W0ym)- «(,,.-)= ;
—  [d+ +hi(y+ Ny—»)+ #CEyy)— & M)

Regardons pour un moment le symbole x comme représentant
quelque nombre déterminé vérifiant (57). Les relations (57) en-
tralnant a la fois (58) et (59), les deux suites de trois nombres:

z,y,y' et

représenteront deux points du domaine défini par les relations (21).
Nous pourrons donc appliquer a la différence

R«y,y) —R (X, 2)

le théoréme des accroissements finis sous sa forme classique. Les
caractéristiques Rt et ff, étant définies par les formules

Ry, m= R,(xy mh3(y m= Ry, m)
nous trouverons :
(63) R(xy,y}—R(xze)= Rt(x1y)y—2)+ &GQt) (Y —2)
en posant:
(64) y=y-J-«@z—=y),rf=y-J-0(X-—y)

ou O représente un nombre intérieur a lintervalle (0, I). Il résulte
de (58) et (59) que l'on aura

Ix|.~rf,
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Donc, en vertu de (25) on aura:
(65)
et ai l'on désigne par M* une- limite supérieure de.la fonction
Ifi,, (»y, <)l
lorsque le point (X, y,w) varie dans le domaine (21), on aura
(66) OlSs-W»

D’autre part, comme O est compris dans l'intervalle (0, 1) il
résulte de (51), (56) et (64) que l'on aura:

(67) et

En s’appuyant sur (65) et (67) et en tenant compte de (57),
on constatera qu’il est aisé de calculer au moyen des nombres. A, C
et 6 un nombre positif Mt, indépendant de I, tel que l'on ait:

(68) |-P3(*, ®if)| M3

pour toute valeur de x vérifiant (57).
Les relations (63), (66) et (68) nous donneront:

R,y Y) —It(x, z, z) I M ly — | -{- lyz—

En sappuyant sur cette relation et en tenant compte de (56)
et de (51) on déterminera aisément au moyen des constantes qui
entrent dans le second membre de (62) et des nombres d, A, Mt et
4/,, deux nombres positifs Mi et M3 tels que (57) entraine la re-
lation:

©9) [QxYyYy)—Qkzz)|[ Mily—z[+ MX|y —7'].

Mais (61) a lieu pour toute valeur de x vérifiant a la fois (57) et
(6Q,1) et d’autre part, pour toute valeur de x vérifiant I’'ensemble
des relations (57), on a les relations (60). Par conséquent, il résulte

Rotpr. Poliklof» Tow 2
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de ce que les relations (57) entrainent (69) que I’ensemble des re-
lations (57) et (60,1) entraine la suivante:

Il suit de la que les relations (57) et (60,1) entraineront a fortiori
la suivante:

(71) +
ou l'on a posé

' 0°? T S-if?

Soit maintenant r un nombre positif choisi arbitrairement dans
la partie commune aux intervalles (0,d) et (0,/) et AP la borne
supérieure de I’expression

dans l’intervalle (0,r) Les fonctions y et z saunulant pour x = 0,
la relation

ly —z] M

sera vérifiee dans tout Iintervalle (0,r). Par conséquent, pour les
valeurs de x vérifiant les relations

00x o,
la relation (71) nous donnera:
(72) lo— w \AB tMXA
en posant
(73) B, = Bt+ B,

En réalité, la relation (72) subistera dans tout I'intervalle (0, r)
parce que, pour x = 0, les fonctions vetw, ainsi que cela résulte
de (49) et (53), s’ annulent I'une et I'autre. Or puisque (72) a lieu dans
tout Ilintervalle (0,r), on a, dans tout cet intervalle, a fortiori la
relation (55).
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En résumé, il suffit de déterminer le nombre 6 de fagon que
les relations (57) entrainent a la fois (58), (59) et (60), en ayant
soin de calculer le nombre B, au moyen de (73), opérations qui
pourront toutes étre effectuées sans que le nombre | soit connu
mais a condition que le nombre A soit donné, pour que les nombres
a et B, jouissent de la propriété énoncée dans le lemme; celui-ci
est donc démontre.

§ 7. Revenons a I’étude du probléeme 7.

17.Lemme. Lorsqu’une fonction y de x est une solution du
probleme 7, il lui correspond une constante e parfaitement déter-
minée, vérifiant dans tous les cas I’équation

(74) e =1,

telle quil soit possible de déterminer une constante positive de
d de fagon que, pour I'ensemble de toutes les.valeurs de x vérifiant
les relations

(75) 0<x~d,

la fonction y satisfasse a I’¢quation (35,2) et que l'on ait, en outre,
dans tout' lIintervalle (0, d) :

(76) ly |~d, ly'lrd

ou d est le second membre des. relations (21).

En effet, la fonction y de x ne pouvant étre une solution du pro-
bleme 7 {lemme 9} que dans un intervalle de la forme (0, 2, ou
| représénte un nombre positif, il résulte du lemme 13 ainsi que
de la continuité de la fonction y et de sa dérivée y' dans l'inter-
valle (0,2 et de ce que chacune des fonctions y et y' sannule
pour x = 0, qu’l existera un nombre positif d, appartenant bien
entendu a lintervalle (0, 2, tel que les relations (75) entrainent
a la fois les relations (76) et Iinégalité

(77) ¢(x,y.y")>o.

D’autre part {remarque 11), il correspondra a toute valeur
de x vérifiant (75) une valeur de-e satisfaisant a I’équation (74) et
telle que, pour la valeur considérée de x, I'équation (35,2) soit

2*
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vérifiée. Reste a prouver que cette valeur de e reste la méme pour
toutes les valeurs de x vérifiant (75) lorsque 6 est déterminé de la
fagon indiquée plus haut. Or, la fonction y de x étant donnée et (75)
entrainant (77), I’équation (35,2) définira £ comme une fonction con-
tinue de x pour toutes celles des valeurs- de cette variable qui sa-
tisfont a (75); mais ou a dans tous les cas Iquation (74). Donc,
la fonction e de x se réduira bien & une constante et notre lemme
est démontré.

18. Définition. Les notations du lemme précédent étant con-
servées, la constante e s’appellera indice de la solution y du pro-
bleme 7.

ig. Théoreme. Supposons qu’une fonction donnée y de x soit
une solution du probleme 7, désiguols par e I'indice {déf. 18} de
cette solution et soit d le nombre, positif dont I’existence est assurée
par le lemme 17

Lorsqu’une seconde fonction z de x est adssi une solution du
probléeme 7, de méme indice e que la solution y,'elle se confond
avec cette derniére dans lintervalle (0, d) constitué par I’ensemble
des points communs a l’intervalle (0, d)- et a l'intervalle (J) dans
lequel la fonction z de x vérifie les conditions du probléeme 7.
Pour démontrer ce théoréme, observons {lemme 9} que Il’intervalle
(J) sera nécessairement de la forme (Uw) ou m représente un
nombre positif. Cela prouve que lensemble des points communs
aux intervalles (0, d) et (J) constituera, comme I'implique 1’énoncé
du théoréme, un intervalle de la forme (0, ") ou d’ représente un
o mbre positif. Les solutions y et z du probleme 7 étant de méme
indice e {déf. 18}, il résulte du lemme 17 qu’il se trouvera un
nombre positif d", non supérieur a d’, tel que, dans Iintervalle
(0,d"), la fonction y vérifie I'équation (35,2) et la fonction z la
suivante:

(78) y = ajx -}ftz+ e|/ Q(x,z, 2').

Cela pose, il résulte du lemme 10 que les fonctions y et 2
considérées actuellement, satisfont aux hypothéses du lemme 16.
Donc, en vertu de ce lemme, il existera un systtme de deux nom-
bres positifs d"’ et jouissant de la propriété suivante: si l'on
désigne par r un nombre positif quelconque appartenant a I'in-
tervalle (0,d"™) et par M' la borne supérieure de I’expression
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dans l’intervalle (O, r), la valeur absolue de la différence des seconds
membres des équations (35,2) et (78) ne deviendra supérieure a I’'ex-
pression

StJ M

pour aucnfae valeur de x appartenant a l'intervalle (0,r). Par con-
séquent, il résulte des équations (35,2) et (78) que, dans tout cet
intervalle, on aura

(79) ly'—2"',~ B ,3j/

Mais la fonction

est continue dans Ilintervalle (0.r). Elle atteindra donc sa borne
supérieure Jf dans cet intervalle pour une certaine valeur de
x dans lintervalle considéré. En écrivant la relation (79) pour le
point X; de lintervalle (0, r) on trouvera

M B,3 M

ou bien
(80) M@Ll—s,3) o

Donnons a r, ce qui est permis, une valeur assez petite pour
avoir

1-A3>a
La relation (80) nous donnera
Af= 0.
On aura donc
/| —2'= 0

dans tout l'intervalle (0, r) et, puisque les fonctions y et z s’annu
lent pour x = 0, on aura par conséquent aussi

y—2=0
dans tout Ilintervalle (0, r). Nous, arrivons donc a la conclusion

suivante: il existe un ensemble [E) de nombres positifs constitué
par I'ensemble de tous les nombres positifs tels que si r est I'un
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quelconque d’entre eux, il jouit des deux propriétés suivantes:
1° On a
r<;d"
et par suite aussi
r~d’

2° Dans l’intervalle (0, r) les fonctions y. et z se confondent.
Soit~fl la borne supérieure des nombres appartenant a I’'ensemble
(E). Le nombre 7? appartiendra a I’intervalle (0, d) et a cause de
la continuité des fonctions y et il appartiendra lui-méme a I’en-
semble (Ej. D’autre part, lorsqu’un nombre intérieur a l’inter-
valle (0, d") lait partie de lensemble (E), il n’est pas une borne
superiéure des nombres de cet ensemble. En effet supposons que
le nombre soit intérieur a lintervalle (0, d) et fasse partie de
I’ensemble (E). Il existera alors un nombre positif y tel que les
fonctions y et z satisfassent respectivement aux équations (35.2) et
(78) dans lintervalle (a,, — ij, x9-J- rf) et qu’en outre I’'on ait:

Y0 (2,

Donc, en vertu du théoréme classique relatif a la détermina-
tion de l'intégrale d’une équation différentielle du 1-er ordre par
sa valeur initiale, on aura

dans tout lintervalle (x9 —J], x9-j- du moins lorsque », sans
étre nul, sera assez petit.

Cele prouve bien qu’un nombre intérieur a l'intervalle (0, d")
ne peut pas constituer la borne supérieure R de I’'ensemble E. Mais

7750,

donc R se confond avec d' et notre théoreme est démontré.
20. Théoreme. Il existe un nombre positif | tel que, a chacurf
des deux nombres

(81) +1 et —1,
il corresponde une solution du probléme 7, admettant ce nombre

pour indice {déf. 18} et vérifiant dans l’intervalle (0,2 les condi-
tions du probléeme considéré.
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Pour démontrer ce théoreme, désignons par e lI’'un des nombres
(81).

Nous aurons a prouver que, pour une valeur assez petite mais
indépendante du signe de e et positive de I, I’¢quation (35,2), c’est
a dire I¢quation différentielle

(82) y'= «wa+ fty + eKVCce,y.Y"),

admet pne intégrale vérifiant cette équation dans Iintervalle (0,1)
et s'annulant avec sa dérivée premiere pour x — 0. Pour établir
I’existence du nombre Z nous allons nous servir d’une forme appro-
priée de la méthode des approximations successives.

2i. Lemme. Ayant choisi un nombre A vérifiant,l'inégalité

(83) A>c,

ou c représente le nombre défini par les relations (48), on pourra
lui faire correspondre un nombre positif d tel qu’il existe une suite
infinie
(84) ys, Y.
de fonctions réelles de z, définies dans lintervalle formé (O, d),
jouissant des propriétés suivantes :

1° chacune des fonctions vy,, ainsi que sa dérivée premiere y,,
sont continues dans lintervalle fermeé (0, d).

2° Chacune des fonctions vy,, s’annule pour x — 0.

3e Dans tout lintervalle (0, d) on a

(85) lyLIM1 (»= i,2,3.. )

4° La fonction y, satisfait dans lintervalle (0, d) a Téquation
(86) yx— a,x + e\Q (x,0,0)

5° Pour toute valeur entiére et positive de w on a
(87) y™Mi= oai» + fty» + c|/C(Ny.,yN)

dans tout lintervalle (O, d).

Pour démontrer ce lemme, faisons I’observation suivante: le
nombre A vérifiant linégalité (83). il existera une valeur de d vé-
rifiant les conditions de la remarque 15, en particulier dans le cas
ou l'on prendrait
(88) B = A
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Supposons que le nombre 6 ait une valeur satisfaisant aux
conditions de la remarque 15 pour la valeur (88) de B.

Je dis que cette valeur de 8 satisfera aussi aux conditions
du lemme 21 quil s’agit précisément de démontrer. En eflet, ap-
pliquons la remarque 15 au cas ou l'on aurait posé

y=y=20
dans tout I'intervalle (0, d). On aura | — 6, et la fonction v, définie
par la formule (49), se confondra alors comme cela résulte de (86),
avec la fonction y, Par conséquent, la formule (86) définira la

fonction y(, dans tout lintervalle (0, §, comme une fonction réelle
et continue de x, vérifiant dans cet intervalle la relation

Donc la fonction y, satisfera a toutes les conditions du lemme.

Supposons provisoirement que tous les termes de la suite (84)
jusqu’au terme vy, inclusivement, satisfassent aux conditions du lemme.
21. La fonction y', dérivée premiére de la fonction vy,, sera réelle
et continue dans T intervalle (0, d); en outre, on aura

1)
dans tout cet intervalles. Donc, puisque la fonction y. s'annule pour
x = 0, on aura

(88,2)

dans tout l'intervalle (O, d). Nous pourrons dés lors appliquer la re-
marque 15 au cas ou I = 0 et ou l'on a (87), la fonction y étant
remplacée par y,. En se reportant a la formule (87), on constatera
de cette facon que, conjointement avec la condition

(y_+i),-« —0>

cette formule définit la fonction ynf, comme une fonction vérifiant
lés conditions du lemme dans tout l'intervalle (0, d). Donc’ en défi-
nitive, le lemme (21) est vrai en vertu du principe d’induction ma-
thématique.

Supposons que le nombre d ait une valeur vérifiant toutes les
conditions du lemme 21. En appliquant le lemme 16 au cas ou
I’'on substituerait les fonctions y,+1 et y, aix fonctions y et a, on
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s’assurera aisément qu’en diminuant au besoin la valeur précédente
de 6, on pourra attribuer a ce nombre une valeur positive vérifiant
la condition suivante: si I’on désigne par r un nombre positif appar-
tenant a lintervalle (0, 6) ét par Mt la borne supérieure de Iex-
pression

lyi+i— yi]
dans I’intervalle (0, r), 'on aura:

(89) <+, B~"M'n

pour toute les valeurs entiéres et positives de n avec une valeur
constante et positive de Bt. Désignons par 0 un nombre positif
mais plus petit que l'unité et choissisons le nombre positif r, dans
I'intervalle (0, d), de fagon- a avoir

La relation (89) nous donnera
X+1
pour toutes les valeurs entiéres et positives de n. Mais nous avons

0< 9< 1L
Donc la série

\%

(90) yl+ (Y(+i—y»)
fol

est absolument et uniformément convergente dans, tout lintervalle
(0, r). Mais on a
(y)-«= 0

pour toute valeur entiére et positive de n. Par conséquent» la série.

v
(91) y. -H (y.+i- y»
«-1
est aussi absolument et uniformément convergente dans Il'intervalle
(0, ). 1l résulte de la convergence uniforme des séries (90) et (91)
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qu’il existe une fonction y de x continue avee sa dérivée premiere
y' dans tout lintervalle (0, r) telle que

(92) y = limy,

4 -0
la convergence étant uniforme dans tout l'intervalle (O, r).
Il résulte des relations (88,1) et (88,2) que l'on pent attribuer
au nombre positif r une valeur assez petite, pour que pour toute
valeur entiére et positive de » I'on ait, dans tout I'intervalle (0, r):

(93) Ixrrfy. [ d,

pu d est le second membre des relations (21).
Supposons que r satisfasse aussi a cette condition. A cause de
(92) on aura alors

(94)

dans tout lintervalle (0, r) et les égalités (92) et (87) entraineront
la conséquence suivante : la fonction y définie par la seconde des
équations (92), continue avec sa dérivée premiére y' dans I'in-
tervalle fermé (0, r), satisfait a I’équation différentielle (82) dans
tout cet intervalle et, pour z — 0, elle sannule ainsi que sa dérivée
premiere y'. Donc la valeur

l—r

de | satisfait a toutes les conditions du théoreme 20 lequel, par con-
séquent,. est completement démontré.

22. Remarque Si l'on désigne par cp@? et qifa) les deux
intégrales de I’¢quation (82) qui ont les nombres -(- 1 et — 1 pour
indices (déf. 18) respectifs et dont I’existence est assurée par le théo-
reme 20, on &

li,S "=« et =

a2 X*

lorsque x tend vers zéro par valeurs positives, comme on le dé-
montre trés aisément au moyen du lemme 14; par conséquent, pour
des valeurs positives mais assez petites de x, on a certainement

PUE) + 25.(9)e
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§ 8. Actuellement il est trés aisé de démontrer le théoréme 3.
En effet, les théoréemes 19 et 20, conjointement avec la remarque
22, entrainent I'exactitude du théoreme 3 dans le cas particulier
ou l'on a
a=b=b"'=0.

Or, en vertu du letnme 4, cette circonstance entraine I’exacti-
tude du théoreme 3 lui-méme. Celui-ci est donc démontré.

Pour terminer indiquons rapidement comment le théoreme 3
permet de localiser avec précision le défaut du raisonnement par
lequel Lagrange a cru avoir prouvé que, normalement, une équation
différentielle du ler ordre devait admettre une intégrale singuliére.
A cet effet, supposons qu’une fonction /(x, Yy, m. des trois variables
X, Y, U satisfasse a I'hypothése 1. En général le déterminant fonc-
tionnel

(93)

ne sannulera pas au point défini par les valeurs (5) des variables
X, ¥, U. On pourra donc trouver un nombre positif p tel que, dans
le domaine

(94) (x-«)*+ (y- et («-*)* )
le systeme d’¢quations

[(x,y,m=.0

l;(x,y,u)= 0

définisse x et y sans ambiguité comme fonctions de m dans un
certain intervalle (m,n2) comprenant a son intérieur le nombre b'.
Ces fonctions, soit 2 (m et n (U), seront continues dans lintervalle
(m,u2) et chacune d’elles aura une dérivée premiére continue. Si
donc on rapporte le plan a un systeme de coordonnées cartésiennes
(X, y), les équations

(95) Xx= 2(«), y=

définiront un certain arc (5). Supposons ce qui, a cause de (7) et

(8) est permis, que le nombre p, sans étre nul, soit assez petit pour

que I'on ait

V + [T\ + o
2

(92) Sy

et

en tout point de l'arc (5).
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La seconde de ces inégalités entrainera cette conséquence que
les dérivées 2'(w) et ne s’annuleront a la fois en aucun point
de l'arc (5). Cet arc admettra donc une tangente déterminée en
chacun de ses points.

Cela pose, le raisonnement de Lagrange implique les deux
hypothéses suivantes:

1° Si X, y0 et nD représentent les valeurs de X, y et u en
un point de l'arc (S), il existe une branche de courbe intégrale
particuliere (C) de I’quation (2) passant par le point (x0,y,) et
telle que, en ce point, I'on ait

2° Il résulterait de la théorie des enveloppes que I'arc (C)
serait tangent au point (x0, y0) a l'arc (S).

La premiére hypothese est confirmée par le théoreme 3 car,
dans I’¢noncé de ce théoreme, on pourra substituer, comme cela
résulte de I’existence des inégalités (92) en chaque point de I'arc (S),
les nombres x0,y0,u0 aux nombres a, b et b'. La deuxiéme hypo-
thése au contraire est contredite par le théoréeme 3, car la branche
(C) de courbe intégrale se compose de deux arcs dont I’ensemble
donne lieu a un point de rebroussement au point (x#,y,,). C'est donc
I’adoption de cette hypothese illégitime qui constitue le défaut du
raisonnement de Lagrange.



Sull' insieme dei valori che annullano una
funzione analitica a piu variabili complesse.
Nota di
W. WIilkOQZ (Cracovia).

Un fatto caratteristico per la teoria delle fuuzioni analitiche
a piu variabli complesse € ben noto : i teoremi semplicissimi nel
loro ennunciato sono in molti casi dimostrati male o non dimo-
strati, del tutto.

Ecco una quistione di tal genere suggerita a me dal dott.
Leja:

Consideriamo una /(x, ... X,,) analitica nelle variabili complesse
X, ...X, — non identicamentp nulla. Sia (D) il suo campo totale
d’esistenza (cioé insieme di tutti i punti di regolarita in distanza
finita); (Z) com® noto, € un campo connesso, ogni punto di
cui e interno relativamente 4110 fepazio delle variabili. Sia E insieme
di tutti i punti di (25) per le quali

/(x, —

Occupiamoci soltanto delle funzioni monodrome. — Ne
sorge la domanda: Insieme E taglia (2) in pezzi distinti o no? La
risposta data in questa nota & negativa. E vero un teorema ancora
pit ampio:

Teor.: Sia (D) un campol) connesso, contenuto in (D). Sia
(E) la parte di E contenuta in (D) — Allora E non taglia (E5) — cioe:
ogni due punti distinti di (Z5) —(E) si possono far congiungere con
una curva continua passante in (P) lungo la quale»/(x,... X9 non
sannulla mai.

®» Un campo nel eemo di Wecierstrues — soli punti interni!
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§ 1 Incomincio con n = 1 — ci6 ch'e il caso semplice e gia
noto:

Sia f{xx) ==0 [(»,) 4=0 ==xi in (£%

Giungo x, con xt per mezzo di una curva continua passante
in (2) del resto arbitraria.

Sia x= 9
la sua equazione ove:
1 t) continua in [0,1
B Foim Hid .
(3) <ipy cade in (2) per 0 *i/<Tl.
Esiste (se in tutto) soltanto un insieme discréte dei valori:

tali che /'(5))= 0 per x,= tpt) i/l...p.

Bisogua modificare (se necessario) leggermente la ¢>(t) per evi-
tare i punti i,.. .xr non sorgendo dal campo (D) cio che & evi-
dentemente possibile.

Il teorema viene in tal modo dimostrato per n= 1

§ 2. Passiamo al caso n — 2.

Sieno: MI(xlyi) Mt(xtys) due punti distinti in (Z5) non appar-
tenenti alla E.

Dimostreremo un lemma che da la soluzione délia quistione
quasi iminediatamente.

Lemma: Sia A(xAyA un punto di (Z5) — allora ogni campo

cilindrico (Poincaré) '
4e{l "1 <" <0.
lly—yj < e

(1) contenuto in () col suo limite

(2) ove Ilelemento corrispondente al centro A, délia /(xy)
e convergente in modo assoluto,

gode le seguenti proprieta:

Ogni due punti di dp ove /O si possono giungere per
mezzo d’una curva continua, passante in dp, lungo la quale f(xy)
non sannulla.

Dim: Consideriamo

Wy =/(««y) ove Py}, Q"y,)
sono due tali punti {/~== Q}



Abbiamo qui una funzione analitica per |y—yA < (j

— sieno

VK, oooy.*

gli zeri délia F(y) in |[y—yA| <£¢
— quelli esistono soltanto in numéro finito — oppure H<y) non
siannulla in |y—yAl< p.

Distinguo due casi

L) /(xy)+ °
2 I(*.y,)-=0.

Nel caso f'(xry") =0 sia < una funzione continu» di t in

[0.1]

1) [<A9—yj < < in [01]

() O = o  TM=y,

(3) <f(t) 4=y,m m/i ...k in [01]

La sua esistenza e sicura per quello che précédé.

Allora arco continuo:

{y= () in [0.1]

cade in dp e lungo (L,) abbiamo /={=0.

Quest” arco trasporta P in S(xryJ caminando in dp ed evi-
tando la E.

Sia poi G(x) = f(xyt) ch’e analitica in |x—x4|< p .
Sieno
X0 X

i suoi zeri in [x—x4| < p {numéro finito'}..

Prendiamo ip(t) — x taie che:

(1) ip(t) continua in [0,1]

(2 =>Q=x, ~(I)= x

() NMC—j|<€ in I®N|<<>
4 tp& = w/l...s; <in [0,1].

Allora arco:

(L»){* —y continuo in 10,*]

transporta S in Q evitando E e passando in dp. Quindi arco com-
posto di L, e Lt trasmette P i Q in modo desiderato.
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Passiamo al caso f(xry® — 0.
Si pud trovare una ca> 0 taie, che per ogni y = yt— e ove
k 1< £

abbiamo :

@ *(y,—e4=9

@) ly«—«—yj<(>

3) I(®Yy. —«) 4=

Allora passiamo dal {xry” al (x,y,— e) d’onde al (x,ya—¢e)
e finalmente dal (x,,y,—e€) al (a,y,) direttamente.

Il lemina e gia dimostato.

Torniamo al teorema primitivo:

Osserviamo che in ogni campo (ZZ) contenuto in (Zi) vi sono
infiniti punti ove f(xy) ==0, perché 2 non ha punti interni se
/(*y) =l=o0.

Giungo adesso 17 ("y,) e dZ2(a2y2) con un arco (C) arbitrario
in (Zi) — per ogni punto di (C) facciamo corrispondere un campo
dp definito corne di sopra il cui centro cade in questo punto.
— Secondo il teorema di Heiue-Borel, un numéro finito

do... d»
delle d esiste, le quali
(1) riccoprono tutta la (C)
(2) dOha per centro dz; d* il punto dz
(3) la parte eomune aile

d_, d, (i|l...A)

che indico con Z, € un Campo connesso cadente in (Zi).
Scelgo da ogni 4, un punto Pt ove J\P" =0. — Allora ser-

vendosi del lemma

(1) giungo dZ con P, per mezzo d’un arco continuo évi-
tante E

(2) poi Pj con Pj... P»,, con P,

(3) e finalmente Pk con dZ2 nello stesso modo.

L’arco composto congiunge dZ, con dZ2 in modo richiesto.

§ 3. Passiamo adesso al caso generale. La dimostrazione
sia fatta per induzione. Po'niamo il teorema vero per n, e dimo-
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striamo la'sua esattezza per «-J-1. — Basta evidentemente gene-
ralizzare soltanto il nostro lemma. Il resto si dimostra facilmente.
_Ja\—*/|< V
Sia 4<H) e>0.
[xmi—  |< p

analogo al dp in § 2 ma formata per,/(Zj... x,+0).
Sieno P(x[... xrH), Q(xi...aE+l) i punti distinti da congiun-

gere.
Sia g(xx... »)=f(xx...
Allora:
_ |«i—«m/,<?
1) (p la stessal)
IX,,—Xxi|<p

costituisce un campo analogo per g(X, ... X,,).
Se g(atf... a*) 4=0
allora trasporto
(*T..xy In (Xi... X
per mezzo d’una via in non annullante; quindi:
(a#0... X,/) in  (xi... x2xnH).
per/(x,. z,#) in d;+.

Poi (xJ... x ;) in (Xi... x’+D).
Ma se g(xi... x;)= 0
allora trasporto
(xi... Xj+])
in qualche:
(xi... aE—¢, a"+1) opportuno
ove g—f 0; d’onde in
(xi. .. a* e, xj+l)

— e scelta la e convenientementé
in (xi...

1 lemma, e quindi il teorema stesso, viene per ci6 Completa-

mente dimostrato.
Rozpr. Polekiego Tow. materri 3
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Abbiamo omesso la considerazione dei cosidetti. ,,punti in in-
finito“, perché ci vorrebbe dapprima fissare il senso del teorema in
diversi spazi usati nella teoria in quistione (Cf. M. Bécher: Infi-
nité régions of various geometries, Bull. Amer. Math. Soc. v 20
(1914) o W. F. Osgood: Selected topics in the theory of functions
of several complex variables. Madison Colloquium 1914). Il teorema
e ancora vero, almeno, nel cosidetto ,spazio d’analisi®.



Sur la distribution des valeurs des fonc
tions analytigues dans leurs domaines
d’existence.

Par

F. Leja.

§ 1. Pour énoncer avec précision les résultats de ce travail,
j’adopterai les définitions suivantes:

1° L’expression domaine ouvert, ou plus brievement do-
maine, désignera comme ordinairement un ensemble de points
intérieurs d’un espace, deux points quelconques'de cet ensemble
pouvant étre réunis par une courbe réguliére appartenant a l’en-
semble.

Une courbe, image univoque et continue d’un intervalle, sera
dite réguliére, si elle est rectifiable. Une courbe réguliere peut
se couper, ou non.

2° Je dirai qu’un ensemble (X) de points d’un espace est
un domaine semi-ouvert, sl se compose d’un domaine’ (X2
au sens de la définition précédente et encore de certains de ceux
de ses points-frontiere dont chacun est l'origine dune courbe régu-
liere dont tout autre point appartient au domaine (X') *.

3° Soit (X) un domaine ouvert ou semi-ouvert et (£) un en-
semble de points appartenant a (X) et jouissant des propriétés sui-
vantes:

a) L’ensemble (8) est fermé sur (X), c’est-a-dire qu’il contient
tous ceux de ses points-limite qui appartiennent au domaine (X).

) Tl existe des domaines ouverts ayant des points-frontiére dépourvus de
cette propriété. Voir: Encyklop. d. Math. Wiss. Il B. 1. Osgood : Analyt.

Funktionen p. 56.
3*
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p) 'Dans chaque voisinage d’un point quelconque de I’'ensemble
(£), il y a des points de (X) qui n'appartiennent pas a l'ensemble (8).

y) Lorsque (Xo) est un domaine quelconque ouvert ou semi-
ouvert mais contenu dans le domaine (X), deux points quelconques
de (X0 qui ne font pas partie de I'ensemble (|) peuvent étre réunis
par une courbe réguliere dont tout point autre que ses extrémités
est un point intérieur du domaine (Xo) et dont aucun point ne
fait partie de I’ensemble (£).

L’ensemble (£) jouissant de ces trois propriétés sera dit évi-
table dans le domaine (X).

Cela posé, considérons n fonctions analytiques uniformes

de variables complexes x1,...,xt; et supposons que leurs do-
maines d’existence aient un point commun pour lequel la matrice
3(A eee/)
3 X,

soit de rang n. Désignons par (X) un domaine ouvert qui soit un
domaine commun aux domaines d’existence de ces n fonctions et

posons
1) Lan) =1,

Ces équations font correspondre au domaine (X) a 2p dimen-
sions, un certain ensemble (Y) des points (y15...y.), situé dans
I’'espace aritbmétbique a 2n dimensions.

Voici le résultat principal du travail aetuel:

Aprés avoir établi que I'ensemble (Y) constitue un domaine
ouvert ou semi-ouvert au sens des définitions 1° et 2° .je prouve
que, si (/) est un ensemble évitable dans le domaine (K),
I’ensemble (8 des points du domaine (X) auxquels corres-
pondent en vertu de (I) les points de I’ensemble (77), est aussi
évitable dans le domaine (X).

Dans un travail inséré dans ce volumeld) M. W. W ilkosz
a démontré un remarquable théoreme sur les zéros d’une fonction
analytique. En se servant de la notion dun ensemble évitable,
défini plus haut, on peut I’6noncer comme il suit:

) P. 29. SulV insieme dei valori che annullano una funzione analitica
a piu variabili complesse
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Les zéros d’une fonction analytique non nulle
identiquement forment un ensemble évitable dans le
domaine d’existence de cette fonction.

La propriété des fonctions analytiques que je démontre ici
est une généralisation considérable de ce théoréme. Elle peut étre,
je crois, utile dans certains problemes d’analyse dits non locaux])
et surtout dans ceux que l'on rencontre dans la;théorie des groupes
de Lie.

On doit remarquer que la propriété en question n’est pas du
tout caractéristique pour les fonctions analytiques. Une fonction dé-
finissant une correspondance biunivoque et; continue entre deux do-
maines jouit de la méme propriété. On verra plus loin a quelles
fonctions la démonstration du théoreme principal peut étre étendue.

§ 2. Dans ce qui va suivre, j'aurai a m’appuyer sur le lemme
suivant; Soit

@
une fonction analytique uniforme de p variables complexes a;, &j5j...,
non nulle identiquement dans son domaine d’existence (X)1).
Lemme |. Deux zéros de la fonction (1) peuvent toujours
étre réunis dans son domaine d’existence par une courbe réguliére
ne passant, abstraction faite de ses extrémités, par aucun zéro de
cette fonction.
Soit
2 «i, a2, ..., ap

un point, ou la fonction (1) s’annule. Je vais d’abord montrer qu’il
existe une courbe réguliere ayant son origine au point (2) et pas-
sant par le domaine (X), aucun point de cette courbe autre que
son origine, n’étant zéro de la fonction ().

On voit que la fonction d’une variable complexe tr,

®) A(xJai ... aj

sannule au point xt = at. Supposons qu’elle ne soit pas identique-
ment nulle. Les zéros d’une telle fonction étant isolés, il existe un
nombre positif $ tel que, dans le voisinage

’) Expression due a M. S. Zaremba.
’) Les point» a I’infini ne seront pas compris dans le domaine d’existence,
c’est-a-dire dans le domaine des points réguliers.
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[»i —O0il< §
il existe un zéro unique de la fonction (3).
Soit @, nn nombre différent de a, et satisfaisant a la derniére
inégalité. Le segment
+ t(ax—a,) , t-><01>

A= a,
joint les deux points
a,Qg...p et aUg.. W

et ne contient aucun zéro de la fonction (1) a l'exception de son
origine

Supposons maintenant que la fonction (3). soit identiquement
nulle. 11 suffit dans ce cas de faire tourner les axes des coordon-
nées pour établir de la méme maniére I’existence d’un segment tel
que (4), ayant son origine au point (2) et ne renfermant aucun
zéro de la fonction (1) autre que l'origine de ce segment.

Soit

(5) a,...ar et a,...a,

deux zéros de la fonction (1). Nous avons vu qu’il existe deux
points du domaine (.X)

(6) a[...af et aj,..aT

tels que les deux segments, dont I'un joint les points
aj...«p et aj...a,
et lautre les points

a, ... 8, et aj...ar,

ne renferment aucun zéro de la fonction (1) autre que leurs ori-
gines.

D’autre part, les points (6) n’étant pas zéros dé la fonction (1)
peuvent étre réunis, dapres le théoreme de M. Wilkosz, par
une courbe réguliere qui ne renferme aucun zéro de la fonction (1).
Donc, les deux segments précédents forment avec la derniere courbe
une nouvelle courbe réguliére qui joint les points (5) et satisfait
aux conditions du lemme.
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§ 3. Soit
/,(«ia-1..-x,) »= |,...,w

uu systeme de n fonctions analytiques uniformes de w variables
complexes, les domaines d’existence de ces fonctions ayant un point
commun

@) X0, X, X]
tel qu’en ce point la matrice

@ M=

soit de rang n.
Pour plus de simplicité je désignerai' par

)
le point
Xt, X2, ..., X,
et par
/«(»)
la fonction (xx...x,), i= 1 ,..n. Désignons encore comme plus
haut:

par (X) la partie commune et d’un seul tenant des domaines
d’existence des fonctions i— 1 ,..n, renfermant le point (x°),
par (P) I’ensemble des points

() = (yiyseesey»)
tels que l'on ait
®3) y* see.) 1= 1,..»
aux points de I'ensemble (X).

On sait que I'ensemble (X) forme un domaine ouvert dans
I'espace a 2p dimensions, v~uand a (P), je vais établir le théoréme
suivant:

Théoreme I, L’ensemble (P) forme un domaine
ouvert ou semi-ouvert dans l’espace a 2w dimen-
sions.

Démonstration: Désignons par (A) I’ensemble des points du
domaine (A) pour lesquels la matrice M est de rang n et soit (P')
la partie de (Y) correspondant a (A'). Il est facile de montrer que
les ensembles

(A) et (F)
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forment des domaines ouverts, le premier dans I’espace a 2p, le
second dans l’espace a 2n dimensions.

On voit que le point (1) appartient a (JT) et que chaque
point de (X') est intérieur a cet ensemble. Supposons que les deux
points

(@) et (a)

appartiennent a (X32. Il existe donc deux jacobiens de rang n, que
je désignerai par 4 (g) et 4'(a), appartenant a la matrice (2), tels
que l’on ait

4(a)H=0, 4'(a")=j=0.

Ces deux jacobiens peuvent étre différents ou identiques.

Considérons la fonction 4 (g). Elle est analytique et non nulle
identiquement dans le domaine (X), donc ses zéros forment un en-
semble évitable dans (X). Il en résulte que, si (aj n’est pas zéro
pour 4 (a), les deux points (a) et (a') peuvent étre réunis par une
courbe réguliere ne passant par aucun point ou 4 (x) sannulle, c’est-
a-dire passant par I'ensemble (X").

Supposons que I'on ait 4 (a") = 0. 4'(a') étant différent de zéro,
il existe un voisinage du point (a'), dans lequel le jacobien 4'(a)
est partout différent de zéro. Or, dans ce voisinage il existe des
points pour lesquels le prémier jacobien’4 (a) est différent de zéro.
.Considérons 1'un d’eux; on peut le joindre d’une part avec (a) par
une courbe réguliere ne passant par aucun zéro de 4 (a) et d’autre
part avec (a") par une courbe réguliére ne .passant par aucun zéro
de 4'(a). Ces deux courbes forment une seule courbe réguliére
joignant les deux points (a) et (a') et passant par lensemble (X).
Il en résulte, que (X') est un domaine ouvert.

Passons a |'’ensemble (Y'). Chacun de ses points est intérieu'r,
ce qui résulte des théorémes sur I’existence des fonctions inverses.
D’autre part, le point (y°) correspondant, d’apres (3), au point (1)
appartient effectivement a l'ensemble (Y).

Soit

() et (y)

deux points de (Y'). lls sont les images de deux points (a) et (a')
du domaine (X). On a vu quil existe une courbe réguliere

4 a, = <p(f Jj = <o ,i>,
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ou les <p,(f) désignent des fonctions complexes du paramétre réel f,
telle qu’elle joigne les points (a) et (a') et passe par le domaine
(X"). Donc la courbe

w=/<(¢’Q) . t=1 , ... <0,l>
évidemment aussi réguliere, joint les points
(y et (*)

et passe par l'ensemble (Y'). (Y') est donc un domaine ouvert.
Considérons maintenant I'ensemble (P). Il renferme tous les
points du domaine (P). Soit

*)

un des points de (YY) qui n’appartiennent pas a (P), si de tels points
existent. Je dis qu’il est frontiere pour le domaine (P'). Soit

(«)

son correspondant, ou l'un de ses correspondants s’il y en a plu-
sieurs, dans le domaine (JC). Le point (a) est limite des points ap-
partenant a (X'), donc (i) est limite des points appartenant a (Y").
Il reste a démontrer qu’un point () de (Y) qui n’appartient
pas au domaine (Y') peut étre réuni avec un autre point quel-
conque (U') de (Y) par une courbe réguliére passant par le domaine
(Y"), abstraction faite de ses extrémités.
Soit
(6) @ et (@)

les points du domaine (X) qui correspondent aux points

) (@) et (6)

de (Y). Il existe en vertu du lemme du paragraphe précédent une
courbe de la forme (4) qui joint les points (6), chaque point de
cette courbe, autre que l'une ou les deux de ses extremités, appar-
tenant au domaine (X'). Donc la courbe (5) qui correspond a la
précédente dans Iensemble (Y) joint les points (7), et tous ses points,
autres que (7)‘appartiennent au domaine (Y").

L’ensemble (Y) forme donc un domaine semi-ouvert. Il peut
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se réduire a un domaine ouvert, si tous ses points, et en particu-
lier ceux qui n’appartiennent pas a (Y') sont intérieurs).

§ 4. Reprenons les domaines (Y) et (Y) du paragraphe pré-
cédent et considérons un ensemble quelconque

0?)
de points (y) du domaine (Y). Désignons par

(8
I’ensemble de tous les points (xf du domaine (X) te's que, si le
correspondant (y) d’un point (x) ou l'on a

Q) yWw=Z (* eee*)) Jt=0, .«
appartient a I'’ensemble (rf), le point (x) appartienne a I’ensemble (£).

Théoreme IlI. Sil’ensemble (I7) est évitable dans
le domaine (Y), I’ensemble (£) est évitable dans le do-
maine (.X).

Démonstration : On doit prouver que l'ensemble (£) jouit des
trois propriétés des ensembles évitables.

a) Il est fermé sur (Y). Considérons une suite convergente
des points (x) de I'ensemble (£).

2 T . e P,
et supposons que sa limite
(3) NS i 7=1,. mP

appartienne au domaine (Y). Soit

w P §F> ... y<e>.., o t=11, ...

la suite des points (y) I'ensemble (rg) mcorrespondant a la suite (2)
daprés (1).

) L’enaemhle (K) peut n'étre pas un domaine ouvert comme le montra
I'exemple suivant:

yi=»i (*,+1)
y,= X, (x, —1).

Aucun point iy,y,) ou l'on a
W= 4=°

n'appartient a I'ensemble (K). Le point (0,0) qui fait évidemment partie de (K)
n’est donc pas intérieur, a moins qu' on n'ait pas étendu la notion du domaine
d’existence en y comptant des points a I’infini, définit d'une maniere convenable
et de certains points singuliers.
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La suite (4) est convergente, en vertu de la continuité des
fonctions /<(x); soit

®) y{« =1, 0w
sa limite. On a

yi#) ==/«(»e) =l w
Le point (3) appartient a (X),- donc le point (5) appartient a (K)
et de méme a l'ensemble (17), cet ensemble étant fermé sur (Y). Le
point (3) appartient donc a l’ensemble (E) parce que son corres-
pondant (5) appartient a (7). L’ensemble (£) est donc fermé sur
(X).

P) Soit (x) un point quelconque de I'ememble (£). Je vais
prouver qu’en chaque voisinage de ce point, il y a des points de
(X) qui n’appartiennent pas a (£).

Supposons que la proposition soit fausse, alors il existera un
voisinage du point (X

(6) I», —xI\< i

dont tous les points appartiendront a.(£). Les points (y) qui leur
correspondent d’apres (1) appartiendront tous a I’ensemble (17).

Considérons un jacobien d’ordre n contenu dans la matrice Jf
et non nul identiquement dans le domaine (X). Un tel jacobien
existe d'aprés I'hypothese; désignons le par

C’est une fonction analytique définie dans le domaine entier (X),
donc il existe un point (x°) du voisinage (6) en lequel
d(x")=t=0.
D’autre part, il existe un voisinage
[x, — x$f»|<e ,
»

du point (a0 tel que, en ce voisinage, d (x) soit différent de zéro
et tel que chacun de ses points appartienne au voisinage (6). Posons

Yi#)—/<(«*) ci= W

Le systeme des équations
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peut étre résolu dans un certain voisinage du couple des points
(® et (y®. Il en résulte gun certain voisinage du point (y®) appar-
tiendrait a I'ensemble (»/), contrairement a I’hypothese. L ensemble
() ne peut donc pas avoir des points intérieurs.

y) Considérons deux points quelconques
(7) (a) et (a)
du domaine (X) qui n’appartiennent pas a l'ensemble (£). Il reste
a prouver qu’ls peuvent étre réunis dans chaque domaine partiel
du domaine (X) par une courbe réguliére dont aucun point ne fait
partie de l'ensemble (£).

Désignons par

(X0)

un domaine partiel de (X), ouvert ou semi-ouvert, mais renfermant

les deux points (7) et par
d(3)

un des jacobiens contenus dans la matrice M et supposés non nuis
identiquement dans le domaine (X). Supposons p. ex. que l'on ait

Je vais m’occuper d’abord du cas, ou I¢ domaine (Xo) est

ouvert et ou l'on a
4(0) 0, 4(@) O.

L’ensemble des zéros de la fonction 4(x) étant évitable dans
le domaine (Xo), il existe une courbe réguliére
(8) = = 1,...,7;, <-»<0,I>
joignant les points (7)

9>(0) = a4, oy = g d=1,...,p,

passant par le domaine (Xo) et ne renfermant aucun zéro du jacobien

4(x). D’autre part, (X0) étant ouvert, il existe un nombre positif p
tel que, si l'on désigne par

le point de la courbe (8) correspondant a la valeur t du paramétre,
tous les points (x) du voisinage

(9) Ixj — *PK<> dJ=1,...,p
appartiennent au domaine (Xo) quel que soit le nombre-t.
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Posons (8) dans le systeme (1)
y<=/«» =1,

on obtient

(10) y.= 1jCi(f) = y.(F) ,»= 1l,...n; <-><0,1>.

Ces équations répresentent une courbe réguliére du domaine (K),
joignant les deux points

b= ~(0), b(=",(I), i=1,.».,w,

qui peuvent se confondre ou non mais ne font pas partie de I’en-
semble (17).
La courbe (10) peut se réduire a un point, unique

©= (&)

«t dans ce cas (8) est la courbe cherchée; aucun point de la courbe
(8) ne peut dans le cas considéré faire partie de l'ensemble (£),
parce que les points (y) qui leur correspondent dans le domaine (K)
ne font pas partie de I’ensemble (17).

De méme, si aucun point de la courbe (10) ne fait partie de
I'ensemble (17), (8) est la courbe cherchée.

Il reste a examiner le cas ou la courbe (10) ne se réduit pas
a un point et passe par des points de I’®nsemble (17).

Reprenons le systeme (1)

y. eeen,) Jt=1,..., w
J’ écrirai les équations (8) et (10) sous la forme suivante:

nn J=1,....,p
ot yP = W) »= ..., «.

On sait que chaque couple des points
Xi

appartenant a la méme valeur du paramétre t. satisfait au systéme
(1) et que le long de la courbe (8), le jacobien est différent de
zZéro.

Il en résulte d’aprés les théorémes sur Iexistence des fonc
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tions implicites que, pour chaque valeur de t— < 0,1 > , il existe
un et un seul systéme inverse

(12) X, = b=

tel que

1° Pour chaque valeur de t— < 0,1 > il existe un nombre
positif
4

tel que les fonctions /'JO soient holomorphes dans le voisinage

ly<— -

13 A

(13) la —4°|< & A= n-|-1,...,p
du point

(14)

en lequel elles se réduisent respectivement a
xJI =1,

2’ Le systeme (12) satisfait identiguement au systeme (1)
dans le voisinage (13).

Pour simplifier le langage je dirai ,voisinage d; au lieu
de dire ~voisinage (13) du point (14) dans lequel les ¢
fonctions sont holomorphes". De plus, je désignerai
plus brievement par

un point quelconque

et par
2)0 Y =0,,.0,p
le point (14).
En se servant de cette notation, on peut écrire le systeme
(12) comme il suit:

(12) X,= *7?>&...5,) Jgd=1,...,n,
les fonctions ™)1 étant holomorphes dans le voisinage

03) >—as°|<3. q=1,..»p
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du point
17:
On a évidemment
# o= N(1) J—1,..«
(15) «P = 3= w4 o1

les fonctions (p et y» étant identiques a celles qui définissent les
courbes (8) et (10).

Cela posé, je vais établir deux lemmes sur lesquels je m’ap-
puyerai pour achever la démonstration du théoréme.

§ 5. Les notations étant les mémes que dans, le paragraphe

précédent, soit
(16) FS” , F™  i= l..,w
deux systemes de fonctions telles que (12) >qui correspondent aux

deux nombres t et /, de lintervalle < 0,1 >. Considérons en outre
la courbe

(17) « = $> = 1,...,p; <—=>< 0,1 >e,

Lcmme Il. Supposons que l'arc de la courbe (17) correspon-
dant a l'intervalle

(18) t—<C > »0 = 1

soit situé entierement dans le voisinage et qu’il contienne le
centre z™, j= 1,...,p, de ce voisinage. Dans ce cas:
I®On a les identités

Xy* — F Azh.zy) =1, 0w

pour chaque valeur de t prise de lintervalle (18).
28t étant un nombre quelconque de lintervalle (18), les deux
voisinages
6, et do

ont une partie commune dans laquelle les deux systémes des fonc-
tions (16) sont identiques.

La premiere partie de ce lemme est une conséquence des
théorémes sur l'existence de fonctions implicites.

Soit t un nombre quelconque de lintervalle (18). Le centre

«>>=1,...,p, du voisinage 6,
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appartient, d’aprés I'hypothése, au voisinage d”, donc les deux voi-
sinages 0, et d" ont une partie commune.
Le premier systtme des fonctions (16) se réduit a

= 1,— n

au centre du voisinage d, d’apres la définition méme de ce systeme
et on a vu que le second systteme (16) s’y réduit au méme systeme
de valeurs.

Il en résulte que les deux systemes (16) doivent étre identi-
ques dans un certain voisinage du point zjO, et par cela dans la
partie commune de d, et d®, parce qu’il existe un systeme unique
des fonctions holomorphes qui satisfont au systéeme (1) et vérifient
les mémes conditions initiales.

8§ 6. A chaque valeur de t prise dé l'intervalle <( 0,1 >, nous

avons fait correspondre un nombre positif d,. 1l reste a établir la
proposition suivante.
Lemme IIl. Les nombres d, f—< 0,1 > , peuvent étre
choisis de telle maniére que les deux conditions soient satisfaites:
1° Soit
X, et a# i—1,..,w
deux systemes de valeurs que prennent les fonctions F\\ i=1,..., n

dans un point quelconque et au centre

% et 7=1»
du voisinage d,. On a, quel que soit t— < 0,1 >, les inégalités
(19) e, —ad°| < ¢ t=1,...M

ou g désigne le méme nombre positif que dans l'inégalité (9).

2° L’ensemble des nombres d,, t—»< 0,1 >, a une limite
inférieure positive.

Observons que les fonctions F~, t= 1,...,n correspondant
a un certain nombre t de l'intervalle <0,1> sont des prolonge-
ments analytiques, le long de la courbe (17), d’un autre systéeme
'FjT, 7= 1,...,m, qui correspond a un autre nombre quelconque
t' de lintervalle < 0,1 > ; c’est une conséquence immédiate du
lemme précédent.

Il est donc presque évident que les deux conditions du lemme
actuel peuvent toujours étre satisfaites. Néanmoins je donnerai une
démonstration rigoureuse de ce fait.
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La condition 1° peut é&tre satisfaite parce que les fonctions
A'1 sont continues dans le voisinage <§; il suffit de diminuer con-
venablement les nombres d,.

Supposons que l'on ait choisi les nombres 6, de sorte que la
condition 1° soit satisfaite et désignons par

la limite inférieure de I’ensemble des nombres d, t—< 0,1>
Elle nest pas négative, les nombres d, étant tous positifs. Suppo-
sons que lon ait

t— O.
Il existe donc une suite convergente des points de [Pintervalle
< 01>
(20) yL...t,—tt
tels que la limite de la suite
(21)

soit zéro.

Je dis que l'on peut augmenter les nombres de la suite (21)
de telle maniére qu’ils soient tous plus grands qu’un nombre positif,
saus que les systéemes des fonctions

cessent d’&tre holomorphes et de satisfaire au systeme (1) dans les
voisinages ainsi augmentés et sans que la condition 1° du lemme
cesse d’étre satisfaite.

Remarquons que la suite des centres des voisinages (21) est
convergente

2 P>

sa limite étant le centre du voisinage do, en vertu de la continuité
de la courbe (17). Dautre part, il existe un nombre positif

tel que tous les points 2)0 de la courbe (17) pour lesquels on a

|f —fol O
Kotpr. PolskMfO Tow. matwu. U.
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appartiennent au voisinage do. Soit

$

un autre nombre positif qui sera fixé plus tard. Les suites (20),
(21) et (22) étant convergentes, il existe un indice N tel que I'iné-
galité

v> WV
entraine les trois inégalités
K —*I<
(23) ov d
Ny — 2%«|<d =1,

Fixons le nombre 6 de fagon suivante:
Les fonctions

(24) ,»=1,...,n,
satisfont, d'apres la premiere partie du lemme, aux inégalités

|X| — y » = 1 ’
dans le voisinage d" du point y= 1I,...,p. Supposons que I’'on
ait
(25) 2d < d.

et que les fonctions (24) satisfassent aux inégalités
(26) [*, —a”"Kic» t=1,...n

dans le ,voisinage 2d* du point 20,j = | , U n tel nombre
positif 0 existe, les fonctions (24) étant continues.

Revenons aux inégalités (23). La premiere d’elles montre,
d’aprés le lemme II, que les fonctions du systeme

> =1

sont respectivement identiques aux fonctions (24) dans la partie
commune des voisinages

0, et d..

Les deux derniéres inégalités (23) montrent en vertu de l'inégalité

(25) que tous les voisinages
, pour v> N
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appartiennent entierement au voisinage

car, zf,j=1,...,p, étant un point quelconque du voisinage
&v pour v > TV, on a

h* —25%)|< '\ J = b---»P
d’ ou il résulte, a cause de la derniere des inégalités (23) que

I'on a
eh>-")<2d<d,

De plus, il en résulte que les voisinages <5\ v > N, ne ces-
sent pas d’appartenir au voisinage d,0 et méme au ,voisinage 2d“
du point 27, j—I,...,p, quand on les augmente tous en égalant
les nombres

Donc, v étant plus grand que N, les fonctions du systéme
(27) gd=1,...n

restent holomorphes et ne cessent pas de satisfaire au systeme (1)
dans le voisinage augmenté

(28) J=1,...,p.

Je dis que, v étant toujours plus grand que N, .les fonctions
(27) satisfont a la condition (19) du lemme dans le voisinage aug-
menté (28), c’est-a-dire que l'on a

(29) X, — <g¢ ,<=1,...,n
ou
(30) X, et x'v> =

sont deux systemes de valeurs des fonctions (27), I'un dans un point
quelconque et l'autre au centre du voisinage (28)

En effet, les systemes (24) et (27) sont identique's dans le
voisinage (28), donc les fonctions (27) doivent satisfaire dans ce
voisinage aux inégalités (26), parce que le voisinage (28) fait partie
du ,voisinage 26u de centre zy°\ji= 1,..-,p. On peut donc poser les
pointe (30) dans des inégalités (26), d'ou l'on obtient les inégalités

4%
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s<K—A*»|< | Q

qui entrainent (29).

Nous voyons que, a partir de lindice v — N, les termes de
la suite (20) peuvent étre augmentés de sorte qu’ils soient tous
égaux a un nombre positif § sans que les fonctions

W, W ... , B2

cessent de satisfaire aux conditions demandées.

Les nombres positifs &, t—=»< 0,1 >, peuvent donc étre
choisis de telle sorte que chacun de leurs points-limite soit po-
sitif. La limite inférieure de I'ensemble de ces nombres sera dans
ce cas positive. Le lemme est donc démontré.

§ 7. Revenons a notre théoréme. Les notations étant toujours
les mémes, supposons que les nombres d,, t—<0,1 >, aient été
choisis de telle sorte que les conditions du lemme Ill soient satis-
faites. Ou a donc

Soit e un nombre positif plus petit que p
t < p.
La courbe (17)
= — b eee?; <-><0,I>

a une longueur déterminée et finie, donc il existe une suite finie
de points de cette courbe

(31) #)> ,
correspondant aux valeurs croissantes
(32) 0= ... b, =

du parametre t et tels que l'arc de cette courbe compris entre deux
points consécutifs de la suite (31) ait une longueur plus petite que e.
Ou a donc

(33) = <<un<«+I>
pour chaque valeur de l'indice

a=1 ,2 ,r-1.



Considérons la suite de v — 1 systémes des fonctions
(34) F)*»’ («,...«,) ,»== 1
et la suite de v — 1 voisinages
(35) |«,—27?7-,<e l,...,p;a=1l,-.vv—1

ayant leurs centres aux points (31), en excluant le dernier. Le

nombre t étant plus petit que &, pour chaque t—< 0,1 >n les
fonctions du systeme (34) d’indice a sont holomorphes dans le voi
siilage (35) du méme indice.

D’autre part, deux voisinages succesifs (35) d’indice a et
a-j-1 onf daprés (33), une partie commune a laquelle appartient
entierement la partie

= t— <t«,fot+tl>

de la courbe (17). Il en résulte, d’apres le lemme Il, que les deux
systemes

(36) F)-+D =1,

ont los mémes valeurs dans la partie commune des voisinages

(37) —N*+pl< « . /— b —,P-
Cela posé, considérons une suite de v points

(39 P> H>, . J=b-.,P

dont le premier et le dernier sont identiques au premier et le der-
nier point de la suite (31), tandis que les points

(39) JdJ=1,...pa=1,...,V- 2
appartiennent successivement a la partie commune de deux voisi-
nages tels que (37). Les points successifs

&> et aeh> w'=1,---,P

de la suite (38) appartiennent tous les deux au voisinage (35)
d’indice a. Joignons-les par une courbe réguliére

(40) = j'= b-.-Pi<-><b,b+i>

qui passe par ce voisinage, les nombres ta et b+i appartenant a la
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suite (32). Cette derniere courbe et les points (39) seront fixés pro-
chainement d’une fagon plus précise.
A la courbe (40) correspond, d’aprés le systéme

XM= N Q@A .21 1=
une certaine courbe réguliere
(41) = = 1,,...h;<-» <f,_, &A+l1>

définie dans la méme partie < ta,tak)> de l'intervalle < 0, 1>.
Observons que, sil'on pose a= 1 ,..v— 1, les v— 1 courbes
(40) forment une seule courbe réguliere

(42) A=V)(@) » /-= <0,1>

définie dans I'intervalle <0,1 > et joignant le premier point de la
suite (31) avec le dernier. De méme, les v — 1 courbes (41) cor-
respondant successivement a la suitea = I,...,v— 1, forment une
seule courbe réguliére '

(43) * = «««) t= 1 <0,1 >
ou I’o0i a posé pour chaque a= 1,...,v—1
«Q= w)t) ,i= 1,

Cela résulte de ce fait que I’'extrémité d’une de ces courbes est iden-
tiqgue a l'origine de la courbe dindice plus grand d’unité, parce que
les deux systemes de fonctions (36) ont les mémes valeurs dans la
partie commune de deux voisinages (37), pour chagne a ==1,..., v— 1

Fixons les points (39) et les courbes (40) comme il .suit: On
sait que

2=y,
Zi = Xj j=n+1,....p
donc, si on ne considére que les n premiéres des coordonnées la

suite (35) représente v — 1 voisinages dans le domaine (Y)

(44) y<—yl«)|<c ,t= 1 , a=1,...,v—1
Supposons que les n coordonnés premiéres

(45) Y(«t») »>=1,...,w:;a= 1 , —2

des points (39) et les n fonctions »(<), ; = définissant les
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courbes (40) soient telles que les points (45) ne fassent pas partie
de I'ensemble (rf) et telles que la courbe

— J=1,..., «;<-><0,I>,

ne passe pas par des points de I’ensemble (p). Il est possible de
satisfaire a ces conditions, I’ensemble (17) étant évitable dans des
domaines (44). Pobous en outre
jXoH) _ ayati» ,j—n-t-1,.. .p;a= 1,...,v—1
= # <0,1 >.

La courbe (42) peut donc étre écrite, d’aprés (11), comme il suit:

= f<(0 i=1,...,«

—> < >
*k = &= n+l,.. z 0.l

Je dis que la courbe

X, = «(2) i=1,...,« 1<—><O,|>

(46) =75 (%) A= m+ 1,

passant par le domaine (X) satisfait aux conditions demandées,
c'est-a-dire qu’elle joint les points (7), passe par le domaine ouvert
(D) et ne passe par aucun point de I’ensemble (£).

La premiére de ces conditions est satisfaite, parce que la
courbe (43) joint les points

et parce que l'on a
2\(0) = a,, T»(l)— a, k=n+1,...,p

d’aprés la définition des fonctions gk(@. La deuxieme est satisfaite,
parce que les fonctions verifient, d’aprés le lemme III, les n
premiéres inégalités (9) On a donc d’une part

|«,(0 — xf’K ¢ »= 1,...,n;/—>»<0,1 >

et d’autre
M ) —=xict< Q [fc= M+I,...,p;<-><0,Il>

en vertu de (11). La troisiéme condition est de méme satisfaite
parce que le systeme

yt= fi(ad ee«,) 2% I>eee>
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fait correspondre a la courbe (46) du domaine (X) la courbe

W= »(® »= >
du domaine (Y) qui ne passe par aucun point de l’ensemble (17).

La démonstration du théoréme est donc achevée dans le cas
particulier ou le domaine (Xo) qui contient les deux points (7)
est ouvert a condition qu’il existe un jacobien J(x) qui ne sannule
pas aux points (7).

Considérons le Cas général et désignons par (Xi) le domaine
ouvert qui contient tous les points intérieurs du domaine (X,,) et
ces points seulement. Distinguons deux cas:

1° Les deux points (7) appartiennent a (Xi). Quand ils n’an-
nulent pas le jacobien 4(g;), on est conduit au cas considéré plus
haut.

Supposons que l’on ait

J(a) = 0.
Il existe un voisinage du point (a)
(47) —a,|<<5 J=1,..,p

dont chaque point appartient a (Xi) et dont aucun ne fait partie
de I'ensemble (£). Soit

a, J=1,...,p

un point de ce voisinage qui n’annule pas d(r); de tels points
existent parce que l'on suppose que le jacobien A(x) ne sannule
pas identiquement. Les deux points (a) et (a), peuvent étre réunis
par un segment qui ne contient aucun point de I'ensemble (£) et on
est conduit au cas considéré.

2* Supposons qu’ au moins un des pointa (7) n’appartienne
pas a (Xi).

Soit (0) nn tel point. Joignons-le avec un point quelconque
de (Xi) par une courbe réguliere dont chaque point différent de (a)
appartient a (Xi), ce qui est toujours possible d’apres la définition
des domaines semi-ouverts. Un arc de cette courbe suffisamment voi-
sin du point (o) ne contient aucun point de I’'ensemble (£). Soit (a)
un point quelconque de cet arc. Il appartient au domaine (Xi), on
est donc conduit au cas précédent, parce que les points (a) et (a)
peuvent étre réunis par une courbe passant par (Xo0) qui ne renferme
pas de points de I'ensemble (£). Le théoréme est donc démontré.
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Observons que, dans la démonstration précédente, on n’a pas
fait un usage immeédiat de ce fait que les fonctions ft{x) sont analyti-
ques. Le dernier théoreme est donc valable pour une classe de fonc-

tions beaucoup plus étendue que celle des fonctions analytiques.
Soit

(48) gi(xx...xr) Jd=1..,w

w fonctions réelles de p variables réelles définies dans un domaine
(X) d’un espacé arithmétique a p dimensions. Supposons que le
domaine (X, soit ouvert ou semi ouvert et que les fonctions y({a)
satisfassent aux conditions suivantes :

t° Elles ont toutes» des dérivées premiéres continues dans le
domaine (X). 1

2° Il existe un jacobien J(x) d’ordre n contenu dans la matrice

S(Xx...x;)

qui nest pas identiquement nul et tel que ses zéros forment un
ensemble évitable dans le domaine (X).

3* Deux points quelconques qui annulent A(x) peuvent étre
réunis par une courbe réguliere passant par (X) dont aucun point
autre que ses extrémités n’est zéro pour a(x).

En changeant trés peu les démonstrations précédentes on
pourrait montrer que les fonctions (48) jouissent elles-mémes des
propriétés énoncées dans les deux théorémes ci-dessus.



Connexione inter operationes arithmetica
et logica *e
Per

Edward Stamm.

Nos vol in présente dissertatione demonstra, in que modo pote
esse operationes de algebra de logica redwta in dominio de numéros
ad operationes arithmetica Pro id es necessaria demonstratione de
possibilitate applica operationes logica ad numéros.

Pro intellige ce tractatu suffice notitia de elementare algebra
de logica’).

Significatione :

aob summa logica de a et b, W' producto logico de a et b
(etiam significato per 06),

# Ce dissertations es scripta in lingna internationale ,interlingua™ inventa
per matheinatico G. Peano. Interlingua es ,latino sine flexions”. llia es intelli-
gibile ad primo visu, quia adopta omne vocabnlo internationale et omne vacabule
latino-anglo. Omne vocabnlo internationale, que existe in latino habe forma de
thema latino. Formas irregnlare es mutata in regulare. Omne elemento gramma-
ticale non necessario es suppresso — Plurale habe suffixo -s in casu, quando es
nocessario. Casu résulta ex positions aut per prepositiones dt, ad. ab etc. Si tem-
pore non pote esse intellecto ex textn, es expresso : prsterito per — ba, futnro
per i aut vol (me vol scribe, me i scribe). Modo conjnnctivo. es significato per si,
que, ut, participio présente per -nte, participio passivo per -to. Pronom!nés es
latino; thema de hic, haec, hoc: ,,ce“ —isto. — In casu dnbio de significatione
suffice vocabnlario latino. Cf. etiam ,Vocabulario commune” de G. Peano,
Torino 1915, _

) Cf. p. ee A N. Whitehead, A treatise on universal algebra, 1, 1898.
L. Coltant; L'algébre de la logique, 1915. — B. Stamm, Zasady algebry
logiki, 1913 (in lingua polonica).



59

Z zéro logico (modulo de addi- T totalitate (modulo de raultipli-
tione logica), catione logica),
a' negations de a,

afyb declinatione de a et b, id a)(b negatione de declinatione de
es ab'a'b, aetb, id es ab™a'b’,
aQb subsumtione ,a sub bu.

Nos obtine opérations aob— c inter duo numéro a, b, si nos
combina in modo definito omne cifra de a cum correspondente
cifras de b. Nos vol stude sequente operationes: 1) a et h es nu-
méro scripto in systema dyadico, 2) nos combina omne cifra de a
cum cifra de 6, que sta in idem loco, 3) resultatu de combinatione
de correspondente cifras nihil vale pro resultatu de combinatione
de alia cifras, 4) operationes, que nos stude debe esse symmetrica *.
In ista conditiones es possibile sequente 3 -combinatione :

esse neglecta. In operatione 2 da 0 —O0 cifra 0, 0— 1(1—0) cifra
Oet1—1cifra 1l P. e

1011001 01011m0011= 1-0001.

Ista operatione da quare elementos commune, es ergo identica cum
multiplieatione logica. — In operatione 3 corresponde ad 0 — 0 cifra 0,

* Démonstration® referente ad applicatione de operationes logica ad nu-
méros es excepta ex meo tractatn de algebra de logica. que i esse publicato in
proximo tempore in iuterlinguu.
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ad 0—1(1—0) cifra 1, ad 1—1 cifra 0; operatione da ad nos
eleinentos differente, es ergo identica cum declinatione. In operatione
4 nos scribe in resultatu eifras, que non existe in arabo correspon-
dente loco. Operatione es identica cum negatione de additiune logica.
Simili nos pote verifica, quod operatione 5 es identica cum addi-
tione logica. 6 cum negatione de declinatione et 7 cum negatione de
multiplicatione logicu.

Nos pote ergo exprime omne nostro algorithmo in acceptutn
conditiones per operationes logica. Isto facto es identico cum possi-
bilité de applica operatioues -logica ad numéros scripto in systema
dyadico, ergo ad numéros in generale *.

Dominio logico es iu ce casu formate per zéro logico

@) z=0,
totalitate
F
(la) T—Vy a4 v~
»-0 *-1

ubi p et g es constante et finito, aut g constante et finito et p in
finito, et omne numéro positivo

m «
(1b)

1-0 k-1

ubi et vk habe valore 0 aut 1, n es finito et m finito aut fi in-
finito. Tamen debe esse m ~p in (la), n (et g non pote
esse infinito, quia nos babe in isto casu

k-1

# Ce nomeroi debe eue semper pro calculatione acripto iu ayatema dya-
dico. Si noa roi applica operationes logica directum ad numéros acripto™ in alio
systema, tonc nos debe modifies uno de nxiomua, id ea ce, que déliai negatione,
sive in logica aymbolica exprime principio de exclnao medio et non — contradie-
tione. In ce modo noa obtine nna aerie de algebras Lt, ex que Z( ea applicabile
ad numéros acripto in systema *4-1. /-i es identica cnm algebre de logica, L,
permitte applicatione ad logica aymbolica cntu Hvalore logico ,falauin“, ,vcrum*
,probabile®. Auctore apora pote in breve tempore pnblica algebra Lr
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et quare non univoco producto logico

Inl =1
®
V-l
Négatione I' habe forma
« n
d-b)
4-1 x|

ubi pu et vkt habe valore 0 si fit et vk in (1 b) habe valore 1, et
valore 1, si /t( et vk in (Ib) habe valore 0.
Suntma logica de

M

«= + JFw2-

(1d)
b— + 2«

<-0 fc=o
ubi r habe proprietates de m et s de « es definita per
¢ «
(le) ab = uaz:-)-  vaz,
<«0 *- 0
ubi fia es equale ad 0 si et ga es equale ad 0, et equale 1 si
fin aut na aut ambo es equale 1. Idem pertine ad vti.

Producto logico a~b habe valore (le), ubi ga es equale O, si
ftn et ga es equale 0, aut si uno de g,,, ga es equale O et altero 1;
ga habe tamen valore |, si pn et fia habe valore 1.. Idem pertine
ad va.

Possibilitate de appliea operationes logica ad numéros (lb)
seque etiam ex conditiones de dominio logico, que habe designato
Huntingtonl.

Per id, quod nos habe facto numéros (1b) pro objectos logico
habe nos etiam acceptato novo axiomas, pertinente ad fundainentale
proprietates de numéros (1b) Ante alio nos habe posito in ordine
objectos de nostro dominio, id es in ordine lineare.

# 8et» of indep. poatalatei, Tram. Amer. Math. Soc., V. 1904. p 308 ».
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Nos nomina coefficiente declinare symbolo

(4) ®,(»,%)
et valore de ce symbolo, ubi n et k es numéros naturale et valore
es significato per equationes

(4a) 0>,(m+ 1,*)= &>(n,A;)50,(nA:—1)
(4b) 0,(>(M=T, 0,(»»)=T.

Coefficiente declinare es objecto logico. Valores de illo pote
esse facile calculato per triangulo analogo ad ce de Pascal :

7
7T
TOT
TT TT
T O 00T

(5) TTOOTT
T o T1OT oT
TT TTTTTT
TOOOOOOOT
TTOOOOOOTT

Secundum (4a) et (4Db) et proprietate de operatione pote
nos facile demonstra sequente relationes:

(6) (k)= (n.n=KkK

6a) #,(«+ 1,%)=  (m-(-1,AJ-1D$0,(m+ 2 k+ 1)
6b) 0,(»+1,i)=0,(»+1,t—1$0, («+ 2k),

et pro n <fk

(6¢) 0,(n, &= 0.

Nos verifiea facile, quod coefficiente declinare accipe solum valores
T et 0. In ce ratione nos demonstra propositione:
Coefficiente declinare

©) 0,(»,*)
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es tune et soluni tune cquule T, si es
(74) k(2».%

Propositione vale pro n= 2. Nos pone, quod proposition es
vera pro n= n et i significa valore de »—f1, 1)e
Secundum (4a) es

In primo casu es, ut nos habe posito

iC«) &J-1C«-

Ex ce relatione seque, quod n non pote in nostro primo casu
esse pari, quia uno de numéro k, k -}-1 es dispari et numéro dis-
pari non pote esse sub numéro pari. Ergo es n dispari.

Si nos nunc pone, quod k eb pari, tune non pote esse

(a) DA+ IC » +

quia k 1 es dispari et n-J- 1 pari. Si nos pone k dispari, tune
etiam in ce casu non pote vale (a). Nam si in k es primum
chefficiente de potentia 2' in explicatione (1b) equale 0 et omne
coefficientes de 2 pro k equale 1, tune idem vale etiam pro «,
quia nos babe posito k Q n. Nos babe tamen etiam k -f-1 Q ». Si
nos adde ad k numéro 1, tune fi coefficiente de 2°in k equale 1,
et quare es secundum k -J- 1 Q'« et coefficiente de 2*in n equale 1.
Nunc si nos adde ad n numéro 1 fi coefficiente de 2“in n equale 0,
que demonstra impossibilitate de subsumtione (a). In secundo casu
(7b) si es n par} et k pari et nos habe secundum (7b)

" kQn,k-f~1non Qn,

es etiam k 1 C.n4" 1+ Combinatione n pari, k disjjari, es ob
k Q n impossibile. Impossibile es etiam combinatione n dispari,

* Es manifestum, quod es &C n, si omne potentia de 2, que compone k
es inter potentias de 2, que compone n, et solom in ce casu.
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k pari, quia tune i esse secundum k Q n etiam k-f- 1 (Zn contra (/).
Si es n dispari et k dispari et in k coeffieiente de 2‘ equale 0 et
omne coeffieiente de 2° pro k < i equale 1, tune idem vale et pro
w. quia in casu contrario seque ex k et A1 @w coutra (7).
Ce posito nos dériva ex k Q « subsumtione k -|-1 CZw4* 1- — In
tertio casu nos habe

(y) k non &Zn,k-]-1C_n

In ce casu non pote ess¢ n pari et k pari, quia tune es k -j- 1
dispari et k  1CZnN- Nunc es n pari, ex que nos dériva k C n
contra (y). Si n es pari et k dispan tune seque ex k-(-1C n
etiam

o x4+ 1Znd-1.

Post non pote esse n dispari, k pari, quia in ce casu nos conclude
ex k4" 1 @ etiam &Z« contra (y). Si es n dispari et k dispari,
tung nos dériva ex prima equatione (y), quod in k existe potentias
de 2, que non es in n. Quia 21 es in k et in n existe ce poten-
tias secundum k4- 1 C Minfer 2* et 2°, ubi coeffieiente de 2 es
equale 0 et omne coefficiente de 2* pro I < k es equale 1 (le es
non identico cum k in (d/). Ce potentias evanesce per additione de
1 ad k, ut seque ex secunda equatione (y). Quare si nos adde 1 ad
», tune es mutata solum potentias de 2 in supra citato locos et nos
habe (d). — In quarto casu es

© k non CZnik4“1mn C n-

Si es n pari et k pari, tune non pote esse (d), quia ex (d) nos dé-
riva in ce casu k CZn contra (g. Si n es pari et k dispari et si
nos pone (d), tune seque ex (d) k -j- 1CZn contra (c). Post non
pote esse /i dispari et k pari, si debe vale (d), quia tune es k 4-1
dispari et n4~ 1 pari, et numéro dispari non pote esse sub numéro
pari. Si es n dispari et k dispari, tune es n-j- 1 et k4* 1 pari. Si
nos in ce casu pone (d), tune nos conclude ex ce relatione, quod
es aut 1) in k 1 et n-)-1 -coefficientes de potentias 2* pro

«=1,2,..., lequale 0, aut 2) in n-j- 1 coefficientes de 2" pro
t=r,2,..., | equale O et in k4-1 pro i= 1,2,...,14“m- In
primo casu per subtractione de 1 ab k -}- 1 coefficientes de 2° pro
i= 1,2,..., I— 1 equale 1 et coefficiente de 2' equale 1; idem

vale pro w-j-1, et DC5 pote dériva ex (d) etiam k CZ» contra (e).
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In secundo casu fi per subtractione de 1 ab n-)-1 coefficiente de
2' equale O et de 2°pro (=1,2,..., I — 1 equale 1. Tune seque
ex (d) etiam k -f-1 Q « contra (e). In ce modo nos habe demon-
strato propositione (7), (7a) pro n-|- 1 ergo in generale.
Ce propositione permitte generaliza notione de coefficiente de-
clinare pro omne numéros positivo de typo (Ib). Nos defini:
Coefficiente declinare

(8) («, k)
es equale T si vale
(8 a) » kQn,

et equale O, si ce relatione non vale. Numéros n et k habe forma (1 b)

Functione O, es ergo matrice de relatione Q in dominio de
numéros (1 b).

Coefficiente declinare posside pro certa tbeorias in algebra de
logica analogo valore, quam coefficiente binomiale in arithmetica
commune *).

Nunc nos vol defini in arithmetica notione de coefficiente lo-
gico, que es pro nostro studio maxim valente.

Nos nomina coefficiente logico symbolo

© o (w, 4)

et valore de ce symbolo, ubi n et k es numéros naturale et valore
es significato per equationes

(9a) 9 (w-(-1,i) = [Fi(»,*)—
(9b) o (w,0 )= 1, gl(M ,»)=l.
Valores de coefficiente logico pote esse facile significato per

triangulo analogo ad (5):

* Auctore prépara editione de correspondante dissertatione.
Rozpr. Polsklego Tow. metenv. 5
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Ex comparatione de (9a) et (9b) cum (4a) et (4b) seque
quod si (w, k) es equale T, tune es o (w, k) equale 1 et viceversa
et si 0, (W k) es equale 0, tune es ¢p, (w, k) equale O et viceversa.
Ex id nos conclude, quod coefficiente logico es tune et solum tune
equale 1, si es k (f it; si ce relatione non vale, tune es coefficiente
logico equale 0.

Quare pote notione de coefficiente logico esse generalizato in
modo analogo, quam notione de coefficiente declinare etiam pro
omne n et k de forma (1b), tamen debe esse ex rationes arithme-
tica m in (1 b) finito. Coefficiente logico

(11) Ci(WA)
habe pro omne positiva et finito n et k de forma (1 b) valore Z si es
(lia) kQn,

et si ce subsumtione non vale valore 0.
Per coefficiente logico pote nos in dominio de numéros (Ib),
si m es finito reduce operationes logica in sequento modo ad opera-

tiones arithmetica:
m

(12) ar>b=

(13)

*\
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«- b= (290 292+ 2 & 2911~ (0, 2]2 +
(14) —h m d»s
+2<Pdb,2")[I-Bl(a 272",
R
(15) A= 20~V A ;2912
Nam
(16) (e=] («, «) «

es equale a si omne potentias de 2 m explicatione dyadica de a
es inter potentias de 2 in explicatione dyadica de m id es si nos habe

aQ «
In casu contrario es (16) equale 0. ,Post es
7 U ap,aa
equale a si es
(@) aQu, aQuv,

et equale 0, sin non vale (a). Id demonstra relatione (12).
Expressione

(18) [1 — < (u,a)]a

es equale a, si es « non (2Met equale 0, si esaQ u. Id demon-
stra relatione (15).
Expressione

(19) FH («T«) [1— G (»,«)]«

es equale a si es aQ u-et a non Q n, et equale 0O in casu contra-
rio. 1d demonstra relatione (13) et (14).
Ex id nos conclude, quod summn logica pote esse scripta etiam

(19a) a* = (@) +  (629-  (029y, (t,23]2".

5*
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Pro b= 2" reduce se equationes (12)—(14) in

(20) a<>2-= @ (a,2")2",
(20a) ab2“= V.(, 291 - «(2-,29]%<+ [1-
(20 b) avbh= a-j-[1—<H( 2] 2".

Ce relationes pote esse expressa etiam in forma:

(20 ¢)
(20 d) 052"= oT 2¢
(20¢) an2" = a-4-{2-

ubi valores superiore (2",a—2” a-f-0) vale, si vale subsumtione
(20f) 2"C> '

et valores inferiore in casu contrario.
Equatione (20a) es équivalente cum equatione

'(21) a32" = a-(-(— D»'<e8)2",

quia (—Dy»(*>2'>es equale — 1 si es 2" Q a et equale -j- 1 si es
2“ non Q a.

Nos vol demonstra etiam duo simplice relationes inter addi-
tione, multiplicatione et declinatione logica ex uno parte et addi-
tione, subtractione et divisione arithmetica ex altéra.

Pro forma summa logica de duo numéro (Ib) nos scribe
si in correspondente locos de summandos es cifras 0 et 1, 1 et O
1 et 1. Nos obtine tamen summa arithmetica de duo numéro (1 b),
si nos scribe pro 0 et, 1 et 0 cifra 1, et pro 1 et 1cifra 0 et adde
correspondente potentia de 2 ad cifras in parte sinistro. Producto
logico contine cifras 1 solum in locos, in que summandos habe
cifras 1 et 1. Ergo si nos adde in modo arithmetico producto lo-
gico ad summa logica, tune nos obtine summa arithmetica:

(22) a4-6 = (ao6) + (a<>i).

Declinatione de duo numéro contine cifras de uno et altero sum-
mando, que non es in ambo. Nos obtine ce cifras, si nos subtrahe
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ab somma logica, continente extra ilia cifras et cifras commune,
ista ultima. sive producto logico:

(23) a$b= (@wi)- (@ h).

Systema (22), (23) da post additione et divisione, et post sub-
tractione et divisione supra citata relationes in forma:

a-(-b.aqQb
(24) a<jb~ é (23
b a-j-b a%b.

Relationes (12)—(15) demonstra, quod si nos elige pro dominio
logico dominio de numéros (1b), tune es algebra de logica un parte
de arithmetica. Omne operatione logica pote esse tune expresaa per
operationes arithmetica additione, subtractione, multiplicatione et po-
tentia.

Cracoria, Febrnario 1922.



Remarque relative aux transformations
linéaires, orthognales.

Par
A. Hoborski.

Le théoreme suivant est bien connu: si les nombres aa(i,k= 1,2,3)
satisfont aux égalités:

(1) N<4=1 (<= 1,2,3),

) 2 ak= 0 )}j —1,2,3),

le déterminant:

a11, «U, «u
3) all, Uji, °S)
°l11>
vérifie la relation:
(4) d= 1.

Mais on n'a peut-étre pas encore remarqué lexistence du théoréme
que voici: lorsque les nombres aik(t, k —1 2,3) sont réels, les
équations (1) et (4) entrainent les relations (2).

En effet, si I’'on pose:

i
©) = J? atiaik (i,9=1,2,3),



71

I’¢quation (4) peut s’écrire:

1, e12, 63
M2 as oo
AM3) AB) 1
d’ou
122 "4 P -j- HB— 2£126Jt &ss — 0
Oou encore
(6) (*,.-&» M *+G --*?)&+ tfa=o0.

Or l'une des formules (5) et I'inégalité de Schwarz donnent

donc, a cause de (1), on a

(7)
Les relations (6) et (7) donnent:
L‘J-Ij: /\]_3::0)
C. Q. F. D.

Cracovie le 1-er avril 1922.



Sur les trois classifications des fonctions
représentables analytiguement.
Par
S. Kempisty.

(Résumé d'un mémoire publié en langue polonaise dans le supplément au présent
numéro des Annales de la Société mathématique polonaise).

A coté de la classification de Baire, je considere celles de
Young et de Sierpiiiski. On les obtient en se limitant soit aux
suites monotonnes (cl. de Young) soit aux séries absolument con-
vergentes (cl. de Sierpinski). Les définitions exactes se trouvent
dans ma Note ,Sur les séries itérées de fonctions continues" X.

Au sujet de toutes ces classes d’especes différentes je démontré
les trois nouveaux théorémes suivants, en étendant les théorémes
de M.M.Sierpinski8 Hahn8 et Mazurkiew icz% aux classes
supérieures :

I. Pour qu’ une fonction soit de laclasse a de Sierpinski
il faut et il suffit qu' elle soit une différence de deux fonctions de
classe a de Young et du méme type.

Il. Soit g(x) et h(x) deux fonctions de la classe a-|-1 de
Young la premiére étant du type /, la seconde du type u. Si

V(«)>A(«),

B S. Kempisty: Fund. Math. Il (1920) p. 64.

) W. SierpilGski: Sur les fonctions développables... F. M. 11 (1920) p. 18.

*) H. Hahn: Uber halbstetige n. unstetige Funktionen Bericht. Akad. 126
(1912) p. 103.

4 S. Markiewiez: Sur les fonctions de la classe 1... F. M. Il (1920) p. 32.
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il existe une fonction f(x) qui est la différence de deux fonctions de
la classe < a de Young du méme type et remplit la condition

2*)>1(*)> >»(»)e

I11. Si F(x) est une fonction de la classe a de Baire et e un
nombre positif, il existe une fonction /(«) qui est la différence de
deux fonctions de la classe a de Young du méme type et qui
est égale a J’(@) a moins de e pres.

Comme conséquence immédiate j’obtiens le théoréeme.

IV. Pour qu’ une fonction soit dé la classe a de Baire il
faut et il suffit qu’elle soit développable en une série uniformément
convergente de fonction? de la classe a de Sierpinski.

De plus je donne* une nouvelle démonstration d’uu théoréme
de M. Young, étendu par Hahnl) aux classes d'ordre transfini.

V. T.oute fonction de la classe a de Young des deux types
appartient a la classe a de Baire.

C'est la réciproque d’un autre théoreme de M. Y oung que j ai
généralisé dans la note citée et qui n’était démontré qu’au moyen
des ensembles de Borelpar M. M. Young?2 et Hahn ).

Wilno, janvier 1922.

) H. Hahn: Théorie d. reellen Kunctionen (1921) p. 346.

s) W. H. Young: On fonction» and their associated sets of points. Proc,
Lond. Math. Soc. 12 (1913) p. 260.

8 H. Hahn loc. cit. p. 347 (généralisation de la démonstration de Young
aux classes traustinies)



Sur les surfaces singulieres des fonctions
analytigues de deux variables complexes.
Par
F. Leja.

(Une nouvelle démonstration dun théoréme de M. F. Hartogs).

§ 1, Il y a une différence essentielle entre les fonctions ana-
lytiques d’une variable et celles de plusieurs variables au point de
vue de leurs singularités. Etant donné un domaine quelconque con-
nexe du plan, il existe une fonction analytique uniforme d’une va-
riable, réguliére aux points intérieurs de ce domaine et ne pouvant
pas étre prolongée analytiquement au dela de sa frontiere.

Au contraire, pour qu’un domaine connexe de l’espace a 2»
dimensions puisse étre le domaine d’existence d’une fonction ana-
lytique de « > 2 variables complexes, sans que la fonction puisse
étre prolongée analytiquement au dela de la frontiere du domaine
considéré, il faut que ce domaine soit d’une nature trés particu-
liere.

Des résultats remarquables sur ce sujet ont été publiés par
M. H. Kistler®, F. Hartogs? et E. Levi’). Je m’occupe ici dune
question, traitée par M. F. Hartogs.

Envisageons le probléme suivant: Soit G(xyx'y') et HCxyx'y")
deux fonctions réelles de 4 variables réelles qui jouissent des pro-
priétées suivantes:

1° Elles sont définies dans un domaine ayant le point
0 (&0y0 y0) a son intérieur et s’anullent en ce point.

#® H. Kistler: Uber Funktionen von mehr. kompl. Verrinderlichen Dis-
sertation. Basel 1905.

) F. Hartogs: Einige Folgerungen ans der Cauchy-schen Intégral/or-
mel. Minchener Ber. t. 36 (1906). — Uber die ans sing. Stellen einer anal. F.
mehr. Verand. bestehenden Gebilde. Acta mat. t. 32 (1909).

) E Levi: Studii sui punti sing. essem. delle f. anal, di due variabili
complesse. Annali di mat (3) t. 17 (1910) et t. 18 (1911).



7b

2° Elles ont des dérivées partielles continues du second ordre
dans ce domaine.

3° La matrice

3(G,H)
2(xy x'y")
est de rang 2 au point O.

Les équations
1) G(xyxy)=0 H(xyxy)—0
représentent une surface a deux dimensions passant par le point 0 de
I’'espace a 4 dimensions. Une telle surface sera dite singuliére isolée
pour une fonction analytique uniforme f (zz") de deux variables
complexes z et z', ou l'on a

z=Xx+1iy, 2'= z'-(-1y,
lorsque les deux conditions suivantes sont satisfaites:

a) Etant donné un point quelconque de la surface (1)41 existe
un voisinage de ce point dans lequel la fonction f (zz') est régu-
liere a I’'exception des* points de la surface méme.

. /) Les points de la surface (1) sont .des points singuliers
pour f (zz).

Cela posé, cherchons a déterminer les conditions
qui doivent étre vérifiées, pour qu’il existe une fon-
ction analytique f(zz') pour laquelle la surface (1) soit
singuliére isolée.

M. F. Hartogs ’) a prouvé qu’une telle surface ne peut pas étre
quelconque; il a montré que, si les deux jacobiens

3(GH) Z(GH;
© S(xy) " 3(xy’

ne sont pas identiquement nuis, la surface (1) doit nécessairement
étre susceptible dune représentation par une seule équation de la
forme

CP(329=0,
<p(zz') étant une fonction analytique, mais la méthode de M. Har-
togs ne sapplique pas au cas, ou chacun des déterminants (a) se-

rait nul.
Je vais exposer une solution de notre probléme par une voie

différente de celle suivie par M. Hartogs. Cette méthode ne laisse

> Voir Acta mat. t. 32 (1909).
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pas échapper le cas particulier précédent et si, dans les autres cas,
elle repose sur des hypothéses plus restrictives que celles de M.
Hartogs, elle n'exige pas les développements préliminaires compli-
quées que nécessite la méthode de M. Hartogs.

§'2. Je m’appuie sur un lemme, dont la démonstration, due
a M. Hartogs, est bien simple.

Lemme I. Soit f(zz9 une fonction analytique réguliere et uni-
forme aux points

(z,2") ,ou00<]2,<(», z'=0
et supposons que le point z= z'— 0 est Un point singulier pour cette
fonction. Dans ces conditions, a chaque ef>0 il correspondra un
nombre 6*>0 tel que sur chaque plan z'= Zn ou z0 est un nombre
complexe de module plus petit que 0, il existe au moins un point
/'z0.z'0) ,ouI”ol0o

singulier pour f (zz').

Démonstration ’): Soit ¢ un nombre positif quelconque et 1)

un autre nombre positif plus petit que et que e

La fonctionf (zz') étant réguliere aux points de la circonférence
M=11 y=o0
il existe un nombre positif $> I7 tel que f(zz'} soit réguliere dans
le domaine
2 y—a<\z\<ri+d , |2'K<5
et que, par conséquent, elle puisse étre représentée, dans le domaine
(2), par une série de Laurent
+°
(3) f = "rs.(z")z",
dont les coefficients s,(z(), »= 0, + 1, £2...,. sont des séries en-
tieres par rapport a z’, absolument convergentes pour ]z'| < d.
Je dis que le nombre d satisfait aux conditions du lemme.
En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi, il existerait alors un
point Z, tel que ,zé|<3 et tel que la fonction f(zz*) soit régu-
liere en tout point
,oup|<f.
# Cette démonstration se .trouve dans les Acta mat. t. 32, p. 68. Une

autre démonstration, a l’aide de I'intégrale de Cauchy est insérée dans Min-
chener Ber. t. 36.



Il sensuit qu'il existe un nombre positif ¢' tel que f(zz'} soit
régulier dans le domaine

(4) hl<?<E, P'—4|<p’

et puisse y étre représenté par une série entiere
®

(5) f(«') = o.(*—$% 7,
0

dont les coefficients o0,,(z'— z6) sont des séries entieres par rapport
a z'— Zg absolument convergentes pour [2Z—"| < p'.

Mais les domaines (2) et (4) ont une partie commune dans
laquelle les développerhents (3) et (5) doivent étre identiques, donc
on a les identités

gn(z)= a,,{zz— 7290 n—0,1,2,...
8 ,(z')~0 »m= —1,—2,...
dans la partie commune des cercles
,2'|<d7 |S'—«C]_<P'
Il s’ensuit que les coefficients d’indices négalifs de la série
(3) sont identiquement nuis; mais dans ce cas la série (3) serait
absolument convergente dans le domaine
p,<t7 + & h|<«5

et la fonction f (zz') serait réguliére au point (0, 0) ce qui est con-
traire a I'hypothése. Le lemme est donc démontre.

Considérons une fonction analytique dune variable complexe
<p(2), réguliere et uniforme dans le voisinage du point z= 0 et
s’annulant en ce point. L’équation

(6) 2'— qy@)= 0

représente une surface, dite caractétistique*), passant par lorigine
des coordonnées, de l'espace a 4 dimensions. Par chaque point d’un
certain voisinage de l'origine des coordonnées passe une surface et
une seule de la famille

@ S —7(9= <
t étant un parameétre complexe.

i) Cette expression est due @ M. T. Levi-Civita. Rend. délia Ace. dei
Lineei t. 14, 1905.
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Cela posé, on peut étendre le lemme précédent comme il suit.

Lemme 'll. Soit f (zz.") mie fonction analytique réguliére et
uniforme aux points

(z, <P@©) ,0u0 <\z\<c¢,
de la surface (6), le point z— z'= 0 étant singulier pour cette fon-
ction. Dans ces conditions, a chaque e > 0 il correspondra un nombre
%> 0 tel que sur chaque surface de la famille (7), ou
Pi<d
il existe au moins un point
(Za.zo , QJ |20|< £, Zo=<t>(z<f-ft,

singulier pour f (zz").

Démonstration Posons dans la fonction f(zz'")

7z=7<p(z) + t,

t désignant une nouvelle variable complexe. On trouve

[(z, <X+ 0 = J°(2, ),

F(z,t) étant une fonction analytique de deux variables complexes
z, t, réguliére et uniforme aux points (z,t), o0 t—Q et 0< |s]|
mais admettant le point z= t= Q pour point singulier.

On peut donc appliquer le lemme précédent, d’ou il résulte
qu'a chaque f > 0 il correspondra un %> 0 tel que sur chaque plan

<= 9 , ou 1D1< 6

il existe au moins un point (z0X0) singulier pour F (zt), z, étant
de module plus petit que e. Cela posé, il suffit deffectuer la sub-
stitution

t= z'— <p(f)
pour reconnaitre l’exactitude de notre lemme.
§ 3. En appliquant ce lemme on peut démontrer le théoréme
suivant:

Théoréme: Pour que la surface (I) puisse w
dans un certain voisinage du point 0. en lequel la matrice
3 (GH) , . . -
3xyx' ) & ran9 deux, il est necessaire que 1° lun de deux ja-

cobiens
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3(GH) 3(GH)

3(xy) 7 3(xy)
soit différent de zéro au point 0, 2* si c'est le second qui est diffé-
rent de zéro et si le systtme (1), résolu par rapport a x' et y' est
de la forme

) x'= g(xy\ y'—h(xy),
on doit avoir

3g 3h 3g 3h
3x 3y’ 3y 3x

au point 0.
Démonstration: Je supposerai pour plus de simplicité que le

point O soit l'origine de coordonnées.
Par hypothése, le systtme (1) peut étre résolu par rapport
aux variables qui forment I’'un de six systémes suivants:

Y, yffoyy', Xty
Je dis qu’il suffit de ne considérer que les deux derniers cas, car
le premier cas se réduit au dernier si I'on échange les variables
complexes z et z' et les trois autres cas se réduisent successive-
ment au 5-iéme par la substitution a z et z' de iz et iz', de iz et
z' et enfin de z et iz".

a) Examinons d’abord le dernier cas ou le systeme (1) est,
dans un voisinage du point 0. équivalent au systeme (8). En ap-
pliquant la formule de Taylor, on peut écrire ce dernier systeme
sous la forme

= 9iX+ yty + yii*4+ fyry+ gtty*

© y'= hyX+ hty -4- Anae+ 2hltxy + /siy3,
ou l'on a posé
29 .
xé 9 3y
_ 3ig ., Sy _3ig
511~ 2 Jx»’ ~ 23x3ff S4—

les dérivées prémieres étant calculées pour x =y = 0 et les déri-
vées secondes se rapportant au point Ox et Oy. ou 0 est un nom-
bre de lintervalle ouvert (0, 1); les symboles /(,, h,, ont une signi-

fication analogue.
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Considérons la surface caractéristique du second degré
(10) 7' — az-\-bz*,
a et b étant des nombres complexes, dont

a fig* 0j

tandis que 6= e, bt sera déterminé plus tard. Les équations
réelles de la surface (10) ont la forme suivante

X'= htx — hrf-"bAx* — y»)— 2bxxy

y'= htx+ h_y+ bx(xI—y2D+ 2btxy.

donc les coordonnées (xy) d’un point (xy x'y') commun aux surfa-
ces (9) et (10) satisfont au systeme

(12) Axy-\-(glt-\-b*—Q

(A, i—iT)x’4-2(Alt- i Dxy4-(Al,4-i,)y,=0

Supposons que la surface (9) soit singuliere isolée pour une
fonction analytique f(zz'). Je dis que l'on doit avoir

yl=Aj, gt= hv

En effet, supposons le contraire et soit par exemple gx-)- hx=|=0. La
premiere des équations (12) peut étre écrite, dans le voisinage du
point x ==0, sous la forme

(13) y = ax+ px*,

a étant le nombre suivant

F+ *

et p étant une fonction de x, continue dans le voisinage de x= 0.

Désignons par R(xy) le premier membre de la deuxiéme des
équations (12) et portons-y la valeur (13) de vy; il vient

R (x, ax -j- px*) — Ax-  Bx*= 0,
A et B étant des fonctions de x, continues dans le voisinage de
x = 0; on a en particulier
d (x)= fen —06,+ 2a(fn —ii)4" 4- fiy>

les symboles hlk désignant les valeurs des pour la valeur (13)
de .

Il est évident qu’on peut choisir les nombres 6, et bi de
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telle sorte que l'on ait A (0) > 0. Le choix de ces nombres étant

arrété de facon a satisfaire a la condition précédente, il existera
un nombre positif o tel que I'on ait
(14) Ax -(- Bx3> 0 . pour

comme cela résulte de la continuité des fonctions A et B.
Soit p un nombre positif plus petit que o et tel que la fon-
ction f(zz') n’ait dans le domaine

€) M<gW<ekl<(blyl<g
aucun point singulier non situé sur la surface (9).. Il suit de I'in-
égalité (14) que la surface caractéristique (10) ou (11) n’a dans le
domaine (15) qu’un point unique 0 commun avec la surface (9),
donc f(zz'} est régulier en tout point de la surface

(16) 7' —az-\-bz2 , 00 0<|z]|<cg,
le point 2= 2'= 0 étant un point singulier pour f(zz'").
On peut donc appliquer le lemme Il a la surface (16). En

conservant les notations de ce lemme, désignons par e un nombre
positif plus petit que p et tel que linégalité

a7 + , Pour M < f

soit satisfaite. Je dis que, si petit que soit $> O, il existe des sur-
faces de la famille
(18) z'—azbz2 1 ,ou |t|<d
qui ne contiennent aucun point (zz'\ pour lequel on ait|z| < £, et qui
soit un point singulier pour f\zz").

En effet, soit d> 0 aussi petit que I'on voudra et 8 un nom-
bre réel satisfaisant aux inégalités

Q<8<0, o0<~j-.

La surface

(29) 7' = az+ bz2-j-id

appartient a la famille (18) et Iinégalité (17) montre que tout point
(20) (««) o0 fz|<4£

qui est situé sur cette surface, appartient au domaine (15); donc les seuls

Rozpr. Polskiego Tow. matem. 6
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de ces points qui pourraient étre des points singuliers pour /(m»')
doivent étre en méme temps situés sur la surface (9).

Mais les surfaces (9) et (19) ne se coupent pas dans le do-
maine (15), parce que, |«| devant étre < e. on doit avoir [x| < e<d
et la coordonnée x dun point (xyx'y') commun aux surfaces (9)
et (19) doit satisfaire, d’aprés ce qu’on a vu, a I¢quation

AXi-j-Bxa-(-6= 0;
or, cette équation n’a, en vertu de (14) et de Il'inégalité 0>0, au-
cune solution x, plus petite que e en valeur absolue.

Donc le cas, ou gt-j- A ==0 et pareillement celui ou gx— a2=}=0
sont incompatibles avec le lemme 1l, ce qui prouve la seconde

partie du théoréme.
f3) 1l reste a examiner le cas, ou les deux premiers des ja-

cobiens

3(GH) 9(GH) 3(GH)

dfry)” d.(x'y)"  9(yy)
sont nuis au point O, tandis que le troisieme est différent de zéro.

Le systeme (1) peut étre écrit sous la forme
(21) y=g(xx), y = A(xx),
ou l'on a
3h
ox = 0 ax O

au point O, ou bien, en appliquant la formule de
forme

(22) y= Sit+ Sn*2+ 2yl
ou les symboles gt h,, gu, hit ont une signification tout a fait ana-

logue a celle qu’ils ont dans le systeme (9).
Considérons la surface caractéristique

(23) y —"2
dont les équations réelles sont les suivantes
(24) X'= bt (x2— yi)~2liixy

y'= 02(z2— y2) 26t Xy
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Les coordonnées x et x' d’un point commun aux surfaces (22) et
(24) satisfont au systeme d’équations

— B (x2— g (xx")2)-j- 262xg (xx') = 0
— h (xx") -]- 6, (x2—g (xx")2 -j- 26ixg (xx")= 0

dont la premiére peut étrt: résolue, dans le voisinage de £=a/= 0,
par rapport a x' au moyen de la formule

(26) X'= a(z).x2
a(x) étant une fonction de x, continue dans le voisinage de r =
et se réduisant a
a(0)= e1(l —gv— 2by1l
au point x = 0.

Désignons par B (xx') le premier membre de la deuxieme des
équations (25) et portons-y la valeur (26) de x'; il vient

B (x. ax2 — Ax2-j- Bxs

A et B étant des fonctions de x, continues dans le voisinage de
X —0; on a en particulier

A (x) = —h2a(x)-j- b2(1 — g2+ 2é.y,,
donc
O=\1[2*- @- ghhg+ 6,[2" + (1- ?i)]

On peut choisir les nombres &, et b. de fagon que Ion ait

“7(0)>0;
c’est possible quel que soit 91 et h2, parce que les deux équations
29 - (1- ?)A= 0, 2g.ht+ (1- =0
n'ont aucune solution réelle commune. D’autre part, 6, et b2 étant
choisis de la facon voulue, il existe un nombre positif a tel que
I’on ait
FEr2 >0 , pour 0< |ai < o

donc il existe un domaine susceptible d'étre défini par des inégali-
tés de la forme (15), dans lequel la surface caractéristique (23)
n’a qu’un point uniqgue 0 commun avec la surface (21).

Il ny aurait plus qu@a réproduire le raisonnement exposé plus
haut.pour prouver que la surface (21) ne peut pas étre une sur-
face singuliere isolée. Le théoreme est donc démontré.

6*
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Appelions point régulier de la surface (1) chacun de ses points,

- c((t H\ L
pour lesquels la itiatrice L& HY est de rang 2. Notre theoréme

montre que:

S'il existe une fonction analytique de deux variables complexes,
pour laquelle la surface (7) serait une surface singuliere isolée, cette
surface doit étre nécessairement caractéristique dans le voisinage de
chacun de ses points réguliers, c’est-a dire que son équation doit avoir
I'une de deux formes

2’= <),
les fonctions <p étant analytiques.

Ajoutons qu’a chacune de telles surfaces correspond effecti-
vement une fonction analytique, par exemple

= _¢p (I,
pour laquelle cette surface est une surface singuliére isolée.



Aspetto intégrale delle curve inviluppi
Nota del

Dr. Witold Wilkosz.

Cracovia.

In un lavoro recente ,Un problema intégrale nella teoria delle
funzioni implicite ) ho cercato di esaminare il modo di comportarsi
délia soluzione delle funzioni implicite in tutto il campo pres-
critto a priori (sotto certe condizioni), ed ho introdotto un "metodo
di esporre la quistione in modo che il raggionamento la usato po-
trebbe esser facilmente applicato aile quistioni analoghe. Nel lavoro
présente voglio studiare in modo simile il comportamento intégrale
(»im GroBen*) delle curve inviluppi di una famiglia ad un para-
metro. Incomincio colla esposizione elaborata delle idee dovute al
prof. G. Peano8.— ma colle modificazioni necessarie conformi al
nostro . problema.  Quella parte del lavoro non contiene quasi
niente'di nuovo — la posizione stessa délia ricerca rimane ancora
»locale® (,,im Kleinenu). Ne segue la seconda parte ove incominciano
le ricerche mie in guisa da far vedere la forma delle curve inviluppi
(délia quali gli elementi furono dati per mezzo dei teoremi délia
prima parte), in tutto il campo prescritto a priori. Un caso parti-
colare, ma del tutto intéressante, quello di periodicita chiude la
memoria.

8§ 1 Punti limiti di una famiglia degli insiemi ad un pa-
rametro.

Bull, de I’Acad. Polonaise 1920. Cracovie.
*) Applicazioni geometriche del Calcolo. Torino 1887.
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Consideriamo una famiglia degli insiemi data in modo, che
ad ogni t soddisfacente alla condizione

corrisponde un insieme determinato E(t), composto di punti posti
in uno spazio aritmetieo a n dimensioni delle variabili reali (SA

[E(t) pud essere anche vuoto per certi valori di t 1]
Sia P un punto generico dello spazio <§,
di cui le coordinate sono:

Indico con d (P.E(f) la distanza cioe il limite inferiore delle
distanze di P da un punto qualunque di E(tf) — ad eccezione
del caso ove £'(<) fosse vuoto d(P,£(<)) & un numéro non negativo
perfettamente determinato.

Df. Diremo A(x\A). . . punto di S,, punto limite délia
famiglia {E(t)};Z* con tendente verso vy (a< y< ft
se:
limd(J#H= 0.
L}

Df. Insieme di tutti i punti limiti per y fisso indico Con

79()

§ 2. Risultante ed éliminante délia famiglia delle curve
reali ad un parametro.
I. Sia una funzione a tre variabili reali
P(xya)

avente la proprieta di essere continua colle sue derivate parziali
d’ordine primol) nel parallelepipedo seguente:

Xi X  t2
yi Ssy y2
[condizione a].

) Diremo con Bolza che F g di Classe C'. cf. Lectures on Calculas of
Variations.
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Cou (sa indico la figura composta di tutti i punti P(£j?) tali, che
(1) (§,»/,a) cade in r

(2 P(8,i7,a) = 0.

[Diremo curva

Per ogni a in [z aZ] (chiuso!) consideriamo la seguente fa-

miglia.

ove E,(h) indica la figura totale dei punti soddisfacenti al sisteina:

(P(zya)= 0
| F(xya + h) = 0.

Abbiamo adesso per ogni a in"[a,a2| la figura D,(U) composta

dei punti limiti — ed anche insienre di tutti i punti appartenenti
a qualunque delle che io denoto cou L e chiamo la résul-
tante délia famiglia nel campo Rr.
II. Teor i. Ogni punto di A(a) soddisfa il sistema
[ ox F{xya) = O.
w o y.(M«) = o

Dim: Sia P(cp/p un taie, allora
(1) in un certo intorno |/>|* d
A(P.E.(h}) deve avéré il senso — donde e, (k) non nullo.
(2) lim AP ,Eathp = o.
h/0

(3) Sott la condizione (a) dev’essere E, (h) un insieme chiuso —
quindi esiste almeno un punto A appartenente alla e, (h) taie che:

dist. (AP) = A (P .Eanh));

questi punti formano anche un insieme chiuso — ne prendiamo
quello che ha le coordinate minime — sia B, (x(h), y(h}).
Ne segue:
lim x(ti) = x
h/o
lim yh) = yr
h/0
ma anche:

/ (a:(A),y(h),a+ A= U
P(x(A), y(E), a) = 0

# Jordan. Cours d'Analyse v. 1



donde:
F{x'h), y(K),a) = 0
F(XA), ¥(A), a + f?— F(x(h),y(h),a) A
OVVero:
m fW)y(A),«)= O e
W |F ax(A),y(A),a+ 0A) A= 0

cou 0< OA) < 1 {perché R & un campo convesso)
Passando al limite abbiamo:

F (xPyPa) — 0
F.{xF/Pa) 0

cio che dimostra il teorema.
Se chiameremo la éliminante délia famiglia, insieme di
tutti i punti (xy) tali che per qualche a

sistema (a,y, a)

annulla ($)*), il nostro teorema ci dice in tal caso:

Ogui punto délia risultante fa parte délia éliminante di nostra
famiglia.

I11. Poniamo,' che non solo F ma anche F,, siano di classe (C2
[condizione a6 nel campo (7?)

Sia (xuyoao) un sistema annullante (S) ed ancora
(1) (*0'/o«o) un punto interno di (R)

3 (W

@ 10ya) = S0
quindi, auche in un certo intorno di questo.

| teoremi noti délia teoria delle funzioni implicite vi danuo:

Esiste un sistema dette funzioni

2™, yK
ed un numéro a> 0 tali che:

JF(2(A),y(h),a0+ h*0
@] \Fm,y(h),,, 0”0

sia diverso dallo zéro nel punto (zoyoao)

per |[AjSia e a a0-f-h a2

) Direinof a appartiene al punto (37/) délia éliminante.
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(2) 2(A), I*(I" e di classe C per |A|iSo
(3) ogni punto [xya) annullante (S)
ha per Ja—n01 d la forma

X = 2(a—a0), y= fila— a0, a

4) 2(0) = xo0, MO) = "o
Dimostreremo il teorema:
Teor. 2. Ogni punto (2(A),y{h) & un punto limite, ed ap-
partiene allora alla L se |[h|< a' < a per qualche a' opportuno.
* Dim. Vogliamo risolvere il sis'tema (1)

F(xya,, + A= 0
F(zy”)=0

in vicinanza del sistema x = x,yu= y0Oh= 0 per x e V.

Il Jacobiano di quelle & infelicemente nullo nel punto sopradetto,
bisogna adoperare un artificio:, Al posto di (1) poniamo il sistema
seguente:

=0
(T) per h3=0
h.
F(xy«,) :: 09} (1") per i — 0.
od ancora:
| ~O7/«0) = 0
[ F(xya0-f- 0 (h.xy).h)—Q
con 0 < 0< 1risultante dal teorema délia media — il quale e anche

di classe (C) com’ facile a confermarsi, calcolando le derivate di
(V) e (1) direttamente; il suo Jacobiano per x &y

FJxy(t0 Oli), F*xya”Oh)

I"xyh’) — F,(xyat) Fy(xya0)

e diverso da zéro per x = X,y = yOh = Q perché:

1(jo.700) = I(x0y0ao) =(= 0.
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E possibile trovare una 0 < a" <f o taie, che:
Esistono due funzioni, I(h), m(K) per |h|< a" tali che

(1) Z(A), m(h) di classe C & per |Al< a"
F{l\ﬂwAfj vaﬁﬁg W+ K= 0 5 I —

(3) ogni punto (xya) con |a — a,| ST ff*, che soddisfa le (5) ha la
forma

X — l(a — <€0)
y = m(a— a0)

(4) Z0)= xQ m(0) = yo.

(5) Quel sistema Z(A), w»(A), soddisfa anche le (1) — ed & unico

di tal genere.
Allora per |A] a" le curve 20 Ae <, hanno un punto unico

in comune riella vicinanza di {xoy® — donde:
J(PAA,(A)= lIx0- Z(@p + [y.- »MI« { = (x&0}
quindi:
Ii% d(PoA;(A) = O

ne segue, che (xoyo) ¢ un punto limite.

Le stesse condizioni, che valgono per (xoyo) hanno, luogo
anche per ogni (2(A), y () in vicinanza di (xoyo) se, solo |[h| o7
e opportunamente piccolo — Il teorema viene allora dimostrato.

Mostreremo ancora che:

Teor. 3: Se Faa(xoyaao) 3=0.

allora esiste una 0 < a™ < c taie che

per |A"| a"™ la curva 6°*

¢ tangente alla curva

(6) T2 limn~ "
y= A |
Dim: Cerchiamo </" > 0 taie, che
F,,(A(h), a,4-A 30 con |A|*0"™'

Considéra 6" — Ivi ICx*O g =0
quindi |a H 1A;/14=0 in (xoyaao)
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— la cnrva ha dunque un elemento regolare

»(0> y(<)
taie che
®(0)=x6 y(©) = yo
e di classe C'. Per la tangente di <& in (zoyo)
abbiamo:
(7) A(Moy.00) ®'(°) + ~(Moyoflo) my'(0) = 0
ma contemporaneamente
(8) Fai(aOy0ao) «2'(0) + / 5(ar0y0«0) . *'(0) + Faa(x0y0a0) = 0O

cid che segue dal

IT .f+A), a0 A= 0
TEA), NA), b)) =
Donde:
@ P'(0)| + |M'(O)|=t=0
2 zZ’(0) V(0) - y'(OM’(0)= 0

cioe: < e tangente alla (6).

In vicinanza di |h| a"™ ogni punto (<I(A), /t(A)) & nella stessa
posizione che quindi-il teorema susiste ancora per essi.

IV. Addendo adesso due nuove condizioni possiamo proseguire
un poco avanti:

[Condizione /7] Sia per ogni punto (zoi/oa0) soddisfacente la (S)

[Condizlone y]. Sia per ogni (zoyoag) annullante la (%)
~«.(aJoyo«o) + 0.
allora sotto le condizioni (ai—»(y) abbiamo il:
Teor. 4. (1) Ogni punto (xy) délia éliminante, che con sua a

appartenente ad esso da un sistema (xya) cadente dentro di (&), fa
parte délia risultante e viceversa.
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(2) Ogni punto délia éliminante, che colle sue a cade nell’ in-
terno di (fi), appartiene con ogni taie a ad un elemento délia éli-
minante il quale in ogni punto é tangente alla <2 determinata —
poi esso*e punto limite delle intersezioni di G colle curve in vici-
nanza (in rispetto di «). Diremo brevemente. che in tal caso ogni
quel punto appartiene per ogni a corrispondenté ad un arco dei
I’inviluppo.

§ 3. Prolungazione dell’ elemento inviluppante.

I. Le condizioni sopradette ci danno, che

R 3(F,Fa)
I(xya) —

ammette snlla éliminante il limite inferiore dei valori asso-
luti (v> 0). Tutte le derivate F, 1A Fm Fag F,, F,, hanno il limite
superiore dei valori assoluti, che indico con iV (>-0).

Consideriamo un punto 1/0(z,y0«0), annullante (S) ed interno
di (I?) — esso fa parte dell” arco inviluppante

»(«); y(«)

dato in un certo intervallo (a0— a, <, a).

Per mezzo dei metodo ésposto completainente nel mio lavoro
citato, possiamo prolungare quell’ arco in due lati — sia (a,, t,
intervallo massimale d’esistenza per quell” arco prolungato. Natural-
mente: a, < a,, <C fi2-

Abbiamo pero:

F(x(a),y(a), a)==0|

F.(x(a),y(a),a)=0j u I )
quindi:
al(a). F, 4-y'(a)Fy=-U )
XN FAN-y y'(a)Fay==f, n (B
donde:
(@ : 3(F, FJ
1, 9(xy)

y'(«) =



93

allora:

[/ ()™ in

ma quello ci dimostra, che esistono i limiti:

lim x(&) — x,, limy ()=},
desi al«.v

li —yM lim y(d) —v,,
lim x(@@) —y m y(d)—vy

I punti M (xi,,yM ed M(x,,,yfl) annullando (S) appartengono
alla éliminante.

II. Un punto (i0y0) délia éliminante potrebbe avéré piu che
una a corrispondente, ma:

Teor. 5. 1l numéro delle a corrispondenti & finito.

Dim. Altrimenti esisterebbe una successione convergente delle

tali :

con I% «y0 = a0

cosi che

1) ag)mni1l,2 ... diversi fra loro

2 ("oyoflo™) soddisfa (S)

quindi (xoyoat) farebbe lo stesso.

Ma se

F.(xty,,.aP) = Q
Fa(xoy0aa) = 0

allora sarebbe
fsL(@049oa0) = 0

ci6 che contradice la (y).

Da un punto determinato délia éliminante, cadente dentro
di (A) non esce che un numéro finito degli archi inviluppanti:

§ 4. Il carattere topologico degli archi integrali.

I. Ancora una condizione restringente ci permette andare piu
avanti.



A

[Condizione d]. Esiste per lo piu, un numéro finito di punti
délia éliminante .sulla frontiera del quadrato

fx, < aga< a, [
R iyl y yf

e da ogni taie esce per una a uno ed unico elemento délia éliminante.
Il metodo accennato di sopra, vi permette per ogni sistema
M (xya) soddisfacente la (S), attaccare una curva nello spazio

{&(a),y(@,a} in [na t)]

ehe io indieo con WM
Se M' fa parte di Wn allora

WM

perché in vicinanza di P le e TF,, coincidono — ne segue la
identita totale di ambedue.
Teor. 6. Il numéro delle W diverse in (K) & finito.
Supponiamo che vi esiste un numéro infinito delle W —
quindi anche una sequenza:

ft, tp2... IF,...
e da ogni W, io scelgo qualche punto determinato P({) — Questi
ammettono almeno un punto limite, sia P — e supponiamo, cidé che
e lecito
Hm — P P,(@y.o,)= P,

Il punto P appartiene alla sua W,..

Tutti i punli délia éliminante in vicinanza di P cadono sulla
W\ — quindi TPW non possono essere diverse.,

Corr. Ad ogni curva TP(a(a)y(a),a) corresponde un arco délia
éliminante (x(@), y(0)).

Il numéro delle diverse e dunque finito.
II. La questione dei punti multipli di Zw o punti comuni
fra due Zwe Zw rimane ancoro aperta — vi possouo darsi casi

diversissimi. Ma per poter dire qualche cosa piu précisa ammetto
una restiziorie ancora piu forte :

[Condizione <. Sulla frontiera di R non esistouo punti délia
éliminante.

Abbiamo in tal caso.
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Teor. 7. Sul mantello di (77) [superficie latérale, se (77, at)
e (77,at) ne sono le basi] Snon esistono punti annullanti la (S) —
sulle basi soltanto un numéro finito.

Dim. Se p. es. sulla (77,0,) vi esistessero infiniti, allora anche
una sérié convergente: ’

(*, ya- - @r,y.,)... -> (x0y0)

quindi :

F(xny,a,) = 0 F.{x.yn«) = 0

F(x«y»ai)= 0 F (x0y,a,) ==0
donde:

Fxr ox n- x,) +F,(fl,) (Y, —y0) = 0
(xn—X0) + F at v.—Yy0)= 0

ove

F(O) = F(x, 4- e x, —z0.yo+ A(y,— y0la)-—
[fl,|<i,p.|<]i

ma in un certo intorno:
F (AR (A)

donde: xu— xQ y,— @ da un certo n.

Teor. 8 0Ogni z»(x @),y (@) e definita in [a,*] e il numéro
delle tali é finito.

Dim. Prolungazione d’un elemento, che da w (x(a).,y(a)) non
pub arrestarsi se non a viene in a, ed «2 od anche x(o0),y(a) al
contorno di 772 — ma quelle & gia escluso per la ().

La curva w esce dal punto interno délia base inferiore giunge
alla base superiore — la w:z corrispondente esce dall’ interno di r
¢ finisce in qualche punto dentro di Rr.

I11. Addiamo ancora:

[Condizione e]: Se (1) F(a:iya) = F(xyo') in 77

) la—a’|
allora * °© a= a’.

Teor. 9. Sotto quella ultima condizione le zw non hanno
punti multipli ed aile diverse w e [P corrispondono z, e zw. che
non hanno punti interni in comune neanche i punti lin ali
dell” una coincidono cou punti inter ni delP altra.
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Le curve z esistono in numéro finito — e sono gli archi di
Jordan aperti o chiunsi (cicli) — tutti i punti interni hanno la
derivata dell’ ordine primo continua — nei punti finali hanno le de-
rivate almeno unilaterali. Se un punto finale d’una coincide con
taie dualtra, quello pud essere un punto angolare: Gli altri non
sono singolari. E possibiie, che due z e Z' siano giunte una con
altra per mezzo dei punti finali — il punto di coincidenza pud
essere angolare. Se consideriamo corne diversi solo quegli archi che
non sono giunti insieme, allora sull” ogni arco délia inviluppante
pud darsi solo un numéro finito dei punti angolari.

IV. Bisogna avéré almeno una delle Z; per quello scopo
ammettiamo:

[Condlzione £]. Esiste almeno un punto dentro di 72 ove la (S)
viene essere soddisfatta.

8 5. Il caso délia F periodlca.

Ancora un caso intéressante:

Sotto le condizioni (a — g) ammettiamo ancora che

['(zya,) = F(xya3)

in tutto (j{) ciog, che r sia periodica.
Dilatando la definizione di £ in modo che:

F(xyd) — F(xya)

ove
5
laj
per a > a3 funzione numerica nota|
ed analogo per a < a,
avremo in
oo < a < + CXD

una funzione continua.
Consideriamo adesso tutti gli archi Z in r corrispondenti aile

w in R
Z,... Z, p Al

Supponiamo la rx divisa in paralleltnipedi per mezzo dei piani
paralleli al piano di (xy) e di altezza e —cq, in tal modo che R
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facendo parte di essi, viene essere indicata con Ro— numeriamo gli altri
succesivamente

mRH KR
Tutti gli archi W in Ro vengono ad essere riprodotti in ogni
S. «0,1,-1,4-~-3...

e danno in proiezione sul piano di (zy) le stesse:

Z ... Zr.

Se zx non é chiusa, allora dal punto finale di essa esce qualche
altra — la proiezione di qualche JP in Hx — quella e quindi
qualche

Raggionando in questo modo avremo la certezza, che le
curve

ZX... Zr

devono essere parteggiate in cicli, diversi fra loro.

[Condizione 17]. Se ancora la périodicité di F & anche (rj) nelle
sue derivate F, F,,F,, F,, Fayallora i punti di coincidenza non possono
essere angolari. Possiamo al fine conchiudere:

Sotto le condizioni [a — ij] la éliminante (o risultante od invi-
luppante) & composta di un numéro finito (non nullo) di curve di
Jordan, chiuse, di classe C', senza punti singolari.

]

Rozpr. Polskiego Tow. raatem II. 7
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