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S u r la p o s s ib ilité  de p lo n g e r un espace  r ie -  
m a n n ie n  d o n n é  da ns  un espace  e u c lid ie n .

Par

E. C a rta n .

M. Janet a démontré récemment ») le théorème, énoncé pour 
la première fois par Schlaefli ’), d'après lequel tout espace de Rie- 
mann à n .dimensions peut être plongé dans un espace euclidien 

à _ dimensions. Je suis depuis plusieurs années en pos­

session d'une autre démonstration, basée sur ma théorie des systè­
mes de Pfaff en involution, et qui met en évidence le degré de gé: 
néralité de la solution g é n é r a l e  du problème.

1. Soit un espace de Riemann à n dimensions rapporté à un 
système quelconque de repères rectangulaires. Les équations de 
structure de l’espace sont de la forme3)

(1)

w; [w, û>„]
k

» (* *.*)
où les coefficients R,j th, composantes du tenseur de Riemann - Chris- 
toffel, satisfont aux relations classiques

(2) Ry.u, +  Rih.ik —  0.

‘) Annales Soc. Pol. Math., 5, 1926, p. 38—73.
’) L. S c h la e f l i ,  Nota alla meraoria del Si g. Beltrami (Ann. di mat., 

2' série, t. 5, 1871—1873, p. 170—193).
•) Voir E. C a r ta n ,  La Géométrie dos espaces de Riemann (Mémorial Sc. 

Math., fasc. IX, 1925).
Rocznik Polakiego Tow. matematycznego. 1
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Prenons maintenant dans un espace euclidien à N = w (w + 1)

dimensions un système de repères rectangulaires complètement in- 

déterminé, dépendant par suite de ———!—- paramètres arbitrai­

res. Soient
w0 =  — <5,, (i, y =  1 ,2 , . . . ,  TV)

les composantes du déplacement élémentaire du repère. On a les re­
lations de structure de l’espace euclidien

(3)

[<à* tu*,]
Jk (i,/, 4 =  1, 2 , . . . ,  TV).

Le théorème de Schlaefli revient à affirmer la possibilité de 
déterminer le repère rectangulaire de l’espace euclidien à TV dimen­
sions en fonction des n coordonnées d'un point de l’espace de Rie- 
mann de telle sorte qu’on ait les relations

(4)
<3, =  ^ , , . . . ,

=  0 , . . . ,  =  0.

Les équations (4) signifient en effet que la variété décrite par 
l’origine du repère aura le même ds2 que l’espace de Riemann.

Le dérivation extérieure des équations (4) donne, en tenant 
compte de ces équations elles-mêmes, de (1) et de (3),

(5) û,H)] =  0 (i =  l, ...,w),
*=1 
k = n

(6) ^ ’ [w4c3»a] =  0 (a =  n + 1 , . . . .  TV).
‘ - i

Les équations (5) entraînent les relations nouvelles

(7) <»(,== O)« ( i .y = l ,  2 ,.. . ,« )

qui, dérivées extérieurement, donnent
X - N  l , - n

[<3.x «ul =  ["* < 4
X =«+l (**)

(8)
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Nous sommes finalement ramenés à l’intégration du système 
de Pfaff

(I)

(II)

û i  —  à t ( i = l ,
tùa =  O ( a = n + l , . . . ,2 V ) ,
û„= co ,( ( i j  =

qui donne, par dérivation extérieure, les équations
k=>n

^ ’[w4£ù*a] =  0 (a =  n 4 - 1 ,. . . ,  JV),

X-N b-,n
=  X.**[“ *“ *] .......»)•

X -n + i ( M

2. C'est au système (I) que nous allons appliquer la théorie 
7V(N4-1)des systèmes de Pfafi en involution >). Nous avons — v 1— -  fonc-

U
tions inconnues de n variables indépendantes. Considérons, dans 

N  (N  A- 1)l’espace de ces — ~ + n variables tant dépendantes qu’in­

dépendantes, un point arbitraire. Tout é lé m e n t  l i n é a i r e  issu de 
ce point est défini par ses paramètres directeurs, qu’on peut pren­
dre égaux aux quantités co,, <ù,, <ùa, <3y, cô,a , où les différentielles se 
rapportent au passage du point donné au point infiniment voisin 
dans la direction de l’élément linéaire donné. Un élément linéaire 
est i n t é g r a l  si ses paramètres directeurs satisfont aux relations (I). 
Deux éléments linéaires intégraux sont en i n v o lu t io n  si leurs 
paramètres directeurs non nuis, à savoir:

co,, cô,o pour le premier, 
eu, <ù,a pour le second,

satisfont aux relations déduites de (II):
1 ,.  .,n

— 0; 
k
l - N

(& IJ , W (^k ®k)-
X-n+l (**)

>) Voir E. G o u rs a t ,  Leçons sur le problème de Pfaff, Chapitre VIII (Pa­
ris, Gauthier-Villars, 1922).

(9)

1*
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Un élément à p dimensions issu d'un point est dit i n t é ­
g r a l  si tous ses éléments linéaires sont intégraux et en involution 
deux à deux.

Un système de Pfafi à w variables indépendantes est en invo- 
lutiou si par tout élément intégral arbitraire E h il passe au moins 
un élément intégral El+l, i prenant successivement les valeurs 
1 ,2 , . . . ,»  1. Si par un élément intégral arbitraire E„_t il passe
un seul élément intégral E„, et si par un élément intégral arbitraire 
E„_2, il passe oor éléments intégraux E„_1, la solution g é n é r a l e  
du système donné dépend de r fonctions arbitraires de n — 1 ar­
guments.

3. Nous pouvons toujours supposer, sans restreindre la généra­
lité, que tout élément intégral E t est engendré par i éléments liné­
aires pour chacun desquels un et un seul des paramètres direc­
teurs cû, est différent de zéro; nous supposerons co t = l  pour le pre­
mier élément linéaire, <u2= l  pour le second et ainsi de suite. Le 
ktèm‘ élément linéaire (<ut == 1) sera défini par les valeurs yiaj des pa­
ramètres directeurs <èia. Nous regarderons ces quantités pour i 
et k fixés et a variable, comme les projections d’un vecteur (yjt) 

dans un espace auxiliaire à dimensions.

Pour nous orienter dès à présent, nous pouvons remarquer 
que les premières équations (9) appliquées au k,im‘ et A,4m* élément 
linéaire de E, (k,h .< ï), s’écrivent simplement

(y») =  ( r e ­
cela posé considérons d’abord un élément intégral arbitraire E t 
(co, — 1, <u, = . . . =  0) défini par les n vecteurs

(7n), (y»i)-

Tout élément intégral è?a contenant sera défini par un second 
élément linéaire (<w, = 0 ,  <u2 =  1, ous = . . .  =  0), lequel sera lui-même 
défini par « nouveaux vecteurs,

(y>2). (y2«). • • • , (y»»)-

Les équations (9) donnent les conditions auxquelles ils doivent sa' 
tisfaire sous la forme
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les produits qui s’introduisent dans les premiers membres des der­
nières équations sont des produits scalaires.

La première équation (10) donne (y,2); l’équation {12, 12} =  0 
donne ensuite le produit scalaire de (yn ) par (y22); le vecteur (y22) 
étant choisi arbitrairement en tenant compte de cette condition, 
les équations {13, 12} =  0, {23,12} =  0 donnent les produits sca­
laires du vecteur (yS2) par les vecteurs (y21) et (y21); le vecteur 
(y32) étant choisi arbitrairement en tenant compte de ces conditions, 
on aura de même (y42) et ainsi de suite. Le dernier vecteur (y„2) 
sera donné par ses projections sur (yn ), (y2i)i •• •• (y«-i,i)-

On voit que l ’existence de Et est assurée si les n -  1 
vecteurs (yn), (yt i), • • •, (?» 1,1) sont linéairement indépendants, ce 
qui arrivera en général puisqu’ils sont arbitraires et que la di­

mension W —— de l’espace auxiliaire est supérieure à « -—1.
U

On voit même que dans l’élément intégral £'2 le jrlus général 
contenant Ex, les vecteurs

(?n)) (y«i), • • • ) • • • > iy«-i,»)
seront eux-mêmes linéairement indépendants; en effet la condition 
qu'un vecteur ait des projections données sur un certain nombre de 
vecteurs indépendants, le laisse linéairement indépendant (en géné­
ral) de ces vecteurs, tant qu’on n’arrive pas à un nombre de vecteurs 
dépassant la dimension de l’espace.

4. Supposons maintenant qu’on ait démontré pour i = l , 2 , . . . ,  
p —  1 l’existence d’un élément intégral Ei+i contenant un élément 
intégral arbitraire E,. L’élément E(+1 sera défini par les vecteurs 
(yM) ( 4 = 1 ,2 , . . . , » ;  h = l ,  2 , i - j - l )  satisfaisant à la loi de sy­
métrie (y*,.) =  (yht) et tels de plus que tous ceux de ces vecteurs 
pour lesquels aucun indice n’est égal à n soient linéairement indé­
pendants. Nous allons étendre cette• propriété de p à p —|— 1.

L’élément intégral cherché est défini par n nouveaux
vecteurs

(7i. p+i)’ (yî.p+i), ••• > fy«.p+1)-
Les relations (9) donnent d’abord

(y<> p+i) (yp+i. <), — L , p \
Il faut ajouter les relations

( H )  { ÿ '.* H ô }  =  0 .  ( ÿ = l , 4  =  1 , . . . , p ) .
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Parmi ces relations, il y en a qui ne contiennent aucun des 
vecteurs inconnus

(/p+i. p+i )? • ■ •, (r»,P+i);
ce sont celles pour lesquelles les indices i et j  sont tous les deux 
inférieurs à p - ( - l .  Mais en vertu des relations (2) et des relations 
de symétrie existant entre les vecteurs déjà connus, on a

{V, *ï+î} =  {kï+v V},
de sorte que les équations en question sont déjà vérifiées d’elles- 
mêmes.

Considérons maintenant une des relations (11) pour lesquelles 
l’un des deux premiers indices, j  par exemple. est plus grand que 
p, l’autre i étant inférieur à p -j- 1 ; cette relation ne contient que 
le vecteur inconnu (y,,p+1). Nous allons montrer c(ue les deux rela­
tions (11), où on échange i et k, sont équivalentes. En eflet on a

{*/) ^p+ï =  (?a) (%• *+il — (i*.)*) (7i.p+i  ̂ ‘p+ô
tëA W = (y*.) (ft.P+i) — (tt<) (K p+i — <p+ï-

Ces deux relations donnent chacune une valeur déterminée pour le 
produit scalaire (y«) (7j,p+i )- Ces deux valeurs sont égales; en effet 
on a auparavant considéré la relation

{.A+î-ik} =  (tt<) (Zp+i.*) —' (7a 7p+i .<) — ^ pT Ï ,a =  0.
Or on a identiquement, en tenant compte des relations de symétrie 
déjà obtenues et des relations (2),

{»/> ^p+t} îp+r} -  {Jp+t; **} =  °- 

Cela posé, les relations (11), où on fera successivement

? = p - { - l ,  k < i < j \  k < p \  
j  =  k < i C j - ,  k < p \

j =  n, k < p \

définiront successivement les vecteurs

(7p+i.p+i)i'(7p4-2,p4-i)i •••!

par leurs projections sur un certain nombre de vecteurs linéaire­
ment indépendants (y1Jk): en général ceux de ces vecteurs dont les 
deux indices sont différents de n seront linéairement indépendants 
des vecteurs précédemment trouvés à indices inférieurs à n.
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En particulier, si p =  n — 1, on voit que le seul vecteur in­

connu (y„„) est défini par ses projections sur les vecteurs» Cl
linéairement indépendants yv, ( i , j < n — 1); il est donc bien déter­
miné. Par suite p a r  un  é lé m e n t  i n t é g r a l  a r b i t r a i r e  En_t 
i l  p a sse  un é lé m e n t  i n t é g r a l  E„ e t  un se u l.

Si =  « — 2, les deux vecteurs inconnus (y„_, „_,) et (y„, 
sont définis respectivement l'un par ses projections sur le vecteur 
y(J. à indices inférieurs à n — 1, l’autre par ses projections sur les 
vecteurs (i <  n — 1, y <  w— 2). Le premier vecteur inconnu dé­
pend de n —  1 constantes arbitraires et le second d’une dernière 
constante arbitraire. P a r  un  é lé m e n t  i n t é g r a l  a r b i t r a i r e  
7f„_s i l  p a s s e  d o n c  oo" é lé m e n t s  i n t é g r a u x  En~v  La con­
clusion s’en déduit: L e s y s tè m e  de P f a f f  d o n n é  e s t  en  in ­
v o l u t i o n e t sa s o lu t io n  g é n é r a l e  d é p e n d  d e w  f o n c ­
t io n s  a r b i t r a i r e s  de n — 1 a r g u m e n ts .

5. La démonstration précédente suppose simplement que le dsî 
donné est une forme différentielle quelconque (non dégénérée1); elle 
s’applique au domaine réel et au domaine complexe (les coefficients 
gv du ds* étant dans ce dernier cas des fonctions analytiques de n 
variables complexes).

Si l’on voulait étudier les solutions non g é n é r a le s  du pro­
blème, il y aurait lieu de rechercher les solutions du système de 
Pfaff (I) pour lequelles tous les éléments intégraux d’un certain 
ordre seraient singuliers. Par exemple, pour n =  3, ces solutions 
singulières correspondraient aux variétés à 3 dimensions de l’espace 
euclidien à 6 dimensions dont l’hyperplan osculateur aurait moins 
de 6 dimensions (éléments linéaires intégraux tous singuliers), ou 
aux variétés admettant en chaque point une infinité de tangentes 
asymptotiques engendrant un plan (éléments intégraux Et tous sin­
guliers).

Mais toutes ces recherches ne touchent en rien à la validité 
du théorème de Schlaefli, qui est complètement démontré.

Il est du reste inutile de faire remarquer que la réalisation 
d’un espace de Riemann donné dans un espace euclidien est pure­
ment locale.

■) Le cas- signalé par M. Janet pour n — 2, /oc. eit., p. 43, correspond à un 
ds' carré parfait.



S u r le c h a n g e m e n t du s y s tè m e  de ré fé ­
re n ce  p o u r  un c h a m p  é le c tro m a g n é tiq u e  

d é te rm in é .
Par

S. Z a re m b a .
l’rofesseu'i à l’Université de Cracovie.

1. La force électrique e et la force magnétique m dérivant 
d’un champ électromagnétique déterminé (C) doivent être regardées 
comme des éléments qui dépendent noD seulement du champ (C) 
lui-même mais aussi du système de référence auquel on rapporte 
le champ électromagnétique considéré. Le passage d’un système de 
référence (S-) à un autre système de référence (S'), fixe par rap­
port au premier, n’influe évidemment en rien sur les vecteurs e 
et m mais il n’en est plus le même *) au cas où le système (S") se 
déplace par rapport au système (S). On est donc conduit à envi­
sager le problème suivant:

I. Problème. Connaissant la force électrique e et la force 
magnétique m d’un champ électromagnétique (C) par rapport à un 
système de coordonnées (S), déterminer les éléments analogues e' et m' 
relatifs à un système de coordonnées (S') qui se déplace d’une façon 
donnée par rapport au système (S).

Il est très aisé de voir que le problème précédent équivaut 
au suivant:

II. Problème. Les forces électrique et magnétique dérivant d’un 
champ électromagnétique (C) étant données par rapport à un certain 
système de coordonnées (S), déterminer les forces dérivant du champ 
(C) et qui solliciteraient un pôle électrique et un pôle magnétique

*) S. Zaremba. Sur un groupe de transformations qui se présente en 
électroSynamique. Voir p. 3 du T. V, année 1926 de ces Annales.
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d’intensités égales à l’unité, ces pôles se déplaçant suivant une loi 
donnée par rapport au système de coordonnées (S).

D’autre part, les physiciens admettent implicitement l’hypo­
thèse que voici:

III. H ypothèse. Le mouvement de chacun des deux pôles consi­
dérés dans l’énoncé I I  n’influe sur la force dérivant du champ (C) 
et le sollicitant à un instant t que par la vitesse par rapport au 
système (S) du pôle considéré à l’époque t.

Cette hypothèse étant admise, il résulte de l’équivalence des 
problèmes I et II que le cas général du problème I se ramène au 
cas particulier où le système (S') est animé par rapport au système 
(<S) d’un mouvement de translation rectiligne et uniforme.

Or, dans le mémoire rappelé plus haut, j’ai étudié ce cas 
particulier en supposant que le champ électromagnétique (C) soit 
situé dans. le vide et j ’ai ramené la question à l’intégratiou d’un 
certain système d’équations aux dérivées partielles. Il y a donc 
intérêt à intégrer ce système d’équations aux dérivées partielles et 
à en discuter les intégrales. Tel sera précisément le sujet du mé­
moire actuel.

C’est dans le dernier numéro du mémoire, le No. 12 que l’on 
trouvera la discussion des intégrales précédentes ainsi que la con­
clusion générale qui s’en dégage.

2. Pour formuler les résultats que j ’ai obtenus, dans le mé­
moire cité plus haut, j ’admettrai que chacun des systèmes (S) et (N') 
soit un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires, les axes 
de niêmes numéros dans les deux systèmes étant de même sens. 
Cela posé, désignons par e„ m,, e\, m',. et (i —  1, 2, 3) respectivement 
les projections orthogonales sur l’axe de numéro i du système (N) {ou, ce 
qui revient au même, du système (S")} des vecteurs e, m , e', m' et du 
vecteur u représentant la vitesse du système (N') par rapport au 
système (Sj et posons

3

«i =  JFe?,
i=î
. 3

«î =
i-1 

3

as =  ̂ ^ e i mi.
1=1

(1)
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(2) n, =  ei+1. mi+i — ei+2. >ni+1. (i =  1, 2, 3)
/

En se reportant aux formules (19) et (20) de la p. 9. du 
mémoire, cité à la p. 8 du travail actuel, on reconnaîtra que, 
selon la théorie que j ’ai développée, on a:

(3)

où
(4)

e< — Pi (Mi+i ei+2 m,^2 ei+l) -j- p3{ut+i tni+î -j-
4~ P i  ( M l+ 1  Wi+ 2  U l+ 2  n i + l ) ‘

m'. =  ?1 (M(+1 e,+î — M(+, ej+1) -|_ ç2 (Mj+1 m.+î — M(+J W(+1) -|- 
"4“ ÿs(Mi+l W<+2 Ui+2 Mi+ l )

i =  1, 2, 3

Pi; Pii Pii ?i- in  îs

sont des fonctions des seules variables a 15 a2, a3, définies par les 
formules (1), fonctions vérifiant le système d’équations aux dérivées 
partielles (23), p. 10 du mémoire cité plus haut.

3. Le système précédent d’équations aux dérivées partielles se 
simplifie considérablement en prenant pour nouvelles fonctions in­
connues les fonctions
(5) «i, »s, w, K  Pu et q3

définies par les formules suivantes:

(6)

où

(7)

»> =  “ s Pi +  «1 Pi
»»  =  « 3  2 l  +  « 2  ?2

«•' = « ! ? !  +  «2 Pi +  “3 <<Pi +  ?ï) 
M  = a iq i — at pt +  a3[qï — Pï) 
pâ =  p, Pa  ^  =  98|/A , (K Â ^ O )

A  =  «, at — a%.

Après avoir défini les opérateurs hlt hz et hz au moyen des 
formules

2/’sy—• +C' ttj c

(8) =  2 ^  +
c’a.

>>i

A, =  - 2 p 2 — + 2 S l ^ -  +  ( / , 1 - 3 ! ) ^ - ,
c’a . c 'a ,
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on constate, au moyen d’un calcul facile quoique un peu labo­
rieux. que le système d’équations aux dérivées partielles qui nous 
occupe équivaut à l’ensemble des quatre suivants:

O;

(10)

( il )

(12)

At(»i) =  At (v2) —  h„(u>) =  0, ( * =  1; 2, 3)

A, ( J / )  —  2 q l p'i -]~ 2Pl q't =  0,
A2 ( J /  ) — 2 qï pa -J- 2pt q'3 =  0,
h3 ^ V y) +  2[ql p.,—  ? î p,) =  0,

(??+ />! 3i) =  °> 
ht(p't) —  PÀPi +  2») =  o, 
hs(Pt) =  0,

^i(îs) — ?i(/>i + 2 t )  =  0,
M &) — (?2 +  Pt r i  =  °'
4  (23) =  0)

où,' comme cela résulte des formules (6), on a:

2 A  Pi =  ( ^  — «’) «3 +  2 v1 a4,
2& p 2 =  —  {M — w)a1— 2vl a:i,

’ 2 A 9, =  — ( K +  w))a2 — 2ot as,
■2 A  2-2 =  —  ( - ^  +  w )« 3  +  2 v ,  a,.

4. En abordant l’intégration de l’ensemble des équations (9), 
(10), (11) et (12), il convient de porter tout d’abord son attention 
sur le déterminant D des expressions (8) des operateurs A,, h2, hs, 
ces opérateurs étant considérés comme des fonctions des expressions

on a:
2 /4

0,
— Zptl

0, 2s
22a, Pt 
22 i , /h — 2î

(14) D = =  4 {Pt 2s* — 2i Pt + ( / ’i — 2s) P* 2»}-

Cela posé, nous commencerons par l’étude du cas singulier 
où l’bypotbèse suivante est vérifiée.

IV. Hypothèse. A ^intérieur d’un certain domaine (T), situé 
dans l’espace arithmétique (a,, a 2, a3) on a identiquement

(15) D =  0.
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V. Théorème. Lorsque les systèmes d'équations (9), (10), (11) 
et (12) sont vérifiés, l’hypothèse IV équivaut à la suivante: dans 
tout le domaine (J1) on a identiquement

(16) Pi ?2 — Pt ?! =  0

(17) Pi qs —  qiPs =  Q

(18) Pi qs —  qiP'i =  0.

En effet, il est très aisé de voir que les égalités (17) et (18) 
entraînent l’égalité (15) car l’expression (14) de D donne:

(19) D — —  i iP à  +  ^p '^P i q's —  qiP^i

il suffira donc de prouver que l’hypothèse IV entraine l’existence 
des égalités (16), (17) et (18) dans tout le domaine (71). Supposons 
donc que cette hypothèse soit vérifiée. Il résulte alors des systèmes 
d’équations (11) et (12) que tous les déterminants du 3-ième degré 
appartenant à la matrice

(20)
2/4 0, q3 ,

0, 2 qs, p3 ,
—2/>ï , 2 îj , Pi — îs,

P2i+ P iq i ,  ? i( /’i + ? l) 
P»(Pi+?aX  Sl +  Ps?! 

0 , 0

devront être nuis. Désignons pour un moment d’une façon géné­
rale par (?', y, A) le déterminant de degré 3 qui a pour première, 
deuxième et troisième colonnes respectivement les colonnes de nu­
méros i, j  et k le la matrice (20); nous aurons

(21) d, j ,  A) =  0. (i. J, A =  1, 2, 3, 4, 5}

Considérons en particulier parmi les égalités (21) les trois 
suivantes :
(22) (i, 4, 5) =  0 (* =  1 ,2  3)

et envisageons les en un point arbitrairement choisi A du do­
maine (T); à moins d’avoir en A  à la fois

(23) pt =  0, q, =  0 et P l— qt —  0,

ou conclura de (22) à l’existence au point A de l’égalité:

(24)
p î +  Pi q i > 

Pi (Pi +  ?»),
q> (Pi 4- ?«)
<è +  Pi

=  o ,
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équivalente à l’égalité (16), car le déterminant (24) est identiquement 
égal à (p, 2î — p2 2l)*.

A cause de la continuité des fonctions p ly p 2, 2, et 2s, on serait 
encore en droit d’affirmer l’existence en A  de l’égalité (16) même 
si en ce point lui-même les égalités (23) étaient vérifiée mais si le 
point considéré A était un point-limite des points en chacun des­
quels l’une au moins des égalités (23) n’aurait pas lieu.

Donc, l’existence de l’égalité (16) en A  ne serait douteuse 
qu’au cas où ce point serait situé à l’intérieur de quelque domaine 
(Q) dans toute l’étendue duquel chacune des égalités (23) aurait 
lieu. Mais, dans ce cas, comme cela résulte de la 4-ième des for­
mules (6), on aurait dans- tout le domaine (D)

M = 0 .

Donc, en vertu de la 3-ième des équations (10)„ l’égalité (16) 
aurait lieu dans tout le domaine (fi) et en particulier en A. En 
définitive l’égalité (16) subsistera dans tout le domaine (T).

Utilisons maintenant parmi les égalités (21) les deux suivantes:

(25) (2, 3, 4) =  0 et (2, 3, 5) =  0

en ayant soin, pour les développer, de tenir compte de ce que l’éga­
lité (16) entraîne les deux suivantes:

P i+ P ii i  = P x(P i+ q t)  
et

i l+ P tii  = î 2(?i +  ?ï).
On trouvera aisément:

2 (Pi +  2>) Pi (Px ~  ix p's) =  o 

2 (px +  ?») (pi q* —  qx p'a) =  o.

Multiplions la première de ces égalités par q'3 et la deuxième 
par — p3. Après avoir ajouté membre à membre les équations 
obtenues, on trouvera:

(26) 2(Pl 4- ?t) (p, 2a — 2l Pa)! =  0.

D’une façon analogue on conclura des égalités

(1, 3, 4) =  0 et (1, 3, 5) =  0
à la suivante:
(27) 2(p, -j- 2s) (p2 q3 q3 p3)* =  0.
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Il résulte des égalités (26) et (27) que les égalités (17) et (18) 
subsisteront en tout point du domaine ( ï 1) sauf peut être au cas 
où, au point considéré, on aurait,

(28) p, +  qt =  0.

Supposons donc qu’en quelque point A  du domaine (2’) l’éga­
lité (28) ait lieu. En se reportant à la formule (14) et en tenant 
compte de l’égalité (16) ou s’assurera aisément que l’égalité (28) 
entraîne les deux suivantes:

?1 ^  =  —  4(^1  —  ?! pD2

Pi D =  — 4(p2 ?3 — ?2 Pa)2-

Donc, puisque, par hypothèse, nous avons l’égalité (15), nous 
avons aussi les deux égalités (17) et (18), En définitive notre thé­
orème est complètement démontré.

VI. Remarque. L'ensemble des égalités (17) et (18) équivaut 
à l’intérieur du domaine désigné par ( ï 1) dans l’énoncé IV (p. 11) 
aux deux suivantes:

,29) | 2»! ?3 — (w +  ;V) ^  =• 0,
( (w —  M )  ÿâ —  2i)j pa =  0.

En effet, si l’on désigne pour un instant par Ft et Ft les 
1-iers membres de (17) et (18) et si l’on se reporte aux formules (6), 
on reconnaît de suite que les premiers membres des égalités (29) 
représentent les expressions suivantes:

2 a, F} -J- 2 a 8 F2 et 2 a s Ft 2 a 2 F2,

circonstance qui prouve l’équivalence du système (29) et du système 
formé par l’ensejnble des égalités (17) et (18) au moins dans la partie 
commune aux domaines (T1) et au domaine

a, a2 — a 3 =j= 0.

Cela posé, il suffit de tenir compte de la continuité des fonc­
tions que l’on a à considérer pour reconnaître la complète exacti­
tude de notre remarque.

VII. Remarque. L’hypothèse IV (p. 11) étant vérifiée, il ré­
sulte du théorème V que le système (10) se réduit au suivant

At ( J / )  =  O; ( * = 1 , 2 , 3 )
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par conséquent lorsque l'hypothèse IV est vérifiée, le système d’équa­
tions aux dérivées partielles du problème se compose des équations

(30) A,(»j) == À»(»t ) =  A»(w) =  A*(J/) =  0 (4 = 1 ,2 ,3 )

et des systèmes (11) «et (12).
VIII. Théorème. Pour effectuer l’étude complète du cas où 

l’hypothèse IV (p. 11) est vérfiée, il suffit d’envisager successivement 
les cas où l’en aurait, dans tout le domaine (T), en dehors de 
l’égalité (15), l’un des systèmes de relations suivants:

(31) P3={= o, 9s H=0 ;

(32) p'i =(= 0, q'3 =  0;

(33) =  ?i=H0;

(34) p' == ?; =  0.

Le théorème précédent n’est pas tout à fait évident car il 
pourrait arriver qu’en un point A, situé à l’intérieur du domaine 
(T) l’un des systèmes de relations (32), (33) ou (34) soit vérifié, 
sans l’être à l'intérieur d’un domaine, à l’intérieur duquel se trou­
verait le point A. Mais, si cette circonstance se présentait, le point 
A serait un point-frontière d’un domaine, (2") à l’intérieur duquel 
l’un des systèmes de relations (31), (32), (33) ou (34) serait vérifié, 
donc, connaissant les fonctions (5) à l’intérieur du domaine (2”), on 
les connaîtrait aussi, à cause de leur continuité, au point A, à moins 
que ce point ne fasse pas partie du domaine d’existence des fonc­
tions considérées. Notre théorème est donc démontré.

IX. Théorèm e. L’hypothèse IV (p. 11) étant vérifiée, lorsque 
l’une au moins des fonctions p's et q's reste différente de zéro dans 
le domaine (Z)), en d’autre termes, lorsque l’un des trois premiers 
cas énumérés dans la théorème VIII est réalisé, le système d’équa­
tions aux dérivées partielles du problème (VII, p. 14) se réduit 
à celui qui forment les équations

(35) A,(v1) =  A*(»s) =  Zit (w) =  À4(âf) =  0, (4 — 1,2)

conjointement avec les deux systèmes suivants:

| M P s )  —  ( P î  +  P s  2 i )  =  0 , 

I M P i + î * )  =  0 ,
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et
* l ( ? 8 )  — P l ( P l  + î . ) = = 0 ;

— (5l +  P2 îl) =  0.

En effet, dans le cas actuel on a {V, p. 12} les égalités (16), 
(17) et (18), égalités qui expriment, comme on le reconnaîtra sans 
peine, que tous les déterminants du 3-ième ordre appartenant à la 
matrice (20) sont nuis. D’autre part, puisque, par hypothèse, l’une 
au moins des fonctions p3 et q3 est différente de zéro, la matrice

2p3, 0, ÿ3,

0, p'i,

est d’ordre 2. Par conséquent dans chacun des quatre systèmes de 
trois équations dont se compose le système (30) ainsi que dans 
chacun des systèmes (11) et (12) la 3-ième équation est une con­
séquence des deux premières.

Il résulte de là que l’ensemble des systèmes (35), (36) et (37) 
se déduit du système qui, selon la remarque VII, contient toutes 
les équations aux dérivées partielles du problème, par la suppression 
d’équations qui sont des conséquences de celles que l’on conserve. 
Notre théorème est donc établi.

5. Commençons par l’étude du premier des quatre cas énu­
mérés dans le théorème VIII (p. 15).

Il résulte de l’égalité (16) {V, p. 12} que l’on a:

/97 , P ? + P î = P .( P i  +  ?s)
VV G l )  2 1 / | \2a+ P i ?i =  2*(Pi + 2 i )-

Cette remarque faite, il résulte des égalités (17) et (18) que 
les systèmes (36) et (37) entraînent les équations suivantes:

(38) ?s MPs) — PS M îs) =  0. ( * = 1 , 2 )

J ’observe maintenent que rien n’empêche de poser

(39) 2 =  -^
Ps

puisque, par hypothèse, on a

(40) p'i q'i =j= 0.
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Transformons maintenant les équations du problème en pre­
nant la fonction X pour inconnue auxiliaire et, à cet effet, posons

(41)
3a,

+  2 ^

*‘ =  2 2 3 ^  + 3a.
Les équations (38) seront alors équivalentes aux suivantes 

(42) *,(2) =  0, v,(2) =  0,
lesquelles, sous forme développée, s’écrivent ainsi:

(43)
32
3a,

2 ^  =  0, 
3a,

22 32 32
3a, ' 3a,

=  2

: 0.

D’autre part, après avoir posé,

(44) / =  p?

on pourra, (en égard à (37,,)) donner aux équations (36) la forme 
suivante:
(45) | ”, ( / )  — 2p1( p , + Î!) =  0,

I v»(/) —  2P i(P i+ 9 t)  =  0- .
L ’inégalité (40) étant vérifié par hypothèse, l’ensemble des 

équations (36) et (37) équivaut à l’ensemble des équations (36) et 
(38), équivalent lui-même à l’ensemble des équations (42) et (45). 
Mais l’inégalité (40) entraîne encore cette conséquence que le 
système (35) équivaut au suivant:
(46) v*(u,) =  vk (a,) =  vk {w) =  v„ (Af) =  0. (4 =  1, 2).
Donc {IX, p. 15}, nous avons le téorème suivant:

X. Théorème. Le système d’équations aux dérivées partielles 
du problème peut être considéré comme se composant des systè­
mes (42), (45) et (46).

XI. Théorème. L’hypothèse IV (p. 11) et l’inégalité (40) 
étant vérifiés, l’ensemble des équations du problème peut être re­
gardé comme se composant des systèmes d’équations aux dérivées 
partielles (42) et (45), du système
(47) i/k(u,) =  v1(üs) =  0 ( 4 = 1 ,2 )
ainsi que des équations (13), de l’équation (39) et des deux équations 
suivantes

w -j- Af =  2», 2,
2(w — M) — 2v2.

Rocznik Polakiego Tow. matematycznego. 2
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En effet les équations (47) {X} seront certainement vérifiées, en 
égard à (39), il en sera de même {VI, p. 14} des équations (48), 
enfin les équations (13) et (39) seront vérifiées en vertu de la 
définition des fonctions »„ vt, w, M  et 2.

Donc, il ne reste à montrer que l’ensemble formé par les 
systèmes (42), (45), (47), (13) et (48) est un système complet d’équa­
tions du problème. A cet effet, supposons que toutes les équations 
de ce système soient vérifiées. Il résulte alors des équations (42) 
et (47) que les valeurs de w et M  tirées de (48) satisferont aux équations:

v t (M>) =  r * ( J H )  =  0 .  ( 4 - =  1 , 2 )

Par conséquent toutes les équations aux dérivées partielles du 
problème {X, p. 17} seront vérifiées. Mais, à cause de (39) 
et (40) les équations (48) entraînent les équations (29), équivalentes 
{VI, p. 14} aux équations (17) et (18) lesquelles, en vertu 
de la formule (19), entraînent l’égalité

D =  0.

En définitive, notre théorème est complètement démontré. 
Après avoir porté les valeurs de M — w et M -\-w  tirées des

équations (48) dans les formules (13) (p. 11). on trouvera:

(49)

. _ 2̂ td . Pj =  — -y  a3 +  «1 «J,

4 .p s =  - j  a, — »,Os, 

4 . 2, =  tq 2 a2 — iq a 3, 

4-92 =  — «i-î «3 +  «2 “ i-

Les formules précédentes donnent:

42. 2l p1(p, +  2î) =  « 2  —  ® 2 « » )  {»i ^(«ï  — -îa,) +
ra(2a, — a3)} —  fcv la t (at — 2 as) +

+  2tqiq {24 — 2 a3(a2 — 2 a,)} 4~ — 2 a3) — d} =
4 - {2M “2 +  v l a \  —  22iqtqa,} (a2 — 2a„) — t>|4 4 - 22r 1î)sd,

d’où
, , , {2zt>?a2 4-vüa, — 22tqtqa3}(a2— 2 a3) — wî4 4 -2 ’îqujd

Pi(Pi +  2 » )= --------------------------------- x r j ï -------------------------------- •

En portant la valeur précédente de l’expression p /p , 4“ 22)
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et la valeur de l’expression p ^ p x -(- g2), obtenue d’une façon ana­
logue, dans les équations (45), on trouve

, o (22v? «2 -j-  ̂ a ,  —  2 2 u, vs a ,)  (a , — 2 a , ) — 4 4  +  2»i>, u2J
) - 4 ------------------------------ -  U

I f \  O(28uïa, +  ̂ a 1— 22i?!i;2a ,)(a ,—2a,)— 2M 4 +  2d1u2z1 n
— U.

J’observe maintenant que l’ensemble des intégrales communes 
des équations (42) ou ce qui revient au même, des équations (43) 
se compose de celles que donne l’équation

(51) 2 = C

où G représente une constante arbitraire et de celles que fournit l’équation

(52) a , 2a —  2 a , 2 -j- +  0(2) =  0

où 0(2) représente une fonction de 2 continue avec sa dérivée 
première mais à cela près quelconque.

1-ier cas. La fonction 2 est donné par la formule (51). Pour 
que cette valeur de 2 soit admissible il faut, comme cela résulte 
de la condition (40) et de la formule (39) que l’on ait

(53) C=J=O.
Posons pour abréger

(54) £ = a ,C ï — 2a3C -{-a2

Les équations (47) donnent:

(55) vl= =qp(£), 4 = tp ( £ )

où <jp(£) et tp(Ç) sont des fonctions de £ définies dans un même 
intervalle, continues avec leurs dérivées premières, mais à cela près 
arbitraires.

II ne nous reste plus qu’à déterminer l’expression générale 
d’une intégrale commune des équations (50). A cet effet, prenons 
pour nouvelles variables la variable Ç définie par la formule (54) 
ainsi que les variables
(56) =  a „  & =  a ,.

A cause le l’inégalité (53) il sera toujours permis d’effectuer 
le changement de variables précédent. Nous aurons

2*
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da, C

3 A . p  
—  & Ca„

v i ( f ) 3f_
3 ^

3a, _  1 
dÇ, ~  2C 
dA . a.

"•< »  =  2 0 f

Cela posé, on s’assurera aisément que les équations (50) don­
nent une expression de f  ou, ce qui revient au même {voir la for­
mule, (44)}, une expression de p(2 qui, après le retour aux variables 
«i, as, as peut s’écrjre ainsi:

(57) 2Cvt vt as — C2»? a , — vl a 1 
P* = -----------------CM-------------------•"

où jF’(Ç) représente une fonction de f  continue avec sa dérivée 
première mais à cela prés arbitraire, le symbole f  étant défini par 
la formule (54).

En définitive, dans le cas considéré, le problème est complè­
tement résolu.

2-ième cas. La fonction 2 est donnée par une équation de la 
forme (52). Dans ce cas la fonction 2 ne se réduira pas à une 
constante, les équations (47) donneront

(58) y, =  q)(2), t>,=tp(2)

où gp(2) et ,p(2) représente des fonctions de 2, continues et ayant 
chacune une dérivée première continue, mais à cela, près quel­
conques, enfin, il sera permis de transformer les équations (50) en 
prenant pour nouvelles variables indépendantes la fonction 2 et les 
variables £, et £2 définies par les équations (56). En tenant compte 
des équations (42), ou trouvera sans peine:

d ’autre part, puisque l’équation (52) donne

da, da.

ou aura
3 ^  2 ’ %  2 2 ’

«8 — «33A , 3 A _
d ^  ~ St ’ 3Ç, ~ §1 2
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donc, en définitive, les équations (50) prendront la forme suivante:

(2«v?£2 +  — 22v,v! aJ) ^ -  — ^ d -{ - 2 t»,»l zl

d ^  =  ÂTÀ ’

3A
y  (4*®î£« +  «téi — — 2»®?4-}-w1v1d

— — — — •

Ces équations fournissent une expression de f ,  c’est-à-dire 
de p£  {voir la formule (44)}, qui, après le retour aux variables 
initiales a„  a„  a s, peut s’écrire comme il suit:

(59) Pz
A*vla.2 kJce, — 2 i  v, vt as

2M

où F  (A) est une fonction arbitraire de 2, assujettie seulement 
à être continue avec sa dérivée première.

Il est évident que les formules (58) et (59), conjointement 
avec les formules (49), (44J et (39) et l’équation (52) font connaître 
la solution générale du problème.

6. Passons à l’étude du 2-ième et du 3-ième des cas énu­
mérés dans le théorème VIII (p. 15).

Soit d’abord
(60) p't =}= 0, çi =  0.

En vertu de ces relations, les équations ( 17) et ( 18) {V, p. 12} donnent

(61) ?i =  0, pt =  0

et, par conséquent {VI, p. 14}, on a aussi

(61) M -\-w  =  0, «, =  0. •

Cela posé, en se reportant au théorème IX (p. 15). on cons­
tate que les équations aux dérivées partielles du problème se 
réduisent au système suivant;

(63) À4(v,) =  h„(M — w) =  0 (k =  1, 2)

(64)
I MPs) =  Pi Pi

car, en vertu des solutions (60), (61) et (62.) l’ensemble des
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équations (63) et (64) entraîne toutes les équations énumérées dans 
le théorème IX  (p. 15). D’autre part, il résulte des relations 
(60) et des formules (8) (p. 10) que les symboles de dérivation 
A, et h2 prennent la forme suivante

Cela étant, les équations (63) donnent

(65) v2 =  qp(aj), M —  w = ip { a 2}

où chacune des fonctions ç)(a2) et ^ (a 2) est une fonction arbitraire 
de a2 à cela près qu’elle doit être une fonction continue avec sa 
dérivée première. Quant aux équations (64). elles sont équivalentes 
aux suivantes:

y(66) 3a, ~ Pl’ 3a, =  2p, p2,

(68)

où l’on a posé (comme précédemment)

(67) f = p ? .

Les équations (65) et (13) (p. 11) donnent

| 2 âp , =  ip(ct2) a3 +  2ç>(a2) a2, 
| 24^2 =  — ip(a2) a, — 2gp(a,) a,.

En s’appuyant sur ces formules, on vérifient aisément que 
l’expression générale de l’intégrale commune des équations (66) 
est la suivante

(69)
{V'(ai) a 3 +  2 flp(û!!)a2}2 , ,

r ~ ~  4 a24

où F (a2) est une fonction arbitraire de a„  assujettie seulement 
à être continue avec sa dérivée première.

Il est aisé de voir que les (68), (67) et (69), avec les éga­
lités (61) ét l’égalité qui constituent la 2-ième du relations (60) 
font connaître la solution générale du problème dans le cas consi­
déré. En effet, toutes les équations aux dérivées partielles du pro­
blème seront visiblement vérifiées; d’autre part puisque les égalités

q, =  q2 == qs —  0
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(71)

(72)

où (pta^,

entraînent les égalités (17) et (18) (p. 12), on aura aussi {for­
mule (19), p. 12}

D =  O,

de sorte que toutes les conditions du problème seront remplies.
Si au lieu de partir de l’hypothèse (60), nous étions parti 

de la suivante
(70) J>3 =  0, Çg=f=O,

mous aurions trouvé pour nos inconnues les expressions suivantes: 

P i= ;> , =  pâ =  o 

22I3, =  — V'(aj) a2 — 2qp(a,) cs3,
2 Jÿ s — +  ^ (a ,)  as +  2 çp(œ,) a„

{V>(a,)as +  2qp(a1)a,}» ,
Î3 “  4 M

ip(ax) et ^ ( a j ,  représentent des fonctions arbitraires
de a,, assujetties seulement à être continues avec leurs dérivées 
premières.

7. Pour épuiser l’étude de tous les cas compatibles avec 
l’hypothèse IV (p. 11) il nous reste {VIII, p. 15} à étudier notre 
problème daus le cas où, dans le domaine considéré, on aurait

(73) p'3 =  îs =  0.

Nous aurons {V, p. 12}

(74) p, qt —  Pî 2, = 0 .
Il résulte des relations (73) et (74) que le système formé 

par l’ensemble des systèmes (9), (10), (11) et (12) équivaut, dans le 
cas actuel, au système formé par l’ensemble des deux systèmes 
d'équations suivant:

(75) ^ ( « i) =  à3(oî ) =  àï (ic) =  A,(A/) =  0 
et

P? +  P 2 Ç i= 0  /’»(Pi +  ?ï ) =  0,

?i Où +  ft) =  0. î l  +  P ï î ,  =  0.
Mais, en vertu de (74). ce dernier système équivaut au suivant: 

Pi ( Pi +  2s) — 0, Pi (p, +  =  0,
? i (Pi +  3ï ) =  0, y , ( P i 4 - ? t ) =  0 ,
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et, comme en ajoutant membre à membre la 1-ière et la 4-ième 
de ces égalités on trouve

(Pi 4“ ?«)’ =  o,

on arrive aisément à la conclusion suivante: dans le cas considéré 
le problème se réduit à la détermination des inconnues

(76) p15 p8, qr et q2

par la condition qu’elles satisfassent à l’équation (74), à l’équation

(77) P ,+  ?, =  <>

et aux équations (75) où vt, w et M ont les valeurs (6) (p. 10).
Actuellement il y a avantage à remplacer dans les équations 

(75), les inconnues auxiliaires vt, w et M par leurs expressions 
(6) (p. 10); il vient:

(78) M P t) =  hs(Pt) =  às(2l) =  *,(&) =  0.
En définitive, les équations du problème se composent des 

équations (74), (77) et (78).
A cause de la continuité des fonctions (76), il suffira d’étudier 

le cas où, dans tout le domaine considéré on a

(79) Pl =  0

et celui où, dans tout ce domaine ou aurait

(80) Pi 4=0.

Dans le premier de ces deux cas les équations (77) et (74) donnent 

q2 =  0 et Pt qt =  0

et, dans le 2-ième, il résulte des équations (77) et (74) que l’on aura 

Pi • Pi ■ • 7a 4= °-

Par conséquent, pour déterminer, dans le cas considéré, toutes 
les solutions du problème, différentes de la solution évidente

(81) Pi = P t  = ? i  = ? ï = ° ,

il n’y a qu’à envisager successivement les cas où, dans tout le 
domaine considéré, ou aurait

Pi = 9 2 = ï i = ° ,  Ps 4 = °(82)
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(83)

(84)

P i = 2 i = P i  =  °> 2i=t=°

Pi Pt 2i 2» 4= °-

Dans le premier le ces cas toutes les équations du problème
serons satisfaites identiquement sauf l’équation

*»(?») =  0,

laquelle {dernière des formules (8) p. 10} se réduit à

d’où
(85) pt =  fonction arbitraire de a, et a,.

Dans le 2-ième ces on trouve d’une façon analogue

q1 =  fonction arbitraire de a, et a,.

Il ne reste donc plus à étudier que le cas où l’iDégalité (84) 
est vérifiée.

Il résulte de la dernière des formules (8) (p. 10) que les 
équations (78) s’obtiennent en remplaçant, dans l’équation

(86) - 2 p, g  +  2S lg  +  (P l - î , ) g  =  0

la fonction tp successivement par pa, pt, ç, et qt . Or, il résulte 
de (77) que l’équation (86) équivaut à l’équation

—  P t
dtp dtp « — OPl 9a, ~  °’3a, 1 dat

laquelle, comme cela résulte de (84), équivaut à celle-ci:

a i  Cl- î > : + f t î , - ^ + î ’.P .5 5;  =  0- 

Mais il résulte des équations (74) et (77) que l’on a

Pt 2i =  Pi 2» =  — P?-

Par conséquent l’équation (86) équivaut à la suivante:

Pl da, P*
dtp
dat

c>tp n
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(87)

Donc le système (78) équivaut au suivant:

„23Pl
3«!

V 1 3 p i  1 P  P  d p i  
P' 3a, +  P' Pi da3 — 0

2 3p2 3p2 =  0

J ?  3(h  , _  _

P' 3a, +  P lP t 3a, =  0

2 9 <b ,

3a, +  Pl Pi da3 — .0

Mais les équations (77) et (74) donnent

Î2 =  — Pu 

a - Z - o--- », --- »r --- 2
(88)

<7i =  — <?2 =  —
P» Pi

expressions de ç2 et q, qui vérifieront les deux dernières équations 
du système (87) pourvu que les deux premières soient satisfaites. 
Il résulte de là que le problème se réduit à l’intégration du sys­
tème d’équations aux dérivées partielles suivant:

P ,y 4 - & = 0 .

Pour intégrer ce système posons 

(89) p, =  2p,
en désignant par Z une inconnue auxiliaire. Il est aisé de voir que 
la question se ramènera a l’intégration du système suivant:

32 32

„22P i i
Pi 3a, P l3a2

dP* „a2p, i
P i3a, ? '5 « , +

■ 2 S

(90)
- 2 !

3al
Sp,

3a2
2 ^ -  =  0.

Saq 3a2 1 3as

L’intégrale générale de la première de ces équations est 
donnée par l’équation

(91) J ’(a, +  2 âs3, 2 a 2 +  a 3, 2) =  0

où F  est la caractéristique d’une fonction arbitraire des variables 

oq -f- 2 a „  2 a 2 4* as et 4
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assujettie seulement à des conditions de régularité évidentes et telle 
que l’équation (91) admette par rapport à 2 une solution ne se 
réduisant pas à zéro. La fonction 2 étant déterminée, l’expression 
générale de l’intégrale de la 2-ième des équations (90) sera la suivante:

(92) ;>, =  $ (« ,-4 -2 a„  2 as +  a„,2) ’),

où le second membre représente une fonction arbitraire des fonctions

(93) a, -)- 2 a,, 2 a, a, et 2.

En définitive, nous avons déterminé toutes les solutions du 
problème dans le cas que nous avions à étudier dans le numéro 
actuel.

8. Il ne nous reste plus qu’à intégrer le système formé par 
l’ensemble des équations (9), (10), (11) et (12) dans l’hypothèse où, 
-dans le domaine que l’on considère le déterminant D, défini par la 
formule (14) (p. 11) satisfait à l’inégalité

(94) I)  =f= 0;
-c’est le problème que nous nous proposons de résoudre dans le 
présent numéro.

Il serait aisé de vérifier que, dans le cas actuel, le système 
d’équations qu’il s’agit d’intégrer peut être mis sous forme d’un 
système de six équations aux différentielles totales complètement 
intégrable mais la méthode que nous allons employer rend superflue 
la vérification directe, un peu laborieuse, du fait que nous venons 
de signaler.

XII. Remarque. L’inégalité (94) étant vérifiée dans le domaine 
que l’on considère, chacune des fonctions »„ et w se réduit 
à une constante.

') Si, après avoir disposé de la caractéristique F dans l’équation (91) et 
après avoir choisi une certaine solution en 2 de cette équation, on forme toutes 
les combinaisons deux à deux des fonctions (93), l’une au moins de ces combi­
naisons se composera de deux fonctions indépendantes et la fonction pt pourra 
être mise sous forme d’une fonction de ces deux fonctions ; toutefois, si l’on con­
sidère une combinaison déterminée de deux des expressions (93), ces expressions 
pourrons représenter Belon la façon dont on disposera deB éléments arbitraires 
dont dépend la fonction 2, ou bien deux fonctions indépendantes des varia­
bles a,, a,, a, ou bien de deux fonctions dont l’une sera une fonction de l’autre; 
cela étant, pour avoir une expression tout à fait générale de p, il a fallu le 
.représenter comme fonction des trois fonctions (93).
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C’est en effet ce qui résulte des équations (9) (p. 11) et de 
la définition du déterminant D.

XIII. Théorème. Lorsqu’à l’intérieur d’un certain domaine (T ) 
l’inégalité (94) est vérifiée, aucune des fonctions p'3 et q3 ne peut 
se réduire à zéro dans tout l’intérieur du domaine considéré.

En effet, supposons qu’à l’intérieur d’un certain domaine {T) 
l’inégalité (94) soit vérifiée et que, contrairement à notre théorème, 
on ait, dans tout l’intérieur du domaine (T), par exemple

(95) p9 =  0.

Les deux prémières équations du système (11) (p. 11) nous 
donneront
(96) P t  +  Pt ?i =  0, Pt (Pi +  ?») — 0.

D’autre part, il résulte de (14) (p. 11) et (95) que l’on aura: 

d  =  4p2

par conséquent, en vertu de (94), on aura

(97) =f= 0

et, par suite, la 2-ième des égalités (96) nous donnera 

Pi +  2» =  6,

égalité qui, en vertu des 1-ière et 4-ième des formules (13) (p. 11) 
nous donnera:

— 22»a3 -)- 2» ,a, -)- 2vî aJ =  0,

pour tout l’intérieur du domaine (?’). Or (XII, p. 27} chacune des 
fonctions w, v, et », se réduit à une constante. On a donc néces­
sairement

w =  » , = » ,  =  0

et les formules (13) se réduiront aux suivantes

(98) 2Ap1= M a i, 2Api — — M a,, 2Aql = M a i, 2Aqt — — Ala3.

En portant les valeurs de p„ p, et y„ tirées de ces formules 
dans la première des égalités (96) on trouve

a, a,) =  0,
d’où

A/ =  0 .
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ce qui, au moyen de la 2-ième des formules (98), donne 

P t ,=  O,
égalité incompatible avec l’égalité (97).

Si en lieu de supposer l’existence de (95) on avait supposé 
-celle de q2 =  0, ou aurait rencontré une contradiction analogue 
à celle que nous venons de mettre en évidence. Notre théorème est 
donc démontré.

XIV. Remarque. Il résulte du théorème précédent et de la 
continuité des fonctions p^ et q2 que, sans nuire à la généralité, 
ou peut, comme nous le ferons dorénavant, supposer que, dans tout 
l’intérieur du domaine considéré on a

(99) p'i. q'3 =}= 0.

Introduisons maintenant l’inconnue auxiliaire 2, définie par 
la formule

(100) 2 = -g .

Il résulte de (99) que la fonction 2 sera une fonction con­
tinue, vérifiant, à l’intérieur du domaine que l’on considère, l’inégalité
(101) 2 =j= 0.

Pour abréger l’écriture, posons

(102) M' =  ^ -  ( i = l , 2 , 3 )

Les deux premières équations du système (10) (p. 11) pour­
ront alors s’écrire ainsi:

11031 ! 2 ( ^ - ? i )  +  2 0¥ s +  2p1) =  0
j l l / 3- 2 ÿî +  2 2 ( l /2 + p 1) =  0,

d’où
2(1/, — 9l), < s  +  2p, =  Q

— 2 2i , 2(14 +  ^ )

En développant le 1-ièr membre de cette égalité, on recon­
naît que, à cause de la 3-ième des équations (10) (p. 11), elle 
équivaut à la suivante

(104) 41/, M2 —  M£ =  0,

laquelle, par conséquent, sera vérifiée dans tout le domaine considéré.
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XV. Théorèm e. Lorsque les inégalités (94) et (99) sont 
vérifiées à l’intérieur d’un certain domaine (T1), aucune des fonctions

(105) f M' ~  K ‘ +  2P'
I JWg — 2ÿ„ J / t +  p 2

ne peut se réduire à zéro dans tout l’intérieur du domaine considéré. 
En effet, supposons que, contrairement au théorème qu’il

s’agit d’établir, l’une des fonctions

(106) 3f, — y, ou -)- 2p,

soit identiquement nulle à l’intérieur du domaine (T). En vertu 
de (101) et (103) le seconde des fonctions considérées serait aussi 
identiquement nulle; nous aurions donc

(107)

par conséquent.

J /, — qx =  0, 3/, 2p, =  0,

3<h i

5a8 _l_
g?>i
5ax =  0

dans tout le domaine considéré. Après avoir porté les valeurs (13) 
(p. 11) de p, et qx dans l’égalité précédente et après avoir substi­
tué, dans l’équation obtenue, à 3/, et 3/8, les expressions que l’on 
obtient en remplaçant, dans les valeurs de 3/, et M3 tirées de (107), 
p, et ÿ, par les valeurs que fournissent les formules (13) (p. 11), 
on trouvera finalement que l’on doit avoir identiquement

6 w a ,a , — — 2üj(2a8 a, as) =  0.

Donc, puisque w, vx et vt sont des constantes {XII, p. 27) on a

to — =  0

et les formules (13) (p. 11) se réduisent aux formules (98). Celles-ci 
donnent en particulier

Pi +  <7î =  °-

Par conséquent, il résulte de la 2-ièine des équations (107) que 

3/s 2 g'j =  O,-

égalité qui, à cause de (103) et (101), entraîne le suivante:

(108) 3/2 -j- p8 =  0.
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Après avoir porté les valeurs de AZj, A/, et AL tirées des 
équations (107) et (108) dans l’égalité (104), on trouvera

P? + P »  2i = 0 ,

égalité qui, en égard aux formules (98), entraîne la suivante:

A/i (a^ — a, as) =  0,
d’où

A f= O .

Donc, comme cela résulte des formules (98). on aurait

^ i = P 2  =  2i =  î s = 0

égalités qui, comme cela résulte de la formule (14), sont incom­
patibles avec l’inégalité (94). Il est donc prouvé qu’aucune des fonc­
tions formant la 1-ière ligne du tableau (105) ne peut se réduire 
à zéro dans tout l’intérieur du domaine considéré. On démontrerait 
d’une façon analogue qu’aucune des fonctions formant la 2-ième 
ligne du tableau (105) ne peut se réduire à zéro dans le domaine 
considéré. Notre théorème doit donc être regardé comme démontré.

XVI. Remarque. Il résulte du théorème précédent qu’il 
n’existe aucun domaine à l’intérieur duquel on aurait à la fois 
l’inégalité (94) une égalité exprimant que l’une des fonctions (105) 
se réduit à zéro. Donc, à cause de la continuité des fonctions que 
nous avons à considérer, nous pouvons, sans nuire à la généralité, 
supposer comme nous allons le faire dorénavant, que, dans le do­
maine considéré, aucune des fonctions (105) ne s’annule.

9. Actuellement nous nous proposons de tirer des équations (11) 
et (12) les expressions de p's et de q's en fonction de M: on verra 
que l’on peut y arriver sans connaître la forme de la fonction M.

Le système (11) donne:

(109) D =  4 ^ ’ +  Pt Pi q'3 ~  ip i(P l +  qi) q' Pi

où D a la valeur (14). En portant dans l’expression de D la valeur 
de tirée de (100), on trouve:

(110) D == 4p?{2/>, — q, -J- X(2p, — y,)}.

En tenant compte de cette expression de D et en substituant
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à yâ dans le second membre de (109) sa valeur tirée de (100), on 
reconnaît que, en égard à (99), l’équation (100) équivaut à la 
suivante:
(111) {*Pi — +-*0*Ps — ? « ) } ^  =

=  2pg{(2pi — 2i) Pi +  (*P, —  3î)2i)

D’,autre part, les équations (103) équivalent aux suivantes:

2(2P l - ?1) = - ( 2 ^  +  24/,),
2(2p2- ?2) =  - ( 2 2 J f ,  +  J /8).

En portant les valeurs de —  qy et de Apt — qt tirées de 
ces équations dans (111), on obtient une équation équivalente à la 
suivante .
(113) 2{Jf1+ 2 1 f s +  2»A/!} ^ l =

=  2pi {(2Ml +  X Mt) Pl +  +  M fa }
où l’on a posé

(114) / = p ? .

XVII. Lemme. L’une au moins des dérivées et M2 de 
la fonction M  est différente de zéro.

En effet, il résulte de (104) qu’au cas où chacune des fonc­
tions et M2 ne serait pas différente de zéro, la fonction Mz 
serait nulle. Si donc chacune des fonctions Mu Mt était égale 
à zéro, ou aurait

M, =  > 2 =  A/, =  0

et il résulterait des équations (112) et (110) que, contrairement 
à l’hypothèse, ou aurait

Z) =  0.

Notre lemme est donc démontré.
Cela posé, nous allons transformer l’équation (113) en envi­

sageant successivement l’hypothèse où l'on aurait

(115) M, =j= 0
et celle où
(116) A/s ={=0.
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Multiplions l’équation (113) par 2 47, et éliminons de l’équa­
tion obtenue la quantité 4/2 au moyen de (104); il viendra

(117) (2M, +  2 M3y  <  =  2p2(2 M, +  247,) (2 M, Pl +  47, </,),

équation qui, à cause de (115), équivaut à (113). Mais

(118) 2 4 / ,+ 2 4 7 ,  +  0,
puisque la fonction

(24/, +  24/,)’ .=  442,(4/, +  247, +  2’4/,)

est égale, comme cela résulte de (112) et (110), à 27) et que, par 
hypothèse on a l’inégalité (94). Cela étant, l’équation (117) équivaut à

(119) ( 2 4 / , + 2 4 / , ) ^  =  2pï (247 ,p ,+ 4 7 ,2,),

laquelle {XVI, p. 31} équivaut à celle que l’on obtient en la multi­
pliant par

•^8 +

en substituant dans cette dernière à l’expression 

2(4/3 +  2p,)

l’expression 2(47, — g,) qui lui est égale à cause de la 1-ière des 
équations (103), il vient

(120) 2(247,p, +  4 7 ,g , ) ^  =  2/),(247,:p, +  47, g,) (47,+2/),).

Mais il résulte de (118) et de ce que (120) a été déduite de (119) 
en multipliant celle ci par un facteur non nul, que

247, /?, +  47, y, +  0 

donc, l’équation (120) donne

(121) ^  =  P!(479 +  2?1).

Si nous avions supposé que l’on a l’inégalité (116) il aurait 
suffit de multiplier (113) par 247, pour s’assurer, au moyen d’un 
calcul tout à fait analogue à celui que nous venons de développer, 
Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3
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que, dans ce cas encore la formule (121) subsiste. Donc {XVII p. 32} 
la formule (121) subsiste dans tous les cas.

En introduisant la fonction / ,  définie par la formule (67) 
(p. 22), on donnera aux deux premières équations du système (11) 
(p. 11) la forme suivante:

3 /
3a,

2
2 c'a,

^ ~ = P ? + P t <!>

de

df
3a.

3/
= / ’»(/’. + f t ) -

1
2 c’a.

Ces équations donneront, après y avoir porté la valeur (121)
3 /
3 a , ’

(122)

3 f
^Pi (2 ?i — +  2P> ( /i —3a,

2 2 =  pt (2 qt — M3).

D’autre part les équations (103) (p. 29) donnent:

2 g', — 2 2 / , =  2 (J f , +  2p ,),
2<h—  2 /, =  2 2 (2 /t -)- p t).

Eu portant les valeurs précédentes de 2 g ,— 22/8 et de 
2q3 —  2/3 dans les formules (122) on trouve:

(123)

g _ p ,  J / . + p i

Après avoir porté dans les équations (121) et (122) les valeurs 
de p t et p3 tirées des formules (13) (p. 11) on s’assurera aisé­
ment que, indépendamment de la forme que pourrait avoir la fonc­
tion 2/, l’ensemble des équations (121) et (123) constitue un sys­
tème complètement intégrable qui fournit pour la fonction /)  ou 
ce qui, à cause de la formule (67) (p. 22), revient au même, pour 
la fonction p'^ l’expression suivante:

(124) =  Ci —
a , (2 / — w)2 -(- 4 a ,u 1(2 / — w) -j- 4 a 2wf 

4 2

où c, représente une constante arbitraire.
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On s’assurera aisément que, pour calculer q'32, il suffit de 
substituer, dans les considérations qui nous ont conduit à la for­
mule (124), aux quantités

Pi, Pt, Ps, ii, it, q i M. w, v„ vt , at, at . a3, 

respectivement les quantités

in  ii, — ii, Pt, Pi, ~  Pt, ~  w, at, ai, «s-
On trouvera de cette façon

a2(A /+ w )a — 4 a s üs(4/+M>) +  4a, %
23 — c, -  -—— — —— j

en désignant par c, une nouvelle constante arbitraire.
10. Il ne nous reste plus qu’à déterminer la fonction M  par

la condition qu’elle satisfasse aux trois équations qui forment le 
système (10) (p. 11) ou, ce qui revient au même, par la condition 
qu’elle vérifie le système formé par les deux équations (103) et la 
3-ième des équations (10), c’est-à dire le système suivant:

(126)
2 4 / , +  24fs - 2 ( ?1 — 2Pl) =  0, 

A/8 +  22A/2 — 2(Î2 -  *P») =  0, 
à8(4/) +  2(2, Pi — 22 Pi) =  0,

où 2 est définie par la formule (100) (p. 29), les symboles 4/,, 4/j, 4/s 
étant définis par les formules (102) (p. 29). En utilisant les for­
mules (13), (124) et (125) on transformerait aisément le système (126) 
en un autre qui ne contiendrait plus que la seule inconnue M- 
Toutefois, pour arriver à des équations maniables, il faut procéder 
avec quelque attention.

Je rappelle d’abord que le système (126) entraîne, comme nous 
avons déjà eu l’occasion de le constater, l’équation (104) (p. 29). 
Pour aller plus loin, observons qu’en tenant compte de cette équation on 
déduit aisément des deux premières équations du système (126) les 
deux suivantes

2(2, ^.pi) ^ t  (ÿj — ^-Pi) -^4 — 6,
2(2, — 2ps) 4f, — (2, — Api) 4/3 =  0

Multiplions la première de ces équations par 21 H- 2p, et 
la deuxième par 22 H- en ajoutant membre à membre les 

3*
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équations obtenues, ou obtiendra une équation équivalente à la 
suivante:

(127) (g? —  Mi +  — 22pi) M1 —  (g, qi — V Pl Pi) Ms =  0,

où comme cela résulte des égalités (100), (124) et (125), 22 doit 
être regardé comme défini par la formule

z, 2Q\ »  _  ~  «g (-^~+ w)2 +  4 a » vt (M + w )  —  4a, v22
' 4cjA — a, ( J f — w)2—  4as Vj (M —  w) — 4 a 2 Uj2 '

Il résulte de ce qui précède ainsi que du lemme XVII (p. 32) 
que nous avons le théorème suivant:

XVIII. Théorème. Les valeurs des constantes {XII, p. 27} v2 
et w étant choisies ainsi que celles des constantes c, etc2 qui figurent dans 
les formules (124) et (125), la fonction M doit nécessairement satis­
faire à l’équation (104), à la dernière des équations (126) ainsi qu’à 
l’équation (127), sans se réduire à une constante.

Voici maintenant un théorème qui complète le précédent:
XIX. Théorèm e. Lorsque, sans se réduire à une constante, 

la fonction M  satisfait, dans les conditions énoncées dans le théo­
rème précédent, à l’ensemble des équations (104), (126) et (127), 
les formules (124) et (125) lui font correspondre précisément deux 
solutions de l’ensemble des équations (9), (10) (11) et (12); pour 
aucune de ces solutions le déterminant D {formule (14) p. 11} 
n’est identiquement nul et ces solutions se déduisent l’une de 
l’autre en substituant aux expressions de Pi et de qui convien­
nent à l’une des solutions considérées, les produits de ces expressions 
par le nombre

— 1.

Pour établir ce théorème supposons que l’hypothèse en soit 
vérifiée.

Si chacune des dérivées M2, M2 et M3 ne jouissait pas de la 
propriété de ne pas se réduire identiquement à zéro, il existerait, 
comme .cela résulte de (104), un domaine (T) à l’intérieur duquel 
l’une des dérivées A/, ou serait différente de zéro, la deuxième 
d'entre elles ainsi que la dérivée Ms étant identiquement nulle. Con­
sidérons par exemple le cas où l’on aurait à l’iutérieur du domaine (71)

(129) d / 1 = } = 0 , d / 2 =  J l / s =  0 ,
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l’équation (127) nous donnera

2s —  tëpl =  0
ou bien

(?s — *Pt) (ft +  *Pi) — 0
où A représente l’une des deux racines de (128). Il existera donc 
une racine 2' de (128) telle que l’on ait

(130) qt —  2'pï =  0.

Or p2 et q2 ne peuvent pas être nuis identiquement car, 
comme en vertu des formules (13) (p. 11) on a

(131) 44(9, p, — q2 p,) =  — M* +  w* — 4u, vs,

on aurait si l’on avait identiquement

Pi =  Î î =  o,
—  M *  - { - w *  —  4u, u, =  0,

et la fonction M, contrairement à l’hypothèse, se réduirait à une 
constante.

Il résulte de là que l’équation (130) déterminera 2' sans 
ambiguité si, comme nous le ferons, on impose à 2' la condition 
d’être continue. La fonction 2' étant déterminée de cette façon, 
nous allons faire voir que, pour obtenir une solution du problème 
il n’y à qu’à associer à M  les systèmes de déterminations de p'3 et q3 
qui satisfont à la condition

(132) =  2'.
Pi

A cet effet il nous faut prouver:

1° que pour satisfaire au système (126) avec 2 =  ^4 il faut 
Pi

et il suffit que l’on prenne un système de déterminations de p's et 
93 qui satisfasse à la condition (132).

2° que le déterminant D défini par la formule (14) (p. 11) 
n’est pas identiquement nul. Or il résulte de (129) et de (130) que l’on a

(133) M3 +  22 'J / ,  -  2(ï8 -  2% ) =  0.

D’autre part, puisque, par hypothèse, la 3-ièma équation du 
système (126) est vérifiée, ou aura (voir les formules (8), p. 10} 
à cause de (129):

—  A /, +  2 ( 9 ,  p 2 —  q2 P l) —  0
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que ce système soit équivalent au système (126) {où 2 il est

d’où, moyennant (130):
2M { —  2(?1 — 2'A ) =  0

ou,, puisque Mz =  0,

(134) 2M i +  V M t —  2(î t — 2 > 1) =  0.

La fonction M  satisfait donc aux équations (133) et (134) 
ainsi que (par hypothèse) à la 3-ième des équations (126). Pour

?3 
$

évidemment nécessaire et suffisant que la relation (132) soit satisfaite.
Reste à prouver que le déterminant 1) n’est pas identiquement 

nul. Or il résulte de (131) (où, rappelons-le, w, a, et u2 repré­
sentent des constantes) que, puisque la fonction M  ne se réduit 
pas à une constante, l’expression

?i P-i ~  Pi

n’est pas nulle identiquement, donc (V, p. 12) le déterminant D 
n’est pas identiquement nul.

En définitive, dans le cas particulier où l’on a les relations 
(129), le théorème est démontré. On l’établirait d’une façon ana­
logue dans le cas où l’on aurait

M , =f= 0, <  =  Mt =  0.

Il ne reste donc plus qu’à examiner le cas général où

(135) M, =(=0.

Désignons par 2' une détermination continue de 2 vérifiant l’équa­
tion (128), en nous réservant de préciser plus tard quelle est celle 
des deux déterminations de 2 que représente le symbole 2'. L’équa­
tion (127) pourra s’écrire ainsi:

(136) (9? — 2'ajo?) df, +  (ĝ  — 2.'îpl)M l — (g, g, — 2,2p,p2)iV, =  0.

D’ailleurs

( ? i  Ï 2  —  P i)2 —  4 ( ÿ ï  —  ( ' 4  —  =

=  { (Ç l ----- ^ 'P l)  (? 2  +  ^ ’Pî) ---  (? 1  +  A'Pi) ((Ji 2  p 2 ) } !  =

=  4(2, p2 — g2 p,)22 '8.
Or l’expression

7 i Pt (h  Pi
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ne peat s’évanouir à l’intérieur d’aucun domaine car, à cause de 
la relation (131) la fonction M, contrairement à l’hypothèse, se 
réduirait à une constante. Par conséquent les fonctions

î î  — ^ '2Pi, i l  — *'apl et ii  i i  ~  * 'aPi Pi

ne peuvent pas être nulles à la fois.
Cela posé, les équations (136) et (104) permettront de cal­

culer les rapports des quantités J /,, M2 et At}. On constate qu’il 
existe un nombre e, vérifiant l’égalité

£ « =  1

et tel que les dérivées M, (i =  1, 2, 3) soient proportionnelles aux 
expressions

(ii ~  (ii ~  e t'P i)2, %(ii — e^'Pi) (it — d 'P tY

Mais si 2' est une racine de (128), e2' en est évidemment aussi une.
Par conséquent, nous pouvons préciser la détermination de A 

que représentera le symbole 2' en spécifiant que c’est celle à la­
quelle correspond la valeur -j- 1 de e. La détermination 2' de 2 étant 
précisée de la façon précédente, les quantités M x. M 2 et M t seront 
proportionnelles aux expressions

(?i — <*'p.)2, (ii — t'P t)a, 2(?I — 2 'Pl) (qt —  l 'p a)

avec un coefficient de proportionalité que l’on déterminera en 
tenant compte de ce que, par hypothèse, la fonction M  satisfait 
à la 3-ième des équations (126) (p. 35).

Après avoir effectué les calculs précédents on s’assurera que 
l’on à:

2 > , +  2 ' J / , - 2 ( ?1- 2 > 1) =  0)
Jl/j 2 2 ' —  2(qt — 2z/)2) =  0.

Pour que ces équations se confondent avec celles que l’on 
obtient en substituant à 2 dans les deux premières des équations 
(126) le rapport

i î
Ps

il est évidemment nécessaire et suffisant que l’on associe à la fonc-
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tion M  un système de valeurs de p'z et de q'3, tiré des équations (124) 
et (125), tel que l’on ait

Cette condition étant remplie, toutes les équations (9), (10), 
(11) et (12) seront satisfaites et il ne reste plus qu’à prouver que 
le déterminant (D) {formule (14), p. 11} n’est pas nul identique­
ment. Or, puisque, par hypothè s, la fonction AI ne se réduit pas 
à une constante, il résulte de la relation (131) (p. 37) que l’expression

?i Pt —  ?ï Pi

n’est pas identiquement nulle. Par conséquent {V ,p. 12} le déter­
minant D n’est non plus identiquement nul et la démonstra­
tion du théorème est achevée.

11. Il résulte des théorèmes X V III et X IX  (p. 36) que le 
problème étudié se ramène à la détermination de- l’intégrale com­
mune des équations (104), (127) et de la dernière, des équations 
(126). Si, après avoir porté dans l’équation (127) la valeur (128) 
de 22,-on substitue dans l’équation obtenue ainsi que dans la der­
nière des équations (126) les valeurs de p lt p2, ç, et q2 tirées des 
égalités (13) (p. 11), si en outre, pour déterminer la fonction M  
des variables a n a s, a3, on se propose de rechercher une fonction 
F(a,, a„ a3, M} des quatre variables oq, oq, a3 et M. telle que l’équation

(137) ^ (a j , oq, oq, A/) =  0

fasse connaître la fonction cherchée M, on constate que après avoir 
posé pour abréger l’écriture:

(138)

(139)

dF_
3M '^0 =  ^ 7 ,  = ( t =  1/2, 3)

l — Ma —  w2 -f- 4wi?, V — M2 —  w2 — 4 mîi, 

a, =  2vj(w -f- M) , ai =  2vi {w —  M)

3M '

on peut écrire les équations du problème comme il suit: 

(HO) 4 ^ , . ^  — F 32 =  0,
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(141) Z{(2aias +  l'a1')F1 — (2os a 3 4-Z'a,)Fs -[-(flqa, — a ,a 1) J 18} +  
4 -4 c ,{ [(Jf4 - w)a3 —  2vi a1]i F 1 +  [(.V +  w )at — 2vsa ,]ï J '1 +

+  [(M +  w)a3 —  2 » ,^ ]  [(M w )as —  2ti8a 8]A’3} 4~
— 4c2{[(JW — «0)04 4- 2v1a3\i F1 4- [(JW — w)a8 4~ 2v1at ]t Fi 4~

4- [(JW — w)Oj 4- 2v1aa] [(JW— w)a8 4- 2«1œ2[7'8} — 0.

(142) 2{(M — w )^  4- 2»! «s} /1, +  2{(JW 4~ w)a8 — 2vi al}Fi 4-
4- 2{M as 4- a2 — vi a 1}F 3 — IF„ =  0,

où, bien entendu, les variables oq, a2, a8 et M  doivent être re­
gardées comme des variables indépendantes.

Introduisons maintenant au lieu des variables a,, a2, a, les 
variables a,, o2, ag, définies par des formules de la forme

3

a, =  ̂ ( i tk ak (i =  1, 2, 3)
»-.i

où les aa sont des fonctions de la seule variable JW, fonctions telles que 
l’expression qui est multipliée par Z dans l’équation (141), c’est-à-dire 
l’expression

(20,0(3 4- l 'a y)F 1 — (2 a, a8 - \- l 'a t)F% 4- (a, a2 — a j a J J 7,,

prenne la forme suivante

3F  . 3F  
Pi 4" Pî °23o1 do.

3F_
do.

où les ok représentent des fonctions de la seule variable JW. On 
trouve aisément que l’on peut prendre:

(143)
Oj =  (M —  w)’a t 4 - 4t^a2 4 - 4t)i(JW — w)a, 
o2 =  4ula, 4- {M w)8a2— 4 u2(JW4~ w)a8, 
o3 — — 2«2(JW — w )at 2vk (JW 4- w)at 4* Z'a8.

A la suite de ce changement de variables les équations (141) 
et (142) prennent la forme suivante

J  3F  3 F \ iJ2

+  | 3F  , „ 3F  , 3F \
-----H a2 „3ox do3 3 o J  

3F

+
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3F
3M

Effectuons maintenant, dans ces équations, le changement de 
variables suivant:

<7, U,
S1 --  ~ ’ S2 --  „ ,

„ _°i °2 _S, —  <TS,(144)

il viendra:

(145) *

(146)

la 1 4 ( 3F  3F \ _  nl \S l3 Sl Sî3ssî 4Ssf l c'Sl Css J  — ° ’ 

3F ■4A/s3^  =  0. 
vs.

En se reportant à la première des formules (139), on recon­
naît de suite que, après avoir posé

(148) <P- (M~ —  wt -)- 4 wü)2 ’

ou peut représenter l’intégrale générale de l’équation (146) au 
moyen de la formule suivante

J ’= / ’1(qp, sn ss)

où J ’, (qp, s,, s2) représente une fonction arbitraire des variables 
qp, Sj et Sj, assujettie seulement à remplir des conditions de régula­
rité évidentes. En exprimant que l’expression précédente de la 
fonction F  satisfait à l’équation (145) et après avoir posé

(148) =  s, s2 — 4(c, s8 +  c2 sjqp,

on trouve que la solution commune la plus générale des équa­
tions (145) et (146) peut être represéntée par la formule suivante:

(H9) ^ = = ^ ( ^ ,  V')

où le second membre représente une fonction arbitraire de qp 
et de y.

Reste à exprimer que l’expression (149) de F  satisfait à l’équa­
tion (140); moyennant un calcul tout à fait élémentaire mais un 
peu long, on reconnaît que la condition nécessaire et suffisante 
pour que la valeur (149) de F  satisfasse à l’équation (140) est
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que la fonction Fî {q>, ip) vérifie l’équation aux dérivées partielles 
suivante:
(150) 4- 16q c, gp2)j +

i j &Ft 3Ft ( 3 F, \ 2+  4 ’” p 3 F  s ¥  +  ’’T s v )  ” °

Mais en réalité ce que nous cherchons c’est la relation entre 
M, a,. aî} a3, que définit l’équation (137) ou, ce qui, à cause de 
la formule (149), revient au même, la chose qu’il nous importe 
de connaître c’est la relation entre <p et ip que définit l’équation

Fj(qp, zp) =  O.

Or. il résulte de (150) que la relation en question se confond 
avec celle qui définit l’équation différentielle ordinaire suivante:

— 4(ip I6 r, cs gp2)} dtp2 —  4cptpd(p dtp +  (p2 dtp'2 =  0, 

laquelle peut encore s’écrire ainsi:

(2tp dtp — tpdtpy — 4{tp 4" 16c, c, gp2) <Zgp2 =  0,
d’où
(151) 16c, c2 gp2 =  (c3gp— 1)»

où cs représente une eonstaute arbitraire.
Moyennant les formules (.143), (144), (147) et (148) on expri­

mera les fonctions gp et au moyen de M et d’élements connus 
et l’équation (151) fera connaître alors la fonction M qu’il s’agissait 
de déterminer.

En se reportant aux théorèmes XVIII et X IX  (p. 36) 
et en remarquant que la fonction M, déterminée au moyen de l’équa­
tion (151). ne se réduit pas à une constante, on reconnaît que l’on 
a le théorème suivant.

XX. Théorème. Il existe une solution de l’ensemble des équa­
tions (9), (10). (11) et (12) (p 11) n’annulant pas identiquement le 
déterminaut D  défini par la formule (14): cette solution dépend 
de six constantes arbitraires dont trois représentant les valeurs 
constantes (XII, p. 27) des fonctions vt et te, les trois autres 
étant les constantes c„ ct et c3 entrant dans les équations (124), 
(125) et (151); le choix des six constantes précédentes étant arrêté, 
on pourra procéder comme il suit pour former la solution corres­
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pondante du problème: on choisira arbitrairement une détetermi- 
nation M vérifiant l’équation (151), ou portera cette détermination 
de M dans les équations (124) et (125) et après avoir choisi arbi­
trairement l’une des deux déterminations de l’une des fonctions pl 
et 2s, on lui associera (ce qui sera toujours possible) celle des 
déterminations de la seconde de ces fonctions qu’il faudra choisir 
pour que la valeur

2 =  4

Pt

de 2 satisfasse aux équations obtenues en portant la détermination 
considérée de M dans les- deux premières équations du système (126), 
après avoir préalablement substitué dans ces équations aux fonc­
tions p,, yt2, g, et leurs valeurs tirées des équations (13) (p. 11).

12. Ayant déterminé toutes les intégrales du système formé 
par l’ensemble des équations (9), (10), (11) et (12), appliquons les 
résultats obtenus au problème de physique qui nous a conduit aux 
équations précédentes.

En se reportant aux formules (1) (p. 9) on reconnaît que 
les fonctions

(1&2) Pi, Pv Pa, il, ÿï, ?3

qui entrent dans les formules (3) (p. 10), doivent être déterminées 
dans le domaine que définit l'ensemble des relations suivantes 

(153) a, 0, a2 0, a, a2— al (5: 0.

Il taut évidemment chercher des expressions des fonctions (152) 
telles que chacune des fonctions (152) soit continue dans tout le 
domaine (153).

Dans les numéros précédents nous avons reconnu que, au 
point de vue de la forme analytique, il y a lieu de distinguer huit 
solutions différentes de l’ensemble des équations (9), (10), (11) 
et (12); l’une d’elles est caractérisée par la condition que la valeur 
correspondante du déterminant D, défini par la formule (14) (p. 11) 
ne se réduise pas identiquement à zéro; c’est celle à laquelle se 
rapporte le théorème XX (p. 43); en dehors de cette solution il 
y en a encore sept autres ayant cela de commun qu’il correspond 
à chacune d’elles une valeur identiquement nulle du déterminant D, 
pour deux de ces solutions (voir le No. 5) le produit pl-ql n’est
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pas identiquement nul; l’une de ces solutions est donnée par les 
formules suivantes

dpi = •

(154)

dpj =

=

C
v2

«s +  v, a2,

Q “ 1 »i «s,

«iCa, — u2a8,
Aqt —  +  UjCtu

2Cv, vt as —  C!o|œ2 —
CPA +  F,

Ï3   F Pii
où C est une constante arbitraire non nulle, les quantités un vt et F  
étant des fonctions arbitraires de la fonction 

(155) ctjC2 —  2 a 8C-(- a»;
la deuxième des solutions considérées est donnée par les formules 
suivantes

(156)

= ~  2 “ ’ + « j  a 2

= 2  1 — «1 « 3

d ç ,  = » i  2  a , — »a a 3

4 ? a  = —  U , 2  a 8 + v 2 a t

« l 8 22 u!»2« 3 —  v ^ a l  —  v ? a 2 ,

Pz — 2 M  1 F,

où u2 et F  sont des fonctions arbitraires de la fonction 2
laquelle est définie par l’équation

(157) «,2* — 2 a82 +  a 2 +  0(2) =  O

dans laquelle 0(2) représente une fonction arbitraire de 2; vien­
nent maintenant les deux solutions (voir le No. 6, p. 21) où l’une 
des fonctions p'a et ÿj et une seule est identiquement nulle; l’une 
des solutions précédentes est donnée par les formules:

2Apt =  v,(a2)a8 -|-2ÿ>(as)a 2
2Apt =  —  ^(«a)»! — 2qp(a2)ct8

„ s _  M gi)g3 +  M aM  , x 
P s  ~

2l = ? 2  =  ? 3 = 0 ,

(158)
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où gp(a2), ipia*) et ^ (« j)  représentent des fonctions arbitraires 
de a2; la deuxième des deux solutions considérées est la suivante:

(159)

Pi = P t  = 7 ’s =  0,
2Aqy ip{ai')a.l — 2q>(al}at
2Aqt =  ^ (a ,)a 3 - ) - 2q9(a,)a2

,.-2_  {^(œ.)as 4-2<p(a,)a2}s ,
ÿs — H ^ l« i)

où ^(oq) et À'(a i) représentant des fonctions arbitraires de a,;
enfin, eu dehors du ,cas dénué d’intérêt où toutes les fonctions 
Pi-. Pu Pu ?i> Î îj ?3 S0Ilt identiquement nulles, nous avons encore 
(voir le No. 7) trois solutions où l’on a identiquement
(160) _p' =  ?;B=O;

l’une de ces solutions est définie par les formules:

(161) f ? i = 2 s  =  2 i= ° >
p 2 =  une fonction arbitraire de a2 et a 3;

une seconde solution est la suivante:
A (162) |

( q1 =  une fonction arbitraire de a, et os3 ;

voici enfin les formules qui font connaître la 3-ièine solution du 
genre considéré; le symbole 2 désignant une fonction définie par 
l’équation
(163) F ( o ,4 - a 8, 2 a 2 - |- a 8, 2) =  0

où F(at -(- 2 cî3, 2 a 2 a3) représente une fonction arbitraire 
des expressions
(164) a j 4 - 2 a s, Àa2 -f- a„  2,
on a

p, =  <5(a, 4 - 2 a 2, 2«.2 4- ces, 2) 
p2 =  2p,

(165)

7  2   Pl

où <5(a, 4~ 2 os3, 2 0!2 4” a3, représente une fonction arbitraire 
des expressions (164)

On pourrait se demander s’il ne serait pas possible d'obtenir
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des expressions admissibles pour les inconnues (152) (p. 44) sans 
supposer qu'elle dussent être définies dans toute l’étendue du do­
maine (153) (p. 44) par une seule des huit solutions différentes de 
l’ensemble des équations (9), (10), (11) et (12) (p. 11); dans ce cas 
le domaine (153) (p. 44) se décomposerait en plusieurs régions de 
telle sorte que dans des régions différentes nos inconnues seront 
définies par des solutions différentes des équations (9), (10), (11) et (12). 
Toutefois, pour éviter de nous engager dans des considérations com­
pliquées et probablement inutiles, nous nous bornerons à considérer 
successivement chacune des huit solutions de l’ensemble des équa­
tions (9), (10), (11) et (12) en étudiant pour chacune d’elles la 
question suivante: la solution considérée peut-elle, peut-être moy­
ennant une particularisation convenable des éléments arbitraires 
qu’elle contient, fournir des expressions admissibles des fonctions
(152) et valables dans tout le domaine (153)?

XXI. Théorème. La 1-ière des huit solutions énumérées plus 
haut, celle à laquelle se rapporte le théorème XX (p. 43) doit être 
rejettée comme impropre à fournir des expressions admissibles des 
inconnues (152), valables dans tout le domaine (153).

En effet, chacune des fonctions vn », et w se réduisant (XII 
p. 27} à une constante, il résulte de la continuité des fonctions (152) 
et des formules (6) (p. 10) que la solution considérée ne pourrait 
être admissible qu’à la condition d’avoir

(16.6) »,=»,= w — 0.

Or, dans ce cas, ainsi que cela résulte des formules (143), (144), 
(147) et (148), l’équation (151) pourrait s’écrire ainsi:

(167) M* -(- 2[c,as — 2(c1ct, -j- c,a,)] M2 -f- 16c,c,d =  c’d

et, à cause de (166), les formules (124) et (125) se réduiraient aux 
suivantes:

P3 ---  C1 A

(168) atM2

J ’observe maintenant que {formules (6) (p. 10} l’on a

(169) p ?  =  p’3A, q, =  q’A.
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Donc, puisque les fonctions p 3 et g3 sont continues, il résul­
terait de (168) que l'on a:

Ces égalités étant incompatibles, on voit que la solution con­
sidérée ne peut par fournir des expressions admissibles de nos 
inconnues.

XXII. Théorème. Aucun des systèmes de formules (154), 
(156), (158) et (159) ne fournit pour les inconnues (152) des valeurs 
admissibles ne se réduisant pas aux suivantes:

(170) p, =  g, =  O (i =  l ,  2, 3).

La marche à suivre étant en principe la même dans chacun 
des quatre cas qu’il y a à considérer, nous nous bornerons à dis­
cuter les formules (154).

Envisageons les systèmes de valeurs des variables a„  a, et as 
tels que l’on puisse poser

(171) a, =  i‘a,, a3 =  ta t

et n’envisageons que les systèmes de valeurs de a, et t pour les­
quels l’expression (155) conserve une valeur constante f„. Nous aurons

(172) 0 , 0  — 2 a, C i-(-a , *» =  £„.

D’autre part, puisque, dans les formules (154), les fonctions 
et t>, sont des fonctions de la seule fonction (155), ces fonctions 

ooserveront des valeurs constantes v\°î et vlp pour tous les systèmes 
de valeurs de o, et t qui vérifient (172). Portons les valeurs (171) 
de a2 et de a3 dans la 1 ière des équations (154) en supposant
que (171) soit satisfaite. Comme on a 

A =  a i ai —
il viendra

{
«(0) 1

pourvu que (171) soit satisfaite. Nous aurons donc 

v<v =  v<°) =  0.
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Mais la constate a une valeur arbitraire. On a donc iden­
tiquement

üj =  «j =  0.

En s’adressant à la 5-ième des formules (154) et en tenant 
compte de la 1-ière des relations (169), on prouvera aisément que 
la fonction F, fonction de la seule fonction (155), se réduit iden­
tiquement à zéro. Donc, les seules valeurs admissibles pour nos 
inconnues que peuvent fournir les formules (154) sont bien celles 
que définissent les équations.

Le raisonnement étant, comme nous l’avons déjà fait remarquer, 
tout à fait semblable dans chacun des trois cas qu’il y aurait en­
core à considérer, notre théorème doit être regardé comme établi.

Les deux théorèmes précédents nous amènent à la conclusion 
suivante: on a dans tous les cas relations (160) ou (formules (6), 
p. 10), ce qui revient au même:

P3 =  q3 =  0;

quant aux autres inconnues pu p2, ÿi et ç2, on ne peut hésiter qu'entre 
les expressions (161), (162) ou (165) de ces inconnues.

Rocznik Pol. Tow. matem.



Les e n se m b le s  b o re lie n s  a b s tra its
Par

W . S ie rp ir is k i.

S  étant une famille donnée d’ensembles (dont les éléments 
sont de nature absolument quelconque), nous désignerons par B(<^) 
la plus petite famille Si d’ensembles qui satisfait aux troix con­
ditions suivantes:

1°. S Q S t
2°. Si E =  EA , où En s St pour n =  1, 2, 3 ,...,

on a EeSt.
3°. Si E = E 1Ei Ea. . . ,  où EnESt pour w =  l , 2, 3,..., on a EeSi.
(B(&) est donc la famille de tous les ensembles qu’on obtient 

en partant des ensembles de la famille S  et en effectuant (dans un 
ordre quelconque) un nombre fini ou une infinité dénombrable 
d’additions et de multiplications. M. H a u s d  o r f f  désigne la famille 
B(&} "par et appelle les ensembles formant ensembles bo­
reliens obtenus des ensembles E e S 1)').

Désignons par B*(cF) la plus petite famille S t d’ensembles qui 
satisfait aux conditions 1°, 2°, 3° et à la condition

4°. Si E ^eS t  et Et eSt, on a JE?, — E2 e Si.
(La propriété 3° est d’ailleurs, d’après la formule 

E, E , E , ... =  E, -  [(E, - E t ) +  (A  -  E s) +  (E, -  £’,) + . .

une conséquence des propriétés 2° et 4°).
On a évidemment (pour toute famille S  d’ensembles) la formula 

£ ( d / ) c £ * ( n
et J3*(eF) peut être regardée comme la plus petite famille S t  d’en­
sembles contenant B(&} et satisfaisant à la condition 4°.

*). F H a u a d o rff : Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 84.
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Le but de cette Note est de trouver une condition nécessaire et suf­
fisante pour qu’on ait B(c?) =  Nous prouverons notamment ce

Théorèm e. Pour qu’on ait pour une famille 3  d’ensembles la 
formule
(1) =  £*(<?),
il faut et il suffit que la famille 3  satisfasse à la condition-.

(2) Si Exe 3  et E2e3, on a Ex— E2eB(3).

D é m o n s tr a t io n . La famille <?t'=B*(3') satisfaisant aux con­
ditions 1° et 4°, on reconnait sans peine que la formule (1) en­
traîne (2). La condition de notre théorème est donc nécessaire. H 
reste donc à démontrer qu’elle est suffisante,

Soit donc 3  une famille d’ensenSbles satisfaisant à la condi­
tion (2): il suffira évidemment de prouver que la famille 3 t— B (3 )  
satisfait à la condition 4°

Nous prouverons d’abord que:

(3) Si Exe3  et E 2e B(3), on a E x— Et eB(&).

Soit donc E x e 3  et désignons par 3ix la famille de tous les en­
sembles E, tels que E{— E eB (3 ). Je dis que la famille jouit 
des propriétés 1°, 2’ et 3°.

En effet, soit E e3\ d’après Exe 3  et d’après (2j, nous aurons 
E x — E eB{3)\ d’après la définition de la famille <̂ f, nous avons 
donc E £3ix Nous avons ainsi démontré que ce qui prouve
que la famille 3 t= 3 fx jouit de la propriété 1°.

Soit maintenant E =  I f  -|- H2 -|- Hs - j- . . . ,  où H ne3lx pour 
n =  1, 2, 3 ,... D’après la définition de la famille 3tx nous avons 
donc E x — HneB(3) pour « = = 1 ,2 ,3 ,... La famille St — B[3} jouis­
sant de la propriété 3°, la formule

Ex - E = E X - ( # ,  +  H, +  H3 + .. . ) = (E t- H M — Ht)(Ex

donne donc E x — E eB(oE) et il en résulte, d’après la définition de 
la famille que E e31x. Nqjus avons ainsi démontré que la fa­
mille 3 t= 3 tx jouit de la propriété 2°.

Soit enfin E =  HXH2 I f . . . ,  où Hn e 3tx pour » =  1, 2, 3 ,... La 
famille 3C = B (3) jouissant de la propriété 2°, la formule 

E1- E = E l - H 1 Hi Ht ...= {E t - H 1)+ (E 1- H t) ^ E 1- H l) + .. .

donne donc E ,— E eB (3 ), et il en résulte, d’après la définition de la fa­
mille que E (H V La famille 3 t— 3t, jouit donc de la propriété 3°

4*
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La famille S (=  àHy jouit donc des propriétés 1°, 2° et 3°, d’où 
résulte, comme nous savous, que

(4)

Soit maintenant e B  (<jF) : d’après (4) nous aurons Et e eft,, donc, 
d ’après la définition de la famille <8f„ Et — E^e B(&). La propriété (3) 
est ainsi établie.

Soit maintenant Et EB(&) et désignons par S la famille de 
tous les ensembles E, tels que E — Je dis que la famille 
3C— S jouit des propriétés 1°, 2° et 3°.

En effet, soit EeéF: d’après (3) nous avons E  — Et eB(af), ce 
qui donne, d’après la définition de la famille S, E s  S. Nous avons 
donc S, ce qui prouve que la famille ôH, — S jouit de la pro­
priété 1°.

Soit maintenant Æ7 =  jH", —{— —J— -J- où HneS, pour 
n — 1, 2, 2 ,... D’après la définition de la famille S, nous avons donc 
H n —  El eB(&') pour n =  l, 2, 3 ,...' La famille <% =  5(<?) jouissant 
de la propriété 2#, la formule

E -  E 3 =  (H, +  H, +  HS +  . . . ) -  E t =  (H, 2?,) +  (H ,- £ ? ,)  +
+  (Bs - ^ )  +  ...

donne E —  Et e .B ^ ) , et il en résulte, d’après la définition de la fa­
mille S, que E e S. La famille cH = §  jouit donc de la propriété 2°.

Pareillement, en s’appuyant sur la formule

A  H, H3 / . .  -  E - (  Hx -  E) ( H, -  E) ( H, -  E ).. . ,

et sur ta propriété 3° de la famille <&C— B(&), on prouve sans 
peine que la famille B  =  S jouit de la propriété 3°.

La famille &t= S jouit donc des propriétés 1°, 2° et 3°, d’où 
résulte que
(5) B W Q S .

Soit maintenant E^BfcE): d’après (5), nous aurons E 1eS, donc, 
d’après la définition de la famille S, El — Et eB(&).

Nous avons ainsi démontré que

Si ExeB(&) et E î eB(&'), on a Ex— Et £B(&).

Il est donc établi que la famille <9(— B(c?) satisfait à la condi­
tion 4°, c. q. f. d.

Notre théorème est ainsi démontré.
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Comme une aplication de notre théorème, désignons par S  la 
famille de tous les intervalles fermés (où, si l’on veut, de tous les 
intervalles fermés aux extrémités rationnelles). Si À’, e & et E2 e &, 
l’ensemble Ex — E t est, comme on voit sans peine, une somme 
d’une infinité dénombrable d’ensembles de la famille <̂ : d’après la 
propriété 2’ de la famille St — B (S}, on a donc E1— Et EB(S'). La 
condition (2) est donc remplie et on peut appliquer notre théo­
rème. On a donc, dans notre cas, la formule (1) *).

') Cf. W. S ie r p iû s k i ,  Bull. Acad. Craeovie, 1918, p. 31 -32 .



S u r  une  c lasse  d ’espaces r ie m a n n ie n s  
à t ro is  d im e n s io n s .

Par

W . S le b o d z ir is k i.

L'article présent est consacré à la détermination des espaces 
riemanniens à trois dimensions dont les congruences principales 
sont formées de trajectoires orthogonales des familles isothermes. 
Dans tout ce qui va suivre je désigne ces variétés par le symbole (J3). 
Après avoir rappelé quelques formules du calcul des congruences 
orthogonales de MM. Ricci et Levi-Civita (n° 1), je démontre qu’il y a 
cinq espèces différentes d’espaces (/,) (n°’ 2—5). Une classe parti­
culièrement intéressante d’espaces (f3) est constituée par les variétés 
qui peuvent être représentées géodésiquemeut sur une autre. On sait 
que l’élément linéaire d’un tel espace est une forme généralisée de 
Liouville; à l’égard de cette forme je donne quelques propositions 
dans le n° 6. L’article se termine (n08 7 et 8) par une application 
des résultats précédemment obtenus à la recherche de tous les sy­
stèmes orthogonaux et isothermes d’un espace à courbure constante 
différente de zéro.

Pour les notations et méthodes employées je  renvoie au Mé­
moire de MM. G. Ricci et T. Levi-Civita M é th o d e s  de c a lc u l  
d i f f é r e n t i e l  a b s o lu  e t ses  a p p l i c a t i o n s  (Math. Annalen 
Bd: 54, 1901).

1. Soit donnée une forme définie positive
s

caractérisant la métrique d’un espace riemannien (F 8). Considérons 
dans cet espace un système (S) formé de trois congruences [1], [2],
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[3] de courbes et supposons que dans chaque point deux courbes, 
appartenant à deux quelconques de ces congruences, sont orthogo­
nales l’une à l’autre. M  étant un point arbitraire de ( F,), désignons 
par (i) (i =  1, 2, 3) la courbe appartenant à la congruence [t] et 
partant de ce point, par sf son arc compté à partir d’un point arbi­
traire et par "XP5, X|8) les composantes contravariantes d’un vecteur 
unitaire e, tangent à la courbe (i) au point M. Les trois vecteurs e, 
forment un trièdre (T) dont les rotations sont données par les 
formules

3

(2) = ^ \ , r .  W  (À, i, j  =  1, 2, 3),
ra-1

\ /r étant les composantes covariantes du vecteur e, et X(/„ leurs dé­
rivées covariantes par rapport à la forme (1). Les rotations du trièdre 
(T ) donnent naissance à neuf invariants to14 définis au moyen des 
égalités

-  =  3 ^  ^ ,  _  S - ^ + J, J _

4“ Ys+i »+3 Y *+2 *+i Ys+i ‘+i Yh+ï *+» J (i, A; =  1,2,3)

et satisfaisant aux relations
=  ù)u (i, k =  1, 2, 3).

Dans les formules ci-dessus et dans tout l’article nous regardons 
comme égaux deux indices dont la différence est divisible par 3. Si 
le système (S) est choisi de manière qu’il soit w,4 =  0 (£, k — 1, 2, 3; 
£=|=A:), ses congruences sont formées de courbes principales de l'es­
pace (F s) et les quantités

(4) w, =  wu ( £ = 1 ,2 ,3 )

sont les courbures principales de celui-ci. Au trièdre (T7) nous don­
nons, dans ce cas, le nom de t r i è d r e  p r in c ip a l .

Construisons un second système orthogonal (S7) formé de con­
gruences [l'J, [2'], [3'] et désignons par \ ' /r les composantes cova­
riantes de trois vecteurs unitaires e', (i =  1, 2, 3) tangents- au point 
M  aux courbes de ces congruences. On aura les relations

s
(i, r  =  l, 2, 3),(5)

h=<
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où les a(h désignent les coefficients d’une substitution orthogonale. 
En se servant des formules (2), on trouve les expressions suivantes 
pour les rotations yj,a du trièdre (T7')

3 3

(6)

où nous avons

»!<. A Mk +  «»» a« O,™ (fc, i, J  =  1, 2, 3 \
Jk-1 Hrn-1

A„ ' Ssk (h, i, k —  1, 2, 3).

Si la congruence [3] est formé de trajectoires orthogonales 
d’une famille (J?) de surfaces et les congruences [1] et [2]- de lignes 
de courbure de celles-ci, on aura

Y312 =  Yaai =

les rotations y,31, y23SL sont, dans ce cas, des courbures normales et 
les rotations y12l, Y212 des courbures géodésiques des lignes de cour­
bure. Pour que les trois congruences du système (S) soient des 
congruences normales, il faut et il suffit que les rotations à trois 
indices différents soient nulles.

En terminant ce n°, supposons que l’élément linéaire de l’es­
pace (P 3) soit réduit à la forme

dsl — ^ H f d x ,  
i- j

et considérons le système orthogonal (S) dont la congruence [î] est 
formée de courbes coordonnées x l+1 =  const., x {+t —  const. Les for­
mules (2) pour les rotations dü trièdre correspondant deviennent 
dans ce cas

(7) Yw =  i Iv* — 0 (fj J) — 1, 2, 3; i  ={= J H2 *)>

si l’on pose

X‘° “  Xi'+,) =  ° ’ =  °  ’ (i =  ! ’ 2’ 3)-

Ajoutons que les rotations Yh-i«+i> Y<+2«+2 sont des courbures nor­
males et les rotations y<+h+2«+i» Y«+2<+h+2 des courbures géodésiques 
des lignes de courbure des surfaces x t —  const.
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Dans tout ce qui suit, nous désignerous par une grande lettre 
affectée de deux indices i, k une fonction de deux variables x (, x k 
et par une petite lettre affectée de l’indice * une fonction de la seule 
variable a;,; par les lettres de l’alphabet grec nous désignerons des 
constantes.

2. Les congruences principales d’un espace (J8) étant formées 
de trajectoires orthogonales de trois familles isothermes, celles-ci 
appartiennent à un système triple orthogonal. Il en résulte que l’élé­
ment linéaire d’un espace (Z,) pèut être ramené à la forme >)

(8) ds* =  d ,  Z7?2 dx\ +  Z7?, U l dxl +  Ul, dx l

En gardant les notations du n° 1, désignons par (S) le système des 
congruences de courbes coordonnées de l’espace (8). Pour que la 
forme (8) soit l’élément linéaire d’un espace (/3), il faut et il suffit 
que les congruences du système (S) soient des congruences princi­
pales. On doit donc avoir

tütt — 0 (i, k  =  1, 2, 3; <=f= k).

En appliquant les formules (3) et (7), les conditions précédentes 
deviennent

(9)

2xt 2xt r  2xj 2x3 2xs
- —O ~ IX _

2xt

2 log Ui3 2 log 1 3 log ÜS1 2 log Z7„ 2 log Z712 3 log U» 
2xs 2xi 3^8 2xt 2x1 2xs

2 log US12 log Î7n 2 log Z712 2 log ü î3 2 log ü ia 2 log Uai 
2x} 2xt dx1 dx. 2xf 2x±

=  0,

La recherche des espaces (J,) est donc ramené à la résolution du 
système (9).

Supposons en premier lieu qu’a u c u n e  de d é r i v é e s  p r e ­
m iè r e s  d e s  f o n c t io n s  U,k n’e s t  p a s  i d e n t iq u e m e n t  n u lle -  

En tirant de deux premières équations (9) les valeurs de

et de 3 log U„
dXt.

on a

*) G. D a rb o a x , Leçon» »ar le» système» orthogonaux, 2ème éd., 1910, p. 217.
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au

2 l0g Ul2 
dx1

2 log U„ 
9x3

d log Uî3 2 log U„
2xs 9x3

2 log d31 2 log ü 33
3*, 2xs

9 log Uî3 2 log dg,
9x3 3*g

2 log U31 2 log U33
3xs 3*8

(Le dénominateur de seconds membres est différent de zéro, l’hypo­
thèse contraire conduisant, d’après la deuxième des équations (9),

résultat — — 0). On déduit de la condition 9xt
3aJog tZf, _  3zlog 67, s

dx-, 9x3 dx3 9x3
la relation suivante

2* log Ut3 2' log U„
9xt 2xs . __ éteg 9xi

2 log Ut3 2 log Ü33 ~  9 log U31 9 log Ü3i ' 
dx3 9xt 9x3 9xk

En traitant de la même manière les dérivées de la fonction Ut3, 
on est conduit au résultat que les trois expressions

( 1 0 )

2l log Uik 
dx, 9xk

2 log Ug 2 log Ulk 
9xt 3xk

(i, fc =  l, 2, 3; i=(=fc)

doivent être égales. Leur valeur commune étant nécessairement une 
constante, nous supposons d’abord qu’elle est différente de zéro et 

nous la désignerons par — —; nous aurons ensuite

d n  =  (W’i +  »»,)«, tz„ =  (», +  M3)a, 673, =  (p, + p , ) “.

En substituant cés expressions dans les équations (9), nous obtenons 
les relations

(m, +  mt ) n3p3 +  (pg -)-p,) — (ns +  «„)p'3n^ =  0,
(»î +  +  (wi, +  Wj) n'3p[ — (p3 +  p,) m[ ri3 =  0,
( P s  +  P i )  «s +  («* +  » » ) P'i —  (» ’i  4 -  wî ) » i p l  =  0 .
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En différentiant la première de ces équations par rapport à x r, on 
trouve l’équation

i ”2  Pi _  _  j  
p\ ' ' «8

Les trois rapports qui y se présentent devant être constants, on peut 
poser sans restreindre la généralité de la solution

_  pi _  J 
p\ nt

et, par conséquent,
»»i +  P, =  Sj, n, +  mt =  e,, pt +  m3 =  s,.

On aura donc
Ï7lt =  (wj — n , e , ) “, Ul3 =  (nt — p, +  e3)“, US3 =  (Pt —  Wi +  s,)“. 
Les expression précédentes satisfont aux équations (9) sous la con- 
dltl°D sj +  e , +  e3 =  0.

On satisfatt a -cette relation en posant

®1 --- ?! P»i S! --- ?» ?1) S» --- ?1 ?! 5
où l’on a désigné par a,, p ,, p, des constantes arbitraires. En intro­
duisant les notations

a l ---- m l p u  a 2 ------n 2 ? ! )  a 3 ------P i  P»,

on obtient les formules

Lu —  («i — Os)“, lil3 — (o2 a3)“, Z7S, =  (a, «i)“
constituant la  p r e m iè r e  s o lu t io n  du système (9). Il est visible 
que l’élément linéaire correspondant à cette solution peut être ramené 
à la forme suivante

(A l) ds, =  t(*8 ~  Xl) (*‘ ~  *l)|tg dxj +  -----Æ  d tf +
>’i rt
_j_ [(*» — *») f a  — *i)Pg d l 2

ri
où l’on a désigné par r, une fonction arbitraire de la seule variable 
x, et par x une constante arbitraire différente de zéro.

3. Supposons maintenant que la valeur commune des expres­
sions (10) est nulle. On aura donc

gMogüi, 
dx, dxk (i, k = t ,  2, 3; i ^ k )
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et, par suite,

Lj 2 =  Mj Mj , Ui j =  Vs Vj , t/31 =  tt’j t l \ .

L’élément linéaire (8) peut donc être réduit, par un choix conve­
nable de paramètres, à la forme 

(11 ) dsi —  (c3 aj)8 d tf  +  (a, è3)8 d:t% -)- (è2 c,)2
En nous reportant aux équations

=  0 (i, k =  1, 2, 3; i =}= &),
exprimant que les courbes coordonnées sont des courbes principales, 
nous trouvons la relation

d log a, d iog a8 
dx, i dx3 t

d log Cj ' d log 
dx, dxa

et deux égalités analogues qui s’en déduisent par des permutations 
circulaires des lettres et de leurs indices. Les rapports des dérivées 
qui se présentent dans les relations ci-dessus devant être constants, 
nous pouvons poser

d log o, 
d»!

où a, y

d log c, 
dx, ’

d log ba _  p d log a3
dx* dxa

désignent des constantes liées par

d log c3 
dx3

les relations

d log ba 
dxa ’

(12) « +  P +  l  =  l ,  T +  - - 1 '

On trouve ainsi

«i =  Ci", =  al, ca =  b%.

En tenant compte des relations précédentes, la forme (11) devient

ds8 =  a| è2 c2 [ $ - a cr2 dx> +  c?“- 2 « r2 +  a!"*2 V
Par un nouveau changement de paramètres cette forme peut être 
ramenée à la suivante

(A,) ds2 =  tjr%r$[ra +  Pdji%-\-r2

r( étant une fonction arbitraire de la seule variable x„ et a, (3, y 
étant des constantes satisfaisant aux relations (12). La forme (A,) 
constitue la  d e u x iè m e  s o lu t io n  du notre problème. — Calculons
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les rotations du système (S) de congruences de courbes coordonnées 
en nous servant des formules (7) du n° 1; il viendra

Tm — — fT1 ri, yÎSÎ =  — r f ‘ fÇ2 <
(12 a) ysil == — r?2 r f1 rf?  r'lt y „ , =  — 3rf“ rj-2 r3-1 rj,

Yui — ~  y rf1 r8"2 ri, y ,)s =  — « rf2 r ; 1 rp> r[.
Il en résulte

(12b) ï*»  =  o, ^  =  3, ^  =  y.
y8is Yiu Y«SÎ

En ayant égard a la signification géométrique des rotations y,y (n° 1), 
les relations ci-dessus nous montrent que les courbes principales 
de l’espace (A2) sont des trajectoires orthogonales des surfaces de 
Weingarten dont les courbures principales ont un rapport constant. 
Si, en particulier, l’une des constantes «, 3, y est égale à —1, les 
surfaces correspondantes sont des surfaces minima.

4. Examinons maintenant les solutions du système (9) pour 
lesquelles l’une au moins des dérivées premières des fonctions Ulk 
est identiquement nulle. Supposons pour fixer les idées

(Ifi) ^  =  0-

On conclut de la troisième des équations (9) que l’on aura

(14) dx} 9x,
c) U  d  U

Il faut donc traiter séparément les deux cas: a) =  b) - ^ - ü = 0 .

Nous étudierons dans ce n° le premier cas. Les deux premières des 
équations (9) nous donnent

SlogL/.j /3  log Uti d log Ult\
V Sx. Sx, J —  ’

(15)
3xr

3 log U,t log U iS  d  log U 31

Sx. Sx. )= 0.

Supposons en premier lieu

3 _  3 £7,, _
Sx^ Sxt “

Nous obtenons ainsi la  t r o i s i è m e  s o lu t io n  du système (9;
=  C O nst.j t/23 = =  W j, t / j l  = :  Vg •
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L’élément linéaire (8) devient donc

(As) ds2 =  a‘i dx‘( b l  d x l-\- dxi,

où l’on a désigné par a3 et b3 deux fonctions arbitraires de la seul» 
variable xs. On vérifie aisément à l’aide des formules (7) du n° 1 
que toutes les rotations du système (<S) sont nulles à l’excepté de 
Tisi Ï23î - Ces deux dernières rotations ne dépendant que de la 
variable xa, on voit que dans l’espace (A3) les surfaces aq =  const. 
et x t =  const. sont des surfaces totalement géodésiques et que les 
courbures principales des surfaces xa —  const. sont constantes en 
tous les points de chacune d’elles.

Examinons maintenant la seconde solution des équations (15), 
en supposant que l’on a

2 log Un _  3 log Uît =  0 
Pa-g 3xa

Les deux fonctions C/j,, Uîs ne renfermant, d’après les hypothèses 
faites au commencement de ce n°, que la seule variable x 3, nous 
concluons de l’équation précédente

la forme (8) devient donc

(AJ dsi =  Uw ttg (fikq +

où l/jj désigne une fonction arbitraire de deux variables a?,, xt et 
m8 une fonction arbitraire de la seule variable xs. Les formules (7) 
du n° 1 nous montrent que les surfaces x a —  const. sont des sphères 
géodésiquement parallèles. (Nous donnons ici le nom de sphères aux 
surfaces à courbures principales é g a le s  e t c o n s ta n te s ) .  Nous 
allons montrer que, réciproquement, l’élément linéaire d’un espace 
contenant une famille de sphères géodésiquement parallèles est de la 
forme (A4). Nous démontrerons d’abord le théorème suivant.

Théorèm e 1. Dans un espace riemannien a trois dimensions- 
une famille de surfaces à courbures principales égales est une familc 
de Lamé.

Supposons, en effet, qu’un espace riemannien ( Fa) contient une 
famille (F) de surfaces à courbures principales égales et considérons 
le système orthogonal (N) dont la congruence [3] est formée de tra­
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jectoires orthogonales de la famille (F) et les congruences [1] et [2] 
de lignes de courbure des surfaces appartenant à (F). En gardant 
les notations du n° 1 relatives au système (S), nous obtenons les 
relations
(16) Tsn =  ï»ti — 0,

Construisons un second système orthogonal (N) et supposons que les 
congruences [3] et (3'j de deux systèmes (S) et (S') soient identi­
ques. Nous pouvons donc poser dans les formules (5) du n° 1

«u  =  cos ©, kis =  — sin ©, a ,s =  0,
a,j =  sin ©, a2! =  cos <p, aS3 =  0,
a3i == 0, x8! =  0, aS3 =  1.

En tenant compte des relations (16), les formules (6) du n° 1 nous 
donnent

. ___  - ___n  ,  ____  5<p . , ___  .
Y « 2 -----  7321 ----- V} Yl28 ----- r  Y l23i Y l3 1 ----- Y »!!-

En prenant pour la fonction © l’une quelconque des intégrales de 
l’équation

3©
3 s ,- ï ” ”

on aura y'w —  Ymi —  '(m —  0’ ce <lu* signifie que la famille {F) est 
une famille de Lamé (v. n° 1). Le théorème démontré est une gé­
néralisation d’un théorème de M. Ricci sur les familles de surfaces 
totalement géodésiques *).

En nous appuyant sur le théorème démontré plus haut, nous 
voyons d’abord que l’élément linéaire d'un espace riemannien con­
tenant une famille de sphères peut être ramené à la forme

3

dst = H* dx„
i-i

où l’on suppose que les surfaces x3 =  const. sont des sphères. Les 
trajectoires orthogonales des sphères étant, par hypothèse, des géo­
désiques, nous pouvons poser H, =  1. Il suit aussi de l’hypothèse 
faite sur les surfaces .r3 =  const. que les rotations Yisn Y»s« du sy-

1 G. R ic c i Suite superficie geodetiche in una varietà qualunque e in par- 
ticolare nelle varietà a tre dimensioni, Rend. Accad. Lincei 1903.
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stème (S) formé de congruences de courbes coordonnées sont égales 
et que leur valeur commune ne dépend que de la variable xs. 
D’après les formules (7) du n° 1 les coefficients H, et H2 sont donc 
des fonctions de la forme suivante

H1 =  -41S a , , H i =  B V1 <2S

et, par suite,

(fs8 =  al (J.j2 dx[ +  7%, dx£) +  dxl.

Or, on sait que la forme binaire A22 dxf -j- Peut être réduite
à la suivante: (d zfd x% );  l’élément linéaire de l’espace considéré
appartient donc au type (AJ, d’où il suit

Théorèm e a. Un espace riemannien à trois dimensions con­
tenant une famille de sphères géodésiquement parallèles est un es­
pace (/„).

5. Nous revenons maintenant aux équations (13) et (14) du n° 
précédent, en supposant que l’on ait

D ’après la convention faite à la fin du n° 1 on peut donc poser

Ult — î<2 , (7ji — w,.
Il est évident que les expressions çi-dessus satisfont à deux pre­
mières des équations (9), la troisième conduisant à la relation

d log «8 d log Ui3 d log m2 S log U„ 
dx3 dxt dx2 dx3

d io g îij d log us =  Q 
dx2 dXÿ

La solution de cette équation est donnée par la formule

« ■ * 0 -

où ll’ (<) désigne une fonction arbitraire de la variable t. La forme 
(8) devient donc

ds* =  (m2 m8)s dx2 «l*!»8 dx2 -(- m|

ou, si l’on eflectue un changement convenable de variables, 

(A6) ds* —  (zj æ,)a dx[ -)- x23 O8 dx% J -  a% .
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Dans la formule (Aô), donnant la c in q u iè m e  s o lu t io n  du pro­
blème proposé, les symboles a2 et «3 désignent des fonctions arbi­
traires respectivement de et x 3 et <1’ désigne une fonction arbi-

traire du rapport —.x3
Remarque. Dans le raisonnement qui précédé nous avons sup­

posé que les fonction u2, u3 ne se réduisent pas à des constantes, 
l’hypothèse contraire conduisant aux solutions (A,) et (AJ trouvées 
plus haut.

En calculant à l’aide des formules (7) du n° 1 les rotations 
du système (5), on trouve d’abord Yî h =  7318 =  0, ce qui nous dit 
que les surfaces — const. de l’espace (AJ sont des surfaces tota­
lement géodésiques; on obtient ensuite des formules suivantes

(H ) 1
x2 x3 a2$>'

Ym —

Y323 —

r 3«î» — r 8<P'

<r .
r? at 4>2

qui nous seront utiles plus tard.
Nous avons examiné dans les n°" 4 et 5 toutes les solutions

du système (9) qui correspondent à l’hypothèse: Il est=  0

évident que d’autres solutions, que l’on peut obtenir en égalant à zéro 
les premières dérivées des fonctions F,,, ne diffèrent que par des 
notations de celles trouvées plus haut. Nous pouvons donc énoncer 
le théorème suivant.

Théorèm e 3. L’élément linéaire d’un espace (J,) est réductible 
à l’une des formes (AJ (i =  1, 2, 3, 4, 5).

6 .2) Supposons qu’un espace riemannien ( Fs) contient une sur­
face (Ç) dont les lignes asymptotiques sont des géodésiques de ( Q )  

et, par conséquent, de (F s). Nous donnons à la surface ( Q )  le nom 
de q u a d r iq u e  de l’espace ( Fs). M étant un point arbitraire de (Q), 
désignons par (c j et (c2) les lignes .de courbure de (Q) passant par 
ce point et par s, ( i = l ,  2) l’arc de la ligne (cj compté à partir 
d’un point arbitraire. Considérons en M  un trièdre (T) formé de
deux vecteurs unitaires e,, e2 tangents aux lignes (c j et (c j respe-

J ’ai résumé ce n° dans une Note présentée à l’Académie des Sciences 
de Paris (C. R. t. 184, p. 424, 21 février 1927).
Rocinik Pol. Tow. matem. 5
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ctivement et d’un vecteur unitaire ea normal à (Q). En désignant 
par (i, _/== 1, 2, 3; k —  1, 2) les rotations de (T) *) et par w l’angle 
que fait une ligne de (0) passant par M  avec le vecteur e1. l’équa­
tion des lignes asymptotiques devient

(18) Ysas cos2 w +  ï«i sinS w =  0.
Les lignes asymptotiques étant des géodésiques de ((>), ou doit avoir

(19) +  Ï1 2 1  COS W ----  Y21! S ln  W =

où ds est la différentielle de l’arc de la ligne asymptotique. En dif- 
féren liant l’équation (18) on obtient

. \ • dto . dy939*0 1 t̂ Y 1 s î & n( Ï2 3 î  —  ï i s i )  s ln  t0 COS W I------ S ln  “  H--------------- y COS2 w  =  0 .

En y substituant la valeur de tirée de l’équation (19) et en te- 

d o /’nant compte de l’identité cos w 4- -r— sin w, il vient
(Z S C S q

2s2 
^ Ï1  s 1

^ Y l2 1  (^ 2 3 2  Y l3 l )

+ p ë r tg2 w + 2 ï i ’8 ( ï m — Yi

tgw +

= 0.

2s, 6

Cette relation devant être satisfaite pour les' deux valeurs tg co =

on obtient des conditions suivantes

Les rotations Yisi> Y282 sont des courbures normales et les rotations 
Y1215 Ï21! des courbures géodésiques des lignes de courbure de (()). 
En introduisant les notations &<"> =  Yisi, 2̂") =  Y2S2» — Y1211

— Ysi2) on peut ramener les conditions (20) à la forme suivante

(21) 2 log k™ 2 log 
2s, k ^  —  k["\

= 2kpW — W 2 k ^ ,

’) E. C a r tan , La Géométrie des espaces de Riemann (Mémorial des Scien­
ces math., fasc. IX, 1926, p. 43)
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On peut donc énoncer le théorème suivant
Théorèm e 4. Pour qu’une surface d’un espace riemannien soit 

une quadrique, il faut et il suffit que les courbures normales et 
géodésiques de ses lignes de courbure satisfassent aux relations (21).

Remarquons que les relations (20) sont satisfaites, si la surface 
est à courbures principales égales; ces surfaces apartiennent donc 
aux quadriques.

Nous nous proposons maintenant de rechercher les espaces (/,) 
dont les courbes principales sont des trajectoires orthogonales des 
familles de quadriques, en nous bornant aux cas, où les quadriques 
ne sont pas des surfaces à courbures principales égales. Or, il est 
facile à vérifier à l’aide des formules (20) et des formules analogues 
qu’on obtient en permutant circulairement les indices, que les espa­
ces (J3), correspondant aux formes quadratiques (A2), (As), (A4), ne 
possèdent pas de propriété définie plus haut. R nous reste à exa­
miner les types (Aj) et (A6).

Nous commençons par l’étude de la forme (A6) Il est évident 
que les rotations données par les formules (17) satisfont à la pre­
mière des relations (20); pour que la seconde soit satisfaite, il faut 
et il suffit que l’on ait

<£(/)4>"(f) -)- <P,2(0 _  1 
<t>(#)C>'(0 — 7 ’

•Z»oii l’on a désigné par t  le rapport —, Il suit de là que l’on peut 

poser sans restreindre la généralité

<22> “ ’Ê i h J / W

x étant une constante quelconque. On voit donc que les surfaces 
zs =  const. de l’espace (A5) sont des quadriques seulement dans le 
cas où la fonction ‘t> est déterminée par la formule (22); il est fa­
cile à vérifier qu’alors les surfaces ,rs =  const. jouissent de la même 
propriété; la troisième famille de surfaces coordonnées est formée 
de surfaces totalement géodésiques (n° 5). Ajoutons que la forme (A6), 
où ‘P est définie par la formule (22), comprend comme cas parti­
culier l’élément linéaire de l’espace euclidien rapporté au système 
triple de Lamé, formé de deux familles de quadriques de révolution 
et d’une famille de plans. Il suffit, pour s’en convaincre, de poser

5*
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, „ 4AB 3 _  4AB
’ a- ~  k fâ  — ÏA B y Ü3~  k ^A B  — x tf

A ,B ,k  étant des constantes; la forme (A5) devient alors identique 
à l’élément linéaire de l’espace euclidien rapporté au système triple 
défini plus haut *).

Nous allons maintenant étudier la forme (AJ. Calculons pour 
ce but les rotations du trièdre (T) relatif à cette forme, en nous 
servant des formules (7). On aura

(23) ïw
«

(æ* X j )  H j
2, 3;

Un calcul facile nous montre que les rotations ci-dessuo satisfont 
aux relations (20) et anx relations analogues qui s’en déduissent

par des permutations circulaires des indices, si l’on a a — 1
2'

La

forme (A), devient dans ce cas

(L) +
î’i ?*2
_j_ (Xj — *») ~  * l)  dxi t

r3

M. T. Levi-Civita a m ontré2) que l'espace euclidien dont l’élément 
linéaire est donné par la formule (L) ( fo rm e  g é n é r a l i s é e  de 
L io u v i l l e )  peut être représenté géodésiquement sur un autre; les 
espaces (L) sont les seuls qui jouissent de cette propriété. Les rai­
sonnements précédents nous permettent d’énoncer le théorème suivant

Théorèm e 5. Si l’élément linéaire d’un espace riemannien (U3) 
est réductible à la forme généralisée de Liouville, les congruences 
principales sont formées de trajectoires orthogonales des familles 
de quadriques appartenant à un système orthogonal et isotherme.

En résumant nos recherches, nous avons deux solutions du 
problème proposé plus haut (p. 67): l’une d’elles est caractérisé par 
la forme (A6), où 4» est définie par la formule (22), l’autre est dé­
terminée par la forme (L). Dans le premier cas le système triple 
est formé de deux familles de quadriques et d’une famille de sur­

*) G. D a ib o u x  Leçons sut les systèmes orthogonaux, 2i‘lne é<l.. 1920, p. 269. 
’) T. L e v i-C iv ita  Sulle transformazioni dette equazioni dinamiche, Annali

di Mat. 1896.
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faces totalement géodésiques, dans le second on a trois familles de 
quadriques.

Quant à la forme (L) MM. G. Ricci et T. Levi-Civita on posé 
le problème suivant1): trouver les propriétés intrinsèques de l’espace 
riemannien dont l’élément linéaire est réductible à la forme (L). 
Or, nous pouvons énoncer le théorème suivant qui a une liaison 
étroile avec la question proposée:

Théorèm e 6. Pour que l'élément linéaire d’un espace rieman­
nien ( K3) soit réductible à la forme généralisée de Liouville, il faut 
et il suffit que les congruences principales soient formées de traje­
ctoires orthogonales de trois familles isothermiques de quadriques. 
Si la courbure de l’espace n’est pas constante, la réduction ne peut 
être réalisée que d’une seule manière au plus.

La première partie de la proposition est une conséquence im­
médiate des recherches précédentes; à l’égard de la deuxième remar­
quons d’abord que les congruences principales d’un espace à trois 
courbures principales, différentes l’une de l’autre, sont complètement 
déterminées et, par suite, que la transformation de l’élément linéaire 
en la forme (L) ne peut être effectuée que d’une seule manière au 
plus. Considérons maintenant un espace dont deux courbures prin­
cipales sont égales et différentes de la troisième et supposons que 
son élément linéaire puisse être réduit de deux manières différentes 
à la forme (L). Soit

(L) =  +  +r1 rt
f a  — g,) (g, — x,)

*8
l’une de ces formes et (L) la seconde. Les congruences de courbes 
coordonnées de deux formes étant des congruences principales (Théo­
rème 5), il en résulte que les deux systèmes de congruences pos­
sèdent au moins une congruence commune. Supposons, pour fixer 
les idées, que ce soient les congruences [3] et [3] qui sont identiques. 
On en conclut que les deux familles de surfaces xa —  const. et 
x 3 —  const. sont aussi identiques. Les congruences [1], [2) et [ÏJ, [2] 
sont donc formées de lignes de courbure de ces surfaces. Si ces

’) G. R ic c i  et T. L e v i-C iv ita  Méthodes de calcul différentiel absolu et 
ses applications. Math. Ann. Bd. 54, Ch. V, § 4.
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deux paires des congruences ne se confondent pas, les surfaces 
=  const. sont nécessairement à courbures principales égales, on 

doit donc avoir y,31 =  y!3s (n° 1). On voit facilement à l’aide des 
formules (23) que cette égalité ne peut être satisfaite, ce qui montre 
que notre hypothèse conduit à la contradiction. En résumé, nous 
voyons que la proposition est établie dans les deux cas que nous 
avons considéré Nous montrerons dans les n“  suivants que l’élément 
linéaire d’un espace à courbure constante peut être réduit d’une
infinité de manières, à la forme généralisée de Liouville.

7. D’après le Théorème 3 du n °5 la recherche des s y s tè m e s
o r th o g o n a u x  e t i s o th e r m e s  d’un e s p a c e  e l l i p t i q u e  se 
réduit à la détermination des formes quadratiques à courbure posi­
tive appartenant aux types (A,) (i — 1, 2, 3, 4, 5). Nous entrepronons 
cette étude en considérant d’abord la forme (A,). Les congruences 
de courbes coordonnées de cette forme étant des congruences prin­
cipales, nous obtenons pour les courbures principales la formule 
suivante (v. n° 1 )

,,   £ï2S2 i ^Ysi3
1 a.s3 +  é>S,

et deux formules analogues que l’on en déduit en permutant circu- 
lairement les indices. En supposant que la courbure de l’espace el­
liptique est égale à +  1, on obtient trois équations œ, =  (l, 2. 3). 
En se servant des formules (23) du n° 6, on trouve

Visa - Ï323 Ï 2 1 2  ÏS 12

—  Xj)2a «J-J (xs — X,)2” «>'„ (#j -  Æ-j)2

(24)

2(.rî -  #„) 
•ar2(j;3 — x t)-a

2 («s — x t) (^î ^a)2
(a:, — z,)2“ a*r2 (a;, — x,)2a

( « i ~  .r,)* (æ2 — a;,) (x, — x3) (ar2 — a-2) (a:, — a:2)

(a:2 — a;,)(ars — a;1) (a-, æ2) (#2 x») (x8 aj)
2a“’’ i (xt — ars)!

et deux équations analogues. Pour déterminer la constante a et les 
fonctions r, nous posons ') dans l’équation (24)

(25) X 2 =  X i - \ -  IIV, X , —  X , -J- U"

En la divisant ensuite par üix 2, il viendra

') G. D a rb o u x , 1. c., p. 2-ii.
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(— l)ïaoc/-gV2aM ar'2u (— l) 2axr3v2“ . xrs
2(o— l) r 2 (1 _  „ ) ( ï ^ ô ) *  *"( Ï ^ T 2 +

(26) (— l)2ttx2r3n2a al r2 xsr,(o — 1)2“ _
1 — v v[v -  l j  v

=  ( _  l)2“ü2a(0---l)2aM4a+*.

Traitons (l’abord le cas x >  — En substituant dans l’équa­
tion précédente u —  0, on trouvera

(— l)2ar3r 2u ,____r^_
(27) ( i - «)’ a p ) ’

,___ «f«____*/ i(o — l)*8 _  _
v (v-- 1) V

L’équation (27) ne renferme que les variables a;,, v. Multiplions les 
deux membres de 'cette équation par (1 — o)2 et posons o =  l ;  on aura

+  (— l) 2a’«(aù) =  0.

De même, en multipliant cette équation par v et en y posant ensuite 
o =  0, on obtiendra

’iCD) +  (— 1)2oD fo )  =  0.

Eu raisonnant de la même manière sur les équations qui se dédui­
sent de l'équation (24) par la permutation circulaire des indices, on 
verra que l’on a

n(*) =  ’'î(0 =  >»(*)•

En rapprochant ce résultat à l’équation (27), on trouve la relation 
suivante
t2Bl — 2)2,1 _J____ 1_______*p2“ _  «(” ~  1)8a =  0
'  (1 — y)2 ' (1 — o)2 1 — v ' v ( v —  1) v

qui doit être satisfaite pour toutes les valeurs de la variable v. Si 
nous posons v —  2, v =  1. nous obtiendrons deux conditions

2a = — — , 2x22“ =  1 2x,

d’où il suit
2a2 +  « — 1 =  0.

Cette équation a deux racines y —  — 1, « =  £ ; la première, ne 
remplissant pas la condition — -J, doit être rejetée, la seconde
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satisfait à l’équation (28). Si l'on fait dans l’équation (24) a =  £, 
il viendra

r s(**-l x i)2 (æj &i) (#8 æj) --  ’’ Ĝ l --  Xi) (#2 --  ^ 8) (æs--  ^l)8 “4“
+  2ri (^1 — # î )! (æs — x i) +  2rt (#, — xs) (a;, — xJ* —  rt (a:, — a:,)! 
(xj — a;,) — rt (a;, — a%) (a, — a^)’ +  rx (x2 — ar8,)« =  4 — a^)’

(*» — *,)’ (a;8 — a^)’.

Prenons la dérivée cinquième par rapport a a;,, on aura 

r<6)(a1) =  0.

D’après ce que nous avons vu plus haut les trois symboles i\ (£) 
( i =  1. 2, 3) représentent une même fonction; or. la dernière relation 
donne pour celle-ci un polynôme du quatrième degré. On vérifie 
aisément qu’on satisfait à l’équation (24) en posant a =  |  et

(29) r{ =  4x* +  mx* +  nx; -f- px, +  q (i =  1, 2, 3),

où m, n, p, q désignent des constantes quelconques. Nous obtenons 
ainsi la p r e m iè r e  s o lu t io n  du problème proposé

+  ! ; > « , ) ( * , - * . )  +

(Ei) r ’ r’
(a  ̂ a;3) (a;8 a;T)

r9

où ;•( sont des fonctions définies par la formule '29). Il résulte du 
Théorème 5 (n° 6) que les surfaces x, —  const. sont des quadriques.

Désignons par y, (i —  1, 2, 3, 4) les coordonnées de Weierstrass 
d’un point quelconque 3 /  de l’espace elliptique à courbure - f - 1. On 
aura donc

i

(30) =
i - 1

et l’élément linéaire de l’espace sera donné par la formule
4

(31) d s ^ ^ d y 2,.
i - 1

Considérons les surfaces homofocales définies par l’équation

ï - i
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où nous supposons ax < a 8 <  os <  at , x étant un peramètre variable. 
En désignant par x, (i —  1, 2, 3) les valeurs de x  correspondantes 
aux trois quadriques passant par M, on obtiendra pour les coordon­
nées de ce point la formule suivante

a _ .(Qi — xi) foi — s») («i — s») 
y' («i — ai) («» — ari (a4 — ax)

et trois autres qui se déduisent de celle-ci par la permutation cir­
culaire des indices des lettres y  et a. En calculant à l’aide de ces 
expression et de la formule (31) l’élément linéaire de l’espace con­
sidéré, on obtient la formule

/ ( * ,)  " 1 +  f & )  a +

I (*» æs) (æs xi)+ -------7 w --------- **■

où nous avons posé

=  4(x  — a,) (x — a2) (x  — a3) (x — a4).

Nous voyons donc que les équations

où x, est assujetti à rester dans l’intervalle (a,, a>+1), définissent un 
système orthogonal et isotherme appartenant au type (Ej).

Nous avons obtenu la solution ci-dessus, en supposant que la 
constante a dans l’équation (24) satisfait à l’inégalité a >  — On 
vérifie facilement à l’aide de l’équation (26) qu’il n’y a aucune solu­
tion remplissant la condition » < — Il nous reste à examiner le 
cas x =  —  L’équation (26) devient alors

r'3u r2u 2rt _______ 2r2 r„
v ( v ---1) V — 1 ‘ v ( v —  l )2 (®— 1)! v ( v —  1)

i r»_________n  _  _  4
' »(®— 1) v(v — 1) v ( v — 1)'

En y posant u =  0, on obtient la condition

2r, — 2ot-, +  (y — 1) (r, +  r, — r, +  4) =  0.

En tenant compte des formules (25), on voit que les symboles r t
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désignent maintenant des fonctions de la variable x 1. On conclut 
de l’équation précédente, si l’on y fait ü =  0 et v =  1, que les fonc­
tions rt(xY) doivent remplir les conditions

r, = 4 ,  r2 =  r , ,

en d’autres termes les fonctions r, (i —  1, 2, 3) sont identiquement 
égales au nombre 4. Voilà donc notre d e u x iè m e  s o lu t io n

(EJ') ds2 — _______ ___________ I________ drf_________ ,
4(j-s — z, ) (aq — z,) _l_ 4(a-, — xt) (x, — x3) “

i_________dx%_______
4(æ2 — x3)(x3 — XjY

On voit bien que le système orthogonal correspondant à la forme 
(EJ') est un système imaginaire.

Les systèmes orthogonaux définis par les formes (EJ) et (EJ') 
sont les seuls qui appartiennent au type (A,). Reprenons maintenant 
la forme (A2) du n° 3. En vertu des relations (12 b) du même n° 
les équations toj= l  ( i = l ,  2, 3) se réduiront aux relations suivantes

(32)

2y28î , ,,37m 
3sg _t_ p ds2

dyna i dy2>2 
3s, 3ss

g 7 m  i 737»i3 
3s, 3s,

----  «73 1 3  -----  P *T ^ 2 l -----  7232 ----- 0

~  7313 —  M a l  —  7 *7 2 3 2  = =  0

—  « M l S  —  7121 —  7 7 2 3 2  =  1 -

Ajoutons ces équations après les avoir multipliées respectivement 
par ay. — x, 1 et par — y, 1. J3y. On verra, pourvu qu’on tienne 
compte des relations (12) du n° 3, que le résultat de ces opérations 
sera de. la forme suivante

( 1  —  W 7 Ï 2 1  +  7 7 2 3 2  +  ( « *  —  * ) 7 i t l B  ~  0 ,  

p 7 l2 1  H -  l 7 2 -----  7 ) 7 2 3 2  +  ( 1  ~ ■ * ) 7 3 1 8  =  0 .

En ajoutant ces équations, on aura
7 l2 1  " H  7 * 7 2 3 2  +  ( *  -----  0 * 7 3 1 8  —  0 -

En se reportant aux formules (12a) du n’ 3, la relation précédente 
devient

(33) +  +  (« -  O’ r ^ r ^ r ^ r J ^ O ,
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ou
r r aar r 2»1y-2r ?  4- +  (« — l / r f 4»-;2 =  0.

En différentiant cette relation par rapport a x2, on en déduit l’équa­
tion suivante

t (r't'r t —  r?) +  (1 — ^ y 2'? 2'’?] =  0.

Remarquons que. d’après les relations (12), aucune des constantes 
P, y ne peut être nulle ou égale à un. Pourque la dernière équa­
tion soit satisfaite, il faut donc que l’une au moins des fonctions r, 
(i =  1, 2, 3) se réduise à une constante. Eu égard à la forme des 
coefficients de l’élément linéaire (A2), on peut se borner au cas où 
l’on a: ra —  0. L’équation (33) devient alors

Ç 2) 2+ ( « - l ) 2r2-2X (rr2r;)2 =  0.

Il en résulte
r2 =  u.r2, =

où p. et v désignent deux constantes. En substituant ces expressions 
dans la première des équations (32), on aura

- W r r 2- ^ 2^ ]  =  1.

Cette relation ne peut être satisfaite que si les deux fonctions rn r2 
se réduisent à de constantes, ce qui prouve que la courbure de la 
forme (A2) doit être nulle. Il n’existe donc aucune solution du pro­
blème proposé qui appartienne au type (A2).

Nous allons examiner la forme (As). Les rotations du trièdre 
principal sont données par les formules

7 2 1 2  -----7 3 1 3  ------7 l2 1  ------ 7 s  23 ------ 7-232

Les équations u, =  1 (i =  1, 2, 3) se réduisent donc aux suivantes

<*»l«g«3 , f dlog«3y  , t , 0 d2logù3 p i o g M 2 1 _=ü 
d x ^  V d x ? )  ’ d x ,  V d x ? '

rflogag d log b t  _|_ j =  Q 
d x 3 d x 3 '

La solution, la plus générale, de ces équations est donnée par les 
formules

a, == u- cos (A — zs), b, — v sin (7 — x , ) ,
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X, [/., v étant des constantes quelconques. La forme (A,) peut doue 
être réduite à la suivante:

(Es) dsa=  cos2:r3d ; r f s i u 2a;jda^

ce qui donne la t r o i s iè m e  s o lu t io n .
Considérons dans l’espace elliptique à courbure -(-1 une fa­

mille de quadriques et deux familles de plans dont les équations, 
eu coordonnées de YVeierstrass, sont les suivantes

ÿ2 +  ÿ8 =  sinh2p (y î- |-^ ), //3 =  y2tg®, y4 =  y,'tg<k

On en déduit les expressions suivantes

cos A . , sin <1/
^ = coshf ’ ^  =  tg h f cos?, y3 =  tg b ? 8.n?, =

pour les coordonnées d’un point quelconque en fonction des para­
mètres variables de ces trois familles. En portant les valeurs ci- 
dessus dans là formule (31), on obtient

dst —  tgh2pd-&2 di? +  do2
cos h-2 (3

La transformation ©==j2, s. — x ,, siuhp — tgz3 ramenant cette for­
mule à la forme (E,), ou voit que celle-ci est l’élément linéaire d’un 
espace elliptique, rapporté au système triple formé d’une famille de 
surfaces de Clifford et de deux familles de plans.

Dans le cas de la forme (A4) les rotations du trièdre principal 
sont définies par les formules

_  d  log «3 _  1 S>log£/12
7 3 . 8  —  7 8 2 . - 0 ,  7 . 3 .  —  7 2 3 2  —  '  ,  7 . . .  ~  >

7212 ÜJ.M, dx, •

et, par suite, les conditions du problème proposé peuvent s’écrire 
comme il suit

di log u, , AZlogM8y  , 1 p 2lo g [/22
dxC dxt J '  ’ 2 T T 2 L  9 x '  J
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En choissant convenablement les constantes d’intégration, on peut 
prendre M3 =  cosa.-8, ce qui réduit la seconde équation à la suivante

(34) d^ogU2»
3x%

s2iogu22] _ ,
J

1

Celle-ci exprime que la courbure de la forme U 2a ( d x \  -j- d r % )  est 
égale à -(-1. La q u a t r i è m e  s o lu t io n  est donc caractérisée par 
la forme
(E4) d s 2 —  U 2., cos2 x 3 ( d x 2 -J- d x $ )  - ) -  d x % ,

où U l t  désigne une fonction quelconque des variables x t , x2, satis­
faisant à l’équation (34). Dans le système orthogonal de l’espace 
elliptique, défini par la forme (EJ, les surfaces x s =  const. sont des 
sphères géodésiquement parallèles, et celles X j  =  const., x t  —  const. 
sont des développables Un système particulier appartenant au type 
(E J est caractérisé, en coordonnées de Weierstrass, par les équa­
tions suivantes

+  +  =  +  — cot..92? y;==0, y3 =  y2tg4-.

Il est composé de sphères, de cônes et de plans. La recherche du 
système le plus . général se 'réduit à la détermination des systèmes 
isothermes sur la sphère.
Il nous reste à examiner le cas de la forme (AJ. En utilisant les 
formules (17) du n° 5, on peut écrire les équations ojj =  u3 =  1 
comme il suit

cp-

(35) z%a2 x3a3 a^a21!» «2a;gfl|4>
1 . a' x24>' . 4>

x % a 2 XjCtj a?302tî> x t ,r.s a 2 (P  

<t’’ désignant, comme précédemment, la dérivée de la fonction
J-

par rapport à — En ajoutant les équations (35), il vient

«2(36)

et. par suite,
æ, a? x 3 «3 =  2xM>2

Sx, Sx,
■(^«f2) =  0 .

32
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En faisant t =  —
«3

suivante

l’équation dernière peut être remplacée par la

tb" ih' 1

dont l’intégrale est donnée par la formule A>2 — A t2 -j- A', A et A' 
étant deux constantes quelconques. Si l’on revient aux variables x, r 
xt , on aura

(37)
Ax'l +  A'x%

Portons cette expression dans l’équation (36); il viendra

-% —  2Axl — B. ^ = 2 A 'x * 4 - B  
ai ’ a? '

où B  est une troisième constante arbitraire. On en déduit

(38) ±  =  —  Ax* +  Bx3, +  C, ±  =  - A ' x * - B x 2 +  C',
a2 a3

C et C’ étant deux constantes quelconques. Les fonctions 4», aî; a3 
devant satisfaire aux équations (35), on en obtient la relation

(39) AC =  A'C '.

Un calcul, un peu long mais très facile, montre que les fonctions 
‘P, at , <?3, définies par les formules (37) et (38), satisfont aussi 
à l’équation co1 =  1, pourvu qu’on tienne compte de la relation (39). 
La forme

d s 2  =  ( x 3 x 3 ) 2 d x \  ( A x »  +  A ' x s ) dx2
— Ax* +  +  C

“T —  A ' xï — Ba;a’ +  C 'y

fournit donc la c in q u iè m e  s o lu t io n  du problème proposé, si 
l’on choisit les constantes A, A', C, C' de manière qua la condition 
(39) soit satisfaite. On peut évidemment, sans restreindre la géné­
ralité, supposer que l’on ait C— A ',C ' —  A. La formule précédente 
devient alors

(E5) ds2 —  (« ,/,)“ da% - j-  (Ax% - j-  A'xQ 

dxl

dxi
Ax} +  Bxl +  A ’

+
— A'x3 — Bx% A
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D’après les résultats obtenus dans le n° précédent, nous voyons que 
le système orthogonal, convenant à la forme (E5), se compose de deux 
familles de quadriques et d’une famille de plans.

Considérons le système de trois familles de surfaces, caracté­
risées, en coordonnées de Weierstrass, par les équations suivantes

yï , yl +  yl i yl
m k_

Xl k +  n
=  0,+

y? i yl 4- yl , iï _  n 
4 , k ~ v’

+  J  « “ S

ys =  yt tg ar,,

où k, ni, n sont des constantes quelconques et a:,, x , , xs des para­
mètres variables. On déduit de ces équations les formules suivantes 
pour les coordonnées d’un point quelconque de l’espace elliptique 
à courbure =  1

, {m—  Â:ai)(w4-M)yi = ------- i _________ , .(/s =  ^,*3 coszj, y3 =  x2x, sin x x.k2 mn
(k -j- nx2) {k —  wx|)

yl = -j- mn

En portant ces expressions dans la formule (31). celle-ci devient

ds'i — (xjxs)2dx^ +  (nx% -j- tnx$)
— +  mn -j- m

„ mn — k 2— m xi-------- y ---- a  ̂ -j- nk

celte forme est identique, à notations près, à la forme (E6). On con­
clut de là que le système orthogonal, défini plus haut, est le système 
le plus général convenant à (E5); il comprend aussi, on le voit faci­
lement, les cas limites: A —  0 ou B — 0. Ce système est formé de 
deux familles de quadriques de révolution et d’une famille de plans.

Les développements de ce n° nous permettent d’énoncer le 
théorème suivant

Théorèm e 7. Tous les systèmes orthogonaux et isothermes de 
l’espace elliptique sont définis par les formes (E(), (E"), (E,), (Et). (Es).
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8. Une méthode., toute semblable à celle suivie dans le n° pré­
cédent, nous permet de rechercher les systèmes orthogonaux et iso­
thermes de l’espace hyperbolique à courbure — 1. Nous nous bornons 
à énoncer les résultats.

Si la courbure de la forme (Ax) du n° 2 est égale à — 1, 
celle-ci devient, si a > —

(Hi) +  -  »■)(«. ~  +
r i r s

(s3 — —
r3

où nous avons posé

rt =  — 4x} +  mrf +  na? +  pxt +  q (i =  l, 2, 3),

m. n. p, q étant des constantes quelconques.
Désignons par , y2, y,, y4 (tf — y\ — y* —  f i  =  1) les coordon­

nées de Weierstrass d’un point arbitraire M  de l’espace hyperbolique 
et considérons le système de quadriques défini par l’équation

yï_______yl______ y» yï . 0
a, — x  a ,— x — x a* — æ

ou a,, <7j, o3. a4 sont des constantes et x  un paramètre variable. 
Supposons

a l a 2 a 3 < Z  a t

En désignant par xt , x3 les valeurs du paramètre x  correspon­
dantes aux trois quadriques passant par lel point M. on obtient pour 
les coordonnées de ce point les expressions suivantes

(a<4-l---#i) (a»4-2 (®<+3 a i)

£, ---i , £3---S3--- £4---  1 •
En calculant l’élément linéaire à l’aide de la formule ds2 = — </y? +  
~ h d fi-j-  d fi -f- dy\.' on obtient la forme (HJ). On voit donc que les 
équations

y? y» yï
fZj f/o -- 2zj rtg X3

0 ( i— 1,2, 3)

définissent un système orthogonal et isotherme correspondant à. la 
forme (HJ), si les variables x 1, x2, x3 sont assujetties à rester respe­
ctivement dans les intervalles (a2. a3), (o3, a 4), (a4, -(- o°).
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En dehors de la forme (HJ) le type (A,) contient une seconde 
solution caractérisée par la formule

ds2 = ________ — _________ I________ — ________ lU — 4(xs — aq)(x,—- Xj)-1-— 4(®, — ar2)(a;,—
i_________ __________

— 4(a:t — a-,)(a:, — ®i)'

Le système orthogonal correspondant à cette forme est imaginaire.
En changeant légèrement les raisonnement faits dans le n® pré­

cédent, on démontre sans peine que la forme (Aj) ne peut pas être 
à courbure — 1. Parmi les formes de la classe (As) existe une seule 
qui donne l’élément linéaire d’un espace hyperbolique; on peut l’écrire
de la manière suivante

(H3) ds2 —  cos h2a:s d tf -j- sin h2z3 dx% -J- dx^.

Le changement de variables défini par les formules

«» =  ’}', *» =  ?, tgha^= sin -p
transforme la forme (Hs) en la suivante

ds2 = dp2
cos2 a 4 -tg 2pd<p2 d |2

cos2p’

d’ou l’on voit1) que le système orthogonal est formé d’une famille 
de pseudocylindres coaxiaux et de deux faisceaux de plans passant 
par les axes des pseudocylindres. Les surfaces de ce système sont 
définies, en coordonnées de Weierstrass, par les équations

yl +  y3 =  sin!p (y ï-y |) , y, =  y2tg<p. y* =  ÿjtghiJ,.

Quant à l’élément (AJ sa courbure est égale à — 1, si l’on y pose 
m8=  cosha;, et si l’on choisit la fonction î/12 de manière que la cour­
bure de la forme (dx% d a j soit égale à — 1. La solution cor­
respondante est donc caractérisée par la formule

(H4) ds2 =  U]2cosh2 x3 (dx2 da^) -J- da^

et par la condition
aM ogd,, , 3’ lo g ü u  rr2 

3a? 3af lS’

Le système orthogonal appartenant à cette solution est formée d’une 
famille de sphères et de deux familles de surfaces developpables.

t) G. D a rb o u x  Principes de géométrie analytique, 1917, p. 363.
Rocznik Pol. Tow. matem. 6
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Dans le cas de la forme (À6) on trouve aussi une solution- 
donnée par la formule suivante

*« = (*.*,W  + ^I)[^  + g, + A, +
’ J  , «  |

^ A ' x i  - B t f  +  A*)’

où A, A', B  sont des constantes arbitraires, l’une au moins des con­
stantes -A, A' devant être différente de zéro. Le système orthogonal 
correspondant à la forme (A6) est composée d’une famille de plans 
et de deux familles de quadriques.

Les résultats ci-dessus peuvent être résumés dans le théorème 
suivant

Théorèm e 8. Tous les systèmes orthogonaux et isothermes 
de l’espace hyperbolique sont définis par les formes (HJ), (Hs),
(H<), (H5).

En comparant les formules (EJ), (HJ) et la forme bien connue 
de l’élément linéaire de l’espace euclidien en coordonnées elliptiques, 
on est conduit au résultat suivant

Théorèm e 9. La forme quadratique

ri ’ 2

f a  ~  *»)fa ~  *1)

où
r( =  AKx\ -j- ni?, -)- n:c\ -\-p x l -\- q ( i=  1, 2, 3),

est, pour toutes les valeurs des constantes K, m, n, p, q l’élément 
linéaire d’un espace riemannien à courbure constante K.

En supposant que la courbure riemannienne de la forme (As) 
est égale à une constaute K  et en répétant, avec des légers chan­
gements, les calculs qui nous avons conduit à la forme (E6), on peut 
encore ajouter la proposition suivante

Théorèm e 10. La forme quadratique

[ / / r 2 
=KAx} +  Bxl +  A' +

, dxi
— KA'x$ —  Ba?3 +  A

est, pour toutes les valeurs des constantes A, A', K, l’élément linéaire 
d’un espace riemannien à courbure constante K.



Un th é o rè m e  s u r  les fo n c tio n s  d é riv a b le s .
Par

T. W a z e w s k i.

§ 1. Je me propose de démontrer le théorème suivant: 
Théorème I. Soient

(1) A W,-••/»(«) .
n fonctions dérivables dans un ensemble A  mesurable au sens de 
Lebesgue. Désignons le point à n dimensios (1) par F(s).

Ceci étant, il existe dans A une partie Aj de mesure nulle, 
telle que l’ordre de la matrice

A(s0), • • • > A(««)
A(W  • • • i f  . ( < • )

est inférieur à 2 lorsque
1°) s0 et /0 appartiennent à A — Alt 
2«) =
J ’indiquerai les applications de ce théorème dans un article 

ultérieur.
Le théorème ci-dessus résulte immédiatement du théorème 

plus général suivant:
Théorème IL Soient

(1) A ( « ) , - ,  A(«)
(2) &(*),••-j ?.(<)

2n fonctions dérivables respectivement dans les ensembles mesura-

*) C’est une vaste généralisation d’un théorème que j ’ai démontré par une 
méthode tout à fait différente dans mon mémoire polonais concernant les con­
tinus rectifiables. (Dodatek do Rocznika Polsk. Tow. Mat. T. I I I .  p. 38). Le 
présent théorème fait partie de ceux que j ’ai présentés au cours du 1-er Con­
grès Poion. de Math. (Lwow, Septembre 1927).

6*
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blés A  et B. Désignons par F  {s) et G(t) les points à n dimen­
sions (1) et (2).

Ceci étant, il existe dans A et B  deux sousensembles de 
mesure nulle A1 et B}, tels que l’ordre de la matrice

A W , - , f'nM  1
, ?»(<#)

est inférieur à 2 lorsque
1°) s0 et f0 appartiennent respectivement à A — Tl, et B  — B11
2°) F(s„) —  G(t0).
§ 2. Je vais prouver maintenant qu’on peut ramener ce théo­

rème à un théorème plus particulier que nous citerons comme 
„ th é o rè m e  II  b is" . C’est le théorème II auquel on a ajouté les 
deux prémisses nouvelles suivantes:

(H,) A  et B  sont bornés,
(Hs) /;(s)=f=O, ÿj (<)=]= 0 lorsque s e A, t e B *).

En effet, si H l n’avait pas lieu, il n’y aurait qu’à introduire 
les variables indépendantes a et t : <7 =  arc tg s, t =  arc tg t. Dans 
la suite nous supposons que Hy a lieu.

Pour démontrer la possibilité de se borner au cas de la ré- 
strietion H 2, remarquons d’abord qu’il suffit de prouver le théo­
rème II dans le cas où

(1) Z/^(s)2 >  0, Zy'„(7)2> 0  lorsque s e A, t e B.

Désignons en effet par C et D les ensembles où respectivement 
Z /'v(s)!, sont nuis. Les fonctions f'v(s) et y'(<) étant mesu­
rables 2), les ensembles C et P  le sont aussi. Si soit s0 e C, soit 
t0 e D, la matrice (M) est d’ordre ■< 2. Il suffit donc de démontrer 
le théorème relatif aux ensembles mesurables A  — C, B  —  D pour 
lesquels Z /r(s)! >  Iffv.t)* >  0.

Nous supposons dorénavant que (1) a lieu.
Soit || a ^ v || un déterminant non nul d’ordre n. Posons

n n

y  (s) =  l a  f v(s), if> (t) =  l a  gv(t). • • • «)•
va r va

Si nous démontrons le théorème II relativement aux fonctions

’) s e A veut dire que s appartient à A.
’) Cf. S. Banach. Sur les dérivées des fonctions mesurables, Funda- 

menta Mathematicae T. I I I .  p. 128.
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çîu(s) et et aux ensembles A  et B, il en résultera facilement
le théorème relatif aux /„(«) et gv(t) et aux mêmes ensembles. Or, 
nous allons prouver qu’il existe un déterminant en question, tel que 
l’on ait presque partout respectivement sur A  et sur B  4= 0, 
îp'(f) 4= 0. Les ensembles exceptionnels de mesure nulle étant saris 
importance pour le théorème II, la possibilité de se borner au cas 
de la restriction (H2) sera ainsi démontrée.

Nous déduirons l’existence du déterminant en question du 
lemme suivant:

Lemme. S étant un ensemble mesurable et borné; 2i(e),..., 2„(ct) 
étant définies dans Z?, mesurables et telles que partout dans S

(2) 2[A,(a)l« >  0,
il existe une suite de nombres a , , . . . ,  a„ qui ne sont pas tous nuis 
et tels qu’on a presque partout dans 5

(3) l a  (<7)4=0.

D é m o n s t r a t io n .  Le cas de n =  1 est banal. Dans le cas 
de n =  2, il suffit de démôntrer l’existence d’un nombre A, tel 
qu’on ait presque partout dans S

(4) 2 /a )  *2,(0) 4= 0,

k étant un nombre réel quelconque, désignons par Ek la classe des 
points de S  poür lesquels

2i(<r) +  &22(<t) =  0.

Et est mesurable On a Etl . E h =  0 lorsque kt 4= kt 1). En effet, 
dans le cas contraire, il existerait dans un oq pour lequel on aurait 

A (cti ) +  =  0
A (o i)  +  *« 2,(<7,) =  0

ce qui est impossible en vertu de (2) et de l’hypothèse k1= ^kl .
La classe des k pour lesquels Ek a une mesure positive est 

tout au plus dénombrable, car A  ne peut renfermer qu’une classe 
tout au plus dénombrable d’ensembles disjoints et ayant une me­
sure positive.

Il existe donc un k, tel que E„ est de mesure nulle
Pour ce k l’inégalité (4) subsiste presque partout dans 5.

*) Nous désignons par A. B la classe des points communs à A et B, 
par 0 la classe vide.
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Supposons que le lemme soit vrai pour n et examinons le cas 
de n -}- 1.

Divisons S  en deux ensembles mesurables et disjoints 5 , et «Sj 
pour lesquels on a respectivement

ÏV v (^ } 2 =  0, >  0.
v /2  v/2

Il existe une suite de nombres pour laquelle on
a presque partout dans St

v/a
On a partout dans (Cf. (2)) Posons m/o) =

n

=  Z1(cr); <y,(o) =  Z/?,, 2* (a), tüj et <u2 sont mesurables et on a pres-
n/2

que partout dans 51 =  S, -f- S2

{“iW )8 +  V«î(o)? >  0.
En se servant du cas de n =  2, on prouve facilement l’exis­

tence d’nn k, tel que presque partout dans A

wi(°) H" =|= 0
Il suffit de poser a , =  1, av =  k(}v [v /2 ,..., 1) pour

conclure à la vérité du lemme, dans le cas de n -j- 1.
Le lemme étant établi, enfermons A -j- B  dans un intervalle 

ouvert (— m, m) (0 <  m <Z +  oo). Posons

W  =  f M  
*„(®) =  9Âa — 2™)

On a

=  9v(° — 2 m)

lorsque a e A . ■ 
lorsque (<r— 2w) e B.

lorsque a e A, 
lorsque (o — 2m) e B.

L’ensemble & des a où les fonctions 2v(<x) sont définies est 
mesurable et borné.

Les fonctions 2'v(a) sont mesurables, car les fonctions f'v(o) 
et g'v(o — 2m.) le sont.

On a, d’après (1), presque partout dans S

W  >  0.
Il existe donc une suite de nombres a , , . . . ,  a„, telle qu’on 

a presque partout dans (S
=t= °-
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Or, il existe un déterminant non nul d’ordre n || afltV || pour
lequel

a i , v = “ v  (”/ 1v  «)
En posant

n m

?»„(«) =  v f v(s\ ip (t) =  Z a^v gv[t),
v/î v/1

on voit facilement que presque partout dans A  et B  on a respec­
tivement

qpXs) 4= v»)(0 =j= °-
La possibilité de se borner au cas de l’hypothèse (H2) est 

ainsi démontrée.
C’est bien le théorème II bis qu’il suffit de prouver.
§ 3. Afin de mettre en évidence la raison qui nous a conduit 

aux considérations de ce paragraphe, observons que la fonction 
inverse d’une fonction (p(x) continue et monotone (au sens strict) n’est 
pas forcément continue. Elle l’est, si l’ensemble A composé des points 
où elle est définie est bilatéralement dense en lui-même, c. à. d., si 
tout point x  de A  est à la fois point d’accumulation de la partie 
de A  située à droite de x  et de celle qui se trouve à sa gauche.

Observons ensuite qu’un ensemble dense en lui-même peut 
cesser de l’être, si l’on en enlève un sousensemble dénombrable.

Or, il se’ manifestera, dans la suite, la nécessité d’envisager 
des fonctions qui sont monotones et continues en même temps que 
leurs fonctions inverses. Il va aussi surgir le besoin de ne les con­
sidérer que dans les ensembles des x  qui ne cessent d’être denses 
en eux-mêmes, même si l’on y supprime une partie dénombrable.

Voici quelques définitions et propositions qui vont nous servir 
dans la suite.

I. Définition. Mous appelons un point x  de A  point de con­
densation bilatérale par rapport à A, si, d étant un nombre positif 
quelconque, chacun des intervalles (x — d, x), (x, x  -}- d) renferme 
une partie non dénombrable de A.

II. Définition. Nous appelons un ensemble A ensemble à con­
densation bilatérale, lorsque tout point de A est point de conden­
sation bilatérale par rapport à A.

III. Un ensemble A étant à condensation bilatérale, il continue 
de l’être lorsqu’on y supprime une partie dénombrable *) quelconque.

’ ) I l  nous sera commode d’appeler, pour le moment, dénombrable toute 
classe vide, finie ou dénombrable au sens propre.
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IV. Tout ensemble à condensation bilatérale est bilatéralement 
dense en lui-même.

V. A  étant un ensemble quelconque, on peut y supprimer une 
partie dénombrable de façon que l’ensemble qui reste soit à con­
densation bilatérale.

Désignons, en effet, par /l, l’ensemble de tous les points de A 
qui sont ses points de condensation. B 1 — A — A1 est dénombrable.

Désignons par d2, .. .  la suite de tous les intervalles con­
tigus à At 1). On démontre facilement que la classe B2 des points 
de A u qui sont des points de condensation unilatérale par rapport à A lf 
est contenue dans la classe des extrémités des intervalles et 
qu’elle est, par conséquent, dénombrable.

L’ensemble A  —  (B2 -j- B2) est à condensation bilatérale.
VI. Définition. Nous dirons qu’une fonction (p(x) jouit de 

la propriété (a) par rapport à un ensemble A  et nous écrirons.
si

1°) q> admet une fonction inverse, c. à. d. =(= <p(x2) lors­
que xr =|= xt et aq et appartiennent à A,

2°) les ensembles A  et <p(A)s) sont à condensation bilatérale.
VII. Si çp/o A et que D est une partie dénombrable de A, alors 

y /a(A — D) (Cf. n i  et VI).
VIII. Si (p/a A, alors ç>_1/a q>(A) ’).
IX. Si <p admet une fonction inverse et est définie dans A, 

il existe une partie dénombrable D de A, telle que

(1) q>/a ( A - D A

Il existe en effet dans A  une partie dénombrable, telle que 
A —  D2 est à condensation bilatérale (Cf. V). Dans <p(A —  Dj) il 
existe aussi une partie dénombrable Z>2, telle que q>(A — B t) — Dt 
est à condensation bilatérale. Il suffit de poser D =  D1 -|- (Z>2)
pour réaliser la relation (1). (Cf. III).

X. Si cp(x) est une fonction monotone au sens strict et con­
tinue dans j4, si <p/aA  et si pour les points a0 et av (v/1,2, ...)• 
appartenant à A on a lim <p(ov) =  <jp(CT0), alors lim av =  a0.

*) C désigne l ’énsemble C augmenté de la totalité des points d’accumu­
lations de C.

>) <p(A) désigne l ’image de A par l ’intermédiaire de <P(x).
’) <p~!(«) désigne la fonction inverse de la fonction <f>.
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Pour le démontrer il n’y a qu’à remarquer que A  est bilaté­
ralement dense en lui-même, lorsque les prémisses du théorème 
sont vérifiées.

§ 4. Nous allons démontrer le théorème II bis (§ 2) dans le 
cas où /j(s) et y,(<) sont monotones au sens strict respectivement 
dans A  et B .

Désignons par P  la classe de tous les points (s, <) qui satis­
font à l’équation
(1) F (s)= G (t).

P  est un ensemble situé sur un plan rapporté aux axes rec­
tangulaires s et t .  Nous affirmons que toute droite parallèle à l’axe s 
(ou à l’axe t )  renferme tout au plus un point de P .

Soient, en effet, (s0, #,), (s0, /,) deux points de P  situés sur la 
droite s  —  s 0 . On a Git,) =  F(s0) =  (?(<,) et, par conséquent, 
ÿi(^i) =  S'i Gj)- ÿiW étant monotone on en déduit t ,  —  t 2 . Les deux 
points en question sont donc identiques.

Ceci étant établi, il existe une fonction /î(s) admettant une 
fonctiQn inverse et ayant P  pour image plane.

L’équation
< =  0(s)

est évidemment équivalente à l’équation (1).
Soient S  et T  les projections de P  respectivement sur les 

axes s et t .  On a évidemment :
( Q )  Si F  (s) =  G(f), alors seÆ, < e T, t  =  p Ç s )  et inversement.

Il est manifeste que

(2) S Q A ,  T Q B . ' Ï

Il existe (Cf. § 3. IX) une partie dénombrable «S', de S, telle que

(3) /,/„  S —
Posons 7’1=/3(iS1). Il existe un sousensemble dénombrable 

7 , de T —  T \  pour lequel

(4) fhla T - 1 \  - T , .
Soit S , =  /?-’( T t  ) .

On a d’après (3) et § 3. VII

(5) f i/ a S - S 1 - 8 t .

’) 5 C  4 veut dire que 5 est une partie de A.
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La fonction (3(s) admettant une fonction inverse, il est clair que

(6) B(S -  S, -  St ) = T - T , - T 2.

Posons J j  =  (S', +  B,, B, == Z, T\ et supposons que

(7) s0 e A  ylj, t0 e B — B1, B'Çsq) =  G{t0).

Il en résulte (Cf. (13) et (6))

(8) f . e Z - ^ - Z , ,  /,(«„) =  <?,(«,).

S — B, — »S'2 étant dense en lui-même (Cf. (5), § 3, VI, IV), il
existe une suite de points s„, telle que

(9) s„ e S  — S, — Sj, sv 4= s0, lim sv =  s0

étant définie pour tous les v (Cf. (2) et (9j), continue et mo­
notone, on obtient de (9)

(10) A(sv) =f= //s ,) , lim /(sv) =  /(«„).

Posons tv =  ff(sv'). On a (Cf. (6), (13) et (9))

(11) ^ e Z - Z , - Z , ,  tv ^ t 0, F(sv) =  G(tv)

et à plus forte raison
(12) /.(»„) =  <Zi(Q.

De là il s’ensuit d’après (10) et (8)

(13) ^ ( Q  =1= 0i(*o)> .?,(*„) = ÿ i(* 0)-

La fonction </,(£) étant continue et monotone on obtient de (4), 
(8), (11), (13) en vertu du théorème X § 3

lim t„ =  t„.

On a (Cf. (12), (8), (13)

—1° =  A (^ )—A^o). — gi(^)
S y —— Sq iSp " ■■ Sq ~~~~ tf)

et à la limite
tV t„ _ t  ](«0) 
sv - s , ~ g \ ( t , y

car ÿi(f0) =j= 0 (Cf. § 2. H,).
Soit l ^ i ^ r a .  On a (Cf. (11), (7)):
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K M  — f i M  =  9'(*v) -  9 M  K —
§v 0̂ $v *0

d ’où il résulte:
A'(So) =  ^ o ) ^  ( i =  1, 2 ,.. . ,  w)

et par conséquent la matrice (M) du § 1 est d’ordre inférieur à deux.
Il suffit de remarquer que les ensembles A, et B, sont de 

mesure nulle (ils sont dénombrables) pour conclure à la vérité du 
théorème II bis dans le cas envisagé.

§ 5. Pour démontrer le théorème II bis dans toute sa géné­
ralité nous nous servirons d’un théorème de M. K i n t c h i n e  que 
nous citons dans l’énoncé suivant ’):

C étant un ensemble mesurable. qp(s) une fonction possédant 
presque partout dans C une dérivée non nulle, il existe une suite 
de sousensembles C‘ de C mesurables et disjoints, telle que

1*) <p(s) considérée sur C‘ soit monotone,
2°) l’ensemble C* =  C — Z C l soit de mesure nulle.
Admettons que les prémisses du théorème II bis sont véri­

fiées. Il existe, en vertu du théorème précité, deux suites d’en­
sembles mesurables A/ et B 2, telles que

a) /,(s) est monotone dans A 2 et g^f) dans B2,
P) A 2 C A , B2 C  B,
y) les ensembles A* =  A — Z  A 2, B* —  B  — Z  B2 sont de 

mesure nulle.
D’après le résultat du paragraphe précédent, il existe deux 

ensembles de mesure nulle A 2 et Bflz contenus respectivement dans 
A2 et B11 et tels que l’ordre de la matrice M (§ 1) est inférieur 
à deux, lorsque

s0 e —  A 2, , t0 e B* —  B ^ ,  F(s0) =

Posons A1 —  „1* Z  Z  A2. jB, = £ * - { -  2  2"

*) J ’ai démontré, indépendemment de M. K in tc h in e ,  un théorème, 
moins général par une méthode différente (1. c. p. 20). J’ai appris, grâce aux 
renseignements obligeants obtenus auprès des mathématitiens russes participant 
au Congrès de Lwéw, que ma méthode de généralisation coïncidait, en principe, 
avec la méthode de M. Kintchine exposée dans, un volume du Matématitcheski 
Sbornik dont ils n’ont pas su me communiquer le numéro.
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A1 et sont de mesure nulle. On a d’autre part

I A - A ^ Z A t - Z Z A *  
j B - B . Q Z B ^ - Z Z ^

I
Supposons que

(2) s0 e A  — A it t0 e B  —  5 ,, -?\s0) —  G(tty

D’après les relations (1), il existe deux indices 2 et fi, tels que

s0 e A* —

et ceci implique, d’après la dernière des relations (2), que la ma­
trice (M) est d’ordre inférieur à deux.

Le théorème II  bis est ainsi démontré.
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1. I n t r o d u c t i o n .  En étudiant les récents travaux sur la 
théorie des erreurs d’observation, les doutes que m’avait laissée 
l’exposition classique de cette théorie, se sont réveillés. J ’avais eu 
l’occasion de préciser quelques objections lors d’une conférence que 
j ’avais eu l’honneur de faire au Colloque Mathématique de Berne, 
en 1922. De nouvelles objections me sont venues à l’esprit que je 
compte exposer dans un autre Recueil. L’une d’elles utilise cer­
tain résultats mathématiques que j ’ai cru préférable d’exposer sépa­
rément. Ce sont ceux qui forment l’objet du présent travail.

Celui-ci peut avoir son intérêt propre. On trouvera peut-être 
curieux qu’on puisse, comme nous l’avons fait ici, calquer entière­
ment une théorie de la loi de probabilité de l’écart maximum sur 
la théorie de la loi de probabilité de la somme de plusieurs erreurs,
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telle que cette dernière a été développée par M. Paul Lévy dans 
son ouvrage si suggestif intitulé C a 1 c u 1 d es  P r o b a b i l i t é s  (Gau- 
thier-Villars, Paris, 1925, pages 135—251). Il est encore plus cùriëux 
de voir que dans la théorie que nous présentons, le rôle de l’inté­

grale de Laplace dx  soit tenu par la fonction entièrement

différente 2~x “ (où « est une constante positive arbitraire; on pour­
rait aussi remplacer 2 par un nombre positif quelconque).

Mais le lecteur voudra bien ne pas oublier que le but de ce 
mémoire n’est pas tant d’établir les résultats précis qu’il contient 
que de constituer le point de départ d’une nouvelle critique de la 
théorie des erreurs d’observation. Comme je l’ai dit plus haut, cette 
critique paraîtra ailleurs *). Ceux qui n’en reconnaîtraient pas le 
bien fondé pourront peut-être cependant s’intéresser aux dévelop­
pements qui suivent.

I. Variables aléatoires en nombre fini.
2. C o m p o s it io n  d e s  lo is  de p r o b a b i l i t é s  d e s  e r r e ­

u r s  p a r t i e l l e s .  Le premier problème que nous nous proposons 
de résoudre est de déterminer la loi de probabilité de £ connaissant 
les lois de probabilités des variables indépendantes £n ..., £„, lorsque 
|e | est la plus grande des quantités |c„|.

Pour simplifier la question et éviter une difficulté de signe 
d’ordre secondaire, nous nous bornerons à faire intervenir les lois 
de probabilité des „écarts“ |e|, |e, |, . . . ,  |e„| et non des erreurs elles- 
mêmes e, £],..., £„.

Considérons d’abord les cas de deux variables seulement et 
posons z =  |£ x  —  |£, |, y —  [ £„ ). Désignons par F(X), G{Y), H  (Z), 
les „fonctions de probabilités totales" de x, y, 2, c’est à dire les 
probabilités respectives pour que x  <  V, y  Y 2 <  Z. Le théo­
rème des probabilités composées fournit immédiatement la formule 
fondamentale

H (Z) =  F ( Z ) . G(Z)

analogue à celle qui lie les fonctions caractéristiques au sens de 
Cauchy !) dans l’hypothèse de l’additivité des erreurs.

*) Bull, des Sc. Mathém., vol. 52, 19 8.
!) Voir Paul Lévy, loc. cit. pages 161, 184, formule (49).
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Plus généralement, considérons le cas de n variables indépen­
dantes et soit F,{X^} la probabilité que |e(| •< X^, H(Z), la proba­
bilité que | e | < Z  et | s) le plus grand des écarts |r„[.

On aura en appliquant encore le théorème des probabilités- 
composées
(3) =  F .(X .\

3. R e c h e r c h e s  d’u n e  f o r m e  de lo i s t a b l e  d a n s  la  
c o m p o s i t io n .  Supposons que deux variables a;,, xt suivent à l’ordre 
de grandeur, près la même loi F  de probabilités. Cela voudra dire que 
les fonctions de probabilités totales" de x t et de x a sont de la 
forme

# ,(« ,) =

où et At sont deux constantes positives proportionnelles aux 
ordres de grandeur respectifs des variables x 1 et x a.

Cherchons s’il est possible de déterminer la fonction F  de 
façon que la forme F  de la loi de probabilité soit „stableu dans 
la „composition“ des écarts, c’est à dire d’une façon précise qu’en 
posant
(3) =  F ( £ ) ,

il existe une constante positive A  ne dépendant que des constantes 
arbitraires A u A, et telle que
(4) H(Z) =  f ( ^ .

Si cette condition est satisfaite par une fonction F  pour n =  2, 
elle sera évidemment satisfaite par la même fonction pour tout 
entier n. Ecrivons donc

<6> F ( o h F $ F &  (6>

Il s’agit donc de résoudre ce système d’équations fonction­
nelles, où les inconnues sont les fonction F  et 2, F (Z)  étant la 
probabilité pour qu’une certaine variable z soit comprise entre 0 et Z, 
varie sans décroître de 0 à 1 quand z croît de 0 à -f-oo. Nous 
nous contenterons de chercher les solutions F  qui sont continues 
et par conséquent croissantes. Alôrs, comme on a d’après (5)
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(5)' log ^ ( y  =  l o g f Q )  +  l< ,g F ( j ) ,

on est amené à résoudre d’abord l’équation en A 

(?) - l o g ? ' ( ^ ) = «

où grâce au signe — la quantité a sera positive. Puisque F  croit 
de 0 à 1 quand A  décroit de -j- oo à 0, a décroîtra alors de -j- oo 
à 0 et cette équation (7) aura une seule racine
(7 /  A =  0(a).

On a d’après (5)' et (7)
c =  a b

les notations étant évidentes et par. suite C == 6(a -)- b), d’où, en 
portant dans (5),

-  =  -  M s y , )  -  *■* 4 4 ) ) '

Pour chaque valeur particulière de Z. la fonction — log F

est donc une fonction additive de a et puisqu’elle est continue, on 
sait d’après Cauchy qu’elle est proportionnelle à a ’). On a donc

ç>(Z) étant une certaine fonction positive de Z 2), d’où:
iog y ( ^  =  <p(Z) l o g ^ Q ) .

On obtient la fonction C en faisant A —  1 ,2) d’où:
(8) ^ ( Z l ^ - A l o g J ’lZ)
h étant une constante positive indépendante de Z  et A.

Et par suite
(9) =

*) On sait qu’il en serait encore de même si cette fonction était simple­
ment supposée mesurable au sens de M. Lebesgue. Voir, par exemple, M. Fréchet, 
P r i  la  fu n k c ia  e kvac io  /(æ +  ÿ) = /(» )  +  f(y), Enseignement mathématique 
15* année, 1913, p. 390—393.

3J Nous supposons que pour Z  fini et positif .— ou au moins pour 
Z = i ,  — on a O < F (Z )< 1 .
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Posons, puisque Tl et Z  sont positifs

Z =  e?, — e“, log qp(ê  =  <F(£).

L'équation (8) deviendra
s r Æ « ) = 3 r l£ ) + 3 r(«)-

Nous voyons encore que F(Ç) est proportionnelle à £, soit ®r(^) — 
=  fcÇ, d’où

—  h  log F ( Z )  =  çp(Z) =  Z*
d’où

_Z*
^ ( Z ) = e  ‘ .

Comme F  [ Z )  tend vers 1 lorsque Z  tend vers -)- oo, k  est 
une constante négative que nous pourrons appeler — a, de sorte que

_z~a
<9) F{Z) =  e * (A >  0, a >  0).

Nous avons posé

A 1 étant proportionnel à l’ordre de grandeur de X v  Si A.” est l’écart 
probable ou médian de (avec zéro), c’est à dire si F \A () =  | ,  on a

A

A( =  AX(A log 2)~ “

de sorte que A [  est aussi proportionnel â l’ordre de grandeur de 
On peut donc supposer qu’on a pris pour At l’écart médian de 
et alors on aura h  log 2 = 1 ,  d’où finalement

(10) • F ( Z )  +  2 ~ z ~ a ,  ( a > 0 )  et
(11) FJ(£ 1) =  2 - ‘a^ ,

Aj désignant l’écart médian de la variable X v

S’il y a une solution en F, nous l’avons trouvée. Inverse­
ment, la formule (3) donne

log H(Z) =  -  (Af Z - “+ . . .  +  A ?Z -“) log 2
d’où

Rocznik Pol. Tow. noatem. 7
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en posant
(13) A“= A ?  +  . . . +  A?

expression qni est bien indépendante de Z.
Ceci nous montre bien que la solution trouvée convient et nous 

donne en même temps l’expression de la fonction 2 de la formule (6) ’).
Nous pouvons appeler valeur réduite de la variable le quotient 

de la valeur de cette variable par son écart médian. Et t \ Z )  =  
— 2-2_“ sera „la forme réduite“ de la fonction de probabilité totale 
^ ( Z , )  =  2-^“x ' a.

Si les erreurs partielles suivent à l'ordre de grandeur près 
la même loi de probabilité et si la forme réduite de la loi des 
écarts partiels est F  (Z} =  2_z “ (où a est une constante positive 
arbitraire mais déterminée}, alors l’écart final suit aussi à l’ordre de 
grandeur près la même loi de probabilité et la puissance à de son 
écart médian est égal à la somme des puissances a des écarts médians 
des écarts partiels.

Ainsi, en un sens provisoirement étroit, nous avons démontré 
que la fonction F[Z) —  2~z~a est la forme réduite d’une loi de pro­
babilité totale d’un écart, qui est stable par rapport au mode de 
composition des erreurs partielles dans lequel l’écart résultant est le 
plus grand des écarts composants.

4. D é f in i t i o n  de la  c l a s s e  Ca de  lo i s  de p r o b a b i ­
l i t é .  Nons allons maintenant accroître la généralité du résultant 
précédent en donnant au mot stable un sens plus étendu.

Nous avons vu qu’on a pour la loi qu’on vient d’obtenir 

F , (À\) =  2~À'ax~a

ou log FfXfi) =  —  A? A(i_a log 2.
Par suite

lim — log log 2
j r , - > + o o

on, ce qui revient au même puisque FfiXfi) -* 1 quand À', ->• -f- oo:

(14) lim Z? {1 -  F fX J }  =  log 2
X | —>-}-oo

') On pourra comparer la démonstration, qui vient d’être donnée, de la 
résolution des équations fonctionnelles (5), (6) à celles (basées sur deB restric­
tions ou sur une méthode différente) qu’on trouvera à la page 254 de l’ouvrage 
de M. Paul Lévy, (loc. cit).
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et par suite
lim X f  {1 — t \ (Aj)} =  quantité finie positive.

A l  —> + o o

Autrement dit, lorsque X 1 est très grand 1 — F ^X , ) est une 

quantité infiniment petite de l’ordre de
A i

Les lois que nous venons de déterminer ne sont pas les seules 
qui satisfassent à cette dernière condition. Pour toute loi de proba­

bilité totale G(A), 1 — G{X) est infiniment petit avec Pour 

certaines d’entre elles, 1 — <?(A) est un infiniment petit comparable

à une puissance (nécessairement positive) de Quand cela a lieu -À.
pour l’une de ces lois, cette puissance est déterminée. Appelons Ctt 
la classe des lois de probabilité totale G{X) telles que 1 — G {Xf 
soit un infiniment petit de l’ordre a, c'est à dire telles que

(15) lim A “ [l — G(A)] =  quantité finie positive

ou ce qui revient au même

(16) lim A[— log G{X)]lla =  quantité finie positive.
A —>oo

5. S t a b i l i t é  de la  c l a s s e  Ca. La classe Ga est „fermée“ 
par rapport à la composition des probabilités considérée précédem­
ment. Autrement dit, si l’on pose

H{Z)==F1{Z)F i{ Z ) . . .F ,{ Z )
et par suite

(17) -  Z “ log H{Z) =  -  Z “ log Ft(Z) — . . .  — Z “ log F.(Z).

il est clair que si chacun des produits du second membre a une 
limite finie positive quand Z  tend vers -(- oo, il en sera même du 
premier membre

Ainsi, sans dire que chacune des lois de Ca est stable, on peut 
dire que la classe Ca de lois de probabilités des erreurs est stable 
{dans la composition des écarts partiels en un écart final égal au plus 
grand des écarts partiels}.

Cette classe Ca comprend comme cas particulier l’ensemble 
plus étroit ca des lois de probabilité F{X} (considérées plus haut) 
qui se peuvent définir par la relation plus restrictive

(18) A [ — log J ’(A)]1'0 =  constante.
7*
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6. E c a r t  ty p iq u e .  Pour spécifier la forme des lois de Ca, 
remarquons qu’on peut pour chacune d’elle, G ^X J , définir un nom­
bre Aj par la même forme de relation qui permet de calculer au 
moyen de (14) l’écart probable d’une variable soumise à une loi 
„du type cau. Le nombre JL, défini par la relation

(19) lim X , {1 -  G ^ X j } ^  =  A, (log 2)*/“
.Xj—

n’est plus un écart probable. Mais il joue encore le rôle essentiel 
de mesurer l’ordre de grandeur de la variable X ,. Si en effet une 
variable X  est soumise à la même loi de probabilité que à l’ordre 
de grandeur près, c’est à dire à une loi de probabilité totale de la 
forme G(X) — G ^a X )  où a est le rapport des ordres de grandeurs 
de X, et de X, on aura

limX{! — G (X )} ^ = -  lim aX{1 — G,(aX)}“ =
O a X - ï+ c o

Donc G(X) est d’abord de la même classe Ca que G ^ X J  et 
la quantité définie par le premier membre est bien proportionnelle 
à l’ordre de grandeur de la variable X. Nous pouvons donc appeler 
la quantité A  definie par la relation

(20) A  (log 2)“ =  lim X{1 — G(X
X —>-{-oo

l’écart typique de la variable X  lorsque sa loi de probabilité G(X) 
appartient à la classe Ca.

Notons en passant que pour une telle variable X, les „moments“
+°° Xf>dG(X)
U

d’ordre /5 -< a sont finis alors que le moment d’ordre a est infini. 
Cela résulte de l’égalité

lim XP~a[X a{l — (?(X)}] =  f d X ? { \  — G(X)} =
X ->4-00 J  o

X P d G W  + y +“ [ X « { l - G ( X ) } ] ^ d X 0 -  

-j- constante
valable pour 0 •< /? <  a, et de l’égalité

X adG {X ) +  \X “{ l  —  G (X } } \a d L X

-j- constante.

Z “ { 1 -< ? (X )}  =  -  f
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7. C o m p o s i t io n  d e s  é c a r t s  ty p iq u e s .  Revenons à la 
composition des écarts; d’après les formules (17) et (20), on retrou­
vera la formule
(21) 4 “ =  4? +  . . .  +  Aï.

Cette formule ne concerne plus les écarts médians mais les 
écarts typiques au sens précisé plus haut. Elle exprime que la somme 
des puissances a des écarts typiques de n variables indépendantes obéi­
ssant à n lois de la classe Ca est égale à la puissance a de l'écart 
typique de la variable résultante qui, nous l’avons vu, obéit aussi 
nécessairement à une loi de la classe Ca.

8. V a r ia b l e  e t  f o rm e  r é d u i t e s .  L’introduction de l’écart 
typique permet d’appeler variable réduite, X ,  le quotient de la va­
riable X , par son écart typique A, et forme réduite de la fonction 
de probabilité totale (7,(2^), l’expression ZrJXj) =  G,(X, AJ. On 
voit alors qu’on a

(22)

J im  X,{— log Gl(Xl')}'la =  lim X J t  -  G fX J}'l“ =
X1- > 4 ° °  —>4-00

=  lim Xx {1 -  G ^X jy i*  =  (log 2f« .
■“•î *i->+=»

D’où:
log f f jX J  =  -  X f» log 2[1 +  m /X j]

ta ^ X ^  étant une fonction de X, infiniment petite avec =  4 )  ou 
X i

encore

(23) log G, ( X J =  -  X J  A f  log 2

On à de même dans la formule (17)

(24) log H (Z) =  —  Z~a Aa log 2 1 4  Q ( J  j .

De sorte que cette formule peut aussi s’écrire

*) Comme GJX,') peut être nul pour des valeurs positives de x ,  «.(X,) 
peut être infini pour ces valeurs. Mais <u,(X,) est certainement7 fini (et 
même très petit) pour X, assez grand.
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(25, +

Nous allons déduire de cette relation plusieurs formules qui 
nous seront utiles plus loin.

9. F a m i l l e s  n o rm a le s .  Nous remarquons d’abord que les 
fonction eu,(Z),..., <u„(Z) ne sont nécessairement finies que pour Z

assez grand, par exemple pour Z  >  P. Mais comme Z, 
Zi

sont plus grands que Z, on voit que I2(Z) sera aussi fini pour 
Z >  P.

On peut toujours former une fonction 2(Z) qui majore 

tu /Z ) ,... <y„(Z), tende vers zéro avec et soit finie pour Z >  P .
S j

Par exemple, on peut prendre pour chaque valeur de Z, -Î(Z) égal 
à la plus grande des valeurs absolues de u i^Z ),... co„(Z). On peut 
même supposer que 2(Z) soit non croissant : il suffit de remplacer 
2fZ) par la borne supérieure de A(Z') pour Z ' >  Z.

Nous dirons que des fonctions

(26)

appartenant à une même classe Ca appartiennent à une même f a- 
m ille  n o rm ale  s’il existe une même fonction //(Z) finie ou infinie, 

mais non croissante et tendant vers zéro avec telle que pour les

fonction G considérées, les fonction <u(Z) correspondantes soient 
majorées par /t(Z).

Nous avons vu qu’un nombre fini de fonction (?j(Z),... G„(Z) 
de la classe Ca appartient toujours à une famille normale. Mais ce 
qui est intéressant c’est que la loi résultante H(Z) appartient à la 
même famille normale.

En effet, on a par exemple.

et en vertu de (25) et de (21)

( 2 7 )  | f i ( Z ) K A * ( Z ) .
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On peut même obtenir un résultat plus précis. Soit M  le plus 
grand des nombres A ^ A t , . . .  A„. On aura

"■(ï z)|sî''(ï zW » z)
et d’après (25) et (21)
(28) | f i ( Z ) | c X ^ ) .

A
Et puisque — Z >  Z, on a ainsi une limitation plus étroite

(on au moins aussi étroite) que celle donnée, par la formule (27).
Alors que les fonction Wj(Z)__  <o„(Z) sont, dans leur ensemble,
majorées par n (Z \  la fonction résultante Ï3(z) est majorée par une 
fonction fi, (Z) =  fi Ç^.z'ÿ qui est ^ /* (Z ).

II. Variables aléatoires en nombre infini.

10. E x i s t e n c e  d’u n e  lo i  r é s u l t a n t e .  Nous allons main­
tenant utiliser les relations (21), (24) et (25) pour chercher ce que 
devient la loi de probabilité H(z) de l’écart final, quand le nombre 
des écarts partiels devient infini. Nous avons vu que si les écarts 
partiels en nombre fini obéissent à des lois de probabilités de la 
classe Ca, il en est de même de l’écart final.

On ne peut se contenter de dire que par un simple passage 
à la limite, ce résultat s’étend au cas où les écarts partiels, toujours 
régis par des lois de la classe Ca sont en nombre infini.

N n’est même pas évident qu’il existe dans ce cas une loi de 
probabilité de l’écart final.

Appelons Z„ le plus grand des nombres (X^OjA,,... X„-, 71a 
borne supérieure des nombrés AT,,... X n, Xn+, , . . .  Soit HAZ) la 
probabilité pour que Z„ Z. On a vu que

{29) H.{Z) =  G ^ Z ) . . .  G„(Z)

■et comme 0 ^ ( ? 4( Z ) ^ l ,  on a:

1 >  fl,(Z) >  H2(Z ) . . >  H„(Z) >  . . .  >  0.

Donc Hn(Z~) tend vers une fonction comprise entre 0 et 1. Et comme 
chacune des fonctions ff„(Z) est non décroissante, il en sera de
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même de sa limite. On sait même que dans ces conditions la con­
vergence est uniforme.

Nous allons admettre que le théorème des probabilités com­
posées s’étend à une suite infinie (dénombrable) d’évènements. (C’est 
une hypothèse généralement admise comme évidente mais qui mé­
riterait d’être étudiée). Dans ces conditions, la limite de Hn(Z) est 
la probabilité pour que l’on ait à la fois

X t ^ Z ,  X ^ Z , . . .  x n^ z . . .

et par suite; c’est la probabilité H  (Z} pour que l’écart final T ^ Z .  
Ainsi
(30) H (Z) =  G fiZ ). Gt( Z ) ........G„(Z). . . .

Il reste à savoir si cette loi de probabilité appartient comme 
les G n ( Z )  à la classe Ca. Dans l’inégalité évidente

(31) — Z “log GfiZ) -  . . .  —  Z a log G„(Z) — Z a log ff(Z )

le premier membre tend, pour n fixe, vers (J?  A") log 2
quand Z  croit indéfiniment. Donc, lorsque des écarts partiels régis 
par des lois de probabilités de la classe Ca sont en nombre infini, la 
loi de probabilité de leur écart résultant ne peut appartenir à la classe 
Ca que si la somme des puissances a  des écarts typiques de ces écarts 
partiels, est convergente.

11. F a m i l l e  n o r m a le s  de lo is  de la  c la s s e  Ca. Sans 
rechercher si la condition nécessaire que nous venons de trouver 
est suffisante dans le cas le plus général nous nous contenterons 
de montrer qu’il en est ainsi lorsque les fonction (?„(Z) — appar­
tenant à la classe Ca — appartiennent aussi à une même famille 
normale. En effet, des notations convenables permettent d’écrire

(32) - lo g i f „ ( Z )  =  Z - “ B“ l  +  f i . ( y ) j l o g 2 ,  avec

(33) B'„l =  A? -}-... +  A“.

Si nous appelons J / .  le plus grand des nombres A lt A ,,... A„ 
et Al la borne supérieure des nombres Alt A2,. . .  A n, . . . ,  on aura 
d’après (28) avec le changement de notations approprié:

| û . ( Z ) |C A * ( f / )(34)
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H étant une fonction non croissante et tendant vers zéro avec -=

qui majore toutes les fonctions de la famille normale considérée. 
Nous supposons convergente la série Z  A". Appelons sa somme

A“ on aura B. <  A, M„ M.
Pour n assez grand, reste égal à M, puisque les A. tendent 

vers zéro avec —. Donc pour n assez grand

(35)

Ainsi pour n assez grand (» >  p, p indépendant de Z)

(36) — l o g F . ( Z ) < Z - M “ log 2.

Le second membre est fini pour Z  assez grand. H„(Z) tend 
vers H (Z) quand?» croit indéfiniment; H (Z) n’est donc pas nul quand 
Z  est assez grand. Par suite, on peut poser

(37) — lo g F (Z ) =  Z - “ Aa

et Q(Z) sera fini pour Z  assez grand. En comparant (32) et (37), 
on voit qu’on aura

© = - 1 - Z aA~a Z a B~a, n log H (Z) =  lim I — 1 — : , „ 
log 2 8 v L log 2

©
et d’après (35)
p » ) | ° ©  ! < * ( £ )

=  lim Ï3„
« - >oo

log W )

OU

(39) | û ( Z ) K . ( z i )

On déduit d’abord de (38) que £?(Z) tend vers zéro avec 1/Z 
et alors (37) montre que J /(Z ) est de classe C“, avec un écart 
typique égal à J .  De (39), on déduit, puisque A >  M

(40) | £ ( Z ) | < a»(Z).
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Par conséquent, G  [Zf appartient à toute famille normale qui 
comprend les G»(Z). Et même, nous avons obtenu l’inégalité (39), 
inégalité plus resserrée (ou pour certaines valeurs exceptionuelles 
de Z  au moins aussi resserrée que (20)).

Finalement: si des variables aléatoires indépendantes X ^ X , , . . .  
en nombre infini sont régies par des lois de probabilité totale 
G fiX f),... G„(X„)... appartenant à la classe Ca et à une même fa ­
mille normale et si la série A “ +  H-  - •• des puissances a des écarts 
typiques de X x, X t , . . .  est convergente, la borne supérieure Z  des nom­
bres X ,, X i , . . .  est régie par une loi de probabilité totale H(Z) appar­
tenant à la classe Ca et appartenant à la même famille normale que 
les Cn et l'écart typique A de Z  est donné par la formule

(42) A“ =  A? +  A ? + . . .

En outre, G(Z) appartient même à une famille normale plus 
étroite que celle des G„ — et précisée par l’inégalité (41) où M est 
le plus grand des écarts typiques A u At , . . .  Les formules de défini­
tion (23) et (37) des a>„ et de Q montrent que G„ et H  appartien­
draient au type ca si tu, et 13 étuient nuis. On peut donc dire que 
la loi de probabilité G {Z) de Z  est plus voisine d’une loi de type ca 
que l'ensemble des lois de probabilités de X 1, X Î ,.. .  X „ ,...

12. C as d es  lo is  du ty p e  c„.. Prenons le cas particulier 
où p(Z) =  0, c’est à dire où les variables aléatoires sont soumises 
à  des lois du type ca
(43) J .(Z )  =  2 - < z_a.

Alors y  étant nul, 13 sera nul et G (Z) sera du type ca. On 
retrouve directement ce résultat en remarquant que

G (Z) =  2-(^.k)z- “, d’où

(44) H(Z) =  2 -x“z-a avec

(45) A“ +  ^  +  . . . +  A ? + . . .

Par contre, on voit que si la série Z  AJ est divergente, on a

(46) H(Z) =  lim G„(Z) =  lim 2-(4?+-+^)z"“ =  0. •
n —> o o  n —>OO

Dans ce cas H(Z) est nul pour toute valeur finie de Z, c’est 
à dire que la probabilité pour que Z  soit fini est nulle. Il n’en ré­
sulte d’ailleurs pas que cet évènement soit impossible. Au con­
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traire, cet évènement est certainement possible puisque, les variables 
aléatoires étant indépendantes, peuvent prendre des valeurs quel­
conques par exemple toutes inférieures à 4, d’où Z  4. Mais cela 
est infiniment peu probable.

Nous avions prévu plus haut que dans le cas actuel de di­
vergence de Z Z “, H(Z) ne pourrait appartenir à la classe Ca.

Nous voyons maintenant quelle est cette fonction H (Z) et 
comment elle se distingue des fonctions de la classe C„. Cependant 
on peut remarquer que
(47) H (Z) =  lim tf,(Z)

H —>OO

et que la forme réduite de Hn(Z) étant dans le cas actuel
(48) H, (Z) =  2 2-0,
on a:
(49) 2 -2-0 =  lim 77„(Z)

« —>oo

Il ne nous semble pourtant pas que l’existence de cette limite 
de la forme réduite de H„(Z) permette de classer H(Z) dans une 
catégorie déterminée. Physiquement Z  est bien déterminé et aussi 
la probabilité H (Z) —  0. Nous constatons que la probabilité de H  (Z) 
est nulle et l’égalité (49) n’ajoute aucun éclaircissement à ce résultat 
parfaitement clair.

Tout au plus pourrait — on peut-être l’utiliser pour rechercher 
quelle est la probabilité pour que la plus grande des variables 
aléatoires soit -< Z, dans la catégorie des épreuves où Z  est fini. 
Mais ces épreuves étant extrêmement rares, le résultat obtenu serait 
de peu d’intérêt.

On pourrait peut être aussi dire: ce cas est intéressant pour 
donner un moyen simple approché de calculer la probabilité dans 
le cas où le nombre des variables sans être infini est très grand. 
C’est ce qui se passe dans le jeu de pile on face quand on rem ­
place la distribution binomiale peu propre au calcul par une ex 
pression approchée au moyen de l’intégrale de Laplace. Mais ici, 
les formules pour n fini étant aussi simples que pour n infini cet 
avantage disparait.

La discussion précédente, nous a en tout cas donné une idée 
des difficultés qui se présentent lorsque la série Z  étant diver­
gente, on passe au cas plus général où les lois G„(Z) appartiennent 
à une famille normale de la classe Ca. C’est ce. cas que nous allons 
étudier. Toutefois nous ferons auparavant une remarque incidente.
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13. A u tr e  d é f in i t i o n  d e s  f a m i l l e s  n o rm a le s . Il est
intéressant d’observer qu’on peut mettre sous une autre forme la 
définition des familles normales. Par hypothèse, si GfiX) appar­
tient à la classe C„, il existe un nombre A. >  0, tel qu’en posant

G fiX )= .G „ (X A j, on ait

(50)

Comme on a
À'Mog <?.(*) =  [! +  <»..(*)] log 2

on voit, si les G, appartiennent à une famille normale, que quel­
que soit £ >  0. il existe un nombre rj tel que

— X “ log G„(X) — log 2 1 <  c pour X  >  r/.

(Il suffit en effet que pt-fif) log 2 <  £). C’est ce qui on peut expri­
mer en disant qu’il y a pour la formule (50) convergence égale quel­
que soit n.

soit w, vers l’unité quand X  croit indéfiniment, la famille des G„ 
est normale. Il suffit d'appeler 2(Al), la borne supérieure des w,(X) 
quand n varie et p{X )  la borne supérieure de 2(AC) pour X ’ X. 
Alors l’égale convergence montre que l ( X )  et par conséquent fifiX) 
sont finis pour X  assez grand et même tendent vers zéro avec 1/X.

Finalement des fonctions GfiX} appartenant à une même 
classe Ca et ayant par conséquent chacune une forme réduite 
^.(À^) =  (?»(AlA„), elles appartiennent, par définition, à. une famille 
normale si la convergence de la formule (50) assurée pour chaque 
valeur de n est „égaleu quel que soit n. Il y a là une définition analogue 
à la définition de certaines familles normales par la considération 
de l’écart quadratique moyen dans le cas où Z  est la somme des 
variables aléatoires

14. C as où la  s é r i e  de p u i s s a n c e s  a d e s  é c a r t s  ty ­
p iq u e s  d e s  v a r i a b l e s  e s t  d iv e r g e n te .  Nous savons déjà 
que dans ce cas la loi de probabilité de la plus grande des varia­
bles n’appartient pas à la classe Ca.

Toutefois il est intéressant de se rendre compte de ce qui se 
passe. Nous allons démontrer la proposition suivante:
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si des variables aléatoires indépendantes sont régies par des lois 
appartenant à une famille normale de la classe Ca et si la somme des 
puissances a des écarts typiques des ces variables est divergente, il 
y a une probabilité non nulle pour que la borne supérieure, Z, de ces 
variables soit infinie.

Nous avons même démontré sous ces hypothèses que dans un 
grand nombre de cas il y a une probabilité nulle pour que Z  soit 
fini. Il nous semble que les hypothèses précédentes doivent même 
suffire pour démontrer ce dernier résultat. Peut-être quelque lecteur 
sera il-tenté de justifier cette présomption — et aussi de le faire 
dans le cas correspondant où Z  est la somme des variables. — Si 
l’on y réussit ce sera sans doute par une voie directe qui rem­
placera par une seule démonstration probablement simple, les dé­
monstrations qui suivent (n° 14)

I. Nous considérerons d’abord un cas où moyennant une hypo­
thèse générale sur les formes réduites des fonctions de probabilité — 
c’est à dire sur les fonctions (o„(Z) — le résultat obtenu peut être 
établi indépendamment de la façon dont série diverge, alors
que ce mode de divergence devra intervenir dans ces autres cas 
(ou au moins dans les démonstrations relatives à ces cas et don­
nées plus loin). Les fonctions de probabilités <u.(Z) de la formule (23) 
sont dans tous les cas bornées inférieurement et leur borne infé­
rieure est — 1, puisque les probabilités Gn sont 1.

Supposons que, pour toute valeur de Z, la borne inférieure 
des <u„(Z) quand Z  et n varient soit >  — 1, c’est à dire qu’il existe 
un nombre k, {k >  0) tel que

(52) 1 +  w.(Z) >  k
quels que soient n et Z.

Ce cas compreud celui où les fonctions Crn(Z) seraient toutes 
de type ca. Il comprend aussi le cas plus général où ces fonctions 
seraient de classe Ca et appartiendraient à une famille normale 
définie par une fonction /t(Z) dont la borne supérieure est infé­
rieure à l’unité. Il suppose en particulier qu’aucun des G„(Z) n’est 
égal à l’unité pour une valeur finie de Z

Sous l’hypothèse (52), on a 

— log 77„(Z) >  k A* Z~a + . . .  +  k A" Z~a — k B ^Z~a.
D’où:

- \ Og H ( Z î > k B ï Z - « .
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Ceci ayant lieu quels que soient n et Z, on voit qu’on a Lf(Z) =  0 
pour toute valeur finie de Z.

Ainsi la série étant divergente si l’hypothèse (52) sur
les formes réduites G. Z) est vérifiée, la probabilité que la plus 
grande des variables aléatoires, (supposées régies par des lois de 
probabilité de la classe Ca\  soit finie est nulle. Autrement dit ce 
cas est dénué d’intérêt pratique.

Il en serait de même si (52) au lieu d’avoir lieu pour tout n 
avait lieu à partir d’un cartain rang.

II. Laissons maintenant de coté l’hypothèse (48). Supposons 
que diverge et que les lois de probabilité appartiennent à une 
même famille normale dans la classe Ca. Nous allons d’abord éta­
blir une inégalité utile.

Partons de l'inégalité (34)

<m ) H O M O -

Pour tout e positif et <  1 on peut déterminer un nombre 
Z£ >  0 (indépendant des écarts typiques A„) tel que

(55) /*(Z£) <  £.
D’où

c et d’après (32)
-  log H„(Z£< ) >  ( ^ ) ' “{Z£-“(1 -  £)log2}.

D’où:
(56) -  log H(Z) >  ( ^ ) ’ “{Z7“(1 -  e) log 2}

pour toute valeur de Z ^ . Z CM„.
III. Supposons d’abord que les écarts An A ,,... soient bornés 

supérieurement. Alors M„ reste inférieur à un nombre fixe A f> 0 , 
et on a

-  iog.Jï(Z) >  ^ “( ^ - “z r ^ i  -  iog 2}

pour Z ^ Z CM„. Lorsque n tend vers l’infini, Z  restant fixe, le se­
cond membre tend vers l’infini. Donc H(Z) =  0 pour Z < ^ Z eM. 
Mais observons que (55) reste vérifié si on remplace Z£ par ud
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nombre supérieur quelconque. On voit bien finalement que H (Z )  
est nulle pour toute valeur de Z.

IV. Supposons maintenant que Mn n’est plus borné supérieu- 
Mrement, mais que tend vers zéro quand n croit indéfiniment.

Alors le second membre de (56) devient infini avec n. Or si 
on laisse Z  fixe, l’inégalité (56) devient vérifiée dès que n est assez

g
grand pour que Par conséquent H(Z) est encore nul

Z.
quelque soit Z.

V. Revenons au cas III  pour le généraliser et admettons qu’il 
existe un nombre AT, tel que l’ensemble des termes de la série

(57) Af +  ^ - t - . . .  + A ?  +  .. .

qui sont <  AT soit divergente. Soient X ',X '^ .. .  celles des variables- 
V2,.. .  qui correspondent aux termes de cette série partielle,

Z ' la plus grande des variables X [ ,X ’t , . . .  et h(Z') sa loi de proba­
bilité totale. On a évidemment 0 sÇZ H (Z) A(Z) e t d’après le pa­
ragraphe précédent h (Z) =  0.

On a donc encore H(Z') =  0 pour toute valeur de Z.
Si la condition admise ci-dessus pour la série divergente (57)

n’est pas vérifiée, alors pour tout entier r, la suite des termes de 
cette série inférieurs à r est finie ou convergente. Dans ce second- 
cas, éliminons le reste de la série à partir d’un rang tel que ce reste

soit inférieur à —, 2r 6 étant un nombre arbitraire >  0.

L’ensemble des termes éliminés en donnant à r successive­
ment toutes les valeurs entières, s’il y en a, forme évidemment une 
série convergente et de somme inférieure à 0. Soient X 'i , X ï , . . ,  
l’ensemble des variables correspondant aux termes éliminés, s’il y en a, 
Z "  la plus grande, k{Z"} sa fonction de probabilité totale. Soient 
de même X[, X't , . . .  Z ', h (Z ') les quantités correspondantes pour 
les termés non éliminés — et qui sont nécessairement en noipbre- 
infini. On a

(58) AT(Z) =  h (Z ) . k(Z)

et d’après ce qui précédé
(59) - i(Z )  =  A «Z -‘ [ l  +  û g ) J ;
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13 (Z) étant une fonction de Z infiniment petite avec 1/Z, Ba étant 
une constante inférieure à 6.

On voit qu’on est alors ramené à étudier le cas de h(Z') qui 
correspond à des variables indépendantes X [, telles que la
série des écarts typiques correspondants

soit divergente et qu’il n'y ait, quelque soit r, qu’un nombre fini 
de termes de cette série inférieurs à r. On peut alors ranger les 
variables X ^ ,.. .  dans un ordre tel que les termes de cette série
ne décroissent pas et augmentent indéfiniment.

VI. Il reste donc à examiner le cas où les termes de la série

(60) Zf +  Æî +  . . . + +

sont rangés par ordre de grandeur et tendent vers l’infini, sans que

le rapport —  — cest a dire ici . ■ ,------ ,—— — tende vers

zéro. C’est ce qui a lieu, par .exemple, si la série est une progres­
sion géométrique de raison >  1.

Comme je l’ai dit plus haut, il me parait probable qu’on 
a encore dans ce cas H(Z) =  0; de sorte que dans le cas V, on 
aurait h(Z) =  0, d’où ff(Z) =  0 et il serait établi que H (Z) =  0 
toutes les fois que — les lois composantes appartenant à une famille 
normale de la classe Ca, — la série (60) est divergente.

C’est en tout cas ce qui a lieu dans le cas ou les lois com­
posantes sont du type ca ou satisfont à l’hypothèse (52).

Il me semble même que la démonstration que je n’ai pu ob­
tenir doit être cependant assez simple.

Quoiqu’il en soit, nous allons au moins établir dans le cas 
restant un résultat partiel suffisant pour notre but. Nous avons en­
core la formule (56) pour Z ^ Z ( jV„. Nous avons donc

(61) -  log H(Z) >  Z ; “ (1 -  c) log 2

Sans supposer nécessairement les A„ non décroissants, il suffit 
de supposer les non bornés, pour voir que cette relation aura
lieu quel que soit Z. Donc: pour toute valeur de Z, H(Z) est infé­
rieure à une quantité fixe, elle-même inférieure à l’unité. Comme 
H(Z) est nulle si, la série Z A" étant divergente, M„ est borné, on 
voit que le résultat précédent s’étend aussi à ce cas.
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Ainsi: les variables indépendantes X l5...  AT,,... étant supposées 
régies par des lois de probabilité appartenant à une famille normale 
de la classe Ca, si la série des puissances a des écarts typiques de 
ces variables est divergente, il y a une probabilité non nulle, Q, pour 
que la plus grande Z  de ces variables soit infinie —  contrairement 
à ce qui se passe pour chacune des variables X.„. Il semble que 
ce résultat partiel soit suffisant pour éliminer tous les cas où ZA“ 
diverge, des cas intéressants au point de vue pratique.

D’ailleurs le dernier cas étudié va nous permettre d’étendre 
encore la généralité des cas où nous avons démontré que H(Z') =  0.

Au lieu de l’hypothèse (52), faisons l’hypothèse suivante évi­
demment plus générale: qu’il n’existe aucune suite de nombres un 
tendant vers zéro, tels que 1 -j- &>„(«,) tende vers zéro. Mais ad­
mettons en outre que les A„ tendent vers l’infini sans décroître.

On a:
-  log Æ„(Z) == {a ? Z -  [l +  m, ( £ ) ]  +  ...

+  A ? Z - [ l  +  <ü„ ( | ) } l o g 2 .

Les nombres un =  ~~ tendent vers zéro. Donc quel que soit e >  0, 
A„

il existe une infinité de valeurs de p :p u p t , . . .  tels que 

1 +  >  £-
Par suite

- l o g F „ ( Z ) > £ Z - ^ n

S„ étant la somme des A“ tels que pk n. Lorsque w -* oo, S„ -> oo 
H„(Z) -  H(Z). Donc F (Z ) == 0.

15. E tu d e  de la  l im i t e  d e s  lo is  r é d u i t e s .  A l’exemple 
de M. Paul Lévy dans le cas où Z  est la somme des variables, 
nous pouvons nous demander ce que deviennent les formes réduites 
H„(Z) =  H„(Z B„).

On a obtenu la formule (34)

et d'après (32)
(62) -  log H .(Z) =  Z~“[l +  £„(Z)] log 2.

JD
Considérons comme M. Paul Lévy le cas où —?• tend vers

Rocznik Pol. Tow. matem. 8
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l’infini avec - .  Alors, des deux relations (34) et (62), on tire 

lim H .(Z) =  2~z_a.
n —>oo

Donc : si .'des variables aléatoires en nombre infini sont régies 
par des lois de probabilité appartenant à une famille normale dans 
la classe Ca et si le rapport du plus grand des écarts typiques des n 
premières variables à l'écart typique de la plus grande de ces n va­

riables tend vers zéro avec —, la loi de probabilité réduite de la plus 

grande des n premières variables tend, quand n croit indéfiniment, vers 

la loi réduite du type ca. Bien entendu l’hypothèse que tend vers

zéro implique la divergence de la série Z-A“.
Mais alors comme nous l’avons vu plus haut n° 14, § IV, 

i/(Z ) =  0: la probabilité que la plus grande des variables ait une 
valeur finie est nulle. Ceci réduit considérablement la portée de la 
remarque sur la limite des formes réduites des Hn(Z).

Car, une observation ne se présente pas physiquement comme 
limite d’une suite d’observations successives où agissent 1, puis 2, 
puis 3 ,... causes d’erreurs distinctes. Quand i f ( Z ) = 0 ,  le fait que 
lim H fiZ) existe et est de la forme 2~z~a n’a plus de signification 
précise. On pourrait dire que ce cas limite éclaire le cas où le 
nombre de causes d’erreurs sans être infini est très grand. Mais 
il l’éclaire mieux quand on suppose ce qui a réellement lieu dans 
la pratique, c’est à dire que la probabilité d’uqe erreur infinie est 
nulle, cas que nous avons considéré au n° 11.

Si cependant à titre de curiosité, on s’intéresse à la limite des 
formes réduites HfiZ), on observera que dans bien des cas cette 
limite sans être du type ca est de classe Ca. Il nous semble pro­
bable qu’on doit pouvoir prouver ceci : Quand des variables alé­
atoires indépendantes en nombre infini sont régies par des lois 
appartenant à une famille normale dans Ca, la forme réduite de la 
loi de probabilité de la plus grande des variables tend vers une 
fonction du type Ca appartenant à la même famille normale.

La proposition est démontrée quand il y a convergence de la 
série ou quand avec la divergence de 2Ll“, on suppose

Mlim —fi — 0. Cette dernière condition, évidemment, n’est pas néces-
n —> o o  x 5 „
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saire, comme le montre l’exemple où les lois partielles sont du 
type ca.

Pour indiquer un autre exemple, considérons le cas où 
Wl(Z) =  .. .= m „ (Z )  =  . . . = ^

^ .  =  2". 2 > 1 -
Les w„(Z) étant identiques, la famille est normale. On a

D’après (25), avec les changement de notations convenables

! W ) =  ^ ( H  +  - + I 4 4

c’est à dire ici:

avec
F  3 (»+ l)(a+P ) _  1

” [3<»+1)<x _  IJ [2<-+UP _  1] 2«+? _  1

Lorsque n croit indéfiniment, E„ tend vers
P _ ( 2 a - l ) ( 2 ? - l ) _ 1 2“ +  2 ^ - 2

— ?“+é _  i — A 2«+é — 1
quantité >  0 et <; 1, et

lim Û .( Z ) = = ^ = Û ( Z ) .
n—> o o  Z/ r

D ’une part, les formes réduites Hn(Z), données par 
-  log H-(Z) =  Z - “ [1 +  fi„(Z)] log 2

tendent vers une limite déterminée H(Z) appartenant à la classe 
à la même famille normale que les (?„ et même à une famille nor­
male plus étroite (puisque E  <  1), car

- l o g f f ( Z )  =  Z - “ [ l + ^ ] l o g 2 .

Mais cette formule montre que la limite de la forme réduite 
n’appartient au type ca pour aucune valeur de a.

D’autre part, on a

-  log H .(Z) =  Z -“ +  Qn log 2

=  B : « [ 2 - ( j j  +  | ) ] l o S 2.

8*
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On voit ainsi que H„(Z) tend vers zéro avec l/« . Donc 
H  (Z) —  0 quel que soit Z. (Ceci résulte aussi de notre proposition 
générale du n° 14, § VI, puisqu’ici il n’existe aucune suite de nom­
bres m„ tendant vers zéro avec 1/n et tels que 1 -j- <u„(w„) tende 
vers zéro).

16. C o n c lu s io n .  Il suffira de comparer ce qui précédé 
à l’exposé de M. Paul Lévy, pour constater que nous avons pu 
modeler le nôtre sur le sien en étudiant la probabilité de la plus 
grande erreur au lieu de celle de la somme des erreurs. Mais nous 
avons finalement obtenu un résultat tout différent où le rôle de

k/ 'l’intégrale de Laplace .
Zn..

forme „réduite“ de la loi de probabilité totale, par la fonction 
2_ï_“ (a >  0). (L’expression de la probabilité élémentaire égale dans

e * dx  est tenu, en ce qui concerne la

le cas à -r=e **d X  est ici aX -0-1 2 a lo g 2 .d X  =premier 

a(log2)dX
— X a+12'/*“ ’ remarQuera 9ue cet*e probabilité est nulle pour

X  — 0 et maximum pour une valeur de À , =|= 0 : Les héros de roman 
prétendent de même être plus en sécurité au but lui-même, visé 
par un mauvais tireur, qu’à coté du but).

Il y a lieu de remarquer que, même en se plaçant au point 
de vue de l’additivité des erreurs, notre mode d’exposition permet 
de distinguer plus nettement les rôles respectifs des deux condi­
tions étudiées par M. Paul Lévy. En la transposant dans la mé­
thode de M. Paul Lévy, on voit que la condition: famille normale, 
a pour effet de créer une classe de lois de probabilités totales é g a ­
lement" voisines à l’infini de celle de Gauss et dans laquelle reste 
la loi de probabilité de l’erreur somme d’un nombre fini ou infini

M.d’erreurs partielles. C’est la seconde condition: ~  petit, grâce à la-

quelle l’erreur résultant de n erreurs suit approximativement la 
loi de Gauss, non seulement à l’infini, mais partout.

12 Septembre 1927.



C o m p te -re n d u  des séances 
de la S o c ié té  P o lo n a ise  de M a th é m a tiq u e  

à C ra co v ie

20. X. 1926. W. W ilk o s z :  La structure de la démonstration 
du théorème de Jordan d'après Brouver.

M. W. analyse les notions importantes de topologie que M. 
Brouver introduit dans son mémoire relatif à la démonstration du 
théorème de Jordan.

3. XI. 1926. A. R o s e n b l a t t :  Sur un point de la théorie 
mathématique des fluides visqueux.

M. R. fait un exposé de ses recherches sur les efforts agis­
sant au sein d’un liquide visqueux, publiées dans le N° de janvier 
1927 du ^Bulletin des Sciences Mathématiques14.

20. XI. 1926 et 27. XI. 1926. T. W a z e w s k i :  Sur un point 
de la théorie de l’aire des surfaces.

M. W. donne une démonstration du théorème suivant: Tout 
ensemble ayant une aire finie au sens de Peano peut être approché 
par des sousensembles fermés d’aires infiniment voisines.

11. XII. 1926. W. W ilk o s z :  Sur la relation entre les sur­
faces de M. Brouver et la théorie des fonctions implicites.

M. W. démontre que tout ensemble limité et fermé de l’es­
pace ayant en chaque point le charactère d'un triangle topologique 
est une surface fermée au sens de M. Brouver.

8. I. 1927. O N ik o d y m :  Sur l’orientation des polivecteurs.
Après avoir axiomatisé les vecteurs d’après M. H. Weyl, 

(Raum-Zeit Materie), M. N. considère l’espace V  dont les „points“ 
sont des «-vecteurs. Un « vecteur („point“) est dit s i n g u l i e r ,  si 
les vecteurs dont il se compose, sont linéairement dépendants. Si 
l’on introduit une notion naturelle de la limite d’une suite infinie
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de „points“, on peut parler d’ensembles ouverts, fermés, continus, 
domaines etc. Deux n-vecteurs A, B  s’appellent é q u i - o r i e n t é s  
s’il existe une courbe de Jordan (c’est-à-dire une image univoque 
et continue du segment fermé < 0,1 »  contenant A  et B  et ne conte­
nant aucun „ point" singulier. Or M. N. démontre que l’ensemble de 
tous les «-vecteurs singuliers découpe l’espace V en deux domaines 
(ouverts) saturés, chacun desquels ne se compose que de «-vecteurs 
équi-orientés. Chaquun de ces domaines s’appelle „orientation": Il y a 
deux et seulement deux norientations“ différentes de polivecteurs.

22. I. 1927 et 29. I. 1927.. W. W ilk o s z :  Les applications 
de la totalisation à la théorie des équations différentielles aux dérivées 
partielles du type elliptique.

M. W. démontre quelques théorèmes concernant les change­
ments que l’on peut introduire dans l’ordre des intégrations succe­
ssives dans le cas des intégrales itérées de M Denjoy. Ensuite il 
en donne certaines applications à la théorie des fonctions harmo­
niques.

26. II. 1927. O. N ik o d y m :  Sur un ensemble plan, fermé, 
tel que la somme de toutes les droites qui ne le rencontrent pas, est 
un ensemble non mesurable. (B).

Paru dans des Comptes rendus des séances de la Société des 
sciences et des lettres de Varsovie XIX, 1926, classe III, p. 39—80.

14. V. 1927. S é a n c e  consacrée à la mémoire du prof. F r a n ­
ç o is  M e r te n s .

M. Zaremba ouvre la séance avec un éloge de F. Mertens, 
ancien professeur à l’Université Jagiellonnienne de Cracovie. En­
suite M. Rosenblatt fait une conférence sur les travaux scientifiques 
de F. Mertens. La conférence annoncée de M. Wilkosz sur ^ ' i m ­
portance et les développements du théorème de Cauchy Mertens" 
n’a pas eu lieu à cause d'une indisposition du conférencier.

28. V. 1927. A. R o s e n b la t t .  Sur le théorème de Joukovsky 
dans la théorie des surfaces sustentatrices en aérodynamique.

M. R. envisage le mouvement irrotationel. permanent et plan 
d’un fluide parfait autour d’un profil K. D’après le théorème de 
Joukovsky, la résultante des pressions est égale à

Px +  iP„ — iqC (ux  î«M),

où C désigne la circulation, ux  4~ iv^  la vitesse à l’infini et ç la 
densité du fluide.
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Cette formule est inexacte dans le cas, où le profil K  possède 
des points anguleux d’ouverture 2jt. Dans ce cas M. R. la remplace 
par la formule plus générale que voici:

P, 4- i P„ =  z p +  »»«,) +  QnS ResP(w*),

la somme étant étendue aux résidus de la fonction w! =  (u — iv)2 
aux points anguleux P  et le trait désignant les valeurs imaginaires 
conjuguées. La démonstration de cette formule se trouve dans une 
Note, de M. R. „Sur le théorème de K utta-Joukovsky“ publiée 
dans les Rendiconti délia R. Accademia dei Lincei 1927, Vol. V, p. 5.

21. X. 1927. G. N e y m a n : Sur certaines méthodes pour l'éva­
luation de la vraissemblance des hypothèses.

Voir „Poradnik dla samoukôw“, supplément au tome 7.
5. XI. 1927. A. R o s e n b la t t :  Sur la théorie des surfaces 

sustentatrices en aérodynamique.
M. R. rectifie un résultat obtenu par M. Finzi, exposé dans 

une note intitulée „Interpretazione energetica d’una eccezione del 
teorema di Kutta-Joukowski“ publiée dans les Rendiconti délia R. 
Nazionale Accademia dei Lincei. Le résultat de M. Rosenblatt est 
exposé dans une Note à paraître dans les Rendiconti dei Lincei 
de 1927.

19. XI. 1927. W. W ilk o s z :  Certaines propriétés intégrales 
des solutions des équations différentielles.

M. W. démontre le théorème suivant: Considérons une fon­
ction f ( x ,y )  de la classe C1 dans une région f e rm é e , connexe et 
limitée. Il existe une fonction

y =  F(x, C)

de la classe C1, telle que la fonction de x 

y =  F(x, Co),

lorsque Co appartient à un certain intervalle, représente toujours 
une ou plusieurs solutions de l’équation différentielle

y' =  / t e  y),
dFchacune dans son intervalle maximum d’existence, la dérivée —  c'C

étant toujours différente de zéro. De plus la fonction F(x, C) fournit 
to u te s  les solutions de l’équation différentielle considérée.
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26. XI. 1927. T. W a z e w s k i :  Sur une propriété des fonctions 
dérivables.

Voir l’article de M. W. inséré dans le présent volume.
3. XII. 1927. W. W ilk o s z :  Sur quelques problèmes intégraux

de la théorie des équations différentielles.
La solution de plusieurs problèmes concernants la nature to­

pologique des intégrales d’une équation de la forme 

y' = /(* >  y)

nous permet de pousser considérablement notre connaissance de la 
structure topologique des intégrales d’une équation aux dérivées par­
tielles:

dz
dx

+ / ( « . „ )  | = 0 .

Plusieurs de ces tbérèmes font l’objet de la conférence de M. W.
5. XII. 1927. W. W i lk o s z :  La théorie des quasi-équations 

différentielles.
M. W. fait l’exposé des méthodes de M. Carathéodory et des 

siennes concernant les quasi équations différentielles.
10. XII. 1927. St. G o l^ b :  Une nouvelle méthode de calculer 

la longueur d’un qrbe de Jordan1).
Soit C un orbe de Jordan appartenant à un plan P, soit' I  

l’intérieur de C, i un point fixe de I  et p  un point fixe de P.
Désignons par S$ le système de cordonnées rectangulaires 

ayant p pour origine et dont l’axe des abscisses renferme l’angle & 
avec un axe fixe.

Soit R„ a le réseau des carrés aux côtés =  — correspondant M
au système s*-

Désignons par Zn& la somme des carrés fermés relatifs au 
réseau P„# remplissant les conditions suivantes:

«)
P) Z„t3. contient tous les carrés renfermant i.
y) si ( \  et C, sont deux carrés ayant un côté commun et

que ( f  C  Z.,#, Ct C  I, alors Ct Q  Z„,#.

’ ) Ce résultat a été présenté le 21. XI. 1927 au Séminaire de M. W. 
W ilk o s z .
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Soit /„(5-) la longueur de la frontière de Z„i9. A partir d’un

certain n les fonctions /„('9-) sont définies dans l’intervalle

Sous de certaines conditions de régularité on a

/ n/a
/„(#} d&.

0

». î ] '

La démonstration est basée sur un lemme non publié de M. 
W a z e w s k i .

16 XII. 1927. C. K u r a to w s k i :  Sur les décompositions 
semi-continues et les frontières communes à deux régions.

M. K. expose l’état actuel de la théorie de décomposition 
sémi-continue. Parmi les résultats non publiés M. K. anonce le 
suivant: tout continu borné C qui est la frontière commune à deux 
régions situées sur le plan admet une décomposition cyclique en 
sous-continus (sauf le cas où C est „monostratique“). De plus, on 
peut définir cette décomposition de façon qu’elle ne puisse être 
poussée plus loin. La fonction continue déterminée par cette décom­
position (qui transforme le continu C en une circonférence) peut 
être, dans le cas où C est situé sur la surface de la sphère, pro­
longée à toute la surface. Cf Fund Math. XI et XII.

17. I 1928. B. K n a s te r :  Sur la théorie de dimensions de
Menger- Urysohn.

Après un aperçu historique M. K. considère les conditions, 
imposées par l’intuition géométrique à la notion de dimension et 
montre que celle donnée par les définitions, d’ailleurs équivalentes, 
de M e n g e r  et U r y s o h n  satisfait à ces conditions.

L’opération topologique de l o c a l i s a t i o n  des invariants, sur 
laquelle repose cette notion, constitue une nouvelle application de 
la Théorie des Ensembles à la Topologie et elle s’est montrée fé­
conde, même en dehors de la théorie de dimensions, dans l’étude 
de la s t r u c t u r e  des continus, dont elle a permis de découvrir 
des nouvelles propriétés importantes.

M. K. cite ensuite les principaux théorèmes de la théorie de 
M e n g e r - U r y s o h n ,  relatifs à l’a d d i t io n ,  d é c o m p o s i t io n ,  
im m e r s io n ,  t r a n s f o r m a t i o n s  c o n t in u e s  et, réciproquement, 
s t r a t i f i c a t i o n  s e m i - c o n t i n u e e t  c o n t i n u e  (M oore, K u ­
r a to w s k i )  d’e n s e m b le s  de d im e n s io n  « e n  c e u x  de d i­
m e n s io n  »i=j=». En rappelant les problèmes encore ouverts, liés 
à ces groupes de théorèmes, M. K. signale la solution trouvée par
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lui (à paraître dans Amer. Journ. of Math.) d’un problème posé 
(ibid. 1926) par M. W. A. W ils o n ,  notamment l’e x i s t e n c e  d’un 
c o n t i n u  p la n  b o r n é  i r r é d u c t i b l e  e n t r e  d e u x  p o in t s  
(donc 1-dimensionnel) a d m e t t a n t  u n e  d é c o m p o s i t io n  c o n t i ­
nu  e (donc 1-dimensionnelle) en s o u s - c o n t in u s  (l-dimensionnels) 
d i s j o i n t s .

En terminant, M. K. expose la méthode récente des c l a s s e s  
n o r m a le s ,  due à M. H u r e w ic z  (Math. Ann. 1927) et qui con­
stitue une r e l a t i v i s a t i o n  naturelle de la notion de dimension 
de M e n g e r - U r y s o h n .  Elle donne un moyen très général de 
remplacer par des raisonnements simples, dont M. K. examine 
quelques exemples, plusieurs démonstrations importantes, où le 
facteur récurrentiel, inhérent à la définition - même de dimension, 
présentait jusqu’à présent des difficultés.



C o m p te s -re n d u  des séances 
de la S o c ié té  P o lo n a ise  de M a th é m a tiq u e , 

S e c tio n  de L w ô w  
d e p u is  le  I. I. 1926 au 3 0 . V I. 1927.

1. S é a n c e  du 23. I. 1926. Affaires administratives.
2. S é a n c e  du 17. II. 1926. Communiqués: a) J/. M. Za- 

r z y c k i :  „Sur la théorie des ensembles abstraits"; b) M .  H. S te in -  
h a u s :  „Sur la théorie des séries numériques".

3. S é a n c e  d u 3. III. 1926. Revue des publications: M .  S. 
B a n a c h . Communiqué: A J . M. Z a r z y c k i :  „Une nouvelle façon 
d’introduire les ensembles bien ordonnés".

4. S é a n c e  du 10. III. 1926. Communiqués: a) A L . W. N i- 
k l i b o r c :  „Sur l’inégalité de Riesz"; b) A L  S. K a c z m a rz :  „Sur 
les séries numériques"; c) A l . H. S t e in h a u s :  „Une méthode gra­
phique pour la solution de l’équation de Keppler".

5. S é a n c e  d u 17. III. 1926. Communiqué: A l .  S. L u b e l s k i :  
„Sur quelques questions de la théorie des nombres".

6. S é a n c e  du  20. III. 1926. Communiqué: A l .  A. Lom - 
n i c k i :  „Démonstration de la loi de Gauss (loi normale de la 
dispersion)". Revue des publications: A l .  H. S te in h a u s .

7. S é a n c e  du 23. III. 1926. Communiqués: a) A l .  M. H u b e r :  
„Sur les critères de l’équilibre stable"; b) M .  S. K a c z m a r z :  
„Sur la convergence en mesure"; c) A l .  W. N i k l ib o r c :  „Sur 
les fonctions implicites"; d) A l .  H. S te in h a u s :  „Sur l’approximation 
graphique d’une fonction au moyen d’une ligne droite".

8. S é a n c e  du 22. IV. 1926. Communiqué: A I . S. B a n a c h : 
„Sur un point de la théorie des séries infinies".

9. ’ S é a n c e  d u  12. V. 1926. Communiqués: a) A L . H. S te in ­
h a u s :  „Sur un certain nomogramme"; b) A L . W. N i k l ib o r c :
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„Sur la méthode des approximations succesives1*; c) M. Z a r z y c k i :  
„Sur la structure des séries biorthogonales1*.

10. S é a n c e  du 26. V. 1926. Communiqué: M. S. B a n a c h :  
„Sur les changements de variables dans une intégrale double11'. 
Revue des publications: M. S. K a c z m a rz .

11. S é a n c e  du 8. VI. 1926. Communiqués: a) M. S. Ba­
n a c h :  „Sur un point de la théorie des séries1*; b) M. W. O r lie z :  
„Sur la théorie des séries orthogonales “.

12. S é a n c e  d,u 15. VI. 1926. Communiqués: a) M  K. Ku- 
r a t o w s k i :  „Sur la topologie des courbes1*; b) JW. E. Z y l i n s k i :  
„De l’isomorphisme des algèbres linéaires1*; c) M. E. Z y l i n s k i :  
„Sur une certaine propriété des discriminants dans la théorie gé­
nérale des champs1*; d) M. E. Z y l in s k i :  „Sur une question de 
probabilité **; e) M. W. O r l ie z :  „Sur la convergence des déve­
loppements orthogonaux1*.

13. S é a n c e  du 9. X. 1926. Communiqués: a) M. H. S te in -  
h a u s :  „Sur un certain nomogramme dans la théorie des chau­
dières à vapeur1*; b) M. W. O r i i e z :  „Sur le phénomène de M. 
Carleman1*.

14. S é a n c e  du 16. X. 1926. Revue des publications: a) M. 
S. K a c z m a rz ,  b) JW. S. B a n a c h . Communiqué: M. W. B irn -  
b a u m : „Sur l’intégrale de Cauchy1*.

15. S é a n c e  du  30. X. 1926. Communiqué: M. W. N ik l i -  
b o r e :  „Sur l’équation dz —  P(x, y, z) dx  -j- Q(x, y, z) dyu.

16. S é a n c e  du 14. XI. 1926. Communiqués: a) M. S. Ru- 
z ie w ic z :  „Sur les fonctions satisfaisant la condition de Lipschitz 
généralisée1*; b) M. Z. W. B ir n b a u m :  „Sur l’intégrale de Cau­
chy1*; c) M. S. B a n a c h :  „Sur l’intégrale de Stieltjes1*.

17. S é a n c e  du  12. XII. 1926. Revue des publications: 
M. E. Z y l in s k i .  Communiqué: M. Z W. B ir n b a u m :  „Sur l’in ­
tégrale de Cauchy1*.

18. S é a n c e  du  22. I. 1927. Communiqués: a) JW. M. T. 
H u b e r :  „Sur un problème de mécanique conduisant à un sy­
stème d’une infinité d’équations avec une infinité d’inconnues1*; 
b) JW. A. E o m n ic k i :  „Essai de classification des fonctions d’une 
variable complexe1*.

19. S é a n c e  du 5. III. 1927. Communiqué: M. K. W e ig e l :  
„8ur la possibilité de l’application la loi de Gauss à une série 
à nombre fini d’erreurs1*. Revue des publications: JW S. K a c z m a rz .
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20. S é a n c e  du  20. V. 1927. Revue des publications: M. H. 
S t e in h a u s .  Communiqués: a) M. E. Z y l in s k i :  ^Critère relatif 
à  l’appartenance des nombres aux champs algébriques"; b) M. 
Z. L o m n ic k i :  „Sur la convergence en moyenne des séries or­
thogonales".

21. S é a n c e  du  27. V. 1927. Communiqués: a) M. W. 
N ik l ib o r e :  „Nouveaux problèmes dans le calcul des variations"; 
b) M. J. S c h a u d e r :  „La solution d’une équation du type ellipti­
que dans le voisinage d’une intégrale singulière".



C o m p te s -re n d u s  des séances 
de  la  S o c ié té  P o lo n a ise  de M a th é m a tiq u e  

S e c tio n  de V a rs o v ie .

11. II. 19271). C .-Z ar a n k i  e w i cz : Sur les continus de con­
vergence (voir Fand. math. XI, p. 19: U e b e r  e in e  to p o lo g i s c h e  
E i g e n s e h a f t  d e r  E bene).

18. II. 1927. C. K u r a to w s k i :  Sur un problème du choix 
concernant les continus indécomposables.

M. K considère le continu indécomposable C formé 1° de 
toutes les demi-circonférences à ordonnées positives, décrites du 
centre (1/2,0) par tous les points de l’ensemble parfait non-dense de 
Cantor 2° de toutes les demi-circonférences à ordonnées négatives, 
décrites pour tout n naturel du centre (5/6’3~", 0) et dont le dia­
mètre est <  3~"+1 — également par les points de l’ensemble de 
Cantor (voir Fund. Math. III, p. 210). M. K. prouve que s i l’on 
s a v a i t  n o m m e r  un e n s e m b le  Z  q u i  c o n t i e n n e  un e t  
un s e u l  p o in t  de c h a q u e  ^ c o m p o s a n t"  de C, on p o u r ­
r a i t  a u s s i  n o m m e r  un  e n s e m b le  n on - m e s u r a b l  e au  
s e n s  de L e b e s g u e .

Soit, en effet, P  la projection de Z  sur l’axe X  (projection 
faite le long des demi-circonférences dans le sens positif). Divisons 
l’ensemble de Cantor en sous-ensembles, rangeant dans le même 
sous ensemble deux nombres x  et y, lorsque x  +  y ou x  — y admet 
un développement triadique fini. P  contient alors un et un seul 
point de chacun de ces sous-ensembles. Cette propriété, tout à fait 
analogue à celle de l’ensemble non-mesurable de M. Vitali, permet 
(en transformant C en intervalle) de transformer P  en ensemble 
non-mesurable.

’) Pour Comptes-rendus des séances antérieures voir Tome I I I ,  p. 146 
et Tome V, p. 101 de ces Annales.
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En outre, Z n e  p e u t  ê t r e  un e n s e m h 1 e ( A.) d e S o u s l in .
A. T a r s k i :  Sur quelques propriétés caractéristiques des images 

d'ensembles.
M. T. envisage la notion générale d’image (transformation) de 

l'ensemble A  donnée par une ralation R. L’image R(A) de A  don­
née par R  est par définition l’ensemble de tous les éléments x  dont 
chacun est en relation R avec un au moins des éléments y de A  
(cf. Whitehead et Russell, P r i n c i p i a  M a th e m a t ic a  I, p. 279, 
37). Les images d’ensembles, considérées comme fonctions d’en­
sembles, jouissent d’une série de propriétés, généralement bien con­
nues, formulées exclusivement à l’aide des notions d’Algèbre des 
Ensembles (Algèbre de la Logique). M. T. attire l’attention sur le 
fait que plusieurs de ces propriétés sont caractéristiques soit pour 
la notion d’image dans toute son étendue, soit pour certaines caté­
gories des images d’ensembles.

M. T. établit en particulier les théorèmes suivants:
Th. 1. Pour qu’il existe pour une fonction (d’ensemble) don­

née F  une relation R  telle que l’on ait toujours F (Y ) =  R(Y), il 
faut et il suffit que la fonction F  soit totalement additive, c’est-à- 
dire, satisfaisant à la condition

F ( 2 Y ) = 2 F { Y )
YeK YeK

pour toute classe K  d’ensembles.
Th. 2 Pour qu’il existe, pour une fonction donnée F, une 

relation uni-plurivoque (ou tout simplement — en terminologie ma­
thématique courante— une fonction univoque) R  telle que l’on ait 
toujours E( Y) =  R( Y), il faut et il suffit que la fonction F  soit 
totalement additive et satisfasse en outre à la condition: quels que 
soient les ensembles X  et Y, l’inclusion X (^ F (Y )  entraîne l’exi­
stence d’un ensemble Y1 tel que ï \  Y  et X  =  EÇFj).

Th. 3. Pour qu’il existe, pour une fonction donnée 2?’, une 
relation uni-plurivoque R telle que l’on ait toujours F (Y )  =  R ~ \Y ) ,  
où R-1 est la relation inverse de R, il faut et il suffit que F  soit 
une fonction totalement additive et multiplicative, c’est à-dire, satis­
faisant à la condition E( ï \  . F,) =  F( Y ,). F{Yi) pour tous deux 
ensembles Yt et Yt .

En rapprochant les théorèmes 2 et 3, on obtient aussitôt un 
système des propriétés carastéristiques pour les images d’ensembles 
données par les relations (fonctions) biunivoques.
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Th. 4. Pour qu’il existe, pour des fonctions F  et G données, 
une relation R  telle que l’on ait toujours

t \ Y )  =  RÇY) et G(X) =  Ï F \X ) ,  
il faut et il suffit que les conditions X .F ’(Y) =  0 et Y .G (X ) =  O 
soient équivalentes pour tous deux ensembles X  et Y.

T h. 5. Pour qu’il existe, pour des fonctions données F  et G 
une relation b iu n iv o q u e .f i  telle que l’on ait toujours

F(Y) =  R(Y) et G(X) =  ÏF 'fX ), 
il faut et il suffit que les formules F (G (X ). Y) —  X . F (Y )  et 
G (F (Y ) .X )=  Y . G(X) soient remplies pour tous deux ensembles 
X  et Y.

Il semble intéressant que l'on puisse déduire des conditions 
établies dans les théorèmes 4 et 5 l’additivité totale des fonctions F  
et G, à l’aide des raisonnements qui restent complètemeni dans le 
domaine de l’Algèbre des ensembles.

En s’appuyant sur le th. 5, on peut formuler la définition 
suivante de la relation d’égalité des puissances des deux ensem­
bles A et fi:

A ~  B. l o r s q u ’il e x i s t e  d e u x  f o n c t io n s  d’e n s e m b le s  
F  et G t e l l e s  q u e  l’on a i t  A —  F (B) et B  —  G(A~) et, p o u r  
to u s  d e u x  e n s e m b le s  X  e t Y: F (G (X ). Y ) =  X . F (Y )  e t 
G (F (Y ). X ) =  Y .  G(X).

En prenant cette définition comme point de départ, on peut 
développer une partie considérable de la théorie d’égalité des puis­
sances (théorèmes élémentaires, „Aequivalenzsatz“, divers théorèmes 
de Bernstein et de Zermelo), sans faire appel à la Théorie générale 
des ensembles et ne se servant que des notions et des théorèmes 
de l’Algèbre des ensembles.

25.11.1927. J. S p la w a - N e y m a n n :  Sur certains problèmes 
de Statistique mathématique (Biometrika Vol. XVIII, C. R. T. 182).

13. V. 1927. W. S i e r p i n s k i :  Sur les fonctions de M. Haus- 
dorfî (voir Sur un problème de M. Hausdorff, Fund. Math. X, p. 427).

27. V. 1927. C. K u r a to w s k i :  Sur les points d’ordre c (voir 
C. Kuratowski et S. Mazurkiewicz, Fund. Math. XI, p. 29).

24. VI. 1927. W. S i e r p in s k i :  Sur un théorème de M. Vitali 
(voir S. Saks et W. Sierpinski : Sur'une propriété générale des fonc­
tions, Fund. Math. XI, p. 105).

biunivoque.fi
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24. X. 1927. A. R a jc h m a n :  Sur la loi des grands nombres 
et l'intégrale de Forurier.

M. R. donne l’esquisse de la démonstration de la loi de Ber- 
nouilli basée sur la considération des intégrales de Fourier. Sa dé­
monstration se rattache de très près à celle de M. Levy.

A. L in d e n b a u m :  Sur quelques propriétés des fonctions de 
variable réelle.

Ayant rappelé ses résultats antérieurs sur les fonctions „con- 
tinues au sens de Darboux“ (comme p. ex. le théorème d’après 
lequel t o u te  f o n c t io n  de v a r i a b l e  r é e l l e  e s t  som m e de 
d e u x  f o n c t io n s  ^ c o n t in u e s  au s e n s  de D a r b o u x “), M. L. 
fait remarquer qu’il y a dans la Théorie des fonctions d’autres 
notions simples qui, tout en étant sans grande importance par elles- 
mêmes, mériteraient peut-être d’être étudiées une fois.

Telle est la notion de fonction b iu n iv o q u e  ( „ s c h l ic h tu), 
c’est-à-dire ne prenant qu'une seule fois chacune de ses valeurs, 
ou aussi la notion de fonction b i c o m p lè t e ,  c’est-à-dire prenant 
chaque valeur une et une seule fois.

On démontre que:
1° P o u r  t o u t  n 2 t o u t e  f o n c t io n  r é e l l e  e s t  som ­

m e de  n f o n c t i o n s  b iu n iv o q u e s .
2° E t a n t  d o n n é e s  d e u x  f o n c t i o n s  e t  / 2 t e l l e s  

q u e  l’on a p o u r  to u t  x: fi(ee)^=ftÇx), i l  e x i s t e  u n e  fo n c tio n  
b iu n iv o q u e  <p{x) c o m p r i s e  t o u j o u r s  e n t r e  f ^ x )  e t  / 2(a;).

D’où:
3° P o u r  to u te  f o n c t i o n  d o n n é e , i l  e x i s t e  une fonc­

t io n  b i u n iv o q u e  qui la  r e p r é s e n t e  a v e c  une e r r e u r < t  
(ce dernier nombre étant aussi petit que l’on veut).

4’ T o u te  f o n c t i o n  e s t  l im i t e  (resp. som m e) d’u n e  
s u i t e  (resp. s é r ie )  u n i f o r m é m e n t  c o n v e r g e n te  de  fo n c ­
t io n s  b iu n iv o q u e s .

5° I l  e x i s t e  d e s  f o n c t i o n s  q u i  ne s o n t  p a s  som ­
m es de  d e u x  f o n c t i o n s  b i c o m p lè t e  s.

6° T o u te  f o n c t io n  q u i  p r e n d  t o u te s  s e s  v a l e u r s  
d a n s  un  e n s e m b le  de p u i s s a n c e  du  c o n t in u  e t to u te  
f o n c t io n  b i c o m p lè t e  e s t  so m m e  de d e u x  f o n c t i o n s  bi- 
c o m p lè te s .

7° T o u te  f o n c t io n  e s t  l i m i t e  (resp. som m e) d’u n e  
s u i t e  (resp. s é r ie )  de f o n c t i o n s  b i c o m p lè t e  s.
Rocznik Pol. Tow- matera. 9
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8° T o u te  f o n c t io n  e s t  so m m e  de t r o i s  f o n c t io n s  
b ic o m p lè te s .

Enfin M. L. établit un théorème général qui permet de dé­
duire d'autres théorèmes analogues à 1° ou 8°. Ainsi p. ex. on peut 
en obtenir le résultat suivant : T o u te  s u i t e  i n f i n i e  u„ de 
n o m b r e s  r a t i o n n e l s  e s t  so m m e  d e  t r o i s  s u i t e s

m„ =  m"  +

d o n t  c h a c u n e  c o n t i e n t  t o u t  n o m b re  r a t i o n n e l  u n e  e t  
u n e  s e u le  fo is .

22. X. 1927. W. S i e r p i n s k i :  Une définition d’ensembles (A). 
Voir: Sur le crible de M. Lusin et l’opération (A) dans les espaces 
abstraits, Fund. Math. XI, p. 16.

N. L u s in :  Sur la notion de crible parfait non-borné.
28. X. 1927. W. S i e r p i n s k i :  Sur une propriété d'ensembles 

projectifs (voir: Sur les projections des ensembles complémentaires aux 
ensembles (A), Fund. Math. XI, p. 117).

M. S. communique en outré un problème posé par M. Lusin 
(voir Fund. Math. XI, p. 308, problème 44).

14. XI. 1927. S. B an a ch: Sur tes équations à infinité 
d’inconnus 1 (à paraître).

H. S te in h a u s :  Sur la convergence de séries orthogonales de 
M. Rademacher.

On obtient les fonctions p f f )  de M. Rademacher, en divisant 
l’intervalle 1 en 2" parties égales et en posant ç>„(£)=:fcl
alternativement. M. Rademacher a démontré que la convergence

oo
de 2  a  ̂ implique la convergence presque partout de

n—1

(S) 2  a„ (p„ (<).
M -l

En employant le calcul des probabilités, on démontre, que ce résul­
tat est indépendant de l’ordre de fonctions <p„(<); la série (S) de­
meure convergente presque partout quand on change l’ordre de 
termes. On peut éviter le calcul des probabilités en employant un 
théorème sur la mesure des ensembles linéaires dont les éléments 
sont donnés par leurs développements dyadiques1).

’ ) Cf. Fund. Math. IV.
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Les résultats ci-dessus et quelques compléments ultérieurs vont 
paraître dans le Matematiczèskij Zbornik de Moscou1).

B. K n a s t e r: Un théorème sur trois continus plans (à paraître 
aux Fund. Math. XII).

2. X II. 1927. H. M l l i c e r - G r u z e w s k a :  Sur les fonctions 
à variation bornée et à écart Hadamardien nul.

Mme G. communique les résultats établis par elle dans la Note 
portant le même titre (Comptes-Rendus de la Soc. des Sciences de 
Varsovie, 1928) et le théorème suivant, obtenu par elle et par M. 
R a j  ch m an  :

f (x )  é ta n t  u n e  f o n c t io n  à v a ria tio n  b o rn é e  et à é c a r t  
n u l  e t  i{x) la  f o n c t io n  c a r a c t é r i s t i q u e  d e s  s e g m e n ts ,  
en n o m b re  f in i ,  s i t u é s  d a n s  l’i n t e r v a l l e  ^ 0 ,  2 n ^ ,  on a:

=  ^ d x  [/(2n) —/(O)],
0 0

où n s o n t  d e s  e n t i e r s  p o s i t i f s .
Mme G. communique ensuite les deux résultats suivants obte­

nus par elle:
1° le téorème: Si f(x )  e s t  u n e  f o n c t io n  à v a r i a t i o n  

b o rn é e ,  c o n t in u e  e t à é c a r t  n o n  n u l, et e s t l a  f o n c ­
t io n  c a r a c t é r i s t i q u e  d’un  n o m b re  f in i  de  s e g m e n ts  
s i t u é s  d a n s  l’i n t e r v a l l e  2ti^  e t  t e l s  que

0
a lo r s  on a:

i-æ y 2 d^  dx ~

0 0
p ou r une au m o in s  d e s  v a l e u r s  de  t de l’i n t e r v a l l e  0,2rc. 

2° une nouvelle démonstration d’un théorème non publié de
M. A. R a jc b m a n ,  d’après lequel la  v a r i a t i o n  d’u jie  f o n c ­
t io n  f(x)  à v a r i a t i o n  b o r n é e  e t  à é c a r t  n u l  e s t  n u l l e  
s u r  c h a q u e  e n s e m b le  du  ty p e  H. Cette démonstration a sur 
celle trouvée par l’auteur en 1924 l’avantage d’être presque im­
médiate.

*) Cf. aussi les notes de M. A. Khintchine et de MM. A. Khintchine et 
A. Kolmogorofi dans le Mat. Zbornik, X X X II: 4, (1925), pp. 668—688.

9*
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W. Si e rp  in  s k i :  Sur un ensemble non dénombrable, dont toute 
image continue est de mesure nulle (voir Fund. Math. XI, p. 302).

9. XII. 1927. A. T a r s k i :  Quelques théorèmes généraux sur 
les images d'ensembles.

M. T. rappelle ses résultats antérieurs concernant la notion 
d’im a g e  B(A) d’un ensemble quelconque A  donnée par une rela­
tion arbitraire R  (cf. ces Comptes-rendus p. 126) et considère à ce 
point de vue le théorème de M. Banach (Fund. Math. VI, p. 236) 
constituant une généralisation de A e q u i v a l e n z s a t z  de Cantor- 
Bernstein. En langage de relations ce théorème de M. Banach peut 
être formulé comme il suit:

(T J  R e t  S  é t a n t  d e s  r e l a t i o n s  ( f o n c t io n s )  b iu n i -  
v o q u e s  e t  t e l l e s  q u e

A =  R  (BJ A 1 =  S  (B) (a J

où Ax Q A  e t jBj Q B , i l  e x i s t e  d e s  e n s e m b le s  i>, E, F  e t  
G t e l s  q u e  A =  D ~j— E, B  =  F  -j- G, D E  =  0 =  F  G e t

D  =  5 (F )  E = S ( G ) .  (ft)

Dans le domaine des relations biunivoques, on déduit aussitôt 
du théorème ( 2 J  deux théorèmes analogues (T J et (T J  qui s’ob­
tiennent de (T J, en y remplaçant respectivement les conditions 
( a j  et (/JJ par les suivantes :

A =  R (B J B =  S (A J («J
D =  R(F) ~ G  =  S(E) (ft)

B, =  R(A) A 1 =  S(B) (««)
F = R ( D ) E  =  S(G). (ft)

Or, M. T. montre que l’hypothèse de b i u n i v o c i t é  des re­
lations R et S  dans les théorèmes (TJ, (T J et (Ts) n’est pas es­
sentielle; à savoir:

1° le théorème (T J reste vrai, lorsque la (relation) fi e s t  
u n iv o q u e  d a n s  un s e n s  (ou u n i - p l u r i v o q u e ,  donc une 
fonction au sens habituel de ce mot) et S  est une relation to u t  
à f a i t  a r b i t r a i r e ,

2° le théorème (T J reste vrai, lorsque les deux relations R 
et 5  s o n t  u n i - p l u r i v o q u e s  (donc des fonctions).
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M. T. démontre en outre que ces résultats ne peuvent être 
généralisés davantage.

Dans tous ces raisonnements M. T. a recours à quelques 
nouvelles formules élémentaires sur les images d’ensembles, en par­
ticulier à la'formule

R (A . R =i(B)') =  R (A ). B,

où R  est une relation uni-plurivoque et R~1 en est la relation 
inverse.

B. K n a s  te r :  Un théorème sur les fonctions d'ensembles.
M. K. communique les résultats suivants, obtenus en commun 

par M. Tarski et lui.
En ce qui concerne le th. (7’s) de la communication précé­

dente, on peut montrer que ce  t h é o r è m e  r e s t e  v r a i  p o u r  
d e s  r e l a t i o n s  R e t S t o u t  à f a i t  a r b i t r a i r e s  (donc aussi 
lorsqu’elles sont plurivoques dans les deux sens). Cela résulte du 
théorème :

( 7 ' ) e t  g é t a n t  d e s  f o n c t io n s  m o a io to n e s 1) d’en ­
s e m b le s  t e l l e s  q u e

B, =  f(A )  e t A y — g(B)

o ù Aj (2 A  e t  B, Q  B, i l  e x i s t e  d e s  e n s e m b le s  7), E, F  et 
G t e l s q u e  A =  D -)- B  =  F -)- G, UE  — 0 =  FG e t

7P =  /(D ) e t 7? =  <?(<?)■

Il suffit, en effet, de poser dans (T7):

/ (X )  =  ^ (X ) et ÿ ( r )  =  s ( r )

pour tout X  Q  A et Y  C  B, les images de relations quelconques 
étant des fonctions monotones d’ensembles.

Le théorème (T) lui-même n’est qu’un cas particulier du lemme:
(L) h(X) é t a n t  u n e  f o n c t io n  m o n o to n e  d’e n s e m b le s  

e t  A  un e n s e m b le  t e l  q u e  h(A) C 'A , i l  e x i s t e  un so u s- 
e n s e m b le  U d e A  t e l  q u e  D =  h(B).

En effet, si l’on pose dans (L):

h(X ) =  A — g ( B — f(X )),

*) C’est-à-dire telles que X  C  Y  entraîne f(X ) C f  (Y )  et p(X) C ÿ lY ) .
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la monotonie des fonctions f  et g entraîne celle de A; or l’ensem­
ble D —  h(U) remplit la thèse du théorème (T) et détermine les 
ensembles E, F  et G.

M. K. référé donc la démonstration du lemme (L) avec quel­
ques remarques concernant ses applications à des fonctions d'en­
sembles qui ne sont pas images de relations entre ses éléments; 
telles p. ex. la d é r i v é e  et la f e r m e t u r e  d’ensembles, considé­
rées en Topologie.
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