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SUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS HARMONIQUES 
LIÉES À UNE FONCTION DONNÉE 

DANS UN INTERVALLE
Par F ranciszek Le ja , Krakôw

Soit f(x) une fonction réelle, définie et continue dans un 
intervalle I= < a , À un paramètre réel et n un nombre na­
turel fixe. É tant donnés n +  1 nombres différents quelconques 
î 0, appartenant à I , que nous désignerons aussi par
une seule lettre £
(1) ' {e0> tv  - ,  O = c ,
considérons les n+ 1  polynômes de Lagrange correspondant 
aux points (1):

' r —r ' t —£+ 0̂ V V—l VH "
et formons la somme'
(2) F„(x, A, O = 2  en̂ - \ L ^ ( x ,  01 

y=o
se réduisant pour æ=£0, •••, £„ à

et ayant une valeur positive pour chaque valeur réelle ou com­
plexe de la variable x.

Lorsque les points (1) varient arbitrairement dans l’inter­
valle I  la somme F„(x, A, 0  reste bornée inférieurement pour 
chaque x, A et n fixe. Posons
(3) F n(x, A) =  borne inf {J1,,(x, A, 0}

(£el)
et observons qu’on a toujours F n(x, A)>0, donc la formule
(4) /n(æ, A)=l/n logFn(æ, A), pour n =  l, 2, ...,
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII 1
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fait correspondre à chaque A réel une suite infinie de fonctions 
réelles, définies dans le plan entier de la variable complexe x.

Dans le travail: S u r  c e r t a in e s  p r o p r i é t é s  de la  f o r ­
m u le  d’i n t e r p o l a t i o n  de Lagkange, inséré dans ce jour­
n a l1), j ’ai démontré que:

I. La suite (4) tend pour chaque x et A fixe vers une limite 
■finie
(5) lim /n(æ,A)=/(a:, A),

n -> c o

la fonction limite /(æ, 0), correspondant à 2=0, étant identique 
à la fonction de Green du domaine infini extérieur à I  ayant 
son pôle au point x=oo.

II. Pour chaque valeur fixe de x  appartenant à l’intervalle 
I  l’expression

(6) 1/À /(M )
reste bornée au voisinage de 2=0.

Les fonctions de la variable complexe x  de la famille

f(x,A), —oo<A<oo,

dépendent manifestement dans le cas 24=0 de la fonction 
donnée /(æ). On sait qu’elles sont toutes harmoniques et ré­
gulières dans le plan entier de x  à l’exception des points de 
l’intervalle I  au plus 2).

Le but de ce travail est de préciser la proposition I I  et 
d ’en tirer une méthode d’approximation des fonctions conti­
nués. Nous allons notamment démontrer le théorème suivant:

III . L ’expression (6) tend dans l’intervalle I  vers la fonction 
donnée f(x) lorsque A tend vers zéro

lim 1/2 f(x, A)=f(x), 
z->o

la convergence étant uniforme dans l'intervalle I .

*) t. XVI. 1938, p. 112—125.
’) Bulletin de l’Acad. Polon. des So. et des Lettres, Sc. Mathém., 

Krakôw, 1936, p. 79—92.
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D é m o n stra tio n . Désignons, comme dans le travail pré­
cédent3), par ^ ( a ; , ^ )  pour j= O ,l,.. . ,n  le polynôme

(7)
et soit
(8) 0„(æ,2) =  borne inf (max |<Z>$,y)(a:,2,C’)|}

(Ce!) b)

la borne inférieure du plus grand des modules 0^(aî,2, C), 
j = 0 , l , l o r s q u e ,  x, A et n étant fixes, les points (1) va­
rient arbitrairement dans l'intervalle I. On sait d ’après ce 
travail que, quels que soient x  et A, il existe la limite

n
(9) lim |/0n(i»,A)=0(j!,A)

n->oo

et qu’on a identiquement

(10) /(æ,2)= log0(.r,2).

D ’autre part, on sait que, si x  appartient à l’intervalle I, 
on a, quel que soit 2 = 0, l ’inégalité

(11) 0>(a:,2)<eW.

Je dis qu’à chaque £>0 on peut faire correspondre deux 
nombres positifs Ai et A2 tels que, quel que soit x  appartenant 
à I ,  on ait les inégalités suivantes:

0(æ,2)>e-lWx)-£l gi 0< 2< 2 ,,
(12) 0(æ, 2) >  exf )̂-i-£l si — 22< 2 < 0 .

En effet, soit r] un nombre positif quelconque. Puisque 
la fonction tAr) est continue dans I  il existe d ’après le théorème 
connu de Weierstrass un polynôme P*(æ) et un nombre <5>0 
tels qu’on ait dans l’intervalle I

(13) < P k(x)<em r ’

pour chaqùe valeur de q remplissant la.condition

(14) l^ p < l+ < 5 .

3) Ce journal t. XVI, 1938, p. 114. Je suppose que ce travail est connu 
du lecteur.

1*
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Soit k le degré du polynôme P*(æ). Posons 

A1=l/fc

et soit A un nombre fixe quelconque satisfaisant aux iné­
galités

0<A<AP

Il est clair qu’on peut lui faire correspondre deux nombres 
naturels p et q et un nombre q appartenant à l’intervalle (14) 
tels qu’on ait
(15) l= e -p /q .

Observons qu’on a l’inégalité

(16) P lq< l/k

car p/q est plus petit que A et A est plus petit que 1/k.
Soit n un nombre naturel fixe quelconque de la forme

(17) n=v-q/p, où v—p, 2p, 3p, ... ,

et x un nombre appartenant à l’intervalle I. Faisons corres­
pondre à ces deux nombres et au nombre A considéré plus 
haut n + 1  points

{y0,y i,- ,yn }= y
de l’intervalle I  tels qu’on ait

(18) 0„(æ, A) 5Smax \ ^ \ x , A,y)\<2$„(x, A)
(7)

ce qui est toujours possible d’après la formule (8) car on 
a toujours 0„(æ,A)>0. Formons maintenant les polynômes 
de Lagrange L (,P(x,y), j= O ,l,...,n , correspondant aux points 
ÿo,2/i, observons que leur degré n est, d ’après (16)
et (17), plus grand que kv. Puisque le polynôme

est du degré kv, on a d’après la formule d’interpolation de 
Lagrange identiquement
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d’où résulte, d ’après (13), l’inégalité

eveAx)-v, |2 # W ) |.
j= o

Mais on a, d’après (15) et (17), vo=nA et, comme 

2 # ( ® ,ÿ ) e ^ = 0 ^ ( M ,îO ,
on voit que

g  en ^  |0 O)(a;i y)|
1=0

et par suite on a d’après (18)

s  2(» + l)e nX,?/f. 0„(®,A),
ce qui entraîne immédiatement l’inégalité

h ( n + l )
Faisons maintenant tendre le nombre n vers l’infini en 

posant n=v-q/p  et v= p,2p ,3p ,... En tenant compte de la for­
mule (9) on déduit de la dernière inégalité la suivante

$ ( M ) ^ AxH’/fl
et, puisque j ? ^ l ,  on voit que, si 0 on a 

0 (æ ,Â )^ /[Ax)- 2’?].
La première des inégalités (12) est donc démontrée car on 

peut poser 2p=e.
Pour établir la seconde des inégalités (12) considérons un 

nombre positif quelconque p et faisons correspondre à la fonc­
tion e~M un polynôme Qm(æ) et un nombre <5>0 tels qu’on 
ait dans l’intervalle I

(19) e ^ Ax)̂ < Ç m(aO<e_p/W+’’
pour chaque valeur de q remplissant la condition l ^ p < l  +  <5. 
Soit m le degré du polynôme Q,„(x). Posons A^l/wi et soit 1 
un nombre fixe quelconque appartenant à l ’intervalle —12<1<O. 
On peut lui donner la forme

l = —e p/q,
où q appartient à l ’intervalle <1, l+<5> et où p et q sont des 
nombres naturels remplissant la condition p lq c l/m .



6 F . L E JA

Soit n un nombre naturel de la forme (17) et x un nombre 
appartenant à l’intervalle I . Faisons correspondre à ces deux 
nombres et à A = -Q -p /q ,n + l points y0,yi,...,yn de l’intervalle I  
tels que les inégalités (18) soient satisfaites. Puisque n=v-qjp>vm, 
le degré du polynôme

est plus petit que n, et par suite on a identiquement

[Çm(æ)]”= J [ Q m(2/y)]V- i 'y)(æ,2Z),
7=0

d’où résulte, d’après (19), l’inégalité

7=o

et comme n/.= — qv on en déduit d’après (18) l’inégalité suivante:
enW +n^/e 2(w+1)e- n̂ /e- Â)<

Il en résulte comme plus haut que, si —22<A <0, on a 
0(æ, A) eiIW+* 1 ^ l A ^ j

donc la seconde des inégalités (12) est établie car on peut 
poser 2p=£.

Des inégalités (11) et (12) résulte la conclusion suivante: 
À chaque nombre e > 0  on peut faire correspondre un nombre 
positif A0=min(Âi,Â2) tel qu’on ait

f(x)— s 1/Âlog 0(æ,Â) Ss/(æ) si 0<Â <20,
/(#) 5S l/21og 0(æ,Â) 5S/(æ) +  e si 0 < —Â<A0,

et par suite notre théorème est démontré car on a identique­
ment /(æ,Â)=log 0(a?,2).

Considérons les fonctions F„(x,F) définies par la formule (3) 
et correspondant à la fonction donnée f(x). D’après les théo­
rèmes I  et I I ' il existe dans l’intervalle I  la limite réitérée

(20) lim {lim 1/wllog F„(x,F)}
Z-X) zi->oo

et elle est égale à la fonction f(x). En particulier on a dans 
l’intervalle I
(21) lim {lim m/nlog F n(x,l/m)}=f(x).

m-^oo  n->oo
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Cette formule permet d’approcher une fonction continue quel­
conque f(x), définie dans un intervalle I , par des valeurs fron­
tières des fonctions harmoniques

lim  »i/»log.F„(®, = 1/m), m = l,2 ,...,
n-ïoo

régulières dans le plan-entier à l’exception des points de l’inter­
valle I  au plus.

Remarquons que si A tend vers zéro par des valeurs d’un 
même signe la limite (20) existe aussi à l’extérieur de l’inter­
valle I, mais, dans ce domaine, elle est partout infinie.



CONTRIBUTION À L’ÉTUDE DES TRANSFORMATIONS 
ESSENTIELLES

Par Karol Borsuk, Warszawa

1. Une transformation continue /  d’un espace1) X  en un 
autre espace T est dite, d ’après M. H. H opf 2 3), essentielle, 
lorsque pour toute famille de fonctions {ft}C YX3) telle que 
/ 0==/ on a Y = /1(^). En généralisant cette notion, nous allons 
introduire la définition suivante:

D é fin i t io n  1. Un sous-ensemble JB de Y  est recouvert par 
l'image de la fonction f  d'une manière essentielle, lorsqu’il existe 
un entourage4) U de l’ensemble /_1(B) tel que pour toute 
famille de fonctions {ft}CYx satisfaisant aux conditions:

(1) / „ = / ,
(2) f t(X — U)CY—B pour tout <e<(0,l>5 6)
on ait
(3) P C A (Z ).

*) Tous les espaces à considérer seront supposés métriques.
2) Voir H. Hopf, Über wesentliche und unwesentliche Abbïldungen 

von Komplexen, Recueil Math, de Moscou 1930, p. 53. Voir aussi P. Ale- 
x an d ro ff et H. H opf, Topologie I, Berlin 1935, p. 492.

3) Y x  désigne la classe de toutes les transformations continues des 
l’espace X  en sous-ensembles de l’espace Y . Par une famille {ft}UJYx 
j ’entends dans cette Note une fonction /,(æ) de deux variables x e X  et 
O-^fcsJl telle que pour toute valeur de < on a jtéYx  et pour tout e>0 il existe 
un g > 0  tel que l’inégalité |t—T| <V entraîne l’inégalité ç[ft(x),/^(æ)]<« 
pour tout x e X .

*) Par entourage (d’un point ou d’un ensemble) j ’entends dans cette
Note toujours un entourage ouvert.

6) <ct, désigne l’ensemble des nombres réels / assujettis à l’inéga­
lité
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L’entourage ü  de B  constituant aussi un entourage pour 
tout sous-ensemble de B, on en conclut:

(4) Chaque sous-ensemble d'un ensemble recouvert par l'image 
de /  d'une manière essentielle est lui-même recouvert par 
l'image de f d'une manière essentielle.

2. Remarquons qu’on peut remplacer dans la définition 
d’un recouvrement essentiel la condition (2) par la condition 
suivante:

(2') pour tout x e X  — TJ et Ze<O,l>.

Afin de prouver ceci, il suffit de montrer que l’existence 
d’une famille de fonctions {/,}CZX satisfaisant aux conditions 
(1) et (2) et d’un point b tel que

(5) b e B - ^ X )

entraîne l’existence d’une famille {j*}QXx satisfaisant aux 
conditions

(i*) / ;= / ,
(2*) f*(x)=f(x) pour tout x e X — TJ et Ze<O,l>,
(5*) b e B - f t X ) .

D’après (2) et (5) il existe pour tout x e X —TJ un entourage
Gx tel que b eB —ft(Gx) pour tout Ze<O,l>. Or, l’ensemble
G— S  Gx est un entourage de X — TJ tel que 

xeX— U
(6) b eB-—]ft(G) pour tout fe<O,l>.

Ceci établi, considérons dans le produit cartésien I x < 0 , l >  

les ensembles (X —Z7)x<0,l> et (X —G)X<fi,-l>. Ces ensembles 
étant disjoints et fermés, la fonction réelle J.(x,t) définie dans 
l’ensemble T = (X —f7)x<0,l>+(A —6 ) x < 0 , l> + I x (0) parles 
formules

(7) Â(Æ,Z) =  O pour tout (æ,Z) e ( A  — Ï7)X<O,1>,

(8) Â(æ,<) =  < pour tout (x,t)e(X -G )X < 0,l> ,
(9) A (® ,0 )= 0 pour tout x  e X
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est continue. L’ensemble T  étant fermé, il existe un prolon­
gement continu de 2(æ,Z) (que nous allons désigner aussi par 
2(æ,Z)) sur l’espace J x < 0 ,l>  tout entier avec les valeurs ap­
partenant à <0,1> tel que les fonctions 2/ e <0,1>A définies par 
la formule 2/(a:)=2(æ,<) pour tout x eX  constituent une famille 
C<0, l / 6). Or en posant

/*(■'»)—/Z(tn(æ) pour tout xeX et Ze<O,l>,

on obtient une famille {j*}GXx. En tenant compte de (9), 
on a

/?(»)= /;.(x,o)(æ) =  /o(a?)==Aæ) P°ur tout æ eX ’
c. à d. la condition ( 1*) est remplie. En outre, d’après (7)on a pour 
tout x eX — U et Ze<O,l> l’égalité f*(x)= f;{xl}(x)= f0(x)=f(x), 
c. à d. la condition (2*) est remplie. On a enfin, d’après (8), (5) 
et (6): /* (Z -(? )= /1(Z -G )C /1( Z ) C r - ( è )  et /*(6r)CY—(6), 
d’où /*(Z) =  /*(Z—G) + f*(G)CY— (b), c. à d. la condition (5*) 
est remplie.

3. On a en outre la proposition suivante:
(10) Si l'ensemble B C Y  est recouvert cl'une manière essentielle 

par l'image d'une fonction continue f  transformant un es­
pace X  en un sous-ensemble de T  et si X o est un sous- 
ensemble fermé de X  contenant f~ \B ) dans son intérieur, 
alors B est recouvert d'une manière essentielle par l'image 
de la fonction f  considérée uniquement dans l'ensemble Xo.

B  étant recouvert d’une manière essentielle par l’image 
de f, il existe, d’après le N° précédent, un entourage U de f~ \B )  
dans X  tel que chaque famille {ft}CYx satisfaisant aux con­
ditions (1) et (2') satisfait aussi à la condition (3). En posant 
maintenant U0= (X 0- - X —X o)-U, considérons une famille 
{ft}CYx" satisfaisant aux conditions: f0= f  et ft(x)=f(x) pour 
tout x e X 0—ü 0 et Ze<O,l>. Or, en posant pour tout Ze<O,l>

f t(x)= ft(x) pour tout x e X 0
f,(x)—f(x) pour tout x e X —X 0

•) Voir ma Note Sur les prolongements des transformations continues, 
Fund. Math. 18 (1936), p, 103.
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on obtient évidemment une famille {ft}CXx satisfaisant aux 
conditions (1) et (2'). Il vient B C f1(X )= f1(X 0)+ f(X ~ X „ ). Or, 
en tenant compte de l’inclusion f~ \B )C X 0, on en conclut que 
B--f(X—X o)=0, c. àd . BCf^Xg). La proposition (10) est ainsi 
démontrée.

4. E x e m p le  1. Soit X  un sous-ensemble compact de 
l’espace euclidien n-dimensionnel -Rn= Y . Dans ces conditions 
l’ensemble B —X —R n—X  (c. àd . l’intérieur de X  par rapport 
à l ’espace R n) est recouvert d’une manière essentielle par 
l’imgae de la fonction jeXx transformant X  par l’identité.

Ceci est une conséquence immédiate du N° 2 et du théo­
rème 7) d’après lequel pour toute fonction continue <peRx 
transformant la frontière X —B  de X  par l’identité, l’ensemble 
X  est contenu dans <p(X).

5. E x e m p le  2. Soient: X  — la somme de deux intervalles 
<— 6, —1> et <1,6>; Y — l’ensemble de tous les nombres réels; 
B  — l’intervalle <—2, 2>; /  — la fonction définie par les for­
mules f(x )= x+ 2  pour tout æe<—6, —1> et f(x) — x —2 pour 
tout ®e<l,6>.

Ôn voit sans peine que tout point beB  est recouvert par 
l ’image de la fonction / d ’une manière essentielle. Il n’en est 
pas ainsi pour l’ensemble B tout entier, car en posant

f t(x) — x+ 2 pour tout x e ( —6, —4> et /e<0,l>,
f t(x )= x+ 2  + t(—4—x) pour tout ®e<—4 ,—i> et /6<0,l>,
f  t(x)—x —2 +  Z(4— x) pour tout ®e<l,4> et «e<0,l>,
f t(x )= x —2 pour tout æe<(4,6> et

on obtient, comme on vérifie sans peine, une famille {/JCYX 
satisfaisant aux conditions (1) et (2) pour tout entourage U 
de l’ensemble /_1(B) =  <—4, —1>+<1,4>, tandis que la condi­
tion (3) n’est pas remplie, car /j(a;)=t=O pour tout x e X ,  c. à d. 
O e B -f^ X ) .

6. E x e m p le  3. En posant X —X=R„, où R n désigne l’es­
pace euclidien w-dimensionnel, envisageons une transformation 
jeX x dont toutes les trauches (c. à d. les ensembles de la forme

’) Voir ma Note Sur les rétractes, Fund. Math. 17 (1931), p. 161.
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où yeY) sont de diamètre inférieur à une constante 
positive £. Nous allons démontrer dans ces conditions que 
chaque ensemble compact BC.fiRn) est recouvert d'une manière 
essentielle par l'image de la fonction f.

L’ensemble A  = f~ \B )  étant com pact8), il existe dans R„ 
une sphère .n-dimensionnelle Qn ayant 0 pour centre et dont 
le rayon est si grand que ACQn et que la distance de chaque 
point de la surface Sn-\=Qn-R,—Qn de la sphère Q„ à l’ensemble 
B  est >e. Afin de prouver que B  est recouvert d ’une manière 
essentielle par l’image de /, il suffit de montrer que pour toute 
transformation f e R <?ln coïncidant avec /  dans la surface £„_i, 
on a N =/(A )C/'(Q n). Si l ’on suppose le contraire, il existe un 
aeA tèl que /(a)4=/'(æ) pour tout xeQ„. Or, en faisant cor­
respondre à tout xeQn le point q>'n(x) eSn_, tel que les vecteurs 
---------> —-—>
/(a)/'(a?) et 0(p'a(x) soient parallèles, on obtient une fonction 
continue transformant Q„ en Sn-i- Par conséquent, la fonction 
<p'n, considérée uniquement dans S„-i, transforme $„_i en soi 
d’une manière inessentielle. Mais c’est impossible, car g>'a coïn­
cide dans j8n l avec la fonction définie par la con-

------ > • ------- >
dition du parallèlisme des vecteurs 0(pn(x) et /(a)/(æ) et cette 
dernière fonction transforme Sn- i  en soi d’une manière essen­
tielle 9).

7. Soit V une variété ni-dimensionnelle10) contenue dans 
une variété n-dimensionnelle W. Soit, en outre, Qk la sphère 
euclidienne fc-dimensionnelle dont le centre est 0 et le rayon 1.

D éfinition, 2. La variété V est située dans la variété W 
dans une position localement régulière, lorsqu’il existe pour tout 
peV  une homéomorpliie h transformant le produit Qn,xQn-m 
en un sous-ensemble Z de W de façon que 7i(0,0) =  p et 
h~\V-Z}= Q mx W .

8) Voir ma Note Über stetige Abbildungeit, der euklidischen Baume, 
Fuud. Math. 21 (1933), p. 241.

8) 1. c. p. 238.
10) On entend par variété n-dimensionnelle un espace connexe qui est 

dans chacun de ses points localement homéomorphe à l’espace euclidien 
n-dimensionnel Bn-
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Exemples: 1) D’après une remarque de M. H. W h itn ey , il résulte 
d’un théorème de M. T. W azew sk i11) que chaque variété différentielle 
contenue dans l’espace euclidien w-dimensionnel y est située dans une 
position localement régulière.

2) En tenant compte du théorème12), d’après lequel toute homé- 
omorphie transformant un arc simple contenu dans le plan euclidien B2 
en un autre arc simple situé dans F2 se laisse étendre à une homéomorphie 
transformant B2 en soi, on conclut que chaque courbe simple fermée con­
tenue dans une surface (c. à d. dans une variété à deux dimensions) y est 
située dans une position localement régulière.

8. Le but principal de ce travail est de démontrer le théo­
rème suivant:

Théorèm e 1. Soit W une variété n-dimensionnélle et V une 
variété compacte m-dimensionnelle située dans W dans une po­
sition localement régulière et soit M un espace arbitrairement 
donné. Dans ces conditions, chaque fonction f e W ,  dont l'image 
recouvre V d'une manière essentielle, transforme l'ensemble /_1(E) 
en V d'une manière essentielle.

9. Le théorème 1 conduit au corollaire suivant:

C orolla ire . Soit f  une fonction continue transformant 
l'espace euclidien n-dimensionnel R„ en soi et dont les tranches 
sont de diamètre inférieur à une constante positive e. Dans ces 
conditions aucune variété compacte située dans R n dans une 
position localement régulière n'est un rétracte de f(R„).

Soit, en effet, VCf(R„) une variété compacte située dans R„ 
dans une position localement régulièrè. En tenant compte 
de l’exemple du N° 6 on conclut que / _1(T) est un . ensemble 
compact et que V est recouvert d’une manière essentielle par 
l’image de la fonction f.

Supposons maintenant qu’il existe une fonction r rétrac­
tan t /(E„) en V. En désignant pour tout p = (x1,X2,...,xn)eRn 
et tout 2 réel par Dp le point (2-a5i,2-æ2, ...,Dx„), posons 
<p/p) =  r{/[(l— i)p]} pour tout p e f~ \V )  et fe<O,l>. Les fonc-

u ) H. W hitney , The Imbedding of Manifolds in Families of Analytic 
Manifolds, Annals of Math. 37 (1936), p. 863-878. T. W azew ski, Sur 
les matrices dont les éléments sont des fonctions continues, Compositio Math. 2 
(1935), p. 63-68.

l2) Voir L. A ntoine, Thèse. Strasbourg 1921.
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fions (pt ainsi définies constituent une famille {yt}) C 7/-1<y) telle 
qu’on a: <p0(p) = rf(p)=f(p) et 9’1(p) =  î'/(0) =  const. pour tout 

ce qui est impossible puisque, d’après le théorème 1, 
la fonction /  transforme /_1(T) en V d’une manière essentielle.

10. Le théorème 1 est une conséquence facile du théorème 
suivant:

Théorèm e 2. Soit V une variété compacte m-dimensionnélle 
située dans une variété n-dimensionnelle W dans une position 
localement régulière et soit /  une transformation continue d'un 
espace M en W. Dans ces conditions il existe pour toute famille 
de fonctions {<p̂ CVf (F) satisfaisant à l'égalité <p0(p)—f(p) pour 
tout p e f- \V ) , une famille {ft}CWM telle que f0 coïncide avec f 
et que pour tout te<O,l> la fonction f t est un prolongement de 
<Pt et f f - \ V ) = r W y

En effet, pour déduire le théorème 1 du théorème 2, re­
marquons que si /  transforme f~ \V )  en V d ’une manière 
inessentielle, alors il existe une famille {(p^CVf (r> telle que 
9’o(p )= /(p ) pour tout pef~ \V )  et çùI/- 1(V')]=t=Tr. Or, d’après le 
théorème 2, il existe une famille {ft}CWM telle que f 0 coïncide 
avec f  et que pour tout Ze<O,l> la fonction f t est un pro­
longement de <pt satisfaisant à la condition /^ 1(7 )= /_1(y). 
Soit maintenant TJ un entourage arbitrairement donné de 
f~ \V )  dans l’espace M. Les ensembles f t(M —U) et V étant 
disjoints, les conditions (1) et (2) de la définition 1 sont 
remplies. Il n’en pas ainsi pour la condition (3), car l’ensemble 
f^M )  est- la somme de deux ensembles f^ M  —/^(V)] et 
/i[/_1(U)]=<?>i[/_1(U)] dont le premier est disjoint avec V et le 
deuxième est CV et =t=V. Ceci prouve que l’ensemble V n ’est 
pas recouvert par f  d’une manière essentielle.

11. Par une déformation d'un espace M dans soi on entend 
une famille {ft}CATM telle que f 0(p)= p  pour tout peJUT.

Soit A  un sous-ensemble de M  et {yt} une déformation 
continue de A  dans soi. Une déformation {ft} de M  dans soi 
sera dite parallèle à la déformation {(pf), lorsque f t (J.)=A  et 
f t(p)=q>t(p) pour tout te<O,l> et p eA . En rapprochant cette 
notion du théorème 2, on parvient au corollaire suivant:
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C orolla ire. Etant donnée une variété compacte V située 
dans une autre variété W dans une position localement régulière, 
il existe pour toute déformation de V dans soi une déformation 
parallèle de W dans soi.

12. Les deux exemples qui suivent montrent que le dernier 
corollaire (et par suite aussi le théorème 2) cesse d’être vrai 
lorsqu’on supprime l’hypothèse que la position de la variété V 
dans la variété W  soit localement régulière.

E x e m p le  4. Les points de la forme (x,y,z,0) constituent 
dans l’espace euclidien 4-dimensionnel R 4 un ensemble qui 
peut être identifié avec l’espace euclidien 3-dimensionnel R 3. 
Soit Q une courbe simple fermée CE3 polygonale et formant 
dans R3 un noeud. Or il existe dans R3—Q des parcours fermés 
dont le coefficient d ’enlacement avec S2 s’annule et qui, malgré 
cela, sont non homotopes à zéro dans R3—ü. En posant main­
tenant a = (0,0,0,1) et «*==(0,0,0,—1), désignons par A  la 
somme de tous les segments rectilignes ap et a*p, le point p 
parcourant la courbe £?. On voit aisément que A  est un po­
lyèdre homéomorphe à la surface sphérique de dimension 2.

Ceci établi, envisageons une déformation {q>t} de A  dans 
soi par laquelle le point a est transformé en un point 
fft(a)6.4—(«)-—(«*). Nous allons prouver qu’il n ’existe aucune 
déformation de Rt dans soi parallèle à {<pt}. Dans ce,but remar­
quons que pour tout entourage U de a (dans jR4) il existe dans 
TJ—A  des parcours fermés qui ne sont pas homotopes à zéro 
dans jR4—A, quoique leur coefficient d’enlacement avec A  s’an­
nule. C’est une conséquence facile de trois propositions sui­
vantes, dont la démonstration ne présente aucune difficulté: 
1° Chaque parcours fermé situé dans R3—Q est homotope dans 
R t —A  à un parcours fermé situé dans U-, 2° Le coefficient d’en, 
lacemant (dans R3) d’ün parcours fermé situé dans R3—Q avec D 
coïncide avec le coefficient d ’enlacement de ce parcours avec la 
surface A  (dans E 4); 3° Pour les parcours fermés situés dans 
R3—Q l’homotopie à zéro dans R3—Q et l’homotopie à zéro 
dans R 4̂ A  sont équivalentes. Remarquons enfin qu’il existe 
un entourage U' du point y^a) (dans R4) tel que chaque par­
cours fermé situé dans U'—A, dont le coeffiient d’enclacement 
avec A  s’annule, est homotope à zéro dans -R4—A.
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Supposons, à présent, qu’il existe une léformation {/J 
de l’espace .K4 dans soi parallèle à la déformation {99J. En 
fixent l’entourage U', on peut choisir l’entourage U de maL 
nière qu’on ait f^U fC U '. Or, la déformation {ft} transforme 

'to u t parcours fermé A situé dans TJ —A  en un parcours fermé A' 
situé dans TJ'—A  et homotope à A  dans R4—A. En choisissent 
le parcours A de manière que son coefficient d’enlacement 
avec A  s’annule et qu’il ne soit pas homotope à zéro dans 
R 4—A, on parvient ainsi à un parcours fermé A' situé dans 
TJ'—A  dont le coefficient d’enlacement avec A  s’annule et 
qui n’est pas homotope à zéro dans R 4—A. Or ceci contredit 
la définition d’entourage TJ'.

Il résulte en particulier de cet exemple qu’il existe dans R 4 
des variétés polyèdriques dont la position n’est pas localement 
régulière.

13. E xem ple  5 . En utilisant l’exemple bien connu dû à M. L. An­
to in e 11) d’une courbe simple fermée dans 7?3 dont l’homéomorpbie avec 
une circonférence ne se laisse prolonger sur aucun entourage, on voit aisé­
ment que cette courbe constitue un exemple d’une variété dans pour 
laquelle la thèse du corollaire du N° 11 n’est plus valable. D’une façon 
pareille, en utilisant un exemple dû à M. J. W. A le x a n d e r13), on voit 
qu’il existe dans B, des surfaces (c. à d. des variétés de dimension 2) dont 
la position dans E3 n’est pas localement régulière.

P roblèm e. Soit A une variété homéomorphe à une surface sphérique 
(n— 1)-dimensionnelle située dans lîn dans une position localement régulière. 
Existe-t-il une homéomorphie transformant R„ en soi de manière que A soit 
transformé en une surface sphérique f

14. L’exemple du N° 12 montre que la thèse du théorème 2 
cesse d’être vraie lorsqu’on supprime l’hypothèse que la va­
riété V est située dans la variété W  dans une position localement 
régulière. La question s’impose si cette dernière hypothèse 
est indispensable aussi dans le théorème 1. Nous ne savons 
la resondre que dans un cas spécial, par la démonstation du 
théorème suivant:

Théorèm e 3. Si £2 est une courbe simple fermée située- dans 
une variété polyédrique14) (compacte ou non) W et si f  est une 
fonction continue transformant un espace M  en W de façon

13) J. W. A lexander, An example of a simply conneeted surface bounding 
a région which is not simply conneeted, Proc. Nat. Acad. 10 (1924), p. 8-10.

14) c. à d. dans une variété admettant une décomposition simpliciale.



T R A N SFO R M A TIO N S E S S E N T IE L L E S 17

que pour tout ensemble compact G CW l'ensemble /_ l(C) soit 
compact et que la courbe Q soit recouverte par l'image de f d'une 
manière essentielle, alors f  transforme l'ensemble en Q
d'une manière essentielle.

15. On déduit du théorème 3 le corollaire suivant:
C orolla ire . Si Si, W, M et f  satisfont aux hopothèses du 

théorème 3 et si, en outre, tout ensemble compact CCM se laisse 
contracter15) dans M, alors Si n'est pas un rétracte de f(M).

Supposons, au contraire, qu’il existe une fonction r(p) rétrac­
tant l’ensemble f(M) en Si. Soit {</>,} une famille de fonctions 
contractant l’ensemble dans M. En posant t/>t(p) = rq>t(p)
pour tout pef~\Si) et te<O,l>, on obtient une famille de 
fonctions {ipt}CSi' (“) telle que ’>f>ü(p)=f(p) et ^ (p ^ c o n s t .  
pour tout pef ~l(Si). La transformation f  de / “ '(£) en Si n ’est 
donc pas essentielle ce qui contredit la thèse du théorème 3.

16. Soit f une transformation continue de l’espace euclidien 
w-dimensionnel R„ en soi, pour laquelle le diamètre de toute 
tranche est inférieur à une certaine constante positive e. Dans 
ces conditions, l’ensemble f(R„) est un domaine ouvert dans 
R„ 8) et, comme nous l’avons prouvé dans le N° 6, tout sous- 
ensemble compact de f(R„) est recouvert par l’image de la 
fonction f d’une manière essentielle. En tenant compte du 
corollaire précédent, on en conclut qu’aucune courbe simple 
fermée n’est un rétracte de f(Rn). Cette dernière propriété 
étant équivalente avec l’unicohérence du domaine f(R„)* * * 16), on 
parvient au corollaire suivant:

C orolla ire. Si f est une transformation de R„ en soi avec 
le diamètre des tranches uniformément borné, alors l'ensemble 
f(Rn) est unicohérent.

17. Comme nous l’avons établi dans le N° 10, le théorème 1 
est une conséquence du théorème 2. Il ne reste donc qu’à prouver 
les théorèmes 2 et 3. Nous commençons par la démonstration du

16) L ’ensemble G se laisse contracter dans un espace M., lorsqu’il existe
une famille contractant l'ensemble G dans M, c. à d. telle que
9P„(æ) =  a; et 901(3;) =  const. pour tout x e G.

16) Voir ma Note ..Quelques théorèmes sur les ensembles unicohérents" 
Fund. Math. 17 (1931), p. 184.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 2
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L e m m e  1. P rém isses : 1° / est une transformation continue 
d'un espace arbitraire JH en produit Q=QmXQn-m, où Qt dé­
signe la sphère euclidienne i-dimensionnelle dont le centre est O 
et le rayon 1.

2° N  est un sous-ensemble fermé de JH tel que f XQmX (0))CN.
3° {q>t} est une famille de fonctions C(Qm'X.Q„-m)N satisfaisant aux 

conditions (p0(p)=f(p) pour tout peN et q>7XQmX (0))
pour tout Ze<O,l>.

T hèse. I l  existe une famille de fonctions {fffC(QmxQ n- m) 
telle que: 1° /„ = /; 2° f t(p) — q>t(p) pour tout peN  et $e<0,l>; 
3° /<“1(QmX(0)) =  /“1(Çmx(0)) pour tout te<O,l>.
- D é m o n s tra tio n . Les fonctions f  et q>t sont de la forme

(11) /(p)=(æ(p),p(p)) OÙ xeQ„ et yeQn-m,
(12) p<(p)=(^(p),p,(p)) où {$t}CQN et

On a en outre
(13) ÿ_1(0)= p f ’(O) pour tout £e<0,l>,
(14) £0(p)=æ(p) et r)0(p)=y(p) pour, tout peN .

D ’après un théorème général6), il existe une famille de 
fonctions {xt}CQ„, telle que

(15)
(16)

®/(p)=£/(p) pow tout peN, 
œ0(p) =  ®(p) pour tout peJH.

En désignant maintenant par Sn- m-\  la surface de la sphère 
Qn-m, posons

r(a)=  g(a,0) pour tout aeQ„-m,
0(a)=projection du. point a du centre 0 sur 
pour tout aeQn- m—(0).

Nous pouvons considérer r(a) et 6(a) comme des coor­
données polaires" du point aeQ„-m—(0), en écrivant

(17) u=[r(a),6(a)] pour tout aeQ„-m—(0).

Les fonctions ryt constituent une famille C^O,!/^. La fonction 
ry constituant un prolongement continu de la fonction rp0 
sur l’espace JH tout entier et <0,1/ étant un rétracte absolu, 
on conclut6) de (14) qu’il existe une famille de fonctions
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{a,}C<0,l>'v telle que. at soit un prolongement de la fonction rr)t 
et que a0{p)=ry(p) pour tout peM. En désignant maintenant 
par T  l’ensemble JV x<0,l>+Jfx (0), fermé dans l’espace 
>X <0,l> , posons

r/(p)=aXp)+Min{g[(p,0,T], 1—a,(p)}
pour tout (p,i)efK'x<0,l>. On parvient ainsi à une famille 
{r,}C<0,l>‘v satisfaisant aux conditions:
(17) rt(p)=rrjt(p) pour tout (p,/)e.yx<0,l>,
(18) r0(p)=ry(p) pour tout p e M,
(19) Pour que rt(p)—0 il faut et il suffit que pe/_1(Qmx (0)).

Ceci étant, posons pour tout i naturel

(20) Mi=E[peM-, rt(p ) ^ l f i  pour tout <e<0,l>].
p

En tenant compte de la relation (19) et de la continuité 
de la fonction rt(p), on a

oo
(21) i f - r 1(emx(o ))= j;jf,-

77=1

(22) — M —M i+i.

Les fonctions r]t constituant une famille CQn-m et la 
fonction 6 étant uniformément continue dans l’ensemble 
E[aeQn-m',r(a)&sï], on conclut de (17) et (20) que les fonc-
a
tions 6r]t considérées uniquement dans l’ensemble N-M i con­
stituent une famille de fonctions Ç.Sn-m-\- Or, en posant J fo=O, 
admettons que nous avons déjà défini une famille de fonctions 
{6t}CSn-m-i telle que

(23/) 0/p)=6»?/(p) pour tout peN -M . et /e<0,l>,
(24,) 90{p)=6y(p) pour tout peM t.

La fonction 6y(p} constituant un prolongement de la fonc­
tion 0?/o sur l’ensemble J f —f~\Q„,x (0)) et la surface sphé­
rique étant un rétracte absolu de voisinage17), on
conclut d’un théorème général6) et de (14) que les fonctions 0t

17) Un ensemble A  est dit rétracte absolu de voisinage lorsqu’il existe 
pour tout espace A  une fonction continue r(x) transformant un entourage U 
de A en A  de manière que r(x)=x  nour tout x e A .
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se laissent prolonger sur l’ensemble Jf,+i de manière que les 
fonctions prolongées (que nous désignons aussi par Qt) con 
stituent une famille satisfaisant aux conditions (23,+i)
et (24(+i). En itérant c<r procédé on parvient, selon (21) et (22), 
aux fonctions 0teSn-L+iQmXiO)) qui, considérées seulement dans 
l’ensemble Jf,- (ou le nombre naturél i est arbitrairement 
donné) constituent une famille, c. à d. 0z(p) considérée comme 
une fonction de f~'(Q,nX ( 0 ) ) ] x < 0 , l >  et continue
et qu’elle est uniformément continue par rapport à t dans 
chacun des ensembles J I , x < 0 , l > .

Cela posé, nous allons montrer que pour obtenir une fa­
mille {/,} satisfaisant à la thèse du lemme il suffit de poser

(25) A(p) =  («/(p)z [»7(p),0/(p)]) pour tout p eM —f- \Q mx.(0))
et Ze<O,l>,

(26) ft(p)=(xt(p),Q) pour tout pef~ \Q mX(())) et Ze<O,l>.

En tenant compte des relations (25), (26), (17), (19) et de 
la continuité des fonctions æz(p), rt(p) et d,(p), on conclut 
•que ft(p) dépend d’une manière continue de la variable (p,t) 
parcourant Jfx<0,l> . Afin de prouver que la continuité par 
rapport à t est uniforme, envisageons un e>0 arbitrairement 
donné. Soit i0 un nombre naturel tel que

(27) l / i 0< e/3 .

Les fonctions xt et rt constituant des familles et la fonc­
tion 0z(p) étant uniformément continue par rapport à t dans 
l’ensemble M io, il existe un j/> 0  tel que l’inégalité |Z—Z'|<?/ 
entraîne les inégalités

(28) e(æ/(p)--æf(p))<e/3 pour tout pe M.
(29) h (p ) - -re(p)\<e/3 pour tout peM
(30) e(0,(p)--0Z'(p))<e/3 pour tout peM^.

Or dans le cas où pe M — M ia on a, selon (20) et (27),
•rz(p)<e/3 c. à d. les points [?',(/)),0z(p)] et [Mp)> M ?)] sont 
éloignés du point 0 de moins que 1/3 e. On en conclut, d’après 
(25), (26) et (28) que

e (/,(p ),/f (p ) )< £
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pour tout p e J f— Or cette inégalité est aussi valable 
dans le cas où peAfilt, comme on déduit des relations (25),
(28), (29) et (30).

Nous avons ainsi prouvé que les fonctions f t constituent 
une famille {ft}C.(QmxQn-m)M- Afin de montrer que cette famille 
satisfait à la condition 1° de la thèse du lemme, remarquons 
que, d’après (18), (25), (26), (17) et (16), on a /0(p) =  /(p) pour 
tout peJf. La condition 2° de la thèse du lemme est une con­
séquence immédiate des formules (17), (23,), (21), (15), (13) 
et (12). On prouve enfin la condition 3° de la thèse du lemme 
en rapprochant les formules (25) et (26) de la relation (19).

La démonstration du lemme 1 est ainsi terminée.
18. D é m o n s tra tio n  d u  théorèm e 2. La position de la 

variété compacte w-dimensionelle V dans la variété W  étant, 
par hypothèse, localement régulière, il existe pour tout peV 
un élément n-dimensionnel Q(p) de la forme Q,„xQn-n, tel que 
Q(p)-V=Qmx  (0) et p =  (0,0). Il est, en outre, à remarquer 
qu'il existe entre les éléments Q(p) satisfaisant à ces condi­
tions des éléments dont le diamètre est aussi petit qu’on le 
veut. Il en résulte qu’en fixant un recouvrement Ql0> qui fait 
correspondre à tout peV  un élément Q(u\p )  satisfaisant aux 
conditions en question, on peut trouver un autre recouvre­
ment Q(,) qui fait correspondre à tout peV  un élément Qw(p) 
satisfaisant aux conditions analogues, de manière que pour 
tout peV la somme de tous les éléments du recouvrement 
Q"} non disjoints avec Qw(p) soit contenue dans un seul élé­
ment du recouvrement Qw. Un recouvrement Q(1) satisfaisant 
à ces conditions sera appelé raffinement du recouvrement Qw-

Soit Çt0> un recouvrement arbitrairement donné (mais fixe) 
de V. Il existe alors des recouvrements QW,Q{2\  ...,Ç(n+l) de 
sorte que Çv+1) est un raffinement du recouvrement pour 
tout i= 0 ,l,...,w . La variété V étant compacte, il existe un 
nombre positif e tel que chaque sous-ensemble de V de dia­
mètre est contenu dans un des éléments Q(n+1)(p) du re­
couvrement Q{"+r>.

Soit maintenant f une transformation continue d’un es­
pace M  en IF et {çjJ  une famille de fonctions CV' (l) telle 
que ?>o(p) =  /(p) pour tout pef~ \V ). Il existe alors un nombre



22 K . B O R SU K

naturel fc tel que l’inégalité |Z—Z'|% l̂/Z: entraîne l’inégalité, 
W p )- 97(p)|<e' pour tout pe /_I(F). Il en résulte que pour 
tout Z= 0,1,.... (Zc—1) les fonctions pW=<pl où O^Z<1,

*+âz
constituent une famille {(p^}QVr '{ 19 telle que |9><n(p)—<p<P(p)|o/3 
pour tout pe/ 1(T) et Z,Z'e<O,l)>. Or, pour obtenir une famille 

satisfaisant à la thèse du théorème 2, il suffit de prou­
ver qu’on peut trouver tour à tour des familles {/^}CTFM
telles que /® soit un prolongement de q>W et que
et / (z')~1(T)==/(0-1(y) pour tout Z = 0 ,l,... (fc—1). Cette remarque 
nous permet de nous borner dans la démonstration du thé­
orème 2 au cas où la famille donnée {rpt}CVf 1(r) satisfait elle- 
même à la condition

(31) e[y;(p),f,e(,(p)]^E/3 pour tout pef~ \V ) et

D ’après un théorème général de la théorie de la dimensionl8), 
il existe une décomposition de W  en sous-ensembles fermés 
W 1; W2, ...,TKs satisfaisant aux conditions:
(32) Wi -W: ... Wi = 0

h  S l+ 2

pour tout système de « + 2  indices différents ïi ,ï2,...,tn+2,
(33) Si W,-y=t=0', alors le diamètre de W,- est 0 / 3 .

En outre, nous pouvons choisir les indices des ensembles 
W ltW 2,...,W s de manière qu’il existe un a< s  tel que
(34) W,-F=)=O pour et W/-F=O pour i>a.

Posons maintenant
S

(35) Æ f,= /-1(F )+  J ? r ' m  + / - ' ( w ^ . ... .w iv),
i—a+l (ipt2,

où la dernière sommation s’étend sur tous les systèmes 
(ii,i2...i„-i) de v indices différents. Les ensembles M v ainsi 
définis sont fermés et tels que

S

(36) Jf„+2= / “ 1(F )+  J ^ r W , ) .
Z=a+1

la) Voir p. ex. K. M enger, Dimensionstheorie,Leipzig-Berlin 1928 p. 158.
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On a en outre

(37)
(*p*2’" ,’ *v—l)

où la sommation s’étend sur tous les systèmes -1) de
v—1 indices différents et On voit sans peine que les ter­
mes de cette somme sont disjoints deux-à-deux et que chacun 
d’eux est ouvert dans M„_i et sa frontière (par rapport à J fv_i) 
est contenue dans M v et dans chacun des ensembles /—’( ), 
où j =1,2,..., v—1.

Ceci établi, posons

(38) f,(p)=<pt(p') pour tout pe f~ \Y ) et fe<O,l>,
8

(39) f,(p)=f(p) pour tout p e e t  <e<0,l>.
Z=o+1

Les formules (38) et (39) définissent, selon (36), une famille 
de fonctions CWA'n+2 satisfaisant dans J fn+2 aux conditions:

(40) /0(p) =  /(p),
(41) / r 1( F ) = / - 1(F).

Remarquons, en outre que la famille {/<} ainsi définie dans 
J fn+2 satisfait pour v= n+ 2  à la condition suivante:

(42p)
Pour tout indice i^ .o  V ensemble est"

o « i
contenu dans un des éléments du recouvrement Q̂ v~l\

En effet, d’après (36) on a
8

r W /) - jfn+ 2 = r ,( w - - F ) + r 1(w,-
7=0+1

En tenant compte des relations (38), (31), (33) et (39), on 
a pour tout couple p, p' de points de / _1(TT,)-lfn+2 et tout 
couple de nombres f,t'e<O,l>

d / , ( p ) ,  / , ( p ') ]  <  d / z(P ), /(p)]+ e [ /(p ) , / ( p ') ] + e [ / ( p ') ,  / / p ')] <
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Il en résulte, d ’après la définition de la constante e, que 
la condition (42„+2) est remplie.

Admettons, à présent, qu’on a déjà défini pour un certain 
naturel v ^ n + 2  une famille de fonctions satisfaisant
aux conditions (38), (39), (40), (41) et (42„). Nous allons mon­
trer qu’on peut trouver pour les fonctions de cette famille 
des prolongements continus (que nous allons désigner aussi 
par constituant une famille CTF^”- 1 et satisfaisant aux con­
ditions (38), (39), (40), (41) et (42„_j).

Soit un système d’indices différents
arbitrairement donné. En tenant compte de la formule (37) 
il suffit de prolonger f t d’une manière convenable sur cha­
cun des ensembles de la forme 27/= / _1( W ^ . . . p —
A ce but faisons correspondre au système I  un de ses élé­
ments i(I). L’ensemble Ti étant ouvert dans l’ensemble fermé 
JH„_i, sa frontière Fj est égale à Ti—T  et elle est contenue 
dans M v. Or les fonctions f t sont définies dans F/ et ses va­
leurs appartiennent à l’ensemble des valeurs que f t prend 
dans chacun des ensembles où j= l,2 ,. . . ,v —l.
On a en particulier

(43) /Z(EZ)C Z  f 'tr 'C W , ( , ) ) • pour tout «e<0,l>. *

Or, d’après (42„), il existe un élément Q, du recouvrement 
(Z”-1’ satisfaisant à l’inclusion

(44) I ’ / [ r 1( ^ (n)-JfJC Ç r
o « i  ' 7

En tenant compte de (40) et (41) et en appliquant le lemme 1 
du N° 17 on en conclut qu’il existe pour les fonctions f t, en­
visagées uniquement dans Fi, une famille de prolongements 
(que nous désignons aussi par telle que /0(p)= /(p)
pour tout p e T j  et /~1(F-Q/) = /_1(F-Q/) pour tout fe<O,l>.

En appliquant ce procédé à chacun des ensembles T/, on 
parvient, d’après (37), à une famille de fonctions {ft}CW>'v~ï 
satisfaisant aux conditions (38), (39), (40) et (41).' Il ne reste 
donc qu’à prouver que les fonctions f t satisfont aussi à la
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relation (42„_i). Dans ce but remarquons que l’ensemble
f ' i W i ) ’ JUv-i est, pour tout i ^ a ,  une somme de /“ '(W;)-JAV
et de où la sommation s’étend sur tous les

i
systèmes J = ( î'i ï 2---V i) des -b—1 indices différents tels que 

p + 0 . Or, d’après (42„), il existe un élément

Ç(f) du recouvrement Q<1'_1) tel que

(45) Z  f t i r 'W ff -M J C Q
o « i  w

On a, en outre, d’après la définition de f f dans l’inclu­
sion suivante .

(46) 2  f m C Q , .  o « i

L’ensemble Wj-W i ...Wi étant non vide, on conclut de la* h »p_i ’
relation (33) que le diamètre de la somme TF»+Wii+ ...4-‘îF^

est <  ê. Or il existe un élément Qw du recouvrement 
contenant l’ensemble Wi+ W ii+ ...+ W i  ̂ f tout entier. Remar­
quons, en outre, que les relations (44) et (45) entraînent V- W.CQ(f) 
et V-Wj(/)CQr  II s’ensuit que Q'o =(= 0 =)= Qj- Q'w . Or il existe
un élément du recouvrement Q<*’_'2) contenant tous les éléments 
$«) Qp c-àd. la relation (42„_i) est démontrée.

Nous avons ainsi prouvé que le procédé de prolongement 
des fonctions f t, définies dans l’ensemble M n+Ï par les for­
mules (38) et (39) peut être appliqué tour-à-tour dans les en­
sembles J / n + i , ..., Jfi de manière que les conditions (40) 
et (41) soient remplies. L’ensemble J / i  coïcidant, d ’après (36), 
avec Jf, nous parvenons de cette manière à la famille {/JC WM 
satisfaisant aux conditions (38), (40) et (41), c .àd. à la thèse 
du théorème 2.

19. L e m m e  2. P rém isses:  1° /  est une fonction trans­
formant un espace M  en une variété n-dimensionnelle W  de 
manière que pour tout ensemble compact G CW l'ensemble f~'(C) 
soit compact.

2° A est un sous-ensemble compact de W recouvert par l'image 
de f d'une manière essentielle.
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Thèse-. I l existe un entourage U de A (dans W ) recouvert 
par l'image de /  d'une manière essentielle.

D é m o n s tra tio n . Soit G un entourage de l’ensemble / _1(A) 
(dans l’espace JH) tel que pour toute famille de fonctions 
telle que f0= f  et f t(p)=f(p) pour tout peJH—G et Ze<O,l> 
on ait ACf^JH). Remarquons qu’il existe un nombre e>0 
tel qu’on a

(47) e (a ,f(p ))^e  pour tout aeA et peJH— G.

En effet, en tenant compte de ce que A  est compact, on 
conclut que dans le cas contraire il existerait une suite 
{p^CJH—S et un point aoeA  tel que f(ph)-+a0. Soit Q un élé­
ment «-dimensionnel constituant un entourage (dans W) de a0. 
L’ensemble f~XQ) étant (selon 1°) compact, il contient presque 
tous les' points pk. Or il existe une suite partielle {p^} con­
vergente vers un point p0. L’ensemble JH— G étant fermé, 
on a poeJH— G. D ’autre part on a f(po)=Hmf(p]c)= aoeA,

i=oo i

c.àd . poe/_1(JL), ce qui contredit l’inclusion f~ \A )C G .
L’existence d’un nombre e> 0  satisfaisant à l’inégalité (47) 

ainsi établie, nous pouvons faire correspondre à tout aeA  un 
élément «-dimensionnel Q(a)CW—f(JH—G) constituant un en­
tourage de a dans (l’espace W). En désignant par E(a) l’inté­
rieur de Q(a), posons U= £  R(a). L’ensemble U ainsi défini

neA
constitue un entourage de A  (dans W) tel que /_1( U)-(JH—G)=Q, 
c .àd . f ^ 1(U)CG. Or l’ensemble G est un entourage de .f~ \U ) 
dans W. Il ne reste qu’à prouver que pour toute famille {ft}CWM 
satisfaisant aux conditions: /0= / ,  f t(JH—G)CW—U pour tout 
fe<X),l>, on a UCf^JH). Dans le cas contraire, il existerait 
notamment un point beU —f^JH). Soit beR(a), où aeA. On 
voit aisément que l’ensemble Q(a)—(b) se laisse transformer 
eil la surface S(a)=Q(a)—R(a) de Q(a) par une déformation 
continue dans soi, pendant laquelle tous les points de la 
surface S(a) restent fixes. Il en résulte, qu’il existe une défor­
mation continue <p(x,t) de W —(b) satisfaisant aux conditions: 
<p(x,0)=x, <p(æ,t)eW pour tout xeW  et Ze<O,l>, <p(W,l)=W —R(a), 
<p(x,t)=x pour tout xeW -rR(a) et <e<0,l)>. Or, en posant



T R A N SFO R M A TIO N S E S S E N T IE L L E S

/z(P)=/2/(P) P°ur tout P eM et <e<0,|> et //(p) =  9’[/i(p), 2<—1] 
pour tout et Ze<|,l>, on obtient évidemment une famille 
{/'}CW'V satisfaisant aux conditions: /ô= /j f t(M —G )C W -A  
pour tout Ze<O,l> et R(a),' ce qui est
impossible, car aeA-R(a) et l’ensemble était supposé recouvert 
d’une manière essentielle par l’image de la fonction /.

La démonstration du lemme 2 est ainsi terminée.

20. L em m e  3. Toute courbe simple fermée A  contenue dans 
une variété polyèdrique (finie ou non) W se laisse transformer, 
pour tout e > 0 ,  par une koméomorphie q>e, satisfaisant à l'inégalité 

pour tout xeA , en une courbe simple fermée A '
située dans W dans une position localement régulière.

D é m o n s tra tio n . En tenant compte du fait que dans une 
variété de dimension < 2  chaque courbe simple fermée est 
située dans une position localement régulière (voir N° 7, 
exemple 2) nous n’avons qu’à considérer le cas où la dimension 
n de W  est >3.

Envisageons une décomposition simpliciale T  de la variété 
W  si fine que chacun de ses simplexes soit de diamètre <e/6. 
Or il existe un nombre positif g<e tel que chaque sous-en­
semble de W  non disjoint avec A  et dont le diamètre est <p  
est contenu dans l’étoile d’un sommet a de A  (c. à d. dans 
la somme de tous les simplexes de T  ayant a comme un de 
leurs sommets).

Soit a0,a1,...,ak=a0 un système de fc>3 points de A  cou­
pant A  en le arcs simples L 1,L i,...,Lk tels que les points a,_i 
et ai constituent les extrémités de l’arc L, et que pour i=£j 
le diamètre de L, soit <rj/S. En faisant correspondre à tout 

un point a) situé dans l’intérieur d’un simplexe 
w-dimensionnel de T  et tel que g(a,-,a'/)<?j/3, on a £>(a'z_i, «,)<»? 
pour tout i = l ,  2, Il en résulte que a)_i et a) appartien­
nent aux intérieurs des simplexes n-dimensionnels J  et J '  
de T  ayant un (au moins) sommet a commun. T  étant une 
décomposition simpliciale d’une variété, il existe dans l’étoile 
de a un système J q,/!!,...,/!;-! (Z^—-1) de simplexes w-dimen- 
sionnels différents deux-à-deux tel que d 0= d ;  zb+i=zl' et que

27
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la partie commune de J„ - i et zl„ (v= l,2 ,...,Z + l) soit égale 
à un simplexe (n— 1)-dimensionnel A„ de T. En choisissant 
maintenant dans l’intérieur de chacun des simplexes zl„ un 
point «/,„ et dans l’intérieur de chacun des simplexes A„ un 
point bi,t; posons

Lj= ai bi, i +  ( b/, „ ai, „ bit »+i ) +  b,t ,+j a<+i.P=1

Les simplexes Av étant disjoints deux-à-deux, la ligne poly­
gonale L\ est un arc simple joignant les points «;_i et a'/ dans 
l’étoile du point a. Or, le diamètre de Lj est <e/3. En outre, 
en tenant compte de l’hypothèse que la dimension de W est 
> 3 , on peut choisir les points dt, aitV et bt,v de façon que les 
lignes polygonales L\ soient dans une ..position générale11, 
c. à d. que la partie commune de Lj et L'j ne contienne pour 
i=bj que les extrémités communes de ces arcs simples. Il en

*
résulte que l’ensemble =  est une courbe simple fermée.

Nous allons prouver que cette courbe satisfait à la thèse du 
lemme.

Dans ce but définissons (pL dans chacun des arcs Z, comme 
une homéomorphie transformant Z; en L'i de manière que 
ç)£(a(.) =  a' pour tout i= l,2 ,...,fc . On obtient ainsi une homéo­
morphie transformant A  en A'. Pour tout xeL/ la distance 
entre æ et ç>£(æ) ne surpasse pas la somme des diamètres de Lt 
et L'j et de la distance de «,• et aj, donc elle est <e.

Il ne reste donc qu’à prouver que la position de A ' dans 
W est topologiquement régulière. Dans ce but remarquons 
d’abord que la courbe A ' est construite de telle façon qu’elle 
est disjointe avec chaque simplexe (w—2)-dimensionnel de la 
décomposition T  et que pour tout simplexe n-dimensionnel 
A de T  la ligne polygonale A-A' se décompose en segments 
rectilignes de manière que chaque point de A ' situé sur la 
frontière de zl n ’appartient qu’à un seul segment de cette 
décomposition. Soit a un point arbitraire de A'. Dans le cas 
où a est un point intérieur d’un simplexe n-dimensionnel A 
de T  il existe dans A-A' deux segments rectilignes aa0 et aa'o, 
ayant (a) comme partie commune, et un hyperplan (n—l)-di-
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mensionnel H  contenant a et coupant A entre a0 et a'o. En chois- 
sant maintenant un simplexe (ri—ï)-dimensionnel A(a1a2...an) 
dans E- A contenant a dans son intérieur et ayant un diamètre 
suffisamment petit, on constate sans peine que l’ensemble 
Z=A(aoa1...an)-}-A(a'oa1...an) satisfait aux conditions de la dé­
finition 2 du Nr 7. Dans le cas où a n ’est situé dans l’intérieur 
d’aucun simplexe «-dimensionnel de T, il existe deux sim- 
plexes «-dimensionnels A et A' de T  contigus à une face com­
mune (n—l)-dimensionnelle A  contenant a dans son intérieur 
et tels qu’il existe deux points aoeA et aoeA' tels que les seg­
ments aoa et a'oa soient contenus dans A'. En choisissant dans A 
un simplexe (n — 1)-dimensionnel A(a1a2...an) suffisamment petit 
et contenant a dans son intérieur, on voit aisément que l’en­
semble Z=A(aoa1...ar,)+A(a'oa1...an) satisfait aux conditions 
de la définition 2 du N° 7.

21. L e m m e  A. P rém isses: 1° A  est un rétracte absolu de 
voisinage 17) situé dans un espace arbitraire E,

2° /  est une transformation continue d'un espace compact 
M en un sous-ensemble de E,

3° Pour tout nombre naturel n il existe un ensemble A nCE 
tel que f  transforme l'ensemble f~1(A„) en A n d'une manière es­
sentielle et qu'il existe une homéomorphie (pn transformant A  
en A n et satisfaisant à l'inégalité p[ç>„(æ),æ]<:i/« pour tout xeA .

Thèse. La fonction f  transforme l'ensemble f~ \A )  en A  
d'une manière essentielle.

D é m o n s tra tio n . Supposons au contraire que f  transforme 
f~ \A )  en A  d’une manière inessentielle. Il existe alors une 
famille {f,}CAf 1(X) telle que f0(x}=f(x) pour tout xe f~ \A )  et

(48)

L’ensemble A  étant un rétracte absolu de voisinage, il 
existe un prolongement continu f0 de la fonction /„ sur un 
entourage U de A  dans l’espace E. On en conclut8) qu’il 
existe une famille (ft}CAu telle que /' soit un prolongement 
de f t sur ET pour tout Ze<O,l>. En tenant compte de (48) on 
en conclut qu’il existe un entourage Z7'CZ7 de f~ \A )  tel que



30 K .B O R S U K

/j[/_1(A)]=t=A. Or f0 transforme U’ en A  d’une manière ines­
sentielle. En tenant compte de 3°, on a pour tout n suffisam­
ment grand f'\A „ )C U ', donc la fonction f0 est définie dans 
l’ensemble f~\A„) en le transformant en A  d’une manière 
inessentielle. En posant maintenant

=  pour tout x e r \ A n)

on obtient une transformation essentielle de f~ '(A n) en A , 
car / transforme f~\A„) en A n d’une manière essentielle et 
est une homéomorphie. En tenant compte de 3° et de la dé­
finition de la fonction f'o comme d’un prolongement continu 
de la fonction /  considérée uniquement dans l’ensemble /-1(A)r 
on conclut que la distance entre fn et f0 (considérée uni­
quement dans l ’ensemble f~\A„)) tend vers 0. Or c’est im­
possible, car pour tout rétracte absolu de voisinage A  il existe 
une constante positive e telle que pour tout espace X  la dis­
tance entre deux composantes différentes de l’espace A x est 
toujours > e 19).

22. D é m o n s tra tio n  d u  théorèm e 3. Soit Q une courbe 
simple fermée située dans une variété polyèdrique W  et soit 
/ une fonction continue transformant un espace M  en W de 
manière que pour tout ensemble compact CCW l’ensemble 
/ -1(C) soit compact et que la courbe Q soit recouverte par 
l’image de /  d’une manière essentielle. D ’après le lemme du 
N° 19 il existe un entourage TJ de O (dans W) recouvert par 
l ’image de f  d ’une manière essentielle. Or, chaque entourage 
de D contenu dans U est aussi recouvert par l’image de / d’une 
manière essentielle. Ceci nous permet d’admettre que la fer­
meture U de TJ est compacte. L’ensemble / _1(?7) contenant 
/_1(Ï7) dans son intérieur, on conclut de (10) que l’ensemble 
TJ est recouvert d’une manière essentielle par l’image de la 
fonction /  considérée uniquement dans l’ensemble compact 
/_1(Z7). Or, d’après le lemme 3 du N° 20, il existe pour tout

1#) Voir ma Note „TJber eine Klasse von lokal zusammenhangenden 
Raumen", Fund. Math. 19 (1932), p. 225.
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nombre naturel n une homéomorphie ç>„ transformant Q en 
une courbe simple fermée X?„=<?„(£?) située dans JH dans 
une position localement régulière et satisfaisant à l’inégalité 

pour tout xéQ. Mais, d ’après le théorème 1 du
N° 8, la fonction /  transforme l’ensemble /_1(I?n) en d ’une 
manière essentielle. En tenant compte du lemme 4 du N° 21 
on en conclut que f  transforme aussi l’ensemble en Q
d’une manière essentielle. La démonstration du théorème 3 
est ainsi achevée.



SUR LES COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE

Par M. Emile Cotton, Grenoble

La famille des courbes (P) égales à une courbe gauche 
donnée est déterminée par les expressions de la courbure c 
et de la torsion t en fonction de l’arc s de la courbe. Une cer­
taine condition, P = 0 , doit être remplie pour que l’une des 
courbes (P) soit tout entière située sur une surface donnée ($); 
elle fait l’objet du présent article. En général R  s’exprime 
avec c et ses dérivées d’ordre inférieur ou égal à quatre, t et 
ses dérivées des trois premiers ordres (n° 1). Lorsque (/S1) est 
invariante par les transformations d’un sous-groupe du groupe 
des mouvements, l’ordre maximum des dérivées de c ou de t 
intervenant dans la relation R ~ 0 ,  s’abaisse (n° 2). La rela­
tion P = 0  est bien connue dans le cas du plan ou de la sphère; 
le cas du cylindre de révolution étudié ici (n° 3) conduit à une 
relation qu’il serait possible d’écrire explicitement, mais qui 
est loin d’être aussi simple que dans les deux cas précédents. 
Quelques mots concernent enfin (n° 4) le système formé par 
deux équations P = 0 .

1. Soit j{x,y,z} une fonction des trois coordonnées rectan­
gulaires d’un point M. Lorsque M  décrit une courbe (P), x,y ,z  
sont fonctions de l'arc (ou abscisse curviligne) s de (P); et / 
devient une fonction de s, soit P(s). Les dérivées successives 
de F  se calculent par les formules connues de dérivation des 
fonctions composées, et les formules de Frenet permettent de 
les exprimer au moyen de x,y,z, des cosinus directeurs a,(i,y, 
a', p', y' de la tangente M T  et de la normale principale M N, 
des expressions c(s), <(s) de s donnant la courbure et la tor­
sion de (P) en fonction de l’abscisse curviligne, et de leurs 
dérivées successives c',t',
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Supposons maintenant (J7) située sur la surface (S) d’é­
quation:

(1)
F(s) et ses dérivées sont nulles. D ’autre part, les cosinus 
directeurs de deux droites perpendiculaires sont fonctions de 
trois variables indépendantes seulement, il arrive en général 
que les 6 équations

(2) J ’(s) =  0, ^ = 0  
ds ’

(dont les premiers membres sont exprimés comme il a été dit 
plus haut) permettent de considérer x ,y ,z  et les cosinus a , y '  
comme fonctions composées de s par l ’intermédiaire de c(s), /(s) 
et de leurs dérivées c',c”,c " ',t ',t”. En portant ces expressions

daFde x ,y ,...,y ' dans l’équation - ^ - = 0 , on trouve une relation

(3) Æ (c"",c" ',c",c ',c ,f'" ,i" ,f,< )=0,

condition nécessaire pour que (P) puisse être placée sur la 
surface (S). On peut (en supposant les données analytiques 
et utilisant la série de Taylor) démontrer que, parmi les cour­
bes. (P) dont la courbure et la torsion sont des fonctions don­
nées c(s), i(s) vérifiant identiquement la relation (3) (courbes 
égales entre elles), il en est au moins une située tout entière 
sur (&).

Lorsque (S) est une surface algébrique, les premiers mem­
bres des équations (2) sont des polynômes en x,y, et le 
premier membre de (3) est un polynôme.

Si Von remplace l’équation (1) de (S) par l’équation d’une 
surface égale (S*) rapportée aux mêmes axes, on obtient encore 
la même relation (3). Soit en effet (Po) celle des courbes (P) 
qui est sur ($), déplaçons simultanément (S) et (Po) de ma­
nière à faire coïncider (S) avec ($*), (Po) occupera une nou­
velle position (Po) située sur ($*), les fonctions c(s), t(s) ne 
sont pas modifiées et ne cessent pas de vérifier la relation (3).

3Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII.
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2. Lorsque la surface (S) est invariante vis à ois des trans­
formations d'un sous-groupe du groupe des mouvements, la rela­
tion (3) est remplacée par une relation plus simple, en ce sens 
que les ordres des dérivées de c et de t qu’elle utilise sont in­
férieurs à ceux du cas général.

Considérons d’abord le cas où (S) est un plan. Une courbe 
plane a une torsion nulle, (3) est remplacée par Z=0. Sup­
posons ensuite (S) sphère de rayon 7»*. La relation cherchée 
s’obtient en exprimant que 7/ est le rayon d’une sphère oscu- 
latrice à (S), ce qui donne aisément

Dans les exemples précédents, le sous-groupe est à trois 
paramètres; examinons ensuite les sous-groupes à un para­
mètre: Si (S) est un cylindre on peut partir de l’équation

/(æ,ÿ) =  0
la variable z ne figurant pas, il suffit des cinq premières équa­
tions (2) pour déterminer les variables restantes; en portant 
dans la sixième, on a une relation de la forme
(4) R(c'",c",c',c, t",t',t)=O.

Si (S) est une surface hélicoïdale, ou une syrface de révolution, 
on peut, en prenant pour Oz l’axe du mouvement qui la laisse 
invariante, remplacer (1) par la représentation paramétrique

(5) ic=pcosO, 7/=gsin(i, z=g(g)-\- hd,

h est une constante (nulle si la surface est de révolution). 
Les cosinus directeurs de la tangente M T  à une courbe

de la surface sont
A(Zp . „dO « = co s0 -^—osinù—,

ClS Cio
(f=sinO~^+ ocosO^-, 

ds ds ds
y=«'Mÿ+i>

Soit A l’angle de M T  et du prolongement ML du rayon 
du cylindre de révolution d’axe Oz passant par M

la relation
cosÂ=acos0-)-j3sin0= dç> 

ds ’

dp\2 do dda2+/?2+ y 2= ( l  +  </'2) ^ J  + 2hg’~ - ^ + ( p 2+ h2)ds ds =1,



C O U R B ES T R A C ÉE S SU R  U N E  SU RFA C E 35

donne ensuite — ; s’expriment donc en fonction de

q, 6 et A. Soit de même /t l’angle que la normale principale 
de (P) fait avec ML, les relations

aa'+  /?/?'+y / = 0 , a'cos0+ /S'sin0= cos;t, a'2+  /9'2+ y '2= l

donnent a', (T, y ’ en fonction de q, 6, A, y.
(Géométriquement, ces derniers résultats tiennent à ce que 

M  décrivant une hélice tracée sur (S), le plan tangent en M  
à ($), la droite ML, la parallèle Mz à Oz constituent une figure 
de forme invariable).

Puisque x ,y ,z  et les six cosinus sont fonctions de quatre 
variables seulement, et que la première des équations (2) est 
vérifiée identiquement, l’élimination de ces variables peut être 
faite entre les relations (2) et on obtient encore une relation 
de la forme (4).

3. Un dernier cas reste à considérer, celui où ($) est' un 
cylindre de révolution; le sous-groupe est à deux paramètres. 
La représentation paramétrique (5) ne peut plus être utilisée, 
q étant constant. Nous étudions ce cas par une méthode un 
peu différente.

Considérons un cylindre défini par un trièdre mobile de 
Darboux Mxyz, l’axe M x étant tangent à la section droite pas­
sant en M, l’axe My la génératrice passant en ce point, l’axe 
Mz étant normal à la surface. En prenant pour paramètre 
l’abscisse curviligne u de la section droite et la distance v de M  
à un plan fixe perpendiculaire aux génératrices, on a, avec 
les notations des Chapitres I  et I I  du livre V du tome II  des 
Leçons sur la Théorie des Surfaces, de Darboux, les formules 
suivantes pour les translations et rotations du trièdre

£ - A = l ,  ^ = ^ = 0 ,  ^ = 0 = 1 ,  p=q1=O, r= r1= 0,
Pl= l/J i '= 0 .

De plus, q est fonction de la seule variable u, et — l/</=JÎ 
est le rayon de courbure de la section droite.

3*
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Les formules
du dv

(6) —-=  cosco, ds , —= sin  mds
(7) CCOScÔ= —g'cos2 co

dco
(8) ds csincô

dco
(9) ds ~ f +  geos co sinco

concernant une ligne (T) tracée sur la surface sont données 
par Darboux (Leçons sur la Théorie des Surfaces, t. I l ,  ta ­
bleaux I I  et V, p. 383, 386); co est l’angle M x,M T, M T  étant
tangente à (T), ü>=MN,Mz, M N  étant la normale principale; 
s est l’abscisse curviligne, enfin c—l/g  et i= l / r  désignent 
respectivement la courbure et la torsion.

Mous les utiliserons en regardant c et t comme des fonc­
tions données de s, ce qui détermine la courbe (T1) à un dé­
placement près et permet de déterminer en fonction de s 
co, cô, u, v, q. D’une façon plus précise, en remplaçant q par sa 
valeur tirée de (7) dans (9), on a une équation (9') constituant 
avec (8) un système d’équations différentielles que co, cô doivent 
vérifier; ayant co, les équations (6) donnent u et v par des 
quadratures, et q se déduit de (7).

Géométriquement co et cô donnent la position du trièdre 
Mxyz par rapport au trièdre de P renet , l’axe My a une di­
rection fixe dans l’espace, et engendre un cylindre ($); la sec­
tion droite en est déterminée par sa courbure (—q) et par son 
abscisse curviligne u, enfin v donne la distance de M à une 
section droite.

Mous aurons à utiliser une équation donnant dq/ds en fonc­
tion de q,co,s. Pour la former on écrit d’abord:

-—t) =  g2 sin2 co cos2 co=—ecoscô(ccoscô-|-g)(10) ds
en dérivant ensuite la relation (7) et éliminant co et dœ/ds en 
utilisant (8) et (9), on obtient la relation suivante, cas parti­
culier d’une équation donnée par Laguerre (tormule 8 du 
tableau V des Leçons de Darboux):

— de ^dco\_ccosco dq 
ds) q ds2t-(H ) cosco-—l-csmco ds



L’élimination de dm/ds entre (10) et (11) conduit à l ’équa­
tion cherchée que nous écrivons provisoirement

(12) F ( g , î , S , S) - 0 .

Si l’on obtenait q et w comme solutions du système diffé­
rentiel (11) et (12), on aurait, œ par la relation (7). On pour­
rait alors trouver les valeurs initiales s0,œ0,q0, de façon que 
la valeur correspondante de dqfds soit nulle:

(13) ^(O, ç0, <Wq, s0) =  0.

Cette équation donne par exemple w0 une fois choisis q0 
et s0; par suite elle détermine les cylindres passant par (r) pour 
lesquels, en un point donné s0, le cercle osculateur à la section 
droite a un rayon donné et un contact du second ordre avec la 
section.

Pour que la courbe (P) soit située sur un cylindre de ré­
volution de rayon R , il faut et il suffit évidemment que <ü 
étant solution de

(14) F(o, — 1/R, cü,s)=O

vérifie aussi l’équation obtenue en égalant à zéro le premier 
membre de (11):

(15) cos smcul 22— ^—1=0.

Nous simplifierons les formules qui vont suivre en suppo­
sant R = l-, on peut le faire sans diminuer la généralité, puisque 
cela revient à prendre pour unité de longueur le rayon du 
cylindre, ou encore à remplacer les variables anciennes

U ,V ,C , t ,8

respectivement par

u '= u /R , v '= v/R , c '= R c, t '—R t, s '= s /R  

et à supprimer ensuite les accents; on a, maintenant q = —l.
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Nous avons ainsi, en partant de (10),

(10') -j— il =ccosco(l— ccosco)

que nous transformons en la multipliant par 9c2sin2œ et rem­
plaçant 3csincô^  par sa valeur tirée de (15). Tl vient

Cto

(16) ^coscoy;—cisincoj —9c3sin2«)costo(l—ccosco) =  0;

c’est l’équation (14) pour J ? = l. On l’écrit encore, en prenant 
comme inconnue u=cotgcô

(17) G(a, G', c, t) =  [(1 +  <t2)(ctc' - cZ)2 +  9c4u2]2-8 1 c 6a2(l +  <x2) =  0,

L’équation (15) nous donne
(18) 3 c^ + (c 'u + 2 c< )(l+ ff2)^ 0 . 

Nous écrirons
(19) G(a,c', c ,t)= A 0oa -{ -A ^  -(-••• +-‘4-8== 0

les coefficients de ce polynôme sont fonctions composées de s 
par l’intermédiaire de c',c,t. Posons

dAi . 9Ai 
~di~~dcr

dAi , , SAi , -c H— •de dt

La dérivée da/ds d ’une solution de (19) est donnée par

y  dAj a-,- »
da ds ds

i=Q

Remplaçons da/ds par sa valeur tirée de (18), on voit que a 
vérifie encore l’équation du huitième degré

8 dG(20) Æ(ff,c'',c',c,<',/) =  3 c ^ ' ^ a 8- ' - ( l  +  a2)(c'ff+2ct)-^ =  0.
z—0
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La relation cherchée est

(21) R(c”,c',c,t',t)=O,

B désignant le résultant de G et H  considérés comme polynô­
mes en cr; il est superflu de donner ici l’expression explicite 
du polynôme en c",...,t qui constitue R.

4. Considérons deux équations du type (3)

(22) R(c"",c'",c”,c’,c ,t"’,t" ,t’,t)=O R1(c'"',...,t) = 0

concernant respectivement deux surfaces (S), (St). Elles cons­
tituent un système d’équations différentielles où les fonctions 
inconnues sont c et t; la variable indépendante s ne figure 
pas dans ces équations. Un tel système détermine les inter­
sections (U) des surfaces égales à (S) avec les surfaces égales 
à ((Sx). Il peut se ramener, par un procédé classique, en pre­
nant c comme variable indépendante à un système de 6 équa­
tions donnant c' et ses dérivées t et ses dérivées en fonction 
de c, système complété par une septième équation donnant 
par une quadrature s en fonction de c. La constante additive 
correspondante n’intervient pas dans la forme des courbes (U) 
qui dépendent bien en définitive, dans le cas général, de six 
constantes arbitraires.

Si les surfaces (S) (Sx) sont égales, les deux équations (22) 
ne sont plus distinctes. Mais on observe que la condition R = 0  
exprime que les 7 équations en æ,y,z, a,...,y'

F = 0 , E ' =  0,..., E (6)=0

ont un système de solutions communes (n° 1); pour qu’il existe 
deux systèmes de telles solutions (correspondant à deux po­
sitions distincte's de (U) sur la surface (S), une seconde con­
dition doit être remplie; elle constitue avec R=Q  le système 
d’équations différentielles cherchées. Par exemple, dans le cas 
du n° 3, on l’obtiendrait en écrivant que les deux équations 
(19) (20) en a ont deux solutions communes.

Lorsque l’une au moins des surfaces (S) (Sx) admet les 
transformations d’un sous-groupe du groupe des mouvements, le 
nombre de constantes arbitraires dont dépendent les courbes
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(P) est inférieur à six. C’est le cas par exemple des courbes 
définies par 72=0, t —0, ou par l’équation unique

(23) J2(c"", c"', c", c’,c, 0,0,0,0 )= 0

correspondant aux sections planes de la surface ($) à laquelle 
correspond 72; elles ne dépendent plus que de trois constantes 
arbitraires. Ce nombre se réduit encore pour les surfaces con­
sidérées aux n08 3 et 4; ainsi, pour un cylindre de révolution, 
l’équation (23) est du second ordre

(24) 72(c",c',c,O,O) =  O.

La forme des sections planes considérées (ellipses dont le 
demi petit axe a une longueur donnée J?= l) , ne dépend plus 
que d’un paramètre. On ramènerait (24) à une équation du 
premier ordre en prenant c comme variable indépendante, 
mais les calculs du n0 3 donnent très simplement l’intégrale 
de cette équation différentielle; on part de l’équation (15), 
où l’on fait 2=0:

-d e  „ . -dû) cos co = —3c sm co—r—=  0, ds ds

les variables se séparent; on a par suite, k désignant une con­
stante

_i
ccos3cô=fe3, coscô=fcc 3;

la relation (7) s’écrit, puisque q = —l,  ccoscô=cos2co et 
2 2

cos2 a>=kc3, sin2co=l —kc3.

On porte ces expressions des sinus et cosinus dans l’équa­
tion (9) correspondant à 2=0, q = —l,  ce qui donne

et enfin

d cos co 
ds sin cocos co sin co

de -c' = - ^ = - 3 c3(Æ-1-
ds

2 1 2  i 
-C3)2 (C3- f c 2)2.(25)
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L’équation intrinsèque des ellipses considérées peut s’écrire
2

en exprimant l’arc s en fonction de w=c3, c étant la courbure; 
cette expression est une intégrale elliptique

_ 1  f _______ du_______
u^u(k~1—u) (u— k2)

On peut évidemment obtenir cette même équation en par­
tan t de la représentation paramétrique classique

X=acos<p Y=srn.(p
2 2

et trouver ainsi k= a 3 ou encore cos30 en appelant 0 l’angle 
du plan de l’ellipse et d’un plan perpendiculaire à l’axe du 
cylindre de révolution.



SUR QUELQUES INTÉGRALES DU TYPE DE DINI

Par J. Marcinkiewicz, Wilno

1. Soit donnée une fonction F(x) de période 2jt. Posons

(1.1) A(F,æ,h)=A(x,h)=F(x+ h)+F(x—h) — 2F(x).

Lorsque la fonction F  admet une dérivée /  assez régulière, 
par exemple lorsque /  vérifie la condition de Lipschitz d’ordre 
positif, on a pour tout x

2jt

(1.2) J  |d(æ,f)|rf r ldt<oo, r ^ l .  
o

Au contraire, si l’on suppose seulement l’existence de la 
dérivée f(x) dans un point particulier, l’intégrale (1.2) peut 
être divergente en ce point. Cependant on a le

T héorèm e 1. Soit F  continue, dérivable dans un ensemble E 
de mesure positive. L'intégrale (1.2) existe pour tout r ^ 2  presque 
partout dans E. Pour r<  2, le théorème tombe en défaut.

Supposons que la fonction F  est absolument continue et que 
sa dérivée feL q (q^2). D’après le théorème 1 l’intégrale (1.2) 
avec r—q définit une fonction de x. On peut demander quel 
est l’ordre de grandeur de la fonction ainsi définie. On y a le

Théorèm e 2. Lorsque F est absolument continue et F '= feLq, 
on a

2n  2/r 2n

f  )' \A(x,t)\qr >- 1d t^C <l f  \f\qdt.
'  ' (1

(1-3)
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On a aussi un théorème réciproque dans un sens au théo­
rème 2:

T héorèm e 3. Soit F  une fonction absolument continue 
F(W)=F(2n), l < p ^ 2 ,  f= F '. On a

(1-4)
’ln 2æ

f  \f\pd x ^G pf  f  ^ d x d t .

2. Nous commençons par la démonstration du

L e m m e  1. Les théorèmes 1, 2, 3 sont vrais lorsque F est 
absolument continue, F(0)=F(2n), F 'eL2 et r=2.

Posons
oo

F '(x)= f(x)= 2(akcos kx+bh&mkx).î
On a

A(x,t) = —4: /ai,8iD.kx—bkCOSkx\ . „kt 
------- ;-------------s n r  —.

L’égalité de Parcéval donne
2n c

2V sin‘ fct/2 
St5 •

A*(x,t)dx=16  ̂ ( 4 + 4 ) ^

En multipliant les deux membres de la dernière égalité par 
t~3 et en intégrant dans l’intervalle, (0,27r) on obtient

2zr 2n  oo 2tt

i y  J 1A \x ,t) t~ 3dxdt—1() ^ ( 4 + 4 )  dt>
o o

ce qui implique le résultat demandé.
3. Dans une autre n o te1) j ’ai démontré le

L em m e  2. Soit F  une fonction continue, dérivable dans un 
ensemble E de mesure positive. Pour tozit e> 0  on peut définir 
un ensemble QCE et deux fonctions G(x) et H(x) de période 2n 
de sorte que Von ait

l) M arcinkiew icz 2.



44 J .  M A K C IN K IEW IC Z

(3.1) \E—Q\<e,
X

(3.2) (?(0)=G(2^), G(x)=fg(x)dx, geL*,
0

(3.3) G(x)=F(x), (xeQ),
(3.4) F(x)=G(x)+H(x),

et enfin pour presqzie tout xeQ
.T

(3.5) J  \H(x-\-t)\t~'dt<oo.
—jz

4. Nous allons démontrer le théorème 1 avec r—2. Fixons e 
positif et considérons l’ensemble Q et les fonctions G et H  
satisfaisant aux conditions (3.l)-(3 .5). En tenant compte de (3.2) 
et du lemme 1, on conclut que l’intégrale

‘2.-r
(4.1) f A 2(G,n;,t)r3dt 

. 0
existe presque partout dans l’intervalle (0,2?r). D ’autre part, 
les formules (3.3) et (3.4) montrent qu’on a presque partout 
dans Q

H (x)=0, H '(x)= 0,

ce qui montre en vertu de (3.5) que l’intégrale 

J  H '(x+ t)t~3dt
— iT

existe presque partout dans Q. Or, l’existence de la dernière 
intégrale implique évidemment

2.-T
(4.2) [A \H ,x ,t) t~ 3dt<oo. 

o
En tenant compte de (4.1) et (4.2), on conclut facilement 

qu’on a presque partout dans Q
2n

y  J 2(F,æ,f)Z_3d t< o o . 
o

(4.3)
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Or, e étant arbitraire, il s’ensuit, d’après (3.1) que l'inégalité
(4.3) subsiste presque partout dans l’ensemble E.

Remarquons enfin que l’inégalité (4.3) entraîne (1.2) avee 
y > 2  dès que la fonction F  admet une dérivée finie.

5. Pour démontrer la partie négative du théorème 1, 
posons

a„=l/|/ïï logn.
On a
(5.1) ^a„<oo, ^ a'à=cx>, ls^p< 2.

Soit
oo oo

(5.2) /(#) =  ^>a„cosnlx, F ( x ) = ^  ^jsin/i!.-r.
2 2 ’

D’après (5.1) on a jeL 2. D’autre part

(5.3) A (F ,x,t}= —4 V ^sinw îa?sin2» ! j

« t-1

|-ç/l(æ,Z)|> — |sin«i!a;| sin2w&! — ^ '^ - |s in » !a j|s in 2«.!
m! 1 1 2 -t— n! 2-

2
OO

? |sinn ! â?| = Am Bm Cm n\ZZI-J-l

2n  2jml

f\â (x ,t)\pt~p~ \ l t ^ ^  [\A(x,t)\pC p~ 'd t^  
ü i,„!

2 ml 2/ml

Bpnr ,,- 1dt
m >/m! î m!
2/ml

f  cpmt - p- id t = ^ { i ^ - i ^ - i i r \
m ni

On a
2/ml

(5.4) I (im)— ■ |sin »w!æ|/’am /%in2/'ïwl^Z- ,’_1dZ^|2amlsin)»!æ|2
3ml J  2.

\!m \
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OÙ

Or, comme

ou bien
(5.5) 
et

(5.6)

î
Â= I sin2ptt~3dt. 

1/2

2'm!

Les inégalités (5.4), (5.5) et (5.6) donnent
2/T

[  d’Xxjtjt P 1dt'^^Asin2m'.æam~G^m~32
P m m

et tout revient à démontrer que l’on a presque partout

(5.7) ^amSin2m!/z;=cxD,

ce qui résulte facilement de l’inégalité (5.1) et du fait bien 
connu2) qu’une série

JT’cvCOS Ap#, 2, c2 oo

converge presque partout.

6. Le théorème 2 est une conséquence facile du théorème 
sur la convexité des normes des opérations linéaires de RL M. 
E iesz 2bl“). L’expression U(j,x,h}—A(F,x.,H\h~ï, con­
sidérée pour 0<æ^27î, 0^.h<2n, est une opération linéaire. 
D’après le lemme 1, on voit que

2ît 2/c 2n

(6.1) [f  j'w2(/,a;,i)dalf/.logr1]1'2<O 2[y’ fd x ]1'2
0  f  0

avec C2 indépendant de e.

2) Zygm und 5, 2bl’) R iesz 3.
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D'autre part, lorsque la fonction / est bornée, la fonction U 
l’est aussi et on a

2/i 2n
(6.2) lim JI I \ ü r(f,x,t)\dscillogt ’l / <2m ax |/|.

r->-oo L  -

L'opération TJ é ta n t défin ie p o u r feL 2 e t feL°°, elle peut 
ê tre  aussi défin ie p o u r to u t  r, 2 ^ r ^ o o .  On a donc

2/r 2/i

(6.3) J y  U'(f,x,t)t ' ldxd t^C rl\f\rdx.

Cr étant indépendant de f, on en déduit le résultat demandé.

7. La démonstration du théorème 3 est basée sur le suivant

L em m e 3. Soient

(7.1)

On a

oc
/ = 2 ’(«ZfÇO.ste+^sinÀ^), 1eLp, p > 1 . i

zL(/,æ)=ZL(®)= .Z (a,cosûc+Z>,sinûc).
2P

(7.2)

Ce résultat est 
R. Paley 3).

Nous utilisons

connu, il est dû à MM. J. Littlewood et

encore le

L e m m e  4. On a pour tout polynôme trigonométrique S 
d'ordre n au plus

2/r 2tc

(7.3) f \ S ’\pd x ^ n pf  \S\pdx.
0 0

Ce lemme est aussi connu, il est dû à M. A. Zygmund 4). 
Enfin nous appliquons le

s) L ittlew o o d  et P a ley  1.
4) Z ygm und 6.
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L em m e  S. Soit
oo

f(x)=a0/2+ £  (akGOskx+bksmkx'),
n

s„=a0/2+ £  (akeoskx+bksmkx),

On a

(7-4)

jeLp, p > l .

2n
y  \S„\pd x ^ A pJ. |/|pdx

Ce résultat est dû à M. M. E iesz 5).

8. Nous allons maintenant démontrer le théorème 3. 
D’après le lemme 3, on a

f  Ap(F ,x,t)dx^^(F A l(A ,x,t))p 2dx 
b o
2n 2n  2/r

/' [  Ap(F,x,t)t~p~1̂  [  [  (FAÏ)pl2d x d t^  
Ô ()

2zr 2“ *’

I  d x I  Avt~p~{dx dt

0
2tc 2n

0 0

0 9—v-1
ou bien

2zt 2rc

(8.1) f  f  Ap(F ,x ,t) r p- ld x d t ^ f  dxZ2pf  Ap(A,x,dv),

ou

On a
2- ’'~1< 0 v^ 2 _*'.

2W+ 1- 1
tnSin/zæ

Z 1 * — 1

„ , ,  n \ V  a .u S m / lX — bflGO S//X  . „ dfl 
A v( A , x , 0 „ ) = --------- --------------- —  s in S /z y .

Lorsque /.i croît de 2" jusqu’à 2"+1, l’expression /<0„/2 croît 
aussi de 2v~7l9v jusqu’à 21'0„ et l’on a

6) R iesz 4.
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Posons sin2,«0v/2=:2„. La suite Â„ est donc croissante et 
l’on a pour 21’</<<2‘’+i, sin2K 2 „ < s in ’l.

Posons
n n

sin —b„ cos fix . V a.» sin LlX ~  &/<cos !lX/ ,  — Sll) / .  — @n'fl [l
2V ïv

En appliquant la transformation d’Abel et l’inégalité de 
Minkowski, on trouve

2’'+ ! —2

1—  1/^2*’+ 1—1

2**

■in 2*'+1—2 2æ

2a

+A2v+l-l{J' |s2v+i_]|pda;J .

L’inégalité (7.4) donne

|s/,|pda;]1/p̂ .A /,{ f |J „\pdx} ,
0 0

ce qui porté dans '(8.1) donne
2a 2a

(8.2) f  f  Ap(F,x,t)t~p~rd t^A F 2 vp f  ^ v + i^ d æ ,
2a

0 0
où A  désigne une constante positive. D’autre part, l’inégalité
(7.3) donne

2n 1
f  \Av(f,x)\pd x ^ 2 (v+1)pf  ^ r ^ d x ,
» 0

ou bien en vertu de (8.2)
2a 2a  2a 2a

f  f  \A(F,x,t)pt~p~ld x d t ^ A ^ . f  \Apv\ d x ^ A f  (ZÂÎ)p2dx,
0 0 0 0

ce qui, d’après. (7.2), achève la démonstration du théorème 3. 
Rocznik Pol. Tow Matem. T. XVII. 4
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9. Il est très probable 4ue le théorème suivant subsiste. 
Soit F(x) absolument continue, F(0)=F(2:n),F'=f. Posons

g2(x )= J  A2(F,x,t)t~3dt.

On a pour tout p >1
2a 2a 2a

A Pf  gpd x ^  J  \f\pd x ^ B pf  gpdx.

Si ce théorème est vrai, sa démonstration est probablement 
beaucoup plus difficile.
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QUELQUES THÉORÈMES SUR LES SÉRIES 
ORTHOGONALES LACUNAIRES

Par J. Marcinkiewicz, Wilno

1. Dans une note récente1) j ’ai démontré le

T héorèm e 1. Soit {q)n} un système orthogonal et normal 
dans l'intervalle (0,1) vérifiant la condition

i

(1.1) lim sup I |?>n(æ)| dx > 0.

I l existe une suite {n,} telle que la convergence presque par­
tout d'une série de la forme 

(1-2)
équivaut à l'inégalité
(1.3) ^ < 0 0 .

Dans une autre no te2) j ’ai amélioré une partie de ce théo­
rème en démontrant le

T héorèm e 2. Sous la condition (1.1) il existe une suite {n} 
telle que la relation

nv
(1.4) lim inf J 1 (zr j >  —  0 0

n->oo 1 <

vérifiée presque partout entraîne (1.3).

M arcinkiew icz 2, c/. aussi M arcinkiew icz 3 et M enchoff 5 et 6.
2) M arcinkiew icz 4.

4*
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La démonstration que j ’ai donné pour ces théorèmes est 
très longue. Le but de cette note est de les démontrer d’une 
façon plus courte et plus simple. Ma nouvelle démonstration 
sera basée sur le

T héorèm e 3. Sous la condition (1.1) il existe une suite {nt} 
telle que Von a pour des nombres av a2,a,3,... arbitraires

n î n
(1.5) A (^a 2„)pl2̂ . l \2 a v<pn (x)\pd x ^ ( ^ a 2v)p,'i (0 < p ^ 2 ),

1 o 1 1
où A  désigne une constante positive3 4).

2. L e m m e  1. Soient {a)v} le système orthogonal et normal 
de M. WalshA), {«,} une suite de nombres entiers telle que

(2-l) nl+1/n t^2
et /
(2.2)

une fonction de la classe Lp (p > l) .
La série

(2.3) Ay=
V 2V—1

converge presque partout et on a Vinégalité 
î î î

(2.4) (ZA2)pl2d x ^ f  \1\pd x ^ B pf  (ZA2v)pl2
b o o

où A P> A  dès que § < p < 2 .
Ce résultat est connu, il est dû à E. P aley 5).

3. L em m e 2. Soit

i i
(3.1) J\y>v\dx>A, fy)ivd x< l.

o b

8) Une inégalité analogue pour a été considérée par- M. S. Ba-
nach. Voir B anach 1.

4) W alsh 8. 6) P a ley  7.
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d x ^  J  o 2d x ^ - ^ a 2 j  ip2 d x ^ A 2/ 4 ,  

B B
I oPl2d x ^  I

(3.6)

On a pour toute suite {a„} et tout jo^2

(3.2) (2'a2„)p2< 4 J - 2/ l( r « > 2)p/2.
o

Nous pouvons supposer évidemment ^ a 2= l .  Posons 
<r2= ^ a 2y)2 et désignons .par A  et B  les ensembles dans lesquels 
on a réspectivement cr>l et u ^ l .  On a tantôt | j l |^ d 2/4 tantôt 
|M |^ 2/4. Le premier cas est banal. Dans le deuxième on a

f \ v v\dx + |J .|'/l,
0 8

d’où l’on déduit
f y ïd x ^ A 2̂ ,
B

O P''2

ce qui démontre le lemme.
Maintenant nous pouvons démontrer le théorème 3. En 

changeant les notations, on peut admettre que l’on a
i

(3.3) f\<pv\dx^2A .
0

Soit

Posons mo=O, «x= l  et désignons par m1 un nombre satis­
faisant à la condition
(3.4) J a 2/(^Æ /4.-

n l

Supposons n i,n2,...,nk et mi,m2, définis. Choisissons 
pour n/,+1 un nombre assez grand pour que l’on ait

(3-5) ân^ i>ftl<[ApA ] p/4 , nk+i>nk
î

et ensuite pour un nombre satisfaisant aux inégalités
oo

mk+i>2mk-, ^ « 2A+],,t<  [-‘M 2]2̂ / 4*+1. 
m k + i
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On a
" • v - l  QO

= 2 a"v. ,> %+ 2 anv. /' %<+ 2 anv. /< % =  e-
1 IHp-l + l «lp+1

ou
A /I2(3.7) N < ^ - 2 - v; ^ ’p2dœ^zl24

î

Soit 3/2̂ p ^ 2 .  On a

>

0 1

{ /121 avy>fdx} '- [f\S -  {/127 â fdx] '"=1̂ 1,,—13.n 1 n 1 n 1

D’après (2.4) et (3.2), on a I p^ ± A pÀisp/i où s—^ a 2. 
L’inégalité (3.7) donne I 2̂ [_ApA2]'Ips '2/1G et i'g^ApJ 2s"/2/16, 
ce qui entraîne

{f 7'' 7»

Le théorème se trouve démontré pour ^ p ^ 2 .  Soit donc 
p<$. Désignons par 4  et B les ensembles où ( x ) ^ l

1
et 2 a 2tp2 (æ )^ l. Lorsque |A |>/t, on a f  ap2dx^/u (o = 2 a ï(Pnv')- 

b
Dans le cas contraire, on trouve

i i
I a3/idæ =  f  +  I C,“1/4+ / aPli dx'i f ai/i dx^ C ,

A R
d’où

f  a''!2 d x ^ G —/A,Â c/2  
b

et il en vient dans tous les cas
1

y  c t''/2 (/æ ^c/2 .
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L’inégalité J oP/2d x ^ l  étant évidente, il en résulte le théo- 
o

rème. En s’appuyant sur ce résultat, on peut démontrer le

Théorèm e 4. Sous la condition (1.1), on peut choisir une 
suite {<pn } telle que l'on ait pour toute suite {a} et tout ensemble A, 
|A |>1 —ep
(3.8) f  \Sai q>ni\Pd ^ G p^ a iv)pl2.

A

En effet, en supposant l’inégalité (1.4), on a

[ \S a i(Pnp x = f -  f  >  A p(2 a 2)- \C A ? -pp(Za2)p̂
À O CA

4. Maintenant nous pouvons démontrer le théorème 2. 
Soient {ç?n } les fonctions choisies dans le théorème 3. Sup­
posons (1.4) vérifiée et

2*0?= o o .

Il existe un nombre J I  tel que la relation
P
î 1

est vérifiée dans un ensemble E, \CE\<e1,e1 étant le même 
que dans le théorème 4. On a 6)

S „ \d x ^ f\S v+ M \+ M ^  J 's v+ 2JH = 2M + éa^i
E E

où Sv=2jai (Pn,r I 
1 E

Or, de la relation J/£J<1 on conclut facilement que 

f\8 r\d !C = O (ê^ ,t,
e 1

ce qui est en contradiction avec (3.8).

/ I

6) Comparer Z ygm und 9.
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Le théorème 1 résulte du théorème 2 et du lemme 1. En 
effet, le théorème 2 montre que (1.2) entraîne (1.3). D'autre 
part, posons comme dans le lemme 2 <pn + L ’iné­
galité (1.3) entraîne

d’où résulte d’après le lemme 1 la convergence presque partout 
de la série

La convergence de la série ^ a vsv étant évidente, il reste 
à démontrer la convergence de la série ^ a vgv, mais elle ré­
sulte immédiatement de la relation

i
f \a vQ„\dæ<o°.
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BINÂRE MATRIZENFORMELN 
FÜR DIE CLIFFORD-ZAHLEN1)

Von Duwid Wa jnsztejn , Krakôw

1. Wie bewusst gibt es binâre (komplexe) Matrizen, die 
als Formerln für die Quaternionen gelten dürfen2). Es ent- 
steht die Frage:

Darf man für die Clifford-Zahlen mit 2" Einheiten bindre 
Jüatrizenformeln im Gebiet der Clifford-Zahlen mit 2n_1 Ein­
heiten bauenl

Dieser Frage, die zu bejahen ist, widmen wir die Note. 
In  nnseren Erwàgungen benützen wir die Eesultate aus un- 
seren Noten:

[I] über die C lifford-Lipschitzschen hyperkomplexenZah- 
lensysterne 3).

[II] a-Matrizen und C lifford-Zahlen*).
Diese Noten werden im weiteren mit den Zeichen[I] bzw. [II] 

zittiert sein. Wir behalten aile Bezeichnungen aus diesen Noten.
2. In  [I]. § 4. haben wir einen hyperkomplexen Zahlen- 

system mit 2n Einheiten

(1) -®'l)-®2>-®3»
untersucht.

S tatt der Einheiten (1) darf man 2" C lifford-Z ahlen

(2) .
1 ) Diese N ote wurde im Seminar des Herrn Prof. DrW .W ilkosz verf ertigt.
2) P. K lein: Vorlesungen über die Entwicklung der Hathematik im 

J9. Jhd. I. S. 190.
3) Annales de la Société Polonaise de Mathématique T. XVI [1937], 

S. 65-83.
«) Ann. de la Soc. Pol. de Math. T. XVI [1937], S. 162-175.
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als Grundeinheiten wàhlen s), wo

+ « 1>2-®2+••• +  ai,2n-®2n
2̂ =  ®2,1 ® 1 ~̂~a2,2 “t” • • • *t“ a2,2n'®2n

(3) . . . . . . .  ...................
??2n== a2n,l"®i "t” a2n,2'®2_l_‘" _t_a2n,2n‘®2" 

(a,A reell) mit der Bedingung:

(4) Det ||a/,*|| 4=0-
Auf Grand der Multiplikationstafel [I] (30) und der For­

mel [I] (47) haben wir
^ = ± - B r

Wir wàhlen als neue Grundeinheiten (2) die C1 i f f o r d-Zahlen 
(5) ei; 62, ® 3 ,  • • • »  ® 2 n

für welche die Zahlen a,* aus (3) durch die Formeln
az,A=0 für i=t=A-

+1 für Et=Eia„=
- 1  für E ,= - E t

bestimmt sind.
Wir haben die Formel

(7) a,=El.
Man sieht leicht ein, dass man für die Einheiten (5) eine 

Multiplikationstafel auf folgender Weise erhâlt:
Man bildet eine a-Matrix (£, die in der ersten Kolonne 

die Einheiten (5) besitzt. Links der Matrix schreiben wir die 
erste Kolonne und über der Matrix schreiben wir die erste 
Zeile, so erhalten wir eine Multiplikationstafel für die Ein­
heiten (5):

®i e2 • —e2n

el ®i - e 2 .. —e2n

®2 e2 ®2n—1
• • • •
• • • •

e2» G2n — e2n—1 ..

) S. Z arem ba: Arytmetyka teoretyczna, S. 746.



B IN À R E  M A TR IZE N FO R M E L N 59

Der Zahl
(9) z = a 1e1+ « 2ea4-...-l-«2ne2'>
entspricht die a-Matrix, die in der ersten Kolonne die Zahlen

^lî 2̂1 '̂ 3î • • • ï ̂ 2n
besitzt.

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, dass bei C lif f o r d- 
Zahlen mit vier Einheiten (also bei Quaternionen) der Iso- 
morphismus
(10) ei ~ l ,  &2 "h &3~jl ®4‘
gilt.

Wir haben die Gleichheit
(11) (£==<?*
wo S* die zu S transponierte Matrix ist. S ist es die Matrix, 
welche unter und recbts der Geraden in [I] (30) stelit. (Man 
vergleiche [11]. 6.).

3. Aus (7) haben wir

Die a-Matrix welche der Zahl (9) zugeordnet ist liât die 
Form

llWl ' a l . l )  t t 2 ’a 2.2) f,2"'a2".2,,ll
wo a,-,/ dieselbe Bedeutung was in (6) hat.

In Zusammenhang mit unseren Erwagungen aus [II] § 3. 11. 
werden wir eine der Zabi (9) adjungierte hyperkomplexe Clifford- 
zahl einführen. Diese Zahl bezeichnen wir mit z* und erklaren 
sie durch die Formel

=  fliei +  ®2e2+-"4_
(12) I a 2̂  ie2̂ i-—i " a2n iz. a 2̂  i-̂ -2e2n i_|_2———... —* a2̂ e2̂«

Der Überlegung aus [II] § 3 nach, gelten die Formeln

(13) 4 0+ 4 2)= («<*)+
( 14) z ^  ■ z(2> =  (z(1)• z(2))*

wo (zd) 4-3(2))* bzw. (30)3(2))* jæ  der Zahlen z<l) +  z(2> bzw. z(,)-z(2) 
adjungierte C lifford-Z ahlen bezeichnen.
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4. Wir beweisen den 
H a u p t s c i t z :  Bezciclinen wir mit

(9.a) 21= a 1e1+ a 2e2+” -+ É!2n_ie2'1- 1
(9.b) 22 — ̂ 2n—*+1®!+ ®2n—1+2B24- "-H~ ain ®2n—1
und bilden die binare Matrix

(15) («2)*
«1

so gibt es ein Isomorphismus zwischen den Zaiilen (9) und den 
Matrizen (15).

5. Wir beweisen, dass die Matrizen (15) ein hyperkomplexes 
System bilden.

In  der Tat (den Formeln (13) und (14) nacb) gilt:

(36)

(4X))* (41})*
+

(42))* (41))*+(42))* («o))#+(42))t
- 4 ° 40 z™ —z[p—«O® 4^+4^

(«O> +  4 2))# («(D+j^)),

- (4 n+ 42)) (2« + ^ )

(41’). (4°)* (42))* (42))*
-4 0  «W - 4 2) 42)

_ (z^z?}* ~ ( W  )* +  (41))*4*) 
~  - ^ ) ( 4 2> ) * + W

( ^ - ^ l ^ ) ) ,  )#> +g(l)(a(2)) J*
=  ^ ( Ẑ ) +ZW(Ẑ  •

Also
die Summe und der Produkt von zwei Matrizen (15) ist wieder 
eine Matrix der Gestalt (15), w. z. b. w.

6. Wir werden zeigen, dass es ein Isomorphismus unter 
den Clifford-Zablen (9) und den Matrizen (15) stattfindet, 
indem die Matrizen

(®J* 0
bzw.

0 (®„).
0 e,. - e, °

(0<A ,^^2n_1)

der Einheiten ex bzw. ®2n-i+i( isomorpli entsprecben.
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Zum Beweis benützen wir die Multiplikationstafel (8) und 
einige Formeln aus der Arithmetik der C lif f ord-Zahlen.

7. Das Elément der Matrix G, welches auf der Kreuzung 
der i-Zeile und fc-Kolonne steht, bezeichnen wir mit eZ-A, das 
Elément dagegen, welches auf derselben Stelle in der Matrix S 
[I], (30) steht, bezeichnen wir mit e/,A.

Aus (11) haben wir
(18) ez,*=e*t<.

Es gilt die
F o rm e l la :

(19) sgnei,2n- 1+z =  —sgnei,,- (0 < i< 2 "_2).

Diese Formel ist nach (18) der Gleichheit

(20) sgne2n-i+<>i =  —sgnc/,1 (0 < i^ 2 n~2)
âqui valent.

Wir kommen auf den Beweis der Formel (20): 
(6(12))' und £<n) sind a-Matrizen und

sgnei,*=sgn Ci,2n- 2+A (0<fc^2n_ 2)

deshalb gilt die Gleichheit
(21) sgne/,i =  sgnei,2n- ] (0 < i< 2 n_2).

5(1) und (S®)' sind a-Matrizen und
sgnei,z==sgne1,2«-i+z (0<Z<2n_1),

also

(22) sgn ey,2n- ’ =  sgn (0 < j< 2 n_1).

Aus (22) und (21) folgt

(23) sgnez,i=sgne,,2"-’+i (0< i.<2n~2)

Aus 5®= —«S(2) folgt

(24) sgn e2«-’+y,i= —sgn e/,2n- l+i (0 < ?X 2 n- 1)

Aus (23) und (24) folgt

(20) sgne2n-1+z,i=—sgne/.i (0<i^C2n_2)
Aus (20) und (18) folgt die Formel la .
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(25) sgn ei,2'I- 1+2n- 2+ i=  sgn ei,2«-2+,- (0 < i< 2 n“2).

Nach (18) genügt es statt (25) die Formel

(26)
zu beweisen. 

(<S(13))' und

sgne2n- 1+2n- 2+i,i= sgne2n- 2+z,i

£(14) sind a-Matrizen und

(0 < f< 2 n_2)

sgne2«-2+i,*=— sgne2»-2+ii2»-2+A (0<ft<2n~2)

deshalb haben wir die Gleichheit

(27) sgn e2n- 2+z,i=—sgn c2'!_2+,,2'1- 1 (0 < ï< 2 n_2)

<S(1) und (<S(2))' sind a-Matrizen und

also gilt
sgn sgn ei,2"-i+z (0< i< 2"~1)

(28) sgn ey.2"-1 =  sgn ey,2"_1+i (0 < j< 2 n_1).

Aus (27) und (28) folgt (indem wir in (28) 2"~‘2+ i setzen):

(29) sgn e 2'‘- 2+z, i = —sgn c 2" - 2+/, 2«-i+i

Aus <S(3)= - -<S(2) folgt

24) sgn +/>i== —sgne/,2«-J+i ( O C /^ " " 1).

Aus(24)und (29) (indem wirin (24) j= 2 n 2+ l  setzen) folgt:

(26) sgn e2n- 2+z,i= sgn <?2n- 1+2'>-2+,>1 (0 < i< 2 '1_2).
Aus (26) und (18) folgt (25).
9. Wir beniitzen die Formeln (19) und (25) und beweisen die

F o rm el II:

(30) 2= «i+ e2'>-i4-1(«2)*
wo z, z1 und zz durch die Formeln (9), (9.a) und (9.b) erklârt sind. 

Es genügt augenseheinlich die Gleichheit

(31)
zu beweisen.

e2" 1+ /= e 2n ï-j-^e,)» (0<Z<2n ‘)
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S ist eine a-Matrix, deshalb gilt

Daraus folgt
(32) e2n-i+z ,,„= -e /l,2''- i+.11 (0<Â,/t< 2 n- 1).

Setzen wir in (32) A=l, so haben wir

(33) e2”—i+i,;<=—ell2«—i+u (0 < /z^2 n—’)•

Aus der Multiplikationstafel (8) folgt

(34) e2n-i+ i^=e2n-i+i (sgn eiM) •e«= (sgnei.» • e#,
(0<,«<2"“ 1),

(35) ®1,2” ' (S g U  ®1.2n '+/<)■ ®2n ’+Z<== ( S g n é ’j ^ »  '  + .“ )® 2n 1+Z*

(0 < /t< 2 n-3).

Die Formeln (34) und (35) teilen wir jede in zwei Gleich- 
heiten

(34.a) e2n-i+i,z=  (sgn ei,z) ■ e2n-i+i • e,
(34.b )  e 2n - l +1>2n - 2 + / = ( 8 g n e i ,2'- - 2 + z ) - e 2n - l + 1 - e 2n - 2 + ,  . . o „ _ 2 <
/OE? \ ! \ (0< Î^C 2  )(3o.a) e1,2n-i+I =  (sgne1,2n-i+/)e2n-i+/
(3o.b) ei,2n -l+2n 2 + Z=  (Sgneit2n 1 -4-2*1 2+z) e2n l+2n 2+Z

Aus (33), (34.a) und (35.a) folgt 

(36.a) (sgn eb/) e2n- 1+i ®z= — ( s g n 62"-’+/.

Aus (33), (34.b) und (35.b) folgt

(36.b) (sgnei.2"-2+z) e2n- 1+ie2n- !!+z=
=  —(sgn ei,2n-  I+2n- 2+z) e2n-1+2n- 2+z

Aus (19) und (36.a) folgt
(37.a) e2«-i+1 • e,= e2«-i+z (0 < ï< 2 ”“2).

Aus (25) und (36.b) folgt

(37.b) G2n I+i-e2n 2+z ——®2n 1+2n 2+z (0<Cz^2 )•

Fassen wir (37.a) und (37.b) zusammen indem wir (12) in 
Acht nehmen, so erhalten wir (31). Daraus folgt die Formel II.
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10. Es sei
(38) C — ai 6i 4* ̂ 2 ®2H~" ’H- &2n~1 e8n-i.

Wir beweisen die

F o rm e l I I I :

(39) e2" -1+if=C*e2n- 1+i.

Augenscheinlich genügt es zu zeigen, dass

(40) e2n-i+1ei=(ez)*e2n-i+ i (0<Â<2',_1)

(40) teilen wir in zwei Formeln

(40.a) e2n-i+1-e/=(e,)*e2n-i+1 (0 < î< 2 n-2)

(4O.b) e2«-i+1-e2»-2+,= (e2'i- 2-i-z)*e2',~1+i (0 < i< 2 n“2)

und beweisen diese Gleichheiten:
Der Multiplikationstafel (8) nach (und nach der Bemer-

kung, dass sgne0,i= l, 0 < a< 2 ") sind die Formeln (4O.a) und 
(4O.b) den Formeln

(41.a) (sgnei,,)-e2" -1+i,/=(sgnei,2" -1+1) e/y'^+i

( 41 .b) (sgn e2,?'-'-+z) e2' '- 1+l,2n- 2+z= — (sgn ei,!»-1̂ )  e2n- 2+z,2n~1+i

équivalent.
g ist eine a-Matrix, deslialb folgt nach [I], (9), dass (41.a) 

und (41.b) den Formeln

(42.a) (sgnei,z)-(sgne2" - 1+ iJz) =  (sgnei,2"-1+1)(sgnez,2« -1+ l), 

(42.b) (sgn ei,2n- 2+z)(sgn e2« -1+1,2" - 2+ z)=
= —(sgn ei,2'>-‘+i)(sgn e2n- 2+z,!>n- 1+i)

aqui valent sind.
Aus g <2>= —S<3> folgt

ez, s" _ 1 + a =»— e2"—1+z, k-

Setzen wir i = 1, fc=l, so liaben wir

(43) ®i.2n—l+i=  ®2"—*+i.i-
Aus

s g n e 2n - i + 1 , i = l
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und (43) folgt
(44) sgnell2n-i+1x=—1.

Setzen wir (44) in (42.a) und (42.b), so erhalten wir

(45.a) (sgn 6i, ,)(sgn 62"-’+!, ,) =  — sgnez. 2"-1+i,

(45.b) (sgnei,2n- 2+/)(8gne2n- 1+i,2n- i!+ /)= sgne2"-2+,i2n-i+i.

S tatt der Formeln (45.a), (45 b) genügt es nach (11) die 
Formeln
( 46.a) ( sgneZi)(sgnez, 2«-1+i)= —sgn e2'’- 1+i, z,

(46.b) (sgne2" -2+z,i)(sgne2"-2+z,2" -1+1)= sgne2" -1+i.2'«-2+z

zu beweisen.
In  S gilt

sgn et,o=l (0 < ff^2 p),

desbalb folgt aus Æ(3)= —6(2)

(47) 8gne2n-i+A= - l  (0<Â<2n_1).

Aus (47) folgt, dass die Formeln (46.a) bzw. (46.b) den 
Gleichheiten

(48.a) sgnez,1=sgnez,2" -1+i
bzw. (0 < i^ 2 n_1)
( 48 .b ) sgn e2n~ï+t, 1 =  — sgn e2n- 2+z,
aquivalent sind.

Die Formel (4S.a) haben wir schon als Formel (23) bewie- 
sen, die Formel (48 b) dagegen haben wir als (27) bewiesen.

Damit ist (39) bewiesen.
11. Wir kommen zum Beweis des Hauptsatzes:
Sind den Clif for d-Zahlen 2(1) und æ(2) nach (15) Matrizen 3 ° '

und 3 (2) zugeordnet, so folgt aus (16) dass der Clifford-Zahl

die Matrix
3(8)=3(1)+3(2)

zugeordnet ist.
Wir beweisen noch, dass der Zahl 

(49) z ^  = z ^ - ^
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 5
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die Matrix
(50) 3<4)= 3 (1)-3<2)
zugeordnet ist. Wir berechnen die Zahl (49):

Aus (30) folgt

(51) (41)+ e 2„-i+1-(«<21))J-(4 2)4-e2n- i+l(42))*)=  
=«w-;42>+«w.e2n- i+1-(«<2))«+e2n_1+1(^ t))*2®+

-H®2n—1+l(®21')*®2n—1+l(2'22̂ *'

Aus (39) und (51) folgt
(52) ^ = ^ o . ^  +  (e2n_1+i)2(( ^ ) ) j+(^))t + e2n_1+i(^))t (42))#+

+e2n-i+1(41))*42)-
Aus

(53) (e2n-i+1)2= - e 1
und
(54) (^ )e=«

fiir eine beliebige Clifford-Zahl z ((54) folgt unmittelbar aus 
der Définition der zu z adjungierten Zahl (12)) und (52) folgt
(55) 3(b =  2;(l)2!r2)_^l)(^2)^+e2n_1+i(2,(l)̂ 2) +  2(O(2(2))J*i

Aus (55), (30) und (15) folgt, dass der Zabi #t4) cLie Matrix 

( W - W ’W*, <ẑ ^ z^ z^
— (z^z® +

zugeordnet ist. Das ist aber nach (17) und (50) die Matrix 3 <4)- 
Damit ist der Beweis des Hauptsatzes zu Ende.



SUR LES FORMES QUE DOIT AVOIR UN VASE QUI, 
PLONGÉ DANS L’EAU, LA PARTIE IMMERGÉE SOIT 
UNE FONCTION DONNÉE ac,(x) DE LA HAUTEUR TO­

TALE ac DU VASE

Par C. P opovici, Bucarest

Ce mémoire est consacré au sujet que j ’ai eu l’honneur 
de traiter devant la Société Polonaise de Mathématique, 
à l’Université Jagellonnienne de Cracovie, dans une de mes 
conférences que j ’ai faites, sur l’invitation de l’illustre et vé­
néré maître M. Stanislas Zaremba au mois de Mai 1938.

Le but suivi dans ce mémoire est celui de montrer, par 
un exemple intuitif, intéressant en lui même, qu’il existe des 
problèmes de physique mathématique qui nous fassent voir 
que l’équation

X

(1) fz(æ ,y)S(y)dy= Q (x)
C

ainsi que l’équation
X

(2) S (x )+ f  Z(x,y)8(y)dy=Q(x)
C

où le noyau Z(x,y) peut être, si l’on veut, continu et ayant 
des dérivées de tout ordre voulu, peuvent admettre, dans des 
cas assez généraux pour Z, une infinité de solutions pour la 
fonction inconnue

Cela arrive lorsque le noyau Z(x,y) n ’est pas doté, dans 
l’intervalle d’intégration, par une même expression analytique 
d’un côté et de l’autre d’un cylindre y = x i(x )^ x .

Dans ces cas nous dirons que Z(x,y) est un noyau raccomodé 
5*
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Nous verrons d ’abord, par des simples considérations in­
tuitives, sans faire aucun calcul, la nature et la puissance de 
l’ensemble des solutions; ensuite nous emploierons des mé­
thodes analytiques et surtout graphiques pour construire les 
solutions et voir dans quelles conditions il existe une solution 
unique.

Nous verrons que l’explication du fait qu’il existent une 
infinité de solutions et cela même si nous ne considérons pas 
comme distinctes deux solutions S et s telles que

X

f[ S (y )—s(y)]dy=O
C

réside dans ce fait, que les équations (1) et (2), tout en gar­
dant l’apparence d’être des équations ordinaires de M. Volterra, 
elles déguisent, si le noyau est raccomodé, des équations que 
nous avons appelé ,.intégro-fonctionnelles“ et dont nous avons 
démontré qu’elles admettent une infinité de solutions. Dans 
l’.admirable et récent traité ,,Théorie Générale des Fonction­
nelles" de M. M. Volterra et Pérès1) ces célèbres auteurs ont 
introduit un chapitre spécial à ce sujet dans lequel se trouve 
une partie de nos résultats 1).

D ém on stration  in tu itiv e

Supposons que l’on a trouvé une solution particulière.
Supposons pour fixer les idées que la forme du vase, ou 

d’une figure en planches de bois, nous voulons qu’elle soit 
une surface de révolution, et soit la courbe ci tracée AO une 
courbe méridienne qui nous fournit une solution, alors, on se 
rend compte, surtout si l’on considère la densité q constante 
pour toute planche S(y)dy, dont S(y) est la surface d’une section 
à la hauteur y du fond du vase, que notre problème est un 
problème de similitude et que, si par exemple x-^x)—^ ,  alors 
en coupant la figure par un plan horizontal, la nouvelle sur­
face flottante, devra, par l’énoncé du problème, rester plongée 
aussi deux tiers de sa hauteur dans l’eau.

1) Editions Gauthier Villars 1936. Voir notamment pp. 209, 210, 
212, 214, 219, 346.
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On se rend aussi compte, par un bon sens de la nature 
des choses que, à toute courbe méridienne AO à tangente 
monotone, correspond une infinité de courbes méridiennes 
ondoyantes ABO qui doivent satisfaire à notre problème. Au 
point de vue pratique on n’aura peut-être jamais besoin de 
construire de tels vases, au point de vue esthétique, si l’on veut. 
En tout cas un grand constructeur s’est amusé à construire

de pareils jouets; c’est le plus immortel des géomètres, le bon 
Dieu lorsqu’il a construit la coquille de l’escargot. Ces co­
quilles sont des .surfaces hélicoïdales qui répondent à certaines 
données de notre problème. On voit ainsi que ce travail est 
un hommage rendu au plus illustre des géomètres.

L’ensemble de ces courbes méridiennes ondoyantes aura la 
puissance G du continu et cela pour chaque rapport donné 
entre la largeur et la hauteur donnée x  du vase.

Mais l’ensemble total des solutions, pour chaque hauteur 
et largeur données du vase, a la puissance plus grande. Elle 
peut être représentée par un nombre transfini F —Gc qui re­
présente la puissance de l’ensemble des fonctions arbitraires 
continues et discontinues. En effet rien ne nous empêche de 
considérer une figure constituée par des planches constituées 
par des innombrables cercles concentriques, dont le diamètre 
varie d’une manière discontinue. Par exemple les planches 
paires diffèrent comme diamètre des planches impaires d’une 
fonction donnée y(y) qui tend vers zéro en O et en A.
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É tude a n a ly tiq u e  du problèm e

1. Désignons, comme plus haut par S(y) la surface d’une 
seétion horizontale à la hauteur y du fond du vase. En ap­
pliquant le principe d’Archimède, on voit que la fonction 8(y) 
doit satisfaire à une équation intégrale de la forme

X

(1) f  Z(x,y)S(y)dy=p(a>) où 
0

, D  Z M =  P°“r ♦< *«*»•>
—(}(x,y) pour a31(æ)<ÿ<æ,

e(x,y) étant la densité sectionnelle de 8(y\, c’est-à-dire sa den­
sité moyenne, en tenant comte du poids fixe: carcasse, ma­
chines etc. (ou la densité de la planche respective du bois), les 
poids mobiles rentrant dans p(æ). On néglige la densité de l’air.

En vertu des considérations intuitives exposées plus haut 
on s’attendra à trouver une infinité de solutions pour la fonc­
tion inconnue S(y) et que la puissance de l’ensemble de ces 
solutions soit celle des fonctions arbitraires, s’il s’agit des solu­
tions continues et discontinues et celle du continu s’il s’agit 
des solutions d’un seul trait. On verra en effet, par voie ana­
lytique et par voie graphique, en construisant ces solutions, 
que cela est vrai. De cette manière notre exemple sera une 
vérification de plus de la fécondé vérité, dont M. Zaremba, 
avec sa haute autorité scientifique, attire l’attention que: 
l ’intuition physique jette souvant des lumières sur des pro­
blème les plus délicates de l’analyse mathématique.

2. Nous allons voir que l’équation intégrale (1) admet une 
infinité de solutions et cela indépendamment du fait que le 
noyau Z  soit continu1) ou discontinu. L’infinité des solutions 
est précisée dans ce sens que nous ne considérons pas comme 
distinctes deux solutions $ et s telles que:

X

(2) f[8 (y )-s (y )]d y= 0 . 
o

*) Nous verrons plus loin que le noyau Z peut être continu sur la ligne 
de flottaison, le problème d’hydrostatique tout en gardant un sens physique.
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En effet l’équation intégrale (1) peut s’écrire sous la forme
* ■ ( * )  X

(3) f  S(y)dy— f e(x,y)gty)dy= p(x)
0 0

qui est une équation du genre que nous avons appelé intégro- 
fonctionnelles. Elles admettent une infinité de solutions, comme 
on peut le voir par exemple en prenant la densité fonction 
de x  seuL Alors (3) se réduit à

X

(3') Ræi(®)] — e(x)V(x) = p(x), V (x )= f S(y)dy
0

ou si la densité ne dépende pas de la hauteur x  du vase, alors 
en dérivant (3) on a

(3”) x[(x) S fa f r ï ï - e(x)8(x)=p'(x)

qui sont des équations fonctionnelles et qui admettent, comme 
nous l’avons montré, une infinité de solutions *), distinctes 
dans le sens (2), parce que la solution générale peut être prise 
„ad libitum11 dans un intervalle x°xlfx°'). Nous voilà donc 
obligés de traiter, pour notre problème et comme premier 
chapitre des équations intégrales (1), le chapitre qui suit.

É quations fo n ctio n n elles

3. Les équations (3') et (3") ont la même forme. Com­
mençons par le cas le plus simple x1(x)=kx, (?=Â, p'(a?) =  O. 
Nous devons résoudre l’équation- fonctionnelle:
(4) S(te)=S(x).

Supposons que lé vase doit être une surface de révolution. 
Soit z~ z(y)  la courbe méridienne, donc S(x)=7iz2(x). On a les 
solutions

rLk=2nÎ7i,z2(x) = Cxr-\-k où
donc z2= k+ C  ^ A ncoa2nn^- + B nsin,2nn^X(5)

on obtient un cylindre pour (7=0 et si C=t=O une sorte de cy- 
lindroïdes à plis qui se serrent vers le fond du vase.

*) Voir: Théorie générale des fonctionnelles, de M. M. V olterra  et 
Pérès, p. 210 et 346.
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Pour æ=0 (eu espèce x=Q  au fond du vase) z est indé­
terminé, mais nous pouvons trouver des solutions de (4) en 
dehors de 8 = k  et qui prennent une valeur assignée k pour 
æ=0 et qui de plus soient uniformes et ayant des valeurs ré­
elles même pour æ<0. Ainsi par exemple

(6)

ou

(6')

P  et Q des polynômes arbitraires de dégrés p et q, p< 2q—a 
et P (0 )= l.

4. Lorsque A/o=a=(=] alors notre équation fonctionnelle 

(3") a<8'[æ1(a;)]=>S(a!)

S(æ) k + C 2 j  l  +  c2A2nÆ2

admet des solutions de la forme

(7)
La

8 = x  li
Lx
LA

G+ ^ A k d o s 2 k n ~  +  PAsin2Æ7r
*=i

(C, A/,, Bk, arbitraires), parabolique pour A *=Pa =  0.
Pour æ=0 on a $ = 0  si —La/LAX) donc et $=oo

si —La/LACO donc g > 2  (hyperbolique).
Pourtant même dans ce dernier cas on peut avoir $ = 0  dans 
0, pour une infinité de solutions qu’on peut prendre de la forme

(8)
AnaP(A"x)x“
l+Q \Anx)

À2v~~p <aAa <1  et a > —La/LA,

p et q les dégrés des polynômes P  et Q, P (0 )= l.
Une autre solution sera

La
(8') S= cx üo(P ,Q )

où a est l’expression (6') où l’on prendra fc=0 si l’on veut 
$(0)=0 et

a >  — La/LA.
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P ro lon gem en t fo n ctio n n el

5. Outre les solutions (5), (6) etc. qui dépendent d’une 
infinité de constantes arbitraires, nous verrons qu’il existe une 
infinité d’autres solutions dont la plupart ne peuvent pas être 
dotées d’éxpressions analytiques. Ainsi notre équation (3') 
ou (3”) peut se mettre sous la forme
(9) N(®)— a(œ)S[œ1(a!)]=g(® ) où a ( x ) = ^ ^ ,

Les expressions analytiques des fonctions données a(æ), 
x^x) et q(x) ne nous intéressent pas; ces expressions analy­

tiques peuvent exister, ou n'existent même peut être pas; elles 
peuvent être données par des graphiques. Il est évident que 
le problème a un sens et sa solution demande une réponse.

Nous pouvons construire les solutions de l’équation (9) 
ainsi: Traçons dans un plan la bissectrice y —x  et la courbe 
y=®i(œ).

Construisons à partir d’une abscisse arbitraire æ°, par des 
parallèles aux axes, des marches dont les sommets s’appuient 
sur la bissectrice et la courbe tracée.
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Les largeurs de ces marches seront: l’intervalle x°x1(x°) et 
d’un côté ses itérés xi(x°)x2(x°)...xn(x°)xn+i(x°) de l’autre 
eôi,é x°x-i(x0)....x-n(x0)x -n-i(x°) où a?+n+i(æ0)=æ±n[æi(æ°)].

A chaque point £ de l’intervalle x°x1(x°) corespond un point 
£i =»£»i(£) dans l’intervalle a?1(æ°)a;2(æ0).

Allons d’abord construire les solutions de l’équation (9) où 
l’on suppose a = l, q=0; c’est-à-dire les fonctions périodiques 
en x^x):
(10) P(Æ)= P [æi(æ)].

Pour cela nous prendrons pour P  une fonction (ou arc) 
arbitraire, dans l’intervalle æ0̂ ® 0). Pour tout point £ compris 
dans x°x1(x°), on aura une valeur choisie „ad libitum" P(£). 
Une solution de (10) (une périodique en æj sera ensuite dé­
terminée dans tout intervalle æ±n(æ°)x±n+ i(a?°) ainsi: On pren­
dra le point itéré d ’ordre de £, construit en employant 
les marches comme nous avons construit x±„(aP). Pour tout 
point on prendra P(£-±-„)—P(£), qui n ’est que l’expression 
même de notre équation (10). Faisons parcourir à £ l’inter­
valle x^x^x0), les £±n parcourront les intervalles æ±n(a;0)a:-|-n+i(a;0) 
et P  tracera un ensemble d’arcs. Cet ensemble sera une solu­
tion de l’équation (10). On voit que la solution générale de (10) 
dépend d’une fonction (ou arc) arbitraire.

6. Par la même méthode graphique on peut construire les 
solutions de l’équation (9) par exemple si q(x)=0. Désignons 
pour abréger, quel que soit une fonction /(æ), par f„ l’expression 

1 f„(x)=f[x„(x)] où xn= j?1[æ^i(a?)]. L’équation (11) S —aS1=Q 
c’est-à-dire S(x)—rt(æ)j8'[æ1(a;)]==O se résoudra ainsi: Traçons 
pour $ dans l’intervalle initial x°x1(x°') un arc arbitraire. Alors 

c’est-à-dire $ dans l’intervalle x^x0) x2(x°) sera déterminé 
et connu, on tracera dans cet intervalle et dans les suivants
(11) 8 ^ 8 /a ,  S2= S1la1=S/aa1,...,S r̂ =Slaa1...an
et dans les intervalles itérés négatifs x°x-i(x°) ...x-n-i(x°)x-n(x°) 
on aura
(11') 8 —i=U—i8, S -2= a-\a -28 ,...,S—n= a -ia -2 ...a -nS.

Si l’on veut tracer ces $ dans le graphique, il faut con­
venir que l’on ait choisi une unité de mesure, parce que nous 
avons des multiplications et des divisions à faire.
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a étant par hypothèse connu partout, sera la por­
tion de la courbe qui représente a dans l’intervalle

X ± „ (X °) X ± n +

7. Pareillement si g 4=0, on aura

(12)

(12')

(13)

zi—1
^_2= ^ a _ 1a_2+ g ia_ 2+ g _ 2,...,^ _ n= ^  +  ^_*+A ,

*=o - " + *

jin=aa1...a„-i, jc~n=1 : a~ia-2...a-„.

On voit que la courbe y=a(x) étant tracée sur la figure, 
$ sera connu et construit successivement dans tous les inter­
valles si $ est tracé „ad libitum '1 dans un intervalle initial 
x°x1(x°).

Remarquons, que l’équation (3') n’exige pas p(0) =  0, quoi­
que (3') est déduite de (1).

É quations fo n c tio n n e lle s  d’ordre supérieur

8. Soit l’équation

(14) 6 '„+a1£ „_ i+ ... +  « ''-1Si +  a"S=0, «*=«[»*(»)]

les ak(x) donnés.
On peut construire les solutions en employant le même 

gr'aphique. On voit que si, à partir d’un point arbitraire x°, 
on se donne „ad libitum" 8 ,8 i,...,8 n- i  c’est-à-dire /S depuis x° 
jusqu’à x„-i(x°), alors est déterminé par

(14') Sn = - ^ a n- kSk

car le second membre étant connu, on connaîtra S„ c’est-à-dire 
>3 dans l’intervalle xn(x°) xn+i(x°). Oh le connaitra ensuite dans 
Æn+i(æ°) Xn+i(x°) etc., et par le même procédé dans les inter­
valles négatifs.
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É q uations de degré su p érieu r

9. Soit à intégrer l’équation

(15) (p[æ1(a;)]=E[Æ,93(a;)],

R  étant un polynôme de dégré r en y. On peut employer 
le même procédé graphique. On prendra pour <p une fonction 
(ou arc) arbitraire dans un intervalle æ’a^Æ0) avec x° arbi­
traire. Alors 9’i(n3) =  93[n71(à»)] c’est-à-dire <p dans l’intervalle 
aj1(æ°)æ2(æ°) sera connu par l’expression même de notre équa­
tion fonctionnelle:

<Py=R(x,(p), et ensuite 
<p2=R(Xl, Ç3i),... , (pn=R[Xn- l,  <pn-i].

Pour faire le prolongement fonctionnel vers les itérés né­
gatifs nous écrivons (15) sous la forme 

(15') (p(x)=R[x-i,(p-i'}

et remarquons que, q>(x) étant donné dans un intervalle x°x1(afi), 
l ’équation (15') nous donne r racines de <p~i c’est-à-dire r 
branches, en d’autres termes r solutions de <p dans l’intervalle 
jj°æ_i(æ°). A chacune de ces solutions correspondront aussi r 
branches réelles/ou imaginaires çp—2 donc en total r2 détermi­
nations de <p dans x-i(x°) x -i(x0).

En résumé, la solution de l’équation (15), après avoir été 
choisie „ad libitum“ dans xox1(xo), se présentera comme un 
arbre, dont le tronc (vers les itérés positifs) sera déterminé 
et unique, tandis que vers les itérés négatifs les branches se 
ramifieront de sorte que, nu niveau x -n(x°), on aura rn+1 bran­
ches. Si le premier membre de (15) était du dégré s en <p, le 
tronc se ramifiera vers le bas, de sorte qu’on aura sn bran­
ches au niveau xn(x°). Quelques-unes de ces ramifications peu­
vent devenir imaginaires, puis réaparaître comme certains 
fleuves qui se cachent sous le sable. Exemple:

donne <z>2n=±?>, ç>2n+1= ± î : y.
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(1)
OÙ

(1')

É quations in tégra les et in tég ro -fo n ctio n n elles
S71*'

10. Le problème de déterminer la forme d’un vase flottant 
dont la partie immergée dans l’eau soit une fonction x^x) 
de la hauteur x  du vase nous a ammené à l’équation intégrale

X

[Z(x,y)S(y)dy=p(x)
0

I
Z (x ,y )= l — g(x,y) pour- y<Xi(x) 
Z (x ,y )= —g(x,y) pour y > x 1(xj,

g(x,y) étant la densité d’une section 8{y) à la hauteur y du 
fond du vase, p{x) la cargaison.

Nous avons vu que cette équation admet une infinité de 
solutions, l’inconnue S(y) pouvant être prise arbitraire dans 
un intervalle a?°a71(rK°), avec a?° arbitraire. Nous avons vérifié 
ça sur les cas particuliers où g dépend soit de x, soit de y seu­
lement.

Dans ces cas l’équation intégrale se réduisait à une équa­
tion fonctionnelle, dont nous avons montré qu’elle admet une 
infinité de telles solutions. Lorsque g est une fonction en même 
temps de x  et de y, comme il est naturel, il va de soi que „a for- 
tiori“ l’équation (1) admettra une infinité de solutions. Ainsi

n
par ex. si g =  £  ak(x) yk on arrivera soit en différentiant,i
soit en intégrant par parties, à une équation différentielle- 
fonctionnelle d’ordre n+ 1 , équation qui, nous le verrons, ad­
met aussi une infinité de solutions.

11. Objections sur la continuité du noyau. On pourrait 
nous objecter: Oui, vous avez une infinité de solutions et, 
plus encore, dépendant d’une fonction arbitraire; mais cela 
est dû au fait que l’équation (1) n’a pas de noyau continu1). 
Nous allons montrer: 1° que même si le noyau est continu, 
ça n ’empêche pas que l’équation (1) admette, en général, une 
infinité de solutions; 2° que l’on peut rendre le noyau con­
tinu, tout en gardant un sens physique à l’équation (1). Ça

1) Dans certains traités on n’exige pas même la continuité du noyau, 
mais seulement qu’il soit intégrable, pour que la solution soit unique. Or 
notre noyau est intégrable et pourtant il y a une infinité de solutions.
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d’abord: Les relations (1') nous montrent que le noyau Z  ne 
peut pas être continu en traversant la ligne de flottaison y=a;1(æ). 
Mais cela est vrai seulement si q est continu — en traversant 
cette ligne. Or, en général q n ’est pas continu. Quand on con­
struit un vase, les différents étages varient brusquement de 
densité, à certains niveaux la densité peut même dépasser 
celle de l’eau. Pour rendre le noyau de (1) continu, il nous 
suffit d’une seule discontinuité de q, le long de la ligne de 
flottaison. Ainsi supposons nous deux fonctions continues q±, 
et q2 et notons -
(! '') 1— — e^,y )= 1(x ,y)+ [_y-x^xrfy ifay). 
Pour garder un sens physique, il faut supposer f(x,y)<() au 
voisinage de y = x 1(x).

Notre équation (1) s’écrira
•Y X

(16) /  f(x,y)S(y)dy + f  [y—x 1(xrfy>(x,y)S(y)dy=p(x).
0 x,(x)

Cette équation contient comme eomponente une intégrale 
avec les deux limites variables et nous avons démontré dans 
différents travaux, depuis 1914, qu’u n e . telle équation inté­
grale admet une infinité de solutions 1). Dans ce travail nous 
allons voir ça directement. Pour nous en rendre compte, il 
suffit de le vérifier sur un cas simple. Soit 7j(æ,y)=c, k = l. 
Prenons comme fonction inconnue auxiliaire t(y) telle que sa 
dérivée seconde t"(y)=S(y) alors (16) s’écrira

X
(17 ) f f ( x ,  y) t"(y) dy + c[x—aq(aj)] f7®) —ç[f(a;) —f[œi(æ)]]=p(a?) 

o
qui est une équation intégro-différentiello-fonctionnelle. Si / 
ne dépend pas de y on obtient une équation différentielle- 
fonctionnelle
(18) [f(x)+c[x—x1(x)]]t\x)—ct(x)—f(x')t'(())—p(x)==—ct[xi(x)].

Nous voila donc conduits à étudier les:
x) C. P opovici: Nouvelles solutions de l’équation de Volterra, Circolo 

Math. Palermo t. 39 (1915), p. 314—344; Sur une équation fonctionnelle, 
C. R. Ac. Paris, t. 158 (1914), p. 1866 etc. Pour le cas de deux variables 
voir deux notes: Rend. Ac. Lincei, t. 2 (1930), 6 sérié, et Annales Scien­
tifiques de l’Université de Jassy, t. XXIV, pp. 18—56.
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É q u ation s d ifféren tie llo -fo n ctio n n e lle s

12. Ces équations peuvent aussi s’intégrer intuitivement 
par la méthode du prolongement Jonctionnel.

Prenons d ’abord l’équation:

(19) y*(®)=a(æ)y[a?i(æ)], y " ( x ) = ^ ^ -

Nous allons voir ce fait,' extrêmement curieux: lorsque 
l’équation ne peut pas s'intégrer, en général, si Te > 2; 

tandis que si æ1(a;)4=a? l’équation, quoique plus compliquée, peut 
toujours s'intégrer. Elle le peut même si a(x) et x^x) ne sont pas
dotés d'expressions analytiques.

P ro lo n g em en t fon ctio n n el

13. Nous allons nous servir de même graphique que au § 5.
Prenons pour y(x) une fonction (ou arc) arbitrairement 

choisi dans un intervalle x°x1(x°) avec x° aussi arbitrairement 
choisi, alors y[a?i(æ)], en d’autres termes ÿi dans l’intervalle 
a?i(æ°) x2(x°) sera donné par

(19) y[a?i(a?)]=
y^x)
a(x)

où le second membre est connu car, y étant donné dans l’inter­
valle initial, toutes ses dérivées y sont implicitement données, 
ensuite a(æ) est donné par hypothèse (tracé) pour toute valeur 
de x. Maintenant ÿi étant connu, - on aura successivement
y2...yn par

(19') Vn a
y \x j

aai...a„-i'

Ainsi l’intégrale y de (19) étant choisie „ad libitum" dans 
x°x1(x°), elle sera connue, et aura une seule valeur, pour tout 
point contenu dans un intervalle x°a contenu dans a?°A, A = lima?,,.

14. Nous allons faire maintenant le prolongement fonction­
nel vers les itérés négatifs. De ce côté, il arrive un phénomène 
analogue à celui que nous avons rencontré en résolvant les 
équations fonctionnelles de dégrés supérieurs, la solution ne
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sera plus unique. En effet, changeons dans (19) 
on aura

x en x-i(x),

(1 9 ” ) dj/Q-i(a?)] _  
dx-i(x)k

a[æ_i(æ)]y(a:).

Le second membre est connu, car y est tracé dans l’inter­
valle initial x°x1(x°) et a est tracé partout. On connaîtra donc, 
non y, mais sa dérivée d’ordre k dans x-i(x°) x - 2(x°).

La fonction (ou courbe) y sera donc connue à un polynôme 
(parabole) arbitraire d’ordre k près, donc avec k constantes 
arbitraires.

Dans le second itéré négatif de l’intervalle initial s’intro­
duiront encore k constantes arbitraires, on aura donc dans 
y - n(x°)y-n-i(x°), nk constantes arbitraires, après avoir choisi y 
„ad libitum" dans x°x1(x°).

15. Supposons maintenant que l’équation (5) serait non 
linéaire, par exemple son premier membre serait de dégré r 
en dky(x}fdxk, alors on aura une et une seule solution vers 
les itérés positifs, après avoir assigné à y une fonction donnée 
dans xQXi(xPy, mais vers les itérés négatifs la solution ne sera 
pas unique, elle aura dans l'intervalle x - n+dx°)x „(x°), nr bran­
ches et chaque branche dépendra de nk constantes arbitraires.

Si, en plus, le second membre de (5) était de l’ordre q en 
xr(x) c’est-à-dire contiendrait ÿi,ÿ2, alors nous étions
libres de choisir y „ad libitum" dans un intervalle x0Xq(x°), 
ou dans q intervalles xpxi[xp) avec les xp arbitraires, mais 
choisis tels que ces intervalles ne s’enchevêtrent pas.

P u issan ce de l ’en sem b le  de so lu tion s

16. La puissance de l'ensemble de solutions d'une équation 
différentiello-fonctionnëlle, d'ordre q et de degré r est la même que la 
puissance de l’ensemble de solutions d’une équation fonctionnelle 
d'ordre q.

Cette puissance est celle de l’ensemble de fonctions arbi­
traires s’il s’agit des solutions continues et discontinues (c’est 
le nombre transfini F=G C) et celle du continu G s’il s’agit 
des solutions continues dans tout intervalle qui ne contient 
pas un point limite x±n, mais pouvant être discontinues dans 
les points limites.
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L’ensemble de solutions d ’une équation fonctionnelle est 
évidement de puissance F, parce que la solution générale n ’est 
qu’une transformation ponctuelle d ’une fonction arbitraire, 
continue ou discontinue, dans l’intervalle initial, comme les 
images dans une série de miroires gauches de cette fonction. 
Il n ’est pas question absolue de l’existence des dérivées etc.

Lorsqu’il s’agit des équations différentiello-fonctionnelles 
on est obligé de penser à l’existence des dérivées, mais il n ’est 
pas moins vrai que la solution générale dépend d’une fonction 
arbitraire initiale, continué ou discontinue. Il faudra alors 
élargir le cadre de la notion de dérivée; d ’ailleurs il y a des 
fonctions continues et qui n ’ont pas de dérivées et des fonc­
tions discontinues dont l’aire est la même que celle d’une 
fonction continue dans tout intervalle. Gardons la vieille con­
ception de la dérivée et supposons que nous ayons choisi dans 
l’intervalle initial pour la solution un arc d’un seul tra it et 
continu. Il y aura des discontinuités au points de jointure 
£C-t-„(a70) et aux points limites de ceux-ci, autant pour les équa­
tions fonctionnelles que pour les équations différentielle-fonc- 
tionnelles; mais à cet arc correspond une seule solution pour 
les équations fonctionnelles et un ensemble fini ou dénom­
brable de solutions (si l’on va jusqu’aux points limites) pour 
les équations différentiello-fonctionnelles. L’ensemble de solu­
tions dans les deux cas ga.rde la puissance du continu, parce 
que nous avons choisi librement la fonction arbitraire continue 
dans l’intervalle initial. Le nombre des branches et des con­
stantes arbitraires nous donne en effet plus de dégrés de li­
bertés, mais en tout cas ne peut pas agrandir la puissance du 
nombre transfini de solutions qui reste celle du continu. Nous 
verrons plus loin comment on fait la jointure, plus encore, 
le raccordage jusqu’à un ordre infini dans les points de passage 
a3-tn(æ°) et quelle est la puissance de l’ensemble de ses solutions; 
nous ferons aussi l’étude de la continuité aux points limites.

17. Continuité. Commençons l’étude de la continuité pour 
les solutions des équations fonctionnelles. Rappelons-nous les 
§ 5 et 6 et le graphique à l’aide duquel nous avons construit 
ces solutions. Soit d’abord l’équation de périodicité pour la 
transformation xr(x)
(20) .P[æ1(æ)]=P(æ).
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII 6
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Nous avons vu que nous sommes libres de prendre pour P  
une fonction (ou arc) arbitraire dans un intervalle x°x1(afi) 
et ensuite considérer un point £ qui parcourt cet intervalle, 
ainsi que ses itérés dé f, les æ j f ) ,^ ^ ) , . . . ,^ ^ )  définis par 
®±n(£)==æiD»±n-i(£)] et, nous aurons la solution de l’équation 
en prenant
(20) P (^ )= P ( f )= .. .= P ( f±„).

L’ensemble des ares décrits par £P(£) et ses^térés <»-£,,(£) P(£) 
nous donnera une de ces solutions de (20).

Nous voyons que, pour avoir une solution continue, il faut 
d’abord que l’arc que nous tracerons pour P  dans l’intervalle 
initial x°xx{x°) soit continu, et il faut de plus, que les ordon­
nées aux extrémités de cet arc soient égales pour établir la 
jonction avec son itéré, donc

(21) P(x°—0)=P(æ1(aj°)+0).

18. Pour les équations non linéaires la jonction s’établit 
aux points de passage par une relation analogue à (21). Ainsi 
soit l’équation
(22) y[æ1(æ)]=P[a;,y(æ)].

Pour établir la jonction en £Ci(£c°), on prendra dans l’intervalle 
initial pour. y un arc continu, avec la seule condition entre 
les ordonnées de ses extrémités

(23) y [ ^ < ’) +  0]=P[æ“,y(a:0-0)];

la jonction sera automatiquement établie dans tous les points 
æ+„(æ°) tandis que dans les points æ_n(æ°) avec celle des bran­
ches de l’équation (22) en y(x) qui correspond à l’arc initial 
choisi.

19. Domaine de valabïlité de la continuité. L’arc initial étant 
choisi continu et la jonction faîte aux points de passage, la 
solution sera continue dans tout intervalle ab donné compris 
dans un intervalle A B  contenant x° et où A  et B  sont deux 
racines consécutives de l’équation x —x^x)', mais vers les points 
limites A  et B la solution sera d’un seul trait, mais pas en 
général continue. Nous reviendrons sur la continuité aux points 
limites au § 26 et 27.
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20. Raccordaye. On peut établir non seulement la conti­
nuité, mais le reecordage jusqu’à l’ordre k dans ces points 
Æ±n(-'s0) si l’on exprime entre les extrémités de l’arc initial 
les relations qui traduisent les égalités

(24) 0 ]= ^ to (æ °)+ 0], j=O,l,...,k,
l ’indice j désignant la dérivée d’ordre j.

Ainsi, par exemple, pour l’équation de périodicité (20) on 
aura pour j= l
(24') Pi, [^(œ»)+ o>î(æ<>) =P'(X° -  0)

et pour l’équation (22)

(24” ) ÿi,[®l(®o)+O]®j(®o)=

Le raccordage établi en un seul point de jointure Xl(x°) 
doit se repercuter dans tous les points de jointure (avec la 
même branche correspondante) parce que la transformation de æ 
en Xl(x) étant ponctuelle, c’est une transformation de contact. 
On suppose que la courbe æ1=æ1(æ) n ’a pas de points angu­
leux.

21. Raccord d’ordre infini. Si dans les équations (24) on 
prend &=°o, on aura dans les x±„(x°) non seulement la con­
tinuité, mais un raccord d’ordre in fin i1).

L’ensemble de ces solutions garde encore la puissance du 
continu, parceque l’arc arbitraire continu, choisi dans l’inter­
valle initial, arc qui détermine une seule el unique solution 
de l’équation fonctionnelle, apartient à un ensemble continu; 
tandis que les conditions (24) forment un ensemble dénom­
brable, qui regarde un nombre discret de points (un ensemble 
de mesure nulle, non partout dense) de l’arc continu arbitraire.

22. Fonction analytique osculatrice.
Pour un raccordage d’ordre infini au point de jointure 

nous voyons que nous sommes libres de prendre à notre gré 
l’allure de l’arc initial à une extrémité, soit en £c1(£c°-(- 0) ; mais

q Nous pouvons même donner des exemples de courbes qui aient 
dans un intervalle fini des contacts d’ordre infini sur un ensemble partout 
dense, sans que ces courbes se confondent; plus encore, elles peuvent même 
se traverser dans le même intervalle sur un second ensemble partout dense.

0*
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alors en a?° —0 l’allure de cet arc est déterminée, parce que les 
équations (24), (24'), '(24” ) nous montrent que les dérivées 
y^x°—0) en x°—0 sont déterminées à l’aide des dérivées en 
æi(æ°)4-0. Soit alors la fonction

(25) Y = y 0+ (x —æ°)yo+...+ ^ ^ - ^ + . . .

Elle peut représenter une fonction analytique, si elle est con­
vergente, mais elle ne représente pas l’arc initial que nous 
avons raccordé dans le prolongement fonctionnel à son itéré 
avec un ordre infini (raccordage qui se repercute dans les 
autres points de jonction). L’expression (25) sera appelée jonc­
tion analytique osculatrice en x° de notre arc initial, qui est en 
général non analytique.

Il y a aussi parmi les surfaces non analytiques un sous- 
ensemble de surfaces qui admettent pareillement des surfaces 
analytiques osculatrices. Je pense que cette question ne man­
que pas d’intérêt.

C ontinuité d es in tég ra les  des équations  
d ifféren tie llo -fo n ctio n n e lle s

23. Nous avons vu au § 13,14 et 15 comment on construit 
les intégrales d’une équation différentiello-fonctionnelles par la 
méthode du prolongement fonctionnel à l’aide du graphique. 
Ainsi, par exemple, l’équation

(19) ^^= a(æ )2 /[æ i(æ )]

s’intégre ainsi: Oh assigne a y une fonction (ou arc) arbitrai­
rement choisie dans un intervalle initial x°x1(x°). Alors dans 
les intervalles x„(x°)xn+i(x0) itérés positifs de x°x1(x°) la tra ­
duction graphique de notre équation (19) nous montre que 
l’on aura successivement dans chaque intervalle

(19') yr,(x)==y[Xn(x)] =
dky[x„-i(x)]
[dXn-l(x)']11

a[æn-i(æ)]

donc une solution unique; mais cette solution ne sera pas en 
générale continue aux points de jointure xn(x°). On établit la
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continuité au point x^x0) en prenant, aux extrémités de l’arc 
initial la relation
(26) y [Xl(x<>) + 0]= d ■ a (æ °-0 )

c’est-à-dire une relation entre la fonction initiale à l’extrémité 
gauche et sa dérivée k à l’extremité droite. En continuant la 
jonction dans Æ2(æ0) on doit imposer la znême relation aux 
extrémités du prolongement fonctionnel de l’arc dans x1(x°)x2(x°), 
ce qui se repercute par une autre relation entre la dérivée 
d’ordre 2k et la fonction initiale aux entrémités de l’arc initial. 
Dans chaque intervalle il reste donc k —1 dérivées libres aux 
points de passage. Jusqu’au point xn(x°) il faudra satisfaire 
à n relations entre les nk dérivées aux extrémités de l’arc ini­
tial; mais entre ces extrémités l’arc initial reste arbitraire. 
Nous pouvons le tracer continu. On aura alors une solution 
continue depuis x° jusqu’à xn(x°). Si nous continuons la jonction 
vers le point attractif JL =  limæ„(a;<)), w->oo, nous aurons une 
solution d'un seul trait, mais qui ne sera pas généralement con­
tinue vers A. Elle pourra devenir non bornée, ou même si elle 
reste bornée, elle pourra avoir vers A  une variation totale 
infinie et dans ce dernier cas on ne peut pas affirmer qu’elle 
sera sûrement discontinue, parce que nous verrons qu’il peu­
vent exister des fonctions continues dans le voisinage d’un 
point et pourtant à variation totale infinie en s’approchant 
de ce point.

L’ensemble de ces solutions d’un Seul trait aura la puis- 
sence du continu, comme pour le cas du raccordage d’ordre 
infini dans le § 17 et pour les mêmes raisons.

S'il existe une solution analytique, elle dépendra de k con­
stantes arbitraires.

Il en resuite que les équations fonctionnelles linéaires pures 
n ’admettent que, au plus, une 
constante arbitraire). Ainsi 

P(æ)=P[æi(æ)], P=G  
af(x) — f(ax), f= C xr

solution analytique (avec une

si r—-— est entier La
Taxrf(x) =  f(axp), f= cxq si

P -
est entier et a= aq.
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Exception font certaines équations de construction spéciale 
comme /(æ+2)=/(æ), fonctions circulaires de période 2-îr/A 
dont une infinité sont analytiques, /(æ )± /(—æ) =  0, fonction 
impaire ou paire.

24. Continuité vers les itérés négatifs. L’équation (19), 
qu’on peut écrire sons la forme:

(19J d y  =a[æ-i (x)]y (a?)
d[æ_i(æ)]

nous montre que si nous connaissons ÿ(æ) c’est-à-dire y entre 
æ° et fl5i(æ°), on aura ÿ(æ_i) non directement, mais par sa dé­
rivée fc-ième, donc il s’introduisent k constantes arbitraires, 
qu’il faut choisir pour déterminer y quand on passe d’un inter­
valle à son itéré contigu dont l’indice est diminué de 1. Alors 
après avoir choisi l’arc initial, il suffit diune de ces constantes, 
à chaque passage, pour établir la jonction. Il reste disponibles 
k — 1 constantes à chaque passage. On pourrait les employer- 
pour satisfaire à différentes conditions initiales.

On peut également se servir soit pour la jonction, soit 
pour d ’autres conditions initiales, en imposant des relations 
correspondantes entre les dérivées aux extrémités de l’arc 
initial. Les solutions continues vers les itérés négatifs forment 
aussi un ensemble de puissance de continu.

Le nombre croissant, à devenir dénombrable, de constantes 
arbitraires qui s’ajoutent au point limite répulsif ne change 
pas la puissance de l’ensemble.

25. Passage des équations différentiello-fonctionnclles aux équa­
tions intégrales.

Si l’on intègre p ^ k  fois une équation fonctionnello-diffé- 
rentielle d’ordre k, comme par ex. (19), on aura une équation 
intégrale, ou intégro-différentiello-fonctionnelle. A chaque inté­
gration s’introduit une constante qu’on peut assujetir pour 
satisfaire telle condition initiale. Supposons que nous avons 
un nombre p de conditions à satisfaire dans p points x1' dont 
aucun n’est point limite des x„. Il nous faut p constantes arbi­
traires. Nous avons plusieurs moyens pour les obtenir: 1° On 
peut imposer p conditions ponctuelles convenablement choisies 
à l’arc arbitraire qüe nous pouvons prendre dans n’importe
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quel intervalle initial, 2° on peut choisir l’intervalle initial 
assez près du point limite attractif pour que, en faisant le pro­
longement fonctionnel vers les itérés négatifs de cet intervalle, 
on arrive à chaque point xa de l’intervalle d ’intégration avec 
le nombre de constantes libres d’intégration nécessaires pour 
satisfaire nosc onditions en x1. Exemple: si p — m k+ r  et p con­
ditions en a?1, on choisira x° tel que x - m(x°)<x1.

26. Conditions aux points limites. Compatibilité. Il arrive 
des fois que l’équation fonctionnelle, ou fonctionnello-différen- 
tielle, à laquelle nous avons réduit l’équation intégrale soit 
par intégration par parties, soit par dérivations, admette des 
solutions, même une infinité, mais dont aucune ne satisfasse 
pas l’équation intégrale de départ. Exemple: l’équation inté­
grale de notre problème d’hydrostatique

fS ( y ) d y —J e(x}8(y)dy(3)

qui

(3')

A-,(x) X
=  p(»)

0 0
se réduit à

X

V[x1(x)]—Q(x)V(x)=p(x), V(x)= fS (y )d y  
o

par la nature des choses 0< x1(x)< x  parce que x c’est la hau­
teur de vase et x^x) celle de la ligne de flottaison par rapport 
au fond. Donc æ1(0) =  0 alors (3') nous exige

p(0)E(0) =
i - e ( O )

pour toutes les solutions de (3') et nous avons vu qu’il en exi­
stent une infinité dépendant d’une fonction arbitraire. Or, si

p(0)4=0, alors [ S(y)dy=V(x) doit être différent de zéro pour 
o

x —0. Quelle est alors la fonction ^ (ÿ )?1).
b Malgré toutes les apparences, la condition p(0)=0 n’est qu’arti­

ficielle, parce que c’est une simple exigeance-analytique, qui ne tient paB 
compte de la réalité physique. La réalité c’est qu’il faut prendre p(0)4=0 
parce qu’il faut doter le fond du vase d’un minimum d’épaisseur a. Il

X
faut donc prendre ^S (y )d y—V(x) et 7(0) + 0 le considérer comme faisant 

a
partie de cargaison. Dans la physique, il arrive des fois qu’il faut quitter 
l’analyse différentielle pour l’analyse fonctionnelle, comme dans la théorie 
dès chaleurs spécifiques des solides à basses températures-, les quanta etc.
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Lorsque p(0)= 0 , alors on a effectivement une infinité de 
solutions. Aussi lorsque />(()) =  0 avec e(O)=l. Il est intéres­
sant de remarquer que l’équation (3') admet des solutions 
même si g(0) —1 avec p(O)=f=O, mais ces solutions ne sont pas 
uniformes.

En général, l’allure des solutions aux points limites se voit 
sur l’équation même. Ainsi par ex. l’équation (18) peut s’écrire 

(18') /(æ)[Z'(æ)—Z'(O)]+e[æ—®!(®)]Z'(®)—c[Z(æ)—Z[(®1(®)]]=p(®).

On voit que, pour qu’elle admette des solutions continues 
.au point ®=0, il est nécessaire que p(O) =  0 et que, si /(0)=(=0, 
il faut que /'(O) ait une valeur finie, ce qui n’exige pas néces­
sairement que Z'(æ) soit continue pour æ=0. Enfin pour que 
la solution aie un sens physique pour notre problème, il faut 
que t"  existe parce que t"(y)=S(y).

27. Continuité aux points limites. Nous avons vu que nous 
pouvons construire une infinité de solutions continues dans 
tout intervalle A+e, B —y, A  et B  étant deux racines consé­
cutives de l’équation x= x1{x), e et y aussi petits qu’on le veut. 
L’ensemble ,,de ces solutions, nous l’avons vu, aura la puis­
sance du continu. Aux points limites A et B les solutions pré­
sentent différents caractères: Il y a à la fois des solutions con­
tinues et d’autres discontinues. Dans d’autres cas toutes les 
solutions doivent présenter en un des deux points limites, où 
dans les deux, des singularités essentielles. Il y a des cas où 
toutes les solutions, même celles qui étaient discontinues dans 
A +  e, B —y deviennent continues et, ce qui est curieux, même 
les solutions qui n’étaient pas d’un seul tra it deviennent con­
tinues. D’autres cas où toutes solutions deviennent continues 
vers le point limite en s’y approchant tout de même avec une 
variation totale infinie. Nous allons faire voir sur des exem­
ples simples ces genres curieux de singularités.

28. Singularités essentielles. Soit à intégrer l’équation fonc­
tionnelle 

(9) ? ) (® ) — rt(® )? ) [® 1( ® ) ] = 0 .
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Nous avons donné la solution générale de cette équation 
sous la forme

-H» fl J
=  [ f  ( î t „  U n— l )  (V — n  V — n - |- l)

n=—oo
n — n

où [J = aai...an-i, f]= l-a -ia - i...a -n, a±„ comme toujours
a[®+„] avec a?4:n=a31[a;-i-n-i], u et v deux fonctions arbitraires 
qu’on peut choisir pour la convergence, a et £ nombres con­
venablement choisis dans le même but.

Nous avons aussi vu (§5) qu’on peut prendre pour <p un 
arc arbitraire dans un intervalle a^a^a,0) avec x° arbitraire. 
Cherchons l’allure de <p au point limite attractif x = A  ; on aura

II
Par suite, si le produit []—a- a,...an- i  est convergent vers une 
limite pour « -> oo  et si x„ tend uniformément vers une limite A, 
alors dans chacun des très petits espaces xn(x°) x„+i(x°) toute 
solution de (9) devra avoir une variation totale du même ordre 
que dans l’intervalle initial. Donc, même les solutions qui 
ont été continues dans A + e, B — rj seront discontinues lorsque 
x  tend vers A, mais finies et d’un seul trait.

Une équation différentielle-fonctionnelle telle que (18) peut 
admettre à côté des solutions continues en A  des solutions dolit A  
peut être un point singulier essentiel, comme (8).

ZI
Si /J tend vers zéro, (p(xn) tend vers l’infini.

n
29. Fonctions à crépitations. Supposons que [J tende vers 

l’infini. Alors, vu (9'), toutes les solutions de (9), même celles 
discontinues, et même celles qui ne sont pas d'un seul trait, 
tendent vers zéro au point limite attractif A. Rappelions nous 
maintenant la définition classique de la continuité et notam­
ment celle de continuité à droite: Une fonction est continue 
à droite d’un point A  si, <5 étant un nombre positif arbi­
trairement donné, il existe un nombre positif e tel que 

(c) |/(A )-/(A  +  e')|<<5

pour tout nombre positif e'<£. Or cette relation de «con­
tinuité11 sera satisfaite même pour les solutions de (9) qui
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ne sont pas d’un seul tra it entre A  + e et B — rp, par ex., si 
l’on n’a pas fait le jonction aux points de passage xn(x°). 
Donc la relation de continuité (c) peut être satisfaite pour 
un fonction lorsque la variable tend vers une limite A  sans 
que la fonction soit obligée à prendre toujours toutes les va­
leurs intermédiaires entre deux valeurs. La fonction aura des 
sauts qui tendent rapidement vers zéro comme les crépita­
tions d ’un courant qui traverse des fils séparés par des , dié­
lectriques dont l’épaisseur tend vers zéro.

30. Fonctions continues à droite d’un point et pourtant 
à variation totale infinie lorsque la variable approche ce point.

Supposons une fonction, d’un seul tra it ou non, qui dans 
chaque intervalle xnx„+i a une variation totale v„. Supposons 
ensuite que les intervalles x„x„+i, sont les termes d’une série 
absolument covergente, tandis que les vn tendent vers zéro 
mais üs sont les termes d’une série divergente; alors notre 
fonction satisfaira à la relation de continuité (c) et pourtant sa 
variation totale sera infinie lorsque x  approche A.

On peut composer des exemples d’équations fonctionnelles 
dont toutes les solutions jouissent de cette propriété. Ex.: si 

1 + kLx^x)- où x1(x)=xy)(x),dans l’équation (9) on prend a=- 
y>(x„)-+a (constante), L=logarithme.

31. Gas où un point limite est à l’infini. En d’autres ter­
mes la courbe y=æ 1(æ) admet une direction assymptotique y=æ. 
Proposons nous d’étudier l’allure des solutions vers la direc­
tion asymptotique. Supposons que /7 admet une limite. 
Alors si y = x  est une direction asymptotique sans être une 
asymptote, la variation totale de y dans un intervalle xnxn+P 
reste finie pour p fini (ou de l’ordre de p); pour n infini nous 
dirons que l’infini A  est un point régulier de la solution. Si y = x  
est effectivement une asymptote, le rapport entre la varia­
tion totale de la solution et l’intervalle de variation xnxn+P 
est infini, même si la fonction y reste finie; nous dirons que 
l’infini A  est un point de singularité essentielle pour les solu­
tions, même pour celles qui sont finies et continues.

Nous voyons quelle variété des singularités se présente dans 
cette étude dont nous avons donné un aperçu.



SUR UN THÉORÈME CONCERNANT LES FONCTIONS 
AU CARRÉ SOMMABLE

Par Otton Nikodym , Warszawa

1. La note présente est consacrée à la démonstration du 
théorème suivant:

Si f(x) e s t une fo n c tio n  com plexe, d é fin ie  p re sq u e  
p a r to u t  d ans <0,l> e t au  c a rré  som m able, il e x is te  
d ans <0,l> un en sem ble  é p a is 1) d o n t ch aq u e  p o in t x0 
jo u i t  de la  p ro p r ié té  su iv a n te :

üm fl/(®)-/(®o)|2^®=0
n A n  A n  J  

X n

qu e lles  que so ie n t les su ite s  in fin ie s  {x'n}, {#„}, où

O<a5L<æo<a5n<l, 
lim x'n=  lim xà—XQ.

n n

La démonstration qui va suivre est basée sur le théorème 
connu de Vitali (Überdeckungssatz).

Supposons, par impossible, que le théorème n’est pas 
vtai. Il existe alors un ensemble A, où mes ex tA X », tel que, 
si x0 e A, il existe des suites infinies {x'nxh {x'„'}, où ()^x'„<x0< x i,^  1, 
x'„-*-x0, 7->æ 0 et il existe un nombre a> 0 , tels que

(1) f |/(æ)—/(æ0)|2 (lx>a, (n= l,2 ,...).
An An J

l) C’est-à-dire, de mesure=l.
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En vertu de l’axiome de M. Zermelo, on peut, à tout 
point jsoeA, faire correspondre un couple de suites infinies 

{x„} et un nombre a=a(æ o)>0 de manière que (1) ait 
lieu. I l existe certainement un sous-ensemble A ' de A  tel que 
m esext A '> 0  et dans lequel a(x0) surpasse un nombre po­
sitif fixe.

En effet, désignons par A„, l’ensemble æ0(a(æ0)>l/w}.
Si l’on avait mesext An,= 0  pour chaque m, on aurait

oo oo

mes A =  mes 2? mes A„,=0, ce qui est impossible.
Z Z l= l  Z Z l= l

Soit donc A'C A  tel que m esext J . '> 0 ,

(2) - t̂ —7 f |/(^)-/(«o)|2 d x > a 'X )  
wn '"n »/

pour tout xoeA' et pour des suites {x'n}, {x'n} convenablement 
choisies pour chaque p0.

2. La fonction f(x) étant mesurable, on peut, d’après un 
théorème de M. N. Lusin , trouver pour chaque nombre <r>0 
un sousensemble parfait B a de <0, I>'dans lequel f(x) est bornée 
et continue sur B a et par rapport à B a, et où

1 — a < m e s

Choisissons a de manière qu’on ait
(3) cj< mesext A'/2
et trouvons un ensemble B a parfait y correspondant. On a 
(I) mes ext (A'jBo)>0,
car dans le cas contraire on aurait

mes (A'Bff) =  0, A '= A 'B a-\- A 'coBa,
mesext (A'co JSc)^m es (aoBc)<a

ce qui donnerait
mes ext A '^m es ex t(A '5o) +  mes ext(A 'coi5,)^a 

et, par conséquent,
mes ext A' 

2mes ext A '< J
ce qui est absurde.
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—f f ( x 0)f(x)dx—ff(x ) f(x 0) dx,
E E

Posons
(5) A " = A 'B e.

On a, d’après (4):

(6) mes ex tA "> 0 , A "Q B C, A "Q A '.

La fonction /(æ) étant continue sur Ba et par rapport 
à B a, elle y est aussi uniformément continue. À fortiori /(æ) 
est uniformément continue sur A "  par rapport à A ".

3. La fonction f(x) étant bornée sur B„, supposons que 

sur Ba.

Soit E  un ensemble mesurable et soit æoejl". On a

f  \f(x ) — f(x0)\2d x = f  \f(x)—f(x0))(f(x)—f(x0)) dx=
E E

=  / ’|/(æ)|2dæ+|/(æ0)|2mes E
E

d’où
l\f(x)—f(x0)\1d x = \l\f(x )—f(x0)\2dx\ <

E E

^ f \ f ( x ) \2dx+ M l mes E + 2 ^ / .Marnes 25

et, par conséquent,

(7) f  \f(x)—f(x0)\1dxi^2y"|/(a;)|2(?a:+27lf2mes E.
E E

L’inégalité qui vient d’être obtenue montre que

lim f\f(x )—/(æo)|2da; =  O 
È

lorsque mesÆ?-*0 et, de plus, que la dite convergence est uni­
forme. Cela veut dire que, étant donné un nombre »7'>0, on 
peut trouver un nombre r]">0 tel que la relation mes E<rj" 
entraîne:

f \ f ( x ) - f ( x 0)\2dx<rj’,

et cela quel que soit æoeA".
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4. La fonction /(æ) étant uniformément continue sur B a, 
on peut, en fixant un nombre e>0 d’avance, trouver un nombre 
<5>0 tel que, si y i~ y 2<ô, yreBa, y 2eBa, on ait |/(ÿx)—/(ÿ 2)l<e.

Les intervalles (»«,««) enfermant les points x0 de A "  
[voir (2)], représentent une fam ille  de Vit a l i1) pour A ", 
même si l’on suppose que \x'„—a£|<<5.

Donc, si l’on choisit un nombre y>0, on peut, d’après 
le théorème de Vitali, trouver une suite finie d’intervalles 
disjoints
(8) Ai,A2,...,Ak
appartenant à la famille et tels que

(9)
2)mes J,— jy^mes ext<=i

<m es ext(A"- 2 ^ ,)  +  rç<mes2?A+ y.
i= t 1=1

5. Aux intervalles (8) correspondent certaines points ÿp...,yA 
de l’ensemble A".

En vertu de (2) on a:

mes
J,

donc, d’après (9):
A «

d ° )  2  f  /(y,)l2̂ >  a' ^ m e s  J,> a '(m es extA" — y).
i=l s, 1=1

(11)

z=i â,- 
On peut écrire:

Z(ÿz)|2̂ = /  +  /■
A, B„ ÂB„

Comme la longueur de At est <<5, on a conformément à 4, 

y  |/(æ)—/(y,)|2ÆB<2 J  e2da?<2e2m esJ/,
A, B,W a t Da

donc

(12)
K  ■

2  f \ K x } — i { y i ) \ 2 d x ^ 2 e 2 .

Ma
l) Voir p. ex. S. Saks. Zarys Teorii Cdlki. Warszawa 1930, p. 46.
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D ’après (9):
k  k  h

mes ( J? d ,) ̂  mes ext (d. " J? Zl,) ̂  J? mes d 2 w, 
1 = 1  1 = 1  z=i

donc
A A

mes Ai—mes (_Ba2? d,)<2?7 
i=i z=i

et, par conséquent,
(13) ^ m e s  (A i-B a)^27].

i=i
En appliquant l ’inégalité (7), on a

f  l/(æ)— f(yi)\2d x^2 j\f(x )\idx+ 2A fm es(A i—B„);
*i-B„

donc, d’après (13):
k

(14) . 2  f  l/(®)-/(y/)l2̂ < 2  j ‘ \f(x)\2d x + 4 M \
'= 1  â i - B a

1=1

Les inégalités (12) et (11) donnent, en vertu de (11),
A

2  f  f  |/(æ)|2da5+4Jf2?7+2c2.
,=i âi

Z V .-B J
Z=1

Il en résulte, d ’après (10):

(15) a'Cmes extA "  — rj)^2 J  \f(x)\2d x + iA [ \+ 2 e i.

La fonction f(x) étant au carré sommable, l’intégrale, 
figurant dans le membre droit tend uniformément vers 0 lorsque

A
i?->0, puisque, d’après (13), on a mes^ ( A t—B a)^2rj.

i=i
Les nombres e > 0  et 77X) sont arbitraires. En les faisant 

tendre vers 0, on obtient de (15):

a'-mes ext d " < 0 ;

donc mes ext d." =  0 contrairement à (6). Le théorème est ainsi 
démontré.
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6. Remarquons que le théorème analogue est valable pour 
les fonctions /(#,?/) de deux variables indépendantes, à con­
dition qu’on remplace les intervalles par des carrés
centrés en x0.

Le théorème démontré va trouver des applications dans des 
travaux ultérieurs de - l’auteur, concernant les espaces de 
H ilb er t .

Remarquons que, si f(x) est continue et aux dérivées 
bornées, on peut démontrer, à l’aide du théorème classique de 
I’H ospital, que

x"ri
dm f  l/W -/(«o)|2̂ = ü

pour chaque æoe(O,l).
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S z p ilra jn , Doc. Dr Adolf L in d en b au m , Doc. Dr Kaziniierz 
Z a ran k iew icz .

SECTION DE WILNO

Président de la Section: Prof. Dr Juliusz E u d n ick i.
I  Vice-Président (Trésorier): Prof. Dr Stefan K em p isty .
I I  Vice-Président (Secrétaire): Prof. Dr Antoni Z ygm und.
Suppléant du Trésorier: Dr Mirosîaw K rz y za n sk i.
Suppléant du Secrétaire: Mgr Konstanty S okô l-S oko low sk i.
Commission de Contrôle: Prof. Dr Waclaw D ziew ulsk i,

Prof. Dr Kazimierz J a n tz e n , Konstanty M atu lew icz.
Délégués à VAssemblée Générale de la Société: Prof. Dr Antoni 

Z ygm und, Prof. Dr Stefan K em p isty .
Suppléant des Délégués: Prof. Dr Juliusz Eudnicki.

SÉANCES DES SECTIONS 
SECTION DE CRACOVIE

12. I. 1938. L e ja  F. Sur les polynômes généralisés de Tcheby- 
cheff.

Démonstration de l’existence et de l’unicité du polynôme 

Tn(z)=zn+ c1zn~1+ ...+cn

qui correspond à un ensemble fermé et borné E  de points du plan et à une 
fonction donnée s5(«) et remplit la condition suivante:

max (z) • Tn(«)|<niax 10 (z)
* zeE  zeE

où Pn{z) désigne un polynôme quelconque de laforme zII + aizn '+  ...+ an-

19. I. 1938 et 26. I. 1938. M ath iso n  M. Eine neue Lôsungs- 
methode für Differentialgleichungen von normalem hyperbolischem 
Typus [Math. Ann.. 107 (1932), 400-419]; Die parametrix- 
methode in Anwendung au) hyperbolisch'e Gleichung s système (Prace 
Mat.-Fiz- 41 (1933), 177-184].

23.11.1938. L e ja  F. Sur une nouvelle méthode d'approxi­
mation des fonctions continues [ces Annales 17 (1938), p. 1 — ?]•

Soient f(x) une fonction réelle continue dans l’intervalle fermé Z=<a,6>. 
£={f0>£i> •••>£),} un système de n+ 1  points de I  et
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c- f n~i j - l sy+i
Ay“ A) A;— Ay_i A - C /+1 A  Ai

Lorsque le système £ varie dans I ,  la fonction

0 = 0,1.....n).

I=o
où 1 est un paramètre réel, atteint pour chaque n et chaque x fixe (réel 
ou complexe) sa borne inférieure positive, qui sera désignée par Fn(x,A).

On montre que:
1° Pour chaque x réel ou complexe et chaque A réel fixe, la suite

1/nlog Fn(x,P) (w =l,2 ,...)
tend vers une fonction-limite, harmonique dans le plan de x en dehors de l’inter­
valle I.

2° I l  existe dans l’intervalle I  la limite réitérée suivante, égale à f(x):
lim 1/A.[lim 1/n • logF n(x, iî)]= f  (x).
Â-VO n->oo

16. I I I .  1938. Z a rem b a  S. K. Sur l’indice de Kronecker 
[C. E. Acad. Sc. Paris 206 (1938), 476-477; cf. plus loin, p. 110, 
Section de Lwôw, séance du 26. I I . 1938].

4. V. 1938. P o p o v ic i C. (Bucuresti). Sur les équations 
intégro- et différéntiello-fonctionnelles [ces Annales 17 (1938), 
p. 67-90].

11. V. 1938. L e ja  F. Sur une suite de fonctions rationnelles 
et la fonction de Green [à paraître dans les Annales Acad. Sc. 
Techniques à Varsovie (1938)].

Soient: E  un ensemble fermé et borné de points du plan, f= { f0, 
un système de n+  1 points de E  et p(z) un polynôme ne s’annulant pas 
dans E. Posons

^(A,.....U  =
0 < J < k < n

Soit rj={ri0, ...qn} le système (ou l’un des systèmes) f  satisfaisant aux 
conditions :
(1) ' P(i?0,...,^„)=m axP(f0..... f„),

Ç eE
(2) pour y = l,2 ,...n ,

OÙ ry=|(»7y-»70)■...• (V j-  f y _ j )  (Vj-Vn) I • I P (ij) I _ "

On démontre que la suite de fonctions rationnelles
pW

*10-1 n p[z)

jouit des propriétés suivantes:
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1° I l existe en dehors de V ensemble E  la limite 
n_____

R(z)=  lim | |̂Bn(«)|,
„->oo

2° Lorsque p{z)= az-f-b, la fonction logÆ(z) est identique à la fonction 
de Green du domaine D ayant sa frontière dans l'ensemble E et contenant 
dans son intérieur le point-zéro du polynôme p(z).

18. V. 1938. W ilkosz  W. Sur la nature des surfaces de Rie- 
mann.

25. V. et 8. VI. 1938. S k rzy p k ô w n a  W. Sur la géométrie 
intégrale. Une revue des mémoires de MM. Blaschke, Santalo 
et des autres auteurs sur la géométrie intégrale.

1. VI. 1938. L ebesgue  H. (Paris). Sur la notion de volume 
et sur la dissection des polyèdres [à paraître dans ces Annales 
17 (1938)].

15. VI. 1938. W azew sk i T. Sur les intégrales premières 
des équations différentielles ordinaires [ces Annales 16 (1937), 
p. 145—161].

SECTION DE LWÔW

15.1 .1938. K aczm arz  S. Application des courbes sinusoïdales 
à la construction des routes [à paraître dans les „Wiadomoéci 
Drogowe“, Varsovie (en polonais)].

On applique à la construction des courbures de routes les lemniscates 
au lieu des clotoïdes, qui répondent exactement aux conditions du problème. 
L’auteur en donne une meilleure approximation à l’aide des courbes si­
nusoïdales, ce qui permet d’augmenter le nombre des conditions remplies 
par la courbure de la route. Le point initial de la courbure peut p. ex. être 
donné d’avance dans des limites assez vastes.

15. I. 1938. M azur S. De la théorie des espaces linéaires topo- 
logiques.

I. Démonstration, en partant d’un th. de T ychonoff, que pour tout 
espace E  de type (B) au sens de B anach : 1° dans l’espace de toutes les 
fonctionnelles linéaires définies dans E, 2» dans celui de toutes les trans­
formations linéaires de E  en sous-ensembles de E  (ces espaces étant consi­
dérés comme certains espaces topologiques), chaque ensemble totalement 
borné est bicompact.

II. Démonstration d’une condition nécessaire et suffisante pour que, 
dans l’espace E conjugué à E, toute fonctionnelle linéaire soit de la 
forme f(x0) où feE  et xoeE.

19. II . 1938. B an ach  S. Sur la mesure dans les espaces 
abstraies.
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Dans l’espace des fonctions intégrables dont l’intégrale ne dépasse pas 
1 en valeur absolue, il n’existe aucune mesure (non triviale) de Lebesgue, 
complètement additive et telle que les intégrales sur les segments n’empié­
tan t pas les uns sur les autres soient deux à deux indépendantes (au sens 
de la terminologie probabiliste). Une interprétation de ce théorème dans 
le domaine de la mécanique statistique.

19. I I  1938. H e tp e r  W. Sur l'algèbre des ensembles finis.
Discussion des difficultés liées à la définition de la notion d'ensemble 

dans le système de la sémantique. La construction de l’algèbre des ensembles 
exige l’introduction d’une nouvelle espèce de variables et l'adoption de 
l’axiome sémanto-logique 3  =  a/3=a/l.

Or, dans beaucoup de problèmes jouant un rôle capital dans la con­
struction du système de la sémantique, on est contraint de se servir des 
ensembles finis d’expressions. L’auteur montre que l’axiome en question 
est dans ce cas superflu, car tout ensemble fini d’expressions peut être 
obtenu comme celui des solutions de l’équation {I * Zx} où I  et Z  sont des 
expressions constantes.

26. II . 1938. Z a rem b a  S. K. Contribution à la théorie de l’in ­
dice de Kronecker [C. E. Acad. Paris 206 (1938), p. 476 — 477].

Soit O un champ vectoriel (continu) dans l’espace à w+ 1 dimensions 
(n > l)  défini sur la sphère S n à a dimensions et n’y admettant pas de points 
singuliers. T désignant le champ des composantes des vecteurs du champ C 
tangentes à Sn, les points singuliers par rapport à T  sont les points dans 
lesquels le vecteur du champ C est normal à 8n. On peut donc distinguer 
parmi les points singuliers du champ T  ceux dans lesquels le vecteur du 
champ C est dirigé vers l’extérieur et ceux où il l’est vers l’intérieur de Sn- 
Soit q la somme des indices de Kronecker de ces derniers points. On peut 
alors exprimer l’indice i du champ C sur Sn par la formule t = l — q.

5. I I I . 1938. M azur S. Un théorème sur les points invariants.
Soit E  un espace linéaire topologique localement convexe dont l’élé- 

ment-zéro admet une suite d’entourages ayant précisément cet élément 
pour partie commune. Alors, toute transformation continue d’un ensemble 
convexe et fermé quelconque I Q ü  en sous-ensemble bicompact admet 
un point invariant.

5. I I I . 1938. K ac M. Sur les distributions invariantes.
I. Introduction de la notion de distribution invariante.

II. Théorème: Si l’on a
(1) f21(t) + ...+f2n(t) = nK i
pour tout t, et si la distribution de la fonction

g1/1W + - + ^ / n(0
(2) h ? + - + f *

ne dépend pas de A,...,f_, la distribution de chacune des fonctions /(- où 
i= l ,. . . ,n  est donnée par la formule de Borel
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1—
1—

«2
S(n—1)

du.

Inversement, si la distribution de la fonction (2) ne dépend pas de 
£p...,fn et s’exprime par la formule de Borel, et si les fonctions /z(Z) sont 
presque-périodiques, on a l’égalité (1).

III. Interprétations physiques des résultats acquis.
30. IV. 1938. G illis  P. Un théorème du Calcul des Variations.
Soient: Dn un domaine à n dimensions, borné, fermé et convexe, situé 

dans l’espace euclidien à n dimensions, Dn—i la frontière (n— l)-dimen- 
sionnelle de Dn, F  une fonction de n variables aux deuxièmes dérivées 
partielles continues pour toutes les valeurs réelles des variables et Fp p zlzé 
une forme quadratique définie positive. Il existe alors une et une seule 
fonction de n variables remplissant dans D„ la condition de Lipschitz et 
dont l’intégrale

/ p
Ftp^da^dx*... dx" où p .= —— pour i =  1,2,...,»

ex'
D„atteint son minimum par rapport à l’ensemble des fonctions z qui remplis­

sent la condition de Lipschitz et prennent sur D n -1 les valeurs données 
d’avance, pourvu que ces dernières soient assujetties aux conditions:

(1) il existe une fonction remplissant la condition de Lipschitz dans Dn 
et prenant ces valeurs sur Dn—1,

(2) F  désignant l’image de la fonction z(x') sur D„—l dans l’espace 
à n+  1 dimensions (x',2), la pente d’un hyperplan quelconque qui contient 
n+  1 points distincts de r  ne dépasse pas une valeur donnée.

14. V. 1938. M azur S. Sur la continuité des fonctionnelles 
dans les espaces topologiques.

Soient: T  un ensemble abstrait, E  l’ensemble de toutes les fonctions 
réelles x(f) définies pour te T et dont la valeur absolue ne dépasse p as‘1, 
enfin P(x) une fonctionnelle définie dans E  et continue en ce sens que 
si xn(t)+x(j{t) pour tous les te  T, on a P(xn)->P(xQ).

Alors, si la puissance de T  est inférieure au plus petit nombre cardinal 
inaccessible, T contient un ensemble To tout au plus dénombrable et tel 
que les valeurs de P(x) se trouvent déterminées par celles de la fonction x(f) 
dans T,, c. à d. que si x1(t)=x,(t) pour tous les te P 0, on a P(xé)=P(xt).

Ce théorème renferme comme cas particulier le ,th. de B anach- 
K uratow ski-U lam  sur l’existence des mesures complètement additives. 
L’auteur signale en outre quelques applications aux problèmes concernant 
les points invariants et quelques généralisations.

14. V. 1938. K a cz m a rz  S. et T u row icz  A. Sur les inté­
grales indéfinies irrationnelles [à paraître dans Stndia Math. 
8 (1938)].
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Soient: /^æ), /2(x)... une suite des fonctions de variable réelle, finies 
et intégrables dans l’intervalle Sa,b), et o'i l’ensemble de toutes les fonctions 
d’une variable réelle de la forme g{x)=K[fl (x),f2(x),...,fi {x)] où B est une 
fonction ra tio n n e lle  de k variables (avec k arbitraire). Alors, étant donné 
un intervalle quelconque <a,/J> où a< a< /?< 6  (etmême où o<(a<(S<:6 
si a > —oo ou 6<+oo), Si contient une fonction intégrable dans <a,/3> 
dont l’intégrale indéfinie n’appartient pas à Si.

28. V. 1938. L eb esg u e  H. Sur le calcul des côtés des poly­
gones réguliers.

L’auteur donne des formules pour l’évaluation des côtés des poly­
gones réguliers convexes et étoilés, basées sur le théorème: l’égalité 
a7i=n('ii1/2+ri2/2‘i +...), où les sont des 0 où des 1, entraîne l’égalité

cos a n — 2~~1el |/2+ ea |^2 +  ej^-l-...
où «!= 1—2i]lt el .eI=  1—2»?a, 81-£a-«a=  1 — 2^3, ...; la différence entre
la valeur de cette racine infinie et celle de sa n-ième racine partielle ne 
dépasse pas n/2".

18. VI. 1938. U lam  S. Sur les transformations ergodiques.
Résultats des recherches communes de l’auteur et de M. J. O xtoby. 

Toute variété topologique homéomorphe à un complexe régulier à n~5>2 
dimensions admet des transformations biunivoques conservant la mesure 
et métriquement transitives, c. à d. ne transformant en eux-mêmes que tout 
au plus des ensembles de mesure 0 et 1. E tant donnée une homéomorphie 
quelconque F  conservant la mesure, il existe des transformations T  arbi­
trairement voisines de F  et telles que, pour toute transformation G, la 
transformation GTG~1 est métriquement transitive.

25. VI. 1938. M azur S. Sur les anneaux linéaires.
Théorèm e I. Un anneau linéaire 21 à une infinité de dimensions, 

sans diviseurs du zéro, contient (à une isomorphie près) l’anneau des po­
lynômes nuis pour x=  0; si 91 possède une unité, il contient (à une isomorphie 
près) l’anneau de tous les polynômes; si 91 est un corps (non nécessairement 
commutatif), il contient (à une isomorphie près) le corps de toutes les 
fonctions rationnelles.

Théorème II . Si, dans un anneau linéaire 91, une norme est définie, 
satisfaisant—outre des conditions habituelles—à la condition |(A-B[|=|[J||-|[B|!, 
l’anneau 91 équivaut *(c. à d. peut être représenté en conservant les opé­
rations et la norme) soit au corps des nombres réels, soit à celui des nombres 
complexes, soit au corps des quaternions réels; si 91 est un corps (non né­
cessairement commutatif) et la norme satisfait à la condition plus faible 
||A-B||^:||A ||-||B ||, il est isomorphe (c. à d. représentable homéomorphique- 
ment avec conservation des opérations) à un des trois corps mentionnés.

Corollaire. A étant une transformation linéaire d’un espace E  de 
type (B) en une partie de E, ils existent deux nombres réels a et tels que 
soit l’équation A2(æ)-(-a-A(a:)-)-)ff-a:=y ne possède de solution pour certains
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TJeE, soit l’équation homogène A 2(x)+a-A(x)+fi-x=  0 possède une 
solution non nulle.

30. VI. 1938. P ep is  J. Sur une famille d'ensembles plans 
et les solutions de l'équation fonctionnelle F  (x,z)= F (x,y)-F (y,z) 
pour 0 ^ x ^ .y ^ z .  Application à la théorie générale des intérêts.

I. Soient Aa, Ba, O a, D» les ensembles plans des points, dont les coor­
données satisfont aux conditions:
æ+ÿ; respectivement. Soit 33 la plus étroite famille d’ensembles
plans, contenant tous les ensembles A a, Ba, Ga, Da (a:>0) et les sommes 
quelconques (finies, infinies ou même indénombrables) de ces ensembles.

Théorème. Toutes les solutions de l'équation fonctionnelle F(x,z}— 
= F(x,y)-F(y.z) où O ^ x ^ y ^ z  sont données par la formule F(x,y)=  
= g{y)/glx)(l — yj{x,y)), où g(x) est une fonction arbitraire non nulle pour 
tous les x et if>(x,y) est la fonction caractéristique d’un ensemble arbitraire de 
la famille 32.

II. Appelons: nombre singulier de 1 espèce d'une solution donnée F  tout 
nombre æ^-0 tel que F(x,y) — 0 pour 0--Cy<x; nombre singulier de I I  espèce 
de la solution F  tout nombre x^-0  tel que F(x,y)=0  pour y> x; nombre 
frontière de F, tout nombre x^-0 tel que F(x,x)=  0. Désignons respecti­
vement par AI, N  et B les ensembles des nombres ainsi définis, et par Z 
celui des points (x,y) tels que F(x,y)=0  pour la solution F. On a alors

Z  =  Sf A a  -+■ Ba~é G a-é D a. 
ae(N-M ) ae(M—N} ae(ir-N) ae{M.N.R)

L’ensemble Jf est fermé à gauche et l’ensemble N  l’est à droite. Les 
lacunes de la dérivée de AI sont dans l’ensemble N  et celles de la dérivée 
gauche de N  dans AI. Par conséquent l’ensemble AI N  est fermé.

III. L’auteur soumet à une critique la théorie des intérêts et propose 
une théorie des entreprises à conjoncture variable. En admettant la seule 
hypothèse, à savoir que la valeur au moment t2 d’un capital k emprunté 
au moment t ^ t f  ne dépend pas de la personne qui prête, mais seulement 
de tv tt et k (l’hypothèse de non-protection), et désignant cette Valeur 
par /(fj.feJj), on a;
(1) /(̂ î» ki,ti ) = /(fi,lci,fg) +  /(fi,lc, ff),
(2) /(fi»I»»fs)“ /(fa»/(fi»̂ »fa)»fa)»
(3) /(ij.fc.fa^O.

En appliquant le théorème, connu sur l’équation f(x+y) = j{x)+f(y) 
et le théorème sur l’équation F{x,z)=F(x,y)'F(ytz), énoncé dansl.la solution 
générale est de la forme

/(<i.fc, f2)=*: ?(fa)/3(fi)(1 — V>(fi> *a) )»
où g(t) est une fonction positive et »/'(f1,î2) la fonction caractéristique d’un 
ensemble de la famille 32.

En supposant que /(f1,fc,<2)>  0, on a la théorie des entreprises sans
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faiilites: on a alors /(t1,/c,tJ)=*:ÿ(t2)/ÿ(f1), où la fonction positive g(<) donne 
l’ainsi dite courbe de conjoncture.

En supposant que f(tltk,tt) dépend seulement de k et de (<g—<j), 
on a la théorie des entreprises à conjoncture constante. On a alors:

d ')

(2')

(3')

/(fc1+fc2,t)=/(Z:1,t)+/(fc2,f), 

/(fc,t1+f2) =  /(/(*:,*,),«„), 

f(k,t)^O.

En supposant qu’il n’y a pas de faillite, c. à d. que /(fc,/)>0, on obtient 
g(t) = at, c. à d. /(f1(fe,t2)= W ,—

Soit D(k,t) = f(k,t) — k. En supposant que l’intérêt de l’intérêt est pres­
que nul, c.àd. que D(D(fe,fi),/2) =  0, on obtient la formule d'intérêt simple. 
Les formules d’intérêt simple et composé sont des formules approxima­
tives, puisque la formule D(D(fc,t1),t2)= 0 n’est qu’une approximation.

Dans la formule générale de la théorie des entreprises à conjoncture 
variable avec des faillites, les courbes g(tj sont des courbes de conjoncture. 
Au moment de la faillite ces dernières peuvent indiquer les valeurs: 0 et 1, la 
courbe g(t) indiquant en ce moment toujours la valeur 1. Les nombres 
singuliers de I et II espèce donnent respectivement les moments de la 
faillite ordinaire et de la faillite véhémente.

SECTION DE POZNAN.

14. IT. 1938. G ospodarek  S. Sur certaines démonstrations 
géométriques de Galilée.

Exemples des raisonnements géométriques extraits des „Discorsi“ et 
leurs simplifications par les méthodes de la géométrie analytique. Remar­
ques historiques concernant la vie de Galilée, son conflit tragique avec 
la Sainte Inquisition et son oeuvre scientifique en général.

15. I I I . 1938. M ik u sin sk i J. Ein Referai über die Arbeit 
von G. Pôlya: „Kombinatorische Anzahlbestimmungcn fur Grup- 
pen, Graphen und chemischc Verbindungen“, Acta Math. 68 (1937), 
145 — 254.

15. V. 1938. Z aw irsk i Z. Descartes comme philosophe et 
mathématicien

I. Quelques détails biographiques. Système métaphysique de Des­
cartes. Son attitude rationaliste dans l’épistémologie: son plan d’embrasser 
toute la science humaine dans un système déductif, réalisé pour sa méta­
physique (Méditations, réponses à M ersenne) et tenté pour les soiences 
naturelles (Principia).

II. Géométrie de Descartes. Problème de P ap pu s, par lequel il l’avait 
commencé et sa méthode de solution.
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SECTION DE VARSOVIE.
14. I . 1938. S ie rp iii^k i W. Fonctions additives non com­

plètement additives et fonctions non mésurables [Fund. Math. 
30 (1938), p. 96-99].

14. I. 1938. M ostow ski A. Bericht aus einem Satz von 
Gôdel über die Widerspruchsfreiheit des Auswahlaxioms.

21. I. 1938. S ie rp in sk i W. Sur une transformation de 
l'intervalle.

21. I. 1938. S z p ilra jn  E. Concerning convergent sequences 
of sets.

The author has proved before that 1° there exista a sequence of sets 
(contained in the interval I= < 0 ,1» équivalent to no sequence of projective 
sets, and 2° there exista a sequenfte of projective sets équivalent to no 
sequence of Borel sets1). The following theorem deals with an analogous 
problem concerning particularly sequences which are convergent in the 
sense of the General Theory of Sets:

In  order that every convergent sequence of sets (contained in I ) be équi­
valent to a sequence of Borel sets (or else: of sets which are simrltaneously 
Fa- and Gi-sets) it is necessary and sufficient that the hypothesis of the conti­
nuum be true.

N ecessity . Let E  be any subset of I. The sequence E ,E ,... is con­
vergent and therefore it_is équivalent to a sequence_B,B.....  whe e, B  is
a Borel set. Eence E  = B, and consequently either or E = t.

Sufficiency . I t can be deduced from certain theorems on the cha- 
racteristic function of a sequence of sets2) and from the fodowing remarks 
eacy to show:

1. A sequence of sets is convergent if and only if its characteristio 
function assumes only values of the form mf2n.

2. Let / be a real function which transforme I  into a set at most enu- 
merable. If the hypothesis of the continuum is true, then there existe a real 
function g of the tirât class, defined on I  and such that f~  1(y)=ÿ—i(y) for 
each real number y.

21. I. 1938. N ik lib o re  W. tjber das Dreikôrperproblem I I I .
4. II . 1938. W araszk iew icz  Z. Sur une propriété caracté­

ristique de l'arc simple.
Soient: E  un continu métrique, S l’hyperespace des sous-continus 

de E , E t le sous-continu de E  qui correspond à l’élément t de ft; en parti­
culier soit E X = E . Un sous-continu Et„ de E  est appelé rétracte topolo­

!) Fund. Math. 26 (1936), 316 and 313.
2) Fund. Math. 26 (1936), 311 and 307.

8*
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gique de K  s’il existe dans St un continu St0 unissant les éléments 1 et ta 
et une fonction F(x,t), continue par rapport à l’ensemble des variables 
xeK  et feS, telle que:

1° pour tout fefi et xeKt, F{x,t) est une transformation homéomorphe 
de Kt en Kt„,

2° FÇxtt^ — x pour tout xeKt0.
L’auteur démontre le théorème suivant:
Parmi les continus plans, l’arc simple est caractérisé par la propriété 

que chacun de ses sous-continus (ne se réduisant à un point) est son rétracte 
topologique.

La démonstration repose sur l’analyse des courbes, dites apparentées 
avec l’arc simple, qui se laissent «-déformer en un arc simple (pour tout e>0).

11. II . 1938. S ie rp in sk i W. Sur une propriété des espaces 
métriques séparables [Fund. Matl|. 30 (1938), 129 — 131].

11. II . 1938. K u ra to w sk i K. Sur la compactification des 
espaces à connexité n-dimensionnelle [Fund. Math. 30 (1938), 
242-246].

11. II . 1938. M azurk iew icz  S. Sur les continus indécom­
posables.

25. I I . 1938. S z p ilr a jn  E. On tlie équivalence of some classes 
of sets [Fund. Math. 30 (1938), 235-241],

25. II . 1938. R o th b e rg e r  F. (Wien). Eine Âquivalenz zwi- 
schen der Kontinuumliypothesc und der Existcnz der Lusinschen 
und Sierpihskischen Mengen [Fund. Math. 30 (1938), 215 — 217].

18. I I I . 1938. S ie rp in sk i W. Sur un problème concernant 
les familles d'ensembles parfaits [Fund. Math. 31 (1938), 1 — 3].

18. I I I . 1938. G illis  P. (Bruxelles). Sur les théorèmes d'exi­
stence du Calcul des Variations.

La méthode directe, qu’utilisa A. H aar pour démontrer l’existence 
d’une solution du problème

/  /  'P(îx’îf/)dædy = minimum[ix = ^ 4 (a:’y)-3j,=^S(».y)j,

supposé régulier, peut être appliquée à d’autres problèmes plus généraux. 
Ou peut notamment, de cette manière, démontrer l’existence d’une solution 
du problème

fF ( ixi)dx' ...dxn= minimum ...

lorsque la forme quadratique figurant sous le signe de la variation seconde 
est supposée définie positive.
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25. I I I .  938. M ostow ski A. Vber gewisse universelle Re­
lut ionen.

Als Relation bezeichnen wir jede Menge r von geordneten Paaren <a;,y>. 
Die Menge |rj, welche aus den Hintergliedern und den Vordergliedernaller 
Paare <as,y>er besteht, heiBt Feld von r. Zwei Relationen r und s heifien 
isomorph, in Zeichen r~s, wenn es eine Funktion / gibt, die |r| auf |s| 
eineindeutig abbildet, und zwar so, daB die Bedingungen <x,y>er und 
</(z),/((/)>es für beliebige x,ÿe|r| àquivalent sind.

Wir setzen für jede Relation r und beliebige Mengen n i,nQ r|:
rm=Etyem]-r, rn= E ^ ^ . r ,

<x, {/> <x, 9>
Eine Relation r nennen wir univeisell für das System S von Relationen, 

wenn reG und es für jedes seS  eine Menge m Q r| gibt, so daB s~r™. Wir 
wollen hier auf die Existenz universeller Relationen für gewisse Système 
von Relationen mit abzahlbarem Feld hinweisen; und zwar sind es fol- 
gende Système:

(^) das System der transitiven und areflexiven Relationen r mit jr[<:No;
(2) das System der transitiven und reflexiven Relationen r mit |r|<SN0.
(2*) das System der Relationen re2, welche der Bedingung genügen: 

(*) isi, <zc,y>er und <y,.’.>er, so ist x= y;
(911) das System der transitiven Relationen r mit ]r[jgN0;
(9)1*) das System der Relationen re9K, die der Bedingung (*) genügen.
Um unsere Satze auszudrücken, führen wir noch folgende Bezeichnun- 

gen ein: (A), bzw. [A], bezeichnet für jedes Mengensystem A die Menge 
der Paare <a:,y>, wo x ,yeX  und xQ y, bzw. xQ y  und y± x , ist, bezeichnet 
das System, das aus Summen von endlich vielen linksseitig abgeschlossenen 
und rechtsseitig offenen Intervallen mit rationalen Endpunkten besteht; 
L o bezeichnet das System, daB aus Summen von endlich vielen linksseitig 
abgeschlossenen und rechtsseitig offenen Intervallen besteht, deren End- 
punkte von der Form — |z2 (p, q natürliche Zahlen) sind.

SchlieBlich wird für jede Relation r mit r' die Menge der Paare 
«æ,p>, <y,ç» bezeichnet, wo <x,ÿ>er und p,q  natürliche Zahlen sind.

Unsere Satze lauten nun folgendermaBen:
I. Ist re1M, so gibt es âisjunkte Mengensysterne K  und L derart, dafi 

r~ {K }+ [E + L ^ + [K + L ]^  +  [A]; dabei ist dann und nur dann reS  bzw. 
re 2*, wenn E = 0  bzw. L = 0  ist.

Man setzt namlich n(x)=J^][<ÿ,x>er] für a;e|r| und 
y

K=JfJ[<jx,xyer], L = ^ T[<aj,x>noner].
n(x) n(x)

II. Die Relation [Ao] ist universell für R.
III. Die Relation (Uo) ist universell für 2*.
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II und III  ergeben sich leicht auB I und a us einem früher von mir 
bewiesenea Satz [Fund. Math. 29(1937), 63, Satz 17]. Etwas komplizierteres 
induktives Verfahren führt zum Satz:

IV. Die Relation [K„]+ (Do) igt universell fur 3JÎ*.
Aub III und IV leitet man noch ganz leicht folgende Sâtze ab:
V. Die Relation {Lo}' ist universell für £.

VI. Die Relation ([K0]-t-(.L0})' ist universell für 3JÎ.

1. IV. 1938. M arcin k iew icz  J. Sur les fonctions caracté­
ristiques analytiques [voir Sur les fonctions indépendantes I I I ,  
Fund. Math. 31 (1938), 86-102],

1. IV. 1938. E ile n b e rg  S. Remarque sur les transformations 
de Fourier.

Soit A(£2)C 12 une opération linéaire. Pour que l’on ait A[A(a)]=a 
et ||A(a)||=||a)|, quel que Boit aeL1, il faut et il suffit qu’il existe deux suites 
alt a2, ... et b,,b2, ... (dont l’une peut être finie) formant ensemble un système 
orthogonal, normal et complet pour L2 et telles que l’on ait A(a,)=a/ et 
A(bi) = — bi pour i —1,2,...

1. IV. 1938. E ile n b e rg  S. et O tto  E. Quelques propriétés 
de la dimension [Fund. Math. 31 (1938), 149 — 153].

22. IV. 1938. S ie rp in sk i W. Compte-rendu du voyage en 
Italie.

29. IV. 1938. E ile n b e rg  S. Sur le prolongement des trans­
formations continues en surfaces sphériques [Fund. Math. 31 
(1938), 179-200],

29. IV 1938. Jaé k o w sk i S. Über die Entscheidbarkeit der 
allgemeinen Topologie.

6. V. 1938. K u ra to w sk i K. Sur une propriété des décom­
positions semi-continues.

Soient: X  un sous-ensemble fermé du cube (compact) de Hilbert, f une 
transformation continue de X  en un espace T = f(X ) et a un nombre réel 
tel que quel que soit yeT . Il existe alors une boméomorphie b
telle que \hf(x)—x\<a.

Soit /?>0 tel que la condition entraîne <5/—'(Fi)<o. Soit
r=<?o+...+  Gm une décomposition en ensembles ouverts non vides et 
tels que ô(Gi)<_p/2. Soit x .e H ^ f —!(&(). Considérons la fonction x corres­
pondante aux systèmes (g/) et (a:/)1), c. à d. la fonction

x w = i o(y'>-xo + -+ Àm(y'>-xm où
, _______ g (y .r-g f)_______

ç(y,T-G c} + ...+ ç (y ,X -Q m)'

l ) Cf. C. K u ra to w sk i, Topologie I, Monografie Matematyczne 3, 
Warszawa-Lwéw 1933, p. 94.



Il vient \xf(x)—x\<ct. En effet, i0,...,ik désignant le système de tous les 
indices pour lesquels xeHi„ le point xf(x) appartient ausimplexe a:;0...x/A et 
le diamètre du aimplexe xxio,..xik est < o , car Gij-Gi^ 0, donc 3(G/y+G,()<^, 
d’où <I(ffzy+ ffq )< a.

Chaque transformation continue de T  en le cube de Hilbert (plus pré­
cisément: en un cube à > 2  dim Y  dimensions) pouvant être approchée 
par une homéomorphie, on peut prendre pour h une homéomorpbie telle 
que |b(æ)—x(x)\< a— \*f(x)— a:| quel que soit x. C. Q. P. D.

On voit ainsi que l’hyper-espace d'une décomposition semi-continue de X  
à tranches de diamètre < c s  peut être obtenu de X  par un déplacement <a. 
C’est une généralisation du th. de M. E ilen b e rg  (C. R. Paris 200 (1935), 
p. 1003) sur l’équivalence entre les invariants topologiques des transfor­
mations à petites tranches et les invariants des petits déplacements.

6. V. 1938. S z p ilra jn  E. On the isomorphism and the 
équivalence of classes and sequences of sets.

The autbor considéra some (1-1) correspondances between classes of 
sets, viz: (1) weak isomorphism, i. e. the similarity of tbese classes consi- 
dered as sets partially ordered by the relation of inclusion; (2) isomorphism 
(„isomorpbie algébro-logique" in the sense of K u ra to w sk i-P o sa m en t')); 
(3) total isomorphism (the notion analogous to the preceding, obtained by 
replacing the finite addition by the addition of an arbitrary finite or trans- 
finite number of sets); (4) équivalence2 3 *). The notions (l)-(4) concern also 
sequences of sets.

The author obtains the following tbeorem:
Th. 1. I f  K  and L  are two weakly isomorphic classes of subsets of two 

abstract spaces and if each one-element subset of these spaces belongs respecti- 
vely to K  and L , ihen K  and L  are équivalent.

As simple conséquences of Th. 1 the author dérivés what follows:
Th. 1.1. Two topological spaces are homéomorphie if and only if the 

classes of the closed sets in these spaces are weakly isomorphic.
Th. 1.2. There existe a generalized homeomorphism (in the sense of 

K ura tow sk i) between two topological spaces if and only if the classes of 
Borel sets in these spaces are weakly isomorphic.

Th. 1.3. The class of the measurable sets (in the interval 2=<0,1» and 
that of the sets possessing the property of Baire in the wide sense (in I) are 
not weakly isomorphic 8).

Denoting by G Cantor’s discontinuum and by ce(x) the characteristic 
function of a sequence of sets e={En) i. e. ce(x)= (0,iji2...)3, where tn= 0  
if xëEn and i„= 2  if xeEn, the author proves:

*) Fund. Math. 22 (1934), p. 282.
’) See e. g. Fund. Math. 30 (1938), p. 257. Cf. also M. H. Stone, 

Trans. Amer. Math. Soc. 40 (1936), p. 91.
3) I t is the conséquence of Th. 2 and of theorem proved by the author

in Fund. Math. 22 (1934), p. 306.
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Th. 2. Two sequences: a = 'A nj of subsets oj X  and b = {B„} of subsets 
o/ Y are (i) isomorphic, (ii) totally isoniorphic, (iii) équivalent, if and only 
il (i') c„ W = cf,(r )> (ü') c„(-ï)=cfc(r )> (>“ ') «^ÏW = C**1(<) for each teC.

With the help of Th. 2 and of some properties of the characteristic 
function1), the author proves what follows:

Th. 2.1. The sequence u of ail sets simultaneously closed and open in C 
is universal in the sense of isomorphism, i. e. for every séquence e of sets, there 
existe a sequence of sets belonging to u which is isomorphic to e (M ostowski- 
K ura tow sk i).

Th. 2.2. There existe no sequence of sets universal in the sense of total 
isomorphism.

Th. 2.3 . A sequence e of subsets of X  is totally isoniorphic to a sequence 
of Borel subsets of 1 if and only if the set ce(X) is analytic.

Th. 2.4. There existe: (i) a sequence of sets totally isomorphic to a certain 
sequence of Borel sets but équivalent to no sequence of Borel sets; (ii) a sequence 
of projective sets totally isoniorphic to no sequence of Borel sets; (iii) a sequence 
of sets totally isomorphic to no sequence of projective sets.

13. V. 1938. C h a rp e n tie r  M. (Paris). Sur les points de 
Peano de certains systèmes d'équations différentielles [C. R. Acad. 
Paris 206 (1938), 1347-1349].

13. V. 1938. S z p ilra jn  E. On the space of measurable sets.
Let p dénoté an abstract measure, i. e. an x0-additive, non négative 

function of a set, defined for the sets belonging to an tf0-additive and 
complementative class A l of subsets of an abstract space X; furthermore 
we suppose p (X )= l.

Putting p(lfj, l f 2)= ^ [(Jf1—M2)+(AI2— Afj)] and identifying such sets 
AI, M 'for which p( AI, AI')= 0, one obtains a metrical space 3JÎ(/<) (Préchet). 
SDÎ(<m) can be considered also as a Boolean algebra (the quotient of M  and 
of the idéal of sets of measure p zéro).

Let /(J and p 2 be two abstract measures. The author shows that the 
spaces ÎDhiiij) and 3J1(,«2) are isométrie if and only if the algebras iDîf/ij) 
and Wi(/<2) are isomorphic in such a manner that, for the corresponding 
éléments of these algebras, the values of /(j and p 2 are equal.

D éfin ition . Two abstract measures p ± and p 2 are called isomorphic 
whenever the spaces and ïïl(/<2) are isométrie.

Theorem s: I. An abstract measure p is isomorphic to the measure of 
Lebesgue (in the interval I= < 0 ,1» if and only if:

1° the metrical space YSl(p) is separable,
2° for each set AI such that p(AI)>0 there existe a set ATÇphl such that 

0<p(AI')<p(AI). *)

*) Pund. Math. 26 (1936), pp. 308 and 307.
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II. An abstract measure ft is isomorphic to the measure of Lebesgue 
considered for a class of measurable subsets (but not necessarily ail) of I  if 
and only if the metrical space ‘HSl(p) is separable.

The proofs are simple; they make use of some properties of the 
characteristie function of a sequence of sets.

Th. I can be deduced also from another characterization of the measure 
of Lebesgue, due to S. Jaék o w sk i (unpublished; presented to the Polish 
Math. Society in 1932 *)].

20. V. 1938. S z p ilra jn  E. On some singular sets [Cf. The 
caracteristic function of a sequence of sets and some of its apli- 
cations, Fund. Math. 31 (1938), §4].

20. V. 1938. B o rsu k  K. (présenté par K n a s te r  B.) Sur 
un problème de M M . Kuratowslci et Ulam [Fund. Math. 31 
(1938)].

27.V. 1938. K o zak iew icz  W. Sur un théorème asympto­
tique du Calcul des Probabilités.

Soit Xj, æ2,..., æn une suite de variables aléatoires. Posons pour 
x et t réels:

oo
F n(x) =  P{xnCx}, e"xdFn(x).

F  n(x) est la loi de probabilité delà  variable x„(n= 1,2,...) et <pn(t) 'a 
fonction caractéristique correspondante. Soit en outre:

, . . F„(æ)=F(æ)et par conséquent
9>n(t)=9>W-

n = l,2 ...

Introduisons les notations suivantes:

6« = 5 Ga!nl‘’)>
ou S désigne l’espérance mathématique, et posons:

(i1= 0 , o2=  1.
Supposons que le moment pour l’entier fixe k ^ 3  existe. Si la fonc­

tion caractéristique tp(t) satisfait à la condition
(C) lim sup | gp (t) | <  1,

I ->+oo

on a d’après le théorème de M. C ram ér 1 2) îSn(æ) =  Fn(a;) +  72n(a;), ou 0„(x) 
2C i J- . . • X

est la loi de probabilité de la variable —--------------- 2-, F n{x) est une forme
l̂ ro

1) Annales Soc. Pol. Math. 12 (1933), p. 122.
2) H. Cram ér, Random Variables and Probability Distribution, Cam­

bridge 1937, p. 81.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 8
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linéaire des dérivées de la fonction de Gauss dont les coefficients ne s’expri­
ment que par les moments < ^ = 0 , ak l et sup P n(a:)=O(l/n(*—2)/2).

X
Considérons la fonction réelle F(æ) satisfaisant aux conditions:

(A,) F(—oo) =  lim F(æ)=0,
— o o

+ o o

bk = f  W ^ É M K + o o .
---- CXO

F(+oo)= lim F(a;) =  1 

+°°
ai= J'x,dV(x), i=1.2,...,k—1.

—oo

(A2) La dérivée, V'(x) existe, est continue et l’on a |F ’(a;)|<Air pour 
chaque x, N  ne dépendant pas de x.

(A3) F(«) est à variation bornée dans l’intervalle infini <—oo,+oo>.
Posons par induotion:

+ O O

F2(a:)=yF(as—£) dF(f),
— oo

oo

F„(æ)=J ' V n - i ( x - ^ d r ^ ) .
—oo

Théorème I. Si la fonction caractéristique y>(t) satisfait à la condition 
(C), on a

sup |<Pn(a:)-Fn (x \n) | = O(l/n(k 2>'2).

Le th. I est plus général que celui de M. Cram ér. Posons p. ex. 
pour k= 4  et 0<oss<4:

. | /(«, a3) =  c(a;H-2/o8)4/“' —xe— poUr æ ^ -2 /a ,
| f(x,a3)= 0  pour x ^ .—2/as

où /(æ,o3) désigne la loi élémentaire de probabilité de Pearson déterminée 
par les trois premiers moments ar= 0, aa= 1 et a 3, et c est définie par la rela

OO

tion f  f(x,aa)dx=  1. On obtient alors
—oo x

sup |<5n(a:)— / f(x1asl\rn) dx\ = O(lln).

Passons maintenant au cas où æp æ2..... xn<-" e* 2/p y2...... Vn”" 80n^
des variables aléatoires telles que xn dépend seulement de yn. Posons 
pour x, y, f ,  t"  réels:

OO oo

P n(tr,y)=P{a:n<a;,j/nC j/}, f  dF„(x,y),
—oo —oo

Supposons que Fn(x,y)= F (x,y) pour »= 1 ,2 ,... et, par conséquent, 
que Supposons encore que a10= o 0i= 0 , o20= a 02= l  et
que ah0, aQk soient finis pour un certain k 3.
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Soit V(x,y) une fonction dont les moments a'j pour t, j'X), !+)<&—1 
sont égaux respectivement à aIJt les moments b'M,b'ok sont finis et qui 
satisfait aux conditions:
(Bj) F (—oo,y) =  7(x ,—o o)= F (—co,—oo)=0, F(+oo,+oo)= 1,
(B,) V(x, y) possède les dérivées 2vf2x, 2vf2y, 2"vf2x2y continues et bor­

nées dans tout le plan,
(B3) Y (x,y) est à variation bornée dans tout le plan.

Posons par induction:
4-°° 4-°° °° °°

Y 2 (x ,y )= j fv (x -? ,y -y )d Y (l; ,y ) , Vn(x,y)==f f Y n- i(x —^ y —y)dV^,t]). 
— oo — oo — oo — oo

Théorème H . Si &„(x,y) est la loi de probabilité des variables 
(z1 +  ...-|-xn)/|/n et (yi + —+ yn)lVn, et si <p(t',t") satisfait à la condition

ip(t', t")=O(|f'.f"|) pour |f'|,|f"|->4-oo,
1 pour |t'| +  |f " |4 0 ,

on a
sup|!Z>n(x,y)—Y„(x\n,y]/n)\ = O(\ln^k~1 2̂ 2~a) pour tout a>0.
x,ÿ

3. VI. 1938. L eb esg u e  H. (Paris). Quelques remarques sur la 
structure des polyèdres de genre zéro.

3. VI. 1938. N eu m an n  J. (Princeton). Continuons geometry 
[Proc. Nat. Acad. 22 (1936), 92-100].

10. VI. 1938. U lam  S. (Cambridge, Mass.). The existence 
of metrically transitive transformations [Cf. J. C. O x to b y  and 
S. M. U lam , The existence of metrically transitive transformations, 
Preliminary report. Bull. Amer. Math. Soc. 44 (1938), p. 347].

10. VI. 1938. S z p ilr a jn  E. Operations upon sequences of 
sets.

The author deals with some kinds of operations upon sequences of 
sets, viz. the class of analytical operations (in the sense of K an to ro v itch - 
L iv en so n )1) and two wider classes of operations defined as follows:

D éfinitions. An operation F(E1,E i, ...) i6 called operation m the 
sense of the General Theory of Sets, or briefly G-operation (G*-operation),
if the équivalence2) (the total isomorphism3)) of the sequences: A, A,, A.....
and B ,B 1,B2>... and the equality A — FXApAj,...) imply the equality 
B= F(B2,B2, ...).

1) Fund. Math. 18 (1932), p. 224.
2) Two sequences of sets [En] and {En} are called équivalent (or represent 

the same type of équivalence) if there existe a (1: D-transformation q>(p) 
such that q>(E„) — E'n for n = l,2 ,.. .

’) Cf. this volume, p. 119.



Theorems. l.Each analytical operation is a G*-operation. Each Coopé­
ration is a G-operation.

II. A G-operation F{E2,E2, ...) is analytical if and only if for each 
set X  the equality E = F (E 1,E2, ...) implies the equality E X = F (E lX , E2X,...).

III. The class of ail analytical operations is the smallest class K  of
operations such that: 1° each operation t>„(Ei,E2, ...) = E„ (n= 1,2,...) belongs 
to K , 2° and 3° for each transfinite sequence F£(EVE2, ...) of operations belong- 
ing to K  the operations £ F è(Ev E2, ...) and F1(E1,EÏ, ...)—Ft(E1,E t,...) 
also belong to K 1). ’

IV. Let T be a subset of Cantor’s discontinuum (u-ithout the point 0) 
and let ce(x) dénoté the characteristic function of a sequence e= {E,,}. The function

F(E1,E2,...)= c~ 1(T)
is (i) an analytical operation, (ii) a G*-operation, (iii) a G-operation, whenever 
the set T  (i') is fixed, (ii') dépends only on the set Cef-Ej-)- E2+ ...), (iii') dépends 
only on the type of équivalence 2) of the sequence e.

Conversely, each operation belonging to the classes (i), (ii) or (iii) can be 
represented in this way.

E xam ples. 1. G(EltE2, ...) =  the first of the sets E„ whieh is of the 
smallest power. I t is a 6-operation but not a G*-operation.

2. H(E1,E 2,...)= E 1-E2-... or E2+ E2+..., if EtEt ^ 0  or E\E2—0 re- 
spectively. It is a G*-operation but not an analytical operation.

17. VI. 1938. L in d en b a u m  A. Sur les bases des familles 
de fonctions.

D étant un ensemble quelconque, soit SI une famille quelconque de 
fonctions /(....a:,,...) dont chacune des variables x. parcourt l’ensemble 
(le champ) D et dont les valeurs appartiennent à D. Soient: de J la fa­
mille des fonctions de k variables /(æp ...,æA) appartenant à ensuite,

3); SI1 la famille des fonctions de Æ^’qui trans­
forment D en lui même d’une façon biunivoque (permutations dé D); é'î00 la 
famille de toutes les fonctions que l’on peut obtenir par superposition 
(finie) des fonctions de Si. Soit enfin & la famille de toutes les fonctions
(dans le champ D).

Après avoir signalé quelques théorèmes élémentaires, l’auteur intro­
duit la notion de base d’une famille de fonctions. En se bornant au cas le 
plus important, on dira notamment que æ  est une base exacte pour Si, lorsque 
SISc°=St, et une base topologique, lorsque cS°° est dense dans la famille SI 
constituant un espace fonctionnel topologique. Il peut être question de 
trouver une base aussi petite que possible, d’où les notions de base mini­

b Thisth. is analogous to a th. of S ie rp in sk i on Hausdorff operations, 
Comptes Rendus Soc. Sci. Varsovie 21 (1928), p. 463.

2) Cf. this volume, p. 119.
8) peut ne pas être identique à SI, si p. ex. S! contient des fonctions 

d’une suite infinie f(xltx..... ).
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male (de puissance la plus petite possible), irréductible (ne contenant aucune 
autre base) et absolue (contenue dans toutes les bases). Une base minimale 
existe toujours. Sa puissance dans le cas d'un champ fini ou dénombrable 
pour la famille & des fonctions arbitraires et — à titre d’un' exemple diffé­
rent — pour la famille ■£ des fonctions définissables du calcul multivalent 
des propositions de M. U ukasiew icz 1) est à lire de la table suivante:

T ab le des p u issan ces  des bases m in im ales

Puissance du champ
2 n> 2  fin i2) No

Famille de fonctions

F1 1 2 2 S)
crW 2 3 23)
F1” 1 4)6) 1‘)8) l 3)4)
.i'1 1 1 1’)

2 La puissance croît 
vers oo avec n No7)

■?“J 1‘)5) 1‘)8) 2?’)

Quant aux bases exactes (pas nécessairement minimales) dans les champs 
infinis, l’auteur signale que:

(1) I l existe une relation binaire Uxy dans le champ dénombrable, 
universelle au sens de M. M ostow ski*), c. à d.: toute relation binaire 
dans le champ dénombrable est isomorphe à la relation TJ restreinte à un 
champ convenable;

1) voir J. L ukasiew icz  et A. T arsk i: C. R.Soc. Sc. Varsovie 23(1930) 
p. 39, où ce calcul, basé sur les notions C et N, est défini par leurs matrices.

2) Le contenu d’une base dépend de n, mais on voit que la puissance 
en est constante, sauf le cas de

3) Ici.il s’agit d’une base topologique (la topologie étant celle de l’espace
O-dimensionnel de B aire); pour la base exacte, on aurait la puissance 2X". 
Cf. ces Annales 13 (1934), p. 131: il est à remarquer que la puissance d’une 
base minimale pour les permutations pourrait être double de celle d’un 
ensemble des générateurs du groupe.

’’) Il suffit une fonction de
6) L’élément unique de cette base est p. ex. la fonction de M. Sheffer, 

connue en logique.
6) Un élément unique d’une telle base a été trouvé par M. Webb.
’) Base exacte.
8) Un élément unique d’une telle base a été trouvé par M. McKinsey.
3) Ce Compte Rendu, séance du 25. III. 1938, p. 117.



118 SÉA N C ES D ES SECTIO N S (XXII)

(2) La réponse à un problème posé par M. S ie rp in s k i* 1) est négative.
(3) Il existe une fonction continue de deux variables réelles qui ne se 

laisse obtenir par aucune superposition (finie) de fonctions continues d’une 
seule variable réelle et de la fonction de deux variables 8(x,y)= x+ y 2).

24. VI. 1938. L e ra y  J. (Nancy). Discussion du problème 
de Dirichlet [à paraître dans le Journal des Mathématiques].

24. VI. 1938. K u ra to w sk i K. Sur le groupe des transfor­
mations en circonférence [à paraître dans les Fund. Math. 31 
(1938)].

SECTION DE WILNO

21. II . 1938. M arcin k iew icz  J . Sur les fonctions indé­
pendantes [Fund. Math. 30 (1938), 202 — 214 et 347 — 364].

23. V. 1938. K e m p is ty  S. Sur les fonctions à variation 
bornée au sens de Tonelli [à paraître dans les Travaux Soc. 
Sc. et Lettres de Wilno 13],

En posant pour le rectangle R=(a; a+ h; b; b+k):

H1{ f ,R ) -k -  min \f(a+h,y)— f(a,y)\, 
b<,ÿ<,b+lt

H2(i,R )= h- min |/(æ,6+fc)—/(æ,6)|, 
a<x<a+A

H (/,Æ)=[|B|2+ S 2 +  H ÿ 1’,

l’aire de la surface z—f(x,y) au sens de L ebesgue est égale à l’intégrale 
supérieure au sens de B u rk ill de la fonction H(f,R). Il en résulte les 
propriétés caractéristiques des fonctions à variation bornée au sens de 
T onelli et des fonctions absolument continues au même sens.

PRIX SCIENTIFIQUES, THÈSES ET DOCTORATS

Prof. Dr B a r te l  C. (Lwôw) a obtenu le Prix Scientifique 
de la Ville de Lwôw 1938 pour l’ensemble de ses travaux 
scientifiques.

Doc. Dr S c h a u d e r J. (Lwôw) a obtenu le Prix Malaxa 
1938 pour son Mémoire sur les équations différentielles par­
tielles du type elliptique et hyperbolique.

Mgr B u tle w sk i Z., Université de Poznan. Thèse: Sur les

») Fund. Math. 27 (1936), p. 8.
l) Cf. les reoherches de MM. H ilb e rt, O strow sk i, B ieb erb ach .
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intégrales réelles des équations différentielles linéaires ordinaires 
[parue dans Prace Matematyczno-Fizyczne 44 (1938), 17 — 81 
(en polonais)].

Mgr E id e lh e it  M., Université de Lwôw. Thèse: Sur les 
solutions des systèmes d'équations linéaires à infinité d'inconnues 
[à paraître dans Wiadomoéci Matematyczne, Warszawa (en 
polonais); extrait partiel paru aux C. E. Acad. Paris 205 (1937), 
206-208].

Mgr M ostow ski A., Université de Varsovie. Thèse: O nie- 
zaleznosci definicji skonczonosci w systemie logiki (Sur l'indé- 
pendence de la définition de finitude dans un système de logique) 
[parue comme Supplément à ces Annales 16 (1938), en polo­
nais].

Mgr P ep is  J ., Université de Lwôw. Thèse: Über das Ent- 
scheidungsproblem im Bereich des engeren Funktionenkalküls 
[parue dans l’Archive Soc. Sc. Lwôw 1937 (en polonais)].

En outre, M. L eb esg u e  Henri, Membre de l’Institut, 
Professeur à la Sorbonne et au Collège de France, a été nommé 
Docteur honoris causa de l’Université de Lwôw. L’acte solennel 
a eu lieu à l’Université de Lwôw le 28. V. 1938.



PROBLÈMES

1) Soit JE un ensemble fermé et borné des points du plan,
g __ ç  h

£={Co,Ci, ■■■,£„} un système de n + 1  points de E, ajk=-z— z- Q—Çk
pour j=j=fc=O,l, ...,n  et 0,7=1. Lorsque les points £ varient 
arbitrairement dans E  les 4 fonctions de z et £

n n
A(«,£)= /7 M ,  £(«,£)- m a x  fl |oyft-ofty|,

j,k= O  J )  k=0
n n

C(z,Ç)= max [] D(z,£)=  max [~] |o,,y|
(7) *=o (7) *=o

atteignent leurs bornes inférieures qui seront désignées respec­
tivement par A„(«), B„(z), C„{z), Dn(z).

On sait (Bullet. Acad. Polon. 1933, p. 281 — 289; ces An­
nales t. 12, 1934, p. 57 -71  et t. 13, 1935, p. 53-58) que

n(n-f-l)____ 2 n _______ n _______  n_______
1° les suites (pA„(s)}, {^^„(»)}, {|£Z>„(«)} tendent dans
le plan entier vers certaines fonctions limites A(z), B(z), C(z), 
D(z), 2° log C(z) est égal à la fonction de Green du domaine 
infini extérieur à E  ayant son pôle à l’infini, et que 3° on 
a identiquement A(z)—B(z). Peut-on affirmer qu’on a aussi 
A(«)=G(»)=P(«)? Problème de M. F. Le ja .

t
2) Soit A le déterminant du degré n dont le terme général 

est de la forme 0,7+e,7, où <5,y=0 lorsque f+ j, <5„=1 et les e,y 
sont quelconques. Quelle est la valeur minima M  de J  lorsque 
les e,y varient tout en satisfaisant aux inégalités |etf|< a< ;^

(o est fixe)? (On peut démontrer que 0<2IL <l—na. Suivant 
une observation de M. Biernacki le minimum M  ne peut être 
atteint que dans le cas |e,y|=a).

Problème de M. T. Wazewski.


