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A LA MEMOIRE DE N08 MORTS.

C'est avec la plus profonde douleur gue nous communiquons
a nos Lecteurs des graves et irréparables pertes, subies par la
Société Polonaise de Mathématique durant les années de guerre.

Selon les renseignements encore incomplets, 42 Membres de
notre Société, qui en comptait 204, sont décédés. La mort de la
plupart d'eux eut lieu dans des conditions presque incroyables.
Martyrisés aux camps de concentrations ou assassinés d'une fagon
perverse et cruelle, ils furent victimes des agresseurs de notre
Patrie. Ils ont di souffrir ces cruautés bien qu'ils fussent hom-
mes de Science qui ne travaillaient dans le domaine de Mathé-
matique que pour le bien de leur Pays et de I'’Humanité. Ces
pertes sont d'autant plus douloureuses qu’a coté de nos Membres
plus &gés, bien mérités pour la Science, il y avait parmi les
décédés des jeunes gens qui auraient pl continuer encore long-
temps leur travail scientifique.

Nous nous bornons, pour le moment, a publier une liste
provisoire de nos Morts, suivie des breves données sur leur décés
et du portrait de M. Stanislas Zaremba, Rédacteur de ces Anna-
les et Président de la Section de Cracovie de la Société Polonaise
de Mathématique.

La Rédaction



Auerbach Herman, Chargé du cours a I’Université de Lwéw,
tué par la Gestapo a Lwéw en été de 1943.

Banach Stefan, Professeur a I'Université de Lwéw, décédé
a Lwéw en septembre de 1945.

Bartel Kazimierz, Professeur et ancien Recteur de I’Ecole
Polytechnique de Lwéw, fusillé par la Gestapo a Lwéw en juillet
de 1941 avec plus de 30 autres professeurs des Ecoles Supérieures
de Lwéw.

Chwistek Leon, Professeur a I’Université de Lwéw, décédé
a Moscou en aolt de 1944.

Dickstein Samuel, Professeur et Docteur honoris causa de
I’Université de Varsovie, doyen d’age des mathématiciens polonais,
mort a Varsovie en septembre de 1939.

Dniestrzanski Roman, Professeur au Lycée a Chrzanéw,
péri en automne de 1939.

Eidelheit Maks, Docteur de mathématique, tué par la Ge-
stapo en été de 1943.

Grabowski Lucjan, Professeur a I’Université de Lwéw,
décédé en 1941.

Hoborski Antoni, Professeur et ancien Recteur de |’Aca-
démie des Mines, Professeur a I’Université de Cracovie, mort en
février de 1940 au camp de concentration de Sachsenhausen ou il
fut transporté en novembre de 1939 avec les autres professeurs des
Ecoles Supérieures de Cracovie dont 19 sont également morts dans
ce camp.

Jacob Marian, Chargé du cours a I’Université de Lwéw,
péri entre les mains de la Gestapo a Varsovie en automne de 1944.

Janik Wincenty, Professeur au Lycée a Cracovie, décédé
en 1943.

Jantzen Kazimierz, Professeur a I’Université de Wilno,
décédé a Wilno.

Kaczmarz Stefan, Chargé du cours a I’Université de Lwéw,
péri en automne de 1939.

Kempisty Stefan, Professeur a I’Université de Wilno, mort
en prison en aolt de 1940.

Kerner Michal, Docteur de mathématique, tué dans les
chambres a gaz de Treblinka en janvier de 1943.

Koéniewski Andrzej, Docteur de mathématique, mort a
Zbaraz en décembre de 1939.



Kwietniewski Stefan, Chargé du cours a I’Université de
Varsovie, mort en été 1941.

Lebesgue Henri, Professeur du College de France a Paris,
Docteur honoris causa de I’Université de Lwéw.

Leéniewski Stanislaw, Professeur a I’'Université de Varsovie,
décédé a Varsovie le 13 mai 1939.

Levi-Civita Tullio, Professeur a I’Université de Rome.

Lindenbaum Adolf, Chargé du cours a I’Uhiversité de Var-
sovie, tué a Bialystok en été de 1941.

Lindenbaum Janina, Docteur de mathématique, tuée a Bia-
lystok en été de 1941.

Lubelski Salomon» Docteur de mathématique, tué a Bialystok
en été de 1941.

Lomnicki Antoni, Professeur et Prorecteur de I’Ecole Poly-
technique de Lwéw, fusillé par la Gestapo a Lwéw en juillet de 1941.

Mathison Miron, Chargé du cours a I’Université de Varsovie
décédé en Angleterre en 1940.

Mazurkiewicz Stefan, Professeur et Prorecteur de I1’Uni-
versité de Varsovie, décédé en juin de 1945.

Patkowski Jézef, Professeur a I’'Univertité de Wilno, mort
a Varsovie pendant une attaque aérienne en 1942,

Pepis Jézef, Docteur de mathématique, tué par la Gestapo
a Lwéw en ao(t de 1941.

Przeborski Antoni, Professeur a I’Université de Varsovie,
décédé a Varsovie en 1941,

Rajchmann Aleksander, Professeur a I’Université libre de
Varsovie, péri au camp de concentration de Dachau en 1940.

Ruziewicz Stanislaw, Recteur de I’Académie de Commerce
de Lwéw, ancien professeur a I’Université de Lwéw, fusillé par la
Gestapo a Lwéw en juillet de 1941.

Saks Stanislaw, Chargé du cours a I’Université de Varsovie,
tué par la Gestapo a Varsovie en novembre de 1943.

Schauder Juliusz, Chargé ducours a I’Université deLwéw,
péri entre les mains de la Gestapo a Lwéw en septembre de 1943.

Schreier Jézef, Docteur de mathématique, tué par la Ge-
stapo a Drohobycz en avril de 1943.

Sternhach Ludwik, Docteur de mathématique, tué par la
Gestapo a Lwéw en été de 1943



Stozek WIlodzimierz, Professeur et Doyen de I’Ecole Poly-
technique de Lwéw, fusillé par la Gestapo a Lwéw en juillet de 1941.

Vetulani Eazimierz, Professeur de I’Ecole Polytechnique de
Lwéw, fusillé par la Gestapo a Lwéw en juillet de 1941.

W eigel Kasper, Professeur de I’Ecole Polytechnique de Lwéw,
fusillé par la Gestapo a Lwéw en juillet de 1941.

W ilk Antoni, Docteur en philosophie, mort le lendemain
de son retour du camp de concentration de Sachsenhausen a Cracovie
en février de 1940.

W ilkosz Witold, Professeur a I’Université de Cracovie, mort
a Cracovie en mars de 1941.

Zalcwasser Zygmunt, Professeur a I’Université libre de Var-
sovie, tué dans les chambres a gaz de Treblinka en janvier de 1943.

Zaremba Stanislaw, Professeur d’honneur de I’'Université de
Cracovie, fondateur et Rédacteur des Annales de la Société Polonaise
de Mathématique, Président de la Société durant des longues an-
nées, décédé a Cracovie en novembre de 1942.



8UR L’EQUIVALENCE DES POLYEDRES

Note complémentaire par M. Henri Lebesgue, Paris

Sous le méme titre j’ai démontré, dans ces Annales, t. XVII,
année 1938, p. 218, un théoreme de M. Dehn. Je disais:

..Nous sommes partis de deux polyedres, ou systemes de
polyedres, D et D', divisés respectivement en polyédres di et d;
congruents; nous avons considéré un segment s,, d’une aréte
de I'un des d, pris aussi grand que possible sans qu’il con-
tienne un sommet des dt a son intérieur et, & ce segment de
longueur a,, nous avons attaché la somme Zn des diétres ap
des d/ qu’on rencontre en tournant autour de s,,. Or, on a:
1) Zn=A*, 2jr, |t
suivant les cas“. Puis, considérant toutes les expressions (2)
des longueurs Z< et L* des arétes des dt et de P, exprimées
comme sommes de a,, j’imaginais qu’on les ait résolues par
rapport aux a,, et obtenu ainsi des expressions (3) des a,, comme
sommes algébriques des Z et L*. Mais, j’ai eu le tort de me
borner a affirmer la possibilité de cette résolution sans en
détailler la démonstration, simple mais minutieuse, et je
n’ai pas apercu qu’avec la définition donnée plus haut la
résolution serait parfois impossible. Il faut modifier la défi-
nition des «, et des a,, en ajoutant: toutefois, si plusieurs segments
donnent la méme équation (1) c'est la réunion de ces segments
gu'on appellera s,, et c'est la somme de leurs longueurs qu'on
représentera par an.

Pour montrer qu’apres cette modification les relations (3)
existent bien, précisons que, par une méme équation, on entend
celle formée avec les mémes symboles a et 1 pris différents
pour les divers diedres, qu’ils soient inégaux ou égaux. Méme,
s’il arrivait que deux faces aient toutes deux les segments
AB et CD de la ligne d’intersection de leurs plans pour cotés,
Rgcinik Pol. Tow. Matem. T. XVIII 1



2 H. LEBESGUE

AB et CD seraient considérés comme deux arétes différentes
de deux diedres différents, méme si ceux-ci, limités par les
mémes demi-plans, étaiedt géométriquement identiques. Alors,
si deux segments donnent une méme équation (1), soit EIf tous
les a ou 2 contenus dans cette équation doivent aussi figurer
dans les équations E2 relatives aux segments intermédiaires,
les seconds membres des Ea doivent donc étre plus grands
que celui de E”~ celui-ci ne doit donc pas étre un A, car alors
il ne pourrait varier, ni étre 2n, car alors il ne pourrait pas
croitre. C’est donc pour les seuls seconds membres égaux a n
que 8, peut comprendre plusieurs segments.

Soit az un segment de droite, pris aussi grand que possible
couvert par des arétes des d- et soient a,b,...,y,z les points
origines et extrémités de ces arétes — ce ne sont donc pas
tous les sommets des dt qui peuvent étre sur az. Nous avons
des équations /AJ(a6),/E?(6C),..., deux équations consécutives
sont certainement différentes car, en employant les signes
contient O et contenu dans C et des notations telles que a(aft),
dm(ab) pour désigner les a relatifs a ab et le deuxieme membre
de E(ab) on n’a, en b par exemple, que les hypothéses
suivantes:

1° a(ab)2)a(bc) dm(ab)>dm(bc)-, b est extrémité d’un 2z

2° a(ab)Ca(bc) dm(ab)<dm(bc)-, b est origine d’un Z*

3° aucune des deux précédentes hypotheses n’est remplie;
b est a la fois origine et extrémité d’un ZA Dans le cas 1° ou
a) dm(bc) estun A, ou b) dm(ab)= ji; dans le premier de cés sous-
cas, 1°a), best origine d’un Lk. De méme dans 2°, ou a) dm(ab)
estun A, oub) dm(ab)=n, et, dans 2°a), b est extrémité d’un Lk-
Donc, si, par exemple, jg est le premier segment pour lequel
dm=n, les segments précédents sont chacun un sn et les dis-
tances ab, ac, ad, ae, aj sont des sommes de | et L puisque
b, c d, e f sont a la fois origines et extrémités d’arétes des d-
ou de D. Il en résulte que les an égaux a ab, bc, cd, de, ej sont
des sommes algébriques de Zet L affectés des coefficients +1
ou —1. L’équation E(jg) peut aussi étre attachée a d’autres
segments que jg; supposons la aussi attachée a Im, et a pg et
seulement a ces trois segments qui formeront donc un sn, soit 8V
Les a(fg)=a(lm)—a(pg) sont donc conténus dans tous les a
des segments intermédiaires et peut-étre dans d’autres, soit
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jusqu’a a(rs). s sera donc I’extrémité d’un | dont I’origine
sera le point / ou antérieur au point /. Donc as est une somme
de Zet L. Pour chacun des segments gh, hi, ij, jk, Tdlmn, no, op-,
gr, rs, le dm surpasse n, donc chacun de ces segments est un s,
Pour comparer les a(hi) et a(ij), par exemple, il n’y a pas
lieu de s’occuper des a(fg) qui sont communs aux deux familles
de diédres et par suite on est ramené au cas précedent, c’est
a dire que h,i,j, k, I sont extrémités d’arétes des < ou de D dont
les origines ne sont pas en deca de g et que g, h,i,j, k sont
origines d’arétes des dt ou de D dont les extrémités ne sont pas
au dela de k. A l'aide des Z et Li correspondant a ces arétes
on a les longueurs a de gh, hi, ij, jk, kl. De méme se calculent
les longueurs a de mn, no,op et celles de gr et rs.

ov seul n’a pas été calculé; mais la somme de tous les o
jusqu’ici considérés est la quantité connue as, d’ou o,, Si, de
plus, on remarque que c’est seulement dans le caloul de rs
qgu’interviennent des Zet L qui se trouvent dans I’expression
de as on en conclut encore que, dans les expressions (3) ob-
tenues, les coefficients des Zet L sont +1 et —l1, ou naturel-
lement zéro; remarque d’ailleurs accessoire.

Le raisonnement se poursuit de la méme facon; la lacune
que comportait mon exposé, et dont je suis seul responsable,
est ainsi comblée.



SUR LES SUITES DE POLYNOMES ET LA FONCTION
DE GREEN GENERALISEE |

Par F. Leja, Krakow

1. Soit E un ensemble fermé et borné des points du plan,
D(E) le domaine connexe complementaire & E contenant le
point & I’infini et F la frontiere de D(E). Il est clair que F est
contenu dans E et que E(F)=D(E).

Etant donné un systtme de »+1 points différents quel-
conques de E, que nous désignerons aussi par une
seule lettre f={CQ",...,fn}, posons

e = cw,

et soit V,,=Vn(E) la valeur maxima du produit F(£q...E,)

lorsque les points varient arbitrairement dans E et
@) =

un systéeme des points de E pour lesquels

2 V(r,0,...,r,J=vV=VnE)

et

3) MO)E?)| < [|In) ()| pour 7= 0,1,

Nous dirons que les points (1) forment un systéme harmo-
nique du degré n de I’ensemble E si la condition (2) est remplie.
Un tel systéeme est toujours situé dans la partie F de E, ce
qui résulte du principe de maximum.

Formons les polyndmes

N 7=0,1,...,»,
wep 0-C
(*47)
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et désignons par Ln(z,E) la fonction de z définie dans le plan
entier par la formule

“4) Ln(z,E)=bo(r;gE)inf {r&ai
D’autre part, formons les polynémes

(5) L (z,,),...tLL(z,r,)
correspondants au systeme (1) et considérons la suitel)

(6) A Q(eph)= 5T

2
On sait que la suite {PEHD} tend en décroissant vers une
limite d(E) dite le diamétre transfini de I’ensemble E 2). Puisque
V,,(E)=*V,,(F), on a d(E)=d(F).
Je dis qu’on a aussi

@ tiy

En effet, soit T,,(z,E) le w-ieme polynbme de Tchebycheff
attaché a E et r"=m(axé)'|’,,(2!,J5)|. On sait?) que ILrGrgr,,—d(E)
e n=

donc, puisque

Vo— Vn

y:0

)| = N___
W) (rpelgx

et que

on a

n 2
r,<M ,C)I<[*(1?)]"(n+0,
d’ou résulte (7).
J’ai démontré ailleurs 3) que les suites (4) et (6) jouissent
des propriétés suivantes:

* 11 serait plus naturel de désigner lespoints (1) par <«n)...... A n)
car leur position dans F dépend de n. Je les ai désignés plus briévement
pour simplifier I’écriture.

* M. Fekete: Math. Zeit.,, t. 17 (1923), p. 228—249.

) Annales de la Soo. Polon. Math. t. 12 (1934), p. 57—71. Voir les
théoremes let 2, pages 65 et 67. Le théoreme Il du présent travail résulte
immédiatement du théoreme 1 (p. 65) et de I'inégalité (35), p. 68. —
Observons que la fonction limite L(z,E) du présent travail a éte désignee
auparavant par A(e).
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n—
I. Si d(E)>Q, la suite {J/Ln(z,Ej} tend dans le plan entier
vers une limite finie L(z,E) remplissant les conditions:

. fir",E) = L(z,E)[ >1 dans D(E),
(8) zll!gl =1 ailleurs.

Si d(E)=0 on a
.. TeF-—™ |°° en dehors de E,

IL Si d(E)>0 lasuite {KL"O(«, ™|} converge en dehors de F
eton a

) lim 1UMZr N=L(z,E),

la convergence étant uniforme dans le voisinage de tout point
extérieur a F*}.

La fonction L(z,E) définie par la formule (8) jouit de plu-
sieurs propriétés remarquables. En particulier:

Si F est une somme de continus, le logarithme

\ogl(z,E)

est continu dans le plan entier et se réduit a la fonction de Green
du domaine D(F) avec le pble a Vinfini.

Dans le travail présent nous allons continuer I’étude de la
fonction L(z,E) dans le cas le plus général, ou F remplit la
seule condition

d(F)>0.

2. Observons d’abord que les fonctions E(z,E) et L(z,F)
sont toujours identiques

L(z,E)"L(z,F),

*) On peut compléter ce théoréeme comme il suit: Si d(E)= 0 ta limite (9)
existe en dehors de F, mais elle est partout infinie.
En effet, formons les fonctions Ln(z,F), n=1,2.... attachées a I’en-
1
semble F. D’aprés le théoreme | on a en dehors de F lim VLn(z,F)—co
et d’aprés I’'inégalité (35) du travail précité cette derniére limite est égale
a la limite (9).
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e qui résulte de I’égalité (9) et du fait que les polyndmes
ne dépendent que de la frontiére F. Les théoremes |
et 11 peuvent facilement étre complétés comme il suit:

I11. La fonction logL(z,F) est harmonique en dehors de F.
On a dans le domains D(F) L(z,F)>1 et

lim Hz,F) 1

(10) I T

En effet, il résulte du théoréme Il que logZ(z,E) est une
fonction harmonique en dehors de F. D ’autre part, on a d’aprés (6)

d’ou I’'on déduit (10) en vertu de (7). La fonction logL(z,F)
est donc positive pour des valeurs assez grandes de |z et comme
elle est harmonique et non-négativie dans D(F) elle doit étre
positive dans ce domaine, d’ou résulte I'inégalité L(z,F)>I.

Il suit de cette proposition que la fonction L(z,F) est con-
tinue en dehors de F. Nous allons examiner la continuité de
L(z,F) aux points de F, ou le logarithme de L(z,F) cesse en
général d’étre harmonique et ou I’on a d’aprés (8)

L(z,F)=I.

En m’appuaynt sur un lemme généralb) j’ai démontré
dans le travail précédent que: L(z, F) est continu en tout point
tel de F qui est situé sur un continu quelconque appartenant a F.
On verra qu’en tout point isolé de F L(z,F) cesse d’étre continue.

3. Considérons le cas général, ou la frontiere F est quel-
conque et soit zOun point de F. Désignons par V (z0) un voisi-
nage fermé quelconque de z0 et par F-V(z0) la partie de F
contenue dans V(z0).

5 Voicicelemme: Siune suite de polynémes-. P,,(z)—a2n+azn~
»=0,l,2,..., est uniformément bornée sur un continu G, on peut faire cor-,
respondre a tout point z, de O et a tout e>0 («<1) un voisinage V (z0,«) de z0
tel gue la suite {Pn(z) (1—s)n} soit uniformément bornée dans V (z0,«),
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Je dirai que le diamétre transfini de F au point z0 est positif
si, quel petit que soit V(zg), on a toujours d[P-V(2;0)]>0. Dans
le cas contraire nous dirons, que le diametre transfini de F au
point z0 est égal a zéro.

Ceci posé, partageons les points de F en deux ensembles
disjoints P et N
(11) F=P+N

dont P contient tous les points de F en lesquels le diamétre
transfini de F est positif et N tous ceux en lesquels il est égal
a zéro. Il est évident que les points d’accumulation de I’en-
semble P appartiennent a P, donc P est fermé. Je dis que:

IV. Le diamétre transfini de I'ensemble F est égal a celui
de sa partie P:
d(F)=d(P).
En effet, désignons par P(q) I’ensemble de tous les points
du plan dont la distance de I’ensemble P ne surpasse pas g>0
et partageons F en deux ensembles

F—Pt+Ng,

ou Pe désigne la partie de F contenue dans P (q) et N,, est
la différence F—P9 augmentée de ses points d’accumulation.
Puisque d(N9=0, on a*)

d(F)=d(Pt),
et puisque PCF et P9CP(q) on a
d(P)<d(P)<d[P(e)],
d’ou résulte notre proposition car IFLngd[P(p)]:d(P)?).

*) Je m’appuie sur les deux lemmes suivants:

A. Si E est un ensemble fermé et borné et si le diamétre transfini de E
en chacun de ses points est nul, on a d(E)=0.

B. Si E et E' sont des ensembles fermés et bornés et si d(E‘)=0, on a
d(E+ E")=d(E).

Voioi la démonstration du lemme A: A tout point z de E on peut,
associer un voisinage V (z) tel que d[E-V(z)]=0, et, comme E est fermé,
il existe un nombre fini de ces voisinages recouvrant E. L’ensemble E est
donc une somme finie d’ensembles fermés dont les diamétres transfinis
sont nuis et par suite d(E)= 0 en vertu du lemme B. Le lemme B est bien
connu.

’) M. Fekete: Math. Z, t. 32 (1930), p. 108-114.
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4. Nous allons démontrer que:
V. Les fonctions L(z,F) et L(z,P) sont identiques dans le

domaine D(F).
Démonstration. Soient E et E' deux ensembles fermés
et bornés quelconques. Je dis que, quelque soit z, on a

(12) L(z,E)"L(z,E"), si EjJE".
En effet, étant d’aprés (4)
L,,(z,_E)<bc()grBr2éa) inf (néax \L{, (zM)\}=Ln(z,E"),

n n
on a \Ln(z,E)*.\Ln(z,E"), d’ou I'on déduit (12).

Il en résulte que IfoJX IfoP) et par suite la fonction
logP(2,P)—logP(2,P) est non-négative dans le domaine D(F).
Mais cette fonction est harmonique dans D (F) le point & I'in-
fini y compris et prend en ce point, d’aprés (10), la valeur

logd(jy ~10gdéei)=0" car d(P)==d(P)’

donc il suit du principe de maximum que la différence
logZ(2,JP)—log£ (z,F) s’annule identiqguement dans D(F).
Il résulte de ce théoréme que:

VI. La fonction L(z,F) est discontinue aux points de F en
lesquels le diametre transfini de F s'annule 8).

En effet, si z tend vers un point 20de N en restant toujours
dans le domaine D(F), la fonction L(z,F) tend vers la méme
limite que L(z,P) et comme z0 appartient au domaine D(P)
en lequel la fonction L(z,P) est continue, on voit que

lim L(z,F)=L(z0P).
Mais on a d’apres Il L(zOP)>1 et d’apres | P(20P)=1,
donc L(z,F) est discontinue au point z0.

Il résulte des propositions précédentes que, si la partie P
de F est une somme de continus, la fonction

<7(2,P)= 10gP(2,P)

") Clest-a-dire aux points de I’ensemble N, si cet ensemble n’est pas
vide. L’ensemble P n’est jamais vide car d(P)>0.
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jouit dans le domaine D(F) des propriétés suivantes: 1° elle
y est harmonique et positive, 2° quand z tend vers un point z0
de F, en restant toujours dans D(F), elle tend vers une limite
déterminée g, ou g—O0 si z0 appartient a P et g>0 si zOappar-
tient a la partie N de F, 3° quand z tend vers I'infini on a

lim {G(z,F)-log k|}=log ]
Par conséquent:
VII. Si la partie P de F est une somme de continus, logL(z,F)
est la fonction de Green classique ou généralisée du domaine D (F)
avec le pble a l'infini suivant que la partie N—F—P de F est
vide ou non.

5. Soient E et E’ deux ensembles fermés et bornés quel-
conques. On sait que, si E' est contenu dans E ou si d(E")—O0,
on a d(E+E")=d(E). Nous allons démontrer que:

VIII. Si E' est situé dans l'intérieur du domaine D(E)
et si d(E")>0, on a

d(E+EJ)>d(E).

Démonstration. Le cas d(E)=0 n’exigeant pas la de-
monstration, supposons que d(E)>0 et formons la fonction
L(z,E). D’aprés Ill L(z,E) est continue dans I’ensemble E'
et y supasse 1 donc, comme E' est ferme, il existe un nombre
positif a tel que

i(2,P)>1+3<5 dans E".

D’autre part, il existe d’apres Il un indice N\(6) tel qu’on
a dans E'

P
WLG(z, T])\>L(z,E)—0 pour k>V 1(d)
et par suite q
fir - L («-y>(i+2d)1/i40)()

d’ou I’on déduit en vertu de (7) I'inégalité
(13) ("[(«-%) (» -T70)...(«-")|>(I+d)d (£ ?), pour *>"(<5),

ayant lieu dans E' pourvu que le nombre V23 soit suffisam-
ment grand.
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Posons n=p,+v et soit {0 f]v ...,r]/} un systéme harmonique
de /z+1 points de E et (a(+L, un tel systéme de v points
de E't on a donc

Puisque
Fn(E£+F7)>F[N0  Ml,r ,»,rjn)
il suit de l'identité
n
V(% ,0n=V)0 tj )-r{) +Hl,  sn)e 13 10— %)ees

et de I'inégalité (13) que o
Vn(E+E")"ra(E)-Vwv I(E)-[_(I+6)d(E)]flv, sin>X20).

Posons pour simplifier ’écriture d(E)=d et d(E')—d' et
observons que les suites

2 2
{VrE'yN]
tendent en décroissant respectivement vers d et d' donc
MH) &
Vn(E+E)rd 2 -d' 2 [(I+<5)dT
et par suite
iUpt+l) i'(v—1) 2/tv

[Fr(. £7+/E')]"<n+]>>dn< e (Pl [(1+ 6,d]n("™+)) .

Faisons tendre n et v vers I’infini de maniére que v/n tende
vers une limite a remplissant la condition 0<a<l. Alors p/n
tend vers 1—a et la derniére inégalité donne

d(E +E,")d{~aid"a[(I+6)d] 2ai~9)

ou
d(E+E)N S (L+d)2—?

Notre proposition résulte immédiatement de cette inégalité
car, si a->0, I’expression

Ld(’)\a(l + g

tend vers la limite (I-(-<5)2> 1.
[A suivre]



REMARQUES SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES
EN CONNEXION AVEC CELLES DE MM. RADON
ET FRECHET

Par O. Nikodtm, Warszawa

1. Le but de la note présente est la démonstration d’un
théoréme jettant de la lumiére sur les intégrales de Stieltjes
en connexion avec celles de MM. Radon [1] et Fréchet [2])).
Le dit théoréeme concernant la prolongation d’une mesure addi-
tive sera énoncé a la fin de la note. Il sera exprimé d’une maniére
un peu plus générale: a savoir on va considérer des mesures
vectorielles au lieu de mesures ordinaires. La généralité ad-
mise, se rattachant a un de mes travaux [4] ne cause point
des complications dans la démonstration et, d’autre part, elle
met mieux en évidence le réle des hypotheses. Nous ne con-
sidérons que le cas linéaire quoique celui de plusieurs dimen-
sions ne semble pas étre trop difficile et principiellement dif-
férent. De plus, nous envisageons l’intervalle (— oo, +00) e€n
vu d’applications aux formules donnant la représentation
spectrale des opérateurs symétriques hypermaximales dans
I’espace vectoriel de Hilbert-Hermite [5],

Si I'on se sert des intégrales de Stieltjes J fdg, on

oo

suppose d’habitude que g(x) est continue d’un c6té, p. ex. du
coté droit [5]. On verra dans ce qui va suivre que cette hypo-
thése est bien naturelle et en connexion avec la possibilité
de la généralisation ,lebesguienne* de I'intégrale. Dans cet
ordre d’idées faisons la remarque suivante qui semble étre
principielle: il se montre trés avantageux et trés maniable de
considérer les intervalles (a,6>, ouverts du cOté gauche et

*) Voir aussi [3].
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fermés du cOté droit, plutdt que des intervalles ouverts ou
fermés. On rencontre, d’ailleurs, de tels intervalles ou rectangles
sémifermés dans des différents travaux.

Notations:

a=g6 désigne que a est, par définition, identique avec b.

la: I’ensemble composé du seul élément a.

co a: le complémentaire de I’ensemble a par rapport a une
variété donnée 1, coa”l-a.

0 désigne I’ensemble vide.

aeb: I’élément a appartient a la classe b.

(a,b), (a,by, (a,b), <aby désignent respectivement les in-
tervalles a<x<b, a<x”b, a”x<b, a"x".b.

On va considérer des nombres impropres —€°, +00 qui se
définissent aisément par la méthode de Cantor ou Dedekind.

On va considérer I’espace vectoriel de M. Banach. Pour
la définition axiomatique respective nous renvoyons le lecteur
au travail de M. Banach [6]. La valeur absolue (norme) du

vecteur x sera désignée par |@. Mentionnons que ce nombre
jouit, entre autres, des propriétés suivantes:

ld> 0, |e+y| < [a?l+lyl, = [2 &,
- = _>
ou 2 est un nombre réel. De plus, la convergence lim®n=ce

se définit par la relation:
- >
lim |ee,—e|=0.
Z1->00
>
2. Soit donné une fonction o(x) définie dans <— oo, +00>
et dont les valeurs sont des vecteurs d’un espace de M. Ba-
nach 1). Considérons la plus petite classe (A) de sous-en-
sembles de (—o00,+00>, contenant chaque intervalle (a,b>, ol
—°0”a<b<+00 et jouissant des propriétés suivantes:
1° si E,Fe(A), alors E+Fe(A),
2° si Ee(A), alors cofe(d)?2.

1)1l est sousentendu que p(—o0) et p(+00) sont des vecteurs bien
déterminés.
*) 00E=(—00,-t-00">—E.
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Si E,Fe(A), alors E-Fe(A) et E—Fe(A). Evidemment
I’ensemble vide 0 et I’ensemble universel —0°,+00)>
appartiennent a (J.).

On peut démontrer sans peine que, si Ee(A), E="0 alors
il existe un nombre fini d’intervalles disjoints (azfez dont la
somme est égale & E. Appelons une telle représentation: repré-
sentation canonique de E.

Attribuons a chaque ensemble Ee(A) une mesure généralisée,
en posant

n
2° si E=J'(az6z, ou les termes de la somme sont disjoints
1

deux-é-deux,z_
IX®) "ar J?

On voit aisément que la fonction H(E) est ainsi bien définie
(parce que ce vecteur ne dépend pas du choiﬁde la représen-
tation canonique de E). De plus la fonction p(E) est additive,
c’est-a-dire, si E,Fe(A), EF —0 on a p(E+F)=p(E) + A(F).

On voit aisement que p(E) peut étre définie par la con-
dition d’additivité ajoutée aux conditions suivantes: p(0)—0,
fi(a,Q (b)—a(@), (—oora<ftrsa-00).

3. Cela étant posé, considérons la plus petite classe (B)
de sous-ensembles de (—o00,4-00>, contenant tous les ensembles

de (A), contenant avec chaque ensemble aussi son complé-
mentaire, et parfaitement additive, ce qui veut dire que, Si

0o

Z2Es,..., E,,,... e(B), alors J?I E,, e(B). Evidemment (B) est la
n=
classe de tous les sous-ensembles boréliens de (—o00,4-00).
Le probleme qui nous intéresse consiste a trouver les con-
ditions nécessaires et suffisantei> auxquelles doit satisfaire q(x)

pour que la fonction mesurante /u(E) puisse étre prolongée a tous
les ensembles de (B) de maniére que, si ELEK...,En,...e(B"),

00— -> 00

Ei-E/,—0 pour i=t=fe, on aitngP(E,,):pg":IIE,,).
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4. Tout d’abord, quelques délibérations préli_m»inaires nous

forcent d’admettre pour la notion de la norme ja de vecteurs
la condition suplémentaire suivante:

> >
@ ... Si est une suite infinie de vecteurs telle

que pour chaque suite partielle ... extraite de {x}
la somme

00—

2 XM

n=l

@ -»

converge, alors J™nlcco.
24

Cette condition est satisfaite p. ex. dans le cas, ou les vecteurs sont
des nombres réels ou des nombres complexes. Elle ne subsiste pas p. ex.
dans le cas de vecteurs de I’espace unitaire (de Hilbert-Hermite). En
effet, étant donnée une suite orthonormale:

posons
- o> ) w—>
On a: Le I=lln; donc Z k,,I diverge, tandis que toute somme leb
n=I n= n
[00) f00)

converge, puisque JJI/k2<:"1/n2<o0o0.
n=1 n=I
Dans le cas considéré il faudrait remplacer la norme des vecteurs
par son carré, et cela non seulement dans la condition (a) mais aussi dans
la définition de la variation bornée qui va étre formulée prochainement.

5. Admettons I’'hypothése (a) et supposons que la prolon-
gation de la mesure soit possible. Nous démontrerons qu'alors

la fonction g(x) est a variation bornée. Nous entendons par cela
qu’il existe un nombre positif Jf>0 tel que, si les

1) (al6i>,...,(a,,,6,,> («>1)
sont disjoints, on a

2 |[7(M-7(a,)K Jf.
i=I
Démonstration. Supposons qu’un tel nombre Jf n’existe
pas. Il existe alors une suite infinie de systéemes (1) pour les-
quels la somme (2) croit indéfiniment. 1l existe, a fortiori,
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une suite infinie de divisions finies de I'intervalle (—oo0,4-00>
pour lesquelles les sommes respectives tendent vers I'infinie.
Avyant une division de (—o00,+00>, I’introduction des nouveaux
points de subdivision ne peut pas diminuer la somme respective.
Par conséquent, on peut trouver une suite infinie de divisions
n“n”,.. de (—oo,+00> telle que chaque division suivante
contient tous les points de la précédente, et que les sommes (2)
respectives slsa,.. sont >0 et croissent indéfiniment. Evi-
demment {IT,} peut étre choisi de maniére que, si
appartient a la division 77, et si (al/?>3(aap®>3..., alors
liman=lim/3,, (n.b. cette limite pouvant aussi étre égale
a +o0 ON QA — 00).

Il existe dans 77j au moins un intervalle dont les divisions
engendrées par n 2nz,... donnent des sommesl) formant une
suite non bornée. Soit (yx <G5> un tel intervalle et supposons
que ce sont les subdivisions produites par 77%,77%2 ..., 77*ni...
qui donnent des sommes tendant vers l'infini. On peut évi-
demment supposer que toutes ces sommes sont >1.

D’une maniére analogue il existe dans au moins un
intervalle (y2<&> de 77* dont les subdivisions engendrées par
77, 77"3... donnent des sommes formant une suite non bornée.

Soit une suite partielle extraite de 77/277*3...,
donnant dans des sommes positives >2 et tendant
vers I’infini.

En continuant indéfiniment le procédé indiqué et facile
a préciser au moyen du principe de I'induction, on obtient
une suite infinie d’intervalles

et une suite infinie Z7',77",... extraite de {77}, telles que 77(0
engendre dans (y,,ar> une division donnant la somme
On a de plus limyn=lim<5n.
n n
Cela étant posé, soient

(ynp~nl>»  (yn2>"n2>" —

tous les intervalles de la division 77(n_b contenus dans
(y,_i,_i> et différents de (y,,<S>

1) Les termes des sommes concernant seulement les sous-intervalles
de (yL<5b>.
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Les intervalles (3), (n—1,2,...) étant disjoints et la prolon-
gation de la mesure étant, par hypothése, possible, la somme
de mesures de n’importe quels intervalles pris de (3) converge.
Donc, en vertu de la condition (a) la somme des nombres

MVVi=te(V-e(VI
converge aussi.
Posons

n,i
On a, en considérant la subdivision de (yn j,<tn I> produite
par 77(n_1);
VIi+2 INymV | 1,
d’ou
b(y,»V I+ N>n—1> (»=1>2,...)
ce qui entraine
H) VV°e-
=
Mais, I’additivité parfaite de la mesure n prolongée implique
la relation

—= —=
Ay - - n
ou a”™lim yn=limdn
n n _x *
Par conséquent, lim |*(ynV | est ce n’®st pas
n

d’accord avec la relation (4).
La contradiction trouvée ainsi démontre, par impossible,

que la fonction g(e) est a variation bornée.

6. On démontre aisément que pour une telle fonction la
limite
eOEo0+0O jriim e(e,),
X,,>X,,
*n+xe

existe pour chaque x0<oo0 et la limite

gae>—")=ar Um eO»)
«21V*0
*Nn+x0

existe pour pour chaque x@ —oo.
Rooinlk Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 2
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7. Nous allons démontrer maintenant que, si la prolon-
gation de la mesure est possible, on a

alx+0)= a(x)
pour —-oo <ur<+oo.

Démonstration. Sortxn>x0x n-*-x0.
On a

00

/7 (®0»a,n/>==@

n=1
d’ou, en vertu de la continuité de la mesure —ce qui résulte
de son additivité parfaite —

Jiinp.(xo,xrny=0,
c’est-a-dire:
limg(a:n)=e(a:o0).

8. Nous avons trouvé deux conditions nécessaires auxquelles

-
doit satisfaire gfx) afin que la mesure soit prolongeable. Notre
but est maintenant la démonstration que ces conditions sont
aussi suffisantes.

Définissons d’abord une notion auxiliaire.
Etant donné un intervalle arbitraire (a,6> désignons par
*(«,&> la borne supérieure des nombres

<=j

ou les («,&> sont disjoints et contenus dans («&>.

Cela étant posé, nous allons nous appuyer sur le théoréme
suivantx).

Si, quels que soient les intervalles (r,s>, (r,,s,>, n=1,2,..
tels que

00
{r,sy=" (rns,>,
n=1

Voir [4].
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les (rn,sr> étant disjoints deux-a-deux, on a

alors la mesure n est prolongeable dans le sens qui nous interesse.

-5
9. Cela étant préparé, supposons que la fonction X
prep pp q cy cti a(x)

N

est a variation bornée et que, de plus, p(e+0)=e(®) pour
chaque x, ou —oo0”&<+00.

Démontrons qu’alors la mesure n est prolongeable. Fixons
un intervalle (r,s> et une de ses décompositions en des inter-

valles disjoints
®

(r,

Notre but est de démontrer I'inégalité
V4(r, s>l

Il existe un indice n0 bien déterminé, tel que
sr«n,,; posons r'Arn,
Deux cas peuvent se présenter:
1° r<r'<s, 2° r=r'<ss,
Considérons d’abord le cas 1°
@ r<r'<s.

Soit r,,<r'. L’intervalle (r,,s> est égal & la somme au plus
dénombrable de différents intervalles contenus dans la suite:

2)
solit:
(rnj — 2 (rnatSna),*
a

Dans le cas, ou r,,—r’, on a évidemment

2*
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parce que cette relation se réduit a

1A, s,,>| Sn>,

et cette inégalité est évidente.
Désignons par r" la borne inférieure de tous les r,, pour
lesquels

(3) l/z(rs)> £ ft*(rra,sr*.
a

Choisissons une suite infinie:

parmi les. nombres r,,a de maniére qu’on ait
lim rm.—r".
Nous avons
4) z(rmAs» £ n*(rmp,sm>,

la sommation étant étendue a tous les intervalles (2) qui ce
trouvent dans (rmAs>.
A fortiori

(5) Lk(rmk, Sy/f
y

ou la sommation embrasse tous les intervalles figurant dans
toutes les sommes (4), (4=1,2,...).
Comme

IArnk,s>==¢e(s)—Q(rmk)
et comme, en vertu de I’hypothese,

> —»>
lim e(rm,)=e(r"),
on déduit de (5):
(‘6) b (r,s>| < JT1
y
Nous allons prouver que r"—r. Supposons le contraire:

r*>r. Les intervalles (2)’étant disjoints et leur somme étant
égale a (r,s>, il existe un intervalle (2) bien déterming, soit

(rp,;sp>, tel que

7= A
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On a, en vertu de l'additivité de la mesure ju:

(>>/>,»>:A(rP,83>+fi(r",s>,
d’ou
N(rp,s>| < 12*(rp,«,>+ £ S>*
z.

Mais I’intervalle (rp,sp> ne se trouve pas parmi les inter-
valles (r,y,s,y> et, de plus, nous avons

(r,,,s>= (rp, 8>+ 2 (%, sny>.

Par conséquent, r”” n’est pas la borne inférieure en question.

Nous avons ainsi démontré que r"=r. L’inégalité (6) peut
s’écrire alors:

(1) 8>,
Nn=1
ou la sommation embrasse tous les intervalles (2).

Jusqu’a présent nous n’avons considéré que le cas 1°' ou
r<r'<s; mais on voit que dans le second cas: r=r'<s I’iné-
galité (7) est évidente.

Nous avons ainsi démontré que I’inégalité (7) subsiste dans
toute sa généralité.

Il en résulte, d’aprés le théoreme cité, que la mesure peut
étre prolongée de maniére qu’elle devienne une mesure vecto-
rielle parfaitement additive et définie pour tous les ensembles
boréliens contenus dans (—oo,+00>.0

10. Le résultat qui vient d’étre établi peut étre formulé
de la maniére suivante.

Théoreme. Soit g(x) une jonction définie dans —oo0”e*+00
et dont les valeurs sont des vecteurs d'un espace (R) de M. Banach.
Supposons que (R) jouit de la propriété suivante:
> >
(@ Si xLx2...X,,,... est une suite infinie de vecteurs de (R),

00—

telle que pour chaque suite partielle {x/,n} la somme n2:|xkn con-
w >

verge, alors n2_| m < 00.
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Soit p.(JB une fonction d'ensemble JE tette que ces valeurs
sont des vecteurs de (R).

Supposons qu'elle soit définie dans le plus petit semi-corps
contenant tous les intervalles (a,b>, ou —oo”*a<b”+0°, qu’elle
soit additive (simplement) et qu’on ait

» -
Iz{(a,fe>}=9(6)—g(a).
Ces hypotheses admises, la condition nécessaire et suffisante

afin que la fonction p\JE) puisse étre prolongée de maniére qu'elle
soit définie pour tout sous-ensemble borélien de (—oof4-00>
et y sera parfaitement additive est que

*

—> -
1° lime(a;n)= e(g;0) pour chaque x0, ou —00<£pl<+o00,
®n>»0

2° az() soit a variation bornée dans <—oo,+00>, ce qui
veut dire, par définition, qu’il existe un nombre Jf>0 tel que
pour chaque systeme fini d’intervalles («/,&>, (i=1,2,
(»>1), disjoints deux-a-deux, on ait

/=i

11. Appliquons le théoreme démontré aux intégrales de
Stieltjes. Supposons que I’espace vectoriel (R) coincide avec
I’ensemble de tous les nombres réels ou complexes. Soit q(x)
une fonction définie dans <—oo,-j-00>, partout continue du c6té
droit et supposons que qg(x) soit a variation bornée dans
<—oo, -)-00>. Considérons les intégrales de Stieltjes

b
ff(x)de(x),
a
ou —oo”a<u<+o00 et ou f(x) est continue et bornée dans
<_00,+00>.

Soit p(JE) la mesure parfaitement additive provenant, par
prolongation, de la fonction

1<{(«,0)>}ii- ¢(b)
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D’apres le théoréme démontré une telle mesure existe
Considérons l'intégrale de MM. Radon-Fbéchet

):érlfif
relative a la fonction mesurante //(F)2).
On voit aisément, que

f FAiX=F t()dg0)
@06> a

et, par conséquent, que l’intégrale de MM. Radon-Fbéchet
représente une généralisation naturelle (une prolongation) de
Iintégrale de Stieltjes de la méme maniere que l’intégrale
de M. Lebesgue généralise l’intégrale de Reemann. Voici
donc, pourquoi il est commode d’admettre —comme on le fait
d’habitude — que e(x) es" continue partout d’un coté (p. ex.
du co6té droit). De plus, on voit qu’il est bien commode de
considérer des intervalles sémifermés (o,i> au beu des inter-
valles ouverts ou fermés.

Les remarques que nous venons de faire, permettent de
considérer les intégrales de Stiel tjes figurant chez M. Stone g
dans la représentation spectrale des opérations ,selfadjoint“s
dans I’espace de Hilbebt-Hebmite:

4-00

(Hf.g)=j M(EJ,g),  (f,g)=T d(EJQ),

——00

\Htf=f VAEA\  i/p=/d|F./|a

— 00 — 00

comme les intégrales de MM. Radon-Fbéchet, ce qui semble
étre plus avantageux parce qu’on en obtient des formules
analogues ou les intégrales sont prises sur n’importe quel
ensemble borélien 3).

X) Elle se définit précisément de la méme maniere que I’intégrale de
M. Lebesgue, la seule différence étant telle qu’au lieu de la mesure or-
dinaire on envisage la fonction n(E).

* Voir [5], p. 180 ff.

s) J’y reviens dans un travail spécial.
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SUR LES BASES DU GROUPE SYMETRIQUE
ET DU GROUPE ALTERNANT

Par Sophie Piccaed, Neuchatel

1. Quel que soit le nombre entier «>3 (™4), le groupe
symeétrique S,, d’ordre ni (le groupe alternant Qn d’ordre nl/2)
peut, comme on sait, étre engendré par deux de ses substi-
tutions. Nous appelions base du groupe S,(5In) tout couple
de substitutions génératrices de ce groupe.

Nous avons démontré que le nombre total de bases du
groupe <3,2,) est un multiple de nl/2 (n!/4). D’autre part,
quelle que soit la substitution non identique $ de (3,(3l,), il
existe au moins une substitution T de S,,(31,,) qui forme avec $
une base de a I’exception des trois substitutions (1 2) (3 4),
(13) (24), (14) (23) qui ne font partie d’aucune base du groupe S4.
Nous avons établi le systeme complet de bases du groupe <3,
pour «=3,4,5 et 6. Enfin, nous avons trouvé divers critéres
généraux permettant de discerner les bases du groupe S,,(2l,,).

Le but de la présente Note est d’établir plusieurs critéres
permettant de discerner toutes les bases du groupe S, (2l,,),
n~9, dont I'une des substitutions est de la forme (abcde),
a,b,c,d,e désignant cinqg nombres distincts quelconques de la
suite 1,2,3,...,«.

2. Pour traiter ce probléme, nous nous appuyerons sur plu-
sieurs lemmes et propositions que nous avons établis ailleurs 1),
ainsi que sur sur un groupe de six lemmes nouveaux. Voici
quelques résultats antérieurement acquis:

Lemme 1. Quels que soient le nombre pair (impair) «>4
ainsi que les r (2<r”~«) nombres ala2...,ar de la suite 1,2,...,«,
dont est le plus petit, si le plus grand commun diviseur

X Wiadomoéci Matematyczne, t. XLVII.
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D(a2—a,,a3—a,,...,ar—q,») des r nombres a3— ar—a’\n
est =1, en composant la substitution $=(12 ... n) avec le groupe
alternant des substitutions des éléments ala2...,ar, on obtient
le groupe <5,(9In).

Lemme 2. En composant un nombre quelconque de
substitutions de la forme Ti={aibici), (i—l,2,...,k), telles que,
quel que soit l'indice i=1,2, ...,k—1, I'ensemble

{alblcla3bz.c2...,ai,bici} biti,c/+iy 0,

on obtient le groupe alternant des substitutions de tous les élé-
ments qui figurent dans les divers Tt.

Lemme 3. Quels que soient le nombre entier n>3 et les nom-
bres distincts ala2a3de la suite 1,2,...,n, ("«ij, **1’0»
pose D(a2—alfa3—altn)—k, la substitution (a”-j-k a"+2k) peut
étre obtenue en composant les deux substitutions $=(12... »)
et T=(ala2ad).

Proposition 1. Quels que soient les nombres entiers k>1,
i(I™in.k) et n>i, les deux substitutions $=(12..Kk),
T—(ii +1... n), si elles ne sont pas identiques, engendrent le
groupe Smex.(*n) ou 3lmex(*n), aux trois exceptions suivantes
prés: $x=(12 34), $a=(12 34), Ta=(23 456);
$a= (12 34 5), 2a=(3 456).

Proposition 2. Quels que soient les nombres entiers »>3,
m(I*m<n) et les trois nombres a,b,c de la suite 1,2,...,»,
dont I'un au moins est <m et I’'un au moins est >m, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions de
la forme $=(1 2...to)(tot1l...»), T=(abc) constituent une
base du groupe <50H), si » est impair (pair), c’est que
D(m,n—m,d}=I, d désignant la valeur absolue de la différence
des deux nombres du systétme a,b,c qui appartiennent au
méme cycle de $.

3. Lemmes nouveaux.

Lemme 1. Quels que soient les deux ensembles (an & a3 at, &'}
et {b b”b b b"} ayant au moins un €élément commun, les deux
substitutions S—(al a2a3ai as), T=(Z>1b2b3&4b5 engendrent
toujours le groupe alternant des substitutions des éléments qu'elles
permutent, si T n'est pas une itérée de $ ni une itérée de la
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substitution (ai+iaiai+"a”as), (i=1,2,3,4,5, aab{a;i,a2a3ai,ai},
les nombres 1+1, i+2, 1+3 devant étre réduits mod. 5).

Pour ne pas allonger la présente Note, nous omettons la
démonstration de ce lemme qui ne présente aucune difficulté.

Lemme 11. Quels que soient les nombres entiers n”5,
m(l<m<n) et les cing nombres entiers a,b,c,d,e vérifiant les
relations I<o<&<w, m+I1t.c<d<e”n et

*) D(m,n—m,b—a,d—c,e—c)=1I,

en composant la substitution S=(12..m) (m+1...n) avec le
groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e, on
obtient le groupe <3, si n est impair, ou le groupe 2l,, si n
est pair.

Démonstration. Si l'un au moins des trois nombres
D(m,n—m,b—a), D(m,n—m,d—c), D(m,n—m,e—c) est égal
a 1, comme les trois substitutions (abc), (acd), (ace) ap-
partiennent au groupe G, le lemme Il découle alors de la pro-
position 2. Supposons que les trois nombres en question sont >1.

Soit D(m,b—a)=k', D(h—m,d—c,e—c)=k".

D’aprés *) D(fc',fc")=I.

La substitution T=(abc) fait partie du groupe G

Je dis qu’en composant les deux substitutions 8et T, on
peut obtenir la substitution P=(a a+k'c). En effet, c’est
évident si b—a—k'. Alors P=T. Supposons que b—a>Kk".
Soit m—m'k’, b—a—t'k’, (t'>1). On a D(w',<")=I.

D existe donc un nombre entier s, tel que t's=1 (mod. m') et,
par conséquent, il existe un nombre entier r, tel que t's=rm"'+1.
Multiplions les deux membres de cette égalité par k'. Il vient
s(b—a)=rm+k', autrement dit s(b—a)”k' (mod. m).

Soit s le plus petit nombre entier > 0 vérifiant cette con-
gruence. Envisageons la suite des substitutions
T, Sb-aT S -~ = (bb"J, AN-ATS-AANDP.b.C.),...,

T-1=Sb-W -aiTS-*"W = (i,_2&,-1C.-i).

On a

D’aprés le lemme 2, en composant les substitutions
T,T1...,T,_i, on obtient le groupe alternant des substitutions
de tous les éléments qui sont permutés par et
ce groupe contient la substitution P=(a a+k'c).
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D’autre part, le groupe G contient la substitution (cde)
et on voit sans peinel¥ en s’appuyant sur les lemmes 2 et 3,
que la substitution Q—(cc+k" c+2k") peut étre obtenue en
composant les deux substitutions 8 et (cde).

Comme D (k',k™)=1, il existe un nombre entier u, tel que
uk'r1 (mod. k). Autrement dit, il existe un nombre entier v,
tel que uk'=vk"+I. Envisageons la suite des substitutions

2)k" ¢+ (v—k" c+vk™),
Q73= SA'Q8- = (c+ (v-3)k" c+(v—2)k" c+ (v-1)k"),

Q=(cc+k" c+2k"),

P—(aa+k'c),

P1=«*'2-S-*'=(a+fc' a+2k"' c+k'),
Pi=8XT8-w=(a+ 2k a+3k' c+2k"),

Pu=8WKT8~WK= (a+uk' a+(w+I)ft' c+uk’),

les nombres a+i devant étre réduits mod. m et les nombres
c+j devant étre réduits mod. n—m, de fagon a étre compris
au sens large entre m+1 et n.

D’aprés le lemme 2, en composant ces diverses substitu-
tions, on obtient le groupe alternant des substitutions de tous
les éléments qu’elles permutent. Or, ce groupe contient la
substitution (ac+vk" c+uk')=(a c+vk" c+vk"+I), les nom-
bres c+vk" et c+ufc"+|1 devant étre réduits mod. n—m,
comme indiqué ci-dessus. Or, cette derniére substitution en-
gendre avec 8, d’apres la proposition 2, le groupe S,,, si n
est impair, ou le groupe Stn, si n est pair, d’ou résulte immé-
diatement le lemme II.

Lemme I11. Quels que soient les nombres entiers n”"5,
m(l*m<n) etlescing nombres entiers a,b,c,d,e vérifiant les relations
I"a<m,m+I*b<c<d<e”n, D(m,n—m,c—b,d—b,e—b)—l,
en composant la substitution 8 —(1 2 ... m)(m+1 ... n) avec le
groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e, on
obtient le groupe <5, si n est impair, ou le groupe H,, si n
est pair.

1) Voir la démonstration des lemmes 9 et 10 dans notre travail cité de
Wiadomosci Matematyczne.
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Démonstration. La substitution T=(ab cd e) fait partie
du groupe G et ona ST=(a6+1l...cd+1l..ea+1l..ml2..
..a—)(bc+l ..de+l ..nm+1..b-1).

Il est clair que la substitution ST engendre, avec les sub-
stitutions du groupe G, le méme groupe que la substitution S.
Posons

a6+1... c .. e
1 2 ..1+c—b..1+c—b+e—d..

a—1 b d . b—1\
..c—b+e—d+ml+c—b+e—d+m...I+e—b+m... n )

Il vient

USTU~1=R=(1 2...c—b+e—d+m)(l+c—b+e—d+ m ... n),
UGU-""Gv

Gx désignant le groupe alternant des substitutions des éléments
1, 1+c—b, 1+c—b+e—d, 1+c—b+e —d+m, 1l+e—b+m.
Les trois premiers de ces éléments appartiennent au premier
et les deux derniers, au second cycle de R, et comme
D(c—b,c—b+e—d,d—c,c—b+e—d+m ,n—(c—b+e—d+m))=

= D(m,n—m,c—b,d—b,e—b)=1, il résulte du lemme Il qu’en
composant R avec les substitutions du groupe Gu on obtient
le groupe <5, si n est impair, ou le groupe il,, si n est pair.

Il en résulte immédiatement le lemme III.

Lemme 1V. Quels que soient les nombres entiers n”o,l,
m(I*.I<m<n) insi que les cing nombres entiers a,b,c,d,e vé-
rifiant les relations I<a”i, ?+I<6<c<m, m+Ird<e’n,
D(I,m—I,n—m,c—b,e—d)—I, en composant la substitution
8=(12 ... D(I+I ... m)(m+1 ... n) avec le groupe alternant G
des substitutions des éléments a,b,c,d,e on obtient le groupe Q,,,
si n est pair, ou le groupe 5l,, si n est impair.

Démonstration. La substitution (abd) fait partie du
groupe G etona 8T=(a 2>+l b+2 ...cc+1 .. mi411+2..b
d+1d+2 ..ee+l..nm+1..da+1 .. 112 .. a—1).

Posons

aft+1... ¢ ... b .. e o dooa—1\
1 2 .. 14c—6..1+m...I+m—Il+e—d...I+n—l... n /
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Il vient UBTU~1=R=(1 2...n).

Soit UGU~1=G1 Gl est le groupe alternant des substitu-
tions des éléments 1,1+c—b,1+m—1,1+m—I+e—d, 1+ n—h

La substitution R composée avec les substitutions de Gr
engendre un groupe isomorphe a celui que 8T engendre avec les
substitutions de G. Et comme D(c—b,m—I,m—I+e—d,n—I,n)=

—R(lI,m—I,n—m,c~b,e—d)=I, il résulte du lemme 1, que R
engendre avec les substitutions de le groupe S,, ou le
groupe ?l,,. Il en est donc de méme de <8 et des substitutions
de G, c. q.f. d.

Lemme V. Quels que soient les nombres entiers n”5,
ILm(lI+L<m<n) ainsi que les cing nombres entiers a,b,c,d,e
vérifiant les relations 1<«<1, 1+I1*.b"m, m+I*c<d<e”n,
D(l,m—I,n—m,d—c,e—c)=I, en composant la substitution
S—(12..1)(I+1...m)(m+1...n) avec le groupe alternant G des
substitutions des éléments a,b,c,d,e, on obtient le groupe <3f
si n est pair, ou 5l,, si n est impair.

Démonstration. La substitution (abc) appartient au
groupe Gleton a ST—(a6+1 .. m1+1 .. 6¢c+1 ..dd+1 ...e
e+l..nw+l ..ca+l ..112 .. a-1).

Posons
M +1 b .. d e
\1 2 1+m—Il...1+wi—I+d—c 1+m—I+e—c...
c ..a—1\
Ll+»—1... n |

On a U8TU~i=R=(12...n),
UuGuU-~G*
Gt désignant le groupe alternant des substitutions des éléments
1,1+m—|, 1+m—Il+d—c, 1+m—I+e—e, 1 +»—1 et comme

D(m—I,m—I+d—c,m—I+e—c,n—I,n)—
—D({,m—I,n—m,d—c,e—c)=I,

d’aprés le lemme 1, la substitution R engendre avec les sub-
stitutions du groupe Qx le groupe <3, ou le groupe d’ou
résulte immédiatement notre lemme.
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Lemme VI. Quels que soient les nombres entiers n”"5,
k,I,m(I*.k<l<m<n) ainsi que les cinq nombres entiers a,b,c,d,e
vérifiant les relations

In.ark, k+I17b~M, Z+l<c<w, m+l+.d<e+.n,
Nk, I—k,m—I,n—m,e—d)=I,
en composant la substitution
$=(1 2..k)(k +1.. D 1. m)(m+1 .. n)
avec le groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e,
on obtient le groupe <3,, si n est impair, ou 5l,, si n est pair.

Démonstration. La substitution T=(a bc) appartient au
groupe G, et on a ST=(ab+Il...1k+1..bc+l..wl+l..
...ca+tl..k1l2..a—1) (wi+l ..n).

La substitution ST engendre avec les substitutions de G
le méme groupe que 8. Posons

ab+1... b .. c .a—1lm+l...n
1 2 ..1+41—k...I+m—k... m m+Il...n

On a GSTU-"R—" 2..m)(m+1..n) et le groupe
UG U~i= Gl est le groupe alternant des substitutions des élé-
ments 1,1+1—k, 1+m—k,d,e. Et comme
D (I—k,m—k,m,n—m,e—d)—D{k,|—k,m—I,n—m,e—d)=1,
d’aprés le lemme Il, en composant la substitution B avec les
substitutions de Gu on obtient le groupe <§, ou le groupe 3l,,
d’ou résulte notre dernier lemme.

4. Notations. Quels que soient la substitution non iden-
tique dugroupe ®,(3In)delaforme (12..wl)(tol+1»il+2...2wd)...
e (IWr-i+1.0 ), I ml<mX..<mri<mr—n, I<r<», le
cycle C d’ordre k>1 de $ et les deux éléments a, b faisant
partie de ce cycle, nous appelons distance entre ces deux élé-
ments et nous désignons parJe symbdle ab le plus petit nombre
entier positif*tel_que a+ab=b (mod. k). On a évidemment
I<aé<fe et vib+ba=k.

Proposition I. Quels que soient le nombre entier n>9 et
les cinqg nombres a,b,c,d,e de la suite I,2,...,n, la condition
nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions
$=(12 .. n), T=(a bcde) engendrent le groupe <n, si n est
pair, ou le groupe 3l,, si n est impair, c’est que

D(ab,ac,ad, ae,n)=I.
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Démonstration. On voit immédiatement que si la con-
dition énoncée n’est pas vérifiée, les substitutions $ et T en-
gendrent un groupe imprimitif et ne sauraient de ce fait con-
stituer une base ni de ni de 9t, La condition est donc bien
nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Soit

*) D(ab,ac,ad,ae,n)—1.

Nous pouvons toujours choisir les notations de facon que a
soit le plus petit des cing nombres a, b,c,d,e.H.y& alors 24 cas pos-
sibles quant & I'ordre de grandeur des nombres a,b,c,d,e, mais
il suffit de traiter seulement deux de ces cas: 1) a<b<c<d<e
et 11) a<b<c<e<d, car tous les autres cas se raménent & ces
deux soit par itération de T soit par transformation de T au
moyen de la substitution S.

I. Supposons d*abord.que a<b<c<d<e.

Posons ab=ku bc=kt, cd=k3 de=kt, ea—k&

On a k*"kz+ka+ki+k”n.

Les cas suivants sont alors a distinguer.

1. Parmi les nombres k2 k3kt,ks il y en a un qui est
plus petit que les quatre autres. Soit, p. ex. ce nombre.

On a TI=SKT8"K—¢b blcxdrexy, ou bl,cl,dlel sont quatre
nombres de la suite 1,2,...,n, différents de a,b,c,d,e. Les deux
substitutions T et engendrent, d’apres le lemme I, le groupe
alternant des substitutions des éléments qu’elles permutent,
groupe qui contient le groupe alternant G des substitutions
des éléments a,b,c,d,e. Donc, d’aprés *) et le lemme 1, en
composant 5 avec les substitutions de G, on obtient le groupe Q,,
ou le groupe $l,,. Il s’ensuit que 8, T et bien une base de S,,
ou de Q, dans le cas considéré.

2. Supposons maintenant que parmi les nombres kv k3 k3 kt, ks
il y en a deux qui sont égaux entre eux et plus petits que les
trois autres. Soit k la valeur commune des deux plus petits
nombres. On a T1=8KT S~k=(alblcldlel), ou al,blcldlel
sont cing nombres de la suite 1,2,...,», dont deux appartien-
nent a la suite a,b,c,d,e. D’apres le lemme I, les deux sub-
stitutions T et engendrent le groupe alternant des sub-
stitutions des éléments qu’elles permutent. On en conclut,
comme ci-dessus, que 8, T est bien une base de <, ou de il,,
aussi dans ce cas.
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3. Parmi les nombres kuk3k3kuk3il y en a trois qui sont
égaux entre eux et plus petits que les deux autres. Soit k la
valeur commune des trois plus petits nombres en question.
On a

1*1=8KTS~k= («i  diex),

ou «i“uCuduei sont cing nombres de la suite 1,2,...,n, dont
trois font parti de la suite a,b,c,d,e. Donc, d’aprés le lemme I,
T et Ti engendrent le groupe alternant des éléments qu’elles
permutent. Il s’ensuit que 8, T est une base de S,, ou de 2L.

4. Parmi les nombres kuk3k3kuk& il y en a quatre qui
sont égaux entre eux et plus petits que le 5-me. Soit, p. ex.,
kl—k2=k3=ki<ki. On a alors Tt—SKT8~Kk=(b cd eeX), ou ex
est un nombre de la suite 1,2,...,», différent de a. Les deux
substitutions T et engendrent, d’aprés la proposition 1,
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles
permutent. Il s’ensuit que S, T est une base de <§, ou de 3,
aussi dans ce cas.

De *) et de la condition »>9, il résulte que I’on ne saurait
avoir J1= a2=A:3= #=A:6 Notre proposition est ainsi démontrée
dans le cas I.

Il. Soitjt<b<c<6<d._

Posons ab=kv bc=k3 cd—k3 ed—kt, ea=k3

On a ki‘j~H-"3— k"<zk3 et &*cfc3

Ici il y a lieu de distinguer trois cas.

1. Parmi les nombres ki,k3k3kzks il y en a un qui est
plus petit que les autres. Cela ne peut étre que l’'un des trois
nombres k" k"k”. Soit ce nombre. Posons
—(b bxcxdj cj.

Les cas suivants peuvent alors se présenter:

a) c~|“fgjdc, d+k*a+n,
b) c+ki=e, d+k”a+n,
C) c+ &4d=, d4"ki= ®&J»,
d) c+ki=e, d+ki=a+n.

Dans le cas a) aucun des éléments &i,Ci,di,cx n’appartient
a la suite a,c,d,e, dans les cas b) et c) un seul élément parmi
&ci,di,Ci appartient a la suite a,c,d,e et, dans le cas d), deux
éléments parmi bu Ci,diei font partie du systeme a,c,d,e. Dans
Kooinik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 3
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tous les cas, d’aprées le lemme I, les deux substitutions T et T+
engendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
qu’elles permutent. D’ou il résulte, d’aprés *) et le lemme 1,
que S, T est bien une base de <3, ou de 3l,. Les cas ou k2 res-
pectivement &, est le plus petit des cing nombres 7q, fc & &4, k5
se traitent de facon tout a fait analogue.

2. Parmi les nombres k1k2k3Kki,k5il y en a deux égaux
entre eux et plus petits que les trois autres.

Trois cas sont alors possibles:

/&3 k2 Ikx
) f—Z084 b) MK o) 98 MYSt

Envisageons d’abord le cas a).
On a T1=8,TS-K=(b ccddxej. Il peut arriver que

c+ ftite, d+ fcj=t=ad-«,
ou c+ki—e, d+k”a+n,
ou c+k”"e, d+'k-"a+n,
ou c+k”"e, di-kl=a-\-n.

Dans les quatre cas, e+ k”"d.

Dans les trois premiers cas, T et Txengendrent le groupe
alternant des substitutions des éléments qu’elles permutent,
d’aprés le lemme 1, d’ou il s’ensuit, d’aprés la condition *)
et le lemme 1, que 8, -T est une base de (3, ou de 3l,,. La raison-
nement précédent ne® s’applique plus dans le 4me cas. On
a alors kl=k2=ce—da<ki, ﬁB:fcszfcl-)-fo4. Soit *=1; comme
nous avons supposé w>9, on a alors fi4>6. Dans ce cas,
T=(uu-f-lu-f-2tZu-j-3), 8iTS~i= T2=(t(~\-4u-}5&16a-)-3 -(-7)
et les deux substitutions T et T2 engendrent, d’aprés le
lemme 1, le groupe alternant des substitutions des éléments
qu’elles permutent. On en déduit que S,T est une base de
<5, ou de 3l,.

Supposons maintenant que kj>I. Alors, d’apres la condi-
tion *), ktet ki sont premiers entre eux. Donc, si lI’'on pose
T3=(SAI’'S_A'=(al&clild), les nombres avblfg,d1 ne font pas
partie du systéme a,b,c,e. Par conséquent, d’aprés le lemme I,
T et T3 engendrent le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’elles permutent. Il s’ensuit que S, T est une base
de ©, ou de 3In.
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Passons maintenant an cas b). Posons
— (b bxexdrd). Les cas suivants sont possibles:

c+fcj+e, d+k™a+n,
c+k-"e, d+k”*a+n,
c+k™e, d+kl=a-{-n,
c-]-kl=e, d+ k" a-t-n.

Dans tous ces cas, 5+Z:1=ftlH=.

Dans les quatre cas, T et T, engendrent, d’aprés le lemme 1,
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles
permutent. Donc S, T est une base de <§, ou de 3l,

Le cas c) se traite de fagon tout a fait analogue au cas b).

3. Parmi les nombres klfk3 k3 kt,k6 il y en a trois qui sont
égaux entre eux et plus petits que les deux autres.

On a alors forcément k1=k2=ki’\i3

Posoiis Tj= SA"T8~K= (bccl d1d).
Les cas suivants sont alors possibles:

ct+fcj+e, d+ fcj+a+n,
c+ Al=e, &+ fciM=a+w,
c+k”e, d+k™a+n.

Comme »>9, d’aprés la relation *), on ne saurait avoir
6+~i=e et en méme temps d+ k" a+n.

Dans les trois cas possibles, T et Tx engendrent, d’apres
le lemme I, le groupe alternant des substitutions des éléments
gu’elles permutent. Donc S, T est une base de <§, ou de 3,

Nous avons ainsi épuisé tous les cas possibles et la propo-
sition est démontrée.

Corollaire. Quels que soient les nombres entiers n>9, m ~ 1,
wa> 1, m3>1, wA>1, inb*1 (mi+m2+m3+mi-\-m5—n), la con-
dition nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions
S=(12..n), T=(2..wh(wltl...w I+»»a)(i»1+watl...7» 1+
+ m2+m3)(ml+m2+m3+1...m I+ m2+m 3+ mi) (wl+wza+7n3+
+ mi+1..m1+m2+m3+mi+m3) constituent une base du groupe
<}, si n est pair, ou du groupe 3l, Si n est impair, c'est que
Dfm~A"m~Am~m"I.

g
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Démonstration. On a
T~I18=(mIm4+ wam”nig+m3mlj-ma+ ms+ mdmt+ m2+ m3+ mé+ we).

Les deux couples de substitutions S, T et S, T~I8 engen-
drent le méme groupe et, d’aprés la proposition I, la condition
nécessaire et suffisante pour que 8,T~I8 soit une base du
groupe <5, ou de 21, c’est que

D (m3 m3+ m3 m3+ m3+ m4wa+ m3+ m4+ m3n)=1.

Or, D (m3, m*+ m3 m3+ m3+ w4 ma+ m3+ m4+ m6 n) —
A=J>mLmi,m3m4ms), ce qui démontre notre corollaire.

Proposition Il. Quels que soient les nombres entiers »>9,
m(l<m<n), ainsi que les cing nombres a,b,c,d,e de la suite
1,2,...,«, dont deux sont ~.m(>m) et trois sont >»»(<?»),
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi-

tutions
S=(12..m)(m+l...n),

T—(abc de)

engendrent le groupe S,,, si n est impair, ou le groupe

si n est pair, c’est que D(m,n—m,d1dKd3)=1I, d4 désignant la
distance entre les deux éléments du systeme a,b,c,d,e qui
sont *m(>m) et d3 d3 désignant les distances de I’un des
trois éléments du systeme a,b,c,d,e qui sont >m(“m) aux
deux autres.

Démonstration. Si la condition énoncée n’est pas Vérifiée,
les deux substitutions $ et T engendrent un groupe imprimitif.
Cela ne saurait étre ni le groupe <3, ni le groupe La con-
dition est donc bien nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soit
*) D(m,n—

Désignons par ala3les deux éléments du systéeme a,b,c,d,e
qui font partie d’'un méme cycle de et par a3adas (a”a”0g)
les trois autres éléments du systeme a,b,c,d,e qui appartien-
nent au second cycle de $. Comme les deux couples de sub-
stitutions 8, T et 8, T-1 engendrent le méme groupe, il suffit
d’envisager le cas ou les trois nombres a3a4,a5 se suivent par
ordre de grandeur dans la suite a,b,c,d,e.

Posons aiat=ku a*a”k” a34=k3, ada3=k4 0"03=",
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Si parmi les nombres k» 93%,& U y en a un qui est plus
petit que les quatre autres, ou deux égaux entre eux et plus
petits que les trois autres ou encore trois égaux entre eux
et plus petits que les deux autres, en désignant par k la valeur
du plus petit ou des plus petits nombres en question, on
a TI=&Ii£_*=(alMcldlel), Oi,&c<a>ofi désignant cing nom-
bres de la suite 1,2,...,« dont un, deux ou au maximum trois
font partie du systeme a,b,c,d,e. D’aprés le lemme I, les deux
substitutions T et engendrent toujours le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui
contient le groupe alternant G des substitutions des éléments
a,b,c,de. D’aprés *) et le lemme Il, en composant la substi-
tution $ avec les substitutions du groupe G, on obtient le
groupe <3, ou le groupe 3l,,. Il en résulte que S, T est bien une
base de ©, ou de

Supposons maintenant que parmi les nombres kukt, k3 kt, kt
il y en a quatre qui sont égaux entre eux et plus petits que
le 5me. Désignons par k' la valeur de ce dernier nombre et
soit k la valeur commune des quatre autres.

Si fc=I, commen>9, on doitavoir k‘>5. Posons T}-SiT8~3=
= (XX «x<&«). Si k' est I’'un des trois nombres k~k~k”, deux
éléments du systéme ax,i>i,Ci,Nei f°nt partie du systéeme
a,fr,c,d,e. Leur nombre est égal a trois, si k' est I’'un des nom-
bres k"k* De toute fagon, les deux substitutions T et Txen-
gendrent, d’aprés le lemme I, le groupe alternant des substi-
tutions des éléments qu’elles permutent. Il s’ensuit que S, T
est une base de ©, ou de 9,

Si fc>1, d’apres *), k' est premier avec k. Posons T,= SKTS~K=
= («i cidi Un seul des nombres a,0,c,d,c fait alors partie
du systeme a,6,c,d,e. Donc, d’apres le lemme I, T et T\ en-
gendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
qu’elles permutent, d’ou il résulte que S, T est une base de ©,
ou de 31, aussi dans ce cas.

D’aprés *) et comme «>9, on ne saurait avoir i1=fei=fcs=
=foA=fch.

Notre proposition est ainsi démontrée.

Proposition Il1l. Quels que soient les nombres entiers
tt>9, w(l<»i<n) et les cinq nombres a,b,c,d,e de la suite
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1,2,...,», dont un seul et les quatre autres sont

la condition nécessaire et suffisante pour que les
deux substitutions S=(12..m)(m+I1..n), T —(abc de)
constituent une_base du groupe <5, ou du groupe 5l,, c’est que
D (m,n—m, bc, bd, be)=1.

Démonstration. Pour prouver que la condition est né-
cessaire, il suffit de remarquer que si elle n’est pas satisfaite,
les deux substitutions $ et T engendrent un groupe impri-
mitif. Montrons que la condition est suffisante. Soit

*) D (m,n—m,bc, bd, be)=l.

Supposons, pour fixer les idées, que Il'y a alors 21
cas possibles, mais on voit sans peine qu’il suffit de traiter
les deux cas suivants: 1) «<6<c<d<e et Il) a<b<c<e<d,
tous les autres cas pouvant se ramener a ces deux par itéra-
tion de T ou par transformation de T au moyen de la sub-
stitution S.

Dans les deux cas | et 11, on a bc—c—b, bd=d—b, be—e—h.

Soit 1) a<b<c<d<e.

Les deux couples de substitutions S, T et T,ST engendrent
le méme groupe. Or, ST=R—(@6+1...cd+l...e a+1..m12..
.a—Dbc+l...de+l...nm+1...b—1).

Posons

7=[lab+1 c e
Gj‘bZ l+e—b 1+ c—b+e—d...

a—1 b d ..b—1\
...c—b+e—d+ml+c—b+e—d+m...I+e—b+m... n )

Il vient

URU~1=Ri=(l 2...c—b+e—d+m)(l+c—b+e—d+m...n),
UTU~I=(lIl+ c—b+e—d+ml+c—bl+e—b+m
l1+c—b+e—d)—Th,

Les deux couples de substitutions R, T et RAT, engen-
drent des groupes simplement isomorphes et, d’aprés la proposi-
tion 1l, la condition nécessaire et suffisante pour que RATA
soit une base de < ou de 2In c’est que

D(c—b+e—d+m,n—(c—b+e—d+m),c—b,c—b+e—d, d—e)=1.
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Or,

J9(c—b+e—d+m,n—c—b+e—d+m),c—b,c—b+e—d,d—c)=
=D(m,n—m,c—b,d—b,e—Db)=I.

Notre proposition est ainsi établie dans le cas I.

Soit 11) a<b<c<e<d. Ce cas ne se laisse pas ramener a la
proposition _Il. Traitons Indirectement.

Posons bc=k+ ce=k3 ed=k3 db” k”.

Si parmi les nombres m, kltk2 k34 il y en a un plus petit
que les quatre autres, ou s’il y en a deux égaux entre eux et
plus petits que les trois autres ou encore s’il y en a trois égaux
entre eux et plus petits que les deux autres, en désignant
par k la valeur du plus petit ou des plus petits nombres du
systeme a,b,c,d,e, on a

TAS+ TS-randnr),

ou «j,bvct,dlfex sont cing nombres de la suite 12...» dont
un, deux ou trois au maximum font partie du systéeme a, b, c,d, e.
Donc, d’aprés le lemme I, T et engendrent le groupe alter-
nant des substitutions des éléments qu’elles permutent. Ce
groupe contient le groupe alternant G des substitutions des
éléments a,b,c,d,e et d’aprés le lemme Il et la condition *),
en composant 8 avec les substitutions du groupe G, on obtient
Ié groupe S,, ou le groupe 3In. Il s’ensuit que 8, T est bien une
base de S,, ou de |

Supposons maintenant que quatre des nombres m, klt k3 k3 kt
sont égaux entre eux et plus petits que le 5me. Soit k la valeur
commune des quatre plus petits nombres en question et soit k'
le 5me nombre >k. Si k=1, comme »”9', on a &'>5. Alors,
si k'=m, ona T1~-84T8~i=(a+4cbcde), et les deux substi-
tutions T et engendrent le groupe alternant des substitu-
tions des éléments qu’elles permutent, d’aprés la proposition 1.
H s’ensuit que 8, T est une base de ou de 31, Si k’est I'un
des quatre nombres klfkz,k3 ki ona Ti=8iT8~i=(a brc, d*e+
ou b~chdMCA sont quatre nombres de la suite w +1,»t+2,...,»,
différents de b,c,d,e. D’apres le lemme I, T et engendrent
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles
permutent. Il s’ensuit que 8, T est une base de Snou de 3,
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Soit 4> 1. Alors, comme D(m,n—m,bc, bd, be)=1=
=D(m,k1kak3ki), les deux nombres k et k' sont premiers entre
eux. Par conséquent la substitution T2= B*Ti8'~ *‘—(a36”<"d1e1)
ol sont ¢ncl nombres de la suite 1,2,...,», dont
un seul appartient au systétme a,b,c,d,e. D’aprés le Iemme I
T et 3\ engendrent le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’elles permutent. Donc S, T est une base de Sn
ou de 9l,, aussi dans ce cas.

D’aprés la relation *), comme »>9, on ne saurait avoir
«t=fel=fc2=fc3=fc4d.

Notre proposition est ainsi démontrée.

Proposition 1V. Quels que soient les nombres entiers »>9,
I,i»(1<i<»i<») ainsi que les cing nombres a,b,c,d,e de la suite
1,2,...,», dont un au moins appartient a chacun des trois
intervalles <I,i>, <1+1,m>, <wi+l,»>, et dont trois appartien-
nent a I'un de ces intervalles, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que les deux substitutions

fit=(1 2... 2(1-J-1... m)(m+1..n), T—(abcde)

engendrent le groupe <&, si n est pair, ou le groupe 2l,, sin
est impair, c’est que B(l,m—I,n—m,d,,<")=I, dj et d* désignant
les distances de I'un des trois éléments du systeme a,b,c,d,e
qui appartiennent @ un méme cycle de la substitution 8 aux
deux autres.

Démonstration. On voit.immédiatement que la condition
est nécessaire, puisque, si elle n’est pas satisfaite, les deux
substitutions 8 et T engendrent un groupe imprimitif. Mon-
trons qu’elle est aussi suffisante. Soit

*) D (I,m—I,n—m,d1di*)=1.

Comme les deux couples de substitutions 8, T et S, T~xengen-
drent le méme groupe, il suffit de traiter le cas ou les trois
éléments du systéme a,b,c,d,e qui font partie d’un méme
cycle de 8 se suivent dans l'ordre de leurs grandeurs crois-
santes dans la suite, a,b,c,d,e. Désignons par 0°03,03 (ai< «2<as)
ces trois éléments et soient 04,05 les deux éléments restants
de'la suite a,b,c,d,e. Supposons, pour fixer les idées, que les
trois nombres 0,,03,03 appartiennent a I’intervalle +1 «>.
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Posons —Agy

Supposons d’abord que parmi les nombres |, m—zZA"Z" fc8
il y en a un qui est plus petit que les quatre autres, ou bien
gu’il y en a deux égaux entre eux et plus petits que les trois
autres ou encore qu’il y en a trois égaux entre eux et plus
petits que les deux autres.

Soit k la valeur du plus petit ou des plus petits nombres
du systeme Zm—zjfcZ2fe3 Posons T1=8KkT8~k=(albleldlel).

Alors sont 5nombres de la suite 1,2,...,», dont un,
deux ou au maximum trois font partie du systéme a,b,c,d,e.
Les deux substitutions T et engendrent donc toujours,

d’apres le lemme I, le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’elles permutent. Ce groupe contient le groupe
alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e. D’aprés *)
et le lemme V, en composant $ avec les substitutions de G,
on obtient le groupe S,, ou le groupe 3l,. Il s’ensuit que 8,1
est bien une base de <3, ou de 3l, dans ce cas.

Supposons maintenant que parmi les nombres Zw—z2 A A A
il y en a quatre égaux entre eux (soit k leur valeur commune)
et plus petits que le 5me, k"

Si k=1, comme »>9, on doit avoir Zs>b.
Si k' est I’'un des trois nombres 213 ona T1=83T8~3=
—(@ cid,ej ou parmi les nombres figurent

seulement les éléments a4 et a5 du systéeme a,b,c,d,e. Donc,
d’aprés le lemme I, T et engendrent le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent. Si k' est
I’un des deux nombres Zou m—I, en posant encore T1=8318~3=
— (g2 a<&ej, nous pouvons affirmer que les deux cycles
(i 220 <4C) et (abc de) ont quatre éléments consécutifs
identiques et ne different que par leurs cinquiemes éléments.
Donc, d’aprés la proposition 1, les deux substitutions T et 1\
engendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
qu’elles permutent. Dans les deux cas, il résulte de *) et du
lemme V, que S, T est une base de <§, ou de ?l,,.

Soit k>1. Alors, d’aprés *), k' est premier avec k, et si
I'on pose T1=SKTS~K—(albicldlel), un seul des cing nom-
bres ai,Z>i,Ci,diei appartient au systéeme a,ft,c,d,c. Donc, d’aprés
le lemme I, T et engendrent le groupe alternant des substi-
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tutions des éléments qu’elles permutent, d’ou il résulte que
8, T est bien une base de Q,, ou de 3L, aussi dans ce cas.

D’aprés *) et comme »>9, on ne saurait avoir le—&=2c3=
= &= fg.

Notre proposition est ainsi démontrée.

Proposition V. Quels que soient les nombres entiers »>9,

ainsi que les cinqg nombres a,b,c,d,e de la

suite 1,2,...,», dont un au moins appartient & chacun des
trois intervalles <1,7>, <1+1,m>, <w+Il,»>, deux de ces inter-
valles contenant chacun deux nombres du systéeme envisagé,
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi-
tutions $=(1 2...Z)('+l...m)(m+l...»), T—(abc de) engen-
drent le groupe <5,, si n est pair, ou le groupe 9l,, sin est
impair, c’est que D (I,m—Ilyn—m fdvd”*I, di(i—1,2) désignant
la distance entre les deux éléments du systéme a,b,c,d,e qui
font partie d’un méme cycle de $.

Démonstration. Si la condition n’est pas vérifiée, les
deux substitutions $ et T engendrent un groupe imprimitif.
Donc la condition énoncée est nécessaire. Montrons qu’elle est
suffisante. Soit
™ D(Z,2n—Z,n—7»/ELd2)==I.

Supposons, pour fixer les idées, qu’un seul élément du
systeme a,b,c,d,e appartient a l’intervalle <1,Z> et soit cet
élément. Désignons par a2a3 les deux éléments du systeme
a,b,c,d,e qui font partie de l'intervalle <1+1,®»> et par a4a5
les deux éléments dudit systéme qui appartiennent a l’inter-
valle <w+l,n).

PoSONS »2»3=ift, "3"2'* -N4 N5 1 "M T

Si parmi les nombres Lkulk3lda il y en a un qui est plus
petit que les quatre autres, ou s’il y en a deux ou trois égaux
entre eux et plus petits que les autres nombres de ce systeme,
si I’on désigne par fcla valeur du plus petit ou des plus petits
nombres en question et si I’'on pose T1=8KT8~I'=(alblcldlel),
les deux systemes «i, e4dd‘edet a,b,c,d,e ont un, deux ou au
maximum trois éléments communs. Donc, d’aprés le lemme I,
les deux substitutions T et T, engendrent le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui
contient le groupe alternant O des substitutions des éléments
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a,b,c,d,e. D’apres *) et le lemme IV, en composant 8 avec
les substitutions de G, on obtient le groupe S,, ou le groupe 9,,.
Donc S, T est bien une base de ©, ou de ¢h.
Supposons maintenant que parmi les nombres Z @3

il y en a quatre qui sont égaux entre eux et inférieurs au 5me.
Si la valeur commune des quatre nombres égaux entre eux
est 1, le 5me nombre k' est alors >5. Sik'=1, posons T1=828 ~ 2=
= («i Bi ci)- Les deux cycles (alblcldlel) et (abc de)
ont alors quatre éléments consécutifs identiques et ne différent
que par leur 5mes éléments. Les deux substitutions T et Tj
engendrent donc, d’aprés la proposition 1, le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent. On en dé-
duit sans peine que 8,T est une base de <t ou de 9l,,.

Si fc est I'un des quatre nombres klfk2 k3 kt, posons encore
T1=82TS~2—(alblcldlel). Les deux systéemes 2 et
a,b,c,d,e ont, dans ce cas, trois éléments communs. Donc les
deux substitutions T et J\ engendrent, d’aprés le lemme I,
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles
permutent, d’ou il découle que 8, T est une base de <§,ou de 3l,,.

Si la valuer commune k des quatre nombres du systeme
a,b,c,d,e qui sont plus petits que k' est >1, d’aprés *), k et k'
sont premiers entre eux et, par suite, si I’on pose, T1—Si'T8~K=
= («i & dxe, UQ seul nombre du systeme anbvcndt ex ap-
partient a la suite a,6,c,d,e. Donc T et  engendrent, d’apres
le lemme I, le groupe alternant des substitutions des éléments
gu’elles permutent et, p. c., 8, T est bien une base de <5, ou de 2in.

D’aprés *), comme n>9, on ne saurait avoir Z5jfcl=fc2=fc3=fed.

Notre proposition est ainsi établie.

Proposition VI. Quels que soient les nombres entiers n>9,
k,i,m (I"k<l<m<n) ainsi que les cing nombres a,b,c,d,e de
la suite 1,2,...,n, dont I'un au moins appartient a chacun
des intervalles <l fc>, <A+1,7> <Z+1, m> <w+l,»>, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions
8=(1 2..k)(k+I...n)(I+1...m)(m-(-1...n), T=(ab cde) consti-
tuent une base du groupe si n est impair, ou une base du
groupe 2, si n est pair, c’est que D (k,|I—k,m—I,n—m,d)=1,
d désignant la distance entre les deux nombres du systéme
a,b,c,d,e qui appartiennent a un méme cycle de 8.



44 a. PICCAB.D

Démonstration. On voit immédiatement que la condition
énoncée est nécessaire, car si elle n’est pas satisfaite, 1és deux
substitutions $ et T engendrent un groupe imprimitif. Mon-
trons qu’elle est suffisante. Soit

*) D (k,l—k,m—I,n—m,d)=1I.

Supposons, pour fixer les idées, que les deux nombres du sy-
steme a, b,c,d,e qui font partie d’un méme cycle de $ sont >m.
Désignons par adas ces deux nombres et soient 0l«2a3 les
trois nombres du systéeme a,b,c,d,e qui font partie respecti-
vement du ler, du 2d et du 3me cycle de $.

Posons ada5=A:1, as4=fc2 Si parmi les nombres k,I—k,m—I,
fg,f2il y en a un qui est le plus petit, ou s’il y en a deux ou
trois qui sont égaux entre eux et plus petits que les autres,
désignons par kO la valeur du plus petit.ou des plus petits
de ces nombres et posons T1=SI'TS~''-=(alblcldlel). Alors
les deux ensembles avhbvq,d", et a,b,c,d,e ont un, deux ou
au plus trois éléments communs. Les deux substitutions T et
engendrent donc, d’apres le lemme I, le groupe alternant des
substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui con-
tient le groupe alternant G des substitutions des éléments
a,b,e,de. D’aprés *) et le lemme VI, en composant $ avec
les substitutions de G, on obtient le groupe <hou le groupe 2,,
Donc les substitutions S, T constituent bien une base de Sn
ou de 5l,,

Supposons, a présent, que parmi lesnombres k, I—k, m—I, kv ft2
il y en a quatre qui sont égaux entre eux (désignons par kO
leur valeur commune) et plus petits que le 5me, que nous
désignons par k'

Si =1, on a Posons S2T 8~2—(alblcldlel).
Si k' est I'un des deux nombres k*k”, les deux systémes de
nombres «q,bltclfd®, et a,b,c,d,e ont trois éléments communs.
Donc, d’aprés le lemme I, les deux substitutions T et en-
gendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
qu’elles permutent.

Si k' est I'un des nombres k,I—k,m—I, les deux cycles
(OijftijCjjduej) et (a,b,c,d,e) ont 4 éléments consécutifs iden-
tigues et ne different que par leurs 5mes éléments. Donc,
d’apres la proposition 1, T et J\ engendrent le groupe al-
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ternant des éléments qu’elles permutent. Il en résulte que
S, T est une base de S,,, ou de 2,

Si &>1, d’aprés *), les deux nombres kO et k' sont pre-
miers entre eux. Posons Ti= $AI'G_*==(ali 1cl<lel). Les deux
ensembles et a,b,c,d,e ont alors un seul élément
commun. Donc, d’aprés le lemme 1, les deux substitutions
T et Tx engendrent le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’elles permutent. Il s’ensuit que S, T est une base
de G,, ou de 5l,, aussi dans ce cas.

D’apres *), comme n”9, on ne saurait avoir k—Il—k—
=m—I—k"k",

Notre proposition est ainsi établie.

Proposition VII. Quels que soient les nombres entiers
w>9, j,k,I.m (I"j<k<l<m<n) ainsi que les cing nombres
entiers a,b,c,d,e dont un et un seul appartient a chacun des
cing intervalles <1,£>, <7+1, &, <&+|,Z>, <Z+l,w>, <m+l,»>,
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi-
tutions

S=(12..))(j+1..k)(k+1..D(+1...m)(m+1...n), T=(abcde)

constituent une base du groupe S,,, si n est pair, ou du groupe
9l,, si n est impair, c’est que D (j,k—j,I—k,m—I,n—m)=1.

Démonstration. On voit immédiatement que la condition
est nécessaire, car si elle n’est pas satisfaite, les deux substi-
tutions $ et T engendrent un groupe imprimitif. Montrons
qu’elle est suffisante. Soit

*) D(j,k—j,I—k,m—I,n—m)=1.
Supposons, pour fixer les idées, que
1 Q< b<k<c <d<m<e”n.
Les deux couples de substitutions S,T et T,ST engendrent
le méme groupe.
On a 8T=(ab+Il...kj+1l...bc+I...1k+1...cd+Il..mlI+1...

~de+l..nm+1..ea+l...jl2...a—1).
C’est une substitution circulaire. Posons

P=(ad+1 . D . ¢ .. d 6 ¢ a—1lm
V12 1+ fe—j1 41— 1+ m—j... I+ n—j. N



46 S. PICCARD

Il vient USTU~A=B=(12...n)
UTi~I=T1= (11+k—j 1+ I—j1+m—j 1+ «—).

Les deux couples de substitutions ST, T et B, en-
gendrent des groupes simplement isomorphes. Et, comme
D (k—j, I—j, m—j, n—j, n) = D(j, k—j, I—k, m—I, n—m) —1,
d’aprés la proposition |, les deux substitutions B et en-
gendrent le groupe <§, ou le groupe 3l,,. Il en est donc de méme
de S, T, c.qg.f. d.

Définitions. Désignons par I,2,....,n les éléments d’une
substitution de degré n.

Nous dirons que deux substitutions S, T du groupe ©n(5l,,)
sont connexes s’il n’existe aucun vrai sous-ensemble E+ de
I’ensemble E={l,2,...,n} qui est transformé en lui méme aussi
bien par la substitution & que par la substitution T.

Nous dirons que deux substitutions connexes S, T du groupe
<5n(QIn) sont imprimitives s’il existe une décomposition de I’en-
semble E en p>1 sous-ensembles, disjoints deux a deux,
EIfEz ....En(E= Ez+Ez+ ... + E*), comprenant chacun un
méme nombre v>1 d’léments, la substitution $ aussi bien
gue la substitution T-transformant tout ensemble Ei en un
ensemble Ej Dans le cas contraire, nous
dirons que les deux substitutions $ et T sont primitives.

Les propositions 1-VII peuvent étre résumées en une seule,
savoir:

Quels que soient le nombre entier n*9 et les cing nombres
a,b,c,d,e de la suite 1,2,...,n, la condition nécessaire et suffi-
santes pour que deux substitutions connexes $ et T du groupe
Sn(3In), dont lI'une T = (abcde), constituent une base du
groupe <n(9ln), c’est qu’elles soient primitives.



SUR LES INTEGRALE§ BORNEES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Par Z. Butlewski, Poznal

§ 1. Dans cet article je m’occupe des intégrales bornées
d’équation différentielle du second ordre non linéaire

0 élti 6" t + A2°A2+i()&d+1= 0,
i=0

ou les coefficients A2+(Q (i=Q,l,....m), O(t) sont des fonctions
continues, dérivables et positives de la variable réelle t pour

Selon Kneser * si les coefficients de I’équation (1) sont
des fonctions continues et positives pour <>I0>0, toute inté-
grale est oscillante pour les grandes valeurs de t, c.-a-d. posséde
une infinité de zéros positifs.

Dans mon article2) j’ai démontré le théoréme suivant:
Considérons I’équation différentielle

ét +A(f)e=0,

ou les coefficients A(<), 0O(t) sont des fonctions continues, dé-
rivables et positives de la variable réelle t pour Z>/0>0. Si
nous supposons que (A-6y>0 pour f>f0, toute intégrale x(t)
est bornée lorsque Dans le §2 nous obtenons le ré-
sultat analogue pour I’équation (1): si (A2#+i0)'>0 (i—0,l,,...,m)
pour Z>fo>0, toute intégrale x(t) de I’équation (1) est bornée
lorsque f->-f-oo0.

) A. Kneser, Untersuchungen iber die reellen Nullstellen der Intégrale
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t. 42, 1893.

a) Z. Butlewski, Sur les intégrales dune équation différentielle du
second ordre, Mathematica, Cluj 1936.



48 Z. BUTLEWSKI

Dans le 83 nous appliquons le résultat du §2 a I’équation
différentielle

m
2 N+ B (0 M+ N 2HL(0N+1=0,
1=0
ou. les coefficients J.2z+i(t), E(t) (i=0,l,...,w) sont des fonctions

continues et JLa+ift) (i=0,l,...,m) sont positives et dérivables
pour t*to>0.

Dans le 84 nous obtenons les conditiones suffisantes pour
que toute intégrale x(t) de I’équation différentielle

[les coefficients JL, (1= 0 ,1,1), (i=1,2,...,w—1) et f sont
des fonctions continues de la variable t pour t*to>0J et leurs le
prémiérs dérivées x'(t),x"(t),....xR®t) (fc=1,2 , soient bor-

nées lorsque $->-|-oo.

8 2. Désignons par tl,ti,...,tn,.... les zéros plus grands que t0
d’une intégrale x(t) de I’équation différentielle (1) (0<<I<ZX..).

Nous démontrerons que si 0(f)>° et J.2+1(i)>0 (i=0,1,2,...,»i),
chaque intervalle (s,forH) contient un zéro et un seul de la
dérivée x'(t).

En effet, d’aprés le théoréme de Eolle il y a dans l'inter-
valle (tn,tn+i) un zéro au moins de la dérivée x'(t). Si cet inter-
valle contenait deux zéros T, T,+i, on aurait:

0a?)z=in=0 et (0&)z=.n+=0.

D’aprés le théoréme de Eolle il existerait un point
T,, (t,,<T,,<tnH) ou (OX)t=Tn—0. D’apreés (1) on aurait alors
la relation

S senam, =
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qui entraine [’égalité a?(2’,)=0. Or c’est imposible, car les
zéros tntm+ sont consécutifs.

Désignons par zn (t,, <zn<t,,+i) le zéro de la dérivée x'(t)
et posons pour abréger:

tn4“
€, === et 122i(«)0(0=A22i(<)-
En multipliant 1I’équation différentielle (1) par 20x' et en

intégrant I’égalité obtenue par parties entre les limites a et b
on obtient I’équation

@O)=2e)—02A)a/2a) + > 20 EE)
(@) =
. 20

Si x(a)=x(b) on peut écrire Iégalité (2) sous la forme
suivante:

(G)  02(f)zr2(6)-02(a)&"2a) = J N I f[ & 2+2)—@+2a)]df.

a i=0
Si a est un pointAde I’intervalle (t,,,zn), b un point de I'inter-
valle (z,,,tllH) et si A2+>0 (i=0,1,2,...,m) dans (tntn+), le se-

cond membre de I’égalité (5) est manifestement positif; il
résulte que

(6) B(b) aB(&IH O(«) ag(<Q.

Si de plus 0'<O on aura |zc'(0)[>|®'(a)] et en particulier

(7 <+ 1)[>1® (bi)lj
il est donc évident que
tn + bi+1l
Zn 0
®) U.= Vi-H— 1 >0.
Si A2z+i<0 (i=0,1,2, 0'>0 les inégalités (6), (7), (8)

sont remplacées par des inégalités contraires.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 4
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Posons maintenant dans (4) a=z,,, b=zn+ nous aurons

9 BzA(H)aB A, +)— 2H@n)X2AAZN)] =
@ =

S1 i=0
En posant pour abréger x(zn)~x”" x(zn¥\)z=xr+\ ajoutons
aux deux membres de I’égalité (9) la quantité

m
2 A2Z+1(0n) &n+l2f M
Z=0
le résultat peut s’écrire:

(10)

'=° zn 1=0
L égalité (10) est évidemment imposible si Az+i>0 (i=0,1,2,...,i»)
dans I’intervalle (z,,,z,,+i) et si x2#1>x2. Soustrayons maintenant
des deux membres de I’égalité (9) la quantité

(Z,HD)x2+ 2T ~ i

il vient:
m
+

/=0
H
(H) /n+1

+ J 2 + i N - X2t+iN dt=~
zn 1=0

égalité imposible si 12+i<0 (i=0,1,2,...,m) dans [lintervalle
(2,,,znH) et si |enti|<|ee,,|.
En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante:
Théoréme I. a) Si (J.2+0)'<0O (i=0,1,2,...,™,) pour t>t0,
les suites

xA+21
i?io M 2(+1(z,)0(z,,)"— et {O(L,, )X (tn)\}

sont décroissantes, tandis que la suite est croissante-, si de
plus 0'>0 la suite {lar(<,)} est décroissante et w,,<0.
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19 Si (A2}i6)>0 (i=0,1,2,...,m) pour t>t0 les suites
i z"22-}—21
et {l0(<.)aj(f.)[}

sont croissantes tandis que la suite {J&,} est décroissante, I'inté-
grale x(t) est donc bornée lorsque z-»--]-o0; Si de plus 0°CO la
suite {J&&(f,)} est croissante et u,,>Q.

§ 3. Considérons maintenant I’équation différentielle

dX
)
i=0
En multipliant I’équation (2) par e”Ed, on obtient I’équation:
f B(t)dtdx
(12) dt 6 a

Z=0
L’équation (12) est du méme type que I’équation (1), on
peut donc appliquer a I’équation (12) le théoréme I. On obtient
ainsi la proposition suivante:

Théoreme 1l. a) Si Au+i+2A2+HB<0 (i=0,1,2,...,"!
pour t>t0 les suites

z
m J Bdtg2+2 f B
ZS_0 A 27+1(«n) €% 4'+' . et {[e*]z=z>-(M|}

sont décroissantes, tandis que la suite est croissante’, si de
plus BAO la suite {fa?(<)} est décroissante et u,,<O.
fiy Si A2i+i+2AZ+iB>0 (i=0,l,2,...,m) pour t>t0 les suites

V4
m J Bdkx2+2 f Bdt
£A Z'H(Z”)ell yTT et {["z=z,k(«n)[}
z=0 4+1

sont croissantes, tandis que la suite {l&,} est décroissante, I'inté-
grale x(t) est donc bornée lorsque z-> + oo; si de plus £<0, la
suite {Ja?(Z)} est croissante et un>0.

Corollaire. Si JZ+i>0, Au+i>0 (4=0,1,2,...,m) et 15>0
pour t>t0, toute intégrale oscillante de I'équation (2) est bornée
lorsque t-n+o0o0.

4*
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8 4. Soit donné un systeme des équations différentielles

+« 1M+ U2R2+ "-+®In&en= f,

B2 | epIEI+ @ZER+ " +®2n @ fit

(13)

dx,,
dt

ou les coefficients aik (i,k—1,2,,..,») et /, (i=1,2,...,w) sont
des fonctions continues de la variable réelle t pour t>t0>0.
Dans mon article 3) j’ai démontré le théoréme suivant: Si

+ Uni®1+ ®n2®2+ eee+ ann — /n,

f \ait(t)\dt<+o0o0, f \aik(t)+au(t)\dt<+oo et f \f,(t)\dt<+°°
A~ 0 A

(i=1j 2, (i, k—1,2,..jii}i=t="c),

toute intégrale xI(t')xQt),...,xn(t) du systéme (13) est bornée
lorsque f->+o0o0.

Considérons I’équation différentielle (3). En supposant que
les coefficients 0Z (i=1,2,...,n—I) ne s’annulent pas pour
f~ 0>0, on peut remplacer I’équation (3) par le systéme des
équations différentielles:

ax ..

dt ei"1=0,

dt

(14)

dydrj[~2 dn-iyn-1=0,
n—l

dyn-i

gt +A ® + A Olyt=f.
t=Q

Le systéeme (14) est du type (13). En appliquant le théoreme
cité ci-dessus au systéeme (14) nous obtenons le

) Z. Butlewski, O calkaeh rzeczywistych rdwnan rozniczkowych zwy-
czajnych, Wiadomoaci Matematyczne, t. 44, Warszawa 1937.
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Théoréeme I111. Si

f oriyde<+oo (1=1,2,...,«—2),

>0

f \aodt<+°o,
(WJ 4

y X -eru<+o00 (i=1,2,...,n—3,»—1),
A

J FA-20n2+@n—3|<8<+ °° Z f Adt<zZ-\-°Of

alors toute intégrale x(t),y(t),yz(t),...,yn i(t) du systéme (14) est
bornée lorsque t-*-+o0o0.

Remarque 1. On peut remplacer les conditiones (WJ par
des conditiones plus simples mais moins générales:

y \6Th\dt<+00 (i=1,2,...,.w—1),

A)
0o

y (i=1,2,...,n—),
hoo oo
y |J.0dZ<+00 et y |/|[dz<+o00.
A A
Remarque 2. Il résulte de théoréme Il que si les condi-

tiones (WJ sont remplies, toute intégrale x(t) de I’équation
différentielle (3) est bornée lorsque Z->+oo0.
D’aprés (14) on a

"a=C @ 2Zi)32))

(15) ttﬁ———i— 22,-1(B1 Seee
dt

’ 'e0)®N-2®,,-2)®, -1j3/i,3/2,—3/n-1),
L’.k=9>,,(0rle;,er ..... eri);
dt
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ou les fonctions yh (k—,2,...,n) sont des polynémes des va-
riables 071, et des leurs dérivées. Si toutes les variable qui
figurent dans ces polyndmes sont bornées, alors les polynémes
sont bornés.

En tenant compte du théoréme I11 et des formules (15)
nous pouvons donc énoncer le

Théoréme 1V. Si les conditiones

f \07i\at<+o0 (i=1,2,....n—2),
4

f [Ao|d«+°0,

y fd<<-]-o0 (i=1,2,...,1i—3,n—1),
4

oo

/l"4,,_207—"2+07-i|<ft<+0° et f \\dit<+oo

sont remplies et si les valeurs absolues des jonctions

0i 1,021, ...,0*—0al;
01 ,02 ,.*.,0A—j

(WI e

sont bornées pour t™ t0>Q, alors toutes les intégrales x(t) de Véqua-
tion différentielle (3) et leurs k prémiérs dérivées: x'(t),x"(t), ...,xw(t)
(k—I,2,...,n—1) sont bornées lorsque <-> + oo.

Si les conditiones (WJ et (WJ (dans W2 on pose k=n et
0,—1) sont remplies et si de plus les valeurs absolues des fonc-
tions A/ (i—0,1,2,...,n—1) et f sont bornées pour t"to>0, alors
toute intégrale x(t) et ses n prémiers dérivées sont bornées lorsque
f—» +00.



THEORIE DES MULTIPLICITES REGULIERES
D’ELEMENTS DE CONTACT UNIS. APPLICATION
AUX TRANSFORMATIONS CANONIQUES

Par Tadeusz Wazewski, Krakéw

Notations. Les indices des fonctions et des variables in-
dépendantes seront placés en haut de la lettre. Nous écrirons
donc a/(itl,...,«m au lieu d’écrire a(mi,...,wm). Nous adoptons
les notations usuelles

dx'Cul, 97
dui Nauh - gy

Une fonction f(ul...,um) sera dite étre de classe G* (ou
de classe C*°) dans un ensemble E de points (ux...,«m), lors-
qu’elle y posséde des dérivées partielles continues d’ordre i
(ou de tous les ordres). Si i<j alors toute fonction qui est de
classe Ci dans E est évidemment aussi de classe G' dans E.

Introduction

Avant d’indiquer le but et de résumer les résultats du
présent travaill), nous croyons utile de préciser le sens de
quelques notions intervenant dans la suite, ce qui permettra
d’éviter des confusions possibles.

Tout plan situé dans I’espace de points

X', XS
plan non parallele a I’axe $ et passant par le point
Q) X',...,Xns

’) Les résultats du 81 et du 82 du présent travail ont été communiqués
a la Société Polonaise de Mathématique (section de Cracovie) le 20.X. 1937.
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est représenté par I’équation

(2) 8—s= gy X'—x]
m

ou les nombres yl...,y" désignent les coefficients angulaires

de ce plan. Le couple de deux objets géométriques et notam-

ment du point (1) et du plan (2) est appelé élément de contact

ou tout court élément. Les 2n+1 nombres figurant dans la suite

©)
constituent les coordonnées de cet élément.

Considérons une multiplicité JH d’éléments dépendant de m
parameétres u',...,um

Xi=Xi(ul,..., Uum)\ ..

(4)

8= 8(u',...,Um)
et supposons que les fonctions x‘ y', s soient au moins de
classe C1 dans un voisinage d’un point UO=(ul,...,.u™). Nous
dirons que cette multiplicité est réguliere au point Uo lorsque
le rang de la matrice jacobienne

\D (xi,...,xn,s,y",...,yn)
b | D(M1,-, W m)

est égal a m (c.-a-d. au nombre des paramétres (ul,...,") dans
un certain voisinage de Uol» Dans le cas contraire on dit
que la multiplicité (4) est singuliére au point Uo On dit que
la multiplicité JT est une multiplicité d'éléments (de contact)
unis dans un ensemble E de points (ux...,um) lorsque I’équation

(6) ds(u',...,umy= £y “(u',...,umdxi(ui, ...,um)
ii
ou, ce qui revient au méme, le systétme d’équations
(6his) suj= "y xid
L

est rempli en tout point de I’ensemble E.

*) Ca veut dire que la matrice (5) contient au moine un déterminant
non nul d’ordre m. On dit, dans ce cas, que les parameétres « C .so n t
essentiels au point Ut.
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Nous supposons dans la suite que (4) représente une multi-
plicité d’éléments unis. Le rang de la matrice (5) est alors
égal, en raison de (6bis) au rang de la matrice
D (x',...,xny",...,yn)

)
en tout point de E.
La multiplicité ponctuelle

(x"=xiCuw',...,um), (i=1,...,n)
(8) 1S: «(«l,..., w m)

est appelée support ponctuel de la multiplicité d’éléments unis (4).
Le rang de la matrice jacobienne

D(x1...,xns)

©) D(u', ...,um)

est égal (cf. 6bis), en tout point de E, au rang de la matrice
D(xl,...,xn)

(10) D{ul, ....um)

On donne généralement une méthode bien simplel) (nous
I’apellerons méthode usuelle) de la construction de la solution gé-
nérale de I’équation (6). Nous allons montrer que cette méthode
ne peut pas fournir toutes les solutions réguliéres de I’é¢qua-
tion (6) qui sont valables dans un voisinage suffisamment
petit de Ua

La condition nécessaire pour qu’une multiplicité d’éléments
unis de la forme (4) puisse étre obtenue au moyen de la mé-
thode usuelle dans un voisinage de Uo consiste en ce que le rang
de la matrice (10) soit le méme pour les points d'un certain voisi-
nage du point Uo.

Or il est facile de construire (cf. 8 6, Exemple 1) un exemple
d’une multiplicité d’éléments unis réguliere au voisinage de Uo
et telle que 1°) le rang de la matrice (10) soit égal a m—1 au
point Ug 2°) chaque voisinage de Uo renferme des points
pour lesquels le rang de cette matrice soit égal a m, 3°) les
fonctions x*y”~s soient analytiques dans un voisinage de Uo.

*) Cf. par exemple C. Carathéodory, Variationsrechnung (1935),
p. 102— 105.
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La méthode usuelle ne peut donc fournir toutes les solutions
réguliéeres de I'équation (6) (valables dans un voisinage suffi-
samment petit de 17Q méme dans le cas ou il s'agit des solutions
analytiques.

L’observation qui suit permet de se rendre compte du degré de gé-
néralité de la méthode usuelle. Soit

(H) A(ul....um)....Ak(u\...,um)

une suite de k fonctions continues dans un ensemble ouvert Si. Cela posé
il existe une suite infinie d’ensembles disjoints

R, @l <€ %3,

jouissant des propriétés suivantes: 1°) Si=B+20>v, 2°) les <v sont ouverts,
3°) la somme 2<av constitue un ensemble partout dense et B un ensemble
nulle part dense relativement a Si, 4°) si une fonction quelconque de la
suite (11) s’annulle dans un point d’un ensemble elle s’y annulle iden-
tiguement, et, par conséquent, si cette fonction est non nulle dans un point
d’un @ elle ne s’annulle en aucun point de cet ensemble.

Rangeons maintenant tous les déterminants partiels (d’ordres 1,2,3,...)
de la matrice (5) en une suite (évidemment finie). Désignons cette suite
par (11) et déterminons les (ov et B comme tout a I’heure. La méthode
usuelle réuissira séparément dans chaque ensemble ow, pourvu que les
ensembles <w soient suffisamment petits, ce qui est toujours a réaliser.
La généralité de la méthode usuelle consiste en ce que la somme 2u>v des
ensembles, ou elle peut étre appliquée, constitue un ensemble partout
dense relativement a Si. L’exemple cité plus haut montre qu’un point Z,,
au voisinage duquel la multiplicité (4) eBt réguliere, peut forcément ap-
partenir a I’ensemble B, lequel ensemble est nulle part dense relative-
ment a Si.

Voici un autre désavantage de la méthode usuelle. 1l peut
arriver qu’une multiplicité réguliére d’éléments unis JH de la
forme (4) pgut étre obtenue, dans un voisinage de Uqg au moyen
de la méthode usuelle. Or il est facile de montrer qu’en appli-
quant a la multiplicité JH une transformation de contact con-
venable on obtiendra une multiplicité JHi qui ne peut pas
étre obtenue par la méthode usuelle en aucun voisinage de Uo.
La possibilité d'obtenir une multiplicité réguliere d'éléments unis
par la méthode usuelle n'est donc pas invariante relativement
aux transformations de contact (cf. encore I’'Exemple 1 du 86).

Le dernier désavantage est essentiel car il est évident que
la propriété d’une multiplicité d’éléments unis, consistant en
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ce qu’elle est réguliére au voisinage d’un point Uq est inva-
riante relativement aux transformations de contact.

Le premier but du présent travail sera de combler les lacunes,
mentionnées plus haut, de la méthode usuelle, lacunes qu’elle
présente méme sur le terrain des fonctions analytiques.

Le deuxiéme but sera de construire la solution réguliére la
plus générale de classe Gl de I’équation (6), solution valable
dans un certain voisinage d’un point quelconque Uo. (La mé-
thode usuelle ne fournit que des solutions d’une classe plus
élevée que GI).

Nous poursuivrons ces deux buts a la fois en construisant une
méthode dépourvue des désavantages mentionnés de la méthode
usuelle. La réalisation des deux buts en question est liée au
probléme suivant: Trouver la condition relative aux fonctions

X‘(u's...um),  y'(«l...,«m),

condition qui serait nécessaire et suffisante pour qu’il existe
une fonction s(wi,...,ttm) vérifiant identiquement I’équation (6).
On démontre facilement, dans le cas ol les y1sont de classe Gl
et les xI et s sont de classe G2 que cette condition consiste en
ce que le systétme d’équations

yua

(12) 3

ou, autrement écrit, le systéme
[«“!«?]:01 (a,p:|,,m)

soit identiguement vérifié. Grace a un lemme élémentaire
(Lemme 1 du §1) nous démontrons que cette condition est
nécessaire et suffisante aussi dans le cas ou les fonctions x"y”s
sont de classe G1(82, Théoréme 1). Cette observation est essen-
tielle pour le deuxiéme but de notre travail d’une part et ra-
meéne la recherche des multiplicités réguliéres d’éléments unis
a la recherche des solution régulieres 1) &1,...,y" du systeme (12).

Nous dirons qu’une suite de fonction x\...,yn représente une solu-
tion réguliére du systeme (12) dans un ensemble E de points (»*,...,.«*")
lorsque ces fonctions sont de classe Olet le rang de la matrice (7) est égal
u m en tout point de I’ensemble E.
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Voici une autre observation essentielle pour la réalisation
du deuxieme but de notre travail.

Supposons que les fonctions a 4 , yx...,yn constituent
une solution (réguliére ou non mais valable dans un ensemble
contenant un point t/0) du systéme (12) et formons la matrice

Désignons par r le rang de la matrice (7) au point 0. Ceci
étant, on peut indiquer r colonnes différentes de la matrice (13)
et on peut ensuite choisir une fonction dans chacune de
ces colonnes de fagon a obtenir une suite de r fonctions
>y, x>iye ..., y&> (k+1—r) telle que le rang de la matrice
jacobienne

D (xri,...,xr/"yii,...,y &)

soit égal a r au point 10 (8§ 2, Théoréme 1 et Coroll. 1).

Cette observation relative a la matrice (7) se rattache de
prés a un théoréme rencontré dans la théorie des transforma-
tions canoniquesl). Il est & peu prés évident que ni la pre-
miére observation ni la seconde ne peuvent étre justifiées au
moyen de la méthode usuelle mentionnée plus haut.

Le Théoreme 2 du §5 présente une construction de la plus
générale solution réguliere du systeme (12), solution valable
dans un voisinage suffisamment petit d’un point arbitraire-
ment choisi 170 Le Théoréme 3 du §5 fournit une construction
de la plus générale multiplicité réguliere d’éléments unis dé-
terminée dans un voisinage suffisamment petit de Uo.

Supposons qu’une multiplicité d’éléments unis (4) soit ré-
guliére au voisinage d’un point TX. Supposons que les fonctions

uj= 0y VD), (j=1,...m)

soient de classe Clau voisinage d’un point VO=(vx...,vft) et que
ith= A'(»",...,pg). Les équations

(14) I1=2-(A,..., A"), s=s(AL...Ar)

I) Cf. C. Carathéodory, VariaUonsrechnung, p. 85— 87, 8§ 96.
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représentent évidemment une multiplicité d’éléments unis qui
est de classe C1 dans un voisinage de Vo et cette multiplicité
est située sur la multiplicité-réguliére (4). On peut déterminer
les fonctions A de fagon que la multiplicité (14) soit singuliére
dans chaque voisinage de Yo On serait ainsi tenté de croire
que toute multiplicité d’éléments unis (de classe GI) singuliére,
envisagée dans un voisinage suffisamment petit d’un point, est
située sur une multiplicité réguliére convenable. Or nous con-
struisons une multiplicité singuliére de classe qui ne jouit
pas de cette propriété (85, Exemple 2).

La théorie des multiplicités singulieres d’éléments unis
ne peut donc étre immédiatement rattachée a la théorie des
multiplicités réguliéres.

Le §7 se rapporte aux transformations canoniques

X>=X\x\...,y-)\
Y=VYi(x\...,yn)i 1

c.-a-d. aux transformation vérifiant identiquement les relations

v W)

E(YAY>-Y>Y>)=0

(15) a oy Sy
/\(X /\Y/\_x /\Y/\Q

(a,(}=l,...,n-, <5«p=0 lorsque et da?=1 lorsque a—fi).
Les variables x‘y‘sont maintenant regardées comme indé-
pendantes.

On peut obtenir facilement la solution générale de classe C2
de ce systtme au moyen d’une certaine fo