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O N  A N  A N A L O G Y  B E T W E E N  M EA SU R E S 
A N D  H O M O M O R PH ISM S

By
Roman Sikorski (W arszaw a)

L et T* be a th eo rem  (from  the  general th eo ry  of m easure) 
w hich expresses a p ro p erty  P* of an  a rb itra ry  m easure  defi- 
ned  on  a Boolean aîgebra (or: on a field  of sets) A . T heorem  
T*, tru e  for a rb itra ry  m easures, holds, In particu lar, fo r 
tw o-valued m easures. It is cîear th a t  the  no tion  of a 
tw o-valued m easure  coincides* 1) w ith  th e  n o tio n  of a 
tw o-valued hom om orphism  of A  in  a Boolean algebra B- 
T h u s ' th e  theo rem  T*  expresses a p ro p e rty  P  of tw o-valued 
hom om orphism s- T h e  question  arises w h e th e r o th e r  hom o- 
m orphism s of A  in  B possess also the  p ro p erty  P. If we 
shall p rove  th a t th e  class of hom om orphism s w ith  th e  
p ro p erty  P  is w ider th an  th e  class of tw o-valued  hom o
m orphism s, we shall hâve a new  theo rem  T  on  hom o
m orphism s betw een  Boolean algebras.

T h is  paper contains several theo rem s on hom om orphism s 
o b ta ined  by th e  m en tioned  m ethod. I shall c ite  know n 
theo rem s from  th e  general th eo ry  of m easure and I shall 
fo rm ula te  and  prove analogous theorem s on hom om orphism s.

’) The définition of a measure and of a homomorphism is given in 
Terminology and notation. A measure is two-valued if it assumes only 
two values: the numbers 0 and 1. A homomorphism h of A in B is 
two-valued if it assumes only the two following values: the minimal élément 
OeB and the maximal element E eB  (i. e. B + 0 = B— BE for every B e B; 
we suppose E 0). If /i is a two-valued measure on A, then thé formulas
(i) ZiM) = 0 if /*(/!) = 0
(ü) h(A) = £ if ,uG4) = l
define a two-valued homomorphism of A in B. Conversely, if h is a 
two-valued homomorphism, the formulas (i)-(ii) define a two-valued 
measure y  on A.
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T he p roof of these  theo rem s on hom om orphism s is, in  gene
ral, sim pler th an  the  proof of the  corresponding  theo rem s 
on  m easures.

I. F in ite ly  ad d itiv e  hom om orphism s.

T crm in o lo g y  a n d  n o ta tio n . In  th e  firs t p a rt of th is  p aper 
A  d éno tés  alw ays an  a rb itra ry  B oolean algebra. E lém ents 
of A  are d eno ted  by th e  le t te rs  A , B , . . .

A  A  B, A B , an d  A °  d én o té  Boolean opera tions analogous 
to  the  addition , m ultip lication , and com plém en tation  of se ts  
in  th e  general th eo ry  of sets. By défin ition  A 1 —  A  for any 
A  e A. 0 dénotés th e  null e lem en t of A , i. e. 0 +  A  =  A  fo r 
every  A e A .

A  se t A o of é lém ents of A  is called  a subalgebra of A  
if A  + A i  e A o and A° e A o fo r any A , A i  t ^(0. E very  subal- 
gebra is also a B oolean algebra. T h e  least subalgebra of A  

con tain ing  a given class K Q A  w ill be  d eno ted  by  K s.
A  m apping h of A  in  a Boolean algebra B  is called 

a hom om orphism  of A  in  B  if

h (A  A  A i)  =  h  (A ) + h (A d  and h (A°) =  h (A )°

for any A , A i e  A . A  one-one hom om orphism  of A on B  
is called an  isom orphism . If it  exists, A  and B  are  isom orphic.

A  real function  p  defined  on A  is called a m easure  if2) 
/.t (0°) — 1 and  p  (A  + A i)  =  ,u (A) +  p  ( A J

for any A , A i  e A , A A i  =  0.
A  m apping f  of a set M  in  a se t N  is called an e x te n 

sion  of a m apping f 0 of a se t 310 C  M  in  N  if f  (e) =  f 0 (e) 
for every  ee3 1 0.

i .  E x te n d in g  o f  hom om orphism s. T h e  follow ing exam ple 
explains m ore exactly  th e  m ethod  m en tioned  in  th e  in tro 
duction. C onsider the  follow ing know n th eo rem  on th e  
ex tending  of m easures:

2) 0° is the maximal element of A.
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(*) 3 4) E very  m easure d e fin e d  on a subalgebra A o o f A 
can be e x te n d e d  to  a m easure y  on A. M oreover, one m ay  
assum e that*) y  (A ) C  Mo ( Ao).

In  particu lar, ev e ry  tw o-valued  m easu re  on Ao can be 
ex ten d ed  to  a tw o-valued  m easure  on A. In  o th e r  w ords, 
eve ry  tw o-valued  hom om orphism  defin ed  on  Ao can be 
ex te n d e d  over A. T h e  q uestion  arises w h e th e r  every  hom o
m orph ism  of Ao in  a B oolean algebra B  ean  be ex ten d ed  
over A. T h e  a ffirm ative  answ er to  th is  q uestion  (u n d er the  
a ssum ption  th a t  B  is com plété) is given by  the  follow ing

T lieorem  Z 5) E v e ry  hom om orph ism  o f a subalgebra A 0Q A  
in a com plété  Boolean algebra B can be e x te n d e d  to  a h o 
m om o rp h ism  o f A  in B.

2. E x te n d in g  o j  a  m a p p in g  to  ci hom om orphism . H o r n  
an d  T a r s k i 6) hâve fo rm ula ted  a necessary  and  sufficient 
co n d itio n  so th a t a real function v defined  on  a subset K  of 
a Boolean algebra A (0 < * G 4 )< l  for A e  K )  can  be ex ten d ed  to  
a m easure  on A. A n  analogous p rob lem  m ay be considered  
fo r hom om orphism s. T h e  necessary  and  su ffic ien t cond ition  
for hom om orphism s is sim pler th an  th a t  fo r m easures. N am ely:

Theorem  I IP )  L et K  be a class o f  é lém en ts  o f A and  
le t f  be a m apping o f K  in a Boolean algebra B. T h e  m apping f  
can be e x te n d e d  to  a hom om orphism  h o f K s in B  i f  and  
on ly  if
(i) X ' - . . . . A “n =  0 im plies f  ( A ï ) * ' f  (A n)a" =  0

for e v ery  tw o  sequences A t e K  and  at =  0 or 1 (i =  1 ,2 , . . . ,  h).
T h e  necessity  is év iden t.
Suppose tha t (i) is satisfied. E very  e lem en t A  e K s can 

be rep re sen ted  in  th e  fo rm :

3) See e. g. L o s  and M a r c z e w s k i  [1 ] p. 270; H o r n  and T a r s k i  
[1], p. 477 (Theorem 1.22).

4) fi (A) and /i„ (Ao) dénoté the sets of values assumed by fi and fi0
respectively. /<0 is the topological closure of fi0 (Ao').

6) Proved in my paper [2], 
c) H o rn  and T a r s k i  [I], p. 477.
’) A similar theorem on the extending of a mapping to an isomorphisms 

has been proved by K u r a to w s k i  and P o s a m e n t  [1], p. 282.

1*
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m n-t

2  n  a Vf=i j=i <■](ii) A

w here A itj e K  an d  a, y =  0 o r 1. If
m ni

2 n
P <lk

=  2  n
1=1 7=1 b J fc=i i= i

K  and P k, Z — 0 or 1,
m ni

(2  n
i =  l i= l

Z i>7') .
I. J

p Pfc
(2  n  b
fc=l 1=1 1

A , z \o__

m ni p

s  2 n  n  a .‘\ j • B k ,i^  _
fc, i,fc=I

w here  {7fc} is an  a rb itra ry  sequence of in tegers  such th a t  
K  4  <  Q)t (1 <  fc <  p). By (i)

m n j p

hence

'- 4 ,  z* =  0,

0

p <ik
(.2 n  H A ^ - 1) - (2  n  f  (Bk , ) k’l)° =  o.
i = l j  = l 1 fc =  l Z=1 ’ 7

A nalogously
P <7fc"« a r '*K R

(2  n  f  (a , P '-O0 - ( 2  n  f(B k , / k-') =  o.
i = l  7 =  1 7 Zc=l Z =  1

C onsequen tly
m ni „ P <Zfc
s  n  / ( 4  s  n  f(B kJy k’1.

Z=1 (= 1  k = l Z =  1

T h u s we in fe r th a t th e  e lem ent
m ni

(iii) h ( À )  =  2  n  f Ç A , ^ ’1
i = i  7 =  1

does n o t dépend  on the  rep ré sen ta tio n  of the  e lem en t A e K, 
in th e  fo rm  (ii).

T h e  form ula (iii) defines a hom om orphism  h of K s in  B  
w hich  is an  ex tension  of the  m apping f.
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5. C o llec tio n s  0 / in d ep e n d c n t su b a lg eb ra s . A  collection 
M J  T of subalgebras of A is called  a collection o f indepen- 
d e n t subalgebras of A if

A r • . . .  • A n 0
for every  sequence A t e At ., A t 7^ 0 (1 <  i <  n, t, =(= t, fo r i' tM’).

M a r c z e w s k i 8) has p roved  th e  follow ing th eo rem :
(*) Let M î be a co llection  o f subalgebras o f A and 

(for every  re T )  le t p t be a m easure d e fined  on Ar. In  order  
th a t there ex ist a m easure y  on the least subalgebra A0Q  A 
conta in ing  ail subalgebras At ( r e T )  and such tha t

(i) p  is a com m on  ex ten s io n  o f ail m easures p x ( r e T ) ;
(ii) fo r  every  sequence A , e A ( l < i < n ,  fo r  i ^ j )

P ( I l  A t) =  h  p  U . )  ; 
i =  1 i =  1

it is necessary and  su ffic ien t tha t for e v ery  sequence A t eA T. 
( l < i < n ,  Tj=bTj fo r  v £ j) :

I l  A , — 0  im p ly  I I  p  ( ^ J  =  0 .

C onsequen tly , if  M J  T is a co llection  o f  independen t 
subalgebras of A, the m easure p  sa tis fy ing  (i) and  (ii) ex is ts  
alw ays for arbitrary m easures px on Ar.

T h e  analogous theo rem  on hom om orphism s can be for- 
m ulated  as fo llow s:

Theorem  I I I .  L e t {A r}TsT be a collection o f  subalgebras 
o f A, and  (for every  -teT) let h t be a hom om orph ism  o f 
A t in a Boolean algebra B. In  order tha t there ex is t a 
com m on  ex ten sio n  h o f ail hom om orph ism s hx over the  
least subalgebra Ao con ta in ing  ail subalgebras A t (teT), it 
is necessary and su ffic ien t tha t fo r  every  sequence  A ^ Â  
(1 <  i <  n, Tj 4= t} fo r  i j):

(iii) I l  A i —  0 im p ly  II h (A f) —  0.
i= l i = l '

s) M a r c z e w s k i  [2], p. 126—127 (Theorems II and III).
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C onsequen tly , i f  T is a co llection  o f in d ep en d en t

subalgebras o f A. the  com m on  ex tension  h e x is ts  a lw ays  
fo r  arbitrary h om om orph ism s ht o f A r in B .

T h e  necessity  is obvious. T h e  sufficiency follow s from  
T h eo rem  II. In  fact, if A  e and  A e A r , th en  by (iii)

h ( A ) 'h  (Ày> =  0 = h T (Â )° • h \ À )  

since A A °  =  0, A ° e A ^ ,  and  A ° e A r̂ . H ence hr {A) — hr (Â ).

T herefo re  th ere  ex is ts  a m apping  f  of th e  class K  =  2  A  in  
« T  '

B  such th a t
f  (Â ) —  h t (A )  for A e A T.

Since (iii) im plies th e  cond ition  (i) of T heo rem  II, th ere  
ex ists  a hom om orphism  h of K S =  A O in  B  w h ich  is an ex 
ten s io n  of f, i. e. a com m on ex tension  of ail h t.

T h e  second p a rt of T h eo rem  III follow s d irec tly  from  
th e  firs t and th e  d é fin itio n  of a co llection  of in d ep en d en t 
subalgebras.

T h e  co n d itio n  (ii) expresses th e  so-called s tochastic  in- 
d ep e n d en c e 9) of th e  sequence {A,}. T h e  analogous condi-

n n
tio n  for hom om orphism s: h ( n  A A — I1 h (A ,) is alw ays sa- 

i = l  i = l

tisfied . T h e refo re  i t  is o m itted  in  T heorem  III.

4. C la sses  o f in d ep e n d e n t é lém en ts . A  subset K of J  
n

is called a class o f  in d ep en d en t é lém en ts  if 27 A a‘ 0 for 
i =  1 1

every  tw o  sequences A , e K  (A , 7^ A } fo r i 7^ f)  and  a, =  0 o r 1 
(1 <  f < n ) .

I t follow s from  theo rem  (*) in  § 3 t h a t 10)
(*) E very  n on -nega tive  fu n c tio n  v (A )  <  1 d e fin e d  on  

a class K  o f independen t é lém en ts  o f A can be e x te n d e d  to  
a m easure on K s.

8) See M a r c z e w s k i  [2], p. 126.
10) See F i c h t e n h o l z - K a n t o r o v i t c h  [1], p. 72 and p. 78. 

M a rc z e w s k i [2], p .  1 25, and M a r c z e w s k i  [3], p. 18.
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T h e  analogous theo rem  on hom om orphism s is
Theorem  IV . L e t K  be a class o f independen t élé

m e n ts  o f  A. E very  m apping  f  o f K  in  a Boolean algebra 
B can be ex te n d e d  to  a hom om orph ism  o f K s in 3 .

T h eo rem  IV  follow s im m edia te ly  from  T heo rem  II.

IL In fin ite ly  ad d itiv e  hom om orph ism s.

T e rm in o lo g y , n o ta tio n , a n d  lem m a s. In  th e  second 
p a rt of th is  paper A déno tés alw ays a o-com plete Boolean 
algebra. T h e  sum  of an  enum erable  sequence A „eA  is de-

oo oo
n o ted  by 2  A n, th e  p roduct by  Et A  .

n = l  n = l

L et A q be a subalgebra of A.
A  hom om orphism  h of Ao in  a o-com plete Boolean al

gebra B  is called a o-hom om orphism  if fo r every  sequence u ) 
A n e A 0:

OO OO o o

2  A neAo im plies h ( 2  A n) —  2  h (A n) . 
n—l n = l  n = l

T h e  necessary  and sufficien t cond ition  fo r a hom om or
phism  h to  be a o-hom om orphism  is th a t for every  sequence 
A ne A o:

OO oo

n  A n =  0 im p ly  77 h ( A n) =  0 .
n = 1 n—1

A m easure g. on  Ao is called a o-measure  if th e  cond i
tions:

OO

A i ^ o ,  2 A ne A 0, A ,A j  =  0 fo r i ÿ ^ j ,
n = l

oo  oo
im ply  p ( 2  A n) =  2  n (J n) .

n —\  n = l

T h e  necessary  and  sufficien t cond ition  fo r a m easure  p  
to  be a o-m easure is th a t  *

“ ) lf A n e A, the symbol 2  An dénotés always the Boolean sum of 
n

An in the Boolean algebra A. Analogously for Tl A n .
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I l  A„ =  0 im ply  lim  (A n) =  0
n =  l n =  oo

fo r any decreasing  sequence A ne Â 0.

A  subalgebra of A  is ca lled  a o-subalgebra of A  if 
oo
S  A ne A o for ev e ry  sequence A neA 0. Every a-subalgebra 

n=l
is also a a-com plete B oolean algebra. T h e  least o -su b 
algebra of A  con tain ing  a given class K Q A  will be deno ted  
by K„.

l e m m a 11)  a ) .  L e t f  be a m apping o f an in fin ité  se t 
K „ C A  in a a-com plete Boolean algebra B- I f  for every  
enum erable se t K Q  K,t there e x is ts  a o-hom om orphism  hn  
o f K o in B  such tha t h K ( A ) = f ( A )  for every  A e K , then  
there e x is ts  a o-hom om orphism  h o f K oa in B w hich is an
ex ten s io n  o f  f.

W e shall p rove  firs t th a t:
(i) If K ' and K  are enum erab le  subsets of K o and  K ' C  K, 

th en  h K (A )  —  hK'(.A') fo r every  A e K 'a .
In  fact, the  set S  of ail é lém ents A e  K'n such tha t 

hK (A) =  h g ’ (A ) is a a-subalgebra of A  and K ' Q  S. Con- 
sequen tly  K'o =  S.

(ii) If K '  and  K ” are  enum erable  subsets of K o and  
A  e K'a • K", then  h /c  (A) =  h ic  (A).

Let K  =  K ' + K " . By (i) h ^  (A) — hjc (A ) =  h j f  (A).
Since K ao is the  sum  of ail subalgebras K a w here K  is 

an enum erab le  subset of Ko, i t  follows from  (ii) th a t th ere  
exists a m apping h of K oa in  B  such that

h (A ) =  h x  (A )  for A e K  
w here K  is any enum erab le  subset of K o.

O bviously  h is an ex tension  of f. If A ne K Qii(n =  1 ,2 . . . )  
th ere  ex is ts  an enum erab le  subset K Q  K o such th a t A„ e K r 
(n =  1, 2 . . . ) .  12

12) An anaiogous lemma holds for c-measures.
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C onsequen tly
OO o o  CO o o

h ( S  A J  =  hK ( 2  A J  =  2  hK (A  J  =  2  h ( A J
n—1 ** n = l  n = l  n = l

and
h ( A j  =  hK ( A J  =  hK (A  J  =  h ( A J .

T hus h is a a-hom om orphism  of K o in  B. Lem m a 
A ) is proved.

Let X  be a a-field13) of subsets  of a se t ££ and le t ! be 
a a-ideal14) of X. For every  X e X  the  sym bol [X ]/ déno
tés  the  class of ail se ts  X 'eX  s u c h th a t(X  — X ')t (X '— X )e /. 
T h e  collection X l l  of ail [ X ] / , w here X e  X , is a o-com pîete 
B oolean algebra w ith the follow ing d é fin itio n  of Boolean 
o p e ra tio n s15):

2  [X n] =  [ 2  X n], 77 [X J  =  [77 X J ,  [X ?  =  [X «].
n n n n

C  d éno tés always C an to r’s d iscon tinuons set, i. e. the  set 
of ail num bers

O O

where an =  0 or i. T he  sym bol ë n déno tés the  se t of ail 
c e é  such tha t an =  1.

C dén o tés  always the field of ail b o th  open  and closed 
subsets of ë . Ca is the a-field of ail Borel subsets  of ë .

For every  set Z  C  ë  the  sym bol ZC  déno tés the  field 
of ail sets Z C  w here C  eC. A nalogously, Z C n is the

îs) I.e. a class X of sets X (2 (Z  such that: 1° if Xn e X (n =  1.2,...) ,
oo

then % X n eX ;  2° if X e X, then X» = (& — X e X .  
n—i

14) I. e. a class 1 C. X such that: 1° if X n e l  (n = 1,2,...), then.
o o

X „ e l;  2° if X e /  and X, c  X (X, eX), then X ,e /.
n=l

”) J  [X j does not dénoté here the union of the classes [Xn], but 
n

the Boolean sum of cléments [Xn] e X'I. Similarly for the product and 
the complément.
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a-field of ail se ts Z C  w here C e C a, i. e. ZCn is the a-field 
o f ail B orel subsets of the  space Z .

If 7 is a a - id é a l of C„, th e  sym bol [C]j déno tés  th e  class 
o f ail é lém ents [CJj e C jJ  w h e re  C  e C. [C]j is a subalgebra  
of CJJ.

L e m m a  B). For e v ery  sequence  { J J  of é lém ents o f  A, there  
e x is ts  a a -hom om orph ism  g o f Ca in A such that g ( ê n) —  A„,

W e m ay suppose16) th a t  A — X /l w here  X is a a - field  
of subsets  of a s e t (%> and  I is a a - idéal of X. L et X n e X  
(n =  l ,  2 , . . . )  be a se t such  th a t  Z n =  [X j/ .

T h e  ch arac te ris tic  fonction17) x of th e  sequence {X J m aps 
(%> in  ë  so th a t x- I (ê n) =  X„.

T h e  form ula
g (C )  =  [x_1(C)]f fo r C  e Ca 

defines a a -h o m o m o rp h ism  of Ca in  A such th a t
g(<§n) = [ * ' W ] / = [ x n] , = 4 ,

L em m a  C). L e t  7i and  / 2 be tw o  a - ideals o f Ca. I f  e very  
closed  se t F e j t belongs to 18') J2, the form ula  
(iü ) Z([C]/ l ) =  [C]/2 fo r  C e  C

defines a a-hom om orphism  o f [C]j1C .C jJ l in CJJ2.

I f  there  e x is ts  a a -h o m o m o rp h ism  h o f C jJ i  in C jJ 2 
w hich  is an ex ten sio n  o f f, th e n i9) Jt (Z J2.

16) Since everv a-complete Boolean algebra is isomorphic to a quotient 
algebra X// where X is a a-field and /  is a a-ideal. See L o o m i s [1], p. 757 
and S i k o r s k i [1], p. 256.

*’) I. e. the function
°°

*(*) = 2 • 3n 
n=l J

where «n = 1 if x e X n and an = 0 if xe  Xn°. See M a r c z e w s k i  [1], p. 211-212.
18) This condition is also necessary for (iii) to define a a-homomorphism 

of [C]jt in Co/]2.
19) This condition is also sufficient in order that there exist an exten

sion of f over CalJ,.
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It is c lear th a t (iii) defines a hom om orph ism  f  of [C ]/(
oo

in  Co/ / 2. If C„ e C an d  Fl [Cn] r =  0, th e n  th e  closed set
n = l

oo oo
Fl C neJ i. C on seq u en tly  l ï  C neJ-2 and

n = l  n = l
oc oo

/ , ) = « ,  [ C „ ] , ,= o ,
n = l  n = l

i. e. f  is a a - hom om orphism .

If h is an  ex ten s io n  of f  over C j h ,  th en  
h ([C] j )  =  [C]J? fo r every  C  e Co.

If C  e / i ,  th en
[C]j2 - h ( l C ] A) =  h (0 ) =  0, 

i. e. C  e / 2. C o nsequen tly  Ji C  J2.
L em m a  D). L e t  O ^ Z C ê  and le t J be an a -id éa l o f  € a 

w hich  con ta ins e v ery  c losed  se t  F C ê ,  such  tha t F Z  — 0. 
T h e n  the  form ula

(iv) g (Z C ) =  [C ]j fo r  any  C e C

d e fin es  a o-hom om orphism  g o fZ C  in C j j .  I f  there  e x is ts  a set 
Co e Co such  that Z C 0 =  0 and  C o non  e J, th e  hom om orphism  
g cannot be ex ten d ed  to  a a - hom om orph ism  o f (ZC)a —  ZC a 
in C j j .

L et 7i be th e  o - idéal of ail se ts  C  e Co, Z C  — 0. T h e  form ula 
i ( [ C ] /]) =  Z C  fo r CeC„

defines an  isom orph ism  g of C jJ i  on  Z C 0 such  th a t  g (fC]j() =  
=  ZC.

Since every  closed set F e h  belongs to  J, th e  form ula
(iii) (w here  72 =  7) defines a o -h o m o m o rp h ism  of (C)/, in 
CJJ  on  accoun t of C), and consequen tly  g =  fg  ’’ is a o -hom o
m orph ism  of ZC  in  C„/7.

Suppose th a t th e re  ex ists a se t C o e 7i — 7 and  th a t  g can 
be ex ten d ed  to  a o - hom om orphism  h of ZC a in  C jJ i. T hen  
hg is an  ex ten sio n  of f  over C jJ i. H ence, by  Lem m a C), 
Ji C  7, w hich  is im possible.
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j .  E x te n d in g  0 / a m a p p in g  to  a  a-hom om orphism . T h e  
sub jec t of th is  section  is th e  follow ing p rob lem 20):

f  is a m apping of a se t K  C  A in  a a-com ple te  Boolean 
algebra B. W h en  is it possib le  to  ex tend  th e  m apping f  to  
a a-hom om orphism  of K a in B ?

In  th e  case w h ere  B is a a -fie ld  of sets, th e  an sw er is 
given by  th e  follow ing

T heorem  V. A  m apping f  o f a se t K Q A  in a a-field of 
se ts B can be e x te n d e d  to  a a -hom om orph ism  h o f K a in B  
if and  o n ly  if  fo r  every  sequence A n e K  (n =  l ,  2, . . . )  and  
for every  sequence  a„ =  0 or 1 ( n = l , 2 . . . ) :

00  00
(i) Et A ° "  =  0 im plies Tl f ( A r) an —  0

n = l  n = l

T he necessity  is obvious. By Lem m a A ) w e m ust p rove  
the  sufficiency  of (i) on ly  in  th e  case w here  th e  se t K  =  
=  (y4i, A i . . .) is enum erab le21). By Lem m a B) th e re  ex ists  a 
a-hom om orph ism  g of Co in  A such th a t  g ( ê n) =  ?ln. L e t J  
be the  a-ideal o f ail sets C e  Co such  th a t  g (C) — 0. T h e n  the  
form ula

ï( [C ] j)  =  g (C ) f o r C e C o

defines an  isom orph ism  of C jJ  on K  and  g ( [ë n]j)  =  A n 
(n — 1 ,2 ,...) . T h e re fo re , in o rd e r to  prove T heo rem  V  it 
is sufficien t to  show  th e  follow ing lem m a:

L et j  b e  a a-ideal o f Co, let B  be a o-field o f subsets o f 
a set and le t X ne B be a sequence o f se ts  such  tha t

C O  t 00
(U) i f  n  [ê n] f  =  0, th en  n  x n°n =  o.

n = l n—1
T hen  there e x is ts  a a-hom om orphism  h o f C jJ  in B  such  

tha t h([@n]j) =  X n (n =  l ,2 , ...) .
L e tx b e  th e  charac te ris tic  fu n c tio n 17) of th e  seq u en ce )X J.

00  a
If ( c ) e . /  w here  c =  2 X  th en  n= 1 J

20) An analogous problem for a-measures is unsolved.
21) If K is finite, the existence of h foliows from Theorem IL
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oo “n oo  a
n  = [ n  &n n ] =  [ (c ) ]  = o .

n = l  3 n = l  J J

H ence, by  (ii),
° °  O ° °  „

x - ’ (c) =  n ^ ( c n n ) = n  x nn = 0 .
n = l  n = l

C onsequen tly  x_1(C) =  0 for every  C e  J.
T h u s th e  form ula

h ([C]jr) =  x-1 (C) for every  C  e Ca

defines a a-hom om orphism  h of Co/J  in B  and 
h ( [ ë nl / )  =  x - * « g n) = X n .

T h eo rem  V  is proved.
T h e  assum ption  th a t  B  is a a-field of se ts  is essential 

and  cannot be o m itted  even  in  th e  case w here  3  is a 
a-field of se ts  and K  is a subalgebra  of A.

In  fact, le t Z  be a Borel subset of ê  w hich  is n o t a G / 2), 
and le t /  be the  least a-ideal of Ca contain ing  al closed 
se ts  F  C  ë  such th a t  F Z  —  0 . T h e  hom om orphism  g (of 
ZC  C  Z C a in  C jJ )  d efined  in  Lem m a D ) satisfies the  assum p
tio n  (i) since g is a a-hom om orphism . By Lem m a D) g 
canno t be ex ten d ed  over (ZC)0 =  ZCo since ê — Z  e Ca —  J 
and  Z ( ê  — Z )* = 0 .

6. E x te n d in g  o j o-hom om orphism s d e fin e d  on a su b a lg eb ra .
I t is know n  t h a t 22 23)
(*) E very  o-measure d e fin e d  on a subalgebra A o o f A 

can be ex te n d e d  to  a o-measure on A o„. -
T heo rem  V  im plies d irec tly  th e  follow ing analogous 

theo rem  on hom om orphism s:
Theorem  VI. E v ery  o -hom om orphism  o f a subalgebra  

A(, o f  A in a o-field o f  se ts B  can be e x te n d e d  to  a o-ho
m om orph ism  of A o„ in B .

T h e  assum ption  th a t  B  is a a-field of se ts  is essential 
(see th e  rem ark  at th e  end  of § 5).

22) A set is said to be a Ga provid.ed it is the product of an enum- 
erable sequence of open sets. A set is an Fn if it complément is a Ga .

See K o lm o g o r o f f  [1], p 15, and N i k o d y m [1].
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T h e  sîm plest case is w here  A o is enum erable . T h e n  
L ,  is iso m o rp h ic24) to  Co/J  w here J  is a su itab le  a-ideal 
of Co, and  Ae is isom orphic to  [C]j. T h e  following theo rem  
explains, u nder w h a t co n d itio n s  every  o-hom om orphism  of 
Ao in an y  a-com plete B oolean algebra B  can be ex ten d ed  
to  a o-hom om orphism  of A na in B.

Theorem  V T . L e t J be a o-ideal o f  Co. In  order tha t 
e v ery  o -hom om orphism  o f  [C]j in a n y  o-com plete Boolean  
algebra B can be e x te n d e d  to  a o-hom om orphism  o f  
([C ]j)B =  Co/J  in B, it is necessary and su ffic ien t th a t the  
idéal J posses the  fo llow ing  property:
(i) every  set C  e J is con ta ined  in a se t Fa22) w hich  belongs  
to  J.

N e c e s s i t y .  L et Ji =  J  and le t  J2 be th e  o-ideal of ail 
Borel se ts  w hich  are con ta ined  in  a se t Fa belonging to  J. 
If the  a-hom om orphism  g d efined  in  Lem m a C) can be ex 
ten d e d  over Cc'J, th en  J C /2 . T h u s  J  possesses the  p ro 
p e rty  (i).

S u f f i c i e n c y .  L et f  be a o-hom om orphism  of [C)j in  
a a-com plete B oolean algebra B. By Lem m a B) th e re  ex ists 
a o-hom om orphism  g of Co in  B  such  th a t  *

g =  f(l@„1j) (n =  1, 2 , . . . ) .

C onsequen tly :
(ii) g (C )  =  / ( [C ] j)  for every  C  e C.

For every  closed  se t F C ê  th e re  exists a sequence C neC
00  00

such th a t  F —  Fl C„. If F e J, th en  n  [C n] r  =  0 and
n = l  n = l

co  00

(iü) g (F ) =  n  g (ç„) =  n  f  ( [ c n] j  )  -  o
n = l  n = l

since f  is a a-hom om orphism .
If /  possesses th e  p ro p erty  (i), th e  equality  (iii) im plies 

g (C) =  0 fo r every  C  e J. 2 *

2') The définition of this isomorphism is analogous to the définition
given in the first part of the proof of Theorem V. It is sufficient to pose
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T h erefo re  the  form ula
h ( [C ] j)  =  g (C )  for C e C „

defines a o-hom om orphism  h  of C j j  in  B. By (ii), h is an 
ex ten sio n  of f.

C o ro lla ry . E very  o-hom om orphism  o f an enum erable2**) 
Boolean algebra Ao in a o-com plete Boolean algebra B  can 
be ex te n d e d  over the  m in im al e x te n s io n 25) A o f l̂o

in  fact, Ao is isom orphic  to  the  f ie ld 26) ZC  w here Z  is 
a closed subset of ê . Let f be the  a-ideal of ail Borel se ts 
C  C  Z  of first ca tegory  in  th e  space Z. T h e n  ZC is iso 
m orphic  to  [ZC]i C  Z C j l .

T h erefo re  we m ay  suppose Ao =  [ZC]f. T h e  m inim al ex 
ten sion  of Ao is th e  B oolean algebra27) A — Z C jl .

Let J  be the  a-ideal of ail se ts  CeC „ w hich can be  re- 
p resen ted  in  the  form  C  — C '+ C "  w here C 'e l  and C "eC 0, 
Z C " —  0. T h e  form ula

g ( [ C ] / H C Z ] ,  fo r C e C a 
defines an  isom orphism  g of C j j  on Z C j l  and

g([C]j) = A 0.
Since th e  idéal J possesses the  p ro p erty  (i), th e  a-hom om or- 

phism  fg  of [Clj in  B  can  be ex tended  to  a a-hom om orphism  h 
of C j j  in  B  by  T h eo rem  V f .  T he  a-hom om orphism  hg_1 
is an ex tension  of f  over A — Z C jl ,  q.e.d.

7. C o llec tio n s  o f o -independen t su b a lg eb ra s . A  collection 
{A,} _ of a-subalgebras of A is called a collection o f o-indepen-

1 t e T

d e n t o-subalgebras if for every  fin ite  o ren u m erab le
n

sequence 0 A ne AZn, r.=t=T?. fo r i j.

B a n a c h  has p ro v e d 28)
(*) L e t be a co llection  o f o-independent o-sub-

21a) This condition is essential.
“ ) See M ac N e i 11 e [1], p 437.
20) See M o s to w s k i  [1], p. 45.
27) See S i k 0 rs k i [1], p. 257
!s) See B a n a c h  [1], p. 160; and M a rc z e w s k i  [2], p. 126 (Théo-

rem 1ITO).
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algebras o f A  a n d  (for every  te T )  le t /<T be a o-m easure on A t . 
I f  A  is a o-field  o f  sets, then  there ex is ts  a o-m easure y  on  
th e  least o-subalgebra A 0 Q  A  containig  ail subalgebras At 
( t e T \  such  tha t

(i) p  is a com m on  ex te n s io n  o f ail m easures pT\
(ii) p  (A i • . . .  • A„')— p(A i') • . . . •  p  (A n) fo r  every  sequence

A i eA T., fo r  i ÿ ^ j ,  i , j = l , . . . .  n.

T he analogous theo rem  for a-hom om orphism s can be ex- 
p ressed  in  the  s tro n g e r fo rm 29):

Theorem  V il .  L e t {A  } be a co llection  o f  o-subalgebras 

o f A, and  (for e v e ry  t s T )  le t hT be a o-hom om orphism  o f A t 

in a o-field o f s e ts  B . In  order tha t there  e x is t a o-hom om or
ph ism  h xvhich is a com m on  extensipn  o f ail ht over the  least 
o-subalgebra A o con tan in ing  ail algebras A t , it  is necessary  
and su ffic ien t th a t
(iii) n  A n =  0 im p ly  I I  ht (A n) —  0

n n n

fo r  any fin ite  or enum erable sequence A ne A ^ r p ^ -c . fo r i^=j).

In  particular if  M r}ieT is a co llection  o f o -independen t 
o-suba!gebras o f A , the  com m on  ex ten sio n  h e x is ts  alw ays  
fo r  arbiirary hom om orph ism s hT.

T he necessity  is obvious. T h e  sufficiency  of (iii) follow s 
im m edia te ly  from  T h eo rem  V  (see th e  p roo f of T h eo rem  III).

T he  assum ption  th a t  B is a o-field of se ts  is e s s e n tia l  and  
canno t be o m itted  even  in  th e  case w here T  = 2  and  
are  o -independen t o-fields of sets.

In  fact, it is know n  th a t30) & =  &’ x  &" w here  &  an d  é "  
are  tw o  se ts  hom eom orph ic  to  ë . C' and  C" w ill d én o té  
th e  o-field of Bore! subsets of ê '  and  ë "  respectively .

!9) Analogously to Theorem III. The condition

/> ( n  a ) = n h (A i)  
b = i  '  1 = 1

analogous to (ii), is always satisfied; therefore it is omitted in Theorem VII.
30) X  XY dénotés here the cartesian product of the sets X  and Y.
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L et Z ' be an  analy tic  subset of C ' w hich  is n o t a B orel set. 
Z '  is the  p ro jec tion  (on  th e  &  -axis) of a se t C o C  ë , w hich  
is a G 5.

Let Z  —  (& —  Z ')  X ë "  an d  le t /  be th e  a-ideal of ail Borel 
subsets of ail sets C 'x ë "  w here  C 'eC ' and  C 'C Z '.  O bviously
(iv) Co n o n e j  and  Z C o =  0.

L et A — Z C c , A ' —  th e  a-field of ail se ts  Z (C ' x  ë " )  w here 
C'e C'a , A " =  the  o-field of ail se ts Z  (C'X C ") w here  C"e C"a . 

O bviously  A ' and  A "  are o -independent o-subalgebras of A .
T h e  form ulas

(v) h' {Z  (C ' X ë " ) )  =  [C ' X ë " ]  j  for C ' e C'„

(vi) h" (Z  ( ë ' x  C ")) =  X C "]j for C "  e C"„

define tw o  o-hom om orphism s h' and  h"  of A ' in  C j J  and 
of A ” in  C j J  resp e c tiv e ly S1) .

Suppose th e re  ex is ts  a a - hom om orphism  h of A o —  
=  (A ' +  A " )a —  ZC a =  A  in  C j J  w h ich  is a com m on ex tension  
of h' and  h". T h en

h (Z C ) =  [C ]j for every  C  e Ca.
L et g d éno té  th e  a-hom om orphism  h re s tr ic te d  to  Z C .  

W e hâve
g (Z C )  =  [C]j for C eC .

h is an  ex tension  of g over (ZC)a =  Z C a —  A , w h ich  is 
im possible on account of (iv) and  Lem m a D).

T h u s  w e in fer th a t  h' and  h"  possess no com m on 
extension .

S. C la sses  o f o -independen t é lé m en ts . A  class K  C  A

is called a class o f  o -independen t é lém en ts  of A  if I I ^4“n^ 0  
n

for every  fin ite  o r enum erab le  sequence A n e K  (A t A j  for 
i ^ y )  and  for every  sequence an =  0 or 1.

I t follow s from  theo rem  (*) of § 7 t h a t 31 32)

31) This is obvious for h". The analogous remark for h' follows from 
the fact that (for C'„ C'2 e C'a)

Z (C', X ë") =  Z (C'2 X ë") implies [C't X g"]/ =  fC' X @"]j.
3!) See M a rc z e w s k i  [2], p. 125, and M a rc z e w s k i  [3], p. 25.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXXII. 2
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(*) E very  non-negative  fu n c tio n  d e fin ed  on a
class K  o f a-independen t se ts  can be ex ten d ed  to  a o-mea- 
sure on  K a.

T he analogous theo rem  on  o-hom om orphism s is
Theorem  V III. E very  m apping f  o f a class K  o f o-in- 

dependen t é lém en ts  o f A in a o-com plete Boolean algebra B  
can be ex ten d ed  to  a o -hom om orphism  h o f K n in B.

In co n tras t to  theo rem s V —VII, B  m ay be he re  an ar- 
b itra ry  o-com plete Boolean algebra.

By Leram a A ) i t  is su fficien t to  p rove  T h eo rem  V III in
the  case w here K  —- (A i, A 2....... ) is an  enum erable  s e t 33)
(^4j ^ A j  for i ^ j ) .

By Lem m a B) th e re  ex is ts  a o-hom om orphism  g of € o 
in  A  such  th a t  g(@n) =  A n (n ~  1 ,2 . . . ) .

OC q oo
L et c =  2 2  be any e lem en t o fë . T h en  (c) =  n@,nn and 

n=l 3 n=i
CO CO

g ((c)) =  n  g ( ë n)“n =  77 X V  0. 
n=l n=l

T hus g is an isom orphism  of Ca on  K a.

By Lem m a B) th e re  ex ists a o-hom om orphism  h of Ca in  
B  such th a t h(@n) =  f ( A n). C onsequen tly  h =  hg~1 is a 
o-hom om orphism  of K a in  B  w hich is an  ex tension  of f.

p. A n  e x is te n c e  theorem . T he  o-field of ail subsets of 
a se t y  will be deno ted  by S  ( y ) .

C onsider th e  follow ing question:
(*) W h en  does th e re  ex ist a o-m easure de fin ed  on  5(2/) 

and  vanishing for every  one-po in t s e t?
U l a m  has p ro v e d 3*) th a t  such a m easure  does no t exist 

if the  card inal T  is less th a n  the f i r s t35) aleph  in accessib le3B)

33) If K is finite, Theorem VIII follows directly from Theorem IV.
M) Sce U la m  [1], p. 146 and 150. 
s5) Greater than So-
“"I The définition of inaccessible alephs is givcn in paper T a r s k i  |11, 

p. 69 and 72.



MEASURES AND HOMOMORPHISMS 19

in th e  large sense; if T  is less th an  th e  f i r s t35) aleph  in 
accessible in  th e  s tr ic t sense, th e re  ex ists no tw o-valued 
a-m easure on SÇV) vanish ing  for every  one-point set.

T h e  analogous p rob lem  for a-hom om orpism s is:
W h e n  does th e re  ex ist a a-hom om orphism  h of S  ( y )  in 

a a-field of se ts  X, vanishing for every  one-po in t se t (i. e. 
h ((y)) =  0 for any y  e T) ?

T h is  question  is équ ivalen t to  th e  question  (*) form u- 
lated  fo r tw o-valued  o-measures. M ore  generally:

Thcorem  I X . 37) L e t Y  be a a-field (o f subsets o f a se t 
y  =1=0) containing ail one-poin t se ts  (y) C  T h e  tw o  
fo llow ing  cond itions are équiva len t:

(i) there e x is ts  a tw o-valued  a-measure p  on Y  van is
hing fo r  every  one-po in t se t ( y ) C
• (ii) there ex is ts  a a-hom om orphism  h  o f  Y  in a (o r: 

every) a-field X  (o f  subsets o f a se t  0) vanish ing  for  
every  one-po in t se t  (y) C  ■

In  fact, if a tw o-valued a-m easure p  on Y  vanishes for 
every  one-po in t set, th en  the  form ulas

h ( Y ) = 0  if /*(Y) =  0 
h ( y ) = x  if zt(y ) =  i

define a a-hom om orphism  h  of ¥  in  X  van ish ing  fo r every  
one-poin t set.

O n  the  o th er hand, if there  ex ists  no  tw o-valued a-mea
sure on  Y vanishing for every  one-po in t set, th en  fo r any 
a-hom om orphism  h o f Y in  X th ere  ex ists a m apping <p of 
y. in  y  such th a t38)

h (y ) =  <p-1(y) fo r every  Y e Y .
Since th e re  exists a p o in t y oeg>(X). O bviously

h (y  0) =  <p~l (y  0) 7^ 0, q. e. d.

87) An analogous theorem holds for finitely additive measures and 
homomorphisms.

®) See S ik  o r  s k i  [3], p. 12.

2'
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SU R  LA  R E L A T IO N  E N T R E  LA L A R G E U R  D ’U N  
C O N T O U R  P L A N  E T  L A  D E V IA T IO N  D E  SES 

A R C S P A R T IE L S

Par
S. LOJASIEWICZ (K rak ô w )

In tro d u c tio n

U ne dém onstration  sim ple e t  n a tu re lle  du  théorèm e bien 
connu sur l’ex istence d ’un  po in t singu lier à l’in té rieu r de tou te  
carac té ris tique  ferm ée d ’un  systèm e de deux  équations d if
féren tielles, ordinaires, pou rra it ê tre  basée su r la rem arque 
su ivan te : si l’aire d ’un  con tour plan, possédan t la tangente, 
te n d  vers  zéro, alors il ex iste  su r le con tour deux poin ts don t 
la  d istance ten d  vers  zéro e t te ls  que les tangen tes  en  ces 

po in ts  fo rm ent un  angle assez grand , p. ex. supérieur à -y

P a rta n t de ce tte  rem arque M . T . W azew ski a posé le 
problèm e suivant: é tan t donné un  con tou r p lan  d o n t l’aire 
es t pe tite , existe-t-il sur ce co n to u r des arcs partiels, courts 
avec des „virages b ru sq u es"?1)

O r, dans la no te  présen te, je  donne  une réponse affirm a
tive  à ce problèm e en  dém o n tran t un  théorèm e plus général, 
à savoir, que les „virages brusques" ex isten t su r les contours 
don t la largeur est petite . J ’en ten d s  par la largeur d ’un con
to u r  le d iam ètre du  cercle, le plus grand possible, in scrit 
dans le contour. Je définis en su ite  la n o tio n  de „virage b ru s
que" su r un arc ne possédan t pas de tangen te, en  in tro d u isan t 
la no tion  de déviation2) d ’un arc. La n o te  p résen te  a pour l’ob-

*) „Virage brusque" veut dire que l’oscillation de la tangente le long 
de l’arc est grande.

*) Une notion analogue, sous le nom de „deflessione totale" a été 
introduite par M. S. Mukhopadhyaya, cf. B. Serge. Propriété in grande 
delle linee piane convesse, Jornal de Matemàtica pura e aplicada. Vol. 1 
— Fasc. 1 — 1936.
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je t  l’exam en du rap p o rt e n tre  la largeur d ’un con tour p lan  
e t  la dév iation  de ses arcs partiels

§ 1.
D ans la su ite  nous ne parlerons que des courbes planes.
1- ière défin ition  de  la  d év ia tio n  d ‘un arc. C onsidérons,

un  arc sim ple L  d o n t l’équation so it X  =  X  (t), où a < t < b ,  ----------------±
e t X  est le po in t variable sur le plan. T o u t vecteur X  ( f j ,  X (f2) 
où a < / i < / 2< b ,  sera  appelé corde dirigée  de l’arc L. 
L ’ensem ble de to u te s  les co rdes dirigées de l’arc L  (supposées 
avoir le m êm e p o in t fixe com m e origine) form e un  angle que 
nous appelerons angle de dévia tion  de Varc L. Sa m esure sera  
d ite  dévia tion  de l'arc L  e t nous la désignerons pa r D ev L.

2- ièm e défin ition  de  la d év ia tio n  (contingentie lle  d ‘un arc). 
N ous en tend rons par la dévia tion  contingentielle de l'arc 
s im p le  L  la m esure de l’angle, le plus p e tit possib le, co n te 
n an t les con tingen ts  postérieu rs  (au sens de M. Bouligand) 
de tous les po in ts  de l’arc L à l’exception  de son ex trém ité . 
C e t angle sera d it angle de dévia tion  (contingentielle)*).

Si l’arc  L  possède la tangen te  e t si sa déviation  co n tin 
gentie lle  est in férieure à 2it, alors elle es t égale à l’oscillation 
de l’argum ent de la tangen te  le long de l’arc.

Les deux défin itions son t équivalentes. N ous le d ém on tre 
rons dans le § 3 sous l’hypo thèse  que la dév ia tion  co n tin 
gentielle  so it in férieure  à a (cf. lem m e VI). D ans la su ite  je 
vais me serv ir de la prem ière  défin ition .

Lorsque la dév iation  de l’arc L  e s t in férieu re  à 2a, on 
peut considérer la b issectrice de l'angle de dévia tion  défi
n ie com m e l’axe d iv isan t l’angle de déviation  en deux parties  
égales e t dirigé vers  son in térieur.

T héo rèm e I. C haque con tour rectifiab le  de Jo rd an  d o n t 
la longueur est supérieure  à d  e t do n t tou t arc partie l de

s) Cette définition est due à M. T. Wazewski.
’) Le cas u .t est banal. En effet, dans ce cas, pour tout e >  0 

l’ellipse aux axes f et d satisfait aux hypothèses du théorème 1 et ne contient 
aucun cercle de diamètre supérieur à t.
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longueur d  possède la déviation ne dépassan t pas a, où 0 <  a < n 4) 
co n tien t à son  in té rieu r un  cercle ouvert de d iam ètre :

a
2d

2

cos2
(D

1 +  c o s j

D ans la dém onstration  de ce théorèm e nous nous appuy- 
erons su r quelques lem m es.

Soit donné un co n to u r de Jo rd an  J. D ésignons par 

Int J  e t ïn t  J

respectivem ent l’in té rieu r du con tou r J  e t sa ferm eture. U ne 
couple de poin ts A  e t B  su r le con tou r J  le d iv ise en  deux

" T "  2

arcs A B  el A B  don t l’un  p e u t se rédu ire  à un  point, lorsque 
1 2

A  =  B. Si Ce A B  e t D e A B , alors nous d irons que la couple 
A , B  sépare  (au sens large) la couple C, D. D ans ce cas 
aussi la couple C, D  sépare la couple A , B.

U n  arc sim ple e s t appelé coupure5} de In t J, lo rsqu’il est 
con tenu  dans In t J  à l’excep tion  de ses ex trém ités qui sont 
situées su r J. U ne coupure p  d iv ise In t J  en  deux  dom aines 
d isjo in ts  G i e t G» de façon que In t J —  G i +  p° +  G 26), 
tand is  que ses ex trém ités d iv isen t J  en deux arcs Li et L2 
de façon que G i est l’in té rieu r de + p  e t G 2 est l’in térieur 
de L-2 + p 7). Il en résu lte  im m édia tem ent que si la couple 
d ’ex trém ités de la coupure p sépare celle de la coupure q, alors 
p  e t q possèden t un  point com m un.

N o u s  avons le suivant
Lem m e I. Si p  e t q son t deux arcs sim ples con tenus 

dans In t J, don t les ex trém ités son t situées sur J  e t si la 
couple d ’ex trém ités de l’arc p  sépare celle de l’arc  q, alors p 
e t q  possèden t un po in t com m un.

®) Carathcodory, Math. Annalen 73. 323-370.
°) Lorsque p est un are, alors p° désigne cet arc sans extrémités.
7) Kerckjârtô: Topologie, page 67. 1927.



24 S. LOJASIEWICZ

D ém o n stra tio n . D ésignons les ex trém ités de l’arc p  p a r 
A  e t B  e t celles de l’arc q  par C  e t D.

La couple A , B  d ivise le c o n to u r J  en  deux  arcs L i e t 
L 2 de façon que C  e Lx e t D  e L 2 . D ésignons p a r  C  le d e r 
n ie r  p o in t su r q  (si l’on p a rco u rt l’arc q  à p a r t ir  de  C  à D ) 
qui fa it p a rtie  de l’arc L i (cf. fig. 1). Supposons que C ^= A  
e t C=t=B, n o tre  lem m e é ta n t év id en t dans le cas co n tra ire . 
A lo rs  le p o in t C  n ’ap p a rtie n t pas à L 2, D ésignons p a r  D  
le p rem ier p o in t su r q (si l’on p a rco u rt q à p a r t ir  de  C  à D ) 
qui fa it p a rtie  de  L 2. O n  a alors C  4= D  e t  l’arc  q  =  C D  
e s t une coupure de  In t J. Les po in ts  C  e t D  d iv isen t J  
en  deux arcs L 3 e t L4 de façon que A e L 3 e t B e L t  (ca r 
C  e L i e t D e  L 2). D ’une façon analogue nous d é te rm in o n s  
su r l’arc p  les p o in ts  A e  L 3 e t B  e Li, tels que l’arc p  —  A  B  
e st une coupure de  In t J. La couple de po in ts  C, D  sé 
p a re  celle de p o in ts  A , B, donc p  • q  4= 0 e t par conséquen t 
p  • q  =!= 0, ce qui te rm in e  la dém onstration .

D éfin itio n  d e  la  d is tan ce  géodésique e t des so m m ets  
d ’un  con tour. Si J  est un  co n to u r rectifiable de Jo rd an , 
a lors deux  p o in ts  quelconques Pi e t  P2 a p p a rten an t à In t  J  
p eu v en t ê tre  reliés p a r  un  arc sim ple, rectifiab le  con tenu
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dans In t  J. La borne  in férieure  des longueurs de te ls  arcs sera 
d ite  distance géodésique  des p o in ts  P i e t P 2. N ous la dé
signerons par e (P i.P 2)-

La d istance géodésique e(P i,Pa) est in férieure  ou égale 
à la longueur de to u te  courbe rec tifiab le , con tenue dans 
In t  J  e t re lian t les po in ts P i e t P 2. Elle rem p lit l’inégalité 
de triangle
(2) e (P i,P 3) < e ( P i ,P 2) +  e (P 2,P3)
ainsi que la rela tion
(3) e (P 1, P 2) > | P i - P 2 |.
D ans c e tte  dern ière  re la tio n  l’égalité ne subsiste  que si le 
segm ent P i P 2 est con tenu  dans In t  J. La d istance  géodé
sique Q (P i, P 2) est une fonction  con tinue  d ’une couple de 
po in ts  e t a tte in t, p a r conséquent, son  m axim um  su r le con
to u r  J  p o u r une couple de po in ts  A , B. U ne  telle  couple 
de po in ts  sera  d ite  couple de so m m ets  du  con tour J.

L em m e IL Si A , B, C, D  so n t q u a tre  p o in ts  su r le 
co n to u r rectifiable de Jo rd an  J, e t si la couple A , B  sé
p a re  la couple C, D , a lors on a l’inégalité
(4) e ( A C ) + e ( B ,D ) < e ( A B ) + e ( C ,D ) .

D ém onstra tion . Soit e un nom bre  positif quelconque e t
re lions les po in ts A  e t B  par un  arc  sim ple  rec tifiab le  p  
con tenu  dans In t J  e t les po in ts  C  e t D  par un  arc  an a
logue q  de façon qu ’on a it les inégalités:
(5) | p  |<  e (A ,B ) + £ e t |q |< e ( C , D )  +  £ 8) .

’) Nous désignons par | p | la longueur de l’arc p.
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E n vertu  du leram e I les arcs p  e t  q possèden t un po in t 
com m un E  e In t J  (cf. fig. 2); le po in t E  divise l’arc  p  en
deux arcs A E  e t E B  e t l’arc  q en  deux  arcs C E  te  E D  
(certa ins de ces arcs peu v en t se rédu ire  à un  poin t). E n
considéran t le courbe A E C  —  A E  + E C  e t B E D  =  BE  4- E D  
nous avons:
(6) | p | +  | q | =  |^ E | + |£ B |+ |C E |+ |E D | =  |^ Ê C |+ |B £ D |,

m ais puisque q (A , C ) <  |^ 4 £ C | e t q (B , D ) <  \ B E D \ , il en  r é 
sulte, d ’après (5) que:

(7) e ( A ,C ) + e ( B ,D ) < e ( A ,B ) + e ( C ,D )  +  2 e,

d ’où en faisant te n d re  e ve rs  zéro, nous ob tenons l’iné
galité (4).

Leinm e III. Si M  est un  som m et du  con tou r rectifiab le  
de Jo rd an  J  e t £  e s t un  arc  p a rtie l de J aux ex trém ités  A  
e t B, ne co n tenan t pas le so m m et M , e t si le p o in t P appar
tie n t à £ , alors:

(8) e (P,M ) >  m in (M ,A ), q (M, B)] .

D ém onstra tion . Soit N  le  p o in t qui form e avec AI une 
couple de som m ets du  co n to u r J. D ésignons pa r £ i  celui 
des arcs partie ls  du  co n to u r J  aux ex trém ités M  e t N  qui 
co n tien t le p o in t P.

1 2

Les p o in ts  M  e t P d iv isen t J  en  deux  arcs M P  e t M P  
"T"

d o n t un — M P  e s t une pa rtie  de l’arc £ i, tan d is  que
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l’au tre  — M P  co n tien t le po in t N  (cf. fig 3). Pu isque l’arc 
L co n tien t le p o in t P  e t ne co n tien t pas le po in t M , une

1
de ses ex trém ités, A  ou b ien  B, fait p artie  de  l’arc MP. Si 

1
A ?  M P, a lors la couple M ,P  d iv ise la couple A , N ,  car

N  e MP. N ous avons donc, d ’après le lem m e II, l’inégalité:
(9) e (M ,P ) +  e ( A ,N ) > e ( M ,À )+ ( > (P ,N ) ,
d’où il résulte:
(10) e ( M ,P ) + H M ,N ) > e ( M ,4 > + e ( P ,N )
puisque e (M, N ) ^  Q (A , N ). En a jo u tan t à l’inégalité (10) 
celle de  triangle:
(11) a ( M , P ) > e ( M , N ) - e ( P , N )
nous ob tenons 2 q ( M , P ) ^ q ( M ,A ) ,  ou ce qui rev ien t au 
même:
(12) e ( M ,P ) > ± S (M ,A ).

D ans le cas, où B e M P , nous ob tenons d ’une façon ana
logue l’inégalité:
(13) q(M ,P )> ^G(M ,B\

Nous avons donc (12) ou b ien  (13), d ’où il résu lte  (8). 
L em m e IV . Soit L  un arc sim ple rec tifiab le  de longueur

d, d o n t la dév ia tion  a sa tisfa it à l’inégalité 0 <  a < n. Soient 
A  et B les ex trém ités  de l’arc L  e t désignons par M  son 
cen tre9). C hoisissons un systèm e orthogonal des coordonnées 
de façon que le po in t M  en so it l’origine e t la bissectrice de 
l’angle de dév ia tion  de l’arc L  so it l’axe x . D ans ces hypo 
thèses:

1° l’équa tion  de l’arc L  p ren d  la form e:
y  =  f ( x ) ,  où a < x < b ;

2° I f  (x ) | <  | x  | tg  , lo rsque a <  x  <  b ;

°) Par le centre d’un arc rectifiable nous entendrons le point de cet 
arc qui le divise en deux arcs de la même longueur.
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(cf. fig. 4).

D é m o n stra tio n . C om m e l’axe x  e st la b issectrice  de l’angle 
de d év ia tion  de l’arc  L, to u te  corde d irigée de l’arc  L  form e 
avec l’axe x  un  angle à te l que:

(14)

Il en  résu lte  qu’il m ’existe  aucune corde  dirigée de l’arc L  
o rthogonale  à l’axe  x , e t pa r conséquen t l’éq u a tio n  de l’arc 
L  p eu t ê tre  m ise sous la form e 1°. N ous pouvons supposer 
que A  =  (a ,/ ( a ) )  e t  B =  (b ,/(b )) . La p rop rié té  1° es t donc 
dém ontrée.

C onsidérons m ain ten an t le vec teu r M X , où X  =  (x ,/(x )) , 
a < x < b .  D ’après l ’inégalité (14), nous avons:

(15)

d ’où il résu lte  la  p ro p rié té  2°.

L’arc M B  e s t  une  p a rtie  de l’arc L, de longueur . Soit

« un  nom bre  p o s itif  quelconque. D ésignons p a r 0 =  x 0 < Xi 
< __ < x n =  b les abcisses des som m ets d ’une  ligne polygo
nale  in scrite  dans l’arc. M B, te lle  que la d ifférence  e n tre  sa 

largeur e t so it in fé rieu re  à«. N o u s  avons donc:
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(16) e <  | /  (Xj — X;_ i)2 +  ((/(x .)  — / ( x ,^ ) ) 2

ou ce qui rev ien t au m êm e:

(i7 )  i €
V /  x i / , ,  r / ^ , ) — / u - i ) r2(x,-x,_,)|/ l + [-)C|- x_i J-

E n considéran t les cordes dirigées où X t —  (xit f (x,)),
i —  l , . . . , n ,  nous avons d ’après (14):

(18)
/(* ,)  — /(x ,_ i) a

< Jg 2 ’tg  <5

e t p a r conséquent:

(19)
cos 2 f/1 cos

E n  faisan t ten d re  £ vers zéro  nous en  ob tenons, à la lim ite,
b >  2 cos | ,  d ’où il résu lte  la seconde inégalité 3°, puisque

B  =  ( b , f  (b)) e t M  =  (0,0). O n  dém ontre  d ’une façon analogue 
la prem ière  inégalité 3°, ce qui te rm in e  la dém onstra tion  du 
lem m e IV.

A  p résen t nous allons d é m o n tre r un  théorèm e d o n t le 
théo rèm e I sera une conséquence im m édiate.

N ous en tendrons par le secteur de rayon r, d'angle a e t 
de  so m m et  AI l’ensem ble qui e s t le p rodu it du  cercle ouvert 
de cen tre  M  e t de rayon  r, e t  de l’angle ouvert (sans côtés) 
de som m et M  e t de m esure a.

T héo rèm e l a .  Si J  est un con tou r rectifiable de Jo rdan  
e t M  est un  de ses som m ets, e t si L  e s t arc partie l de cen tre  
M  e t  de longueur d  d o n t la dév ia tion  a rem p lit l’inégalité 
0 <  a <  Jt, a lors le contour J  co n tien t à son  in té rieu r u n  sec teu r
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(cf. fig. 5).

D ém o n stra tio n . C hoisissons un  systèm e orthogonal de coor
données de façon que l’a rc  L  satisfasse aux hy p o th èses  du 
lem m e IV . D ésignons p a r A  e t B  les  ex trém ités  de l’arc L. 
L’au tre  arc p a rtie l d u  con tou r J  aux  ex trém ités  A  e t  B  so it 
désigné p a r Lt. E n  v e rtu  des inégalités : e (M, Â ) ^ \ M  —  A  | 
e t e (AI, B) | M  —  B  |, e t  d ’après le  lem m e IV , 3°, il résu lte  
du  lem m e III q u e :
(20) Q (JP, AI) >  cos |  ? po u r t out  p  e L i.

Fig. 6.
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Le p o in t M  n ’ap p a rten an t pas à Li, il ex iste  u n  nom bre  k  >  0, 
k  < m in  ( | a |, | b | ), te l  que le rectang le  :

n
| x  | < k  
Iy  l< £

de cen tre  M  so it d isjo in t avec l’arc  Z*. L’arc L 2 à l’équa tion  : 
y  =  f  (x), où | x  | <  k

est situé, d ’après le lem m e IV , 2°, dans le rectangle n  à 
l’excep tion  de ses ex trém ités e t  le d iv ise en  deux  dom aines 
d isjo in ts  (cf. fig. 6.):

Gr
| x  | < k
f  (x) < y<  k  /g  |  e t

| x  | <  k

— k  t g ~ < y < f ( x )

de façon que n  =  G i +  L 2 +  G 2. Pu isque le p o in t M  e s t un 
p o in t fron tiè re  de In t J, le rec tang le  I I  co n tie n t un  p o in t 
Q e l n t  J. N ous pouvons supposer, sans res tre in d re  la géné
ralité , que Q  fait p a rtie  de G i. Le dom aine G x é tan t d isjo in t 
avec le con tour J, e st con tenu  à l’in té rieu r ou  bien  à l’ex 
té rieu r de J.
M ais puisque Q eG i e t Q e ln t  7, on  a :
(21) * G i C  In t  J.
D ésignons par S (e) l’ensem ble de po in ts  (x, y) satisfa isan t 
aux  cond itions:

(22) x 2 +  y 2 < e2 et y  >  | x  | /g j .

C ’est u n  sec teu r de rayon e, d ’angle n — a e t de som m et M. 
N ous avons (cf. fig. 6) :
(23) 5 ( A r / g | ) C G i .

En effe t, lo rsque (x ,y) satisfa it aux cond itions (22) avec 

Q =  k  tg  y , alors y  < k  tg ~ ,  e t  par conséquen t | x  | < k. D ’après

le lem m e IV,2°, nous avons donc l’inégalité f  (x) -C 1*1 t g ^  < y .  

Il s’ensu it que (x ,y ) e G i. D es re la tions (23) et (21) il ré 
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su ite  que S(k tg  - j  ) C  In t  J. D ésignons p a r r  la bo rne  su

périeure  des nom bres e, te ls  que 5(ç>) C  In t J. O n  a alors :

(24) S(r) C  In t  J

(com m e S(r) — S — ^-j). Puisque 5  (r  +  n ’est pas 

con tenu  dans In t  J, il ex iste  un  p o in t P n —  (x n, y n) te l que 
P„eJ e t Pne s [ r  + En vertu  de la seconde inégalité  (22)

e t du  lem m e IV , 2°, le secteu r 5  ( r  +  n ’a pas de po in ts

com m uns avec l’arc  L, donc  (cf. fig. 7):

(25) Pn e Lu

M ais puisque, d ’après (24), P n ne fa it pas p a rtie  de  S (r), nous 
avons :

(26) r < |  Pn -  A f |< r  +  -  .

D ’après (25), la su ite  P n possède un  p o in t d ’accum ulation  
Po —  (*o, yo) ap p a rten a n t à Lu  E n v e rtu  de (20) nous avon 
l’inégalité :

(27) Q (Po, M ) >  cos

En faisant ten d re  n vers °° on ob tien t de l’inégalité  (26), à la 
im ite, la re la tion :



SUR UNE RELATION 33

(28) | P o — M I =  r.

D e m êm e puisque, d ’après (22), y n > | x n | tg  ~  on o b tie n t 

à la lim ite, l’inégalité:

(29) y o > |x o | / g - ^ .

D es rela tions (28) e t (29) il résulte , d ’après (22), que le po in t 
Po appartien t à S(r) e t pu isque  S(r) es t un  ensem ble con
vexe e t le po in t M  en fa it partie , le segm ent P o M  e s t con
te n u  dans S (r). D ’après (24), 5 ( r ) C / n / 7 ,  donc P0M Q I n t J  
e t  p a r conséquen t Q (Po. TH) — I Po —  M  |. Il s’ensu it, d ’après 

(27) e t (28), que r  >  cos ~ . E n  v e rtu  de (24), il en  résu lte

que  le secteu r 5 es t con tenu  dans In t  J, ce qui

te rm in e  la dém onstration.
U n  secteur de l’angle y? <  e t  de rayon r con tien t un  

. P
s in 2̂

cercle  ouvert de d iam ètre  2 r ------------- -x, donc le sec teu r
1 +  sin  - j

' ( î c o s l ) con tien t un  cercle ouvert de d iam ètre  '
cos

1 +  cos

2 a
cos 2

La fo n c tio n ---------------  é tan t décro issan te , il en  résu lte  imm é-
i i a1 + COS -J

d ia tem en t le théorèm e I.
R em arque  1. Il s’ensu it du théo rèm e la  que le théorèm e I 

e s t  v rai sous l’hypothèse que la dév ia tion  de l’arc partiel 
d e  longueur d  do n t le cen tre  e s t un  des som m ets du  con tou r 
J  ne dépasse pas a.

D éfin itio n  de la  largeur d ‘un con tou r d e  Jo rdan . Par 
la largeur D (J)  d ’un  con tour de Jo rdan  nous en tend rons la

Rocznik Pol. Tow. Matem. X X n i. 3
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borne  supérieure  des d iam ètres des cercles con tenus dan s 
ïn t  J.

Soit J  un con tour rec tifiab le  de Jordan , de largeur D

cos
Si 0 <  a < n e t ->D, a lors en  v e rtu  du  théorèm e I

2 i  i a1 +  cos

(par con tre  - position) il ex iste  un  arc partiel de  J, d o n t la 
longueur ne dépasse pas d  et d o n t la dév iation  e s t supérieure  à a. 
N ous avons donc, en p ren an t d — — & le su iv an t:

cos‘

T héo rèm e IL Si la  largeur d ’u n  con tou r rec tifiab le  de  
Jo rd an  e s t D, a lors à to u t a, te l que 0 <  a <  Jt, on  peu t faire  
co rrespond re  un  arc p a rtie l du  contour, d o n t la  longueur

ne dépasse pas 4 D et d o n t la dév ia tion  est sup érieu re  à a.
cos“

Supposons que D n->0 e t D n> 0. Il ex iste  deux  su ite s  
e„ e t an, telles que £n->0, £„> 0 , ^ - ^ 0  (p. ex . en =  V D „ \

an< n  e t  ( c o s —)2 en. O n  a a lors
4 D „

0.

N ous avons donc le su ivan t:
co s‘

T héorèm e III. Si Jn e s t une su ite  de con tou rs rec tif i
ab les de Jo rdan  e t si -> 0, alors su r chaque c o n to u r
J n il ex iste  un  arc  partie l L n, te l que:

| L n | -* 0 e t D ev  L n ->■ n.

§ 2.
D ans les hypo thèses du  théorèm e I le co n to u r J  con- 

2U
d  COS 2

t ie n t  à son  in té rieu r u n  cercle de d iam ètre  2 a •
1+COSj

nous sem ble, par in tu ition , que to u t co n to u r sa tisfa isan t 
à ces hypothèses, co n tien t à son  in té rieu r u n  cercle de d ia 
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m ètre  beaucoup plus grand. Il se pose donc la question  
de savo ir com m ent form uler le problèm e po u r que la so
lu tion  donne le d iam ètre, le plus grand possible, d ’un  cercle 
con tenu  à l’in té rieu r du  con tour.

D éfin ition  de  la  fonction  g(a). D ésignons p a r R d a la 
fam ille de tous les con tours rectifiab les de Jo rdan , sa tis
fa isan t aux  hypo thèses du théo rèm e I, c. à. d. la fam ille 
de con tours de longueur supérieu re  à d, d o n t chaque arc 
partie l de longueur d  possède la dév ia tion  ne dépassan t 
pas a. Posons:

f  (d , a) =  b o rne  inf D (J), po u r d  >  0 e t  0 <  a <  n.

E n faisan t sub ir chaque con tour de la fam ille R Ia  la tra n s
fo rm ation  pa r h o m o té tie  de coëffic ien t d, nous en  o b te 
nons la fam ille Rdia. C om m e la largeur d ’un  con tou r sou
m is à ce tte  tran sfo rm atio n  se m ultip lie  p a r  d, nous avons 
f  (d, a) =  d f ( l ,  a), E n  p o s a n t / ( l ,  a) =  g (a), on p e u t écrire:

(30) dg  (a) =  b o rne  inf D (J), p o u r d > 0  e t  0 <  a <  jt.

Il en  résu lte  le su ivan t:

_  T h éo rèm e  IV . D ans les hypo thèses du  théorèm e I, 
In t  J  co n tie n t un  cercle de d iam ètre  dg(d).

Si nous connaissions la fonction  g (a), a lors le théo rèm e IV  
nous d o n n e ra it le d iam ètre , le plus g rand  possible, d ’un 
cercle con tenu  dans In t  J  pour to u t con tour J  sa tisfa isan t 
aux hypo thèses du théo rèm e I. N o tre  p rob lèm e se rédu it 
donc à celui de tro u v e r la fonction  g (a).

Le théo rèm e I nous en  donne une lim ita tio n  d ’en  bas, 
à savoir:

d COS 2
(31) ------------<  g (a), lo rsque  0 <  a <  ji,

Z 1 +  C O S j

d ’où il résu lte  que:
(32) g (a) >  0, lorsque 0 <  a <  n.

N ous allons tâc h e r de lim ite r la fonction  g (a) d ’en haut. 
A  ce t e ffe t il su ffit de constru ire  un  con tour de la fam ille

3'
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R d a , faisan t e . so rte  que sa largeur so it la plus p e tite  
possible.

P renons d > 0, 0 <  a <  ir, e t so it n  un  no m b re  na tu re l, 
te l que:
(33) (n  — l ) a < J t < n a .

TC
Si 0 <  a < 2 »  a l° rs n > 3 .  D ans ce cas désignons p a r  P  la

ligne polygonale  com posée de n +  1 segm ents dirigés de lon 
gueur d  e t tels que deux segm ents consécutifs fo rm en t l’angle a.

Jt
Si < a <  n, alors n —  2. D ans ce cas désignons p a r P  la

ligne polygonale com posée de tro is  segm ents dirigés, te ls  que 
deux  segm ents consécutifs form ent l’angle a e t que celui du 
m ilieu possède la longueur d  e t  la longueur d  de deux  
ex trêm es sa tisfasse  à l ’inégalité :

(34) 2 < d < 2\ co s  a

D ans tous  les deux cas la ligne po lygonale  P  n ’a pas de 
po in ts  doubles (ce qui résu lte  des inégalités (33) e t (34)) e t 
elle est située to u te  en tiè re  d ’un  m êm e côté 4 e  la d ro ite  p  
passan t pa r ses ex trém ité s  (cf. fig. 8.).

? < T:( 9 < ^ < F

d
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D ésignons p a r K  le cercle tan g en t à tous les côtés de la 
ligne P. Le d iam ètre  de K  e s t égal à :

(35) D  =  d c tg ~ .

Soit P  l’im age sym étrique  de la ligne P  p a r  rap p o rt à la d ro ite  p. 
Le polygone ferm é Q  =  P  — P  e st u n  con tour de  Jo rd an  e t 
to u te  couple de ses côtés (dirigés) consécutifs form e u n  angle 
ne  dépassan t pas a (ce qui résu lte  de  l’inégalité (33)). Il s’en 
su it  aisém ent q ue :
(36) Q ^ R d. a.

Le cercle K  e st (en  v e rtu  de (33) ) le plus g rand  possib le 

co n ten u  dans In t  Q, donc d ’après (35), D  (Q ) =  d  e t g Il en

résulte , en  v e rtu  de (36) e t  (30), l ’inégalité: d  g (a )<  d  e t g 

N o u s  avons donc la lim ita tion  su ivante:

(37) g (a) <  e t g ~  , lo rsque 0 <  a < n. 10)

Il résu lte  du  théorèm e IV  (par con tre  - position ) que 
lo rsque le con tour J  e s t de largeur D < d g (a ) ,  a lors J  n ’appar
tie n t  pas à R d a, c. à. d. il ex iste  u n  arc  p a rtie l de J  d o n t la 
longueur ne  dépasse pas d  e t  d o n t la dév ia tion  est supérieure  

à a. E n  p ren a n t d  —  +  s. où s >  0, nous en  déduisons

le  su ivan t:
T h éo rèm e  V. Si le co n to u r rectifiab le  de Jo rd an  J  possède 

la  largeur D, alors à to u t a e (0, n) e t s >  0, il co rrespond  u n

10) Il semble probable que g (a) = cfg | .  Si l’on pouvait le démontrer,

alors tout contour de Jordan ayant en chaque point la courbure 1, et 
par conséquent appartenant à la famille RatO, contiendrait un cercle de 

diamètre a ctg “ . Comme lim a ctg ~  =  2, il en résulterait que tout contour

de ce genre contient un cercle de diamètre 2. Ce résultat a été obtenu par 
une autre voie par M. F. Bâbler, Ueber geschlossene ebene Kurven von 
beschrânkter Krümmung, Comm. Math. Helvet. 8, 5 —47 (1935).
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arc  p a rtie l de J  d o n t la longueur ne  dépasse p a s —7 -r+ e e t  
g W

d o n t la dév ia tion  est supérieure  à a.
N ous allons d ém o n tre r m ain ten an t que:

(38) l i m g M = ~ .

A  cet e ffe t nous d ém o n tre ro n s l’inégalité:

(39) g (a) n g(na), lo rsque  0 <  na < ji,

en  nous appuyan t su r le lem m e suivant.
Lem m e V. Soit L  un  arc  sim ple aux ex trém ités  A  e t D .

Supposons que les po in ts  C  e t 6  ap p a rtien n en t à £ # e t que 
C  so it situé  e n tre  A  e t B  de façon que la p a rtie  com m une
des arcs p a rtie ls  L i —  A B  e t  £2 =  C D  form e u n  arc £3 =  C B  
ne  se rédu isan t pas à u n  p o in t (C  =4= B). Ceci é ta n t supposé, 
lo rsque  D ev  L i< a  e t  D e v  L 2< ^ ,  où a +  ^ < j t ,  alors:

(40) D e v  £  <  a +  fi.
D ém o n stra tio n . D ésignons pa r (u,v) l’angle e n tre  deux  

vec teu rs  (resp. e n tre  deux  axes, ou en tre  un  vec teu r e t u n  
axe) u e t v. So ien t h  e t l2 les b issectrices des angles de 
d év ia tio n  des arcs £1 e t  £ 2 e t  so it w  une corde d i

rigée de  l’arc  £3. O n  a | (xv, £ ) | <  e t | (iv, Z2) I <  ’ d ’où

(Ji, h )  I <  2 • ex iste  donc un axe 1, te l que | (Z, Zi) | 

e t  |(Z,Z2)| N ous avons alors:

(41)
! ( v , / ) l < ^ < i ,

lo rsque v  est une corde dirigée quelconque de l’arc £1, ou 
b ien  de l’arc £ 2. C hoisissons Z com m e l’axe x  d ’un  systèm e 
orthogonal de coordonnées e t so ien t x — <p(t), y  =  yj(t), où 

les équations param étriques de l’arc £ . Suppo
sons que les po in ts  A , C, B, D  co rresponden t aux p a ra 
m ètres Cj <  tc < t B < t D. Si u  =  (<p (Z) — <p (f), V ( t )  — V (Z))
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e s t une  corde dirigée de l’arc  Li, ou bien de la r e  L 2 (c. à. 
d. t A <  t  < t  < tB, ou b ien  tc < t  < i  <  fD), alors d ’après (41), 
on  a:
(42) 
e t

(43)

9?(f ) — (p(f) — | u| c o s (u ,7) > 0

y ( f )  — y ( f )
9?(f ) — 9? (f)

I t g ( u , ï ) \ < t g ^ ^ .

N ous prouverons que l’inégalité  (41) subsiste  pour to u te  
corde dirigée de l’arc L. Il suffit de le dém on trer dans le 
cas, où v =  (<p(.t2~) —  v  (f2) — v’ (fi)), n ’est pas une
co rde  dirigée de l ’arc  Lu  n i de  l’arc  L 2, c. à. d. lorsque 
tA <  < tc  < <  (2 <  fD. C hoisissons f3 de façon que t c < t3 < tB.
A lors Ui =  (<p (fs) —  <p (fi), y  (h )  —  V (fi)) sera une corde d i
rigée de l’arc  e t u2 — (<p(t2) —  <p(tù, V’ (t2) —  ^ (fs ))  en  sera 
une de l’a rc  L 2. N ous aurons donc, d ’après (42):

(44) cos  (v, / ) : . <P (fg) — V ( ti)  .

=  [<P (f2) — <P (f3)j +  [y (fs) — <P (fi)1 >  Q
I v |

e t  d ’ap rès (43): 

(45) fg (v ,Z )| = y  (f2) — y  (fi)
<P (tz) —  <f> (fi)

[<p(f2) — ç?(f3)] 
<  -----------------

y (f2)—y (f2)
«pfe)—<p(f3) +[?’(f3)—?>(fl)] y(f3)~y(fl)

çKfs)— 9<fl)
<p (ft)  —  cp (fl)

d ’où il résu lte  que | (v, ï) | <  ■ L’ipégalité (41) subsiste

donc pour tou te  corde dirigée de l’arc L, d ’où on  dédu it 
im m édia tem en t (40).

N ous dém ontrerons à p résen t que:
(46) R d, „ C  R nd _  „ „ a , lo rsque  0 <  n a < n' e t e >  0.

Soit J  u n  con tour ap p a rten an t à R d,a. N o u s p rouverons 
d ’abo rd  que  la longueur de J  e s t supérieure  à nd  —  e. E n
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effe t supposons, par im possible, que la longueur de J  ne 
su rpasse  pas n d — e na é tan t in férieu re  à n, il ex iste  un  
arc partie l L  —  A B , te l que:

(47) d < \ L \ < n d  —  e 

e t
(48) D ev L  > na.

E n  v ertu  de l’inégalité (47), on vo it a isém ent que l’arc L  
p eu t ê tre  rep résen té  com m e une  som m e de n arcs partie ls

A B t, A 2B 2, . . . ,  An B  de longueur d  e t te ls  que la  pa rtie  com 
m une de deux  arcs consécutifs form e un  arc  ne  se rédu isan t 
pas à u n  poin t. Com m e J eR da, la dév iation  de chacun de 
ces arcs p a rtie ls  ne dépasse pas a. D ’après le lem m e V  
appliqué n — 1 fois, il en  résu lte  que D ev  L < n  a, ce  qui 
c o n tre d it à (48). N ous venons de dém o n tre r en  m êm e 
tem ps que la dév ia tion  de to u t arc partie l de J, d o n t la 
longueur sa tisfa it à l’inégalité (47), ne dépasse pas n a . Il 
s ’ensu it que J e R nd_ ^ na, on a donc R d_o C  R nd _  e, na.

D e la  re la tion  (46) il résulte, en vertu  de (30), que 
dg(«) > ( n d  — s)g (na ), d ’où en faisant ten d re  e  vers zéro, 
on  obtient, à la  lim ite, l’inégalité (39).

R em arquons m ain tenan t que la fonction  g (a) est non- 
croissante. E n  effet p o u r a i < a 2, on a R dai C  d ’°ù
d ’après (30), il résulte que g ( a j  >  g (a2).

Faisons correspondre à to u t ae un  k a natu rel, tel

JC JCque . O n a  alors k a-+°°, lo rsque a-+0. Il s’en

suit, d ’après (32), que k ag -* ° ° . M ais la fonction  g (a)

é tan t non-croissante, nous avons en  vertu  de l’inégalité (39) :

K g < k ag (ka a) <  g (a) 

e t pa r conséquen t lim g (a) =  oo.
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D e la  relation  (38) on dédu it le su ivan t:
T héo rèm e  VI. Soit Jn une suite de con tours rectifiables 

de Jo rdan . Si la dév iation  de chaque arc partiel de Jn, ayan t 
la  longueur d. ne dépasse pas an et si an->0, a lors D ( / n)-> °°.

§ 3.
Lem m e V I. Si la déviation  contingentielle de l’arc sim 

ple L  est inférieure à n, alors elle est égale à D evL.
N ous nous appuyerons su r le lem m e suivant, do n t nous 

nous dispensons de la  dém onstration ,
Lem m e V II. Si chacun des vecteurs W i , . .  . , w n fo rm e

Jt
avec l’axe l un  angle ne dépassant pas a, où a < —, alors 

2
il en  est de m êm e de l’angle en tre  le vecteur iv =  iVi +  .. +  tvn 
e t l’axe l.

N ous passons m ain tenan t à la dém onstra tion  du lem 
m e  V I.

D ésignons par a la dév ia tion  contingentielle de l’arc L. 
C om m e l’inégalité a < D e v  L  est év idente il su ffit de dé
m o n tre r que D e v L < a. Soit:

X — X ( f ) ,  où
l’équation  de l’arc L. D ésignons p a r  l la b issectrice de 
l’angle de déviation  contingentielle e t so it:
(49) a < t i < t 2< b .
e é tan t u n  nom bre  positif quelconque, on  peu t faire co rres
p ond re  à to u t /e [ / i , /2 I  un ôt >  0, te l que

|( X ( / ) ,X ( ? )  , 01 +  e,

lo rsque  t < t ' < t  +  ôt. Il en résulte , en  vertu  du  théorèm e 
de Borel — Lebesgue sur le recouvrem ent, qu’il existe une 
su ite  de po in ts  fi =  T o < .. .< T „  =  /2, telle  que

(50) | ( X ( r i + 1) .X (r ,)  , Z ) |< ^ - H .

Il s’ensuit, d ’après le lem m e VII, que:
L(X(l ) ,x (/5 , z) K |  +  £,
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d ’où en  faisan t ten d re  s vers  zéro, nous ob tenons:

( s i )  l e x f o x x d ) , z ) i < f ,

p o u r to u te  couple e t sa tisfa isan t à l’inégalité (49).
E n  faisan t ten d re  t2 vers b, on v o it que l’inégalité (51) 
a lieu aussi lo rsque  t2 =  b. N ous venons de  dém on trer 
que tou te  corde dirigée de l’arc L  fo rm e avec l’axe l un  

atigle ne dépassan t pas d ’ou il résu lte  que D e v L < a .

C om m e il est, en  général, p lus facile de dé te rm in er la 
dév ia tion  contingentielle, le lem m e V I rend  les théorèm es 
des paragraphes p récéd en ts  p lu s  m aniables dans les appli 
cations.

R em arque 2. La no tion  de dév ia tion  peu t ê tre  précisée 
de la façon suivante.

Soit donné  un  arc  sim ple L  e t écrivons son  équation 
sous la form e:

z=^=z(/), où  a < f < ù

e t  z  désigne la variab le  com plexe. O n  peut dém o n tre r le 
théo rèm e su ivan t :

Il ex iste  une fonction  F(t,u) défin ie  e t con tinue pour 
a  <  t  <  u <  b e t  te lle  que

F  (t, a ) =  arg  [z (u) —  z ( t ) l

L a d ifférence  e n tre  deux fonctions satisfa isan t à ces cond i
tions est tou jou rs  constan te.

E n  v ç rtu  de ce théorèm e, nous défin issons:
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In tro d u c tio n . D ans ce t a rtic le  nous é tud ions une solution  
particulière  de l’équa tion  d iffé ren tie lle  aux dérivées partielles 
du  second  ordre:
( I ) Z ( x ) ^ +  B ( x ) | | + C ( x ) z - ^ , ( y ) | p +  B1( y ) |^ + C I(y )z ,

où les coe ffic ien ts  A  (x), B (x), C  (x) son t des fo n c tio n s  con
tin u es  e t dérivables de  la variable réelle x p o u r  0 < x 0< x <  +  
les co e ffic ien ts  A i  (y), Bi (y), C i (y) son t des fo n c tio n s  con
tinues e t dérivables de la variable réelle y  p o u rO < y 0< y <  +°o.

N ous appelons la so lu tio n  réelle  z = z ( x ,y )  de l’équation (I) 
solution oscillante, si l’on a:

^ (* „ y )  =  0, z ( x ,y f) = 0 ,  (i =  1 ,2 ,3 ,.. .) ,
où

x 0 <  x i <  x2 < . . . ,  y<> <  y i <  y2 <  • • • •
E n ap p liquan t à l’équa tion  (I) la m é thode  des so lu tions par
tie lles de  B e r n o u l l i 1) nous ram enons la considération  des 
so lu tions de  l’équa tion  (I) à la considéra tion  des so lu tions 
des deux  équa tions d iffé ren tie lles  linéaires du second  ordre:

«) ^ ( x) ^ 4  +  B (x) 4 H +  [C(x) +  A]u =  0
(H) " d x  d x

fi) A ( y ) ^ p  +  B i ( y ) ^  +  [C i(y ) +  2]v =  0, 

où 2 est un  param ètre  (— <  2 <  +  °°).

*) Cf. p. ex. E. Goursat. Cours d’Analyse Mathématique. T. 3 (1915) 
pp. 131—132, 2-ème édition, Paris.
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D ans la su ite  nous rédu isons les éq u a tio n s  (II) au  ty p e  
de  l ’éq u a tio n  d e  S t u r m - L i o u v i l l e 2):

(III) [ P ( t)  ]  +  [<7(0 +  A r  (/)] uz= 0 .

N o u s  d iro n s  q u ’une in tég ra le  w (t,X )  de l’éq u a tio n  (III) es t 
oscillante, si e lle  possède u n e  in fin ité  de zéros po u r 
0 <  t9 <  t  <  +  °° e t A =  C onst.

D ’ap rès  le théorèm e de com paraison  d e S t u r m 3) to u te  so 
lu tio n  w  (t, A) n o n  id en tiq u em en t nu lle  de l’éq u a tio n  (III) a au 
m oins k  zéros dans l’in te rv a lle  fin i <t0, , si:

p ( / ) > 0 ,  g ( /)  +  -* r( /)> 0  po u r

e t
m in

t [g(/)+À r(f)]
------------------- >

_ fc 2n2
( T - / „ yÆ  [p (0 ]

Selon K n  e s e r4 *) si dans l’équa tion  (III) les coeffic ien ts 
p ( f )  e t q ( f)  +  Â r(t) so n t finis, con tinus e t  p o sitifs  p o u r les 
grandes valeu rs t e t si les inégalités: 0 < a <  1, 0 < / ? < l ,

lim  { f [ q ( f )  +  Âr (/)]}>  0, lim  777s > 0  <->+oo'' 7 f->+oopt.rj

so n t sa tisfa ites , to u te  in tég rale  a insi que ses deux  p rem ières 
dérivées so n t fin ies, con tinues  e t oscillan tes p o u r les grandes 
valeurs de  t.

2) M. Bâcher. Leçons sur les méthodes de Sturm, p. 57; aussi: R. Courant 
u. D. Hilbert. Methoden der Mathematischen Physik, I (1931), pp. 250—251, 
2-te Auflage.

3) M. Bâcher, cité sous 2) p. 57, aussi p. ex. M. Petrovitch, Intégration 
qualitative des équations différentielles, Memorial des sci. math. fasc. 48 
(1931), p. 31.

4) A. Kneser. Untersuchungen über die reellen Nullstellen der Intégrale
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t, 42 (1893).
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M. B i e r n a c k i  a dém o n tré5) que si p  (/) >  0, q'(Û  +  
+  A r '(/)  >  0 pour t  > t 0, lim  [g (f) +  1 r  (/)] =  +  °° e t la

f - *  +  o o

q u a n tité

p (t) . {log [g (/) +  2 r (t)]}p 
g (/) +  Ar(f) ’

e s t bornée lorsque / to u te  in tégrale  de l’équa tion  (III)
e s t oscillante e t la d istance  des zéros successifs d ’une  in té 
grale ten d  vers zéro  lo rsque t  -> +  °°.
M. B i e r n a c k i  a donné  aussi la cond ition  su ffissante: 

lim  [t2(b2 —  2b +  4 a )]> l
t -> -+ o o

(en général plus com m ode que les p récéden tes) p o u r que 
to u te  in tégrale  x ( f)  de l’eq u a tio n  d iffé ren tie lle

x" (t) +  b (/) x  ( t)  +  a ( t ) x  (t) =  0

so it oscillante  po u r les grandes valeu rs de la variab le  t.

E n ap p liquan t ce tte  cond ition  aux  équations II, a) e t II, /5), 
on  ob ien t des cond itions  su ffissan tes po u r que les in tégrales 
u (x , A) e t v (y , A) des équations II, a) e t  II, yS) so ien t oscillan
tes  p ou r les grandes valeurs respec tivem en t x  e t y . C es 
cond itons so n t respec tivem en t p o u r les équations II, a) e t 
II, /S) les su ivantes:

Si donc ces deux  cond itions son t sim ultaném en t rem plies, 
l’in tégrale  z  (x, y ,A ) =  u (x, A) • v (y, A) de l’équa tion  (I) es t 
oscillante  p o u r les grandes valeurs des variab les x  e t  y.

B) Voir: Z. Butlewski, Sur les intégrales d’une équation diff. du second 
ordre, Mathematica, Vol. 12 (1936) p. 37—38. Cluj.
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F i t e 6) a dém on tré  que si p (# )> 0 , q  (f) +  À r  (f) >  0 p o u r 
0 < t 0< / <  +  °° et

+OO -t-OO

f  ̂ ) = + oo> f  [</(*) + A r(f)]ctf =  +  00,
0̂ *0

alors to u te  in tégrale  w  (t, À) de Féquation  (III) est oscillan te  
dans l’in te rvalle  (f0, +  °°).

E n  supposan t que les in tégrales de l’équa tion  (III) sp ien t 
oscillantes p ou r 0 < f o < f <  +  °° n o u s ob tenons7) (§ 1) e n tre  
au tres  les résu lta ts  su ivan ts  : si p  (f) [q (/) +  A r  (/)] >  0 e t  
1° si [p (q+A  r)]' <  0 p ou r 0 <  t  < +  les valeurs absolues 
des ex trêm es de l’in tégrale  w  (t, A) de l’équation  (III) so n t 
cro issan tes lo rsque t  e s t c ro issan te  e t À =  C onst., 2° si 
[ p ( q + A r ] '> 0  p o u r 0 < / o + + <  +  °°, les valeurs absolues des 
ex trêm es de l’in tégrale  vv(/, À), (à =  C onst.) so n t décro issan tes 
lo rsque t e st croissante, a lors l’in tégrale  iv (t, A) e s t bornée  
lo rsque t  -* +  3° si [p (q  +  A r)]' =  0, alors les valeurs abso 
lues des ex trêm es de l’in tégrale  w  (t, A) son t égales à une 
constan te  positive.

D ans la su ite  (§ 2) nous appliquons les résu lta ts  du § 1 
à l’équa tion  lia) e t 11)8) e t ob tenons les résu lta ts  analogues 
(théo rem ès II e t III).

E n u tilisan t des résu lta ts  du § 2 nous ind iquons quel
ques p roprié tés  de l’in tégrale  oscillan te  z  —  z (x ,  y , A) de 
l’équa tion  (I). E n tre  au tres  nous ob tenons (§ 3) les résu lta ts  
su ivan ts  :
si Æ -1 (C+A) >  0 po u r 0 <  x0< x  < + ° ° ,

A~* (Ct +A) >  0 p o u r 0 < y o< y <  +  °°

e t de plus
1°) si (Æ —2B) (C +A )—^4C'>0 pour 0<X o<x< +  °°,

(Æ —2B 1)(C 1+A)—^ C ^ O  pour 0 < y 0< y < + ° ° ,

’) W. B.Fite. Trans. Americ. Math. Soc. 19 (1918) 344—350.
7) Ces résultats dans la forme moins complète j’ai démontré dans mon

article cité sous 5). Voir aussi: E. Kamke, Differentialgleichungen, Lôsungs- 
methoden u. Lôsungen, T. 1 (1942) p. 130 (f).
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alors les am plitudes de l’in tégrale  z  (x, y , 2) de l’équation  (I) 
son t cro issan tes lo rsque  les variab les x  e t  y  so n t non  dé
cro issan tes e t la som m e x + y  est c ro issan te  (2 =  C onst.),

2°) si (Æ — 2 B) (C  +  A)—A C '< 0  po u r 0 < x 0< x <  +  ° ° ,
G4'—2B1) ( C J-H )—̂ C 'C O  pour 0 < y 0< y <  +  °°.

a lors les, am plitudes de l’in tégrale  z ( x ,  y , 2 )  so n t décro is
san tes lo rsque les variab les x  e t y  son t n o n  d écro issan tes  
e t la som m e x + y  est c ro issan te ; donc l’in tégrale  z  (x, y, 2) 
est b o rnée  lo rsque les variab les x  e t y  son t non  décro is
san tes e t x + y -*  +  °°,

3°) si (A '— 2 B) (C + â) — A C '= 0  pour 0 < x o < x <  +  °°,
(A '—2B i)(C i+À)—A tC'i= 0  p o u r 0 < y 0< y <  +  ° ° ,

les am plitudes de l’in tégrale  z  (x, y, 2) son t égales à une 
co n stan te  positive.

N ous ob tenons aussi quelques p roprié tés  des dérivées
8 z  ïïz

partie lles  e t .

D ans le § 4 nous nous occupons de l’équa tion  d ifféren tie lle
( iv )  ! ? = a 2 B

c’est-à-dire de l’équa tion  d ’une corde vibrante.
N ous supposons p. ex. que

„2 _ P ( 0
<?(*)

où P(f) désigne la tension , qu i est une fo n c tio n  de tem ps t 
e t q(x ') désigne la d en sité  linéaire  qui e s t une fo n c tio n  de 
l ’abscisse x.

L’éq u a tio n  (IV ) es t un  cas p a rticu lie r de l’éq u a tio n  (I). 
A lo rs  nous ob tenons p o u r l’équa tion  (IV ) les résu lta ts  ana
logues à ceux du  § 3 po u r l’équa tion  (I).

§ 1. C onsidérons l’équa tion  d ifféren tie lle  aux  dérivées 
partie lles  du  second ordre:
(1) Z (x ) | | 2 +  B ( x ) g  + C (x )  z  =  A A y ) ^  + B i(y î  | |  +  C t(y)z,
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où les c o e ffic ien ts  A  (x), B  (x) e t C  (x) so n t des fo n c tio n s  
con tinues de la variable réelle x  pour 0 <  x 0<  x  <  +  les  
c o e ffic ien ts  A i  (y), Bi (y) et C i (y) so n t des fo n c tio n s  con 
tin u es  de la variable réelle y  pour  0 < y 0< y <  +  °°.

D ans ce t a rtic le  je  vais é tu d ie r une so lu tio n  particulière  
(2) z  (x, y) =  u (x) • v  (y)

de l’équa tion  (1) p ou r les grandes valeurs des variab les 
x  e t y.
L’éq u a tio n  (1) p ren d  a lo rs  la form e:

p  ( x ) ~ ^ + B ( x ) ~ + C  (x)  u p  =

=  p i  (y) f p  + B i (y) + Ci (y) v ]  u.

L’équa tion  (3) est, en particu lie r, rem plie, si on  a s im u lta 
ném en t:

«) A ( x )  +  B  (x) +  (C  (x ) +  2) u  =  0 

fi) A  (y) j p + B i  ( y ) ^  +  (C i(y )+ A ) v =  0 ,

où 2 e s t une C onstante (— °° <  A <  +  oo).

N ous supposons ensuite  que A  (x) 7^ 0 p o u r 0 <  Xo <  x  <  4- 
+  00 e t A i (y )  7^ 0 po u r 0 <  y 0 <  y  <  +  00.
M ultip lions les équa tions  (4, a) e t (4, fi) resp ec tiv em en t p a r

A (x )
c B (x )  , 

exp  J Â ( x )  dX
Xq

et 1
A i  (y)

y
e x p f

yo

B i(y )
A i (y)

d y .
8)

D onc n o u s ob tenons les équa tions su ivan tes:

d  (d u  
d x  \d x

j  « = 0 ,

«  i  ( I  -  W ' p W  d y ) y = 0 -

cxpJ'jTC>d*) + C  (x)+Â 
-d(x)

e x p / B ( x )
A ( x )

8) exp f (x) =  ef w .
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Les équa tions (5) son t des cas particu lie rs  de l’équation

(6) +  [ Q (/ ) + 2 r (/ ) ] u ' =  0 ,  p ( / ) > 0 ,

c’est-à-d ire  l’équation  de Sturm -L iouville.

N o u s supposons dans la su ite  que les in tégrales des équa
tio n s  (1), (4) e t (6) son t oscillan tes  (cf. In troduction ).

D ésignons par G, t2, . . . , t n___ les zéros consécutifs de la
so lu tio n  w  (t, A), qu i son t plus g rands que f0 (fo< t i<  t2< . . . )  
e t  p a r rn ( tn< t n< tn+l) les zéros co rrespondan ts  de la dé
rivée  w ' (t, 2).

E n  m u ltip lian t l’équation  d iffé ren tie lle  (6) par 2 p (t)w '(t,L )  
e t  en  in tég ran t l’égalité ob tenue p a r parties  e n tre  les lim ites 
a e t  b on  ob tien t l’éq u a tio n :
(7) p2(b )iv '2(b, 2)— p2(a) iv '2(a, 2) +  p (fc)[q(b)+2r(b)] w2(b, 2)—

b
—  P (a) [q (a )+ 2  r(a)] iv2 (a, 2) — J [(pq)' +  2(pr)'] w 2 (t, 2) dt.

a

Si a =  t n, b =  tn+l, a lors w  ( tn, 2) —  w  (t„+x, 2) =  0 e t on peu t 
écrire  l’égalité (7) sous la fo rm e su ivan te :

(8) p2 (/n+1) w '2 (fn+1, 2) — p2 (/„) w '2 ( tn, 2) =
r n+1=  f  [(pq)' +  2 (pr)'] w 2 (/, 2) dt.

Si (pq)' +  2 (p r)' >  0 dans (tn, t n+x), le second m em bre de 
l’égalité (8) es t m an ifestem en t positif. Il en  résu lte  que

(9) | p  (/n+1) w ' (tn+1, 2) | >  | p  ( tn) w ' ( tn, 2) | .

Si de p lus p' ( t)< 0 ,  on aura

(10) | if' ( tn+x, 2)| > |  w ' ( tn, 2 ) |.

Si (pq)' +  2 (pr)' <  0 e t p '( t )  >  0, les inégalités (9) e t (10) 
so n t rem placées p a r des inégalités contra ires.
Si (pq)’ +  2 (pr)' — 0, alors d ’après (8) on a

IP (tn+x) w ' (tn+l, 2) | =  | p  (t„) w ' (tn, 2) | .

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 4
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Si de plus p  (t) =  C onst. (donc q +  2r =  C onst.), on au ra  

] w ' (tn+l, 2) | =  | w ' ( tn, 2) |

Posons m ain ten an t dans (7) a =  r„, b =  rn+l, nous au rons

(11) P (t„+i) [Q (rn+1) +  2 r (rn+1)] iv2 (rn+1, 2) —
; n + l

— p(^)[q (^n) +  ^r(Tn)]w’2(Tn,2 )=  f  [ (p g ) '+ 2 (p r)1  w 2(/,Â) d t.
»n

D ’après (11) on a:

1° si p (q  +  2 r) >  0, (pg)' +  2 (p r) '>  0, alors:

j /  P (?„ + j) [g (t„ + 1) +  2 r (r„ + ,)] | w (rn + „ 2) | >

>  j /  P (?n) [g ( Q  +  2 r  (t„)] | w (r„, 2)| ;

2° si p  (g +  2 r) >  0, (pg)' +  2 (p r)' <  0, alors :

] /  P (Tn + l) [Q (Tn + l) +  2 f  (*n + l)l I On + 1. *) I <

<  j / p  0„) [g 0„) +  2 r  (t„)] | w  (rn, 2) | ;

3° si p  (g +  2 r) >  0, (pg)' +  2 ( p r ) '= 0 ,  c’est-à-dire pg  +  2 p r  =  
=  C onst. e t positif, alors:

] /  P (r„ + i) [g (rn + i) +  2 r 0 „ +1)J I w  ( tn + l, 2) | =

=  j /  P 0„) Ig 0„) + * r 0 J1  I w (t„, 2) I 

e t p a r conséquen t

I W  ( ïn + V  2)  ! =  I w  ( Tn> Â) I •
A jo u to n s  aux deux m em bres de l’égalité (11) la q u a n tité  

p(r„) [gOn) +  ■**■(*„)] w2(rn+1, 2); le ré su lta t p eu t s’écrire

(12) p0„) [g0„) +  2 r (t„)] [w2(t„+1, 2) — w2(rn, 2)] +
Jn+l

+  /  l(pg)' +  * (pr)'] (w2 0„+i> 2) — IV2 (f, 2] d t =  0.

L’égalité (12) est év idem m ent im possib le si ju'(rn+1, 2) |> |  w(r„,A) | 
e t si p  (g +  2 r) >  0, (pg )' +  2 (pr)' >  0.
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S oustrayons m ain ten an t des deux  m em bres de l’égalité (11) 
la q u a n tité  p  (rn+1) [q (t„+1) +  A r (t„+1)] w2 (t*  A), il v ien t:

P (rn+i) [q (*n+i) +  A r  (t„+j)] Lie2 (t„+1, A) — u>2 (t„, A)] +
»n+l

+  f  Kp q ) ' +  A (pr)'] [iv2 (t„, A) —  w 2 (t, A)] d t —  0;
*n

égalité im possib le  si | w  (t„+1, A) | <  | w  (t„, A) | e t si 
p  (q  +  A r) >  0, (pq )' +  A (p r) '<  0.

E n  résum é nous pouvons énoncer la p ro p o sitio n  su ivan te :

T h éo rèm e  I. 1) Si p (f)  q ( /)  +  A p ( t)  r ( t ) > 0 ,  [p(i) q (f) ] '+  
+  A [p (/) r ( / ) ] '< 0  p ou r O < to< t <  +  °°, les su ites  

{ ] / p  (Tn) [q (Tn) +  A r  ( r j ]  |w- (t„, A )|J, {| p  (f„) w ' (t„, A))}

so n t décroissantes, ta n d is  que la su ite  { | w  (rn, A) 1} est croi
ssan te; si de plus p ' (/) >  0, la su ite  { | w ’ ( in, A) !} e s t décroi
ssante.

2) S i p ( f)  q (t)+ A  p ( t)  r ( / )> 0 , [p (f)  q (/)] '+ A  [p (0  r(/)K >0 
pour  O < f o < / <  +  °° , (es suites

{ j /  P W  [q W  +  A r  (Tn)] J w  (?„, A) ]}, {| p  (/„) w ' ( tn, A) Il

son t croissantes e t la su ite  { |w  (rn, A) | } e s t décroissante; 
s i de  plus p ' ( t ) < 0 ,  la su ite  {| iv'(/„,A)|} es t donc  croissante.

3) Si p ( i )  q ( i)  +  A p (/) r ( i )  =  E  >  0 (E  est une con
stan te ) pour O < to< t < +  oo, on a donc:
|p ( i„ )  w ' ( tn, A)| =  F > 0 ,  |w  (t„, A)| =  G > 0 ,  ( n = l ,  2, 3 , . . . ) ,  
(F, G  so n t des constantes); si de plus p ( t)  —  C onst. pour 
Q < t0< t <  + °° alors
I w ' (t„, A) | =  H  >  0, (n  =  1, 2, 3 , . . . ) ,  (H  e s t une constante).

E n supposan t que p (t) q (t)  +  A p  (/) r  (i)  >  m  >  0, (m  =  
—  C onst.), [p (t)  q ( i) ] ' +  A [p (i) r (/)]' <  0 e t d ’après le th éo 
rèm e I, 1) on  a les inégalités:

4*
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A  Oi) [g Oi) +  A r  (Tl)] | xv (ti, à) | >

>  j /  P (*„) [g ( U  +  À r  (rn)] I xv (t„, à) I >  ]/rn  | xv (rn, à) |. 

A lors nous ob tenons le

C oro lla ire  I- Si p  (i) q  (/) +  A p (/) r (f) >  m  > 0 et 
[p ( 0  g (f)]' +  À [p (i)  r  (/)]' <  0 pour 0 <  t 0 <  t <  +  la suite  
{I xv (rn A)|} est croissante e t bornée; la so lu tion  iv (/, À) 
de  l’équation  (6) est donc bornée et ne ten d  pas vers zéro  
lorsque t-+ +  °°.

E n su p p o san t que 0 <  p (t) q ( t}  +  À p (/) r (t) <  M  < + °° 
(M  =  C onst.)  e t d ’après le théo rèm e I, 2) on  a:

j / P Oi) [g (ti) +  A r  (tOI | xv ( tu  A) I <

<  | / ~ P  (b.) [g (Tn) +  A r  (t„)] | xv (rn, A) I <  / T T  IXV (t„, A) | 

A lo rs  nous ob tenons le

C oro lla ire  IL Si 0 <  p (/) q  (/)  +  À p (/) r (f) <  M  < + °° e t 
[p(f) g ( i) ]z +  A [p(i) r ( / ) ] '> 0  pour O < to< t  <  +  °°, alors la 
suite { | xv (xn, A) |} est décroissante, m ais ne te n d  pas vers zéro. 
La solution xv (t, A) de l’équation  (6) es t donc  bornée, mais 
ne te n d  pas vers zéro  lorque /

§ 2. D ésignons p a r Xi, x 2, ■■., x n> . . .  les zéros plus 
grands que xo d ’une in tégrale  u (x, A) de l’équa tion  diffé
ren tielle  (5, a), x 0< X i < X 2 < . . .  Soient £ i, f 2, ■■■, $„t . . .  
les zéros consécutifs de la dérivée u (x,A) e t so it  X ;< £ j< x j+1, 
(i =  1, 2, . . . ) .  N ous désignons par y x, y 2, . . . ,  yn> . . .  les 
zéros consécutifs de l’in tégrale v  (y, A) de l’équa tion  diffé
ren tie lle  (5, fi), y 0 <  y i <  y  2 <  . . .  e t p a r î?i, . les
zéros consécutifs de la dérivée v '(y ,  A) e t so it  y i < ’?i < y (+1 
0  =  1 ,2 , . . . ) .

N ous pouvons m ain ten an t appliquer les résu lta ts  du  § 1. 
aux  équations (5, a) e t (5, /?) qui so n t des cas particu liers 
de l’équation  (6).

A lo rs  nous ob tenons les résu lta ts  su iv an ts :
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T h éo rèm e IL 1) Si
C  (x) +  2 >  0, [A '(x )  —  2 B  (x)] [C (x) +  A] — A ( x )  C ' (x) >  0A  (x )
pour  0 < x 0< x <  +  alors les su ite s  

C  (£ „) +  A /  f  B  (x)

A<én)
exp

expf BW
A ( x )

d x  |i / ( x „ A ) |

*0

so n t décroissantes, tandis que la su ite  { | u (£„, A) | } est

cro issan te; si de plus  > 0 .  te su ite  { |u '( x n>A)(} est 

donc  décroissante.
2) S i ^ ^ > 0 , M ' ( x) - 2 B ( x)][C (x) +  A ] - / l ( x ) C '( x ) < 0  

pour  0 < x 0< x <  + <», alors les su ites

/  C ( U  +  A /  f "  B (x )  \  , „

I

fexp
*0

B (x )
A (x )

dx  |u '( x n>A)|

s o n t croissantes e t la suite { | u  A) | } e s t décroissante ; 
to u te  so lu tion  u(x,A ) de l'équa tion  (5, a) es t donc bornée

lorsque  x  .

e s t croissante.

Si de  plus B (x )
A (x )

< 0 ,  la su ite  { |i / ( x „ (À)|}

3) Si C^ (xp >0» [A’M — 2 B (x )][C (x ) +  A ] - ^ ( x ) C '( x ) = C

pour  O < X o < x <  +  °°, donc:
I U (£ i , A) I =  I u ( f  z, A) I =  . . .  = ’| U (£„ , A) | =  . . .  .

Si de plus  B (x ) =  0 pour  0 < x 0< x <  +  ° ° , alors:
|u ' ( x i ,  A)| =  | u ' ( x 2, A)| =  . . .  =  |u '( x n>A)| =  . . .  .
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E n supposan t que
g A M L (e x p 2 î ^ i x ) > p > 0  ( p = c < " !s' J  

*0

e t d ’après le C oro lla ire  I nous ob tenons le

C oro lla ire  III. Si

C  (x) +  Z 
A M

>0, C M  +  H
~ Â M ~ \ e x p 2 j A M d x ) > p > 0

W '(x )— 2B (x)][C (x) +  À]— .d (x )C '(x )> 0  pour  0 < x 0< x <  +  °°, 
alors la su ite  { | u  (fn> 2) | } e s t croissante e t bornée-, la so 
lu tion  u (x, A) de  l’équation  (5, a) es t donc bornée e t ne 
te n d  pas vers  zéro  lorsque  x  .

En supposan t que

°<£̂ ^ (C*p2/;ï£H<P< + ” (P =  ConSt.)
*0

e t d ’après le C oro lla ire  II nous ob tenons le

C oro lla ire  IV . Si

x) +  Z
Ï W ~

\  n n C  (x) +  Z / o f  8  W  j  \
> 0 ' 0 <  - Â M ~ \ e x p 2 J A M d x ) z p< +

IÆ (x) — 2B (x)][C (x) +  Z]-—y l(x )C '(x )< 0  pour  0 < x 0< x <  +  °°, 
alors la su ite  { |u ( f n>Z) | } est décroissante, m ais ne ten d  
pas vers zéro ; la so lu tion  u  (x. Z) de l’équation (5, a ) , est 
donc bornée, m ais ne ten d  pas vers zéro, lorsque  x->  +  °°.

En app liquan t à l’équa tion  (5, /S) le théorèm e I nous 
ob tenons le

T h éo rèm e  III. 1) Si
ClJ h (y )  > ° ’ ~  2 B l Ĉ l +  Ai (y) C ' (y) >  0

p o u r 0 < y o< y <  +  alors les su ites:
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C i (»?„) +  À 
A i  (y,,')

' “ " f  ^ ) d y )  l v ( , - À)l

\ yo !
y n

e x p f  M y ) d y ) |v '(y - i ) l

yo !

so n t décroissantes, ta n d is  que la su ite  { | v  (j?n> à) | } est 
cro issan te; s i de p l u s ^ ± ~ > Q ,  la su ite  { |v '(y „ . À) | } est 

décroissante.

2) >  ° ’ (y) ~  2 (y)] [C‘ (y)+23“  A  W M  < 0

pour 0 <  y 0 <  y  < + °°, alors les suites:

-» /  C l (?]) +  A Z ?n (y) VV  ~ Â ^ y \ e x p l  Â ^ d y ) ï v M '\

so n t croissantes, ta n d is  que la su ite  {|v(»?n, A) | } e s t dé
croissante; to u te  so lu tion  v  (y, A) de  l'équation  (5, /?) e s t  
d o n c  bornée lorsque  y -> + °° . 5 / j e p /us Bl <  0, la su ite  

{ I v ' (yn, 2) | } es t donc croissante.

3)SiCAi(^> 0 ’ W x ^ - 2 B « [Ci 6 0 + * ] - c ; ( y ) = °  

p o u r 0 < y o< y <  +  °° alors on a:
|v(»h, A)| =  | v (i?2, A)| =  . . .  =  Iv(j?n, Jt)| =  . . .  .

S i d e  p lus  B i ( y ) = 0  p o u r 0 < y 0< y <  +  °°, alors:
I v ' (y i, A) | =  J v ' (y2, A) | = . . .  =  | v  (y n, A) | = . . .  .

E n  désignan t pa r q  e t  Q  deux  nom bres constan ts  nous
o b ten o n s  d ’après le théo rèm e III deux  coro llaires su ivan ts: 

C oro lla ire  V . Si
W > 0 ’
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lA 'fiy)— 2 B t (y)] [C (y )+2] — A t (y) C  (y) >  0 po u r 0 < y 0< y <  +  
alors la su ite  {| v b]n, 2)|} es t croissante e t bornée; la so lu tion  
v  (y, X) de l’équation  (5, fi) e s t donc  bornée, m ais ne ten d  
pas vers zé ro  lorsque  y

C oro lla ire  VI. Si
C i (y )+ 2

A i (y) >0, 0< Ci (y) +  a
A i (y) < Q <  + °°,

[A'i(y )— 2 B i (y)] [0 ,6 0 + 2 ]  — (y) C '(y )  < 0  pour  0 < y o< y <  + °°, 
alors la su ite  Ü v (r;n, 2) |} e s t  décroissante, m ais ne  ten d  
pas vers  zéro; la so lu tion  v  (y, A) de  l’équation  (5, fi) es t 
donc  bornée, m ais ne  ten d  pas vers  zéro  lorsque  y ->  +  °°.

§ 3. D e la  re la tio n
z  (x, y , 2) =  u (x, 2) • v  (y , 2)

il s’en su it que  chaque zéro de  la fonction  u  e t v annu le  z, 
on  a donc:

z  (x m, y ,  2) *= 0, z  (x, y n, 2) — 0 (m , n  =  1,2. 3 , . .

a
m
D ’après les égalités:

=  u '(£ m,2 ) v  G?„, 2) =  0

(m, n = l ,  2, 3 ,...)
—  u ( fm, 2) v  G?„, 2) =  0

on  v o it que la  fonction  z  —  z ( x ,  y , 2) possède les ex trêm es 
dans les p o in ts  (£m, i?n), (m, n  =  1, 2, 3 , . . . ) .

N ous avons les égalités su ivan tes:
% • ( * )

Xs=^zn* y =1ln

a)
C ( U + 2

A (£ m)
exp

*0
A (x ) d x

Cl (yn) +  À
A i  (yn)

exp f  1̂
J Â

(y)

yo
(y) d y

V
• F 
- /

f
u V

v (jln, ÏÏ-

[ C ( U + 2 l  [ C i ( U + 2 ]  
A t f J A i ü f i )
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Vn

exp d x  +
yo

B i(y)
A i(y )

dyf Vn, ÏÏ;

b) a (fm, 2) • V (î?n, 2) =  z  ( f m, 7}n, 2);

(12) c ) l / C ^ V
F A i  (l?„) J  A i(y) dy u (xm, 2) v (»?„, 2)

CiÛ?„) +2 
A i 0j„)

exp (y)
(y) d y

d z '

Q x  I X=X„
y=>ln

d ) v W F  e x p (

L *0

. B (x) , exp  | { d xA M u  ( £ m, 2 )  v  ( y n, 2 )  =

_1 /  C ( f m )  +  2

A  ( U

• /
S We x p , -£ jd x dz-L

f — J Ai

*0

(m , n =  1, 2, 3 , . . . ) .

Les p rem iers  m em bres des égalités (12) so n t des expres
sions qui figu ren t dans les théo rèm es II e t III.

E n  u tilisa n t des p roprié tés  b ien  connues des su ites dou 
bles, nous pouvons app liquer les théo rèm es II, 1), 3) e t III, 1), 
3) aux  égalités (12).

N ous d irons qu’une suite double {am „} est croissante  
{décroissante) au sens s tr ic t lo rsq u ’on a : a m + l,n  >  a m,n, 

(am + i , n < a m,n) e t aussi a m>n+, >  am>n, (am>n+1 <  a m>„) pour 
m, n  =  1, 2 , . . .  . A lo rs  nous ob tenons le

T h éo rèm e  IV . Si C ( x ) +  2 
A  (x)

C i ( y ) +  2
A i {y)

[A' M  —  2 B  (x)] [C (x) +  2 ] — A  M  C ' (x) >  0 (>0)

> 0 , >  0
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[a ; ( y ') - 2 B 1 (y)] [Ci (y) + AJ -  A  (y) C[ (y) >  0 ( >  0) 
pour 0<  x0<  x < +  °°, 0 < y0< y  < + <*>*), 
alors:
1) la suite double (comp. 12, a)

îm
[C ( U + 4 1 0 ,0 0 +  2]

A ^ A d V n )

J Ai
(y)

yt (y) dy

exp B (s)
A  (x)

dx +

est décroissante au sens strict:
2) la suite double (comp. 12, b)

{ I Z(fm> 4  I î
est croissante au sens strict;

3) si de plus B(x)
A (x)  

double (comp. 12, c)

> 0  pour 0<  x0< x <  +  oo, alors la suite

Ci (%) ~H A 
A i (rj^ ‘4 ^  K F :)-

yo J y  =  1n

est décroissante au sens strict;

4) si de plus > 0  pour 0 < yo< y<  + °°, alors la suite 

double (comp. 12, d)

+

•) La notation:
[Æ (x) — 2 B (x)] [C (x> +  2] -  A  (x) C ' (x) >  0 (>  0)
[A't (y) -  2 B, (y)] [Ci;(y) +  2] -  A , (y) C', (y) >  0( >  0)

exprime que l’on a:
soit

[A' (x) -  2 B (x)] [C (x) +  2] -  A  (x) C' (x) >  0,
[A \  (y) -  2 B, (y)] [G, (y )+ 2J -  A , (y) C', (y) >  0,

soit
[A' (x) -  2 B (x)] [C (x)+ 2 ]  - A  (x) C' (x )> 0 ,
[A', (y)— 2 B,(y)] [C, (y )+ 2 ] -  A , (y) C', (y) >  0.

Nous appliquons une notation analogue dans les théorèmes qui suivent plus 
bas.
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rc ( U + a exp
A  ( U

e s t décroissante  au sens  strict. 

Supposons m ain ten an t que

*0

B(*)
A M

d x
9 z  
a y / : :

(13)
[C (x ) +  A] [Cx(y) +  A]

A  (x) X i (y) ex p

X

( 2 f B M d x  +

y

fJ A i
(y)

yo
(y) dy)

A M

^ k > Q ,  (k  —  C onst.)

p o u r 0 <  x 0 <  x  <  +  °°, O < y o < y < + ° ° .  D ’après le théo rèm e 
IV , 1) on  a les inégalités

[ C ( ^ ) + A ]  [Ci f a )  +  Al
A(£j Ai (»?i)

VIfJ A i
(y)

f i

yo
(y)?dy

ex p B M dx-j-A M

z  (£i, »?i, À) | >  j / k  | z  (£m, t]n, A) |

*o

+

*0

+  2

D ’après le théo rèm e IV  nous ob tenons donc le

C oro lla ire  VIL Si C f f i t * > 0 , ClJ y? t A> 0 ,
A M  A i M

[A' M  ~  2B  (x)] [C (x) +  A] — A  M  C ' M  >  0 ( >  0), 
[A[ (y) -  2Bi (y)][Cx (y) +  A] -  A i M  C[ (y) >  0 (>  0)

pour  0 <  x 0 <  x  <  +  oo, 0 <  y 0 <  y  < +  e t si la cond ition  (13) 
es t rem plie, les va leurs absolues des e x trê m e s  de la so lu 
tio n  z  =  z  (x, y, A) de l’équation  (1) son t cro issan tes e t 
bornées lorsque les variables x  e t y  cro issen t au sens large, 
tand is  que x  +  y  croit au sens str ic t. L ’intégrale z  —  z ( x ,  y, A) 
e s t donc bornée lorsque x  e t y  cro issent au sens large e t 
x  +  y  -> +  °°.

En app liquan t dans la su ite  les résu lta ts  des théorèm es 
II, 2), 3) e t III, 2), 3) nous ob tenons d ’après (12) le
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T h éo rèm e  V. Si
C {x) -F À Ci (y) +  À

A f  ..\  V  ,A { x )  '  A i  (y)
[A' (x) —  2 B  (x)] [C (x) +  À] —  A  (x) C ' (x)  <  0 «  0), 

IA; (y ) -  2 B t (y)][Ct (y) +  À] -  A , (y) C t ( y ) <  0 «  0) 

pour O < x o< x <  +  0 < y 0< y <  +  °°, alors:

1) la su ite  double {comp. 12a)

[ C ( U  +  À] [Ci f a )  +  A] 
A  (fm) A  (t?„)

exp (
Sm Vn

S ÿ ^ i î

x0 yo

B i M  
(y) d y

\*o yo
es t cro issan te  au sens s tr ic t;
2) la su ite  double {comp. 12b)

{ I z  Vn. A) I }

es t décroissante au sens strict. La so lu tion  z  —  z { x , y , A) 
de  l’équation  (1) est donc  bornée lorsque les variables 
x  e t  y  c ro issen t au sens large e t x  +  y ->  +  °° ;

3) si de plus B(x)
yl(x)

double {comp. 12c)

< 0  pour 0 < x o< x <  +  °°, alors la suite

VC l (^ft) +  A 
A i(y„ )

Vn
Ç B iexpJ T i

yo

B i(y )  
(y)

d y
8 z
^ ’ y ^ n

es t cro issan te  au sens s tr ic t;

4) si de  p lus 9\- < 0  pour O < y o < y <  +  °°, alors la su ite  
A i(y )

double {com p. 12d)

C (U  + A
A { U

e x p

sr]

/ B {x )  
A  {x)

d x
I S z \
^ y l y  = ymn

e s t cro issan te  au sens str ic t.
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14)

Supposons m ain ten an t que 

[C (x ) +  À] I G  ( y )  +  2]

A  (x) A i  (y)

+  2 f-J A,
yo

B i(y )  
(y)

ex p  2

d y

X

f B M
d x +

A ( x )

<  K < + °°, ( K =  C onst.)

*0

D ’après le théorèm e (V, 1) nous avons l’inégalité :
h

15) | /  tc& ) + *Hc ifa)+À] / r
V A ^ A i M  \ J

B (x )
A M

d x  +

r B i
J A i
yo

Bi (y) 
(y)

d y i z ( É i , i ï U ) |< V T  | z ( f m, J?n. A)|.

En ten a n t com pte du théo rèm e (V , 2) e t d ’après (15) 
nous ob tenons le

C oro lla ire  V III. Si C t  * >  0 ,  ^ 4 4 4 ^  >  ° -
A  (x ) z li (y)

[A ' (x) — 2 B  (x)] [C (x) +  À] -  A  (x) C ' (x) <  0 «  0),
[A[ (y) -  2 B /y )] [C Jy ) +  A ] - ^ ( y )  Ç (y )  <  0 ( <  0) 

pour 0 < x 0< x <  +  °°, 0 < y 0< y  <  +  °° ef si la cond ition  (14) 
es t rem plie, alors les valeurs absolues des e x trê m e s  de la 
so lu tion  z  —  z  (x, y , à) de l’équation  (1) son t décroissantes, 
m ais ne ten d en t pas vers zéro, lorsque les variables x  e t y  
croissent au sens large, tand is  que  x  +  y  croit au sens 
str ic t. La solution z  =  z  (x, y, À) e s t donc bornée e t ne 
te n d  pas vers  zéro lorsque x  e t y  cro issen t au sens large
e t  x  +  y -* +  °°.
C onsidérons m ain tenan t les re la tions su ivantes:

a) exp ! B(x)
A M d x u (x m, 2) v  (ij„, 2) =

expf B (x)
A M d x 8z

*0 y= 1n
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(16)

b) exp
y

J At
yo

(y)
(y) d y u (£m, a) v  ( y n, A)

y»
Ç Bi

6XPJ  A ,
yn

(y)
d y 0z 

,0y/*=fm
______ _ r çm

, ,  /  C ( O + A  f  l
o) F  -Tfer exp . :

B (x )
A (x )

d x

i (y ) '

u (£m, A) V (y]n, A) =

y = y n

-VC(U+*
A  ( O

e

“4
*0

B (x)
A (x )

d x Z ($m, Vn> *)

—------------- -, T)ri
d) -, /  Ci(i?J+A f  Bi(y)

d y u A) v (y„, A) —

/ ClÛ/n) +  A
A l (tjn) -m;

yo

d y Z (^m’ Vn’ •

D ’après les théo rèm es II, 1), 3) e t III, 2), 3) e t  les rela tions 
(16) nous ob tenons le

T h éo rèm e  VI. Si >  0, >  0,
A  (x) A i  (y)

[ A ' ( x ) - 2  B M ]  [C (x)+A ] — A ( x )  C '(x )  > 0 (>  0), 
[ A ' ( y ) — 2 B1(y )][C l (y) +  A ] - ^ l ( y ) C ; ( y ) < 0  ( < 0 )

pour Q < x 0< x <  +  oo, 0 < y 0< y  <  -1- °° , alors:
1) la su ite  double (com p. 16 a)

exp
f

*0

B M
A ( x ) d x

0z (x m, i)n, A)
0 X

B M
est décroissante au sens strict-, si d e  plus >  0 pour

0 <  x0 <  x  < +  alors la su ite  double  
0z  (xm, t]n. A)

0x
est décroissante au sens stric t;
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2) la su ite  double (com p. 166) 

(y)expJ Ayo
(y) d y

8z ( C  yn, *)
d y

e s t cro issan te  au sens stric t; si de plus Bi (y): A i (y) <  0 pour 
0 <  yo <  y  <  +  °°, alors la su ite  double

dz (£m, y„, a)
l.l d y

e s t cro issante  au sens stric t;
3) la su ite  double (com p. 16 c)

I /C (U + A r  b (x) , exp  — —-  d x 1 Z (fm, *)„, *) 1P A  V J J  A (x )
L X q J

e s t décroissante  au sen s  stric t;  
4) la su ite  double (com p. 16 d) 

’n
C l  (j?„ ) +  2

A i (yn)
eXp f ^ ( y )  

y  A , ( y )
d y Z  ( fm, Vn, y )

e s t cro issante  au sens  strict;

5) L es e x trê m e s  absolus de  la so lu tion  z  =  z ( x ,  y , 2) de  
l'équation  (1) sont:  1° non décro issan ts pour x ->  +  °° e f 
y  —  p  >  0, (y  >  y 0, p  —  C onst.), 2° non  cro issan ts pour x  =  v, 
(v >  x 0, v =  C onst.) e t y  -* +  oo.

D ’après les théorèm es II, 2), 3) e t III, 1), 3) e t les rela
tio n s  (16) nous ob tenons le

T h éo rèm e  V II. Si yi (x) A i  (y)
[Æ (x ) -2 B (x ) ]  [C (x )+ 2 ]— A  (x) C '(x )< 0  « 0 )

IA; (y )  - 2 B t (y)] [C  (y) +  2] -  A> (y) Ç  (y) >  0 (>  0) 
pour  0 < x 0< x  <  +  oo, 0 < y 0< y <  +  co, alors:

1) la su ite  double (com p. 16 a)

ï
exp B  (x)  

A  (x)
d x

9 z  (x m, ??„, 2) 
S x



64 ZYGMUNT BUTLEWSKI

es t croissante au sens s tr ic t; si de  plus B ( x ) :Z l ( x ) < 0  pour  
0 <  x 0 <  x  <  +  °°, alors la suite double

( d zÇ x m, yn, 2 )  )

1 8x  j

e t croissante au sens  stric t;
2) la su ite  doub le  (çom p. 16 b)

8z (£m, y n, 2) 
8 y

es t décroissante  au sens strict; si de plus B t (y) : A i  (y) >  O 
pour  O <  y 0 <  y <  +  alors la su ite  double

l
d z ( ^ m, y n, 2 )

8 y
es t décroissante au sens strict;

3) la su ite  double (com p. 16 c)

YC  (fm) +  À ex p B (x) 
A (x)

d x

e s t cro issan te  au sens s tr ic t;
4) la su ite  double (com p. 16 d)

Ci (»?„) +  À 
A l (Vr)

exp

Vn

yo

B, (y)  
A i(y )

est décro issante au sens s tr ic t;

dy

5) les valeurs absolues des e x trêm es  de la solution z  =  z ( x ,  y , 2) 
de  l’équation  (1) son t:  1° non  croissantes si x  y = y 0);
2° non décro issan tes si x  =  p  y-^- +  c°.

f

f

|z  (fm, >?„, 2)|

N ous avons les re la tions su ivan tes:
u ( fm, 2) • v  Û?„, 2) =  z (fm, 2) 

8 Z (Xm, 1)n, A)
u' (xm, 2) • v  (rjn, 2) = d x

u ( C v ' (y„, 2) =
S z (fm, y„, 2) 

d y

(17)
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D ’après les théorèm es II, 3) e t III, 3 e t les re la tions (17) 
nous ob tenos le

C oro lla ire  IX. Si C  A >  0, >  0.

[ Æ ( x ) - 2 B ( x ) ]  [C (x )+ A ]— A(x) C '(x )  =  0, 
[ Z '(y ) — 2 B l(y )][C 1(y) +  À] — ^ , ( y )  C / y )  =  0

pour 0 <  x 0 <  x <  +  °°, 0 <  y 0 <  y  <  +  °°, alors
1) I z (£m, ’?n3 )  | =  a > 0 ;

2) si de plus B (x) =  0 pour 0 <  Xo <  x  <  +  °°. alors
8 z (x m,r)n,ï) _  A

0 x  / î > 0 ’

3) si de plus B! (y) =  0 pour 0 <  y 0 <  y  <  +  °°, alors
8 z t fm,y„ ),i
---- 85----- = r > ° ’

où m, n =  1, 2, 3 , . . .  et a, fi, y sont des constantes.

§ 4 . C onsidérons m ain ten an t l’équa tion  d ifféren tie lle  de la
corde vibrante

(18) 82z _  2 02 z 
0 t2 ~  a 0 x 2

Le déplacem ent z  no rm al à la corde  d ’u n  p o in t d ’abscisse x, 
à l’in s tan t t, e st une  fo n c tio n  des variab les x  e t  t  qui 
vérifie  l’équa tion  (18).

Supposons p a r exem ple que
P(t)
e(x)

où  P(f) désigné la tension  de la corde  v ib ran te , Q (x) désigne 
la densité  linéaire de la corde  v ib ran te . La ten s io n  P(f) ne 
d épend  que du  tem ps t; la densité  e(x) ne  dépend  que de 
l ’abscisse x.
O n  p e u t éc rire  l’équation  (18) sous la fo rm e su iv a n te :
f im  1 02z  _  1 0 2z
U J e (x )  d x 2 P(t) d t2'

Rocznilc Pol. Tow. Mitem. X X m .
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N o u s supposons que é>(x) so it une fonction  postive , con tinue  
e t dérivable de la variable x  pour 0 <  x 0<  x  < + °° ; P (t) es t 
une fonction  positive , continue e t dérivable  de la variable t  
pour 0 < /o < f <  +  °°.

L’équation  (19) est un  cas p a rticu lie r  de l’équa tion  (1), 
où l’on pose:

J , ( y ) = r T ÿ ) -  y = t - 

B (x ) =  C (x )  =  B1(y) =  C 1(y) =  O.

N ous pouvons donc app liquer les résu lta ts  du  § 3 à l’équa tion  
(19). N ous supposons dans ces résu lta ts  que À > 0 . Les zéros 
de la so lu tion  z (x , t, à) de l’éq u a tio n  (19) fo rm en t le réseau 
rectangulaire  :

z  (x ;, t, À) =  0, z  (x , f it À) =  0, (z =  1, 2, 3 , . . . ) ,

où l’on a : x 0 <  Xi <  x 2 < . . . ,  t0 < ti < t 2 < . . .  .

Supposons ensu ite  que

où
Xj <  fj <  Xi+1, f, <  T, <  / i+1 .

E n app liquan t le théorèm e IV  à l ’équa tion  (19) nous 
ob ten o n s le

T h éo rèm e  V III. Sz‘ <?(x)>0, é>'(x)<0(<0) pour  0 < x 0<  
<  x  <  +  oo; P ( /)  >  0, P '(t) <  0 (<  0) pour 0 <  t 0 <  t  < +
À >  0, alors les su ite s  doubles :

I Z h » Â)|}>

8  Z (£ „ , t n, À) 

d t

sont décroissantes au sens s tr ic t e t la su ite  double

J | z  (fm, rn, À )|J  

es t croissante au sens  strict.



ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 67

D ’après le co ro lla ire  V II nous ob tenons dans le cas 
de l’équa tion  (19) le

C orolla ire  X . Si X q (x ) k i  > 0, q' M  < 0  ( <  0) pour  
0 <  x 0 <  x  < + A P ( i )  > f e 2 >  0, P’Çt') < 0  (<  0) pour 
0 <  t0 <  t  <  +  °°, (fci, k 2 so n t des constantes, À >  0), alors les  
valeurs absolues des e x trê m e s  de la so lu tion  z  =  z  (x, t, À) de  
l’équation  (19) so n t cro issantes e t bornées lorsque x , t  crois
sent au sens large e t x  +  t -* +

En app liquan t le théo rèm e V  à l’éq u a tio n  (19) nous 
obtenons le

T héo rèm e IX. Si £>(x)>0, q' (x)> 0  (> 0 )  pour  0 < x 0<  
< x <  +  °°; P ( f ) > 0 ,  P '( i ) > 0  (> 0 ) pour O < to< t <  +  °°; 
alors les su ites doubles:

[ ] /  e ( U  P (*„) I z  ( C  a) | } ,  

j / p w  | 8 z ( * m; Tn,A)| ,  { - | / 7 ( U  | 8 z  (^ /n> À)|]

sont cro issantes e t la su ite  double

(fm, rn, A) | j

est décroissante au sens s tr ic t ; les valeurs absolues des  
ex trê m e s  de  la so lu tion  z  — z  (x, t, A) de l’équation  (19) 
son t bornées, lorsque les variables x , t  cro issen t au sens  
large e t x  +  /  ->

Le coro llaire  V III dans le cas de l’équa tion  (19) p rend  
la form e su ivan te :

C orolla ire  X I. Si 0 <  A e (x) <  K i < + °°, e' (x )  >  0 (>  0) 
pour ü < x 0< x < + ° °  0 < A P ( i ) < K 2< + o ° , P '( i ) > 0 ( > 0 )  pour 
0 < i o< i < + ° ° ,  (X i, K 2 son t des constan tes, A > 0 ) , les va 
leurs absolues des e x trê m e s  de la so lu tion  z =  z  (x , t, A) de  
l'équation  (19) so n t décroissantes, m ais ne ten d e n t pas vers  
zéro, lorsque les variables x , t  croissent au sens large e t  
X + t  -* +  co .

5
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Supposons m ain ten an t que e t â — P > 0  pour 0 < ^ o ^ x <  +  o°; 
P (/)  =  j '> 0  p o u r 0 < f 0< / <  +  °° Cu, v —  son t des constan tes), 
c’est-à-dire la corde  v ib ran te  est hom ogène e t la ten sion  e s t 
une constan te , alors en  appliquant à l’éq u a tio n  (19) le 
coro llaire  IX  no u s ob tenons le

C oro lla ire  X II. Si q ( x ) =  y. >  0 pour  0 < x 0< x <  +  o o > 
P(f) =  v >  0 pour O < to< t <  +  A >  0 ,  alors:
1) | z  Vn< A) I =  a >  0 ,

2)

3)

9 z ( x m, t]n, A)
8 x

8 z  (£m, y n, A) 
8 y

— Z > 0  ,

où m, n =  1,2, 3 . . .  et a, fi, y so n t des constan tes.

D ans ce cas, l’équation  (19) est de la form e
Ù2 .1 8 2z  1 8 2z 

y  8 x 2 v  8 12
(20)

L’intégrale particu lière de l’équation  (20) e s t:

z  (x ,f)  =  (a  c o s ÿ k y x + b s i n Ÿ X y x )  ( c c o s ÿ X f i t  +  d s i n ^ X y t ) , 

où a, b, c, d  son t des constan tes d ’in tég ra tion  e t  A est une 
co n stan te  a rb itra ire , positive.
Les résu lta ts  du coro llaire  X II so n t les m êm es que les p ro ' 
p riétés analogues de l’in tégrale  (21).



SUR LES COEFFICIENTS DES FONCTIONS 
ANALYTIQUES UNIVALENTES DANS LE CERCLE 

ET LES POINTS EXTREMAUX DES ENSEMBLES

Par
F. Le J A (K rakôw ).

1. Soit
(1) y =  f(x) =  cl x + c2x2+ où C i> 0
une  fonction  ho lom orphe un ivalen te  dans le cercle K{ |x |< l} ,  
D ésignons pa r 2 / le dom aine parcouru  p a r y  lo rsque  x 
varie  dans K, p a r T  la fron tiè re  de A  e t so ien t D e t F les 
im ages de A  e t F  respectivem ent dans le p lan  de la v a 
riab le

1
Z =  ÿ -

D ’a u tre  p art, so it C l’ensem ble com plém entaire  à D 4- F 
p a r rap p o rt au  p lan  de z.

Il est c la ir que D est un  dom aine sim p lem en t connexe 
c o n ten an t le p o in t z =  00, F est un  con tin u  b o rné  e t C  est 
un  ensem ble ouvert b o rné  ou vide. La som m e F + C  con
t ie n t  to u jo u rs  le p o in t z  — 0 e t le d iam ètre  tran sfin i de  F1 
que je  désignerai p a r

d(F),
est positif.

Les coefficien ts Ci, c2, . . .  d e  la série (1) d ép en d en t na
tu re llem en t du  dom aine A  e t par su ite  de la fron tiè re  F 
du  dom aine D. Le b u t de ce tte  n o te  est d ’exam iner ce tte  
dépendance.

2. Soit n un  nom bre  e n tie r  fixe plus g rand  que 1 e t 

•Z j, z2, . . . ,  z„
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un  systèm e de n p o in ts  quelconques de F. D ésignons pa r
V(zi,z2........zn) le p ro d u it de  tou tes les d istances m utuelles
de  ces po in ts
(2) r ( z „  z2, . . . ,  zn) =  J~J \ z ,~  z j

l < i <
e t p a r Aj(zi, Zg,. . . , zn) le p ro d u it 

n
7^1’ ^2’ • • • > /  /  \ %] %k I ’  J  1 »  2 , . . . ,  Z I .

k =  1

Il est c la ir que, lo rsque  les po in ts z„ z2, . . . ,  zn varien t 
dans F, le p ro d u it (2) a tte in t  un  m axim um . Soit
(3) Vin, V2n, ‘ V„n
u n  systèm e de n p o in ts  de  F en  lesquels ce m axim um  est 
a tte in t; on  a donc

(4) V  (ryln, . . . ,  7?nn) >  V  (z p . . . ,  zn) po u r tous les zk e F.
N ous supposerons encore  que les indices des po in ts  (3) 
so ien t choisis de m an iè re  q u ’on ait

(5) Ai(Vln,---,Vnn)< A 2(v.n,---, ’U) < • • • < A n(V m, • ■ • , VnJ-
U n  systèm e (3) de  po in ts  de F, rem plissan t les cond i

tions (4) e t (5), se ra  d it n-ième système extremal de l’en
sem ble F 1)-

Les po in ts  p a rticu lie rs  du  systèm e (3) se ro n t d its  points 
extrémaux de F. E n  fa isan t va rie r n on fo rm era  une  su ite  
triangu la ire  de p o in ts

V\2’ V22
x,x ^13’ 23’ ^33

’?14» ’?24> V u , V u

d o n t chaque ligne c o n tie n t u n  systèm e extrém al de po in ts  
d e  F.

Faisons m ain ten an t co rresp o n d re  au  systèm e extrém al 
(3) le po lynôm e du  degré n — 1 su ivan t

*) Le système (3) peut être unique ou non.
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,  ( \  — ~  (z ~  • (z -  r,nn) _

e t désignons le p rém ie r des p ro d u its  (5) p lus b rièvem en t 
Par J „ _ i

n — 1 l Û / l n ’ • • • j ’î n n ) ’ 2 ,  3, , . .
J ’ai dém on tré  a ille u rs2) que:

1° La su ite  { } converge vers  le d iam ètre  tra n s 

fin i de F
(7) lim  " " J / j n - i  =  d(F).

n —> o o

2° La su ite  { ) / 1 Ln_, (z) | } converge en  deho rs  de F

(§) Km " l / Ln_ 1(z) =  L(z,F),
n - > o o

la

(9)

fo n c tio n  lim ite  L(z, F) 
L (z ,F ) =  {

jou issan t des p rop rié tés  su ivan tes: 
e G(z) p ou r z  e D,
1 p ou r z e C,

où G (z) e s t la fo n c tio n  de G reen  du  dom aine  D  avec le 
pô le  à 1 in fin i. O n  a donc L(z,F) >  1 dans D e t lo rsque 
z  te n d  vers  F  la fo n c tio n  L(z,F ) ten d  u n ifo rm ém en t vers 1.

J  au ra i à m ’ap p u y e r dans la su ite  su r ces deux  résu lta ts

3. D ésignons par g„(y) la fonction  ana ly tique  défin ie  dans 
le  voisinage du  p o in t y  =  0 p a r la form ule

(10) g„(y) = n  —  2 ,3 , . . .

où les J?ln, rj2n, . . . , r j nn so n t des po in ts  ex trém aux  de  F, la d é te r
m ina tion  du  rad ical é ta n t choisie de m an ière  que le quo 
tie n t ë n(y ) ly  so it égal à 1 au p o in t y  =  0. P u isque le po lynôm e 

( i - y  ’hn) ( i - y ^ n )  • • • • d - y  »?„„)
ne  s’annu le  pas dans le dom aine  z /  e t que z /  est s im p lem en t 
connexe la fonction  gn(y) est régulière e t u n ifo rm e  dans z /.

2) Ann. Soc. Polon. Math., t. 12 (1934), p. 57—71 et t. 18 (1945) 
p. 1—11.
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T h éo rèm e  I. 1° La su ite  (10) converge dans le dom aine  
A  vers  une fo n c tio n  g (y) holom orphe dans A  
(H )  Hm gn(y) =  g (y )

n - > o o

la convergence é ta n t un ifo rm e dans le voisinage de  chaque  
p o in t de A ,  2° la fo n c tio n

(12) x  =  d -g (y ) ,  où d  =  d(F ),

e ffec tu e  la représen ta tion  con form e du  dom aine  A  sur le 
cercle K  ) | x  | <  1} e t on a d  g (y )  =  f~ '  (y), où f~ l (y) est la 
fo n c tio n  inverse  de  la fo n c tio n  (1).

D é m o n s t r a t i o n  1° Posons
P n (z) =  (z — i?ln) (z — %n) . . . .  (z — r,nn)

e t observons que

(13) I S . ( y ) l  =  l : ^ [ K ( I )

É tan t id en tiq u em en t
|P n (z ) | =  | z - î?ln|- |L n_ 1( z ) | . 2)„_1

il su it de (7) e t (8) que

(14) Hm } / I Pn (z) I É (z,F).d(F) p ou r z e D ,
n-ï-oo

donc d ’après (13) la  su ite  des m odu les { | gn (y) | } converge 
dans le dom aine  A -

Soit A o  un  dom aine ferm é e t b o rné  quelconque con tenu  
dans A -  O n  p eu t lui faire  co rrespond re  deux  nom bres posi
tifs  M  e t <5 tels que, si y e A o ,  on  a it

|y |< 3 1  e t |1  —- y i) k„ \ > t  pour k  =  1 , 2 , . . . , n

e t p a r su ite  | gn (y) I < M fè  dans A o  p o u r n —  2 ,3 , ..........
Il s’ensu it que  les fonctions (10) fo rm en t une  fam ille  n o r
m ale  dans A -

Soien t cp (y) e t y  (y) deux  fonctions lim ites quelconques 
de la su ite  (10). E lles sont ho lom orphes dans A ,  car la fam ille 
(10) est norm ale, e t on  a | q> (y) | =  | (y) I, car la su ite  { | g„ (y) | }
y  est convergente , donc

y ( y )  =  e , s . 9 3 ( y )



FONCTIONS UNIVALENTES 73

où 0  est une  constan te  réelle. M ais les q u o tien ts  <p(y)ly e t 
V (y)/y  ten d e n t vers 1 lorsque y  -> 0, donc e 'ÿ =  1 e t les fonc
tions <p(y) e t yj (y) so n t iden tiques. P a r  su ite  la lim ite  (11) 
ex iste  e t la  fonction  g (y) est ho lo m o rp h e  dans z /.

2° D ’après (13) e t (14) on a

(15)

donc

|g (y ) 1
d -L (z ,F )

1ou z = -

d - g ( y ) < l p o u r y e  A

car L(z,F) >  1 po u r z e  D. Je  d is que chaque v a leu r Xi du  
cercle | x  | <  1 est p rise  p a r la fonction  d  • g (y) en  un  e t  un  
seu l p o in t y i e z /.

E n  effet, la va leu r x  =  0 est p rise  au seul po in t y  =  0, 
ce qui résu lte  de la fo rm ule  (15) car L(z,F) =  °° au seul po in t 
z  — co. D ’a u tre  part, la fonction  d - 1 g (y)  | ten d  un ifo rm ém en t 
vers  1 lo rsque y ten d  vers la fro n tiè re  r  de  A  car L (z ,F )  
te n d  un ifo rm ém en t vers  1 lo rsque z  ten d  vers la fron tiè re  
F  de D . P a r su ite  il ex iste  dans z / une  courbe sim ple ferm ée 
A  e n to u ra n t le po in t y  =  0 su r laquelle  on  a

d  • | g (y) | > | x i  |.

D ’après le théo rèm e connu de R ouché les fonctions 

d  • g (y) e t d  • g (y) —
o n t le m êm e nom bre  de zéros à l’in té rieu r de A  donc 
d  • g (y) — s’annule  en  un  seule p o in t y  =  y i de A  car 
d - g ( y )  s’annu le  au seul po in t y  =  0.

Il en  résu lte  que la fonction  (12) est un ivalen te  dans A  
e t rép résen te  ce dom aine sur le  cercle |x |< l}  de m anière  
que les po in ts  x = 0  e t y — 0 se co responden t e t que la lim ite

lim  -*  =  d . lim  « f e î  =  d
y->o y  y_>o y

est positive. Il n ’ex iste  qu’une seule fonction  rem plissan t ces 
cond itions et, com m e la fonction  inverse  x  =  f~  (y) de (1) 
les rem p lit aussi, on  a in d en tiq u em en t f~ X ÿ) =  d -g (y ) .
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4. C onsidérons les po in ts  ex trém aux  (3) d e  F, fo rm ons 
p o u r  chaque p =='1. 2, . . .  les som m es des puissances rfln 4- 
+  4- . . .  4 -^ „  e t les m oyennes a rith m étiq u es

(17)

l i n  +  tl2n

n
rfn + V2n + • • • +

n
+  • • • +  Vnn

T h éo rèm e  II. Lorque n toutes les moyennes {Sj„}f 
{s2n}, {s3n} , . . .  tendent vers des limites déterminées 
(18) lim  s — s , p  =  1, 2, 3, . . .

n - > o o  H K

D é m o n s t r a t i o n .  C alcu lons le  déve loppem en t de  la 
fonction  (10) en la série  de T a y lo r  dans lé voisinage du  po in t 
y  =  0. P o u r ce b u t désignons p a r  0  =  0 n(y) la fonction

où

_____________  1_________________
j / ( i — y v iJ G  — y2n %„) • • • G — yvnn)

[ » § Iog(1
s„(0) =  0.

0 =

— y % » )J ,

Pu isque g„(y) =  y #  e t que
g'n (y) =  0  4- y 0 ' , g; (0) =  0„(O)
£  (y )  =  2 0'4-y0" . é'n (0) =  2 0'„(O)

g<p) (y)= P  ’ + y  & P\  gnP>(0 )= P 0 l/ _1) (0)

on  a

(19) g„(y) =  y
0^(0) 2 , 0L'(O)

1! -y2 4- 2!
0„  J(0) 
( p - l ) l y 4- . . .

e t  ce tte  série  converge dans le  p lus g rand  cercle de cen tre  
y = 0  con tenu  dans le dom aine  z /.

y 3 +  . . .
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Les dérivées de $  =  0 n(y) s’ex p rim en t p a r  les form ules 
su ivan tes : 0 '  =  s'

0 "  =  (s"  +  s '2) 0 ,
0 " ' =  (s '"  +  3 s " s '+  s,3) 0 ,
0 W =  (s(4) +  4 szzz s, +  g s„2 +  6 s„  g,2 +  g,4) 0

e t  généralem ent po u r p =  2, 3 , . . .
(20) ®<w= sw -® +  ( V i s " ” 0 -® ' + ( P7 1) s <""a -® " +

D ’a u tre  p a rt, on a

, _JL v  ^kns ~~ n è i  i — y^kn ’

S ~ 6  t t — yrikn)2 ’

l n

s~(0) =  l ! s :’2n

„(p). ( p — 0 1 Vkn

n f a  (1— yrikn)p ’
4p)(o)= (p- D 1 spn i

donc
4 ,(0 )  =  «,„
0:(O ) =  l ! s 2n +  s?n

0"n'(O) =  2 ! s3„ +  3 s2n s Ul +  sfn
0 ^ ( 0 )  =  3 ! s4n +  8 s3„ s ln +  3 s|„ +  6 s2n s2ln +  sf„

2

0<P)(O) =  ( p - i )  | Spn +  p (p -2 )  ! sp_ 1>n s?„

et par suite
.  Z A , 2 ,  S2n +  S?„ ,  , 2 s 3n +  3 s 2n S,„ +  s’ n

(21) g „ (y )= y  + s ,„ y 2+  — j ] -  y  + ----------- 3]-----------y 4 +  • • .

+  ( P ~ l ) ! s pn+ / ? pn P+1 +  
p !  .

où R pn e st un  po lynôm e p a r rap p o rt aux m oyennes s ,„ .
Sn2 » • • • » s p—! ,„ •
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O bservons m ain ten an t que, d ’après le théo rèm e I, les fonc
tio n s  (21) ten d e n t un ifo rm ém en t dans le voisinage du p o in t 
y  =  0 vers une fonction  lim ite, donc la su ite  {sln} ten d  vers 
une  lim ite  Si ; p are illem en t il ex iste  la lim ite  lim  (s2n +  s2ln)

n —> o o

donc la su ite  {s2n} ten d  vers u n e  lim ite  s2 e t a insi de suite .

5. Soit y  +  b2 y 2 +  b3 y 3 +  . . .  le développem en t de la 
fonction  g (y) dans le voisinage du  p o in t y = 0 .  La fonction  
(12) p eu t donc ê tre  rep résen tée  pa r la série
(22) x  — d  • g (y) =  d  • (y  +  b2 y  +  b3 y 3 +  . . . )

e t il su it du  théo rèm e II e t du  développem en t (21) que les 
coeffic ien ts b2, b3 , . .. s’ex p rim en t p a r les form ules

&2 = Sl
b3 =  j ,  ( « 2  +  S ? )

(23) bi =  (2s 3 +  3s2 Si +  s p

^5=  (3! s4 +  8s3 Si +  3s2 +  6s2sf +  sf)

Pu isque lim  0£p)(O) =  p! b ,, on  d éd u it de (20) la form ule 

de reccurence su ivan te  pour p  =  2. 3 , . . .
(24) bP+i =  [ (P -D ! sp +  (P ?  ’) • (p -2 )  ! s ^  • b2+ . . .  +

+  (Pfc • (p -fc - l) lfc !  sp_ k • bk+l +  . . .  +  (p_ i) (p—1)! Sj • b J .

Il en résu lte  le  théo rèm e:
T h éo rèm e  III. L es coe ffic ien ts  de  la fo n c tio n  (22) et 

par su ite  aussi les c o e ffic ien ts  ci f  c2, . . .  de  la fo n c tio n  
donnée  (1) ne d ép en d en t que du  d iam ètre  transfin i de F 
e t des lim ites  S i, s2 ) . . .  des m o yen n es  (17) d es p o in ts  ex- 
trèm a u x  de F.

Les form ules (23) e t (24) m o n tre n t que le coefficient 
bk+j de la série (22) ne  dépend que de k  te rm es  in itia les 
de  la su ite  des m oyennes S i, s2, s3. . .  e t que ce coefficient 
est un  p o l y n ô m e  p a r  rapport à S i, s2 , . . .  sk.



FONCTIONS UNIVALENTES 77

? Rem plaçons dans la série (22) la variab le  y  par la série 
<*' Ci x  +  c2 x 2 +  c3 x 3 +  . .  . .  O n  au ra  id en tiq u em en t dans le

cercle K{ | x  | < | }

=  ci x  +  (c2 +  b2 Ci) x 2 +  (c3+ 2 b 2 Ci c2 + b3 cf) x 3 +

+ (c4+2ê>2 Ci c3+ b 2 c j+ 3 b 3 c\ c2+ b 4 cf) x 4+ . .. 
d ’où l’on d éd u it les form ules

_ 1  Si 3s3 — s2 8s3 — 6Sj s2J-s3
Cl — J  r C2=  — , C3=  2d3 , C4=  — - -  • • • •

P ar suite , si l’on donne  à la série (1) la form e

(25) y  =  f  (x) — Ci (x +  a2 x 2+ a 3 x 3+ a 4 x 4+ . ..)  , 

où a2 —  c 2/ c i , a3 =  c3/ c i , . . . ,  on au ra

1
C^ d

_ _ s i
(26) 32 ~  d

3s3 — s2 
2d2
8 sf — 6 Sj s2 +  s 3a . = ------ -----------------

C es form ules m e tte n t en év idence la signification géom é
triq u e  des coeffic ien ts d ’une fonction  un ivalen te  dans le 
cercle. O n  vo it n o tam m en t que:

Si la fonction  (25) est un ivalen te  dans le cercle | x  j <  1, 
il ex iste  un  con tinu  borné F  te l que: 1° F constitue  la 
fron tiè re  d ’un  dom aine sim plem ent connexe co n ten an t le 
p o in t z  =  oo dans son in té rieu r e t ne  co n ten an t pas le po in t 
z =  0, 2° lo rsqu ’on  calcule le d iam ètre  tran sfin i d  de  F, 
les po in ts ex trém aux  (6) de F  e t les m oyennes S i , s2, . . . ,  
on  p eu t exprim er les coefficients C i, a 2, a 3, . . .  de la série 
(25) par les form ules (26).

O bservons que, lo rsque  d  est fixe, le coeffic ien t an ne 
dépend, quel que so it n —  2. 3 ,..., que de la position  des 
m oyennes s t , s2, . . . ,  sn_ t.



78 F. LEJA

D ’après la  seconde des form ules (26) l’innégalité  connue de 
B i e b e r b a c h  | a21 <  2 exprim e le fa it que la m oyenne 
est con tenue  dans le  cercle

|z |< r ,  o ù r  =  2d.
P areillem en t, d ’après l’inégalité | a31 <  3 de L ô w  n  e r, la 
m o y en n e  s2 est con tenue  dans le cercle

\z — z01 <  r , où  z0 — 3 s? , r  =  6 d 12

Inversem ent, chaque re la tion  e n tre  les m oyennes s 1,s2,...,sn_ 1 
e t le d iam ètre  tran sfin i d de l’ensem ble F en tra în e  une  re 
la tio n  e n tre  les coefficients a2, a3, a „  de la  fonction  u n i
valen te  (25).

Panstwowy Instytut Matematyczny.



A

SUR LES OBJETS GÉOMÉTRIQUES A UNE 
COMPOSANTE

par

ST. Golab (K rakôw ).

§ 1. D ans le trav a il pub lié  dans le tom e X X 1) de ce t 
annuaire  je  m e suis posé le p rob lèm e de déterm iner, en  
faisant les suppositions les plus générales possibles, tous les 
ob je ts  géom étriques de  prem ière  classe à une com posan te2). 
La m éth o d e  générale de m on  raisonnem en t dans le cas 
z i> 3  ne  po u v a it pas ê tre  appliquée au cas particu lie r de 
n =  2 qui exige un  tra ite m e n t particulier.

D ans m es considérations su r ce cas une e rre u r  de signe 
se glissa dans le deuxièm e e t le sixièm e sym bole  de 
P o i s s o n  (97 )3). Il s’ensu it que les form ules (98) dans 
ce trava il do iven t avo ir la form e su ivante:

i ( X „  X 2) f  =  (X 2, X ^ f  =  -  X2f 
(X ,, X 3) f  =  (X 3, X 4) f  =  X 3f

W  (X1, X i' ) f = 0
l (X 2, X 3) /  =  -  X , f  + X t f

A  cause de ce tte  e rre u r  le ra isonnem en t qu i su ivait 
tom be, ce qui eû t p o u r résu lta t que p o u r n =  2 seu lem ent 
une certa ine  p artie  de la classe en tiè re  des o b je ts  cherchés 
a é té  déterm inée.

*) S t. G o 1 n b. Sur la théorie des objets géométriques. Ann. Soc. 
Polon. Math. XX (1947), 10-26.

*) En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le lecteur au 
travail de MM. J. A. S c h o u t e n  et J. H a a n t j e s ,  On the theory 
of the géométrie object. Proc, of the Lond. Math. Soc. Vol. 42 (1937). 
356—376.

’) Les numéros correspondent au travail cité plus haut (1. c.1)).



80 ST. GOLAB

E n 1946 p a ru t le trava il de  J. P i e n c o w  consacré  
au  m êm e su je t dans lequel l ’a u te ü r  en  ap p liq u an t une  
au tre  m éthode  due à M e d o l a g h i - W a g n e r 5), basée 
su r la théo rié  de groupes des tran sfo rm atio n s  de L i e ,  
dé term ine  en tre -au tre  l’ensem ble des ob je ts  géom étriques 
de p rem ière  classe à une com posan te  po u r n  =  2. L’au te u r 
ne précise pas exactem en t ce q u ’ il en te n d  p a r deux  ob je ts  
„sem blables“ (nous le faisons dans une  n o te  qui va p a ra ître  
dans le B ulletin  de  l’A cad. Polon. des Sciences e t des L ettres 
sous le t i tre  „ Sur la no tion  de sim ilitude  des o b je ts  géo
m étriques"). Il app lique  d ’ailleurs une  m éthode  qui suppose 
le caractère  ana ly tique  des fonctions qui y  in te rv ien n en t, 
une  m éthode  ne p o u v an t pas exclu re  d ’avance l’ex istence 
d ’au tres  so lu tions, com m e p. ex. dans le cas de n  =  1 l’au 
teu r  n ’a pas p u  o b ten ir (com m e E. C  a r t  a n 6) en  son  
tem ps) les densités au sens de M. W  e y  l.7)

Le b u t de  ce tte  N ote , qui com plète  o rgan iquem en t m on  
travail m entionné, est de  corriger l’e rreu r d o n t il a é té  
question  au d éb u t e t de dé te rm iner dans le cas n  =  2 la classe 
com plète  des so lu tions en  p a r ta n t des suppositions fo r
m ulées an té rieu rem en t.

§ 2. D es équations (1) résu lte  le systèm e su ivan t des équa
tio n s  o rd ina ires du  p rem ier o rd re  aux fonctions in  connues 
(2) t»lk (x) . (i, k  —  1 ,2)

" n  " 1 2  " 1 2  " n  “  " 12

®11 "21 " i l  =  "21

Cült W22 " 22  w l l  ~  0

"  12 " 2 1  _  " 2 1  " t 2  =  " 2 2  —  " i l  

" l 2  " 22  "22 " l 2  =  " l2

"21 " 22  " 22  " 21  " 2 ]

*) J. P i e n c o w. Classification des objets géométriques différentiels 
à une compo ante de classe v (en russe). Dokl. Akad. Nauk S. S. S. R. 54 
(1946), No 7, 56 —570.

’) V. W a g n e r , Dokl. Akad, Nauk S. S. S. R (1945); P. M e d o - 
1 a g h i, Annali di Matematica (1897).

•) E C a r t  a n, Sur la structure des groupes infinis des transfor
mations. Ann. Ecole Norm. Sup. 21 (1904), 153—206 et 22 (1905), 219—308

7) La densité au sens de M. W e y l  c’est^un objet à une composante, 
dont la loi de transformation est la suivante: x  = x  • \ 4 \m.
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La quatrièm e des équations (3) condu it à la conclusion 
(4) «)22 =  a • cün , où a est une constante.

E n ten an t com pte de cela, nous ob tenons de la cinqièm e 
e t de la sixièm e de ces équations

a ©n Wjj co12) &)[2
a (<U2i ©n Ci)2l) W21

ce qui, confron té  avec la p rem ière  e t  la deuxièm e équa
tion, nous conduit à ce que

( cü12 (a +  1) =  0 
W  |  o>21( a + l )  =  0 .

Les équations (5) nous donnen t l’a lte rna tive

(6) COj2 ----U>21 ---0
ou bien
(7) a =  - l .
L’éven tualité  (6) avec la quatrièm e des équations (3) donne 
<u22==wn, d ’où nous ob tenons les form ules (114) de m on 
travail, ce qui condu it aux objets géom étriques du  ty p e  / / .

Il reste  à considérer le cas (7). D ans ce cas la prem ière, 
la deuxièm e et la quatrièm e équation  (la tro isièm e, la 
c inqièm e et la sixièm e on t été déjà utilisées) d onnen t le 
systèm e:

(8)
^ ll *̂ 12 ^12 ^11 ---  *̂ 12
© I l  M 21 ° Ù l  *^11 ^*21

^12 ^21 ^21 W12 " W11
ou, en  changean t les n o ta tio n s  po u r év ite r dans la su ite  les 
grandeurs à deux indices:

(9)

le systèm e suivant:

(10)

Â==" n  
' A =  w12 
. V =  w21 ,

2  [A —  =  —  U
2  v '  —  v  2 ' =  v  

/z  v  —  v  p ! —  —  2 2

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIH. 6
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Le systèm e (10) ne  p eu t pas ê tre  réso lu  p a r  rap p o rt aux 
dérivées 2', p , v  des fonctions cherchées puisque le d é te r
m inan t des coeffic ien ts est id en tiq u em en t égal à zéro. Il 
en  résu lte  que les so lu tions de ce systèm e (si l’on  in te r
p rè te  2, p, v  com m e les coordonnées des po in ts  dans l’es
pace à tro is  d im ensions) ne rem plissen t pas l ’espace to u t 
en tie r, m ais son t situées su r une certa ine  surface (de deu
xièm e degré) que nous allons dé te rm iner.

M ultip lions, no tam m en t, la p rem ière  des équa tions (10) 
p a r  v, la deuxièm e p ar p  e t soustrayons ces équations m em bre 
à m em bre. N ous ob tiendrons:
(11) 2 ( / z / — y / )  =  2 Ju j'
et, en  te n a n t com pte de la tro isièm e des équa tions (10),
(12) — )? =  p v .

J ’affirm e qu’aucune des fonctions 2, p, v n e  p eu t ê tre  
id en tiq u em en t nulle. E n  effet, si par exem ple p  =  0, on  au ra it 
aussi 2 ^ 0  e t la deuxièm e des équations (10) d o n n era it r  =  0, 
c’est-à-dire que to u tes  les fonctions <aifc se ra ien t id en tiq u em en t 
égales à zéro  con tra irem en t à la supposition  (32). L’équa tion
(12) perm et d ’élim iner la fonction  v (x ) e t de rédu ire  le sy 
stèm e (10) au systèm e de deux  équa tions à deux  fonctions 
inconnues l , p  qui se rédu it dans la su ite  (à cause de  la dé
pendance  linéaire de deux  équations) à une  équa tion  à deux  
fonctions inconnues 2, p\
(13) 2 / — p X  — —  p.
Si Ton tra ite  dans l’équation  (13) p  (x) com m e u n e  fonction  
donnée  a rb itra irem en t e t 2 (x ) com m e fonction  cherchée, 
nous ob tenons l’équation  linéaire  (non  hom ogène):

(14) 2' =  2 +  1 ,

d o n t l’in tégrale générale a la form e:

(15) 2 (x) =  C ^ ( x )  +  ,«(x) ’

C é tan t une constan te  a rb itra ire .
L’ensem ble de to u tes  les so lu tions qui dépend  d ’une  fonc

tio n  a rb itra ire  p  (x)  e t d ’une co n stan te  a rb itra ire  C est donné 
p a r  les form ules:
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(16)

a= c  J* ( x ) ( x )  y ,
fi =  fi(x),

v n W
Les fo rm ules (16) so n t valables dans chaque in te rv a lle  ou 
vert, dans lequel la fonction  /t(x )  n ‘est pas égale à zéro.

A p rès  la d é te rm in a tio n  de A, p., v on  a m ain ten an t:
(17) tt>n =  2(x), co,2 =  A (x), £021 =  ) '( x ),  CO2 2  =  — 2(x).
La su b stitu tio n  de ces valeurs dans le systèm e (95) conduit, 
en  désignan t po u r p lus de com m odité,:

Pli — Pu Pl2 ~  Pi’ Pii ' Pi’ ^22 ~  Pi ’
A  — Pi Pi Pi Pi ’ 

d f  s _ d f
(18)

au  systèm e:

d x ’ fi ' dPi ’

A-

A-
f 0

(Pif* + P3*)= o
f 0

f 3 - ^ - ^ - P 2^  =  ^

f i -  ^ - ( - P ^ - P i ^ = o .

C e systèm e, en  é lim inan t le  coeffic ien t v tiré  de  l’équation  
(12), p ren d ra  la form e:

f , ,2/oA -4 (^ A  + f ty )  =  0 

A— -r(&/* + M = o  
A + ‘T’ ( Pi + AA °
f i  +  ^ ( P ^ + P i / ^ )  =  o

(19)
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Le systèm e (19) est un  systèm e com plet de J  a c o b i (on 
le vérifie  sans d ifficulté), il possède donc des so lu tions non  
triv ia les  (non  constan tes). N ous laissons de cô té  les détails 
de l’in tég ration  du  systèm e (19). R em arquons seu lem en t que 
nous devons nous souven ir de ce que Â e t /x ne  son t pas 
indépendan ts à cause de la re la tio n  (14.)

A près avo ir in tégré  le systèm e (19), nous tro u v o n s  l’in té 
grale particu lière

2 ( x )  +  £ , /z (x )
&  2 ( x )  +  ( x )

E n v ertu  de la th éo rie  générale, l’in tégrale  générale sera
/ M ( * )  +  fi2p M \

97 \^3 2 ( x )  +  &  /Z ( x ) /  ’

où 9? (u) désigne une  fonction  a rb itra ire  de la classe C,.
Il fau t m a in ten an t reven ir du  systèm e (19) à l’équa tion  

fonctionnelle  des ob jets géom étriques, c ’est-à-dire à l’équa
tion :
( } «i, «2. «3. f i l ’ f i l ’ f i l ’ f i i  î =
“  =  /  [x , +  P 2 «3> f i l  a 2 +  f i i  a i ’ f i l  a l +  f i i  °1 ’ f i l  a 2 +  f i i  «J-

O n sait seu lem en t que, dans nos hypothèses, to u te  so
lu tion  de l’éq u a tio n  (22) d o it vérifie r le systèm e (19) e t 
que le réc ip roque  n ’est pas nécessairem ent vrai. R em ar
quons d ’ab o rd  à ce su jet que la fonction  f  do it rem p lir  la 
c o n d itio n  supp lém en ta ire , à savo ir

(23) / ( x ,  1 , 0 , 0 ,  l )  =  x .

Si nous ten o n s com pte  dans (21) de la re la tio n  (23), nous 
ob tenons la cond ition :

Les équa tions (24) e t (14) donnen t:

(25)
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ce qui m o n tre  (/* 0) que la fonction  g> est réversib le  et
qu ’ elle est, no tam m ent, la fonction  inverse  de la fonction  
0  (x) dé term inée  pa r la rela tion :

G ®

La fo nction  <p est donc déterm inée  un ivoquem en t à l’aide 
des fonctions A e t p, c’est-à-dire à l’a ide de la fonction  
P (x) e t de la constan te  C.

Le fait que la fonction  p  (x) dans la form ule (21) e s  
a rb itra ire  suggère l’idée que la foction  0 (x )  défin ie au  
m oyen  de la form ule (26). p eu t ê tre  choisie d ’une  façon 
arb itra ire . E xam inons ce tte  hypothèse. R em arquons que 
la fo nction  f  définie par la form ule (21) p eu t être , à cause 
de (26), exprim ée de la façon su ivante:

(27) f  —  <P
JA  0  ( x )  +  fo ]  

| A  $  ( * )  +  A J  ‘

Les param ètres A , A» A, A  é tan t arb itra ires , on conclut 
que la fonction  <p(u) do it avo ir le dom aine d ’existence non 
borné. La question  se pose si la fonction  y  peu t avo ir des 
p o in ts  où elle n ’est pas définie. O r, s’il existe  un  seul e t 
un ique  p o in t u 0 d ’ indéte rm ina tion , a lors il est possible de 
co n stru ire  u n e  fonction  cp (u) possédan t au po in t u0 une 
d iscon tinu ité  (ne pouvan t pas ê tre  supprim ée) e t réversible 
en  m êm e tem ps dans to u t le dom aine d ’existence. P ar 
con tre , il est im possib le de co n stru ire  une te lle  fonction  cp 
possédan t au m oins deux po in ts  d ’indéterm ination . P ar 
conséquent, le dom aine  d ’ex istence de la fonction  cp est 
id e n tiq u e  avec l’in tervalle  (— +  °°) to u t e n tie r  ou bien 
avec l’in te rvalle  (— °°, +  °°) p rivé  d ’un  p o in t u0. Le réc i' 
p roque  est aussi vrai. N ous pouvons énoncer no tam m ent 
e s u iv an t

T héo rèm e . 0 (x ) étant une fo n c tio n  arbitraire, con
tinue  e t réversible, dé fin ie  dans un ensem ble  ouvert 
E  se com posant d ’un seul in tervalle  (fin i ou in fin i) ou 
bien de d e u x  in terva lles contigus, si l‘ensem ble  des valeurs  
de la fo n c tio n  $  e s t l'in tervalle  (— 0°, +  00) ou bien
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A 0
' fa i0 (x )- |-a 2\
- \a30 (x )  +  a4'

H

f t 0 0
l'a10 (x )  +  a2\ 
(a30 (x )  +  a4/

] + ^ l

l'n tervalle  (— o°, +  °°) privé  d 'un seul po in t, si <p (u) es t la 
fo n c tio n  inverse  à la fo n c tio n  $  (x), alors la fo n c tio n  f, 
défin ie  par la fo rm u le  (27) sa tis fa it à Véquation  (22) e t à la 
cond ition  (23).

La d ém o n stra tio n  est sim ple. E n  su b stitu an t (27) dans 
(22) nous obtenons:

f(&<*i+ Æa3)0 (x )+ ^i«2+
1 (^3«1 +  &a3)0 (x )  +  /V2 +  A « J

Puisque la fonction  q> est réversib le  e t que 0  [<p (u)] =  u, la 
dern iè re  équa tion  est équ ivalen te  à la su ivante

«1 0  (x) +  «2 , g
1 «s 0  (x) +  a4 2 s  (A «i +  fa «3) 0  (x )+ a2 +  «4

„ « ! 0 ( x ) + « 2  , o ($3 ai +  & a3) 0  (x) + /i3 a2 + /?4 a4
Pi — à. 7  T "  1-------- b Pia3 0  (x) +  a4

qui est une  id en tité  p resque évidente.

P a r là m êm e n o tre  p roposition  est dém ontrée  e t dans 
le cas (7) tous les ob je ts  so n t ainsi déterm inés.

R em arquons que pour les ob jets obéissant à la loi de 
tran sfo rm atio n  (27) il existe les systèm es de coordonnées 
dans lesquels l’ob je t ne possède pas de com posante. A ppel
ions tels systèm es ..exceptionnels". x 0 é tan t la com posante  
de l ’ob jet dans un  systèm e n o n  exceptionnel, p renons une 
tran sfo rm atio n  (donnée à l’a ide  des param ètres Pi, Pz, P i, Pi) 
te lle  qu’on  a it p3 $  (x 0) +  Pi =  0. A lors ce tte  tran sfo rm ation  
condu it à u n  systèm e exceptionnel. U n  cas analogue se 
p résen tera  si la fonction  rp(u)  possède u n  po in t d ’in d é te r
m ina tion  «o e t si les param ètres Pt défin issan t la tran sfo rm a
tio n  rem plissen t l’équation :

P i  <P (Xo) +  P 2  =  „
P i ^ M  + Pi u °-

L’ensem ble des tran sfo rm atio n s qui condu isen t d ’un  systèm e 
excep tionnel quelconque à u n  au tre  systèm e exceptionnel 
fo rm en t un  sous-groupe du groupe général donné.
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§ 3. C onsidérons m ain ten an t deux  cas particu liers .
I. Posons /z(x) =  — x2, C =  0.

A (x) =  — x , <P(x)
et
Z'IO'i f __ X P3 X2 Pi<28) f  -  -  J ë i

O n a alors 
x

'  x
1
U

9>(u)

+  P i  • x
( x ^ O ) .

P i  +  P t  ' X

E tan t donné  u n  vec teu r co n trev arian t a rb itra ire  v', si l’on 
pose
(29) x  = 4  .

v l
nous o b tiend rons p réc isém ent l’ob jet géom étrique qui se 
tran sfo rm e  d ’après la  règle (28).

IL Posons /i(x )  =  — 1, C  =  0 .

O n  o b tien t dans ce cas
A (x) =  x , 0  (x) — — x , <p (u) —  —  u

e t pa r conséquen t

(30)
x  P i  —  p 2 _  p 2 —  P i  x  

X  P 3  P i  p 3  X  P i

E tan t donné un  vec teu r covarian t a rb itra ire  si l’on 
pose

(31)

nous ob tien d ro n s p réc isém en t l’ob je t géom étrique d o n t la 
com posan te  x  se tran sfo rm e  d ’après la règle de tran sfo r
m ation  (30).

§ 4. Le fait que parm i les ob jets trouvés son t les 
quo tien ts  des com posantes du  vecteur nous suggère le p ro 
blèm e su ivan t : so it u n  vec teu r arb itra ire , p. ex. un  vecteur- 
densité  co n trev arian t donc u n  ob je t à deux  ind ices bfc pour 
lequel la règle de tran sfo rm atio n  est :

(32)
b1 =  J '" ( A b 1 +  /J1b2)
b2 =  J '" ( ^ b 1+  P i b 2)  4  -  P i P i -  P 2 P 3 0



88 ST. GOLAB

D em andons nous quelle do it ê tre  la fonction  

(33) F ( f , , )  ,

p ou r que
(34) <u =  F (ü ',b2)

so it un  ob je t géom étrique de prem ière  classe à une com posante.

Si l’on suppose que w so it un  ob je t du  ty p e  A , on a rrive  
très  v ite  à la con trad ic tion . En effet, c e tte  su p position  co n 
d u it à la re la tion

(35) F { (A  ? +  p2 r,}, A m(PA + pi ri)} =  v{A -'F  [F (f, *?)]},
où y  est u n e  certa ine  fonction  réversib le  de classe Cj e t ÎF la 
fonction  inverse  de y>. E n posan t dans ce tte  re la tio n  A  — 1, 
on o b tien t
(36) F ( / U  +  P2V, / V  +
et de  là on a rrive  facilem ent à une  seule co n d itio n  re s tre i
gnan te  & — /52 p3 — 1 po u r les variab les e t à la conclusion  
que F  (f, j?) do it ê tre  une fonction  constan te. O n  o b tie n d ra it 
donc un scalaire, c’est à d ire  l’ob je t géom étrique de  la classe 
0 e t non  de la classe 1.

Supposons m ain ten an t que a>, dé te rm iné  p a r la form ule 
(34) so it u n  ob je t de second type, no tam m en t

a) =  F ( P ,  ü2) =  <p
0  <Z) +  ^2 I

/?3 0  OO +  J

c’est-à-dire

(37) F  {A m (Pi £+& ri, A m (Pt S+Pi ri)]— (p
A  0  [F (g , q ) ] + M

& 0 [ F ( f ,  77)1 +  / U

Posons en  p a rticu lie r  A  =  1 dans l’équa tion  (37). N ous 
o b tiend rons :

„ , n n , \P i^[F(^rj}} + P,\F (Pi £ + Pi y, p3 ? + Pi y) =  <p-------------------------
ou, p lus exactem ent,

(38) F
( A t  , 0 g t A  +  Pi y, Pt ------ - ---- y

\P3 $  [F (£, »?)] + Pi 

P i$[F  (£,»/)] + P2
:<P ^ [ F ( ^ ) ] + i ^
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D iffé ren tions les deux  m em bres de la re la tio n  (38) par 
rappo rt à pi e t substituons, après la d iffé ren tia tion , Pi —  1, 
Pë=Ps=ü. N ous ob tiendrons :

(39) I  F i(£,t?) — F ^ ,r i )  —  cp'(F(^, >?)) • 2 • 0[F(f,?/)].

En d iffé ren tian t (38) par rap o rt à P-2, on au ra  après la sub
s titu tio n  Pi =  1, P-2 — p3 =  0 :

(40) fjFi(.^,v) =  Ç>'ÏHf,»?)] •

La d iffé ren tia tio n  p a r rap o rt à ps e t la su b s titu tio n  Pi —  1, 
P2 —  P3 =  0 donne pare illem en t:

(41) £ F 2( f  ,77) =  -  rj)]  . $ 2[ F ( ^ ) ]  -

En é lim inan t les dérivées partielles Fi e t F2 des équations 
(40) e t (41), on  aura  après la sub stitu tio n  dans l’équa tion  (39):

—  ç/ +  -y- <p • 0 2 =  2 • g?' • 0  , r\ ç
d ’où en sim plifian t p a r  g>'[F(£,g)] ¥= 0, on o b tie n t :

(42) —  +  ^ 2[F(f,}?)] =  2<Z>[F(^)] .

Il s ’ensu it

(43) 0[F(f, t;)] =

ou encore
(44) F (fj7?) =  ^ ± )  .

Il n ’est pas d ifficile  de vérifier que si g? désigne une fonc
tion  réversib le  a rb itra ire  d ’une variab le* indépendan te , dans 
ce cas la fonction F(£,rj) dé te rm inée  pa r l’équation  (44) 
rem plira  l’équation  (37). A insi donc nous som m es arrivé 
au résu lta t su iv an t: les seules fo n c tio n s  des com posan tes du  
vecteur ordinaire (m  =  0) ou du vecteur-densité  ( m ^ O )  
qui co n stitu en t l’ob je t géom étrique de prem ière classe, son t 
des fo n c tio n s  hom ogènes (d 'ordre  0) de ces com posantes.

U n  résu lta t analogue peu t ê tre  o b tenu  pour les vecteurs 
covarian ts .



REMARQUE SUR LE DIAMÈTRE TRA N SFIN I DES 
ENSEMBLES PLANS

Par
JERZY G ô RSKI (K rakôw ).

Soit E u n  ensem ble in fin i ferm é e t borné  de po in ts  du 
plan , z0, Z j , . . . , zn u n  systèm e de n +  1 po in ts  de  E, V„ la 
b o rne  su p érieu re  de  p ro d u it

U (z0> • • • ’ ^n) J I %k I
0<i<fc<n

lorsque, n é ta n t fixe, les z, v a rie n t dans E e t so it 

(1) Vn
u n  systèm e de p o in ts  de  E p o u r lequel V (%...... =  Vn .
Supposons encore que les ind ices des p o in ts  (1) so ien t choisis 
de  m anière  que, si l’on  pose

4 n = \ v —  —  Vi-1 I Hf — V,+1 —  V„\
p o u r  i —  0 , 1 , . . . ,  n, on  a it

^ (0 )  A l) An)
J n < z J „  •

Le systèm e (1) sera d it n-ièm e systèm e ex trém al de  l’ensem 
ble E. O n  sa it1) que  les su ites

ten d e n t vers  le d iam ètre  tran sfin i de  E. Ce d iam ètre  sera 
désigné p a r d (E).

*) F. L e j a, Ann. de la Soc. Polon. de Math. t. XVIII (1945), p. 5.
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M. F. L e j a  a posé le p rob lèm e su ivan t2): Q uel d o it ê tre  
l’ensem ble E p o u r que  la  su ite  { } ten d e  ve rs  la m êm e

lim ite d(E) que la su ite  { j / y  ?

Ja  vais dém o n trer que:
Lorsque l'ensemble E est une somme des continus, on a 

lim  y j ÿ  =  d(E).
n-+oo r

Au contraire, lorsque E contient des points isolés, on peut
avoir lim  in f l /z /„ n) >  d (E).

n—>oo

D é m o n s t r a t i o n :  1°. Supposons d ’ab o rd  q u e  E so it 
une som m e de  con tinus donc3) d (E) > 0. L’ensem ble com plé
m en ta ire  CE à l’ensem ble E e st une som m e finie ou  dénom 
brab le  des dom aines

CE — D oo+ D 1+ D 2+ .  . .
d o n t un, q u e  je  désigne p a r Dx , co n tien t le p o in t à l’infini 
(la som m e Dj-I-D2+ . . .  p o u v an t ê tre  vide). Soit F la  fron tiè re  
de D ’après le p rinc ipe  de m axim um  les po in ts  i?n
so n t situés su r  F  e t on a  d  (F) =  d  (F). Il est c la ir que  F C E .

Soit z u n  p o in t quelconque de D ^ .  M . F. L e j a  a dé

m ontré4) q u 'il ex iste  la  lim ite  lim  l / | z — rj, l . . . | z — 17 | e t
n - > o o  F

qu ’on a

b m  } / \ z  — t]l \ . . . \z  — ijn| =  d (F )  e ° (z),
n —> 0 0  r

où G (z) e s t la fonction  de  G reen  du  dom aine  avec le
pôle z =  °°. P a r su ite  il ex iste  aussi la lim ite

(2) lim  | z — % | . . . | | ^ - - ’în-il =  d(E) eG(z) p o u r  z e D ^ .
n - > o o  '

’) F. L e j a ,  ibid. t. XX (1947), p. 422.
3) Ibid., t. X II (1933), p. 57 — 71; voir p. 60. Le continu =  l’ensemble 

borné, fermé, connexe, contenant plus d’un point.
•) Ibid., t  XII, p. 68.
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D ésignons p a r E r la som m e de to u s  les cercles | z  —  ? | <  r 
lo rsque  f  p a rc o u rt E, p a r ( D j ,  celui des dom aines com 
p lém en ta ires à E r qui c o n tien t le p o in t z  =  °° e t p a r  Fr la 
fro n tiè re  de (D^),.. Posons B r =  C  ÇDoo')r e t désignons 
encore p a r <5(z,F) la d istance  du p o in t z à la fro n tiè re  F.

Puisque F est une  som m e de con tinus la fonction  G(z) 
ten d  u n ifo rm ém en t vers 0 lorsque z  (ap p a rten an t à 
ten d  vers F, c ’est-a-dire, à chaque s >  0 on  p eu t faire  cor
resp o n d re  un  nom bre  r(fi) te l qu ’on a it
(3) eG(z)< l  +  e p o u r z e D ^  e t <5(z,F) <  r  (fi).

O bservons m a in ten an t que la convergence (2) es t un i
form e dans chaque ensem ble bo rné  et ferm é situé  dans 
D ^ 1), donc la convergence (2) est un ifo rm e su r la fron- 
itè re  F r(s). P a r su ite  à chaque y > 0 on p eu t faire corres-1 
pondre  u n  nom bre  N(r/,Fr(e)) te l qu ’on ait

(4) } /  \ z  —  7i0 \ . . . \ z  —  77n_! | <  d  (F) eG(z) +  y 

pour z  e F r(t) e t n > N  (j), F r(f)).

Il su it de (3) e t (4) l ’inégalité

] /  | z  — % | |  z — | < d  (F ) [1 +  fi] +  7)

po u r z e F r(y e t n > N  (j7,FrW) 

donc

Ÿ  m a x  |z — % |. . . |z — < d  (F ) [ 1 +  e] +  rj

po u r n > N (j? ,F rW) et p a r  suite

lim sup /  I z  —  %  I • • • I z  ~  ’în - i  I <  d  ( F )  [ 1 +  el +  

„->oo zeFrW

C om m e y >  0 est a rb itra irem en t petit, on a
(5) lim  sup j / m a x  \ z  —  y0\ . . . \  z  —  1 <  [1 +  fi]d(F).

n _ > O °  z e F r (s)

*) Ibid., t. XII. p. 68.
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D ’au tre  part, on sa it q u e 2) 
A  (n) —  m a x  12 ■ ’ln-lz s. E

Puisque E  C  E r(s) C  B r(ô e t que Fr (e) es t la fro n tiè re  de Brft), on
a d ’après le p rinc ipe  de m axim um
J (n) < m a x |z  — % | . . . | z  — r)n_ }\< m a x \z  —  % | . . .  |z  —

n  7. P  r . \  7 irW
m a x  \ z —  r/0 \ V n-1 I

e t par su ite

zzF r(s)

Il en  résu lte  d ’après (5) que
(6) lim  sup /"z /n ”'1 <  lim  sup | / m ax  I z —rj0 1. . .  | z —rjn_ , | <

n  — o o  n —> o o  z e Fr çf  •)

<  d  (E) [1 +  e]
e t com m e ( / z / (nn) >  l / z ? n0) e t lim  l / z /n } =  d  (E) on a

(7) lim  in f \ /  d(E ) .

D es inégalités (6) e t (7) résu lte  im m édia tem en t la fo rm ule 
lim  ( Z j ? - d ( E ) ,

n - >  o o

car e est a rb itra ire m e n t pe tit.
2. Supposons m ain tena t que l’ensem ble E  so it com posé

du  segm ent 0 <  z  <  1 e t du  p o in t z  —  3 e t so it % ........ le
n-ième systèm e extrém al de po in ts  de l’ensem ble E. Le po in t 
z  —  3 a p p a rtien t quel que so it n =  1, 2 , . . .  à ce systèm e. E n 
effet, si l’on  avait 0 <  rj0 < .. < t]n <  1 on  au ra it

I Vn I • • • Vn-l— Vn I <  I % — I • • • I I
où rf„ =  3, donc é tan t

r  ( % , . . . ,  »?„) = 4™  • f7 (% ,•••  > ’in - i) .
on au ra it

*) Ibid., t. XII, p. 64.
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y  ........r i  <  y  (% , • • • » r i  <  y n
ce qui est incom patib le  avec lé g a lité  Vn — V (% ,..., »?„). 

O n sa it1) que le  d iam ètre  tran sfin i de n o tre  ensem ble E
est égal à  D ’a u tre  part, on a

donc j /z /„ n) >  2 e t p a r  su ite

lim  in f f / 2 ?  > 2 > ~  =  d ( E ) .
n->co

Paristwowy Instytut Matematyczny.

’) M. F e k e t e ,  Math. Zeitschr. t. 32 (1930), p. 109. 
G. S z e g ô. Math. Zeitschr. t. 9 (1921), p. 254.



SUR L'ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE 
LA DIFFUSION

P ar
M. Krzyzanski (K rakôw ).

1. C onsidérons l’équa tion  normale aux dérivées partie lles  
du  type parabolique

(1) T (u )  =  — a(x ,y) — 6(x,y) — c (x ,y ) u =  0

d o n t les coeffic ien ts a, b, e t c so n t con tinus dans u n e  région 
illim itée  T : — ° ° < x <  +  °°, 0 < y  < h ,  le coeffic ien t b y  sa tis
faisan t à la  cond ition  b(x,y) >  /? >  0, p é ta n t u n e  constan te .

B 1L orsqu’on  pose a(x,y) =  f(x), b(x,y) =  c(x,y) =
g

~ 2 D ^ ^ ’ y ~ ^  é ta n t une  fonction  a d m e tta n t la dé

rivée f'(x) con tinue, B > 0 et D > 0 — deux  constan tes, on  
o b tien t l’équa tion  de  la diffusion sous l’action d’une force 
extérieure^ /(x ), à savo ir

_  n  8 2u 
u  0 x 2(D

Ceci m et en  évidence la  re la tio n  e n tre  l’équa tion  (1) e t la 
théo rie  an a ly tiq u e  de la diffusion,

2. O n  appelle  1er problèm e aux  lim ites po u r l’équa tion  (1) 
re la tif à u n  dom aine rectangulaire  R: x i < x < x 2, y i < y <  y 2

*) Voir p. ex. M. S m o l u c h o w s k i .  Ober Brown’sche Molekular- 
bewegung. Annalen der Physik. Bd 48 (1915) p. 1103—1112. P. F r a n k  
und R. M is e s .  Die Differential- und Integralgl. der Mechanik und 
Physik, New-Jork 1943, Bd. Il, p. 593.
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un  problèm e qui consiste en la recherche d ’une  so lu tion  de 
l’équa tion  (1) régulière2) dans R  e t se réd u isan t aux fonc
tions con tinues donées su r les côtés de ce rectangle, exepté 
celui s itué  su r la carac téris tique  y = y 2 . O n  d it que le rec t
angle R  est régulier par rap p o rt au Ier p rob lèm e aux lim i
tes  pour l ’équa tion  (1), lorsque ce problèm e est to u jo u rs  réso
luble  un ivoquem en t quels que so ien t les cond itions  aux 
lim ites (continues).

Pour qu’il en soit ainsi, il suffit, en particulier, que les coefficients de(l) 
soient lipschitziens, b =  l et que a admette la dérivée ax bornée3). On 
peut ramener l’équation (1) au cas b =  1 par un changement des variables 
indépendantes (voir le travail cité de Al. G e v re y , p.371); lorsque Z>(x, y) 
est de classe (voir note1)) le coefficient a dans l’équation transformée 
admet encore la dérivée ax bornée.

J ’ai d ém o n tré4) que si les coefficients de (1) son t bornés 
e t  si, en ou tre , b (x , y) > /? > 0 ,  /> é ta n t une constan te , alors la 
seule so lu tion  de (1), régulière dans r  (c’est-à-d ire  con tinue  
dans r  e t de classe C à l’in té rieu r de r ) ,  ap p a rten a n t à la 
classe E 2 de  fonctions u(x,y), te ls  que | u (x ,y ) | < M e  °x (M  et 
ko é tan t deux  constan tes positives), s ’annu lan t pour y  =  0 
est w(x,y) =  0.

Si, en  ou tre , la fonction  con tinue <p(x) ap p a rtie n t à la 
classe E 2 e t la h au teu r de r  est assez pe tite , a lo rs la su ite  
{un} de so lu tions de l’équation  (1), régulières dans les rec
tangles R n: —  n < x < n, 0 < y < h et sa tisfa isan t aux cond i
tio n s : u„(x,0) ~  <p(x), un( +  n ,y) =  <p(±n) converge dans f  
vers une  so lu tion  u(x,y) de (1), régulière dans E  e t  sa tisfa i
san t à la co n d itio n  in itia le  u(x,0) =  ç?(x).

s) C’est-à-dire continue dans R et de classe (admettant les déri
vées du 2me ordre continues) à l’intérieur de R.

3) Voir M. G e v re y .  Sur l’équation aux dérivées partielles du type 
parabolique. Journal de Math, pures et appliquées, ser 6, vol. 9 (1913), 
p. 305—471, en particulier, p. 380.

•) M. K r z y z a n s k i .  Sur les solutions de l’équation linéaire du type 
parabolique, déterminées par les conditions initiales. Ann. de la Soc. Polon. 
Math, t, 18 (1945), p. 145—156. Note complémentaire, t. 20 (1947).
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D ans le p résen t travail je  passe aux  solutions de l’équa
tio n  (1), discontinues su r la ca rac té ris tique  y — 0. D es telles 
so lu tions a d m e tten t une in te rp ré ta tio n  év iden te  dans la théorie  
de  la d iffusion  e t des processus stochastiques.

Je  dém ontrera i d ’abord  certa ins théo rèm es généraux pour 
en  dédu ire  ensuite  des c ritères particu lie rs  d ’un ic ité  e t d ’exis
tence de telles solutions.

3. Soit E un ensem ble ferm é, s itué  su r la carac téristique  
y  =  0; désignons p a r CE son  com plém entaire  (par fappo rt 
à ce tte  caractéristique). O n  d ira  q u ’une  fonction  u(x,y) est 
une  so lu tion  de l’équation  (1) régulière dans E— E, lo rsqu ’elle 
y  est continue, elle est de classe C (2) à l’in té rieu r de E  e t y  
sa tisfa it à l’équation  (1).

T héo rèm e  I. On suppose que u(x,y) est une solution 
de l’équation (1) régulière dans r  — E, 2? on a u(x,0) =  0 
sur CE, 3° il existe une fonction K(x,y) continue et posi
tive dans r  — E, de classe C (2) à l’intérieur de r  et telle 
que l’on y a E(K) <  0, 4® on a lim u(x,y) : K(x,y) =  0 
lorsque le point P(x,y) -* Po (x 0,0) e E et lorsque | x | -> °° ; 
alors u(x,y) =  0 dans r  — E.

D é m o n s t r a t i o n .  Posons
u (x , y ) : K(x, y) dans r — E 
0 aux po in ts  de E.

La fonction  v(x,y) est a insi défin ie  p a rto u t dans r  e t 
on  a v(x,0) =  0 ; ce tte  fonction  est, en  outre, de  classe C(2) 
à  l’in té rieu r de f  e t constitue  dans r  une  so lu tio n  régulière 
d ’une éq u a tio n  du  ty p e  parabolique

(2) æ y
8 x 2

a f x  ~  b x̂ ,y  ̂ l y  _  C ^x,y^v ~

avec:

(3) c (x ,y )  =  — J ( Æ ) > 0 ,  b (x,y) > /?> 0 .

D 'ap rès l’hypo thèse  4° on p eu t choisir un  nom bre  p o sitif  ç0 
de so rte  que l’on  a it | v (x, y) | <  s pour | x | > q0- C onsidérons 
le rectangle Ro: — q0<  x < e o ,  0 < y< h . E n v e rtu  de  (3), la 
bo rne  supérieure  de v (x, y) dans Ro, si elle e s t positive  e t

Rocznik Pol. Tow. Matem. X XIU. 7



98 M. KRZYZASiSKI

la borne inférieure, si elle est négative, son t a tte in tes  su r 
les côtés de Ro n o n  situés su r la carac té ris tiq u e  supérieure 
y — h 1' .  O r on  a : | v  ( ±  q, y) | <  e e t  v (x, 0) =  0. l i e n  
résu lte  que | v  (x, y) | <  s p a rto u t dans R u , en su ite  de quoi 
(s é tan t p e tit  à vo lonté) v (x, y) =  0 p a rto u t dans r , c’est 
à d ire  u ( x ,y )  =  0 dans r — E .

Il en résu lte  au ssitô t l’un icité  de la so lu tion  de (1) ré 
gulière dans r  —  E, te lle  que

(4) u(x,0) — ??(x) pour x  e C E

dans la classe de fonctions satisfa isan t à l’hypo thèse  4° 
du  th éo rèm e  I.

4. O n  va d ém o n tre r m ain ten an t un théo rèm e analogue 
au th. III de m on  travail, concernan t les équations du  ty p e  
e llip tique6). Ce théo rèm e adm et des applications im p o r
tan tes  dans la th éo rie  des processus stochastiques* 6 7).

T h éo rèm e  IL O n suppose  que  1° {ç?n(x)j est une su
ite  de fo n c tio n s  con tinues pour —  °° < x  < + , te ls  que
lim  <pn(x )  =  ç>(x) sur C E  e t {u„(x,y)j une su ite  de solu-
n ~ > o o

fions de l'équation  (1) régulières dans r  e t telles que un(x,Û )—  
- -  <PnM, 2° il e x is te  une fo nction  K  (x, y ) , con tinue  e t p o 
s itive  dans F — E, de classe  C (2) à l'in térieur de  r ,  telle  
que l'on  y a 7 ( K ) ^ 0  e t que H m K ( x ,ÿ )  =  ° ° , lorsque
P (x, y) -> Po (xo,0) e E e t lorsque  | x  | -> ° ° , 3° on a lim  | <pn (x) — 

n —> o o

— (x) | : K  (x, 0) =  0 su r CE, c e tte  convergence é tan t
uniform e, 4° e >  0 é ta n t arb itra irem ent choisi, on p eu t dé ter
m iner un  nom bre e > 0, te l que l'on a it :

| u„(x,y) | : K  (x,y) <  e
pour  | x |  >  e e t n =  1, 2 , . . . ,  5° chaque rectangle détaché  
de  r  par des parallèles aux axes des coordonnées est ré

°) Voir le travail cité de M. G e v re y , p. 372.
6) M. K r z y z a  n sk i. Sur les solutions de l’équation linéaire du type 

elliptique... Studia Math. XI, p. 95—125.
9 Voir p. ex. A. K c h i n t s c h i n e. Asimptoticzeskije zakony tieorii 

wierojatnostiej, Moskwa, 1936. W. l 'e  1 1 e r. Zur Théorie der stochastische 
Prozesse. Math. Annalen t. 113 (1936) p. 113—160.
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gulier par rapport au 1er problèm e a u x  lim ites  pour l'équa
tion  (1).

A lors il e x is te  lim  u„(x,y) =  u(x ,y) partou t dans r  — E,n-xyü
la convergence  é tan t un ifo rm e dans to u t ensem ble  ferm é, 
borné, co n ten u  dans r  —  E.

La fo n c tio n  u (x, y )  constitue  dans T — E une so lu tion  ré
gulière de l’équation  (1), sa tisfa isan t à la cond ition  initiale  (4).

D é m o n s t r a t i o n .  Posons v n(P) =  un(P) : K (P) pour 
P e T  —  E, v„(P) =  0 dans E, (où i’on a désigné par P  le 
p o in t (x ,y) ).

Il résu lte  de l’hypothèse  3° que s >  0 é tan t a rb itra irem en t 
choisi, on  peut d é te rm iner un  nom bre N  >  0 te l que

(5) | vp(x, 0) — v q(x, 0) | <  2 « pour p >  N , q >  N . 

D ’après l’hypo thèse  4°, on a

(6) | vp(x, y) — vç(x, y) | <  2 e

p o u r  | x  | >  Q, p ,q  =  \ ,  2........

C onsidérons un rectangle R : —  r < x < r ,  0 < y < h ,  où  
l’on a r > ( ? .  L’inégalité (6) subsiste su r la p a rtie  de son 
con tour, n o n  située su r la carac té ris tique  y  —  h ,  po u r p >  N  
e t q > N  (puisque p o u r y  =  0 on a (5) ).

O r v„(x, y) sa tisfon t à l’in té rieu r de f  à l’équation  (2), 
où l’on a c > 0  e t b >  0. L’inégalité (6) subsiste  donc p a r
to u t dans R. C om m e r  peu t ê tre  choisi g rand  à volonté, 
on en d é d u it la convergence de la su ite  {vn} p a rto u t dans 
r ,  en  su ite  de quoi il existe lim  un(x,y) =  u(x ,y) p a rto u t 
dans r — E; la convergence é tan t un ifo rm e dans chaque 
ensem ble ferm é, lim ité, con tenu  dans P — E, la fonction  
u(x,y) v  est con tinue  et sa tisfa it à la cond ition  (4) p ou r 
y  =  0 ?

Il re s te  à dém o n trer que u(x, y) sa tisfa it à l’équation  (1) 
à l’in té r ie u r  de r .

O r, so it Po(xo, yo) un poin t quelconque situé  à l’in té rieu r 
de r  e t R o un  rectangle détaché de T  par la carac téristique

7;
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y  —  ÿ  (ÿ  < yo) e t  les d ro ites  x  =  Xi e t x =  x 2 (x i <  x 0 <  x 2\  
co n te n a n t Po à l’in térieu r. Soit ü (x ,y )  une so lu tio n  de  
l ’équa tion  (1), dé te rm inée  dans R o e t co ïnc idan t avec u (x , y )  
su r la p a rtie  So du  con tou r de 7?0, constituée  p a r  les cô tés, 
n o n  situés su r la d ro ite  y  =  h.

U n e te lle  so lu tion  ex iste  en  v e rtu  de l’hypo thèse  5°. O n  
va  d ém o n tre r que ü(x,y) =  u(x,y) dans R o. À  ce t e ffe t on  p ro 
cède com m e à la fin de la d ém o n stra tio n  du  théo rèm e III 
dans le trav a il c ité  dans la n o te 6) .

O n pose no tam m en t:
U (x,y) =  ü (x ,y ) : K (x ,y )

e t on observe que, e >  0 é tan t a rb itra ire m e n t choisi, on  
a p o u r  n assez grand
(7) — u(*,y) | <  e su r So

e t
(8) | un(x,y) —- u(x ,y)[ < 8 dans Ro,
en  su ite  de quoi

(9) | vn(x,y) -  U (x ,y )| < e: m0 su r So,
(o0 désignant la b o rne  in fé rieu re  de K (x ,y )  dans R o. O r  
v n— V  sa tisfa it dans Ro à l ’équa tion  (2), en  su ite  de quo i 
l’inégalité  (9) subsiste  p a rto u t dans 2?o. Il en  résu lte  que  

| un(x,y) — û(x,y) | <  s ■ ~  ,

&o é tan t la bo rne  supérieu re  de K (x , y) dans R o ; en  te n a n t 
com p te  de (8), on en d éd u it l’inégalité

| u (x ,y)  — ü(x,y) J <  e ( l  +  .

O r s é tan t pe tit à volonté, on a u(x,y) == ü (x ,y )  p a rto u t 
dans R o.

R e m a r q u e .  L ’hypo thèse  3° est réalisée en p a rticu lie r , 
lo rsque {<yn} sa tisfa it aux  cond itions suivantes:

1° F é ta n t un  ensem ble ferm é, con tenu  dans C E  e t e u n  
nom bre  positif, a rb itra ire , on  peu t choisir un  nom bre  N  >  0 
de so rte  que | <pn(x) — Ç’(x) | <  e pour n > N  e t x  e F; 2 £°
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é ta n t un  nom bre  p o sitif  a rb itra ire , il existe  un  nom bre  
<5 >  0 tel que si x0 e E, l’inégalité:

| x — x0 | < Ô
en tra in e :

| <y„(x) | : K(x,0) < £ e t | <p(x) | : K(x,0) < £ 
p o u r  to u t x0 e E, x e CE e t n =  1, 2 , . . .

5. C om m e on l’a déjà  signalé, le théorèm e II est lui — 
m êm e appliquable  dans la th éo rie  des processus stocha
stiques. O n  en p eu t dédu ire  un théo rèm e d ’existence en 
co n s tru isa n t e ffec tivem en t la su ite  {<j?n(x)} conform ém ent 
aux  hypo thèses du théorèm e II. Ceci exige des hypothèses 
supp lém enta ires, concernan t la fonction  y(x).

E n particu lier, la construc tion  effective de la su ite  
(<pn(x)} conform e aux hypo thèses du théo rèm e II est to u 
jo u rs  possible, lorsque la fonction  ç>(x) est bornée. Soit, 
en  effet, M la borne  supérieure  de (p(x) dans CE. D ési
gnons p a r Gn l’ensem ble des po in ts  xeCE, te ls  que 
K(x, 0) >  2M.n. Les ensem bles G„ so n t ouverts, e t leurs 
com plém en taires, Fn so n t ferm és. Posons: <pn(x) =  <p(x) 
p o u r x e Fn e t adm ettons que <pn(x) v a rien t linéairem ent 
dan s les in tervalles contigus aux F„. O n  a alors

1<yn(x) — y(x) | : K(x,0) <  1/n pour x e Gn 
p ou r x e Fn,

c’e s t à d ire:
| <pnM  — <y(x) | : K(x, 0) <  1/n dans CE.

6. J ’ai tra ité  ju sq u ’à p résen t des solu tions déterm inées 
dan s une  région illim itée f .  O r on peut p rocéder d ’une 
m anière  analogue, lorsque l’on  rem place la région r  par 
u n  dom aine lim ité D, d é taché  de F par deux  courbes: 
x — Zi(y) e t x  — qui ne  so n t nulle  p a rt  tangen tes
a u x  caractéristiques. C e tte  fois le procédé dev ien t m êm e 
p lus sim ple, car on n ’a besoin d ’aucune hypothèse, concer
n a n t le com portem en t de K (x,y) à l’infini. O n suppose 
que  les so lu tions cherchées de l’équa tion  (1) se rédu isen t
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aux fonctions con tinues le long de ces deux courbes. O n  
a ainsi le prem ier problèm e aux lim ites généralisé, les so
lu tions cherchées devenan t d iscon tinues aux po in ts  d ’un  en 
sem ble E, situé su r la carac té ris tique  y  =  0. O n p eu t tra i te r  
de m êm e les p roblèm es analogues, re la tifs  à une dem i — 
région T” qui constitue  une  p a rtie  de r ,  s’é te n d an t a d ro ite  
ou à gauche d ’une  courbe x  =  /(y ). O n cherche la solu
tio n  con tinue  dans Z” sauf aux p o in ts  d ’un  ensem ble E, 
s itu é  su r la carac té ris tique  y  =  0.

7. D ans les théo rèm es qui v iennen t d ’ê tre  dém ontrés 
in te rv en a it une fonction  K  (x,y), jo u an t le rôle du  d iv iseur 
am ortissan t (vo ir le travail, c ité  dans la no te  6), en p a rticu lie r 
p. 110). Il est év iden t que la po rtée  de ces théorèm es dé
pend  de la possib ilité  de la dé te rm ina tion  effective de la 
fonction  K, rela tive  à un ensem ble donné E  des d iscontinuités. 
La recherche  des fonctions K  dans le cas particu lier, où E  
e s t con tenu  dans un  in te rvalle  de la carac té ris tique  y =  0, 
sera  en trep rise  à présent.

Je com m ence p a r l’é tude  de l’in tégrale  de W e i e r s t r a s s  
généralisée. Supposons que l’ensem ble E  so it ferm é, de  
m esure nulle  et qu ’il so it con tenu  dans l’in te rvalle  ferm é 
j  =  <  — r, r> .  O n  peu t supposer que les ex trém ités de 
cet in tervalle  app artien n en t à E.

Soit &(x) une fonction  con tinue  e t positive  dans l’en 
sem ble ouvert G  =  j  — E, te lle  que 1° lim  # (x ) =  +  °°,

x—> x 0 e  E 
r

2° l ’in tégrale  f & (x)dx  so it convergen te .8) O n p eu t choisir
— r

r

$ (x ) de façon que J ïï(x )d x  =  1.
— r

C onsidérons l’in tégrale
r

J « ( x , y )  — f  G  (x ,y ; s) #(s) ds
— r

“) Pour la construction d’une telle fonction voir S. S ak s . Theory of 
the intégral. New-York, 1947, p. 205.
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avec
U  ( x ,y ; s )  =

2]/^n~ÿ

A
ex p (s — x )2 

4 y
]■

30(x,y) <  |  (jry)

Il est év iden t qu ’elle est convergen te  pour y  >  0, car
r

J* & (s) ds.

Elle est to u jo u rs  positive. Q uan t au com portem en t de 
l’in tégrale  30(x,y) lo rsque  y  -* 0, nous allons dém o n trer le 
théo rèm e suivant.

T h éo rèm e  III. O n a 

& (xu)
lim  (x, y) =  +  ce

si x 0 fc G  
s i Xo e E  
SI I Xn i >  r .

D é m o n s t r a t i o n .  1° Supposons que x 0 e C E  e t so it ô 
u n  nom bre  positif, te l que 2 <5 <  in f | ê — x 0 | . D ésignons

par o>i le voisinage de x 0 de rayon  ô, c’est à d ire  l’in te r
valle (x (, — <5, x« +  (5) e t p a r co2 celui de rayon  2 ô. Soit 
-U == j si | x 0 | >  r  e t -Q =  j  — (o2 si xu e G.

A d m etto n s  que x e © i. Si s eQ, on a | x — s | >  <5 e t par 
su ite

— — r —f  C7(x, y; s) (s) d s  < ------— 43 ( (s) d s <  — —
o 2 V 7i y  n 2 |/ti y

de so rte  que ce tte  in tégrale  ten d  vers zéro  avec y, pour 
x  e <t>!. Il en résu lte  que si | x 01 >  r, on a lim  30 (x, y) =  0.

<*..v)->(xo.o)

Si xo *■ G , on a
7o (x, y) =  /  L7(x, y; s) & (s) d s  +  J  I7(x, y ; s) & (s) ds.

/? iO2
La ferm etu re  de o>2 ne co n ten an t pas de po in ts  de E, la 
seconde in tégrale te n d  vers #  (xo) p o u r y  -» 0, d ’après le 
théorèm e classique de W  e i e r  s t  r  a s s. O n trouve donc

lim 30 (x ,y) =  & (x u) pour x 0 <- G  .
D . (ïo.Ü
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Supposons en  second  lieu  que x 0 e E. Le n o m b re  M > 0 
é ta n t cho isi à vo lon té , so it  ô >  0 assez p e ti t  p o u r que l’on  
a it  &(x)> M  po u r | x — x0 | <  <3.
A lors, E é ta n t de  m esure nulle, on  a:

J  U(x, y ; s) &(s) d s > f u  (x, y; s) & (s) ds >
— r x 0—ô

*<rW

U (x, y; s) ds.

O r, en  p o san t s  =  x  +  2 a y ï, on  o b tien t 
*0+3—X

r 0+ô i  r
J  t / ( x ,  y ; s) d s  =  J  Xq_s_ x e"»2 do.

* 0 -3  2y l-

Supposons que  | x  —  x0 1 <  — ; alors

*0+3r 1 r 4V7
J U(x, y; s) ds >

*0—
ô

4 \ / r
•e-°2 do

et on  p eu t cho isir le nom bre tj de so rte  que
■’C’o+S

f  U(x, y; s) ds > 1 p o u r y <rj.
*0—ô

O n  a donc:
r

J [7 (x ,  y; s) ds > M

p o u r | x  — x 01 +  y  <  m in  [ ’îl-

8. C onsidérons le cas p a rticu lie r, où l’ensem ble E est con 
s titu é  par un  nom bre  fin i de  p o in ts  iso lés x (op> (p  =  1 ,2 ,.. .n). 
O n  p eu t cho isir ce tte  fois la fonction  # (x ) de so rte  que la

__
fonction  Jo (x, y) cro isse p ou r y  -> 0 plus rap id em en t que y  2‘ 
où  a <  1, m ais p e u t s’app rocher de 1 à vo lonté.
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A  chaque po in t x (op) ons fa it co rrespond re  u n  voisinage 

a)p =  (x 0 —  ôp, x0+<3p), les nom bres ôp é ta n t choisis de façon 
que les in tervalles  a>p so ien t n o n  im piétan ts. O n  pose ce tte  fois 

&(x) —  ôap | x  —  x (p) | - “ 0 <  a <  1
n

lo rsque  xecop e t &(x) =  1 p o u r x  e j  — J ?  a>p .
P = 1

La fonction  &(x) é ta n t a insi définie, il est aisé d ’é tu d ie r  
l’o rd re  de  la cro issance de Jo au voisinage des x (p).

C om m e
(11) (x ,y )  >  f  U  (x ,y  ; s) #  (s) ds

wp

il su ffit d ’é tu d ie r l’in tégrale  qu i figure dans le second  m em bre 
de  l’inégalité  (11).

P o u r sim plifier les calculs on  suppose que XqP)= 0  e t on  
pose ôp —  ô <  1. A lo rs

J* U (x,y;s) &(s) d s — âa J  U (x ,y ;s)  | s | a d s  —

O,p S

ô—x

=  2<5“ f 2v^  e ° |x  +  2y^ o | “ d o  . 
d a+x

2 V 7

S oit
(5 <5̂

| x  | <  2 , y  <  jg ;  on  a a lors 

î
J  U (x ,y  ; s) # (s) d s >  2ôa J e  ° | x  +  2y1/2a |_ “ da  >

t û p  —1

> 2 g ô “ ( | x | + 2 y 1/2) - “, 

g =  f ^ d o  .

où l’on  a posé
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> 2

Soit e un  nom bre p o s itif  in fé rieu r à (et à fo rtio ri à -y). 

Si | x |  +  y < e ,  on a: | x |  +  2 y * <  2 ( |x |2 + y ^ ) < 2 j / 2 ( r x |  +  

+ y ) 2<  2 j /2 e *  en su ite  de quoi Jo (x ,y) >  f  U  (x ,y  ; s) #(s) d s
ap

30 (x,y) augm ente eoram e

a
£> "2, au m oins, lorsque <?->0 (<5 é ta n t fixé).

• g" • e 2, de so rte  que
2 / 2

9. Passons m ain tenan t à la d é te rm in a tio n  du  diviseur, 
am o rtissan t K (x, y).

O n  a besoin de faire  p lusieurs hypo thèses supp lém enta ires 
concernan t les coefficients de l ’équa tion  (1).

O n  suppose no tam m ent que le coefficien t a(x ,y) adm et à 
l’in té rieu r de r  les dérivées partie lles  du  1er o rd re  con ti
nues e t que 6 (x ,y ) =  l .  O n  p eu t alors p a r un  sim ple ch an 
gem ent de la fonction  inconnue9)

X

u (x, y) =  (x, y). e x p  [ |  J a  (s, y) ds]
0

élim iner le com posant, co n ten an t la dérivée 7^-, de so rte  à x
que l’équation  (1) se ram ène à la form e

(12) 7 i(w ) =  | ^  — — C i(x ,y )iv  =  0 .

O n  suppose, de plus, que dans l’équa tion  (12) le coefficien t 
Ci (x, y) est borné in fé rieu rem en t pa r u n  trinôm e du  second 
o rd re , plus précisém ent, qu’il ex iste  deux  nom bres positifs 
A  e t B  te ls  que:

(13) C r ( x ,y ) > — G4x2 +  B)

p a rto u t à l ’in té rieu r de T.

’) Transformation de H. B 1 o c k. Arkiv de Stockholm. Bd IV.
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Posons
I

J (x,y) —  J  91 (x  —  s, y ) ■â' (s) ds,
—r

où  le noyau
91 (x  — s, y) =  — 1 = :  e x p  [( —  ~  + £) (x — s)2 +  iy ] , 

2 y n y  4 y
A e t r  é ta n t deux  constan tes positives, qu ’on va cho isir con
venab lem en t dans la suite.

L’in tégrale  J (x,y) se com porte  de m êm e que 30(x,y) lo rs
que le p o in t (x,ÿ) ten d  vers un p o in t de  la carac téris tique  
y  —  0. E n  effet, com m e | s | <  r, on a |x  — s | <  | x  | +  r, 
p a r su ite
(14) U  (x, y ; s) <  91 (x, y ; s) <  G  (x, y ; s) • e^ x'+tV+Ty 

et
% (x, y )  < 3 (x, y )  < 30 (x, y) el ( 1 *1 + r>2+*r 

Il en  résu lte  que  lim  3 (x, y) =  0 pour | x 01 >  r e t  que 3(x, y)
(x,y)-»(x0, 0)

augm ente  in fin im ent, com m e 30 (x, y), lo rsque le p o in t (x, y) 
ten d  vers  u n  po in t de  E.

E nfin, si x oeG , so ien t a>i e t a>2 les in te rvalles  in tro d u its  
dans la d ém o n stra tio n  du  théorèm e III e t & — j — <o2.
Supposons que x e <o1. L’in tégrale  f  91 (x ,y  ;s) &(s) d s  ten d  vers

a

zéro avec y, en vertu  de (14). Q uan t à l’in tégrale  é tendue à 
<u2, observons que si sea>2 on  a | x  — s | <  4 <5 et' par suite

U  (x ,y ; s) f t( s )  ds < J~91 (x ,y ; s) & (s) d s <

û>2 co2

e 1 6 ^  +  i y  f U (x> y . s )& ^ d s_

Il en  résu lte  que e > 0  é tan t a rb itra irem en t p e tit, on peut 
cho isir u n  nom bre y >  0 tel que

3o(x ,y ) — £ < 3 ( x , y ) < e 16Â5_+Ty 30(x ,y )+ e  pou ry< »? .

O r <5 p eu t ê tre  choisi p e tit  à volonté. Donc, en  v e rtu  du 
théorèm e III,

lim  3 (x,y) — & (x0) po u r x  e G.
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E xam inons m ain ten an t 3\(ÏJ). O n  a

^1 M  =  2 2(22 — 1/y) (x  — s)2 +  2 2 —  t—Ci (x, y); 

en  v e rtu  de  (11) on  a

[VI] < 2 2  (2  2 -  1 /y )  ( x  — s) 2 +  ( 2 2  — t) +  24x2 +  B =

=  2 2 (2 2 —  1/y) (x  —  s)2 +  (2 2 —  i ) + A ( x  —  s)2+ 2  A s  (x  —  s) +  
+  ^4s2+ B .
O r 2 s (x  — s) <  s2 +  (x  — s)2 e t | s | <  r, en  su ite  de quoi

? i  [9î] <  2 [2 (2 2 —  1/y) +  A] (x  — s)2 +  2 A r 2 + B  +  (2 2 —  t).

Posons 2 =  l/~A , t =  2 (zlr2 +  |/3 î) +  B + 10,

io é tan t u n  nom bre  positif a rb itra ire . Supposons, en ou tre  
que la h au teu r h de la couche r  satisfasse à l’inégalité

h < — .
3 1 ^ 4

A lors:

TO< 0

e t p a r su ite
r r

J i  (3) — J" 3 \  [9?] ■& (s)d s < — 10 f  91 (x  —  s,y) #  (s) ds,

—r —r
c’est à d ire
(15) J i  (3) <  —  r0 3 .
La fonction  3(x ,y), augm entée d ’une co n stan te  positive, 
sa tis fa it à to u tes  les cond itions q u ’on im posait au d iv iseur 
K  (x ,y )  aux  n- ros 3 — 5, sauf à celle de ten d re  vers +  °° 
avec | x  | .

10. D ans le trava il c ité  au n-ro 2 (no te  4 ) , j ’ai in tro 
d u it le d iv iseu r am ortissan t, qui dans le cas des deux  v a ria 
b les indép en d an tes  a pour expression :

H  (x ,y )  =  e x p  +  v y

k  é ta n t u n  param ètre , y  e t v les fonctions de k.
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La fonction  H  est positive ; elle c ro ît à l’in fin i au m oins 
com m e efcjl2. O n choisit ac tuellem ent les fonctions ^ (k )  e t 
v (k) de façon que l’on a it 9^ [H] <  0 .

O n  a n o tam m en t
2 k +

1—/«y
en te n a n t com pte  de (11)

^ (4 k— x 2— y —  C i( x ,y )  ; 
(1 — y  y )

on en  d éd u it l’inégalité
(16) j ÿ  ? . [ « ] < ! —

Posons

+

A 9 fr
(17) f ^ ^ 4 k  + ~  v = B  + ~ ~  + v0,

h é ta n t la h au teu r de la région r , v0 > 0 a rb itra ire .

O n  suppose que h <
1
y

Il résu lte  de (17) que

(18) k-
(1—y-y)2

(4 k — X) +  A <  — A
(1— y y )2

+ A < 0 ;

d ’a u tre  p a rt
2 k  2 k  

1—/zy 1—y, h ’
en  su ite  de quoi on dédu it de (16), en  te n a n t com pte  de (17) 
e t  (18), l’inégalité:

(19) - ~ ^ [ H ] < - r 0.

11. O n p e u t passer m ain tenan t à la d é te rm in a tio n  défin i
tiv e  du  d iv iseu r am ortissan t K (x ,y ) .  O n  pose no tam m en t

K  (x ,y) =  J (x ,y )  +  H  ( x ,y ) .
La fonction  K (x ,y )  est con tinue  dans r — E  à cond ition

que h < m in ; elle est positive, c ro ît au m oins

com m e ekx2 lo rsque | x  | -> +  °° e t te n d  vers +  °° lo rsque le 
p o in t P  (x ,y) ten d  vers un  p o in t de E. O n  a, en  outre, 
d ’après (15) e t (19)
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O n p eu t cho isir ro =  t0 . A lors :

J i  (K) <  — To <  o.

La fonction  K (x ,y )  sa tisfa it ainsi à tou tes les cond itions 
qu ’on a lui im posé aux  théorèm es I e t II.

12. D ans le cas p a rticu lie r de l’équation  (1) de la d iffu 
sion sous l’action  de la force f(x )  le coeffic ien t Ci(x,y) dans 
l ’équation  rédu ite  (12) a p ou r expression :

Ci(x,y) f1
4 D f 'W  + F(x)

donc Ci(x,y) > 4 D P our que Ci satisfasse à la cond ition

* 113), il su ffit que l’on  a it
f ( x )  >  —  ( Æ x 2 +  B ' )

(où A ' e t B' son t deux  constan tes positives). C e tte  dern ière  
cond ition  est en p a rticu lie r  sa tisfa ite , lorsque la dérivée f '( x )  
e st bornée  inférieurem ent. Ceci a lieu, en particu lier, dans 
le cas de la d iffusion  sous l’action  de la force élastique 
/ (x )  = — m x ;  ce cas fu t tra ité  en  déta il p a r S m o lu c h o w s k i10).

13. P récisons en fin  quelques conséquences im portan tes, 
concernan t l’un icité  des so lu tions de l’équation  (12) régulières 
dans l’ensem ble r — E, l’ensem ble E  é tan t ferm é, borné e t 
de m esure nulle.

N ous supposons que le coefficient Ci(x,y) vérifie  la 
cond ition  (13).

Soit, en p rem ier lieu, iv(x,y) une so lu tion  de l’équation  
(12) réulière dans r  —  E, bornée  à l’in té rieu r du rectangle 
R o: — r<  x  r, 0 V- y  /i, de classe E2 en dehors de 
Plus p récisém ent, on suppose l’ex istence des deux n om 
bres Mo et k0, te ls  que l’on ait ,

| iv(x,y) | <  M o ek°x'

pour | x  | >  r. Supposons que iv (x, 0) =  0 pour x  e CE. Soit 
K (x ,y )  le d iv iseur am ortissan t, déterm iné aux n - ros

lfl) Voir la note O.
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9— 11. Si l’on  choisit k  > k 0 dans l’expression p ou r H  (x ,y), 
on a K  (x,y) >  efc°x2 e t  w  (x,y) sa tisfa it à l’hypo thèse  4° 
du théo rèm e I (à cond ition  que la h au teu r h de T  so it 
suffisam m ent petite , vo ir n - r o  10), en  su ite  de quoi on 
a, en v e rtu  du théorèm e I, w  (x ,y ) =  0 dans r  —  E. O n  
p eu t donc énoncer le théorèm e suivant.

T h éo rèm e  IV; Si 1° le co e ffic ien t  Ci de l’équation  (12) 
sa tisfa it à la cond ition  (13), 2° l’ensem ble  E  e s t de  m esure  
nulle, alors la seule so lu tion  de  (12), régulière dans r  —  E, 
bornée à l’in térieur du rectangle R o: — r < x < r ,  0 < y < h ,  
de classe E 2 en  dehors de Ro, siannulant pour  y  =  0 en  
dehors de E, est w (x ,y) =  0.

En particulier, la seule so lu tion  de  (12) régulière e t 
bornée dans r — E, s'annulant avec y  en dehors de  E  e s t  
w (x ,y )  =  0.

Il en  résu lte  l’unicité , dans la classe de fonctions b o r
nées dans r — E, de la. so lu tion  de l’équa tion  (12), d é te r
m inée pa r la cond ition  in itia le  (4).

Supposons ensuite  que l’ensem ble E  se com pose d ’un 
nom bre fin i n  de p o in ts  isolés: x (J0\  x ^ , . . .  x ("}. Si l’on 
cho isit po u r #(s) dans l’expression  po u r J (x ,y )  (vo ir n-ro 9) 
la fonction  déterm inée au n-ro  8, on  d éd u it du théo rèm e I 
le théo rèm e suivant:

T h éo rèm e  V . Si le coe ffic ien t Ci de l’éq ua tion  (12) 
sa tisfa it à la cond ition  (13) e t si l’ensem ble  E  e s t constitué  
par un nom bre fin i n de po in ts:  x'J,’, x (20\ . . .  x (fj\ alors la 
seule so lu tio n  de l’équation  (12), régulière dans  T  — E, 
qui 1° sa tis fa it à l’in térieur du rectangle Ro à la condition:

I w (x,y) | <  Afo [ | x  — x 0,p) |+ y l  2 (p =  l ,  2, . . . n )  
où M o e t a0 <  1 son t d e u x  cqnstan tes positives, 2° est de  
classe E 2 en  dehors de  Ro, 3° s ’annule avec y  en  dehors  
de E, e s t  u>(x,y) =  0.

Les deux théorèm es qui v iennen t d ’ê tre  énoncés, s’app li
quen t en p a rticu lie r à l ’équation  de la chaleur

8 x 2 8y '
Panstwowy Instytut Matematyczny.



SYSTÈMES DES EQUATIONS ET DES INÉGALITÉS 
DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES AUX DEUXIÈMES 
MEMBRES M ONOTONES ET LEURS APPLICATIONS

P a r
Tadeusz Wazewski (K rakôw )

C onsidérons l’équa tion  d ifférien te lle

j f  =  s  ( t y )  ®

e t supposons que la fonction  g so it con tinue  dans u n  en 
sem ble ouvert £2.

O n sa it que:
ai) P ar to u t p o in t (/#, yo) de <2 il passe une in tégrale  su 
périeu re  bilatérale  c.-à-d. définie à gauche e t -à d ro ite  de to . 
Elle se laisse p ro longer dans les deux  sens ju sq u ’à lg fro n 
tiè re  de Ï2 .
a2) Si A  —  ( t0,a ) ,  B  =  ( t0,b )  son t deux  p o in ts  de £2 pour 
lesquels a <  b e t y  =  <p(f) est une in tégrale  quelconque issue 
de A  tan d is  que y  — y ( f )  e t l’in tégrale  supérieu re  de (1) 
issue de B, a lors on a q>(t)<yj (/) dans to u t in te rv a lle  dans 
lequel ces in tégrales ex isten t.

D e la il résu lte  en p a rticu lie r que: 
a3) Si p o u r les po in ts  A  e t B, in tro d u its  to u t à l’heure, on 
a l’inégalité a <  b alors à chaque in tégrale  y  —  cp (t) issue de 
A  co rrespond  u n e  in tégrale y  =  (f) issue de B, telle  que
rp (/) <  ip (/) dans un  voisinage b ila téra l e t suffisam m ent pe tit 
de t0 .

Il se pose le prob lèm e de savo ir dans quelle  m esure ces 
p roprié tés a i, a2 e t a3 se laissen t é tend re  aux systèm es 

j y  =  y„) , ( i = l , . . . ,  n) (2)
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les fonctions g' é tan t, p a r hypo thèse, con tinues dans un  en
sem ble ouvert

V oici d ’abord  quelques défin itions  qui fac ilite ro n t le 
langage e t l’écriture.

Soient
A  =  (/„, a j , . . . ,  a„) , B =  (f0 , b , , . . . ,  bn) 

deux  points, d o n t les p rem ières coordonnées t 0 son t id en 
tiques. N ous d irons que' B m ajore  A  (ou A  m inore B) 
lo rsque  a .V b ,-, ( i = l , . . . ,  n).

U ne su ite  de fonctions ( / ) ,• • • ,  <pn (/) sera désignée, 
to u t  court, p a r 0  (/)

0 ( O  =  (9’i ( O , . . . ,  0 „ (O ) (3)
N ous in tro d u iso n s les no tations

0 '(O  =  ( ^ ( 0  0 '(O )
y  =  ( y , , . . . ,  yn)

Le systèm e (2) p ren d ra  ainsi la form e
^ y = g ' ( / , Y ) ,  (i =  l , . . . ,  n) (2 bis)

La n o ta tio n
g ( / ,y ) =  (g’( / , y ) , . . . ,  g " ( / ,y ) )  

p e rm e ttra  d ’écrire  le systèm e (2) sous la form e vectorielle
^ y  =  G ( / , y )  (2 ter)

Si ï '  (/) =  (v î ( / ) , . . . ,  v’n ( 0  ) e s t une in tégrale  du  systèm e 
(2 ter), on aura

^ ( / ) - G  ( / , ! ? ( / ) )  .
O n  d ira  que le systèm e (2 ter) m ajo re  le systèm e

-JY  =  (U  y , , • • •, y„) , (j =  1 , . . ,  n) 

ou, to u t court, le systèm e
^  =  F ( / , y )  (4)

dans Q lo rsque
F ( / , y ) < G ( / , y )  (dans Si} 

c.-à-d. lo rsque  / '  <  g* dans Si.
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIIT 8
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Il sera  com m ode de d istinguer, re la tivem en t au  systèm e 
(2 ter), en tre  les intégrales supérieures  (ou inférieures) 
à droite , à gauche  e t  bilatérales.

O n  d ira  que V  (/) avec T  (/„) =  ( a , , . . . ,  a n) co n stitu e  l’in té 
grale supérieure  à d ro ite  relative au po in t in itia l

A  =  (t0, a , , . . . ,  a„) e t  à V in terva lle  t0 <  t <  y
t

lo rsque, pour chaque  in tégrale 0  (t) issue de A  on a 
0  (/) <  0  (Z) dans chaque  in tervalle  t0 <  t < jt <  y dans lequel 
0  (Z) e t ï 7 (t) existent.

Les défin itions des intégrales supérieures à gauche e t 
des in tégrales supérieures b ila téra les ainsi que des in tégrales 
in fé rieu res  des tro is  espèces son t analogues.
La con tinu ité  das fonctions g‘ ne g a ran tit pas l’ex istence de 
l’in tégrale  supérieure  à d ro ite .

M. F u k u h a r a *  *) a envisagé les systèm es des équations 
(2) rem plisan t l'H yp o th èse  K  (cf. § 1) consis tan t en ce que 
la fonction  g' , (i — 1 , . . . ,  n), est con tinue  e t c ro issan te  au  
sens large par rap p o rt à chacune des variab les y y, . . . ,  y t_ t , 
y i+l • •, y n séparém ent.

M. K a m k e ” ) a donné une  sim ple d ém onstra tion  de ce 
que, sous l’H ypothèse K  p a r to u t p o in t A  de il passe une 
in tégrale  supérieure  à d ro ite  re la tive  à A  e t à u n  in tervalle  
t 0< t <  fi laquelle in tégrale  te n d  vers  la fron tière  de 12 lo rsque 
t  ten d  en  cro issant vers /?, (/J <  +  ° ° ) .

O r, dans cette  hypo thèse, ce théo rèm e n ’e s t pas to u t à fa it 
s tr ic t  (cf. l’Exem ple du § 3)***), c’est pourquo i nous avons 
cru  u tile  de reven ir à sa d ém o n stra tio n  basée su r la m êm e 
m éthode, ab strac tion  faite  de quelques m odifications. Ce 
théo rèm e dev ien t s tr ic t  lo rsque  l’on  adm et accesso irem ent 
que l’ensem ble Z2 jo u it d ’une  certa ine  Propriété P (cf. § 1).

*) Japanese Journal of Mathematics 6 (1930) p. 269—280.
“ ) E. K a m k e. Zur Théorie Gewôhnlicher Differentialgleichungen II.

Acta Mathematica 58 (1932 p. 57—85. Satz 7.
“ *) Dans cette hypothèse ne subsistent que certaines propositions de

caractère local (cf. Propositions 3 et 4 du § 3).



EQUATIONS ET INÉGALITÉS DIFFÉRENTIELLES 115

U ne rem arque  c ritique  du  m êm e genre se rappo rte  au su ivan t 
théo rèm e d e M . F u k u h a r a  tra ité  aussi par M .K am ke****):

Si le systèm e (2 te r)  sa tisfa it à l’H ypothèse  K (dans &), 
m ajo re  le systèm e (4) e t alors l’in tégrale supérieure
à  d ro ite  du  systèm e (2 ter) issue de B m ajore to u tes  les 
in tégrales 0  (f) du  systèm e (4) issues de B (cf. l’Exem ple 
du  § 6)*****). Ce théo rèm e dev ien t ju ste  lorsque l’on adm et 
accesso irem en t la P ro p rié té  P re la tiv em en t à

N ous dém ontrons u n  théo rèm e p lus général b ien  m aniable 
dans certa ines ap p lica tions: Si le systèm e (2 te r) rem plit 
l’H ypo thèse  K e t & jo u it  de  la p ro p rié té  P e t lo rsque  l’on 
a, p o u r une courbe con tinue  Y — 0 ( / )  issue de A  vers la 
d ro ite ,

D  + 0 ( / )  <  G  (f, 0  (#))* *) (5)
a lo rs on  a, à d ro ite  de A,

0 ( / ) <  !?(/)  (6) 
où  S7 (/) désigne l’in tégrale  supérieu re  à d ro ite  de (2 ter) issue 
de A  (T héorèm e 2 du  § 1).

Il se pose le problèm e de savoir si l’H ypo thèse  K associée 
à  la P ro p rié té  P rep résen te  l 'hypo thèse  la plus générale dans 
laquelle  a  lieu la lim ita tio n  fourn ie  par ce théorèm e. La 
réponse, ob ten u e  dans une voie b ien  sim ple, est positive  au 
sens p récisé par le théo rèm e su ivan t (T héorèm e 3 du § 2) :

Si 1°) les fonctions g' so n t con tinues dans Q o u v e rt qui 
jo u it de la P rop rié té  P.

2°) p o u r to u te  couple de po in ts  A et B ap p a rten an t à Q e t 
te ls  que A < B e t à to u te  in tégrale  0  (f) du  systèm e (2 ter) 
issue de H**) co rrespond  une in tégrale  !P(/) du m êm e systèm e 
issue de B, te lle  que

0 ( f ) < ^ ( # )  (7)

**•*) E. K a m k e I. c. Satz 9.
Ce théorème peut n’être pas juste dans aucun voisinage à droite 

de A, tout petit qu’il soit. Il n’est donc pas juste mêmé au sens local.
*) On a, par définition, D + <F(f) = (D + tpj (f), . . . ,  D +  (f) où 

D + y, (s) désigne le nombre dérivé inférieur à droite de f  ; (f).
•*) Ceci veut dire que = G (f,<l> (f)). Si l’on remplace cette égalité 

dans l’énoncé du présent théorème, par l’inégalité (5), l’inégalité (7) reste 
vraie a fortiori.
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dans un  p e tit  voisinage à  droite  de A  e t  B, a lors le systèm e 
(2 te r) rem p lit l’H ypo thèse  K  dans

Si nous supposons en  p lus que l’inégalité  (7) a it  lieu dans 
un  voisinage b ila té ra l de A  e t B  a lo rs (cf. T héorèm e 4 du § 5) 
le systèm e (2 te r) est fo rcém ent de  la form e

y y  =  g1 (t, y f) , (z =  1 , . . . ,  n) (8)

où la fonction  g’ ne dépend  d ’aucune des variab les y i , . . . ,  
36—1» Vi+l’

Ce systèm e p résen te  u n e  .Ju x tap o sitio n "  des n équations 
d o n t chacune séparém ent p résen te  une équation  à une fonc
tio n  inconue.

N ous voyons a insi que la p ro p rié té  a3 d ’une seu le  équa
tio n  d ifféren tielle , rela tive  au voisinage bilatéral, ne p eu t pas 
ê tre  é tendue  aux systèm es d ’équations d iffé ren tie lles  à l’ex 
cep tion  du  cas banal d ‘une ju x ta p o s itio n  des équations à une 
fonction  inconnue.

O n  vo it aussi que, po u r Q jou issan t de la  P ro p rié té  P  
ce so n t exc lu s ivem en t les sy s tè m e s  d 'équa tions d ifféren 
tie lles rem plissan t l'H ypo thèse  K  qui se p rê te n t à une  
m ajora tion  des intégrales de tous les sy s tè m e s  m inorés  dans 
un  voisinage à d ro ite  du po in t in itial. *)

E n posan t t  =  — r dans l’équation  (2) on o b tien t un  sys
tèm e

d y ' jJ  ( A
7 7  =  h (t, y p . . . ,  yn)

te l que la fonction  h1, (i =  1 , . . . ,  n) est décro issan te  au sens 
large re la tivem en t à chacune de variab les y 1, . . , y (_ p y (+p . . , y n.

P our les in tégrales de ce systèm e au ro n t lieu  les p ro 
p rié tés  analogues dans un  voisinage à gauche du  p o in t 
initial.

N ous app liquons le théo rèm e re la tif  à l’inégalité  (5) à la 
lim ita tion  des m odu les d 'in tégrales  (§ 8 e t 9) e t nous en

') C’est une simple conséquence du Théorème 3 du § 2.
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déduisons u n  critère d ’un ic ité  (§ 10) co n sis tan t à la com pa
raison  d ’un  systèm e avec un  au tre.

D ans le § 9 nous ind iquons une m é th o d e  de solution  
approchée  des systèm es d ’équations d iffé ren tie lles  e t de la 
lim ita tio n  de l ’erreur. A  t itre  d ’exem ple nous donnons une 
lim ita tio n  (m euilleure que les lim ita tio n s  couran tes) de l’e r
reu r  que l’on com m et en supp rim an t dans le développe
m en t de T ay lo r des seconds m em bres d ’un  systèm e, les 
pu issances supérieures à 1 e t en  considéran t les in tégrales 
du  systèm e ainsi sim plifié  com m e so lu tions approchées du 
systèm e prim itif.

Le te rra in  d ’applications des inégalités d ifféren tie lles  
tra ité e s  dans le p résen t travail e s t vaste.

N ous avons énoncé certa ins p ropositions m oins géné
rales sur ce su je t dans nos travaux  an té rieu rs  e t nous les 
avons appliquées à:
1°) la lim ita tion  du  dom aine d ’ex is ten c e  des in tégrales des 
équations aux dérivées partie lles  du  p rem ier ordre , **)
2) problèm e d ’un icité  e t de la lim ita tion  des in tégrales des  
équations a u x  dérivées partie lles  du  p rem ier o rd re  e t  de 
certa in s systèm es de telle  so rte , ***)
3) problèm e d ’ex is ten c e  des in tégrales de certa ins sy s tè m e s  
d ’équations aux  dérivées partie lles  du p rem ier ordre , ****)
4) la lim ita tion  du dom aine d ’ex istence  e t des m odules des 
in tégrales des systèm es d ’équations d ifféren tie lles o rd ina ires 
dans le dom aine  des variables com plexes.*****)

U n  théo rèm e rem arquable ren tran t dans le m êm e o rd re  
d ’idées a été  trouvé  p a r M. J. M  i k  u  s i h  s k  i *) e t 
appliqué à un  problèm e constituan t une généralisation  du  
problèm e de S t  u  r  m.

••) Ces Annales T. XII (1933) p. 8 et T. XIII (1934) p. 3.
***) Rendiconti dei Lincei T. XVIII sérié 6, 2° sem, fasc. 9 (1933) 

p. 373. Annali di Matematica T. XV (1936—37) p. 1.
•••») Ces Annales T. XV 1936 p. 103.
........ ) Ces Annales T. XVI (1935) p. 97.
*) J. M ikusinsk i. Sur un problème d’interpolation pour les intégrales 

des équations différentielles ordinaires (Ann. Soc. Polon. Math. T. XIX 
p. 165).
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M. J. S z a r  s k  i **) a dém ontré  que l’inégalité (6) su b 
siste  lo rsque l’on rem place l’inégalité  (5) p a r l’inégalité

0 . ' (/) <  G  (/, 0  (/))
e t lo rsque  l’on suppose  que ce tte  inégalité  a it lieu presque  
partout, que les fonctions de  la su ite  0 ( f )  =  (?’1( f ) , . , . , î ’„ (t) )  
so ien t absolum ent con tinues généralisées au sens p lus large 
e t  le prem ier m em bre de ce tte  inégalité désigné la su ite  
des dérivées approx im a tives  des fonctions 9?.-(£)-

§ 1. Systèm es aux deux ièm es m em bres cro issan ts. In 
tégra les supérieure  e t in férieu re . T h éo rèm es  su r les in é 
galités d ifféren tie lles.

H ypo thèse  H . 1°) Les fonctions
f  (t, y \  . . y") ( i = l , . . . . n )  (1 ,1 )

so n t con tinues dans un  ensem ble o u v ert -û de l’espace des 
po in ts  (#, y 1, , . y"), 2°) Si, p o u r un  i quelconque (i =  1 , . . . ,  n ) 
les po in ts

( f ,  av . „., at—j ,  c, ,  a n )

B, =  (A h „ ........c, bi+l, . , . , b n)

app artien n en t à £  e t
(v =  1 , . , . ,  i —  1, i + l , . . . ,  ri)

alors

H yp o th èse  K. 1°) La fonction f , (cf. 1, 1) e s t con tinue  
dans un ensem ble o u v e rt 12, 2°) Elle e s t une fonction  c ro is
san te  (au sens large) de chacune des variab les y 1, . . . ,  y i_1, 
y 1+I, . . . ,  y" séparém ent. *)

R em arque. L’ H ypo thèse  H  a pour coséquence l’H ypo thèse  
K. L’inverse n ’est v rai que p o u r une classe tou t-à-fait spéciale 
des ensem bles -Q

” ) J. Szarski. Sur un système d’inégalités diffférentielles (Ann. Soc. 
Polon. de Math. T. XX. p. 126).

’) C.-à-di f 1 (f, y1, .. . ,  y/-1 , y l+ ', .. . .  y" ) >  f 1 (f, y 1....... y i~ '. I1 .
yl+ t....... yn ) lorsque i 4= j et On ne suppose pas que f '  soit
croissante relativement à v‘ et t.
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A fin  de carac té rise r une te lle  classe nous in tro d u iro n s  
la no tion  suivante.

Soient P —  (x, p 1, . . . ,  p n), Q  =  (x, q , . . . ,  qn ) deux  po in ts  
du  p lan  t  —  x. O n d ira  que

P < Q
lorsque p ‘ <  q', (i—  1 , . . . ,  n). O n  d ira  qu ’une ligne polygonale 
des s o m m e t s ^ , . . . ,  A r s itués dans u n  p lan  t  =  x e s t sim ple
m en t cro issan te  lo rsque A r < A V+1, (v =  1 , . . . ,  r  — 1) e t lo rs
que chaque segm ent [Ar, Hp+1] es t parallèle à un  des axes 
y 1, • • • , y n-

P ro p rié té  P. N o u s d irons qu’un  ensem ble ouvert Q de 
l’espace des po in ts  /, y 1, . . . ,  y"  jo u it de la P ro p rié té  P  lo rsque 
to u te  couple des p o in ts

A (r, cîp . • . , &j—l ^1+1’ ' ' ' ’
B =  (x,b1, . . . ,  b j_v c, bj+ v . . . , b„), 

ap a rten an t à & e t te ls  que A < B ,  se laisse jo in d re  p a r une 
ligne polygonale s im plem en t cro issan te  qui e s t contenue 
dans Q.

La P ro p rié té  P  a lieu  lorsque, en particu lier, p o u r chaque 
couple de po in ts  P, Q , (P  <  Q) de la section  de £? p a r un 
p lan  quelconque t  —  x, le segm ent [A, B] fa it p a rtie  de X2.

L’ensem ble £  jo u it év idem m ent aussi de  la  P ro p rié té  P 
lo rsque chaque section  de Q p a r  le p lan  t  =  c  constitue  un  
paralellép ipède

—  o o  <  a (c) <  y, <  (c) <  +  °° **)

O n a év idem m ent la
P roposition  1. P o u r to u t ensem ble & jou issan t de la 

P roprié té  P  les H ypo thèses H  e t K  son t-équ ivalen tes.
P roposition  2. D ans le cas n =  1 les H ypo thèses H  e t K  

son t év idem m ent vérifiées pour to u t ensem ble & des po in ts  
(L y d .

D ans le cas n =  2 les H ypothèses H  e t K  son t év idem 
m en t équivalen tes po u r to u t ensem ble £? des p o in ts  (Z, yi, y 2).

**) Ce paralellépipède peut coïncider, en particulier, avec le plan t —c 
tout entier.
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Lem m e 1. A d m etto n s  l’hypo thèse  H  re la tiv em en t aux  
deuxièm es m em bres du  systèm e des équations d iffé ren tie lles  

=  f ‘ (t, y 1, . . y n\  =  n) (1, 2).

N ous supposons en plus que la courbe 
y i =  V*(f), (i =  l , . . . ,  n)

envisagée dans l’in te rvalle
t o < t < a  (1 ,3 )

so it con tenue  dans Q e t con tinue  dans cet in te rv a lle  e t que
y* =  (t), (i =  1 , . . . ,  n)

so it une in tégrale  du  systèm e (1,2) défin ie dans le m êm e 
in tervalle  c.-à-d. que

(A (/), ■ ■■, <Pn (t)), ( / = ! , . . . ,  n).

Ceci é ta n t adm is on a les p ro p rié tés  su ivantes:
I. Si pour i =  1 , . . . ,  n

(/o) <  <p‘ (#o)
D +  y '  (t) <  f l (t,  y 1  ( / ) , . . . ,  yjn (/)), ( f 0  <  t  <  a )  

D - y S  ( f X f 1 ( f ,  y 1  ( / ) ............... yjn (/)), (t0 < t  <  a )

alors po u r les m êm es ind ices i
y* (/) <  cpl (f), (t0< t <  a)

II). Si p o u r i = l , . . . ,  n
y*(fo) >  <p‘ ( to ) ,

y " ( / ) ) ,  ( # » < /< « ) * )
D _ v i Çt)> f ( t ,  y>n(ty>, ( t0< t < a )

alo rs po u r les m êm es ind ices i
y ' (0  >  <p‘ ( 0  , (f« <  t  <  a)

(1,4)

D ém o n stra tio n . P our un  e > 0  suffisam ent p e ti t  l’inégalité 
(1,4) a lieu dans l ’in tervalle  to <  to +  e. C ’est év iden t pour 
les ind ices i p o u r lesquels y'(fo) <  y'(/o). C ’e s t aussi v rai

*) D+ y>; D—ip désignent respectivement les nombres dérivés su
périeurs à droite et à gauche, D+ y>, D— ip les nombres dérivés de y  
inférieurs à droite et à gauche.
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lo rsque v>'(6>) — (P'(to) car on  a D+ yS ( /0) <
f  ( /0 , t / f t o ) , . . . ,  V>i_1 ( f o ) , ^  (/o), 7>i+1(fo), • •• , ’En (^o)) =
f  (to, V1 (to) ,■■■, (to) , (to), Vi+1 (to)........  Vn (#o)) <
/■' (t0 , 9?1 (to) (p‘~ l ( t0) , 9?"' (to) , <yi+1 (to) , <f>n (to) =

Il en résu lte  que D + ( y 1 (t) —  <p‘ (t))t = fg <  O, y>‘ ( t0)— <pl (to) —  O 
et, par suite, on a pour un  e > 0  suffisam m ent p e tit  y>' (t) —  
—  (pl (t)  <  O lorsque t 0 < t <  t 0 +  £ e t i =  1 , . . . ,  n.

Supposons que po u r un  t
t 0 < to  +  e < t  < a

le systèm e d ’inégalités (1,4) ne so it pas rem pli e t désignons 
par ti la bo rne  in fé rieu re  de te ls  t. O n  aura

/o <  /o +  « <  *i <  «
(ti) <  <p‘ ( t i ) , (i == 1 , . . . ,  n)

y>' (t) < cp' (t) [pour i =  1 , . . . ,  n  e t t0 < t  < f i] (1,5)
et, po u r un  certa in  ind ice i =  k,

y>k (ti) =  y k (/i)
A u  m o y en  d ’un  raisonnem en t analogue au p récéden t on

en  conclut que D — y>k ( t i )< e t  par suite , y > Q  é ta n t

suffisam m ent p e tit  on  aura, p ou r t i  —  y < t  < t i  l’inégalité 
yjk (t) > <pk (t)  con tra irem en t à (1,5).

La dém onstra tion  de la p a rtie  II du  p résen t lem m e est 
analogue.

D éfin ition . U ne in tégrale  y ‘ =  Y ‘(t)  d ’un  systèm e d ’équa
tions d ifféren tie lles

ÿ  (t) =  g'(fi y '( t )  , . . . ,  y n (t)) , (i =  1 , . . . ,  n) (1,6) 
issue d ’un  po in t ( t0, y j , . . .  y?) e t défin ie dans un  in te r 
valle A  con tenan t to, e s t d ite  intégrale supérieure  re la tive  
à ce p o in t e t  à cet in te rvalle  lo rsque po u r chaque in tég ra
le y ‘ =  y ' (t), (i =  1 , . . . ,  n) issue du  m êm e p o in t e t défin ie 
dans un  in te rvalle  A i  (où to e A i  C  A)*) on  a :

*) L> f zJi désigne que i0 est un élément de /h  et veut dire
que /J, fait partie de // .
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y* (f) <  Y' (/) lo rsque i =  1 , . . . ,  n e t t e / h  

E n  rem plaçant ce systèm e d ’inégalités pa r le systèm e:
y ' (/) >  Y' (/) lo rsque  f =  1 , . . .  n ; t  e z / i , 

on  o b tien t la défin ition  de l'intégrale in férieure rela tive  au 
p o in t ( t0, y'o, . . . , y„) e t à l’in te rvalle  J  .

R em arque 1. Si dans chaque in te rvalle  z /, (où t 0 e z / jC z / )  
le  systèm e (1,6) adm et une in tégrale  un ique  passan t par 
(A> » YÔ > • • • > Yo) alors ce tte  in tégrale  un ique  constitue  à la 
fo is in tégrale  supérieu re  e t in fé rieu re  rela tive  à ce po in t e t 
à z / .

Si le systèm e (1 ,6) se réd u it à une seule équation  
ÿ l (f)  =  g1 (t, y 1) d o n t le deuxièm e m em bre est défin i e t con- 
t ih u  dans un  ensem ble ouvert alors*) par chaque po in t 
de & il passe une in tégrale  supérieu re  e t une in tégrale  in 
férieure  qui peuven t ê tre  prolongées à d ro ite  e t à gauche 
de  façon à ten d re  vers  la fron tiè re  de Ï3 .

D ans le cas où n > 2  et les fonctions g ' ( t , y 1, . . . ,  y") son t 
con tinues dans un  ensem ble o u v ert & il peu t a rr iv e r  que, 
p a r un p o in t (/0, y j , . . . ,  y j)  de Q il ne passe aucune in té 
grale supérieure  (ni in férieure) re la tive  à ce po in t e t à un  
in te rvalle  z /  quel p e tit  que so it z /  **)

T h éo rèm e  I.***) D ans l’H ypo thèse  H  il passe p a r to u t 
p o in t (/„, y j , . . . ,  y {J) de & une in tégrale  supérieure  5 (et une 
in tégrale  in férieu re  3) systèm e (1,2) rela tive  à ce po in t 
e t à un  in tervalle  t0 <  t  < a . Le nom bre  a p eu t ê tre  choisi 
de façon q u ’un  po in t M  v arian t su r J te n d  vers la fron tiè re  
de  & lo rsque t  ten d  vers a .

D ém onstra tion . C hoisissons k  >  0 de façon que l’hyper- 
cube

|f  — foj <  k ,  |y f — yo| <  k ,  (i =  l , . . . ,  n) (1,7)

♦) E. K am k e . Differentialgleichungen reeller Funktionen (1930) p. 78. 
Ce livre sera cité dans la suite comme D. R. F.

“ ) E. K a m k e. loc. cit. Acta Math. 58 (1932) p. 59.
••"J Ce théorème correspondond au Satz 7 de M. K a m k e  (Acta

Math. 1. c. p. 79) qui nécessite une hypothèse accessoire.
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so it con tenu  dans & e t choisissons M  de façon  que l’on
i ka it I f  | +  1 <  M  pour les po in ts de ce cube. Posons h =

Le systèm e Sr
y = f + ± ,  ( i = l , , , , ,  n) (S„)

adm et au m oins une in tégral^  7„

y  — /  ( 0  , i —  (7,)

issue du  po in t (f0 , y j , , . . ,  y  JJ), défin ie  pour

h (1 ,8)

e t située dans le cube (1, 7). Soit

y ' =  o1’ (0  , (i =  1 , . . . ,  ri)

une in tégrale  quelconque du  systèm e (1, 2) issue du  m êm e 
p o in t e t défin ie  dans l’in tervalle  (1, 8).*) O n  vérifie  facile
m en t q u ’elle es t située  dans le cube (1, 7) et, à p lus fo rte  
raison, dans •&. O n a dans l’in tervalle  (1, 8)

°n(tV) +
1

V +  1

ÿr+i(/) =  /  (f, yJ+i(f),. . . ,  y"+i ( 0  +  —y -y  <
V -f* 1

< / ( / ,  yi+i ( / ) + . . . ) +  | ,

ÿ ,  ( 0  =  f  (L y ’ ( 0 , . . . ,  y" ( 0  ) 

e t par su ite  on  a (cf. le lem m e p récéden t)
o1' ( 0  <  y '+i ( 0  <  y ' ( 0  , (^o <  t  <  to +  h ) .

La su ite  y ' (f) est donc convergente vers une fonction  

t'(0  po u r laquelle
ai (/) <  (f) , f0 <  /  <  f0 +  h) • (1, 9)

La convergence é ta n t un ifo rm e [car en  en ra iso n  de | ÿ ‘ | — 
I / ' (L y j . • • • ) I <  les fonctions y ' son t égalem ent con tinues 
dans (1, 8)] la courbe y 1 — ^ ^ )  constitue  une  in tégrale  du

') Une telle intégrale existe cf. E. K a m k e D. R. F. p. 128, Satz 4.
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systèm e (1, 2),**) elle passe p a r le po in t ( t0 , yjj) e t
e s t ren ferm ée  dan s le cube (1, 7). E lle constitue  l’in tégrale  
supérieu re  de (1 ,2 ) re la tive  au  p o in t (Zo, y j , . . . ,  y?) e t à 
l ’in te rv a lle  (1, 8) car les inégalités (1, 9) su b s is ten t po u r 
to u te s  les in tégrales y 1 = o i (Z) de (1 ,2) issues du  p o in t 
(to, y} ,,---, yo)- ï * *ar Ie procédé p résen té  dans le m anuel 
de  M. Kam ke*) on p eu t p ro longer l’in tégrale  su périeu re  du 
cô té  d ro it de t 0 de façon q u ’elle ten d e  ve rs  la fron tiè re  
de  Z2.

La d ém o n stra tio n  re la tive  à l’in tégrale  in fé rieu re  est 
analogue.

T h éo rèm e  2. A d m etto n s  l’H ypo thèse  H. Supposons que 
les fonctions y ' (f), (i =  1 , . , . ,  n) so ien t con tinues dans l’in 
te rv a lle

t o < t < a  (1, 10)

e t  que la courbe  y '= y ’‘(f), (ï =  1 , . . . ,  ri) envisagée dans cet 
in tervalle , so it englobée p a r -Q Soient

A (/g, â j , . .  ■, Æn), 13 (Zq, h j , . . . ,  hn) 
deux  po in ts  de  Z2 pour lesquels on a

ai < b i , (i =  l , . . . ,  n).

D ans ce tte  hypo thèse  subsis ten t les p ro p o sitio n s  su i
van tes:
I) Si la courbe y ' =  yS (Z) passe par A  e t l’in tégrale  supé
rieu re  y 1 —  v1 (Z), (i =  1 , . . . ,  n) du  systèm e (1, 2) re la tive  au 
p o in t B  ex iste  dans l’in te rv a lle  (1,10) alors (p a r l’hypo thèse  
m êm e)

yj‘ (Z„) =  a, <  bt =  t, (Zo), (i =  1 , . . . ,  n) (1,10 a)

e t  chacun  séparém en t des systèm es de re la tions (1,11), 
(1.12), (1,12a) (avec i =  l , . . . , n )

D  + V1 (Z) <  /' (Z, V1 (Z),. • • , v" (Z)) pour Zo <  Z <  n (1,11) 
D  -  (Z) < (Z, y,1 (Z), . . . ,  (Z)) „ „ „ (1,12)

**) On le démontre en faissant tendre v vers oc dans l’égalité y ‘y (f) = 
=  /!0[z 4 0.yJ (a), . . . ) + 1 ]  da +  yj.

*) K a m k e . Differentialgleichungen reeller Furiktionen (Leipzig 1930 
p. 135.
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V>1 (/), • • V’n (0 )  (1,12 a)

im plique les inégalités *)
yj' (/) <  t‘ (/) pour i = l , . . . , n ;  t o < f < a  (1,13)

IL Si la courbe y ' =  v ' (0  passe par B  e t l'in tégrale  in fé
rieu re  du  systèm e (1, 2) y i =  yi (f) re la tive  au p o in t-d  existe  
dans l’in te rvalle  (1,10) alors (par l’hypo thèse  m êm e)

V (fo) —  ai <  bi —  y ' (/o), (i =  1, • • •, n) (1,14)

e t chacun séparém en t des systèm es de re la tions (1,15), 
(1,16), (1,16a)
D  + y>1 ( f ) > f  (/, y 1 ( f ) , . . . ,  y>n (/)) pour i =  1,..., n; t0 < t  < « (1,15) 
D - y ' ( / ) > f  ( L v l ( / ) , . . . ,  (6 )  „ „ „ (1,16)

( 0 ...... Vn (Û) „ „ „ (1,16a)

im plique les inégalités
y ' (f) >  rf (f) po u r i =  1 , . . . ,  n; t0 <  t < a (1,17)

D ém onstra tion . N ous d iscu terons le cas de l ’inégalité 
(1,11). Posons

t

F f (f) =  y>1 (/) —  J  f  (s, y j ' ( s ) , . . . ,y > n (s)) ds.
*0

E n v ertu  de (1,11) e t de la con tinu ité  de f  (s, y 1 (s ) ,..., y>n (s) 
on  aura

D  + F‘ (/) <  0 p ou r t 0 < t  < a

La fonction  F' (/) é ta n t continue, il en  résu lte  qu ’elle est 
décro issan te  au sens large **) dans l’in te rvalle  t0 < t  < a et, 
en  ra ison  de sa continuité , aussi dans l’in tervalle  10 <  t < a.

*) Les systèmes d’égalités (1,12a) et (1,16a) expriment que la courbe 
yi = yi (f) est une intégrale du système (1,2).

“ ) Pour s >  0 posons G' ( b, t) = F‘ (f) — Et. On a D +  G 1' (s, f) <  0 
lorsque /„ <  t <  a. Supposons que f„ <  f, <  f2 <  a et G' (s, f j  <  
G* ( e, f2). Soit t3 le maximum de t pour lesquels f, f ts, G' (e, / )  =  
Gi ( e, f j .  On a fj<< f3 <  f2, G' (e, t,) = G' (e, f3) <_G‘ («, f2) et G‘ (s, f3) <  
G1 (s, t) lorsque f3 <  f <  f2. De la il vient que D G‘ (e,t3) ^ O , ce qui 
est impossible. On a donc G‘ (s, t,) G‘ (e, t2) lorsque f0 <  ti < ,f2 <  a, 
d’où pour £ -* 0 o n  obtient F1 ( t d ^ F 1 (f2).
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D e là il résu lte  que D  + F‘ (t) < 0  po u r t 0 < t < a.
Il s ’ensu it que pour r  =  1, 2 , . . .

D + y ' (t, v 1 (t), . . .  ,-ipn (/)) +  -  lo rsque t 0 <  t  < a,v

D -  ipl (/) < /' (t, y 1 ( t ) , . . .  ,ipn ( t ) + — lo rsque t 0 < t < a.
V

E n gardan t les no ta tions  de la d ém onstra tion  du T h é o 
rèm e 1 on  en conclu t en  v e rtu  du  Lem m e 1, que

(0 ,  ( to < / < / « + h) 

e t en passan t à la lim ite  r-»--(-oo

y ' (/) <  r1’ (f), (/o <  t  < t 0 +  h).

C es inégalités subsis ten t aussi pour t 0 < t < a.
D ans le cas contraire , en désignant p a r la bo rne  inférieure  
des t

to +  h < t  < a

pour lesquels ces inégalités ne subsistera ien t pas à la fois 
on au ra it

V* (6 )  <  ( / J , (i =  1 , . . . ,  n)

En app liquan t au po in t ti  le ra isonnem en t appliqué to u t 
à l ’heu re  au po in t t  on  ab o u tira it à la conclusion que les 
inégalités en  question  su b sis te ra ien t dans un in tervalle  +  
+  h i , (hi >  0) co n tra irem en t à la d é fin itio n  de ti.

Le cas des inégalités (1,12) e t la p a rtie  II du  p résen t th é o 
rèm e peuven t ê tre  é tab lis dans une voie pareille.

D u  théorèm e p récéden t résu lte  im m édia tem en t le su ivan t 
corollaire .

C oro lla ire  1. A d m etto n s  l’H ypo thèse  H  e t so ien t A  —  
=  (f0 , a , , . . . ,  a „ ) , B —  ( t0 , deux  po in ts  de Q
p o u r lesquels a, <  bt , (i =  1 , . . . ,  n). Cela posé on a les 
p ro p rié té s  su ivan tes I, II e t III.

I). A  chaque in tégrale  y 1 — y>' ( / ) ,  (i =  1 , . . . ,  n) issue 
de A  (du  systèm e 1,2) co respond  au  m oins une in tégrale 
y' =  z' ( f ) , (i =  1 , . . . ,  n) du m êm e systèm e passan t p a r B
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(et no tam m ent l’in tégrale  supérieure), te lle  que pour un s > 0  
suffisam m ent p e tit  on a

(/) <  r' (/) lo rsque to <  t < t0 + s .
II) . A  chaque in tégrale  du m êm e systèm e y ‘ — y ' (/) qui 

passe p a r B  co rrespond  au m oins une in tégrale  du  m êm e 
systèm e (l’in tégrale  in férieure) y ' =  y' (f) qui pour un  p e tit 
« >  0 rem p lit les inégalités y' (/) <  yj (/) pour t o < t  < t 0 +  «.

III) . Si pa r chaque po in t de 13 il passe une in tégrale  unique 
du  systèm e (1,2) e t y ‘ =  yj ( f ) , (i =  1 , . . . ,  n) ; y ' =  t‘ (t)  
désignent les in tégrales passant respectivem en t pa r A  e t B, 
a lors yj (f) <  t‘ (t) dans to u t in tervalle  t 0 < t < a dans lequel 
ces in tégrales ex isten t sim ultaném ent.

§ 2. La nécessité  de  l’H ypo thèse  K  pour la v é rité  des 
th éo rèm es su r les inégalités  d iféren tie lles  du  p a rag raphe  
p récéd en t. ,

Il se pose le problèm e de savoir dans quelle m esure  l’H y 
po thèse  K  e s t essentielle  po u r le v érité  du T héo rèm e 2.

O r l’exem ple p résen té  plüs ta rd  (cf. p. 131) m o n tre  que 
l ’H ypothèse K  n ’est pas suffisante à cet effet lo rsque  l’en 
sem ble ne jo u it pas de la P ro p rié té  P  (cf. p. 119).

En ad o p tan t la P ro p rié té  P e t l’H ypothèse  K  (au lieu de H ) 
nous dédu irons du T héorèm è 2 le théo rèm e qui suit. Ce 
théo rèm e n ’u tilise ra  pas la n o tio n  des in tégrales supérieu re  
e t in fé rieu re  (don t l’ex istence a é té  p ro u v ée ‘sous l ’H ypo thèse  
H  ou b ien  sous l’H ypo thèse  K  associée de la P ro p rié té  P). 
O n  o b tiend ra  ainsi une légère m od ifica tion  du  T héorèm e 2 
pour laquelle  on  prouvera  ensu ite  la nécessité  de l’H ypo thèse  K.

T h éo rèm e 2 a. Supposons que la section  de l’ensem ble 
ouvert & p ar un plan quelconque t  =  c  rep résen te  un  parai" 
lélépipède

—  =» <  a (c) <  y ' <  /?(c) <  +  (2,1)
(ou plus généralem ent adop tons la P rop rié té  P  (cf. p. 119)).

A d o p to n s re la tivem en t aux fonctions f' (cf. 1,2) l’H ypo
thèse  K. So ien t A  =  ( t0, a „  . . . ,  a„), B =  (f0, bx, . . . ,  hn) 
deux  po in ts de 13 pour lesquels on  a : a ,<  bf, (i =  1 , . . . ,  n). 
D ans ce tte  hypo thèse  su b sis ten t les p ropositions su ivan tes.
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I. Si u n e  courbe  con tinue  , ( i = l , ri) fa isan t
p a rtie  de  D passe  par A  e t rem p lit un  des tro is  systèm es 
de re la tions (1,11), (1,12), (1,12a) alors il ex iste  une in tégrale  
y 1' =  ? ( / ) ,  (z == 1 , . . . ,  n) du  systèm e (1,2) qu i passe p a r  B 
e t rem p lit les inégalités (1,13) dans un  in te rvalle  /o < f < f o  +  « 
(pour un  s >  0 su ffisam m ent petit).

IL Si une courbe con tinue y ’ =  (f) englobée p a r £2
passe p a r B  e t rem plit un  des tro is  systèm es de re la tions 
(1,15), (1,16), (1,16a) a lors il ex iste  une in tég rale  y ' =  i f  (f) 
du  systèm e (1,2) qui passe p a r A  e t rem p lit les inégalités 
(1,17) dans un  in te rvalle  suffisam m ent p e tit  t o< t < t o  +  e.

D ém onstra tion . L’ensem ble £2 jou it, p a r l’hypo thèse , de 
la P ro p rié té  P. L ’H ypothèse K  en tra în e  donc l’H yp o th èse  H  
(cf. P ro position  1). Le p résen t théo rèm e résu lte , p a r con 
séquen t, im m édia tem ent du T héorèm e 2.

A v a n t de p rouver que l’H ypo thèse  K  e s t essen tie lle  po u r 
la v é rité  du  T héorèm e 2 a nous é tab lirons le  su ivan t

L em m e 2. A d m etto n s  les hypo thèses su ivan tes:
1°) Les fonctions f ‘ figurant dans le systèm e (1,2) son t 

con tinues  dans un  ensem ble o u v ert £2.
2°) Si

A  =  (t0 , a , , . . . ,  a„), B  =  (f0 , bx, . . . ,  bn) 
so n t deux  po in ts  de £2 pour lesquels

(z =  l , . . . , n )  (2,2)
e t si ÿ  =  y>' (/) es t u n e  in tégrale  du  systèm e (1,2) passan t 
p a r  A , a lors il ex iste  une  in tég rale  du  m êm e systèm e y 1 =  
=  t* (/), (i =  1 , . . . ,  n) qui passe  p a r B  e t sa tisfa it aux 
inégalités

v T f X r ' W pour z '=  1 , n  e t  / O< 6< 6o  +  e (2,3) 
(où £ >  0 est un  nom bre  suffisam m ent petit) *).

Ceci é tan t ad m it nous a ffirm ons que 
u) les fonctions f ‘ sa tisfo n t à l’H ypo thèse  K, c-à-d. la fonc

*) Le présent lemme reste vrai lorsque l’on remplace l’hypothèse 2° 
par la suivante hypothèse 2 bis: Si.les points A et B appartiennent à £2 
et remplissent les- inégalités (2,2) alors à chaque intégrale du système (1,2) 
issue de B correspond une intégrale de ce système qui passe par A et 
remplit les inégalités (2.3).



EQUATIONS ET INÉGALITÉS DIFFÉRENTIELLES 129

tio n  f ‘, (i =  l , . . . , n )  es t une fonction  cro issante  (au sens 
large) de chacune de variab les y 1, . . . ,  y 1’-1, y '+1, . . . ,  y" séparé
m en t;
/J) dans le cas où l’ensem ble Ï2 jo u it de la P rop rié té  P  
(cf. p. 119)*) les fonctions f  rem plissen t dans & l’H ypo thèse  
H  du  § 1.

D ém onstra tion . Supposons que les po in ts

P  — (̂ 0> cy-i > P p  c„)
Q  (^o> Ci >• • • ’ c/-i»  9 p  c„)

ap p artien n en t à û  e t que Pj <  q7 . A fin  d ’é tab lir  la p a rtie  
a) du  p résen t lem m e il su ffit de p ro u v er que

f ( P ) < / ' ( Q )  p o u r X  J (2,4)

Soit y k =  yjk ( t ) , (fc =  1 , . . . ,  ri), une in tégrale  du  systèm e 
(1, 2) issue du  po in t P . E n v e rtu  de la prém isse 2® du p ré 
sen t lem m e il existe  une in tégrale  y fc =  T*(f) issue de po in t 
Q  qui sa tis fa it aux inégalités (2, 3).

O n  a
V»'(fo) —  X o )  =  C/ pour i ^ j .

En rap p ro ch an t ces égalités des inégalités (2, 3) on  o b tien t

y>‘ d ) — (f)0 ? (/)  — t' ( / 0)
/  — /o "  t —  t0 ( i ^ j ,  / ( , < / <  #o +  e)

d ’où à la lim ite  (f0) <  V d o ) , d  j ) . E n rem arquan t que 
ÿ* do) =  P  ( P ) , do) —  P  (O) on en dédu it les inégalités (2,4).

La partie  ft) du p résen t lem m e résu lte  de la partie  a) 
en  v e rtu  de la P roposition  1 du  § 1.

T h éo rèm e  3. Supposons que la section  de l’ensem ble 
o u v ert 12 par un  p lan  quelconque t  =  c  rep résen te  un  pa
rallélép ipède de la form e (2,1) ou plus généralem ent sup 
posons que l’ensem ble Ï2 jouisse de la P ro p rié té  P  (cf. p. 119).

*) L’ensemble P  jouit de la Propriété P par exemple dans le cas où 
la section de Q par un plan quelconque f =  c constitue un parallélépipède 
de la forme (2,1).

Rocznilc Pol. Tow. Mitem. XXm. 9
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Ceci é tan t adm is chacune des H ypothèses H  e t K du  
§ 1 est nécessaire po u r chacune de six  pa rties  du  T h é o 
rèm e 2a.*)

D ém onstra tion . La nécessité  des H ypo thèses H  e t K  
p o u r la vérité  de ce tte  p a rtie  du  T héorèm e 2a qui se 
rap p o rte  au systèm e des re la tions (1 ,12a) a été  é tab lie  dans 
le lem m e précédent.

O r la vérité  de la p a rtie  de ce théorèm e qui se rap p o rte  
à (1, 11) (ou 1, 12) a po u r coséquence la vérité  de sa p a rtie  
re la tive  à (1, 12a). Il en résu lte  que chacune des H ypothèses 
H  e t K  constitue  une cond ition  nécessaire pour les p a rties  
du T héorèm e 2a qu i se ra p p o rten t aux systèm es des re la 
tio n s  (1, 11) e t (1, 12). — La nécessité  pour les parties  re 
latives à (1,15), (1, 16) e t (1, 16a) s’é tab lit d ’une façon ana
logue.

§ 3. L’insuffisance de l’H y p o th èse  K  pour la  prolongea- 
b ilité  d e  l’in tég rale  supérieu re  à d ro ite  ju sq u ’ à la fro n 
tiè re  d u  dom aine.

P roposition  3. Si le systèm e (1,2) rem plit l’H ypothèse K  
dans un  ensem ble ouvert Q a lo rs  par chaque po in t 
A  =  (/„, a , , . . . ,  a n) de Æ il passe  une in tégrale  supérieure  
à d ro ite  valable dans un  in te rvalle  < t0+ s ,  pourvu  
que f >  0 so it un  nom bre su ffisa m m e n t petit.

A u trem en t d it, l’H ypo thèse  K  assu re  l’ex is ten ce  locale  
de l’intégrale supérieure  à droite.

D ém o n stra tio n . Soit 11 —  f „ |<  h , \ y l —  at \ < h ,  (i—l,...,n) 
un  cube con tenu  dans -r2. Ce cube jou it de de la P rop rié té  
P  du  § 1. Le systèm e (1,2) rem p lit donc, dans ce cube, 
l’H ypothèse  H  (cf. P ro position  1). Il existe, par conséquent, 
l’in tégrale supérieure  à d ro ite  du systèm e (1,2) issue de A  
e t pouvan t ê tre  prolongée ju sq u ’à la fron tière  de ce cube 
(cf T héorèm e 1).

*) Il s’agit de six parties du Théorème 2a qui se rapportent respective
ment aux systèmes de relations (1,11), (1,12). (1.12a), (1,15), (1,16) et (1.16a).
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P roposition  4. Si le systèm e (1,2) rem p lit dans & l’H y 
pothèse K  a lors p a r chaque po in t A  =  (t0, a , , . . . ,  a„) de & 
il passe une  in tégrale  y ' =  ? ( / ) ,  (i =  l n) défin ie dan s 
u n  in te rvalle  / „ < / < & <  +  o° jou issan t des p rop rié tés  su i
v an tes: 1°) elle te n d  vers la fron tiè re  de & lo rsque t te n d  
vers b;
2°) si +  °° a lo rs elle co n stitu e  l’in tégrale  supérieure
à d ro ite  du  systèm e (1,2) issue du  po in t (/,, t, (/j), t„(/j))
re la tive  à u n  in te rvalle  fi <  / <  f i +  e (/j) où e  ( f i )  >  0 désigne 
un  nom bre  suffisam m ent pe tit.

Ceci résu lte  im m éd ia tem en t de la P roposition  3 e t d ’un 
théo rèm e b ien  connu su r la possib ilité  du  pro longem ent d ’une  
in tégrale  ju sq u ’à la fro n tiè re  de Q.

R em arque  1 a. Il p eu t a rriver (voir Exem ple qui suit) que 
ce tte  in tégrale  y ‘ =  t* (/) n ’est pas une in tégrale  supérieure  
à d ro ite  du  systèm e (1,2) re la tivem en t au p o in t de  départ A  
e t à un  in te rvalle  t0 <  t  < c <  b. Il se peu t b ien  qu ’il ex iste  
une au tre  in tégrale  y ' =  » /( / ) ,  i —  1 , . . . ,  n) issue de A  
qu i ex iste  dans l’in te rv a lle  t0 <  t < c e t qui ne rem p lit pas 
les inégalités % (/)< ? ,( /) , ( i = l ,  . . . ,  n) pour un t2( t0< t 2< c )  
su ffisam m ent éloigné de t0 .

E xem ple  N ous a llons constru ire  un  exem ple d ’un  sy s
tèm e de tro is* ) équations d ifféren tie lles

>  =  y , .  y2- y3). O '= i>  2, 3) (3,1)

vérifian t l’H ypothèse K  dans un  ensem ble o u v ert & p o u r 
lequel il n ’ex iste  aucune in tégrale supérieu re  à d ro ite  issue 
d ’un  certa in  po in t e t ten d a n t vers la fron tière  de & lo rsque t 
ten d  en  cro issan t vers une  certa ine  limite**).

*) Un exemple analogue pour un système de deux équations est im
possible en vertu de la Proposition 2 du § 1.

**) Le rôle de cet exemple dans la théorie qui nous occupe devient 
plus clair lorsque l’on tient compte des Propositions 3 et 4 et de la Re
marque 1 a du présent paragraphe.

9'
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Il en résu lte  que ni le T héorèm e 1 ni le T héo rèm e 2 ne 
so n t pas vrais lo rsque  l ’on y  rem place l’H ypothèse  H  p a r 
l ’H ypo thèse  K.

I. Posons
w ( t)  =  3]/~2~ f2 (3—2 f ) .  (3,2)

O n  a
w ' ( / ) = 1 8 l < 2 " t ( l - t 2) (3,3)

iv(0) =  0, u '( l )  =  3 l / r2”, w ' (0) =  0, iv '( l)  — 0 , (3,4)

w  (0  >  0 , w ' (/) >  0 po u r 0 <  t  <  1 . (3,5)

II. C onsidérons sur le p lan  des variab les t, z  les tro is  
fam illes F i ,  F2, F 3 des courbes défin ies dans l’in te rvalle

1 e t dép en d an t respectivem en t des param ètres a, P e t  y 
z  — a , (— oo <  a <  0) (fam ille  F J  
z  — P w ( f) ,  (0 <  P <  1) (fam ille  F 2) 
z  — iv(/) +  y, (0 < y <  +  °°) (fam ille  F3)

e t  réun issons ces fam illes en une seule fam ille F — F1+F2 + F3. 
O n  vo it facilem ent que deux courbes de  ce tte  fam ille ayan t 
un  po in t com m un P  o n t la m êm e tangen te  au po in t P. Il 
e s t ainsi clair que par chaque p o in t de la bande

0 <  t  <  1 , —  00  <  z  <  +  00 (3,6)

il passe au m oins une courbe de la fam ille F. Les courbes 
de la fam ille F c o n s titu en t donc les in tégrales d ’une  équation  
d iffé ren tie lle

^ f = h ( / , z )  (3,7)

La fonction  h (t, z )  est défin ie  de la façon su ivan te  :

h (f,z)  =  0 pour 0 <  t <  1 , z  <  0 (3,8)

h (t,z ) =  ~  p o u r 0 <  t  <  1, 0 <  z <  iv ( f ) , (3,9)

h (t,z) =  w ' ( /) p o u r z > w ( t ) .  (3,10)

O n  vérifie  facilem ent les p rop rié tés  su ivan tes p lt p 2, p3 e t  p«. 
Pi) h ( t ,z )  e s t con tinue  dans la bande (3,6).
Pi) h (0 ,z) =  h ( [ ,  z) 0 pour — ° ° < z <  +  °°,
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pg) h (t,z)  e st cro issante  au sens large re la tivem en t à z  (cf. 
(3,8), (3,9), (3,10) e t (3,6)).
p 4)L e s  courbes d e là  fam ille F2 co n stitu en t to u tes  les in tég ra
les de l’équation  (3,7) issues du  po in t t — 0, z = 0 .  L’in tégrale  
in fé rieu re  de (3,7) issue de l’orig ine e s t donc z =  0 e t l’in 
tég ra le  supérieure  z  =  w  (/). Ces in tégrales ex is ten t dan s 
l’in te rvalle  0 <  t  <  1.

III. C onsidérons m ain ten an t le systèm e des équations 
d ifféren tie lles

z  =  h (t,z), v  —  0, (3 J1 )
d o n t les deuxièm es m em bres son t défin ies dans l’ensem ble  
0 < / < l ,  — °° < z  +  °°, — °° <  v <  4 - °°.
p s) E n v e rtu  de la p roprié té  p 4 les courbes dépendan t du  
pa ram ètre  P

z  =  £ iv ( / ) ,  v  =  0 , ( 0 < j8 < 1 )
co n s titu e n t to u tes  les in tégrales du  systèm e (3,11) issues de 
l’orig ine t  =  z  =  v =  (X

IV . N ous assu je ttirons m ain tenan t le systèm e (3, 11) à la  
tran sfo rm atio n

z = 7 ^ (yi+y2)’ 

v = i ( —y i + y 2)- c . - à - d .

Le systèm e (3, 11) passera ainsi en  systèm e 

d y 4

y , = ^ f e - v ) .  

5 - ^ ^ f c  +  v).

/ 2 h { t ' ^ 2 y ‘ +  ^ 2 y ’> 

d y 2_  1 , Zf 1 , 1  s
d t  / 2  ( ’ | / 2 Vl

d t
(3, 12)

d o n t les deuxièm es m em bres son t défin is dans la bande

0 < / < l ,  — ° ° < y ,<  +  °°, (i==l,2).
y  so n t con tinues e t c ro issan t au sens large par rappo rt à 
chacune des variab les y! e t y2 séparém ent (cf. p3). 
p 6) E n v e rtu  de p5 les courbes de la fam ille su ivan te  dépen
d a n t du  param ètre  /S
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y2 =  ̂ = jô iv ( /) , ( 0 < /? <  1)

p résen ten t la to ta lité  des in tégrales du  systèm e (3, 12) issues 
d e  l’orig ine 4 =  y t =  y2 =  0.

V. C onsidérons m ain ten an t q ua tre  ensem bles 42;j ( i= 1,2,3,4) 
«définis respectivem en t p a r les re la tions su ivantes:

— o = < f < 0 , — ° ° < y i < 4 - ~ ,  ( i = l , 2 , 3,) 
0 <  t  <  1, — °° <  y t <  +  oo (i =  1 ,2 ,3 )

(ensemble 424) 
(ensemble 422) 
(ensemble 423)1 <  t  <  +  °°, y , + y 2 < 1 ,  — °° <  y 3 < + °° 

l < 4 < 4 - ° ° ,  (yj — 3)2 +  (y2 — 3)2 <  1, — ° ° < y  <  +  ~

e t posons
(ensemble 424)

42 — 424 -J- 422 4- 423 4" 424.

L ’ensem ble 42 est év idem m ent ouvert. N ous défin irons m ain 
te n a n t dans 42 le systèm e d ’équations d ifféren tie lles (3,1) 
de la façon suivante. N ous posons
f,(ty v y 2 » y 3 ) =  °> (’■ =  1 .2 ,3 ) dans 42, (3,13)
A — / 2 — j / = y i .  +  j ^ = y 2) ./s  — 0 dans 422, (3,14)

A = A — A = 0  dans ^3. (3.15)
A — A — 0, A =  1 — t  dans 424 (3,16)
O r il est év iden t que les fonctions f2, f3 so n t continues 
en  to u t po in t (t, y p y2, y3) de 42 po u r lequel 4 ^ 0  e t 4 ^ 1 .  
La con tinu ité  des A dans le cas où 4 =  0 ou b ien  4 =  1 ré 
su lte  de la p ro p rié té  p>.

VI. N ous allons d ém o n tre r  que le systèm e (3, 1) rem plit 
dans 42 l’H ypothèse  K du  § 1. N o u s  dém on trerons que 
chaque fonction  A, (t =  L 2, 3) est c ro issan te  aus sens large 
re la tivem en t à chacune des variab les y x, y 2, y 3.

C ’est év iden t po u r 4 < 0  (cf. 3, 13). C ’est une consé
quence de (3,14), p3 e t (3,4) po u r 0 <  4 <  1. Il res te  le 
cas 4 >  1. Soient P =  (4, y x, y 2, y 3) e t P =  (4, ÿ i, ÿ2, ÿ 3) deux 
p o in ts  de 42 pour lesquels 4 >  1, yo <  ÿ3 (pour un  ce rta in  in 
d ice  a), tan d is  que y =  ÿi lo rsque  i =£ a. Les po in ts  P e t 
P app artien n en t év idem m ent à 423 4-424. O n d ém o n tre  faci
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lem en t en  ra ison  de la dé fin itio n  de e t £4 que les po in ts  
P  e t P  a p p a rtien n en t ou b ien  à la fois à ou b ien  ils 
a p p a rtien n en t to u s  les deux  à £4. D ans chacun de ces cas 
on  vo it en  v e rtu  de (3,15) e t (3,16), que fi (P) =  fi (P). La 
cro issance en  question  des fonctions fi se trouve  ainsi d é 
m ontrée.

VIL Soit
yi =  Ti (/), (i =  1, 2, 3) (3,17)

une in tégrale  quelconque du  systèm e (3,1) issue du  po in t 

t  =  y i  =  y 2 =  y 3 =  0 (3,18)
qui te n d  vers la fro n tiè re  de Q lo rsque  t  c ro ît. Soit

0 <  t  < a (3,19)

son  m axim al in te rv a lle  d ’existence. *) N o u s  p rouverons 
que in tégrale  (3,17) ne  p eu t pas ê tre  in tégrale  supérieu re  à 
d ro ite  re la tivem en t au po in t in itia l (3,18) e t à V intervalle  
(3,19). **)

Supposons que (3,17) so it in tégrale supérieu re  à d ro ite  du 
sy stèm e  (3,1) re la tiv e  au  po in t in itia l (3,18) e t  à l’in te r
valle  (3,19). Soit

0 <  t  <  1 (3,20)
En v e rtu  de (3,14), p 6 e t (3,4) la courbe

y i =  y2 =  -4= w  (t), y3 =  0, (0 <  t  <  1)
) /2

co n stitu e  l’in tégrale  supérieu re  à d ro ite  du systèm e (3,1) 
re la tiv e  au po in t in itia l (3,18) e t à l’in tervalle  (3,20). D eux 
in tégrales d ’une te lle  so rte  é tan t iden tiques on a

t, ( / )  =  t2 ( 0  — ^7= w  (/), T;î (/) =  0 po u r 0 <  t  <  1.

*) Si t tend en croissant vers a, l’intégrale (3 17) tend vers la fron
tière de 13.

**) (3,17) étant une intégrale quelconque du système (3.1) issue du 
point (3,18) et tendant vers la frontière de Q, nous prouverons en même 
temps qu’il n’existe pas une intégrale supérieure à droite issue de (3.18) 
et tendant vers la frontière de Q.
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E n v e rtu  de  (3,4) il s ’en su it que
Tl ( 0  =  t2 (1) =  3, r3 (1) =  0.

L’in tégrale  (3,17) passe  donc p a r le po in t 

# =  1, y i =  3 ,y 2== 3 ,y ,  =  0.
Ce p o in t a p p a rtie n t à E n ra ison  de (3,16) on  aura  donc  

t i(#) =  t2(/) =  3 ,ts (/) =  — y ( /  — D 2 Pour l < # < l + e

lo rsque e >  0 e s t su ffisam m ent pe tit,

O n  aura, en particu lie r,
Ts ( 0  <  0 p o u r 1 <  t  <  1 +  c, (3,21)

E n  v e rtu  de  (3,14), p#, (3.4) e t (3,15)

la courbe
y  =  ^ ( # ) ^ 0 .  (i =  1 ,2 ,3 ), ( 0 < t <  +  ~ )

co n stitu e  une  in tég ra le  du  systèm é (3,1) issue  du  po in t 
(3,18). E n  raison  de  (3,21) on aura

t3 (/) <  m  ( 0  pour 1 <  t < 1 +  «,
ce qui p rouve que  l’in tégrale (3,17) ne  p eu t pas ê tre  in té 
grale supérieu re  à d ro ite  du  systèm e (3,1) re la tiv em en t au  
p o in t in itia l (3,18) e t à l’in tervalle  0 < / < l  +  e, ni, à p lus 
fo rte  raison, re la tiv em en t à l’in te rvalle  (3,19). N ous avons 
ainsi ab o u ti à une  con trad iction .

§ 4. C as  d es  sy stèm es d ’éq u a tio n s  d iffé ren tie lles  aux  
deux ièm es m em bres  décro issan ts.

Les eo n sid é rtio n s  des paragraphes p récéden ts se rap p o r
ta ie n t aux systèm es d ’équations d ifféren tie lles (1,2) où les 
fonctions f ‘' (t, y 1, . . . ,  y " )  é ta ien t croissantes  dans le sens 
précisé p a r  les H y p o th èses  H  ou K  du  § 1.

O r au  m oyen  de la tran sfo rm atio n  des variab les

y '= x * , ( i  =  l , . . . ,  n), /  =  — s (4,1)

on  p eu t dédu ire  des p ropositions acquises p récédem en t les 
résu lta ts  to u t-à -fa it analogues. Ces résu lta ts  se rap p o rte ro n t 
aux  systèm es d ’éq u a tio n s  d ifféren tie lles qu i d iffè ren t du
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systèm e (1,2) par ce que ses deuxièm es m em bres son t 
décro issan ts  au sens précisé p a r  les hypo thèses qui suivent.

Les systèm es d ’équa tions d ifféren tie lles envisagés dans 
le  p résen t paragraphe au ro n t la form e

x  («) =  F ’( s ,x 1, . . . ,  x ”) ,  ( i = l , . . . ,  n)*) (4,2)
H y p o th è se  H  bis. 1° Les fonctions

F f (s, x 1, . . . ,  x "), ( i =  1 , . . . ,  n) (4,3)

son t con tinues dans un  ensem ble o u v e rt Q des po in ts  
(s, x , . . . ,  x") 2°) Si po u r un  i quelconque ( i = l , . . . ,  n), les 
po in ts

H (s, â j , ,  a (_  c, ai+1, . . . ,  a„)
B =  (s, 6 ,_ , c, bi+i .......  bn)

app artien n en t à û  e t

i — 1 , i +  l , . . . ,  n)
alors

F ' ( 4 )  >  F ' (B,) .

H y p o th è se  K  bis  1°) La fonction  F* ( f— 1 , . . . ,  n) (cf. 4,3) 
es t con tinue  dans u n  ensem ble ouvert Q . 2°) Elle est une 
fonction  décro issan te  (au  sens large) de chacune des v a ria 
bles x 1, . . . ,  x' ', x ‘+1, —  x" séparém ent.**)

Les deux  h ypo thèses  p récéden tes ne son t pas équiva
len tes p o u r tous les ensem bles ouverts  &. O n a su r ce 
su je t la suivante:

P roposition  1 bis. Pour to u t ensem ble & jou issan t de la 
P ro p rié té  P  du § 1 les H ypo thèses H  bis e t K  bis son t 
équivalentes.

V oici m a in ten an t les rem arques p e rm e ttan t de dédu ire  
im m édia tem en t des résu lta ts  des § § 1 — 3 les résu lta ts

*) Nous écrivons out court x(s) au lieu de — — .

*•) C.-à-d. F' (s, x1,..,, xJ_1, k1, x1+1, . . xn
F‘ (s, x1,..., xj_1. l1 V +1,„. x") lorsque i ^ j  et fc/ ♦

On ne suppose pas que F' soit décroissante relativement à x' et à s.



analogues m ais re la tifs  au systèm e d ’équations d ifféren tie lles  
(4,2) e t aux H ypo thèses H  bis e t  K  bis.

a) Soit p  (s) une  fonction  défin ie au voisinage de s =  s0 
e t posons ip(f) =  p  (—  t), t0 =  —  s0.

Les nom bres dérivés des fonctions yj e t  p  son t re liés  pa r 
les re la tions

D  <+) yj (tq) =  —  D (-) p  (s0) , D  <+) y> (/0) =  —  D  (-) p  (s0) ,

D  (-) ip ( t0) =  — D(+) p  (s0) , D(~)y> (f0) =  —  D (+ )p  (s0) .

P) A ppliquons au  systèm e (4,2) la tran sfo rm atio n  (4.1). 
N o u s  o b tiend rons le systèm e

- ^ -  =  — F ' (— L y 1......... vn) ,  0 = 1 ,  n)

ou b ien  en  posant
f ‘ (/, y 1, . . . .  y ”) =  — F‘ (— t, y 1, y n) 

le systèm e

=  (L y 1, y  ) ,  0 = 1 ,  . . . .  n) (4,4)

z) Soit un  ensem ble de po in ts  (/, y 1, . . . ,  y") consti
tu a n t l’im age de Q p a r l’in te rm éd ia re  de la tran sfo rm atio n  
(4,1). Cela posé les ensem bles Q e t ne peuven t ê tre  
ouverts  qu ’à la fois e t ne peu v en t que sim ultaném ent jo u ir  
de la P ro p rié té  P  du § 1.

<5) La cond ition  nécessaire e t su ffisan te  p ou r que  les 
fonctions P ' (s, x l , . . . ,  xn) rem p lissen t dans & l’H ypo thèse  
H  bis (ou K  bis) consiste  en  ce que les fonctions / ‘(L y 1, . . . ,  y") 
rem p lissen t dans l’H ypo thèse  H  (ou  K).

e) Si y ' =  y ' (f) (i =  1 , . . . .  n) est une in tégrale supérieu re  
(ou in férieure) du systèm e (4,4) re la tiv e  au po in t (f0, a , , a n) 
e t à l’in te rv a lle  t0< t< a  alors la courbe x  =  x ' (s) — y' (— s), 
(i =  1 , . . . ,  n) constitue  une in tégrale in férieu re  (ou supérieure) 
du  systèm e (4,2) re la tive  au p o in t (— f0, S j, . . . ,  a„) e t à l’in 
te rv a lle  — a < s < s 0 =  — tq.

T h éo rèm e 1 bis. D ans l’H ypo thèse  H  bis il passe  par 
to u t  (s0, Xq, . . . ,  x J) de  jQ une  in tégrale  supérieure  J e t une
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in tégrale  in fé rieu re  J  du  systèm e (4,2) re la tive  à ce p o in t e t 
à u n  in te rv a lle  a < s < s 0, Le nom bre a p eu t ê tre  choisi de 
façon qu ’u n  po in t M  v a rian t su r J  tende  vers la fron tière  
de Q lo rsque  s ten d  vers a.

T h éo rèm e  2 bis. A d m etto n s  L’H ypo thèse  H  bis. Suppo
sons que les fonctions y ' (s), (z =  1 , • • •, n) so ien t continues 
d a n s  l’in tervalle

a <  s <  s0 (4,5)

e t que la courbe x ‘ =  V ( s ) , (z =  1 , . . . ,  n) envisagée dans 
cet in te rvalle  so it englobée pa r -Q Soient

^4 =  (s#, a l5 . . . ,  an) ,  B =  (s0, b ,,  b„)
d e u x  p o in ts  de Q p o u r lesquels on a

a ^ b ,  (z =  l ,  . . . .  n)

D ans ce tte  hypo thèse  subsisten t les p ropositions  suivantes:
I). Si la  courbe x '  (s) =  ip‘ (s) passe  p a r A  e t l’in tégrale 

sup érieu re  t'(s) ex iste  dans l’in te rvalle  (4,5) alors chacun sépa
rém en t des systèm es de re la tions (4,6), (4,7), (4,8) (z =  l , . . . , n )

D  (+) y»' (s) >  F' (s, y 1 (s) ....... y>" (s)) pour a < s < s 0 (4,6)
D  (-) y> (s) >  F ’ (s, y  ( s ) , . . . ,  y>n (l)) >» ?» 5» (4,7)

c/ yj (s) i \ n
ds >  F (s, y> ( s ) , . . . ,  y> (s)) (4,8)

im plique les inégalités*)
y>1 (s) <  ?  (s) pour i —  1 , . . . ,  n: ; a <  s <  So (4,9)

II). Si la courbe x ‘ —  y ' (s) passe par B  e t l’intégrale 
in fé rieu re  du  systèm e (4,4) x ‘ =  y' (s) rela tive  au p o in t A  
ex is te  dans l’in te rvalle  (4,5), alors chacun séparém ent des 
systèm es de  re la tions (4,10), (4,11), (4,12)
D (+)y>' ( s ) < F ‘ (s, y 1 (s ) ..., VJn (s)) pour z =  l , . . . ,  n ;a < s< s 0 (4,10) 

( s ) < F ‘ (s, y 1 (s)......y>" (s)) „ „ „ (4,11)
^ ^ - < F i (s,V 1(s ) ........y" (s)) „ ,, (4,12)

*) Les systèmes d’égalités (4,8) et (4,12) expriment que la courbe 
x 1 — V>'(s), 0’ = 1 ,.  • . .  zi) est une intégrale du système (4,4).
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im plique les inégalités
y ' (s) >  (s) pour i =  1 ,__ , n ; à <  s  <  s0. (4,13).

L cm m e 2 bis. A d m etto n s  les hypo thèses su ivan tes:
1°) Les fonctions F‘ figuran t dans le systèm e (4,2) sont 

con tinues dans u n  ensem ble ouvert
2°) Si

^4 (s0, 8j »•• • » (S0- ^1’ • • • » )
so n t deu x  po in ts de Q po u r lesquels

ai <  bi, (i — 1........n)
e t si x‘ =  y>' (s), (i =  1 ) . . . ,  n) e s t une in tégrale  du  systèm e 
(4,2) p assan t p a r A, a lo rs  il ex iste  une in tég rale  du  m êm e 
systèm e x ‘ =  i ‘ (s) qui passe  p a r  B e t  sa tisfa it aux inéga
lités  y>‘ (s) <  ?  (s) po u r i =  1 , . . . ,  n  e t s0 — « <  s <  s0 (où e >  0 
e s t un  nom bre  su ffisam m ent petit). *)

C eçi é ta n t adm is nous affirm ons que 
a) les fonctions F‘ sa tisfon t à l’H ypo thèse  K bis c.-à-d. la 
fonction  F1, (1 =  1 ,...,, n) est fonction  décro issan te  (au sens 
large) de  chacune de variab les x1, . , . ,  x‘ \  x '+l, . . . ,  x" sépa
rém ent.
P) dans le cas où l ’ensem ble Ï2 jo u it de la P ro p rié té  P (cf.p. 119), 
les fonctions F' rem plissen t dans & l’H ypo thèse  H bis.

N ous nous d ispensons d ’énoncer les

Théorème 2a bis e t Théorème 3 bis
qui résu lten t respec tivem en t du  T héorèm e 3 p a r l’in te r 
m édiaire de la tra n sfo rm atio n  (4,1).

§ 5. S ystèm es d’éq u a tio n s  d iffé ren tie les  d o n t l’in tég ra le  
su p érieu re  (ou in férieu re) b ila té ra le  c ro ît avec la position  
de  son  p o in t in itia l.

D éfin ition  I. N ous d irons que le p o in t D — {t2, dx, . . . ,  dn)

*) Le présent lemme reste vrai lorsque l’on remplace l’hypothèse 2° 
par l’hypothèse suivante: Si A et B appartiennent à (2 et remplissent les 
inégalités a; •< bj alors à chaque intégrale x‘ = r‘ (s) du système (4,2) issue 
de B correspond une intégrale de ce système x' — (s) qui passe par A
et telle que y>'(s) T1’(s) lorsque i=l,..., n et s0—« < s< (s0 (où s > 0  est
suffisamment petit).
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m ajo re  le p o in t C  =  (f1;Cj,. . . ,  cn) e t nous écrirons D ^ C  
lo rsque t { —  t 2 e t d ,> C ; (i =  l , . . . ,  ri). Si D > C  nous d irons 
aussi que C  m inore D  e t nous écrirons C  <  D.

D éfin ition  II. Soit x  =  y  (t), (i =  1____ n) une courbe
quelconque. D ésignons par X  e t 0 ( f )  les po in ts  d o n t les 
cordonnées son t respec tivem en t (x 1,..., x n) e t 951 ( / ) , . . . ,  <pn (t) . 
Le sym bole 0  (/) désigne ainsi une fonction  subo rdonnan t à 
la variab le  num érique  t  le p o in t (g?1 ( f ) , . . . ,  <Pn(t)).

Soit x ‘ =  y>' (t), ( i ,. . . ,  n) une au tre  courbe que nous écri
rons sous la fo rm e X  =  P  (t).

N o u s  d irons que la courbe X = ! / 7(f) m ajore  X  =  0 ( / )  
dans un  in te rvalle  J  lorsque g?’ (t) <  ip' (t) p o u r les valeurs 
de t  ap p a rten an t à A. D ans ce cas nous d irons que ï 7 (t) 
m ajo re  0  (/) (ou 0  (/) m inore  ï 7 (f) dans A  e t nous écrirons: 
0 ( / ) < ! ? ( / )  dans A, ou b ien  ï 7( / ) > 0 ( f )  dans J * )

T h éo rèm e  4. Soit

=  /'(*, y 1, —  y"), (i =  l , . . . ,  n) (5,1)

un  systèm e d ’équations d ifféren tie lles  d on t les deuxièm es 
m em bres son t con tinus dans un  ensem ble ouvert Q, te l que 
sa section  p a r un p lan  /  =  c quelconque constitue  un  para l
lélép ipède de la form e

— 00 <  a, (c) <  y ' <  (c) <  +  °°, (/ =  1 , . . . ,  n) (5,2)

Ceci é tan t supposé nous avons les p ropositions su ivantes 
I, II, III.

I.) La cond ition  nécessaire e t su ffisan te  po u r qu’à to u te  
couple de po in ts  ap p arten an t à &

A  =  (t0, a , , . . . ,  a„), B =  ( /o, b„)

te ls  que ^4<  6**) et à to u te  in tégrale  0  (/) =  (ç>’ ( / ) , . . . ,  <pn(t)) 
du  systèm e (5,1) issue de A  co rresponde  une in tégrale  P  (f)

*) La différence entre la signification du signe „•<” dans les relations 
C < iD  et ^ ( f ,  •<!?(<) ne prêtera pas à l’équivoque.

**) Cf. la précédente Définition I.



142 TADEUSZ WA2EWSKI

de ce systèm e qui passe pa r B  e t m ajo re  0  (/) dans un  p e t i t  
voisinage bilatéral de f0***) consiste  en  ce que la fonction  
/ ' ne  dépende pas des variab les y 1, . . . ,  y '-1 , y n.

C ette  dern ière  p ro p rié té  rev ien t à ce que le systèm e (5,1) 
d o it ê tre  de la form e

d y 1 _  
d t

ë 1 (t, y 1)

d y n __
d t ë n( t , y n)

(5,3)

II. La cond ition  nécessaire e t su ffisan te  po u r q u ’à to u te  
couple de po in ts  A , B  de la m êm e so rte  e t p ou r to u te  in té 
grale (t)  issue de B  existe une  in tégrale  0 ( f )  issue de A  e t  
m ino ran t ï 7 (/) dans un  p e tit  voisinage bilatéral de  #0 consiste  
en  ce que le systèm e (5,1) so it de la  form e (5,3).

III. Supposons accesso irem ent que par to u t p o in t P  de Si 
il passe une in tégrale un ique  Y (P ;f)  d u  systèm e (5,1). Ceci 
é ta n t adm is, la cond ition  nécessaire  e t su ffisan te  afin  que 
pour to u te  couple A  <  B  de p o in ts  de Q  l’in tegrale  Y (B; f) 
m ajo re  Y (A; t) dans un  p e tit  voisinage b ila té ra l de con
siste  en  ce-que  le systèm e (5,1) so it de la fo rm e (5,3).

D ém ostra tion . Les d ém o n stra tio n s  des p ropositions  I, II 
e t III é ta n t analogues, nous nous bo rn ero n s à la dém onstra 
tio n  de la p roposition  I.

N o tre  cond ition  est su ffisan te  en  v e rtu  des T héorèm es 
2 (§ 1) e t  2 bis (§ 4).

N ous passons à la d ém o n stra tio n  d e  la nécessité  de ce tte  
condition .

A  to u te  couple de p o in t A  e t B ( A < B )  ap p a rten an t à 
£  e t à to u te  in tégrale 0  (/) du  systèm e (5,1) issue de A  co r
respond , par hypo thèse, une  in tégrale  ï 7 (/) de (5,1) issue de 
B  e t m ajo ran t 0  (/) dans un  p e tit  voisinage b ila té ra l de  Zo- 
Il en résu lte , en v e rtu  des Lem m es 2 (§ 2) e t 2 b is (§ 4), que

***) C.-à-d. vérifie la relation $ ( ( )< !? ( ( )  pour f0 — £ < / < f o  + « où 
s >  0 est un nombre suffisamment petit (cf. la précédente Définition II).
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les fonctions f  rem plissen t dans fi à la fois les H ypothèses 
K  (§ 1) e t K  bis (§ 2). La fonction  f  e st donc à la fois 
cro issan te  e t décro issante au sens large (et parsu ite  constan te) 
re la tivem en t à chacune de variables y 1, y 2, . . . ,  y '-1 , y '+1, . . . ,  y" 
séparém ent.

A fin  d ’en  conclure que le systèm e (5,1) à la form e (5,3) 
considérons deux po in ts  de &

K  =  ( c ,k 1, . . . ,  V - ' ,  y ', k '+ 1, . . . ,  k n), 
l = ( c, /1, . , . ,  v - \  y ,  n

Il su ffira  de p rouver que f ‘ (K ) —  f  (L).
Relions, à ce t effet, les po in ts  K  e t L  p a r une ligne po ly
gonale des côtés parallèles sucessivem ent aux  axes de coor
données y ’, . . . ,  y i-1, 'y i+1, . • ÿ" . C e tte  ligne polygonale 
ap p a rtien t év idem m ent au parallé lép ipède (5,2) e t à plus 
fo rte  raison, à La fonction  f ' é ta n t co n stan te  le long 
de chaque cô té  de c e tte  ligne, il s’ensu it que f (Æ ) = / '( L ) .

§ 6. C om para ison  des in tég rales des deux  systèm es 
d o n t l’un  m ajo re  l’au tre .

T h éo rèm e  5. Supposons que les fo n c tio n s  / '( / , y 1, . . . ,y ”) 
et  ë ‘ (t, y 1, . . . ,  y”) so ien t con tinues dans un  ensem ble ouvert 
G e t so ien t

A  =  (/„, a v , . . ,  a„), B =  ( t0, bi , . . . , b n)
deux p o in ts  quelconques de te ls  que A < B  (c.-à-d. 
a ( <  bi po u r i =  n).

C onsidérons deux  systèm es d ’équa tions d ifféren tie lles

=  / '  (L y1, ■ • •, y ”), (i =  1 , . . . ,  n), (6,1)

=  g' (L y 1, • • . ,  y ”), (i =  L ..  •, n). (6,2).

C eci é ta n t adm is nous avons les p ro p o sitio n s  su ivantes:
I. Si les fonctions / ' rem plissen t l’H ypo thèse  H  du § 1 

e t le systèm e (6,1) m ajore  le systèm e (6,2) (c.-à-d. g' < / ‘ 
dans £ ) , si ensu ite  0  (f) désigne une in tégrale  de (6,2) issue 
de A  e t P  (t)  l’in tégrale supérieure  d ro ite  de (6,1) issue de B *) 
a lors P  (/) m ajore  0  (/) (cf. D éfin ition  IL § 5) à droite  de

*) Pour l’existence de l’intégrale supérieure cf Théorème 1 du § 1-
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t0 dans to u t in te rvalle  t0< t  <  a dans lequel ces deux  in té 
grales ex isten t.

IL Si les fonctions /' rem plissen t dans Q l’H ypo thèse  H  
e t le systèm e (6,2) m ajore  (6,1) dans G (c.-à-d. <  g1), si P (t)
désigne une in tégrale  du systèm e (6,2) issue de B e t 0  (f) 
l’in tégrale  in fé rieu re  d ro ite  de (6,1) rela tive à. A  a lo rs  P (f) m a
jo re  0  (/) à d ro ite  de t0 dans to u t in tervalle  tn < t <  a dans 
lequel ces deux  in tégrales ex isten t.

III. Si les fonctions f' rem plissen t dans & l’H yp o th èse  
H bis du  § 4 e t le  systèm e (6,2) m ajore (6,1) dans Q, si 
0  (/) désigne une in tégrale  quelconque de (6,2) issue de A 
e t P (t) l’in tégrale  supérieure  gauche de (6,1) re la tiv e  . à B, 
alors P (f) m ajore 0  (/) à gauche de /„ dans to u t in te rv a lle  
a < t  < i0 dans lequel ces deux  in tégrales ex isten t.

IV. Si les fonctions f  rem plissen t dans & l’H ypo thèse  
H bis e t le systèm e (6,1) m ajore  (6,2) dans Q (c.-à-d. f  g‘) ‘ 
si P (/) est une in tégrale  quelconque de (6,2) issue de B e t 
0  (/) l’in tégrale in fé rieu re  gauche de (6,1) rela tive à A, a lors 
P (t) m ajore  0  (#) à gauche de t0 dans to u t in te rvalle  
a < t  < t0 dans lequel ces deux  in tégrales ex isten t.

D ém o n stra tio n . Ce th éo rèm e  constitue  une conséquence 
im m édiate  des T héorèm es 2 (§ 1) e t  2 bis (§ 4).

E xem ple. N o u s  allons m o n tre r que l’H ypothèse  K  du 
§ 1 n ’est pas suffisan te  p o u r la vé rité  du  T héorèm e 5. D e 
n o tre  exem ple il résu lte  en  m êm e tem ps que, pour ê tre  
s tric t, il faut, dans un  théorèm e de M. K am ke*) ad m ettre  sur 
l’ensem ble Q une hypo thèse  accessoire p. ex. qu ’il jo u it de 
la P ro p rié té  P  du  § 1.

C onsidérons deux  ensem bles P , e t défin ies pa r les 
inégalités

y 2i + y 22 <  1, — °° <  t <  +  °°, — °° <  y 3 <  +  °° (ensem ble £?j) 
(yi — 3)2+ ( y 2— 3)2 <  1, — °° <  t <  +  °° — °° <  y2 <  + °°

j  K a m k e  1 c. Acta Mat. T. 58 p 74. Satz 6.



(ensem ble &2) e t posons

N ous défin irons deux  systèm es d ’équa tions

=  ft yi. y 2. y3) . (« — i» 2 ,3 ) (6,3)

=  êi (f, y b y 2, y3) . («' — l .  2 ,3) (6,4)

N ous posons

fi =  0 dans /, =  — 2 dans Æ2, (i =  1, 2, 3) 
g, =  1 dans û t, g, =  — 1 dans &2, (f =  1, 2, 3).

O n  vérifie, com m e p récédem m ent (cf. l’alinéa V I de l’Exem ple 
du  § 3), que chacun des systèm es (6,3) e t (6,4) rem p lit 
l’H ypo thèse  K  dans •£. O n  a

fi < ëi, 0  =  1, 2, 3) dans £2.

Envisageons les po in ts

A  —  ( t0, ait a2, a 3) =  (0, 0, 0, 0,),
B =  (/«, bi, b2, b3) =  (0. 3, 3, 0).

O n  a 8; <  bt, (/ =  1, 2, 3). L’in tégrale  du systèm e (6,3) issue 
de  A  est

y,- =  <Pi 0 )  =  0, (i =  1, 2, 3)

e t  l’in tégrale y, — y,- 0 ) , 0  =  1, 2, 3) du  systèm e (6,4) issue 
de  B  est de la fo rm e 0 )  =  3 — t, 0  =  1,2) ; y>3 0 )  =  — #•

O n a, en  con trad ic tion  avec le T héorèm e 5, <p3 0 )  >  ŷ 3(t) 
po u r t  >  0.

M oyennan t quelques com plications on  p o u rra it s’arranger 
de  façon que £2 m êm e e t to u te s  ses sections p a r les p lans 
t  =  const, so ien t connexes.

V oici encore un  théo rèm e ren tra n t dans le m êm e o rd re  
d ’idées:
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T h é o rèm e  5 bis.*) Supposons que les systèm es

j y  =  &■(*> y '.......  y"), =  n) (S ys tèm e  S )

=  ë '( f ,  y 1, . - . ,  y n, ( i = l , . . . ,  n) (S ys tèm e  S)

satisfassen t aux cond itions su ivantes:
1°) S e t Sr , ( v — rem plissen t l’H ypo thèse  H  

dans un  ensem ble o u v e rt 12.

2°) g? te n d  un ifo rm ém en t vers g‘ dans to u te  p a rtie  bornée 
e t ferm ée de 12 lo rsque v ten d  vers oo.

3°) gi >  g' dans 12.

Soit A v =  (t0 , , an) une su ite  de po in ts  de 12 te n 

d a n t vers A  =  (t0, , . . . ,  a n) où A  a p p a rtien t à 12 e t a, >  a,.

Soient respectivem en t ÿ  —  z ( t )  e t ÿ  =  ( f ) , ( i = l n )
les in tégrales supérieures à d ro ite  des systèm es S e t Sv issues 
respectivem en t de A  e t A v e t p rolongées ju squ’ à la fro n 
tiè re  de 12. Soit to <  t  < b l’in te rvalle  d ’existence de t' (t) 
e t so it t0 < c < b.

Ceci é ta n t supposé les in tégrales rlv(t)  ex isten t, à p a rtir  
d ’’m  ind ice v assez g rand  ( r > N )  d a n s  l’in te rvalle  Zo< / < c ,

y  rem plissen t les inégalités r, (t) < t y (t)  e t y  te n d e n t un ifo r
m ém en t vers r, (t).

R em arque 1. En app liquan t la tran sfo rm atio n  y  — — r]i ou 
b ien  t  =  — v on déd u it du  théo rèm e p récéden t les théo rèm es 
analogues re la tifs  aux in tégrales in férieures à d ro ite  e t aux 
in tégrales ex trém ales à gauche (dans le cas de l’H ypo thèse  
H  bis).

La d ém o n stra tio n  du  T héorèm e 5 b is est to u t  analogue 
à celle du  T héorèm e

*) Un théorème de M. K a m k e  (Acta Mat. 1. c. SatzlO, p. 83) qui est 
formulé d’une façon moins générale nécessite aussi une hypothèse accessoire.



EQUATIONS ET INÉGALITÉS DIFFÉRENTIELLES 147

§ 7. L ’ex tension , au  m oyen  d ’un  chan g em en t d es  variab les, 
des p récéd en te s  m éth o d es  d e  m ajo ra tio n  e t  d e  m ino ra tion .

R em arque  2. Supposons que le systèm e 

—  f  (L y 1, . . . ,  y " ), ( i — 1 , . . . ,  n) (7,1)

rem plisse  l’H ypo thèse  H  du  § 1 e t so it y f==v»‘ (#), (f l,...,n ) 
une courbe (que no u s désignerons pa r C) issue d ’un  p o in t 
H  =  (f0, a j , . . . ,  a„).

Le T héorèm e 2 du  § 1 p e rm et de m ajo rer (ou de m i
n o rer)  sous certaines cond itions (cf. (1,11), (1,12, (1,12a) ou 
(1,15), (1,16), (1,16a), ce tte  courbe au m oyen  de  certaines 
in tégrales du  systèm e (7,1). C e tte  m ajo ra tion  (ou m ino ra
tio n ) n ’est valable que dans les cond itions su ivan tes ai e t  a 
ai) l’in te rvalle  J  s’é ten d  à  dro ite  de  t0 et, p a r -conséquen t 
se com pose de p o in ts  p ou r lesquels t0< t< a ,
a2) le m orceau  de la courbe C  co rrespondan t à l’in te rvalle  J  
es t ren ferm é dans l’ensem ble ouvert Q , dans lequel le sys
tèm e (7,1) rem p lit l’H y p o th èse  H.

O n p e u t parfois, p a r  un  changem ent des variables, ob 
te n ir  une  lim ita tion  de  la courbe C  m êm e dans le cas où 
n i la cond ition  at n i a2 n ’est pas rem plie.

I.) Supposons, pa r exem ple, que le p o in t 4  appartienne  
à  Æ e t q u ’il s’agisse d ’o b ten ir une lim ita tion  de 5  à gauche  
de t 0.

N ous désignons d ’abord , à cet effet, la variab le  t  d a n s  
l’équation  de C  p ar une au tre  le ttre , par exem ple pa r u. 
L’équa tion  de C  p ren d ra  la form e y ' =  y ' ( u ) , (i —  1 , . . . ,  ri).

A p p liq u o n s le changem ent des variab les
u =  — f + 2 / 0 , y i =  y ' (7,2)

e t posons
a  (t) =  ip> (2 t0 —  t).

O n  a a'(Zo) =  v '( /0)- S’il arrive, p a r exem ple, que, dans u n  
in te rv a lle  tQ< t  < t 0+ f i ,

o n  a D  (+) o‘(t) < f  (t, o1 ( f ) . . . . ,  on (t)) 
e t  si l’in tégrale  supérieure  à d ro ite  -r'(f) (du systèm e (7,1) issue

10*
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d ’u n  p o in t B  =  (t0 , b l t b„), a, <  fc,, existe  dans l’in te r 
v a lle  / „ < / < / ?  a lo rs  on au ra

a' (f) <  ? (/)  pour t 0 < t  <  /o + /? , 
e.-à-d. y 1 (2 t 0 —  #) <  ? (/)  ou bien

v ' (u) ■< o'(2 fo — u) ou enfin  
y>'(t) < o '(2  f 0 —  t)  pour t 0 —  P < t < t 0.

O n  o b tien d ra  a insi une m ajo ra tion  de la courbe y ! — v>' (f)  
à gauche  de  to.

■ IL II p e u t a rr iv e r  que le p o in t A  de la courbe C  n ’ap p ar
tie n n e  pas à Q. D ans ce cas on  écrira  d ’abord  (en rem lançan t 
y 1 p a r x 1 e t t  par u) l’équation  de C  sous la form e : x i =  yj‘(u), 
( i = l , . . . ,  n). O n  choisira  ensu ite  un p o in t P  =  ( 0 ,  p i , . . . ,  pn) 
dans H e t on  soum ettra  la courbe C  à la tran sfo rm atio n

u —  e ( t —  0 )  +  0  où e =  +  l  (7,2a)
y ‘ =  x 1 +  p ‘ —  a‘ .*)

e t on  cherchera  ensu ite  d ’app liquer le T héorèm e 2.
R em arque  3. Il p eu t a rriv er que le systèm e (7,1) ne

rem plisse  pas l’H ypo thèse  H , m ais si l’on  l’a ssu je ttit à une 
tran sfo rm atio n  T  de  la form e y ‘ =  &' ( x 1 , x n) , t  —  A (e) 
i l  passe en  un  systèm e rem plissan t ce tte  hypo thèse. Si x ' =  
—  tfCy1. • • • > y " ) , 6 —  j“0 )  est la tran sfo rm atio n  inverse, 
le  T héorèm e 2, en  cas de  son applicabilité, conduira  aux 
inéga lités  de la form e ( y  ( / ) , . . . ,
t" (fi (/)) où x' =  r' (e) , (i =  1 , . . . ,  ni) rep résen te  une in 
tég ra le  convenab le  du  systèm e S. D eux  cas p rése n ten t un  
in té rê t  spécial : 1°) lo rsque  T  est une tran sfo rm atio n  linéaire  
au x  coeffitie ts  constan ts  e t 2°) lo rsque  T  est de la form e 
y ' —  EiX où (e,)2=  1.

*) On pourrait, plus généralement, appliquer une transformation de 
la forme

u = A (f), (X (f) #= 0), y' =  V(*‘ ........xn) (7,3)
où lés fonctions V sont suffisamment régulières et satisfont aux inégalités
V(xl ....... *") )> V (x1, . . . .  x") lorsque x1 x1, (j = 1 , n).
Le système d’inégalités x^ x^ est invariant relativement à des telles trans
formations, — c’est essentiel.
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R em arque  4. La m êm e m éthode  p e u t ren d re  services a u  
cas de la  com paraison  des in tégrales d e  deux  systèm es d ’équa
tio n s  d ifféren tie lles (cf. le T h éo rèm e  5 du  § 6).

Soit

= ê'(i, y 1, . . . ,  y"), i =  l , . . . ,  n) (7,4)

un systèm e qui n ’est pas m ajoré  p a r (7,1). N o u s com m en
çons p a r rem lacer, dans (7;4), les variab les p a r d ’au tres  le ttre s . 
Ce systèm e p ren d ra  la form e

dx 
dt — g‘(u, x1, . . . ,  x"), (i =  l , , . . , n ) (7,5)

O n app lique  à ce systèm e une  tran sfo rm atio n  de  la fo rm e 
(7,2), (7 a) ou (7,3). (cf. la n o te  en  bas de la page p récéden te). 
Le systèm e (7,5) passera alors en  systèm e

dÿ  
dt ==G‘(t, y 1 y"), / =  ! , . . . ,  n)

S’il est m ajoré  ou m inoré p a r (7,1) on  app liquera  le T héorèm e 
5 du  § 6.

R em arque 5. U ne m éthode analogue s’app lique  au cas 
où le  systèm e (7,1) rem p lit l’H ypo thèse  H bis du  § 4.

§ 8 . M a jo ra tio n  e t  m in o ra tio n  des m odules d es  com 
p o san te s  d ’une  courbe. N o ta tio n s . N o u s  désignerons p a r

D (+)ç>(f)

chaque nom bre  k auquel ap p a rtie n t au m oins une  su ite  hi h2, . . . ,  
(h,, > 0 , \ - > 0 ) ,  telle  que

9’ (^ +  hr) —-ç?(îf)
-------t----------- >k.

D (+) <p (f) sera appelé nombre dérivé moyen à d ro ite . O n  
d éfin it d ’une  façon analoque les nom bres dérivés à gauche

Les q u a tre  nom bres dérivés ex trém aux  D^<p(t), D (+) <p(t), 
D<--> <p(t), Di-i (p (/) rep ré sen ten t des cas pa rticu lie rs  de 
£>(+) <?(/) e t  D(-) ®(t).
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O n  a D (+ )^ ( /)  <  D(+) 9?(#) <  D(+) Ç9(f) e t D h X Û  <  
<  D (-)  g?(f) <  D(-> <p (t). C es inégalités subsisten t p ou r to u ts  
le s  nom bres dérivés m oyens D(+) ç>(/) e t £)(-)

Remarque 6. E n  v e rtu  des inégalités

y(f+h)l —|y(Q| 1 I  — 19?(Z) |
h

y  (f +  7i) — <p (ï)
h

<

o n  o b tie n t facilem ent les inégalités
A + )  19» ( 0 1 <  IA + ) <p ( 0 1, £>(-> I <p ( 0 1 <  I A - )  <p ( 0 1 (8,1) 

q u i subsis ten t p o u r chaque no m b re  dérivé  m oyen  D(+)ç>(/) 
e t  D (-)ç? (0 .

T h é o r è m e  6 . Si

1°) le systèm e

=  f'(t, y 1........ y " ) , i =  l , . . . , n )  (8,2)

sa tis fa it à l’H ypo thèse  H  du  § 1 dans u n  ensem ble o u v ert &
2°) les fonctions <p'(/) so n t con tinues dans l’in te rvalle

#o <  t < t + « e t la courbe y ' =  j ç>‘(/) | , (i — 1 , . . . ,  ri) 
e s t renferm ée dans & e t rem p lit les inégalités

I D w <p ( /)  | < / '( / ,  | y \ f )  | , . . . , |  <p\f) | ), (i =  1 , . . . ,  n) *) 

p o u r  t0< t< t0 + a,
3°). Le p o in t B =  (t0,b l ,.. . ,b n~) ap p a rtie n t à & e t 

I 9’1 (A>) I <  bi’ ( i =  1 ,. .  •, n),

4°) l’in tégrale  supérieu re  à d ro ite  de (8,2) y ‘ — t'( 0  
issue de B existe  dans l’in te rv a lle  t0< t < t0 + a, 
alo rs on  a

| 9?'(/) | <  t'(/) lo rsque  t0 < t < t + a,

•) Nous entendons par cela qu ’à chaque indice i et à chaque t cor
respond au moins un nombre dérivé moyen D+<p'(t) satifaisant à cette 
inégalité



D ém o n stra tio n . Il su ffit de rem arq u er (cf. 8,1) que 
D (+) | (p (f) | <  / ' (/, 19?1 (f)l, • • •, I <pn ( 0  I) e t  d ’ap p liq u er le T h é o 
rèm e 2 du  § 1.

E n s’ap p u y an t sur le T héorèm e 2 b is du  § 4 on  o b tien t 
u n  théo rèm e analogue que voici:

T h éo rèm e  6 b is. Si:
1°) le systèm e

=  F'(s, x \ . . . ,  x ), (i =  1 ,.. ,n )

satisfa it à l’H ypo thèse  H bis du  § 4 dans u n  ensem ble 
o u v e rt &

2°) les fonctions <p'(s) so n t con tinues dans l’in te rvalle  
s 0 — P < s < S q e t la courbe x' =  | ç?'(s) |, (i =  1 , . . . ,  ri)

es t ren ferm ée dans & e t rem p lit les inégalités

I D {_) y  (s) | < F‘ (s, | <p (s) | , . . . ,  | <pn (s) | (f =  l , . . . ,  n)
p o u r  s„ — P < s <s0,

3°) le p o in t A — (s0, a t, . . . ,  a„) ap p a rtie n t à £  e t  i q> (s0) | > 
0" L • • • > ri),

4°) l’in tégrale  in fé rieu re  à gauche de (8,3) x 1 =  if (s) 
issue de A  ex iste  dans l’in te rvalle  s0 — P <s  <  s0, 
a lo rs  on  a:

I <P (s) | > 1} (s) lo rsque  s0 — P >  s >  s0.
R em arque  7. En ap p liq u an t à la courbe  ÿ  =  <p (t) u n  

changem ent de  variables, p. ex. de la fo rm e (7,2), on  ob
tie n d ra  un  théo rèm e co ncernan t la possib ilité  d ’une  majo
ration des m odules I <p (t) | à  gauche de t0. U ne rem arque 
analogue se  rap p o rte  à la  possib ilité  d ’une minoration de  
1 <pl (s) | à droite de s0.

§ 9. L im ita tio n  d e s  m odules d es  in tég rales d es  systèm es 
d ’éq u a tio n s  d iffé ren tie lles . U n e  m é th o d e  d ’ap p ré c ie r  l’e rreu r 
d e s  so lu tions app rochées  d e  te ls  systèm es.

H y p o th èse  L . C onsidérons le systèm e d 'éq u a tio n s  d iffé
ren tie lles

EQUATIONS ET INÉGALITÉS DIFFÉRENTIELLES 151
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te, u1, • • •, «„), ( i =  1........ n)

N o u s  supposons que les fonctions
o; te, up . . . ,  un), (i =  1 , . . . ,  n)

(9,1)

(9,2)
so ie n t con tinues e t non  négatives dans un  ensem ble & dé
fin i p a r  les inégalités

0 <  e <  ^ <  +  °°, 0 <  «y <  +  o=>, (j =  1 , . . . ,  n) (ensem ble  0 )  (9,3) 

a, (?, u 1(, . . ,  u„) >  0 dans 0  (9,4)
N ous supposons en fin  que la fonction  (/ — 1 , . . . ,  n) so it 
c ro issan te  (au sens large) dans l’in te rvalle  ferm é (0, +  °°) 
séparém en t par rap p o rt à chacune des variab les Up. . . ,

N o ta tio n . N o u s  désignerons par
u, =  *, te; K , . . . ,  k n), ( j  —  1 , ,  ri) (9,5)

l’in tég ra le  su périeu re  à d ro ite  d u  systèm e (9,1) issue du  
po in t

e =  0, =  fcj >  0, (y =  1 , . . . ,  n) (9,6)

R em arque  8. Le systèm e (9,1) rem plissan t l’H y p o th èse  
L  ne sa tis fa it pas à l’H ypo thèse  H  du  § 1 parce  que l’e n 
sem ble 0  n ’est pas ouvert. L’ex istence  de l’in tég rale  supé
rieu re  (9,5) n ’est donc pas, a p rio ri, certaine. O n  p o u rra  
néanm oins é tab lir  ce tte  ex istence e t é ten d re  ce rta in s  résu l
ta ts  valab les dans l’H ypo thèse  H  grâce au lem m e su ivan t.

L em m e 3. Si les fonctions a, te, « p . , . ,  u„) rem plissan t 
l’H y p o th è se  L  d an s  l’ensem ble 0  défin i pa r les re la tions  
(9,3) alors il ex iste  une su ite  de fonctions

(q, uv . . . ,  un), (i =  1, • • •, n) (9,7)

rem plissan t les con d itio n s  su ivantes
I) elles so n t con tinues  dans l ’ensem ble o u v e rt Q défin i

p a r les inégalités —  <5 <  e < 6, —  °° < <  +  °°, (j =  1, • • •, n)
(ensemble Q)

II) on a
Z1 >  0 dans £  e t Z1 =  o, dans 0 (9,8)
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III. le systèm e d ’équations d iffé ren tie lle s  
d  U;
- ^ -  =  Z ,-(e ,u „ ..., un), ( i , . . . ,  n) (9,9)

rem p lit l’H ypo thèse  H  du  § 1 dans l’ensem ble

D ém o n stra tio n ; Soit d ’abord  P — (e, u, , . . . ,  u„) un  p o in t 
de  l’ensem ble Q (défin i to u t à l’heure) pour lequel e > 0 .  
So ien t uOJ, . . . ,  uafc celles de ses coordonnées qui son t néga
tives. E n  rem plaçant ces coordonnées p a r 0 e t en  ne chan 
geant pas les autres, nous o b tiend rons un  p o in t 

Q  =  fo  û lt. • •, û n) ap p arten an t à l’ensem ble @. N o u s  posons 
Z '(P ) =  a'(Q ), (i........n)

Les fonctions Z, se tro u v e n t ainsi défin ies dans l’ensem ble 
de p o in ts  po u r lesquels on  a

0 <  e <  <5, — °° <  Uj <  +  °°, (; =  1 , . . . ,  n)

E n  posan t p ou r — <5 <  Q <  0

A  (e, u j , . . . ,  un) =  ( — e, u „ . . . ,  un)

nous ob tenons des fonctions défin ies dans O n  vérifie- fa
c ilem en t q u ’elles rem plissen t les cond itions I), II) e t III).

T h éo rèm e  7. Supposons que le systèm e d ’équations d if
féren tie lles (9, 1) rem plisse dans l’ensem ble 0  (cf. 9,3) 
l’H ypo thèse  L  du  p résen t paragraphe.

Ceci é ta n t adm is on a les p ro p rié tés  su ivantes:
I. A  chaque po in t

ç =  0, u, =  k ,> 0 ,  (i =  1 , . . . ,  n) (9, lû)

correspond  une in tégrale  supérieure  à d ro ite  (unique)
Ui =  ^ ( e ; f c i , . . . ,  fc„) (9,11)

du  systèm e (9,1) issue de ce p o in t e t défin ie  dans un  in te r 
valle  m axim al

0 < e < a  (9,12)

II. P our to u te  courbe con tinue  uf =  (/) rem plisan t les con
d itio n s
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ifr (0) <  k it rji (f) >  0 po u r 0 <  t < b < a 
e t  p o u r laquelle  on  a ou b ien
O(+)i?i( / ) < a i ( t ^ i p o u r  i =  , . . . ,  n  e t 0 < f < 6  

ou  b ien
»?n 0)) p o u r i — 1 , . . . ,  n  e t 0 < t< b  

su b sis ten t fo rcém ent les inégalités

■>h (t) < T, (t; kv . . . ,  kn) po u r 0 <  t < b.

(P our la signification de a e t des fonctions T ,O ;k j,. . . ,  kn) cf. 
la p a rtie  I du  p résen t théorèm e).
III. Soit J  un  in te rvalle  co n ten an t 0 e t  faisan t p a rtie  de 
l’in te rvalle  — a  <  /  <  a*) e t supposons que la courbe u, — ijt (/) 
0  =  1 , . . . ,  n) so it con tinue  dans J .

Soit
| rh (0) | <  kt < + (i =  1 , . . . ,  n)

e t  supposons que, ou  bien, p o u r to u s  les p o in ts  f de  J .  
( f ^ O ) ,  on  ait**)

I>(+)jji ( f ) |< a i ( | / | , H i ( / ) | , . . . ,  b „ 0 ) l ,  0  =  1 , . . . , n )  (9,13) 

o u  bien , p o u r tous  les po in ts  t de  J ,  0  <  0), on  a it
|D _ j?,0)| < o i ( | / | ,  H i O ) ! , . . . ,  h „ 0 ) l ) ,  0 = 1 .........n) (9,14).
C eci é ta n t adm is, on  a dans J  les inégalités

|i?iO) < * f( |f |, k lt. . . ,  kn) (9,15)
IV . P o u r chaque courbe  u, =  !Zz; (x), 0  =  1 , . . . ,  ri) con tinue  
d an s  l’in te rvalle  | x — x01 <  b < a rem plissan t la cond ition  
I (x0) | < ki, 0  =  1 , . . . ,  n) e t po u r laquelle  on ou b ien

|D (+)!PI( x ) |< o <( | x - x 0|, | ï \ ( x ) | ........ |!Pn ( x ) |)
lo rsque  0 <  | x — x0| < b

ou b ien

*) La signification de a est la même que dans (9, 12).
**) La signification des nombres dérivés moyens 17 f (f), D _ j?, (f)

a été rappelé dans le § 8 (Notations). Les inégalités (9, 13) (et les inégali
tés analogues dans la suite) doivent être interprétées de la façon suifante: 
A  chaque f correspond un certain nombre dérivé D ^.i/,(f) vérifiant (9,13).
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* ol, l ^ i W I , . . . ,  |F „ ( x ) | )  

lo rsque  0 < | x — x0| <  b
on  a fo rcém en t les inégalités

W I< t, ( |x —x0|, k 1(. . . ,  kn)
p o u r i =  1 , . . . ,  n e t 0 <  | x — x01 <  b.

D é m o n s tr a t io n . Ad. I. C onsidérons le systèm e auxilia ire  
(9,9)*)

E n  v e rtu  d u  T héorèm e 1 du  § 1 il existe, p o u r ce systèm e, 
u n e  in tég rale  supérieu re  à d ro ite  issue du  p o in t (9 ,6):

«i =  », (e; k ,........ fc„), (i =  1 , . . . ,  ri) (9,16)

L ’in te rv a lle  m axim al dan s lequel elle  ex iste  au ra  la  form e 
(9,12) c.-à-d. il sera  com posé des q p o u r lesquels

0 < e <  a .
C onsidérons la  courbe

ut ~  V>t fe) =  0 p o u r 0 <  q <  a
O n  aura  en  v e rtu  de  (9,8)

d w, — o < xt (e, V i(e ),..., vn(e))

d ’où il résu lte , en  v e rtu  du  T héo rèm e 2, que 0 =  y , (e) < 
< », (Pj k , ........ kn) p o u r 0 <  Q < a .

Ces inégalités e x p rim en t que la courbe (9,16) est située  
d an sT ep sem b le  & (cf.9,3) dans lequel le systèm e (9,1) coïncide 
avec le systèm e (9,9) (cf. 9,8). La courbe (9,16) constitue  
donc l’in tégrale  supérieu re  à d ro ite  du  systèm e (9,1) issue du  
p o in t (9,6)**).
Ad  II. En se se rvan t d u  systèm e (9,9) on  ram ène im m édia
tem e n t la p a rtie  II du  p résen t théo rèm e au T héo rèm e 2 du  § 1. 
Ad III. E n  observan t que  D (+) | y>i (/) | < | D (+) (#) |, (cf. 8,8)

•) Ce systèmê remplit l’Hypothèse H dans Q (cf. Lemme 3).
•*) On pourrait obtenir le même résultat, sans introduire le système

auxiliaire (9 9), en appliquant le même raisonnement qui a servi à la démon
stration du Théorème 1.
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on d éd u it de  (9,13) p ou r t  >  0 les inégalités
P  +  I M O I  <  0; (/, 19Ù ( 0  I ........ l<Pn ( Û l ) ,

d ’où il résulte , en  v e rtu  de  la p a rtie  II du  p résen t théo rèm e, 
que les inégalités (9,15) o n t lieu po u r les f > 0 * ) .
A fin  d ’é tab lir  ces inégalités, pour les t  <  0 de in te rv a lle  J , 
on  app liquera  la m éthode  du  changem en t des variab les du  § 7 
e t l’on  posera

v =  — /, Â,. (v) =  <p, (— v) =  <Pi (t).

O n  aura D (__} A, (v) =  — O (+) «p, (/) e t (cf. 8,8)
D (_) | A, (v) | <  | D  (_ } A, (v) | =  | D (+) <pt (/)!.

L ’inégalité  (9,13) p ren d ra  donc po u r les v >  0 (c.-à-d. pour 
les t  < 0), la form e

£>(_) I (v) | <  | D (_} A; (v) | <  a, (v, I ( v ) ........ | An (v) ] )

d ’où il résu ltera, com m e précédem m ent, que

|A ,(v)| <  t,(v, k j , . . . ,  k„) p o u r v > 0  
c.-à-d. | «P,- (f) I <  *,• ( I # I : fcj, . .  •, k„) p o u r t  < 0.

A d  IV . O n  ram ène la p a rtie  IV  du  p résen t th éo rèm e  à la 
p a rtie  III p a r le changem ent de variab le  x — Xo =  t.

T h é o rèm e  8. C onservons l’H ypo thèse  L  re la tiv em en t au 
systèm e aux ilia ire  (9,1) e t  désignons p a r

«z =  *,• (e ! k l , fc„), (i =  1 , . . . ,  n)

l’in tég rale  supérieu re  à d ro ite  de ce systèm e aux ilia ire  issue 
du  p o in t (? =  0, u, =  k ,> 0 ,  ( i = l , . . . , n ) .  L’in te rv a lle  m axim al 
de l’ex istence de c e tte  in tégrale  sera  dé te rm iné  pa r l’inégalité  

0 <  e <  a  =  a ( k i____ kn).

Supposons que les fonctions /, in te rv en an t dans le systèm e 

=  A(L y i . - - - ,  y„), ( / • = ! , . . . ,  n) (9,17)

') On démontre pareillement que (9.15) résulte de (9,14).
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so ien t con tinues dans le dom aine
|x  — £ |< h ,  |y f — ÿ,•!<& (, ( « = ! , . . n) (9,18)

e t q u ’elles y  rem plissen t les inégalités
/, ( x ,y ! , . . . , y„)| <  a , ( |x  —  * | ,  |y i — ÿi i y„ ~ ? n \ . (9,19)

Soit
y, =  Vi (x) , (i =  1 , . . . ,  ri) (9,20)

une in tégrale  du  systèm e (9,17), te lle  que
\(Pi {x) —  ̂ i \ < k i < b i , ( i ' = l , . . . ,  n)

D ésignons pa r g, la plus p e tite  racine positive  de l’équation  

h (e ;  k j  =  bt

e t dans le cas où une telle  racine n ’ex iste  pas, posons £>,■ — +  
Ceci é ta n t adm is, l’in tégrale (9,20) p eu t ê tre  pro longée de 
façon qu ’elle existe  dans l’in tervalle

| x  —  x 01 <  m in im um  (a, h, e„)

e t elle rem p lit dans cet in tervalle  les inégalités
Iç’jC*)— £,l <  r , ( |x  — x | ,  k j , . . . ,  k„)*) (9,21

D ém onstra tion . Ce théo rèm e résu lte  im m éd ia tem en t des 
p a rties  I e t IV  du  T héorèm e 7 lorsque l’on pose y>t (x) =  
=  <Pt (.x)—  ÿ , .

C oro lla ire  2, Si, dans le théo rèm e p récéden t h, =  +  °° 
c.-à-d., si les fonctions f, rem plissen t les hypo thèses précé
den tes dans le dom aine

| X —  % \< h , —  °° <  y . <  +  oo

alors l’in tégrale  (9,20) p eu t ê tre  prolongée de façon qu’elle 
ex iste  dans l’in te rvalle  | x — £ |  <  m in (a, h) e t elle y  rem p lit 
les inégalités (9,21).

T h éo rèm e  9**) C onservons re la tiv em en t au systèm e (9,1) 
l ’H ypo thèse  L  ainsi que la d é fin ition  du  nom bre  a e t des 
fonctions (q , k l t . . . ,  k„) (cf. T héorèm e 8).

*) Le cas le plus intéressant est celui où =  | <p,- (j?) — yf | .
**) Des théorèmes analogues subsistent dans le domaine des variables

complexes cf. T. W a z e  w sk i. Sur l’appréciation des intégrales des sys
tèmes d’équations différentielles ordinaires et de leur domaine d’existence

(v. la suite en bas de la page suivante)
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C onsidérons deux  systèm es d ’équations d ifféren tie lles

=  g, (x, y ! , ,  y „ ) , (i =  1 ,• . -, n) (9.22)

(x, y 1(. . . ,  y„) 0  =  1 , . . , •, n) (9,23)

d o n t les deuxièm es m em bres son t con tinues dans le do-
m aine

|x —* |< / ? l  y —ÿ i \ < b ,  ( i = l , . . n) (9,24)

(0,25)

(9.26)
(9.27)

Supposons que, dans ce dom aine, on  ait les inégalités 

\G i Çx,yï , y„) — g i ( x , ÿ j , . . . ,  ÿ„)| <
<  Oi( | x — *1,1 y ! — j ù Iy n— ÿ " l)

Soient
y  t== ?>i ( x ) , . . . ,  y n =  <Pn (* )  
y i = = V i ( x ) , . . . ,  y „ = v „ ( x )

certa ines in tégrales respectivem en t du  systèm e (9,22) e t (9,23) 
qui ex is ten t dans l’in tervalle

|x  — x  | < h ' < h ,

so n t renferm ées dans le dom aine (9,24) e t p o u r lesquelles 
on a

| cpi (x) — y, (x) I <  (fe; constan tes)  (9,28) 

Cela posé on  a les inégalités
19  ̂(x) — y,- (*) I <  ( I *  — * 01 ; fci, • • •, k n) (9,29)

valables dans 'in te rv a lle
| x  —  * | < m in  (a, h') .

La dém o n stra tio n  découle im m éd ia tem en t de la p artie  IV  
du  T héorèm e 7.

(Suite de la note en bas de la page précédente)
dans le cas des variables complexes. (Annales de la Soc. Polon. de Math. 
T. XVI. p. 97 et s. s.) Dans l’énoncé du Théorème 2 du travail cité s’est 
faufilée une erreur évidente: l’inégalité (3, 2) à la page 106 doit avoir la 
forme de l’inégalité (9,25) du présent travail. Cette erreur a entraîné le 
fait, — comme me l’a fait remarquer M. J. S z a r s k i ,  — que l’exemple 
3 à la page 109 devrait être remanié.
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C oro lla ire  3. Si l’on  pose, dans le théo rèm e p récéden t 
y j  =  y„)

on  o b tien t la lim ita tio n  (9,29) po u r la d ifférence de deux  
in tégrales du  systèm e (9,22) dans l’hypo thèse  que leur va
leurs in itia les rem plissen t les inégalités (9,28).

§ 10. U n e  cond ition  d ’un icité .

T h éo rèm e  10.*,) C onsidérons le systèm e d ’équations 
d ifféren tie lles

=  un) ,  (i =  l n )  (10,1)

D ésignons par 0  l’ensem ble

0 <  q <  <5, 0 <  Uj <  +  o ° , (j =  1 , . . . ,  n) (10,2)

Supposons que, dans l’ensem ble 0 ,  les fonctions ot so ien t 
continues, n o n  négatives (of >  0) e t que la fonction
o , . , ( /= l___, n) so it c ro issan te  (au sens large) séparém en t p a r
rap p o rt à chacune des variables u 1, . . . ,  u ,_i, u i+1, . . . ,  u „ . 
Supposons ensu ite  que l’un ique  in tégrale  du  systèm e (10,1) 
issue du  p o in t 0 =  0 , Uj —  0 , (j =  1 , . . . ,  n) qui rem p lit (10,1) 
dans un  in te rvalle  0 <  Q <  £ (où 0 <  £ <  <5) so it id en tiq u e 
m en t nulle.
Ceci é tan t adm is su r le  systèm e (10,1) nous avons le su ivan t 
c ritère  d ’unicité.

Si les deuxièm es m em bres du  systèm e

=  f t ( x  , y t , . . . ,  y „ ) , (i =  1 , . . . ,  ri) (10,3)
9

rem plissen t dans & les inégalités
\fi (x, y l t . . . ,  y„) —  fi  ( x ,  ÿ i , . . . ,  ÿ„) I <

<  O jd x  — ^ | , | y i  — ÿ i l , . . . , | y n — ÿ n |)
e t si le p o in t

( x , ÿ j , . . . ,  ÿ n) (10,5)

*) Communiqué le 13 Septembre 1933 au XlV-ème Congrès des Mé
decins et Naturalistes Polonais à Poznan, v. Pamiçtnik Zjazdu Lekarzy 
i Przyrodnikôw Polskich w Poznaniu, T. 1. p. 199.
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a p p a rtien t à a lors deux  in tégrales y , =  j» ,(x ), ( f =  1 n) 
e t y f =  y, ( x ) , 0' 1 , • • •, n) de ce systèm e issues du  po in t
(10.5) qu i vé rifien t ce systèm e dans un  in te rvalle  | x — j& |<^  
(où 0 <  f  <  <5) son t id en tiq u es  dans ce t in tervalle .

D ém onstra tion . C e théo rèm e résu lte  im m éd ia tem en t du  
C orolla ire  3 du  § 9. A  ce t effet il su ffit de poser dans 
les re la tions su ivan t (9,20) fcf —  0 e t d ’observer que l’in té 
grale supérieure  du  systèm e (9,1) issue du  po in t e = 0 ,  u, =  0, 
( z = l , . . . ,  n) est id en tiq u em en t nulle  dans l’in tervalle

0 <  e <  £, c.-à-d. T; (e; 0 , . . . ,  0)) =  0.

§ 11. Solution ap p ro ch é  d ’un sy stèm e d ’éq u a tio n s  d iffé 
ren tielles e t lim ita tio n  de l’erreur.

C onsidérons un  systèm e d ’équations d ifféren tie lles
^ = g ' ( x , y , , . .  , , y n), ( i= = l ........ n) (11,1)

qui est difficile à résoudre. O n se p ropose  de tro u v e r  l’in 
tégrale approchée issue d ’un  p o in t P  e t d ’apprécier l ’erreur. 
On p eu t supposer que

P  =  (0, 0,. . . ,  0), g' ( 0 , . . . ,  0) = 0 ,  (z =  1 , . . . ,  n) (11,2) 
car on  peu t réa liser cette  cond ition  au m oyen  d ’une tra n s 
fo rm ation  linéaire de la fo rm e z( =  y, +  a, x  +  b„ (z — 1 , . . . ,  n). 
Père étape. O n rem place le systèm e (11,1) p a r u n  systèm e 

^ 7  =  G ' (x, y I ; . . . ,  y„), (i =  1....... .. n) (11,3)

où G' ( 0 , . . . ,  0) =  0. O n p ren d  so in  de choisir les G ' d ’une 
te lle  façon que l’o n  ait,

| G ' (x, y j , . . . ,  y„) — G ' (x, ÿ , . . . . ,  ÿn) | <

< o ' ( | x | ,  |y ,  — ÿ t ) , . . . ,  |y „  — ÿ „ |)

où les fonctions o‘ rem plissen t l’H ypo thèse  L  du  § 9 e t que 
la so lu tion  effec tive  ou approchée du systèm e (11,3) so it 
plus facile à calculer.

So ien t respectivem en t
y,. =  (x), (z =  1 , . . . ,  n)
y,- =  Vi (x ), (i =  1 , . . . ,  n)

(11.4)
(11.5)



les in tégrales du  systèm e (11,1) e t (11,3) issues de l’orig ine 
des coordonnées.
2- ème étape. N ous posons

h‘ (x, y v ..., yn) =  g1' (x, y v . . . ,  y„) — G ‘ (x, y p . . . ,  y n).
O n  observe que l’in tégrale  (11.4) rem p lit le systèm e

=  G ‘ ( x ,y l t . . . ,  y„) +  h' (x, ^ ( x ) , . . . ,  9>„(x)). (11,6)

3- ème étape. O n  cherche à m ajo rer les fonctions
| h' (x, 9»! (x ) , . . . ,  9>„ (x)) |

c.-à-d. à tro u v e r les fonctions a. (x), te lles  que

! h' (x, ç?! (x ) , . . . ,  9’„ (x) | < a ,  ( | x  | ) (11,7)

A  cet e ffe t on  cherche  d ’abord  fonctions Pt (x) qu i m ajo
re n t les | q>i (x) |

I <Pi (x) I <  £• ( I x  | ).

U n e  te lle  m ajo ration  p o u rra  ê tre  o b tenue  au m oyen  du  
T h éo rèm e  7 du  § 9. Ceci p e rm e ttra  de tro u v e r  une m ajo 
ra tio n  (11,7), car

| h ‘ (x, g?i (x ) , ....,)  | =  | h' (x, 9>! (x ) , . . . , )  — h ‘ ( 0 ,0 , . . . .0 )  | =  

=  | x  h'x (Ç, Vi, • • •, %) +  2y <f>) (x) h1̂  (f, ^ . . . ,  i?n) | <
| < M [ | x |  +  M i l )  +  . . /  +  /’n (l* l)]

lo rsque | | <  AT, | h ' | <  M.

4- ème étape. O n a d ’après (11,4) (11,5) e t (11,7)

(<P,(x)— Vi(x)) =

=  | G' (x, (pl ( x ) , . . )  +  t i  (x, 9>, ( x ) , . . . )  — G' (x, (x) , . . . )  | <
<  ° ‘(l X  I ,  | 9>! (x) — Vi (x ) I , . . . , I 9’n (x ) I — (x ) |) +  «j (| X  I ) ,

En désignant p a r u, =  t, (é>) l’in tégrale  supérieu re  à d ro ite  
issue de l’origine du  systèm e

» i
j^ -  =  (J/(e. W i , . . . ,u n) +  a,(e), i =  1 , . . . ,  n )* )

*) Ce système remplît évidemment aussi l’Hypothèse L du § 9.
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on  o b tien d ra  en  v e rtu  du  T héô rë ine  7 du  § 9 le s  inégalités 
| <p ('x) — y 1 (x ) | < Tj ( | x  | ), (i =  1 , . . . ,  n)

qu i fou rn issen t la lim ita tio n  cherchée de  l’erreur,

E xem ple: A  t itre  d ’exem ple nous calcu lerons une  lim ita 
tion*) de l’e rreu r que l’on  com m et en  rem plaçan t les deuxièm es 
m em bres d ’u n  systèm e d ’équations d iffé ren tie lles  p a r les 
te rm es linéaires de leu r développem ent de  T ay lo r e t lo rsque 
l’on  considère l’in tégrale  du  systèm e a insi o b tenu  com m e 
l’in tégrale  approcheé du  systèm e prim itif.

O n  p o u rra it v é rifie r que n o tre  lim ita tio n  est p lus exacte  
que les lim ita tions  couran tes de te lle  sorte.

N o u s  ind iquerons aussi la  lim ita tio n  de la  longueur d e  
l’in te rv a lle  dans lequel les in tégrales en  question  ex isten t.

Supposons que les fonctions g* figu ran t dans le  systèm e 

- ^ = - g ' ( x , y i . . . ,  y„), 0 = 1 , . . . ,  n) (11,8)

possèden t les dérivées partie lles  du  second o rd re  con tinues 
dans l’ensem ble

\ x \ < h , \ y t \< h ,  ( f =  1 , . . . ,  n) (11,9)
a it il les re la tions
g'x | < A , | g'yj j <  A  où A >  0, **) ( i l ;  io )

(11,11)

g '( 0 , . . . ,  0) =  0. (11,12)

*) Une limitation identique de l’erreur (cf 11,23) subsiste pour les 
équations différentielles dont les deuxièmes membres sont fonctions analy. 
tiques des variables complexes, lorsque les dérivées partielles d’ordre 1 
et 2 remplissent les inégalités (11,10) et (11,11) dans le domaine complexe 
(11,9). Ceci résulte de notre théorème antérieur (T. W a z e w s k i. Sur 
l’appréciation des intégrales des systèmes d’équations différentielles ordi
naires et de leur domaine d’existence dans le cas des variables complexes. 
Annales de la Soc Polon. de Math. T. XVI. p 104). L’exemple 3 (qui ne 
pas correct) du travail cité (p. 108) pourrait être remplacé par le présent 
exemple.

” ) Dans le cas A = 0 on aurait g '= 0  et la solution de (11,8) sertait 
immédiate.



Posons p o u r abréger

0 , . . .  0), ( 0 , 0 , . . . ,  0)

1 - ère étape. E n rem plaçan t dans (11,8) les g' p a r les te rm es 
linéaires de la série de T ay lo r  nous ob tenons (cf. 11,12) le 
systèm e linéaire
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plus facile à la so lu tion  exacte ou approchée que le systèm e 
(11,8).

Ce systèm e a la form e
^ '  =  G '(x ,  y p . . . ,  y), ( i = l , . . . ,  n) (11,14) 

où
G ' =  x g ‘ + 2 ’y > 4 J , ( i = l , . . . ,  n) (11,15) 

y/i '
O n  a en  v e rtu  de (11,10)

| G ' ( x ,y p . . . ,  y„) — G ' ( x ,ÿ „ . . . ,  ÿ„) | <  A  %  | y , — ÿ j |, 
i/i

la fonction  o' de (11,9) a donc la form e
n

o'(e, U p . . . ,  un) =  / l 2 '« i -  
i/i

D ésignons respectivem ent par
yi =  <Pi(x), ( i = l , . . . ,  n), (intégrale de  11,8) (11,16)
y, =  v,- (x), (i =  l ........ ri), (intégrale de  11,13) (11,17)

les in tégrales des systèm es (11,8) e t (11,13) issues de l’o ri
gine des coordonnées

0 =  <P; (0) =  Vi(0), ( i = l , . . . ,  n) (11,18)
2 -è m e  étape. En posan t

h' (x, y t, . . . ,  yn) =  g' (x, y p . . . ,  y„) — G ' (x, y„  . . . ,  y„)

nous pouvons m ettre  le systèm e (11,8) sous la form e 
d  y . . .
j ^  =  G '(x ,  y p . . . ,  y n)+ ti(x ,  y p . . . ,  y„), (/ =  ! , . . . ,  n)

il
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e t les fonctions 9?, (x) rem plissen t le systèm e

=  G' (x, y.j, . . . ,  y n) + h' (x, <pl (x ) , . . . ,  <pn (x)).

3 - èm e étape. A fin  de tro u v e r les fonctions m ajo ran tes  po u r 
les | h ‘ (x, (f>j ( x ) , . . . ,  <pn (x)) | nous cherchons d ’abord  les fonc
tio n s  m ajo ran tes  pour les | (x) |. O n  a v e rtu  de (11,12) e t
(11,10) pour les po in ts  de l’ensem ble (11,9)

n
Ig' (x, y „ . . . ,  y n) |  =  |x g ^ (ê , »?„) +  2  y;. (£, . . . ,  *?„)!

< X ( | x |  +  i  |y ; |).
j/i 1

C onsidérons le systèm e auxiliaire  rem plisan t l ’H ypo thèse  L  
d u  § 9

dU, , x- ^ -  =  ^4(e +  J u ) ,  (i =  l , . . . ,  ri).
d Q  lin  1

P our l’in tégrale  de ce systèm e issue de l’orig ine des coo rdo 
nnées on  aura en  raison  de sym étrie

ou

=  u2 = . . .  =  un == Â (e) 

d  i  (e ) . - A (Q  + ri l).dQ
O n  trouve
, /  \  1 r n A e , Â A 1 f ( n d e ) 2 , ( n d g ) 3 , 1

x 1 ■ 2 n A o
<2A q e ■
e t po u r 0 <  Q < h on  aura

et, par suite,

. z \  1 - 2 n A h
À (q) A ( ? e

I (Pi (x) I <  J. A  I x  I2 en A h (11,19)

C es in tégrales ex is te ro n t ta n t que

I 1^-1 4  1 2 1 n A h| x |  <  2 A  I *  I e <  h e t |x |  <  h ,  c.-à-d. lo rsque
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( » . / ?  ■■ ) (11,20)— I n A h

x | < minimum

e t  ce tte  inégalité fo u rn it une limitation de la longueur de 
Vintervalle dans lequel existent 'les intégrales 99, ( x ) .

Passons à la lim ita tio n  des |h*(x , 9*1 ( x ) , , . . ,  <pn (x) | .
En app liquan t la form ule de  T ay lo r auxdonctions  g' nous

o b tien d ro n s  en  raison  de (11,12), de la défin ition  des h' e t 
des inégalités (11,11)

| B ( | x |  +  i | y j ) 2
* y=i

e t p a r su ite  (cf. 11,19)
| h'(x, tpï (x),...,<pn(x'))\< B ( l  +  j  A | x | enA ' j  , |x | 

E n  posan t

C  =  i- B ( l  +• A h e nA h

on  o b tie n t
h' (x, ç?! (x) , . . . ,  q>n(x)) < C | X |

(11,21)

(11,22)
4-ème étape. O n a 
d (<p, (x) — Vi (x))

d x G' (x, (pï (x) , . . . , )  +  h' (x, (x ) , . . , )  —

— G ' (x, ( * ) , . . . )  I =  I ë'y. • (<Pj (x) — ip} (x)) +

+  h '(x , ^ ( x ) , . . . ) !

d ’où, en raison  de (11,10) e t (11,22), il s’en su it que
d (<Pt (x) — w, (x)) " ,----------T---------  < A i ,  1 (Pj M —yjj (x) | +  C | x j z.tz X j=l,

A fin  de m ajo rer | <pt (x) — (*) I nous in trodu isons le sys
tèm e su ivan t rem plissan t l’h y p o th èse  I  du  § 9

r/v1 ’ n
de j = i  1
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et. com m e <pt (0) —■ y , (0) =  0 (cf, 11,8), il suffira  de tro u v e r 
l’in tég rale  de ce systèm e issue de l’orig ine e t d ’app liquer 
le T héorèm e 7 du  § 9. O r, en  raison  de sym étrie , on  aura, 
p o u r c e tte  in tégrale  v ï =  v2 —  . . .  =  v h =  a(o) où

^  =  n A a  + C e2

L in tégrale  de ce tte  équation , po u r laquelle  a (0 )  =  0 sera

« (e) 2 C
( n ^ ) s

E n  déve loppan t enAe 
galité

nAe , nAQ  _  {n A o )2\
1 1! 2! /

en  série, on  p a rv ien t facilem ent à l’iné-

nAg

(11,23)

E n  app liquan t le T héorèm e 7 du  § 9 on en dédu ira  fa
c ilem en t la lim ita tio n  cherchée de l ’e rreu r

1 <SPi (x) — (x) | <  ^  | X | 3 c"^ ' X

où  C  a  la form e (11,21).



SUR LES INTÉGRALES PREMIÈRES D E  L’ÉQUATION
y ’ =  f  (x , y )

Par
Z. SZMYDTÔWNA (Krakôw).

In tro d u c tio n .

C onsidérons l’équa tion  d iffé ren tie lle  o rd inaire

y ’ =  Z(x,y) (1)

défin ie  dans un  ensem ble o u v ert E.

U ne fonction  z (x ,y )  sera d ite  l ’in tégrale  prem ière  non  
banale  de l’équation  (1) dans un  sous-ensem ble ouvert E l 
de  E  lo rsq u ’elle:

1) possède dans E x des dérivées partie lles  con tinues du  
p rém ier o rd re ,

2) est constan te  le long de chaque in tégrale  de l’équa
tio n  (1),

3) zy(x ,ÿ )  7^ 0 dans E v

La co n d itio n  nécessaire e t su ffisan te  p o u r qu ’une fonc
tio n  z(x ,y) so it l’in tégrale  p rem ière  n o n  banale  de l’équa
tio n  (1) dans Ei est q u ’elle so it in tégrale  de l’équation

f è  +  « « < = o  «>

e t  qu’elle possède une  dérivée pa rtie lle  p a r rap p o rt à y  d if
fé ren te  de  0 dans l’ensem ble en v isag é1). P a r  l’in tégrale  de

*) E. K a m k e :  Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 298 et 299.
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l ’équa tion  (2) dans l’ensem ble E r j ’en ten d  ici, selon  l’usage 
général, une fonction  z (x ,y )  de classe C 1 dans E l 2') e t qui 
y  sa tisfa it à l’équa tion  (2).

M. K a m k e  a dém on tré  quelques théo rèm es su r l’ex is
ten ce  des in tég rales prem ières de l’équa tion  (1) dans un  
ensem ble donné d ’avance. Je vais rappeler l’un  d ’e u x 3):

Soit f (x ,y )  une  fonction  con tinue  e t possédan t la dérivée 
pa rtie lle  f y(x ,y )  con tinue  dans un  dom aine sim plem ent 
connexe Q. C ela  posé, dans chaque dom aine H  borné  et 
con tenu  avec sa fro n tiè re  dans le dom aine il ex iste  une in 
tégrale z (x ,ÿ )  de  l’équa tion  (2) po u r laquelle  zy(x ,y )> 0  
dans chaque p o in t du dom aine H.

O r, dans le dom aine  & to u t en tier, l’in tég rale  prem ière 
n o n  banale  de l ’équa tion  (1) p e u t ne pas ex ister, com m e le 
m o n tre  le th éo rèm e su ivan t de M. W a z e w s k i 4):

Il ex iste  un  dom aine  ouvert e t s im p lem en t connexe & 
e t une fo n c tio n  f (x ,y )  possédan t dans & des dérivées p a r
tie lle s  con tinues de to u s  les ordres, te ls  que to u te  in té 
grale de (2) valab le  dans Q to u t  e n tie r  est fo rcém en t con
stan te .

M. S z a r s k i 5 6) a d ém o n tré  ensu ite  que l’on  p eu t rem 
p lacer dans le  th éo rèm e  de M. W a z e w s k i  l’ensem ble Q  
d o n t la s tru c tu re  é ta it b ien  com pliquée, p a r un  carré  ouvert 
a rb itra ire  ou p a r  le p lan  to u t entier-

!) Une fonction f(x,ÿ) définie dans un ensemble E est appelée fonction 
de classe Cn lorsqu’elle possède des dérivées partielles continues de l’ordre 
n dans l’ensemble E. Elle sera appelée fonction de classe C°°, si elle
possède dans l’ensemble envisagé des dérivées partielles continues de tous 
les ordres.

3) E. K a m k e : Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 316, Satz 5.

4) T. W a z e w sk i: „Sur un problème de caractère intégral relatif

à l’équation : Q (*,y) =  0"Mathèmatica, Vol.VIII,(1933), p.103—116.
6) J. S z a r s k i :  „Sur un problème de caractère intégral relatif à l’é

quation +  Q (x,y) |^= 0"A nn . Soc. Pol.Math. vol.XIX, (1946),p. 106-132.
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M . W a - z e w s k i  m ’a p roposé d ’exam iner le problèm e 
d ’ex istence des in tégrales p rem ières n o n  banales de l’équa
tio n  (1) de classe C " (n > 2 )  valables dans u n  dom aine 
o u v ert e t sim plem ent connexe. O r j ’ai o b tenu  à ce su jet 
le th éo rèm e  suivant:

T h éo rèm e . Pour chaque n naturel, égal au m oins à 2, 
on p eu t constru ire  un dom aine ouvert, s im p lem en t connexe  
&n e t une fo n c tio n  fn{x,y} de classe  C°° dans ce t ensem ble  
de  sorte  qu ’il e x is te  une intégrale prem ière non banale 
de classe  C"~1 de l’équation

y ’= f „ ( x , y )

valable dans Qn to u t en tier, tand is  qu ’une intégrale non  
banale de classe C n valàble dans &n n ’e x is te  p o in t. Plus 
précisém ent, chaque intégrale de  classe C n de l’équation

8z , , ,  J  z n 
=  0

valable dans £in to u t en tie r  e s t fo rcém en t constan te .
I. Je  laisse de cô té  le cas n =  l ,  car il co n d u it au th éo 

rèm e de M. W a z e w s k i .

IL La d ém o n stra tio n  sera effectuée en  p lusieurs étapes. 
N ous in tro d u iro n s  à cet e ffe t quelques d é fin itio n s  e t nous dé
m o n tre ro n s quelques lem m es prélim inaires. P ou r sim plifier 
l’écritu re  je  vais désigner l’ensem ble Qn e t la fonction  fn(x ,y )  
in te rv en a n t dans l’énoncé de n o tre  théo rèm e p a r & e t f (x ,y ) .

Supposons que f ( x ,ÿ )  so it défin ie  dans u n  ensem ble 
ouvert G e t que  (x0,y0) e E  C  & .

D éfin itio n  1 . N ous d irons que le po in t (x0,y0) est 
..horizontal de classe C " “ par rap p o rt à l’ensem ble E  e t 
à l ’équa tion  (2), lo rsque — p o u r to u te  in tégrale z(x,y) de 
classe C" de (2) valable dans E  —  on  aura

Zy(xO,yo) =  0  .

e) Cette définition a été introduite par M. W a z e w s k i  pour le cas
n = l  (voir la note 4 en bas de la page).
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En v e rtu  de l’équa tion  (2) on  aura  a lo rs aussi 

^ X(x o,y a) =  0 .

D e ce tte  d éfin ition  il résu lte  im m éd ia tem en t le lem m e 
su ivant:

L em m e 1: Si le p o in t (x 0,y0)

(x„,y0) e El C  E C  &

est ho rizo n ta l de classe C" p a r  rap p o rt à l’ensem ble El e t 
à l’équa tion  (2) il l ’es t aussi p a r  rap p o rt à l’ensem ble E e t 
à l’équa tion  (2).

III. O n  sait que l’équa tion  (1) est l ’équation  des caracté
ris tiques de (2).

D éfin itio n  2. La carac téris tique  de l’équa tion  (2) sera 
d ite  carac téristique  h o rizon ta le  de classe C" Par rap p o rt à 
l ’ensem ble E  e t à l’équa tion  (2) lo rsque  chacun de ses po in ts 
est ho rizon tal de classe C " p a r rap p o rt à E  e t à l ’équa
tio n  (2).

Lem m e 27). S o it f(x,y) une fonction  de classe C 1 
dans G. La carac té ris tique  de l ’équa tion  (2) issue du  po in t 
(x 0,y0) e t située dans l’ensem ble o u v ert E C  Q est h o ri
zon ta le  de classe C" p a r  rap p o rt à l’ensem ble E  e t  à l’équa
tio n  (2) à cond ition  que le p o in t (>c0,yô) so it un  p o in t h o ri
zon ta l au m êm e sens.

Lem m e 3. D ésignons (vo ir la figure 1) p a r Q le carré

{ a <  x <  a +  h 
fi <  y  <  fi +  h ,

p a r n i le rectangle

a — h <  X <  a 
fi — h <  y  <  fi +  2h ,

’) Quant à la démonstration voir le lemme 2 du travail cité dans la
note 5) en bas de la page.
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p a r n 2 le rectangle

a + h < x < a  + %h 
P— h < y< P  + 2h

e t  enfin  p a r  n  le po lygone

P—IP + q + n2 .

P o lygone  9T

Il est im p o rta n t de rem arquer que le po lygone II  n ’e s t ni 
o u v e rt n i ferm é. O n  l’o b tie n t du polygone ferm é en sup
p rim an t les côtés ferm és parallèles à l’axe OX.

D ivisons le carré  O  en  tro is  rectangles Q j , Q 2, Q3 :

Q,
< - + ’- 3 1 h < x ^ a + j h  0 = 1 2 i 3 )  

P < y < P + h  .
(3)
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N ous affirm ons q u ’il ex iste  une fonction  d éfin ie
dans le po lygone I I  égale à 0 aux p o in ts  de +  Q j +  Q 3+  I I 2 
e t  jou issan t des p ro p rié té s  su iv a n te s : '

Wj) f ( J I \x ,ÿ )  e st de  classe C°° dan s 17 .

Wj) Les lignes e t J 2

. f a — h <  X < a ( a — h < X < a
J l t  y  =  P ’ y  =  P +  h

so n t des carac téris tiques h o rizon ta les  de classe C" (def. 2) 
p a r rap p o rt à l’in té r ie u r  du  polygone 77 e t à l’éq u a tio n :

9 z 
S x

+  / ( 7 7 ; x , y ) | |  =  0 . (4)

w 3) P ar rap p o rt à chaque fonction  <w(y) de classe C"-1 dans 
l’in te rvalle  (/? — h,P + 2 h )  d o n t la dérivée « '( y )> 0 ,  il existe  
l’in tég rale  non  banale  z (x ,y )  de classe C"_1de l’équa tion  (4) 
a d m e tta n t su r le segm ent ouvert A B  les m êm es valeurs que 
la fo n c tio n  « ( y )  e t  d on t la dérivée

zy (x,y) >  0

dans 77 to u t  en tie r.

In tro d u iso n s p o u r la dém o n stra tio n  deux  fonctions auxilia
ire s  FO?) e t â(x). V oici la d é fin itio n  de la 
fonction  FO?):

F(rj) =  P + ~  +  - j[g (£ )]  n p po u r + h
= h ~ h

OÙ

g(£) =  I  ? — (1 — f) po u r 0 < £ < l .

1. O n  vérifie  facilem ent que la fonction  F 0?) qu i tran sfo rm e 
l’in te rv a lle  [P,P + h] en  lu im êm e est de classe C°° dans 
l’in te rv a lle  (P,P +  h), de classe C"-1 dans [P,P + h] e t ne 
possède pas de dérivée  fin ie d ’o rd re  n p ou r j? =  P e t rj =  P +  h. 
E n  o u tre  F ’O?) >0  po u r P < t]< P  + h.



INTÉGRALES PREMIÈRES 173

A v an t de défin ir la fonction  A(x) in tro d u iso n s  d ’abord  la 
fonction  t(x)

fx-a —
1 (x) — e p o u r a x  a -f- —-

def 3 3 ’

i l ?
3 J 2 h

t (x) =  0 p o u r x e [ a, a +  y j  e t po u r x e [ a +  “  , a +  h j 

D ésignons par G (x )

G  (x) =  fr(x) .dx
a

e t soit

po u r x  e [a, a  +  h ]  .

2. O n  consta te  que
â(x) =  0 po u r x e p , a  +  y  ,

2 (x) =  1 p o u r x  e

E n  o u tre  2 (x) est dans l’in tervalle  [a, a + h] une fonction  
cro issan te  de classe C°°, d o n t les dérivées de tous les o rd res 

s’an n u len t po u r x  =  a +  y  e t pour x — a +

3. N o u s  affirm ons que l’on  p eu t résoudre l’équation

y  =  F(rj) +  b  — E(j?)] 2 (x) (5)
p a r rap p o rt à .77 dans l’ensem ble r  défin i p a r les. inégalités

r
a < x <  a + h ,
P < y  <P + h , 
P < r) < P + h .

P o u r la dém onstra tion  supposons que les deux po in ts  (x p y ,, 77J, 
(x2, y2, t]2) app artien n en t à l’ensem ble r ,  sa tisfassen t à l’équa tion  
(5) e t que 7 7 ^  770. H suffit d ’é tab lir  que (x ,.y ,)  7^ (x2,y 2). Si
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x i x2» Ie théo rèm e est dém ontré , s in o n  nous avons les 
re la tions

y t =*= F  (+ ) [1 — 2 (x j)]+ Vi 
y 2= F  (%) [ l — 2 (* i) l+ %  •

C om m e 1 — 2 (xj) > 0  e t la fonction  F  (»?) est c ro issan te  au 
sens s tric te  (cf. 1) il s’ensu it de  ces 4e rn ières re la tio n s  que 
yi y 2.

4. La fonction
J? =  Z (x, y)

que l’on o b tien t en  réso lvan t l’équa tion  (5) par rap p o rt à y 
est, d ’après le théo rèm e su r les fonctions im plicites, de 
classe C°° en particu lie r dans le rectangle Q 2 (cf. la re la tio n  (3)).

5. Posons
/  (77; x, y) =  {Z (x, y ) — F  [Z (x, y)} 2' (x) (6)

po u r ( x ,y ) e Q 2.

E n v ertu  des p rop rié tés  de la fonction  2(x), la fonction  (6) 
s’annu le  avec ses dérivées partielles de tous les o rd res po u r

h 2hx  == a +  — e t p ou r x  =  a + — . Il s’ensu it que la fonction  

f ( J T ,x ,ÿ )  jo u it de la p ro p rié té  w J .

6. C om m e /(7 7 ;x , y) s ’annule  dans Q l e t Q 3 les équa tions 
(5) nous do n n en t d ’après la d éfin ition  de f ( I I ; x ,  y) dans Q 2 des 
carac téris tiques de l’équa tion  (4) po u r les x e [a , a + h ] .

7. C haque carac téristique  de l’équa tion  (4) issue d ’un  po in t 
in té r ie u r  du segm ent 7?S a tte in t aussi le segm ent C D  dans 
un  p o in t in térieur. En p ro longean t ces carac téristiques dans 
les in tervalles [a — h, a] e t [a + h , a + 2 h ]  on o b tie n t des seg
m en ts parallèles à l’axe O X , car la fonction  f(7 7 ;x , y) s’an 
nu le  dans les rectangles e t  772.

8. Je m e borne à d onner la d ém onstra tion  dé la p ro p rié té  
iv2) respectivem ent à la carac téris tique  car pour d 2 elle 
est to u t à fa it analogue.



Supposons p o u r la  d ém o n stra tio n  p a r l ’im possib le q u ’il 
ex iste  une  in tégrale  z(x ,ÿ )  de classe C" de l’équa tion  (4) 
te lle  que p o u r  un  ce rta in  Xj e (a — h,a) on a it

Zy(xv Æ )^ 0  . (7)

Soit x2 un  p o in t a rb itra ire , m ais fixe, situé  dans l’in te rvalle  
(a+h,a+2 h). La re la tio n

z (*p  F(>?)) — z (x 2, y) --Q
é tan t valab le8) pour P < t]< p + h  on o b tie n t à la lim ite

z (xv p) — z (x2, p) =  0 (8)
car F (P) =  P.

E n v e rtu  des re la tions (7) e t (8) on  p eu t résoudre  l’équation  
z (xv y) — z (x2, t]) =  0

p ar rap p o rt à y  dans le voisinage du  p o in t (P,P\ La fonction  
y =  2  (y) a insi ob tenue é tan t un ique  e t de  classe C" dans le 
voisinage du. p o in t P, la dérivée F('n) (/>) d o it .ê tre  aussi finie 
ce qui co n tred it à une p ro p rié té  de la fonction  F(rj) (cf. 1.). 

La p ro p rié té  w 2) est a insi dém ontrée.

9. P o u r la d ém o n stra tio n  de la p ro p rié té  w3) désignons 
pa r P o, P p P 2 les carrés:

p  ( a + / l < X < a + 2 / l  p  Ja  +  h < x < a  +  2 h p (a +  h < X < a + 2 h  
° \P < y < P + h  ’ l \P +h<y<P +2h, 2 {P — h < y < p .

Soit <p(x;£, rj) la carac té ris tique  de l’éq u a tio n  (4) issue du  
p o in t (£,»?). E n  p a rticu lie r

x , y ) = y  dans +  Q j ,
<P (x2; x, y) — F(y) dans Q3 +  P o .

D ’après u n  théo rèm e de  B e n d i x s o n 9), la fonction  

v(x, y) =  <p(x,; x,y)
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8) Voir la note 1) en bas de la page.
9) E .K a m  k e :  Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 

p. 155, Satz 1.
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est une  in tégrale  de  l’équa tion  (4) dans l’in té r ie u r  de  l’en 
sem ble +  Q  + Po, d o n t la dérivée  pa,r rap p o rt à y  e s t 
positive. La fo n c tio n  f{TI-,x,y} é ta n t de classe C°° (p ro 
p rié té  iVi), il résu lte  du théo rèm e sur la d iffé ren tia tio n  des 
fonctions carac téris tiques *°) que v»(x,y) l ’est aussi. La 
fonction  z(x ,y) défin ie  p a r des re la tions:

z(x,y) — w[v(x,y)]  à l’in té r ie u r  de n i +  Q  +  Po , 
z(x ,y ) =  co(y) su r les côtés vertica les de  n i ,
z (x ,y )  =  <w[F(y)] su r les côtés vertica les de  P o ,

est u n e  in tégrale  de classe C"- 1 de l’équation  (4), qu i jo u it 
des p rop rié tés  su ivantes:
1) z (x ,y )  —  w(y) su r le segm ent A B  ,

2) z (x ,y )  =  w[F(y)] dans le carré  Po ,

3) zy(x,y) > 0 dans n i 4- Q  + Po ,

4) il existe  les lim ites fin ies c e t d

Ziro ^zÇ x.y) =
r ^ + 0  Qy"

lim  d z (x ,y )  __
y-*-p+h—0 gyv

v =  0 ,1 , . . . ,  n — 1 , 
a +  h < X < a  +  2h ,

=  d v

avec c t > 0 e t d l > 0 . 

Soit

o(y)
n—1
J  r i  ŷ ~ ^ V P° Ur ~  h < y  <  P •

Si > 0 dans l’in tervalle  [/?— h, /?] je  pose to u t s im plem en t 

z (x ,y )  —  o(y) dans P2

sinon, il y  a dans cet in tervalle  la p lus grande racine y 0 de 

l’équation  =  0 . C hoisissons le nom bre  k  de façon que

10) E. K â m k e :  Diff. reeller Funktionen p. 16t>, Satz 4.
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ou
ke (ro-Æ* >\m \

m  =  m in  pour fi —  h < x <  fi .

Soit
0 pour y  = /? , 

u (y) =  J ____ i _
k e  (y po u r —  h <  y  <  fi. 

Je  pose par défin ition
y

z (x ,ÿ )  =  o(y) +  J  u(y) d  y  po u r (x, y) e P2.
P .

O n voit im m édiatem ent que zy(x,y) >  0 aux po in ts  de P2 . 
La défin ition  de la fonction  z(x ,y) dans P l se fait d ’une 
m anière  analogue.

O n  parv ien t ainsi à une in tég rale  z(x ,y) de classe C"_1 
de l’équation  (4) qui adm et sur le segm ent A B  les m êm es 
valeurs que la fonction  <w(y) e t  possède la dérivée

■zy(x,y) > 0
dans le polygone I I  to u t entier.

N o tre  lem m e est donc dém ontré
IV. Passons m ain tenan t à la d ém onstra tion  du théorèm e 

mêm e.
1*. N ous nous serv irons d ’une su ite  de polygones W p 

aux côtés parallèles aux axes de coordonnées, d ’une su ite  
des fonctions /( IF p;x,y) et des équations d ifféren tie lles (2?p)

f x  + =  0 (£ p)

qui possèdent les p roprié tés su ivantes:
ap) f  (W p ’,x ,y )  est de classe C°° dans W p ,
ZQ P our un  p o in t quelconque M  s itué  à l’in té rieu r de W p 
il se p résen te  au m oins une des circonstances suivantes:

1) M  e st un  p o in t ho rizon ta l de  classe C" p a r rap p o rt 
à  W p e t à l’équation  (R p), ou b ien

2) la caractéristique de ce tte  équa tion  issue du  p o in t 
M  se laisse pro longer vers la d ro ite  ju squ ’à ce qu’elle

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 12
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ren co n tre  le côté vertica l du  polygone IF p en  un  p o in t 
C ( x 0,c) qu i n ’est pas un  som m et de W p. Il existe  donc 
des nom bres k  > 0 , 1 > 0 , u ) te ls  que le rectangle o (fig. 2)

{x 0 — k < x  <  x 0 
a < y< b

o C  W p et f (Wp ; x,ÿ) =  0 dans o, 
tan d is  que polygone t

t
x 0< x < x 0+Z
a < y< b

n ’a pas de p o in ts  com m uns avec l’in té rieu r de W p.

Zp) Il ex iste  au m oins une  in tég rale  p rem ière  non  banale 
z(W p ; x,ÿ) de classe Cn~1 de  l’équa tion

y’=  f(W p ;x,y) (Sp)
p o u r  laquelle Z y (Wp; x,y) > 0 dans W p to u t en tier.

Si p  > 1 on  a:
»p) W p_, C  W p f  (Wp; x,y) =  f (Wp_,-, x ,y) dans W p_lt 
Sp) z (Wp ; x ,y) =  z (Wp~x ; x ,y ) dans W p_t ,
i?„) to u t  cercle de rayon  - * , e t  de ce n tre  situé  à l’in té rieu r 

p — 1

“ ) Les nombres x0 , c, a, b, k, l dépendent du polygone lFp et du 
choix du point M. Afin d’être plus rigoureux il faudrait donc écrire x0 (M, 
W p ) ........  (M ,W p).
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de W^p-i con tien t au m oins un  p o in t ho rizon tal de classe 
C" par rap p o rt à W p e t à l’équation  (£ p).

L’existence des su ites  W p , f  (TFp ; x ,y )  va ê tre  d ém o n trée  
p a r  récurrence. N o u s  p renons com m e B7! un  réctangle (a r
b itra ire  du  reste) aux côtés parallèles aux axes des coor
données e t  nous posons

f  (W \ ; x ,y )  =  0 dans W 1,
z  ( W l ;x ,ÿ )  —  y  dans I F j .

Les p roprié tés  «x), P J  ft) son t ainsi vérifiées.

Supposons que p o u r un  polygone W p e t une fonction  
f  (IF p;x,y) les p ro p rié té s  ap) ---- , ï?p) subsisten t. N ous a ffir
m ons qu ’il ex iste  u n  polygone W p+1 e t  une  fonction  
f ( W p+l;x,y) po u r lesquels subsisten t des p ro p rié té s
a p + i ) ,  • • • » ’ / p + i ) -

Le polygone W p p e u t ê tre  couvert pa r un  nom bre  fini 

de  cercles de rayon  e t  d o n t les cen tres so n t des po in ts  

in té rieu rs  de  W p . So ien t

M p , M p , . . . ,  M pp (9)

les cen tres de ces cercles. Je  vais é tend re  la d éfin ition  de  
la  fonction  f ( W p ;x,y) aux po in ts  du polygone plus large 
ïPp+1 de façon que les p rop rié tés  ap+1) e p + 1 )  subsisten t 
e t que les po in ts  (9) dev ien n en t ho rizon taux  de classe C" 
pa r rap p o rt à W p+1 e t  à l’équa tion  (Rp+1). La p ro p rié té  
^p+i) sera  aussi rem plie  en  v e rtu  de la façon d o n t on a 
choisi les po in ts  (9).

Si M p e s t ho rizo n ta l p a r  rap p o rt à l’in tégrale  de classe 
C" de l’éq u a tio n  (R p) je  pose

Wp+i =  W P e t  f (W Ph ; x , y )  =  f ( W p;x ,y )  

s inon , la carac té ris tique  de l’équa tion  (JSp) coupe un  cô té

12*
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d ro it  de  W p (p ro p rié té  ^p) e t on p eu t constru ire  le po ly 
gone  n  du  lem m e 3 de so rte  que  (fig. 3)

77, C  o,

Q + n 2 (Z
T(«o,b)

6  1

U(>„,o)

Fig 3
Posons

La fonction

;x,y)

wrlp+l =  w p + n

= f f ( W p;x,y)
I K n -x ,y )

dans W p 
dans 7712)

(10)

est de  classe C°° dans lF p+1 e t les segm ents A \  (C C ’) e t 
A 2(D D ’) so n t des carac té ris tiques  ho rizon tales pa r rap p o rt 
au  polygone 77 e t à l’in tégrale  de classe Cn de l’équation  (4) 
(lem m e 3). Il résu lte  de la défin ition  (10) e t des lem m es 1 
e t 2, que les carac téris tiques C C ’ e t D D ’ ta n t  qu’elles ex isten t 
à l ’in te r ie u r  de W p +1 son t ho rizon ta les de classe C" par rap 
p o r t  à l ’équa tion :

| f  +  ;x ,y) =  0 . (11)

E n  p articu lie r  le p o in t est ho rizon tal par rap p o rt à l’in té 
rieu r de IF p+1e t à l’in tégrale de classe C" de (11).

•*) Quant à la définition de la fonction f (ü ;x ,  ÿ) voir le lemme 3.
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Le lem m e 3 assure en  plus l ’existence de l'in tég ra le  z(x , y) 
de  classe C n_1 de l’équa tion  (11), te lle  que

zy (x, y)  > 0 dans ÏF*+1 .

Le rôle de la fonction  o>(y) du  lem m e 3 est joué m ain te 
n a n t par la fonction  z ( W p ;x0,y )  (fig. 3)-

Les rem arques faites ci-dessus m o n tre n t que les p rop rié tés  
«P+I) , . . .  , ep+i) subsisten t à cond ition  d ’y rem placer lF p+1 

p àr IF P+1. E n  app liquan t de nouveau  le m êm e procédé nous 
é tendons de p roche en  p roche la défin ition  de la fonction  
f  (fl^p+i ! X,y) aux po in ts  d ’un  polygone W p+Ï —  de
so rte  que les p roprié tés  ap+1) , . . «p+i) soient vérifiées e t  
que les po in ts  (9) dev iennen t ho rizon taux  de classe C ” p a r 
rap p o rt à l F p+1 e t à l’équation  (R p+l) (lem m e 1 e t 2).

L’ex is ten ce . des su ites { lF p } e t {R p } est ainsi dém on trée  
2*). D ésignons par la som m e de la su ite  cro issante (p rop rié 
té  ôp) des polygones ouverts W p . £2 e s t donc un  dom aine 
s im plem en t connexe. Soit (x ,y) un  p o in t a rb itra ire  de 
Posons

Z(x,y) =  Z d r fc;x,y) (12)

où W k est le prem ier polygone de la su ite  [W pj qui co n tien t 
le po in t (x,y). En rap p ro ch an t les p rop rié tés  ap) e t dp) o n  
consta te  facilem ent que la fonction  /(x ,y ) possède dans @ 
des dérivées partielles con tinues de tous les ordres. Les 
po in ts  re n tran t dans la su ite  in fin ie :

fo rm en t un ensem ble p a rto u t dense su r & des po in ts  ho ri
zon taux  p a r rappo rt à f l  e t à l’in tégrale  de classe C" d e  
l ’équation

cd x
+  / ( x . y )  =  0 , (13)
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ce qui résu lte  im m édia tem en t de  n o tre  co n stru c tio n  
lo rsq u ’on  tie n t com pte  du lem m e 1 e t de l’égalité (12).

S o it <p(x,y) une in tégrale  de l’équa tion  (13), valable e t 
d e  classe C" dans £?. Ses dérivées <px(x ,y )  e t q>y(x ,y )  so n t 
con tinues. O n  a donc

Vx{x,y} =  0 ) 
<Py(x ,ÿ )  =  0 ( dans & .

C om m e & est un  dom aine  il en  résu lte  que la fonction  <p(x,y) 
e s t constan te . E n  m êm e tem p s la p ro p rié té  yp) nous assure
l’ex istence  de l’in tégrale  z(x ,y) de classe C n_1 de (13) d o n t 
la dérivée  zy(x ,ÿ )  > 0 dans Q to u t en tie r.

N o tre  théorèm e se tro u v e  ainsi dém ontré.



Par
Roman Leitner (K rakôw )

SUR U N E PROPRIÉTÉ DES ENSEMBLES PLANS
DE DIAMÈTRE TRANSFINI NUL

Soit F u n  ensem ble infin i, ferm é e t b o rn é  des po in ts du  
plan. C onsidérons dan s F un  systèm e de  n  >  2 po in ts  

(1) y[n\  Ûn), ■■■, tf„n)
d istribués dans F de m anière que  le p ro d u it de to u te s  leurs 
d istances m utuelle^

(2) ....... e }) =  n  l ^ - ^ l
rem plisse la  cond ition

(3) U  ( ^ n), . . . ,  ^ n)) =  m ax  V ( z ï t . . . ,  zn) ,

où m ax V  désigne le m axim um  de la  fonction  V  lo rsque les
(F)

poin ts z t , . . . ,  zn v a rien t dans l ’ensem ble F (ce m axim um  
es t a tte in t ca r F est u n  ensem ble ferm é). N o u s  d irons que 
les p o in ts  (1) fo rm ent un  système extrémal du rang n de 
l’ensem ble F. Il est b ien  connu  que la  su ite

(4) t y v W ......  W )

est tou jou rs convergente vers une lim ite  d(F) d ite  diamètre 
transfini de  F.

Form ons la  nouvelle suitp

(5) Hn(z) =  ] / 1 z—^ n) | . . .  | z —»̂ n) |

où z est un  po in t quelconque du  plan. M. F. L e j a  a dé
m o n tré1) que:

*) Ann. Soc. Pol. de Math., t. XIV (1935). p. 131—134.
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1° lorsque d(F) >  0 la  su ite  (5) ten d  en  dehors de F 
vers  une  fo nction  lim ite  2),

2° lorsque d(F) =  0 la su ite  (5) est aussi convergente 
en  deho rs  de F  à cond ition  que F  n ’a it qu ’un  seul p o in t 
d ’accum ulation  3).

Le b u t de ce trava il est de dém o n tre r que dans le cas 
d(F) — 0 la dern iè re  cond ition  est essentielle. N o u s  allons 
n o tam m en t dém o n trer ce que voici :

T héorèm e. I l e x is te  un ensem ble F borné, ferm é, ne  
p o sséd a n t que d e u x  po in ts  d ’accumulation*) e t te l que la 
lim ite  de la su ite  (5) n ’e x is te  pas en général.

La d ém o n stra tio n  se com pose de tro is  parties: D ans le § 1 
nous allons fo rm uler quelques p roprié tés d ’u n  ensem ble 
borné, fo rm é, ne  possédan t que deux po in ts  d ’accum ulation : 
0 e t 1.

D ans le § 2 nous p rouvons que, s’il existe u n  ensem ble 
F  jo u is s a it  de ces proprié tés, la su ite  (5) co rrespondan te  
à ce t ensem ble ne  converge pas en  général en  dehors de F. 

Le § 3 est consacré à la co nstruc tion  d ’un  ensem ble
jou issan t d es  p rop rié tés  spécifiées dans le § 1.

§ 1.
Soit F  la som m e d ’une suite in fin ie  d ’ensem bles E,,

OO
F = I ' F j

i/l
jou issan t des p ro p rié tés  suivantes:

!) En désignant par D le domaine infini situé dans l’ensemble com
plémentaire à F et par A l’ens,emble ouvert complémentaire au domaine 
fermé D, M. F. L e j a a prouvé que dans D + A on a

lim Hn (z) = d(F) • eG(z) 
n /o o

où dans D G(z) est la fonction de Green de ce domaine avec le pôle 
à l’intini et dans A , si cet ensemble n’est pas vide. G(z) =  0 , (v. Ann. Soc. 
Polon. de Math., t. XVIII (1945), p. 4—11.

’) La fonction lim H n(z') est dans ce cas égale à |z —z0 | , où z0 est 
n / o o

le point d’accumulation de F.
*) On sait que le diamètre transfini d’un tel ensemble est égal à zéro
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P ropriété  1. L 'ensem ble £ ,  est com posé des deux  po in ts 
z =  0 e t z  —  1. C haque est un  ensem ble fini, non  vide. 
D éfin itio n  1. N , désigne le nom bre d ’élém ents de l’en 
sem ble E t.

P roprié té  2. Les ensem bles £ , e t E s so n t d isjo in ts  pour i=/=j.
S

D éfin itio n  2. Soit G s l’ensem ble S  E t e t M s le nom bre
S

d ’élém ents de G s, donc M s =  2  N t.

D é fin itio n  3. E  é tan t un  ensem ble fin i quelconque con
te n a n t au m oins deux  po in ts  désignons par V (E )  le p ro 
du it de to u te s  les d istances m utuelles des p o in ts  de E. 
Propriété  3. Les po in ts  de l’ensem ble G s fo rm en t l’u n ique  
systèm e ex trém al de rang M s de l’ensem ble F, c ’est-à-dire 
les ensem bles Es+i, Es+2 . . .  son t défin is de façon que: 
V  (G s) > V  (G s) pour to u t ensem ble G s d iffé ren t de G„ com 
posé de M s po in ts  de F.
D éfin itio n  4. Soit a,, i =  1, 2, 3 , . . . ,  une  su ite  de nom bres 
positifs te ls  que:

«1 =  L a ,.> a f+1, a ,-> 0

P ropriété  4. Les po in ts z de l’ensem ble £ , sa tisfon t à l’iné
galité:

| z — 0 1 <  a., lo rsque  i — 2 fc, fc =  1, 2, 3 , . . .  
e t à l’inégalité

|z — 1 1< a„ lorsque i =  2 fc + 1, k — ], 2, 3 , . . .  . 

D éfin itio n  5. Soit z =  1, 2, 3 , . . . ,  une su ite  de nom bres 
te ls  que:

0 < ^ < l ,  ^ -* 1

P ropriété  5. Le nom bre d ’élém ents de l’ensem ble E; sa
tis fa it aux inégalités:

N ,
i? ; <  -77- <  1 po u r z =  1, 2, 3 . . .
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Remarque. O bservons que, s’il ex iste  u n  ensem ble F 
jou issan t de ces p roprié tés, il est in fin i, borné, ferm é e t ne 
possède que deux  po in ts  d ’accum ulation.

§ 2.
Lem m e 1. Supposons qu ’il existe u n  ensem ble F jou is

san t des p roprié tés  1—5, form ons la  suite (5) correspon
d a n te  à cet ensem ble e t considérons deux  su ites  partielles
d e  la su ite  (5) co rrespondan tes  à n =  M2k, k =  1. 2, 3.........
respectivem en t à n — M2k+l, k  =  1, 2, 3 , . . .  N ous affirm ons 
que ces suites partie lles  convergent, en  dehors de F, respec
tiv em en t vers les lim ites | z  | e t \z — 1 ] .

D é m o n str a tio n . S oit z un  p o in t fixe quelconque n ’appar
te n a n t pas à F. Posons a =  \z \, h — \z — 1 1. O n  a a >  0, h >  0. 
E n  v e rtu  de la d é fin itio n  4 il existe  u n  nom bre  n a tu re l 
im pair m te l que a — a m >  0, h — am > 0.

Définition 6. L ’ensem ble E é tan t fin i désignons p a r  
W  (z, E) le p ro d u it de to u te s  d istances \z — f  | , où C p a r
c o u rt E.

Remarque; Les ensem bles E' e t E" é tan t d isjons, on  a

W  (z, E' + E") =  W  (z, E'). W  (z, E")
P our les indices s, où s <  m, nous avons, selon les p roprié tés 
1 e t 2, la rela tion :

(6) Ï F ( z ,G s) =  I F ( z , G J .  I F ( z, 5 ^ , ) .  ^ ( z ,E s)
ilm + l

D ’après la p ro p rié té  4 on  a:

(a — af)N‘ <  W  {z, Ef) <  (a +  pour i pairs,
(7) w

(6  —  a,.) ' < I F  (z, E)  <  (6  +  a,) ‘ pour i im pairs.

E n  vertu  de la déf. 4 nous avons, p o u r i>m, les inégalités: 

a — am <  a  — «j , a + a, <  a + am 
b — am< b — , b + ai<b + am
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d ’où
N,

(8)
(a — am) N' < I F  (z, £ ,) < ( a  +  am)N* p o u r i pairs,

(b — am)Nl <  w  (z, Ej) < (b +  am)Ni p o u r i im pairs. 

Il en  résu lte

(9) ( a - «m)P.s ( b - «m)Qs< I F ( z ,  J E , ) < ( a + a m)Pf (b + « m)Q
i/m+l

OU
m<i<s

J pairs

QS =  JN ,
m <  i <  s 
i impairs

Supposons que le  nom bre  s so it pair. O n  au ra  alors 
d ’après (7):

(10) (a -  «S)N‘ <  W  (z, Es) <  (a +  «S)N‘

E n  désignan t les quan tités  : a + am, a — am, b + am, b — amt

W(z,G„) respec tivem en t p a r :  A, A, B, B, C nous avons, 
en  v e rtu  de la p ro p rié té  3 e t des re la tions (5), (6), (9), (10), 
l’inégalité:

1 P s Qs
Ms  Ms  Ms Ms

(11) C  -A  'B  - ( j - a j  < H m < C
Qs N,

Ms Ms Ms M,
A • B • (a +  as)

Faisons te n d re  s vers +  °° p a r les nom bres pairs. 
D ’après la p ro p rié té  5, on  aura alors:
N .

1,
M,S— 1 *0, Ps<M t_l, QS<MS_V M.

Q ,
M. 0,-> 0,

d ’où  il résu lte  que 

(12) a =  \zH

E n su pposan t que s so it un  nom bre  im pair on  o b tien t 
d ’une façon  analogue les form ules (10), (11), (12), où a d o it 
ê tre  rem placé par b. Le lem m e 1 est donc dém ontré .

Lem m e 2. Soient G u n  ensem ble fini e t e un  nom bre  
positif te ls  que
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l ° | z ' — z " | < l  pour to u te  couple de p o in ts  z ,  z '  a p p a r
ten a n t à G,

2 ° \ z '  —  z " |< e  po u r une certaine couple des p o in ts  d if
féren ts  z', z"  a p p a rten a n t à G. A lo rs  il est c la ir qu ’on 
a l’inégalité: 0 < I z ( G ) < e .

§ 3.
C o n stru c tio n  d e  l’ensem ble F. E n  conservan t les n o ta 

tio n s  p récéd en tes  nous allons constru ire  l’ensem ble F. 
C hoisissons une su ite  & su ivan t la défin ition  5. L’ensem ble 
Ej so it com posé des po in ts: z, =  0, z2 — 1. Supposons qu ’on 
a it défin i p o u r i <  s les ensem bles E,. C hoisissons le nom bre

as com m e il su it: «i =  L «2 — e t as <  ^ ( G ^ j )  si s >  2. N ous 

avons: as < as_ v as_+ 0. Su ivan t que le nom bre  s so it p a ir  
ou im pair considérons l’in tervalle  J as j  p o u r s =  2 k ,

respec tivem en t l’in tervalle  p  —  as, î — ~  j p o u r s =  2 k  + 1 .

P artageons ce t in te rvalle  en N s — 1 parties, où  N s est un 
nom bre  n a tu re l suffisam m ent grand p o u r que la p ro p rié té  
5 so it rem plie. Soit E s l’ensem ble com posé des po in ts de
partage ainsi ob tenus e t des ex trém ités de l’in tervalle .

oo
N ous allons dém o n trer que l ’ensem ble F =  2  E, ainsi 

i =  1
défin i pa r récu rrence  jo u it des p rop rié tés  1—5. Il e s t év i
d e n t que l'ensem ble F possède les p ro p rié tés  1, 2, 4, 5. Il 
nous reste  encore  à d ém o n tre r la p ro p rié té  3. N ous allons 
d istinguer tro is  cas su ivan t que l’ensem ble G s —  G s con tien t:
1) un seul p o in t z ,  2) deux p o in ts  z', z", 3) tro is  po in ts  ou 
plus.

A d  1): Le p o in t z ' est con tenu  dans un  des in tervalles
(13) [0, as+1] , [1— as+1, 1]

p a r  exem ple dans le prem ier. Si z x —  0 ap p a rtien t à G s, alors, 
selon le lem m e 2, on a l’inégalité
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(14) F ( G S) < « S+1< J / ( G S)

parce  que z  ap p a rtie n t à E r, où r > s ;  / - Z ,
Si, p a r con tre , z, =  0 n ’a p p a rtien t pas à G s, a lors 

G S =  G 5— { z j - l - [ z '}

e t l’on vo it q u ’en rem plaçant z ' par z x on augm ente cer
ta ines d istances m utuelles des po in ts  sans changer les autres. 
Il en résu lte
(15) K (G s) < r ( G s)

A d 2): Si z  e t z"  son t contenus dans le m êm e in tervalle  
(13), alors en vertu  du  lem m e 2, on a l’inégalité  (14). 
Supposons ensuite  que z  so it situé dans le p rem ier e t z"  
dans le second in tervalle  (13) e t que les p o in ts  z Y =  0, z2 =  1 
n ’ap p artien n en t pas à G s.

O n aura alors:

G s =  G s — {Zj, z2 } +  { z ', z"  }

En rem plaçan t les po in ts  z  e t z" pa r z, e t z2 on ob tien t, 
p a r un  raisonnem ents analogue à celui app liqué dans le cas 
p récédent, l’inégalité (15).
_  A d  3): A u  m oins deux po in ts  z ' e t z" de l’ensem ble 
G s son t con tenus dans le m êm e in tervalle  (13). O n aura 
alors: \ z  — z"  | < a s+1. Il en résu lte  im m édia tem ent l’iné
galité (14).

L’ensem ble F possède donc la p ro p rié té  3. E n vertu  du 
lem m e 1, la su ite  (5), co rrespondan te  à l’ensem ble F ainsi 
constru it, n ’est pas convergente, à m oins que le po in t z ne 
so it situé  su r la bisectrice du segm ent [0,11.

*



P a r
MlCHAL KUMOROVITZ (B ra tis lav a )

UNE SOLUTION D U  SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE
D ’EQUATIONS DIFFERENTIELLES D U  PREMIER

ORDRE A  COEFFICIENTS CONSTANTS.

Je veux p résen ter ici une so lu tio n  du systèm e linéaire 
hom ogène d ’équations d ifféren tie lles  du p rem ier o rd re  à 
coefficients constan ts  s a n s  u t i l i s e r  l a  t h é o r i e  d e s  
d i v i s e u r s  é l é m e n t a i r e s .  A  la  base de n o tre  so lu tion  
est u n  théorèm e dû  à E. W e y r ,  re la tif  à la nu llité  des 
puissances d ’une m atrice , théo rèm e que l’on  p eu t p rouver 
sans faire recours aux form es canoniques1). Ce théorèm e 
ad ap té  à nos beso ins peu t s’énoncer de la m anière  suivante:

Soit A  une m atrice  carrée co n stan te  quelconque e t r  
une  de ses racines caractéristiques de m ultip lic ité  s.

J  désignant la m atrice  u n ité  d u  m êm e o rd re  que A, 
nous poserons M  =  A  —  rJ. La n u llité2) de la m atrice  
M ‘ (i =  1 ,2 ,3 , . . . )  c ro ît avec l’exposan t z ju sq u ’ à ce qu ’elle 
a tte igne  po u r un  i  =  q ( X ^ q ^ s ) ,  la valeur s. A  p a rtir  de 
ce m om ent, elle reste  constan te  p o u r tous les i non  in 
férieurs à q. N o u s  écrirons nul M ‘= s  ( i ^ q ) .

Soit donné u n  systèm e d ’équations d ifféren tie lles 
dx,

=  a n * * i  +  al2x2 + .. .  + ainxn (z =  l . . . . ,  n)

que l’on  peu t, à l’aide des m atrices, m e ttre  sous la form e

(1)
d x  =  
d t

‘) E .  W e y r ,  O theorii forem bilinearnîch, Praha 1889, pp. 30—34, 
ou bien O. B o r u v k a .  Sur les matrices singulières, Comptes Rendus des 
Séances de l’Académie des Sciences, t. 203 (1936), p, 600.

*) Nul M — s signifie qu’il y a exactement s vecteurs p linéairement 
ndépendants satifaisant à l’équation Mp = 0.
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où A  désigne la m atrice  carrée des coeffic ien ts constan ts 
a ifc, x  le vec teu r aux com posantes , . . , .  x n écrites dans 
une colonne et t une variab le  réelle.

N ous affirm ons que pour tro u v er la so lu tion  générale 
du  systèm e (1), on p e u t p rocéder de la façon suivante:

a) O n fa it la décom position  du  polynôm e caractéristi
que de la m atrice  A  en  fac teu rs linéaires

(2) /(r)  =  M  -  rJ | =  (r  -  r / ’ (r -  r2)s* . . .  (r  -  rk)Sfc’,

où l’on a Sj +  s2 +  . . .  + sk —  n ,

b) on calcule la m atrice

(3)

po u r chaque racine carac té ris tique  rx (x =  1 , . . . ,  k) e t on 
co n stru it les polynôm es

M  t (M  t) 2 (M(4) =  +  + . . .  +  (^ y ï ,

c) on éc rit sx vec teurs p  liréairem en t indépendan ts  e t 
sa tisfa isan t à l’équation

(5) p  =  0

e t  l ’on o b tie n t ainsi une su ite  de k  m atrices Px
(6) Px =  ( p ^  , p £ ° ....... p ^ )  , (x =  1 , . . . ,  k)

la  m atrice  P x é tan t d ’o rd re  n X sx .

T h éo rèm e  1. La solution générale du  systèm e (1) est 
donnée p a r  la  form ule

(7) x  =  (F(Ml t)P ie ^ , . . . ,F (M kt)Pke k t)-c
où c ^ O  e s t un  vecteur co n stan t arb itra ire .

C o r o l l a i r e .  D ans le cas spécial où to u te s  les racines 
carac té ris tiques  rx so n t sim ples, on  aura  F (M x f) =  J  et, au 
lieu  d e (5), on  aura to u t sim plem ent M xp —  0 p o u r x =  1 ,..., n.

R e m a r q u e  1. C om m e nous allons le p rouver, au lieu 
du po lynôm e (2) il su ffit de p ren d re  le po lynôm e m inim al
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de A , y j(r) =  (r —- r ^ 1. . .  (r — rk')Qk, si on  le connaît, m ais 
alors dans (4) e t (5) il faudra  rem placer respectivem en t les 
sx p a r les qx ( x = l , . . . ,  fc), tan d is  que la fo rm ule (6) reste  
la m êm e car le nom bre  de vecteurs p  e s t encore  égal à sx.

D é m o n s t r a t i o n .  Rappelons, po u r com m encer, que 
a so lu tion  du systèm e (1), acquise par exem ple à l’aide du 

développem ent en  série de T ay lo r e t a d m e tta n t po u r t  —  0 
la valeur in itia le  x  (0) =  x 0 7^ 0, es t donnée par la form ule x)

(8) x  (f) =  eAt x 0,

où x  (/) désigne le vecteu r aux com posantes (Z),. . . ,  x n (t), 
e t eA' la m atrice  donnée p a r la série exponen tie lle  conver
gente
/nA A t __ , , A t  , G 4/)2 , • • r
(9) e =  J + - j y  +  .... in  mf.

do n t le d é te rm in a n t2) e s t égal à e(an + a22+” •+a,in),) e t qUj est 
régulière pour to u te  valeur fin ie de la variab le  t.

Pour passer m a in ten an t de la form ule (8) à une au tre  
qui ne com prend  qu ’ u n  n o m b r e  f i n i  d e  t e r m e s ,  nous 
aurons besoin de la décom position

(10) A  =  M x -t-rx J =

(qui n ’est d ’a illeurs que l’éq u a tio n  (3) tran sc rite )  e t d ’une 
su b s titu tio n

(11) x0 =  P c

dans laquelle la m atrice  régulière P sera choisie  convena
blem ent. D ans la  p rem ière  é tape  de la dém onstra tion , en 
a d m e ttan t la régu larité  de la m atrice  P, nous é tab lirons  une 
form ule p rov iso ire  (14). N ous en  dédu irons ensu ite  la fo r

’) P eano , Intégration par séries des équations différentielles, liné
aires, Math. Annalen 32 (1888). p. 456 (l’auteur n’emploie pas la série 
de Taylor).

2) S c h le s in g e r .  Neue Grundlagen für einen Infinitesimalkalkül der 
Matrizen, Math. Zeitschrift, 33 (1931), p. 43—44.
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m ule (7) du T héorèm e 1, e t en fin  nous é tab lirons la régula
rité  de la m atrice P, ce qui te rm in e ra  la dém onstra tion , du 
théorèm e.

a) Il résu lte  du théorèm e de W e y r que l’on  p e u t to u 
jou rs  tro u v e r s vecteurs pw  sa tisfa isan t à l’équation

x a

(5') M q*p =  0 ( x = l , . . . , k )X
avec lesquels on p eu t constru ire  une m atrice

(6') P x = ( p (1x), p (2x), . . . , . p ÿ )  ( * = 1 ....... k)

d ’o rd re  n X sz ë t du rang sx.

Si (p (M ) e st un  polynôm e scalaire  d ’une m atrice  M  (sup
posée carrée) du plus p e tit  degré d  te l que l’on  a it (p (M \p  —  Q 
pour uft vec teu r p, on d ira que le vec teu r p  est du  d e g r é  d  
p a r  rap p o rt à la m atrice  M . Spécialem ent, pour les vec
teu rs  p (f  con tenus dans la m atrice  Px il est clair qu’au 

m oins un  parm i ces vec teu rs est du degré qx, avec 
( p ( M ) ~ M xx, e t qu ’aucun n ’e s t du  degré supérieu r à qx. O n 
a donc M qxx P x —  0.

Cela posé, on a

(12) eM"f P M t
1!

f i *

9 j
in  inf. M ’x P  = P ( M  f) P

J + . . .  + ( 9 , - 1 )  ! P  +

+ ; +

si conform ém ent à (4), on désigne p a r  F (M x f) l’expression  
con tenue dans les p rem iers crochets du  second m em bre. En 
u tilisan t la re la tion  (10) e t la com m uta tiv ité  des m atrices 
AL e t de J  on a encore

(13) At P = e ^ + r»J'>t p =  é 'x e'XJt p

. eMxf p  erxf . F(A ÎX/) Px e xt.

Rocznik Poi. Tow. Matem. X X ffl. 13
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C onstru isons avec les m atrices Px ( x = l , . . . ,  k )  une m a
trice  P  qui con tien t + s2 +  . . .  + sk —  n vecteurs d o n t nous 
ad m etto n s — pour l’in s ta n t — la régularité. Posons donc

P  =  (P„ P2, . . . , P k)

e t écrivons la so lu tion  (8) du  systèm e (1) en y  rem plaçan t 
x 0 p a r le p ro d u it Pc. O n aura

x  =  e At (P v P?, . . . , P k) c =  (eAt P„ eAt P2, . . . ,  e At Pk) c 

ce qui donne, d ’après l’équa tion  (13), la form ule p rov iso ire

(14) x  =  (F (M , t) P, e '1*,. . . ,  F (M k t)P ke rk') c

où  les polynôm es F . . . ,  F (M k f) son t.de  degré respec
tiv em en t Qlt. . . ,  Qfc.

b) La form ule (14) n ’est pas trè s  com m ode p u isq u ’il y  
figu ren t les q, c’est-à-dire les exposants m i n i  m a  pour 
lesquels on a nul M qx — sx. N ous allons prouver qu’on p eu t 
les rem placer par les nom bres sx.

Lem m e 1. D ans la form ule (14) on peu t rem placer les 
m atrices P v . . . ,  Pk calculées des équations (5') p a r les m a
trices  O v . . . ,  Q k calculées des équations

(15) À f^ p  =  O ( x = l , . . . ,  fc)

dans lesquelles l’exposan t ix p eu t ê tre  choisi a rb itra irem en t 
pou rvu  qu ’il ne so it pas in fé rieu r à qx.

Soit, en effet, q le plus p e tit exposan t tel que 1’ on a it  
nul M.q =  s (nous om ettons dans la d ém onstra tion  l’indice 
x des le ttres  M, P, Q, q, r, s). Soit j  sS q. D ’après le théorèm e 
de W eyr on a donc nul M k ' 1 =  s p o u r k  =  0 ,1 ,2 ,___ Sup
posons que P so it du rang s. D e la rela tion  M 'P  =  0 il 
su it que

(16) M k+i P = M k M 1 P = M k- 0 =  0.

D ’au tre  part, so it Q  une so lu tion  fondam entale  de l’équation  
M k+i p =  0. Puisque P  est une au tre  so lu tion  fondam enta le, 
il existe  une m atrice  régulière C  d ’o rd re  s, te lle  qu ’on a it

sont.de
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P  —  QC. Il en  résu lte  que 0 =  P =  M 1 Q C  et, en  m u lti
p lian t de d ro ite  pa r C -1 , on vo it que M 10  =  0. D e ce tte  
dern ière  équation , à laquelle  on  p eu t associer une équa tion
(16) en O, nous voyons que la m atrice  Q, se rvan t de facteur, 
annule dans le développem ent de eMt (l’équa tion  (12)) les 
m êm es puissances de la  m atrice  M  que la m atrice  P. Le p ro 
du it F ( M i) .Q  ne c o n tien t donc que les te rm es en  M t  de 
degré in férieu r à q, ce qui te rm ine  la d ém o n stra tio n  de n o tre  
lemme.

D e la d ém o n stra tio n  p récédente  on dédu it im m édiate- 
ment, le:

Lem m e 2. Les polynôm es F (M x f) in te rv en an t dans (14), 
quan t à leurs degrés, ne  so n t a s tre in ts  qu ’à une seule con
d ition , à savoir, q u e .le u rs  degrés respectifs ne so ien t p a s  
in férieurs à qx.

N ous en  concluons q u ’il est perm is de p ren d re  au lieu 
de la form ule (14) la form ule (7) avec les F (M x f) donnés 
p a r (4) e t Px donnés p a r (6).

c) Il ne  nous res te  m ain ten an t que de p ro u v er que les 
n  vecteurs p (\ \ p ^ , p ^ \ p ^  de la m atrice  P  in 

tro d u ite  après l’équa tion  (13) son t linéairem net indépendan ts .

Lem m e 3. Soient P  =  (P 1; P 2, . . . ,  P fc) e t Q  =  (Q 1,Q 2,...Q fc) 
deux  m atrices constru ites avec des solutions fondam en ta les 
a rb itra ires  de (15) p o u r x =  l , . . . ,  k. O n  peu t tro u v er une  
m atrice  régulière C  d ’o rd re  n te lle  qu’on a it

(17) P  =  Q C

De P x =  Q x C *, I C j  #  0 , (x =  1 , . . . ,  k)  il suit, en e ffe t, 
que

/ Q  0 . . .  0 \
P  =  (Q 1C 1, . . „  Q fcC fc) =  (Q 1,Q 2, . . . , Q Jt) l °  C> -- °  = Q C

\0  0 . . . c j

e t que | C  | =  | Cj | I C 21 . . .  j C fc 17^ 0 .

13'
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C o r o l l a i r e .  Si une seule des m atrices P, constru ites 
de la m anière  p rescrite , es t régulière, il le son t tou tes.

C hoisissons donc la m atrice  P, d o n t nous é tab lirons la 
régularité, de la m anière  suivante. P o u r une valeu r fixe de 
l’ind ice x so it 1 i qx (la signification de q res te  tou jours 
la m êm e). Si qx =  1, on a p a r d éfin ition  de qx que 
nul M x —  sx , e t a lo rs tous les vecteu rs de Px so n t du p rem ier 
degré p a r rap p o rt à M x . Si l’on  a qx > 1 _, il ex iste  un ex 
posan t i te l que l ^ i < q x e t que nul M'x < nu l M ‘x l. C on 
sidérons tous les vecteurs linéa irem en t indépendan ts  
e t sa tisfa isan t à "l’équation  M'x p =  0 . Il son t en  nom bre 
égal à nul M x e t  ils sa tisfon t aussi à l’équa tion  M'+ p  =  0, 
car A f+1p  =  M  • M ‘x p —  M x-G =  0 . O r, le nom bre  to ta l de 
so lu tions de M '* lp  =  0 est égal à nul Il y  a donc

d ’au tres  vecteurs en nom bre  de (nul —  nul M x ) >  0 
sa tisfa isan t à l’équation  M'+lp =  0 qui ne  sé la issen t pas re 
p résen te r p a r  une  com binaison linéaire  de vec teu rs consi
dérés e t qu i son t év idem m ent de  degré i+ .l .  A jo u to n s  ces 
vecteurs aux vecteurs prem iers. M ettons successivem ent 
i —  l , 2 , . . . , q x— 1. N o u s  aurons ainsi c o n s t r u i t  une 
m atrice  Px qui jo u ira  des p ro p rié tés  su ivan tes:
1) Elle co n tien t les vecteurs (a =  1 , . . . ,  sx) depuis le 
p rem ier ju sq u ’ au qx-ièm e degré p a r rappo rt à M x .
2) A ucun  de ces vecteurs ne se laisse rep ré sen te r pa r une 
com binaison  linéaire  d ’au tres vecteurs du  m êm e degré, s’il y  
en  a, e t de vecteurs éventuels des degrés inférieurs.
3) Supposons encore, po u r plus de com m od ité ,.que  les vec
teu rs  p ^  dans Px sont rangés su ivan t leu r degré décro is
sant.

A d m etto n s  m ain tenan t, pour faire  la dém o n stra tio n  in 
d irec te , que P  ne  soit pas régulière, c’est-à-dire qu ’il ex iste  
u n  vec teu r c o n stan t c ^ O  te l que l ’on  a it

(18) P c  =  0 ,
ou b ien  plus ex p lic item en t,
(18a) PjC! +  P 2c2 +  . . .  +  P kck =  0 .
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Ici es t le vec teu r p a rtie l com posé de Sj prem ières, c2 le 
vecteu r p a rtie l de s2 su ivantes, etc., e t ck le vec teu r p a rtie l 
de  sk dern ières com posantes du  vec teu r c.

Soit m ain ten an t ya la p rem ière  parm i les com posan tes
Xi. y2 » yn du vec teu r c qui so it d iffé ren te  de zéro. P a r
un  changem ent éven tuel des ind ices on p eu t to u jo u rs  ob
te n ir  que ya appartien n e  à q , ce que nous supposerons 
dans la suite.
D ans le p ro d u it P j Cj groupons les term es con tenan t les 
vecteu rs du  degré le plus élevé i (1 2s t Çj) e t séparons- 
les par une p a ren thèse  de ceux qui son t du degré in fé rieu r 
à i, c’est-à-dire

(19) PiC1 =  (zap<1) +  . . .+ y „ p £ 1)) +  Z„+i P ^ i  +  . . . +  y,, P ™ =
=  U: +  U:i—1

où les vecteurs u, e t u,_j rep résen ten t les g roupem en ts res
pectifs.

M ultip lions de gauche l’équation  (18a) pa r le p ro d u it 
X  1 • M q’ M.q' . . .  M kk e t rappelons que les m atrices M x son t 
p erm u tab les  en tre  elles. C om m e on a X *  Px—  0 ( x = 2 , . . . ,  k)  
e t Al', 1ui_ 1 =  0 , l’équation  (18a) dev ien t

(20) M q‘ . . .  M qkk • Af‘_1 u, =  0.

Posons m ain ten an t dans l ’équa tion  précéden te
(21) M x =  A  -  r,J  +  (r, -  rx) J  =  M , +  J xJ ( x ^ l )  
ou A x =# 0, car les racines rx (x =  1 , . . . ,  k) son t d ifférentes, 
e t  nous aurons

(g (M 1) - M I +  J ’* . . .  J ’fc7) • X " 1 u, =  0, 

g (M J  é ta n t un polynôm e en  Al, de degré q2 + . . .  +  qk —  1. 
E t finalem ent, à Cause de la re la tion  X  u, =  0, on  a

(22) X _1 u« =  0.

Cela veut d ire  que le vecteur u, est au plus de degré i —  1. En 
se rappe lan t la sign ification  de u, in tro d u ite  p a r l’équation  
(19), on p eu t écrire
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+ (y„ =# o).

O n  a donc exprim é le vecteu r p ^  com m e une com binaison  
linéaire  de vecteurs p ^ 1 ;. , . ,  p™ qui so n t de degré i e t  du  
vec teu r u, de degré in férieu r à i. O r, cela est co n tra ire  à la 
p ro p rié té  2) de la m atrice  P x signalée p lus haut. N ous con
c luons q u ’il est im possible de tro u v er un  vecteur c  =/= 0 tel 
que  l ’équation  (18) so it satisfaite . Les vecteurs de la m a
tric e  P  son t linéairem en t indépendan ts  e t  le T héorèm e 1 est 
com plètem en t prouvé.

R e m a r q u e  2. P ou r ju s tifie r  encore la R em arque 1 il 
su ff it de dém on trer le

Lemme- 4. Le po lynôm e y> (r) =  (r — r,)9' . . .  (r — rfc)9k 
avec les nom bres q x, . . . ,  q k figuran t dans la  so lu tio n  (14) 
e s t le po lynôm e m inim al de la m atrice  A.

Soit, en  effet, v — (J t\, . .  . ,  Pk) • v  un  vecteu r a rb itra ire  
e t la m atrice  ( P , , . . . ,  P fc) régulière avec Px sa tisfa isan t aux 
é q u a tio n s  M qxx —  0 respectivem ent. O n  a

yÇ A v) =  (tp(A')P1 , . . . ,  i/>(A) Pk) v

avec y  (A ) Px — M^‘. . .  M qxx . . .  M qkk Px— Ü, car les M x so n t 
perm utab les. O n a donc y  ÇA) v =  0, d ’où, v é tan t a rb i
tra ire , on tire  que y  ÇA) —  0.

Supposons d ’au tre  p a rt que u so it un  vecteur, te l que 
M *  u =  0, m ais Al9' -1  u ^ O .  E n m u ltip lian t u de gauche p a r 
u n e  m atrice  y , ÇA) —  M ‘2 . . .  M'k • M q' ’, où 1 Ü  ix 2S qx 
(x =  2 , . . . ,  k), on  a rrive  à une expression  analogue à celle 
d u  p rem ier m em bre de (22), à savoir,

^ U )  u =  ^ 2 - . .  X ‘_lu
q u i est d ifféren te  de zéro, les ayan t la m êm e significa
t io n  que dans l’éq u a tio n  (21).
C ela  p rouve que vù (-4). po u r annu ler le vecteur u, d o it ê tre  
e n  M i de  degré au m oins et, p a r  conséquent, le po lynôm e 
y , (r) d o it posséder le facteur linéaire ( r— rt) du  degré Qj au
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moins. Pareil ra isonnem en t p o u r les au tres facteurs m on tre  
q u ’ils do iv en t ê tre  au  m oins de degrés respectifs qx. Le po 
lynôm e y ( r )  e s t donc bien  m inim al.

T h éo rèm e  2. Si la  m atrice  A  est sym étrique  e t réelle 
l’équation  (4) dev ien t F (M x F) =  J  e t au lieu  de (5) il suffira  
de p ren d re  M x p —  0 (x =  1 , . . . ,  fe).

O n  sait, en  effet, que dans ce cas les m atrices M x son t 
sym étriques e t réelles elles aussi e t que, p a r conséquent, 
nul M x =  sx déjà po u r i =  Qx =  l  ( x = l ,  . . . ,  fc).

T héo rèm e  3. Si l’on a un  vecteur v  satisfa isan t à deux  
cond itions su ivan tes: 1) ÀIx v =  0, 2) Âf‘_1 v ^ O ,  i >  1, 
po u r un  h fixe, e t que  l’on co n stru it le po lynôm e vecteur 
p  (F) —  F (Afx f) v de so rte  que 1’ on a it une so lu tion  p a rticu 
lière
(p) x  =■= p (?) e r“ *

du  systèm e (1), nous d isons que 1’ on o b tien t (i — 1) au tres so
lu tions particu lières linéairem en t in dépendan tes  en  re m p la ç a it  
p  (?) dans ce tte  so lu tion  particu lière  (p) p a r les i — 1 déri
vées successives par rap p o rt à t  du  m êm e vec teu r p (?).

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons que le vec teu r v sa tis
fasse p ou r un  x fixe à deux cond itions ind iquées dans le 
théorèm e. N o to n s  en  passan t que ces deux  cond itions avec 
le théorèm e de W ey r e n tra în e n t que i SS sx. D e la  form ule 
(7), le vec teu r c é tan t a rb itra ire , il su it que

x W = F ( M x / ) p W e rxf

rep résen te  une  so lu tion  particu lière  du  systèm e (1). N ous 
p rouvons d ’abord  le:

Lem m e 5. A vec les vecteurs n o n  nuis v, M* v , . . . ,  M'x 1 v; 
si v  rem p lit les deux  cond itions du  théo rèm e 3, on p eu t 
constru ire  une  m atrice  P x du  rang i qui don n e  i so lu tions 
linéairem ent indépendan tes du systèm e (1), so it

X =  F(M xf) Pxer«f.
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P o u r é tab lir  ce lem m e il suffit de m o n tre r que ces vec
teu rs  sa tisfon t à l ’équation  (5) e t qu ’ils so n t linéairem ent 
indépendan ts. M ais ils sa tisfon t à l’équa tion  (5), car
M ' • M k v  =  M s+k~ ‘ -M ‘ v  =  M s+k~ ‘ -0  =  0 po u r k = 0 , l ..... i—  1
(nous om ettons l’ind ice x dans la d ém o n stra tio n  du  
T héorèm e 3 qui su it; M° —  J  par défin ition). C es vecteurs 
son t linéa irem en t indépendan ts . E n  supposan t v ra i le co n t
ra ire  on  a

(23) Zi v  +  y2 M v  + . . .  +  Yf M' 1 v  =  0,

où les con stan tes  y,, y2< • • • » X» ne  son t Pas to u te s  nulles. 
Supposons que yk en  soit la p rem ière  qui est d iffé ren te  de 
zéro, c’est - à - d ire  — 0, */2 =  0 , . . . ,  Xfc_ t =  0, yk 0. D e 
l’équation  (23), q u i com m ence ce tte  fois pa r yk M k~ l v + y k+1 

v + y k+2Mk+1 v + . . . ,  si nous la m ultip lions de gauche p a r

M ‘~ k, il ne  reste  dans le p rem ier m em bre qu ’un seul te rm e  

v qui, p a r  h y po thèse  faite  au su je t de  v e t de yk, est 
d iffé ren t de zéro. A insi est-on  parvenu  à une con trad ic tion .
Le lem m e est donc  dém ontré.

P arm i les vec teu rs  v, Àfv,. . . ,  A f-1 v choisissons un, so it
M k v  (0 < k ^ i — 1). La so lu tion  particu lière  du  systèm e
(1) re la tive  à ce vec teu r est x (fc+1) =  F (M t) • Alfc v  • e r< • 
C om m e Af’~ fcAIfcv — 0, le d e rn ie r term e de F(M f) qui ne  
s’annule  pas dans ce tte  so lu tion  est de degré i— k — 1 en  M t. 
D ’au tre  part, si nous calculons la k-ièm e dérivée par rap 
p o rt à t  du  vec teu r p ( f )  —  F (M t) v, nous aurons

^ = ( M k+ M k+1—
d tk 1 !

+  A T
i - k - 1

( i - k - 1 )  !
) • v =  F (M t) • M k v,t

où F (M t)  est égalem ent de degré i— k — 1 en M t. O n vo it 
donc que p ou r fc =  l, 2 ,—  i — 1 on a

x  d t

c • q • f • d.



SOLUTION OF A  PROBLEM OF M. F. LEJA

By
HlDETAKA T e r ASAKA (O saka, Japan)

M. F. L e j a  has p roposed  th e  follow ing p rob lem  (A nn . 
Soc. Pol. de M ath. t. X IX  (1946), p. 252.):

„Soit E  un  ensem ble ferm é e t b o rné  des po in ts  de l’es
pace à 3 dim ensions, | p x p21 la d istance cartésienne des po in ts  
P! e t p2, n un  nom bre  na tu re l fixe e t

un  systèm e de n po in ts  de E  tel que la som m e

so it la plus petite .

P rouver que la su ite  des fonctions du  p o in t variab le  u

( • )

converge p a rto u t en dehors de E  (ou m on tre r que ce tte  
p ro p o sitio n  est fausse).*1

In th e  follow ing we shall show  by  constructing  a sim ple  
coun terexam ple  th a t  th e  p ro p o sitio n  is false.

W e are going to  define step  by  step  tw o  sequences of 
n a tu ra l num bers n, and zn, (i =  1, 2 ,.. .) such th a t

(1)
1 <  Oj <  n2 < . . .  <  n, < . . .  

m 1 < m 2< . . . <  zn, <  . . .

and  tw o  sequences of real num bers an and  bm (n, m  —  1, 2 ,...)  
such th a t
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(2) 0 <  an+1 <  an < b m < bm+1 < 1, (n, m  =  1, 2 , . . . ) .

For th e  sake of sim plic ity  we w rite

(3) l a    a ~I Ia i» a 2’ • • • ’ a nl

for n real num bers a b, a2-, . . . ,  an w hich  are d ifferen t from  
one another.

N ow  let 77j be an a fb itra ry  in teger >  1 and let a j , a2, . . .  
a nj be n 1 real num bers satisfy ing  (2), o therw ise  a rb itra ry . 
Suppose an and bm w ith  1 S  n S  n, and 1 m  2= 7n,_i 
(m o =  O) rëspectively  hâve beem  a lready  defined  for an / == 1, 
an d  let bm, fo r m ' *= +  1 b e  a positive n u m b er <  1
such th a t

1
(4) [0, ani, a n. ^ ,  . . . ,  a2, ax, b r, b 2, . . .  bm._1, l ] <  i _ b^

Let c be a a rb itra ry  b u t fixed real num ber d iffe ren t from  

-y  and  sa tisfy ing  a2 < c  < a 1. W e choose th en  an  in teger m t

sufficien tly  large and  correspondingly  positive  num bers bm 
(m ,-! +  1 <  m  S  ^ j)  satisfying (2) and sufficiently  n ear to  I, 
sueh  th a t

1
n, +  m , +  2

n = 1
(5)

mi
+ s + <

2‘

S im ilarly  suppose a n and  b m w ith  l 'S  n n t and  I S m S m ,  
hâve  been a lready  defined  fo r an  i ==? 1, and  le t an, for 
n' === n ( +  1 be a positive  num ber <  1 such that

(6 [0, a„t, an_ i , . . . ,  a2, alt blt b2
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W e choose th en  an  in teger n ,+1 sufficien tly  large and 
co rresponding ly  positive  num bers an (n, +  l  <  n n l+1) satis- 
fy ing (2) an d  sufficien tly  near to  0, auch th a t

W e hâve thus defined  tw o sequences of real num bers 
a n and bm in  th é  in te rval converging m onotonously
to 0 and  1 respectively .

If we consider an and  bm as th e  po in ts on th e  segm ent 
[0, 1], th en  the  po in t-se t E  =  { 0, an, bm, 1 }, w here n  and  m  
range over ail na tu ra l num bers, is the  req u ired  one, th a t  is 
a set, fo r w hich the  p ro position  does n o t hold .

A s a m a tte r  of fac t we can p rove th a t

gn (c) =

does n o t converge for

1 " 1
~ E  ï ôôi 
n  fc=i CPfc

T o  show  this, le t n >  1 and let

be a System of po in ts  C  E  such th a t

[ P J M P Ï P2 > Pn X / I (n) (n)|
l < i < k < n  P j  p j t

assum es th e  sm allest value. W e rem ark  firs t th a t  Pn m ust 
co n ta in  b o th  0 and 1, since o therw ise  w e w ou ld  get a smal- 
le r value th an  [P J  if w e substitu te  the  sm allest o r th e  grea- 
te s t p o in t of P n by  0 o r 1 respectively.

In  case
n  =  2 +  (ni +  n 2 + . . . +  n,) +  ( jn x +  m 2 + . . . +  m,_i)
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Pn consits  exactly  of 0, a n? a n. a2, au bv b2, . . . ,  b ^  
and  1, because if P n shou ld  con ta in  a po in t an < an. o r  a 
p o in t bm > bmi i, then , since Pn contains b o th  0 and 1, we 
w ou ld  hâve e ith e r  by  v irtu e  od (4)

or by  v irtu e  of (6)

’ 1 J <  1-

hh b2, . . . ,  bm.- f
^2’ • • • , • bm..

< £ s r < [ P J -
n' n

w hich  is absurd. W e hâve thus by  v irtue  of (7) 
1

< 7 -ën (C)----

S im ilarly  we nave in  case
n =  2 +  (n t +  n2 +  . . .  4- n,) +  (m^ + m 2 + . . .  +  m t)

th e  rela tion

< —y.
2

s ” ( c ) - r = - c  

T h u s gn (c) does n o t converge fo r n  q. e. d.

R E M A R Q U E  SU R  LA  N O T E  P R E C E D E N T E  
Par

F. LEJA (K rak ô w )

O bservons que l’ensem ble {0, a n, bm, 1} constru it p a r 
M. H . T e r a s a k a ,  pour lequel la suite {g„(u)} adm et des 
p o in ts  de d ivergence en dehors de cet ensem ble, ne possède 
que deux po in ts  d ’accum ulation1) e t que, p a r suite, son

’) Cf. la Note de M. R. L e i t n e r  insérée dans ce volume, p........
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diam ètre  tran sfin i au sens de M M . G. P  o 1 y a et G. S z e g ô 2) 
est égal à zéro. P lus généralem ent, si le d iam ètre  transfin i 
d ’un  ensem ble E  est nul, la su ite  correspondan te  {gn(u)} 
peu t parfois ad m ettre  des po in ts  de divergence n ’ap p a rten an t 
pas à E . P a r  exem ple, si E  est un  ensem ble fini ne se 
rédu isan t pas à un  seul po in t, les po in ts  ex trém aux  de E  
p euven t ê tre  choisis de m anière que la su ite  {g„(u)} adm ette  
des po in ts  de divergence, tan d is  que, si E  est infin i e t n ’a 
q u ’un seul po in t d ’accum ulation, la su ite  correspondan te  
{g„(u)} est tou jou rs convergente.

Le cas général, où le d iam ètre  tran sfin i de E  est positif, 
exige une é tude  spéciale e t dans ce cas le problèm e de con
vergence de la suite {g„(u)} en  dehors de E  reste  ouvert.

/

2) Cf. Journal fur Math. t. 165(1931), p. 4—49.



SU R LES SY STEM ES M A JO R A N T S  D ’E Q U A T IO N S  
D IF F E R E N T IE L L E S  O R D IN A IR E S

Par
J. S z a r s k i  (K rakôw )

In tro d u c tio n

C onsidérons un  systèm e d ’équations d ifférentielles o rd i
naires
(1) ÿ, =  y n) , (i =  l ,2 , . . . ,n )

où les fonctions son t supposées d ’ê tre  continues dans un 
ensem ble ouvert Q de l’espace de po in ts  ( t , y 1, . . . , y n).
N ous allons ado p te r les définitions suivantes.

M a jo ra tio n  universelle  au  sens N ous d irons que le 
sy stèm e  (1) se p rê te  à la m a jora tion  universelle  au sens  
S+ dans Q , lo rsq u ’ à to u t po in t P„(t0, ÿ l t . . ynj  apparte 
n a n t à Q il co rrespond une in tégrale

(2) y ,-=  9 > /(0  , 0  — 1 ,2 ,.. . ,  nj

d u  systèm e (1) issue du  po in t Po e t rem plissant la condition 
suivante:
C o n d itio n  M] : p o u r chaque courbe
(3) y,-=  , (i =  1 ,2 ,. . . ,  n)

passant par le p o in t P o, con tinue e t satisfaisant aux inéga
lités différentielles
(4) y \(tj <  yj„(t)j , (i =  1 ,2 ,. . . ,  n)
dans un  voisinage unila téra l à d ro ite  de t0, les inégalités
(5) V i(t) <  Ç’XÛ » (i =  1, 2 ,..., n)

so n t vérifiées dans un voisinage unilatéral à d ro ite  de  t0 ,
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N ous d irons que le sy s tè m e  (1) se p rê te  à la m ajoration  
universelle  au sens  5 7  dans & , lo rsq u ’ à to u t  po in t P 0(f0 > 
ÿ i , . . . ,  ÿ„) ap p a rten an t à & il co rrespond  une in tégrale (2) 
du  systèm e (1) issue du  po in t Po e t rem plissant la condition 
suivante :
C ond ition  pour chaque courbe  (3) passan t p a r Po, e t 
satisfaisant aux inégalités différentielles
(6) vXO >  V '/Û ,..., V>n(t)) , (i =  1 ,2 ,: .., n )

dans un  voisinage unila téra l à gauche de t0, les inégalités" (5) 
son t vérifiées dans un voisinage unilatéral à gauche de t0 ,

N ous d irons enfin que le sy s tè m e  (1) se p rê te  à la m a jo 
ration universelle  au sens  5, dans & , lo rsq u ’ il se p rê te  
à la m ajo ra tion  au sens 57  et au sens 5 7  sim ultaném ent.

M a jo ra tio n  universelle  au sens S2. N o u s d irons que le 
sy s tè m e  (1) se p rê te  à la m ajora tion  universelle  au sens  
S+ dans Q ,  lo rsqu’ à to u t po in t P 0(Y0, j q , . . . ,  j>„) ap p arte 
n a n t à £2 il co rrespond  une in tégrale (2) du  systèm e (1) 
issue du p o in t P o e t rem plissant la cond ition  suivante:

C ond ition  pour chaque systèm e d ’équations différen
tielles

(7) y] =  gi(.t, y i ,- - - ,  y j  , (i =  1 ,2 , . . . ,  n)

d o n t les seconds m em bres son t con tinus dans & et y  satis
fo n t aux inégalités

(8) , ( f = l , 2 , . . . , n )

e t pour chaque in tégrale (3) du  systèm e (7) issue du  po in t 
P o, les inégalités (5) son t vérifiées dans un voisinage uni
latéral à d ro ite  de 10.

N ous d irons que le sy stèm e  (1) se p rê te  à la m ajoration  
universelle  au sens  5 7  dans £2, lo rsq u ’à to u t po in t P o (t0 . 
ÿ i , . . . , ÿ n) ap p a rten an t à 12 il co rrespond  une  in tégrale (2) 
du  systèm e (1) issue du  po in t P o e t rem plissant la condition 
suivante:
C ond ition  po u r chaque systèm e (7) d o n t les seconds 
m em bres so n t con tinus dans 12 e t y  sa tisfon t aux  inégalités
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(9) ëi(t, y ,- .- ,  y j  >  y x,- . . .  y„) , G = 1 , 2 .......n)
e t po u r chaque in tégrale  (3) du  systèm e (7) issue du p o in t 
Po, les inégalités (5) so n t vérifiées dans un vo isinage un i
latéral à gauche de t0.

N ous d irons enfin que le sy s tè m e  (1) se p rê te  à la m a jo 
ration universelle  au sens S2 dans  lo rsq u ’ il se p rê te  
à la  m ajo ra tion  au  sens S2 e t au sens 5 ^  sim ultaném en t.

R em arque 1. Il est im m édiat qu ’un  systèm e qui se p rê te  
à une  des m ajo ra tions au  sens S + , S f ,  ou se p rê te  à fo r
tio ri à la m ajo ra tio n  co rrespondan te  au  sens S £ , S ^ , ou  S2, 
m ais le récip roque n ’est pas évident.

M a jô ra tio n  un iverselle  au sens T v En rem plaçan t dans 
les énoncés des cond itions M+ e t A Ç la phrase " p o u r  chaque 
courbe (3) passan t p a r le po in t PoGo>5\, •••,£„) "  pa r la 
phrase  suivante: "  po u r chaque courbe (3) issue d ’un  p o in t 
O  Goy 1, . . . , y n) que lconque  a p p a rten an t à & e t  te l  que

(10) y ,< ^ i  , (i =  l ,2 , . . . ,n ) .

con tinue etc. "  , on  o b tie n t les définitions des m ajo ra tions  
au sens T+, e t  .

M ajo ra tio n  un iverselle  au sens T 2. En rem plaçan t dans les 
énoncés des cond itions M t  e t  A Ç  la phrase " p o u r  chaque 
in tégrale (3) du  systèm e (7) issue du  po in t P o "  p a r la 
phrase suivante: "  po u r chaque in tégrale  (3) du  systèm e (7) 
issue d ’un  po in t Q G 0, y t, . . . , y n) quelconque a p p a rten an t à. £2 
e t rem plissant les inégalités (10) etc. " ,  on  o b tien t les dé
finitions des m ajo rations au sens T ^ ,  e t  T 2 .

P ro p rié té  P de  l’ensem ble &. N ous d irons qu ’un  ensem ble 
o u v e rt £2 jo u it de  la p ro p rié té  P, lo rsque  to u te  section 
non-vide de l’ensem ble £2 p a r u n  p lan  t  —  const. constitue  
un  ensem ble convexe.

C o nd ition  C . O n  d ira  que  le  systèm e de  fonctions 
fi (t, y , , . . . , y n), ( / =  1 ,2 ,..., n), rem p lit la cono ition  C, lo rsque 
la fonction  fi G, y p . . . ,  yn) est cro issante (au sens large) p a r
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rap p o rt à chacune des variab les y x, . . . ,  y ,_x, y l+v. . . ,  y„ sépa
rém ent. *)

C o n d it io n  D . O n dira  que le  systèm e de fonctions 
A ( t / i . —»yn). rem plit la  cond ition  D , lo rsque  la fonction  
A (A y x,.--> y n) est décro issante (au sens large) p a r rap p o rt 
à chacune des variables y v . . . , y i_ 1, y i+ï, . . . , y n séparém ent.

R em a rq u e  2. Il est facile de  m o n tre r  que si l’ensem ble & 
jo u it de la p rop rié té  P, a lors les fonctions d ’un  systèm e 
A (A y i,--.,y „), 0’ — 1 ,2 ,. . . ,  n), rem plissan t les cond itions C  
e t  D  à la fois o n t fo rcém en t la  fo rm e
(11) A(Ayi>---,y„) =  ^.(Ay,.), (i =  l ,2 , . . . , n ) .
où la fonction  h, ne dépend  que des variables t  e t y , .

M. T . W azew ski a d é m o n tré * 2) que la cond ition  C  est suffi
san te  e t nécessaire po u r que le systèm e (1) se p rê te  à la 
m ajo ra tio n  universelle au sens T f . U ne p roposition  ana
logue subsiste pour la  m ajo ra tion  universelle  au  sens . 
La cond ition  D  est pare illem en t suffisante e t nécessaire3) 
p o u r que le systèm e (1) se p rê te  à la m ajo ra tion  universelle 
au sens T ^ .  U ne p roposition  analogue subsiste p o u r la 
m ajo ra tion  universelle  au sens . Il en  résulte , en  v e rtu  
de  la R em arque 2, que  les seuls systèm es qui se p rê te n t à 
la m ajo ra tion  au sens T x ou b ien  au sens T 2 dans un  en 
sem ble & jou issan t de la p ro p rié té  P  son t ceux d o n t les 
seconds m em bres o n t la form e (11).

O r le b u t de la n o te  p résen te  est d ’é tab lir des p ro p o 
sitions analogues p o u r les no tions de m ajo ra tion  au sens 5.

§ 1.
A v an t d ’énoncer les théorèm es en question  nous allons 

d ém o n tre r quelques lem m es qui nous fac ilite ron t les dé
m onstra tions dans la suite.

*) Ceci veut dire que
A ( t  y ......y j - v  k j , y>+i. • • - v„ ) <  A a . y i. • • • > y/-i> A- yj+i.......

lorsque i 4= j  et kj <  Ij .
2) cf. T. W azew sk i: Systèmes d'équations et d’inégalités différen

tielles aux deuxièmes membres monotones, Ann. Soc. Pol. Math. T. XXIII. 
Théorème 2a et Théorème 3.

s) cf. W a z e w sk i: loc. cit. Théorème 2a bis et Théorème 3 bis.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 14
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L em m e 1: Supposons que  la fonction  f  (/, y) so it con tinue  
au  voisinage du  p o in t (0, 0) e t qu ’elle y  rem plisse les re la 
tions
(12) Z(0,0) =  0
(13) f  (/, 0) >  0 p o u r t  >  0.
D ans ces hypothèses il existe une courbe  y  =  v’(Û définie 
e t  dérivable au voisinage de t  =  0 e t te lle  que
(14) y>' (f) (f)) po u r /  >  0 .
(15) y j ( f ) > 0  p o u r # > 0 .
(16) y  (0) =  0 .

D é m o n s tr a t io n . C onsidérons l’équa tion  différentielle

(17) /  =  / ( / , y ) - y / ( / , 0 )  .

ainsi que  l’équation
(18) y '= / ( L y ) — /( f ,o ) .
e t  désignons pa r y  —  y>(t) l’in tégrale  supérieure  de l’équa tion
(17) issue du po in t (0,0). O n  au ra  alors (16) ainsi que (14) 
puisque, d ’après (12) e t (13)

(19) v  (O =  / ( f , v ( O ) - y Z ( / , O ) < f f / , v (f)) p o u r f > 0 .

D ’au tre  p a r t  le second  m em bre  de l’équation  (17) é tan t, en  
v e rtu  de  (13), p lus g rand  que  celui de l’équation  (18) e t la 
courbe y  — 0 é ta n t év idem m ent une in tégrale de l’équa tion
(18) issue du  p o in t (0,0) on  a l’inégalité (15)4).

Lem m e 2. Supposons que  la fonction  /  (y) so it con tinue  
dans un  in tervalle  A  e t que p ou r deux  valeurs ÿ  >  y  ap p ar
te n a n t à A o n  ait l’inégalité

(20) H ÿ X H y ) .

D ans ces hypo thèses il existe  un  ÿ  ap p a rten an t à A  e t un  
ô > 0 tels que

(21) f ( y ) > / ( y )  po u r ÿ  —  ô < y < ÿ .

4) E. K am ke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Chelsea Pu- 
blishing Company, 1947, p. 91, Satz 5. L’inégalité (15) résulte de ce théo
rème en vertu de l’inégalité (13).
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D é m o n s tr a t io n . D ésignons p a r ÿ  la b o rne  inférieure  de 
y  te ls  que
(22) f (y )  =  f (ÿ )  e t  y < y < ÿ .

D ’après (20) on  a ÿ  >  y  e t en  posan t <5 =  y  —  ÿ  on  aura, en 
v e rtu  de la  con tinu ité  de /(y ) ,  l’inégalité (21).

L em m e 3 . Soit donné  dans le p lan  des variables (/, y) un 
ensem ble o u v ert G co n te n a n t à son in té rieu r le  segm ent 
o u v ert (— <5, 0) sur l’axe y , où <5 >  0.

N ous affirm ons q u ’il existe une courbe y  =  y  ( 0  con tinue 
e t con tinûm en t dérivable dans un  voisinage unila téra l à 
d ro ite  de t =  0, située à l’in té rieu r de G  p o u r t >  0 e t te lle  que
(23) ip (0) — 0

(24) lim  y / (/) =  —  ° ° .
*->o+o

D é m o n str a t io n . Soit y v , (v== 1 ,2 , . . . )  une su ite  de po in ts 
su r  le segm ent (— <5, 0) de l’axe y  te lle  que
(25) y v < y v+v lim  y v =  0 .

v-H-oo
P o u r to u t indice v  il existe  un  hv > 0 te l que le rectangle
Rv défini p a r  les inégalités
(R v) 0 < f < \  ; y v < y < y v+1.

est con tenu  à l’in té rieu r de G . O n  au ra  alors

(26) £ R v C G .
v —1

Soit hv une au tre  su ite  telle  que

(27) 0 <  hv < hv ; h +l < hv ; lim  h =  0.
l>->+OO

Joignons les po in ts (hv , y v) e t (hv+1, y v+1) pa r un  segm ent 

rectiligne S v . D ’après (27) nous aurons alors
(28) SV C R V .

Ces segm ents réunis fo rm en t une ligne con tinue

(29) t =  a (y) po u r — <5 <  y  <  0
te lle  que, d ’après (27),

14‘
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(30) lim a (y) =  0 .
y_>0-0

E n v e rtu  de (28), la ligne (29) est con tenue  à l ’in té rieu r de
o o

jx
T = 1

D ans chaque  in te rvalle  (y v , y v+1) on  a

(31) o '(y )  =  d v

o ù  dv est une co n stan te  satisfaisant à l’inégalité

(32) d v < 0 .
O n  vérifie en  o u tre  que

y
(33) a (y) =  f  a '(y) d y  po u r — <5 <  y  <  0 .

o

C on idérons m ain ten an t les rectangles R v définis p a r les iné
galités
( R J  d v < t  <  0 ; y v <  y  <  y v+1

e t construisons, com m e to u t à l’heure , une fonction  a (y) 
p o u r — ô < y  <  0 de façon  que la courbe

(34) t  =  ô (y )  p o u r — ô < y  <  0
OO

so it continue, située à l’in té rieu r de R v e t q u ’ on ait 
v=i

(35) lim  o (y) =  0y->0—0

O n  aura  donc, d ’après (31) e t ( R J ,  dans chaque in tervalle  
(y-y >

(36) o'(y) <  ô (y) <  0 .

Il en résu lte  q u ’en  posan t
y

(37) t y) =  f  o (y) d y
o

on  a
(38) t (y) >  0 p o u r — ô <  y  <  0 ; t (0) =  0 .

(39) r (y) — ô (y) <  o p o u r — <5 <  y  <  0 .
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y

(40) t  (y ) <  j  ° '(y) d y  =  o ( y ) .
o

D ’après (35) e t (39) on  a 
(41) /  (0) =  0 .
Il s’ensuit de (38) e t (40) que la courbe
(42) t  =  * (y) •

oo
est con tenue àà l’in térieu r de R v po u r — ô <  y  <  0, puis

que  la courbe (29) l’é tait. P a r conséquent, d ’après (26), la 
courbe (42) est située à l’in té rieu r de G  po u r — ô <  y  <  0. 
La fonction  r (y )  est en o u tre  con tinûm en t dérivable e t dé
croissante au sens stricte , d ’après (39).

E n désignant donc p a r y> (/) la fonction  inverse à r (y) 
on vérifie, d ’après les p roprié tés de la fonction  r (y )  e t en  
particu lier en vertu  de (38) e t (41), que  la courbe y  =  v ( f )  
qui est iden tique  à la courbe (42) rem plit to u te s  les condi
tions du  lem m e présent.

Les lem m es qui su iven t jo u e ro n t le rôle principal dans 
les dém onstra tions des théorèm es du  § 2.

Lem m e 4. Supposons que l’ensem ble & jouisse de la 
p roprié té  P .
Supposons en plus que les seconds m em bres du  systèm e 
(1) soient continus e t que la fonction  ( L y , , . . . , y n) ne so it 
pas croissante par rap p o rt à y 2 dans £2.
D ans ces hypothèses il existe un  p o in t P 0(/0,ÿ j , . . . , j? n) a p p a r
ten a n t à Æ te l qu  ’à to u te  in tégrale  (2) du  systèm e (1) issue 
du  po in t Po il co rrespond une courbe (3) passan t p a r  
Po, satisfaisant aux inégalités différentielles (4) dans un  voi
sinage un ila téral à d ro ite  de t0 e t y  rem plissan t l ’inégalité

<43) ¥>, (#) > <Pi ( 0  p o u r t > t 0.

D ém o n stra tio n . Il ex isten t, p a r hypo thèse, deux  po in ts  
^ ( ^ ,ÿ p ÿ 2 .y 3>----yn) e t É ( f 0,ÿ i ,y 2-A»> •••>&.) ap p a rten an t à & 
tels que ÿ 2> ÿ 2 e t
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L’ensem ble & jou issan t de la p ro p rié té  P  le segm ent [J?, P ] 
e s t con tenu  dans Q. E n v e rtu  de (44) il existe, d ’après le 
Lem m e 2 (en  p o san t f  (y) =  (/„. ÿ x, y, ÿ 3, . . ., ÿ„)), un  ÿ 2 e t un
ô > 0 te ls  que
(45) f  i (/„, ÿ lf y2, y 3- • • ■ - ÿ n) K  &>•••> v J

p o u r ÿ 2— ô < y 2 < ÿ 2-
S oit (2) une  in tégrale  du  systèm e (1) issue du  p o in t Po. 
In trodu isons m ain ten an t la transfo rm ation , définie dans un  
voisinage V  de P„

(46)
T  =  / - f 0 .
Vi =  yi — <Pi (t)  ■
Y ^ y j - ^ + M Ç t - Q  , ( j  =  2 ,3 , . . . ,n ) .

où  M  >  0 est une constan te  fixe, choisie de façon q u ’on  ait

(47) Zy(/0,ÿ , .......y n) + M > 0  , ( j = 2 , 3 ........n ) .
Le p o in t P o (f0, ÿ „ . .. ,  ÿ„) se tran sfo rm e en  po in t Q o =  (0. 0 ,.. .,0) 
e t  le systèm e (1) p ren d  la form e
(48) y /  =  F i (T t y l„ . . , y ^  , ( i = l , 2 ...... n ).
où
(49) p 1( T ,y 1, . . . ,y „ )  =

— fi [ T + f 0» ^ î + ç ’i (t + /„ ), y 2+ ÿ 2—
- 7 H r , . . . , y n+ ÿ n- 7 H T ] - ^ ( T + / 0)

(50) p / ( r , y K. . . , y n) =
= f . i T + t 0, y . + y ,  ( T + / o). y 2+ ÿ 2- m t ...... y„+ j> n -

_  AIT]+ A l,(/ =  2 ,3 ,...,-n).
Il est im m édiat que  la tran sfo rm atio n  (46) ainsi que la  
transfo rm ation  inverse conserven t les inégalités d ifféren
tielles de la form e (4) e t les inégalités ord inaires de la 
fo rm e (5).
D ésignons par Y , — 0 , (T) celle des in tégrales du  systèm e 
(48) issue du p o in t Q o qui est l’im age de l’in tégrale  (2) p a r 
l’in term édia ire  de la tran sfo rm ation  (46). O n  au ra  alors au  
voisinage de  T  =  0
(51) 0 1(T ) =  O,
e t pa r conséquen t
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litn  7 /  (T ) =  —  .
T-*0+0

(52) F , (0 ,0 ,...,0 )= = 0 .

D ’au tre  p a rt, en  v e rtu  de (47) e t (50)
(53) Fj (0, — ÿ 2, . . . ,  ÿ n) + 31  >  0, (/ =  2 , 3 , . . n).
L’inégalité (45) im plique, d ’après (49) e t (52)
(54) F , (0,0, Y2) 0 ,. . . ,0 )  >  0, p o u r — <5<Y2< 0 .
Il en  résu lte , en  v e rtu  de  la con tinu ité  de  la fonction  Fït q u ’il 
existe dans le p lan  des variables (7 , Y2) un  ensem ble o u v ert 
G  co n ten an t à son in té rieu r le segm ent o u v ert (— 5,0) su r 
l ’axe Y 2 te l que
(55) Fi (7 , 0, Y2, 0 ,. . . ,  0) >  0 dans G.
E n v e rtu  d u  Lem m e 3 il existe dans G  une courbe  Y2= 7 2(7 )  
con tinue  e t  co n tin û m en t dérivable dans un  voisinage un i
la té ra l à d ro ite  de T  —  0 te lle  que
(56) 7 2 (0) =  0 .
(57)

Posons ensuite
(58) 7 / 7 ) - 0  , 0  =  3 ,4 , . . . ,  n ) .
O n  aura  alors, d ’après (55)
(59) F, ( 7 , 0 , 7 2( 7 ) ,7 3 ( 7 ) , . . . , 7 n (7 ))  >  0 p o u r 7 > 0 .  
dans un  voisinage un ila té ra l à d ro ite  de  T  —  0 .
Il s’ensuit, selon le L em m e 1, en  posan t

q u ’il existe une fonction  7 ,( 7 )  satisfaisant à l’inégalité diffé
ren tie lle
(60) 7 / ( 7 )  <  F ,( 7 ,7 , ( 7 ) ,  7 2( 7 ) .......7 n(7 ))  p o u r 7 > 0 .
dans un  voisinage un ila téral, suffisam m ent p e tit, de T  —  0 
e t  te lle  que
(61) 7 ,(0 ) =  0 .

(62) 7 / 7 )  >  0 =  7 ,( 7 )  po u r T  >  0 .

D ’après (53), (56), (57), (58) e t (61) e t en v e rtu  de la con
tinu ité  on aura  dans un  voisinage, un ila téral, suffisam m ent 
p e tit, de 7  =  0 .
(63) 7 / ( 7 )  < F / 7 ,  7 , ( 7 ) , . . . ,  7 n(7 ))  , 0  =  2 ,3 , . . . ,  n).



216 J. SZARSKI

E n désignan t p a r  y, =  y f(O» (i =  1 ,2 ,. . . ,  n) l’im age de  la 
co u rb e  y ^ F / T ) ,  (i =  l ,2 , . . . ,  ri), co n stru ite  to u t  à l ’heure , 
p a r  l’in te rm éd ia ire  de la  tran sfo rm atio n  inverse  à (46), on  
vérifie que  la courbe y, =  v ,(f) passe p a r  le  p o in t P0(t0 , 
ÿ , , .  ., ÿ n) en v e rtu  de (56), (58) e t (61), satisfait aux  inéga
lités d ifféren tie lles (4) dans un  voisinage u n ila té ra l à d ro ite  
d e  t0 (en  v e rtu  de (60) e t (63)) e t y  rem p lit l’inégalité (43) 
(d ’ap rès (62)).
G e tte  courbe en  est donc une d o n t il fa lla it d é m o n tre r 
l ’existence.

L em m e5 . C onservons les hypo thèses d u L e m m e 4  re la tives 
à l ’ensem ble & e t  à la con tinu ité  des fonctions / , ,  e t su p p o 
so n s que  la fonction  f t( t, y  y, . . ., y„) ne soit pas décro issante  
p a r  ra p p o rt à y 2 dans & .
D ans ces hypo thèses il existe un  p o in t  P 0(̂ o< A,)
a p p a rte n a n t à Q  te l q u ’ à to u te  in tégrale  (2) d u  systèm e (1) 
issue du  po in t P o il co rrespond  une courbe (3) passan t p a r  
P Q, sa tisfa isan t au x  inégalités d ifféren tie lles (6) dans un  voisi
nage un ila téra l à gauche de t0 e t y  rem plissan t l’inégalité

(64 ) V i ( 0 > F i ( 0  po u r t < t 0 .

D é m o n stra tio n . N o u s  allons dédu ire  ce lem m e du  Lem m e 
4 en  in tro d u isan t la tran sfo rm atio n

(65) T  =  —  t  ; y , =  y„ ( i =  1 , n  ).

qui change le  signe des inégalités d ifféren tie lles de la 
fo rm e (6) e t conserve les inégalités o rd inaires de  la form e (5). 
P a r  c e tte  tran sfo rm atio n  le systèm e (1) p ren d  la form e
(66) ¥ /  =  F ,(T ,¥ , , . . . , ¥ „ )  , (1 =  1.2,.......n)
où

(67) F i( r , y 1, . . . , y n) = — / . ( —T , y , , . . . , y n) , (/ =  i , 2 , . . „  n ) .

La fonction  Zj(L y j , . . . ,  y n) n ’é ta n t  pas décro issan te  p a r  
rap p o rt à y 2 d an s  G il résu lte  de (67) que la fonction  
F 1( T ,y 1, . . . , y n) n ’est pas croissante p a r  rap p o rt à Y 2 dans 
(l’ensem ble Si* q u i est l ’image de l’ensem ble Si p a r l’in te r
m éd ia ire  de  la tra n sfo rm a tio n  (65).
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Il s’ensu it que le systèm e (66) satisfait aux  hypo thèses du 
L em m e 4 dans l’ensem ble e t p a r  cosèquen t il existe  unO °
p o in t Q „(T 0, y , , . . . , y n) ap p a rten a n t à J2* et. rem plissant les 
cond itions du  Lem m e 4 p a r  rap p o rt au  systèm e (66).
D ésignons p a r P0(t0, y 1...... ÿ n) l’im age du  po in t Q„ pa r
l’in te rm éd ia ire  de la tran sfo rm atio n  (65), c .— à. — d.
(68) /„ =  — T o ; ÿ, =  ÿ , , 0 =  1 ,2 ,.. . ,  n ) .

Soit (2) une in tégrale quelconque du  systèm e (1) issue du 
p o in t Po .
Son im age p a r la tran sfo rm atio n  (65) sera  une  in tégrale
(69) y ,  =  0 ,.(T )  , 0  =  1 ,2 , . . . ,  n ) .
du  systèm e (66) issue du  po in t Q „ . où
(70) 0 i (T ) =  y>i ( - T )  , 0 = 1 , 2 , . . . ,  n ) .
E n v e rtu  du  Lem m e 4 il ex iste  une courbe
(71) y ^ î P J T ) ,  0  =  1 ,2 , . . . ,  n ) .
passan t p a r  Q o, satisfaisant aux inégalités d ifférentielles
(72) ’P ; ( T ) < F I( T , ^ 1(T ) ,. . . ,! f fn (T )) , 0 =  1 ,2 ,.. . ,  n) .
dans un  voisinage unila téral à d ro ite  de T  =  T o e t y  rem 
p lissan t l’inégalité
(73) S7, (T) >  0 ,  (T) pour T > T 0 .
E n posan t
(74) v i 0 )  =  ï / , ( - f ) ,  0 = 1 , 2 ....... n ) .

on  vérifie, d ’après (67) e t (72), que la courbe  y i =  ipi (t') 
satisfait aux  inégalités d ifférentielles (6) dans un  voisinage 
un ila téra l à gauche de t  =  t0 e t y  rem plit, se lon  (70) e t (73), 
l’inégalité (64).

Lem m e 6. Supposons que les seconds m em bres du systèm e 
(1) so ien t continus dans l’ensem ble o u v ert co n ten an t le
p o in t P 0O0, y , ...... y n) e t  que la fonction  A 0 ,y i , . . . ,y „ )  soit
de classe C 1. Supposons en plus q u ’on  ait l’inégalité

(75) < 0

D ans ces hypothèses, p o u r to u te  in tégrale  (2) du  systèm e 
(1) issue du po in t Po il existe un  systèm e d ’équations (7)
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d o n t les seconds m em bres so n t con tinus dans f i e t  y  sa tis
fo n t aux inégalités (8), e t une in tégrale  (3) du  systèm e (7) 
passan t p a r P o satisfa isan t à l’inégalité (43) dans un  voi
sinage unila téra l à d ro ite  de  t0 .

D ém o n stra tio n . E ta n t donnée  une  in tégrale (2) du  systèm e 
(1) issue du  p o in t Po il suffit de constru ire  le systèm e (7), 
d o n t il est question, dans u n  voisinage ferm é du  p o in t Po, car 
on  p o u rra  ensuite  p ro longer les seconds m em bres du  systèm e 
o b ten u  su r l’ensem ble & to u t  e n tie r  de  façon que  les fonc
tions gf so ien t con tinues e t  satisfassent aux inégalités (8) 
dans Æ.

E n  effec tuan t la tran sfo rm ation
(76) T  —  t  —  t0 ; , 0  =  1 ,2 .......n).
nous pouvons rédu ire  le cas général à celui où Po =  (0, 0 , . . 0 ) ,  
to u te s  les fonctions ^ .( f )  rem plissen t les iden tités

(77) «P, ( 0  =  0 , ( i = l , 2 .......n ) ,

e t  pa r conséquen t
(78) / ,(f ,0 ,.......0 ) ^ 0  , 0  =  1,2,........n ) .

D ’après (75) il ex ite  un  A  > 0 te l que

(79) — > A .
° y 2

dans un  voisinage suffisam m ent p e tit  de Po. D ’au tre  p a r t  
la  fonction  é tan t, p a r hypo thèse , de  classe C 1, il ex iste  
u n  B >  0 te l que

ôJl
à y,(80) Si=l

< B .

au  voisinage de P o .

D 'après (78) e t (79) on a dans un  voisinage V ,  suffisam m ent 
p e tit, de t  =  0
(81) 0 0 , 0 ,  — / , 0 , . . . , 0 ) >  J /  pour / > 0 .
Posons

(82) v 2(0  =  — (0  =  — (k =  3 ,4 , . . . ,n )  .
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O n aura alors, d ’après (80), dans le voisinage V

fi (t, 0, v 2(0  » • • •, (0 )  — fi (t, 0, y 2 (f), 0 , . . . ,  0)) >
(83) . R A . 4'-, C\> — B 2~ë  t  pour t >  0 .

donc en  v e rtu  de (81)

(84) /j  (f, 0, y>2 •» V»n (0 )  >  j  /  >  0 p o u r t  >  0 .

dans le voisinage V .
Il en  résu lte , selon le L enune 1, en  posan t 

f  (t, y )  =  fi ( t  y, % ( 0 ,  • • •, v n ( 0 ) ,

q u ’il existe  une fonction  vù (t)  satisfaisant dans un  voisinage, 
suffisam m ent pe tit, de  # =  0 à l’équa tion  d ifféren tie lle

(85) 1
v i (f) =  fl ( t, y>i (f), V2( 0 .......( 0 )  — j  f  1 ( t  o, V2 ( /) , . . . ,y jn (/))

e t telle  que
(86) v 1(0) =  0

(87) rpl (/) >  0 — <Pi (/) po u r t  >  0

Il suffit m ain ten an t de poser au  voisinage du  p o in t PQ

g i(f , y v • •.y„) = fi f f ,y i ,- ■ •, y n)— j  fi ( t  o, y 2 (0 , •. •, v>„ (f)

p o u r # > 0 .
g j t y i , - • •,y„) = f i ( t ,  y v ., . . ,y „ ) + /  p o u r t < 0 .
g2 (f, y P . • ,y„) = — 1 .

ê S t ,  y p .. •>y„) = A , (Z =  3 ,4 , . . . ,n ) .2 B

O n vérifie, d ’après (78) e t (84) e t en  v e rtu  de la continuité , 
que les fonctions g, ainsi définies sa tisfon t aux inégalités (8) 
dans un  voisinage, suffisam m ent pe tit, de P„. D ’a u tre  p a rt, 
d ’après (82) e t (85), la courbe y f =  y, ( 0  est une in tégrale, 
issue du  p o in t P o, du systèm e (7) avec les seconds m em bres 
définis p a r (88). C e tte  in tégrale rem plit, en v e rtu  de (87), 
l’inégalité (43).



220 J. SZARSKI

L em m e 7. C onservons les hypo thèses du  Lem m e 6 en  
rem plaçan t l’inégalité (75) par inégalité 

' d fi\
(89) > 0 .\ d y 2/p0
D ans ces hypothèses, p o u r to u te  in tégrale  (2) du  systèm e 
(1) issue du  p o in t Pc ü  existe un  systèm e d ’équa tions diffé
ren tielles (7) d o n t les seconds m em bres so n t con tinus dans 
f i e t y  sa tisfon t aux inégalités (9) e t une in tégrale  (3) du  
systèm e (7) passan t pa r ce p o in t telle  que dans un  voisinage 
un ila téra l à gauche de t ~ t ü on  a l’inégalité (64).
C e lem m e découle du Lem m e 6 pa r l’in te rm éd ia ire  de la 
tran sfo rm ation  (65), to u t com m e le Lem m e 5 a résu lté  du  
Lem m e 4.

§ 2.
T h éo rèm e  1. Supposons que les seconds m em bres du  sy 

s tèm e (1) so ien t continus dans l’ensem ble o u v ert Q jou issant 
de  la p ro p rié té  P.
D ans ces hypo thèses la cond ition  C  (In troduc tion ) est suffi
san te  e t  nécessaire p o u r que le Système (1) se p rê te  à la 
m ajo ra tion  universelle au  sens S+ dans ü .

D ém o n stra tio n . La cond ition  C  est suffisante. En effet, 
la cond ition  C  é ta n t rem plie dans à to u t p o in t Po ap p ar
te n a n t à Q il co rrespond  une in tégrale  du  systèm e (1) issue 
d e  ce p o in t (e t n o tam m en t l ’in tégrale  supérieu re  à d ro ite  
issue de P o) satisfa isan t à la cond ition  (In tro d u c tio n )5). 
La cond ition  C  est aussi nécesaire. En effet, supposons que 
les fonctions f t ne rem plissent pas la cond ition  C. N o u s  
pouvons supposer (en changeant au besoin le num éro tage  
des variables e t  des fonctions) que la fonction  /, (t, y v . . . ,  y n) 
n e  soit pas cro issan te  p a r rap p o rt à y 2 dans & .
11 résu lte  a lors du  Lem m e 4 que la cond ition  énoncée dans 
la  défin ition  de  la m ajo ra tion  au sens S+ (In troduction ) est 
en  défau t p o u r un  p o in t P o ap p a rten a n t à & .

S)E . K a m k e : Zur Théorie der Système gewôhnlicher Differential- 
gleichungen, Acta Math.. T. 58, p. 82, Satz 9.
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T h éo rèm e  2. D ans les hypo thèses du  T héorèm e 1 la con
d itio n  D  (In troduc tion ) est suffisante e t nécessaire po u r que 
le systèm e (1) se p rê te  à la m ajo ra tion  universelle au sens 
5 7  dans &.

D ém o n stra tio n . La cond ition  est suffissante. En effet, la 
c o n d itio n  D  é ta n t rem plie dans Æ, à to u t po in t P o ap p arte 
n a n t à £  il correspond une in tégrale du  systèm e (1) issue 
de ce p o in t (e t n o tam m en t l’in tégrale  supérieure  à gauche 
issue de P o) satisfaisant à la cond ition  ( In tro d u c tio n )6) 
La cond ition  e s t aussi nécessaire. E n effet, supposons que la 
cond ition  D  ne soit pas rem plie. N ous pouvons supposer 
que  la fonction  /, (f, y , . . . ,  y„) ne soit pas décroissante par 
rap p o rt à y 2 dans Q . Il résu lte  alors du  Lem m e 5 que la 
cond ition  énoncée dans la défin ition  de la m ajo ra tion  uni
verselle au sens 5 ^  est en défau t po u r un  po in t Po ap p arte 
n a n t J2.

E n v e rtu  de a R em arque 2 les T héorèm es 1 e t 2 im pli
q u en t le su ivan t

T h éo rèm e  3. D ans les hypo thèses du  T héorèm e 1 la con
d ition  suffisante e t nécessaire po u r que le systèm e (1) se 
p rê te  à la  m ajo ra tion  universelle au sens 5, dans & con
siste en ce que les fonctions /,• (/, y p . .., y„) so ien t de la 
form e (11).

T h éo rèm e  4. Supposons que  les seconds m em bres du  sy 
stèm e (1) so ien t de classe C  dans l’ensem ble ouvert Æ 
jouissant de la  p roprié té  P.
D ans ces hypothèses la cond ition  suffisante e t nécessaire 
po u r que le systèm e (1) se p rê te  à la m ajo ra tion  universelle 
au sens dans Q consiste en ce que les inégalités

d f
(90) • î=t=J’ ( b /  =  l , 2 , . . . , n )  .

so ien t vérifiées en to u t po in t de Q.
D ém o n stra tio n . La suffisance de la cond ition  résu lte  du 

T héo rèm e 1, puisque les inégalités (90) im pliquen t dans P  
jou issan t de la p ro p rié té  P  la cond ition  C.

6) E. K a m k e : cf. Ioc. cit. 5).
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La cond ition  e s t  aussi nécessaire. E n  effet, supposons q u e  
les inégalités (90) ne  so ien t pas rem plies to u te s  en  u n  p o in t 
Po. N o u s pouvons supposer (en changean t au  besoin  le 
num éro tage  des variab les e t  des fonctions) q u ’on  a it l’iné
galité (75). Il résu lte  alors du  Lem m e 6 que la cond ition  
énoncée dans la défin ition  de la m ajo ra tion  au sens est 
en  défau t p o u r le po in t Po.

T h éo rèm e  5. D ans les hypo thèses du  T héo rèm e 4 la con
d ition  suffisante e t  nécessaire p o u r que les systèm e (1) se 
p rê te  à la m ajo ra tion  universelle  au  sens dans & con
siste en  ce que les inégalités

(91) , iM =Â (i,j =  l , 2 , . . . , n ) ,

so ien t vérifiées en  to u t p o in t de

D ém o n stra tio n . La suffisance de la cond ition  résu lte  du  
T héorèm e 2. La cond ition  est aussi nécessaire. E n effet, 
les inégalités (91) n ’é ta n t pas vérifiées to u te s  en  un  p o in t 
P»  nous pouvons supposer q u ’on  a it l’inégalité (89). Il 
s ’ensu it alors du  Lem m e 7 que la cond ition  énoncée dans la 
défin ition  de la m ajo ra tio n  universelle  au sens S~2 est en  
d é fau t p o u r le p o in t Po.
Les T héorèm es 4 e t 5 e n tra în e n t le  suivant.

T h éo rèm e  6. D ans les hypo thèses du  T héo rèm e 4 la con
d ition  nécessaire e t suffisante p o u r que le systèm e (1) se 
p rê te  à la m ajo ra tio n  universelle  au  sens S2 dans consiste 
en  ce que les fonctions f t (t, y n) so ien t de  la form e (11).

R em arque 3. O n  p e u t définir les no tions de m ino ra tion  
universelle  analogues à celles de m ajo ra tion  universelle. 
N ous défin irons à t itre  d ’exem ple la no tion  de la

M ino ra tion  universelle  au sens U+. O n dira que le sy 
s tèm e  (1) se p rê te  à la m inora tion  un iverselle  au sens U+ 
dans  lo rsqu ’ à to u t po in t P o ap p a rten an t à & il co rres
pond  une in tégrale  (2) du  systèm e (1) issue de P o e t rem p 
lissan t la cond ition  su ivan te  :
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P o u r chaque  courbe (3) passan t p a r  P o, co tinue  e t sa tis
faisant aux  inégalités d ifféren tielles (6) dans un  voisinage 
un ila téra l à d ro ite  de  t0 les inégalités
(92) yjt 0 )  >  (p, 0 )  , (i =  1 , 2 , . . n)

so n t vérifiées dans un  vo isinage unilatéral à d ro ite  de t0 . 
O n  d éfin it d ’une façon  analogue les no tions de m inora tion

au  sens U ~, U x, U+, V ~  e t U 2

O r tous les T héo rèm es 1—6 re s te n t vrais aussi p o u r les no 
tions de m in o ra tio n  universelle.
O n  o b tien t les théo rèm es respectifs des T héo rèm es 1—6 
p a r  l’in te rm éd ia ire  de  la  tran sfo rm atio n
(93) T = t  ; y ,  =  - y ,  , 0  =  1 , 2 / . . ,  n)

car elle tran sfo rm e  les inégalités d ifféren tielles de la form e
(94) y ' , < / , ( / ,  y , ....... y„) , 0  =  1 , 2 , . . . .  n ) .

en  les inégalités de la form e
(95) y ;  >  F i ( T , y 1, . . . , y „ )  , 0 = 1 , 2 , .......n)

e t les inégalités
(96) 0 )  <  Vi (/) , 0  =  1 , 2 , . . n)

en les inégalités
(97) «Fi ( T ) > 0 i (T ) , 0  =  1 ,2 , . . . ,  n ) .
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§ 1. Je  vais exposer ici une d ém o n stra tio n  é lém entaire  
du  théo rèm e suivant:

I. D ésignons par 1 e t y  d es  nom bres quelconques (réels  
ou com p lexes) e t par m v m 2, . . . ,m n des nom bres p o s itifs  
arbitraires e t posons:

(1) f(z) =  (z—z,) (z—z2) . . .  (z—z„)

(2)

Si le cercle K

g(z) =  /(z)

(3) | z—z01 <  r

c o n tie n t to u s  les zéros du  p o lyn ô m e  f(z) a lors le cercle

(4) |z —z0| < r ,  =  r / 2

c o n tien t an m o in s  (n— 1) zéro s  du p o lyn ô m e  g(z).

L e  cercle K x co n tien t to u s  les zéros du  p o lyn ô m e

(5) f(z )  g'(z) — g(z) f'(z )

c. à. d. tous les zéros, s itués  à d istance  fin ie , de  la dérivée  
de la frac tion  rationnelle  g (z ) : f( z ) .

Ce théo rèm e a été  é tab li dans le cas ou m , =  
=  m 2 =  . . .  =  =  1, c. à. d. dans le cas des polynôm es

*) L’idée fondamentale de ce travail est déjà contenue dans un article 
que j’ai publié en hongrois en 1942. Cependant les démonstrations actu
elles sont beaucoup plus simples et plus courtes que celles d’autrefois.
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g(z) —  Àf(z) +  /t/'(z) p a r M . B i e r n a c k i 2’ . J. D i e u d o n n é 3’ 
a  trouvé  une au tre  d ém onstra tion  de  la prem ière  p a rtie  de 
ce théo rèm e de B i e r n a c k i .

§ 2. O n  a le théo rèm e su ivant:
IL S o ie n t? ,e t ?2(?t =£?2, ?,7^ zfcp o u r i  —  l , 2 e t k = l , 2 , . . . , r i )  

d e s  zéros du  po lynôm e  g(z) (p ^= 0 ) e t H  l’hyperbo le  équi- 
la tère  qui passe par e t Ç2 e t do n t le cen tre  e s t y  (? j+ ? 2)* 
L e  p o lyn ô m e  f(z) possède au m o ins un zéro  dans la région  
d u  plan ex térieure  à l’hyperbole H  e t aussi au m o in s  un  
zéro  dans la région in térieure à c e tte  hyperbo le , à m o ins  
que  tous  les zéros de f(z )  ne so ien t pas s itu és  sur H.
C e théorèm e est encore valable lorsque ?1 =  ?2 es  ̂ un  zéro  
m u ltip le  du p o lynôm e  g(z), ta n d is  que f(Ç^) 7^ 0. D ans ce 
cas H  est un couple quelconque de  dro ites  se coupant à 
l’angle dro it au p o in t .

D ans ce t énoncé la  région ex té rieu re  (respectivem en t 
in térieu re) à l’hyperbo le  H  est le lieu des po in ts  d ’où l’on 
p e u t m ener deux  (resp. aucune) tangen tes à l’hyperbole . 
C hacune des régions rela tives à une hyperbo le  H  dégénérée 
(fi =  ?2) est u n  angle rectangle double  d o n t les côtés se con
fo n d en t avec les d ro ites  d e  H  (il com prend  deux angles 
d ro its  sym étriques p a r rap p o rt à ? j) .

J ’ai déjà d é m o n tré 4’ d ’une  m anière é lém entaire  la pré- 
m ière p artie  du  théo rèm e II (?t =£ ?2) dans le cas des p o ly 
nôm es /(z) =  2 f(z) +  p  / '( z ) . M a d ém onstra tion  est valable 
sans m odification  dans le cas où les m k son t des nom bres 
positifs arbitraires.

L orsque — ?2 e t /(?,) ^ 0  on a g(?j) =  0 e t g'G \) =  0. 
D onc est un  zéro de la fraction  ra tionnelle :

(6)
/(z) g(z) — g(z) f(z) _  [ g(z) 1 ' 

/(z) L /(z)J i ^ < z ’
-zk) 2

2) M. B ie rn a c k i ,  Sur les équations algébriques contenant des para
mètres arbitraires. Bulletin de l’Académie Polonaise des Sciences et de 
Lettres, Classe des Scienc. Math., Série A 1927, 541—685.

3) J. D ieu d o n n é , Sur quelques points de la théorie des polynômes, 
Bulletin des Sciences Math., Série 2, 58 (1934), 273—296.

4) Gy. (J.) v. Sz. N a g y . Zur Théorie der algebraischen Gleichungen, 
Jahresbericht der Deut. Math. Ver. 31 (1922), 238-251.

Rocznik Pol. Tow. Matcm. XXIH. 15
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D ’après un  a u tre  théo rèm e to u t aussi é lém enta ire  que  j ’ai 
é tab li a illeu rs5) tous les zéros de ce tte  frac tion  ra tio n n e lle  
so n t situés dans un  dom aine dont- la fron tiè re  es t le lieu 
des po in ts  d ’où l’on  vo it sous l’angle d ro it le p lus p e tit  p o 
lygone convexe c o n ten an t tous les po in ts  z l t  z2, . . . ,  zn („kon- 
vexe H ü lle“ des po in ts  zfc). Si un  po in t de  la  fro n tiè re  
du  dom aine en  question  est un  zéro  de la frac tion  ra tio n 
nelle, les po in ts zfc son t situés su r les côtés de l’angle d ro it. 
Il en  résu lte  la deuxièm e p artie  du  théo rèm e II.

§ 3. P our é tab lir  le théo rèm e I nous aurons besoin d u  
th éo rèm e  II e t d ’un  lem m e géom étrique que voici:

III. So ien t K  e t K 1 d e u x  cercles concen triques de  rayons  
r e t  r, =  r ) /2  respec tivem en t. Par chaque couple de  p o in ts  

, P2 situés à l'e x té r ieu r  du  cercle il passe  une h yp er
bole équila tère H* do n t le cen tre  e s t le m ilieu  Po du  seg
m e n t P l P2 e t qui ria aucun po in t  (réel) en  com m un  avec  le
cercle K.

D ans la d ém onstra tion  de ce théo rèm e nous allons d ire , 
p o u r abréger, q u ’une hyperbo le  équ ila tè re  d o n t le cen tre  
est P o e t qui passe p a r P t e t pa r P 2 est une „ //-h y p e rb o le “ . 
Si ce tte  hyperbo le  n ’a aucun  p o in t en com m un avec K, elle  
sera  d ite  une „ //* -h y p erb o le“ .

U ne //-h y p e rb o le  est dé te rm inée  so it p a r  sa tan g en te  t t 
au  p o in t P p soit p a r  ses asym pto tes, sa tangen te  t2 au p o in t 
P, est parallèle  à t ï. Si K  est con tenu  e n tre  t x e t  t2 / / - h y 
perb o le  est év idem m ent une //* -hyperbo le . Il s’ensu it l’exac
titu d e  du  th éo rèm e III dans le cas où P o e s t situé  su r la 
c irconférence de K  ou à l’in té rieu r de ce cercle. E n effet, 
la longueur de ces cordes du  cercle K l qui son t tangen tes 
à K  est 2r; si donc Po est situé su r la circonférence de K  où 
à l’in térieu r de ce cercle il existe év idem m ent une bande  
com prise en tre  deux  d ro ites  parallè les t t e t t2 passant p a r

5) Gy. (J.) v. Sz. N a g y , Uber die Lage der Wurzeln von linearen 
Verknüpfungen algebraischer Gieichungen. Acta scient math. Szeged, 1 
(1923), 127-138.
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P , e t P2 respectivem en t e t qu i con tien t le cercle K. La 
H -hyperbo le  ayan t la tangen te  t ï est donc une /H -h y p e r
bole.

La d ém onstra tion  du  th éo rèm e III dans le cas où P o est 
situé  à l’ex té rieu r du  K x e s t to u t  aussi aisée. Les tangen tes 
m énées du  po in t P o au  cercle K  fon t e n tre  elles un  angle 
aigu, il ex iste  donc u n  angle rectangle double  W  de som m et 
Po (il com prend  deux  angles d ro its  sym étriques p a r rappo rt 
à Po) qui ne  co n tien t aucun p o in t de K. Si P t est situé 
dan§ W  a lors la H -hyperbo le  d o n t les asym pto tes son t les 
cotés de W  est une H *-hyperbole.

L orsque la  dem i-dro ite  POPX coupe la circonférence de  
K x aux po in ts  Q t e t Q 2 e t lo rsque  est situé e n tre  Po e t  
O 2, Pi es t situé  so it su r le segm ent P0Qi so it en  dehors du  
segm ent P 0Q 2. D ans le prem ier cas la H -hyperbo le  d o n t les 
asym p to tes so n t parallèles à ces tangen tes du  K  qu i passen t 
pa r Q j est év idem m ent une H *-hyperbole. D ans le second 
cas il ex iste  une H -hyperbo le  d o n t la tangen te  au  po in t P t 
so it /, n ’a  pas de p o in ts  com m uns avec K, c e tte  hyperbo le  
e s t une H *-hyperbole.

Il ne reste  donc p lus qu ’à é tab lir  le théo rèm e III dans 
le cas où P„ est situé  dans l’anneau  com pris e n tre  les cir
conférences K  e t Kj. E n  in trodu isan t un  systèm e des coo r
données rectangulaires dans lesquel l’origine est au centre- 
du  K  e t l ’axe positive O x  coincide avec la dem i-dro ite  O P 0 
on  o b tien t les relations:

Po C-̂ 0’ ^1 (-̂ 1> YlX P2 (*̂ 2’ y 2)’ —f— ^Xq, Vl
r < x 0< r 1 =  r j /2 ,  x 1 + y { > t\ =  2r , x 2 +  y 2 >

D ans ce systèm e de coordonnées les équations de cercles 
K  e t Xi so n t respectivem ent :

(7) x  + y  =  r x  +  y  =  r1 —  2r .

N ous pouvons a d m e ttre  que l’on a dans la dém onstra tion  
du  théo rèm e III:

(8) x, <  x 0 , | y , | <  r e t r  <  x , <  x 0 <  .

15'
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En effet, lo rsque  | | >  r ce tte  //-h y p e rb o le  d o n t la ta n 
gen te  en  Pj es t parallè le  à l’axe O x  est une //* -hyperbo le . 
C ela a lieu aussi dans le cas où x Y< r  car on a alors 
y 2 >  r\ —  r2 —  r2. L orsque x l < —  r c’es t la / /-h y p e rb o le  d on t 
la tangen te  est parallè le  à l’axe O y qui est une / /^ h y p e r 
bole.

L’équation  de la //-h y p e rb o le  sym étrique  p a r rap p o rt à 
l’axe O x  s’é c rit:
(9) y 2 — (x — x 0)2= y 2 — ( x — x0)2= .z4 ,

e t  les abscisses de ses po in ts d ’in tersec tion  avec K  satisfont 
à l’équa tion :
(10) (x — x 0)2 +  x 2= -r2 —  A .

P our que ce tte  équa tion  ne possède aucune racine réelle il 
fa u t e t il suffit que l’on  ait:

(11) x2 +  2 ( r2 — A  —  Xq ) < 0 ,  c. à. d. A  + >  r2 .

O r ce tte  cond ition  est rem plie, car l’on a:
^4 =  y2 — (xj — x0)2 =  (x2 +  y 2 ) — x2 — (x j — x0)2 >

. 2  2 z . ,2  2 2 . „  z x . 2 2>  rj — Xj — (Xj — x 0) =  t\ — x0 +  2x, (x0 — x J  >  — x 0

e t  p a r suite:
2r ■

L’hyperbo le  (9) est donc une //* -hyperbo le .
Le théo rèm e III est donc com plètem ent établi. Il est év ide
m en t valable aussi dans le cas où Pl e t P z se confonden t 
avec Pg e t la //* -hyperbo le  se décom pose donc en deux 
d ro ites  perpend icu la ires passan t par P o, car dans ce cas on 
voit le cercle K  d 'un  po in t situé  à l’ex té rieu r du  cercle K { 
sous un  angle aigu.

§ 4. Supposons m ain tenan t que  la p rem ière  p a rtie  du  th é 
o rèm e I soit inexacte , il ex istera it a lors un  po lynôm e g(z) 
de la fo rm e (2) qu i au ra it au m oins deux  zéros (d istincts
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ou confondus), so it e t C2 situés à l ’ex té rieu r du  cercle (4). 
O n  p o u rra it tra c e r  une hyperbo le  équ ila tère  H* (pouvant 

se décom poser en d ro ites) de cen tre  (s, +  f2) qui passera it

pa r des p o in ts  e t C2 e t qu i n ’au ra it aucun  p o in t (rée l) 
com m un avec le cercle | z—z0| =  r. Il en résu lte ra it que ce 
cercle e t p a r su ite  tous  les zéros du  po lynôm e (1), sera ien t 
situés dans une des deux  régions déterm inées p a r  l’h y p e r
bole //* , c’est ce qui est en  con trad ic tion  avec le th éo 
rèm e II. L’exactitude  du théo rèm e I en résu lte  car to u t 
zéro  situé  à d istance finie de la frac tion  ra tionnelle  (6) est 
situé  dans le cercle (4).

Le théorèm e I peu t ê tre  énoncé aussi de la façon suivante : 
Si les pô les de la fo n c tio n  rationnelle

n
R (z) =  X  ™k (mfc> 0 ;  k — l ,2 , . . . , n )

k = i  z  ~  z k

s o n t  com pris dans le cercle \z — zol < r ,  alors R ( z )  e s t  u n i 
va len te  dans l'extérieur du cercle \z — z„| —  r l z2 . 6)

6) M. Mardcn, On thc zéros of rational functions having prescribed 
pôles, with applications to the dérivative of an entire function of finite 
genre, Trans. Amer. math. Soc., 66 (1949), 407—418, vient de généraliser 
le théorème I au cas où les coefficients sont des nombres complexes 
compris dans un angle de sommet 0 et d’ouverture u> « o t)  et 2 est un po
lynôme de degré p—1 à coefficients quelconques. Le polynôme p(z) a alors 
au plus p zéros d’où l’on voit l’enveloppe connexe de zéros de /(z) sous

, -T—(ü
un angle <  . . .



U N E  MÉTHODE ÉLÉMENTAIRE DE RÉSOLUTION
D U  PROBLÈME DE DIRICHLET DANS LE PLAN

P ar
F. L e j a  (K rakôw )

1. In troduc tion . Soit F  la fro n tiè re  d ’un  dom aine p lan  
quelconque Doo co n ten an t le po in t à l’infini dans son  in té 
rieu r, <p(z) une fonction  réelle  définie e t con tinue  su r F des 
b o rn es  m  e t M

m  <  <p(z) <  M

e t  J  l’ensem ble (supposé non  vide) com plém entaire  
à  Doo +  F. Il e s t clair que J  e s t une  som m e finie ou d é 
nom brab le  des dom aines d isjo in ts  bo rnés sim plem ent co n 
nexes d o n t la fro n tiè re  e s t con ten u e  dans F.

Soit C(n) un  systèm e de n +  1 po in ts  d ifféren ts quelconques 
situés su r F; — {f0, £v . . . ,  f„}. D ésignons p a r  =
=  U ( f0, £l t . . . ,  Q  le p ro d u it

(1) U(£<n)) = J 7 K - t k |,
0 « J  <  fc«n

p a r  Lo) (z, £W) le polynôm e

(2) L0, ( z, f . . ) ) =
(fc=N>

7 =  0, 1 ,. . . ,  n,

e t  p a r À u n  param ètre  réel n o n  négatif.
L orsque le systèm e f (n) varie  su r  F la va leu r du  p ro 

d u it
n

(3) U , (C<n)) =  V (£(n)) • e- nX> o ^ C/)

re s te  bo rnée  et a tte in t  sa b o rn e  supérieure . D ésignons p a r

(4) ïn. J) (n, ).) 1 ,2 ,..« n :
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ou plus brièvem ent p a r
(4') / ” = « ’>, * î” , n = l ,  2.......

u n  systèm e de n  + 1  po in ts  de F en  lequel
(5) U;(x(n)) - s u p  UÂ( f (n)).

£(n)eF

U n systèm e (4) rem plissan t la c o n d itio n  (5) se ra  d it 
sy s tè m e  d es  p o in ts  e x trém a u x  de F du  rang n  co rresp o n 
d an t à A<p(z).

Les polynôm es

(6) 0 O) (z, A, x(nJ) =  L0)(z, x(n)) • e ”1” j = 0 , 1 , . . . .  n,

se ro n t d its  p o lyn ô m es ex trém a u x  du  degré  n  associés à F 
e t  Atp(z). Je  dis que ces polynôm es sa tisfon t su r  F à l’iné
galité

(7) 0 (y) (z, a, xw ) | < é nXç?(z) J =  0, l,...,n ;zeF .
En effet, désignons les p o in ts  (4') p lus b rièvem en t p a r  

x 0, x v x n e t soit z  u n  po in t quelconque de F. D ’après (5) 
on  a

(^0’• • • — 1’ (^0’ 

d ’où l’on  conclu t que

Cn\z —  x k | )  e ~ n̂  <  ( n |  x , —  x k | )  e~ n̂ (Xi) 
k=0 k=0 J

(*=N) (fc+n
e t ce tte  inégalité e n tra în e  im m édiatem ent l’inégalité  (7).

Form ons la som m e de m odules des po lynôm es e x tré 
m aux (6) e t faisons v a rie r  n

(8) Fn( Ztï ) ~  J ^ | 0 w (z,A, x (n)) | ,  n  =  l ,2 , . . .
;=o

Il es t év iden t que la  fonction  F„(z, A) e s t positive  dans le 
p lan  en tie r et, si A=t=O, la fonction

| l o g l / f ^ ü )
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e s t égale à ?>(z) aux po in ts  ex trém aux  (4) e t p a r su ite  elle 
constitue  une approx im ation  de la fonction  donnée cp(z) 
su r F.

Le b u t p roncipa l de  ce trav a il e s t de d ém o n tre r que, 
dans l’ensem ble J  +  F, il ex iste  la lim ite réitérée

(9) lim  { lim y  log ] /F n(z, A) } =  ®(z)
X—>0 v n—>oo Z '

e t que la fonction  <Z>(z) constitue  la so lu tion  du  problèm e 
de D irich le t p o u r  le dom aine (ou la som m e de dom aines) 
J  e t les données fro n tiè re  <p(z).

2. P rem ie r passage  à  la  lim ite. S upposons que 2 so it 
fixe.

T h éo rèm e  I. La  s u z ïe { j /^  „(z, 4  te n d  dans le p lan en 

tier vers une lim ite  fin ie
n

(10) lim  l / E n(z,2) =  d>(z, 2) 
n —> o o r

s itisfa isan t a u x  inégalités

(11) log O(z,2) > 2 m  dans le plan en tie r

(12) log </>(z,2)<2?>(z) su r F.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit t (n)= { f 0> un  systèm e
de n +  1 po ins de F. Posons
(13) 0 o)(z,2,C(n)) =  L 0)( z / n)) • j  =  0 ,1 , . . . ,  n,

e t désignons p a r 0 n(z, 2) la bo rne  in fé rieu re  du  p lus g rand  
des m odules | 0 o)(z,2,C(n)) |,  j  =  0 ,1 , . . . ,  77, lo rsque  (z e t  n é tan t 
fixes) le systèm e C(n) varie su r F

(14) 0  (z,2) =  inf / m a x |0 o)(z,2,f(n)) | ) ,  77 =  1 ,2 ,—
f (n)<F 1 ( j)  /

Je  dis que, quels que so ien t z e t 2 , on  a

(15) ^ (U(z ,2 )* 0 r(z ,2) p o u r /« e t i '= l ,2 , . . .

En effet, à to u t s >  0 on  p eu t faire  c o rre sp o n d re  un  sy 
stèm e de p + v + 1  po in ts  de F, so it
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(16) {y0>- • y>» • •’ y/z+r1’

p o u r lequel
(17) 0  (z, A) >  m ax | 0 O)(z, A,y(/‘+,>) | — e.

Mr 0)
Form ons le p ro d u it

—-v t[(p (y  )  +  . . . +  cp{y ) ]^ ( z , y iit y iz, . . y t ) =  V (z , y ^ , . . y ,  )  • e

où les y , son t des po in ts  (16) e t cherchons son  m axim um  
lo rsque  (r é tan t fixe) les y ffe p a rco u ren t le systèm e (16). O n 
p eu t supposer que ce m axim um  so it égal à W (z ,y /t+v. . . , y  +t, 

e t  que pa r suite
(18) W .y ^ + p .  • y M+,) >  W , y „  yA+1, . .. y ^ , y l+1.......y w+J

pour
i  =  0 , l , . . . , / t  e t  k  =  ju + l,...,ju + y .

D e (18) on  dédu it l’inégalité
|0 W(z,A,yW) | >  0 <fc)(z,A,yw) |,  où y W =  {yf, y /(+1, . . y ^ J ,

e t com m e m ax | 0 W(z,A,yW) | >  0  (z,A) on  a 
(fc)

(19) 10(')(z,A,y(,)) | > 0 j,(z,A) p o u r i =  0,1 ,...,/* .

O bservons m ain tenan t que si l’on  pose y</,) =  {y0, y r . . . , y j  
e t y (v> =  {y,-, y„+1, . . . .  y„+p I on  a iden tiquem en t pour 

i =  0 ,1,...,/*

0 (O(z,2,y('‘+9  =  0 (i)(z,A,yW) • 0 (O(z,A,yW) 

donc d ’après (17) e t (19)

0 /(+J z ,  A) +  e >  | 0 (,)(z, A, yW) | • 0„(z, A), pour i — 0 ,1 ,..., /*,

e t p a r suite
0/,+Xz, A) +  £ >  0 (i(z, A) • 0„(z, A), 

ce qui en tra în e  (15) car e est a rb itra irem en t petit.
C n______ |

Il résu lte  de (15) que la suite | ] / 0 n(z,A)J ten d  vers une 
lim ite finie ou infinie. Posons
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n
<2°) ni™ 1/ 0 „ U â) =  0 ( z, 2).

La lim ite (10) ex iste  ca r on  a quel que so it z

(21) $ nû U )  <  F nG u ) < ( n  +  l ) 20 n(z,2).

La p rem ière  de ces inégalités est évidente. P o u r  p ro u v er 
la seconde faisons co rre sp o n d re  à e >  0 un  systèm e de po in ts  
de F, so it
(22) y (n)= { y 0»yi»---»yn} ,

po u r lequel
(23) 0 „ (z ,2 )>  m ax | 0 (fc,(z,A,y(n)) |  — £.

(fc)
D ’ap rès  la form ule d ’in te rpo la tion  de  Lagrange on  a

0 G)(z ,; ,x (n)) =  J? 0 ù)(y „ L  x(n)) • L(k\z ,y ^ )  
k=0

donc en v e rtu  de (7)

^ \ z ,a ,x w) \< Z  | Lw(z,yw ) I en̂  =  E I 0 (fc)(z,2 ,y(n))l
k=0 k —0

et p a r su ite  d ’ap rès (23)

I 0 O)(z,2 ,x(n)) |< ( n  +  l)  [ 0 n(z,A) +  e],

ce qui en tra în e  l’inégalité F n(z ,A )< (n  +  l ) 20 n(z,A) car e e s t 
a rb itra irem en t petit.

Il res te  à p ro u v er que la lim ite 0 (z ,2 ) est p a rto u t finie. 
Soit

»î(n)=  {%. ’?!.••• Vn}

un  systèm e de n +  1 p o in ts  de F en  lequel le p ro d u it (1) 
a tte in t son  m axim um  qui sera désigné p a r  V„(F). Parm i 
les p ro d u its
M y) =  I (»?/ — %) • • • (’/y ~  ’îy-i) (?)] ~  Vj+i) — »?n) I, J— 0 ,1 ,..., n,

so it J ®  le p lus petit. O n  s a it1) que les deux  su ites

( j / j F ) ^ }  e t

*) Ce journal t. 18 (1945) p. 4—11.
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te n d e n t vers  le d iam ètre  transfin i (capacité) de l’ensem ble F. 
D ésignons ce d iam ètre  p a r

d(F)

et soit z  un  po in t quelconque du  p lan  e t R (z)  la p lus 
g rande d istance  de z  à F. Puisque

! *(/)/_ , .("h | [ £ ( z ) fI (P (z ,A,j? ) | ~  e

e t que $ n(z, A) <  m ax | $ (i)(z, A, i /n)) | on a

(24)

donc $ (z ,A )<  R (z) • e lM : d(F) e t p a r su ite  <P(z, A) est fin ie  
car d(F) > 0.

Les inégalités (11) e t (12) résu lten t des suivantes: D ’après 
(6) et (8) an  a quel que  so it z

(25) Fn(z, A) >  f  I L(i\ z ,  x (n)) | e nXm >  e"Xm
;=o

et d ’après (7) on a sur F
(26) F n (z ,2 )< (n  +  l ) e n W

Le théorèm e est donc dém ontré.

R em arque. Les fonctions Fn(z,X), $ n(z,ti) e t $ (z , A) dé
penden t de Ag?(z) e t se ro n t désignées aussi par

Fn(z,kp), ®n(z,kp) e t $(z,/.(p).

O bservons que, si y (z )  est une fonction  définie sur F e t si 
<p(z) ^i/>(z) su r F, o n  a d ’après (14) en chaque po in t du 
p lan  0„(z,Aç>) >  <P„(z,Av) donc

(P (z, A v) >  <P (z, Ay) si v  >  v  sur F.

O bservons encore qe la continuité  de la fonction  <p(z) 
sur F n ’est pas nécesaire pour l ’existence des fonctions (14). 
Il suffit p o u r ce b u t que y (z )  so it bornée sur F e t on  
consta te  aisém ent que la lim ite (20) existe dans ce cas 
général.
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3. P ropositions  auxiliaires. J ’au ra i à m ’ap p u y er sur deux  
lem m es dém ontrés ailleurs. Soit C  un  con tinu  p lan  q ue l
c o n q u e 2 3) e t z0 un  p o in t de C.

Lem m e l s). A  to u t  e > 0  corresponden t d e u x  nom bres  
p o s itifs  ô e t N  te ls  que to u te  su ite  de p o lyn ô m e s  {Pn(z)}, 
où le degré de  Pn(z) e s t< n ,  rem plissan t sur C  la co n 
d ition

I P„(z) I < 3 1 , où M  est une co n sta n te  e t n —  1 ,2 ,... 
rem p lit dans le cercle \ z —  z0 |<<$ la cond ition

| P n(z) I <  M ( 1 +  e)n pour n >  N .
Soit {^n)}, où  j = 0 ,  1 ,..., n et n  =  1, 2 , . . . ,  une suite 

triangu laire  des po in ts  situés sur F te ls  que les po in ts  de 
chaque systèm e C(n) =  {^n), C(nn)} so ien t différents en tre
eux. F o rm ons les n +  1 polynôm es (2) co rrespondan t à 
e t  soit z„ un  po in t quelconque de F, r un  nom bre  positif e t 
M  (z0, r, C(n)) le plus grand  de ceux des m odules

|Â O)(z0, ^ n)) |,  7 =  0, l , . . . , n ,

pour lesquels le p o in t est con tenu  dans le cercle 
z — z 0|< r .  Si aucun  des po in ts . . . ,  f n ’appartien t

au  cercle \ z —  z0| < r  posons Af(z#, r, £°°) =  0.
L em m e 2. Lorsque  z0 e s t un po in t d 'accum ula tion  de  

la su ite  triangulaire  {£jn)} on a quel que so it  r > 0  

(28) lim sup } / M  (z0, r, ^ n)) >  1.

La dém onstra tion  de  ce lem m e est donnée im plicitem ent 
dans le travail inséré dans les A nnales  Soc. Polon. de  M ath, 
t. 21 (1948), p. 80—89.

Les po in ts ex trém aux  (4), où 2 est fixe e t n =  l, 2 ,... 
fo rm ent une suite triangulaire  {xjn' x)}. D ésignons par

l’ensem ble des po in ts  d ’accum ulation  de cette  suite. Le 
lem m e 2 en tra în e  la conclusion suivante:

2) Ne se réduisant pas à un seul point.
3) Pour la démonstration cf. Math. Ann. t, 108 (1933) p. 520.
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C orollaire. En chaque po in t z0 de F, on a 

(29) 0 ( z o,A) =  e W .

En effet, <p (z) é ta n t continue en z0, à to u t e >  0 cor
resp o n d  un  cercle K { \z  —  z0\< r}  te l que <p(z) > <p(z0) —  s si 
z e F. K, donc si le p o in t x jn) du systèm e (4') est con tenu  
dans F. K  on  a d ’après (6) quel que so it z

1 ( z ,  H, x(n)) | >  | L0)(z, x (n)) | en' lv M - si 

e t p a r suite
Fn(z0,Â ) > ^ ( z 0)r ,x (n)) - e nk[”(z*)- £l

11 en résu lte  d ’après (10) e t (28) que 0 ( z o, 2) >  e ' I’’(z'l>~ £i 
d ’où l’on conclu t que 0 (z„ , 2 ) > e  ’><z"). D ’au tre  part, il suit 
de (12) que 0 ( z o, 2 ) < e ’' î'(z“) donc l’égalité (29) est dém on
trée.

N ous supposerons dans la suite pour simplifier que F 
so it une som m e des co n tin u s4).

O bservons que, si 2 =  0 ou si 2 é tan t quelconque la 
fonction  y (z )  est constan te  sur F, les po in ts extrém aux (4') 
son t rep artis  sur F  de m anière que le p rodu it V (x (re>) soit 
le plus grand. En v e rtu  de principe de m axim um  les poin ts 
de la suite triangu la ire  (4) fo rm ent a lors un  ensem ble p a r
to u t dense sur F e t p a r  suite l’ensem le F-À couvre F, c ’est- 
à-dire

F, =  F.

Lorsque 2 >  0 e t q?(z) n ’est pas constan te, la différence 
F — Fx n ’est pas en général vide. N éanm oins, lorsque 2 dé
cro it l’ensem ble F, augm ente (ne dim inue pas) e t la distance 
^ (zo>f\) d ’un poin t quelconque z , de F  à Fx tend  vers zéro 
avec 2.

En effet, si <5(z0, Fx) ne tenda it pas vers zéro avec 2, 
p resque tous les points de la suite triangulaire  (4') seraien t 
situés sur une partie  ferm ée £  de F  à distance positive

4) La frontière de /I  remplit manifestement toujours cette hypothèse.
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de z0. P ar suite, en désignant par V n(E) la borne supérieure 
de V ( f (n)) lo rsque f (n) p a rco u rt E, on  aura it

F x(x(n)) <  K (x (n>) • e-"<" + D’ m <  J /n (£ ) . e-n(n +  DXm_ 

D ’au tre  part, on a d ’après (5)

(299 l / x(x(n)) > r n(F )-e “ n<n+inÂ1
et pa r suite

e " ( " + « ^ - '" ) >1Zn(F) / r n(E ) .

O n en conclu t que  22 (M  —  m ^ l o g  [d (F )/d (E )]  donc 2 reste  
plus grand qu ’un  nom bre  positif car d ( F ) > d ( £ ) .

O bservons encore que, si <p(z) est constan te  dans un 
voisinage d ’un  p o in t z a de F 5), a lo rs  en vertu  du principe 
de m axim um  l ’ensem ble F, couv te  un  voisinage plus pe tit 
de z0 dès que 2 est suffisam m ent petit.

Désignons, com m e plus haut, p a r V„(F) la borne supé
rieure  du p ro d u it (1), par X k (F) la borne (5) e t pa r d(F ) 
e t d ,(F ) les lim ites6)

2 2 

d(F )= =  lim V n (F)"(n+1), d, (F) =  lim K nX(F)n(n+1).
n —> o o  n—> o o

Il suit de (29') que dk(F) >  d (F )e _2?1. D ’au tre  part, é tan t 
d ’après (3)

l / x(^ n)) <  j / ( ^ n)) e _n(n+1)Xm

on en déduit l’inégalité d , ( F ) <  d (F ) • e ~ 2Xm, donc lo rsque 2^-0 
on a d ; (F )-> d (F ).

4. P ro p rié té s  des fonctions 0 (z ,  2). Supposons comm e 
plus h a u t que 2 soit fixe.

T h éo rèm e  II. La fonction

(30) log 0(z, 2)
e s t  1° harm onique dans le plan en tier  en dehors de la par
tie  F} de F e t  2° con tinue  en to u t po in t de  Fx.

5) C’est-à-dire dans l’ensemble F.K, où K est un cercle de centre z0.
°) La démonstration de l’existence de la seconde de ces limites est 

analogue à celle de la première fcf. M. F e k e tc ,  Math. Z., t. 17 (1923) 
p. 228—249],
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D é m o n s t r a t i o n .  1° D ésignons les po in ts ex trém aux 
(4) plus brièvem ent p a r

X {̂ 0»

e t supposons que leurs indices so ien t choisis de m anière que 
parm i les n +  1 p rodu its

A (i\ x (n)) = ( n \ x - x k \)e ~ n̂ Xi\  7 = 0 ,1 ,..., n,h- — n Jfc = 0

zl(0)(x(n)) soit le plus petit. Soit z  un poin t quelconque du 
p lan  non  situé sur F- e t r(z ) e t R (z)  la plus p e tite  e t la 
plus grande distance de  z  à Fx. Les polynôm es extrém aux 
(6) satisfont aux  rela tions

^ \ z ,  2 ,x(n))=<Z>(0)(z,2, x(n>) 

donc

zl(0)(x(n)) z — x a

A u\ x w ) z - Xj

^ \ zA,x^ \ < \ ^ \ zA,xwV R ^ -
r (z )

e t par suite

(31) i ï T l  ^ - ^ U u ) < | 0 (O,U ,2 ,x (n)) |< F n (z,2).

Il en résu lte  d ’après le théorèm e I que la suite

(32) log j /  |0 (o)(z ,2 ,x (")) |,  n  =  l ,2 , . . .

converge en dehors de Fx vers log <î>(z, 2).

Soit G  un dom aine borné quelconque à d istance positive 
de r la distance de G  à F, e t R  le d iam ètre  (p roprem ent 
dit) de G  +  Fx. D ’après (31), (21), (24), e t (25) on a dans G

r
(n  +  l ) £

\me

donc la suite (32) est uniform ém ent bornée dans G  ce qui 
prouve que la lim ite log <t> (z, 2) est harm on ique dans G  car 
les fonctions (32) y sont harm oniques dès que n est suffi
sam m ent grand.
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2° Je  dis que la fonction 0 ( z ,  2 )  est s e  m i - c o n t i n u e  
i n f é r i e u r e m e n t  en to u t po in t du  plan.

En effet, soient k  e t n deux  nom bres na tu re ls  quelcon
ques. D ’après (15) on a quel que soit z

<t>kn(z, 2) >  [ 0 n(z ,2 )]k

donc

et par suite, lorsque k

(33) 0 (z ,2) >  j / 0 n(z ,2) pour n —  1 ,2 ,.. .  

Com m e d ’après (21) 0 n (z, 2) > F n(z, 2) : (n +  l ) 2 on  a

0  (z, 2 )  >  cn ÿF„ (z, 2 )  où c„ =

donc, z„ é tan t un point fixe quelconque du plan,

0 ( z ,2 ) > c „  j /F „ ( z 0,2) +  cn [ |7  F n {z, 2) — j / F n(z0, 2)].

O bservons m ain tenan t que cn y/Fn (z0, 2) -* 0  (z0, 2) donc 

à to u t e >  0 correspond  un nom bre  N  te l que cN ] /F n (z 0, 2 )  >  

>  0  (z0, 2 )  —  e/2 e t par suite

0 (z, 2 )  >  0  (z0, 2) — y  +  cN [ j / F N(z, 2) — | / F n (z0,2)] .

D ’au tre  part, la fonction y F N(z, 2) é tan t continue en z0 il 
existe un voisinage | z — z0 ! <  <S de z 0 dans lequel

c v [ j / F ^ I )  -  j / F N (z0, 2) ] >  -  |

donc
(34) 0  (z, 2 )  >  0  (z0, 2) £ lorsque \ z — z0|<<5.

11 suffit de p rouver encore  que la fonction 0 (z , 2) est 
s  e m i - c o n t  i n u e s u p é r i e u r e m e n t  en to u t po in t z„ 
de ? x. Pour ce bu t observons que <p(z) est continue en 
z 0 donc à to u t >/>0 co rrespond  un cercle K { | z — z „ |< r }
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te l que, si l’on désigne par y le p rodu it F. K, on aura 
sur y

<f>(z) <<p(z0) +  

e t  par su ite  d ’après (7)
.("K<b( l ) ( z ,  2, x (nJ)  | <  en 'k [g? (z0) + d p o u r z e y ,  n  —  1,2,.

11 en resu ite  que les m odules des polynôm es

0 W)( z ,2,x(n)) - +  j = 0 , e t  n =  l ,2 (. . .

son t uniform ém ent bornés pa r le nom bre 1 su r un  continu  
passan t p a r  z0.

Or, d ’après le lem m e 1 à to u t e >  0 co rrespond  un  
nom bre  N  et un voisinage | z  —  z n\< ô  dans lequel
| 0 ü)(z, 2, x (n)) | e ~ nllvM + ”] <  f l  +  e)n p o u r n >  =  0 ,1 ,..., n .

donc
F„ (z, 2) <  ( n + 1 )  (1 +  e)n e"XI’’ (z’)+’1, po u r n >  N , \ z  —  z 0\< ô , 

e t par su ite  d ’après (10) e t (29)

(35) 0 (z ,2 ) < ( 1  +  e )e J’ • 0 (z„,2) pour \ z  —  z 0\< ô

ce qui prouve que 0  (z, 2) est sem i-continue supérieurem ent 
en z0. Le théorèm e est donc dém ontré.

C as particu lie r. D ans le cas 2 =  0 la fonction  (30) ne 
dépend pas de la fonction  frontière <p (z) e t il su it de (11) 
e t (12) que

(36) log 0  (z, 0)

s’annulle en tou t po in t de F. D ’au tre  p ?rt, lo rsque  z->oo la 
fonction (36) tend  vers l’infini e t y  possède un pôle simple 
car les fonctions (32) o n t pour 2 =  0 la form e

(z — x t) (z — x2) . .. (z — x„) 
(%Q Xj) (x„ x2) . . . (Xq x nf

où xk —

et possèdent à l’infini un  pôle simple. Il en resu ite  que:

La fo n c tio n  (36) e s t égale dans le dom aine  Doo à la 
fo nction  de G reen de  ce dom aine e t de pô le  à l’infini;

R o c z n ik  P o l .  T o w . M a te m . X X I I I . 16
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dans le dom aine  com plém enta ire  J  e t  sur F elle  e s t iden 
tiq u e m e n t n u lle .1')

P our m arq u er la dépendance  de la fonction  0  (z, A) de 
l’ensem ble F  désignons la p a r  0  (z, A; F). E n p a rta n t des 
form ules (8) e t (14) on peu t p rouver que dans le p lan  en tier 
on a
(37) log <t> (z, 0 ; F ) + A m  <  log 0  (z, A ; F) <  log 0  (z, 0 ; F J + A M
où la signification de log 0  (z,0; F J  es t analogue â celle de 
la fonction  (36).

5. Second passage  à  la  lim ite. N o u s  allons exam iner 
le com portem ent de la fam ille de fonctions harm oniques

(38) log 0  (z, A) , 0 <  A ,

lo rsque  A->0. Je  dis q u ’on a dans le p lan  en tier

(39) y  log 0  (z, log 0  (z, A') si 0 <  A <  A '.

En effet, lo rsque  z-*oo tou tes les fonctions (32) tenden t 
vers l’infini donc  de m êm e 0  z, A) Soit R  >  0 un  nom bre 
si g rand  qu ’on  ait

0 ( z ,  A )> e M po u r | z | > R

e t que J + F  so it continu  à l’in térieu r de la  circonférence 
C { |z |  =  R}. D ’après (10) à to u t point z e t à « > 0  co rres
pond  un  nom bre  N  te l que, si n >  N ,  on a

} /  F n (z, A) <  (1+e)* 0  (z, A)

et à fortiori

I L(n (z, x (n)) | enX” (x>) <  (1W '  0  (z, A)" , j  =  0 ,1 ,. . . ,  n , 

où x J =  x C") =  x (J >'). Lorsque z es t s itué  su r C  on a 

0 ( z ,  A) >  donc é tan t A <  A' on a

’) Dans le cas général, où la frontière F est quelconque, log $(z,0) 
est la fonction de Green généralisée de Doo.
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I L 0) (z, V n)) | <  [(1 + e ) 0  (z, 2)1,V e”(x>) ]nX 
< [ ( l  +  £ )0 (z ,2 )1,% 9’(*'T]"V

Il s’ensuit que

I 0 O) (z, t', ? n))| <  [ ( i + £) 0  (z,;)w]"y , ; = o, i „ .. n ,

e t  comm e 0 „  (z, A') <  m ax [ (z, A', x(n)) I on trouve

} / (z, â') 1̂  <  (1 +  e) <Z> (z, A)1W po u r n> N,

d ’où l’on  dédu it l’inégalité (39) sur C  car e est a rb itra ire 
m en t petit.

L’inégalité (39) a lieu aussi sur Fx car sur Fx son p rem ier 
m em bre =  <p(z) d ’ap rès  (29) e t le second est <ç>(z) d ’ap rès 
(12). En dehors de F k le deux  m em bres sont harm on iques 
d ’après le théorèm e II car F, D  F k, donc d ’ap rès  le p rincipe 
d ’extrem um  l’inégalité (39) a lieu dans le cercle | z K  R et, 
com m e R  e s t a rb itra irem en t grand, dans le p lan  entier.

T h éo rèm e  III. Dans l'ensemble J  +  F il existe la 
limite finie
(40) lim ( 4  l°g I — 0 (z ) -

La fonction <I>(z) est harmonique dans J ,  continue dans 
d  + F et égale à <p(z) sur F8).

D é m o n s t r a t i o n .  La fam ille (38) est uniform ém ent 
bornée sur F  d ’après (11) e t (12), donc la lim ite (40) existe 
dans J  e t la fonction <h(z) y  est harm onique d ’après (39) e t 
le théorèm e connu de H arnack .

Soit z0 un po in t de  F et £ > 0 . Puisque <p(z) est continue 
en z0 il ex iste  un cercle K de cen tre  z„ tel que <p(z)>ç>(z0) —£ 
dans l’ensem ble F .K . D ésignons p a r  y(z) la fonction dé
finie su r F  comme il suit:

8) La limite (40) existe aussi dans le domaine D o o ,  mais elle y est par- 
out infinie.

16'
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z x | Ç’W  si 9j (z) < ç>(z0) — e, 
j ç>(z0) — « si ç>(z) ><p(z0) — e.

O n  sa it que, quels que so ien t z e t 2, on  a 0 fz ,2 9 9 )> 0 (z ,2 y )  
e t lo rsque  2 est suffisam m ent petit, so it 2 < 2 ( z #,£), l’ensem 
b le  F, correspondan t à v>(z) couvre un voisinage V ( z 0, e) 
de  z# su r F donc  lo rsque  z e V ( z 0, e) e t 2 <  2(z„, e) on 
a d ’ap rès (29)

<Z>(z, 299) > 0 ( z ,  2y) =  e'

O n en conclu t d ’ap rès  le théorèm e connu de Borel q u ’à 
to u t e > 0  correspond  un 2 (e )> 0  te l que, si 0 < 2 < 2 ( e) , on 
a su r F

0 (z ,2 < p )> e À[”(z)_El

donc en tenan t com pte de (12) on a su r F

<p(z) —  E < log 0 (z , 299) <  99 (z) pour 2 <  2(e) 
Z

Il en résulte que la convergence (40) est uniform e dans 
4  + F e t pa r suite la fonction 0 (z )  jo u it des propriétés d e 
m andées.

6. C onclusion e t rem arques. Il su it du théo rèm e p récé
dent que le problèm e de D irich le t p ou r un dom aine borné 
sim plem ent connexe quelconque d o n t la frontière est con
tenue  dans la fron tière  de son  dom aine com plém entaire Dcv 
adm et tou jou rs une so lu tio n 9).

La form ule (9) donne le m oyen  de constru ire ce tte  so lu 
tion  pour tous les dom aines com plém entaires à Doa en m êm e 
tem ps. Il suffit p o u r ce b u t de tro u v e r sur la frontière de 
Doo les po in ts ex trém aux  correspondan ts à la fonction fro n 
tière  donnée.

9) La formule (20) a été démontrée dans mon travail antérieur (Bull. 
Acad. Polon., Krakôw 1935, p. 79—91). En partant de cette formule 
M. M a s a o  I n o u e  (Proc. lmp. Acad. Tokyo, vol. XIII, p. 352—357) le 
prémier a prouvé que la limite (40) existe et donne la soluton du problème 
de Dirichlet lorsque F est une courbe fermé de Jordan. Dans sa démon
stration l’auteur admet comme le fait connu que le problème de Dirichlet 
pour l’interieur d’une courbe de Jordan I' possède une solution.
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C ette  m éthode est susceptib le de généralisations. D ans 
le cas des dom aines p lans m ultip lem ent connexes on do it 
rem placer les po lynôm es (6) pas des fonctions rationnelles 
de  la form e

7 =  0 ,1 ,.. . ,  n,

où p (z )  est une puissance d ’un  polynôm e convenablem ent 
choisi. C e cas général sera l’ob je t d ’un au tre  travail.

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SUR LES PUISSANCES DU NOMBRE 2

Par
W .  S lE R P IflS K I ( W a r s z a w a ) 1)

M. H. U  h  1 e r  a pub lié  récem m ent dans les Scrip ta  Ma- 
them a tica  vol. 15 (1949), p. 247—251 une note, dans laquelle  
il donne des va leu rs d e s  nom bres 2n p o u r certa ines grandes 
valeurs de n (com m e n =  1000, 2000, 3000, 4001).

Le b u t de ce tte  N o te  est de dém ontrer deux  théo rèm es 
su r  les n o m b res  2".

Théorèm e 1. So it k  un  nom bre naturel donné. L es restes  
m o d u lo  10k d e s  nom bres 2n (n — 1, 2 , . . . )  fo rm e n t une su ite  
in fin ie  périod ique, où la (plus courte) période  a 4.5k_1 ter
m e s  d o n t le p rem ier e s t  2 .

P o u r d ém o n tre r n o tre  théorèm e nous p ro u v ero n s  d ’abo rd  
le lem m e su ivan t:

L em m e. k  é ta n t un nom bre naturel, le nom bre  2 appar
tie n t pour le m odu le  5 à l’exp o sa n t  4. 5 -1.

D é m o n s t r a t i o n  d u  l e m m e .  Soit ô l’exposan t au
quel ap p artien t le nom bre  2 p o u r le m odule  5 [c.-à.-d. soit 
ô le p lu s p e ti t  nom bre  n a tu re l te l que 2* =  1 (m od 5*)]. 
Com m e on sait, on a 3 | g>(5k) , donc 3 | 4. 5 -1. P o u r k = l  
on  a évidem ent 3 = 4 ; n o tre  lemme est donc v ra i po u r k = l  
e t  nous pouvons supposer p lus loin que k > l .

S’il é ta it ô <  4 .5k_1, on au ra it so it 3 14 .5fc-2, so it 3 12. 5k l
Suposons q u ’on a p o u r un  nom bre  n a tu re l k > 2

(1) 24-5*“ 2= l  +  3 5k~ \ m o d  5k)

(ce qui e s t évidem m ent v rai p o u r k  —  2, vu que  24=  1+ 3 .5). 
Com m e k > 2 ,  on a k  —  1 > 1 ,  d ’où j  (k  —  1) =  k — 1 +  
(J— 1) (k— 1) >  k  pour j  —  2,3,4, e t 5 (k —1) =  k— 1 + 4  (k— 1) >  
k —  1 +  4 > k  +  l .

*) Communication présentée à la séance de la Société Polonaise de 
Mathématique, Section de Varsovie, le 2 Juin 1950.
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O r, on a
( l+ 3 -5 't_1)5= l + 3 - 5 k +  2 -5 -3 2.52(fc“1)+2-5-3?53(fc_1)+ 5  - 34.5 4(k'1) 

+  35. 5 ,5( X) e t on v o it que tous les term es à d ro ite , sauf 
les deux  p rem iers, sont d iv isib les p a r 5fc+1. O n tro u v e  ainsi

(2) (1 +3*5k_1)S =  l +  3 • 5k (mod 5fc+1).

O r, si l’on a a =  b (m od 5k), il ex iste  un en tier t te l que 
a =  b + 5kt. d ’où

as= (b+ 5k fi5 — b5+5’5kt  +  . . .  +  55fcf5 =  65 (m od 5*+1) : 

les form ules (1) e t (2) donnen t donc

24’5't-1= ( l + 3 - 5 fc~ 1)5=  1 + 3 -5 *  (m od 5fc_1) .

La form ule (1) est ainsi dém ontrée  p a r l ’induction  p o u r 
to u t k n a tu re l > 2 .

D ’après (1) on a

(3) 24’5 M = 1 (m od 5 * ), p o u r f c > 2 ,

ce qui p rouve  qu ’il ne  p eu t pas ê tre  ô I4 • 5fc7 2 D ’après (3) 
on a

(4) 24’5 *= |= l (m od  5fc+1) ,  p ou r f c > l  .

O n a

(5) 24 ’5k" 1- 1 =  (22 ’ 5fc~1—  1) (2Z ’ 5*_1+  1) ;

d ’après (4) le côté d ro it de (5) n ’e s t pas divisible p a r  5 
et, com m e 22 = — 1 (m od 5 ), d ’où 22’5 +  1 =  (— l ) 5 +
+  1 =  0 (m od 5), le p rem ier fac teu r à d ro ite  ne p e u t pas 
ê tre  divisible par 5k, c. à. d. on a

22 ' &k 1^ 1  (m od  5*) ,

d ’où il résu lte  qu ’il ne  p e u t pas ê tre  <3|2 • 5k x.
O n n ’a pas donc ni <5|4-5k_2,ni ô\2’5k~1 et, com m e 

ô |4 - 5 fc \  il en résu lte  que <3 =  4 -5 fc”1.
N o tre  lem m e se tro u v e  ainsi dém ontré.
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D é m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  1. D ésignons, p o u r  
k  e t n na tu re ls , p a r  le res te  m odulo  10 du  nom bre  2" . 

D ’après le théorèm e d ’E u 1 e r  on a, p o u r k  n a tu re ls  :

24 ‘5 = 1  (m od  5k) ,
d ’où :

24-5fc- 1+ f c _ 2fc çm o d  1Qfc) 

e t il en résu lte  to u t de su ite  que

24’5 + n ss2 "  (znod 10fc) p o u r n > f c ,

c’est-à-d ire
r n_H . 5fc-i =  p o u r n > k .

Si l’on avait
/*> fc_ x =  (*)
* k—1+4 • 5 1’

on au ra it (vu la définition des nom bres )

d ’où
2fc[2k- 1f24’5fc“ 1 - l ) ,

ce qui e s t im possible. La su ite  infinie r^fc) r ^ \ . . .  e st donc 
périod ique  et le p rem ier te rm e de la période  es t r(k>.

A dm ettons m ain tenant q u ’il ex iste  un nom bre n a tu re l 
m  <  4 • 5fc_1, tel que

r„+m =  pour n k.
O n au ra it donc

2"+m =  2n (m od 10fc) p o u r n ' ï : k  
donc, en  particu lie r, pour n =  fc :

2k+m =  /  (mO£/ 10fc) ,
ce qui donne

2m =  1 (m od  5k) ,

ce qui e s t im possible p ou r m < 4 - 5 k~1, d ’après le lemme.

N ous avons ainsi dém ontré  que la plus petite  période de 
la su ite  r(k)r ^ \ .. .  a 4 • 5k_1 term es.
Le théorèm e 1 e s t ainsi dém ontré.
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Il en résu lte  to u t de su ite  que, p o u r k  n a tu re l donné, 
les k-ièm es chiffres (en com ptant de d ro ite  à gauche) des 
nom bres 2" (n =  1 ,2 ,...)  fo rm ent une su ite  périod ique  (à p a r 
t ir  du k-ièm e term e ), où le nom bre  de term es de la plus 
courte  période  e s t un  d iv iseur du  nom bre  4 -5 fc—1.
P o u r k  —  1 cette  période  e s t form ée de qu a tre  chiffres 
2, 4, 8, 6 ; p o u r k  —  2 elle est form ée de 20 chiffres

0, 0, 1, 3, 6, 2, 5 1, 2, 4, 9, 9, 8, 6, 3, 7, 4, 8, 7, 5.

P o u r k  —  3 la période  a 100 term es.

Il est à rem arquer que le tro isièm e e t le deuxièm e chiffre 
(en com ptan t de d ro ite  à gauche) des nom bres 2"(n=3,4,...) 
p ris  ensem ble fo rm en t une su ite  périodique où la période 
a 100 term es qui p résen ten t (dans un certa in  o rd re ) tous 
les en tie rs  non  négatifs <  100. C ’est la su ite
00, 01, 03, 06, 12, 25, 51, 02, 04, 09, 19, 38, 76, 53, 07, 14, 28,
57, 15, 30, 60, 21, 43, 86, 72, 45, 91, 82, 64, 29, 59, 18, 36, 73,
47, 94, 88, 77, 55, 10, 20, 41, 83, 66, 32, 65, 31, 62, 24, 49, 99,
98, 96, 93, 87, 74, 48, 97, 95, 90, 80, 61, 23, 46, 92, 85, 71, 42,
84, 69, 39, 78, 56, 13, 27, 54, 08, 17, 35, 70, 40, 81, 63, 26, 52,
05. 11, 22, 44, 89, 79, 58, 16, 33, 67, 34, 68, 37, 75, 50.

N o to n s encore que les dern ières ch iffres des nom bres 
n (n =  l ,  2 , . . .)  fo rm ent une su ite  périod ique  d on t la plus 
courte  période a 20 term es e t que, po u r to u t m  na tu re l les 
restes m odu io  m  des nom bres zi" (n =  1, 2 , . . . )  fo rm ent une 
suite périodique.

T h é o r è m e  2 . m  é ta n t un nom bre naturel quelconque et 
s— le nom bre des c h iffre s  du nom bre m  (en représen ta tion  
décim ale), il e x is te  un nom bre naturel n te l que les s pre
m iers ch iffres  du nom bre  2" co ïnc iden t resp ec tivem en t avec  
ces du nom bre m

L e m m e . u é tan t un nom bre irrationnel >  0 e t a e t b é tan t 
deux nom bres réels, te ls  que 0 < a < b ,  il e x is te  un nom bre  
naturel n  e t un en tie r  k ^ 0 ,  te ls  que
(6) a < na —  k < b .
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D é m o n s t r a t i o n  du  lem me. Soit q un nom bre  n a 
tu re l tel que

(7) < b — a
y

et so it r un nom bre  n a tu re l >  -  . Les q +  1 nom bres j r a —

— E jra , où 7 =  0 ,1 ,2 ,. . . ,  q  son t tous  d istinc ts  (vu que a es t 
irra tionnel) e t to u s  > 0  et < 1 . Il ex iste  donc deux  entiers 
d istin c ts  7\ e t j 2 de la suite 0 ,1 ,. . . ,  q, te ls que

(8) 0 >  j rra —  E j1 ra — (y2 ra —  Ej2 ra) < ~  . 

D istinguons deux cas.
1) 7i >  72 • Posons s =  ( j± —  j 2) r , t  —  E /j ra —  E j2ra : s se ra  

donc natu re l, t  —  en tier >  0 et (8) donne

(9) 0 <  s a  —  t  <  -
9

e t il ex iste  un nom bre  n a tu re l m  qui est le p lus p e tit  te l 
que

m  {sa —  t) > a .
O n a donc

(m  —  1) (sa —  f) <  a , 

donc, d ’après (9) e t (7) :
m (sa  —  t) <  a + (sa —  t) <  a  +  ^  <  b

O n a ainsi
a < m  (sa —  t) < b

et, en posan t n =  m s , k  =  m t ,  on o b tien t les inégalités (6). 
où  n est un nom bre  n a tu re l e t k  un en tie r  >  0 .

2) 7\ <  ; 2. P osons s =  (72 — 7\)r, t  =  E j2ra — E ^ ra ; 
s  se ra  donc n a tu re l r, t  en tier >  0 , e t (8) donne
,  x 1
(10) — ~ < s a  — / < 0 ,

q
et, vu que b —  Eb — 1 <  0, il ex iste  un no m b re  n a tu re l m  
q u i e s t le p lus p e tit te l que

m {sa  —  f) <  b —  Eb — 1.
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O n a donc
(m — 1) (sa —  f ) ^ b  —  Eb —  1, 

d ’où d ’après (10) e t (7) :
m (s a  —  t) > b  —  Eb —  l + (sa— f)  >  b — Eb — 1 — |  > a - E b - l .  

O n a donc
a —  Eb — 1 <  m  {sa —  /) > b —  Eb — 1,

d ’où
a < m ( s a  —  f) +  Eb +  1 < b ,

et, en posan t n — m s, k  =  m t —  Eb — 1, on trouve  les inéga
lités  (6), où n e st n a tu re l e t k  entier.

O r, on a n — m s ^ s ^ » r >  d ’où n a > b e t comme d ’après a
(6), k > n a  —  b ,  on trouve  k > 0 .  Le lem me se trouve ainsi 
dém ontré.

D é m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  2. Soit m  un 
nom bre n a tu re l donné >  1. Le nom bre Lg 2 (où Lg désigne 
le logarithm e à base 10) é tan t irra tionel, il existe, d ’après 
n o tre  lemme, un nom bre  n a tu re l n e t  un en tier k > 0  tels 
que

L g m  < n L g 2 —  k  <  L g (m  +  1),
d ’où

L g m  + k  < n L g 2  <  L g (m  +  1) +  k  
e t

m -1 0 fc <  2" < m  10k +  10*, c .à .d . 2n< m - 1 0 fc +  10fc — 1 .

D onc, si m  =  (c1 c2 . . . cs)10 est la rep résen ta tion  décim ale 
nom bre  m , on a

du

( q  q . . .  cs 0 0 . .  .0)10 <  2" <  ( q  c2. . . q  9 9 . .  .9) 10

ce qui p rouve  que les s  prem iers chiffres du  développem ent 
décim al du  nom bre 2" sont respectivem ent les m êm es que 
les s  ch iffres du  nom bre  m.

Le théorèm e 2 e s t ainsi dém ontré.
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SU R  LA  P É R IO D IC IT É  M O D  m  D E  C E R T A IN E S
SU IT E S  IN F IN IE S  D ‘E N T IE R S

Com m e on sait, les res tes  m odulo  m  de term es succes
sifs de certaines su ites infin ies d ’en tie rs  
(1) uv u2, u 3>...

fo rm ent des su ites infinies périod iques, pa r exem ple po u r

n ( n + l )
2

Le b u t de ce tte  N o te  es t d ’é tu d ie r la base com m une de 
ces faits. C ette  é tude  m ’a été p roposée  par M. Z a r a n -  
k  i e w  i c z.

Désignons pa r {un } la  su ite  infinie (1). m  é tan t un 
nom bre  natu re l, nous désignerons p a r Fm la fam ille de 
to u te s  les su ites infinies (1) aux term es en tiers qui sa tis
font à la cond ition  suivante: les res tes  m odulo  m  des nom 
b res  up u2, ... fo rm en t une su ite  périodique. En d ’au tres 
term es la form ule { un } e Fm équivaut à l’assertion  qu ’il ex iste  
deux  nom bres n a tu re ls  k  e t h, te ls que

un+fc =  un (mod ni) pour n > /? .

Posons encore F =  F1F2F3... .

T héo rèm e 1. Si l’on a pour un m  naturel |u „ } e F m et 
{ v „ } e F m, on a aussi {u n +  v n }eF m e t {u nv n }e F m.

D é m o n s t r a t i o n .  Si { un } e Fm e t { v n } e Fm, il ex iste  
des nom bres n a tu re ls  k v k 2, h, e t h2 te ls  que

*) Communication présentée à la Société Polonaise de Mathématique, 
Section de Varsovie, le 9 juin 1950.
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u n+kt =  un (mod m  pour n hv e t v n+k == v n (mod m ) pour  
n > h 2 ce qui donne to u t de su ite

un+fci fc2 =  u n (mod m ) pour n >  hv e t v n+k k = v n (mod m) 
pour  n > h 2 d ’où

un+fcI fc2 +  vn+fc1fc2E=Eun+ v „  (mod ni) pour n > h 1 +  h2 
e t

u n+fci fc2vn+kifc2 =  un +  vn (mod m ) pour n > h 1 +  h2

ce qui p rouve  que { u „+ v „  } e Fm e t { un v n }eF m, c. q. f. d.

C oro lla ire  . S i{ u n}eF  et { v j e f ,  on a {un + v n}eF  et 
F.

C oro lla ire  2. Si [ u j  e F e t a e s t une co n s ta n te  en tière  
on a j a u j  e F.

C oro lla ire  3. S i{u„}eF , on a { u * } e F  pour  F = = 1 ,2 ,3 . . .

C oro lla ire  4. Sz f ( x )  est un p o lyn ô m e  en x  aux  c o e ffi
c ien ts  en tiers,, e t si t u j  eF, on a {f(u„)}eF .

Les dém onstra tions de ces corollaires n ’o ffren t pas de 
difficulté.

T h éo rèm e  2. a é tan t un entier, on a (a") eF.
D é m o n s t r a t i o n .  Soit m  un nom bre  n a tu re l donné.

D ésignons, p o u r n =  l ,  2 , . . . ,  par rn le re s te  du  nom bre  a" 
m odulo  m. Les nom bres rv r2,..., rm+1 ap partiennen t tous 
à la su ite  0, 1, 2 , . . . ,  m  —  1: ils ne peuven t pas donc ê tre  
tous d istincts. Il ex iste  donc des nom bres h e t l>  h de la 
su ite  1, 2 , . . . ,  m +  1, te ls  que r, =  rh. Com m e l > h, nous 
pouvons p o se r 1 =  h +  k, où k  est un nom bre n a tu re l (</?i). 
O n a donc rh+k =  rh, c ’est-à-dire ahfc — a '1 (m od m ), d ’où il 
résu lte  to u t de su ite  que a n+k — a" (m od m ) po u r nfS*h, ce 
qui p rouve  que {an} e F m. Ceci é tan t v ra i p o u r m =  l ,2 , . .., 
on trouve  {a"î eF, c. q. f. d.

C orolla ire  5. Si a e t r son t des en tiers  e t s est un 
| a nr |

nom bre naturel, on a E j « F.
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D é m o n s t r a t i o n .  Soit m  un nom bre  n a tu re l donné. 
D ’ap rès le théo rèm e 2 e t le co ro lla ire  2 on a {an r} e F ms e t 
il ex iste  des nom bres n a tu re ls  k  e t h te ls  que a"+* r  =
=  a n r  (m od m s )  p o u r n > h .  Il ex is te  donc p o u r to u t n > / i  

n-f-fc
un en tie r t n te l que an+k r =  a" r +  m s tn, d ’où  E 3 $ r  =

~  E — + m tn pour n >  h, d ’où  |  E-^—- j e F m, c. q. f. d.

En particu lie r, p ou r a —  m , il en résu lte  to u t de suite 
la périod icité  des développem ents des nom bres rationnels 
en fraction  infinie à base m  [le n-ièm e chiffre du  dévelop-

j. n  n—1
pem ent de -  étant, com m e on sait, E — -  — m g  —----- T ==

s s s
=  E ^ - ^  (m od m)].

O r, il est à rem arquer que, p o u r les su ites {vn} aux 
term es > 0 ,  la form ule [ v J e F  n ’en tra îne  pas en général la 
form ule {2v" )e F . Posons, en effet,

v„ =  n ! ( E / n — E / n — 1).

m  é tan t un no m b re  n a tu re l donné, on a év idem m ent m  | v„ 
po u r n > m ,  d ’où  {vn} e F m. O n a ainsi {vnH F .
O r, com m e on  vo it sans peine, on a

2Vn =  l +  E j / n — E ] /n  —  1 (mod 2) pour n  =  l, 2 ,...,

c ’est-à-dire 2v" =  0 (m od 2) p o u r tous les nom bres n carrés 
e t 2Vn =  l  (m od  2) p o u r tous les au tres  n na tu re ls , de  sorte  
que la su ite  infinie de  res tes  m od 2 d é n o m b ré s  2Vl, 2V2,... 
n ’est pas périod ique. Il n ’est pas donc {2Vn} e F 2, et, à plus 
fo rte  raison  il n ’est pas { 2Vn } e F.

O n a cependan t le

T h é o rèm e  3. Si l’on a pour un m  naturel {un) e F m et 
si {v„[ est une su ite  telle  que  vn> 0  pour  n =  l ,  2,...,
lim  v„ =  4*oo e t  [v „)eF , on a {unVn}e F m.
n =  o o



SUITES INFINIES D’ENTIERS 255

D é m o n s t r a t i o n .  Soit m un  nom bre  n a tu re l donné. 
D ’ap rès le  théorèm e 2 il ex iste  p o u r to u t nom bre  j  de la 
su ite  0, 1, 2,..., m — 1 des nom bres n a tu re ls  e t te ls  que

(2) jn+ki =  jn (mod m) p ou r n hj
Posons fc =  k 0fc1fc2...fcm_ 1 e t h =  h0+hï+...+hm_1: il résu lte  
to u t de su ite  de (2) qu ’on au ra

(3) x"’rk =  x" (mod m) pour n ^ h
quel que  so it le nom bre  en tie r  x.

Soit {vn} une su ite  telle  que vn> 0 ,  lim vn= + o o  et
n =  o o

{v„} e F. Il ex iste  donc des nom bres n a tu re ls  s e t l, te ls  que

(4) et v„+s =  vn (m od k), pour n> l
Soit n un  indice >  l. O n a donc vn >h. S i v n+s> v „ , on 

a, d ’ap rès (4), vn+s =  vn+kt, où  t e s t un e n tie r  > 0  et 
d ’après (3) on trouve

xv"+s =  x 'n~tk> =  xVn (mod ni) 
quel que so it l’en tier x.
Si v n+s< v n, on  a, d ’après (4): vn — vn+s =  k t,  où  t est un 
en tie r > 0  et, d ’après (3) on trouve

x Vn — xvn+s+kt == xVn+s (mod m) 
quel que so it l’en tier x. O n a donc to u jo u rs

(5) xvn+s =  xvn (m od m) pour n > l
quel que so it l’en tie r  x.

Soit m ain tenan t {u„} une su ite  te lle  que { u j  e Fm: il ex iste  
donc des nom bres n a tu re ls  q e t r te ls  que

u n+,  =  u„ (mod m) pour n>r,
d ’où
(6) uVn =  uv" (mod m) p o u r n >  r

n + q s  n

O r, d ’après (5) (pour x =  ua+qs) on a

(7) u Vn+qs =  u v" (mod m) pour n > l .
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D ’après (6) e t (7) on a donc

s  Un" (m ° d  P ° u r n > Z + r ,

ce qui p rouve que {u*n} e Fm, c. q. f. d.

Il résu lte  to u t de su ite  du  théo rèm e 3 le

C oro lla ire  6. Si l’on a pour un m  naturel [un} e F m, on  
a aussi {«"} e F m.

O n en d éd u it to u t de su ite  que {n"} e F, ensu ite  que 

p  F  etc.

T h é o r è m e  4 . Si { u J e F  e t si d  es t un d iviseur  

com m un  de tous les term es de la su ite  {u„}, àlors

naturel

D é m o n s t r a t i o n .  Soit {«„} une suite infinie telle  que 
{u„}eF e t so it d  un d iv iseu r n a tu re l com m un de tous les 
te rm es de la su ite  { u j .  O n a donc un =  d v n p o u r n — 1 ,2 ,..., 
où  v n (n =  1 ,2 ,.. .)  son t des en tiers.

Soit m  un nom bre  n a tu re l donné. Com m e {un}eF , on 
a {un} eF dm e t il ex iste  des nom bres na tu re ls  k  e t h, te ls  
que

un+k^ u n (mod dm ) pour n > h ,

donc, vu que un =  d v n pour  n =  l ,  2 ,—
d  vn+fc =  d  v„ (m od d m) pour n  >  h ,

ce qui donne

natu re l, on tro u v e  { v J e F ,  donc

v n+fc =  v„ (mod m) pour n > h ,

ce qui p rouve  que { v J e F m. Ceci étant v rai po u r to u t m
— le F, c. q. f. d. 
d  )

Il e s t à rem arquer que si, p o u r un m  n a tu re l donné, on a 
{un) e F m e t si d |u n p o u r n =  l, 2 ,. . . ,  la form ule J ~  J e F m

p eu t n ’être  pas vraie. P ar exem ple, pour m =  2, =  2 E V n
d  =  2. on a u = 0  (m od 2) p o u r n =  l ,  2 , . . . ,  donc { u j  e F2;
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e t on n ’a pas e E2> les restes  m odulo  2 de term es de

la suite {E |/n} ne donnan t pas une suite périod ique.
V oici une application du  théorèm e 4. D ’après le co ro l

laire  4 on a {n ( n + 1)} e F. O r, comme on sait, on  a 2 1 n (n + 1) 
p o u r n = l ,  2 ,.. .  (vu qu ’un des facteurs n e t n-f-1 est to u 

jou rs pair). D ’après le théorèm e 4 on a donc

c’est-à-dire:
Q uel que so it le nom bre naturel m, les restes  m odulo  

m  de  nom bres triangulaires succesifs  fo rm en t une su ite  
périodique.

En particu lier, p o u r m  — 10, la période a 20 term es, po u r 
m  — 100 elle a 200 term es.
r> n t /  n (n +  1) (2n +  l)  j  rPareillem ent on trouve  que j -----------g---------- j  e r  e t  que

f  n5 — 5 n3 +  4 n )
l 120 j e F.

T h éo rèm e 5. Si Von a, pour un  nom bre  naturel m  
{un} e F m, on a {u± + u2 + .. .+ u n] e Fm.

D é m o n s t r a t i o n .  Soit m  un nom bre n a tu re l donné 
e t so it { u j  une su ite  telle  que |u „ )e F m. Posons v„ =  
=  u1+ u 2+ . . .  +  un p o u r n =  l ,  2, 3.........
Il résu lte  de {u„)fF m qu ’il ex iste  des nom bres n a tu re ls  k  
e t  h, te ls  que

un+fc =  un (mod m ) pour n > h ,
e t  on en dédu it to u t de suite qu ’on a p o u r i e t j  en tie rs  
>  0:

un+lk+j =  un+} (mod ni) pour n > h ,
d ’où

m—1

V  u n+ffc+, =  m u n+7= 0  (mod zn) pour n > h ,
6 1=0 

e t
k m—l

X  S  Un + ik+ j^°  (mod m ) p ° u r n > h ,
> = 1  1=0

Kocznik Pol. Tow. Matera. XXm. 17
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c’est-à-dire
un+1+ « n+2+ . . . + u n+mfc =  0 (mod m ) po u r n > h ,

d ’où
Ui +  U2+ - -  +  +  u2+ . . .  +  u n (mod m )  pour n ^ h ,

c’est-à-dire
v n+mfc =  vn (mod m ) pour n > h ,  

ce qui p ro u re  que c. q. f. d.
En particu lier, p o u r u„ =  n (n  =  1, 2 ,.. .) ,  on re trouve  la 

form ule j  e F.



SUR CERTAINES FONCTIONS HARMONIQUES 
JOUISSANT DES PROPRIÉTÉS EXTREMALES 

PAR RAPPORT À UN ENSEMBLE 

Par
J. Gûrski (Krakôw)

1. O b je t du  trava il. Soit E  un  ensem ble borné et ferm é 
de poin ts du plan, / (z )  une fonction  réelle, définie e t c o n 
tinue dans E, p (z )  une fonction com plexe, définie e t con
tinue dans un dom aine D  con tenan t l’ensem ble E. N ous 
supposerons que p (z )  soit différent de zéro dans D.

Soit £0, fp . . . ,  un systèm e de n +  1 po in ts  d ifféren ts 
quelconques de E; je  désignerai ce systèm e plus brièvem ent 
par une seule le ttre  £
(D  ^ =  { ^ , ^ , . . . , f n}

D ésignons par (z; £, p, f, E) ou plus brièvem ent par 
+ („j) (z; f, p) le p rodu it

(2) 0 (/ ) ( z ; f ,p ) I l  c
=  0 Ç ,-

p ( Ç
p U)

] •
7 =  0 ,1 ,2 ,..., n.

z —

C ’est une fonction de z définie dans dom aine D. c

Faisons m aintenant v a rie r  les p o in ts  du systèm e (1) dans 
E  e t désignons p a r <&„ (z; p, f) ou plus brièvem ent p a r  (z; p) 
la borne inférieure du plus g rand  des n +  1 m odules 

(z;ê , p) |, 7 =  0, l , . . . , n ,  lo rsque, z é tan t fixe, les po in ts
(1) parcou ren t E

(3) 0 „ (z ;p )  =  in f { m a x |0 ^ ( z ; l ,p ) |} ,  n  =  l ,2 , . . .  .
0)

La borne 0 „ (z ;p )  est positive  en chaque po in t z e D

17
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En effet, soit m  la borne in férieu re  du p ro d u it |p ( z ) |e /(z) 
lo rsque  z p arcou rt E. V u  que p (z )  est différent de zéro 
su r E  on a m  > 0 donc

f t \ z ■*
1 71 (fc=4r;J

e t comme

m ax II * 2 
v> *=„

(fc+n 1 k
n +  1

on a
m<?n(z; p) =  inf {max | < P„(z; £ ,p) |} > ;  .

S*E O) |p(z)l
1

n +  1 '

Désignons p a r d  (F) le d iam ètre transfin i de E  in tro d u it 
par M. F e k  e t  e 1) e t observons que l’ensem ble com plém en
ta ire  de E par rap p o rt au plan ferm é est une som m e finie 
ou dénom brable de dom aines d isjo ints. D ésignons p a r Doo 
celui de ces dom aines qui con tien t le point à l’infini e t par 
F sa frontière. O n sait que d  (E) =  d  (F).

C onsidérons le cas p a rticu lie r où, c é tan t une constan te  
différente de zéro, on a

f  (z) =  0 dans E  e t p (z )  =  c dans D.

M. F. L e j a 2) a dém ontré que la su ite  (z; c)} ten d
dans le p lan  en tier vers une fonction limite jou issan t
des propriétés suivantes:

1° Si d ( E ) > 0 ,  <£>(z) est partou t fin ie  1 dans D  et 
(zj( =  1 dans E.

2° Si d (E) =  0, d> (z) est in fin ie  en dehors de  E  et <t> (z) 
=  1 dans E.

3° Lorsque F e s t une som m e de continus, log <î>(z) est 
la fo n c tio n  de G reen classique du dom aine Doo avec le 
pôle  z  =  c°.

>) M. F e k e t e, Math. Z., t. 17 (1922), p. 228—249.
2) F. L e j a, Ann. de la Soc. Polon. de Math., t. 12. (1934), p. 56—71.
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Le b u t de ce travail est d ’exam iner la suite (3) dans le 
cas général où f ( z )  e t p (z )  sont des fonctions quelconques 
rem plissan t les conditions spécifiées plus haut.

2. E xistence d ‘une fonction  lim ite. Considérons la 
suite (3).

T h éo rèm e  1. La su ite  { ÿd>n (z ; p ) } ten d  dans le d o 
m aine D  vers  une lim ite

(4) lim j '/0 n (z ;p )  =  0 ( z ; p ) .
n—>oo »

La dém onstration sera appuyée sur lem m e suivant:

Lem m e 1. Les -termes de la su ite  (3) sa tis fo n t quel 
que so it z e D  aux inégalités su ivan tes

(5) 0 /t+v( z ; p ) > 0 A(z ;p ) -0 „  (z ;p )  pour  p  e t v  =  1, 2........

D é m o n s t r a t i o n  d u  l e m m e .  Soit z un point fixe 
de D. Il est évident qu ’à chaque e >  0 on peut faire corres
pondre dans E  un systèm e de p + v  + 1  points { Vp+v) — ’ï
tels qu’on ait

0  +v (z; p) >  m ax | G>+v (z; v,p)\ — £.
0)

In troduisons les no tations suivantes: {£„, £j,. ..,£„} =  £ é tan t 
des points quelconque du plan , posons

(6) r ( ^ f v . . . , o = -  n
0«7<fc<n

(7) J  (£y; £ ) =  f l  I — I P ° u r  7 =  0.......n
k = 0 
(K*J)

et observons que, quel que soit 7 =  0, l , . . .n ,  on a relation

v  (£0, £p . . . ,  £„) =  J  (£,; ê) • v  (£0, £r...... ^ _ v  £/+1, . . „  y .

Ceci posé, soit z le point fixé plus h au t et

un  systèm e de v  points quelconque du systèm e q. L’ex
pression
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TF (z; ??., 
■'1

| p ( z ) | " - F C z ; ^ , . . . ^ )  - .n 2 f b l Js)
--------------------------:-------i --------- —  e  s= 0  •
\p ( V j ) ................p ( y lv)  r

possède un m axim um  lorsque, z  é tan t fixe, les po in ts 
parcou ren t le systèm e y. En changeant convenablem ent 
des indices des points de ce systèm e on peu t supposer que 
ce m axim um  soit égal à JF  (z; ĵ , .  )^+v),

La suite de dém onstration  est com plètem ent analogue 
à la dém onstration  du lem m e qui se trouve dans le travail 
d e  M. F. L e j a  inséré dans le Bull, de l’A cad. Polon. des 
Sc., C racovie 1936, p. 79—92.

Le théorèm e 1 résulte im m édiatem ent du lemme 1 e t du 
lem m e connu suivant:

Si une suite { a j  à term es positifs rem plit la condition
a /i+v> a „ ’a v pour p  et v  =  l, 2 , . . . ,  la suite y an tend vers 
une lim ite finie ou infinie.

3. C o n stru c tio n  des certa ines fonctions ex trém ales. 
C onsidérons la fonction

F(£„, e - n 2 f ( ^ )
P ( Q ...........P ( W

où  V  est définie par la form ule (6) e t cherchons
son m axim um , lorsque n é tan t fixe, les points varient
dans E. A ppelons n-ièm e sy s tè m e  ex trem a l de l’ensem ble  
E  p a r rap p o rt aux  fonctions /(z) e t p (z )  un systèm e de 
po in ts  de E, soit
(9) M U - U
p o u r lequel

(10) u  (£o> Êi- • O  =  m ax U  (f0, .......f n) .f e £
Supposons encore que les indices des poin ts 0̂, 

so ien t choisis de m anière à avoir 
J (S ,;£ )  J  (£,;£)

<  l p ( p l ? e n̂ ) pour ;  =  0 ,1 , . . . , n(11)
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e t form ons les fonctions
(12) 0^j)(z ; l ,p )  , j  =  0 , l , . . . , n .

Lem m e 2. En chaque p o in t z e E  les fo n c tio n s  (12) 
sa tis fo n t quel que so it n  aux  inégalités

(13) | 0 ^ ( z ; l ,  p ) | < e " Z(z) , j  =  0, l , . . . , n  .

D é m o n s t r a t i o n .  Si l’inégalité (13) n ’é ta it pas satis
faite dans E  pour une valeur de l’indice j  il existerait dans 
E  un poin t z  =  £'y tel que

I ë, p ) I >
donc

4  d ’p  â) • IP (Q  I'.1 enf^  >  J  â) • IP ( p  I? e ™ »

En m ultip liant les deux m em bres de cette inégalité p a r

n \ p d k-)\enf^
=  0 
*

on en déduirait l’inégalité

EJ Gq, . . ., Çy—j, £y, Sj+l’ • • • ’ ^n) (̂ 0’ • • • ’ n̂)

incom patib le avec l’hypothèse (10), donc les inégalités (13) 
o n t bien lieu.

Supposons m aintenant que p (z )  soit une fonction a n a 
ly tique régulière ne s’annu lan t pas dans D .

T h éo rèm e  2. Si d  (E) >  0, alors 1° il e x is te  dans l’en 
sem ble ouvert D — E  la lim ite

lim ÿ  | < 0)(z ;g ,p ) |
n - > o o

et cette limite est égale à la fonction d> (z; p) définie par (4)

(14) lim ) /  ®^0)(z ;g ,p )l =  0  (z; p) ,
n - > o o

2° la convergence est uniforme dans le voisinage de chaque 
point zeE>—E et la fonction log 0 ( z ;p )  est harmonique 
dans D—E.
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D é m o n s t r a t i o n .  1°. Soit z un  point fixe quelconque 
de D — E, r =  r ( z ,  E) la borne inférieure des d istances I z — a I 
lorsque a  parcourt E  e t R  =  R  (z, E) la borne supérieure des 
ces distances. Je  vais prouver les inégalités
(15) -^ ® n( z ; p ) < |0 (") ( z ; S ,p ) l < ( n + l ) - 0 n (z ;p )  , n  =  l , 2 , . . .

En effet, à chaque e >  0 on  peu t faire correspondre un  
systèm e de poin ts {??„, rin} —  r] tel, qu’on a it

(16) </>n (z ; p) >  m ax  1 ( z ;  rç, p) | — « .

D ésignons par (z; 17) le polynôm e

(17)
L(nn (z;»?) =  f ]

k= o  ’ /y  
(fc=t=

J =  0,1..... n

e t observons que le produ it (p(z))?<f>(n0) (z;£, p) est un p o ly 
nôm e du degré n. D ’ap rès la form ule d ’in terpolation  de 
Lagrange on a identiquem ent

%

(p (z)) &(n 5 (z; g, p) =  <P 0 n } ( ^ ;  I, p ) • (z; 17)
y=o

donc

e t par suite d ’après (13)
n

l 0 (n°) ( z ; I , p ) l < 2 '  I ^ C z ; ’?)
J = o  

n

=  £  1 } (z; »?, p) I <  (n + 1 )  • m ax | 'j) (z; rj, p) | .
7 =  o <P

En ten an t com pte de (16) on aura

I <P(n0) (z; Ê, p) I <  (n +  D • [<P„ (z; p) +  e]

donc la seconde des inégalités (15) est vraie c a r e est a rb i
tra irem ent petit.

Considérons le n-ième systèm e extrem al £ =  {£„, £v . .. ,  £„} 
de E  e t soit s celui des indices 7 = 0 ,  l , . . . , n  pour lequel
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0 „  (z; p) < m ax I (z; £, p) | =  | 4>(?  (z; £, p) I .
0)

O n a identiquem ent

0 C„S)(z ;ê .p ) l  =  l0nO)( z ; ^ p )

où  y . désigne le seconde m em bre de l’inégalité (11). E tan t 
v s > v „  on  a

Z Ç 0 R
r

<0„ (z; p) < s f c p ) $ 'q)(z ; é, p )

donc la prém ière des inégalités (15) est vraie.
La form ule (14) résu lte  im m édiatem ent de la form ule (4) 

e t des inégalités (15)
2°. Soit G  un dom aine bo rné  e t ferm é quelconque con

tenu  dans le dom aine D — E  e t z un po in t fixe de G. Désig
nons par J n la borne supérieure  du  p lus p e tit des p rodu its  (7) 
lo rsque le systèm e £ — varie  dans E.

O n sa it3) que /Â T  ten d  vers  Ie d iam ètre  transfin i d(E). 
Soit R  le diam ètre de E + G  e t r la d istance de £  à G ;

il est clair que r  >  0 . D ésignons encore par A  e t B  les 
bornes.

24 =  in f { J p(z) | , B  =  sup { | p (z) | } •

Puisque E  e st com pact e t p ( z ) 0 dans £  on a B > d > 0 . 
Je dis que

En effet, il existe dans E  un  systèm e de n +  1 points, 
soit { y oy v . . . , y n} = y ,  pour lequel J „ = m i n  J ( y ;-;y .) D ’après 
(2) e t (3) on a 1

1 F. L e  j a ,  BuL l’Acad. des Sc„ Cracovie 1933, p. 281-289.
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O . f e p X m j x  |

ce qui en tra îne la seconde des inégalités (18).
D ’au tre  part, so it x —  {x„, x1, . . . , x n} un^systèm e de n +  1

poin ts de E  po u r lequel
0 n(z ; p) =  m ax | } (z ; x , p) | .

É tan t J n >  min A  (xj ; x), on a
ü)

A n<P„(z;p)>|<Z>(ny)( z ; x , p ) |  >

ce qui en tra îne  la prem ière des inégalités (18).
De (15) et (18) on dédu it pour chaque z e G  l’inégalité

B
]/'An |P(Z)|

Puisque -> d (£ )  >  0 e t que | p(z) | est borné et plus grand 
d ’un nom bre positif dans G  la suite

log | 0  ® (z  ; L  p) | j

est uniform ém ent bornée dans G. Les term es de cette suite 
sont harm oniques dans G , donc la convergence 

1 log <P(z;p)logn
est uniform e dans G  e t p a r suite la fonction lim ite est h a r - 
m onique dans G.

4. Le com portem en t d e  la  fonction  P (z ; p) dans l‘en- 
sem ble E. Il e s t clair que la fonction <P(z;p) dépend de la 
fonction f(z). Supposons que la fonction f(z)  soit iden tique
m ent nulle dans E  e t que p(z) soit définie dans le dom aine 
D  p a r a form ule

p (z )  =  | /  zfc +  a ^ - 1 + . . .  + a fc 
où zk +  a x z k~ 1+ . . .  +  ak e st un polynôm e quelconque du dégré 
k > l  dont les zéros sont extérieurs à D  et la déterm ination 
du radical est quelconque. Le m odule | p  (z) | don t nous nous 
servirons dans la suite e s t bien déterm iné. Je vais dém ontrer le
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T héo rèm e 3. Sz l’ensem ble E  est une som m e de con tinus  
e t  z0 e s t un po in t de E  situé  sur la fron tière  de E, la fo n c 
tio n  <t>(z ; p) ten d  vers  1 lorsque z, en restan t dans le do
m aine  D — E, ten d  vers zQ.
(20) lim <P (z ; p) =  1.

D é m o s t r a t i o n .  Soit Q un  nom bre positif quelconque. 
Le point z0 est situé su r un continu C c iE .  Désignons par 
Cg la partie  de C  contenue dans le cercle | z — z„1 <  e e t po
sons # = m a x  | p(z)|. A  chaque e '> 0  correspond un nom bre 
p ( e ') > 0  tel que

(21) \ p°(z) |. < 1 +  £' si \ z ~ zo\ <  e (£/) •

Puisque I p  (z) | <  dans le cercle | z — z0|< e (e ')  e t que,
d ‘après (17) où / ( z ) ^ 0 , o n a  |<P(n0)(z ; l , p) | <  1 sur C  donc
(22) | p (z ) |” • | <Z>(n0)( z ;â ,p )  [ <  ( ^ ( £') ) n P °ur z e C ew

Je m ’appuyerai m aintenant sur le lemme suivant du à 
M. F. L e j a : 4)

Soit r  un continu quelconque, z„ un poin t de T  e t 
{ lFn(z)} une suite de polynôm es rem plissant sur r  la con
d ition  | l F n(z) | <  M  pôur n —  1 ,2 ,..., où M  est une constante 
e t le degré de W n(z) est <  n pour n —  1 ,2 ,... A lors à tou t 
e>0 correspondent deux nom bres positifs r = r  (s, f )  e t N —N(e,I") 
tels que

i / i î^ „ (z )  | <  1 + e  pour | z  — z01 <  r et n > N  .

O bservons que l’expression p (z)n ( z l,£ , p l /R ”̂  est un 
polynôm e du  degré n borné d ’après (22) par 1 sur C gW  
pour n  =  l ,2 , . . . ,  donc d ’après le lemme de M. F. L e j a  on 
a dans un voisinage | z — z01 <  r de z0 l’inégalité

| p  (z)? 0 (no) (z ; L  P) I <  • ( l  +  e)" pour n > N

e t p a r suite d ’après (21)

(23) |Z |0 (no)( z ; ^ ,p ) |  <  (1 +  e') (1 +  e) po u r | z—z„ | <  r et n > N .

4) F. L e j a, Math. Ann., t. 108, p. 517—524.
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D ’autre  p a rt, si z n ’appartien t pas à E  e t v — 1, 2 ,. . . ,  il 
existe  dans E  un  systèm e de k v + 1  po in ts t]0, rjkv tels
qu’on ait

(24) 0fcv ’P)= a ^ x  I ^kv  (z ; »?, p) I =

=  ï p è ) ? ’’ ' ™ » *  \ L k l ( Zr i ’P ( r f V\-

En appliquant la form ule d ’in terpolation  de Lagrange au p o 
lynôm e [p(z)j on a

kv
(p(z)) L kv (z;rj)  ■ p(r,)kV

j= o
donc

r a a x  | L .%  p ( r j ) kv  | >

et p a r suite d a p rè s  (24) <t>kv (z ; p ) >  l /(k v  + 1) O n en dédu it
l ’inégalité

<P(z; p) — lïm  k]/<t>kv (z ; p ) >  1
v—>oo

qui en tra îne (20) en vertu  de (23) .

5. C as particu lie rs  I. Supposons comme dans le num éro 4 
que  /(z) =  0 e t que p(z) soit le polynôm e du degré 1 de la 
form e p(z) =  p t(z) =  z — a, où a est un poin t quelconque 
n ’appartenant pas à E. D ’après (12) et (14) on a

z ; l , p 1') =  L ^ ( z ; l ' )  ■% ~a)n 
(z — a)n

et
; p,) =  lim ] / \  <P(n0) ( z ; l ,  p t)

n_* 1
Le point z — a est situé  dans un des dom aines dont la 

somme est l’ensem ble com plém entaire à E. Désignons ce do
m aine par D a .

T héorèm e 4. L orsque le d iam ètre  transfin i d(E) e s t p o 
sitif, alors log «p U jp J  est la fo n c tio n  de G reen (classique  
ou généralisée') du dom aine D a avec le p ô le .z  =  a .

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons d ’abord que E  soit une 
somme de continus. Il résu lte  im m édiatem ent des théorèm es
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2 et 3 que la fonction log est harm onique et po 
sitive en dehors de E  +  {a} et q u ’elle tend vers zéro lorsque, 
z  n ’appartenan t pas à E  +  {a}, tend vers un poin t quelconque 
de E .

O bservons m ain tenant que d ’après (19) la différence

^ •lo g  | ^ \ z - J , Pl)  | — log î ^ i

e s t bornée dans le dom aine D a— {a}, donc sa lim ite pour 
c’est-à-dire

(25) log 0 ( z ; p j )  — log i^zz^ï ,

y  es t bornée aussi. P a r suite la différence (25) est harm o
nique aussi au  point a ce qui prouve que log <t> (z ; p j  est la 
fonction de G reen classique de D a .

Lorsque la frontière de D a est quelconque, la dém onstra- 
stra tion  es t analogue à celle donnée dans le travail inséré 
dans ce journal t. X X I (1948), p. 70.

R em arque. Lorsque E  est une somme de continus, la 
fonction log <t>(z-,p )̂ est harm onique en dehors de E + D a et 
tend  vers zéro lorsque le point z n ’appartenan t pas E + D a 
tend vers un  point de E. P ar suite d ’ap rès le principe de 
m axim um , log <î> (z; p j  est identiquem ent égal à zéro en 
dehors de E + D a.

IL Supposons m ain tenan t que f  (z) =  0 e t que 

p (z) =  p2 (z) =  /  (z — a) ( z — /?)

où la déterm ination du rad ical est quelconque. A lors

a 0- « ) q 0- / ? )
(z — a) (z — ^)

Les points a et P son t situés dans l’ensem ble com plém en
taire  C E  de E. Désignons par D a le plus grand dom aine 
contenant a e t contenu dans CE  e t p a r  le dom aine ana
logue. Il e s t clair que les dom aines D a e t peuvent être  
identiques ou disjo ints.
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Supposons que D a=^Dfi e t désignons p a r  G ( z ,D a), la 
fonction de G reen du dom aine D a avec le pôle a e t p a r  
G (z , Dp) ia fonction analogue.

T h éo rèm e  5. Lorsque D a 7^ Dp alors

~ . z x ( G ( z ,D a) dans D a,
2 l o g < P ( z ,p 2) l G (z D ) dgn s D

D é m o n s t r a t i o n .  Supposons que E  so it une som m e 
de continus. Il resu ite  des théorèm es 2 e t 3 que la fonction 
2 log (z; p 2) est harm onique et positive en dehors de 
£) +  {a} +  {/J} e t quelle tend  vers zéro lorsque z  tend vers un 
point z„e E. Il reste à prouver que la différence

2 log 0 ( z ;  p 2) log 1
l z — a |

tend vers une limite finie lo rsque z-*a. C onsidérons à cet.
effet la suite partielle  j ) / 102°} (z; l, p2) | j e t observons que 

d ’après (19) la différence

log i 0 ^  (z; à, P2) I — |  log ! 

est bornée dan s D a—-{a}, donc la lim ite

(26) log 0  z; p2) — |  log |z2_a j
est bornée d a n s  le voisinage du po in t z =  a e t pa r su ite  la 
fonction (26) est bornée et harm onique au po in t z  =  a.

Pareillem ent la fonction
log 0 ( z ;  p 2) — l o g y ^ j j

est harm onique dans le dom aine Dp.
R em arquons que dans le cas où D a =  D /1 et a 7^'^ la

onction log 0  (z; p 2) est harm onique et positive dans 
D — {a}—-{/?} et tend vers zéro lorsque z tend  vers la fron
tière de D a. Les poin ts a e t sont des pôles du degré V2 
de cette fonction . En dehors de l’ensem ble D a+ D fi+ E  la 
fonction 2 log 0  (z; p 2) est identiquem ent nulle.
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Le cas ou  D a =  D fi e t a =  y? se rédu it au  cas I.

III. Considérons m ain tenan t le cas général où

p  (z) =  pk (z) =  / ( z - f l j  (z — a2) . . .  (z — afc)

e t  désignons par D a., i —  1, 2 ,. . . ,  k, le plus grand dom aine 
con tenan t a, e t contenu  dans CE. Lorsque D  D a , i ^ s =  
— 1, 2 , . . . ,k ,  on dém ontre com m e p lus h au t l ’égalité

fc*lo 0  (z; p fc) —  G  (z; D  .) dans D a., i = l , 2 , . . . k  ,

où G  (z, D a ) est la fonction de G reen  (classique ou généra
lisée) du dom aine D a avec le pôle a;. En dehors de l’en
sem ble E D + E  la fonction k - lo g 0 ( z ;p fc) es t identique
m ent nulle.

Si a, =  a e D a, z =  l ,2 , . . . , k  nous re trouvons le cas I.



SU R LES T R A N S F O R M A T IO N S  DES SY STÈM ES 
D ’É Q U A T IO N S  D IFFÉ R E N T IE L L E S L IN É A IR E S

par
Z . MlKOLAJSKA (K ra k ô w ) .

Le théorèm e qui suit constitue une réponse à une question 
posée par M. M. T. W azew ski e t J. Szarski.

T héorèm e: Considérons la transform ation  T  
(T ) f =  r ( i — l , . . . n )
A dm ettons que les fonctions F f (t, £n) e t leurs déri
vées partielles du prem ier o rdre  soient continues dans 
l’es pace de po in ts (t, f v . . .  £„) e t que le dé term inan t 
Dét. (F‘ (0 ,...0 )) soit d ifféren t de zéro. Supposons que T  

adm ette  la tran sfo rm ation  inverse T ~

( T - 1) Çi =  f i ( t , x s, . . . x n) ,T  =  t

valable dans l’espace to u t entier. A dm ettons en plus que 
la transform ation  T -1 appliquée à un  systèm e quelconque  
d ’équations différentielles linéaires e t hom ogènes à co e ffi
c ien ts constan ts

n
x, — S  au x

conduise à un systèm e linéaire du m êm e genre.
Ceci é tan t supposé nous affirm ons que la transfo rm ation  

T  est de la form e

x . =  £  e°' Vik t k, t  =  r ( / =  1 , . . .  n )

k=l

D ém o n stra tio n : Désignons par A  la fam ille de tous les 
systèm es linéaires, hom ogènes à coefficients constan ts.
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N ous dirons qu ’une transform ation  T  possède la p ro 
priété  P  lo rsq u ’elle transform e la fam ille A  en une famille 
partielle  de A.

Posons (0;-•• 0) =  7,fc. La m atrice ||y ifc|| n ’é tan t pas 

singulière elle adm et une m atrice  inverse || Pik ||. Envisageons 
la transform ation  linéaire L

*, =  j ? - * =  * ( z  =  l , . . . n )

k=l

e t la transform ation  com posée W  — L. T

( IF )  x, =  f  f t ,  F ’ • U  H ' (•. . . .  f , ) ,  /  =  .
s=l

O n vérifie facilem ent, que

(i) H;fc(o,...,o)=aifc
où  4  =  1 e t 4c =  0 p o u r i^ = k  (i =  l , . . .  n, k — l , . . . ,n ) .

N ous dém ontrerons dans la suite que les fonctions 
H' (r, 4 . . .  ainsi définies sont de la form e 

(*)

Il en résu ltera  n o tre  théorèm e, puisque T  —  L ~ \  W. 
N ous passons donc à la dém onstration  de la form ule (*).

La tran sfo rm ation  IF -1 =  T _1. L-1 possède évidem m ent 
la propriété  P. La transform ation  IF -1 appliquée à un sy 
stèm e quelconque

( £ x) x'j —  ( i = l , . . . n )

de la classe A  conduit à un systèm e d ’équations d ifféren
tielles

(R i) =  2 1 A ij (z =  1 ,... n)
j= i

U ne intégrale quelconque f, =  (/) de passe par
l’interm édiaire de W  en une intégrale x, =  x, (/) de (Rj). 
O n aura pa r suite l’égalité

Rocznik Pol. Tow. Matem. XÎCHI. 18



274 Z. MIKOLAJSKA

(2) X, =  H ' (/, .. f n) +  J  H ‘êk (t, . £n) f k
k = l

valable le long de cette  intégrale. En rem plaçant respective-
n n

m ent x, pa r 2? a^Xj e t p a r  S  A tj nous aurons

n
(3? Z  a^x , 

j=i J 1

En rem plaçant dans les dern ières égalités p a r  H '( f , £r . .. £n) 
nous o b tien d ro n s l’égalité

(4)

2  a tJ W  (t, . .  U  -  H \ (t, Sv . . .  £„) +  Z  H Sk (t, t , . . . Q A kl S
7 =  1 k , l  =  l

valable le long de tou tes les entégrales de (R J .  P a r chaque 
po in t de l’espace (t, f p . . .  f n) passe une in tégrale de ce systèm e 
e t p a r  suite les relations (4) sont valables dans l’espace  
to u t entier. A  chaque m atrice || atj || co rrespond  donc une 
m atrice constan te  || A :j || vérifian t p a rto u t l’identité  (4). A  une 
m atrice quelconque bi; co rrespondra  d ’une façon analogue 
une m atrice fî,7 telle que

n n

2 b^H’V, Sv. .. (t,Sv.

O n aura  donc

2  ( a , - b , )  H }( t , t v . . .  £  H ‘ ( t j v . . .  Q  A k - B kl) t
fc,/=ij= i

e t p a r  suite

(5)
7 =  1 k l = l

où C,7 =  a 0- — , C kl =  A k, —  BkI (k, l, i, y, =  1 ,... n)

A  chaque m atrice  || c tj || correspond donc une m atrice IIC H || 
satisfaisant aux identités (5).
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P our cij= 'ô ij ( i n )  nous aurons d ’après (5)

(6)
kl =  l

e t pour £ ,,=  . . .  =  £„ =  0 nous obtiendrons

(7) H ' ( / ,0 , . . .  0) =  0 (i =  l , . . . n )

Posons dans les relations (5) f =  f2 = . . .  =  £ „ =  0, fx =4= 0. 
N ous aurons

i  c l7 H1 (0, 0 ,.. .  0) i  (0, 0 ,.. .  0) c kl
1=1 k - 1

e t p a r  suite d ’après (7)

f  CijH> (0, # fi £r  0 ,.. .  0) -  i  H ‘ (0, 0 ,... 0) Ckl S,
1=1 k - 1

où 0 <  &Sl<  1.

D ans le cas où £x 4= 0 nous aurons

(8) 2 ’ c,7^ i ( 0 ,^ i ^ 0 , . . . 0 ) - ^ H ; fc( 0 j 1,0 , . . .  0 )C fcl
7 = 1  fc = l

Les fonctions H'S1 (t, £v . . .  £n) é tan t continues nous ob tiendrons 
en passant à la lim ite £x -> 0, les relations

i  Cij H ]Si (0 ,... 0) =  i  H ‘k (0 ,... 0) Ckl ( / = ! , . . .  n)

En posan t f == £p =  . . .  =  £p_ x =  £p+1. . . =  £ „ =  0, £p =t= 0 nous 
ob tiendrons d ’une façon analogue

i  c .  H l  (0 ,... 0) -  i  H ‘ (0 ,... 0) C kp ( ip =  1 ,... n)
7=i "7

ce qui exprim e que

k = l

S  Ci j  Ùjp S  &ik C k p
7= 1  k = l

(zp =  l , . . .  n)

18*
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c’est-à-dire
(9) c ip =  C,? .

En raison de (9) e t (6) nous aurons pour c,. =  s, e t c,j =  0 
(i =4= /) les identités

k = l

d ’où il v ient que pour tous les sk on aura
n 1 / 4  u f , - - ô ikH k ( U p. . . i n) l ^ o 0  =  1,. . .n )

k = l J
e t par conséquent

0

d ’où

(10) H U '. f , , - . • ^n) =  0 pour i =t= k

(11) H ' (t, (i =  1, • •• n)

E n s’appuyan t sur (10) on conclut que H ' ( t,S v . .. £n) ne  dé
pend que de deux variables t e t c ’est-à-dire
(12) H ' (/, f p . . .  ên) G ' (/, f,) (/ =  1,... n)

d ’où, en vertu  de (11), on aura pour £, =t=0

n  „  <?'(/,£,) Z. ,
G f. (/, f ,) = ----- t------  0  =  1,... n).

’  i

En considérant t comme un param ètre  on voit que la 
fonction G  vérifie l’équation  linéaire

d y   y

on  aura  donc
Si
f  ds

G* (t, =  G ' (/, £,) X  =  G ' (/, £,) 4  = '  (f) • f

i

0 3 )  G ' ( u , ) = ^ m .
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D e la con tinu ité  de H ' t, v . . . , S n) e t de relations (12) et
(13) il s’ensuit que l’on aura  p a rto u t

(14) H '( / , f p . . .

H\ (t, ê p ... f n) é tan t continue la dérivée (t) existe e t elle 
est continue. D ’après (1) on aura

H t (0 ,.. .0 )  =  1» 1
d ’où, en vertu  de la relation (14), il v ient que

" , (0) — 1.

En posan t a fy=  ôjj e t H' (t, £p . .. £„) =  " f (f)  dans la re la tion  
(4) on obtiendra

h ' (t, ê p ... (t, i p . .. u  +  Z  h -, a ,
i/c=i

" ,  (f) f, =  coÇ (/) f . +  j )  " ,  (0
i=i

■ ■ ■ ^n) -Au f,

£/ (i == 1,1

O n aura donc pour f, =  <5,-, (? = = 1,.
(f) =  fJ}. (/) (1 -  A J (« = = 1,.

En posant o, = ■ 1 — on aura

" ,  ( 0  =  " ,  (o) eo,f (/ = = 1,.
d ’où il résulte que

( 0  =  " ,  (0) e°if (« = = 1,.
c’est-à-dire

(15) " ,  (/) =  e°'f 0  = = 1,.

En s 'appuyan t sur (5), (9) et (15) on voit que

n)

n)

n)

n)

n)

n)

7 = 1 k l= l
( t  < ^ 1

J  ci ;&>; (/) ê . =  J  ü)i (t) citi ,  (1 =  1 ,... 
7 = 1  1=1

i  Jeu. ( t ) - o i , .  ( / ) 1 ^ 0  (/ =  ! , . . .

n)

n )
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d ’où il résu lte  que
cot (/) =  (o, (/) (/, j =  1,... n)

c’est-à-dire

e° / =  e°if =  eof
e t  pa r suite

ce qui term ine la  dém onstration  de la form ule ( * ).



C O M P T E S  — R E N D U S

D E  L A  S O C IÉ T É  P O L O N A IS E  D E  M A T H É M A T IQ U E .

1. X . 1949 —  1. V II. 1950.

É ta t de la  S o c ié té .

L’état du Bureau C en tra l de la Société ainsi que les é ta ts  
des B ureaux des Sections de Cracovie, G dansk, Lublin, 
Poznan et V arsovie é tan t les m êm es que dans la période 
précédente (voir A nnales de la Société Polonaise de M ath é
m atique  X X II, 1950, p. 273—275) nous nous bornons à pub lie r 
l ’é ta t actuel de la Section de W roclaw .

S e c tio n  d e  W ro c la w .

P résiden t de la Section: Prof. D r. W ladyslaw  â l e b o -  
d  z i n  s k  i.

V ice-P résiden t de la Section: P rof. D r. E dw ard  M a r -  
c z e w  s k  i.

Secrétaire de la Section: M gr. A b rah am  G  ô t  z.
Trésorier de la Section: D r. M aria  N o s a r z e w s k a .  
M em bre du Bureau de la Section: Prof. Dr. B ronislaw

K n  a s t  e r.
C om m ision  de Contrôle: Prof. D r. Je rzy  S l u p e c k i ,  Prof.

D r. H ugo S t e i n h a u s ,  Prof. D r. W ito ld  W o l i b n e r .  
D élégués à l’A ssem blée  G énérale de la Société: Prof. Dr.

B ronislaw  K n a s t e r ,  Prof. D r. E dw ard M a r c z e w s k i ,
Prof. D r. Jan  M i k u s i n s k i ,  M gr. M arceli S t  a r  k. 

Suppléan ts des Délégués: Prof. D r. H ugo S t e i n h a u s ,
Prof. Dr. W ladyslaw  ê l e b o d z i n s k i ,  Dr. Stanisïaw  

H  a r  t  m  a n , Prof. D r. Je rzy  S l u p e c k i .

C o m p te s  R en d u s d e s  S é a n c e s  d e s  S ec tio n s .

S ec tio n  d e  C ra co v ie .

18. X. 1949. K r z y z a n s k i ,  M.: Sur la solution élém entaire  
de l’équation de la chaleur. R endiconti dell’Acad. 
N azion dei Lincei, 1950.

25. X. 1949. Séance tenue à l’occasion du m ois de l’am itié 
po lono-sov iétique  avec les conférences sur



280

,,1’O euvre des m athém atic iens soviétiques"  pro  
noncées par:
L e j a ,  F.: Fonctions analytiques,
G o l ^ b ,  S.: G éom étrie,
W a z e w s k i ,  T.: Equations d ifféren tie lles, 
L e i t n e r ,  R.: D idactique  des m a th é m a tiq u e s

8. XI. 1949. L i  t  w  i n  i s z y  n, J.: A  certain boundary pro-
blem  o f vibrating string  (à p a ra ître  dans les 
A rch ives de M écanique A ppliquée, t. 2, fasc. 2).

9. XI. 1949. W e k u a ,  I. N .: Q uelques problèm es de la th éo 
rie des équations aux dérivées partielles du typ e  
elliptique.

L’auteur a parlé de quelques résultats publiés dans son 
livre: Nowyje metodv rieszenia elipiiczeskich urawnienij, 
Moskwa, 1950 (Nouvelles méthodes de solution des équa
tions du type elliptique).

15. XI. 1949. L e j a ,  F.: Sur le problèm e des coe ffic ien ts  des  
fonctions  ana lytiques un iva len tes dans le cercle  
A nn. Soc. Pol. M ath., t. X X III (1950), p. 69—78.

22. XI. 1949. W  r  o n  a , W .: O n m ultivectors in  the  R ie -  
m annian space, (à p a ra ître  dans le Casopis p ro  
pëstovân î m atem atiky  a fysiky).

29. XI. 1949. Z  i e m n i c k  i, J.: Sur quelques applica tions de  
l'équation de la chaleur dans la techn ique  de  
m oteurs term iques à p iston.

6. XII. 1949. C  e c h , E.: A ffin ité s  e t hom ographies tangen 
tes  à une correspondance en tre  deux espaces  
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l’Ac. Pol. des Sciences e t des Lettres, séance 
du 5. X II. 1949.
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d ’équations différentielles. A nn . Soc. Pol. M ath., 
t. X X III.

7. III. 1950. H l a w i c z k a ,  S.: T h e  u n ity  o f the notion o f 
the number, addition and m ultip lication based  
on the  relational arithm etic.

In the relational arithmetic-based on the notion (due to 
Newton) of the number as a relation between two quanti- 
ties of the same kind the operations of addition and multi
plication are defined in the following way:

p +  r^ |Q |.p 'Q /r 'Q  = s'Q 
p • r ÿ  |Q |-p' I r'Q=s'Q

wherein Q is a quantity, P/R the relational product of two 
relations.

These définitions are valid for ail kinds of numbers, as 
integers, retional, relative, real and complex numbers.

There exists in the relational arithmetic also a unique 
définition of a power:

p 'S r 'p .

21. III. 1950. L e  j a , F.: Sur le problèm e de D irich let dans le 
cas des données fron tières d iscontinues n ’a d 
m e tta n t que deux valeurs d ifféren tes.

Soit F la frontière d’un domaine plan, borné D simple- 
mant connexe, <p (z) une fonction réelle définie sur F 
n’admettant que deux valeurs différentes A  et B et un 
système de n +  1 points différents quelconques f0,

situes sur F.
Désignons par L<;)(z,^<n)) le polynôme du degré n égal 

à 1 au point z — fy et à 0 en d’autres points du système 
f(">et par um n (z, f<n)), où m et n = l ,2 ... ,  la somme

um „ (*. t ("’) =  Z  1 ^  (z. C<n>)| e”«P’n,m 
i=o

se réduisant à e’>(z)' n,m aux points du système Désig
nons encore par um, n ( z )  la borne inférieure de cette 
somme lorsque n étant fixe le système varie sur F- 
Il est évident que la fonction um>n (z) est positive dans
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le plan entier et que log umn (z) constitue une approxima

tion de la fonction —q> (z) sur F. On démontre que:m
1° Il existe dans l’ensemble D+F la limite réitérée

lim < lim — log u (z) • =  u (z)m -» o o (n -> o o tn  J )
et on a A ^u(z)+ ^q>  (z) aux points de F.

2° La fonction u (z) est harmonique dans le domaine D,
continue en ceux des points de F en lesquels q> (z~) est conti
nue et on a u(z) — <p(z) aux points de continuité de <p (z).-

28. III.

9. V.

23. V.

30. V.

1950. â l e b o d z i n s k i ,  W .: Sur la géom étrie  tex tile  
et les connexions a ffines  (à p a ra ître  dans les 
P race  M atem atyczno-Fizyczne).

1950. W a z e w s k i ,  T.: Rem arques relatives au voyage  
scien tifique en Tchécoslovaquie.

1950. S l u p e c k i ,  J.: Logique e t l’enseignem en t des  
m athém atiques.

1950. L e j  a, F.; U ne m éthode nouvelle de  résolution  
du problèm e de D irichlet dans le plan.

Soit F la frontière d’un domaine plan quelconque D con
tenant le point à l’infini dans son intérieur, <p(z) une fonction 
réelle définie et continue sur F, A l’ensemble ouvert (supposé 
non vide) complémentaire à D+F et un système de po
ints différents quelconques situés sur F.

Désignons par V (Ç ^)  le produit de toutes les distances 
mutuelles des points f 0, fj,...-, par 1 un paramètre réel et 
par I '\ ( f ("-)) le produit

K(C(n)) .e -n * y)

Lorsque le système varie sur F le produit reste
borné et atteint un maximum V Soit
(1) x<n> =  { / on),x<n)......4 n)l

un système de n +  1 points de F (dépendant de 1) en 
lequel Vz (x<n)) =  y Formons la somme

(2) Fn (z, 2) =  £  | Lü)(z, *<”>) |
/=«

où (z, /">), j= 0 ,l, .. .  n, désigne le polynôme de Lagrange 
du degré n égal à 1 au points z = x^n) et à 0 en d’autres 
points du système (1).
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Il est clair que la somme (2) est positive dans le plan 
entier et qu’elle se réduit à aux points du système
(1) donc la fonction
(3) fn (z, 2) =  |  log j /  Fn (z. 2), n = 1, 2.....

se réduit à <p (z) aux points (1) et constitue une approxi
mation de la fonction frontière (p (z) sur F. Observons 
encore que l’ensemble A est une somme finie ou dénom
brable des domaines simplement connexes disjoints et que 
la frontière de A est contenue dans F. On peut démon
trer que:

1° Dans l’ensemble A +  F il existe la limite réitérée
lim /  lim fn (z, À) \  =  <I> (z)

2 -»  0 1 n->oo )
y satisfaisant à l’inégalité m ^ 9  (z) M, où m et M sont 
les bornes de <p (z) sur F.

2° La fonction $  (z) est harmonique dans A, continue 
dans A + F ef égale à rp (z) sur F.

Cette méthode de résolution du problème de Dirichlet 
dans le plan pour des domaines simplement connexes bor
nés quelconques peut être étendue à des domaines multi- 
plement connexes.

6. VI. 1950. Discussion publique su r le sujet: Pourquoi la con
naissance des m athém atiques supérieures est 
nécessaire pour enseigner les m athém atiques  
élém entaires.

7. VI. 1950. E g e r v â r y ,  J.: Sur le problèm e des trois corps.
U ne p artie  de ces résu ltats est contenue dans 
le travail: Sur une nouvelle solution particulière  
du problèm e des trois corps. (C om m entarii 
M ath. Helvetici, t. 24, fasc. 1).

S ec tio n  d e  G d a n sk .
17. X. 1949. T u  r s k i ,  St.: Sur les résultats acquis par les 

m athém aticiens soviétiques.
21. X. 1949. N a l e s z k i e w i c z ,  J.: Sur les m éthodes de-

relaxation dans les m athém atiques appliquées.
22. I. 1950. G o l q b ,  St.: Sur une généralisation des équa

tions de Bonnet-K owalew  ski dans l'espace à plu
sieurs dim ensions.

1. I. 1950. P ç c z a l s k i ,  M.: Sur la rationalisation des
m athém atiques.
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Section  d e  Lublin

2. VII. 1948. B i e r n a c k i .  M.: Sur une inégalité.
19. XI. 1948. R y  11 - N  a r  d  z e w  s k  i, C.: Sur quelques pro

prié tés des corps convexes.
3. XII. 1948. B i e r n a c k i ,  M.: Sur les fonctions fa ib lem ent

p-valentes.
22. XII. 1948. B i e l e c k i ,  A.: Sur la défin ition  des fonctions  

trigonom étriques à l’aide des intégrales.
21. I. 1949. B i e r n a c k i ,  M.: Sur quelques propriétés des  

ovales.
21. I. 1949. B i e r n a c k i ,  M.: D ifferentia lgeom etrie  d e R o th e  

(com pte rendu bibliographique).
11. II. 1949. R y l l - N a r d z e w s k i ,  C.: Sur un théorèm e  

de M. W a zew sk i.
18. III. 1949. B i e l e c k i ,  A.: Sur la couverture du plan par 

des segm ents.
18. III. 1949. B i e r  n  a c k  i, M.: Blaschke: D ifferen tia lgeo

m etrie  (com pte rendu  bibliographique).
26. III. 1949. K r z y z a n s k i ,  M.: Sur les m éthodes de re

cherche des intégrales des équations linéaires 
du typ e  elliptique d iscontinues sur le bord du 
dom aine d ’existence.

14. V . 1949. L e j a ,  F.: Sur une m éthode d ’approxim ation  
des fonctions.

14. V. 1949. L e j a ,  F.: U ne dém onstra tion  nouvelle d ’un  
théorèm e de la théorie des séries.

1. X. 1949. B i e r n a c k i ,  M.: Les principaux résultats o b te 
nus par les m a thém atic iens de l’U. R. S. S.

Le conférencier a exposé les résultats obtenus par le 
mathématiciens de PU. R. S. S. dans différents domaines, en 
particulier dans la théorie des fonctions d’une variable 
réelle, des fonctions analytiques, de la théorie des ensem
bles, du calcul des probabilités et de la théorie des 
nombres.

18. XI. 1949. K r  z y  z, J.: Sur une inversion du théorèm e d e  
la m oyenne  (à p a ra ître  dans les A nnales U niv . 
M. Curie-Skîodow ska, Lublin. vol. IV, 1950).
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22. XI. 1949. B i e r n a c k i ,  M.: Sur quelques inégalités  (à p a 
ra ître  dans les A nnales U niv. M . Curie-Sklo- 
dowska, Lublin, vol. IV , 1950).

13. I. 1950. J  a k  ô b  c z y  k, F.: L es fractions périodiques  
dans d iffé re n ts  sy s tè m e s  de num ération  (à p a 
ra ître  dans les A nnales U niv. M. Curie-Sklo- 
dowska, Lublin, vol. V).

20. I. 1950. A l e x i e w i c z ,  A.: Sur les vecteurs-fonctions.
18. III. 1950. L e j a, F.: Sur les coeffic ien ts des fonctions

analytiques univa len tes dans le cercle.
3. V I. 1950. W  r  o n  a, W .: Sur une classification des espa

ces de R iem ann.
Le conférencier a indiqué une classification possible des 

espaces de Riemann, fondée sur les propriétés de la cour
bure scalaire d’une m-direction et des multivecteurs princi
paux en un point d’un espace de Riemann; ces propriétés 
ont fait l’objet de plusieurs publications antérieures du confé
rencier.

10. V I. 1950. K r z y  z a n s k i ,  M.: Sur un procès stochastique  
continu en  relation avec l’équation de la cha
leur (à p a ra ître  aux R endiconti dell’A ccad. N a- 
zionale dei Lincei).

23. V I. 1950. T a t a r k i e w i c z ,  K.: Sur la convexité  des
sphères dans l’espace de B anach e t sur la 
m eilleure approxim ation  (à p a ra ître  aux A nn. 
Soc. Pol. M ath., voir aussi C. R. Ac. Sc. Paris 
227).

Section d e  Lôdz.

5. XI. 1949. Séance tenue  à l’occasion du m ois de l’am itié 
polono-soviétique avec les conférences su r l’O eu
vre des m athém atic iens soviétiques  prononcées 
par:
K  r  y  s i c k  i, W .: Calcul de probabilité et la sta
tistique m athém atique.
P o p r u z e n k o ,  J.: Théorie analytique des  
nombres, théorie des ensem bles e t topologie.
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C h a r z y n s k i ,  Z.: A n a lyse  fonctionnelle . 
J a n o w s k i ,  W.: Théorie  des fo n c tio n s  ana ly
tiques.

28. XI. 1949. C h a r z y n s k i ,  Z. e t J a n o w s k i ,  W .: Sur 
l’équation générale des fo n c tio n s  extrém ales  
dans la fam ille  des fonctions  un iva len tes bor
nées  (à p a ra ître  dans les A nn. U niv. M. C urie- 
Sklodow ska vol. IV ).

Soit f (z) la fonction holomorphe univalente dans le 
cercle | z | <  1 de la forme
(1) f (z) = aj z +  où at >  0 

pour laquelle
(2) | / ( z ) |< l .
Considérons la famille
(3) F
de toutes les fonctions de la forme (1) assujetties à la 
condition (2) et la famille
(4) Ft

de toutes les fonctions appartenant à la famille (3), pour 
lesquelles

flj >  T, où 0 <  T  <  1.

Les auteurs donnent la généralisation des équations pour 
les fonctions extrémales obtenues par Z. Charzynski *).

Le résultat essentiel est compris dans le théorème sui
vant: Etant donnée une fonctionnelle réelle
(5) K (f)
définie dans la famille (3), différenciable en chaque point 
de la famille (4), dont la différentielle ne s’annule identi
quement dans aucun point de la famille (4), chaque fonc
tion extrémale (c. à. d. pour laquelle la fonctionnelle (5) 
atteint son maximum dans la famille (4)):
(6) «, =  / • = / •  (z),
appartenant à la famille (4) remplit les conditions sui
vantes:

’) Z. C h arzy n sk i: „Sur les fonctions extrémales dans les familles 
de fonctions univalentes” à paraître.
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I. Il existe sur la circonférence
(7) | z | = l
un arc ouvert
(8) C
tel, que la fonction (6) reste analytique sur cet arc et le 
transforme en un arc
(9) D
du cercle
(10) |w| =  l

II. On a pour chaque point z de C l’équation:

(11) [ z y ^ - ] 2 3)I[/s (z)] =  îQ(z)

où

(12) 3JÎ(iv) =  D *|jp +£>*[¥'(î’ tf), tv] —2P*

(13) 9Î (z) =  D* ^ '(0 ]+ D *[ï'(f,z)?* '(C )]-2P*

y  (w, 2) =  w 1 +  iv2 
1 — iv 2

( D* (h) =  L* (h) -  i L* (hi)
1 ’ 1 D* (h) =  L9 (h) +  i L9 (hi)

L9 (h) -— la différentielle de la fonctionnelle (5) au point (6)

P9 =  Minim v  t D* f V* - e~ ‘̂  I +  fV Cf* (f ), eiy)l )
0 < y < 2 jr  2 < L O

En même temps f  désigne la variable apparente de l’opé
ration pour la distinguer de z, qui joue le rôle de para
mètre.

III. Les fonctions (12) et (13) prennent sur la circonfé
rence (10), respectivement (7) les valeurs réelles non néga
tives.

IV. Le premier coefficient du développement de toute 
fonction extrémale (6) est égal à T.

Il en résulte les corollaires suivantes, utiles dans leurs 
applications.

Corollaire 1. Si les propositions:

Rocznik Pol. Tow. Matem. XJtlII. 19
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1° Il existe un domaine 
(15) E
compris dans le cercle | z | <  1, dont la frontière contient 
un arc

C jC C

tel, qu’aucun point de cet arc n’est pas un point d’accumu
lation des points essentiels du complémentaire du domaine
(15) .

2° On peut étendre la différentielle de la fonctionnelle (5) 
à la famille linéaire G de toutes les fonctions méromorphes 
dans le cercle | z | <  1 qui ont des pôles tout au plus dans 
le domaine (15)
sont vérifiées, alors l’équation (11) a lieu pour chaque zeE.

Corollaire II. Si les propositions:
1° Il existe un domaine fixe

(16) E*
compris dans le cercle \z\ <  1, dont la frontière contient 
la circonférence (7) et les points qui sont des points d’accu
mulation des points essentiels du complémentaire forment 
sur cette circonférence un ensemble non dense.

2° La différentielle de la fonctionnelle (5) prise au point 
quelconque de la famille (4) s’étend à la famille linéaire G* 
de toutes fonctions méromorphes dans le cercle \z\ <  1 
dont les pôles sont situés tout au plus dans le domaine 
(16)
sont vérifiées, alors l’équation (11) peut être établie pour 
chaque z e E*.

16. I. 1950. P o p r u z e n k o ,  J.: Sur une m éthode  d ’intégra
tion des expressions irrationnelles du 2e degré.

En s’appuyant sur la notion du polynôme pair et im
pair, l’auteur a introduit un système des transformations 
qui nous permettent de présenter les irrationalité sous une 
forme rationnelle plus simple que celle que l’on obtient en 
appliquant les formules connues de l’Analyse classique.

S e c tio n  d e  P o zn a n .

25. X. 1949. O  r  1 i c z, W .: Sur les relations scien tifiques  
polono-soviétiques.

25. X. 1949. A l e x i e w i c z ,  A.: L es m athém atiques dans  
l’U nion Soviétique.
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8. XI. 1949. B u t l e w s k i ,  Z.: C om pte  rendu du Congrès  
des m athém atic iens polonais e t tchécoslovaques  
à Prague (28 août —  4 septem bre 1949).

8. XI. 1949. A l e x i e w i c z ,  A.: A pplica tion  o f vector- 
valued functions to  a d ifferen tia l équation.

2 .XII. 1949. B i e r n a c k i ,  M.: O n som e inequalities.
13. I. 1950. J e s m a n o w i c z ,  L.: O n the  Cesaro m eans, 
31. III. 1950. A l  b r y  c h  t, J.: T h e  rule o f l’H ospita l fo r

vector-valued functions  (à p a ra ître  dans Collo- 
quium  M athem aticum ).

31. III. 1950. A l e x i e w i c z ,  A . e t O r l i c z ,  W .: A n a ly tic  
vector-valued functions o f a real variable  (à p a 
ra ître  dans les S tudia M athem atica).

25. IV. 1950. G  r  u  z e w  s k  i, A.: T h e  m e th o d  o f sequential 
analysis in m athem atical statistics.

5. V . 1950. A l e x i e w i c z ,  A.: V ector-valued functions o f
bounded variation  (à p a ra ître  dans les S tudia 
M athem atica).

19. V . 1950. A 1 e x  i e w  i c z, A . e t O r l i c z ,  W .: R iem ann  
intégration o f vector-valued functions  (à p a ra ître  
dans les S tudia M athem atica).

6. VI. 1950. R  y 11 - N  a r  d  z e w  s k  i, C.: T h e  equipartition
o f sequences.

17. VI. 1950. W a z e w s k i .  T.: O n th e  notion o f a sym p to tic  
coencidency o f intégrais o f d ifferen tia l équa
tions.

22. VI. 1950. M  a r c z e w  s k  i, E.: O n th e  ergodic theorem s

S e c t io n  d e  V a r so v ie .

28. X. 1949. Séance tenue  à l’occasion du m ois de l’am itié 
polono - soviétique avec les conférences sur 
l’O euvre des m athém atic iens soviétiques, p ro 
noncées par:
K u r a t  o w  s k  i, K.: In troduction  générale, 
S i e r p i n s k i ,  W .: Théorie  des ensem bles e t 
fo n c tio n s  réelles,
M  a z u  r, S.: A n a lyse  fonctionnelle ,

19’
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B o r s u k ,  K.: Topologie,
Z a r a n k i e w i c z ,  K.; T héorie  des nombres.

25. XI. 1949. J  a s k  o w  s k  i, S.: Sur une généralisation du  
théorèm e de S turm  dans la m é th o d e  de T a rsk i 
d ’une décision dans l’algèbre.

25. XI. 1949. J a s k o w s k i ,  S.: Sur l'in terpréta tion  des propo
sitions catégoriques dans le calcul des prédicats.

2 .XII. 1949. M o s t o w s k i ,  A.: Sur la no tion  du produit 
dans la théorie de la décision.

2. XII. 1949. R a s i o w a, H.: Sur une axiom atique du calcul
des propositions.

9 .XII. 1949. S i k o r s k i ,  R.: O n an analogy betw een  mea- 
sures and hom om orphism us  (ces A nnales, p. ).

13. I. 1950. A  11 m a n, M.: Sur les bases dans l’espace de
H ilbert.

20. I. 1950. R a s i o w a, H. e t S i k o r s k i ,  R.: A  proo f o f  
the  com ple teness theorem  o f G ôdel (à p a ra ître  
dans les Fundam enta  M athem aticae  37 (1950)).

20. I. 1950. S i k o r s k i  R.: T opo togy in Boolean algebras 
(Fundam enta M athem aticae 36 (1949),p. 165—206).

27. I. 1950. S i k o r s k i ,  R.: T h e  intégral in  a Boolean
algebra  (C olloquium  M athem aticum  2 (1949), 
p. 20—26).

3. III. 1950. A l t m a n ,  M.: Sur la m ultip lica tion  des séries
abstraites.

17. III. 1950. Z a r a n k i e w i c z ,  K.: Sur le théorèm e des  
quatre dom aines  (après cette  com m unication on 
a m ontré  le film  du  Congrès des M athém ati
ciens Polonais e t T chécoslovaques à Prague).

14. IV. 1950. S i k o r s k i ,  R.: O n som e topological spaces o f
high po ten cy  (à p a ra ître  dans les Fundam enta 
M athem aticae 37 (1950)).

28. IV. 1950. N  e y  m a n, J.: Sur un théorèm e d ’ex istence  lié
avec  le problèm e de la vérifica tion  des hypo 
thèses com posées.

5. V. 1950. A l t m a n ,  M.: L es anneaux Bo.
12. V. 1950. S u s z k o ,  R.: L ’étude  des fo n d em e n ts  de m a 

thém atiques dans l’U nion Soviétique.
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12. V. 1950. L o s ,  J. e t R  y  11 - N  a r d z e w  s k  i, C.: L ’axio
m e du choix e t l’ex istence  de m esures deuxva- 
len tes dans l’algèbre de Boole.

19. V. 1950. S i e r p i n s k i ,  W .: C om pte  rendu du voyage  
scientifique en Italie.

19. V . 1950. R y l l - N a r d z e w s k i ,  C.: Sur une généralisa
tion du théorèm e ergodique.

2. VI. 1950. S i k  o r  s k  i, R.: Sur une dém onstra tion  du théo
rèm e de Tychonoff-C ech .

2. VI. 1950. S i e r p i n s k i ,  W .: Sur les nom bres de la for
m e 2n. (à p a ra ître  dans les A nn. Soc. Pol. 
M ath.).

2. VI. 1950. M a r c z e w  s k  i, E.: Sur quelques applications  
du théorèm e ergodique.

Section de  W roclaw *)
14. X. 1949. L o s ,  J.: Sur les fo n d em en ts  de la probabilité.
21. X. 1949. S t e i n h a u s ,  H.: La Section  de W roclaw  de  

la Société Polonaise de M athém atique depuis le
20 octobre 1945 jusqu’au 21 octobre 1949.

21. X. 1949. S l e b o d z i n s k i ,  W .: Sur les variétés à con
nexion sem i-sym é trique.

21. X. 1949. M a r c z e w s k i ,  E.: Sur les fonctions équiva
lentes.

28. X. 1950. H a r t m a n ,  S.: Sur une m éthode d ’estim ation  
des som m es de  W e y l  pour les fonctions pério
diques e t presque périodiques.

4. XI. 1949. S t a r k ,  M.: La théorie des nom bres en  
U. R. S. S.

11. XI. 1949. W o l i b n e r ,  W .: Sur un po lynôm e d ’in terpo
lation.

11. XI. 1949. M i k  u  s i h s k  i, J.: Sur la notion de dérivée  
dans Vanneau algébrique.

25. XI. 1949. F i n  k  i e 1 s t  e j n, L.: Sur une propriété du pro
duit de com position.

’) Les résumés et les notices bibliographiques concernant les communi
cations présentées dans les séances de la Section de Wroclaw vont pa
raître dans le Colloquium Mathematicum II.
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15. XI. 1949. R y l l - N a r d z e w s k i ,  C.: Sur un théorèm e
d ’in terpola tion  dans les espaces linéaires.

2 .XII. 1949. M a r c z e w s k i ,  E.: Rem arques sur la m esure
e t sur la catégorie.

2. XII. 1949. L u k a s z e w i c z ,  J.: Sur la structure granulaire
du sol.

13. XII. 1949. C e c h, E.: Sur un ty p e  de transform ation  de  
l’espace p ro jec tif à n d im ensions.

16. XII. 1949. S t e i n h a u s ,  H.: Sur le problèm e de Hajos. 
16.XII.1949. M i k u s i n s k i ,  J. e t R y l l - N a r d z e w s k i ,  C.

Sur le produit de  com position.
16. XII. 1949. H  a r t  m  a n , S.: R em arques sur les po in ts  

à coordonnées entières dans les transla tions  
successives d ’un  dom aine.

13. I. 1950. P e r k a l ,  J.: Sur les sections transversales d es
troncs d'arbres.

27. I. 1950. I n g a r d e  n, R.: Sur l’espace des couleurs.
24. IL 1950. S t e i n h a u s ,  H.: U ne contribution à la nom o-

graphie.
24. II. 1950. R y l l - N a r d z e w s k i ,  C.: U n problèm e de  

V équipartition.
3. III. 1950. W  o 1 i b n  e r, W .: Sur les m ouvem en ts des

corps friables.
3. III. 1950. Z  i e b  a, A.: U n théorèm e de la théorie de la 

poursuite.
10. III. 1950. R y  11 - N  a r  d  z e w s  k  i, C.: Sur le théorèm e  

ergodique.
24. III. 1950. W o l i b n e r ,  W .: Sur les dom aines de l’indé

term ination  des fonctions analytiques aux po in ts  
singuliers.

31. III. 1950. S t e i n h a u s ,  H.: Rem arques m a thém atiques  
au problèm e de la coagulation du sang.

31. III. 1950. R y l l - N a r d z e w s k i ,  C.: T héorèm e ergodi
que sur les fractions continues.

14. IV . 1950. M a r c z e w s k i ,  E.: Le centre m athém atique
de W roclaw . 1945— 1950 (rapport pour le C on
grès Scientifique de Pologne).



293

21. IV. 1950. § 1 e b o d  z i n  s k  i, W .: Sur la variété à  conne
xion homographique.

28. IV. 1950. N o w a k o w s k i ,  R.: Sur la productiv ité  laitière 
des vaches.

28. IV. 1950. S t e i n h a u s ,  H .: Sur la variation des arcs.
28. IV. 1950. M a r c z e w s k i ,  E.: Sur la translation des en 

sem bles.
5. V . 1950. M o s t o w s k i ,  A .: Q uelques nouveaux résul

ta ts concernant le problèm e de la décision.
5. V . 1950. R i e g e r, L.: La représentation du calcul fo n c 

tionnel dans une form e algébrique.
12. V . 1950. M a r c z e w s k i ,  E.: Sur l’ex ten sio n  non-sépa

rable e t invariante de la m esure de  Lebesgue-
12. V . 1950. H  a r  t m  a n, S.: Rem arques sur les théorèm es  

asym pto tiques concernant les fractions con ti
nues.

12. V. 1950. R y l l - N a r d z e w s k i ,  C.: Sur un théorèm e  
de A . R ény i.

19. V . 1950. K a t  ë t  o v, M.: Sur les algèbres de Boole.
19. V . 1950. K n a s t e r ,  B.: Sur l’ensem ble des ex trém ités

d ’une courbe.
26. V . 1950. M  i k  u s i n s k  i, J.: Sur les sy s tè m e s  des équa

tions aux dérivées partielles dans les espaces 
abstraits.

26. V. 1950. K a t ë t o v ,  M.: Sur la dim ension de l'espace  
m étrique non-séparable.

30. V. 1950. E g e r v â r y ,  J.: Sur la réduction  sym étrique  
du problèm e de trois corps.

2. VI. 1950. A 1 e x  i e w  i c z, A.: L ’intégration dans les espa
ces de Banach.

6. VI. 1950. S t e i n h a u s ,  H.: Sur l’estim ation  sta tistique
de la valeur.

6. VI. 1950. S t e i n  h  a u  s, H.: Sur les séries de Taylor.
16. VI. 1950. W o l i b n e r ,  W .: Sur une condition  nécessaire  

et su ffisan te  pour que la fonction  analytique  
soit univalente.

16. VI. 1950. H  a r  t  m  a n, S.: Sur les fractions continues.



294

16. VI. 1950. H a r t  r a a n ,  S.: Rem arques sur la relation gé
néralisée de Parceval.

23. VI. 1950. M o r o n ,  Z .: Sur l’allure asym pto tique des in té 
grales des équations aux d ifférences linéaires e t 
non-hom ogènes.

23. VI. 1950. M i k u s i n s k i ,  J.: Sur l’équation de trans
lation.

C hron ique  e t Publications.

L ’A ssem blée  G én é ra le  e t les C onférences d es  M a th ém a
tic iens Polonais.

Le 29 ju in  1950 a eu  lieu à V arsovie l’A ssem blée G éné
ra le  b ienna’e  de la Société Polonaise de M athém atique. 
L’assem blée a  adopté les m odifications su ivan tes du  régle
m en t de la Société:

1° L ’année financière com pte  du 1 janv ier au 31 dé
cem bre.

2° Les A ssem blées G énérales de la Société o n t lieu tous 
les deux  ans e n tre  le I e janv ier e t le I e m ars, après l’exp i
ra tio n  des pouvoirs du  B ureau C en tra l de la Société.

3° Le p résiden t de ce tte  section de la Société à laquelle 
a p p a rtien t le p résiden t de la Société est m em bre du  Bureau 
C en tra l de la Société.

4° Les séances du  B ureau C en tra l ne  sont valables q u ’en 
présence d ’au m oins 4 m em bres de ce Bureau.

Les 14 et 15 ju in  1950 a eu lieu à W roclaw  une confé
rence  consacrée à la s ta tis tique  organisée pa r l’In stitu t 
M athém atique de l’É ta t en co llaboration  avec la sous-section 
m athém atique  du  C ongrès de la Science Polonaise. A  ce tte  
conférence o n t participé 30 sta tistic iens polonais e t 3 tchéco 
slovaques, on y  a énoncé 15 com m unications su r les diffé
ren ts  sujets concernan t la s ta tis tiq u e  e t ses applications. 
D ans une séance à part, tenue  le 15 juin, on a d iscuté en 
vue d ’une p répara tion  au  C ongrès de  la Science Polonaise, 
l ’é ta t actuel de la s ta tistique  polonaise e t les p ro je ts  de son 
développem ent dans l’avenir.
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Le 29 ju in  1950 a eu lieu une  conférence des m athé
m aticiens polonais consacrée à la discussion des résu ltats 
acquis dans les sciences m athém atques polonaises, de leur 
é ta t actuel e t des p ro je ts  de leur développem ent dans l’ave
n ir. A  ce tte  conférence, organisée p a r la sous-section m ath é
m atique du  Congrès de la Science Polonaise o n t participé 
env iron  60 m athém aticiens. A près une discussion basée su r 
une conférence du  professeur K. B o r s u k ,  discussion à la
quelle o n t pris p a r t  p lusieurs m em bres de la réunion, on 
a constaté  que b ien  que les m athém atic iens polonais on t 
o b tenu  des résu lta ts rem arquab les dans certa ines branches 
de  m athém atiques (théorie des ensem bles, analyse fonction 
nelle, topologie e t des su jets analogues), d ’au tres b ranches 
(les m athém atiques classiques e t su rto u t les applications) 
sont cultivées d ’une façon insuffisan te  en Pologne. V u  des 
besoins croissants de l’E ta t e t de l’économ ie nationale  les 
m athém aticiens polonais ren c o n tre ro n t des problèm es do n t 
la résolution exigera un  développem ent plus g rand  de l’ana
lyse classique et su rto u t des b ranches ayan t des applica
tions directes.

Les changem ents personnels aux chaires des m ath ém atiq u es  
dans les écoles supérieures polonais.

D r. S tan isïaw  T  u r  s k  i p rofesseur de m athém atiques 
à l’Ecole P o ly techn ique de G dansk  a été nom m é professeur 
de m athém atiques à l’Ecole Poly technique de V arsovie.

Doc. Dr. M iroslaw  K r z y z a n s k i  a été  nom m é p ro 
fesseur de m athém atiques à l ’Ecole Poly technique de Cra- 
covie.

Doc. D r. A ndrzej A l e x i e w i c z  à été nomme supplé
an t de p rofesseur de m athém atiques à l’U niversité  de 
Poznan.

H ab ilita tions .

U niversité  de Varsovie. D r. Rom an S i k o r s k i .  D isser
tation : Closure A lgebras. Fundam enta M athem aticae 36 
(1949), p. 165—206. ~
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L e C o n co u rs  O ly m p iq u e  M a th é m a tiq u e .

Sur une proposition  de M . le M in istre  de l’In struction  
P ublique S. S k r z e s z e w s k i  la Société Polonaise de 
M athém atique a organisé un  concurs parm i les élèves des 
écoles secondaires appelé C oncours O lym pique M athém ati
que (O lim piada M atem atyczna). O n  a constitué  le Com ité 
C en tra l du  concours avec prof. dr. S tefan S t r a s z e w i c z  
comme présiden t e t prof. dr. K azim ierz Z  a r a n  k i  e w i c z  
comme d irec teu r du  concours; d ’au tres m em bres du  Com ité 
C en tra l é ta ien t prof. dr. E dw ard O t t o ,  A . M. R u s i e c k i ,  
mgr. Olga T  u r  s k  a, mgr. Jan  S z u  r  e k  (rep résen tan t le 
M in istre  de l’Instruction  Publique) e t M. A n to n i K o s i n -  
s k i  (rep résen tan t Z . A. M. P). O n a constitué  en o u tre  des 
Com ités R égionaux du  C oncours O lym pique à V arsov ie  (le 
p résid en t prof. dr. W . S i e r p i n s k i ) ,  à W ro c la w  (le p rési
d en t prof. dr. W . â l e b o d z i n s k i ) ,  à C racovie (le p rési
d en t doc. dr. W . W  r  o n  a), à Poznan (le p résiden t doc. dr. 
A . A l e x i e w i c z ) ,  à Lublin  (le p résiden t prof. dr. 
M . B i e r n a c k i ) ,  à Lôdz (le p résid en t prof. dr. J. R o -
I i n s k i ) .

Les buts du  C oncours O lym pique sont les suivants:
a) élever le niveau de l’in stru c tio n  m athém atique des lycéens,
b) développer l’in té rê t pour les sciences m athém atiques,
c) rechercher des individus particu lièrem en t doués e t fac i
lite r  leur études u ltérieures. V oici l’organisation  du  con
cours qui contien t tro is phases: la I phase du  concours 
d u re  3 mois, pendan t ces 3  m ois le C om ité C en tra l envoie 
à chaque école secondaire polonaise tous les mois 4 p ro 
blèmes. Les élèves do iven t résoudre ces problèm es à do 
m icile e t déposer les solutions chez leurs professeurs de 
m athém atiques qui les envo ien t aux Com ités Régionaux du  
concours.

Les Com ités Régionaux exam inent les travaux  reçus, les 
au teu rs des m eilleurs parm i ces trav au x  sont adm is à la
II phase du  concours qui consiste en  un exam en écrit pen 
d a n t lequel les élèves doivent résoudre  de nouveaux  p ro 
blèmes. C et exam en est con trô lé  e t a lieu sim ultaném ent



dans les 6 villes-sièges des C om ités Régionaux. Les trav au x  
des élèves sont envoyés au Com ité C en tra l qu i convoque 
à V arsovie les au teu rs des m eilleures solutions dans le bu t 
de p a rtic ip e r à la III phase du concours qui consiste aussi 
en un exam en éc rit contrôlé. Le Com ité C en tra l exam ine 
ensuite  les trav au x  de ce tte  phase du  concours e t décide au 
su je t de l’a ttr ib u tio n  des prix .

C eux qui o n t gagné des p rix  en reçoivent des a tte s ta 
tions; ils o n t le d ro it  d ’ê tre  admis, après le baccalauréat, 
aux Facultés des Sciences des U niversités ou des Ecoles 
Supérieures Pédagogiques e t à tou tes les Facultés des 
Ecoles Po ly techn iques sans d ’au tre  exam en que celui de la 
Science au su je t de la Pologne e t du  m onde contem porain ; 
on  leur garan tit aussi, s’il y  a lieu, des bourses de l’É tat 
pendan t leurs é tudes supérieures.

Les C oncours O lym piques M athém atiques au ron t lieu 
tous les ans. Dans le I C oncours O lym pique M athém atique 
polonais 800 élèves o n t p a rtic ipé  à la I phase du  Concours, 
324 à la II phase e t 58 à la III phase. 20 concurren ts o n t 
reçu des prix . C hacun des gagnants de ces p rix  a reçu une 
collection des livres d ’enseignem ent supérieur de m athém a
tiques e t chaque professeur d ’un  élève gagnant le p rix  
a reçu une récom pense en argent.

G râce  au I C oncours O lym pique M athém atique polonais 
on a pu t ire r  de conclusions précieuses concernan t l ’enseigne
m en t dans les écoles secondaires; il y  a lieu de considérer 
ce concours comme réussi.

P rix  e t  d is t in c t io n s  sc ie n tif iq u e s .

L’A cadém ie Polonaise des Sciences e t des L ettres à C ra- 
covie a accordé le p rix  scientifique annuel (pour 1’ an 1950) 
dans le dom aine des sciences m athém atiques e t naturelles 
(Classe III) au prof. H. S t e i n h a u s  pour le mémoire: 
Elem entary Inequalities between the  E xpected  Values o f 
Current E stim âtes o f Variance, Colloquium  M athem aticum  1 
(1948), p. 312—321.
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Les p rix  scientifiques annuels, fondés grâce à une su b 
ven tion  accordée p a r le M inistère de l’Instruction  Publique 
pour les m eilleurs trav au x  m athém atiques publiés pa r les 
m em bres de la Société Polonaise de M athém atique au cours 
de deux années p récédan tes o n t été accordés pour la c in 
quième fois le 29 juin 1950 à M . S. G  o 14 b (le p rix  de 
Z a r e m b a ,  pour les travaux : Sur la théorie des ob jets  
géom étriques, A nn . Soc. Pol. M ath . X IX  (1946), p. 7—35 et 
Sur la théorie des o b je ts  géom étriques, A nn. Soc. Pol. 
M ath. X X  (1947), p. 10— 27), à M. J. M i k u s  i n s k i  (le 
p rix  de B a n  a c h, pour les travaux  Sur les fo n d em en ts  du  
calcul opératoire, S tudia M athem atica  X I (1949), p. 41—70 
et L ’anneau algébrique et ses applications dans l’analyse  
fonctionnelle , A nnales U n iversita tis  M . C urie-Sklodow ska 
11 (1948), p. 1 - 4 8  e t III (1949), p. 1—84) e t à M. R. S i - 
k  o r  s k  i (le p r ix  de M a z u r k i e w i c z ,  po u r les t r a 
vaux sur l’algèbre de Boole, à savoir: 1. O n the repré
senta tion  o f Boolean algebras as fie lds o f sets, Fund. 
M ath . 35 (1948), p. 247—256; 2. O n a generalization o f theo- 
rem s o f Banach and C antor-Bernstein, Coll. M ath . I2 (1948), 
p. 140— 144; 3. A  theorem  on extension  o f hom om orphism s, 
A nn. Soc. Pol. M ath . X X I (1948), p. 332—335; 4. Sur les 
corps de Boole topologiques, C. R. de l’Ac. des Sc. 226 
(1948), p. 1675 — 1676; 5. Sur la convergence des suites d  ho- 
m om orphies, C. R. de l’Ac. des Sc. 226 (1948), p. 1792—1793: 
6. O n the inducing o f hom om orphism s by m appings, Fund. 
M ath. 36 (1949), p. 7—22; 7. A  theorem  on the structure  
of hom om orphism s, Fund. M ath . 36 (1949), p. 245—247;
8. Closure algebras, Fund. M ath. 36 (1949), p. 165—206;
9. T h e  intégral on a Boolean algebra, Coll. M ath . IL (1949), 
p. 20—26; 10. O n an unsolved  problem  from  th e  theory o f  
Boolean algebras, Coll. M ath . IL (1949), p. 27—29; 11. In d é 
pendant fie lds in cartesian products, S tudia M ath . 11 
(1949)).
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