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ON AN ANALOGY BETWEEN MEASURES
AND HOMOMORPHISMS

By
Roman Sikorski (Warszawa)

Let T* be atheorem (from the general theory of measure)
which expresses a property P* of an arbitrary measure defi-
ned on a Boolean aigebra (or: on a field of sets) A. Theorem
T*, true for arbitrary measures, holds, In particular, for
two-valued measures. It is ciear that the notion of a
two-valued measure coincides?) with the notion of a
two-valued homomorphism of A in a Boolean algebra B-
Thus 'the theorem T* expresses a property P of two-valued
homomorphisms- The question arises whether other homo-
morphisms of A in B possess also the property P. If we
shall prove that the class of homomorphisms with the
property P is wider than the class of two-valued homo-
morphisms, we shall hdve a new theorem T on homo-
morphisms between Boolean algebras.

This paper contains several theorems on homomorphisms
obtained by the mentioned method. | shall cite known
theorems from the general theory of measure and | shall
formulate and prove analogous theorems on homomorphisms.

") The définition of a measure and of a homomorphism is given in
Terminology and notation. A measure is two-valued if it assumes only
two values: the numbers 0 and 1 A homomorphism h of A in B is
two-valued if it assumes only the two following values: the minimal élément
OeB and the maximal element EeB (i.e. B+0=B—BE for every BeB;
we suppose E  0). If /i is a two-valued measure on A, then thé formulas
0] ZiM)=0 if /*(/')=0
() h(A)=£ if ,uG4)=1I
define a two-valued homomorphism of A in B. Conversely, if h is a

two-valued homomorphism, the formulas (i)-(ii) define a two-valued
measure y on A
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The proof of these theorems on homomorphisms is, in gene-
ral, simpler than the proof of the corresponding theorems
on measures.

I. Finitely additive homomorphisms.

Tcrminology and notation. In the first part of this paper
A dénotés always an arbitrary Boolean algebra. Eléments
of A are denoted by the letters A, B,...

A A B, AB, and A° dénoté Boolean operations analogous
to the addition, multiplication, and complémentation of sets
in the general theory of sets. By définition Al1— A for any
A eA. 0 dénotés the null element of A, i.e. 0+ A= A for
every AeA.

A set Ao of éléments of A is called a subalgebra of A
if A+ AieAo and A°eAo for any A, Ait™~0 Every subal-
gebra is also a Boolean algebra. The least subalgebra of A
containing a given class KQ A will be denoted by Ks.

A mapping h of A in a Boolean algebra B is called
a homomorphism of A in B if

h(AA Ai)= h(A) + h(Ad and h(A°) = h(A)°

for any A, Aie A. A one-one homomorphism of A on B
is called an isomorphism. If it exists, A and B are isomorphic.
A real function p defined on A is called a measure if2)
14(0°)—1 and p (A + Ai)= u(A) + p (Al
for any A, AieA, AAi= 0.
A mapping f of a set M in a set N is called an exten-
sion of a mapping f0 of a set 310C M in N if f(e)= fO(e)
for every ee310

i. Extending of homomorphisms. The following example
explains more exactly the method mentioned in the intro-
duction. Consider the following known theorem on the
extending of measures:

2 0° is the maximal element of A.
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(*) 3+ Every measure defined on a subalgebra Ao of A
can be extended to a measure y on A. Moreover, one may
assume that*) y (A) C Mo(Ao).

In particular, every two-valued measure on Ao can be
extended to a two-valued measure on A. In other words,
every two-valued homomorphism defined on Ao can be
extended over A. The question arises whether every homo-
morphism of Ao in a Boolean algebra B ean be extended
over A. The affirmative answer to this question (under the
assumption that B is complété) is given by the following

Tlieorem Z5 Every homomorphism of a subalgebra AOQ A
in a complété Boolean algebra B can be extended to a ho-
momorphism of A in B.

2. Extending oj a mapping to ci homomorphism. Horn
and Tarski6 héve formulated a necessary and sufficient
condition so that a real function v defined on a subset K of
a Boolean algebra A (0<*G4)<I for Ae K) can be extended to
a measure on A. An analogous problem may be considered
for homomorphisms. The necessary and sufficient condition
forhomomorphisms is simplerthan that for measures. Namely:

Theorem 1IP) Let K be a class of éléments of A and
let f be a mapping of K in a Boolean algebra B. The mapping f
can be extended to a homomorphism h of Ksin B if and
only if
i X'"-....A"n= 0 implies f(A T7)* 'f (And' = 0
for every two sequences AteK and at= Oor 1(i= 1,2,...,h).

The necessity is évident.

Suppose that (i) is satisfied. Every element A e Ks can
be represented in the form:

3 See e.g Los and Marczewski [1]p.270; Horn and Tarski
[1], p. 477 (Theorem 1.22).

4 fi (A) and /i,,(Ao) dénoté the sets of values assumed by fi and fi0
respectively. /<0 is the topological closure of fiO(Ad).

6 Proved in my paper [2],

¢ Horn and Tarski [I], p. 477.

) A similar theorem on the extending of a mapping to an isomorphisms
has been proved by Kuratowski and Posament [1] p. 282

1*
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4
m nt
(i) A2 i, a\é
where Aitj e K and a,y= 0 or 1 |If
m ni P <k
2 n = 2N
1=1 7=1 bJ fe=i i=i

K and PkzZ— 0 or 1,

m ni ) p Pfc \
(2 n 2" (2 n 2o
i=1 i=I 1.J fc=1 1=1 1
m ni p .
s 2n n aljeB K" - 9
fc i,

o=l

where {7fc} is an arbitrary sequence of integers such that
K 4< Qt (1< fc<p). By (i)
m nj p ,
-4'4_ O’

hence
p <k
(i':2| jrll H AlA_:D _r€:2| 291 f(Bk")kI) =0
Analogously

" % R
2 n f@P-0-(2 n f(Bk,/k)= a
i1 7=1 7 Ze=l z=1

Consequently

m ni » P &
s n /(4 s n f(Bklyk1l
z=1 (=1 k=1 z=1
Thus we infer that the element
. m ni
(i) h(A)= 2 n fCA,M1
i=i 7=1

does not dépend on the représentation of the element AeK,
in the form (ii).

The formula (iii) defines a homomorphism h of Ksin B
which is an extension of the mapping f.
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5. Collections 0/ independcnt subalgebras. A collection
MJ T of subalgebras of A is called a collection of indepen-

dent subalgebras of A if
Are...«An 0
for every sequence AteAt, At770 (1< i< n, ==t for itM).
M arczew ski8 has proved the following theorem:
(*) Let M 1 be a collection of subalgebras of A and
(for every reT) let pt be a measure defined on Ar. In order

that there exist a measure y on the least subalgebra A0Q A
containing ail subalgebras At (reT) and such that

(i) p is a common extension of ail measures px (reT);
(i) for every sequence A,eA (I<i<n, for i™j)
P(Il Ay = h p U.);
i=1 1=1
it is necessary and sufficient that for every sequence AteAT
(I<i<n, Tj=bTj for vEj):

I A, —o imply Il p (3 = o

Consequently, if MJ T is a collection of independent
subalgebras of A, the measure p satisfying (i) and (ii) exists
always for arbitrary measures px on Ar.

The analogous theorem on homomorphisms can be for-
mulated as follows:

Theorem I11. Let {Ar}TsT be a collection of subalgebras
of A, and (for every -teT) let ht be a homomorphism of
At in a Boolean algebra B. In order that there exist a
common extension h of ail homomorphisms hx over the
least subalgebra Ao containing ail subalgebras At (teT), it
is necessary and sufficient that for every sequence A”A

(I<i<n, Tj4=1 for i j):

(iii) 1 Ai—0 imply Il h (Af)—0.

s) Marczewski [2], p. 126—127 (Theorems Il and III).
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Consequently, if T is a collection of independent

subalgebras of A. the common extension h exists always
for arbitrary homomorphisms ht of Ar in B.
The necessity is obvious. The sufficiency follows from

Theorem II. In fact, if Ae and AeAr, then by (iii)
h (A)'h (Ay>=0=hT (A)°*h\A)

since AA° =0, A°eA”, and A°eAr. Hence hr {A) — hr (A).
Therefore there exists a mapping f of the class K = 2TA‘ in

B such that
f (A) —ht(A) for AeAT

Since (iii) implies the condition (i) of Theorem II, there
exists a homomorphism h of KS= A0 in B which is an ex-
tension of f, i. e. a common extension of ail ht.

The second part of Theorem IllI follows directly from
the first and the définition of a collection of independent
subalgebras.

The condition (ii) expresses the so-called stochastic in-

dependence9 of the sequence {A,}. The analogous condi-
n n

tion for homomorphisms: h (_nI AA— I|1 h (A,) is always sa-
1= 1=

tisfied. Therefore it is omitted in Theorem Ill.

4. Classes of independent éléments. A subset K of J
n
is called a class of independent éléments if_ZYlAii‘ 0 for
i=
every two sequences A,eK (A, 70 A} for i7°f) and a,= 0 or 1
(1< f<n).
It follows from theorem (*) in § 3 thatl0
(*) Every non-negative function v(A) < 1 defined on
a class K of independent éléments of A can be extended to
a measure on Ks.

8 See M arczewski [2], p. 126.
10 See Fichtenholz-Kantorovitch [1], p. 72 and p. 78
Marczewski [2], p. 125, and M arczew ski [3], p. 18
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The analogous theorem on homomorphisms is

Theorem IV. Let K be a class of independent élé-
ments of A. Every mapping f of K in a Boolean algebra
B can be extended to a homomorphism of Ksin 3.

Theorem 1V follows immediately from Theorem Il

IL Infinitely additive homomorphisms.

Terminology, notation, and lemmas. In the second
part of this paper A dénotés always a o-complete Boolean

algebra. The sum of an enumerable sequence A,,eA is de-
00

00
noted by 2|An, the product by Et A .
n=

n=1
Let Agbe a subalgebra of A.
A homomorphism h of Ao in a o-complete Boolean al-
gebra B is called a o-homomorphism if for every sequence u)
AneAQ:

00

e]e) 00
2 AneAo implies h (2 An)— 2 h (An.
n— P S:I ) n=I (A

The necessary and sufficient condition for a homomor-
phism h to be a o-homomorphism is that for every sequence
AneAo:

o0 00

nr;lAn= 0 imply n7_7lh(An)= 0.

A measure g. on Ao is called a o-measure if the condi-

tions:
(0]6]

Ai”o, 2|AneAO, AAj=0 for iy*"j,
n=
00

00
imply p(2\An): 2|n(J n .
n— n=

The necessary and sufficient condition for a measure p
to be a o-measure is that*

“Y If AneA, the symbol 2 An dénotés always the Boolean sum of

An in the Boolean algebra A. Analogously for Tl An.
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I A,=0 imply Ilim (An= 0
n= 00

n=1
for any decreasing sequence AneAQ

A subalgebra of A is called a o-subalgebra of A if

nSiIAneAO for every sequence AneAQ Every a-subalgebra

is also a a-complete Boolean algebra. The Ileast o-sub-
algebra of A containing a given class KQ A will be denoted

by K,

lemmall) a). Let f be a mapping of an infinité set
K,,CA in a a-complete Boolean algebra B- If for every
enumerable set KQ Kt there exists a o-homomorphism hn
of Koin B such that hK(A)=f(A) for every AeK, then
there exists a o-homomorphism h of Kain B which is an

extension of f.
We shall prove first that:
(i) If K' and K are enumerable subsets of Koand K'C K,

then hK(A) — hK'((A") for every AeK'a.

In fact, the set S of ail éléments Ae Kn such that
hK(A)= hg’(A) is a a-subalgebra of A and K'Q S. Con-
sequently K'o= S.

(i) If K" and K™ are enumerable subsets of Ko and
A eKaeK", then h/c (A)= hic (A).

Let K= K'+ K". By (i) h™ (A) — hjc(A) = hjf (A).

Since Ka is the sum of ail subalgebras Ka where K is
an enumerable subset of Ko, it follows from (ii) that there
exists a mapping h of Ka in B such that

h (A)= hx (A) for AeK
where K is any enumerable subset of Ko.
Obviously h is an extension of f. If AneKQi(n= 1,2...)

there exists an enumerable subset KQ Ko such that A,,eKr
(n= 1,2...).2

1) An anaiogous lemma holds for c-measures.
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Consequently
00 00 Cco 00

h(SAJ=hK(2 AJ =2 hK(AJ = 2 h(AJ
n—1 n= n=1

** n=| =1

and

h(Aj=hK(AJ=hK(AJ = h(AJ.

Thus h is a a-homomorphism of Ko in B. Lemma
A) is proved.

Let X be a a-field13 of subsets of a set ££ and let ! be
a a-ideall) of X. For every XeX the symbol [X]/ déno-
tés the class of ail sets X'eX suchthat(X —X")t (X'— X)e/.
The collection X1 of ail [X]/, where Xe X, is a o-compiete

Boolean algebra with the following définition of Boolean
operations1y:

2 [Xn= [2 Xn], 77[XJ = [T7XJ, [X?= [X«].

n n n n

C dénotés always Cantor’s discontinuons set, i.e. the set
of ail numbers

[e]e]

where an= 0 or i. The symbol én dénotés the set of ail
ceé such that an= 1.

C dénotés always the field of ail both open and closed
subsets of é. Cais the a-field of ail Borel subsets of é.

For every set Z C & the symbol ZC dénotés the field
of ail sets ZC where CeC. Analogously, ZCn is the

s) l.e. a class X of sets X (2(Z such that: 1° if XneX (n= 1.2,...),
00
then % XneX; 2°if XeX then X» =(&—XeX.
n_'

14 l. e aclass1CX such that: 1° if Xnel (n=1,2,...), then.

IX,,el; 2 if Xe/ and X, ¢ X (X, eX), then X,e/.
n=
”) J [X] does not dénoté here the union of the classes [Xn], but
n

the Boolean sum of cléments [Xn]eX'l. Similarly for the product and
the complément.
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a-field of ail sets ZC where CeCa i.e. ZCnis the a-field
of ail Borel subsets of the space Z.

If 7is a a-idéal of C, the symbol [C]j dénotés the class
of ail éléments [CJjeCjJ where CeC. [C]j is a subalgebra
of CJJ.

Lemma B). For every sequence {JJ of élémentsofA, there
exists a a-homomorphism g of Cain A such that g(én — A,,,

We may supposels that A — X/l where X is a a-field
of subsets of a set @ and | is a a-idéal of X. Let XneX
(n=1,2,...) be a set such that Zn= [X]/.

The characteristic fonction1?) x of the sequence {XJ maps
O in & so that x-1(én)= X,,.

The formula
g(C) = [x 1(C)]f for CeCa

defines a a-homomorphism of Cain A such that
g(<gm = [*'W J/=[xnl,= 4,

Lemma C). Let 7i and /2 be two a-ideals of Ca If every
closed set Fejt belongs to18) J2 the formula

(i) Z([C)/1)= [C]/2 for CeC
defines a a-homomorphism of [C]j1C.CjJI in CJJ2

If there exists a a-homomorphism h of CjJi in CjJ2
which is an extension of f, theni9) Jt(ZJ2

1§ Since everv a-complete Boolean algebra is isomorphic to a quotient
algebra X// where X is a a-field and / is a a-ideal. See Loomis [1], p. 757
and Sikorski [1], p. 256.

*) I. e. the function

(*)=2 n=I J3n
where«n= 1ifxeXnand an=0if xe Xn°. See M arczew ski [1], p. 211-212.
18 This condition is also necessary for (iii) to define a a-homomorphism
of [C]jt in Cd]2
19 This condition is also sufficient in order that there exist an exten-
sion of f over Cal,.
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It is clear that (iii) defines a homomorphism f of [C]/(

00
in Cd/2. If C,,eC and FII [Cn]r = 0, then the closed set
n=

00 00

FII Cneldi. Consequently I'||' CneJ-2 and

n= n=
ocC 00

l,)= < [C.].,=0,
n=

n=1
i. e. fis a a-homomorphism.
If h is an extension of f over Cjh, then
h ([C]j) = [C]J? for every CeCo
If Celi, then
[Cliz-h (IC]A)= h(0)= O,
i. e Ce/2 Consequently JiC J2
Lemma D). Let O ~Z Cé and let J be an a-idéal of €a

which contains every closed set FC &, such that FZ —0.
Then the formula

(iv) g(ZC)= [C]j for any CeC

defines a o-homomorphism g ofZC in Cjj. If there exists a set
CoeCosuch that ZC0= 0 and Conon eJ, the homomorphism
g cannot be extended to a a-homomorphism of (ZC)a— ZCa
in Cjj.
Let 7ibe the o-idéal of ail sets CeCg ZC — 0. The formula
i([C]/])= ZC for CeC,,

defines an isomorphism g of CjJi on zCoOsuch that g (fC]lj() =
= ZC.

Since every closed set Feh belongs to J, the formula
(iii) (where 72= 7) defines a o-homomorphism of (C)/, in
CJJ on account of C), and consequently g= fg ’’is a o-homo-
morphism of ZC in C,/7.

Suppose that there exists a set Coe7i — 7 and that g can
be extended to a o-homomorphism h of ZCa in CjJi. Then
hg is an extension of f over CjJi. Hence, by Lemma C),
JiC 7, which is impossible.
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j. Extending 0/ a mapping to a a-homomorphism. The
subject of this section is the following problem2):

f is a mapping of a set KC A in a a-complete Boolean
algebra B. When is it possible to extend the mapping f to
a a-homomorphism of Kain B?

In the case where B is a a-field of sets, the answer is
given by the following

Theorem V. A mapping f of a set KQA in a a-field of
sets B can be extended to a a-homomorphism h of Kain B

if and only if for every sequence AneK (n= I, 2,...) and
for every sequence a,= 0 or 1 (n=1,2...):

00 00
Q)] EtI A°" =0 implies T|| f(Apan— 0

n= n=

The necessity is obvious. By Lemma A) we must prove
the sufficiency of (i) only in the case where the set K =
= (y4i, Ai...) is enumerable2l). By Lemma B) there exists a
a-homomorphism g of Coin A such that g(én)= ?In Let J
be the a-ideal of ail sets Ce Cosuch that g(C) —0. Then the
formula

I([C]j) = g(C) forCeCo
defines an isomorphism of CjJ on K and g ([én]j) = An

(n—1,2,...). Therefore, in order to prove Theorem V it
is sufficient to show the following lemma:

Let j be a a-ideal of Co let B be a o-field of subsets of

a set and let XneB be a sequence of sets such that
. co . t 00
V) if n [énf= 0 then n xrn= o.
n=I n—

Then there exists a a-homomorphism h of CjJ in B such
that h([@n]j)= Xn (n= 1,2,...).
Letxbe the characteristic function1?) of the sequence)XJ.

00 a

If (c)e./ where c= 2n>§1J then

2) An analogous problem for a-measures is unsolved.
2) If K is finite, the existence of h foliows from Theorem IL
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" =[n annl= (@] =0,

n=1 3 |

Hence, by (ii),
oo o §
Xx-"(c)= n ~ (cnn)=n xnm=0.
n=1 n=1

Consequently x 1(C)= 0 for every CeJ.
Thus the formula
h ([C]jr)= x-1(C) for every CecCa
defines a a-homomorphism h of CoJ in B and
h ([énl/) = x-*«gn)= X n.

Theorem V is proved.

The assumption that B is a a-field of sets is essential
and cannot be omitted even in the case where 3 is a
a-field of sets and K is a subalgebra of A.

In fact, let Z be a Borel subset of & which is not a G /2,
and let / be the least a-ideal of ca containing al closed
sets F C & such that FZ — 0. The homomorphism g (of
ZC C zcain CjJ) defined in LemmaD) satisfies the assump-
tion (i) since g is a a-homomorphism. By Lemma D) g
cannot be extended over (ZC)0= ZCo since é—Z eCa— J
and Z (é —Z)*=0.

6. Extending oj o-homomorphisms defined on a subalgebra.

It is known that23

(*) Every o-measure defined on a subalgebra Ao of A
can be extended to a o-measure on Aq,

Theorem V implies directly the following analogous
theorem on homomorphisms:

Theorem VI. Every o-homomorphism of a subalgebra
A of A in a o-field of sets B can be extended to a o-ho-
momorphism of Aq, in B.

The assumption that B is a a-field of sets is essential
(see the remark at the end of § 5).

2) A set is said to be a Ga provid.ed it is the product of an enum-
erable sequence of open sets. A set is an Fn if it complément is a Ga.
See Kolmogoroff [1], p 15 and Nikodym [1].
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The simplest case is where Ao is enumerable. Then
L, is isomorphic2) to CdJ where J is a suitable a-ideal
of Cg and Aeis isomorphic to [C]j. The following theorem
explains, under what conditions every o-homomorphism of
Ao in any a-complete Boolean algebra B can be extended
to a o-homomorphism of Am in B.

Theorem VT. Let J be a o-ideal of Co In order that
every o-homomorphism of [C]j in any o-complete Boolean

algebra B can be extended to a o-homomorphism of
([C1j)B= CdJ in B, it is necessary and sufficient that the
idéal J posses the following property:

(i) every set CelJ is contained in a set Fa2) which belongs
to J.

N ecessity. LetJi= J and let J2 be the o-ideal of ail
Borel sets which are contained in a set Fa belonging to J.
If the a-homomorphism g defined in Lemma C) can be ex-
tended over Cc'J, then JC/2. Thus J possesses the pro-
perty (i).

Sufficiency. Letf be a o-homomorphism of [C)j in
a a-complete Boolean algebra B. By Lemma B) there exists
a o-homomorphism g of Co in B such that

g = f(1@,,1j) (n=12,..).
Consequently:
(i) g(C) = /I(IC1)) for every CeC.
For every closed set F C & there exists a sequence CneC
such that F_n%ol| C,. If Fel, then:(:nI [Cnlr= 0 and
co 00
(i) g(F)= n g(G.)=n f(enj) - o

since f is a a-homomorphism.
If / possesses the property (i), the equality (iii) implies
g(C)= 0 for every Cel2

2) The définition of this isomorphism is analogous to the définition
given in the first part of the proof of Theorem V. It is sufficient to pose
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Therefore the formula
h([C]j) = g(C) for CeC,,
defines a o-homomorphism h of Cjj in B. By (ii), h is an
extension of f.

Corollary. Every o-homomorphism of an enumerable2)
Boolean algebra Ao in a o-complete Boolean algebra B can
be extended over the minimal extension2) A of "o

in fact, Ao is isomorphic to the field2%) ZC where Z is
a closed subset of &. Let f be the a-ideal of ail Borel sets
C C Z of first category in the space Z. Then ZC is iso-
morphic to [ZC]i C ZCjl.

Therefore we may suppose Ao= [ZC]f. The minimal ex-
tension of Ao is the Boolean algebraz’) A—2ZzCjl.

Let J be the a-ideal of ail sets CeC, which can be re-
presented in the form C—C'+C" where C'el and C"eCQ
ZC"— 0. The formula

g([C]/HCZ], for CeCa
defines an isomorphism g of Cjj on ZCjl and
9(ICli) = A0

Since the idéal J possesses the property (i), the a-homomor-
phism fg of [Clj in B can be extended to a a-homomorphism h
of Cjj in B by Theorem Vf. The a-homomorphism hg_1
is an extension of f over A— ZCjl, g.e.d.

7. Collections of o-independent subalgebras. A collection
{Ai}te’r of a-subalgebras of A is called a collection of o-indepen-

dent o-subalgebras if for every finite orenumerable
n

sequence 0 AreAM r==T? for i j.

Banach has proved2)
(*) Let be a collection of o-independent o-sub-

213 This condition is essential.
? See Mac Neille [1], p 437.
20) See M ostowski [1], p. 45.
2 See SikOrski [1], p. 257
1s) See Banach [1], p. 160; and Marczewski [2], p. 126 (Théo-
rem 1ITO.
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algebras of A and (for every teT) let /<Tbe a o-measure on At.
If A is a o-field of sets, then there exists a o-measure y on
the least o-subalgebra AO0Q A containig ail subalgebras At
(teT\ such that

(i) p is a common extension of ail measures pT\

(i) p (Aie... *A)—p(Ai') ... p (An) for every sequence
AieAT, for iy~j, i,j=1, .... n.

The analogous theorem for a-homomorphisms can be ex-
pressed in the stronger form2X):

Theorem Vil. Let {A} be a collection of o-subalgebras

of A, and (for every tsT) let hT be a o-homomorphism of At

in a o-field of sets B. In order that there exist a o-homomor-
phism h xvhich is a common extensipn of ail ht over the least

o-subalgebra Ao contanining ail algebras At, it is necessary
and sufficient that

(iii) n An= 0 imply Ilht (An—20
n n n
for any finite or enumerable sequence AneA”*rp”-c. for i*=j).

In particular if Mr}ieT is a collection of o-independent

o-subal'gebras of A, the common extension h exists always
for arbiirary homomorphisms hT

The necessity is obvious. The sufficiency of (iii) follows
immediately from Theorem V (see the proof of Theorem I11).

The assumption that B is a o-field of sets isessential and
cannot be omitted even in the case where T =2 and
are o-independent o-fields of sets.

In fact, it is known thatd) &= & x &" where & and é"

are two sets homeomorphic to . C' and C" will dénoté
the o-field of Bore! subsets of &' and é&" respectively.
19 Analogously to Theorem I1ll. The condition
P(n, @) = ph(AD)

analogous to (ii), is always satisfied; therefore it is omitted in Theorem VII.
3) X XY dénotés here the cartesian product of the sets X and Y.
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Let Z' be an analytic subset of C' which is not a Borel set.
Z' is the projection (on the & -axis) of a set CoC &, which
isa Gh5

Let Z— (& — Z") X&" and let/ be the a-ideal of ail Borel
subsets of ail sets C'xé" where C'eC' and C'CZ'. Obviously
(iv) Co nonej and ZCo= 0.

Let A—zCc, A'— the a-field of ail sets Z(C'x é") where
C'e ca, A"=the o-field of ail sets Z (C'’X C") where C"eC"a.

Obviously A' and A" are o-independent o-subalgebras of A.
The formulas

(v) h'{Z (C'Xé&"))= [C'XE&"]j for C'ec,

(vi) h" (Z ('x C")) = XC"]j for C"ec",

define two o-homomorphisms h' and h" of A* in CjJ and
of A” in CjJ respectivelyS) .

Suppose there exists a a-homomorphism h of Ao —
= (A'+ A")a— ZCa= A in CjJ which is a common extension
of h' and h". Then

h (ZC) = [C]j for every CeCa
Let g dénoté the a-homomorphism h restricted to zcC.

We have
g(ZC)= [C]j for CeC.

h is an extension of g over (ZC)a= zCa— A, which is
impossible on account of (iv) and Lemma D).

Thus we infer that h' and h"™ possess no common
extension.

S. Classes of o-independent éléments. A class KC A
is called a class of o-independent éléments of A if Inl MM 0
for every finite or enumerable sequence AneK (At Aj for
i“"y) and for every sequence an= 0 or 1

It follows from theorem (*) of § 7 that®)

3) This is obvious for h". The analogous remark for h' follows from
the fact that (for C',, C'2e C'a)

Z (C', X8&")y=Z (C2X&") implies [CtX g"]/= fC'X@"]].
3) See Marczewski [2], p. 125 and M arczewski [3], p. 25.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXXII. 2
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(*) Every non-negative function defined on a
class K of a-independent sets can be extended to a o-mea-
sure on Ka

The analogous theorem on o-homomorphisms is

Theorem VIII. Every mapping f of a class K of o-in-
dependent éléments of A in a o-complete Boolean algebra B
can be extended to a o-homomorphism h of Kn in B.

In contrast to theorems V—VII, B may be here an ar-
bitrary o-complete Boolean algebra.

By Lerama A) it is sufficient to prove Theorem VIII in
the case where K —(Ai, A2.... ) is an enumerable set3)
™Mj~Aj for inj).

By Lemma B) there exists a o-homomorphism g of €0
in A such that g(@n= An (n~ 1,2...).

QC g 00
Let c= 2nZ_I 3 be any element ofé. Then (c) = n[ll@,m and

@ @®
g((c))= n g(ém“n= 77 X V 0.
n=I n=I

Thus g is an isomorphism of Ca on Ka

By Lemma B) there exists a o-homomorphism h of Ca in
B such that h(@n)= f(An). Consequently h= hg~1is a
o-homomorphism of Ka in B which is an extension of f.

p. An existence theorem. The o-field of ail subsets of
a set y will be denoted by S (y).

Consider the following question:

(*) When does there exist a o-measure defined on 5(2/)
and vanishing for every one-point set?

Ulam has proved3*) that such a measure does not exist
if the cardinal T is less than the first35) aleph inaccessible®

B If K is finite, Theorem VIII follows directly from Theorem IV.

M Sce Ulam [1], p. 146 and 150.

s5) Greater than So-

“'| The définition of inaccessible alephs is givcn in paper Tarski |11,
p. 69 and 72
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in the large sense; if T is less than the first3) aleph in-
accessible in the strict sense, there exists no two-valued
a-measure on SGCV) vanishing for every one-point set.

The analogous problem for a-homomorpisms is:

W hen does there exist a a-homomorphism h of S(y) in
a a-field of sets X, vanishing for every one-point set (i. e.
h((y)) = 0 for any yeT)?

This question is équivalent to the question (*) formu-
lated for two-valued o-measures. More generally:

Thcorem 1X.37) Let Y be a a-field (of subsets of a set
y =1=0) containing ail one-point sets (y)C The two
following conditions are équivalent:

(i) there exists a two-valued a-measure p on Y vanis-
hing for every one-point set (y)C
e (ii) there exists a a-homomorphism h of Yy in a (or:
every) a-field X (of subsets of a set 0) vanishing for
every one-point set (y)C =

In fact, if a two-valued a-measure p on Y vanishes for
every one-point set, then the formulas

h(Y)=0 if /*(Y)=0

h(y)=x if zt(y)=i
define a a-homomorphism h of ¥ in X vanishing for every
one-point set.

On the other hand, if there exists no two-valued a-mea-
sure on Y vanishing for every one-point set, then for any
a-homomorphism h of Y in X there exists a mapping <p of
y. in y such that3j)

h(y) = <p-1(y) for every Yey.
Since there exists a point yoeg>(X). Obviously

h(y0)= 1(y9Q 700, g. e. d.

8) An analogous theorem holds for finitely additive measures and

homomaorphisms.
® See Sik orski [3], p. 12
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SUR LA RELATION ENTRE LA LARGEUR D’UN
CONTOUR PLAN ET LA DEVIATION DE SES
ARCS PARTIELS

Par
S. LOJASIEWICZ (Krakbw)

Introduction

Une démonstration simple et naturelle du théoréme bien
connu sur l’'existence d’un point singulier a I'intérieur de toute
caractéristique fermée d’un systeme de deux équations dif-
férentielles, ordinaires, pourrait étre basée sur la remarque
suivante: si l'aire dun contour plan, possédant la tangente,
tend vers zéro, alors il existe sur le contour deux points dont
la distance tend vers zéro et tels que les tangentes en ces

points forment un angle assez grand, p. ex. supérieur a-y

Partant de cette remarque M. T. Wazewski a posé le
probléme suivant: étant donné un contour plan dont laire
est petite, existe-t-il sur ce contour des arcs partiels, courts
avec des ,virages brusques"?])

Or, dans la note présente, je donne une réponse affirma-
tive a ce probléme en démontrant un théoréme plus général,
a savoir, que les ,virages brusques" existent sur les contours
dont la largeur est petite. J’entends par la largeur d’un con-
tour le diametre du cercle, le plus grand possible, inscrit
dans le contour. Je définis ensuite la notion de ,virage brus-
gue" sur un arc ne possédant pas de tangente, en introduisant
la notion de déviation? d’un arc. La note présente a pour l'ob-

* Virage brusque" veut dire que l'oscillation de la tangente le long
de l’arc est grande.

*) Une notion analogue, sous le nom de ,deflessione totale" a été
introduite par M. S. Mukhopadhyaya, cf. B. Serge. Propriété in grande
delle linee piane convesse, Jornal de Matematica pura e aplicada. Vol. 1
— Fasc. 1 — 1936.
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jet I'examen du rapport entre la largeur d’un contour plan
et la déviation de ses arcs partiels

§ 1
Dans la suite nous ne parlerons que des courbes planes.
1-iere définition de la déviation d‘un arc. Considérons,

................ 4
et X estle pointvariable sur le plan. Toutvecteur X (fj, X(f2
ol a</i</2<b, sera appelé corde dirigée de larc L.
Lensemble de toutes les cordes dirigées de l'arc L (supposées
avoir le méme point fixe comme origine) forme un angle que
nous appelerons angle de déviation de Varc L. Sa mesure sera
dite déviation de l'arc L et nous la désignerons par Dev L.

2-ieme définition de la déviation (contingentielle d ‘un arc).
Nous entendrons par la déviation contingentielle de I'arc
simple L la mesure de l’angle, le plus petit possible, conte-
nant les contingents postérieurs (au sens de M. Bouligand)
de tous les points de l’arc L & I'exception de son extrémiteé.
Cet angle sera dit angle de déviation (contingentielle)*).

Si l'arc L posséde la tangente et si sa déviation contin-
gentielle est inférieure a 2it, alors elle est égale a I'oscillation
de l'argument de la tangente le long de Il%arc.

Les deux définitions sont équivalentes. Nous le démontre-
rons dans le 8 3 sous lhypothese que la déviation contin-
gentielle soit inférieure a a (cf. lemme VI). Dans la suite je
vais me servir de la premiére définition.

Lorsque la déviation de larc L est inférieure a 2a, on
peut considérer la bissectrice de l'angle de déviation défi-
nie comme l'axe divisant I'angle de déviation en deux parties
égales et dirigé vers son intérieur.

Théoréeme |I. Chaque contour rectifiable de Jordan dont
la longueur est supérieure a d et dont tout arc partiel de

s) Cette définition est due a M. T. Wazewski.

) Le cas u .t est banal. En effet, dans ce cas, pour tout e> 0
I’ellipse aux axes f et d satisfait aux hypothéses du théoréme 1et ne contient
aucun cercle de diamétre supérieur a t.
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longueur d possede la déviation ne dépassant pas a, ou 0< a<n4)
contient a son intérieur un cercle ouvert de diameétre:

a

5 q cosz2
( 2 _
1+ cosj

Dans la démonstration de ce théoréme nous nous appuy-
erons sur quelques lemmes.

Soit donné un contour de Jordan J. Désignons par
Int J et int J

respectivement l'intérieur du contour J et sa fermeture. Une
couple de points A et B sur le contour J le divise en deux
T 2

arcs AB el AB dont I'un peut se réduire a un point, lorsque
1 2
A = B. Si CeAB et DeAB, alors nous dirons que la couple

A, B sépare (au sens large) la couple C, D. Dans ce cas
aussi la couple C, D sépare la couple A, B.

Un arc simple est appelé coupure5} de Int J, lorsqu’il est
contenu dans Int J a I'exception de ses extrémités qui sont
situées sur J. Une coupure p divise IntJ en deux domaines
disjoints Gi et G» de facon que Int J — Gi + p° + G26),
tandis que ses extrémités divisent J en deux arcs Li et L2
de fagon que Gi est I'intérieur de + p et G2est I'intérieur
de L2+ p 7. Il en résulte immédiatement que si la couple
d’extrémités de la coupure p sépare celle de la coupure g, alors
p et q possédent un point commun.

Nous avons le suivant

Lemme I. Si p et g sont deux arcs simples contenus
dans Int J, dont les extrémités sont situées sur J et si la
couple d’extrémités de l’arc p sépare celle de larc q, alors p
et q possédent un point commun.

® Carathcodory, Math. Annalen 73. 323-370.
°) Lorsque p est un are, alors p°® désigne cet arc sans extrémités.
7 Kerckjartd: Topologie, page 67. 1927.
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Démonstration. Désignons les extrémités de l'arc p par
A et B et celles de lI'arc g par C et D.

La couple A, B divise le contour J en deux arcs Li et
L2 de fagon que C eLxet DelL2. Désignons par C le der-

nier point sur q (si I'on parcourt I'arc g a partir de C a D)
qui fait partie de Iarc Li (cf. fig. 1). Supposons que C"=A
et C=t=B, notre lemme étant évident dans le cas contraire.
Alors le point C n’appartient pas a L2 Désignons par D
le premier point sur g (si I’'on parcourt q a partir de CaD)
qui fait partie de L2 On a alors C4=D et larc q= CD

est une coupure de Int J. Les points C et D divisent J
en deux arcs L3 et L4 de facon que AelL3 et BelLt (car

Celi et DelL2. D’une fagcon analogue nous déterminons
sur l'arc p les points Ae L3 et B elLi, tels que l'arc p — A B
est une coupure de Int J. La couple de points C, D sé-

pare celle de points A, B, donc p *q4=0 et par conséquent
p *q==0, ce qui termine la démonstration.

Définition de la distance géodésique et des sommets
dun contour. Si J est un contour rectifiable de Jordan,
alors deux points quelconques Pi et P2appartenant a Int J
peuvent étre reliés par un arc simple, rectifiable contenu
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dans Int J. La borne inférieure des longueurs de tels arcs sera
dite distance géodésique des points Pi et P2 Nous la dé-
signerons par e(Pi.P2-

La distance géodésique e(Pi,Pa) est inférieure ou égale
a la longueur de toute courbe rectifiable, contenue dans

Int J et reliant les points Pi et P2. Elle remplit I’inégalité

de triangle

(2) e(Pi,P3<e(Pi,P2 + e(P2P3)
ainsi que la relation

3) e(PLP2>|Pi-P 2|

Dans cette derniére relation I'é¢galité ne subsiste que si le
segment Pi P2 est contenu dans Int J. La distance géodé-
sique Q(Pi, P2 est une fonction continue d’une couple de
points et atteint, par conséquent, son maximum sur le con-
tour J pour une couple de points A, B. Une telle couple
de points sera dite couple de sommets du contour J.
Lemme IL Si A, B, C, D sont quatre points sur le
contour rectifiable de Jordan J, et si la couple A, B sé-
pare la couple C, D, alors on a l'inégalité
(4) e(AC)+e(B,D)<e(AB)+e(C,D).
Démonstration. Soit e un nombre positif quelconque et
relions les points A et B par un arc simple rectifiable p
contenu dans Int J et les points C et D par un arc ana-
logue q de fagon qu’on ait les inégalités:
(5) Ip|<e(AB) +£ et [g[<e(C.,D) + £8.

) Nous désignons par |p | la longueur de l'arc p.
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En vertu du lerame | les arcs p et g possedent un point
commun Eelnt J (cf. fig. 2); le point E divise I’'arc p en
deux arcs AE et EB et l'arc q en deux arcs CE te ED
(certains de ces arcs peuvent se réduire a un point). En
considérant le courbe AEC — AE + EC et BED = BE 4ED
nous avons:

©) Ipl+lal= ["E|+|£EB|+|CE|+|ED|= |*"EC|+|B£D],

mais puisque q(A, C)< |"EC|et q(B, D)< \BED), il en ré-
sulte, d’aprés (5) que:

(7 e(A,C)+e(B,D)<e(A,B)+e(C,D) + 2e¢,
d’ou en faisant tendre e vers zéro, nous obtenons [I’iné-
galité (4).

Leinme IIl. Si M est un sommet du contour rectifiable

de Jordan J et £ est un arc partiel de J aux extrémités A
et B, ne contenant pas le sommet M, et si le point P appar-
tient & £, alors:

(8) e(P.M)> min (M,A), q(M, B)] .

Démonstration. Soit N le point qui forme avec Al une
couple de sommets du contour J. Désignons par £i celui
des arcs partiels du contour J aux extrémités M et N qui
contient le point P.

1 2

Les points M et P divisent J en deux arcs MP et MP
e

dont un — MP est une partie de Il'arc £i, tandis que
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I’autre — MP contient le point N (cf. fig 3). Puisque I’arc
L contient le point P et ne contient pas le point M, une

1
de ses extrémités, A ou bien B, fait partie de I'arc MP. Si
1

A? MP, alors la couple M,P divise la couple A,N, car
N eMP. Nous avons donc, d’aprés le lemme II, I’inégalité:
9 e(M,P)+e(A,N)>e(M,A)+(>(P,N),

d’ou il résulte:

(10) e(M,P)+HM N)>e(M ,4>+e(P,N)

puisque e (M, N )" Q(A,N). En ajoutant a I’inégalité (10)
celle de triangle:

(11) a(M,P)>e(M ,N)-e(P,N)

nous obtenons 2q(M ,P)*q(M,A), ou ce qui revient au

méme:
(12) e(M,P)>+S(M,A).

Dans le cas, ou BeMP, nous obtenons d’une facon ana-
logue I’inégalité:
(13) a(M,P)>"G(M,B\

Nous avons donc (12) ou bien (13), d’ou il résulte (8).

Lemme IV. Soit L un arc simple rectifiable de longueur
d, dont la déviation asatisfait a I'inégalité 0< a<n. Soient
A et B les extrémités de l'arc L et désignons par M son
centre9. Choisissons un systéme orthogonal des coordonnées
de facon que le point M en soit I'origine et la bissectrice de
I'angle de déviation de l'arc L soit I'axe x. Dans ces hypo-
théses:

1° I’équation de l'arc L prend la forme:

y = f(x), ol a<x<b;

2° If (X)|< |x|tg , lorsque a<x<bh;

°) Par le centre d’un arc rectifiable nous entendrons le point de cet
arc qui le divise en deux arcs de la méme longueur.
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(cf. fig. 4).

Démonstration. Comme I’axe x est la bissectrice de l'angle
de déviation de l'arc L, toute corde dirigée de I'arc L forme
avec l’'axe x un angle a tel que:

(14)

Il en résulte qu’il m’existe aucune corde dirigée de l'arc L
orthogonale a l'axe x, et par conséquent I’équation de I’arc
L peut étre mise sous la forme 1° Nous pouvons supposer
que A = (a,/(a)) et B = (b,/(b)). La propriété 1° est donc
démontrée.

Considérons maintenant le vecteur MX, ou X = (x,/(x)),
a<x<b. Daprés Iinégalité (14), nous avons:
(15)
d’ou il résulte la propriété 2°

L’arc MB est une partie de l’'arc L, de longueur . Soit

«un nombre positif quelconque. Désignons par 0= x0< Xi
< ___<xn= b les abcisses des sommets d’une ligne polygo-

nale inscrite dans l’arc. MB, telle que la différence entre sa

largeur et  soit inférieure a«. Nous avons donc:
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(16) e< |1 (Xj— X_i)2+ ((/(x.) —/(x,"))2

ou ce qui revient au méme:

oAk BRI

En considérant les cordes dirigées ou Xt— (xitf(x,)),
i—1,...,n, nous avons d’aprés (14):

1(*,) —/(x,_i a
(18) ) =706 tg 6 < Jg2’

et par conséquent:

(19)
cos 2 fi1 cos

En faisant tendre £ vers zéro nous en obtenons, a la limite,
b > 2cos|, dou il résulte la seconde inégalité 3°, puisque

B = (b,f(b)) et M= (0,0). On démontre d’une fagon analogue
la premiere inégalité 3°, ce qui termine la démonstration du
lemme 1V.

A présent nous allons démontrer un théoréme dont le
théoréme | sera une conséquence immédiate.

Nous entendrons par le secteur de rayon r, d'angle a et
de sommet Al I’ensemble qui est le produit du cercle ouvert
de centre M et de rayon r, et de l'angle ouvert (sans cdtés)
de sommet M et de mesure a.

Théoréme la. Si J est un contour rectifiable de Jordan
et M est un de ses sommets, et si L est arc partiel de centre
M et de longueur d dont la déviation a remplit I'inégalité
0< a< J alorsle contour J contient a son intérieur un secteur
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(cf. fig. 5).

Démonstration. Choisissons un systéme orthogonal de coor-
données de facon que larc L satisfasse aux hypothéses du
lemme IV. Désignons par A et B les extrémités de l'arc L.
L’autre arc partiel du contour J aux extrémités A et B soit
désigné par Lt. En vertu des inégalités: e (M, A)"\M — A |
et e(Al,B) |M — B, et d’aprés le lemme 1V, 3° il résulte
du lemme Il que:

(20) QUP,Al)> cos| ? pour tout p eLi.

Fig. 6.
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Le point M n’appartenant pas a Li, il existe un nombre k > 0,
k<min(]al|b]|) tel que le rectangle:
[x | <k

Ny i<g

de centre M soit disjoint avec l'arc Z*. L’arc L2 a I’équation :
y = f (x), ou |x |< Kk

est situé, d’aprés le lemme IV, 2° dans le rectangle n a

I’exception de ses extrémités et le divise en deux domaines

disjoints (cf. fig. 6.):

Ix |<k |x |< k
Gr f(x)<y<k /g| et —ktg~<y<f(x)

de fagon que n = Gi+ L2 + G2 Puisque le point M est un
point frontiere de IntJ, le rectangle Il contient un point
Qelnt J. Nous pouvons supposer, sans restreindre la géné-
ralité, que Q fait partie de Gi. Le domaine Gx étant disjoint
avec le contour J, est contenu & lintérieur ou bien & I’ex-
térieur de J.

Mais puisque QeGi et Qelnt 7, on a:

(21) * Gi C Int J

Désignons par S (e) I’ensemble de points (x,y) satisfaisant
aux conditions:

(22) X2+ y2<e2ety>|x|/g]j

C’est un secteur de rayon e, d’angle n— a et de sommet M.
Nous avons (cf. fig. 6):

(23) 5(Ar/g|)C G i.

En effet, lorsque (x,y) satisfait aux conditions (22) avec

Q= ktgy , alorsy <k tg~, et par conséquent|x |< k. D’apreés
le lemme 1V,2°, nous avons donc I’'inégalité f (x) -C1*1 tg " <y.

Il s’ensuit que (x,y) e Gi. Des relations (23) et (21) il ré-
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suite que S(k tg -j) C Int J. Désignons par r la borne su-
périeure des nombres e, tels que 5¢> C Int J. On aalors:
(24) S(r) C IntJ

(comme S(r) — S —"-j). Puisque 5 (r + n’est pas

contenu dans Int J, il existe un point Pn — (xn,yn) tel que
P,eJ et Pnes[r + En vertu de la seconde inégalité (22)

et du lemme 1V, 2° le secteur 5 (r + n’a pas de points

communs avec l’arc L, donc (cf. fig. 7):
(25) Pne Lu

Mais puisque, d’aprés (24), Pnne fait pas partie de S (r), nous
avons :

(26) r<|Pn- Af|<r + -

D’aprés (25), la suite Pn posséde un point d’accumulation
Po — (*o, yo) appartenant a Lu En vertu de (20) nous avon

Ilinégalité :
(27) Q (Po, M )> cos

En faisant tendre n vers °° on obtient de I'inégalité (26), a la
imite, la relation:
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(28) [Po— M I=r.
De méme puisque, d’aprés (22), yn> |xn|tg ~ on obtient
a la limite, I'inégalité:

(29) yo>|xo|/g-".

Des relations (28) et (29) il résulte, d’aprés (22), que le point
Po appartient a S(r) et puisque S(r) est un ensemble con-
vexe et le point M en fait partie, le segment PoM est con-
tenu dans S(r). D’apres (24), 5(r)C/n/7, donc POM Q IntJ

et par conséquent Q(Po. TH)— IPo— M |. Il s’ensuit, d’aprés
(27) et (28), que r> cos ~ . En vertu de (24), il en résulte
que le secteur 5 est contenu dans Int J, ce qui

termine la démonstration.
Un secteur de l'angle W< et de rayon r contient un

. P
) sin”2
cercle ouvert de diamétre 2 r--------—--- -x, donc le secteur
1+ sin -j
o cos
(Tcosl) . TN .
contient un cercle ouvert de diamétre
1+ cos
2 a
) cos 2 ) ) ) ) . ) .
La fonction--------------- étant décroissante, il en résulte immé-
1+ cos 3
diatement le théoreme I.
Remarque 1. |l s’ensuit du théoréme la que le théoréeme |

est vrai sous I'hypothése que la déviation de Iarc partiel
de longueur d dont le centre est un des sommets du contour

J ne dépasse pas a
Définition de la largeur d‘un contour de Jordan. Par
la largeur D(J) d’un contour de Jordan nous entendrons la

Rocznik Pol. Tow. Matem. X X ni. 3
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borne supérieure des diamétres des cercles contenus dans
int J.
Soit J un contour rectifiable de Jordan, de largeur D

cos

Si0O< a<n et o ->D,alorsenvertu duthéoréme |
2 I].'*'I CcoS a

(par contre -position) il existe un arc partiel de J, dont la

longueur nedépasse pas detdontla déviation est supérieure a a.

Nous avons donc, en prenant d — — & . .
le suivant:

COosS

Théoréme IL Si la largeur d’un contour rectifiable de
Jordan est D, alors atout a, tel que 0< a< X on peut faire
correspondre un arc partiel du contour, dont la longueur

) 4D e - s
ne dépasse pas et dont la déviation est supérieure aa.
cos*

Supposons que Dn->0 et Dn>0. Il existe deux suites
e, et an, telles que £n->0, £,>0, *-~0 (p. ex. en= VD,,\

4D,
an<n et (cos—)2 en On a alors 0.
cos*
Nous avons donc le suivant:

Théoréme I1l. Si Jnest une suite de contours rectifi-
ables de Jordan et si ->0, alors sur chaque contour
Jn il existe un arc partiel Ln, tel que:

[ILn|-*0 et Dev Ln-an.
§ 2
Dans les hypothéses du théoréeme | le contour J con-
2y
d COS 2
tient a son intérieur un cercle de diameétre 2 as
1+COSj

nous semble, par intuition, que tout contour satisfaisant
a ces hypothéses, contient a son intérieur un cercle de dia-
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metre beaucoup plus grand. Il se pose donc la question
de savoir comment formuler le probléeme pour que la so-
lution donne le diamétre, le plus grand possible, d’un cercle
contenu a l’intérieur du contour.

Définition de la fonction g(a). Désignons par Rdala
famille de tous les contours rectifiables de Jordan, satis-
faisant aux hypothéses du théoréme I, c. a. d. la famille
de contours de longueur supérieure a d, dont chaque arc
partiel de longueur d posséde la déviation ne dépassant
pas a. Posons:

f(d,a)= borne inf D (J), pour d>0 et 0< a<n.

En faisant subir chaque contour de la famille Rla la trans-
formation par homotétie de coéfficient d, nous en obte-
nons la famille Rdia. Comme la largeur d’un contour sou-
mis a cette transformation se multiplie par d, nous avons
f(d,a)= df(l,a), En posant/(l,a) = g(a), on peut écrire:

(30) dg(a)= borne inf D (J), pour d>0 et 0<ac<jt

Il en résulte le suivant:

_ Théoréeme IV. Dans les hypothéses du théoréme I,
Int J contient un cercle de diametre dg(d).

Sinous connaissions la fonction g (a), alors le théoréeme 1V
nous donnerait le diametre, le plus grand possible, d’un
cercle contenu dans Int J pour tout contour J satisfaisant
aux hypothéses du théoréme I. Notre probléeme se réduit
donc a celui de trouver la fonction g ().

Le théoréme | nous en donne une limitation d’en bas,
a savoir:

(31) e 2 -< g(a), lorsque 0< a< ji

d’ou il résulte que:
(32) g(@@)> 0, lorsque 0< a<n.

Nous allons tacher de limiter la fonction g (a) d’en haut.
A cet effet il suffit de construire un contour de la famille

3
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Rda, faisant e . sorte que sa largeur soit la plus petite

possible.

Prenons d >0, O<a<r, et soit n un nombre naturel,
tel que:
(33) (n—1Na<Jt<na.

. T .
Si 0 < a<2» al°rs n>3. Dans ce cas désignons par P la

ligne polygonale composée de n + 1segments dirigés de lon-
gueur d et tels que deux segments consécutifs forment I'angle a.

i .
Si < a<n, alors n— 2. Dans ce cas désignons par P la
ligne polygonale composée de trois segments dirigés, tels que

deux segments consécutifs forment I'angle a et que celui du

milieu possede la longueur d et la longueur d de deux
extrémes satisfasse a l’inégalité:

(34) 2<d<2..s,

Dans tous les deux cas la ligne polygonale P n’a pas de
points doubles (ce qui résulte des inégalités (33) et (34)) et
elle est située toute entiére d’un méme co6té 4e la droite p
passant par ses extrémités (cf. fig. 8.).

9<Ar<F
( ? <T:
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Désignons par K le cercle tangent a tous les cOtés de la
ligne P. Le diamétre de K est égal a:

(35) D= dctg-~.

Soit P I'image symétrique de la ligne P par rapport a la droite p.

Le polygone fermé Q = P —P est un contour de Jordan et
toute couple de ses cOtés (dirigés) consécutifs forme un angle
ne dépassant pas a (ce qui résulte de I'inégalité (33)). Il s’en-
suit aisément que:

(36) Q”Rda

Le cercle K est (en vertu de (33)) le plus grand possible

contenu dans IntQ, donc d’aprés (35), D (Q)= detg Il en

résulte, en vertu de (36) et (30), I'inégalité: d g(a)< d etg
Nous avons donc la limitation suivante:

(37) g(a)< etg~, lorsque 0<a<n. 10

Il résulte du théoreme IV (par contre-position) que
lorsque le contour J est de largeur D<dg(a), alors J n’appar-
tient pas a Rda c.a. d. il existe un arc partiel de J dont la

longueur ne dépasse pas d etdontla déviation est supérieure
a a En prenant d — + s. o0 s> 0, nous en déduisons

le suivant:
Théoreme V. Sile contour rectifiable de Jordan J possede
la largeur D, alors a tout ae(0,n) et s> 0, il correspond un

10 1l semble probable que g(@)=cfg|. Si I'on pouvait le démontrer,

alors tout contour de Jordan ayant en chaque point la courbure 1, et
par conséquent appartenant a la famille RatO, contiendrait un cercle de

diamétre actg “. Comme lim actg ~ = 2, il en résulterait que tout contour

de ce genre contient un cercle de diametre 2. Ce résultat a été obtenu par
une autre voie par M. F. Babler, Ueber geschlossene ebene Kurven von
beschrankter Krummung, Comm. Math. Helvet. 8, 5—47 (1935).
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arc partiel de J dont la longueur ne dépasse pas—\;v-r+eet
g9

dont la déviation est supérieure a a
Nous allons démontrer maintenant que:
(38) limgM =~

A cet effet nous démontrerons I'inégalité:
(39) g(d nag(na), lorsque 0 < na<jji,

en nous appuyant sur le lemme suivant.

Lemme V. Soit L un arc simple aux extrémités A et D.
Supposons que les points C et 6 appartiennent a £#et que
C soit situé entre A et B de facon que la partie commune

des arcs partiels Li— AB et £2= CD forme un arc £3= CB
ne se réduisant pas a un point (C ==B). Ceci étant supposé,
lorsque Dev Li<a et Dev L2<”, ou a+ ~<jt, alors:

(40) Dev £ < a+ fi

Démonstration. Désignons par (u,v) l'angle entre deux
vecteurs (resp. entre deux axes, ou entre un vecteur et un
axe) u et v. Soient h et 12 les bissectrices des angles de
déviation des arcs £1 et £2 et soit w une corde di-

rigée de larc £3. On a |(xv,£)|< et|(iv,2I< * d’ou
@i,h)l< 2 o existe donc un axe 1 tel que |(Z Z)|

et |(2,22)] Nous avons alors:

m t(v,/)l<Ar<i,

lorsque v est une corde dirigée quelconque de l'arc £1, ou
bien de l'arc £2 Choisissons Zcomme l’axe x d’un systéme
orthogonal de coordonnées et soient x — <p(t), y = yj(t), ou

les équations paramétriques de l'arc £. Suppo-
sons que les points A, C, B, D correspondent aux para-

metres Cj< tc <tB<tD. Siu= (@@ — 9, VH)—V (2)



SUR UNE RELATION 39

est une corde dirigée de larc Li, ou bien de lare L2 (c. a.
d. tA<t<t<tB, ou bien tc<t<i< fD), alors d’aprés (41),
on a:

(42) 9?2(f) — (p(f) — |u] cos(u,7) >0
et
(43) y(f) —y(f) itg (u,1)\< tgnA.

97(f) — R (f)
Nous prouverons que l'inégalité (41) subsiste pour toute
corde dirigée de l'arc L. |l suffit de le démontrer dans le
cas, ou v = (<p(tH— v (fd — v’ (fi)), n’est pas une

corde dirigée de l'arc Lu ni de l'arc L2 c. a d. lorsque
tA< <tc< < (2< fDChoisissons f3de fagon que tc < t3<tB.
Alors Ui= (p(fs)— <p(fi), y (h) — V(fi)) sera une corde di-
rigée de larc et u2— (<p(t2 — <p(tu, V (t2 — ~(fs)) en sera
une de l'arc L2 Nous aurons donc, d’aprés (42):

) cos (v, /): .®(fg) — V (ti) .
= [P(f) — P(fJj + [y (fs) — P(fi)1 > Q
|V|

et daprés (43):

_ Yy ()—y(fi)
(45) f9v2)1= L) — i
90— AEEAET R IO

""""""""" D(ft) — o(fl)

dou il résulte que [(v,71)]|< m L’ipégalité (41) subsiste

donc pour toute corde dirigée de l'arc L, d’ou on déduit
immeédiatement (40).

Nous démontrerons a présent que:
(46) Rd,,C Rnd_,,,,a, lorsque O0<na<n'et e>0.

Soit J un contour appartenant & Rda Nous prouverons
d’abord que la longueur de J est supérieure a nd — e. En
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effet supposons, par impossible, que la longueur de J ne
surpasse pas nd—e na étant inférieure a n, il existe un

arc partiel L — AB, tel que:

(47) d<\L\<nd—e
et
(48) Dev L > na.

En vertu de Il'inégalité (47), on voit aisément que larc L
peut étre représenté comme une somme de n arcs partiels

ABt, AB2 ..., AnB de longueur d et tels que la partie com-
mune de deux arcs consécutifs forme un arc ne se réduisant
pas a un point. Comme JeRda, la déviation de chacun de
ces arcs partiels ne dépasse pas a D’aprés le lemme V
appliqgué n—1 fois, il en résulte que DevlL<n a, ce qui
contredit a (48). Nous venons de démontrer en méme
temps que la déviation de tout arc partiel de J, dont la
longueur satisfait a I’inégalité (47), ne dépasse pas na. Il
s’ensuit que JeRnd_"na on a donc RdoC Rnd_em

De la relation (46) il résulte, en vertu de (30), que
dg(«) >(nd —s)g(na), d’ou en faisant tendre e vers zéro,
on obtient, a la limite, I'inégalité (39).

Remarquons maintenant que la fonction g (a) est non-
croissante. En effet pour ai<a2, on a Rdai C d’u

d’aprés (30), il résulte que g(aj> g(ad.

Faisons correspondre a tout ae un ka naturel, tel

i i ,
que . On a alors ka-+°°, lorsque a-+0. Il s’en-
suit, d’apres (32), que kag -*°°_  Mais la fonction g (a)

étant non-croissante, nous avons en vertu de I’inégalité (39):
Kg < kag (kaa) < g (a)

et par conséquent lim g(a) = oo.
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De la relation (38) on déduit le suivant:

Théoréeme VI. Soit Jnune suite de contours rectifiables
de Jordan. Si la déviation de chaque arc partiel de Jn, ayant
la longueur d. ne dépasse pas anet si an->0, alors D (/n)->°°.

§ 3.
Lemme VI. Si la déviation contingentielle de I’arc sim-
ple L est inférieure a n, alors elle est égale a DevL.
Nous nous appuyerons sur le lemme suivant, dont nous
nous dispensons de la démonstration,

Lemme VII. Si chacun des vecteurs Wi,.. .,wn forme
, . . X
avec l’axe | un angle ne dépassant pas a, ou a<—, alors

il en est de méme de I’angle entre le vecteur iv= iVi+ ..+ tvn
et I'axe |.

Nous passons maintenant a la démonstration du lem-
me VI.

Désignons par a la déviation contingentielle de I’arc L.
Comme Iinégalité a<Dev L est évidente il suffit de dé-
montrer que DevL< a. Soit:

X —X(f), ou

I’équation de Ilarc L. Désignons par | la bissectrice de
I’'angle de déviation contingentielle et soit:
(49) a<ti<t2<b.

e étant un nombre positif quelconque, on peut faire corres-
pondre a tout /e[/i,/2]1 un &t> 0, tel que

|(X (1), X(?) , 01 + e

lorsque t<t'<t+ 6t. Il en résulte, en vertu du théoréme
de Borel — Lebesgue sur le recouvrement, qu’il existe une
suite de points fi= To<...<T, = /2, telle que

(50) [(X (ri+D.X(r,) , Z)|<"-H.

Il s’ensuit, d’apres le lemme VII, que:

LOX(H),x (/5 , 2 K | + £
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d’ol en faisant tendre s vers zéro, nous obtenons:

(si) lexfoxxd), z)i<f,

pour toute couple et  satisfaisant a I'inégalité (49).

En faisant tendre t2 vers b, on voit que [I'inégalité (51)
a lieu aussi lorsque t2=b. Nous venons de démontrer
que toute corde dirigée de I'arc L forme avec I’'axe | un

atigle ne dépassant pas d’ou il résulte que Devl<a.

Comme il est, en général, plus facile de déterminer Ia
déviation contingentielle, le lemme VI rend les théorémes
des paragraphes précédents plus maniables dans les appli
cations.

Remarque 2. La notion de déviation peut étre précisée
de la facon suivante.
Soit donné un arc simple L et écrivons son équation
sous la forme:
z="=z(/), ou a<f<u
et z désigne la variable complexe. On peut démontrer le

théoréme suivant:
Il existe une fonction F(t,u) définie et continue pour

a<t<u<b et telle que
F(t,a)= arg[z(u)—z(t)l
La différence entre deux fonctions satisfaisant a ces condi-

tions est toujours constante.
En vgrtu de ce théoréme, nous définissons:



SUR LES INTEGRALES OSCILLANTES D'UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE AUX DERIVEES
PARTIELLES DU SECOND ORDRE

par
ZYGMUNT BUTLEWSKI (Poznan)

Introduction. Dans cet article nous étudions une solution
particuliére de I’équation différentielle aux dérivées partielles
du second ordre:

(Nz(x)*+ B (x)|[+C(x)z-*,(y)lp+ Bl(y)|*+Cl(y)z,

ou les coefficients A (x), B(x), C (x) sont des fonctions con-
tinues et dérivables de la variable réelle xpour 0<x0< x< +

les coefficients Ai (y), Bi(y),Ci(y) sont des fonctions con-
tinues et dérivables de la variable réelley pourO<y0<y< +°o0.

Nous appelons la solution réelle z=z(x,y) de I’6quation (I)
solution oscillante, si I'on a:
~(ray)= 0, z(x,yH=0, (i= 1,2,3,..),
ou
X0< Xi < X2< ..., YO< Vi< y2< eoee
En appliquant a I’6quation (1) la méthode des solutions par-
tielles de Bernoulli) nous ramenons la considération des
solutions de I'®quation (I) a la considération des solutions
des deux équations différentielles linéaires du second ordre:
«  MN(x)"4 + B(x)4H+ [C(x) + Alu= 0
(H) " dx dx
fiy A(y)*p+ Bi(y)" + [Ci(y) + 2]v= 0,

ou 2 est un parameétre (— <2< + °°).

* Cf. p. ex. E. Goursat. Cours d’Analyse Mathématique. T. 3 (1915)
pp. 131—132, 2-eme édition, Paris.
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Dans la suite nous réduisons les équations (Il) au type
de I6quation de Sturm -Liouville2:

(1) [P(t) 1+ [<7(0+ Ar(/)Juz=0.

Nous dirons qu’une intégrale w(t,X) de I’équation (Ill) est
oscillante, si elle possede une infinité de zéros pour
0< t9< t< + °° et A= Const.

D’aprés le théoreme de comparaison deSturm 3 toute so-
lution w (t, A non identiquement nulle de I’équation (Ill) a au
moins k zéros dans I’intervalle fini <tQ, , Si:

p(/)>0, g(/) + -*r(/)>0 pour

min [g()+ArM]  fc2n2

S S — > o
£ [pO] (Tl

Selon Kneserd si dans I’équation (I11) les coefficients
p(f) et q(f) + Ar(t) sont finis, continus et positifs pour les
grandes valeurs t et si les inégalités: O<a< 1, 0</?<I,

Jim Lfla(f) + Ar(Hh1}>0,

sont satisfaites, toute intégrale ainsi que ses deux premiéres
dérivées sont finies, continues et oscillantes pour les grandes
valeurs de t

2 M. Bacher. Legons sur les méthodes de Sturm, p. 57; aussi: R. Courant
u. D. Hilbert. Methoden der Mathematischen Physik, I (1931), pp. 250—251,
2-te Auflage.

3 M. Bécher, cité sous 2) p. 57, aussi p. ex. M. Petrovitch, Intégration
qualitative des équations différentielles, Memorial des sci. math. fasc. 48
(1931), p. 3L

4 A. Kneser. Untersuchungen Uber die reellen Nullstellen der Intégrale
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t, 42 (1893).
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M. Biernacki a démontrés que si p(/)>0, (U +
+ Ar'(/) > 0 pour t> tqf*lim [g(f) + 1r (N]= + °°etla

quantité
(ty. Uoglg(/) + 2r (O]}p
RO RV G R
est bornée lorsque / toute intégrale de I’équation (I11)

est oscillante et la distance des zéros successifs d’une inté-
grale tend vers zéro lorsque t->+ °°
M. Biernacki a donné aussi la condition suffissante:
lim [t2(b2— 2b + 4a)]>1
t->-+00
(en général plus commode que les précédentes) pour que
toute intégrale x(f) de l'equation différentielle

X"W+b()x ()+a(t)x(t)=0
soit oscillante pour les grandes valeurs de la variable t.

En appliquant cette condition aux équations Il,a) et II, /5),
on obient des conditions suffissantes pour que les intégrales
u(x, A) et v(y, A des équations 1l,a) et Il, y9 soient oscillan-
tes pour les grandes valeurs respectivement x et y. Ces
conditons sont respectivement pour les équations Il,a) et
I1,/5 les suivantes:

Si donc ces deux conditions sont simultanément remplies,
I'intégrale z (x,y,A) = u (x, Aev (y,A) de I’¢quation (I) est
oscillante pour les grandes valeurs des variables x et vy.

B Voir: Z. Butlewski, Sur les intégrales d’une équation diff. du second
ordre, Mathematica, Vol. 12 (1936) p. 37—38. Cluj.
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Fite6) a démontré que si p(#)>0, q(f) + Ar(f)>0 pour
0<tO< /< + °° et

+0 +aD
f A) @ [</(*)+ Ar(f)]ctf= + 00,
0 0

alors toute intégrale w (t, A) de Féquation (IIl) est oscillante
dans I’intervalle (fQ + °°).

En supposant que les intégrales de I’équation (lIll) spient
oscillantes pour 0<fo<f< + °° nous obtenons? (§8 1) entre
autres les résultats suivants: si p(f) [q(/)+ Ar()]> 0 et
1°si [p(g+A r)]'< 0 pour 0< t< + les valeurs absolues
des extrémes de lintégrale w (t, A) de I’¢quation (IIl) sont
croissantes lorsque t est croissante et A= Const, 2° si
[p(g+ATr]>0 pour O0</o++< + °° les valeurs absolues des
extrémes de l'intégrale vv(/, A), (a= Const.) sont décroissantes
lorsque t est croissante, alors I'intégrale iv(t, A) est bornée
lorsque t-* + 3°si [p(g+ Arn] = 0, alors les valeurs abso-
lues des extrémes de I'intégrale w (t, A) sont égales a une
constante positive.

Dans la suite (§8 2) nous appliquons les résultats du § 1
a I’équation lia) et 11)8) et obtenons les résultats analogues
(théoremes Il et Il1).

En utilisant des résultats du 82 nous indiquons quel-
ques propriétés de [I'intégrale oscillante z—z(x,y, A de
I’6quation (I). Entre autres nous obtenons (8 3) les résultats
suivants :

Si E-1(C+A)> 0 pour 0<x0<x <+°°,

A~* (Ct+A)> 0 pour O<yo<y< +°°

et de plus
1°) si (£—2B) (C+A)—"4C'>0 pour 0<Xo<x<+ °°,
(E—2B)(C1+A)—C"0O pour O<yky<+°°,

) W. B.Fite. Trans. Americ. Math. Soc. 19 (1918) 344—350.

7 Ces résultats dans la forme moins compléte j’ai démontré dans mon
article cité sous 5). Voir aussi: E. Kamke, Differentialgleichungen, Lésungs-
methoden u. Losungen, T. 1 (1942) p. 130 (f).
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alors les amplitudes de I'intégrale z (x,y, 2) de I’'équation (I)
sont croissantes lorsque les variables x et y sont non dé-
croissantes et la somme x+vy est croissante (2= Const.),
2°) si (£—2B) (C+ A—AC'<0 pour 0<xO<x< + °°,
G4'—=2B)(CJ-H)—~C'CO pour O<y(ky< + °°,
alors les, amplitudes de lintégrale z(x, y, 2) sont décrois-
santes lorsque les variables x et y sont non décroissantes
et la somme x+y est croissante; donc l'intégrale z (x, y, 2)
est bornée lorsque les variables x et y sont non décrois-
santes et x+y-*+ °°
3°) si (A'—2B) (C+3—AC'=0 pour 0<xo<x< + °°,
(A'—2Bi)(Ci+A—AtCi=0 pour O<y(ky<+ °°,
les amplitudes de [I'intégrale z (x,y, 2) sont égales a une
constante positive.
Nous obtenons aussi quelques propriétés des dérivées
) 8z 1z
partielles et

Dans le 84 nous nous occupons de I’6quation différentielle
(iv) 1?7=a28B

c’est-a-dire de I’équation d’une corde vibrante.
Nous supposons p. ex. que
22_P (0
<%
ou P(f) désigne la tension, qui est une fonction de temps t
et q(x’) désigne la densité linéaire qui est une fonction de
I’abscisse x.
L’équation (IV) est un cas particulier de I'6quation (I).
Alors nous obtenons pour I’équation (IV) les résultats ana-
logues a ceux du 8§83 pour I’équation (I).

§ 1. Considérons I¢quation différentielle aux dérivées
partielles du second ordre:

(1) Zx) [[2+B(x)g +C(x)z= AAy)" +Bi(yT|| + Ct(y)z,
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ou les coefficients A (x), B (x) et C (x) sont des fonctions
continues de la variable réelle x pour 0< x0< x < + les
coefficients Ai (y), Bi (y) et Ci (y) sont des fonctions con-

tinues de la variable réelle y pour 0<yO<y< +°°.
Dans cet article je vais étudier une solution particuliére

2 Z (X, y)= u(x)ev(y)

de I’¢quation (1) pour les grandes valeurs des variables
X ety.

L’équation (1) prend alors la forme:

p (x)~"+B(x)~+C (X)up =
= pi (y)fp +Bi(y) + Ci (y) v] u.
L’équation (3) est, en particulier, remplie, si on a simulta-
nément:
«  A(x) +B(x) +(C(X)+2Qu=0
fy A (y)ip+Bi(y)™ + (Ci(y)*rA)v= 0,

ou 2 est une Constante (— °°< A< + 00).

Nous supposons ensuite que A (x) 770 pour 0 < Xo< x <4-
+ 00 et Ai(y) 770 pour 0<y0< y < + 00.
Multiplions les équations (4,a) et (4, fi) respectivement par

epr E{ 3 et L eXP%IB.i(y) dy.a

A(x) AL(Y) ALY
Donc nous obtenons les équations suivantes:
d (du C(X)+A B (x) j«=0,
exp/
dx \dx CXpJJT(>d*) -d(x) P A (X)
« i (1 - W p W dy)y=0-

8 exp f (X) =efw.
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Les équations (5) sont des cas particuliers de I’équation

(6) + [Q(H+2r(HJu'= 0, p(/)>0,

c’est-a-dire I’équation de Sturm-Liouville.

Nous supposons dans la suite que les intégrales des équa-
tions (1), (4) et (6) sont oscillantes (cf. Introduction).

Désignons par G, t2...,tn___les zéros consécutifs de la
solution w (t, A), qui sont plus grands que f0 (fo<ti< t2<...)
et par rn (tn<tn<tn+l) les zéros correspondants de la dé-
rivée w' (t, 2).

En multipliant I’équation différentielle (6) par 2 p (t)w'(t,L)
et en intégrant I’égalité obtenue par parties entre les limites
a et b on obtient I’6quation:

(7) p2(b)iv'2(b, 2)—p2(a)iv'2(a, 2+ p (fc)[q(b)+2r(b)] w2b, 2)—
b

— P(a) [a(a)+2 r(a)] iv2(a, 2) —J [(pa)' + 2(pr)Tw2(t, 2) dt.

a
Si a= tn, b = tn+l, alorsw (tn, 2) — w (t,,+x, 2)= 0 et on peut
écrire I’égalité (7) sous la forme suivante:

(8) p2(/ntl) w'2(fn+l, 2) — p2(/,) w'2(tn, 2) =

= {fa) + 2 ()7 w2, 2) dt
Si (pq)' + 2 (pr)'> 0 dans (tn, tn+x), le second membre de
I’égalité (8) est manifestement positif. Il en résulte que
9) [p (/n+D) w' (tn#l, 2)|> |p (tn) w' (tn, 2)].
Si de plus p' (t)<0, on aura
(10) [if' (tnx, 2)| > w' (tn, 2)|.

Si (pg)'+ 2 (pr)'< 0 et p'(t) > 0, les inégalités (9) et (10)
sont remplacées par des inégalités contraires.
Si (pg)’+ 2 (pr)'—0, alors d’aprés (8) on a

IP (tn) w' (tn+l, 2)|= | p (t,,) w' (tn, 2)].

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 4



50 ZYGMUNT BUTLEWSKI

Si de plus p (t)= Const. (donc g + 2r= Const.), on aura
Jw' (tn+l,2) |= |w' (tn,2) |
Posons maintenant dans (7) a= r,, b= rn+l, nous aurons
(11) P (t,+i) [Q (rn+]) + 21 (rn+D)] iv2 (rn+l, 2) —
—pM)Ia(n+ A(THw2m2)= {' [(pg)+2(pn)1 w2(/A) dt.

»N

D’aprés (11) on a:
1°sip (q+ 2r)> 0, (pg)'+ 2(pr)> 0, alors:
PP @) Mg (Lt + 2r (n+ )] [w (m+,2)]| >

> /P9 (Q + 2r (6)]|w(r, 2)I;

2°sip(g+2r)>0 (pg) + 2 (pr)'<0, alors:
1/ P (M+) QM+ + 2f *n+ DI T On+1l*1 <

< jlp 0,) [90,) +2r (g)]|w (m 2)];

sip(g+2r)>0, (pg)'+ 2(pr)'=0, c’est-a-dire pg + 2pr=
= Const. et positif, alors:

1/ P (r,+i)[g (rn+i) + 21 0,,+1)] Iw (tn+1, 2)| =

= j/PO0,)I1g0,)+*r0Jl Iw (g, 2!

et par conséquent
Iw (in+Vv 2) 1= lw (Tn> A|°

Ajoutons aux deux membres de I'¢galité (11) la quantité
p(r,) [gOn) + wm*)] w2(rn+l, 2); le résultat peut s’écrire

(12) p0,) [90,) + 2 r (t,)] Ww2(t, ], 2) —w2(rn, 2)] +

Jn+l
+/ I(pg)'+ * (pr)'] (w20,+i> 2) — M2 (f, 2] dt = 0.

L’égalité (12) estévidemment impossible siju'(rn+l, 2) |> | w(r,,,A) |
etsip(g+2r)>0, (pg) + 2 (pr) >0
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Soustrayons maintenant des deux membres de I’égalité (11)
la quantité p (rm+l) [q (64D + Ar (t,+D)] w2 (= A), il vient:

P (rm+i) [q ¢n+i) + Ar (t,+))] Le2 (4,41, A) — w2 (¢, A)] +
+ 1" Kpay + AT V2 (6, A — w2 (, A] dt— 0;
égalité impossible si |w (t,+1, A| < |w (t,, A et si

p(q+ An>0 (pa)+ A(pr)<o.

En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Théoreme I. 1) Si p(f) q(/) + Ap(t) r(t)>0, [p(i) q(f)]'+
+ Alp(/) r(/)]'<0 pour O<to<t< + °° les suites

{1/p (M) [a (M)+ Ar (rj] w- (g, AN, {lp (f.) w' (t... A)}

sont décroissantes, tandis que la suite {|w (rn, A)1} est croi-
ssante; si de plus p'(/)> 0, lasuite {Jw’(in, A)} est décroi-
ssante.

2) Sip(f) q®+A p(t) r(/)>0, [p(f) a(NI'+A [p(0 r(/)K>0
pour O<fo</< + °°, (es suites

{j/PW [gqW + Ar (] Jw 7, A1} {lp (/,,) w' (tn Al

sont croissantes et la suite {|w (rn, A)|} est décroissante;

si de plus p' (t)<0, la suite {iv'(/,,,A)|} est donc croissante.
3) Sip(i) q(i)+ Ap() r(i) = E>0 (E est une con-

stante) pour O<to< t< + oo, on a donc:

Ip(i,,) w' (tn, A)|= F>0, |w (t,, A= G>0, (n=1, 2, 3,...),

(F, G sont des constantes); si de plus p(t) — Const. pour

Q<t0< t< + °° alors

Iw' (t,,, A= H>0, (nh= 1, 2, 3,...), (H est une constante).

En supposant que p(t) q()+ Ap(/) r(i)> m >0, (m=
— Const.), [p(t) q(i)]'+ A[p(i) r(/)]'< 0 et d’aprés le théo-
reme |, 1) on a les inégalités:

4*
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A 0i) [g Oi)+ Ar (TI] |xv (ti, a)|>
> j/I P *)[g (U + Ar(n] Ixv (t, &I> 1/rn |xv(m, & |

Alors nous obtenons le

Corollaire I- Si p (i) q(/) + Ap (/) r(f)> m >0 et
[P(Og®]+ A[p(i) r(/)]'< 0 pour 0<tO<t < + la suite
{Ixv (rn A)|} est croissante et bornée; la solution iv (/, A
de I’6quation (6) est donc bornée et ne tend pas vers zéro
lorsque t-+ + °°.

En supposant que 0< p(t) q(t} + Ap(/) r()<M < + °°
(M = Const.) et d’aprés le théoreme 1, 2) on a:

j/POi)[g (€)+ Ar (tOl [xv (tu AI<
<|/~P (b)) [g M+ Ar (t)] [x (m Al< TT IX(t, A

Alors nous obtenons le

Corollaire IL Sio<p()q()+ Ap() r(H)<M < + °° et
[p(f) g(i)]z+ A [p(i) r(/)]'>0 pour O<to<t< + °° alors la
suite {|xv (xn, A) [} est décroissante, mais ne tend pas vers zéro.
La solution xv (t, A) de I’équation (6) est donc bornée, mais
ne tend pas vers zéro lorque /

§ 2. Désignons par Xi, x2 mm., xr>... les zéros plus
grands que xo dune intégrale u(x, A) de I%quation diffé-
rentielle (5,a), x0<Xi<X2<... Soient £i,f2, =mm $1t ...
les zéros consécutifs de la dérivée u (x,A) et soit X;<£j<xj+1,
(i= 1,2,...). Nous désignons par yx y2 ..., yre ... les
zéros consécutifs de lintégrale v (y, A de I'6quation diffé-
rentielle (5, fi), yO< yi <y2< ... et par i3, . les

zéros consécutifs de la dérivée v'(y, A et soit yi< "<y
0=1,2,.).

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats du 8§ 1.
aux équations (5,a) et (5 /72 qui sont des cas particuliers
de I’équation (6).

Alors nous obtenons les résultats suivants:
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Théoreme IL 1) Si

C/(AX)(X; 250, [A'(X)— 2B (O][C (X) + A— A(X)C' (x) > 0
pour 0<x0<x< + alors les suites

CE)+ Al f B(X
exp
*0

BW q
A(Xx)

A<én)

X |il(x,,A)]

sont décroissantes, tandis que la suite {|u (£, A|} est

croissante; si de plus >0. te suite {|u'(xn>A)F est
donc décroissante.
2)Sit"">0,M "(x)-2B (x)][C(x) + A]-/I(x)C'(x)<0

pour 0<x0<x< + <» alors les suites

/] C(U + Al f'B(x) \,

I
expf ig:; dx |u'(xn>A)
*0

sont croissantes et la suite {|u A |} est décroissante;
toute solution u(x,A) de I'équation (5,a) est donc bornée

lorsque x . Si de plus ié§§<0 la suite {]i/(x.,(A)[}

est croissante.
3) Si C"(xp >0» [A’M —2B(x)][C(x) + A]-*(x)C'(x)=C
pour O<Xo<x< + °° donc:

IU(Ei,Al= lu(fz,Al= ... = JUELA= ... .

Si de plus B(x)= 0 pour 0<x0<x< + °°, alors:
[u'(xi, A= Ju'(x2, A= ... = Ju'(xnA)= ... .
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En supposant que
gA M L(exp2i » ix)>p>0 (p=c<"Is'J

*0

et d’apres le Corollaire | nous obtenons le

Corollaire I11. Si
C(x)+ 2 cM .+ H
A M >0,~AM ~\exp2jA M dx)>p>0

W '(x)—2B(x)][C(x) + A]—.d(x)C'(x)>0 pour 0<x0<x< + °°,
alors la suite {|u(fr2)|} est croissante et bornée-, la so-

lution u (x, A de I'¢quation (5,a) est donc bornée et ne
tend pas vers zéro lorsque x

En supposant que
P (G EH A - consy

et d’aprés le Corollaire Il nous obtenons le

Corollaire IV. Si

X))+ Z\ n X) + 0

'I'iN _ >0 (l?/l ~ epoJA M AX) zp< +
I/ (x)—2B(X)][C(x) + 4—yI(x)C'(x)<0 pour 0<x0<x< + °°,
alors la suite {Ju(fn>2) |} est décroissante, mais ne tend
pas vers zéro; la solution u(x.2) de I'¢quation (5,a),est
donc bornée, mais ne tend pas vers zéro, lorsque x-> + °°,

En appliquant a I¢quation (5, /9 le théoreme | nous
obtenons le

Théoreme IIl. 1) Si
Clih(y) >°- ~2B 1l + Ai(y)C'(y)>0

pour 0<yo<y< + alors les suites:
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cipo)+ A" T 1) dy) Iv(,- A)l
Ai () \ " !
yn
expf M y)dy) [vi(y- i)l
yo !

sont décroissantes, tandis que la suite {|v({?7>a) |} est
croissante; si de plus*+~>Q, la suite {|v'(y.,. A|} est

décroissante.

2) >0 ()~ 2 WIC (y)+23® AW M <0

pour 0< y0O< y < + °° alors les suites:

V/ CIK)])‘ A\expl (x)dy)lv M A\

sont croissantes, tandis que la suite {|v(»?n, A)|} est dé-
croissante; toute solution v (y, A de I'équation (5, /?) est
donc bornée lorsque y->+°°. 5/ je pl/us Bl < 0, la suite

{Iv'(yn 2)|} est donc croissante.

3)SiCA\i(A>0' Wx A -2B« [Ci6 0 + * ]-c;(y)=

pour 0<yo<y< +°° alors on a:

v(»h, A= |v({iZ2 A= ... = Iv(j?n Jt)| =
Si de plus Bi(y)=0 pour 0<yO<y< + °° alors:
v (yi, Al= V' (Y2Al= ... = [v (yn A= ...
En désignant par q et Q deux nombres constants nous
obtenons d’aprés le théoréeme IIl deux corollaires suivants:

Corollaire V. Si
W >0’
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IA'fiy)— 2Bt (y)] [C(y)+2] —At(y) C (y)> 0 pourO<y(ky< +
alors la suite {{vb]n, 2)} est croissante et bornée; la solution
v (y, X de I%quation (5, fiy est donc bornée, mais ne tend
pas vers zéro lorsque y

Corollaire VI. Si

Ci (y)+2 Ci (y) + a oo

. >0, O<*™ % <Q< + °°

AL(Y) AL (Y) Q
[Ai(y)—2Bi(y)][0,60+2] — (y)C'(y) <0 pour O<yo<y< +°°,
alors la suite Uv(r;n 2)[} est décroissante, mais ne tend
pas vers zéro; la solution v (y, A de I%quation (5, fi) est
donc bornée, mais ne tend pas vers zéro lorsque y-> + °°

8§ 3. De la relation

z(x,y,2)= u(x,2)*v(y, 2

il s’ensuit que chaque zéro de la fonction u et v annule z,

on a donc:
z (xmy, 2)*=0, z(x,yn2)—0 (m,n= 1,2.3,..

D’apres les égalités:

& = UW(EM2)V G, 2)= 0
="zn* y =1In
I I l —u (fm2)v &2,2)= 0

on voit que la fonction z — z(x, y, 2) possede les extrémes
dans les points (Em im), (m,n= 1,2, 3,...).
Nous avons les égalités suivantes:

(m,n=1,23,.)

C(U+2 g7
a) A(En) exp ; A(X) u \"
CI(yn)+A NM(y) T
F Al (1 pJ Ay dy vain i

_ / [C(U+21 [Ci(U+2]
AtfIAUfI)
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Vn

exp dx + i'l(();)) dy i T
yo
b) a(fm 2) «V(@m 2) = z (fm 7n 2);
12 ) en
y1/Cr Vv
FooAi(?) 3 Aigy) dy U (xm2veR, 2)

cCiln,) +2 j‘ dz’
Ai 0j,) Al(y) Qx 1 X=X,

y=>In

dyv W F exp(
exp |

L

__1I_C(fm)+2 exp, ng-dX dz

A (U 0
(m, n=1, 2, 3,...).

){d’x U(Em, 2) V (yn, 2)=

AM

Les premiers membres des égalités (12) sont des expres-
sions qui figurent dans les théorémes Il et IlI.

En utilisant des propriétés bien connues des suites dou-
bles, nous pouvons appliquer les théoremes II, 1), 3) et IlI, 1),
3) aux égalités (12).

Nous dirons qu’une suite double {am,} est croissante
{décroissante) au sens strict lorsqu’on a: am+Il,n > ampn,
(am+i,n<amn) et aussi am>n+,> am>n, (am>ntl < anp,) pour

m,n= 1, 2,... . Alors nous obtenons le
L . C(x)+ 2 Ci(y)+ 2
Théoreme IV. Si >0, >0
A (x) Aidy)

[A°M — 2B (X)][C(X)+ 2]— A M C'(x)> 0(>0)
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[a;(y)-2B1W] [Ci(y)+ A- A () C[(¥)> 0 (> 0)
pi)ur0< X0< x<+ % 0<yl<y < + &)
alors:

1) la suite double (comp. 12 a)

m
[C(U +410,00+ 2| exp B(S)dx+
AMAdDVn) A (x)
+ - (Y) 4
J Ai y
it )

est décroissante au sens strict:
2) la suite double (comp. 12 b)

{IZ(frr 417
est croissante au sens strict;
3) si de plus Eg)) >0 pour 0< x0<x< + oo, alors la suite

double (comp. 12,¢)

Ci (%) ~HA £4 N\ K F '
Al (1 ; FRALIRY
est décroissante au sens strict;

4) si de plus >0 pour 0<yo<y< +°°, alors la suite
double (comp. 12, d)

) La notation:
[£(X) —2BX)] [C(x>+ 2]- A(X)C'(x) > 0(>0)
[At(y)- 2B, ()] [Ciiy)+ 2]- A, (y)C' (y)> 0(> 0)
exprime que l'on a:
sot [A"(X)- 2BX][CX)+ 2]- A (X)C' (x) > 0,
[AV(Y)- 2B, I [G.(Y)+2]- A, (y)C'. (y)> O,

[A"(X)- 2B (X)] [C(x)+2]-A (x)C'(x)>0,

[A', (y)—2B.,(y)] [C. (y)+2]- A, (Y)C' (y) > O
Nous appliquons une notation analogue dans les théoremes qui suivent plus
bas.

soit
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*
c(U+a exp rB( ) dx 9z
A (U o AM ay/::

est décroissante au sens strict.

Supposons maintenant que

X

[C(x) + ACx(y)+ A (2f  BM

(13) A (x) Xi (y) exp am ¥

+ ZJ{E Ai(&’/)) dy) “k>Q, (k— Const)

pour 0< x0< x< + °°, O<yo<y<+°°. D’aprés le théoréme
IV, 1) on a les inégalités
fi
[C(M)+A] [Cifa) + A BM i
A(£] Al () exp anm 9%

*0

+ f (y)7Oly Z(Ei, A > jlk |z (Em A |

D’apres le théoréme IV nous obtenons donc le

Corollaire VIL si Cffit*>o0, CY? t Ao,
AM AiIM

[AM ~ 2B(X)][C(xX) + A—AM C'M >0 (>0),
[AL(y)- 2Bi(W)I[Cx(y)+ A- AiM C[(y)> 0(> 0)

pour 0< x0< x <+ 00,0<y0O<y<+ et si la condition (13)
est remplie, les valeurs absolues des extrémes de la solu-
tion z=z (x,y, A de I'%quation (1) sont croissantes et
bornées lorsque les variables x ety croissent au sens large,
tandis que x +y croit au sens strict. L’intégrale z—z(x,y, A
est donc bornée lorsque x et y croissent au sens large et
X+y->+ °°

En appliquant dans la suite les résultats des théoréemes
I, 2), 3) et Ill, 2),3) nous obtenons d’aprés (12) le
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C{x) -FA Ci(y) + A
AfX) Al v
[A"(x)— 2B (0][C(x) + A— A (x)C'(x) < 0« 0),
IA; (y) - 2Bt(WIICt(y) + A - A, (y) Ct(y)< 0« 0)
pour O<xo< x< + O<yO<y< + °° alors:

Théoréme V. Si

1) la suite double {comp. 12a)

[C(U + A[Cifa) + A
A(fm A (€)

m \h
g A i iBiM
exp

‘ $
est croissante au sens strict;
2) la suite double {comp. 12b)
{1z Vn. A)I}
est décroissante au sens strict. La solution z—z{x,y, A

de I'6quation (1) est donc bornée lorsque les variables
X et y croissent au sens large et x + y->+ °°;

3) si de plus Blixg <0 pour O0<xo<x< + °° alors la suite
yl(x
double {comp. 12c)
\h

VCI () + A Bii(y) dy 8z

Ai(y., Gpjmy) My
(y.) ¥

est croissante au sens strict;

4) si de plus 9\-<o0 pour O<yo<y< + °° alors la suite

Ai(y)
double {comp. 12d)

C(U+A /SHB{X) . Asz\
A {U P yly =

est croissante au sens strict.
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Supposons maintenant que

[C(x)+ Aic (y) + 2 BM

A (x) Ai (y) exp 2 e

14) T ac

+ 2 ijl((Z/)) dy <K< +°° (K= Const.)

D’aprés le théoréme (V, 1) nous avons l'inégalité :

. h
15) |/, tc&) + *Hcifa)+A] [rB . .,
V AAMNA M \J AM

yéBEi: g; gy iZ(ELiTU)<V T |z(fm I A).

En tenant compte du théoréme (V, 2) et dlapres (15)
nous obtenons le

Corollaire VvIl. si C t *s 0, ~aaanr 5 -
A (x) zli (y)
[A"(x) —2B (x)] [C(x) + AJ- A (x)C'(x)< 0« 0),

[AL(y) - 28Bly)] [Cly) + A]-"(y) C(y) < 0(< 0)
pour0<x0<x< + °°, 0<y0O<y < + °°ef sila condition (14)
est remplie, alors les valeurs absolues des extrémes de la
solution z—1z (x,y, & de I’équation (1) sont décroissantes,
mais ne tendent pas vers zéro, lorsque les variables x ety
croissent au sens large, tandis que x + y croit au sens
strict. La solution z= z (x,y, A est donc bornée et ne
tend pas vers zéro lorsque x et y croissent au sens large
et X+ y-*+ °°,

Considérons maintenant les relations suivantes:

1 B(x)

a) exp AM

dx u (xm 2) v (ij,, 2) =

B (x) 8z
e)@[o Am I
y=1n
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y
b)  exp J Atggdy uEm v (yn A
YO

CRi),, 0z
o RGY oyre=im

(16)

_ram o
, , I C(O+A f B(x) _
. d £ VA =
0 F -Tfer ep. ax ™ “EnAYmA
- (U+* ((4 B (x) dx Z($m Vi)
A (O o A
d) -1 CiiA 1 BiY) oy A A—
J TR o L
Al (tjn) . y
D 'aprés les théoremes IlI, 1), 3) et I, 2), 3) et les relations

(16) nous obtenons le

Théoreme VI. Si > 0, .
A (x) At (y)
[A'(x)-2 BM] [C(x)*A] — A(x) C'(x) > 0(> 0),
[A'(y)— 2 BYy)I[CI(y) + A]-"I(y)C;(y)<O0 (<0)
pour Q<x0<x< + 00,0<yO<y < -I-°°, alors:
1) la suite double (comp. 16a)

f BMm 0z (xmin, A

&P Ax) WX 0 x

. . . . BM
est décroissante au sens strict-, si de plus > 0 pour

0< x0< x < + alors la suite double
0z (xm tln. A
0x
est décroissante au sens strict;
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2) la suite double (comp. 166)

(y) ’ 8z (C yn*
J A ©) y dy

est croissante au sens strict; si de plus Bi (y): Ai (y) < Opour
0<yo<y< + °° alors la suite double

dz (Emy.. @
Ll dy
est croissante au sens strict;
3) la suite double (comp. 16¢)

IC(U+A r b(x) ® *
| exp ; —rdx 1z (fm*,*) 1
P avy 770 AT

est décroissante au sens strict;
4) la suite double (comp. 16d)

Cl(i2)+ 2 eXp f’Q(Y)
Ai (yn) y  Ay)

est croissante au sens strict;

dy z (men,y)

5) Les extrémes absolus de la solution z= z(x,y, 2) de
I'équation (1) sont: 1° non décroissants pour x-> + °° ef
y—p>0, (y>y0p— Const.), 2° non croissants pour x = v,
(v> x0, v= Const.) et y -* + oo

D’aprés les théorémes II, 2), 3) et Ill, 1), 3) et les rela-
tions (16) nous obtenons le

Théoreme VII. Si . .
yi (x) Al (y)
[£ (x)-2B(x)] [C (x)*+2]—A (x) C'(x)<0 «0)
1A (y) -2B t()][C (y)+2- A>(y)C (y)> 0(>0)
pour 0<x0<x < + 00, 0<yO<y< +co, alors:
1) la suite double (comp. 16a)

i B (), 9z(xm?%,2)

&P A Sx
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est croissante au sens strict; si de plus B(x):Z1(x)<0 pour
0< x0< x < + °° alors la suite double

( dzCxm,yn, 2) )
1 8x j

et croissante au sens strict;
2) la suite double (comp. 16 b)

8z (Emyn,2)
8y
est décroissante au sens strict; si de plus Bt(y) :Ai(y)>0
pour O<y0< y< + alors la suite double
dz("myn 2)
8y

est décroissante au sens strict;
3) la suite double (comp. 16 c)

Yc (fm) + A exp f §(<XX)> dx |z (fm 2, 2)|

est croissante au sens strict;

4) la suite double (comp. 16 d)
R \h
i 2)+ B
Ci)+ A ox f ,_(y) q

Al (Vr) Ai(y)
est décroissante au sens strict;
5) lesvaleurs absolues des extrémes de lasolution z = z(x,y, 2
de I’équation (1) sont: 1°non croissantes si x y= y0;
2° non décroissantes si x=p y-"- + ¢,

Nous avons les relations suivantes:

u(fm 2)ev 2, 2)= z (fm, 2)

8Z (X , A

(17) u' (xm 2) «v (rjn 2) = ( dmx n A
Sz (fmy,, 2)

U(C V2= dy
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D’aprés les théorémes II,3) et IIl,3 et les relations (17)
nous obhtenos le
Corollaire IX. Si C A> 0, > 0.

[£ (x)-2B(x)] [C(x)+A]—A(X) C'(x)= 0,
[Z'(y)—2BI(y)]I[CL(y) + A — ~,(y)Cly) = 0
pour 0< x0< X< + °°, 0<y0<y< + °° alors
1) 1z (Em m3) |= a>0;
2) si de plus B(x)= 0 pour 0< Xo< x< + °°. alors
8z(xmnn,1) _ A
0x /1>0"

3) si de plus Bl'(y)= 0 pour 0<yo<y< + °° alors

8ztfmy,,),i
— 85— =r>°’
oum, n= 1,2 3,... eta fi, y sont des constantes.

§ 4. Considérons maintenant I’équation différentielle de la
corde vibrante

82z 202z
(18) 0t2~ a 0x2
Le déplacement Z normal a la corde d’un point d’abscisse x,
a linstant f, est une fonction des variables X et t qui
vérifie I’équation (18).
Supposons par exemple que

P(t)

e(x)
ou P(f) désigné la tension de la corde vibrante, Q(x) désigne
la densité linéaire de la corde vibrante. La tension P(f) ne
dépend que du temps t; la densité e(X) ne dépend que de
[’abscisse x.
On peut écrire I’équation (18) sous la forme suivante:

fim 1 02z _ 1 02z
Ul e(x) dx2 P(t) dt2'

Rocznilc Pol. Tow. Mitem. X Xm .



66 ZYGMUNT BUTLEWSKI

Nous supposons que éXx) soit une fonction postive, continue
et dérivable de la variable x pour 0< x0< x <+°°; P(t) est
une fonction positive, continue et dérivable de la variable t
pour 0</o<f< + °°,

L’équation (19) est un cas particulier de I’¢quation (1),
ou I’on pose:
J.(y)=rTy)- y=t-
B(x) = C(x)= Bl(y)= Cl(y)= O.
Nous pouvons donc appliquer les résultats du § 3 a I’6quation
(19). Nous supposons dans ces résultats que A>0. Les zéros

de la solution z (x,t, & de I’équation (19) forment le réseau
rectangulaire :

z (x, t, A=0, z (x,fitA=10 (=1 2 3,...),
ou l'on a: x0< Xi< x2< ..., tO<ti<t2<...

Supposons ensuite que

ou
Xj< fj< Xi+l, f <T,</i+l .

En appliquant le théoréme IV a I¢quation (19) nous
obtenons le

Théoréme VIIlI. & <?(x)>0, &(x)<0(<0) pour 0<x
< x<+o00 P()>0 P(t)<0(<0) pour 0<tO<t<+
A> 0, alors les suites doubles:

1Z h>>,5)|}>

82Z (£,, tn, A
dt

sont décroissantes au sens strict et la suite double
Jz (fm rm, A)|J

est croissante au sens strict.
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D’apres le corollaire VII nous obtenons dans le cas
de I’équation (19) le

Corollaire X. Si Xq(x) ki >0, gdM <0 (<0) pour
0< x0< x < + AP(i) >fe2> 0, P'QX)<0 (<0) pour
0< tO< t < + °°, (fci, k2sont des constantes, A> 0), alors les
valeurs absolues des extrémes de la solution z = z (x, t, A de
I’6quation (19) sont croissantes et bornées lorsque x, t crois-
sent au sens large et x + t-* +

En appliquant le théoreme V a I’équation (19) nous
obtenons le

Théoréme IX. Si £>(x)>0, g (x)>0 (>0) pour 0<x0<
<x< + °° P(f)>0, P'(i)>0 (>0) pour O<to<t< + °°%
alors les suites doubles:

[1/ e (U P (%) Iz (C a) [},

i’lp w |8z (*m Tn,A)l, {-//7 (U 18z ( I A)]

sont croissantes et la suite double
(fm m, A)lj

est décroissante au sens strict; les valeurs absolues des
extrémes de la solution z — z (x, t, A) de I’¢quation (19)
sont bornées, lorsque les variables x, t croissent au sens
large et x + />

Le corollaire VIII dans le cas de I%%quation (19) prend
la forme suivante:

Corollaire XI. Si 0< Ae(X)< Ki<+°° e (x)>0(>0)
pour i<x0<x<+°° 0<AP(i)<KXx+o0°, P'(i)>0(>0) pour
O<io<i<+°°, (Xi, K2 sont des constantes, A>0), les va-
leurs absolues des extrémes de la solution z= z (x, t, A) de
I'équation (19) sont décroissantes, mais ne tendent pas vers

zéro, lorsque les variables x,t croissent au sens large et
X+ t-*+ co.
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Supposons maintenant que etd —P>0 pour 0<”0”"Xx< + 0°%
P(/)= j'>0 pour 0<fO</< + °° Cu, v— sont des constantes),
c’est-a-dire la corde vibrante est homogeéne et la tension est
une constante, alors en appliquant & I¢quation (19) le
corollaire IX nous obtenons le

Corollaire XIl. Si g(x)=y.>0 pour 0<x0<x< + 00>
P(f)= v> 0 pour O<to<t< + A> 0, alors:
1 | z V<A = a>0 ,
9z(xm, t
2) (xm tin A
8 x
8z (Em yn
3) (Em yn A — Z>0
8y

o0 m, n= 12,3... et g fi, y sont des constantes.

Dans ce cas, I’6quation (19) est de la forme

20) 1822 18%
y 8x2 v 812

L’intégrale particuliére de I’6quation (20) est:

z(x,f)= (acosykyx+bsinYXyx) (ccosyXfit+dsin*Xyt),
ou a, b,c,d sont des constantes d’intégration et A est une
constante arbitraire, positive.

Les résultats du corollaire XII sont les mémes que les pro'
priétés analogues de l'intégrale (21).



SUR LES COEFFICIENTS DES FONCTIONS
ANALYTIQUES UNIVALENTES DANS LE CERCLE
ET LES POINTS EXTREMAUX DES ENSEMBLES

Par
F. LeJA (Krakow).

1. Soit
(1) y = f(x) = clx + c2x2+ ol Ci>0
une fonction holomorphe univalente dans le cercle K{ |x|<I1},
Désignons par 2/ le domaine parcouru par Yy lorsque x
varie dans K, par T la frontiére de A et soient D et F les
images de A et F respectivement dans le plan de la va-
riable

1
7= y-

D’autre part, soit C I’ensemble complémentaire a D 4-F
par rapport au plan de Z

Il est clair que D est un domaine simplement connexe
contenant le point Z = 00, F est un continu borné et C est
un ensemble ouvert borné ou vide. La somme F+C con-
tient toujours le point Z—0 et le diamétre transfini de F1
que je désignerai par

d(F),

est positif.

Les coefficients Ci, c2 ... de la série (1) dépendent na-
turellement du domaine A et par suite de la frontiére F

du domaine D. Le but de cette note est d’examiner cette
dépendance.

2. Soit N un nombre entier fixe plus grand que 1 et

<z, 22..., L,
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un systtme de n points quelconques de F. Désignons par
V(zi,z2......zn) le produit de toutes les distances mutuelles
de ces points

(2) r(z, 22..., znN = JJ\z,~ 2]
I<i<
et par Aj(zi, Zg,..., zn) le produit
n
TN N2 eee> !/ \(yd L R 12 ..., z1I.
k=1
Il est clair que, lorsque les points z, z2 ..., zn varient
dans F, le produit (2) atteint un maximum. Soit
3) Vin, Vat V)

un systéme de n points de F en lesquels ce maximum est
atteint; on a donc

4) V(yn, ..., 7n) > V (zp..., zn) pour tous les zkeF.

Nous supposerons encore que les indices des points (3)
soient choisis de maniéere qu’on ait

(5) Ai(VIn,---,Vnn)< A Av.n,---, 'U) < eee< An(Vm *m, VnJ-

Un systéme (3) de points de F, remplissant les condi-
tions (4) et (5), sera dit n-ieme systéme extremal de I’en-
semble F 1)-

Les points particuliers du systéme (3) seront dits points
extrémaux de F. En faisant varier n on formera une suite
triangulaire de points

W2 V2
X,X N3 3B
"4y 24> Vu, Vu

dont chaque ligne contient un systeme extrémal de points
de F.

Faisons maintenant correspondre au systeme extrémal
(3) le polynéme du degré n — 1 suivant

*) Le systéeme (3) peut étre unique ou non.



FONCTIONS UNIVALENTES 71

, (\— ~ (z ~ (z- rm)

et désignons le prémier des produits (5) plus briéevement
Par J,, i

n—1 10 /In" « o+ *inn)’ 2, 3,,..
J’ai démontré ailleurs2) que:
1° La suite { } converge vers le diameétre trans-
fini de F
(7 lim ""J/jn-i = d(F).
n—00

2° La suite { )/1Ln_, (z) |} converge en dehors de F
(8) Km " I/Ln_1(z) = L(z,F),

n->00
la fonction limite L(z, F) jouissant des propriétés suivantes:
© L(z,F)= {eQ? pour zeD,

1 pour z eC,
ou G(z) est la fonction de Green du domaine D avec le

pbéle a linfini. On a donc L(z,F) > 1 dans D et lorsque
z tend vers F la fonction L(z,F) tend uniformément vers 1.

Jaurai a m’appuyer dans la suite sur ces deux résultats

3. Désignons par g,,(y) la fonction analytique définie dans
le voisinage du point y = 0 par la formule

(10) gn(y): n—2,3,...

ou les JAn, rj2n, ..., rjnn sont des points extrémaux de F, la déter-

mination du radical étant choisie de maniére que le quo-

tient én(y)ly soit égal a 1 au pointy = 0. Puisque le polynéme
(i-y hn) (i-y~n) eeeed -y 2,)

ne s’annule pas dans le domaine z/ et que z/ est simplement

connexe la fonction gn(y) est réguliere et uniforme dans z/.

2 Ann. Soc. Polon. Math., t. 12 (1934), p. 57—71 et t. 18 (1945)
p. 1—11
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Théoréme |. 1° La suite (10) converge dans le domaine
A vers une fonction g(y) holomorphe dans A

(H) _Hm gn(y) = g(y)

la convergence étant uniforme dans le voisinage de chaque
point de A, 2° la fonction

(12) x = d-g(y), ou d = d(F),
effectue la représentation conforme du domaine A sur le
cercle K)[x|< 1} et on a dg(y) = f~'(y), ou f~I(y) est la
fonction inverse de la fonction (1).

Démonstration 1° Posons
Pn(z)= (z—i%n) (z—%n) .... (z—rm)
et observons que
(13) Is.(y)t= L:A[K (1)

Etant identiquement

|Pn(z)|= |z - 1In|-|lLn_1(z)].2),,_1
il suit de (7) et (8) que
(14) nHI'mOO}/IPn(Z)I E(z,F).d(F) pour zeD,
donc d’aprés (13) la suite des modules {|gn(y)|} converge
dans le domaine A-

Soit Ao un domaine fermé et borné quelconque contenu
dans A- On peut lui faire correspondre deux nombres posi-
tifs M et &tels que, si yeAo, on ait

ly|<31 et |1 —yi)k,\>t pour k=1,2,...,n
et par suite | gn(y) I <Mfe dans Ao pour n—2,3,......
Il s’ensuit que les fonctions (10) forment une famille nor-
male dans A-

Soient @Q(y) et y (y) deux fonctions limites quelconques
de la suite (10). Elles sont holomorphes dans A, car la famille
(10) est normale, et on a |o(y) |= | (y) |, car la suite {|g,(Y) |}
y est convergente, donc

y(y) = e,5.93(y)
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ou 0 est une constante réelle. Mais les quotients <p(y)ly et
V(y)/ly tendent vers 1lorsque y ->0, donc e'y= 1 et les fonc-
tions <p(y) et yj(y) sont identiques. Par suite la limite (11)
existe et la fonction g (y) est holomorphe dans z/.

2° D’aprés (13) et (14) on a

1 _1
donc
d-g(y)<lI pour ye A

car L(z,F) > 1 pour ze D. Je dis que chaque valeur Xi du
cercle |x |< 1 est prise par la fonction deg(y) en un et un
seul point yiez/.

En effet, la valeur x = 0 est prise au seul point y = 0,
ce qui résulte de la formule (15) car L(z,F) = °° au seul point
z — co. D’autre part, la fonction d-1g (y) | tend uniformément
vers 1 lorsque y tend vers la frontiére r de A car L(z,F)
tend uniformément vers 1 lorsque z tend vers la frontiere
F de D. Par suite il existe dans z/ une courbe simple fermée
A entourant le point y= 0 sur laquelle on a

defg(y) > Ixi]
D’apres le théoréme connu de Rouché les fonctions

deg(y) et d-g(y)—

ont le méme nombre de zéros a Il’intérieur de A donc
deg(y) — s’annule en un seule point y= yi de A car
d-g(y) s’annule au seul point y = 0.

Il en résulte que la fonction (12) est univalente dans A
et réprésente ce domaine sur le cercle [x|<1} de maniére
que les points x=0 et y—O0 se corespondent et que la limite

lim -* = d.lim «fef = d
y->0 'y y>o 'y
est positive. Il n’existe qu’une seule fonction remplissant ces

conditions et, comme la fonction inverse x = f~ (y) de (1)
les remplit aussi, on a indentiguement f~Xy) = d-g(y).
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4. Considérons les points extrémaux (3) de F, formons
pour chague p==1 2, ... les sommes des puissances ffn4-

+ 4- ... 4-n, et les moyennes arithmétiques
lin + tl2n
n

fn+ \Vh + eee+

(17) :

+ eee+ Vnn

Théoréme 1. Lorque n toutes les moyennes {Sj,}f
{s2n}, {s3n},... tendent vers des limites déterminées
(18) lims — SK, p=1 23 ..

n->00 H

Démonstration. Calculons le développement de la
fonction (10) en la série de Taylor dans Ié voisinage du point
y= 0. Pour ce but désignons par 0 = 0n(y) la fonction

1
jl(i—yvilG —yn%,) *++G —yvnn)

ou
[» 8 log(l —y% »)J, 5.(0)= 0.
Puisque g,(y)=y # et que
gn(y)= 0 4y0", 9; (0)= 0,(0)
£ (y)= 20'4-y0" . én(0)= 2 0,(0
gP) (Y)=P”~ +y &R gP{0)= POI_1)(0)
on a
0~0) 2 , OL'(O) 0, J0O)
19 9.¥)=vy 1 -y2 4- ol y3+ ... (p-1)1 y 4-...

et cette série converge dans le plus grand cercle de centre
y=0 contenu dans le domaine z/.
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75
Les dérivées de $ = 0n(y) s’expriment par les formules
suivantes: 0' = s
0" = (s"+ s'20,
0"'=

(s + 3s"s'+ 530,
OW= (s@+ 4szs,+ gs,2+ 65,02+ g4 0
et généralement pour p=2, 3,...

(200 ®<w= sw-® + (V is"” 0-®' + (P7 1)s¢"a-®" +

D autre part, on a

N

s’ ="n ei i—y*kn’ In
s~(0)= I1s3,
S~ 6 tt—yrik)2’ © *
Ap). (P—01 5 Vvkn 4 =(p-D1s_:
n fa (1—yriknp’ A= (p %o

donc
4,(0) = «,,
0:(0)= Ilsh+ s?n
0"n(O)= 21s3,+ 3snhsU+ sfn
07(0) = 3!sdn+ 8s3,sIn+ 35|, + 6snsh + sf,

0<P)©O) = (p-i) [Spn+ p (p-2) Isp_Pn

s?,
et par suite
. Z A , 2, SZn_+ S?, , 2s3n+ 3s2nS,,,+ s'n
(21) 9,.(y)=y *+s,,y2+ —j]- y + 3] yad+ oo
+ (P~1)Ispn+/?pn P+l +
p!

ou Rpn est un polyndme par rapport aux moyennes s,,,.
S22 »eee

» sp—!,,*
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Observons maintenant que, d’apres le théoréme |, les fonc-
tions (21) tendent uniformément dans le voisinage du point
y= 0 vers une fonction limite, donc la suite {sIn}tend vers

une limite Si; pareillement il existe la limite lim (st + sh)
n

—00

donc la suite {s2n} tend vers une limite s2 et ainsi de suite.

5. Soit y + b2y2+ b3y3+ ... le développement de Ia
fonction g (y) dans le voisinage du point y=0. La fonction
(12) peut donc étre représentée par la série

(22) X —deg(y) = de(y + b2y + b3y3+ ...)
et il suit du théoréme Il et du développement (21) que les
coefficients b2, b3,... s’expriment par les formules

&= Sl

b3= j, («2 + s7)

(23) bi= (2s3+3s2Si + sp

NG (3!'s4+ 8s3Si + 352+ 6sXf + sf)

Puisque lim O0£p)(©O)= p! b ,, on déduit de (20) la formule

de reccurence suivante pour p= 2. 3,...
(24) bP+ = [(P-D! sp+ (P?’)e(p-2)!s ™ eb2+ ...+

+ (Pt «(p-fc-1)Ifc! sp_kebk+l + ... + (p_i) (p—1)! Sj+bJ

Il en résulte le théoréme:

Théoreme Ill. Les coefficients de la fonction (22) et
par suite aussi les coefficients cif c2,... de la fonction
donnée (1) ne dépendent que du diamétre transfini de F
et des limites Si, s2)... des moyennes (17) des points ex-
tremaux de F.

Les formules (23) et (24) montrent que le coefficient
bk+j de la série (22) ne dépend que de k termes initiales
de la suite des moyennes Si, s2, s3... et que ce coefficient
est un polyndme par rapport a Si, s2,... sk
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? Remplagcons dans la série (22) la variable y par la série
< Cix + ¢2x2+ ¢3x3+ .. .. On aura identiquement dans le
cercle K{ |x |<|}

= cix + (c2+ b2Ci)x2+ (¢3+2b2Cic2+ b3cf) x3+
+ (cA+282G c3+b2cj+3b3c\ c2+ b 4cf) x4+ ...
d’ou I'on déduit les formules

1 Si 353—s2 8s3— 6Sj s2J-s3
Cl—Jrcx= — , Cx= 2d3 , C4 —- -

Par suite, si I'on donne a la série (1) la forme

(25) y=f(X)—Ci(x + a2x2+ a3x3+adxs+ ...),
ou a2—c2ci, a3= c3ci,..., on aura
1
ch d
__si
(26) 32~ d
3s3—s2
2d2

8sf —6 §js2+ s3
a.= e

Ces formules mettent en évidence la signification géomé-
trigue des coefficients d’une fonction univalente dans le
cercle. On voit notamment que:

Si la fonction (25) est univalente dans le cercle |x j< 1,
il existe un continu borné F tel que: 1° F constitue la
frontiere d’un domaine simplement connexe contenant le
point z= oo dans son intérieur et ne contenant pas le point
z= 0, 2° lorsqu’on calcule le diametre transfini d de F,
les points extrémaux (6) de F et les moyennes Si, s2,...,
on peut exprimer les coefficients Ci, a2, a3,... de la série
(25) par les formules (26).

Observons que, lorsque d est fixe, le coefficient an ne
dépend, quel que soit n— 2. 3,..., que de la position des
moyennes st, s2,..., sn_t
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D’aprés la seconde des formules (26) I'innégalité connue de
Bieberbach [a2l< 2 exprime le fait que la moyenne
est contenue dans le cercle

|z|<r, our= 2d.

Pareillement, d’aprés l'inégalité |a3l< 3 de LOwner, Ia
moyenne s2 est contenue dans le cercle

\z—z01 1, ou z0—3s?, r=6dR2

Inversement, chaque relation entre les moyenness1s2...,sn 1

et le diametre transfini d de I’ensemble F entrafne une re-
lation entre les coefficients a2 a3 a ,, de la fonction uni-
valente (25).

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SUR LES OBJETS GEOMETRIQUES A UNE
COMPOSANTE

par
ST. Golab (Krakow).

§ 1. Dans le travail publié dans le tome XX1) de cet
annuaire je me suis posé le probleme de déterminer, en
faisant les suppositions les plus générales possibles, tous les
objets géométriques de premiére classe a une composante?).
La méthode générale de mon raisonnement dans le cas
zi>3 ne pouvait pas étre appliquée au cas particulier de
n= 2 qui exige un traitement particulier.

Dans mes considérations sur ce cas une erreur de signe
se glissa dans le deuxieme et le sixieme symbole de

Poisson (97)3. Il s’ensuit que les formules (98) dans
ce travail doivent avoir la forme suivante:
i (X, X2 f = (X2, XM = - X2f
(X,, X3y f = (X3, X49f = X3f
W (X1,X i) f=0
I (X2, X3/ = - X,f + Xtf

A cause de cette erreur le raisonnement qui suivait
tombe, ce qui edt pour résultat que pour N= 2 seulement
une certaine partie de la classe entiére des objets cherchés
a été déterminée.

#® St. Go lnb. Sur la théorie des objets géométriques. Ann. Soc.
Polon. Math. XX (1947), 10-26.

*) En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le lecteur au
travail de MM. J. A. Schouten et J Haantjes, On the theory
of the géométrie object. Proc, of the Lond. Math. Soc. Vol. 42 (1937).
356—376.

") Les numéros correspondent au travail cité plus haut (L c.]).
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En 1946 parut le travail de J. Piencow consacré
au méme sujet dans lequel lautedr en appliquant une
autre méthode due a M edolaghi-W agnerb, basée
sur la théorié de groupes des transformations de Lie,
détermine entre-autre I’ensemble des objets géométriques
de premiere classe a une composante pour n= 2. Lauteur
ne précise pas exactement ce qu’ il entend par deux objets
»semblables* (nous le faisons dans une note qui va paraftre
dans le Bulletin de I’Acad. Polon. des Sciences et des Lettres
sous le titre ,, Sur la notion de similitude des objets géo-
métriques™). Il applique d’ailleurs une méthode qui suppose
le caractére analytique des fonctions qui y interviennent,
une méthode ne pouvant pas exclure d’avance l'existence
dautres solutions, comme p. ex. dans le cas de n= 1 l'au-
teur n’a pas pu obtenir (comme E. Cartan6 en son
temps) les densités au sens de M. Weyl.?)

Le but de cette Note, qui compléete organiquement mon
travail mentionné, est de corriger l'erreur dont il a été
question au début et de déterminer dans le cas n= 2 la classe
compléte des solutions en partant des suppositions for-
mulées antérieurement.

§ 2. Des équations (1) résulte le systéme suivant des équa-
tions ordinaires du premier ordre aux fonctions in connues

(2) tolk (X) . (i, k — 1,2)
"n 12 "12"n “ "12
®11 "21 il = 21
cilt W2 22 wll ~ 0
12721 0 "21 tt2 = v22 — il
"2 22 "22 "2 = "2
"21 22 "22 21 "2]

* J. Piencow. Classification des objets géométriques différentiels
a une compo ante de classe V (en russe). Dokl. Akad. Nauk S.S.S.R. 54
(1946), No 7, 56 —570.

) V. Wagner, Dokl. Akad, Nauk S.S.S. R (1945); P. Medo-
laghi, Annali di Matematica (1897).

) E Cartan, Sur la structure des groupes infinis des transfor-
mations. Ann. Ecole Norm. Sup. 21 (1904), 153—206 et 22 (1905), 219—308

7) La densité au sens de M. W eyl c’est*un ob{et a une composante,
dont la loi de transformation est la suivante: x =x *\4\m
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La quatrieme des équations (3) conduit a la conclusion
(4) «)2= a-ecin, ouU a est une constante.
En tenant compte de cela, nous obtenons de la cingiéme
et de la sixiéme de ces équations
a ©on Wjo 82
a (Wi ©n aelhy wa
ce qui, confronté avec la premiére et la deuxieme équa-
tion, nous conduit a ce que
( al(a+ 1)=0

w | o2l(a+1) = 0.

Les équations (5) nous donnent l’alternative
(6) coz — -0

ou bien

@) a= -1.

L’éventualité (6) avec la quatrieme des équations (3) donne
<@2==wn, d’ou nous obtenons les formules (114) de mon
travail, ce qui conduit aux objets géométriques du type //.

Il reste a considérer le cas (7). Dans ce cas la premiére,
la deuxiéme et la quatrieme équation (la troisieme, la
cingiéeme et la sixiéme ont été déja utilisées) donnent le
systéeme:

AMER2 S M2ML— T2
(8) ©ll M21  eUl*1 21
M2721 M21WI2 " WL

ou, en changeant les notations pour éviter dans la suite les
grandeurs a deux indices:

A=="n
©) YA wR
V= owad
le systéeme suivant:
2[A — = — U
(10) 2v'— v 2'= v
lzv — v pl— — 22

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIH. 6
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Le systéme (10) ne peut pas étre résolu par rapport aux
dérivées 2, p, v des fonctions cherchées puisque le déter-
minant des coefficients est identiquement égal a zéro. Il
en résulte que les solutions de ce systeme (si l’'on inter-
préte 2, p, v comme les coordonnées des points dans I’es-
pace a trois dimensions) ne remplissent pas I’espace tout
entier, mais sont situées sur une certaine surface (de deu-
xiéme degré) que nous allons déterminer.

Multiplions, notamment, la premiére des équations (10)
par v, la deuxiéme par p et soustrayons ces équations membre
a membre. Nous obtiendrons:

(11) 2(/zl—y 1) = 24j'
et, en tenant compte de la troisieme des équations (10),
(12) —)?= pv.

J’affirme qu’aucune des fonctions 2,p,v ne peut étre
identiguement nulle. En effet, si par exemple p= 0, on aurait
aussi 2”0 et la deuxiéme des équations (10) donnerait r = 0,
c’est-a-dire que toutes les fonctions <dftseraient identiquement
égales a zéro contrairement a la supposition (32). L’équation
(12) permet d’éliminer la fonction v(x) et de réduire le sy-
steme (10) au systéme de deux équations a deux fonctions
inconnues |,p qui se réduit dans la suite (a cause de la dé-
pendance linéaire de deux équations) a une équation a deux
fonctions inconnues 2, p\

(13) 2 /| —pX ——p.

Si Ton traite dans I’équation (13) p (x) comme une fonction
donnée arbitrairement et 2(x) comme fonction cherchée,
nous obtenons I’¢quation linéaire (non homogéne):

(14) 2' = 2+ 1,
dont l'intégrale générale a la forme:
(15) 2(x)= CA(x) + ,«(x) ’

C étant une constante arbitraire.

L’ensemble de toutes les solutions qui dépend d’une fonc-
tion arbitraire p (x) et d’une constante arbitraire C est donné
par les formules:
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a=c¥x)(x) Y
fi= fi(x),
(16)

Y, nw

Les formules (16) sont valables dans chaque intervalle ou-
vert, dans lequel la fonction /t(x) n‘est pas égale a zéro.

Aprés la détermination de AP,V on a maintenant:
a7 tn = 2(x), c¢02= A(X), 2= )'(x), coz= — 2(X)

La substitution de ces valeurs dans le systéme (95) conduit,
en désignant pour plus de commodité,:

Pi—Pu P2~ P’ Ri' P’ ~2- P’
18) A—PRPPI PR’
o fi- G -

au systéeme:

A-

fo .

A- (Pif* + P3*)=0

fS_I\O_A_P 2A:/\

fi- "-(-P"r-Pir=o0.

Ce systeme, en éliminant le coefficient v tiré de I’6quation
(12), prendra la forme:

A-afAA +fty) = 0
A—-r(&*+M =0
A+ T(pi +AA ©

fi+ A(PA+PI/N)= o0

(19)
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Le systéeme (19) est un systeme complet de Jacobi (on
le vérifie sans difficulté), il possede donc des solutions non
triviales (non constantes). Nous laissons de coté les détails
de I'intégration du systéeme (19). Remarquons seulement que
nous devons nous souvenir de ce que Aet /x ne sont pas
indépendants a cause de la relation (14.)

Aprés avoir intégré le systeme (19), nous trouvons l'inté-
grale particuliere
2(x) + £,/z(X)
& 2(x) + (x)
En vertu de la théorie générale, I'intégrale générale sera

IM (*) + fi2p M \
GT\B2(x) + & 1Z(x)] "

ou 9(u) désigne une fonction arbitraire de la classe C,.

Il faut maintenant revenir du systéme (19) a I’6¢quation
fonctionnelle des objets géométriques, c’est-a-dire a I’équa-
tion:

( 1} «i, «2 «3 fil> fil fil’ fii 1=
“ = /| [x, + P2&>fil a2 + fii ai’ fil al + fii °1’ fil a2 + fii «J-

On sait seulement que, dans nos hypothéses, toute so-
lution de I’équation (22) doit vérifier le systeme (19) et
que le réciproque n'est pas nécessairement vrai. Remar-
quons d’abord a ce sujet que la fonction f doit remplir la
condition supplémentaire, a savoir

(23) /(x, 1,0,0, 1) = x.

Si nous tenons compte dans (21) de la relation (23), nous
obtenons la condition:

Les équations (24) et (14) donnent:

(25)
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ce qui montre (/* 0) que la fonction ¢= est réversible et
qu’ elle est, notamment, la fonction inverse de la fonction

0 (x) déterminée par la relation:

G®

La fonction <pest donc déterminée univoquement a l’aide
des fonctions A et p, c’est-a-dire a laide de la fonction
P (x) et de la constante C.

Le fait que la fonction p (x) dans la formule (21) es
arbitraire suggére I'idée que la foction O0O(x) définie au
moyen de la formule (26). peut étre choisie d’une fagon
arbitraire. Examinons cette hypothése. Remarquons que
la fonction f définie par la formule (21) peut étre, a cause
de (26), exprimée de la fagon suivante:

JA 0 (x) + fo]
(27) f— <P|A $ (*) + AJ ¢

Les paramétres A, A» A, A étant arbitraires, on conclut
que la fonction <p(u) doit avoir le domaine d’existence non
borné. La question se pose si la fonction y peut avoir des
points ou elle n’est pas définie. Or, s’il existe un seul et
unique point u0d’ indétermination, alors il est possible de
construire une fonction @(u) possédant au point uO une
discontinuité (ne pouvant pas étre supprimée) et réversible
en méme temps dans tout le domaine d’existence. Par
contre, il est impossible de construire une telle fonction @
possédant au moins deux points d’indétermination. Par
conséquent, le domaine d’existence de la fonction @ est
identique avec l’intervalle (— + °°) tout entier ou bien
avec Il’intervalle (—°°, + °°) privé d’un point u0. Le réci'
proque est aussi vrai. Nous pouvons énoncer notamment
e s uivant

Théoreme. 0(x) étant une fonction arbitraire, con-
tinue et réversible, définie dans un ensemble ouvert
E se composant d’un seul intervalle (fini ou infini) ou
bien de deux intervalles contigus, si l‘ensemble des valeurs
de la fonction $ est l'intervalle (—0° + 00) ou bien



86 ST. GOLAB

I'ntervalle (—0° + °°) privé d'un seul point, si (u) est la
fonction inverse a la fonction $ (x), alors la fonction f,
définie par la formule (27) satisfait a Véquation (22) et a la
condition (23).

La démonstration est simple. En substituant (27) dans
(22) nous obtenons:

" faiO(x)-|]-a2\H
- \a30(x) + a4’ f(&<*i+ Ea3)0(x)+ "Ni«2+
I'al0(x) + a2\]+ ~ | 1"3«1+ &ad0(x) + /V2+ A«
ft0 0 (az(x) + a4/

AQ

Puisque la fonction g~est réversible et que 0 [9(u)] = u, la
derniére équation est équivalente a la suivante

a0 (x) +« , g
1«0 (x) + a4 2s (A«i+fa«d)0 (x)+ a2+ «4
w <10(X)+«2 , 0 ($3ai+ & a3 0 (x)+ /i3a2+ Mad
Fi 536-%

qui est une identité presque évidente.

Par la méme notre proposition est démontrée et dans
le cas (7) tous les objets sont ainsi déterminés.

Remarquons que pour les objets obéissant a la loi de
transformation (27) il existe les systéemes de coordonnées
dans lesquels I'objet ne posséde pas de composante. Appel-
ions tels systémes ..exceptionnels”. x0 étant la composante
de l'objet dans un systéeme non exceptionnel, prenons une
transformation (donnée a l'aide des paramétres Pi, Pz, Pi, Pi)
telle qu’on ait p3$% (x0 + Pi= 0. Alors cette transformation
conduit a un systeme exceptionnel. Un cas analogue se
présentera si la fonction p(u) possede un point d’indéter-
mination «o et si les parameétres Pt définissant la transforma-
tion remplissent I’6quation:

Pi _<PXO) + p2 =

P i~ + Pi ue-
L’ensemble des transformations qui conduisent d’un systéme
exceptionnel quelconque a un autre systéeme exceptionnel
forment un sous-groupe du groupe général donné.
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§ 3. Considérons maintenant deux cas particuliers.

I. Posons /z(x) = — X2 C=0. On a alors
AX) = — x, <PK) ,’; 9>(u)
et
- XRO¥R T (xno).

Etant donné un vecteur contrevariant arbitraire v',si I'on
pose
(29) X = 4
vl
nous obtiendrons précisément l'objet géométrique qui se
transforme d’aprés la régle (28).

IL Posons /i(x) = — 1, C = 0.

On obtient dans ce cas
AX) = x,0 X)) — —x,9pu)y — — u
et par conséquent
x Pi — p2 _ p2 — Pix

(30) X P3 Pi p3 X Pi

Etant donné un vecteur covariant arbitraire si I’on
pose
(31)

nous obtiendrons précisément l'objet géométrique dont la
composante x se transforme d’aprés la regle de transfor-
mation (30).

§ 4. Le fait que parmi les objets trouvés sont les
quotients des composantes du vecteur nous suggere le pro-
bléme suivant: soit un vecteur arbitraire, p. ex. un vecteur-
densité contrevariant donc un objet a deux indices bkt pour

lequel la régle de transformation est:

bl= J"(Abl+ 11b2
(32) b2= J"("b1l+ rib2y 4 - P iP i- P2P3 0
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Demandons nous quelle doit étre la fonction

(33) F(f.) .
pour que
(34) = F(i',b2

soit un objet géométrique de premiéere classe aune composante.

Si I’on suppose que w soit un objet du type A, on arrive
trés vite a la contradiction. En effet, cette supposition con-
duit & la relation

35 F{ (A?+ p2r}, Am(PA + pin)}= v{A-'F [F(f, *I},
ou Y est une certaine fonction réversible de classe Cj et IF la
fonction inverse de Y= En posant dans cette relation A —1,
on obtient

(36) F(/U + P2v, IV +

et de la on arrive facilement a une seule condition restrei-
gnante & — RpP3— 1 pour les variables et a la conclusion
que F (f, j? doit étre une fonction constante. On obtiendrait

donc un scalaire, c’est a dire I'objet géométrique de la classe
0 et non de la classe 1

Supposons maintenant que & déterminé par la formule
(34) soit un objet de second type, notamment
0 Q+ ~21
= F (P, 0= 9 130 0+
c’est-a-dire
. . .. A 0 [F(g,9)]+M
@7 FAMPIE+& i, AMPLS+PIr)]—( & o[F (f, 71+ /U

Posons en particulier A = 1 dans I'¢quation (37). Nous
obtiendrons:
. . _\PIM[F( rj}} + P\
FEe+HRy, B2y = PE3s [EE S+ hi
ou, plus exactement,
Pi$[F (E»)] + P2
(38) F(At+’|9iy,lgtt'—6—‘ --------- y RA[F (A)]+ 0N
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Différentions les deux membres de la relation (38) par
rapport a pi et substituons, aprés la différentiation, Pi— 1,
Pé=Ps=i. Nous obtiendrons:

(39) | Fi(E€)— FA,ri) — cp'(F(, 9) 2 « O[F(,?/)].

En différentiant (38) par raport a P2 on aura aprés la sub-
stitution Pi= 1, R2— p3= 0:

(40) fiFi(Av) = CTHE»?)] o

La différentiation par raport a ps et la substitution Pi— 1,
P2— P3= 0 donne pareillement:

(41) EF2(f77) = - ] . $2[F(*)] -

En éliminant les dérivées partielles Fi et F2 des équations
(40) et (41), on aura aprés la substitution dans I’équation (39):

_(;;/-}---13002: ch?co,

d’ou en simplifri\ant par g>[F(£,9)] ¥=0, on obtient:
(42) — + AR (F,P] = 2<Z>[F(M)] .

Il s’ensuit

(43) O[F(f, ©)] =

ou encore

(44) F(fp= ~+)

Il n'est pas difficile de vérifier que si @ désigne une fonc-
tion réversible arbitraire d’une variable*indépendante, dans
ce cas la fonction F(Erj) déterminée par I'é¢quation (44)
remplira I’6quation (37). Ainsi donc nous sommes arrivé
au résultat suivant: les seules fonctions des composantes du
vecteur ordinaire (m= 0) ou du vecteur-densit¢é (m~"0O)
qui constituent I'objet géométrique de premiére classe, sont
des fonctions homogénes (d'ordre 0) de ces composantes.

Un résultat analogue peut é&tre obtenu pour les vecteurs
covariants.



REMARQUE SUR LE DIAMETRE TRANSFINI DES
ENSEMBLES PLANS

Par
JERZY G sRSKI (Krakéw).

Soit E un ensemble infini fermé et borné de points du
plan, z0,Zj,..., zn un systtme de n+ 1 points de E, V,, la

borne supérieure de produit
U (z0>e*" "n) J | %I
O<i<fc<n
lorsque, n étant fixe, les z, varient dans E et soit
(1) \h
un systéme de points de E pour lequel V (%......= Vn.

Supposons encore que les indices des points (1) soient choisis
de maniére que, si I'on pose

4n=\v— — Vi1 | H—v+ —V,\
pour i—0,1,..., N, on ait
IR <z Am -,

Le systeme (1) sera dit n-iéme systeme extrémal de I’'ensem-
ble E. On saitl) que les suites

tendent vers le diamétre transfini de E. Ce diamétre sera
désigné par d (E).

*)F. Leja, Ann. de la Soc. Polon. de Math. t. XVIII (1945), p. 5.
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M. F. Leja a posé le probleme suivant?: Quel doit étre
I’ensemble E pour que la suite { } tende vers la méme

limite d(E) que la suite {j /'y ?

Ja vais démontrer que:
Lorsque l'ensemble E est une somme des continus, on a

lim y jy =d(E).
Au contraire, lorsque E contient des points isolés, on peut
avoir lim inf 1/z/,n> d (E).

n—00

Démonstration: 1°. Supposons d’abord que E soit
une somme de continus donc3 d(E) >0. L’ensemble complé-
mentaire CE a I’ensemble E est une somme finie ou dénom-
brable des domaines

CE—Doo+D 1+D 2+. ..
dont un, que je désigne par DX, contient le point a Iinfini
(la somme Dj-I-D2+ ... pouvant étre vide). Soit F la frontiére
de D’apres le principe de maximum les points im
sont situés sur F et on a d (F)= d (F). Il est clair que FCE.

Soit Z un point quelconque de DA. M. F. Leja a dé-

montré4 qu'il existe la limite nI_i>r£1O IF/|z—I]',I...|z—]7| et
qu’on a

bm YNz —\..\z—iinj= d(F) e° @),
ou G(z) est la fonction de Green du domaine avec le

pole z = °°. Par suite il existe aussi la limite

() lim  |z—% [...||*--"n-il = d(E) eG2) pour zeD".

n->o00

) F. Leja, ibid. t. XX (1947), p. 422.

JIbid., t. XII (1933), p. 57 — 71; voir p. 60. Le continu = I’ensemble
borné, fermé, connexe, contenant plus d’un point.

<) Ibid., t XII, p. 68.
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Désignons par Er la somme de tous les cercles |[z— ?|<r
lorsque f parcourt E, par (D j, celui des domaines com-
plémentaires a Er qui contient le point z= °° et par Frla
frontiéere de (D”),.. Posons Br = C CDoo) et désignons
encore par <5@F) la distance du point z a la frontiere F.

Puisque F est une somme de continus la fonction G(z)
tend uniformément vers 0 lorsque z (appartenant a

tend vers F, c’est-a-dire, a chaque s> 0 on peut faire cor-
respondre un nombre r(fi) tel qu’on ait

3) eG@)< | +e pour zeD ™ et <5zF) < r (fi).

Observons maintenant que la convergence (2) est uni-
forme dans chaque ensemble borné et fermé situé dans
D ™1, donc la convergence (2) est uniforme sur la fron-
itere Fr(s). Par suite a chaque y>0 on peut faire corres-1

pondre un nombre N(r/,Fr) tel qu’on ait
(4) Y \z —T0\..\z —7h!|< d(F)eG@+y
pour z eFr) et n >N (), Fr().
Il suit de (3) et (4) l'inégalité
1/|lz—%]| | z— [<d((F)[1+fi]+7
pourzeFr(y et n>N (j7,FrW)

donc

Y max |z—% |...|z— <d(F)[1+¢e]+ 4

pour n>N(j?,FrwW) et par suite

lim sup/ lz— % leeslz ~ 'in-il< d (F) [1+ el+
»->00 zeFrw

Comme y > 0 est arbitrairement petit, on a
(5) lim sup j/max \z — y0O\...\ z — 1< [1 + fi]d(F).

n_>0° zeFr(s)

*) Ibid., t. XII. p. 68.
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D’autre part, on sait que?
A [ — max 12 aln-|

zsE
Puisque E C Er(s) C Br(0 et que Fr@est la frontiére de Brft), on
a d’apres le principe de maximum

J M<max|z—%|...]z —n_N<max\z — %|... |z —
n 7PrM/ 7 i
max \z — r0\ vn-i |
zzFr(S)

et par suite

Il en résulte d’aprés (5) que
(6) lim sup /"z/n™< limsup |/ max lz—0l.. |z—i1n_,| <
n— oo n—00 zeFrgfy
< d(E) [1+ ¢
et comme (/zI) > 1/z?) et lim [1/z/n}= d(E) on a

) lim inf \/ d(E) .

Des inégalités (6) et (7) résulte immédiatement la formule
lim (Zj?-d(E),

n->o00

car e est arbitrairement petit.
2. Supposons maintenat que I’ensemble E soit composé

du segment 0< z< 1 et du point z— 3 et soit %........ le
n-ieme systeme extrémal de points de I’ensemble E. Le point
z — 3 appartient quel que soitn= 1, 2,... a ce systtme. En
effet, si I’on avait 0< rj0< .. <tln< 1 on aurait

I Wnleee Vn-I— VN I< 1%—  leee] I
ou rf,,= 3, donc étant

r (%,..., ®)=4™ «f7(% s >’in-i).

on aurait

* Ibid., t. XII, p. 64.
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Vo ri <y (%,see»ri<yn
ce qui est incompatible avec légalité Vn—V (%,..., »2).
On saitl) que le diamétre transfini de notre ensemble E

est égal a D 'autre part, on a

donc j/z/,n) > 2 et par suite

lim inff/2? >2>~ = d(E).
n->Co

Paristwowy Instytut Matematyczny.

) M. Fekete, Math. Zeitschr. t. 32 (1930), p. 109.
G. Szeg6. Math. Zeitschr. t. 9 (1921), p. 254.



SUR L'EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DE
LA DIFFUSION

Par
M. Krzyzanski (Krakéw).

1. Considérons I¢quation normale aux dérivées partielles
du type parabolique

1 T = —axy)  —6(xy) —cxy)u=0

dont les coefficients @, b, et ¢ sont continus dans une région
illimitée T: —°°<x< + °°, 0<y <h, le coefficient by satis-
faisant a la condition b(x,y) > /2> 0, p étant une constante.

Lorsqu’on pose a(X,y) = B f(x), b(x\y) = 1 c(xy) =

~2D AN y~A étant une fonction admettant la dé-

rivée f'(x) continue, B>0 et D >0 — deux constantes, on
obtient I’équation de la diffusion sous I’action d’une force
extérieure™ /(x), a savoir

n 82
(D ~ u 0x2

Ceci met en évidence la relation entre I’équation (1) et la
théorie analytique de la diffusion,

2. On appelle Zrprobléme aux limites pour I’équation (1)
relatif & un domaine rectangulaire R: xi<x<x2,yi<y< y2

* Voir p. ex. M. Smoluchowski. Ober Brown’sche Molekular-
bewegung. Annalen der Physik. Bd 48 (1915) p. 1103—1112. P. Frank
und R. Mises. Die Differential- und Integralgl. der Mechanik und
Physik, New-Jork 1943, Bd. Il, p. 593.
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un probléme qui consiste en la recherche d’une solution de
I’équation (1) réguliere2) dans R et se réduisant aux fonc-
tions continues donées sur les cOtés de ce rectangle, exepté
celui situé sur la caractéristique y=y2. On dit que le rect-
angle R est régulier par rapport au ler probléeme aux limi-
tes pour I’équation (1), lorsque ce probléeme est toujours réso-
luble univoquement quels que soient les conditions aux
limites (continues).

Pour qu’il en soit ainsi, il suffit, en particulier, que les coefficients de(l)
soient lipschitziens, b= 1 et que a admette la dérivée ax bornée3d. On
peut ramener I’équation (1) au cas b= 1 par un changement des variables

indépendantes (voir le travail cité de Al. Gevrey, p.371); lorsque Z¥xY)
est de classe (voir notel) le coefficient a dans I’équation transformée

admet encore la dérivée ax bornée.

J’ai démontréd) que si les coefficients de (1) sont bornés
et si, en outre, b(x,y) >/?>0, /étant une constante, alors la
seule solution de (1), réguliére dans r (c’est-a-dire continue
dans r et de classe C a lintérieur de r), appartenant a la
classe E2 de fonctions u(x,y), tels que |u(x,y)| <Me °x (M et
ko étant deux constantes positives), s’annulant pour y= 0
est w(x,y)= 0.

Si, en outre, la fonction continue <p(x) appartient a la
classe E2 et la hauteur de r est assez petite, alors la suite
{un} de solutions de I’équation (1), réguliéres dans les rec-
tangles Rn: — n< x<n, 0<y< h et satisfaisant aux condi-
tions: u,(x,0)~ <p(x), un(+ n,y) = <p(xn) converge dans f
vers une solution u(x,y) de (1), réguliere dans E et satisfai-
sant a la condition initiale u(x,0) = ¢?(x).

s) C’est-a-dire continue dans R et de classe (admettant les déri-
vées du 2nme ordre continues) a l'intérieur de R.

3) Voir M. Gevrey. Sur I’équation aux dérivées partielles du type
parabolique. Journal de Math, pures et appliquées, ser 6, vol. 9 (1913),
p. 305—471, en particulier, p. 380.

) M. Krzyzanski. Sur les solutions de I’équation linéaire du type
parabolique, déterminées par les conditions initiales. Ann. de la Soc. Polon.
Math, t, 18 (1945), p. 145—156. Note complémentaire, t. 20 (1947).
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Dans le présent travail je passe aux solutions de I’¢qua-
tion (1), discontinues sur la caractéristique y —0. Des telles
solutions admettent une interprétation évidente dans la théorie
de la diffusion et des processus stochastiques.

Je démontrerai d’abord certains théorémes généraux pour
en déduire ensuite des critéres particuliers d’unicité et d’exis-
tence de telles solutions.

3. Soit E un ensemble fermé, situé sur la caractéristique
y = 0; désignons par CE son complémentaire (par fapport
a cette caractéristique). On dira qu’une fonction u(X,y) est
une solution de I’équation (1) réguliére dans E—E, lorsqu’elle
y est continue, elle est de classe C( a l’'intérieur de E ety
satisfait a I’équation (1).

Théoréme 1. On suppose que u(x,y) est une solution
de I’équation (1) réguliere dans r — E, 22 on a u(x,0)= 0
sur CE, 3° il existe une fonction K(x,y) continue et posi-
tive dans r — E, de classe c(® a lintérieur de r et telle
que l'on y a E(K)< 0, 49 on a lim u(xy):K(x,y) = 0
lorsque le point P(x,y) -*Po(x0,0) e E et lorsque [x |[=>°°;
alors u(x,y) = 0 dans r —E.

Démonstration. Posons

u(x,y): K(x,y) dans r —E
0 aux points de E.

La fonction v(x,y) est ainsi définie partout dans I et
on a v(x,0)= 0; cette fonction est, en outre, de classe C@Q
a I'intérieur de f et constitue dans I une solution réguliére
d’une équation du type parabolique

@) &y a fx ~ b~yry _ C™&y™NwV ~
8x2

avec:

3  c(xy)= — J(E)>0, b(xy)>/2>0.

D'aprés I’hypothése 4° on peut choisir un nombre positif ¢cO
de sorte que l'on ait |V (x,y) |< Spour |X |>q0- Considérons
le rectangle RO:—q0< x<eo, 0<y<h. En vertu de (3), la
borne supérieure de V(X,y) dans RO, si elle est positive et

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI1U. 7
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la borne inférieure, si elle est négative, sont atteintes sur
les cOtés de Ro non situés sur la caractéristique supérieure
y—hl. Orona: |v(qy)|<eetv(x,0=0 Ilien
résulte que |v(x,y)|<s partout dans Ru, en suite de quoi
(s étant petit a volonté) v(x,y) = 0 partout dans r , c’est
a dire u(x,y)= 0 dans r — E.

Il en résulte aussitét l'unicité de la solution de (1) ré-
guliere dans r — E, telle que

(4) u(x,0) — ?2(x) pour x e CE
dans la classe de fonctions satisfaisant a I’'nypothése 4°
du théoréeme |.

4. On va démontrer maintenant un théoreme analogue
au th. Il de mon travail, concernant les équations du type
elliptique6). Ce théoréeme admet des applications impor-
tantes dans la théorie des processus stochastiques®).

Théoreme IL On suppose que 1° {n(x)j est une su-
ite de fonctions continues pour — °°<x < + , tels que
lim <m(x) = ¢>(x) sur CE et {u,(x,y)j une suite de solu-
n~>o00

fions de I'équation (1) réguliéres dans r et telles que un(x,U)—
-- <PnM, 2° il existe une fonction K (x,y), continue et po-
sitive dans F — E, de classe C(@ a l'intérieur de r, telle
que l'on ya7 (K )0 et que HmK(x,y) = °°, lorsque
P (x,y) ->Po(x00) eE et lorsque |x [->°°,3° on a lim | (x) —

n—o00

— (X)) ] :K(x,0) = 0 sur CE, cette convergence étant
uniforme, 4°e> 0 étant arbitrairement choisi, on peut déter-
miner un nombre e >0, tel que l'on ait:

lu.(xy) | - K(xy) < e
pour |x| > eet n= 1, 2,..., 5° chaque rectangle détaché
de r par des paralleles aux axes des coordonnées est ré-

°) Voir le travail cité de M. Gevrey, p. 372

6) M. Krzyza nski. Sur les solutions de I’équation linéaire du type
elliptique... Studia Math. XI, p. 95—125.

9 Voir p. ex. A. Kchintschine Asimptoticzeskije zakony tieorii
wierojatnostiej, Moskwa, 1936. W. l'e 1ler. Zur Théorie der stochastische
Prozesse. Math. Annalen t. 113 (1936) p. 113—160.
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gulier par rapport au ler probléme aux limites pour I'équa-
tion (1).
Alors il existe nl-lx% u,(x,y) = u(x,y) partout dans r — E,

la convergence étant uniforme dans tout ensemble fermé,
borné, contenu dans r — E.

La fonction u(x,y) constitue dans T—E une solution ré-
guliere de I’équation (1), satisfaisant a la condition initiale (4).

Démonstration. Posons vn(P) = un(P) : K(P) pour
PeT — E, v,,(P) = 0 dans E, (ou i'on a désigné par P le
point (x,y) ).

Il résulte de I'hypothese 3° que s> 0 étant arbitrairement
choisi, on peut déterminer un nombre N > 0 tel que

(5) [vp(x, 0) — vq(x,0)| < 2« pour p> N, g> N.
D’aprés I'hypothése 4° on a

(6) [vp(x,y) — ve(x,y) | < 2e

pour x 1> Q p,g =\, 2.

Considérons un rectangle R:—r <x<r, 0<y<h, ou
I'on a r>(?. L’inégalité (6) subsiste sur la partie de son
contour, non située sur la caractéristique y — h, pour p> N
et q> N (puisque pour y= 0 on a (5)).

Or v,(x,y) satisfont a I'intérieur de f a I’é¢quation (2),
ou l'on a ¢>0 et b> 0. L’inégalité (6) subsiste donc par-
tout dans R. Comme r peut étre choisi grand a volonté,
on en déduit la convergence de la suite {vn} partout dans
r, en suite de quoi il existe lim un(x,y) = u(x,y) partout
dans r —E; la convergence étant uniforme dans chaque
ensemble fermé, limité, contenu dans P —E, la fonction
u(x,y) v est continue et satisfait a la condition (4) pour
y = 0?

Il reste a démontrer que u(x, y) satisfait a I’équation (1)
a l'intérieur de r.

Or, soit Po(xo,yo) un point quelconque situé a l'intérieur
de r et Roun rectangle détaché de T par la caractéristique

7
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y —§y (V¥ <yo) et les droites x = Xi et x= x2 (xi < x0< x2
contenant Po a Il'intérieur. Soit U(x,y) une solution de
I’équation (1), déterminée dans Roet coincidant avec u(x,y)
sur la partie So du contour de 7?0, constituée par les cotés,
non situés sur la droite y = h.

Une telle solution existe en vertu de I’hypothése 5°. On
va démontrer que G(x,y) = u(x,y) dans Ro. A cet effet on pro-
cede comme a la fin de la démonstration du théoréme Il
dans le travail cité dans la note6).

On pose notamment:
Ulxyy) = d(xy) : K(xy)

et on observe que, e> 0 étant arbitrairement choisi, on
a pour n assez grand

(7) —uty)l<e sur So
et

(8) lun(x,y) —u(x,y)[ < 8 dans Ro,
en suite de quoi

(9) [vn(x,y) - U(x,y)] < e:m0 sur So,

(00 désignant la borne inférieure de K(x,y) dans Ro. Or
vn— V satisfait dans Ro a I’¢quation (2), en suite de quoi
I'inégalité (9) subsiste partout dans 2?. Il en résulte que

lun(x,y) — a(x.y) [ < sm~
&0 étant la borne supérieure de K(x,y) dans Ro; en tenant
compte de (8), on en déduit I'inégalité

lu(xy) — u(x,y): < e (I +

Or s étant petit a volonté, on a u(x,y) == (x,y) partout
dans Ro.

Remarque. L’hypothése 3° est réalisée en particulier,
lorsque {gn} satisfait aux conditions suivantes:

1° F étant un ensemble fermé, contenu dans CE et eun
nombre positif, arbitraire, on peut choisir un nombre N > 0
de sorte que |(Xx) — C(X)| < e pour n>N et x eF; 2£
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étant un nombre positif arbitraire, il existe un nombre
&> 0 tel que si x0ekE, l'inégalité:

|Ix —x0|< O
entraine:

|<y.() |+ K(X0) < £ et [PK| : K(X0) < £
pour tout XOeE,xeCE etn= 12,...

5. Comme on I’a déja signalé, le théoréme Il est lui —
méme appliquable dans la théorie des processus stocha-
stigues. On en peut déduire un théoréme d’existence en
construisant effectivement la suite {h(x)} conformément
aux hypotheses du théoréme Il. Ceci exige des hypothéses
supplémentaires, concernant la fonction y(X).

En particulier, la construction effective de la suite
(n(x)} conforme aux hypothéses du théoréme Il est tou-
jours possible, lorsque la fonction ¢>(x) est bornée. Soit,
en effet, M la borne supérieure de (p(X) dans CE. Dési-
gnons par Gn l'ensemble des points XeCE, tels que
K(x, 0) > 2M.n. Les ensembles G, sont ouverts, et leurs
complémentaires, Fn sont fermés. Posons: (x) = <)

pour X eFn et admettons que <P(X) varient linéairement
dans les intervalles contigus aux F,, On a alors

9n(x) — y(x) | : K(x,0) < 1/n pour xeGn
pour X eFn
c’est a dire:
|M — <y(®) | : K(x, 0) < 1/n dans CE.

6. J’ai traité jusqu’a présent des solutions déterminées
dans une région illimitée f. Or on peut procéder d’une
maniére analogue, lorsque I'on remplace la région I par
un domaine limité D, détaché de F par deux courbes:
X —Zily) et x— qui ne sont nulle part tangentes
aux caractéristiques. Cette fois le procédé devient méme
plus simple, car on n’a besoin d’aucune hypothése, concer-
nant le comportement de K(x,y) a [Iinfini. On suppose
que les solutions cherchées de I’équation (1) se réduisent
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aux fonctions continues le long de ces deux courbes. On
a ainsi le premier probleme aux limites généralisé, les so-
lutions cherchées devenant discontinues aux points d’un en-
semble E, situé sur la caractéristique y = 0. On peut traiter
de méme les problemes analogues, relatifs a une demi —
région T” qui constitue une partie de r, s’étendant a droite
ou a gauche d’une courbe x = /(y). On cherche la solu-
tion continue dans Z” sauf aux points d’un ensemble E,
situé sur la caractéristique y = 0.

7. Dans les théoremes qui viennent d’étre démontrés
intervenait une fonction K (x,y), jouant le role du diviseur
amortissant (voir le travail, cité dans la note 6), en particulier
p. 110). 1l est évident que la portée de ces théorémes dé-
pend de la possibilité de la détermination effective de la
fonction K, relative a un ensemble donné E des discontinuités.
La recherche des fonctions K dans le cas particulier, ou E
est contenu dans un intervalle de la caractéristique y = 0,
sera entreprise a présent.

Je commence par I'¢tude de l'intégrale de W eierstrass
généralisée. Supposons que l'ensemble E soit fermé, de
mesure nulle et qu’il soit contenu dans [I’intervalle fermé
j= <—r, r>. On peut supposer que les extrémités de
cet intervalle appartiennent a E.

Soit &(x) une fonction continue et positive dans I’en-
semble ouvert G = j—E, telle que 1° IimE#(x): + °°,
X—x0e
'

2° I'intégrale f&(x)dx soit convergente.8) On peut choisir

—r

r
$(x) de facon que J ii(x)dx = 1
—r

Considérons I’intégrale
r

sex,y)y — TG (X,y; s) #(s) ds

—r

“) Pour la construction d’une telle fonction voir S. Saks. Theory of
the intégral. New-York, 1947, p. 205.
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avec
ce) — (s —x)2]m
U (x,y;s) = . ex
(Y38 = paney &XP 4y
Il est évident qu’elle est convergente pour y > 0, car

30.y) < | (ry) 3+ &(s) ds.

Elle est toujours positive. Quant au comportement de
Iintégrale 30(x,y) lorsque y -*0, nous allons démontrer le
théoréme suivant.

Théoréme IIl. On a
) & (xu) si X0k G
lim  (x,y)= + ce siXoeE

SEIXnis r.

Démonstration. 1° Supposons que x0eCE et soit 6
un nombre positif, tel que 2 6< inf |é— x0|. Désignons

par o le voisinage de x0 de rayon 0, c’est a dire Iinter-
valle (x(— & x«+ (® et par o celui de rayon 204 Soit
U=j si |x0|>r et Q= j — (02 si xueG.

Admettons que xe©i. Si seQ, on a |x—s|> &et par
suite

fC7(x,y;s) (s)ds < -—-- =B [ (s)ds< — =
0 2V Ty n 2 |ty

de sorte que cette intégrale tend vers zéro avec y, pour

x et Il en résulte que si |x01>r, on a lim 30(x,y) = O.
<*.V)->(x0.0)

Si xo WG, on a
To(x,y) =1 L7(x,y;s) &(s) ds + J 17(x,y; s) &(s) ds.
r iQ
La fermeture de o2 ne contenant pas de points de E, la
seconde intégrale tend vers # (xo) pour y-»0, d’aprés le
théoreme classique de W eierstrass. On trouve donc

5 Iint_l_OS@ (x,y) = &(xu pour x0<G .
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Supposons en second lieu que x0eE. Le nombre M >0
étant choisi a volonté, soit 0> 0 assez petit pour que I’on
ait &(X)> M pour |x —x0|< ]

Alors, E étant de mesure nulle, on a:

JUWX,y; s) &(s) ds>fu (x,Y;s) &(s) ds >

—r x0—0
*<rw
U (x,y;s) ds.
Or, en posant s= x + 2ay 1, on obtient
#0+3—X
r 00 i r
J t/(x,y;s)ds = J X s x e"»2do.
*0-3 2yl-
Supposons que |x — x01< —; alors
ro 1 r a7
J U(x,y;s)ds> 5 *e-°2do
0= 4\Ir
et on peut choisir le nombre tj de sorte que
iBtS
f U(X,y;s) ds>1 poury <rj.
*0-6

On a donc:
r

J[7(x,y;s) ds>M

M-

pour |[x—x01+ y< min][

8. Considérons le cas particulier, ol I’ensemble E est con-
stitué par un nombre fini de points isolés x@(p = 1,2,...n).

On peut choisir cette fois la fonction #(x) de sorte que la

fonction JO(x,y) croisse pour y ->0 plus rapidement que y—2‘
ou a< 1, mais peut s’approcher de 1 a volonté.
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A chaque point x() ons fait correspondre un voisinage

ap= (x0— 06p, x0+<3p), les nombres Op étant choisis de facon
que les intervalles @&psoient non impiétants. On pose cette fois

&(X) — op|x — x(@) |- O<ax<1

n
lorsque xecop et &(X)= 1 pour xe j—J? &p.

P=1
La fonction &(x) étant ainsi définie, il est aisé d’étudier
I'ordre de la croissance de Jo au voisinage des x(p).

Comme
(11) (x,y) >f U (x,y;s)#(s)ds

wp
il suffit d’étudier I'intégrale qui figure dans le second membre
de l'inégalité (11).

Pour simplifier les calculs on suppose que Xd)=0 et on
pose 6p— 06< 1. Alors
J*U(x,y;s) &(s)ds — &aJ U(x,y;s) |s]| ads —

Op S
6—x

= 25" f2vd e ° |x + 2y™ o] “do

d atx
2V17

Soit
%5 3
Ix|<2, y<jg; on a alors
i
J U (xy;s) #(s)ds> 206a Je ° |x + 2yleal “da>

tap —

>29g0“(|x|+2yU2-*-
ou l'on a posé

g= f~ do



106 M. KRZY2ANSKI

Soit e un nombre positif inférieur a (et a fortiori a -y).

Si |x|+y<e, on a: |x|+ 2y*< 2 (|x|2+y")<2j/2(rx]|+

+y)2< 2j/2e* ensuite de quoi Jo(x,y) > f U (x,y;s) #(s) ds
ap

>2 2 /2 *g" ee 2,desorte que 30(x,y) augmente eorame

a
£ "2, au moins, lorsque <?->0 (5 étant fixé).

9. Passons maintenant a la détermination du diviseur,
amortissant K(x,y).

On a besoin de faire plusieurs hypothéses supplémentaires
concernant les coefficients de I'¢quation (1).

On suppose notamment que le coefficient a(x,y) admet a

I'intérieur de r les dérivées partielles du ler ordre conti-
nues et que 6(x,y) = I. On peut alors par un simple chan-
gement de la fonction inconnue9

UGy = (x,y). exp [13a (s.y) ds]
0
éliminer le composant, contenant la dérivée ‘Z;‘X-, de sorte
que I’6quation (1) se ramene a la forme
(12) 7i(w)= |~ — —Ci(x,y)iv= 0.

On suppose, de plus, que dans I’équation (12) le coefficient
Ci(x,y) est borné inférieurement par un trindbme du second
ordre, plus précisément, qu’il existe deux nombres positifs
A et B tels que:

(13) Cr(x,y)>— G4x2+ B)

partout a I’'intérieur de T.

) Transformation de H. Block. Arkiv de Stockholm. Bd IV.
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Posons
|

J(xX,y) —J 9(x—s,y) W(s) ds,
—r
ou le noyau
A(X—s,y)= —1l=:1exp [(—~ + £) (x—s)2+ iy],
2yny 4y
Aet r étant deux constantes positives, qu’on va choisir con-
venablement dans la suite.

L’intégrale J(x,y) se comporte de méme que 30(x,y) lors-
que le point (x,y) tend vers un point de la caractéristique
y — 0. En effet, comme |s|<r, on a |[x —s|< |x]|+T,
par suite
(14) U (X,y;s) < A(X,Y;8) < G (X,V;s) *e™ X' +tV+Ty
et

% (X, y) <3(x,y) <30(x,y) el (FLr2+*r

Il en résulte que, lim 3(x,y)= 0 pour |x01>r et que 3(Xx,
q (x,yB-qué y) P | q (x,y)
augmente infiniment, comme 30(x,y), lorsque le point (X,Y)

tend vers un point de E.

Enfin, si xoeG, soient ai et &2 les intervalles introduits
dans la démonstration du théoreme Il et & —j— <2
Supposons que x e<ol L’intégrale f 91(x,y;s) &(s) ds tend vers

a
zéro avec y, en vertu de (14). Quant a l'intégrale étendue a
<2, observons que si sea>2 on a |[x —s |< 4 & et par suite

U (x,y; s) ft(s) ds < J91 (x,y; s) &(s) ds <

e16r+iy T U(XX>y.s)&" ds_

Il en résulte que e>0 étant arbitrairement petit, on peut
choisir un nombre y> 0 tel que

30(x,y) —£<3(x,y)<el6A5 +Ty 30(x,y)+e poury<»?.

Or & peut étre choisi petit a volonté. Donc, en vertu du

théoréme 111,
lim 3(x,y) — &(x0 pour x eG.



108 M. KRZY2ANSKI

Examinons maintenant 3\(IJ). On a
MM = 22(22—1ly) (X —s)2+ 22— &=Ci(X,Y);
en vertu de (11) on a
VIl<22 (22 - 1ly) (x — s)2+ (22 — )+ 24x2+ B=
= 22(22— 1ly) (x —s)2+ 22— i)+ A(X — 8)2+2 As (x — s) +
+ Ms2+B.
Or 2s(x—s) < s2+ (x—s)2 et |s|<r, en suite de quoi

2i[9]<22(22— 1ly) + A] (x —s)2+ 2Ar2+ B+ (22— ).
Posons 2= II~A, t= 2(zlr2+ |/37) + B + 10,

io étant un nombre positif arbitraire. Supposons, en outre
que la hauteur h de la couche r satisfasse a I’'inégalité

3174
Alors:
TO< 0
et par suite
Ji (3) — J"r3\ [97] ®&{s)ds < — 10 f r A (x — s,y) # (s) ds,
— —
c’est a dire
(15) Ji 8 < —1r03.
La fonction 3(x,y), augmentée d’une constante positive,
satisfait a toutes les conditions qu’on imposait au diviseur

K (x,y) aux n- ros 3—5, sauf a celle de tendre vers + °°
avec |x|.

10. Dans le travail cité au n-ro 2 (note 4), jai intro-
duit le diviseur amortissant, qui dans le cas des deux varia-
bles indépendantes a pour expression:

H (x,y) = exp + vy

k étant un paramétre, y et v les fonctions de k.
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La fonction H est positive ; elle croit a I'infini au moins
comme efg2 On choisit actuellement les fonctions ~(k) et
v (k) de fagon que I'on ait 97[H] < O.

On a notamment

2k + N (4 k— X2— y— Ci(x,y) ;
1—/«y Q—vyy)
en tenant compte de (11) on en déduit I'inégalité

16) jy ?.[«l<t—

Posons

(17) fangk +4 y=p + T 4+,

h étant la hauteur de la région r, VO>0 arbitraire.
On suppose que h<

Il résulte de (17) que
A

— +
(1—yy)2
2k 2k
1—/zy 1—y,h "’
en suite de quoi on déduit de (16), en tenant compte de (17)
et (18), I'inégalité:

(19) -~A[H 1< -ro.

(18) 2(4k—X)+ A< A<O;

(1—y-y)
d’autre part

11. On peut passer maintenant a la détermination deéfini-
tive du diviseur amortissant K(x,y). On pose notamment

K(xy) = J(xy) + H(xy).
La fonction K(x,y) est continue dans ' —E a condition

que h <min ; elle est positive, croit au moins

comme ek lorsque | x |-> + °° et tend vers + °° lorsque le
point P (x,y) tend vers un point de E. On a, en outre,
d’apres (15) et (19)
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On peut choisir ro= t0. Alors:
Ji (K) < — To< o.

La fonction K(x,y) satisfait ainsi a toutes les conditions
qu’on a lui imposé aux théorémes | et Il

12. Dans le cas particulier de I'6quation (1) de la diffu-
sion sous l’action de la force f(x) le coefficient Ci(x,y) dans
[’équation réduite (12) a pour expression:

Ci(x,y) 4‘% f'w + F(x)

donc Ci(x)y) > Pour que Cisatisfasse ala condition

4D
113), il suffit que l'on ait
f(x) > — (£ x2+ B

(ou A' et B' sont deux constantes positives). Cette derniére
condition est en particulier satisfaite, lorsque la dérivée f'(x)
est bornée inférieurement. Ceci a lieu, en particulier, dans
le cas de la diffusion sous laction de la force élastique
/(x)= —mx; ce cas fut traité en détail par Smoluchow skild.

13. Précisons enfin quelques conséquences importantes,
concernant l'unicité des solutions de I’équation (12) réguliéres
dans l'ensemble r —E, I'ensemble E étant fermé, borné et
de mesure nulle.

Nous supposons que le coefficient Ci(x,y) vérifie la
condition (13).

Soit, en premier lieu, iv(x,y) une solution de I’6quation
(12) réuliere dans r — E, bornée a I’intérieur du rectangle
Ro:—r<x r, 0MVy /i, de classe E2 en dehors de
Plus précisément, on suppose I’existence des deux nom-
bres Mo et kQ tels que I'on ait ,

|iv(x,y) | < MoekX

pour |x |>r. Supposons que iv (x, 0) = 0 pour x eCE. Soit
K (x,y) le diviseur amortissant, déterminé aux n-ros

Ifly Voir la note O.
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9—11. Si I'on choisit k > k0 dans I’expression pour H (x,y),
on a K(x,y)>ef® et w(x,y) satisfait a I'hypothése 4°
du théoréme | (a condition que la hauteur h de T soit
suffisamment petite, voir n-ro 10), en suite de quoi on
a, en vertu du théoreme I, w(x,y)= 0 dansr — E. On
peut donc énoncer le théoréme suivant.

Théoreme 1V; Si 1° le coefficient Ci de I’équation (12)
satisfait a la condition (13), 2° I'’ensemble E est de mesure
nulle, alors la seule solution de (12), réguliere dans r — E,
bornée a I'intérieur du rectangle Ro: — r<x<r, 0 <y<h,
de classe E2 en dehors de Ro, siannulant pour y = 0 en
dehors de E, est w(x,y) = 0.

En particulier, la seule solution de (12) réguliére et
bornée dans r — E, s'annulant avec y en dehors de E est
w(x,y) = 0.

Il en résulte l'unicité, dans la classe de fonctions bor-
nées dans r —E, de la. solution de I'¢quation (12), déter-
minée par la condition initiale (4).

Supposons ensuite que I’ensemble E se compose d’un
nombre fini n de points isolés: x@ x”,... x(} Si l'on
choisit pour #(s) dans I’'expression pour J(X,y) (voir n-ro 9)
la fonction déterminée au n-ro 8, on déduit du théoréme |
le théoréme suivant:

Théoréme V. Si le coefficient Ci de I%quation (12)
satisfait a la condition (13) et si I’ensemble E est constitué
par un nombre fini n de points: xJ’ x@ ... x(fj\ alors la
seule solution de I'équation (12), réguliéere dans T — E,
qui 1° satisfait a I'intérieur du rectangle Ro a la condition:

Iw(x,y) |[< Afo[|x —x0p|+yl 2 (p=1,2,...n)
ou Moet a0< 1 sont deux cqnstantes positives, 2° est de
classe E2 en dehors de Ro, 3° s’annule avec y en dehors
de E, est u>(x,y) = 0.
Les deux théorémes qui viennent d’étre énoncés, s’appli-
quent en particulier a I’6quation de la chaleur

8x2 8y
Panstwowy Instytut Matematyczny.



SYSTEMES DES EQUATIONS ET DES INEGALITES
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES AUX DEUXIEMES

MEMBRES MONOTONES ET LEURS APPLICATIONS

Par
Tadeusz Wazewski (Krakow)

Considérons I’équation différientelle

if = s(ty) ®

et supposons que la fonction g soit continue dans un en-
semble ouvert £2

On sait que:
ai) Par tout point (/#,yo) de <? il passe une intégrale su-
périeure bilatérale c.-a-d. définie a gauche et-a droite de to.
Elle se laisse prolonger dans les deux sens jusqu’a lg fron-
tiere de 12.
a2 Si A — (t0,a), B = (t0,b) sont deux points de £ pour
lesquels a< b et y = <p(f) est une intégrale quelconque issue
de A tandis que y —y(f) et I’intégrale supérieure de (1)
issue de B, alors on a g>(t)<yj (/) dans tout intervalle dans
lequel ces intégrales existent.

De la il résulte en particulier que:
ad Si pour les points A et B, introduits tout a I’heure, on
a I'inégalité a< b alors a chaque intégrale y — (t) issue de
A correspond une intégrale y = (f) issue de B, telle que
(/) < ip(/) dans un voisinage bilatéral et suffisamment petit
de tO.

Il se pose le probléme de savoir dans quelle mesure ces
propriétés ai, a2 et a3 se laissent étendre aux systemes

jy = ) . (i=1,... 0 )
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les fonctions g¢' étant, par hypothése, continues dans un en-
semble ouvert

Voici d’abord quelques définitions qui faciliteront le
langage et I’écriture.

Soient

A= (,, aj,..., a,), B= (fo, b,,..., bn)

deux points, dont les premieres coordonnées t0 sont iden-
tigues. Nous dirons que' B majore A (ou A minore B)
lorsque a.Vb,-, (i=1,..., n).

Une suite de fonctions (/),**s, (/) sera désignée,
tout court, par 0 (/)

0(0 = (9i(0O,..., 0,,(0) 3)
Nous introduisons les notations
0'(0 = (~(0 0'(0)

y = (Yoo yn
Le systeme (2) prendra ainsi la forme
ANy=gi(lY ), (i= 0., n) (2 bis)

La notation
g (ly) = @(.y)..... 9"(1y))
permettra d’écrire le systéeme (2) sous la forme vectorielle

Ny = G (1) (2 ter)

Si () = wi(/),..., vh(0 ) est une intégrale du systéme
(2 ter), on aura
N(H)Y-G (L)) .
On dira que le systéeme (2 ter) majore le systeme

Y = (Uy,,eeey), (=1, n)
ou, tout court, le systéme

~o= F(Ly) (4)

dans Q lorsque
F(/,y)<G (/,y) (dans Si}
c.-a-d. lorsque /' < g~ dans Si.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIIT 8
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Il sera commode de distinguer, relativement au systéme
(2 ter), entre les intégrales supérieures (ou inférieures)
a droite, a gauche et bilatérales.

On dira que V (/) avec T (/,) = (a,,..., arn) constitue I'inté-
grale supérieure a droite relative au point initial

A = (t0, a,,..., a,) et a Vintervalle tO<t<y

t
lorsque, pour chaque intégrale 0 (t) issue de A on a
0 (/) < 0 (& dans chaque intervalle tO< t<jt< y dans lequel
0 (©eti7(t) existent.

Les définitions des intégrales supérieures a gauche et
des intégrales supérieures bilatérales ainsi que des intégrales
inférieures des trois especes sont analogues.

La continuité das fonctions g‘ ne garantit pas l'existence de
I’intégrale supérieure a droite.

M. Fukuhara*¥ a envisagé les systemes des équations
(2) remplisant I'Hypothese K (cf. 8 1) consistant en ce que
la fonction g', (i—1,..., n), est continue et croissante au
sens large par rapport a chacune des variables yy, ..., yt t,
yi+le e ynséparément.

M. Kamke” ) a donné une simple démonstration de ce
que, sous I'Hypothése K par tout point A de il passe une
intégrale supérieure a droite relative a A et a un intervalle
tO< t< fi laquelle intégrale tend vers lafrontiere de 12 lorsque
t tend en croissant vers /2, (U< + °°).

Or, dans cette hypothése, ce théoréme n’est pas tout a fait
strict (cf. ’Exemple du 8§ 3)***), c’est pourquoi nous avons
cru utile de revenir a sa démonstration basée sur la méme
méthode, abstraction faite de quelques modifications. Ce
théoreme devient strict lorsque I'on admet accessoirement
que l'ensemble 2 jouit d’une certaine Propriété P (cf. § 1).

*) Japanese Journal of Mathematics 6 (1930) p. 269—280.

“)E. Kamke. Zur Théorie Gewohnlicher Differentialgleichungen II.
Acta Mathematica 58 (1932 p. 57—85. Satz 7.

“ *) Dans cette hypothése ne subsistent que certaines propositions de
caractére local (cf. Propositions 3 et 4 du § 3).
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Une remarque critique du méme genre se rapporte au suivant
théoréme deM. Fukuhara traité aussi par M.Kamke****):
Si le systéeme (2 ter) satisfait a I’Hypothése K (dans &),
majore le systéme (4) et alors l'intégrale supérieure
a droite du systéme (2 ter) issue de B majore toutes les
intégrales 0 (f) du systéme (4) issues de B (cf. I'Exemple
du § 6)*****). Ce théoréme devient juste lorsque I’'on admet
accessoirement la Propriété P relativement a
Nous démontrons un théoréme plus général bien maniable
dans certaines applications: Si le systéme (2 ter) remplit
I'’Hypothése K et & jouit de la propriété P et lorsque Ion
a, pour une courbe continue Y — 0(/) issue de A vers la
droite,
D+0(/) < G(f, 0 (#)%) (5)
alors on a, a droite de A,
0(/)< 2N (6)
ou S7(/) désigne l'intégrale supérieure a droite de (2 ter) issue
de A (Théoréme 2 du § 1).
Il se pose le probléme de savoir si I’Hypothése K associée
a la Propriété P représente I'nypothése la plus générale dans
laquelle a lieu la limitation fournie par ce théoréme. La
réponse, obtenue dans une voie bien simple, est positive au
sens précisé par le théoreme suivant (Théoreme 3 du § 2):
Si 1°) les fonctions g' sont continues dans Q ouvert qui
jouit de la Propriété P.
2°) pour toute couple de points A et B appartenant a Qet
tels que A <B et a toute intégrale 0 (f) du systéme (2 ter)
issue de H**) correspond une intégrale 'P(/) du méme systéme

issue de B, telle que
0(f)<™(#) (7)

***) E. Kamke I c. Satz 9.
Ce théoréeme peut n’étre pas juste dans aucun voisinage a droite

de A, tout petit qu’il soit. 1l n’est donc pas juste mémé au sens local.

*) On a, par définition, D+<Ff) = D+ (f), ..., D+ (f) ou
D +y,(s) désigne le nombre dérivé inférieur a droite de f;(f).

**) Ceci veut dire que = G (f<d>(f)). Si I'on remplace cette égalité
dans I’6noncé du présent théoreme, par I'inégalité (5), I'inégalité (7) reste
vraie a fortiori.
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dans un petit voisinage a droite de A et B, alors le systeme
(2 ter) remplit I'Hypothése K dans

Si nous supposons en plus que l'inégalité (7) ait lieu dans
un voisinage bilatéral de A et B alors (cf. Théoreme 4 du §5)
le systeme (2 ter) est forcément de la forme

yy = gl(t, yf), @= 1, ..., n) (8)

ou la fonction g’ ne dépend d’aucune des variables yi, ...,
36—» Vi+l’

Ce systéme présente une .Juxtaposition” des n équations
dont chacune séparément présente une équation a une fonc-
tion inconue.

Nous voyons ainsi que la propriété a3 d’une seule équa-
tion différentielle, relative au voisinage bilatéral, ne peut pas
étre étendue aux systéemes d’équations différentielles a I’'ex-
ception du cas banal dune juxtaposition des équations aune
fonction inconnue.

On voit aussi que, pour Q jouissant de la Propriété P
ce sont exclusivement les systémes d'équations différen-
tielles remplissant I'Hypothése K qui se prétent a une
majoration des intégrales de tous les systéemes minorés dans
un voisinage a droite du point initial. *)

En posant t = — r dans I’6quation (2) on obtient un sys-
teme

dy' A
7 = # Et,yp---.yn)

tel que la fonction hl (i= 1,..., n) est décroissante au sens
large relativement a chacune de variables y1..,y Cpy(+p..,yn
Pour les intégrales de ce systéme auront lieu les pro-
priétés analogues dans un voisinage a gauche du point
initial.
Nous appliquons le théoreme relatif a I'inégalité (5) a la
limitation des modules d'intégrales (§ 8 et 9) et nous en

") C’est une simple conséquence du Théoréme 3 du § 2
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déduisons un critére d’unicité (8 10) consistant a la compa-
raison d’un systéme avec un autre.

Dans le § 9 nous indiquons une méthode de solution
approchée des systemes d’équations différentielles et de la
limitation de I’erreur. A titre d’exemple nous donnons une
limitation (meuilleure que les limitations courantes) de I’er-
reur que l'on commet en supprimant dans le développe-
ment de Taylor des seconds membres d’un systéeme, les
puissances supérieures a 1 et en considérant les intégrales
du systéme ainsi simplifié comme solutions approchées du
systeme primitif.

Le terrain d’applications des inégalités différentielles
traitées dans le présent travail est vaste.

Nous avons énoncé certains propositions moins géné-
rales sur ce sujet dans nos travaux antérieurs et nous les
avons appliquées a:
1°) la limitation du domaine d’existence des intégrales des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, **¥)

2) probléme d’unicité et de la limitation des intégrales des
équations aux dérivées partielles du premier ordre et de
certains systemes de telle sorte, **¥)

3) probléme d’existence des intégrales de certains systémes
d’¢quations aux dérivées partielles du premier ordre, ****)
4) la limitation du domaine d’existence et des modules des
intégrales des systemes d’équations différentielles ordinaires
dans le domaine des variables complexes.*****)

un théoréme remarquable rentrant dans le méme ordre
d’idées a été trouvé par M. J. Mikusihski*) et
appliqué a un probléeme constituant une généralisation du
probléme de Sturm.

e¢) Ces Annales T. XII (1933) p. 8 et T. XIII (1934) p. 3.

***) Rendiconti dei Lincei T. XVIII séri¢ 6, 2° sem, fasc. 9 (1933)
p. 373. Annali di Matematica T. XV (1936—37) p. 1

eee») Ces Annales T. XV 1936 p. 103.

........ ) Ces Annales T. XVI (1935) p. 97.

*) J. Mikusinski. Sur un probleme d’interpolation pour les intégrales
des équations différentielles ordinaires (Ann. Soc. Polon. Math. T. XIX
p. 165).
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M. J. Szarski** a démontré que l’inégalité (6) sub-

siste lorsque I'on remplace I’'inégalité (5) par I'inégalité
0. ()< G (1,0 ()

et lorsque I’'on suppose que cette inégalité ait lieu presque
partout, que les fonctions de la suite 0(f) = (?’1(f),.,.,7%, (1))
soient absolument continues généralisées au sens plus large
et le premier membre de cette inégalité désigné la suite
des dérivées approximatives des fonctions 9+f)-

§ 1. Systemes aux deuxiémes membres croissants. In-
tégrales supérieure et inférieure. Théoremes sur les iné-
galités différentielles.

Hypothése H. 1°) Les fonctions
f(y\..y") (i=1,....n) (1,1)
sont continues dans un ensemble ouvert -0 de l’espace des
points (#, y1, . y"), 2°) Si, pour un i quelconque (i= 1,...,n)
les points
(f, av .,,., at—, c, . an)
B,= (Ah,.... c, bi+l,.,.,bn)

appartiennent a £ et
(v=1,.,.,i— 1 i+1l,..., i)
alors

Hypothése K. 1°) La fonction f, (cf. 1, 1) est continue
dans un ensemble ouvert 12, 2°) Elle est une fonction crois-
sante (au sens large) de chacune des variables y1,..., yi_ 1,
y1+, ..., y" séparément. *)

Remarque. L’ Hypothése H a pour coséquence I’'Hypothése
K. L’inverse n’est vrai que pour une classe tout-a-fait spéciale
des ensembles -Q

” ) J. Szarski. Sur un systtme d’inégalités diffférentielles (Ann. Soc.
Polon. de Math. T. XX. p. 126).

) C-adi f1(fyl...,y/-1, yl+',....y")> fi(f,yl.... yi~" 11,
yl+t....... yn) lorsque i 4&j et On ne suppose pas que f' soit
croissante relativement a v* et t.
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Afin de caractériser une telle classe nous introduirons
la notion suivante.

Soient P — (x,pL..., pn, Q= (xq,..., qn) deux points
du plan t —x. On dira que
P<Q
lorsque p‘< q’, (i—1,..., n). On dira qu’une ligne polygonale
des sommets”,..., Ar situés dans un plan t= x est simple-
ment croissante lorsque Ar< AW, (v= 1,..., r—1) et lors-

que chaque segment [Ar, Hptl] est parallele a un des axes
ylooo, yn

Propriété P. Nous dirons qu’un ensemble ouvert Q de
I’espace des points /,y1 ..., y" jouit de la Propriété P lorsque
toute couple des points

A (r,dp.e., & "M+

B= (x,bl..., bj_vec,bj+v..., b,),
apartenant a & et tels que A<B, se laisse joindre par une
ligne polygonale simplement croissante qui est contenue
dans Q.

La Propriété P a lieu lorsque, en particulier, pour chaque
couple de points P, Q, (P < Q) de la section de £ par un
plan quelconque t— x, le segment [A, B] fait partie de X

L’ensemble £ jouit évidemment aussi de la Propriété P
lorsque chaque section de Q par le plan t = c¢ constitue un
paralellépipéede

— oo< aC)<y,< (C) < + °°**)

On a évidemment la

Proposition 1. Pour tout ensemble & jouissant de la
Propriété P les Hypotheses H et K sont-équivalentes.

Proposition 2. Dans le cas n= 1 les Hypothéses H et K
sont évidemment vérifiées pour tout ensemble & des points
(L yd.

Dans le cas n= 2 les Hypothéses H et K sont évidem-
ment équivalentes pour tout ensemble £2des points (Z yi, y2.

**) Ce paralellépipéde peut coincider, en particulier, avec le plan t—c
tout entier.



120 TADEUSZ WAZ2EWSKI

Lemme 1. Admettons I’hypothése H relativement aux
deuxiémes membres du systeme des équations différentielles

= f (tyl. . yn = n) (1, 2).
Nous supposons en plus que la courbe
yi= V*(f), (i=1,..., n)
envisagée dans Il’intervalle
to<t<a (1,3)

soit contenue dans Q et continue dans cet intervalle et que
y* = M, (= 1,...,n)

soit une intégrale du systéme (1,2) définie dans le méme

intervalle c.-a-d. que

(A (), mmm < (1)), (/=!,..., n).

Ceci étant admis on a les propriétés suivantes:
I. Si pouri= 1,...,n

(/o) < B (#0)
D+y () < fl(t,y1cry..... yin(/)), (o< t< a
D-yS (fX fl¢, y1(/) Yjin(), ({0<t< a
alors pour les mémes indices i
y* (/) < ol (), (t0<t< a) (1,4)

I). Si pouri=1, ..., n
y*(fo) > < (to),
y" (), (#»</<«)*)
D _viCt)> f(t, yi(ty>, (t0<t<a)
alors pour les mémes indices i
y' (0> (0, (fk<t<a)
Démonstration. Pour un e>0 suffisament petit I'inégalité

(1,4) a lieu dans I’intervalle to < to + e. C’est évident pour
les indices i pour lesquels y'(fo) < y'(/o). C’est aussi vrai

*) D+ y>» D—ip désignent respectivement les nombres dérivés su-
périeurs a droite et a gauche, D+ y> D—ip les nombres dérivés de y
inférieurs a droite et a gauche.
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lorsque (@) — @'(to) car on a D+ yS (/0 <

f (/0,t/fto),..., W_1(fo),” (/o), 7+1(fo), e, En("0)) =

f (to, V1(to) ,mmm, (to) , (to), Vi+l (to)........ Vn (#0)) <
M (t0, 92 (to) P~ (t0, 9 (to), <+l (to), $n(to) =

Il en résulte que D+ (y1(t) — ¥ (t))t=g< O, (10— (to)— O
et, par suite, on a pour un e>0 suffisamment petit y= (t) —
— (@ (t) < O lorsque t0<t<tO+ £eti= 1, ..., n.
Supposons que pour un t

t0<to + e<t <a
le systeme d’inégalités (1,4) ne soit pas rempli et désignons
par ti la borne inférieure de tels t. On aura

lo< o+ «< *i< «

(ti) < g (ti), (=1, ..., n)
V(1) < g (t) [pour i= 1, ..., nettO<t<fi] (1,5
et, pour un certain indice i= Kk,
yk (ti) = yk(/i)
Au moyen d’un raisonnement analogue au précédent on
en conclut que D—yk (ti)< et par suite, y>Q étant
suffisamment petit on aura, pour ti—y<t <ti [Iinégalité

yjk (t) > gk (t) contrairement a (1,5).

La démonstration de la partie Il du présent lemme est
analogue.

Définition. Une intégrale y*= Y *‘(t) d’un systeme d’équa-
tions différentielles

y@® = g y'(@®,.... yn@®)), (i=1,.... n) (1.6)

issue d’un point (t0, yj,... y?) et définie dans un inter-
valle A contenant to, est dite intégrale supérieure relative
a ce point et a cet intervalle lorsque pour chaque intégra-
ley = y'" (1), (i= 1,..., n) issue du méme point et définie
dans un intervalle Ai (ou to € Ai C A)*) on a:

*) I>f zJi désigne que i0est un élément de /h et veut dire
que /J, fait partie de //.
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y* (f)< Y'(/) lorsque i= 1,..., nette/h
En remplagant ce systéme d’inégalités par le systéeme:
y'(/)>Y' (/) lorsque f= 1,... n;tezli,
on obtient la définition de l'intégrale inférieure relative au
point (t0, yo,...,vVy,) et a l'intervalle J .

Remarque 1. Si dans chaque intervalle z/, (ou toez/jCz/)
le systeme (1,6) admet une intégrale unique passant par
(A>»YO>ee>Y0) alors cette intégrale unique constitue a la
fois intégrale supérieure et inférieure relative a ce point et
azl.

Si le systéme (1,6) se réduit a une seule équation
y1(f)= gl(t,yD dont le deuxiéme membre est défini et con-
tihu dans un ensemble ouvert alors*) par chaque point
de & il passe une intégrale supérieure et une intégrale in-
férieure qui peuvent étre prolongées a droite et a gauche
de facon a tendre vers la frontiére de 13.

Dans le cas ou n>2 et les fonctions g'(t, y1..., y") sont
continues dans un ensemble ouvert & il peut arriver que,
par un point (/0, yj,..., yj) de Q il ne passe aucune inté-

grale supérieure (ni inférieure) relative a ce point et a un
intervalle z/ quel petit que soit z/ *¥)

Théoréme I.***) Dans I'Hypothése H il passe par tout
point (/,,, ¥j,..., y{) de & une intégrale supérieure 5(et une
intégrale inférieure 3) systéme (1,2) relative a ce point
et & un intervalle tO< t<a. Le nombre a peut étre choisi
de facon qu’un point M variant sur J tend vers la frontiere
de & lorsque t tend vers a.

Démonstration. Choisissons k > 0 de fagon que I'hyper-

cube
[f —foj < k, |[yf—yo| < k, (i= 1,..., n) 1,7

¢) E. Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (1930) p. 78.
Ce livre sera cité dans la suite comme D. R. F.

“)E Kamke. loc. cit. Acta Math. 58 (1932) p. 59.

"] Ce théoréeme correspondond au Satz 7 de M. Kamke (Acta
Math. 1 c. p. 79) qui nécessite une hypothese accessoire.
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soit contenu dans & et choisissons M de fagon que I’on

ait Ifi| + 1< M pour les points de ce cube. Posons h= k
Le systéme Sr
y=f+ <+, (i=1,,,,, n) (S,,)
admet au moins une intégral® 7,
y—/ (0, i— (7))
issue du point (f0, yj,,.., yJ), définie pour
h (1,8)

et située dans le cube (1, 7). Soit
y'=01(0, (i= 1,..., 1)

une intégrale quelconque du systeme (1, 2) issue du méme
point et définie dans I’intervalle (1, 8).*) On vérifie facile-
ment qu’elle est située dans le cube (1, 7) et, a plus forte
raison, dans & On a dans l’intervalle (1, 8)

1
on(t\/)+V+ 1
yr+i(f) = 1 (f, yI+i(f),..., y"+i (0 + V¥"¥L <
</ yir (D + 0+ ]

y,(0 = f(Ly (0,..., y" (0)
et par suite on a(cf. le lemme précédent)
ol(0 < y'+i (0 <y' (0, (M< t< to+ h).
La suite y' (f) est donc convergente vers une fonction
£(0 pour laquelle
ai(/y < (f), fo< / < fO+ h)- 1,9

La convergence étant uniforme [car en en raison de |y‘|—
I/"(Lyj.oee) I< les fonctions y' sont également continues
dans (1, 8)] la courbe yl1—"") constitue une intégrale du

") Une telle intégrale existe cf. EE Kamke D. R. F. p. 128, Satz 4.
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systéme (1, 2),**) elle passe par le point (t0, yjj) et
est renfermée dans le cube (1, 7). Elle constitue I’intégrale
supérieure de (1,2) relative au point (Zo, yj,..., y?) et a

I'intervalle (1, 8) car les inégalités (1, 9) subsistent pour
toutes les intégrales yl=o0i(Z de (1,2) issues du point
(to, y},,---, yo)- Ti%ar le procédé présenté dans le manuel
de M. Kamke*) on peut prolonger I’intégrale supérieure du
coté droit de tO de fagon qu’elle tende vers la frontiere
de 22

La démonstration relative a I’intégrale inférieure est
analogue.

Théoreme 2. Admettons I'Hypothése H. Supposons que

les fonctions y' (f), (i= 1,.,., n) soient continues dans l'in-
tervalle

to<t<a (1, 10)
et que la courbe y'=y *(f), (i= 1,..., ri) envisagée dans cet

intervalle, soit englobée par -Q Soient
A (lg aj,..m A, 3 (Zghj,..., hn)
deux points de 2 pour lesquels on a
ai<bi, (i=1,..., n).
Dans cette hypothése subsistent les propositions sui-

vantes:
I) Si la courbe y' = yS (Z) passe par A et I’intégrale supé-
rieure yl—v1(2), (i= 1,..., n) du systeme (1, 2) relative au
point B existe dans lintervalle (1,10) alors (par I'hypothése
méme)

Vi‘ Z)= a, < bt= t,(Z29, (i= 1,..., n) (1,104a)

et chacun séparément des systémes de relations (1,11),

(1.12), (1,12a) (avec i= 1,...,n)
D +V1(Z9) < I' (Z V1(Z),.*=, V" (2)) pour < Z<n (1,11)
D- @< @yl2),..., @) ., » = (1,12)

**) On le démontre en faissant tendre v vers oc dans I’égalité yy (f) =
= /10[z40yJ (a),...)+ 1] da+vyj.

*) Kam ke. Differentialgleichungen reeller Furiktionen (Leipzig 1930
p. 135
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\L(/), ++ VN (0) (1,12 a)

implique les inégalités *)
vi'() <t (/) pouri=1,...,n; to<f<a (1,13)
IL Si la courbe y'= v' (0 passe par B et l'intégrale infé-
rieure du systéeme (1, 2) yi= yi (f) relative au point-d existe
dans I’intervalle (1,10) alors (par I'hypothése méme)
V(fo) —ai < bi —vy' (/o), (i= 1,¢°°,n) (1,14)
et chacun séparément des systemes de relations (1,15),
(1,16), (1,16a)
D +yA(f)>f (/,y1(f),...., yn()) pouri= 1,.,n;t0<t <«(1,15)
D-y'(/)>f (LvI(/)),..., (6) . ” ” (1,16)

(0....vn(0) ” ” (1,16a)

implique les inégalités
y'(f) > rf (f) pouri= 1,...,n;t0<t<a (1,17)
Démonstration. Nous discuterons le cas de I’inégalité
(1,11). Posons

Ff(f) = y()) — J f (s, ¥j'(s),...,y>n(s)) ds.
*0
En vertu de (1,11) et de la continuité de f (s, y 1(s),..., y>n (8)
on aura

D+F‘(/)< OpourtdO<t<a

La fonction F' (/) étant continue, il en résulte qu’elle est
décroissante au sens large **) dans Il’intervalle t0<t< a et,
en raison de sa continuité, aussi dans l’intervalle 10<t <a.

*) Les systemes d’égalités (1,12a) et (1,16a) expriment que la courbe
yi = yi (f) est une intégrale du systeme (1,2).

“) Pour s> 0 posons G' (b, t) =F*(f)—Et. Ona D+ Gl(5f) <0
lorsque /,,< t < a Supposons que f,< f, < f2< a et G' (5f] <
G* (e, f). Soit t3 le maximum de t pour lesquels f, f t5,G' (e, /) =
Gi (e, fj. Onafj<<f3< f2G' (e,t) = G' (¢, TP< G* («, ) et G* (5, Y <
Gl (s, t) lorsque f3< f< f2 De la il vient que D G* (e,t3"0, ce qui
est impossible. On a donc G* (5, t,) G* (e t2 lorsque fO< ti < ,f2< a,
d’ou pour £-*0on obtient F1 (td*F 1 (f2.
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De la il résulte que D +F“(t) <0 pour tO<t<a
Il s’ensuit que pour r= 1,2,...

D+y' (t, v1(t), ... ,-ipn(/)) + \-/ lorsque t0< t < g,
D-ipl (/) </I'"(t, yl(t),... ,ipn(t)+— lorsquetO<t<a.
\Y

En gardant les notations de la démonstration du Théo-
reme 1 on en conclut en vertu du Lemme 1, que

(0, (to</</«+h)

et en passant a la limite r-»--(-00
y' (/) < ri(f), (Jo < t<t0+ h).

Ces inégalités subsistent aussi pour t0<t < a
Dans le cas contraire, en désignant par la borne inférieure
des t

to+ h<t<a

pour lesquels ces inégalités ne subsisteraient pas a la fois
on aurait
V(6)< (/J, (i=1,..., n)

En appliquant au point ti le raisonnement appliqué tout
a I’heure au point t on aboutirait a la conclusion que les
inégalités en question subsisteraient dans un intervalle +
+ hi, (hi> 0) contrairement a la définition de ti.

Le cas des inégalités (1,12) et la partie Il du présent théo-
reme peuvent étre établis dans une voie pareille.

Du théoréme précédent résulte immédiatement le suivant
corollaire.

Corollaire 1. Admettons I'Hypothése H et soient A —

= (f0,a,,..., a,), B—(t0, deux points de Q
pour lesquels a < bt, (i= 1, ..., n). Cela posé on a les
propriétés suivantes I, Il et Il

). A chaque intégrale yl1— y= (/), (i= 1, ..., n) issue

de A (du systeme 1,2) corespond au moins une intégrale
y'= z(f), (i= 1, ..., n) du méme systéme passant par B
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(et notamment I'intégrale supérieure), telle que pour un s>0
suffisamment petit on a

(N<r (/) lorsque to<t<tO0+ s.

I[1). A chaque intégrale du méme systéme y‘— y' (/) qui
passe par B correspond au moins une intégrale du méme
systeme (I'intégrale inférieure) y' = y' (f) qui pour un petit

«> 0 remplit les inégalités y' (/) <yj (/) pour to<t <t0+ «

II1). Si par chaque point de 13il passe une intégrale unique
du systeme (1,2) ety‘= yj (f), (i=1, ..., n); y' = t(t)
désignent les intégrales passant respectivement par A et B,
alors yj (f) < ' (t) dans tout intervalle tO< t < a dans lequel
ces intégrales existent simultanément.

§ 2. La nécessité de I'Hypothése K pour la vérité des
théorémes sur les inégalités diférentielles du paragraphe
précédent. ,

Il se pose le probléme de savoir dans quelle mesure I'Hy-
pothése K est essentielle pour le vérité du Théoréme 2.

Or I'exemple présenté plus tard (cf. p. 131) montre que
I'Hypothése K n’est pas suffisante a cet effet lorsque Ien-
semble ne jouit pas de la Propriétée P (cf. p. 119).

En adoptant la Propriété P et I'Hypotheése K (au lieu de H)
nous déduirons du Théoréme 2 le théoréme qui suit. Ce
théoréeme n’utilisera pas la notion des intégrales supérieure
et inférieure (dont l'existence a été prouvée‘sous I'Hypothése
H ou bien sous I'Hypothése K associée de la Propriété P).
On obtiendra ainsi une légére modification du Théoréme 2
pour laquelle on prouvera ensuite la nécessité de I'’Hypothése K.

Théoreme 2a. Supposons que la section de I'ensemble
ouvert & par un plan quelconque t= c représente un parai"”
[élépipéde

— < a(c)<y </?(c)< + (2,1)
(ou plus généralement adoptons la Propriété P (cf. p. 119)).

Adoptons relativement aux fonctions f' (cf. 1,2) I'Hypo-
these K. Soient A = (t0, a,, ..., a,), B= (f0 bx, ..., hn)
deux points de 13 pour lesquels on a: a,< bf, (i= 1, ..., n).
Dans cette hypothése subsistent les propositions suivantes.
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I. Si une courbe continue ,(i=1, ri) faisant
partie de D passe par A et remplit un des trois systémes
de relations (1,11), (1,12), (1,12a) alors il existe une intégrale
yl= ?(/), (z==1, ..., n) du systétme (1,2) qui passe par B
et remplit les inégalités (1,13) dans un intervalle /o<f<fo + «
(pour un s> 0 suffisamment petit).

IL Si une courbe continue y’= (f) englobée par £
passe par B et remplit un des trois systémes de relations
(1,15), (1,16), (1,16a) alors il existe une intégrale y' = if (f)
du systeme (1,2) qui passe par A et remplit les inégalités
(1,17) dans un intervalle suffisamment petit to<t<to + e

Démonstration. L’ensemble £2 jouit, par I’'hypothése, de
la Propriété P. L’Hypothése K entraine donc I'Hypothése H
(cf. Proposition 1). Le présent théoréme résulte, par con-
séquent, immédiatement du Théoréme 2.

Avant de prouver que I'Hypothése K est essentielle pour
la vérité du Théoréme 2a nous établirons le suivant

Lemme 2. Admettons les hypothéses suivantes:
1°) Les fonctions f° figurant dans le systeme (1,2) sont
continues dans un ensemble ouvert £
2°) Si
A= (0, a,, ..., a,), B= (f0, bx, ..., bn)
sont deux points de £ pour lesquels
z=1,...,n) (2,2)
et si y = y* (/) est une intégrale du systeme (1,2) passant
par A, alors il existe une intégrale du méme systéeme yl=
= ¢(/), (i= 1, ..., n) qui passe par B et satisfait aux
inégalités
VTEXr' W pour z'=1 |, n et /G6<60+e (2,3)
(ou £> 0 est un nombre suffisamment petit) *).
Ceci étant admit nous affirmons que
u) les fonctions f* satisfont a I'Hypothese K, c-a-d. la fonc

*) Le présent lemme reste vrai lorsque I'on remplace I’hypothése 2°
par la suivante hypothése 2 bis: Si.les points A et B appartiennent a £2
et remplissent les- inégalités (2,2) alors a chaque intégrale du systeme (1,2)
issue de B correspond une intégrale de ce systéme qui passe par A et
remplit les inégalités (2.3).
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tion f+ (i= I,...,n) est une fonction croissante (au sens
large) de chacune de variables y1..., y11, y'+l,..., y" séparé-
ment;

1) dans le cas ol Il'ensemble 12 jouit de la Propriété p
(cf. p. 119)*) les fonctions f remplissent dans & I'’Hypotheése
H du § 1

Démonstration. Supposons que les points
P— (0> cy-i >Pp C,
Q (Mo>Ci>ee’ c/-i» 9p C,)

appartiennent a 0 et que Pj < 7. Afin d’établir la partie
a) du présent lemme il suffit de prouver que

f(P)</'(Q) pour X J (2,4)
Soit yk= yjk(t), (fc= 1,..., ri), une intégrale du systeme
(14, 2) issue du point P. En vertu de la prémisse 20du pré-
sent lemme il existe une intégrale yft= T*(f) issue de point
Q qui satisfait aux inégalités (2, 3).
On a
W(fo) — X o) = cC/ pour i”j.

En rapprochant ces égalités des inégalités (2, 3) on obtient

ywd)— (o 2()—t(/
/—/o() " ()t—téq (inj, 1(,<I< #0+ g

d’ou a lalimite (f) < Vdo), d j). En remarquant que
y*do)= P (P), do) — P (O) on en déduit les inégalités (2,4).

La partie ft) du présent lemme résulte de la partie a)
en vertu de la Proposition 1 du § 1

Théoreme 3. Supposons que la section de I’ensemble
ouvert 12 par un plan quelconque t= c représente un pa-
rallélépipede de la forme (2,1) ou plus généralement sup-
posons que I’ensemble 12 jouisse de la Propriété P (cf. p. 119).

*) L’ensemble P jouit de la Propriété P par exemple dans le cas ou
la section de Q par un plan quelconque f = c constitue un parallélépipede
de la forme (2,1).

Rocznilc Pol. Tow. Mitem XXm. 9
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Ceci étant admis chacune des Hypotheses H et K du
§ 1 est nécessaire pour chacune de six parties du Théo-
reme 2a.*)

Démonstration. La nécessité des Hypotheses H et K
pour la vérité de cette partie du Théoreme 2a qui se
rapporte au systeme des relations (1,12a) a été établie dans
le lemme précédent.

Or la vérité de la partie de ce théoréme qui se rapporte
a (1, 11) (ou 1, 12) a pour coséquence la vérité de sa partie
relative a (1, 12a). Il en résulte que chacune des Hypothéses
H et K constitue une condition nécessaire pour les parties
du Théoréme 2a qui se rapportent aux systemes des rela-
tions (1, 11) et (1, 12). — La nécessité pour les parties re-
latives a (1,15), (1, 16) et (1, 16a) s’établit d’une fagon ana-
logue.

§ 3. L’insuffisance de I'Hypothése K pour la prolongea-
bilit¢ de [Il'intégrale supérieure a droite jusqu’ a la fron-
tiere du domaine.

Proposition 3. Si le systéme (1,2) remplit I'Hypothése K
dans un ensemble ouvert Q alors par chaque point
A= (, a,,..., an) de A& il passe une intégrale supérieure
a droite valable dans un intervalle < t0+s, pourvu
que f> 0 soit un nombre suffisamment petit.

Autrement dit, I'Hypothése K assure I’existence locale
de Il'intégrale supérieure a droite.

Démonstration. Soit 11— f,|< h ,\yl—at\<h, (i—I,...,n)
un cube contenu dans 2. Ce cube jouit de de la Propriété
P du 81 Le systtme (1,2) remplit donc, dans ce cube,
I'Hypothese H (cf. Proposition 1). Il existe, par conséquent,
I'intégrale supérieure a droite du systéme (1,2) issue de A
et pouvant étre prolongée jusqu’a la frontiere de ce cube
(cf Théoreme 1).

*) 1l s’agit de six parties du Théoréme 2a qui se rapportent respective-
ment aux systémes de relations (1,11), (1,12). (1.12a), (1,15), (1,16) et (1.16a).
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Proposition 4. Si le systeme (1,2) remplit dans & I'Hy-
pothese K alors par chaque point A= (t0, a,,..., a,) de &
il passe une intégrale y'= ?2(/), (i= 1| n) définie dans
un intervalle /,</<& < + 0° jouissant des propriétés sui-
vantes: 1°) elle tend vers la frontiére de & lorsque t tend
vers b;
2°) si + °° alors elle constitue I'intégrale supérieure
a droite du systeme (1,2) issue du point (/,, t, (/j), (/1)
relative a un intervalle fi< /< fi+ e(/j) ou e(riy > O désigne
un nombre suffisamment petit.

Ceci résulte immédiatement de la Proposition 3 et d’un
théoréme bien connu sur la possibilité du prolongement d’une
intégrale jusqu’a la frontiére de Q.

Remarque 1a. Il peut arriver (voir Exemple qui suit) que
cette intégrale y‘= +t*(/) n’est pas une intégrale supérieure
a droite du systéme (1,2) relativement au point de départ A

et & un intervalle tO< t <c< b. |l se peut bien qu’il existe
une autre intégrale y'= »/(/), i— 1, ..., n) issue de A
qui existe dans lintervalle tO< t <c et qui ne remplit pas
les inégalités % (/)<?,(/), (i=1, ..., n) pour un t2(t0<t2<c)

suffisamment éloigné de tO.

Exemple Nous allons construire un exemple d’un sys-
téme de trois*) équations différentielles

> = y,. y2- y3. 0O'=i> 2, 3) (3,1)

vérifiant I'’Hypothese K dans un ensemble ouvert & pour
lequel il n’existe aucune intégrale supérieure a droite issue
d’un certain point et tendant vers la frontiere de & lorsque t
tend en croissant vers une certaine limite**).

*) Un exemple analogue pour un systeme de deux équations est im-
possible en vertu de la Proposition 2 du § 1

**) Le rble de cet exemple dans la théorie qui nous occupe devient
plus clair lorsque I'on tient compte des Propositions 3 et 4 et de la Re-
marque la du présent paragraphe.
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Il en résulte que ni le Théoréme 1 ni le Théoréme 2 ne
sont pas vrais lorsque l'on y remplace I'Hypothése H par
I'Hypothése K.

I. Posons
w(t) = 3]/~2~ f2(3—2f). (3.2

On a
w'(/)=18I1<2"t(I-12 (3,3)
iv(0)= 0, u'(l)= 3l/r2”, w' (0= 0, iv'(l)—0, (34)
w((0 >0, w'(/)>0 pour 0<t< 1. (3,5)

Il. Considérons sur le plan des variables t, z les trois
familles Fi, F2, F3 des courbes définies dans I’intervalle
1 et dépendant respectivement des parameétres a, Pety

z—a, (—oo< a< 0) (famille FJ
z—Pw(f), (0< P< 1) (famille F2
z—iv()+y, (O<y< + °°) (famille F3
et réunissons ces familles en une seule famille F— F1+F2+ F3.
On voit facilement que deux courbes de cette famille ayant

un point commun P ont la méme tangente au point P. |l
est ainsi clair que par chaque point de la bande

O<t<1l, —o00<z< + 00 (3,6)

il passe au moins une courbe de la famille F. Les courbes

de la famille F constituent donc les intégrales d’une équation
différentielle

"f=h(/,z2) (3,7)

La fonction h (t, z) est définie de la fagon suivante :

h(fz)= 0 pour 0<t< 1, z<O0 (3,8)
h(tz)= ~ pour 0<t< 1, O0<z<iv(f), (39
h (t,z) = w'(/) pour z>w (t). (3,10)

On vérifie facilement les propriétés suivantes plt p2, p3et p«.
Pi) h(t,z) est continue dans la bande (3,6).
Pi) h(0,z) = h([, 2) 0 pour —°°<z< + °°
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pg h(t,z) est croissante au sens large relativement a z (cf.
(3,8), (3,9), (3,10) et (3,6)).
pdLes courbes dela famille F2 constituent toutes les intégra-
les de I’équation (3,7) issues du point t—0, z=0. L’intégrale
inférieure de (3,7) issue de l'origine est donc z= 0 et I'in-
tégrale supérieure z = w (/). Ces intégrales existent dans
I’intervalle 0< t< 1

IIl. Considérons maintenant le systeme des équations
différentielles

z = h(tz),v — 0, (3J1)
dont les deuxiémes membres sont définies dans I’ensemble
0</<|’ _OO<Z+OO’ _OO<V<4_OO.
ps) En vertu de la propriété p4les courbes dépendant du
parametre P
z= £iv(/), v= 0, (0<B<1)

constituent toutes les intégrales du systeme (3,11) issues de
I'origine t= z= v= (X

IV. Nous assujettirons maintenant le systeme (3, 11) a la
transformation

2= 77 (yity2) yomrtesv.

V= i(—yityd ¢4 sange 4y
Le systéeme (3, 11) passera ainsi en systeme

dyd /2 h{tr2y+r2y’>

dt
(3. 12)
WM2- 3 Ehwt S
dont les deuxiémes membres sont définis dans la bande
0</<l, —°°<y,< + °° (i==1,2).

y sont continues et croissant au sens large par rapport a
chacune des variables y! et y2 séparément (cf. p3.

p6 En vertu de p5les courbes de la famille suivante dépen-
dant du parametre /S
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y2= ~=joiv(/), (0</?< 1)

présentent la totalité des intégrales du systéme (3, 12) issues
de lorigine 4= yt= y2= 0.
V. Considérons maintenant quatre ensembles 42j (i=1,2,3,4)
«définis respectivement par les relations suivantes:
—0=<f<0,—"°°<yi<4-~, (i=1,2,3) (ensemble 424
0<t<l —°°<yt<+o00 (i=1,2,3) (ensemble 42
I1<t<+°,y, +y2<l, —°°<y3<+°° (ensemble 423)
I<4<4-°°, (yj—3)2+ (y2—3)2< 1, —°°<y < + ~
(ensemble 424)
et posons
42— A24-3 42 4- 434" 424,

L’ensemble 42 est évidemment ouvert. Nous définirons main-
tenant dans 42 le systéme d’équations différentielles (3,1)
de la facon suivante. Nous posons

f,(tyvy2»y3)= °> (m= 1.2,3) dans 42 (3,13)
A—/2— jl=yi. + jA=y2./s—0 dans 42 (3,14)
A=A —A=0 dans "3. (3.15)
A—A—0A= 1—1t dans 424 (3,16)

Or il est évident que les fonctions f2 f3sont continues
en tout point (t, ypy2 yd de 42 pour lequel 470 et 471,
La continuité des A dans le cas ou 4= 0 ou bien 4= 1 ré-
sulte de la propriété p=>

V1. Nous allons démontrer que le systeme (3, 1) remplit
dans 42 I’'Hypothése K du 8§ 1. Nous démontrerons que
chaque fonction A (t= L 2, 3) est croissante aus sens large
relativement a chacune des variables yx y2 y3

C’est évident pour 4<0 (cf. 3, 13). C’est une consé-
quence de (3,14), p3 et (3,4) pour 0< 4< 1 Il reste le
cas 4> 1. Soient P= (4, yxy2y3 et P= (4 i, y2 y3 deux
points de 42 pour lesquels 4> 1, yo< y3(pour un certain in-
dice a), tandis que y = Vi lorsque i=£a Les points P et
P appartiennent évidemment a 4234-424. On démontre faci-
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lement en raison de la définition de et £4 que les points
P et P appartiennent ou bien a la fois a ou bien ils
appartiennent tous les deux a £4. Dans chacun de ces cas
on voit en vertu de (3,15) et (3,16), que fi (P)= fi (P). La
croissance en question des fonctions fi se trouve ainsi dé-
montrée.

VIL Soit
yi=T (), (i= 1 2,3) (3,17)
une intégrale quelconque du systéme (3,1) issue du point
t=yi=y2= y3=0 (3,18)
qui tend vers la frontiere de Q lorsque t croit. Soit
0<t<a (3,19)

son maximal intervalle d’existence.*) Nous prouverons
que intégrale (3,17) ne peut pas étre intégrale supérieure a
droite relativement au point initial (3,18) et a Vintervalle
(3,19). **)

Supposons que (3,17) soit intégrale supérieure a droite du
systéme (3,1) relative au point initial (3,18) et a [linter-
valle (3,19). Soit

0<t< 1 (3,20)

En vertu de (3,14), p6 et (3,4) la courbe

yi = y2= -4=w (t),y3= 0, (0<t<1)
)2
constitue I’'intégrale supérieure a droite du systéeme (3,1)
relative au point initial (3,18) et a I'intervalle (3,20). Deux
intégrales d’une telle sorte étant identiques on a

t, (/)= 2(0 — "7=w (/), Ti(/) = 0 pour 0< t< 1L

*) Si t tend en croissant vers a, I'intégrale (317) tend vers la fron-
tiére de 13

**) (3,17) étant une intégrale quelconque du systeme (3.1) issue du
point (3,18) et tendant vers la frontiére de Q, nous prouverons en méme
temps qu’il n’existe pas une intégrale supérieure a droite issue de (3.18)
et tendant vers la frontiere de Q.
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En vertu de (3,4) il s’ensuit que
T(0O = €2(1)= 3,r3(1)= 0.
L’intégrale (3,17) passe donc par le point
#= 1, yi= 3,y2=3,y,= 0.

Ce point appartient a En raison de (3,16) on aura donc
ti)= 2(/)= 3,s5(/)= —y(/ —D2Pour I<#<l+e

lorsque e> 0 est suffisamment petit,

On aura, en particulier,

Ts(0 < 0 pour 1<t< 1+ ¢ (3,21)
En vertu de (3,14), p# (3.4) et (3,15)
la courbe

y = A#)MN0. (i= 1,2,3), (0<t< + ~)

constitue une intégrale du systemé (3,1) issue du point
(3,18). En raison de (3,21) on aura

3(/) <m (0 pour 1<t<1+ «

ce qui prouve que I’intégrale (3,17) ne peut pas étre inté-
grale supérieure a droite du systeme (3,1) relativement au
point initial (3,18) et & Il’intervalle 0 < /<1 +e¢ ni, a plus
forte raison, relativement a I’intervalle (3,19). Nous avons
ainsi abouti a une contradiction.

8§ 4. Cas des systemes d’é¢quations différentielles aux
deuxiémes membres décroissants.

Les eonsidértions des paragraphes précédents se rappor-
taient aux systemes d’équations différentielles (1,2) ou les
fonctions f* (t,y1..., y") étaient croissantes dans le sens
précisé par les Hypotheses H ou K du § 1

Or au moyen de la transformation des variables
y'=x*,(i=1,....,n), /= —s (4,1)

on peut déduire des propositions acquises précédement les
résultats tout-a-fait analogues. Ces résultats se rapporteront
aux systemes d’équations différentielles qui difféerent du
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systeme (1,2) par ce que ses deuxiémes membres sont
décroissants au sens précisé par les hypotheses qui suivent.

Les systemes d’équations différentielles envisagés dans
le présent paragraphe auront la forme

x («)= F'(s,x1..., x0, (i=1,..., n)¥) (4,2)
Hypothése H bis. 1° Les fonctions
Ff(s, x%..., x"), (i= 1,..., n) (4,3)
sont continues dans un ensemble ouvert Q des points
(s, Xx,..., x") 2°) Si pour un i quelconque (i=1,..., n), les
points

H (s aj,, a( ¢, ai+l,..., a,
B= (s, 6, , C, bi+i.... bn)
appartiennent a 0 et

i—21, i+ 1,..., n)
alors
F'(4) > F' (B) .

Hypothése K bis 1°) La fonction F* (f—1,..., n) (cf. 4,3)
est continue dans un ensemble ouvert Q. 2°) Elle est une
fonction décroissante (au sens large) de chacune des varia-
bles x1,..., x' ', x%*1,— x" séparément.**)

Les deux hypotheses précédentes ne sont pas équiva-
lentes pour tous les ensembles ouverts &. On a sur ce
sujet la suivante:

Proposition 1 bis. Pour tout ensemble & jouissant de la
Propriété P du 8 1 les Hypotheses H bis et K bis sont
équivalentes.

Voici maintenant les remarques permettant de déduire
immédiatement des résultats des § § 1— 3 les résultats

*) Nous écrivons out court x(s) au lieu de — — .
*e) C.-a-d. F' (5, xL..,, xJ 1, kL, x1+l,. . xn
F (s, xL.., xj_1. 11 V+1,,. Xx") lorsque i~ et fo/ ¢
On ne suppose pas que F' soit décroissante relativement a x' et as.
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analogues mais relatifs au systéme d’équations différentielles
(4,2) et aux Hypothéses H bis et K bhis.

a) Soit p (s) une fonction définie au voisinage de s= s0
et posons ip(fy= p(—1t), t0O= — sO.

Les nombres dérivés des fonctions yj et p sont reliés par
les relations

D <hyj(ta)= —D()p (s, D <Hhy(/= —D (-)p (s0,

D(-)ip(t) = —D(+)p (s, D(~)y>(f = —D(+)p(sO.
P) Appliquons au systéme (4,2) la transformation (4.1).
Nous obtiendrons le systeme

-N - = —F'(—L yl.... vn), 0=1, n)

ou bien en posant

f(,yl, ... y)= —F (=t yl, yn
le systéme
= Lyl y), 0=1, ....n) (4,4)
z) Soit un ensemble de points (/, y1, ..., y") consti-

tuant I'image de Q par I'intermédiare de la transformation
(4,1). Cela posé les ensembles Q et ne peuvent étre
ouverts qu’a la fois et ne peuvent que simultanément jouir
de la Propriété P du § 1

< La condition nécessaire et suffisante pour que les

fonctions P' (s, xI, ..., xn) remplissent dans & I'Hypothése
H bis (ou K bis) consiste en ce que les fonctions /*(Ly1,..., y")
remplissent dans I'Hypothese H (ou K).

e) Siy'= y' (f) (i= 1,.... n) estune intégrale supérieure
(ou inférieure) du systeme (4,4) relative au point (fQa,, an)
et a I'intervalle tO<t<a alors la courbe x = x' (s) —y' (— 9),
(i= 1,...,n)constitue une intégrale inférieure (ou supérieure)
du systéeme (4,2) relative au point (— f0, Sj,..., a,) et a l'in-
tervalle —a<s<s0= —tq.

Théoréeme 1 bis. Dans I'Hypothése H bis il passe par
tout (sO, Xq, ..., xJ) de jQ une intégrale supérieure J et une
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intégrale inférieure J du systéme (4,2) relative a ce point et
a un intervalle a<s<s0, Le nombre a peut étre choisi de
facon qu’un point M variant sur J tende vers la frontiére
de Q lorsque s tend vers a

Théoréeme 2 bis. Admettons L’Hypothése H bis. Suppo-
sons que les fonctions y' (s), (z= 1, **+, n) soient continues
dans l’intervalle

a<s<s0 (4,5)
et que la courbe x*= V (s), (z= 1, ..., n) envisagée dans
cet intervalle soit englobée par -Q Soient

M= (s#, al5 ..., an), B= (sO, b,, b,,)
deux points de Q pour lesquels on a
a“b, (@=1, .... n)
Dans cette hypothése subsistent les propositions suivantes:
). Si la courbe x' (s) = ip‘(s) passe par A et l'intégrale
supérieure t'(s) existe dans I’intervalle (4,5) alors chacun sépa-
rément des systemes de relations (4,6), (4,7), (4,8) (z= I,...,n)

D (H)y?(s) > F' (s, y1(s) ......y*"(s)) pour a<s<sO (4,6)
DMAwE)>F' Gy (8)n () » » 5  (47)

cyj (s i\ n
O S AU R ) (4.8)
implique les inégalités*)
y(s)<? (s) pour i—1,..., ni; a<s< So (4,9)
I1). Si la courbe x“— y' (s) passe par B et I’intégrale

inférieure du systeme (4,4) x“= y' (s) relative au point A
existe dans I’intervalle (4,5), alors chacun séparément des
systémes de relations (4,10), (4,11), (4,12)

D(+)y? (s)<F*“ (s, yLs)..., \h(s)) pourz= I,..., nja<s<s0(4,10)
(S)<F (5, y1(5)e}(S)) v om (4,11)
AN < F i (S, VL(S) ey (S) , (4,12)

*) Les systemes d’égalités (4,8) et (4,12) expriment que la courbe
x1—WV>(s), 0°= 1,. ... zi) est une intégrale du systeme (4,4).
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implique les inégalités
y'(s)> () pour i= 1, ,n;a<s< sQ (4,13).
Lcmme 2 bis. Admettons les hypothéses suivantes:
1°) Les fonctions F‘ figurant dans le systéeme (4,2) sont
continues dans un ensemble ouvert
2°) Si
N (S0, 8] »es e » (SO A7eee» )
sont deux points de Q pour lesquels
ai < bi, (i— 1....... n)
et si X*= y¥>(s),(i= 1)...,n) est une intégrale du systeme
(4,2) passant par A, alors il existe une intégrale du méme
systétme X*=1°(S) qui passe par B et satisfait aux inéga-
lités Y (s) < ? (s) pouri= 1,...,n ets0—«<s<sO(oue>0
est un nombre suffisamment petit). *)
Ceci étant admis nous affirmons que
a) les fonctions F‘satisfont a I’Hypothése K bis c.-a-d. la

fonction F1 (1= 1,...,, n) est fonction décroissante (au sens
large) de chacune de variables x1,.,., X\ x'+l,..., X" sépa-
rément.

P) dans le cas ot I’ensemble 12jouit de la Propriété P (cf.p. 119),
les fonctions F remplissent dans & I’Hypothése H bis.
Nous nous dispensons d’énoncer les

Théoréme 2a bis et Théoréme 3 bis

qui résultent respectivement du Théoréme 3 par l'inter-
médiaire de la transformation (4,1).

§ 5. Systéemes d’équations différentieles dont Il'intégrale
supérieure (ou inférieure) bilatérale croit avec la position
de son point initial.

Définition 1. Nous dirons que le point D—{t2dx..., dn)

*) Le présent lemme reste vrai lorsque I'on remplace I'hypothése 2°
par I’hypothése suivante: Si A et B appartiennent a (2 et remplissent les
inégalités a;e<bj alors a chaque intégrale x‘ =r‘(s) du systéeme (4,2) issue
de B correspond une intégrale de ce systeme x' — (S) qui passe par A
et telle que y>'(s) Ti(s) lorsque i=l,..., n et sO—«<s<(sO (ou s>0 est
suffisamment petit).
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majore le point C = (f1;Cj,..., cn) et nous écrirons D ~"C
lorsque t{—t2et d,>C; (i=1I,..., ri). Si D>C nous dirons
aussi que C minore D et nous écrirons C< D.

Définition 1l. Soit x =y (t), (i= 1___ n) une courbe
quelconque. Deésignons par X et 0(f) les points dont les
cordonnées sont respectivement (x1..., xn) et ®L(/),..., g (1).
Le symbole O (/) désigne ainsi une fonction subordonnant a
la variable numérique t le point (g?L(f),..., <h(t)).

Soit x‘= y*(t), (i,..., n) une autre courbe que nous écri-
rons sous la forme X = P (1).

Nous dirons que la courbe X =1/7(f) majore X = 0(/)
dans un intervalle J lorsque ¢7(t)<ip' (t) pour les valeurs
de t appartenant a A. Dans ce cas nous dirons que 17(t)
majore 0 (/) (ou 0 (/) minore T7(f) dans A et nous écrirons:
0(/)<!1?(/) dans A, ou bien 77(/)>0(f) dans J*)

Théoréme 4. Soit
= /I'(*,yL— vy, (i=1,..., n) (5,1)

un systeme d’¢quations différentielles dont les deuxiemes
membres sont continus dans un ensemble ouvert Q, tel que
sa section par un plan /= c¢ quelconque constitue un paral-
lIélépipede de la forme

— < a(c)<y'< ()< +°, (/=1,..., n) (5,2)

Ceci étant supposé nous avons les propositions suivantes
I, I, 1l

I.) La condition nécessaire et suffisante pour qu’a toute
couple de points appartenant a &

A= (t0 a,,..., a,), B= (/o b,,)

tels que "< 6**) et a toute intégrale 0 (/)= ' (/),..., (1))
du systeme (5,1) issue de A corresponde une intégrale P (f)

*) La différence entre la signification du signe ,<” dans les relations
C<iD et ~(f, «<!1?(<) ne prétera pas a I’équivoque.
**) Cf. la précédente Définition I.



142 TADEUSZ WAZ2EWSKI

de ce systéme qui passe par B et majore 0 (/) dans un petit
voisinage bilatéral de f0***) consiste en ce que la fonction
/' ne dépende pas des variables y1..., y'-1, yn

Cette derniére propriété revient a ce que le systéeme (5,1)
doit étre de la forme

dyl_ |

qr  frtyd

; (5.3)
yn__ .

gt én(t,yn

Il. La condition nécessaire et suffisante pour qu’a toute
couple de points A, B de la méme sorte et pour toute inté-
grale (t) issue de B existe une intégrale 0(f) issue de A et
minorant 17(/) dans un petit voisinage bilatéral de # consiste
en ce que le systéeme (5,1) soit de la forme (5,3).

IIl. Supposons accessoirement que par tout point P de Si
il passe une intégrale unique Y (P;f) du systéme (5,1). Ceci
étant admis, la condition nécessaire et suffisante afin que
pour toute couple A < B de points de Q l’integrale Y (B;f)
majore Y (A;t) dans un petit voisinage bilatéral de con-
siste en ce-que le systéme (5,1) soit de la forme (5,3).

Démostration. Les démonstrations des propositions |, 1l
et Il étant analogues, nous nous bornerons a la démonstra-
tion de la proposition I

Notre condition est suffisante en vertu des Théorémes
2 (8 1) et 2 bis (8 4).

Nous passons a la démonstration de la nécessité de cette
condition.

A toute couple de point A et B (A<B) appartenant a
£ et a toute intégrale 0 (/) du systéeme (5,1) issue de A cor-
respond, par hypothése, une intégrale i7(/) de (5,1) issue de
B et majorant 0 (/) dans un petit voisinage bilatéral de 2
Il en résulte, en vertu des Lemmes 2 (8 2) et 2 bis (§ 4), que

***) C.-a-d. vérifie la relation $(()<!?(() pour f0—£</<fo + «oU
s> 0 est un nombre suffisamment petit (cf. la précédente Définition II).
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les fonctions f remplissent dans fi a la fois les Hypothéses
K (8 1) et K bis (8 2). La fonction f est donc a la fois
croissante et décroissante au sens large (et parsuite constante)
relativement a chacune de variables yLy2...,y'-1,y'+1,..., y"
séparément.
Afin d’en conclure que le systéeme (5,1) a la forme (5,3)
considérons deux points de &
K= (c,kl..., V-, y' k'+1..., kn),
1=(c/L.,., v-\y, n
Il suffira de prouver que f*(K)—f (L).
Relions, a cet effet, les points K et L par une ligne poly-
gonale des cOtés paralléles sucessivement aux axes de coor-

données y’, ..., yi-l,'yi+l, . y". Cette ligne polygonale
appartient évidemment au parallélépipéde (5,2) et a plus
forte raison, a La fonction f' étant constante le long

de chaque cdté de cette ligne, il s’ensuit que f (&£)=/'(L).
§ 6. Comparaison des intégrales des deux systéemes
dont I'un majore lautre.
Théoréme 5. Supposons que les fonctions /'(/, y1...,y")

et €°(t,yl..., y”) soient continues dans un ensemble ouvert
G et soient
A= (,av,.., a,),B= (t0 bi,...,bn)
deux points quelconques de tels que A<B (c.-a-d.
a(< bi pour i= n).
Considérons deux systemes d’équations différentielles
= ['"(LyLme, y”), (i= 1,...,n), (6,1)
= g (LyLee.,y"),(i= L..en). (6,2).

Ceci étant admis nous avons les propositions suivantes:

I. Si les fonctions /' remplissent I'Hypothése H du § 1
et le systéeme (6,1) majore le systeme (6,2) (c.-a-d. g'</*
dans £), si ensuite 0 (f) désigne une intégrale de (6,2) issue
de A et P (t) I'intégrale supérieure droite de (6,1) issue de B *)
alors P (/) majore 0 (/) (cf. Définition IL 8§ 5) a droite de

*) Pour I’existence de I’intégrale supérieure cf Théoréme 1 du § I
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tOdans tout intervalle tO<t < a dans lequel ces deux inté-
grales existent.

IL Si les fonctions /' remplissent dans Q I’Hypothése H
et le systéme (6,2) majore (6,1) dans G (c.-a-d. < gJ, si P (t)
désigne une intégrale du systéme (6,2) issue de B et 0 (f)
I'intégrale inférieure droite de (6,1) relative aA alors P (f) ma-
jore 0 (/) a droite de tOdans tout intervalle tn<t < a dans
lequel ces deux intégrales existent.

1. Si les fonctions f' remplissent dans & I’'Hypothése
H bis du § 4 et le systéme (6,2) majore (6,1) dans Q, si
0 (/) désigne une intégrale quelconque de (6,2) issue de A
et P (t) l'intégrale supérieure gauche de (6,1) relative .a B,
alors P (f) majore 0 (/) a gauche de /, dans tout intervalle
a<t <iOdans lequel ces deux intégrales existent.

IV. Si les fonctions f remplissent dans & I'Hypothese
H bis et le systéme (6,1) majore (6,2) dans Q (c.-a-d. f g9°
si P (/) est une intégrale quelconque de (6,2) issue de B et
0 (/) Iintégrale inférieure gauche de (6,1) relative a A, alors
P (t) majore 0 (# a gauche de tO dans tout intervalle
a<t <tOdans lequel ces deux intégrales existent.

Démonstration. Ce théoréme constitue une conséquence
immédiate des Théoréemes 2 (§ 1) et 2 bis (8 4).

Exemple. Nous allons montrer que I’Hypothese K du
§ 1 n’est pas suffisante pour la vérité du Théoréme 5 De
notre exemple il résulte en méme temps que, pour é&tre
strict, il faut, dans un théoréme de M. Kamke*) admettre sur

I’ensemble Q une hypothése accessoire p. ex. qu’il jouit de
la Propriété P du 8§ 1

Considérons deux ensembles P, et définies par les
inégalités
y2i+y2< 1,—°°<t< + °°, —°°<y3< + °°  (ensemble £7))
(yi —3)2+(y2—3)2< 1, —°°<t< + °° —°°<y2< +°°

j Kamke 1 c. Acta Mat. T. 58 p 74. Satz 6.
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(ensemble &2 et posons

Nous définirons deux systémes d’équations

= ft yi.y2y3d . («—i»2,3) (6,3)
= éi(f,yby2y3.«—1.2,3) (6,4)
Nous posons
fi = 0 dans /[, = —2dans &2 (i= 1, 2, 3)
g,= 1ldans 0t g, = — ldans & (f= 1,2, 3).

On vérifie, comme précédemment (cf. I’alinéa VI de I'Exemple
du 8 3), que chacun des systémes (6,3) et (6,4) remplit
I’Hypothése K dans «£. On a

fi<éi, 0= 1, 2, 3) dans £
Envisageons les points

A — (t0,aita2, a3 = (0,0,0,0,),
B = (/« bi, b2 b3 = (0.3, 3, 0).

On a 8 < bt (/= 1,2,3). L’intégrale du systeme (6,3) issue
de A est
y-= @0)= 0,(i= 1,2 3)
et Il'intégrale y,—y-0), 0= 1, 2, 3) du systeme (6,4) issue
de B est de la forme 0)=3—t, 0= 12); y80)= —i
On a, en contradiction avec le Théoreme 5, €80) > yJ(t)
pour t> 0.

Moyennant quelques complications on pourrait s’arranger
de fagcon que £2 méme et toutes ses sections par les plans
t = const, soient connexes.

Voici encore un théoreme rentrant dans le méme ordre
d’idées:

Rocznik Pci. Tow. Matem. XXIII. 10



146 TADEUSZ WAZEWSKI

Théoréme 5 bis.*) Supposons que les systémes

iy &m(*> y'....... y"), = n) (Systéeme S)

g'(f,yl.-., yn (i=1,..., n) (Systéme S)

satisfassent aux conditions suivantes:

1°) S et Sr, (v— remplissent I'Hypothése H
dans un ensemble ouvert 12.

2°) g?tend uniformément vers g‘ dans toute partie bornée
et fermée de 12 lorsque v tend vers oo.

3°) gi > ¢' dans 12

SoitAv= (tO, ,an) une suite de points de 12 ten-

dant vers A = (t0, ,..., an) ou A appartient a 12et a,> a,.

Soient respectivementy — z(t) ety = (), (i= 1In)
les intégrales supérieures a droite des systémes S et Svissues
respectivement de A et Avet prolongées jusqu’ a la fron-
tiere de 12. Soit to< t<b l'intervalle d’existence de t (t)
et soit tO<c<bh.

Ceci étant supposé les intégrales rb(t) existent, a partir
d”m indice v assez grand (r>N) dans lintervalle o< /<c,

y remplissent les inégalités r, (t) <ty(t) et y tendent unifor-
mément vers r, (t).

Remarque 1. En appliquant la transformation y — —rjiou
bien t= — v on déduit du théoréme précédent les théorémes
analogues relatifs aux intégrales inférieures a droite et aux

intégrales extrémales a gauche (dans le cas de I'Hypothése
H bis).

La démonstration du Théoreme 5 bis est tout analogue
a celle du Théoréme

*) Un théoreme de M. Kamke (Acta Mat. 1 c¢. SatzlO, p. 83) qui est
formulé d’une fagon moins générale nécessite aussi une hypothése accessoire.
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8 7. L’extension, au moyen d’un changement des variables,
des précédentes méthodes de majoration et de minoration.

Remarque 2. Supposons que le systeme
— fLyl..,y") (i—1,.,n) (7,1)

remplisse I'Hypothése H du § 1 et soit yf==w»‘(#), (f 1,...,n)
une courbe (que nous désignerons par C) issue d’un point
H= (f0, aj,..., a,).

Le Théoréme 2 du 8 1 permet de majorer (ou de mi-
norer) sous certaines conditions (cf. (1,11), (1,12, (1,12a) ou
(1,15), (1,16), (1,16a), cette courbe au moyen de certaines
intégrales du systeme (7,1). Cette majoration (ou minora-
tion) n’est valable que dans les conditions suivantes ai et a
ai) I'intervalle J s’¢tend a droite de tO et, par -conséquent
se compose de points pour lesquels tO<t<a,
a2) le morceau de la courbe C correspondant a I’'intervalle J
est renfermé dans I’ensemble ouvert Q, dans lequel le sys-
téeme (7,1) remplit I'’Hypothése H.

On peut parfois, par un changement des variables, ob-
tenir une limitation de la courbe C méme dans le cas ou
ni la condition at ni a2 n’est pas remplie.

I.) Supposons, par exemple, que le point 4 appartienne
a /£ et qu’il s’agisse d’obtenir une limitation de 5 a gauche
de t0.

Nous désignons d’abord, a cet effet, la variable t dans

[’équation de C par une autre lettre, par exemple par u.
L’équation de C prendra la forme y'= y'(u), (i— 1,..., ri).
Appliquons le changement des variables

= —f+2/0,yi= y' (7,2)
et posons

a (t) = ip(2t0—t).
On a a(Zo)= v'(/0)- S’il arrive, par exemple, que, dans un
intervalle tQ<t < t0+ fi,

on a D (#)of(t) <f (t,01(f)...., on(t))

et si I'intégrale supérieure a droite -r'(f) (du systeme (7,1) issue

10*
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d’un point B = (t0, bl t b,,), a < fc,, existe dans l’inter-
valle /,,</</? alors on aura
a'(f) <?(/) pour tO<t</o+/?,
e.-a-d. y1(2 t0— #) < ?(/) ou bien
v' (u) =o'(2 fo—u) ou enfin
y>'(t) <o'(2 f0—t) pour t0— P <t<t0.
On obtiendra ainsi une majoration de la courbe y! — v (f)
a gauche de to.

mL Il peut arriver que le point A de la courbe C n’appar-
tienne pas a Q. Dans ce cas on écrira d’abord (en remlancant
ylpar xlett par u) I’équation de C sous la forme: xi= yju),

(i=1,..., n). On choisira ensuite un point P= (0, pi,..., pn)
dans H et on soumettra la courbe C a la transformation
u—e(t—0)+0 ou e=+ 1 (7,2a)

y‘= x1+ p‘— a'.*)
et on cherchera ensuite d’appliquer le Théoréme 2.

Remarque 3. Il peut arriver que le systéme (7,1) ne
remplisse pas I'Hypothése H, mais si I’'on l'assujettit a une
transformation T de la forme y‘= & (x1 , Xn), t— A(e)

il passe en un systéme remplissant cette hypothese. Si x' =
— tfCyl.eee>y"), 6—j'0) est la transformation inverse,
le Théoréme 2, en cas de son applicabilité, conduira aux
inégalités de la forme (y (/),...,

t'(fi (/)) ou x'= r'(e), (i= 1,..., ni) représente une in-
tégrale convenable du systéeme S. Deux cas présentent un
intérét spécial : 1°) lorsque T est une transformation linéaire
aux coeffitiets constants et 2°) lorsque T est de la forme
y'— EiX ou (e,)= 1

*) On pourrait, plus généralement, appliquer une transformation de
la forme

u= A, XMH#0), vy = V(... xn) (7,3)
ou lés fonctions V sont suffisamment réguliéres et satisfont aux inégalités
V(xI ... *))>V (XL .... x") lorsque x1 x1, (j=1 , ).

Le systtme d’inégalités x*  x" est invariant relativement a des telles trans-
formations, — c’est essentiel.
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Remarque 4. La méme méthode peut rendre services au
cas de la comparaison des intégrales de deux systémes d’équa-
tions différentielles (cf. le Théoréme 5 du 8§ 6).

Soit
=&'(i, yL,..., y"), i=1,..., n) (7.4)

un systéeme qui n’est pas majoré par (7,1). Nous commen-
cons par remlacer, dans (7;4), les variables par d’autres lettres.
Ce systéme prendra la forme

%); —g(u, x1,..., X, (i=1,,..,n) 75)

On applique a ce systeme une transformation de la forme
(7,2), (7 a) ou (7,3). (cf. la note en bas de la page précédente).
Le systéeme (7,5) passera alors en systéme

V—ctyr y) /=t 0
S’il est majoré ou minoré par (7,1) on appliquera le Théoréme
5 du §6.

Remarque 5. Une méthode analogue s’applique au cas
ol le systéme (7,1) remplit I’Hypothése H bis du § 4.

§ 8. Majoration et minoration des modules des com-
posantes d’une courbe. Notations. Nous désignerons par
D (+)¢>(f)
chaque nombre Kauquel appartient au moins une suite hih2,...,

(h,,>0, \->0), telle que
9 (™+ hr) —¢?(if)
------- oo >k
D (+) 9(f) sera appelé nombre dérivé moyen a droite. On
définit d’'une facon analoque les nombres dérivés a gauche

Les quatre nombres dérivés extrémaux D*<p(t), D (+) <p(b),
D<= <p(t), Di-i (p(/) représentent des cas particuliers de
£5(+) <2() et D(-) ®(t).
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On a D(+)7(/) < D(+) 92#) < D(+) C9(f) et Dh XU <
< D(-) 92(f) < D(-> P(t). Ces inégalités subsistent pour touts
les nombres dérivés moyens D(+) ¢>(/) et £)(-)

Remarque 6. En vertu des inégalités

y(frh)l—ly(Q[ 1 1+ —190)|_ vy (f+ 7) — i)
h h

on obtient facilement les inégalités
A+) 1B(01 1A+) 6(0L (> 19(0 X IA-) (01 (8,1)

qui subsistent pour chaque nombre dérivé moyen D(+)¢>(/)
et D(-)¢?(0.

Théoréeme 6. Si

1°) le systeme
= f'(t, y1l...... y"), i= 1,...,n) (8,2)

satisfait a ’Hypothése H du § 1 dans un ensemble ouvert &
2°) les fonctions <p'(/) sont continues dans I’intervalle

#o< t<t + « et la courbe y'= jef(/) |, (i—1,..., ri)
est renfermée dans & et remplit les inégalités

IDw s () [</( YD) || <P D, (= 1,0 0) %)
pour t0<t<t0+ a

3°). Le point B= (t0,bl,.. .,bny appartient a & et

191(A) 1< bi’(i= 1,.., n),
4°) I’intégrale supérieure a droite de (8,2) y'— (0
issue de B existe dans I’intervalle t0<t <t0+ g

alors on a
[92'() | < €(/) lorsque tO<t <t + g,

*) Nous entendons par cela qu ’a chaque indice i et a chaque t cor-
respond au moins un nombre dérivé moyen D+<p'(t) satifaisant a cette

inégalité
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Démonstration. Il suffit de remarquer (cf. 8,1) que
DA | @) | <"/, 1920(f)l, e, IM(0 I) et d’appliquer le Théo-
reme 2 du § 1

En s’appuyant sur le Théoréme 2 bis du § 4 on obtient
un théoréme analogue que voici:

Théoréme 6 bis. Si:
1°) le systeme
= F'(s,x\...,x), (i= 1,.. ,n)

satisfait a I’Hypothése H biS du § 4 dans un ensemble
ouvert &

2°) les fonctions <p'(s) sont continues dans l’intervalle

s0—P< s <Sq et la courbe X' = |¢?(s) |, (i= 1,...,7ri)
est renfermée dans & et remplit les inégalités
IDOY &) I<FEIPE ... MG | (F=1,....n)

pour s,— P<s <s(

3°) le point A—(s0 at,..., &,) appartient a £ et ig>(sQ |>
O L eeeri),

4°) lintégrale inférieure a gauche de (8,3) X1= if (s)
issue de A existe dans I’intervalle s0— P<S < s0
alors on a:

1<P(S) |> L (s) lorsque sO— P> s> s0.

Remarque 7. En appliquant a la courbe ¥ = <p(t) un
changement de variables, p. ex. de la forme (7,2), on ob-
tiendra un théoréme concernant la possibilité d’une majo-
ration des modules 1P (t) | a gauche de tQ Une remarque

analogue se rapporte a la possibilit¢ d’une minoration de
1 (s) | a droite de sO.

§ 9. Limitation des modules des intégrales des systémes
d’équations différentielles. Une méthode d’apprécier I'erreur
des solutions approchées de tels systémes.

Hypothése L. Considérons le systéeme d'équations diffé-
rentielles
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te,ul eee, «,), (i= 1. n) (9,2)
Nous supposons que les fonctions
o;te,up..., un), (i= 1,...,n) (9,2)

soient continues et non négatives dans un ensemble & dé-
fini par les inégalités

O<e<”N< + °°0<«<+o03(=1,...,n) (ensemble 0) (9,3)
a (?,ul(..,u,) >0 dans 0 (9,4)
Nous supposons enfin que la fonction (/l—1,..., n) soit

croissante (au sens large) dans I’intervalle fermé (0, + °°)
séparément par rapport a chacune des variables Up...,

Notation. Nous désignerons par
u, = *te;K,...,kn,(j—1 ,, ri) (9,5)

I'intégrale supérieure a droite du systéme (9,1) issue du

point
e= 0, = fgg>0(y=1,...,n) (9,6)

Remarque 8. Le systeme (9,1) remplissant I'Hypothése
L ne satisfait pas a I'Hypothése H du § 1 parce que Ien-
semble 0 n’est pas ouvert. L’existence de l'intégrale supé-
rieure (9,5) n’est donc pas, a priori, certaine. On pourra
néanmoins établir cette existence et étendre certains résul-
tats valables dans I'Hypothése H grdce au lemme suivant.

Lemme 3. Si les fonctions a,te, «p.,., u,) remplissant
I'’Hypothése L dans I’ensemble 0 défini par les relations
(9,3) alors il existe une suite de fonctions

(g, uv..., un), (i= 1 eee n) (9,7)
remplissant les conditions suivantes

I) elles sont continues dans I’ensemble ouvert Q défini
par les inégalités — < e <6, —°°< < + °° (j= 1 n)
(ensemble Q)

II) on a
Z1> 0 dans £ et Z1= o, dans O (9,8)
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Ill. le systeme d’équations différentielles

d Uy;
-N-= Z,-(e, Uy, un), (i,..., n) (9,9)

remplit 'Hypothése H du § 1 dans I’ensemble

Démonstration; Soit d’abord P— (e, u,,..., u,) un point
de I'ensemble Q (défini tout a I’heure) pour lequel e>0.
Soient uQ),..., udc celles de ses coordonnées qui sont néga-

tives. En remplagant ces coordonnées par 0 et en ne chan-
geant pas les autres, nous obtiendrons un point

Q = fo dlt.ee, Gn) appartenant a I’ensemble @ Nous posons
Z'(P)= a'(Q), (i.... n)
Les fonctions Z se trouvent ainsi définies dans l'ensemble

de points pour lesquels on a

0<e<§g—°°<Uj< + °°, (;=1,..., n)
En posant pour — %< Q< 0

A (e,uj,..., un= (—e, U, ..., U
nous obtenons des fonctions définies dans On vérifie- fa-
cilement qu’elles remplissent les conditions 1), I1) et I11).

Théoréeme 7. Supposons que le systeme d’équations dif-
férentielles (9, 1) remplisse dans Iensemble 0 (cf. 9,3)
I'Hypothese L du présent paragraphe.

Ceci étant admis on a les propriétés suivantes:
I. A chaque point

¢=0, u=k,>0, (i= 1,..., n) ©, 10)

correspond une intégrale supérieure a droite (unique)
U= ~(e;fci,..., fc,) (9,11)

du systéme (9,1) issue de ce point et définie dans un inter-
valle maximal

O<e<a (9,12)
II. Pour toute courbe continue uf= (/) remplisant les con-
ditions
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ifr(0) < Kitfi(f)> 0 pour 0<t<b<a
et pour laquelle on a ou bien
o)ivi(/)<ai( t~ ip o u r i=,...,n et 0<f<6
ou bhien
n0)) pour i—1,..., n et 0<t<b
subsistent forcément les inégalités

() <T,(t; kv..., kn) pour 0<t<bh

(Pour la signification de a et des fonctions T,0;kj,..., kn) cf.
la partie | du présent théoréme).
1. Soit J un intervalle contenant 0O et faisant partie de
I'intervalle —a < / < a*) et supposons que la courbe u, —ijt(/)
0= 1,..., n) soit continue dans J.
Soit

|h@©)|< kt<+  (i=1,..., n)
et supposons que, ou bien, pour tous les points f de J.
(fA0O), on ait**)

I>(H)jji (F)[<ai(|/|[,Hi(/)],..., b,0)I, 0= 1,...,n) (9,13)
ou bien, pour tous les points t de J, 0 < 0), on ait
ID _j?,0)| <oi(]/|, HiO)!,..., h,0)I), 0=1 ... n) (9,14).
Ceci étant admis, on a dans J les inégalités
i2i0) <*f(|f|, klt..., kn) (9,15)
IV. Pour chaque courbe u,= Z(x), 0= 1,..., ri) continue
dans Iintervalle |X—X01< b<a remplissant la condition
I (xOQ |<ki, 0= 1,..., n) et pour laquelle on ou bien
ID (F)IPI(x)|<o<(|x -Xx O] [TN(X)]eereen. ["Pn(x)])

lorsque 0< |x—Xx0|<Db
ou bien

*) La signification de a est la méme que dans (9, 12).

**) La signification des nombres dérivés moyens i (f), D_j2 ()
a été rappelé dans le § 8 (Notations). Les inégalités (9, 13) (et les inégali-
tés analogues dans la suite) doivent étre interprétées de la fagon suifante:
A chaque f correspond un certain nombre dérivé DA.i/,(f) vérifiant (9,13).
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*ol, IM"iW I,..., [F,,(xX)])
lorsque 0 < |x —x0|<b
on a forcément les inégalités
W I<t (|x—x0]|, k1(..., kn)
pour i= 1,..., net 0<|x—x01i< b.
Démonstration. Ad. I. Considérons le systeme auxiliaire
(9.9)%)

En vertu du Théoreme 1 du 8 1il existe, pour ce systéeme,
une intégrale supérieure a droite issue du point (9,6):

«i= » (e K, fc,), (i= 1,..., ri) (9,16)
L’intervalle maximal dans lequel elle existe aura la forme
(9,12) c.-a-d. il sera composé des q pour lesquels

0< €< a.
Considérons la courbe
ut~ \¥fe)= 0 pour O<g<a

On aura en vertu de (9,8)

dw, _
—O< xt(e Vi(e),..., vn(e))

d’ou il résulte, en vertu du Théoréeme 2, que 0=y, (e)<
<Pk, kn) pour 0< Q<a.

Ces inégalités expriment que la courbe (9,16) est située
dansTepsemble & (cf.9,3) dans lequel le systéme (9,1) coincide
avec le systeme (9,9) (cf. 9,8). La courbe (9,16) constitue
donc I’intégrale supérieure a droite du systéme (9,1) issue du
point (9,6)**).

Ad II. En se servant du systéeme (9,9) on rameéne immédia-
tement la partie Il du présent théoréme au Théoréme 2 du § 1.
Ad 1ll. En observant que D (#)[yi(/) |<|D (+) #)] (cf.8,8)

) Ce systemé remplit I’'Hypothese H dans Q (cf. Lemme 3).

**) On pourrait obtenir le méme résultat, sans introduire le systeme
auxiliaire (99), en appliquant le méme raisonnement qui a servi a la démon-
stration du Théoreme 1
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on déduit de (9,13) pour t=> 0 les inégalités
P+IMOI < 0;(/, 19U(0 I..... I<Pn (0 1),
d’ou il résulte, en vertu de la partie Il du présent théoréme,
que les inégalités (9,15) ont lieu pour les f>0%*).
Afin d’établir ces inégalités, pour les t< 0 de intervalle J ,

on appliquera la méthode du changement des variables du §7
et I’'on posera

= —/ Av)= @v)= |A@.
On aura D(}A(V)= —O(MH) (/) et (cf. 8,8)
DOIAM < IDCIAWM = [DHHO"

L’inégalité (9,13) prendra donc pour les v> 0 (c.-a-d. pour
les t <0), la forme

01 (V)I< | DCIAW) | < a (v, I (V). [A(v)])
d’ou il résultera, comme précédemment, que
IA,(v)] < t(v,kj,..., k,) pour v>0
c-a-d. |®-(F) I < *(I#1: fcj,.. e, k,) pour t<0.

Ad IV. On rameéne la partie IV du présent théoréme a la
partie 11l par le changement de variable X —X0=t.

Théoréme 8. Conservons I'Hypotheése L relativement au
systéme auxiliaire (9,1) et désignons par

«= *(elk | ,fc) (i= 1,..., n)
Ilintégrale supérieure a droite de ce systéeme auxiliaire issue
du point = 0, u,= k,>0, (i=1,...,n). L’intervalle maximal
de I’existence de cette intégrale sera déterminé par I'inégalité
O<e<a= a(ki___ kn).

Supposons que les fonctions /, intervenant dans le systéme

= AL yi.---, y,), (le=1,..., n) (9,17)

') On démontre pareillement que (9.15) résulte de (9,14).
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soient continues dans le domaine

X —E£|<h, |yf—y,eI<&(, («=1,.. n) (9,18)
et qu’elles y remplissent les inégalités
Lyl < a(Ix—*), |yi—Vi iy,~?n\ . (9,19)
Soit
y, = Vi(x), (i= 1,..., ri) (9,20)
une intégrale du systéme (9,17), telle que
\(Pi{x) —"i\< ki<bi, (i'=1l,..., n)
Désignons par g, la plus petite racine positive de I’équation
h(e; kj = bt

et dans le cas ou une telle racine n’existe pas, posons £m— +
Ceci étant admis, l'intégrale (9,20) peut étre prolongée de
facon qu’elle existe dans I’intervalle

[x —x01< minimum (a, h, e,,)

et elle remplit dans cet intervalle les inégalités
Ig'IC*)—E£,1 < r,(]x —x]|, kj,..., k,)*) (9,21

Démonstration. Ce théoréme résulte immédiatement des
parties | et IV du Théoréme 7 lorsque I’'on pose yit(x) =
= R(X)—V,.

Corollaire 2, Si, dans le théoréme précédent h, = + °°
c.-a-d., si les fonctions f, remplissent les hypotheses précé-
dentes dans le domaine

I X—%\<h, —°°<y.< + 00

alors l'intégrale (9,20) peut étre prolongée de fagon qu’elle
existe dans l’intervalle |[x —£]| < min (a, h) et elle y remplit
les inégalités (9,21).

Théoreme 9**) Conservons relativement au systéme (9,1)
I'Hypothése L ainsi que la définition du nombre a et des
fonctions  (q, klt..., k,,) (cf. Théoréme 8).

*) Le cas le plus intéressant est celui ou = |f(?) —yf|.

**) Des théorémes analogues subsistent dans le domaine des variables
complexes cf. T. Waze wski. Sur l'appréciation des intégrales des sys-
temes d’équations différentielles ordinaires et de leur domaine d’existence

(V. la suite en bas de la page suivante)
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Considérons deux systéemes d’équations différentielles

=g Xyl , vy,),(@{=1,-n) (9.22)

x, y1(..., v, O 1,.., n) (9,23)

dont les deuxiémes membres sont continues dans le do-
maine

|X_*|</?| y—y|\<b7 (I: l,.. n) (9124)
Supposons que, dans ce domaine, on ait les inégalités
\Gl X, T, ») I X1"-7"'l “11 <
_f; y Yn) _g‘( yi }_/")I (0.25)
< Oi(|x—*L,1y!'—j a  lyn—y"l)
Soient
yt==2i(x),..., yn= <(*) (9.26)
yi==Vi(X),..., Yn=V, (X) (9.27)

certaines intégrales respectivement du systeme (9,22) et (9,23)
qui existent dans I’intervalle

X —x | < h' < h,

sont renfermées dans le domaine (9,24) et pour lesquelles
on a
[pi(X) — vy, (X) I < (fe; constantes) (9,28)

Cela posé on a les inégalités
9N (X)) —y-(*) 1< (I*—*01; fci,eee, kn)  (9,29)

valables dans ‘intervalle

[Xx —*| < min (a, h").
La démonstration découle immédiatement de la partie IV
du Théoreme 7.

(Suite de la note en bas de la page précédente)

dans le cas des variables complexes. (Annales de la Soc. Polon. de Math.
T. XVI. p. 97 et s. s.) Dans I’énoncé du Théoréme 2 du travail cité s’est
faufilée une erreur évidente: I'inégalité (3, 2) a la page 106 doit avoir la
forme de I'inégalité (9,25) du présent travail. Cette erreur a entrainé le
fait, — comme me I’a fait remarquer M. J. Szarski, — que I’'exemple
3 a la page 109 devrait étre remanié.
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Corollaire 3. Si I'on pose, dans le théoréme précédent

yi = Y»)
on obtient la limitation (9,29) pour la différence de deux
intégrales du systeme (9,22) dans I’hypothése que leur va-
leurs initiales remplissent les inégalités (9,28).

8§ 10. Une condition d’unicité.

Théoreme 10.*) Considérons le systeme d’équations
différentielles

= un, (i= 1 n ) (10,1)

Désignons par 0 I’ensemble
0< q<H0< U< +0° (j= 1,..., n) (10,2)

Supposons que, dans I’ensemble 0, les fonctions ot soient
continues, non négatives (of> 0) et que la fonction
0,.,(/=1___,n) soit croissante (au sens large) séparément par
rapport a chacune des variables ul,..., u,_i, ui+l,..., u,,.
Supposons ensuite que l'unique intégrale du systeme (10,1)
issue du point 0= 0, Uj— 0, (j= 1,..., n) qui remplit (10,1)
dans un intervalle 0< Q< £ (ou 0< £< 4 soit identique-
ment nulle.

Ceci étant admis sur le systeme (10,1) nous avons le suivant
critére d’unicité.

Si les deuxiémes membres du systeme

= ft(x ,yt,..., y¥,), (i= 1,..., ri) (10,3)
9
remplissent dans & les inégalités
i (G ylte, y)—fi oy il ¥,,) 1 <
< Ojdx —"|,lyi—yil,...,]Jyn—yn])

et si le point
(x, ¥j,.... yn (10,5)

*) Communiqué le 13 Septembre 1933 au XIV-éme Congrés des Mé-
decins et Naturalistes Polonais a Poznan, v. Pamigtnik Zjazdu Lekarzy
i Przyrodnikdbw Polskich w Poznaniu, T. 1p. 199.
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appartient a alors deux intégrales y,= j»,(x), (f=1 n)
et yf= y,(x), 0° 1,ee¢e n) de ce systéme issues du point
(10.5) qui vérifient ce systéeme dans un intervalle |x — j&|<”
(ou 0< f< < sont identiques dans cet intervalle.

Démonstration. Ce théoréme résulte immédiatement du
Corollaire 3 du 8 9. A cet effet il suffit de poser dans
les relations suivant (9,20) fcf— 0 et d’observer que Il’inté-
grale supérieure du systéme (9,1) issue du point e=0, u,= 0,
(z=1,..., n) est identiqguement nulle dans I’intervalle

0<e<£c-ad T(e0,..., 0)= 0.

§ 11. Solution approché d’un systeme d’¢quations diffé-
rentielles et limitation de I’erreur.
Considérons un systéme d’équations différentielles

N=g'(X,Y ...y, (==l n) (11,1)

qui est difficile a résoudre. On se propose de trouver I'in-
tégrale approchée issue d’un point P et d’apprécier |’erreur.
On peut supposer que

P= (0,0,...,0),09(0,...,0=0, z= 1,...,n) (11,2)
car on peut réaliser cette condition au moyen d’une trans-

formation linéaire de la forme z(= y, + a,x+b,, z—1,..., n).
Pere étape. On remplace le systéeme (11,1) par un systéme
AT = G (Yl L), (= L n) (11,3)

ou G'(0,...,0)= 0. On prend soin de choisir les G' d’une
telle facon que I’on ait,

|G (X, Yj,eoes You) — G (X, ¥ ,...., Yyn) | <

< O'(|X|1 |y7 _yt)vr |y” _y"|)

ou les fonctions o remplissent I'Hypothése L du 8§ 9 et que
la solution effective ou approchée du systeme (11,3) soit
plus facile a calculer.

Soient respectivement
Y, = (x), z= 1,...,n) (11.4)
y-= Vi(x), (i= 1,...,n) (11.5)
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les intégrales du systeme (11,1) et (11,3) issues de l’origine
des coordonnées.
2-eme étape. Nous posons

h*(x,yv...,yn = gl(X,yv ..., y,) —G*(X,yp..., yn.
On observe que l’intégrale (11.4) remplit le systeme

= G (x,ylt...,y,) + b (x, " (x),..., 9>,(x). (11,6)
3-éme étape. On cherche a majorer les fonctions
I (x, 94 (x),..., &, (X)) |
c.-a-d. a trouver les fonctions a. (x), telles que
th' (X, @ (X),..., 9, (X) |<a, (|x]) (11,7)

A cet effet on cherche d’abord fonctions Pt(x) qui majo-

rent les |GH(x) |
I<H(X) I< £ (Ix]).

Une telle majoration pourra étre obtenue au moyen du
Théoreme 7 du § 9. Ceci permettra de trouver une majo-
ration (11,7), car

[h*(x, g (X),...., )= |h" (x, & (x),..., ) —h*(0,0,.... 0) |=
= | x hX(G, Vi,*ee, %) + ¥ ©(x) ht (f,~ ..., M) |<
[<M [|x]+ M il) + ../ + I'n(I*I)]
lorsque | |< AT, |h' | <M.
4-eéme étape. On a d’aprés (11,4) (11,5) et (11,7)

(P.O—Vix) =

= |G (x, @ (x)..) *+ ti (x,%(x),..) —G' (x, (x),..)]<
< Ux g BX)=VixX) ..., xX)I— ) D+«(x .
En désignant par u, = t,(& l'intégrale supérieure a droite

issue de I’origine du systéme
»

"= JdEeWi,..., un + a,(e), i= 1,..., n)*)
*) Ce systeme remplit évidemment aussi I'’Hypothése L du § 9.

Roczniic Fol. Tow. Matem. XXIH. 1
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on obtiendra en vertu du Théoréine 7 du 8§ 9 les inégalités
l[P(X)—y1x) [<T(Ix]), (i= 1,..n)
qui fournissent la limitation cherchée de I’erreur,

Exemple: A titre d’exemple nous calculerons une limita-
tion*) de I’erreur que I'on commeten remplacantles deuxiémes
membres d’un systéeme d’équations différentielles par les
termes linéaires de leur développement de Taylor et lorsque
I’on considere l'intégrale du systéme ainsi obtenu comme
I'intégrale approcheé du systeme primitif.

On pourrait vérifier que notre limitation est plus exacte
que les limitations courantes de telle sorte.

Nous indiquerons aussi la limitation de la longueur de
I'intervalle dans lequel les intégrales en question existent.

Supposons que les fonctions g* figurant dans le systeme

-N=-g'(X,Yi..., ¥,,), 0=1,..., n) (11,8)

possédent les dérivées partielles du second ordre continues
dans I’ensemble
\x\< h \yt\<h, (f=1,..., n) (11,9)

ait il les relations

11 ) * %
gx|< A, |dyij< A ou A> 0,* (il: io)
(11,11)

9'(0,..., 0)= 0. (11,12)

*) Une limitation identique de Ierreur (cf 11,23) subsiste pour les
équations différentielles dont les deuxiémes membres sont fonctions analy.
tiqgues des variables complexes, lorsque les dérivées partielles d’ordre 1
et 2 remplissent les inégalités (11,10) et (11,11) dans le domaine complexe
(11,9). Ceci résulte de notre théoréme antérieur (T. Wazewski. Sur
I’appréciation des intégrales des systemes d’équations différentielles ordi-
naires et de leur domaine d’existence dans le cas des variables complexes.
Annales de la Soc Polon. de Math. T. XVI. p 104). L’exemple 3 (qui ne
pas correct) du travail cité (p. 108) pourrait étre remplacé par le présent
exemple.

” ) Dans le cas A = 0 on aurait g'=0 et la solution de (11,8) sertait
immédiate.
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Posons pour abréger

0,..0), (0,0,..., 0)

1-ére étape. En remplacant dans (11,8) les g' par les termes
linéaires de la série de Taylor nous obtenons (cf. 11,12) le
systéme linéaire

plus facile a la solution exacte ou approchée que le systéme
(11,8).
Ce systéme a la forme

NEGY(X,Yp.e, ), (=0, ) (11,14)
ou
G'= xg‘+2’y>4], (i=1,..., n) (11,15)
yi '

On a en vertu de (11,10)

|GI(vap"'v y”)_GI(le”"'v y”) |<A % |yl_yj |v

ifi
la fonction o' de (11,9) a donc la forme
n
o'(e, Up..., un = /12'«i-
ifi
Désignons respectivement par
yi= <Pi(x), (i=1,..., n), (intégrale de 11,8) (11,16)
Y, = V- (x), (i= I..... ri), (intégrale de 11,13) (11,17)

les intégrales des systémes (11,8) et (11,13) issues de l’ori-
gine des coordonnées

0= €)= Vi), (i=1,..., n) (11,18)
2-eme étape. En posant
h* (X, yt,..., yn= g (X, Yp---, Vu)— G (X, Vs --+y Vi)
nous pouvons mettre le systeme (11,8) sous la forme

dy. : .
J8E GG yp e, yOHU(X, ype, ) (0= 1 n)



164 TADEUSZ WA2EWSKI

et les fonctions @ (x) remplissent le systéme

= G (% V..o, YW+ (X, P (x),..., (X)),

3-eme étape. Afin de trouver les fonctions majorantes pour

les |h*(x, &(x),..., ¢n(x)) | nous cherchons d’abord les fonc-
tions majorantes pour les | (x)] On a vertu de (11,12) et
(11,10) pour les points de I'ensemble (11,9)
n
19" (X, ¥Vy--oh YN| = |[xg"(€, »)+ 2y, & ...,%)
<X (x| + 0y D).
i1

Considérons le systeme auxiliaire remplisant I'Hypothése L
du 8 9

%/g.’: A4(e+i]inu )1, z<|: l,..., ri).

Pour l'intégrale de ce systéme issue de l'origine des coordo-
nnées on aura en raison de symétrie

= u2=... = un=A(e)
ou d;ée)' CAQ +ri ),
On trouve
WA 1 rnAe AA 1 f(nde)2,(ndg)3, 1
X1 B2 nao
<2Age =

et pour 0 < Q< h on aura
Lz 1 - 2 nAh
A (q) A(? e
et, par suite,

IHE(X)I < J. AlxRenAh (11,19)

Ces intégrales existeront tant que

5L 4 B2 o

X|7< et |x| < h, c.-a-d. lorsque
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. ( » . / 7 MEnAh ) (11’20)
X | < minimum
et cette inégalité fournit une limitation de la longueur de
Vintervalle dans lequel existent 'les intégrales % (x).

Passons a la limitation des |h*(x, 91(x),,.., (X) |.

En appliquant la formule de Taylor auxdonctions g' nous
obtiendrons en raison de (11,12), de la définition des h' et
des inégalités (11,11)

|IB ([x |+ ilyj)2
* y:|
et par suite (cf. 11,19)
[h*(x, W (X),..<pn(x)D\< B (1 +j A [x|enAj x|

En posant

C= i-B(l + Ahe™" (11,21)
on obtient

h (X, 2 (x),..., gax)) < C|X| (11,22)

4-éme étape. On a

d<<p,(x)d;\ﬂ(><)) G @X...) + X  (x)..)—

—G'(x, (*)..)l= 1 & Hx)—igx) +
+ h'(x, M(x),...)!
d’ou, en raison de (11,10) et (11,22), il s’ensuit que
RO - w. () < Aj_ill' 1M —yij ) | + Cxjz

zX
Afin de majorer | (x)— (*) ! nous introduisons le sys-
téme suivant remplissant I'hypothése I du § 9
rivl n

de j=i 1
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et. comme <t(0) —wy, (0)= 0 (cf, 11,8), il suffira de trouver
I'intégrale de ce systeme issue de l'origine et d’appliquer
le Théoréeme 7 du § 9. Or, en raison de symétrie, on aura,
pour cette intégrale vi= v2— ... = vh= a(o) ou

AN = nAa + Ce2

L intégrale de cette équation, pour laquelle a(0) = 0 sera
2C e , nA nAo0)2\

A 1 1!Q - 2! ) /
(n™)s
En développant enfe en série, on parvient facilement a I’iné-
galité

«(e)

nAg

En appliquant le Théoréme 7 du § 9 on en déduira fa-
cilement la limitation cherchée de Ierreur

1) — (X)) [< " [X][3c"'X (11,23)

ou C a la forme (11,21).



SUR LES INTEGRALES PREMIERES DE L'EQUATION
y'= f(x,y)

Par
Z. SZMYDTOWNA (Krakbéw).

Introduction.

Considérons I’équation différentielle ordinaire
y'= Z(xy) 1)
définie dans un ensemble ouvert E.

Une fonction z(x,y) sera dite I'intégrale premiére non
banale de I'¢quation (1) dans un sous-ensemble ouvert El
de E lorsqu’elle:

1) possede dans Ex des dérivées partielles continues du
prémier ordre,

2) est constante le long de chaque intégrale de I'é¢qua-
tion (1),

3) zy(x,y) 770 dans Ev

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion z(x,y) soit Il'intégrale premiére non banale de I¢qua-
tion (1) dans Ei est qu’elle soit intégrale de I’6quation

fé +« « < = 0 «>

et qu’elle possede une dérivée partielle par rapport a y dif-
férente de 0 dans I’ensemble envisagél). Par l'intégrale de

* E. Kam ke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930),
p. 298 et 299.
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I’équation (2) dans I’ensemble Er jentend ici, selon l'usage
général, une fonction z(x,y) de classe C1dans EI2) et qui

y satisfait a I’équation (2).

M. Kamke a démontré quelques théorémes sur I’exis-
tence des intégrales premieres de I'équation (1) dans un
ensemble donné d’avance. Je vais rappeler I'un d’eux3):

Soit f(x,y) une fonction continue et possédant la dérivée
partielle fy(x,y) continue dans un domaine simplement
connexe Q. Cela posé, dans chaque domaine H borné et
contenu avec sa frontiére dans le domaine il existe une in-
tégrale z(x,y) de I'¢quation (2) pour laquelle zy(x,y)>0
dans chaque point du domaine H.

Or, dans le domaine & tout entier, I'intégrale premiére
non banale de I’¢quation (1) peut ne pas exister, comme le
montre le théoreme suivant de M. W azew ski4):

Il existe un domaine ouvert et simplement connexe &
et une fonction f(x,y) possédant dans & des dérivées par-
tielles continues de tous les ordres, tels que toute inté-
grale de (2) valable dans Q tout entier est forcément con-
stante.

M. SzarskiB% a démontré ensuite que l'on peut rem-
placer dans le théoreme de M. W azew ski I’ensemble Q
dont la structure était bien compliquée, par un carré ouvert
arbitraire ou par le plan tout entier-

) Une fonction f(x,y) définie dans un ensemble E est appelée fonction
de classe Cn lorsqu’elle possede des dérivées partielles continues de l'ordre
n dans I'ensemble E. Elle sera appelée fonction de classe C°°, si elle
posséde dans I’'ensemble envisagé des dérivées partielles continues de tous

les ordres.
3 E. Kamk e: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930),

p. 316, Satz 5.
d T. Wazewski: ,Sur un probléeme de caractére intégral relatif
a I’équation : Q (*,y) = 0"Mathématica, Vol.VIII1,(1933), p.103—116.

6 J. Szarski: ,,Sur un probléeme de caractére intégral relatif a Ié-
quation  + Q(x,y) |*=0"Ann. Soc. Pol.Math. vol.XIX, (1946),p. 106-132.
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M. W a-zewski m’a proposé d’examiner le probléme
d’existence des intégrales premieres non banales de I'¢qua-
tion (1) de classe C"(n>2) valables dans un domaine

ouvert et simplement connexe. Or j’ai obtenu a ce sujet
le théoréme suivant:

Théoreme. Pour chaque n naturel, égal au moins a 2,
on peut construire un domaine ouvert, simplement connexe
&n et une fonction fn{x,y} de classe C°° dans cet ensemble
de sorte qu’il existe une intégrale premiere non banale
de classe C"~1de I’¢quation

y'=f.(x,y)

valable dans Qn tout entier, tandis qu’une intégrale non
banale de classe Cn valable dans &n n’existe point. Plus
précisément, chaque intégrale de classe Cnde I’6quation

8z , ,, J z n
= 0
valable dans £in tout entier est forcément constante.
. Je laisse de c6té le cas n= 1, car il conduit au théo-
reme de M. W azew ski.

IL La démonstration sera effectuée en plusieurs étapes.
Nous introduirons acet effet quelques définitions et nous dé-
montrerons quelques lemmes préliminaires. Pour simplifier
I’6criture je vais désigner I'ensemble Qnet la fonction fn(x,y)
intervenant dans I’6noncé de notre théoréme par & et f(x,y).

Supposons que f(x,y) soit définie dans un ensemble
ouvert G et que (xOQyQeE C &.

Définition 1 . Nous dirons que le point (x0yQ est
..horizontal de classe C"*“ par rapport a I'ensemble E et

a I’équation (2), lorsque — pour toute intégrale z(x,y) de
classe C" de (2) valable dans E — on aura
Zy(xQyo) = o

€) Cette définition a été introduite par M. W azew ski pour le cas
n=1 (voir la note 4 en bas de la page).
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En vertu de I’6quation (2) on aura alors aussi
"Axoygd = 0.

De cette définition il résulte immédiatement le lemme
suivant:

Lemme 1: Si le point (xOy0
(x,y0 eEIC EC &

est horizontal de classe C" par rapport a l'ensemble EI et
a I’équation (2) il I’est aussi par rapport a l'ensemble E et
a I’équation (2).

I[Il. On sait que I’équation (1) est I’6quation des caracté-
ristiques de (2).

Définition 2. La caractéristique de I¢quation (2) sera
dite caractéristique horizontale de classe C" Par rapport a
I'ensemble E et a I’équation (2) lorsque chacun de ses points

est horizontal de classe C" par rapport a E et a l%qua-
tion (2).

Lemme 27  Soit f(x,y) une fonction de classe C1
dans G. La caractéristique de I’¢quation (2) issue du point
(x0y0 et située dans I’ensemble ouvert EC Q est hori-
zontale de classe C" par rapport a I’ensemble E et a I’¢qua-
tion (2) a condition que le point (>c0y0) soit un point hori-
zontal au méme sens.

Lemme 3. Désignons (voir la figure 1) par Q le carré

a< x< a+h
{fi<y<fi+h,

par ni le rectangle

a—h< X< a
fi—h <y < fi+ 2h ,

’) Quant a la démonstration voir le lemme 2 du travail cité dans la
note 5) en bas de la page.
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par n 2 le rectangle
a+ h<x<a+%
P—h<y<P +2h

et enfin par n le polygone

P—P+q +n2.

Polygone 9r

Il est important de remarquer que le polygone Il n’est ni
ouvert ni fermé. On I'obtient du polygone fermé en sup-
primant les cotés fermés paralléles a I'axe OX.

Divisons le carré O en trois rectangles Qj, Q2, Q3:

<-+:3 1 h < x ~ a+ jh 0=121i3)

Q (3)

P <y<P +h
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Nous affirmons qu’il existe une fonction définie
dans le polygone Il égale a 0aux points de + Qj+ Q3+ 112
et jouissant des propriétés suivantes:'

Wj) f(JI\x,y) est de classe C°° dans 17.
Wj) Les lignes et J 2

.fa —h<X<a ( a—h<

J It y=P ’ y="P

sont des caractéristiques horizontales de classe C" (def. 2)
par rapport & l'intérieur du polygone 77 et a I’¢quation:

9z + /(77;x,y)|| = 0.
SXx (4)
w3 Par rapport a chaque fonction <w(y) de classe C"-1 dans

I'intervalle (/27— h,P + 2h) dont la dérivée «'(y)>0, il existe
I'intégrale non banale z(x,y) de classe C"_1de I’¢quation (4)

admettant sur le segment ouvert AB les mémes valeurs que
la fonction «(y) et dont la dérivée

zy (x,y) > 0
dans 77 tout entier.

Introduisons pour ladémonstration deux fonctions auxilia-
ires FO?) et &(x). Voici la définition de la
fonction FO?):

F(rj) = P+ ~ + -j[g(£)] n p pour + h

gE) =1 2?2 — (1—H9) pour 0<£<],

1. On vérifie facilement que la fonction F0?) qui transforme
Iintervalle [PP+ h] en luiméme est de classe C°° dans
Iintervalle (P,P + h), de classe C"-1 dans [PP+ h] et ne
posséde pas de dérivée finie d’ordre n pour j?7= Petrj= P+ h,
En outre F’'O?) >0 pour P<t]<P + h.
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Avant de définir la fonction A(X) introduisons d’abord Ia
fonction t(x)

-a —il?2
fx-a |3J

1 — f—
(x) defe pour a 3 X a 3

t(X) = 0 pour xe[aa+yj et pour Xxe[a+ “ ,a + hj

Désignons par G(x)
G (x) = fr(x).dx
a
et soit

pour Xe[aa+ h].

2. On constate que
a(x) = 0 pour xep,a+y

2(x) = 1 pour xe

En outre 2(x) est dans I’intervalle [a,a+ h] une fonction
croissante de classe C°°, dont les dérivées de tous les ordres

s’annulent pour x= a+y et pour Xx—a+

3. Nous affirmons que I'on peut résoudre I’¢quation
y = F(rj) + b —E@{?)] 2(x) ()
par rapport a .77 dans I’ensemble r défini par les. inégalités
a< x< a+ h,
' P<y<P+h,
P<n<P+ h.

Pour ladémonstration supposons que les deux points (xpy,, 77J,
(x2,y21]d appartiennent al’'ensemble r, satisfassent a I’équation
(5) et que 77~ 70 H suffit d’établir que (x,.y,) 7" (x2y2. Si



174 Z. SZMYDTOWNA

Xi X2 le théoreme est démontré, sinon nous avons les
relations

yt==F (+) [1—2(x])]+ Vi

y2= F (%) [1—2(*)I+% -

Comme 1—2(xj)>0 et la fonction F (»?) est croissante au
sens stricte (cf. 1) il s’ensuit de ces 4erniéres relations que
yi y2
4. La fonction
P= Z(x,y)

que l'on obtient en résolvant I’équation (5) par rapport a y
est, d’aprés le théoreme sur les fonctions implicites, de

classe C°° en particulier dans le rectangle Q2(cf. la relation (3)).

5. Posons
(7%, y) = {Z(x,y) —F [Z(x, ¥)} 2" (X) (6)
pour (x,y)eQ?2

En vertu des propriétés de la fonction 2(x), la fonction (6)

s’annule avec ses dérivées partielles de tous les ordres pour

_ h _ 2h , . .
X ==a+ —et pour x= a+—=—. Il s’ensuit que la fonction

f(JT,x,y) jouit de la propriété wJ.

6. Comme /(77;x,y) s’annule dans QI et Q3 les équations
(5) nous donnent d’apres la définition de f(11;x,y) dans Q2des
caractéristiques de I’équation (4) pour les xe[a,a+h].

7. Chaque caractéristique de I’6quation (4) issue d’un point
intérieur du segment 7?S atteint aussi le segment CD dans
un point intérieur. En prolongeant ces caractéristiques dans
les intervalles [a—h,a] et [a+h,a+2h] on obtient des seg-
ments paralléles a I'axe OX, car la fonction f(77;x,y) s’an-
nule dans les rectangles et 772

8. Je me borne a donner la démonstration dé la propriété
iv) respectivement a la caractéristique car pour d2 elle

est tout a fait analogue.
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Supposons pour la démonstration par I'impossible qu’il

existe une intégrale z(x,y) de classe C" de I%6quation (4)
telle que pour un certain Xje(a— h,a) on ait

Zy(xv £ )"0 . (7)

Soit X2un point arbitraire, mais fixe, situé dans I’intervalle
(ath,a+2 h). La relation

Z (*p F(>?) — Z (x2y) --Q
étant valable8 pour P<t]<p+h on obtient a la limite
z(xvp)—z (x2,p)= 0 (8)
car FP) = P.
En vertu des relations (7) et (8) on peut résoudre I’équation
z(xvy)—z(x2f)=0

par rapport a 'y dans le voisinage du point (P,P\ La fonction
y = 2 (y) ainsi obtenue étant unique et de classe C" dans le
voisinage du. point P, la dérivée F()(>) doit .étre aussi finie
ce qui contredit a une propriété de la fonction F(rj) (cf. 1.).

La propriété w2 est ainsi démontrée.

9. Pour la démonstration de la propriété w3 désignons
par PoPpP2 les carrés:

p (a+/lI<X<a+2/l pla+h<x<a+2h p@+h<X<a+2h
°\P<y<P+h " NP+h<y<P+2h,2 {P—h<y<p.

Soit <p(X;£, 1)) la caractéristique de I'équation (4) issue du
point (E»?. En particulier
X,y)=y dans + Qj,
P(x2 X, y) —F(y) dans Q3+ Po.
D’aprés un théoréme de Bendixson9, la fonction
V(X,y) = <p(x.;X.y)
8 Voir la note 1) en bas de la page.

9 E.Kam ke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930),
p. 155, Satz 1.
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est une intégrale de I’équation (4) dans Il'intérieur de I’en-

semble + Q + Pg dont la dérivée par rapport a y est
positive. La fonction f{TIl-x,y} étant de classe C°° (pro-
priété iVi), il résulte du théoréme sur la différentiation des
fonctions caractéristiques *°) que wv»(x,y) l’est aussi. La

fonction z(x,y) définie par des relations:

z(x,y) —w[v(x,y)] a UIintérieur de ni+ Q + Po,
z(x,y) = co(y) sur les cotés verticales de ni ,
Z(x,y) = <w[F(y)] sur les cOtés verticales de Po,

est une intégrale de classe C"-1de I’6¢quation (4), qui jouit
des propriétés suivantes:

1) z(x,y) — w(y) sur le segment AB

2) z(x,y) = w[F(y)] dans le carré Po,

3) zy(x,y) >0 dans ni4-Q + Po,

4) il existe les limites finies ¢ et d

Ziro "zCx.y) =
r~+0 Qy" v=0,1,...,n—1,

lim dz(qy) _ ,  a+ h<X<a + 2h,
y-*-p+h—%y\/( = av

avec ct>0 et dI>0.

Soit
n—1
o(y) J ri Yy~"~VP°Ur ~ h<y<Pe
Si >0 dans I’intervalle [[—h, /7] je pose tout simplement
z(x,y) — o(y) dans P2
sinon, il y a dans cet intervalle la plus grande racine yO de
I’équation = 0. Choisissons le nombre k de fagcon que

1 E. Kamke: Diff. reeller Funktionen p. 16> Satz 4.
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ke (0-A* S\ m\

ou
m = min pour fi— h<x< fi .
Soit
0 pour y =/?,
u(y)=J i
ke (v pour — h<y < fi

Je pose par définition

z(x,y) = o(y) + JyU(y) dy pour (x,y) eP2
P.
On voit immédiatement que zy(x,y) > 0 aux points de P2.
La définition de la fonction z(x,y) dans Pl se fait d’une
maniére analogue.
On parvient ainsi a une intégrale z(x,y) de classe C"_1
de I’équation (4) qui admet sur le segment AB les mémes
valeurs que la fonction <wy) et possede la dérivée

wy(x,y) >0
dans le polygone Il tout entier.
Notre lemme est donc démontré

IV. Passons maintenant a la démonstration du théoréme
méme.

1*. Nous nous servirons d’une suite de polygones Wp
aux cotés paralleles aux axes de coordonnées, d’une suite
des fonctions /(IFp;x,y) et des équations différentielles (27p)

fx +
X =0 (£p)

qui possedent les propriétés suivantes:
ap) f(Wpx,y) est de classe C°° dans Wp,
ZQ Pour un point quelconque M situé a I'intérieur de Wp
il se présente au moins une des circonstances suivantes:

1) M est un point horizontal de classe C" par rapport
a Wp et a I'6dquation (Rp), ou bien

2) la caractéristique de cette équation issue du point
M se laisse prolonger vers la droite jusqu’a ce qu’elle

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 12
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rencontre le coté vertical du polygone IFp en un point
C(x0c) qui n’est pas un sommet de Wp. Il existe donc
des nombres k>0, 1>0,u) tels que le rectangle o (fig. 2)
x0— Kk < X < x0
a<y<b
oCc Wpet f(Wp;x,y) = 0 dans 0
tandis que polygone t

X0< X < x 0+Z
a<y<b

n’a pas de points communs avec l’intérieur de Wp.

Zp) 1l existe au moins une intégrale premiére non banale
Z(Wp;x,y) de classe Cn~1de I'équation

y’= f(Wp;x.y) Sp
pour laquelle Zy(Wp;X,y) >0 dans Wp tout entier.
Sip>1on a
M Wp,Cc Wp f(Wp;x,y) = f(Wp_,-,x,y) dans Wp_lt
) z(Wp;x,y) = z(Wp-x;x,y) dans Wp_t,

i?,) tout cercle de rayon -*, et de centre situé a I'intérieur
p—1

“) Les nombres x0, c, a, b, k, | dépendent du polygone IFp et du
choix du point M. Afin d’étre plus rigoureux il faudrait donc écrire x0 (M,
Wp).... (M, Wp).
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de W7p-i contient au moins un point horizontal de classe
C" par rapport a Wp et a I’équation (£p).

L’existence des suites Wp, f (TFp;x,y) va étre démontrée
par récurrence. Nous prenons comme B7! un réctangle (ar-

bitraire du reste) aux cOtés paralléles aux axes des coor-
données et nous posons

f(W\;x,y) = O dans W 1,
Z(WI;xy) — vy dans IFj.

Les propriétés «¥, PJ ft) sont ainsi vérifiées.

Supposons que pour un polygone Wp et une fonction
f (IFp;x,y) les propriétés ap) -—, ) subsistent. Nous affir-
mons qu’il existe un polygone Wp+tl et une fonction
f(W p+l;x,y)  pour lesquels subsistent des propriétés

ap+ i), cece» 'Ip+i)-

Le polygone Wp peut étre couvert par un nombre fini
de cercles de rayon et dont les centres sont des points
intérieurs de Wp. Soient

Mp, Mp,..., Mpp (9)
les centres de ces cercles. Je vais étendre la définition de
la fonction f(W p;x,y) aux points du polygone plus large
iPp+l de facon que les propriétés ap+l) ep+1) Subsistent
et que les points (9) deviennent horizontaux de classe C"
par rapport a Wp+l et a I’¢quation (Rp+l). La propriété
Mpti) sera aussi remplie en vertu de la facon dont on a
choisi les points (9).

Si Mp est horizontal par rapport a l'intégrale de classe
C" de I'6quation (Rp) je pose

Wp+i= WP et f(WP;x,y) = f(W p;xy)

sinon, la caractéristique de I'¢quation (JSp) coupe un coOté

12*



180 Z. SZMYDTOWNA

droit de Wp (propriété ”~p) et on peut construire le poly-
gone n du lemme 3 de sorte que (fig. 3)

77, C o,
Q+n2(Z
Tob)
6 1
Uz.0
Fig 3
Posons
wipbH = wp+n
La fonction

=f f(Wp;xy) dans Wp

I Kn-x,y) dans 7712 (10)

X,Y)

est de classe C°° dans IFp+l et les segments A\ (CC’) et
A 2(DD’) sont des caractéristiques horizontales par rapport

au polygone 77 et a l'intégrale de classe Cnde I’équation (4)
(lemme 3). |1l résulte de la définition (10) et des lemmes 1
et 2, que les caractéristiques CC’ et DD’ tant qu’elles existent

a I'interieur de Wp+l sont horizontales de classe C" par rap-
port a I’équation:
£+ X,Y) = 0. (11)

En particulier le point est horizontal par rapport a I'inté-
rieur de IFp+let a l'intégrale de classe C" de (11).

**) Quant a la définition de la fonction f(i;x, y) voir le lemme 3.
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Le lemme 3 assure en plus I'existence de l'intégrale z(x, y)
de classe Cn_1 de I’¢quation (11), telle que

zy(x,y) >0 dans TF*+1.

Le role de la fonction o>(y) du lemme 3 est joué mainte-
nant par la fonction z(W p;x0Qy) (fig. 3)-

Les remarques faites ci-dessus montrent que les propriétés
«P+l), ... , ep+i) subsistent a condition d’y remplacer IFp+l
par IFP+1. En appliquant de nouveau le méme procédé nous
étendons de proche en proche la définition de la fonction
f (fI*p+i!X,y) aux points d’un polygone W p+i— de
sorte que les propriétés aptl),. . «+i) soient vérifiées et
que les points (9) deviennent horizontaux de classe C” par
rapport a IFp+l et a I’équation (Rp+l) (lemme 1 et 2).

L’existence.des suites {IFp} et {Rp} est ainsi démontrée

2*). Désignons par la somme de la suite croissante (proprié-
té 6p) des polygones ouverts Wp. £ est donc un domaine

simplement connexe. Soit (x,y) un point arbitraire de

Posons
Z(xy) = Zdrfgx,y) (12)

ou Wk est le premier polygone de la suite [Wpj qui contient
le point (x,y). En rapprochant les propriétés ap) et dp) on
constate facilement que la fonction /(x,y) possede dans @
des dérivées partielles continues de tous les ordres. Les
points rentrant dans la suite infinie:

forment un ensemble partout dense sur & des points hori-
zontaux par rapport a fl et a Il'intégrale de classe C" de
I’équation

+ 1(x.y) = o,
d x (13)
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ce qui résulte immédiatement de notre construction
lorsqu’on tient compte du lemme 1 et de Iégalité (12).

Soit <p(x,y) une intégrale de I’6quation (13), valable et
de classe C" dans £2. Ses dérivées x(x,y) et oy(x,y) sont
continues. On a donc

vx{x,y} = O

F(x.y) = 0 (
Comme & est un domaine il en résulte que la fonction <p(x,y)
est constante. En méme temps la propriété yp) nous assure
I'existence de l'intégrale z(x,y) de classe Cn 1 de (13) dont
la dérivée zy(x,y) > 0 dans Q tout entier.

dans & .

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.



SUR UNE PROPRIETE DES ENSEMBLES PLANS
DE DIAMETRE TRANSFINI NUL

Par
Roman Leitner (Krakow)

Soit F un ensemble infini, fermé et borné des points du
plan. Considérons dans F un systéme de n > 2 points

(1) yin Or), w1

distribués dans F de maniére que le produit de toutes leurs
distances mutuelle®

@ e )= n A
remplisse la condition
(3) u(n),..., *n) = max V(zit..., zn ,

ou m(ﬁ( V désigne le maximum de la fonction V lorsque les

points zt,..., Zn varient dans I’ensemble F (ce maximum
est atteint car F est un ensemble fermé). Nous dirons que
les points (1) forment un systeme extrémal du rang n de
I’ensemble F. 1l est bien connu que la suite

(4) tyvw .. W)

est toujours convergente vers une limite d(F) dite diameétre
transfini de F.

Formons la nouvelle suitp
(5) Hn@) = 1/z—"n|... |z—"")|

ou z est un point quelconque du plan. M. F. Leja a dé-
montrél) que:

* Ann. Soc. Pol. de Math., t. XIV (1935). p. 131—134.
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1° lorsque d(F) > 0 la suite (5) tend en dehors de F
vers une fonction limite 2,

2° lorsque d(F) = 0 la suite (5) est aussi convergente
en dehors de F a condition que F n’ait qu’un seul point
d’accumulation 3).

Le but de ce travail est de démontrer que dans le cas
d(F) — O la derniére condition est essentielle. Nous allons
notamment démontrer ce que voici :

Théoréme. Il existe un ensemble F borné, fermé, ne
possédant que deux points d’accumulation®*) et tel que la
limite de la suite (5) n’existe pas en général.

Ladémonstration se compose de trois parties: Dans le § 1
nous allons formuler quelques propriétés d’un ensemble
borné, formé, ne possédant que deux points d’accumulation:
0 et 1

Dans le 8 2 nous prouvons que, s’il existe un ensemble
F jouissait de ces propriétés, la suite (5) correspondante
a cet ensemble ne converge pas en général en dehors de F.

Le 8 3 est consacré a la construction d’un ensemble
jouissant des propriétés spécifiées dans le § 1

8§ 1
Soit F la somme d’une suite infinie d’ensembles E,,
a
F=1'Fj
ifl

jouissant des propriétés suivantes:

1) En désignant par D le domaine infini situé dans I’'ensemble com-
plémentaire a F et par A I’ens,emble ouvert complémentaire au domaine
fermé D, M. F. Leja a prouvé que dans D+ A on a

lim Hn () = d(F) * eG2)
n/oo

ou dans D G(z) est la fonction de Green de ce domaine avec le pole
a l’intini et dans A, si cet ensemble n’est pas vide. G(z) = 0, (v. Ann. Soc.
Polon. de Math., t. XVIII (1945), p. 4—11.

) La fonction lim Hn(z) est dans ce cas égale a |[z—z0| , ou z0 est

n/oo
le point d’accumulation de F.
*) On sait que le diametre transfini d’un tel ensemble est égal a zéro
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Propriété 1. L'ensemble £, est composé des deux points
z=0et z— 1 Chaque est un ensemble fini, non vide.
Définition 1. N, désigne le nombre d’¢léments de Ien-
semble Et.

Propriété 2. Les ensembles £, et Es sont disjoints pour i=5.

Définition 2. Soit Gs l'ensemble S Et et Ms le nombre

d’éléments de Gs, donc Ms= 2 Nt

Définition 3. E étant un ensemble fini quelconque con-
tenant au moins deux points désignons par V(E) le pro-
duit de toutes les distances mutuelles des points de E.

Propriété 3. Les points de I’ensemble Gs forment lunique
systéeme extrémal de rang Ms de I’ensemble F, c’est-a-dire
les ensembles Es+i, Est2 ... sont définis de facon que:
V (Gs) >V (Gs) pour tout ensemble Gsdifférent de G,, com-
posé de Ms points de F.

Définition 4. Soit a, i= 1,2,3,..., une suite de nombres
positifs tels que:

«l= L a,>aftl, a,->0
Propriété 4. Les points z de I'ensemble £, satisfont a I'iné-
galité:
|z— 01 a, lorsque i— 2fc, fc= 1, 2, 3,...
et a I'inégalité
|z— 11< g, lorsque i= 2fc+1, k—1,2,3,... .
Définition 5. Soit z=1,2,3,..., une suite de nombres

tels que:
0</\<|, /\_*1

Propriété 5. Le nombre d’éléments de l'ensemble E; sa-
tisfait aux inégalités:

Nl
i?7;< -77-< 1 pour z= 1,2, 3...
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Remarque. Observons que, s’il existe un ensemble F
jouissant de ces propriétés, il est infini, borné, fermé et ne
possede que deux points d’accumulation.

§ 2
Lemme 1. Supposons qu’il existe un ensemble F jouis-
sant des propriétés 1—5, formons la suite (5) correspon-
dante a cet ensemble et considérons deux suites partielles
de la suite (5) correspondantes a n= MX k= 1.2 3.

respectivement a N—M2kH, k= 1,2, 3,... Nous affirmons
que ces suites partielles convergent, en dehors de F, respec-
tivement vers les limites |Z| et \z—1].

Démonstration. Soit Z un point fixe quelconque n’appar-
tenant pas a F. Posonsa= \z\, h—\z— 11 Onaa>o0,h> 0.
En vertu de la définition 4 il existe un nombre naturel
impair m tel que a—am> 0, h—am>0.

Définition 6. L’ensemble E étant fini désignons par
W (z, E) le produit de toutes distances \z—f|, ou C par-
court E.

Remarque; Les ensembles E' et E" étant disjons, on a
W(ZE +E")=W (zE). W (zE")
Pour les indices s, ou s < M, nous avons, selon les propriétés
1 et 2, la relation:
(6) IF(z,G9= IF(z,GJ. IF(z5",). ~ (zE)y
ilm+I
D’aprés la propriété 4 on a:

(a—ahN< W {Z, Ef) < (a + pour i pairs,
(7 w
(6 —a) '<IF (zZ,E)< (6 + a,) * pour i impairs.
En vertu de la déf. 4 nous avons, pour i>m, les inégalités:

a—am<a—« , at+ta<a+anm
b—am<b— , b+ai<b + am
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d’ou

(a—amN<IF (z,£,)<(a + amN* pour i pairs,
(8)

(b—amN<w (z,Ej)<(b+ am)Ni pour i impairs.
Il en résulte
(9) (a- «mPs(b- «mMQs<IF(z,JE ,)< (a+amP (b+«mMQ

iimH
o m<i<s QS?;]il\ls’
J pairs i impairs

Supposons que le nombre s soit pair. On aura alors
d’apres (7):

(10) (a- «9N'< W (z,E9) < (a + «<9N
En désignant les quantités: a+am a—am b+ am b—ant
W(z,G,,) respectivement par: A, A, B, B, C nous avons,
en vertu de la propriété 3 et des relations (5), (6), (9), (10),
I'inégalité:

1 Ps Qs Qs N,

M M Ms M M

(11) ¢ -A B -(j-aj <Hm<C A +B «(a+ ay
Faisons tendre s vers + °° par les nombres pairs.
D’aprés la propriété 5, on aura alors:
N . Mis_ 1

l

* Q
0, Ps<Mt_|, QS<MS_VM_ >0, M1 0,

d’ou il résulte que
(12) H a=\z
En supposant que s soit un nombre impair on obtient

d’une fagon analogue les formules (10), (11), (12), ou a doit
étre remplacé par b. Le lemme 1 est donc démontré.

Lemme 2. Soient G un ensemble fini et € un nombre
positif tels que
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[°|z'—z"|< | pour toute couple de points z, z' appar-
tenant a G,
2°\z'— z"|<e pour une certaine couple des points dif-

férents z', z" appartenant a G. Alors il est clair qu’on
a I’'inégalité: 0<1z (G)<e.

§ 3.
Construction de I'’ensemble F. En conservant les nota-
tions précédentes nous allons construire I’ensemble F.
Choisissons une suite & suivant la définition 5. L’ensemble

Ej soit composé des points: z,= 0, z2— 1. Supposons qu’on
ait défini pour i < s les ensembles E,. Choisissons le nombre

ascomme il suit: «i= L «2— et as< (G ”"j) si s> 2 Nous

avons: as<as v as+0. Suivant que le nombre s soit pair
ou impair considérons [I’intervalle J asj pour s = 2k,

respectivement I’intervalle p —as, T—~ j pour s= 2k +1.

Partageons cet intervalle en Ns— 1 parties, ou Ns est un
nombre naturel suffisamment grand pour que la propriété
5 soit remplie. Soit Es I’ensemble composé des points de
partage ainsi obtenus et des extrémités de Il’intervalle.
00
Nous allons démontrer que Il’ensemble F= 2 E, ainsi
i=1
défini par récurrence jouit des propriétés 1—5. Il est évi-
dent que l'ensemble F posséde les propriétés 1, 2, 4, 5. |l
nous reste encore a démontrer la propriété 3. Nous allons
distinguer trois cas suivant que I’ensemble Gs— Gs contient:

1) un seul point z, 2) deux points z', z", 3) trois points ou

plus.
Ad 1): Le point z' est contenu dans un des intervalles
(13) [0, as+l] , [1—as+1, 1]

par exemple dans le premier. Si zx— 0 appartient a Gs, alors,
selon le lemme 2, on a l'inégalité
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(14) F(G9<«S+1<J/(G 9

parce que z appartient a Er, ou r>s; /-Z
Si, par contre, z, = 0 n’appartient pas a Gs, alors

GS= G5— {zj-1-[z'}

et I'on voit qu’en remplagant z' par zx on augmente cer-

taines distances mutuelles des points sans changer les autres.
Il en résulte

(15) K(G9<r(G 9
Ad 2): Si z et z" sont contenus dans le méme intervalle
(13), alors en vertu du lemme 2, on a l’inégalité (14).

Supposons ensuite que z soit situé dans le premier et z"
dans le second intervalle (13) et que les points zY= 0, z2= 1

n’appartiennent pas a Gs.
On aura alors:
Gs= Gs—{zj, z2}+ {z', z"

En remplacant les points z et z" par z, et z2 on obtient,
par un raisonnements analogue a celui appliqué dans le cas
précédent, I’'inégalité (15).

Ad 3): Au moins deux points z' et z" de I’ensemble

Gs sont contenus dans le méme intervalle (13). On aura
alors: \z —z" |[<astl. Il en résulte immeédiatement I'iné-

galité (14).
L’ensemble F posséde donc la propriété 3. En vertu du
lemme 1, la suite (5), correspondante a I’ensemble F ainsi

construit, n’est pas convergente, a moins que le point z ne
soit situé sur la bisectrice du segment [0,11.



UNE SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER
ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Par
MICHAL KUMOROVITZ (Bratislava)

Je veux présenter ici une solution du systéme linéaire
homogene d’équations différentielles du premier ordre a
coefficients constants sans utiliser la théorie des
diviseurs élémentaires. A la base de notre solution
est un théoreme di a E. W eyr, relatif a la nullité des
puissances d’une matrice, théoréme que l'on peut prouver
sans faire recours aux formes canoniques). Ce théoréme
adapté a nos besoins peut s’énoncer de la maniere suivante:

Soit A une matrice carrée constante quelconque et r
une de ses racines caractéristiques de multiplicité s.

J désignant la matrice unité du méme ordre que A,
nous poserons M = A — rJ. La nullité2 de la matrice
M*(i= 1,2,3,...) croit avec l'exposant zjusqu’a ce qu’elle
atteigne pour un i=q (X"*g”s), la valeur s. A partir de
ce moment, elle reste constante pour tous les i non in-
férieurs a gq. Nous écrirons nul M=s (i*q).

Soit donné un systéeme d’équations différentielles

dx, .
an*i + al2x2+ ... +ainxn (z= 1...., n)

que I’'on peut, a laide des matrices, mettre sous la forme

dx =
1) dt

9E. Weyr, O theorii forem bilinearnich, Praha 1889, pp. 30—34,
ou bien O. Boruvka. Sur les matrices singulieres, Comptes Rendus des
Séances de I’Académie des Sciences, t. 203 (1936), p, 600.

* Nul M —s signifie qu’il y a exactement s vecteurs p linéairement
ndépendants satifaisant a I’équation Mp = 0.
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ou A désigne la matrice carrée des coefficients constants
aifc, x le vecteur aux composantes ,..,. Xn écrites dans
une colonne et t une variable réelle.

Nous affirmons que pour trouver la solution générale
du systéme (1), on peut procéder de la fagon suivante:

a) On fait la décomposition du polynéme caractéristi-
que de la matrice A en facteurs linéaires

2 /(ry= M - rJ|= (r- r/°(r- rds ... (r- rkRx,
ou l'ona § + s2+ ... + sk— n,

b) on calcule la matrice

®3)

pour chaque racine caractéristique rx (x= 1,..., k) et on
construit les polyndémes

(4) = Mty MB2, L+ M iy

c) on écrit sx vecteurs p liréairement indépendants et
satisfaisant a I’équation

(5) p=20
et I’'on obtient ainsi une suite de k matrices Px
(6) Px= (p", pE°.... pr) x=1,..., k)

la matrice Px étant d’ordre nXsx .

Théoreme 1. La solution générale du systeme (1) est
donnée par la formule

(7) x = (F(MIt)Pie”,....,F (M k)Pkekt)-c
ol ¢c~O est un vecteur constant arbitraire.

Corollaire. Dans le cas spécial ou toutes les racines
caractéristiques rx sont simples, on aura F(Mxf)= J et, au

lieu de(5), on aura tout simplement Mxp — 0 pour x= 1,..., n.

Remarque 1 Comme nous allons le prouver, au lieu
du polynéme (2) il suffit de prendre le polyndme minimal
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de A, yj(n= (r—r"™1.. (r—rk)Qk si on le connait, mais
alors dans (4) et (5) il faudra remplacer respectivement les
sx par les gx (x=1,..., fc), tandis que la formule (6) reste
la méme car le nombre de vecteurs p est encore égal a sx

Démonstration. Rappelons, pour commencer, que
a solution du systéme (1), acquise par exemple a l’aide du
développement en série de Taylor et admettant pour t — 0
la valeur initiale x (0)= x07”20, est donnée par la formule ¥

(8) x (f) = eAtxQ

ou x (/) désigne le vecteur aux composantes (2),..., xn(t),
et eA' la matrice donnée par la série exponentielle conver-
gente

/nA At__ , , At , G4hH2, o« oy

(9) e = J+-jy + ... in mf.

dont le déterminant? est égal a e(an+a22+” «+a,in),) et qUj est
réguliere pour toute valeur finie de la variable t.

Pour passer maintenant de la formule (8) a une autre
qui ne comprend qu’un nombre fini de termes, nous
aurons besoin de la décomposition

(10) A = Mx-t-rxJ =

(qui n’est d’ailleurs que I’6quation (3) transcrite) et d’une
substitution

(11) x0= Pc

dans laquelle la matrice réguliere P sera choisie convena-
blement. Dans la premiére étape de la démonstration, en
admettant la régularité de la matrice P, nous établirons une
formule provisoire (14). Nous en déduirons ensuite la for-

) Peano, Intégration par séries des équations différentielles, liné-
aires, Math. Annalen 32 (1888). p. 456 (l’auteur n’emploie pas la série
de Taylor).

2 Schlesinger. Neue Grundlagen fir einen Infinitesimalkalkul der
Matrizen, Math. Zeitschrift, 33 (1931), p. 43—44.
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mule (7) du Théoreme 1, et enfin nous établirons la régula-
rit¢é de la matrice P, ce qui terminera la démonstration, du
théoréeme.

a) Il résulte du théoreme de Weyr que l'on peut tou-
jours trouver s _vecteurs pw satisfaisant a I’équation

(59 Mgz*p:O (x=1,...,k)
avec lesquels on peut construire une matrice
(6" Px=(p®, p@®,...,.pV) (*=1.... k)

d’ordre n Xsz &t du rang sx

Si (p(M) est un polyndme scalaire d’une matrice M (sup-
posée carrée) du plus petit degré d tel que I'on ait (p(M\p —Q
pour uft vecteur p, on dira que le vecteur p est du degré d
par rapport a la matrice M. Spécialement, pour les vec-
teurs p(f contenus dans la matrice Px il est clair qu’au
moins un parmi ces vecteurs est du degré qx avec
(p(M)~M xx, et qu’aucun n’est du degré supérieur a gx. On

a donc MgxPx— 0.
Cela posé, on a

M t

12 eMfP
(12) J+ 1 ...+(97_1)!

P +

fi*

+ ;
9j

+ in inf. M’xP =P(M f) P

si conformément a (4), on désigne par F(Mxf) I’'expression
contenue dans les premiers crochets du second membre. En
utilisant la relation (10) et la commutativité des matrices
AL et de J on a encore

(13) AtP —eN+pdbp = €'X e'Xt p
eMf p enf. F(ATX) Px e xt

Rocznik Poi. Tow. Matem. X X ffl. 13
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Construisons avec les matrices Px(x=1,..., k) une ma-
trice P qui contient + s2+ ... + sk— n vecteurs dont nous
admettons —pour I'instant —Ila régularité. Posons donc

P= (P, P2...,PK

et écrivons la solution (8) du systeme (1) en y remplacant
x0 par le produit Pc. On aura

X = eAt(Pv P%...,P K c= (eAtP,, eAtP2..., eAtPK)c
ce qui donne, d’aprés I’6quation (13), la formule provisoire
(14) x= (F(M,t)P,e'?*,..., F(Mkt)Pkerk) c

ou les polynémes F ..., F(Mkf) sont.de degré respec-
tivement Qlt..., Qft

b) La formule (14) n’est pas trés commode puisqu’il y
figurent les g, c’est-a-dire les exposants minima pour

lesquels on a nul Mg — sx. Nous allons prouver qu’on peut
les remplacer par les nombres sx

Lemme 1. Dans la formule (14) on peut remplacer les

matrices Pv ..., Pk calculées des équations (5') par les ma-
trices Ov..., Qk calculées des équations
(15) Afrp= 0 (x=1,..., fo)

dans lesquelles I’exposant ix peut &tre choisi arbitrairement
pourvu qu’il ne soit pas inférieur a gx

Soit, en effet, g le plus petit exposant tel que 1’ on ait
nul M.g= s (nous omettons dans la démonstration I’indice
x des lettres M, P, Q, q, r, s). Soit j sSq. D’apres le théoreme
de Weyr on a donc nul Mk'l= s pour k= 0,1,2,  Sup-

posons que P soit du rang s. De la relation M'P = 0 il
suit que
(16) Mk+i P=MKkM1P=Mk-0= 0.

D 'autre part, soit Q une solution fondamentale de I’équation
Mk+ip = 0. Puisque P est une autre solution fondamentale,
il existe une matrice réguliere C d’ordre s, telle qu’on ait
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P— QC. Il en résulte que 0= P=M1QC et, en multi-
pliant de droite par C-1, on voit que M10 = 0. De cette
derniére équation, a laquelle on peut associer une équation
(16) en O, nous voyons que la matrice Q, servant de facteur,
annule dans le développement de eM (I’équation (12)) les
meémes puissances de la matrice M que la matrice P. Le pro-
duit F(Mi).Q ne contient donc que les termes en Mt de
degré inférieur a g, ce qui termine la démonstration de notre
lemme.

De la démonstration précédente on déduit immédiate-
ment, le:

Lemme 2. Les polynémes F(Mxf) intervenant dans (14),
quant a leurs degrés, ne sont astreints qu’a une seule con-
dition, a savoir, que.leurs degrés respectifs ne soient pas
inférieurs a gx

Nous en concluons qu’il est permis de prendre au lieu
de la formule (14) la formule (7) avec les F(Mxf) donnés
par (4) et Px donnés par (6).

c) Il ne nous reste maintenant que de prouver que les
n vecteurs p0 \'p ~ ,p ~ \'p ~ de la matrice P in-
troduite aprés I’6quation (13) sont linéairemnet indépendants.
Lemme 3. SoientP = (P1, P2,..., PRetQ = (QL1Q2,..0f
deux matrices construites avec des solutions fondamentales

arbitraires de (15) pour x= 1,..., k. On peut trouver une
matrice réguliere C d’ordre n telle qu’on ait

a7 P = QC

De Px= QxC*, ICj# 0, (x= 1,..., k) il suit, en effet,
que

/Q 0 ... 0\
P= (QIC1,.., QfCH= (Q1,Q2,....Qd)l ° C>-° =QC
\0 0 ...cj

et que |[C|= |Cj| IC21... jCk1/~O0.

13
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Corollaire. Si une seule des matrices P, construites
de la maniere prescrite, est réguliere, il le sont toutes.

Choisissons donc la matrice P, dont nous établirons la
régularité, de la maniére suivante. Pour une valeur fixe de
I'indice x soit 1 i gx (la signification de g reste toujours
la méme). Si gx= 1, on a par définition de gx que
nul Mx— sx, et alors tous les vecteurs de Px sont du premier
degré par rapport a Mx. Si I'on a gx> 1, il existe un ex-
posant i tel que I1"i< g x et que nul Mx< nul MXx1.Con-
sidérons tous les wvecteurs linéairement indépendants
et satisfaisant a "I’quation Mxp = 0. Il sont en nombre
égal a nul Mx et ils satisfont aussi a I’6quation M'+ p = 0,
car Af+tlp = M *Mkp — Mx-G= 0. Or, le nombre total de

solutions de M'*Ip = 0 est égal a nul Il 'y a donc
d’autres vecteurs en nombre de (nul — nul Mx) > 0
satisfaisant a I’équation M'+Ip = 0 qui ne sé laissent pas re-
présenter par une combinaison linéaire de vecteurs consi-
dérés et qui sont évidemment de degré i+.I. Ajoutons ces
vecteurs aux vecteurs premiers. Mettons successivement

i—1,2,...,0x— 1 Nous aurons ainsi construit une
matrice Px qui jouira des propriétés suivantes:
1) Elle contient les vecteurs (@a= 1,..., sx) depuis le

premier jusqu’ au gxieme degré par rapport a Mx.
2) Aucun de ces vecteurs ne se laisse représenter par une
combinaison linéaire d’autres vecteurs du méme degré, s’il y
en a, et de vecteurs éventuels des degrés inférieurs.

3) Supposons encore, pour plus de commodité,.que les vec-
teurs p” dans Px sont rangés suivant leur degré décrois-

sant.

Admettons maintenant, pour faire la démonstration in-
directe, que P ne soit pas réguliere, c’est-a-dire qu’il existe
un vecteur constant ¢~ O tel que I'on ait

(18) Pc = 0,
ou bien plus explicitement,
(18a) PjC! + P2c2+ ... + Pkck= 0.
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Ici est le vecteur partiel composé de Sj premiéres, c2 le
vecteur partiel de s2 suivantes, etc., et ck le vecteur partiel
de sk dernieres composantes du vecteur c.

Soit maintenant ya la premiére parmi les composantes
Xi. y2  »yn du vecteur ¢ qui soit différente de zéro. Par
un changement éventuel des indices on peut toujours ob-
tenir que ya appartienne a g, Ce Qque nous Supposerons
dans la suite.

Dans le produit PjG groupons les termes contenant les
vecteurs du degré le plus élevé i (12st Cj) et séparons-
les par une parenthése de ceux qui sont du degré inférieur
a i, c’est-a-dire

(19) PiCl= (zgp<)+ ...+y,pEY + ZFiP i+ ...+ y, P™M=

= U+ U

ou les vecteurs u, et u,_j représentent les groupements res-
pectifs.

Multiplions de gauche I’¢quation (18a) par le produit
X 1eMgMg... Mkk et rappelons que les matrices Mx sont
permutables entre elles. Comme on a X* Px—0 (x=2,...,k)
et Al lui_1= 0, I’quation (18a) devient
(20) Mg ... Mk « A 1 u, = 0.

Posons maintenant dans I’équation précédente
(22) Mx= A- rJ+ (r,- MJI=M, +Jx (x™1)
ou A x=#0, car les racines rx (x= 1,..., k) sont différentes,
et nous aurons

(g MD-M 1+ J ... Jfcf) « X "1u, = 0,
g (MJ étant un polynéme en Al, de degré g2+ ... + gk— 1.
Et finalement, & Cause de la relation X wu,= 0, on a
(22) X 1 u«= 0.
Cela veut dire que le vecteur u, est au plus de degré i— 1. En

se rappelant la signification de u, introduite par I’équation
(19), on peut écrire
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+ (v =#0).

On a donc exprimé le vecteur p”» comme une combinaison
linéaire de vecteurs p”~1;.,., p™ qui sont de degré i et du
vecteur u, de degré inférieur a i. Or, cela est contraire a la
propriété 2) de la matrice Px signalée plus haut. Nous con-
cluons qu’il est impossible de trouver un vecteur ¢ 5=0 tel
que I’¢quation (18) soit satisfaite. Les vecteurs de la ma-
trice P sont linéairement indépendants et le Théoreme 1 est
complétement prouvé.

Remarque 2. Pour justifier encore la Remarque 1 il
suffit de démontrer le

Lemme- 4. Le polyndme y(r) = (r—r)9 ... (r— rgxk

avec les nombres qx, ..., gk figurant dans la solution (14)
est le polynéme minimal de la matrice A.

Soit, en effet, v— (Jt\, .. ., PK) « v un vecteur arbitraire
et la matrice (P,, ..., PR réguliere avec Px satisfaisant aux

équations Mgx— 0 respectivement. On a
yCAv) = (tp(A)P1,..., i/>(A) PK) v

avec y (A) Px — M7... Max... MEkPx—U, car les Mx sont
permutables. On a donc y CA)v = 0, d’ou, v étant arbi-
traire, on tire que y CA) — 0.

Supposons d’autre part que u soit un vecteur, tel que
M* u= 0, mais Al9-1 u~O. En multipliant u de gauche par
une matrice y, CA) — M2 ... Mk » Mg ’, ol 1U ix2S gx

(x = 2, ..., k), on arrive a une expression analogue a celle
du premier membre de (22), a savoir,

AU ) u= r2-.. X “ lu
qui est différente de zéro, les ayant la méme significa-

tion que dans I’équation (21).

Cela prouve que wv(-4). pour annuler le vecteur u, doit étre
en Mi de degré au moins et, par conséquent, le polynéme
y, (r) doit posséder le facteur linéaire (r—rt) du degré Qj au
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moins. Pareil raisonnement pour les autres facteurs montre
qu’ils doivent étre au moins de degrés respectifs gx. Le po-
lyndme y(r) est donc bien minimal.

Théoreme 2. Si la matrice A est symétrique et réelle
[’équation (4) devient F (MxF)= J et au lieu de (5) il suffira
de prendre Mxp — 0 (x= 1, ..., fe).

On sait, en effet, que dans ce cas les matrices Mx sont
symétriques et réelles elles aussi et que, par conséquent,
nul Mx= sx déja pour i= Qx= 1 (x=1, ..., fo).

Théoreme 3. Si I’on a un vecteur v_satisfaisant a deux
conditions suivantes: 1) Alxv= 0, 2) Af‘1 v~O0, i> 1,
pour un h fixe, et que I’on construit le polyndbme vecteur
p (F — F (Afx f) v de sorte que 1" on ait une solution particu-
liere
(p) x ==p (?) ert=

du systeme (1), nous disons que 1’on obtient (i— 1) autres so-
lutions particuliéres linéairementindépendantes en remplacait
p (?) dans cette solution particuliere (p) par les i —1 déri-
vées successives par rapport a t du méme vecteur p(?).

Démonstration. Supposons que le vecteur v satis-
fasse pour un x fixe a deux conditions indiquées dans le
théoreme. Notons en passant que ces deux conditions avec
le théoreme de Weyr entrainent que iSSsx. De la formule
(7), le vecteur c étant arbitraire, il suit que

XW =F(M x/)pWenf

représente une solution particuliere du systéeme (1). Nous
prouvons d’abord le:

Lemme 5. Avec les vecteurs non nuis v, M*v,..., M'x 1lv;

si v remplit les deux conditions du théoréeme 3, on peut
construire une matrice Pxdu rang i qui donne i solutions
linéairement indépendantes du systéme (1), soit

X = F(Mxf) Pxer«f.
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Pour établir ce lemme il suffit de montrer que ces vec-
teurs satisfont & I’équation (5) et qu’ils sont linéairement
indépendants. Mais ils satisfont a [I’équation (5), car
M'eMkv = Mstk~*-M ‘v = Mstk~‘-0= 0 pour k=0,l...i—1
(nous omettons I’'indice x dans la démonstration du
Théoreme 3 qui suit; M°—J par définition). Ces vecteurs
sont linéairement indépendants. En supposant vrai le cont-
raire on a

(23) Ziv+ y2Mv + ...+ YIM' 1lv= 0,

ou les constantes vy, y2eee»X ne sont Pas toutes nulles.
Supposons que yk en soit la premiére qui est différente de
zéro, c’est-a-dire —0,*"2= 0,..,xXt=0 yk 0 De
I’équation (23), qui commence cette fois par yk Mk~lv+yk+l

v+yk+2Mk+l v + ..., si nous la multiplions de gauche par
M*~k, il ne reste dans le premier membre qu’un seul terme

v qui, par hypothése faite au sujet de v et de yk est

différent de zéro. Ainsi est-on parvenu a une contradiction.
Le lemme est donc démontré.

Parmi les vecteurs v, Afv,..., Af-1v choisissons un, soit
Mkv (0< k”™i— 1). La solution particuliere du systéme
(1) relative a ce vecteur est x(fct) = F (Mt) » Altv sere
Comme Af~®Alfv — 0, le dernier terme de F(Mf) qui ne

s’annule pas dans cette solution est de degré i—k—1en Mt.
D’autre part, si nous calculons la k-ieme dérivée par rap-
port a t du vecteur p(f) — F (Mt) v, nous aurons

i-k-1
"= (M ok MkH— + AT ¢ )sv= F (Mt) sMkv,
dtk 1! (i-k-1) 1
ou F(Mt) est également de degré i—k—1 en Mt. On voit
donc que pour fc= I,2,— i— 1 on a

X dt

ceqefed.



SOLUTION OF A PROBLEM OF M. F. LEJA

By
HIDETAKA T erASAKA (Osaka, Japan)

M. F. Leja has proposed the following problem (Ann.
Soc. Pol. de Math. t. XIX (1946), p. 252.):

»S0it E un ensemble fermé et borné des points de I’es-
pace a 3 dimensions, |pxp21lla distance cartésienne des points

P! et p2 n un nombre naturel fixe et

un systéme de n points de E tel que la somme

soit la plus petite.

Prouver que la suite des fonctions du point variable u
()

converge partout en dehors de E (ou montrer que cette
proposition est fausse).*1

In the following we shall show by constructing a simple
counterexample that the proposition is false.

We are going to define step by step two sequences of
natural numbers n, and zn, (i= 1, 2,...) such that

1 1< 0j<n2<...<n,<...
(1) ml< m2<...<zn,< ...

and two sequences of real numbers anand bm(n, m — 1, 2,...)
such that
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(2) O<antl<an<bm<bmtl<l1 (n,m= 12,..).
For the sake of simplicity we write

3) la a~ laiwaZeesanl

for n real numbers ab, a2z, ..., an which are different from
one another.

Now let 74 be an afbitrary integer > 1 and let aj, a2,...
anj be nl real numbers satisfying (2), otherwise arbitrary.
Suppose an and bm with 1 S n S n, and 1 m 2= 7n,_i
(mo= O) réspectively hdve beem already defined for an / =1,

and let bm for m' *= + 1 be a positive number < 1
such that

1
() [0, ani,an”, ..., a2,ax, br,b2, ... bm_211]< i_ b"

Let ¢ be a arbitrary but fixed real number different from
-y and satisfying a2<c <al. We choose then an integer mt

sufficiently large and correspondingly positive numbers bm
(m,-1 + 1< m S *j) satisfying (2) and sufficiently near to I,
sueh that

(5)
9

Similarly suppose anand bmwith I 'S n  ntand ISm Sm ,
h&dve been already defined for an i=?1, and let an, for
n'=n(+ 1 be a positive number < 1 such that

(6 [0, atan i, ., a2, alt blt b2
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We choose then an integer n,+1 sufficiently large and
correspondingly positive numbers an(n,+ I < n  nl+l) satis-
fying (2) and sufficiently near to 0, auch that

We héve thus defined two sequences of real numbers
anand bmin thé interval converging monotonously

to 0 and 1 respectively.

If we consider an and bm as the points on the segment
[0, 1], then the point-set E = {0, an,bm 1} where n and m
range over ail natural numbers, is the required one, that is
a set, for which the proposition does not hold.

As a matter of fact we can prove that

n©) = - E i o
n fi CPfe .
does not converge for

To show this, let n> 1 and let

be a System of points C E such that

[PIMPI pos Pn 1<idk<n o

assumes the smallest value. We remark first that Pn must
contain both 0 and 1, since otherwise we would get a smal-
ler value than [PJ if we substitute the smallest or the grea-
test point of Pn by 0 or 1 respectively.

In case
n= 2+ (nNi+n2+ ...+ n)+ (jnx+ m2+...+ m, i)
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Pn consits exactly of 0, an? an. a2 aubvb2..., b~
and 1, because if Pn should contain a point an<an. or a
point bm> bm i, then, since Pn contains both 0 and 1, we
would héave either by virtue od (4)

’ 1J< I

or by virtue of (6)
hh b2..., bm.
N oo, . bm.

<f£ s r <[PJ-
n n

which is absurd. We have thus by virtue of (7)
. 1
én(C)—-" < 7-

Similarly we nave in case
n= 2+ (nt+ n2+ ... 4-n)+ (M + m2+ ... + mY

the relation
s”(c)-r=-c < Ey

Thus gn(c) does not converge for n g. e d.

REMARQUE SUR LA NOTE PRECEDENTE

Par
F. LEJA (Krakdw)

Observons que I’ensemble {0, an, bm 1} construit par
M. H. Terasaka, pour lequel la suite {g,(u)} admet des
points de divergence en dehors de cet ensemble, ne posséde
que deux points d’accumulationl) et que, par suite, son

) Cf. la Note de M. R. L eitner insérée dans ce volume, p........
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diametre transfini au sens de MM. G. Polyaet G.Szeg02
est égal a zéro. Plus généralement, si le diameétre transfini
d’'un ensemble E est nul, la suite correspondante {gn(u)}
peut parfois admettre des points de divergence n’appartenant
pas a E. Par exemple, si E est un ensemble fini ne se
réduisant pas a un seul point, les points extrémaux de E
peuvent étre choisis de maniére que la suite {g,,(u)} admette
des points de divergence, tandis que, si E est infini et n’a
qu’un seul point d’accumulation, la suite correspondante
{0,,(u)} est toujours convergente.

Le cas général, ou le diametre transfini de E est positif,
exige une étude spéciale et dans ce cas le probléme de con-
vergence de la suite {g,(u)} en dehors de E reste ouvert.

2 Cf. Journal fur Math. t. 165(1931), p. 4—49.



SUR LES SYSTEMES MAJORANTS D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Par
J. Szarski (Krakdw)

Introduction

Considérons un systeme d’équations différentielles ordi-
naires

(1) y, = yn ., (i= 1L,2,...,n)

ou les fonctions  sont supposées d’étre continues dans un
ensemble ouvert Q de I’espace de points (t,y1,...,yn).
Nous allons adopter les définitions suivantes.

M ajoration universelle au sens Nous dirons que le
systéme (1) se préte a la majoration universelle au sens
S+ dans Q, lorsqu’ a tout point P,,(t0, yIt.. yrj apparte-
nant a Q il correspond une intégrale

(2) yY,-= 9>/0 , 0 —1,2,..., nj

du systéeme (1) issue du point Poet remplissant la condition
suivante:

Condition M] : pour chaque courbe
(3) y,-= , (i= 1,2,...,n)

passant par le point Po, continue et satisfaisant aux inéga-
lités différentielles

(4) y\(tj < yin®j . (i= 1,2,..,n)
dans un voisinage unilatéral a droite de t0, les inégalités
(5) Vi) < CXU » (i= 1,2,..., n)

sont vérifiées dans un voisinage unilatéral a droite de t0,
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Nous dirons que le systeme (1) se préte a la majoration
universelle au sens 57 dans &, lorsqu’ a tout point PO(f0>
yi,..., ¥,,) appartenant a & il correspond une intégrale (2)
du systéme (1) issue du point Poet remplissant la condition
suivante :

Condition pour chaque courbe (3) passant par Po, et
satisfaisant aux inégalités différentielles
(6) vXO > V'Y/U,.., w(t) , (i= 1,2,:.., n)

dans un voisinage unilatéral a gauche de t0, les inégalités" (5)
sont vérifiées dans un voisinage unilatéral a gauche de t0,

Nous dirons enfin que le systeme (1) se préte a la majo-
ration universelle au sens 5, dans &, lorsqu’ il se préte
a la majoration au sens 57 et au sens 57 simultanément.

Majoration universelle au sens S2. Nous dirons que le
systeme (1) se préte a la majoration universelle au sens
S+ dans Q, lorsqu’ & tout point PO, jq,..., j>,) apparte-
nant a £2 il correspond une intégrale (2) du systeme (1)
issue du point Po et remplissant la condition suivante:

Condition pour chaque systéme d’équations différen-
tielles
(7) yl = gi(t yi,---, yj , (i= 1,2,...,n)

dont les seconds membres sont continus dans & et y satis-
font aux inégalités

(8) . (f=1,2,...,n)

et pour chaque intégrale (3) du systeme (7) issue du point
Po, les inégalités (5) sont vérifiées dans un voisinage uni-
latéral a droite de 10.

Nous dirons que le systeme (1) se préte a la majoration
universelle au sens 57 dans £2, lorsqu’a tout point Po(t0.
yi,...,yn appartenant a 12 il correspond une intégrale (2)

du systeme (1) issue du point Po et remplissant la condition
suivante:

Condition pour chaque systéeme (7) dont les seconds
membres sont continus dans 12 et y satisfont aux inégalités
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9) éit,y,--,yj > YX-... Yy , G=1,2 ... n)
et pour chaque intégrale (3) du systéeme (7) issue du point
Po, les inégalités (5) sont vérifiées dans un voisinage uni-
latéral a gauche de t0.

Nous dirons enfin que le systéme (1) se préte a la majo-
ration universelle au sens S2 dans lorsqu’ il se préte
a la majoration au sens S2 et au sens 5” simultanément.

Remarque 1. Il est immédiat qu’un systéme qui se préte
a une des majorations au sens S+, Sf, ou se préte a for-
tiori & la majoration correspondante au sens S£, S*, ou S2,
mais le réciproque n’est pas évident.

Majoration universelle au sens Tv En remplacant dans
les énoncés des conditions M+ et AC la phrase "pour chaque
courbe (3) passant par le point PoGo>5\ees£,) " par la
phrase suivante: " pour chaque courbe (3) issue d’un point
O Goyl...,yn) quelconque appartenant a & et tel que

(10) y,<” i, (i= 1,2,...,n).
continue etc.” , on obtient les définitions des majorations
au sens T+, et

M ajoration universelle au sens T2 En remplagant dans les
énoncés des conditions Mt et AC la phrase "pour chaque
intégrale (3) du systéme (7) issue du point Po" par la
phrase suivante: " pour chaque intégrale (3) du systeme (7)
issue d’un point QGOQyt,...,yn quelconque appartenant a £2
et remplissant les inégalités (10) etc.", on obtient les dé-
finitions des majorations au sens T*, et T2.

Propriété P de I'ensemble & Nous dirons qu’un ensemble
ouvert £ jouit de la propriété P, lorsque toute section
non-vide de I’ensemble £ par un plan t— const. constitue
un ensemble convexe.

Condition C. On dira que le systtme de fonctions
fi (t, yv,,....,yn), (/= 1,2,...,n), remplit la conoition C, lorsque
la fonction fi G, yp..., yn est croissante (au sens large) par
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rapport a chacune des variables yx..., y, x yl+v..., y, sépa-
rément. )

Condition D. On dira que le systeme de fonctions
A(t/i.—»yn). remplit la condition D, lorsque la fonction
A (Ayx.-->yn) est décroissante (au sens large) par rapport
a chacune des variables yv...,yi Lyi+i,...,yn séparément.

Remarque 2. |l est facile de montrer que si I’ensemble &
jouit de la propriété P, alors les fonctions d’un systéme
A(Ayi,--.\y,), 00— 1,2,..., n), remplissant les conditions C
et D a la fois ont forcément la forme
(11) A(Ayi>---y,)) = M(Ay,), (i= 1,2,...,n).
ou la fonction h, ne dépend que des variables t et y,.

M. T.Wazewski a démontré? que la condition C est suffi-
sante et nécessaire pour que le systéme (1) se préte a la
majoration universelle au sens T f. Une proposition ana-
logue subsiste pour la majoration universelle au sens
La condition D est pareillement suffisante et nécessaired)
pour que le systeme (1) se préte ala majoration universelle
au sens T~. Une proposition analogue subsiste pour la

majoration universelle au sens . Il en résulte, en vertu
de la Remarque 2, que les seuls systemes qui se prétent a
la majoration au sens Txou bien au sens T2 dans un en-
semble & jouissant de la propriété P sont ceux dont les
seconds membres ont la forme (11).

Or le but de la note présente est d’établir des propo-
sitions analogues pour les notions de majoration au sens 5.

§ 1
Avant d’énoncer les théorémes en question nous allons
démontrer quelques lemmes qui nous faciliteront les dé-
monstrations dans la suite.

*) Ceci veut dire que

A(ty ... Yj-v kj,y>+i.ee- v, )< Aa. yi.oeoy/-i> A yj+i......
lorsque i4=j et kj < | .

2 cf. T. Wazewski: Systemes d'équations et d’inégalités différen-
tielles aux deuxiémes membres monotones, Ann. Soc. Pol. Math. T. XXIII.

Théoréme 2a et Théoréme 3.
s) cf. Wazewski: loc. cit. Théoréme 2a bis et Théoréme 3 bis.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 14
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Lemme 1: Supposons que la fonction f (/,y) soit continue
au voisinage du point (0, 0) et qu’elle y remplisse les rela-
tions

(12) Z(0,00= 0
(13) f(/,0)>0 pour t> 0.
Dans ces hypothéses il existe une courbe y= v’(U définie
et dérivable au voisinage de t= 0 et telle que
(14) y= () (f) pour/> 0.
(15) yj(f)=>0 pour#>0.
(16) y(©0)=0.

Démonstration. Considérons I’'équation différentielle
(17) [ = 1(ly)-y/l(/,0)
ainsi que I’¢quation
(18) y'=I(Ly)—I(f0).

et désignons par y — y>(t) I'intégrale supérieure de I’équation
(17) issue du point (0,0). On aura alors (16) ainsi que (14)
puisque, d’aprés (12) et (13)

(19) v (O= /(f,v(O)-yZ(/,0)<ffl/,v(f)) pourf>0.

D’autre part le second membre de I’équation (17) étant, en
vertu de (13), plus grand que celui de I’équation (18) et la
courbe y —0 étant évidemment une intégrale de I’équation
(18) issue du point (0,0) on a I'inégalité (15)4).

Lemme 2. Supposons que la fonction /(y) soit continue
dans un intervalle A et que pour deux valeurs y >y appar-
tenant a Aon ait I'inégalité
(20) HYyXHy).

Dans ces hypothéses il existe un y appartenant a A et un
0> 0 tels que

(21) f(y)>/(y) pour y—0<y<y.
4 E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Chelsea Pu-

blishing Company, 1947, p. 91, Satz 5. L’inégalité (15) résulte de ce théo-
reme en vertu de l'inégalité (13).
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Démonstration. Désignons par y la borne inférieure de
y tels que
(22) fly)= f(y) et y<y<y.
D’aprés (20) on a y >y et en posant = y — y on aura, en
vertu de la continuité de /(y), l'inégalité (21).

Lemme 3. Soit donné dans le plan des variables (/, y) un
ensemble ouvert G contenant a son intérieur le segment
ouvert (— $§0) sur I'axe y, ou %> 0.

Nous affirmons qu’il existe une courbe y = y (0 continue
et continidment dérivable dans un voisinage unilatéral a
droite de t= 0, située a I’intérieur de G pourt> 0 et telle que

(23) ip(0) —0
(24) Hm yl() = — e

Démonstration. Soit yv, (v==1,2,...) une suite de points
sur le segment (— §0) de l'axe y telle que

(25) yv <yv+v lim yv= 0.
v-H-00

Pour tout indice v il existe un hv>0 tel que le rectangle
Rv défini par les inégalités

(Rv) 0<f<\ ; yv<y<yv+l.

est contenu a l’intérieur de G. On aura alors

(26) £ERvCG.
v—4

Soit hv une autre suite telle que

27) 0<hv<hv;h+|<hv;l>!|mh:0.

Joignons les points (hv, yv) et (hv+1, yv+l) par un segment

rectiligne Sv. D’aprés (27) nous aurons alors

(28) SVC R V.
Ces segments réunis forment une ligne continue
(29) t = af(y) pour — $<y < 0

telle que, d’apres (27),

14¢
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(30) y_li>r(r)1_0a (y) = 0.

En vertu de (28), la ligne (29) est contenue a l’intérieur de
)X

Dans chaque intervalle (yv, yv+l) on a

(31) o'(y) = dv
ou dv est une constante satisfaisant a I’inégalité
(32) dv <0.
On vérifie en outre que
y
(33) a(y) = f a'(y)dy pour — &<y < 0.
0

Conidérons maintenant les rectangles Rv définis par les iné-
galités

(RJ dv<t< 0 ; yv<y<yvil

et construisons, comme tout a I'heure, une fonction a(y)

pour — 6<y< 0 de facon que la courbe

(34) t= 6(y) pour —o<y <20
(e]e]

soit continue, située a l'intérieur de ~ Rv et qu’ on ait
V=i

(35) y_llsr] o(y) = 0

On aura donc, d’aprés (31) et (RJ, dans chaque intervalle
(y-y >

(36) o'(y) < 6(y) < 0.

Il en résulte qu’en posant

(37) ty)= fo(y)dy

on a
(38) t(y) >0 pour —6<y<0; t(0)= 0.
(39) r(y) —oé(y) <o pour —$6< vy < 0,
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Yoo, _
(40) t(y)<j °'(y) dy = o(y).

0
D’apres (35) et (39) on a
(41) / (0)= 0.
Il s’ensuit de (38) et (40) que la courbe
(42) t= *(y) -

00

est contenue & l'intérieur de Rv pour — 6<y <0, puis-

que la courbe (29) I’était. Par conséquent, d’aprés (26), la
courbe (42) est située a l'intérieur de G pour — 6<y <0.
La fonction r(y) est en outre continlment dérivable et dé-
croissante au sens stricte, d’aprés (39).

En désignant donc par y>(/) la fonction inverse a r(y)
on vérifie, d’aprés les propriétés de la fonction r(y) et en
particulier en vertu de (38) et (41), que la courbe y = v(f)
qui est identique a la courbe (42) remplit toutes les condi-
tions du lemme présent.

Les lemmes qui suivent joueront le r6le principal dans
les démonstrations des théoremes du § 2.

Lemme 4. Supposons que l’ensemble & jouisse de la
propriété P.
Supposons en plus que les seconds membres du systéme
(1) soient continus et que la fonction (Ly,,...,yn ne soit
pas croissante par rapport a y2 dans £2.
Dans ces hypothéses il existe un point P0(/0Vj,...,j?n) appar-
tenant a A& tel qu ’a toute intégrale (2) du systéme (1) issue
du point Po il correspond une courbe (3) passant par
Po satisfaisant aux inégalités différentielles (4) dans un voi-
sinage unilatéral a droite de t0 et y remplissant I’inégalité

<43) ¥ (#) > H(0 pour t>t0.

Démonstration. Il existent, par hypothése, deux points
AN YPY2.y3>-—--yn) et E(FfQyi,y2Aese>&.) appartenant a &
tels que y2>y 2 et
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L’ensemble & jouissant de la propriété P le segment [J?, P]
est contenu dans Q. En vertu de (44) il existe, d’aprés le
Lemme 2 (en posantf(y)= (/,,-yxy,¥3...,V¥,,)), un y2 et un

6 >0 tels que
(45) fi(,,yify2y3e-myn) K &>eee>y ]

pour y2—o<y2<y2-
Soit (2) une intégrale du systeme (1) issue du point Po.
Introduisons maintenant la transformation, définie dans un
voisinage V de P,

T=17-f0.
(46) Vi=z yi—<H(t) m

YAYyj-~+ M Ct-Q , (j= 2,3,...,n).
ou M >0 est une constante fixe, choisie de fagcon qu’on ait
(47) ZU0Y,..yn+M >0 , (j=2,3.... n.

LepointPo(f0y,, ..., V,) se transforme en point Qo= (0. 0,...,0)
et le systéme (1) prend la forme

(48) y/= Fi(Ttyl,..,y~ , (i=1,2...n).
ou
(49) PUT,yl....y,) =

— fi [T+TONT+¢iI (e +/,,), y2+y2—
-THr,..., yntyn-7H T]1-~(T +1/0

(50) p/(r,y Ki..,yn=
= fiT+tQy.+y,(T+/0.y2+y2- mt.... Y,+j>n-
AlIT]+ ALL(/= 2,3,...,-n).

Il est immédiat que la transformation (46) ainsi que la
transformation inverse conservent les inégalités différen-
tielles de la forme (4) et les inégalités ordinaires de la
forme (5).

Désignons par Y, —0, (T) celle des intégrales du systéme
(48) issue du point Qo qui est I'image de I’intégrale (2) par
I'intermédiaire de la transformation (46). On aura alors au
voisinage de T= 0

(51) 01T)= O,

et par conséquent
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(52) F, (0,0,...,0)==0.

D’autre part, en vertu de (47) et (50)

(53) Fj (0, — y2,...,ym+31>0,(/= 2,3,..n).
L’inégalité (45) implique, d’apres (49) et (52)

(54) F, (0,0,Y20,...,0) >0, pour—<5<Y2<0.

Il en résulte, en vertu de la continuité de la fonction Fit qu’il
existe dans le plan des variables (7, Y2 un ensemble ouvert
G contenant a son intérieur le segment ouvert (—5,0) sur
I’axe Y2 tel que

(55) Fi(7,0,Y20,.,0) >0 dans G.

En vertu du Lemme 3 il existe dans G une courbe Y2= 7 2(7)

continue et contindment dérivable dans un voisinage uni-
latéral a droite de T — 0 telle que

(56) 72(0) = 0.
lit T) = —
7) e (D
Posons ensuite
(58) 7/7)-0 , 0= 3,4,...,n).

On aura alors, d’aprés (55)

(59) F, (7,0,72(7),73(7),....,7n(7)) > 0 pour7>0.
dans un voisinage unilatéral a droite de T — 0.

Il s’ensuit, selon le Lemme 1, en posant

qu’il existe une fonction 7,(7) satisfaisant a I'inégalité diffe-
rentielle

(60) 7/(7)<F(7,7,(7), 7TXA7)....... 7n(7)) pour 7>0.

dans un voisinage unilatéral, suffisamment petit, de T —0
et telle que

(61) 7,(0) = 0.

(62) 717) >0= 7,(7) pour T > 0.

D ’apres (53), (56), (57), (58) et (61) et en vertu de la con-
tinuité on aura dans un voisinage, unilatéral, suffisamment
petit, de 7 = 0.

(63) 7/(7)<FI7,7,(7),..., Tn(7)) , 0= 2,3,...,n).
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En désignant par y,= yf(O» (i= 1,2,..., n) l'image de la
courbe yrF/T), (i= 1,2,..., ri), construite tout a I'heure,
par I'intermédiaire de la transformation inverse a (46), on
vérifie que la courbe y,= v,(f) passe par le point PO(t0,
V,,. ., yn en vertu de (56), (58) et (61), satisfait aux inéga-
lités différentielles (4) dans un voisinage unilatéral a droite
de tO (en vertu de (60) et (63)) et y remplit I'inégalité (43)
(d’apres (62)).

Gette courbe en est donc une dont il fallait démontrer
I’existence.

Lemme5. Conservons les hypothéses duLemme4 relatives
a I’ensemble & et a la continuité des fonctions /,, et suppo-

sons que la fonction ft(t,yy,..., y,) ne soit pas décroissante
par rapport a y2 dans &.
Dans ces hypotheses il existe un point POQo< A)

appartenant a Q tel qu’ a toute intégrale (2) du systéeme (1)
issue du point Po il correspond une courbe (3) passant par
PQ satisfaisant aux inégalités différentielles (6) dans un voisi-
nage unilatéral a gauche de t0 et y remplissant I'inégalité

(64) Vi(0>Fi(0 pour t< to0.

Démonstration. Nous allons déduire ce lemme du Lemme
4 en introduisant la transformation
(65) = —t ; vy,=y, (i=1 , N).

qui change le signe des inégalités différentielles de Ia
forme (6) et conserve les inégalités ordinaires de la forme (5).
Par cette transformation le systéme (1) prend la forme

(66) ¥/= F(TX¥,...,¥,) , (@@= 12,....n)

ou

(67) Fi(r,y21,....yn=—/(—=T,y,,...,yn , (/= 1,2,..,, n).
La fonction Zj(L yj,..., yn) n’tant pas décroissante par
rapport a y2dans G il résulte de (67) que la fonction

F1(T,yl,...,yn n’est pas croissante par rapport a Y 2dans
(I'ensemble Si* qui est I'image de I’ensemble Si par linter-
médiaire de la transformation (65).
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Il s’ensuit que le systeme (66) satisfait aux hypotheses du
Lemme 4 dansol’ensemble et par cosequent il existe un
point Q,(TO, y,,...,yn appartenant a J2* et. remplissant les
conditions du Lemme 4 par rapport au systeme (66).
Désignons par PO(tOy 1....yn) I'image du point Q, par
Iintermédiaire de la transformation (65), c.—a.—d.

(68) l,=—To ; y,=9y, , 0=1,2,...,n).

Soit (2) une intégrale quelconque du systéme (1) issue du
point Po.

Son image par la transformation (65) sera une intégrale
(69) y,= 0,(T) , 0= 1,2,...,n).

du systeme (66) issue du point Q,,. ou

(70) 0i(T)= y#(-T) , 0=1,2,..., n).

En vertu du Lemme 4 il existe une courbe

(71) yrPJIT), 0= 1,2,...,n).

passant par Qo satisfaisant aux inégalités différentielles
(72) P(T)<FI(T,ALT),...,'fI(T)), 0= 1,2,...,n).

dans un voisinage unilatéral a droite de T= Toety rem-
plissant I'inégalité

(73) S7,(T)> 0, (T) pour T>TO.
En posant
(74) vio) = i/,(-f), 0=1,2.... n).

on vérifie, d’aprés (67) et (72), que la courbe yi= ipi(t)
satisfait aux inégalités différentielles (6) dans un voisinage
unilatéral & gauche de t= t0 et y remplit, selon (70) et (73),
I'inégalité (64).

Lemme 6. Supposons que les seconds membres du systeme
(1) soient continus dans I’ensemble ouvert contenant le
point P0OQ Y,....yn et que la fonction AO,yi,...,y,) soit
de classe C1 Supposons en plus qu’on ait I'inégalité

(75) <0

Dans ces hypothéses, pour toute intégrale (2) du systéme
(1) issue du point Poil existe un systéme d’équations (7)
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dont les seconds membres sont continus dans fi et y satis-
font aux inégalités (8), et une intégrale (3) du systeme (7)
passant par Po satisfaisant a I'inégalité (43) dans un voi-
sinage unilatéral a droite de t0.

Démonstration. Etant donnée une intégrale (2) du systéme
(1) issue du point Po il suffit de construire le systéeme (7),
dont il est question, dans un voisinage fermé du point Po, car
on pourra ensuite prolonger les seconds membres du systéme
obtenu sur I’ensemble & tout entier de fagcon que les fonc-
tions gf soient continues et satisfassent aux inégalités (8)
dans A
En effectuant la transformation
(16) T —t—1t0 ; , 0= 1.2...n).
nous pouvons réduire le cas général a celui ou Po= (0,0,..0),
toutes les fonctions ~.(f) remplissent les identités

(77) ®0=0 , (i=1,2....n),

et par conséquent
(78) /,(f,0,.....0)"0 = 12,.. n).
D 'apres (75) il exite un A >0 tel que
(79) — > A .
Oy2

dans un voisinage suffisamment petit de Po. D’autre part
la fonction étant, par hypothése, de classe C1 il existe
un B> 0 tel que
(80) S 6d g,

=l ay,
au voisinage de Po.
D'aprés (78) et (79) on a dans un voisinage Vv, suffisamment
petit, de t= 0
(81) 00,0,—/,0,...,0)> J/ pour />0.
Posons

(82)  v2(0 = — (0= — (k= 3,4,...n) .
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On aura alors, d’aprés (80), dans le voisinage V

fi (t,0,v2(0 »ee,  (0) —fi(t, 0,y2(f), 0,...,0)) >
&) s _BAt pourfri’ g
donc en vertu de (81)

(84)  /j(f,0,y2 »>\Mn(0)>j />0 pour t>0.

dans le voisinage V .
Il en résulte, selon le Lenune 1, en posant

f(ty)= fi(ty, % (0,se,vn(0),
qu’il existe une fonction vu(t) satisfaisant dans un voisinage,
suffisamment petit, de #= 0 a I’équation différentielle
(85) 1
vi (f) = fl(t, = (), V2(0 ....... (0) —j f1(to,V2(/),...,yjn(1))
et telle que
(86) v1(0)= 0
(87) mpl (/) > 0— <H(/)) pour t>0

Il suffit maintenant de poser au voisinage du point PQ

gi(f,yv eoy,,) = fiffyi,- myn—j fi (t 0,y2(0,e. 5, (f)

pour #>0.
gjtyi,- eoy,) = fi(t,yv....,y,)+/ pour t< 0.
g2(f,yP. y,)= — 1.
A _ A _
eSt,yp.. y,)=  ,5 ., (= 3.4,...n).

On vérifie, d’aprés (78) et (84) et en vertu de la continuité,
que les fonctions g, ainsi définies satisfont aux inégalités (8)
dans un voisinage, suffisamment petit, de P,. D autre part,
d’apres (82) et (85), la courbe yf= y, (0O est une intégrale,
issue du point Po, du systeme (7) avec les seconds membres
définis par (88). Cette intégrale remplit, en vertu de (87),
I'inégalité (43).
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Lemme 7. Conservons les hypothéses du Lemme 6 en
remplagant I'inégalité (75) par inégalité
"d fi
\dy2/po ~°
Dans ces hypothéses, pour toute intégrale (2) du systéme
(1) issue du point Pc U existe un systeme d’équations diffé-
rentielles (7) dont les seconds membres sont continus dans
fi et y satisfont aux inégalités (9) et une intégrale (3) du
systéme (7) passant par ce point telle que dans un voisinage
unilatéral a gauche de t~ tion a I'inégalité (64).
Ce lemme découle du Lemme 6 par lintermédiaire de la

transformation (65), tout comme le Lemme 5 a résulté du
Lemme 4.

(89)

§ 2.

Théoréeme 1. Supposons que les seconds membres du sy-
sttme (1) soient continus dans lI’'ensemble ouvert Q jouissant
de la propriété P.

Dans ces hypothéses la condition C (Introduction) est suffi-

sante et nécessaire pour que le Systeme (1) se préte a la
majoration universelle au sens S+ dans u.

Démonstration. La condition C est suffisante. En effet,
la condition C étant remplie dans a tout point Po appar-
tenant a Q il correspond une intégrale du systeme (1) issue
de ce point (et notamment l'intégrale supérieure a droite
issue de Po satisfaisant a la condition (Introduction)5).
La condition C est aussi nécesaire. En effet, supposons que
les fonctions ft ne remplissent pas la condition C. Nous
pouvons supposer (en changeant au besoin le numérotage
des variables et des fonctions) que la fonction /, (t, yv..., yn)
ne soit pas croissante par rapport a y2 dans &.

1 résulte alors du Lemme 4 que la condition énoncée dans
la définition de la majoration au sens S+ (Introduction) est

en défaut pour un point Po appartenant a &.

9E. Kamke: Zur Théorie der Systéeme gewdhnlicher Differential-
gleichungen, Acta Math.. T. 58, p. 82, Satz 9.
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Théoreme 2. Dans les hypothéses du Théoréme 1 la con-
dition D (Introduction) est suffisante et nécessaire pour que
le systeme (1) se préte a la majoration universelle au sens
57 dans &.

Démonstration. La condition est suffissante. En effet, la
condition D étant remplie dans A a tout point Po apparte-
nant a £ il correspond une intégrale du systéeme (1) issue
de ce point (et notamment I'intégrale supérieure a gauche
issue de Po satisfaisant a la condition (Introduction)6
La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que la
condition D ne soit pas remplie. Nous pouvons supposer
que la fonction /, (f,y,..., y,) ne soit pas décroissante par
rapport a y2 dans Q. Il résulte alors du Lemme 5 que la
condition énoncée dans la définition de la majoration uni-
verselle au sens 5” est en défaut pour un point Po apparte-
nant J2.

En vertu de a Remarque 2 les Théorémes 1 et 2 impli-
quent le suivant

Théoréme 3. Dans les hypothéses du Théoreme 1 la con-
dition suffisante et nécessaire pour que le systéme (1) se
préte a la majoration universelle au sens 5, dans & con-
siste en ce que les fonctions /s(/,yp...,¥,) soient de la
forme (11).

Théoréme 4. Supposons que les seconds membres du sy-
steme (1) soient de classe C dans I’ensemble ouvert A&
jouissant de la propriété P.

Dans ces hypothéses la condition suffisante et nécessaire
pour que le systéme (1) se préte a la majoration universelle
au sens dans Q consiste en ce que les inégalités

df
(90) e i=t=d" (b/= 1,2,...,n) .

soient vérifiées en tout point de Q.

Démonstration. La suffisance de la condition résulte du
Théoréeme 1, puisque les inégalités (90) impliquent dans P
jouissant de la propriété P la condition C.

6 E. Kamke: cf. loc. cit. 5).
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La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que
les inégalités (90) ne soient pas remplies toutes en un point
Po. Nous pouvons supposer (en changeant au besoin le
numérotage des variables et des fonctions) qu’on ait I'iné-
galité (75). |l résulte alors du Lemme 6 que la condition
énoncée dans la définition de la majoration au sens est
en défaut pour le point Po.

Théoréme 5. Dans les hypothéses du Théoréme 4 la con-
dition suffisante et nécessaire pour que les systeme (1) se
préte a la majoration universelle au sens dans & con-
siste en ce que les inégalités

(91) . iM=A(ij= 1,2,....n),

soient vérifiées en tout point de

Démonstration. La suffisance de la condition résulte du
Théoréme 2. La condition est aussi nécessaire. En effet,
les inégalités (91) n’étant pas vérifiées toutes en un point
P» nous pouvons supposer qu’on ait I'inégalitée (89). |l
s’ensuit alors du Lemme 7 que la condition énoncée dans la
définition de la majoration universelle au sens S~2 est en
défaut pour le point Po

Les Théorémes 4 et 5 entrafnent le suivant.

Théoréme 6. Dans les hypothéses du Théoréme 4 la con-
dition nécessaire et suffisante pour que le systéme (1) se
préte a la majoration universelle au sens S2 dans consiste
en ce que les fonctions ft(t, yn) soient de la forme (11).

Remarque 3. On peut définir les notions de minoration
universelle analogues a celles de majoration universelle.
Nous définirons a titre d’exemple la notion de la

Minoration universelle au sens U+. On dira que le sy-
sttme (1) se préte a la minoration universelle au sens U+

dans lorsqu’ a tout point Po appartenant a & il corres-
pond une intégrale (2) du systeme (1) issue de Poet remp-
lissant la condition suivante :
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Pour chaque courbe (3) passant par Po, cotinue et satis-
faisant aux inégalités différentielles (6) dans un voisinage
unilatéral a droite de tO les inégalités

(92) yjto) > @o) , (i=1,2,..n)

sont vérifiées dans un voisinage unilatéral a droite de t0.
On définit d’une fagcon analogue les notions de minoration
au sens U~, Ux, U+, V~ et U2
Or tous les Théorémes 1—6 restent vrais aussi pour les no-
tions de minoration universelle.
On obtient les théorémes respectifs des Théoremes 1—6
par I'intermédiaire de la transformation

(93) T=t ; y,= -y, , 0=1,2/..,n)

car elle transforme les inégalités différentielles de la forme
(94) y.</,(/, Y, eyn) , 0= 1,2,....n).

en les inégalités de la forme

(95) y; > Fi(T,y1,...,y,) , 0=1,2,.... n)

et les inégalités

(96) 0) < Vvi(/) , 0=1,2,..n)
en les inégalités

97) «Ki(T)>0i(T) , 0= 1,2,..., n).



SUR UN THEOREME DE M. BIERNACKI «

Par
Gyuta (Julius) Sz.-NAGY (Szeged, Hongrie)

§ 1. Je vais exposer ici une démonstration élémentaire
du théoréme suivant:

I. Désignons par 1 ety des nombres quelconques (réels
ou complexes) et par mv m2....mn des nombres positifs
arbitraires et posons:

) f(z) = (z—z,) (z—2)... (z—z,,)
) 9(z) = 1(2)

Si le cercle K

3) |z—z01< r

contient tous les zéros du polynéme f(z) alors le cercle
(4) |z—z0|<r, = r/2
contient an moins (n—1) zéros du polynéme g(z).

Le cercle Kx contient tous les zéros du polynéme

(5) f(z) 9'(z) —9(2) f'(2)
c. & d. tous les zéros, situés a distance finie, de la dérivée
de la fraction rationnelle g(z):f(z).

Ce théoreme a été établi dans le cas ou m, =
= m2= .. = = 1,c.a.d. dans le cas des polynémes

*) L’idée fondamentale de ce travail est déja contenue dans un article
que j'ai publié en hongrois en 1942. Cependant les démonstrations actu-
elles sont beaucoup plus simples et plus courtes que celles d’autrefois.
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9(z) — Af(z) + /t/'(z) par M. Biernacki2. J. Dieudonnég3
a trouvé une autre démonstration de la premiére partie de
ce théoréeme de Biernacki.

§ 2. On a le théoréme suivant:

IL Soient?,et?2(?t=£727?,7" zfepouri— ,2etk=1,2,...,ri)

des zéros du polynéme g(z) (p*=0) et H I'hyperbole équi-
latére qui passe par et Qet dont le centre esty (?j+?2*
Le polyndme f(z) posséde au moins un zéro dans la région
du plan extérieure a I’hyperbole H et aussi au moins un
zéro dans la région intérieure a cette hyperbole, & moins
que tous les zéros de f(z) ne soient pas situés sur H.
Ce théoréme est encore valable lorsque ?1= ?2 es™ un zéro
multiple du polynéme g(z), tandis que f(C") 72 0. Dans ce
cas H est un couple quelconque de droites se coupant a
I’angle droit au point

Dans cet énoncé la région extérieure (respectivement
intérieure) a I'hyperbole H est le lieu des points d’ou I'on
peut mener deux (resp. aucune) tangentes a I’hyperbole.
Chacune des régions relatives a une hyperbole H dégénérée
(fi= ?2 est un angle rectangle double dont les c6tés se con-
fondent avec les droites de H (il comprend deux angles
droits symeétriques par rapport a ?j).

Jai déja démontré4 d’une maniére élémentaire la pré-
miere partie du théoréme Il (?t=£?2 dans le cas des poly-
némes /(z) = 2f(z) + p/'(z). Ma démonstration est valable
sans modification dans le cas ou les mk sont des nombres
positifs arbitraires.

Lorsque —?2et /(?,)~0 on a g(?)= 0 et g'G\)= 0.
Donc est un zéro de la fraction rationnelle:

I(2) 9(2) — 9(2) f(2) _ [9() 1’ ine g
(6) 1(z2) L7(z)J

-zK) 2

2 M. Biernacki, Sur les équations algébriques contenant des para-
métres arbitraires. Bulletin de I’Académie Polonaise des Sciences et de
Lettres, Classe des Scienc. Math., Série A 1927, 541—685.

3 J. Dieudonné, Sur quelques points de la théorie des polynémes,
Bulletin des Sciences Math., Série 2, 58 (1934), 273—296.

4 Gy. (J.) v. Sz Nagy. Zur Théorie der algebraischen Gleichungen,
Jahresbericht der Deut. Math. Ver. 31 (1922), 238-251.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIH. 15
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D’apres un autre théoréme tout aussi élémentaire que j’ai
établi ailleursb tous les zéros de cette fraction rationnelle
sont situés dans un domaine dont- la frontiére est le lieu
des points d’ou I'on voit sous l'angle droit le plus petit po-
lygone convexe contenant tous les points zIt z2,..., zn (,kon-
vexe Hulle* des points zB. Si un point de la frontiere
du domaine en question est un zéro de la fraction ration-
nelle, les points zft sont situés sur les cdtés de langle droit.
Il en résulte la deuxiéme partie du théoréme II.

§ 3. Pour établir le théoréme | nous aurons besoin du
théoréme Il et d’un lemme géométrique que voici:

I1l. Soient K et K1 deux cercles concentriques de rayons
retr,= r)/2 respectivement. Par chaque couple de points

, P2 situés a l'extérieur du cercle il passe une hyper-
bole équilatére H* dont le centre est le milieu Po du seg-
ment PIP2et qui riaaucun point (réel) en commun avec le
cercle K.

Dans la démonstration de ce théoréme nous allons dire,
pour abréger, qu’une hyperbole équilatére dont le centre
est Poet qui passe par Pt et par P2 est une ,,//-hyperbole”.
Si cette hyperbole n’a aucun point en commun avec K, elle
sera dite une ,//*-hyperbole*.

Une //-hyperbole est déterminée soit par sa tangente tt
au point Pp soit par ses asymptotes, sa tangente t2 au point
P, est parallele a ti. Si K est contenu entre txet t2//-hy-
perbole est évidemment une //*-hyperbole. Il s’ensuit I’'exac-
titude du théoréme Ill dans le cas ou Po est situé sur la
circonférence de K ou a l'intérieur de ce cercle. En effet,
la longueur de ces cordes du cercle KI qui sont tangentes
a K est 2r; si donc Poest situé sur la circonférence de K ou
a l'intérieur de ce cercle il existe évidemment une bande
comprise entre deux droites paralleles tt et t2 passant par

5 Gy. (J.) v. Sz. Nagy, Uber die Lage der Wurzeln von linearen
Verknipfungen algebraischer Gieichungen. Acta scient math. Szeged, 1
(1923), 127-138.
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P, et P2 respectivement et qui contient le cercle K. La
H-hyperbole ayant la tangente ti est donc une /H-hyper-
bole.

La démonstration du théoréme Il dans le cas ou Po est
situé a I'extérieur du Kx est tout aussi aisée. Les tangentes
ménées du point Po au cercle K font entre elles un angle
aigu, il existe donc un angle rectangle double W de sommet
Po (il comprend deux angles droits symétriques par rapport
a Po qui ne contient aucun point de K. Si Pt est situé
dan8 W alors la H-hyperbole dont les asymptotes sont les
cotés de W est une H*-hyperbole.

Lorsque la demi-droite P@Xcoupe la circonférence de
Kx aux points Qt et Q2 et lorsque est situé entre Po et
02 Pi est situé soit sur le segment P0OQi soit en dehors du
segment P0Q2 Dans le premier cas la H-hyperbole dont les
asymptotes sont paralleles a ces tangentes du K qui passent
par Qj est évidemment une H*-hyperbole. Dans le second
cas il existe une H-hyperbole dont la tangente au point Pt
soit /, n’a pas de points communs avec K, cette hyperbole
est une H*-hyperbole.

Il ne reste donc plus qu’a établir le théoreme IIl dans
le cas ou P, est situé dans I’'anneau compris entre les cir-
conférences K et Kj. En introduisant un systéme des coor-
données rectangulaires dans lesquel I'origine est au centre-
du K et I’axe positive Ox coincide avec la demi-droite OPO
on obtient les relations:

Po GO "1 (“>YIXP2 (*2y2)’ + "Xg VI
r<x0<rl=r j/2, x1+ y{>t\= 2r, x2+ y2>

Dans ce systeme de coordonnées les équations de cercles
K et Xi sont respectivement :

(7) X +y =7r X +y = rl—2r.

Nous pouvons admettre que l'on a dans la démonstration
du théoréme IlI:

(8) X, < X0, |y,|<r et r<x, < x0<

15
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En effet, lorsque | |> r cette //-hyperbole dont la tan-
gente en Pj est parallele a I'axe Ox est une //*-hyperbole.
Cela a lieu aussi dans le cas ou xY<r car on a alors
y2> r\—r2—r2 Lorsque xI<—rc’est la//-hyperbole dont
la tangente est paralléle a I'axe Oy qui est une //“hyper-
bole.

L’équation de la //-hyperbole symétrique par rapport a
I'axe Ox s’écrit:
(9) y2— (X—x02=y 2— (x —x02=.z4,

et les abscisses de ses points d’intersection avec K satisfont
a I’équation:
(10) (X—x02+ x2=-r2— A.

Pour que cette équation ne posséde aucune racine réelle il
faut et il suffit que l’'on ait:

(11) X2+ 2(r2—A — Xg)<0,c.ad. A+ >r2.

Or cette condition est remplie, car I'on a:
M= y2— (Xj — x02= (x2+ y2) — x2— (xj — x02>
'>2rj—)<12—()'(j—x0)2: t%—x%# 2X, fxO—xj('> Z_xb

et par suite:

L’hyperbole (9) est donc une //*-hyperbole.

Le théoréme IIl est donc complétement établi. Il est évide-
ment valable aussi dans le cas ou Pl et Pz se confondent
avec Pg et la //*-hyperbole se décompose donc en deux
droites perpendiculaires passant par Po car dans ce cas on
voit le cercle K d'un point situé a I’extérieur du cercle K{
sous un angle aigu.

§ 4. Supposons maintenant que la premiere partie du thé-
oreme | soit inexacte, il existerait alors un polyndme g(z)
de la forme (2) qui aurait au moins deux zéros (distincts
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ou confondus), soit et Qsitués a I'extérieur du cercle (4).
On pourrait tracer une hyperbole équilatéere H* (pouvant

se décomposer en droites) de centre (s,+f2 qui passerait

par des points et @ et qui n’aurait aucun point (réel)
commun avec le cercle |z—z0|= r. Il en résulterait que ce
cercle et par suite tous les zéros du polyndéme (1), seraient
situés dans une des deux régions déterminées par lhyper-
bole //*, c’est ce qui est en contradiction avec le théo-
reme Il. L’exactitude du théoréme | en résulte car tout
zéro situé a distance finie de la fraction rationnelle (6) est
situé dans le cercle (4).
Le théoréme | peut étre énoncé aussi de la fagon suivante :
Si les p6les de la fonction rationnelle
n
R(z) = X ™k (mfe>0; k—1,2,...,n)
k=i z ~ zk
sont compris dans le cercle \z—zol<r, alors R(z) est uni
valente dans I'extérieur du cercle \z—z,| —r 122 .6

6) M. Mardcn, On thc zéros of rational functions having prescribed
poles, with applications to the dérivative of an entire function of finite
genre, Trans. Amer. math. Soc., 66 (1949), 407—418, vient de généraliser
le théoréme | au cas ou les coefficients sont des nombres complexes
compris dans un angle de sommet O et d’ouverture u>«ot) et2 est un po-
lyndbme de degré p—1 a coefficients quelconques. Le polynéme p(z) a alors
au plus p zéros d’ou lI'on voit I’'enveloppe connexe de zéros de /(z) sous
un angle < T .(L.J .



UNE METHODE ELEMENTAIRE DE RESOLUTION
DU PROBLEME DE DIRICHLET DANS LE PLAN

Par
F. Leja (Krakdw)

1. Introduction. Soit F la frontiére d’un domaine plan
quelconque Doo contenant le point a I'infini dans son inté-
rieur, <p(z) une fonction réelle définie et continue sur F des
bornes m et M

m< <p@< M
et J I’'ensemble (supposé non vide) complémentaire
a Doo+ F. Il est clair que J est une somme finie ou dé-
nombrable des domaines disjoints bornés simplement con-
nexes dont la frontiére est contenue dans F.

Soit Qn)un systéeme de n+ 1points différents quelconques
situés sur F; — {f0, Ev ..., f,}. Désignons par =
= U(f0 £It..., Q le produit
U(E<n) = J 7 K -tk],

0«J < fc«n

)

par Lo) (z, £W) le polynéme

(2) LO,(z,f..))= 7= 0, 1,..., N,
(N>

et par Aun parameétre réel non négatif.
Lorsque le systeme f(n) varie sur F la valeur du pro-

duit
n
(3) U, G)= V (E() *e- ne 07 Q)
reste bornée et atteint sa borne supérieure. Désignons par

(4) in. J) (n,)) « n: 1 ,2 yoo
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ou plus brievement par
(4) R n=1,2

un systéme de n+1 points de F en lequel
(5) Us(x() -sup UAFM).
£(n)eF
Un systéme (4) remplissant la condition (5) sera dit

systéeme des points extrémaux de F du rang n correspon-
dant a A<p(@).

Les polynémes

(6) 00 (z, Ax(M)= LO)(z, x(n) ™1 j=0,1,.... n,

seront dits polyndémes extrémaux du degré n associés a F

et Atp(z). Je dis que ces polyndmes satisfont sur F a I'iné-

galité

(7) 00)(z, & xw)|< & J=01,..,n;zeF.
En effet, désignons les points (4") plus briéevement par

X0, xv xn et soit z un point quelconque de F. D’aprés (5)
on a

(/\01... _11 (/\01
d’ou I'on conclut que
Cn\z— xk|) e~m* < (n] x,— xk]|) e~m (X)

k=0 k=0 J
*=N) (fctn

et cette inégalité entraine immédiatement I'inégalité (7).

Formons la somme de modules des polyndmes extré-
maux (6) et faisons varier n
(8) Fn(zZti)~ J™|0w(z,A, x(n)|, n=1,2,...
;=0
Il est évident que la fonction F,(z, A est positive dans le
plan entier et, si A=t=0, la fonction

[log I/f~ 1)
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est égale a ?>(z) aux points extrémaux (4) et par suite elle
constitue une approximation de la fonction donnée cp(2)
sur F.

Le but proncipal de ce travail est de démontrer que,
dans I'ensemble J + F, il existe la limite réitérée

9) lim { limy log ]/Fn(z, A)}— ®(2)
X0 vn—o00Z
et que la fonction <Z¥2 constitue la solution du probleme

de Dirichlet pour le domaine (ou la somme de domaines)
J et les données frontiére <p(2).

2. Premier passage a la limite. Supposons que 2 soit
fixe.
Théoreme I. La suzie{j/*,.(z4 tend dans le plan en-

tier vers une limite finie
n

(10) lim I/E n(z,2) = d>(z,2)

n—oo0or

sitisfaisant aux inégalités

(11) log O(z,2)>2m dans le plan entier

(12) log </>(z,2)<2?>(z) sur F.
Démonstration. Soit t(n={f0 un systéme

de n+ 1 poins de F. Posons

(13) 00)(z,2,CN) = LO)(z/n) e j=0,1,...,n,

et désignons par 0n(z,2) la borne inférieure du plus grand
des modules |0 0)(z,2,C()|, j = 0,1,..., 77, lorsque (z et n étant
fixes) le systéeme Qn) varie sur F

(14) 0 (z,2)= inf /Im ax|00)(z,2,f(n))|) = 12,—
fm<F 1 @)

Je dis que, quels que soient z et 2, on a
(15) "Uz,2)*0r(z,2) pour/«eti'=1,2,...

En effet, a tout s> 0 on peut faire correspondre un sy-
steme de p+v+1 points de F, soit
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(16) {y0>+ y>» o’ Y7417

pour lequel

(17) 0 (z, A > max |00)(z, Ay(+>) |—e
Mr 0)

Formons le produit

—vtl(p(y )+ ...+ cply )]

Nz,yiityiz ..y t)y= V(z,y",..y.)-e

ou les y, sont des points (16) et cherchons son maximum
lorsque (r étant fixe) les yfeparcourent le systeme (16). On
peut supposer que ce maximum soit égal a W (z,y/t+v...,y #,
et que par suite

(18) W .y*+p.e yMy) > W |y, VAL ...y Ny [+1....ywH

pour

i= o1, 0t et K= ju+l,... ju+y.
De (18) on déduit I'inégalité
0W(z,AyW) [> 0 <z, Ayw)|, ot yW= {yfy/(+l,.. y"J,

et comme max |0 W(z, AyW)| > 0 (z,A) on a
©

(19) 100)(z, Ay() |> 0j(@zA) pour i= 0,1,..../*.

Observons maintenant que si l’'on pose y<)= {y0 yr...,yj
et yee= {y- V.*l,.... y,tpl on a identiqguement pour
i=0,1,.,/*

0@z2,y(+9 = 0()(z,AyW) «0(Qz,AYyW)
donc d’aprés (17) et (19)
0/(Hz,A+e> |0()z,AyW) |+0,(z,A), pouri—0,1,..., /*
et par suite
0/,+Xz,A+ £> 0 (i(z, A * 0,,(z, A,

ce qui entraine (15) car e est arbitrairement petit.

Cn___ |
Il résulte de (15) que la suite |]/0n(z,A)J tend vers une

limite finie ou infinie. Posons
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n
<2°) Ni™ ¥0,U8= 0(z2).
La limite (10) existe car on a quel que soit z
(21) $niU) < FnGu)<(n + 1)20n(z,2).

La premiére de ces inégalités est évidente. Pour prouver
la seconde faisons correspondre a e> 0 un systéme de points
de F, soit

(22) y (n)={y ®yi»---»yn},
pour lequel
(23) 0 »” (Z 12)> m(fi)x |0 (fQ(ZaAvy(n)) | —£L

D’aprés la formule d’interpolation de Lagrange on a

06z, xM) = J200)(y,L x() LKz,y")
k=0

donc en vertu de (7)
N —_
\z,a ,xw)\<k§0|Lw(z,yw) ler = kE_Olo @)(z,2,y !

et par suite d’aprés (23)
100)(z,2,x(M)|< (n + 1) [On(z,A) + €],
ce qui entraine I'inégalité Fn(z,A)<(n+ 1)20 n(z,A) car e est
arbitrairement petit.
Il reste a prouver que la limite 0(z,2) est partout finie.

Soit
An)= {%. *?leee Vn}

un systeme de n + 1 points de F en lequel le produit (1)
atteint son maximum qui sera désigné par V,,(F). Parmi
les produits

My)= 1657 — %) eeo(’ly ~ "Ty-i) (]~ Vj+i) —) 1, J—0,1,..., n,

soit J® le plus petit. On saitl) que les deux suites

(J/JF )"} et

* Ce journal t. 18 (1945) p. 4—11.
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tendent vers le diametre transfini (capacité) de I’ensemble F.
Désignons ce diametre par

d(F)
et soit z un point quelconque du plan et R(z) la plus
grande distance de z a F. Puisque

A L@
et que $n(z, A< max |$ i)z, Ai/n) | on a

(24)

donc $(z,A)< R(z)*elM:d(F) et par suite <P(z,A est finie
car d(F) > 0.

Les inégalités (11) et (12) résultent des suivantes: D ’apres
(6) et (8) an a quel que soit z
(25) Fn(z,A> f IL®\z, x(n) |emn> e"Xn

;=0

et d’aprés (7) on a sur F
(26) Fn(z,2)<(n + I)enW

Le théoréme est donc démontré.

Remarque. Les fonctions Fn(z,X), $n(z,ti) et $(z, A dé-
pendent de Ag?z) et seront désignées aussi par

Fn(z,kp), ®n(z,kp) et $(z,/.(p).

Observons que, si y(z) est une fonction définie sur F et si
<p@@)"i/>(z) sur F, on a d’aprés (14) en chaque point du
plan 0,(z,A¢>) > <P,(z,Av) donc
P(z,Ar) > P(z, Ay) siv>v surF.
Observons encore ge la continuité de la fonction <p(2)
sur F n’est pas nécesaire pour I’existence des fonctions (14).
Il suffit pour ce but que y(z) soit bornée sur F et on
constate aisément que la limite (20) existe dans ce cas
général.



236 F. LEJA

3. Propositions auxiliaires. J’aurai a m’appuyer sur deux
lemmes démontrés ailleurs. Soit C un continu plan quel-
conqueZ et z0 un point de C.

Lemme Is). A tout -0 correspondent deux nombres
positifs 6 et N tels que toute suite de polyndmes {Pn(2)},
ou le degré de Pn(z) est<n, remplissant sur C la con-
dition

IP,(z) I<31, ou M est une constante et n— 1,2,...
remplit dans le cercle \z— z0|<<$ la condition

[Pn(z) I< M (1+ e)n pour n> N.

Soit {®*n)}, ou j=0, 1,..., n et n= 1 2,..., une suite
triangulaire des points situés sur F tels que les points de
chaque systeme Qn= {"n), Qn)} soient différents entre

eux. Formons les n+ 1 polyndmes (2) correspondant a
et soit z, un point quelconque de F, r un nombre positif et
M (zO r,Qn) le plus grand de ceux des modules

|AO)(zQ "~ n)l, 7= 0, 1,...,n,
pour lesquels le point est contenu dans le cercle
z—2z0|<r. Si aucun des points ..., T n ‘appartient

au cercle \z— z0|<r posons Af(z# r, £°°)= 0.

Lemme 2. Lorsque z0 est un point d'accumulation de
la suite triangulaire {£jn)} on a quel que soit r>0

(28) lim sup }/M (zQ r,"n) > 1.

La démonstration de ce lemme est donnée implicitement
dans le travail inséré dans les Annales Soc. Polon. de Math,
t. 21 (1948), p. 80—89.

Les points extrémaux (4), ou 2 est fixe et n= 1, 2,...
forment une suite triangulaire {xjn'x)}. Désignons par

I’ensemble des points d’accumulation de cette suite. Le
lemme 2 entraine la conclusion suivante:

2 Ne se réduisant pas a un seul point.
3 Pour la démonstration cf. Math. Ann. t, 108 (1933) p. 520.
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Corollaire. En chaque point zOde F, on a
(29) 0(zoA)= eW

En effet, 9p(z) étant continue en zQ a tout e> 0 cor-
respond un cercle K{\z — z0\<r} tel que <p(z) > <p(z0 — s si
zeF. K, donc si le point xjn du systéme (4') est contenu

dans F.K on a d’aprés (6) quel que soit z
1 (z, Hx(M) |> |LO)(z, x() |[en"IvM - §

et par suite
Fn(zQA)>"(z0)r,x (n)-enk[”(@- A

11 en résulte d’aprés (10) et (28) que 0(za2) > e'lI"(Z>~ 4
d’ou l'on conclut que 0(z,,2)>e ). D’autre part, il suit
de (12) que 0(zq2)<e™'(@Z) donc I'égalité (29) est démon-
trée.

Nous supposerons dans la suite pour simplifier que F
soit une somme des continusd).

Observons que, si 2= 0 ou si 2 étant quelconque la
fonction y(z) est constante sur F, les points extrémaux (4"
sont repartis sur F de maniére que le produit V(x@ soit
le plus grand. En vertu de principe de maximum les points
de la suite triangulaire (4) forment alors un ensemble par-
tout dense sur F et par suite I’ensemle FA couvre F, c’est-
a-dire

F,= F.

Lorsque 2> 0 et ¢(z) n’est pas constante, la différence
F—Fx n’est pas en général vide. Neéanmoins, lorsque 2 dé-

croit I’ensemble F, augmente (ne diminue pas) et la distance
~N(zo>f\) d’un point quelconque z, de F a Fxtend vers zéro
avec 2.

En effet, si K@ FXY ne tendait pas vers zéro avec 2
presque tous les points de la suite triangulaire (4") seraient
situés sur une partie fermée £ de F a distance positive

4 La frontiere de /I remplit manifestement toujours cette hypothése.
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de z0 Par suite, en désignant par Vn(E) la borne supérieure
deV (f(n) lorsque f(n) parcourt E, on aurait

Fx(x() < K(x({® *e-"<"+D’m< J/n(£) . e-n(n+DXm_
D autre part, on a d’apres (5)
(299 I/x(x() > r n(F)-e“ n<n+inAl
et par suite
e"("+«N-")>1Zn(F)/r n(E).

On en conclut que 22(M— m*log [d(F)/d(E)] donc 2 reste
plus grand qu’un nombre positif car d(F)>d(£).

Observons encore que, si <p(z) est constante dans un
voisinage d’un point zade F5), alors en vertu du principe

de maximum Il’ensemble F, couvte un voisinage plus petit
de z0 dés que 2 est suffisamment petit.

Désignons, comme plus haut, par V,,(F) la borne supé-
rieure du produit (1), par X k(F) la borne (5) et par d(F)
et d,(F) les limites6)

2 2

d(F)== lim Vn(F)"(n+1), d,(F)= lim KnXF)n(n+1).

n—oo0 n— oo
Il suit de (29") que dk(F) > d(F)e_2?1. D’ autre part, étant
d’aprés (3)
[/x("n) < j/("n)e_n(n+1)Xm

on en déduit I'inégalité d,(F)< d(F) *e~2Xm donc lorsque 2*-0
on a d;(F)->d(F).

4. Propriétés des fonctions 0(z,2). Supposons comme
plus haut que 2 soit fixe.

Théoréeme Il. La fonction
(30) log 0(z, 2

est 1° harmonique dans le plan entier en dehors de la par-
tie F} de F et 2° continue en tout point de Fx.

5 C’est-a-dire dans I'’ensemble F.K, ou K est un cercle de centre zQ

°) La démonstration de I’existence de la seconde de ces limites est
analogue a celle de la premiére fcf. M. Feketc, Math. Z, t. 17 (1923)
p. 228—249],
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Démonstration. 1° Désignons les points extrémaux
(4) plus brievement par

X o

et supposons que leurs indices soient choisis de maniere que
parmi les n+ 1 produits

AQX @)= (0 \x - x ke=m X\ 7=0,1,... 1,

zIO(x(n) soit le plus petit. Soit z un point quelconque du

plan non situé sur F et r(z) et R(z) la plus petite et la
plus grande distance de z a Fx. Les polyndmes extrémaux
(6) satisfont aux relations

zZIO(x() z— xa
Aulxw) z - Xj

Mz, 2,xM)=<Z>0)(z,2, X[

donc
NN ZA XM\ < AN ZA xwV R -
r(z)
et par suite
(31) iiTl ~-~U u)< |0 ©QU,2,xM)|<Fn(z2).

Il en résulte daprés le théoreme | que la suite
(32) log j/ |0(0)(z,2,x()], n=1,2,...

converge en dehors de Fxvers log <i>(z 2).

Soit G un domaine borné quelconque a distance positive
de r la distance de G a F, et R le diamétre (proprement
dit) de G + Fx D’aprés (31), (21), (24), et (25) on a dans G

r \m

(n+ )£ €

donc la suite (32) est uniformément bornée dans G ce qui
prouve que la limite log €(z, 2) est harmonique dans G car
les fonctions (32) y sont harmoniques dés que n est suffi-
samment grand.
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2° Je dis que la fonction 0(z,2) est semi-continue
inférieurement en tout point du plan.

En effet, soient k et n deux nombres naturels quelcon-
ques. D’ aprés (15) on a quel que soit z

<kn(z, 2) > [0n(z,2)]k

donc

et par suite, lorsque k
(33) 0(z,2)> jl0n(z,2 pour n—1,2,...
Comme d’aprés (21) 0n(z,2)>Fn(z,2):(n+ 1)20n a

0 (z,2)> cnyF,, (z,2) ol ¢, =

donc, z, étant un point fixe quelconque du plan,
0(z,2)>c,, j/IF,(z02) + cn[|7Fn{z, 2) — j/F n(z0 2)].

Observons maintenant que cny/Fn(z02) -* 0 (z0,2) donc

a tout e> 0 correspond un nombre N tel que cN]/Fn(z02) >
> 0 (z02) — €2 et par suite

0(z,2)>0(z02—y + cN[j/FN(z,2—|/F n(z02)] .

Dautre part, la fonction yFN(z, 2) étant continue en zO il
existe un voisinage |z —z0!< Sde z0dans lequel

cVIj/F A1) - jIFN@Z02)]> - |

donc
(34) 0 (z,2)> 0 (z02) £ lorsque \z— z0|<<5.

1 suffit de prouver encore que la fonction 0(z, 2) est
semi-continue supérieurement en tout point z,
de ?x Pour ce but observons que <p(z) est continue en
z0donc a tout >/>0 correspond un cercle K{|z—z,|<r}
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tel que, si l'on désigne par y le produit F.K, on aura

sur y
<B) <<p(z0 +

et par suite daprés (7)
<b()(z, 2, x| < e+ d pour zey, n— 1,2,

1 en resuite que les modules des polyndmes
0W(z,2,x(n) - + j= 0 ,e t n=12¢(..

sont uniformément bornés par le nombre 1 sur un continu
passant par zO.

Or, d’aprés le lemme 1 & tout e> 0 correspond un
nombre N et un voisinage |z — zn\<d& dans lequel
[00)(z, 2,x() |[e~nllvM+"] < fl + e)n pour n> =0,1,.,n.
donc

F.,(z,2) < (n+1) (1+ e)ne"X’(2)+’1, pour n> N ,\z —z0\<9,
et par suite d’apres (10) et (29)
(35) 0 (z,2)<(1 +e)ed «0 (z,,,2) pour\z—1z0\<b

ce qui prouve que 0 (z,2) est semi-continue supérieurement
en zO Le théoréme est donc démontré.

Cas particulier. Dans le cas 2= 0 la fonction (30) ne
dépend pas de la fonction frontiére (z) et il suit de (11)
et (12) que

(36) log 0 (z,0)
s’annulle en tout point de F. D’autre p?rt, lorsque z->00 la

fonction (36) tend vers I'infini et y posséde un po6le simple
car les fonctions (32) ont pour 2= 0 la forme

(z—xt) (z—x2... (z—x,,
R Xj)(x, x3...(Xgq xrf

et possédent a l'infini un pdle simple. Il en resuite que:

ou xk—

La fonction (36) est égale dans le domaine Doo a la
fonction de Green de ce domaine et de pdle a Vlinfini;

Rocznik Pol. Tow. Matem. X X III. 16
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dans le domaine complémentaire J et sur F elle est iden-
tiquement nulle.l)

Pour marquer la dépendance de la fonction 0 (z, A de
I’ensemble F désignons la par 0 (z, AF). En partant des

formules (8) et (14) on peut prouver que dans le plan entier
on a

(37) log<(z,0;F)+ Am < log0 (z, AF)< log0 (z,0;FJ+ AM

ou la signification de log 0 (z,0; FJ est analogue a celle de
la fonction (36).

5. Second passage a la limite. Nous allons examiner
le comportement de la famille de fonctions harmoniques

(38) log0 (z, A, 0< A

lorsque A->0. Je dis qu’on a dans le plan entier
(39) y log 0 (z, log 0 (z, A) si0< A< A

En effet, lorsque z-*oo toutes les fonctions (32) tendent
vers I'infini donc de méme 0 z, A Soit R > 0 un nombre
si grand qu’on ait

0(z, A)>eM pour [z |>R
et que J+ F soit continu a lintérieur de la circonférence
C{lz|= R}. D’aprés (10) a tout point zeta«>0 corres-
pond un nombre N tel que, si n> N, on a

M En(z, A< (1+e)* 0 (z, A
et a fortiori
IL(n(z,x(M) |enX’()< (IW '0 (z,A", j=0,1,...

ou xJ= xC)= x(IY. Lorsque z est situé sur C on a

N,

0(z, A> donc étant A< A on a

) Dans le cas général, ou la frontiere F est quelconque, log $(z,0)
est la fonction de Green généralisée de Doo.



PROBLEME DE DIRIC. ,tT 243

ILO) (z, V) |< [(1+e)0 (z,2)LVe"(dInX
<[(1+£)0(z,2)1% 9(*' "V

Il s’ensuit que
100 (z, t', 2 )| < [(i+90 (z,;)wW]Y, := 0,i,..Nn,

et comme 0, (z, A)< max [ (z, A, x() I on trouve
} / (z,A)Y < (1+¢e) 2z AW pour n> N,

d’ou l'on déduit I'inégalité (39) sur C car e est arbitraire-
ment petit.

Liinégalité (39) a lieu aussi sur FXcar sur Fxson premier
membre = <p(z) d’apres (29) et le second est <¢>(z) d’aprées
(12). En dehors de Fkle deux membres sont harmoniques
d’aprés le théoreme Il car F, D Fk donc d’apres le principe
d’extremum I’inégalité (39) a lieu dans le cercle |[zK R et,
comme R est arbitrairement grand, dans le plan entier.

Théoréeme 11l. Dans l'ensemble J + F il existe la
limite finie
(40) lim (4 l°g | —0(z)-

La fonction <d>Z est harmonique dans J, continue dans
d +F et égale a <p(2) sur F8.

Démonstration. La famille (38) est uniformément
bornée sur F d’aprés (11) et (12), donc la limite (40) existe
dans J et la fonction <h(z) y est harmonique d’aprés (39) et
le théoréeme connu de Harnack.

Soit zOun point de F et £>0. Puisque <p(z) est continue
en z0il existe un cercle K de centre z, tel que <p(z)>¢>(z0) —£
dans I’ensemble F.K. Désignons par y(z) la fonction dé-
finie sur F comme il suit:

8 La limite (40) existe aussi dans le domaine poo, mais elle y est par-
out infinie.

16'
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ZX w si 9(z) < SzQ —e,

JI gg>(zq—« si 8]>?z; ><§§gz —e
On sait que, quels que soient z et 2, on a 0fz,299)>0(z,2y)
et lorsque 2 est suffisamment petit, soit 2<2(z#£), l'ensem-
ble F, correspondant a v>(z) couvre un voisinage V (z0 e)

de z#sur F donc lorsque zeV(zQe) et 2< 2(z, € on
a dapres (29)

<ZAz,299) >0(z, 2y) = ¢
On en conclut d’aprés le théoréme connu de Borel qu’a
tout e> o correspond un 2(e)>0 tel que, Si 0<2<2(e), ON

a sur F R
0(z,2<p)>eA’(2)_El

donc en tenant compte de (12) on a sur F
<p@2) — E< . log 0(z, 299) < M|z) pour 2< 2(e)

Il en résulte que la convergence (40) est uniforme dans
4 + F et par suite la fonction 0(z) jouit des propriétés de-
mandées.

6. Conclusion et remarques. Il suit du théoreme précé-
dent que le probléme de Dirichlet pour un domaine borné
simplement connexe quelconque dont la frontiére est con-
tenue dans la frontiére de son domaine complémentaire Dcv
admet toujours une solution9).

La formule (9) donne le moyen de construire cette solu-
tion pour tous les domaines complémentaires a Doa en méme
temps. Il suffit pour ce but de trouver sur la frontiére de
Doo les points extrémaux correspondants a la fonction fron-
tiere donnée.

9 La formule (20) a été démontrée dans mon travail antérieur (Bull.
Acad. Polon., Krakbw 1935 p. 79—91). En partant de cette formule
M. Masao Inoue (Proc. Imp. Acad. Tokyo, vol. XIll, p. 352—357) le
prémier a prouvé que la limite (40) existe et donne la soluton du probléme
de Dirichlet lorsque F est une courbe fermé de Jordan. Dans sa démon-
stration lauteur admet comme le fait connu que le probléme de Dirichlet
pour linterieur d’une courbe de Jordan I' possede une solution.
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Cette méthode est susceptible de généralisations. Dans
le cas des domaines plans multiplement connexes on doit

remplacer les polyndmes (6) pas des fonctions rationnelles
de la forme

ou p(z) est une puissance d’un polynéme convenablement
choisi. Ce cas général sera l'objet dun autre travail.

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SUR LES PUISSANCES DU NOMBRE 2

Par
W . SIERPIfISKI (W arszawa)l)

M. H. Uhler a publié récemment dans les Scripta Ma-
thematica vol. 15 (1949), p. 247—251 une note, dans laquelle
il donne des valeurs des nombres 2npour certaines grandes
valeurs de n (comme n = 1000, 2000, 3000, 4001).

Le but de cette Note est de démontrer deux théorémes
sur les nombres 2".

Théoréme 1. Soit k un nombre naturel donné. Les restes
modulo 10k des nombres 2n (n— 1, 2,...) forment une suite
infinie périodique, ou la (plus courte) période a 4.5k 1 ter-
mes dont le premier est 2

Pour démontrer notre théoréeme nous prouverons d’abord
le lemme suivant:

Lemme. k étant un nombre naturel, le nombre 2 appar-
tient pour le module 5 a I’exposant 4.5 -1.

Démonstration du lemme. Soit 6 I'exposant au-

quel appartient le nombre 2 pour le module 5 [c.-a.-d. soit
0 le plus petit nombre naturel tel que 2*= 1 (mod 5%)].

Comme on sait, on a 3|g5K, donc 3| 4.5-1. Pour k=1
on a évidement 3=4; notre lemme est donc vrai pour k=1
et nous pouvons supposer plus loin que k> 1.
S’il était 6 < 4.5k 1, on aurait soit 314 .5fc-2, soit 312. 5k |
Suposons qu’on a pour un nombre naturel k>2
(1) 245 2= 1 + 3 5k~\mod 5k)

(ce qui est évidemment vrai pour k — 2, vu que 24 1+3.5).
Comme k>2, on a k— 1>1, dou j(k— 1) = k — 1+
(J— ) (k—1)> k pour j —2,34, et 5(k—1)= k—1+4 (k—1)>
k—1+ 4>k + 1.

* Communication présentée a la séance de la Société Polonaise de
Mathématique, Section de Varsovie, le 2 Juin 1950.
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Or, on a
(I+3-5't 1)5= 1+ 3-5k+ 2-5-3252f‘1)+2-5-3?53fc )+ 5 -3454(K)
+ 3555 X et on voit que tous les termes a droite, sauf
les deux premiers, sont divisibles par 5fctL On trouve ainsi
(2) (1+3*5k_1)S= | + 3¢5k (mod 5fcH).
Or, si I'on a a= b (mod 5K), il existe un entier t tel que
a= b+ 5k. dou

as=(b+5kfi5—b5+5°5kt + ... + 55fcf5= 65 (mod 5*+) :
les formules (1) et (2) donnent donc

24’5t-1= (1+3-5©-1)5 1+3-5* (mod 5fcl) .

La formule (1) est ainsi démontrée par I’'induction pour
tout K naturel>2.

D’aprés (1) on a
3) 24’5 M=1 (mod 5*), pour fc>2,

ce qui prouve qu’il ne peut pas étre 0l4+5%72 D’aprés (3)
on a

(4) 24’5 *=|=| (mod 5fctl), pour fc>1 .
On a
(5) 24K 1= (22’51 1) (272’5 1+ 1);

d’aprés (4) le coté droit de (5) n’est pas divisible par 5
et, comme 22= — 1 (mod 5), dou 22’5 + 1= (—1I)5 +

+ 1= 0 (mod 5), le premier facteur a droite ne peut pas
étre divisible par 5k c.a.d. on a

22'& 17 1 (mod 5%) ,

d’ou il résulte qu’il ne peut pas étre <325k X

On n’a pas donc ni <5/4-5k_2,ni 0\2°5k~1 et, comme
0]4-5€ \ il en résulte que 8= 4-5f"L

Notre lemme se trouve ainsi démontré.
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Démonstration du théorém e 1 Désignons, pour
k et n naturels, par le reste modulo 10 du nombre 2" .

D’apres le théoréme d’Euler on a, pour k naturels:
24'5 =1 (mod 5K ,
d’ou:
24-5t Hfc_2fkt ¢mod 1Qf)
et il en résulte tout de suite que

24’5 +nss2" (znod 10fc) pour n>fc,
c’est-a-dire
rnH.5c-i = pour n> k.
Si I'on avait
[*> tx=
*k—1+4 «5 i

on aurait (vu la définition des nombres )

d’ou

2fc[2k- 1f24° 5 1- 1)
ce qui est impossible. La suite infinie 9 r~\... est donc
périodique et le premier terme de la période est r(k>

Admettons maintenant qu’il existe un nombre naturel
m < 45fc 1 tel que
r,tm = pour n k.
On aurait donc
2"+tm= 2n (mod 10 pour n'i:k
donc, en particulier, pour n= fc:
2k+m= [/ (mOE£/ 10fg |,
ce qui donne
2m= 1 (mod 5K)

ce qui est impossible pour m<4-5k~1 d’apres le lemme.

Nous avons ainsi démontré que la plus petite période de
la suite r(k)r*\... a 45k 1 termes.

Le théoréme 1 est ainsi démontré.
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Il en résulte tout de suite que, pour k naturel donné,
les k-iemes chiffres (en comptant de droite a gauche) des
nombres 2" (n= 1,2,...) forment une suite périodique (a par-
tir du k-iéeme terme ), ou le nombre de termes de la plus
courte période est un diviseur du nombre 4-5&4

Pour k — 1 cette période est formée de quatre chiffres
2,4,8, 6; pour k— 2 elle est formée de 20 chiffres

0,0 1 3,6,2, 5 12 429 928,6,3 7, 4,8, 7,5
Pour k— 3 la période a 100 termes.

Il est a remarquer que le troisieme et le deuxieme chiffre
(en comptant de droite a gauche) des nombres 2"(n=3,4,...)
pris ensemble forment une suite périodique ou la période
a 100 termes qui présentent (dans un certain ordre) tous
les entiers non négatifs < 100. C’est la suite

00, 01, 03, 06, 12,25, 51,02,04, 09, 19,638, 76,53, 07, 14,28,
57, 15, 30, 60, 21,43, 86, 72,45, 91, 82,64, 29,59, 18, 36,73,
47, 94, 88, 77,55,10, 20,41,683, 66, 32,65, 31,62, 24, 49,99,
98, 96, 93, 87, 74,48, 97,95,90, 80, 61,23, 46,92, 85, 71,42,
84, 69, 39, 78,56,13, 27,54,08, 17, 35,70, 40,81, 63, 26,52,
05. 11, 22, 44,89,79, 58, 16,33, 67, 34,68, 37,75, 50.

Notons encore que les derniéres chiffres des nombres
n (n=1,2,...) forment une suite périodique dont la plus
courte période a 20 termes et que, pour tout m naturel les
restes moduio m des nombres zi" (n= 1, 2,...) forment une
suite périodique.

Théoréme 2. m étant un nombre naturel quelconque et
s—le nombre des chiffres du nombre m (en représentation
décimale), il existe un nombre naturel n tel que les s pre-
miers chiffres du nombre 2" coincident respectivement avec
ces du nombre m

Lemme. u étant un nombre irrationnel > 0 et a et b étant
deux nombres réels, tels que 0<a<hb, il existe un nombre
naturel n et un entier k~0, tels que

(6) a<na— k<b.
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Démonstration du lemme. Soit g un nombre na-
turel tel que

(7) <b—a

et soit r un nombre naturel > - . Les g+ 1 nombres jra—
—Ejra, ou 7= 0,1,2,..., q sont tous distincts (vu que a est
irrationnel) et tous >0 et <1. Il existe donc deux entiers

distincts 7\ et j2 de la suite 0,1,..., g, tels que

(8) 0> jrra— Ejlra— (y2ra— Ej2ra) < ~ .
Distinguons deux cas.

1) 7i> 72« Posons s= (j=—j2 r,t— E/jra— EjZa: s sera
donc naturel, t— entier > 0 et (8) donne

9 0< sa—t < -
9 9

et il existe un nombre naturel m qui est le plus petit tel
que
m{sa—t)>a.
On a donc
(m—1)(sa—f)<a,
donc, d’aprés (9) et (7):
m(sa—t)<a+(sa—t)<a+”"<b
On a ainsi
a<m (sa—t)<b
et, en posant n= ms, k= mt, on obtient les inégalités (6).
ou n est un nombre naturel et k un entier > 0.
2) N\ < ;2. Posons s = (72— 7\)r, t= Ejxa — E"ra;
s sera donc naturel r, t entier > 0, et (8) donne

RS 1
(10) —~<sa— /<0,
q

et, vu que b—Eb— 1< 0, il existe un nombre naturel m
qui est le plus petit tel que

m{sa—f) < b— Eb— 1.
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On a donc

(m—1) (sa—f)"b —Eb— 1,
d’ou d’apres (10) et (7):
m(sa—t)>b —Eb— I+ (sa—f)>b—Eb—1—| >a-Eb-I.

On a donc
a—Eb—1<m¢{a—/)>b—Eb—1,
d’ou
a<m(sa—f)+ Eb+ 1<b,
et, en posant n —ms, k = mt— Eb— 1, on trouve les inéga-
lités (6), ou n est naturel et k entier.

Or, on a n—ms”s®*»r> _dou na>b et comme d’apres
a

(6), k>na — b, on trouve k>0. Le lemme se trouve ainsi
démontré.

Démonstration du théoreme 2. Soit m un
nombre naturel donné > 1. Le nombre Lg 2 (ou Lg désigne
le logarithme & base 10) étant irrationel, il existe, d’apres
notre lemme, un nombre naturel n et un entier k>0 tels

que
Lgm <nLg2—k < Lg(m + 1),
d’ou
Lgm +k <nlLg2<Lg(m+1)+ k
et
m-10t< 2"<m 10k+ 10*% c.4.d. 2n<m-10ft+ 10— 1.

Donc, si m = (clc2...c5)10 est la représentation décimale du
nombre m, on a

(9g...cs00...0)0< 2" < (qc2..q 99...9),,

ce qui prouve que les s premiers chiffres du développement
décimal du nombre 2" sont respectivement les mémes que
les s chiffres du nombre m.

Le théoréme 2 est ainsi démontré.



SUR LA PERIODICITE MOD m DE CERTAINES
SUITES INFINIES D‘ENTIERS

Par
W . SIERPIMSKI (W arszawa)l)

Comme on sait, les restes modulo m de termes succes-
sifs de certaines suites infinies d’entiers

(1) uv u2u 3.

forment des suites infinies périodiques, par exemple pour

n(n+l)
2
Le but de cette Note est d’étudier la base commune de
ces faits. Cette étude m’a été proposée par M. Zaran-
kiewicz.

Désignons par {un} la suite infinie (1). m étant un
nombre naturel, nous désignerons par Fm la famille de
toutes les suites infinies (1) aux termes entiers qui satis-
font & la condition suivante: les restes modulo m des nom-
bres up u2 ... forment une suite périodique. En d’autres
termes la formule {un}eFm équivaut a I’assertion qu’il existe
deux nombres naturels k et h, tels que

untdc= un(mod ni) pour n>/?.

Posons encore F = F1F2F3...

Théoréeme 1. Si I'on a pour un m naturel |u,}eFmet
{v,}eFm on a aussi {un+vn}eFmet {unvn}eFm

Démonstration. Si {un}eFmet {vn}eFm il existe
des nombres naturels kv k2 h, et h2 tels que

* Communication présentée a la Société Polonaise de Mathématique,
Section de Varsovie, le 9 juin 1950.
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untkt= un (mod m pour n hv et vntk =vn (mod m) pour
n>h2ce qui donne tout de suite

untfci = un (mod m) pour n>hv et vn+tk k = vn (mod m)
pour n>h2d’ou

untfcl 2+ vnHcli@EEun+v,, (mod ni) pour n>h 1+ h2
et
untfc f2vn+kif2= un+ vn (mod m) pour n> h1l+ h2

ce qui prouve que {u,+v, }eFmet {unvn}eFm c. q.f. d.

Corollaire . Si{un}eF et {vjef, on a {un+vn}eF et
F.

Corollaire 2. Si [ujeF et a est une constante entiére
on a jauj eF.

Corollaire 3. Si{u,}eF, on a {u*}eF pour F==1,2,3...

Corollaire 4. Sz f(x) est un polynéme en x aux coeffi-
cients entiers,, et si tuj eF, on a {f(u,,)}eF.

Les démonstrations de ces corollaires n’offrent pas de
difficulté.

Théoreme 2. a étant un entier, on a (a") eF.

Démonstration. Soit m un nombre naturel donné.
Désignons, pour n= 1, 2,..., par rn le reste du nombre a"
modulo m. Les nombres rv r2..., rm+l appartiennent tous
a la suite 0, 1, 2,..., m— 1: ils ne peuvent pas donc étre
tous distincts. Il existe donc des nombres h et 1> h de la
suite 1, 2,..., m+ 1 tels que r,= rh Comme |>h, nous
pouvons poser 1= h+k, ou k est un nombre naturel (</?i).
On a donc rh+k= rh, c’est-a-dire ahfc —a'l (mod m), d’ou il
résulte tout de suite que amtk—a" (mod m) pour nfS*h, ce
qui prouve que {an}eFm Ceci étant vrai pour m= 1,2,..,,
on trouve {a"ieF, c. qg. f. d.

Corollaire 5. Si a et r sont des entiers et s est un

am |
nombre naturel, on a E J «F.
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Démonstration. Soit m un nombre naturel donné.
Daprés le théoréme 2 et le corollaire 2 on a {anr}eFms et
il existe des nombres naturels k et h tels que a"+*r=

= anr (mod ms) pour n>h. Il existe donc pour tout n>/i
nc
un entier tn tel que antkr= a"r + mstn, do0 E3 $ r=

~ E— + mtn pour n>h, dou | E-*—jeFm, c. q. f. d.
En particulier, pour a— m, il en résulte tout de suite

la périodicité des développements des nombres rationnels
en fraction infinie a base m [le n-iéme chiffre du dévelop-

B n n—1
pement de - étant, comme on sait, E—- —m g —-—-T==
s s s

= E~-N (mod m)].
Or, il est a remarquer que, pour les suites {vn} aux

termes >0, la formule [vJeF n’entraine pas en général la
formule {2v')eF. Posons, en effet,

vV,= nl (E/n—E/n —1).

m étant un nombre naturel donné, on a évidemment m |v,
pour n>m, d’ou {vn}eFm On a ainsi {vnHF.

Or, comme on voit sans peine, on a
2= I+ Ej/n—E]/n— 1 (mod 2) pour n= 1, 2,...,

c’est-a-dire 2v'= 0 (mod 2) pour tous les nombres n carrés
et 2vi= | (mod 2) pour tous les autres n naturels, de sorte
que la suite infinie de restes mod 2 dénombrés 2VI, 2V2,...
n’est pas périodique. Il n’est pas donc {2Vn}eF2 et, a plus
forte raison il n’est pas {2W}eF.

On a cependant le

Théoréme 3. Si I'on a pour un m naturel {un)eFm et
si {v,[ est une suite telle que vn>0 pour n= 1, 2,.,
lim v,,= 4*00 et [v,)eF, on a {unVvnjeFm.

00
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Démonstration. Soit M un nombre naturel donné.
D’aprés le théoréme 2 il existe pour tout nombre j de la
suite 0, 1, 2,..., m—1 des nombres naturels et tels que

(2) jnHd = jn (mod m) pour n hj

Posons fc= kOfclf2..fcm 1 et h= hO+hi+...+hm_ L il résulte
tout de suite de (2) qu’on aura

(3) x"rk= X" (mod m) pour n™h

quel que soit le nombre entier X.

Soit {vn} une suite telle que vn>0, lim vn=+00 et

{v.} eF. 1l existe donc des nombres naturels s et |, tels que
(4) et v,,45= vn (mod k), pour n>|

Soit N un indice > . On a donc vn>h. Sivn+s>v,, on
a, dlaprés (4), viHs= vn+kt, od t est un entier >0 et
d’aprés (3) on trouve
xV'+s= X'MeS= x\h (mod ni)
quel que soit I’entier X.
Si vn+s<vn on a d’aprés (4): vh—vrHs= kt, o0 t est un
entier >0 et, d’aprés (3) on trouve

X Vh— XVHsHt =x Vs (mod m)
quel que soit I’entier x. On a donc toujours
(5) xw+s= xw (mod m) pour n>|
quel que soit I’'entier X.

Soit maintenant {u,} une suite telle que {uj eFn il existe
donc des nombres naturels q et r tels que

un+, = u, (mod M) pour N>r,
d’ou
(6) uVh = uv' (mod m) pour n>r

n+qgs

Or, d’aprés (5) (pour X = UaHp) on a
(7) uVirgs = uv'  (mod m) pour n>|.
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D’aprés (6) et (7) on a donc

s W' (med Peur n>Z+r,
ce qui prouve que {u*n}eFm c.q. f d.

Il résulte tout de suite du théoréme 3 le

Corollaire 6. Si I'on a pour un m naturel [un}eFm on
a aussi {«"} e Fm.

On en déduit tout de suite que {n"} eF, ensuite que

p F etc.

Théoreme 4. Si {uJeF et si d est un diviseur naturel
commun de tous les termes de la suite {u,}, alors

Démonstration. Soit {«,} une suite infinie telle que
{u,,}eF et soit d un diviseur naturel commun de tous les
termes de la suite {uj. On a donc un= dvnpour n—1,2,...,
ou vn(n= 1,2,...) sont des entiers.

Soit m un nombre naturel donné. Comme {un}eF, on

a {un}eFdm et il existe des nombres naturels k et h, tels
que

un+k® u n (mod dm) pour n>h,
donc, vu que un= dvn pour n= 1, 2,—
dvmfc= dv,, (mod dm) pour n> h,
ce qui donne
vifc= v,, (mod m) pour n>h,
ce qui prouve que {vJeFm Ceci étant vrai pour tout m

naturel, on trouve {vJeF, donc —leF cqfd

Il est a remarquer que si, pour un m naturel donné, on a
{un)eFmet si dlun pour n= 1, 2,..., la formule J~ Je Fm

peut n’étre pas vraie. Par exemple, pour m= 2, = 2EVn
d= 2 onau =0 (mod 2) pour n= 1, 2,..., donc {uj eF2
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et on n’a pas e E2>les restes modulo 2 de termes de

la suite {E |/n} ne donnant pas une suite périodique.

Voici une application du théoréme 4. D’apres le corol-
laire 4 on a {n(n+1}eF. Or, comme on sait, on a 21n(n+ 1)
pour n=1, 2,... (vu qu’un des facteurs n et n-f-1 est tou-

jours pair). D’apres le théoréme 4 on a donc
c’est-a-dire:

Quel que soit le nombre naturel m, les restes modulo
m de nombres triangulaires succesifs forment une suite
périodique.

En particulier, pour m — 10, la période a 20 termes, pour
m — 100 elle a 200 termes.

n(n+ 1)§2n+I)J'

Bareillement / :
areillement on trouve que | er et que

fn5—5n3+ 4n)
| 120 j EF.

Théoreme 5. Si Von a, pour un nombre naturel m
{un}eFm on a {ux+u2+...+unljeFm

Démonstration. Soit m un nombre naturel donné
et soit {uj une suite telle que |u,)eFm Posons v,=
= ul+u2+...+unpour n= 1,2 3.......

Il résulte de {u,)fFm qu’il existe des nombres naturels k
et h, tels que
untfc= un (mod m) pour n>h,

et on en déduit tout de suite qu’on a pour i et j entiers
> 0
untk+= un+} (mod ni) pour n>h,
d’ou
M—
V un#ffct,= mun+7=0 (mod zn) pour n>h,
6 1=0

et
k m-
X S Un+ik+j*® (mod m) p°ur n>h,
>=1 1=0

Kocznik Pol. Tow. Matera. XXm. 17
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c’est-a-dire
un+l+ «n+2+ ...+ unhmfc= 0 (mod m) pour n>h,
d’ou
Ui+ 2+-- + +Uu2+... +un (mod m) pour n”h,
c’est-a-dire
vntrfc= vn (mod m) pour n>h,

ce qui proure que c. g f. d.

En particulier, pour u,= n(n= 1,2,...), on retrouve la
formule jeF.



SUR CERTAINES FONCTIONS HARMONIQUES
JOUISSANT DES PROE’RIETES EXTREMALES
PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE

Par
J. Garski (Krakow)

1. Objet du travail. Soit E un ensemble borné et fermé
de points du plan, /(z) une fonction réelle, définie et con-
tinue dans E, p(z) une fonction complexe, définie et con-
tinue dans un domaine D contenant I’ensemble E. Nous
supposerons que p(z) soit différent de zéro dans D.

Soit £Q fp..., un systéme de n+ 1 points différents
quelconques de E; je désignerai ce systéeme plus brievement
par une seule lettre £

(D N M fn}

Désignons par (z; £, p, f, E) ou plus briévement par
+() (z; f, p) le produit

@ ooty Il €& PEI 7= 012,01
=o0c. pU)
C’est une fonction de z définie dans domaine D. c

Faisons maintenant varier les points du systéme (1) dans
E et désignons par <&,(z; p, f) ou plus brievement par (z; p)
la borne inférieure du plus grand des n+ 1 modules

(z;é,p)|, 7= 0,1,...,n, lorsque, z étant fixe, les points
(1) parcourent E
(3) 0,(z;p) = inf{max|0~(z;l,p)|}, n= 1,2,... .
0)

La borne 0,(z;p) est positive en chaque point zeD

7
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En effet, soit m la borne inférieure du produit [p(z)|e/(2)

lorsque z parcourt E. Vu que p(z) est différent de zéro
sur E on a m >0 donc

ft\z m

1 7 ()
et comme
o 112
> = n+ 1
(fctn 1k
on a
N(z;p) = inf {max [<P.(z; £p)[}>; " !
. 7 yE o) 7 b 1 ,Ip('Z)I n+1l

Désignons par d (F) le diameétre transfini de E introduit
par M. Feketel et observons que l'ensemble complémen-
taire de E par rapport au plan fermé est une somme finie
ou dénombrable de domaines disjoints. Désignons par Doo
celui de ces domaines qui contient le point a I'infini et par
F sa frontiére. On sait que d (E) = d (F).

Considérons le cas particulier ou, c étant une constante
différente de zéro, on a

f (z)= 0 dans E et p(z) = ¢ dans D.

M. F. Leja2 a démontré que la suite (z; )} tend
dans le plan entier vers une fonction limite jouissant
des propriétés suivantes:

1° Si d(E)>0, <2 est partout finie 1 dans D et

(zi( = 1 dans E.

2° Si d(E)= 0, d>(z) est infinie en dehors de E et <(z)
= 1 dans E.

3° Lorsque F est une somme de continus, log <i>(z) est

la fonction de Green classique du domaine Doo avec le
pble z = c°

> M. Fekete, Math. Z, t. 17 (1922), p. 228—249.
d F. Leja Ann. de la Soc. Polon. de Math., t. 12 (1934), p. 56—71.
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Le but de ce travail est d’examiner la suite (3) dans le
cas général ou f(z) et p(z) sont des fonctions quelconques
remplissant les conditions spécifiées plus haut.

2. Existence d‘une fonction Ilimite. Considérons la
suite (3).
Théoreme 1. La suite {yd>n (z; p)} tend dans le do-
maine D vers une limite
(4) lim j'/0n(z;p) = 0(z;p).
n—00
La démonstration sera appuyée sur lemme suivant:

Lemme 1. Les -termes de la suite (3) satisfont quel
que soit zeD aux inégalités suivantes
(5) O/t+v(z;p)>0A(z;p)-0, (z;p) pour p etv= 1 2....
Démonstration du lemme. Soit z un point fixe
de D. Il est évident qu’a chaque e> 0 on peut faire corres-
pondre dans E un systéme de p+ v+1 points { Vp+) — i
tels qu’on ait

0 +v(z;p)> moa)x | G>+v (z; v,p)\ —£.

Introduisons les notations suivantes: {£,£j,....£,} = £ étant
des points quelconque du plan, posons

(6) r(~fv...,o=

~ O«7<fe<n

@) JEy;,£E)=fl I — I P°ur 7= 0.... n
k=0
(K<J)

et observons que, quel que soit 7= 0, I,...n, on a relation

v (EOfp...,E)= J (E;&e°v (EQEr..~_VE+L ..,y

Ceci posé, soit z le point fixé plus haut et

un systéeme de v points quelconque du systeme g. L’ex-
pression
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lp(z)|"-FCz;~,...n") -n2fblXk
TF(Z;?’.')l., R — e =0 .

\P (V)i p(ylv) «
possede un maximum lorsque, z étant fixe, les points
parcourent le systétme y. En changeant convenablement

des indices des points de ce systeme on peut supposer que
ce maximum soit égal a JF (z; " ,. ),

La suite de démonstration est complétement analogue
a la démonstration du lemme qui se trouve dans le travail
de M. F. Leja inséré dans le Bull, de I’Acad. Polon. des
Sc., Cracovie 1936, p. 79—92.

Le théoréme 1 résulte immédiatement du lemme 1 et du
lemme connu suivant:

Si une suite {aj a termes positifs remplit la condition
alitv>a,’avpour p et v=1,2,..., la suite y an tend vers
une limite finie ou infinie.

3. Construction des certaines fonctions extrémales.
Considérons la fonction

F(E,, e-n2f(")

P(Q oo P (W
ou Vv est définie par la formule (6) et cherchons
son maximum, lorsque n étant fixe, les points varient

dans E. Appelons n-ieme systéme extremal de I'ensemble
E par rapport aux fonctions /(z) et p(z) un systeme de
points de E, soit

9) M U -U
pour lequel
(10) u (>Ei-+ O = max U (fo ... fn) .

Supposons encore que les indices des points ")
soient choisis de maniére a avoir

J(S ;£ J (E,.£
(11) ( ) < Ip(pl(?er:’\ ) pour ;= 0,1,...,n



FONCTIONS HARMONIQUES 263

et formons les fonctions
(12) 0M)(z;l,p) , j= 0,1,...,n.

Lemme 2. En chaque point zeE Iles fonctions (12)
satisfont quel que soit n aux inégalités
(13) [0~ (z;1, p)|<e"ZD),j= 0,1,...,n .

Démonstration. Si I'inégalité (13) n’était pas satis-
faite dans E pour une valeur de l'indice j il existerait dans
E un point z= £y tel que

I ép)l>
donc
4 dp&-IP(Q Ilenfr > aeIP(p I?7e™ »

En multipliant les deux membres de cette inégalité par

n\p d k-)\enfr
0

* 01

on en déduirait I'inégalité
Bl Gq..., G, £y, Sj+I’e**’ ") ("0’ eee’ )
incompatible avec I'nypothese (10), donc les inégalités (13)
ont bien lieu.
Supposons maintenant que p(z) soit une fonction ana-
lytique réguliére ne s’annulant pas dans D.

Théoreme 2. Si d(E)> 0, alors 1° il existe dans Ien-
semble ouvert D—E la limite

lim y |< 0)(z:9.p)|

n->00

et cette limite est égale a la fonction d>(z; p) définie par (4)
(14) lim )/ ®W0)(z;9,p)I = 0 (z;p) ,

n->00

2° la convergence est uniforme dans le voisinage de chaque
point zeE>—E et la fonction log 0(z;p) est harmonique
dans D—E.
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Démonstration. 1° Soit z un point fixe quelconque
de D—E, r= r(z, E) la borne inférieure des distances lz—a |
lorsque a parcourt E et R = R (z, E) la borne supérieure des
ces distances. Je vais prouver les inégalités

(15) -*®n(z;p)<|0((z;S,p)I<(n+1)-0On(z;p), n= 1,2,...

En effet, a chaque e> 0 on peut faire correspondre un

systeme de points {7, rin} — 1] tel, qu’on ait
(16) tn(z;p)>max 1 (z; rgp)|—«.
Désignons par (z; 1) le polynéme
L ») = f
an mE>7= 1] )= 0,L.n
k:o 'ly %

et observons que le produit (p(z))?<f>@© (z;£, p) est un poly-

ndéme du degré n. D’aprés la formule d’interpolation de
Lagrange on a identiquement

(p (2)) &G5(z; 9,p) = <P on}(®; Lp)e (D)
y=0
donc

et par suite d’apres (13)

10@)(z;1,p)I< 2n' INC z;™

= £ 1 }z;®p)I< (n+l)emax | 'j)(z;1,p)].
7= 0 <P
En tenant compte de (16) on aura
I<P0) (z; Ep) I< (n+ D[P, (z;p) + €]
donc la seconde des inégalités (15) est vraie car e est arbi-
trairement petit.

Considérons le n-ieme systeme extremal £= {£,£&v..., £}
de E et soit s celui des indices 7=0, I,...,n pour lequel
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0, (z;p) < ma)x I (ZEp) = |42 (z;E£p) ]
0
On a identiquement

0G)(z;e.p)l = 10n0)(z;"p)

ou y. désigne le seconde membre de Il'inégalité (11). Etant
vs>v, on a

0,zp< sfcp) 2 D < $9@ien)

donc la prémiére des inégalités (15) est vraie.

La formule (14) résulte immédiatement de la formule (4)
et des inégalités (15)

2°. Soit G un domaine borné et fermé quelconque con-
tenu dans le domaine D—E et z un point fixe de G. Désig-
nons par J nla borne supérieure du plus petit desproduits (7)
lorsque le systeme £— varie dans E.

On saitd que /AT tend vers le diamétre transfini d(E).
Soit R le diametre de E+G et r la distance de £ & G;
il est clair que r> 0. Deésignons encore par A et B les
bornes.
24

inf {Ip(2) | , B = sup {|p(2) | }e

Puisque E est compact et p (z)0 dans £ on a B >d >0.
Je dis que

En effet, il existe dans E un systeme de n+ 1 points,
soit {yoyv...,yn}=y, pour lequel J,=min J(yr;y.) D’apreés
(2) et (3) on a 1

1F Leja, BuL I’Acad. des Sc, Cracovie 1933, p. 281-289.
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O .fepXmijx |

ce qui entraine la seconde des inégalités (18).
D’autre part, soit x — {x,, x1,...,xn} un”systéme de n+ 1
points de E pour lequel

On(z;p) = max | Hz;x,p)l.
Etant J n> m)inA (xj ;x), on a
u

<P, (z;p)>|<Z>ty)(z;x,p)| > An

ce qui entraine la premiere des inégalités (18).
De (15) et (18) on déduit pour chaque zeG Iinégalité

B
17'An |P(2)|
Puisque ->d(£) > 0 et que |p(z) | est borné et plus grand

d’un nombre positif dans G la suite
log [0 ® (z ;L p) ]

est uniformément bornée dans G. Les termes de cette suite
sont harmoniques dans G, donc la convergence

log log <P(z;p)

est uniforme dans G et par suite la fonction limite est har-
monique dans G.

4. Le comportement de la fonction P (z;p) dans l‘%n-
semble E. 1l est clair que la fonction <P(z;p) dépend de la
fonction f(z). Supposons que la fonction f(z) soit identique-
ment nulle dans E et que p(z) soit définie dans le domaine
D par a formule

p(z) = |/ zk+ a™-1+... +at
ou zk+ axzk~1+ ... + akest un polyndme quelconque du dégré
k>1 dont les zéros sont extérieurs a D et la détermination
du radical est quelconque. Le module |p (z) | dont nous nous
servirons dans la suite est bien déterminé. Je vais démontrer le
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Théoréeme 3. Sz I'ensemble E est une somme de continus
et z0 est un point de E situé sur la frontiere de E, la fonc-
tion <t>@z;p) tend vers 1 lorsque z, en restant dans le do-
maine D—E, tend vers zQ.

(20) lim P(z;p) = 1.

Démostration. Soit Qun nombre positif quelconque.
Le point z0 est situé sur un continu CciE. Désignons par
Cg la partie de C contenue dans le cercle |z—z,1< e et po-
sons #=m ax |p(z)]. A chaque e'>0 correspond un nombre
p(e)>0 tel que

(21) \p°(2) | < 1+£ si \z~ zo\ < e(f) o

Puisque Ip (2) | < dans le cercle |z—z0|<e(e") et que,
d‘apres (17) ou /(z)~0,ona [|<P@©(z;l,p) |< 1 sur C donc
(22) |p(2) I"+ [&O(z;a,p) [ < ("(£))nP°ur zeCew

Je m’appuyerai maintenant sur le lemme suivant du a
M. F. Leja:4

Soit r un continu quelconque, z, un point de T et
{IFn(z)} une suite de polyndmes remplissant sur r la con-
dition |IFn(iz)|< M pbur n—1,2,..., ou M est une constante
et le degré de Wn(z) est < n pour n— 1,2,... Alors a tout
e>0 correspondent deux nombres positifsr=r (s,f) et N —N(e,l")
tels que

i/it",(z) | < 1+e pour |z—z01l< retn >N

Observons que I’expression p(z)n (zIE, pl/R™ est un
polynéme du degré n borné d’aprés (22) par 1 sur CgW
pour n= 1,2,..., donc d’aprés le lemme de M. F. Leja on
a dans un voisinage |z—z01< r de z0 I’inégalité

lp(2?0@(z;L P) I< « (I +e)" pour n> N
et par suite d’apres (21)
(23) |Z|0@)(z;",p)| < (L+¢€) (1+¢e) pour |z—z,|<retn>N.

A F. Leja, Math. Ann,, t. 108, p. 517—524.
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D’autre part, si z n’appartient pas a E et v— 1 2,..., il

existe dans E un systétme de kv+1 points {0, kv tels
qu’on ait
(24) Ofcv  P)=a” x I"kv(z ;»p) I=

= ipey2m o \LKI(Zri’P (rfW-

En appliquant la formule d’interpolation de Lagrange au po-
lynédme [p(z)j on a
kv
(p(2)) Lkv (z;rj) mp(r,)kv
j=o0
donc

raax | L.% p(rj)kv | >

et par suite daprés (24) <kv(z;p)> I/(kv+1) On en déduit
I'inégalité
<P(z;p) — Iim R/<t>kv (z; p) > 1
vV—00
qui entraine (20) en vertu de (23) .

5. Cas particuliers I. Supposons comme dans le numéro 4
que /(z) = 0 et que p(z) soit le polyndme du degré 1 de la
forme p(z) = pt(z) = z—a ou a est un point quelconque
n’appartenant pas a E. D’aprés (12) et (14) on a

z;l,p )= LA (z;1Y) a0 -an
(z—a)n

t
° ip,) = lim ]\ <O (z;1, pt)
n* 1

Le point z—a est situé dans un des domaines dont la
somme est I’'ensemble complémentaire a E. Désignons ce do-
maine par Da.

Théoréme 4. Lorsque le diametre transfini d(E) est po-

sitif, alors log 9 U jpJ est la fonction de Green (classique
ou généralisée’) du domaine Da avec le pole.z= a.

Démonstration. Supposons d’abord que E soit une
somme de continus. Il résulte immédiatement des théoremes
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2 et 3 que la fonction log est harmonique et po-
sitive en dehors de E + {a} et qu’elle tend vers zéro lorsque,
z n’appartenant pas a E + {a}, tend vers un point quelconque
de E.

Observons maintenant que d’aprés (19) la différence

nelog [A\z -3 ,Pl) |— log 17 i

est bornée dans le domaine Da— {a}, donc sa limite pour
c’est-a-dire

(25) log 0(z;pj) — log i"zz"i

y est bornée aussi. Par suite la différence (25) est harmo-

nique aussi au point a ce qui prouve que log <(z;pj estla
fonction de Green classique de Da.

Lorsque la frontiére de Da est quelconque, la démonstra-

stration est analogue a celle donnée dans le travail inséré
dans ce journal t. XXI (1948), p. 70.

Remarque. Lorsque E est une somme de continus, la
fonction log <t>(z-p") est harmonique en dehors de E+Da et
tend vers zéro lorsque le point z n’appartenant pas E+Da
tend vers un point de E. Par suite d’aprés le principe de
maximum, log €(z; pj est identiqguement égal a zéro en
dehors de E+Da

IL Supposons maintenant que f (z)= 0 et que
p@=p2(0)=1 (z—a)(z—0)
ou la détermination du radical est quelconque. Alors

a0-«)q0-/?)
(z—a) @—")

Les points a et P sont situés dans I’ensemble complémen-
taire CE de E. Désignons par Da le plus grand domaine
contenant a et contenu dans CE et par le domaine ana-
logue. Il est clair que les domaines Da et peuvent étre
identiques ou disjoints.
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Supposons que Da="Dfi et désignons par G(z,D3g, la
fonction de Green du domaine Da avec le pbdle a et par
G (z, Dp) ia fonction analogue.

Théoreme 5. Lorsque Da7”Dp alors

~ A X (G(z,Dg dans Dy
2log<P(z,p2 I G(zD ) dgnsD

Démonstration. Supposons que E soit une somme
de continus. Il resuite des théoremes 2 et 3 que la fonction
2 log (z; p2 est harmonique et positive en dehors de
£)+ {a}+ {{J} et quelle tend vers zéro lorsque z tend vers un

point z,e E. Il reste a prouver que la différence
1
2 log 0(z; lo
9 0(z: P2 91, _a
tend vers une limite finie lorsque z-*a. Considérons a cet.

effet la suite partielle j ) /10Z}z; l,p2|j et observons que

d’aprés (19) la différence
logi0o”™ (z;4 P2 1—| log !

est bornée dans Da—{a}, donc la limite
(26) log0 z;p2—| log |22 §

est bornée dans le voisinage du point z= a et par suite la
fonction (26) est bornée et harmonique au point z = a.
Pareillement la fonction

log 0(z; p2—1logy"ijj

est harmonique dans le domaine Dp.

Remarquons que dans le cas ou Da= DA et a7 la
onction log 0 (z; p2 est harmonique et positive dans
D — {a}—{/?} et tend vers zéro lorsque z tend vers la fron-
tiere de Da Les points a et sont des pbles du degré W2
de cette fonction. En dehors de I’ensemble Da+Dfi+E la
fonction 2 log 0 (z;p2 est identiquement nulle.
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Le cas ou Da= Dfi et a= y se réduit au cas I.

IIl. Considérons maintenant le cas général ou

p(@)= pk(z)=/I(z-flj (z—ad... (z—ab

et désignons par Da,i— 1, 2,..., k, le plus grand domaine
contenant a, et contenu dans CE. Lorsque D Da,irs=
— 1,2,...,k, on démontre comme plus haut I'égalité

fc*lo 0 (z; p© — G (z; D ) dans Da,i=1,2,...k ,

ou G (z, Da) est la fonction de Green (classique ou généra-
lisée) du domaine Da avec le pdle a;, En dehors de Ien-
semble ED + E la fonction k-log0(z;p® est identique-
ment nulle.

Si a,= aeDaz= I,2,...,k nous retrouvons le cas I.



SUR LES TRANSFORMATIONS DES SYSTEMES
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

par
Z. MIKOLAJSKA (Krakow).

Le théoréme qui suit constitue une réponse a une question
posée par M. M. T. Wazewski et J. Szarski.

Théoréme: Considérons la transformation T
(T) f=r (i—1,...n)
Admettons que les fonctions Ff(t, £n) et leurs déri-
vées partielles du premier ordre soient continues dans
I’es pace de points (¢ fv... £) et que le déterminant
Dét. (F* (0,...0)) soit différent de zéro. Supposons que T

admette la transformation inverse T~

(T-J G= fi(t,xs,...xn),T=1

valable dans l’espace tout entier. Admettons en plus que
la transformation T-1 appliquée a un systéeme quelconque

d’équations différentielles linéaires et homogénes a coeffi-
cients constants

n
X, — S aux

conduise a un systeme linéaire du méme genre.

Ceci étant supposé nous affirmons que la transformation
T est de la forme

X.= e Mk tk, t=r (/= 1,...1)
k=l

Démonstration: Désignons par A la famille de tous les
systemes linéaires, homogénes a coefficients constants.
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Nous dirons qu’une transformation T posséde la pro-
priété P lorsqu’elle transforme la famille A en une famille
partielle de A.

Posons (0;-e« 0) = 7t La matrice |[lyifc|] n’étant pas
singuliere elle admet une matrice inverse ||Pik||. Envisageons
la transformation linéaire L

, = - (z= 1 n)
k=l
et la transformation composée W — L. T
(IF) x,= f ft,F’ U H'(. ...T), /=
s=I
On vérifie facilement, que
(i) H;fd(o,...,0)=aic
ou 4 = 1letdc= 0 pour i*=k (i= I,... n,k—1,...,n).
Nous démontrerons dans la suite que les fonctions
H' (r,4 ... ainsi définies sont de la forme
(*)

Il en résultera notre théoréme, puisque T — L~\W.

Nous passons donc a la démonstration de la formule (*).
La transformation IF-1= T_1. L-1 possede évidemment

la propriété P. La transformation IF-1 appliquée a un sy-

stéme quelconque

(EX Xj — (i=1,...n)

de la classe A conduit a un systeme d’équations différen-
tielles

(Ri) = 21Ajj z= 1,..n)
j=i
Une intégrale quelconque f,= (/) de passe par
intermédiaire de W en une intégrale x,= x, (/) de (Rj).
On aura par suite I’égalité

Rocznik Pol. Tow. Matem XICHI. 18
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(2) X, =H'(/, .. fn+J HE&(, . £n) fk
k=1
valable le long de cette intégrale. En remplacant respective-
n n

ment x, par 2? a"Xj et par S At nous aurons

n
(32 .Z. a"x,

=i J1

En remplacant dans les dernieres égalités  par H '(f,£r... £n)
nous obtiendrons I%égalité

(4)
2 atlW (t, ..U - H\(t,Sv...£)+ Z HX(t,t,...Q AKS
k

7=1 =1

valable le long de toutes les entégrales de (RJ. Par chaque
point de I’espace (t, fp... fn) passe une intégrale de ce systéme
et par suite les relations (4) sont valables dans I’espace
tout entier. A chaque matrice | atj| correspond donc une
matrice constante || A ;jj|| vérifiant partout l'identité (4). A une
matrice quelconque bi; correspondra d’une fagon analogue
une matrice fi,7 telle que

2 b"H'V, ... (t,Sv.
On aura donc

2 (a,-b,) H}t,tv... £ H* (tjv... Q Ak-B kit
j=i fc /=i

et par suite

7= 1 kl=1
o G7= a0— , CK= Ak— Bk  (k, Li,y,= 1,...n)

A chaque matrice || ctj|| correspond donc une matrice IICH|
satisfaisant aux identités (5).
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Pour cij='6ij ( i n ) nous aurons d’apres (5)
(6)
Kl=1
et pour £,,= ... = £,= 0 nous obtiendrons
(7) H'(/,0,...0)=0 i=1,...n)

Posons dans les relations (5) f= f2= ... = £, = 0, fx==0.
Nous aurons

i clfH1(, 0,..0)0 i (0, 0,..0ck

1=1 k-1

et par suite d’aprés (7)

f CijH> (0,#fi£r 0,...0) - i H* (0, 0,...0)CKIS,
1=1 k-1
ou 0< &SIk 1
Dans le cas ou £x4=0 nous aurons
(8) 2’¢c7™ i(0,7i"0,...0)-~H ;fc(0jL0,... 0)CH
7=1 fc=1

Les fonctions H'SL(t, £v... £n) étant continues nous obtiendrons
en passant a la limite £x->0, les relations

i CijH%i (0,...0)= i H%k(0,... 0)Ckl (/=1,...n)
En posant f==£p= ... = £p x= £p+l...= £,= 0, £p==0 nous
obtiendrons d’une facon analogue

i c.HI (0,...0)- i H* (0,...0)Ckp(ip=1,...n)

7:i "7 k=1

ce qui exprime que

S Cij Ujp S &ik Ckp (zp= 1I,... n)
7=1 k=1
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c’est-a-dire

(9) cip= C?.

En raison de (9) et (6) nous aurons pour c.= s, etcj= 0
(i ==/) les identités

k=1
d’ou il vient que pour tous les sk on aura
n _ A s 1 N
1/4 uf,--sikHk (Up...inl"o _ 1..n)
k=1

et par conséquent

0
d’ou
(10) HU"f,-.er) = 0 pour i==k
(11) H* (t, (i= 1 eeen)

En sappuyant sur (10) on conclut que H'(t,Sv... £n) ne dé-
pend que de deux variables t et c’est-a-dire

(12) H (/,fp...&n) G'(/,f) (/= 1..n)
d’ou, en vertu de (11), on aura pour £ =t=0
” <?'(/,£) z
Gf. (/ f)= -—- - 0= 1,...n).

En considérant t comme un paramétre on voit que la
fonction G vérifie I'¢quation linéaire

dy y
on aura donc
Si
f ds
G*(t, = G'(/,£)X = G'(,E)« = () f

Am .

03) G "(u,)
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De la continuité de H't, v...,Sn) et de relations (12) et
(13) il s’ensuit que I’'on aura partout

(14) H'(/,fp...

H\ (t, ép... fn) étant continue la dérivée (t) existe et elle
est continue. D’aprés (1) on aura

H{; (0,...0)= 1
d’ou, en vertu de la relation (14), il vient que
", (0)— 1.

En posant afy= 6jjet H' (t, £p... £,)= "f(f) dans la relation
(4) on obtiendra

h'(t, ép... (t,ip...u +i/€:ih-,a, mm'n) -Au f,

"l (f) fv: G:Q(/) f'+ J) "l (0 £/ (l :_111 n)

On aura donc pour f,= & (?==1,. n)
(H= Q- Al («==1, n)
En posant o, =ml— on aura
“, (0 =", (o) eof (/==1,. n)

d’ou il résulte que

(0= ", (0) ecif «==1, n)
c’est-a-dire
(15) () = et 0==1. n)
En s'appuyant sur (5), (9) et (15) on voit que

(t <n
7=1 ki=1

I oci& () e.= 1 i) citi, L= 1,.n)
7=1 1=1
i Jeu. (t)-0i,. (/)110 (=t
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d’ou il résulte que _

a()= @ (,j= 1..n)
c’est-a-dire

e®/ = e°if= ed

et par suite

ce qui termine la démonstration de la formule (*).



COMPTES —RENDUS
DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE.

1. X. 1949 — 1. VII. 1950.

Etat de la Société.

L’état du Bureau Central de la Société ainsi que les états
des Bureaux des Sections de Cracovie, Gdansk, Lublin,
Poznan et Varsovie étant les mémes que dans la période
précédente (voir Annales de la Société Polonaise de Mathé-
matique XXII, 1950, p. 273—275) nous nous bornons apublier
[’état actuel de la Section de Wroclaw.

Section de Wroclaw.

Président de la Section: Prof. Dr. Wladyslaw alebo -
dzinski.

Vice-Président de la Section: Prof. Dr. Edward M ar-
czewski.

Secrétaire de la Section: Mgr. Abraham G 6tz

Trésorier de la Section: Dr. Maria Nosarzew ska.

Membre du Bureau de la Section: Prof. Dr. Bronislaw
Knaster.

Commision de Contréle: Prof. Dr. Jerzy Slupecki, Prof.
Dr. Hugo Steinhaus, Prof. Dr. Witold W olibner.

Délégués a I’Assemblée Générale de la Société: Prof. Dr.
Bronislaw K naster, Prof. Dr. Edward M arczew ski,
Prof. Dr. Jan M ikusinski, Mgr. Marceli Stark.

Suppléants des Délégués: Prof. Dr. Hugo Steinhaus,
Prof. Dr. Wladyslaw élebodzinski, Dr. Stanisiaw

Hartman, Prof. Dr. Jerzy Slupecki.

Comptes Rendus des Séances des Sections.
Section de Cracovie.

18. X. 1949. Krzyzanski, M.: Sur la solution élémentaire
de I’¢quation de la chaleur. Rendiconti dell’Acad.

Nazion dei Lincei, 1950.
25. X. 1949. Séance tenue a l'occasion du mois de ['amitié

polono-soviétique avec les conférences sur
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8. X1. 1949.

9. XI. 1949.

15. XI. 1949.

22. X1. 1949.

29. X1. 1949.

6.X11. 1949.

13. X11. 1949.

,1’'Oeuvre des mathématiciens soviétiques" pro
noncées par:
Leja, F.: Fonctions analytiques,
Gol”rb, S.: Géométrie,
W azew ski, T.. Equations différentielles,
Leitner, R.: Didactique des mathématiques
Litwiniszyn, J:. A certain boundary pro-
blem of vibrating string (a paraitre dans les
Archives de Mécanique Appliquée, t. 2, fasc. 2).
W ekua, I. N.: Quelques problémes de la théo-
rie des équations aux dérivées partielles du type
elliptique.

L’auteur a parlé de quelques résultats publiés dans son
livre: Nowyje metodv rieszenia elipiiczeskich urawnienij,

Moskwa, 1950 (Nouvelles méthodes de solution des équa-
tions du type elliptique).

Leja, F.. Sur le probléme des coefficients des
fonctions analytiques univalentes dans le cercle
Ann. Soc. Pol. Math., t. XXIII (1950), p. 69—78.
Wrona, W. On multivectors in the Rie-
mannian space, (a paraftre dans le Casopis pro
péstovan? matematiky a fysiky).

Ziemnicki, J: Sur quelques applications de
I'équation de la chaleur dans la technique de
moteurs termiques a piston.

Cech, E.: Affinités et homographies tangen-
tes a une correspondance entre deux espaces
linéaires. Application au probléeme de la classi-
fication affine et projective de telles correspon-
dances. Un exposé complet sera publié dans
une série de Mémoires au Casopis pro pésto-
van? matematiky a fysiky.

Leitner, R.: Sur une propriété des ensembles
de diameétre transfini nul. Ann. Soc. Pol. Math.,
t. XXIILI.

10. I. 1950. W azew ski, T.: Une généralisation de la no-

tion du contingent et son rapport a un théo-
réme sur les accroissements finis. Bull. Int. de



17. 1.
7. 111, 1950.
21. 111. 1950.
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I’Ac. Pol. des Sciences et des Lettres, séance
du 5. XII. 1949.

1950. Szarski, J.: Sur les systéemes majorants

d’équations différentielles. Ann. Soc. Pol. Math.,
t. XXIII.

Hlawiczka, S.: The unity of the notion of
the number, addition and multiplication based
on the relational arithmetic.

In the relational arithmetic-based on the notion (due to
Newton) of the number as a relation between two quanti-
ties of the same kind the operations of addition and multi-
plication are defined in the following way:

p+ rQIp'Q/r'Q =5Q
pery [Ql-p 1TQ=s'Q
wherein Q is a quantity, P/R the relational product of two
relations.
These définitions are valid for ail kinds of numbers, as
integers, retional, relative, real and complex numbers.
There exists in the relational arithmetic also a unique
définition of a power:

p'Sr'p.
Leja, F.: Sur le probleme de Dirichlet dans le
cas des données frontieres discontinues n’ad-
mettant que deux valeurs différentes.

Soit F la frontiere d’'un domaine plan, borné D simple-
mant connexe, <P(z) une fonction réelle définie sur F
n’admettant que deux valeurs différentes A et B et un
systetme de n + 1 points différents quelconques f0,

situes sur F.

Désignons par L<)z,"<) le polynébme du degré n égal
a lau point z—fy et a 0 en d’autres points du systéme
f(">et par um n(z, f<)), ot m et n=1,2..., la somme

um ,, 3 t(")= Z2 1™ (z.GI¥| e"«P’nm

1=0

se réduisant & e’>2) nmaux points du systeme Désig-
nons encore par um, n (z) la borne inférieure de cette
somme lorsque n étant fixe le systéme varie sur F
Il est évident que la fonction umen (z) est positive dans
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28. 111. 1950.

9. V. 1950.
23. V. 1950.

30. V. 1950.

le plan entier et que log umn (z) constitue une approxima-
tion de la fonction F(P(Z) sur F. On démontre que:

1° 1l existe dans l'ensemble D+F la limite réitérée
m“-ryoo<(n|-”>nootn_ g u (@), )y ue@)
et on a AMu(z)+"gq> (z) aux points de F.

2° La fonction u (z) est harmonique dans le domaine D,
continue en ceux des points de F en lesquels ¢~z est conti-
nue et on a u(z) —<p(z) aux points de continuité de P (2).-
dlebodzinski, W.: Sur la géométrie textile
et les connexions affines (a paraitre dans les
Prace Matematyczno-Fizyczne).

W azew ski, T.: Remarques relatives au voyage
scientifique en Tchécoslovaquie.

Slupecki, J.. Logique et I’enseignement des
mathématiques.

Leja F.; Une méthode nouvelle de résolution
du probléme de Dirichlet dans le plan.

Soit F la frontiere d’un domaine plan quelconque D con-
tenant le point al'infini dans son intérieur, <p(z) une fonction
réelle définie et continue sur F, A I’ensemble ouvert (supposé
non vide) complémentaire & D+F et un systeme de po-
ints différents quelconques situés sur F.

Désignons par V(G”) le produit de toutes les distances

mutuelles des points 0, fj,...-, par 1 un paramétre réel et
par I'\(f(%) le produit

K(C(n)).e-n* )

Lorsque le systeme varie sur F le produit reste
borné et atteint un maximum V Soit
Q) xa= {/m),x<n)......4 n)l

un systtme de n+ 1 points de F (dépendant de 1) en
lequel Vz (x<) = y Formons la somme

) Fn(z,2) = £ |LU)(z, <)

/=«
ou (z,/">), j=0,l,... n, désigne le polyndme de Lagrange
du degré n égal a 1 au points z=x") et a 0 en d’autres
points du systeme (1).
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7. V1. 1950.

17. X. 1949.

21. X. 1949.

22. 1. 1950.
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Il est clair que la somme (2) est positive dans le plan

entier et quelle se réduit a aux points du systéeme
(1) donc la fonction
3 fn(z,2) = | log j/ Fn(z. 2), n=12..

se réduit a (z) aux points (1) et constitue une approxi-
mation de la fonction frontiere (p(z) sur F. Observons
encore que l'ensemble Aest une somme finie ou dénom-
brable des domaines simplement connexes disjoints et que
la frontiere de Aest contenue dans F. On peut démon-
trer que:

1° Dans I'ensemble A+ F il existe la limite réitérée

lim / lim fn(z, A\ = $(2)
2-» 0 1n->00 )

y satisfaisant a I'inégalitt m 29 (z) M, ou m et M sont
les bornes de p(z) sur F.

2° La fonction $ (z) est harmonique dans A continue
dans A+ F ef égale a mp(z) sur F

Cette méthode de résolution du probléeme de Dirichlet
dans le plan pour des domaines simplement connexes bor-
nés quelconques peut étre étendue a des domaines multi-
plement connexes.
Discussion publique sur le sujet: Pourquoi la con-
naissance des mathématiques supérieures est
nécessaire pour enseigner les mathématiques
élémentaires.
Egervary, J.: Sur le probléeme des trois corps.
Une partie de ces résultats est contenue dans
le travail: Sur une nouvelle solution particuliere
du probléme des trois corps. (Commentarii

Math. Helvetici, t. 24, fasc. 1).

Section de Gdansk.

Tu rski, St: Sur les résultats acquis par les
mathématiciens soviétiques.

N aleszkiewicz, J.:. Sur les méthodes de-
relaxation dans les mathématiques appliquées.
Golgb, St: Sur une généralisation des équa-
tions de Bonnet-Kowalewski dans I'espace a plu-
sieurs dimensions.

1 1. 1950. P¢cczalski, M.. Sur la rationalisation des-

mathématiques.
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Section de Lublin

2.VI1.1948. Biernacki. M.: Sur une inégalité.
19. X1.1948. Ry 11-Nardzewski, C.. Sur quelques pro-

3. X11.1948.
22. XI11.1948.
21. 1. 1949.
21. 1. 1949
11 11

18. I11. 1949.
18. 111, 1949.
26. 111. 1949.
14. V. 1949.
14. V. 1949.
1. X. 1949.
18. X1. 1949.

priétés des corps convexes.

Biernacki, M.: Sur les fonctions faiblement
p-valentes.

Bielecki, A.: Sur la définition des fonctions
trigonométriques a l'aide des intégrales.
Biernacki, M. Sur quelques propriétés des
ovales.

Biernacki, M.: Differentialgeometrie deRothe
(compte rendu bibliographique).

1949. Ryll-N ardzew ski, C.. Sur un théoréeme

de M. Wazewski.

Bielecki, A.: Sur la couverture du plan par
des segments.

Biernacki, M.: Blaschke: Differentialgeo-
metrie (compte rendu bibliographique).
Krzyzanski, M. Sur les méthodes de re-
cherche des intégrales des équations linéaires
du type elliptique discontinues sur le bord du
domaine d existence.

Leja, F.. Sur une méthode d’approximation
des fonctions.

Leja, F.: Une démonstration nouvelle d’un
théoréme de la théorie des séries.
Biernacki, M.: Les principaux résultats obte-
nus par les mathématiciens de I'U. R.S.S.

Le conférencier a exposé les résultats obtenus par le
mathématiciens de PU. R. S. S. dans différents domaines, en
particulier dans la théorie des fonctions d’une variable
réelle, des fonctions analytiques, de la théorie des ensem-
bles, du calcul des probabilités et de la théorie des
nombres.

Krzyz J.: Sur une inversion du théoréme de
la moyenne (a paraftre dans les Annales Univ.
M. Curie-Skiodowska, Lublin. vol. 1V, 1950).



22. X1. 1949.

13. 1. 1950.
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Biernacki, M. Sur quelques inégalités (a pa-
raitre dans les Annales Univ. M. Curie-Sklo-
dowska, Lublin, vol. IV, 1950).

Jakdbczyk, F.:. Les fractions périodiques
dans différents systemes de numération (a pa-
raitre dans les Annales Univ. M. Curie-Sklo-
dowska, Lublin, vol. V).

20. 1. 1950. Alexiew icz, A.. Sur les vecteurs-fonctions.

18. 111. 1950.

3. VI. 1950.
10. V1. 1950.
23. V1. 1950.
5. X1. 1949.

Leja, F.. Sur les coefficients des fonctions
analytiques univalentes dans le cercle.

W rona, W.: Sur une classification des espa-
ces de Riemann.

Le conférencier a indiqué une classification possible des
espaces de Riemann, fondée sur les propriétés de la cour-
bure scalaire d’une m-direction et des multivecteurs princi-
paux en un point d’'un espace de Riemann; ces propriétés
ont fait I'objet de plusieurs publications antérieures du confé-
rencier.

Krzy zanski, M.: Sur un procés stochastique
continu en relation avec I¢quation de la cha-
leur (a paraitre aux Rendiconti dell’Accad. Na-
zionale dei Lincei).

Tatarkiew icz, K. Sur la convexité des
spheres dans lespace de Banach et sur la
meilleure approximation (a paraitre aux Ann.
Soc. Pol. Math., voir aussi C. R. Ac. Sc. Paris
227).

Section de Lobdz.

Séance tenue a l’'occasion du mois de I'amitié
polono-soviétique avec les conférences sur 1’'Oeu-
vre des mathématiciens soviétiques prononcées
par:

Krysicki, W.: Calcul de probabilité et la sta-
tistique mathématique.

Popruzenko, J.: Théorie analytique des
nombres, théorie des ensembles et topologie.
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28. XI1. 1949.

Charzynski, Z.: Analyse fonctionnelle.
Janow ski, W.: Théorie des fonctions analy-
tiques.

Charzynski, Z. et Janowski, W.: Sur
I’équation générale des fonctions extrémales
dans la famille des fonctions univalentes bor-
nées (a paraitre dans les Ann. Univ. M. Curie-
Sklodowska vol. 1V).

Soit f(z) la fonction holomorphe univalente dans le
cercle |z|< 1 de la forme

@) f@=ajz+ ouat> 0
pour laquelle

@ 11(z)]<1.
Considérons la famille

®) F

de toutes les fonctions de la forme (1) assujetties a la
condition (2) et la famille
(4) Ft

de toutes les fonctions appartenant a la famille (3), pour
lesquelles
fli>T, ot 0< T< 1

Les auteurs donnent la généralisation des équations pour
les fonctions extrémales obtenues par Z. Charzynski *).

Le résultat essentiel est compris dans le théoréme sui-
vant: Etant donnée une fonctionnelle réelle

©) K (f)

définie dans la famille (3), différenciable en chaque point
de la famille (4), dont la différentielle ne sannule identi-
quement dans aucun point de la famille (4), chaque fonc-
tion extrémale (c. a d. pour laquelle la fonctionnelle (5)
atteint son maximum dans la famille (4)):

(6) « = [e=]e (Z)l

appartenant a la famille (4) remplit les conditions sui-
vantes:

) Z. Charzynski: ,,Sur les fonctions extrémales dans les familles
de fonctions univalentes” a paraitre.
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I. Il existe sur la circonférence
M |z|=1
un arc ouvert
(8) o

tel, que la fonction (6) reste analytique sur cet arc et le
transforme en un arc

© D
du cercle
(10) w| =1

Il. On a pour chaque point z de C I’équation:

(11) [zy"-123)I[/s(@)] = Q@)
ou
(12) 33i(iv)= D*|jp +ES*[¥'(I” tf), tv] —2P*
(13) 91 (2) = D* A(0]+D*[i'(f,z)?*'(C)]-2P*
_ 1+ iv2
y w2)=w 1—iv2
(D*(h) = L*(h) - iL*(hi)
1 1 D*(h) = L9(h) + i L9(hi)

L9 (h) —Ila différentielle de la fonctionnelle (5) au point (6)

P9= Minim v tD*f V* -e~"1+ fV O*(f),eiyl)
O<y<2jr2 < L O

En méme temps f désigne la variable apparente de l'opé-
ration pour la distinguer de z, qui joue le rble de para-
métre.

IIl. Les fonctions (12) et (13) prennent sur la circonfé-
rence (10), respectivement (7) les valeurs réelles non néga-
tives.

IV. Le premier coefficient du développement de toute
fonction extrémale (6) est égal a T.

Il en résulte les corollaires suivantes, utiles dans leurs
applications.

Corollaire 1 Si les propositions:

Rocznik Pol. Tow. Matem. XJtll1. 19
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16. 1. 1950.

25. X. 1949.

25. X. 1949.

1° 1l existe un domaine
(15) E
compris dans le cercle |z]| < 1, dont la frontiére contient
un arc
CcjCccC

tel, qu’aucun point de cet arc n’est pas un point d’accumu-
lation des points essentiels du complémentaire du domaine
(15).

2° On peut étendre la différentielle de la fonctionnelle (5)
a la famille linéaire G de toutes les fonctions méromorphes
dans le cercle |z|< 1 qui ont des pbles tout au plus dans
le domaine (15)
sont vérifiées, alors I’équation (11) a lieu pour chaque zeE.

Corollaire Il. Si les propositions:

1° 1l existe un domaine fixe
(16) E*
compris dans le cercle \z\ < 1, dont la frontiére contient
la circonférence (7) et les points qui sont des points d’accu-
mulation des points essentiels du complémentaire forment
sur cette circonférence un ensemble non dense.

2° La différentielle de la fonctionnelle (5) prise au point
quelconque de la famille (4) s’é¢tend a la famille linéaire G*
de toutes fonctions méromorphes dans le cercle \z2\ < 1
dont les pbles sont situés tout au plus dans le domaine
(16)
sont vérifiées, alors I’équation (11) peut étre établie pour
chaque z e E*

Popruzenko, J.:. Sur une méthode d’intégra-
tion des expressions irrationnelles du 2e degré.
En s’appuyant sur la notion du polynéme pair et im-
pair, l'auteur a introduit un systéme des transformations
qui nous permettent de présenter les irrationalité sous une
forme rationnelle plus simple que celle que I'on obtient en
appliquant les formules connues de I’Analyse classique.

Section de Poznan.

Orlicz, W.: Sur les relations scientifiques
polono-soviétiques.
Alexiewicz, A.. Les mathématiques dans
I'Union Soviétique.
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8.XI.1949. Butlew ski, Z.: Compte rendu du Congres

des mathématiciens polonais et tchécoslovaques
a Prague (28 aolt — 4 septembre 1949).

8. X1.1949. A lexiewicz, A.. Application of vector-
valued functions to a differential équation.
2.XI11.1949. Biernacki, M.: On some inequalities.
13. I. 1950. Jesm anow icz, L: On the Cesaro means,
31. 1I. 1950. Albrycht, J: The rule of I'Hospital for

vector-valued functions (a paraitre dans Collo-
quium Mathematicum).

31. IIl. 1950. A lexiewicz, A. et Orlicz, W.. Analytic

25. 1V. 1950.

5. V. 1950.

vector-valued functions of a real variable (a pa-
raitre dans les Studia Mathematica).
Gruzewski, A:: The method of sequential
analysis in mathematical statistics.
Alexiewicz, A.: Vector-valued functions of
bounded variation (a paraitre dans les Studia
Mathematica).

19. V. 1950. A lexiewicz A. et Orlicz, W.: Riemann

intégration of vector-valued functions (a paraftre
dans les Studia Mathematica).

6.VI.1950. Ry 11-N ardzewski, C.. The equipartition

17. V1. 1950.

22. V1. 1950.

28. X. 1949.

of sequences.

W azew ski. T.: On the notion of asymptotic
coencidency of intégrais of differential équa-
tions.

Marczewski, E: On the ergodic theorems

Section de Varsovie.

Séance tenue & l’'occasion du mois de Il'amitié
polono -soviétique avec les conférences sur
I’Oeuvre des mathématiciens soviétiques, pro-
noncées par:

Kuratowski, K.: Introduction générale,
Sierpinski, W.. Théorie des ensembles et
fonctions réelles,

Mazur, S: Analyse fonctionnelle,

19°
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Borsuk, K.: Topologie,
Zarankiewicz, K., Théorie des nombres.

25. XI1.1949. Jaskowski, S.: Sur une généralisation du

25. X1. 1949.

2.XI1.

2. X11.

9.XIlI.

13. L

20. 1.

20. I

27. 1.

17. 111.

14.1V.

28. 1V.

12. V.

1949.

1949.

1949.

1950.

1950.

1950.

1950.

. 1950.

1950.

1950.

1950.

. 1950.
1950.

théoréeme de Sturm dans la méthode de Tarski
d’une décision dans lalgébre.

Jaskow ski, S.: Surl'interprétation des propo-
sitions catégoriques dans le calcul des prédicats.
M ostow ski, A.. Sur la notion du produit
dans la théorie de la décision.

Rasiowa, H.: Sur une axiomatique du calcul
des propositions.

Sikorski, R.: On an analogy between mea-
sures and homomorphismus (ces Annales, p. ).
A 11man, M.: Sur les bases dans l'espace de
Hilbert.

Rasiowa, H. et Sikorski, R.: A proof of
the completeness theorem of Godel (a paraitre
dans les Fundamenta Mathematicae 37 (1950)).
Sikorski R.. Topotogy in Boolean algebras
(Fundamenta Mathematicae 36 (1949),p. 165—206).

Sikorski, R.. The intégral in a Boolean
algebra (Colloquium Mathematicum 2 (1949),
p. 20—26).

Altman, M.: Sur la multiplication des séries

abstraites.

Zarankiewicz, K. Sur le théoreme des
quatre domaines (aprés cette communication on
a montré le film du Congres des Mathémati-
ciens Polonais et Tchécoslovaques a Prague).
Sikorski, R.. On some topological spaces of
high potency (& paraitre dans les Fundamenta
Mathematicae 37 (1950)).

N ey man, J: Sur un théoreme d’existence lié
avec le probléme de la vérification des hypo-
théses composées.

Altman, M.: Les anneaux Bo

Suszko, R.: Ltude des fondements de ma-
thématiques dans I'Union Soviétique.



291

12.V. 1950. Los, J. et Ry1l-Nardzewski, C.. L’xio-
me du choix et I’'existence de mesures deuxva-
lentes dans l'algébre de Boole.

19. V. 1950. Sierpinski, W.. Compte rendu du voyage
scientifique en Italie.

19. V. 1950. Ryll-N ardzew ski, C.: Sur une généralisa-
tion du théoréme ergodique.

2. VI1.1950. Sikorski, R.: Surune démonstration du théo-
reme de Tychonoff-Cech.

2.VI1.1950. Sierpinski, W.: Sur les nombres de la for-
me 2n. (@ paraitre dans les Ann. Soc. Pol.
Math.).

2.VI1.1950. M arczewski, E: Sur quelques applications
du théoréme ergodique.

Section de Wroclaw¥*)

14. X. 1949. Los, J.: Sur les fondements de la probabilité.

21. X. 1949. Steinhaus, H.. La Section de Wroclaw de
la Société Polonaise de Mathématique depuis le
20 octobre 1945 jusqu’au 21 octobre 1949.

21. X. 1949. Slebodzinski, W.: Sur les variétés a con-
nexion semi-symeétrique.

21. X. 1949. M arczew ski, E.. Sur les fonctions équiva-
lentes.

28. X. 1950. Hartm an, S.. Sur une méthode d’estimation
des sommes de Weyl pour les fonctions pério-
diques et presque périodiques.

4.X1.1949. Stark, M.: La théorie des nombres en

U.R.S.S.
11. X1.1949. W olibner, W.: Sur un polyndme d’interpo-
lation.

11. XI1.1949. Mikusihski, J: Sur la notion de dérivée
dans Vanneau algébrique.

25. X1.1949. Finkielstejn, L: Sur une propriété du pro-
duit de composition.

") Les résumés et les notices bibliographiques concernant les communi-
cations présentées dans les séances de la Section de Wroclaw vont pa-
raitre dans le Colloquium Mathematicum II.
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15. X1.1949. Ry ll-N ardzew ski, C.. Sur un théoréme
d’interpolation dans les espaces linéaires.

2.X11.1949. M arczew ski, E.. Remarques sur la mesure
et sur la catégorie.

2.X11.1949. Lukaszew icz, J.: Sur la structure granulaire
du sol.

13. XI1.1949. Cech, E.. Sur un type de transformation de
I'espace projectif a n dimensions.

16.X11.1949. Steinhaus, H.: Sur le probleme de Hajos.

16.X11.1949. M ikusinski, J. et Ryll-Nardzew ski, C.
Sur le produit de composition.

16. X11.1949. Hartman, S..: Remarques sur les points
a coordonnées entiéres dans les translations
successives dun domaine.

13. 1. 1950. Perkal, J.: Sur les sections transversales des
troncs d'arbres.

27. 1. 1950. Ingarde n, R.: Sur I'espace des couleurs.

24. IL 1950. Steinhaus, H.: Une contribution a la nomo-
graphie.

24. 11. 1950. Ry ll-N ardzew ski, C.. Un probléme de
Véquipartition.

3. I1l. 1950. W o libner, W.: Sur les mouvements des
corps friables.

3. 1. 1950. Z ieba, A.: Un théoréme de la théorie de la
poursuite.

10. IIl. 1950. Ry 11-Nardzews ki, C.: Sur le théoreme
ergodique.

24. 111, 1950. W olibner, W.: Sur les domaines de l'indé-
termination des fonctions analytiques aux points

singuliers.

31. I1l. 1950. Steinhaus, H.: Remarques mathématiques
au probléme de la coagulation du sang.

31. 1. 1950. Ry II-N ardzew ski, C.. Théoreme ergodi-

que sur les fractions continues.

14. 1V. 1950. M arczew ski, E.. Le centre mathématique
de Wroclaw. 1945—1950 (rapport pour le Con-
grés Scientifique de Pologne).
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21.1V. 1950. 8lebod zinski, W.: Sur la variété a conne-
xion homographique.

28. 1V.1950. Now akow ski, R.: Surlaproductivité laitiere
des vaches.

28.1V. 1950. Steinhaus, H.: Sur la variation des arcs.

28.1V.1950. M arczew ski, E.: Sur la translation des en-
sembles.

5 V. 1950. M ostow ski, A.. Quelques nouveaux résul-
tats concernant le probléme de la décision.

5. V. 1950. Rieger, L.: La représentation du calcul fonc-
tionnel dans une forme algébrique.

12. V. 1950. M arczew ski, E.. Sur l’'extension non-sépa-
rable et invariante de la mesure de Lebesgue-

12. V. 1950. Hartm an, S.. Remarques sur les théorémes
asymptotiques concernant les fractions conti-

nues.
12. V. 1950. Ryll-N ardzew ski, C.. Sur un théoréme
de A. Rényi.

19. V. 1950. Katétov, M.: Sur les algébres de Boole.

19. V. 1950. K naster, B.. Sur I’ensemble des extrémités
d’une courbe.

26. V. 1950. Mikusinski, J: Sur les systemes des équa-
tions aux dérivées partielles dans les espaces
abstraits.

26. V. 1950. K atétov, M.: Sur la dimension de I'espace
métrique non-séparable.

30. V. 1950. Egervary, J. Sur la réduction symétrique
du probléme de trois corps.

2. V1. 1950. A lexiewicz A. L’intégration dans les espa-
ces de Banach.

6. VI. 1950. Steinhaus, H.: Sur lestimation statistique
de la valeur.

6. VI.1950. Steinhaus, H.: Sur les séries de Taylor.

16. V1. 1950. W olibner, W.: Sur une condition nécessaire
et suffisante pour que la fonction analytique
soit univalente.

16. V1. 1950. Hartman, S.: Sur les fractions continues.
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16. V1. 1950. H art raan, S.: Remarques sur la relation gé-
néralisée de Parceval.

23.VI. 1950. M oron, Z.: Sur l'allure asymptotique des inté-
grales des équations aux différences linéaires et
non-homogenes.

23.VI.1950. M ikusinski, J.: Sur I¢quation de trans-
lation.

Chronique et Publications.

L’Assemblée Générale et les Conférences des Mathéma-
ticiens Polonais.

Le 29 juin 1950 a eu lieu a Varsovie I’Assemblée Géné-
rale bienna’e de la Société Polonaise de Mathématique.
L’assemblée a adopté les modifications suivantes du régle-
ment de la Société:

1° L’année financiére compte du 1 janvier au 31 deé-
cembre.

2° Les Assemblées Générales de la Société ont lieu tous
les deux ans entre le le janvier et le le mars, aprés I'expi-
ration des pouvoirs du Bureau Central de la Société.

3° Le président de cette section de la Société a laquelle
appartient le président de la Société est membre du Bureau
Central de la Société.

4° Les séances du Bureau Central ne sont valables qu’en
présence d’au moins 4 membres de ce Bureau.

Les 14 et 15 juin 1950 a eu lieu a Wroclaw une confé-
rence consacrée a la statistique organisée par [I’Institut
Mathématique de I’Etat en collaboration avec la sous-section
mathématique du Congrés de la Science Polonaise. A cette
conférence ont participé 30 statisticiens polonais et 3 tchéco-
slovaques, on y a énoncé 15 communications sur les diffé-
rents sujets concernant la statistique et ses applications.
Dans une séance a part, tenue le 15 juin, on a discuté en
vue d’une préparation au Congres de la Science Polonaise,
I’6tat actuel de la statistique polonaise et les projets de son
développement dans I’avenir.
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Le 29 juin 1950 a eu lieu une conférence des mathé-
maticiens polonais consacrée a la discussion des résultats
acquis dans les sciences mathématques polonaises, de leur
état actuel et des projets de leur développement dans l'ave-
nir. A cette conférence, organisée par la sous-section mathé-
matique du Congrés de la Science Polonaise ont participé
environ 60 mathématiciens. Apres une discussion basée sur
une conférence du professeur K. Borsuk, discussion a la-
quelle ont pris part plusieurs membres de la réunion, on
a constaté que bien que les mathématiciens polonais ont
obtenu des résultats remarquables dans certaines branches
de mathématiques (théorie des ensembles, analyse fonction-
nelle, topologie et des sujets analogues), d’autres branches
(les mathématiques classiques et surtout les applications)
sont cultivées d’une fagon insuffisante en Pologne. Vu des
besoins croissants de I'Etat et de I’économie nationale les
mathématiciens polonais rencontreront des problemes dont
la résolution exigera un développement plus grand de I'ana-
lyse classique et surtout des branches ayant des applica-
tions directes.

Les changements personnels aux chaires des mathématiques
dans les écoles supérieures polonais.

Dr. Stanisiaw T urski professeur de mathématiques
a I’Ecole Polytechnique de Gdansk a été nommé professeur
de mathématiques a I’Ecole Polytechnique de Varsovie.

Doc. Dr. Miroslaw K rzyzanski a été nommé pro-
fesseur de mathématiques a I’Ecole Polytechnique de Cra-
covie.

Doc. Dr. Andrzej A lexiew icz a été nomme supplé-
ant de professeur de mathématiques a I’'Université de

Poznan.

Habilitations.

Université de Varsovie. Dr. Roman Sikorski. Disser-

tation: Closure Algebras. Fundamenta Mathematicae 36
(1949), p. 165—206. ~
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Le Concours Olympique Mathématique.

Sur une proposition de M. le Ministre de I’Instruction
Publigue S. Skrzeszew ski la Société Polonaise de
Mathématique a organisé un concurs parmi les éléves des
écoles secondaires appelé Concours Olympique Mathémati-
que (Olimpiada Matematyczna). On a constitué le Comité
Central du concours avec prof. dr. Stefan Straszew icz
comme président et prof. dr. Kazimierz Z aran kiewicz
comme directeur du concours; d’autres membres du Comité
Central étaient prof. dr. Edward O tto, A. M. Rusiecki,
mgr. Olga Turska, mgr. Jan Szurek (représentant le
Ministre de [I’Instruction Publique) et M. Antoni Kosin-
ski (représentant Z. A. M.P). On a constitué en outre des
Comités Régionaux du Concours Olympique a Varsovie (le
président prof. dr. W. Sierpinski), aWroclaw (le prési-
dent prof. dr. W. alebodzinski), a Cracovie (le prési-
dent doc. dr. W. W ron a), a Poznan (le président doc. dr.
A. Alexiewicz), a Lublin (le président prof. dr.
M. Biernacki), a L6dz (le président prof. dr. J. Ro-
linski).

Les buts du Concours Olympique sont les suivants:
a) élever le niveau de I'instruction mathématique des lycéens,
b) développer I'intérét pour les sciences mathématiques,
c) rechercher des individus particulierement doués et faci-
liter leur études ultérieures. Voici l'organisation du con-
cours qui contient trois phases: la | phase du concours
dure 3 mois, pendant ces 3 mois le Comité Central envoie
a chaque école secondaire polonaise tous les mois 4 pro-
blémes. Les éléeves doivent résoudre ces probléemes a do-
micile et déposer les solutions chez leurs professeurs de
mathématiques qui les envoient aux Comités Régionaux du
concours.

Les Comités Régionaux examinent les travaux recgus, les
auteurs des meilleurs parmi ces travaux sont admis a la
Il phase du concours qui consiste en un examen écrit pen-
dant lequel les éléves doivent résoudre de nouveaux pro-
bléemes. Cet examen est controlé et a lieu simultanément



dans les 6 villes-sieges des Comités Régionaux. Les travaux
des éléves sont envoyés au Comité Central qui convoque
a Varsovie les auteurs des meilleures solutions dans le but
de participer a la Il phase du concours qui consiste aussi
en un examen écrit contr6lé. Le Comité Central examine
ensuite les travaux de cette phase du concours et décide au
sujet de l’attribution des prix.

Ceux qui ont gagné des prix en recoivent des attesta-
tions; ils ont le droit d’étre admis, aprés le baccalauréat,
aux Facultés des Sciences des Universités ou des Ecoles
Supérieures Pédagogiques et a toutes les Facultés des
Ecoles Polytechniques sans d’autre examen que celui de la
Science au sujet de la Pologne et du monde contemporain;
on leur garantit aussi, s’il y a lieu, des bourses de I’Etat
pendant leurs études supérieures.

Les Concours Olympiques Mathématiques auront lieu
tous les ans. Dans le | Concours Olympique Mathématique
polonais 800 éléves ont participé a la | phase du Concours,
324 a la Il phase et 58 a la Ill phase. 20 concurrents ont
recu des prix. Chacun des gagnants de ces prix a regu une
collection des livres d’enseignement supérieur de mathéma-
tigues et chaque professeur d’un éléve gagnant le prix
a regu une récompense en argent.

Grace au | Concours Olympique Mathématique polonais
on a pu tirer de conclusions précieuses concernant l’'enseigne-
ment dans les écoles secondaires; il y a lieu de considérer
ce concours comme réussi.

Prix et distinctions scientifiques.

L’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cra-
covie a accordé le prix scientifique annuel (pour 1 an 1950)
dans le domaine des sciences mathématiques et naturelles
(Classe IllI) au prof. H. Steinhaus pour le mémoire:
Elementary Inequalities between the Expected Values of
Current Estiméates of Variance, Colloquium Mathematicum 1
(1948), p. 312—321.
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Les prix scientifiques annuels, fondés grace a une sub-
vention accordée par le Ministére de I'Instruction Publique
pour les meilleurs travaux mathématiques publiés par les
membres de la Société Polonaise de Mathématique au cours
de deux années précédantes ont été accordés pour la cin-
quiéme fois le 29 juin 1950 a M. S. Gol4b (le prix de
Zarem ba, pour les travaux: Sur la théorie des objets
géométriques, Ann. Soc. Pol. Math. XIX (1946), p. 7—35 et
Sur la théorie des objets géométriques, Ann. Soc. Pol.
Math. XX (1947), p. 10—27), a M. J. M ikusinski (le
prix de Banach, pour les travaux Sur les fondements du
calcul opératoire, Studia Mathematica XI (1949), p. 41—70
et L’anneau algébrique et ses applications dans Ianalyse
fonctionnelle, Annales Universitatis M. Curie-Sklodowska
1 (1948), p. 1-48 et Il (1949), p. 1—84) et a M. R. Si-
korski (le prix de M azurkiewicz, pour les tra-
vaux sur lalgéebre de Boole, a savoir: 1 On the repré-
sentation of Boolean algebras as fields of sets, Fund.
Math. 35 (1948), p. 247—256; 2. On a generalization of theo-
rems of Banach and Cantor-Bernstein, Coll. Math. 12 (1948),
p. 140—144; 3. A theorem on extension of homomorphisms,
Ann. Soc. Pol. Math. XX (1948), p. 332—335; 4. Sur les
corps de Boole topologiques, C. R. de I’Ac. des Sc. 226
(1948), p. 1675—1676; 5. Sur la convergence des suites d ho-
momorphies, C. R. de I’Ac. des Sc. 226 (1948), p. 1792—1793:
6. On the inducing of homomorphisms by mappings, Fund.
Math. 36 (1949), p. 7—22; 7. A theorem on the structure
of homomorphisms, Fund. Math. 36 (1949), p. 245—247,;
8. Closure algebras, Fund. Math. 36 (1949), p. 165—206;
9. The intégral on a Boolean algebra, Coll. Math. IL (1949),
p. 20—26; 10. On an unsolved problem from the theory of
Boolean algebras, Coll. Math. IL (1949), p. 27—29; 11. Indé-
pendant fields in cartesian products, Studia Math. 11
(1949)).
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