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VI ZJAZD MATEMATYKOW POLSKICH
Warszawa 20 - 23 12X 1948

~Ottrady Zjazdu toczyty sie w Zakiadzie Fizyki Dos$wiad-
czalnej Uniwersytetu Warszawskiego. Przewodniczacym Zjazdu
byt profesor Kazimierz Kuratowski, sekretarzem — profesor
Andrzej MostowskKi.

Dnia 23 1X na obrady Zjazdu przybyli Minister Os$wiaty
dr Stanistaw Skrzeszewski i Vice-minister Eugenia Kras-
sowska. Minister Skrzeszewski wygtosit do zebranych dtuzsze
przemowienie, w ktorym omowit aktualne potrzeby szkolnictwa
Sredniego w zakresie matematyki i przedstawit sugestie, doty-
czace wspoOtpracy matematykéw zorganizowanych w Polskim
Towarzystwie Matematycznym z Ministerstwem OS$wiaty w dzie-
dzinie szkolenia na poziomie nizszym i Srednim.

Po zakonczeniu obrad Zjazdu odbyta sie wspolna kolacja
w Klubie Inteligencji Pracujgcej.

Ponizej podana jest lista uczestnikow Zjazdu, tytuty wszyst-
kich odczytéw i komunikatéw oraz streszczenia tychze, o ile
zostaly one nadestane przez referentdw.

LISTA UCZESTNIKOW ZJAZDU

J. Albrycht (Poznan), P. Alexandroff (Moskwa), A. Alexiewicz (Po-
znan), G. Alexits (Budapeszt), A. Bielecki (Lublin), M. Biernacki (Lublin),
J. Bonder (Gliwice), K. Borsuk (Warszawa), A. Bohmoéwna (Warszawa),,
Z. Butlewski (Poznan), B. Bydzovsky (Praga), E. C-ech (Praga), Z. Cha-
rzynski (£6dz), A. Chrominski (Krakéw), R. Cieslewski (Krakéw), A. Ciopa-
Sniatycki (Torun), T. Czechowski (Warszawa), M. Czyzykowski (War-
szawa), S. Drobot (Wroctaw), S. Gotgb (Krakoéw), H. Greniewski (War-
szawa), Il. Gruzewska (Warszawa), A. Gruzewski (Warszawa), Z. Frydrych
(Krakéw), S. Hartman (Wroctaw), R. S. Ingarden (Wroctaw), B. Iwaszkie-
wicz (Wroctaw), F. Jakébczyk (Lublin), J. Janikowski (L6dz), W. Jankow-
ski (Poznan), W. Janowski (£6dz), V. Jarnik (Praga), M. Jarosz (Poznan),
S. Jaskowski (Torun), L. JeSmanowicz (Torun), E. Karaskiewicz (Byd-
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goszcz), B. Knaster (Wroctaw), V. Kofinek (Praga), T. Kochmanski (Kra-
kow), A. Kolmogorow (Moskwa), K. Kuratowski (Warszawa), J. Krzyz
(Lublin), M. Krzyzanski (Krakow), Z. Krygowska (Krakow), W. Kry-
sicki (L6dZ), F. Leja (Krakéw), J. Le$niak (Krakéw), T. Lewacki (Lublin),
T. Lezanski (Warszawa), J. £os (Wroctaw), E. Marczewski (Wroctaw),
K. Mardjanishvili (Moskwa), J. Maroszkowa (Krakéw), K. Matulewicz
(Krakéw), K. Maurin (Warszawa), J. G.-Mikusinski (Lublin), A. Mostowski
(Warszawa), M. Nosarzewska (Wroctaw), W. Oktaba (Lublin), M. Ole-
kiewicz (Lublin), W. Orlicz (Poznan), E. Otto (L6dz), J. Perkal (Wroctaw),
W. Pogorzelski (Warszawa), H. Rasiowa (Warszawa), J. Rolinski (L6dz),
§. Romanowski (Krakéw), A. Rusiecki (Warszawa), H. Ryffertéwna
(Poznan), C. Ryll-Nardzewski (Lublin), A. Schénhuber (Poznan), S. Sedlak
(Katowice), F. Sieczka (Radzan6éw), W. Sierpinski (Warszawa), J. Stowi-
kowski (L6dz), M. Stark (Wroctaw), H. Steinhaus (Wroctaw), S. Stoilow
(Bukareszt), S. Straszewicz (Warszawa), M. Subotowicz (L6dz), R. Suszko
(Poznan), K. Szatajko (Gliwice), J. Szarski (Krakow), W. Szmielew (War-
szawa), H. Szmuszkiewicz (L6dz), W. Slebodzinski (Wroctaw), B. Sred-
niawa (Krakow), J. Utam (Krakow), A. Wakulicz (Katowice), T. Wa-
zewski (Krakow), J. Weyssenhoff (Krakéw), J. H. C. Whitehead (Oxford),
L. Wiodarski (L06dz), W. Wrona (Krakéw), Z. Zahorski (L6dz), K. Zaran-
kiewicz (Warszawa), E. Zylinski (Gliwice).



POSIEDZENIA PLENARNE

1. P. Alexandroff (Moscou). Théorémes de dualité pour
les ensembles non fermés (résumé de la conférence prononcée
en langue russe).

1. Considérons I'ensemble de tous les recouvrements ouverts
et localement finis aa d'un espace métrique R a base dénom-
brable. Si «<r, précéde (c’est-a-dire que chaque élément de
3 est contenu dans un, au moins, des éléments de «,), nous
écrivons a”/3. Alors, le nerf de op se projette, comme d’habi-
tude, sur le nerf de aa, et toutes les projections, pour aa et cp
fixés, donnent une méme homomorphie du groupe de Betti

en Aa (les groupes de Betti étant basées sur les chaines
finies; les infinies ne sont point considérées). Les projections
sont désignées par

Le cycle projectif zp de I'espace R est, par définition, un
systéeme de cycles {zi}, a raison de 1 sur chaque aa, tel que
pour a-="[i b
<*>dzli~za SUr Ga

Les cycles projectifs forment, avec I'addition par coordon-
nées {zi} + ={t«+ z,,}, le groupe ZPR. Le sous-groupe HpR
des cycles homologues a 0 y est donné (en ce sens que
lorsque tout zi~ 0 dans u,). Le groupe-quotient ZPR—HPR
est désigné par pR (le domaine des coefficients étant un groupe
discret 31).

Soit A un ensemble arbitraire non-vide dans Sn (espace
sphérique de dimension n). Désignons par 2«, ip etc. les en-
tourages de A dans An. la relation a-/5 signifie & présent
que 2?C2a. Le cycle flottant (floating cycle) de A est, par
définition, un systeme de cycles zpA) = {«f«)} ou zi est un cycle
(fini) situé dans I'ensemble ouvert 2, et Z13, dans 2« pour

1*



2. Soient maintenant A et B deux ensembles non-vides
dans S", I'un complémentaire de l'autre, et par ailleurs tout
a fait arbitraires. Soient 21 et 23 deux groupes abéliens, I'un
dual de l'autre au sens de Pontriagin. Soient enfin p et ¢
deux nombres entiers non-négatifs et tels que p-\-q=n—1.

Appelons cycle compact clans B tout cycle zq (au sens de
Vietoris), aux coefficients du domaine 23 et qui est situé
sur un ensemble compact quelconque

Il est évident que, pour tout cycle compact zBy dans B
et pour tout cycle flottant zfo de A, le coefficient d’enlace-
ment a(”), zB]) se trouve bien défini.

Un cycle compact zpy est dit non-enlagable lorsque
n(s"j, zfBj)=0, quel que soit le cycle flottant zfo.

En profitant des résultats de Chogoshvili, je démontre
d’abord le

Théoreme (I'invariance. Le groupe ZfiB de tous les cycles
de Vensemble B, non enlagables et de dimension g, est un invariant
topologique de Vensemble B.

Ceci établi, on peut définir le groupe A'gB attaché de
maniere topologiquement invariante a I’ensemble B, a savoir
comme le groupe-quotient ZgB de tous les cycles compacts
dans B de dimension g suivant le sous-groupe ZfB des cycles
non-enlacables:

A'tB = Z¢B—Z@B.

On introduit la topologie dans le groupe ZIXB comme il
suit. Pour définir un entourage quelconque de I'élément nul
du groupe A B, on considéere un entourage quelconque W de
I’élément nul dans le groupe cyclique continu et un nombre
fini de cycles flottants sf,...,«g de I’ensemble A. Ces données
déterminent un entourage de I'élément nul du groupe A'9B
comme composé de tous les éléments £’ de ce groupe pour
lesquels

02?,"\\\ ...,

U est facile de montrer (en utilisant les résultats mentionnés
de Chogoslivili) que le groupe A'9B, rendu ainsi topologique,
est lié de maniere topologiquement invariante a I’ensemble B
et qu’il est un sous-groupe partout dense d’un certain groupe
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bicompact qui se trouve, par cette condition, déterminé uni-
voquement et constitue un invariant topologique de [I'en-
semble B. Je le désigne par A (B et I'appelle groupe bicompact
de Betti de dimension q de I’ensemble B (aux coefficients du
domaine 25).

3. Mon résultat fondamental est le suivant:

Loi générale de dualité. Pour deux ensembles non-vides
quelconques A et B situés dans Sn, complémentaires I'un de
Vautre, et pour deux entiers positifs quelconques p et g, tels que
p-\-q=n—1, les groupes OpA et AgB (avec les domaines des
coefficients: 21 pour A et 23 pour B respectivement) sont duals
I'un de Vautre.

Appelons un cycle compact zq dans B homologue a zéro dans B
lorsqu’il I’est sur un ensemble compact contenu dans B. On arrive
ainsi au groupe AgB, défini comme groupe-quotient de celui
de tous les cycles compacts de dimension g dans B suivant
le sous-groupe HgB de tous les cycles homologues a zéro dans B.
On a évidemment HiBQZgB, mais l'inclusion inverse n’est
pas toujours vraie.

La question s'impose de savoir s’il existe des classes d’en-
sembles a la fois assez vastes est suffisamment intéressantes,
pour lesquelles la loi générale de dualité prend la forme élé-
mentaire

(*)

(ou le trait vertical désigne la dualité au sens de Pontriagin).
Cette question se résout par affirmative par la construction
de la classe des ainsi dits rétractes homologiques.

4. Définition. L’ensemble A est un rétracte homologique en
dimension p avec le domaine des coefficients 21 lorsqu’il a les
deux propriétés suivantes:

1° il existe un entourage 20 de A, tel que tout cycle com-
pact zp de A qui est homologue a zéro dans 20 I'est dans A,

2° quel que soit I'entourage Aa de I'ensemble A, il existe
un entourage 2? de cet ensemble, tel que tout cycle zp situé
dans 23 est homologue dans 2« a un cycle compact de A.



Chacune des propriétés 1° et 2° est un invariant topologique
de Vensemble A.

Je démontre que A étant un rétracte homologique (avec le
domaine des coefficients Ql), I'nomomorphie naturelle du groupe
APA en groupe 0OpA est la transformation par Visomorphie en
ce groupe tout entier-, on a de plus ZPB —HgB, d’ou AgB — AgB,
et ce groupe (rendu topologique comme plus haut) est bicompact,
donc identique a AgB-, en conséquence, on a, pour les rétractes
homologiques, la dualité (*).

Appelons polyedre au sens large (infracted polytope) tout
ensemble qui résulte des polytopes convexes par un nombre
fini d’opérations d’addition et de soustraction.

Tous les ensembles homéomorphes & des polyédres au sens
large sont des rétractes homologiques (pour et p arbitraires);
on a donc pour eux la dualité (*).

On peut en dire bien plus que cela.

Appelons domaine de dualité toute famille A d’ensembles
situés dans des espaces sphériques A" (de diverses dimen-
sions n) et qui a les deux propriétés suivantes:

(@) si AeB et ACS", on a B=Sn—AeA,

(b) si, en outre, A est homéomorphe a A' et A'CR"™, on
a A'eA

Il est évident qu’a toute famille A d’ensembles vient corres-
pondre un domaine de dualité le plus petit qui la contient.

Je démontre que le groupe 51 = ® étant fini, le plus petit
domaine de dualité contenant tous les polyedres au sens large
ne contient que des ensembles qui sont des rétractes homologiques.

Il en résulte que la dualité (*) s’applique a tous ces ensembles.

De méme, le plus petit domaine de dualité contenant tous les

ensembles compacts dont les groupes de Betti mod m sont finis,
ne se compose que de rétractes homologiques.

Notons que, pour tout ensemble ouvert B, on a ZgB =HAB,
d’ou A 9B = AfB, et le groupe A9IB devient la fermeture Dbi-
compacte A 9B du groupe AIB. Pour A fermé, on a évidemment
ACA =0pA. Il en résulte un nouveau théoréme de dualité
pour les ensembles fermés:



Théoreme. Si Vensemble AG Sn est fermé, le groupe de Betti
d%A de A (entendu au sens €lémentaire) avec un domaine
discret des coefficients 21 est dual a la fermeture bicompacte du
groupe de Betti de I'ensemble ouvert complémentaire B avec le
domaine bicompact des coefficients 23J2I.

Enfin, il est a remarquer que le théoreme général de dualité
(voir 3) contient en particulier le théoréme d’Eilenberg
sur linvariance du nombre des composantes en lesquelles
I’ensemble A coupe I’espace Sn *).

2. G. Alexits (Budapest). Sur la convergence des séries
orthogonales lacunaires.

Soit {<pn(x)} un systeme de fonctions orthogonales et normées
dans l'intervalle fini (a, b). Soit {/,} une suite non-décroissante
de nombres positifs. Nous appelons la série orthonormale

00
Q) NCn-Vnh)
n=0
A,-lacunaire, si le nombre des coefficients cv 4=0 dont les
indices vn sont compris entre 2" et 2/1+1 est O (22n). J'ai dé-
montré 2) le théoréme suivant: Si la série (1) est presque partout
sommable (C,I) et -lacunaire, alors la convergence de
entraine la convergence presque partout de la série (1). Ce
critere de convergence a été amélioré par M. Eenyi3) dans
le cas, lorsque est d’ordre (log n)a avec I<a<?2.
Ce théoréme se laisse améliorer considérablement de la
maniere suivantesyf:

Si la série (1) est sommable (G,I) presque partout et *,,-lacu-
naire, alors la convergence de ~fch- (log A,)2 entraine la conver-
gence presque partout de la série (1).

x) Les résultats exposés constituent une partie de ceux établis dans
le mémoire: P. Alexandroff, Théoremes fondamentaux de dualité pour
les ensembles non fermés, Recueil Mathématique de Moscou, 1947.

2) G. Alexits, Sur la convergence des séries lacunaires, Acta Szeged
11 (1948), p. 251—253.

3) A. Renyi, Remarque a la note précédente, ibidem, p. 253.

4) G. Alexits —E. Gal, Sur la convergence des séries orthonormales
lacunaires (& paraitre dans les Acta Szeged).



J'ai réussi de démontrer ce théoréme (démontré d’abord
mais non publié par M. Gal) d’une facon tres simple, en appli-
guant le théoreme connu 8) de MM. Rademacher et Menchoff
a la différence des suites partielles d’ordre m et 2" ou 2" <m < 2"+1,
De plus, le critere de convergence contenu dans ce résultat
est, en certain sens, le meilleur, puisque j’ai réussi de démontrer,
a I'aide d’'un exemple connu de M. Menchoff 6), le théoreme
suivants):

Si w(n) est une suite non-décroissante de nombres positifs
tels que (log log n)2>w(w)=0 ((log n)2), on peut construire une
série du type (1) presque partout sommable (C,1) et /.n-lacu-
naire pour laquelle £c21w(An) converge, tandis que la série elle-
méme est partout divergente.

3. Mieczystaw Biernacki (Lublin). Nowsze badania nad
geometrig zer wielomiandw.

Poniewaz w r. 1938 ukazata sie monografia J. Dieudonné
pt. La théorie analytique des polynémes, ktora zawiera — z nie-
wielu wyjatkami — wszystkie wowczas znane wyniki dotyczace
omawianego tematu, zajme sie tu w zasadzie tylko pracami,
ktore ukazatly sie po tym terminie, a wiec gtdwnie podczas
wojny lub po niej. Jest zresztg wykluczone, zebym mogt
zreferowaC wszystkie otrzymane w tym okresie wyniki; ogra-
nicze sie wiec do tych, ktére wydajg mi sie wiecej interesujgce
lub typowe. Wyniki te nie majg na ogét wiekszej tgcznosci
ze soba, w konsekwencji referat méj bedzie miat charakter
nieco ,kalejdoskopowy*.

Oto najpierw kilka uzupetnien dotyczacych niektérych kla-
sycznych twierdzen algebry. Nazywajgc stale zerem wielomianu
/(«) pierwiastek réwnania f(z) =0, mozna sformutowaé twier-
dzenie Bolle’a w sposéb nastepujacy: jesli ro,»'i,r2,---, r«-i sg
liczbami zer odpowiednio wielomianu mu-tego stopnia, jego po-
chodnej pierwszej, drugiej, 1)-ej w danym przedziale,
to w ciggu tym kazdy wyraz jest nie mniejszy od poprzedniego
albo mniejszy o jedno$¢. W r. 1939 Mikusiniski udowodnit, ze

6) Voir S. Kaczmarz — H. Steinhaus, Theorie der Orthogonal-
reihen, Warszawa—Lwow, 1935, Monografie Matematyczne, p. 162.
») L. c. 4), p. 167.
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i odwrotnie, dla kazdego ciggu liczb > spetniajgcych ten waru-
nek mozna znalez¢ wielomian »-tego stopnia, ktory, wraz ze
swymi kolejnymi pochodnymi, ma doktadnie ro.rlr..,r,,_! zer
w danym przedziale, innymi stowy, ze twierdzenie Eolle’a
jest jedynym ograniczeniem, ktéremu podlegajg liczby zer ko-
lejnych pochodnych.

W rozwazanym przeze mnie okresie pojawily sie 2 nowe
dowody zasadniczego twierdzenia algebry o istnieniu pier-
wiastkéw kazdego rownania algebraicznego. Jeden z nich,
Inglisha, jest nader prosty: tatwe rachunki wykazujg, ze
gdyby modut wielomianu f(z) miat w punkcie x minimum
nie réwne zeru, to bytoby tez /'(®)=0, /"(:»)=0, a wiec mu-
siatby sie zerowa¢ rugownik wielomianéw i /"(«), co na
0go6t nie zachodzi.

W toku swych studiow historycznych Sergescu przypomniat
zapomniany dzi§ a wyprowadzony przez Breta w r. 1815
wzor na kres gorny zer dodatnich wielomianu i ulepszyt, wspot-
pracujac z Montelem, ten wynik.

Klasyczne twierdzenie Cauchy’ego orzeka, ze wszystkie
zera wielomianu

a0-+ais+—;-«nS"|

sg zawarte w kole |»| przy czym R jest jedynym pierwiast-
kiem dodatnim rownania
() —|«nhn=0.

W r. 1911 Lipka ulepszyt ten wynik, wprowadzajac inne
jeszcze analogiczne do (*) rownanie, ktorego jedyny pierwiastek
dodatni Rt jest mniejszy od R, i wykazujgc, ze te zera wielo-
mianu danego, ktore lezg w pierscieniu nie moga
leze¢ w kacie |arg z| < i w n—1 katach, ktére sie z niego
otrzymuja przez Kkolejne obroty o 2nn~! dokota poczatku
uktadu. W r. 1881 Pellet uogélnit znéw to twierdzenie Cau-
chy’ego w sposob nastepujacy: jezeli réwnanie

|«o| + |ai [#+ e +[flp-i |"p | —|ap\zp |ap+l|sptl + eee+ |«n|%"=0

ma dwa pierwiastki dodatnie g i r2, ri<r? (wedlug reguty
Kartezjusza réwnanie to albo nie posiada wcale pierwiastkow
dodatnich, albo ma ich dokiadnie 2), to wielomian dany po-
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siada w kole doktadnie p zer, natomiast w pierscieniu
A<|«|<r? nie ma ich wcale. Ostatnio Marden uzupetnit to
twierdzenie w sposéb analogiczny do tego, w jaki Lipka uzu-
petnit twierdzenie Cauchy’ego.

Klasyczna reguta Sturma wyznacza liczbe zer wielomianu
w danym przedziale, ale bez uwzglednienia krotnosci tych zer.
W r. 1941 podat Thomas cigg analogiczny do ciggu Sturma,
ktory pozwala obliczy¢ liczbe zer z uwzglednieniem ich krotnosci,
a nawet liczbe zer o danej z gory krotnosci.

Przejde teraz do uzupetnien lub uogoélnien twierdzen mniej
lub wiecej dawno znanych, ale zwykle nie omawianych w kur-
sach algebry. Zagadnieniem analogicznym do zagadnienia
Sturma jest obliczenie liczby zer wielomianu w danym Kkole.
Mozna zawsze zredukowaé problem przez przeksztatcenie li-
niowe do przypadku, gdy chodzi o liczbe zer w kole |«| <1,
albo tez przez przeksztatcenie utamkowo liniowe do przy-
padku, gdy chodzi o liczbe zer w pdtptaszczyznie na lewo od
osi urojonej. Dawno juz Hurwitz wykazat, ze w ostatnim
przypadku zagadnienie sprowadza sie do okre$lenia znakdéw
pewnych wyznacznikdéw. Inny zupeinie sposéb rozwigzania za-
gadnienia podat Cohn w r. 1919. W zmodyfikowanej ostatnio
przez Mardena postaci sposob ten polega na tym, ze jesli
dany wielomian jest f(z) =al-j-axz .. anzn to kiadac
f*(z) ==an+®n-i«+eee + dozn (a jest liczbg zespolong sprzezong
z a) i pbznigj —ant*, definiujemy rekurencyjnie ciag
wielomianow coraz nizszych stopni. Liczba zer wielo-
mianu danego w kole |z[ <1 jest rowna liczbie wyrazéw ujemnych
w ciggu iloczynéw /x(0), /,(0)/a(0),..., /1(0)/y(0),...,/,(O). Reguta
ta teoretycznie rozwigzuje zagadnienie w zupetnosci, w praktyce
moze jednak prowadzi¢ do ucigzliwych rachunkéw, wazne sg
zatem twierdzenia, ktére informujg szybko o potozeniu zer
wielomianu na plaszczyznie zmiennej zespolonej. Najdawniej-
szym chyba tego rodzaju twierdzeniem jest twierdzenie
Gaussa-Lucasa: Kazdy wielobok domkniety i wypukty, ktory
zawiera wszystkie zera wielomianu, zawiera tez wszystkie zera
wielomianu pochodnego. Z twierdzenia tego wynika natych-
miast, ze kazde koto K, ktére zawiera wszystkie n zer wielo-
mianu n-go stopnia, zawiera rowniez wszystkie n—1 zer jego
pochodnej. Powstaje teraz pytanie, co zachodzi, jezeli zato-
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zymy, ze tylko pewna ilo$¢ p<<n zer wielomianu lezy w kole K.
Kakeya udowodnit, ze wéwczas co najmniej p—1 zer pochod-
nej lezy w kole wspotsrodkowym z K, o promieniu y>(np)7?,
przy czym czynnik y>(u,p) zalezy tylko od n i p. Marden
i ja podaliSmy przed paru laty oszacowania gérne dla y>(n,p),
ale doktadna warto$¢ tego wyrazenia nie jest jeszcze znana
w przypadku ogolnym. Oba wspomniane oszacowania zna-
lazty zastosowanie w tzw. problemie Montela: znalez¢ kres,
gérny modutu p zer wielomianu

«0 + «l o4~ SP + frp-t-igP+1 + e+ hn zn,

zalezny tylko od wspotczynnikéw a i od liczby wyrazéw (a nie
od stopnia) wielomianu.

Dawno znany jest analogiczny do twierdzenia Gaussa-
Lucasa wynik Jensena:

Jesli potaczymy odcinkami pary zer zespolonych ze sobg
sprzezonych wielomianu o wspoétczynnikach rzeczywistych i na-
kreslimy kota, ktérych te odcinki sg Srednicami, to wszystkie
zera zespolone wielomianu pochodnego znajdujg sie w tych
tzw. Icotacli Jensena.

Marden uogdlnit niedawno to twierdzenie i wykazat, ze
kazdy obszar spdjny utworzony z pewnej ilosci k&t Jensena
i zawierajacy p zer wielomianu zawiera co najmniej p—1
1 co najwyzej p+1 zer pochodnej. Przypus¢my teraz, ze kota
Jensena nie zachodzg na siebie i ze kazde z nich zawiera
2 zera pojedyncze (zespolone). Z reguty podanej przed chwilg
wynika, ze kazde koto Jensena zawiera co najwyzej- 2 zera
zespolone pochodnej, a wiec ze suma odlegtosci zer wielomianu
pochodnego od osi rzeczywistej nie przekracza sumy odlegtosci
zer wielomianu danego od tejze osi. W r. 1947 wynik ten zostat
znacznie uogodlniony i zaostrzony przez matematykéw holen-
derskich de Bruijna i Springera, ktérzy wykazali, ze Srednia
arytmetyczna odlegtosci zer wielomianu pochodnego od jakiej-
kolwiek prostej ptaszczyzny zmiennej zespolonej nie prze-
kracza nigdy S$redniej arytmetycznej odlegtosci zer wielomianu
danego od tejze prostej. W twierdzeniu tym mozna zresztg
zamieni¢ stowo ,,prosta“ stowem ,,punkt®. Istnieja niewatpliwie
twierdzenia analogiczne do twierdzenia Gaussa-Lucasa
i dotyczace potozenia zer pochodnej funkcji utamkowej wy-



12

miernej, sg one jednak mato zbadane. Kilka wynikow w tym
kierunku zawdzigczamy Dieudonnd’'mu i Walsh’owi.
By przejs¢ od wielomianu

A(2Z) =«0 + ai2: + .- +«*2ft+..- + «7in

do wielomianu z A'(z), nalezy pomnozy¢ kazdy wspoétczynnik ak
wielomianu przez Ic tj. przez odpowiedni wspotczynnik wielo-

mianu
3+ 252+... -\-kzkA-  -\-nzn

Naturalnym uogOlnieniem tego postepowania jest pomno-
zenie kazdego wspotczynnika ak przez wspotczynnik bk wie-
lomianu

B(z) =n bo + biz-\- v + bkzk -|-... + bnzn;

otrzymujemy w ten sposob wielomian ztozony
HW = aobo +...+akbkzhA- ...+anbnzn,

Mozna tez badaé¢ wielomian

lub wreszcie wielomian

Ha(*) =«0oh0 +... + »+ .+

(Ck oznacza tu, jak zwykle, wspétczynnik dwumianu New-
tona).

Ot6éz Mato udowodnit juz dawniej, ze jesli wszystkie zera
wielomianu A(z) sg rzeczywiste, a wszystkie zera wielomianu
B(z) rzeczywiste i tego samego znaku, to i wszystkie zera
wielomianu JZ(z) sg rzeczywiste, a Schur udowodnit to samo
dla wielomianu Hzi(z). Ostatnio Weisner uogdlnit te twier-
dzenia wykazujac, ze jeSli wszystkie zera wielomianu A(S)
sg rzeczywiste, a wszystkie zera wielomianu B(z) znajdujg
sie w pewnym kacie K o wierzchotku w poczatku uktadu,
to wszystkie zera wielomianéw H(z) i H-"z) znajdujg sie albo
w kacie K, albo w kacie symetrycznym do K wzgledem po-
czatku ukiadu. W r. 1947 cytowani juz poprzednio de Bruijn
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i Springer uzyskali nastepujace, majgce wiele zastosowan,
twierdzenie o wielomianach ztozonych:

Jesli moduty zer wielomianu

55 55 55 55

55 55 55 55 HAZ) Sa 71, ?2,
to zachodzi nier6wnosé

q q
i & & ™

w ktérej p i g sg jakimikolwiek liczbami~dodatnimi, a wszystkie
czynniki mniejsze od 1 nalezy zastgpi¢ przez 1.

Przejdzmy teraz do innego zagadnienia: jesli mamy infor-
macje o potozeniu zer wielomianu, to co mozna powiedzie¢
0 jego tzw. a-punktach tj. o punktach ptaszczyzny zmiennej
zespolonej, w ktorych przyjmuje on dang wartos¢ a? Przypusé¢my
najprzod, ze wszystkie zera sg w poczatku uktadu tj. ze*wielo-
mianem jest zn, a-punkty sg wiec \r/]vierzcholrkami OT-kata fo-

remnego i znajduja sie w odlegtoéci |/a] od poczatku uktadu,
ktory jest Srodkiem tego wielokata. To banalne twierdzenie
zostato znacznie uogolnione przez Walsh’a, ktory udowodnit
w r. 1922, ze jeSli wszystkie zera wielomianu w-go stopnia lezg
w pewnym kole K, to wszystkie jego a—punr&dy lezg w n kotach

otrzymanych z K za pomocg przesuniec¢ o |/|a] w ot kierunkach,
tworzacych ze sobg te same katy 2ttot~! i zaleznych od argu-
mentu u; jesli te kola sag rozigczne, to kazde z nich zawiera
doktadnie 1 a-punkt. Obecnie v. Szdkefalvi Nagy otrzymat
dalsze uogoOlnienie, co prawda jeszcze niezupetne, na przy-
padek, gdy koto K jest zastgpione przez dowolny obszar skonh-
czony i wypukty. Otrzymat on tez droga bardzo elementarng na-
stepujgce analogiczne twierdzenie: jesli x1,x2,...,xn S(I zerami
wielomianu n-go stopnia, a rx r2,..., rm jakimikolwiek liczbami
dodatnimi, ktorych iloczyn jest rowny |al, to wszystkie a-punkty
wielomianu znajdujg sie w kolach | -a7-| Z/ (i =1,2,...,0t),
przy czym kazdy obszar ztozony z p takich kot, a nie majgcy
punktéw wspolnych z pozostatymi, zawiera doktadnie p a-punktéw
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wielomianu. W innej pracy zajmuje sie v. SzOkefalvi Nagy
wartosciami funkcyj utamkowych. Oto dwa typowe twierdze-
nia przezen otrzymane:

I. Funkcja utamkowa

f(z) , a0+alz+...+akzk+...+anzn
g(z) b,+blz+... +bkzk + ...+ bnzn'
gdzie

(«<OWi+0),

przyjmuje kazdg wartos¢ w kazdym kole, ktérego obwéd przechodzi
przez poczatek uktadu i przez punkt —na”a”™l (twierdzenie to
udato sie dotad tylko czesciowo uogdlni¢ na przypadek, gdy
spetniony jest warunek aobk — bQak = 0).

I1. Jesli w punkcie P, ktdry nie jest ani zerem, ani biegunem
powyzszej funkcji utamkowej, zeruja sie pochodne zaréwno licznika
f(z) jak mianownika g(z) i jesli nakreslimy 2 kota k i K styczne
do siebie zewnetrznie w P, przy czym promien kota K jest n—1
razy wiekszy od promienia kota k, to kazda wartos¢, ktorg funkcja
utamkowa przyjmuje w kole k, jest tez przyjeta w kole K.

Zupetnie innego rodzaju zagadnieniem jest szacowanie
liczby zer rzeczywistych wielomianu o wspotczynnikach rze-
czywistych. Jeszcze przed wojng Schmidt, Szego i Schur
wprowadzili zawsze wiekszg od 1 wielkosé

P— laol +lall+n+1[Un|

ri«oi -|«n|

i udowodnili, ze liczba zer rzeczywistych wielomianu
«0+ alz+... +a,,zn,

jest dla n>=6 mniejsza niz 2(n logP)112, a Littlewood i Offord
wykazali w r. 1941, ze wielomiany

«0 «0 + el al 2 + ¢e« 4+ En an Zn,

gdzie wspdtczynniki a sg ustalone, ale wielkosci e przyjmujg na
wszelkie sposoby wartosci -j-1 i —1, posiadaja, z wyjatkiem zni-
komo matej (rzedu (log n)~r log logu) ich czeSci mniej niz
10 (24-log P) (log n)6 zer rzeczywistych. Takze Kac otrzymat,
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nieco pozniej, wynik analogiczny: przyjmujac ze wszystkie
wspotczynniki wielomianu

al + «i«+--+ «n*n

majg ten sam rozdziat normalny o gestosci e-"! znalazt on
na warto$¢ asymptotycznag Sredniej iloSci zer rzeczywistych
wyrazenie 2n~~1 log n.

Ciekawym zagadnieniem zajeta sie w r. 1946 Elzbieta
Beaman. Przypus¢my, ze dane jest dowolne réwnanie alge-
braiczne w-go stopnia. Chodzi o wyznaczenie réwnania o wspot-
czynnikach rzeczywistych i tegoz stopnia, ktérego pierwiastkami
bytyby moduty (lub kwadraty modutdéw) pierwiastkéw réwnania
danego. Autorka rozwigzata to zagadnienie dla n=2 i n=3
w przypadku, gdy chodzi o kwadraty modutow. Dla n—3
mozna napisa¢ réwnanie stopnia wyzszego od n, ktérego pier-
wiastkami sa, miedzy innymi, moduty (lub odpowiednio kwa-
draty modutdéw) wszystkich pierwiastkow réwnania danego,
ale eliminacja dodatkowych pierwiastkéw jest trudna.

A teraz omoéwie kilka zupetnie nowych, jak sadze, przed
wojng nie poruszanych tematéw. Przypusémy, ze zera wielo-
mianu «-go stopnia, uporzadkowane wedtug wzrastajacych
modutéw, sg 04, a%2,...,icn:

Zmienmy teraz argumenty wspotczynnikéw wielomianu nie
zmieniajac wecale ich modutéw i niech zera wielomianu w ten
spos6b otrzymanego, znéw uporzgdkowane wedlug wzrasta-
jacych modutéw, bedg JA, y2,

Ostrowski wykazat w r. 1940, ze zmiana modutow zer
jest w tych warunkach ograniczona; dokiadniej, otrzymat on
w szczegOlnosci nieréwnosc:

«4 0,731 («4-1)2

a Batschelet uzupetnit w r. 1945 ten wynik podajac przyktad,
w ktérym jeden taki stosunek |yk]|:\xh| jest wiekszy od 0,25n2,
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a wiec wykazujac, ze wynik Ostrowskiego jest zblizony do
mozliwie najlepszego.

W innym zupetnie kierunku uzyskat matematyk wegiersk
Turan wr. 1946 nastepujacy wynik definitywny: jeSlimaximum
modutu wielomianu n-go stopnia w pewnym kole jest osiggniete
w punkcie P obwodu kota, to wielomian nie moze mieé¢ ser na tym
otwartym luku kola, ktérego Srodkiem jest P, a ktérego dtugosc
jest n-tg czeScig diugosci obwodu kota. Wynik ten nie da sie
ulepszy¢, bo na tymze tuku domknietym wielomian moze sie
juz zerowac.

Na zakonczenie wspomne o pewnym bardzo ogélnym za-
gadnieniu wysunietym przez grupe matematykow radzieckich
Czebotarewa, Gawrytowa i Mejmana, zagadnieniu tzw.
K-przedtuzania wielomianéw. Ogolnie chodzi o to: jesli dany
jest wielomian

«<O+0O0N+... +

to czy mozna zawsze (lub przy pewnych zatozeniach) znalez¢
taki stopien q i takie wspétczynniki b, ze wielomian przedtu-
zony

a0 + N2 + ... + «n«n—+ &N+iSn+1+-.- +

posiada pewna z gory dang wihasnosc¢? Oto przyktad otrzyma-
nych twierdzen: jesli dang jest krzywa zamknigta Jordana,
taka ze kazdy promien wychodzacy z poczatku uktadu przecina
ja doktadnie w jednym punkcie, to jakiekolwiek bytyby wspot-
czynniki a (ao=f=0), mozna zawsze znalez¢ taxi stopien g i takie
wspotczynniki b, ze wszystkie zera wielomianu przedtuzonego
lezg na danej krzywej. Oczywiscie, ten punkt widzenia sugeruje
wielka ilos¢ nierozwigzanych jeszcze zagadnien.

4. B. Bydzovsky (Praha). Sur l'invariant simultané i> de
deux quadriques (Extrait).

Si, étant donné deux quadriques réguliéres, il existe un
tétraeédre conjugué par rapport a I'une d’elles, les arétes duquel
touchent l'autre on a 0=0, ou O est l'invariant simultané
des deux quadriques, quadratique dans les coefficients de
chacune d’elles. La démonstration est fort simple; il n’en
est pas ainsi du probléme inverse, qui demande de déter-
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miner la relation géométrique entre deux quadriques pour les-
quelles 0=0. Par une voie purement algébrique, en employant
la théorie des diviseurs élémentaires, on trouve le résultat
suivant: Si le couple de quadriques appartient a lI'un des types
suivants-. [1,1,1,1]; [1,1,2]; [1,1,(3,D)]; [2.2]; [2.(1,1)]; [1,3];
[1,(1,1,1,1)], O=O0 est la condition suffisante pour Vexistence
de tétraedres de I'espece caractérisée plus haut. 1l y en a une
infinité simple, sauf dans le dernier cas, ou cette infinité est
triple.

Pour plus de détails, je renvoie le lecteur a mon mémoire
du méme titre dans les ,,Rozpravy Il. tridy Ceské Akademie
Véd a Uméni, rod. L. (1910), c. 21“ ou a un résumé francais
assez détaillé dans le ,,Bulletin International de I'Académie
des Sciences de Bohéme, 1940

5. Eduard Cech (Praha). Polarité algébrique et geometrie
différentielle.

En ramenant I’équation d’une supersurface H a la forme
I(;cl@2,...,a?n)=I, ou f est une fonction (algébrique ou non)
homogene du second degré, on obtient pour I’'hyperquadrique
osculatrice Qla) de H passant par l'origine de coordonnées
une expression trés commode =2, ou les fih sont les
valeurs des dérivées partielles du second ordre de f au point a.
Ceci permet de résoudre d’'une maniére trés simple un grand
nombre de questions relatives aux hyperquadriques Q(a).

6. Stanistaw Gotab (Krakéw). Ostatnie kierunki rozwojowe
geometrii i jej zwiagzki z innymi gateziami matematyki.

Odczyt ten ogtoszony zostal w czasopi$mie ,,Matematyka“,
t. 2 (1949), zeszyt 4, str. 8—15, pt. Kierunki rozwoju wspot-
czesnej geometrii.

7. Jacques Hadamard (Paris). Quelques résultats accessoires
de la Théorie des Equations aux dérivées partielles.

En mentionnant des résultats de cette sorte, il m’est arrivé
de parler de ,,sous-produit‘ de la théorie, par analogie avec
certaines fabrications chimiques qui, indépendammant des pro-

Dodatek do Rocznika Matematycznego T. XXII. 2
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duits en vue desquels elles ont été instituées, se trouvent en
fournir d’autres souvent plus précieux encore.

Un exemple classique de théorie riche en ,,sous-produits*
est donné par celle des Fonctions Elliptiques, qui, fondée en
vue de lintégration d’une différentielle algébrique, conduit,
comme il est bien connu, a des formules d’Arithmétique rela-
tives aux sommes de carrés et a d’autres résultats arithmé-
tiques concernant les formes quadratiques définies: au cé-
lebre théoréme de Picard sur les fonctions entieres, a des
transcendantes qui se révelent nécessaires dans la Théorie de
la Chaleur et qui résolvent aussi des questions d’Hydrody-
namique.

Or, I'étude des équations aux dérivées partielles se montre,
elle aussi, féconde en conséquences plus ou moins inattendues.
J’ai donné, a cet égard, un ou deux exemples. J'en ajouterai
ici deux autres.

I. Commengons par une notation nouvelle dont les appli-
cations se révelent dores et déja assez variées.

La formule classique qui permet (dans l'espace ordinaire,
pour fixer les idées) de transformer I'intégrale triple

introduit les produits
Q) cos(n,®)d£, cos(n,y)dS, cos(n,z)dS

ou dS est un élément de la surface frontiere.

Or, lorsque cette surface est donnée, on obtient aisément,
en général, des quantités proportionnes aux cosinus directeurs
qui figurent dans les expressions (1). Mais il reste, pour obtenir
les cosinus eux-mémes, a diviser par un radical (par exemple,
|/.1+ p2+ q2 si p et q sont les dérivées partielles de z par rapport
a xy).

Il semble donc que ce radical intervienne d’'une maniere
essentielle dans la formule. Il n'en est rien, car ce méme radical
figure en facteur dans la valeur de dS.

Rien n’empéche, dans les produits (1), de multiplier tous
les facteurs cosinus par une méme quantité, & condition de
diviser dS par cette méme quantité.
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Prenons le cas ou la surface est donnée par son équation

(2) G{x,y,z) — const= Go.
On pourra alors remplacer les trois cosinus par les dérivees
3G 3G 3G
3x' 3y’ 3z’

en remplacant dS par une autre quantité

\dn/

(ou dGjdn est la dérivée normale de G). Cette méme quantité
dSG peut légitimement étre écrite

dxdy dz__ dT
dG dG

En effet, elle représente I'aire (portion de la surface (2)) de la
base d'un petit cylindre, de génératrices non tangentes a la
surface, limité a la surface infiniment voisine G = G0 + 6G’ et
de volume dT.

Or, ce symbole dT/dG, ainsi introduit par I’étude des équa-
tions aux dérivées partielles, peut étre avantageusement employé
dans un certain nombre d’autres questions, telles que:

— la différentiation, par rapport & un paramétre a, d’une
intégrale triple

vy Tf(x,y,z) dxdy dz
étendue a un domaine dont la forme dépend de a. Si
G(x,y,2) =a
est I’équation de la surface frontiére, la dérivée est

T 4dxdydz
JJ’ d '

— I'application du théoreme de Liouville (et de Boltz-
mann-Gibbs-Poincaré) aux systémes qui admettent I'inté-
2*
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grale de I’énergie E. Si dT est I’élément d’extension en phase,
une intégrale qui reste invariante est

I'intégration étant étendue a une surface li=const.

— la distribution en probabilité d'une fonction G(x,y,z}
lorsqu’on se donne la distribution en probabilité des variables
x,y,z elles mémes. Soit, pour la probabilité élémentaire elle
méme,

<@y, z) dxdy dz;

la probabilité élémentaire relative a G est alors

£(G0<G<GI + dG) =PdG,

dx dy dz
dG
G=G,,

I1. Le cas elliptique des équations aux dérivées partielles
fait intervenir le Calcul fonctionnel, en raison du role essentiel
que joue la forme du domaine envisagé, dans tous les problémes
aux limites qui concernent ce cas.

Soit d’abord le probléme classique de Dirichlet. Soient
un domaine fermé (aire plane ou volume dans l'espace) et
deux points intérieurs A,B. La fonction de Green dépend
des coordonnées de ces deux points, mais aussi de la forme du
domaine. Si I'on déforme ce dernier (sans changer ni A ni B)
en déplacant chaque point de la frontiére, suivant la normale,
d’'une quantité (infiniment petite) mesurée en grandeur et
signe par 0 , la fonction de Green éprouve la variation

(3) 0Q¢ = $ gy Onds-

D’autres problemes aux limites, relatifs les uns a I'équa-
tion de Lapiace, les autres & d’autres équations du 2mB ordre
du type elliptique, d’autres enfin a des équations d’ordre
supérieur comme celle des solides ou des plaques élastiques
Jzlu=0, donnent lieu & des fonctions analogues a la fonction
de Green et on peut, de méme, évaluer, par des formules



21

analogues a la précédente, la variation que subit I'une quel-
conque d’entre ces derniéres lorsqu’on déforme le contour.

Si maintenant, dans I'un quelconque de ces cas, on forme
une combinaison convenable des dérivées partielles a la fois
par rapport aux coordonnées de A et a celle de B, on obtient
une quantité 1P dont la variation par déformation a I’expression,
la méme dans tous les cas 1))

G = fl Ba * Wm 06n ds,

de sorte que la ,,dérivée fonctionnelle” de est Vja 'Bm.
Or, ,.I’équation aux dérivées fonctionnelles* a laquelle on

est ainsi conduit par I’étude des équations aux dérivées par-

tielles joue un r6le primordial dans I'Analyse fonctionnelle,

laquelle est ainsi éclairée par les considérations précédentes.

Ce ne sont pas, d’ailleurs, les seules conséquences remar-
quables que I'on peut tirer de I'expression (3). Si I'on suppose
que la frontiere (plane ou spatiale) se déforme dans un sens
constant, par exemple en s’étendant constamment sans jamais
ni nulle part se rétrécir, I'accroissement final de g" sera l'inté-
grale d’une différentielle (3) dans laquelle 6n sera de signe
constant. Les fonctions des coordonnées de deux points ainsi
obtenues satisfont, en ce qui regarde leurs dérivées de tous
ordres, a un systéeme d’inégalités qui, indépendamment méme
de l'usage qui peut en étre fait en vue de la résolubilité des
problemes aux limites qui leurs ont donné naissance, mériteraient
peut étre, en elles-mémes, une étude plus approfondie.

8. Vojtech Jarnik (Praha). Sur quelques résultats de la
théorie analytiques des nombres.

9. A. Kolmogoroff (Moscou). Algebres de Boole métriques
compléetes (traduction de la conférence piononcée en russe).

Sommaire: 1. Définitions. 2. Rapports a la théorie de la mesure.
3. Importance pour la théorie des prohabilités. 4. Classification des al-
gebres de Boole métriques complétes.

1) Le résultat s’étend a des équations du type hyperbolique, lorsqu’on
se propose, a leur égard, un ,probléme mixte*.

Il apparait aussi dans la théorie de la représentation conforme, comme
I’'a montré M. Julia.
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1. Définitions. Je vais regarder comme connue la défini-
tion de l'algébre de Boole. Les opérations fondamentales d'in-
tersection et de réunion d’éléments seront désignées, en con-
formité avec le livre de M. Birkhoff [1], par

x0y (intersection),
YUy (réunion).

Il résulte — comme on sait — de la définition de I'algebre
de Boole qu’il y existe un élément-unité u et un élément
nul n pour lesquels on a identiquement (c’est-a-dire pour

tout Xx):
XP|U=X, XUu=U,

X (~Ih=n, xX\In=/E.

On appelle algébre de Boole métrique I'algébre de Boole avec
une fonction réelle d’élément, y(x), dite mesure de I'’élément x,
définie dans cette algebre et assujettie aux postulats:

(1) xnNny—n entraine //(a? Uy) =y(x) -

(H) ¢=bw entraine /;(a?) O.

Il est facile de voir, en vertu de (I), que

fi(ot) = 0,
et, en vertu de (I) et (11), que pour tout élément x
0 2y (X) Me(w).

L’élément complémentaire a x sera désigné par x'. La relation
d'inclusion xC_y sera entendue au sens de x\Jy=y.

Il est naturel d’introduire, pour les algebres de Boole mé-
triques, la définition suivante de I'isomorphie: deux algébres
de Boole métriques sont isomorphes lorsqu’il existe une cor-
respondance biunivoque

X*=1(x), X — f~1(x*)

entre les ensembles de leurs éléments, pour laquelle on a iden-
tiguement:

I®UY)=f(®)U1(Y),
V(X)) =p.(x).
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Les différences symétriques

XQ)y=(x(-3y" MO (~yy)

étant introduites, il est naturel de considérer la valeur

e(x,y) = p(xOy)

comme distance entre les éléments x et y. Cette distance satisfait
a tous les axiomes de Vespace métrique. Si I'espace métrique
ainsi formé est complet, I'algébre de Boole métrique dont
on était parti s’appelle elle-méme compleéte.

Par analogie a la notion de completement d’un espace
métrique, on introduit celle de complétement de I'algebre de
Boole métriquel). On déduit sans peine du théoréme fonda-
mental sur le complétement des espaces métriques que toute
algébre de Boole métrique admet un complétement unique
(a 'isomorphie prés). Grace a cela, I’étude des algebres de Boole
métriques arbitraires se réduit a celle des sous-algebres partout
denses dans les algébres de Boole métriques completes, dont
I'importance fondamentale devient ainsi manifeste.

La définition générale de I'algébre de Boole métrique, qui
vient d’étre envisagée, est une généralisation naturelle des
propriétés d’une série d’objets mathématiques classiques, con-
nus depuis longtemps. C'est ainsi par exemple que, les défi-
nitions formelles étant convenablement choisies, les parties
d’un domaine borné quelconque de I'espace, munies des volumes
qui leur sont attribués a titre des mesures, forment une algébre
de Boole métrique. Un autre exemple important d’algébres
de Boole métriques est fourni par les systéemes d'événements
dans un probléme quelconque de la théorie des probabilités,
avec leurs probabilités respectives a titre des mesures.

1) L’algébre de Boole B! est dite sous-algebre de I'algébre de Boole B
lorsque I'ensemble des éléments de Bt est sous-ensemble de celui de B,
I’élément-unité et I'élément zéro de lI'une et de l'autre sont les mémes
et que les valeurs des fonctions x{jy, xcyy, de I’'algébreBr coincident,
pour ses éléments, avec celles des fonctions correspondantes de I'algebre B.

L’algébre de Boole B' est dite le complétement de I’algebre de Boole B
lorsqu’elle est compléte, contient B comme sous-algébre et que I'ensemble
des éléments de B est dense dans celui de B'.
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2. Rapports a la théorie de la mesure. Les notions classi-
ques de volume d’une figure spatiale et de probabilité d'un
éveénement, qui viennent d’étre mentionnées a titre d’exemples,
ont subi dans la mathématique récente un autre développement
logique; on les congoit le plus souvent comme subordonnées
a la notion générale de mesure d'un ensemble. En tout, on
peut considérer la théorie des algebres de Boole métriques et
la théorie générale de la mesure comme paralleles et concur-
rentes pour un faconnage logique formel de leur substance
concrete, qui est essentiellement la méme pour les deux
théories.

La corrélation logique formelle entre elles peut étre caracté-
risée comme suit. Considérons les mesures p(x) qui sont des
fonctions réelles, non négatives et compléetement additives
d’ensemble, définies dans un champ borelien $/ de sous-
ensembles d’'un certain ensemble fondamental Ufl qui appar-
tient lui-méme au champ Les ensembles appartenant a ce
champ se rangent — comme on sait — de maniére naturelle
en classes disjointes, dites types métriques. Cette classification
s'effectue d’apres le principe suivant: deux ensembles, X et Y,
appartiennent au méme type métrique lorsque la mesure de
leur différence symétrique est nulle:

W(XOE) =0.

Tous les ensembles du méme type métrique sont de méme
mesure. Il est donc naturel de regarder leur mesure commune
comme la mesure du type métrique lui-méme. Les définitions
de l'intersection et de la réunion de deux types métriques
n’ont pas besoin d’étre rappelées, tant elles s’offrent naturel-
lement. On montre tres facilement que

(@) Les types métriques de mesure quelconque forment une
algebre de Boole métrique complete.

D’autre part, la théorie des idéaux d’algébres de Boole,
développée par M. Stone [3], permet de montrer que

(b) Toute algébre de Boole métrique complete est isomorphe
a l'algébre des types métriques d'une certaine mesure.

Or, deux mesures s’appellent isomorphes par structure lors-
que les algebres de leurs types métriques sont isomorphes
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(en tant qu’algébres de Boole métriques). En vertu de (a) et (b),
on peut donc dire que la théorie des algébres de Boole métriques
complétes équivaut a celle des mesures, considérées a I'isomorphie
par structure preés.

3. Importance pour la théorie des probabilités. Je vais
envisager plus en détail I'importance des algébres de Boole
métriques pour la théorie des probabilités. On sait que cette
théorie n’est devenue une science mathématique rigoureuse
(en méme sens que la géométrie dans les célebres Fonde-
ments de la géométrie de Hilbert, par exemple) qu'a I'époque
relativement récente. Le systeme le plus développé de la
construction axiomatique de la théorie des probabilités est
celui basé sur la conception de la probabilité comme d’'une
fonction additive d’ensemble (comme c’est fait dans mon
livre [2], par exemple). Je me permets d’insister ici sur le fait
que c’est seulement ce systeme qui soit suffisamment développé,
en ce sens que toutes les recherches probabilistes concretes
présentant de I'intérét pour les sciences techniques ou naturelles,
et qui se servent de plus en plus de la distribution des proba-
bilités dans des espaces fonctionnels, se rangent dans lui sans
obstacle. Les autres systémes de fonder la théorie des probabi-
lités, bien gu’ils ne soient pas, en principe, moins irréprochables
au point de vue logique, ne sont élaborés en détail que dans
leur partie concernant les problémes combinatoires élémen-
taires avec un nombre fini d'événements a envisager.

Convenons d’appeler ensembliste le systéme d’exposer la
théorie des probabilités qui est basé, conformément a [2], sur
Vensemble U des événements élémentaires et sur une jonction addi-
tive d'ensemble (la probabilité), P(z), définie dans une famille de
sous-ensembles de U. Le succés de ce systéme est di en grande
partie a ce qu'il a permis de mettre au profit de la théorie
des probabilités I'appareil bien élaboré et fort souple de la
théorie de la mesure et de la théorie métrique des fonctions.
Mais, du point de vue des taches concrétes de la théorie des
probabilités, le systéme en question mérite aussi une certaine
critique. Cette critique n’a pas de portée des objections for-
melles contre la consistance logique du systéeme, mais elle
indique, et a raison, ce qu’il y est d’arbitraire et d’artificiel. Plus
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précisément, les défauts du systeme ensembliste de présenter
la théorie des probabilités sont les suivants:

1° La notion d’événement élémentaire est une surcon-
struction artificielle au-dessus de la notion d’événement, qui
a un sens concret. En réalité, ce ne sont pas les événements
qui se composent d’événements élémentaires, mais les évé-
nements élémentaires tirent leur origine du démembrement des
événements Composés.

2° Les problémes quelque peu compliqués exigent, si la
théorie doit étre simple et maniable, que la probabilité soit
soumise a l'axiome d'additivité dénombrable. La justification de
cet axiome reste néanmoins purement empirique, a savoir
gu’on n'ait rencontré jusqu’a présent aucun probleme intéressant
pour lequel on n'e(t pas réussi de construire un champ cor-
respondant des probabilités, conforme a lI’'axiome en question
(cf. [2], p. 23).

3° On est contraint a renoncer au principe, formulé sou-
vent dans de nombreux travaux classiques de la théorie des
probabilités, d’aprés lequel I'événement dont la probabilité
est nulle est absolument impossible. Plus précisément, on doit
admettre qu’'un événement de probabilité positive peut se
décomposer en une infinité (continue par exemple) des variantes
dont chacune est de probabilité égale a zéro.

Tous ces inconvénients se laissent éviter si I'on met a la
base de la théorie des probabilités les axiomes suivants:

(A) Le systeme d’événements, avec la fonction d’événe-
ment — la probabilité — définie pour eux, est une algebre mé-
trique de Boole.

(B) La probabilité d’'un événement nécessaire est égale
a un.

Une telle conception de la théorie des probabilités n’est
point nouvelle. Plutdt est-il difficile d’en indiquer la date
exacte d’apparition, car elle est, tout simplement, la fagon
moderne de formuler I'exposé ,,naif“ de la théorie des pro-
babilités, le plus usuel dans les manuels élémentaires. Cette
conception se trouve formulée dans le livre de Glivenko [4],
par exemple. Comment on supprime alors les défauts 1° et 2°,
on n’a pas besoin de I'expliquer longuement: les événements
élémentaires (du moins dans I'exposé des jo'ndtments de la



théorie des probabilités) deviennent simplement superflus, et
I’événement ayant la probabilité zéro n’est qu’'un seul, & savoir
I’événement impossible n.

Plus intéressante et plus compliquée est la question de ce
qui correspond, dans la nouvelle conception, a I'axiome d’addi-
tivité dénombrable de la probabilité. Les sommes d’une infinité
d’éléments et les limites de suites d’éléments n’étant guére
définies dans les algebres de Boole, il semble d’abord que la
question de l'additivité dénombrable de la mesure y perd
simplement son sens.

On peut cependant, dans les algebres de Boole métriques,
définir la convergence d’éléments

xk-+x
par la condition
0

et introduire les sommes dénombrables

00
U«™>
k=1

en les définissant comme limites de sommes finies correspon-
dantes. Il est alors facile de montrer que Vadditivité dénombrable

de la mesure se présente automatiquement, c’est-a-dire que les
conditions

00
X:A{I]Xk et Xi(~"Xj—n pour i4=]j

entrainent toujours I'égalité
00

Nx) = p{xhh

*=1

L'utilisation de I'additivité dénombrable, vraiement vaste
et libre d’inconvénients, n’est toutefois possible que dans les
algébres de Boole métriques completes. C'est pourquoi il est
nature], dans la théorie des probabilités, de supposer toujours
I'algebre des événements complétée par I'adionction d’éléments
idéaux. Cette proposition est —comme il a été dit — toujours
réalisable.
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Ainsi, I'emploi de I'additivité dénombrable de la probabilité
dans la théorie des probabilités se montre, en définitive, 1égi-
time et n’'impose aucune restriction supplémentaire quant au
caractere des problémes qui tombent sous I'action de la théorie
générale.

Il me semble que ce systétme des fondements de la théorie
des probabilités est, du coté des principes, le plus satisfaisant
parmi ceux qui sont actuellement connus. Il résulte des théore-
mes cités (voir 2), que l'applicabilité de ce systeme est aussi
universelle que celle du systéeme ensembliste.

Du coté technique, le systeme ensembliste présente cepen-
dant une série d'avantages. Or, ces avantages peuvent étre
sauvegardés aussi dans le systéeme algébrique des fondements
de la théorie des probabilités; en effet, en vertu du théo-
reme (b) (voir 2), l'algébre compléte des événements peut
toujours étre transformée par isomorphie en algébre des types
métriques d’une mesure convenablement construite.

4. Classification des algébres de Boole métriques compleétes.
¢Nous allons voir tout a I'heure que le passage de la théorie
de la mesure a celle des algébres de Boole métriques completes
a une conséquence fort appréciable: les algébres de Boole
métriques completes peuvent étre (& l'isomorphie pres) par-
faitement revues et classées. Pour exposer cette classification,
quelques notions spéciales sont nécessaires.

Désignons par S(x) I'ensemble de tous les éléments yCXx,
c’est-a-dire qui sont inclus dans x. Appelons poids de x celui
de I'ensemble $(&) en tant qu’espace métrique (avec la di-
stance e(y,«) =/<(2/02)), c’est-a-dire la plus petite puissance
d’ensemble dense dans S(x). L’élément x est dit homogene
lorsque le poids de tout élément y de $(&), distinct de I’élément
nul n, est égal a celui de I'élément x.

On démontre que le poids r(&) de x dans une algébre de Boole
métrique compléte est toujours égal a

(i) un (et on a dans ce cas x=n),

(i) deux (et dans ce cas x ne contient que X et n-, on
I’appelle alors un atome),

(iii) une puissance infinie (et dans ce cas les puissances
infinies quelconques peuvent se présenter).
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Le théoréme suivant, qui se déduit d’'un résultat remar-
quable de Mle Maharam [5] (et sur lequel M. MarczewskKi
a bien voulu attirer mon attention), permet d’établir la classi-
fication en question de toutes les algébres de Boole métriques
complétes (a I'isomorphie pres):

L'élément-unité u de toute algébre de Boole métrique com-
plete peut étre représenté dans la forme

w= (Uur)U(Ucs), r=l,2,.,,;s=1,2,...,
r S

ou ar sont des atomes et c¢s — des éléments homogénes de poids
infini, tous ces éléments satisfaisant, en outre, aux conditions:

(1)
(2) t(Ci)<t(c2}<;...

Les sommes dans le membre droit de la décomposition peuvent
étre finies ou dénombrables. La décomposition satisfaisant a (1)
et (2) est unique (& la permutation des atomes de mesure égale
prés). Pour que deux algebres de Boole métriques complétes soient
isomorphes, il faut et il suffit que les suites (de nombres réels
et transfinis)

P @1), P @2)> eee >
) Ty, t(c2),...,
ey, 1ACz), ...

coincident pour l'une et pour Vautre de ces algébres.

On construit aisément des algébres de Boole métriques
complétes qui correspondent & un systéeme quelconque d’inva-
riants {3) assujetti aux conditions (1), (2) et aux deux sui-
vantes:

q(ar)=0, ju(cs)= 0,

p{ar) p(cs)<oo,

(4) 7

cf. & ce sujet Maharam [5]. Plus logique encore que I’'emploi
des mesures dans £7T (en conformité avec [5]), me parait leur
emploi dans les produits de t couples de points.
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10. Viadimir Korinek (Praha). Le théoreme de Jordan-
Hélder et son role dans la théorie des groupes et dans la théorie

des structures.

Depuis sa premiére formulation par Camille Jordan et
Otto Holder [1, 2], le théoréeme de Jordan-Holder, con-
eernant les chaines de décomposition, donnait naissance a un
trés intéressant développement qui est loin d’étre terminé. La
présente communication veut donner un bref apercu de I'état
actuel du probleme et quelques résultats acquis dans les
derniéres années.

Plusieurs mathématiciens ont généralisé ce théoréeme de la
théorie des groupes dans de différentes voies. Mais seulement
le développement de la théorie des structures (lattices) per-
mettait d’examiner les conditions de sa validité. En effet, ce
ne sont que les notions d’intersection et de sousgroupe-
union de deux sousgroupes, de groupe-facteur et d’isomor-
phisme qui entrent dans la démonstration et dans I'énoncé
de ce théoréme. Or, l'intersection et I'union sont évidemment
notions de la théorie des structures. La notion de groupe-facteur
doit étre remplacée par celle de quotient. Si I'on a dans une
structure a”b, le quotient a/b est la sousstructure (sublattice)
formée par tous les éléments & tels que a”™x™b. Enfin, il faut
remplacer I'isomorphisme de deux groupes-facteurs par la
simple similitude d’en bas ou d'en haut. Deux quotients a/b
et cfd sont dits simplement semblables d’en bas, s’il existe
un quotient ufv tel quon a a=b\Vu, v=bAu, c—dVu,
v—d/Au. Ici V désigne l'union et A l'intersection. La simple
similitude d’en haut s’obtient de cette définition par la dualité.
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On peut maintenant énoncer le théoréme de Jordan-Hdolder
de la maniére suivante. Soient

a=al>«w>a>..>ar=h
a=hbl>0,>b2=...>bs=b

deux chaines finies allant de a a b et qui sont complétes (c’est-
a-dire dans lesquelles on ne peut pas intercaler d’autres élé-
ments). On a alors r—s et on peut faire correspondre d’une
maniere biunivoque a chaque quotient at[at+i de la premiére
chaine un quotient bkjbk+\ de la seconde de sorte que les deux
guotients correspondants soient simplement semblables d’en
bas. En ce cas, je dis, pour étre court, que les chaines (1) sont
simplement semblables d’en bas.

Il faut évidemment supposer dans ce théoreme que, entre
a et b, il existe des chaines complétes. Le théoreme de Schreier
[3], qui est une généralisation du théoreme deJordan-Holder,
se passe de cette supposition. Il se laisse énoncer comme il
suit: Soient (1) deux chaines finies quelconques. On peut tou-
jours intercaler, dans la premiéere chaine et dans la seconde,
de nouveaux €léments de sorte que les nouvelles chaines ainsi
obtenues aient la méme longueur et scient simplement sem-
blables d’en bas.

Ces deux théorémes sont vrais dans chaque structure mo-
dulaire ([4], Ch. Ill), mais ils ne sont pas en général vrais
dans une structure quelconque. Parce que la structure des
sousgroupes d’'un groupe n’est pas modulaire, on voit que ces
théoréemes sont vrais méme dans certains cas des structures
non modulaires. 1l s’agit de déterminer les conditions de la
validité de ces deux théoremes. Une voie a ce but consiste en
ce que, dans une structure donnée, on n'admet pas toutes
les chaines allant de a & b, mais seulement certaines chaines,
de sorte que pour les chaines ainsi choisies les théoremes soient
vrais. Cela signifie définir d’une maniére convenable, parmi
tous les éléments x contenus dans un élément donné a (a”-x),
les éléments normaux dans a, et d’admettre seulement des
chaines normales, c’-est-a-dire des chaines (1) telles que
chaque élément y est normal dans son précédent. Cette notion
de normalité a été I'objet d’'un travail de M. Uzkov [5] et,
plus tard, d’'un travail de I'auteur [6].



32

Récemment, l'auteur est parvenu aux résultats d'une
autre nature. Il s’y agit de caractériser toutes les structures
ou le théoréme de Jordan-Holder est vrai pour deux chaines
complétes (1) quelconques. Pour cela, il faut que, entre deux
éléments quelconques a et b (a”b), des chaines finies complétes
existent. Cela a lieu dans les structures qui satisfont a la con-
dition maximum et & la condition minimum et seulement dans
ces structures. Une structure $ satisfait a la condition maximum,
si dans chaque ensemble d’éléments de il y a des éléments
maximum, cela veut dire qui ne sont contenus dans aucun autre
élément de I'’ensemble. La condition minimum s’en obtient par
la dualité. Nous nous bornons dans ce qui suit seulement
a de telles structures $. J’appelle un quotient a/b primitif,
si b est distinct de a et si I'on ne peut intercaler entre a et &
aucun autre élément. Je dis que S satisfait a la condition supé-
rieure de primitivité, si du fait que afb est primitif il découle
que chaque quotient c/d pour lequel on a a=b\Jc, d=bAc
est primitif aussi. Or, pour que dans une structure > le théo-
reme de Jordan-Holder soit vrai, il faut et il suffit que $
satisfasse a la condition supérieure de primitivité. L’exposé
complet des choses esquissées ici sera publié plus tard ailleurs.
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12. K. Mardjanishvili. Application de la méthode de
I. Winogradow aux systémes d'équations diophantiques avec des
nombres premiers (résumé de la conférence prononcée en langue
russe).

M. 1. Winogradow a résolu en 1937 le probleme de Gold-
bach pour les nombres impairs en montrant que tout nombre
impair N suffisamment élevé se laisse représenter dans la
forme

~NiPl+ 7+ Ps,

ou plt p2 et p3 sont des nombres premiers, et en donnant une
formule asymptotique pour le nombre des représentations. Ce
probleme, qui a pris naissance dans la correspondance d’Euler
avec Goldbach, était resté ouvert pendant presque 200 ans.

J'ai appliqué en 1940 la méthode de Winogradow au
probléme de la résolubilité en nombres premiers du systéme
d’équations diophantiques

ATL = Pi + p2 + e + pr>
A =Pi +Pi+ v+ P2

N, =pi+P2+ ...+ p"

ol O<Wx< ...< Nn sont des entiers donnés d’avance.

«J'ai établi alors une formule asymptotique pour le nombre
I(N\, N2, ...,Nn,r) des solutions du systeme (1) dans le cas
ou r>5%(n-j-1) (u+2) log n. Une formule analogue a été trou-
vée plus tard par Hua-Lo-Ken. Jai montré en 1947 que
la formule asymptotique trouvée par moi est vraie déja dans
le cas ou le nombre des sommandes est d’ordre n2logn; ce
résultat est proche du définitif. Soit

Wk =hkPh pour &=1,2,....n—1 et Nn=P". :
La formule asymptotique en question prend alors la forme
I(NINn-r)=
n(n+l)
(2 = NP 1~ (logP)-"", ... r +

n(n+l)
+ O(P'-——(10gP)-r—w),

Dodatek do Rocznika Matematycznego T. XXII. 3
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ou >0 est une constante et
0<C”n,r)<B(hlt...,A,_i;r) <C2(n,r),
sous I'hypothése que le systeme d’équations

Wy:4+4+—+ (G=12,...,n)

est résoluble en nombres réels; S(NL,...,Nn,r) dépend des
propriétés arithmétiques de N'1,-N2,...,N,,, & savoir

00

ou
AX,..., gqn-r-, =N'=ae~2m(ANI+""+>n\

al’

alfa?, ...,an parcourant les systemes correspondants des restes

ci-dessus suivant les modules et D étant défini par
la formule
D=D(an3l;...;an,q,) = J'="fé‘+-+£"),

X

ou s’étend sur les valeurs de x qui parcourent les systemes
des restes ci-dessus suivant le module g".-gn-

Il résulte de la formule (2) que si S(N1,N2,...,Nn,r) dépasse
une certaine constante positive, indépendante de NIfN2,—,Nn,
on a I(N1,N2,...,Nn",r)>0 pour P suffisamment grand, c’est-
-a-dire que le systéme (1) est résoluble.

Etant donné un nombre premier p, soient

m2(p), n,,(p)

les n premiers nombres naturels, premiers par rapport a p.
Désignons par O(p) I'entier défini par la condition

T A~\p)
<T2(p), -, nr2(p)

©n(p), -, ni(p)
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(c’est-a-dire que p& divise et p&+l ne divise pas ce déterminant).
Si les entiers N1,N2,...,Nn satisfont au systéme de congruences

Nn, W-nl(p), =, n" \p)
= 0(mod p0(p)).
Ni, - Alp}
Un '(P), . Nn
= 0(mod p0(p))

n’n(p), nSs-i(p), . Ni

pour tous les nombres premiers pn, on peut trouver un
r=r(NL,N2, ...,Nn) tel que r<r0(n) et que

S (1,1 =Co(n)=0.
Notons que p>n entraine
pn, «£}(?),.. , ni \p)
s 0(mod p®(P)).
p, n’n_i(p),..., n°i(p)

C’est pourquoi la condition nécessaire pour que le systéeme
(NjjNg,... ,Nn) soit représentable dans la forme (1) est la
résolubilité pour les nombres premiers p<n du systeme de
congruences

Nn—212n—~. ni \p)
= 0(modp®(p)),

Nj—"2 —... ~mPmj ~n—I(Pi - Ap)

3*
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(ou 2,3, ...,pm sont des nombres premiers ne dépassant pas n)
en entiers non-négatifs et satisfaisant aux con-
ditions

ST27—oe (7=1,2,...,n) ).

13. Hugo Steinhaus (Wroctaw). Drogi matematyki sto-
sowanej.

Pelny tekst odczytu ukazat si¢ w czasopi$mie ,,Matematyka“,
tom 2 (1949), zeszyt 3, str. 8—19.

14. S. Stoilow (Bucarest). Les surfaces de Riemann a fron-
tiere nulle.

Les considérations et résultats présentés dans cette confé-
rence peuvent étre envisagés comme une illustration de l'idée
générale — dont I'origine est dans I'oeuvre de Eiemann —
que les propriétés essentielles des fonctions analytiques doivent
étre cherchées dans la structure (topologique et métrique) de
leur domaine naturel d’existence.

La théorie des fonctions sur une surface de Eiemann
donnée a réalisé, ces derniéres années, des progrés importants,
tout particulierement par les travaux de B. Nevanlinna
sur I'extension de la théorie des intégrales abéliennes de pre-
miere espéce aux fonctions définies sur les surfaces de Rie-
mann dont la frontiére est de mesure harmonique nulle. Comme
on sait, dans le plan, cette condition est équivalente a celle
qui consiste a supposer la frontiere de capacité nulle, ou encore,
de diamétre transfini nul. Son extension, par Nevanlinna,
aux frontiéres ,,idéales* des surfaces de Riemann concgues
a priori, conduit & envisager une classe trés importante de
telles surfaces (surfaces a ,,frontiere nulle”), qu’on peut con-
sidérer immédiatement apres les surfaces closes.

La définition générale a priori d’'une surface de Riemann (R)
(ou de recouvremant riemannien d'une autre surface), donnée
par lauteur (voir par exemple: Principes topologiques de la

x) Les démonstrations de ces résultats ont été publiés dans mes travaux
dont I'un a paru dans ,lzwiestia Akademii Nauk SSSR“ (Série Mathé-
matique) en 1940 et l'autre dans ,,SoobaSenia Akademii Nauk Grouzinskoi
SSR*“ en 1947.
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théorie des fonctions analytiques, Collection Borel, 1938), se préte,
d’'une maniére trés naturelle, a toutes définitions et consi-
dérations, topologiques ou métriques, intervenant dans ces
questions. Les affixes des points singuliers (autres qu’algé-
briques) des fonctions correspondantes a (7?) sont les valeurs
asymptotiques de la transformation intérieure intervenant dans
la définition de cette (Jf) et chacun de ces points peut étre
rattaché a un ,élément frontiere“ déterminé. A certains de
ces éléments peut ne correspondre aucun point singulier;
d’autres éléments peuvent avoir un nombre fini quelconque,
ou infini, de tels points.

Sont présentés, plus particulierement, dans cette confé-
rence certains résultats de l'auteur sur le comportement des
fonctions correspondant aux surfaces dont la frontiére est de
mesure harmonique nulle, au voisinage des éléments de cette
frontiére, et certaines conséquences de ce comportement.

Une proposition préliminaire établit que toutes ces fonctions
possédent la propriété que leur prolongement analytique est
toujours possible dans un voisinage quelconque d’'un chemin
donné quelconque dans le plan (») (propriété d’'lversen).

Le principal résultat qu’on en déduit, ici, est que les éléments
frontieres sont, pour w—f(z), de deux espéces: les uns au voisi-
nage desquels / est complétement indéterminée; les autres
auxquels ne correspondent, pour /, que des points singuliers
transcendants ordinaires.

Les premiers de ces éléments forment un ensemble fermé
dans la frontiére de R. Si cet ensemble est vide, la fonction
w=/(£) satisfait & une relation

n
= zkAk{w),

k=0

ou les Aa(w) sont des fonctions uniformes de w ayant des en-
sembles singuliers de mesure harmonique nulle.

On apercoit I'analogie avec les cas classiques simples du
point singulier isolé et des surfaces closes; ainsi que la géné-
ralisation du cas, bien connu, des inverses des fonctions méro-
morphes. C'est une conséquence de la ,,nullité“ de la frontiére
de (R).
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15. J. H. C. Whitehead (Oxford). The homotopy type of
a special kind of polyhedron.

A (finite, connected) polyhedron, P, is in the class con-
sidered if, and only if, dim P”~n-\-2 and %r(P)=0O for
r=I,...,n—I. The case n=2 is treated in a paper, which is
to appear in the Comm. Math. Helvetici (1949), and here we
take n>2. Let Hr be the integral, r-dimensional co-homology
group of P, and Hr(2) the mod. 2 co-homology group. We
define homomorphisms

p: Hn-+Hn(2), A:Hn(2)~>Hn+l

as follows. If x' is an (absolute) co-cycle in the co-homology
class x, then px is the mod. 2 co-homology class of x'. If
xeHn(2) and if X' is a co-cycle, mod. 2, in the class x, then
0x' = 2y"' and Ax is the co-homology class of y'. We also introduce
the homomorphism

/:H"(2)->Hn+2(2),

where y*x is the ,,Steenrod square”, Sgn_iX. We use H to
denote the system, which consists of the five groups Hr,Hs(2)
(r=n, n-f-1, n-j-2; s=n, n-f-2), related by p, A, y*.

Let H be another such system and p, A, y* mean the same
in H as in H. Then a proper homomorphism (isomorphism),
f*:H—>JI, will mean a family of homomorphisms (isomorphisms),

friHT~>Hr, - H\2}-+Hs(2),

such that f*p =pf*, f*A=Af*, f*y*=y*f*. The homotopy
type of P is characterized by the system H in the sense that P is
of the same homotopy type as a polyhedron, P, in the class,
if, and only if, H is properly isomorphic to the system H,
which is associated with P. More precisely, a homotopy equi-
valence, f:P->P, induces a proper isomorphism, f*-.H-+H, and
any proper isomorphism, /*: can be realized by a homo-
topy equivalence f-.IT-PH.

Further theorems, details and references are given in an
article in the Annales de la Soc. Polonaise de Mathématique
(1948).



SEKCJA ANALIZY MATEMATYCZNEJ

1. Mieczystaw Biernacki (Lublin). O funkcjach stabo
p-listnych.

Niech M(r) oznacza maximum modutu funkcji]
f(z)— a0+ .. +a,2"+...

holomorficznej w kole |s:|™r<<I i A(r) pole powierzchni
Riemanna, na ktorg ta funkcja odwzorowuje powyzsze koto.
Hardy i Littlewood udowodnilil), ze jesli jest

J.(r) < pyifif (]2,
dlakazdego r z przedziatu O< r<lI, to zachodzi tez nieréwnos$é
M(r) *A(p)yp(I—r) B(p\ gdzie yp=max [|a0|, |a],..., [an(p)],
a A(p) i B(p) zalezg tylko od p, nie otrzymali jednak zadnego
efektywnego oszacowania tych funkcyj. Przypuszczajac, ze jest
E£j\[IF(N]2 (O<p<D,

otrzymatem nierownos¢

3f(r) < 9N
(1—r)B(pv

w ktérej C(f) jest statg zalezng od danej funkcji, a B(p) spetnia
nieréwnosci:

dla O<1><10'
B(p)<I dla A

b Kgl. Danske Videns. Selskab. Math, fysiske Medd. 7, 1925, str. 1—16.
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2. J. Bonder (Gliwice). O pewnym rozszerzeniu zakresu
zastosowan zasady symetrii (zasady odbi¢ Schwarza), przy
efektywnym wyznaczaniu odwzorowan wiernokatnych.

W zastosowaniach teorii odwzorowan wiernokatnych daje
sie dotkliwie odczu¢ brak efektywnych metod wyznaczania
funkcyj realizujgcych te odwzorowania. Znane sg wprawdzie
rézne metody iteracyjne, ktére pozwalaja z zadang dokiad-
noscig wyznacza¢ odpowiadajgce sobie punkty obszaréw od-
wzorowywanych. Jednakze wszystkie te metody sg nie tylko
ucigzliwe rachunkowo, ale — co gorsza — najzupetniej nieprzy-
datne, gdy chodzi o analize i dyskusje wiasnosci catych rodzin
odwzorowan (a tego najczesciej wymagajg wiasnie zasto-
sowania).

Jedyny dotychczas wytom w tej dziedzinie stworzyly kla-
syczne prace Schwarza i Christoffelal), dotyczgce wierno-
katnych odwzorowan potptaszczyzny na wnetrze badZz na ze-
wnetrze wielokatow. Zwiaszcza duze dla nauki znaczenie miata
praca Schwarza, w ktorej jasno sformutowana zostata wia-
Sciwa do tego celu prowadzgca metoda — pdzniej nazwana
zasadag odbi¢ Schwarza albo zasadg symetrii wzgledem prostej
badz okregu, (znane uogdlnienie tej zasady na dowolne tuki
analityczne posiada donioste znaczenie teoretyczne, ale do
efektywnego wyznaczania funkcji odwzorowujacej juz sie nie
nadaje).

W komunikacie niniejszym dowodze mozliwosci uzycia za-
sady odbi¢ Schwarza —w jej pierwotnej postaci, a wiec
zasady symetrii wzgledem prostej lub okregu — réwniez i w tych
przypadkach, gdy caty brzeg obszaru odwzorowanego redukuje
sie do jednego tuku analitycznego, zresztg dowolnego, np. do
tuku owalu Oassiniego, tuku stozkowej itp. Cel ten osiggam
rozbijajgc sam proces odwzorowania na kilka odpowiednio do-
branych etapéw, przy czym odwzorowania posrednie sg do pew-
nego stopnia ustalone juz przez samo rdéwnanie brzegu
obszaru odwzorowanego.

1) Christoffel, Annali di Matematica, Il serie, t. 1 (1867); H. A.
Schwarz, Journ. f. Math. 70 (1869).
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Niech poszukiwana funkcja analityczna
1) s=/(2)

odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie obszar ,,kanoniczny*
Dz, np. zewnetrze kota \Z\ >B0, na zewnetrze A, danego
luku analitycznego AB (tzn. na catg ptaszczyzne rozcietg
jednak wzdtuz tego luku AB).

Przede wszystkim obieramy takg pomocniczg funkcje
£=<p(z), mozliwie najprostszej budowy, ktéra bedac okreslona
w catej ptaszczyznie « (cho¢ niekoniecznie jednoznacznie), jest
holomorficzna na samym tuku AB i odwzorowuje w ptaszczy-
Znie C ten luk na odcinek prostoliniowy, badz na tuk okregu,
badz na uklady takich odcinkéw czy tukéw (tego rodzaju
funkcje mozna np. otrzymac z réwnan parametrycznych krzy-
wej, na ktorej lezy w ptaszczyznie z dany tuk AB). Z kolei
funkcja ztozona

(2) C=9[/(™M)I

odwzoruje domkniety obszar ,kanoniczny* Dz na obszar
domkniety D$, o brzegu utworzonym wytgcznie z odcinkéw
prostoliniowych i tukéw kot Punkty osobliwe tej funkcji
w obszarze Dz oraz przynalezne do nich rozwiniecia usta-
lamy na podstawie wiasnosci geometrycznych badanego od-
wzorowania. Nastepnie, uwzgledniajac ksztatt brzegu obszaru
D$, z tatwoscig uskuteczniamy — kierujgc sie zasadg symetrii
Schwarza — przediuzenie analityczne funkcji (2) na wnetrze
kota |Z| <720 (obszar Dz}, tym samym wyznaczamy tam jej
punkty osobliwe oraz posta¢ odpowiednich rozwinie¢. Wreszcie
wracajac z pomocg zwigzku z—<p~*[/(Z)]} do szukanej funkcji
(1) otrzymujemy w ten sposéb i dla niej wszystkie niezbedne
rozwiniecia, i to w catej plaszczyznie Z.

Jezeli funkcja pomocnicza £=<p(z) wyraza sie dos$¢ prosto,
udaje sie czesto zbudowaé wyrazenie analityczne poszukiwanej
funkcji z—f(Z). W tym celu — idac znowu $ladem Schwarza
(1. ¢.) — szukamy takiego algorytmu rozniczkowego, ktory by
przeksztatcit funkcje (2) na funkcje wymierna, albo meromor-
ficzng. Wtedy bowiem wystarcza juz znajomos$¢ biegundw tej
funkciji i ich residuéw, by zbudowac jej wyrazenie analityczne.
Otrzymanie za$ samej funkcji odwzorowujacej z=1(Z) spro-
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wadza sie do zastosowania algorytmu odwrotnego do poprzed-
niego (co zresztg nie zawsze jest rzeczg prostg).

Powyzszg metodg wyznaczylem wyrazenia analityczne
funkcyj odwzorowujacych taki czy inny obszar ,,kanoniczny**:
1° na zewnetrza tukéw Cassiniego (wynik — o ile wiem — nowy);
2° na zewnetrza tukow parabol, elips i hiperbol. Zwiaszcza
prosto wypada to postepowanie w stosunku do tukdéw Cassi-
niego, dla ktérych £=<p(z) = yz2—c2, a wspomniany wyzej algo-
rytm stanowi po prostu pochodng logarytmiczng funkcji (2);
kierujac sie zasada.symetrii, znajdujemy:

gdzie
Zil =Ro-"12 a [("12) = 212=*c-

Calkujac obustronnie rowno$¢ (3) i uwzgledniajac jeszcze
wihasciwe temu odwzorowaniu warunki geometryczne, otrzy-
mujemy na poszukiwang funkcje z=j(Z) bardzo proste wy-
razenie algebraiczne.

3. Zygmunt Butlewski (Poznan). O catkach pewnego row-
nania rozniczkowego zwyczajnego ll-ego rzedu.

4. Zygmunt Charzynski i J. Janikowski (£6dZ). O pew-
nym uogoOlnieniu twierdzenia Koebe'go o znieksztatceniu.

5. Franciszek Leja (Krakéw). O problemie Dirichleta przy
obtozeniu nieciggtym.

Niech B bedzie brzegiem obszaru ptaskiego D zawieraja-
cego wewnatrz punkt z=o0o0. Zatézmy, ze Srednica pozaskon-
czona zbioru B jest dodatnia i rozdzielmy B na dwa zbiory

roztgczne
B=B1-(--B2, BI-B2=Q,

0 S$rednicach pozaskonczonych dodatnich. Na brzegu B niech
bedzie okreslona funkcja ¢?(s) przybierajgca w zbiorze Bt war-
tos¢ stalg a, w zbiorze za$ B2 wartos$¢ stalg b, gdzie aib sg do-
wolnymi liczbami rzeczywistymi.
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Obierzmy na brzegu B uktad n+1 punktéow Co fj,...C,
réznych od siebie, ktéry oznaczymy krdcej przez C(n).

()
oznaczmy przez L",”) wielomian -n-go stopnia przybiera-

jacy wartos¢ 1 w punkcie z=Cj i wartos¢ 0 w pozostatych
punktach uktadu C(n), tj.

£°W() =//"= 7=0,1,...,W,
k=0 1
(*+])
i niech A bedzie parametrem rzeczywistym przybierajgcym
wartosci nieujemne. Funkcja /(»,AC(n) okreslona wzorem

(2) I(«, AC<S) = log1/z’ | i<)(«,C<) |

r j=o

posiada na catej ptaszczyznie zmiennej z wartosci rzeczywiste;
w punktach uktadu (1) wartosci te réwnajg sie Ag>(«).

Zmieniajmy uktad (1) w zbiorze B i przy kazdym ustalo-
nym » A i n oznaczmy przez fn(z,A) kres dolny wszystkich
funkcyj (2)

3) In(A) = inf/(«, Z,be), n=1,2,...

J<n)e B

Mozna dowie$¢, ze otrzymany w ten sposob cigg funkcyj (3)
posiada nastepujace wiasnosci:

1° Przy kazdej ustalonej wartosci A cigg (3) jest zbiezny
na calej ptaszczyznie zmiennej z i funkcja graniczna
4) /(z, A) = lim/n(«,A)

n->00

jest harmoniczna na catej ptaszczyznie poza zbiorem B.

Oznaczmy przez A dopetnienie zbioru DA-B do cafej
ptaszczyzny. Zbiér A jest oczywiscie otwarty lub pusty, a gdy
nie jest pusty, wowczas jest on sumg skornczonej lub przeli-
czalnej ilosci obszaréw jednospojnych ograniczonych, ktorych
brzegi sg zawarte w zbiorze B.
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2° Zauwazmy, ze gdy z=0, funkcje (2) i (3)—a przez to
i funkcja graniczna /(je,A)—nie zalezg od funkcji brzegowej
99(2). W tym przypadku mamy

, fecd) ¢la zeD,
f(z”o'_ﬂo dla zezl+B,

gdzie G\z} jest funkcjg Greena obszaru D z biegunem w nie-
skonczonosci. '

3° Jezeli funkcja brzegowa 99(2) ma warto$¢ stalg a=&,
to iloraz /(«,A)/2 posiada przy kazdym z>0 w zbiorze A-\~B
wartos$¢ statg, rowng a.

4° W przypadku ogélnym, gdy Zz>0 i zbior J nie jest
pusty, iloraz f(z,2)Ik tworzy przy zmiennym z rodzing nor-
malng funkcji harmonicznych w zbiorze z. Jezeli a”b, to
przy kazdym z>0 mamy

dla Ze/i+B.

Gdy z jest punktem brzegu B i tp(z) jest funkcjg ciggly
w tym punkcie, wowczas istnieje granica

lim =992

fim @)
i, jezeli ilos¢ punktéw nieciggtosci funkcji brzegowej <p(z) jest
skonczona, to granica %lga [/(», 2)/2] istnieje rOwniez wewnatrz A

i przedstawia rozwigzanie problemu Dirichleta dla obszaréw A
przy danym obtozeniu nieciggtym tp(z).

Dowody twierdzen 1° i 2° sg zawarte implicite w mych
pracach zamieszczonych w czasopismach: Bull. Acad. Polon.
(Série A), Krakéw 1936, str. 79—92 i Ann. Soc. Polon, de
Math. t. 12 (1934), str. 57—71. Dowody twierdzen 3° i 4°
beda ogtoszone pdzniej.

6. Tadeusz Kochmanski (Krakow). Zastosowanie algebry
jadrowej do junkcyj analitycznych trzech i wiecej zmiennych.

Mamy funkcje analityczng trzech argumentéw

(1)
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okreslong w otoczeniu punktu P”0,rj0, £0), przy czym
2 J’(f0,%,Co) =0 oraz Co) H=0.

- Mamy za zadanie wyznaczy¢ metodami algebry jadrowejl)
element funkcji uwiktanej f w punkcie P, jako funkcje pozo-
statych dwoch zmiennych argumentow £ i .

Rozwinmy funkcje (1) w szereg Taylora i zamierimy zmienne
wedtug réwnan:

(3) T X, vy, £ OE0=17,
wowczas po wykonaniu dziatan otrzymamy roéwnanie:
4) F(x+ £0,y +)0,z+£0)=f(x,y,z) =0

w postaci szeregu potegowego zmiennych Xx,y,z, o ktorym
zaktadamy, ze jest bezwzglednie zbiezny w otoczeniu punktu
(0,0,0). Wobec powyzszych zatozen dla funkcji f{x,y,z) okreslo-
nej réwnaniem (4) istnieje w otoczeniu punktu (0,0,0) element
funkcji uwiktanej z.

Udowodnimy, ze element ten mozemy jednoznacznie wyzna-
czy¢ przy pomocy metod algebry jadrowej, zachowujgc rekuren-
cyjnos¢ i kolejnos¢ obliczania. Uporzadkujemy w tym celu
wyrazy szeregu (4) wedtug rosnacych poteg zmiennej z, wy-
ciggajac z!, dla i naturalnego lub zero, przed nawias. Po
przejsciu na symbolike krakowianowo-jadrowa otrzymamy
w miejsce (4) rownanie

(5) ocay+z(xby)+2z2(xcy) +..=0,

gdzie a,b,c,.. sg krakowianami o nieskonczenie wielu ko-
lumnach i wierszach czyli jadrami.

Celem rachunku ma by¢ liczbowe wyznaczenie kolejnych
elementéw jadra a spetniajgcego réwnanie

(6) z—ocay,

gdzie z jest elementem funkcji uwiktanej okreslonej réwna-
niem (5).

x) T. Kochmanski, Algebre des noyaux, Rocznik Pol. Tow. Mat.,
t. 20 (1948), str. 384.



46

Istnienie a wynika z poczynionych powyzej zatozen. Mo-
zemy wiec wstawi¢ wyrazenie (6) do réwnania (5). Po wyko-
naniu zaznaczonych dziatan mozemy wedtug metody wspot-
czynnikéw nieoznaczonych napisa¢ réwnanie jgdrowe

@) «+ab-j-a®C a™d +..=0.

Rownanie (7) pozwala na proste, rekurencyjne obliczenie
kolumny ,,zerowej“ (tzn. pierwszej) jadra a, czyli ad. Zauwa-
zymy bowiem, ze dla x—0 i y=0 ma by¢ wedlug zalozenia
=0, a wiec wedtug (6) musi zachodzi¢ ctoo=0O.

Przepiszmy rownanie (7) dla zerowych kolumn wyrazéw
wystepujacych w (7). Otrzymamy réwnanie

(7a) ! a0+a0&0-f-(a<2>)0c0+(a<3))0d0+... = 0.

Z rownania (7a) mozna bezposrednio obliczy¢ kolejne ele-
menty a0. Wynika to stad, ze dla aco=0O w i-tej potedze ja-
drowej a© (i=1,2,3,...) pierwsze i elementdw sg zerami.
Wskutek tego przy pomocy elementu ali mozna obliczy¢ ele-
ment w (i-(-y)-tym wierszu iloczynu jadrowego z rowna-
nia (7a) przy potedze a”. Wskutek tego dla kazdego wiersza
réwnania jgdrowego (7a) mozna zbudowac réwnanie, w ktérym
zawsze tylko jedna niewiadoma bedzie wystepowata w czto-
nie a0&0, albowiem cztony nastepnych iloczynéw albo sg zerami,
albo mogg by¢ obliczone przy pomocy poprzednich wierszy.
Procz tego ilos¢ iloczynéw jadrowych z (7a) potrzebnych do
obliczenia a0i wynosi i, a wiec jest skonczona.

Tak wiec dla obliczenia all bedziemy mieli réwnania

ttoi  aoi 00— ,
skad dla &oo=t=0

(8)

Warunek &ooM=0 wynika z warunku P?(fo,?;0,Co) albo-
wiem /z(0,0,0)=Je(fo,7%,C()) = Doo.

Jest to zarazem warunek wystarczajgcy dla stosowania
metody algebry jadrowej, poniewaz kazdy nowy niewiadomy
element jest mnozony przez biG i dla 2004=0 moze by¢ obliczony.
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Majac obliczone a0, zmieniamy powtornie zmienne w naste-
pujacy sposob. Wstawmy mianowicie do (5) y=0 i oznaczmy
otrzymane dla tego wypadku z przez 0. Na podstawie rownania
(6) obliczymy z0 jako

9 Zo — 27a0,

gdzie al jest juz obliczone réwnaniem
Niech

(10) z=2z—20+20

oraz

(V) z—20=Z.

tatwo zauwazyé, ze dla z =20 zachodzi Z=0. Wstawiajac
do (5) wyrazenie (Z4-£0), gdzie z0 jest funkcjg x wedtug (9),
otrzymamy po wykonaniu dziatan funkcje zmiennych x,y,Z:
(12) o(r,/,z) =0

i to taka, ze dla y=0 jest zawsze Z=0.

Jezeli istnieje element funkcji uwiktanej Z danej przez
rownanie (12) w postaci szeregu potegowego bezwzglednie
zbieznego w okolicy punktu (0,0,0), to napiszemy go w postaci

<13) Z = <xfiy.
Dla y=Q zachodzi stale Z=0, a wiec
(14)

Edwnanie (12) po zastosowaniu metody wspétczynnikow
nieoznaczonych przedstawi sie w postaci jgdrowej analogicznie
do réwnania (7):

(15) ! A + (8B + [S(2)Cf +i8(3)Z>+... = 0,
gdzie
A =a-j- aoh + afpc + and + ...
(16) B=b+2a0c + 3a”d+...
C=c--3aQd - ...

Poniewaz (a)00=0 dla i>1, wiec $z(0,0,0) =jB00 = >ooM=0,
a wiec jadro fi istnieje zawsze i da sie obliczy¢ z réwnania (15).
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Wspotczynniki w rownaniach (16) otrzymuje sie z tréjkata
Pascala; lezg one na liniach rownolegtych do jednego z bokdw.
Obliczenie jadra fi z rownania (15) odbywa sie z tatwoscig i to
catymi kolumnami, analogicznie jak w rownaniu (7a) obli-
czaliSmy poszczegélne elementy, a to dlatego, ze w jest i
pierwszych kolumn ztozonych z zer. Podobnie wiec jak w (7a)
braliSmy pod uwage kolejno dwa, trzy,... sktadniki sumy dla
obliczenia elementéw w drugim, trzecim,... wierszu a0, tak
obecnie bierzemy we wzorze (15) dwa, trzy,... skiadniki
sumy, by kolejno otrzymaé kolumny firfis,... itd.

Po znalezieniu potrzebnej do danego zagadnienia ilosci ko-
lumn jadra znajdziemy z z réwnania czyli

(17 ot = /3-(-a0.

A wiec jadro a powstaje z jadra fi przez wstawienie na
miejsce /0 =0 kolumny a0, znanej z rozwigzania réwnania (7a).

Opisane tu postepowanie daje sie natychmiast uogélni¢ na
funkcje dowolnej ilosci zmiennych. Dla n zmiennych nieza-
leznych nalezy wykona¢ n operacji zamiany zmiennych, ana-
logicznie do réwnan (3) i (11).

7. M. Krzyzanski (Krakéw). 8W les solutions de I'équa-
tion aux dérivées partielles du type parabolique, discontinues sur
la caractéristique.

Soit
(D FW =M + ate + {206+CU =

une équation linéaire du type parabolique. Les coefficients
a,b,c et la fonction / sont des fonctions continues dans un
segment A:  O”y~.h, —oo<x<a-]-00, et le coefficient b satis-
fait, en outre, a I'inégalité b<fi<O (fi constant). Soit cp(x) une
fonction continue en dehors d’'un ensemble E sur la caracté-
ristique y=0. On cherche une fonction u(e,y) satisfaisant
a lintérieur de A a I'équation (1) et sur la caractéristique
y=0 a la condition

(2) u(x, 0) = <B>(x)

sauf aux points de E.
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On démontre le théoréme suivant.
Admettons que:

lo il existe une fonction K(x,y), continue et positive dans
E—E, admettant les dérivées du 2me ordre continues a I'in-
térieur de A, satisfaisant dans E a la condition F(K)<0 et
tendant vers oo, lorsque le point (X,y) tend vers un point
de JS;

2° (n(x) est une suite de fonctions continues, telles que

i 7 ==
1im 92,(2) == >(2),
sauf aux points de E, la convergence étant uniforme dans
tout ensemble fermé ne contenant pas de points de E;
3° a chaque fonction tpn(x) correspond a l'intérieur de E
une solution Un{x,y) de (1), telle que

u,,(X,0) = 9n(x);

4° a tout nombre e>0 correspond un nombre <5>0, tel
que pour xeCE et xeE (ou CE désigne le complémentaire

de E)
|ee—x|<<5 entraine |¢>n(ee)|<e/&(ii?,0).

Alors la suite {un} converge dans E—E vers une fonction
‘w(zy) satisfaisant a (1) a l'intérieur de E et a la condition
initiale (2) pour y=0.

Lorsque a=0, b=I, c est borné et E est un sous-ensemble de
mesure nulle de Vintervalle <aby, on détermine la fonction
K(x,y) de la maniere suivante.

Soit 0(ic) une fonction continue et positive dans {a,E)>, en
dehors de E, tendant vers I'infini lorsque x-+xeE, et telle que
I'intégra” '

JO(X) dx
a

soit convergente. On pose
b

v étant une constante positive.

Dodatek do Rocznika Matematycznego T. XXII. 4
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8. Witold Pogorzelski (Warszawa). O pewnych zagadnie-
niach brzegowych teorii potencjatu.

9. Jacek Szarski (Krakéw). O pewnych systemach nieréwnosci
. rozniczkowych, czastkowych rzedu pierwszego. Zastosowanie w teorii
systeméw rownan rézniczkowych, czastkowych rzedu pierwszego.

Twierdzenie 1. Zalozmy, ze funkcje
-, N 2/1,-,3/<, NN, .-,N) (=L omv=lLL i)
sg ciggte w pewnym zbiorze przestrzeni (2n-f- k-\- ?n)-wymiaro-
wej, ktérego rzut na przestrzen xk,ylr..,yn pokrywa zbiér
1) xv’\xv|<xvt\ a-, bi-j- JH’\’\p alpj y|—y|’\a|—M’\J (xv—xv)
V_ LR ] I " ’n

Zatézmy, ze funkcje spetniajg warunek Lipschitz’a ze
stata M wzgledem zmiennych g*,,..,q”, oraz nastepujacy
warunek monotonicznosci:

(2) Jezeli 7Ngizy,..., p— 1y, NM-1N zm,
to
- Xk, 21, —, yn, «1, = ,«m, g",
> yi,-,yn, yh)-

Niech wreszcie funkcje

posiadaja w kazdym punkcie zbioru (1) rézniczke' zupetng
i spelniajg w tym zbiorze nastepujgce nieréwnosci:

w L e 2in) > N®i, e @A, 2, 2n)>

3 3uu S5uu\
dxv > — 2/1,-,2/n, — y:l,,m\

v=l,...k /'
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Przy powyzszych zatozeniach, nieréwnosci
eoe > 1/11 eee} DN) = NtiNN oee> NK, Vi, *** i yn)
sg spetnione w catym zbiorze (1).

Twierdzenie 2. Wezmy pod uwage nastepujacy system
réwnan rozniczkowych:

)

8% — X~ ——— i, ey i - ~m, SR -, 85H) p—I,...,m\

v=l,...,k )’
Zat6zmy, ze wszystkie pochodne funkcji

yi,-,yn,
rzedu pierwszego i drugiego sg ciggte i bezwzglednie mniejsze
od statej M w zbiorze

xv’\xv|<xtA+ a; vyi,...,yn,zl,....zm,g",...,qW dowolne.

V= 1y

Zatozmy ponadto, ze funkcje spetniajg warunek mono-
tonicznosci (2).

Niech funkcje co”y»..~,) i 6ft(yl,...,yn) (p=lI,...,m) po-
siadajg pochodne czastkowe rzedu pierwszego i drugiego ciggte
i bezwzglednie mniejsze od M w calej przestrzeni NN

Zatdzmy wreszcie, ze funkcje i 0" spetniajg nastepujace
nierbwnosci:

AAyi!_’yn)> O(yi1_’y1é

Przy powyzszych zatozeniach, istnieje taka ficzba dodatnia
0{a, m, n, k,M) {zalezna wytgcznie od statych a, m, n, k, M),
ze jezeli uMoch,... XK, y+, eeyn) i oo | ®Ki Vn ommiyn) (p
sg dwiema catkami systemu (3) posiadajgcymi ciggte pochodne
czastkowe rzedu pierwszego w zbiorze

(4) pVvAXv<a>y +b;  yi,.--,yn dowolne
v=l,..., k

oraz spetniajgcymi tozsamosci:
Iuft(O'i) se» iI®Ki dn ee¢ iVN) — <poVIi ivn}
C®ki VI ivn) — ®I6pli s> 1/r6
4*
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wowczas nieréwnosci
1K U 2/1, a9} Dn) (/z=1,..., m)

zachodzg w catym zbiorze (4).

10. Tadeusz Wazewski (Krakéw). Jednolity dowod uogol-
nionego twierdzenia de VH6pitala.

11. Tadeusz Wazewski (Krakéw). O poréwnywaniu catek
uktadow rownan rdzniczkowych.



SEKCJA GEOMETRII

1. Stanistaw Gotab (Krakow). O pewnym warunku istnienia
asymptoty krzywej ptaskiej.

Jezeli wezmiemy szczeg6lng, krzywa ptaska wypukta i po-
siadajgcg asymptote, to tatwo przerachowad, ze jej krzy-
wizna dazy do zera w miare jak po krzywej oddalamy sie
zblizajac sie do asymptoty. Zjawisko odwrotne nie ma miejsca,
albowiem np. dla paraboli, ktéra asymptot nie posiada, krzy-
wizna réwniez dazy do zera, gdy oddalamy sie po gatezi para-
boli do nieskonczonosci. Intuicja moéwi nam, ze dla krzywych
posiadajgcych asymptote krzywizna szybciej zdgza do zera
anizeli dla krzywych nie majacych asymptoty. Aby to intui-
cyjne pojecie ujgc Scisle wezmy pod uwage naturalne réwnanie
krzywej

1) k =f(s),

gdzie s oznacza luk liczony od pewnego wybranego punktu
w pewnym kierunku, za$ tc oznacza krzywizne krzywej.

Autor dowodzi nastepujacych dwéch twierdzen, z ktorych
pierwsze podaje warunek dostateczny dla istnienia kierunku
asymptotycznego, za$ drugie warunek dostateczny dla istnienia
asymptoty.

Twierdzenie 1. Jezeli istnieje liczba a>1 taka, ze

@) Lim/(s) ss“=ff=k 0,

S->00

wowczas krzywa (1) ma dla s->o00 kierunek asymptotyczny.
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Twierdzenie 2. Jezeli istnieje liczba (i>2 taka, ze
(3) Lim /(s) -s"= G" 0O,

S->00
wowczas krzywa (1) posiada dla s—>00 asymptote.
Autor dyskutuje nastepnie kwestie mozliwosci odwrécenia
powyzszych twierdzen.

2. Stanistaw Go#ab (Krakdéw). O obiektach geometrycznych
nierdzniczkowych.

Nazwg tg obdarza autor takie obiekty, dla ktérych pra-
widto transformacji skfadowych przy przejsciu od jednego
uktadu wspotrzednych do innego nie zalezy od pochodnych
funkcji sktadowych przeksztatcenia. Obiekty nier6zniczkowe
nie bytly dotychczas przedmiotem badan.

Autor wyznaczyt na razie obiekty nierdzniczkowe w prze-
strzeni jednowymiarowej i 0 jednej skfadowej. Wynik jest na-
stepujacy. Oznaczmy wspotrzedng punktu jednowymiarowej
przestrzeni przez £ w jednym ukiadzie, przez £ w drugim
uktadzie. Przez » oznaczmy skiadowg obiektu w pierwszym
uktadzie i odpowiednio przez <u jego sktadowag w drugim ukia-
dzie. Prawidto transformacji bedzie nastepujace:

1) 5 =/(«,E,E).
Azeby (1) przedstawiato prawidto transformacji funkcja /

nie moze by¢ dowolng; trzeba i wystarcza, aby byla ona
ksztattu:

(2 [(«>,£,£)="{G(lo, £),£},
gdzie funkcja
3) g(u,v)

jest dowolng funkcjg dwu zmiennych niezaleznych, byle od-
wracalng ze wzgledu na pierwszg zmienng u, natomiast
funkcja G powstata z g przez odwrdcenie tej ostatniej ze wzgledu
na pierwszg zmienng, czyli moéwigc doktadniej:

(4) gH{G(v,w),v} = w.

3. W. Slebodzinski (Wroctaw). Kilka zagadnien zwigza-
nych z rézniczkowg formg zewnetrzng 1l-go stopnia.
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4. W1todzimierz Wrona (Krakéw). On multivectors in a Rie-
mannian Vn.

The curvature affinor K~v and fundamental tensor
in a Riemannian Vn can be used to define some new affinors
with 2m indices, where By means of these affinors
we can give new form to the conditions that the space should
be either Einsteinian or conformal to a flat space, enabling
us to interpret these conditions geometrically in terms of the
scalar curvature of an m-direction. Further, the generalized
Schur’s theorem appears as an almost automatic consequence
of the new expression for scalar curvature. By means of these
new affinors we also define principal m-vectors in Vn and
investigate some of their properties in order to point to the
possibility of a new way of classification of Riemannian spaces.



SEKCJA ANALIZY FUNKCJONALNEJ | TEORII
FUNKCJI ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

1. Andrzej Alexiewicz (Poznan). On differentiation of
abstract functions.

Let X be a Banach space. A set So of linear functionals
on X will be called fundamental if, given any x0e X and e=>0,
there exists a linear combination |(a?) of elements of such
that ||[||yil and ||(ir)] Il -£+ Let x(t) be an abstract function
i. e. a function from an interval to the space X; an element X0
will be called the strong derivative of x(t) at t0 if

lim | x(t0 + h)—2(0)] h-L—x0[|= 0

an element x0 will be called the E0-weak derivative of x(t) at t0 if,
given any |(0?), lim £([a?(i0+ h) —®(i0)] h~1—a%0) = 0.
A->0

The main theorem obtained by the author is:

If for an abstract function x(t) the EO-weak derivative exists
at any point of a set E, and is Bochner-measurable on this set,
and if

*I_i>rpo||[a>(i + h)—ic(i)]fe_1||<4-o0

in E, then the strong derivative of x(t) exists a. e. in E.
Applying this theorem to the space of convergent sequences,
the author obtains the following theorem concernig differen-
tiation of real functions.
Let /n(i) be a sequence of real functions differentiable
in a set E, for which fn(t)->F(t), fn(t)-+(I>(t) in E. If the con-
dition

is satisfied in E, then the functions /n(i) are equi-differentiable
a.e. in E, F'(t) exists and F\t) =i>(i) a. e. in E.
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2. Jerzy tos (Wroctaw). O definiowalnosci funkcji przez
superpozycje.

Tekst referatu ukaze sie w Fundamenta Mathematicae,
tom 37.

3. Jan Mikusinski (Lublin). O stabej zbieznosci.

4. Wiadystaw Oblicz (Poznan). O pewnej klasie ciaggéw
i operacji.

5. Juliusz Utam (Krakéw). The general mean.

1. Construction of the general mean (mean after function 99).
We consider a function of n real variables, (p{al,a2,...,an
which, in a certain n-dimensional cube lv, is

1. real,

2. univalent,

3. continuous (with respect to the set of variables),

4. symmetric (with respect to every pair of variables),

5a. strictly monotonuous (with respect to every va-
riable).

We define next the function <b(a)*=(p(aa, -..,a); it is easy
to prove, that the counter-domains of functions ¢ and T coincide,
{(p}—(0). We can therefore define the function

>”(((l,«2,...,a.,,) - a2’ - «n)]
which is the general mean to be discussed.

2. Axioms of the mean. It can easily be verified that the
function fulfils 1—4. and besides

5. is increasing (with respect to every variable),

6. its value, for every set of values of the a/s, lies
between the smallest and the greatest of the num-
bers of this set (i. e. is a mean).

We can consider the conditions 1—6 as axioms, defining
the notion of the mean.

N(al,az ...,an) being a mean, satisfying to 1—6, another
function ...,an) can always be found, fulfilling 1—5a

and such, that
- af) —n' (<ij, a2,...,an)
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i. e. the method of construction of the mean embraces,
all means, satisfying to the set of axioms 1—=&.

3. Characteristic function of a mean. Many problems, con-
nected with a given mean, are related to the functional equation:

IIMMNL,®2)] =My[l(@1), /(«all-

We denote the continuous solution of this equation (if
such exists) by n9(x) and call it the characteristic function
of 21v. For the arithmetical mean nv(x) is a linear function.

A function g(x) is said to be 92-convex (resp. 92-concave).
in (a,b”- if for every xlIfx2e (a,b) the relation is valid

gIM”x, #2)] <H,[9(x1),g0)]
(resp. 3[2fi,(@1,®2)]>

4. Similarity of means. The problem of existence of nr(x)
for a given mean J/,, is connected with the following definition,
due to T. Wazewski:

Two means, 21v and Jfz, are said to be similar, if a conti-
nuous and strictly monotonuous function 2(a?) exists such that

AN, «2,...,%,,)] ==X[A(al),A(a2),...,A(an)].

With this definition it is possible to seperate the class of
quasi-arithmetical means, viz. of means, similar to the arithme-
tical mean. They are of the form:

2In(al,ai,...,an”) =f—2™M /(«J
L Un J

which is the form of a generalized mean, discussed by
G. H. Hardy, G. Polya, D. E. Littlewood in their book
,»lnequalities”

5. Uniformity of means. Another definition, of particular
importance, is also due to T. WazewsKki:
Given a mean 2lv and any set of four numbers al,a2,ai,ai
such that
—JIZgp(Uf—1, <q_|_i),
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the mean My is said to be uniform, if
= My(a2,as).

Examples of non-uniform means can easily be given, while
all commonly used means are uniform.

6. Equivalence. Two classes of means. The exceptional po-
sition of quasi-arithmetical means is emphasised by the following
fundamental theorem.

The properties of a mean:

A. of possessing a continuous solution of the equation

®2)]

(i. e. of existence of ny(x)),
B. of being a quasi-arithmetical mean,
C. of being uniform,

are equivalent.

The proof of this is given in two steps: first it is proved,
that AABAC, and then, that COA.

In virtue of this theorem and of the role, which the pro-
perties A and C are playing, it is justified to consider the
quasi-arithmetical means as a class of means of' a particularly
regular character, in discrimination to the class of non-uniform
means.

7. Mean functionals, cp-operation, "-differentiation. Further
inquiry is concerned with the ,passage to infinity”, which
when applied to the arithmetical mean, leads to the Riemann
integral. An analogous passage, applied to the general mean My,,
gives us a functionalMly, the properties of which are discussed;
these are connected with the operation defined by the
function <. There exists also a possibility to define, by means
of ¢ and My, a functional operation, inverse, in a certain sense,
to SUly, which involves differentiation as a particular case
(viz. corresponding to the arithmetical mean).

6. Zygmunt Zahorski (L6dZ). O mierzalnosci pochodnych
aproksymatywnych skrajnych.



SEKCJA TOPOLOGII

1. Karol Borsuk (Warszawa). O zanurzaniu zbioréw zwar-
tych w striangulowanych wieloscianach.

Tekst odczytu ukazat sie w Fundamenta Mathematicae,
tom 35 (1948), str. 217—234.

2. Bronistaw Knaster (Wroctaw). Un théoréme sur les
ensembles biconnexes.

Démonstration de la propriété suivante des ensembles
biconnexes B qui contiennent un point p singulier (c’est-a-dire
tel que toute composante de B—(p) se réduit a un point):
tout B contient un sous-ensemble biconnexe Bo tel que toute
quasi-composante (au sens de Hausdorff) de Bo—(p) se réduit
a un point. Le probléme de la généralisation de cette propriété
aux ensembles sans point singulier reste ouvert.

Une démonstration détaillée va paraitre dans Fundamenta
Mathematicae.

3. Kazimierz Kuratowski (Warszawa). Z topologii prze-
strzeni zwartych.

W zwiazku z pewnym zagadnieniem p. Sikorskiego,
autor podaje przyktad dwoéch zbiorow domknietych, potozo-
nych na ptaszczyznie, z ktérych kazdy jest homeomorficzny
z podzbiorem wzglednie otwartym drugiego, a ktore nie sg
miedzy sobg homeomorficzne.

4. W. Sierpinski (Warszawa). 0 pewnym ujeciu teorii
przestrzeni (F) FrécheVa.

Kazde ujecie aksjomatyczne topologii opiera sige, jak wia-
domo, na pewnych pojeciach pierwotnych. Jako takie brane
sg albo otoczenie, albo pochodna, albo domkniecie, albo zbior



61

zamkniety (wzglednie otwarty). Najbardziej intuicyjng jest
topologia, oparta na pojeciu otoczenia, a najogélniejsza ta,
w ktorej co do otoczeh nie czynimy zadnych zgota zatozen,
procz tego, ze kazdy element uwazanej przestrzeni posiada
co najmniej jedno otoczenie, bedgce zbiorem, zawartym w tej
przestrzeni. Sg to tak zwane przestrzenie (7) Fréchet’a.

Dla rozwiniecia topologii danej przestrzeni potrzebne sa,
procz aksjomatow, jeszcze definicje zasadniczych poje¢ (nie
bedacych pierwotnymi), jak element skupienia zbioru, do-
mkniecie zbioru itp.

Elementem skupienia zbioru Z, zawartego w przestrzeni
(7), K, nazywa M. Fréchet kazdy element a przestrzeni K
taki, ze kazde jego otoczenie zawiera co najmniej jeden rozny
od a element zbioru Z. Definicja taka doprowadza do tak
mato naturalnych faktow, jak istnienie, w pewnych prze-
strzeniach (7), zbiorébw jednoelementowych, posiadajgcych
elementy skupienia. Zmodyfikujmy wiec definicje elementow
skupienia w ten sposéb, ze elementem skupienia zbioru Z,
zawartego w przestrzeni (7), bedziemy nazywali kazdy taki
element a uwazanej przestrzeni, ktorego kazde otoczenie za-
wiera nieskonczenie wiele réznych elementow .zbioru Z. Jak
pozniej zobaczymy, dla tak zmodyfikowanych przestrzeni (7)
mozna wyprowadzi¢ wiecej twierdzen podstawowych niz dla
zwyktych przestrzeni (7) Frécheta.

Przez pochodng Z' zbioru Z (zawartego w przestrzeni K)
rozumie¢ bedziemy, jak zwykle, zbiér wszystkich elementéw
przestrzeni 7i, bedacych elementami skupienia zbioru Z.

Przy naszej definicji elementéw skupienia funkcja /(Z2)=2"
(przyporzadkowujaca zbiorom ZCK zbiory f(Z)CK) spetnia,
jak tatwo widzie¢, nastepujgce trzy warunki:

1) /(0)=0 (gdzie 0 oznacza zbior pusty),

2) 1(Zj)Cl(Z), dla ZrGZGK,

3) /(Z+{p})=/(2) dla p eK,

(gdzie {p} oznacza zbior, ztozony z jednego tylko elementu p).

Przypusémy teraz, ze K oznacza dowolny zbior i ze kazdemu
zbiorowi ZGK przyporzadkowany jest zbior j(Z)CK, przy
czym spetnione sg warunki 1), 2) i 3). Powiadam, ze dla ele-
mentéw zbioru K mozna tak okresli¢ otoczenia, zeby zbiér K
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stat sie przestrzenig (T), w ktorej (przy naszej definicji ele-
mentoéw skupienia) bedzie

(1) z'=f(z) dla ZCK.

W samej rzeczy, uwazajmy za otoczenie dowolnego punktu p
przestrzeni K kazdy zbior Z7CK, taki iz pe[K—f(K—17)].

Przypus¢my, ze p nie jest elementem skupienia zbioru
ZCK, czyli, ze peZ'. Istnieje wiec otoczenie U elementu p,
takie, ze zbiér ZU jest skonczony (lub pusty). Z wiasnosci 3)
funkcji / wynika z tatwoscig, ze f(Z—zU)=f(Z), za$ z uwagi
ze U jest otoczeniem elementu p, mamy peK—f(K—U),
skad pef(K-U). Lecz K—UDZ — U—Z—ZU i, wobec wia-
snosci  2) funkcji /, mamy f(K.—U)2)f{z—zU), zatem
f(K—Z7)D/(2), skad, wobec pef(K—U), mamy tym bardziej
pef(Z). DowiedliSmy wiec, ze z peZ' wynika plftZ), co
dowodzi, ze

) I(Z)CZ'.

Przypusémy teraz, ze pcf(2) i potézmy U= (K—2) + {p}:
bedzie wiec K—U—Z—{p}, skad, wobec wiasnosci 3) funkcji/:

—U)—-f(Z—(p}) =/(Z), zatem pzj(K—U). Jest wiec
peU{K—j[K—U)), co dowodzi, ze zbiér U jest otoczeniem
elementu p. Wobec U={K—2)-f-{p] zbiér U zawiera co
najwyzej jeden element ze zbioru Z; poniewaz U jest oto-
czeniem elementu p, wiec wynika stad, ze peZl. DowiedliSmy
wiec, ze z pej(Z) wynika plZ*, co dowodzi, ze

3) Z'Cl(2).

Wzory (2) i (3) dajg wzor (1), c. b. d. o.

Mowimy, ze okreSlong jest topologia danej przestrzeni,
jezeli znane sg elementy skupienia kazdego zbioru, zawartego
w tej przestrzeni, innymi stowy, jezeli znang jest funkcja
{Z) —Z' dla Z, zawartych w tej przestrzeni.

Otoczenia wyznaczajg oczywiscie topologie danej prze-
strzeni, ale nie na odwr6t: rézne bowiem uktady otoczen mogg
dawac¢ te same pochodne. Takie uklady otoczenr nazywamy
topologicznie réwnowaznymi. Mozna z #tatwoscig dowiesS¢, ze
na to, zeby dwa uktady otoczen byty topologicznie réwnowazne,
potrzeba i wystarcza, zeby dla kazdego elementu p uwazanej
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przestrzeni oraz kazdego jego otoczenia Ul z pierwszego ukiadu
otoczen istniato otoczenie U2 tegoz etementu p z drugiego ukiadu
otoczen, takie iz zbior Uz—UL! jest skonczony (tub pusty), i na
odwrdt.

Pod wzgledem topologicznym badanie przestrzeni (F) przy
naszej definicji elementoéw skupienia jest, jak widzimy, rowno-
wazne badaniu przestrzeni K, w ktorych okreslong jest dla
ZCK funkcja Z'=j(Z)CK, spetniajgca warunki 1), 2) i 3).

Przypusémy teraz, ze K jest przestrzenig (F) Frochet’a
z naszg definicjg elementéw skupienia. Powiadam, ze dla ele-
mentéw zbioru K mozna tak okresli¢ otoczenia, zeby zbi6r
K (z tg nowa definicjg otoczen) stal sie przestrzenig (F) Froé-
chet’a taka, ze przy jego oryginalnej definicji elementow
skupienia, pokrywajg sie one dla kazdego zbioru ZCK z ele-
mentami skupienia tegoz zbioru wedle naszej definicji. W tym
celu, jak tatwo widzie¢, wystarczy jako nowe otoczenie kazdego
elementu peK uwaza¢ dowolny zbidér, bedacy jakimkolwiek
starym otoczeniem elementu p, pozbawionym dowolnej skonh-
czonej liczby elementow. W ten sposéb przestrzenie (F) z naszg
definicjg elementoéw skupienia mozna uwaza¢ jako szczeg6lny
przypadek przestrzeni (F) Frochefa z jego oryginalng defi-
nicja elementéw skupienia. Wszystkie zatem twierdzenia o cha-
rakterze topologicznym, stuszne dla wszelkich przestrzeni (F)
Frochefa z jego oryginalng definicjg elementéw skupienia
beda wiec tez stuszne dla wszelkich przestrzeni (F) z naszag
definicjg elementow skupienia.

Jezeli w takiej przestrzeni okre$limy domknigcie Z zbioru
ZCK jako zbiér z-\-Z', to funkcja tp(Z)=Z' bedzie, jak tatwo
widzie¢, spetniata warunki:

1°. 99(0) = 0,

2°. M(ZICNZ) dla ZMCZCK,

30. <p{Z+{p}) = <p(z} + {p}, dla pcK.

Z warunku 3° wynika, dla peZ (co daje Z=Z+{p}):
pecp(Z), zatem

4°. ZCe>(Z) dla ZCK.

Przypusémy teraz, ze dla ZCK okreSlona jest funkcja
<p{Z)CK, spetniajgca warunki 1°, 2° i 3°. Podobnie jak wyzej
dla funkcji /, mozna dowie$¢, ze jezeli przez otoczenie ele-
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mentu p eK bedziemy rozumieli kazdy zbior UCK, taki iz
pe U[K—<p(K—U)], to (przy naszej definicji elementow sku-
pienia) bedziemy mieli

y(Z)=Z +Z' dla ZCK.

Zauwazymy, ze funkcja e>(Z) =Z+ Z' okresla topologie
uwazanej przestrzeni. Jezeli bowiem funkcja /(Z)=Z! spetnia
warunki 1), 2) i 3), to mozna z tatwoscig dowies¢, ze

(pez’) = [pe(Z—{pH+ (Z—PH)]
zatem
(peZ’)=[pe<t>(Z—[p}].

Elementy skupienia zbioru Z sg to wiec elementy p prze-
strzeni K, ktére nalezg do domkniecia zbioru Z—{p}.

Zbiér ZCK nazywamy zamknigtym, jezeli Z’CZ. Z wypro-
wadzonych przez nas wiasnosci pochodnej wynika z tatwoscia,
ze w przestrzeniach (F) (przy naszej definicji elementéw sku-
pienia):

I. Zbior pusty jest zamkniety, jako tez cala przestrzen K
jest zbiorem zamknietym.

1. lloczyn dowolnej mnogosci zbiorow zamknietych jest
zamkniety.

I1l. Zbior zamkniety nie przestaje nim by¢, jezeli do niego
dotaczymy jakikolwiek jeden element przestrzeni.

Zauwazmy jednak, ze, mimo iz pochodna zbioru nie ulega
zmianie po usunieciu z niego jakiegokolwiek jednego elementu,
zbiér zamkniety moze przesta¢ by¢ zamknietym po usunieciu
z niego jednego elementu.

Niech teraz K oznacza dowolny zbiér, R —rodzine jego
podzbioréw, takg iz:

A) 0eR oraz KeR.

B) lloczyn dowolnej mnogosci zbioréw rodziny R nalezy do R.

C) Jezeli ZeR oraz peK, to ZJ-{p}eR.

Powiadam, ze mozna tak okresli¢ otoczenia elementow
zbioru K, zeby zbior ten stat sie przestrzenig (P), w ktorej
(przy naszej definicji elementéw skupienia) zbiory zamkniete
pokrywajg sie ze zbiorami rodziny R..
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W samej rzeczy, uwazajmy za otoczenie dowolnego ele-
mentu peK kazdy zbiér 1JCK, taki, iz peU oraz K—UeR.
Zbidr taki istnieje, np. TJ=K. Powiadani, ze zbiory rodziny R
bedg zamkniete. W samej rzeczy, niech bedzie ZeR, za$ aeZ'.
Gdyby bylo aez, zatem aeK—Z, to, w my$l naszej defi-
nicji otoczen w K, zbiér K—Z bytby otoczeniem elementu a,
oczywiscie nie zawierajacym zadnego elementu zbioru Z,
wbrew aeZ'. Jest wiec aeZ. DowiedliSmy zatem, ze Z'CZ,
czyli ze zbio6r Z jest zamkniety.

Okazemy teraz, ze kazdy zbidor zamkniety GK nalezy do
rodziny R. W samej rzeczy, niech Z oznacza zbiér zamkniety
C7i. Jezeli Z=R, to, w mysl A) mamy ZeR. Jezeli Z=(=T7,
to istnieje element aeK-Z, a ze, wobec zamknietosci zbioru Z,
mamy Z'CZ, wiec ae Z' i przeto istnieje otoczenie TJ) elementu a,
takie, ze zbiér UZ jest skonczony (lub pusty). Skoro U jest
otoczeniem elementu a, mamy K—UeRi,w mys$l wiasnosci C),
zbior F—(K—U) + (UZ—{a}) nalezy do rodziny R. Lecz,
wobec aeK—Z mamy, jak tatwo widzie¢, ZGF, za$ aeF.
Dla kazdego elementu a zbioru K—Z istnieje wiec zbiér F eR,
taki, iz ZGF oraz aeF. Oznaczmy przez Fo iloczyn wszystkich
zbioréw F, takich iz ZGF oraz FeR. Oczywiscie bedzie Z —Fo,
zas, w mysl wiasnosci B) bedzie FoeR. Jest wiec ZeR.

DowiedliSmy wiec, ze zbiory zamkniete pokrywajg sie ze
zbiorami rodziny R, c. b. d. o.

Z tego cosmy dowiedli wynika natychmiast, ze (przy naszej
definicji elementéw skupienia) zbiory zamkniete posiadajg we
wszelkich przestrzeniach (V) jedynie te wiasnosci, ktére sa
konsekwencjg wiasnosci 1), 11) i IlI).

Zauwazymy, ze rodzina wszystkich zbioréw zamknietych
przestrzeni K nie wyznacza topologii tej przestrzeni.

W samej rzeczy, niech K oznacza zbior wszystkich liczb
naturalnych. OkreSlmy dla ZGK pochodng Z' w nastepu-
jacy sposob. Jezeli zbiér Z jest skonczony lub pusty, to Z'= 0,
jezeli za$ zbior Z jest nieskonczony, to Z'—K. Jak fatwo
widzie¢, funkcja f{Z)=Z' bedzie spetniata warunki 1), 2) i 3),
a rodzina R wszystkich zbioréw zamknietych bedzie sie skia-
data ze zbiorow skonczonych GK oraz ze zbioru K.

Zmienmy teraz definicje funkcji /(Z) w nastepujacy spo-
sob. Jezeli zbiér Z jest pusty lub skonczony, potézmy /(Z) = 0.

Dodatek do Rocznika Matematycznego T. XXII. 5
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Jezeli zbior Z jest nieskonczony i istnieje liczba naturalna fo
taka iz w zbiorze Z jest co najwyzej skoriczona ilos¢ liczb po-
dzielnych przez 2A to niech p oznacza najmniejszg z takich
liczb Ic. Jako /(Z) przyjmiemy woéwczas zbior wszystkich liczb
postaci 2m_1 (2n—1), gdzie m jest liczbg naturalng <p-+I,
za$ n liczbg naturalna.

Jezeli wreszcie dla kazdej liczby naturalnej fo istnieje
w zbiorze Z nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 2k
to potézmy j(Z2)=K.

Jak tatwo sprawdzi¢, funkcja / bedzie spetniata warunki 1),
2) i 3). GdybySmy potozyli Z'=/(Z) otrzymalibySmy inng defi-
nicje pochodnej niz poprzednio, gdyz np. dla Z={1,3,5,...} przy
pierwszej definicji mamy Z'=7v, za$ przy drugiej

Z'={13, 5,.}+{2,6,10,..}

zatem, jak tatwo widzie¢, 4Z2Z'.

Jednakze rodzina R wszystkich zbiorow zamknietych jest,
jak tatwo widzie¢, w obu przypadkach ta sama.

Domkniecie Z zbioru ZCK mozna okresli¢ jeszcze inaczej
niz przez wzoér Z=2-\-Z'. Mianowicie mozna przez domknig-
cie Z zbioru Z rozumieé¢ najmniejszy zbidor zamkniety zawie-
rajgcy Z. Zbior taki istnieje, gdyz, w mysl wiasnosci 1), K jest
zbiorem zamknietym, zawierajacym Z, a wiec istnieje iloczyn
wszystkich zbiorow zamknietych CK i zawierajacych Z, ktory,
w mysl wihasnosci 1), jest zbiorem zamknietym, zatem zbiorem
zamknietym, zawierajgcym Z i zawartym w kazdym zbiorze
zamknietym, zawierajgcym Z.

Gdy jednak funkcja ¢?(Z2) = z-f-Z', jak widzieliSmy, okre-
$lata topologie przestrzeni K, to domkniecie Z teraz okres$lone
topologii tej na og6t nie okresla. W samej rzeczy, przy podanych
wyzej dwdch definicjach pochodnych w zbiorze wszystkich
liczb naturalnych, dajgcych te sama rodzing zbioréw zamknie-
tych, bedziemy, jak tatwo widzie¢, mieli dla kazdego zbioru
jednakowe domkniecie, mianowicie domknieciem zbioru skon-
czonego bedzie sam ten zbi6r, za§ domknieciem kazdego zbioru
nieskonczonego CK bedzie zbiér K.

Okreslone przez nas domkniecie Z=y(Z) jest, jak tatwo
widzie¢, funkcjg okre$long dla Z CK i spetniajacg warunki:
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a) V() =0

b) Cy>(Z2) C.K dla ZYCZ2CK,

¢) y>(Z+{p}) =y(2) +{p} dla peK,

d) wv,(2))=y)(2) dla ZCK.

Z c) wynika z fatwoscig, ze ZCy>(Z) dla ZCK.

Przypusémy teraz, ze dla zbiorow ZCK okreslona jest
funkcja y>, przyporzadkowujaca zbiorom zbiory i spetniajgca
warunki a), b), c¢) i d). Powiadam, ze mozna w zbiorze K tak
okresli¢ otoczenia jego elementdw, zeby (przy naszej definicji
elementéw skupienia, oraz definicji domkniecia Z jako naj-
mniejszego zbioru zamknietego DZ) byto

(4) Z=y>(Z) dla ZCK.

W samej rzeczy, uwazajmy za otoczenie dowolnego ele-
mentu p zbioru K kazdy taki i tylko taki zbiér U, ze peU,
oraz ze przy pewnym TCK mamy U= K—i/>(T).

Niech Z oznacza dowolny zbiér CK: powiadam, ze zbior
y(Z) jest zamkniety. W samej rzeczy, przypusémy, ze aeip(Z).
Jest wiec atK—"(Z) i zbiér U—K—y>(Z) jest otoczeniem
elementu a, nie zawierajgcym zadnego elementu zbioru y>(Z),
skad ae[y>(Z)]'. Jezeli wiec aey>(Z), to ael[y(Z)]', co dowodzi,
ze [y(2)]'Cy(2), czyli, ze zbidr y(Z) jest zamkniety.

Niech teraz F oznacza dowolny zbiér zamkniety CK. Przy-
pusémy, ze F=£tp(F): wobec FCip(F) (co, jak wiemy, wy-
nika z c)) istnieje element aei/)(F)—F i, wobec zamknie-
tosci zbioru F, mamy aeF': istnieje wiec otoczenie U ele-
mentu a, takie iz zbiér UF jest skonczony (lub pusty).

Z naszej definicji otoczeh w przestrzeni K wynika, ze istnieje
zbior ZCK, taki, iz U=K—y(Z). Wobec skonczonosci zbioru
UF oraz w mys$l ¢) mamy yi(Z-)-i7'P) = y(Z2)-|-Z7P: jest wiec

U—F= U—UF= [K—ip{Zy\—UF=K—[ip{Z) + UF} =
=K-y>(Z + UF),

skad K-FCU-F=K-V(Z+UF), co daje FCip(Z+UF),

skad, wobec b) i d): tp{F)Ctpip(Z-}-UF) =ip(Z'-\-UF), co, wobec
aeip(F) —FCy>(P), daje aetp(Z+ UF)=ip(2)+ UF. Poniewaz

ae U=K—ip(2),
5*
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wiec aeUF, wbrew temu, ze aeyAF}—F. Nie moze wiec by¢
iF=F y>(F), czyli mamy F—y>(F).

DowiedlisSmy wiec, ze na to, zeby zbior FCK byt zamkniety,
potrzeba i wystarcza, zeby byto F=tp(F).

Niech teraz Z oznacza dowolny zbior CK, za$ F jakikolwiek
zbior zamkniety CK, taki iz ZCF. Mamy wiec F=y>{F), oraz,
wobec ZCF i w mysl b): NZ)CMJ7), czyli ip[Z}CF. Lecz y(2)
jest, jak wiemy, zbiorem zamknietym CZ: jest to wiec naj-
mniejszy zbior zamkniety CZ, c. b. d. 0. Wzér (4) zostat wiec
udowodniony.

Z tego coSmy dowiedli wynika natychmiast, ze w prze-
strzeniach (K) (z naszg definicjg elementdéw skupienia) domknie-
cie y(2) zbioru Z, okre$lone jako najmniejszy zbior zamkniety,
zawierajgcy zbior Z, nie posiada zadnych innych wiasnosci
(zachodzacych w kazdej przestrzeni (k)), procz tych, ktére sa
konsekwencjami wiasnosci a), b), c¢) i d).

Nazwijmy zbiorem zwartym kazdy zbior ZCK, ktérego
kazda cze$¢ nieskonczona (o ile istnieje) ma pochodng nie
pusta.

Udowodnimy dla przestrzeni (k) (z naszg definicjg ele-
mentow skupienia) nastepujace

Twierdzenie G. Cantora. Jezeli ZV,Z2,... jest ciggiem nie-
skonczonym zbioréw zamknietych, nie pustych CK, z ktorych
jeden co najmniej jest zwarty, oraz jezeli Z,32.¢3..., 1o
Z17773..=tpO0.

Dowdd. Jezeli zbiory Zn(n=l,2,...) sg nie puste, to dla
kazdej liczby naturalnej n istnieje element pnezZn. Pot6zmy
P={Pi,Pv-} oraz Pn={pn,pn+i,--} dla n=\,2,..., i rozroz-
nimy dwa przypadki.

1) Zbioér P jest skonczony. Woéwczas jeden co najmniej
z wyrazéw ciggu nieskonczonego P!,p2,---, np. pm, musi sie
w nim powtarza¢ nieskonczenie wiele razy. Mamy wiec, dla
nieskonczenie wielu réznych wskaznikébw k, pt—Pm, zatem
Pm~Zk, skad, z uwagi, ze Z10Z2D..., wynika natychmiast,
ze pmezh dla kazdego wskaznika k, zatem pmezZ1Z2Z3...,
skad Z17273...=|=0.

2) Zbior P jest nieskonczony. Wsrdd zbiorow ZX,Z2,..., jak
zaktadamy, jeden co najmniej, np. zbior Zs, jest zwarty. Jezeli
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zbiér P jest nieskonczony, to i zbidor Ps jest nieskorczony
(gdyz P={Pi,p2, ...,ps_i}+ Ps) i, jako cze$¢ nieskonczona zbioru
zwartego Zs, ma pochodng nie pustg. Jest wiec  =}=0. Niech
n oznacza dowolng liczbe naturalng: zbiory Pn i Ps roznig sie
co najwyzej o skonczong liczbe elementow: wobec wiasnosci 3)
pochodnej mamy wiec P'n=P's. Lecz, wobec zamknietosci
zbioru Zn, jest Z'nCZn, zas, wobec PnCZn, znajdujemy (w mysl
wiasnosci 2) pochodnej) PhCZ'n. Jest wiec P5CZn dla »=1,2,...,
skad P'SCZ1z2Z73... i, wobec PNJ=0:

Twierdzenie Cantora zostalo wiec udowodnione.

Nazwijmy otwartym, kazdy zbior CK, ktérego dopetnienie
do K jest zbiorem zamknietym. Z twierdzenia Cantora wy-
nika z tatwoscia, jak wiadomo, nastepujace

Twierdzenie Borela. Jezeli Z jest zbiorem zamknigtym
i zwartym, za$ Qi,Q2--- jest ciagiem nieskoriczonym zbioréw
otwartych, takim, iz
zZcon

to istnieje liczba naturalna n, taka iz
ZCQt-f- Q2+... + Qn,

Dla przestrzeni (V) Frochefa z jego oryginalng definicjg
elementéw skupienia, twierdzenia Cantora i Borela w po-
danym przez nas brzmieniu nie zawsze bytyby prawdziwe.

W rozdziale | nowego wydania mej Topologii ogolnej, ktére,
w ttumaczeniu angielskim, dokonanym przez prof, dra Cycylie
Krieger ukaze sie niebawem nakiadem Uniwersytetu w To-
ronto, wyprowadzitem szereg twierdzen o charakterze topolo-
gicznym dla przestrzeni (U) Frochet'a z jego oryginalng
definicjg elementéw skupienia. Twierdzenia te bedg, jak wiemy,
tym bardziej stuszne dla przestrzeni (U) z nasza definicja
elementéw skupienia. Dla takich przestrzeni mozna wiec roz-
wing¢ znaczng cze$¢ topologii.

5. Juliusz Utam (Krakéw). On morphology of sets.

1. The name morphology of sets is given to investigations,
concerned with some of those properties of sets, which, though
obviously related to our intuitive idea of shape, have found
up till now no formulation in the mathematical language.
Topological inquiry, based on homeomorphy, fails to grasp
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many features of no secondary importance for the description
of a set and the need exists of introducing another trans-
formation, more restrictive and with a greater number of inva-
riants. No doubt, this purpose can be attained on various ways,
every one of them corresponding to another aspect of the pro-
blem of shape. One of these possible ways is considered below.

2. We consider an arbitrary set W in a metrical space R.
Given a point we define the function

d(@?) = dist (a?,Fr(wW)).

Next, r being a real number, we denote by Wr the set of
all points xeW, for which d(a>)>r. Taking for a simple example
a connex bounded domain on the plane, we observe, that
the sets Wr provide us with a kind of ,hipsographical map*
of the set W, wherein lies their importance.

A point peW is said to be a central point of W, if d(x)
has a local maximum in it; then d(p) is called a critical radius
of W, while the set O(TK) of all central points of W is referred
to as the centre of W.

3. Basing on these few notions, it is possible to undertake
a preliminary analysis of ,shape“ of a set. In the course of
this analysis it appears, that the best criterion for the morpho-
logical similarity of two sets is the coincidence of their ,,hipso-
graphical maps®“. To precise this, we introduce the transfor-
mation of equiformy.

Two sets W and V are said to be equiform (W uf V), if
a continuous and increasing function /(r) =r' exists such,
that /(0) =0 and that

Wr hf
for all r.

It isimmediately seen, that equiformy is by far more restric-
tive than homeomorphy; it can be proved, that W uf V implies
Wht V, (7(TK) hf C'(F) etc. Equiform sets exhibit an outstanding
resemblance in many respects; therefore equiformy seems to
furnish us with a good basis for a morphological systematics
of sets, which is the object of a further study.

6. Kazimierz Zarankiewicz (Warszawa). O punktach nie-
rozspajajgcych.



SEKCJA ALGEBRY | TEORII LICZB

1. Stanistaw Hartman (Wroctaw). Uwagi o twierdzeniu
Ostrowskiego z teorii ekwipartycji liczb mod 1.

Praca ogtoszona zostata w Annales de la Société Polonaise
de Mathématique, tom XXII (1949), str. 169—172.



SEKCJA MATEMATYKI STOSOWANEJ

1. Juliusz Perkal (Wroctaw). O pewnych zagadnieniach
dendrometrii.

Prof. Steinhaus pokazat w jednej ze swych pracl), ze
jesli sie chce wyznaczyC¢ objeto$¢ stozka Scietego przy pomocy
dtugosci h i Srednicy d(1/2) mierzonej w $rodku dtugosci stozka,
to nalezatoby uzywac nie ogolnie stosowanego w dendrometrii
wzoru Kastnera-Hubera

W) Vk = ~d”™N/2)h,
ale raczej wzoru
(<£) Vs = Q.8d"/2)h.

Praktyka potwierdzita stusznos¢ tych przewidywan. Trakto-
wanie jednak objetosci dtuzycy (tj. pnia drzewnego) jako
objetosci stozka Scietego daje w niektérych przypadkach po-
wazne bledy. Jesli diuzyce przecigé na dwie czesci, to suma
objetosci tych czesci, mierzonych jako stozki Sciete, jest czesto
widocznie r6zna od objetosci catej dtuzycy mierzonej tg samg
metodg. Stanowi to pole do naduzyd.

Autor zauwaza, ze tworzgca dtuzycy nie jest linig prosta,
lecz krzywa bardzo rozmaitych ksztattéw, i dlatego zagadnienie
wzoru na objeto$¢ dtuzyc przestaje by¢ zagadnieniem geome-
trycznym, a zaczyna byC¢ zagadnieniem statystycznym.

W praktyce lesnej najwygodniejsze sg metody pomiaru
jednosrednicowe, tzn. metody wyznaczania objetosci dtuzycy
z pomiaru dtugosci h i Srednicy d(a) mierzonej w odlegtosci oh
od odziomka. Rozwaza sie dwuparametrows rodzine takich

a) H. Steinhaus, Sur la eubature des troncs de bois, Coll. Math. I, 1,
p. 23.
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metod, zalezng od parametrow O<a<l i k>0, z ktérych
pierwszy okresla wysoko$¢ w ktérej mierzy sie Srednice, a drugi
statg we wzorze na objetos¢:

1) V=kd2(a)h.

Znana jest znaczna ilos¢ metod tego typu 2). Parametr a
przybiera w nich znaczenia 1/2, 1, 0,1/3, 0.34, 0.36. Chodzi 0 zna-
lezienie najlepszej metody jednosrednicowej.

Autor rozwaza zbior ztozony z n diuzyc (np. zbidr repre-
zentacyjny okreslonego zbioru generalnego). Vt oznacza praw-
dziwg objetos¢ i-tej dtuzycy (¢=1,2,..., n). Wyznaczajac btad
popetniony przy obliczaniu i-tej diuzycy przez

d/(a,fc)=7z-A:di(a)Zil
mozna by wyznaczy¢ a i h z warunku minimizacjin maksy-
malnego btedu Ji(a,fc) lub sumy kwadratéw bIedéw_Z’.I)/i(;(a,fc).
1=

Zadanie to prowadzi do dtugich i nieprzyjemnych rachunkdw.
Autor rozwaza ciag funkcyj zmiennej a

() fei(a)=Ff/4(a)-/zi.

Kazdg z tych funkcyj mnozy sie przez n/£nkj(a) i otrzy-
muje sie w ten sposéb ciag funkcyj =1
(3) Z,() =% + AXaj/V’Ib'ia)-

Gdyby wszystkie wykresy funkcyj /m(«) przecinaty sie
w jednym punkcie np. dla a =al to byloby

Ma) = fi2(a) = ... = fc,(a) =k,

co wobec (2) da Pz = Zcd?(a)7iz czyli jedng z metod rodziny (1)
dajacag doktadng objetos¢ kazdej z dtuzyc rozwazanego zbioru.
Zagadnienie minimizacji maksymalnego btedu Ji(a,fc) jest
rébwnoznaczne ze znalezieniem takiego alf aby Imax(«j)—Imin(al)
osiggato  minimum (Zmacaj = miax Z7a);  i,in(Ch) = ni1in Z/ad).

2) Por. Tischendorf, Lehrbuch der Holzmassenermittlung, Berlin 1927,
str. 68.
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Parametr [ftj wyznaczamy z tegoz warunku minimizacji maksy-
malnego btedu
y, _ " max(U;) femin(ai)
"max (al) H” &min (ai)

gdzie &max(«i) i “min(ai) oznaczajg maksymalng i minimalng
wartos$¢ liczb ciggu ~(aj. Zagadnienie minimizacji sumy kwa-
dratow biedéw jest réwnoznaczne ze znalezieniem takiego
a2, by dyspersja ciagu ?-(32) osiggneta minimum. Stata fc
wyznaczona z tego warunku

&l

7. =1 - <=1

Az — i 5
£ d~an~h] d~a.~hi

i=i i=i
n
w praktyce posiada i te wlasnosé, ze £ Aiaz k2y=0. Szczegolne

znaczenie w praktyce lesnej moze posiada¢ rozwigzanie tego
ostatniego zagadnienia (minimizacja dyspersji). Znalezienie pa-
rametrow «?2 i k2 da najlepsza jednosrednicowa metode pomiaru
i wzbr na objetos$¢. Zaznaczy¢ nalezy, ze sposob ten nie bedzie
trudniejszy ani dla mierzgcego, ani dla liczacego, lub korzy-
stajgcego z tablic, niz sposéb Kastnera-Hubera.

W celu ustalenia ostatecznego aiw dla danego zbioru gene-
ralnego np. dla wszystkich sosen w Polsce nalezatoby po-
mierzy¢ dostatecznie reprezentatywny zbidér diuzyc. Wobec
braku tego rodzaju danych, autor zmuszony byt sam dokonac
pewnej iloSci pomiarow. Zebrany materiat pozwala przypuszczaé,
ze $rednice nalezy mierzy¢ daleko ponizej Srodka. Dla diuzyc
mierzonych przez autora otrzymano optimum dla a= 0.15—0.16.
Nalezy przypuszczaé, ze jest to przypadek wynikty stad, ze
pomierzony zbior byt nieliczny. tgczac obecne wyniki z po-
przednimi, dotyczacymi diuzyc teoretycznych (stozek, para-
boloida, neiloida) otrzymuje sie a=0.3 i &=0.71. Wyniki
pomiarbw metodami Kastnera-Hubera, prof. Steinhausa
i powyzszymi dwiema sg podane w nastepujacej tabeli:
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Kastner  Stein-
Sekcyj- a=05 haus  «=03 «=0-155
na Fow «=05 k=0.71 f=0.621
Sosna 4 fc=0.8

9.11 8.96 9.12 9.12 9.10

— —15 +1 +1 —1
£IA] — 33 29 19 15
— 173 175 89 37
Swierk j.ow. jow. jow. jow. f=0.598

6.63 6.27 6.39 6.67 6.63

2 At — —36  —24 +4 0
S\al — 46 38 2 28
S4 - 448 318 236 19 -

Mozna by zapyta¢ o metode pomiaru dtuzyc w praktyce
nie trudniejszg, a jednoczes$nie najlepszg sposrod daleko szerszej
klasy metod jednos$rednicowych. Nalezatoby wzér (1) zastgpic¢
wzorem

(1%) r-/(d(a), h),

gdzie / jest dowolng funkcjg dwoch zmiennych.
Znalezienie ,,najlepszej* metody typu (1*) polegatoby na
wyznaczeniu optymalnych a i f dla danego zbioru diuzyc 3).

2. Hugo Steinhaus (Wroctaw). O zagadnieniach kontroli
produkcji masowej za pomocg probek.

Referent ogranicza sie do przypadku alternatywy: sztuka
towaru moze byc¢ tylko dobra lub wadliwa. Chodzi o przyjecie
lub odrzucenie partii towaru na podstawie badania probki

3) W chwili obecnej (listopad 1948 r.) zagadnienie to jest teoretycznie
w pelni rozwigzane.
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z n sztuk. Gdy przyjmie sie rownomierny rozktad jakosci jako
rozktad a priori, tj. jako rozktad w Universum towardéw, to
za pomocg wzoru Bayesa mozna z liczby m wadliwych sztuk
w probce obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze jako$¢ towaru prze-
kracza a (a = stosunek liczby dobrych sztuk do liczby wszyst-
kich w partii). Pod wptywem krytyki R. A. Fishera zarzucono,
zwlaszcza w Anglii i w Ameryce, ten sposéb (nazwijmy go
retrospektywnym) uwazajagc hypoteze roéwnomiernego rozkiadu
(i jakgkolwiek inng) za niesprawdzalng. Nowy sposéb (nazwijmy
go prospektywnym) polega na okresleniu prawdopodobienstwa
btedow przy stosowaniu planu kontroli. Plan kontroli mUn jest
okreslony przez licznos¢ probki n i przez najwigkszg liczbe m
wadliwych sztuk, przy ktorej jeszcze nastepuje przyjecie. Gdy
oznaczymy przez «, tzw. dolny poziom jakosci, przez «2 gérny
poziom jakosci, to bedziemy uwazali za btagd zarébwno przyjecie
towaru o jakosci dolnej, jak i odrzucenie towaru o jakosci
gornej. Postulat, zeby kazdy z tych btedéw miat prawdopodo-
bienstwo 5°/0 wyznacza juz plan mlin.

Postepujac wedtug starego sposobu mozna zazadaé, by
wynik m sztuk wadliwych na n w probce dawat prawdopodo-
bienstwo 5°/0, ze jako$¢ jest nizsza od a,, zas wynik w-j-1
wadliwych takiez prawdopodobienstwo, ze jako$¢ przewyzsza az.
Jeden i drugi spos6b prowadzi do podobnego postepowania,
jednak towarzyszg temu postepowaniu inne opisy i okre$lenia.
P. inz. J. Oderfeld z Polskiego Komitetu Normalizacyjnego,
zauwazyt, ze tlumaczenie metody retrospektywnej na jezyk
frekwencji w mysl prawa wielkich liczb, podaje czesto$¢ btedéw
popetnianych na granicach m, m-\-I planu m//n, przy hypo-
tezie, ze dostawcy rownie czesto dostarczajg wszelkich jakosci;
ttumaczenie metody prospektywnej podaje czestos¢ biedow
przy hypotezie, ze dostawcy dostarczajg towaru tylko o gra-
nicznych jakosSciach ax, a2. Wobec tego realne warunki nigdy
nie pozwolg sprawdzi¢ ani jednego ani drugiego sposobu. Nie
poprzestajac na tej uwadze p. Oderfeld pokazat, ze reszta
wzoru Moivre’a napisana jako Cauchy’ego reszta wzoru
Taylora daje prawdopodobienstwo szukane w metodzie retro-
spektywnej, za$ przed tym przeksztatceniem prawdopodo-
bienstwo szukane w metodzie prospektywnej, przy obnizeniu
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~ftub podwyzszeniu) o jednostke liczb m, nl). Stad taki wynik:
Jezeli plan ml/n spetnia warunek ryzyka 5% co do dolnej
jakosci 1 w metodzie prospektywnej, to plan m//n—1 spetnia
analogiczny warunek w metodzie retrospektywnej i na odwrot.
Mozna taksamo udowodni¢, ze odpowiednikiem planu mljn
co do a w metodzie pierwszej jest m—I//n—1 w drugiej.
Dla poparcia nowej metody uzywa sie jako argumentu oszczed-
nosci w dtugosci badania. Mianowicie A. Waldowi z Columbia
University udato sie podczas wojny pogodzi¢ zasade prospektyw-
nosci z sekwencjonalnoscia, tzn. okresli¢ plany nie majace statej
dtugosci badania n, lecz pozwalajace przerywac¢ badanie wcze-
$niej, gdy wynik odpowiada pewnemu Kkryterium. Jednak
w starej metodzie sekwencjonalno$¢ uzyskuje sie w sposob
natychmiastowy, gdy po zbadamu kazdej sztuki stawia sie
pytanie o wynikajgce prawdopodobienstwo. Tym samym otrzy-
muje sie dowdd na optymalno$¢ metody, ktérego dotychczas
w teorii Walda brak. Referent uwaza mniemanie, jakoby
metoda retrospektywna byta zasadniczo wadliwa za uprze-
dzenie; mamy tu tylko kwestie przyzwyczajenia do wyrazania
pewnych ocen jakosciowych w pewnych terminach ilosciowych,
tak jak sprawg przyzwyczajenia jest uzywanie skali R¢aumura
lub Celsiusa.

) Rezultat p. Oderfelda bedzie ogtoszony in extenso w Colloquium
Mathematicum.



SEKCJA PODSTAW MATEMATYKI

1. Henryk Gbeniewski (Warszawa). Functors of the Pro-
positional Calculus.

1.

In this paper by the brief expression ,propositional cal-
culus“ is meant a two-valued propositional calculus, involving
at least implication and negation, built axiomatically, and
possessing among its primitive terms neither 0 (falsum)
nor 1 (verum) nor any quantifier. By ,language of proposi-
tional calculus” is thus meant a language possessing variables
of only one logical type, namely propositional variables.

The purpose of the present paper is to prove that the
following notions can be formulated in the language of pro-
positional calculus: 1) matrices (zero — one tables) of propo-
sitional functions with propositional arguments; 2) duality;
3) the notions which can be formulated in the language of
Le™niewski’s ,,protothetics”, and for which the language of
propositional calculus is usually believed to be insufficient.

Attainment of a given aim with means simpler than those
generally used is, as a rule, interesting; in particular, formu-
lation of a given notion in a certain language, if heretofore
that notion had to be formulated in a meta-language, or
formulation of a given notion in a language possessing variables
of only one logical type, if heretofore it had to be formulated
in a language containing variables of at least two logical types,
appears to be some kind of progress. It seems, therefore,
interesting: 1) to build matrices (zero — one tables) in the
language of propositional calculus, and not, as is generally
done, in a meta-language; 2) to define duality in the language
of propositional calculus, and not in a meta-language cr the
language of ,,protothetics“ which contains variables of an
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infinite number of logical types; 3) to formulate the method
(in the present paper given only by way of example) of replacing
the functional variables of the ,,protothetics” by an appropriate
number of propositional variables. The last achievement may
prove to be a blow for the ,,protothetics®, since if the theorems
of the ,,protothetics” can be expressed in so simple a language
as is the language of propositional calculus then the complicated
language of Le”niewski’s system can just be dispensed with.

In the present paper propositional variables are letters:
iI'iP2-S?1?2-'Ti,2-1ii«2- The symbols for negation, sum
(alternation), product (conjunction), implication, and equi-
valence are, respectively: " -f-

In order to reduce the number of parentheses in the
formulae we introduce the following rule:

the parenthetized formulae are replaced by
(P1+1ee+ 2«)«-> te o+Pi*-> 9
P (7L oo + <fri) +..+qn
(Pi-z>2- --Pn)-+q Pl-Pi- .- Pn-"q
(Pi-Pi- m Pn)"q Pi'Pi' ...pn"™q
P~(qi- Qi- +Qn) pAqi-qi-miQn-
The following definitions are introduced:
(1.11) p\g=DfP~"q' (1.12) p+-g=Dfq™p
(1-13) p-\g=Df(p"p)-+q (1.14) p\-g=Dfg-\P
(1.15) p—g==Df(p™qQ)’ (1.16) p—qg=DfP<r+q.

The following is a thesis belonging to the propositional
calculus:

(1.21) (2—p)J.
The expression p~\q is read ,q is independent of p*“, the ex-

pression p—q is called symmetric difference and is read
»either p or g“ (in Latin: p aut q).
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2.

Every table which determines a propositional function
containing n propositional variables derives from the schema

(2'11) Pi- 1 Pn
0 . «l
]. «2
I " 2

through substitution of either 0 or 1 for each of the 2" propo-
sitional variables: <p..<2n. If the order, in which the sequences,,
each consisting of 0’s and/or I's, are inscribed in the left
column of the table, be fixed ,,once for all”, then the left column
of the table can be dispensed with, and the bi-dimensional
schema (2.11) can be replaced by a uni-dimensional expression,

e. g.
(2.12) pl...p,.er/l..qn

which will be called «-function.

The order of the sequences, each consisting of 0’s and/or I’s,
in the left column of the schema (2.11), to be fixed ,,once for
all“, can conveniently be determined as follows: 1) each of
the independent variables p”.-.pn assumes first (counting from
the top of the table downwards) the value 0; 2) the first
variable (counting from left to right), i.e., pl changes its.
value (i. e, 0 into 1, and then vice versa) in every line of the
schema, the second variable, i. e., p2, changes its value every
two lines, in general, the &-th independent variable (where
I<A<n) changes its value every 2*_1 lines.

Applying the schema (2.12) and the above specified rules
of order of substituting 0’s and I's for independent variables
it is possible, for instance, in characterizing implication and
equivalence, to use in place of matrices



81

Pl P2 Pl Pa

00 1 00 1
10 0 10 O
01 1 01 O
11 1 11 1

the e-functions
plp2el011 plp2el001.

Should it be possible to define in the language of propo-
sitional calculus
1) the terms 0 and 1,
2) for every n”l, the propositional function which con-
tains (w+2n) variables

Pl-.Pneqi... g
and which after the zero-one substitutions for the
variables
21- 722"

gives results equivalent to the functions containing n
variables,
then it would be possible to assert that every matrix (zero-one
table) belongs to the language of propositional calculus.
The following definitions (of the empty function and the
full function) are introduced:

(2.21) Op=Df(p->p)' (2.22) 1p=Dfp->-p.
The two following equivalences can easily be proved:
(2.23) (0p)<->(0a) (2.24) (Ip)++(lq)

so that it is possible to write briefly ,,0* instead of ,,Op“, and
»1“ instead of ,,Ip“. In this way the problem of introducing
the 0 (falsum) and the 1 (verum) into the language of propo-
sitional calculus has been solved. The following definitions
will also be useful:

(2.31) p()g=Df(Op) + (0g) (232) pi$=Df(Ip) * (17)-

Dodatek do Rocznika Matematycznego T. XXII. ®
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The language of propositional calculus being thus enriched
with the terms 0 and 1, no difficulties are encountered in
introducing the quantifiers, namely by means of the following
rule for abbreviation of expressions:

1) An expression A containing at least n propositional
variables

i i PI-Pn
is considered.

2) In the expression A the 0’s and I's are substituted
for all the variables specified under 1), in all possible ways
(thus giving 2" substitutions of the expression A).

3) The sum (or product) of all expressions obtained in
conformity with 2) is written down.

4) The sum (or product) obtained in conformity with 3)
is just replaced by the operator

= (or n)
Pl-Pn PI-Pn

followed by the parenthetized expression A.
In conformity with this rule the expression

2'(p->P)
is an abbreviation of "
(0->0) + (I-=D)
and the expression
offPiepd
is an abbreviation of
(0«->0)- (I<->0) » (0<->I)- (1<->1).

3.
Introduced are: the definition
(3.11) P«9'i«2=Df(p'-*gi)-(P->«2)

and the definition schema

Pl- -Pn+ie 21 ¢ 22n+1 =Df
=DfpPn+1 ¢ (Ple.. p,, 621 ¢.. 22«) (Pl Pne 22"+[ 11 22"+»):
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It must be emphasized that (3.12) is not a definition but
a schema which jointly with the definition (3.11) forms a re-
cursive rule of construction of an infinite number of defini-
tions. In conformity with this rule the definition

(3-13) Pip2e qx g2 g3gi=vtp2e(ple qxq2) (pr e g3gd)
is introduced.

In the e-function

2*1 -« 21-22"
each of the variables
2h-2*n

is called an argument, and the sequence consisting of 2" propo-
sitional variables gl...q2n is called a variable functor.

The following theses belonging to the propositional calculus
can easily be proved:

(3.21) (plp2eqglg2g3ql)-(-"pi-p2-ql+pl-p2-q2+pi-p2-q3+pl-pa-qi

(3.22) (PIPie9i%9%Vt) (PiPa* 9i9a % 2i)
(3.23) (PiPae 9i9 %9ty  (PiPae 919 % qi)
(3.24) (PaPie 9i 9a % 9t) «> (PiPae 9i 9%a 9a9i)-

The following schema

[(2*12*2*9i 9a 9a9i) O (PiPa* ?ir2r3r4)]<->

rPi Pa* (91o ~i) (92 © *2) (92 © *3) (2< © *4)]

goes over in theses belonging to the propositional calculus
if we replace in it ,the circle® by one of the six symbols:

(3.31)

Certain theses containing e-functions with one argument
and e-functions with two arguments will be mentioned below.

(3.41)

(3.42) (P27Ni&)*->(1»! 2*2+21 £102 £2)

(3.43) [(px+ p2)eqLg\N(PiP2"gig29a9aY
The following schema

(351) [(Pi*£i£2)O(P2**i*"2)]<->

<->\PiPa* (91 o 1) (92 © ~i) 2i © *2) (92 © *2)]
6*
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(where ,,the circle” is to be replaced by one of the six sym-
bols: + e->«-> —) contains six theses belonging to the
propositional calculus. The second of theses is the formula
of the Cartesian product in the propositional calculus.

If another schema

(3.52) _ .
[Pi?2£ «) (Si O 2a) 2al

is considered, then by replacing in it ,the circle® by one
of the two symbols: -J- + two theses belonging to the propo-
sitional calculus are obtained.

The matrices of the 16 propositional functions containing
two propositional variables, formulated in the language of
propositional calculus, are contained in the 16 following theses:

(pOg) (pge. 0000); (plg) <->(pgel1lll)
(p’-ql) +-+(pgel000)-, (p+q)  (pgeO0l1ll)
(P—2) «—>(pg e 0100); (p->g) ¥—>(pge 1011)
(P-i2")-i-->(P2e1100)l (P Hi) <->(pge0011)
(p'-9) <->(pg €0010); (p-<-g) <->(pgell01)
(p' H g)«~>(pg €l010); (p p g) K> (pg e0101)
(p—0) <> (pg e 0110); (p <-» g)<«—> (pg e 1001)
(plg) *->(pgelllO); (p-g)  >(pge0001).

4
The following definition schemata are introduced:

gi... @2nCrl...r2n=Df |
(4-11) =Df [] [(Pi--Pne2i-"22")-> (Pi---pnen... r2,)]
pi—p,
gi... gn=ri... r2n=Df
(4.12) =Df a [(pl...pneql,..q2n)-~(pi...pnerl...rn-
PI-Pn
g\... g2nDual r2... r2n =Df
(4.13) =Df R \(pl...pneql...gn)—(p'l...p'neri...rn)J.
PI-Pn
The first of these three defined functions is called inclusion;
the second, equality; the third, duality. It might seem that
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these notions can be formulated only in the language of Legniew-
ski’s ,,protothetics®, since for this purpose variables belonging
to a higher logical type than propositional variables are believed
to be necessary. Owing to the introduction of variable functors,
each consisting of propositional variables, introduction of
variables belonging to a higher logical type can be dispensed
with.

In the following theses belonging to the propositional
calculus the limitation to n=2 (i.e., to functors containing
two arguments) is introduced for the sake of simplicity:

(4.21) (2122235

(4.22) (21222s24="ir2/M)<->(2i*->»'i)"(22*~>12)" (2s™M) " (217Vh)
It can further be proved that

(4.31) (2i222324"MaZ)\VWhW (2i~»h) + (22—3) ' (25—>2) + (24—*1).
Duality is symmetric, since

(4.32) (2i92g3 Dual rrr2r3rd) «>n (rdr2 r3riDual gxq3q6qi).

For every functor there is one and only one dual functor,
since

(4.33) (2i22 2324~"24 2322 2i)

(212z2s 2iDual ri>2r3’h)+ (2i22 2324 Dual sxs2s3s,)

(4-34)
-=>(23/M =>i8253s4)..

The square of duality is equality, since

(212223 2iDual rivV3r”N (rir. rirtDual »1 s2s3s4) ->

(4.35)
(2122 23 24 = 8182S3S4).

(2i222324 = Si825384)<->n r%ém[(21222324Dual r™rnJd-
(r4r2r3r4 Dual

There are only four such bi-argumental functors that
every one of them is dual to itself, since

(4.37) (2122 2s 24Dual qrg2 g3qi)+-+ (2i~ 2i) * (22— 29)
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and only four zero-one substitutions for the variables 3i323334
fulfil the condition that the expression (gx—34)e <B>—33) is
converted in 1.

These substitutions are:

3i 32 33 3»

0
1
0
1

=, O O
o O - -
o B O

It can be proved that
(4.38) gs”gi),
(439)  (SiSl«sT4=rirlrsrd) -~ (SisSS2Si=rérzri).

2. Stanistaw H#tawiczka (Biala Krakowska). Podstawy
ontologiczne logiki.

3. S. Jaskowski (Torun). Sur la logique pour les systemes
déductifs contradictoires (voir Un calcul des propositions pour
les systéemes déductifs contradictoires, Studia Societatis Scien-
tiarum Torunensis, sectio A, vol. I, pp. 57—77, Torun 1948,
en polonais avec un résumé francais).

4. S. Jaskowski (Torun). Sur les axiomes de la géométrie
des corps. La communication contient la suite des résultats
présentés a la séance du 21. V. 1948 de la Section de Varsovie
de la Soc. Pol. de Math.1). Les axiomes formulés dans le travail
cité sont désignés ici par ,A 1“ et ,,A 11* Pour réduire le
nombre des termes primitifs a un seule: ,,x est un demi-espace”,
je me borne a la géométrie affine dans laquelle on peut
définir les notions métriques relativisées p. ex. par rapport
a un cube fondamental.

Soit ~N(an.e,) le produit logique de toutes les relations
n-aires qui 1° sont satisfaites par chaque systtme de n demi-

x) Annales de la Soc. Pol. de Math., 21 (1949), pp. 349—350.
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espaces de l'espace euclidien 3-dimensionnel et 2° qui s’expri-
ment en termes de l'algébre de Boole additive au sers re-
streint et du calcul des propositions, sans quantificateurs.
Considérons la suite des théoréemes BI, B2,.. de la forme
suivante:

Bn: a,,...,an étant des demi-espaces, ~(an...,«,,)®

Théoreme. Pour fonder la géométrie affine, il est suffisant
de postuler comme axiomes Al et B7. L'adjonction de AIlI
suffit pour démontrer la mesurabilité des corps au sens de
Peano-Jordan.

Sot =£?(«!....,an) la relation suivante: ar,...,an satisfont
a I'égalité
(1) ai-a2..an+a'la2.an=0

ou bien a une autre obtenue de (1) par une substitution de
certains aj au lieu de a,. Al et B4 seraient insuffisant comme
axiomes géométriques, car ils sont satisfait dans un espace
»nhon-ponctuel“ dans lequel le théoréme suivant est faux:
a, b, ¢, d, e étant des demi-espaces, le systeme des trois relations
non-J?(a, b, cj,E(a, b, c,d), £(a, b, ¢, e) entraine £(d, b, d,e). L’espace
considéré est un modele pour une géométrie des corps ,loca-
lement non-euclidienne*.

5. Jerzy tos (Wroctaw). O modelach systemédw algebraicznych.

Wyniki tej pracy ukazaty sie w pracy ,0 matrycach lo-
gicznych®, Prace Wroctawskiego Towarzystwa Naukowego,
seria B, Nr. 19, Wroctaw 1949, rozdziat IV.

6. Jan ktukasiewicz (Dublin). W sprawie aksjomatyki
implikacyjnego rachunku zdan.

Pamieci Wajsberga poswiecam te notatke.

Mordchaj Wajsberg wykazat, ze w ukiadzie aksjomatdéw
implikacyjnego rachunku zdan, pochodzacym od Tarskiego
i Bernaysa:

CpCqgp, CCCpagpp, CCpgCCqrCpr,

aksjomat pierwszy mozna zastgpi¢ réwnowaznie przez ktora-
kolwiek z nastepujacych tez: CpCCpqg, CpCCqpp, CpCCqgp,
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CqCpp,  CqCCCpppp, Cq CCCppp CCppp,  CqCCppCpp,
CqgCCpp CCpp Cpp, CpCCppp, CpCppl). Wyniki te autor
zdotat czesSciowo uogdlni¢, stwierdzajgc, ze aksjomat CpCqp
mozna zastgpi¢ przez dowolng teze ksztattu Cp Cap, o ile a
jest konsekwencjg tego nowego uktadu aksjomatéw, albo przez
dowolng teze ksztattu Cga, o ile a nie zawiera zmiennych,
rownoksztattnych z g. Uogdlnien tych autor dowodzi induk-
cyjnie 3.

W notatce tej udowadniam nastepujgce twierdzenie, obej-
mujgce wszystkie przytoczone wyzej wyniki Wajsberga, tak
szczegOtowe jak ogolne:

Jesli do prawa Peirce'a CCCpgpp i prawa sylogizmu
CCpqCCqrCpr dotgczymy jakagkolwiek teze ksztattu CpCal3, czyli
teze, ktorej poprzednik jest zmienng a nastepnik implikacjg, to
otrzymamy prawo symptijikacji Cp Cgp, a wiec zupeiny ukiad
aksjomatéw implikacyjnego rachunku zdan.

Oto wywdd tego twierdzenia, przeprowadzony wyitgcznie
przy pomocy regut podstawiania i odrywania:

1 CpCal
2 CCCpgpp
3 CCpgCCqrCpr
Sp/Cpq, q/CCqrCpr, r/sxC3—A
4 CCCCqrCprsCCpgs
kqgjCqr, rjCsr, sICCsqCpCsrxC”pjs, sjCpCsr—5

5 CCp CqrCCsqCp Csr

5pICCCCprtCCqrts, gjCCqrCpr, r/s, sICpgxClqglCpr,

rjit, p/Cgr—C3—6

6 CCCCCprtCCqrts CCpgs

6p/<?, tICpr, g/s, s/ICCpqCCsrCpr xC"sjCCsrCpr—

*) M. Woajsberg, Metalogische Beitrdge. Przyczynki do metalogiki.
Wiadomosci Matematyczne 43, Warszawa 1936, str. 131—168. Metalo-
gische Beitrage I1. Przyczynki do metalogiki Il. Tamze, 47, Warszawa 1939,
str. 119—139. — Zob. w czesci Il twierdzenia 26, 2c i 2i, powtarzajgce
wyniki czesci pierwszej, oraz twierdzenia 11, 13, 16, 16, 17, 34 i 42.

2) Metalogische Beitrage 11, twierdzenia 37 i 38. W lemmatach do tych
twierdzen, 35 i 39, autor postuguje sie rozwazaniami indukcyjnymi.
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11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
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CCqs CCpqg CCsr Cpr
5p/Cgs, q/Cpqg, r/CCsrCpr, s/txC7—38
CCt Cpg CCqgs Ct C Csr Cpr
7g/CCsqgs X C2pls—9
CCp CCsqgs CCsr Cpr
7q9/CtCCsqs, s/CCsrCtr, r/uxC9p/t—10
CCp CtCCsqgs CCCCsr Ctru Cpu
3g/Cal, r/CCCsga CCRs CCsgs X ClI—C7 g/a,
s/, p/Csq, r/s—11
Cp CCCsga CCRs CCsgs
3g/CCCsga CCRs CCsgs, r/CCCCRs CCsgs CCCsga Csq X
X Cil—C3p/CCsga, glCCRsCCsqgs, r/Csq—12
CpCCCCRsCCsgs Csq CCCsqga Csq

IO/CCCRsCCCsqsCsq, s/Csq, gfa, r/q, u/CCs CCCRs
CCsqs Csq CCCsqq Csq X C12 — C5p/CCsqq, g/CCCRs
CCsgsCsq, r/g—13
Cp CCsCCCRsCCsqsCsqCCCsqqCsq
10t/Cs CCCRs CCsqs Csq, s/Csq, r/s, u/CCsrCCCsqsr x
X C13 —C9p/CCsqs, q/CCCRsCCsqsCsq—14
Cp CCsr CCCsqsr
8t/p, p/Crqg, g/CCCrtrg, r/gxClls/r, r/q, g/t—15
CCCCCrtrgs Cp CCsq CCrqq
fip/Crt, t/q, s/ICpC CCCqrqqCCrqgxC15s/CCqrg—16
CCCrtqCp CCCCqgrqg CCrqq
2p/Cp CCCCqgpggCCpqagxCldr/p, t/CCCCagpqqCCpag—17
Cp CCCCapaqCCpqq
17p/CCCpppp x C2q/p —C2p/q, q/CCCpppp—18
CCCCCppppaq
10p/CCppp, t/g, s/ICCppp, a/p, r/p, u/Cgp X CIGr/p,
t/p, NP, p/q—CISqg/Cqp—19
CCCppp Cap
9s/CCppp, a/p, r/CgpxC1l7qg/p- C19—20

Cp Cap.
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Jezeli w tym wywodzie zastgpimy litery a i R wszedzie
tam, gdzie one wystepujg, a wiec i w tezach i w wierszach
dowodowych, przez wyrazenia sensowne implikacyjnego ra-
chunku zdan tak dobrane, by Cp CaR byto tezg, to otrzymamy
wywod prawa Cp Cgp, oparty na tej tezie oraz na prawach
Peirce’a i sylogizmu. Zastagpmy np. a przez pif3 przez p;
wtedy Cp Cal’ przechodzi w Cp Cpp i z tezy tej tgcznie z prawem
Peirce’a i prawem sylogizmu otrzymujemy wywod prawa
Cp Cgp, uzyskujemy wiec ostatni ze szczeg6towych wynikow
Wajsberga. Albo tez potézmy a=Cpq, R=g~, wtedy mamy
wywod prawa CpCqp z aksjomatéw CpCCpqq, CCCpapp
i CCpgCqrCpr, czyli pierwszy z wynikéw szczeg6towych
Wajsberga. Albo wreszcie niech a=CqCpr, a R=Cqr-, wtedy
powstaje wywod prawa CpCqp z tez Cp CCqCpr Cqr, CCCpgpp
i CCpqCCqrCpr, przy czym jak wiadomo, teza pierwsza jest
dedukcyjnie roéwnowazna prawu kommutacji. Litery a i B
mozna traktowac jako sieroty czy to wyrazen CqCpr i Car,
czy tez jakichkolwiek innych wyrazen, byle tak dobranych,
by CpCal byto tezg. Przez wykonanie tych skrotow spdjnosc
wywodu nie zostaje naruszona, w tezach bowiem, zawieraja-
cych litery greckie, a sg nimi tylko tezy i, 11, 12 i 13, nie do-
konywam podstawien, lecz postuguje sie nimi jedynie jako
przestankami, to jest jako poprzednikami implikacyj, od
ktorych odrywam nastepniki. Operacja podstawiania nie do-
siega wiec tresci liter greckich i nie moze tej treSci zmienic,
tak samo zresztg, jak i operacja odrywania. Skutkiem tego
powyzszy wywod staje sie schematem, wedtug ktérego mozna
wywie$¢ prawo symplifikacji z dowolnej tezy ksztattu Cp CaB,
postugujgc sie prawem Peirce’a i prawem sylogizmu.

Zastanowmy sie jednak, co sie stanie, gdy literom a i R
nadamy takie wartosci, iz CpCaR nie przejdzie w teze. Potézmy
np. a=p, a B=s, a wiec przyjmijmy za aksjomat pierwszy
wyrazenie Cp Cps, nie bedgce teza. | w tym przypadku otrzy-
mamy prawo CpCqp, uzyskamy wiec zupeiny ukiad aksjo-
matow implikacyjnego rachunku zdan. Wiadomo zas$, ze jesli
do takiego uktadu dotgczymy jakiekolwiek wyrazenie, nie
bedace teza, to otrzymamy sprzecznos¢ w tym znaczeniu, ze
otrzymamy wszystkie wyrazenia sensowne. Sta¢ sie to musi
i w naszym przypadku. Istotnie, juz samo wyrazenie Cp Cps
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prowadzi do sprzecznosci, bo podstawiajagc za p wyrazenie
Cp Cps otrzymujemy po dwukrotnym oderwaniu zmienng s,
a wiec wszystkie wyrazenia sensowne. Warto jeszcze zbadac,
jak zachowujg sie pozostate ogniwa wywodu, zawierajgce
litery greckie, a wiec wyrazenia 11, 12 i 13. W naszym przy-
kfadzie wyrazenie 11 prowadzi takze do sprzecznosci, ktadac
bowiem a=p, a R=s, otrzymujemy z CpCCCsqaCCRs CCsgs
wyrazenie CpCCCsqpCCss CCsgs, co po podstawieniu p/Cpp
i g/s i po czterokrotnym oderwaniu daje znowu zmienng s,
czyli sprzeczno$¢. Natomiast wyrazenie 13, w ktérym nie ma
juz litery a, lecz tylko R, jest tezg bez wzgledu na to, jaka
warto$¢ nadamy literze R. Fakt ten tlumaczy sie tym, iz dla
dowolnego B mozna tak dobrac¢ a, ze Cp CaR bedzie tezg, ktadac
np. a— CpR. Poniewaz mozliwo$¢ taka istnieje, a przy tej
mozliwosci wszystkie ogniwa wywodu sg tezami, przeto i wy-
razenie 13 musi by¢ w tym przypadku tezg, i to przy dowol-
nym R. Tezg jest takze i wyrazenie 12, cho¢ zawiera obie litery
greckie, a i B. Ale a wystepuje w tym wyrazeniu w zespole
CCCsgaCsq, a zesp6t ten na mocy prawa Peirce’a i prawa
Symplifikacji jest rownowazny wyrazeniu Csg, w. ktérym nie ma
juz litery a. A wiec i to wyrazenie musi by¢ tezg z tych samych
wzgledéw, co wyrazenie 13. Gdy zatem a i B sg tak dobrane,
ze Cp Call prowadzi do sprzecznosci, to z ogniw wywodu jedno
tylko wyrazenie 11 moze jeszcze prowadzi¢ do sprzecznosci,
i to moze, ale nie musi, bo dla a=p i R=Csq, CpCal przechodzi
w CpCpCsq, co daje sprzeczno$¢, zas Cp CCCsqaCCRs CCsgs
przechodzi w Cp CCCsgp CCCsgs CCsgs, a wiec w teze.

Wyrazenia Cp Cal nie mozna zastgpi¢ w wywodzie przez
wyrazenie ogolniejsze Cpa; innymi stowy, nie jest prawda, ze
jesli dodamy do prawa Peirce’a i prawa sylogizmu jakgkolwiek
teze, ktérej poprzednik jest zmienng, a nastepnik jest dowolny,
czyli jakakolwiek teze ksztattu Cpa, to otrzymamy w kon-
sekwencji prawo CpCqp. Je$li bowiem a reprezentuje nie impli-
kacje, lecz zmienna, to teza Cpa przechodzi w Cpp, a z ukfadu
tez Cpp, CCCpgpp i CCpgCCqrCpr nie wynika CpCqgp, czego.
dowodzi zamieszczona nizej matryca.
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C 1234

*1 12 4 4
2 114 4
3 2212
4 12 11

Matryca ta, ktérej wartoscig wyrézniong jest 1, sprawdza
zaréwno prawo tozsamosci Cpp jak prawo Peirce’a i prawo
sylogizmu, nie sprawdza natomiast ani prawa Cp Cgp, ani
zadnej w ogole tezy ksztattu Cp Ca@. Wyrazenie Cqp bowiem,
a tak samo Cap, bedac implikacjg, przybiera¢ moze zgodnie
z matryca tylko wartosci 1, 2 lub 4, z czego wynika, ze Cp Cap,
a tak samo CpCafi, dla p=3 przechodzi stale w 2. Warto
jeszcze zaznaczyC, ze jeSli wyrazeniu C33 'nadamy nie war-
tos¢ 1 lecz 2, to zmieniona w ten spos6b matryca sprawdza
nadal prawo Peirce’a i prawo sylogizmu, nie sprawdza juz
atoli prawa tozsamosci ani zadnej w ogole tezy implikacyjnej,
ktorej poprzednikiem jest zmienna.

7. Andrzej Mostowski (Warszawa). O nowym typie zdan
nierozstrzygalnych.

Praca ukazata sie w ,,Fundamenta Mathematicae“, tom 36.

8. Roman Suszko (Poznan). Pewne uwagi logiczne o teorii
MNogosci.

9. Wanda Szmielew (Warszawa). O macierzach grupowych.



SEKCJA DYDAKTYCZNA

1. A. Chrominski (Krakéw). Wykresy réwnan, zawiera-
jacych warto$¢ bezwzgledng. Réwnania wielobojéw i wielosciandw
oraz réwnania nieciggtych miejsc geometrycznych.

Woprowadzenie symbolu wartosci bezwzglednej do réwnan
miejsc geometrycznych pozwala ujgé w jednym réwnaniu
miejsca geometryczne ptaskie, utworzone z odcinkéw prostych,
jak wieloboki, lub przestrzenne, jak wieloSciany. Np.

\X + Y\ + \x—y\=2

(kwadrat o przekatnych na prostych x-\-y=Q i x—y=0 i dtu-
gosci boku=2); + [ +H=1 (o$mioscian foremny z ptasz-
czyznami przekatnymi na S$cianach ukfadu). Mozna tez otrzy-
mywacé réwnania figur ptaskich, ztozonych z odcinkéw pro-
stych i tukéw linii krzywych oraz przestrzennych, ztozonych
z czesci praszczyzn i czesci powierzchni krzywych. Np.

IN+y2—1| + \y—ir| + [a2 + a—4| =5

(ornament, ktorego kontur stanowig dwa odcinki prostoliniowe
rownolegte i cztery tuki dwoch kot oraz okregi dwoch jedna-
kowych kot matych stycznych wzajemnie w $Srodku konturu;
catos¢ przypomina zyletke); jz—2-j- f/x2-j-y2l + j/x2-1-y2=2 (po-
wierzchnia powstata przez obrét przeciwprostokatnej i przy-
prostokatnej trojkata prostokatnego dokota drugiej przypro-
stokatnej). To f#gczenie elementéw réznych figur w jedng
cato$¢ pochodzi stad, ze dane réwnanie z symbolami wartosci
bezwzglednej zastepuje pewna liczbe zwyktych réwnan, z ktérych
kazde dotyczy innego obszaru ptaszczyzny (przestrzeni). Usta-
lenie geometrycznej interpretacji danego réwnania z symbolami
wartosci bezwzglednej przy wiekszej liczbie tych symboli jest
na ogot dos¢ zmudne, wymaga bowiem rozbicia ptaszczyzny
(przestrzeni) na obszary i zbadania réwnan, odpowiadajgcych



94

kazdemu z tych obszaréw. lIstniejg jednak pewne metody, utat-
wiajace taka dyskusje, np. metoda przekatnych i metoda od-
zwierciadlania. Pierwsza metoda polega na ustaleniu przekat-
nych wieloboku (ptaszczyzn przekatnych wieloscianu). W ten
spos6b wiasnie powstaty powyzsze rownania kwadratu i oSmio-
Scianu foremnego. Druga metoda polega na odzwierciadlaniu
w prostych (ptaszczyznach), uwazanych jako zwierciadta jedno-
stronne. Odzwierciadlenie polega na usunieciu z wykresu (mo-
delu) czesci figury, znajdujgcej sie za ,,zwierciadlem®, ktorej
miejsce zajmuje natomiast odbicie zwierciadlane pozostatej
czesci, stanowigce tgcznie z tg czeScig nowa figure symetryczng
wzgledem ,,zwierciadta”. Np. odzwierciadlanie w prawej stronie
osi Ol (jr=0) prostej x-\-y=I da tamang, ztozong z prostej
®+ y=I na prawo od OIli prostej —x-\-y=X na lewo od OT.
Rownaniem tej tamanej bedzie |i»| +?/=Il. Dalsze odzwier-
ciadlenie tej figury w gornej stronie osi OX (y=0) da kwadrat
0 rownaniu |+ || —1. Analogiczne odzwierciadlenie ptaszczy-
zny x+y—+«=I w S$cianach ukladu da o$mioscian foremny,
wyzej otrzymany.

Gdy chodzi 0 miejsca geometryczne nieciggte na szczegdlng
uwage zastuguje wyrazenie

gdzie f(x,y) jest dowolng funkcjg byleby taka, ze \J{x,y)\*--f{x,y).
Otoz u(a?,M=l, gdy f(x,y)>Q-, a(x,y) =Y~i=i, gdy f(x,y)<O;
gdy f(x,y)=0, <j(xy) traci sens.

Np. obierajgc/(®,y) = y—1—cosa?, mamy a(x,y)=I w obsza-
rze nad krzywag y=.+cosa. Wprowadzenie tego wyrazenia
jako czynnika w dowolnym miejscu réwnania danego miejsca
geometrycznego da rOwnanie, ktérego wykresem bedzie cze$¢
poprzedniego wykresu nad krzywg cosa?. Wobec tego
wykresem réwnania y=I- o(x,y) jest nieskonczony cigg od-
cinkéw prostej 2/=I1 o diugosci réwnej n, przedzielonych od-
stepami tejze dtugosci.

Analogiczne uwagi dotyczg wyrazenia
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Obierajgc np.

i wprowadzajac o(x,y,z) do réwnania ptaszczyzny x-[-y+z=0
w charakterze czynnika w dowolny sposéb, np. x-j-ay-lrz—o0,
uzyskaliSmy réwnanie ptaszczyzny z wycietym krazkiem o $red-
nicy =2. Oczywiscie rownaniem tego krazka bedzie réwnanie
chocby tej samej postaci, gdzie

4 l>2-+4/2+72—1!

W powyzszych przyktadach, zaktadamy a=I, gdy /=0.
Czynniki o dajg wiec mozno$¢ dowolnego przerywania linii
i konturéw oraz ,,0bcinania“ i ,,dziurawienia“ powierzchni. Sg
to wiec czynniki ,,wylgczajgce*.
Stosowanie tych i innych metod daje mozno$¢ budowania
rébwnan najrozmaitszych figur ptaskich (desenie, parkietaze)
i przestrzennych (krysztaty, motywy architektoniczne).

2. A. Chrominski (Krakéw). Trojkat Pascala jako tablica
poteg liczb naturalnych.

Tablice 1 i Il dotycza dwdch réznych postaci trojkata
Pascala. Ciggi marginesow gornych wyjete zostaty z odpo-
wiednich tabel réznic ciagéw .. (—2)", (D1, 0, 11, 2", 3",...,

Tabl. I.
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gdzie 71=2,3,4,... Ciggi marginesu bocznego Tabl. Il stanowig
ciggi (n4-1)-szych réznic, wyjete z odpowiednich tabel réznic
ciggéw .. 0, 0, 0, In, 2n, 3", 4n,..., gdzie 71=2,3,4,.... Warto
zauwazyc, ze suma wyrazéw bocznego ciggu marginesowego=kl,
gdzie k =n4-1 jest liczbg wyrazow danego ciggu, co wynika
wprost z budowy tabeli réznic ciggu ... 0, 0, 0, 1", 2", 3", 4n,....
Symetryczna budowa ciggéw bocznej tabeli czyni jg podobng
do trojkata Pascala.

Ciggi umieszczone na marginesach tablic I i Il nie s3
jedynymi ciggami, majacymi tu zastosowanie. Ciggoéw takch
mozna zbudowaé nieograniczenie wiele. Np. zamiast ciagu
1, —1, 2 mozna by wzig€ ciag 0, 1, 2 lub 1, 3, 2 itd.; zamiast
—1,1,0,6—np. 0, 1,6 61lub 1 7, 12, 6 itd. Podane nad ta-
blicg 1 i Il ciaggi zawierajg mozliwie najmniejsze liczby. Po-
dobnie zamiast ciggu 1,1 mozna by uzy¢ na marginesie bocznym
ciggu 4, —3, 1 lub 1, —3, 4 lub 9, —11, 4 lub 4, —11, 9 itd. Bedg
to jednak zawsze ciggi tréjwyrazowe; ogolnie za$ inne ciagi
marginesu bocznego (poza podanymi przy tablicy Il) bedg za-
wieraty o jeden wyraz wiecej.

Sposéb korzystania z ciggdw margineséw gornych polega na
tym, ze wyrazy danego ciggu marginesowego mnozymy przez
znajdujace sie pod nimi (w tej samej kolumnie) wyrazy jednego
wybranego wiersza trojkata Pascala i sumujemy otrzymane ilo-
czyny. Np. mnozac kolejno wyrazy ciggu marginesowego
tablicy I: —1, 1, 0, 6 przez odpowiednie wyrazy ciggu 1, 3, 3, 1
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z trojkata Pascala otrzymamy: —1 xX1+1x3 + Ox3 + 6xI =8;
nastepny ciag trojkata Pascala da podobnie: —1X1+1x4+
+ Ox6 + 6x4 =27 itd. Tablica Il daje: 1x1+1X1+0X 1+
+6x1=28; 1x1+ 1x2+0x3+6x4 =27 itd. Przy korzy-
staniu z danego bocznego ciggu marginesowego tablicy 11 naj-
dogodniej jest uwaza¢ ten cigg jako przesuwalny w prawo
wzdtuz wiersza, w ktérym sie znajduje. W ten sposob za kazdym
przesunieciem o jedng pozycje wyrazy ciggu marginesowego
beda trafialy na coraz to inne wyrazy odpowiadajgcego im ciggu
trojkata Pascala. Mnozac parami trafiajgce na siebie wyrazy
obu ciggéw i sumujac iloczyny uzyskane, znajdziemy wiasciwg
danemu wierszowi potege kolejnych liczb naturalnych. Np.
gdy chodzi o szeSciany, mamy: 1X1=1; dalej: 4 X 1+1X 4=38;
dalej 1x1+4x4+1x10=27; nastepnie: 1x4+4x10+
+ 1X 20=64 itd.

Ten sam boczny cigg marginesowy, przesuwany wzdiuz
nastepnego wiersza trojkata Pascala, sumuje obliczone w po-
przednim wierszu potegi. Np. 1x5+4x15+ 1x35=100=
=¥+ 23+33+43, dalej: 1x15+4x35+1x70=225=
=B+ 28+ 33+ 43+ 53, itd

Latwo tez zauwazyc, ze

C ——

gdzie |a?| <1 oraz P*_i(a?) jest wielomianem catkowitym stopnia
k—1 o spotczynnikach, bedacych wyrazami bocznego ciggu
marginesowego tablicy I11. Np.
r2 Ty
(1— =13+23,iC+33-ic2+— + w3-it;" -1 4+ —=1+8ii;+27a?%2 +
+64.++ .., gdy [a7 <1.

X4+ 2% 0+ 3% N+ L+ [+ acl + .

3. A. Chrominski (Krakéw). Prosta dyskusja elementarna
ogolnego réwnania krzywych stozkowych, prowadzaca w efektyw-
nym rachunku do natychmiastowego wykresu.

Dyskusja ta niemal catkowicie opiera si¢ na dwoch réwna-
niach, ktére otrzymujemy w nastepujacy sposéb. Ogolne row-
nanie stozkowych
)] A+ +Bxy + Cy2-j]-Dx + Ey + F—0

Dodatek do Rocznika Matematycznego T. XXII. 7
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uwazamy raz za kwadratowe wzgledem x:

2 Ax2+ (By +D)x+ (Cy2+ Ey +F) =),
drugi raz za kwadratowe wzgledem vy:
(3) Cy2+ (Bx + E)y+ (Ax2 + Dx+F)=0.

Oto6z przyréwnujgc do zera wyrozniki rownan (2) i (3),
uzyskamy potrzebne do dyskusji rownania:

4) (By+Z>)2—4A.(Cy2 +Ey-\-F) =0
(5) (Bx + E)2-AC(AX2 + Bx+F)=().

To wystarcza do naszkicowania zgruba elipsy i paraboli.
Przy hiperboli, majac juz dwa lub cztery jej punkty, wyzna-
czamy jeszcze spétczynniki kierunkowe asymptot na podstawie
réwnania
(6) Ct2-\-Bt +A =0, gdzie i=Ilim—

x>0 X

Co sie tyczy zdegenerowanej elipsy, hiperboli i paraboli,
to jedynie w przypadku paraboli wypadnie szuka¢ punktow
na osiach (przy prostej lub dwdch prostych réwnolegtych)
z rownan, otrzymanych przez przyrownanie do zera wyrazow
wolnych réwnan (2) i (3).

Wszystkie powyzsze réwnania z tatwoscig odczytamy z sym-
bolicznego zapisania rownania (1) w postaci trojkatnej tabelki

A B C
D E
F
Przyktady: 1) 2a72+2icy-(-i/2—? + 2y-|-1=0 tj. symbolicznie
2 2 1
-1 2
1
skad wprost piszemy réwnania (4) i (5):
(2y-D2-4-2(2/2+2i/+1) =0
(2®+2)2—4-1(2®2—iC-j-1)=0.
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Gdy pierwsze z tych réwnan jest spetnione, tj. gdy

—0,4
2 =1-4,6
rébwnanie (2) daje odpowiednio
Y = 2y-i —jo,45.
N 4 —12,55

mamy spétrzedne punktéw, w ktorych elipsa (zI=B2—44.0=
=—4<0) jest styczna do dwoch prostych réwnolegtych do OX.
Podobnie drugie z naszych rownan dostarczy drugg, pare
punktow, w ktérych elipsa jest styczna do dwoch prostych
réwnolegtych do Ok. Mamy wiec elipse, wpisang w prostokat,
ktérego Srodek jest Srodkiem elipsy.
2) 2«2—5«y + 2y2-\-2y =0, tj. symbolicznie
=2-5 2
0 2
0

Edwnania (4) i (5) majg tu postac:
(-5y+0)2-4-2(2y2+2y + 0)=0,
skad ~=0; y2=y, a wtedy z (2) "=0; «@=";

(—5x+ 2)2—4+2(2ic2+ 0ic+0) =0,
skad «3=2; M= % a wtedy z (3) y3=2; y4= _Z_

Spoétrzedne Srodka hiperboli (J=9>0):

1. . .10 1. , . 8
«=2(ai+aa)=9-; 2/=2 N2) =9
Spoétczynniki  kierunkowe asymptot da nam rownanie (6):
24-2—514-2 =0, skad 1=243=1&_

Osiami hiperboli sg dwusieczne katow miedzy asymptotami.
3) «—2«?4-?2 +~223/—1=0, tj. symbolicznie
1 —2 1
1 2
—1
7*
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Tu réwnania (4) i (5) majg postac:

(-2y +1)2-4 «1(2+2y-1) =0,
skad a wtedy z (2) xt =y—" =—5%,;

(—2a?4-2)2—4 -1(x2-\-x—1)=0,
skad. x2 = 2 awtedy z (3) y2=a?—1= ~~3)5 '

Mamy tu parabole (J=0), styczng w wyznaczonych dwoch
punktach do ramion kagta prostego réwnolegtych do osi uktadu,
co wystarcza do prowizorycznego szkicu. Doktadniejszy wykres
mozna osiggna¢, obliczajagc spdtczynnik katowy osi paraboli
z robwnania (6): i2—2i-|-1=0, skad t=I, i, prowadzac prostg
dowolng o spotczynniku katowym =—I/t=—1, np. y=—X,
wyznaczy¢ dwa punkty paraboli symetryczne wzgledem osi,
a wiec i punkt na osi, a tym samym i o$ paraboli.

Przy elipsie mozna uzupetni¢ szkic wyznaczeniem spot-
czynnikow kierunkowych osi elipsy z réwnania

gdzie h jest spotczynnikiem kierunkowym. Rownanie to otrzy-
muje sie z tatwoscig jako warunek konieczny dla ekstremum
dtugosci Srednicy stozkowej z rownania (1), przenoszac poczatek
uktadu do Srodka symetrii krzywej i oznaczajac przez A sto-
sunek nowej rzednej do nowej odcigtej.

4. A. Chrominski (Krakow). Kieszonkowa tasma loga-
rytmiczna. Jej konstrukcja i uzycie.

Tasma ta posiada z obu stron trzy skale prostoliniowe
réwnolegte wzdtuz catej dtugosci. Budowe tasmy rozpoczynamy
od Srodkowej skali L, ktéra jest skalg jednostajng (od 0 do 1).
Pod nig budujemy skale logarytmiczng I z modutem réwnym
dtugosci skali L, piszac 1 pod 0 skali L, gdyz logi—0 oraz
10 pod 1 skali L, gdyz 1og1010=1. Podobnie pod 0,301 skali L
napiszemy 2, gdyz 10g102°0,301 itd. Na tej samej stronie
taSmy nad skalg L umieszczamy skale logarytmiczng Il z mo-
dutem réwnym potowie dtugosci skali L. Wobec tego skala
ta otrzyma ocyfrowanie od 1 do 10 w pierwszej potowie (1Z')
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i od 10 do 100 (ZZ") w drugiej potowie. Z wielu wzgledow zaleca
sie opuszczenie koncowych zer na skali Il1. Skale I powtarzamy
ze zmiang ocyfrowania na: od 0,1 do 1 na drugiej (trygome-
trycznej) stronie taSmy, umieszczajgc jg jako skale srodkowa.
Stanowi ona podstawe do zbudowania skali sinusa (£) i skali
tangensa (Z) na tej stronie taSmy. Np. nad cyfrg 0,5 skali |
umiescimy 30° na skali S, gdyz sin 30°=0,5, za$ pod cyfrg 0,9
skali 1 umiescimy 42° na skali T, gdyz tg 42°”0,900 itd.
Tasme nalezy sporzadzi¢ z wiotkiego papieru, zeby jg mozna
byto dowolnie zginac i sktada¢. Dtugosé tasSmy, wobec moznosci
sktadania jej lub zwijania w rulon, moze by¢ dowolnie duza.
Wiotkos$¢ taSmy zapewnia tez prostote postugiwania sie nig.
Tasma stuzy do: 1) bezposredniego (bez skiadania tasmy)
odczytania wartosci kwadratow, pierwiastkéw kwadratowych,
mantys logarytmow, antylogarytmow, sinusow, cosinusow, tan-
gensow (do 45°), cotangensow (powyzej 45°) oraz odpowiednich
funkcji kotowych; 2) bezposredniego odczytywania z taSmy, zto-
zonej na pot tak, aby oba korce taSmy lezaty obok siebie,
zwrdcone strong trygonometryczng do stotu, i aby skale I1*
i 11" przylegaty bezposrednio do siebie. Tasma przybiera
wtedy ksztatt stuty. Odczytujemy tu wprost: odwrotnosci liczb
(1Z" i 11", dopetnienia do 1, 10, 100,... (Z); za$ po odwro-
ceniu na stronie trygonometrycznej: wartosci tangensow (po-
wyzej 45°), cotangenséw (do 45°) oraz odpowiednich funkcji
kotowych. Np. tg 58°=ctg 32°=1,600 tj. 0,16X10; 3) odczy-

tania wynikéw nastepujacych dziatan: a1b; przy

utozeniu tasmy podobnie jak w p. 2) z odpowiednim przesu-
nieciem wzajemnym obu skal 11" i 11'". Np. chcac otrzymac
iloczyn 3x4, zestawiamy 3 (ZZ) z 4 (ZZ") lub 4 (ZZ) z 3 (11')
i odczytujemy wynik 12 na skali 11" w zestawieniu z 1 (ZZ").
Przy tym ustawieniu taSmy wszystkie pary zestawionych liczb
skal 11" i 11" dajg iloczyn 12; np. 2x6; 8X1,5 itd. Wobec
tego, nie zmieniajac utozenia taSmy, odczytamy dowolny iloraz

E, np. E=0,75; 1—2:1,5. Podobnie na stronie trygono-
metrycznej; np. 2_;(intgc7%,5_; odpowiednie zestawienie 2 (2)

z 35° (T) daje odpowiednios¢ 30° (S) i 2,8 (Z), co stanowi
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warto$¢ naszego wyrazenia; 4) odczytania (po ztozeniu taSmy
tak, aby kreska a rlakryia krfske b tej samej skati) wartosci

wyrazen: a-b-, |[/~6; \amb. Np. |/6 X 40 wymaga natozenia 6 (11")
na 2 (I1I') i ztamania taSmy na zgieciu, w ktérym na skahi |
odczytamy zadany wynik-3,31; jednocze$nie na skali 11,
odczytamy pi X 20— 10,96 w tym samym zgieciu. Podobnie na
stronie trygonometrycznej odczytamy |7i-/2 lub Va'k gdzie
[, i A to funkcje trygonometryczne. Tu trzeba zestawiac
kreski dwoch roznych skal. Np. |/20-tg35° wymaga natozenia
przedtuzenia kreski 2 (I) na przedtuzenie kreski 35° (T), zia-
mania taSmy na zgieciu, w ktérym na skali | odczytamy 3,74,
wartos¢ |/2+tg 35° odczytamy na skali I o p6t dtugosci tej skali
w lewo, tj. 1,18; 5) rozwigzywania trojkatéw ptaskich i kuli-
stych. Np. znajac katy trojkata ptaskiego: a=36°52"; (j=59°29";
y=83°39" i bok &= 280, przenosimy na brzeg kartki papieru
miejsca kresek, odpowiadajace tym katom na skali $ i przy-
ktadamy ten brzeg kartki do skali 1 tak, zeby kreska i3 wypadta
przy 280 skali I; wtedy kreska a wskaze na skali I bok a=195,
kreska y —bok ¢=323; 6) odczytania z jednego utozenia
taSmy dla liczb a i b wynikéw nastepujacycli dziatan: a-b-,

‘E, g; Yab-, \4ab i analogicznie na stronie trygonometrycznej:

k-K;

Postepowanie to bez szczegdtowych rysunkow opisaé sie
nie da, jak rdwniez i wiele innych zastosowan tasmy, wymaga-
jacych bezposredniego pokazu lub ilustracji rysunkowej.

5. Bolestaw lwaszkiewicz (Wroctaw). O tale zwanym forma-
lizmie w szkolnym nauczaniu matematyki.

TeKst odczytu wydrukowany zostat w pismie ,,Matematyka“,
t. 1 (1948), zeszyt 1, str. 33—41.

6. Zofia Krygowska (Krakéw). Zagadnienia zwigzane z roz-
wigzywaniem zadan konstrukcyjnych.

Rozwigza¢ oznaczone zadanie konstrukcyjne, o danych pa
rametrycznych, to znaczy da¢ odpowiedZ na cztery pytania:
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1) przy jakich warto$ciach parametrow istnieje figura, spetnia-
jaca warunki zadania? 2) ile jest takich figur, dla danego
uktadu wartosci parametréw? 3) jezeli taka figura istnieje,
to czy mozna jg zbudowaé przy pomocy danych Srodkéw?
4) jak zbudowaé te figure tymi Srodkami?

W szkole przyjeto nastepujgcy sposoéb rozwigzywania zadan
konstrukcyjnych. Uczen szuka najpierw odpowiedzi na pyta-
nie 4, po czym rozwazajac, w jakich warunkach znaleziona
konstrukcja jest wykonalna i ile daje figur, rozwigzujgcych
zadanie, otrzymuje odpowiedZ na pozostate pytania. Szukang
figure mozna na og6t skonstruowac réznymi sposobami. Przy
takim postepowaniu, wychodzac z réznych konstrukcji, mogli-
bysmy otrzymac rozne odpowiedzi na te pytania, co wskazy-
watoby na niepoprawno$¢ rozumowania; na kazde z pytan
1), 2), 3) jest bowiem tylko jedna odpowiedZ poprawna.

W referacie rozwazono, kiedy determinacja zadania na
podstawie wybranej konstrukcji prowadzi do wynikéw bez-
btednych. W zwigzku z tym omdéwiono role przyrzaddw, pojecia
réwnowaznosci zadan i analizy zadania.

Przyrzady. Jezeli przy uzyciu pewnych przyrzadow nie
mozna zbudowaé figury, rozwigzujacej zadanie, to stad nie
wynika, ze taka figura nie istnieje, jezeli za$ przy ich uzyciu
mozna zbudowac figure, spetniajagca warunki zadania, to
zbidr wszystkich figur, jakie otrzymamy w ten sposéb, moze
stanowi¢ tylko cze$¢ petnego zbioru rozwigzan. Jezeli odpo-
wiedzi na pytania 1), 2) oprzemy tylko na wynikach kon-
strukcji, to moga one wtedy byC biedne. Poprawne rozwia-
zanie zadania wymaga znajomosci klasyfikacji zadan ze wzgledu
na uzyte Srodki konstrukcyjne (Enriques, Hilbert, Vahlen).
W referacie uzupetniano znane wyniki efektywnym przepro-
wadzeniem konstrukcji liniowych, miarowych, elementarnych
przy pomocy liniatu i ,przenosnika statego kata“ i wykazano,
ze kazde zadanie, rozwigzalne przy pomocy liniatu i prze-
nosnika dowolnych odcinkéw, mozna rozwigza¢ przy pomocy
liniatu i przyrzadu, pozwalajgcego obracac jeden staty odcinek
dokotfa jego konca, tylko wewnatrz pewnego dowolnie matego
kata, ktérego wierzchotkiem jest ten koniec. Kazde takie za-
danie mozna rozwigza¢, uzywajac tylko liniatu, jezeli na ptasz-
czyznie jest narysowany dowolny wycinek dowolnego kota.
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Rownowazno$¢ zadan. Dwa zadania Zx o parametrach.
«le. ani Z2 o parametrach bl...bm przyjeto w referacie za rowno-
wazne ze wzgledu na pewne $rodki S, jezeli 1) Z, i Z2 sa rozwig-
zalne przy pomocy $rodkéw 8, 2) miedzy uktadami wartosci
parametrow («,...«,,) i mozna ustali¢ odpowiednio$¢
jednojednoznaczna, ktérg mozna konstrukcyjnie zrealizowac
przy pomocy S$rodkéw 8, przy czym rozwigzania obu zadan
dla odpowiadajgcych uktadéw wartosci parametrow sg iden-
tyczne. Jezeli jedno z tych zadan jest elementarne ze wzgledu
na $rodki 8, to rozwigzanie drugiego sprowadza si¢ do roz-
wigzania zadania elementarnego, dyskusje za$ istnienia i ilosci
rozwigzan zadania drugiego mozna zastgpi¢ badaniem wyko-
nalnosci konstrukcji elementarnych i liczby otrzymanych przez
nie figur.

Analiza zadania. Przypuszczamy, ze dana figura, okres$lona
warunkami zadania dla pewnego ukiadu warto$ci parametrow
istnieje i znajdujemy warunki (dotyczace jej elementéw) ko-
nieczne na to, by byta ona rozwigzaniem zadania. Spos$rdd wa-
runkéw koniecznych wybieramy jeden, lub uktad kilku, ktory
stanowi juz warunek wystarczajgcy na to, by figura zbudo-
wana zgodnie z nim, byfa figurg rozwigzujgca zadanie. Deter-
minacje zadania mozna wtedy oprze¢ na badaniu wykonal-
nosci konstrukcji. Zupetno$¢ rozwigzania wynika tu z faktu,
ze warunki dyktujgce konstrukcje sg konieczne, poprawnosc,
ze te warunki sg wystarczajgce.

Jezeli natomiast konstrukcje opieramy tylko na warunkach
wystarczajgcych do tego, by figura spetniata warunki zadania,
czyli zadawalamy sie wykryciem sposobu budowania figury,
to badania istnienia i ilosci rozwigzan powinny polega¢ na
rozwigzaniach niezaleznych od sposobu konstrukcji.

7. WHadystaw Krysicki (L6dZ). Metody catkowania 1> pol-
skich podrecznikach akademickich.

8. Jan Lesniak (Krakéw). O pewnym sposobie wprowa-
dzenia pojecia funkcji w szkole Sredniej.

Tekst tego odczytu wydrukowany jest w pismie ,,Matema-
tyka*, t. 2 (1949), zeszyt 6, str. 28—32 oraz zeszyt 7, str.
29—35.
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9. Konstanty Matilewicz (Géra Slaska). Tablica kwadra-
tow liczb naturalnych w zakresie 1—109,

W dziele M. Kraitchika Théorie des nombres (Paris 1922,
t. I, str. 162) podano — wsrdd innych — dwustronicowg tablice,
z pomocg ktérej mozna obliczy¢ kwadrat kazdej liczby natu-
ralnej do miliona.

W tym celu nalezy podzieli¢ liczbe potegowang na grupy
dwucyfrowe (od jednostek i dziesigtek) i nastepnie dodac
i odja¢ kilka liczb wypisanych odpowiednio z tablicy).

Tablice utozono na podstawie tozsamosci

(10000a+100Z> )2 =10000 + 10101a2 J-100+ 1010152 +
+10101c2 —100 (b — ¢)2—10000 {a — c)2—1000000 (u— b)2.

Aby zastosowac¢ powyzszy pomyst do obliczania kwadratéw
liczb naturalnych wiekszych od miliona i nie wprowadzaé
wzorow o bardziej skomplikowanej budowie niz (1), nalezy
dzieli¢ liczbe potegowang na grupy 3 cyfrowe. Jezeli a, b, ¢ s
liczbami naturalnymi mniejszymi od 1000, to kazda liczbe do
miliona mozemy przedstawi¢ w postaci 103a+&, a kazdg liczbe
do miliarda w postaci 106a+1036-j-c.

tatwo wyprowadzi¢ wzory

2 (103a+Z>)2=103fca? + kb2—103(& — a)2, ¢=1001
(10®a +103t>+ ¢)2 = 106fca2 + 1Q3kb2+kc2 —109(a—h)2—
—106(a—c)2 —103(5 —c)a, k =1001001.
Jezeli przepiszemy wzory (2) i (3) w sposob nizej podany
+ kb2
+ 103fca?
103(5—a)?
+ fc2
+ 103fcz»?
+ 106fca?
(3) — 103(8—c)!
— 106(a—c)2

—109(a—D)?
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to uwidocznimy sposob, w jaki nalezy zapisywac skiadniki
dodatnie i ujemne w rachunku liczbowym.

Przytaczamy pare dalszych wzoréw, ktore dajg mozno$¢ —
przy analogicznej do poprzedniej technice rachunku — podnosi¢
do kwadratu liczby 12- i 15-cyfrowe:

(109 + 1060 + 103c + d)2 = 10%ia2 + IOW + IOW + +d2 —
—[1015(6 — a)2 + 1012(c—a)?2 + 109(c — b)2 + 109(d — a)2 +
4-106(d —6)2 -f-103(d —c)?], k =1001001 001,

(10%2a + 1096 + 106c + 103d + €)2 = 10lWV + 10W + 10W +
+ IOW + ke2 — [1021(6 — a)2 + 1015(d — a)2 + 1012(e —a)2 +
+ 109(e —fe)2 +103(e —d)2 +1018(c —a)2 + 1015(c —2)2 +

+ 1012(d —h)2+ 109(d — c)2].

Tablica, zestawiona przez autora zawiera: kwadraty liczb
naturalnych od 102 do 9992, nastepnie liczby pomocnicze do
szybkiego obliczania iloczynéw powyzszych kwadratéw przez
czynniki postaci 1001, 1001 001, 1001 001 001 itd.





















