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Funkcja nadfogarytmowa

w zwiazku z okresleniem pewnej klasy funkcji

. catkowitych.

Napita?

Juljusz Rudnicki,

WSTEP.
Cel pracy. — Gtowniejsze otrzymane wyniki.

Cel tej pracy jest podwojny:

1) W pierwszej czesci zajmuje sie badaniem funkcji odwrot-
nej do funkcji nadwyktadniczej, t. j. funkcjg nadlogarytmowg T(Z').

2) W drugiej czesci okreslam pewng klase funkcji catkowi-
tych, posiadajacych pewng wspolng wiasno$¢ analityczna.

Dodatek zawiera pewne twierdzenie pomocnicze.

Glowniejsze wyniki.

1) Co do punktu pierwszego. Dowodze, iz funkcja nad-
logarytmowa jest funkcjg wielowartosciowa, ktoérej jedynemi punk-
tami osobliwemi (krytycznemi) sa punkty plaszczyzny zmiennej ze-
spolonej potozone na osi liczb rzeczywistych o odcietej (ol =0,
P2 — 1, w3 =a, 00*"=am...... , .... 1 oprocz tego
punkt e®, ktory jest punktem granicznym poprzednich, gdyz
lim a)n — e& oprocz tego punkt w nieskonczonosci jest takze punk-

tern osobliwym.

Dla gatezi gtdéwnej, ktorg oznaczam T(Z), wszystkie powy-
zej wymienione punkty (co) sg punktami osobliwymi. Okrgzajac
punkt <»!, otrzymamy nowe gatezie, ktdre nie posiadajg zadnych
innych punktoéw osobliwych, précz punktow 0 i oo, czyli col i oo.
Przez okrgzanie punktu w2 otrzymamy nowy cigg gatezi o punktach oso-
bliwych 0, 1 i oo. W ten sam sposéb przez okrazanie punktu co3
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otrzymamy gafezie o punktach osobliwych 0, 1, a, oo i #. Tak
punkt an da nam galezie o punktach osobliwych 2, co3, ....",
(On i 0o. Og6t otrzymanych w ten spos6b gatezi wyczerpuje, jak
to okazuje, wszystkie gatezie funkcji nadwykladniczej

Stad wynika w bardzo prosty sposéb schemat wzajemnego
powigzania gatezi funkcji wielowartosciowej S (Z), jako tez mo-
zno$¢ dania bardzo prostego znakowania dla otrzymania nomenkla-
tury wszystkich gatezi funkcji nadlogarytmowej.

Co do punktu drugiego. Wiadomo, iz kazda funkcja
H(Z) catkowita bez miejsc zerowych jest ksztaltu H(Z) = e®”Y

gdzie O{Z) jest funkcja catkowitg dowolng. Innemi stowy, loga-
rytm takiej funkcji jest takze funkcjg catkowitg. Ot6z funkcja nad-
wykladnicza posiada te samg wilasnos¢, ale jakgdyby uwielokrot-
niong do nieskonczonosci, t. j. ta wilasno$¢ utrzymuje sie przy ite-
rowaniu logarytmowania; Log H(z) nie tylko jest funkcja catko-
witag, ale i jej logarytm Lg {Lg H(z)} takze i t. d. do nieskoriczo-
nosci. — Potézmy wiec Log H(z) — (z), Log (@) — <9, (2),
Log (9, (2) = <9, (2),..cee... , &n(z) — Log (9,,_, Funkcja &n {z) jest
dla jakiegokolwiek wskaznika n funkcjg catkowitg. Udawadniam
teraz twierdzenie odwrotne, t. j. Ze kazda funkcja H(z), posiada-
jaca tylko wzmiankowang wiasnosc, jest koniecznie ksztattu 8{<9z)}>
gdzie 8(z) jest symbolem funkcji nadwyktadniczej, a <3(z) oznacza
dowolng funkcje catkowitg.

Znakowanie i symbole.

Poniewaz w dalszych wywodach i wzorach funkcja logaryt-
mowa posiadaé bedzie czeste zastosowanie, wiec dla unikniecia
nieporozumien przyjmiemy nastepujace symbole przy znakowaniu.

Ig z oznacza¢ bedzie logarytm naturalny.

lga z oznacza¢ bedzie logarytm przy zasadzie a.
Log z oznacza¢ bedzie logarytm przy zasadzie a.
Log,, z oznacza¢ bedzie w-krotng iteracje logarytmu;

tak iz Log? 2=Log{Log2}, Log, «=Log{Log2s) i t d.; zasada jest
tu zawsze liczba a. Na ptaszczyznie zmiennej zespolonej Log a,
Log? 2,.. ., Log, z,... beda oznaczaty odpowiednie funkcje wielo-
wartosciowe. Czesto chodzi¢ nam bedzie o funkcje jednowartoscio-
wa; wtedy okreslimy tak zwang gatez gtowng naszej funkcji. Ga-
tez gtdéwng funkcji Log z oznacza¢ bedziemy przez Lg z, gatez gto-



wng funkcji Loga z — przez Lg3 2; wogdle, gatez gtéwng funkcji
Logn z oznaczymy przez Lg,, z

Tak samo, za pomocg £(Z) oznacza¢ bedziemy funkcje wie-
lowartosciowa, jako zespdt wszystkich gatezi funkcji nadwyktadni-
czej; gatez gtdwng za$ oznaczymy zapomocg symbolu T(Z).

CZESC PIERWSZA.

Funkcja nadlogarytmowa.

1. Okreslenia i uwagi wstepne.

Funkcjg nadlogarytmowag nazywac¢ bedziemy funkcje otrzy-
mang przez odwrdcenie funkcji nadwyktadniczej 8(z) —Z i ozna-
czaC bedziemy przez z—Z{Z). Galezig gtdbwng nazywac bedziemy
te gatez, dla ktorej funkcja przyjmuje wartos¢ 2 = 0, gdy zmienna
Z —ea Dokladne okreslenie podane bedzie nizej. Galez gtowng
oznacza¢ bedziemy przez z = T (2).

Przez odwrocenie zaleznosci 8 (2) = Z w otoczeniu punktu
z— 0, Z=1¢" otrzymamy szereg potegowy, rozwiniecie funkcji z
wedtug poteg réznicy Z — i szereg ten, jak okazemy, jest zbie-
zny wewnatrz pewnego kota. Szereg ten przyjmiemy jako element
zasadniczy badanej funkcji analitycznej; funkcje £(Z) okre$limy
jak ogdt wszystkich wartosci, ktére mozna osiggna¢ przez przediu-
zenie analityczne naszego elementu zasadniczego, Szeregu potego-
wego, 0 ktdrym byla mowa wyzej.

2. Odwroécenie zaleznosci 8(z) = Z.

Niech t] oznacza liczbe rzeczywistg zawartg miedzy liczbami
¥ i ea dalej Zo niech bedzie liczba, spetniajacg warunek X">Za>r],
gdzie X oznacza liczbe tak wielkg, jak sie podoba. Niech teraz 20
oznacza liczbe (rzeczywistg), spetniajacg warunek 8 (20) = Zo; taka
liczba rzeczywista istnieje i jest okreslong jednoznacznie, poniewaz
Z, =>e?

Gdy Zo zawarte jest w przedziale (17, X), t. j. gdy ™M .Zan. X,
to |z0! pozostaje mniejsze od liczby, ktdrg oznaczymy przez Y, tak
iz bedziemy mieli zawsze |zOl <; Y. Niech M oznacza maximum

modutu funkcji 8(2) na kole C o promieniu Y-\-r, gdzie r jest
t



liczbg dodatnig zresztg dowolng; niech m oznacza liczbe dodatnig,
posiadajacg te wihasnos¢, iz 8'(z) >»m, gdy zmienna z jest we-
wnatrz lub na kole C. Taka liczba m istnieje, poniewaz réwnanie
8' (z) nie posiada pierwiastkéw. Uzywajac metody funkcji zwyz-
szajgcej (fonction majorante), udowodnimy w znany sposob (patrz
np. Goursat, Cours d’An. t. I. 1 187 i 190), iz szereg o spoiczyn-
nikach rzeczywistych, t. j. rozwiniecie

1) z—z20=al(Zz Zzt)-|-a (Z— 20) an(Z— Zon

funkcji odwrotnej jest zbiezne; promien zbieznosci p tego szeregu
jest wieksze od pewnej okreslonej liczby p0, niezaleznej od Zo; to
ma miejsce o ile, oczywiscie, f] Zo  A; (liczba p0 zalezy od f{]
i X za posrednictwem liczb m i M.).

Stad wynika, ze funkcja odwrotna za pomocg rozwazan tylko
co wytozonych zostata przez nas okreslona wewngtrz pewnego ob-
szaru (B). Obszar ten otrzyma¢ mozna w sposdb nastepujgcy: Niech
w szeregu (1) Zo ma wartos¢, nalezacg do przedziatu (17, AJ; dla
kazdego z tych punktéw Z, utwdrzmy rozwiniecie (1) i potgczmy
razem obszary zbieznosci tych szeregéw; sg to kota o promieniu
co najmniej réwnym p0; zbior tych két da nam obszar jednospojny
(B), zawierajacy miedzy innemi odcinek (77, A) osi liczb rzeczywi-
stych. Oznaczmy przez T (Z) funkcje tak okreslong wewnatrz (B).
Funkcja T (Z) spetnia rownanie T(a2) =a T (Z), co jest bezpo-
$rednio widoczne, o ile np. Z i az nalezg do odcinka (/?, A) osi
liczb rzeczywistych; lecz w takim razie réwnanie funkcyjne

2 r(ay) = «T(Z2)

spetnione jest takze i dla wartosci zespolonych, o ile naleza do (B).
W tym wypadku, gdy Zo = ¢, réwnanie funkcyjne (2) z ta-
twoscig daje moznos¢ otrzymania wspétczynnikow cii,...,
w rozwinieciu (1). Wygodnie nam bedzie zamiast funkcji T(Z)
wprowadzi¢ funkcje t(Z) =e~". T (Zeay, wtedy f (1) = T'(e")=1,
1) = (e). Potézmy a, = (—1)B-/f(n) (1). Przez
kolejne rézniczkowanie wzoru (2) i po podstawieniu nastepnie
Z = ea, otrzymamy wzor redukcyjny:

3) a+' = NN -+



gdzie AN oznacza sume wszystkich iloczynéw po p czynnikdw
utworzonych z liczb 1, 2, 3,...., n—2, n— 1. Poniewaz a?=I,
otrzymujemy kolejno
al (1 + 2a)
(“2—1) («—1)
Co sie tyczy spolczynnikow a,, ze wzoru (3) przy pomocy
indukcji wnosimy, iz a, )> 0 dla kazdego n.
Otrzymujemy wiec rozwiniecie funkcji nadlogarytmowej na
szereg w postaci nastepujacej:

al itod

@ Q=X =x— ail)Z(.} (a2—1) (alk) SRETRI

(a—1) (n—2)
2
Szereg nadlogarytmowy (4) analogiczny jest do znanego sze-

regu logarytmowego

gdzie Qn(a) oznacza wielomian wzgledem a stopnia

»Q Iy»3 24

igli+,)=a; ~+ <% J+ ... +CiD)-A+..

3. Zbieznos¢ szeregu nadlogarytmowego.

Wiemy juz z poprzedniego, ze szereg (4) jest zbiezny, Usta-
limy teraz, ze promien zbieznosSci tego szeregu réwna sie a-
Dla udowodnienia tego twierdzenia podstawmy w (4) na miejsce Z
liczbe przeciwng — Z. Wtedy wszystkie wspotczynniki rozwiniecia
sg tego samego znaku, a stad wniosek, iz na kole zbieznosci z le-
wej strony punkt lezgcy na osi liczb rzeczywistych jest z pewno-
Scig punktem osobliwym. Gdyby wiec promien zbieznosci szeregu

nadlogarytmowego (4) byt e <;

1------ to punkt Zo tego
e

kota, na osi liczb rzeczywistych miedzy — i 1, bytby punktem

osobliwym, co jest w sprzecznosci z otrzymanem poprzednio wy-
nikiem, iz szereg (1) jest zbiezny dla wszystkich wartosci Zt wiek-

szych od (A. Z drugiej strony punkt - nie moze by¢ punktem re-



gularnym dla badanej gatezi funkcji t(Z); w rzeczy samej, gdyby

promien zbieznosci p szeregu (4) byt wiekszy od “ to funkcja

e~a8(zex) przyjmowata by wartos¢ -- dla pewnej wartosci zmien-

nej z, a funkcja 8(2) przybierataby warto$¢ e? dla pewnej okre-
Slonej wartosci rzeczywistej zmiennej z, co jest niemozliwe, gdyz
8(z)=e? dla wszystkich wartosci rzeczywistych zmiennej z. —
Twierdzenie o promieniu zbieznosci szeregu nadlogarytmowego jest
wiec udowodnione.

4. Okres$lenie obszar6éw D i D

Wyodrebnijmy na osi liczb rzeczywistych zbior punktow
utworzonych w sposéb nastepujacy: najprzéd punkt 0, a nastepnie
punkty otrzymane przy pomocy kolejnego zastosowania przeksztat-
cen zI = a’ do punktu poczatkowego O; oznaczymy te punkty:
b w2, &s,...., tak iz —0, c2—1, &3 =a,....,
t>, = . Zamknijmy ten zbidr, przylgczajagc don punkt gra-
niczny e?, W ten sposéb otrzymany zbior oznacza¢ bedziemy (w).

Zakre$lmy teraz, na ptaszczyznie zmiennej zespolonej Z koto
C o promieniu B dowolnie wielkim z punktu 0 jako ze S$rodka:

zaktadamy tak iz wszystkie punkty (co) sg wewnatrz C.
Zakreslmy nastepnie n k&t Cf} C2, C3,..., C,, otaczajagcych odpo-
wiednio punkty cox, c02, co-,..., €0, — przyczem niech bedzie
srodkiem kola Cp dla p=1, 2,...., n. Promienie tych k&t moga

by¢ dowolnie mate, w kazdym razie o tyle, ze wzajemnie nie za-
chodzg na siebie. Nakresimy wreszcie koto y, z punktu e? jako ze
srodka tak, by to kolo przechodzito miedzy punktami ca, i co,+,
nie przecinajac kota Cn. Wewnatrz tych kot Cr i vy, znajdujg sie
wiec wszystkie punkty zbioru (ca).

Mozemy teraz okreslic obszar D. Utworzony jest ze wszyst-
kich punktow ptaszczyzny zmiennej zespolonej lezagcych wewnatrz
kota C lub na kole C, a zewnatrz kot (p=1, 2,...,n) ikota
¥y, lub na obwodzie jednege z tych kot Mozna krétko powiedzied,
ze obszar D otrzymujemy przez usuniecie z ptaszczyzny zmiennej
zespolonej obszar6w, stanowigcych otoczenia punktéw (ca) i punktu
w nieskornczonosci.

Okreslmy teraz kontur zamkniety L; utworzymy linje L
przy pomocy obwoddéw kot C, Cr, y, i odcinkdw osi liczb rzeczy-
wistych, tgczacych obwody tych koét, przyczem odcinki te bedziemy



brali podwojnie w dwoch przeciwnych sobie zwrotach. Niech A
i B oznaczajg dwa punkty przeciecia sie kota C z osig liczb rze-
czywistych, przyczem A niech oznacza ten z tych dwoch punktéw,
ktérego odcieta jest dodatnia. Kontur L przebiegniemy w sposob
nastepujacy, zaczgwszy od punktu A po kole C w kierunku doda-
tnim obrotow do punktu B, od punktu B przebiegniemy odcinek
CC, osi liczb rzeczywistych w zwrocie dodatnim do kota Cs, po-
tem opiszemy potkole Ct w kierunku ujemnym, nastepnie odcinek
CjCj, potem wykonamy p6t obrotu po kole C2 i t. d. az do kofa
Y., Ktore zatoczymy catkowicie, tak by wrdci¢ z powrotem do
punku potaczenia y,, z odcinkiem C,y,; nastepnie wracamy, prze-
biegajac powtdrnie odcinek C.,y,, ale w zwrocie przeciwnym, na-
stepnie idziemy po kole C,, zakre$lajac to potkole, ktore dotych-
czas nie zuzytkowali$smy, nastepnie biegniemy po odcinku C,

potem zakre$lamy pétkole Cn_, i t. d., az wrécimy do punktu B;
kierunek obrotu na kotach (7, (dla p=I1, 2, 3,..., n) jest wiec
zawsze ujemny. Od punktu B biegniemy znéw po kole O, tak by
wrdci¢ w kierunku obrotow dodatnich do punktu poczatkowego A.

Okresliwszy kontur L, mozemy teraz przystgpi¢ do okresle-
nia obszaru D' Obszar £>' jest w zasadzie identyczny z obszarem
D. a tern tylko od niego rdzne, ze odcinki prostolinijne konturu L
sg tu cieciami i posiadajg skutkiem tego dwa brzegi, z ktorych je-
den tylko (brzeg) nalezy do D', a drugi — nie. Przyjmiemy, jako
nalezace do D' te punkty brzegowe, ktOre sg granicg punktow
wewnetrznych o rzednej dodatniej. Tak wiec obszar D' w przeci-
wienstwie do D nie jest zamkniety.

5. Twierdzenie pomocnicze.

Chodzi nam teraz o to, by przedtuzy¢ poza dotychczasowy
zakres istnienia element funkcji analitycznej, wyrazony przez sze-
reg nadlogarytmowy. W tym celu potrzebnem nam bedzie pewne
twierdzenie pomocnicze, ktére tutaj podamy. Przeksztatceniu zl—a'
odpowiada przeksztatcenie odwrotne « 1=L.ga; by to przeksztai-
cenie uczyni¢ jednoznacznem, podzielmy plaszczyzne zmiennej ze-
spolonej na pasma prostemi rownolegtemi do osi liczb rzeczywi-

stych; wzajemna odlegtos¢ tych prostych niech réwna sie —.
Ja:ko pierwsze pasmo przyjmiemy obszar punktow z = x-\-iy, dla

ktérych----- et "1 Jezeli teraz uméwimy sie bra¢ pod uwage



z posréd punktow, ktore powstaja przez poddanie punktu dowol-
nego M przeksztalceniu z™ — Lg z, tylko ten punkt, ktory znaj-

duje sie w pasmie pierwszem, to ten punkt o ile istnieje,
jest, oczywiscie okre$lony jednoznacznie. Stosujgc to samo prze-
ksztatcenie parokrotnie kolejno, otrzymamy kolejno M_s,
J3,...., M,, it d Otdz lim = ea

n=00
W tej postaci to twierdzenie o punkcie granicznym nam nie
wystarcza, gdyz chodzi¢ nam bedzie o zbiezno$¢ jednostajng. Zre-
sztg punkt graniczny nie istnieje lub jest rozny od ea o ile punkt
M jest jednym z punktow (ca).
Ostatecznie twierdzenie pomocnicze, o ktére nam chodzi jest
nastepujgce:
Jesli punkt M nalezy do obszaru D, to H}Tg M_n =ea, przy-

czem zbiezno$¢ jest jednostajna.

Dla zachowania ciggtosci, twierdzenie to udowodnimy na koricu
tej pracy w ,,dodatkull

6. O pewnej wilasnosci obszaru D

Zaleznos¢ Z = an(z) okreslimy w sposdb nastepujgcy: dla
m— 1, oznacza Z =4/, dla 1 a,(2—&"" W ten spostb
okreslona funkcja Z = «, (z) jest funkcja jednowartosciowg zmien-
nej z. Zastanébwmy sie teraz nad tem, w jakich warunkach odwro-
cenie tej zaleznosci bedzie takze jednowartosciowe. W przypadku,
gdy n— 1, wystarczy przeprowadzi¢ w tym celu na plaszczyznie
zmiennej zespolonej Z jedno ciecie (coupure), uniemozliwiajgce obrot
naokoto punktu poczatkowego 0. Gdy n = 2, by odwrdcenie bylo
jednoznaczne, trzeba juz dwoch cieé, by obrot nie tylko naokoto
punktu 0, ale takze naokoto punktu 1 stat sie niemozliwy. W wy-
padku ogélnym, nalezy przeprowadzi¢ n cieé, by uniemozliwi¢ obrét
naokoto ktéregokolwiek z punktéw cot, m2,..., co,

Oto6z z okreslenia obszaru D' wynika, iz nie wychodzac z D'
nie jest mozliwe otoczy¢ ktérykolwiek z punktéw w,. Tak wiec
obszar 1)' posiada te wiasnos¢, iz zalezno$¢ miedzy wartosciami z
i Z, zwigzanymi réwnaniem z=1Llog, Z t. j. Z=an(x), gdy Z
zmienia sie po jakiejkolwiek drodze w sposob ciaglty wewnatrz D',
jest odwracalnie jednoznaczna, t. j. nietylko jednej wartosci z od-
powiada jedna warto$¢ Z, ale i odwrotnie, jednej wartosci Z od-
powiada jedna tylko warto$¢ dla z. Ogét wartosci, ktory osiggamy
powyzej wymieniony sposob dla z stanowi jedna gatez wielowar-
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teSciowej funkcji z = Log,, Z\ jesli, oprocz tego, dla Z — e=, takze
z = ¢“ to mamy gatez ,,gtdwng", ktéra oznaczymy przez z—tgnZ.

Jasna rzecz, iz wiasno$¢ wspomniana ma miejsce jakakol-
wiek bytaby liczba catkowita dodatnia n w zaleznosci badanej
Z—an (2).

7. Rozszerze nie poprzedniej wilasnosci obszaru
D' na przypadek, gdy zamiast zaleznosci Z = a,,(z) ma-
my zaleznos¢ Z—8(2) Okreslenie gatezi gtdwnej
funkcji nadlogarytm owej.

Znamy rozwiniecie funkcji T (Z) w szereg wedlug poteg ro-
znicy Z — e*; promien zbiezno$ci tego szeregu rdéwna sie e“ —
jak to wynika z poréwnania tego szeregu z pokrewnym mu szere-
giem nadlogarytmowym. Udowodnimy teraz, ze, wychodzac z tego
rozwiniecia, jako z elementu funkcji analitycznej, mozemy otrzy-
mac przedtuzenie naszej funkcji wewnatrz catego obszaru D' nie
napotykajac zadnego punktu osobliwego, a wiec otrzymamy funk-
cje okreslong jednoznacznie wewnatrz U', ktérg to funkcje na-
zwiemy gatezig gtébwng funkcji S(Z) i oznaczymy przez T (2).
Wzmiankowane przedtuzenie analityczne osiagniemy, opierajac sie
na rownaniu funkcyjnem, ktéremu czyni zado$¢ funkcja nadloga-
rytmowa i ktore pozwolito obliczy¢ wspdtczynniki szeregu nadlo-
garytmowego.

Szereg, stuzacy nam za punkt wyjscia jest ksztahu:

a
2(a—1)
a2(2a -j-1)

3l (@ — ND(a—l)exn

T(Z}=(Z—¢ (Z-en+ )

(Z—e)—

zbiezny wewnatrz kota Il o promieniu ea — e?.

Utworzmy teraz nowy szereg, mnozac wspotczynniki poprzed-
niego szeregu przez a i zastepujac Z przez Lg Z, gdzie Lg Z
oznacza gateZz gtéwna funkcji Log Z.

Otrzymany w ten sposob szereg jest zbiezny wewnatrz pe-
wnego obszaru, ktory juz nie jest kotem V o $rodku ea i 0 pro-
mieniu ea —e?, lecz, jak tatwo sprawdzié, zawiera punkta, znajdu-
jace sie zewnatrz U; niech Ul oznacza ten nowy obszar, a f(Z) —
funkcje okreslong przez ten szereg wewnatrz UL
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Mamy:
2 (Lg Z— ea?
© (@) =aLgz-ey % IZ
i 5 TN e

W badaniu funkcji f(Z) ograniczymy sie do tej czesci ob-
szaru Zlt, kt6ra znajduje sie wewnatrz D'. Poniewaz wtedy Z nie
moze otoczy¢ punktu poczatkowego 0 na skutek przekrojow ob
szaru /)', gatez logarytmu Lg Z nie moze zmieni¢ sie nainng, gdy
Z przebiega jakakolwiek droge wewnatrz //, tak iz w szeregu (7)
gatez Lg Z nie ulega zmianie.

Obszary zbieznosci szeregéw (6) i (7), mianowicie U i U2
majg z pewnoscig cze$¢ wspolng, poniewaz Lg Z dazy do granicy
g“, gdy Z dazy do eK Niech o oznacza te czes¢ wspdlng. Niech Z
nalezy do c¢; wtedy Z i Lg Z nalezg jednoczes$nie do obszaru U.
Lecz szereg (7) mozna napisaC w postaci

W szeregu (8) mozemy Lg (1 - K- j zastgpi¢ rozwinie-

ciem na szereg wedlug poteg rosngcych roznicy Z—ex i w sze-
regu podwojnym (a double entree) tak otrzymanym uporzadkowac
wyrazy wedlug poteg Z—-ex; otrzymamy wtedy wiasnie szereg
(6) na mocy zwigzkéw wzajemnych, jakie zachodzg miedzy spét-
czynnikami szeregu nadlogarytmowego.

Szeregi (6) i (7) sa wiec identyczne wewnatrz a. Je$li teraz
obierzemy Z tak, by Lg Z nalezalo do obszaru U, lecz Z — nie,
to tym samym osiggamy przedtuzenie analityczne funkcji T (Z2)
wewnatrz obszaru (z uwzglednieniem cie¢ Z)).

W ten sam spos6b ustalimy, iz szereg:

a2(Lg? Z—-ea)

gdzie LgtZ-ea=Lg !

daje przedluzenie analityczne 1(Z) wewnatrz obszaru Ul
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W ogdlnosci:
9)
a’+'(LgpZ—e4)? + ast2(2a+ lI)(LgpE-e 3

arLe 2—=e) =" Hlct—1ye T ~1TI @ ] (P—1Je2h s

da nam przedtuzenie T (Z) wewnatrz U,

Otoz, wedtug twierdzenia pomocniczego, o ktérym byta mowa
w ustepie. 5, istnieje taka liczba catkowita dodatnia N, iz LgvZ
znajduje sie wewnatrz obszaru U, o ile tylko Z nalezy do 2) i to
niezaleznie od potozenia punktu Z wewnatrz D. Je$li wiec w sze-
regu (9) liczbap — N, mamy przedtuzenie analityczne funkcji T(Z),
rozciggajace sie na caly obszar D'. Wewnatrz obszaru D' Lgp Z
nie moze zmieni¢ sie na inng gatez, nie napotkamy réwniez we-
wnatrz D' zadnego punktu osobliwego; dla kazdej wartosci zmien-
nej zespolonej Z wewnatrz D' gatez gtéwna T (Z) jest wiec okre-
$lona w sposéb jednoznaczny.

OsiagnelisSmy w zupetnosci okreslenie gatezi gtownej funkcji
nadlogarytmowej. Z natury obszaru Z)' wynika, ze T(Z) nie ma
punktéw osobliwych poza punktami (co), o ile ograniczymy sie do
punktéw w odlegtosci skoriczonej. Teraz tatwo sprawdzié, iz punkty
(co) i punkt oo sg wszystkie punktami osobliwemi (krytycznemi).
W rzeczy samej punkt co, =0 i punkt 00 sg z pewnoscig punk-
tami osobliwemi. i to nie tylko dla tej gatezi, ale i dla kazdej in-
nej, gdyz S[z) jest funkcjg catkowitg, i przytem takg funkcjg cal-
kowita, ktéra nie posiada zer w odlegtosci skonczonej. Co do in-
nych punktéw (co), ze sg punktami osobliwemi, wywnioskowac
mozna z réwnania funkcyjnego, ktoremu czyni zado$¢ omawiana
gatez T(2):

77(2) = «".T{Lg,, Z}. (W)

Jesli Lg,, Z jest wewnatrz U, to zaleznos¢ (10) wynika wprost
z samego okreslenia funkcji T (2). Jesli za$ Lg, Z nie jest we-

wnatrz U, to niech p oznacza takag liczbe catkowitg dodatnig, by
Lg,tp Z bylo wewnatrz U.

W takim razie:
T(Z2) = a"+*.T{Lg,,+pZ}; (11)

oznaczmy: Lg, Z=Z'; w takim razie Lgp Z' = Lg,*p Z zngj-
duje sie w Ui
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(12) T(Z) = T{Lg,, Z} =a> T{Lgp Z'} = a> T{Lg,,+p Z};

poréwnywujac zwigzki (12) i (11), otrzymamy (10).

Widzimy wiec, iz dla gatezi gtdwnej T (Z), zalezno$¢ Z—=8(z)
jest jednoznacznie odwracalna, t. j. o ile dla kazdej wartosci Z
bierzemy jako odpowiadajacg te warto$¢ 2, ktéra wynika z réwna-
nia z— T (Z), przyczem Z nalezy do obszaru D'. PrzejdZmy teraz
do innych gatezi funkcji & (2).

8. Okreslenie i nomenklatura ogétu wszystkich
gatezi funkcji nadlogarytmowej.

Dla otrzymania innych gatezi funkcji nadlogarytmowej be-
dziemy uzywali tej samej metody przedtuzenia analitycznego, co
w ustepie poprzednim, ale odrzucimy ograniczenie, polegajace na
nieprzekraczaniu cie¢ nalezacych do konturu L obszaru 2), jak-
kolwiek pozostaniemy zawsze wewnatrz D. Na poczatek, okrazmy,
naprzyktad punkt <y3, t. j. punkt 0. Wyjdziemy z punktu Z —¢",
i z wartoscig gtébwng na z — T (Z), ktéra jest tu réwna zeru i doj-
dziemy w sposéb ciggly do dowolnego punktu Z obszaru 2), za-
kresliwszy droge, ktora daje sie sprowadzi¢ do petelki (laget), otacza-
jacej jeden tylko punkt osobliwy i do drogi bezposredniej (che-
min direct), taczacej punkt e z rozwazanym punktem Z. Wszyst-
kie rozumowania poprzednie stosujg sie i tutaj, z tg tylko roznica,

. L 21- - .
ze Lg Z staje sie Lg Z + L i, zaleznie od kierunku obrotu;

2n
Lg, Z staje sie Lgn_, {Lg Z %= Wi}'

Zwréc¢my sie teraz do wzoru (10); niech liczba n bedzie
obrana dostatecznie wielka, by Lg, Z znajdowat sie stale wewnatrz
kota U, gdy Z opisuje naszg droge, otaczajgca punkt-cup W chwili,
gdy przekraczamy podczas obrotu ciecie, wyraz po stronie lewej
we wzorze (10) przestaje wyobraza¢ gatez gtéwng funkcji 21(Z)
i otrzymujemy warto$¢ nalezacg do nowej gatezi, ktdrg oznaczac
bedziemy Tr (Z) lub odpowiednio T_t (Z), zaleznie od kierunku
obrotu, gdy tymczasem po stronie prawej wzoru (10) bedziemy
mieli w dalszym ciggu gatez gtdwng, tak iz, powrdciwszy do pun-
ktu wyjscia Z, bedziemy mieli:

T @=aT{g. (LgZ+  }=aT{LgZ+=i},
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Tak samo:

(2) = aT{LgZ-%:i}.
Po k obrotach otrzymamy:

T+k(2) = aT{LgZ+"Ki},

lub po prostu:

(11) NZ) = <<.T{ng+/77\2p—|),

ale liczba catkowita k moze tu by¢ dodatnia i ujemna. Wzor (11)
daje nam wszystkie gatezie, ktdre otrzyma¢ mozna, wychodzac
z gatezi gtdéwnej, przez obrét naokoto Wszystkie te galezie
majg te wspdlng wiasnosé, iz nie majg innych punktéw osobliwych,
procz punktbw Z— 0 i Z=00; wynika to odrazu ze wzoru (11),
bedacego okresleniem gatezi Tk (2).

Przejdzmy teraz do gatezi funkcji C(Z), ktére mozna otrzy-
maé przez obrét naokoto punktu w2 == 1 Otrzymamy w sposéb
analogiczny wzor, bedacy okresleniem odpowiedniej gatezi, w po-
staci:

Tt,JZ2) = ««. T{Lg2Z + -fez}-

Dla tych wszystkich gatezi jedynemi punktami osobliwemi sg
trzy punkty: Z=I1, Z=0, Z=o00. W ten sam spos6b, galezie,
otrzymane przez obrét naokoto punktu 5 = tz, sg okreslone przez
wzor:

TM/Z) = a’.7{Lg3Z+-H}.

Jedynemi punktami osobliwemi sg tu Z = ca, ta2 00.
Obrét naokoto @4 daje:

2
Tw,0(Z) = ~.7{Lg4Z+-fO}.

By we wskazniku unikng¢ szeregu zer, bedziemy uzywali
innego sposobu znakowania, piszac, np. A (Z) zamiast T, (2),
Tkh{Z) zamiast jTm (Z), ®(Z) zamiast 7MO(Z) i t. d.
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W wypadku najogdlniejszym bedziemy mieli:
™.(2) =EenT{Lg,.Z+_

dla oznaczenia gatezi, ktéra otrzymujemy, wychodzac z gatezi gto-
wnej i okrazajac k Y&zy punkt osobliwy <ir i ten tylko. W ten
spos6b otrzymana gatez niema innych punktéw osobliwych, précz
punktéw wt, #2, &),,..., ®p i oa. Tak np., (2) oznacza galez,
ktorg otrzymamy, krazac trzykrotnie w kierunku dodatnim naokoto
punktu <ul0.

Zauwazmy teraz, ze droga zamknieta, okrgzajgca pewng liczbe
punktow (w) daje nam, jesli wyjdziemy, jak zawsze, z galezi gid-
wnej, ten sam wynik, co okrgzenie jednego tylko z posréd tych
punktéw, mianowicie punktu (ca) o wskazniku najmniejszym. Dla
tego tez upada ograniczenie tyczace sie warunku, by okrgzac je-
den tylko punkt osobliwy. Tak np., dla otrzymania galezi
powinnismy, wychodzac z gatezi gtdwnej, okragzy¢ dwa razy punkt
ca5, przyczem mozemy droge tak wybra¢, by oprécz punktu cab
okrazy¢ jeszcze dowolng liczbe (i nawet nieskoriczong) punktow co,,
byle tylko dla wszystkich tych punktéw p 5; nie wplynie to
wcale na otrzymany wynik.

Zauwazmy takze, ze obrét naokoto punktu oo daje to samoj
co obrot naokoto punktu 0, ze zmiang zwrotu jedynie.

Wychodzac z gatezi gtdbwnej nie ma juz moznosci otrzymania
bezposrednio gatezi nowych; punkt e? nie wchodzi w rachube, gdyz
nie da sie punkt otoczy¢ bez okrazenia nieskonczonej liczby
punktow (ca) i dla wysSwietlenia wyniku tego okrgzania wystarczy
zastosowa¢ poprzednig uwage 0 najmniejszym wskazniku.

Poniewaz jednak gatez "k/p (Z) posiada punkty osobliwe, mo-
zemy otrzymac¢ nowe gatezie wychodzac z (Z2) i okrazajac pun-
kty osobliwe 04, coj,..., tej gatezi.

Galezie Tkl (Z) nie moga, oczywiscie, da¢ nic nowego, ale juz
wychodzac z gatezi (2), przez okrgzanie punktu a1 ==0, otrzy-
mamy szereg nowych gatezi, ktére oznaczymy zapomocag wskaznika
(A2, vil'). Galez te otrzymamy, wychodzac z gatezi gtdwnej, jesli
najprzéd okragzymy k razy punkt ca, a nastepnie v razy punkt cth,
przyczem liczby k i v moga by¢ dodatnie lub ujemne, zaleznie od
zwrotu. Mamy wiec dla okre$lenia tej galezi wzor
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(z) = «B1r<Lg (LSZ + <=0 +

W podobny spos6b rozumujgc dalej, dojdziemy do gatezi
TS(Z\ w ktdrej wskaznik zV ma postac

JV=(&w/p, A, ...F>/2, fewll), tak iz TA(Z)

bedzie galezia, okreslong przez wzor:
~NZ) =, 7{Lg[Lg(Lg....ILg <L g(LgZ+-—F=0+—" > +

L —ki™}.
m m m
Galez te otrzymamy z gatezi gtdwnej, otaczajgc najprzéd k™ razy
Z rzedu punkt oj,, nastepnie okrgzymy punkt zrzedu A(p_') razy
i t. d. ..., wreszcie kw razy zrzedu naokoto m? i /cw naokoto wr
Wszystkie te gatezie sg funkcjami jednowartosciowemi zmien-
nej Z wewnatrz D'

9. Zupetnos¢ podanej enumeracji i nomen klatury
gatezi funkcji &(z}.

Niech Z oznacza warto$¢, nalezacg do obszaru Z); w ustepie
poprzednim otrzymaliSmy pewien zbidr wartosci funkcji odwrotnej
Zn— TN(Z), gdzie N wskaznik oznacza {k™Ip, k™/p ~A,........ 1
Z(@®)/2, A()1), odpowiadajacy danej wartosci zmiennej Z. Zbidr ten,
jest przeliczalny, mozemy wiec go uporzadkowaé w postaci ciagu
4): a, SS,...., Zk, ... Udawodnimy teraz, ze te galezie zbioru
(A) wyczerpujg ogot wszystkich wartosci funkcji £(Z2).

Na mocy zatozenia, mamy S (zk) = Z, poniewaz zk nalezy do
(A). Przypus¢my, iz istnieje jeszcze jaka$ warto$¢ /, nie ujeta
zbiorem (J), a czynigca zados$¢ temu samemu warunkowi <?(1|()=Z,
Z roéwnania funkcyjnego, ktéremu czyni zado$¢ funkcja nadwykita-
dnicza, otrzymujemy

S~j = Log'z, (13)

gdzie po drugiej stronie roéwnosci Log,, Z oznacza pewna, zupeinie
okreslong wartos¢ funkcji wielowartosciowej Log,, Z, wartos¢, ktorg
nie potrzebujemy zresztg blizej sie zajmowaé. Poniewaz $(0) —

i funkcja E (z) jest ciaggta, we wzorze (13) mozemy wazigsc liczbe
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catkowitg n dostatecznie wielka, by g byto tak mate, jak sie po-

doba, a wiec tak, by nieréwnosci:
(14)

byty spetnione, jakkolwiek matemi bylyby liczby dodatnie £ i t].

Istnieje jedna tylko gatez funkcji odwrotnej 2"(Z), przyjmu-
jaca wartos¢ =0 dla Zz= Punkt analityczny Z=¢", 2=0
jest punktem regularnym; istnieje wiec koto o $srodku w punkcie
z = 0 na plaszczyZznie zmiennej z takie, ze wszystkie punkty we-
wnatrz tego kola nalezg do galezi gtownej. Jesli wiec we wzorze
(14) wybierzemy liczbe dodatnig £ mniejsza od promienia wspom-

z
nianego kola, — bedzie naleze¢ do galezi gtéwnej, a wiec, przez

odwrécenie zaleznosci (13), otrzymamy:

(15) An= ~Logj.Z}, t.j. «'=a". 2’{Log" Z}.

Zauwazymy teraz, ze a" T(Log), (Z)} we wzorze (15) po stronie
drugiej, nie jest niczem innem, jak jedng z wartosci funkcji od-
wrotnej 25, nalezaca do zbioru (Z); aby utozsamic z' z jedng z war-
tosci zk ciggu (Z), nalezy tylko uwzgledni¢, ktorg z gatezi funkcji
Log,, Z przedstawia wchodzaca w skiad wzoru (15) gatez Log) Z.
Twierdzenie nasze zostato wiec udowodnione.

10. Uogodlnienie zaleznosci funkcyjnej, ktorej
czyni zados¢ funkcja nadlogarytmowva.

Dla wartosci rzeczywistych zmiennej Z zachodzi zaleznos¢
funkcyjna podstawowa:

T(O = a.T(2),

gdzie po obu stronach wystepuje gatez gtdwna. Chodzi nam teraz
0 posta¢, jaka przyjmuje ta zalezno$¢, gdy nie bedziemy sie ogra-
niczali do gatezi gtéwnej i do wartosci rzeczywistych zmiennej Z.
Uzywajac zwyklych znakowan, mamy <?«)=2Z, "(a2)=.«i,
a wiec, przez odwrocenie 2=2), (Z2), az = TN, tak ostatecznie
otrzymujemy

2),(O=a.2A (2),
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gdzie NIIN" zastepujg wskazniki ztozone, o ktérych byta mowa
w ustepie 8, przy enumeracji gatezi funkcji ST(2).

Nalezy znalez¢ zwigzek, miedzy wskaznikami N i N'; zwig-
zek ten, jak zobaczymy za chwile, zalezy od potozenia punktu Z
na plaszczyznie zmiennej zespolonej. W tym celu podzielmy ptasz-
czyzne zmiennej zespolonej na pasma prostemi réwnoleglemi, jak
w ustepie 5. Podporzadkujmy liczbe zero pasmu $rodkowemu, za-
wierajgcemu 0§ liczb rzeczywistych; liczby 1, 2, 3,... i t. d. pod-
porzadkujemy kolejno pasmom nastepnym ponad osig liczb rzeczy-
wistych, a liczby — 1, — 2,... pasmom ponizej tej osi. Niech Z
znajduje sie w pasmie v. Wychodzac z wartosci Z=1¢ niech Z
opisze droge'C, okrgzajaca A(p) razy z rzedu punkt Kkrytyczny <up,
nastepnie kip~"™ razy punkt .. .., wreszcie fi() razy punkt ol
i konczacy sie w punkcie Z w pasmie v. Jesli teraz w zaleznosci

7(az) = a.7’(2),

ktora ma miejsce dla Z=ea i w otoczeniu tego punktu, przedtu-
zymy analitycznie funkcje, stojace po obu stronach réwnosci, po
drodze | az do punktu Z w pasmie f, to zauwazymy, ze T (2)
zamieni sie na T (Z), a T(az) na TN (az), przyczem na skutek
drogi | bedziemy mieli:

N' = (k™lp, k™~/p-1, kN p—2,..., kw/2, &°>/l), a
N=( w/p4-1, k p, kNp-1,..., kw/2, vl),
tak iz otrzymujemy:
Tn (a2) = Ts, (2).

. . . . 2
Wzorowi temu mozna nada¢ posta¢ TN(Z) = a.7\,,{LgZ-|-—nyt},

gdzie N1 NI majg te same znaczenia, co poprzednio.
Tak samo znajdziemy:

Ta (2) = a2  {Lg(Lg Z+ — Vii) + —VIi},
gdzie
N'= (kM/p, IM/p-I, k™/2, F>/1), a
N = (k(}/p-\-2, kKNpA-1, kNp,..., kM/3, vt/2, M).
I tak dalej.

Roxpr. Polskiego Tow. matem.
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CZESC DRUGA.

Okreslenie pewnej klasy funkcji catkowitych.

11. O funkcji analitycznej Logw 8 (2).

Log 8 («x) moze by¢ okreslona jako funkcja analityczna zmien-
nej z, pod warunkiem, jak zobaczymy za chwile, ze w Log 8(2)
wystepujgca gatez funkcji logarytmowej byta zmienng wraz ze
zmienng 2, wskutek czego, dla zaznaczenia tego faktu, pisa¢ be-
dziemy Logf) 8(z). Okreslenie nasze bedzie nastepujgce: dla z—Q
i w otoczeniu tego punktu wezmiemy galez gtébwng Lg 8 (z), tak
iz Logl) 8(0) =ea. W ten spos6b, w otoczeniu punktu z =0 mo-
zemy okresli¢ element funkcji analitycznej, gdyz w punkcie z =0
znana jest wartos¢ funkcji Lg 8(z) i jej kolejnych pochodnych
wszystkich rzedéw. Poniewaz funkcja okreslona przez ten element
jest, jak wiemy, funkcjg catkowitg, wiec odpowiadajacy temu ele-
mentowi szereg jest zbiezny w calej plaszczyznie- i identyczny

z rozwinieciem na szereg funkcji 8 Mamy wiec

) Logw 8(2) = 8
Oznaczmy 8(z) przez Z. Wtedy z musi by¢ jedng z wartosci
(Z), przyczem niech bedzie
W' = (v(/n, v In—1,...., +wi2, *w/l);
w takim razie, jak wiemy z ustepu 10,
N = (y™/n—1, v™n—2,...., V<2, 1/7>1),

a gatez Logw 8(z) jest wtedy wiasnie réwna
Lg 8(2)-4-—

W ten sam sposob traktowalibysmy funkcje
Log« 8(z), Log™ 8(2), i t. d.

12. Okreslenie pewnej klasy funkcji catkowi-
tych. Warunek dostateczny przynaleznos$ci funkcji
dotej klasy.

Zajmiemy sie teraz pewnem twierdzeniem teorji funkcji ana-



litycznych ogdlniejszej natury; tem nie mniej w rozwazaniach na-
szych bedziemy postugiwali sie wihasnosciami funkcji £(Z). Niech
<9(?) bedzie funkcjg dang; utwdérzmy ciag funkcji &(E}, (9. (?),

(£),°¢°e, <, (E),*e*m> przyczem () =Log®l & (?), (9, ()=
= Log®! @x(?),...., 9, (?) = Log®" ®n_t (?)....... Funkcje & (?) zali-
czymy do klasy K wtedy i tylko wtedy, jesli wszystkie funkcje
ciggu nieskonczonego & (?), (9t (?), <@ (?),... ., <%, (?),.... sa funk-
cjami catkowitemi. Nalezy jeszcze okresli¢ Scisle, co oznaczajg sym-
bole Log® (9(?), Log® (9(?) i t. d. Uczynimy to podobnie, jak
w ustepie 11. Niech ?, oznacza liczbe, spetniajagcg rownanie
Q(?1) = & gdzie b=e? i rzeczywiste. Dla ? =7?,, przyjmiemy

() = Lg b, <9 (?,) =Lg, 6,...., <O, (?) =1Lg, J,...; wszystkie
te liczby Lgn b sg rzeczywiste, poniewaz b =¢? Dla ?=7?,
i w otoczeniu dostatecznie matem tego punktu bierzemy Log®
rowne Lg; funkcja (9, (?) ma warto$¢ Lg 6 w punkcie ?t; pocho-
dne wszystkich rzedow tej funkcji majg tez wartosci w zupetnosci
okreslone i rzeczywiste dla ? — ?,; widzimy wiec, iz odpowiada-
jacy element funkcji analitycznej, mianowicie szereg potegowy
rozwiniecia (?) jest w zupelnosci przez nasze zatozenia okre-
Slony; poniewaz za$ zakladamy oprocz tego, ze &l (?) jest funkcja
catkowita, jest ta funkcja okreslona przez otrzymany szereg w ca-
tej ptaszczyznie zmiennej ?. W ten sam sposob okreslimy &2 (?)
<GS (?) it d Te wyjasnienia konieczne byly dla wyjasnienia zna-
czenia symbolu Log we wzorach, okreslajagcych (9, (?), ®2 (?), i t. d.
Widzimy, iz symbol Log oznacza wartos¢, ktéra moze by¢ warto-
Scig gtéwna, np., jesli ? nalezy do otoczenia punktu ale moze
by¢ jakgkolwiek wartoscig inng, w zaleznosci od .

Czy klasa K nie jest pusta? By funkcja &2 (?) byta funkcja
catkowita, trzeba i wystarcza, by <9 (?) — a®® = ¢"®; by, oprécz
tego, <9, (?) byto funkcjg catkowita, musimy wzigs¢ <9 (?) = a2 [<92(?)J
i t. d. Nie jest wcale widocznem, a priori, ze mozna uczyni¢ za-
dos¢ warunkowi, by wszystkie funkcje < (?), jakgkolwiek bytaby
liczba catkowita dodatnia m, byty funkcjami catkowitemi.

Otéz jest to w istocie mozliwe. Wystarczy wzigs¢ (9(?) =
= ${H(?)}, gdzie 8(z) oznacza funkcje nadwyktadnicza, a H(?)
dowolng funkcje catkowita zmiennej ?. W rzeczy samej, wtedy
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i wszystkie te fuunkcje sg funkcjami

catkowitemi.

Klasa K nie jest wiec pusta.

13. Warunek konieczny i dostateczny przyna-
leznosci funkcji do klasy K.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne, iz kazda funkcja,
nalezgca do klasy K jest ksztattu gdzie H(£) jest funk-
cja catkowita.

Przypus¢émy wiec, iz O(£) nalezy do klasy K. Utwérzmy
funkcje H(£) przy pomocy funkcji nadlogarytmowej i funkcji
<9(£), przyczem okreslimy ja w otoczeniu punktu £ = £j, (patrz
12); mianowicie w punkcie i w otoczeniu punktu funkcja
H(g) bedzie okreSlona przez r{<9(£)}; mamy w ten sposob ele-
ment funkcji analitycznej, okre$lony przez pewien szereg, zbiezny
wewnatrz pewnego kota o Srodku w punkcie Okreslmy funkcje
H(£) w catym obszarze istnienia, jako funkcje analityczna, ktorg
otrzymamy przez przedtuzenie analityczne tylko co wspomnianego
elementu; jasna rzecz, 1 {©(f£)} zmieni sie na Tv{©(")}, gdzie
wskaznik gateziowy N zaleze¢ bedzie od £ i od drogi, wzdtuz kté-
rej uskutecznialiSmy przedtuzenie od do £, przynajmniej od tej
drogi zaleze¢ by mdégt. Lecz w danym razie droga wplywu miec
nie bedzie; funkcja H(E) jest funkcja jednowartosciowg. W rzeczy
samej, dla £= mamy O(Ex)=0b i H(EY) = T (#\ czyli war-
to$¢ rzeczywista. Poczawszy od punktu t = wyobrazmy so-
bie jakakolwiek droge | po ktorej dojs¢ mozna do punktu f. —
Mamy TZ (£) = £(Z), gdzie Z— O (E) = an {©, (£)}, poniewaz O (£)
nalezy do klasy K, tak, iz JZ(E) = C{a,, [0, (E)]}; gdy £ opisuje
kontur zamkniety, jakikolwiek zreszta, 0,, (E) opisuje takze kontnr
zamkniety w odlegtosci skoriczonej, a wiec Z — an{<9, (£)} opisze
kontur zamkniety, ktory nie otacza zadnego z punktow coj, co2,...,
<y, (patrz 6). Poniewaz w poprzedniem rozumowaniu n jest liczba
dowolng, wiec mozemy poprzedni wynik zastosowaé¢ do wszystkich
punktow zbiorn (co); tak wiec, gdy £ opisuje droge zamknietg |,
Z=&(g) opisze tez droge zamknietg I', nie otaczajgcg Zzadnego
z punktéw (co). Nie mozna ztad wnioskowaé, oczywiscie, iz I' nie
przecina cie¢ konturu L, ograniczajagcego obszar Z), tak iz funkcja
1?2(£), identyczna z funkcjg T{<9(£)} w otoczeniu punktu £ =
staje sie rowng funkcji TN {0 (£)} przy odpowiedniej wartosci £.
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Tem nie mniej twierdzic mozemy, ze funkcja H(E) jest funkcja
jednowartosciowag w zakresie istnienia Pozostaje zbadac, jakie oko-
licznosci zachodzg, gdy droga I' ktorg opisuje Z przechodzi przez
ktorykolwiek z punktéw (ta). Zauwazmy przedewszystkiem, iz przez
pnnkt kontur 1' przejs¢ nie moze, gdyz réwnanie <9(f) =cal =0
nie ma pierwiastkdw. Zbadajmy teraz, co bedzie miato miejsce, gdy
od punktu £, poczawszy, zbliza¢ sie bedziemy do punktu £2, przy-
czem O(£2) =w, = 1; drodze | od £, do odpowiada w ptasz-
czyznie zmiennej Z droga |I' od punktu 1) do punktu w2 Twier-
dze, iz droga I' musi przecig¢ kontur L na odcinku miedzy ko-
tami C i Cj. W rzeczy samej, z O (£,) == 1 wynika, iz <® (£2) =

= ki, przyczem k= =*x 1, + 2,.... ale warto$¢ liczbowa k =10
jest wykluczona (K). W otoczeniu punktu mamy
H"™=T(Z) = al(Z), r Q@

gdzie Z=0(f), Z' — Lg®© O (£) = Lg®© Z, przyczem tu Lg®© ozna-
cza Lg. Gdy teraz t, opisuje droge |, a Z droge I', we wzorze (2)

wspotczynnik przy i w Z' zmienia sie od 0 do — k, (przyczem

k == 0). Dowodzi to, iz droga I', ktérg nakreslit punkt Z w plasz-
czyznie zmiennej zespolonej Z, musiata przecia¢ przynajmniej raz
ciecie na konturze L, i to na odcinku miedzy kotami C i C/
oczywiscie, droga I' moze oprécz tego przecig¢ kontur L i w in-
nych miejscach. Gdy wiec, przedituzajgc funkcje H(E) od do £2
wzdtuz drogi Z dojdziemy do punktu £2, to otrzymamy jednocze$-
nie zmiane galezi gtéwnej T (Z) na galez (2), przyczem wska-
znik gateziowy N ma wartos¢:

N=~/p, kNp—1,k™/2, &),

przyczem kM, kIr~"\.... ., /*© moga by¢ dowolnemi liczbami ciggu
0, +1 +2,, x=n,..., gdy tymczasem k() —k =[=0.

Tak wiec w otoczeniu punktu mamy: H (£) = TN{(9 (E)};
lecz dla kazdej gatezi funkcji nadlogarytmowej o wskazniku N,
w ktorym k” == 0, punkt Z — 1 jest punktem regularnym. W punk-
cie a=  funkcja jest regularna i ma warto$¢ w zupetnosci okre-
$long &) = z; (i).

Tak samo udowodnimy, ze funkcja H (£) jest regularna
w punkcie gdzie £s speinia warunek O (£3) — co.. Przedtuzajac
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funkcje H(E) od £ do przekonamy sie, ze funkcja (% (£) w oto-
czeniu punktu osiggnie warto$¢, ktdrg mozna przedstawi¢ w po-
staci: Lg [Lg €?(E) ---7-7-1-----------7;1-gdzie liczby vl i v2 nie mogg
jednoczesnie mie¢ wartosci zerowe, gdyz inaczej w punkcie £3 mie-
libySmy (9, (£s) = 0, co jest niemozliwe. Przedluzajagc wiec H (£)
od do £9 wzdluz drogi I, dojdziemy do punku z wartoscig
7v (Z2) funkcji nadlogarytmowej, przyczem

N= (W/p, KNp—L , k<w/2, F>/1),

przyczem .kw = vt, kw = tak iz kw i k ' nie moga by¢ jedno-
czes$nie zerami. W otoczeniu wiec punktu £3 mamy j? (£) = 2\{<9(£)},
a w samym punkcie E, mamy H (£s) = Ty, (m3). Regularnos¢ funk-
cji H(E) w punkcie £3 wynika ztad, iz punkt a3 jest punktem re-
gularnym dla omawianej gatezi TN (Z) funkcji nadlogarytmowej.
To samo rozumowanie stosuje sie do kazdego punktu spetnia-
jacego réwnanie <9(£) = co,. Dochodzac do punktu £n, otrzymamy
warto$¢ funkcji H (£), ktéra — przez posrednictwo funkcji nadlo-
garytmowej — wyraza sie gatezig o wskazniku IV, przyczem wska-
znik ten jest tego rodzaju, iz dla gatezi TX(Z) punkt Z = oj, jest
punktem regularnym i H(£,) = TN (<»,,).

Przejdzmy teraz do punktow spetniajacych warunek
© =¢? Punkty te sg odosobnione. Ztad wnioskujemy, iz za-
kres istnienia funkcji H(g) obejmuje z pewnoscig catg plaszczy-
zne zmiennej — Poniewaz funkcja H(£) jest jednowartoscio-

wa, wiec punkty o ile nie sg punktami regularnymi, moga by¢
tylko punktami istotnie osobliwymi lub biegunami. Gdyby punkt

byt wiec punktem osobliwym dla H(£), to musiatby byc¢l)
punktem istotnie osobliwym dla funkcji 8 {H (£)}, co jest niemo-
zliwe, bo jak tatwo sprawdzi¢, funkcja 8{H(£)} jest funkcjg cal-
kowita, t. j. regularng w calej ptaszczyznie. Tak wiec H (£) jest
funkcja catkowitg. Poniewaz H(£) = &{& (£)}, wnioskujemy, iz
& () = 8 (H (E)}, co trzeba byto udowodnic.

* Dowdd tego twierdzenia jest bardzo *tatwy i pomieszczony bedzie
w dodatku.
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DODATEK.

Dowdd twierdzenia pomocniczego.

1. Wystowienie twierdzenia pomocniczego i zna-
kowanie.

Mamy zamiar udowodni¢ w tym dodatku twierdzenie pomo-
cnicze, ktorem postugiwaliSmy sie w ciggu niniejszej pracy. Twier-
dzenie to jest nastepujgce: niech M oznacza dowolny punkt obszaru
_D; w takim razie H_r&% M_,, =", przyczem zbieznos¢ ma miejsce

jednostajnie.

Woprowadzmy nastepujgce oznaczenia. Punkt M odpowiada
wartosci z = x-\-iy na ptaszczyznie zmiennej zespolonej; punkt M_n
odpowiada w ten sam spos6b punktowi s _n = x._,, -j- iy_n, przyczem
z n—Lgnz Lg, ma to samo znaczenie, jakie nadaliSmy temu sym-
bolowi poprzednio. Wprowadzmy jeszcze spotrzedne biegunowe r_,,
i O_n punktu M_,, tak iz x_,, =r_n cos y n=r_n sin
Twierdzenie nasze moze wiec wystowi¢ w sposéb nastepujacy: dla
dowolnie matego £ = 0, istnieje liczba W, niezalezna od potozenia
punktu M wewnatrz taka, iz dla kazdego n = AJ zachodzg nie-
réwnosci

| | <e J|a_,—e“|<e

2. Dowdd twierdzenia pomocniczego w wypadku,
gdy punkt 3/ znajduje sie w obszarze, stanowigcym
pewng czes¢ obszaru D.

Dowod twierdzenia pomocniczego podzielimy na dwie czesci.
Nakreslmy na ptaszczyznie zmiennych x,y prostg x =¢e? 0,
prosta ta podzieli ptaszczyzne zmiennej zespolonej z na dwie pot-
ptaszczyzny Q! i Q2. W tym ustepie ograniczymy sie do punktow
M, nalezgcych do Q2 w takim razie x e? €0, gdzie e0 = 0,
i moze byC liczbg tak mata, jak sie podoba, w kazdym razie mniej-

ea— e&
sza od —i
Zauwazmy przedewszystkiem, iz jesli M nalezy do obszaru
to punkty M_i, i wszystkie nastepne nalezg do tegoz
obszaru Q2.
- W rzeczy samej, @ j=Lgr Lg(? 3)=> e?-\-£0, tak
wiec x_ " nalezy do Qt i t. d.
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Mozemy przyja¢, bez zmniejszenia ogélnosci dowodu, iz ®*=0;
w takim razie bedzie zawsze 0, przyczem, o ile M nalezy
do e,, to rowniez © , <g.

Podamy teraz szereg prostych zaleznosci, ktorymi postugiwaé
sie bedziemy w toku rozumowania.

Z réwnosci:
(1) o:_(,+) = Lgr_,,,
wynikaja nastepujgce nieréwnosci:
(2) ® (n+)>Lga:_,
(29 r_(n+)>Lgr_,,,

przyczem réwno$¢ zachodzi tylko wtedy, gdy punkt M, nalezac do
Q2, lezy na osi liczb rzeczywistych. Dalej, mamy:

(3) my (,+) = ©_,,, gdzie m = ae~a
Wreszcie z poprzednich otrzymamy

< ®-(-+n <
«r-(m>) ®-n aX~(n+)

Ze wzordw (1), (2), (3) i (4) wysnujemy teraz szereg wnio-
skow.
* Wezmy pod uwage dwa ciagi:

®) r, M ppeeeey T e
(6) X, XN X t,..... Xn,...

Na mocy (1) liczby 'drugiego ciggu sg logarytmami liczb
pierwszego ciagu. Jesli wiec jeden z tych ciggébw dazy do granicy
to i drugi posiada te samg granice; tak samo oba ciagi s3 je-
dnoczesnie rosnace lub jednoczesnie malejace, o ile to ma miejsce
dla jednego z nich.
2°. Jesli @ =0, ciagi (5) i (6) sa identyczne. Ciag jest ro-
snacy, o ile x ea (lecz x*>¢? e0); cigg jest malejacy; jesli
a:>>ea; jesli ar=ea, wszystkie wyrazy ciggu sg sobie rowne. W kazdym
z tych trzech przypadkdw granica jest e . Niech N oznacza wigk-
szg z dwdch liczb

I (7 -]- eO}f .
1(e" — '
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gdzie R jest promieniem kota (7, a E (z) oznacza najwieksza liczbe
catkowity, zawartga w z. O ile n=N i M nalezy zarazem do D
i to
T, —eal<e

Tak wiec we wszystkich rozwazaniach nastepnych mozemy
przyjac, iz ® = 0.

3°. Jesli w ciggu (6) mamy x_k el to wszystkie nastepne
wyrazy spetniajg ten sam warunek, t. j. a? (stl)=>e" (dla | > 0).
To samo sie stosuje do ciggu (5). To wynika z (2) i (2).

4°, JeSli w (6) mamy x k<<e“ to a> (H/) =5 tak samo
nierownos$¢ r_k < e“ pocigga nieréwnosé =r_j. Wynika to
tez z (2) i (2D).

5°. Jesli zatozymy, ze wszystkie wyrazy ciggéw (5), a wiec
i (6) sa mniejsze od ex, to na zasadzie poprzedniego ciagi te sg
rosnace, i jak tatwo udowodni¢, daza do granicy e W rzeczy sa-
mej, potézmy x << ea; wtedy

«i=1Lgr Lga czyli<j=> gdzie ==1Llg
= Lgr_x = Lgo>x > Lgpx, czyli a:_2 > pa, gdzie = Lg pp,

_(W)=1Lgr_, =Lg x_.=Lgp, czyli x_(+} =pt, gdzie p,=Lgp,_,;

Lecz !lfgg p, —¢e®, a jednoczesnie pl<C <7 e®; ztad wy-

nika, iz lim x_,, = ea

6°. Tak wiec, albo wszystkie wyrazy ciggow (5) i (6) sa
mniejsze od ea, i wtedy ciagi zmierzajg do granicy e, albo tez, za-
czawszy od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sg wieksze
od e Potozmy v) — 77119« j+ 1 jeslin>?2, to z pe-
wnoscig x_n=ea—e, gdyz ta nierownos¢ jest spetniona wj obu
wymienionych przypadkach, ktdre wyczerpujg wszystkie mozli-
wosci.

7°. Wezmy teraz pod uwage katy biegunowe @ t; zaczawszy
od pewnego miejsca stanowig one cigg malejacy. W rzeczy samej,

x ®

na mocy (4), wystarczy, by a,. (,#/)> — bo wtedy(mniejsze
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A X i i i . ea(l/a__ 1)
jest od jednosci. Jesli nj>va i jesli e < —'\ to
a

e -7 1

T. g U

waz to sie stosuje do kazdego n >>v0, mamy, postepujac w tenze
sposéb kolejno

Jesli wiec Z>E
Igh

Potézmy wiec vi=vt-]-E ° " 4 1.
Ig *0

UdowodniliSmy wiec, iz skoro tylko n = vt, to niezawodnie
0< =E

Biorgc pod uwage, cosSmy dotad otrzymali, widzimy iz dowdd
mozemy uwaza¢ za osiggniety w przypadku, gdy wszystkie wy-
razy ciggu (5) i (6) sg <<e“

8°. Pozostaje do zbadania przypadek, gdy od pewnego migj-
sca wszystkie wyrazy ciagow (5) i (6) sa wieksze od ea

Przypusémy, iz n> vl i ze oprocz tego w ta-
kim razie, twierdze, mamy takze takgz nierébwnos¢ a;_(n+i+,)<;a:_(,*1),
(dla 1 = 0), dla nastepnych kolejnych wyrazéw. W rzeczy samej:

®-(»t0 = Lg Lg ; lecz x_Cn+i) << x__ pocigga

Lg® (bt/) << Lgx tak samo n = v0 pocigga Lg os T <
Lg----- —— dodajac do’sicbie’stronami tylko co napisane nieréw-
nosci, otrzymamy a? (,+2) < x_¢,,” tak samo a? (n+,) < it d

Ten sam dowdd dla ciggu (6).
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9°. Poprzednio otrzymany wynik wystowi¢ mozna w sposdb
nastepujacy: w rozpatrywanym przypadku ciggi (5) i (6) albo s
stale rosnace, albo zaczawszy od pewnego miejsca stale maleja.
Zobaczymy zaraz, iz pierwsze z tych dwoch przypuszczen jest nie-
mozliwe, t. j. ze ciggi nasze nie mogg by¢ stale rosngcemi; gdyby
bowiem byito dla kazdego n poczawszy od pewnego
miejsca, to nasz cigg albo posiadatby granice 2 =¢“, albo tez rést
nieograniczenie, tak iz lim x_n— o0o. Lecz ani jedno ani drugie nie

moze mie¢ miejsca, gdyz, w pierwszym przypadku, 2 musiatoby
by¢ liczbg, czynigca zado$¢ réwnaniu 2 =Lg 2, jak to widac,
przechodzac do granicy w rownosci x_(,+) — Lgx n  Lg cos Q_,,.
Z drugiej strony, or_(H+/) = a:_k pociagga:

O<x_+-LgN<L.g-eJ™_,

co jest sprzeczne z przypuszczeniem, iz liczby ciggu x_k nie sg
ograniczone od gory.

Tak wiec wyrazy ciggow (5) i (6) poczawszy od pewnego
miejsca stale malejg; ale w takim razie posiadajg granice, ktéra
to granica nie moze byC¢ rézng od e“, jako spetniajgca réwnanie
2 = Lg 2. Tak wiec istnienie granicy i w tym przypadku zostato
udowodnione. Pozostaje ustali¢ jednostajng zbieznosc.

10°. Nierownosc > x_k pocigga za sobag nieréwnosci
/\__Lg/\<|_g_TM i ""—I_g"""l_g—"L—; nie-

zaleznie od tego, czy x_k e\ czy tez x_k< druga z tych nie-

réwnosci bedzie spetniona, o ile tylko > ea
Ztad mozna otrzymac¢ nastepujacy wniosek: istnieje liczba vs,
posiadajaca te wiasnos¢, iz w ciggu (5) dla n [X_,,—e“| <e,

o ile wszystkie wyrazy rosng az do wyrazu x_p, gdzie p  v.2
Liczbe v2 otrzymamy w sposdb nastepujacy: niech v' ozna-

cza liczbe taka, ze n~"Vv' pociagga Lg -o0a gdzie liczba {]
jest w ten sposéb dobrana, by warunki

£=¢" i E£-LgE<i7
pociggaty £E—e"“ <s;

fatwo sprawdzi¢, iz taka liczba V' istnieje; liczbe v2 wybieramy
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tak, by byfa réwng wiekszej z pomiedzy dwdch liczb v' -|-1 i r0;
ta ostatnia ma znaczenie, ustalone poprzednio.

By uzasadni¢ nasze twierdzenie, powrdémy do ciagu (5).
Niech x k oznacza ostatni wyraz tego ciggu mniejszy od ea, tak iz
juz = ¢“ przypusciliSmy, iz wyrazy ciagu (5) rosng az do
x_p, tak iz jeszcze x_(f,_t) < x M lecz juz x_r = a? (pt/), poczawszy
od tego miejsca, jak wiemy, wyrazy stale malejg; oczywiscie p *>k.

Podzielmy wartosci n na trzy grupy, mianowicie: 1)

2) k 3) n>p; pierwsza grupa moze nie istnie¢, druga
zawiera przynajmniej jedng liczbe, poniewaz przypusciliSmy, iz
p ; trzecia grupa obejmuje wszystkie pozostate wartosci n.

Udowodnimy stuszno$¢ nieréwnosci

rozpatrujac po kolei wartosci n pierwszej, drugiej i trzeciej grupy
Niech wiec poniewaz wiec N~
a wiec, dla tych wartosci n, na mocy poprzednich rozwazan

0 <ea— <e,
jak nalezato udowodni€.
Niech teraz k w takim razie
0 <X — LG X N <r LsQsgz—----- <py

poniewaz n>vt ip— 1 V', a wiec
0<xn—ea<f{,

co jest réwnowazne z |Xx_n—ea e w danym przypadku.
Niech wreszcie w takim razie

g“<xn<xt, awie 0<xn—e< x f—& <e

OsiagneliSmy wiec pozadany, wynik.

11°. Pozostaje nam udowodni¢ zbieznos$¢ jednostajng ciggu (5)
ku granicy ea. w przypadku nieobjetym poprzedniem rozumowa-
niem, t. j. gdy w ciggu (5) wyrazy zaczynajg male¢ poczawszy od
wyrazu o wskazniku p < 12,

Niech vs oznacza liczbe, speiniajaca warunek v3  v2 i taka,
76 0 < <e' —°-—-ejak tylkon v3 wiemy, ze taka liczba

—Cc

vt istnieje.
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Wezmy pod uwage zaleznosci nastepujace:

N-G-rWw-O = —+ Lg ———Ffc
CoS

dlaz=0, 1 2, 3,.... i zastosujmy do nich nierdwnos¢:
.Lg(™»+1B)<Lg2 + B,

ktora sprawdza sie dla A = « i B = 0; wszystkie liczby a:_(v) )

spetniajg nierdwnosé a?_(V3+) > e_’ gdyz ciag nasz jest malejacy,

co moze mie¢ miejsce, gdy wyrazy sa e“ i tylko wtedy. Otrzy-
mamy:

» W) = Lg ™(.+,, + Lg <Lg,t.+ Lg -+

Lg cos

= Lg» 4-19,,3 (tu<lg,g,,+Lg cIs _ +

£ |_gCos Lgcos S
i t. d. Wreszcie mamy:
i=i-i i
0> (b+j) < Lg;x n+ WV Lg ; liczba n = vt
«=0
Woprowadzmy teraz liczbe
I0=E
jesli 1 2o, to zachodzi nieréwnosc
ex < Lg,x,, <ead- gdzie n=v3

Z drugiej strony, poniewaz ®_, << e' <C fa to zasadzie poprzed-
niego @_(.+) < @ () < + ®—,-, ®-(n+to < kol ®-,, << ko1«»
dlaz=1, 2, 3,... Dalej,
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Y8 cos 0_ (.40 2 'cosl{f. & (+0} 2 cos!

gdzie 0 < <« <1, Mozemy przyjac e' tak iz 2 cos?

w takim razie mamy nierownosc¢:

Sumujac szereg podobnych nieréwnosci, otrzymamy:

2 Lgcos ® )< E{!+"+"N+ 10} <

poniewaz ki <Z r7=', (k0 ma warto$¢, ktora byta okreslona poprze-

dnio, patrz w tymze ustepie 7°). Stad ostatecznie:
t=1~i

X_(,+1)<<Lgj3._, + 2"Lg-0sAT-<Ea4-J + |, o ilerc="

i 1>1la tj.
<X <P e

dla kazdego n /0, co trzeba byto udowodnic.

12°. Dowdd jednostajnej zbieznosci, o ile dotyczy czesci Qt
obszaru D jest wiec doprowadzony do konca. Zanim przejdziemy
do rozszerzenia dowodu na caly obszar 7), zauwazymy, iz dla pun-
ktow. znajdujacych sie wewnagtrz kota P' zatoczonego z punktu e*
jako ze $rodka promieniem ea — — £0 mozna da¢ bezposredni
dowdd zbieznosci, nadzwyczajnie prosty.

Wezmy pod uwage funkcje:

1 iz e i@ e

gdzie rozwiniecie na szereg jest zbiezne dla -———!' < 1 i zbadaj-

my te funkcje na kole P o promieniu ea—  zakreSlonem z pun-
ktu ex. Maximum modutu funkcji analitycznej (5(z) na kole P ma
miejsce, jak wida¢ z szeregu, w punkcie z—¢? tego kota, i war-
tos¢ ta réwna sie 1. Tak wiec, na kole P' wspotsrodkowem o pro-
mieniu mniejszym i wewnatrz tego kota P', mamy ; «)| <P<1-
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Jesli wiec z jest wewnatrz Z to |[Lgz—¢& | < K.|z—ea| tak iz
Lg z nalezy do tego obszaru. Mamy dalej

ILg, z—e“| < K iLgz—ea| < K2 |z—e"][,....
lLg,z—¢ < KJLg,., 2—e"| < K". |z—e"|
Poniewaz K < 1, wnioskujemy ztad, iz rlllgg Lg,, z — ea jednostajnie.
M

3. Stopniowe rozszerzenie dowodu na caty ob-
szar D.

a) Pierwsze rozszerzenie.

Przeksztatcenie zy — Lg z zamienia punkty, lezace zewnatrz
kota e 0 promieniu =e& -j-e, i zakreSlonego z punku poczatko-
wego spoétrzednych jako ze Srodka na punkty obszaru Q2. przy-
czem Ej = {aP—1). moze by¢ dowolnie matg liczbg wraz z e0.
Tak wiec istnienie punktu granicznego e® jest zapewnione dla
wszystkich punktéw zewnatrz kota <. Jesli teraz chcemy oprocz
tego zabezpieczy¢ zbieznos$¢ jednostajng, to ograniczymy sie do pun-
ktéw, lezgcych wewnatrz kota C o promieniu R, ktore to koto
wchodzi w skiad konturu L, okalajgcego obszar D. W rzeczy sa-
mej, punkty wewnatrz kota C przeksztatcajg sie na punkty, kto-

. Lo . T .
rych odcieta .1 <(Lg 7?; poniewaz oprécz tego y —, wiec punkt,

lezacy w pierscieniu miedzy okregami o i (7, przeksztatci sie na
punkt lezacy nie tylko wewnatrz Q2, ale takze wewnatrz C, t. j.
naleze¢ bedzie do Z), poniewaz, zakladamy, iz R jest dostatecznie

wielkie, tak ze spetniona jest nieréwnos$¢ (Lg R)2-1-— < R2

b) Drugie rozszerzenie.

Na mocy poprzedniego, przy dalszych rozszerzeniach mozemy
bra¢ pod uwage punkty, lezace wewnatrz a. i tylko te punkty.

Zauwazmy, iz jesli w ciggu JZ, JZ 2) -327S,+ v e, ktéry-
kolwiek z punktéw, dajmy na to punkt JZ M wyjdzie z o, to
i wszystkie nastepne punkty JZ_(i+1), Jf_(13)........ , beda leze¢ ze-
wnatrz a.

Wydzielmy wewnatrz a zbiér punktéw, dla ktérych kat bie-
gunowy 8 spetnia nierébwno$¢ @ >> ®0, gdzie @0 = 0 jest liczbg
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lowolnie matg, w kazdym razie tak matg, by speiniata pewne wa-
runki, ktére niebawem okreslimy.

Twierdze, iz istnieje liczba N, posiadajagca te wiasnosé, iz
kazdy punkt M obszaru < dla ktérego @] >> @0, ,,wyjdziell z a
conajmniej po N przeksztatceniach, przyczem to wyrazenie ,wyj-
dzie* oznacza, iz punkt M_N juz do o nie nalezy. .

W rzeczy same, jesli jest katem biegunowym punktu
M_n. potozonego wewnagtrz ¢, w takim razie, na mocy (4) mamy

Q-n ea = <
ar_ n firn ,
— (f - o . .
poniewaz r_,, << —C0 z pewnoscig bedzie mialo miejsce, jesli
< e? co zaktadamy. Tak wiec
. e? . . . . . .
dzie ko est liczbg, zawartg miedzy — i 1. Poniewaz
g 00? +£i) ) a a mieczy

tylko co otrzymana nier6wno$¢ stosuje sie do wszystkich wskazni-
kéw, mniejszych od n, wiec stad otrzymamy

Niech teraz n — N, gdzie N oznacza liczbe catkowitg dodat-
nig, spetniajaca nieréwnos¢ k” * @ = 1. W takim razie otrzymamy
> 1, a wiec dalej

1 e?
rr-N yN=— -+ £1,

co dowodzi, iz nie wszystkie punkty n'=1, 2, 3,..., N mogg na-
leze¢ do a

Mozemy wiec uwaza¢ za udowodnione istnienie granicy e dla
wszystkich punktow M spetniajacych warunek \®\ > @0; punkt
poczatkowy nalezy, oczywiscie, uwaza¢ za wykluczony. Lecz jesli
chodzi o zbiezno$¢ jednostajna, nalezy okaza¢ nietylko, iz punkt
M_N bedzie lezat zewnatrz o, jak to zrobiliSmy przed chwilg, ale
Ze pozostanie wewnatrz 2), t. j. ze bedzie wewngtrz C. W tym
celu nalezy wykluczy¢ otoczenie punktu poczatkowego przy po-
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mocy kota, ktéremu damy promien = . W rzeczy samej, jesli
punkt M jest zewnatrz kota Cl; to i punkt M_x bedzie spetniat ten
sam warunek, o ile j?®0 = m, co przyjmiemy, poniewaz y i = —
i w takim razie —>> — Z drugiej strony @2 =

=Lgr= —Lgl? a wiec <(LgR2+ <R2czylir x<R,

co dowodzi, iz punkt M_r jest rzeczywiscie wewnatrz C.
Tak wiec twierdzenie o punkcie granicznym ea mozemy uwa-
za¢ za udowodnione dla wszystkich punktéw obszaru O, z wyjat-

kiem tych, dla ktérych promien wodzacy r i tych, dla kto6-

rych kat biegunowy @ speinia warunek !'@j~@0. Obszar ten do-
tychczas nie objety naszym dowodem zawiera wewngtrz punkty
CtA, c02, ... i punkt e\

¢) Trzecie rozszerzenie.
Przytagczymy teraz punkty, ktérych odlegtos¢ od punktu po-
czatkowego zawarta jest miedzy ! i a“? gdzie A > 1 jest liczba,

ktora zalezy od obszaru D za posrednictwem liczby catkowitej n,
(n jest liczbg kot (\, C2,..., C, nalezacych do okreslenia Z>); war-
tos¢ tej statej w zaleznosci od n ustalimy pézniej. Tak wiec oka-
zemy, iz twierdzenie o0 granicy e“ stosuje sie i do punktow, dla

ktorych | @0 byleby tylko = re=aT.

W rzeczy samej, punkty, dla ktérych — <(r < a «, prze-

ksztatcajg sie na skutek podstawienia z' = Lg Z na punkty pasma,

zawartego miedzy prostemi rownolegtemi x LgR i x

ktore to punkty lezg catkowicie w tej czesci obszaru D, dla ktorej
twierdzenie o granicy na mocy poprzedniego rozszerzenia stosuje
sie w zupetnosci; nalezy, oczywiscie, przyjg¢ takze pod uwage, iz
n n

=Y <

Rozpr. Polskiego Tow. matem.
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Zauwazmy, iz przez tylko co wykonane rozszerzenie osiggne-
liSmy obszar, ktory mozna utozsami¢ z obszarem D w wypadku,
gdy n =1, t. j. mozemy uwaza¢ nasze twierdzenie za udowodnione
w przypadku, gdy obszar D utworzony jest przy pomocy C, C, i yv

d) Stopniowe dalsze rozszerzenie przez indukcje.

W przypadku, gdy n =2, t. j. gdy D utworzymy przy po-
mocy C, Ci, Ct i y2, do poprzednio otrzymanego obszaru dolgczy-
my punkty, ktérych odlegtos¢- od poczatku spétrzednych zawarta

[
jest miedzy a“ i a® “ cos @0. W rzeczy samej, twierdzenie o gra-

i i
nicy e stosuje sie i do punktow, dla ktérych as<Zr <ja'~R cos @0,

gdyz po zastosowaniu jednego przeksztatcenia z' = Lg z punkty te
zamieniajg sie na punkty, lezace wewnatrz pasma utworzonego

A

. . 1 - .
przez dwie proste rownolegte x = "- i x—a " cos , ktore to
XI

punkty catkowicie mieszcza sie w obszarze, dla ktorego istnienie
granicy e“ zostato udowodnione na mocy poprzedniego rozszerzenia.
W podobny sposéb postepujemy kolejno dalej. Nowe rozsze-
rzenie daje nam obszar, ktory mozna utozsami¢ z D dla « == 3;
nastepne rozszerzenie pozwoli osiggna¢ przypadek n=24 i t. d.
Obszary pierscieniowe, ktore kolejno przytgczamy sa

1 -A

al wreszcie a,.

X
gdzie bl(a-B) =\ (u) = a“cos ®, bt(u) =4 IMeM >,
bt (W) — ab"«<C0B ®»,...., bn_t (u) = a'»-»<>((B @»

By szczeg6ty rachunkéw doprowadzié do konca, wygodnie

jest zmieni¢ nieco wspomniane wyzej obszary pierscieniowe, zwe-
— thjL — —

zajgc je nieco. Zamiast a—" wezmiemy 1Fi << a " zam*ast aS
wezmiemy “B_-g-«i, gdzie —e—1; zamiast 2 (a ¥  weZmie-

my al R. Taka zamiana bedzie uprawomocniona, o ile odpowiada
rzeczywiscie zwezeniu, co bedzie miato miejsce, oile R > 1 -(-mA
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H _ _</\ “
1 ms}i e

dni przyjmuje postac:

cos ®0: potozmy Th w << 1; warunek poprze-

1 —w << e~* cos @0; (8)

nierowno$¢ ta bedzie spetniona, o ile ® w = .

Nastepne rozszerzenie daje nam obszar pierscieniowy

ktory zastgpimy obszarem:

m amfy
al+K r  «0 B,

co jest uprawomocnione, o ile 1------ T <(e * ~cos 00; kiadac

ir = w, odnajdujemy znéw ten sam warunek (8), ktory wiec be-

dzie spetniony, o ile @0“™—j—; pozatem musimy zatozy¢, iz

K= a \ 1

2
Strefg pierscieniowg a, 1 r i, (a “) zastgpimy naste-
stepujgcg wezszg

pod warunkiem, iz po pierwsze

R u>,
— W3

(gdzie <is =a, (o4 =a" i t. d.). a po drugie

1----6-1-rjna<3j'e “ou (:'6% @0; kiadac 'w = _Y_a’r:[82

odnajdujemy zawsze jeden i ten sam warunek (8), wskutek czego

musimy zatozy¢ warunek @0
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Strefa a4 XB) zastgpiona bedzie przez obszar
pierscieniowy
a1ty —r —amlv TR )
pod warunkiem, iz po pierwsze

A
|y apamaz _ may oo

Ti
a po drugie
R > NN tM e,

«5 "4

odnajdziemy znow warunek (8), a wiec nalezy przyjac iz

R 1

Za pomocg indukcji mozemy sprawdzi¢, iz strefa

moze by¢ zastgpiona przez strefe

z dotgczeniem warunkow

©) .

Ostatnig strefe bedzie mozna zastgpic¢ strefg

z dotgczeniem warunkow

9) i 0
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Zwezajac jeszcze bardziej pierScienr, mozna poprzednig strefe
jeszcze zastgpi¢ nastepujacg

co wymaga dodatkowego warunku:

R > con e 03 mn~* (e;-1-|]-m,+, mty )
tOn+i —

W?zér (10) uwidacznia okolicznos¢, iz nasza strefa rozposciera
sie miedzy punktami co, i uw,*/, nie siegajgc do tych punktdw,
lecz zbliza sie do nich dowolnie blizko, o ile obierzemy R dosta-
tecznie wielkie.

Poniewaz wraz z nta strefg osiggneliSmy kres naszych kolej-
nych rozszerzen, nie pozostaje nam nic innego, jak ustali¢ liczbe 2,
ktéra dotychczas nie byla okreSlona dokladnie. Mozemy naprzy-
ktad, uczyni¢ nastepujacy wybor, kladac

e — 1----, > 1.

Przy takim wyborze liczby 2 warunek (9") przyjmuje postaé
wzigwszy pod uwage, iz musieliSmy zalozy¢ poprzednio
@0 R )> m, otrzymamy ostatecznie warunek

m < R&J < 1, (12)

ktory to zwigzek pozwoli nam ustali¢ kat ©0 po uprzednim wy-
borze promienia R.

tatwo teraz sprawdzi¢, iz spetnienie nierébwnosci (11) i (12),
tyczacych sie R i @0 pocigga za sobg spetnienie sie podobnych
nierébwnosci, ktoreSmy napotkali przy przechodzeniu od jednej
strefy do drugiej, jako warunek stusznosci naszych rozumowan
i przeksztatcen; mianowicie warunki (8) bedag spetnione dla kaz-

dego k n — 1, gdyz <k t maleje, gdy k rosnie, gdy
HE] _1- ™
tYmczasemcn)kCO """ a2t Zey! IO>Li my rosnie wraz z k. To

ostatnie fatwo udowodnié, zauwazywszy, iz
w O < (ak - (a wiec lim ----— =[?). Patrz do-

datek II1I).
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Warunek (11) moze by¢ zastgpiony prostszym

(13)

Gdy dany jest obszar D, znang jest odpowiadajgca mu liczba
n. Promien B kota C bierzemy dowolnie wielki, w kazdym razie
wiekszy od liczby danej przez wzér (13). Gdy R zostalo w ten
sposob ustalone, wybieramy @0, tak by zado$¢ uczyni¢ warunkowi
(12). Jesli R jest dostatecznie wielkie, obszary wykluczone, do kto-
rych nie siegajg nasze rozszerzenia, a ktére otaczajg punkty (w)
i zawierajg je, bedg catkowicie sie miesci¢ wewnatrz kot Cx,

C,..., 0, iy, Tak wiec w obszarze D, t. j. wewnatrz kota C,

a zewnatrz kot Ci, C2,..., C, i yn zbieznos¢ bedzie jednostajna,

t. j. lim J>/_, —ea jednostajnie, co trzeba byto udowodnié.
DODATEK I1.

Mamy funkcje ztozong F(z) = 8 {H (a)}, gdzie 8 (£) jest fun-
kcjg catkowitg przestepng, funkcja FL(z) jest funkcjg jednowarto-
sciowa, 0 punktach osobliwych odosobnionych.

Trzeba okaza¢, ze punkt z—2z0 nie moze by¢ dla funkcji
H (s) punktem osobliwym, o ile tenze punkt jest punktem regular-
nym dla funkcji ztozonej F(z).

W rzeczy samej, gdyby z—2z0 byto punktem osobliwym, to
mielibySmy w tym punkcie biegun lub punkt istotnie osobliwy
funkcji H (z). Rozpatrzmy po kolei oba te przypuszczenia.

Niech z = z0 bedzie punktem istotnie osobliwym funkcji H(z).
Niech a i b oznaczajg dwie liczby, spetniajgce warunek <S(a)=)=<> (6)
i oprocz tego takie, iz w dowolnie matem otoczeniu punktu z—z0
funkcja H (z) przyjmuje wartosci a i 2 jest to mozliwe na zasa-
dzie twierdzenia Picard’a. Stad wniosek, iz i funkcja F(z) w do-
wolnie matem otoczeniu z =zn przyjmuje wartosci 8(a) i <5(0),
nieréwne sobie. Otéz to nie jest mozliwe, jako sprzeczne z zasa-
dniczg wiasnoscig funkcji regularnej w punkcie danym. Tak
wiec punkt z=mza nie moze by¢ punktem istotnie osobliwym.
Tak samo nie moze by¢ i biegunem. Gdyby bowiem w punkcie
z =120 byt biegun funkcji H(z), to byltyby w dowolnie matem oto-
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czeniu punktu z—z0 wartosci zmiennej z, dla ktdrych £= H (2
przyjmuje wartosci dowolnie mato réznigce sie od dowolnej liczby
0 modutu dostatecznie wielkim. Lecz istniejg wartosci i zmien-
nej £ o modutu wiekszym od dowolnie wielkiej liczby, takie, ze
8(fj)—a i 8f2) =1b, przyczem a==b. Stad wniosek, ze w dowol-
nie matlem otoczeniu punktu z — z0 istniejg takze wartosci z, dla
ktorych F(z) przyjmuje wartosci dowolnie mato réznigce sie od a
i od b. Poniewaz a=j=6, nie da sie to pogodzi¢ z regularnosci fun-
kcji F(z) w punkcie z=za

DODATEK I11.

Liczby m, a a, fi, e“, e? sg zwigzane licznemi rdéwnosciami
i nieréwnosciami, ktéremi nieraz positkowalismy sie w toku pracy,
a ktérych zestawienie podajemy tu dla ukatwienia przy czytaniu
tekstu.

a=-em<|/e; = a=>10<1 m<

ea " e

l<em="N<<—<e®;, "N=e~0;, a'a=ea a7?=el>;

a p
w2 =1, s = a, (di=aat,......... , <aht, = a™
1 <e” m=<of< <..,<

dla A>2; stad "t-,<a<<e-1=e¢l
<hti

majt+t <
Wj-p —



Zastosowanie algebry logiki
do teorji szyfrow.

Napisat

Edward Stamm.

Pewna klasa szyfrow daje sie zdefiniowac jako rezultat prze-
ksztatcenia grup znakow (liter, kombinacji liter, cyfr, liczb
i interpunkcji) na inne grupy znakow. Przeksztatcenie to obraca
sie w zakresie skoriczonym. Nic wiec naturalniejszego, jak zwrécic
sie do algebry logiki ktdra z natury rzeczy moze by¢ z tatwoscig
dostosowana do zakreséw skoriczonych.

Zajme sie tutaj przykladem przeksztatcenia pojedynczych
liter na litery pojedyncze, czyli pewnego rodzaju szyfrowaniem
liter i stdbw z wykluczeniem cyfr (liczb) i interpunkcji. Zaznaczam
przytem, ze nie mam na razie na oku praktycznego zastosowania,
lecz badam catg sprawe ze stanowiska matematyka. By¢ moze, ze
z tego wzgledu bedg rezultaty badan ze stanowiska praktycznego
malo wazne; jednak ze stanowiska teoretycznego przypisuje im
pewna wage.

Naszym zakresem niechaj beda litery

1) aab,c¢deefaghijkLtmnnAodprs@)tuvw,
X, Y, Z(2),

Pragniemy wiec przeksztatci¢ stowa skiadajace sie z tych liter,

lub pojedyncze litery z podanego zakresu na inne. Pragniemy je

nastepnie przeksztatci¢ zapomocg réwnan transformacyjnych, opar-

tych na dziataniach algebry logiki. Innemi stowy, chcemy uwazac

zakres podanych liter za zakres logiczny. Nadmieniamy, ze litery
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wziete w nawias uwazamy za réwnowazne z literami stojgcemi
przed nawiasem, wiec litere s za réwnowaznag z literg §, litere z
za rownowazng z literg z.

Aby nasz zakres liter uczyni¢ zakresem logicznym postugu-
jemy sie metodg Huntingtona, ogtoszong w rozprawie ,,Sets of in-
dependent postulates for the Algebra of Logic*.x)

Przedewszystkiem konstatujemy, ze nasz zakres moze by¢
logicznym, poniewaz zawiera 2“ — 32 elementy. Po skonstatowaniu
tego nalezy jeszcze okresli¢ odpowiednio sume logiczng, iloczyn
logiczny i negacje. Stosownie do podanej metody obieramy na zero
logiczne np. litere v. Nastepnie wybieramy najmniejsze skiadniki.g)
Niechaj bedg nimi ze wzgledu, ze n=15

—a =¢S5 —i, =0 S&—u. (2)
Sumy okreSlamy w nastepujacy sposéb:
«i Us, = P12 =¢
SiD s3—pl3 —b
SSUSi—pu=c
51 U sB=pl=c
siUS=p3=d
SI{Jst =pu =¢
52 U S6 = pts =/

s50=" (2a)
8§ USS=Pu=h
U S5 =pth=;

SiUS3US) =P113 ==

SSUS2U S =Pul —/
Sj U SaU S =PI186 ==

SSUssUst=pu —m
SiUs, Uss =pIM =n
sjUst UsB=plst=n
SSUS Ust =Pidt =29

") Trans, of the Amer. Math. Soc. tom 5, 1904, str. 308 i nast. lub 2)

str. 30 n.
Por. mojg Algebre Logiki, Warszawa 1913, str. 28 n
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_2USU --Pili P
s, Ust U sh =piti =r
85 U % UG =Pm = «0)
S§CIst UG Ul =Pj2jd=1
STUG LIS UE =135 =W
SiUsaU Sdu S6—pitts =y
«l U«j Us4U% = PJ34s = z{z)
RUBUBLIK =135 =12
81 U 85 LJ Ss LJ841JS5 = P12345 ==
Znak U jest symbolem sumy logicznej.
Woynika z tego, ze na og6l logiczny wybieramy litere x. —
Poniewaz suma logiczna dwu dowolnych przedmiotow jest wtedy
okreslona wzorem

Pk U Pr..t=Pk.nr.t
gdzie k...mr...t zawiera wskazniki przedmiotu

Ph....«
i przedmiotu

wiec tablica sum logicznych przedstawia sie w nastepujacy
sposob:
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vagbccdeefgtiijkltmnnodprstuwyzzx

yvaabccdeefghij kltmnno oprstuwyz 7z x
aagbcokagizmnbnkltmnnctwyztéwyzxx
aaakltkalitwky klitwy ltwy <thawy << <
bbkbmnkktwmnbz k twmnzmtwx ztnwx z X x
cclmcent llymzmntlymznc txXyztNnxyzxx
¢ ¢ Iniicw t yviznnNnwytzNnNnNxwyzx ¢ wy z X X
dkkktwddopopdzktwitwx dopzztpwXxxX zX
egakltdeefopdrkliitwyedprztfuwyxXzx
elltlyoeerozortlytxXyeoZrZztrxXyxXzx
Tliwyip frfzpprwytxwyrzprzx fwyx 7 X
agmtmmzoddzgsgsttxmzzgozzstsxx z zX
hnwnznppzpshhswxwznzszp z sxhwxz z x
ibkbmnddoépghisktwmnzgopzsthwx z 7 x
JNYZNNZrrrsssj Xyyz zNj z zr sxXj Xy z zx
kkkktwkktwitwkXxXKtwitwwXt twX XWX XXX
HHIthy/tlIyix<tytlhyt>x<y Ity <Xty <Xy X< <
HwWy Wy XX wWwwWy Wy WY Yy XKW Y XKW Y XXX
mMmtmmztttxmzmz ttxmzzmtxx z t z X X zxX
NNWNZNWWXWZNNZWXWZNZZXWX ZX NWX Z X X
NNYZNNXYYYZZZAXYYZZNNXXYZXAXY ZXX
oclmcnoeergsgjtlymznNnozzrstjxyzzx
PWWWXWPPZP ZPP ZWXWX WX Z ZP Z ZXPWXX ZW
FrYYXVYVZITTrZZZEXYYXXYFZZrZXrxXyxXzx
SZXZZZIZZZSSSSXXXZZZSZZZSXSXXZZX
T TTECECEXXCEECEXI XX XX T X X X X X X
uctnncpfrfshhjwytznnjzprsxuwyzzx
WWWWXWWWXWXWWXWXWX WXXX WX X X WWX X X X
VVVXYVYXYYYXXXY XYY XXY Y XXYXXY XY XXX
ZZXZZZXXXXZZZZIXXXZZZZXXX ZXZXXZXX
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lloczyn logiczny okresla sie wzorem

gdzie znak Q jest symbolem iloczynu logicznego, a M zawiera
wskazniki wBpdlne przedmiotéw pE i pL. Jezeli wiec np.

®
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Pk —Pm —r a P1—#h8 —w
to wtedy mamy
P«\~\PI — Pm Q Ptm — P25 —f-
Tablica iloczynéw logicznych przedstawia sie wiec
W nastepujacy sposob:

v a gbc cdeefghi jkltmnnoodprstuwyzzx

AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV
vaaaaavvvvyvyvvvaaaaa ay vvvvavaaava
vagaaaeeee wwwagggaaa veee vg vaaaeag
vaabaaivvviiivbaabbaviivibvbabib
vaaacavvovovvoacacacoovoocvaccoc
vaaaaovvvu vu vuaa 6 a ¢ ¢ vvuuuauc 6 6u ¢
wvwveilvwdeeeiil vdeei i vwddeidvdeidd
vvevvveeeevvvveeevvvveeeveveevee
vvevoveegeovvoeeeovooegeegeoeveeoee
vvevvueeefvuvueefvuuveftffueuffuff

VVvVIOVIVO vgiio0iowvgioogioggvioggg
vvvivuivvui hiui vuihuvihuhiuhuhhh
VvVVvVvVIVVIVVVVIIE VI VViIidivVvViIiiiviivivVviii

VVVVVVOUVVOUOUVj VoUOUjOoOUjJoOUIL]jji
vaabaadeeeiiivkaabbavddeikvkabdk
yaaacaeeeeo vvoaglgcacoeeeolval cel
vagaaodoeeefvuvuagtadccveffuauHctt
vaabcaivo vgii obcambcogiogmvbcmgm
vaabaodiv vuihiubaobnc¢ vihutibunénhn
vaaaccvvououvjaccccnooujjcucnnjn
VVVVOVVVO VO WO0OVOVOV0O0O0VO0O0O0 VVOOOO
vveiovdeeegiiodeegioootegovdegdod
vveivudeefihiudefihuvdpfhdupfthpp
vvevoueeefouvj eefouj oefrj eufrj rr
vvviouivoughijioughjoghjsguhj sss
vagbcadeeegiioklambcoddegtvkimaot
VVVVVUVVVU VU VU V VU Vuuvvuuuvuuuuuu
yagbac¢ deefihiukatbnd vdpfhkuwlnpw
vagacoeeefouvjaltconoefrjlutynry
vaab coé i voughi j b cémnnoghj smunnzsz
weioudeefghij de fghj adprsduprszz
vaabcodeefghijkltmnnodprstuwyzzx
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Negacja logiczna okresla sie wzorem

I =k
gdzie symbol ' oznacza negacje, a k' zawiera wszystkie cyfry nie
nalezace do K. Mamy wiec np.

(pist,y=Pu = w =¢-
Tablica negacji logicznych ma wiec postac:

vagbccédeefghijkltmnnoodprstuwyzzx
xzsrponznmilykjhgfedwccbauto i eav v

Po tem okre$leniu sumy logicznej, iloczynu logicznego i ne-
gacji mozemy zastosowa¢ do naszego zakresu liter wszystkie twier-
dzenia algebry logiki.

Jezeli chodzi nam o zaszyfrowanie tekstu, skladajgcego sie
z naszego zakresu liter, bedziemy mogli oprze¢ sie na funkcji lo-
gicznej

y=aaUbx (6)
gdzie ax oznacza iloczyn logiczny liter a i z, za$ bx' iloczyn lo-
giczny liter b i negacji x. Wstawiajgc wtedy za a i b state lub
zmienne litery, zreszta dowolne, — bedziemy litery te nazywali
wskaznikiem — za$ za x litery, ktére mamy zaszyfrowac, czyli
jak sie bedziemy wyrazali szyfranty, otrzymamy wykonujac na
podstawie podanych wyzej tablic wskazane dziatanie logiczne, litery
zaszyfrowane, czyli jak bedziemy moéwili szyfraty.

Przyktad: Niechaj bedzie

a—+t P=m x=s
Mamy wtedy
ax—Is—o X' =s =3} bx=mg =3 axUbx'=o0Ua=c.
Przy wskazniku Z m jest wiec szyfratem litery s.
Jesli chcemy dany szyfrat odszyfrowa¢ z powrotem nalezy

oczywiscie rownania transformacyjne (6) rozwigza¢ wzgledem x.
Po rozwigzaniu otrzymamy

X— (ay U ««/YwU (b'y U by’}u’,

gdzie u jest dowolnym parametrem. Wynika z tego, ze x jest wie-
loznaczne. Aby x byto jednoznaczne, musi byc¢

«yU<«'/ =wvy U by
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Daje to
a=>.
Réwnanie (6) otrzymuje wtedy posta¢
y =b'x U bx\
czyli, jezeli zamiast b napiszemy p,
U] y —pX"_)px'.

Poniewaz warunek jednoznacznosci dla funkcji jest konieczny
do odszyfrowania, a funkcja (7) jest pierwotniakiem, mozemy po-
wiedzie¢, ze o ile chodzi o wskaznik o.jednym zmiennym (lub sta-
tym) parametrze, musi réwnanie transformacyjne przy szyfrowa-
niu i odszyfrowywaniu mie¢ postac¢ roéwnania (7), czyli odpo-
wiednia funkcja musi by¢ pierwotniakiem (pierwotkiem) 1-go
stopnia.i)

W tym wypadku wiec odbywa sie szyfrowanie w naszym
zakresie (1), oraz odszyfrowywanie na podstawie réwnan
transformacyjnych

y=p'x"_)px’
x=p'y U py

Wezmy teraz pod uwage spotczynnik (wskaznik) p. Jezeli
bedzie on staly, wtedy kazda litera x bedzie przedstawiona zaw-
sze przez te samg litere y szyfratu. Jest to oczywiscie bardzo wiel-
kie ulatwienie przy odszyfrowywaniu przez strony niepowotane.
Odszyfrowywanie nalezy w tym wypadku do najtatwiejszych.

Mozemy jednak zatozy¢, ze p jest zmienne. W tym wypad-
ku wybieramy dla p pewien skonczony, uporzadkowany zakres, np.

©) P=(P<P ... | Pn\

w ktdrym nastepstwo liter pt, pk....... zostaje niezmienione. Witedy
wstawiamy przy kolejnem szyfrowaniu liter za p kolejno litery p..
pL,........ p,, @ potem z powrotem px pk,... i t. d. W tym wypadku
jest tasama litera x przedstawiona w szyfracie przez rézne litery,
co utrudnia niepowotane odszyfrowanie.

Przyktad: Mamy zaszyfrowac tekst: ,teorya szyfrowWska-
znikiem niechaj bedzie grupa liter

radio.

* 1 e str. 74 n.
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Otrzymujemy:

y=pxUpx'=rtUrt=»htUru=bUw=n
=aeUad=722Uaz—eUa—3
—doUdo=wUdw=oUd=19
=irUir—yrUib=ruUi =z
=0y oy —wyNoi=iUv—i
=raura —bhaUrz—aUr=y
—asUat'=2sUag—sUa—z
=d"z[JdzZ =nz" Jde=nUe—y
—i'y iy =yy ii=y[)i=x
—dfU «/'=w/U»>m=/U o0—r
=rryrr—>br\Wrb =w )v—v
=adUad —20Ua=0Ua=t
=dwUdw'—nwiJdo -¢U®=¢

Szyfratem tekstu ,teorja szyfrow" przy wskazniku ,radio”

jest grupa liter
naéztyzyxrvtc.

W praktyce dzieli sie zazwyczaj szyfrat na state grupy liter
np. po 5. Poniewaz nam chodzi tylko wylacznie o rezultaty teore-
tyczne, wiec uwazamy podziat ten za zbyteczny.

Przy zmiennym wskazniku przedstawia réwnanie transfor-
macyjne

y—paUpx
funkcje logicznag o dwu zmiennych p, x:

y=*f(p,x)-

Dla ufatwienia szyfrowania mozemy bardzo tatwo, korzystajec z tej
uwagi sporzadzi¢ na miejsce tablic iloczyndw, sum i negacji jedna
jedyna tablice, ktéra poda nam wprost dla kazdego p i x odpo-
wiednig warto$¢ dla y. Piszemy w pierwszym wierszu wszystkie
mozliwe wartosci x, w pierwszej kolumnie wszystkie mozliwe war-
tosci p, a w odpowiednich kratkach odpowiednie wartosci dla vy,
wedtug réwnania (7).
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vagbc ddeefghij k1 Iimnnodprstuwyzz x

vagbcdoddeefghijkltmnnodprstuwyzzx
aveioukagltmnbndefghjctwyzocprsxz
ae vdefbacctwkyioudprimnnxgthj zzs
bidvghaktwccazedpousmllixnenftzjyr
coegVvijtlaybzmcdcderisuakxIndnzfhwp
¢u fhj vwiyazbncpresi onxklmzadegtdo
dkbatwvighefezamnl | xdousrcpc¢ z yj n
eaakl t i voudpdrbcétwyeghj zmfnnxs z
elctaygovjdzofmankxteisupbrzdowitin
ftlcwyahujvzdpennaxklrsiodzebctgm
gmtcbzeddzvjohlkxannierpuasywoftt
hnwo zb fp i dj vugtxknamsrezoyigtcel
ibkamneddpouvsatwcczgefzjlhixnry
jnyzc¢ ¢ zrfehgs vxtinmaupodeiwotgbdk
kdiedpabmnlitgxvgtiefztcczycwusrnj
leocermcankxtigvj dz fabncéwiysupnh
Hfuprencnaxkwlhj vz deynbc t sgi o omg
mgooisitkxancnedzvjhbagywdezrputf
Nnhpusitwxknacmfzdjvgzyatcrbedole
Nnjrsuoxytinmzazfehgvowtagbpcoeikd
oclmandeeri sgutaybz 6 vd Zzfhkj x1 npw
otmilkxogiserepcbnagywdvjhfaznntudo
pwnixkuhsirefocnbyatz j vgendamloc
rynxtlsjuopzzezdocwtafhgvdnemakib
szxnnmrzpouojiywtccbhfedviglkaeg
togedzcmbzaylwoiserpkanntvxjhfcu
uctnnapfresihowyazbcjzdegxvkIniot
wphfz dénzbyattusiredxnamljk vgeco
vrjzfeznccwtxagsuopootnmakhlgvdbi
zszjhgyxwtccnbrpouointlkafmedvae
zxzywitjshgferdnnmllkpuoiecdcbava
xzsrponznmilykjhgfedwdcbagutoieav

Poniewaz rownanie zapomocg ktérego szyfrujemy jest iden-
tyczne z réwnaniem zapomocg ktérego odszyfrowujemy (por. réw-
nanie 8), wiec powyzsza tablica stuzy zarazem i do odszyfrowy-
wania w przyjetych warunkach.
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Poniewaz wszystkie prawa algebry logiki stosujg sie do na-
szego zakresu (1), a wiec do naszej teorji szyfrow, mozemy z ta-
twoscig interpretowac twierdzenia algebry logiki w dziedzinie szy-
frow, o ile posiadajg one tam jaki$ sens. Ograniczamy sie przede-
wszystkiem do problemu nastepujacego.

Wiadomo, ze w algebrze logiki daje sie kazdy przedmiot
przedstawi¢ w jedeu jedyny sposOb przez najmniejsze (ewentualnie
najwieksze) skifadniki.l) Znaczy to, ze kazda litera da sie przed-
stawi¢ w jeden jedyny sposob przez pewng ilos¢ liter specjalnych,
a mianowicie w naszym wypadku przez litery szeregu (2), w po-
staci sumy logicznej (jezeli chodzi o skiadniki najmniejsze). Moze-
my tatwo skonstruowac nastepujaca tablice na podstawie relacji (2a))-.

a=a
a=aje
b—a(Ji
c=aUo
6—a(@w
d=eUi

e —¢e
e—=eUo
/= eUw
g—iUo
h—iUu

i —i
j—oUw
k—aUeu/
I =alJeUo
Il —aU«Uw
m=aUiUo
n=auiuUw
n=aUoUu
0o=o0
6'=eJiJo

% cf. 2).

Rozpi. Polskiego Tow. matem. 4
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(12) p—eUiUw
r=eUoUu
s=iUoUw
t=aU«UiI
u—u

w=aU«UiU«
y=aUeU«Uc«
«=a(@iuUoUw
z=eUiUoUn»
x=aUeUiUoUu

Wedtug tych relacji roztozony tekst, np. ,stacya radiotelegraf
ficzna“ przedstawiatby sie wiec w nastepujacy sposob:
stacya radiotelegraficzna

icCu aei0 a a0 aeou a eou a ei i 0 aeio e aeo € 0 eou a eu i ao
aiou aiu a.

Oczywiscie, ze tak zaszyfrowany tekst bytby bardzo tatwy
do odszyfrowania. Kazda litera x jest tutaj przedstawiona zawsze
przez jedng i te samg grupe. Mozna jednak metode te skombino-
wacé z poprzednio przedstawiona, czyli zaszyfrowa¢ po roztozeniu
na skiadniki najmniejsze ostatni szyfrat. Jezeli chce np. przyto-
czony tekst zaszyfrowac zapoinocg- wskaznika ,,radio” postuguje sie
tabliczka

r yjz fe
(12) a vagbecec
d kieodp
i bdvgh
0 cegvVv]

Otrzymamy wtedy:

s tac y ar adio telegrafie 7z na
iou aeio a a0 aeou a eou a ei i 0 aeio e aeo e 0 eou a eu i ao aiou aiu a
radiora d io radi o rad i oradioradior adioradio radiora dior
zcp beic kbyyachc jep b ez h 6 bezc z bef g egefc k dj z vobgfckvjy.
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Tekst ,stacya radiotelegraficznal wyraza sie wiec wtedy szyfratem
zcp beie k bv yach cjcp b ez b ¢ bezc i bef g eg efc k dj z vd bgfc kvj y.

Oczywiscie, ze taki sposob szyfrowania nie jest ze wzgledéw prak-
tycznych ekonomicznym: 24 liter przedstawiamy w szyfracie przez 51.
Aby zyska¢ na ekonomji, mozemy postuzy¢ sie nastepujacg me-
todg: zadamy, aby tekst szyfratu sktadat sie z pewnych Scisle
okreslonych liter, a mianowicie takich, ktore zawierajg jak naj-
mniej elementéw Morsego. (Znaczy to, ze wykluczamy np. szyfro-
wanie przez aparat Hughesa, wzglednie wysuwamy na pierwszy
plan szyfrowanie drogg radiotelegraficzng i aparatem Morsego). —
W ten sposéb mozemy w cze$ci uzyska¢ z powrotem te ekonomie,
ktorg trgbimy przez rozktad na wybrane litery. Poniewaz chodzi
nam stosownie do tabliczki (12) dla naszego przyktadu o piec liter,
ktére rozlokujemy wewnatrz tabliczki analogicznej do (12) tak, aby
w tym samym wierszu nie powtarzata sie ta sama litera, ale zre-
sztg dowolnie (w przeciwnym wypadku nie bytoby odszyfrowanie
jednoznaczne), wybieramy na ostateczne litery szyfratu tylko litery
skladajace sie najwyzej z 2 elementow Morsego, z kropki i kreski:

e t—i.a.—n— (13)

Na tej podstawie otrzymamy w miejsce tabliczki (12) tabliczke

aei 0wu
r i tane
an!aet (14)
d ei tan
i natie
0O ani te

odnoszacag sie oczywiscie do wskaznika ,radiodd. Szyfrujac dawny
tekst ,,stacja radiotelegraficznall w ostatni sposéb otrzymamy teraz:

s t ae yaradio teleg rafie 7z na
iou aeio a a0 aeou aeou a ei i 0 aeio eaeo € 10 ecu a eu i ao aiouaiu a
rad iorad io radi orad i orad ioradior a diorad io r ad ioradio r

aennnae e nt iiae aten n naaannaeinnni tinnte ae a na nintete i
1



jezeli teraz zliczymy elementy Morsego w szyfrancie i szyfracie
wedtug ostatniej metody, otrzymamy dla szyfrantu 62 elementy,
dla szyfratu 86 elementdéw, czyli na 100 szyfrantu, 139 szyfratu
mimo, ze litery sg przedstawione przecigtnie przez 2’5 liter.
Zapytajmy sie teraz, czy nie mozna w pewnych warunkach
przedstawi¢ catego szyfratu przez jedng i te samg litere.
Nasze og6lne rownanie transformacyjne ma postaé

?) y —p'x U px.
Jezeli litery szyfratu majg by¢ wszystkie jednakowe, bedzie
y=c¢c

Daje to rownanie
(15) c—p'x Upx.
X jest dowolne, wzglednie zalezne tylko od szyfrantu. Zatem musi
by¢ p funkcjg logiczng zmiennych x i ¢, wzglednie zmiennej x
i stalej c. Rozwigzujgc rownanie (15) wzgledem p otrzymujemy
ostatecznie po redukcji

p=-=c'x U<W&n
Znaczy to, ze dla kazdego x— xt, czyli jednakich x otrzymamy
i jednakie p.

Innemi stowy: Szyfrowanie tego rodzaju jest mozliwe. Szy-
frat sklada sie wtedy zawsze z jednej i tej samej litery, natomiast
jest wskaznik zbiorem liter naogdt réznych i posiada te wiasnosé,
ze kazdej literze x0 szyfrantu odpowiada litera p0 wskaznika i to
stale, ze wiec wihasciwie te same litery s przedstawione przez inne
state, jezeli za szyfrat bedziemy uwazali wskaznik, co ze wzgledow
praktycznych (odszyfrowania) jest mozliwem.

Przykiad.
Szyfrant: sta e y 3 radiotelegr a
Wskaznik: viz nkz dzrjhizwzu d z
Szyfrat: §SSS s s SSSSSSS SS § S 8

jezeli na stalg litere szyfratu wybierzemy litere s.
Szyfrowanie odbywa sie tatwo zapomocg naszej tablicy (10).
Koncze na tern ogo6lnem naszkicowaniu problemu, w nadzieji,
ze dalsze badania wykaza i praktyczng korzy$¢ rozwinietej tutaj
w najogolniejszych zarysach teorji.



O wartosciach charakterystycznych réwnan
catkowych potencjatlu logarytmicznego.
Napisat

Wiodzimierz Stozek.

Zagadnienia teorji potencjatu.

Niech bedzie dana krzywa nieprzecinajgca sie, zamknieta (0),
potozona w skonczonosci. Zakladamy, ze rownania tej krzywej da-
dzag sie przedstawi¢ w formie:

X =X (8)

y=vy(@
przyczem parametr s oznacza diugo$¢ tuku krzywej (C7), liczong
w kierunku dodatnim.l) Nadto przypuszczamy, ze funkcje X (s)
i y () posiadajg pierwsze pochodne ciaggte i ze krzywizna uwazana
jako funkcja tuku, jest funkcjg ograniczona.

Bedziemy oznacza¢ dla krétkosci dowolny punkt plaszczyzny
przez p, a ogolnie przez ,f(p) funkcje spotrzednych (rc,y) tego
punktu. Jezeli punkt p znajduje sie na krzywej (C), to jego poto-
zenie jest w zupetnosci okreslone przez wartos¢ parametru s, ktorg
w razie potrzeby takze literg i lub u oznacza¢ bedziemy.

Oznaczmy w dalszym ciggu przez (Z>) obszar otwarty, wew-

netrzny, ograniczony krzywa (C), przez (/)" obszar otwarty zewne-
trzny, a przez F(p) jakakolwiek funkcje zmiennych x i y, ktora

) Parametr S w przypadku, gdy ograniczenie jest elipsg, oznacza eks-
centryczng anomalje.
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posiada okreslone pochodne rzedu pierwszego: §F E Uwazajmy

normalng w dowolnym punkcie krzywej (Cj, jako 0§ skierowang
do wnetrza Niech a i ? bedg dostawy kierunkowe tej normalnej.

o . 3F 9F _ . . . .
Jezeli wyrazenie a =~ 4~ zmierza do oznaczonej granicy wow-

czas, gdy puukt p zmierza wzdluz normalnej do punktu ograni-
czenia (C), nie opuszczajgc jednak obszaru (Z>), wzglednie obszaru
(U, t° méwimy, ze istnieje pochodna normalna wewnetrzna, albo
tez pochodna normalna zewnetrzna funkcji F(p). Pochodng nor-
ma\nq wewnetrzng oznaczamy przez —dﬁ, zewnetrzng zas przez gF.
Jezeli dana jest znéw funkcja /(p), okreSlona w zupetnosci w pla-
szczyznie x, i, to oznaczamy analogicznie przez _/+(s), wzglednie /. .(«)
granice, do ktérej zmierza j\p), gdy punkt p zmierza do punktu
ograniczenia (C), nie opuszczajgc jednak obszaru (U), wzglednie
obszaru (2))-

Oznaczmy przez rp,— rp odlegtos¢ punktu p od punktu s,
potozonego na krzywej (C), a przez fi(s) i v (s) dwie ciggte funk-
cje parametru s, ktore zwg sie odpowiednio gestosciami warstwy
pojedynczej lub podwodjnej. Przy tych oznaczeniach:

log T"{0 dtr)

przedstawia potencjat warstwy pojedynczej, przyczem

funkcja rpl pod znakiem catki jest uwazana za funkcje zmiennej 7,

gdy punkt p znajduje sie na krzywej (C) i odpowiada wartosci

parametru s =s0, to dla t—sa otrzymujemy pod znakiem catki

nieciggtos¢ logarytmiczna, przy ktérej catka zachowuje sens.
Podobnie:

przedstawia potencjat warstwy podwadjnej.
Funkcje v{p> i w(p) uwazane jako funkcje zmiennych x

') Wszedzie, gdzie nie ma podanych granie catkowania, nalezy przyjac
przedziat od 0 do |, przyczetn | oznacza diugo$é krzywej (C).

J) Omowienie kwestji wielowartoseiowosci funkcji arc fg. znajduje sie
w rozdziale 3.



55

i y. to jest spotrzednych punktu p posiadaja nastepujace
wlasnos ci:
1°) W kazdym punkcie obszaru (D) lub obszaru (Z)") czynig
zado$¢ réwnaniu:
_w, B
3x2  9y?
2°) Funkcja v (p) jest ciagta w kazdym punkcie p ptaszczy-

Au 0.

zny xvy, pochodne zaS V. \ s3 ciggte w kazdym punkcie ob-

szaru (Z>), jak tez obszaru (2)). Zachowanie sie tych pochodnych
w punktach ograniczenia (C), jak tez w wypadku, gdy punkt p
zmierza nie opuszczajac obszaru (Z>), wzglednie obszaru (/>') do
punktu ograniczenia (C), charakteryzujg nastepujace zwigzki:

dv dv
Vooorex2,0, M7
dn# dn_ J 9s
skad wynika, ze funkcje i sg funkcjami ciggtemi parame-

tru s, bo funkcja mnozgca y (t) pod znakiem catki jest ciggta, gdy
s=)=t i wszedzie ograniczona.?)
3°) Funkcja «>(p) jest ciagta w kazdym punkcie obszaru (Z>)
i w kazdym punkcie obszaru (Z/), funkcje za$ w+(sj i w_(S) sg
funkcjami ciggtemi parametru s, poniewaz zachodzg zwigzki:
W+ (s) — M>_(s) =2%v (S)s)

(2) wt(S)+ (5)=Z2FJ\ (0 arc dt

4°) W kazdym punkcie obszaru (Z>) i obszaru (2)) istnieja
pochodne czastkowe dowolnego rzedu tak funkcji v (p), jak tez
funkcji w (p) i pochodne te sg ciggle, a nadto obie te funkcje sg
regularnie analityczne w otoczeniu kazdego punktu, nalezgcego do
obszaru (Z2>) lub do obszaru (!))m Funkcjg potencjalng, albo krétko

’) Dr J. Plemelj. Potentialtheoretische Untersuchungen. Teubner in Leip-
zig 191 | str. 25 wzér 17a. W dalszym ciggu prace te oznaczamy literg P.

) Wynika to z zatozeh o krzywej (C) i wzoréw (36), (55).

s) P. str. 22 wzér



56

potencjatem, okreslonym w pewnym danym obszarze (otwartym
lub zamknietym) nazywamy taka funkcje /(p), ktdra posiada pierw-

sze pochodne 3y é";/ i drugie pochodne mo7 P— okreslone ledno-

znacznie w kazdym punkcie danego obszaru i ktéra nadto w kaz-
dym punkcie tego obszaru czyni zado$¢ réwnaniu Aj'— 0.

W przypadku, gdy dany obszar jest potozony w skonczono-
§ci, funkcja potencjalna nazywa sie regularna i obszar, w ktorym
a funkcja jest zdefiniowana, nazywa sie regularny, jesli pochodne
pierwszego rzedu sg ciggle jednostajnie w tym obszarze i jesli
istniejg pochodne rzedu drugiego 3/ <92/£ catkowalne.

Przypusémy, ze dany obszar rozcigga sie nieograniczenie i ze
nadto obszar, ktéry rozcigga sie do kota o promieniu dowolnie
duzym, jest regularny, to obszar ten jest regularny w nieskoriczono-
sci (i wogole regularny), a funkcja /(p) jest funkcja potencjalng
regularng w nieskonczonosci (i wogole regularng w danym obsza-
rze), jesli spetnione sg nastepujagce warunki:

lim /(p) = cl)
Iim R =0 Iim R— =0.
«—00 9X Oy

przyczem ¢ oznacza statg w zupetnosci okreslong, a R jest to od-
legtos¢ poczatku spotrzednych od punktu p.

Jezeli dla dostatecznie duzych R funkcja /(p) da sie przed-
stawi¢ w formie:

/(p) = wlog”™--|-9(p)

gdzie m jest stata, a go(p) jest funkcjg potencjalng, regularng w nie-
skonczonosci, to m nazywa sie masg, od ktérej potencjat /(p) po-
chodzi.

Stosujac powyzszg definicje do potencjalu warstwy pojedyn-
czej i podwajnej, dochodzimy do wniosku:

5°) Potencjat warstwy pojedynczej i podwdjnej jest funkcjg
potencjalng, regularng w obszarze (D). Potencjat warstwy pojedyn-
czej jest funkcjg potencjalng, regularng w obszarze (Z))' jesli:

* P.str. 3 82



Potencjat warstwy podwojnej jest funkcjg potencjalng regu-
larng w obszarze (2)).

W teorji potencjalu wazne zastosowanie ma:

I. Twierdzenie Greena.l)

Oznaczmy przez U{p) i TF(/>) funkcje, posiadajgce pierwsze
pochodne ciggte jednostajnie w obszarze (Z)), a drugie pochodne
3-za ¥ u sur 32Z
3x2’ dy2) 3.2’ 3y2
obszarze. Uwazajmy nadto normalng w dowolnie obranym punkcie
krzywej (C) jako 0§, skierowang do wnetrza.

W takim razie:

w zupetnosci okreslone i catkowalne w tym

£ HS_U 3w 9U
J \9x 9% 9y 3yl

©)

©

przyczem catka krzywolinjowa wzdtuz krzywej (C) jest wzieta
w kierunku dodatnim, to jest takim, ze styczna po obrocie o --

ma kierunek zgodny z kierunkiem normalnej. Przy pomocy wzoru
Greena mozna udowodni¢ nastepujgce twierdzenia:

Il. Twierdzenie. Jezeli funkcje U\p) i W(p) sa funkcjami
potencjalnemi, regularnemi w obszarze (Z>), to wodwczas:

ds=o
0)

I1l. Twierdzenie. Kazda funkcja ciagta p(s), ktéra czyni
zado$¢ warunkom:
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réwua sie identycznie zeru.

Aby to wykaza¢, zwré¢my uwage, ze v(p~) =—
©
jest potencjatem warstwy pojedynczej, a zatem na podstawie pierw-
szego ze wzoréw (1) mozna catke (3) przedstawi¢ w formie:

Zastosujmy teraz wzér Greena do obszaru (li), przyjmujac U(p) =
= W(p) — v (p), a nastepnie do obszaru, zawartego miedzy krzywa
(C), a kotem o promieniu A, dostatecznie duzym.

Jezeli przyjmiemy w obu wypadkach normalng jako os, skie-
rowang do wnetrza obszaru (li), to uwzgledniajac wzor Greena
i wihasnos¢ 1°) potencjatu warstwy pojedynczej, znajdziemy w gra-
nicy, gdy promien A ro$nie nieograniczenie:

przyczem catka, znajdujaca sie po lewej stronie, jest rozciggnieta
na catg plaszczyzne ,y.
Z ostatniego zwigzku na podstawie i4) wynika, ze:

Aby zatem warunek (3) byt spetniony, musi zachodzi¢ iden-

tycznos¢: g\:( Say = 0. Stad wnosimy, ze potencjat v(p) jest staly
wewnatrz krzywej (C) i na zewnatrz krzywej (C), a poniewaz
znika w nieskoniczonosci i jest ciagly w calej plaszczyznie xy,
wiec znika identycznie, co jest tylko wdwczas mozliwe na podsta-
wie pierwszego wzoru (1), jeSli u(s) réwna sie identycznie zeru.

IV. Twierdzenie. Kazda funkcja /t(s) ciggta i czyniaca
zado$¢ warunkom:
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(6)

réwna sie identycznie zeru.

Aby to wykaza¢, wystarczy zauwazy¢, ze z identycznosci (6)
wynika natychmiast zwigzek (3), a stad na podstawie twierdzenia
poprzedzajgcego: ~(s) = 0.

V. Twierdzenia Plemelja.’) Funkcja:

(0)
jest funkcja symetryczng zmiennych s i t. Ze wzgledu na wazne

zastosowanie tego twierdzenia, podajemy jego dowdd.
W tym celu kladziemy we formule:

©)
w miejsce funkcji U i 1F

u(p) = log W(p) = log
Jako obszar wewnetrzny przyjmujemy obszar (Z>), albo obszar

ograniczony krzywa (C) i kotem o promieniu R, dostatecznie duzym.
W obu wypadkach punkty qr i g2 sg zewnetrzne. Catka krzywo-
linjowa, wzieta wzdluz obwodu kota zmierza do zera, gdy promien
R rosnie nieograniczenie. Uwzgledniajac te okolicznos¢ i wzor
nastepujacy:

YE)—Y(?)

1(s) ~x(a)
oraz wprowadzajagc oznaczenie:

T'@ed> = A(E].)/Iog a *

znajdujemy:
= 9(ai ?i)
Y P.o»tr. 27 § I
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Jezeli przyjmiemy. ze punkt q? jest staty, to funkcja g e,)
przedstawia potencjat warstwy pojedynczej, jezeli za$ punkt gt jest
staty, to g(gr g,) przedstawia potencjat warstwy podwojnej. Poniewaz
potencjat warstwy pojedynczej jest ciggly w calej plaszczyznie
a potencjat warstwy podwojnej czyni zado$¢ zwigzkom (2), wiec
mamy:

& = ¥(«
=g(st.)

Dodajac te dwie rownosci i dzielac przez dwa, znajdziemy
ostatecznie:

yEO=p(ts).
skad wynika natychmiast stuszno$¢ twierdzenia Plemelja. Gtdwne
zagadnienia teorji potencjatu sg nastepujace:

I. Problemat Robina-Poincarego.

Dana jest ciggta funnkcja /(.$), zalezna od parametru s t. j.
dtugosci tuku krzywej (0). Udowodnié istnienie potencjatu warstwy
pojedynczej ®(p), ktory w kazdym punkcie ograniczenia (0) czyni
zado$¢ réwnaniu:

1-j-2 dv 1—2 dv _
1 an~_ dn+ —

przyczem 2 oznacza dowolny parametr. Nadto zbada¢ wiasnosci
funkcji i>(p), uwazanej jako funkcja zmiennej zespolonej 2.

Il. Problemat Neuinana-Poincarego.

Udowodni¢ istnienie potencjatu warstwy podwadjnej w(p), ktory
w kazdym punkcie ograniczenia (C) czyni zado$¢ réwnaniu:

(8) L W(s) — 1 w_(s) =/(«)

i zbada¢ wihasnosci funkcji w(p), uwazanej jako funkcja zmiennej
zespolonej 2.

Roéwnania catkowe.

A. Jadra ogolne.

Oznaczmy przez K(si) funkcje zmiennych s i i, kwadratowo
catkowalng i ciggla z wyjatkiem ewentualnie odcinkas =t, a okre-
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$long w obszarze (i/ ; = b). Funkcje te w dalszym ciggu bedziemy

nazywali ,,jadrem® Niech /(s) oznacza funkcje ciagta zmiennej
s, okreslong w przedziale (a s b).

Réwnania:
0)

nazywajg sie rownaniami catkowemi, ze sobg sprzezonemi
Funkcje /(s) i K(st) sa dane, funkcje zas ¢?(s) i ty(s) sa funkcjami
szukanemi; 2 oznacza dowolny parametr. Istnieje pewna funkcja
K(2; st), zalezna od parametru 2 i zmiennych s i t, ktora nazywa
sie ,,funkcjga rozwigzujaca!l a ktérg wyznacza w zupehosci
jadro K(st). jak to zobaczymy nizej. Zapomocg funkcji rozwigzu-
jacej mozna rozwigza¢ réwnania (9) przy dowolnie zadanej funkcji
/(s). Funkcja rozwigzujgca jest funkcjg ciggla zmiennych sit
w kazdym punkcie, w ktérym jadro K(st}jest ciggte, ze wzgledu za$
na parametr 2 jest funkcjg meromorficzng w calej zespolonej pfta-
szczyznie 2. Funkcja Iv(2; st) da sie przedstawi¢ w formie:

JT(2;st) =N

przyczem Z)(2;st) i />(2) sg to calkowite funkcje parametru 2.
Mozna zatem potozyc:))

.2 2"
D (2;st)— a0 (st) -j-y (st an (st) +.m.
(10) Z>(2) =1+Yy +eee
gdzie:
a0 (st) = K (st)
') Tr. Lalesco. Introductiou a la Theorie des Eguations Integrales. Pa-

ris 1912. str. 27 wzor ostatni. W dalszym ciggu ksigzke te oznaczamy literg L.
) L. str 28 wzor 17.



2

bob b K{st) K{t, f).. 1 K{tnt)
—FrFr—F K(Vi).. 1KdJ.)

aa
K{stn) K{tjn) . 1 K{tnt,)

= J K{tt) id
b b b 1 K{t, t,)
— N1 K{t2tt). 1A, t2)
aa

d
« K™ K{ttm).

Poniewaz funkcja rozwigzujaca jest ilorazem dwu funkcji cat-
kowitych, zaleznych od parametru 2, wiec oczywiscie funkcja ta
posiada jako punkty osobliwe te wartosci na parametr 2, ktére D(2)
obracajg w zero. Wartosci te bedziemy nazywali ,,wartosciami
charakterystycznemi®, a wiadomem jest o tych wartosciach
ze tworzg one mnogos$¢ przeliczalng z jedynem punktem skupienia
w nieskonczonosci, jak to wynika z teorji funkcji analitycznych.
O ile na 2 nie przyjmujemy wartosci charakterystycznych, to fun-
kcja rozwigzujgca czyni zado$¢ nastepujacym zwigzkom:

K(Z, Sf) _|_ J .K{SU) K{‘I':Ut) du — K{St)

K(2; sf) -j- 23 Kij.-, su) K{ut) du = K{st)
a
skad wynika takze, ze rozwigzanie powyzszych réwnan zapomocg
funkcji zaleznej od dowolnego parametru 2 i zmiennych s i t jest
jednoznacznie okre$lone.

VI. Twierdzenie Fredholma.') Réwnania <9) posiadajg
odpowiednio nastepujace rozwigzanie:

b

% L. »r. 37 § 8
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dla kazdej wartosci na parametr 2, roznej od ktorejkolwiek z war-
tosci charakterystycznych i dla kazdej ciagtej funkcji /(s)., Z war-
tosciami charakterystycznemi tgczg sie scisle réwnania catkowe tak
zwane ,jednorodne” ksztattu:

b

przyczem przez 20 oznaczylismy jedng z wartosci charakterystycznych,
a przez ep0(») i szukane funkcje. W odroznieniu od tych ro-
wnan, réwnania (9) zwa sie réwnaniami catkowemi niejedno-
rodne mi. !)

Oznaczmy: 3

=C iD
/s, S8\ K(s, 1) K(sttt).. 1 A(s,22)
£(«iQ jJE(s, . Asnl,)

Przypusémy, ze Z0 jest pierwiastkiem réwnania 1)(2) —0
wielokrotnosci //; w takim razie 20 musi by¢ biegunem funkcji
rozwigzujacej, gdyz zachodzi zwigzek:s)

') Przypuszczamy zawsze, ze /(s) nie znika identycznie, gdyz, jesli
/(s)=0, a /i nie jest wartoscig charakterystyczna, to ¢ ()= (*)=0.

2) P. str. 32 wzor («?) i (m&).

’) P. str. 33 wzor (e).
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Niech rzad tego bieguna bedzie m. W otoczeniu bieguna 20,
funkcja rozwigzujgca da sie zatem przedstawi¢ w ksztatcie: ¥

. hAst

K (2: st) A 2)0
przyczem funkcja h,,(sf) na pewne nie znika identycznie, a funkcja
P(2;si) ze wzgledu na parametr 2 jest szeregiem potegowym, zbie-
znym w kole ktdrego S$rodek lezy w 20 i ktérego promien réwna
sie odlegtosci bieguna 20 od najblizszego bieguna funkcji rozwig-
Zujacej.

Woprowadzmy nastepujgce okreslenia:?)

1°) Dwa jadra K~ st) i Kt (st) kwadratowo catkowalne

i ciggle w kazdym punkcie obszaru (a<st <Z>) — z wyjatkiem e-

wentualnie odcinkas=t— sg ,0ortogonalne“ albo ,,nawpotor-
togonalneu zaleznie od tego, czy zachodza obie, czy tylko jedna
z nastgpujacych tozsamosci:

2°) Zbior funkcji ciagltych w przedziale (a, b):

0, J&(o)reee $,(c)...

tworzy tak zwany system biortogonalny, jesli czyni za-
dos¢ nastepujagcym warunkom:

b
. B ®q(s)ds = 0,,

¥ L, str. 4i. wzor 15.
) L. str. 40 § i
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przyczem dM=O0, jesli p g, albo tez réwna sie 1, jesli
P =09
3°) Wyrazenie:
H (0; st) = hm(st)
nazywa sie czescig jadra K(st\ odnoszacg sie do bie-
guna 20, a:

(12) 2—J

jest funkcja rozwigzujacg jadra H (0: st).

4°) Jadro (12) nazywa sie jadrem kanonicznem)) ,
rzedu m, jesli istnieje m—1! statych a, a2 .. réznych od
zera i taki ukfad biortogonalny

~O...

iz zachodzg zwigzki:

hi («0 = JEX(S) $u,f)

m—1

P=1
m—a
hs («0 — a,tl  (s) Wpt2 (1).

P=1

hm(st) = alai... am_, (s) ().

'Przy tych okresleniach mozna wystowié nastepujace twierdzenia:

VIl. Twierdzenie. Jadro H(o,st) jest ortogonalne do jgdra
P(o; st), ktore nie posiada juz Zo jako wartosci charakterystycznej.

VIIl. Twierdzenie. W przypadku, gdy jadro JJ(0; st) jest
kanoniczne, mamy:

) L. str. 55 § 10.

Rozpr. Polskiego Tow. matem.
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b
(s)+ "3 @iy H(o; fs) dt =0

i réwnoczesnie:

(5) + 203 K(sf) ()dt=0

&
ipn (s) + “~F (0 K(ts)dt =0.

2

Funkcje ®,(s), ®",(s) nazywajag sie ,,funkcjami cha-
rakterystycznemi®, nalezacemi do wartosci charakterystycznej
20. One stanowia pare rozwigzanfi'rownan catkowych jednorodnych,
ze sobg sprzezonych.

IX. Twierdzenie. W przypadku ogolnym jadro H{o',st)
jest sumg skonczonej liczby jader kanonicznych, miedzy soba orto-
gonalnych. Mozemy wiec potozy¢:

H(o; si) = HA(sf) + ... Hw(st))
przyczem PPAsi) (p — 1, 2...r) jest jadrem kanonicznem rzedu nip.
Mamy:
m— mr

Poniewaz kazde z jader kanonicznych dostarcza jedng pare
rozwigzan réwnan catkowych jednorodnych, ze sobg sprzezonych,
a tych jader jest r, wiec istnieje r par rozwigzan. Liczba r na-
zywa sie stopniem wartosci charakterystycznej 20
Rzad wartosci charakterystycznej 20 réwna sie najwiekszej z liczb

m2 m.1mr,

Z powyzszych twierdzen wynika:

X. Twierdzenie Fredholmal)- Jezeli Zojest wartoscig
charakterystyczng stopnia r, to réwnania catkowe jednorodne:

<Ji) Ao ffK(st') $)dt=0

> L. str. 59. § 13.
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s)ydt=o
a
posiadajg doktadnie r par rozwigzan, przyczem r rozwigzan O i r
rozwigzan O sg linjowo od siebie niezalezne. Kazde inne rozwia-
zanie tego uktadu réwnan wyraza sie linjowo zapomocg funkcji O,
wzglednie W.

Xl. Twierdzenie i). Funkcje O i O tworzg system biorto-
gonalny wtedy i tylko wtedy, jesli rzad wartosci charkterystycznej
réwna sie jednosci.

XIl. Twierdzenie Fredholma2). Rdéwnanie catkowe
niejednorodne:

@ () + a3 K(sf) <p(fdt = j\S)

posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, jezeli funkcja f(s) czyni
zado$¢ warunkom:

IFCGD ds—d
a

dla wszystkich 0, nalezacych do 4- Podobnie réwnanie catkowe:

dt=wv
a

posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, jesli:

y=(5) 0(S) dS==ao,
dla wszystkich O, nalezacych do Ao

XIll. Twierdzenie Goursata8). Jezeli jadra Jfjsi)
i sg ortogonalne, albo nawpotortogonalne, to zbidr wartosci
charakterystycznych, nalezacych do jadra Kj (.si)-j-K2 (si) jest utwo-
rzony ze sumy zbioru wartosci charakterystycznych, nalezacych do

*) L. str. 68 § 11.
) L. str. 61 § i,
o) L. str. 40 § i.
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jadra K, i zbioru wartosci charakterystycznych, nalezacych do jadra
Ki. Nadto funkcja rozwigzujgca jadra -j- K2(st), rowna sie
sumie funkcji rozwigzujacych, nalezacych do jader Kr (a#) i Kt [st) -
jednak tylko wowczas, gdy jadra sg ortogonalue.

XIV. Twierdzenie. lIstniejg jadra, ktére posiadajg wartosci
charakterystyczne i istniejg takie jadra, ktore ich nie posiadaja.
Aby to wykaza¢ wystarczy podac przyktady. Otoz jadro K(st), rowne
statej (roznej od zera) posiada jedng warto$¢ charakterystyczna,

Y.
Saretgi\s)—_ A
posiada wartosci charakterystyczne, jak to wykazemy w rozdziale I11.
Inny przyktad mamy, przyjmujgc:

(13) K(st) —u,(s) (i) ut(s) @2(t) -f- ... u,(s) ®,(i),

gdzie uk(s),vk(t) (k—\,2...n) sa funkcjami ciagtemi, okreslonemu
w przedziale la, b). Jadro (13) moze posiada¢ tylko skoriczong ilos¢
wartosci charakterystycznych, gdyz wszystkie ak dla k ~>'n réwnaja
sie zeru, a zatem rozwiniecie (10) na D(A) redukuje sie do wielo-
mianu. Wynika to natychmiast ze wzoru (11), jezeli zwr6cimy uwage
na to, ze wyznaczniki pod znakiem catkowym stopnia k~">n zni-
kajg. Jezeli wiec w tym wypadku przynajmniej jedno ak(k— 1,2...n)
jest od zera odmienne, to jadro (13) posiada wartosci charaktery-
styczne, w przeciwnym razie wyrazenie D(2) jest identycznie réwne
jednosci i wtedy jadro (13) nie posiada oczywiscie zadnej wartosci
charakterystycznej. Ten ostatni wypadek zachodzi dla jadra: )

K(st) = A(s). B(t)
gdzie funkcje A(s), B(s) sa ciggle w przedziale (a, b) i takie, ze

jak to wynika z rozwiniecia (10). Podobnie jadro d

A(s). B(s) ds = 0.

B. Jadrasymetryczne.
Niech bedzie dana funkcja K(st), o ktorej zaktadamy:
1 °) Funkcja K(st) jest symetryczna wzgledem zmiennychsi t, to
znaczy, ze K(st) = K(ts).
2° Funkcja K(st) jest ciggla w kazdym punkcie obrazu

(a 6) z wyjatkiem ewentualnie linji s—t. Jezeli ta nieciggtos¢

) L. str. 62 § 17.
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ma miejsce, to w takim razie s—mi““\K(st)\ jest ograniczone,
przyczem liczba a czyni zado$¢ nieréwnosci 0 <Z « << i jest nie-
zalezna od zmiennych sit. Jezeli funkcje K(st) przyjmiemy jako
jadro réwnania catkowego, to w takim razie rOwnania (9) redukujg
sie do jednego réwnania catkowego:

(14) 7 (s) = <p(s) J=—p (D) dt
2

Funkcja rozwigzujgca K(Aist), nalezaca do jadra symetrycznego
jest réwniez funkcjg symetryczng zmiennych sit.

XV. Twierdzenie Hilbertal) W przypadku jadra sy-
metrycznego istnie¢ musi przynajmniej jedna warto$¢ charaktery-
styczna, a nadto wartosci charakterystyczne sa rzeczywiste i rzedu
pierwszego.

Jadro K(st) jest ,,zamknietell, jesli nie mozna wyznaczy¢
takiej funkcji y(s), roznej od zera, aby spetniona byta identycznos¢:

(15)

ds od zera odmienna.

XVI. Twierdzenie Hilberta?. Jadro zamkniete musi
posiadac¢ nieskonczenie wiele wartosci charakterystycznych.

Dowdd. Gdyby jadro X(si) posiadato skonczong liczbe war-
tosci charakterystycznych, mieliby$my:

_9>i(s) <P.0 |
2,

gdzie 2, 2g. .2, sa wartosci charakterystyczne, a <, (S)... ey(s)
odpowiadajgce im funkcje charakterystyczne. Jezeli do uktadu funkcji
epl(s) . . <p,(s) dotaczymy dowolng funkcje /(s), linjowo od nich nie-
zalezng i kwadratowo catkowalng i potozymy:

0 Dawid Hilbert. Grunchsuge einer allgemeinen Theorie der linearen In-
tegralgleichungen. Nachrichten der k. Gesellschalt der Wissenschaften zu Got-
tingen 1904, Heft 1. str 72. Satz 3. W dalszym ciggu prace te. oznaczamy D. H-

2) D. fi. str. 74 pierwsze zdanie z gory.
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to znajdziemy:
P, +1(s)=|=0

J K(st) ¢, +1(s) ds=z 0
2
whbrew zatozeniu.
Jadro K(st) nazywa sie ,,co do znaku oznaczonel albo

krétko ,,0znaczone", jezeli nie istnieje funkcja y(.s) kwadratowo
catkowalna, od zera odmienna i taka, aby:

bbb
(16) I J'K(st) g(s) g(t) ds dt = 0.

« d

XVII. Twierdzenie 1. Jgdro oznaczone jest zamkniete i po-
siada wartosci charakterystyczne tego samego znaku.

C. Jadra, dajace sie usymetrycznic.

Niech bedzie dane jadro K(st), rozne od zera, ciagte w kaz-
dym punkcie obszaru &&k) z wyjatkiem ewentualnie linji

s—t i nadto ograniczone w tym obszarze. Jadro takie da sie usy-
metrycznid, jesli istnieje takie oznaczone jadro AT(si), ze przynaj-
mniej jedna z funkcji:

jest symetryczna.

Funkcje JJ, (st) i H, (st} nie mogg znika¢ identycznie, co wy-
nika z tego faktu, ze jadro N(st) jest oznaczone.

XVIIl Twierdzenie Marty.8) Jagdro X(st), dajgce sie
usymetryczni¢ posiada nastepujacg wihasnosc:

>) L. str. 70 § «
>) L. str. 78 § 14 i § 15.
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Jezeli 20 jest wartoscig charakterystyczna, a <pO(s) funkcja
charakterystyczng réwnania catkowego:

jest funkcjg charakterystyczng réwnania catkowego, z niem sprze-
Z0nego.

XIX. Twierdzenie (pomocnicze).l) Dla dowolnych
funkcji ciagltych tp(s) i () w przedziale (0 << s << Z) i czynigcych
zado$¢ warunkom:

(19)

zachodzi nieréwnos¢:

Dowo6d. Dla dowolnego 2 i dowolnych funkcji ciggtych
<p(s) 1 V*(s), czyniacych zado$¢ warunkom (19) ma miejsce na pod-
stawie wzoru (5), jedno z nierébwnosci:

JJlogr, [>(5) 2tp(s)] -[cp(t)2xp (£)] dsdt=Q
IJTF"=sr< (»)4- w(s) 0+ (#)] dsdt < o.

Stad:
| <3 _§ log r.tcp(s) dsdt  J*IJ\logr,, V>(5) e>(£) ds dtj

JUreg rx V(s) <p(0 dsdt T Jl°gr-t ds dt.
Jesli uwzglednimy, ze:

C. Marty C. R. 150 str. 515, 1910. — (U Marty w miejsce funkcji
log mt figuruje .jadro oznaczone. Stad u nas jeszcze dodatkowy warunek (19)).



znajdziemy nierownos¢ (20). Nieréwnos¢ ta zachodzi dla wszelkich
funkcji ciggtych e>(s) i tp(s), spetniajgcych warunki (19), a nazy-
wac jg bedziemy uogdlniong nieréwnoscig Schwarza. Niech bedzie

dana funkcja A(st), ciggta w kazdym punkcie obszaru (0

z wyjatkiem ewentualnie linji s=1, i przytem ograniczona w tym
obszarze. Niech nadto funkcja X(st) spetnia warunki:

(21)

(22) du = 0,(st)

gdzie (si) jest funkcjg symetryczng zmiennych sit. Przy tych
zatozeniach co do funkcji -4(st), mozna wystowi¢ nastepujgce
twierdzenie:

XX. Twierdzenie.l) Jadro 4(st) musi posiada¢ przynaj-
mniej jedng warto$¢ charakterystyczna.

Dowdd. Potézmy:

(23)

Funkcje M(p,(st) (p  2) nazywajg sie iteracjami rzedu p ja-
dra X(st), sa ciagle i posiadaja te wiasnos¢, ze:

(24)

Funkcje ®p(st) sg funkcjami ciggtemi i posiadajg nastepujace
wiasnosci:

) M. J. Marty C. R. t. 150 str. 1031 i 1499 przy nieco odmiennych za-
fozeniach, niz te, ktore przyjeliSmy o funkcji A\st).
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1) Funkcja 7p(st) sa symetryczne wzgledem zmien-
nych s i t. (Pflst) jest funkcjg symetryczng wedtug zatozenia (zwig-
zek 22). Przypusémy, ze jest funkcja symetryczng; udowod-
nimy, ze funkcja <Pp+](st) musi by¢ tez funkcjg symetryczna.

Mamy na podstawie (23):

®,tL (st) =FF" =sr,, A(w(tt3) A(zt) dudz.

Poniewaz

wiec:
<Bptl (st) —IJ J'1°g Au AM(us) A(zt) dudz.

Ze symetrji log ru wynika w dalszym ciggu:
0,,+i(st) —3J J™aS  A(zt) Alp)(us) dudz

Uwzgledniajac wreszcie symetryczno$¢ funkcji (wt), otrzy-
mujemy:

[$2p(ss)J2  D2,+2(ss) <V2(ss)

dla kazdej wartosci na zmienng s, wybranej w przedziale (o, 2)
i dla kazdego wskaznika p 2.
Aby to udowodni¢, uwazajmy:

(«t) du dz

Poniewaz:
ot (sz) — 0p+1 (zs)
wiec:
Dip(pt) =I'J\og  Aptr>(us) Ap "(zt)dudz
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Uwzgledniajgc wzor (24) i kladac w uogdlnionej nieréwnosci

Schwarza:

(p (u) = Aiv+1\us)

tp(z) — (s2)
otrzymujemy:

[N(sz)]™ dp+2H. P_2(22)

a stad przyjmujgc s —t:
(25) [®2P(ss)]2 (5») ™N2p-2(sS).

3) Istnieje taka wartos¢ s —§j, iz dla wszystkich
p 2 H)p(sjS,)jest od zera odmienne.

Wybierzmy na p wskaznik stalty wiekszy lub réwny 2. —
W takim razie 02p(ss) jest rozne od zera dla kazdej wartosci s,

zawartej w przedziale (o, l), albo tez dla pewnego s =s,, (sOs0)
obraca sie w zero.
Jesli:
rm ArMus?) dudz — 0
to z uwagi na zwigzek (24) i twierdzenie Ill, otrzymujemy:
(26) -4(,)(tts0) =0

dla wszystkich wartosci na u, zawartych w przedziale (o, ). Ze
wzoru:

4"+ )ws0) —IA (uZ) A(F=dt

po uwzglednieniu tozsamosci (26) wynika:
.40+1) (ws0) E3 0.

Poniewaz jeden ze wskaznikéw p i p-]-1 jest parzysty, a wiec
réwny 2/z, zatem:
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Powtarzajac dla (sps0) — O to samo rozumowanie, ktére
zastosowalismy dla Otp(soso)=O dochodzimy do wniosku:

A”™(ust) == 0.
Jezeli to rozumowanie dostateczng ilos¢ razy powtorzymy,
znajdziemy ostatecznie:
A (ust) =0

dla wszelkich wartosci na u, zawartych w przedziale (o, Z. Ponie-
waz A (us) nie rowna sie identycznie zeru dla wszystkich wartosci

nawis w obszarze (0 < Z), wiec, istnieje takie ie

nie réwna sie identycznie zeru dla wszystkich wartosci na
u, zawartych w przedziale (o,Zi. Stad wynika w dalszym ciagu,
7e <DP(s,s,) jest od zera odmienne dla wszystkich p  2; gdyby
bowiem “Mp(slsl) réwnato sie zeru, musiatoby:

Przejdzmy do dowodu twierdzenia XX.

Jesli jadro A (st) nie posiada wartosci charakterystycznych,
to funkcja rozwiazujagca K (2; st) da sie przedstawi¢ w ksztatcie:

00

(26) K (2; st) = I’ ~Np+l) (st)

przyczem szereg po prawej stronie jest funkcjg catkowitg ze
wzgledu na parametr 2 i jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie

w obszarze (0 ? < 2).

Ze wzoru (26) i okreslenia funkcji <?p(sZ) wynika:

ru K(2; ut) du —"u—2’? . J"log r,, X(p+1)wZ) du

p-0

00

®,+, (st).

P—0

Jezeli zatem przyjmiemy s=Z—Sj, gdzie s, jest wartoscig
wyzej okreslong, to szereg:



przedstawia tez funkcje catkowitg parametru .
Wynika stad, ze szereg:
(sxSj)
powinien tez przedstawia¢ funkcje catkowitg. Udowodnimy, ze tak
nie jest. Rzeczywiscie na podstawie nieréwnosci (25) dla s=sl;
mamy:

(S181)12 = (S1S1) + &2P-Z (S1 S1)e
Stad, poniewaz odmienne od zera dla p = 2"
~p-f-2 (S1 SI) ®1,,(S1 Sl)
) 2(st sj)

a tem bardziej:

®2>+2 (SISi) — ®<(«l Sl >O(p/\2)l

~lp (SI Sj) O, (S, S
Z nieréwnosci tej wynika, ze szereg ®2p(sj Sj) dla
P=1

dostatecznie duzych 2 jest szeregiem rozbieznym, co nie mogtoby
mie¢ miejsca, gdyby jadro A (x/) nie posiadato zadnej wartosci cha-
rakterystycznej. Jadro A(st) posiada zatem przynajmniej jedng war-
to$¢ charakterystyczna.

Whniosek 1. Jadro J.($<), ktére nie posiada zadnej wartosci
charakterystycznej, musi znika¢ identycznie.

D. Jadro, ktdre jest pochodnag funkcji symetrycznej,
perjody czn ej.

Niech bedzie dana funkcja posiadajgca nastepujace
wiasnosci:

1°) K(sf) jest funkcjg symetryczng zmiennych s i t.

2°) K (st) jest wzgledem s i t funkcjg perjodyczng, to jest:
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istnieje taka liczba | r6zna od zera, ze dla dowolnych catkowitych
k i k' zachodzi identycznosc:

3°) K (st) posiada ciagle pochodne pierwszego rzedu: ° K3§St)
SKSJ,[St) w kazdym punkcie obszaru (o yC 2) z wyjatkiem ewen-

tualnie linji s— 7, nadto pochodne te sg ograniczone w catym
obszarze.
XXI. Twierdzenie.l) Jezeli rownanie catkowe:

27) < (s) + <P®dt =10

(28) yi (st 4-2y/3 ip(t)dt=0

posiadajg wartosci. charakterystyczne, to w takim razie te wartosci
charakterystyczne lezg symetrycznie ze wzgledu na punkt zerowy
ptaszczyzny zespolonej 2.

Dowdd. Zcatlkujmy réwnanie (27) od o do s i potézmy:

(29) X(«) =" ds 23K (ot) g>(f) dt,
0
to w takim razie:

(30) h(s) 2

Potézmy w ostatniej réwnosci w miejsce s : s -j~ kl.
Znajdziemy:

%(s -|- kl) +-28<  (s-f- kI, f)g> (f) dt —O,
albo na podstawie Zalozenia 2°) o funkcji X(s2):
(31)
Y To ogdlne tw. figuruje u Plemelja tylko w odniesieniu do jadra
““arctg™M------—— P- str. 85 8 34. - Wzory (33) i (34) u Plemelja nie

3s x(s)—x(t)
figuruja.
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Ze zwiazkéw (30) i (31) wynika, ze funkcja %(s) jest per-
jodyczna.

Zauwazmy na podstawie (29), ze %'(®) — (s); to przez cat-
kowanie przez czesci otrzymamy ze zwiazku (30):

Z©).-1 dt=0

Ostatnie rownanie uczy, ze 2 musi by¢ wartoscig charakte-
rystyczna, jezeli -|- 2, jest wartoscig charakterystyczna.

Ten sam rezultat mozna otrzymaé jeszcze inng drogg, ale
przy mniej ogolnych zatozeniach co do funkcji K(st). Przyjmijmy mia-
nowicie, ze funkcja K(st) spetnia warunki 1°) i 2°) a nadto na-
stepujacy:

3°) K(st) posiada ciggte pochodne pierwszego rzedu

3 K(st]
9t

3s,

i druga pochodng ciggla w kazdym punkcie

obszaru (o< | << Z), z wyjatkiem ewentualnie linji s =1t; nadto

pochodna ta jest ograniczona w danym obszarze.
Uwzgledniajac te okolicznosé, ze jest funkcja perjodyczna,
otrzymujemy z (28) przez catkowanie przez czesci:

Stad przez wziecie pochodnej:

t/(s) — +j** $ dt =0

Z tego roéwnania otrzymujemy ten sam rezultat, co i z ro-
whnania (32).

Przyjmujac ogdlniejsze zatozenia co do funkcji Klst), mozna
otrzymany rezultat wyrazi¢ w nastepujagcych zwiazkach:

Jezeli:

<?'(«) + ¥ dt==

(33)

ty(t) dt =0
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to:
5 13 —

(34) <ps) — A.J3 <] dt=0

skad wynika, ze przez kwadratury i branie pochodnych znajdujemy
funkcje charakterystyczne dla wartosci charakterystycznych — >,
o ile sg znane funkcje charakterystyczne dla wartosci charaktery-
stycznych -j- 2 i naodwrét.

Zagadnienia Neumanna i Robina.

Rownania (7) i (8) prowadzg na podstawie zwiazkéw (1) i (2)
do nastepujacych réwnan catkowych ze sobg sprzezonych:

(35)

przyczem:

y(s) —y(t)

(36) = 19 x(s) — x(f)

a nadto speiniony jest warunek:
@37)

Rownania (35) sg zupetnie réwnowazne z réwnaniami (7 i 8).
Kazde bowiem rozwigzanie réwnan (35) okresla takie gestosci w(sj
i er(s) warstwy pojedynczej lub podwdjnej, iz potencjat od nich po-
chodzacy czyni zado$d réwnaniom (7 i 8). Naodwr6t kazde rozwig-
zanie réwnan (7 i 8) zapomoca potencjalu warstwy pojedynczej
wzglednie podwojnej okresla takie gestosci fi(s) i v(s), ze spetnione
sg zwiazki (1) wzglednie (2), a tem samem znalezione jest roz-
wigzanie rownan (35).
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Funkcja arctg N nie jest Jednoczes’nie okreslona.

(8)—x()

Dla okreslenia jednej gaiezi tej funkcji, obieramy tak, jak na ry-

sunku kierunek rachowania dodatnich tukéw, a na zmienne § it
przyjmujemy wartosci zawarte w obszarze (0 << <<I). Niech m

bedzie doktadng dolng granicg wartosci y(s) (0 <<s << Z), odpowia-
dajacych krzywej (C). Istnieje w takim razie przynajmniej jeden
taki punkt A. potozony na krzywej (0), ktoérego rzedna jest m
i w ktorym styczna jest réwnolegta do osi ;r. Punkt ten obieramy
za poczatek tukow s i t Jezeli punktowi IV odpowiada warto$é
parametru Z a punktowi M warto$¢ parametru s/>1t, to odcin-
kowi, taczacemu punkty N i M nadajemy kierunek od N do M.

Kat zawarty miedzy osig x. a wektorem NAJ, jest to kat do-
datni, mniejszy od 2jt, 0 ktéry trzeba obroci¢ 0s x w kierunku

dodatnim, aby nakryta zgodnie wektor NM. Przy tych umowach,
budujemy nowg funkcje /(.sZ) w obszarze (o c <<7) w naste-

pujacy sposéb:

1°) Przyjmujemy /(o, 0)—o.

2°) Funkcja /(ss) rowna sie katowi dodatniemu, mniejszemu
od 2tt, o ktory trzeba obroci¢ o$ ¢ w dodatnim Kkierunku, aby
nakryta zgodnie styczng do krzywej (O) w punkcie s, przyczem ta
styczna ma kierunek rosngcych tukow.

Dla s==t, niech/(sZ) =/(Zs). Wobec tego zatozenia wystar-
czy funkcje /(st) zdefiniowaé dla s>t Otéz w tym wypadku
przyjmujemy jako warto$¢ funkcji f(st) kat, zawarty miedzy osig x,
a wektorem NM. Majac zdefiniowang funkcjg /'(sf) w obszarze
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(0 5S ® = 12) rozszerzamy obszar zmiennosci na calg plaszczyzne
« L, przyjmujac:
/7 (s'2)=/(sZ) + (k-j- Z¢)n

przyczem:

s'=s ki

t' = t-{-k'l
gdzie & i Al sg to jakiekolwiek liczby catkowite.

Funkcja f(sf) posiada nastepujgce wiasnosci:

/ «ro tg -»<'>=3

ds X(s)— X\t) dS |

9 arc tg 3 Flst\
St X(s)—x(g St

Potézmy:

N /\St/\f/\t) AN
Y.(s)-C + )»

Funkcja Nj(sZ) jest perjodyczna wzgledem zmiennych s i Z
‘a mianowicie mamy:

Nj(s-|-AZ 1 A'Z) = Nt(sZ) = Nr(ts)
Nadto:

vy —y(fy 1 SNt(sf) 1
) —x() n 25 Z

(38)

W arto $ ci charakter¥5t¥ czne Jadra nds arc t%ax(s)“"

XXIIl. Twierdzenie.l) Jagdro K(st) posiada — 1 jako war-
tos¢ charakterystyczng stopnia pierwszego i rzedu pierwszego.

¥ P. str. 54 § 25.

Rozpr. Polskiego Tow. matem. 6
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Dowod. Ze zwiazku (37) wynika natychmiast, ze réwnanie-
catkowe:

(39) K(ts) dt = 0

posiada jako funkcje charakterystyczng, nalezacg do wartosci cha-
rakterystycznej — 1, liczbe statg, rozng od zera. Wobec tego réw-
nania jednorodne, z réwnaniem (39) sprzezone:

(40) Q6)—I K(st)ep(t)dt=20

posiada tez rozwigzanie (p(s) = m(s), ktore nie znika identycznie;
— 1 jest zatem wartoscig charakterystyczna. Poniewaz stala jest
rozwigzaniem réwnania (39) a funkcja m(s) jest rozwigzaniem row-
nania (40), wiec aby wykaza¢, ze — 1 jest wartoscig charaktery-
styczng rzedu pierwszego, wystarczy na podstawie twierdzenia XI

udowodnié. ze catka J'>n[$) ds jest rozna od zera. Przypusmy,

ze Im (s) ds = 0. Potencjatk:

(41) V)=V . m(t) dt
log
czyni zado$¢ na podstawie (1) i (2) nastepujagcym zwigzkom:
dv dv x
S __29 '
- 5dn’\ 2?ri(s)
dv . dv  2nJ'K(st)m{t)dt—2nm[s)
di+ ' dn_

skad po uwzglednieniu twierdzenia Greena wynika, ze potencjat
7(p) jest wewnatrz krzywej (C) staty. Poniewaz potencjat jest we-
wnatrz krzywej (C) staly, a nadto jest funcjg ciagtg i regularng

W nieskonczonosci, (jn(s) ds =0), musi zatem znika¢ identycznie,

co pocigga za sobg, ze m(s) = 0 wbrew temu, co udowodniliSmy
o funkcji (m(s). Pozostaje jeszcze do udowodnienia, ze —1 jest
wartoscig charakterystyczng stopnia pierwszego. Z uwagi na to, ze

Jm(s) ds jest rézna od zera, mozna wyznaczy¢ statg ¢ tak, zeby:
J'[em(s) ~(s)]ds=0

przyczem przypuscilismy, ze (p(s) — m”s) czyni tez zados¢ rowna-
niu (40). Potencjat:
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v(p) = / log— [cm (t) -]- mr (i)] dt
J rpt

posiada te same wiasnosci, co i potencjat (41), a zatem c.m(.s)-]-
+ ml(s) =0, czyli funkcja m(s), czynigca zado$¢ rownaniu (40)
jest okre$lona w zupetnosci az do wspotczynnika statego.

Przyjmujemy w dalszym ciggu jako funkcje charakterystyczng
réwnania (39) liczbe stalg 1, wobec czego funkcja charaktery-
styczna réwnania (40) ma te wiasnosc, ze

XXIIl. Twierdzenie.l) Liczba -|- 1 nie moze by¢ warto-
Scig charakterystyczng jadra K[st\
Dowod. Przypusémy, ze rownanie catkowe:

posiada rozwigzanie (p[s) = n(s), nie znikajace identycznie. W ta-
kim razie potencjat: I

—n(t) dt

L><
czyni zado$¢ zwigzkom:
dv dv.
dn_  dn+

(42)

(43)

Na podstawie wzoru Greena wnosimy z (42) i z (43), ze po-
tencjat v(p) znika identycznie zewnatrz krzywej (C), a poniewaz
jest funkcjg ciaglta znika takze i na krzywej (C), a tern samem
wewnatrz krzywej (O), co pocigga za sobg, ze n(s) = 0 wbrew za-
tozeniu.

P. str. 54 § 25. Ograniczenie (C) sktada sie z jednej krzywej zam-
knietej.
6



84

XXIV. Twierdzenie. Wartosci charakterystyczne, nalezace
do jadra K(st) sa rzeczywiste, rzedu pierwszego.

Dowdd. Na podstawie wzoréw (39) i (40) i twierdzenia XXII
mozemy potozyc:

(44) X@st) \ =m@ + AW

przyczem AJsf] jest funkcjg ciggta zmiennych si i w obszarze

(@ 0, gdy s4=t wszedzie ograniczong. Uwzgledniajac
zwigzki:
(45) m(s) —J'K(st)y m()dt =0

1—JK(ts) dt =0
J'm(t)dt = 1

zAajdziemy:

yA@t) m@E)dt—0

(46) J'A(ts)dt—0
Potézmy:
(@7) niem=f IO

gdzie jest funkcja ciagla, czynigca zado$¢ warunkowi:
u/s

ds—0

Z tozsamosci (44) i (47) wynika:

mi («) +=1-"1 (si)
b

a wiec jest pochodng czastkowg rzedu pierwszego. Na pod-
stawie twierdzenia (V):
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gdzie H(st) jest funkcjg symetryczng zmiennych sit. Podstawia-
jac za K(uf) wyrazenie (44), znajdziemy:

Lecz:
r, m(u) du — a — Constans

a zatem:

czyli A (uf) da sie usymetryczni¢ przy pomocy funkcji logr,, —
Niech bedzie e>,(s) = p(s) -|- i q(s) funkcja charakterystyczna zespo-
lona, nalezaca do wartosci charakterystycznej tez zespolonej.
Istnieje w takim razie funkcja charakterystyczna ~(s) =p (s) —
i — j(s), ktora nalezy do wartosci charakterystycznej sprzezonej
z 2,. Mamy:

(49) X(si) ~(t) dt—0.
Poniewaz na podstawie twierdzenia XVIII:

(50) Vh(s) =3log r.« i (u) du

jest funkcjg charakterystyczna réwnania:

(«+AIJINi(m) (us)du=0

(51)
i nadto == wiec funkcja cpl(s) musi by6 ortogonalna do funk-
cji (s), to jest musi zachodzi¢ réwnosc:
dsdt—0
albo:

Z drugiej strony na podstawie (46) i (49):
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a tem samem:

Obie catki, figurujgce po lewej stronie réwnosci (52) majg na
podstawie wzoru (5) ten sam znak, wiec:

Z uwagi na zwiazki (53), znajdujemy na podstawie twierdze-
nia 111:

Pozostaje jeszcze do udowodnienia, ze wartosci charakterysty-
czne sg rzedu pierwszego. Przypuszczamy w tym celu, aby nie wprowa-
dza¢ nowych oznaczen,,ze w zwigzkach (49) i (51) 2, jest liczbg rzeczy-
wistg i funkcje 99,(5) i ipl{s) sa funkcjami rzeczywistemi zmiennej s.
Na podstawie twierdzenia XI 2, jest wartoscig charakterystyczng
rzedu pierwszego, jezeli catka J'<pr(s) ipx(s)ds jest od zera od-

mienna. Przyjmujemy, ze:

albo na podstawie (50):

rt<pi(s) 9Pi(0 ds dt =10

przyczem:

Podobnie, jak wyzej, wynika stad:
<Pi(s) =0

UdowodnilisSmy w ten sposéb, ze jadro X(si) posiada warto-
§ci charakterystyczne rzeczywiste i rzedu pierwszego. Ze zwigzkow:

K{st) —m(s) A{st)

dt=lI.
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i z twierdzenia XIIl wynika, ze zbiér wartosci charakterystycz-
nych jadra K (st) rdwna sie zbiorowi wartosci charakterystycznych
jadra A (sf) i liczbie — 1, o ktdérej wiemy na podstawie twierdze-
nia XXII, ze jest wartoscig charakterystyczng rzedu pierwszego.
Twierdzenie XXIV jest zatem w zupetnosci udowodnione.

XXV. Twierdzenie.l) Wartosci charakterystyczne, nalezace
do jadra K(st) sg co do bezwzglednej wartosci wieksze albo tez
réwne 1

Dowod. Niech bedzie

przyczem (pk(s) oznacza funkcje charakterystyczna, nalezgcg do
« wartosci charakterystycznej 4k
Potencjat:
»(?)=F
ot
czyni zado$¢ na podstawie wzoréw (1) i (7) zwigzkowi:

Tdv . dv _ dv dv
4 |c/»+  dn-\ ~dn+—~dn-

Potézmy:

Z+= — fv~ds-, I-= ds
J du+ J du_

Jezeli pomnozymy obie strony zwigzku (54) przez v(s) i zcal-
kujemy, znajdziemy:

= i+4-z-

Z uwagi na to, ze catki Z+ i 1* sa dodatnie, z ostatniej row-
nosci wynika:

XXVI. Twierdzenie.?) Zbiér wartosci charakterystycz-
nych, nalezacych do jadra K(st~), skiada si¢ z liczby —1, i z liczb

* H. B. Heywood M. Frechet. L’equation de Fredholm. Paris 1912. p. 112.
) P. str. 85 § 34.
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co do bezwzglednej wartosci wiekszych od —1 i potozonych sy-
metrycznie ze wzgledu na punkt zerowy plaszczyzny 2.

Dowdd. Tozsamos$¢é (38) orzeka, ze jadro ~ jest orto-

gonalne do jadra j, a zatem na podstawie twierdzenia XIlI-go

i zwigzku (44), zbiér wartosci charakterystycznych, nalezacych do
jadra K(st), rowna sie sumie zbiorow wartosci charakterystycznych,

nalezacych do jadra i j4™ra p Lecz j posiada je-

1 3N, (st)

dng warto$¢ charakterystyczng — 1, jadro zas na podsta-

wie twierdzenia XXI posiada wartosci charakterystyczne potozone
symetrycznie ze wzgledu na punkt zerowy ptaszczyzny A. Nadto

— 1 nie moze by¢ wartoscig charakterystyczng jadra i

gdyz woweczas i -|-1 musiatoby by¢é wartoscig charakterystyczng
jadra — —, a tem samem jadra K(st), co sprzeciwia sie twier-
dzeniu XXIIl. — Wszystkie wartosci charakterystyczne jadra

— sg zatem co do bezwzglednej wartosci wieksze od L

XXVII. Twierdzenie. Jadro K(st) posiada oprécz —1,.
przynajmniej dwie wartosci charakterystyczne, o ile A(st) nie ro-
whna sie identycznie zeru.

Dowdd. Ze zwigzku (46) i (48) wynika na podstawie twier-
dzenia XX, ze jadro A (st) posiada przynajmniej jedng wartos¢ cha-
rakterystyczng. Poniewaz jgdro K(st) = m(s) -|- A(st) posiada — 1
jako wartos¢ charakterystyczng rzedu i stopnia pierwszego (twier-
dzenia XXII) i zachodzi zwigzek

JA(Gt)m(@)dt=0
przeto na podstawie twierdzenia XIII. zbiér wartosci charaktery-
stycznych jadra K(st) réwna sie liczbie — 1 i zbiorowi wartosci

charakterystycznych jadra J.(si). Stad i z twierdzfenia poprzedniego
wynika, ze zbiory wartosci charakterystycznych jadra A (st) i jadra

------ —— sg identyczne, a zatem istnie¢ muszg oprocz — 1 przy-
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najmniej dwie wartosci charakterystyczne jadra K(st). o ile oczy-
wiscie funkcja -4(sz) nie znika identycznie. Naodwrét, jesli jadro
K(st) posiada jedng jedyna wartos¢ charakterystyczng — 1, to A (st)
nie posiada zadnej wartosci charakterystycznej, a tem samem' na
podstawie wniosku | musi znika¢ identycznie.

XXVIIl. Twierdzenie. Jadro K(st) posiada nieskonczenie
wiele wartosci charakterystycznych w przypadku, w ktorym krzy-
wa (C) czyni zado$¢ warunkom, ktére dotychczas przyjelismy i je-
zeli nadto jej promien krzywizny, uwazany jako funkcja luku, po-
siada przynajmniej jeden punkt nieciggtosci. Jesli nieciggtos¢ ma
miejsce dla s = s0, to przypuszczamy, ze istnieja okreslone granice
promienia krzywizny, gdy s zmierza do s) w ten sposob, ze sj>s0
wzglednie s < s0.

Dowod. Jadro K(st) mozna przedstawi¢ w formie:

(55) cos (w. r,,

przyczem n, rt oznacza dodatni kat, zawarty miedzy normalng
w punkcie s skierowang do wnetrza, a promieniem r,, majacym
kierunek od s do t, jak to uwidocz-

nione na rysunku. Poprowadzmy nor-

malng w $rodku odcinku rt az do

punktu przeciecia sie jej z normalng

n,. Oznaczmy jg przez p,

W takim razie:

rit = cotg (w, r,,
Na podstawie (55) mamy zatem:

(56)  ~(sf) = ——sin ()

Ze zwiagzku (56) wynika, ze granica, do ktdrej zmierza K(st)!
gdy t zmierza do s, réwna sie 2,17? jesli przez R oznaczymy

promien krzywizny krzywej (0) w punkcie s. W punktach niecig-
gtosci promienia krzywizny istnieja dwie granice (prawa i lewa)
zaleznie od tego, czy s t, czy tez s t Przypusémy przy tych
zatozeniach, ze jadro K(st) posiada skonczong liczbe wartosci cha-
rakterystycznych ... 2, i odpowiadajagce im funkcje charaktery-
styczne: (s) tp! (i).... 1, (5) tp,, (t), przyczem niektore z pomiedzy
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Aj...2,, moga by¢ sobie rowne, a funkcje (p i funkcje  sg mie-
dzy sobg liniowo niezalezne.
Udowodnimy, ze jadro K(st) da sie przedstawi¢ w formie:

(57) A(ri)=gIWjIW + .. .Y-W»-w

— N1
Rzeczywiscie najogolniejsze jadro, ktdre posiada powyzsze wartosci
i funkcje charakterystyczne, musi by¢ ksztattu:

(58) K(sf) = X1(sf) -j- G(st)
gdzie:

(59) K(-t) Y
(60) CK(ts) dt—~ 1

Poniewaz jadro A(si) da sie usymetryczni¢ przy pomocy
funkcji log r,, i podobnie jadro Kt (st) ze wzgledu na zwigzek:

ru e>,(f) dt

przeto i jadro G(st) da sie usymetryczni¢ przy pomocy funkcji
log r.t Uwzgledniajac zwigzki (37) i (60) mamy:

a zatem na podstawie wniosku |, jadro G(st) musi znika¢ iden-
tycznie, a stad na podstawie wzoréw (58) i (59), otrzymujemy
wzor (57).

Ze wzgledu na to, ze funkcje < i funkcje ip sg liniowo niezale-
zne, istnieje taki uktad wartosci na zmienng t np. A...f,, ze wyzna-
cznik uktadu réwnan, otrzymanych ze zwigzku (57):

(61) Sth ="M=+ ... ?277"®4=1,...»)

—
jest od zera odmienny. Inaczej funkcje ipl...rp, bytyby liniowo
zalezne. Rozwigzujac uktad réwnan (61) wzgledem ¢pl(s"). ..<p,,(s)
wyrazamy te funkcje liniowo zapomocg K(stk}. Analogicznie mozna
postapi¢ z funkcjami ipl...tpn i wyrazi¢ je liniowo zapomocg K(skt)
k—1, 2...w).

Poniewaz nadto funkcje (p i ip czynig zado$¢ réwnaniom cat-
kowym jednorodnym:



wiec funkcje (pk(s) i ~(s) muszg by¢ ciggle w przedziale (0 <<s <<f).
Niech bedzie s0 punktem nieciggtosci promienia krzywizny
krzywej (C). Wyrazenie:

y@e) —yE|__ 1
a(s) — x| 2repy,

nie zmierza wéwczas do okreslonej granicy, gdy t zmierza do sO;
jesli jednak uwzglednimy wzor (57) i ten fakt, ze funkcje ¢ i
sg ciggte, wyrazenie to musi zmierza¢ do okres$lonej granicy. Sprze-
czno$¢ te mozemy usungC jedynie, przyjmujac, ze jadro K(st) po-
siada nieskonczenie wiele wartosci charakterystycznych.

XXIX. Twierdzenie. Jedyng krzywg, ktoéra posiada tylko
— 1 jako warto$¢ charakterystyczng, jest koto.

Dowod. Na podstawie wzoru (44) i twierdzenia XXVII mamy

K{st) = m(s)
albo na .podstawie (56):

(62) cos {n, r,t) = m(s)

Obierzmy na s warto$¢ statg s0.
Niech punkt A odpowiada wartosci
s0 a punkt M wartosci t, jak zazna-
czono na rysunku. NakresImy w pun-
kcie M prostopadtg do odcinka r”t
az do punktu przeciecia sie B z nor-
malng ns) do krzywej (C) w punkcie
A. W takim razie:

rot = AB. cos

Stad i na podstawie (62):

1
ji. AB m{s0)

Niech punkt M opisze tuk krzywej (C); wodwczas z ostatniego
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zwiazku wynika, ze normalna do rl, w punkcie M zawsze prze-
chodzi przez punkt jB, a zatem krzywa ((?) musi by¢ kotem.

Jadro log r,,.

XXX. Twierdzenie. Jadro log r.t-j-ni(s) m(f) gdzie m(s)
jest funkcjg ciagla, okreslong wzorem (45) jest zamkniete-

Dla dowodu przypus¢my, ze istnieje taka ciagta funkcja
<P(s), ze:

(63) /1og r,ep(Z2) dt=0

Jesli utworzymy potencjat warstwy pojedynczej:
(64) ®(p)= Aog/g=>(t)dt
to w takim razie potencjat ten przyjmuje na krzywej (Cj wartos¢

zero, a tem samem jest wewnagtrz krzywej (C) staty, rowny zeru.
Whnosimy stad, ze:

(65)

Ze zwigzkow:
dv dv

du_  du+ = n<p )
dv e Y(A—Y(O
du+ C 'S x(s) — x(t)

i ze zwiazku (63) wynika, ze:

y(s) —y(0 dt
arc g a:(s) — x(t)

albo na podstawie (36):
(66)

Funkcja zatem (s), ktora czyni zado$¢ zwigzkowi (63) musi czy-
ni¢ zado$¢ zwigzkowi (66), czyli by¢ funkcja charakterystyczng
jadra K(sf) dla wartosci charakterystycznej —1. Jedyna taka fun-
kcja, jak widzieliSmy na podstawie twierdzenia XXII. jest <jp(s) =
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= m(s). Naodwrdt, jezeli spetniony jest zwigzek (66), to potencjat,
okreslony wzorem (64) czyni zado$¢ zwigzkom:

dv dv

dn_ dn+ = 2ntp (5)

skad:

a zatem na podstawie wzoru Greena, v— Constans.

Poniewaz potencjat v(p) jest wewnatrz krzywej (C) staty
i jest funkcjg ciagtg, wiec i na krzywej (C) jest tez staty. Mamy
zatem:

dt = a = Constans.

O ile stata a nie réwna sie zeru, nie istnieje taka funkcja
e>(s), aby spetniony byt warunek (63), czyli jadro log rt jest zam-
kniete, jezeli za$ stata a = 0, to taka funkcja istnieje i réwna sie
tp(s) =m(s), a zatem w tym drugim wypadku log rti-}- m(s) m(t)
jest jadrem zamknietem.

Udowodnimy, Zze w przypadku, gdy ograniczenie jest kolem
zachodzi¢ mogag oba wypadki, zaleznie od wielkosci promienia kofa.
Poniewaz w tym wypadku m (s) = Constans, wiec wystarczy obli-

czy¢ catke | =3J'log r,, ds wzietg wzdluz obwodu kota o promie-

niu R. Wartos¢ tej catki jest jednak niezalezna od t, wiec przyj-
mujemy i=0. Dla 0 s Rn mamy:

.S
0= 2R
r, Sin i

a dla Rn <s << 2Rn mamy:

Catke 1 mozna zatem przedstawi¢ w formie:
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M log (2R sin ds

Potozmy £g = b t0 znajdziemy:

n
|:2£Jlog (2R sin o) do
0

=2Rnlog 2R -j- 2Rj™N°S (sin

0

n

= 2Rn log 2R-\-2R § log (sin 0) do

0

3
= 2Rn log 2R-\-2RJ 1©g(sinojdCT-|-2.Kj **log (sin <r)dc-

Potézmy w drugiej catce 0 = n — t; w takim razie

n
2

1= 2Rnlog 2R -|- 2R” @®in () 4”7 2#J"log (sin z) dr.

0 0

Lecz:

Zatem:
I = 2Rn (log 2R — log 2)
Widoczng jest stad rzecza, ze catka 1 obraca sie w zero dla

R =1; dla R <1 catka I jest ujemna, a dla R > 1 catka I jest

¥) F. Frenet. Eecueil d’exercices. Str. 259. Zadanie 439. Paris 1904. —
Gauthier-Yillars.
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dodatnia. Jadro log r,, w przypadku, gdy ograniczenie jest kotem,
jest zawsze zamkniete,' z wyjatkiem wypadku, gdy li = 1. Wow-
czas wystarczy do log  doda¢ dowolng statg, r6zng od zera, aby
otrzymac jadro zamkniete.

XXXI. Twierdzenie. W przypadku, gdy ograniczenie jest
elipsg, jadro log r,, posiada jako funkcje charakterystyczne: stalg,
sin (ns), cos (ms) (n =1, 2...) przyczem sit zmieniajg sie w ob-

- 27
; 527,

Dowdd. Funkcja rozwigzujgca, odpowiadajaca problematom
teorji potencjatu w przypadku, gdy ograniczenie jest elipsa, da sie
przedstawi¢ w formie: ’)

szarze (0

(67)

przyczem k oznaczajac przez a i b dtuzsza i krétszg pot-

o$ elipsy.
Z wzoru tego wynika, ze wartosci charakterystyczne jadra
7T(s(), odpowiadajgcego elipsie, to jest jadra:}

— 'S 9" cos n(s-[-t)

68 K(st)— -
(%8) (0 £TL ! L 485183

— 1 k k —k —k2. ..
a odpowiadajace im funkcje charakterystyczne:
(69) stata, sin s, sin 2(S)..., cos s, cos (2S),...

Zbiér tych funkcji tworzy system zupetny. Jadro (68) da sie
usymetryczni¢ przy pomocy funkcji log r,, a z tego faktu na pod-
stawie twierdzenia XVIII wynika:

* P. str. 72 wzor (w).
) P. str. 72 wzor («).
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2Ir
flog r.t sin (nf) dt — an sin (ns)

Clog r,, cos (ni) dt — b, cos (nt)

| log r,, dt — Constans
przyczem stale a, i b, s odmienne od zera, a wystepuja one dzieki
tej okolicznosci, ze funkcje charakterystyczne sg okreSlone w zu-
petnosci az do wspotczynnika statego. Zwigzki powyzsze wyrazajg,
ie zbior funkcji (69) jest identyczny ze zbiorem funkcji charakte-
rystycznych jadra log r,,.

Przypadki, w ktorych K(st) jest symetryczne.

XXXIIl. Twierdzenie. Jadro K(sf) jest symetryczne wtedy
i tylko wtedy, gdy ograniczenie (C) jest kotem lub elipsa.

Dowod. Wiadoma jest rzecza, ze jadro W(st), odpowiadajace
problematom teorji potencjatu w przypadku, gdy ograniczenie jest
kotem, ma postac:

w przypadku zas, gdy ograniczenie jest elipsg, okreslone jest wzo-
rem (68). Stad wynika, ze jadro W(sf) jest symetryczne, gdy ogra-
niczenie jest kotem lub elipsg. Odwrotno$¢ tego twierdzenia jest
tez stuszna.

musi zachodzié, jak tatwo sprawdzi¢, nastepujgca identycznosc:

a stad:
(70)

Przypuszczamy w dalszym ciagu, nie zmieniajac jednakze oznaczen,
ze zmienna s okreslona jest w przedziale (0 s  2tt), co zawsze
mozna osiagna¢ przez proste przeksztalcenie.
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Kladac w zwigzku (70) odpowiednio w miejsce liter s i +.
litery s-|~A. s—  znajdziemy:

x(s-f-h) —xs—h 24

") Dowdd ten zawdzieczam uprzejmosci Pana Profesora S Zaremby. —
Pierwotnie podatem dowod, w ktérym musiatem zatozy¢ ciggtos¢ pochodnych
funkcji X(S) i /I(s) az do pigtego rzedu. Dowdd ten jest nastepujacy:

Obliczmy w zwigzku ostatnim pierwsza i druga pochodng wzgledem h:

[/(«<+—+Yy («—N]' k(' +4—ty] — K'(s¥+ K'(s —J]
¢ K(«<+A)—.v(«—A)l

(«)  K"(s+4—y\s—A))-k(s+A) - i« —H)I=K"(s+)—x"(s—»)].
ek(s+/t) —y(s—Hh]

Poniewaz wyznacznik tych réwnan znika, wiec:

X ~ +A)+ww =kik—+=—4+x (s
/'(g—
2h
Niech h zmierza do zera, wéwczas w granicy.
() xX""y'-y"x'=Q abo (?) X"Yy'-y"'X"a

gdzie a, jest statg catkowania.
Ze zwigzku (70) i (a)wynika, ze takze:

r(s)-y"(o

Widzimy stad, ze funkcje;
r@=re)
U(s) =2z"(s)
czynig zado$é tym samym zwigzkom, ktérym czynig zadosé funkcje X(S) i Y(S).
Mozemy zatem na podstawie (A i (/) potozyc:
(e) =0
(P

gdzie bt jest statg catkowania. Uwzgledniajac wzory (<5) mozna zwiagzek (e)
przedstawi¢ w formie:

(57 Xty'™ —yvx"' = Q.

Rozr6zniamy w' dalszym ciggu dwa przypadki:
Rozpi. Polskiego Tow. matem. 7
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Obliczmy w ostatnim zwigzku pochodng wzgledem h i powr6¢my
do dawnych oznaczen, otrzymamy:

(7)) YyE 4y N} {®E)—x®} = (") 4~x' O}y () —y D} =0.

Potozmy:

a) Funkcje X' (s) i y"(s) znikaja identycznie. Wowczas:

X(=ms*--m p

gdzie mnp min, pt oznaczajg state dowolne.
Poniewaz dopuszczalne sg tylko krz/we zamkniete, potozone w skonczo-
nosci, wiec powyzsze réwnania moga przedstawiac¢ tylko koto lub elipse.
6) Funkcje X™'(S) i y"" (5) nie znikaja identycznie réwnoczesnie. W tym
wypadku na podstawie (fi) i P) mamy:
(2) ar/ ——=o0
Zrézniczkujmy zwigzek (A. Otrzymamy:
Xlryl_\_xlllylll _le,y [ 0
2{xrvy"'—x" y,1)-Jry'xt—x'yt =0
Z ostatniego zwigzku na podstawie (") wynika:

®) XVy" — X"'y'f==0
Woprowadzmy do zwiagzku (p) znaczenia (<5); znajdziemy:
(*) N =0
Skad
<0) AN A =

gdzie Ci jest statg catkowania. Ze zwigzkow (f), (f) i (u) wynika:

M —+ciy" =20
Jesli uwzglednimy ten warunek, ze szukana krzywa ma by¢ zamknieta

i potozona w skonczonosci, to catkujgc ostatnie réwnania, dochodzimy do wnio-
sku, ze krzywa:

X =X(s)
y = y<0)
moze by¢ tylko kotem lub elipsa.
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Uwzgledniajac perjodycznos$¢ funkcji x(8j, y(s) znajdujemy:

(73)

Pomné6zmy réwnanie (71) kolejno jednym z iloczyndw:
c_os (ms) cos (pt') dsdt, c?s (_ms) s!n (pt) ds dt (mp=12)
sin (w;s) cos (pt) dsdt, sin (ins) sin (pt) ds dt

i zcatkujmy za kazdym razem w obszarze:

0<<s<2n

o<t<=2n

Otrzymamy cztery nastepujace zwigzki:
m QmAr—p Q, A,,, — mBmP,,-1-pBpPmn = 0

(74) m QmBp-\-pPp Am— mBmn Qp—p ApPm—-0 .
\~mPmAp - pQpBmArmAmPp-\-PBpQm=0 Kp-1,2...)

— rmPmBp-\-pPpBrmAn Qp— p ApQm— 0

Wszystkie powyzsze zwigzki redukujag sie dla m=p do zwy-
ktych identycznosci; przypuszczamy wiec w dalszym ciggu:

(75) m == p.
Rownania (74) sg linjowe i jednorodne wzgledem:
(76) ' Ar Bp Pp Qp

i pomingwszy znak, wyznacznik tych réwnan, uwazanych jako row-
nania wzgledem niewiadomych (76) jest réwny;

(ms — p2) (Pm B,, — Qm Amy
Jezeli zatem dla oznaczonej wartosci p, nie wszystkie liczby
(76) s zerami, to z rownan (74) na podstawie nieréwnosci (75)
wynika:
(77) PnBm-CQmAm = 0.
Poniewaz w rozumowaniu powyzszem wolno przestawi¢ wska-
zniki m i p, wiec widoczng jest takze stuszno$¢ twierdzenia naste-

pujacego:
7*
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Jesli nierébwnos¢ (75) jest spetniona i jesli dla uwazanej war-
tosci na m, nie wszystkie liczby:

(78) Amn Bn Pm Qm
sg zerami, to:
(79) PpBp-QpAp = 0.

Z poprzedniego wynika zatem lemmat nastepujacy:
I. Lemmat: Jesli istniejg dwie wartosci rézne, catkowite,
dodatnie r takie, ze dla kazdej z nich nie wszystkie liczby:

(80) Ar Br Pr Qr
Sg zerami, to mamy:
(81) PrB, — QrAr=20
dla wszystkich catkowitych dodatnich r.
Pot6zmy:
A,.B,,. __ BpAn __ BpBn AmAp
3 41 - § 43 -
P, Q. QrPm QP Qn P,,P,.
Przy tych oznaczeniach réwnania (74) mozna napisa¢ w formie:
tnAl -|—jj42 =0
pAl-f-m4, =0
mAx-|-pAi 0
pAi  mAi=20
Stad i na podstawie nieréwnosci (75) mamy:
(82) 4r— 4,—A43— At
Z lemmatu I. i z rébwnan (82) wynika lemmat nastepujacy:

Lemmat Il. Jesli istnieja dwie wartosci rozne liczby catko-
witej r takie, ze dla kazdej z nich nie wszystkie liczby (80) sg ze-
rami, to kazdy wyznacznik 2-go stopnia, nalezgcy do macierzy nie-
skonczonej:

iA AA...
~P2Q2...
jest zerem.

mJezeli zatozenia powyzszego lemmatu sg spetnione, mozna, jak
to wynika z tego lemmatu, wyznaczy¢ dwie stale a i b, nie réwne
zeru jednoczesnie i takie, ze przyjmujac:

<p(s) = aa>(s) + 6y(s)
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mamy:
n Bl
(p(s) cos (w.s)ds =J'(p(s) sinm(s)ds— 0 dla m—1, 2...
0 0
W tym wypadku znajdujemy wiec:
tp (s) = const. =¢
i punkt ar(s), y(s) opisuje odcinek, potozony na prostej:
ax -j- by =c.

Aby zatem punkt a:(s), y(s) opisywat krzywa, speiniajaca wa-
runki zadania, potrzeba, aby istniata jedna wartos¢ r i tylko jedna
taka, dla ktorej nie wszystkie liczby (80) sg zerami; ta wartos¢ na
r musi by¢ réwna jednosci, poniewaz perjod fundamentalny funkcji
szukanej réwna sie 27F. Nadto, jesli te warunki sg spetnione, po-
trzeba i wystarcza, aby

azeby krzywa opisana punktem o0:(s), y (s) czynita zados¢ warun
kom zadania; krzywa ta jest zatem elipsa.



Sur le raisonnement dans les scien-
ces deductives

par

Jean Sleszynski.

Ya-t-il quelque chose de plus remarquable que le role de
Uintuition dans les recherches inathématiques? Non seulement les
vCritds, mais leurs demonstrations aussi sont tres souvent d¢cou-
vertes paj- I'intuition. L’existence de lacunes dan$ les raisonnements
mathématiques est des lors tout a fait comprshensible. Dans sa
production creatrice le matbomaticien avanee comme un somnam-
bule!

Cest a M. Peano et a son 6cole, que nous devons principa-
lement I'explication de la partie inconsciente dans les raisonne-
ements mathématiques.

Les mathomaticiens les plus eminents de tous les temps se
sont toujours efforcSs de saisir les traits géneraux du raisonne-
ment. Mais Descartes, par exemple, trouvait que quoique la logique
»contienne... beaucoup de préceptes tres vrais ettres bons. il y en a
toutefois tant d’autres meles parmi qui sont ou nuisibles ou super-
flus, qu’il est presque aussi malaise de les en sOparer que de tirer
une Diane ou une Minerve hors d’un bloc de marbre qui n’est
point encore ¢bauch¢*, ¥

La logique nouvelle, apres les recherches de M. Frege nous
mit en Ctat de presenter des démonstrations completes.l) Mais comme

’) Oeuvres choisies (Garnier) p. 13.
') V. Zaremba: Essai sur la theorie de la demoiistration dans les scien-
ces niatheinatiques. T/enseignement inatliematique. Nr. 1 1916.
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e font craindre les remarquables ,,Principia mathematica“ de M. M.
Whitehead et Russell, cette logique semble devoir npus obliger
h rendre nos raisonnements longs et subtils a un degrd inquittant.
Il est absolument certain que dans les recherches sur les fonde-
ments des mathématiques, il est impossible de se passer de démons-
trations completes, mais d’autre part il semble que ces recherches
sont plutét d’ordre philosophique que d’ordre mathematique et que
les resultats de ces recherches ont seuls une valeur essentielle pour
les sciences mathématiques. En effet, ¢ sens concret et clair des
véritds mathématiques est évidemment en désaccord avec des cho-
ses aussi subtiles, abstraites et obscures que, par exemple, ,the
hierarchy of types“. Il faut avouer que si nous nous $loignons de
U'jntuition spaciale (ou du moins de lintuition schématique) le rai-
sonnement tend a devenir impossible.-

Malgr¢ les efforts considérables des savants comme, par exem-
ple, Abel, pour simplifier et $lucider les thdories mathomatiques, la
complication des idées et des maéthodes, loin de ddcroitre, croit au
contraire sans ces$e. Pour reconnaitre qu'il en est bien ainsi, il
suffit de rappeler qu'il y a des mathsmaticiens tres distingucs, qui
nient le principe du milieu exclu et croient constater des contra-
dictions inextricables dans l'analyse math¢nlatique. En résumo nous
sommes en danger de nous enfoncer de plus en plus dans les ts-
nebres de la scolastique.

Un des moyens les plus efficaces pour prevenir cette catas-
trophe est le principe ,pauca sed matura®“. U consisterait donc
a s'abstenir de publier des choses qui n'ont pas ete travaillees jus-
gu'a les rendre claires et faciles. Malheureusement les oeuvres des
math¢maticiens les plus distinguss prouvent que souvent leurs au-
teurs ne voient pas les liens logiques tres compliquss dont ils yse
sont servis intuitivement.

Les anteurs des ,,Principia mathematica“ disent qu'en Ma-
thematique la clart$ ne peut pas apparaitre des le debut, mais seule-
ment dans les chapitres ultorieurs de cette science. La notion de
?darte et de simplicité est indubitablement tres relative, il est ndan-
moins certain que l'on doit s’efforcer de rendre les theories scien-
tifiques aussi claires et simples que possible. 11 me semble cepen-
dant que lattention des savants est tres rarement dirigbe de ce
cote. Voici avec quelle séveritd s’exprime Galois a ce sujet: ,,Que
si vous rencontrez une mcéthode, une liaison, une coordination, tout
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cela est faux et artificiel. Ce sont des divisions sans fondement,
des rapprochements arbitraires, un arrangement to.ut de eonven-
tion" ¥

Il ne faudrait pas croire qu’il s'agisse de simples defauts de
forme de l'exposition. En fait, de profondes recherches scientifi-
ques seules pourraient dissiper ces obscuritos. |l faudrait par exem-
ple O6lucider les notions fondamentales et generales comme eelle
de ,,proposition“ ou ,d’implication.

*Le manque de place nous interdit de présenter une critique
de ce qui a ¢te fait dans cet ordre d’idees. Nous nous boriierons
simplement a presenter quelques reflexions a ce sujet.

Avristote d¢finit la proposition, comme une enonciation
qui est vraie ou fausse. Mais cela signifie simplement qu’'d adopte
la loi du milieu exclu. En realite nous avons deux valeurs logi-
ques: ,le vrai“ et,le faux“ et deux propositions fondamentales:
la loi du milieu exclu et la loi de contradiction, qui constituent,
prises ensemble, la disjonction fondamentale. La premiere loi nous
apprend que si une proposition n'est pas vraie, elle est fausse et si
elle n'est pas fansse, elle est vraie. La seconde loi exprime que
si une proposition est vraie, elle n'est pas fausse et que si elle
est fausse, elle n'est pas vraie. — Nous sommes tellement accou-
tumes a ces lois que, par exemple, deux pHrases telles que
les suivantes: ,cette proposition est vraie et ,.eette proposition n’est
pas fausse“ nous semblent exprimer la menie cliose. Nous ne re-
marquons pas dans ce cas l'intervention de la loi de contradiction.

Cest a M Erege que revient le mérite d'avoir etabli la no-
tion de limplication. Nous disons que p implique g, quand la pro-
position p est fausse ou la proposition ¢ est vraie. Nous c¢crivons
p 2) g- Quand p implique g et q implique p, les propositions p et q
sont dites equivalentes. Nous ¢écrivons p=g¢. On sait gne toutes
les dcductions sont fondees exclusivement sur un seul mode d'in-
forence: le traditionnel ,,modus ponens“, c’est a dire: (1) la propo-
sition p dtarit vraie et (2) ayant ,,p implique qu, la proposition q
est vraie.

Il est facile maintenant de comprendre, pourquoi Aristote et,
apres lui, Leibniz, out considsre la loi de la contradiction comme

g Manuscrits, p. 28.



105

fondamentale' pour toute la scieiice: nous verrons dans un instant.
que si une seule proposition p S$tait a la fois vraie et fausse, eha-
que proposition q serait vraie et, par consequent, les recherches
scientifiques seraient complétement inutiles. En effet: puisque la
proposition p est fausse, l'implication ,p implique g“ est vraie par
definition; par consequent, p etant vraie (on n’oubliera pas que,
par hypothese, la proposition p est a la fois vraie et fausse, il en
sera de nieme (par le ,modus ponens®) de g.

M. Frege a insist$ avec. raison sur la nécessits de distinguer
une proposition p de la proposition q qui en apprecie la valeur It>-
gique et par consequent est l’'une des suivantes: ,p est vraiu ou
»p est faux“, La premifere de ces propositions est exprimce, selon
M. Frege, par |- p. Pour la seconde nous employerons le sym-
bole -|p.

rntroduisons maintenant le symbole ~ de ncgation pour ex-
prirner qu’une relation affirine par une proposition n'a pas lieu.
Par exemple si la proposition p est a =b. ~p sera a=]=h. D’apres
ce qui procede ,,~-|p“ signifie rp n'est pas faux“ et ,,~|-p"“ si-
gnifie ,,p n'est pas vrai*.

Nous pouvons maintenant exprimer la loi de la contradic-
tion par

|-pD~=|p, -lpD-I-p,
et la loi du milieu exclu par
-F/O-1p, ~-HpDFp

Il importe de faire remarquer, que les propositions |—p et
-|~p sont respectivement Oquivalentes aux propositions ~|-p et
~-|p. (Voir la fiu de larticle).

Actuellement nous pouvons completer ce que nous avons dit
au sujet des consoquences de !l’hypothese qu'il existe au inoins
une proposition p qui est a la fois vraie et fausse. Je dis que dans
cette hypothese toute proposition g est non seulement vraie, comme
nous l'avons deja constate, mais encore fausse. Pour s’assurer qu'il
en est bien ainsi, substituons dans la démonstration de la vcrite
de q la nogation, ~q, de q a la proposition g elle-meme; nous

trouverons ainsi que —~q est vrai, autrement dit nous aurons |-—5
et par consoquent, (en vertu de ce que nous avons ditil y aun in-
stant) nous aurons ~ |- g, donc (par la loi du milieu exclu) nous

aurons aussi | < ou bien g est faux.
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Il est difficile de trourer un exemple plus propre a faire
apprecier la difference entre p et j-p ou -|p, que l'aporie connue
»le menteur”. Ddsignons par p une proposition quelconque et par
q la proposition suivante: ,p est faux*. Alorssi p est vrai, q sera
faux et si p est faux, q seravrai. S’il etait permis didentifier g
avec p, nous trouverions quesi p est vrai, p est faux et si p est
faux, p est vrai. C'est précistment le cas du,menteuru, ou p dé-
signe la proposition: ,ce que je dis maintenant est faux*. Dans
cette phrase nous identifions I'appreciation logique d’une proposi-
tion avec cette proposition elle-meme; en d'autres termes nous
identifions p avec -|p. Or cette identification est inadmissible,
comme le serait celle de p et |-p, bien que ces deux propositions-
la soient Squivalentes entre elles et bien que la phrase ,ce que je
dis maintenant est vrai“ ne conduise pas a une contradiction.

Nous avons ainsi l;explication d’une contradiction qu’on en-
visage souvent au meme point de vue que l'aporie toute differente
de M. Russelll).

Remarquons encore que, a cause de I'équivalence de p et de
|- p, on ne les distingue ordinairement pas dans le calcul logigue.
Si nous ecrivons p au lieu de |-p, nous aurons ~"p au lieu de -|p,
car ~ p signifie alors la meme chose que ~| p.

Les dSmonstrations completes des propositions mathsmatiques
ne sont pas possibles sans l'usage de propositions logiques telles
que la contraposition, le syllégisme, le polylemme etc. Qnant aux
»demonstrations incompletes”, elles ne sont pas des démonstrations,
mais elles en sont seulement des abr$gés. J'estime qu'il y a grand

*) Si a est une classe, nous ecrivons, avec M Peano, Xea' pour exprimer
que X est un element de a. Supposons que la classe R des classes dont aucune
n’est son propre element, soit- une chose determinee. Yoici que)le serait alors
la defioition de la classe R:

KsR-J ~(KeK), —(KeK)JKeB.

C’est a dire: si une classe quelconque K est un element de la classe R, alors
elle n’est pas son propre element et, inversement, si une classe quelconque K
n'est pas son propre element, elle est un element de la classe R. Posons main-
tenant R au lieu de K. Nous aurons alors

ReRZ) ~(lieR), —(ReR)™)RbR.

C’est 1'aporie remargnable de M. HuSsell, (fili nous montre, il me semblo, gne
notre supposition- est (a cause d’interini)iation de I'univers du discours)jfausse.
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interst a attirer Pattentiou des logiciens sur le proced¢ d’abrévia-
tion des démonstrations qui consiste a supprimer les chainons lo-
giques pour passer intuitivement d’un chainon math$matique au
chainon mathématique suivant. Toutefois les abregés de demonstra-
tions obtenus par cet-te voie sont beaucoup trop longs pour l'usage
cles mathomatieiens. Il se pose donc le probleme important et dif-
ficile a la fois de pousser I'abréviation de la demonstration beau-
coup plus loin et pourtant de telle maniere, qu’'un abrége de de-
monstration permette de rétablic la d$monstration d’apros des re-
gles fixes.

Les chainons logiques que. selon nous, il y a lieu de suppri-
mer dans les dodmonstrations mathomatiques proprement dites, mais
que l'on est oblige de conscrver dans les recherches sur les fon-
dements de la Mathématique, reposent sur les prémisses logigues,
lesquelles sont fournies par la theorie de la déduction. C'est de
cette théorie que, pour terminer, je me propose de dire quelques
mots. Elle est extrSmement remarquable en ce que, dans le doinaine
qui lui est propre, la science dispose de moyens simples et surs,
permettant dc rdrifier I’exactitude d’une proposition arbitrairement
donrise et permettant, par cela meme, aussi de découcrir des pro-
positions nouvelles.

La thcorie de la déduction est la thSorie des conjonctions
»et" et ,,ouu. Nous ¢crivons avec les auteurs de ,,Principia mathe-
matica: et ,,v* au lieu de ,et* et ,ou". Nous adoptons a titre
d’axiomes les propositions que I'on pourra regarder (apres les ex-
plications que nous donnerons dans un instant) comme rassembloes
dans les tableaux suiyants:

I-P
?) i + — +
2 — + —
P 2 p-i PVQ p~J<i
1+ H + + + +
(2) 2 + — 4- —
3 — + — + 4+
4 - — — — 4+ +
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Les signes et “ incrits dans une colonne rempla-
cent respectivement les assertions que la proposition marquee en
haut de la colonne est vraie ou fausse; le premier tableau contient
des propositions faisant respectivement connaitre des consequences
de la reritd et de la faussetd de p. Le second tableau fait connaitre
des conssquences des diverses combinaisons de la verite et de la
faussetd des propositions p et g Dapres cela par exemple la troi-
sieme ligne du tableau (2) exprime les quatre propositions suivantes:
1° lorsque, p etant faux, q est vrai, la proposition p.q est fausse.
2° dans la meme hypothese, la proposition p\/q est vraie, 3° tou-
jours dans la msme hypothese, la proposition p 3 q est vraie, 4°
enfin encore dans la meme hypothese® la proposition p =q est
fausse. S'il y a plus de deux propositions on procdde de la meme
maniere.

Voici quelques exemples de l'application des tableaux prcce-
dents. Examinons en premier lieu si la proposition

p3 ?.==,~93

est vraie. En vertu des tableaux (1) et (2) nous avons le tableau
suiyant:

p 2 p3Y =-~2~)
-+ -+ o o —— +
+_ o — — o +
T BN

Nous expliquons seulement la formation de la colonne pour
~q3 au moyen des colonnes pour ~q et pour —p. Cela se
fait d’apres la regle renfermee dans le tableau (2), qui exprime
que dans la colonne pour lUimplication il faut poser le signe ,—"
seulement dans le cas ou I'hypothese de limplication a le si-
gne et la these le signe ,,—*. Ce tableau nous apprend que
la proposition qu'il faudrait examiner est vraie.

Comme second exemple, enyisageons la proposition

Nous avons
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| + +o
| + o

L+

Donc la proposition est vraie
Comme 3-me exemple cherchons a vdrifier I'equivalence des

propositions —|-p et |- ~p et aussi des propositions ~ -|p et |~p.
Nous avons:

p\=p Ip -lp ~I-p I—p ~ 17 -1-J
— 4+ — — — — +
-+ $ + — + +
Donc les propositions examindes sont vraies.
Dans les exemples précodents nous avons examine des pro-

positions qui se sont trouvOes etre vraies. Assurons-nous mainte-
nant que la proposition

+
+

O0O109
est fausse. Nous avons le tableau suiyant:

p 9 P3<l1piD'pD?9
+ + + +

+ —_ —_
-+ + +
- - +

Tous les signes de la derniere colonne n'étant pas ,+ la
proposition examince est bien fausse.

Il me semble intéressant du faire remarquer que la machine
logique de Jevons a quatre termes permet (comme je I'explique
dans un article devant paraitre prochainement en langue polonaise)
d’effectuer, sans aucun raisonnement, la vorification de toute pro-
position d’une thcorie de la doduction qui (comme celle de ,,Prin-
cipia mathematica“) ne renferme pas plus de quatre termes.



Les constantes caracteristiques du

y(«) — /(O
noyau  arc tg W) — x(0)

par

Wiodzimierz Stozek.

Soit \C) une courbe piane fermee sans points multiples clont
les coordonnees rectangulaires sont des fonctions uniformes d’un
seul parametre, de sorte qu’on peut poser:

X =x(t)

y =y{)
ou x(f) et y(i) dssignent des fonctions dont les premieres dérivees
sont continues. Nous supposons de plus que la courbure de cette

ligne, considsrée comme fonction du parametre t reste finie pour
toutes les valeurs de i

Designons:

1) par (o, Z) I'intervalle, dans lequel varie le parametre i, lorsque
le point (a,y) correspondant a ce parametre, dccrit une fois la
courbe (C) dans le sens positif.

2) par f(p} une fonction des coordonnees rectangulaires x et
y du point p.

3) par rt la distance du- point p a celui des points de la
ligne (O) qui correspond au parametre t.

4) par v+ et w_ les valeurs peripheriques intorieure et exte-
rieure de la fonction w(p) par rapport a la courbe (0), c’est a dire
les limites respectiyes de la fonction w(p) lorsque le point p tend
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vers un point de la courbe (C) sans sortir du domaine intérieur
ou extdrieur limite par la courbe considorce.

5) par Etdéi' les dérivees normales d’une fonction v(p)

calculees, la premiere pour le céte interieur de la ligne (O) et la
seconde pour le cété extsrieur, la normale elle meme etant, dans les
deux cas, dirigee vers l'intérieur du domaine limité par la courbe (C).
On sait que le probleme fondamental de la th¢orie du poten-
tiel logarithmique est le suivant:

Etablir I’existence d’'un potentiel de siinple couche et celle
d’une double couche, vorifiant respectivement les ~quations suivantes:

1-]-2 dv 1—+ dv _

dni 22~ dn+ —

ou 2 represente un parametre variable et /(s) une fonction donnse,
continue dans I'intervalle (o, I) et telle que I'on ait:

PE/«<
Les problemes en question se ramenent a deux oquations in-
tegralcs associees:

1)
en posant

_19 y(«) —y(0
(2) KO =035 2 © X9 — X (1)

On aura, remarquons le, des maintenant:
|

0
Si 2 n’est pas une constante caractéristique des equations (1)
chacune d’elles admet une solution unique. Il résulte de la théorie
des equations intdgrales que les fonctions 5) et v(s) considérees
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comme fonctions de la variable 2 sont des fonctions uniforraes
dans tout le plan de la variable complexe 2, n'admettant, a distance
finie, d'autres points singuliers que des poéles.

M. Plemelj’) a pose la question de savoir s’il existe des
courbes (C) pour lesquelles les c¢quations intdgrales (1) posscdent
un nombre limit¢ de constantes caractoristiques.

Voici la reponse a cette question:

Pour ehaque courbe (C) exceptd le cercle, les ¢qua-
tions intograles (1) possedent une illfillit¢ de cons
tantes caractoristiques.

Pour demontrer ce theoreme nous allons nous appuyer sur
les theoremes suivants bien connus ou faciles a demontrer:

I. Chaque fonction continue h (s) qui yerifie les relations:

est identiguement nulle.
Il.s) Le noyau — arc tg —77" est symétrisable, puis-

que la fonction g(st) définie par la formule:
?W =/I»g ,,O 1g d«

©
est une fonction symctrique par rapport aux variables t et t.
111.3) Les constantes caractOristiques des Oquations associees
(1) sont rcelles; parmi elles 2= — | est la constante caractoristi-
que de valeur absolue minima ainsi que de degre de multiplicito
et de rang 1.
IV. La seule courbe, pour laquelle les equations integrales

') Dr. Josef Plemelj. Potentialtheoretisehe Untersuehungen. Teubner in
Leipzig 1911. pag. 71

) De. Josef Plemelj. Potentialtheoretisehe Untersuehungen. Teubner in
Leipzig 1911. pag."27.

") Dr. Josef Plemelj. Potentialtheoretisehe Untersuehungen. Teubner in
Leipzig 1911. pag. 52.
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(1) possédent seulement la coustante caractCristique — i, est le
cercie.

V.l) Si 20 est une coustante caractéristique ete>0(s) une fonc-
tion fondamentale de I’6quation integrale homogene:

% (») + ~~_Fh ™ = «e=()" = O

I'expression

>0 (<) =

est une fonction fondamentale de I'égquation integrale associee.
VI1.28 Si deux noyaux K, (st) et Kt(st) sont continus dans

chague point du domaine (o s iS 1), excepte peut-etre sur la

ligne s —t, lorsque, de plus, les intégrales

ont un sens, lorsqu'en outre on a identiguement

alors ’ensemble des constantes caracteristiques du noyau Kx(st) -|-
-|- K2 (st) est la somme des ensembles de constantes caractoristiques
des noyaux Kr(st) et (st).

VIL5 Un noyau de la formg 0O,(s) (t)-f-++v (5) (1),
ou les fonctions ®,(s) et (Pp(t) sont a carr¢ sommables, peut pos-
sdder au plus n constantes caractoristiques.

') Trajan Laleseo. Introduction ii la Theorie des Eauations intograles.
Paris 1912. Pag. 78 et 79.

’) Trajan Laleseo. Introduction a la Theorie des Eguations iutegrales
Paris 1912 Pag. 41.

3) Trajan Laleseo. Introduction a la Theorie des Eguations intograles.
Paris 1912. Pag. 61.

Rozpr. Polskiego Tow. matem. 8
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VIIL¥ Si le noyau s arc tg %}/Wpossode un nombre

limite des constantes caracteristiques il est nocessaire-
ment de la forme

~- <Pk(s) yt(t)
-1
Passons maintenant a la d$monstration de notre th$oreme.
Selon le tlicoreme (I1) le nombre — 1 est la constante caractcris-
tigue du noyau (2; et par consequent il existe une fonction
< (s) =m(s) qui vorifie I'équation integrale homogene:

) G (8) —I"K(sh) cp(t) dt — o

0

Observons que la fonction m(s) possdde, a cause de la perio-
dicite de la fonction K(st), la periode I.
Dans I’é6quation homogene associee:

1
w o —J'ip () K(ts) dt — o

0
on peut prendre comme fonction fondamentale t/>(s) = 1, comme
cela rosulte de U'¢galitd (3).
Les fonctions (p(s) et tp(s) remplissent la condition:
1

J'ep () ip(t) dt — !

0

c’est a dire:

®)

1

Jm (t) dt=I

On a aussi d'apres le thsoreme (V)

1
/logr,,, m(u) du — Const.
(6) gr,, m(u)

Posons
@ K (st) — m(s) -|~ A (st)
en vertu de (4), (5) et (7), on aura:

1

(8) A(stymapdt—0

') W. Stozek. Rozprawy Polskiego Tow matem, p. 90.
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En outre (7) et (3) donnent:

Si nous posons:

©

on deduit dc la relation (5):

La fonction n(s) est poriodique avec la période |.
Les Squations (2), (7) et (9) donnent:

ANs) — I(*) 1
aC 19 5 o) —Xx(f) |
Pour dsfinir sans ambiguite, dans le domaine la

détermination N (sf) de la fonction multiforme:

arc tg al(s) — x(f)
nous fixerons le sens positif sur la courbe (O) comme on le fait
ordinairement dans la theorie des fonctions et nous supposerons
gu'au point t =0 la tangente a la courbe (O) est parallele a I'axe
des x et que le sens de parcours positif sur la courbe (C) corres-
pond a la croissance du parametre t. Cela pose nous dsfinirons la
fonction N (st) par les trois conditions suivantes:
1° On prendra
N(o,0) — 0

2° Pour t << s nous regarderons N(st) comme S$gale a la plus
petite détermination non ndgative de la fonction

y(s)—
arc 19 x(s) — o:(t)

3° Pour s << t, nous poserons

N(st) = V (is)
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La fonction N(sf) Stant dofinie dans le domaine (0 < '”"Z),
nous en Otendrons la dsfinition a tout le plan (sZ), en posant:
WNEZ) = TVEZ)+E +»)
ou s' et t' sont dsfinis par la condition de vcrifier les relations:
0 s'<Z o I<l
s=s"-\-k.I, t—1t'-]-«-I|

ou k et n représentent les entiers.

Il r$sulte des hypotheses faites au sujet de la courbe (O) que
la fonction N(st) est bornse et pour s=z]=t elle posséde des dori-
vées partielles du premier ordre.

En outre:
9 y(*)-y(O_
w0 £ g x()—x(H
y(*)~yO _
“ ) —x( 3t NEY
Posons:
(L) Q(st) = N{sf) — &+ ON

Z

La fonction Q (st) est psriodique et symctrique par rapport
aux variables s et Z c'est a dire:

(12) $(s-|-fc. Z, 7-J-»1) = Q(sf) = Q(ts)
D’apres (2), (10) et (11) on a:
@ K= "%

En portant cette expression dans la formule (3), nous trouyons:
|

0

Si I'on porte la valeur (7) du K(sf) dans (13), en ayant ¢gard
a (9), on trouve:

w(s)4-1<?(s2)
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On aura done:
(14)
en posant
(15) P{s) —n(s)-I-n{y) ~Q{st)

La fonetion A{st) jouit des propri¢tés suivantes:

1) Elle est la dsrivse partielle du premier ordre d’une fonc-
tion symotrique des variables s et t [formule (11)] et periodigue
par rapport a ces variables avec la pcriode | [formules (12), (4)
et (9)].

2) Elle est symotrisable par composition avec log r,, [theo-
rome 11, formules (6) et (7)].

3) Au nombre — 1 pres, 'ensemble des constantes caractoris-
tiques du noyau A {st) est identique a l'ensemble des constantes
caractsristiques du noyau K{sf) [thsorenies IlI, VI, formules (7)
et (8)]. Il rdsulte de la derniere des propositions prscodentes que,
pour Stablir notre thSoreme nous pouvons substituer le noyau A. {st)
au noyau K{st). D'autre part, ii résulte de (14) que les ensembles
de constantes caracteristiques des noyaux A {st) et P{st) sont a la
fois finis ou infinis [théoreme VI, VII1]. Nous pouvons donc; dans notre
théoreme, considsrer la fonetion P{st) au lieu de K {st). Supposons
que le noyau P(st) possdde un nombre limitd de constantes carac-
toristiques, que nous ddsignons par — 2, — 22.. . — 2n (quelques
unes peuvent etre egales entrelles) et soient <jpj(s) (2 (S)--. &, (Sj
les fonctions fondamentales correspondantes qui en vertu de (10) (11)
et (15) ont la premidre dorivee continue.

Nous aurons:

(16) RS =101 2O | ., Prishon)

avec

17
0

Remarquons encore que les fonctions <p,{s) sont psriodiques avec
la période I.
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D’apres la premiere et la seconde propridte de la fonction
A (st) nous pouvons poser:

(18) 5 P du —h (s

ou h(st) est une fonction symstrique par rapport aux variables
s et t
Substituons I'expression (16) dans I'équation (18); nous ob-
tiendrons:
\

(P\W(U)%(1) >%») y»(C . ~N(wW)2-8 _
(19) L0 07 du
Bi(s)<h  (t) _r VA(s) (fMCO _h
Zj N9
ou
(20) rtu <pp(u) du (p =1, 2,... n)

Puisque la fonction h (sf) est symotrique

n n

En multipliant les deux membres de cette 6quation par la
fonction (pk(s) et integrant de o a Z on aura dapres (17):
(21) ~MO =atl<@i)y4- ~O + % (pn™ (k=12,...n)

ou

(22)

0

D’apres (21) on a encore

Pareillement nous pouvons ecrire:
|
(24)
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i
(25) apk==J"ipp(u) <k{u) du

En comparant les relations (22) et (23) et puis (24) et (25)
nous trouvons

(26) Tk=Tp) &P="~-A

Posons

(27) -

D’ou en tenant compte de la relation (26)
bkp bk
Les relations (20), (21) et (27) nous donnent

(28) \ <Pi(s) 4- bki g?2(S)-|-... bk, cpn(s) = j Jliog r»<pk(u)du (&=1,2...«)

D’ou l'on tire par des calculs simples:

| | |
: Jlog rmcp2 M du ...bknd\\ogr,upn{u)du—

A
— jJ§\log r,uip\(u)du
0

ou selon la relation (20):

M(«) +  A2(5) +ae A (s) = J-yMogr,, ty'k{u) du
0

Nous distinguerons dans la suite trois cas.
Premier cas.
L’$quation:;

bu~—

(29) N2 n22 2" N2

Aln f>2n-"-~nn
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admet au moins une raeine reelle z=a, ou « eat different de
Zero.
Les eguations

(30)  blkxB-\-b2kxi-\-...Abkk — * j oj==<=" b kx, — 0 (k = 1,2...n)

admettent une solution xp = af, oii tous les aj ne sont pas nuls.
Multiplions les 6guations (30) respectivement par a?x° m. . x° et ajou-
tons les membre a membre; il viendra:

C)

fc-l fe=1

En posant:

on tire de (31):
(32)

La fonction F,(s) est une combinaison lineaire des fonctions
p(s) (p= "5+1+”) et Par conssguent elle est périodique avec la
periode | et possede une dorivée du premier ordre continue.

En multipliant la relation (32) par Z<,s) et intdgrant de o
a Z on aura:

En utilisant le théoreme (l) on tire de cette $galito:

7,5 0
qui exprime que, contre !'hypothese, les fonctions <pp(s) verifient
identiguement une combinaison lineaire b coefficients non tous nuls
des fonctions gpp(s).
Deuxieme eas.
L'¢quation (29) admet une raeine complexe z = a-j-i b ou
b est différent de zoro.
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L’dgalitS (32) subsistera encore dans le cas actuel, mais une
modification des consid¢rations antérieures devient necessaire, puis-
que nous avons maintenant:

f()=<al)+ i {1

oii i est l'unitd imaginaire, ,(s) et Stant des eombinaisons
lineaires a coefficients reels et non tous nuls des <p(s).

Pour achever de mettre en evidence les quantites reelles et
imaginaires, nous poserons

a—a-j-ib
en designant par a et b des nombres rsels, définis plus haut. Dans
ees conditions I'é6quation (32) donneg:

0',,(U) du
(33)
b $,.(s) alP, W,,(u) du

en posant:
M(s) = V. (p{(s) -Ha <P2(S) +++ <}
~m.(s) = U\<p”S) + w2 (pt(s) ... wn <p,(s)

oii les vk et les wk sont des constantes reelles, non toutes nulles.
Les fonctions 3>,(s) et ~,(S) ne sont evidemment pas nulles toutes
les deux.

Cela pos¢ je dis qu'il n’existe aucun systerne de deux cons-
tantes A et B, non nulles a la fois, telles que Fon ait identi-

quement:
a>,(9) + B, () s0

En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Dans ce cas on
tirerait de (33) les egalites suivantes:

(34)
(@A -



En multipliant la premiere Squation par <Z>,(s) et la seconde
par ,,(S) intégrant de o0 a Z nous trouvons en remarguant en-
core que les fonctions <2>,(5) et ~,(s) sont pcriodiques avec la
periode I:

duds —0

W',,(u) duds =Q

0 u

d'ou d’apres le th¢oreme I:

S>'(s) =0
ORI
De ces ¢quations et des relations (34) on ddduit:
aB-|-bA—0
— bB-[- aA =0
Le determinant de ces S$quat.ions etant egal a a2 -|- 5 il est

impossible qu’elles soient vérifices par un systeme de valeurs non
nulles a la fois de A et B. Notre assertion est donc Ctablie. Reve-
nons maintenant aux oéquations (33).
Multiplions la premiere c¢quation par ZF,(s), la seconde par
et intégrons de o0 a Z Nous trouvons:

ru Wn(s) du ds
d’ou

(35)

Si a est different de zéro l'égalitd (35) et ’égalits Slementaire
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donneraient:
(36) IP',(s) dx — O

Multiplions maintenant la premiere ¢quation (33) par
ct integrons de o a | D’apres (36) on a:

|

ru (w) duds=20

d'ou par le theoreme I:
#,(«) =0
et d’'une fagon analogue:

En intogrant ces deux identitds, nous obtiendrons:

®,,(w) = const
$m,(«)'== const

C'est a dire qu’il existe une combinaison lindaire entre <?,(%) et
?A.(w), ce qui est impossible comme nous I'avons démontre plus
haut. Si a est egal a z€ro. le systeme (33) se réduit a:

En portant la valeur de la fonction 2f,(s),. tiree de la pre-
miere $quation, dans la seconde, en multipliant ensuite par 5>',(s) et
en intsgrant do o a Z on trouyera:

(s) &, (2) du ds di =0

ou
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d’ob

et d’une fagon analogue:
$',()dt =0

Ces deux Ogalités entrainent d’apres le théoreme I:

$.(«)==0

ce qui est impossible, comme nous l'avons vu plus haut.
Troisieme cas.
Le determinant (p, k=1,2...n) est ogal a zero.
Les S$galites (21) et (27) nous apprennent qu'il existe une
relation de la forme:

«Ni(») + + ... e,W(5) =0

ou les ep sont des constantes reelles, non toutes nulles.
De la et des relations (20) on dsduit au moyen du théoreme

I que Fon a:
(37) gj e((s) 4- c, ep2(s) + ... e,<P,(s) = €0
ou &0 est une nouvelle constante rselle.

Supposons par exemple que e, soit différent de zéro. En subs-
tituant alors la valeur de la fonetion <p,(s) tirée de I'équation (37)
dans les n — 1 premieres relations (28), nous trouverons:

(38) c/ts) 4-edl%(s) 4-... 2>, («) +ckn =

k=12,...n—1
ou les ckp sont des constantes rcelles.
L’¢quation:
Cc11 z C21 +++ Cn—1,1
~2 n22 z 1,2

(39)
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ne peut posssder une racine z = 0. Dans ce cas il existcrait, comme
cela résulte des cquations (38) et du théoreme (I) une relation
de la forme:

(40) de (phs)  d2 <p2(s) -)-ee + <p,,-i(s) — da

ou d, (c=0, — 1) sont des constantes rcelles, non toutes
nullegj Les relations (37) et (40) sont indépendantes et par conse-
quent il existe une relation linGaire et homogfene entre les <pp(s)
contrairement a l'’hypothese que nous avons faite plus haut. Si
I’Squation (39) a une racine z = at, ou est un nombre roéel, dif-
férent de zéro, la msthode que nous avons appliquse dans le pre-
mier cas nous donne:

(41) F._1(s) = 4-flog "™ (wW)HN
ou '
42) f,-i(s) = ™M(S) + ' «» + «0

en désignant par at(i=0, 1,2 ...» — 1) les constantes roéelles,
non toutes nulles.

Si I'équation (39) a une racine z=at + i b, en procédant
comme dans le deuxieme cas, nous trouvons:

(43)

ou et ~(s) sont, comme la fonction des combi-
naisons lineaires de <Pi(s). ..y,_i(s) avec les coefficients rcels, non
tous nuls.

Nous avons reconnu plus haut que (32) entraine la relation:

=0
pour toutes les yaleurs de s. Nous avons reconnu aussi qu’en vertu
des Cgalités (33) on a identiquement:
0,8 =0 et ~(s)=0

D’une fagon tout a fait analogue on dc¢duira des egalitds (41)
et (43) que Fon a
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(44) E',,_.(S)NO
ainsi que
(45)

pour toutes les valeurs de s.
Il résulte de (44) que

F,._1(s) == Coust.

Or, cette relation et la relation (37) entraineraient I’existenee
d’'une relation lindaire et homogene entre les yy(.s) ce qui, par hy-
pothese. est impossible. Cela prouve qu’au cas oh le noinbre des
constantes caractoristiques serait fini, I'equation (39) ne peut pas
avoir de racines rdelles. D’autre part si (39) avait une racine com-
plexe, on aurait les relations (45). Donc, dans ce cas on aurait

,(s) = Const. ~,~(.s) — Const.

Mais chacune des fonctions *,, ,(s) et ,(s) est une combinaison
lindaire a coefficients constants des fonctions:

<Px («)mee ¥

donc, a cause de (37) il existerait encore une combinaison lindaire
et homogene a coefficients constants non tous nuls entre les fonctions

Pis) ..o ()
ce qui, par hypothese. est impossible.

En rosumé l'hypothese que, pour une courbe (C) qui n’est pas
un cercie, le nombre des constantes caractéristiques du noyau P(st)
est fini, entraine dans tous les cas une contradiction. Donc lorsque
la courbe (C) n’est pas un cercie, le noyau P(st') et par consdquent
le noyau A(st) admettent une infinitd des constantes caractoristi-
ques. Il en est de mome dans le cas consideré du noyau K(sf).

C. Q. F. D



Przyczynek do teorji form.

Napisat

Wiodzimierz Stozek.

Twierdzenie: Jesli dane jest n? liczb rzeczywistych
eF3(p, 2 =1,2,.. .w), ktdre czynig zados¢ nastepujacym
war linkom:

1) elg—""efrerq(p,g = 1,2...n)

r-1

to suma In— \ejf jest liczba catkowita, nieujemna,
r-1
ktora nie przekracza liczby n. Jesli w szczegdlnym
wypadku 7, =0, to woéwczas wszystkie ¢fg (p, g — 1,2...n)
rownajg sie zeru, a jesli Z, =w, to wowczas wszystkie
(P=12 ... m rownaja sie jednosci, a wszystkie
P=F9 (P,2=12...n) sg rdbwne zeru.
Dowdd:
Uwazajmy réwnanie pomocnicze:

1~ @ elz vy g
n22 cere2»

(2) An(x) — eai-

6,.i; A2 vt BM—X

Rownanie to nie posiada innych pierwiastkow, jak tylko zero
lub jednosc.

Aby to wykaza¢, przyjmijmy, ze a-|- i ? jest pierwiastkiem
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zespolonym tego rownania. Woweczas istniejg liczby zespolone
lv-f- i mp(p=1 2,...n), ktére czynig zado$¢ nastepujacym roéw-
naniom:

en — @i (L 4" 2w 4“0 44Hb) —o
ea(Zt +imj)4- ... [Z,— (@ 2?7 (Zs4-imj)+...e,(Z, + im)=0

e,i (2L 4-imi) 4- 100 («4-M1 4 =0

Wynika stad, ze liczb}r rzeczywiste Zj..Z,, i ktére
nie wszystkie réwnajg sie zeru, spelniajg odpowiednio dwa naste-
pujace systemy rownan:

?3) egl ZJ-J-Z2 4% v enZ,—alq4-/3m,=0 | Jjg
4) el -jre2w24-... am,—0Z,==0|
Pomnozmy w systemie (3), wzglednie (4), réwnanie o wska-

zniku q przez ewgy i dodajmy je ze wzgledu na wskaznik q od 1
do 1L to otrzymamy po uwzgleduieniu zwigzku (1):

(1 —a) [epl Zj 4-oe- Z]4= =mid4"a ¢4 =0L jg
(i — «)[ePtmi4-... ePB»t,]4-Me,lil4-... e,,Z,];Z=0j
albo:
[(1 — a? 4- /7] n)=0]z i 2.
[(i — a)24-172] (epIMtj4- ... =0]

Z ostatnich réwnan wynika, ze zachodzi¢ mogg dwa wy-
padki:
. a=1 fi=0
In. ~z.4---. *Z,=0OL =12
ePim»«id---- ep,,m,,—O\
W przypadku . réwnanie (2) posiada jako rozwiazanie je-
dnoscé.
W przypadku Il., po uwzglednieniu réwnan (3) i (4), znaj-
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a zatem, poniewaz nie wszystkie »p(>—1,2... m) rownajg
sie zeru:
a=(1l=0.

W tym wiec wypadku réwnanie (2) posiada pierwiastek, ro-
wny zeru.

Poniewaz réwnanie (2) innych pierwiastkéw jak jedno$¢ lub
zero nie posiada, przeto jego lewa strona da sie przedstawi¢ w formie:
®) A®) = (- n"r
gdzie r jest liczbg catkowitg, nieujemna.

Rozwinmy wyznacznik (2) wedle poteg x:

A,,X) = (— )-®" 4- (— D"2A -2+ ...
4~ (— 1) J,,_ix-j- A,
przyczem oznacza sume wszystkich minoréw gtdwnych, rzedu /e
nalezacych do wyznacznika:

en ¢ ¢+ ®i»
A=
Ml A
Przez poréwnanie wspétiizyunikéw przy x" | w rozwinieciu
i we wyrazeniu (5), otrzymujemy:
(6) /,==n—r
Aby wykaza¢ drugg czes¢ twierdzenia, przyjmijmy, ze I,, =0.
Woaéwczas rownanie (2) innych pierwiastkdw jak zero nie posiada,
jak to wynika ze zwigzkéw (5) i (6). W tym wypadku wyznacznik:

en 1,elt v
@) 4(D=

15 veegl— 1

jest napewne od zera odmienny, a zatem rownania jednorodne:

(en — ) xt-j-  xt-[-rreci. —0

enfa? 4... 3,— 1)xn=20

posiadajg jedno rozwigzanie: xl — x2 = ... xn = 0.
Poniewaz z drugiej strony ze zwiazkéw (2) wynika, ze mo-
zemy przyja¢ jako rozwigzanie tego systemu rownan xt =e,l;

Rozpr. Eolskiego Tow. matem. 9
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xt =epl... xn =¢p przy kazdem p=1,2...n, to wnosimy stad,
ze wszystkie ep(p,q— 1,2, .. n) réwnaja sie zeru.
Przypadek, w ktdrym In = n mozna zredukowa¢ do poprzed-
niego. W tym eelu potézmy:
4= P ipP1=12 »
A=1—ep (p=12...«

er,=r_| 4 (M= 24

I» — Il 4000 =W—1.
Poniewaz J' = 0, wiec wszystkie ey (p,g = 1,...ri) musza
by¢ zerami, a zatem na podstawie (8):
=° p=t=? (Pi? = 1,2--«)
w =1 (p=I1,2...»)
Whiosek:
Jezeli dana jest forma bilinarna

©) 7~epxpV,
ktdrej spotczynniki epg spetniajg zwigzki (1), to liczba /,, okre$lona

wyzej okresla ilos¢ par funkcji liniowych, zapomocg ktérych forma
(9) daje sie przedstawi¢ jako tak zwana forma kanoniczna.



Sprawozdanie Zarzadu

JPOLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO"
(za czas od zatozenia Towarzystwa do 15 marca 1921 r.)

»Polskie Towarzystwo matematyczne" zostato zatozone w dniu
2 kwietnia 1919 r. poczatkowo pod nazwg , Towarzystwo matema-
tyczne w Krakowie". Zebranie konstytuujgce odbyto sie 2 kwietnia
1919 r. przy wspédtudziale nastepujacych cztonkow:

P. St. Banach, J. Chmiel, Dr L. Chwistek, M. Gibas, Dr A.
Hoborski, Dr L. Hordynski, L. Kaszycki, Dr F. Leja, O. Nikodym,
Dr A Rosenblatt, A. Rozmus, Dr J. Sleszynski, Ks. Stankiewicz,
Dr A. Wilk. Dr St. Zaremba i Dr K. Zorawski.

Zebranie zagait p. Dr K. Zoérawski, poczem wybrano p. Dra
St. Zarembe przewodniczacym, a Dr F. Leja przedstawit projekt
statutu i regulaminu, ktéry z pewnemi zmianami przyjeto. Na pod-
stawie uchwalonego statutu wybrano na okres dwuletni pierwszy
Zarzad Towarzystwa w skiadzie nastepujgcym:

Dr St. Zaremba prezes, Dr A. Hoborski zastepca prezesa. Dr
F. Leja sekretarz, Dr L Hordynski skarbnik?).

Posiedzenia zwyczajne Towarzystwa uchwalono odbywaé w pier-
wszg i trzecig $rode kazdego miesigca, z wyjgtkiem miesiecy wa-
kacyjnych.

W r. 1920, kiedy do Towarzystwa przystgpito wielu mate-
matykOw z poza Krakowa, rzucono mysl, aby , Towarzystwo ma-
tematyczne w Krakowie" zreorganizowa¢ i przeksztatcic je na
ogolno-polskie Towarzystwo, ktdreby mogto potaczy¢ wszystkie
istniejgce w Polsce Towarzystwa matematyczne np. warszawskie
i Iwowskie w jedng calos¢. Mysl ta natrafiata poczatkowo na pewne
trudnosci zwigzane z brzmieniem majacego sie uchwali¢ nowego

*) Zmari W r. 1919. W jego miejsce zostat wybrany skarbnikiem Dr
A. Wilk.
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statutu. Po wymianie zdan z czlonkami poza krakowskich Towa-
rzystw matematycznych uchwalono w kofcu na walnem zebraniu
w dniu 21 kwietnia 1920 r. zmieni¢ nazwe dotychczasowg na na-
zwe: ,,Polskie Towarzystwo Matematyczne™, a na walnem zebraniu
w dniu 22 grudnia 1920 r. uchwalono nowy statut i regulamin,
ktérego przedruk nizej zamieszczamy.

Dotad odbyto Towarzystwo 24 posiedzen zwyczajnych, na
ktorych wygtosili cztonkowie nastepujace referaty:

1. Z teorji funkcji zmiennej rzeczywistej. A. Hoborski.

2. Z rachunku warjacyjnego. Czes¢ I. A. Rosenblatt.

3. Z teorji funkcji zmiennej rzeczywistej. St. Banach.

4. Algebra logiki jako nauka dedukcyjna. E. Stamm.

5. Z rachunku warjacyjnego. (Cze$¢ Il). A. Rosenblatt.

6. Z teorji ciaggltych grup przeksztalcen. F. Leja.

7. Z matematyki ubezpieczen zyciowych. B. Babski.

8. Organizacja szkolnictwa we Francji. St. Zaremba.

9. Z rachunku catkowego. (Cze$¢ 1). O. Nikodym.

10. Z rachunku catkowego. (Cze$¢ I1). O. Nikpdym.

11. Z teorji funkcji linji. St. Banach.

12. Z teorji funcji Duhamelowskich. (Czes¢ I1). W. Wilkosz.

13. Z teorji funkcji Duhamelowskich. (Czes¢ 11). W. Wilkosz.

14. Z teorji potencjatu A. Rosenblatt.

15. Problemy integralne funkcji uwiktanych. W. Wilkosz.

16. Zastosowanie algebry logiki do teorji szyfréw. E. Stamm.

17. Z podstaw logiki matematycznej. (Cze$¢ 1). W. Wilkosz.

18. Z podstaw logiki matematycznej. (Czes¢ 11). W. Wilkosz.

19. Teorja liczb w algebrze logiki. E. Stamm.

20. Z teorji funkcji dwu zmiennych. W. Wilkosz.

21. Z teorji szeregbw potegowych. A. Rosenblatt.

22. O pojeciu funkcji. W. Wilkosz.

23. Z teorji potencjatu. W#t. Stozek.

Sprawozdanie ze stanu finansowego Towarzystwa bedzie przed-
stawione w nastepnym numerze organu Towarzystwa.

Towarzystwo liczy dotad 49 czlonkéw zwyczajnych, z ktérych
dwdch zmarto. Nazwiska cztonkow zwyczajnych, w porzadku w ja-
kim do Towarzystwa przystapili wraz z datami przystapienia do
Towarzystwa sg nastepujace:
1. Dr St. Zaremba 2. 1V. 1919. 3. Dr K. Zorawski 2. 1V. 1919.
2. Dr J. Sleszynski , 4. Dr F. Leja
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Wiodz. Stozek 30. IV. 1919.

. W. Janik 7. V. 1919.

¥ Zmarl w r. 1919.
) Zmarl w r. 1920.
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37.
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39.
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42.
43.
44,
45,
46.
47.
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. Wt Bogucki 7. V. 1919.
29.
30.
3L
32.
33.
34.
35.

Ks. F. Hortynski 21. V. 1919.
Dr W. Dziewulski 18. VI. 1919.
Dr W. Wilkosz 5. XI. 1919.
Dr S. Dickstein 19. XI. 1919.
Dr W. Sierpinski 19. XI. 1919.
Dr Z. Janiszewski?) 19. X1.1919
Dr St. Mazurkiewicz 19. XI.
1919.

St. Zakrocki 19 XI. 1919.
L Wegrzynowicz 3. XII. 1919.
K Vetulani 3. XII. 1919.
Dr E. Zylinski 4. 11. 1920.
Dr B. Dehryng 5. V. 1920.
Dr W. Staniewicz 5. V. 1920.
Dr Z. Krygowski 5. V. 1920.
J. Wilkoszowa 30. VI. 1920.
Dr H. Steinhaus 1. XII. 1920.
Dr A. Lomnicki 22. XI1I. 1920.
Dr S. Roziewicz 22. XII 1920.
W. Majewski 22 XII. 1920.
Dr M. Rudnicki 22. XII. 1920.
Dr St. Le$niowski 16. 1. 1921.



STATUT

POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO.

I. Cel i siedziba Towarzystwa.

§ 1. Celem ,Polskiego Towarzystwa Matematycznego“ jest
wszechstronne pielegnowanie matematyki czystej i stosowane;.

§ 2. Do urzeczywistnienia tego celu stuza: a) Odczyty, wy-
gtaszane na posiedzeniach zwyczajnych, b) Wydawanie pisma pe-
rjodycznego i prac treSci matematycznej, c¢) Utrzymywanie #aczno-
§ci z matematycznym ruchem naukowym za granica.

§ 3. Siedzibg Towarzystwa jest Krakow.

§ 4. Cztonkowie zamiejscowi moga tworzy¢ za zgoda Zarzadu
Towarzystwa osobne oddzialy pod nazwg: ,Oddziat Polskiego To-
warzystwa Matematycznego w X “

§ 5. W lonie Towarzystwa mogg powstawac osobne sekcje
dla réznych zadan, zwigzanych z celem Towarzystwa.

Il. Czionkowie.
§ 6. Czionkowie Towarzystwa dzielg sie na a) zwyczajnych
miejscowych t. j. zamieszkatych w Krakowie, i zamiejscowych,

b) dozywotnich, c¢) honorowych.

§ 7. Czionkiem zwyczajnym moze zosta¢ kazda osoba fizyczna
lub prawna, ktéra a) zostanie polecona do przyjecia w Zarzadzie
Towarzystwa lub Wydziale oddziatu przynajmniej przez dwéch czton-
kow zwyczajnych, b) zgloszona przez Zarzad na jednem z posie-
dzen zwyczajnych Towarzystwa, wzglednie przez Wydziat na je-
dnem z posiedzen zwyczajnych oddzialu i wybrana wiekszoscig
gtoséw na nastepnem, c) uisci do kasy Zarzadu wzglednie do kasy
Wydziatu wpisowe i roczng wkiadke przepisang regulaminem,
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O przyjeciu lub nieprzyjeciu przez oddziat Towarzystwa kaz-
dego kandydata na cztonka zwyczajnego lub dozywotniego zawia-
damia Wydzial oddzialu Zarzad Towarzystwa. Przyjecie nowego
cztonka przez oddziat staje sie prawomocnem w 14 dni od chwili
tego zawiadomienia, o ile Zarzad nie wniesie sprzeciwu. W przy-
padku spornym rozstrzyga kwestje przyjecia najblizsze Walne Ze-
branie Towarzystwa.

Gtosowanie nad przyjeciem cztonkéw jest tajne.

§ 8. Czlonkiem dozywotnim moze zosta¢ kazda osoba fizyczna
lub prawna, ktora wptaci na cele Towarzystwa do kasy Zarzadu
lub Wydzialu jednego z oddzialdbw Towarzystwa kwote przepisang
regulaminem i ktérg przyjmie Zarzad wzglednie Wydziat oddziatu.

§ 9. Godnos¢ cztonka honorowego moze nada¢ Walne Zebra-
nie Towarzystwa za szczegOlne zastugi na polu matematyki lub
okoto rozwoju Towarzystwa.

§ 10. Kazdy cztonek Towarzystwa ma prawo: a) bra¢ udziat
w posiedzeniach zwyczajnych i Walnych Zebraniach Towarzystwa,
b) wygtasza¢ referaty treSci matematycznej na posiedzeniach zwy-
czajnych Towarzystwa, ¢) ogtasza¢ swe prace w publikacjach To-
warzystwa po przyjeciu tych prac przez komitet redakcyjny, d) ko-
rzysta¢ po znizonych cenach z wydawnictw Towarzystwa.

§ 11. Czlonkiem zwyczajnym przestaje by¢, kto: a) zawia-
domi pisemnie Zarzad lub Wydziat oddziatu, do ktérego uiszcza
swe wkiadki o wystgpieniu z Towarzystwa b) nie uisci rocznej
wkiadki mimo upomniert Zarzadu lub Wydziatu oddziatu, do kto-
rego nalezy, c) kto zostanie na wniosek Zarzadu lub Wydziatu od-
dzialu do ktérego nalezy na posiedzeniu zwyczajnem z listy czion-
kow wykreslony.

O wystgpieniu czionka Towarzystwa, nalezagcego do oddziatu,
zawiadamia Wydziat tego oddzialu Zarzad Towarzystwa.

I11. Organy Towarzystwa.
§ 12. Organami Towarzystwa sg: a) Zarzad, b) Komisja kon-
trolujgca, ¢) Walne Zebranie Towarzystwa.

Zarzad Towarzystwa.

§ 13. Zarzad sklada sie z prezesa, dwdch zastepcoéw prezesa;,
sekretarza, skarbnika i trzech cztonkéw, wybieranych przez Walne
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Zebranie Towarzystwa a nadto z delegatow oddziatbw Towarzy-
stwa, po jednym z kazdego oddziatu.

§ 14. Dwaj, ale conajwyzej dwaj z trzech czionkdéw prezy-
djum Towarzystwa do ktérego zalicza sie prezesa i dwdch jego za-
stepcébw moga by¢ wybrani z posréd czionkéw zamiejscowych, se-
kretarz, skarbnik i ci trzej cztonkowie Zarzadu, ktorych wybiera
Walne Zebranie Towarzystwa, moga by¢ wybrani tylko z posrod
cztonkdéw miejscowych.

§ 15. Urzedowanie Zarzadu trwa dwa lata.

§ 16 Ustepujacy prezes Towarzystwa moze by¢ nim wybrany
ponownie dopiero po uptywie dwu lat.

§ 17. Zadaniem Zarzadu jest: a) zwolywal posiedzenia zwy-
czajne Towarzystwa i przyjmowac zgtoszone referaty, b) przedkia-
da¢ wnioski, dotyczace wyboru nowych cztonkéw, c) zawiadywac
majatkiem Towarzystwa nie nalezacym do oddziatdw i kierowac
wydawnictwami Towarzystwa, do czego powotuje Zarzad ,Komitet
redakcyjny", d) zwotywa¢ co dwa lata Walne Zebranie Towarzy-
stwa i przedktada¢ mu sprawozdanie ze swych czynnosci, a nadto
zwolywacé nadzwyczajne Walne Zebranie Towarzystwa kazdym ra-
zem, jezeli zazada tego przynajmniej siedmiu cztonkéw Towarzy-
stwa, e) przedklada¢ na sprawozdawczem Walnem Zebraniu Towa-
rzystwa sprawozdanie z dziatalnosci oddziatbw Towarzystwa przez
delegatow oddziatow do Zarzadu Towarzystwa, f) spetnia¢ wszelkie
funkcje wynikajgce z postanowien paragrafu 2¢, g) wykonywac
wszelkie uchwaty Walnych Zebran Towarzystwa.

§ 18. Do prawomocnosci uchwat Zarzadu potrzebna jest obec-
no$¢ przynajmniej potowy miejscowych czionkéw Zarzadu i jedne-
go czilonka prezydjum. — Uchwaly zapadajg prostg wiekszoscig
gtosow.

§ 19. Prezes albo jeden z zastepcéw prezesa i sekretarz To-
warzystwa reprezentujg Towarzystwo na zewnatrz.

Komisja kontrolujgca.

§ 20. Komisja kontrolujgca skiada sie z trzech cztonkéw wy-
branych na dwa lata przez Walne Zebranie; zadaniem jej jest
kontrolowanie czynnosci Zarzadu i przedktadanie wnioskdw o udzie-
lenie Zarzgdowi absolutorjum na Walnem Zebraniu.
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Walne Zebranie Towarzystwa.

§ 21. Walne Zebranie sprawozdawcze zwotuje Zarzad co dwa
lata; w razie potrzeby moze by¢ zwolane nadzwyczajne Walne Ze-
branie na zadanie przynajmniej siedmiu cztonkdéw zwyczajnych.
Walne Zebranie odbywa sie w Krakowie lub poza Krakowem lip.
w miejscowosciach gdzie istniejg oddziaty Towarzystwa, o czem
decyduje Zarzad w porozumieniu z Wydziatami oddziatow.

§ 22. Walne Zebranie sprawozdawcze a) decyduje o udziele-
niu ustepujgcemu Zarzadowi absolutorjum na wniosek komisji kon-
trolujacej, b) przyjmuje do wiadomosci sprawozdania z dziatalnosci
oddziatow Towarzystwa, skladane przez delegatow oddziatow do Za-
rzadu Towarzystwa, c) wybiera nowy Zarzad i komisje kontrolu-
jaca, dj rozstrzyga kwestje sporne miedzy Zarzadem Towarzystwa
a Wydziatami jego oddziatdw, e) zatwierdza wnioski dotyczace zmiany
statutu lub regulaminu i wnioski dotyczace rozwigzania Towarzystwa
i przekazania jego majatku.

§ 23. Prawo glosowania na Walnych Zebraniach posiada
kazdy czionek Towarzystwa, bez wzgledu na to, czy nalezy do
osobnego oddziatlu Towarzystwa. Wszystkie wnioski przechodzg
prosta wiekszoscig gloséw z wyjatkiem wnioskdw dotyczgcych
zmiany statutu lub rozwigzania Towarzystwa, do czego potrzeba
23 gloséw wszystkich cztonkéw obecnych.

§ 24. Glosowanie w sprawie wyboru prezesa, czionkéw Za-
rzadu i komisji kontrolujgcej jest tajne.

§ 25. W wyborze prezesa i czlonkéw Zarzadu moga uczestni-
czy¢ nieobecni na Walnem Zebraniu czionkowie przez przystanie
swego gtosu w liscie zamknietym, ktory Zarzad otwiera w czasie
gtosowania.

§ 26. Do prawomocnosci uchwal Walnego Zebrania potrzebna
jest obecno$¢ przynajmniej czesci wszystkich cztonkow zwy-
czajnych. W razie braku tej liczby moze by¢ zwotane ponowne
Walne Zebranie, ktérego uchwaty stajg sie prawomocne bez wzgledu
na liczbe obecnych cztonkow.

§ 27. O terminie Walnego Zebrania zawiadamia Zarzad pi-
semnie kazdego czionka z osobna.

IV. Oddziaty Towarzystwa i ich organy.
§ 28. Oddziat Towarzystwa moze powsta¢ za zgodg Zarzadu
Towarzystwa na wniosek przynajmniej pieciu cztonkéw zamiejsco-
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wych, zamieszkalych w tej samej miejscowosci. Celem oddziatu
jest stworzenie matematycznego ogniska naukowego i odbywanie
posiedzen zwyczajnych.

§ 29. Cztonkami oddziatu s3 cztonkowie Towarzystwa, przy-
jeci na podstawie § 7. lub § 8. ktorzy ptacg swe wkiadki do kasy
tego oddziatu. Czwartg czes¢ wkiadek swych czlonkdéw wysyta
Wydziat oddziatlu co dwa lata do kasy Zarzadu Towarzystwa na
cele ogblne Towarzystwa. Wpisowe cztonkdw zwyczajnych przyje-
tych przez oddziat pozostaje w catosci w kasie tego oddziatu.

§ 30. Organami oddziatu sg: a) Wydzial, b) Komisja kontro-
lujaca, ¢) Walne Zebranie oddziatu.

§ 31. Wydziat skfada sie z prezesa oddziatu, jego zastepcy,
sekretarza, skarbnika i dwoch cztonkéw wybranych na dwa lata
przez Walne Zebranie oddziatu. Jeden z cztonkdéw Wydziatu, wy-
znaczony przez Walne Zebranie oddziatu, jest delegatem oddziatu
do Zarzadu Towarzystwa.

§ 32. Zadaniem Woydziatu jest: a) Zwolywanie posiedzen zwy-
czajnych oddziatu i przyjmowanie zgtoszonych referatdw, b) przed-
ktadanie na posiedzeniach zwyczajnych oddziatu wnioskéw w spra-
wie wyboru nowych cztonkéw Towarzystwa i zawiadamianie Za-
rzadu Towarzystwa o przyjeciu lub nieprzyjeciu zgtoszonych kan-
dydatow, c) zawiadywanie majgtkiem oddziatu i przedkladanie Za-
rzadowi Towarzystwa przed kazdem sprawozdawczem Walnem Ze-
braniem Towarzystwa sprawozdan z dziatalnosci oddziatlu za po-
Srednictwem swego delegata do Zarzadu Towarzystwa, d) zwoty-
wanie raz na dwa lata Walnych Zebran oddziatu, na ktérych Wy-
dziat przedktada sprawozdanie ze swych czynnosci, e) zwolywanie
nadzwyczajnych Walnych Zebran oddziatlu kazdym razem na za-
danie przynajmniej pieciu cztonkéw oddziatu.

§ 33. Komisja kontrolujaca oddziatu sktada sie z dwoch
cztonkéw, wybranych iia dwa lata przez Walne Zebranie oddziatu.
Zadaniem komisji jest przedkiadanie na sprawozdawczem Walnem
Zebraniu oddziatu wnioskdw o udzielenie absolutorjum ustepujacemu
Wydziatowi.

§ 34. Sprawozdawcze Walne Zebranie oddziatu a) decyduje
0 udzieleniu absolutorjum ustepujgcemu Wydziatowi, b) wybiera
nowy Wydziat i komisje kontrolujgca e) wybiera z posrod czion-
kéw nowego Wydziatu delegata do Zarzadu Towarzystwa, d) uchwala
0 rozwigzaniu oddziatlu. Gtosowanie w sprawie wyboru Wydziatu,
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komisji kontrolujacej i delegata do Zarzadu Towarzystwa jest
tajne.

§ 35. Prawo glosowania i wybieralnosci na Walnych Zebra-
niach oddziatu posiadajg tylko ci czionkowie Towarzystwa, ktorzy
nalezg do oddziatu

§ 36. Do prawomocnosci uchwal Walnego zebrania oddziatu
potrzebna jest obecno$¢ przynajmniej *3 czesci czilonkdéw Towa-
rzystwa nalezacych do oddzialu. W razie braku tej liczby moze
by¢ zwotane Walne- Zebranie bez wzgledu na liczbe czionkdw
obecnych. O terminie Walnego Zebrania zawiadamia Wydziat
z osobna kazdego z cztonkéw Towarzystwa nalezacych do oddziatu.

§ 37. Majatek oddziatu stanowig: a) Wpisowe i wkiadki czton-
kow zwyczajnych i dozywotnich Towarzystwa, nalezagcych do od-
dziatu, po potraceniu 1/i czesci wkladek na rzecz Zarzadu Towa-
rzystwa, b) subwencje i dobrowolne datki, ztozone do kasy od-
dziatu, c) ksigzki i pisma nadsytane do oddziatu.

Majatek oddziatu jest wiasnoscig catlego Towarzystwa W ra-
zie rozwigzania oddziatu, przechodzi jego majatek pod administracje
Zarzadu Towarzystwa, o ile Walne Zebranie Towarzystwa na wnio-
sek cztonkow rozwigzujacego sie oddziatu inaczej nie postanowi.

V. Majatek Towarzystwa.

§ 38. Majatek Towarzystwa stanowig: a) wpisowe wszystkich
cztonkéw zwyczajnych, b) roczne wkiadki cztonkéw zwyczajnych
i wkiadki cztonkéw dozywotnich, c) subwencje i datki dobrowolne
ztozone na rzecz Zarzadu lub oddziatbw Towarzystwa, dj ksigzki
i pisma nadsylane do Zarzadu lub do oddziatow Towarzystwa, ¢)
rézne dochody nadzwyczajne.

§ 39. Zarzad Towarzystwa administruje majgtkiem Towarzy-
stwa, nie nalezagcym do oddziatow, Wydziat oddziatu administruje
majatkiem Towarzystwa nalezgcym do oddziatu

Zarzad Towarzystwa i Wydziaty jego oddziatbw moga wspdl-
nie w razie jednomysinej zgody podejmowaé zarzadzenia dotyczace
majatku ruchomego i nieruchomego catego Towarzystwa. Kwestje
sporne rozstrzyga Walne Zebranie Towarzystwa.

V1. Rozwigzanie Towarzystwa.
§ 40. Rozwigzanie Towarzystwa moze uchwali¢ Walne Ze-
branie Towarzystwa wiekszoscig 2/s gtosow. W razie rozwigzania
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przechodzi majgtek Towarzystwa na wiasnos¢ istniejgcych polskich
Towarzystw naukowych, o ozem decyduje Walne Zebranie Towa-
rzystwa.

REGULAMIN

' ,,POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO*.

§ 1. Urzedowanie Zarzgdu Towarzystwa i Wydzialu kazdego
z oddzialow trwa dwa lata i koriczy sie w dniu Zielonych Swiat
Sprawozdawcze Walne Zebrania odbywajg sie w maju lub czerwcu.

§ 2, Wpisowe cztonka zwyczajnego wynosi 30 M., a wkiadka
roczna 60 M. Wkiladki roczne sg ptatne z gory i liczg sie zawsze
za czas do Zielonych Swiat bez wzgledu na date przystgpienia do
Towarzystwa.

§ 3. Jednorazowa wkiadka cztonka dozywotniego wynosi
1000 M.

8 4. Posiedzenia zwyczajne odbywaja sie przynajmniej raz
W miesigcu, z wyjatkiem trzech miesiecy wakacyjnych. W Krako-
wie odbywajg sie posiedzenia zwyczajne w pierwszy i trzeci wtorek
miesigca 0 godzinie 5 wieczorem w lokalu Seminarjum matema-
tycznego, ul. sw. Anny 12 parter. Zgtoszone referaty i date posie-
dzenia zwyczajnego ogtasza Zarzad Towarzystwa wzglednie Wy-
dziat oddziatu — ile to mozliwe — w miejscowych dziennikach
i w lokalu Towarzystwa wzglednie oddziatu.

8 5. Na posiedzeniach zwyczajnych przewodniczy prezes, jego
zastepca lub najstarszy wiekiem cztonek zwyczajny. Sekretarz od-
czytuje sprawozdanie z posiedzenia poprzedniego, poczem nastepuje
wybor zgtoszonych czionkéw, wreszcie referaty i dyskusja.

8 6. Referaty odbywajg sie w zasadzie w porzadku w jakim
zostaty w Zarzadzie Towarzystwa, wzglednie w Wydziale oddziatu
zgtoszone. Referent ma obowigzek da¢ skrot swego referatu sekre-
tarzowi, celem umieszczenia go w protokole.

8 7. Sekretarz Zarzadu wzglednie Wydziatu prowadzi ksiege
protokotow posiedzenn zwyczajnych i Walnych Zebran, a nadto
ksiege dziatalnosci Zarzadu wzglednie Wydziatu.

Skarbnik prowadzi ksiege wszelkich dochoddw i wydatkdw.
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Z chwilg powstania biblioteki Zarzad wzglednie Wydzial wybiera
z posrod swych cztonkéw bibljotekarza.

§ 8. Wydawnictwami Towarzystwa kieruje komitet redak-
cyjny, powotany przez Zarzad Towarzystwa. llos¢ cztonkéw komi-
tetu redakcyjnego zalezy od ilosci wydawnictw.

8 9. W wydawnictwach Towarzystwa, ogtasza Zarzad drukiem
przedewszystkiem prace cztonkéw Towarzystwa, przyjete przez ko-
mitet redakcyjny i to w porzadku w jakim te prace zostaty do
Zarzadu zgtoszone. Prace mogg by¢ drukowane w jezyku polskim
lub obcym.

§ 10. Autor otrzymuje 25 odbitek swej pracy, ogtoszonej
w wydawnictwach Towarzystwa, reszta staje sie¢ wilasnoscig Towa-
rzystwa. Czionkowie Towarzystwa otrzymujg po jednym egzempla-
rzu wszystkich wydawnictw Towarzystwa bezptatnie lub po cenach
znizonych, zaleznie od kosztow wydawnictwa.
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