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Les fonctions reelles non analytiques et les 
solutions singulieres des equations differen- 

tielles du premier ordre

par

S. Zaremba.

S 1. Dósignons par f (x. y, u) une fonction des trois variables 
■x, y, u dófinie sans ambiguitó dans un certain domaine (Z)) et defi- 
nissons les sytnboles /• (z. y, w) (« '= I, 2, 3) par les egalites

11) /; (z, y, w) = Ą z, y, w) = fu, fs (z, y, u) = f'u.

Cela pose cousidórons l’equation diffórentielle

<*>  ’ /■ (*.»£)= o-

L’intógrale singuliere de cette equation est, comme on le sait, . 
par dófinition, une integrale qui verifie, en dehors de cette óqna- 
tion, eneore la suivante

Par eonsequent. lorsque l'equation (2) admet une integrale sin- 
gulióre. eelle-ci a pour image gćonnltrjque la courbe ou une portion 
de la courbe ts) dont l'equatiun est le resultat de 1’ólimination de 
la variable u entre les equations

'3) ./ (x. y. «) = 0 et /3 (z, y. w) = 0.

Deja Lagrange avait remarquć que, pour qu’un are (s,) de la 
courbe (s) soit une courbe intógrale de l’óquation (2), il faut qu’en
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chaque point de (,r, y) de cet are, les óquations (3) soient compatibles 
avec l’óquation.

(4) /; (x, y, ii) + u f (a-, y, u) = 0.

Cela aurait du 1’amener k la eonclusion que, normalement, 
une equatiou differentielle du premier ordre ne doit pas admettre 
d’integrale singulibre. Neanmoins la thóorie des enveloppes avait. 
comme on le sait, fait adopter a Lagrange 1’opinion contraire. II 
y avait la un paradoxe apparent que Darboux ') le premier a ex- 
plique en demontrant que, normalement, la ligne (s) est le lieu des 
points de rebroussement des courbes intśgrales de l’equation (2) et 
que, par consequent, Lagrange avait fait une application illegitime 
de la thóorie des enveloppes dans sa dómonstration de l’existence 
des solutions singulieres des equations diffćrentielles. Depuis M. 
Picard *)  a etabli d’une autre maniero le rćsultat precćdent.;

Toutefois les considbrations de Darboux comme celles de M. 
Picard ne se rapportent qu’au cas ou la fonction f(x,y,u) est une 
fonction analytique des trois variables dont elle dópend, Nous nous 
proposons dc demontrer que le theorómc fondamental de Darboux 
subsiste aussi dans le cas oii la fonction /(x, y, tt) ifest pas une 
fonction analytique et satisfait seulement a quelques conditions tr&s 
gćnćrales de rógularitó. A cette occasion, on constatera une fois de 
plus la grandę feconditć de la metliode des approximations succes- 
sives de M. Picard.

II va sans dire que nous envisageons exclusiveinent des quantitćs 
reelles.

£ 2. Voici 1’liypothese dans laquelle nous allons nous placer.
i. Hypothese. Nous admettrons que les circonstances suivantes 

sont veritióes:
1° La fonction f(x,y,u) est determinće sans ambiguitó dans 

un certain domaine. (/>) et admet, a 1’intórieur de ce domaine des 
dórivees partielles continues jusqu’au 3-me ordre inclusivement.

2° En un point 0, intórieur au domaine (I>) et dćfini par le 
systeme de valeurs.
(5) x = a, y = b, u — b' 
de x, y et u, l’on a:

‘) Bulletin des science*  matheinatiques 1873.
2) E. Picard. Traitó d Auaiyse t. 111. Paris 1896 p. 41 et 8Oivantes.
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■(6) f(a, b,b') = O, /3(a,ó,6') = O

(7) .A (a, b. Z/) 4- Z>'/2 (a. b. 7/) 4= O

oii les caractóristiques fx. et A sout dófinies par les formules (2).
3° On a encore 1’inógalitś suivante: 

<8) 

ou 1’indice 0 indique que l’on considere la. valeur que prend l’ex- 
pression enfermóe dans la parentliese au point 0.

Voici maintenant quelques indications destinćes a prevenir tout 
malenteudu. Designons par x0 une borne dun intervalle (Z) dans 
lequel une fonction (p(x) est definie. Pour x = x0 la fonction ę?(z) 
ne peut pas avoir de derivee proprement dite; elle ne p.eut avoir, 
pour cette valeur de x, qu’une dericce unilaterale du cóte duquel 
lintervalle (1) est situe par rapport a r0. Toutefois, pour simplifier 
le langage, nous conviendrons d’appeler cette dćrivee unilaterale de 

dórivće de cette fonction pour x = xQ. D’apres cela 1’assertion 
qu’une fonction q>(z), definie dans un intervalle fermó (I), admet une 
dćrivśe determinće dans tout cet intervalle, exprimera qu’en tout 
point intórieur a l’intervalle (Z), la fonction (p(x\ admet une derivee 
et qu’en outre, en chacune des bornes de l’intervallc considćró, elle 
possede une derivće unilaterale du cóte duquel se trouve l’intervalle 
(/) par rapport a la borne considćrće. Voici une seconde convention 
que nous allons encore adopter: 1’assertion qu’une fonction <p(x) est 
une intógrale de l’ćquation (2) la verifiant dans un certain inter- 
valle (Z), expriinera non seuleinent que. dans toute 1’fitendue de 
l intervalle (Z), 1’ćgalitó

(9) y = ip(x)

entraine l’equation (2), mais encore que la dśrivóe <p'(x) de ę>(or) est 
une fonction continue de x dans l’intervalle considerć. Envisageons 
maintenant le problfeme suivant.

2. Probleme. L’hypothese 1 etant vórifiśe, dóterininer une 
fonction |bien entendu rćolle) qp (a?) de la variable x pour toutes les 
valeurs de cette variable appartenant a un intervalle ferme de la 
formę (a, a Z), de telle sorte que la valeur (9) de y satisfasse 
a l’ćquation (2) dans tout l’intervalle (a, a -f~- Z) et que l’ou ait, en 
outre:

1*
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(10) <p(a) = b et <p\a) — !>'.
Le resultat prineipal de cet article peut etre ónoncć sous la 

formę du thóoreine suivant:
3. Theoreme. Pour que le problfeme 2 soit possible, il faut 

que Fon ait
(U) '•£) ■ +

/»
(ou a eause de (7) et (8) les deux derniers facteurs du premier membre 
sont differents de zero); lorsque eette condition est remplie et lors- 
qu’en outre la valeur absolue du nombre l est assez petile, le pro- 
bleme 2 a precise.ment deux solutions; si on les dćsigne par ^(ic) 
et qp2Lc). 011 a, poitr toute valeur de x appartenant a Fintervallę 
(a. a -|- l) non egale a a et assez petite en valeur absolue

11 est a peiue utile de faire remarquer que le thóoreme pre- 
códent constitue Fextension aux óquations difłerentielles non analy- 
tiques, du rćsultat fondamental ótabli successivement par Darboux 
et M. Picard pour les śquations analvtiques.

§ 3. Le lemme suivant va nous permettre de simplifier beau- 
coup Fćcriture:

4 Lemme. On peut, sans nuire a la generalite, admettre dans 
la dćmonstration du thóor&me 3 que Fon ait
(12) a — b = b'==O
et qu’en outre Fon ait encore.

(13) \?w2 Sx
m«0‘

E11 effet, designons par e le nombre defini par Fensemble des 
relations

s- = 1 et e (/) (a, b, b') ó'/2 (a, b, b'))

Le nombre e e.xistera et sera determine sans ambiguitć par les 
relations prócedeńtes aiusi que cela rósulte de (7) et (8). Posons

x, = e (x— a)
yA = y—b—b' .(x—a)

= e (w—b') <
(14)



Cette substitution transformera la fonction f(x, y, u) en une 
fonction /'(^ , y,, ?ą) des yariables xr,yllul. Si Fon regarde y 
comme une fonction dóriyable de z, les ćqnations (14) dófiniront 
y1 comme une fonction de z, et Fon aUra '

Donc en yertu de (14), on aura identiqueineut:

et l’óquation (2) śquivaudra a la suivante:

D’ailleurs les egalites (14) et la definition de la fonction 
t’(a"i. yt, iii) donnent:

3F 3f 

3*F  _ 3\f
3u‘i du*

Or les óquations (14) font correspondre des yaleurs nulles de
y,, et Ui aux yaleurs a, b et // de x, y et u. II est donc ais 6 

de voir que, apres avoir effectuó la substitution (14), il suffirait de 
faire le cliangement de notations qui consiste a remplacer les sym- 
boles fi, yn w, et /•’ par x. y, u et /' pour ramener le cas genćral 

■du theoreme 3 au. cas particulier oii les relations (12) et (13) sont 
yerifićes. En res urnę le lemine 4 est completement dćmontre.

Nous adopterons donc 1’liypotbese suiyante:
5. Hypothese. Les egalitśs (12) et'1’inógalite (13) sont yerifićes. 
Pour rendre les considerations ultćrieures plus faciles a suivre, 

observons explicitement que 1’enseinble des li\ potbeses 1 et 5 equi- 
vaut a la suiyante:
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6. Hypothfese. On admet ce qui suit:
1° La fonction f(x.y.u) est definie sans ambiguitó dans un? 

certain domaine (Z)). et admet, a 1’intćrieur de ce domaine des dó- 
rivees partielles continnes jusqu’au 3-me ordre inclusivement.

2° Le point 0 dćfini par les ćgalitós

(15) . ę — y = u = 0 

est situó a 1’interieur du domaine (/>).
3° Etant convenu de reprćsenter d une facon gónśrale par (4*)^  

la valeur que prend une fonction <I> des yariables x. y, u pour les 
yaleurs nulles de ces yariables, nous avons:

(16)

ainsi que

(17)

/(0,0,0,)=0,Q=0

En vertu de 1’hypothese prócćdente, le probleme 2 prend la formę 
suiyante:

7. Probleme. L’hypotbóse 6 etant yerifiee, determiner un& 
fonction (rćelle) <p(x) de la yariable x dans un interyalle ferme dę­
ła formę (0, l) de telle sorte que la yaleur

(18) y = <p(ć)

de y satisfasse a l’óquation (2) dans tout l’intervalle (0, Z) et que 
Fon ait en outre

(19) T(0) = 0

ainsi que

(20) <p' (0) = 0.

§ 4. Avant d’aborder le problfeme 7, notons quelques eonse- 
quences de Fhypothfese 6.

II existera ćyidemment un nombre positif d tel que l’en- 
semble des relations 

(21) 
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constitue une condition suffisante pour que le point frr, y. „) soit 
intórieur au domaine (/>) considóre dans Fhypothćse 6. Dans tout 
ce qui va suivre, nous regarderons le nombre- d comme donnó et 
nous n’envisagerons que les valeurs de a*,  y, u vórifiant les condi- 
tions (21).

Eu egard aux ćgalites (16), on pourra dćterminer des cons- 
tantes ąn a2,6I; b2, b3. c,, r2, c3, telles que la fonction R(x,y,ti), dś- 
finie par la formule

(22) 7? (r. y, w) = /(x, y, u) — (a^ + a2y b,x2 b2y2 b3u'~ -|- 

s’annule avec toutes ses dćrivees partielles jusqu’au 2-me ordre in- 
clusivement. pour

x — y — u — 0

J’ ajoute qu’en vertu de (17), on aura,

(23) a1.ó,<0.

II resulte encore de 1’hypothese 6 que, dans le domaine dćfini 
par les relations (21), les dórivćes partielles d’ordre 3 de la fonction 
R(x,y2u) (identiques ćvidemment a celles de la fonction f(x, y, w)) 
seront bornćes. Si l’on dćsigne par C une limite supórieure commun^ 
des valeurs absolues de ceś dćrivóes, on aura.

(24)

ainsi que

(25) 

dans tout le domaine (21); c’ est ee qui resulte immódiatement du 
theoreme de Taylor'et de ce que, pour 

la fonction Ti1 (x, y. u) s’annule avec toutes ses dćrivćes jusqu’au 2-me 
ordre inclusivement.

§ 5. En abordant le problfeme 7, posons pous abróger 1’ócriture 
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et observons qu’en remplaęant f(x.y, u) par sa valeur tiree de (22). 
on pourra mettre l’óquation (2) sous la formę suivante:

(26) b3y'- -}- 2 (c2a; -|- <qy) y' -|- ata: -|- <i2yy -j- b3y- -(- 2ei.ry
+ (a y, y') = <’■

8. Lemme. Lorsąue le probleine 7 est possible, on a

(27)
x-0 •£

"i
Ę

en supposant que x tende vers zero en restant interieur a 1’inter- 
valle (0, Z).

En effet. par les conditions meines du problćme 7, nous ayons 

(28) lim y' — 0
x»0

et lim y = 0,
r-0

lorsque x tend vers zćro par valeurs intórieures a l'intervalle (0, l). 
Donc, dans les memes conditions, nous avons

(29) lim y = 6
ZobO JC

II resulte de (28) qu’il existera un nombre positif d tel que 
pour toute valeur de x intórieure a l’intervalle (0, l) et vórifiant la 
condition:

les relations (21) soient satisfaites au cas oii Fon poserait:

« = /

Nous admettrons dorśnavant que la variable .<• satisfasse aux 
conditions prócódentes. Cele nous permettra d’appliquer la relation
(24) au cas oii y est dśfini par la formule (18) et u par

« = y' gr/(a;).

Nous aurons donc:

(30) | /.' (.ry/)| = | h |.y| H/l1

oii M reptesente une fonction qui veritie la condition

(31) v |«|:gl



Posons

<3i,i) 0==(|*l+l.y|) 2 + 3(M+M)./+3^'!-

La formule (30) pourra s’eerire coinrae il suit:

(32) A (z, y, /) = | W C (| x | +1y |) <b | 6»C/S

Portons la yaleur (32) de R(x,y,y') daus lequation (26) et 
divisons ensuite Fóquation obtenue par x. Le resultat pourra s’ścrire 
de la facon suiyante:

Or il resulte de (28) et (31,1) que l’on a:

lim 0 = 0.
x—>0

Cela pose. il suffit de se reporter aux egalites (28) et (29) ainsi 
qu’ ii la ręlation (31) pour deduire de (33) que 1’ógalite (27) a bien 
lieu comme il s’agissait de le demontrer.

g. Lemme. Pour que le probleme 7 soit possible, il faut que 
Fon ait

(34) l > 0

En effet, supposons que le probleme, en question soit possible. 
En vertu du lemme 8 nous aurous Fógalite (27) en supposant que 
x tende vers zóro par yaleurs intćrieures ii Finteryalle (0, Z). Or. 
ii cause de (23), on a

£ >0.

. Uonc e’est par yaleurs positives que x doit tendre vers zero 
dans (27). Cela prouye que Fon a bien Finógalite (34) eomme nous 
youlions letablir.

io. Lemme. Lorsq’une fonction y de x represente uue solu- 
tión du problfeme 7, il lui eorrespond une constante positive A telle 
que. pour toute yaleur de x ajppartenant ii. Finteryalle (0, Z), oit 
[lemme 9| on a nócessairement / \ 0), Fon ait:
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I y' | S 
|y|^S^ł

On dćduira ce lemme avec la plus grandę facilitó des lemmes 
8 et 9.

ii. Remarąue. Lorsqu'une fonction y de x, dćfinie dans un 
intervalle (0, Z) est une solution du problfeme 7 et vórifie par con- 
sóquent dans cet intervalle l’óquation diflfórentielle (26), il correspond 
a toute valeur de x appartenant a Fintervalle (0, l) un nombre f 
vórifiant l’equation

(35.1) = 1,

tel que, pour la valeur considóróe de x, l’on ait

(35.2) / = aj y + f K Q (^ y, y')

ou Fon doit prendre la valeur non nśgative du radical, la fonction

“i ® y

et la caractśristique Q ćtant dćfinies par les formules:

(35,3)

et

ax4-/?y = c2x 4- c.y

(35,4) Q (x, y, u) =
_ (csx4-Ciy)8 — b3 {axx + a2y+ + \y2 + 2csxy + -^ (^ «)}

(v 4- oy)2 — {asy + ^a:34- 6s</M-2csxy 4~ U (x, y, w)}

§ 6. Avant de continuer 1’etude du probleme 7, il est utile 
d'ótablir quelques propositions auxiliaires.

12. Lemme. La caratćristique Q ćtant dćfinie par la formule
(35.4) regardons pour un moment la lettre u comme reprósentant 
une fonction de x continue avec sa dćrivće premićre y' dans un 
intervalle fermć (0, Z) ou Z reprósente un nombre positif et posons- 
u = y'; supposons en outre que Fon ait:

(35.5) (y) = 0
i-O
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et que. dans tout l’intervalle (0, Z), la dćrivee y' de y satisfasse a la 
relation
(35,6) \y'\^Ax.^

Je dis que l’on aura

(36) lim ?-(X’’■*'>  =
x=0 X

«1

^3

lorsque x tendra vers zero par valeurs positives.

En effet, en vertu de l’óquation (35,4) servant de dśtinition. 
a la caractćristique Q, nous avons- 

’ (37)

— ó ^2^ jej

_ i fcy,/)
6S x

D’autre part, il resulte de (35,5) et (35,6) que dans tout l’in- 
tervalle (0, l) l’on aura:

(38)

II rósulte de (35,6) et (38) qu’il e^istera un nombre positif d, 
non supćrieur a Z, tel que les relations

(39) 0 x <5

entrainent les relations

(40) |/|^d

ou d reprósente le second membre des relations (21). Mais ces 
dernibres entrainent la relation (24). Par consbquent les relations (39). 
entraineront la suivante

|fl(*,y>y')l^łC(M  + M + ly'l)’.
d’ou, en s’appuyant sur (35,6) et (38), l’on dćduit que

|im =0
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lorsque x tend vers zćro par valeurs positives. Majs il resulte de 
38) que, dans les memes conditions, Fon a:

•(42) lim y = 0.
x=0 X

En sappuyant sur (41) et (42), on conelut immćdiatement de 
(37) a l’existenee de (36) lorsąue x tend vers zćro par valeurs po- 
sitives. C’est prócisement ce qu’il fallait demontrer.

13. Lemme. La fonction y de x vćrifiant les hypothóses du 
lemme 12, il correspondra au nombre zl, figurant au seeond membre 
de (35,6) et a tout.. systóme de deux nombres g et G. assujettis 
seulement a verifier les relations:

(43) o < y < — 1 < G
"i

un nombre positif <5, non supórieur au seeond membre d des rela­
tions (21) et indćpendant de Z, tel <|ue Fensemble des relations,

(44) o < a; < 4 et o x l

entraine les suivantes

(45) gx Q (x, y, y') Gx

Pour s’assurer de l’exactitude de ce lemme, il suffit de se rappeler 
qu’en vertu de (23) Fon aura

(46) >0,
°3

de se rapporter au lemme 12 et de considórer que la valeur de <5 qui 
conviendrait au cas 011 Fon aurait l — d conviendrait aussi a tops 
les autres cas.

14. Lemme. Continuons a supposer qu’une fonction y de x 
satisfasse aux hypotheses du lemme 12, design ons par t une cons- 
tante vćrifiant l’óquation

(47) . = 1 ,

par c le nombre defini par les relations

c>0. 
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nombre qui existera a cause de (46), et soit v la fonction dóhnie 
par la formule:

49; 4-e|/Q (»,»/,/)

ou le radical doit etre pris avee la dótermination non negative et 
ou la fonction linćaire ayx-\-^y de x et y est dófinie par la for­
mule (35,3). Dans ces conditions les circonstances suivantes vont se 
presenter:

1° U existe un nombre positif d, non superieur au second 
meinbre d des relations (21) et indópendant de Z, tel que la for­
mule (49) dófinisse la fonction v de x comme une fonction reclle 
et continue de x dans l’intervalle fermo commun aux interralles (0, Z) 
et (0, d).

2° Lorsque x tend vers zero par valeurs positives, on a

,. v
dOi hm — ec

4

En effet, il resulte du lemme 13 qu’il ,existera un nombre 
positif d, indópendant de Z, tel que 1’ensemble des relations (44) 
entraine la suivante:

(51) Q (łc, y, y') =5:0.

D’autre part, en diminuant au besoin le nombre 4, sans 
pourtant 1’annuler et sans avoir a tenir compte de la valeur de Z, 
on pourra encore faire en sorte que (44) entrainent non seulement 
(51) mais encore (40). Le nombre d vórifiant les conditions prócó- 
dentes, la formule (49) dótinira la fonction v comme une fonction 
reelle et continue de x dans l’intervalle fenąć (0, d) commun aux 
intervalles (0, d) et (0. Z) car, dans cet intervalle, on aura (51) ce qui 
assure la rćalite de v et, d’autre part, comme dans rintervalle (0, d) 
on a -10) et comme dans le domaine (21) la fonction R(x,y,u} 
est continue, il resulte de la continuitó des fonctions y et //' dans 
l’intervalle (0, d) qu’il en sera de móme de R (x, y, y') et par suitę 
aussi de la fonction r. En rćsume la 1-re partie du lemme est 
ótablie.

Pour reconnaitre l’exactitude de la 2-me partie du lemme, il 
suffit de se reporter a la formule (49), a la relation (38) ainsi 
qu' aux relations (48) qui dćfinissent le nombre c et de considerer 
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(53)

<|u’en vertu du lemme 12. on a la relation (36). En rćsume le 
lemme est complfetement dćmontre.

15. Remarąue. Conservons les hypotlitjses et les notations du 
lemme prócódent et dćsignons par B un nombre donnć arbitrai- 
rement a cela pres que Fon ait

B>c,

on pourra alors, comine cela re^lte de 1’ćgalitć (50), assuree par 
le lemme 14, donner au nombre positif <5, considere dans ce lemme, 
une valeur non nulle et independante de l mais assez petite pour 
que, dans Fintervalle fermć (0, ó'), commun aux intervalles (0, <5) 
et (0, Z), la fonction v definie par la formule (49) avec n’importe la- 
quelle des deux valeurs de e verifiant (47), soit non seulement rć- 
elle et continue mais qu’en outre, dans tout cet intervalle, Fon ait 

j’ajoute que pour calculer une valeur de d satisfaisant aux condi- 
tions precedentes, il suffit evidemment de connaitre en dehors du 
nombre B et de la constante A figurant au second meinbre de (35,6), 
encore la valeur du second meinbre d des relations (21), les valeurs 
des constantes at, a.2, bv b2, b3. c,, c». e:1 entrant au second membre de 
l’equation (22) ainsi que la valeur de la constante C qui entre dans 
le second membre des relations (24) et (25).

16. Lemme. Lorsque deux fonctions y et z de la variable ,x. 
definies sans ambiguitś dans un interralle fermć (0, Z) dont la borne 
l est positive, sont continues avec leurs derivćes respectives y' et z' 
dans I’intervalle (0, Z) et s’annulent 1’une et 1’autre pour a; = 0, 
lorsqu’il existe en outre une constante positive A telle que dans 
tout l’intervalle (0, Z)' Fon ait

(51) et

lorsqu’ enfin. aprós avoir dćsigne par f une constante vórifiant 
l’óquation

(52) *’=1,

Fon aura adopte pour defmitions respectives des fonctions i> et «• 
de x, la formule (49) et la formule:

w = atx -j- z -|- f / Q (r, ^ )
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■cu, comme dans la formule (49), c’est avec la dótermination non 
nśgatiee que le radical doit etre pris, il sera possible de faire cor- 
respondre au nombre A. deux nombres positifs d et indópendants 
<le la valeur de l et du signe de f, jóuissant de la propriótó sui- 
vante: si Fon dósigne par r un nombre positif clioisi arbitrairement 
■dans l’intervalle (0, d') commun aux intervalles (0, d) et (0, Z), et 
par }M' la borne superienre de la fonetion

(54) |/- z'l

dans Finterralle (> , r), Fon aura

(55) |v —

dans tout Fintervalle (0, r).
En effet, les relations (51) ćtant verifiśes dans l’intervalle 

(0. Z) et les fonctions y et z s’annulant pour x — 0, on aura aussi 
dans le ineme intervalle

(56)

on pourra donc faire correspondre au nombre A une valeur po- 
sitive de d, indćpendante de Z, telle <|ue Fensemble des relations

(57) 0 o: < d et 0 Z

entraine a la fois les detix systemes de relations

(58) |y‘|^<Z,

et

(59) | z ] </, | z | 5S d, | z' | d.

Supposons que d satisfasse a la condition precódente et don- 
nons-nous un nombre g irerifiant les inegalites (43).

On pourra (lemme 13}. en diminuant au besoin le nombre 
d, sans pourtant Fannuler et sans tenir compte de la valeur de Z, 
faire en sorte qqe les relations (57) entrainent, en deliors des rela­
tions (58) et (59), eneore les deux suivantes

i <2(^0=^^,

Le nombre d vórifiant cette condition, les formules (49) et

(60)
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(53) dćfiniront, pour les valeurs de x vórifiant Fensemble des rela­
tions (57), les fonctions v et w comme fonctions rśelles et continues 
de z; pour les valeurs de x vórifiant, en dehors des relations (57), 
encore la condition

(60,1)

Fon aura:

(61) V — W =
o/ .i V(*,y,  y')—V(ą,*,O  
' (‘V ' W(*-y-y')  + h? (^ *')

En se reportaut a la formule (35,4) qui sert de dófinition a la 
caractśristique Q. on trouve:

— II. 1t1* "t ‘̂ '1 ^1 <y - l) I' (*■  II- !l ) — i

Regardons pour un moment le symbole x comme representant 
quelque nombre dćtermine verifiant (57). Les relations (57) eh- 
trainant a la fois (58) et (59). les deux suites de trois nombres:

,r, y, y' et z, 2, z'

representeront deux points du domaine detini par les relations (21). 
Nous pourrons donc appliquer a la diffćrence

K (*,  ih y') — («• *')

le theoróme des accroissements finis sous sa formę classique. Les 
caractóristiques R., et A’s ćtant dófiniesipar les formules

(x. y. u) — R'y (x, y, u}, R3 (z, y, m) = R'u (x, y, u),

nous trouverons :

(63) R (x, y, y'\ — R (x,z, z' — R.t (x. t], y') (y -z)-\-R3(x, y,»/) (y‘ — z') 

en posant:

(64) ’/ = y +(rt> (« y), = y' + # (*' —y')

ou W reprósente un nombre interieur a l’intervalle (0, 1). II rósulte 
de (58) et (59) que Fon aura



Donc, en vertu de (25) on aura:

(65) R.(*,W)l^lłC(M  + HI + h'l}‘

et si Fon dćsigne par Mt une limite supćrieure de la fonction

|Ą (ar, y, «)|

lorsque le point (x, y, u) varie dana le domaine (21), on aura

(66)

D’autre part, comme ® est compris dans l’intervalle (0,1) il 
rćsulte de (51), (56) et (64) que Fon aura:

(67) et
/

En s’appuyant sur (65) et (67) et en tenant compte de (57), 
on constatera qu’il est aisó de calculer au moyen des nombres A; C 
et d un nombre positif Alt, indćpendant de l, tel que Fon ait:

(68) |Ą(x,i7,

pour toute valeur de x vśrifiant (57).
Les relations (63), (66) et (68) nous donneront:

\R{x,y,y') — R(x,z,z'}\<^Mt\y — z\-[-Mtx\y' — z'\.

En s’appuyant sur cette relation et en tenant compte de (56) 
et de (51) on dóterminera aisćment au moyen des constantes qui 
entrent dans le second membre de (62) et des nombres d, A, Mt et 
J/s, deux nomhres positifs M'2 et tels que (57) entraine la re­
lation:

(69) | Q (x, y, y’) — Q (x, z, z') | 5S M't | y —- z| + | y' — z' |.

Mais (61) a lieu pour toute valeur de x vórifiant k la fois (57) et 
(60,1) et d’autre part, pour toute valeur de x vćrifiant Fensemble 
des relations (57), on a les relations (60). Par consćquent, il rćsulte

Rospr. Polek lego Tow. matem 2
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de ce que les relations (57) entrainent (69) que Fensemble des re­
lations (57) et (60,1) entraine la suivante:

|. - w | g I 11 y - a I + * I ? I

II suit de lii que les relations (57) et (60,1) entraineront a fortiori 
la suivante:

(71) b-w|^B3|y”2, + Bł^|y'-z'|

oii Fon a posó

'------------w,—'

Soit maintenant r un nombre positif choisi arbitrairement dans 
la partie commune aux intervalles (0, d) et (0, l) et M' la borne 
supórieure de l’expression

I/-*'!
dans l’intervalle (0, r). Les fonctions tj et z s’annulant pour x = 0, 
la relation

| y — 21 M’x

sera vćrifiśe dans tout l’intervalle (0, r). Par consćąuent, pour les 
valeurs de x vórifiant les relations

0 < z r,

la relation (71) nous donnera:

(72) |» — w\^BtM'x^

en posant

(73) Bt = Bt + B2.

En rćalitć, la relation (72) cubistera dans tout Fintervalle (0, r) 
parce que, pour x=0, les fonctions v et w, ainsi que cela resulte 
de (49) et (53), s’ annulent 1’une et 1’autre. Or puisque (72) a lieu dans 
tout Fintervalle (0, r), on a, daus tout cet intervalle, a fortiori la 
relation (55). '
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En rćsuinó. il suffit de dóterminer le nombre ó de faęon que 
les relations (57) entrainent a la fois (58), (59) et (60), en ayant 
soin de calculer le nombre Ą aa moyen de (73), opórations qui 
pourront toutes śtre effectuóes sans que le nombre l soit connu 
mais a condition que le nombre A soit donnć, pour que les nombres 
<5 et Bj jouissent de la propriótó ćnoncóe dans le lemme; celui-ci 
est donc dśmontre.

§ 7. Revenons a 1’ćtude du problóme 7.
17. Lemme. Lorsqu’une fonction y de x est une solution du 

problbme 7, il lui correspond une constante E parfaitement dćter- 
minće, yśritiant dans tous les cas l’ćquation

(74) £8=1,

telle qu’il soit possible de dóterminer une constante positiye de 
<5 de faęon que, pour 1’ensemble de toutes les valeurs de x yćrifiant 
les relations

(75) 0 < x ó,

la fonction y satisfasse k l’óquation (35,2) et que Fon ait, eil outre, 
dans tout l’intervalle (0, 3):

(76)

ou d est le second membre des relations (21).
En effet, la fonction y de x ne pouyant ótre une solution du pro­

bleme 7 {lemme 9} que dans un intervalle de la formę (0, Z), ou 
l reprósente un nombre positif, il rósulte du lemme 13 ainsi que 
de la continuite de la fonction y et de vsa dóriyóe y' dans Finter­
yalle (0, Z) et de ce que chacune des fonctions y et y' s’annule 
pour x = 0, qu’il existera un nombre positif 3, appartenant bien 
entendu a Finteryalle (0, Z), tel que les relations (75) entrainent 
a la fois les relations (76) et Finśgalitć

(77) Q(x,y.y'}>®.

D’autre part {remarque 11}, il correspondra a toute yaleur 
de x yćrifiant (75) une yaleur de e satisfaisant a l’óquatiou (74) et 
telle que, pour la yaleur considóróe de x, Fćquation (35,2) soit

2*  
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yćrifiće. Reste a prouver que cette valeur de e reste la móme pour 
toutes les valeurs de x vćrifiant (75) lorsque d est dćterminć de la 
faęon indiquśe plus haut. Or, la fonction y de x etant donnće et (75) 
entrainant (77), l’ćquation (35,2) dćfinira £ comme une fonction con- 
tinue de x pour toutes celles des yaleurs de cette yariable qui sa- 
tisfont a (75); mais on a dans tous les cas l’equation (74). Donc, 
la fonction e de x se reduira bien a une constante et notre lemme 
est dćmontrć.

18. Dćflnition. Les notations du lemme prćcćdent ćtant con- 
servćes, la constante e sappellera indice de la solution y du pro- 
blerne 7.

rg. Theorćme. Supposons qu’une fonction donnće y de x soit 
une solution du problćme 7, dósignons par e 1’indice {dóf. 18} de 
cette solution et soit d le nombre positif dont l’existence est assurće 
par le lemme 17

Lorsqu’une seconde fonction z de x est aussi une solution du 
problbme 7, de menie indice £ que la solution y. elle se confond 
avec cette dernióre dans l’intervalle (0, d') constituó par 1’ensemble 
des points cominuns a l’intervalle (0, d) et a l’intervalle (J) dans 
lequel la fonction z de x yerifie les conditions du problćme 7. 
Pour dómontrer ce thćoreme, observons {lemme 9} que l’intervalle 
(J) sera nścessairement de la formę (U, m) ou m reprćsente un 
nombre positif. Cela prouve que 1’ensemble des points communs 
aux intervalles (0, d) et (J) constituera, comme l’implique 1'ćnoncć 
du theoróme, un intervalle de la formę (0, d') ou d' reprósente un 
o mbre positif. Łes solutions y et z du probleme 7 etant de meme 
indice £ (def. 18}, il rósulte du lemme 17 qu’il se trouvera un 
nombre positif d", non supćrieur a d', tel que, dans l intervalle 
(0, d"), la fonction y yerifie l’ćquation (35,2) et la fonction z la 
suiyante:

(78) z' = x -|- fa £ | Q (x, a, z').

Cela pość, il rćsulte du lemme 10 que les fonctions y et t 
considćrćes actuellement, satisfont aux hypothćses du lemme 16. 
Donc, en vertu de ce lemme, il existera un systfeme de deux nom- 
bres positifs d'" et Bl jouissant de la proprićtć suiyante: si l’on 
dćsigne par r un nombre pośitif quelconque appartenant a l’in- 
teryalle (0, d'") et par AT la borne supćrieure de l expression
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l/-<l
dans l’intervalle (O, r), la valeur absolue de la difference des seeonds 
membres des óquations (35,2) et (78) ne deviendra supórieure a l’ex- 
pression

By r? M'

pour aucune valeur de x appartenant k l’intervalle (0, r). Par con- 
sequent, il rósuke des óquations (35,2) et (78) que, dans tout cet 
intervallet, on aura
(79) —y B, 4 Af'

Mais la fonction
I/ — 2'l

est continue dans l’intervalle (0, r). Elle atteindra donc sa borne 
supórieure M' dans cet intervalle pour une certaine valeur xn de 
x dans l’intervalle considóró. En ócrivant la relation (79) pour le 
point xt de l’intervalle (0, r) on trouvera

i
M' By r% M‘

ou bien

(80) Jlf' (1 — B, r *)  0.

Donnons & r, ce qui«est permis, une valeur assez petite pour 
avoir

1 — B, 3 > 0.

La relation (80) nous donnera

M' = 0.

On aura donc

y' — ?' = 0

dans tout l’intervalle (0, r) et, puisque les fonctions y et z s’annu 
lent pour x — 0, on aura par consóquent aussi

y — z= o

dans tout l’intervalle (0, r). Nous arrivons donc & la conelusion 
suivante: il existe un ensemblp (E) de nombres positifs constituó 
par 1’ensemble de tous les nombres positifs tels que si r est l’un
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quelconque d’entre eux, il jonit des deux proprićtós suivantes: 
1° On a

et par suitę aussi
r g ó‘"

r< d'

2° Dans Finteryalle (0, r) les fonctions y et z se confondent. 
Soit 7? la borne supćrieure des nombres appartenant a 1’ensemble 
(£'). Le nombre 7? appartiendra a Finteryalle (0, d') et a cause de 
la continuitó des fonctions y et ar, il appartiendra lui-móme a 1’en­
semble (l?).- D’autre part, lorsqu’un nombre #0, interieur a 1’inter- 
valle (0, d') fait partie de 1’ensemble (7£), il n’est pas une borne 
superidure des nombres de cet ensemble. En effet supposons que 
le nombre xt soit intórieur a Finteryalle (0, d') et fasse partie de 
1’ensemble (7?). II existera alors un nombre positif tj tel que les 
fonctions y et z satisfassent respectiyement aux ćquations (35,2) et 
(78) dans Finteryalle (o;, — 17, xa -j- ł?) et qu’en outre Fon ait:

(y)«—(^)a—»0
= (s')._,Q

Donc, en vertu du thóoreme classique relatif a la dótermina- 
tion de 1’integrale d’une ćquation diffśrentielle du 1-er ordre par 
sa yaleur initiale, on aura 

dans tout Finteryalle (x0 — t], xa -j- ł;), du moins lorsąue tj, sans 
ótre nul, sera assez petit.

Cele prouve bien qu’un nombre intórieur a Finteryalle (0, d') 
ne peut pas cpnstituer la borne supórieure R de 1’ensemble E. Mais

77 >0,

donc R se confond avec d' et notre theoróme est dómontrć.
20. Theordme. II existe un nombre positif l tel que, a chacun 

des deux nombres

(81) 4-1 et — 1 ,

il corresponde une solution du probleme 7, admettant ce nombre 
pour indice {dćf. 18} et yćrifiant dans Finteryalle (0,1) les condi- 
tions du probleme considóró.
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Pour dómontrer ce thćorćme, dćsignons par e l’un des nombres 
(81).

Nous aurons a prouver que, pour une valeur assez petite mais 
indópendante du signe de e et positive de Z, l’ćquation (35,2), c’est 
a dire l’ćquation diffćrentielle

(82) y' = atx -f- 01V + e |/ Q (i, y, y'),

admet une intćgrale vórifiant cette óquation dans l’intervalle (0, l) 
et s’annulant avec sa dćrivóe premióre pour x = 0. Pour ćtablir 
l’existeDce du nombre l, nous allons nous servir d’une formę appro- 
priće de la móthode des approximations successives.

2i. Lemme. Ayant choisi un nombre A vórifiant 1’inćgalitć

(83) A>c,

oii c reprśsente le nombre dćfini par les relations (48), on pourra 
lui faire correspondre un nombre positif d tel qu’il existe une suitę 
infinie

(84) , yt, yt.......

de fonctions róelles de x, dćfinies dans l’intervalle formć (0, d), 
jouissant des proprićtes suivantes:

1° chacune des fonctions y„ ainsi que sa dćrivóe premierę y'n 
sont continues dans l’intervalle fermć (0, d).

2° Chacune des fonctions y„ s’annule pour x = 0.
3*  Dans tout l’intervalle (0, d) on a

(85) (a = 1,2,3.......)

4° La fonction y, satisfait .dans l'intervalle (0, d) a l’ćquation

(86) y\ — axx + e\Q (x, 0, 0)

5° Pour toute valeur enti&re et positive de n, on a

(87) y'n+i = axxĄ-piyu-\-e\Q(x,yn,y'n) 

dans tout l’intervalle (0, d).
Pour dśmontrer ce lemme, faisons l’observation suivante: le 

nombre A vórifiant l’in<śgalitó (83), il existera une valeur de d vś- 
rifiant les conditions de la remarque 15, en particulier dans le cas 
ou l’on prendrait
(88) x B = A.
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Supposons que le nombre d ait une valeur satisfaisant aux 
conditions de la remarque 15 pour la valeur (88) de B.

Je dis que cette valeur de 5 satisfera aussi aux conditions 
du lemme 21 qu‘il s’agit prścisśment de ddmontrer. En effet, ap- 
pliqnons la remarque 15 au cas od Fon aurait posś

y = / = 0

dans tout l’intervalle (0, d). On aura l ==> d, et la fonetion v, dófinie 
par la formule (49), se confondra alors comme cela resulte de (86), 
avec la fonetion yj. Par consćquent, la formule (86) dćfinira la 
fonetion y(, dans tout l’intervalle (0, d), comme une fonetion rćelle 
et continue de x, vśrifiant dans cet intervalle la relation

Donc la fonetion y, satiśfera a toutes les conditions du lemme. 
Supposons provisoirement que tous les termes de la suitę (84) 

jusqu’au terme y„ inclusivement, sati^assent aux conditions du lemme. 
21. La, fonetion y', dćrivće premiere de la fonetion y„, sera róelle 
et continue dans F intervalle (0, d); en outre, on aura

(88.1) ly‘l^Ax^

dans tout cet intervalle. Donc, puisque la fonetion y„ s’annule pour 
x = 0, on aura

(88.2) |y„|=g$^3

dans tout Fintervalle (0, d). Nous pourrons des lors appliquer la re- 
marque 15 au cas ou Z=d et ou Fon a (87), la fonetion y ótant 
remplacóe par y„. En se reportant a la formule (87), on constatera 
de cette faęon que, conjointement avec la condition

(y.+i).-o = 0,

cette formule dćfinit la fonetion y„+, comme une fonetion vśrifiant 
les conditions du lemme dans tout l’intervalle (0, d). Donc, en dófi- 
nitive, le lemme (21) est vrai en vertu du principe d’induction ma- 
thćmatique.

Supposons que le nombre d ait une valeur vćrifiant toutes les 
conditions du lemme 21. En appliquant le lemme 16 au cas«oii 
Fon substituerait les fonctions y„+, et y„ aux fonctionB y et 2, on 
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s’assurera aisćment qu’en diminuant au besoin la valeur prścódente 
de ó, on pourra attribuer a ce nombre une valeur positive vćrifiant 
la condition suivante: si Fon dśsigne par r un nombre positif appar- 
teuant a l’intervalle (0, <5) et par JĄ la borne supćrieure de l’ex- 
pression

Isś+i—

dans l’intervalle (0, r), l’on aura:

(89) ' S

pour toute les valeurs entieres et positives de n avee une valeur 
constante et positive de Bt. Dćsignons par 0 un nombre positif 
mais plus petit que l’unitć et choissisons le nombre positif r, dans 
l’intervalle (0, <5), de faęon a avoir

La relation (89) nous donnera

K+i

pour toutes les valeurs entióres et positives de w. Mais nous avons

0 < 9< 1.

Donc la sćrie ,

(90) y\ + JJ*  (y;+i-yi)
k-1

est absolument et uniformćment convergente dans tout l’intervalle 
(0, r). Mais on a

(y.)._o = 0

pour toute valeur entióre et positive de n. Par consóquent la sćrie.

(91) (y»+i -
u-1

est aussi absolument et uniformćment convergente dans l’intervalle 
(0, r). II rósulte de la convergence uniforme des sćries (90) et (91) 
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qu’il existe une fonction y de x continue avee sa dćrivće premióre 
y' dans tout l’intervalle (0, r) telle que

(92)

y' = lim y'„ 
Ł-o n

y = lim y„
1 -A

la convergence ćtant uniforme dans tout Finterralle (0. r).
II rćsulte des relations (88,1) et (88,2) que l’on pent attribuer 

au nombre positif r une valeur assez petite, pour que pour toute 
valeur enti&re et positive de y Fon ait, dans tout l’intervalle (0, r): 

(93) 

ou d est le second membre des relations (21).
Supposons que r satisfasse aussi a cette condition. A cause de

(92) on aura alors

(94) |y|^d, |y'|^d

dans tout l’intervalle (0, r) et les ógalitós (92) et (87) entraineront 
la consćquence suivante: la fonction y dćfinie par la seconde des 
śquations (92), continue avec sa derivśe premibre y' dans Fin- 
<ervalle fermć (0, r), satisfait a Fćquation diffiśrentielle (82) dans 
tout cet intervalle et, pour x = 0, elle s’annule ainsi que sa dćrivće 
premiero y'. Donc la valeur

l — r

de l satisfait a toutes les conditions du thóoróme 20 lequel, par con- 
sćquent, est complśtement dómontró.

22. Remarque Si Fon dósigne par <f>t(x) et qp2(a?) les deux 
intśgrales de Fóquation (82) qui ont les nombres -f- 1 et — 1 pour 
indices (dćf. 18) respectifs et dont l’exiBtence est assurśe par le thóo- 

et

lorsque x tend vers zćro par valeurs positives, comme on le dć- 
montre tres aisćment au moyen du lemme 14; par consćquent, pour 
des valeurs positives mais assez petites de x, on a certainement
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§ 8. Actuellement il est trćs aisś de dćmontrer le thćorfeme 3. 
En effet, les thćorćines 19 et 20, conjointement avec la remarque 
22, entrainent l’exactitude du thóoróme 3 dans le cas particulier 
ou Fon a

a = 6 = 6' = 0.

Or, en vertu du lemme 4, cette circonstance entraine Fexacti- 
tude du theorenie 3 lui-inśme. Celui-ci est donc dómontró.

Pour terminer indiąuons rapidement comment le thóoreme 3 
permet de localjser avec prócision le dćfaut du raisonnement' par 
lequel Lagrange a cru avoir prouvó que, norinalement, une ćquation 
diffórentielle du 1-er ordre devait admettre une intćgrale singuli&re. 
A cet effet, supposons qu’une fonction /(a;, y, w) des trois variables 
x, y, u satisfasse a Fbypotbfese 1. En gćnćral le determinant fonc- 
tionnel 

(93) Z>(a;, y)
ne s’annulera pas au point dćfini par les yaleurs (5) des variables 
x, y, u. On pourra donc trouver un nombre positif p tel que, dans 
le domaine
(94) (x — a)! -)- (y b)*  -(-(« — b')*  Sg p* ,

le systdme d’ćquations
/(*,  y,«) = 0
A®, y, w) = 0

dćfinisse x et y sans ambiguitó comme fonctions de u dans un 
certain intervalle (w,, u2) comprenant a son intśrieur le nombre b'. 
Ces fonctions, soit 2 (u) et y (w), seront .continues dans Finteryalle 
(t<i,tf2) et chacune d’elles aura une dćrivće premierę continue. Si 
donc on rapporte le plan a un systbme de coordonnóes cartósiennes 
(x, y), les śquations
(95) a; = 2(w), y = ^(«)

dśfiniront un certain are (S). Supposons ce qui| a cause de (7) et 
(8) est permis, que le nombre p, sans 6tre nul, soit assez petit pour 
que Fon ait
<92> &+“l+°e* 

en tout point de 1’arc (S).
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La seconde de ces inśgalitśs entrainera cette consóquence que 
les dóriyees 2'(u) et fi'(u) ne s’annuleront a la fois en aucun point 
de l’arc (<S). Cet are admettra donc une tangente dóterminśe en 
chacun de ses points.

Cela pość, le raisonnement de Lagrange implique les deux 
hypothćses suivantes:

1*  Si .r0, y0 et reprósentent les valeurs de. z, y et u en 
un point de l’arc (S), il existe une branche de courbe intógrale 
particuliere (C) de l’ćquation (2) passant par le point (x0,ya) et 
telle que, en ce point, Fon ait

2° II rćsulterait de la thćorie des enveloppes que l’arc (C) 
serait tangent au point (r0,y0) a 1’arc (S).

La premifere hypothćse est confirmće par le thćoreme 3 car, 
dans 1’ćnoncć de ce thóoróme. on pourra substituer, comme cela 
rćsulte de l’existence des inógalitćs (92) en chaque point de 1’arc (S), 
les nombres x0,y0.tt0 aux nombres a, b et b'. La deuxićme hypo- 
thćse au contraire est contredite par le thćoróme 3, car la branche 
(C) de courbe intógrale se compose de deux ares dont 1’ensemble 
donnę lieu a un point de rebroussement au point (a;0,y0). C’est donc 
1’adoption de cette hypothćse illćgitime qui constitue le dćfant du 
raisonnement de Lagrange.

i



Sull’ insierrje dei valori che annullano una 
funzione analitica a piu variabili complesse.

Nota di

W. Wilkosz (Cracovia).

Un fatto caratteristico per la teoria delle funzioni analitiche 
a piu variabli complesse b ben noto : i teoremi semplicissimi nel 
loro ennunciato sono in molti casi dimostrati małe o non dimo- 
strati del tutto.

Ecco una quistione di tal genere suggerita a me dal dott. 
Leja:

Consideriamo una f(xt ... xu) analitica nelle variabili complesse 
xx ... xu — non identicamente nulla. Sia (P) il suo campo totale 
desistenza (cioe insieme di tutti i punti di regolarita in distanza 
finita); (P) com’fe noto, feun campo connesso, ogni punto di 
cui e interno relativamente allo spazio delle variabili. Sia E insieme 
di tutti i punti di (P) per le quali

/(ajj .. . x„) — 0.

Occupiamoci soltanto delle funzioni monodrome. — Ne 
sorge la domanda: Insieme E taglia (P) in pezzi distinti o no? La 
risposta data in questa nota e negativa. E vero un teorema ancora 
piu ampio:

Teor.: Sia (P) un campo1) connesso, contenuto in (P). Sia 
(E) la parte di E contenuta in (P) — Allora E non taglia (P) — cioe: 
ogni duó punti distinti di (P) — (P) si possono far congiungere eon 
una curva continua passante in (P) lungo la quale /(^ .. . xu) non 
s’annulla mai.

') Un campo nel eenzo di Wcierstruae — soli punti interni!



30

§ 1. Incomincio eon n = 1 — ció ch’ó il caso semplice e gik 
noto: '

Sia /(a?!) =f= 0 /(«,) 4= 0 z, 4 ** in P)-
Giungo a?! eon r2 per mezzo di una curva continua passante 

in (Z)) del resto arbitraria.

Sia x = <jp (t)
la sua equazione ove:

(1) <p (i) continua in [0,1]
(2) ęp(O) = x1 jo(l) = a-2
(3) cp(f) cade in (Z)) per 0 t SS 1.
Esiste (se in tutto) soltanto un insieme discreto dei valori:

tali che f(xt) — 0 per x, — i/1.. .p.
Bisogna modificare (se necessario) leggermente la q>(t) per evi- 

tare i punti x1.. .xp non sorgendo dal campo (Z>) ció che e evi- 
dentemente possibile.

II teorema viene in tal modo dimostrato per n = 1.
§ 2. Passiamo al caso n = 2.
Sieno: zl/j(z2ys) due punti distinti in (Z>) non appar-

tenenti alla E.
Dimostreremo un lemma che da la soluzione della quistione 

quasi iminediatamente.

Lemma: Sia A(xa. ya) un punto di (Z>) — allora ogni campo 
cilindrico (Poincarć)

I*—< pj
|y—yj < ęl

<0.

(1) contenuto in (Z)) col suo li mi te
(2) ove 1’elemento corrispondente al centro A, della f(xy) 

b convergente in modo assoluto,
gode le seguenti proprieta:
Ogni due punti di zip ove f 4= 0 si possono giungere per 

mezzo d’una curva continua, passante in zip, lungo la quale f(xy) 
non s’annulla.

Dim: Consideriamo

^’(y) =/Gm) ove p^ye\
sono due tali punti (Z14= *2}
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Abbiamo qui una funzione analitica per |y—yj|<p /
— sieno 

gli zeri della F(y) in |y—yj < Q
— quelli esistono soltanto in numero finito — oppure F(y) non 
s’annulla in | y—yA | < p .

Distinguo due casi

(1) +o
(2) /(*,?,)  = o.
Nel caso f(xpy^ =|= 0 sia <p(f) una funzione con ti n ua di t in 

[0,1]
(1) yj<e in [o,i]
(2) qp(O) = <jp„ ?>(!) = y,
(3) 9>(0=Hy.m in [0,1].
La sua esistenza & sicura per quello che precede.
Allora arco coutinuo:

x = x„ 
y = <p(f) in [0,1]

cade*in  zip e lungo (L,) abbiamo /=|=0.
Quest’ arco trasporta P in S(xryq) caminando in zip ed evi- 

tando la E.
Sia poi G(x) = f(xyq) ch'& analitica in | x—xA | < p.
Sieno

xr ...x,1 >
i suoi zeri in |a:—«4|<p {numero finito!}. 

Prendiamo ip(t) — x tale che:

(1) continua in [0,1]
(2) ip(ty — xp ip(l) = xq
(*)  in |®—®J<C
(4) M= wi/1... s; t in [0,1].

Allora arco: 

® = v>(*)
y = yr

continuo in [0,1]

transportu S in Q evitando E e passando in zip. Quindi arco com- 
posto di L, e Ls trasmette P i Q in modo desiderato.
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Passiamo al caso f(x„y^ = 0.
Si pud trovare una eq > 0 tale, che per ogni y = yq — e ove 

H<£.
abbiamo:

(!) ^(y, — *)  4 °-
(2) |y,— e — yA\<ę
(3) /(^y, — e) 4= 0.
Allora passiamo dal (x„yr) al (xryq —e) d’onde al (x„y, —e) 

e finalmente dal (xq, yq — e) al (xqyq) direttamente.
II lemma ó gia dimostato.
Torniamo al teorema primitivo:
Osserviamo che in ogni campo (Z)') contenuto in (Z>) vi sono 

infiniti punti ove f(xy) 4 0, perche 2 non ha punti interni se 
/(*y)  =|= 0.

Giungo adesso e Mt(x2yi') eon un arco (C) arbitrario
in (Z)) — per ogni punto di (C) facciamo corrispondere un campo 
Zip definito come di sopra il cui centro cade in questo punto. 
— Secondo il teorema di Heine-Borel, un numero fi ni to

do • • • dt
delle d esiste, le quali

(1) riccoprono tutta la (C)
(2) d0 ha per centro Mx\ d*  ii punto d/a
(3) la parte comune alle

d(_,, d( (i 11 ... k)

che indico eon e un campo connesso cadente in (Z>).
Scelgo da ogni un punto Pt ove /(P,) 4 0. — Allora ser- 

vendosi del lemma

(1) giungo eon P, per mezzo d’un arco continuo evi- 
tante E

(2) poi Pj eon Pi ... Pj_! eon Pk
(3) e finalmente Pk eon M2 nello stesso modo.

L’arco composto congiunge zlf, eon M2 in modo richiesto.

§ 3. Passiamo adesso al caso generale. La dimostrazione 
sia fatta per induzione. Poniamo 'il teorema vero per n, e dimo-
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striamo la sua esattezza per n-j-1. — Basta evidentemente gene- 
Talizzare soltanto il nostro lemma. II resto si dimostra facilmente.

Sia j(-+D

| ar„+i—| < (>
ę>0.

analogo al in § 2 ma formato per f(xx... x„+1).
Sieno P(x\ ... xpn+A), Q(x\... a;’+1) * punti distinti da congiun- 

gere.
Sia g(xx... x„) = f(xx ... x.a^+1).

Mllora: 

|ah— ^1 <(>
(p la stessa!)

eostituisce un campo analogo per g(x, ... xu).

Se g ... a£) =|= 0

allora trasporto
(#1... xp) in (x?. .. x$)

per mezzo d’una via in 4<n) non annullante; quindi:

(x(^ ... a£+1) in (xf... ar’<+ł). 

per /(«!... a5„+i) in 4“+1.
Poi (x?... x'x£+1) in (x?... x’+1).
Ma se g (x%... x‘„) — 0 

allora trasporto
(xj... x'n+l)

in qualełie:
(z?.. . x* —e, a^+]) opportuuo 

ove g —f =j= 0; d’onde in 
(«?■■. ®’+1 xl—e, a:’+1)

— e seelta la e convenientemente

in (x°... x’+]).

II lemma, e quindi il teorema stesso, viene per ció eompleta- 
mente dimostrato.

Rozpr. Polskiego Tow. matem. 3
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Abbiamo omesso la considerazione dei cosidetti „punti in in- 
finito“, perchć ci vorrebbe dapprima fissare il senso del teorema in 
diversi spazi usati nella teoria in quistione (Cf. M. Bócher: Infi- 
nite regions of various geometries, Buli. Amer. Math. Soc. v 20 
(1914) o W. F. Osgood: Selected topics in the theory of functions 
of several complex variables. Madison Colloquium 1914). II teorema 
6 ancora vero, almeno, nel cosidetto „spazio d’analisi“.



Sur la distribution des valeurs des fonc­
tions analytiques dans leurs domaines 

d’existence.
Par

F. Leja

§ 1. Pour ćnoncer avec prócision les rósultats de ce travailr 
j’adopterai les definitions suivantes:

1° L’expression domaine ouvert, ou plus brióvement do­
maine, designera comme ordinairement un ensemble de points 
intćrieurs d’un espace, deux points quelconques de cet ensemble 
pouvant ćtre reunis par une courbe rógulióre appartenant a l’en- 
semble.

Une courbe, image univoque et continue d’un intervalle, sera 
dite rćgulióre, si elle est rectifiable. Une courbe rćgulićre peut 
se couper, ou non.

2° Je dirai qu’un ensemble (X) de points d’un espace est 
un domaine semi-ouvert, s’il se compose d’un domaine (X') 
au sens de la dćfinition prócedente et encore de certains de ceux 
de ses points-frontiere dont chacun est 1’origine d’une courbe rógu- 
lióre dont tout autre point appartient au domaine (X') *).

3° Soit (X) un domaine ouvert ou semi-ouvert et (£) un en­
semble de points appartenant & (X) et jouissant des proprićtes sui- 
vantes:

a) L’ensemble (£) est fermó sur (X), c’est-H-dire qu’il contient 
tous ceux de ses points-limite qui appartiennent au domaine (X).

’) II esiste des domaines oaverts ayant des points-frontUre dópourrus de 
cette proprióte. Voir: Encyklop. d. Math. Wiss; II B. 1. Osgood: Analyt. 
Funktionen p. 56.

3*



36

/?) Dans chaque voisinage d’un point quelconque de 1’ensemble 
(£), il y a des points de (X) qui n'appartiennent pas a 1’ensemble (£).

y) Lorsque (Xo) est un domaine quelconque ouvert ou semi- 
ouvert mais contenu dans le domaine (X), deux points quelconques 
de (Xo) qui ne font pas partie de 1’ensemble (|) peuvent 6tre róunis 
par une courbe rćguliere dont tout point autre que ses extremitós 
est un point intćrieur du domaine (Xo) et dont aucun point ne 
fait partie de 1’ensemble (£).

L/ensemble (£) jouissant de ces trois propriótós sera dit óvi- 
table dans le domaine (X).

Cela posó, considórons n fonctions analytiques uniformes

ft{xx...xp}

de p>w variables complexes x1,...,xp, et supposons que leurs do- 
maines d’existence aient un point commun pour lequel la matrice

g(/i •••/.)
3 (»x... a>)

soit de rang n. Designons par (X) un domaine ouvert qui soit un 
domaine commun aux domaines d’existence de ces n fonctions et 
posons

(1) y( = ft(xt... xp) ź=l,

Ces ćquations font correspondre au domaine (X) k 2p dimen- 
sions, un certain ensemble (Y) des points (yx,... y,~), situó dans 
1’espace arithmethique a 2n dimensions.

Voici le rósultat principal du travail actuel:
Aprós avoir śtabli que 1’ensemble (Y) constitue un domaine 

ouvert ou semi ouvert au sens des dśfinitions 1° et 2°, je prouve 
que, si(j?)est un ensemble ś v i t a b 1 e dans le domaine (Y), 
1’ensemble (£) des points du domaine (X) auxquels corres- 
pondent en vertu de (1) les points de 1’ensemble (?;), est aussi 
óvitable dans le domaine (X).

Dans un travail insćró dans ce volume *)  M. W. Wilkosz 
a dómontrć un remarquable theorćme sur les zćros d’une fonction 
analytique. En se servant de la notion d’un ensemble óvitable, 
dćfini plus haut, on peut 1’ónoncer comme il suit :

*) P. 29. Suit insieme dei oalori che annullano una funzione analitica 
a piu nariabili complesse.
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Les zćros d’une fonction analytique non nulle 
identiquement forment un ensemble óvitable dans le 
domaine d’existence de cette fonction.

La proprietć des fonctions analytiąues que je dćmontre ici 
est une gónóralisation considórable de ce thćorfeme. Elle peut ćtre, 
je crois, utile dans certains probl&mes d’analyse dits non locaux ’) 
et surtout dans ceux que l’on rencontre dans la tlieorie des groupes 
de Lie.

On doit remarquer que la proprićte en question n’est pas du 
tout caractóristique pour les fonctions analytiques. Une fonction dó- 
finissant une correspondance biunivoque et continue entre deux do- 
maines jouit de la mćme proprićtó. On verra plus loin a quelles 
fonctions la demonstration du theoróme principal peut etre ćtendue.

§ 2. Dans ce qui va suivre, j’aurai a mappuyer sur le lemme 
suivant: Soit

(1) 4 (a;, ;r2...

une fonction analytique uniforme de p variables complexes x1} xa..., 
non nulle identiquement dans son domaine d’existence (X)2).

Lemme I. Deux zśros de la fonction (1) peuvent toujours 
ćtre reunis dans son domaine d’existence par une courbe regulićre 
ne passant, abstraction faite de ses extrćmitćs, par aucun zóro de 
cette fonction.

Soit
(2) «i, a2, •••> ap

un point, ou la fonction (1) s’annule. Je vais d’abord montrer qu’il 
existe une courbe reguli&re ayant son origine au point (2) et pas­
sant par le domaine (X), aucun point de cette courbe autre que 
son origine, n’ótant zóro de la fonction (1).

On voit que la fonction d’une variable eomplexe a:,

(3) d da ... up)

s’annule au point xx = a2. Supposons qu’elle ne soit pas identique- 
ment nulle. Les zóros d’une telle fonction etant isolós, il existe un 
nombre positif ó tel que, dans le voisinage

1) Expression due a M. S- Zaremba.
a) Les pointa a l’infini ne seront paw compris dane le domaine d’existence, 

c’est-a-dire dans le domaine des points rćguliers.
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|^i —aj < <5,

il existe un zćro unique de la fonction (3).
Soit a\ nn nombre different de at et satisfaisant a la derniere 

inćgalitć. Le segment

xx = a{ t (aj — a,) , t —> < 0,1 >

= «p

joint les deux points

aj fls. .. a,, et aj a2 ... ap

et ne contient aucun zóro de la fonction (1) a l’exception de son 
origine

Supposons maintenant que la fonction (3) soit identiquement 
nulle. II suffit dans ce cas de faire tourner les axes des coordon- 
nćes pour śtablir de la meme manibre l’existence d’un segment tel 
que (4), ayant son origine au point (2) et ne renfermant aucun 
zśro de la fonction (1) autre que 1’origine de ce segment.

Soit

(5) aj ... a„ et ax... a„

deux zeros de la fonction (1). Nous avons vu qu’il existe deux 
points du domaine (A’)

(6) aj... aj et a,. .. aj 

tels que les deux segments, dont l’un joint les points
aj... ap et aj... aj 

et 1’autre les points

«i... a, et aj ... aj,

ne renferment aucun zero de la fonction (1) autre que leurs ori- 
gines.

D’autre part, les points (6) n’śtant pas zeros de la fonction (1) 
peuvent 6tre reunis, dapres le tliśoreme de M. Wilkosz, par 
une courbe rśguliere qui ne renferme aucun zśro de la fonction (1). 
Donc, les deux segments prócódents forment avec la derniere courbe 
une nouvelle courbe rógulifere qui joint les points (5) et satisfait 
aux conditions du lemme.
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§ 3. Soit
/<. x„) i = l,...,n

nu systćme de n fonctions analytiques uniformes de p n variables 
complexes, les domaines d'existence de ces fonctions ayant un point 
commun

(1)

tel qu’en ce point la matrice

(2) 3(xrXi...xr)
soit de rang n.

Pour plus de simplicite je dśsignerai par

(*)  
le point

,..., a;, 
et par

/i(®)

la fonetion j\ (xx... xr), n. Dćsignons encore comme plus
haut:

par (X) la partie commune et d’un seul tenant des domaines 
d’existence des fonctions ft(x\ i = 1,..n, renfermant le point («°),

par (F) 1’ensemble des points

(y) = (yi ys • • • y.)
tels que l’on ait
(3) yi=Z(a-i-..a:„)
aux points de 1’ensemble (X).

On sait que 1’ensemble (X) formę un domaine ouvert dans 
1’espace a 2p dimensions. Quand a (F), je vais ćtablir le theorćme 
suivant:

Theoreme I. L’ensemble (F) formę un domaine 
o u v er t ou s e m i - o u ve r t dans l’espace & 2n dimen­
sions.

Dómonstration: Dósignons par (X') 1’ensemble des points du 
domaine (X) pour lesquels la matrice M est de rang n et soit (F') 
la partie de (y) correspondant a (X'). II est facile de montrer que 
les ensembles

(X') et (P) 
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forment des domaines ouverts, le premier dans 1’espace a 2p, le 
second dans 1’espace a 2n dimensions.

On voit que le point (1) appartient a (27) et que chaque 
point de (27) est interieur a cet ensemble. Supposons que les deux 
points

(a) et (a') 

appartiennent a (27). II existe donc deux jacobiens de rang n, que 
je dósignerai par 4 (aj et 4' (aj, appartenant a la matrice (2), tels 
que Fon ait

4 (a) 4=0, 4'(aj 4=0.

Ces deux jacobiens peuvent ćtre diffórents ou identiques.
Considćrons la fonction A (x). Elle est analytique et non nulle 

identiquement dans le domaine (2Q, donc ses zeros forment un en­
semble ćvitable dans (X). II en rćsulte que, si (aj n’est pas zćro 
pour A (x), les deux points (a) et (aj peuvent ótre rćunis par une 
courbe rćguliere ne passant par aucun point oii A (z) s’annulle, c’est- 
a-dire passant par 1’ensemble (27).

Supposons que l’on ait A (a') = 0. A' (a') ćtant diffórent de zćro, 
il existe un voisinage du point (aj, dans lequel le jacobien A' (x) 
est partout diffśrent de zśro. Or, dans ce voisinage il existe des 
points pour lesquels le premier jacobien A(x) est diffórent de zćro. 
Considerons l’un d’eux; on peut le joindre d’une part avec (a) par 
une courbe rćgulióre ne passant par aucun zóro de A (aj et d’autre 
part avec (a') par une courbe rógulióre ne passant par aucun zero 
de A' (x). Ces deux courbes forment une seule courbe róguli&re 
joignant les deux points (a) et (a') et passant par 1’ensemble (27). 
II en rósulte que (27) est un domaine ouvert.

Passons a 1’ensemble (Yj. Chacun de ses points est intćrieur, 
ce qui rćsulte des thóorómes sur l’existence des fonctions inverses. 
D’autre part, le point (y°) correspondant, d’apres (3), au point (1) 
appartient effectivement a 1’ensemble (Y).

Soit
(ó) et (ój

deux points de (Ej. Ils sont les images de deux points (a) et (aj 
du domaine (2j. On a vu qu’il existe une courbe rćguliere

(4) xi — 0 > J ;i,• • ■,p; o,i 
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ou les g>,(t) dćsignent des fonctions complexes du parametre rśel t, 
telle qu’elle joigne les points (u) et (a') et passe par le domaine 
(X'). Donc la courbe

y<=/<(9>(*))  , i= t-><0,1>

ćvidemment aussi regulićre, joint les points

(*>)  et (&')

et passe par 1’ensemble (F). (^) est ćlonc un domaine ouvert. 
Considśrons maintenant 1’ensemble (F). II renferme tous les 

points du domaine (F'). Soit

(6)

un des points de (F) qui n’appartiennent pas a (F), si de tels points 
existent. Je dis qu’il est frontiere pour le domaine (F'). Soit

(«)

son correspondant, ou l'un de ses correspondants s’il y en a plu- 
sieurs, dans le domaine (X). Le point (a) est limite des points ap­
partenant a (X'), donc (ó) est limite des points appartenant a (F).

II reste a dćmontrer qu’un point (6) de (F) qui n’appartient 
pas au domaine (F') peut śtre rśuni avec un autre point quel- 
conque (/>') de (F) par une courbe rógulifere passant par le domaine 
(F), abstraction faite de ses extrćmitós.

Soit
(6) (a) et (a')

les points du domaine (X) qui correspondent aux points

(7) (*•)  et (6')

de (F). II existe en vertu du lemme du paragraphe prócćdent une 
courbe de la formę (4) qui joint les points (6), chaque point de 
cette courbe, autre que l’une ou les deux de ses extrćmites. appar­
tenant au domaine (X'). Donc la courbe (5) qui correspond a la 
prćcódente dans 1’ensemble (F) joint les points (7), et tous ses points, 
autres que (7) appartiennent au domaine (F).

L’ensemble (F) formę donc un domaine semi-ouvert. II peut 
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se rćduire a un domaine ouvert, si tous ses points, et en particu- 
lier cenx qui n’appartiennent pas a (Yz) sont interieurs]).

§ 4. Reprenons les domaines (X) et (Y) du paragraphe pre- 
códent et considórons un ensemble quelconque

fr)
de points (y) du domaine (Y). Dósignons par

(?)
1’ensemble de tous les points du domaine (X) te’s que, si le 
correspondant (y) d’un point ou Fon a

(1)

appartient a l’ensemble (y), le point (z) appartienne a l’ensemble (£). 
Theoreme II. Si l’ensemble (y) est óvitable dans 

le domaine (Y), l’ensemble (£) est ćvitable dans le do­
maine (X).

Dómonstration : On doit prouver que 1’ensemble (£) jouit des 
trois propriśtśs des ensembles óvitables.

a) II est fermś sur (X). Considórons une suitę convergente 
des points (z) de 1’ensemble (£).

(2) 3.0) r(2)
? ............... .. z/’ —> , J = 1,

et supposons que sa limite

(3) a><°> ..,p

appartienne au domaine (X). Soit

(4) JÓ”, y)S),........ . ........ i = l, ...n

la suitę des points (y) 1’ensemble (y) correspondant a la suitę (2) 
d’apres (1).

') L’ensemhle (K) peut n’etre pas nn domaine ouyert comme le montre 
l’exemple suivant:

(»,+ 1)
y, — xt (x, — 1). 

Aucun point \yt y2) ou l*on  a
y\ = y» o, 

n’appartient a 1’ensemble (K). Le point (0,0) qui fait óvidemment partie de (K) 
n’est donc pas interieur, a moins qu’ on n’ait pas dtendu la notion du domaine 
d’existence en y comptant des points a 1’infini, detinis d'une maniero conrenable 
et de certains points singnliers.



43

La suitę (4) est convergente, en vertu de la continuitó des 
fonctions soit

(5) j4” ,
sa limite. On a

^0) =/iM , i=l,...,n.

Le point (3) appartient a (A"), donc le point (5) appartient a (K) 
et de mśme a 1’ensemble (i;), cet ensemble śtant fermć sur (Y). Le 
point (3) appartient donc a 1’ensemble (£) parce que son corres- 
pondant (5) appartient a (77). L’ensemble (£) est donc fermć sur 
(A).

/?) Soit (a/) un point quelconque de 1’enremble (£). Je vais 
prouver qu’en cbaque voisinage de ce point, il y a des points de 
(A) qui n’appartiennent pas a (£).

Supposons que la proposition soit fausse, alors il esistera un 
voisinage du point (a:')

(6) |^ — arj | < <5 ,/= 1

dont tous les points appartiendront a (£). Les points (y) qui leur 
correspondent d’aprćs (1) appartiendront tous a 1’ensemble (rj).

Considśrons un jacobien d’ordre n contenu dans la matrice M 
et non nul identiquement dans le domaine (A). Un tel jacobien 
existe dapres 1’hypotbóse; designons le par

A (x).

C est une fonction analytique definie dans le domaine entier (A), 
donc il existe un point (a:0) du voisinage (6) en lequel

4(a:’)={=0.

D’autre part, il existe un voisinage

| z, — a-'” | < e ,y=l,....p

du point (a:0) tel que, en ce voisinage, A (x) soit different de zero 
et tel que chacun de ses points appartienne au voisinage (6). Posons

!40) =/<(«’) ,

Le systeme des ćquations
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peut etre rśsolu dans un certain voisinage du couple des points 
(a;0) et (y°). II en resulte q’un certain voisinage du point (y°) appar- 
tiendrait a 1’ensemble (tj), contrairement a Fhypothóse. L’ensemble 
(£) ne peut donc pas avoir des points intórieurs.

y) Considśrons deux points quelconques

(7) (a) et (a')

du domaine (A) qui n’appartiennent pas a 1’ensemble (£). II reste 
ii prouver qu’ils peuvent etre rćunis dans chaque domaine partiel 
du domaine (A) par une courbe rfegulidre dont aucun point ne fait 
partie de 1’ensemble (£).

Dćsignons par
(*o)

un domaine partiel de (A), ouvert ou semi-ouvert, mais renfermant 
les deux points (7) et par

un des jacobiens contenus dans la matrice M et supposćs non nuls 
identiquement dans le domaine (X). Supposons p. ex. que Fon ait 

3(A...

Je vais m’occuper d’abord du cas, ou le domaine (Xo) est 
o u v e r t et ou l’on a

-I (a) =|= 0, A (a') =|= 0.
Uensemble des zeros de la fonction 4 (z) ótant ćvitable dans 

le domaine (Ao), il existe une courbe rćgulióre
(8) = <-><0,1> 
joignant les points (7)

7’j(0) = «< ,9>>(1) = aJ , J == 1p,
passant par le domaine (Xo) et ne renfermant aucun zśro du jacobien 
d(.r). Dautre part, (Xo) ćtant ouvert, il existe un nombre positif p 
tel que, si l’on dćsigne par

, ; = iv,p,
le point de la courbe (8) correspondant a la valeur t du paramćtre,. 
tous les points (a?) du voisinage

(9) k —
appartiennent au domaine (Ao) quel que soit le nombre t.
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Posons (8) dans le systśme (1)

on obtient

(10) y1 = /((ę>i(f)) = V»((/) , i = t-> < 0,1 >.

Ces ćquations representent une courbe rćguli&re du domaine (P), 
joignant les deux points

6( = tp((0), b; = ^,(l), i=l,...,«,

qui peuvent se confondre ou non mais ne font pas partie de l’en- 
semble (i;).

La courbe (10) peut se rćduire & un point unique

(5) = (*')

et dans ce cas (8) est la courbe cherchśe; aucun point de la courbe
(8) ne peut dans le cas considćrś faire partie de fensemble (£), 
parce que les points (y) qui leur correspondent dans le domaine (P) 
ne font pas partie de Fensemble (i;).

De mćme, si aucun point de la courbe (10) ne fait partie de 
Fensemble (rj), (8) est la courbe cherchóe.

II reste a examiner le cas ou la courbe (10) ne se reduit pas 
a un point et passe par des points de Fensemble (^).

, i= l,...,n.

et (10) sous la formę suivante:

J — 1,-• -, p

On sait que chaque couple des points

•*7  ) U i

appartenant a la mfime valeur du paramótre t satisfait au systeme 
(1) et que le long de la courbe (8), le jacobien est different de 
zśro.

Reprenons le systćine (1)

J’ ecrirai les óquations (8)

(11)

II en rćsulte d’aprós les tbćorómes sur l’existence des fonc- 
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tions implicites que, pour chaque valeur de t —» < 0,1 > . il existe 
un et un seul systeme inverse

(12) xi = F^{y1...ynxn+,...xf) , ż=l,...,n

tel que

1° Pour chaque valeur de t —> < 0,1 >• il existe un nombre 
positif

<5.

tel que les fonctions F\'} soient holomorphes dans le voisinage

|y< —y<(,)|<<5< =
| xk — x{k') | < ó, , k = n-|-1,. • • ,p

du point

(14)

en lequel elles se reduisent respectivement h.

x^ ,i=l,...,n.

2’ Le systóme (12) satisfait identiquement au systeme (1) 
dans le voisinage (13).

Pour simplifier le langage je dirai „voisinage d,“ au lieu 
de dire „voisinage (13) du point (14) dans lequel les 
fonctions F^ sont holomorphes". De plus, je design erai 
plus brifevement par

Ą ,J=1,.--,P
un point quelconque

' et par

le point (14).
En se servant de cette notation, on peut ecrire le systeme 

(12) comme il suit:

(12) xt = F™ (^...zj ,i=l,...,M,

les fonctions F^ ii tan t holomorpbes daus le voisinage

(13) |zy — 0('’|<d( ,j=l,...,p
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du point
,;=l,...,p.

On a ćvidemment
^') = ^(0 ,7=
^(‘> = 9,X0 ,J = » + ^,■■■,?,

les fonctions q> et ip ótant identiques a celles qui definissent les 
courbes (8) et (10).

Cela pość, je vais śtablir deux lemmes sur lesquels je m’ap- 
puyerai pour achever la dómonstration du thćoróme.

§ 5. Les notations ótant les inómes que dans le paragraphe 
prćcćdent. soit

(16) F? , F™ ,i=l,...,n

deux systemes de fonctions telles que (12) qui correspondent aux 
deux nombres t et t0 de l’intervalle < 0,1 )>. Considćrons en outre 
la courbe

(17) = ,; = l,...,p; < 0,1 >.

Lemme II. Supposons que l’arc de la courbe (17) correspon- 
daut a l’intervalle

(18) , «S^1

soit situe entićrement dans le voisinage et qu’il contienne le 
centre z^\ j = l,...,p, de ce voisinage. Dans ce cas:

1° On a les identitós

a?(‘> = F^^ ...z^) , i=l,...,w

pour cbaque valeur de t prise de l’intervalle (18).
2° t ótant un nombre quelconque de l’intervalle (18), les deux 

voisinages
d( et dt0 

ont une partie commune dans laquelle les deux systćmes des fonc­
tions (16) sont identiques.

La premićre partie de ce lemme est une consćquence des 
thćorómes sur l’existence de fonctions implicites.

Soit t un nombre quelconque de l’intervalle (18). Le centre 
, j = 1,..., p, du voisinage d,

j = i,...,p 
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appartient, d’aprós 1’hypotłtese, au voisinage ó,0, donc les deux voi- 
sinages <5, et ont une partie commune.

Le premier systeme des fonctions (16) se rćduit a

x^ , i = 1,.... n

au centre du voisinage <5,, d’aprćs la dófinition mśme de ce systeme 
et on a vu que le second systeme (16) s’y reduit au mśme systeme 
de valeurs.

II en resulte que les deux systemes (16) doivent 6tre identi- 
ques dans un certain voisinage du point g)0, et par cela dans la 
partie commune de ót et <5^, parce qu’il existe un systeme unique 
des fonctions bolomorphes qui satisfont au systeme (1) et vórifient 
les memes conditions initiales.

§ 6. A chaque valeur de t prise de l’intervalle < 0,1 >, nous 
avons fait correspondre un nombre positif d(. II reste a ćtablir la 
proposition suivante.

Lemme III. Les nombres <5(, t —> < 0,1 > , peuvent etre 
choisis de telle manićre que les deux conditions soient satisfaites:

10 Soit
xt et x{f> i — 1,. ..,n

deux systfemes de valeurs que prennent les fonctions F\‘\ i=l,..., n 
dans un point quelconque et au centre

et 2<‘> j=l,...,p

du voisinage <5,. On a, quel que soit t —> < 0,1 >, les inógalitós

(19) |*<  —, i==l,...,M

ou q dósigne le inńme nombre positif que dans 1’inćgalitó (9).
2° L’ensemble des nombres d,, t —> < 0,1 >, a une limite 

infórieure positive.
Observons que les fonctions F,(,), t= correspondant

a un certain nombre t de l’intervalle < 0,1 >• sont des prolonge- 
ments analytiques, le long. de la courbe (17), d’un autre systeme 
Fp'\ i = 1, qui correspond a un autre nombre quelconque 
t' de l’intervalle < 0,1 )> ; c’est une consśquence immćdiate du 
lemme prócśdent.

11 est donc presque evident que les deux conditions du lemme 
actuel peuvent toujours etre satisfaites. Nśanmoins je donnerai une 
demonstration rigoureuse de ce fait.
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La condition 10 peut etre satisfaite parce qUe les fonctions 
sont continues dans le yoisinage d,; il suffit de diminuer con- 

yenablement les nombres fi,.
Supposons que Fon ait choisi les nombres <5, de sorte que la 

condition 1° soit satisfaite et dósignons par

la limite intórieure de 1’ensemble des nombres J,, t—><0,1 >•. 
Elle n’est pas negative, les nombres <5, etant tous positifs. Suppo­
sons que l’on ait

u = 0

II existe donc une suitę convergente des points de Finteryalle 
<0,l>

(20) Ą t2... t„ -> tt

tels que la limite de la suitę

(21)

soit zóro.
Je dis que Fon peut augmeńter les nombres de la suitę (21) 

de telle manierę qu’ils soient tous plus grands qu’uu nombre positif, 
sans que les systómes des fonctions

F^, F^, ........,i=l,...,n

cessent d’£tre holomorphes et de satisfaire au systóme (1) dans les 
yoisinages ainsi augmentćs et sans que la condition 1° du lemme 
cesse d’etre satisfaite.

Remarquons que la suitę des centres des yoisinages (21) est 
convergente

(22) ......,; = l,...,p,

sa limite śtant le centre du voisinage , en vertu de la continuitó 
de la courbe (17). D’autre part, il ęxiste un nombre positif

o

tel que tous les points z^ de la courbe (17) pour lesquels on a

h—*<>  i o
Rozpr. Polskiego Tow. matem. II. 4
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appartiennent au voisinage <5,0. Soit

d

un autre nombre positif qui sera fixć plus tarci. Les suites (20),
(21) et (22) ótant convergentes, il existe un indice N tel que l’ine- 
galitś

v > N

entraine les trois inógalitćs

IL <o | < ^
(23) ó,v d

— ^’|<ó

Fixons le nombre <5 de faęon suivante:
Les fonctions

(24)

satisfont, d’aprós la premifcre partie du lemme, aux inćgalitćs

dans le voisinage d^ du point Supposons que l’on
ait
(25) 2d < d„

et que les fonctions (24) satisfassent aux inćgalitós

(26) |®< —,i=l,...,n

dans le „voisinage 2d“ du point z)‘o), j = Un tel nombre
positif d exi8te, les fonctions (24) etant continues.

Revenons aux inćgalitós (23). La premióre d’elles montre, 
d’aprós le lemme II, que les fonctions du systóme

sont respectivement identiques aux fonctions (24) dans la partie 
coinmune des voisinages

d, et d..•v ■»
Les deux derntóres inćgalitós (23) montrent en vertu de 1’inćgalitó 
(25) que tous les voisinages

, pour v > N
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appartiennent entierement au voisinage

car, J = 1p, śtant un point quelconque du voisinage 
<5^ pour v > N, on a

h, ~ \ ,i=

d’ oii il rćsulte, a cause de la dernióre des inćgalitćs (23) que 
Fon a

K — ^|< 2<5 < ,j = l,...,p.

De plus, il en rósulte que les voisinages <5,^, v >• N, ne ces- 
sent pas d’appartenir au voisinage <5,0 et mfime au „voisinage 2d“ 
du point , ; = l,...,p, quand on les augmente tous en ćgalant 
les nombres

^ = 0 ,V = ^+1, y-ł-2,..

Donc, v ótant plus grand que N, les fonctions du systeme

(27) J>>(2, ...2,) ,i=l,...,n

restent holomorplies et ne cessent pas de satisfaire au systóme (1) 
dans le voisinage augmentć

(28) h> — }|< ó J= !>•••> P-

Je dis que, v śtant toujours plus grand que Ar, les fonctions 
(27) satisfont a la condition (19) du lemme dans le voisinage aug­
mente (28), c’est-a-dire que Fon a

(29) h< —^'v)|<(> .1=1,..., w
ou

(30) x( et x)‘*) , i=l,..., w

sont deux syst&mes de valeurs des fonctions (27), l’un dans un point 
quelconque et 1’autre au centre du voisinage (28).

En effet, les systómes (24) et (27) sont identiques dans le 
voisinage (28), donc les fonctions (27) doivent satisfaire dans ce 
voisinage aux inógalitćs (26), parce que le voisinage (28) fait partie 
du „voisinage 2d“ de centre z^.j— 1,.. .,p. On peut donc poser les 
points (30) dans des inćgalites (26), d’ou Fon obtient les inegalitćs

4*  
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| < | q 
—a^w| < | q

qui entrainent (29).
Nous voyons que, h. partir de 1’iudice v — N, les termes de 

la suitę (20) peuyent ótre augmentós de sorte qu’ils soient tous 
egaux a un nombre positif d, sans que les fonctions

F™, F™, ....... , F^>,.......

cessent de satisfaire aux conditions deinandćes.
Les nombres positifs ó,, t —> < 0,1 >, peuyent donc ćtre 

choisis de telle sorte que ehacun de leurs points-limite soit po­
sitif. La limite infćrieure de Fensemble de ces nombres sera dans 
ce cas positiye. Le lemme est donc dómontró.

§ 7. Revenons a notre thćoróme. Les notations ćtant toujours 
les m£mes, supposons que les nombres <5,, t —> 0,1 >, aient ótó 
choisis de telle sorte que les conditions du lemme III soient satis- 
faites. On a donc

Soit e un nombre positif plus petit que u

E < fi.

La courbe (17)

zi = zi‘) ,;= 1,-><0,l> 
a une longueur dóterminóe et finie, donc il existe une suitę finie 
de points de cette courbe

(31) ......., *, (<*)

correspondant aux yaleurs croissantes

(32) 0 = tj, ,........ t„ = 1

du parambtre t et tels que 1’arc de cette courbe compris entre deux 
points consócutifs de la suitę (31) ait une longueur plus petite que e. 
On a donc

(33) l^0 —«)'«’[<e

pour chaque yaleur de 1’indice

a=l,2,...,v — 1.
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Considśrons la suitę de v — 1 systbmes des fonctions

(34) FI*® ’(«!...«,) ,i = 1a = 1v — 1

et la suitę de v — 1 yoisinages

(35) |^ —,j = a — 1,..., v — 1

ayant leurs centres aux points (31), en excluant le dernier. Le 
nombre £ ótant plus petit que 3,, pour chaque t —> < 0,1 >, les 
fonctions du systeme (34) d’indice a sont holomorphes dans le voi 
sinage (35) du meme indice.

D’autre part, deux yoisinages succesifs (35) d’indice a et 
a -|~ 1 ont, d’aprfes (33), une partie commune a laquelle appartient 
entierement la partie

de la courbe (17). II en rćsulte. d’aprbs le lemme II, que les deux 
systemes

(36) , i==l,...,n 

ont les mćmes yaleurs dans la partie commune des yoisinages

(37) 1^ —|2y —e ,;= l,...,p.

Cela posó, considórons une suitę de v points

(38) ....... , ,; = 1,..., p

dont le premier et le dernier sont identiques au premier et le der­
nier point de la suitę (31), tandis que les points

(39) *, “+’> ,j = l,...,p;a = l,...,r- 2 
appartiennent successivement a la partie commune de deux yoisi­
nages tels que (37). Les points successifs

Ą(a) et , j = 1,..., p

de la suitę (38) appartiennent tous les deux au voisinage (35) 
d’indice a. Joignons-les par une courbe rćguliere

(40) = J= ł,<JaA+i>

qui passe par ce yoisinage, les nombres ta et appartenant a la 
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suitę (32). Cette dernifere courbe et les points (39) seront fixćs pro- 
chainement d’une faęon plus precise.

A la courbe (40) correspond, d’aprós le systbme

x< = ,«

une certaine courbe reguliere

(41) xt = »!“’(«) ,i— 1,.... w; t-*<  «a, <«+1>

definie dans la meme partie de l’intervalle <0,1
Observons que, si Fon pose a — — 1, les v— 1 courbes

(40) forment une seule courbe rćgulićre

(42) = l,...,p; t-> <0,1 > 

dćfinie dans l’intervalle <0.1 > et joignant le premier point de la 
suitę (31) avec le dernier. De móme, les v — 1 courbes (41) cor- 
respondant successivement a la suitę a = l,...,v— 1, forment une 
seule courbe rógulióre

(43) *<  = «<(*)  , i = 1,t-> <0,1 >

od Fon a posó pour chaque a = 1,..., v — 1

«<(<) = MSa)(C ,t = 1,<* o,* a+i>- 

Cela rósulte de ce fait que l’extrómitó d’une de ces courbes est iden- 
tique a Forigine de la courbe d’indice plus grand d’unitó, parce que 
les deux systemes de fonctions (36) ont les memes valeurs dans la 
partie commune de deux voisinages (37), pour chaqne a = 1,..v — 1. 

Fixons les points (39) et les colirbes (40) comme il suit: On 
sait que

2) = y> j = l,...,n
zi = xl j=n+l,....,p

donc, si on ne considfere que les n premiferes des coordonnśes zt, la 
suitę (35) reprćsente v — 1 voisinages dans le domaine (Y)

(44) |y< —yS‘a)|<e ,i= 1,= 1,—1. 

Supposons que les n coordonnćs premióres

(45) ,i = l,...,n;a = l,...,v —2

des points (39) et les n fonctions c//), j = dśfinissant les 
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courbes (40) soient telles que les points (45) ne fassent pas partie 
de 1’ensemble (tj') et telles que la courbe 

ne passe pas par des points de 1’ensemble (i;). II est possible de 
satisfaire & ces conditions, 1’ensemble (i?) ótant ćvitable dans des 
domaines (44). Posons en outre

aj“+1) = a>j'a+i) } j — n+1, ...p;a = l,...,v — 1 
vy(ż) = a:<‘> = <0,l>.

La courbe (42) peut donc ótre ócrite, d’aprós (11), comme il suit:

y< =
*>= 9>»(0 k — p / t-»<0,l >.

Je dis que la courbe

(46) *< = «<(*)

passant par le domaine (JQ satisfait aux conditions demandóes, 
c’est-a-dire qu’elle joint les points (7), passe par le domaine ouvert 
(A'o) et De passe par aucun point de 1’ensemble (£).

La premi&re de ces conditions est satisfaite, parce que la 
courbe (43) joint les points

cif et n j , i — 1, *..,  rt

et parce que Fon a

9>ł(0) = ał, gp*(l)  = at , k — n+ l,...,p 

d’kprśs la dófinition des fonctions <ps(f). La deuxióme est satisfaite, 
parce que les fonctionB vśrifient, d’aprós le lemme III, les n 
premieres inćgalitós (9) On a donc d’une part

|«<(0 — I < e ,i= l,...,n;i-><o,l>
et d’autre

|9>»(0— 4°| < f ,k = n+l,...,p;t-> < 0,1 > 

en vertu de (11). La troisi&me condition est de móme satisfaite 
parce que le systeme

^ = 7 (a:,.,, a;,)
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fait correspondre a la courbe (46) du domaine (X) la courbe

y< = »<(<) i = 1n; t —> <0,1 >

du domaine (Y) qui ne passe par aucun point de 1’ensemble [r]).
La dśmonstration du thóoreme est donc achevće dans le cas 

particulier oii le domaine (Yo) qui contient les deux points (7) 
est ouvert a condition qu’il existe un jacobien 4(x) qui ne s’annule 
pas aux points (7).

Cousidórons le cas gćnćral et dósignons par (Yó) le domaine 
ouvert qui contient tous les points intórieurs du domaine (Yo) et 
ces points seulement. Distinguons deux cas:

1° Les deux points (7) appartiennent a (Yó). Quand ils n’an- 
nulent pas le jacobien 4(a;), on est conduit au cas considćró plus 
haut.

Supposons que l’on ait

4 (a) = 0.

II existe un voisinage du point (a)

(47) \Xj — aj<<5 =

dont chaque point appartient a (Yó) et dont aucun ne fait partie 
de 1’ensemble (£). Soit 

un point de ce yoisinage qui n’annule pas zl(a?); de tels points 
existent parce que Fon suppose que le jacobien 4 (a?) ne s’annule 
pas identiquement. Les deux points (a) et (a) peuvent Atre reunis 
par un segment qui ne contient aucun point de 1’ensemble (£) et on 
est conduit au cas considórć.

2*  Supposons qu’ au moins un des points (7) n’appartienne 
pas a (Yó).

Soit (a) un tel point. Joignons-le avec un point quelconque 
de (Yó) par une courbe rógulióre dont chaque point diffćrent de (a) 
appartient a (Yó), ce qui est toujours possible d’apr£s la dćfinition 
des domaines semi-ouverts. Un are de cette courbe suffisamment voi- 
sin du point (a) ne contient aucun point de 1'ensemble (£). Soit (a) 
un point quelconque de cet are. II appartient au domaine (Yó), on 
est donc conduit au cas prćcódent, parce que les points (a) et (a) 
peuvent Atre róunis par une courbe passant par (Yo) qui ne renferme 
pas de points de 1’ensemble (£). Le theoreme est donc dćmontró.
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Observons que, dans la dćmonstration prćcódente^ on n’a pas 
fait un usage immśdiat de ce fait que les fonctions sont analyti- 
ques. Le dernier thćorfeme est donc valable pour une classe de fonc- 
tions beaucoup plus, ótendue que celle des fonctions analytiques.

Soit

(48) ^(X]...zp) ,i = l,...,n

n fonctions rćelles de p variables reelles dćfinies dans un domaine 
(X) d’un espace arithmćtique a p dimensions. Supposons que le 
domaine (X) soit ouvert ou senii ouvert et que les fonctions 
satisfassent aux conditions suivantes :

1° Elles ont toutes des dćrivśes premióres continues dans le 
domaine (X).

2° II existe un jacobien A d’ordre n contenu dans la matrice

...xr)

qui n’est pas identiquement nul et tel que ses zeros forment un 
ensemble evitable dans le domaine (X).

3° Deux points quelconques qui annulent A(x) peuvent ótre 
reunis par une courbe rćgulióre passant par (X) dont aucun point 
autre que ses extrómitśs n’est zśro pour 4 (z).

En changeant trtis peu les dśmonstrations prócćdentes on 
pourrait montrer que les fonctions (48) jouissent elles-mśmeS des 
proprićtćs ćnoncóes dans les deux tbćorfemes ci-dessus.



Connexione inter operationes arithmetica 
et logica

Per

Edward Stamm.

Nos vol in presente dissertatione demonstra, in que modo pote 
esse operationes de algebra de logica reducta in dominio de numeros 
ad operationes arithmetica Pro id es necessaria demonstratione de 
possibilitate applica operationes logica ad numeros.

Pro intellige ce tractatu suffice notitia de elementare algebra 
de logica2).

Significatione:
a<jb summa logica de a et b, a^b producto logico de a et b 

(etiam significato per ab),

*) Ce dissertatione es scripta in lingua internationale „interlingua'1 inventa 
per mathematico G. Peano. Interlingua es „latino sine flexion«“. Ilia es intelli- 
gibile ad r.rimo visu, quia adopta omne vocabulo internationale et omne vocabulo 
latino-anglo. Omne vocabulo internationale, que existe in latino habe forma de 
thema latino. Formas irregulare es mutata in regulare. Omne eleniento gramma- 
ticale non neceBsario es suppresso —- Piórale habe suffixo -s in casu, quando es 
nocessario. Casu resulta ex positione aut per prepositiones de, ad, ab etc. Si tem- 
pore non pote esse intellecto ex textu, es expresso: preterito per — ba, futuro 
per i aut roi (me vol scribe, me i scribe). Modo conjunctivo es significato per si, 
qne, ut, participio presente per -nte, participio passivo per -to. Pronomines es 
latino; thema de hic, haec, hoc: „ce“ — isto. — In casu dubio de significatione 
suffice vocabulario latino. Cf. etiam „Vocabulario commune“ de G. Peano, 
Torino 1915.

’) Cf. p. e. A N. Whitehead, A treatise on uniyersal algebra, I, 1898. 
L. Coutnrat, L.'algebro de la logique, 1915. — E. Stamm, Zasady algebry 
logiki, 1913 (in lingua polonica).
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Z zero logico (modulo de addi- T totalitate (rnodulo de multipli- 
tione logiea), catione logica),

a' negatione de a,

atyb declinatione de a et b, id a)(6 negatione de declinatione de 
es ab’<ja'b^ a et b, id es ab<ja'b',

aQÓ subsumtione „a sub ó“.

Nos obtine operatione a o b = c inter duo numero a, 6, si nos 
combina in modo definito omne cifra de a cum correspondente 
cifras de b. Nob vol stude sequente operationes: 1) a et b es nu­
mero scripto in systema dyadico, 2) nos combina omne cifra de a 
cum cifra de b, que Sta in idem loco, 3) resultatu de combinatione 
de correspondente cifras nihil vale pro resultatu de combinatione 
de alia cifras, 4) operationes, que nos stude debe esse symmetrica >). 
In ista conditiones es possibile sequente 3 combinatione :

0 — 0, 0 — 1 sive 1 — 0, 1 — 1.

Resultatu de combinatione pote esse solum 0 aut 1. Nos obtine 
quare tabula de operationes:

Nr de 
combinatione 1 2 3 i 5 6 7 8

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 1 0 1 1

1 1 0 1 0 0' 1 1 0 1

Operatione 1 et 8, in que omne resultatu es equale 0 aut 1 pote 
esse neglecta. In operatione 2 da 0 — 0 cifra 0, 0—1(1—0) cifra 
0 et 1 — 1 cifra 1. P. e.

101• 1001 □ 1011 ■0011 = 1-0001.

Ista operatione da quare elementos commune, es ergo identica cum 
multiplicatione logica. — In operatione < corresponde ad 0—0 cifra 0,

1) Demonstratione referent© ad applicatione de operationes logica ad nu- 
meroB es ezcepta ex meo tractatu de algebra de logica. que i esse publicato in 
proximo tenipore in iuterlingua.
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ad 0—1(1—0) cifra 1, ad 1 — 1 cifra 0; operatione da ad nos 
elementos differente, es ergo identica cum declinatione. In operatione 
4 nos scribe in resultatu cifras, que non existe in ambo correspon- 
dente loco. Operatione es identica cum negatione de additione logica. 
Simili nos pote verifiea, quod operatione 5 es identica cum addi­
tione logica. 6 cum negatione de declinatione et 7 cum negatione de 
multiplicatione logica.

Nos pote ergo exprime omne nostro algorithmo in acceptata 
conditiónes per operationes logica. Isto facto es identico cum possi- 
bilitate de applica operationes logica ad numeros scripto in systema 
dyadico, ergo ad numeros in generale *).

*) Ce numeros debe esse semper pro calculatione scripto in systema dya 
dico. Si nos vol applica operationes logica directum ad numeros scripto in alio 
systema, tunc nos debe modifica uno de aziomas, id es ce, que detini negatione, 
sive in logica symbolica ezprime principio de excluso medio et non — contradić- 
tione. In ce modo nos obtine una serie de algebras LK, ex que Lt es applicabile 
ad numeros scripto in systema i -|~ 1. Li es identica cum algebra de logica, L2 
permitte applicatione ad logica symbolica cum 3 valore logico nfalsum“, „verum“ 
„probabile*4. Auctore spera pote in breve tempore publica algebra L2.

Dominio logico es in ce casu formato per zero logico

(1) ’ Z = 0,
totalitate

(la) T=^2‘ + ^2-*,
1-0 * -1

ubi p et q es constante et finito, aut q constante et finito et p in- 
finito, et omne numero positioo

(lb). l =
i - 0 ł k - 1

ubi et vk habe valore 0 aut 1, n es finito et w finito aut fi in- 
finito. Tamen debe esse n <</, < p in (la), m (et q) non pote 
esse infinito, quia nos habe in isto casu

oo
2-‘ = l,

* -1
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(Id)

et quare non univoco producto logico

1^1 = 1
oo

k -1

Negatione l' habe forma
m n

(lc) Z' = ^Vic2‘ + ^^2-*,

l) Seta of indep. postulates, Trans. Amer. Math. Soc., V. 1904. p. 308 s.

<-l k-1

ubi (iic et vkc habe valore 0 si g., et vk in (lb) habe valore .1, et 
valore 1, si et vk in (1 b) habe valore 0.

Summa logica a^>b de
m n

a = + ^vn2-k
4-0 fc=1

r

b = J£na2‘ + ^vki2-k
i-0 fc-0

ubi r habe proprietates de m et s de n es definita per
t u

(lc) a^b = 4- V va2~k,
i =0 k = 0

ubi ga es equale ad 0 si et fia es equale ad 0, et equale 1 si 
fia aut aut ambo es equale 1. Idem pertine ad vk3.

Próducto logico a^h habe valore (lc), ubi p.,s es equale 0, si 
et /fa es equale 0, aut si uno de es equale 0 et altero 1;

fii3 habe tamen valore 1, si g(] et [it3 habe valore 1. Idem pertine 
ad Pa.

Possibilitate de applica operationes logica ad numeros (1 b) 
seque etiam ex conditiones de dominio logico, que habe designato 
Huntington1).

Per id, quod nos habe facto numeros (1 b) pro objectos logico 
habe nos etiam acceptato novo axiomas, pertinente ad fnndamentale 
proprietates de numeros (1 b). Antę alio nos habe posito in ordine 
objectos de nostro dominio, id es in ordine lineare.
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Nos nomina coefficiente declinare symbolo

(4) <Z», (n , k)

et valore de ce symbolo, ubi n et k es nnmeros naturale et valore 
es significato per equationes

(4 a) <Z>! (n 4- 1 , k) = <Z>1 (», k) 3 0, (n, k — 1)

(4 b) (w , 0) = T7, (n, ri) = T.

Coefficiente declinare es objecto logico. Valores de illo pote 
esse facile calculato per triangulo analogo ad ce de Pascal:

(5)

T
T T
T 0 T
T T 1 T
T 0 0 0 T
T T 0 0 T T
T 0 T 0 T 0 T
T T T T T T T T
T 0 0 0 0 0 0 0 T
T T 0 0 0 0 0 0 T

Secundum (4 a) et (4b) et proprietate de operatione 3 P°te 
nos facile demonstra secjuente relationes:

(6) («, k) = (w, n — k)

(6 a) 0, (w —|— 1 , k) = 0, (w —1, k 4~ 1)3 (w 4~ 2, k 4" 1)

(6 b) (n 4- 1, lc) — <2>t (w 4-1, k — 1) 3 (n 4~ 2, k),

et pro n <Z k

(6 c) 0, (n, k) = 0.

Nos verifica facile, quod coefficiente declinare accipe solum valores 
T et 0. In ce ratione nos demonstra propositione:

Coefficiente declinare

(V (n,k)
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Propositione vale pro n — 2. Nos pone, quod propositione es 
vera pro n — n et i significa valore de (?*  —f— 1, k ) - 1).

*) Es manifestum, quod es k (_ n, si omne potentia de 2, que compone k 
es inter potentias de 2, que compone n, et solum in ce casu.

Secundum (4 a) es

(n -|- 1, A: 1) = #, (m , A:) $ <Z>i (n, A: + 1),

et nos pote discerne 4 casu:

(7b)
<MM+l)=r ; ®>(«,A)=T, (»,*+«)  = 0;

0j(M,A:) = O, fc+l) = T ■ ^(m,*)  = 0, <Z>, (w, k -|- 1) = 0.

In primo casu es, ut nos habe posito

fc Q n, k 4~1 C n •

Ex ce relatione seque, quod n non pote in nostro primo casu 
esse pari, quia uno de numero k, k 1 es dispari et numero dis- 
pari non pote esse sub numero pari. Ergo es n dispari.

Si nos nunc pone, quod k eś pari, tunc non pote esse 

(«)

quia k -|- 1 es dispari et n -[- 1 pari. Si nos pone k dispari, tunc 
etiam in ce casu non pote vale (a). Nam si in k es primum 
coefficiente de potentia 2‘ in explicatione (lb) equale 0 et omne 
coefficientes de 2‘ pro k <^i equale 1, tunc idem vale etiam pro w, 
quia nos habe posito k Q». Nos habe tamen etiam Zs —|— 1 Q n. Si
nos adde ad k numero 1, tunc fi coefficiente de 2‘ in k equale 1,
et quare es secundum k -f- 1 et coefficiente de 2‘ in n equale 1.
Nunc si dos adde ad n nuoiero 1 fi coefficieote de 2‘ in n equale 0,
que demonstra impossibilitate de subsumtione (a). In secundo casu 
(7 b) si es n pari et k pari et nos habe secundum (7 b)

(j3) k Q n, k 4~ 1 non Q n,

es etiam k -|- 1 Gn + 1 • Combinatione n pari, k dispari, es oh 
k Q n impossibile. Impossibile es etiam combinatione n dispari, 
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k pari, quia tunc i esse secundum k Q n etiam k 1 contra QS). 
Si es n dispari et k dispari et in lc coefficiente de 2‘ equale 0 et 
omne coefficiente de 2‘ pro k < i equale 1, tunc idem vale et pro 
n. quia in casu contrario seque ex lc Q n et k 1 Q n contra (/?). 
Ce posito nos deriva ex k subsumtione lc 1 Q n -|- 1. — In 
tertio casu nos habe

(y) k non Q n , k 4~ 1 Q n.

In ce casu non pote esse n pari et lc pari, quia tunc es k -j- 1
dispari et k -j- 1 Q n. Nunc es n pari, ex que nos deriva k Q n
contra (y). Si n es pari et k dispari tunc seque ex A: -|- 1 Q n
etiam

W
Post non pote esse n dispari, k pari, quia in ce casu nos conclude 
ex k -|- 1 Q m etiam k Q.n contra (y). Si es n dispari et k dispari, 
tunc nos deriva ex prima equatione (y), quod in k existe potentias 
de 2, que non es in n. Quia 21 es in k et in n existe ce poten­
tias secundum lc -|- 1 Q n inter 21 et 2*.  ubi coefficiente de 2k es 
equale 0 et omne coefficiente de 2' pro l <C.k es equale 1 (k es 
non identico cum k in (dj). Ce potentias evanesce per additione de 
1 ad k, ut seque ex secunda equatione (y). Quare si nos adde 1 ad 
n, tunc es mutata solum potentias de 2 in supra citato locos et nos 
habe (d). — In quarto casu es

(e) k non Q h, k -|- 1 non Q n.

Si es n pari et k pari, tunc non pote esse (d), quia ex (d) nos de- 
riva in ce casu k Q n contra (s). Si n es pari et k dispari et si 
nos pone (d), tunc seque ex (d) lc -|- 1 Q n contra (s). Post non 
pote esse u dispari et k pari, si debe vale (d), quia tunc es k -|- 1 
dispari et n 1 pari, et numero dispari non pote esse sub numero 
pari. Si es n dispari et k dispari, tunc es n 1 et k 1 pari. Si 
nos in ce casu pone (d), tunc nos conclude ex ce relatione, quod 
es aut 1) in k -|-1 et m -|- 1 coefficientes de potentias 2‘ pro 
i = 1,2,..., l equale 0, aut 2) in « —j— 1 coefficientes de 2‘ pro 
i—1,2,..., I equale Q et in A:-|-l Pro i= 1,2,... ,1ni. In 
primo casu per subtractione de 1 ab k 1 coefficientes de 2‘ pro 
i=l,2,..., I—1 equale 1 et coefficiente de 2‘ equale 1; idem 
vale pro n -j- 1, et nos pote deriva ex (d) etiam k Q n contra (e). 
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In secundo casu fi per subtractione de 1 ab n -|-1 coefficiente de 
2‘ equale 0 et de 2‘ pro i = 1,2,..., I — 1 equale 1. Tunc seque 
ex (d) etiam k -|- 1 CZn contra (e). In ce modo nos habe demon- 
strato propositione (7), (7 a) pro n 1 ergo in generale.

Ce propositione permitte generaliza notione de coefficiente de- 
clinare pro omne numeros positivo de typo (lb). Nos defini:

Coefficiente declinare

(8) (n, k)

es equale T si nale

(8 a) k Q n ?

et equale 0, si ce relatione non nale. Numeros n et k babę forma (1 b) 
Functione es ergo matrice de relatione CZ *n dominio de 

numeros (1 b).
Coefficiente declinare posside pro certa theorias in algebra de 

logica analogo valore, quam coefficiente binomiale in arithmetica 
commune *).

Nunc nos vol defini in arithmetica notione de coefficiente lo­
gico, que es pro nostro studio maxim valente.

Nob nomina coefficiente logico symbolo

(9) <Pi (n, k)

et valore de ce symbolo, ubi n et k es numeros naturale et valore 
es significato per equationes

(9a) 1,*)  = (w, 1]»

(9 b) <?! (n, 0) = 1, (w, w) = 1.

Valores de coefficiente logico pote esse facile significato per 
triangulo analogo ad (5):

1) Auctore prepara editione de correspondente disiertatione. 
Rozpr. Polskiego Tow. matem. 5
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1
1 1
1 0 1
1 1 1 1

'1 0 0 0 1
(10) 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1

Ex comparatione de (9 a) et (9b) cum (4 a) et (4b) seque 
quod si (n, k) es equale T, tunc es ep, (n, k) equale 1 et viceversa 
et si (m, k) es equale 0. tunc es (p, (n, k) equale 0 et viceversa. 
Ex id nos conclude, quod coefficiente logico es tunc et solum tune 
cguale 1, si es k CZ »; si ce relatione non nale, tunc es coefficiente 
logico eąuale 0.

Quare pote notione de coefficiente logico esse generalizato in 
modo analogo, quam notione de coefficiente declinare etiam pro 
omne n et k de forma (1 b), tamen debe esse ex rationes arithme- 
tica m in (1 b) finito. Coefficiente logico

(11) 9>i(n,*)

habe pro omne positino et finito n et k de forma (lb) calore 1, si es

(11 a) kQn,

et si ce subsumtione non nale valore 0.
Per coefficiente logico pote nos in dominio de numeros (lb), 

si ni es finito reduce operationes logica in sequento modo ad opera­
tiones arithmetica:

ni
(12) a b = («> 2<) (bi 2‘) 2*

(13)
■t

a 5 = (a’ 2‘) U - Ti & 2<)J2‘ + Ti (*,  2‘) [1 - Ti («, 2‘)] 2‘,
—n k~* —n
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(14)

(15)

Nam

(16)

a - b = («’2<) 2<) 2‘ + 2' (a’ 2‘)[1 ~ 2‘^ 2‘ +
k** —nm 

+^’f1(J,2’)[l-ęp1(a, 2')]2', 
t=—n

ni ,
a' =

<« —n

<7>i (w, a) a

es eąuale a si omne potentias de 2 in explicatione dyadica de a 
es inter potentias de 2 in explicatione dyadica de w, id es si nos habe

a Q u.

In casu contrario es (16) equale 0. Post es

(17) g?, (w, a) <?! (v, a) a

equale a si es

(a) ® C#> ® C®,

et equale 0, sin non vale (a). Id demonstra relatione (12). 
Expressione

(18) [1 — <pj (w, a)] a

es equale a, si es a non Q w et equale 0, si es a Q u. Id demon­
stra relatione (15).

Expressione

(19) 9>i(w,«)[l — gpx(», a)]o

es equale a si es a CZ w et a non CZ et equale 0 in casu contra­
rio. Id demonstra relatione (13) et (14).

Ex id nos conclude, quod summa logica pote esse scripta etiam
m

(19a) a^b= £ {(p1 (a,2‘) (ó,2‘) — <pl (a,2‘) gp, (b,2")]2'.

5*



68

(20 a) a 52"' = £ <px (a, 2‘) (1 - Vl (2", 2*)]  2*  + [1 - <pt (a,2")| 2”

(20b) aoó = a-|~[l — (a,2”)]2m .

Ce relationes pote esse expressa etiam in forma: 

(20 c)

(20 e)

(20

ubi valores superiore (2m,a— 2" a-|-0) vale, si yale subsumtione

et yalores inferiore in casu contrario.
Equatione (20 a) es equivalente cum equatione

(21) a$2“ = a + (— (21)

quia (— i)yt(«.a") es eqUale —1 si es 2mQ.a equale -f- 1 si es 
2” non Q a.

Nos vol demonstra etiam duo simplice relationes inter addi­
tione, multiplicatione et declinatione logica ex uno parte et addi­
tione, subtractione et divisione arithmetica ex altera.

Pro forma summa logica de duo numero (lb) nos scribe 1, 
si in correspondente locos de summandos es cifras 0 et 1, 1 et 0, 
1 et 1. Nos obtine tamen summa arithmetica de duo numero (1 b), 
si uos scribe pro 0 et, 1 et 0 cifra 1, et pro 1 et 1 cifra 0 et adde 
correspondente potentia de 2 ad cifras in parte sinistro. Producto 
logico contine cifras 1 solum in locos, in que summandos habe 
cifras 1 et 1. Ergo si nos adde in modo arithmetico producto lo­
gico ad summa logica, tunc nos obtine summa arithmetica:

(22)

Declinatione de duo numero contine cifras de uno et altero sum- 
mando, que non es in ambo. Nos obtine ce cifras, si nos subtrahe 
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ab summa logiea, continente extra illa cifras et cifras commune, 
ista ultima, sive producto logico:

(23) a 3 b = (a ~ b) — (a 6).

Systema (22), (23) da post additione et divisione, et post sub- 
tractione et divisione supra citata relationes in forma:

a<jb =
a -f- b

2

a^b = ^b
2

Relationes (12)—(15) demonstra, quod si nos elige pro dominio 
logico dominio de numeros (1 b), tunc es algebra de logiea un parte 
de arithmeticą. Omne operatione logiea pote esse tunc expressa per 
operationes arithmetica additione, subtractione, multiplicatione et po- 
tentia.

Cracoria, Febrnario 1922.



Remarque relative aux transformations 
lineaires, orthognales.

Par

A. Hoborski.

Le thśoróme suiyant est bien connu: si les nombres atk(i,k=1,2,3) 
satisfont aux ógalitós:

(1)

(2) A i — i,2-3),

le determinant:

(3)

vórifie la relation:

(4)

«u,
°22 >

flS2 ’

«1S

a23

^ss

= 1 .

Mais on n’a peut-ótre pas encore remarąuć l’existence du thdorćme 
que voici: lorsque les nombres aik (i, k = 1 2,3) sont róels, les 
ćquations (1) et (4) entrainent les relations (2).

En effet, si Fon pose:
8

=:: ^ik tyk

fc-1

(M = M,3),(5)



l’óquation (4) peut s’ecrire:

1, b„, bis
^12 J 1, b2s
bf3 , bu i 1

ou encore

(6) (* 1S - b„ Ó2S)’+ (1 -ł>M + b^ = 0.

Or l’une des forniules (5) et 1’inógalitć de Schwarz donnent

donc, a cause de (1), on a 

(7)

Les relations (6) et (7) donnent:

óia — 623 — 613 — 0,

C. Q. F. D.

Cracovie le 1-er avril 1922.



Sur les trois classifications des fonctions 
representables analytiquement.

Par

S. Kempisty.

(Resume d'un memoire publid en langue polonaise dans le supplement au present 
numero des Annales de la Societe mathdmatique polonaise).

A cótó de la classification de Baire, je considćre celles de 
Young et de Sierpiński. On les obtient en se limitant soit aux 
suites monotonnes (cl. de Young) soit aux sćries absolument con- 
vergentes (cl. de Sierpiński). Les definitions exactes se trouvent 
dans ma Notę „Sur les sóries itńróes de fonctions continues“ *).

*) 8. Kempisty: Fund. Math. II (1920) p. 64.
’) W. Sierpiński: Sur les fonctions dóve!oppables... F. M. II (1920) p. 18.
8) H. Hahn: t)ber halbstetige u. unstetige Funktionen Bericht. Akad. 126 

(1912) p. 103.
4) S. Markiewicz: Sur les fonctions de la classe 1... F. M. II (1920) p. 32.

Au sujet de toutes ces classes d’especes diffćrentes je demontre 
les trois nouveaux thóorómes suivants, en ótendant les thóorómes 
de M. M. Sierpiński3), Hahn3) et Mazurkiewicz4) auxclasses 
supórieures:

I. Pour qu’ une fonction soit de la classe a de Sierpiński 
il faut et il suffit qu’ elle soit une difference de deux fonctions de 
classe a de Young et du móme type.

II. Soit g(x) et h (x) deux fonctions de la classe a -J- 1 de 
Yo u n g la premifere etant du type Z, la seconde du type w. Si

jf(x) > h(x), 



73

il existe une fonction f(x) qui est la diffćrence de deux fonctions de 
la classe a de Yo ung du rnćme type et remplit la condition

A(*)-

*) H. Hahn: Theorie d. reellen Functionen (1921) p. 316.
■ *) W. H. Young: On functions and their associated sets of points. Proc. 

Lond. Math. Soc. 12 (1913) p. 260.
s) H. Hahn loc. cit. p. 347 (góndralisation de la ddmonstration de Young 

aux classes transfini es).

III. Si F(x) est une fonction de la classe a de Baire et e un 
nombre positif, il existe une fonction f(x) qui est la difference de 
deux fonctions de la classe a de Young du m6me type et qui 
est egale a F(x) a moins de e pres.

Comme consćquence immśdiate j’obtiens le thćoreme.
IV. Pour qu’ une fonction soit de la classe a de Baire il 

faut et il suffit qu’elle soit dóveloppable en une serie uniformćment 
convergente de fonctions de la classe a de Sierpiński.

De plus je donnę une nouvelle dómonstration d’uu thóoróme 
de M. Young, ćtendu par Hahn’) aux classes d’ordre transfini.

V. Toute fonction de la classe a de Young des deux types 
appartient a la classe a de Baire.

C’est la rćciproque d’un autre thóorfeme de M. Y o u n g que j’ai 
genćralisć dans la notę citće et qui n’ótait demontre qu’au moyen 
des ensembles de B o r e 1 par M. M. Young2) et Hahn8).

Wilno, janvier 1922.



Sur les surfaces singulieres des fonctions 
analytiques de deux variables complexes.

Par

F. Leja.

(Une nouvelle demonstration d’un theoreme do M. F. Hartogs).

§ 1. II y a une diflćrence essentielle entre les fonctions ana- 
lytiąues d’uue variable et celles de plusieurs variables au point de 
vue de leurs singularitós. Etant donnó un domaine quelconque con- 
nexe du plan, il existe une fonction analytique uniforme d’une va- 
riable, rćguliere aux points intćrieurs de ce domaine et ne pouvant 
pas ćtre prolongóe analj tiquement au del& de sa frontibre.

Au contraire, pour qu’un domaine connexe de 1’espace a 2n 
dimensions puisse śtre le domaine d’existence d’une fonction ana- 
lytique de > 2 variables complexes, sans que la fonction puisse 
ćtre prolongće analytiquement au dela de la frontićre du domaine 
considóró, il faut que ce domaine soit d’une naturę trćs particu- 
lifere.

Des rćsultats remarquables sur ce sujet ont ćtó publićs par 
M. H. Kistler’), F. Hartogs2) et E. Levi8). Je m’occupe ici dune 
question, traitee par M. F. Hartogs.

Envisageons le problbme suivant: Soit G(xyx'y>') et H(xyx'y') 
deux fonctions róelles de 4 variables róelles qui jouissent des pro- 
priótóes suivantes:

1° Elles sont dófinies dans un domaine ayant le point 
0 (^o yó) son intórieur et s’anullent en ce point.

') II. Kistler: Uber Funktionen von mehr. kompl. Yer&nderlichen. Dis- 
sertation. Basel 1905.

’) F. Hartogs: Einige Folgerungen aus der Cauchy-schen Integrallor- 
mel. Miinchener Ber. t. 36 (1906). — Ober die ans sing. Stellen einer anal. F. 
mehr. Yerdnd. bestehenden Gebilde. Acta mat. t. 32 (1909).

s) E Levi: Studii sui punti sing. essenz. delle f. anal. di due rariabili 
complesse. Annali di mat (3) t. 17 (1910) et t. 18 (1911).
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2° Elles ont des derivćes partielles continues du second ordre 
dans ce domaine.

3° La matrice
5(5- W)

3 (.r y x' y')
est de rang 2 au point 0.

Les ćquations ’
(1) G (xy x'y') = 0, H (xy x'y'} — 0
reprćsentent une surface a deux dimensions passant par le point 0 de 
1’espace a 4 dimensions. Une telle surface sera dite singuliere isolee 
pour une fonction analytiąue uniforme / (zz'} de deux variables 
complexes z et z', ou Fon a

z — x -+• iy, z' — x' 4- iy',
lorsque les deux conditions suivantes sont satisfaites:

a) Etant donnó un point quelconque de la surface (1) il existe 
un voisinage de ce point dans lequel la fonction f (zz"') est rćgu- 
lifere a l’exception des points de la surface menie.

/?) Les points de la surface (1) sont des points singuliers 
pour f (zz'\

Cela pość, eherchons a dóterminer les conditions 
qui doivent ćtre vćrifićes, pour qu’il existe une fon­
ction analytiąue f{zz'} pour laquelle la surface (1) soit 
singulićre isolće.

M. F. Hartogs1) a prouve qu'une telle surface ne peut pas etre 
quelconque; il a inontró que, si les deux jacobiens

(«)

ne sont pas identiquement nuls, la surface (1) doit nćcessairement 
ćtre susceptible d une reprćsentation par une seule ćąuation de la 
formę

9P(sz') = 0,
<p(zz') ótant une fonction analytiąue, mais la mćthode de M. Har­
togs ne s’applique pas au cas, ou cbacun des dśterminants (a) se- 
rait nul.

Je vais exposer une solution de notre probleme par une voie 
diffćrente de celle suivie par M. Hartogs. Cette móthode ne laisse

') Voir Acta mat. t. 32 (1909). 
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pas ćchapper le cas particulier prćcćdent et si, dans les autres cas, 
elle repose sur des hypottóses plus restrictives que celles de M. 
Hartogs, elle n’exige pas les developpements prśliminaires compli- 
quśes que necessite la móthode de M. Hartogs.

§ 2. Je m’appuie sur un lemme, dont la dśmonstration, due 
a M. Hartogs, est bien simple.

Lemme I. Soit f(zz') une fonction analytiąue riguliere et uni- 
forme aux points

(z. z') , ou 0 < | z | < g, z' = 0
et supposons gue le point z = z' = 0 est un point singulier pour cette 
fonction. Dans ces conditions, d chague 0 il correspondra un 
nombre df>0 tel gue sur chaque plan z' = za. ou z'„ est un nombre 
complexe de module plus petit gue <5, il existe au moins un point 

(za>z'a) , ou |z0|<e
singulier pour f (zz').

Dómonstration’): Soit s un nombre positif quelconque et t? 

un autre nombre positif plus petit que et que e.

La fonction f (zz') ótant reguliere aux points de la circonference 
| z | = ij, z' — 0

il existe un nombre positif <5 > tj tel que f(zz) soit rógulidre dans 
le domaine
(2) i? —<5< h|<»?+<5 , |*'|<<5

*) Cette dómonstration se tronve dans les Acta mat. t. 32, p. 68. Une 
autre dómonstration, a l’aide de 1’intógrale de Cauchy est insóróe dans Miin- 
chener Ber. t. 36.

et que, par consequent, elle puisse Atre reprósentóe, dans le domaine
(2) , par une sćrie de Laurent

+oo
(3) f(zz) = £sn(2')z\

oo
dont les cogfficients s„(z'), n = 0, ± 1, i 2,... sont des sćries en- 
tióres par rapport a z', absolument convergentes pour |«'| < <5.

Je dis que le nombre <5 satisfait aux conditions du lemme. 
En effet, supposons qu’ir n’en soit pas ainsi, il existerait alors un 
point z'o tel que pó|<^ et. tel que la fonction f(zz') soit rógu- 
lićre en tout point

(2,?ó) , oń |z|<e.
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II s’ensuit quil existe un nombre positif q' tel que f(zz') soit 
regulier dans le domaine

(4) kl<’?<e, h' — z'0\<ę’

Cette expression est due a M. P. Levi-Civita. Rend. della Acc. dei 
Lincei t. 14, 1905.

et puisse y ótre reprósentó par une sćrie entióre
oo

(5) f (««') — a„ (z' — Za) z',
0

dont les coiifficients an(z'—z'a] sont des sóries entióres par rapport 
a z' — zó, absolument convergentes pour jz'— zól < (?'■

Mais les domaines (2) et (4) ont une partie commune dans 
laquelle les dśveloppements (3) et (5) doivent etre identiques, donc 
on a les identitós

s„(z') = an(z' — z^ m = 0, 1, 2,...
= 0 n = —1,—2,...

dans la partie commune des cercles

l2'l<^ I*' —«ó|<e'-
II s’ensuit que les coefficieuts d’indices nćgalifs de la sćrie 

(3) sont identiquement nuls; mais dans ce cas la sćrie (3) serait 
absolument convergente dans le domaine

hl<fj
et la fonetion f (zz') serait rćgulibre au point (0, 0) ce qui est con- 
traire a 1’hypotbbse. Le lemme est donc dćmontrć.

Considórons une fonetion analytique d’une variable complexe 
<p (z), regulióre et uniforme dans le voisinage du point z = 0 et 
s’annulant en ce point. L’śquation

(6) y-<p(^)=o

reprósente une surface, dite caracteristique1), passant par l’origine 
des coordonnóes, de 1’espace a 4 dimensions. Par chaque point d’un 
certain voisinage de 1’origine des coordonnees passe une surface et 
une seule de la familie

(7) z'— <p(z) = t,

t ćtant un parametre complexe.
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Cela pość, on peut ćtendre le lemme prócćdeut comme il suit. 
Lemme II. Soit / (zz') une fonction analytigue reguliere et 

uniforme aux points

(Z, <P(z)) , OU0<|2|<p,
de la sur face (6), le point z = z' — 0 ćtant singulier pour cette fon­
ction. Dans ćes conditions, d chague e > 0 il correspondra un nombre 
<5 > O tel que sur chague sur face de la familie (7), ou

|/|<ó

il eriste au moins un point
*

(zo,z'o) . ou p0| < e, z'Q = g>(z0)-{-t, 

singulier pour f (zz').
Dćmonstration Posons dans la fonction f (zz')

z' — <p(z)-ft,

t dćsignant une nouvelle variable complexe. On trouve

F (z, t) ćtant une fonction analytique de deux variables complexes 
z,t, rćgulićre et uniforme aux points (z,t), ou i = 0 etO<|z|<p, 
mais admettant le point z = t = O pour point singulier.

On peut donc appliąuer le lemme precćdent, d’ou il resulte 
qu’a chaque £ > 0 il correspondra un r) > 0 tel que sur chaque plan

Z=<0 , ou |/0| < ó

il existe au moins un point (zot„) singulier pour F (zt), z0 śtant 
de module plus petit que e. Cela pość, il suffit d’effectuer la sub- 
stitution

t — z' — (p(z) 

pour reconnaitre l’exactitude de notre lemme.
§ 3. Eu appliquant ce lemme on peut dćmontrer le thćorćme 

suivant:

Theoreme: Pour que la sur face (1) puisse etre singuliere isolee 
dans un certain uoisinage du point 0. en leguel la matrice 
9 (GH) . t -r ..

9(xyx' ') ran9 ^euxy es^ necessaire que 1° lun de deux ja-

cobiens
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3(GH) 3(GH)
3(xy) ’ 3(a/y')

soit diffirent de zero au point O, 29 si cest le second qui est diffi- 
rent de zero et si le systeme (1), rćsolu par rapport a x' et y' est 
de la formę

(8) x' — g {xy\ y' = h (xy),

on doit avoir

3g 3h 3g 3h
3x 3y 3y 3x

au point 0.
Dćmonstration: Je supposerai pour plus de simplicitó que le 

point 0 soit 1’origine de coordonnśes.
Par hypothese. le systeme (1) peut ćtre resolu par rapport 

aux variables qui forment l’un de six systemes suivants:

zy, xx', xy'. yx', yy‘, x'y'.

Je dis qu’il suffit de ne considćrer que les deux derniers cas, car 
le premier cas se rćduit au dernier si Fon óchange les variables 
complexes z et z' et les trois autres cas se rćduisent successive- 
ment au 5 ióme par la substitution a z et z' de iz et iz', de iz et 
z' et enfin de z et iz'.

a) Examinons dabord le dernier cas oń le systćme (1) est, 
dans un voisinage du point 0, śquivalent au systńme (8). En ap- 
pliquant la formule de Taylor, on peut ecrire ce dernier systeme 
sous la formę

+ y3y -I- 4- 2gnxy 4- y28 y2
y' — h,x-]-h2y 4- An.r24- 2h12xyhity2,

ou Fon a pość

011
„ _ i 32? a _ i 32f
9l2~^3x3f — 

les dćrivćes prćmićres ćtant calculćes pour a: — y = 0 et les dćri- 
vćes secondes se rapportant au point O.r et 6y. oń 0 est un nom­
bre de Fintervalle ouvert (0, 1); les symboles ht, hik ont une signi- 
fication analogue.



80

Considerous la surface caractóristique du seeond degrć 

(10) z' — az-\- bza,

a et b ćtant des nombres complexes, dont

fl = Aj 4“ :
tandis que b = b1-\- ib2 sera dćterminć plus tard. Les ćquations 
rćelles de la surface (10) ont la formę suivante

x' — hi.r — h}y-\-b1^ — yi) — 2btxy
y' = hlx-{-h2y bt(x*  — y*)  4~ 2blxy.

donc les coordonnóes (xy) d’un point (xy x'y') commun aux surfa- 
ces (9) et (10) satisfont au systfeme

(12) ^)*y+(0 łS4-6i)y2=° 
(A, i—A,)x*4-  2(A 12—AJ *y  4- (As»4- A»)y’=o

Supposons que la surface (9) soit singulióre isolće pour une 
fonction analytique f {zz'\ Je dis que Fon doit avoir

—A2, <7j = A,.
En effet, supposons le contraire et soit par exemple g2 4“ Aj 4= 0. La 
premiere des óquations (12) peut etre ćcrite, dans le voisinage du 
point x — 0, sous la formę

(13) y — ax-\-^x\ 

a ćtant le nombre suivant

a=-^
y. + A,

et /? ćtant une fonction de a;, continue dans le voisinage dc a? = 0.
Dśsignons par R(xy) le premier membre de la deuxifeme des 

ćquations (12) et portons-y la valeur (13) de y\ il vient

R (x, ax 4~ /&*)  = Ar2 4- Bxl = 0,

A et B śtant des fonctions de a:, continues dans le voisinage de 
x — 0; on a en particulier

4 (a?) = — A2 4~ 2a (A)a — Aj) 4“ 0:2 (A2J 4~AS),

les symboles k,k dósignant les valeurs des Au pour la valeur (13) 
de y.

II est óvident qu’on peut choisir les nombres bx et bt de 



81

telle sorte que l’on ait A (o) > 0. Le choix de ces nombres śtant 
arretó de faęon a satisfaire a la condition prócedente, il existera 
un nombre positif a tel que Fon ait

(14) Ax -|- Bxs >■ 0 . pour 0 < | x | < o,

comme cela resulte de la continuitó des fonctions A et B.
Soit p un nombre positif plus petit que a et tel que la fon­

ction f(zz') n’ait dans le domaine

(15) 1*1  < ('dyl < ę, l*'l  <c, l/l < q,
aucun point singulier non situś sur la surface (9). II suit de l’in- 
ćgalitć (14) que la surface caractóristique (10) ou (11) n’a dans le 
domaine (15) qu’un point unique 0 commun avec la surface (9), 
donc f(zz'') est rógulier en tout point de la surface

(16) y = a2-j-te2 , ou 0 < | z | < q,

le point z~z' — ^ ótant un point singulier pour f (zz'\
On peut donc appliquer le lemme II a la surface (16). En 

conservant les notations de ce lemme, dćsignons par e un nombre 
positif plus petit que p et tel que 1’inśgalitó

(17) |as4-fe2l<Y ,PourH<£

soit satisfaite. Je dis que, si petit que soit <5 > 0, il existe des sur- 
faces de la familie

(18) z' = azbz24* t , ou |f| < ó

qui ne contiennent aucun point (zz'), pour !equel on ait |z[ <? £, et qui 
soit un point singulier pour f (zz'}.

En effet, soit ó > 0 aussi petit que l’on voudra et fi un nom­
bre reel satisfaisant aux inógalitćs

O<0<<5,

La surface
(19) z' = az-\-bz2 Af-iQ

appartient a la familie (18) et 1’inśgalitó (17) montre que tout point

(20) (z, z') , od | z | < e,

qui est situć sur cette surface, appartient au domaine (15); donc les seuls 
Rozpr. Polakiego Tow. matem*  6 
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de ces points qui pourraient ćtre des points singuliers pour f (zz') 
doivent ćtre en mćme temps situćs sur la surface (9).

Mais les surfaces (9) et (19) ne se coupent pas dans le do­
maine (15), parce que, |z| devant ćtre < e. on doit avoir |.>| < £ <d 
et la coordonnće x d’un point (xyx'y') commun aux surfaces (9) 
et (19) doit satisfaire, d’aprhs ce qu’on a vu, a l’ćquation

-]- Bx3 -1- 6 = 0;

or, cette ćquation n’a, en vertu de (14) et de Pinćgalitć 6>0, au- 
cune solution x, plus petite que £ en valeur absolue.

Donc le cas, oh gt -|- ht =|= 0 et pareillement celui ou — ht =|= 0 
sont incompatibles avec le lemme II, ce qui prouve la seconde 
partie du thćorćme.

/?) II reste a examiner le cas, oii les deux premiers des ja- 
cobiens

3(GH) 3(GH) 3(GH)
3(xyY 3(x'y'Y 3(yy')

sont nuls au point 0, tan dis que le troisieme est diffćrent de zćro.
Le systeme (1) peut ćtre ćcrit sous la formę

(21) ' y=g(xx'\ y' = h(xx'),

ou Fon a

3a
3x'

= 0.

au point 0, ou bjen, en appliquant la formule de Taylor, sous la 
formę

(22)
y = 9iX + gux3 4- 2y12zz/ + gitx'3 
y' — hixl hnx3 -|- 2hltxxr h2ix'2

ou les symboles gn h{, g^ hik ont une signification tout k fait ana- 
logue a celle qu’ils ont dans le systćme (9).

Considerons la surface caractćristiąue

(23) z' — bz3

dont les ćquations reelles sont les suivantes

(24)
x' = (s2 — y2) — 2bt xy
y’ = ó2 (z2 — y3) 2bt xy.
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Les coordonnees x et x' d’un point commun aux surfaces (22) et 
(24) satisfont au syst&me d’śquations

, x’ — h (xł — g (zz')*)  + 26a xg (xx') = 0
— h (xx’) bt (z2 — g(zz')2) -|- 2blxg{xx') = 0

dont la preiniere peut śtre rćsolue, dans 'e voisinage de z = z/—0, 
par rapport a z' au inoyen de la formule

(26) z' = a (x). z2,

a (z) ótant une fonction de z, continue dans le voisinage de z = 0 
et se rśdnisant a

a(0) = Ml-^?)-2M1
au point x = 0.

Dósignons par R (xx') le premier membre de la deuxieme des 
ćquations (25) et ’portons-y la yaleur (26) de" z'; il vient

R (x. az2) — Ax2 -J- Bxs,

A et B etant des fonctions de z, continues dans le yoisinage de 
x = O; on a en particulier

A (z) = — A2 a(z) + 6, (1 ~ 5?) + 2M>, 
donc

A (0) = b. [2P1 - (1 - g2) h3] 4- bt [2g2ht + (1 - <$}.

On peut choisir les nombres bt et b2 de faęon que Fon ait

‘ ^(0)>0;
c est possible quel que soit gx et h2, parce que les deux śquations

2<ą (1 ^J) At = 0, 2gihi (1 — g\) — 0
n’ont aucune solution reelle commune. D’autre part, A, et b2 etant 
choisis de la faęon voulue, il existe un nombre positif a tel que 
l’on ait

4z2-|-Bzs>0 , pour 0 < |z|< o;

donc il existe un domaine susceptible d’śtre defini par des inógali- 
tćs de la formę (15), dans lequel la surface caractóristique (23) 
n’a qu’un point unique 0 commun avec la surface (21).

U n’y aurait plus qu’a rćproduire le raisonnement exposó plus 
haut pour prouyer que la surface (21) ne peut pas ótre une sur­
face singulifere isolóe. Le thćorćme est donc dómontrć.

6*
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Appellons point rćgulier de la surface (1) chacun de ses points,
3 ( Gr 11 i 

pour lesauels la matrice est de rang 2. Notre thóoreme

montre que:
S’il existe une fonetion analytigue de deux eariables complezes, 

pour laąuelle la surface (f) serait une surface singulidre isolee, cette 
surface doit etre necessairement caracteristigue dans le ooisinage de 
chacun de ses points reguliers, c’est-a dire que son ćguation doit avoir 
l'une de deux formes

(27) y=ęp(s), z = <?(/)

les fonctions <p etant analytigues.
Ajoutons qu’a chacune de telles surface s correspond effecti- 

vement une fonetion analytique, par exemple

/(^') = [«' — <p (z)]~>,
pour laquelle cette surface est une surface singulifere isolśe.



Aspetto integrale delle curve inviluppi
Nota del

Dr. Witold Wilkosz.
Graco via.

In un lavoro recente „Un problema integrale nella teoria delle 
funzioni implicite * *)  ho cercato di esaminare il modo di comportarsi 
della soluzione delle funzioni implicite in tutto il campo pres- 
critto a priori (sotto certe condizioni), ed ho introdotto un metodo 
di esporre la quistione in modo che il raggionamento la usato po- 
trebbe esser facilmente applicato alle ąuistioni analoghe. Nel lavoro 
presente voglio studiare in modo simile il comportamento integrale 
(„im GroBen“) delle curve inviluppi di una famiglia ad un para- 
metro. Incomincio colla esposizione elaborata delle idee dovute al 
prof. G. Peano!) — ma colle modificazioni necessarie conformi al 
nostro problema. Quella parte del lavoro non contiene quasi 
niente di nuovo — la posizione stessa della ricerca rimane ancora 
„locale“ („im Kleinen“). Ne segue la seconda parte ove incominciano 
le ricerche mie in guisa da far vedere la forma delle curve inviluppi 
(della quali gli elementi furono dati per mezzo dei teoremi della 
prima parte), in tutto il campo prescritto a priori. Un caso parti- 
colare, ma del tutto interessante, quello di periodicita chiude la 
memoria.

>) Buli. de 1’Acad. Polonaise 1920. Cracovie.
*) Applicazioni geoinetriche del Calcolo. Torino 1887.

§ 1. Punti limit! di una famiglia degli insiemi ad un pa- 
rametro.
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Consideriamo una famiglia degli insiemi data in modo, che 
ad ogni t soddisfacente alla condizione

a t

corrisponde un insieme determinato E(t), composto di punti posti 
in uno spazio aritmetico a n dimensioni delle variabili reali (S„)

[E(t) puó essere anche vuoto per certi valori di t !]. 
Sia P un punto generico dello spazio S„, 
di cui le coordinate sono:

Indico eon 4(P, E(t) la distanza ciofe il limite inferiore delle 
distanze di P da un punto qualunque di E(t) — ad eccezione 
del caso ove A’(t) fosse vuoto, 4(P,jE(t)) e un numero non negativo 
perfettamente determinato.

Df. Diremo A(x'}A)... x^) punto di S„, punto limite della 
famiglia {A’(f)}££ eon tendente verso y 
se:

lim A(At) = 0.
</y

Df. Insieme di tutti i punti limiti per y fisso indico eon 
Ay)-

§ 2. Risultante ed eliminante della famiglia delle curve 
reali ad un parametro.

I. Sia una funzione a tre variabili reali

avente la proprieta di essere continua colle sue derivate parziali 
d’ordine primo *)  uel parallelepipedo seguente:

(P)
«, < « < a9 
Xi < x <x9 
y^y^y*

[condizione a].

i) Diremo eon Bo Iza che F e di Classe C', cf. Lectures on Calculus of 
Yariations.
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Con Ga indico la figura composta di tutti i punti P^rj) tali, che
(1) (£,?7,a) cade in R
(2) P(£,i?,a) = O.
[Diremo curva (?J.
Per ogni a in [aj a,] (chiuso!) consideriamo la seguente fa- 

miglia.

{Ea{h')}hh-^

ove Ea(K) indica la figura totale dei punti soddisfacenti al sistema:

fF(oq/a) = 0 
j F(xya 4- h) = 0.

Abbiamo adesso per ogni a in [a1a2] la figura IA(O) composta 
dei punti limiti — ed anche insieme di tutti i punti appartenenti 
a qualunque delle Z)„(0), che io denoto con L e chiamo la risul- 
tante della fainiglia nel campo R.

II. Teor i. Ogni punto di L(a) soddisfa il sistema

F(xya) — 0. 
k ' Fo(^a) = 0.

Dim: Sia P{xpy^ un tale, allora
(1) in un certo intorno 17? | < d
4(P, Ea{h\) deve avere il senso — donde Ea(h~) non nullo.
(2) lim J(P,Pa(A)) = 0.

A/0
(3) Sott la condizione (a) dev’essere E„(h) un insieme chiuso — 

quindi esiste almeno un punto A appartenente alla Ea(K) tale che:

dist. (AP) — A (P,E„{h)');

questi punti formano anche un insieme chiuso — ne prendiamo 
quello che ha le coordinate minime — sia Bh(x(h), y(h)).

Ne segue:
lim x(h) = xr
h/0

lim y(h) — y„
h/0

ma anche:

___________ j W), yW, a) = 0

’) Jordan. Cours d’Analvse v. 1.
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donde:
y(h\ a) = 0
y(h), ajh)- F(x(h), y(h\ a) _ Q

h
owero:

| F{x{h\ y(K), a) = 0
W (J’a(z(A),J/(A),a + 0(A).A) = O

eon 0 < 0(A) < 1 {perch& B ó un eampo conv e sso}
Passando al limite abbiamo:

F(xPyPa) = 0
Fa(xPyra) = 0

ció che dimostra il teorema.
Se chiameremo la eliminante della famiglia, insieme di 

tutti i punti (xy) tali che per qualche a

sistema (x, y, a)

annulla (S)1), il nostro teorema ci dice in tal caso:
Ogni punto della risultante fa parte della eliminante di nostra 

famiglia.
III. Poniamo, che non solo F ma anche F„ siano di classe (C') 

[condizione aSfe] nel campo (jfi).
Sia (xoyo«0) un sistema annullante (S) ed ancora

(1) («o*/o ao) un punto interno di (R)

*) Direino: a appartiene al punto (rw/) della eliminante.

3(FF)
(2) I(xyd) — j s^a diverso dalio zero nel punto (zoyoao)

ąuindi, auche in un certo intorno di questo.
I teoremi noti della teoria delle funzioni implicite vi danno:
Esiste un sistema delle funzioni

2 (A),

ed un numero c>0 tali che:

| -\-h = 0
|/(2(A),Jw(A),ao) = O

per | h | o e ar a0 h a2
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(2) 6 di classe C' per | h | a
(3) ogni punto (zya) annullante (ó) 

ha per | a — an | < g Ja forma

x = 2(a — a0), y = fi (a — a0), a

(4) 2(W) = x0, fi(O) = y0.
Dimostreremo il teorema:
Teor. 2. Ogni punto (2(A), fi(h]) ó un punto limite, ed ap- 

partiene allora alla L se | A | o' o per qualche o' opportuno.
Dim. Vogliamo risolvere il sistema (1)

_F(a;ya0 + A) = 0 
F{xya.) = 0

in vicinanza del sistema x = x, y0 = ;t/0, h — 0 per x e y.
II Jacobiano di quelle e infelicemente nullo nel punto sopradetto, 

bisogna adoperare un artificio: Al posto di (1) poniamo il sistema 
seguente:

/’(a:yOo) — 0
F(xya0 + A) — F(xya0)

h
(] ') per h =|= 0

F^ya^ — O |
= 0 j (1") per h = 0.

od ancora:

(5) | = 0
| F(xya0 -]- 0 (h,xy). h) = 0

eon 0 < 6 < 1 risultante dal teorema della media — il quale h auche 
di classe (Cz) coin’e facile a confermarsi, calcolando le derivate di 
(1') e (1") direttamente; il suo Jacobiano per x e y 

1 (xyF) — fd^yaa + flA), fay(xy“<> + Qfl)
fv^yao)

e diverso da zero per x = xoy = y0,h = 0 perchb:

1(a-o.¥o0) = /Cr0y0«o) M= °-
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E possibile trovare una 0 < o" 5= a tale, che:
Esistono due funzioni Z(7i), m(K) per | A | < g" tali che

(1)

(2)

l(h), m(Ji) di classe C' fe per

/W),
W),

m (h), a0 — 0 
w(A), a„) == 0

(3) ogni punto (xya) eon |a — a0|^u", che soddisfa le (5) ha la 
forma

x = l(a — a0)
y = m (a — a0)

(4) 1(0) = x0 m(O) — yo.

(5) Quel sistema Z (A), m(h), soddisfa anche le (1) — ed & unico 
di tal genere.

Allora per | h | o" le curve (2,^_h e (2^ hanno un punto unico 
in comune nella vicinanza di (xQy^) — don de:

Ż1(P01E^))=K*0-  W + ko - *(*)?.  {= (««yo)} 

quindi:

lim A(P0E^ (A)) = 0
h/0

ne segue, che (xoy(t) e un punto limite.
Le stesse condizioni, che valgono per (a?oyo) hanno, luogo 

anche per ogni (2(/z), y\h)) in vicinanza di (xoyo) se, solo | A | < o7 
fe opportunamente piccolo — II teorema viene allora dimostrato.

Mostreremo ancora che:
Teor. 3: Se Faa(xayoao) 4= 0.
allora esiste una 0 < a'" iS o tale che
per la curva (2^
fe tangente alla curva

(6) X = Z(A) | p .
Y=/i(h) | 1 ' —

Dim: Cerchiamo o'" >> 0 tale, che

Faa(^(h), fi(h), a„ h) 4= 0 eon |A|^u'"
Considero (2*  — Ivi Z(a-Oyoao) 4= 0
quindi | Fz|-|-|Z’,14= 0 in (a>0y0fl0)
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— la ctlrva ha dunque un elemento regolare

y(<)

tale che

*(°) = ®o y(O) = yo 

ó di classe C'. Per la tangente di Ć?o in (a?oyo) 

abbiamo:.

(7) Fx(x9y9a0). x'(0) Ft(x0t/ta0). y'(0) = 0

ma contemporaneamente

(8) A(«0yo«o) ■ (0) 4-Zi,(Xoyo«o) • ^'(0) + /M(a:0y0«0) = 0

ció che segue dal

]/.(*(*),  ao4-h) = O
|/W), /t(A), a0) = 0

Donde:

(1) R'(O)l + l^'(O)|H=o
(2) ^(0)./(0) - /(0).2’(0) = 0 

cioó: (?„„ ó tangente alla (6).
In vicinanza di |7z| a'" ogni punto (2(A), y(h)) ó nella stessa

posizione che A, quindi il teorema susiste ancora per essi.
IV, Addendo adesso due nuove condizioni possiamo proseguire 

un poco avanti:
[Condizione /?] Sia per ogni punto (a;ot/oao) soddisfacente la (S)

W\F.)
9(xy) ^U-

[Condizione y]. Sia per ogni (xoyoao) annullante la (Ś’) 

Fa&oyotto) 4= 0.

allora sotto le condizioni (al—>(y) abbiamo il:

Teor. 4. (1) Ogni punto (xy) della eliminante, che eon sua a 
appartenente ad esso da un sistema (xya) cadente dentro di (Ił), fa 
parte della risultante e viceversa.
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(2) Ogni punto della eliminante, che colle sue a cade nell’ in­
terno di (A), appartiene eon ogni tale a ad un elemento della eli­
minante il quale in ogni punto & tangente alla determinata — 
poi esso e punto limite delle intersezioni di (2 colle curve in vici- 
nanza (in rispetto di d). Diremo brevemente, che in tal caso ogni 
quel punto appartiene per ogni a corrispondente ad un arco del’ 
1’ i n v i 1 u p p o.

§ 3. Prolungazione dell’ elemento inviluppante.
I. Le condizioni sopradette ci danno, che

[(xyd) == &

ammette sulla eliminante il limite inferiore dei valori asso- 
luti (y > 0). Tutte le derivate Fx Fy Fax Fay F„ Faa hanno il limite 
superiore dei valori assoluti, che in.dico eon N (>> 0).

Consideriamo un punto Mo(xoyoao\ annullante (<S) ed interno 
di (jŚ) — esso fa parte dell’ arco inviluppante

x(a), y(d)

dato in un certo intervallo (a0 —- a, a„ d).
Per mezzo del metodo esposto completamente nel mio lavoro 

citato, possiamo prolungare quell’ arco in due lati — sia (ou 
intervallo massimale desistenza per quell’ arco prolungato. Natural- 
mente: at aM <C

Abbiamo pero:

F(x(a).y(a), a) = 0| 
/,'Q(x(a). y(a), u)= 0 | (S) i n (n„. t«)

quindi:

F(a). Fx-j-y'(a)Fy=0 | 
F (a). Fax -f- y’ (a) Fay ==faa |

donde:

c(F,Fn)
3(xy)
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allora:

in

ma quello ci diinostra, che esistono i limiti:

lim x(a) — x„ lim y.(a) =
«laM a/alV

lim x(a) = y\y, lim y (a) = y „
a<^M ‘llM

I punti M (xu, y^) ed M (xM, yM) annullando (S) appartengono 
alla eliminante.

II. Un punto (z0 y0) della eliminante potrebbe avere piu che
una a corrispondente, ma:

Teor. 5. II numero delle a corrispondenti e finito.
Dim. Altrimenti esisterebbe una successione convergente delle

tali: ’

(2) Oo^o0) soddisfa (S)

“0 • ■ •
a(») 
wo • ■ •

eon lim
n/00 Oo"’ = «o

cosi che

(1) 4'° n|l,2... diversi fra loro

quindi («oyoao) farebbe lo stesso.

Ma se
yoa^) = 0 n|l...

/o (#0 y0 0

allora sarebbe

ao) == il

ció che contradice la (y).
Da un punto determinato della eliminante, cadente dentro 

di (A) non esce che un numero finito degli archi inviluppanti:
§ 4. II carattere topologico degli archi integrali.
I. Ancora una condizione restringente ci permette andare piu 

avanti.
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[Condizione <5]. Esiste per lo piii, un numero finito di punti 
della eliminante sulla frontiera dei quadrato

{ar, < x < x, 
y^y^ y-i

e da ogni tale esce per una a uno ed unico elemento della eliminante.
II metodo accennato di sopra, vi permette per ogni sistema 

M(xya) soddisfacente la (S), attaccare una curva nello spazio

{x(a),y(a), a} in [o*,

che io indico con MĄ,.
Se M' fa parte di Wn allora

= WM.

perchfe in vicinanza di P le WM e WM, coincidono — ne segue la 
identita totale di ambedue.

Teor. 6. II numero delle W diverse in (j?) e finito.
Supponiamo che vi esiste un numero infinito delle W — 

quindi anche una sequenza:

IF, IF2 ... 1F, • ■ •

e da ogni W„ io scelgo qualche punto determinato Questi
ammettono almeno un punto limite, sia P — e supponiamo, ció che 
b leci to:

lim P(„, == P P„ (x„ y„ a.) = P„

II punto P appartiene alla sua WF.
Tutti i punti della eliminante in vicinanza di P cadono sulla 

WP — quindi non possono essere diverse.
Corr. Ad ogni curva W(x(a)'y(a). a) corrisponde un arco della 

eliminante Z„ (x(a), y(a)).
II numero delle Z,„ diverse k dunque finito.
II. La questione dei punti multipli di Z,v o punti comuni 

fra due ZH. e rimane ancoro aperta — vi possono darsi casi 
diversissimi. Ma per poter dire qualche cosa piii precisa ammetto 
una restizione ancora piii forte:

[Condizione d“’J. Sulla frontiera di l{ non esistono punti della 
eliminante.

Abbiamo in tal caso.
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Teor. 7. Sul mantello di (7?) [■superficie laterale, se (5, aj 
e (jBj a2) ne sono le basi] non esistono punti annullanti la (5) — 
sulle basi soltanto un numero finito.

D i m. Se p. es. sulla (Ą aj vi esistessero infiniti, allora ancbe 
una serie convergente:

(^yj... (*0^0)

/(a?„y„aj = 0
/J'o i/o «i) = 0

= °
/a(a;o?/o«i) = 0

donde:

Z (GJ (*.  — *»)  +fv (#„) (y„ — ?o) = 0 
/■«x(^n) — a-0) +A, W (y„ — yo) = o

ove

/(®) —f (*•  + 0 («. — *0).  y0.+ 3 (y„ — y« b «) • • ■ • 
p„|<i,p„|<|i

ma in un certo intorno: 

I/«(».)/, W

dondex„ — x0 yn = yt da un certo n.
Teor. 8. Ogni Z„ (x (a), y (a)) e definita in [ata8] e il numero 

delle tali d finito.
Dim. Prolungazione d’un elemento, che da IP(a:(a)1y(a)) non 

pud arrestarsi se non a viene in ax ed a2 od ancbe x(a),y(a) al 
contorno di A — ma quello d gia escluso per la (d“').

La curva W esce dal punto interno della base inferiore giunge 
alla base superiore — la Wz corrispondente esce dali’ interno di R 
b finisce in qualche punto dentro di R.

III. Addiamo ancora:
[Condizione e]: Se (1) f(xya) =f(xya') in R

(2) | a — a' | < a2 — ax
allora a = a! .

Teor. 9. Sotto quella ultima condizione le Zw non hanno 
punti multipli ed alle diverse W e W' corrispondono Zw e Z„, che 
non hanno punti intern i in comune neanche i punti finali 
dell’ una coincidono eon punti intern i dell' altra.
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Le curve Z esistono in numero finito — e sono gli archi di 
Jordan aperti o chiunsi (cieli) — tutti i punti interni hanno la 
derivata dell’ ordine primo continua — nei punti finali hanno le de- 
rivate almeno unilaterali. Se un punto finale d’una coincide eon 
tale d’altra, quello pud essere un punto angolare. Gli altri non 
sono singolari. E possibile, che due Z e Z' siano giunte una eon 
altra per mezzo dei punti finali — il punto di coincidenza pud 
essere angolare. Se consideriamo come diversi solo quegli archi ehe 
non sono giunti insieme, allora sull’ ogni arco della inviluppante 
pud darsi solo un numero finito dei punti angolari.

IV. Bisogna avere almeno una delle Z\ per quello scopo 
ammettiamo:

[Condizione §]. Esiste almeno un punto dentro di R. ove la (S) 
viene essere soddisfatta.

§ 5. II caso della F periodica.
Ancora un caso interessante:
Sotto le condizioni (a — £) ammettiamo ancora che

/’(xyfli) = F(xya„)

in tutto (R) ci od, che F sia periodica.
Dilatando la definizione di F in modo che:

F\xya) — F(xya)
ove

per a )> a2
ed analogo per a < a± 
avremo in

[E(x) funzione numerica nota|

— oo <( a <( -f- oo
x, <x<x, 
y^y^y*

una funzione continua.
Consideriamo adesso tutti gli archi Z in jK corrispondenti alle 

W in 1?

Z,... Z„ p^l.

Supponiamo la Rx divisa in parallelepipedi per mezzo dei piani 
paralleli al piano di (xy) e di altezza a2 — <q, in tal modo che R 



97

facendo parte di essi, viene essere indicata eon Z?o — numeriamo gli altri 
auccesivamente

R+1 B-! RtRt...

Tutti gli archi W in A'o vengono ad essere riprodotti in ogni

R„ w|0,1, — 1.4-2, -3...

e danno in proiezione sul piano di (xy) le stesse:

Z,... Z,.

Se Z, non ó chiusa, allora dal punto finale di essa esce ąualche 
altra — la proiezione di ąualche W in — ąuella e ąuindi 
ąualche

Raggionando in ąuesto modo avremo la certezza, che le 
curve

Z,... Z,

devono essere parteggiate in cieli, diversi fra loro.
[Condizione y]- Se ancora la periodicita di J ó anche (r}) nelle 

sue derivate F. F„ F„ Fax Ballora i punti di coincidenza non possono 
essere angolari. Possiamo al fine conchiudere:

Sotto le condizioni [a — tj] la eliminante (o risultante od invi- 
luppante) e composta di un numero finito (non nullo) di curve di 
Jordan, chiuse, di classe C', senza punti singolari.

Rozpr. Polskiego Tow. matem. II. 7




