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Sur l'aire des surfaces polyedrales.

Par

Maurice Frechet (Uniyersité de Strasbourg).

On doit a Schwartz (voir le cours d’Analyse de Hermite) un
exemple montrant qu'une surfaee polysdrale variable inscrite dans
un cylindre droit peut conyerger vers ce cylindre sans que laire
de cette surfaee polycédrale converge vers l'aire du cylindre ou menie
reste finie.

Il 'y a lieu de remarquer que le cylindre est une surfaee courbe
et que son aire est dsfinie d’'une faeon diflérente de celle des po-
lyodres. La remarque suiyante n’est donc peut-6tre pas denuee d'in-
terct bien qu'il suffise d'y penser pour quelle saute aux yeux:

On peut dans I'exemple de Schwartz remplacer le cylindre
par une surfaece de meme nature que les surfaces approchees qu’on
lui compare. En d’autres termes:

Etant donnie une surface polyidrale queleongue P!,
on peut construire des surfaces poiy¢drales inscrites dans la premiire,
qui connergent vers P et dont les aires peunent cotwerger vers toute
oaleur supirieure ou egale d celle de P.

Considsrons en effet une surfaee polyédrale quelconque P c’est
a dire une surfaee formoée par un certain nombre (fiui) de polygo-
nes accol$s le long de lenrs ardtes I).

Considérons une de ces arStes et deux des faces de P qui
y aboutissent sans $tre dans un mcéme plan. On pourra toujours dé-
couper dans chacune de ces deux faces un rectangle ayant l'arete
considerSe ou une partie de cette aréte pour base et assez petit
pour que ce rectangle soit tout entier dans la face.

* Nous supposons naturellement que les faces de P ne sont pas toutes dans
un meme plan.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 1



On a ainsi délimité deux rectangles BCDE, BCD'E'. Nous
construirons alors un polyedre Pm>, approchd de P de la faeon sui-
vante: Pm,, sera constitu6 1° de la partie de P qui n’appartient pas
& la surface polyoddrale ouverte Q consistant dans les deux rectangles
BCDE et BCD’E’ et 2° d'une surface polyddrale ouverte Qm,n
inscrite dans la surface polyddrale Q.

Tout revient alors a rosoudre le problfeme pour le cas simple
oh la surface polyddrale donnde est constituée par deux rectangles
non dans un méme plan.

Il nous suffit alors d'altérer ldgerement la construction de
Schwartz pour arriver au résultat annonco.

Divisons la longueur BC=h
en n parties 6gales. Par le premier,
le troisieme, ... point de division
inenons des paralloles a BE et BE'
et de longueurs m fois plus petite
que la longueur b de ces cotes BE
et BE' que nous pourrons supposer
Ogaux.

Joignons les extromités EAE'™
P,,A,...de ces segments aux points
de division pairs B, Bly B2 ... de
B C, les plus voisins. La surface po-
lyodrale Qmu sera constituce par les
triangles BE1E{, BXEXE\. BXEZ2E!.
B2E2ES ... et par les polygones
EBE.B.E”, ...D, E'BEIBLIE:
... I)". Lorsque m et n croissent in-

définiment & la fois, il est manifeste que Qm>n converge vers Q. (Si l'on
veut prociser, il est possible d'6tablir entre les points de Q et de Qfi
une correspondance bunivoque et bicontinue telle que le maxiinum
de la distance de deux points correspondants tend vers zoro en méme

temps que °ntre la somme des aires des deux poly-

gones dentelés communs a Q et Qm<, converge vers Faire A de Q.
L'aire de la partie restante de Q tend vers zoro. Il reste a voir ce
que devient Faire de la partie restante de Qmn\ c'est-a-dire ce que
devient Faire A',,in somme des aires des triangles BEXE\, BIE1E'u...
On voit facilement que chacun a pour aire:



ou O représente l'angle des plans BEDC et BE'D'C. Donc

La variation de An,,, lorsque m et n croissent indsfiniment d¢-
pend essentiellement de la facon dont on fait varier T On Peut

faire tendre A'm,, vers n’importe quel nombre positif ou nul 2. 1l
suffit de prendre:

0w 0_% n__ 22
in > — - =
bsin 5P ¢85 m2 b sin 6
2' Gtant voisin de 2; par exemple on peut prendre (quand m est
la partie eutore de 22
assez grand)7f0ur n la Partle eutére de TS 6

Alors w== 2 mil 2

e aec 0 p<l!
d’ou:

= {/~— R e sioFa=n22gif e

Donc lorsque m et par couséquent n croissent indsfiniment de
la maniore indiquse, A',in tend vers 2. Aiusi on peut construire Qm,n
de sorte que la mesure de son aire tende vers n'importe quel nom-
bre A 2 au moins ¢gal a Faire A de Q. On peut aussi en pre-
nant par exeinple n = m? faire tendre vers linfini Faire de Qm™.

23 Octobre 1923.



Sur la distance de deux surfaces.
Par
Maurice Frechet (Universitd de Strasbourg).

Table des matiferes.
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1. Introduction. Jai donn$ dans ma Thdse (Rendiconti del
Circ. Mat. Palermo, 1906, f. 22, p. 53) une dsfinition de la distancex)
de deux courbes de Jordan qui m'a permis d'¢tendre & la classe
des courbes de Jordan un grand nombre de proprietds des ensem-
bles lindaires. Jindiquai aussi qu'il serait possiblfe moyennant quel-
ques prccautions de donner une definition analogue pour la distance
de deux surfaces. Je me propose d'indiquer ici cette dcfinition et
les principales propri¢tds de cette nouvelle notion.

2. Surfaces de Jordan. On peut concevoir de plusieurs fagons
la notion de surface. Si on néglige les questions de sens et d'orien-
tation, si deux surfaces composCes des mémes points sont consido-
rées comme identiques, une surface n'est qu'un ensemble de points,
ensemble d’ailleurs satisfaisant a certains conditions (par exemple de
coincider avec sa frontidre). Dans cette conception, on peut adopter
pour la distance de deux surfaces une ddfinition analogue k la do-
finition ordinaire de la distance de deux ensembles ponctuels quel-
conques.

Nous tenons au contraire ici a faire intervenir d’'une fagon
essentielle dans la d¢finition d’une surface non seulement la position
des points qui la composent, mais l'ordre relatif de ces points. Nous

') J'appelle maintenant distance ce que j'appelais alors ceart.



aurons alors une conception analogue a celle des courbes de Jordan,
que certains appellent des ,,trajectoires” pour bien marquer qu’une
courbe de Jordan est dsfinie non seulement par la position de ses
points mais par l'ordre dans lequel ils sont parcourus.

C’est pourquoi nous proposons d’appeler surfaces de Jordan
les ensemble8 ponctuels orientés que nous allons definir.

Une surface de Jordan est l'ensemble oriente 5 des points M
qui correspondent aux points ni d’une aire piane o (contour compris)
par une transformation univoque et continue — que nous dosigne-
rons par la notation
1) M =*F(ni), (m sur a).

Cest a dire que cette relation fait correspondre a tout point
m de a un point détermind M et que si ni de o tend vers m
le point M'—f(ni) tend vers le point M=f(m). Cette notation
abrégee remplaee avantageusement 1'ensemble cquivalent des re-
lations
2 X=a(xy), Y=b(y), Z=c(x,y)
qui font correspondre a tout point m de o, de coordonnses X,Yy,
un point M de S de eoordonnées A, Y,Z, les fonctions a, b, ¢, etant
supposoes uniformes et continues sur o.

Pour simplifier, nous nous limiterons au cas ou o est une aire
limitee par une courbe piane de Jordan sans point multiple, c’est
a dire ou a est homoéomorphe d'une aire circulaire s. Autrement ditj
nous supposons que Fon peut Ootablir entre a et s une correspon-
dance biuuivoque et bicontinue.

Il est dvident qu'il existe une infiuitdé de transformations uni-
voques et continues M —f(m) daires planes telles que a qui font
correspondre a leurs domaines de représentation o le inArne ensem-
ble de points de l'espace. Mais deux d’entre elles ne correspondent
pas nccessairement a ia merne surface de Jordan puisque les points
dont se composent cet ensemble peuvent etre a chaque fois rangds
dans un autre ordre.

Cest un problbme qui exigerait quelques développements de
dsfinir exactemeut ce qu'on entend par ordre ou orientation des
points d'une surface de Jordan et de ddduire de dcfinitions pure-
ment gcomctriques les conditions analytiques pour !'identit$ de deux
surfaces de Jordan S, donnces par leurs représentations paramc-
triques



() M—Fm) m dans a
3) =% (m') w' dans a.

Pour plus de bridvetS nous nous contenterons de poser ici ces
conditions comme d¢finition de lidentit¢ de S, 2.

3. Idcntité de deux surfaces de Jordan. Si l'on peut eta-
blir entre a et o' une hom¢omorphie telle que les points M de S,
H de 2 — correspondant a deux points m de o, m' de a' qui se
correspondent dans cette hom$omorphie, — soient toujours en coin-
cidence, nous considérons les surfaces S et 2 comme non distinctes.

Analytiguement, cette condition s’exprime ainsi: il existe une
transformation biunivoque m' = a (ni) de a en a', telle que

/ (ni) ==¢> (a (ni)), (m sur a).

Mais il est ¢vident qu'une telle condition n'est pas necessaire
pour lidentit¢ des surfaces S et 2. Pour le faire mieux voir don-
nons un exemple.

Prenons pour a et ¢/ un méme carr6 AB CD et ddfinissons S
par la relation identigue M=m dans <r, c’est ii dire que S est aussi
ce rtome carre, ABCD, dont les points sont rangés dans le méme
ordre sur 5 et sur a. D’autre part traeons dans ABCD un segment
EF de longueur |, paralléle a AB et symetrique par rapport au
centre 0. Faisons correspondre a AEFB, DEIC, BIC, AED con-

sidorés comme appartenant ii o' les triangles

A OB, DOC, BOC, A OB considérés comme

appartenant h 2. (On pourra supposer que

chaque segment de </ parallele a AB corre-

spond ii un segment de 2 situé sur la méme

parallele a AB et que la transformation res-

pecte le rapport des distances parall¢les a AB,

B ii lintérieur de chacune des 4 aires partielles).

Ceci Ctant, 2 est encore form¢ des points du carr6 ABCD lequel

a subi des contractions par ci, des dilatations par U, qui n'ont pas

alter¢ la disposition respective des points. Autrement dit, il n'y a pas

lieu de considérer S et 2 comme des surfaces distinctes. Pourtant

si on fait coincider un point M de S et un point /i de 2 correspon-

dant aux points m de <, ni de o, il est impossible de considsrer

la correspondance entre m et ni comme une homsomorpbie: cette

correspondance est une transformation univoque et continue de ni
en mi mais non biunivoque.



Cependant s'il est impossible d’6tablir entre m et m' une ho-
mcéomorphie telle que Al et g coineident, il existe des homdéomorphies
de m et m' telles que Al et fi soient aussi voisins quon le veut.
Remplagons en effet EF par un segment ef semblablement placo
mais de longueur e. Et etablissons entre m et m' une homéomorpbie
du carr¢ sur lui méme ou eF est transform¢ en Et de sorte que
AefB, DejC, BfC, AeD se transforment en AEFB, DEFC,
BFC, AED par des dilatations ou contractions paralleles a AB.
Alors Al et fi sans coincider en gs$nsral sont sur une parallele
h AB h une distance inférieure a e. Par consequent il existe quel-
que soit s une homc¢omorpbie entre m de a et m' de F telle que
les points correspondants de <5 et de 2 restent a une distance in-
férieure & s. Ceci va nous conduire a la definition gc¢ndrale de
I'identitd de deux surfaces de Jordan, par lintermddiaire de la no-
tion de convergence d'une suite de surfaces.

4. Liinite d’une suite de surfaces de Jordan. On dit qu’une
suite des surfaces de Jordan 6',, S2. ... Sn, ... converge Vvers une
surface de Jordan S si l'on peut otablir entre S et S,, une bom¢O-
morphie telle que la distance de deux points correspondants Al, Al,,

converge vers zoro avec - et cela uniformément quand Al parcourt
S. Nous entendons par Ih. que si

(m,, dans on)
Al — F(m) (m dans a)

sont des représentations quelconques de Sn et de S, il existe pour
chaque valeur de n une homc¢omorphie

m,, — a,, (M) (m dans o)
entre o et o,, telle que la distance des points correspondants
K =/.(a,, (m) de S,
Al=f (m) de S
converge vers z¢éro avec - et cela uniformément quand m parcourt

0. Cest ce que nous entendrons en disant que F,,(»i) converge vers
/(m) uniformément sur o, en posant tn(m)==f (a,, (M)).

Pour que cette dofinition soit conforme & la notion générale
de limite, il faut que dans le cas particulier oii S1} S2, ... sont



identiques, elles soient identiques a leur limite. Si donc on suppose
les j,,==< et par suite les S, identiques a 2, c’est a dire si Fon
suppose qu'il existe pour chaque valeur de n une homsomorphie
m'— an (m) telle que < (a,, (m)) converge vers /(»«), les surfaces S
et 2 seront identiques. C'est bien entendu ce qui a lieu en parti-
culier s'il existe une certaine homeomorphie m' = a (m) telle que
T (ni) = <9 (a (m). Il suffira de prendre dans ce cas a, (ni) ==a (m)
quel que soit n. De sorte que le cas particulier ou nous avions
admis comme $vidente l'identits des deux surfaces rentre comme cas
particulier dans la definition gé$nsrale suivante:

Pour que deux surfaces de Jordan S et 2 donnses par leurs
representations paramstriques

M=T (m) (mi dans o)
W= < (mz") (mi* dans 0"

ne soient pas distinctes, il faut et il suffit que I'on puisse Stablir
entre leurs points une homsomorphie ou la distance de deux points
correspondants soit aussi petite que Fon veut. Autrement dit, il faut
que quelque soit e il existe une homeomorphie m' =yt (m), entre
a et a', telle que la distance des points

[(»»), ~N(y£(w0)

reste infsrieure & e quand m parcourt o.
Il est & peine utile de remarquer que si <8 est identique & 2
et aussi a la surfaee & dsfinie par

M"™ — (p (m") (m"™ dans 0")
les deux surfaces 2 et & sont bien identiques d'aprss cette dsfini-

tion. Car il existe une homeomorphie m" = df (ni) telle que la dis-
tance des points

I(>»)>  <p(dc(m))
reste infsrieure a e; donc les points
ep(YE(«)) et (p(6e(m))

restent k distance inférieure a 2 e et alors si m = he (mi') est la re-
présentation en sens inverse de Fhoms$omorphie m' = yi (mi) on voit
gu’il y a une homs$omorphie mi" = df (Ac (mi')) entre o et 0" telle
que la distance entre les points correspondants mi', mi" de 2 et de
O soit inférieure au nombre arbitraire 2s.
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5. Distance de deux surfaces de Jordan. Nous sommes
maintenant en mesure de dofinir la ,distance” entre deux surfaces
de Jordan queleonques S et Z.

Etablissons entre S et 2 une homcomorphie Il quelconque.
La distance de deux points correspondants, soit Mfi, a une borne
supcCrieure finie, soit dH. Nous appellerons distance de 8 et de 2 la
borne infSreure de dE (qui est = 0) quand H varie de faeon quel-
conque. Comme cette borne ne doépend pas de I'ordre dans lequel
se presentent 8 et 2, on pourra la d¢signer par la notation (8, 2)
ou (2, S).

Pour la calculer on pourra opcrer de la fagon suivante: on
considfere deux représentations arbitraires de S et 2

M= dans u
fi— (p (M") dans a'.

On realise I’bom¢omorphie Il entre M et fi par lintermédiaire
d'une homdomorphie A, soit m' = h (wi) entre o et o' et on fait cor-
respondre & le point AZ= g (A (w)) de 2. On calcule
la borne supcrieure dH de la distance des points ¥(m), g (A (m)) —
distance que nous reprosenterons par /(m), <p (A (m)) — et on prend
pour (Sy2) la borne inforieure de d,, quand ’noméomorphie
varie de toutes les faeons possibles.

On en dc¢duit facileinent que pour trois surfaces de Jordan
quelconques S, St, Ss, on a

(S1)8s)<(8,8%) + (8, 8,).

On a vu que pour deux surfaces de Jordan quelconques (S,2)y
on a (8,2) =0. Il est manifeste que si 8 et 2 sont identiques,
leur distance sera nulle. Peut-elle etre nulle pour deux surfaces
distinctes? Dire que (8,2) = 0, c'est dire que quel soit e, il existe
une homcomorphie »i'=Ae(ni) de a et  telle que la distance des
deux points correspondants de 8 et 2 reste inforieure a s. Clest
A dire procisement que S et 2 ne sont pas distinctes.

Enfin il est bien manifeste que cette dc¢finition de la distance a les
relations que comporte cette notion avec la dsfinition usuelle de la li-
mite prcalablement rappel6e. En d’autres termes, la condition nsces
saire et suffisante pour que la surface 8n converge vers la surface 2
quand n croit ind¢finiment est que la distance (2,8,,) converge vers z¢ro.

Remarque. Si 8, tend vers 8, il y a pour chaque yaleur de
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n une homcomorphie H,, entre les points Mn de Su et M de S telle
que la distance MnM converge vers z¢ro avec - et cela unifor-

mement quand M parcourt S. En serait-il de m”me si on substi-.
tuait a H,, une autre homcomorphie Kn prise arbitrairement? En
adoptant les notations du § 2, page 5, c'est a dire en supposant
que J,,(w) converge uniform$ment vers f(jn) sur ¢, et en désignant
par m— (p) une homoomorphie quelconque de a sur lui méme,
est-ce que J?,,(2,(p)) va converger uniformément vers /(p) quel que
soit le point p de S?

L'exemple suivant montre immsdiatement que cela n'a pas lieu
nocessairement. Nous avons vu qu’on peut toujours supposer que o
soit un cercie de rayon o6gal h l'unitd. Admettons qu’il en soit ainsi
et prenons (p) de sorte que dans Fhomeomorphie m= (p), m

et p soient alignés avec le centre 0 de u et que Om — Op b.

Si p est sur le contour de u, Fn(An(p) == F,, (p) de sorte que
le contour de S,, tend eneore vers le contour de <SMais si p est
un point intérieur a < on voit facilement que le point t,, (Z, (p)
tend vers le point /(O): lintorieur de 8n tend non pas vers l'in-
térieur de S mais vers un seul point ¥(0) intSrieur S,

6. Proprietds de la classe des surfaces de Jordan. 1° Nous
avous appel¢ ailleurs d’une faeon génorale classe (Z))’) toute classe
d'slsSments oii la limite d'une suite d’eléments peut Otre dcfinie par I'in-
termcdiaire d'une ,,distance”. Autrement dit, la classe doit Stre telle qu'a
tout couple d’¢léments S, 2 on peut faire correspondre un nombre
(N, Al) = (A, S) = 0 satisfaisant aux trois conditions suivantes — et
qui sera pour cette raison appelee la distance de ces deux c¢loments:

1° (S, 2) est positif si S et 2 sont distincts et nul dans le cas
contraire.

2° la condition nécessaire et suffisante pour que S,, tende vers
S est que (S,,, S) tende vers zéro.

3° pour trois ¢lements quelconques 8, Sv Ss de la classe on a

LZutilitdé de cette notion de classe (Z)) consiste en ce qu’un
grand nombre de raisonnements faits pour établir certaines proprio-

* M. Hausdorf, en reproduisant notre ddfinition, donne a une telle classe
le nom d’espace mstrigue.
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tds de certaines classes dAl6ments peuvent etre faits une fois pour
toutes quand on a reconnu que ces classes sont des classes (D).
Ceci au point de vue pratique. Au point de vue pbilosophique cette
manibre de proceder a I'avantage de permettre de distinguer parmi
les propridtos d'une classe (Z>) particuliere celles qui rosultent sim-
plement du fait que c’est une classe (Z>) de celles qui tiennent vcri-
tablement a la nature particuliere de la classe envisagce.

D’autre part il est important de remarquer que si les plus
simples des classes dAl¢éments sont des classes (Z>), il en existe d’au-
tres parmi celles dont le doveloppement de 1'Analyse a amen¢ la
considoration pour lesquelles aucune définition de la distance satis-
faisant aux conditions 1° et 3° n’est compatible moyennant la con-
dition 2° avec la definition de la limite usuellement admise dans ces
classes.

(Test donc pour une classe d'6léments une proprictd trés im-
portante et fertile en cons¢quences que d'étre une classe (Z>): nous
venons de domontrer que la classe des surfaces de Jordan est une
classe (D).

2° Nous avons appel6 ailleurs classe separable une classe d’Sle-
ments de laquelle on peut extraire une suite N d’6l6ments ~11 221 +1
telle que tout Ol¢ment S de la classe appartienne a la suite N ou
soit limite d’une suite convenablement extraite de N. Nous avons
prouvé que certaines classes assez simples ne sont pas ssparables,
mais que les classes s$parables jouissent de nombreuses propriotés
gsnoralisant celles de l'espace géomstrique.

La classe des surfaces de Jordan est aussi une classe sopa-
rable.

En effet représentons une surface de Jordan N sous la forme
(2) du § 2, page 5. On sait que toute fonction continue de 2 varia-
bles y peut etre représentée approximativement par un polynome
en X, y. Dautre part en remplaeant les coefficients de ce polynome
par des valeurs rationnelles suffisamment approcbdes, on modifiera peu
I'approximation. Par consoquent, quel que soit w, il existe des po-
lynomes a, (x,V), b, (X,y), ¢, (X,y) a coefficients rationnels tels que
la distance de la surface S a la surface

X=a xy),-Y=h(Xy), Z=c. V)

soit inférieure a N

Or l'ensemble des surfaces dont les coordonnees peuvent etre
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representses par des polynomes en X, y coefficients rationnels
est ¢videmment dsnombrable, c’est h dire peut s'ordonner suivant
une suite St, ... Et la surface 2,, est I'une Skn des surfaces de
cette suite. Ainsi on peut tracer une fois pour toutes dans Fespace une
suite N de surfaces de Jordan Su St, ... telle que toute surface de Jor-
dan, S, soit limite d'une suite extraite de N. Et on peut mSme supposer
comme nous venons de le voir que les surfaces de la suite N sont al-
gsbriques a coefficients rationnels. On pourait aussi supposer que
les surfaces de N sont des surfaces polysdrales dont les sommets ont
des coordounses rationnelles.

Le raisonnement prscsdent montre que non seulement la classe
des surfaces de Jordan est separable mais encore quelle est parfaite—
c’est a dire que chaque 6lSment S de la classe est limite d'une suite
d’slSments de la classe.

3° Nous avons aussi distingu$ parmi les classes (D), les classes (Z>)
completes. Pour une classe ou la definition de la limite est donnse, si
cette definition peut s'exprimer par l'interms$diaire d’'une distance, elle
peut 1'Slre de plusieurs fagons. Par exemple si (N, 2) est une distance,

2(<52) outt sont aussi, comme il est facile de s’en assurer,

des distances gni conduisent & la méme definition de la limite. Nous
dirons que la classe est compUte si parmi les ddéfinitions possibles de
la distance il en est une qui satisfait au critére de convergence de
Cauchy: la condition nscessaire et suffisante pour que la suite A,

. S, ... soit convergente est que la plus grande des distances de

S,, aux surfaces de rang suivant converge vers z$ro avec -.

On coneoit immsdiatement que le fait pour une classe (Z>)
d'stre coinplste simplifie de beaucoup son Stude. D’autre part M.
Chittenden a rnontr¢ qu'une classe (Z)) n'est pas nscessairement
complste. Il est donc intSressant de prouver comme nous allons le
faire que la classe des surfaces de Jordan est complete.

4° Nous allons méme montrer que le critSre de Cauchy s'ap-
plique a la dsfinition m$me de la distance de deux surfaces que
nous avons adoptse ci dessus.

La condition nicessaire et suffisante pour qu'une suite de sur-
faces de Jordan S,, Su, ... soit conoergente est que, quel que soit
ef>0, la distance de S,, d chacune des surfaces suioantes soit infi-
rieure d e pour n assez grand.
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La condition est Ssvidemment nscessaire en vertu de la pro-
prioté 2° de la distance.

Inversement supposons la condition vcrifise. Si Fon peut ex-
traire de la suite des S,, une suite convergente S,,i; S,2, ... la dis-
tance de S,{ a la limite S de cette suite partielle sera inférieure
au nombre positif arbitraire e pour n, assez grand: nt > k'. Si
d'autre part on a ($,, Sr)<<e pour r >n > k", on aura pour
n=n et nt>k

Donc toute la suite Sx, S2 ... converge aussi vers la nieme li-

mite S.
Reste il etablir I'existence de la suite partielle convergente

sni,sni, ...
Observons que par hypothfese on peut choisir les n( croissant

de sorte que (S,( S,(+,) < et rappelons que si Fon a choisi une

représentation parametrique
—fi (m), (m dans 5s)
de on peut toujours choisir celle
Mi+l — /(+1 (m), (m dans 5s)

de S,(+! de sorte que la distance des deux points ft(m), /<+, (w»)
soit inférieure ou aussi peu supsrieure a la distance (Sn(, SBj+1) que
Fon veut. En particulier, on pourra supposer que la distance

T (mi), fi+1 (m) < —— En operant ainsi de proche eif proche, on

dsfinira fx, ¥, ... de sorte que quels que soient les entiers i, j:
fi (), /<+> (") <Ffi+l + [i+uZ+a + oo fHi-Mi+i
Si la reprosentation Mt =1 (m) est explicitée sous la forme

X. = ai k y\ =b y), Z=C(Zy)

on voit qu'on aura quels que soient les entiers i, /:

"I y) — at+i («, y — | </i (»»),/«t(»») <
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Par suite les fonctions a, (%, y) convergent uniformément vers
une fonction continue; de méme pour les bt et les ¢( Donc la suite
SnA, est convergente.

7. En résum¢ la classe des surfaces de Jordan est une classe
(2>) parfaite sCparable et compléte. C’est donc ce que j'ai ap-
pel¢ ailleurs (These) une classe normale. Or on peut dire en gros
que ces classes possodent toutes celles des proprictés des ensem-
bles & 1, 2, 3 dimensions qui ne dependent pas du nombre de di-
mensions.

8. Ensembles compacts de surfaces de Jordan. Draprés
un théoréme bien connu de Weierstrass la condition necessaire et
suffisante pour qu’un ensemble de points de l'espace soit born¢ est
que cet ensemble comporte un nombre fini de points ou que de
tout sous ensemble infini de points de cet ensemble on puisse ex-
traire une suite convergente.

Appelons ensemble compact un tel ensemble. S'il est form¢
de points de l'espace, il n'y a aucune différence entre un ensemble
born¢ et un ensemble compact. Il n’en est plus de méme s'il s'agit
d’ensembles appartenant a des classes de nature plus compliquce.
Or nous avons montré ailleurs que la généralisatiou qui importe
c'est celle de la notion d’ensemble compact, non celle d’ensemble
born¢, quen effet les proprictés des ensembles bornés de points de
I’espace ordinaire qui s'¢tendent a celles d’ensembles d'¢Iéments de
classes plus complexes supposent ces ensembles compacts et non
seulement bornss.

Il est donc important de définir et de savoir reconnaitre les
ensembles compacts de surfaces de Jordan. On appellera encore ainsi
tout ensemble E de surfaces de Jordan compos¢ d’un nombre fini
de ces surfaces ou tel que de tout sous ensemble infini de E on
puisse extraire une suite convergente.

Pour gu'un ensemble de surfaces soit compact il faut que
cet ensemble soit. born¢, c'est a dire que Fon puisse enfermer tou-
tes ces surfaces dans un domaine born¢, par exemple dans une
mcéme splicre. Mais cette condition n'est pas suffisante comme le
montre I'exemple des morceaux de cylindres:

X—2nt, y=sin2nllt; z—z
Oo</<Il; O<z<I

qui forment un ensemble borne non compact.
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C’est Arzela qui a obtenu la condition nocessaire et suffisante
pour qu'un ensemble de fonctions continues soit compact.

Elle s’obtient en exigeant de ces fonctions detre non seule-
ment borndes dans leur ensemble mais encore également continues
c'est a dire telles que Fon puisse rendre aussi petite que Fon veut
Foscillation de 'une quelconque d’entre elles dans un intervalle de
longueur inférieure a une quantitd choisie la moéme pour toutes ces
fonctions.

Il ne faudrait pas en doduire que les représentations parainé-
triques d’'un ensemble compact de surfaces sont également continues,
car une surfaee n’a pas une seule reprosentation parametrique. Nous
pouvons seulement dire: la condition ndcessaire et suffisante pour
qu’un ensemble de surfaces de Jordan soit compact est qu’il existe
un systobme de représentations paramotriques de ces surfaces tel que
les fonctions doéfinissant ces reprdsentations soient borndes et dgale-
ment continues.

9. Forme goometrigue de la condition de conipacite. Le
fait gqu’'un ensemble de surfaces est compact est une propriotdé de
cet ensemble indopendante du inode de représentation adoptde. |l
y a donc intérot & exprimer cette condition sous une forme gdéomo-
trique o6galement indépendante du choix de la reprosentation para-
moétrique des surfaces de l'ensemble. La condition qu'un ensemble
de surfaces est borne satisfait déja & ce desideratum. On va montrer
que la condition analytique d'dgale continuitdé peut 6tre remplaco
par la condition d'égale divisibilito.

Nous dirons que des surfaces de Jordan sont dégalement divi-
sibles si quel que soit e >0, on peut les diviser en un méme nom-
bre de morceaux semblablement disposos et dont les oscillations sont
inforieures & e.

Chaque morceau est une surfaee de Jordan, c’est a dire que
si la surface  est l'image d’'une aire piane o limite pat une courbe
de Jordan sans points multiples, chague morceau de S est la partie
de S qui correspond a la partie de a limitée extérieurement par
une nouvelle courbe de Jordan sans point multiple.

D’autre part, Foscillation d’'une surfaee est la longueur de la
plus grande corde de cette surfaee.

Il faut remarquer que si on considore deux surfaces divisoes
en n morceaux, il est possible d'établir entre les deux surfaces une
correspondance telle qu'a l'intérieur d’'un morceau de Fun corresponde
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l'intérieur d’un morceau de I'un corresponde I'intérieur d'un mor-
ceau de lautre et inversement et ceci de fagon que ces correspon-
dances partielles soient bicontinues.

Mais si les n morceaux sont disposés de fagon quelconque cette
correspondance ne sera pas bicontinue pour la surface entiore; elle
sera discontinue le long de certaines frontiores de morceaux.

En disant que les morceaux sont semblablement disposés, nous
entendrons qu’on peut otablir entre les deux surfaces une homoo-
morpbie dans lesquelles a un morceau de I'une correspond un mor-
ceau de l'autre et inversement.

10. Condition lideessaire. Si un ensemble de surfaces de
Jordan est compact, ces surfaces sont borndes dans leur ensemble
et O0galement divisibles.

Il est manifeste que les surfaces de l'ensemble considoré E
sont toutes comprises dans une méme sphere; autrement il y aurait
au moins une surface Sn de E non comprise dans une sphdre Tn de
centre fixe 0, rayon n. Or on peut de la suite Slt Sit ... extraire
une suite convergente et la limite S devrait 6tre & la fois une sur-
face continue limitée et n'appartenir a aucune des spheres I,,.

Les surfaces de I’'ensemble E sont 6galement divisibles.

Nous allons moéme construire un mode de division des sur-
faces S qui montre qu’on peut choisir une disposition roguliére des
morceaux.

Considdrons une quelconque, soit S, des surfaces de E et soit

M — ¢p (m") (mi' dans a)

une représentation paramétrique doterminée de S sur une aire o
gue nous supposerons un carre indopendant de S. Une infinito
d’'autres reprdsentations parametriques de S seront de la forme
M = (p (a (mi)) (mi dans u)

ou m‘=a(m) est une homdéomorphie de a sur lui méme. Ddcom-
posons maintenant le carre o par un carrelage de cot6 ca. Quand
mi ddcrit chacun de ces carreaux, le point ¢p (a (mi)) docrit une cer-
taine rogion de 5 et si le carr6 a contient n carreaux, a ces n
carreaux correspondent une division de S en n morceaux. Appe-
lons 0(8, a,w) la plus grande des oscillations de <§ dans chacun de
ces morceaux et 0(S,ca) la borne inférieure de @ ($, a, ca) quand
on substitue h, m'— a (ni) toutes les homdéomorphies de a sur lui-
moéme. Observons que quelle que soit la fonction a choisie pour
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chaque surface S de E, on obtient une diviaion de chaque surfaoe
de E en un méme nombre de morceaux aemblablement disposos.

Appelona 4 (co) la borne sups$rieure de O(S, co) quand S par-
court E. 1l est manifeste que si on prend pour co, la moiti¢ co, le
quart co,, ... du cots du carrs a, A (co) ne peut croitre quand co
dscroit. Soit ¢ aa limite quand co tend vers zéro. Noua allona mon-
trer que d=0. Il en rdsultera que les surfaces de S sont dgalement
divisibles. Car si d=0, et si s est un nombre positif arbitraire on
pourra prendre to assez petit pour que d(coj <e. Et alors 0(S, co»)
quel que soit S de E. Donc il existe pour chaque S une homcs)-
morphie ni'= a, (m) telle que O (S, a,, cot) <e. Or correspond
& un nombre nk de carreaux independants de S. Donc on peut de-
finir par lintermcdiaire des a, une division de toutes les surfaces
S de E en un meme nombre nk de morceaux dont les oscillations
aont E.

Reste a montrer que 6 — 0. Si d > 0, on aurait ¢l (co) = d>m0
quel que soit co,; il serait donc possible de trouver une surface

St de E, telle que 6 (S,, co,) >

Or, de la suite St, Ss, ... de surfaces de l'ensemble compact
E on pourrait extraire une suite convergente que nous pouvons ap-
peler SJ. ... Soient coj, c02, ... la suite correspondante exiraite
de cO],co2, ... et soit 2 la surface limite de S7, S2, ... et

(m dans s)

sa reprosentation paramdtrique. On a vu (8 4) que si la reprdsen-
tation primitiveineut ch.dsie pour S, est

—<(>"¢p) (tn'" dans 5s)

il existe une lioméomorphie m'—a, (m) de s sur lui méme telle que
(pt (@ W?)) converge uniformément dans s vers / (m). Pour i assez

grand la distance (2, et loscillation de /(m) sur un

des carreaux de cotos co' est << . Donc l'oscillation de (pt (a, (rn))
PP o .

sur un de ces carreaux est inforieure a -. Par suite & (S(, a,, ¢0,)

d’'ou finalement 0 (S, co,) =—=—=qui c¢onduit & la contradiction an

noncce.

Bocznik Polskiego Tow. matematycznego 2
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11. Condition suflisante. Si des surfaces sont bornées dans
leur ensemble et sgalement divisibles, Fensemble E de ces surfaces
est compact.

Prenons au hasard dans E une suite infinie de surfaces dis-
tinctes, iS\, S2,... et soient Ej, €2, ...une suite de nombres positifs con-
vergeant vers zéro. Il y a par hypothése une division de chaque sur-
face S de Fensemble E en un m$me nombre fini n, de morceaux dont
les oscillations sont toutes << et. De plus on peut supposer les mor-
ceaux de chaque S semblablement dispos6s. C'est a dire qu'on peut
supposer I'existence d'une homcéomorphie de l'une Sx des surfaces
8 avec chacune des autres telle que chaque morceau se corresponde.
Prenons alors un point dans chacun des n, morceaux de A, la
premicére surface, soient les points Jujl; ... v Et prenons
dans chacun des n{ morceaux de Sk les points correspondants Aly,
ALK A% Consid¢rons alors la suite Tk des points de Sk

Puisque les surfaces de E sont contenues dans un domaine
born¢ fixe, il en est de méme des points de toutes les suites T1,
12, ... Par consequent on peut extraire de la suite des Tk une
suite telle que les points d'un rang fixe dans chaque Tk forment
une suite convergente. Substituons a la suite des Sk la suite extraite
des Sk qui correspond a la suite convergente des Tk Cela reviendra
pour simplifier les notations a supposer que la suite des Tk elle-
mcéme converge. |l sagit de montrer que la suite des Sk converge
uniformément, ou encore dapres le § 6, 3° , quelle satisfait au
critere de Cauchy.

Or soit e un nombre positif arbitraire. En prenant i assez

£
grand, on aura st < i i ¢tant fixe en prenant k assez grand (&> k0)

. s s - E
les distances Alktk+, seront toutes infCrieures a 3 pour tout en-

tier j et pourtout entier h <

Prenons maintenant un point Bk quelconque de Sk et le point
correspondant Bk+] de Sk+j dans Fhomcomorphie qui par hypothése
fait correspondre les nt morceaux de ces deux surfaces morceau
par morceau. Bk se trouve dans au moins un des morceaux de Sk
soit par exemple celui qui contient Aky, alors Bk+j se trouve dans
le morceau de Sk+l qui contient
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Par suite
B», Bk+j << B,,, 4M -f- #j, 41% j4" Bk+j
— &H- 4~ & —£

quelle que soit la position de Bk sur Sk. Finalement on a bien
(Sk, Sk+j) << e pour k >m k0 et j quelconque.

En résume nous avons compl&tement domontré que:

la condition necessaire et suffisante pour gue des surfaces de
Jordan forment un ensemble compact de surfaces est gue ces sur-
faces soient egalement dioisibles et contenues dans un domaine borne.

Le 27 Decembre 1923.



Bemerkungen uber das Prinzip
der virtuellen Verruckungen in der Hydro-
dynamik inkompressibler Flussigkeiten.

Von
Leon Lichtenstein in Leipzig.

I. Sei T irgendein von einer inkonipressiblen homogenen oder
heterogenen Flttssigkeit erfiillter Bereich, dessen Begrenzung S etwa
aus einer endlichen Anzahl Stucke analytischer und regularer Fla-
chen besteht. Ein Teil der Oberflache, S', sei von starren Wanden
gebildet, der ilbrige Teil, S", sei frei. Es modge e die ais abteilungs-
weise stetig vorausgesetzte Diehte, di das Volumen-, da das Flachen-
element bezeichnen. Die betraehtete Flttssigkeit mdge sich unter der
Wirkung der Volumkrafte e>Xdi, eYdz, eZdr sowie der Ober
flachenkrafte X,, da, Y,, da, Z,, da im Gleichgewicht befinden. Die
Einheitskrafte X, Y, Z werden ais stetige Orlsfunktionen im Innern
und auf dem Rande von 7, kttrzer in T-\-S, Xa, Ya, Z,, ais eben-
solehe Ortsfunktionen auf S vorausgesetzt.

Es seien jetzt £, ], £ irgendwelche in T-|- N erklarte stetige
Funktionen, die daselbst stetige oder doch abteilungsweise stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung haben und der Gleichung

3£, 3 .3£
@ 3xX'3y'3z
genttgen und tiberdies die Beziehung
) £ cos (n, x) -f- tj cos (n, y) -f- £cos (n, 2) =0

erftillen. In (2) bezeichnet (n) die Richtung der Innennormale.
Diese Gleichung besagt, dab der Yektor £, 17, £ in die Tangentialebene
der Flache S’ fallt. In etwaigen Kanten ist er tangential zu diesen
gerichtet, in korperlichen Ecken gleich Nuli.
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Sei e ein reeller Parameter. Wir setzen Ox — eg, 0y = eifa
0z = ef£. Durch die Transformation
3) ¥ =x dx, y =y 0Oy. ¥ =z--02

eine ,yvirtuelle Verriickung®, wird T ftir alle hinreichend kleinen
e, wie sich leicht zeigen lafit, ein Bereich 7 umkehrbar eindeutig
und stetig zugeordnet. Aus (1) und (2) folgen die Beziehungen

' X'y "3z

in T,

(5) ox cos (n, «) -f-  cos (n, y) -f- dz cos (w, 2) — 0
auf S'.

Das Prinzip der virtuelleu Verrttckungen besagt nun, dafi, so-
fern, wie vorausgesetzt wurde, die Volum- und Oberfiachenkrafte
das Gleichgewicht halten, ihre Arbeit fur alle virtuellen Verrtlckun-
gen verschwindet.

Aus dieser Beziehung pflegt man mit Lagrange die Gleichge-
wichtsbedingungen abzuleiten, indem man, unter Hinweis auf die in
der Mechanik der Massenpunktsysteme ttbliche Verwendung La-
grangescher Multiplikatoren, unter 2 eine in 7'-->{ stetige Funktion
verstehend, die daselbst abteilungsweise stetige partielle Ableitungen
erster Ordnung hat, die Bedingungen dafiir aufstellt. daB

[<n +ANHN+H))) F
U

gilt. Die teilweise Integration ergibt in bekannter Weise

8)

4- (Z,,—Acos (n, z)) dz} =0,
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woraus dann die Gleichgewichtsbedingungen
U
9) exX =
in T,
(10) A cos (m, x) = X,,, 2cos (n,y) — Ya, 2cos (w,z) = Z,

auf S folgen. Der Multiplikator 2 hat die Bedeutung des Flttssig-
keitsdruckes.

Eine direkte Begrtindung der Lagrangeschen Multiplikato-
renniethode bietet gewisse Sehwierigkeiten. Durch die vorstehenden
Uberlegungen wird, wenn man von den Gleichungen (9) und (10)
zu den Formeln (7) und (6) aufsteigt, bewiesen, daB die Beziehun-
gen (9) und (10) fiir das Verschwinden der virtuellen Arbeit (6)
bei Erfuiltsein der Bedingungsgleicliungen (4) und (5) hinreicben,
nicht aber auch, dat) sie hierzu notwendig sind. DaB dies tatsach-
lich der Fali ist, milhin daf) das System der Gleichungen (9) und
(10) und die Aussage des Prinzips der virtuellen Verrtickungen voll-
kommen Aquivalent sind, laBt sich ohne Schwierigkeit zeigen, so-
bald vorausgesetzt wird, dafi eX. pY, qZ stetige Ableitungen erster
Ordnung haben. Etwas weniger nahe liegt der Beweis, wenn diese
Voraussetzung fallen gelassen wird. Hier liefert ein Hilfssatz von
Herrn Haar, fiir den am SchluC dieses Aufsatzes ein sebr einfa-
cber Beweis gegeben wird, die erforderlichen Hilfsmittel.

2. Sei (a0, ya a0) irgendein Punkt in T, in dem (iX, qY, qZ
sich stetig verhalten, und sei K ein Wiirfel, dessen Kanten die Lange
2h haben und zu den Koordinatenachsen parallel sind, urn (x0.yQ,z0)
ais Mittelpunkt ganz im Innern von T\ h wird dabei so klein ge-
wfthlt, dafi gX, qY,gZ in K stetig sind. Wir nehmen jetzt die Funk-
tio.nen Ar, ¢y, 6z, die, wie vorhin, in T S stetig sind, in T ab-
teilungsweise stetige Ableitungen erster Ordnung haben und den
Gleichungen (4) und (5) gentigen, speziell in T— K gleich Nuli
an. Dann mud

(11)

sein.
Sei nunmehr dx und dy irgendein Paar unendlich kleiner, in
dem Quadrate Q,

(12) ro — X X04-h.y0—h 'y y0—+h,
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nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetiger Funk-
tionen, die den Bedingungen

Jy o
5x 3y

geniigen und auf seinem .Umfange verschwinden. Wir behaupten,
es ist ftir alle z in

(14) 20 —

(13)

p (Xdx  Fdy) dxdy — 0.

Es moége, im Gegensatz zu dieser Behauptung, fdr einen Wert zA in
(14) und ein bestimmtes Paar den vorstebenden Bedingungen ge~

nilgender Fuuktionen Ar, dy etwa

p (Xdx + Ydy) dxdy = 0

q A4

sein. Wir wfthlen dann in dem Intervalle

(17) Zi E~_zo~zi\—f e <h)

ftlr alle anderen z in (14) dagegen dx = dy — 0. Die vorstehen-
den Funktionen dx, dy sowie die Funktion dz — 0 bilden wegen
(13) ein System virtueller VerrUckungen. Fur hinreiebend Kkleine e
wird wegen (16)

(i9) (Xdx + Ydy + Zdz) dz = 0,
K
was nicht moglich ist. Also gilt in der Tat die Beziehung (15).
Die Gleichung (13) ist offenbar die Bedingung dafiir, dal! es
eine im Innern und auf dem Rande von Q nebst ihren partiellen
Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion O gibt, so daB

(20)

gilt. Sei (x°,y°) irgendein Punkt auf dem Rande von Q. Mau kann

(21)
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setzen. Wegen (20) ist auf dem Rande

(22) o

In (15) eingesetzt, liefert dies

«

oder, falls gX und qgY stetige oder allenfalls ableilungsweise ste-
tige partielle Ableitungen erster Ordnung haben, nach einer teil-
weisen Integration wegen (22)

(20
Hieraus folgt aber
(25) : (eD-o.

Ware nttmlich der Klammerausdruck in (24) in einem Punkte

y,) in Q etwa =0, so konnte man gewiB allen vorhin ein-
gefuhrten Bedingungen genflgend, in einer Umgebung von (xx, yx}
positiv, sonst gleich Nuli wfthlen, so daB das Integral (<s4) positiv
ausfallen wtirde. Es gilt also in K

5
26
(26) 5
und analog
<2i) 1 . A NN==1"

Die Formeln (26) und (27) gelten in der Umgebung jedes
Stetigkeitspunktes in T. Aus Grtinden der Stetigkeit gelten sie im
Innern und auf dem Rande eines jeden Bereiches, in dem eX, Y, qZ
sich stetig verhalten, insbesondere also auch auf 5. Also gibt es
eine, bis auf eine additive Konstante bestimmte, in ST—-|-<S stetige
Funktion p, die stetige, oder doch abteilungsweise stetige partielle
Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat, so daB

(28)

gilt.
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Die Gleichung (6) geht wegen

e (A<5z + Yoy + Z0z) dr = dy + g daj dt
r r
— —Jp (6xcos (n,z)-|- cos (ny) -f- 6x cos (m, a)) do
8

= — Jp(6xcos («z) by cos(wYy) -|-dacos (w,a)) do

iiber in

(29) // {(Ao — p cos (n, z)) ox -|- (Y,, — p cos (w, y)) Oy +

(Za—p cos(n,a)) 6z } do = 0.
Diese Formel gilt fttr alle ox. 6y, 6z auf S". die sich dort ste-
tig verhalten und liberdies so beschaffen sind, daC
/ [fccos (m, z) - 6y cos (n,y) 6z cos (m a)] do— 0
g
ist. Man gewinnt die Beziehung (30) aus (4) durch Integration
tiber T

(30)

Nach bekannten Satzen folgt aus (29) und (31)

(32) Jfff=(jo-]-a)cos(w,z), yff=(p+a)cos(M,y), Zo=(p4-a)cos(»,a)
(a konstant).

Diese Formel bringt erneut zum Ausdruck, daB der Druck
bislang nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Be-
kanntlich pflegt man den Wert des Druckes dadurch festzulegen,
daB man ihn in denjenigen Punkten der Oberflache, in denen
x,, 4~7A— 0 ist, verschwinden last’). Setzt man jetzt p-\-a—p,
so findet man

* Man denke an den klassischen Yersuch von Torricelli.
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3p

(39 i

und
(34) XB=pcos(nx), Y,,=pcon(n y\ Z, =pcos(n,z)

aus S". Die Formeln (33) und (34) sind die Grundgleicbungen der
Hydrostatik.

Die Beziehungen (20) sind in den bekannten allgemeinen
Formeln 1

3V sw 3w _3U , 33U 3V
°X— 3z 3u’ Oy — 3x 372" °L— 3y 3x

fiir die Komponenten eines Vektors dx, dy, dz, dessen Divergenz
3x -4- 3y 4- 3, verschwindet, fiir U—Q, F=O enthalten. Man
konnte naturlich zu den Formeln (33) und (34) auch dadurch ge
langen, dafi man fur dx, 6y, 6z in (11) die Ausdriicke (35) einsetzt
und, wie vorstehend, teilweise integriert. Auf einem ahnlicben Wege
gewinnt Herr Herglotz in einer schon langer zuriickliegenden Ar-
beit die Bewegungsgleichungen eines Elektrons aus dem Hamil-
ton schen Prinzip §). Die Methode versagt, sobald eX, pY, gZ nicht
abteilungsweise stetige Ableitungen erster Ordnung baben. Diese Vo-
raussetzung kann man entbehren, wenn man sich eines Hilfssatzes des
Herrn Haar bedient, der folgenden Wortlaut bat?).

Sei irgendein bescbrankter einfach zusammenhangender ebe-
ner Bereich, dessen Begrenzung C abteilungsweise stetige Tangente
bat. Es seien U und V zwei in F=C stetige .Funktionen, und sei

<) /(CC+—rZH1=—=0

fiir alle iP) die in F-\-C stetig sind, auf C verscbwinden und in F
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung baben. Alsdann ist das
langs einer beliebigen geschlossenen stetig gekrummten Kurve F in
I erstreckte Integral

>) Vgl. G. Herglotz, Zur Elektronentheorie, Gott. Nachrichten 1903,
S. 357-382.

>) A. Haar, Uber die Variation der Doppelintegrale, Journal fiir Matlie-
matik 119 (1919), S. 1—18.
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Es gibt also eine in F-\-C nebst ihren partiellen Ableitungen er-
ster Ordnung stetige Funktion @ (z,y), so daB

(38)

ist. Dieser Satz gilt, wie weiter unten gezeigt wird, auch wenn be-
zuglich der Funktionen U und K lediglieh vorausgesetzt wird, daB
sie in F-j-C abteilungsweise stetig sind.

Es geniigt offenbar fur U, V, <F und o entsprechend
—eY, eX, —p einzusetzen, um die Beziehungen (33) zu gewinnen
und damit die Aequivalenz der Gleichgewichtsbedingungen (33) und
der Aussage des Prinzips der virtuellen Verriickungen unter Zu-
grundelegung abteilungsweise stetiger gX, oY. qZ darzutun.

Nun ein einfacher Beweis des Haarsclien Hilfssatzes. Sei F
eine geschlossene, doppelpunktfreie, stetig gekriiinmte Kurve in F, r{
eine zu dieser im Abstande e parallele Kurve, D der von 17, 1J}
der von Pj begrenzte endliche Bereich. Es moge ttbrigens P in P,
liegen. Sei ferner /(A) irgendeine nebst ibrer Ableitung in <Os=>=
stetige Funktion, die folgenden Bedingungen geniigt,

Z0)=b z® =0, Z/(0)=0./Z()=0 /(A <O
fur 0 <h<e

Wir nehmen P=1 in Z), gleich 0 in F—Du auf jeder Pa-
rallelkurve Fh zu P in DI — D. deren Abstand von P den Wert
h~E hat, gleich %(h). Sei (w) eine beliebige nach aufien gerichtete
Norinale zu P und a der von (w) mit der z-Achse -eingeschlos-
sene Winkel. Sei schlieBlich Ph der Schnittpunkt von (w) mit PA
Man uberzeugt sich fast unmittelbar, daB in P,

(40) 2\)’(\/ =cosa (h), —sin a %' (A)

ist. Fuhrt man jetzt die Bogenlftnge s von P und den Abstand h
ais neue unabhangige Variablen ein, so erhalt man wegen (40) fUr
alle hinreichend kleinen e

@ 3
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unter r den Krtimmungsradius der Kurve Z! im Punkte s ver-
standen. Wegen

gibt (41) fiir e—>0 die gesuchte Formel

6. Il. 1924.



Sur quelques proprietes des systemes alge-
briques d’espaces a k dimensions contenus
dans un espace lineaire a r dimensions.

Par

Alfred Rosenblatt.

1. Espaces lineaires de la variete de Grassmann.

1. Envisageons un espace linGaire Sr et rapportons ses points
a une pyramide fondamentale A9, Al,... A" au moyen de r 1
coordonndes xn, Xy,... Xr projectives, ainsi que ses hyperplans au
moyen des coordonnses projectives 80, Ar. Soient P°, PJ, ...F*
k 1 points linsairement inddpendants de cet espace. Ces points
doterminent un espace lindaire Sk. Envisageons la matrice M a r-J-1
colonnes et a A—1 lignes formode par les coordonndes de ces points

‘rO,." X

e 1 E
Nous designerons par A'",..., ou bien par ¥« mi-
neur d’ordre de cette matrice formé de colonnes de numoros

tO<ti &¥ee< Si Fon regarde ces mineurs comme des coordonnses
projectives d'un espace lindaire & = dimensions rap-

portd & une pyramide fondamentale on obtient une variéto algcbri-
que dite aariet¢ de Grassmann a d dimensions telle que les points
Q de cette vari¢t¢ sont en correspondance uni-univoque avec les
espaces Sk. Les nombres AIL0H. sont les coordonnies de Grassmann
de lespace Sk. On a d = (r—

La variotd Vd de Grassmann est lintersection compUte des qua-
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driques qui correspondent aux oéquations dites de D’Ovidio
k

*9 q A1A A-oMA» n>, > < A

1-0
ou i0, F et jo-ji,---jk sont deux combinaisons de k-\-1 nom-
bres parmi les nombres O,1,...r; <Zhi Ces

oquations ne sont pas des identitds dans le cas et seulement dans le
cas ou les deux combinaisons diffferent d’au moins deux nombres.
A une combinaison i0,11,...ik fixe correspondent

quadriques. La variete de Grassmann est une intersection partielle ¥
de ces quadriques, irréductible et appartenant & !'espace Su, I'in-
tersection rssiduelle ctant située dans l'espace S,, A |

2. Aux faisceaux linGaires d’espaces Sk correspondent, sur la
variste Ed. des lignes droites. En effet, choisissons les points P°, ¥J,. <
Pk~l sur l'axe S,,.x du faisceau, et soient P' et P"k deux points
qui determinent deux S,,: S't et Sk du faisceau. Un espace gonéral
du faisceau est determine par le point Pk de coordonnees

Donc on a

ik i ~FP A
désignant par X', X", X les coordonnoes de Grassmann des espaces
A 67, 67.

Réciproquement?), on a le

Theorfcme 1: ,,Aux droites de la variot¢ de Grassmann Vd cor-
respondeut des faisceaux lindaires d'espaces Sk.

Soient Q', Ql, Q3 trois points de la Vd situés sur le droite /.
Ces trois points sont lineairement dPpendants c’est a dire que Fon
a entre les coordonndes X1, X3, X3 de ces points les relations

3) X» = 271 + N«

') Severi: ,Sulla rarieta che rappesenta gli spazi subordinati di data dimen-
sione immersi in uno spazio lineare*. Annali di Mat. 3. Ser. Tom. 24. 1915.

') Cf. Segre: ,,Sui complessi lineari di piani nello spazio a cinque dimensioni
Amtali di Matematica Ser. Ill. T. XXVII. 1917.
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Donc on a les c¢quations bilindaires

Yi o 2 oyl V2
1 X1 .n
=)
R6ciproquement, si Fon a entre les coordonnees de Grassmann de
deux points Q\ Q2 les relations (4), alors la droite | = Q'Q2 qui

relie ces deux points est situce sur la vari¢t¢ Vd.

Tout espace Sk, a Ic' dimensions qui S‘appuie sur les deux espa-
ces S\ et Sk qui correspondent aux points (il et Q2 s‘appuie en
consequenee sur tous les espaces Sk qui correspondent aux points
Q linsairement d¢pendants des points et Q2 En effet, envisa-
geons la matrice

4° .. X

LXK
] X
o . ox

dont les k'-f-1 premieres lignes forment la matrice J/* de Fespace
Sk, et dont les k-|-1 derni¢res lignes forment la matrice M de

Fespace Sk. Dovelloppons la matrice M suivant les mineurs de la
matrice M'. On a

(6)

viet 7 &ant deux combinaisons complémentaires de
nombres de la suite de nombres Jo,... appartient a la
suite 0, 1,... r. On a le signe convient a une
permutation h paire et le signe — a une permutation

impaire. Le nombre des ¢quations (6) est O

Si les coordonndes X! et X2 des espaces <1 et Sl satisfont aux
equations (6) il en est de mSme des coordonndes X de tout espace
Sk linéairement dépendant des espaces S{ et Sk

Envisageons donc trois espaces Sk, Sl, Sl linsairement dépendants.
Toute droite/ qui passe par un point P' de Fespace S, et qui s'appuie sur
Fespace  s'appuie en consequence sur Fespace § Donc les deux es-
paces Sl, Sk sont dans un S,+1, auquel appartient par cons¢quence Fes-
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pace Sj. Soit Sk-t l'espace commun aux espaces <Si, et P°, Plr..
Pk~1 soient k points linéairement independants de cet espace Sk x.
Soient Pn et P'™ deux points de coordonndes et &" I'un situo

sur l'espace Sk l'autre sur lespace Sk. Le point Pk de coordonnees
Xx'k  px'n est situ¢ sur l'espace S’, donc cet espace passe par
U'espace Sk et appartient au faisceau lindaire détermind par les
espaces S\ et Sk

3. JI est dés lors facile de d¢terminer tous les espaces lineaires
de la variots de Grassmann. Envisageons un plan 77 de cette va-

rict¢ et trois points QI Q3 linGairement ind¢pendants de ce plan.
Les trois espaces Si, Sk, 8 se coupent deux a deux en deux es-
paces S4 i. Donc ou bien l'espace § passe par l'axe et alors

les trois espaces Sk, Sk, Sk sont situ¢s dans un espace St+!, ou bien
l'espace S® est dstermind par les deux espaces SJ ? et Sk’l suivant
lesguels il coupe les espaces SJ, donc il est situé dans l'espace
S4+1 dotermin$ par les espaces Si, §

Il 'y a donc deux espfeces de plans 77 de la vari¢te de Grassmann.
Les uns correspondent aux Otoiles 002 d'espaces Sk ayant un St |
en commun et situ¢s dans un 8§ +,. Les autres correspondent aux
ootSk d'un espace SHl qui ont en commun un

Envisageons maintenant un espace Sm a m dimensions situd sur
la variéto Les espaces Sk qui correspondent aux points Q de
S,, ont deux a deux en commun un . Donc ou bien tous ces
espaces passent par un axe St t, donc ils forment une etoile 00” et
ils remplissent un espace St+,,. Ou bien il y a au moins trois es-
paces Sk lin¢airement independants et n'ayant pas en commun un
espace Sk, et alors les espaces Sk appartiennent a un espace
et ils ont en commun un Sk m.

Nous pouvons donc ¢noncer le

Theoreme —=,U y a sur la variét¢ de Grassmann deux
familles d’espaces lindaires. L’une est composCe d'espaces 6\+l qui
correspondent aux Sk des espaces de lespace Sr. L’autre est
composce d’espaces Sr_k qui correspondent' aux Stoiles d'axe Sk t
de lespace §,.

La premiere familie est composée de

") Cf. Segre: ,,Mehrdimensionale Raiime' Encyklopedio der niatheinatisehen
Wissenschaften T. I1l. 2, Cahi. 7. N° 3.
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8 +1. La seconde familie est composoe de

oo(r-‘+’)"

4. Deux espaces Shkl de la varist¢ V, ont en commun un point
au plus. 1l y a oar~k-1 espaces SH, qui passent par un point Q de
la variste de Grassmann

Deux espaces ST_t de la variét¢ de Grassmann ont toujours un
point en commun si Fon a k— 1, et n'ont en g”nsral aucun point
en commun, si Fon ai=1I. car on a alors

28— i) f- 1> *

Par un point Q de la vari¢te Vd il passe oo' espaces Sr_t

Si un A+l de vari¢t6 Rd et un ont en commun un point
Q alors ils ont en commun toute une droite, car alors l'axe SK k
de Fotoile reprssent¢ par l'espace ST k est situe dans l'espace & +1
représent¢ par l'espace <t+1 de la variet¢ Vd

2. Espaces tanuents ii la variete de Grassmann.

1. Une droite | de l'espace Ss d'¢quations

(7)

ou X' et X2 sont les coordonn$es de deux points <7, ® de Fes-
pace SK est une tangente de la varioté U,, si elle a en commun
avec cette variet$ deux pointB coincidant en un point Q° de cette
varistd. Si I'on choisit ce point comme point €l, alors les 6quations
sen 2, fi que Fon obtient en remplaeant les coordonndes X dans les
equations de D’Ovidio par les expressions (7) ont la racine double
fi— 0. Le point satisfait donc aux oquations (4). Donc si Fon
regarde ce point Q2 comme variable, les points de droites | tan-
gentes a Vd satisfont a R—d dquations linsaires homogones qui
reprosentent autant d’hyperplans de l'espace S,,.

Les dquations (4) sont lineairement ind¢pendantes. Donc il y a en
un point Q° de la varisto Vd de Grassmann R—d hyperplans tan-
gents lincairement ind¢pendants. Un hyperplan 11 est tangent a la
varictd Vd au point Q° s'il contient les tangentes Z donc s'il passe
par l'espace tangent Sd détermin¢ par les R — d hyperplans d'¢qua-
tions (4). Donc Fcquation d'un hyperplan tangent est une combinai-
son lin¢aire et homog&ne des dquations des R —d hyperplans (4).

Rocznik Polskiego Tow matematycznego. 3



34

L'espace tangent Sd coupe la variété Vd de Grassmann en une
variétd V composée de droites tangentes | situées sur la varisté Vd
Ces droites représentent les faisceaux lineaires de l'espace Sr aux-
quels appartient l'espace S[ reprosentd par le point  de Vd Donc
la yari¢té V est une vari¢td conigue Fr a r dimensions.

La variot¢ V, est composée des droites des oor ‘ 1 espaces 64+1
passant par le point Qx ainsi que des droites des o espaces Srk
passant par ce point. Chaque espace et chaque espace Sr_k ont
en commun une droite qui représente le faisceau des Sk situe dans
I’A+l de l'espace Sk représentd par I’A+l envisag¢ et qui appartient
a UStoile d’axe Sk t situe sur l'espace SJ representee par I'Sr k
envisags.

D’aprés un résultat gonsral de M. Severi‘) tout complexe li-
ncaire d'espaces Sk est domie par une oOquation lincaire

Cette squation est représentée dans l'espace SR par un hyper-
plan 1lI.

Aux hyperplans 11 tangents a la variots Vd au point Q9 corres-
pondent des complexes lineaires qui contiennent tous les Sk de
U'espace Sr qui coupent I'iS{ fixe suivant des espaces Sk t.

Un complexe lin¢aire est dit singulier et l'espace Sk, k' = fc de
l'espace Sr est dit son espace singulier s'il contient tous les Sk qui
coupent cet espace singulier en un espace Sk , (au moins).

Nous avons le

Théoreme 1: ,,Condition ndcessaire et suffisante pour que le-
complexe lineaire (8) ait l'espace singulier S\ est que lhyperplan
qui correspond a ce complexe soit tangent a la variots Vd au point
Q° qui représente l'espace Sku.

Nous démontrerons la nccessitd de la condition en montrant que
la vari¢té Vr appartient h. l'espace Sd tangent au point Q°. En effet,
supposons que les points A°, Al,... A fondamentaux de lespace
Sr soient situes dans l'espace Sl. L’unique coordonnGe grassinan-
nienne de l'espace Sl différente de zo6ro est alors Les equa-

’) ,Sulla varieta che rappresenta gli spazi subordinati di data dimensione itn-
mersi in uno spazio fifeare Anneli di Matematica pura ed applicata Ser. 3.
T. 24. 1915.
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tions (4) ont alors la forme
(] in-g —
ou deux indices j au inoins diflférent des nombres 0, 1,... k.

Soit alors (8) I'6quation d’'un complexe lindaire qui possode Fes-
pace singulier SJ. Cette 6quation est donc satisfaite par les coor-
rlonnées de l'espace SJ ainsi que par les coordonndes des espaces

fondamentaux
ANA AFHA',

ou o0, & sont k nombres de la suite 0, 1,... & de nombres
et ou Z est ~>k. Donc on a

0. i,,-*==U
_pt 8

Donc I'6quation (8) est une combinaison lindaire homogdne des 6qua-
tions (9) ce qui domontre le tbéoréme.

Un espace Sk qui n'a en commun avec Sk qu’un espace Sm,
m<”~k—1 ne peut satisfaire aux oquations (9). On peut, en effet,
choisir m-j-1 points A°. A'.... An fondamentaux dans l'espace Sm et
k— m2~.2 points fondamentaux Ak+',... A%~m en dehors de S}.
L'espace fondamental

A° Al ... AmAK+'... AZ*”

a l'unique coordonnde Ao  mt+r. lk_m différente de z6ro. Cela do-
montre d’'une autre maniore le théoreme | du chapitre 1.

2. L’espace lindaire Sa tangent a la variot6 Vd au point Q° ne
peut pas Otre tangent a cette vari6tdé en un autre point Q. En
effet, supposons que les espaces SJ, Sk qui correspondent a ces
points se coupent suivant un S?, (p”i — 1). Cboisissons les points
fondamentaux d°, J.1,... d? dans [I’8p, les points AP+l,... Ak dans
I'S et les points Ak+l.... Au~e dans I'$j0. Les points Q de l'espace
Sd salisfont a deux systomes d'équations lindaires, savoir au systome
(9) et au systdbme correspondant au point <2°

(W) =

ou deux indices J', au moins, n’appartiennent pas aux nombres
O,...p;k 1,...2k—p. Si Fon a p<<fc — 1, on devrait avoir en
raison des oOquations (10) pour lespace Sk

m0 i,..* =20,
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ce qui n'est pas vrai. Si Fon a q =k — 1, l'espaee fondamental
A°...A 2A A, I-=>2k—o0o—k-1-1 .

est represent¢ par un point de la yariéts Vr appartenant au point Q°.
Les points A\ A' n’appartiennent pas a l'espace Sk°, donc on de
vrait avoir

ce qui nest pas vrai. On a donc le
Theoréme 2: ,,Les espaces Sd tangents aux points Q de la va-
rict¢ Vd ne sont tangents qu’en un point de cette varioté®

3. Systemes particuliers d’espaces Sk

1. Systeme lindaire despaces contenus dans un espace Sg.

Si Fon choisit les points fondamentaux A0,... A? dans l'espace S r
alors la matrice d'un espace Sk contenu dans I’'Sp a nulles ses co-
lonnes d’ordres e -]- 1,... r, Dont on a

(V)

si un indice i au moins est supCrieur a p. La yarietd V qui repro-
sente sur la Vd ce systeme d'espaces appartient a l'espace donn$
par les ¢quations (11) en nombre de

c'est donc un espace a — 1 dimensions, dont Fintersection

complfete avec la Fd est la variste V de (p—k~)(k-1-1) dimensions.

2. Systeme despaces qui S’appuient sur un espaci Se.t

Choisissons encore les points fondamentaux A°, ...A? dans I'S .
Les espaces A du systeme out des matrices dont une ligne (au moins)
a les ¢léments d'ordre p-f- 1.... r egaux a z¢ro. Donc a les dqua-
tions (11) pour toutes les combinaisons 1t0,...1, d’indices choisis
parmi les nombres p-|-1,...r. Au systeme appartiennent tous les
espaces fondamentaux dont un point fondamental au moins est
dans l'espaee S, espaces qui ont toutes les coordonnces X C¢gales
a zoro a l'exception d'une. Donc le systeme appartient a l'espace
linbaire donn¢ par les ¢quations (11) en nombre de
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donc la dimension de cet espace est

La variotd correspondante V est de dimension
p-f-(r—fc)&.

3. Systenie d'espaces qui S'appuient sur un espace et gui sont
contenus dans un espace SQ contenant Sfl.

Choisissons les points fondamentaux A°,..A<n dans S*, Jci+l,...
A? dans Sp. La matrice d'un espace du systdbme a Cgales a zéro
les colonnes d’ordres p-|-],... r, et une ligne au moins est compo-
sne depuis la place d'ordre pt 1 de z$ros. Donc on a les equa-
tions (11) 1° pour toutes les combinaisons d’indices choisis parmi
les nombres p-|- 1,... r, 2° pour toutes les combinaisons contenant
au moins un nombre supcCrieur a p. Un espace fondamental dont
au moins un point fondamental a lindice <<pt et dont tous les
points fondamentaux ont des indices <<p a une seule coordonnée
X différente de z$ro. Donc le nombre d'¢quatious (10) est

U+M U+itU+1" |
et l'espace S correspondant a la dimension

(StD-O+FO+i-

La varietd6 U correspondante appartient a S et elle est de di-

mension
Ci+{ —¢&

4. Systeme d'espaces aui ont au moins un 8m en commun avec
un espace ST

Choisissons encore les points fondamentaux A°,... A* comme au-
paravant. La matrice d’'un tel espace a dans au moins m-j-1 lignes
des zC€ros depuis la place d'ordre p-j—-1. Donc tous les X sont 6gaux
A zbro pour lesquels plus de k | —(m 1)=k—m indices sont
>>p, donc pour lesquels au moins k— m-\-\ indices sont >p.
donc au plus m indices sont SSp. Ce nombre est 6gal a
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Les autres X peuvent avoir des valeurs arbitraires. Donc Fes-
pace S correspondant a la dimension

(13) = —(p, Mm)-1.

Désignons le systeme par K|,,,. Les systembs
Np.O! Ap, I *
sont contenus chacun dans son précsdent, et les espaces
$p.0) "p, i5--- "p, *
correspondants sont contenus de nteme chacun dans son procddent.

On a
de,,, —dgm+tl=(p,m=+1) —(pm= Z2ty(X+1)

La dimension dpi,, du systeme K ,, est dgale a Finfinitd des es-
paces Sm contenus dans l'espace augmentee de Finfinit¢ des es-
paces contenus dans un espace Donc on a

dp. ., — (p—»>M(M--1) |- [r—m— 1 — (k— m — DA —m),
donc
(14) dp.M = (p—w)(m-J-1)-{- (r —Ar)A: —m).

4. (omplexes lineaires spcciaux <I’espaces 5t.

1. Un complexe linsaire C d'espaces Sk représent¢ par une ¢qua-
tion (8) est dit special, s’il est composé des espaces Sk qui s'appuient
sur un espace dit espace directeur du complexe. Si cet espace
est donnd par r—k points linéairement indépendants P.”,... P"-
dont la matrice M' est

(15)

on obtient F¢quation du complexe en annullant le determinant D

(16) =
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On obtient ainsi I'¢quation
17) 2+ X;,..<X0.. =0, i'"=r—*—1

ou la somme est 6tendue & toutes les paires de combinaisons com-
plémentaires de k'-f~1 et de k -|]- 1 nombres tirées de la suite 0,
1,...r1; f0<C.. <4; et ob le signe est ob — suivant
que la permutation z, To,... ik est paire ou impaire.

Il est avantageux de se servir d’'une autre forme de I'équation
d'un complexe special. Regardons a cet effet Fespace Sr It I comme
détermin$ par lintersection de &-|-1 espaces linGaires Sr_k indépen-
dants de Fespace Sr a Oguations

(18) JVE;r(=0, j=(0 1,... k
i—1 /
L/espace directeur est ainsi determin¢ par une matrice a k 1
lignes et a r-f-1 colonnes
1 £

(19)

1 =
bO, - +

Un espace 8 s’appuie sur Fespace directeur en ce cas et seule-
ment en ce cas que le determinant d'ordre k -|- 1

r r

1-0 -0
(20)

-0 <0
est ogal a z€ro. On obtient, en dévelloppant. I'6quation
(21)

ou la sommation est ¢tendue a toutes les combinaisons 10,...
4 seee< de 4-f-1 nombres parmi les indices 0,1,... r et ob
iE),...(t est le mineur de la matrice X qui correspond au mineur
Xse ¢ de la matrice M.

2. On peut donner a la matrice N la signification géométrique
suivante ’). Envisageons, dans Fespace Sr, la quadrique Q2 de cet

>) Cf. Comeesatti: ,Osservazioni di geometria della retta in un S.“ Atti
del Reale Istituto Yeneto di Scienze, Lettere ed Arti“. T. LXXX.



40
espace dcfinie par I'6quation

(22) =0.
i-0

Les Oquations (18) reprc¢sentent alors hyperplans polaires
par rapport a la quadrique &2 des k 1 points PO i,... Pk de
coordonnces £f,i =0, 1,... k. Donc on peut envisager la ma-
trice E comme matrice d’'un espace Sf a k dimensions polaire de
l'espace directeur ] par rapport a la quadrique Q2.

Aux espaces 8 du coinplexe spccial C” correspondent, dans la
polaritd envisagCe, des' espaces SNl | situés dans des hyperplans
passant par l'espace donc des espaces Sr_t | qui sappuient sur
cet espace et réciproquemenl.

3 On peut representer les complexes lindaires d'espaces Sk dans
l'espace 6! d'une fagon analogue a celle envisagde au n° précédent ')e
Envisageons la quadrique Ft de l'espace SK d'équation

(23) 22X~ =0.

L’hyperplan 11 dont I'6guation (8) reprosente un complexe lindaire
de lespace Sr est polaire par rapport a cette quadrique du point
B de coordonnees Jooo

Aux eomplexes speciaux C' correspondent ainsi des points B
situés sur la vartete Fd de Grassmann de coordonndes Les
hyperplans polaires de ces points passent par les points Q de la
varic 6 Vd qui représentent les espaces Sk qui s'appuient sur l'es-
pace directeur Sr_ k™ reprosenté par le point B.

4. Envisageons un systeme algebrique Kt d’espaces lindaires Sk
de dimension t et supposons le contenu dans | = B — h complexes
linGaires inddpendants d’¢quations

(24) = = 1..B-h.

La vari¢te F, qui represente sur la F, le systeme A, est con-
tenue dans l'espace Sk h h = B — | dimensions rcprésentd par les
oquations (24) Envisageons l'espace Sl|_| polaire de l'espace Sh par
rapport & la quadrique déterminé par les points A de coordon-
nces

'Or e

) Comcssati 1 c.
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L espace iS,_j coupe la variete V,, en une varist¢ W dont les
points R sont les pdles des hyperplans TT speciaux qui passent par
la vari¢tdé F,. Donc les points R représentent les complexes lin¢-
aires spcciaux qui contiennent le systeme algébrique Kt et qui ap-
partiennent au systeme linsaire (24) de complexes lincaires. Ces points
R eiistent cei tainement, si Fon a 1'in¢galit¢

U—h-1A-d™"R,
donc si l'on a

r--i) — (r-w+12).

* 4

On peut donc enoncer le

Théoreme 1: ,,Un systeme algebrique d’espaces Sk contenu dans
Z complexes lindaires lineairement indopendants est contenu dans
au moins

complexes lineaires spociaux (00°=l), si l'insgalite (25) est satisfaite®.

5. Nous enyisagerons maintenant des systomes lincaires de com-
plexes assujettis a contenir les systomes despaces Sk dont il a ¢t¢
question au Chap. 3.

Supposons donc que le systfeme lincaire donn¢ par les Squations
(24) contienne tous les Sk du premier des systemes enyisagés au
Chap. 3. L’espace lincaire S,, contient alors la variétdo F( IKlk+)
a (p—fc)(—1) dimensions qui roprcésente le systeme envisags L'es-
pace polaire coupe Vd en une vari¢tdé dont les points reprs-
sentent les complexes spcciaux du svstfeme lindaire, donc les espaces
directeurs du systome, et en msine temps ils représentent les Sk
polaires de ces espaces directeurs. Aux espaces de l'espace
correspond, dans la polaritd par rapport a la quadrique Qt, des es-
paces Sr_t i qui passent par lespace S,. polaire de l'espace et
qui ont avec un espace Sf un point en commun. Puisqu’'un espace
Sr k_i directeur a en commun avec l'espace un espace S donc
U'espace Sf polaire pst situ¢ avec lespace Sre j dans un espace
Nr_p+t i polaire de l'espace Sp_k. Donc S-k a un'point en commun

avec l'espace . R4ciproguement, un espace Sk qui a un point
(au moins) en commun avec l'espace Sr_e t a comme polaire un
qui a avec l'espace en commun un espace SQ k en com-

mun un espace ST k au moins, donc qui S'appuie sur tous les $
de Sp.
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Appellons conjugues deux points Q et R de l'espace SK si I'hy-
perplan polaire de chaque point passe par l'autre point. Appellons
péle d’une yariot¢ V situee sur la variét¢ Vd de Grassmann tout point
R dont ’hyperplan polaire passe par V. L’ensemble des points R
forme une varioté W. L’hyperplan polaire d'un point Q arbitraire
de la variete V passe par la variet¢ W. Les variotés V et W sont
des variotés conjuguees dans la polarite, ou bien polaires 1'une de
l'autre. Nous pouvons donc $noncer le rdsultat suivant

La yariet¢ F(e_b»+1) qui représente les Sk d'un espace ST{g”ky
de l'espace admet comme yariste polaire W la vyariet¢ qui re-
presente les espaces Sf qui Sappuient sur l'espace Sr_t k polaire
de l'espace Sp par rapport a la quadrique de l'espace Nr

Envisageons les espaces S et § auxquels appartiennent les va-

rictés V et W. L'espace  polaire de l'espace S est dotermin¢ par un
certain nombre d’hyperplans indépendants polaires des points lincaire-

ment indépendants de l'espace S que Fon peut supposer tous sur la va-
riotdé V. Donc l'espace S' contient la yaricte W donc il contient
'espace S De méme I'espace S' polaire de l'espace S contient

l'espace S.
Or l'espace S est i

dimensions et l'espace ¥ est a

dimensions. Donc < et S sont polaires rcciproques, donc S' coin-
cide avec S et S' avec <§

L'espace S est situ¢ dans l'espace SK_t determiné par les ¢qua-
tions (8). Donc l'espace S polaire contient l'espace polaire de
l'espace Ss_,. La yari¢t¢ JK est a

r—o—1—(r—KkXk

i
dimensions et elle appartient a l'espace <.

Donc l'espace Sl | coupe la yariet¢ W en au moins un point,
si Fon a lincgalit¢
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donc si Fon a lindgalitd
(26) ZN(E+}) — K2+ B)- (rx1) F(>4-1.

Nous ponvons donc o6noncer le theoréme

Thooreme 2: ,Le systeme lindaire K déterminé par |=4i —h
complexes lindaires inddpendants qui contiennent tous tous les es-
paces Sk d'un espace Sf a p=A dimensions contient au tnoins
00'~" complexes lindaires spéciaux, si Fon a lindgalitd m
Otgnt lexpressiou

(27) m = + 1) — + ) ~" 24+ L

Le rosultat reste valable pour Q<Zk. pourvu que l'on remplace
dans (26) et (27) p par k — ! }) Par

Pour que le systbme K puiBse contenir l'espace Sf il faut que
Fon ait

donc

inogalitdé compatible avec !'inogalité (16) puisque Fon a
(r_A-)Ok | har_ pn™L

Si Fon dotermine le systeme lindaire K en choisissant 7 points
géndraux de la varioté W, donc un envisageant les Z complexes
spociaux correspondants, alors l'espace coupe la varioté W exa-
ctement en 00" points. Si I'on a |=m le nombre des points d'in-
tersection est fini et 6gal a l'ordre de la varioté W. Cet ordre «
est 6gal au nombre despaces S,, qui s'appuient sur un espace lindaire

(ce qui donne d—[r—p—1-) (*—&& =C—k-f-1 con-
ditions) et sur r—q — 1  (r—k)k espaces ce qui donne
ensemble d conditions.

Or ce nombre n est donné par une formule célebre de Schu-
bert¥ qui donne le nombre despaces Sk qui satisfont a une condi-
tion [a0, ¥ Ccest a dire qui coupent un espace en 1 point

’) Cf. Segre: ,,Mehrdimensionale Raiime etc." 1. c. N° 7.
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un espace Skt passant par !espace en une droite etc. et qui
s'appuient, en outre, sur

i-0

espaces lindaires . La premiero condition est de dimension

—ft—a,-|-2) = (r—A:)(fc--1) — H.

i-0

La formule de Schubert est

(29) S HID

ou D est le produit 7Z(a,—a() des différences positives a,— at
Dans notre cas on a

aj=[r—p—1Lr—k--1,...1],
N="—D'.. 2(p - I>p... (p —A;-]-2),
H=r —-p— 1+ — Kk+ &c(k + 1) — «k(k + 1).
Nous avons donc
_ [(r—fc)(fe-f~ D — p— 1] IN21(fe — D!(p +1)!

Si Fon a p<% il faut poser e=k—1!1 .(H—d, On a alors
zan |(r(<: J-DNL )./ me!
1] ri ., (r—i)!

Nous avons donc le

Theordme 3: ,,Tous les espaces Sk qui Sappuient sur Z>:m
espaces directeurs oh le nombre »» est donn¢ par la for-
mule (27), espaces directeurs assujettis a couper tous les espaces
Sk d’'un espace ST, mais choisis du reste gineralement, s’appuient
en cons™guence sur 00" espaces directeurs analogues en cas de
linzgalitd 1 = m et sur n — m autres espaces directeurs analogues,
ou n est donne par la formule (30) en cas de l'egalite | — wi*

Comme exemple envisageons le cas de k = 2. On a alors

3(r— 2! —_— P
" e D D -SIr2).
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On a p. ex. pour r=>5
n=42, m—1L

6. Nous assujettirons maintenant le systéme lindaire (8) & con-
teuir le second syst&me d’espaces St envisage au Chap. 3, c’est
a dire le systdbme-d’espaces. qui S'appuient sur un espace Si Soit
Wz la yariéte a p -j- (r—k)k dimensions qui reprosente ce systeme
sur la Vd. H' appartient a 'espace S de

dimensions. L'espace S,,., représentd par les equations (8) contient
l'espace S. Donc son espace polaire est contenu dans l'espace
S polaire de l'espace S. La variet¢ V polaire de la varist6 W et
qui représente les espaces St contenus dans un espace S t ap-

partient a l'espace S de +0 1 dimensions.

Donc si Fon a lindgalit$

1
donc Fincgalito
(32) '&G+l) ﬁ'l"l—)—p—l)(
il y a dans le systbme (8) au moins ool ™ complexes lincaires spo-
ciaux, ou
(33)

Nous avons donc le

Theoréme 4: ,Si l'on a Findgalité (32), alors le systéme envi-
sagd de coinplexes linGaires contient au moins 001-"l complexes spo-
eiaux, ou est donn$ par I'expression (33).

Pour que l'espace Sh contienne lespace N il faut que Fon ait

donc que Fon ait
(34) 1ISG+0=>

indgalitdé compatible avec lincgalit¢ (32). Si Fon a p=>r—k —1,
il faut remplacer p par — L
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Choisissons, comme auparavant, | complexes linbaires spiciawc
qui doterminent le systeme (8), en choisissant | points genirauz de
la varictd V. Uespace St x coupe alors la variotdé V exactement en
ool points. si Fon a et en nx—mx points, si Fon a I=mx,
nx etant donnd par la formule

[(r—gl — fc— 1)(&
r—p, —A—D1L .(r—p,— 1"

qui donne l'ordre de la variéto F On a donc le

Théoreme 5: ,,Envisageons espaces directeurs Sr_k x qui
satisfont a la condition de couper tous les Sk du systeme des Sk qui
s'appuient a leur tour sur un espace SQ (donc qui passent par cet
espace), mais qui sont, du reste, choisis géneraltment. Tous les Sk qui
s'appuient sur ces espaces directeurs s'appuient en cousoquence sur
00" espaces directeurs analogues, si Fon a linegaliti I"> mx, et
sur nx — m, autres espaces directeurs analogues, oii nt est
donné par la formule ( 5) en cas de !'¢galM I==mx".

1. Nous goénéraliserons maintenant les résultats procodents en
envisageant un systome lindaire de | complexes qui contiennent tous
les Sk qui coupent un SQ donné en (au moins) un espace Sm.

Dans la polarito par rapport & la quadrique Qs il correspond
a Fespace Sp un espace Sr_e x et aux espaces Sk qui coupent Sp en
un espace 8m (au moins) correspondent des espaces Sr_k x situds
avec I’Nr_f i polaire dans un espace Srm_x (au plus). Soit FFimage
du systeme des Sk envisagd, et W son polaire par rapport a la
quadrique Ft de 1'5),. Un poiut li de la variéto W est l'image d'un
Sr_k x auquel s’appuient les Sk du systeme, donc qui coupe Fespace
Np en (au moins) un espace puisque Fespace 5, + | doit cou-
per tout espace Sm de Fespace Sf. Donc I’Sf polaire de Fespace

par rapport a la quadrique Qt est situ6 avec Fespace
dans un espace d'au plus r—— 1 dimensions donc
I’Sf coupe S _x en un espace Sk m (au moins) puisque Fon a

r—p-j-$ —1-4-A—m=k r—g—1>.L

Donc la variot6 W polaire de V par rapport & la quadrique
Ft représente les Sk qui coupent 1’5, , en des espaces Sk m (au
moins). La dimension de 1F est donc

Irekmn=r—p—1—k+m)K—ni-|-1)--(r— Km,
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et elle appartient a un espace 8 de
deb®» =Ezz{) —(r—e— M —»0—i

dimensions. On a d’ailleurs
(r_e__1Lk—m4- (e w)= (JJ.+J),

donc
(37) = »»)—I-

Donc !'espace coupe la variot¢ W, si I'on a linegalité
l—1+ (T —Q—k-tym—1)A—w- 1) (r—tym m) — 1,

donc linegalit6
@1 @ m—-F—p—A}rm—\)(k—m-J-1) — (> — tym.
Nous avons donc le
Theoreme 6: ,Le systeme lincaire d'espaces determine par les
I O6quations de complexes (8) qui contient tous les espaces Sk cou-
pant un espace 8 en au moins un espace Sm contient au moins
ob'-™ complexes spcciaux, sm ¢tant donn¢ par la formule
(39) =(p, m) — (r—p— k-tym —D({@—m-|- 1) — (r — tymu.
L'ordre nm de la variet6 W est, d'apros la formule de Schubert
¢gal au nombre des St qui satisfont a la condition
[r—g—k-tym—1,...r—p—21r —rml,..r]

et qui Sappuient, en outre, sur
k=t ni

H=JE'r—pP— 1 —) +~Cr-m-tyi>—— 1) =
t-0 <

=r—pP—NE —»+1)—

+ (o Mt B2 BLD_ R(kr) =
=(r—e—k—1})A —m-~1) +w(r—m-f-1)
espaces directeurs 8r + 1. Donc on a
D = (m—1)!... 2 (k—m}l... 2\ (e-tyk—m-tyl)... (e-tyl).
(p-|-k—ni)... g... (e-tyk—2m -ty 2)... (p —m-ty 2) —

(w—Dr.. 2\(k-m)\...2\ (e-tyk-m+1)!.,.((>-{-£ -2m-T2!).
p! (((— DI... (? —wt-f-1)!



48

Donc a
40 _ [r—e—k—1)(4—m-|~D)~1~-W8(r——— (m—21)!... 2!
[ (r—p—T-|-»—D!...(—Q—' r—m  1)L..r!
(k— my.... 2! (p4~4 — m-\- D)!... (p4" —2w4"2)1
pl... (>— m-\-1)!

Nous obtenons en raisonnant eomme auparavant le th6orome

Théordme 7: Tous les espaces Sk qui s'appuient sur | espaces
gsSneraux Sr~k_i assujettis seulement a s’appuier sur tous les Sk qui
coupent un espace fixe SQ en un espace S,, (au moins) (ou bien
coupent S( en un Sp_,,) sappuient en consdguence sur ool* espa-
ces directeurs analogues, si Fon a | = sm, et sur nm— sm autres es-
paces directeurs analogues, si Fon a | = 5, et nm etaut donncs
par les formules (39) et (40)*

8. Nous envisagerons encore un autre systeme lineaire ool-' de
compJexes lincaires, savoir un systome qui contient & la fois tous
les Sk d’'un espace S,, et tous les S,, qui sappuient sur un espace
Spi contenu dans l'espace Sp(p  p”-

Soient V et W\ les varietes qui reprssentent, sur Vd, les deux
systemes. Ces deux varietés sont de dimensions

(p — 4)(44-1) et pj 4- (r—4)4
et elles ont en commun la varict¢ IV de
(b + (f—tyk
dimensions qui represente les espaces fik contenus dans ['espace S
qui s'appuient sur PS .

Les trois varietes P, Fj, IV appartiennent a trois espaces
S2, S, de

FC-}11 —+ fr fij_ | + f—fiA
FOrilo - - gay G
dimensions. L'espace S1+2 somme des deux espaces , S2 est de

dimensions. Les espaces S/, S2, Ss polaires des espaces S2, S2; S2
sont de
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dimensions et l'espace >1+2 polaire de 1'espace S,+2 est de

dimensions. L’espace <5 est l'espace somme des espaces et S2,

et l'espace >5)+2 est l'espace commun des espaces Nj et S2.
IJespace Si,_, qui correspond au systeme lindaire de complexes
contient les espaces A et donc son polajre est contenu

dans les espaces A et $2, donc il est contenu dans l'espace S'l+2
commun des espaces 6, et S2

Les variétos F, Fn 1F polaires des variétos V, J\, W représen-
tent les S,, suivants:

Ceux qui sappuient sur l'espace polaire de l’espace
Ceux qui appartiennent a l'espace 5, px.., polaire de l'espace < .
Ceux qui sappuient sur l'espace et ceux qui appartien-

nent a l'espace

Les deux varidtés V et K, out en commun une varietdé V2 qui
represente les Sk qui sappuient sur l'espace S et qui appar-
tiennent en méme ternps a l'espace S _j. En effet, les points de
If2 sont en mdéme ternps des podles des deux varidlos de V et de Fv

Les variotes F, Fn Wt sont dc dimensions
r—p—1 (—Kkk (r—p—k—1)A 1
r—p—14-(r—pj—fc—1)t
La variotd 1F2 est contenue dans !'espace 0'1+2 et elle appar-

tient ovidemment a cet espace. Donc l'espace N,., coupe la variéto
JFt, si Fon a lindgalito

|l —l-r—p—14~(r—Pi—k— DA

donc si Fon a lindgalitd

41 1 Q_|_ 1Y) - ¢)—(r

k—Vk—r p L

Cette indgalitd contient celles (26) et (32) comme cas particuliers.
la premiero pour p( —— 1, la seconde pour p = p, 4- k (dans ce
cas tous les 8§ de l'espace S'appuient sur l'espace 6pi).

Nous pouvons donc o6noncer le

Rocznik Polskiego low. matematycznego 1
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Theoreme 8: ,Si Fon a Finbgalite (41), alors il y a dans le
systtme (8) de eomplexes au moins 00'-"2 complexes speciaux ou
Fon a

(42 m,= 0; — fm) — (] — —(r, —gl -4 - D4-rd—p+l«

L’ordre nt de la variete Ws est egal au nombre des Sk qui
coupent un espace Sr_. x situ¢ dans un espace Ir qui sont
situés dans l'espace et qui coupent en outre H espaces
ou H est egal a la dimension de Wt

La condition de Schubert [ao0,...a] est

[r—g—1, r—gl—4, r —Qr — k+1,... r—ex—1]
Donc on a
D=@@-D!... 21 (g_gD...(g__gl_44-1).
Nons avons donc la formule

. [(r—gl-4-DHa4a-r—g-1]H21. .. (4-bHi (g-qgit
Y2 W —g —H)(g@—Ci—4)! (r—gl —4)!...(r—gl —i)!

qui coincide avec la formule (30), si Fon pose o, 1 et avec la
formule (35), si Fon pose e = gl -|~ k.

Nous avons donc le

Theoreme 9: ,, Tous les espaces Sk qui S’appuient sur | espaces
directeurs géneraux assujettis seulement a couper tous les Sk qui
8'appuient sur un N7l et tous ceux qui sont contenus dans un S
qui passe par Sffl, s‘appuient en conséquence sur co'-"] espaces di-
recteurs semblables, si Fon a et sur ms—m?2 aulres espaces
directeurs semblables, si Fon a I=m2, les nombres w2 et &ant
donnds par les expressions (42), (43)“

Cracovie, Mai 1924.



Sulle Funzioni Duhameliane
Parte |
Le Funzioni Esattamente Misurabili o Sommabili.
Nota di

W. Wilkosz. Cracovia.

§ I

Diremo come al solito un insienie E dei sistemi
Z) ... Xn

ove XX...Xn sono numeri reali, insieme a n-dimensioni ed i suoi
elementi (sistemi partieolari appartenenti alla E) chiameremo punti.

Nefcaso n =2 od n =3 imaginiamo i punti di E nel si-
stema delle coordinate Cartesiane ortogonali.

Sia E un insieme a due dimensioni o piano.

Indichereino eon £'(at0) la sezione di E colla retta x — z0
(z,, costante) cioe insieme di tutti i numeri y tali che

(®0, )
fa parte di E.

Analogamente A™(y0) iudica la sezione del codesto insieme colla
retta y —yQ E cliiaro che E' od E"™ possono essere anche vuoti,
in tal caso sono sempre misurabili (L) e di misura nulla.

+Se <p(xy) e definita in E piano, indicheremo eon TM(x) e g’y)
le funzioni definite rispettivainente in E"(y0) e tE'(a:0) mediante re-
lazioni

agM = y)

f(x) 0 ¥((y) Pu* eBsere anche vuota se £ tale E" o E”—in tal
caso e sempre misurabile e sommabile (L).
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Def. I Insieme piano e limitato E sara detto esatta-
mente misurabile, se (1) E b misurabile (£) superficialmente
(2) ogni S'(0:0) (3) ed ogni 2?"(y0) sono linearmente misurabili.

Def. II, 1. Funzione <p(xy) definita in un E piano e limitato
sara detta esattamente misurabile (sommabile) in E se

(1) g>(xy) b misurabile (sommabile)
superficialmente in E

2 ogni FK(x} in j£™(y0)

(3) ed ogni gty) in E'(xt)

sono linearmente misurabili (sommabili).

Teor. 1. Se <p(xy) e misurabile esattamente in E allora di E
si pub dire lo stesso.

Dim: (1) g>{xy) essendo misurabile in E implica
la misurabilita ordinaria di E
z) | esgen(]0 misurabili in | &
@) | | £%)
implicano la misurabilita lineare dei rispettivi aggregati.
Teor. 2. Una (p(xy) esattamente misurabile e limitata in E
e anche esattamente sommabile in E.
Teor. 3. Una g>(xy) esattamente sommabile in E b anche esat-
tamente misurabile in E.
Teor. 4. Se tp'(xy) e <f>"(xy) sono esattamente misurabili (som-
mabili) in £, lo stesso si pué dire del loro aggregato lineare cioe

y(ry) = cA(p\xy) + r,9>"(xy)
[c, e Cj costantij.
Teor. 5. Se (1) g>(xy) b esattamente misurabile (sommabile) in E
(2) A b piano e contenuto in E ed anche esatta-
mente misurabile,
allora (p(xy) considerata soltanto in A b esattamente misurabile (som-
rnabile) in A.
Teor. 6 Se (pni e <p(2) sono esattamente misurabili in E
anche ¢ = tpl2t b tale.
[Ma non si potrebbe dire lo stesso della loro sommabilita!].
Teor. 7. Se 1. <> e (pm sono esattamente misurabili in E
2. limitati in E,



allora:
(f==(>Mq(S) e esattamente sommabile in E.

Le dimostrazioni dei sopradelti teoremi si fanno facilmente
colle note proprieta delle funzioni misurabili o sommabili in modo
indicato nella demostrazione del teor 1

Com’e noto se la funzione del punto analitico <p(P)

e definita in un insieme a qualunque dimensioni (E)

e 1 ®» sommabile in E
(2) <p(P) misurabile.

Allora <p(P) e sommabile anche in E. In tal caso diremo che <p(P)
e sommabile eon quadrato in E.

[Dim. v. De la Vallée Poussin Cours d’Analyse Illed v. 1]

Teor. 8. Se 1 sommabile esallamente in E.

2. <p(xy) misurabile esattamente in E.

allora g>(xy) esattamente sommabile in E.

Dim: (1) eo(ay) e sommabile in E dal Teor. precedente
(2 T2 sommabile in E"(y™ e fli misurabile
allora sommabile in E"(y0
(3) lo stesso per

Diremo in tal caso la funzione <p(xn) sommabile esattamente eon

E noto che la sommabilita di (pm(P) e aE-\P) in E implica
la sommabilita del prodotto

(b = tpm. <(il,
ne segue il teorema:

Teor. 9. Se 1. fpll)(xy) ed <p(2\xy) sono esattamente sommabili
eon quadrato iri E
anche

e sommabile in E esattamente.

Def. Indicheremo eon R(ab) il quadrato formato cou tutti i si-
stemi (xy)
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Con T(ab) indichiamo il triangol o di tutte le coppie (a?y) per le quali
a<<y<<a<6b
U{ab) e T(al>) sono evidentemente misurabili in modo esatto.

Se 1. (p{xy) e definita in E piano
2. E contenuto in R(ab)

allora la funzione
<D(xy) = g>(xy) in E
=0in R—E

chiameremo la e sten sione di tp(xy} al quadrato R(ab).

Teor. 10. Se (1) tp(xy) esattamente misurabile
(sommabile) in E
(2) E contenuto in R(ab)
allora y) esattamente misurabile in Z?(«6).

Dim: 1° La estensioue e misurabile nel senso ordina-
rio (v. Caratheodory Vorl. iib. reelle Funkt,).

2° Fm e la estensione lineare di fm al [a6] quindi misurabile
(sommabile) con essa.

3° lo stesso per ogni g,

Senza restringere la generalita dei risultati possiamo prendere
sempre le funzioni definite in R(ab) nelle quistioni ove si tratta di
sommabilita o inisurabilitk di quelle.

Cercando la modificazione del teorema ora classico del Fubini,
riccordiamo dapprima il suo enunciato ordinario per due e tre va-
riabili [v. Caratheodory op. cit. p. 6211

I. Se g>(xy) sommabile in R(ab)
allora
1° Insieme dei vy, in |a6] ove ¥ sommabile 6 [ad]— Wt

ove K, 6 di tnisura nulla.
2° Insieme dei x, in \ab\ ove ga sommabile uguale al

[a6] — Vt
ove Vi di misura nulla

b
3° A(lo) — 1 fu, definita e sommabile in [«0] — F,
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*
4° —fy~dy definita e sommabile in [«6]— Vt

U

Un cubo S(«0) sia dato da tutti i sistemi («, //, z) soddisfaceuti:

a<x<b
a<<y<b
a~z<LDb

In modo analogo consideriamo le sezioni di S(xy).
Sezione di S(ab) col piano x = x0 e B(ab), colla retta x — x0.
y=Wy0 o
Il. Se g>(xyz) sommabile in S(ab)
allora
1. Insieme dei y0 fra a e b ove = <f(xyaz) sarebbe sommabile ¢:

[«0]- ,
ove 12 di misura nulla
2- U(y) =3 JTt(xz drdz definita e sommabile in [«t] — F,
H
3. Fly)dy —j J"\px(yz) dx dy dz
|«k]-rt S

4. Insieme dei punti ove f,n— (<> yzt) sarebbe sommabile

in [ai]

_??[ctE}j—bFIS ove Fls di misura (piana) nulla.

5 1(xz) =3*f, dy definita e sommabile in B — FI3

a

6. JJIHdxdz—y vy y<birdydz

Teor. 11. |,,Fubini* esatto per due variabili],
Se <p(xy) e sommabile esallamente in B(ab)
allora:

1. /'(y) = Cfvdx definita ¢ sommanile in [ad]

«
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b

o G(X) —IJgrdy definita e sommabile in ,[ai]

a
b b

3 JF(Y)dy =3 G(x) dx —I ! tp(xy) dr dy
a a R
Dim: (1) Tt e g, sommabili sempre perchfe tp(xy")
esattamente sommabile
(2) quindi F, e F, nulli
(3) il resto segue dal teorema | di Fubini. Analogo
valga anche per le tre variabili.
Teor. 12. [formola dello Dirichlet esatta].
Se <p(xy) esattamente sommabile in 2 (ab)

allora:
b ar

/ a a
Dim: Sia <D(xy) la estenzione al W(ab) di ¢ — allora
sune esattamente sommabile in Jkab). [teor. 10].
Avremmo: [teor. 11]

J j <Hdxdy = T j g>dxdy

ma (1)
? T
b b
F—f, in | quindidF,.dr — i f»q
2 — O in [«y) 1 ) H_] »dX
G.~g in [m]! b :
,~ g, in [mr o
©) :% in [xfe] i quindiJ G.dy — (9. dy
a a

(4)  sostituendo, abbiamo la formola.
Teor. 13. Sia
(1) <p(xy) sommabile esattamente eon quadrato in R
(2) f(y) sommabile in [«6] eon quadrato
b

allora

definita e sommabile in [a/>].
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Dim: (1) per ogni z0 in [a6] </g(y) = <p(xoy) b sommabile con
quadralo in [a6] quindi <((y) ./(y) sommabile in [a/>).
b
allora F(x) = f(y)dy definita in [a2»]

q\xy) f\y) — ty(xy) e superficialmente sommabile in
quindi secondo Fubini: [teor. 11).

(/) sommabile in [«6].

Ammettiamo un corrollario facile:
se g>(aly) sommabile in R(ab)
allora posto
ty(xyz) == (p{xy) in Skab)

abbiamo tp sommabile in S(ab).

Teor. 14. Se <p(xy) e <p{xy) sono esattamente soinmabili con
quadrato in R(ab), allora la loro composizione di seconda specie
(di Fredholm) e sommabile in R(ab) esattamente.

Dem: (1) sia @(xsy) = <p(xs) in S(a>)
QRxsy} = *n  S(ab)
allora (P e ® sommabili con quadrato in S [corr. di sopra).
quindi
<T>irsy). U'(xsy) = (p(xs) yAsy)
sommabile in S.
(2) Per ogni ro,y0 in J[ad]
e ip(syt)

sommabili con quadrato
quindi

gp(;ros). y>(sy0) sommabile e definita in [«d] eonie funzione di a

b

N=0y0) = yN"o®) ~(syo) ds

definita in R(ab).

(3) secondo Fubini F e sommabile in R.
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Ma ty(sy9) sommabile eon quadrato in [ad].
g>(xs) esattamente sommabile eon quadrato in E
quindi
F\xy9) sommabile in |a6] { Fubini}
(5) analogo por F(xoy).
Dunque F(xy) sommabile esattamente.
Teor. 15. Se (f(xy) e tp(xy) sommabili esattamente eon qua-
drato in 7[az>] allora la loro composizione di prima specie [di Vol-
terra] cioe: |

=1 ow e

£ sommabile in T. )

Dim: per estensione al E(ab)

Teor. 16. Se <p(ary) e gp(xy) esattamente sommabili eon qua-
drato in E

allora la composizione
b

Foyy — Y 2(5°) w(sy)ds

e sommabile esattamente eon quadrato in E.

b -2
<ptf’ds

a

[disugualianza dello Schwarz].

sommabili in |ai] secondo Fubini

quindi <P(a?). == K(xy)
sommabile in E esattamente.

K(xy) essendo una ,majorante de la sommabilitb* di De la
Vallee Poussin implica la sommabilita esatta di  §xy).
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Ma /(rry) sommabile socondo il teor. 14 quindi anche eon

quadrato.
Teor. 17. Se (p[xy) e ipixy) sommabili esattamente in T(ab)
eon quadrato — allora la composizione

7
T jp(a-s) y>{sy) ds

V

k sommabile essattamente eon quad rato in 7.
Dim: Usando la formola dello Dirichlet ed il teor 16.

§ U.

G. Vitali ha introdotto nella sua memoria nelle Rend. di Pa-
lermo di 1907 il concetto della equi assoluta continuita Ripprodueo
due definizioni del lavoro eitato:

Def. I. lina progressione delle funzioni

{1, m==1.2...

ha gli integrali equi-assol utamente eontinui in un
insieme (2)) li mitato [scrivereino EAC]

se
(1) per ogni e=o0 esiste 0= o0 tale che
per ogni (a) E. insieme contenuto in D
di cui () m (T)<zd
abbiamo

L
Def. Il. Una {/,}, ove /,, definite in J), e complet amen te
integrabile per i termini {scriveremo CIT} se:

(€3] )I)(gg /,,—/ inD

per ogni 4 misurabile, contenuto in (2)).

Yitali ci da il teoreina sequente:

Uondizione necessaria e sufficiente perchd {f,,} definita in
1) sia CIT
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(1) ¥, sommabile in D n=12,.
2 lim /; =/
3) {/.} e KaC'in 1)

In tal caso T k gia sommabile in 2>1]

Introduco una modificazione adatta al nostro scopo presenter

Def. lll. La {/,.} delle funzioni definite in E piano e limitato
e esattamente EAC in E se

1) {/» (<N} « EAC’n E
2 {/.@»0)} /L4C in E"(y™ per ogni ya
3) 6 N'(r0) per ogni (#).
Def. IV. La (/.} delle /, definite in E piano e limitato
k CIT esattamente se

lim /,=Ffin E
20 limy Jf, drdy =Jfdrdy
A

per ogni A misurabile. contenuto in E

3 "Mmjy&y~dr —  f(xy0)dr

per ogni j? misurabile. contenuto in E"(y0) e per ogni V,,.

3° Lfn(xQy)dy = B f(xey)
A A
per ogni K misurabile, contenuto in E'(x0) e per ogni xa
Teor. 1. Condizione necessaria e sufficiente percho {/,} sia
Cli esattamente in E e seguente:

(1) sono sommabili esat tamente in E n=
) rlli‘rg?) f,,(xy) =7"in A
<3) {f~y} e EAC esattamente in E
Dim: Le nostre condizioni ci danno
CIT per 1) {/»M}
2 IAOoy)} per ogni z0

3) {/»fryo)} per ogni yo0.
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Quindi danno anche esatta CH.
Il reciproco fe analogo.

Diamo adesso pareechi criteri della CIT, usati in prattica (sol-
tanto sufficienti). <

Teor. 2. Se 1° esiste M tale che
\f,,| <M per n—1.2...
in A
20 fu(xy) esattamente misurabili in A
3° lim/,=/ in D

allora
1) /1" & CIT esattamente in E
2 T esattamente sommabile in E

Dim: (a) (1) (2) danno la sommabilita esatta delle f,, in

{8 I teor }.
() se T piano, misurabile e contenuto in E allora:

/A"
r
allora se M 4-1

eabbiamo: n=1.2...

(y) se F lineare, misurabile, contenuto in jfc"(y0)

w

<juindi abbiamo EAC esatta in E cio che da il resto.
Teor. 3. Se esiste

(1) esattamente sommabile in E
2 tale che | (ay)| = n E
3) se ancora sono esattamente misurabili in A’

4) limf, —fin E
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allora
{/,.} e CIT esattamente
f(xy) esattamente sommabile.

Dim: (@ 1° e 4° danno in ogni dimensione la sommabilita
esatta di fn(xy) e di f(xy)

e siccome gli integrali di ip(xy) sono assolutamente eontinui, quindi
per maggiorazione valga lo stesso delle f,, nNn—1.2...



Sur la transformation du /j-eme degre
d’une fonction automorphe.

Par

C. Abramowicz

Daus son inemoire ,Sur les fonctions fuchsiennes et [Iari-
thmctique* Poincare ¥ a envisag¢ la possibilite de la transfor-
mation des fonctions automorphes. Les id¢es de Poincare ont ete
reprises par Fricke qui a consacre des recherches etendues au cas
de transformation du 3-6me degré?) de la fonction automorphe ap-
partenant au groupe (0. 3; 2, 4, u). Outre ces recherches de Fricke
et deux cas spcciaux conduisant aux groupes (?60 et Crlég envisa-
ges par lui3), nous ne trouvons pas dautres rssultats dans la thoo-
rie de la transformation des fonctions automorphes. Dans le travail
actuel nous nous occupons du cas goncral de transformation de la
fonction automorphe appartenant au groupe (0, 3; 2, 4, 5).

Pour ¢noncer les rdsultats du travail actuel remarquons qu'on
definit le groupe (0, 3; 2, 4, 6) comme l'’ensemble de toutes les
substitutions de la forme

« y—_ +616)g+c+dh
(—c-f-d|/)z a—hijl

ou j d¢signe la racine positive de I'équalion ;2 j— 1 =0, les
nombres a, b, ¢, d sont des nombres entiers du corps quadratique
A'(/) et le determinant a2 c¢2—j (62 + 7a) des substitutions est
¢gal a 4 ou 2; on a en outre a=¢, b=sd (mod 2).

') Journal de mathématigues, IV, t. 3, p. 405.
a) Vorlesungen uber die Theorie der automorphen Functionen, t. Il, p. 55L
3) Acta mathematica, t. 17, p. 34-5.
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La fonction automorphe e>(z) appartenant au groupe (0, 3;
2, 4, 5) remplit donc la condition <p(z) = <p(e).

Si Fon ddsigne maintenant par z'— T(z) une substitution de
la forme (1) au determinant

al-j-cc—j6r-- =np,

ou p designe un nombre naturel ditiforent de 4 et 2, on dira avec
Poincar¢l) que la transformation dup-femC degre de la
fonction automorphe appartenant au groupe (0, 3; 2, 4, 5) consiste
dans la determination de la relation entre la fonction ¢>(z) et la
fonction transformee <p{Tz). Cette relation, comme I'a montre Poin-
care, ne sera algebrigue que dans le cas ou le groupe (0,3; 2, 4,5)
et le groupe 7,-1(0, 3; 2, 4, 5) 7 sont commensurables.

Il est evident qu'on peut pour la transformation du p-6rne
degre de la fonction automorphe employer chaque substitution 1\z)
de la forme (1) ayant le determinant egal au nombre p. Mais nous
faisons la restriction 6 =d =0 et nous ne regarderons que les
substitutions de la forme

"E? + ¢

au determinant P2 -|- Q2 =p. les nombres P et Q etant entiers
dans le corps K(J).

En prenant la substitution T(z) nous obtenons les resultats
suivants: 1) nous demontrons la commensurabilite des groupes (0, 3;
2,4, 0) et 7 (0,3 2 4,5 T, 2), nous determinons lindice du
groupe de substitutions au determinant 1 contenu dans le groupe
0, 3; 2, 4, 5), 3) en sappuyant sur ce resultat nous determinons
I'ordre du groupe de Galois de I'equation algebrique a laquelle sa-
tisfa.it la fonction automorphe transformee, 4) nous montrons enfin
que le degre de cette equation est egal & p2 -1- 1; nous appliquons
les resultats obtenus a la transformation du 7-eme degre.

§ 1. La commensurabilite des groupes (0. 3: 2. 4. S)
et T-’(0, 3; 2, 4, 5) T.

Nous designerons les substitutions (1) du groupe (0. 3; 2, 4, 5)
par (o, b. ¢, d)\ la substitution T"z) aura alors la forme

7=(P, O, Q, 0).

') Qeavres, t. Il, p. 463
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Calculons les substitutions (J, B. C, D) du groupe transforme
7 (0. 3; 2, 4, 5) T. En appliquant les forinules

a'=msa — nrd  rs/? —mzly,
fl' = «s(a'— (3)4- sk3 — mly,
y'=mr(<5 —a) — 4- m2y,

0' — msd — nra — rsfi 4“ mil7

donnant les coefficients a'. fl', y', ¢' de la substitution qui s’obtient
en transforrnant la substitution

¢’ UWJaide

nous trouvons pour les coefficients A, B, C. 1) de la substitution
(J,i?,C, £5) du groupe transforme T-~' (0, 3; 2,4,5)'/ les valeurs

A=pa, B=HP — Q}—2PQd,
(=pc, Z)=d(Pl— Q) 4~2P(b.

Pour demontrer la commensurabilité des groupes (0.3; 2, 4, )
et Tr(0,3; 2,4,5) T il suffira de montrer I'existence du sous-groupe
commun a ces groupes.

Lemme I: Le sous-groupe commun aux groupes (0,3;2,4,5|
et T '(0,3;2,4,5 T ne pourra contenir dautres substitutions du
groupe T 1(0, 3; 2,4,5) T que celles qui s'obtiennent de substitutious
(a. b. @ d) satisfaisant a la congruence

©) 2PQd==(P2— ® (mbdp).

En effet, les formules (2) montrent que le determinant de la
substitution (A, B, C, D) est

JN+€ —iB 4 P)=p2{a2d- rn—j (&2 4- <)}

afin que cette substitution (.4, P, C, />) puisse appartenir au groupe
(0,3; 2, 4,5) son determinant devra etre 6gal a 4 ou 2; les nombres
A,B.C,D doivent donc o6tre divisibles par p; les quotients

b'=B =" fb(P —p —2PQd]
P p | |

(4; ;
= p {w(>n-\/") +2ri?4

Kocznik Polskiego Tow. matematycznego. 5
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doivent, ¢tre des nombres entiers du eorps K(j). Le nombre b'est
entier si Ja condition (3) est remplie; mais on deduit de (3)

2PQd(PI — <) = §(P<-(-(? —2P2<x) = O{(P2+ ()")«—4P«e’},
d'ou, en vertu de l'6galitoc P2-f- Q-=p on a
<l(pi _ P = — 2PQb(modp)

et la congruence obtenue montre que la valeur pour dest aussi
entibre.
Lemme I1lI: Les substitutions {a',b',c’,d") du groupe ¥ ’(0, 3;
2, 4, 5)7 qui pourront entrer dans le groupe (0. 3; 2, 4, 5) doi-
vent' remplir Ja condition
Pd' == Qb'(modp).

En effet, le lemme I montre qu’une telle substitution (az, b, ¢',d")
doit s'obtenir par Ja transformation d’une substitution (a, b, ¢, d) dont
les termes a, b, ¢, d s'obtiennent en rdsolvant par rapport a a, b. c,d
les congruences (4); ce sont des nombres

=« b= 1jP» — Q)P + 2Pe»</l,
C=p; d= Y |(P? — Q)di — 2PQ0;

mais, afin gne les nombres b et d soient entiers il faudra qu’on
ait la congruence
(P2 — Q9)d’ = 2PQb'(modp).
qui pourra s'ocrire
2P —p)d' *=2PQb'(rnodp)
ou encore
Pd" = Qb'(modp), c. g. f. d.

Apros ces remarques nous avons le thooreme:
Théor&me 1: Le plus grand sous-groupe commun

aux groupes
(0,3;2,4,5), 2-'(0, 3; 2. 4. 5)2

se compose de toutes les substitutions (n,b,c, d) satis-
faisant a la condition

(5) Pd == Qb(modp).
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En etfet toutes ces substitutions entrent dans le groupe (0, 3;
2,4,5); mais, en vertu du lemme Il, ce sont en méme temps les
seules Substitutions du groupe transforme 3; 2,4.5)7' qui peu-
vent entrer dans le sous-groupe cherche.

Ainsi nous avons domontr¢ I'existence du sous-groupe, dcfini
par la congruence (5). Mais il sera utile pour ce qui va suivre de
donner une autre iorme & la congruence (5). Nous ddterminerons
dans ce but un nombre E 4~ Hj du corps K(J) qui satisfasse a la

congruence
(E + Hj)2 = — 1 (modp);

alors l'une des deux congruences

P(P + 77;) + Q~0,

sera satisfaite parce que le produit de leurs premiers membres

P2(EH]j)?— (P

sera, en vertu de l'egalit¢ P24~ = Pi divisible par p.

Nous pouvons enoncer le theorome suivant:

Théorfeme 1l: Si I'on doésigue par E-\-Hj le nombre
satisfaisant a la congruence
(6) (E-\-Hj}2==—1I(modp)

et si Fon transforme le groupe (0,3; 2,4,5) a l'aide d’'une
substitution arbitraire
rf,_  *4?
=

au determinant P2-A-Q2=p, le sous-groupe commun
aux groupes (0,3;2.4,5 et 7-(0,3;2,4,5T sera deter-
mine par la congruence

+d=(E Hj)b (mod p).

Nous avons supposé I'existence du nombre E-(- H) satisfai-
sant a la congruence (6); cette congrunce est équivalente aux deux

suivantes
jii | H»aa 1. 2Ess H(modp)

d’ou nous obtenons
5P2 4~ 1 = 0 (mod p).
5*



68

On voit que le nombre EHj n’existe que dans la cas ou
le nombre premier p remplit la condition

Nous avons le théoreme:
Thooréme Ill: Etant donne un uombre premier p sa
tisfaisant a la condition

la transformation du p-&me degre de la fonction au-
tomorphe appartenant au groupe (0,3;2,4,5) con-
duit a la fonction <p(Tz) qui satisfait a une ¢guatiou
algc¢brique dont le degré est 6gal a lindice du sous-
groupe. dofini par la congruence

d s (A-|- Hj)b (mod p)

oii E-J- Hj vcrifielacongruence(A’-{- Hj]2 -~ 1 == 0 (mod p).

La dc¢termination de cet indice qui est le but principal de
notre travail, s'appuyera sur une propriet6 du groupe de Galois
de I'équation algobrique a laquelle satisfait la fonction transformoe
g>(Tz}\ nous appelons cette oOquation I'€quation de tran sfor
m atio n.

§ 2. Les substitutions du groupe (0. 3; 2, 4, 5) au deter-
minant 1.

Pour doterminer !'ordre du groupe de Galois de I'6quation de
transformation, observons que ce groupe sera isomorphe avec le
groupe fini G auquel se réduit le groupe (0,3; 2,4,5) suivant le
module p. Mais, comme le groupe (0, 3; 2,4, 5) ne contient que les
substitutions aux déterminants egaux a 4 ou a 2, 'ensemble G ne
pourra contenir que les substitutions (a, b, ¢, d) aux determinanta =s
= 4ou = 2(»iod p), les nombres a, b, ¢, d etant des nombres entiers
du corps /£(./) incongrus par rapport au module p\ le probléme con
siste a deterininer le nombre de ces substitutions. Mais nous pou
vons simplifier les calculs en montrant qu'on peut se borner aux
substitutions au determinant 1 du groupe (0,3;2,4,5); dans Fen-
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semble G ces substitutions auront. les doterminants congrus a |
(modp). Nous domontrons le théoréme suivant

Thooréme IV: L’ensemble de toutes les substitutions
(@, b, ¢, d du groupe (0, 3; 2, 4, 5) dont le determinant
aad“c!—j i — <P) esl 6gal h i constitue un sons-groupe
du groupe (0,3; 2, 4,5) avec ’indice 10.

Pour démontrer ce théordme designons par P le groupe consi-
ddro de substitutions (a,6,c,J) au determinant 1 et cherehons le champ
fondamental de ce groupe. Nous adjoignons dans ce but au groupe
F la substitution z' — —z, ou z dosigne le nombre conjugue avec

le groupe nouveau P se composera de substitutions (a, h, c, d) et
de toutes les substitutions de la forme

.= (aj- bVi)z—¢ — dJfj

La frontiére du champ fontamental se composera de lignes

de symotrie du groupe P. Mais les lignes de symetrie sont carac.-
torisees par Fogalito b = 0. ce seront donc des cercles

®) ( 2az + c-|-d|// = 0.

Nous remarquons en butre que le groupe F ne peut contenir
que des substitutions elli ptiques & la periode 6galeaZ2.

En effet, la substitution (a, 6, ¢, d) otant elliptique, on a < 1,
m<is le nombre a conjugud dans le corps A(/) avec a doit aussi
remplir la relation a << >; il sera donc aa << 1, autrement dit, la
norme du nombre a est plus petite que 1; mais si Fon a N(a)<Z 1,
alors V(«) = 0 et Fon a a— 0; la periode de la substitution ellip-
tique est 2.

Il rosulte de la que toutes les lignes de symaotrie du

groupe P se coupent sous des angles droits, autrement
dit, les cercles (8) forment sur le plan un réseau de po-
lygones avec les angles droits. Il reste ii choisir parmi ces
polygones celui qui est le champ fondamental du groupe P.

Nous allons procéder de la maniére suivante: 1) nous cher-

ehons sur l'axe d’ordonndes le point elliptique du groupe F le plus
prochain du point i; sur la ligne de symoOtrie qui passe par
ce point nous cherehons le point elliptique le plus prochain, etc.;
en procédant de telle maniére nous retournons au point i et nous
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obtenons un certain polygone circulaire. Si le groupe I' contient
enoore des substitutions transformant ce polygone en lui-inéme, ces
substitutions formeront un certain groupe qui devra etre eyclique
a une periode alors la </-eme partie du polygone obteuu sera le

champ fondamental du groupe P; 2) nous cherchons une telle subs-
titutiou elliptique V n’appartenant pas au groupe P qui transfor-
merait le groupe P en lui-meme; cest a dire ycrifierait la relation
r— vv.

Determinons dans le corps du 4-eme degr¢ obtenu par l'ad-
jonction au corps de la racine quadratique |/, une telle unite

«=«+ Ny + 4)),

qgu'on ait ee— 1, e etant égal a a (YH-Y) et 4ue
nombre 2e soit un carre parfait dans ee corps du 4-Eme degr¢;
les calculs montrent quon peut prendre pour l'unit¢ f le nombre

«==) +.[+IW +)),
=01 + =

et I'on aura

ou k=1 j—-JI
Enrisageons maintenant la substitution

9 k z+1
© k —2+ |

transformant le point i en ki:  ou k=1-j-j - 'e determinant
2kk de cette substitution est. d'apres les calculs precedents, ¢gal a 4.

Cette substitution poss¢de les proprictes suivantes:

1) elle n'entre pas dans le gro <pe P. car sou determinant est
ega! a 4,

2) elle transtorme le groupe P en lui-meme, ce qu'on vyerifie
directement en calculant les substitutions R~ V.

3) elle est une substitution elliptique a la pcriode 5 parce
que I'édquation donnant la periode m de cette substitution est



ce qu'on peut ecrire

14-/=2cos n, /
m
doii résulte iii — 5.
4) ses points fixes zt et zt sont situes sur le cercie y? -4-
4- 2x — 1, parce que les valeurs de ces points sont
, - —Vix *

et Fon vcrifie cette propriet¢ immcdiatement.

D’aprfs ces remarques nous voyons facilement quel etfet pro-
duit lapplication de la substitution V au point fixe i; ce point va
du cercie passant par les points fixes 2, et zt sur le cercie passant
par ces mémes points et le coupant sous l'angle 2zr:5; puis il va
de ce cercie sur le suivant incline sous l'angle 2?r:5 etc. En effec-
tuant les constructions nous obtenons un pentagone circulaire dont
le centre sera situe sur le cercie

# +yl4-2#=1
et representera le nombre
—h+*h—i
L +./—h

point fixe de la substitution V.
Le pentagone obtenu sera le clianip fondainental du groupe F.
En effet, ce pentagone se transforme en lui-méme a l'aide de
substitutions
r, P», V,

mais le determinant de toutes ces substitutions est dgal h 4, elles
n'appartiennent donc pas au groupe F; ce pentagone se transforme
encore en lui méme par linversion dans chacune de ses 5 diago-
nales, mais toutes ces inversions n’appartiennent pas au groupe F.

Le pentagone obtenu avec sa rt'tlexion dans l'axe d’ordonndes
sera le champ fondamental du groupe F.

Pour démontrer maintenant le theoréme enonc¢ nous raisonne-
rons de la manidre suivante. Comme la substitution

!
e —z4-1
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transforme le groupe F en lui-m$me, nous adjoignons au groupe Z
les substitutions V, Vi, Ls. F4; 'ensemble de substitutions

r,rr\ ft=0,i,2,3,4

constituera alors un gronpe nouveau que nous designerons par
Z(6); le champ fondamental de ce groupe sera la cinquiftne partie

du champ fondamental du groupe F avec le sommet au centre du
pentagone. Le pentagone fondamental se transformant en lui-méme
par l'inversion dans chacune de ses diagonales, nous choisirons une
telle inversion, p. e.

Yo 5+1

et nous l'adjoindrons au groupe Z(6); nous obtenons un groupe uou-

veau que nous désignerons par F(liy) et dont le champ fondamental
sera la moitie du triangle antérieur.

Nous montrerons que

1) le groupe Z{5 se compose exclusivement de substitutions
i«,b,c,d) au determinant «2 c2—jt 4~2Z) — 4,

2) le groupe ~,0) se compose exlusivement de substitutions
(a, b,c,d) au determinant a2 -|- c2 —j 4~<)— 01 2

De cette maniere il sera domontr6 que le groupe Z(lo) ne dif-
fore pas du groupe (0,3; 2,4,5), parce que ce dernier, par defini-
tion, se compose exlusivement des substitutions (a, b, ¢, d) aux do-
terminants 4 ou 2; il sera en meme temps démontre que lindice
du groupe V compose des substitutions (a, > c. d) au determinant 1
est par rapport au groupe (0,3; 2,4, 5) dgal a 10, parce que 10 qua-
drilatbres equivalents constituent le champ fondamental du groupe Z.

1) En effet, il est d’abord evident que le groupe -T(6) ne con-
tient d'autres substitutions que celles au determinant 4 (y compris
les substitutions au determinant 1); il reste seulement a montrer
que le groupe Z(B) 6puise toutes les substitutions au determinant 4.
En effet, s'il v avait des substitutions au determinant 4 qui n’appar-
tiennent pas au groupe Z(5), il y aurait aussi de nouvelles lignes de
symetrie n'appartenant pas au groupe T\bl; soit le cercie

(—c4-d\j) 4-y) —2a«<4~a4-d|//=0

une telle ligne de symetrie; de legalite b = 0 il resulterait alors



d =0 (mod 2) et puis. en verlu de |¢galite & -j- c2—jd? —4, il
résulterait a2*-c s=0 (mod 2); mais nous avons de plus <«=r
{mod 2), d’oii a =0 {mod 2); tous les nombres n, ¢, d seraient divisi-
bles par 2 et la substitution correspondante entrerait dans le groupe

parce quelle entrerait dans le groupe P. Il n'y a donc pas de
nouvelles lignes de symetrie; le réseau des polygones correspondant
au groupe et le réseau correspondant a I'ensemble des substitutions
ia,b.c,d) au determinant 4 sont identiques. Le groupe -*(5) contient
donc toutes les substitutions (a, c, b, d) au determinant 4 satisfaisant
aux conditions 0 = ¢, bssd (mod 2) et n’en contient aucune autre.

2) Pour demontrer que le groupe ne contient d'autres
substitutions que celles au determinant a? -j-c¢’ —j (62-f-% — 4 ou
2, il suffira de montrer que s d¢signant une substitution au deter-
minant 2. S une substitution au determinant 4 et Pla substitution

3-1
1
le produit sU sera une snbstitution au determinant 4 et le produit

U~'S une substitution au determinant 2.
En effet, nous calculons

« — - d) «+ ¢+ (> + rf)h
a—c— (b —d)\j

et verifions immediatement que, d'apres la relation o2 -|- c2 — / (62-]-
<f2) = 2, cette substitution a le determinant 4.
Nous trouvons de meme

a-f-c 4-d)|/f. —0+c~H— +d)l'/ |
a—c4-(——|ll, «-l-c—(6 4-cOh

dou, en vertu des relations a =c¢, b="d{mod 2), nous constatons
que les coefficients de la substitution U-~'S sont divisibles par 2;
apres la reduction de ce facteur nous obtenons la substitution au de-
terminant 2.

Le theorfeme enonce est démontre.

En nousappuyant sur ce thdorome nous pouvons dans le ealcul
de l'ordre du groupe de Galois nous borner aux substitutions au
determinant = 1.
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§ 3. Dotermination de I'ordre du groupe de Galois
de réquatioii de transformation.

Nous admettons que le nombre p est premier dans le corps
K(;); alors la congruence

I j—1 =20 (mod p)
n'a pas de racine reelle.
Cela po$¢, nous ddterminons le nombre des solutions de la
congruence
uz-j-c2— /'t rf2) = 1 (moil p)

dans le corps K(f).

Observons dabord quil y a j(p2— 1) restes quadratiques
parmi les p — 1 nombres entiers (mod p) diffSrents de zoro du corps
K(j); ces restes sont des nombres qui peuvent se représenter comme
les carres d’'un autre nombre du corps K(j).

Pour représenter ces restes. dosignons par <j une racine pri-
mitive’) du nombre p dans le corps 7<(;), c’est a dire un nombre
g satisfaisant a la congruence

= | (mod p),

alors la suite de § — [ nombres

representera le systbme des nombres du corps K(j) incongrus par
rapport au module p.
Les puissances paires

(10) Lp'.p,..." 5

seront les restes quadratiques.
Obserrons aussi la congruence

*1) g 2 =— 1 (mod p).

Aprés ces preliminaires nous avons le thoéoreme:
Théoréme V: La congruence

4~ y2 = 0 (mod p)
dans le corps K(j) a 2p2— 1 solutions distinctes.

*) Serret: Cours cTalgebre supcCrieure, t. 11, p, 175.
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Eu etfet, nous pouvons réunir les f{p — 1) restes quadra-
tiques (10) en {-(/> — 1) paires suivantes

les sommes de chaque paire, en vertu de la congruenee (11), sont
s=0(»iodp). Chaque paire nous donnera 8 yaleurs pour x ety vo-
rifiant la congruenee y2 = 0 (wiody); en ddfinitive, nous avons
(y compris 0)
L 8-1-1 = 2p2 — 1
4
solutions.

Thoéoréme VI: Si Fon désigne par a-Afljl'undesp —I
nombres entiers differents de zéro du corps K(), la
congruenee

4~y = « 4" (worfp)

a dans le corps A7J)) précisc€inent p —!1 solutions dis-
tinctes.

En effet, reunissons les restes (10), y compris O, en 1y
paires; nous obtenons des sommes de la forme

<srd-<r'~r<rr{i 4-<r('~"},

ou s,r=0,1,2, %.|(/> —3). Pour chaque valeur donnee arbitrairement
de r nous recevrons une moitie des nombres a mais il
est facile de voir que pour chaque valeur r 4~ 4 (p2—1) nous re-
cevrons une autre moitie des nombres « -f- /2, car autrement il ro-

sulterait <%!-::: 1 (mod p). Chaque nombre a 4~ fil sera donc 4(p — 1
fois représent¢ (modp) dans la forme ¥ 4“# ce qui donne p2 —!
solutions distinctes.

Aprfes la domonstration de ces theoremes. revenons a la doter-
mination du nombre des solutions de la congruenee

12) n24* (i—if> 4- ==" (mod p).

Esaminons d’abord les yaleurs a =0 et a == 1; ensuite les autres.
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Si a==0 et ¢ =0 nous obtenons la congruence
—j (b2 4-d2) = 1 (mod p)

qui, en vertu de Fogalité 1 — j (1 & A pourra s’écrire 8 4~d2 = —1
— j(wodp); cette congruence a |(p2— 1) solutions (th6oréme VI}
parce que les valeurs b et d qui différent par le sigue ne donne-
ront pas des substitutions différentes (a, b. c, d); pour les valeurs
a==0, c=1 nous obtenons 2p2— i solutions (théoréme V); cha-
cune des ~(pl— -) valeurs restantes pour e donnera p2 — 1 solu-
tions; dans le cas « s= 0 nous obtenons en doéfinitiye

solutions.

Pour les yaleurs «=; 1, e ==0 nous obtenons 2p- — ! solu-
tions; chacune des p2 — 1 valeurs restantes pour ¢ donnera p2—I
solutions; eu somme nous aurons dans le cas a = |

DP2— 1 4-(lI»_i)» = /X

solutions.

Si nous passons maintenant aux valeurs restantes pour a, nous
remarquons qu’il y en a parmi elles certaines qui verifient la con-
gruence a24~cl — i et d'autres qui ne la yorifient pas. Mais, comme
cette congruence a p2 — 1 solutions (th6orome VI) il y aura |(p!— 1)
— 2 valeurs du premier genre, car les yaleurs a =0, a=s | etaient
ddja enyisagdes. Pour chacune de ces yaleurs il existera deux ya-
leurs ¢ telles que a24~c*— 1? donc chaque fois deux yaleurs parmi
p2 yaleurs pour e donueront la congruence b? -|- d2 =0, c’est h direr
d’aprés le théorome V. . p2— 1 solutions; chacune de p2—2 vya-
leurs restantes pour ¢ donnera seulement p2 — 1 solutions. Nous
aurons ainsi dans les cas mentionnos

AZLE{2(2p2-1)4-(p2-2)(p2— 1D 3 =— P2(>24-1)

solutions.
Chacune de A(pt — 1) yaleurs pour a qui ne sont pas racines
de la congruence a2-\-c2==I nous donnera p2(p==1) solutions;

toutes ces yaleurs donneront -\p2(p2 — I)2 solutions.
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Nous aurons en dsfinitive la somme

exprimant le nombre des solutions de la congruence (12).

Nous pouvons ¢noncer le thooreme:

Théoreme VII: Si Fon effectue la transformation 7
du jo-"me degre sur la fonction automorphe ¢>{z) appar-
tenant au groupe (0,3;2,4,5) Je groupe de GaloisdeF¢-
guation algebrigue a lagnelle satisfait la fonction
transformode g>(7>) est isomorpheavecun groupe dor

dre ffp {—1).

§ 4. DCterminatioii du degre de régiiation de trausforniatioii.

D¢signons le groupe dont nous avons determind le degre par
<z, notre but principal est de montrer que ce grroupe G contient
un sous groupe d'ordre — 1.

Observons en premier lieu le groupe cycligue

G,=({110.E+Hj)> f£=012,..p—1
compose des puissances differentes de la substitution
,S= (1,1, GE 4- HI>
ayant la propriet6
8" es | (mod p);
on verifie aiscment cette propriote en observant gue gencralement cha-
gue substitution U de la form¢ U=(l,b,c,d) ayant son premier
terme 1, a la poriode p; on a, en effet les forniules
A —aa -j-jbfi —cy -\-jdo.
B=a( bad-<3—yd,
C = ay 4~jb6 4~ ca — jdni
) = ud 4~ da 4- by — cfl

(13)

donnant les coeffieients 4, B, C, I) du produit

(A,B,C,D)=(a Ecd)(any,d);
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ces formules donnent
C7* = (1,20, 2c,2d).
C3s=(1,3A3c,3d),

U' = (I,pb,.pc, pd) == (1. 0. 0, 0) == L

[
Nous demontrons ie th¢oreme:
Thoordme VIII: Lensemli»le de pt substitutions de la

forme
> (4, b,0, (A" Hi)b)

ou 6 parcourtle systeme complet des nombres entiers
du eorps K() incongrus par rapport au module p,
constitue un groupe G pour lequel le groupe Gp est
un diviseur normal.

Dsterminons dans ce but toutes les substitutions du groupe G
qui transforment le groupe cyclique 62, en lui-m$me.

Nous aurons la condition

(—a, 6 ¢ d) (1 1.0, A 4- Hj) (a b;c.d) = (1. 1.0, A-j- Hj)

parce qu'il est facile de voir que la substitution (—a,b,c,d) est
I'inverse de (a, b, c, d).

Si Fon dc¢signe la premiere partie de cette congruence par (a\
b',c',d") on obtient, ayant egard a la congruence

(14) a e—jW -|-d2) =i (modp),
les relations
a=—1
b*"=—-2« + 2jb24-1 4- 2 (A'4- Hj) (ca -j- bdj).
¢ = —2adj4-2/ (A" H))(dc ab),
d' = — 2ac 4- 2jbd + (Al4- Hj) (1 -|- 2d'j — 2a’),

nous aurons donc (apros la réduction de 2) les congruences suivantes

€2 — jd2 4- (A’ 4- Hj) (ca + bdj) == 0,
(15) ad - (A"4- Hj) (ab 4- dc) =0,
jbd  ac 4- (A 4- Hj) (c2— b2j) = 0.
Multipliant la premiere par b et la troisifeme par d et les ad-
ditionnant nous obtenons la relation

bc2 4” ¢ [(Al4- Hj) (ab 4" dc) — ad] s 0 (mod p)
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qui, en vertu de la deuxieme congruence (15), s'dcrira
e = 0 (wodp);

il resulte de li: 1) bse O, ou 2) c==0(»wdp).
La condition b =0 est impossible parce que la troisieme con-
gruence (15) se changerait alors en

c[—«-)-c(E Hj)] = 0 (mod. p)

et donnerait a==c (E  #/); la deuxiome donnerait alors —jd2 = 0
on d==0; mais les yaleurs

6=0, a==c(A H/), d=0

ne verifieraient pas la congruence (14).
Reste la condition c¢==0; alors la troisifeme congruence (15)
se change en
jb(d — b (E -|- //;)] es- 0 (mod p)
ce qui donne
d==b (E -]- Hi) (mod p).

Les congruences (15) se verifient immcdiatement; la relation (14)
donne pour a la valeur s=1.

Les substitutions (a,b,c,d) transformant le groupe G en lui-
mome seront donc de la forme

(1,b,0,(E+Hj)b)-,

le nombre b pourra prendre toutes les valeurs entiéres du corps
K(j) incopgrues par rapport au module p. Le théorome enoned est
démontro.

Il est facile de montrer I'existence d’au moins p?-|- 1 groupes
du type G”. En effet, le nhombre de substitutions (a, b, ¢, d) avec le
premier ternie a =\ (la substitution (1,0, 0. 0) exclue) est, d'apros
le théorébme V, ¢gal a p — 1. Si Fon transforme le groupe Gn
a l'aide d’une substitution arbitraire V prise parmi ces p4 — 1 subs-
titutions ayant la pdriode p, on obtiendra un nouveau groupe d'or-
dre p! qui de moéme sera composd de substitutions a période p.
Cbaque substitution ayant la périodep n'entrera qu’une
seule fois dans un groupe doétermind du type G*. En
effet. si Fon ddsigne par Ut et Ut deux substitutions quelconques
du groupe G dont la premiere £\ pourrait entrer dans un nou-
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veau groupe obtenu de ¢r™ par la transformation & l'aide d’une subs-
titution S, il serait
Uy S~ UtS,

d'ou rosulterait S\VV\= U3S, ce qui est impossible. Si donc chaque
substitution a pdériode p dont le nombre est § — 1 n'entre qu’uue
seule fois dans un certain groupe doterminé d’'ordre p8 contenant
p2 — 1 substitutions différentes de I'unité. le nombre de groupes
mobtenus sera ¢ — 1): (p2— 1) =p2-]-L

Aproés ces remarques montrons que le groupe trouvd Gy. est
un diviseur norma! avec lindice ~(p8—1) d'un certain groupe
dordre |p8(p2—1)

Nous pouvons ¢noncer le théor&me suivant:

Théoréme 1X: L'enseinble de Jp8(p-— 1) substitutions
de la forme

{17) (a,6,c,(E’4-AN)06)

dans lesquelles b parcourt le systeme complet des
nombres entiers du corps K(j) incongrus par rapport
au module p et les nombres a et ¢ vorifient la con-
gruence

al -|- 8 = 1 (mod p).

constitue un groupe pour lequel le groupe Gp, est un
diviseur normal

Pour la démonstration adjoignons aux p8 substitutions du
groupe Gf2 toutes les substitutions de la forme

Nous aurons |(p2— 1) 3ystemes de |5 substitutions pareilles.
car nous avons

| ct—fp + (E+ H/)8 = 1 (modp).
d'oh, ayant ¢gard a la congruence
(18) {E-\-H)™MNO0(modp),

nous obtenons a’-f-c8==1(modp) pour doterminer a et c; mais,
comme. d'aprés le th¢oréme VI, la congruence a8-|- c8 =1 (modp)
a p2--1 solutions distinctes dans le corps K(j), nous obtenons
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H(p — 1) paires (a-c) pour a et c; il sera superflu de prendre
«d'autres systomes de la forme

(—a, —c (E4"Hj)b)
parce que ces substitutions peuvent s'Ocrire
(«,—i1,c, —(A'4- Hj)b)

et il est Ovident qu'elles ne donneront pas des substitutions nou-
velles.

Il suffira pour demontrer le thdorome ¢noncs$ d’ecrire le produit
@ b, ¢, (E + Hj)b). («,, (£ Hj)6J
mde deux substitutions
(@ b, c, (E4- Hj)b) et (a, b., c., (E4- Hj) bt)
verifiant les relations
a2 d~¢*— 1, «id~4—1 (modp).

En doésignant ce produit par (4, B, C, D) nous obtenons

A ==aa. —cc,,

B == ab. -f- 4" COH- Hj) (cNi — ci)-
C=ac. 4“ran

Ds Jl __ cil4 (A-4 Hj)(ab. 4-iaj.

Ayant egard a la congruence (18) nous vcrifions immcdiate-
ment la relation

1(19) D = (E 4- Hj) B (mod p)
Nous obtenons ensuite

A 4-0l==alaj#t c*r?+fllci4"c*a?="ta 4"ci)a?4-c*c’-I~
a?(1 —<cs)=a?4-c?=l,

ce qui montre que l'ensemble des substitutions (17) forme etfecti-
vement un groupe.

Pour montrer que le groupe Crf. est un diviseur normal du
groupe ci-dessus, observons que ce groupe. dapres la ddfinition, ne
peut contenir que p2 sustitutions avec le premier ternie a=sl; ce

Bocznik Polskiego Tow. matematycznego. 6
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sont toutes les substitutions du groupe G”. Si nous transformons

maintenant le groupe Gp. h, l'aide d’'une substitution arbitraire
S=(a,b,c, d)

nous calculerons facilement (d'apr&s les formules du § 1) que le

premier terme de chaque substitution du groupe S~'G”S sera

al-j-c?  j (6%~ <4) == 1 (modp),

nombre congru a 1 par rapport au module p.

Il sera donc
S-'G,,S=s G,,

pour chaque <§ c. g. f. d.
L'existence du groupe d'ordre \p2(p2— 1) nous permet de

demontrer le théoréme suivant:
Théoreme X: L’ensemble de toutes les substitution s

(@a+11Mz+c+ FJ
— b\j

du groupe (0, 3; 2, 4,5) vcrifiant la congruenee

(21) d = (E-)- Hj) b (mod p),
ou le nombre E Hj satisfait a la relation
(EHj)2 ==— I(modp),

forme un sous-groupe du groupe (0, 3;2, 1,5) avec l'io-
dice p2 I-

Désignons l'indice de ce sous-groupe par la lettre i, ddsignons
par I\ le sous-groupe des substitutions (20) verifiant la condition (21)
et ayant le determinant = 1 (mod pj) le groupe T\ envisag6 au § 2,
compose de substitutions (20) avec determinant 1 peut ¢tre représento
sous la forme

H Strt, Ssl\,... S,1}),

ou les lettres Sk dosignent certaines substitutions (20) ne vdritiant
pas la congruenee (21).

Si nous considérons maintenant le groupe fini G auquel
se réduit le groupe P par rapport au module p, nous remarque-
rons que par rapport au module p les substitutions du groupe P,
se roduiront a celles des substitutions du groupe G qui vorifient la



83

congruence (21); autrement dit, le groupe.71 se roduira a I'ensemble
(@b c (E Hjb)

qui, dapres le theoreme X, eonstitue un groupe d'ordre £/)2(P2— 1)

L/indiceisera donc togal au quotient {p 1—I): p2(p2—1) =
=P+ 1

Mais, comme nous l'avons d¢ja observe auparavant, le degre
de I'¢quation algdbrique ii laquelle satisfait la fonetion transformse
<p(Tz) doit etre ¢gal a l'indice du sous-groupe commun du groupe
(0, 3; 2, 4,5) et du groupe transforme T~ (0, 3; 2,4, 5)'7', nous avons,
en nous appuyant sur le théoréme Ill. le resultat suivant:

Théoreme XlI: Etant donnd un nombre nature! p pre-
mier dans le corps K(j) satisfaisant a la condition

si nous effectuons la transformation

RQ

- Qz-\-P
du p-ime degrs$ sur la fonetion automorphe (p(z) appar-
tenant au groupe (0,3; 2,4,5) la fonetion transformode

(p(Tz) satisfait ii une 6quation algdbrique du degrc¢
p2 4~ 1.

8 5. Application a la traiisforniatioii du 7-<>nie degre.

Les nombres p satisfaisant a la seconde condition du t-héo-
rome XI sont de la forme

201, 208. 20 4-7, 2Am@;
nous avons donc la suite
3, 7, 23, 29, 41, 43, 47, 61,...

Apros le nombre jo = 3, envisage par Fricke, nous avons le
nombrel) p —7 qui est premier dans le corps K(appliquons
nos rosultats géneraux a ce cas.

')y Le cas du nombre 5 qui n’est pas premier dans le corps /<(/) a fait I'ob-
jet dn mzZmoire deja eité de Fricke dans les Acta Mathematica, 17; il conduit au
groupe d’icosaedre.

6*
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Nous voyons cTabord que le nombre de substitutions de la forine
v—- Pzzx="
-Qz+ P

au determinant P2-|~ Q2—P ne surpasse pas le nombre 8(p4" 1).
En effet, si nous posons

P=a4"[3, V=y-t38i

ou les nombres a, fi, y, d sont des entiers rationnels, nous voyons fa-
cilement que ees nombres doivent satisfaire a !'dgalitd

& + N4-y 4~ d2 =p,
mais, comme on sait, le nombre premiery peut etrel) de 8(p-|- 1)

manidéres decompos¢ en somme de 4 carrds.
Dans le cas de p = 7 nous obtenons

2- + 1“=17,
d'ob, ayant ¢gard a la condition
2(«/S + yd) =806 1

que les nombres a, fi, y. ¢ doivent vérifier, nous n’obtenons que les
quatre systomes suivants des valeurs pour les nombres a, ?,y, <:

21 —1 !
1,-1. 2 1
2, - 1,-1

-1, 1, 2 1

Nous voyons que, pour la transformation du 7-6me degr¢ de
la fonction automorphe ¢>(z) ne peuvent etre employ6s que les qua-
tre substitutions suivantes

®%+A —1+A 7 —i | 2+A
11—, 24-IT7 1 ~/7
i Y+A 1-A T -P— —2-A
\' 14-j, 2-HT “=E\2 + |, 1 —J7

au determinant 7.
Il est facile de voir que dans le cas consid¢rd, le nombre
sera 5-|]-3J parce quon vdrifie immediatement la con-
gruence (04-3/)24-1=0 (mod 7).

*) Sierpinski . Teorja liczb, 1914, p. 357.



Nous vorifions ensuite que dans le cas des transformations
T, et jT2 le sous-groupe commun du groupe (0, 3;2,4,5) et du
groupe transforme, sera dofini par la congruence

d= (5 3j)b(»»d).

dans le cas des substitutions 7, et les sous-groupes correspondants
seront
<7==(2 -f- 4j) b (mod. 1).

Les substitutions (1.6,0,(5 -f-3j)0), transformant la substitution
(1,1,0,5 3;) en lui menie, constituent un groupe Gig d’'ordre 49.
Ce groupe est un diviseur normal d’un certain ¢r,176 d'ordre 1176.
Les fonctions transformodes cp(T\z), <p(T2z). <p(Tsz), <p(T"z) seront ra-
cines des eguations algobriques du degré 50.

Nous pouvons encore remarquer un fait intéressant qui rap
proche le cas de transformation du 7 éme degr6 de la fonction auto-
morphe <p(z) avec celui de transformation du 7 eme degre des fonc-
tions modulaires; nous domontrerons le théoréme suivant:

Théoreme XlI: Dans le cas de transformation du
7-6me degr6 de la fonction automorphe appartenant
au groupe (0, 3; 2. 4,5) le groupe de Galois de I'equation
de transformation contient un sous groupe GI8 d'or-
dre 168.

Pour domontrer ce thooréme remarquons qu'on a pour cha-
que substitution

5=1(«6,¢ d)

les formules suivantes (mod 7):

S2=(5«4"-h a aci 5ad)

8§ = (3a34"3«, 3alb-j-b, 3a2c-f- 3ard4-<i,
qui permettent de déterminer les poriodes des diverses substitutions
du groupe de Galois. Nous savons deja que pour «== 1, la substi-
tution S a la pdriode 7; nous calculons aisément qu’on a pour
a=0 la podriode 2 et pour a==3 la poériode 3; pour a==2 on
a la poériode 4 et pour a =5 4~ 3; la période 6; les va'eurs « =3
34" 3/ donnent la période 5, les valeurs a =4 -|~/, 14" %) po-
riode 8, les valeurs a=3 4j, 54“i la poriode 12, les valeurs
«=244 6-~J, 14'3/, 24-3; la poériode 24 et les valeurs
a 4+ 2), 54-2;. 2;, 64-2j, 44-3,;, 1 4-;, 24-2;, 64-3/
3 4-2; la poriode 25.
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Apros ces remarques, prenons la substitution
K=(0,6, I,(5 + 3j)6)

et déterminons une substitution

a

. C7=(1/S,y,d), y8—;t? + dg =0 (mod7)

a poriode 7, telle que le produit UV ait la poriode 3.

Observons auparavant qu'on ne peut pas avoir y = 0 parce
que la substitution U aurait alors la forme (1,/3,0, (5 -j~ fi) et
le produit UV n'aurait pas la poriode 3. En effet, si lI'on calcule

pour le produit
(1,0, (5 + 3;)/?). (0,6, 1,(5 + 3j) b)
le premier terme A, on trouve
A =jfrb[1 + (5 + 3;)«] = 0 (mod 7).
ce qui donne la substitution avec poériode 2.
Prenons donc le produit
(1,/?,y,d).(0,6,1, (5 + 3;/6);

son premier terme A doit vorifier la condition a = 3; nous au-

rons donc
A=—y+Dbj|3+d 5+ 3/)] =3 (mod7).

En posant y = 1 nous obtenons la congruence

6.3+ 6 (5 + 3;)] = 4 (mod 7),
ou

(22) 6[(3 + 2;)|<5 + //3]S .(mod 7)
et la condition j (/38 + d§) ss 1 pour /3 et &
En vertu de !6galit6 | =/(1 +./") la dernifere congruence
s’dcrira
32 + d§s=1 + j (mod 7),

et nous trouvons les solutions suivantes de cette congruence

(t+; 5+3i), (b+j, 6+3/)), 4+ 3; 2),
2+3, 3+)), 2+ 3/, 3/), 3+ 2/, 3).

Nous vorifions aisement que seulement la solution (3 + 3;, 3)
satisfaira a la congruence (22); nous aurons

+d(@+2/) —j@B+2/)+3(3+ =<1 (mod 7).
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La substitution eherchée V aura donc la forme
r=, 3+2;, 1 3).

La substitution U et la substitution V satisferont aux con-
gruences suivantes

(23) f77=1" F«=1, (@t7K)» =1 (W0d7).
En s’appuyant sur les recherches de Dyckl) nous eonstatous
qgue les substitutions U et V verifiant les relations (23) conduisent

a un groupe 6rl68 d’ordre 168; I'existence d'un tel groupe est donc
démontrce.

* Gruppentheoretische Studien, Mathem. Annalen, Bd. 20, p. 1.



Sur les fonctions derivees boérnees.
(Resume).

Par

Stefan Kempisty.

Toute fonction dcrivoe est mesurable, etant de premiero classe-
de Baire. Par cousoéquent une fonction /(a:) derivee bornée dans
I'intervalle (a, 6) est toujours sommable dans cet intervalle. De plus
l'intograle de Lebesgue

a

admet pour dérivee la fonction /(#)

Or, en invertissant l'ordre de deux passages a la limite qui
nous conduisent a F'(x), on arriye aux proprietés de !’ensemble des
valeurs limites d’'une fonction dorivoe bornce.

Soient

10, Zj,...

des nombres diyisant lintervalle de variation de f(x). Designons

par mes (£,) la mesure de la partie commune de l'ensemble

et de l'intervalle lorsque x0”.Xx, au cas contraire nous po-
serons

D’apros la dofinition de l'intdgrale de Lebesgue, si

4+ — 4



on a

0= r ., <E
X x0J X --- Xq m

»
ou

z
/(icl-Mz) wes(A<) <£

X X, 4, XX

Quand chacun des ensembles A( possede une densitc dcter-
imnée en at0% soit ~(A), on obtient, en passant a la limite, la.

relation |

0 << F(z0) —M=<=d"E,) < e
i-0
Or il existe des fonctions telles que l’ensemble
E[a < f(xX) </

peut ¢tre dépourvu de la densitdé dcfinie. Mais, le nombre d’ensen>-
bles A( etant fini. nous pouvons toujours déterminer un passage a la
limite qui conduit aux densitss définies relativement a ce passage.
Ainsi, en dssignant ces densitds par d,t(Et), nous avons
[
o<<f) - VId,(Eq)<£E
I-0
en tout point x0 de (a,b), lorsque f(x) est une fonction deriyee et
44 4 F
Afin de dcduire de ce thcorenie gonsral les proprietos des ya-
leurs limites d’'uue fonction deriyee, j'introduis la notion de la va-
leur limite appraximative. Nous dirons que /? est une valeur li-
mite approximative de f(x) en un point x0 lorsque la densitd supo-
rieure?) de l'ensemble E, dcfinie par la condition

W) —fi <¢,

est positive en #p, quelque soit s = 0.

z
1) Ladensitd de 2?, c’est la dsrivée de la fonction m(les(E). la notion est dne
a M. Lebesgue, Annales de I'Ee. Norm. XXVII. p. 406.

c. a d. la derir¢e supcrienre de la fonction en orQ.
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LZinfluence de ces nombres sur la valeur de la somme
consiste en ce gon a

VV) =o,
quand l'intervalle
4 y Ml
ne contient pas de yaleurs limites approximatives.

Comme l'ensemble de nombres 5 en x9 est borné et ferme,
on en distingue la plus grande des limites approximatives L(;r0)
ot la plus petite Z(a0).

Or je démontre que, f(x) etant dorivde bornce dans («, b\ on a

IX) < I'(X) < L(X).
Si
8f =/(®o0)=
la fonetion /(aj) est approvimativement continue en a0, daprbs la
definition de M. Denjoy, c'est a dire la densit¢ de l'ensemble

f(x) — /(z20) <E

est Cgale ii uiq quelque soit e positifl).
En choisissant convenablement les nombres I,. pour f(x) appro-

ximative on peut arriver a réduire la somme _20Ité"(E() il un seul
|-

terme qui tend vers /(aj0) quand e doéeroit infiniment. Alors /(aj)
est Cgale en #0 ii la derieCe de son intograle. On obtient ainsi un
théoréme de M. Denjoy?).

Ensuite je dSmontre que, /(a:) ¢tant une fonetion dérivee bor
noe dans (a, ft), U'¢galito

I'(x) = L(x)

implique que /(«) est la seule valeur limite principale en x ou, ce
qui revient au mdme, f(x) est approximativemet continue.

Or cette dgalitd a lieu quand f(x) est approximativement semi-
continue supcrieurement, puisque alors

/(«) = L(x).

Ainsi une fonetion dcrivée bornCe ne peut pas etre approxi-
maticement sernico ntinue sans etre approximativement continue.

) A. Denjoy, Sur les fonctions <lérivoes sommables, Buli, de la Soc.

Math de France 1915, p. 165.
') loc. cit. p. 172.
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En particulier, pour qu’une fonction semicontinue bornee soit
-dorivee, il faut et il suffit qu'elle soit approximativement continue.

Les théordmes géneraux 6noncds plus haut sur les fonctions dcri-
vees subsistent pour les nombres ddrives. Pour géneraliser les th¢orb-
mes sur les fonctions approximativement continnes il suffit de rem-
placer dans la dcfinition de cette classe de fonctions le terme ,,den-
sitd* par ,,densitd superieurell.

On arrive alors a la notion de la continuitd ,,quasi-approxi-
mative“, Cette derniere peut ¢tre consideree comme une condition
necessaire et suffisante pour qu’une fonction semicontinue supcCrieure-
ment soit une fonction derivée superieure d’une fonction continue.

Comme, daprbs M. Youngl), une fonction derivee superieure
d’'une fonction continue est semicontinue superieurement en chaque
point d’'un ensemble E partout dense sur tout ensemble parfait, ou
voit que cette derivCe est quasi-approximativement continue dans les
points de E. dhs qu'elle est bornse. Il en est de méme de toute
fonction derivee de Dini.

» W. N. Young. A now method in tlie theory of integration, Proc. Lond.
Jdath. Soc. 1911.

Wilno, décembre 1922.



The Theory of Constructive Types.

(Principles of Logie and Mathematics).
Part Il

Cardinal Arithmetic.

By
Leon Chwistek.

V. Complcnients of Part I.
A. Extension and Intension.

The Theory of Types, as explained in Part I, may be called
the Pure Theory of Types, as it is based on the most generat
idea of logieal types, and as it does not assume any other pro-
positions, than the axioms of the Logical Calculus. This method ena-
bles us to get a system of Mathematics which appears to be a part
of Logie, and as such may be called Pan-Mathematics. This system
is more generat than Classical Mathematics, as it does not enable us
to prove that there is a class of inductive numbers other than the
null-class, which does not contain the greatest element Nevertheless,
if we assume the axicm of infinity as a hypothesis, we get a spec-
ial system, which is as a matter of fact the same thing as what
is called Classical Mathematics,— Cantor’s theory appears then as a
hypothetical system that wecan get, if weassume the existence of alephs.
Conformably to the hypotheses which we assume, we can get many
special systems of Mathematics. As the Pure Theory of Types does
not assume any existence-axiom and does not lead to Richard’s
paradox, it is a natural base for ralional Semeiotics, a science whose
importance can scarcely be denied. Note that the simplified theory
of types, as expounded on p. 12 of Part I, may be used in Mathe-
matics without any risk of getting a contradiction. To avoid such
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paradoxes as Richard’s or Konig’s, it is quite sufficient to assume
a. direction excluding from the scope of the system any function
which is not constructed with the symbols of the system itself. Au
aualogous method is used by mathematicians dealing with the sys-
tem of axioms of Zermelo’). Such a method. though very conve-
venient, is nevertheless inconsistent with certain fundamental pro-
blems of Logie and Semeiotics. Moreover the simplified theory of
types implies the existenee of functions which canuol be built up,
unless we assume that all functions are extensional functions (the
Axiom of Extension).

Now, a purety formal system of Logie ought never to imply
the existence of such functions; otherwise it might be asked why
the axiom of infinity, of other existence-axiotns are not to be assu-
med as primitive propositions.®

The practical elimination of the Leibnizian idea of identity
is an essential simplification of Logie, this idea being of no use
in Mathematics, as we have no means to prove with it the identity
«of objects given by two different expressions.

Now. here is a most interesting metaphysical problem: Can
an object be denoted by two different expressions?

This problem cannot be discussed in a system of formal Lo-
gie, as such a system does not contain the primitiye idea ,expres-
sion“. On the other hand it is easy to see that such a problem can-
not be solved at all, as we always get two contradictory solutions.

If you suppose that two different expressions denote two dif
ferent objects, you cannot prove that two equivalent classes are iden-
tical. To prove that any equivalent classes are identical, we ought
to suppose that there are objects denoted by two different expres-
sions. The first hypothesis may form the base of a Nominati
stic system of Metaphysics (Ontology), tbe other of a Realistic
system. The Realistic Hypothesis, i. e the axiom of extension
would be formulated as follows:

(7). a{z) =/?{r). srLa{/?}:
This axiom seems to liave had great success in recent years | ne-

ver stmuld care to discuss its truth. 1 am convinced we never get
a contradiction from wusing this axiom, but I am also convinced

* Cf. Fraenkel: Der Begritf ?detinit< und die Unabhiingigkeit des Auswahl-
axiorn8. Sitzungsberichte der preuBischen Akademie der Wissenschaften, Berlin 1922.
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that its negation is eonsistent with the primitive propositions of
The Logical Calculus and with the directions of the Pure Theory
of Types.

Moreover, there are other generat hypotheses which imply
the negation of the axiom of extension, yet are at the same time
very fruitful.

To see this, let us assume the following definition of the a-
order Leibnizian identity, the definition of complete Leibnizian ideil-
tity being in the Pure Theory of Types impossible.

We have:

13-001 (x L—y\=(?(u)-.u{x} = «{j/}:¢'w,a}.

With this defiuition we build up the theory of the a-order Leibnizian
identity, just as in Principia. E. g. we have the following propo-
sitions:

13-11 |- (r=ya = 1R3 «I</}'e

13-13 \- tfi {X} .(x L: y\: C(/?,a} O fi{y}.

131;) —(x =x)

13-16 |-.(a: =y) = (y =X)a

1317 p: (x T y)«.(y T T Z)X.

For the <w't;'-order Leibnizian identity of classes we have the
following definition:
13-0011 (o L: 0) = (M:7{a)0O c{£,
i!
We have uow the following propositions:
2014 |—(a T fi) 2) »a — fi-
Dem p-12-312.(0-271)0
., — 13 O
|-.(D.(1300UO|-HpD
SEViXE V= oy G =
VLE.v{x}: <aa'{+}V ~ Y7}
[(0-16)] 3 :a{a}: ayv-~ «} =

3 a{xMfi{x}.
3N
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We see that the <'j’-order Leibnizian identity of two classes im-
plies their identity (equivalence).
J shall use the following abbreviations:

13-0012 ? ws[.:u = V:iu{x}: e{w, F).]
1300121 W =R SF}]
«
130013 (1?=P) = (7):7{P}.C{7, K).
Z *

The definition of the Axiom of Intension, i. e. Intax, is as
foliowe:

13'002 Intax ? (X[IS{x } 1y (a?).] T x [ fi' {x} | y{a?}.])
D (/? = 17
We have now the proposition:
13-4 Intax 2) (Hw, t=)~ (w = v):m = »: {w, V}:™Mv, V}.

Dem. 113 002 } 1024
I

Thus it is obvious that the Intax is not consistent with the Axiom
of Extension. Now, it is possible to prove, as we shall see below,
that Intax implies Infinax (i. e. the Axiom of Infinity) ¥

On the contrary there seems to be no real simplification of
Arithmetic, if we assume the axiom of extension — The problem
of the Leibnizian identity of two equivalent classes or relations can
be eliminated by simply dealing with extensional classes or relations,
as we have seen in Part I. The axiom of extension would be need-
ed only in the simplified theory of types, to avoid the proof of
the existence of classes, which can never be explicitly given. This
proof is as follows:

In the simplified theory of types we have the complete Leib-
nizian identity. which is to be defined as follows:

x=y=m &3 {kr
L df
Now let us assume the following definition, using a, fi as variable

class-letters:
(?== ax[(S7).(IEN7{ 2] = 2).~7 fap

i L

') The possibility of such a proof was suggested to me by Mi Greniewski.
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We have the following proposition:
{A) (3).z[37) 7{7 43I ? z[(B0)(? {7 4. z[(33) G {£4].z}.
To see this, suppose we have: ~ G {*[(3/3) G {/?, z}], x}, i. e
(7). A@E7)Y/{7 4] L: z[(B7) g ;7,41) D 7{ [(B7)<?(7 41, 4-

This proposition being true lor every /', it is true for G.
Therefore we have:

[B7)G{741 =2z[37)G{741)D&{ 107 (741-4
Here, the hypothesis being true by 1315, we have:
G{z|(34 G{(i. 43,x}, i e. the proposition (A).

Now, it is obvious that the function /' whose existence is proved
by (.4), cannot be equivalent to G Therefore we never shall have
such a function. unless we assume the axiom of extension. As a sys-
tem containing such an axiom in no longer one of purc logie, we
see that there is no system of pure logie to be based on the sim-
plified theory of types.

I do not know whether an adequate definition of the hypo-
thesis of Nominalism is to be found in a system of Ontology using
no other primitive ideas than purely logical ones. At any rate the
Intax is a part of the hypothesis of Nominalism. Another consti-
tuent of this hypothesis would be the following axiom, which, as
is at once to be seen, is inconsistent with Proposition (z4):

4t3 a4/, .{t>,4i T 4(3Vv) g, (t>,4DD
(mz]/, {« 41 = UX[ér, {ll, 41)
Z

This axiom enables us to prove that the class of functions of the
type W is similar to the class of classes a?[(3 »)./> (®) 41> where
Mar [/» {wi41 '8 a function of the type W. The proof oz this pro-
position is a trivial application of our axiom. We should then have
in any type the same cardinal numbers in spite of Cantor’s theory.
Nevertheless the axiom in question seems unfruitful, if used in a
system of Mathematics. To obtain a satisfactory one, we ought to
suppose that any type is similar to a class of inductive numbers.
We shall cali this hypothesis the Axiom of Nominalism’). Note

') Cf. Zasady czystej teorji typéw, Przeglad fil. 1922 p. 28.



97

that this hypothesis, not less inconsistent with Cantors theory
than with the simplified Theory of Types, is nevertheless very na-
tural and quite simple. It conforms to Poincare’s postulate, stating
that there are no other mathematical objects than those we can
build up into a given system. It is interesting to note that with
the Axiom of Nominalism, we can prove the axiom of Zermelo)),
and we have nevertheless to do with a continuum conceived as an
ambiguous symbol (Cf. Part I, p. 19).

The researches concerning this subject seem to be very im-
portant, many interesting theorems of modern Mathematical Analy-
sis being based on Zermelo’s axiom. Note that with the axiom of
Nominalism we prove, e. g. that a limit point of a class of points
is a limit point of a progression of points, contained in the given
class. As the Intax enables us to prove the Axiom of Infinity, it is
obvious that a system based on the Axiom of Nominalism and on
Intax should embody modern Mathematical Analysis.

B. Types.

It is to be remarked that the use of primitive letters is very
limited. As a matter of fact, they are only used to build up the
expression ¢ {r,y] Now, there is another method of obtaining an
equivalent expression. Let us expunge the primitive letters from
our system and assume the following definitions:

12001 c¢$(z2)— . a{x}==a {z].
12-002 ca (r,y) d=/ .Cafc) C(y).

It is obvious that the symbol Ca (x,y) denotes the proposition
is of the same type as y* as much as the symbol ¢é{x,y) The
elimination of primitive letters would be an essential simplification
of the Pure Theory of Types. If we omit the primitive letters, we
can have a very simple direction for the construction of functions
of the same type, i. e:
D Two functional expressions, containing no primitive letters,
denote functions of the same type,
1° if they denote at the same time functions with | variable
(6r with 11, or with IIl, or with 1V), their corresponding variables

¥) Cf. Trzy odczyty odnoszace sie do pojecia istnienia. Przeglad fil. 1917.
Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 7
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being determined by the same functional expressions, or being in-
dividual letters; and

2° if they contain tbe same elementary letters, and the same
undetermined variables occurring in both as constituents of the same
functional or propositional expression.

With this direction we can write significantly (E. Cr), with-
out using the directions 02, by simply looking on the letters oc-
curring in the- expressions E, Cr.

In conseguence of our direction, an intuitive use of the pure
Theory of Types appears to be possible. Nevertheless | still keep to
directions 02, as being more convenient in symbolic practice.

Note that by the direction Z), we have:

{« |- {«> «} | W «}'], M a}]},

a formula impossible to attain by the directions 0'2. We see at
once that this diflerence is not essential. The first inethod is most
in harmony with practice; the second with the primitive idea of a
logical type. In Principia we have an analogous difference between
first-order matrices and first-order fuuctions.

The pure Theory of Types does not enable us to prove the
existence of functions of a given property, without having an in-
stance of such a function. Nevertheless, it enables us to prove the
existence of individuals, without having any instance of them. Now,
Prof. Wilkosz has remarked that a purely formal system of Logie
ought not to be of any use in proving the existence of objects
which are not explicitly given in the system. To have such a sys-
tem, it is sufficient to deal with individuals in conformity with
the method we have applied to classes. We begin with introducing
the letters I, tn, n, which shall be called individual constants.
We suppose that these letters denote individuals; and we agree
that these letters can never be used as noted or apparent variables.
As there are metaphysical reasons to admit the existence of indi-
viduals of different types, we shall never use such expressions as

or similarly as . [/{a?}] or To have noted or
apparent variables, we shall be obliged to begin with such expres-
sion as ./{«}. m}.1), where the real variable x is determined

t) Mr Skarzenski, has remarked that we get a serious simplification of the
system, if we use J\m) {#} as a fundamental idea. | see that this method would bo
most conformable to the real ineaning of the idea of a propositional function.



99

by the constant m. Then the fundamental Principles of the Calcu-
culus of Functions will be:

I. The Principle of Deduction:
1001 .

Il. The Priuciple of Disjunction:

10-021-. (). pV W-D:?2V ®)AF

With these Principles we can prove that there is an individual of
the same type as in, we having the proposition:

Bx) {xm
but we cannot prove that there is an individual.

Such a inodification of the Pure Theory of Types will be
made in the complete system of Logie and Mathematics which |1
intend to publish later.

The theory of functions of the same type, as expounded in
Part 1, is far from being complete. To have a fuli theory of fun-
ctions of the same type, occurring in a system, it would be neces-
sary to write a very big book, — as a matter of fact a common-
place one. It is therefore more reasonable to prove no other pro-
positions than those which are to be used immediately. In this pa-
per we shall use the following propositions, which do not occur
in Part I:

1231 hc@yE/{ Iy{y)l.ryg/m{ VO<y}-1}
[12-2421.(0-34)]

123121 |-C {xy {-f#>} lg {y}1a% [/{z}Ig {}}

[Constr. as in 12'312]
123122 |-C(iy [ Fa} g OHl xy [/ {) g {3}
Constr. [-12-22.3-01.2)
|-t {iy[.{ar) .y{y}.|o:y[.~{a;} V ~y{y}1}

<[0-43-441415] 1 |- C{ry [ Ha} .9 () .1.xy [.-f{x} \Jg {y} ]}

[12-3121.1-01 O|-Prop-

12-4 |- C{X[(y)-p. H{y.x}.1.r[.p-(WHy.x}.1}
[0-27.12-3122]

1241 |- C[x](y).-p 3 /7{y.x}.1 alp 3 (y) T{y.x}.]}
[0-27.12-3121.1

1242 |-C{a?[(y)./ {y.x}p-l.a-[.(v)/{y- a3-[p.]} [027-24]

12-421  |-C {a [(«)./,, {w, o) [p.], & [(«)/m<, {w, a} |p]) [027-24]
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1243 |- C{z\(y)-R\y,x} Bpl.x [/ (.2} ~Ipl}
[12-42-3121]

125 |- e{z [z )z vy, 3] zZ[COf{x, ¥', 2}]}
Constr. |— 12-1.0441.3 H &{z [/{z,y'.z}], 2 [/{Z’, xi Z}]}
[0254] BI-£z[@)/ @y, 73], z [((AX, Y, z}}
[0-252] 3 Z{z[(2) 7 {z.y" 2}l z[ D)z, y. 3 | () H{x". y, z+. I} (D)
1-121.0-252-412.3 |- C{z [/{z.y. z}). z [ §{z. ¥, 2} |/ {Z'y, }.]}
[0-252 B |- £[z [z, y)/{z.y. 2} z[(Ey> T (2. Yy, 2} | F{Z,y, 2}]} (2)
b-(")-(2).3FProp.
1251 |- e{y Iz, )/« z, Y} y [, 2)/a{u, z, y}}
Constr. |- 12-1.0-242-261-26-4 3
- {y (Aw)/, {wx y y K w-7.{ux.y}[f.{v.x y}]}
[12-421.0 26 261 ,]3
- (y YILY [(%) o («)/. {«, <yl v}
[0-27] 3 l-e{ylzwfa z y}y[lW)/ {wx,y} () f{czy}]}
[12-421.0-26-261.] 3
- {y[(# « fa{w, x. y},y [(W)./. {u,x\y\ | (2)/.{»z, y) 1}
[0-27] 3 |- C(y [z W), {tZz y}.y(tZx) -fafu, X', y} |/, {v, x, y+.I}

|0-252] 3 p Prop.
We shall use the following abbreviations:
12 011 £{x,y,z} =. (H{x,z}. e{y,z}.

12-012 &(z,y,2.2'} - C{x, 2} C{y. z'}: &{z. 7'}.
Note that, if we take fa {»} for u|f, {w}] {»}, this is by no

means effected by the simple application of 016 :but we first take
by 120102

for « | /»
and then we apply the direetion 0’16 to this function.

. Automatical construction of assertion3.

It is to be reinarked that the number of definitions needed
in practice is very great. In this paper we shall not give all defi-
nitions explicitly in cases from which any ambiguity is excluded.
We shall also use some simplifications in our construction of ex-



101

pressions which are by no means an essential modification of our
directions, and may without any difficulty be omitted in a complete
system. E. g. we shall omit one external dot on both sides of our
assertions; likewise the brackets in defined symbols, in cases exclu-
ding any ambiguity; we shall also omit the letter a in defined sym-
bols, by a proeeeding to be explained later.

VI. Prolegomena to Cardinal Aritlinietic.

This chapter contains certain definitione and propositions to
be explicitly used in Cardinal Arithmetic. In spite of the generat
merliod expounded in Part I., we shall have to deal with definitions
built up for special types.

a. Complements of the Theory of Deduction:
302 .p-g.r. = p.q:r.

df

3'021 .p.9.r.s.¥= p.9.r:s

3022 ,p.q.r.s.p". Cf p.q.r s.p'.

344 |-:93p:.rBpO:9IVr-3P-

347 |- pMr-.gMs P-A-~) -f-s:

4'1 [—.p3 9¢ ——-—23 ~1°[to be called: Transp|
5'5 [-»>3 :P3 2% ="

5-75 |-:£3 N.p==_."r:O -p.~q.=r.
1028 |-(») (3a)y {«).
1034

b. Classes and Relations.
We shall use the following abbreviations:

20'04  extens,, (X) — (U. v):u—vVv.3 .x {&} = x (e):
df na
20'041 extens (x) = exlens,, (X)
dl
21'04  extens,,(70 = (w, i) .w = > W= t:3« w) = K{v- O-
] s
21'041 extens (R) <T extensfl (R)

The difierence between the use of extenso(x) and extens (x), (or
extens,, () and extens(J?)), is that the first symbol can be automa-
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tically applied to higher types, so as to have e. g. extens x)

for (P. Q):PA=A-Z) . ss x(h( (y{O.

The second symbol i. e. extens (x) stands simply for exteustt (x).
Such simplified symbols as extens (x) will be used below without
being expressly defined, in conformity with the remark on p. 14.

I pass now to the following list of definitions, which are built

up for special types to be used in Cardiual Arithmetic.
Definitions: '

20042 « f,, x = . x(m) . extens,, (X). a}.
200421 u,ve, X — U X.VE,X.

20'0422 u,v,weax = .ueax V,weax.
df

20'043 extens« (x, w) = . extens,, (X). extensa (w).
df
2206 . X Q w. = (u). x@){«} G <DW;«}.
a dj
22061 x =w.— . Xx,()—

n df

22062 .x=}w.=. X(a) == w()

dj

2207 (X plw) ? u\. ue, X. uf,,u>]

22071 (x U«w) = WEWE, XV «Cew
22072 (x—w)=(xQ,-w(4)

df

22 08 (—a w) = a[~ ueaw]

a

5101 . Tu.]

2209 A= J(x"'U»IGw)

21042 i<[A]l,v =. R (u,«}. extensa (P). £{«,», a}.
21.06 P eQ'=(a V). P(){w v}G Q@) {u,«:
21061 .P=Q.==.Pw=0Q(a}.

21062 .p=j=e. = .p(,)=f=vw.

a df

2107  (Pd.V) = WRI-W[P].»” «["].«
21071 (PU.Q) =« »|. VV«| Qv j
j
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21-072 (P~ <9)=(pn.-<2()

2108 (—P) = uvi~u[P],u]

a dj
21-081 A T uv [(3 X) u,ve,x. E{x, K}]
2109  extens,f(P)=(m c)(P, @:u=v: P = Q. ~vi).R{u,P} =
dj 3, « A A

31013 Cnv, B = Cnv" P(a,a)
dj

31014 crivie— Pu\B@E  (m, P}
df
31015

df
21091 u [Plf o—.B {w, (>}. extens™ (P). c{u,a} c{Q. A}
21-092 @ [P]"u = .B{@.u3 extens” (C«t>TP). C{w, a}.£{<?, "4}.

dj
24-04 ‘Aan = (Au)uEarmn

a .
2504 3,, P= (S_VV,_®)_U [P], v
25041 S’\pd=/(37)(3|3)“[p’\P
25042 3:P *=/ (37)(BP)P[P]"m
3305 p-p=ul(s7)M[P]5j
df

33052 AP = P[(3m) PIr]I* W]
3306 -R=u @M
33061 p ? rl(B7)7[pkp|
33-062 P = m[(3P)P[P]*“m]
J]
37001 &= a"
370011 & — o1
37-002 n—2v
37-0021 n' =

df
3701 [P"],X = u[(Bv>. u[P].v.VE, X ]

dj

37011 [P"lin=ul[(SP) WIPI*"P.P ]

37012 [P']2x = P[(Sn) P[P]"u.ue.n.1
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4001 p af/

5001 | =uv[U=V]

Propositious:
24-23  1- (xNn. Aw) = Ar.)

uf(x).xeaa 3 ue,x ]

24-24 |- extens(x) G . (x U,, Ac;) = xv

2242 h x G x

2243 1- (x n.w) Cx

2244 |-:xGe1id G Z)xGft«

22-621 |- extens (x,a>) 3 :x Gw+ =1 (xClko) = X:
2268 1- { n,,w)u,, (xn,,w)) = (xn,, («,,W))
22-81 |- extens (X, W) G :x Gw-==1_ wG —X:
22'87 |- extens (X,w) 3 +(— X C|,, —w) = — (X U,, «)e

25’4 . extens,,(P). extens,,(G ' G:("GI™) — Ac,.;-
AN(PU.<?) T/)=<?me

372 1- ,extens(X,w):xG«O-[71"],,xG [/?"],.w.

3751 |- extens(x) G : x GtP x G PAL [P"Lx
40 12 |- xeaog P0G x¢
51'36 |- extens(x) G X=1XxG —""w

C. Theory of Relations.
Relative products of two relations.

3401 (R|S) T mil[3w) u[7], . ]
34011 (R S) (RJ S)
34012 (R]S) d:_ wi [(SP). u[77]i ** . P[S]"»]

« J
34-013 (RfS) =u P[S™) ' ulU]-w «"* [S*P.]
34014 (P[S) = PQ\(A~) 1 PR]"~ . w[S]s <]

34015 (R|S) =uP[(SO . ul[Pli(". Q[S]aP.J
uA o dl
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34016 (tfj S) = Pu[(3w).P[K]>.wE], m]

Ata aj

34-017 (je f S) = Pu 1(3 (?). P[P|XQ.
A a dj

34-04  (77?js| 7') = ((3?]9)j'7)
« a dj a n

34041 (P| 6’| T)=(R\S| T)
df a a

Analogous abbreviations will be used for relative products of
relations of any type.
34-21 |- (7?1 Sj 7) = (tfj(Sj T))

Analogous propositions for other types are here tacitly assumed.
Limited domains and converse domains.
3501 (x\R) = m®[ue,V. ul[7?],vJ

< dj
35-011  (x"R) = mP[.me,,x. «[«]!£.]

d.t

35-012 (n\R) = Pu[.Pe,n.P[77" u]
A

df
35-02  (7?px) ==u» [.«[1?],,vv Xx]
« di

35021, x) = PmLP[77]"w we,x]
dj
35022 (Afn)=uP[u[2$ P.PeAn]

35-412 |- (A(xUj>») MWW <\ “))

fl I
35431 |- extens(x, w)3 . x Cw-D-(-"r x) CO"™b w):
3565 |- :xe(7,,A:extens(x),2) (1) —x
Ordinal couples:
55-01  (u\,v) = wl[:w=u:.i =v:]
dj 1" lilii
55-03 (M4) = Pw[:P=(wiw): C{w,a} C{P, A}]
A df i

5504 ( = ?wW[:P=(«>|#): e{w,a}. e{P,A}]

dj a

552 |- . (W) = W |t/) =i« =u'l.v =V,
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One-many, many-one and one-one relations.

01- Re 1—> Cis= (u v, W):u[R\, w. V[77]. w .3 u—v extens,,(7?)-
011 e -> CIS =.(u, (?):“[«u ">~ 3. "=“;
atA df ( (2):"1d aa
extenst (17?).

77-012 7/cl /_x» Cisdf: (P, ~Q~WP[R]~( Q[77]>.3 .""= Q:
a a
&xdensj(Chv

7102 Re Cls—+1 = (u v, W). w(7i'|,,m . u>[7T7Uv.3 M -0:extensa(7?).
7103 //cl—>1 a -.Re _"Cls. ReCls- +1.

I omit the deflnltlons of RsCIsUk/I RsCls- a+| RsltIfA
Relﬁ 1, which are to be got by the same method

' _ N N —
7119 \ REIaCIs .(R\%‘,nvaR) a('éJJ 1),,R).
192 |- Rs]-~i= (R\CnvaR)=(I]'DaRY-(Cnv,.R\R)=(I\'a.IR):

71-2-k  p .Rs Cis. Ss ICis 1(j,, R(~}(,,S)—/\C: ")

7125 |- .77?cl->Cfe.Sfl->C7«.3(7il|S)El->as
= = a

71-252 p .T?el->1 . Sel-j-1 .3 (77|S)el->1

71-26 - Re!l->Cis 3 (/?px) e 1l -> Cis

| e ( %a

7136 |- 77el—>C/s3 1 u— Relxav. = u[R],,v.

72-184 |- .(w])el-=1.(J,u)el->1.

303 |- 77el _A?I: w aC(7‘ =3 (<" [MKw :a W

D. Similarity of Classes.

We shall use the following classes and relations to determine
the types:

73002 B = PQ[P QEAIPA(aV]
063 Cﬁuv[u,v Ea (j“ (aJ)]

Our propositions, 12-31—12'51 and 12'1, imply the following
propositions concerning the types:
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73004 |- aC,((Ciw:(a)j B) j(a)}

4ad a
73-005 1- er{B.(((aj,)jc)jcMB:(0;))}
73006 |- C{D.C,[Cnv*(@anDAB}

73007 |- qz»JB.f(aleTA,c}
73-01 -(J?)a —o0)=. X — Llo= :
z«-(J?)a —0) T Be 1 zslti('a D,,B:. to ; (1aB
73011 h-(B) cw—z<—(B) -w
Note that. if z or & is not extensional, we have ~ z —(.ftjo —>n>.
The proposition rzsmw’ is defined as foliowa:
7302  zslhw = (3/7). z—(B) -co. A, C}.
For classes of relations of the type A. we have the definition:
7303 &sm'n = (3~).£e-("’h->n. £{ "’ B}.
This definition is to be used only in a smali number of pro-
positions. The fuli theory of similarity will be given for zsmw.—
By the method of Principia we get the foliowing propositions:
7311  |Mc{z, BaC}") .xsmti)=(AB).e\—>\' z (“"DaB:. w=[CnvI?"],z:.

extens {z} £{A], C}:
13- |—C{(», D,,C} 3.z smw=(3B). ZZe 1->1:\\/ =z = [ £"]oft):
extens[D,CCa)]f£{ B, C}
732 |- Bel—>1.C{B,C}. .DaBsmGaB .(l,,BsmD,,B.
a
7321 |-. Bel—>1:a> Q AA:extens(0>) .3 w<—
E—— §
7322 |-. Bel—>1:w Q <7, ftiextens(ct)). 3 [A"]law * ((B h w))
73'3 |- extenB[(2),,C)f««I{XxFD-x-x (("r¥ x
7332 |- . z,00.2,D,C\.xsmc.usma'. 3 xsmz'
7337 |- . £{zd).x', DaC}. xsm z' 3 +isimx =urn z".
73-611  [(J«)"]* z sm" [(«p)"]"
A A
73-69 |- . z- ((K)-w.extens(z"):(zp,,z,)=A\rg;:..(top,,2") = Afa):

3 . x=>=(WKk)Y))H®U.x")
73'7 |- ex8tens[Z>00w]{z'} ' xsmc0: (z Q,, 2") = /\W(COQ.Z')a:AWZ
3 (x U<, xY) sm (co U«x')
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73-71 |- . z.sw«.X's»i W' (Xp,,X") = Aw:.(wp|,,w/)=Aw:2)
xXUX)®B0 u.,w)
7372 |- . EEENEE|LIX U «w)w»» (WU =Aw.
(cop ) ?AWZ 3 Xsmw
7373 |- .extens(x,oj).[a])"]4 Xsm' 9-. [(0|)"]4 O sm* 9-. B Xsm m.
Dem. |- 72-184.71-252' 73-004.3
|- Hp 3 :.[(ai)"K X% (H)A R (S ~.C{B,S.B}Y.J

><— (((CmE(XaQ,lA'K)KSAL(«Q))) -co. c{((C//vI(</§na|’An)|(8'1(aj))), ch.
[10-28] 3 |- Prop

73-31 |- ‘co.smx.](a/i)"]zl zsm'9-. 3 [(aj)"]4com‘D-
Dem. |- . 72184.71-252.3
I- . E{R, ©) c{s. H}L(d+ @oa -X.[(abh)"]*“x (8) -9-.
A A
3 .[@) W ((<D)ifh)f -[(eD"]; x.
A AAa A A A A
1(al)"]jx« (8)4—>9-.
A
[71252] 3 Hetferie> A)l(Cwn(a])| S)h
A A Afi A A LA
[1028] 3 |- Prop.
31-01 Cnv—Q P\:Q=CuvaP. £{& P. 4) ||
df a
72-11 | cnvi. 11
A
73-4 |- [Cnpffld9-m'9-.[GW']III-((C«4»))4-9-. [72-11]
A
73-71 I- .~-sm'n . wsmoa- (9-p49-) =/\(Aj.. = Aw 3
A A

(9-UN) sm' (n[_aany)
I now pass to the Schréder-Bernstein theorem and its lem-
mas, assuming the following definitions:
73-79  Z(co) =:c0 Q /Z,/Z: (w" — (T,,H) (ga>:. G B"],,a>Qw.
df a a B
estens (w").
73-791 10 = x|.ZCx). extens [7f.,J{x}.]
Q

Note that Z(co) is ambiguous as to the order of w, therefore
Z(p'20) is a proposition, the expiession 0{p'Z0) being meaningless.
We now have the following proposition to be got by the method
of Principia:
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7381 CAe ! ) (7,,A ?co":.co" (ag 7),,A:extens(co"),
(M7):7=D,,A: £{7,A}.3 Z(p'20)

The hypothesis Asi- Cis is here irrelevant, but it is neces-
sary in the following lemmas. It is no serious limitation of our
theory, as we have to apply our lemmas to one-one relations. Fol-
lowing Principia, | write ,,Hp 73'81" for ,the hypothesis of 73’81

We have:
73-811 |- Hp73-81 3 . [Cm>,R"], p70 (ag (p70 ?&oa— r/,,A)).
73'812 |- . Hp 73-81 . — we, ((co"— (7,,A) U,, | A", p70). 3

(Sx).|Cwr,A"J,,(x — 1au) Q (z — «3<): xEUo-

Dem. |- 2281 3 |- Hp3 — us, [CMi>aA"]ap70
[.Hp. 71-36.] 3 ~(A'0,aM)sop70
[(40-01)] 3 (3?) ““ea./O: [CNVR"]~Q-t\u- (I)

a «

|- .(1).(73-791). 3 |- Hp3(S7):[CNt;A"Ja7C(* —"«w): " Zo:

[372] 3 |- Prop
73'82 |- Hp 73-S12 3 : (p70 . i'.u) ? p70: — we,,p70.

Dem. |- 2287 51-36.3 |-Hp 3 . (co" —ff,.B) C — "«w.(I)
[73-81] 3 1" .Hp.x£J0.3.(co"-(7aB)e (><-t'au).
[73812. (73-79)] 3 |- Hp 3 (37). (7 —i>>e:70. C(x, A}.
[40-12] 3 .y/0 o (//0-<,M).

[51-36.2243] 3 |- Prop.

73-821 |- . Hp 7381 .us,,(p70 — (c0" — <7aA)) . 3
uea[CnvJF]ae'l0 [73'82]
73-83 |- Hp 7381 3 . (p70 - (co" = d,,R)) = [CnvaR™]a\)'lO:

P70 = ((<0" — (T.R) U., [Co0,A"],,pT0):

[73 821.811-81 ]
7384 |- Hp 7381 3. co" = (p70 U.. (d.R—[CiweR"]., p70)) [73'83]

73-8401 |- e{A,C}. £{ci"",DC}.3

a((pro 1R) U. (IT (DR~ [Cre, A'lap70), C}
[(0'252). 12-3121°3122-4°5]
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73841 |~  Hp73-81. C{w",DC] . €{R,C]. Re!l -1
23 w"smDaR .w"smad,,R.
173-8-21-83-84]

73-86 |- :d,R ? D,,S:. d,S ? I extens(A). extens(S). 2)
: daS (é‘, D,,(RIS):. D.(RIS) = D.R:. d.(RIS) (n:
73-87 |- . Rei —al. Sel -al - daR ? D.S:,d.S (é‘, DaR-.S{R,S, C}.

2) . (3x): D,R=h £{x, v}.2) D.RsmD,,$

['3-86-841-2.(0- 252)]
7388 |- . xsm X' oj.Sm<y" x'(u2 w:. <z>'(ag X: E{X,/T}. tT{X', w, c0,

22) V. sm ¢o

This is the Schrdder-Bernstein theorem. Note that this theo-
rem is true, when x, X', ca ta' are of the type K, but it is not
proved for x, x' ta, ta' being of the type D.C.

VII. Cardinal numbers.

The Theory of Cardinal numbers, as given in Principia, is
based on certain conventions enabling us to deal with numbers of
ambiguous types. These conventions are far froin being generat
directions of meaning, as they concern arithmetical operations.
These conventions being required in proofs of propositions, can
hardly be omitted, therefore it may be doubted whether we can
build up Arithmetic without supplementary directions. Now the use
of ascending cardinals seems to be scarcely possible without these.
Moreover it would be quite useless in our system, as we can
prove nothing concerning cardinal number of the Universum of
a given type. There is this essential difference between the Pure
Theory of Types and a simplified one, that the simplified Theory
enables us to prove that the cardinal number of the classes of
classes contained in a given class is greater than the cardinal num-
ber of this class 1). With this theorem, we can prove that if a is
a cardinal number other than the null-class, there is a cardinal

¥ Cf. Principia * 1021.
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number (a -f- 1) other than the null-class. Therefore in the simpli-
fied theory it is useful to deal with ascending cardinals; but, as
I think, we ought at any rate to set aside the special conveutions
of Principia. In the Pure Theory of Types we have to do simply
with homogeneous cardinals. This limitation enables us to get the
theory of cardinals without any supplementary convention.

A. Homogeneous Cardinals.

Let us assume the following abbreviations:
101-0001 3' (? S0
1010002 £ T efl¢
103-001  Reduto) T (zHz' SZWZ extens [/>.£€,,] {Z'
2) (82):z:az': £{z', K}extens|Z)aC  {w},
103-002 Reduta) T x) P):z 52 co . extens [j9aCr>] {*'}+ -*Cls:
(J<tP=av.' #€{P.C}L2) (3QQ = P: C{ Q,A} extens [2>aCr.J {ca},
103003 Red (w) T . Redfcj). Red.((0). (M~) £{3. B}.
|
103'004 Red(z,w) ==. Red (z). Red (co).
df
We see that Red(w) is the hypothesis of reducibility of sub-
classes of oj. as much as of one-many relations, whose converse
domain is a sub-class of ca. We shall deal with reducible classes,
i. e. classes which satisfy Red (oj), using a method analogous to that
which we have applied to the problem of extension. As we cannot
prove that there are in the type DaC classes which are not iden-
tical with i,a or 2,—a, the existence of cardinals other than 0,1
and 2 is not assured by any means in this type. As we can prove
that the nuli-class, as well as the classes containing elements
identical with a unit element, 6r with one of two given elements.
are reducible classes our dealing with reducible classes is no serious
limitation of the theory of homogeneous cardinals.

I assume the following definition of the relation of similarity
between reducible classes:

103-004 smr --zo»[. Red (z, co). z sm co.|
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This relation enables us to have the following definition of
a homogeneous cardinal number of the class z having the type

D.C. —

103'01 Nc v. 5 co[ cosmr z]

We see that Nc'x is the class of all reducible classes of the
type D,,C, which are similar to z.

We shall use the abbreviation:
101-001 Q = D.C
101-002 A' = (Awn«E)
The numbers 0, 1, 2 are defined as follows:
10101 0 T iVC'A
10102 1 ﬁ];Vc'(AaU,, A"
10103 2 = fVc'((AaU,,A-«)U, A"
101003 A" T (ANNT)

The class of cardinals other than /\"* being denoted by NC,
we have the following definition:

103-02 NC d: (j\(A~):a-S=Nc’I: A'a.C{a, Nc'Q}.]
|

We now have the following propositions concerning the use
of Red (a).
101’1001 |- : z (gco:extens {z). Pcd(co).-3
Dem |- 224431 Hp ?Z u T Red (ai).

[10 33jI] 1 I-Prop.

101’1002 |~ Red(x,co) 3 Ped((z U,,co))
Dem. |- 22’43°68°621 331“ ' z' ? (zU,, w)extens [E{Z'} 3

NiX'PIL.Z2)Gx:-(X"'N,,w) Gw:i- X' = (X'N<.X)Gi.(X'Gi«Cl)): (1)
I- 3543165 41231-: 7z G(XU. c0) :extens[aj{z'}. Pel -Cis:

2 a
a,,P T n-. C{P,C}.

3 . (P? (2 Q,,2)e!l -Cis. (Pf (z' Q,, c0)) E1 -CTs: ff.,(Pf(z' Q,, 2))Gx:

a a ¢ a

NNFr=z" Nn,W))c «e- p N« ) §
a a a a t
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t(D] D . xX"=(Z'p.z):. <u"=(X'n.<»): 3> AN:(>=(pHz'n.x)):

- _——— A

Q' M{P[NMCya@YaQ,Q'\A}.

3 z'=(x"U,,to"):./J=(<?U,, <?‘):C{(x'a"Unv:/"). £} WU, Q'\ 4}:
[1024] 3 3x"™H =" J=QME- X" A). 3)

[- (1)(2) (3). 10-34 31~ Prop.
101-1003 |- Aed(A")
101-1004 |- Aed(0' «U. A'O
1011005 |- 2?ed(x)3#ed((x U.A,w)) [10110021004]
101-1006 I- Ked(((i'au\Jd." Aw)Ua A")) [1011004-1005]
With these leinmas we prove now without any difficulty the
following propositions, by the method of Principia.

103-11 |- . xe'ATc'o>=xsmro Xx£\Vc'w = w e'AlcC'X.
10312 |- 3.Vcfx3 ze\Vr'x

10313 |- A'NO x= liedfy.)

10314 F 3\Yr'x3: Ar'x T Nc'w. = xsmr o.

10111 |- (ie.NC [101-1003]

101-21 |- hj.YC [101-1004]

101-31 |- 2e.NC [101 1005]

10114 |- . Nc x A 0 =.x 0 A'- ](101 01). 103-11!

Here e. is no special sign; we simply use the class 1 to de-
note the types. according tc the definition 20042.

101-22 |- 14=0

101-33 [- x,we"l:(xp|,,w)= AwO (xlj,,«)c'2
101-34 |- .24=0;. 2 1.

103-2 I- of, A'C = (Hx): 0 = A'c'x 3'<r.

103 27 I- o? Vrix: i te, A'C\ xe'o.

B. Greater and less.

Our dealing with bomogenous cardinals enables us to have
the following siinple definition of ,,greater or equal®

117'05 . i .0,te. NC.(R%.(>)) .xe'0. (i>e'i;: w g‘x:.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 8
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We then have:

117'06 : =
N
11701 L= 1= z..as=z
« u
117'04 T<d.= .<>T
«
117-23 |- @ ff>r: ©=<7 .'3 [10314-26 73'88]

This important proposition is got by means of the Schroder-
Bernstein theorem. Note that our definition of A C enables us to
use this theorem, as we are dealing with no other classes but redu-
cible and 6xtensional ones.

117-1031 |- : o ? Z:0.zel NC. 3 +° z+ [(117'05). 22'42]
117 104 |- . Z— <32 oTi:(J. ze, NI =

117281 |- . o>t.=: ri~.r o:[117-103123]
117-4 |- 1T z"=z (77~z. [7323]
117'42 |----./1z> IZ.
117-45 |- 0 zZz'z"=z:3 a T
Dem |- 11743 |- Hp3
[117-104] (

HP°
Z

117'46
117-47
117'5
117-501
117-511

117'531
11754
117'551

C. Ad iition.

The sum of two homogeneous cardinals is to be defined as
foliowa:
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11002 (0-\-i)—y.\ .3'a. 3't.(3x,ca): 0=Hc'x:. r—Nc'<a .(xQ,,w)=
df a

/A\M: X' smr(x By
The dealing with homogeneous cardinals makes the more ge-
nerat definition, as given in Principia, irrelevant to our purposes.
Now we have the following propositions:

1101001 |- £{<r, t, 1}3 e{(<7+f), 1}
[122421-42-5]

110T4 |- (XP],, <n))=N\@y. y.€'0.<i)e'i o.te”™™ NI €=¢/<j
[11003.101 1002]

1104 |- M'(o+1t) 3 <CTEi NC

110-42 H > ¥HIWAA™)

11051 I- @+t T (i+o)

110552 |- : (XO0,, w)== A<«). X'[A'H,r(xU<, w):x,WE'extens[f2r,J 1

3(3m>w) I x'mrx. ca'mrea:.x"=(x'U«0>"):.(z'p|,,ca)=A<«):.

Dem j- 101T001.73-22.3
|- 1 (xXQ,,ca;=/"v,,; Kled(x",(xUaW)) 1 x",(x13«<">)f'extens[/2fod.Hp.3

1 C{S, C} X"<—(S),, —>(x (3-w) 3 [S"Jaxsmrx . [S"],,costnrca: X" =
([S'IxU4n,,ca): ([S%xn4S'T")=A(-):-
[10'34] 3 |- Prop.

110-56 |- i(o-[-T>-J-0") = (r+0)) [110552)
no-6 |- <EA'CULAAM D ((T+°)—a
110-62 |- (a+-r) ? 0. =:0==0:..r ? 0: [103-26]
ii
110-631  I- A A"3-(ff+T) 0=x|-<7E,ATC. (3co)(3w).

Oe'g.~ue,Ca. Y. smr(ca I3« »'«)]e
110-632 |- <77031, AA" D
.(a-f 1) = X[.0e™N"CNSm). me,x.(x — c'w)f'o.extens[flrJ{x}.]

11064 1. (<;+0)50  [110-62]

110641 b (+0)=i [110-6]

110643 1 =(14-4 [110-641]

117 31 1- 1 = a,tft NC. (So-).0 5 (r4~a)
117561 |- 3'(04-T)'3(@4T) (T2 T
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Dem j- 1011001.73 22 1
[-.-Hp: X" = (X'Ua«"): x',xe<7<ide,t': (X'(3,,w) =/ \w:we'tt w Q X:
'2'<-(2?)w->x.D
o A RV C‘; X:- (1O 3 H» ™) T A«T. "smco (1)

[110-14] O . X"E'(o-[-r) «([/?7"),, 0o U«w") C x™
[10110011.10 34] ~) |- Prop.
117-6 |- (@-HMYO [(11002). 110 14]

D. Multiplication.

I take from Principia the following definition of the arithme-
tical product of two classes:
113-01 (xXaW)E P[(Sw.»).weox. ve,,co:~P = {u\,v): ¢"(A"}-]
a

The definition of the product of two cardinals is now:
11302 (0 X t)— x'[.S'"7.S"t.(Sx,w): 0 =He t=Nc'co
dj li

li
[a L)"]“x'sm‘(x X,, «). Red (X).)
We have now the following propositions:
113-001 |- C{ff,r,I1}D £(<tXt, 1} [12-2421-42-5]
11313 |— . xsmrx' cosmr co’. 3 (x Xduw)sl/I" X" >Xam")

Dem j- 72 184.71-252. 1
|- X«-(#),,-> X'". we-(0")o—>w" 7= P Q[(Hu,w).

[(((« 4)1S)i Clwl(iz2.)]4 Q. w|7?]aw.]
AAa A A
3- 1-4-1: Da7 =(xX.«>): = (x' XN'P
[10-28] 3 |- Prop.

103203 F (<keXt)fi(ACUi«i A") [73-73-731]
113-27 — @X = (X [73°4]
117-571 |- : (S'(<IX 1) O (CXTHINT X t)-
Dem |- 3723 |- (gz: extens (w, X). 3 + (WX %: XX wr (1)

|— 11313 3 |- x«'a. we't. co(% x: x'e'ct. co'eV . |(ad,)"T" x"'s/»"(x" XjW').
A
Red(X").2) [(<f\1)"J“ X" ¥« (xXX) (12)
[(1). 73-22.37-2 51.72-502] 3 [(a |) X" <-(R)A-4(x X4w")3
X.W3C[(«N'XX/AN(<ri«<INT (" X,«") Cx™
A A

@iv  J[7irlw Xaw)e'(t XA-
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3 |- Prop.
113621 |- A" = [73-611]
117 62 I- ©Xr)a N(:.o.it,—1 (ax< o.

[117-571-53.113-621.]
113601  I- <E1NC3.(0X0) =0.

113602 |- (fiXT)=0.=: «=0.V-r=0:
113-4 - ((x U< W) Xaw) = (X Xa«') U. (wX.w)) [40-31]
11343 F-M(T+MVA 4 20-((S +HXT) 5 (@Xr) + (XP)).
Dem |- 113-601.117-561-4.110 623
h:T'+0:S'("XT") + (TXT")).D 1)
|- 101-1001.113-4.73 710 1 8'( + B((® + "X =
(CrXr)a-(rxXT). (2)

F (1).(2)-3F Prei\
I shall use the following abbreviations:

113501 X (W) = € € € " B)i(WJ)f<i>))

dj A aA a a A
113-502 K(0 T (((«1 (G 1))
' « A <rA a. a4
113-503 Zv =
pal(s7,*)pl(u;*)r®) j/Jo™)i(rs)j i~ CTIH
113-51 |- . [ap”]=" ") RN P ]=

v£{B,B,B). 3t Xj'«)w»'(" XIX)
Dem p 72 184.71252.3-zxtl-+1- .DDAZx= \W><AY <IxZ x =

(W" x~v- t{=x, B}.
[10-24] 3 p Prop.
113-54 F. S'(aXf) S'(ffXN) » B ((OXNAX3 = RrXI>X
[113-51 . 103-6.113-27]

11366  p (ffX2) = (ff+ff) [110643.113-43-621.101-32]
113771 |- .a'(0+DV.T4=0:3".(tX +1)) = ((TXf)H-T))

[113-43 621]
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E. Exponentiation.

According to the method of Cantor, | start from the following
definition:
116-01 (xexpco) T P[. Pel-’r;- Cis: D,,P(%x:.a,,P= co: C{P" A}.

extens (x, ca).]

We see that (xexpca) is a class of relations of the type A,
like (xXxW). By means of (xexpca) we define o’ as follows.
116'02 cl— X'[.M'ff. A't. (Sx, ca): n = Ncx:. 1 — NPco:

di ) fi

[(« (xexpca). Red(x").]
A
We have now the following proposition:
116-001 |- C[a, r,0}3 ¢{p0] [12'2421 43 5]
11619 |- . HsmrH .cosmrco’(xexpco)sm'(x'expco'}

Dem 7125 2)
[— . c{x,x'. K}. C{co,ca, A'}. eJM 8, A}. x <—(1?),—>X". co<—(8),, — c0".
3: PeI-a>CIsJ.C{(CnvaP| P| S\ A]. (C«»,A| P| 8)s|-§C7s: (1)

[71-192.34-21] :
T= PQ[:Q — (Cnv,,PI P| 8): “Ejt(Xx'expct)). Pe,,(xexpca).]+ 3

. £{T.B} 7el;>&:lk (xexpca):.f74T:A(x'expcaz):. (2)
[10 28.(103 004).] 3 |- Prop.

116-23 I- o'e,NC\J,al T/\". |73-73-731]
116-301 |- GEINC 3 T 1

116311 |- off(NC  aoj3 0°=o.
116321 |- GENCJ ¢ =g

116-331 |- GE.NCJ . l°(;= |

11651 |- a0 =:agz0:GE(NC—i,0
116-35 |- < (H#)- ~ (xexp<u)

A

[(«;‘)"|7<-(-SA->(xexpc<j'):(capi,,w‘) =/\Cu:

. C{P, S. B}.C{<o, c0', A"). B(X//Xw ") sfw/(xexp(ci) U,,ca"))
Dem |- 72-184-71-252.3

|- Hp: TT PO(3?c, v):P — (w|r) : M[((x"/]G'w"(ai,)) |AA)]i(p ca).
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"((«cm>"1 w"):Qed(xexp(0>U«w'))PEA X X)-]:
3- C{T,B}. TEI™M1-DaT=""X (0oy..aAT="expN,,:

[10-24] 3 |- Prop.

117581 |- :a z:ze™NC+3+ra = Tl-
Dem |- 2244 31" 1w (% X D+ (wexp<y’) (3 (zexp<y").
3 |* Prop. '
117-591 |- ra=t zfe®"NC - iI\0).3. =*~
Dem |- . 71-24.25-4.3

|- w,zekextens[TT(@)]: <0 Q z:me,x": T=PQ [Pej (z' exp <w).
Qa=(PUavw\:v?a=u:Wt,,(x-a~ w).]): £{Q,A}.]:
-J.¢{T,B}.Tel™l: DAT= (x‘éxp W) (TA7Q(z'expz):. (1)
[(1). 72-184.71-252| 3: [(a])"] z"<-(P)"-4 (X'expw).
[(@J.)“I<w"<-(S)4—>(z'expz): T :$(<ﬂ(a|) | (P| T| CmAS)) (I(

3-Tel>1BJ =x:.CLTQwW" (2
- (1).(2).3 Prop.

117-592 |- a’? 1. a=t1=0:. a?t 1.3 ,tf=_ 0.
I i i
[117-551-53-581-591.116 321.110-643. 117-6.]
116 52 |- S'(g+1t) 3 .(7°Xt) f= t'(o+i)-1H6-51.117-591-6]
i

To prove the remaining iaws of exponentiation, | shall ase
the following temporary abbreviat,ions:

116521 Zj =((z™ CnvA(@])) | S)
dj a A a>A
1165211  Z2 = ((W"J C«»j(al.))1 li)

dt a J a,A
1165212 Zs = ((&/] W | 7)
dij a A aA

116-522 Lo = PQ[ /'ed(z"X.X"). eell(X'expw").(Su",7").u"[P]a
(SP', Q) “"[ZJ4 P .““'[221™': Q =u"4(B7)“[(>1.?.

« A
116-523 L, = Pe>|. Pe/zexpw™). (>E.|(X"expw’): 4 =

dj a

ANIMNCPIZINaZ) )]
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116-524  Ht =u V'I[(M?)(d . P[(CMdZ, | ()] "
j

m[(CP" | (t61 Cwl,j(i'"")) | CnvAZt)Jav".]
PA A A a

We liave the following propositions coneerning these relations:

116-525 |- :D4ST [(aAn"ij":Sf,lA-»IO
ZJEN <——yl|—\-.DAZI a: Z': . (14,21 TGAS: [72-184.71-252]
D,
116-526 |- Z)J?iz[(%J,)"]>":jK£A-
. Z2%1-> 1 1)jZ, = w(TAZt=(1 AB:
aA a A
116-527 |- ’\7’T [(al)"].]x': TeI—A’\1<)

. Z,el ->A> 1. 2772, = a/(IA Z, f (IAT:

a, «
116-5401 |- (SHL-"(xexpw').[(aX)"T;jo>"<—(/?)I->(cnexpw’)
.\(.aA".y\AZ<-{T)A—’V\XA<0).

Red (Z). Red (z', a»). Red (Z', w"). &R, S. T, B} . S,&" . Soz"" .

(2ej(xexpw").3 QeA(1ALt
Dem |- . 71-192-25-252-36.116-527.3

|- Hp. Qe |(wexpw): P" — Mt>"[(Sv). w] Q'],,V.

a A
Z'[ZIA P V'[ZtIAQ' P :a M vH: 3.

g Ciu>AZs) é OJov'.j:

Q = n'i>'[(3).t"™].v". u[((Zi ! ((AD)A’\)) | PY]V o[

« »
[10-24. (U5b22)[J P[LOJAQ
[10°34. Hp) 3 Prop.
116-5402 |- Hp 116-541 3 Loe 1-A’\1 1116-525-526]

116-54 [— . [(@a B'Et Z'sm'(xexpcn’). [(a 3 'Llw -w (wexP w)
[(@W\AY sm'MXAN)-
Red (Z', w"). Red(x). Red (Z, w"). 3 (v Xaw'")m'(zexp o/)
[116-5401-5402-35.113-601]
116-55 |- H'@X"™) 3 ' (ol,XP i < (axmy
[116-54117 581 62.113 601-311 621 116 301]
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116615 |- -LCad.d> " "1:wvVv).
[(a&,)"] 8 co"<- (P),<->(coXO. C{B, S,B}.
Bed(x", w""). Bed(n" co). Ited(co"). .3,,€0". S,,co. QeA(x" exp co):
P=aH,OP[L,]A(Q
Dem |- . 116-525.71-25. D |- Hp D . (Crn"Z, j <2)el-> CZs:

DMNCnwi,,Zx | Q) C (z-exp(a):.(j"*"CnvAZi | Q) — X':
[71-36] D |- HpD .P"((C«’\ZAJ <DLy =.P" = w®[(SP).
K} 0
P"\{CnvAZx L <?)]>'* «[Z5,]15.]:
D u"[Z"P" P"[(Cnvizt | QIv. =. uNZ P
P’\uA" PrCNttZ, | 1= w[F],.«.]:.
[71:192] 3. u"\<»' = (3Q)( u"[2x]“Q’ ~Q = SP).
P [(CnvAZx | (1= «[?]..».]:
Ara
71192] D|- HpD =
T'[(CnvAZt | QI*V".«[(((*" | (co jCwv(j,®1)) | (C«»£Z, | Z2)) |((J,0.)['c0))),.0.]:
Za aA a A aA A a A
[71 192.55-2] = (SE£").w"[Z]];]]1E" (/= u[?l<<=")(SF").

PAChHINZ, j <?)]>'. ’\[((P |(COJC’\(| )))| CnvZ"~
A DA a

7' [(zz|(zi\<c:\)))],,,.],

[(116 524)) << (V) «" [V, V. (/= ((P| Aer) | (Q/§>')fco)):
>
[(116-523)] D I Prop- T n

116 616 |- Hp 116'65 D Lxe1K>1

Dem |- . 71-192-25-252.116-525, D |- P[l>ib<?D
Uy PAMPAUNZAP'-. P=((P! | (cojCm”P))) | CnvAZ2y..
Y ' a(( a,A( ! /A))Qa /

[71-192] D PACCHNZ, je)]:»' = .Pllc(xexpco):P =
Ata ' a
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[(116-525)] 3 |- Prop.
116'62 |- . [a),)e]X"sm'(xexpw). [(a™)"]0"sm'(wXj<u')-
Red(x". co"). Red(a)}.
(xexpco™)snt'(x"exp<i)")
[116 615-616-311 301-35 113-602]
116-63 |- S'(eXt)D . %(ol)l' [U6-62.117-62.116-301-331]
This proposition is the third law of exponentiation. We have
got the laws of exponentiation by another method than that used
in Principia. The proofs are here very much shortened; newerth-
less, as the fundamental relations we have to deal with are ex-
plicitly given, there is no further difliculty to obtain fuli demon-
strations.

117-66 |- aEINCJ .2° = o.
Dem |- 72-184 ]

|- x= (f uU.f.t): — UV 7 —P$| N\ (exp<w).(3«-):

w = = (CnvaP")eu: Q[(A],a)]“w.]..fft?d(<u).
3 . Tel -i&l&g (xexpca):. (IAT :A/w,cr)"]x
[10-24] 2) C(«expw).-5s»i'[(J,a)"TjIw.
[73-22] 3 . [(4)"]"x'<-(7?h->(xexpw) 3: [7?'V
[1011001] 3 . x7'2”cue'a.3 (iW):"'G)a(':<i/e'<7.
[10-28] 3 |- Prop.

F. Subtraction.
119-01 (a—t) = Xx[:(t Ac'x) = a VG'[<r) . iIVGL{-r}.|

119-11 |- 3 (<r— r3 a, zexNC
119-14 |- xe'(a-r)3 Wex G [—it)
119-26 |- S'(a—-r)3 ,a=t.
119-27 |- ,a=>r.3 M@ -1
119-64 |- .a=>r. = S'(a—)
119-32 |- ((a+ z)-t}(xNC2) ,a = ((a+r)—1).
119-34 |- @—"E,M03-(®—" + 0 = a-
2

119-35 |- .i'l'@-[-T).@ - rjerYE. 3-(a"4" a) = r-1-(a— t).
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11945 |- .~oA-*— oANC.A*—"e.NC.")
(@+T)—1)y C+ (" =7)-

The proof of these propositions is to be got by a direct ap-
plication of the method of Principia and of lemmas 101 10011002.

VIII. Inductive numbers.

The Theory of iductive numbers, as based on the pure theory
of Types, is quite complete and seems very simple. Moreover, it can
be exposed in a quite popular way, without any serious difficulty.

I begin with the definition of an hereditary class.

120-001 = Day : 1}
We have now following proposition:
120101 |- N
Dem |- 55 3]|- H(y,i)O: H(y,i) J aklg. = oe.Q.
[(120'001)] D aM], 2) 1)
- 221 3 I- 0'Exg . Wo{
[(120-001)] D H@[.H®:r)D c?™.1,*) 2)

I- (0-(2)-D I- Prop.

Note that H(g,i) is ambiguous in respect to the type of g.
| proceed now to the definition of inductive numbers. The class of
inductive numbers ought to be the logical product of all hereditary
classes, i. e. all classes g such that //(y,0). Now, we cannot speak
about ,all hereditary classes”, these classes not having the same
type. Therefore we cannot speak simply of inductive numbers, as
we have different orders of them.

Let us now lay down the definition:

120 002 0 = t[3a).aEy NC . ify ArC.]
N
Our definition of the O-order inductive numbers will be:
12001 induct ? ?[(9): H(g,0) 3 : &\9, $}°]

This definition is a pattern for definitions of inductive num-
bers in any order. We shall here use the definition.
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120'001  NOC induct <= NC(fi) induct
{

It is obvious that the < -order inductive numbers do not ne-
cessarily belong to all hereditary classes of another order. Now, it
is useful to speak about NoCinduct- order inductive numbers.
We shall see below that the inductive numbers of this order have
all fundametal group - properties of the natural numbers. Therefore
we shall cali these numbers siinply inductive numbers, and
we shall use the following definition:

120'013  NC induct — NC(NOC induct) induct
K

It is easy to prove that all ,inductive nnmbers” are <5-order
inductive numbers. We have the following proposition:
1201011 |- induct 3 TEJ™C induct
Dem |- 24-2324 3
|- Hp. £/(y,0). 0} 3 H((y UL(NOCinduct p, An;)),0)

[Hp] 3 r£i(<7 Ui (iVOCinduct p[, A(l)))
[24'2324] 3
3 |- Prop.

The following propositions concerning NoCinduct can be pro-
ved by the same method for NCinduct.
1201 |- ofiiAl0Cinduct = (g): H{g,0") 3 <rSiy . C{~, $}.

To prove this proposition we use 120'001 and we show in
an easy manner that NOCinduct is an extensional class.

12011 |- . H(y,0). 0}. OEjNoCinduct. 3 "£1?
12012 |- W(,0)3 Oct

120121 |- mmO) 3 0-s). B—O) 3 (« 1)
120122 |- H(?,0)3 le.g [12012121.110'641.]

120-123  |-H(~0)32sjy [120'122'121.110 643 ]

Note that, if any natural number, e. g. 1918, is defined in
our system, we can prove the proposition 1'918 e, .VoCinduct, using
1918 tiines the method of the proof of 110'122.

120124 |- (<r-]-)=J=0 [110'4.101'11.110'632.]

12014 |- AOCinduct C(IVCUIG A™) J120121 1211.]

12002 CZs($)induct = x[(&lo). NC(fi) induct. xe, 0.]
<

120'021 CZ«oinduct ? Cis (fi) induct

120023  ¢/(/<) — (x) (w): extens (x). xe'A .3 (xYL w)e'h.
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120-212 |- ™,0)3 IVceA'E1? [120-12.(101-01)]
120-2121 |- A'e'ClsOinduct [120-212 .(120-02 021)]
120-213 |- J/(™MO)3 AV(AwWUOANe™ [120-122. (101-02)]
120-2131 |- (A«U,,A"e"a’oinduct [120-213(1200 021)]
12021 |— ze"Cls0 induct = Ncxs}(NaC inducti— i'/\'")

[120 14.(120-02) 103-27]
120201 |- nsmrn'3 .JVc'xel(JVOCinductTt'Azz) =

jy"z"ANCinduct — t'Az) -[103-14]

120-214  |— zswrz'3 . ze'Cls0 induct = x's'ClIs0 induct. [120-201!
120-215 |- extens(t0)3:2Vc'(<UUOAM) = 2V/c'0.V.M<yUIAM) =
(7Vc'«+ 1): [110-63]
120-22 |- . g"<5}.fI'("0).(A):.A””-N(*)-DIo'E A
e{", O[<P{xVc'0)]}: 3 Aew'e g
Dem |- 120-215 D]- H(g,0) 3 J(io[g{Nc'»}]) 1)
I- (1).120212 3 |- HpD <o'E"g{Nc'u}]
3 |- Prop.
120-221 |- J(A)"c'<sw ©-(NM«pi)CNM-[103-11. 110 63]
Li Li
120-222 |- .J"™.ge.NC-.0o CMO-("PI) O-
Li Li
.[103-2.120-211.110-4]
120251 |- . Htg.ty . (fs"g. ()Eta'.”) C8.cr).aExg .

Dem 120 121.1011005.3]-Hp3-1VVc'<wel0 V/(wU,,A«)e1<7
[120215) 3 |- Prop.
120-302 |- A==
Dem |- 110-6313 1- coe'(M'x+1) ==
(Sm). ~ me, X. cos'iVc'(x(J« Am) .extens[D<,,,]{x. (1)

3 |- ~oe'(Ne'x-f-1) = (m): a>e’Ne\x U« A«) rextens | 7-AJ{ 3 ME«x.
[- . 10-271.101.
3 |- : (IMTpINAT NN,

3 (»)m(» U.»oM)e'Nc'(xu« Aw) 3 Mg Xx.
[103-13-12.101-1005.] 3 ()weox
3 :xa= F@):7™N(x%). 2)

- (1) 3 |- :x =V Jied(x). 3 ~ ()e\Ncx pi)
3-UVcixH)=A"- (3)
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[103-13] 3 3Wx 4)
- (2).(3).(4) D |- Prop.
120303 |- A0Cinduct 2) "Vc'(—/\") el NC induct
Dem |- 120-123 |-. H(0,0).~Ac'(—A")YM-3 AAMN{} (1)
[120-121-302] D.(fZ—AA"){’\D(’T—“iA")’\+I)}. (2)
[.(D.(2).] SHM@@76A"™))W)
3 ~A"g-VCinduct (3)
|- . Transp. (33)c 3 |- HP 3 ' H(g,0) 3 Nc’;-’\E.g.
[120 01] 3 I- Prop.
12031 |- 3'(ACX+ I):(AWX + 1) = (iVc<y + D) :3.ACh( =<y,
a S
[110-63.73-72-3-32.103-14]
120-311  I- . 3,kt+1):(<7+1) = (t+ 1):3.0z=t
a u
[120-31.110-4.103-2]

120-32 I- gsJNC inductl—A A")'- D- a:el: (CT+-1)
[101-22.110-64.120311-11]
120-41 I- . S'(0--f-?). te} JYCiuduct: (ct+t) = i):3-a—a-
n u
Dem |- .120-311.110-61.12011.3 |- Prop.

Remark: As we deal with numbers of the same type, the
complicatad proof of Principia is here supplied by the simple ap-
plieation of 12011 to the class:

t[.. S'(a+-1): (a+r) =n (</4-x): 3. aa= <V (3,iA0){T}!
120-411 |- o'Ej AOC’induct 31 u) 3 (a—
' <j"g'.= (a—0") £, NC:
[(119-01). 12041.11914-27.103-2.]
120412 |- . O'fjAoCinduct:«':3-("t, W):-(P—<P)Q:t:.
(P—o )a—3— r:ii:a:-(T> ff):- (a 4-T)§P:. (a+ o-g:P:S- tﬁv:.
[120-41-411.119-34]

120-413 |- GEJNC 3 . (0- — 0) = «. [(119 01). 110-6]
a
120-414 |- oe’\NCI—AO)S(a—I)«,yC[U7-53.120411]
120416 |- .0o'Ei”Cinduct.3'(a—o0-").3-((<7 — 0) + ff') = ff-
u

[120-411.119-34]
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120-417  1- ctEl(XCi—f10)3.(ff+<7') = ((ff 4+ 1) + (Fi—1)).
[120-414.119 35.]
120418 I- . ae"YCinduct :-E”>a:3A°,+7) T((a, +a) + (T+1))-
[120-411.119-35]
120 42 I- . ae.jyCinduct 3'a a':Ji: 0:31 :gI: (a+al)-
[120-41-14]
120422 |- (c+Dfi,(A0Cinduct—i\ A”) Dafi(AloC'induct—AA”)
Dem I-.S™a+"N.BNOj.-ag~"O.~~—A"+1)){0} 1)
[120-41] 3(y-Aj(®+i))WD(<7—c’>1(a+i)){(/\+i)}— 2)
(D)1 D.fI("-A@+)).0).~*-A(G+D){L(G+D}- ®)

I- .1201.(3)D|- .3'(a+1).",0).—afl?.3
~(cr+)E1QV'Cinduct — AA”)

[Transp] 3 |- (a+I*A-YCinduct —A A™)Z)-#(5S0)3<™|<7- 4

|- 110-4 31- (a+Da(-AA'")D.S'° (5)
[- (4).(5) 31- Prop.

120423 |- ffEA-YjCinducti—z'|0)=(Ht).tElAroCinduct:zfiiz(t+l):
Dem |- . 120-14-414. A) !-» os](ZVOCinductTAO)-3,<3-D(a—l"-YC
[120-422] 3 (a—1)Cl (M7 induct — AA”)
[120-416] 3 (St).tsIX#C induct: a ? (7+1): (1)

I- . Transp . 119’11 3 I”” ' ge/YoC induct—t\0): a f=A '3
[ [
c(0— 1) =/\"": (a — 1)e> IVOCinduct.
[Hp.110 202] 3 (a”).7ejdvoCinduct :a = [ + I): (2)
fi
- (1).(2)3]- ael.YoCiDduct—AO)3(3")-""2-Y 0Cinduct:
a f= 7+D: 3
i
|- 120422-124 3 1 (Ht) .tEj YOCinduct: a 5 (t+1): 3
induct — AQ0) (4)
I- % +(4) 3 I- Prop-
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1204231 |- afj.YoCinduct 73 induct = AAP):
@+1) = ("+I):
Dem |— Hp.3'(a+ 1)3 ("D-rEiinduct— e
@4-)=0C+D: (1)
|- 120-302 303.1 I- Hp:(<j+1)O: A"
' ACI(E A) Ei(A’Cinduct T AA")m(a4-1) ? (Nc'(; A +1):
3(‘4r).-ra(jVoCinduct— A A™)- (aP1l) = (TP1): (2)

I- 1)+ (2D |- Prop.
120-4232 |— afj(Al0Cin duetT AN)= (Si). Tei(.VOCinducti—AA”):

a = (7+1): [120-423-4231]

120424 |- :azé‘O:M'(T+a) e Jo((«+")— 1)1? (rP(a—1)).
[11042 62.120-414.110 4.120 416.110 56.120-311]
120425 |- (a+T)U(VC—AO0)D:((a+ )—I) = (a+(t—1). V-
((s+1) - = (@—1)+1): [110-62.120-424.103-2]
120-426  |—.  Cls0induct: zQaW: 3o(cu Q,, — X). WNeu

73 : Nc'X <Z Nca>: ~ wsm u.
[11014.10114.120-42.(117-05).]
120-427 |-  Rel! -a4 1:J.RC S.(D.,R ~ (TaR). ¢{ C)

Red (DaR). 3 ~ D.R¢Cls0 induct
[120'426. Transp.]

120-428 |— . ainduct S'(a-f 1): t=ﬁ£=0:3- @PT)3>0:"
[117-511.110-4. 117-561.120-42.]

120-429  |— aEj7vOCinduct 73 t=a.s.t™(opl),

[120-428.117-47 31-531]

12043 - aspect. = a<<3-VeaT$HhTi

120-432  |— aspecr=:anz.\VV-a™t [117'281]

120-436  |— . aspeca'. =.q,<'eINC. (Mr)..(a+r) ? a,V. (@ +")f;a:

i i
£{+ 1}:[120-432.117-31 ]
120-437 |— aCj/YG 3 + Ospec a. [120'432.117'281]
120-438  |—. aspec-c. 7I'(a+1)* 3-(a  Il)spec-j.

[120-436-417.110-4-61.]
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120'44 |[— . ze"NC. TEi(JVOCinduct—i t'iA'9-D Tspecu.
[120137'438.110 4]
120'442 |— . aE,(xVC’induct T t\W\"™) ,TEINC.
Ca< t=—a’r::.. t= .a"t

[12”0 44.117'281 ]
120-443 |- E£{$,FL.S{(T'+0)}.£{t" FFI}.1}

Constr.
.121.0'261. tf. 0{0}| Ofr}.]. t[. o't} [}
[0'41'441.0'2430 C{t[. 0O{0'} O{t}].t[:0{(t'-H")} [}1 041}

[0'23'26'261 3 |- <T(a. O[a}| O[t}.|. «[:O[t"+4 &(t. a', 1}.|0{t) [}
[02411] 3 H Prop.

We prove in a similar manner:
120-444  j- 7~O,O[.0{fT' X))} N<ff.I}]}

120445 |- ¢[O. ¢ O{t")} c I} 1}

120'446 |- <T{0, o[. OLt(t+®>] <t ¢, ¢r, 1}.1}

120'447 |- C{<t[(t). VuC induct {(t-[-(7)} . C{t, o, 1} ], A0Cinduct)
Constr.

|- 12'3121'3122.3 |** (€-[- )i N (T) hi~{4Ta li

| £{h, 0}.], AI0Cinduct}
[027'12'2421] 3 |- £{a[(h) (7): (t'4-u)eT | (7+u)el “|E{t',7, 6,1}:

| C{h, O}.], A0Cinduct}
[12 B5|3]- C{a[(**) (7) (O: (7'4-0)ei “| .(""+o)el | e{7',7. a, 1

| fe{A. OL] jvuCindui t}
[0-24'27.12'51] 3 |- e[ff[(7)(2): ““+a)tl A| (7). (7j-FHE]““| £{*“.7, a. | }:

| £{/i, 0}.]1, AgCinduet}
[(1). 12:0443] 3|- Prop.
120'45 |[— H(g. 0). aeyg . te, AoC induct. Z{g. <P).  (a-[~I fi
Deni |- . 110'6 02.103'23.3 |- 3 ("H-Oje,~ (1)
|- 1201 21.110'56 O | UpD:(0+°,)E173(0 b(@'+1)fad 7 "1]. 2;
I- «()*(2)01- Hp3H@O{(ff4-a3.ga’ 3,
11201'443] D™+ %
[Hp. 20042.] 3 p Prop.

Remark that this proposition is much more generat than its

correlate of Principia. We shall see its importance for the further
development of our theory.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 9
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1204502 |- o, Tg AOCinduct 3 (ff~FT) fi induct
Dem |- 12045 31- . Hp. H(*»,0). C{", 0}. 3 (o+
[120-1] 3 Prop.
120451 |-.(*7).ff" = (a-|-7):1Z("0).3 ““7CL(?>—AA"T M'(0"-H)-
C{o',P. 1}: (0" +1) ? («I+P):3 ™9 N AA™)
[120'414124-425.110'42.119 3211.]
120'452 |- . (0-J-"kiWiCinduct - H(g, tyMo.iex(g - i f\'")
Dem |- . 120451 12.110'62.3
Hp3 H(O'[(?",?"):.Of_':A".Vl a'f=_ (o""c{o, 1}.3.
i i
Gz-AA") £"}e(<?- AA<“W)

[120'12] B |- Hp3:. <7'==A"V. 0' = (a +r):3<7, reIN-AA")-
3 (o+1t) ?i:A"-V-(« + ¥ ? («+¥ 3 W<N9 I~
3 |- Prop.
120 46 [- . af,(ATCUiI A A)-TfiNinduct ~—— DFfir
Dem |- 1106 3 |- Hp3™{(o+0)} (1)
|- 110'56 31- Hp3#?[.Na+?)}.€{?,1}]1,0)

[Hp] =E{(< + 3}
[Hp.20042.] 3 |- Prop.
1204601 |- .a,EB)(M?Ui AA™)-(7):H(7»a") DTEI7:

3(@3B)ir = (@+"):¢{7,1}.
Dem 1- 110'613|- Hp 3 .a'= (a +0).
3 (Ma): a' = (a'-]- a): Xa X
|- 11056 3|—Hp3:t? @+ a).3.(T+D) ? @+ @+1n:
3-(Ma);r = (a'4-a). C{*“1}. 3(Ma): (r-]-1) = (a-]-a : e{a, 1). (2)

I- -(i)-(2).3]- Hp3
J(-r[.(Sa):T = (a'-]-a): C{*, t 1) .VtyP(tyx A(0) W-L 0)

[Hp]l 3 I- Prop
120'461 |- . aE] A*Cinduct.fy): 3 TCKkZ: &{9- 0):
3 (Mo) ' 0£i -NOC’induct: r = (a'-]-a):
Dem p 12011 3 h -Hp. H(g. 0). C{g, 0}. 3 H(g, a)
3 |- Hp3 .".//(y.a")3rel?.3. ~,0)3 f£N: . N0}
3 AoCinduct
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[120'4601] 3 ' TC, yoCinduct (Ma):r ? (@+a):efa,1}= (1)
|— .(1).120-4{)2.3]- * Hp. M'r,3(Ss) <E1AI0Cinduct: T=(a'-|-a): (2)
|- Hp 3 |- . Hp:rﬁzA":S A"e, N0Cinduct: t i

3 (Ma) + afi A*Cinduct: t = (a'-]-a): (2)

- (D). (2)0O |- Prop.
1204611 |- . a™-"Cinduet. (Ma). afij*Cinduct: t f: (a'-]-a):
[

3 (9): H(g, @) 3 ted: fc{*, O).
Dem |-. £{g, 0). H(g. a") a',a£lA0C’ induct:r=(a'-(-a):35'{ a'-|-0)} (1)

[110'56] 3 -IN+""DyF+"+1)). (2
D #(4-g{™ + t)} 134> °)
[12011] 3™N{(a'4-a)}
[Hp] 3 9% (3
I- (3)D]- ra',cElAoCinduct:T = (a'4-a):3:H("a")3T£)<z.-»,0}.
3 |- Prop.
3204 |- a'FIA0Cinduct3-(Ma). agjA™Cinduct: r ? (@'-|-ap =
(*): H~g, a) 3 rEj““: c{", 0):
Dem |- . 120'461'4611.3 |- Prop.
120'47 |- TE(VOCinduct — i\ 0) ==[*“): #3,1)3 te”™: C{g,cp}.
[120 423'463]

120471 = (Ma). ae,(Al0Cinduct n i\ 0).sexF. =

(Ma). <i£ jVOCinduct. (a-|- I)e,/:

[120 423]
120 48 |- . aellv0Cinduct: a=t: 3 TEj*YoCinduct — AA")
[120 452.117'31 ]
120481 |- . xs'Clsa induct: wQx: M'Nc'w . 3 WE'CZ«oinduct
[120-21-48]
120-49 1. a£j(7VCi— A0Cinduct) rE£(2V0Cinduct T AA™)-
3. a=>r.
[12048'44]
o prove the theorem 12013, | assume the following tem-
definition:
120 013 [70(<7.0)=. ()exg 1 (t): rfiA”Cinduct. 3
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We now have:

120-13 |- , <TEiVOCinduct. HJg. 0). 2) oe}g
Dem |- . 120-124-48.3
|- . khi .~GSig .")".te, g: EtNOC induct.
[22'621! 2): tE)y: c: =. r o: TEjA*Cinduct: (1)

I- . 117-501.12014.(1) OI* Hp.-of™~O 0e]9:0™a: (2)
|- .(2). 120-429 O I- . Hp.-ac™MO

: 3 . (- De<? (t+D™g.. (3)
- . (2).(3). 12011 OI- .Hp.— a~O-~

3 |- Prop.
12023 — . A'eA.J(A). efA W[O{ACT)}} O-"s0 induct '
[120 222'13]
12024 |- cde'Cls0 induct = (A):: A'e'A../(A). 3 [

&{h, 6[0{Ac'ca}]}. 3 we* . [120'23'22]
« = (Z)u), X . >0 Induct. extens(X).
1202601 0(A) = E'h . XECf>0 ind

3 (xUoi"m)e'A: £{«.«}.
1207261 |- . coe, <7soinduct. A's'A. Ja(h). C{h w[O{Arc'W}} ~Jcoe'h
Dem |- . Hp.~ <i>¢h.3:xE'h-. Neex  Ac'we ==,
xs'h:Ncx << New. v.e'ClsOinduct: (1)
[- . 117'501.12014. (1)O I- ' Hp . —<0e' A A’ Ac'/\'*Ne'w. (2)
|- . 101-1005.(1). 120 42» OIl- .Hp.-wE'AO
'xe’A:Ner.  Ncem: 3- (x U. »ou)e’A: Ac'(x GL t'w)™ ATw:. (3)
- .(2). (3). 12023 OJ|- .Hp.~weA O <weA
D I- Prop.
120473 |- . aedA”oCinduct T t'0O). Isxg. (r): t™g.

cel (ADCinduct — AO). 3('r—+ I)ci<T: 0}- D aci7
This proposition is to be proved by the same method as

120’13.

120-491 |- ~xE'CZsoinduct==(a). aEjNCinduct3
(3<w): w Q x: wE'a:

[120'49'429 13°121'21.10111.117 42)]

120-493 |- mxe'Clsainduct 3: Ac'w < Ac'x =(3»"). w'e'Ac'u):
ca' Q x: ~ co'E'tfi x : [120'481'426.73 37'3. 1f5kl4]
120-501 |- a,te, Aldinduct 3 (aXT)fiA0Cinduct
Dem |- . 12014.103'23.113'6010

|- Hp 3: (aX0) =0.V:(aX0) =a, a=A""
q a a
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[120°12] |- . aEjJA”Cinduct. H(g, 0). 3 <H{(@x0)} (1)
[- 113 31- .04=0.3-("X(T'4-1)) = ((GXt)+a). (2)
I- .(2). 120-45.3 1- :a”™°:Bp*W,0).C{9,0}.3
I 3 {(®X(®'4-1))} (3)
- (D-(3)-3I* :«=hO:Hp. H(r,0). ~,0F}.
3 WLAN{(@XTH}. ~<D}.]1,0)
[120-11] 3 9{oXt)} @)
[- 113601 3|*“ :a=0: Hp 3 (aXT)ciM>Cinduct (5)
I- ’(4).(5) .3F Prop.
This is the second fundamental theorem c.oneerning the group-
properties of induetive numbers.

170’51 |- . a arTgA"Cinduet: r =[=0: fI'(TXo0): (rX<3) = ('rX®"):
3“ —
[120'436 44.113'43 602-203.110 6.]
120’511 |- . GjTC”aCinduct: t£¥_:OZ St (eX®) = 3+0==1"
i g »
[120'51 .113'621.]
120512 |- (@X'r)fL((V)Cinduct. —l/.\O) 0 PiA™

3 g, tej (A”Cinduct — 0) — T, A")
[120'48.113'602'203.117'62.]
120 513 |- . rEj((NOCinduct — A0) — AA”): (TXa) =T
" 3 <7=1 ]120511 512]
fi
The axiom of infinity is to be defined as foliowa:

12003 Infinora: ? (@) crEjA*Cinduct 3 S'c.

120031 Infin ax = (5). afij ;\VVCinduct 3 S'o.

We have the following propositions:

120 321 - .5="~(a+1).3H'a [1104]
120322 |- SEINOCinduct3.3,6 = .an(ff+1): [120'32'321]
120'33 |— Infin0«x == (&). aSjN,,C induct 3- a:]f_:('74_l): [120'322]
i
12512 |- Infinoaa; = [5).aeINOCinduct 3 ]
[120'423)
12515 |- Infinoaa: == (x). nelClIs0 induct 3 3a(— Xx).

112071321'426.125 12.]
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125-21 |- Infincaz = - (a—A')"'ClsQinduct [12515]
125-211 |- Infinax = ~(a—A')PCZsinduct

I shall use the following abbreviations:
120-51401 4 p'H-T)— (A4"P) +T)

1205141 (c4-y—t) = (<14 y)—r)
1205142  (g- ¢' —t) = ((g—g'(—t)
1205143 (g—g' —t'4--") = (X —«)—P4~T")

1205144 |- ge, AOC'induct D + (< — ®) =0.
[110 6.120-412-48.]
1205145 |- . c”AoCinduct 3'(g' — (g-]- 1)). D-
(P—(®+ 1) =(P-*—1).
Dem |- .120411-48.119-34.DI- BHbID.(tF-(H-1)4-( =,
[110-51-56] D.((s"-(g41)4-1) +g) = a. (1)
[110 6.120-5144.] D.(p-C + D4-1) = (p—4 (2)
a
[- .(1).(2). 119-45.D]- Prop.
1205146 |- . gEjiV0Ciinduct 3'(g"— (<31))' D
(o+l-(a+) =F
Dem |- 110-51 D|- #pD.(< @+ IN™A+"_(+1)
[119-32]
[120-5145] IC+(y_e_D)
[110-51.(1205141).(1205143).] = (g"—g-14-i).
a
[119-34] D I- Prop.
120515 |- . Infinaa;.

(<2)-- H(7,O):<1zC("inductI f,A"): DN 14, Aoc¢’induct}
3 da NCinduct
Dem |- .3-47.(120001)01- . H(<7,0).H(/,0). O AINO) (1)
I- (1)01- HpD: W({/,0):/CW’induct-AADMN/.Wnduct}.
D 1 H(<7,0)3 (s-Oi/) {"}n
D izl5):

DI- HpD: W(/,0):/G(VoCinduct-AA™") :S'{/5A06>i""duct}-

D <<NCinduct. (2)
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120-1011 31" Hp3 <£ACIn(uet3 cfirCinduct = AA™)-

[Transp] jl— .~ induct ]— AA™). Hp.3 ~~iNCinduct

3] Hp3(H,9)- H\g, 0): ¢ Q(iV0< induct— i f\'")- £{g, AOC'induc'} (3)
I” (2) (3).31- Prop.
120-51501 |- Infinax3-(S'):--"("O.):S'C-%(jVoCinductT AA").

3 g{A A{Q' AoCinduct}. = ge,NCinduct. [1201515.2 05.]
I shall use the following abbreviations:
120-5151 ec'4-t — g<o'+r)

120-5152  &€i—t—Ja’ i)
120-51521 g{~+"} T g{” +'t}}

120-5153 § A (T/ cg{t' 4-2@" °} ~Mt'4-20'tl B}, gqa 1}
120-516 |- . Infinaj;. "EjATCinduct. H(g. 0):

gd (AToCinduet - AA™). '-{.9- MA'induct}.
D-g{"}Dg{™+'}.
|- 110-6131- -Hp ~(0,0). 3 ~(0,0;
[1024] 3@*“)™=,00 (1)
I- . 1205146.110 51.3 |- . Hp . 0+(0,0). 3
~<7{P'4 2°'~a+ 2®-(®+>} B g{r" + 2"+ 2(®'+,-<0+"}. (2
[Hp. 113-66.116-5232 1205145 | 3 jr{#" + 2®'-(®4,)+20-<®+>}. (3)

[(2). (3). 10-24] 3@ETRT (C+D) @
|- .120-5146.113 66.116-52-32.31- Hp.”™(0,0).3
: 2°-<’4-2»"-(’+))}. 3 — 4 2«'+
110-24] 3 &8NV, ( (5)
I” -(4).(5).3|- *HP.N0,0).3-"">»>3 (S 7 )<e(T',(ff+1)).
[10-24] B(EVvV, 0 @"WY +e O~
[(1). 120-515-447.]
[(120-5153). 120 5144.] 3(H™).p{* 4- 2°}. 21}.
[116-32-301] 30t).2{**-)-i}. ~  +2}. c{~ ).
[Trausp] 3 |- Hp 3 ~570,0)
3 |- Prop.
120517 |- . Infinaz.'/EjNCinduct 0). t{<7, jV0Cinduct}.

D A2}
Dem |- 116301 3  Hp 3 g{2°} (1)
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|- 120516 3 |- . Hp:y Q (AlCinduct ——D
| |

:g{2°} 1ae"NCinduct. 2) M2®+1}. (2)
|- .(1).(2).12013. D|- . Hp<7 ? \/\/induct T AA"): 39N}

[120 51501] D I- Prop

120518 |— — Infinua-. 0. 1}-D ,afi ArCinduct
Dem |— 1-5-211 DI- Hp D ATff—ANIANInduct (1)
[120121] D A"tir¢'induct  (2)
|— (2). (2). 120 48. D 1- Prop.
120 52 |[— uelNC induct D S"EjAT?induct
J- 120517-518 D 1- Prop.
120 523 _Infinar . n, te, ACinduct D <7% AiCinduct
|- 117-661 DI- HpD <7<2®.
[117-591] DI

[120-501. Hp. 116-63.] D 2<0x’>,
[120 501-52 48] D 1““ Prop.
120 524 |— g, rEjyCinduct D induct
[120-523-518]
This is the third and last fundarnental theorem concerning
the group properties of inductive numbers.

IX. Sonie remarks concerning Finite and Inlinite.

I assume the following definition of finite classes:
122001 fin(x) ? . extens(x).(w).~WE,,x(;D-A’c'x::r:: Ar'(x(J.,"\w):.

We see that all inductive classes are finite classes.
To piove that all finite classes are inductive classes, we need
the multiplicative axiom, unless we assume that (Al0Cindu<-t—yCinducl)

is not a null-class. With this last hypothesis we get finite num-
bers, which are not inductive numbers; but we can prove that any
<Z>-order indnctive class, being no yoCinduct-order inductive class
must be an infinite class in a sufliciently high order. Now. as the
inultiplicative axiom can be proved in the system of Nominalisto,
as remarked above, we see that in this system we have no other
finite numbers, as inductive numbers,
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Note that Infinaa? by no means implies the existence of s0.
The existence of any aleph must be assumed separately. — It is
easy to see that if we deal with alephs, we assume the reducibility
of the corresponding classes, and by this method we get a system
which is practically equivalent to the simplified theory of types.
We then see that Cantor’s theory is closely connected with the
simplified Theory of Types.

The fundamental idea of this work being that there are no
other primitive propositions than those belonging to the Logical
calculus, we are obliged never to deal with an hypothesis without
having a parallel system based on a contradictory hypothesis. Now
it is interesting to see what is to be done, if we assume an hypo-
thesis inconsistent with the multiplicative axiom. Such an hypothe-
sis being somewhat connected with the ideology of Realism, we
can deal with it by means of the simplified Theory of Types. This
matter will form the subject of a separate paperl). Here | wish
to expound only the fundamental ideas of this work. On the other
hand, 1 shall prove the fundamental proposition of Nominalism
which | have mentioned above. | begin with this proof.

A. Nominalism.

I shall use the following definitions:
13-41 id—f xt?[(u): x{m} = (> T u): £{u, v, V} e{x,

13'42 (ira) E w[(w T a). C{w, a, F}]

The direction 04, enabling us to take functions in any type
for all individuals occurning explicitly or implicitly in a given ex-
pression, we ean use any function instead of a. Then our Theory
of Cardinals applies to classes of any type. Now we shall have to
deal with classes of the type [i"]a""(r) instead of K and with

corresponding cardinals and inductive numbers. This Theory enables
us to prove the fundamental theorem of Nominalism, which 1 cali
the theorem of M. Greniewski. | use the following abbreviations:

1343 =

') tlber die Hypothesen der Mengenlehrell, to be printed in ,,Mathema-
tiache Zeitschrift®.
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13'44 1* ? *§/? i
13'45 int(w) d? (m): <a{w}. — (u T F):3

(S»). («=a#). m{a}. [a K} £{” F}.
13-46 id (w) E @ v): (u _LV)' wr{t}. 3 WAG
13-47 max(a>) = «[.<ar{w} . — cav{uV'}.

(*): ~ (a TWw-3

13-48 irrx — [iee X
13'481

u

I denote by fi the function we get from fi, if we use fun-

ctions of the type iz instead of functions of the type K. 1 shall
also use the abbreyiation:

13'482 AN :V (A(vv('l':')') " &)m
<

The interval determined by 0" is to be defined as follows:

13-49 Int(ff) ? wl: OA?" Nc'(i"WUo(rSA'")-’ w{F}-
(Ma). int(w). id(to). £{<w,(jr F)}.]

We have the following lemmas:
13'5 [- Int(D{L(irF)} [13-15]
13’51 |- id(co)3 id(.cUK)IJ(iva)(r)-) [1317]

13'512 [(13-49)] I- Int(o){w} = 30;. AV(I’WU%dO—A"')ZW{V}.
(Hv). max(w){i’} + int(ca) . id(<w). S"{m, (irV)}.

13'513 |- . int(w). max(w)[fA 1 3'ntC w(r)U(AAAh)")
Dem |- .Hp.<w{a} — (a= V). 3 (Ha). (a = a*). w{®}- (1)
- W (ip/? ~@=P)-B(«Th "W

3(SY).(a=vH).wO. (2)

- (1).(2).3'44 3 |- Prop.
13'514 |- . Intax . & { K) . int(w). id(w) . max (w) {/3}. 3}
3 max(. to(F)U (v&e)(rj.) {/*»}
Dem |- Hp3 — ¥ (1)
D-~"=A. (2
- 20143 |- (°"=F)3.~=V. (3)
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- (2).(3)O|- HpO = (4)

|- . lu-513.Intax. Hp .3 ' {fi =«») Fa{d -3+ (M =c2) <0{cz}:
[(13'46)] O «{&}

[Hp] 3H? — &{&}

[Transp] 3 wfcz 3 — i =¥
[Hp] B:—(@=FR.w{a}r.3X(& =« (5

0)E)©)3[* Hp3—<ANUWfi - H (6
[Hp] 3w Ufi n{/3—ti =y)3

Cop UM {7} ()
I- (6)(7). 31 P"p.

13952 |- Hp 1351412 = AYTWUIL<A™O
(0+1) = Nc(i~. ~r)(3{itfi n. A™)-
[110 631]
13521 |- . Intax . '3 H'Int(03 1)

[13-514-513-52]
. Intax . c£i(2VCinduct T i\ 0). 3 5PInt(ff)
[120-47.13-521-5-512]
13’54 |- Intax 3 Infinax [13'53]
This is the theorem of Mr. Greniewski.

13-53 |

B. Realism and hyperrealism.

Let us assume the following definition:
Transeax d:j (x). x£' Cisinduct = (T x)e'Clsinduct.

If we assume Transcax, we can prove without any difficulty
that V(,) is a finite class, i. e. a class which is not similar to any
proper part of itself, not being an inductive class. We also prove
the proposition:

Transcax 3 Infinax.

It is easy to see that Transcax is not consistent with Multax.
Nevertheless there is an hypothesis, which is practically as much
fruitful as the multiplicative axiom, being consistent with the
Transcax. To get this hypothesis, | shall use the idea of self-
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comparable classes (intspec). We have the following definition of
this idea:

intspec (2) W (z',z"):, z' (2 z;,2" (2x: D +Ac'z' spec Ac'z"™:

With this definition we can build up the following definition
of the Axiom of Affinity (Affinax)

Affinax ﬁ (z, oj): int spec (w). int spec (X). 2)

: Nc'x spec Ac'to. 2) * Ac|CZs' z spec Nc'(i (0):.

We see that Affinax cannot be applied to classes, which are

not self-comparable. Therefore we never can prove with this axiom

the multiplicative axiom or some equivalent axiom. It is easy to

see, although it can by no means be proved that Affinax is con-

sistent with Transcax If we take Transcax for Infinax and Affinax

for Multax, we get a system, which is as Weil founded as Cantor’s

system, and which enables us to have a generalised Arithmetic
and Mathematical Analysis

Additional errata to Part I.

p. 20, 1 34, read typ for fq

21, 1. 2, 3 and 4 read ty for /

p. 23, 1. 16 read ,,Fundamental class-lettersé for ,,Fundamental and
functional' class-lettersi.

p. 24, 1. 26 read cr(2,/t) for E(Aif)

25, footnote read 014141 for 013131

*915 for X9-15

25, footnote 3 read x for a?, y for a

26, 1. 22 read ,,noted individual variablesu for ,noted variables*

26, 1 24 read xy[go{a:y}], y/a:[e>(a:y)] for

28, 1. 8 read ,are to be used in E as denotingd for ,,denotel

28, 1. 17 read ,expression or a real variable, A™ for ,expres-

sion, Eu

p. 28, 1 23 read ,we can make any substitution for a letter in
all its occurrences, allowed in the defining symbol# for ,we
can take a functional expression for a determined real va-
riable,

o

=

DT T T
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. 28, L 28 read ,,F(P) is a propositional expression“ for rtF(Er),

t (O) are propositional expressions* 4
29, 1 15 read ,,E', if all determined vyariables of E are deter-
mined yariables of E'.* for ,,ELl
29, 1 17 read ,,in respect of this expression* for ,,expressions”
29, 1. 26 read ,,fundamental indetermined“ for ,,fundamental”
29, footnote read ,.conformablell for ,,conform*
29, 1. 32 read ,and if* for ,or if*

. 30, L 12 read ,,in respect of Eu for ,,one with another and with 77

31, L 4 and L 11 read ,,any fundamental letters or any functio-
nal expressions” for ,,any funetional expressions"

32, 1. 7 read ,any compatible propositional® for ,any propo-
sitional “

37, L 12 is to be cut out
42, 1. 2 read = for 1
N
42, 1. 10 read == for — and = for =
df Q
42, 1. 25 read u(@) for u—v
43, read = for =
43, 1. 13, 15 read w' for u and u and ¥ for v and v
44,
44,
45,
45,
47,

Errata to Part 1l.

96, 1. 3 read ,isu for ,,in“
103,1. 10 read extens™ for extens”

117,1. 6 and 26 read f= for =
i

. 119, last line read w"?[(SQ"). . "N:1]

a aA a A

I am indebted to Mr. Skarzenski for yaluable remarks con-

cerning the errata to Part I. 1 am also indebted to Mr. M. H. Dzie-
wicki for the reading of proofs.



Notice sur le Memoriat des Sciences
Mathematiques

Directeur:

Henri Villat

Correspondant de 1'Academie des Sciences, Professeur A I'Université de Strasbourg,
Directeur du ,,Journal de Mathématigues pures et appliqudes®

Paris, chez Gauthier-Villars et Cie, 55, Quai des Grands-Augustins.

M. Henri Villat vient de fonder sous le haut patronage de:
I'’Acadomie des Sciences de Paris, I’AcadSmie Royale de Serbie
(Belgrade), I’Academie Royale des Sciences de Belgique (Bruxelles),
1'Académie des Sciences de Bucarest, ’Academie Polonaise des
Sciences et des Lettres (Cracovie), I'’Acad$Smie des Sciences de
I'Ukraine (Kiew), la Real Academie de Ciencias Exactas, Fisicas
y Naturales (Madrid), I’Académie TchEque des Sciences (Prague),
la Reale Accademia dei Lincei (Rome), linstitut Mathematique de
I’Académie des Sciences de Suede (Stockholm, fondation Mittag-
Leffler), la Societo6 Mathématique de France, etc., avec la collabo-
ration de nombreux savants, une nouvelle collection portant le titre
de: Ms$morial des Sciences Mathsmatiques.

Voici en quels termes I’éminent fondateur de cette collection
formule le but qu’il avait en vue:

rNotre but est de constituer un ensemble de petits volumes
sur tous les sujets interessant les Mathomatiques. Chacun de ces
volumes donnera I'expose et la mise au point d’une questiou pre-
cise et bien delimitee. Sur une telle question, on trouvera la suite
ordonnee de tous les faits fondamentaux, tous les resultats acquis,
et un tableau des principaux progres qui paraissent actuellement
desirables, ou en cours de realisation. Nous donnerons (sauf exce-
ptions), seulement les grandes lignes des demonstrations, et I'on ne
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verra pas citer toutes les demonstrations suecessives, par exemple,
d’'un mé$me resultat. si deux ou trois seulement d'entre elles out
une reelle importance. C’est dire que la documentation de chaque
faseicule sera critique et non pas encyclopedigue, en ce sens que
parmi les travaux cités, ceux qui contiennent les idees vraiment
neuves et fecondes seront. comme il convient. specialement mis en
evidence. Une solide bibliographie, d’'une consultation aisee, sera
placee A la fin des volumes.

Nous pensons que les fascicules du Memoriat sont appeles
a rendre de grands services. En ce qui concerne lenseignement,
ils sont destines a combler une lacune, en abordant des sujets im-
portants restes en dehors des programmes d’examens, ou a peine
abordes dans les grands Traites.

D’autre part, tous les chercheurs estimeront fructueuse I'exis-
tence d’une Collection leur permettant de s'assimiler aisement, au
moyen d’un guide sur, l'essence d’une theorie qui ne rentrerait pas
dans le cadre de leurs etudes habituelles”.

Ce peu de mots suffit pour faire comprendre les services
inappreciables que le ,,Memoriat* est appele a rendre aussi bien
aux mathematiciens de profession qu’a tous ceux qui ont l'occasion
d’appliquer les Sciences mathematiques au cours de leurs recherches.

Plusieurs fascicules du ,,Memoriat* viennent de paraitre et
nous allons les analyser brievement. Le faseicule I est du a M. Paul
Appell, Membre de FlInstitut et Recteur de '’Academie de Paris, et
porte le titre suivant: Sur une forme generale des eguations de la
dynamique.

Des 1899 M. Appell avait fait connaitre une forme remar-
quable qgu’il est possible de donner aux equations de la mecanique
classique. Les equations de M. Appell, intimement liees au ,,principe
de la moindre action" de Gauss, ont cela de remarquable qu'elles
s'appliquent quelle que soit la nature des liaisons, pourvu que les
liaisons soient realisees, de telle fagon que I'equation generale de la
dynamique soit exacte; les equations de M. Appell sont donc beau-
eoup plus generales que celles de Lagrange qui ne sappliquent
gu'aux systemes holonomes. Il etait a prevoir que les equations de
M. Appell, a cause de leur grande generalite, pourraient rendre de
grands servic.es non seulement en mecanique proprement dite mais,
gu'en outre, elles permettraient de decouvrir la parente cxistant
entre les lois regissant les pbenomenes physiques de classes diver-
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ses et les lois de la dynamique dans des cas ou les equations de
Lagrange n’auraient pas permis datteindre le mome resultat; c’est
ce que confirment pleinement les applications, deja nombreuses et
importantes, auxquelles ces equations ont donne lieu.

Dans le petit livre dont nous presentons une breve analyse,
M. Appell, apres une courte introduction d'un caractere philoso-
phique, consacre quelques pages extrémement instructives a l'etude
des differents genres de liaisons ainsi quatix diverses fagons de
les realiser; ensuite, apres avoir etabli les equations qui lui sont
dues, il presente un apereu des principales applications de ces equa-
tions. L’ouvrage se termine par une bibliographie tres complete des
questions qui se rattacbent au sujet traite.

Le Livre est ecrit avec la maitrise bien connue de son illustre
auteur et permet de se renseigner, avec le minimum d’efforts, sur
I'un des chapitres les plus captivants des sciences mathematiques.

Ajoutons que, a cause de sa portee philosophique, l'interot que
presente le bel ouvrage dont nous venons de chercher a donner
une idee, dspasse de beaucoup celni d’'une monographie, moéme ex-
cellente, mais limitee a un sujet strictement borne.

Fascicule Il. Fonctions entieres et fonctions meromorphes d’une
tariable par G. Valiron, Professeur a la Faculte des Sciences de
Strasbourg. L’auteur s’est propose de fournir au lecteur les moyens
de se renseigner d’une fagon complete sur les belles et importantes
theories qui se groupent d'une part autour du th¢oreme de Weier-
strass sur la décomposition d’une fonction analytique entiere en un
produit de ,facteurs primaires“ et dautre part autour du th¢oreme
suivant de M. E. Picard: Une fonction uniforme prend une infnitc¢
de fois toute nalew sauf deux nalews exceptionnelles au plus dans
le noisinage cPune singularite essentielle isolie. M. Valiron. dont les
remarquables contributions aux theories précedentes sont bien con-
nues, a pleinement atteint le but que nous venons d’indiquer. On
trouvera dans son petit livre les enonces des principaux resultats
acquis avec des indications sommaires sur les relations qui subsis-
tent entre ces rcsultats et, en utilisant les renvois a la bibliogra-
phie, le lecteur pourra approfondir a son gré¢ les points qui lui
inspireraient un intérot particulier.

Fascicule I11. Sur les fonctions hypergeometrigues de plusieurs
variahl.es; les Polyndmes d'Hermite et autres fonctions sphirigues dans
Uhyperespace. Par M. Paul Appell, Membre de lInstitut, Recteur
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de I’Académie de Paris. Ce momoire n'est autre chose qu’une ex-
position condensee mais remarguablement lucide des sujets 6numc-
res dans le titre et pourra etre lu aisoment par quicongue possode
les principes classiques de FAnalyse math$Smatique. La bibliographie
qui se trouve a la fin du livre permettra au lecteur de se rensei-
gner d'une faeon complbte sur tous les sujets Studids dans le corps
de l'ouvrage.

Fascicule 1V. Esquisse d'ensemble de la Nomographie. Par M.
Maurice d’Ocague, Membre de I Institut, Professeur a ’Ecole Poly-
technique. On trouvera, dans cet ouvrage, une esquisse tres intores-
sante de la theorie génsrale de l'application des procedcs graphiques
a la resolution des probl&mes d’Analyse mathématique ou des pro-
bl&mes réductibles aux prscédents.

Le fait que le fascicule consacr¢ a la Nomographie ait eto
rodigd par un auteur d’'une compstence aussi exceptionnelle en cette
matibre que Fest M. d’Ocagne, constitue une veritable bonne fortune
pour les lecteurs du ,,Memorial®

S. Zaremba.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 10



Compte-rendu des seances
de la Societe polonaise de Mathematique,
Section de Varsovie.

26. XI. 1923. M. R. Witwinski: Sur les roseaux isother-
miques des surfaces (Prace Mat.-Fiz. 1925).

16. XII. 1923. M. 0. Nikodym: Quelques remargues sur les
principes des mathimatiques pures.

M. N. attire l'attention sur la tendance a construire les systo-
mes ddduetifs en faisant abstraction du sens des termes primitifs et
en rendant ces systdmes automatigues. Outre les termes primitifs et les
axiomes il y a des ,regles de procédd“ dans les systemes dsductifs.
M. N. s'occupe de ces rogles sur un exemple analogue au paradoxe
de Russell.

21. XII. 1923. M. J. Splawa-Neyman: Sur les valeurs
thoorigues de la plus grande de n erreurs. Voir: Prace Matema-
tyczno-Fizyczne 1924.

25. 1. 1924. M. W. Sierpinski: Sur quelques nouveaux ou-
nrages de la theorie des ensembles. M. S. Mazurkiewicz: Sur la
diffirentiation des fonctions de Lipschitz.

15. 11. 1924. M. C. Kuratowski: Sur 1¢tat actuel de lI'axio-
matique de la thiorie des ensembles. M. K. consid&re le systeme sui-
vant (qui est une modification de celui de Zermelo et de Fraenkel)
d’axiomes admettant deux termes primitifs: la notion d’ensemble et
la relation xsy (x appartient a y).

I: Si les ensembles A et B contiennent les memes ¢léments,
A = B; Il: pour tout systeme de deux ensembles A et B, il existe
la somme A -f-B; Ill: A etant un ensemble, tous ses ¢léments x
qui vcrifient une fonetion propositionnelle donnse <p(x), forment un
ensemble; IV: pour tout ensemble dont les ¢léments sont des en-
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sembles, il existe la somme de ces ensembles; V:' pour tout en-
semble, il existe 'ensemble de tous ses sous-ensembles; VI (axiome
du choix): pour tout ensemble d’ensembles non-vides et disjoints,
il existe un ensemble qui contient un $lément de chacun de ces
ensembles; VII (axiome de linfini): il existe un ensemble non-vide
A tel que, si XsA, il existe un V tel que YeA, Y("X et F=j=X;
VIl (axiome de substitution): si a tout ¢lement x d'un ensemblei
correspond un ensemble F(x), tous les F(x) forment un ensemble.

L’ind6pendance des axiomes, outre lI'axiome du cboix, ne pré-
sente pas de difficults (dailleurs l'axiome Il est indépendant des
axiomes I, 111—VII, mais il doépend de l'ax. VIII). Quant a la suf-
fisance du systeme, M. K. remarque que. méme h l'aide de I'axiome
VIl (du a MM Mirimanoff et Fraenkel), on ne saurait Stablir
I'existence des nombres ordinaux initiaux dont lindice a soit
de second genre et tel que a>a ne soit confinal avec aucun nombre
inferieur.

29 II. 1924. M. W. Sierpinski: Sur un probleme de la the-
orie des ensembles (A). Voir: Fund. Matb. VII pp. 155—158, 198—202.

14, 111.— 28. 11l. .924. MM. A. Rajchman et A Zyg-
mund: Sur les principes et les problimes de la theorie riemannienne
des series trigonometrigues.

M. R. considere ses thdoremes sur la multiplication et sur la
double intégration des sories trigonomdtriques comme une nouvelle
forme et extension des resultats, formant la base de la thcorie rie-
mannienne des snAries trigonomctriques 1l insiste: 1° sur ce que
toute la thoorie de la multiplication des scéries trigonomstriques
peut Atre ramende au cas banat de la multiplication par le bindme:

—1; 2° sur ce que la voie de I'extension du theoreme fonda-
mental de Riemann (sur la possibilite d’integrer terme a terme une
serie trig conv.) indigtice par M. Fejer peut 6tre remplace par
une inethode plus simple et menant plus loin au point de vue des
applications; pour etudier les séries trig. a coeff tendant vers 0,
et mSme quelques dsveloppements plus gonsraux, il suffit d'integrer
la serie sommable (par le procedé des moyennes aritbom. et méme
par celui de Poisson) considerse deux fois seulement; 3° sur le lien
qui existe entre la theorie de la multiplication des series trig. et
le probleme de Cantor (de l'unicite du developpement trig.). Ensuite
M. R. donne une esquisse de l'etat actuel des recherches sur le
probleme mentionné de Cantor. Voir: Rajchman ,,Sur la niulti-

10
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plication...“ Math. Ann., ,,Sur la possibilité dappli-
quer..." Math Zeitsch.

M. Zygmund considere la classe des ensembles d’unicit$ qui
correspond a une suite donnée des nombres positifs;

(S) el=g Zn|_ryo£. =0.

Tout ensemble de points E situé sur (0, 2ri) et vcrifiant la con-
dition: ,pour toute sorie trigon. | a0 -]- Sa, cos nx bn sin nxy
\,an <€,,, convergente vers 0 en dehors de E. on a a,,=0"
est dit ensemble d'unicito relatif a la suite (S).

M. Z. dnmontre que pour toute suite (S) il existe des
ensembles dunicit¢ de mesure positive et aussi Vvoi-
sine de 2tt que Fon veut. Voir: ,,Contribution a l'unicitdé du
dsveloppement trigonométrique” Math. Zeitschr. Bd. 25.

11. 1V. 1924. M. J. Splawa-Neyman: Essai d,'application
de la Statistique mathimatigue a la rosolution de quelques problbmes
agricoles. Voir: Revue de Statistique t. VI, fasc. 9—12.

25. IV. 1924. MM. Mazurkiewicz et Sierpinski: Sur
les ensembles (A). Voir: Fund. Math. VI.

9. V. 1924. M. A. Tarski: Sur les principes de I'arithmétique
des nombres ordinaux (transfinis). Apres avoir analysd les ouvrages
concernant ce sujet, M. T. présente un systeme d’axiomes admet-
tant comme le seul terme primitif; a est, par dnfinition, un
nombre ordinal, s'il existe un § tel que Ax. I: Sl existe
un nombre ordinal jouissant dune propriots donnde, il existe alors
un u qui possede aussi cette propriet¢ et tel que, si § la possede,

onat£/tetj(<£ ou bien p="% Ax. Il: Il existe, au moins,
un nombre ordinal. Ax. I1lI: S'il existeun £ tel que £<a, a est
un nombre ordinal. Ax. [1V: S'il existe des nombres ordiuaux, il
en existe un a tel que: 1° ily a un *tel que 2° si

il existe un £ tel que etE<”a. Ax. V: Pour chaque ail

existe un  tel que aucune fonction T ne peut satisfaire a la fois
aux deux conditions suivantes: 1° si £<& /(E)<«, 27/7™N)=/"N)
entraine E—ip Ax. VI: Pour chaque nombre a et chaque fonction /,
il existe un nombre A tel que, si et /(£) est un nombre or-
dinal, alors

M. T. expose les raisons pour lesquelles il semble que ce
systome fournit une base suffisante pour construire la théorie des
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nombres transfinis. 1l fait observer ensuite que 1°: le syst¢tme peut
¢tre interprét¢ dans le systeme d’axiomes de la théorie des ensem-
bles de Zermelo (I'axiome du choix exclus, et Faxiome de substi-
tution inclus), 2°: si Fon suppose le systeme d’axiomes des nombres
ordinaux compatible, les axiomes sont ind¢pendants, 3°: s'il existe
un nombre ordinal régulier a indice de Il espece (Hansdorff), son
existence ne peut ¢tre déduite du systeme (au cas ou il est com-
patible); si, au contraire, un tel nombre u’existe point, le syst¢me
est catégorique (au sens de Veblen-Huntington).

23. V. 1924, M. J. Sptawa-Neyman: Sur les applications
de la theorie des probabilMs aux erpiriences agricoles. Roczniki nauk
roln. X, Poznan 1923.

13. VI. 1924. M. J tukasiewicz: Dimonstration de la
compatibilit¢ des axiomes de la theorie de la diduction. M. £. emploie le
terme theorie de la deduction dans le méme sens que MM Russell
et Whitehead dans les ,,Principia matbematica“. Son systeme est
base sur les trois axiomes: At: ~pZ)P-Z)P: PD-~PZ3
A3 p2) g-D-gD r.3 .pjr.

Tous les th¢oremes s'en deduisent a I'aide des régles de sub-
stitution et de dc¢daction. M. £. prouve que le systeme ainsi con-
struit ne contient aucun couple de propositions contradictoires. Dans
ce but, il suppose que les variables n'admettent que deux valeurs
O et 1 et que:

(1) ~0=1 (3 030.=1 G)130.=0
@ ~1=0 (@oOl.=1 6)131.=0

Si Fon substitue dans les propositions du syst¢me, 0 et 1 aux va-
riables, ces propositions deviennent ¢gales k 1, en vertu des ¢galitcs
(1) — (6). Par exemple I'ax. A2 devient, en substituant 1 h.p et 0 k q:

13).—1D0: = :13.0D0: = .131. = I

Aucune proposition du systeme ne peut donc ¢tre la négation d’une
autre, car cela conduirait a des expressions ¢gales a ~ 1, donc a 0.

Une mcthode analogue permet dctablir Findependance des
axiomes. Les axiomes At—A3 sont ind¢pendants. Parmi les axiomes
*1'2—%* '6, adoptes dans la Ire cdition des Principia, ¥ o résulte
des autres; tous les autres sont indépendants. Dans le systtme de M.
Hilbert (Math. Ann. 88 p. 153) l'ax. 2 dc¢pend des wutres, les
autres sont ind¢pendants.
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10. X. 1924. Conférence de M. Sierpinski sur les travaux
du Congres de Toronto.

31. X. 1924. M. Sierpinski: Sur guelgues operations sur
les ensembles. Voir: Fund. Math. VI p. 100—105, Fund. Math. VII
p. 144—148, 237-243.

M. Tarski: Une remargue concernant les principes d'arith-
mitigue theorigue. M. T. ¢tablit la proposition suivante: tout systéme
d’axiomes de l'arithmotigne des nombres reels peut etre — en in-
terprdtant convenablement les termes primitifs — admis comme
systeme d'axiomes de Faritlimdtique des nombres complexes et vice
versa. Cela tient au fait qu'on peut difinir une correspondance
biunivoque entre Fensemble des nombres rdels et celui des nombres
complexes (la mdédme proposition est vraie de Faritbmotique des
nombres naturels, d'une part, et des nombres entiers ou rationnels
de lautre).

M. T. ctablit sa proposition en eonsidorant un systeme U
d’axiomes pour les nombres réels positifs qui contient trois termes
primitifs: ,,nombre positif, ,,1“ et ,-+u Comme la fonction
/(a:) = 2X etablit une correspondance biunivoque entre les nombres
positifs et réels, on transforme U en un systeme 7 de Farithm¢-
tigue des nombres rcels, si Fon remplace les termes primitifs par:
~nombre rcel”, *1 “ et ou F =0, ¥ =log2B2 ).
D’une fagon analogue, on en déduit Faxiomatique des nombres com-
plexes. Si Fon suppose le systeme U ,complet’, le systome f7
Fest 6galement.

M. T. observe que N. Wiener s'est propos6 de construire
I'arithmotique des nombres complexes a Faide d'un seul ternie pri-

mitif (Publ. Massachusets Inst. Techn. 11, 3); mais sa solution n'est
pas satisfaisante, car il ne parait pas possible de dsfinir chez lui
le nombre i et de le discerner de —i. D'autre part, N. Wiener

a rdsolu le miinie probleme pour le cas des nombres rcels a Faide
de la fonction /(aj,y) = 1----'Z(on pourrait la remplacer par 2’.y

ou a?); or, la methode de MB./ Tarski permet de transporter di-
rectement le rosultat de M. Wiener dans le domaine des nom-
bres reels.
14. XI1. 1924. M. F. Leja: Sur les series entibres multiples.
Soient a2...a,) et B(bybi..b,) deux points de l'espace a n
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dimensions dont les coordonndes sont toutes positives. L’arc de la
courbe

©‘_OHI ’ = ><>B “é 7 - 1.2-

passant par A et B, situs entre ces deux points, sera dit l'arc hy-
perbolique AB.

On peut demontrer que, si une série multiple SaAl...XnzZ"'...z}"
est absolument convergente en deux points quelconques A et B
des coordonnses positives, elle est absolument convergente sur l'arc
hyperbolique AB tout entier (c'est une gsnsralisation d'un thsoreme
de V. Almer, Arkiv f. Mat. Astr, och Fysik 17, 1922). M. L.
montre comment on peut appuyer sur ce thsoreme !'Stude du do-
maine de la convergence absolue d'une scrie entifere multiple.

28. XI. 1924. M. S. Straszewicz: Sur la theorie des cour-
bes planes.

J $tant un are de Jordan, s'il existe un maximum fini n de
segments d’intersection d’une droite quelconque avec J (un point
isol¢ stant regard$ comme segment), J est dordre n. Les ares
d'ordre 2 sont les ares convexes. M, S. signale le theoreme suivant:
Tout are d’ordre 3 est une somme de 4 ares d’ordre 2. Ce th¢oreme
s’'stend aux continus sans points intsrieurs (lignes cantoriennes).

12. XII. 1924. M. S. Saks: Bwr une classe de fonctions d'in-
ternalles. Voir: C. R. Paris 192u.

17. 1. 1925. M. S. Mazurkiewicz: Sur lesfigures d’eguilibre.

M. Lichtenstein a demontré que T $tant une figure d’equilibre
de volume v correspondant a la vitesse angulaire ca, — il existe
pour la distance des points de T de l'axe de rotation, une borne
ne dspendant que de a et ca M. Mazurkiewicz d$montre I'exi-
stence d'une borne analogue pour l'spaisseur de T dans la direction
de I'axe de rotation.

13. 1. 1925. M. O. Nikodym: Exemple d’un ensemble ferme
dont les points liniairement accessibles forment un ensemble non me-
surable (B).

Considsrons un systSme de coordonnses cylindriques X, r, (>
(axiale, distancielle et asymutale) d'un point arbitraire P situs en
dehors de l'axe. Soit M un ensemble (A) non mesurable (B) situd
sur l'axe des x et soit {<5 — } son systeme determinant d’inter-
yalles ferm¢s. <5',.7 est lintervalle ouvert qui sobtient de d(...x
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en le prolongeant de a chaque extrémito. est l'intervalle

que Fon obtient en ecartant les extrémit¢s de I'intervalle qui est la
fermeture de l'ensemble des nombres irrationnels dont le ds$velop-
pement en fraclion continue commence par B R R

Pi P2 Px
WIt... est l'ensemble des points (@, r. ¢p) tels que xedh...

X_L_E<r<7‘ gpeepj,...,x. Or, le complémentaire de !'ensemble

*El a W(“ X
est I'ensemble cherchs.
27. 11. 1925. M. C. Zarankiewicz: Sur les continus Jor-

daniens.
M. Z. prouve que: 1° pour g'un continu soit Jordanien il faut

et il suffit que tout ensemble ferme qui le dScoupe entre deux
points, le disjoigne entre les mémes points; 2° l'ensemble de points
qui dscoupent un continu Jordanien est somme d’une suite infinie
d’ensemble$ fermes.

M. Kuratowvski annonce le th¢orfeme: pour qu'un continu

C soit Jordanien il faut et il suffit que, Il,, etant des ensembles
00 Z 00 A

ouverts dans C, on ait 2I D L _Fn7l, od fA\R) d¢signe la
n- »-1

frontibre de R.

27. 1. 1925. MM. S. Mazurkiewicz et S. Saks: Sur les
projections ortliogonales des ensembles fermis.

M. Mazurkiewicz S$tablit I'existence d'un ensemble plan fermd
dont la projection orthogonale sur toutes les droites d'un faisceau,
sauf une, est un ensemble de mesure nulle, tandis que la projection
sur la droite exceptionnelle est un segment. M. Saks y apporte
quelques simplifications. (A paraitre au vol. VVIII des Fund. Math.).

17. 1V. 1925. M. A. Rajcbman: Sur la convergence mulli-
ple des series.

00
Une ssrie (1) n21u, est doublement convergente si la sorie (2)

00 00
2I 2 un converge. Si la convergence de la scrie (2) est (p—I)-uple,
m=l n—m

celle de la serie (1) est dite p-uple.
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M. Rajchman prouve que, si une serie trigonomotrique con-
verge vers 0 dans tout un intervalle, sa convergence en tout point
intorieur du dit intervalle est p-uple, si grand que soit p. Il en
résulte que toute sdrie de Taylor a coefficients tendant vers 0 est
A convergence multiple d'un ordre infini dans tout point de regu-
larité (de la fonetion developpce) situe sur la circonférence |«| = 1.

15. V. 1925. M. A. Zygmund: Sur un theorbme de M. Mar-
cel Riesz.

M. Z. présente une simple domonstration du theoreme suivant:
toute serie finie (C, a) et sommable (C, /?) (— 1 <; a <</?) est sominable
(C, a-f- 2) (thdoréme domontr6 pour a =0 par M. Riesz). 11 enonce,
en outre, quelques théoromes concernant les moyennes typiques et
leurs applications dans la théorie des sories trigonomctriques. En
particulier: toute scrie finie (Zi,ex”, a) et sommable (IZ,

(0 <=a<fi) est sommable (A.e2 a) (0m<a <</?).

29. V. 1925. M. F. Leja: Sur les groupes abstraits continus.

Soit G une classe (L) de Krechet ou on a fait correspondre
A tout systotne de deux elements a et b, un ¢lément ab (leur pro
duit) de faeon que 1° (ab)c—a(bc)\ 2°: il existe un &lément e
(L'unitdé) tel que ae—=ea=a, quel que soit a; 3°: a tout element
a correspond a-1 (l'dlément inverse) tel que aa~l—e-, 4: lors-
que a,,—>a et b,,—>b on a anb,,—>ab. L’ensemble G est dit groupe (L).
Ce groupe est dit continu s'il est homeormophe d’un semi-continu
situe dans un espace motrique. M. Leja etablit quelques propric¢tos
topologiques des groupes ainsi definis et indique plusieurs proble-
mes qui s’y rattachent.
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