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Sur une definition geometrique des espaces
abstraits affines.

Par

Maurice Frechet (Universit¢ de Strasbourg).
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Introduction.

L'Analyse vectorielle et ’étude des transformations affines ont
donne naissance a de nombreux travaux ou les oporations d'addi-
tion et de multiplication par un nombre Otaient etendues k des 6l¢-
ments de nature quelconque¥ Je me propose,r dans ce mémoire,
de ddéfinir les espaces abstraits affines par des considera-
tions semblables, puis d’en ctudier quelques propri¢tés géomctriques

*) Voir par exemple ,,Le operazione distributive e le loro applicazione all’
Analisi“ par S. Pinoherle et U. Amaldi, Bologne 1921.
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et enfin dutiliser ces propri¢tés pour en d¢duire une dcfinition
des espaces abstraits affines sous une forme gcomctrique.

Dans un memoire qui paraitra ailleursx), j'¢tudierais les pro-
prictés infinitésimales des espaces affines.

PREMIER CHAPITRE.
I. Definition analytigue des espaces abstraits affines.

Dans un certain nombre de travaux sur les espaces affines, on
d¢finit ceux-ci comme certains ensembles sur lesguels certaines opé-
rations peuvent ctre effectuces. Il est important d’observer que cette
définition a l'inconvenient d'admettre par implication que Fon ne
peut dcfinir de telles opcrations que sur des ensembles partieuliers,
ce qui n'est pas (voir page 33).

Si l'on veut que la notion d'espace affine soit distincte de la
notion d’espace tout court ou d'ensemble, 11 est nécessaire de con-
sidérer, comme nous le ferons plus loin, un espace affine, non comme
un ensemble particulier de points ou ¢lements, mais comme un sys-
thme compos¢ 1° d'un ensemble de ,,points“ de cet espace et 2° de
certaines opcrations applicables aux points de cet ensemble.

Ajoutons que le syst¢me de postulats ou mieux de conditions
que nous avons adopté pour l'espace affine ne differe de celui au-
quel nous avons assujetti les ,espaces abstraits vectoriels*? que
par la suppression d’une condition d'in¢galit¢ qui parait une carac-
téristique plus importante de la notion de distance que de la no-
tion de longueur.

Definition du champ de vecteurs. Un champ a de vecteurs est
le systtme constitu¢ par: un ensemble d'¢léments de nature quel-
conque appeles vecteurs abstraits ou simplement vecteurs et trois
opCrations sur ces vecteurs, représentées par les symboles
B . ces opcrations ¢tant lices entre elles et avec I'ensemble de vec-
teurs par les conditions suivantes:

Quels que soient les vecteurs abstraits  tj, < et les nombres
réels u, b:

') Les espaces abstraits topologiguement affines, Acta Mathematica, 1925.

2 Les espaces rectoriels abstraits, Buli. Calcutta Mathematical Soc.
1925. Nous avons essaye dans ce memoire de combiner les avantages respectifs
de deus prdsentations (independantes) de la notion d’espace vectoriel dues a M. M.
S. Banach et N. Wiener.



1° £4“% est un elément du champ a dfe vecteurs.

FE+04-) =42 + 2

4° £-f-{] = £4* < entraine r] = (p.

5° Il existe un vecteur du champ u, qu'on représentera par
la notation 0 et qui est tel que £4~0 =£.

6° a. £ est un vecteur abstrait appartenant au champ a.

7° «==0 et a. =a.l] entrainent £ —tj.

8° £5=0 et a*£=24&+£ entrainent a =h.

9 a.(|4-MH=a id~«™

10° («4-6).£E=a £4-61£

11° 1LE=£

12° (@06).£ =a.(6.£).

13° || £] est un nombre reel £>0, que nous appellerons lon-
gueur du vecteur £.

1,°|| £] =0 est ¢quivalent a £=20.

15 fa £ =lalll£].

Definition de l'espace affine abstrait. Un espace affine ab-
strait est le systeme constitu6 par un ensemble d’6l¢éments de na-
ture quelconque, que nous appellerons ,,points* de cet espace; et
par un champ o de vecturs defini comme ci-dessus, les points de
Fespace consid¢r¢ et les vecteurs du champ o qui lui est associo
Ctant lies entre eux de faeon a satisfaire aux conditions suivantes:

I. Deux points de Fespace consider¢, pris dans un certain or-
dre A, B, dsterminent un vecteur £ du champ a et on represente
cette association par la notation

AB =¢£
Il. Etant donnés un vecteur £ du champ < et un point A de
Fespace considore, il existe un point B de cet espace et un seul
tel que AB—

I11. AA = 0 quel que soit le point A de Fespace considcre.

IV. Quels que soient les points A, B, C de Fespace considoro,
on a

AB + 13C=AC.

Remargue. 1° D’apres 14° et 15°, Fegalite a.£ = 0 est ¢qui-
valente a l'alternative a =0 ou £ =0



2° Daprbs 11l et IV, AB BA =0; daprés 11° 10® et
ce qui pretode AB%2 (— 1)AB— (1 -f-i— 1)). AB— 0. AB—0.
Il en résulte d'apres 4° que BA = (— 1). AB. Cela montre aussi
que Fon peut Ocrire:

1) BC=1.C4-(— 1).ZB

Il. Propriotés géomotrigues d'Hn espace affine abstrait.

Nous allons montrer qu’on peut traduire les eonditions 1—IV,
1°—15° dans un langage g¢omctrique qui mettra en c¢vidence les
analogies d’un espace affine avec l'espace considéré en gdometrie
OlSmentaire et que pour simplifier nous appellerons espace euclidien.

Tout dabord, comme les eonditions indiquees plus haut se-
raient formellement satisfaites par un espace reduit a un seul 0l6-
ment ou point et un seul vecteur 0, nous excluerons ce cas sans
intorct.

D¢finition de la droite abstraite joignant deux points. Con-
sidérons maintenant deux ,,points* distincts A, B, pris arbitrairement
dans l'espace affine. Quel que soit le nombre réel p, il existe un
»point* de l'espace affine tel que

(10) AMp = Q.AB

Lorsque p varie, le point Mp decrit un certain ensemble de points
de l'espace affine. En songeant & ce que serait cet ensemble si I'on
operait avec les vecteurs geomfitriques usuels, il est naturel d'ap-
peler cet ensemble une ,droite" de l'espace affine, ou si lI'on veut,
une droite abstraite pour rappeler que ses points sont des $l6-
ments de nature quelconque. En outre, comme Al et coincident
nscessairement avec A et B respectivement, on voit que cet ensem-
ble de points contient les points A et B, en dautres termes que
cette droite abstraite ,,passe” par les points A et B; nous I'appel-
lerons la droite AB.

Pour montrer que les droites BA et AB ne sont pas distinc-
tes, nous allons donner a l'egalité (10) une forme ofi A et B jouent
le méme role. Soit W un point quelconque de !espace affine, di-
stinct ou non de A ou de B. On a en rapportant les vecteurs
de 1'6galito (10) a lorigine JF, en vertu de la géncratisation (1)
de la formule de Chasles:



(11) WMf = (1 —¢) WA +Q WB
En sorte que, si Fon prend dans l'espace affine un point arbitraire
W, la droite abstraite AB joignant les deux points distincts A et
B est le lieu des points N de l'espace affine tels qu’il existe deux
nombres r, y vorifiant a la fois les deux relations

WF ="x. WA-j-y. WB
. 0J % WA
Sous cette forme, qui nous sera utile, la dofinition de la droite AB
est bien indSpendante de l'ordre des points A et B.

Points alignes. Consids$rons trois points A, B, C de l'espace
affines. Nous dirons gu’ils sout alignes ¢s'il existe au moins une
droite sur lesquels ils sont tous trois situes. S’il en est ainsi, il exis-
te une droite DE passant par A, B, C et par suite trois nombres

e, e, e" tels que
DA = q DE, DB=q.DE- DC=q".'DE
d'ou
AB = (?>—?") DA, AC= (p"— . DE
Alors, si A, B sont distincts, AB =]-0 et en vertu de 15°, p'—e Z 0.
Donc:

Par suite si A, B, C sont alignss, ou bien A et B sont confondus,
ou bien il existe un nombre X, tel que

(13) Jéi=2. Zfi '

Cette alternative est non seulement nscessaire, mais suffisante. Car si
A et B stant distincts, on a la relation (13), A, B et C sont sur la
droite AB. Et si A et B cointident. A, B, C sont sur la droite AC
(ou, si C coincide avec A et 7?, sur la droite AB, P $tant un point
quelconque distinct de A, B, C.

En ms$me temps, nous sommes mis en mesure de prouver
que si deux droites ont en commun deux points dis-
tincts, elles colncident. En effet, si deux droites DE, FG
ont en commun deux points distincts A,B, tout point C de la
premisre Stant align$ avec A, B est situ6 sur la droite AB d’aprés
ce qui prscsde. Rsciproguement, tout point C' de la droite AB S$tant
align$ avec les points distincts D et E (puisqu’'on vient de d$mon-



trer que les positions particulieres D et E de C sont comme C'
sur AB), C" sera sur la droite BE. Autrement dit les droites AB
et DE sont les momes ensembles de points: elles coincident. De
méme pour AB et BG et par suite pour DE et EG.

Prenons enfin quatre points alignés ABCD. Si A et B
sont distincts, il y a deux nombres 2, 2', tels que

AC=t. ABAD — ¥ AB, dou
CD = (Y— 2). AB.

Il existe donc un nombre m tel que CD == m. AB. Raciproque-
ment, si A, B, sont distincts, si A, B, C sont alignés et s'il existe
un nombre fi tel que

CD = fi. AB,

les points A, B, C, D seront alignés Car il y aura un nombre m'
tel que
AC=m*“. AB, dou
AD — fi). AB

c’est & dire que D comme C sont sur la droite AB.
Ainsi lorsque 4 points AB CD sont alignés, si deux d’eutre

eux A et B sont distincts, il existe un nombre tn tel que CD = m. AB.
Il ne peut exister qu'un tel nombre, car s'il en existait un autre,
fi, on aurait m.AB=Tfi. AB avec AB==0 et en vertu de la
condition 8°, m — p.

Application d’une droite abstraite sur une droite euclidienne.
Nous avons appelé droite AB le lieu des points Mp de !’espace con-

sidér¢ tels que  AMQ— e. AB, g dé¢signant un nombre reel quel-
conque. Cest 6videmment aussi le lieu des points N, de !'espace
considérs tel que

(14) AA, = | | B

x designant un nombre rcel variable. Considérons x comme !'abscisse
d'un point m, d’'une droite de la gsomotrie o6lémentaire, d'une droite
euclidienne. A deux positions m,, n, de ce point correspondront
deux points Al,, A, de l'espace affine avec

a7 . AB



d’ou
(15)

Ainsi nous avons ,appliqu¢” la droite abstraite AB sur une droite
euclidienne, cest a dire Otabli entre les ,,points‘ de ces
deux droites une correspondance ou les ,,longueurs”
des vecteurs sont conservoes. Cette correspondance sera
d'ailleurs biunivoque. Car si.nx et ny n'otaient pas distincts

jnxnyi serait nul, donc aussi || NxN, | et en vertu de 14°, 11l et
I, Nx Nu ne seraient pas distincts. Et inversement si A et Ny ne
sont pas distincts, | nxny | serait nul et nx coinciderait avec
Orientation d’une droite abstraite. D’apres cela, on pourra
dsfinir sur une droite abstraite deux sens de parcours, deux orien-
tations en sens contraires, celles qui correspondent aux deux orien-
tations sur une droite euclidienne. On les obtiendra en faisant par-
courir la droite abstraite AB par le point Nx de sorte que x croisse
constamment ou decroisse constamment dans la formule (14); ou,

ce qui revient au méme, par le point de sorte que [ varie
toujours dans le méme sens dans la formule
(16) AAIf=e.AB

Montrons que ces deux orientations sont ind¢pendantes du
choix des points A, B sur la droite. Soient deux vecteurs MN,
P Q sur la droite abstraite. Quand on applique celui-ci sur la droite
euclidienne, ils viennent en mn, pq et on a daprés (17):

P<1

Or sur la droite euclidienne, mn et p g sont orientés ou non de la

Inbme faeon suivant que mn et pqg sont ou non de méme signe.
Nous avons d$ja remarqus$ que si JZ, Al, P, Q sont align¢s et si P Q
sont distincts, il existe un nombre p bien détermin¢ tel que

MN =p .~PQ

Nous voyons maintenant que M N et P Q seront orientés ou non

de la meme fagon suivant que ce nombre /t est =0 ou <O.
Nous pourrons alors dire qu’une orientation doterminde d’une

droite abstraite consiste dans l'arraugement de ces points en un



ordre tel que, si M est placé avant N, et P avant Q, les vecteurs

MN et P Q sont orientds de la ntome faeon. D’une part, un tel ar-
rangement est possible; car si p, (/, p", p"* correspondent a M} N,P, Q,
et si M est avant N, et P avant Q dans l'ordre qui correspond a un
des sens de parcours de la droite euclidienne, cela signifie que
p'—p et p"'— p" sont de mSme signe. Or on a ¢videmment

Donc MN et PQ sont orientés de la méme faeon. D’autre part cette
seconde fagon de dcfinir L'orienlation est indépendante.des points A
et B et de l'application considsrée plus haut.

En particulier, nous dirons que si trois points ABC sont ali-
gnes, C est entre A et B ou en dehors de A et de B suivant que

les vecteurs AC et CB sont de menie sens ou de sens contraire;
cela ¢quivaut a dire suivant que c est entre a et b ou en dehors
de » et de b quand on applique la droite AB C de sorte que a, b, ¢
soient les points de la droite euclidienne qui correspondent a A, B, C.

On appellera segment AB lensemble des points C de la
droite AB qui sont situ¢s entre A et B\ ou ce qui revient au mome
qui sont tels que

I1Z51 = || AC| + ||C>]| -

D¢finition du plan abstrait. Nous avons vu qu'un espace af-
fine non réduit a un point comprend au moins une droite abstraite.
Mais un espace peut etre affine et se réduire aux seuls points d’une
droite abstraite de cet ensemble. Tel est par exemple l'espace li-
ncaire habituel.

Nous allons maintenant envisager le cas oii l'espace affine
considsré contient au moins trois points non alignss. (Test dans ce
cas seulement que la ddéfinition du plan abstrait que nous allons
introduire peut avoir un sens.

Nous allons employer la définition ordinaire du plan telle qu’on
la donne dans les ouvrages de géomstrie ¢lémentaire: c'est une sur-
face telle que toute droite qui joint deux points distincts de cette sur-
face y est situse tout entiere. Seulement, il nous faut interpreter ici le
sens du mot surface. On entend dGvidemment ainsi un ensemble de
points. Et parmi les proprt6tés sous entendues de la notion de sur-



face, on suppose au moins que la surface n’est roduite ni k un point, ni
a une droite et d’autre part qu’elle n'occupe pas l'espace (euclidien) tout
entier. Ces conditions suffisaient pour d¢finir le plan dans 'espace euc-
lidien. Si on les appliquait a un espace a 4 dimensions ou la droite au-
rait $t6 definie comme d’habitude, on obtiendrait deux sortes de
plans: a 2 et a 3 dimensions. Pour 6tre sur de nobtenir dans ce
cas que le plan k 2 dimensions, nous interprkterons la derni&re con-
dition sous la forme suivante: le plan non seulement devra satis-
faire aux conditions ci-dessus, mais il ne pourra ¢tre remplac¢ par
un ensemble plus petit satisfaisant aux memes conditions.

Ainsi un plan abstrait de l'espace affine estun en-
semble de points de cet espace, qui ne sersduitni
k un point ui a une droite de cet espace, tel en outre
que toute droite joignantd.eux points (distincts)decet
ensemble lui appartient tout entiere et enfin qui est
irréductible par rapport aux conditions prscsdentes.
(Un ensemble est irréductible par rapport a une propricté, s'il
coincide avec tout sous-ensemble jouissant de cette proprieto).

Nous avons le droit de donner cette definition du plan abstrait
pourvu toutefois que nous prOuyions l'existence d'un tel ensemble
de points de l'espace affine abstrait.

Nous alléns méme prouver qu'¢tant donnds trois points
non align¢s A, B, C, il existe un planet un seul passant
par ces trois points.

Pour cela, eonsidsrons un ensemble 11 de points de l'espace
affine, non réduit a un point ni k une droite et tel que toute droite
joignant deux points distincts appartenant a cet ensemble soit con-
tenue tout entiere dans cet ensemble. Il existe au moins un tel en-
semble, par exemple l'espace affine tout entier.

Prenons alors dans lensemble 11, trois points non alignes
Af,N,P, ce qui est possible par hypothese. Alors ’ensemble I1 con-
tiendra tout point R de la droite NP par exemple et par suite con-
tiendra tout point Q de la droite M R. Exprimons analytiquement
cette propriet¢. 11 existe deux nombres x, X', tels que

WR=x'. O+ (Il —x"). WP; W-Q=x. WM+(1 -x). WR
d'oi

IPt? = x . WM-\- (1 — x)x". WN 4- (1 —x) (1 —X') .WP
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Il existe donc trois nombres Xy, z, tels que

WQ=x WM4-y. JAA4-z. WP avec
-y +*=j
Réciproquement, considsrons !'ensemble « des points Q obtenus
quand x,y, z satisfont de toutes les faeons possibles a ces deux
relations.
L’un des nombres r4-</, y-\~z, z-[-x, (dont la somme est egale
a 2) est =]=0, Par exemple x 4~y =)=0- Alors

WQ = (x-\-y) . WM-\- . WN 4-«, wp
*~{-y A~y
Donc le point Q est situ$ sur la droite joignant le point P
au point S ncécessairement distinct de P situ¢ sur M A et tel que

ir5= drm4— i a
*+y x-\-y

P et S etant situés dans 77, il en est de meme de Q.

Ainsi 'ensemble 77 contient l'ensemble w des points Q donnds
par les relations (18).

Or cet ensemble w satisfait aux m$mes eonditions que 77. En
effet, cet ensemble contient les trois points non alignes 37, N. P. 1l
n'est donc reduit, ni a un point, ni a une droite. De plus, la droite
qui ioint deux points Q, Q' (distincts) de a, appartient & w. On a
en efiet, pour tout point 17 de Q Q'

WU--2. WQ4- (1 —2). W(/
iV =x" WM4-y' HA-:" WP,
X'4-y' 4-7' =1

Drou:

WU = x" . WM 4-y" . WN-}-z". WP
avec X" 4-y'4-7"=2x4- (1 —2)x74-[2y4~ (1 —2)yJI4~

4-1224- (i —£)2] =1
Si 77 est un plan, ’ensemble w devra donc coincider avec 77.
Ainsi s’il existe un plan 77 et si 37, Al, P sont trois points non

align¢s appartenant a 77, 77 doit coincider avec I’ensemble des points
Q determinés par les relations (18).
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En particulier s'il existe un plan passant par trois points non
alignés, il n'en existe qu'un seul; ou, si Fon prefere. s'il existe deux
plans passant par trois points non alignes, ces deux plans coincident,
c’est a dire sont formes des inédmes points.

Il reste maintenant a montrer qu’il existe un plan et msme
gu'¢tant donns$s trois points non align¢s quelconques A, B, C. il exis-
te un plan passant par A, B, C.

Nous savons que s'il existe, ¢e plan doit coincider avec len-
semble a des points T tels que

WT = X. WANY.WB-"Z.WC
avec E-|l-Z=1 .

On a vu que c'est un ensemble qui n’est reduit ni a un point,
ni a une droite et qui contient toute droite joignaut deux de ses
points. Si donc ce n'$tait pas un plan, cet ensemble a contiendrait
un sous-ensemble [j. distinct de a et possedant les proprietés pro-
csdentes. A son tour, en appelant A/, Ar, P trois points non alignes
de ?, 'ensemble [? contiendrait I'ensemble y des points Q vsrifiant
les relations (18) et cet ensemble y serait un sous ensemble de I'en-
semble a, non ideutique a a.

Or M, N, P appartenant a a, on a:

WSI=A\. WA 4- YI. WB + Z1.WB avec Aj4“ [4“r - |
Tyv=al. ffa4-yl. wb4-z, Fe A2+ y24-z) =i
I"'v=As IFA+ Ys. WB + Zs. IYC A1 4-134- —|

Si le determinant des coefficients etait nul, on pourrait Otablir une
relation lin¢aire et homogene entre ses colonnes, et, par suite, il exis-
terait trois nombres non tous nuls a', V, c¢' tels que

a' WM 4- b WN+ c'. WP=0,
avec

a' X. 4-b' Xt4-c'A3=a'y, Y24-c' Ys=a'Z,4-b'224-¢' Z,=0.
Or en ajoutant ces dernieres relations, on voit qu'on a
a-46-4c¢c =0

Si donc a', par exemple. est =4 0, on aurait
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avec —j-j- flC j =1, Cclest-a-dire que M, N, P seraieut ali-

gnca. Ainsi le determinant en question n'est pas nul. Par suite
on peut trouver des nombres a0, ¢ tels que

WT=a. WM-j-b. WN-j-c. WP

et on voit comme plus haut que a -f-b -|~c = 1. Donc non seule-
ment y fait partie de a, mais tout point T de a appartient il vy;
de sorte que, contrairement & l'hypothese, y serait identique a a.

Ainsi 'ensemble a est un plan. Donc.il existe un plan pas-
sant par A B C, et nous avons precsdemment montré qu'il n'en existe
qu'un seul.

En réosumé: ¢tant donncés trois points non aligncés
arbitraires A, B, C, 1° il existe un plan passant par A, B, C,
2°, il n'en existe qu'un seul, 3° ce plan est Fensemble
des points T donn¢s par les relations (19).

Ces relations sont ecrites sous une forme symetrique qui mon-
tre que l'ordre des points A, B, C est indifférent. En renoneant
a cette symetrie, on peut simplifier. En retranchant vectorielleinent

WC de la premibre relation (19), il reste en effet

CT=X.CA.+ Y~CB

ob X, F sont des nombres indopendants. Et rdciproquement cette
relation est 6quivalente b Fensemble des relations (19).

Observons aussi que d'apres ce qui precéde: sideuxplans
ont en commun troispointsnonalign¢s, ilscofncideut.

Régions. Par analogie avec ce qui se passe pour le plan eu-
clidien, nous pouvons penser qu'un plan de l'espace affine con-
sid¢re est peut-etre divisd en deux rcégions par chaque droite de
ce plan.

Pour le prouver, cbercbons a exprimer analytiguement la con-
dition pour que la droite qui joint deux points M, M’ d’un plan
coupe une droite donnée AB de ce plan entre M et M'. Pour
déterminer le plan, donnons nous en un point C, non sur AB. Alors

AM—y . AB4-z AC; AM'=y' AB + z' AC.
Si M M' coupe A B en un point P, on a a la fois

MP=x'.MM" et A-P=X.AB
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d’ou en ramenant a l'origine A

A~P—AM = X' AM' — X' AM
ou

X, AB=x'y>AB x'z2-ACA(1—x)y.AB--(1 —x)z.AC

ou
x—xy (x—1)y]lAB=][a'z -]-(1 —x")z]. AC

Comme AB et AC ne sont ni nuls, ni situés sur la meme droite,
les deux coefficients numoriques doivent ctre nuls, ce qui fournit
deux equations pour determiner x et a/, savoir

X—XYy-|-X—1)y=0;, z—Xx (z—72).

La seconde fournira X' si z— z'=j=0. Pour que le point P soit si-
tué entre M et Jf', il faut de plus que Fon ait 0 <x' << 1, d'ou

ce qui donne z z'<0O. Ainsi la condition nécessaire et suffisanle pour
que la droite M M' coupe AB entre M et M' est que z et z' soient
de signes contraires. Appelons provisoirement region positive l'en-
semble des points M du plan tels que z = 0; region negative
I'ensemble des points M' du plan tels que z' << 0. On voit que I'on
a divise I'ensemble des points du plan autres que ceux de la droite
AB en deux regions Et ceci de telle fagon que si Fon joint par un
segment de droite M M' deux points du plan n’appartenan pas a la
droite AB, ce segment coupe AB quand M et M' n’appartiennent
pas a la méme region et seulement dans ce cas. Ainsi on peut dire
gu'un plan est divis¢ en deux roégions par toute droite
de ce plan, en donnant & cette assertion le sens procis qui vient
dAtre indiquo.

Droites paralleles. D’aprbs la dbfinition d’une ,,droite”, si deux
droites sont distinctes, elles ont un ou z¢ro point commun. Nous
appellerons droites paralleles, deux droites situdes dans un méme
plan et ne se rencontrant pas

Cherchons sous quelle forme analytique peut se representer
la condition pour que deux droites AB, CD soient paralleles. Ces
deux droites sont dans un méme plan contenaut A, B, C et D; or
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A' B et Cne sont pas alignés, sans quoi CD et AB auraient en
commun le point C. Donc les deux droites AB et CD sont dana
le plan bien détermin¢é ABC et Fon a une relation de la forme

AD—y. AB-rz. AC, dou
(21) CD = AD-I-(—I1).XC =y.~AB-I-(z-1).TC

S’il y avait un point commun aux droites AB et CD, on au-
rait des relations de la forme:

al/=x<.AB, 77J/=x".CD doi AC =x.AB—x".CD

et en y portant I'expression de CD tiree de (21)
AC—x.AB —x'y. AB—x'(z— 1). AC

ou l+rx@Ez—1]MC=(z—X'Yy). AB

Puisque A, B, C ne sont pas alignos, les deux coefficients doivent 6tre
nuls. On aura donc deux $quations

xX'(I—z2)=I1; x=x'y
pour determiner x et x' et inversement si ces Oquations determi-
nent x et x’, il y aura un point M commun a AB et CD.
Or ces oOquations ne dsterminent x et x' que si z— 1==0.

La condition cherchee est donc que z— 1 et par suite, d'apres (21),
qu'il existe un nombre y tel que

CD=y .AB.

En se reportant aussi a ce qui a (fte dit sur quatre points alignos,
on voit fiualement que: la condition nocessaire et suffisante pour
que les droites AB et CD soient paralloles ou confondues est qu'il
existe un nombre y tel que

(22) C-D = y.~AB.

En prenant y =1 on voit que si deux vecteurs CD, AB sont
egaux et non =0, les droites CD, AB sont paralleles ou confondues.

On conclut aussi de (22) que: par un point quelconque
C non situe sur une droite AB, il passe une paralldle
a la droite AB. En effet, prenons pour y un nombre quelconque
== 0. Il existe en vertu de la condition 11, il existe un point D dis-
tinct de C et un seul, tel que CD —y. AB. La droite determinoe
CD passe par C et est parallele a A B.
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En outre, nous rencontrons ici une genoralisation du postula-
tum d’Euclide: etant donnés une droite AB et un point C non si-
tue sur cette droite, il n'existe qu’'une parallfele a AB menee par
C. En effet si CD et CD' sont deux droites distinctes mences par
C parallelement & A B, on aura la relation (22) et

CD'=vy' AB

d’ou (puisqu’on suppose D et D' distincts de C, et par suite y' et

CD'—--. CD
y
donc les droites CD' et CD sont confondues.
Observons que si les droites AA' et BB' sont paralloles a la
droite CC, on a

~XA' = x.CC'- CC'=y.B~B'
donc
A.A' =xy.BB'

Donc deux droites parallfeles a une troisiome sont
parallfeles entre elles ou confondues.

Parallelogrammes. Un quadrilatére est la figure obtenue en
considerant quatre points A, B, C, D dans un ordre donn¢ et en cons-
truisant successivement les segments qui joignent le premier point
au second, etc., le dernier point au premier. On lappellera le qua-
drilatere AB CD. La figure reste la m$me quand on renverse !'or-
dre des points ou quand on en fait une permutation circulaire. Les
points A,B,C,D sont les sommets du quadrilatbre.

On appellera paralldlogr.amme la figure formee par un
quadrilatéore dont les ,,cétds opposCsu sont paralléles.

Il faut prouver I'existence d’'une telle figure: si on considore
trois points non alignes ABD, on sait qu’il y a un vecteur

D C— AB. Alors on aura:
AZ=+AC== d’ou
AD = BC

Donc les droites AB et CD sont paralleles de méme que les droi-
tes AD et BC, le quadrilatore ABCD est un paralldiogramme.
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Rdciproquement, soit A B'C'D' un parallelogramme; les points
A'B'D' ne sont pas alignes et on a des relations de la forme

IXC'—x, AB'; AD'=y.~RC'

D’ou
X.ArB-\-{—1). = + C'B' = D"B'— 1F1' A-~AB'

= +(—i/). IFC’
ou:

@ —1). AB' = (1 —vy). FC'

Comme A, B', C' ne sont pas alignos, il faut donc que les coeffi-
cients soient nuls, d’ou

D'C = AB'; A'D'=B'C’

Ainsi la condition ndcessaire et suffisante pour que deux vec-
teurs non alignds soient 6gaux est qu'ils soient cotds opposos d'un
paralldlogramme, entendant par la qu’ils sont paralloles et que les
droites qui joignent I'une leurs extrémitos l'autre leurs origines sont
paralldles.

On en conclut en particulier que: les cotds opposss d'un
parallelogramme ont meme longueur.

Remarquons en outre que si A'B'C’' D' forme un parall6lo-
gramme, le quadrilatére A'B' D' C' n'est pas un parallelogramme.
En effet on prouverait comme plus haut que CD'— AB' et
comme on avu que D'C'= ArB' on aurait D'C'= C'D' sans
que C' et D coincident. On peut appeler les droites A' C' et B'D'
les diagonales du parallclogramme AB CD. La proposition préco-
dente peut alors s’exprimer ainsi:

les diagonales d'un parallelogramme ne sont pas
paralldles. Tout ce qui procdde garderait un sens si l'espace con-
sidére se roduisait a 'ensemble des points d'un de ses plans abstraits.

Nous allons indiquer une proposition qui n'a d’application que
dans le cas contraire.

Considérons deux parallologrammes A B CD et A'B'C'D' qui
ont un céte commun et ne sont pas dans un msrne plan. On aura

AR = 7)C= AB'
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Or les droites AB et A'B' sont distinctes; les vecteurs AB
et A'B' sont Ogaux, le quadrilatere AB B'A' est un parall6-
Jogramme.

Ainsi: lorsque deux parallélogrammes ABCD, A'B'C'D'
non situds dans un meme plan ont un c6te commun,
les cotes opposds a celui-ci sont cotes opposos dun
mome parallélogramme

Dans cet 6nonco, on suppose bien entendu qu’on joint les som-
mets des cOtes opposés au cote commun qui correspondent au méme
sommet du c6td6 commun.

Translations. Par hypothose, quels que soient les points A, B, A’
il existe un point B' et un seul tel que A'B'= AB. Quand A
et B sont donnes, cette relation dofinit donc une trasformation de
chaque point A' de l'espace affine en un point B' de cet espace.
Cette transformation transforme l'espace en lui-méme et elle est
biunivoque. En effet, non seulement a tout point A' de l'espace cor-
respond un seul point B'. mais, réciproguement, si on se donne uue
position quelconque du point B', il y a un point A' et un seul
a qui il correspond. Car on doit avoir aussi B'A"— BA et si B’
A, B sont donnds, A’ est unique et bien determind.

Nous pourrons par analogie avec ce qui se passe dans l'espace
euclidien, appeler cette transformation une translation et plus pro-

cisoment la translation A B. On remarquera que, quels que soient les
points A et B, il y a une translation qui amone A en B et une

seule, a savoir la translation AB. Si on remplace A par un autre

point, la translation ne sera pas altorée si le vecteur AB, en chan-
geant d’origine, reste egal a lui méme. De sorte que quel que soit
le vecteur g, la translation £ est bien dofinie.

On remarquera que, si I'on effectue successivement deux trans-
lations £ et tj la transformation finale sera precisdment la transla-
tion £-|-t. Ceci montre que les translations forment un groupe
de transformations des espaces affines. D’autant que, parmi les trans-
lations, on trouve la transformation identique, a savoir la translation
0, et qua toute translation £ correspond une translation qui realise
la transformation inverse, a savoir la translation (— 1).E.

Remarquons enfin que si deux points A, A" sont transformds
par une translation g en deux points B, B, le quadrilatere AA' B'B

Bocznik Polskiego Tow. matematycznego. 2
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est un parallélogramme si la droite A A' nest pas paralele au vec-
teur £ ou confondue avec lui. Dans ce dernier cas, B et B' seraient
situes sur la droite AA'.

Dans tous les cas, on aura AA'=BB"; par consoquent en
particulier || AA'|| = | BB'| : toute translation conserve les lon-
gueurs. De plus les droites A A" et BB' dtant paralles ou con-
fondues, on voit que toute translation transforme une droite en une
autre droite parallble a la premiere ou confondue avec elle. Elle
transforme aussi un plan en un plan. Car le plan donn$§ ABC est
le lieu des points M tels que

WM=x. WA+y. WB--z. WC avec Xx-\-y-]-2—1,

Et si M' est le point transform¢ de J/ par la trauslation £, on aura
WM'=WM-]-~ dou:

WM =x. (WA 4-i) +y.(WB + £) +* (WC-j-f)

C'est-a-dire que le lieu de M' est le plan A'B' C dotermind par
les points A', B', C transform¢s de A, B, C, puisque

WM'=x WA' +y. WB' z. WC'

D’une faeon goénérale, on peut dire qu'un espace affine est homo-
gf£ne par rapport a ses translations.

Autres propric¢tes géomctriques. On pourrait démontrer en-
core analytiguement un grand nombre de propriétés géomotriques
que lespace affine abstrait a en coinmun avec l'esp«ce euclidien.
Nous nous contenterons des précddentes parce qu’elles nous fourni-
ront un systeme de propriotés gsomctriques caracteristigue de I'es-
pace affine abstrait le plus général. De sorte que les autres pro-
priotss pourraient aussi Stre dcduites des proccdentes par une voie
purement géomotrique et en utilisant sans changement des démons-
trations classiques de la géomotrie ¢lomentaire. Telle est par exem-
ple I'extension du thcoreme de Thal&s aux espaces affines abstraits,
extension qui sera réalisce par voie géometrique dans le Second
Chapitre, page 30.
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DEUNIEME CHAPITRE.
Definition géomotrigue de l'espace affine.

Nous profiterons maintenant des proprietoés o6tablies precedem-
inent pour dcfinir l'espace affine par une voie plus semblable
a celle qui a ete suivie par Euclide pour décrire l'espace de la geo-
metrie 6l¢mentaire.

Nous croyons que le langage gdéomstrique employo est plus
propre a soulager lintuition que la description analytique des pro-
priotés vectorielles. Par contre, celles-ci peuvent ¢tre plus commo-
des pour certaines demonstrations.

Parmi les conditions qui dsfinissent ’espace affine, et parmi
les propriotes de cet espace que nous venons d'etablir, nous allons
maintenant retenir les suivantes.

Propristes geometriques caractcristiquesde les-
pace affine abstrait. Si Fon donne un espace affine abstrait,
on donne par la-méme deux sortes d'¢lements appeles points et droi-
tes de cet espace (ou points abstraits et droites abstraites) qui jouis-
sent des propriotes suivantes

a) A tout couple de points abstraits A,B corres
pond un nombre roéel 0 quon peut appeler longueur
AB ou BA”)

b) La longueur AB est positive si A et B sont di-
stincts et dans ce cas seulement

c¢) Toute droite de l'espace affineestun ensemble
de points de cet espace qui est applicable sur une
droite euclidienne. Cest a dire qu’on peut etablir entre la droite
abstraite et la droite euclidienne, une correspondance ponctuelle biu-
nivoque qui conserve les longueurs.

d) A tout couple de points distincts A,B dun es-
pace affine est associse d'une faeon doterminde une
droite de l'espace affine comprenant les points A et B.

e) Deux droites d'un espace affine qui ont en com-
mun deux points distincts coincident dans touteleur
etendue; c'est a dire quelles sont formses des m$mes points.

Les propri¢tds qui suivent n'ont de sens que pour un espace

') On verra plus loin pourguoi nous disons longueur plutét gue distance
ou ecart.

2
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affine non rs$duit a une droite. Pour aller plus loin, nous allons
donc maintenant considfirer les espaces affines qui comprennent au
moins trois points non alignfis (c'est a dire non situfis sur une meme
droite abstraite).

Nous donnerons d’abord la definition d’un plan abstrait ou
plan de l'espace affine considfirfi.

Un plan abstrait est un ensemble de points d'un espace
affine, ensemble non rfiduit a un point, ni a une droite, tel que
toute droite joignant deux points de cet ensemble lui appartienne
tout entiere et enfin ensemble irreductible par rapport aux deux
proprifitfis prficfidentes, c’est a dire qui eoincide avec ceux de ses
sous-ensembles qui possfideraient ces deux proprifitfis.

L’existence d’'un tel espace est admise dans la condition sui-
yante:

f) Par trois points non alignfis A, B, C, d'un espace
affine passe au moins un plan.

Nous appellerons segment AB lensemble des points C de
la droite A B tels que Fon ait

Mb| = UC|I + I|bc]|

Cette dfifinition a pour but de faciliter I'explication du sens de la
condition suiyante:

g) Toute droite d'un plan diyise ce plan en deux r fi-
gions. Cest a dire que les points de ce plan autres que ceux de
la droite sont rfipartis en deux ensembles, le segment A B qui joint
deux points A,B du plan ayant avec la droite un point en com-
mun si A et B n'appartiennent pas au mfime ensemble et dans ce
cas seulement.

Nous dirons que deux droites sont parallfiles si elles ap-
partiennent a un mfime plan sans se rencontrer. Ceci nous permet-
tra de formuler la condition qui gfinfiralise le postulat d'Euclide:

h) Etant donnfis une droite AB et un point C non
situ¢ sur cette droite, il y a une droite et une seule
passant par C et parallele f. AB.

Nous avons maintenant la condition:

i) Deux droites parallfiles rencontrant deux autres droites pa-
rallfiles entre elles interceptent sur celle$-ci des segments de lon-
gueurs figales.

Condition qu’on peut encore exprimer sous la forme: dans
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tout parall¢logramme, les cotdés opposds ont des lon-
gueurs cgales.

Ajoutons que:

j) les diagonales dun paratlslogramme ne sont
pas p aralldles.

Si l'espace consid¢rs se reduit aux points d'un de ses plans
abstraits, la condition suivante n’aura pas dobjet; on pourra donc
la laisser de cot$ dans ce cas particulier.

C'est la derniore condition que nous retiendrons:

k) si deux parallélogrammes non situ¢s dans un
mome plan ont un c6t¢ commun, lescotdsopposesace
cots commun sont cotdés opposos d'un meme parallslo-
gramme.

Nous supposons ici que les sommets se correspondent, de sorte
que si les deux parallSlogrammes sont ABB'A'et A BB" A”, c’est
le quadrilatore A’B'B"™ A" qui est un parallslogramme.

Nous nous proposons maintenant de démontrer que ’'ensemble
des propristes a)...k) caractorise l'espace affine abstrait le plus go-
noral, au sens suivant:

Considdérons un systeme d'éloments appel6s points abstraits et
droites abstraites verifiant les conditions a)... k). On peut associer
au systeme des points abstraits un champ de vecteurs de fagon
a constituer un espace affine (vérifiant par consoéquent les conditions
1° & 15° et I a IV) et ceci de fagon que les droites de cet espace
definies comme nous l'avons fait dans la premidre partie soient les
droites abstraites donnoes et que,.quels que soient les points abstraits
A et jB la longueur du vecteur A B soit la longueur A B donnce.

Dans le choix des propriétds a)...k) que nous avons etablies
et retenues, nous avons Ote surtout guide par le souei d’obtenir,
non pas le systébme le plus réduit de propriotés caractoristiques
mais un systeme simple rappelant des propriotés fondamentales clas-
siques de la gbomotrie 6ldmentaire. 1l resterait intoressant d’examiner
si I'une ou l'autre de ces propridtos n'est pas une consc¢quence des autres.

Cas linoaire. Prenons d'abord le cas ou les points de l'es-
pace considord seraient tous situdés sur une mome droite AB de
cet espace. Alors toute droite de l'espace ayant au moins en com-
mun avec la droite AB les deux points distincts A,B coincide avec
la droite AB: dans le cas actuel, 'espace considor6 ne comporte
donc qu’une seule droite.
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Il est possible par hypothsse d'appliquer la droite A B, et par
suite Fespace consider¢ tout entier, sur une droite euclidienne et
en particulier de faire correspondre ii tout couple de points M,N
de Fespace un couple de points m,n de la droite euclidienne de
sorte que

I MN|=|mn

Alors a chacun des sens de parcours de la droite euclidienne
correspond un ordre des points, un sens de. parcours de Fespace
considoro.

On pourra appeler vecteur, 'ensemble de tous les couples or-
donn¢s de points M,N de Fespace dont la longueur MN est la m$me
et tels que M précéde pour tous (ou M suive pour tous) le point
N sur la droite.

Alors on dsfinira £-|"V et “+£ comme les vecteurs qui
correspondent aux vecteurs euclidiens £'-]-t' et a. g et
¢tant les vecteurs euclidiens qui correspondent ii £ et tj. Et on ap-
pellera longueur, || £ | , du vecteur £, la longueur MN commune aux
couples ordonnos JIfA qui représentent

Enfin on associera au couple ordonnd M, N, le vecteur qui
est I'ensemble des couples ordonnss M',N' tels que

\WMNW = \\MANM\

et que les sens de M’ vers N' soit celui de M vers N.

Ceci $tant, on verra immediatement que les conditions 1 ii IV
et 1° ii 15° sont vsrifices.

Donc, on peut envisager Fespace considor6 comme un espace
affine dont les points et les droites sont prscisoment les points et

les droites donnds, et ou |[[J17A|| = longueur MN.

Cas general. Prenons maintenant le cas gsneral ou Fespace
considérs ne se réduit pas a une de ses droites.

Nous ferons quelques remarques préalables. Tout d’abord, mon-
trons que par trois points non alignss A/1C, il ne passe
quun seul plan. En effet, s’il en existait deux: 1I' et U", Fen-
semble 77 des points communs a 77" et 77", contenant A,B et C
ne pourrait stre reduit, ni a un point, ni ii une droite. D'autre part,
comme 77" et 77", il contieudrait entiSrement toute droite joignant
deux de ses points. Par ddfinition du plan, ce sous-ensemble de
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ir et II" devrait coincider avec Il1" et 11'; donc U' et U™ co-
incident

Il en resulte que

par une droite 4 et un point non situ¢ sur cette droite;

par deux droites sccantes;

par deux droites paralleles;

il passe un plan et un seul; puisque dans les trois cas, on peut
prendre dans la figure donnce trois points non alignés, de sorte
gu'un plan passant par ces trois points contient cette figure.

Il en résulte aussi que si lI'on considére deux parallles A et
zI' et une droite W W coupaut zI et A', la parallfele a M M' mens$e
par un point quelconque N de A rencontrera A'.

Obserrons ensuite que si deux droites A', A" sont paralleles
aunetroisiome A, elles sont paralleles ou confondues

En effet. si A" et A" sont dans un menie plan et si elles ont
un point commun elles sont confondues en raison de la condition
h). Donc, si A’ et A" sont dans un m£me plan, elles sont paralleles
ou confondues.

Si A" et A" n'Otaient pas dans un niéme plan, les plans ds-
termines par A et A' et par A et A" ne seraient pas confondus. Or
en prenant deux points A, B sur A, un point A" sur A, un point
A" sur A" et en menant les droites AA', AA" ct les paralleles de
B a AA' et AA", ces paralleles rencontrent A' et A" en deux
points B' et B". De sorte que ABB'A' et AB B" A" sont deux
parall¢logrammes ayant un c6te commun et non situss dans un
mome plan. Alors .1 B'B” A" serait d'aprés la condition Ic) un pa-
rallelogramme et par suite contrairement a ’hypothese, A' et A" se-
raient dans un mome plan

Definition des vecteurs. Nous allons maintenant dsfinir une
familie § de vecteurs associ¢s a l'espace considdrs de faeon a satis-
faire aux conditions 1° a 15° 1 a IV.

Pour cela, nous dsfinirons une certaine relation que nous appelle-
rons I'Squipollence de deux segments diriges. Nous avons deja
defini un segment A B; les segments AB et BA sont les deux mo-
mes ensembles de points. Nous appellerons segment dirigé AB
le systeme forme par le segment AB et le sens de parcours de la
droite qui porte AB, de A vers B (Dans le cas ou B n’est pas
distinct de A le sens de parcours et mome la droite A B sont in-
d¢tenninds et indificrents).
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Nous ddfinirons I'6quipollence plus loin. Dds maintenant nous
pourrons considérer un vecteur £ comme doétermind par l'ensemble

de tous les segments dirigés A'B' ¢quipollents a un méme segment

dirigd A B. Pour montrer que le segment dirigd A B ne joue pas
un role particulier dans cet ensemble de segments diriges, il nous

suffira de montrer que deux segments dirigés A'B', A"B" 6qui-
pollents a un troisiome AB sont equipollents entre eux. Alors le
mome ensemble de segments dirigdés pourra oOtre doéfini comme l'en-

semble des segments dirigés oquipollent a I'un quelconque A'B' de
ceux-ci.

On voit aussi que, les segments dirigés A' B' o6quipollents a un
mome segment dirigd A B peuvent Otre considorés comme des re-

prosentations du méme vecteur £. On pourra traduire ces relations
par la notation

A'B'= AB="

Definition de I'equipollence. Comme en géomotrie 6lémentaire,
nous dirons que deux segments dirigés AB. A'B' sont équipollents
lorsque:

a) les segments AB et A'B' ont des longueurs 6gales et, —
si les droites AB et A'B' sont bien détermindes, (ce qui n'a lieu
que si les longueurs des segments AB et A'B’ ne sont pas nulles),—
lorsque fi) ces droites sont parallfeles ou confondues et lorsque y) les
sens de parcours des deux segments dirigdés sont les momes:

Les deux conditions /> et y) disparaissant lorsque la longueur
commune des segments A B et A' B’ est nulle, on voit que: quel que
soit le point A. 'ensemble de tous les segments dirigos équipollents
au segment dirigd A A est formé de tous les segments dirigds Al A'.
Ainsi, il existe un vecteur bien doétermind, representd par tous les
segments dirigds dont l'origine et I'extromitd ne sont pas distinctes.
Nous dosignerons ce vecteur par 0 (a distinguer du nombre z6ro),

Dans le cas ou la longueur commune des segments AB et
A'B' n'est pas nulle, il nous reste a préciser la signification que
nous attaehons a la condition y). Nous aurons aussi a montrer que

deux segments dirigés Al B' et A" B" oéquipollents a un troisifeme

A B sont 6quipollents entre eux.
Or si la longeuur A B est nulle, il en sera de meine de celles
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de A'B' et A"B"-, donc A'B’' et A" B" sont bien, dans ce cas,
oquipollents entre eux. Si, au contraire, la longueur A B n'est pas
nulle, il en sera de méme des longueurs A'B' et A" B'" qui seront
Cgales. Les droites A'B' et A" B'" seront bien determinces et se-
ront chacune parallole a la droite bien dsterminee A B ou confon-
due avec cette droite. Nous avons vu que dans ce cas, les droites
A'B' et A" B" seront paralleles ou confondues.

Pour complster et logitimer la dofinition des vecteurs, nous
ayons donc a dire ce que nous entendons, pour deux segments di-
rigés situés sur deux droites paralleles ou confondues, en disant
gulils sont dirigés de la méme faeon et ensuite a montrer que Ssi
trois segments dirigés sont situes sur des droites deux a deux pa-
rallbles ou confondues, et si deuxd’entre eux sontdirigdés comme le troi-
sieme, le premier est dirig¢ comme le deuxibme. Dans ce but, nous
allons Studier les orientations de droites situees dans un msme plan.

Orientations de deux droites d'un plan. Consid¢rons deux
droites d, d' situdes dans un méme plan et menons par un point M mo-
bile sur d, une parallfele a une droite fixe d" joignant un point de
d a un point de d'. Cete parallele Stant située dans le plan con-
tenant d et d' et n'etant (comme d") parallele, ni a d, ni a d', va
couper d' en un point mobile M". Si
M parcourt d dans une direction de-
terminde, on ne sait pas d'avance si M’
ne va pas zigzaguer sur d'. La condi-
tion g) nous permet de prouver que M’
va parcourir d' dans un sens détermine.

En effet, soient deux positions Mr M{

et dfjd/$ de la droite MM"; si par

exemple M est entre et d/2, les points

Mi et Mt appartiendront respectivement

aux deux regions dsterminees dans le plan par la droite M M'. Or
M1M'1l et M2 M2 etant paralleles a MM', les points M\ et M, ap-
partiennent respectivement aux msmes rsgions que et J/2. Donc
le segment M, M? coupe M M* comme le point dintersection ne
peut ¢tre qu'en M', on voit que M' est entre M\ et J/6, quand
M est entre M, et Mt. De mome si M, est entre M et M2, M\ sera
entre M' et M2...

Orientations de deux droites paralleles. Considérons deux
droites d et d' d'un plan, et une socante variable .V.V' qui reste
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parall&le a une sccante fixe <& Il y a deux sens opposos S' et 2'
sur A'; lorsque M' decrit A’ dans un certain sens nous avons
vu que M parcourt A dans un sens determine, que nous pourrons
appeler A; dvidemment quand M' decrit A' dans le sens 2', M
parcourra A dans un sens 20 qui sera le sens oppose a So.

En goncral, le sens Sd dependra de <, toutes choses egales
d’ailleurs. Il ne ddpendra que de la direction de 6 et non de sa
position si Fon exprime par la ce fait ovident que S0 sera défini
de la m$éme maniere quand on remplace ¢ par une droite parallide.

Nous allons montrer que
ralleles le sens de parcours associe au sens S' sur zl

par lintermcdiaire de
la direction ¢ est inds$-
pendant de cette direc-

tion d.
Soient en effet MM"
. et Mt M} les sccantes
d et <5 que nous pou-
vons faire passer par
un ms$me point M' de
A'. Soit Mt N' la so-
cante menee par Mt parallelement a ¢ et qui coupe A’ en N'; soit
N "Ia seeante mende par N' a et qui rencontre A en Nv Ap-
pelons 3" le sens de parcours de A', de M"' vers N'. Alors Sd sera
le sens de M vers Mt et 6" le sens de Mx vers Nt. Or, reniar-
quons que d’apres la condition i) les longueurs Al et Ali sont
egales a la longueur M'N' et par suite sont egales entre elles. Si
donc les sens S6 et S6j Ctaient différents, Aj serait confondu avec
M. Alors N'M et M'Mx du paralldlogramine M M' N'M, seraient

paralleles contrairement a la condition /).

Ainsi, les sens St et Sdl sont les memes. Ainsi, etant donndes
deux droites paralleles, on peut associer deux a deux d’une maniere
dcfinie leurs sens de parcours, la droite ¢ ne servant que coinme
un intermediaire dont cette association est indé endante.

Nous allons transformer cette relation entre les sens de par-
cours de deux droites paralleles pour la dcfinir d’'une faeon plus
analogue a celle qu'on rencontre en geomotrie eldmentaire.

Appelons demi-droite MS l'ensemble des points de la droite
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A qui suivent le point M quand on sAloigne de M sur A dans le
sens S.

On peut dire alors que si S et S' sont les sens de parcours
de A et A" qui sont associos au sens prscsdent, les demi-droites MS
et M'S' qui sont détermindes sur A et A' par une sccante quel-
conque MM" sont dans la menie région du plan determinse par la
droite MM'. Ceci nous fournit finalement la dofinition suivante:

Etant donnses deux droites paralleles A et A, on
dira que ces deux paralleles sont dirigdes dans lenienie
sens, si Fon a adopt¢ sur ces deux droites, deux sens
de parcours S et S' tels quen coupant A et A' par une
s¢cante quelconque M et Jf' les demi-droites issues
de ces s¢cantes dans les sens S et S' soient du m£me
coOte de la s6cante MM', c'est a dire dans la méme region du
plan déterminee par cette sccante.

On en dsduit en particulier que si, dans un mome plan, on
considere trois paralleles A A, A" dont les deux premieres sont di-
rigées dans le moéme sens de parcours que la troisieme, les deux
premieres sont dirigées dans le menie sens.

Car en coupant par une secante MM'M", si les demi-droites
M S, M'S" sont, par rapport a cette secante dans la meme region
que M" S", alors M S sera dans la nionie région que M'S'.

Passons au cas de trois paralleles AA', A" non dans un menie
plan. Construisons comme prsccdemment deux parallélogramines
ayant un cote commun A B sur Ar' et les cotds opposds a A B respec-
tivement en A'B' sur A" et A"B"™ sur A". D'apres la condi-
tion k), A'B'B" A" forme un parallélograninie. Par suite, si on
dirige A" et A" comme A, si par exemple A est dirigo de A vers B,
A" et A" seront dirigés respectivement de A' vers B’ et de Z"
vers B"™. Comme A'A"™ et B'B" sont paralleles, les deux direc.tions
de A" et A" seront les msines. Ainsi, dans tous les cas. si deux
droites A et A’ paralldles a une troisieme, sont diri-
gses comme cette troisieme, les deux droites A et A
sont, non seulement paralleles (ou confondues), mais
encore dirig¢es de la msme faeon.

Regions determinees par deux paralleles dans leur plan.
Considérons maintenant deux droites paralleles D, D' et une socante
NN'. La droite D détermine deux rogions R1,R{ dans le plan des
deux droites D,D'\ la droite D' dstermine deux regions R R Les
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deux droites D, U' ne peuvent donc dsterminer dans le plan que
quatre régions aa plus, I'une commune a Rx et qgue nous pou-
vons appeler R1/i2, de m$me les régions A et RXR'2

Or quand on parcourt la sscante NN' dans un sens dster-
mins, on ne peut cbanger de rsgion qu'en passant en N et Nf On
ne rencontre donc que trois rsgions sur NN'. Dautre part tout
point P du plan appartient a une de ces trois rsgions, comme on
le voit en menant de P la parallsle a D, parallS§le qui rencontrera
NN' en un point situ$ dans les mémes rsgions que P par rapport
a D et Z2>' sSparSment.

En résums, deux droites paralleles divisent leur plan en trois
régions et trois seulement. Et si I'on mé$ne par un point P du plan
une sScante Q Q' a ces deux paralleles, la situation du point P par
rapport a Q et Q' reste la mSme quels que soient P et Q Q' pourvu
que P reste dans l'une des trois régions. En particulier, on pourra
appeler interieur des parallSles, celle de ces régions ou P est en-
tre Q Q"

Remargue. D'apr$s ce qui précsde, si on considere un paral-
ISlogramme ABB' A', les cotss opposss AB,B'A" sont dirigss de
la meme faeon quand on les parcourt I'un dans le sens A B, l'au-
tre dans le sens A'B". De plus leurs longueurs sont $gales.

Rsciproquement si deux segments dirigés AB, A'B' sont de
longueurs $gales, portss sur des droites parallSles et sont dirigss
dans le méme sens, le quadrilatere obtenu en les coinplstant par
les segments qui joignent, I'un les deux extrSmites, l'autre les deux
origines, est un parallslogramme. Car en construisant un parall$lo-
gramme ayant pour cot$s consscutifs A' A et AB, soit A'A BB",
on aurait pour AlB' et A!B", deux segments dirigés issus d’'un
méme point, parallS$les a une m$me droite et dans le m$me sens
que AB de sorte que B' et B™ coincident.

On voit que la condition nscessaire et suffisante pour que
deux segments dirigss soient $quipollents est la suivante:

ou bien pour cbaque segment, l'origine et I'extremit$ sont con-
fondues

ou bien les deux segments dirigés sont deux segments de lon-
gueurs $gales situss sur une méme droite et dirigés dans le méme sens

ou bien en joignant les deux extrSmitss et les deux origines
des deux segments dirigss, les quatre segments obtenus forment un
parallslogramme.
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Retour au champ de vecteurs. Revenons maintenant & I'dqui-
pollence. Nous avons défini ce qu'on entendait par mome sens de
parcours sur deux droites paralléles. Nous avons donc doéfini com-
plétement I'6quipollence de deux segments dirigds et prouvd que
deux segments dirigés oquipollents a un troisiome sont équipollents
entre eux. La ddfinition du champ de vecteurs est complete.

U nous sera utile de remarquer que si AB—A'B’, on a
AA'— BB' et rociproquement. En effet; ou bien les droites AB
A'B" sont bien ddterminees et distinctes. Alors ABB'A" est un
parallologramme et par suitt AA' = BB'. Ou bien les droites AB
et A'B' sont dotermindes mais coincident. Alors en prenant les
points a,b,a’,b' correspondants a A, B, A' B" sur ia droite euclidienne,
on voit qu'on a ab—a'b’, d’ou aa' = bb' et par suitt AA' — BB"
Ou enfin I'une des deux droites AB, A'B' n'est pas doterminde, c’est
a dire que par exemgle B coincide avec A; alors B' coincide avec
A" et alors AA' coincide avec B B', on a encore AA'— BB".

On voit des maintenant que les conditions I et 111 sont satisfaites.
La condition 11 se ddmontre aisoment. Si on se donne un point A et un
veeteur £, et si A'B' est un des segments dirigés qui represente
pour trouver un point B tel que AB— il faut distinguer suivant

que £— 0 ou non. Si £ =0, on a AA —£ et la seule position pos-
sible du point B est A. Si £4=0, alors la droite A'B' est doter-
minde et, par suite, il y a une seule droite mende par A paralléle
a A'B' ou confondue avec A'B'. Le point B sera sur cette droite
dans l'une des deux positions B ou B, telles que les longueurs AB
et ABx soient ogales a || £|. Enfin comme les segments dirigos
AB et A'B' doivent Otre de moéme sens, cette condition determi-
nera celui des points B ou B, a choisir.

Definition de la somme. Pour réaliser la condition 1V, il nous
suffira de dofinir la somme de deux vecteurs procisément de la seule
fagon qui roalise cette condition. Etant donnds deux vecteurs g et
tj, prenons un point A quelconque de !’espace considor6. Il y a un
point B tel que AB — et, alors, un point C tel que B C—ij. On
aura d'aprés la condition IV

£4-n=AB4-BC=Ac.

Donc la somme £4~V doit 6tre prise par definition 6gale a AC lors-
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que t; = AB et i]=BC |l faut d’abord montrer que cette dofini-
tion est indopendante du point A, c’est a dire que si A' est un au-
tre point?quelconque et si A'B'— AB et B'C' —BC, on a A'C' = AC.
En eSet, puisque A'B'— AB, on aura AA'— BB'-, de mome de
B'C' — BC, on tire BB'— CC. On a donc AA'— CC' et par suite
AC = A'C".

On voit sans peine que les conditions 1° a 5° sont vorifides.

Definition du produit a.  Soit £ un vecteur et a un nom-
bre quelconque; pour définir a. E nous reprosentons § par un seg-
ment dirigd AB et alors a. £ sera représentd par dofinition par un
segment dirigd AB'. On roéalisera la condition 15° en prenant B'
tel que la longueur A B' soit 6gale a | a | fois la longueur A B.
Cela suffira pour doterminer la position de B' lorsque |a| =0
ou lorsgue £ =0, cas ob B' coincidera avec A. Pour que les droi-
tes soient dofinies dans l'espace affine a doterminer de la mome fa-
eon que dans l'espace affine le plus gondral, on prendra B' sur la
droite AB. Enfin puisqu'on doit avoir 1. AB = AB et (— 1). AB—
= BA, on prendra AB' et AB de mome sens ou de sens contrai-
res suivant que a =0 ou <O.

On voit sans peine que les conditions 6° a 8° et 10° a 12° sont
satisfaites.

Dofinitionde | £] . Nous prendrons naturellement pour
j£| la longueur commune aux divers segments dirigés AB qui
representent £. Alors les conditions 13° a 15° sont 6videmment sa-

tisfaites.
Il ne reste plus maintenant a vorifier que la condition 9°

Nous allons voir que cela revient a gonéraliser au cas actuel le théo-

rome de Thales.
Generalisation du theoréme de Thalhs. Soient deux vecteurs

abstraits quelconques £ et 77 et a un nombre quelconque. Par un
point A arbitraire, menons le segment dirig6 AB — £ et par B le
segment dirigd BC =1t]. Le segment dirigé AC représentera le vec-
teur p = £-|-1).

Si A,B,C sont alignos, il est posible dappliquer la droite
ABC sur une droite euclidienne et alors les vecteurs t],<, a.
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a-i). a. (> viendront s'appliquer sur les vecteurs euclidiens 7/, qp,
a at'.a<p et on aura
=14, ap —« +ay
d'oit
a.(p — a.E-{-a.ij.

Si A.B,C ne sont pas alignés, A,B,C sont deux a deux dis-
tincts, les droites AB,BC, CA sont deux a deux socantes.

Soit BA'" le segment dirigd bien ddterminé ayant pour origine

le point B et tel que BA'— (— a). dou A'B—a . £ La paral-
lele a AB menee par A' sera dans le plan A'AC c’est a dire dans
le plan ABC et coupera necessairement BC en un point C'. Il exis-
tera alors deux nombres b et ¢ tels que

BC'=b.BC et A'C =c.AC

Comme on a A'C'= A'B -j- BC,
on aura: c.AC=a.AB b .BC

Il suffira pour démontrer que la condi-
tion 9° est satisfaite de prouver que

a=bh=c

Pour interpreter cette relation, observons que dans le cas ou
il existe un nombre c tel que

A'C'—c.AC

on pourra appeler ¢ le rapport des mesures alg¢briques
de A'C' et de AC. Il n'y aura pas d'inconvcnient a ocrire

On voit alors que nous avons a etablir les ¢galites
A'C A'B AB'
AC — AB — AC

qui se prcésentent sous la forme familiére du théorome de ThalCs,
La démonstration se fera identiguement de la m6me maniere
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qu'en geometrie elementaire, pourvu qu'on ait soin de n’utiliser que
les propristss qui ont 6t6 plus haut démontrées ou admises comme
definition de l'espace considere.

Ainsi, pour inontrer que les signes de a et b sont les momes,
on utilisera les remarques faites page 25. Si par exemple a < 0,
cela veut dire que B est entre A et A' donc que B est entre les
paralleles AC et A'C' et par suite que B est entre C et C', dou
&<O0.

On demontrera d’abord que a—b et pour demontrer que
a=_c on se servira du premier resultat en I'appliquant au triangle
A'BC' coup$ par une parallMe a BC menée par A.

Ainsi nous avons associé a l'espace consid¢ré un champ de vec-
teurs satisfaisant fi toutes les conditions 1° a 15° et | a IV. Relativement
a ce champ de vecteurs et a 'ensemble des points de I'espace considere,
on peut dsfinir des droites et des plans comme nous l'avons fait pour
U'espace affine dofini analytiguement. Ces droites et ces plans
sont precisement ceux qui ont ets donnds avec les-
pace considorset les longueurs n'ont pas ehangA En
efiet, d'apros la définition moine du produit a. £, les points C tels
que ACf=p.AB ou p est un nombre réel quelconque sont si-
tuss sur ia droite donnée d’avance AB aussi bien que sur la droite
abstraite que, par lintermediaire du champ vectoriel. nous avons
associde a AB. Ces deux droites cofncident.

Alors les plans abstraits etant d¢finis de la méme faeon, qu'on
considore les plans donnes d'avance ou les plans definis par linter-
madiaire du champ de vecteurs, ces deux familles de plans coinci-
dent. De mome les dsfinitions des parallfeles coincident; etc.

Dependance exfra-logique entre les points, les el¢ments
geometrigues et les operations vectorielles. Tout ce qui préccde
s'applique en prenant pour points de l'espace abstrait affine consi-
dere, des ¢lsSments de nature absolument quelconque. Mais on aurait
introduit une notion bien inutile, si on admettait que le choix
des operations vectorielles satisfaisant aux conditions 1° a 15@ et
I a IV put 6tre indSpendant de la nature des points de !'espace
abstrait envisagO.

Il est en efiet facile de montrer qu'a peu pros tout espace
peut Otre, si on se place au point de vue purement logique, considsrfi
d’une infinito de fagons comme un espace affine. Il faudra natu-
rellement s'adresser a un espace ayant au moins la puissance du eon-
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tinu puisqu‘un espace affine contenant deux points contient une
droite abstraite qui a la puissance du continu.

Si l'espaee consid$r6 a exactement la puissance du continu —
et c'est le cas de tous les espaces qui se prosentent naturellement
dans les applications les plus importantes — on pourra ctablir une
correspondance biunivoque entre les points de cet espace et les
points de l'espace euclidien et par suite attacher a cet espace abs-
trait une familie de vecteurs satisfaisant aux conditions 1° a 15’
et 1 a IV. Mais bien entendu les opcrations vectorielles qu'on do-
finira ainsi n'auront en génsral aucun rapport avec la nature des
points de l'espace considoré. On arrivera ainsi a des consequences
eStranges conformes a la logique mais contraires au bon sens. Par
exemple si on prend pour espace abstrait l'espace dont les points
sont ceux d’une droite euclilienne, on parviendra par l'intermddiaire
de la correspondance mentionnée ci-dessus a définir sur cette droite
euclidienne des droites abstraites distinctes, des plans abstraits, des
parallelogrammes, etc. En d'autres termes, croyant par la notion d’es-
pace affine introduire un certain ordre, on pourra dc¢truire au con-
traire si, Fon ne tient compte que de consids$rations purement logi-
<jues, l'ordre naturel qui existait d’avance dans l'espace considoro.

12 Fovrier 1925.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3



Zur Potentialtheorie

von

Leon Lichtenstein.

In einem vor kurzem verofientlichten Aufsatz, tTber einige
Hilfssatze der Potentialtheorie. 1°), habe ich eine Anzahl neuer Satze
aus der Theorie des Potentials einfacher und doppelter Belegungen, die
bei verschiedenen hoheren Randwertproblemen, so z. B. bei gewissen
Existenzbeweisen der Hydrodynamik zur Verwendung kominen,
bewiesen. Die vorgenannten Potentiale werden dabei ais Funktionale
der Randkurven oder Randflachen aufgefafit. Diese Untersuchungen
werden auf den folgenden Seiten fortgesetzt, wobei sich verschie-
dene neue Satze ergeben. Bei der Abfassung der vorliegenden Ab-
handlung ist sorgfaltig darauf geachtet worden, dab sie, auch ohne
Kenntnis der vorhin zitierten Arbeit, verstanden werden kann. Ein-
zelne Wiederholungen lieBen sich aus diesem Grunde nicht gut
vermeiden.

Es sei T irgendein beschranktes einfach oder mehrfach zu-
sammenhangendes Gebiet, dessen Begrenzung S aus einer endlichen
Anzahl geschlossener, doppelpunktfreier Flachen mit stetiger Nor-
male, die einander weder schneiden noch berilhren, besteht. Be-
kanntlich laBt sich 5 in eine endliche Anzahl Stticke 2<2""
zerlegen, so da(3 in jedem einzelnen dieser Stucke entweder z eine
(eindeutige) stetige Funktion von x und y ist, die stetige Ableitun-
gen erster Ordnung hat, oder y eine ebensolche Funktion von x
und z. oder schieBlich z eine gleich geartete Funktion von x und y
darstellt. Es konnen nattirlich auch alle drei Mdglichkeiten zugleich
bestehen. Man kann sich auch so einrichten, und wir wollen dies

i) Mathematische Zeitschrift, Band 23 (1920), S. 72—88.
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im folgenden voraussetzen, dali die einzelnen Bereiche die Fla-
che S ,dachziegelartig” tiberdecken. Es sei etwa in JS()

z = fm(x. y).

Die Funktion /(1) ist im Innern und auf dem Rande eines von einer

Jordanschen Kurve <§(1) mit stetiger Tangente begrenzten ebenen

Gebietes, kurzer in einem Bereiche (in —f erklart und

nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. Wir setzen

dariiber hinaus fest, dafé, unter (xj,yj, @2y, zwei Punkte in
unter r]2 ihren Abstand verstanden,

gilt. Beziehungen dieser Art bestehen fUr jedes Flachenstttck
Sie besagen, dafi die Richtungskosinus der Flachennormale von S
einer Holderschen Bedingung mit dem Exponenten 2 genugen:

(@) a,—a2, ?,—& , jyi—y2"Jl/o6f2(O<RI).
In (1) bezeichnen a,, ;a2 172, y2 die Richtungskosinus
in den Punkten Pifa, ylt 2i)- zi) auf S; dJ2 ist ihr Abstand:

=t —-0)2+ («/i —ytY + («© —2z2)2
Es mogen nunmehr
2 vAy=7\ tt"y-2)

drei im Innern oder auf dem Rande des Gebietes T, kurzer im
Bereiche T oder noch einfacher in T-1- S erklarte stetige Funktio-
nen bezeichnen, die daselbst stetige Ableitungen erster Ordnung
haben und den Ungleichheiten

| a;
[9x W\’ 732\
®)
genugen. In (3) bezeichnen die Werte der einge-

klammerten GroCe in den Punkten (z,, yx,Zx) und (a2, y2,z2) in
TA-S; d12 ist ihr Abstand,

dis = (N — 22+ (i —y22+F —*)2
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Durch die Gleichungen
(4) X=x-\-£, y=y~+f], z=z+£

ist, wenn. wie vorausgesetzt werden soli, hinreichend klein ist,
eine topologische Abbildung des Bereiches T auf einem Bereieh T
erklart, dessen Begrenzung 8 sich ganz wie S verhalt. Die einzel-

nen Randkomponenten von S, Bilder der Randkomponenten von S,
sind geschlossene, doppelpunktfreie Flachen mit stetiger Normale,
die Richtungskosinus ihrer Normale erfiillen gewisse Ungleichheiten,
die zu (1) analog sind.

Es sei jetzt g, rj, t irgendein System nebst ihren partiellen
Ableitungen erster Ordnung stetiger Ortsfunktionen in T S, die

den Ungleichheiten
IS
I3<I" 3y' |3z

lii, ty; ISjSA;-
(®)

genilgen. Es sei weiter i, i], £ ein anderes System von Funktionen,
die nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in T 8
stetig sind und die Ungleichheiten

Jih WA, \z 415 s\

c'X v

© a-a

it-H,--, li-ii; 1OH) » ’
<?)

12

merfiillen. Aucli hier bezeiehnet beispielsweise &€ (g — g)j den Wert

der eingeklammerten Grofie im Punkte (a;,,  zt).
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Augenscheinlich gehoren die durch die topologischen Abbil-
dungen

+ x=xf-z,.-

aus 7'4- S gewonnenen Bilder Tf-S und jT-(- S zu der vorhin

mit T S bezeichneten Klasse von Bereicben.

Es sei % eine auf S erklarte stetige Funktiou, die stetige, der
J7-Bedingung geniigende Ableitungen erster Ordnung bat. Sind v
und v die GauBsehen Parameter der Flache S' in der Umgebung
eines ihrer Punkte, so kann man / ais Funktion von oj und r
auffassen. Es gelten dann die Ungleichheiten

Wir setzen

(io) 2("y)=:x("y,") = 2(8.y)2)
und bezeichuen mit 0 den von dem Vektor (a/,y', z') —» (&, Y. 2)

mit der Innennormale von S in (X, y'. z') eingeschlossenen Winkel.
Betracbten wir jetzt die Potentiale der Doppelbelegungen

L)

unter do' und do' FIfiehenelemente in den zusammengehdrigen
Punkten (a/,y’, z); (a,y', z’) auf S' und S'. unter r und r die
Entfernung der Punktepaare (ar,y. z\ («', ZY); (&Y, 2), X,y Z)
yerstanden. In meiner vorhin genannten Arbeit ist gezeigt worden,
dafi fur alle (x,y,z) TS, darum alle (x,y.2) in T-\-S und
(X,y,2) in TS und alle den Beziehungen (5), (6), (7) genilgenden

rl- tl t gleichnuidJlg die folgenden Ungleichheiten gelten:
W-W \ 3\W 3IW
(12) | 3x  3x i !
13W 3
\ Sa: Sa: /2

Fiir den Beweis dieser und der hierzu analogen Beziehungen
bei Potentialen einfacher Flachenbelegungen sowie der Yolumla-
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dungen sind a. a. O. zwei verschiedene Wege skizziert worden.

Beide Mate wird eine Schar topologiseher Abbildungen des Berei-

cbes T-]-S auf Bereiche Te-*~ Se eingeftihrt, bei der dem Punkte
Yy, z) der Punkt

zugeordnet wird. Dem Werte e=O0 entspricht der Bereich TS,
dem Werte e = D der Bereich i'-\-S. Offenbar erfiilleu Tf-|-
fiir alle reellen oder komplexen s, so daB |e] gilt, die vorhin
den Bereichen T-\-S auferlegten Ungleichheitsbeziehungen (3)12
Mit Rticksicht auf die weiteren Entwicklungen dieser Arbeit wollen
wir in dem folgenden noch einmal mit einigen Einzelheiten auf die
fritheren BetrachtungeD eingehen 8).
Wir setzen

(14)

und betraehten das Potential der Doppelbelegung

St
oder, was derselbe ist,

z? . a1
2eT, vy rr9(ee, v»
(16)

rr 3w, v}

*) Fiir komplexe e bildet die Gesamtheit der komplexen Punkte xe, yf, zc
natiirlich keinen Bereich mehr. Wenn wir dennoch gelegentlich sagen werden,
(®e, ze) liege in 7'F-|~Sh., so S°H “amit jedesmal nur ausgesagt werden, dali
l-r,y, s) in 7°-f- S liegt.

2 An jener Stelle handelte es sich in erster Linio um die analogen Be-
trachtungen in der Theorie des Potentials einer einfachen Belegung.

‘) In (15) bezeichnet, (Fiir reelle e) das Flachenelement im Punkte
(x, w', z'} auf S': 6' ist der votn Vektor i®', , z")—"(X,,, il,, z.} mit der
Innennormale von Ss in (a/, </, z') eingeschlossone Winkel, r, der Abstand der
Punkte (®c, ye, zf), (®, y', z""); <0 und v sind die zur Darstellung von & ge-
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Der Ausdruck (16) hat offenbar auch fur komplexe e einen
Sinn 1). Es ist nicht schwer zu zeigen, das eine fur
alle @, y,z) in T S und alle e in der Kreisfldche |e! 20 ana-
Iytische und regulare Funktion non e darstellt.

Es moge (@ ylf zj irgendein Punkt auf S sein. Wir bezeich-
nen den korrespondierenden Punkt auf mit (xJts, yle, z18). den
Wert von % in (04, yv Zj) mit Nach bekannten Satzen ist fur
alle (x,y.2) im Innern von T und alle reellen e mit £ < Qn

sowie fur alle (xt, yt, z,) auf S

M= —4)4 (yic +f t—O%

Die beiden Formeln gelten, da die linke Seite, wie man leicht
sieht, in bezug auf £ analytisch und regular ist?), auch ftir kom-
plexe £ mit £ Qo. Es ist also, zunffchst fiir alle (x,y, z) im
Innern von T und alle reellen oder komplexen jfi| <<

brauchten Gaubschen Parameter. Den Atf&fiihrungen zu Beginn dieser Arbeit ge-
maB koénnen fur w und v gewifi entweder x und y, oder y und z oder schliefi-
lich X und z gewahlt werden.

i) Wir whhlen O0 so klein, dab fiir alle komplexen £ mit e| << f)0, alle

zulassigen reellen oder komplexen £, 77, 7, f und alle (x, y, 2), (#, VY z'}
in T-j-8" gewifi | *l =q=>=0 gil
1) Bei dom Beweise kommt die Festsetzung-‘ E‘ =q)>0 (vgl. die FqB-

note 1) zur Verwenduug. Die Behauptung des Textes ist, soweit es sich um die
Formel (17) handelt, seibstverstandlich. Um sie fiir den Integralausdruck (18) zu
boweisen, geniigt es, eine kleine Kugel vom Kadius d um (xie, yl(, zIf) zu be-

schreiben und die Beziehung f— lim p fiir d —> 0 zu beachten, unter 8' den aulier-
S s
halb der Kugel gelegenen Teil vou 8 verstehend. Offenbar ist /' fiir alle hin-
s

reichend kleinen d = 0 eine fiir alle e|] << -(-$ (6 hinreiehend klein) analyti-
sche und reguliire Funktion von s, T konrergiert fiir alle diese e gegen scinen

s
Grenzwert fiir d—>0 gleichmaBig, also ist F fiir alle |e| < O0 -}- & mithin ge-
3
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Diese Formel gibt, wie man sich ohne Miihe iiberzeugt, den
Wert von PPf(arf, y£, zj fiir alle diejenigen (Xx. y. 2) in Z*%S, die
sich in Innern und auf dem Gesamtrande (mit EinschluB der Spitze)
eines beliebigen geraden Kreiskegels mit der Spitze in (arl5 y(, 2,)
um die Normale zu Sin (arn z}) ais Achse und einem Oeffnungs-
winkel < n befindenl). Wegen (18) ist insbesondere

Von der Formeln (19) und (20) ausgehend, lilBt sich fthnlich
wie ftir reelle e schlieBen, daB We eine ftir alle reellen oder kom-

plexen e mit e’ und alle (ar,y,z) in T-|-S nebst ihren
artiellen Abteilungen v IV£ StV SW, stetige Funktion ihrer vier
P g dx' 3y dz g

Argumente darstellt. Diese partiellen Abteilungen geniigen einer
H-Bedingung mit dem Exponenten 2.
Wir setzen

(1)

unter c(l) eine Konstante verstanden, wie spftter unter c(2), «(8),...

wiB in der Kreistlache |el << analytisch und regulSr. (Man beachte, daB eine

Beziehung = @0 = 0 auch noch fiiralle e =< 6 gilt. Das gleiche ist

bezuglich der Abbildung durch Vermittelung der Funktionen ar, y, z zu sagen).

*) Wir fasson hier, wie gelegentlich spkter, IFE(arA, yf, ze} ais Ortsfunktion
in T-~ aut. Wir denken uns dabei in der iiblichen Weise die Funktion
We(a:e, ye, zf), die zuniichst nur im Innern des Bereiches 7' erklilrt ist, stetig
iiber das ganze 7'-f- S fortgesetzt.
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Aus (19) folgt unmittelbar, daB Wfi.(xe, y(, z,) fiir alle (z, vy, 2)
im Innern und auf dem Rande des vorhin betrachteten Kegels und
alle e|rgiia sich in bezug auf e analytisch und regular verhalt ju
Da dies fiir alle Kegel gili, so ist Wt iiberhaupt fiir alle (z, «, 2)
in T-]-S und alle e mit £ << 12 in bezug auf die Gesamtheit
seiner vier Argumente stetig und in bezug auf e analytisch und
regular.

Es sei jetzt Fo der Kreis vom Radius £2, um den Koordi-
natenursprung ais Mittelpunkt in der Ebene der Variablen s. Fiir
alle je| SS 12 £120 ist gewib

(22) Wt(xe,yc,zd=">_F", =27

In (22) bezeichnet JFd denjenigen Wert, den das Potential
TFf(zf, y£, z£) erhalt, wenn mann dem Parameter e den Wert
d — iioe,|' erteilt.

Aus der Formel (22) sind in der eingangs genannten Arbeit
zunachst die folgenden SchluBfolgerungen gezogen worden 2).

Offenbar ist fiir alle £ <12 und alle (z.y,z) in T S

3Wt i r woabdd
(23) 3e ~ 2niJ (6—§)

Po

Augenscheinlich hat 53 fiir alle £ rg 12 stetige. der H-P>-

e
dingung geniigende partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug
auf z, y und z. Denn JPf hat fiir alle e auf I\ diese Eigenschaft.
Wir schreiben

lawi,!. ia«W, azip, a«
m'ar ' 3xde : | 3y3s ' 3z3e
Beachtet man (24) und die Beziehung

< Der Beweis ware ganz ahnlich wie in der FuBnote 2) S. 39 zu fuhren.
J Vgl. die FuBnote 2) S. 38.
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£

(25)
0

so findet man die bereits auf S. 37 angegebenen Ungleichheiten

W— TF

(26) '31F  3JF\ /3W
19X 3x /i \ 3x

Aus der Beziebung (22) wollen wir jetzt einige weitergehende
Folgerungen ziehen. Es gilt die Entwicklung
@7)

Die Reihe recbterhand konvergiert fiir alle den Ungleicbhei-
ten (5), (6), (7) geniigenden reellen oder komplexen f, £; f, {], t,
und alle |e Q unbedingt und gleicbmaBig. Dabei ist

Die Funktion bat fiir alle (sr,y,z) in T-\- S stetige,
der th Bedingung gentigende Ableitungen erster Ordnung. Es gilt

>) In (26) bezeichnen 1F und W in ausfiihrlicher Schreibweise die Aus-
driicke IF(x, y, z) und W(X, y, z). Die zweite und die dritte Ungleichheit erge-
ben sich aus den Formeln

. . 1, .
alF air /> r |
2x T 3x 7 'J 3x3e 3x3e ef  3x

~ ok Jf{d = 5)2§Lgx" 3y B— EM g’%} aa

und den Unglelchhelten (21).
Der Ubergang von (e . zZu —— — . Dbietet nicht die gering-

sten Schwierigkeiten.
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we T = e
(29) 13 Kr("\
\ A 125+ ' *

Ftlr +F(" ergibt sich
X'— %i, von e unabhangig ist, der folgende Ausdruck:

H/(» A) | yc—y'ed(2e, *® f
()_J X $E% R 3%, v'))' / rjy 3ng, V) !
(30)
E  3(w>")/f0

Offenbar ist Jf'(0) __ j|" Setzt man in (27) e — Q ein, so fin-
det man, da jetzt We= W wird,

w= w-\- Q 0! +...

Man iiberzeugt sich leicht, daB in }Fp> die zu integrierende
Funktion ein homogenes Polynom w-ten Grades inbezug auf

o(f-— & —t, hw—1r RE —£)

und die partiellen Ableitungen erster Ordnung der drei zuletzt hin-
geschriebenen Differenzen inbezug auf m' und v' darstellt. Setzt

man darum zur Vereinfacliung fJ”tF(") = IVU\ so findet man

(32) PP+jl, () + 21 + ..+ Ppr<)4-...

7w TF(n) ist die zu integrierende Funktion ein homogenes Poly-
nom nten Grades in e—j, g—1], E———rf—rf, tF—i.
und den partiellen Ableitungen erster Ordnung der drei zuletzt hin-
geschriebenen Differenzen inbezug auf &' und v'. Die Entwicklung

*) Der Beweis der Formel (30) bietet, da ja die Existenz von tF<") fest-
steht, keine ernstiichen Schwierigkeiten dar. Man beachte vor allen, daB die zu
integrierende Funktion fur r —> 0, mithin re — 0, von derselben Ordnung un-
endlich groli wird wie die zu integrierende Funktion in (19), nitmlich von der
Ordnung 2 — X.
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konnergiert unbedingt und gleichmdflig fiir alle reellen oder kom-
plexen f, ¥, die den Ungleichheiten (5). (6), (7) $ieniigen’)
Es gili weiter:

L owm 1 3wn

3x Tx~™M] 3x +2! 3x

(33) 9W 1 3W™ 13w
Y + 1 o3y 2 '

und auch diese drei Reihen konnergieren fiir alle (x,y z) in T-]~ S
und alle zuldssigen tj, f; iy, £ unbedingt und gleichmajiig.
Schlieflich gelten die folgenden Beziehungen

und die einzelnen Glieder rechts sind fur alle (x, y. z) in T S und

alle (5). (6), (7) genilgenden rj, t\  p, £ absolut genommen kleiner
ais die Glieder einer konrergenten nwnerischen lleihe.
In der Tat ist nacli (22) z. B. zunSchst

') Praziser, die Reihe

fri +1i, »'(D +.], PR3 +...

konvergiert fur alle (sc,y, a) in 'J-\-S und alle (5), (6), (7) genilgenden reellen
oder komplexen £, vy, £; y, £ gleichmftBig.

) Man kiinnte den Ausdruck der bei festgehaltenen X, y, z ein
Funktional in dem durch (5), (fi), (7) erklarten Funktionsfelde ist, im Anschlull an
die Kilassifikation von Herm Frechet ais ganzes Funktional n-ten Grades be-

zeichnen. Ersetzt man ¥—f, y vy, § ¥ entsprechend durch

fily4'iu2’?i unter Y, V. £ nebst ihren Ableitungen stetige

Funktionen verstehend, die den Ungleichheiten (7) geniigen <7 yo =<}
konstant), so geht PPf") in ein homogenes Polynom n-ten Grades ron  und fi2 iiber.
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Aus (35) finden wir fiir e = O in bekannter Weise

36 H VaVs AL
B6) irasxs V3Ot dyd ' | 3%\ 3x{,
Wegen (21) ist der absolute Betrag des Koeffizienten von Q"
hbchstens gleich
3sc+9--0:-

Hieraus und aus der Ungleichheit Q @ — folgt aber unsere

Behauptung. Natiirlich kann man sich in den Ausdrilcken Th(") die
Integration iiber die Flache S erstreckt denken. Auch kann man
in (3a) und (34) die Differentialquotientien nach vy, z durch die-

jenigen inbezug auf vy, z ersetzen.
Wir wollen jetzt die Funktionen vy, t und damit den Be-

reich T ais vorgegeben betrachten und lediglich g, i/, £ ais den
Beziehungen (6), (7) geinafi variabel ansehen. Das Potential der

Doppelbelegung W ist bei festgehaltenem (z, y, ) ein Funktional
in dem durch (6), (7) prazisierlen Funktionenfelde. In der Formel

(32) halen wir eine Entwicklung des Funktionals IK nach ganzen
Funktionalen n-ten Grades (n =0, 1, 2,...) vor uns.

§ 3.
Wir haben vorhin (vgl. die Formel (26)) Abschaizungen fiir

die Differeuz W — W7 sowie ihre partiellen Ableitungen erster
Ordnung gefunden. Fiir manche Zwecke sind Abschatzungen fiir
den Ausdruck

(37) W w— F()= W— W-DIW

und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung erwunscht.
Wegen (28) ist mit Riicksicht auf DJK(l) = H’(l)
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Nun ist aber nach (22)

(39)
also fiirallee e Q ji wegen
(40) el lU 8 16

und

» 1g i j9IW- |

Wir finden also endgultig fiir alle (ar, y, z) in T-f-S und alle
den Beziehungen (5), (6), (7) geniigeuden ], £; £, t], gleichmdjlig
(42) ir—w-— <; c(4)f)2

Ebenso findet man die uieiteren Ungleiehheiten

Man kann so weiter gehen. Man findet bsp.
(44) W -W-WmM-"WMN\"cMQOQ\...

Fiir mancbe Zwecke erweist sieli eine andere Absehatzung,
zu deren Ableitung wird jetzt ubergehen. ais wichtig.

Wir nehmen jetzt, unter f), einen beliebigen Wert
verstanden, an, daB £, g, t/, £ den folgeuden Ungleiehheiten
gentigen



Fiir alle reellen oder komplexen e mit [ei << O, ist alsdanu bsp.

(46) il + +|f>1=a=gia.
Wir setzen

47) IF- IF-———~=2=~2 + I+

(48) W-W—~Wcev = i=I1[WA?,-\-"Wm-\-...,

und allgemein fiir alle reellen oder komplexen e mit t < j fj,

(49) W,- W= N = [f==A WA + ..

Den zuletzt gewonnenen Ergebnissen zufolge ist

(50) Je
Bei der Anwendung der Ungleichheit (42) hat man dabei fiir
t V, £ entsprechend 0, Q, O; —f£), "+ «(7—"7),

f4-e(f—~£) zu setzen. Fiir J—i,... tritt jetzt also £4~c(f— £)>ee
ein. Wegen (46) hat jetzt Oj offenbar die Bedeutung der Grosse,
die in (42) mit Q bezeichnet wurde. Wir finden also in der Tat
die Beziehung (50). Es sei jetzt 7\ eine Kreislinie vom Radius

um den Koordinatenursprung in der komplexen Ebene e Fiir alle
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darum wegen

(53) -
—q

offenbar

Be \=4+_-"N=>-W

(54) cilQf =

und

- OM N0

Wir finden also
Bur alle (x,y,z) in "T S und alle den Beziehungen (45) ge-
niigenden 1], g, £ gleichmdliig gelten die Ungleichheiten

(56) | T—i\ = \(W— W—W™)—(W— JF — Ii"*")

2/
2x  dxJ?

Der Schwerpunkt des soeben bewiesenen Satzes, der bei man-
chen bdheren Randwertaufgaben zur Verwendung kommt, liegt in
den Ungleichheiten (57).

In analoger Weise Iftsst sich zeigen, dass, wenn

(58) 1 = W—W—W™—_ —\  Z=W—H— \ W™
' nl n\

gesetzt wird,
It-Z.1,; Iv(/,-<) T
CX
(59>

gilt.

Macht man beziiglich des Charakters der Randflilchen und der
Beschaffenheit der Belegungsfunktion geeignete weitergehende Vor-
aussetzungen, so lassen sich die vorstehenden Satze dahin erwei-
tern, dalJ auch fiir partielle Ableitungen hoherer Ordnung der

>) Man kommt von (52) zu (57) ahnlieh wie von (23) zu (26).
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Potentiale W und W in Bezug auf die Ortsvariablen analoge Be-
ziehungen gelten.

Haben z. B. die Funktionen %, tj, fn E, ij, £ stetige Ableitungen
bis zur Ordnung m (m 2” 2) einsehliejilich, und erfAllen sie die Un

gleichheiten
4 I HJ |
3x Mt 3zt 3Xm[TTh g
13ml [a»'M
< f20725-
V3 20725
3l |
3x 7 9z \3xm 9zm
/3™ 13
\3xm)!  \3zmK
o
(62)

so gelten die zu (26) analogen Ungleichheiten:

| 3m
i 3xm
Desgleichen ist
J; (I D\V*cwQ.O\... (p=1I,..m)
(64)
allgemeiner
(65)

Den Beziehungen (64) und (65) liegen Voraussetzngen zugrnnde, die

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego.

4
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Aehnliche Satze gelten fUr das Potential einer einfachen Be-
legung sowie ftir das Potential einer VVolumladung, ferner ftir alle
drei Potentialarten in der Ebene (logarithmisches Potential). In
allen Fallen gelten u. a. Reihenentwickelungen, die zu (32), (33),
(34) analog sind.

Bei den vorstehenden Betrachtungen sind wir vor einer topo-
logischen, den Beziehungen (5), (6), (7) genfigenden Abbildung des
Bereiches T S auf die Bereiche Z'-- § und T-\-S ausgegangen.

Es mogen nunmehr 17, £ ], t, lediglich fiir auf S gelegene
(X, y,z), d. h. ais Funktionen von ca und v erklart sein und Un-
gleichheiten erfiillen, die zu (5), (6), (7) analog sind. Jetzt liegt augen-
scheinlich lediglich eine topologische Abbildung der Flache S auf
S bzw. 8 vor. Alle bisherigen Entwicklungen lassen sich sinnge-
mafé auch auf diesen Fali anwenden, nur gelten die von uns ge-
wonnenen Ungleiehheiten und Reihen nattirlich nur noch ftir alle
(x,y,2) auf S. In den Reihenentwicklungen (33) und (34) ist die
Diflerentiation nach 2"y, z durch diejenige nach ca und v zu er-
setzen.

Wir nehmen jetzt an, das die Flache S stetig gekriimmt ist
und ihre Hauptkriimmungsradien, ais Funktionen von ca und v
aufgefaBt, einer fi-Bedingung mit dem Exponenten 2 gentigen.
Die soeben betrachtete topologische Abbildung der Flache 8 auf

S und S kann nunmehr wie folgt anders definiert werden., Es sei
P(x,y, z) ein Punkt auf 5, und es mogen a, /?, y die Richtungs-
kosinus der nach innen gerichteten Normale in P bezeichnen. Ist
OO0 hinreichend Kkleiu, so triflt diese Normale $ und S allemal nur
in einem Punkte P bzw. P. Die Abstande PP, PP, positiv nach
Innen gemessen, heifien p, p. Augenscheinlich kann man N und S
durch Vorgabe von p und p ais Funktionen von ca und v bestim-
men; sie erscheinen dann auf das System der krummlinigen Koor-
dinaten ca, p bzw. ca, v p bezogen. Setzt man im Sinne dieser
Auffassung

(66) i=ap, H=Pp, t=7?P; +=ap, rj =frp, £= TP,
eine Verallgemeinerung der Ungleiehheiten (45) darstellen. Man erhalt sie, wonn

man in (60) und (61) f)0 durch £),, in C62) aber D m<'Dn durch D <<* Q|
ersetzt.
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so wird S auf S bzw. S topologiach abgebildet, wobei dem Punkt
P allemal die auf derselben Normale zu S gelegenen Punkte P und

P entsprechen. Da wir diesmal S ais stetig gekriimmt und ihre Haupt-

krtimmungsradien ais der H- Bedingungen geniigend angenommen

haben, so haben £, V- sofern existieren und
I 3co 3v

der H-Bedingung geniigen, die zu Beginn dieser Arbeit einge-

fillirten Stetigkeitseigenschaften. Machen wir noch die weiteren

Yoraussetzungen:

so sind ftir alle (x,y, z) auf £ wenn O0 und O hinreichend kJein
sind, auch die Ungleicliheiten (5), (6), (7) erflillt.

Betrachten wir fur einen Augenblick die Entwicklung (32).
Ihre Glieder erscheinen jetzt ais ganze Funktionale einer einzigen
Funktion, namlich der Ortsfunktion p—p auf S, wMhrend in der
urspriinglichen Darstellung sie von drei verschiedenen Funktionen

i—i, y—y, £ abhingen. '



Sur l'allure d une fonction harmonique dans
le voisinage d’un point exceptionnel

par
W. Stozek.

L'objet de cette Note est la génodralisation des tlieoremes de
M. Picard (C. R. du 3 et du 16 avril 19J3), concernant Iallure
d’une fonction harmonique dans le voisinage d’un point exception-
nel ¥ La mcthode s’applique dans l'espaece comme dans le plan et
n’'implique pas que les surfaces oquipotentielles soient fermses. Au
contraire, cette propristd rcésulte des formules (3). Soit

U(P) — une fonction des coordonnées du point P harmonique
et uniforme en tout point intérieur a un domaine a deux ou
& trois dimensions, sauf peut-Gtre en un point exceptionnel O,

S — une sphfere (ou un cercie) de centre O ayant une lon-
gueur donnc¢e R (R >m 0) pour rayon.
2 — une sphfere (ou un cercie) concentrique a S, de rayon
0<p<P)
/| — la longueur OP.

Thcoreme. S'il existe une constante non ndégative d telle que
les relations
1) O</"R
entrainent

—y << U(P) (cas de l'espace),

2) ou
—dlog”™ < 27(P) (cas du plan),

') Dans le meme toine des C. R. (176), on trouve des Notes de MM. P
Noaillon (p. 879), G. Bouligand (pp. 1037, 1200, 1366) et H. Lebesgue (pp. 1097,
1270) relatives au meme sujet.
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on'") a:

U(P) —J -|- fonction harmonique dans tout le domaine C

(cas de l'espace),
(3) ou
U(P) = c.lgj -|- fonction liarmonique dans tout le domaine &

(cas du plan),

ou C est une constante; dans le cas particulier ou, pour

la fonction U est bornee, la constante ¢ est nulle, les formules (3)
otant surement valables dans tout le domaine a moins que le
point O ne soit un point de discontinuit$ de la fonction t/(F), cas
oii les formules (3) ne seraient plus valables au point O lui-meme-
tout en subsistant en tout autre point du domaine £ avec la valeur
nulle de la constante c.

Pour ctablir le th¢orfeme?) prscédent, considsrons d’abord le
cas de l'espace et, par rapport au domaine compris entre les sphe,
res 2 et S, appliquons le th¢orfeme de Green aux fonctions U(P) et

La seconde des deux fonctions prsccdentes s'annulant sur la
spbere 2, il viendra:

2) 8) (S)
Pour ctablir la formule analogue relative au cas du plan, il
sufTira de remplacer la fonction (4) par

* On a $videmment un th¢oreme tout a fait analogue, correspondant au
cas ou la constante d serait non positire et ou le sens des inogalités (1) serait
renverso.

1) Dans la ddmonstration qui va suivre, j'utilise une remarque de M. Za-
remba, remargue qui m’a perm;s de simplifier celle que j'avais elaboree d’abord.
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ce qui donnera:

J'observe maintenant que, sans nuire a la génsralitd, on peut
admettre que la constante d qui figure dans les insgalitds (2) est
nulle; pour le voir il suffit de changer U(P) en

r(P) +~yoOU en o67(P)+rflog|

selon qu'il s’agit du cas de l'espace ou de celui du plan, Nous sup-
poserons donc que les relations (1) entrainent la suivante:

(7 U(P) = 0.

Cela pos¢, reprenons le cas de l'espace et supposons que le
point P ait une position arbitrairement donnée a lintorieur de la
sphere S, sans cependant coincider avec le centre O de cette
sphere. Donnons alors au rayon p de la sphére 2 une valeur assez
petite pour que le point P soit exterieur a la sphére 2 et designons
par G(P, O la valeur eu un point Q de la fonction de Green de
pole P, relative au domaine extérieur a la sphére 2. Une applica-
tion facile du théoréme de Green nous donnera la formule suivante:

8  UP) =~"~6(0 ds—+fU(Q) ds 4-
(£) ©)

©)

Il nous faut maintenant passer a la limite pour p— 0. En
désignant par r la distance des points P et Q et en posant

on trouve aisément:
(10) InMJu@Q)di/"Mds-fG (P, ds}== V(P)
e O r)
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ou, 6videmment, F(P) est une fonction harmonigue dans tout I'in-
terieur de la sphere S. Reste a determiner la limite du premier
terme du 2 ifeme membre de (8); dans lintdgrale qui le constitue,
on a:

deG(P.Q)
L) dN Aner

d’autre part, I'equation (5) donne:
(12)
En sappuyant sur (7), on s'assure aisément, a l'aide des

¢quations (11) et (12), que l'on a:

lim FU(Q) dQG(P, Q)

i dN
-0
¢ (4)

En s'appuyant sur cette Souation ainsi que sur I'cquation (10),
on déduit de (8) la formule suivante

(13) WV =|+F(P),
en posant,
(14)
La formule (13) n'est valable que pour les positions du point
P qui satisfont aux conditions
(15) 0<Il<P,

il y a donc encore quelques, mots a dire pour dsmontrer d'une fagon
compléte la 1-ibre partie de notre theorfeme en ce qui .concerne le
cas de l'espace. Ddsignons par W(P) la fonction des coordonnses
du point P definie comme il suit: au centre O de la sphere Son a

W(0) = V(O)

et, pour toute autre position du point P dans le domaine C, on a

W(P) = U(P)
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A lintérieur de la sphere S, la fonction TP(P) se confondra
avec la fonction K(P) a cause de (13), d'ou Fon dsduit que la
fonction TF(P) est une fonction harmonique dans tout l'intorieur
du domaine C; d'autre part, il r$sulte de la definition de la fonction
JF(P) que, pour toute position du point P a l'intérieur du domaine
£ et sous la seule restriction d'avoir

(16) /=0,
on a
(17) VWV =7+ WP),

formule qui démontre la 1-iere partie de notre theotébme pour le
cas de l'espace; pour reconnaitre, dans le meme cas, l'exactitude
de la 2-tdbme partie du titdoréme, il suffit de remarquer que, lors-
que la fonction (J(P) est bornée, on a nscessairement

c=0.

Passons maintenant au cas du plan. La formule (8) peut-6tre
regardse comme se rapportant a ce cas-la: il suffit pour cela de
regarder les symboles 2 et comme représentant des cercles et
I’expression 6'(P, Q) comme celle de la fonction de Green de pole P,
relative au domaine extérieur par rapport au cercie Al Placons-
nous donc & ce point de vue et passons & la limite pour. p — 0.
A cet effet, dssignons par r la distance des points P et Q et par
la distance du point Q au conjugndé harmonique P, du point P par
rapport aux points d'intersection du cercie 2 avec la droite passant
par le centre O du cercie 2 et par le point P. Avec ces notations
la formule (8) pourra s'ecrire comme il suit:

(18)

La formule (6) donne

(19) uds =0.

Cela etant, il rosulte de (7) que, pour p =0, la limite du se-
cond membre de (18) se confond avec celle de I'expression suivante:
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©)

expression qui, a cause de (6), est egale a la suiyante

ou Fon a poss$

(21)
et
(22)
©)

Or, a cause de (19). la limite de I'expression (20) pour p—-0
est egale a

r(p) + cl°gp

Par cons¢quent, la formule (18) donne, par le passage a la
limite pour p =20, la suiyante

23) U(P) =clog I + F(P),

formule yalable sous la condition (15) et dans laquelle, comme cela
résulte de (21), la fonction V(P) répresente une fonction harmo-
nique dans tout l'intorieur du cercie 2. Cela posd, la d$Smonstration
s'acheve comme dans le cas de l'espace. En dsfinitiye notre thso-
rome est complotement démontre.

Remargue ’). Sans avoir rien a changer dans la those du
théoreme qui vient d'6tre domontre, on peut adopter !’hypothbse un
peu moins restrictive que voici: il existe une suite infinie (p),}
a termes positifs et ayant zdéro pour limite a laquelle correspond
un nombre positif d tel que I'existence de lI'une ou de l'autre des
inogalites (2) ne soit assurée a l'avance que pour

I=p, WwW=1,23..).

") Je dois cette remargue a M. Steinhaus.
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Pour s'assurer de I'exactitude de cette remarque, il sufiit de
considerer que rien n'empsche de remplacer, dans la domonstration

exposée plus haut, p par (>, et de passer & la limite pour ' = 0.

Pour terminer, complotons I'etude précédente par I'examen
du cas suivant: la fonction 17(P), harmonigue et uniforme en tout
point intSrieur au domaine Z sauf peut-Otre en O n'est pas de la
forme considérde dans la these de notre thooreme. Je dis que, dans
ce cas, le point A est un point-limite des zeros de la fonction t7(P).
Pour le reconnaitre, il suffit de consid¢rer que, en vertu de la re-
marque faite il y aun instant on a la proposition suivante; si Fon
ddsigne par {/,} une suite infinie a termes positifs ayant zoro pour
limite et, lorsque P varie de fagon a satisfaire a la condition

par », et Mn respectivement le minimum et le maximum de I'ex-
pression

ou de I'expression

9(P)
log }

selon que I'on considére le cas de l'espace ou celui du plan, les
termes de la suite

wi w2, m,...
n'auront pas de borne inférieure finie, et ceux de la suite

N, IA, A ...

n‘auront pas de borne supérieure finie.



Sur le probleme de Dirichlet.

par
Georges Bouligand

professeur a tniversitdé de Poitiers.

1. Géncralités sur le caractfcre et les donne6s du probleme.
Le probl¢éme de Dirichlet a fait, au cours de ces dernidres annces,
I'objet de nombreux travaux. Il nous parait intéressant de reprendre
ici, en les coordonnant et les simplifiant parfois, quelques uns d’entre
eux. Nous ferons connaitre en méme temps quelques theorémes
nouveaux.

Le probleme de Dirichlet ressort du calcul fonctionnel. La
solutiop dépend a la fois

1° de la fronti&re N;

2° des donnces qu’elle porte.

Nous nous plagons dans des eonditions tres gonerales, qui
sont celles qu’a envisagdes systomatiquement, le premier, M. Norbert
Wienerl): on prend a distance finie, un domaine ouvert Q
(— ensemble d’un seul tenantformd exclusivement de points intsrieurs)
et on désigne par 2 l'ensemble frontiere, sur lequel on ne sait
a peu prbs rien, sinon qu'il est fermc¢ et qu'il comprend au moins
un continu externe 2', qui serait lui-m$me frontiere d’un do-
maine ouvert £2': de sorte que 2 se compose de 2 et de points
de £2'.

) (M) Nets and the Dirichlet Problems, mars 1923 (B) Certains notions in
potential theory janvier 1924. (C) On the Dirichlet Problem, avril 1924. (D) Note on
a Perron paper. octobre 1924. Tous ces moémoires ont paru dans le Journal de
Mathématigues du Massachusetts Institnte of Technology.
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Nous désignerons par Q un point de la frontiere 2. Soit
une fonction definie sur cet ensemble. Nous nous occuperons seule-
ment du cas oii elle est continue, bypothese qui a un sens par-
faitement clair, vu que 2 est un ensemble ferms: soient Qs,...
des points de 2 qui tendent vers un point alors ce point appar-
tient aussi a 2; en disant que/(Q) est continue. nous voulons dire
que dans les conditions prscédentes, la suite ore ten<d
toujours vers f(Q).

Ces prléiminaires poses, nous exposerons la solution du pro-
bleme de Dirichlet en nous laissant guider par un certain parall6-
lisme entre la question danalyse fonctionuelle qu’il représente et
une question classique de Theorie des fonctions: pour définir la
fonction exponentielle, on la définit d’abord pour les valeurs ration-
nelles de la variable, et on !'étend ensuite par continuitd au champ
de toutes les valeurs réelles. De méme, dans le probléme de Di-
ricblet, notre méthode sera une mcéthode de prolongement fonc-
tion nel. Cette Methode, telle que nous allons I'exposer. peut
£tre regarddée comme la résultante des travaux de M. Norbert Wiener
(lui-ms$me assiste partiellement par M. H. B. Phillip’s) et des nétres ¥
M. Henri Lebesgue nous avait d'ailleurs procodss les uns et les
autres: seule la guerre de 1914—18 I'a empcéch¢ de donner un
expose systomatique des beaux rdsultats qu'il avait déja obtenussg).

2. Faisons encore la remarque suivante: soit une fonctionuelle,
dc¢finie pour une certaine classe d’eléments, par exemple la classe
(C) des elements E. Supposons qui'on ait défini d’abord cette fonc-
tionnelle pour une sous-classe (C\) de (C). Ponr que le prolonge-
ment fonctionnel puisse s'opdrer, il faut naturellement supposer
réalis¢es les conditions suivantes:

1° Un ¢lément quelconque de (C) est limite d’éléments appar-
tenant a (C,).

2° La fonctionnelle est continue au sein de (Ct).

Inversement, si I'on complote ces hypothoses par celle de
I'uni forme continuitd de la fonctionnelle au sein de (¢\), il

) (E) Notes aux Comptes Kendus de I'Ac. des Sc. de Paris, 19 mars 1923,
23 mars 1924. (F) Articles au Bulletin des Sciences Mathdmatiques (juillet et
novembre 1923, mai, juin, et juillet 1924).

») Nous citerons ulterieurement les travaux de M. H. Lebesgue sur ces
guestions.
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resulte d'uu momoire consacré par nous a ces questions (F) et d'un
mcémoire complémentaire de M. Frechetl), que la fonctionnelle est
prolongeable a tous les ¢léments de la classe (C) et qu'elle est
uniformément continue au sein de cette classe. Bieh entendu,
I'intervention de la contiuuitd exige que la classe (C) se compose
d’¢lements tels qu'on puisse dcfinir la distance de deux d’entre eux.

Dans I'expos¢ qui va suivre, nous ne ferons pas directement
dtat de ces théoremes géndraux. Mais il $tait bon de les signaler
a lattention du lecteur pour eclairer la route que nous allons-suivre.
Notons d$ja que nous avons une fonctionnelle dopendant de deux
¢lements bien distincts, le premier est un ensemble de points, soit 2.
constituant la frontiere d’un domaine ouvert, le second est une
fonction f(Q) dsfinie sur 2. Nous avons donc ici a envisager deux
classes bien distinctes:

1° La classe (C) des sléments .S;

2° La classe (F) des dléments /($);

Nous aurons a considerer specialement.

1° La sous-classe (C,) de (C), formee par les frontiferes des
polyedres obtenus par la juxtaposition de cubes d'un réseau, en-
gendre par un systeme triplement orthogonal de plans (si nous
supposons, pour fixer les idees n — 3).

2° La sous-classe (F,) de (I1) form¢e par les valeurs acquises
par les polynémes sur la frontiere 2 d’'un domaine Si.

Ces sous-classes satisfont bien a la condition d’admettre res-
pectivement (O) et (F) pour classes derivoes: elles peuvent donc
jouer, dans la resolution du probléme de Dirichlet le nieme role
que la sous-classe des nombres rationnels, dans la construction de
la fonction exponentielle dans le champ rcel.

3. Le pré-probléme de Dirichlet Nous voyons maintenant
la route a suivre: nous allons d’abord resondre, avec M. M. H. B.
Phillip’s et Norbert Wiener, le probleme de Dirichlet ponr un
domaine polysdral A forme par la juxtaposition de cubes d’'un
certain réseau. Ce probleme a l'avantage de pourvoir se traiter
comme cas limite d’'un probleme lindaire a un nombre fini d'inco-
nues, que nous appellerons pour abréger le pré-problome de Dirichlet.
Voici en quoi il consiste: introduisons la notion de fonction de
rOoseau. Se donner une fonction sur un réseau, c'est attribuer

*) Buli, des Sc. Math. mai 1924.
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a cbaque noeud de ce reseau une valeur numcrique. Substituons
a I'équation da Laplace I'dquation aux différences finies.

627(zy, z) = il(a;4-A, y,z)+ U{x,y-\-h, 2)-\-U{x,y,z-\-h")
+ UX —AY,«)+ UXX)y—h)x) + UXy,z—A),

oii h représente l'ar6te du reseau: suivant cette oquation, la valeur
de la fonetion de reseau en un noeud sera la moyenne de ses ya-
leurs aux six noeuds les. plus proches: d'oii l'impossibilitd, pour
cette fonetion, de prosenter en un noeud (qui n’est pas un noeud
frontiere de son champ d’existence) un maximum ou un minimum,
c'est-a-dire d'étre en ce point ou superieure, ou inférieure aux
yaleurs qu’elle acquiert respectiyement aux six noeuds yoisins. (Test
ce que nous resumerons en disant que la fonetion est une fonc-
tion monotone sur le réseau.

Cela pos¢, soit un potyddre d form¢ par la juxtaposition de
cubes du reseau, et que nous supposons Otre d'un seul tenant. Il
y aura des noeuds extérieurs, des noeuds intérieurs, et des noeuds
pcripheriques. Alors, le pré-probléme de Dirichlet consiste a trouyer
aux noeuds intcrieurs une fonetion qui prenne des yaleurs donnees
aux noeuds pcriphériques et qui. en chaque noeud intorieur, ycrifie
I'équati>n (1). Cest un probléme lincaire ayant autant d'equations
que dinconnues, et dont le determinant n’est pas nul:1sinon en
annulant les yaleurs periphériques, on pourrait avoir d'autres
solutions que la solution zero, ce que la monotonie rend iinpossible ¥

¥ Cette remargne appello d’interessantes gondralisations. Partons en generat
de I’'dquation aux derivdes partielles

ou les coefficients sont les fonctions continues, A, B, C dtant positifs et non nuls,
et H dtant 0. On est amene a rapprocher cette dauation de I'equation aux

differences finies

0 = (A 4- hE) Ux+h,,,, + (A — AA) U, + (B + hf) Uiv+h,,-}-
+ (B — hF) + (C'4- A?) u,~.+h 4- (C-At?)
|
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4. Le problome de Dirichlet pour des domains polycu-
biques (Cest-a-dire du type 4).

Du pré-probléme de Dirichlet pour A, il s'agit maintenant
de passer au probleme de Dirichlet pour ce msme domaine, sui-
vant l'acception usuelle de ce terme. Il faut donc exécuter le passage
a la limite, amenant de I'Squation (1) a I'equation de Laplace. Nous
suivons partiellement, I'exposs de MM. Philipp’s et Wiener,

Considerons le reseau qui donne naissance a d, puis la suite
des reseaux qu'on en deduit par subdivision binaire. Soit la fonction
continue /(Q) donnee sur la frontiere de d (form¢e d'une ou plu-
sieurs surfaces polycdrales). Appelons:

A lensemble des noeuds du ler reseau interieurs a A, e, celui
des noends pcripheriques

P2 T'ensemble des noeuds du 28 ..., ;B2

Soit (P) la solution du pr¢-probleme de Dirichlet pour
I'equation (1), les valeurs donnees sur el stant précishment elles
quy prend /(()): la fonction Pj(P) est dsfinie sur Ev Soit de
mome P2 (P) la solution, dofinie sur P2, du pre-probleme de Di-
richlet relatif a (1), avec les valeurs J\Q) sur e2 et ainsi de suite.
Nous formons une suite de fonctions {PK(P)} que nous pouvons
otendre au domaine d et a sa frontihre par interpolation pluriline-
aire. Cela pos¢, il s'agit de montrer

Toute solution de cette dquation aux différences finies est une fonctiou atone sur
le reseau, c. a. d. ne. peut presenter (au sens du contexte) de maximum positif
ni de minimum negatif. 11 s’ensuit que, pour I'’¢quation E', le pre-probleme de
Dirichlet a toujours une solution et une seule. Mais alors, cela montre que la
mcthode que nous allons appliquer a la résolution du probleme de Dirichlet pour
I’éguation de Laplace na pas un champ dapplication limite a cette seule dqua-
tion. Ces considdrations semblent meme particulierement opportunes, si confor-
moment a un point de vue que nous avons exquisse dans un cours fait a Cra-
covie (octobre-ddcembre 1925), on veut construire une theorie amdtrigue des
fonctions harmoniques, e’est a dire valable indifferemment en geometrie euclidienne,
ou en geometrie riemanienne, et dont les principes sont indifferents a la metrique
particuliere choisie. En nous bornant au cas » =3, il est clair que I'equa-
tion E est la forme la plus generale prise en coordonnees orthogonales, par une
equation du type d?7-|]-a grad 1J-\-EU=O ou 4 est l'operateur de Beltrami
pour un certain continu riemanien, ou l’opérateur grad est relatif a ce continu,
ou a et Il sont donnds.
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lu que les fonctions FK(P) tendent uniform$ment,, dans le
domaine ferme A, vers une fonction continue limite prenant sur
le frontiere les yaleurs /(Q)

2° que cette fonction satisfait aux conditions entrainant
I’harmonicito)).

Cela pose, nous avons a cCtablir plusieurs propositions pre-
liminaires.

Lemme |. Soit Qo un point de la frontiere du do-
maine polycubique A Considerons un cube E,, homo-
thehique a ceux des rc¢seaux, de centre Qo, de coOte au
plus egal a l'ar6te du premier réseau. Pren ons/((?) =1
sur la portion frontiere de i intérieure au cube rvo,
et aq)—o0 sur le reste de la frontiere. On peut alors
trouver un cube T, homothdétique et eoncentrique
a /'o, a linterieur duquel on ait, a partir dune cer-

taine yaleur de K
1=Fk(P)=1—c¢

si petit ait ete donn¢ &

Il est bon, pour démontrer lemme, d’uliliser un polyedre
particulier d0 (figur$ ci-contre)

obtenu en enlevant d’un groupe
de huit cubes egaux, formant
un cube d’ardte double des pre-
ccédents, un de ces cubes: appe-
lons ga le sommet reutrant de
d0. On peut alors, en chaque
point frontiere Qo de 4, trou-
ver un polyddre d0 tel que la
figure (Qo, do) soit semblable
a (e0- d0) et que chaque point
intérieur a A et se trouvant
ayec Qo dans un mAme cube du reseau soit aussi intérieur a do.
Ce domaine A, pourra dailleurs etre pris de maniere a satisfaire,
outre ces conditions, a celle d'6tre de dimensions inddpendantes de
la position de Qo sur la frontiere

*) Nous prosentons la domonstration en lui donnant une forme aussi
qualitative que possible, afin de favoriser I'’extension dont nous avons montrd la
possibilitd dans un prdcedent renvoi, relativement a des dquations beaucoup plus
goénorales du type elliptique.



65

Cela pos¢, en vertu d inc¢galités ¢videntes, il suffit alors d etablir
notre lemme pour le polyédre &0 et pour le sommet qQ. en prenant
/W(Q) — 1 sur les faces qui apparaissent lors de I'ablation, dans le
grand cube initial, d'un de nos petits cubes, et /(0,(Q) = 0 sur la por-
tion restante de la surfaee de ce grand cube initial. Appelons celui-ci
y0, et avec q0 comme centre, formons une suite de cubes yn y?)...,
homothetiques et concentriques a v,, avec les rapports d’homo-

thetie succesifs m . Sur la portion de la frontiere de

int¢rieure au domaine <0, on a quel que soit k
FIm(P)=p,

la signification des JI°(P)c¢tant evidente. et p designant un nombre
positif non nul. On demontre son existence, en remarquant qu’a
rintrieur de y0, les fonctions Fj®(P), obtenues en prenant les

valeurs = 1, sur les facettes comtnunes a y0 et a I'un de ses
huit cubes divisionnaires, et = 0 sur le reste de la frontiere
de y0, sont inférieures aux et restent cependant superieures

a un nombre p' non nul ‘)e

Envisageons alors les fonctions F™\P)—p, qui sont ~~O sur
la portion de la fronti¢re de intSrieure a 60 et ¢gales a 1 —p
sur la portion de la frontiere de <0 intrieure a yP Par un rai-
sonnement analogue au précédent, nous montrerons qu'a linterieur
de 60 et sur la frontiere de y2, on a

FMN\P)- p~p(1-p),

ou
POY(P)=I — (1 —P)2
¥ Pour le voir, on cherche ce qui se passe lorsqu on fajt — L enun seul
noeud periphérique du ke reseau deduit du cube ot =0 en tout autre

noeud poriph<5rique. Quel que soit le noeud pris pour siege de la valeur 1, les
valeurs obtenues sur y, sont toujours de I'ordre de . 1l existe donc un nombre
positif a non nul tel que la fonction ainsi détermindée sur le k'm" rdseau depasse
f%Z_' ce nombre a etant inddpendant de fc. Mais alors, dans la formation des

intendent un nombre de sommets portant la valeur 1, ayant l'ordre de grandeur fc2.
On en conclut que les FW(P} restent supsrieurs a un nombre positif p* confor-
mement a ce que hous avons annonco.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 5
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En ropotant le méme raisonnement, on en dsduit que, dans le
domaine ferme commun a d0 et a on a

F<(P)=1 -(1-/=)",

or on peut prendre m assez grand pour rendre (1 —pm<<e
(C. Q. F. D).

Notons que, d’aprfes une remarque faite au cours du raisonne-
ment procedent, 'arste du cube y0 dont I'existence vient d’'6tre
dtablie pour chaque e, peut Otre dstermince indspendam-
ment de la position de Qo sur la frontiere.

5. Lemme Il. La fonction /((?) 6tant supposcCe con-
ti nue sur d. les fonctions Fk(P) sont 6.galement conti-
nues dans le domaine fermd A

Avant d'entrer dans les details de la démonstration, notons
les causes essentielles de cette dgale continuite: ce sont

1° Le fait que sur la frontiere de A. les P4(P) se reduisent
a des fonctions tendant uniformemeut vers une fonction continue,
d'oit I'6gale continuitdé des empreintes de &),sur cette fron-
tiere 1).

2° Le fait que lorsque P tend vers un point Q de la fron-
tiere de A, les Fk(P) tendent (et cela uniformément dans le champ
de toutes les valeurs de k) vers les raleurs de leurs empreintes
au point Q. Ce fait est une cons$guence du lemme I.

3° Le fait que si P' et P" sont deux points quelcon-
ques de A (ou de sa frontiere), les differences F"P1)— Fk(P™)
sont des fonctions monotones de chacun des points P' et P",
et par suite l'oscillation qui correspond a un trajet dotermine effec-
tue par P, pour chaque fonction Fk(P) est maximum lorsque ce
trajet est effectué a partir d’'un point de la frontiere.

On pourrait se contenter de ces indications: toutefois, MM.
Philipp’s et Wiener ont donnd a cette d¢monstration une forme
vraiment magistrale et que nous allons reproduire.

Soit gp(<5) le maximum de \f(Q') — f(Q')\ pour tous les cou-
pies Q', Q" de points de la frontiere de A, tels que |Q Q" < &
La fonction <jp(d) s'annule pour & =0, elle est continue et croit
avec 0.

') Le sens de la locution: empreinte d'une fonction (ddfinie dans 1’espace)
sui- un ensemble est suffisamment clair pour qu’il soit inutile d’insister.
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Cela pos¢, envisageons d'abord ce qui se passe exclusivement
sur la frontiere de 4. Si Q' et Q" sont deux noeuds de on aura

W) I <?'(<?, Q")

si Q' et Q" ne sont pas noeuds de ek on considérera le dcplace-
ment Q' Q" comme la somme de plusienrs autres. I'un menant de
Q a ('un des noeuds de la face contenant Q") un seeond de

k (un noeud de la face contenant Q"), enfin Q(' Q", et cela
de maniére que le trajet Q\ Q\' soit plus court que Q'Q"; en no-
tant que chacun des deux trajets extreines est lui-meme décompo-
sable suivant les arctes du carr¢ qui le contient, on trouve fina-
lement.

INQY) — W) < %p(Q' Q"):+ p(q; a;')+
+ 2<p(Q' Q™)<5¢0(Q’ Q");

c'est la traduction analytique de 1'¢gale continuit¢ envisagée exclu-
sivement sur la tronti¢re de A

Etendons — la maintenant a cette frontiere et a son voisinage.
Les valeurs d'une aux points de £k s'obtiennent par une forme
lincaire, a coefficients positifs et de somme c¢gale a 1,
des valeurs aux points de ek Puisque Fk est etendue aux autres
points de A par interpolation plurilincaire, cette forme d’expression
de Fk snbsiste en tout point de A. D$signons maintenant par Q
un point frontiere, par P un point intérieur infiniment voisin.
Appelons y un cube de centre Q, homothétique a ceux de nos
reseaux: chaque fonction Fk peut se mettre sous la forme Fk-\-F¥k
en appelant F'%k sa partie provenant des noeuds frontieres intcrieurs
ay, et Fk' la partie provenant des noeuds extcrieurs. Nous pou-
vons alors ecrire

W) — Fk(Q) = Ft(P)— + B»"(P) — F\Q)
d'ou
\Fiep) _A(Q\ <I<(P)—A(Q)| + jp;'(P)] 4-

La fonction Fk'(P")—Fk(Q) s'annule sur ek (c. a d. sur
Fensemble des noeuds de ek exterieurs a y), donc la borne supe-
rieure de sa valeur absolue est atteinte sur la partie de la fonction
de A interieure a y. Cela pos$¢, traeons un cube de centre Q et
de cot¢ 2PQ, homothétique a ceux du réseau, et prenons pour y
le cube de coét¢ 2” X 2PQ, homothetique et concentrique du pré-

5
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cddent. Nous aurons, d'apres le lemme |
®P)  1<(1-?)"= max /((?)|
FCQ\ < @ —/)" max ;/(Q)|
PE(P)-P;((?) <5<jp(P(?)
W) - Fk(Q©\<5(p(PQD+ 2(1#pj max [/((?)|

Notons alors que pour une valeur donn6e de mi, p est une fonction
décroissante de P Q. et par suite que .I — p est une fonction crois-
sante. Lions maintenant m a PQ de maniere a avoir par exemple

d'ou

g2m+l <P Q  "2nm

ce qui aura pour effet de faire tendre le c6tdé du cube y vers zobro.
Comme m croit ind6finiment avec l'inverse de PQ, il en résulte
que (1 —p)m est a fortiori une fonction croisante, qui tend vers
zoro avec. PQ, et cela, uniformément dans le champ de toutes les
positions du point Q. On peut donc 6crire finalement

i \Fk(P)-Fk(Q).<g>,(PQ)

(pt etant une fonction croissante qui s'annule avec P Q, ce qui tra
duit analytiqguement !'6gale continuité sur la frontiere de d, etendue
a son voisinage.

Cela poso, si P' et P" sont deux noeuds quelconques de Ek.
nous aurons, en vertu de la propriétdé de monotonie

W) — W) < W' PY)-
Les autres cas se ramonent a celui-la par une ddécomposition du
deplacement P' P™ en deplacements partiels. qui nous conduit
a reprendre un mode de raisonnement fait au début. On trouve
ainsi

\Fk<P")~Fk(P")\<I(pl(P' P")
ce qui traduit 'dgale contiuuité en goneral.

6. Lemme I1ll. Toute fonction continue limite de

la suite des P4(P) satisfait a une oquation foctionnelle
de la forme

(2) P(P) = P)
(3
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ou 2 est la surface d'un octaddre roégulier de centreP
ayant ses diagonales orientdes suivantles directions
principales du réseau, et dont l'ardte est quelconque.
a cete resriction pros: suffisamment petite; la fonc-
tion P) positive, satisfait a la relation

1=v
£

Par ce lemme, nous nous ocartons de la moéthode suivie par
Philipp’s et Wiener. Soit P un sommet d’un de nos reseaux. Con-
sidorons un domaine 47, de centre P, constitu6 par des cubes
du réseau en assemblage octoodrique (c'est-a-dire tel que
le systeme de ces cubes soit inscrit dans un octaedre, disposo
comme l'indique I'6noncd): nous avons représentd ci-contre lassem-
blage de carres qui serait, en goéomotrie piane, l'analogue du pre-

cedent assemblage. En rdsol-
vant dans ces conditions
particuliores le pro-problhme
de Dirichlet, nous pourrons
calculer la valeur de Ft(P)
en fonction des valeurs
prises par cette moéme quan-
titd aux divers sominets de
4™, Nous obtiendrons une
forme lindaire dont <es coef-
ficients sont positifs et ont
une somme ogale a l'unitd.
Fixons notre attention sur
cette ropartition de coeffi-
cients, analogue k une ropartition de masses, et considorons
les polyedres formds pareillement avec les roseaux d'ordre
k-f-1, k 2,..., polyedres qui vont en se dilatant et sont
inscrits dans le méme octaedre. Eu passant a la limite, on
obtient une distribution de masses positives qui correspond
a une loi continuel) sur chaque face de !'octaedre. De la, notre

") Nous n’vons pas obtenu de démonstration simple de ce fait: sa certi-
tude n’est pas douteuBe, cette loi limite est en effet donnze par la derivée nor-
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lemme resulte alors d'une maniere immodiate, grace a la con-
vergence uniforme de la suite partielle vers la fonction limite 4).

7. Lemme 1V. Les fonctions Fk(P')tendent vers une
fonction limite unique.

En effet, admettons un instant I'existence de deux fonctions
limites F(P) et (?(P) pour Ik suite des F~P). Leur différence
serait une solniion de I'6quation (2), qui d'apros les propriotés de
~(d/j P) serait monotone. En outre, elle serait comme F(P) et
¢r(P) continue dans le domaine fermé 4, et enfin s’annulerait sur
le bord." Elle serait donc identiquement nulle.

8. Nous sommes maintenant en mesure d'établir le theoreme
finat: la limite de la suite des fonctions Fk(P) est une fonction
harinonique. En effet, cette fonction limite satisfait k I’equation
fonetionnelle procddente. Or. dans cette Oquation fonctionnelle, on
peut supposer que l'octaedre de centre P est infiniment petit. En
outre, en considdrant la différence

F(P)-f.F(M) IP(M, P) da,,

et la divisant par la quatrifeme puissance de l'ar6te de I'octaedre,
on obtient, a un coefficient numdrique prhs, un operateur coTncidant
avec le laplacien dans le champ des fonctions continues ainsi que leurs
dorivoes des deux premiers ordres Ne sachant pas si F(P) remplit
cette condition, raisonnons directement sur cet oporateur, qui est un
laplacien generalise donnant zero lorsqu'on l'applique a F(P). Cette
fonction est dailleurs continue. En outre, moyennant cette nouvelle
dofinition du laplacien, on montre tres facilement que la formule

®)
entraine, sous la seule hypothese de la continuitd de p

) 1 E=— ijie.

mate aux dirers points de la surface de l'octaedre, de la fonction de Green
dvalude avec lo poéle P. Mais au point vue logigue, il est desirable qu’une
ddmonstration autonome soit dor.nde.

) 1l est clair, gu’en vertu de la continuitd, la meme dquation fonctionnelle
sera encore satisfaite si P n’est pas un noeud d’un de nos réseaux.
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Mais alors, nous trouyons rsunies toutes les conditions requises
pour permettre l'application d’'un important lemme etabli par M. S.
Zarembal) et dont voici 1’Snonce:

Considerons une definition quelconque du laplacien,
telle que (3) entraine (4) sous la seule hypothese de la continuite
de e, telle aussi que si la fonetion dont on prend le laplacien prs-
sente un maximum, on obtienne un rssultat ns$gatif ou nul (condi-
tion immésdiatement remplie). Alors si une fonetion continue
possede un laplacien nul, elle est harmonique.

Il est donc d$montrs que le probleme de Diriehlet, pour un
domaine polycubique 4, posssde une solution et une seule, au sens
classique, c’est-a-dire continue dans ce domaine et sur sa frontisre
et prenant sur cette dernisre des yaleurs donnees. Une premisre
etape est ainsi franchie, et maintenant il va suffire d’oporer un
prolongement fonctionnel pour atteindre le cas gsnsral.

9. Cas d’imposibilit¢ du probleme de Oirichlet au sens
classiqgue. — Avant de procéder a cette extension, il convient
d’'appeler l'attention sur des circonstances singulieres qui se prssen-
tent dss qu'on veut resoudre le probleme de Diriehlet pour des
domaines un peu plus gensrauxque ceux que nous venons d’envi-
sager. L’exemple suivant du a M. Henri Lebesgue (1913) montre
que. m$me pour des domaines relatiyement simples, il n'y aura
pas toujours de solution du problsme de Diriehlet au sens classique.

Sur un segment de droite OA, de longueur 1, repartissons des
masses positives de maniere que la densits en uu point JIf de ce
segment soit mesurse par le méme nombre que la longueur OM.
Les surfaces $quipotentielles V— C qui correspondent a une
valeur de C 1 présentent -en O un rebroussement dont la

* Contribution ii I’etude d’une dquation fonctionnelle de la physique, Kendie.
a Palermo t. 19, ler. sum. 1905. Il serait souhaitable de donner une ddémonstra-
tion de ce lemme independante de I’hypothese de la resolubilite du probleme de
Diriehlet pour un domaine de forme determinde. Voici le principe de raisonnement
de M. Zaremba: soit a une fonetion continue et ii laplacien nul au sens pré-
codent. Dans la region de validite de nos hypotheses, prenons un domaine pour
lequel le probleme de Diriehlet puisse etre résolu: soit v la solution prenant sur
la frontiere de ce domaine les m$mes yaleurs que u. Soit W lintégrale de la
fonetion de Green de ce domaine, dtendue a son volume. Chacune des fonctions
u—vfi-i’w et v— u-j-t2»> a un laplacien (au sens convenu) egal a —tzrt?,
d’oii U'impossibilit¢ d’un minimum dans le domaine. ou nos fonctions sont 0,
quel que soit il. Donc v—us=0
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tangente est A O, tandis que celles qui correspondent a des valeurs
plus petites se dilatent
progressivement et
abandontent daille-
urs le point O des
que C cesse d'Ctre
$gal a 1. La figure
donne une id¢e de
I'ensemble des sur-

faces V= C.
Cela pos¢, consi-
derons un domaine
Q dont la fronticre
aux environs de O est form¢e par la surface V—2, pour prendre
a une certaine distance de O une forme quelconque: pour fixer
les idCes, ce sera par exemple un domaine delimité par la sur-
face V=2 dune part, par une sphére de centre O de lautre
(la figure met en evidence une coupe meridienne de ce domaine).
Choisissons pour valeurs ,/'(Q) sur la frontiére 2 de ce domaine
celles que prend justement le potentiel V sur cette surface: notam

ment, au voisinage de O, nous aurons la valeur V=2

Appliquons maintenant un lemme d'unicitdé de M. Zaremba:

Une fonction F(P), harmonique dans continue
dans & 2— 0 et sannulant sur 2— O est identique-
ment nulle si elle reste borneel)

D’apres ce lemme, le probleme de Dirichlet ne peut admettre
de solution autre que V. Or, non seulement cette fonction ne tend
nullement vers 2 quand on tend vers le point O (elle n'a aucune
valeur limite dc¢termince en ce point), mais méme on peut dire
que sa valeur limite la plus probable est lunite, puisqu’on

*) Soit la borne supdrieure de F(P)| dans O: en chaque point P
interieur a f), \F(P)\ est a la solution du probleme de Dirichlet exterieur,
pour une sphere arbitrairement petite de centre O avec une distribution de va-
leurs egales a en chaque point de cette sphere. D’ou, en appelant e le rayon
de cette sphere

Donc on a rigoureusement F(P) = 0.
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I'obtient en tendant vers O suivant une direction bien dcterminee,
pourvu que cette direction soit distincte de celle du segment por-
tant la distribution.

10. Existence de la solution du probléme de Dirichlet
généralis€. Dans I'exemple précodent, la fonction F(P) qui est
le potentiel de notre segment de droite ne peut constituer, pour
le domaine fi qui a ¢t¢ defini, une Solution du probleme de Di-
richlet au sens classique. Mais, il est tentant de la considérer
comme solution d'un probleme de Dirichlet, a dnonc¢ moins res-
trictif, soit qu'on fasse I'une ou l'autre des remarques suivantes.

1° La fonction V satisfait & toutes les conditions imposces
a la solution du probleme de Dirichlet, sauf en 0O: et cette infrac-
tion a nos exigences est vraiment faible pour que nous puissions,
sans quelque sévorito, refuser a V le titre de solution.

2° 11 est Svidemment possible de trouver une suite xo
maines tendant vers le domaine £?, pour chacun desquels la fron-
tiere Sk serait une surfaee assurant, pour le probleme de Dirichlet
classique relatif a fik une solution et une seule. En prenant proci-
sement sur 2k les valeurs acquises sur cette surfaece par F(P), la
solution serait la fonction F(P) elle-méme. Donc la fonction F(P)
est la limite dune suite de fonctions [ici toutes cgales . F(P)]
qui sont des solutions. Par continuite (au sens de l'analyse fonc-
tionnelle) nous devons donc la consid¢rer elle-méme comme une
solution.

Au fond, nous revenons ici a l'idée initiale du prolongement
fonctionnel. L’expose de ce nuinero et celui du précédent ne sont
d'ailleurs destinés qu'a faciliter la compréhension. Aprés cette
disression. nous allons faire connaitre le thcoréme de M. Norbert
Wiener (B) qui etablit d’une maniere tout a fait génerale I'exis-
tence d’une solution pour le probleme de Dirichlet generalisC¥

«) L’idee d'une fonction harmonique attachce a des valeurs frontieres
f(Q) est tres ancienne Pour quiconque est familier avec ces questions, il apparait
gu’'elle existe en germe dans le momoire de Poincare d’Amer. Journ. of Math.
(1890; esposant sa mdthodo du balayage, et chez les géomctres tels B. Levi et
G. Fubini, qui a la suite des travaux d’Hilbert, se sont occupes du principe
du minimum (roir Rendic. di Palermo, t. 22 et 23). Mais aucun de ces auteurs
n'a etudie cette solution géncralise pour elle-meme. Le premier pas docisif
dans cette voie, dont nous apercevons aujourd’hui I’extreme importance, a ete
magistralement accompli par M. Zaremba, qui a fait connaitre pour la premiere
fois I'expose de ses resultats au Congres de Rome de 1907. Son trarail principal
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On reconnaitra de suite que cette solution est définie au moyen
d'un prolongement fonctionnel par coniinuitd. Notre dSmonstration
sera diffSrente de celle de M. Norbert Wiener: conformdment au
programme que nous avons tracO, elle oOlucidera d'abord le cas ou
les données f(Q) sur 2 sont l'empreinte d'un polynéme sur cet
ensemble, pour passer, par un nouveau prolongement, & des donnees
continues quelconques.

11. Le théor¢éme de Norbert Wiener. Rappelons d'abord
des lemmes fondamentaux, donnes par M. Henri Lebesgue dans son
beau memoire sur le probleme de Dirichlet

10 Etant donn$ un ensemble fermé 2, on peut construire une
fonction continue dans tout l'espace et se réduisant sur 2
& une fonction continue /(Q) [en supposant toujours que 2 est
situ$ tout entier a distance finie].

2° En outre, si 2 est la frontiere d’'un domaine ii, on peut
s'arranger de maniere que la fonction ~(P) soit monotone
& l'intsrieur de ce domaine, c’est-k-dire que dans chaque domaine
fermo intcrieur & ii, la fonction cF(P) ait mome borne supcrieure
dans Fensemble de ce domaine partiel et sur sa frontiere; et aussi,
msme borne inforieure.

Cela pos¢, voici maiutenant 1'6nonc¢ du théoreme de M. Nor-
bert Wiener:

Soit le domaine ouvert ii, a distance finie, de
frontiere 2. Soit /((?) une fonction continue donnce
sur 2. Construisonsune d?(P) continue dans 722—2? et
se réduisant a j\Q) sur 2. Considc¢rons ii comme la
limite dune suite de domaines ii,. ii.*,... se dilatant
progressivement (comme en fournit par exemple, lartifice des
réseaux), et pour chacun desquels le probleme de Di-
richlet possfede une solution au sens classigue (ce qui
justement a lieu dans le cas cite). Calculons cette solution
en prenant pour valeurs sur la frontiere de chaquefit

sur ce sujet est publio dans le Bulletin de 1’Academie des Sciences de Cracovie,
1910. Jusqu’au moment ou M. Norbert Wiener a publie son memoire B. I'expose
precedent de M. Zaremba marguait le stade le plus elevo atteint dans I'etude du
principe de Dirichlet. 11 fait epoque, dans I’histoire de ces questions, au nieme
titre que le mémoire de Poincare sur la methode du balayage, au msme titre
aussi que le memoire de M. Henri Lebesque, de 1907, (voir ci-dessous).

>) Itendic. a Palermo, t. 24, 1907. 2° semestre.
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celies quy prend <F(P). Nous obtenons ainsi unesuite
{PA(P)} de fonctions harmoniques. Cette suite possede
justement une limite, indépendante du choix de </(P)
et des domaines d'approximation: cette limite, ndces-
sairement harmoniquel)estpar dofinition la solution
du probleme de Dirichlet génodralis¢ soit F(P):

Remarguons d'abord que si Fon prend /(()) = 0, l'indépen-
dance de la fonction limite vis a vis du choix de cz\P) et des
domaines approchés est Ovidente: en effet, cf(P) est uniformo-
ment continue, donc a tout e positif, on peut faire correspondre
un rdseau assez resserré pour que dans l'ensemble y des cubes de
ce rdseau contenant des points de on ait cf(P) << e. Puisque les

tendent vers 22, on peut prendre K assez grand pour que soit
enclose dans y. On aura des lors |Pa.(P)|-<e, ce qui o6tablit rigou-
reusement que les Fs tendent vers zero, independamment des
eléments laisses arbitraires.

Il sensuit qu'en goéndral,’ les propriotés limites de la suite
des Fk ne dependent pas de ces eléments, nous pouvons donc
choisir a notre gré6 une <”(P) continue dans 12 -f- et se roduisant
sur S af(Q), ainsi que la suite des X2, pourvu quelle tende
vers 12,

Etudions alors le cas ou <$T(P) est un polynéme. D’apres une
remarque d’Henri Poincare (donnée par lui a loccasion de sa
mothode du balayage) tout polynome peut. dans une region finie
de l'espace, Otre regardd comme la différence de deux polynomes
a laplacien 0. A cause du caractore lindaire du probldme, nous
pouvons nous contenter d'examiner le cas ou il en est ainsi pour
~(P). Alors, on voit immodiatement que les {FK(P)} forment une
suite croissante (et d'ailleurs bornde). Donc, d'apres le thdoréme
d’Harnack, elles tendent (et cela uniformément dans tout Q' into-
rieur a 12) vers une fonction harmonique limite F(P).

*) Nous avons une suite de fonctions harmonigues qui sont manifestement
borndes dans leur ensemble. Or toute familie bornee de fonctions harmonigues
possede l'egale continuite, comme cela rosulte aisoment des proprietes de
Piutegrale de Poisson (resultat signale par Osgood et Montel, notamment, avant
1907). Si donc une suite de fonctions harmonigues a une fonction limite dans D,
cette limite sera ndcessairement continue et atteinte uniformément dans
tout Q' interieur a Q. Prenons Q' spherigue: les FK y sont reprdsentds par
leur integrale de. Poisson. En vertu de la convergence uniforme, il en est de
meme de la fonction limite, gui est donc aussi harmonigue.
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Le theoreme de N. Norbert Wiener est vrai dans le champ
des fonctions <7(P) qui sont des polynémes. En outre, dans le
champ de ces fonctions, !'incgalit¢

() Z(<?)

entraine pour les solutions correspondantes F'(P) et F"(P) du
problfeme de Dirichlet géncralis¢

(6) [F'(P) —F"(P)!<f

et cela en vertu de la possibilit¢ d’associer aux donnees f(Q) =

—f"'(Q) une <AR) monotone (2° lemme de Lebesgue).
De cette remarque, et du theoreme de Weierstrass sur la possi-
bilit¢ dapprocher d'une fonction continue quelconque, dans une
region finie de l'espace, par une suite de polyndémes tendant uni-
form¢ément vers cette fonction, il résulte que le theoreme de M.
Norbert Wiener est complhtement géncral

Remarquons encore que linégalit¢ (5) entrainera toujours
U'in¢galite (6).

12. Propric¢tés de la solution du probléme de Dirichlet
généralis€. Supposons qu'il existe une fonction harmonique dans fi,
continue dans fi -|- 2 et prenant les valeursj\Q) sur 2. Nous pouvons
prendre pour <F(P) cette fonction. Il est clair qu'alors, toutes les
F,,(P) lui sont ¢gales. Donc cette fonction sera manifestement la
solution F(P) du problfeme de Dirichlet géncralisé.

On peut aussi démontrer une propricte d'in¢galit¢:

Soit une fonction <p(P) continue dans fi, possédant en cha-
que point de fi un laplacien négatif ou nul [ce qu'on exprime en
disant que (p(P) est sur-harmonique ou harmonique ¥ et telle
gu'en chaque point Q de sa plus petite limite <p(Q) satisfasse
a la condition
@) <(<?)

En designant toujours par F(P) la solution attachce aux
valeurs f(Q) sur 2, on a

(8) <p(P)>F(P).

* De la il résulte que la valeur de la fonction au centre d'une sphere
surpasse la moyenne de ses valeurs sur la sphere.
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En effet, il est possible, en vertu de !'hypothése (7) de trouver
une ¢N(P) telle que
ep(p;>"(P).

Formons, relativement aux A, la suite de Wiener pour chacune
des fonctions <p et et. Nous aurons

cpk{ P Fk{P).

Or les gk vont en ddcroissant et tendent vers une limite ~4e)(P).
On a donc bien linogalite (8). Nous diréns avec M. Oscar Perron ’)
que <p(P) est une fonction supOdrieure relative aux donnees
frontieres /(Q) si elle est surharmonique (au sens large) et satisfait
a la conditon (7). Le théoréme procddent peut eneore s’énoncer ainsi:

Toute fonction snporieure relative a j\Q) est su-
poOrieure ou Ogale a la solution correspondante du
probleme de Dirichlet gonoéraliso.

Il est superflu d’6noncer la contre partie, relative aux fonc-
tions inforieures de /(<?). Notons maintenant que la différence.

2(P)-P(P)

est surharmonique (sens large et que sa plus petite limite sur la frontiere
est positire ou nulle en chaque point: c’est donc une fonction supo6-
rieure pour la valeur zéro sur le bord. Il est clair qu'on peut former
de telles fonctions qui soient partout inforieures a e positif, il suffit
de prendre un potentiel de masses positives de densitd spatiale
partout inferieure a un i] assez petit. Nous pouvons donc O6noncer
le théoreme suivant, ou théoreme de Perron et Wienerd.

La solution du probl-6me deDirichlet gonodralisé
est la borne infdrieure de toutes les fonctions supo6-
rieures et la borne supdrieure de toutes les fonctions
inforieures relatives aux donnees f(Q).

13 Propositions de premidre et de seconde espoOces. Le
thooreme d’existence de M. Norbert Wiener (n° 11) et le théoreme
de Perron et Wiener sont des propositions valgbles sans restriction
a la gondralité de la frontifere 2. De telles restrictions sont cepen-

') Eine neue Behandlung der erste Randwertanfgabe fur =0 (Math.

Zeitschrifft, vol 18, 1924).
2) Le théoreme a ete etabli par M. Wiener (Z>), a la faveur des concepts

de M. Perron.
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dant indispensables si I'on veut mettre en relation les propriotcs
limites de la solution F(P) du problome de Dirichlet generalise,
lorsque P tend wvers un point Q de avee la fonction /(Q)
donnce sur 2. Cest ce que montre immddiatement I'exemple sui-
vant: supposons que ii soit constitus pas les points interieurs a une
sphere de centre 0, moins ceux qui sont situes sur un certain
segment OA. Une fonction harmonique dans ii, attach$e aux
valeurs_/(Q) sur la sphere et /j(Q) sur OA coincide toujours, quelle
que soit la fonction boritee avec la fonction harmonique
dans toute la sphere et prenant les valeurs f(Q) sur sa surface. Il
ne peut donc exister aucune relation entre les propriotds limites
aux points de OA de cette fonction et les valeurs
L’ensemble des points de OA, qui fait partie de la frontiere du
domaine ii est un ensemble impropre a porter (efiicacement)
des donnees de Dirichlet, ou en abregd, un ensemble impropre.
Nous appellerons propositions de seconde espece celles qui
marquent la dependance entre f(Q) et les propristés limites de la
solution correspondante du probleme de Dirichlet gonoralis¢ sur la

frontiere. Il est clair que ces propositions ne sont valables que
pour les frontieres dsbarrass”s d’ensembles impropres.
14. Ensembles impropres. Capacits. Il s'agit maintenant de

préciser la notion des ensembles impropres. Partons d'un
domaine ii, de frontibre 2, dans les hypotheses gondrales du n° 11.
Soit A un point int¢rieur au domaine ii. Nous pouvons definir, en
vertu du n° 11, la fonction de Green G(A P~), dans un sens gono-
ralise ¥  Considorons les domaines zlI definis par la eondition
G(A,PY*>Z. ou 2 est un nombre positif, lis se dilatent au fur et
a mesure que 2 decroit Il peut arriver que la région  comprenne
a partir d'un certain moment, un sous-ensemble de la frontiere 2, soit
0z qui ne pourra dscroitre lorsqu’on fera decrditre 2. Sur cet ensemble crx,
la fonction G(A, P) ne cesse pas d'6tre harmonique. Designons par o
la limite des ensembles lorsque 2 tend verszero Tout ensemble
ferme <] intérieur a o constitue, par dsfinition, une partie impropre
de la frontibre 2. La fonction de Green y est attachse
indiffcremment aux valeurs O ou G(A, Q), ou encore a tout ensemble

¥) L’existence de cette fonction de Green, au moyen du thdoréme d’Har-
nack, est immediate: c’est m<;me un resultat beaucoup moins cachd que I’existence
de la solution du probleme de Dirichlet gdneralisc. Nous I'avions indigué des
1919, C. E Ac. Sc. Paris, t. 169, p. "63 et suivantes).
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de valenrs intermediaires, et par suite en vertu du caractore lin¢-
aire du probleme, it tout ensemble arbitraire de yaleurs borndes.
Il est donc indiqu¢ de remplacer dans nos raisonnements le do-
maine £2 de frontiere 2 par le domaine ouvert £2 -|- a de frontiere
2 —a

Il faut observer que la notion d’ensemble impropre est une
notion intrinseque: antrement dit, le fait que est une por-
tion impropre de la frontiere 2 n'est nullement special a celle-ei.
En effet, remarquons d’abord que la notion de fonetion de Green
a un sens parfaitement clair, qu’il s’agisse d'un domaine fini ou
d'un domaine infiinil). Cela pose, considerons un domaine infini
ouvert, composd de tous les points de Fespace a I'exclusion des
points de lensemble wu,. La fonetion de Green pour un tel
domaine G(A, P) |[dofinie par !'harmonicit¢, par la présence en A

d’'une singularit¢ ayant pour partie principale ."p, par I'évanouisse-

ment it linfini, et par le fait que la fonetion est attachde a la
valeur zero sur aj surpasse la fonetion de Green de £2. On en
conclut que pour ce nouveau domaine, l'ensemble u, (qui eonstitue
la frontiere tout entiore) est encore un ensemble impropre.

La notion d’ensemble impropre est donc exempte de tout
caractore relatif a une frontiore 2 dont u, serait un sous-ensemble.

15. Nous allons maintenant exprimer, sous forme physique,
la condition nscessaire et suffisante pour qu'un ensemble soit im-
propre. A cet effet, notons d'abord la possibilité de definir la solu-
tion gondralisée du probltone de Diriehlet eoctirieur. Raisonnons, pour
fixer les idces, dans Fespace a trois dimensions. Considérons une
sphére s0 et un ensemble ferme e de points intSrieurs a s0: soit 2
son sous-ensemble frontiere, forme aussi de points intsrieurs a la
sphere. En enlevant de la sphere I'ensemble e nous obtenons un
domaine ouyert. R¢solyons le probleme de Diriehlet pour ce domaine,
avec des yaleurs positiyes (ou nulles) j\Q) sur 2, et la yaleur z6ro
sur la sphfere s0. Dapres le théoréme de M. Norbert Wiener, il
y a une solution et une seule. Faisons maintenant croitre indéfini-

’) L’existence de cette fonetion de Green au moyen du theorerne d’Har-
nack, estimmdédiate: c'est m$me un resultat beaucoup moins cachd que I’existence
de la solution du probleme de Diriehlet gsnoralisc. Nous I'avions indiqud des
1919, C. R. Ac. Sc. Paris, t. 169, p. 763 et suivantes),
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ment le rayon de la sphere: la valeur en chaque point P de la
solution procedente va en ddocroissant. Nous aurons donc, d'apres
le theoréme d’Harnack, une fonction harmonigue limite ~(P); cette
fonction s'évanouit a ’infini, pour la raison suiyante: soit
CW le maximum de F(P) sur la sphere s0 initiale, la fonction
harmonigue gui prend la valeur 57? sur cette sphhre et la valeur
zero sur une sphere concentrigue extérieure de rayon R tend lors-

gue R croit iuddfiniment vers la fonction qui estSvanescente

a linfini. Donc la moéme propridte appartient a fortiori a F(P) ¥
La solution du probleme de Dirichlet extorieur est donc obtenue
dans le cas particulier ou Fon a /(<2)s>0. Pour passer a une dis-
tribution continue quelconque /(<2), il suffit alors de savoir traiter
le cas particulier oii /(Q)= 1, leguel rentre justement dans celui
que nous venons de traiter.

Ce cas particulier correspond au problhme gonsralis¢ de la
distribution de !’Clectricite en Cauilibre sur la fontiere 2? de I'en-
semble fermo e (supposé bon cénducteur). Pour que l'ensemble 2
soit impropre, il faut et il suffit que le potentiel qui rosout ce
problbme gc¢neralise soit identiguement nul. Ceci ne peut avoir
lieu que si 2 =, c'est-a-dire, si l'ensemble fermd e ne contient pas
de points intorieurs. Ce n'est la d'ailleurs, gn’'une condition néces-
saire, comme on le voit en remarguant qu’il existe une distribution
de l'électricitd, correspondant a un potentiel d'dquilibre non nul, sur
un disgue circulaire

16. Pour traduire la condition noécessaire et suffisante d’im-
propriote d'un ensemble, nous allons définir d’nne maniére goénodrale
la notion de capacitd Olectrostatique dont M. Norbert
Wiener (B) a inauguré¢ l'emploi dans des guestions analogues.
Toutefois, nous adopterons une ddéfinition un peu différente (bien
quau fond equivalente). Ici encore, nous aurons recours il 'idde
du prolongement fonctionnel. Soit d’abord un systfeme de conduc-
teurs pour leguel le probleme de Robin (recherche de l'Slectricito en
Oauilibre, avec le potentiel 1 pour chague conducteur) est résoluble
au sens classigue. Dc¢signons par p la densit¢ Olectrostatigue en

") Il est clair que ce meme raisonnement s'applique dans les espaces a plus
de trois dimensions. En revanche, il cesse d’etre valable en géomotrie piane, parce
que la solution fondamentale —logr n’est plus dvanescente a linfini.
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chaque point. Le potentiel d'¢quilibre est encore

Qm

MP
l'intdgration ctant Stendue a l'ensemble des surfaces estOrieures des
conducteurs. Ce r$sultat n'est applicable que moyennant des hypo-
theses precises sur ces surfaces (par exemple, le fait qu’elles sont
a courbures bornses). En roalitd, ceci n'est pas genant, en vertu
de la possibilit¢ d'approcher, au moyen de telles surfaces, de tout
ensemble 2. La capacit¢ clectrostatique de 2 sera par
dsfinition

C=Ilim / e™)dolf = lim (capacit¢ de 2k)
K=00,) K-00

Sr

en désignant par 2K un systéme d'un nombre fini de surfaces
fermces (conductrices), tel que la région exterieure a 2S comprenne
au moins tous les points de la région exterieure a 2K _X. Dans ces
conditions, on a nccessairement entre les distributions en c¢quilibre
sur ces surfaces la relation

En effet, le potentiel FK(P) a pour partie principale, lorsque P
seloigne ind¢finiment d’'un point fixe O

oT

De inéme, la partie principale de FA-_JP) s’exprime par un rapport
analogue. Or, d’'une part, la difference FA-_,(P)— FA-(P) est partout

0, d'autre part, si nous supposons que 2R n'a aucun point com-
mun avec 2K }, il est facile de voir que FA-_t— VK est non nul et

') Par esemple, prenons deux spheres concentrigues, de rayons R et R"

Rocznik Polskiego Tow. matematvcznedqo. 6
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relation qui exprime que les capacitds successives des 2K vont en
décroissant. Comme elles sont positives, la limite que nous avons
dosignde par C existe, et nous pourrons dosornais, considorer
comme acquise la notion de capacitd de tout ensemble frontiere

(ferme).

17. Nous sommes maintenant en mesure d’6tablir le théorfeme
suivant:

Pour gu'un ensemble soit impropre, il faut et il

suffit que sa capacitd soit nulle.

La condition est nocessaire: en effet, soit o un ensemble im-
propre; enserrons-le de plus en plus Otroitement par une suite de
frontidres SK pour lesguelles le probleme de la distribution dlectro-
statique soit rosoluble au sens classigue, au moyen d’'une couche
de densite ¢/ ' Soit P un point fixe de !espace, extorieur a tous
les 2K (pour K= Ko La suite des { tend vers zéro. Il en
est donc de mome de la suite des capacités des SK. Donc par

dofinition, la capacité de o est nulle.
Rociproguement, si la capacitd de o est nulle, la suite des

capacitos des tend vers zéro donc les potentiels ®) ten-
dent vers zoro. L’ensemble o est donc impropre (C. Q. F. D.).
Le tbcoreme procddent est fondamental. 1l inontre que les

ensembles de capacitd nulle jouent, dans le problhme de Dirichlet,
le meme role que les ensembles de mesure nulle dans le probleme
de lintogration, en ce sens que dans l'un et l'autre probleme, les
donnees portees par de tels ensembles peuvent Otre arbitrairement
altérees sans que la solution s’en trouve modifie (en maintenant
ces donndes borndes). En outre notre exposé montre comment la
notion de capacitd s'introduit d’'une manidre naturelle dans ces

questions.
18. Théoréme de seconde espoce concernant la fonction
de Green. Il existe une fonction G(A,P) et une seule,

telle que la différence j-p — G(A, P) soit harmonique

dans 12, et telle que laplus petite limite de G(A,P) en
chaque point Q de la frontidre 2, supposde roduite
(exempte d’ensembles impropres) soit nulle. Cette fonction
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est precis¢ment la fonction de Green du probleme
de Dirichlet generaliac.

En effet, montrons d’abord que la fonction de Green G(A, P)
jouit bien de la propriets limite en question, Puisque est debar-
rassce d'ensembles impropres, le domaine ouvert defini
par lindgalit¢ (?(J, P)=2 (> 0) ne contiendra jamais de points
de 2, Dailleurs ce domaine est dolimite par une surface analytique,
qui est reguliere sauf sur un certain systeme de points ou d’aretes
distribuses sur 2. Sa fonction de Green est donc G(A, P) — 2.
Lorsgue 2 tend vers zoro. le domaine tend en se dilatant vers
un domaine forme de points de Q dont la fonction de Green est
6r("4, P) et dont la frontiere est formie de points exclus de tous
les Ce domaine ouvert limite est nocessairement fi, car s'il
etait plus restreint, il aurait une fonction de Green diffcrente
de G(A, P)l). Donc chaque point Q de 2 est limite de points tels
que G(A, P) soit égale a une quantitd arbitrairement petite e. On a
donc bien

G(A, Q) =0

Demontrons maintenant la proposition dunicite. Posons

Jp-G(A,P) = H(AP).

Tout revient a montrer qu’il existe dans fi une seule fonction
harmonique H(A, P) telle que Fon ait

9) H\A,QO\=~—
en chaque point Q de la frontiere 2 Supposons qu'il existe une
autre fonction harmonique IP(A. P) remplissant la meme condition.

1
La fonction H(A,P) est attachee aux valeurs Donc, en vertu

d’une proposition etablie au n° 12, nous avons
H(A,P)™ H\A, P)

*) Ce fait est analogue au suivant: soit la portion de l'espace extorieure
a une sphere, meme tres petite: je puis calculer la fonction de Green. Jajoute
cette sphere au domaine, de maniere a retrouver tout l'espace. La fonction de
Green s’accroit.

6
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d'oii
G(A' P)*G'(A,P).

Donc l'ensemble des points du domaine £2 ou lI'on a G'{A, P)>me
contient le domaine ouvert Ae et par suite tend vers £2 lorsque e
tend vers zero. Sa fonction de Green G'(A,P)—e tend donc
necessairement vers G(A, P). Donc

G'(A,P)= G(A, P) (C. Q. F. D).

Remargues. 1. Nous avons fait ici etat d'une proposition
non etablie explicitement, relatwe aux domaines dont la fronti&re
est une surface analytigue en ses points intorieurs a £2 prosentant
certaines singularit.es réparties sur 2. Pour un dortiaine de cette
espece, on peut $Svidemment choisir des domaines approchss dont
la frontiere coincide avec celle du domaine lui-méme, sauf au
voisinage des pointes ou arétes qui seront Ovitdes par des rondelles
ou bandelettes de raccord. La fonction de Green goncralisee est
alors caractérisCe par ses proprietds habituelles et par la pro-
pridt¢ limite de s'annuler surlafrontibre du domaine,
sauf peut-Ctre aux points singuliers de celle-ci. Cela
s'etablit sans difficultdé (voyez P’ mai et juin 1924), aussi bien
gu’un theoreme analogue relatif, dans les momes conditions, a la
solution du problfeme de Dirichlet. C'est grace a ce théoreme que
nous avons pu affirmer que la fonction de Green de 4, est
G@4,pP)—z

Il. Si la frontiere 2 est débarrassse d’ensembles impropres,
il est clair que tous ses points ne peuvent appartenir a la fron-
tiere de

19. Nous completerons le th¢orome du numoro 18 en Atablis-
sant maintenant la proposition suivante:

Soit une suite de points {PA} tendant vers le
point Q de 2 (exempte d’ensembles impropres), pour laguelle
la suite des yaleurs (G(A,PK)} tend vers zéro. Il en sera
encore ainsi si. conservant la suite des points PA on
substitue au pointa tout autre point A' (appartenant
aussi a 12).

En effet soit M nn point pouvant occuper i Fintérieur du
domaine £2 une position quelconque. La suite des {G(M. PK)} est
une suite de fonctions harmonigues du point Jf, qui partout dans £2,
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sont 0. Or quand M est confondu avec A, le ternie generat
de cette suite tend vers zcéro. Donc la moyenne des valeurs des

PA)} a l'intérieur d’'une sphore de centre A¥ tend vers zero.
On en dcéduit aiscment que la suite (¢r(df, PA)} tend vers zero pour
toute position de M, intCrieure & cette sphfere?) puis en etendant
ce resultat de proche pn proche, pour toute position de ce point
a liuterieur de ii. (C. Q. F. D).

20. Résolution du probleme de Dirichlet pour I'équation
AU = ip(P). Soit le domaine ii, de frontiere 2 et soit f(Q) une
distribution continue de valeurs sur 2. Puisgue nous avons defini
pour le probleme de Dirichlet, relatif a I'équation AU—O0, la so-
lution gcneralisCe attacliee aux valeurs f(Q) sur 2, il nous suffit,
pour I'¢quation AU—ty(P), de dcfinir la solution attacbce a la
valeur zero sur 2. Mais il est clair que cette solution se presente
comme le prolongement fonctionnel par continuit¢ de la solution
du msme probleme lorsque eelui ci est rosoluble au sens classique.
Son expression est donc nécessairement

G(M,P) dssignant la fonction de Green du probleme de Dirichlet
generalis$ pour le domaine ii.

Supposons maintenant que la frontiere 2 soit debarrassee d'en-
sembles impropres. Alors d'aprés la proposition du n° 19. on peut
a chaque point Q, associer une suite de points {PK} tendant vers Q
et telle que {G(M, P)} tende vers zero quelque soit le point M Il
s'ensuit que lintégrale précedente tendra aussi vers zero. Donc, si
la frontiere est debarrassée des ensembles impropres, la valeur
zero est, en chaque point Q, I'une des valeurs limites pour la solu-
tion du probleme de Dirichlet relative a AU—tp et attachtie a la
valeur zero sur 2. Si la fonction est partout 0. alors la
valeur zero est la plus petite limite de cette solutiou.

Rcciproquement, moyennant !’hypothdse tp 0,
il nexiste qu'une solution de

') Nous prenons ici le théoreme de la moyenne, relatif aus fonctions har-
monigues, non sous la forme de Gauss (invariance d’une fonction harmonique
par une mediation sur la surface d’nne sphere, mais sous la forme de M. Zaremba
(iuvariance par mediation dans son volume),

') Eu effet, la suite des G(M, Ps) possede I’egale continuitd
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AU =ip

dont la plus petite limite en ehaque point de 2 soit
nulle: cest Fintégrale procodente.

En effet, dcsignons la valeur de cette intégrale par U(P) et
admettons un instant l'existence d'une autre solution F(P) telle
gu’on ait. en chaque point Q de 2.

Comme U(P) est attachee a la valeur zéro, il en résulte que Fon
a U(p) F(P). Soit e un nombre positif tendant vers zsro. Consi-
dsrons le domaine ouvert De dc¢fini par la condition U(P)*>e
Pour ce domaine, la solution de AU— <p, attachee a la valeur zero
sur le bord estjustement U(P) —s. De meme, pour le domaine D'
dtsfini par F(P) = e, la solution du ms$me probleme sera V(P)—=.
Or, tout point de De appartient a D'. Quand e tend vers zero, De
tend vers fi. U en est donc de meme de et par suite, la fonc-
tion F(P)—e tend vers U(P), et Fon a bien U(P) = V(P).

21. Application aux propriet¢s limites de la solution du
probleme de Diriehlet pour AU—O0. Nous allons restreiudre un
instant la g¢ndralits du champ fonctionnel j\Q} en considsrant
seulement celles de ses fonctions qui sont Fempreinte sur N d'une
fonetion <*(P) continue dans fi-|-2, ayant en chaque point
de fi un laplacien et telle que Fintégrale

ait un sens. Moyennant ces hypotheses, la solution du probleme
de Diriehlet gondralise pour I'é6quation et pour les yaleurs
particulieres j(Q) considsrées sera donnse par la formule

F(P) = <F(P) + G(M,P) d(Ou,
fi
qui s'¢tablit en passant par Fintermcdiaire des domaines fiK et fai-
sant croitre K iudefiniment. On en deduit immaddiatement les th¢-
oremes suivants, qui en outre des hypothhses preccdentes, suppo-
sent toujours gne 2 soit ddbarrassée d’ensembles impropres:
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1° A ehaque point Q de 2, on peut toujours faire corres-
pondre une suite de points {PA} faisant tendre la solution F(P)
vers f(Q). Les suites possedant cette propriotdé sont indépendantes
du choix de f(Q~) dans notre champ fonctionnel restreint, car ce
sont celles qui assurent a G(M, P) la valeur limite zoro.

2° Si la fonction AF est toujours 0, alors/((?) sera en
chaque point Q de 2 la plus grande limite de &(P) De la reci-
proque etablie a la fin du n° 20, il résulte de plus que cette pro-
priete limite determine entierement F(P). On a des theoremes
anologues en supposant d 0 et en remplaeant plus grande
limite par plus petite limite.

De ces deux groupes de propositions, nous allons maintenant
montrer que le premier est complfetement genéral, dans le champ
des fonctions /(V) continues sur J?. Avec precision, soit une
suite de points {PK} tendant vers le point Q et pour
laquellelafonction de Green tend vers zoéro. Je dis que
pour cette.suite de points, les valeurs de la solution
F(P)duproblémedeDirichletgonoralisétendentvers/(()).
En effet, soit et(P) une fonction continue dans ii et se redui
sant a /(Q) sur 2. Approchons uniformément de <A(P) dans ii 2
par une suite de polynomes {<*(P)}. Nous aurons dvidemment

i —/1(Q)I<I*(™) — F(PII + I X)) —Ft(Q) |+
+1Z2(<?) _AQ) |,

ou fi désigne les valeurs prises par ¢z sur A P" la solution corres-
pondante du problfeme de Dirichlet goéncralise. Je dis qu'a tout e
positif. on peut faire correspondre un entier Ko tel que linegalito
K"> K,, entraine J(PA) Pour le montrer, utilisons
U'inc¢galitd précedente. Commeneons par dcéterminer i de manifere que
Fon ait dans £2 —

~"P)_~P)I<
d’ou
1(Q)-1:(Q) <3

et par suite
F.(P) — EP) < |

quel que soit P dans ii -i- 2. Les deux termes extremes du second
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membre de notre indgalité ¢tant ainsi rendus moindres que

valeur numorique de i se trouvant fixee, nous pouvons, (d’apres le
theoreme etabli pour un champ foncticmnel restreint), choisir K
assez grand pour que le terme du milieu \It(Ps)— /i(Q)| devienne

moindre Le theoreme est donc etabli

22. Points régullers points irrsguliers. On appelle points
roguliers!) les points Q de 2 ou la solution F(P) du pro-
bleme de Dirichlet géneralis¢ tend vers /'(Q) lorsque P tend d'une
maniere quelconque vers le point Q. Les points Q, oh les proprietos
limites de la suite des F(PK) [en appelant toujours {PK} une suite
de points tendant vers sont lices au choix de la suite des PK
sont appeiés points irroguliers.

Nous venons d'¢tablir que toute suite {PK} faisant tendre la
fonction de Green vers zo6ro fait tendre la solution F(P) vers f(Q).
Nous pouvons donc 6noncer le théoreme suivant:

Pour gqu'un point Q de S soit rogulier, il faut et
il suffit que la fonction de Green G(A,P) tende ver»
z¢ro lorsque Ptend d'une maniere quelconque vers
le point Q2).

D’apres la proposition du n° 19, le choix de A est dailleurs
indiffcrent.

23. Caractfcre local de la notion de point régulier et cri-
tfcres de régularits. Nous venons de faire connaitre un critére
de regularité, qui ult¢rieurement, nous sera tres utile. Toutefois son
enonce ne met pas en Ovidence, d'une maniore immcdiate, ce fait
que le caractore regulier dun point de la frontiere
est une proprioté purement locale.

Il est facile d’enoncer un nouveau critere mettant cette pro-
pricte en evidence:

Pour qu'un point Qo de N soit rogulier, il faut et
il suffit quon puisse trouver, dans la portion 12pde Q
intérieure a une sphere de centre Qv et de rayon p

) Cette dénomination a e'te introduite par M. Henri Lebesgue dans son
bel article des C. R. de I’Ac. des Sciences de Paris (tome 178, p. 349, 21 jan-
vier 1924) que nous appellerons ultdrieurement mémoire G.

’) Nous avons fait connaitre pour la premiero fois ce thdoremc dane notre
note aux C. R. de I’Ac. des Sciences de Paris du 23 inars 1924.
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une fonction harmonique /f(P) qui soit positive ou
nulle (mais non =0) dans et qui tende vers zoéro
lorsque le point P tend vers Qo suivadt une loi arbi-
traire ).

Il nous suffit de montrer que la condition est suffisante, sa
necessitd rosultant immodiatement des proprietes de G(A, P).

Considerons la fonction H(P)™O qui tend vers z6ro avec la
distance PQO0. Soit toujours F(P) la fonction harmonique attachoe
aux valeurs /(Q). A tout e positif, nous pouyons faire correspondre
un p positif, tel quen appelant 2p la portion de X intdrieure a la
spliore de rayon p, de centre Qo, on puisse trouver sur 2 une
nouvelle fonction continue /i(Q) remplissant les conditions sui-
vantes:

1° On a, sur 2 — 22

A(Q) = AQ):
2° sur 2,
1i(Q) = /(Q0);
3° sur 2]
Soit Ft(P) la fonction harmonigue attachGe a Nous
aurons:

F(P) — KQt) = F(P} — F} (P) + F"P) — f(QJ)

et par suite
\F(P) — /((?0} <e + — /(<20) |

Or la fonction Ft(P) —/(<?0) est attachoe a la yaleur z6ro
sur 2p et reste bornde sur la portion o de la sphore de rayon p
intérieure a £2. Pour montrer qu'elle peut Otre rendue arbitraire-
ment petite, en moéme temps que la distance PQO, il suffit donc
d’établir le résultat suivant:

Chaque fonction harmonique O dans atta-
choée a la yaleur zoéro sur 2p, et au plus 6gale a | sur
l'aire a (portion de la sphore de rayon p intorieure it tend

vers zoro lorsque Ptend vers Qo, dans les conditions
indiquoes.

1) Cette forme de critére est celle que nous avons donnee des nos premie-
res recherches sur ce sujet E,PJ. Voir dans G une forme tres voisine due
a M. Lebesgue.
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En effet, considerons H”"P). Enlevons du domaine sphdrique a
un voisinage de sa frontiere daire <<e X 47tp2. Soit oj le mini-
mum (non nul) de H(P) dans le domaine restant. En wvertu du
tlieoréme de la moyenne de Gauss et d'inegalités Ovidentes, la
fonction

>

surpasse en ehaque point de fip. toute fonction harmonique attachee
a la valeur zero sur 2p et au plus ogale a l'unitdé sur a Notre
dernier ¢noncd en rosulte. (C. Q. F. D.).

Il est ainsi etabli que le caractere régulier ou irrégulier d'un
point de la frontiere est purement local. En outre, cette dernidre
démonstration est autonome et entraine le theoreme du n° 22, qui
se trouve ainsi ¢tabli par une autre mdthode.

Notons eneore que, dans l'enonco du critére qui vient dAtre
Etabli, on pourrait avec M. Lebesgue ((?) remplaeer I’hypothbse de
I'existence d'une H(P) harmonique O par celle d’'une H(P) sur-
harmonique O tendant aussi vers zero en Qo.

24. Comparaison des fronti&res: régularit¢ ou irrégularits
a fortiori. D'aprés ce que nous venons de voir, pour chercher
si Qo est rcgulier, on considbre la solution attachee aux valeurs
0 sur 2 et 1 sur 2, harmonique dans fi , soit #(P)’), et on
s'assure que H(P) tend vers zero quand P tend d’une manifere
quelconque vers Qo: sinon, la plus grande limite de H"P) est un
nombre positif et Qo est irrsgulier.

Les indgalites usuelles relatives aux fonctions harmoniques
fournissent imms$diatement la remarque suivante:

Soient deux domaines fi et fi' dont les frontieres
2 et 2' admettent un point commun Q,. Supposons
qu'il existe une longueur pl telle que pour le
domaine partiel fi' soit forind exclusivement avec
des points du domaine partiel fip. Alors, si Q est
régulier pour 2', il l'est aussi pour 2; si Qo est irr6-
gulier pour 2, il I'est pour 2"

*) Les vuleurs auxquelles nous attachons ne forment pas une suite conti-
nne sur Mais la fonction est la forme superieure des fonctions
harmoniques attachees a la valeur 0 sur 2p et | sur a. Du théoréme d’Har-

nack, il résulte que cette borne est harrnonique.
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Ce fait, tres important, et d'ailleurs connu de M. H. Lebes-
gue des le d¢but de ses recberebes, nous permettra de dccider de
la nature des divers points de la frontiere, en procedant par com-
paraison, de meme qu'on decide de la convergence ou de la diver-
gence d'une sommation (sc¢rie ou integrale) a ¢ldments positifs, en
la comparant a une sommation analogue, associee Olements par
eloments a la premiere, lorsqu’il existe entre deux eldments corres-
pondants une indgalitS convenable, de sens constant.

Mais il y a la plns qu’une analogie. M. Norbert Wiener
a montré (C) que la regularité ou lirrogularitd sont solidaires de
la divergence ou de la convergenee d’une sorie dont nous indique-
rons la loi de formation (w°44). Nous avons indigtié simultanément
un procedo de diserimination d’'une grande goéneralits, qui se ramcne
aussi a decider si une certaine sommation converge ou diverge.
(n° 38 et suivants).

Mais dans la grande majorit¢ des cas, pour reconnaitre la rogu-
larit¢ il, suffit d’une propriste tres simple que nous allons maintenaut
etablir.

25. Une propriot¢ des points irréguliers. La propriété que
nous allons faire conuaitre est une condition ndcessaire, mais non
suffisante pour lirregularit¢ d’un point Qo de S.

Pour qu'un point Qo de S soit irrsgulier, il faut
que lon ait

(10)

a dosignant Faire du domaine ouvert constitu¢, sur
la surface de la sphore de centre et de rayon q
par les points appartenant & Q.

En effet, supposons que la relation (10) n’ait pas lieu: il est
alors possible de trouver une suite dccroissante {pA} de valeurs
de p tendant vers zsro, pour laquelle on aurait constamment

(11) anek =<8

0 ddsignant un nombre fixe moindre que I'unit6. Considorons la
fonction H(P), attachee a la valeur 1 sur a, et a la valeur O sur Spi.
Des inogalités classiques sur les fonctions harmoniques et de I'hy-
pothese (10). il rosulte gne la plus grande limite au point
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de H(P) est 0. Ddésignons-la par h, En remplagant la premiero
sphere par celle de rang K, et en prenant K suffisamment grand,
on voit que cette plus grande limite est au plus celle d'une nou-
velle fonction harmonique attachee aux valeurs O sur et h-]-e

sur la quantit¢ e Ctant arbitrairement petite. Or, en vertu de
la méme inegalit¢ (11), cette plus grande limite est moindre
que O(h -f-e). Or ceci est incompatible avec le fait que la plus
grande limite est h, saufsi h — 0, hypothése que nous avons rejetce.
Donc la relation (10) est bien une condition nccessaire d'irrc-
gularit¢.

26. Le thc¢orfeme précédent appelle un corollaire: soit une
fonction harmonique H(P) positive ou nulle dans £?, attachce a la
valeur zero sur 2p, et soit h sa limite supCrieure en Qo. Supposons
ici que S soit une frontiére reduite, c'est-a-dire sans ensembles
impropres. Alors. en chaque point de Sp, la plus petite limite de
*H(P) est zéro. Considcrons les surfaces

H(P) = a

ou a est une constante positive moindre que h Alors I'une d'elles
est la frontiere du domaine ouvert defini par H(P) = a, et il est
clair que cette frontiere posséde au point Qo un point irrégulier,
témoign¢ par la fonction harmonique H(P) — a. Appelons a® l'aire
du domaine ouvert comprenant sur la sphere de rayon g les points
ou H(P") surpasse a. D'aprhs le théoreme prcccdent, le rapport

(2

tend vers 1, et cela quelle que soit la diftérence h— a. Dotl le
corollaire en question:

En un point irrécgulier Q ou la plus grande
limite de la fonction H(P) preccdenteest h, la moyenne

des valeurs de #t-P), surle domaine ouvert constituc¢
par les points de £2 situ¢s sur une sphere de rayon e,
tend vers h quand g tend vers zc¢ro.
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A fortori ce théorome est-il vrai si la point irrégulier Qo
est pris sur une partie de la frontiére 2 qui soit un ensemble im-
propre. Dans ce cas, la fonetion H est harmonigue au point Qo,
et le thdoréme precodent se roduit au théorome de la moyenne de
Gauss ¥

En résumo, on peut dire quen un point irrégulier Qo, la
valeur limite privilégiee d’une fonetion JP.P) = 0 et harmonique
dans Q, attachee a la valeur zdéro aux environs de Qo, est juste-
ment la limite superieure de H(P) en Qo Pour qu'elle soit exclu-
sive, il faut et il suffit, d'aprés le thoorome du w° 21, que le voisi-
nage de Qo sur l'ensemble 2 soit impropre.

27. Détermination univoque de P (P) par liaisons entre ses
yaleurs limites et les donnees sur 2. Ce théoréme est une pro-
position de premio6re espece: pour qu'il soit vrai, il n'est pas uoces-
saire d'avoir prealablement débarrassé 2 des ensembles impropres
qui pourraient en faire partie. Voici notre 6énonco:

Soit un domaine Q de frontidre 2 et soit donnde
la fonetion continue A\Q) sur 2. Il existe une fonetion
et une seule P(P), harmonigue et bornee dans et
telle que e positif 6tant arbitrairement donnd, len-
semble des points Q de 2 ou quelque valeur limite
de f(P) est extcrieure a linter valle [/((?) — e, f(Q) 4~¢]
soit de capacite nulle: cette fonetion F(P) est justement la
solution du probléme de Diriehlet gonoraliso.

Il 'y a dans cet 6noucd deux parties:

1° Une affirmation d’existence;

2° Une affirmation d' unicito;

Nous montrerons dabord que la premiere est logitime, en
faisant voir que la solution du probleme de Diriehlet gonéralisé
possdde bien les propriétés requises. Puis, nous justifierons la
seconde.

1° Affirmation d’existence. Considérons d'abord le cas ou f(Q)
est U'empreinte d'un polynéme cf(P), sur 2. La solution du pro-
blome de Diriehlet gonoralisd est alors donnde par

C2M, P) dw,,.
o Q

’) On vorifie par la que toute section d'un ensemble impropre par une
sphere doit avoir une aire nulle.
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Nous sommes ramends a Otablir que l'ensemble fermé Er des
points pour lesquels on a

lim
e
est de capacitd nulle, quel que soit 77

Soit A une position particuliere de M dans £2: sur E , la
limite suporieure de G(A, P) reste supdrieure & un nombre posi-
tif 17, non nul. Sinon, il existerait une suite de points Q de E*
pour lesquels cette limite suporieure tendrait vers zéro. Cette suite
etant infinie admettrait au moins un point limite qui appartien-
drait a E” (celui-ci étant ferm0); en ce point limite, 6r(yl, P) aurait
une valeur limite et une seule, zéro. Donc ce point serait rogulier,
et a ce titre, ne pourrait, contrairement h notre hypothdse, appar-
teuir a E .

Il est donc acquis que, sur E, la plus grande limite de
G(A,P") est partout au moins dgale a non nul. Posons le pro-
blome de Dirichlet (exterieur)]) en prenant E* comme ensemble
frontiere. En etudiant ce probleme, nous allons arriver a cette con-
clusion que la capacito de E” est nulle.

Soit G'(A, P) la fonction de Green du probleme de Dirichlet
extorieur pour l'ensemble frontiéore E . Le nouveau domaine con-
tient a son interieur tout point du domaine 12: il y a donc eu
accroissement du domaine. Tous les points de P sont donc a for-
tiori irroéguliers (n° 24). En outre, dans 12, G'(A,P) est G(A. P).
Donc, en chaque point Q de E”, on a aussi

lim G'(A,

Considérons alors le domaine Av contenant tous les points P
pour lesquels on a
G'(A,P\>Vi-
La frontiere de comprend tous les points de Er/ Dos lors,

I’ensemble P est ndcessairement impropre: sinon, en supprimant
sa partie impropre il resterait un ensemble P”, frontiere roduite

') Nous admettons ici qu'il est logitime de poser le probleme de Dirichlet
extdrieur pour la totalité de l’ensemble E”. Cela sera justifid ulterieurement.



95

d’'un domaine d0 admettant pour fonction de Green G'(A, P). Le
domaine dri serait intorieur a (mais non formd de la totalitd
de ses points) et cependant tout point de la frontibre de 40 appar-
tiendrait a 4,. Cela est imposible, en vertu de la remarque Il
du n° i8.

Remarque. S'il n'otait pas possible de poser le probleme de
Dirichlet ext,6rieur pour E”, c’est que cet ensemble comprendrait
au moins un continu externe (plus d'autres points enclos par ce
dernier). En posant le probleme de Dirichlet exterieur pour ce
continu externe, on yerrait, par le raisonnement procodent, que sa
capacitd doit 6tre nulle, ce qui est impossible, puisqu'il y a au
moins une sphore enclose.

Soit maintenant j\Q) une fonction continue quelcon-
que. Prenons une <7A(P) continue dans ii-f-E. roduile a A\Q)
sur 2. On peut alors trouver une suite de polynomes ~(P), ten-
dant uniformément vers <*(P) dans ii  E. Nous aurons une suite
correspondante de fonctions /A-(0) sur 2 et une suite de fonctions
harmoniques Fg(P) attachdes aux /ff(O. Cela pose, donnons-nous
un e positif. Nous avons

MNF (P)-Fx(P)\ +
+ |PK(P)__/r(<2)| + IA(<2)-Al2)]
par suite, si nous prenons les {PK} tendant vers Q, nous aurons
pour les yaleurs limites eventuelles des divers termes une relation
d’inogalité analogue. Cela pos6, commeneons par choisir K de ma-
niere 0, avoir
I~ (P)-W|<=|

d'oii

Pour que |F(P) /(<2)| admette quelque yaleur limite surpassant e.
il faudra que [BP) — A(O| admette quelque yaleur limite sur-

passant g—ce qui ne peut ayoir lieu, en vertu de la premiere

partie du raisonnement, que sur un ensemble de capacité nulle.

U est donc complétement démontre que la solution du pro-
blome de Dirichlet gondralisé, telle que M. Norbert Wiener |a
definie, satisfait aux conditions de 1’enonco.
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29. 2° Affirmation d'unicite. Admettons qu’il existe une se-
conde solution F'(P). Soit 2' l'ensemble des points de 2 pour
lesquels [J1Z(P) — P(P)| admet quelgne valeur limite surpassant e.
Nous pouvons enclore 2' dans un domaine polycubique (obtenu
a l'aide d'un roseau) dont la surfaee a ait une capacitd infiniment
petite. Soit 2, la portion de 2 qui ne contient aucun point inte-
rieur aux conducteurs dolimités par a. Une fonction harmonique
attachee a la valeur zero sur 2j et a la valeur 1 sur la partie
de a infSrieure a il est au plus egale a la solution du probléme
de Dirichlet extérieur donnant le potentiel unitaire d'equilibre
oOlectriqgue sur a. On peut toujours, en disposant du voisinage
de 2 — 2, et de a, s'arranger de manidére a rendre une telle fonc-

£
tion harmonique inférieure a la quantito en appelant e)lc le

maximum de |/(<2)|] sur 2. Des lors en chaque point de 2,, la
limite sups$rieure de \F'(P)  F(P) estau plus e. Donc F'(P) — F(P)
est la somme d’une fonction harmonique infsrieuro en valeur abso-
lue a e et d'une seconde, inférieure en valeur absolue a

jh max’
On a donc finalement
£'(/>) —F(P)|<2s
£ stant arbitrairement petit. D’ou

F'(P) = F(P) (C. Q. F. D).

30. Toute frontiore rsduite est I'ensemble dsrivs de celui
de ses points rsguliers. Considérons un ensemble impropre.
Tous ses points sont irroguliers. Inversement, soit un ensemble
ferm¢ dont tout point est irrégulier. Posons le problome de Di
richlet exterieur pour cet ensemble. Alors, la fonction de Green
G(A, P.) possede en chaque point une limite supSrieure surpassant
un nombre positif fixe En vertu d'un raisonnement du w° 27,
on en dsduit que l'ensemble en question est de capacite nulle.

Soit alors 2 wune frontiere réduite, c'est-a-dire debarrassse
d’ensembles impropres. Soit <2( un point irrogulier de 2. Appelons
comme procodemment 2p 'ensemble ferme constitue par les points
de 2 dont la distance a Qn ne surpasse pas p. Si petit que soit p,
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cet ensemble ne peut se composer exclusivement de points irré-
guliers, sinon il serait impropre et la frontiere ii ne serait pas
réduite. Donc tout point irrogulier est necessairement
limite de points roguliers. Il s'ensuit qu’une frontiere réduite
est toujours Fensemble dorivd de ses pjoints réguliers.

Ainsi que nous I'avons fait remarquer en commeneant, la fron-
tiere d’'un domaine tout entier a distauce finie comprend toujours
un continu externe; la capacitdé de ce continu est uon nulle, puis-
qulil y a au moins une sphdre enclose par lui. On peut ajouter
que ce continu externe appartiendra tout entier fi la frontiere
réduite du domaine, c’est-a-dire ddbarrassee d’ensembles impropres,
car d'apros les raisonnements présentés au m° 14, un ensemble im-
propre a est toujours limite d’une suite d’ensembles analogues
sans point commun avec le continu externe.

31. Nouvelle forme de critére de rogularit¢, doduite de
la transformation de Lord Kelvin. Pour qu'un point Q de 1
soit irrogulier, il faut et il suffit que la fonction de Green 6r(A ,P)
ne tende pas vers zoro lorsgue P tend vers Q. Ainsi que nous
l'avons vu, il s'agit la d’une proprioté iudépendante du choix de A
dans £2. Soit cp(Af) Ja plus grande limite de C?Az P) lorsque P
tend vers Q. D’apres le w® 26, si nous docrivons de Q comme
centre une sphere de rayon p infiniment petit, et si nous appe-
lons a Fensemble des points de £2 situds sur cette sphdre, lintograle

I ="~FG(M,P)dsP
a

tend procisément vers cp(df) lorsque p tend vers zéro. Considérons
une suite docroissante {pA} de valeurs de p tendant vers zero, les
intdgrales {IK} correspondantes sont des fonctions harmoniques
de M, borndes dans toute region fermode de £2 -|- ii ne contenant
pas le point Q. Donc ces fonctions sont 6galement continues dans
tout £2' intérieur a £2, et puisqu’elles admettent une fonction limite

cette fonction est ndcessairement barmonique. En outre, en
supposant que la frontiere E soit roduite, la plus petite limite
de G (JI, P) lorsque M tend vers quelque point ii est zoro pour
chaque point P. Donc, en chaque point Q. la plus petite limite
de est aussi zoro. La fonction ¢ Otant 0 est par suite
attachoe a la valeur zéro sur ii, et comme elle n'est pas identi-

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 7
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quement nulle, il est impossible qu’elle reste born¢e au voisinage
de Q. Drailleurs, on a nécessairement

< |
\\/

Ainsi, pour qu'un point Q soit irr ogulier, il faut
et il suffit qu’il existe une fonction harmonique cp(3f)
non nulle dans 12, attachde a la valeur zéro sur S, et
devenant infinie en (Q, mais de maniere & rester

momedre (ﬂue 1

Faisons maintenant une inversion, en prenant precisément
pour pole le point Q. Au domaine 12 correspond un nouveau do-
maine 12' dont la frontiére S' est I’ensemble inverse de 2: 12' et 2
s'étendent i l'infini. De la fonction harmonique y(M) dans 12, on
ddduit par la transformation de Lord Kelvin dans 12 une nou-
velle fonction harmonique attachce a la valeur zéro
sur S' et restant bornde a Fintdrieur de 12. Si le point
Q est irrogulier, il doit exister une telle fonction, non identique-
ment nulle. Nous dirons que le domaine 12' est un domaine eicep-
tionnel. Au contraire, si le point Q est rogulier, toute
fonction harmonique attachce a la valeur zéro sur 2
et bornde dans 12'sera dece faitidentiquement nulle:
nous dirons que 12' est un domaine normall).

La propri¢td des point irréguliers ¢tablie au n° 25 nous donne
immodiatement le thGoreme suivant:

Pour que le domaine 12' soit exceptionnel, il faut
que Fon ait

. S

lim antin = 1
s designant l'aire formoée par les points de 12' situos
sur une sphere de centre fixe arbitraire et de rayon
fiinfinimentgrand.

') Dans nos rechercheB, la distinction des domaines infinis en domaines
normaus et domaines esceptionnels a precedd toute etude systematique des cas
d’impossibilité du probleme de Dirichlet au sens classigue. Voir C. K. Ac.
Sc. Paris, t. 169 (1919) p. 763 et t. 178 (1924) p. 1054.
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De la, on déduit qu’etant donn¢ un domaine exceptionnel, il
est impossible de le subdiviser en domaines partiels qui soient tous
exceptionnels: si I'on a en tout n domaines divisionnaires, n—1
au moins seront normaux. Par suite, dans un domaine exeeptionnel,
chaque fonction harmonique et bornee, s’annulant sur la frontiere
(ou mieux attach¢e a la valeur zero sur la frontiere) conserve dans
tout ce domaine un signe constant (sinon, on pourrait operer la
subdivision de 12' en domgines qui seraient tous exceptionnels
contrairement a la remarque qui prfecede). D$sormais, nous consi-
dererons donc une fonction harmonique et bornee, constamment
positive 1). Soit sa borne superieure. Nous allons prouver qu’en
fixant OW) on dotermine entiérement cette fonction.

Pour cela, désignons par K(P) une fonction remplissant, dans 12',
I’ensemble des eonditions prcécédentes. Quel que soit le nombre
positif e, le domaine infini form6 par les points de 12' ou Fon a

sn-z <v(P)

est un domaine exceptionnel, comme en temoigne la fonction har-
monique bornee
K(P) — (CW—s)

qui s'annule sur la frontiere de ce domaine. Nous retrouvons ici
T'amorce d'un raisomment analogue a eelui du n° 26. Ce raisonne-
ment nous améne a cette conelusion que le rapport

(ou lintegrale est etendue a l'aire s de la sphére de centre fixe
quelconque et de rayon R, précedeinment envisagée) tend vers OU
lorsque R croit indefiniment. Ainsi, aU est la valeur limite
probable de V\P) lorsque P s'eloigne indefiniment. Ddés lors,
s'il existait une seconde fonction F, (P) remplissant les mdmes
eonditions que V(P), la fonction P,(P) — V\P) serait une fonction
harmonique bornee dans 12, attachee a la valeur zero sur L', et
dont la valeur limite probable (definie par la precedente operation

’) Les rosultats precedents nous permettaient d’admettre d’emblde que ces
eonditions sont rdalisees simultandment. Mais il est interessant de faire observer
gu’elles constituent un systeme surabondant
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de moyenne) serait nulle. Donc la borne superieure de F~P)— P"(P)|
serait nulle, ce qui exige Fj(P)=F(P).

32 Interprétation physique des domaines exceptionnels.
Emplissons l'ensemble compl¢mentaire de £2' de matiere conductrice
de Felectricitd. Si £2' est un domaine exceptionnel, il existe une
fonetion F(P) positive et harmonique dans £2, admettant I'unite
comme limite superieure dans ce domaine, et attachee a la valeur
zero sur 2'. On en eonclut que la fonetion 1 — F jouit des pro-
priétos suivantes:

Ic Elle est harmonique est positive dans £2'

2° Sg limite inferieure est zero: cette limite est aussi celle
vers laquelle tend la moyenne des yaleurs prises sur une sphere
de rayon infiniment grand par la fonetion consideroe;

3° Elle est attachee a la valeur 1 sur L'

La fonetion 1 — F apparait donc comme le potentiel d'une
couche en equilibre sur l'ensemble 2' qui délimite un systeme de
conducteurs (ensemble coinplémentaire de £2') s’etendant a linfini.
Le potentiel est fini et c’est la une circonstance remarquable, car
elle ne se produit pas toujours. Par exemple, considérons le pro-
bleme de I'oquilibre electrique sur un cylindre de revolution de
rayon a. Le potentiel est celui de masses uniformement reparties
sur l'axe du cylindre. Dans Fespace a trois dimensions, il est donc
infini. Designons par A un point quelconque situ6 sur la surface
du cylindre, par P un point situé a l'exterieur du cylindre, par a
et 5 les distances de ces points a l'axe du cylindre, et considorons
l'integrale

etendue a la surface du cylindre: cest une fonetion harmonique
du point P, sannulant sur la surface du cylindre, et restant cons-
tamment positive dans la region extOrieure au cylindre. Cette int6-
grale exprime la différence de potentiel entre A et P: elle est
finie, alors que le potentiel en chacun de ces points est infini.
D'nne maniere generale, considérons nn systeme de conduc-
teurs s'etendant a linfini, soit 2' la frontiore de cet ensemble.
Supposons que dans le domaine complementaire £2, on ait pu
doterminer une fonetion £7(P), harmonique et positive, attachee
a la yaleur zero sur 2'. Nous pourrons considerer, par definition,
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qu'elle correspond a un etat dequilitre electrique sur nos conduc-
teurs, etat dans lequel la difference de potentiel qui existe entre
un point P du domaine complementaire £2' et un point de 21' est
preciscment egale a f7(P).

Pour qu'un tel etat d'equilibre soit unique, il faut que la fonction
t7(P), harmonique et positive dans £2', et a.ttachee a la valeur zero sur 21’
soit determinee a un facteur constant pres. Il faut donc se placer
dans les conditions ou le principe des singularites positives de
Picard est vrai. Ceci va nous amener a dire quelques mots de ce
principe. Mais auparavant, resumons notre conclusion sous la forme
suivante:

Considerons fensemble des fonctions harmoni-
ques et positives dans £2, qui sont attachees a la
valeur zoro sur 2'. Pour que le domaine £2' soit un
domaine exceptionnel, il faut et il suffit que 'une de
ces fonctions soit borndée (et alors, toute autre lui est pro-
portionnelle).

En langage physique, la recherche de I'equilibre electrique sur
les conducteurs emplissant le complomentaire de £2' coincide avec
celle des fonctions precedentes, qui definissent chacune un etat
d’equilibre particulier pour lequel elles expriment la difference du
potentiel en P et du potentiel sur 21. Pour que £2' soit un domaine
exceptionnel, il faut que ce potentiel soit borne.

33. Indications sur le principe des singularitds positives
de Picard. Dans tous les raisonneinents ultérieurs, nous suppo-
serons pour simplifier qu'il n’est question que de frontiéres reduites.

Reprenons un domaine Q tout entier a distance finie, de
frontidre 21. Considerons un domaine c form¢é de points de £2, et
dont la frontifere ait en commun avec 2l un certain ensemble a.
Nous dirons que a est d’'un seul ten ant sur 2 si en appelant co§
le domaine partiel de co constitue par les points de ce dernier dont
la plus courte distance a 21 est <5, le domaine coj est connexe
quel que soit 5.

Etant donné un sous-ensemble o d’un seul tenant de 2. il
existe une fonction harmonigue et une seule dans £2, attachee a la
valeur zero sur 2—a et a la valeur un sur a. Clest la limite
suporieure des fonctions harmoniques attachees aux fonctions /< Q\ ¢ >nti-
nues, qui sont nulles sur 21 —a et qui sont 1 sur a. Soit a)P(<))
cette fonction: M. Norbert Wiener I'a introduite le premier (B). sous
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le nom de poids de l'ensemble a. Cest une fonction additive
de a, et il est facile de montrer que grace a cette fonction d’en-
semble, on peut exprimer la solution du probleme de Dirichlet
gonoralisd par l'integrale de Stieltjies I):

Considérons maintenant une suite d'ensembles {ai}: telle que
chacun deux contienne les suivants et telle que les diametres des
tendent vers zero. Alors la suite des poids successifs tend vers zero.
Toutefois, les considerations les pius familiferes sur les infiniment
petits posent ausitot la question de savoir, si K etant infiniment
grand, le poids infiniment petit ojp(at) peut o6quivaloir a une quantite
de la forme ¢ fllp, en dosignant par sA- un infiniment petit indo-
pendant du point P, et par lip une fonction harmonique du point P,
bien déterminde (fonction de Picard).

Nous admettons ici que ce rosultat est vrai dans des condi-
tions tres larges ou encore que si une fonction harmonique lip dans Q
est attachde a la valeur zéro sur S, exeeption faite du point Qo
(au voisinage duquel elle n'est pas bornee), enfin si elle est de
signe eonstant, elle est doterminde a un facteur constant pres. Nous
avons indique ailleurs (P) la signification de ce principe et les cas
d’exception qu’il comporte; mais nous admettrons quil ne sen

prosente pas ici. vu que le rapport , enyisagé au n° 25 tend

a
4npa
vers 1.

Dans l'application du principe procédent, le cas ou le point Qo
appartiendrait simultaneinent a plusieurs ensembles d'un seul tenant
de la frontiere, ayant des yoisinages distincts dans £2, appelle la
preeaution suivante: on devra préciser pour lequel de ces yoisi-
nages la fonctiou lip ne reste pas bornee. C'est seulement a cette
condition que le principe de Picard est vrai: c'est pour le voisi-
nage considéré, qu'on definira donc < (sur la sphére de rayon p)
et cest le ¢ ainsi obtenu qui sera suppose oquiyalent a #np

Si maintenant nous faisons une inyersion de centre <20. nous
obtenons un domaine £2' dont le point a linfini est un point

¥} C ci s'appliquerait meme si la frontiere 3 n’etait pas reduite: le poids
d’'un ensemble de capacitd nulle est 6videmment nul.
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frontiere: les branches infinies de notre domaine corespondent
justement aus ensembles d'un seul tenant dont il vient d'6tre ques-
tion ou mieux aux voisinages de ces ensembles. Une seule de ces
branches nous intoresse pratiquement, c'est la branche d’irrégularito
orentuelle, c’est-h-dire celle qui, moyennant les notations du «0 31,
nous donne une section sphorique (de rayon infiniment grand)
d'aire s oquivalente a 4tzR2 En dofinitive, chercher si £1' est
exceptionnel revient finalement a chercher si la fonction de Pi-
card, relative a la branche d'irrogularitd Oventuelle, est bornde)).

Nous allons maintenant faire eonnaitre le principe d’'une
mothode permettant de distinguer, par comparaison avec des do-
maines ddja ddterminds, ceux qu'il s'agit d'étudier, pour ddcider
s'ils sont normaux ou exceptionnels

Auparavant, il sera utile de faire quelques remarques rela-
tives aux ensembles de capacitd nulle.

34. Quelques propric¢tes des ensembles de capacitd nulle.
Pour qu'un ensemble soit de capacitdé nulle, il faut et
il suffit qu'en répartissant sur cet ensemble des mas-
ses positives, de maniere que chaque sous-ensemble
non vide du premier et non extorieur a une sphere
quelconque contienne une masse totale non nulle, la
limite superieure du potentiel en chaque point de
cet ensemble soit -|- °°-

La condition est nocessaire. En effet, soit un ensemble de
capacitd nulle, pourvu d'une répartition de inasses positives, con-
forntdment a nos hypotheses. Un point de cet ensemble oh la li-
mite supodrieure du potentiel est finie est nocessairement situd
a linterieur d’une sphore telle que la mome propriétd ait lieu en
ehaque point de fensemble non extdrieur a cette sphere. Isolons
cette partie de fensemble?): elle porte une masse non nulle. On
peut d'ailleurs s'arranger de maniere que la limite supdrieure du
potentiel sur ce sous-ensemble ne surpasse pas un nombre positif
fixe h. Considérons le probléme de Dirichlet extorieur, pour notre
sous-ensemble, avec la valeur h en chaque point de celui-ci Sa

i) Dans le probleme initial, cela revient a chercher si cette fonction cofn-
cide bien avec la limite Buperieure 11(M) de la fonction de Green lors-
que P tend vers Qo.

») Nous faisons abstraction des autres piasses, ce qui ne peut que dimi-
nuer le potentiel.
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solution serait certainement non nulle et surpasserait le potentiel
procodent. Mais alors, la capacitdé serait uon nulle contrairement
a l'’hypothese.

La condition est suffisante. En effet, si elle est remplie, les
surfaces o6quipotentielles V=X ddlimitent des domaines (dofinis
par V = X) qui se contractent lorsque C croit de maniere a tendre
vers l'ensemble. Posons le problhme de Dirichlet extérieur, pour le
complementaire du domaine V'<; X, avec la valeur 1 sur V—X
Le potentiel d'6quilibreest . Donc la capacitd des conducteurs
est le quotient par X de la somme des masses réparties sur l'en-
semble potentiant: elle est infiniment petiteavec % Donc, la capacit6
de l'ensemble potentiant est uulle.

35. Indopendantement de notre objet actuel, il est intoressant
de signaler chemin faisant la proposition suiyante.

Si une fonction est harmonique dans une cer-
taine région ouver'te 5, sauf peut-etre sur un certain
ensemble fermd E de points intdrieurs a cette region
si cette fonction est bornee dans R et si E est de capa-
cite nulle, la fonction en question est harmonique
dans R.

En effet, il suffit de demontrer ce rdésultat en supposant
que R soit l'espace entier et que la fonction proposée s’evanouisse
a linfini. En appelant 6>K la borne supoérieure de la valeur absolue
de la fonction sur E, il est clair que cette fonction ne ddpasse
pas en valeur absolue la solution du probleme de Dirichlet exto-
rieur avec la valeur &/1 sur E. Or celle-ci est identiguement nulle
puisque E est de capacitdé nulle. Donc, dans ce cas, la fonction se
roduit bien a zéro. Donc, dans tous les autres cas, elle se reduit
a la somme d'un potentiel de simple couche et d'un potentiel de
double couche otendus a une surfaee de la rdgion R englobant
l'ensemble E (C. Q. F. D.).

36. Une classe d’ensembles de capacité nulle. Un en-
semble fermd E est toujoursdecapacitd nulle, quand
on peut y ropartir des masses, de maniere que chaq ue
sphdére de rayon p infiniment petit, ayant son centre
en quelque point fixe de E. contienne a son intorieur
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une masse totale dont le guotient par p"~ (dans le cas
ou l'espace a n dimensions) ne tende pas vers zero.

En effet, soit Q un point de E. De Q comme centre, tragons
une suite de spheres de rayons

PO Pi = e = P>

qui tendent vers zero. Soit pf la somme des masses fixses en des
points dont la distance p au point Q satisfait aux conditions

B p<dpK-
Le potentiel en Q surpassera la somme de la serie de terme generat

[J-a-

Par hypothese, on peut choisir la suite de maniere que
I'expression
Fa —+ Ha--i + ¢+

K-1

reste supCrieure a un nombre fixe a. Alors le reste de la sorie
ci-dessus, a savoir

P i PMH

surpasse a fortiori a. La s$rie est donc divergente (C. Q. F. D.).

On déduit immsdiatement de ce théorfeme la cons$quence
suivante: soit dans l'espace a n dimensions lieu du point §%,...,1,)
une yariéts p fois etendue, ddfinie par n oOquations

(z=1,2,...,n)

ou jt sont des fonctions a nombres derives bornés. Si p~"Zn—-2,
la varictd precodente est un ensemble de capaeitd nulle.

En particulier, dans l'espace a trois dimensions, les lignes
rectifiables sont de capacité nulle. Par contre, nous savons que
cette proprist¢ n'a pas lieu pour les surfaces.

37. 1l importe de remarquer que le theoreme préccdent peut
stre appliqué dans des conditions tres varides. Pour le montrer, nous
considererons une classe tres familiere d’ensembles parfaits discontinus.

Soit d’abord un segment de droite, de longueur ¢gale a l'unite.
Enlevons de ce segment un autre de menie milieu et de lon-
gueur X« 1). U nous reste deux segments, sur chacun desquels
nous repetons, a une similitude prdés, la mSme opsration: nous
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aurons alors quatre segments, nous recommeneons sur chacun d’eux,
et ainsi de suite indefiniment. Soit EK l'ensemble finat, c’est-a-dire
celui qui subsiste A la suite indsfinie des ablations prec$dentes.
On peut dcfinir, sur une repartition uniforme de masses posi-
tives, de somme egale H. A cet eflet, il sufiit, a chaque subdi-
vision d'un segment, d’affecter la moiti6 de la masse qu'il porte
a chacun des deux segments partiels auxquels il donnge naissance.
Apres m opoérations, nous aurons ainsi 2“ segments, portant chacun

1
la masse Chacun de ces segments a pour longueur

Ainsi, en faisant tendre p vers z¢ro par yaleurs de la forme

la masse intCrieure a une sphere de rayon p, ayant son centre en
quelque point de E\, sera un infiniment petit d’ordre infinitésimal

L2

Cet ordre constitue ce qu'on peut appeler le nombre
dimensionnel de 'ensemble E\¥ Il est maintenant facile en
partant d’'un rectangle, d'un paralldlipipede, ou d’'une maniere génA
rale, d’'un domaine rectangulaire a p dimensions de dofinir des en-
sembles projetds sur chaque ar¢te du domaine suivant

des ensembles E”, E\t,. - E\> semblables au précédent. Sur un

tel ensemble, on peut aussi dsfinir une répartition uniforme de
masses, et on est conduit. pour le nombre dimensionnel, a une valeur
qui est la somme des nombres dimensionnels deA\,, A\a _ Ey , soit

L2
+ +
L 2
1-A.

) La m$me notion a et<$ prosentee sous une forme ditierente par F. Hans-
dorf, Math Ann. 1918. Voir aussi notre article: diinension, d¢tendue, den-
site, C. R. Ac. Sc. Paris, t. 180, p. 245. L’application de notions de ce genre
a l'6tude du probleme de Dirichlet nous a dtd suggere¢ par un remarquable
esemple de M O. D. Kellogg: An example in potential theory (Proc. Amei. Ac.
Sc. vol 58, juin 1923). L’autcur montre que le probleme plan de Dirichlet est rogu-
lierement rdsoluble le long d'une frontiere du type ci-dessus, pour la valeur 2—1.
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En vertu du théoréme precddent lorsque cette somme sera au
plus 6gale a n — 2, nous obtiendrons un ensemble de capacite nulle.

37. Obtention de points irréguliers. Considorons une ropar-
tition de masses positives sur un ensemble E de capacité nulle
s'6tendant a l'infini. Nous dirons que cet ensemble remplit la con-
dition C si la sommation qui permet d'6valuer la différence de
potentiel entre deux pointsest absolument eon ve rgente. On peut
alors dofinir les surfaces eouipotentielles: chacune de ces surfaces
coustitue la frontiere d'un domaine, et d'un seul, qui s'étend
a U'infini et qui ne comprend aucun point de E. Soit £20 ce do-
maine pour la surface V= Fo. Nous avons E, — VE = — 00’ Soit P
un point intérieur a £20. La difforence VP — Ko est une fonetion
harmonique, positive dans £20, s'annulant sur la frontiére de ce
domaine. Cela posé, pour que £20 soit un domaine exceptionnel, il
faut et il suffit que la difforence VP— Fo soit bornde dans le
domaine £20, ou encore que la sommation donnant le poten-
tiel total de la rdépartitiou précodente sur l'ensemble
E soit conyergentel).

39. Cette remarque simple permet d'abord de donner des
exemples varies de domaines dont la frontiere admet un point
donnd pour point irrégulier. Dans Fespace a trois dimensions, on
prendra une courbe Ou un systeme de courbes portant une ropar-
tition de masses positives dont le potentiel soit convergent. Il suf
fira de transformer une surface o6quipoteutielle par inversiou pour
obtenir une frontiere possddant un point irrégulier au pdle.

Par exemple, on peut prendre sur un céne une courbe par-
tant d'un point et s'éloignant indéfiniment du sommet, de maniore
a dessiner une spirale. En dotant cette courbe d’une ropartition
continue de masses positives dont le potentiel soit convergent, nous
en doduirons par inversion une frontiere présentant une varioté
assez curieuse de point irrogulier. Voici un autre exemple: d’un
point fixe O comine centre, docrivons une sirite de sphoéres, avec
les rayons respectifs 1,2,3, _ K,... Prenons sur chacune d’elles
une circonference de grand cercie, les direetions des plans de ees
cercles dtant ainsi dotermindes: ces plans passent par une mome
droite, rencontrant, la piemiere sphere en deux points A et B

’) I)’apres le tlieoremo ¢THarnack, si cette propriétd a lieu en un point,
elle aura lieu en tout autre point.
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qui sont les extromites de tous les cercles homothstiques des pro-
cSdents par rapport a O et situes sur cette sphere. Les deux pre-
miers plans sont a angle droit. Les deux suivants sont leurs bissec-
teurs. Les suivauts sont les bissecteurs de tous les dibdres ainsi for-
mes. et ainsi indefiniment. Cela poso, sur la demi droite OA et sur
ce systbme de cercles, répartissons des masses, dans les conditions
suivantes:

1° chacun des cercles portera une rcpartition uniforme,

soit la densit¢ qui correspond a la circonference de rang K.

Le potentiel en O qui correspond a ce cercie sera prscisement

1 /’KdQ __ 2z
K —K
0
Donc la somme des potentiels de ces cercles converge en O:
elle converge donc en tout autre point.

2° La denii-droite OA portera une densitd egale a _ | \py

Dans ces conditions, nous aurons un potentiel total fini. 1l est
clair qu'une surface S$quipotentielle sera ici la frontiere d’un do-
maine exceptionnel, frontiere présentant des points arbitrairement
eloignés de O dans toutes les directions possibles issues de ce
point. En transformant cette figure par inversion on obtient un
exemple de point irregulier, que fait bien comprendre la comple-
xitd qu’'on peut alteindre en pareille matiere, et qui justifie sura-
bondamment le soin que nous avons apporte a nos raisonnement.s.

40. Notons encore gqu’il est d'autant plus facile dobte-
nir des points irroguliers que le nombre de dimen-
sions de l'espace est plus grand. En eflet dans l'espace a n
dimensions, la solution ¢lémentaire est

lorsque n croit, la rapidité avec laquelle cette solution tend vers
zero devient de plus en plus marquce, et cette circonstance favo-
rise naturellement la convergence des sommations dont nous avons
parl¢. Par exemple, dans l'espace a trois dimensions, la région
extérieure a un cylindre de révolution estundomaine normal; a partir
de quatre dimensions, elle devient un domaine exceptionnel.
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Profitons de cette occasion pour rappeler. dans le cas de deux
dimensions, une condition de rsgularit¢ tres generale, donnce par
M. Henri Lebesgue dans son mcémoire des Rendic 1907: il suffit
qgu'un cercie suffisamment petit de centre Q rencontre la frontiere.
Il va sans dire qu'il faut modifier, dans ce cas, la definition des
domaines exceptionnels: un domaine exceptionnel est alors un do-
maine infini capable d'une fonction harmonique non nulle, s’annu-
lant sur sa frontiere et dont la croissance soit astreinte a une
insgalit¢ de la forme

O designant quelque point fixe.

41 Obtention de critsres de rcgularit¢. Pour doduire de
la remargue du n° 35 des critores de régularité, il est indispensable
de faire quelque hypothbse sur la forme de la frontiere au voisi-
nage du point Q ctudi$. Les circonstances les plus variees peuvent
se produire. Citons notainment les suivantes;

1° La portion du domaine avoisinant le point Q est exto-
rieure a un ensemble infini de sphoro'ides (6u d’ensembles plus
complexes d'un seul tenant) admettant le point Q pour point
limite. On peut aussi considorer le cas oii ces spheroides (ou au
moins certains d'entre eux) seraient aplatis et se réduiraient a des
disques.

2° La frontiere du domaine (2, au voisinage du point Q est
continue. Il peut alors arriyer que le complementaire de £2 admette
des points formant une aire sur toute sphére de centre Q\ il peut
arriver aussi que ce complimentaire aux enyirons du point Q soit
reduit a la frontiere £ elle-meme.

3° On peut avoir des circonstances plus complexes mettant
simulranément en jeu toutes les particularités que nous venons
de decrive.

Les hypotheses les plus simples sont celles du 2°. Si nous les
transposons aux domaines infinis, nous serons conduits a chercher
les domaines normaux dont le complementaire posséde une branche
infinie en tube ou une branche infinie en ruban. Dans
les deux cas, ce complementaire est continu au dela d’'une certaine
sphere. Le premier cas sera celui oh l'ensemble des points de ce
compl$émentaire situes sur cette sphere forme constamment une
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aire, le seeond sera celui ou cet ensemble se réduit a la trace sur
la sphere de la frontiere du domaine o6tudic,

42. Cas d’'une branche infinie en tube. Un domaine in-
fini est uormal lorsque son compldmentaire possede
une branche infinie en tube telle qu'on puisse tracer,
dans lintérieur du tube, a partir d'un certain point A,
une ligne L telle que Fon ait simultandment

AM |log Ru|= K (JM)™+a

J M P\logral divergente

en ddsignant par M un point courant de L, par
rl sa distance minima a la paroi du tube, par Ru le
rayon dune sphere de centre M dont l'enveloppe
englobe la branche infinie dont il vient dotre
guestion.

Pour justifler ce critere, il suffit de montrer qu’on peut
ropartir sur L des masses positives de maniere a satisfaire ii la
condition C, masses dont le potentiel total sera divergent, une sur-
face equipotentielle ¢tant intérieure a la branche infinie en tube,
qui sera dosignée par B. Prenons prscisSment la densite

1

La différence de potentiel en P. et P, est donnde par lintégrale

'C|i°érJ i!:'\zB ME]

en vertu de la premiere condition de l’enonce, cette integrale est
absolument convergente, et par suite, la condition C est remplie.
Cela pos6, considorons une surface equipotentielle trOB voisine de L.
En appelant 5 la longueur de la normale abaissée d'un point de
cette surface sur la ligne L, par M le pied de cette normale,
nous aurons:

p» ilog BJ = (1 H-eJA
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ou eneore

ou el designe, dapres les propriotés asymptotiques connues d’un
potentiel de lignel), une quantité qui tend vers zo6ro lorsque h
croit inddfiniment. Mais alors, il est Otabli quon peut enserrer
la ligne L aussi 6troitement qu'on le veut par une surface Oqui-
potentielle, laissant a son extorieur un domaine normal contenant
tous les points de celui dont il faut ddeider. Le resultat est donc
otabli.
Inversement, on pourrait affirmer que le domaine extorieur
a la branche B est exceptionnel, si avec les momes notations,
I'intégrale
r dAM
J MP\R>gRM
Otait convergente
Dans le cas ou la branche B est de rdvolution et oii sa
meridienr.e se rapproche constamment de son asymptote, on peut

prendre Ru=rM. Le domaine extOrieur a B est alors exceptionnel
ou normal suivant que l’intégrale

dz
MP\logrM

diverge ou converge, z doésignant l'abscisse de M sur l'axe de
rovolution et rM le rayon du paralldle de cote z.

43. Cas d’une branche inflnie en ruban. On peut justifier
un critere analogue a celui du nuntéro prdécéddent, la ligne L etant
maintenant tracoe sur le ruban et r dosignant la distance minima
d’'un point M de cette ligne aux bords du ruban.

La domonstration complote nous amonerait a dovelopper des
calculs un peu ponibles. Nous nous bornerons a remarquer que le
cas procodent a pu etre rosolu par la connaissance approchoe de
la distribution d’6quilibre Olectrique sur une sorte de surface canal
branchee sur L, Cette surface est un assemblage de solides, qui
pris a part, sont analogues a des cylindres droits tros allongés et

* Bien entendu, 1'6tude de ne peut etre negligbe, nous ne la suppri-
mons ici que pour Odviter des longueurs. Cette 6tude amene a supposer que la
courbure de L reste linie.
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soumis a une dsformation, les influences mutuelles de ces cylin-
dres etant peu apprsciables. Le cas d’'une branche en ruban se do-
duit du procodent en substituant aux cylindres deformes des
regles plates d$formses. Du probleme, facile a traiter directement.
de I'équilibre sur une regle pigte indo6finie, on déduit alors une
solution approchee du ms$me probleme sur un ruban indo6fini dont
la largeur diminue indefiniment.

44, Condition ndécessaire et suffisante de régularit¢ de
M. Norbert Wiener (C). M. Norbert Wiener a tiré des conclusions
analogues d’une belle condition necessaire et suffisante de regula-
ritd qu'il a obtenue grace a la notion de capacit¢. Soit Q un point
de la frontiere 2 du domaine £2. Soit la capacitdé de !’ensemble
des points extorieurs a £2 et dont la distance a Q est comprise
entre les limites XA et ', en appelant A une quantité inferieure
a 1. Alors, dans l'espace & n dimensions, le point Q est irrégulier
ou rsgulier suivant que la s€rie de terme generat

Y

vV
converge ou diverge. Nous renverrons pour la demonstration au
momoire (C) de I'éminent gdomotre.

Nota.

L’expos¢ qui précede est une partie importante d'un cours
profess¢ a I'Université de Cracovie pendant le premier trimestre
de l'annee scolaire 1925—26. Nous ne voulons pas le terminer
sans adresser nos plus affectueux remerciments a M. le Professeur
Zaremba, aux Professeurs de l'lnstitut Mathematique de Cracovie,
et a leurs Oleves, pour l'accueil si empressé que nous avons trouve
pres d’eux.

Cracovie, le 10 décembre 1920.
G. Bouligand.



Sur les series semi-convergentes.
Par

F. Leja.

Soient
(1) 2a,, San. s,,=U0U dgaaB §,—=aj4-...-(-dn
deux scries semi-convergentes a termes réels. Je dirai que les series

2 <= << o0 + <,

forment un couple derive du couple de series (1) si la suite

des indices vx, ue difffere de la suite 1, 2,... que par l'ordre
des termes.

Les series (1) seront dites ind¢épendantes si, quels que soient
les quatre nombres iuU5Si' et il existe un couple dérivo (2)

tel que u et v soient les limites inférieure et supdrieure de o, et
fi* et v celles de ', Dans le cas, ou 0,—>s et o'—>s', le couple
des nombres (s, s') sera dit somme du couple des séries (1).

Le but de cette note est d'examiner les conditions
d'indspendance de deux series semi-convergentes et de montrer
que, si ces series ne sont pas independantes, 1° les deux
s¢ries dun couple dcérivé quelconque sont toujours
en mfime temps convergentes ouenmdmetemps diver-
gentes et 2° toutes leurs sommes (s, s') remplissent une
droite dc¢terminee du plan )

Cette question est intimement lide avec celle de savoir si une
sOrie semi-convergente a termes imaginaires 2 (a, + *an) peut chan-
ger sa somme lorsqu’on change l'ordre de ses termes. Ce probleme

') Dans le cas de l'indépendance, les sommes (s, s') remplissent 6videmment
le plan tout entiei.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 8
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a 6to résolu par M.Steinitz ») et ensuite par M. Gross par des rno-
thodes vectorielles; jen donne une solution nouvelle par une me-
thode dont s'est servi Riemann dans la domonstration de son thc¢o"
reme sur les series semi-eonvergentes.

1. Une serie finie a, =3 sera dite monotone
ii s pr6s, si toutes les sommes otia —= <, i=lI, 2,
que j'appellerai segments de cette serie, sont contenues dansl’in-
tervalle
) <—¢” s+f«>, on se. 0.

Remarquons que, si e=maxja(|, les termes de s peuvent tou-
jours etre rangés dans un ordre ari4_avla"---4 av tel (tue cette
nouvelle serie soit monotone & e pres. Cela est evident si tous les
a, sont de ineme signe; dans le cas contraire il suffit d'ajouter
& un aVi quelconque un ava de signe contraire, puis un a3 tel que
(avl4- aV)) a3 << 0 et ainsi de suite.

Soient

(4) aJ -|- «? 4-000-)_«” =S5, aJ A" v H-01"=s'

deux series a un moéme nombre de termes et £=max{jn(|, ja,'|},
t=I,..., n

Lemme. On peut changer parallelement 1'ordre des termes des
series (4) de telle sorte que les series obtenues

vt+av, + 114" o, =G +oi+ay, =9

soient toutes les deux monotones d 2e prbs.

Doémon stration ; 1° Dans le cas, oii tous les termes d'une
des ssries (4) sont d'un m&ne signe, la demonstration est immé-
diate d'apres la remarque prcccdente 2).

2°. Dans le cas contraire, l'ensemble des couples des termes

(5) (ak, aj) lc=lI, 2,..., n,

en contient deux, soit (a(, a,) et («, aj), tels que a,a, O et ajaj”O.
De tels couples seront dits opposcs; en partant d’eux et en chan-

) E. Steinitz: Crelle J. t. 143 (1913) et t. 144 (1914).
W. Gross: Monatsh. f. M. u. Ph. t 28 (1917).
V. aussi Threlfall: Math. Zeitschr. t. 24 (1925).
’) On peut dans ce cas remplacer dans le lemme le nombre 2e par e. Il
se peut que cela soit possible danB le cas gsneral
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geant convenablement les indices des couples (5), ou peut former
deux series

(6) = «j -f-at 4-aKl, a'—a, 4- a2-j-

telles gue, quel que soit k <Z on ait (at 4~...4~ % a*¥i SsO et
(@j4~+++a”™a*i = 0- On dira que ces ssries sont fermees dans
Tensemble (5) et que (a, a') est un couple seeondaire de cet
ensemble si, quel que soit k'*>nl, les couples (a, a) et fa ¥ ne
sont pas opposos.

Supposons que les series (6) soient fermdes. Si l’ensemble

¥ n, <<A<m} contient encore des couples opposds, on en
peut former un autre couple seeondaire (at, aj), puis (a2, as) et
ainsi de suite. Posons

(7) a,=an(ti 4~ 4" @-i+1}

4 4itin - 1=1, 2,.,p,

et supposons que l'ensemble restant {(ak, ak), Ic">np+}}, s'il n'est pas
vide, ne contienne plus de couples opposds. On distinguera les
deux cas:

a) Si, quel que soit i, les couples (a, @) et (a, a\) ne sont
pas opposés ¥ tous les termes d’'une des scries

“Ch- N bbb dk — 9
«'4-¢lid_---4-aid_aPti+i 4"->-4_a’==s'

sont d’'un méme signe et ce cas ne presente pas d'autres difficultds,
que le cas 1° en tenant compte de ce que les series (6) et (7) sont
monotones a £ pros.

[?) Dans le cas contraire, soient (a, a") et (a, @) les couples
oppos6s. Remplaeons les series (6) par les suivantes

A- 100 4-% A @i b-ov+ A-Bviti, L1014~ 4- S+ d-1104- S4]

fermons ces dernieres dans l'ensemble (5) et désignons par et
les sommes des series ainsi obtenues; elles seront monotones a 2e
prés, mais on aura |/3| et En partant du couple Q3, /?)
on forinera des couples secondaires (/?,, $) analogues aux couples
(af, a,) et on distinguera de nouveau les cas (a) et (/?); cela conduira
enfin au cas (a), donc le lemme est démontré.

% Les couples [al (a. a") ne le seront non plus.
8*
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2. Cela poso, considorons les series (1) et désignons par (E)
I’ensemble de tous leurs couples dorivos.

Theoreme. Pour que les series (1) soient indipendantes, il suf-
fit qu'une des trois conditions suinantes soit satisfaite: L’ensemble (E)
contient

A) Un couple de series dont I'une concerge et l'autre oscille.

B) Deux couples (1) et (2) tels que les suites s, et o, convergent
vers une meme limite finie et que lims, 4= lim on.

C) Deux couples (1) et (2) tels que les suites s, et an conoergent
et que lim s'4=1liman, une de ces deux limites au moins etant infinie.

Domonstration: Cas (A). Supposons que les series (1)
satisfassent a la condition (A) et que

liminfs' =<, limsupsh = G4=g.
Soient smt et sn  deux suites partielles de s' telles qu'on ait
pour 4=1,2,...
Posons
W= «™ 4 4 M2 0ok, Vt—a, k4 + a,,+2 + 1+

et dosignons par uk et vk des sommes analogues coinposées des ter-
mes a, ’); on aura

" = Smk 4 M© Sm#i = Snk 4" w»
donc uk—>0, vk—>0, uk-+ G—g =1p, vk—>—p, p Ctant fini ou
infini, mais 4= 0. Posons encore
mm — mp-h 4" m™42 4% 114" mpt> °pt — Bpti 4" f Po+f
upg et ayant une signification analogue; on aura, g otant fixe
8) upl—=0, %0-=0; <,-»jp, 40, pour p-»00.

Soient /z <y, p' <Yy quatre nombres quelconques ¥ je vais
former deux series de la forme (2) telles que t vy) soient les li-
mites inf. et sup. de a, et (pfv") celles de <n.

*) Lorsgue un symbole, p. e. Ak, represente un terme ou une somme de
termes de la serie 2a« I® symbole A'n designera toujours le terme ou la somme
des termes analogues (= ayant les memes indices) de la sério 2an.

a) Je suppose qu’ils sont finis; le cas contrairo ne prosente pas de diffi-
cultds nouvelles.
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Premiare construction. Soit A la somme d’autant de pre-
miera termes positifs de 2a, quon ait

9 0<A—v<a,

ax otant le dernier terme de A. Si la différence |A'—V'\ est trop
grande, on peut la diminuer en changeant A, comme il suit: Soit
A'— V' <O; dapres (8), il existe un indice gx tel quon ait A'-j-

>m V' pour presque tous les jo, et un indice px tel que, si Fon
dosigne par mPiS un segment’) quelconque de wPi?i, on ait [ungi'<<A—v.
Désignons par .0 le plus petit segment de A'-|-u' contenant A'
et satisfaisant a Finegalitd 0,2)>Vv' et soit an le dernier terme de
a0 et n0 le nombre de ses termes; si Fon désigne par ctl le seg-
ment de A -j- correspondant a o'o, on obtient

(20) 0 < u,0—vs22at, 0 <0',,a—Vv' Ma'n.

Si la différence A'— V' est positive et trop grande, il suffit
fFajouter a A" un certain segment de vrqg pour obtenir les indga-
lités (10).

Seconde construction. Ajoutons a  autant de premiera ter-
mes negatifs de 2an, non contenus dans a,0, que, Si Fon ddésigne
par B la somme obtenue. on ait

0=1B

yj, Otant le dernier terme de B. Soit B' — p' = 0; choisissons, comme
plus haut, deux indices pt et g2 tels qu'on ait B' vPW < p' et
W <B— d~8’gnant un segment quelconque de t~. De-
signons par a,! le plus petit segment de B' vnn contenant B' et
tel qu'on ait o, < p' et soit le dernier terme de ami; on obtient

<12) O>0,| — O><_—

Si B'—p' est nogatif, on doit ajouter it B' un certain seg-
ment de upg pour obtenir ces indgalitos.

En continuant cette construction, on ajoutera a omi un certain
nombre de termes initials positifs de 2 a,, non contenus dans

') J'admets que les termes a, des sommes upq et bp, sont ranges suivant
leurs indices croissants.
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et un certain segment de ups ou de vpg pour obtenir les inogalitos
O<o.,—Vvs$2a,, O<oi—v’™a'k
et ainsi de suite.

On formera de telle sorte deux series de la forme (2) dont
les sommes partielles o, et <r satisferont aux formules

amk -> fi, ak->v; a, .k -> fi', k-A oo,

ou mk<<w << mkl Posons =0,k w, = a,k-f- P ; il suf-
fit de changer I'ordre des termes des sommes (w4, i et des sommes
(»s, § de la fagon decrite dans le lemme pour obtenir les soéries
demandces.

Cas (B): Il peut etre roduit au cas ("). Supposons, en effet,
que les series (1) et (2) satisfassent a la condition (B) et que

<->«',

Soient mk et nk deux suites d’indices croissants telles que a,k
contienne tous les termes de smk et que s contienne tous les ter-
mes a,k Posons

(12) 0-,t = smi + m*, Sl = ak—+ vk

et supposons que uk et vk aient une signification analogue par rap-
port a s, et an et que les termes des sommes (uk uk) et des som-
mes (yk, vk) aient 6te ordonnds de la fagon ddcrite dans le lemme.
Formons les series .
oS —Smi-4-w, 4~ »i 4~ ms 4“ v} -f-...
2att, =smj4-u, 4~ 4- 4% 4" w0
la premiere d'elles converge et la seconde oscille, on est donc con-
duit au cas (A).
Cas (0O: Considorons les series (1) et (2) et posons
5,—>S,  0,—>U; s ->g (n—o0"4=7¢,
e = a—s Otant supposé fini et p'=a —s' infini. En couservant
les notations (12), on obtient
(12a) > —p; BS > —p'.
Considérons quatre nombres quelconques fi' et
soit A la somme d’autant de termes initials positifs de 2an qu'on
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ait l'insgalit.s (9). Si A'—Vv' <0, supposons que = -- 00 et soit
gt un indice tel que
(13) e Ji|l<A—v et jakj<A—yv, pour fc = gk

et pi un indice >eqt et tel qu'on ait

A+-<+<>n
Cela est svidemment possible d’'aprss (12a) et en vertu de ce que
ak — 0.

Rangeons les termes de la somme uPl -|-  et, en méme temps,
ceux de la somme uPt Vg dans un ordre tel que la premiere de
ces sommes devienne monotone a (A —v) prés ce qui est possible
d’apres (13). Dssignons par o' le plus petit segment de A'+uPl4-vqi
contenant A’ et satisfaisant a l'insgalitS <ro>mv et soit a), le der-
nier terme de a'o; on obtient, comme dans le cas (A), les insga-
litss (10).

La suite de cette construction est tout a fait analogue a celle
du cas (A), donc le thsoreme est dsSmontrs.

3. Supposons que les ssries (1) ne soient pas ind$pendantes.
Je dis que, si l'une des ssries d'un couple dsrivs quelcon-
que est convergente lautre converge aussi car, dans le
cas contraire, les ssries (1) seraient ind$pendantes, d’aprés le cas
(4) ou (C) de notre thSoreme. De plus, soient (s, s') et (<r, a') les
sommes des couples des séries (1) et (2), s Stant =)= o, et soit

(14
un autre couple dsriv$s quelconque ayant la somme (#, y). Je dis que
(15) (@' —s)#-|-(s— a)y — so’' — s'a.

En effet, la sSrie
Sb,, oubn=(a"—s")a, (—a)<

est absolument convergente car, dans les cas contraire, $tant
2a,,N2awn, 2bn=2bWn

les séries 2an et Sbn seraient indSpendantes, d'aprss le cas (B) de
notre thsoreme et, par suite, il existerait un couple dsrivs (2ak ,
2bk) dans lequel Sak converge et Sbk oscille; mais, dans ce cas
la serie

2\ + («— () g =-S(s—ff)akn
oscillerait aussi, ce qui est impossible, car les séries Sakn et Saln

sont en meme temps convergentes ou en msme temps divergentes.
On a donc 2b/in — 2b,, ce qui entraine (15).
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Il resulte immddiatement de ce qui prScede que, etaut donnde
une soérie semi-convergente a termes complexes

mS(0» H- * a»);

les sommes de ses series derivees remplissent le plan
tout entier, si les series 2a,, et 2a',, sont indépendantes, et que
cessommesremplissent une droite détermince du plan,
dans le cas contraire.



Sur une remarque de M. Hoborski.
Par

H. Auerbach.

M. Hoborskil) a dSmontre pour n=m 3 le thCoreme suivant
Lorsque les nombres aki (i, k=1, 2,... n) sont reels. les equa-

tions 2a<k=1 (i=1, 2,...n) et \aki2 = 1 entrainent les relations

i
Saaak=0 (izF;; 1,;=1 2,... m).

Ce tbcoretne est une cons¢quence immsdiate du th¢oreme bien
connu de M. Hadamard d'apres lequel on a

tv

I'egalit¢ n’ayant lieu que lorsque |aw| est orthogonal 8).

n n
i=l =
>) A, Hoborski. Kemargue relative aux transformations lineaires, orthogo-

nales. Ann. de la Soc. Pol. de MaA. | (1922), p. 70.
) V. p. e. E. Goursat. Cours d’analyse. 3-ieme 6d. (1917), p. 125.



Nouveaux fascicules du ,,Memoriat
des Sciences mathematiques* j

Fascicule V. Analyse fonctionnelle® par M. Paul Lsvy. Cet
ouvrage constitue un apereu tres condensd mais cependant tros clair
sur l'ensemble de !’Analyse fonctionnelle, 1l rendra des services
d’'autant plus précieux aux mathsmaticiens que I’Analyse fonction-
nelle, a cause de son origine tout & fait rscente, est tros loin d’etre
aussi gonoralement connue qu’elle devrait IAtre etant donnd le role
important gu’elle joue des maintenant dans les Sciences mathematiques.

Fascicule VI. Le Probleme de Backlund, par E. Goursat.
Le sujet de ce mOmoire prosente un interet consid$rable a cause
des liens multiples qui l'unissent a la théorie de la transformation
des surfaces d’une part et a la theorie des 6quations aux dsrivées
partielles d'autre part. M. Goursat, apres avoir formule le Probleme
de Backlund avec la goéneralitdé qui est en harmonie avec les con-
ceptions scientifiques modernes dans cet ordre d'idses, Stuelie ce pro-
bleme avec la maitrise bien connue qui caractérise tous ses travaux.

Fascicule VII. Series analytigues. Sommabiliti. par M. A. Buhl.
L’opcration du prolongement analytique d’une fonction analytique
donn¢e au moyen d'une serie S qui ne converge que dans une
partie du domaine d'existence de la fonction considerée, rentre dans
la thcorie generale de la sommation des sories divergentes, puis-
qu’elle fait correspondre k la sdrie S des nombres dsterminds, msme
en certains points ou la sorie considéree est divergente, et c'est
procisSment a ce point de vue que se place M. Buhl. La methode
employc¢e par M. Buhl est extrSmement remarquable en ce qu'elle

*) Voir larticle ,,Notice sur le Memoriat des Sciences mathomatiques<, p. 142
du t. Il de ces Annales.
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lui permet de faire deriyer tous les rosultats qu'il expose d'une
formule unique qui est I'une des goneralisations de lintograle clas-
sique de Caueby.

Fascicule VIII. Introduction a la Grafigue einsteinienne par
M. Th. De Donder. L’auteur traite son sujet en partisan doclaro
de la conception relativiste de l'espace-temps imaginde par M. Einstein,
sans discuter les difficultds mises en Ovidence par différents auteurs.

Fascicule IX. La Geometrie des espaces de Riemann, par
E. Cartan. Ce fascicule se distingue par les qualités de clarte de
simplicitd et de parfaite ordonnance des matiores que le nom de
son Ominent auteur permettait de provoir. M. Cartan s’est surtout at-
tach6 a ddgager, d'une part, les propridtds de l'espace euclidien qui
subsistent dans les espaces de Riemann les plus gonoraux; d’autre
part, les propriotos essentielles par lesquelles les espaces de Rie-
mann se différencient de l'espace euclidien. En s’inspirant d’une
idée de Lamd, M. Cartan a pris pour point de départ le problome
qui consiste a reconstituer, lorsque cela est possible, I'espace eucli-
dien qui admet un element lineaire arbitrairement donno a l'avance
et cela lui a permis d’amener le lecteur par une voie tros naturelle
a envisager la thoorie des espaces de Riemann dans toute sa gonod-
ralitd. En definitive, le remarquable memoire de M. Cartan facilitera
merveilleusement au lecteur 'acces a la Géomotrie gondrale moderne.

Fascicule X. Fonctions de Lanie et Fonctions de Mathieu, par
M. P. Humbert. On trouvera dans ce fascicule une exposition vori-
tablement lumineuse des propridtés fondamentales des fonctions de
Lamé et de Mathieu ainsi que des indications tros completes en ce
qui concerne les diverses applieations de ces fonctions. La biblio-
graphie tres compléte qui teymine l'ouvrage permettra au lecteur
d’approfondir a son gre tel point des theories ¢tudides dans cet ou-
vrage qui linteresserait particulierement.

Fascicule XI. Fonctions harmonigues. Principe de Picard et
de Dirichlet, par M. Georges Bouligand. Ce trés remarquable mo-
moire est consacré a !'6tude du probleme de Dirichet pour les do-
maines les plus gendraux.

Le point de départ des recherches exposoes dans ce travail est
Ic fait suivant Otabli dans des travaux autérieurs: le probleme de
Dirichlet classique r.’est possible sans restriction quant a la nature
des yaleurs poriphériques de la fonction demandde, qu'au cas ou la
frontiere du domaine que I'on considore satisfait a certaines conditions
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de rcgularité, mais il est possible de substituer au probleme de Di-
richlet un probldme (P) possible sans restrictions pour tout domaine
born¢ (D), problhme n'admettant, dans tous les cas, qu'une solution
unique u, laquelle coincide avec celle du probleme de Dirichlet lors-
que celui ci est possible.

Cela pos¢, M. Bouligand etudie les relations qui subsistent en-
tre la solution w du probleme (P) et la fonction demanddée dans
le probleme de Dirichlet. Par la nature des choses, I'6tude precé-
dente a amené M. Bouligand a celle de la fonction de Green ce
qui, conjointement avec I'examen du cas ou lI'on envisage un domaine
non borndé. I'a conduit a Otudier certaines singularités des fonctions
harmoniques et a Otendre, sous le nom de Principe de Picard, un
theoreme remarquable du a M. Picard. M. Bouligand fait voir en
outre comment, dans les questions qu’il 6tudie, on peut faire inter-
venir une certaine equation intégrodifférentielle laquelle, a son tour,
conduit a envisager certains systemes difforentiels lincaires. Ajoutons
que, par linterpretation physique des thdories oOtudiees au moyen
de la theorie mathematique de la conductibilite calorifique, M. Bou-
ligand rcussit a faire provoir par lintuition certains des resultats
gu'il obtient. En dsfinitive, le mémoire de M. Bouligand, muni d’une
bibliographie tres complete, sera lu avec autant de profit que d’in-
teret par tous ceux qui vondront approfondir la thcorie si impor-
tante des fonctions harmoniques.

Fascicule XII La methode de Darboux et les ¢quations
s =f(x,y,z,p.q), par M. R. Gosse. Le sujet traitd dans ce moémoire
rentre dans la th¢orie generale du probleme de Cauchy pour les
¢quations aux doérivoes partielles du second ordre, consid¢rées ex-
clusivement au point de vue de la théorie des fonctions analytiques.

L'auteur, apres avoir rappel6 les principes gsneraux sur les-
quels il aura a s'appuyer dans lg suite, sattache plus particuliere-
ment a exposer la thc¢orie des ¢quations de la fdrme

theorie a laquelle il a apporte lui-méme d’'importantes contributions.
La faeon claire et precise avec laquelle M. Gosse a reussi a traiter
son sujet lui assurera certainement la reconnaissance de tous ceux
qui voudront c¢tudier les theories qu'il expose.
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Faseicule XIII. Figures d’equilibre et Cosmogonie. par M. Alex.
Vorounet. Le titre de ce mémoire en indigue suffisamment le sujet
lequel intéressera tout math$maticien quelle que soit la nature de
ses recherches de prsdilection.

M. Vcronnet, a qui Fon doit une s$rie d'importantes contri-
butions aux thoories 6tudises dans son momoire, donne un apereu
tres lucide sur Fensemble des travaux ayant pour but de nous eclai-
rer sur Fequilibre pbysique, sur la constitution ainsi que sur I'evo-
lution et la formation des astres de I'Univers et, pas la Bibliographie
détaillse, placse ala fiu du faseicule, il facilite grandement au lec-
teur U'stude approfondie des questions se rapportant au sujet du me-
moire et qui FintSresseraient particuli&rement.

Faseicule XIV. Theorie des Champs gravifiques, par M. Th. De
Donder. Le faseicule actuel du ,,Mémorial”, consacr¢ a la thcorie
de la relativito, fait suite au faseicule VIII du au mstne auteur.
Les opinious sur la th¢orie de la relativite et sur la faeon ration-
nelle de I'exposer sont encore trop divergentes pour que nous puis-
sions nous rssoudre a formuler une appréciation de I'ouvrage de
M. De Donder et nous ne pouvons que renvoyer le lecleur a cet
ouvrage lui-méme.

S. Zaremba.
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Etat
De la Sociote polonaise de Mathématique au commencement
de l'annce 1926.

Président: M. S. Dickstein.

Vice-Prosidents: MM. S. Zaremba, M. Ernst.

Secroétaire: M. T. WazZewski.

Trésorier: M. A. Wilk.

Autres membres du Bureau: MM. A. Rosenblatt, W. Wilkosz
L. Chwistek.

Commission de Contréle: MM. G. Lesnodorski, S. Zakroeki.:

Il existe trois sections de la Soci¢te, Tune a Lwow, présidée par
M. Lomnicki, la seconde a Varsovie, présidée par M. Mazur-
kiewicz et la troisieme a Poznan, prosidoe par M. Krygowski.

Liste des membres de la Socicto.

Dr. Kazimierz Abramowicz (Poznan).
Bohdan Babski (Grudzigdz).

Dr. Stefan Banach (Lwow).

Tadeusz Banachiewicz (Krakow).
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Dr. Georges Bouligand. Poitiers (France).
Dr. tucjan Béttcher (Lwow).
Franciszek Brablec (Krakow). .
Celestyn Burstin (Lwow)

Elie Cartan (Paris).

Dr. Juljan Chmiel (Krakow).

Antoni Chrominski (Warszawa)

Dr. Leon Chwistek (Krakow).

Dr. Bohdan Debryng (Warszawa).
Dr. S. Dickstein (Warszawa).
Gerhard Diugowski (Warszawa).
Prof. Wiadystaw Dziewulski (Wilno).
Dr. Placyd Dziwinski (Lwow).

Dr. Marcin Ernst (Lwow).
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Kazimierz Fijot (Krakéw).

Mirostaw Gibas (Krakow).

Dr. Lucjan Grabowski (Lwoéw).

Dr Antoni Hoborski (Krakéw),

f Dr. Ludwik Hordynski (Krakow).
Ks. Feliks Hortynski (Krakow).

Dr. Maksymiljan Huber (Lwow).
Zenon Jagodzinski (Warszawa).
Wincenty Janik (Krakow),

T Dr. Zygmunt Janiszewski (Lwow).
Dr. Stefan Kaczmarz (Lwow).

Dr. Stanistaw Kalandyk (Poznan)

Dr. Bazyli Kalicun (Lwoéw).

Ludwik Kaszycki (Krakdw).

Dr. Stefan Kempisty (Wilno).
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