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Extrait d’une lettre adressee par le Professeur T.
H. Hildebrandt (Universite d’Ann Arbor) a M. Mau-
rice Frechet (Universite de Strasbourg).

...You do not mention the matter ot independence of the postu-
lates for the family of abstract vectors in your memoir and for
the remainder of the memoir this question is really not essential.
It may howover be interesting to you that postulgtes 4 7 and 8 can
readily be deduced from the other twelve. This seems to be due
mainly to postulgtes 13, 14 and 15.

The proofs are as follows:

By way of preliminary we note that from postulagtes 14 and
15, it follows that 0.~ = 0, and from this by the use of postulgtes
10 and 11, we have

§+ (D= (i-Df=o.
Assume now
S+ =4+
Then
+ + = +

or, by the associative postulate 3:

From the preliminary remark, and postulate 5, we have then

!? [ (7
_______________________ t
*) Sur une dofinition gbométrtague des espaces abstraits affines (Ann. Soc. Po-
lonaise Math., 1925, t. IV, pp. 1—33. Voir aussi. Les Espaces Abstraits Topolo-
giquement Affines. Acta Mathematica, vol. 47 (1925), pp. 26—52.
Roctnik Polskiego Tow. matematycznego. i



i. e. the conelusion ot postulate 4.
Assume next the hypothesis of 7:

Then
«.£+(—a).i7T==a.q + (—a).i7T =0
by a use of postulates 10, 14 and 15. Then froin 14, we have:
Il «+ S+ (—«)*'/l = 0.
Now by 12 and 9
a.£-f-(—a). Il =aft 1) 11}
bo that hy 14
a=0 or £4-(—1)j?=0.

Aussuming an<* applying postulaths 3, 10 and 11, as in the
deduction of postulate 4 above, we get:

Finally, from the hypothesis of postulate 8
a.t=/.£

it foliows apparently

«E + £ =)
o thab

|la.£ + (- 6)£]||=0.
Applying postulates 10 and 15

\a—Db\. ||E[' =0
so that by 14, either

a=b or £=0.

3 Aout 1926.



Sur un groupe de transformations
qui se presente en electrodynamique’)-

Par

S. Zaremba
Professeur a l'universitdé de Cracovie.

Les oOquations qui subsistent entre des 6léments qui ont une
signification physique jouissent ordinairement de certaines propriotés
d’invariance faciles a apercevoir avec suretd a priori. D'autre part,
des propriotés de ce genre bornent a elles seules, d’'une fagon con-
sidorable, la yariete des hypothoses admissibles, en ce qui concerne
la forme des equations correspondantes.

Par conséquent, dans la recherche des Oquations de la Phy-
sique, il serait peut Otre avantageux de commencer par tirer parti
des propriotés d'invariance des equations demanddes d'une faeon
plus systomatique qu'on ne le fait d'ordinaire. C'est ce que je me
propose de faire yoir sur un exemple qui présente peut-Gtre quel-
que intoret.

Dans ce 'qui va suivre, j'adopterai la conception traditionnelle
de l'espace-temps parce que, jusqu'a présent, on ne sait pas, comme
je lai fait voir ailleurs 2), 6tablir, d'une fagon satisfaisante, une cor-
respondance entre les yaleurs numoriques des grandeurs considoroes
dans la théorie de la relativilo et des operations de mesur-e.

1. Pour dofinir un champ electromagnétique (C), dans le videy
il suffit de choisir un systeme de coordonndes doterminé (S) et de
faire connaitre deux vecteurs comme fonctions du temps t et des

*) Des circonstances imprevues ayant retardé considerablement la publica-
tion des C. R. du Congrdés de Toronto, je publie ici la communieation que j’avais
faite 1 ce Congres eny joignant une addition ou je demontre quelques propositions
qui n’ont pu etre qu’enoncées dans le corps de la communieation.

2) S. Zaremba. La theorie de la Relatiyitd et les faits observes. Journal
de Mathématigues pures et appliqudes, 1922, p. 105.
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coordonnées xt, x3 de lorigine de chacun d’eux; l'un de ces
vecteurs, soit e, reprosentera alors la force Olectrique au point
(ag, xt, a I'époque t, c'est-a-dire la force qui solliciterait a I'spo-
que t un point materiel M chargd de ['unité d'dlectrieitd et situé
au point fir,, ir2, a); quant au. seeond vecteur, soit w, il représeu-
tera la force magnctique au point et a I'epoque considéroes, c'est-
a-dire la force qui solliciterait a I'6poque t un pole magnetique P,
d’intensitd egale a l'unitd, situe au point (x,, X2, xs). Les definitione
procodentes impliquent que, par rapport au systeme de coordon
nées (S) (que nous allons nous representer comme un systeme de
coordonndes cartesiennes rectangulaires), les vitesses du point M et
du pole P sont nulles. Nous avons formule les definitione consido-
rées de fagon a ce que la circonstance precedente se présente parce
que la force dérivant du champ et sollicitant un point dlectrise
doépend en géneral non seulement de sa position a I'époque consi-
dorce, mais aussi de sa vitesse par rapport au systeme de coordon-
nses (8) et qu'il en est peut-Otre de meme pour un péle magné-
tique. Cela poso, il est indiqu¢ de donner aux vecteurs e et m les
noms de force Olectrique et force magnetique du champ (C) relati-
ves au systeme de coordonnées (S); c'est ce que nous allons faire
dorénavant.

Voici maintenant un probleme qui se prosente de lui-méme:
Connaissant la force ilectrigue e et la force magnetique m d'un champ
electroniagnetigue (C) relatioes d un systeme detcoonlonnes determini
(S), diterminer les elements analogues e' et m', relatifs a un systime
de coordonnies (S') qui se déplace d'une faeon donnie par rapport
au systeme (S).

Je me propose d'¢tudier ce problome dans le cas particulier
ou le systeme (S'J est anim$ d’'un mouvement de translation recti-
ligne et uniforme par rapport au systeme £

2. Les notations précsdentes etant conservees. désignons par,
u la vitesse constante du systome (S') par rapport au systeme (8).
Nous admettrons ce qu’admettent d’'une faeon plus ou moins expli-
cite tous les physiciens, a savoir que la solution de notre probleme
peut Otre reprosentée par Fensemble des deux Oquations vectorielles
suivantes:

,n | = wt, u)
I'm'" = tp(e, m, u)

ofi > et ip représentent des caractoristiques qu'il s'agit de doterminer.



Designons d’une faeon génerale par
ej,e( mfu, i—1,2 3
les projections orthogonales respectives des vecteurs e, m', e, m, et w
sur I'axe de numcro i dans le systeme de coordonndes (S). Chacune
des c¢quations vectorielles (1) se docomposera en trois squations sca-
laires de sorte, qu’en ddfinitive, nous aurons le systeme suivant de
six oquations scalaires:
! e\ = (p”. e2 es, mt, mt, u}, u2, ug)

@ | m-= €3, mt, mt, nis, ut. u2, us)

Voici d’abord une proposition qui résulte immcdiatement' de
la nature vectorielle des ¢galites (1):
(ji)y Si l'on dfesigne par les projections orthogonales d'un
vecteur quelconque sur les axes du systeme S. chacune des ex-
pressions:

3 _ m,...., Uj,...)

(4) Wi,..., u,,...)

i=l
représentera un invariant du groupe des rotations.

Pour aller plus loin, considérons un troisieme systeme de coor-
donndes (S') animo6, par rapport au systeme (8"), d'un mouvement
de translation rectiligne et uniforme avec une vitesse 'u'. Dd¢si-
gnons par

e", w,". «=1,2,3)
les projections orthogonales respectives sur l'axe de numdro i, dans
le systeme (S), des forces oOlectrique e" et magnetique m™ du
champ (C), relatives au systeme (8"), ainsi que celle du vecteur u'.
Pour obtenir les expressions des e/ et m" en fonction des quantitos

t =12 3

il suffit Svidemment de substituer, dans les equations (2), aux sym-

boles:
e0 <, g, »«, U, z—1, 2, 3),

respectivement les symboles
et, m", et, m\, ul.
Nous aurons donc:

| et — ml}. .. u,,,..) )
®) |w," = u,.) (=123



Cherchons maintenant les expressions des e et m" au moyen
des quantités

w. €1,2,3).

Il 'y a deux manieres d’obtenir les formules demandSes:

1° On peut porter les yaleurs (2) des e et m' dans les for-
mules (5).

2° Le systeme (S") se doplaeant par rapport au syst¢tme (S)
avee une yitesse dont les projections orthogonales sur les axes de
ce systhme ont les valeurs

w4+« €1,2,3)

on obtiendra encore les formules demandees en substituant, dans
les formules (2), aux symboles

***H (c - 11 21 3)
les symboles
e, m/, w -|-? [I—1 273
ce qui donne:
w," = ut -|- 0—L2 3

Evidemment, les deux procodes doivent conduire aux mémes

expressions des e" et m". Cela po$¢, on reconnait sans peine que
I'on a la proposition suiyante:
(B) L’enseinble des formules (2) d¢finit un groupe G de trans-
formations ponctuelles bi-univoques a trois paramhtres w,, w2, m3
de l'espace arithmotique a 6 dimensions; dans ce groupe, les para-
mcétres du produit de deux transforinations sont toujours egaux aux
sommes des parambtres homologues des facteurs.

Le groupe désign¢ par G dans 1'énonc¢ precodent jonit en-
core ¢videmment de la propri¢té que voici:

(C) Le groupe G contient la transformation ideutique et cette
‘transformation correspond aux yaleurs nulles des paramctres.

3. Pour appliquer la mc¢thode de Sophus Lie & la dc¢termina-
tion des transformations du groupe G. il suffirait de connaitre les
fonctions.

& et T, (s,1=1,23)
dc¢finies par les formules:



a __ /\\

‘. \dujut —ut =ti3—0
(7 _

T\aw /ity — w2 — u3 — O,

En effet, dans ce cas, les fonctions cherchses seraient dcfinies
sans ambiguitd par les conditions suivantes:
1° Chacune de ces fonctions devra ntre une intégrale commune
du systeme jacobien:
3

3
©®) _2\;/' e ~3m (=12, 3)
>- — ’
2° Pour
w, —w2un Wg—O0

et en vertu de la proposition (C), les fonctions (p, et tp, (s— 1, 2, 3)
devront se rdduire respectivement a e, et m,.
Chercbons donc les expressions des £,( et des t],t
A cet effet posons:
3
9) 7 =279>(el,..., m,,..., W,,...)

»5-1

Les formules (7) et (9; nous donneront alors:

Pour aller plus loin, adoptons la convention suiyante: un sym-
bole de la forme 7, 6tant ddfini seulement pour les yaleurs 1, 2
et 3 de lindice i, nous considererons le symbole Fk, ou k repro-
sente un entier quelconque, comme dé¢fini par la formule:

=M
oii i représente l'entier détermin¢ par l'ensemble des relations
i=k (mod. 3)
1<U<:3
Posons maintenant
(12) nt = ei+l, mi+2 — ei+2, mi+, (i=1, 2 3).

La fonction 1, d¢finie par la formule (9), 6tant, en vertu de
la proposition (A), un inyariant du groupe des rotations, il résulte



des formules (10) que les £k sont les composantes d'un tenseur du
2-e degr¢. Cela pos¢, on trouve:

(12) £< = «./i(0 + W./2(0 +
en posant
(13) A(i) = Pkiel-* pilnit-j-pi3nl («I=1,2 3)

ou les pkl sont des invariants du groupe des rotations, fonctions des
seules variables e et mt, (i = 1, 2. 3). Cela pos¢, jobserve
quelesfonctionsaf(i=l, 2, 3)dofinies par lesformules

(14) . = X4, a2 =2ma al = 2 etmk
* «-t ]
constituent un systbme completdinvariants indépen-
dants des variables ek et m, par rapport au groupe des
rotations. Il resulte de la que les pk pourront c¢tre re-
gardés comme fonctions des seules variables a.
D’une faeon tout a fait analogue on trouve:

(15) n- =e-pAW + <Pt(0+n (),
en posant
(16) ==Mi, 4" tfts,

ob les q représentent des fonctions des seules variables a.

Pour résoudre notre probleme dans toute sa géncralité, il fau-
drait dc¢terminer d’'abord, de la fagon la plus générale, les p et les q
par la condition que le systeme (8) soit un systeme jacobien, ce qui
esigerait l'intégration d'un systeme complique d'¢quations aux dcri-
vCes partielles du premier ordre, et passer ensuile a lintégration
du systhme (8) lui-mbme. Toutefois, le probléme se simplifie beau-
coup quand on veut se borner au degr¢ de géncralit¢ qui semble
suffisant au point de vue de la physique.

En effet, d'apres les hypotheses géneralement admises, la diffc-
rence

e —¢e

ou e' est dcfini par la premihre des formules (1), représente un vec-
teur perpendiculaire a la vitesse u. Dautre part, il semble naturel
d'admettre qu'il en est de méme du vecteur:

m' — m.

Or, les hypotheses précédentes c¢tant adoptces, on trouve que



l'on a
a7 #-1 =0, ?i»4-"M=20 (4,*= 1,2, 3).
Posons

(17.,,)

-1 <-l

En vertu des équations (17) les eonditions nécessaires et suffisantes
pour que le systeme (8) soit un systeme jacobien prendront la forme
suivante:

(18) 4EJ =44 =0 =1,2, 3).
Il rosulte immcédiatement de la que les formules (2) s'6criront comme

il suit:
3

e, =— 2~ Ikuk + €,
(19) !
m,' — 2rlikuk-\- mt

k=1
En effet, a cause des ¢quations (18) les valeurs (19) des €' et des m'.
seront des intdgrales communes des 6quations (8) D’autre part, pour
w, —Wg .1 Wg—0
les formules (18) donnent
4 =et m, = nit

et cela achove de prouver que les formules (18) sont bien les for-
mules cherchoes.

4. D’apres ce qui précede, le probleme se ramene a la dster-
mination des £k et des pik

Les eonditions (17) donnent:

=12<=0
(19,,) Pe<ti + =0 (i=1273)
Sot-H == %< — 9

et, en dcfinitive, on trouve que les formules (12) et (15) peuvent
&tre ramenses a la fortne suivante ,

NMI="m=0
(20) — <= =Piei+24-pt mit2 4-psn+2  (4=1,2. 3)
== ?1 ks -+ 55 mi+i 4“ 95 w-tn
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oii les pk et les gk (k — 1, 2, 3) reprdsentent des fonctions des seules
yariables at, a2, a8, yariables d¢finies par les formules (14). Les
oquations qui dsterminent ces fonctions s’obtiennent en ddveloppant

les conditions (18). Pour ocrire les Squations procddentes, posons
\

4 = an al — al.
JI= 0j—ptal (qt — pjat,
A=Pt(Pi +?»), B=p, ptqt, A'= ql(pi + qt),
B' = gl + ptqt,

et definissons trois operateurs diflforentiels p? et p3 par les for-
mules:

= — 2pta3 — 2g3aadai — (p,a? + 78a,)
(22) = 2'<“e ] +2« i +<>> 0 + 2, S-a-
XK, 2«

les $qualions demanddes pourront alors se mettre sous la forme
suiyante:

KQgI) — Ps31) 4~«2PsM = 0
+ 2p,Pi + ?3p2) — aapsM =0
A Pi(Pi) — a2A — asB =0
A(px(pt) — pap, —ptgi — g»Pt) — a,p,M=0
4(Pi (P2) + PsP2) + UiP"M — 0
4 Ps(Ps) + “s~+ 0,5=0
: (18]} — Ps73) + «2" 4-a,B =0
~(PjCPs) 4-p8) —as4 —a,5=0
4 Ps(Ps) 4-psM=a:0
m4(Pi(?)) — <M,)4- «28™ =0
4(m2(?i) 4-Ps9i 4-?3Pi 4-?3?2)— aiqtM=0
API(?t) —@BA"—«25 =0
4(P1(?1) —Ps?i — 27?s?s) — a8y,iw=o0
4" JsPs) 4" 0,5,=0
4 p3(?2) 4- 1 *“)5'=o0
Mp«@33) — # aiA'# “I5' =0
4G i(?) 4- ?aPs) — «, A' — ¥3B' = 0
P>(?s) 4- 3sN="°

(23)
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Sans insister, pour le moment, sur la discussion un peu laborieuse
du systeme prcécddent et en réservant pour un autre travail quel-
ques applications des resultats obtenus, je me bornerai actuellement
a faire remarquer que, si I'on adopte I'une des hypotheses sur les-
quelles M. Lorenzl) a fonde la theorie'des dlectrons, hypothése qui
revient a admettre que

Pi=Pt=0, pté=o0
on trouve
= =&—0

ce qui exprime que, par rapport au groupe défini par les $quations
(18), la force magnctique est un invariant.

Addition.

Voici quelques indications destinees a faciliter la verification
des rcsultats presentes dans la communication procedente.

Pour etablir les formules (12) et (15), p. 8, on peut proce-
der comme il suit: les m, 6tant dofinis par la formule (11) et la
quantité A par la premiere des formules (21), on,aura:

(24) mv mz2, tnt
iii, nt, ns

et I'on s'assurera sans peine que l'on a

(25) 4 = e,(a2e, — aim.) -f- tM,(atm. — alde,) +
(s=l1,2, 3)
d’'ou il rosulte que l'on a aussi
3

8 3
(26) A= ’\ie,(as e, —am, = Slm,(atm, — ale) — Sin
«= - «-

Il est 6vident d'ailleurs que, dans le tableau

¥ H. A. Lorenz. The theory of of electrons. Leipzig, B. G. Teubner 1909,
p. 14, formule (23).
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«t«i — «3dwn
(27) —a,€j,

les elements d'une méme ligne constituent les composantes d’un meme
yecteur. D’autre part, puisque les quantit$s £,( sont les composantes
d’'un méme tenseur du second degro, les expressions

< U (7= 1,2,3)

i
ou les B représentent les composantes d’un meme vecteur quel-
conque, représenteront ellesmémes les composantes d’un certain
vecteur. Par cons$quent, les quantitss

(28) Al), t\Q), A@3),

dofinies par les equations

asiM)t,( = /j().d

(29) a,eli.«=/,(«). 4
el =10 4

représenteront les composantes d’'un meme vecteur pour chacune
des yaleurs 1, 2 et 3 de lindice /. Cela etant, les quantites pki do-
finies par les Oquations

i%gil (ase( — &Yyw,)/ =
8

(30) ! — asef)/»(i) =

S

i~
representeront chacune un inyariant du groupe des rotations et, par
conséquenf, chacune de ces quantites sera fonction des seules gran-
deurs a,, al et a3. Or, l'ensemble des cquations (29) et (30) en-
traine les formules (12) qu’il s'agissait d’Ctablir. Quant aux formu-
les (15) p. 8, on les obtiendra d’une fagon tout a fait analogue.
Démontrons maintenant que l'hypothese selon laquelle le yecteur u
serait, dans tous les cas, perpendieulaire a chacun des vecteurs
e'—e et m'—m, entraine hien I'existence des relations (17). A cet
effet adoptons I'hypothése procédente.
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Nous aurons:
.Z'i)m,(c,' —e) =0 et g_l.lj,(m,‘ —w,) — 0,

pour tous les systemes de yaleurs de Mj, ut, u3. Par consequent
3 3
X b mi B
2K, g d-ek—ek—0 et_Ju, (- mk—mk—0,
- Suk . Suk
d’ou
oy
=0
+ Su,
X 2w Sm, N =g
U*3ukSu, ' Suk ' C)u,
8-1
Cela poso, il suffit de faire dans ces equations uk = ut = us — 0
et de se reporter aux formules (7), p. 7, pour sassurer de I'exis-
tence des relations (17) qu'il s'agissait prociscment de dsmontrer.
Montrons maintenant qu'au cas ou les relations (17) (p. 9)
sont ysrifides, les conditions pour que le systeme (8), p. 7, soit un
systeme jacobien prennent bien la forme (18). A cet effet observons
que, avec les notations dofinies par les formules (17, t), les equa-
tions (8), p. 7, s'écrivent de la fagon suiyante:

(31) (.= 1273).

D’apres un thsorome classique, les conditions necessaires et suffi-
santes pour que ce systeme soit un systeme jacobien sont les sui-
yantes:

(32) 2) —(fo)=o s, h—1,273)
et
(33) — AP?») —0 t«, = 1,2,3)-

L’'une des relations (17) permet de donner a (32) la forme suiyante:
v ED+ w—o.

En adjoignant a cette ¢quation celles que I'on peut en d¢duire par
voie de permutations circulaires des indices k, s, i, on obtient un
systbme d'¢quations qui donne de suite

AN =o0 (*si—1 2 3).
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D'une fagon tout a fait analogue les 6quations (33) nous donneront
<) =0 A,s, i = 1,2,3).

En dcfinitive, lorsque les relations (17), p. 9, sont vérifioes, les con-
ditions considc¢rées prennent bien la forme (18), p. 9.
Assurons-nous maintenant que les relations (19, () sont bien
oquivalentes aux relations (17).
Jobserve a cet eftet que les relations (17) donnent en par-
ticulier

:O1
egalit¢ qui en vertu de (12) donne:

(34) PLIE + Pi2”™ +Pts>;  (p2i + +

+ (P»l —+ —+ (P12 —+ = 0.

Cette egalit¢ doit subsister quelle que soit l'orientation des axes.
Or les valeurs des pik sont indépendantes de I'orientation des axes
et, d'autre part, lorsqu'on fait varier l'orientation des axes, les va-
leurs que peuyent prendre a la fois les trois quantités g, mt et m,
ne sont assujetties, dans le cas goénsral oit chacun des vecteurs e
et m est different de zoro et ou ces deux vecteurs ne sont pas pa-
ralleles a une méme droite, qu'a satisfaire a I'6quation

(35) axl+a +n2——A=0"

ou 4 est dofini par la premiere des equations (21).
Par consdquent 1'égalitéd (34) doit ¢tre une consdquence de (35).
On a donc
o +pi=0 zk=12173). ,

On otablirait d’'une faeon analogue que les relations (17) entrainent
encore les suivantes
+ =° (i,k— 1 2, 3).

En d¢finitive, les relations (17) entrainent les relations (19,!). Mais
il est evident que les relations (19, J entrainent les relations (17).
Donc, les systemes de relations (17) et (19,,) sont équivalentes entre
elles comme il s'agissait de le dSmontrer.

') Pour reconnaitre I'existence de I'dquation (35) il suffit de consid¢rer que
les SlSments du tableau (27) representent les coefficients des 6ldments homologues
dans le determinant (24).
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Voici comment on obtient les formules (20): il rcsulte de
(19,,) que Fon peut poser
Pi —P»2 = P13 Pi—Pu— Pli> Pi—Pti — ~ P12}

en dc¢signant par les p\ des invariants du groupe des rotations. Cela
otant, la formule (12) donne:

r-tfi A~ NG M — weWit) + PS(p<+> el — nie'+) 4-
4~PS («-+)'»- — etmt+1).

Or les expressions par lesquelles les p, sont multiplices respective-
ment dans la formule procddente representent Jes eoefficients de la
colonne de rang i 2 dans le ~determinant qui constitue le se-
cond meinbre de (24) et, d'autre part, ces eoefficients sont ¢gaux
respectivement aux ¢léments de la colonne de rang i 2 dans le
tableau (27); il rosulte de la que I'expression (36) de £u+, peut etre
mise sous la forme

= Pi &« + p2mi+2 + psnj+2,
en designant par les pt les invariants du groupe des rotations do-
finis par les formules

Pi =p;a? — P2 =PSai — Pia3, p, =p't.
Cela pos¢, pour reconnaitre la I¢gitimite des formules (20), il suffit

de considérer qu'un raisonnement tout a fait analogue a celui que
nous venons de développer conduirait a la formule

= i et24~ mE 4 Sswet?

ou les vy, représentent certains nouveaux invariants du groupe des
rotations.

Pour terminer, dcveloppons les calculs qui au cas ou Fon
a les formules (20) permetteut de conclure & Il'equivalence du sys-
teme (23) (p. 10) au systeme (18).

En vertu des formules (17,,) et (20) nous avons

WV — — (Pl«<t2 4 Pi ™42 4 p, >><42) —— +

3/
+ (Pi«t, 4- Pimi+i 4- pdMi+l) Tj- * 4-
(37) 3¢
—™N 4- <Yy7i+2 4% 11 n<+) +

) . 3
4~ (2e<ti & 27«i+i 4- isn'+i)
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Commeneons par dovelopper les expressions
2,(at) e=12,3)

ou les a, ont les valeurs (14). En tenant compte du fait que les
oléments d’'une colonne du tableau (27) reprssentent les coefficients
des c¢lements de la colonne homologue dans le determinant (24),
on trouve:

2,(01)) = — 2pset-|~2psalwi  2p2,
2,(0t0) = —2 a,e-|-2g3a3m(4- 27,n,
2i(a3) = — (p, at 4- g3as)e, + (psas + gqtajm, -|- (p, — 2t)n,.

Cela pos¢, si l'on dosigne par <p(a,,-a2, as) une fonction quelcon-
que des variables a,, a? et a3 et si I'on conserve aux opOrateurs
p? et fi3 les sens que leur attribuent les formules (22), on tronve:

(38) 2,(V>) = w, (tpje, 4-  Jp)mt -|- fi, (tp) w,
Dc¢veloppons encore les expressions et 2,(n,+s) oii, on se le
rappelle, on a
N4-2N<4-15
Wnd~2 === "«4-1 N<4-1

En tenant compte, comme plus haut, des relations qui existent entre
les O0léments du tableau (27) et ceux du determinant (24), on trouve:

(39) 2iw,) =<, — p2«2 4-(72 — p,)ad — 7,44-p2m?4-
4-psmw — e3H,e,4-(p, — 72)e,m,

et

(40) AWeH2) = (Pi — 71 «)e<t2 4- (Ps — N2O«<t!l 4"

4-(P3W« — 28@<)e<+2-
D’apres les formules (20) (p. 9), nous avons:
= Pl «i+2 4- Pi 4- Ps W-+2-

En s’appuyant sur cette formule ainsi que sur les formules (38)
et (40), on ddyeloppera aisement I'expression 2,(£,+,) et, apres avoir
6limind de la formule obtenue le produit ntnt+tl au moyen de la
relation

“Yetel+i 4- a, - aj(me+2 -f- o,m+2) 4- »» +a = 0,

relation que Fon obtient en considerant que les Olements du ta-
bleau (27) sont egaux aux coefficients des 6léments homologues du
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determinant (24), on obtiendra une formule qui, a la suite de la
substitution a w<tl de sa valeur e(+2m, — etml+i, nous donnera fina-
lement la suivante:

2(()k,<tj) = (P? + P»?i)«h-i + (PiP« + +
+ e-.e"h (pj —Ps?% — «=2(p)} -f-

-+ w.mi+2{"2(p8) 4- p3pt — allu,(p3)}4-

(41) 4- =+ pl} + m,+in{ps(p3) 4~
+ «<e<+2Ps(Pi) + »W<te(Ps) — ps33} +
+ (pt) —p»3» 4" a, M3 (p,) — p, p3 — ptas} 4~

4-ei+2Wi{“1(?']) + PPl +«3Ps(Pl) + P1P8 +P27s)-

Développons maintenant I'expression Zi(£i+bt+a). Nous avons {formu-
les (20), p. 9}:
£h-i,j+2 =: pie( 4- p2m, 4- p3nt

et, en nous appuyant sur (38) et (39) nous obtiendrons l'expression
de ~(™M-1,44.2) sous forme d’un polynome entier du second degr6 en
et, mt et nt ayant pour coefficients certains invariants du groupe
des rotations. Apros avoir ¢limin¢ de I'expression procedente la quan-
tit¢ m? au moyen de la relation (35), on obtiendra les formules do-
finitives suivante:

AML,i+2) = P3{?1 «1 — Ps«? + —Pite} + AP»(P») 4-
+ «?{Pi(Pi) — Paji — «2p3(p.)} +
4-m?te(P2)H-p2p8 — «i™3('ps)} +
4- w(n({p8(p2) 4- p2(p,) 4- pi) 4-
4- nje<{"3(p,) 4- p, (p3) — p32s} 4-
4-e,mi{p2(pl)4- pl(p2)4-p3(p! — 3s) 4- 2a,p,(p,)}-

L’6quation
(43) N(84+i,<-+-a) — O

doit 6tre ycrifide quelle que soit l'orientation des axes; d'autre part,
ainsi que nous avons deja eu l'occasion de le faire remarquer, lors-
que lorientation des axes varie, les vecteurs e et m o6taint donnss,
les valeurs que peuvent prendre a la fois les quantitds e(, »n( et w,
ne sont assujetties, dans le cas generat, qu’a satisfaire a I'equation
(35). Par conscquent, il résulte de (42) que, pour que l'é6quation (43)
soit satisfaite dans les conditions voulues, il faut et il suffit que
Fon ait:

Rocznik Polskiego low. matematycznego. 2
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Pi{<h “l — P2«2 + (2 ———+ 473(p,) =0
MiOi) —Ps?i — “iMsOs)™
Z44) +P» — «iM.Os) =0

MiOsjO-MtOs) 4-p! = 0
MsOIl) + MiOs) —Pi?3 =0
MsOi) 4" MiOa) + PsOi — ?s) + 2a,”3(p,) = 0.

A cause de la 2-ieme et de la 3-ieme des c¢quations (44) le coeffi-
cient de e(ei+2 ainsi que celui de wp»ni+2 dans I'expression (41) de
(Em+i) 80nt identiquement nuls et, k cause de cela, apres avoir pos¢

Ai 4" P-20s) + pl, #i = Ms (Ps),
~2=M3(P1), A =MIOI) — Ps?3>

4 =M (PI) Pi<h4“ “sMsOl) P\Pi — PI111
B3 =M201) + PsP1 4" @3Ms (Ps) 4~ PIPs +pt?3

I’equation
(46)

prendra la forme suiyante:

(F? +P.?2l)«t + OIP + P« 2)W<tl +
4- A w (s B +

(47) A2Mjgi+2 4" ®2uH-se 4°
4" Ateimii 4 -03e<s20i — 0.

Mais, avec les notations (45), les trois dernieres ¢quations du sys-
tbme (44) s'ccrivent coinme il suit:

Al 4" —~
(48) 4 4~
At 4-4, =0

Il résulte de la que I'¢quation (47) ¢quivant a la suivante:

07? 4- p>?)«<+2 4- OiPi 4- p2 5D + 4-
4- Ax(m,n,+2 — Mti+2n() 4-

A4 At(ntel+2 — n,+2e() +

4- AN, —e+2m() =0,

laquelle, & cause des relations qui existent entre les dlements du
tableau (27) et les ¢léments du determinant (24), peut se mettre
sous la forme suivante:
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«H<P? + 11— QA + alA} +
+ »<+i{PiPs +ps? + Mi — <M2} ——M3Hi+l = 0.

Pour que cette equation subsiste quelle que soit Forientation du
axes, il faut et il suffit que Fon ait

pi+ pS7i — N 4- M> =0
(49) PIP2 +Pi?2 + “3A —«d A =0
al = 0.

Il résulte de ce qui précede que !’ensemble des c¢quations
A =0 (j,A=1273)

equivant a l'ensemble des dquations (44) et (49), lequel, on le veri-
fiera trés aisement, 6quivant a 'ensemble des 9 premiferes des equa-
tions (23). Reste a prouver que l'ensemble des 9 autres equations
du systeme (23) oOquivaut a l'ensemble de cquatious

A%*) =9 (zy, k=1, 2, 3).

On pourrait ¢videmment y arriver au moyen d’un calcul tout il fait
analogue a celui que nous venons d'effectuer, mais il est inutile de
developper ce calcul car il est ais6é de voir que Fon en obtiendra
le resultat en remplagant dans les 9 premiferes des $quations (23)
les symboles

ai , as, ly. ks, jo3, , qt, g3, fit, ./z8
respectivement par

o2, ,as, q=271, -731P21Pil Pu Pt- Pu Pi-

2*



Sur les geometries de Cayley et sur une
geometrie piane particuliere.

Par

Stefan Glass (Wilno).

Introduction.

L'idée de Cayley de rattacher la motrique de Lobatschewski
a une courbe invariable de seeond degre, a conduit F. Kleinl) a une
classification rationnelle des gcomotries planes de Cayley, c'est a dire
des géomdtries dont les mouvements laissent invariable 1l'absolu —
courbe de seeond degrd, degcndrse ou non. Cette classification, qui
est tout simplement la classification des formes que peut prendre
l'absolu, permet de saisir irnmddiatement les rapports qui existent
entre les différentes géomotries. On remarque que la place occupde
par la geoinstrie d’Euclide n'a rien de particulier. Cette clasification
contient tous les types des géomstries planes au sens de Riemann,
s'il s’agit de petites portions du plan, car sur une telle portion a lieu
approximativement une des gdométries de Cayley.

Jexposerai dans ce qui suit:

1) la classification des géomdtries planes de Cayley;

2) la construction et la démonstration des theoremes les plus
importants de la plus simple des gsomdtries, qui est la dégéncre-
scence de toutes les autres, y compris celle d’Euclide. Je I'appelle
la gSométrie G. Elle a $te mentionnée par M. E. Borel2) et M. H.
Beck s) s’en est occupé.

) F. Klein. ,Nichteuklidische Geometrie”. Goettingen 1893.

J) E. Borel. ,,Introduction gébomdtrique a quelques theories physiquee®. Paris
1914, voir page 38.

’) Ce n'est qu'apres avoir ecrit le prdsent travail que j’ai eu connaissance
du memoire de M. H. Beck: ,,Zur Geometrie auf der Minimalebene!* (Sitzungs-
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Je termine par quelques remarques ayant trait a la physique
et a la philosophie. Au commencement je passe en revue les notions
fondamentales des geomcétries de Cayley en insistant sur le principe

de dualité.
[

Introduction de la mctrigue sur le plan pro.jectif tout entier.

Nous prendrons comme point de depart le plan projectif reel
(plan de la goometrie euclidienne avec la droite a I'infini) que nous
appellerons plan tout court et nous introduirons la métrique sur ce
plan tout entier. Nous ddfinissons les points x et les droites v a l'aide
des coordonnees homogenes (a:,, a2, x3), (®t, P2, d8). Les rapports
entre les deux catogories des Ol¢inents du plan est le suivant:

3
si 2xtvt = 0, alors on dit que le point x est situ¢ sur la droite v,

ou que la droite v passe par le point x. Vu l'identitd des dofinitions
on peut transposer dans les th¢oremes les mots: point, droite. Deux
points d’une droite divisent les autres points de la droite en deux clas-
ses appeldes segments. De mome deux droites doterminent deux angles.

Consid¢rons une conique non dsgsnoree. Nous la dsfinirons des
le commencement d’'une maniére duale: comme lieu de ses points:
S2*aikxixk =0, (i k=1,2, 3) et comme enveloppe de ses tangentes:

. 0(z,&=1,2,3). Les Coefficients ak sont reels, le dster-
<

minant = A== 0, Aik est le complément, algébrique de diviso
par A. Considerons les collineations (transformations lineaires) lais-
sant invariable cette conique, appeloe absolu. On dit que ces col-
linbations appartiennent a l'absolu. Le dualisme dans les dofinitions
de l'absolu est important, puisque la méme courbe peut dégoncrer de
faeons différentes. suivant qu'on la considere comme lieu de points
ou comme enveloppe de droites (par conssquent les propridtes des
segments peuvent devenir difforentes des proprietds des angles, si
l'on envisage une geometrie a l'absolu degénsro).

Une collineation appartenant a l'absolu s'appelle tnouvement,

ber. d. Beri. Math. Ges. 12. pages 14—30). L’auteur y considere la geometrie sur
un plan minimal de l'espace euclidien. Elle est identique a la geomotrie G. Le
momoire de M. Beck traite donc un des sujets du travail prdsent. Cependant il
y a des difWrences de mothode et de ddéveloppements ulterieurs.
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si I'on peut passer delle a la collindation - identité par une sorie
continue de collindations appartenant a l'absolu.

La couique-absolu est reelle ou imaginaire, suivant qu'elle
a ou non des points (droites) réels. Les coniques réelles d’uue part
et les coniques imaginaires de l'aulre, ainsi que les groupes de mou-
vements qui leur appartiennent, sont toutes semblables entre elles
par rapport au groupe des collindations aux eoefficients roels. On
a donc deux sortes de goomotries, dofinies par l'absolu non doégo-
nord: la géométrie de Rieinann (geometrie R) a l'absolu imaginaire,
et la géomdtrie de Lobatschewski-Poincar6 (géomotrie L-P) & l'ab-
solu roel ).

On dit gu'un point réel en dehors de l'absolu est elliptique,
hyperbolique ou parabolique, suivant que les deux droites passant
par ce point et appartenant & 'absolu (tangentes a la conique absolu)
sont imaginaires (eonjugudes), roelles et difforentes ou qu’elles se con-
fondent (et sont necessairement reelles). On définit d'une fagon ana-
logue les trois especes de droites. Dans la gbéométrie R, on n’a
que des oOléments elliptiques; dans la géomotrie L-P des éléments
elliptiques et hyperboliques; les 6l6ments paraboliques n’apparaissent
que dans les géométries & l'absolu dogonoro.

Deux Oloments de la méme catdgorie en dehors de 1'absolu
sont paralloles, si ’6l6ment de l'autre catdgorie qu'elles doterminent
appartient a l’absolu.

Parini les olements roels le parallelisme ne peut avoir lieu
pour des dloments elliptiques.

Rappelons maintenant comment on introduit la metrique. Con-
siderons une geometrie particuliere définie par l'absolu a. Prenons
deux Oléments en dehors de l'absolu, de la méme catdgorie, de la
mome esphce, non paralloles, p. ex. deux points A,A'. Ces points
doterminent une droite a et sur elle deux segments. La droite coupe
l'absolu en deux points difforents B, B'. Suivant que B, B’ sonfréels
ou imaginaires, a est hypeibolique ou elliptique. Considérons le pre-
mier cas. On entend par segment AAl le segment ne contenant pas

') La geometrie e<quissee par Poineard dans son memoire: ,,Sur les hypo-
theses fondamentales de la gdomdtrie* (Bulletin de la Soc. Math. de France, 1888)
c’est la gdomotrie a I'extdrieur de la conique-absolu, la gdomdtrie de Lobatschew-
ski, c’est la geometrie a l'intdrieur de cette conique bi I'on considere le plan pro-
jectif comme un tout, sui- lequel l'absolu doétermine la metrique, il faut regarder
ces deux gdometries comme parties d’uue seule.
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B,B' et par sa longueur AA' le produit de la valeur réelle du lo-
garitbme du birapport (AA'BB') des points A, A', B, B’ par une cons-
tante ¢, choisie une fois pour toutes, pour la géomctrie que Fon
considfere. On procede d’'une maniere analogue dans le second cas,
pour d¢finir les longueurs des deux segments AA' de la droite ellip-
tique. On choisit alors les valeurs de logarithme du birapport sa-
tisfaisant a la condition: la somme des modules des longueurs des
deux segments AA' est egale a 2n multipliés par le module de c.
Si ces longueurs sont ¢gales, on dit que les points A, A" sont per-
pendiculaires. La longueur ainsi definie est un invariant par rapport
aux mouvements et Fon a en outre pour trois points alignes:

TA" = AA"  A'A".

Pour obtenir par deg¢ndrescence des yaleurs rdelles pour les
longueurs dans la geometrie d’Euclide, nous prendrous ¢ purement
imaginaire dans la geometrie R (ce qui fait que les longueurs sont
reelles) et ¢ réel dans la géométrie L-P (donc les longueurs des
droites hyperboliques sont rselles). Nous obtenons ainsi dans la gso-
inctrie L-P des valeurs purement imaginaires pour les longueurs
des segments elliptiques (segments des droites elliptiques), mais le
rapport des deux nombres de cette espace 6tant rsel, on peut bien
comparer ces longueurs entre elles. Cependant on ne peut pas don-
ner un sens a la comparaison des longueurs de deux segments dont
Fun est elliptique et l'autre byperbolique, mais il n'y a pas non plus
de mouvement qui transporte Fun de ces segments sur 1l'autre. La lon-
gueur d’'une droite elliptique est 2nic.

Nous definissons d’'une maniere analogue la grandeur des an-
gles et nous introduisons une nouvelle constante c', analogue a c,
que pour des raisons semblables nous choisissons purement ima-
ginaire.

Il 'y a une infinitd de géomotries L-P et R et chacune d’elles

est caractorisée par les paramelres ———dont le premier

s'appelle courbure.

Faisons maintenant degdnerer Fabsolu considéré comme en-
semble de points p. ex. en une droite (double) et considére comme
ensemble de droites en deux faisceaux aux centres imaginaires.
Pour que les longueurs ne deviennent pas toujours Ogales a zoro,
c doit tendre a linfini, ¢' restant arbitraire. Donc il y a une
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infinitd de gdéomctries euclidien nes. Quand enfin les cen-
tres des faisceaux mentionnes ci-dessus convergent vers un seul
point (réel), alors c¢' doit aussi devenir infini pour que les angles
ne deviennent pas tous nuls.

Je vais esquisser la mctriqgue pour l'absolu degbnere en pre-
nant comme exemple la geometrie d’Euclide. Comme d¢finition de
la longueur nous prenons la limite de I'expression c.Ig (J-A' BB')
mentionnde ci-dessus. La dofinition de I'angle ne change pas. Si Fon
prenait comme mouvements les collineations (formant un groupe G)
qui laissent invariable l'absolu (avec la restriction de la page 21—22,
relative aux mouvements), on verrait que la longueur n’est pas un
invariant. Donc nous appellerons mouvements des collindations (avec
la mSme restriction) qui laissent invariable la longueur et l'angle.
On peut obtenir ces mouvements comme ddgéndrescence de mou-
vements appartenant a un absolu qui dsgsnere. Elles forment un
sous-groupe du groupe] G. Les autres collineations de G sont
des similitudes.

Si Fon ne peut pas definir la mesure pour des ,,partiesu (se-
gments ou angles) des eloments d’une catSgorie comme le produit
d'une constante par le logarithme du birapport (p. ex. pour les se-
gments de droites dans la géomctrie d’Euclide), alors on dit que
cette mesure est relative. Cela a lieu, si l'absolu, considére comme
lieu des c¢loments de l'autre catogorie, est doublement degdndro
(p. ex. la double droite ponctude ,.a Finfini“ dans la geometrie d’Eu-
clide). Dans le cas contraire on dit que la mesure est absolue (p. ex.
les angles dans la geometrie d’Euclide dont l'absolu, consider6 comme
form¢ de droites, se compose de deux faisceaux dont les centres
sont les points ,,cycliques®).

Considérons deux points d'une droite qui coupe !'absolu en
deux points reels (différents ou se confondant entre eux). Si un
de ces points reste fixe et l'autre tend vers un point de !’absolu,
alors la longueur du segment tend vers Finfini. Cette remarque et
une remarque analogue pour les angles conduisent a appeler infini,
ce qui est réel dans l'absolu.

Classification des geoindtries.

Chaque geomodtrie est designee par une majuscule et par un
dessin symbolisant son absolu. R—Riemann, L-P — Lobatschewski-
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Poincare, E — Euclide, M — Minkowski’), B—Blaschke?, G—Ga-
lilee, A dodsigne une géomdtrie peu intoressante.

Voila le sens des symboles: signifiie une conique non
ddgondree, roelle, ( | une conique non dogondree imaginaire,
une droite roelle, une droite imaginaire, O un

point réel, * un point imaginaire. On voit p. ex. que labsolu de la

géomotrie B, si on le considére comme ensemble de points, est forme
par deux droites ponctudes imaginaires; si on le considére comme
ensemble de droites, il est formd par un faisceau réel (double). Le
dessin symbolique fait voir immaddiatement les propridtés fondamen-

) Minkowski. »Raum und Zeit“. Leipzig 1909.

2) W. Blaschke. ,Euklidische Kinematik u. nichteuklidische Geometrie'.
Zeitschrift f. Math. u. Physik. Bd. 60, page 61. M. Blaschke considére une gco-
motrie a 3 dimensions. Sur les plans reels qui coupent I'absolu de cette gébométrie
suivant deux droites (imaginaires) a lieu la geometrie B.
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tales de la géomoétrie consideree. Prenons p. ex. . Comme

I'absolu — n'est pas completemeut degoncre dans le cas considérd (deux
droites et non une droite double), on a la mesure absolue pour les
segments. Comme il est imaginaire, cette mesure est limitee — la
droite a une longueur finie. Consid¢rons cet absolu comme ensemble
de droites. Comme il est reel (faisceau double, donc rcel), on a des
angles aussi grands que Fon veut. Comme la dsgsneration de l'ab-
solu est compiete, la mesure des angles est relative

Enfin les minuscules caractsrisent les ¢lements dans le fini
(reels, non appartenant a l'absolu). Les lettres devant le trait carac-
torisent les points, les lettres aprbs le trait caracterisent les droites;
e, h. p signifient respectivement: points (ou droites) elliptiques, hy-
perboliques, paraboliques

On a deux axes de symetrie dans le dessin representant la
classification. te premier passe par les gc¢omstries R, G et L-P.
En transposant dans les axiomes et les th¢orfemes les mots droite —
point et segment — angle on permute les géometries au-dessus de
I'axe avec les géometries au-dessous. Les gsometries E et M sont
dans ce sens respectivement duales aux gcoméstries B et A. On ob-
tient l'absolu de !'une de 'absolu de l'autre en substituant les droites
aux points et vice versa. Une géomdtrie change en goéomotrie duale
p. ex. par polarite par rapport a un cercie fixe. Chacune des go6o-
motries R, G, L P est duale par rapport & elle méme ou autoduale,
puisque l'absolu de chacune d’elles est autodual.

Si Fon considore !’ensemble de toutes les geo me-
tries de Cayley, on voit que le principe dedualit¢ est
valable non seulement pour les points et les droites,
mais aussi pour la msétrique, c’est-a-dire pour les se-
gments et les angles.

L'autre axe de symodtrie, perpendiculaire au procodent, passe
par la géométrie G. Ce qui est imaginaire dans l'absolu dans une
géomctrie a gauche de cet axe, est roel dans la gsomotrie a droite,
symstrique a eelle-ci.

En ne considérant que des ¢lements dans le fini, on dira que
deux points sont paralleles, s’il n’existe pas de droite passaut par
ces deux points. Alors on peut formuler le postulat des paralleles
pour les points de la maniere suiyante:
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Il existe sur une droite arbitraire qui ne passe pas par uu
point donn¢, un et un seul point parallele au point donne.

On exprime d'une maniere analogue l'axiome des parallfeles
pour les droites.

Les goomotries situdes le plus loin du centre. a l'absolu non
ddégendrd: R et L-P ne possedent pas de postulat de paralleles. Cha-
cune des goometries interms$diaires, a l'absolu non entiérement de-
geners$, poss&de un postulat de paralleles: E et M pour les droites,
B et A pour les points. La gbomotrie G en poss&de deux: pour les
droites et pour les points.

Geométrie de Galilée.

La gsomctrie de Galilee est la degsnerescence complfete de
toute autre géomctrie de Cayley. Nous !'obtiendrons conime dcge-
nérescence de la géomctrie d’Euclide. Pour passer de E a G il faut
que les ,points cycliques® se eonfondent. Nous y parviendrons en
»etirant” infiniment le plan euclidien dans une direetion fixe. Pre-
nons un systeme de coordonnses cartesiennes rectangulaires et eti-
rons le plan dans la direetion de I'axe des x par la collindatiou:
(1) X~ a-o0

Yy =y
La droite a linfini reste immobile, les ,,droites minimales* passant
par lorigine ¢c. a d. y= % ix chaugent en y'= + x. donc a la

limite pour a— oo elles se eonfondent, deveuant l'axe des x; donc
les points cycliques se eonfondent en devenant le point a linfini
sur l'axe des x. Nous obtenons l'absolu de G de l'absolu de E et
notre systotne de coordonndes est choisi de fagon que l'absolu de G,
mconsidéro comrne ensemble de points, soit la droite a linfini, et con-
sidor¢ comtne ensemble de droites, soit le faisceau de droites paral-
Ibles a I'axe des x.

Ayant trouvs$ les degsnorescences des inouvements euclidiens
et les degonorescences des grandeurs euelidiennes suivantes: distance,
-angle et surface, nous vdrifierons que les degsnérescences de ces gran
deurs, ainsi que Ja droite a linfini et le faisceau de paralleles a I'axe
des X, sont des invariants pour les dégéndrescenees de mouvements.
Ainsi nous aurons démontrd I'existence de la geometrie G et les
doégonsrescences obtenues en seront les mouvements et les mesures.
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Pour obtenir des rotations apres l'6tirement, il faut subslituer
dans les formules de rotation eelidienne d’angle — a

X =a;cosa-|-sina
Z=—xsina ycosa
les coordounees a/,/ des formules (1). On obtient
X'=x"'cosa-|-y'asina

@) Y ——X S':a T u'cos a

Faisons tendre a vers 0, tandis que a tend vers oo de fagon que
asin a tende vers une limite finie 4.(2) donnent alors a la limite:

3) XN+ Kk
Y=y

Cest la formule de rotation dégoncroée.
Les formules de translation euclidienne:

X =x-\-y
Y=y +?
donnent aprés 1'étirement:
X'=x" «y
Yr=y'+7?

Quand y tend vers 0 de fagon que ay tende vers une limite finie a,
on obtient a la limite:

X" =x 4' a
La formule de translation reste donc la méme. La formule de la
distance de deux points (%i, yj, (Xt, est a-,—z2¥ (Y\—y"-
Elle donne apres l'etirenient | | ——j- {y\ —vyi)4 et a la limite:

®) d—yr — yt
Telle est la degdnerescence de la distance. L’angle entre I'axe desy

. 1 L P
et la droite y = mx est arctgm = artgy. Apros l'otirement nous en

X 1 -
obtenons arctg = arctg En multipliant par a nous obtenos
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a la limite lim a arctg — = — = — Clest la ddgdénorescence de 1'angle

entre l'axe des y et la droite au coeffieient angulaire m. Donc la
dégénodrescence de l'angle entre deux droites aux coefficients angu-
laires m,w' sera:

Nous trouvons d'une manidre analogue I'expression pour la dogono-
rescence P de la surface du parallélogramme aux sommets (xry,),

(fk(), t,/\)_
(7) P—x 12y, —V2

On verifie avec la plus grande facilitd que les ddégdnerescences do-
finies par les formules (5), (6), (7) sont des invariants pour les trans-
formations (3) et (4) et qu'elles possodent la propriétd additive. On
voit immaodiatement que la droite a linfini et le faisceau de droites
paralleles a lI'axe des x sont changds en eux-mémes par les trans-
formations (3) et (4). Donc lI'existence de la gbomotrie G est
doémontree. La direction de I'axe desy n’est pas invariable pour
la transformation (3). Dans un systome d'axes oblique, ou l'axe des x
appartient au faisceau de droites-absolu et l'axe des y a une dire-
ction arbitraire, (3) et (4) reprdsentent des mouvements de la goéo-
moétrie G, (5), (6% (7) sont les expressions de la distance de l'angle
et de la surface.

Il est facile de voir que le mouvement le plus goéndral, lais-
sant invariable la distance (5) et l'angle (6) est une combinaison des
mouvements (3) et (4). En effet, comme la droite alinfini doit chan
ger en elle meme, on n'a qu'a considorer des collindations entieres.
La longueur doit rester invariable, donc

(8)

Soit Y= axby A-c la transformation de I'y. En substituant cette
expression dans (8) on obtient a(x, — sr8) -~ b(y} — y2) == yx — y".
dou a=0, b = 1. Donc, dans un mouvement, la transformation de
Yet Y=y

Les droites X—Ay-}-B, X=Aly-]-BI forment l'angle A—At.
Appligquons le mouvement x = aX-|- by-|-c, y == K-|- d; les droites
deviennent:
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aX-j- bY~l~c =AY -j-...
aX + bY+c=A, K+ ...

. - . R J
vu l'invariabilite de l'angle ou doit av0|r---é- ------- | . = A— At

d'ou a— 1. Done le mouvement le plus géneral de Gr est
X = x-j-kt/-j- a
(«)
On l'obtient en executant la rotation (3) suivie de la translation (4).

Chacune des paraboles appartenant au faisceau a l'axe paraliele au
faisceau de droites absolues

(c arbitraire)

est changée en elle-mEme par le mouvement (9). Ces paraboles jou-
ent ici le role des cercles.

Un faisceau de droites a ici la mctrigue identique a la mo-
trique sur une droite: les distances et les angles peuvent o6tre arbi-
trairement grands, chaque droite contient un point inaccessible
dans lequel un autre point de la droite ne peut Otre transportu par
un mouvement; dans chaque faisceau existe une droite inacces-
sible (dans notre systdéme de coordonndes — une droite paraliele
a l'axe des a?).

Si Fon prend un point accessible et une droite accessible ne
le conlenant pas, allors il existe sur cette droite un seul point ac-
cessible tel qu'avec le point donn$ il ne dotermine aucune droite
accessible (dans notre systeme de coordonncées c’est le point oii la
paraliele a I'axe des x passant par le point donne coupe la droite
donndei. Deux points (droites) accessibles ne determinant ancune
droite (aucun point) accessible, sont dits paralleles.

Comme les mouvements s’expriment par des formules linsaires,
entieres en a, y, on a pour les droites I'axiome de paralleles. On
a pareillemeut un axiome de paralleles pour les points.

La rotation (3) laisse immobile tout point de I'axe des X, cha-
que point d’une droite inaccessible est transportu en un point paral-
ize, et la grandeur de cette translation est proportionnelle a la dis-
tance de ce point de l'axe des x.

Une rotation euclidienne autour de l'origine (0, 0) laisse inva
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riable le cercie au centre (0, 0). Apres la transformation (2) on a a la
place du cercie Iellip Zz "8 r2 quj a ja limite, se divise en

deux droites y==r; ce couple de droites peut donc 6tre regardd
comme ,cercle® pour la rotation (3). Son centre est situd en un
point arbitraire de l'axe des x. Ce ,cercleu est le lieu de points
Sguidistants d'un point arbitraire de I'axe des x. C'est une d¢geno-
rescence du cercie gencral (10).

Comment caractoriser un couple de droites paralleles ind$pen-
damment du systeme de eoordonndes? S'il s'agit de droites inacces-
sibles, il suffit de prendre la distance de deux points arbitraires

situes sur deux droites differentes. S'il sagit de droites accessibles
a, @, ou prend deux points paralleles A, A', situ¢s lI'un sur a, 'autre
sur a', on conduit par ces points deux droites, se coupant au point
B sous un angle egal a l'unit¢. La longueur AB — A'B ne change
pas, si on transporte le couple de droites, donc elle le caracterise.

On caractorise d’'une faeon analogue les points paralleles. Vu
la degéncration complete de l'absolu. la notion de perpendicularito
n'existe ni pour les points ni pour les droites.

En dsfinissant la longueur d'une eourbe comme liigite d’une
ligne brisee inscrite, on voit que dapres (5) la longueur de la courbe
sans points paralleles est ¢gale a la longueur du segment de droite
qui joint les points extromes de la courbe (ceci rappelle la notion
du temps newtonien).

Un triangle peut etre impropre ou propre selon q'il a ou non
deux sommet8 paralleles. Dans un triangle impropre (fig. 1), le coto
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joignant les sommets paralléles A, B a la longueur 0, les angles en
A B sont infinis, les autres cotes sont 6gaux.

Un triangle propre, ou triangle tout court, a un angle (p. ex.
en A, fig. 2) infiniment grand. Nous appellerons angle du triangle
l'angle fini qui est adjaeent au procodent. Le céto le plus grand
(respectivement !'angle le plus grand) d'un triangle est dgal a la
somme des deux autres. Cherchons a exprimer la surface du triangle
indopendamment des coordonnoes. Ddsignons ses angles par A, B, C,
ses cOtos par a, b, ¢. Soit A le plus grand des angles. Alors A = B-\-C,
a—»b-\-c. Prenons la droite inaccessible passant par A comme l'axe
des x, la parallele par A au cété a comme l'axe des y. Soit D le
point d'intersection de l'axe des x avec le cotd a, t son abscisse.
Pour la surface P de ABD, la formule (7) donne evidemment:

PAD = . La formule (6) donne C=, ou t=Cbh, donc PAin—"".

On obtient d’'une faeon analogue- PAchn=—=<"", donc PABC = PABD -f-

V)
On a donc pour la surface du triangle les formules:

Abc_ Bca_ Cab
(12) Pabc = 9 — — 91

CcC_ B _CxxB_ A
c b c-|-b a

La surface du triangle est egale a la moittd du produit de
deux cotés par langle fini gu'ils contiennent.

Dans les formules des géomdtries non ddgonerdes exprimant
les rapports entre angles et cotes du triangle, les cotos et les angles
sont des arguments de fonctions transcendantes. Dans une géombtrie
semi-ddgonoree (comme p. ex. E) une catogorie des Olements (les
cotes dans E) sort pour ainsi dire de la fonction transcendante.
Dans la géométrie G, complétement dogonorde, toutes les formules
sont 6lémentaires: il n'y a que des operations arithmotiques. On peut
dire que, ainsi que E est la gébomotrie dans le voisinage d’un point
de R, G est la géomotrie dans le voisinagc d'une droite de E ou
géométrie dans une bande euclidienne infiniment mince. La trigono-
moétrie de E donne les formules de G, en remplagant sina: et tga:
par x et cos x par 1 P.ex. (11) est la dogondrescence du thdoreme



33

des sinus, (12) donne la surface d’'un triangle euclidien dont deux
angles sont infiniment petits etc.

Disons quelques mots sur les similitudes en Gr. La transfor-
mation x' = ax, y' = ay ne change pas les angles, les cotes sont
changes en segments proportionnels. La transformation Xx'— bx,
y'—y proéduit un effet contraire: les cotes ne changent pas, les
angles sont changc¢s en angles proportionnels. La similitude gsnerale

schange un triangle aux $loments A,b,c. en un triangle aux oloments
nA, mb, mc. Ces deux triangles ont pour les co6tos le coefficient de
proportionnalitdé m. pour les angles le coefficient n.

Il Ny a dualité ni dans la forme du triangle ni dans la for-
mule exprimant sa surface. Il faut completer le triangle par une
figure duale qui existe dans la gcometrie B, duale par rapport a E.

Ce ,triangle dual“ (fig. 3, dessin¢ a plein trait), a trois angles
finis A, B, C, deux cdtds finis et un cot6 infini. Convenons de prendre
comme longueur de ce dernier la longueur du segment complémen-
taire. La surface du triangle pouvant Otre considérée comme mesure
de l'ensemble des points a linterieur du triangle, la‘.,surface duale®
ABc peut Otre considorée comme mesure de l'ensemble des droites
qui coupent deux coétés d'un triangle dual. La surface duale a la
propriété additive.

Bocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3
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Trois points (ou droites) definissent un triangle ordinaire et
un triangle dual. Le rapport de la surface duale a la surface du

. ABc A ) )
triangle — est egal au parametre de la parabole a I'axe inac-

cessible (cercie de la géomstrie G) qui passe par ces trois points.
On a cing esp”ces de courbes du second degré: lellipse, et deux
espoces d’hyperboles et de paraboles, un point k l'infini sur la courbe
pouvant ¢tre eu non le centre du faisceau de droites inaccessibles.
G satisfait a tous les postulats de Hilbert de la gfiométrie E, sauf
le premier: deux points dcfinissent une et une seule droite. La se-
conde partie de ce postulat reste vraie (deux points definissent tout
au plus une seule droite); au lieu de la premiere partie il faut in-
troduire le postulat des paralleles pour les points.

Reinargues concernant la physiyue.

Un mouvement de G de la forme X' =x A- ky, y'—Vy est ,la
transformation de Galil6e" de la mecanigue de Newton, si Fon in-
terprete X comrne longueur, k comrne vitesse, y comrne temps. C'est
pour cette raison que j'ai appel$ cette gdoméstrie, la gbom~trie de
Galilée. D’une fagon analogue on obtient un modele de I’,,univers
newtonien” — au sens de Minkowski — a trois dimensions, en con-
siderant un espace dont l'absolu est formd par: un plan reel — en-
semble de points, une droite de ce plan — ensemble de plans eon-
tenant cette droite, deux points imaginaires de cette droite — fais-
ceaux de droites. Enfin le modele de l'univers newtonien k quatre
dimensions a pour absolu: un espace réel — ensemble de points,
un plan rcéel de cet espace — ensemble d’espaces a trois dimensions,
une conique imaginaire non dogénodrée situce sur le plan — ensemble
de plans et de droites. En goéncral l'absolu d'un espace riemannien
a n— 1 dimensions appartient a ’absolu de l'espace euclidien a n
dimensions et ce dernier est contenu dans l'absolu de I'univers new-
tonien a n 1 dimensions. ,Le moment present” dans l'univers
a quatre dimensions — l'espace existant a un certain moment —
est un espace roel a trois dimensions contenant le plan reel-absolu.
On peut construire dans cet espace trois axes de coordonnees de
U'espace. L’axe du temps est une droite qui n’a qu’un point de com-
mun avec cet espace a trois dimensions. Ainsi la notiou du ,méme
moment du temps pour deux points différents de ’espace”, critiguce
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par les einsteiniens du point de vue de leur théorie de la connais-
sance, trouve une expression addéquate dans une geometrie a laquelle
conduit la geometrie G, donc dans une géomédtrie qui, du point de
vue de la logique, existe tout aussi bien qu’une autre.

Reniargues philosophiques.

La classification rationnelle des gdometries de Cayley fait voir
que la geometrie E n’'occupe point de place ,privilégice” parmi les
autres géomdtries: elle est une des quatre géomdtries ,,semi-ddgonod-
rées“ qui possfedent un postulat de paralleles. Sont distingudes de
manifere essentielle: la- gsométrie G — la plus simple de toutes et
la gbéometrie R — sans linfini, pour laquelle tous les eléments reels
d'une catégorie sont oOquivalents entre eux, par rapport au groupe
des niouvements.

Il parait que malgré cela, pour tout homme sans parti pris,
ce ne sont point ces goéomdtries-la, mais c’est la gbomotrie d’Eu-
clide — qui joue un role tout particulier. On la ressent comme
quelque chose de naturel, les autres paraissent ,,contradictoires en
elles-moémes“. Comment expliquer ce fait?

Pour nous la goomotrie d’Euclide n’est pas seulement un sy-
steme de conssquences tirees de certains postulats, mais elle exprime
ce qui correspond a nos reprosentations de la droite, du point, des
segments $gaux etc. Je ne pose pas la question de l'origine de ces
représentations, je ne demande pas si elles sont innées ou acquises
par I'exporience. Ce qui m'importe c'est de constater d’'une maniere
certaine leur existence:

I. PrecisSment la sensation du ,,contradictoire* chez un homme
qui rencontre pour la premiere fois un theoreme non-euclidien
provient de ce qu’en entendant les paroles: dr.nte, point etc. il les
rapporte aux représentations euclidiennes et le thboreme lui presente
des rapports en contradiction avec ces représentations.

Il. 1l est vrai qu'on dii que: ,du plan euclidien on passe au
plan projectif en introduisant le groupe de toutes les collinéations,
et qu'en y choisissant un sous-groupe différent du groupe des
mouveinents euclidiens, on obtient une nouvelle geomotrie”, — mais
notre imagination est incapable de suivre ce proces. Les mouve-
ments non-euclidiens sont pour nous des d¢formations des longueurs
et des angles, puisque toujours, d’'une maniere plus ou moins con-

3%
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sciente, nous nous imaginons ces mouvements sur un ,fond eucli-
dien“. Chaque ,réalisation imaginable* des gsometries non-euclidien-
nes, comme celles de Beltrami, de Poincar$ etc., est une réalisation
a Faide de la géométrie euclidienne.

I11. Celui qui prctend pouvoir se reprosenter la géomotrie non-
euclidienne aussi bien que la géométrie euclidienne devrait essayer
de s'imaginer que la somme des longueurs des cotés d'un triangle
est une constante (geomstrie B) ou que l'angle peut etre arbitraire-
ment grand (géometries G, B, M)L Le fait, en apparence Otrange,
que les geometries telles que A ou G, du point de vue formel plus
simples que L-P ou R, sont restees inapereues si longtemps, s'ex-
plique par la remarque qu’elles sont plus Oloigndes de nos reprs-
sentations.

Nous arrivons & la conclusion que le mot géomstrie comporte
au moins une double significatione 1) descriptton de rapports cor-
respondants a notre imagination, 2) systbme de conséquences tirdes
de postulats d'un certain caractére ’). Dans le premier sens du mot
il existe une seule géomstrie — la goéomctrie euclidienne; la place
»Subalterne* qu'elle occupe parmi les autres géomédtries formelles,
fait voir que l'importance toute particuliere qu'elle a pour nous est
fondce sur des bases qui n'appartiennent pas au domaine des Math¢-
matiques pures.

') Je ne touche pas ici au probleme des rapports entre la geometrie et la
physique, c.-a-d. a la question de la Structure qui convient au monde qu’explore
le physicien.



Complement a la note deM.H. Hildebrandt))-

Par

M. Paul Flamant.

Aux remarques precedentes de M. T. H. Hildebrandt, on peut
ajouter les suivantes qui ont pour but d'abaisser encore d'une unito
le nombre des postulats concernant les champs de vecteurs abstraits?).

L'énoncd 5 peut etre docompos$ en deux affirmations:

5': § stant un $lément du champ a, il existe dans ce champ
un olément ¢ tel que £ °$— £

5": cet $lément Oy est independant du vecteur E.

L'¢nonc¢ 5' résulte des postulats 6, 10 et 11; ces derniers
inontrent qu'on peut prendre 0f = O.£; car

E+O04=i++(M=>(+OM=M =.

En outre, le n° Ip fait connaitre une propristd6 commune a tous
les vecteurs Oy ainsi introduits: —0.

11 suffit alors de modifier trfes legerement la rzdaction du n°® 14
pour que 5" en soit la conséquence. On l’enoncera:

14 modifié: 1l n’existe dans le champ o qu’un seul
veeteur ayant une longueur nulle (on peut noter ce vec-
teur o).

En résumé, en supprimant de la liste des postulats les n° 4,
5 7 et 8 et en modifiant comme je l'indique le n° 14, on obtient
un systeme daxiomes d’ou Fon peut deduire d’abord les nos 5 et 14
(ancienne forme), puis alors, avec M. Hildebrandt, les n°* 4, 7 et 8.

') Estrait d'une lettre adressee par le Professeur H. Hildebrandt (Universite
d’Ann Arbor) a M, Maurice Fréchet (Universito de Strasbourg), p. 1 du present volume.

’) Maurice Frdchet. Sur une definition geometrigue des espaces abstraits
affines, Annales de la Sociot¢ polonaise de Math., t IV, 1925, p. 3.



Sur la possibilite de plonger un espace rie-
mannien donne dans un espace euclidien.

Par
M. Janet, (Prof, a FUniv. de Caen).

1. — Etant donnd une forme quadratique de differentielles
2 alk dut duk

(ou les a sont des fonctions donnodes quelconques des n yariables
indopendantes iag, m2, ... m,) peut-on trouyer des fonctions X,y,...z
de ces n yariables telles que Fon ait identiquement

S alk dut ditk — dx2 -|- <ZI8 dz2;
autrement dit le systdbme d’oquations aux doriydes partielles '
3X 5X .
(A) C du. 3iik— (ibk=12..n)

(ou le signe S signifie comme dhabitude que Fon remplace suc-
cessivement X par y.... ou z et que Fon fait la somme des termes
obtenus) a-t-il quelque solution?

Moéme dans le cas ou le nombre des fonctions inconnues X,
Y,...z n'est pas inférieur au nombre des oOquations, rien n'autorise
a priori a affirmer que le systeme considéré est bien compatible.
Une doémonstration iigourense de ce fait est ndcessaire. Nous nous
proposons de tenter une telle domonstration dans le cas ou le nom-

bre des fonctions inconnues x, y, ..z, est 6gal au nombre

des oquations.
Nous poseroas, pour abreger,

S
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-et plus gs$noralement

On a (@Zkl.,i"k'I".) — (<K kl..).
Nous poserons aussi

Eik = (> ty — aik

2. — Cas O6ldmentaire: n— 2. Soit a 6tudier le systeme
des 3 o6quations:

(1) an—o0
(2 Ei2 =(1,2) «]2=0
3) Eit=1(2,2) — a2 = 0.

Ce systeme, doriv$ une fois, donne un certain nombre d’équa-
tions du 2e ordre, dont nous tirons les combinaisonsl) suivantes:

@) 2(E1)L — (An)2 = 2(11, 2) — [2(0,,), — («.,),] =0
®) (7-(1,22)+ (12, 2)-(«,,),
(6) —2(2,22) W

Le systeme propos¢, dérivd deux fois, donne un certain nom-
bre d'équations du 3e ordre, dont nous tirons la combinaison sui-
vante, qui n’est que du 2e ordre:

~(£..)., +2("2+— (AYN~2[(11,22) - (12,12)]-
— ( @s2 + 2(u,i)2  (a22)lly

Choisissons arbitrairement trois fonctions a, y, z de satis-
faisant a I'Squation (1) on l'on fait u? = w? et resolvons le sy-
steme (2), (3), (4), oii Fon fait m2 =w§}, x2, y2, 22 Otant les
trois inconnues; supposons que pour la solution considorée le
determinant fonctionnel '

ol X2 Xn |

soit différent de zoro.
Le systeme (5), (6), (7) est un systeme normai du 2e¢ ordre,
résoluble par rapport a x22, y22, z22. Considorons la solution de ce

ar (£,,),, ... etc..
w P (£,)
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systeme telleque a? vy, z; x2 y2 z2 prennent pour u, = wj les ya-
leurs que nous venons d'indiquer.
Je dis que le systeme de fonctions qui constituent cette solu-
tion satisfait au systeme d’Squations proposées (1), (2), (3).
Puisque, quelsque soient w,, w2 on a (A!,)2 =0 (6) et que, d’autre
part, pour u2—u2, E2 — 0 (3), on a quelsque soient uA u?

Ei2 = 0.

De mome les oquations (5) et (2) montrent que quels que
soient u, u2, on a

Elt = 0.

D’apr.6s ces resultats on a

quels que soient w,, w2: (M1)22 — 0 (7>
et pour w2 = wl (At =0 (4>
An « =0. (1)

11 en résulte que quels que soient wn w2, on a

Eu = 0.

3. — Passage du cas de n—! yariables au cas de
n yariables.

Admettons qu’on sache domontrer la compatibilite d'un sy-
steme telque (A) dans le cas de n— 1 yariables et cherchons a la
dSmontrer dans le cas de n yariables.

Le systeme considoro s'ecrit:

) a;,v (ihk)—av=0 i"k'=12,..n—1
) EVn = (i',n) —at.. =0
(3) A, = (w, n) —a,,, = 0.

Ce systeme, doériyd une fois, donne un certain nombre d’equa-
tions du 2e ordre dont nous tirons les combinaisons suiyantes:

(4) (Et) --(A.)— (A, Vv),==2(t'A" m) — + (av,), — (arv).]=0
(5) (A},). = (P««) -f- (i', nn) — (a(n), =0
(6) (A,.), = 2(m, nn) — (a.,), = 0.

Le systeme (1), (2), (3) deriy¢ deux fois, donne un certain
nombre d'équations du 3" ordre, dont nous tirons les combinaisons.
suiyantes, qui ne sont que du 2e ordre:
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— ~+ (-Ei')vn 4* - FEw)</
7 == 2[(i’k',;nn) — (k'n,i'n)] — [—(aw),,, & (a(,,)v, +
+ — («..W =0.

Choisissons arbitrairement 1 33— fonctions de ulw!...wn 1,

{x,)y,...z) satisfaisant au systeme (1) ou l'on fait u, = m"
Rosolvons  le systeme (2), (3), (4), ou lon fait wn=u®,

3x 3y 3z 'etanq(qe‘l_-l-)--inconnues Supposons que pour
cU, dun e, e - supp que p

la solution considérée le determinant fonctionnel

3x  3x <Q.r
i7" 3uv’ 9mb ' 3ut,3uv

soit different de zoro.

Le systome (5), (6), (7) est un systeme normal du 2¢ ordre
résoluble par rapport a z,n, znn. Considdrons la solution de
ce systeme telle que x, vy,... %, X,,, yn,... z,, prennent pour w, = w@
les valeurs que nous venons d'indiquer.

Je dis que le systfeme de fonctions qui constituent cette solu-
tion satisfait au systeme d’dquations proposdes (1) (2) (3).

Puisque, quels que soient u,, w2)... m,, on a

(6) m. =o
et que d’autre part, pour w, = u®,
®) ‘ =0
on a quels que soient wn ws... m,

£,.=0.
De mfime les ¢quations (5) et (2) montrent que l'on a quels
que soient m2... w,:

Ev, = 0.
D’apres ces rcsultats on a

quels soient w2... u, =0 ?
et pour w, = w@ | (*Vv). =o (4)

(Av) =0 (1)
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Il en résulte que quels que soient wl, w2... w,, on a

=0.
4 — Restrictions a la
tion géncrale.
1\
Le systenie (1) oit Fon fait u,, = u°® contient fonctions
. nn — 1) . . o L
inconnues et ---- ------ équations; si Fon y choisit d’abord arbitrai-

rement n des inconnues (fonctions de wn w2... m,_i) il est bien de
la forme (A) que nous dtudions. Mais nous avons admis, pour pas-
ser au cas de n fonctions inconnues, non seulement que ce systome
est compatible, mais qu’il a quelque solution telle que le systfe-

me S d’¢quations algébriques (2) (3) (4) en . qui en

rssulte soit rdsoluble dans les conditions classiques de la thdorie
des fonctions implicites, c'est & dire de manidre que, pour une au

moins des solutions de 2, le determinant A d'ordre - ' - dont

3Ix

et dont les autres lignes s'en dc¢duisent en changeant x en vy,...
en z, n'est pas identiqguement nul.

Il resterait donc a traiter le cas oiilesystbme algsbri-
que obtenu en adjoignant & (1): 1° les ¢quations du 2e ordre que
Fon peut en tirer par dcrivations relativement a w2 w2... u,_i et
2° les cquations (2), (3), (4), entrainerait justement l'iden-
titd en wt w,... w,

4 =0.

On est amend la a une question d'algbre pure que nous
n'avons pas olucid¢ pour n quelconque, et que nous traiterons ici
pour zi = 2,

5. — Utilisons dans ce cas les nouvelles notations: u pour wi
v pour m2. Le cas exceptionnel est celui ou le systdbme algébrique

en x, yu YA Y%v
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S =an

S Xg9--

N*u - 12

SXN xv — («18), — 1(«,,),,
S =a»

entraine lidentitd en w, v

Vu Y>> -_— 0

z. 1 Y

Un calcul assez simple permet de prouver que la condition
nocessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu'il existe une
fonction /'(w, t>) telle que

3f\2__ 3£3f .
3u) —a" 3>u3V —ait

Mais alors la compatibilite du systome (A) en X, y, z est Ovi-
dente. Ou peut mdédme dire que sa solution est ,,plus indoterm'inGeu
que dans le cas goneral; elle ddpend ici d'une fonction arbitraire
de deux variables (et non plus seulement de deux fonctions d’'une
variable): 1'une des trois fonctions x, y, z peut 6tre prise arbitrai-
rement.

6. — En rdsume nous avons montrd corament, sachant traiter
le probléme proposé pour m — 1 variables dans le cas le plus
gonoral, on peut passer au meme probleme pour n variables
dans le cas le plus géndéral o6galement.

Nous avons montr6 comment s’introduisent les cas excep-
tionnels. U resterait a traiter tous ces cas exceptionnels comme
nous avons traitd, a titre d'indication, celui que l'on rencontre
pour n = 2.

Cracovie, juin 1926.



Applications des parametres locaux.

Par
V. Hlavaty (Prague).

Dans ce Memoire jai eu pour but d'¢tudier les applications
des ,,parametres locaux“ (§ 1) de la connexion riemannienne V,,.
On y trouve tout d'abord le développement pour les symboles de
Christoffel au voisinage d’un point régulier de F, (8 2). Le § sui-
vant contient les integrales de quelques c¢quations difforentielles.
Dans le § 4 on Studie linfluence de la connexion riemannienne et
de la connexion euclidienne sur les invariants différentiels d'une
courbe. Le travail finit par le d$veloppement pour les coordonndes
d’'une surface baign¢e dans F,.

Il faut remarquer express¢ment que les résultats obtenus ne
sont que lillustration du th¢orfeme de ,réduction” de MM. Ricci
et Levi-Civita, publié dans le travail, devenu classique ,,Methodes
du calcul diftsrentiel absolu et leurs applications!’ (Math. Ann. Bd.
54, p. 162).

Quant a la symbolique nous nous tenons & celle du livre de
M. Schouten ,,Der Ricci-Kaikiil" (Springer, 1924) dont nous sup-
posons la connaissance parfaite. Pour dc¢signer la valeur numorique
d’une fonction quelconque F au point examinG, nous Nous Sservons

0
au besoin d'une des notations suivantes F, Io: (Ft.

* * *

§ |. Parametres locaux.

1) Construction. Ddésignons par al'l) les n parametres
d'une varistd n fois 6tendue a connexion riemannienne F,, par

’) Les indices grecs prennent toutes les yaleurs entieres depuis 1 jusqu’a n.
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son tenseur mctrique et par —

les symboles de Christoffel. Transformons les paramotres xv d’apres

et supposons les fonctions 'M(a;) continues et ddrivables. Cette trans-
formatoon a pour cons¢quence la transformation des composantes
du tenseur mdétrique

11, '‘thfi — QI

tandis que les symboles de Christoffel et leurs dorivées successives
se transforment d’apros

Dsveloppons les w fonctions "xv(x) dans le voisinage infini-
ment petit d’'un point P(%<= X) de V,

(2.1) X" — XV QM..aP "xa'..."xx”

Pour determiner cette transformation, nous choisissons les co-
efficients QS,..ap d'une faeon convenable. Soit tout d’abord au
point P

0
(2.2) Q\ = A\  (A%',= l'affineur-unit$, delta de <Kronecker).
Or, parce qu'on peut toujours supposer de la forme
euclidienne ez en P on aura daprbs (1,2) a ce point
0I

(321) Yzii —
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0

Quant a , nous pouvons supposer qu'il soit
(2,«) LU= —-A\.
parce que aussi que Zi”™ sont symetriques en Afi. Il s’ensuit
d'apres (l,s)
(3>») 1 AL =0

0
Le coefficient peut etre déterminé de telle manidre qu'il soit

(2,«) Wfiw = 2Z7£(,, Z7w) — Z,[X/bM)2).
Il s’ensuit d'apres (1,3)
(3,») —

On reconnait ds$ja la methode a employer pour dc¢terminer les
0
I O° procede toujours de telle maniere que Fon ait

13, 1'lwu,) — 0
0

En substituant les valeurs de dans (2,1) on obtient

*kk

_— jo

(26) !

+ 4f (M <4 + 4-N§ +2Z'xqf Z'N4-

—2PLrfer —4rn N +...

tandis que la transformation inverse devient

(1,0

2) Si XA,...est une espression quelconque, "(Xi..-2p) designe la somme

de pi permutations diffdrentes, dirisoe par
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Ce sont des cas particuliers des formules (1,i), (2,i). On ne
leur a consacr6 une d$monstration spdciale que pour faire aperce-
voir la mcéthode de construction des parametres que nous doésignons
comme ,,parametres locaux“. Ces parametres doivent satisfaire
& (L) resp. (2,5). — On supprime, par une convention d'Ocriture,
l'accent et on ccrit simplement xv et pour les parametres lo-
caux et leurs fonctions au lieu de 'xv et

2) Consc¢quences. Soit

PRV i 1 A N
wig? T T — T Fa L T T

l'affineur de Riemann-Christoffel et

-9

le tenseur, dont les directions principales sont en meme temps les
directions principales de Kn. L’emploi des parametres locaux nous
permet de deduire les formules, valables au point P

— 1 \I(a0=y> -~Na-Py) — TV YVv)/>Ho

=— -+ V(«V|3%r
0

3, 3) «—» «—> 0
oON —  Hea? — + onity — Ay (V«
0
OnAapyd — ( ttASVIVMY)/<eX A~y)Zwe)o

= le symbole de la dérivée covariante de Kn).
U sera fait, dans la suite, un usage froquent de ces formules.2

2) Symboles de Christoffel.

Si Fon effectue la variation infiniment petite des parametres X,
les subissent a leurs tours une variation donnee par

(4, 1); Xa“—xttp1

Multiplions cette ¢quations par x“, ce qui nous donne

8) Voir Hlavaty ,Les parametres locaux dans une varidte de Riemannu
Rendiconti della r. Accademia dei Lincei, Vol. IV, srie 6, fasc. 3 4, p. 99 103.
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En substituant aux coefficients de cette série les valeurs tirdes
de (3,«), on obtient

XN — —3 xX* AMryV)o X X'IxV +

— "3 (K°w K-S + vee, KMN)oxa>< <<+ ...

Cette formule est importante surtout au point de vue de lanalyse
affinorielle. — Si V,, est a courbure constante K, on a

9pv 9u>v9ta) *
et I'6quation (4,3) se réduit a
4,< KS + 1) (SM; — + ...

avec S2= xzjr*e". — La formule (4,s) fail clairement voir la diff$-
rence qui existe entre les symboles de Chritoffel pour la connexion
riemannienne et ceux pour la connexion euclidienne c¢te la vari¢td
examince.

3) Vecteurs, densitcs.

1) Supposons une courbe 0:"(s) (s = l'arc) dans V, et désignons
par w—w resp. v’ son vecteur-unitd tangent, resp. son .e-ihme

vecteur-unitd normal et parb sa e-idrne courbure. Imaginons de

plus un champ vectoriel av qui ne dopend que de s. Nous nous
propoaons de domontrer le théoreme suivant: Si I'Gquation

(CH)) + (@=Dwpa, ~O =0

admet une intdégrale holomorphe dans le domaine du
point P(s=0), cette intdgrale est de la forme

=« + *(<Mo + 2* |@«”" + +

=) - a-1 8 -X —1>" O a-

J— '” —+ o0
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D’apres le théoreme d’existence bien connu Fintograle cherchoe
eest en goneral

av=av4- V§,aw.
0 pi o
Pour démontrer notre théoreme, il suffit de trouver les yaleurs de
av™i. En supposant &av donnd, les opdrations par lesquelles on cal-
0

cule ces coefficients se roduisent a litération de l'opération & En
tenant compte de (5,1) on trouve dapros (3,»)

= aj’, (ota”) = (av" -|- vf <)l

(O’a’)o = \av™" 4- + 31" &aP) +
+3 y vM I1<(2r\ + )] .

Mais on a d'aprds (3,4) et (3,3)
vj> (217N 4- = axvj — r"™"\M = <MvJIv» KM
Par suite de ces cauations, les coefficients %v(t) sont donc
%P = (@av)0, 6:11”' =
= (@sa”4-|vau u 4- &ar—aavfl\zll—{-.Ka,,iv')l),...

Le théoreme est ainsi domontrd. La formule (5,2) simplifie, si I'on
suppose en P les deux directions av et w coincidentes:

(53 av=(( + s(&av)0+ (8V),4" 4-..

Si le doplacement du vecteur a” est ,parallele” E@Dx
Fintégrale (5,2) devient

av=aP4-3I("™ """ o + 2y I wXai@KY +
—2 FaaV‘U\ﬁz NZV)0 +
et si, de plus, xv(s) est une geoddsique

B a'=avalk —=aA —~g jJ (M Adic @AY + L.

On a donc en ces cas

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 4
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3!

L'application de la méme mcthode nous meEne a lintegrale de
I'’¢quation

(6,0

qui est de la forme3)

* = I’ (@70 (@V)) 4- 0 | KKy 2o 4_
|
(62 +'w [—+—2A® iir—3 iii"+ A- 80 +...,
DI 1 !

ou l'on a écrit pour les composantes orthogouales d’un affineur

E.t...ap — PX1...Xp.

«i "p

2) Le theoréme du § prScédent n’est qu’un cas particulier du
théoreme plus general que nous traiterons dans ce § Considorons
un systeme d’¢quations aux doérivees partielles de la forme suivante

y
3 Vi oo
P:1) === OA»- XP----- 2uaa t'22...20_|| Zu+l.Xp, (M~ Tb-2")o

U

- U i
ou les quantitos 03/( azZl  sont fonctions liolomorplies dans le do-
maine du point P(a?=0). Le thdorome gondral peut s'énoncer ainsi:

Si les affineurs

Xi-H.pt \JfiaAvXp’ Hf ApH<o ~wAHI-Hpfi ———== UH\.H,_-tvH, jrfHv

11Zt -Xpfio>E — Hi-Hp,u A<oHufi  Xt-Xu_<vXuA.f -Xp ~{~
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sont holomorphes dans le domaine du point P(x=0)
il existe un seul systeme

0
= ar.Zp + «Z,..Xpjo +
1 !
H'r X (v<oVnaZl-Zp U ®2i..2, jv2u]1.2p)o
(M + "M Z 2« (VVWV2,.2p NUZN«2L.0 IPML 2+

1w

-ivZA - IpVEAU2 Jo + —

satisfaisant a (7,i) et holomorphe dans le domaine du
point P.

Il est ais¢ de voir que pour domontrer ee th¢oreme, il suffit —
en vertu du thcoreme d'existence — de vorifier que les affineurs
F prennent a P les valeurs telles que

A, =[darp]. b _
\ 3xi /0’ \3x"9xa)0’'

3x>13x0>3x"1o0’ """

Cest ce que Fon obtient inoyennant Fitoration du symbole y7, ap-
pliguee a (7,i). Nous n'insisterons pas sur le ddéveloppement du
calcul la méthode ctant analogue a celle du § précedent.

Un cas intéressant se prosente si Fon calcule Fintograle de
Fsquation

(8,1) N/ =° (Lemma de f Ricci)

qui est

oNn= I&flfa — g]! xax?xv (vVa ™ pyX)0

+ &, xaxpP’x6 (—6V» AIMU-|-—
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Les deux premiera membres a droite sont dus a Riemann (pour
F,, a courbure constante).
4. Nous disons que la fonction 0 est une densité scalaire du
si pour tout systeme de valeurs x et -x satisfaisant
. . p P - . .
aux relations (1,i) les valeurs de 'U et V satisfont a I’6quation de

la forme

=) -;= 3-i; (a-HBII1H

J'ai expos¢ dans un autre Ms$moired¥ l'algorithme de l'analyse
des densites. On y trouve les formules, dont le cas spccial est

(9,») ! » +

On peut domontrer que ce systeme d'¢quations aux derivoes
partielles admet lintograle

0 = ()0 + a?(ver)o + 2, b +

4-  xa™(aviVib — pKaj,yyp —

(©.2) — 2p/ra(jVzVd»4-

— 2p(v;lU) (M?2Ky6) +
+ 5 pV(—VaVHKy» + g KiffKiid9 +  a™zq)jo + 1

holomorphe dans le domaine point P(a: =0), si les dorivees succes-
3 p 3

\
sives ? = wo0,... sont réguliores dans le domaine de ce point.
La domonstration de ce thdéoreme applique le calcul, qui n'est au
fond que celui que l'on a fait pour démontrer les tbéoremes pro-
cedents.

4) ,,Theorie des densités dans le ddplacoment général”, paraitra dans ,,An-
nali di Matematicaa.
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Le determinant g du tenseur mstrigue est une densité sca-

laire du poids p = — 2. Parce que Fon a
on =o0

il s’ensuit

(10,i) =

L'intégrale de cette Oquation est un cas particulier de (9,2).
En tenant compte de ce que les paramhtres locaux nous permettent

de poéer - 1, on obtient

=1+ xax?xv/aK?y)9 4-
(102)
4- 4, xax " xyxi ("Kai"KY6 -)-%VzVt;Kyro-{-see

Si la connexion Vn est einsteinienne (K,a = 0) lintsgrale
(9,2) resp. (10,2) se reduit a

b= (o + z“(p<t))o + + j
/a i 2
+ 4, p+ 15 i
resp.
(1o,s) y=1—%cW((K X;AKVEIN 4-

§ 4) Courbe dans V, et R,,.

1. Consid¢érons deux connexions dans notre variete w-fois
etendue: La connexion riemannienne Vn et la connexion eucli-
dienne R,,. Si une courbe xv(p) se trouve dans notre variete, il est
evident qu'on puisse l'etudier en méme temps dans V, et dans Rn
Nous nous proposons d'etudier dans ce § les relations qui existent
entre les courbures resp. vecteurs normaux de la courbe examinee
dans V,. ou dans R,,. Autrement dit, nous etudierons linfluence
des connexions V,, R, sur les invariants différentiels de xv(p).

Nous designerons par s, \1N = w, le k l'arc de la courbe xv(p) dans
NG| §

P,, son vecteur:unite tangent, son e-ifeme vecteur- unite normal et
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sa e-ifeme courbure Les expressions analogues pour la mfime courbe
dans Rn seront t, icv =wv, wv, I. Les formules de Frenet sontb)

i <+i

(11,i) &W=kw—kw (= B _ &= &«=().
e e e-f-l e—le—1 0 n

On peut sen servir pour trouver les vecteurs (;/)v qui interviennent

dans o

(11,9) 0'w = k... kv~\~Vy; (p=I,...«—1)

vt ()
W est situd dans le p-vecteur osculateur de la courbe. On trouve

au point P(s—0) en param&tres locaux
XV'=vwv; xv" = (@w)t; xv"' =90 v)c; xv"' = (&w + Kafk”

(11,9)") xv""'={8 w+ 2k &Ki i;* — 3A2Kii/ 4-1Ki»/ @?)0;...

fsO — <)7;

Les relations analogues sont pour la courbe dans P,. — Soit
P' le point infiniment voisin de P sur xv(p) et designons par S
la distance geodfisique PP' dans V, et par T la distance gfiodfisi-
que PP' dans R,,. On trouve sans difficultdg)

S8=52—41(2f)o — 51—+ 612 —8r+
— 9Kk~ 3A-22ri212]) + ...

Si nous considérons notre varictd n-fois ¢tendue attachfie
a un systbme quelconque de reporage, les symboles de Chri-
stoffel pour P,, ne sont pas nuls en g¢énéral. Nous restreignons
maintenant la gfineralitdé du probleme en ne considérant qu’une
telle connexion Vn, que les parametres locaux au point P pour K,

s) Struik ~Grundziige der mehrdimensionalen Differenzialgeometrie®... (1922,
Springer, p. 76).
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sont en méme temps les parametres locaux a ce point pour Rn.
On satisfait a cette supposition en admettant a cause de ¥1, qu’il
soit en P

OOO (9 0]0)

Av — Vv —_ TlI Vv ™

ou, pour le moment, A$u et Pjf sont les symboles de Christoffel
pour B,, et V, exprimss comme fonctions des parametres du Sys-
teme de reperage arbitraire mentiounas).

Cela $tant, on peut trouver en toute riguer a cause de (8,2)
pour PP tres petite

(12.2) S = 772

ou bien

-(13,0 . i6
1 11

Cette oOquation valable dans le voisinage infiniment petit du
point P(E=s=0) de la courbe sera notre point de dspart. En la
-ds$rivant deux fois d’apr$s s on obtient

21 = 2.
0

Or, si I'on mesure les arcs dans la méme direction, on trouve
<13,2) to'=l.

Cela nous permet de poser en P

x'v = (tH)0 =(=)0

(11,0 VI' = Wv.

¢) Ces eguations sont equivalentes aux conditions

(rewnz™>)o=

pour N*hv = AVf — ,)ans ce cas l'affineur de Riemann-Christoffel devient

KAAY =
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La troisieme dorivation de (13,i) d'aprés nous donne en P
(13)9) 6t"t"'=0 ou bien t"=0.
On a donc en P
P" — (Gjvra-f-iv/")0 = (a>)0

et en consoquence, d'apres (Il,i) et (Il,s)

(11.6) (0J,-), = t»),, =<0 = (ZW"0.
12 12
On a donc pour Ii<:|: 0, Ii:|: 0
0 0 0 0 0 0
(11, 9) k=1 »"=w, w—wv.
ju B 2 2

La quatribme ddrivation de( 13,i) nous donne en P
(13.i) (8ft'"—22|) = — 2k|, ou bien /*'=0.
Cette dquation nous permet de poser
(ajo =»""" = (©“™o,

ou bien, daprés (11,i) et (ll,s)

(11.7) (& kw-4-k'w— k2w)0 = {llwv -\-Twv — 12 w)0
123 12 11 123 12 I

Mais parce que Fon a vv=icv, on obtient a l'aide de la mul-
222 :

tiplication par \O/v—ow,,
2 2
(11.8) (o = ()..
1 1
Il s’ensuit donc pour k={=0, 1={=0
2 2
0 0 0 0
(11.9) k=I, vv=wwv.
2 2 3 3

En résumd, les premieres deux courbures, la pre-
miere dérivse de la premiere courbure dapres larc,
le vecteur tangent et les premiera deux vecteurs-
unitdés normaux de la courbe consid¢érée comme cour-
be de V, ou de R, sont identiques en P.

2. La cinquieme dcrivation de (13,1) nous donne
(13,5) = — kK.

11 11
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Cette 6quation se réduit a cause des relations dodja connues a.

0
tIIII — 0
en P. On obtient donc
= (xv)0.
Mais en tenant compte de (11,1—3) on trouve a l'aide de
cette relation
(11, .0) -1- 2’\k)n = {kkkv™Vv" + K12, k)9 ="xv'""\ =

1254 ®)

= (ZIIw’+ uv)o = ("ol
123 4 ®)

La multiplication par XV resp. \ﬁw nous conduit a

(kkKk-\-KKIt1i)9="(l | Zcosa)0, resp. {kkkcosa wvKja/*o— Ab
12331 123 123 4 1

123

(11,11) (a=<£ va).

En dliminant (kk\=(lZ)o de ces c¢quations, on obtient
12 12

OO OO
La multiplication de (11,10) par w =wv resp. W—WV nous

3 3 2 2

moéne aux formules

(11,n) (2)0 = € /' + ~121s™M)O0, DHo= ¢ -+ #1213)0

B A== 2
qui nous permettent de transcrire (11, io)
(11, 3) A,2ftA —vaw—vaw —vaw)l = [k(wvl—wk)]t

33 22 11

1l est bien connu que laffineur-unité peut Stre 'dscompos6
en deux affineurs orthogonaux. En designant par A'J sa compo-
sante orthogonale au trivecteur osculateur, on doduit de (11, u)

(Ai2iaAs)l = fw "I—

2 3 3 4 3

Or, cette ¢quation nous apprend que les troisifemes courbures aussi
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que les troisiemes vecteurs- unit¢s normaux de la courbe examinse
comme courbe de Vn ou de B,, ne sont pas identiques en géndral,
parce que le vecteur KNMEN n'est pas nul en général. Exception
fait le cas ou

a) V,, est a courbure constante. Dans ce cas les composantes

orthogonales de KUflJLv il trois indices indgaux sont nulles. Il s’en-
0 oo0oO

suit KiziaE —0 et w=wv, k=1 pour KkK,I*=0.
4 43 3 233

b) n est impair et I'axe de rotation av du bivecteur oscu-

lateur lui est perpendiculaire, tandis que les vecteurs av,Ig\iv—l3u4>”

ne sont pas perpendiculaires. Car, dans ce cas on a)
0-- et "V121V<0 -- t),
d'ou il suit
0 = av(kvv — lwv), =0
(34 34 ) g )
ou bien, daprés la supposition faite sur la position des vecteurs
av, le3<-— wvl

43
0 0 0 0 00
k=1 w=w pour 7==0.
3 8 4 4 § 3

En résum¢, les troisiemes courbures et les troisife-
mes vecteurs-unites normaux de la courbe exartiinde
dans V, ou B, ne sont pas identiques en g¢ncral au
point P.

3. Supposons maintenant que Vn est a courbure constante et
poursuivous nos reehercbes. On a dans ce cas

o[it 9tiv)
et

Wo=wo , =, (=ga

Il
IN
N—r

. L 0 0
(1Z)O=(?0, (12)0—(5)0, w=w (

(?0 = ({"_ITK\'

") Bompiani: ,La geoindtrie des espaces courbeB et le tenseur d'dnergie”
(Comptes rendus de 1’Academie des Seiences, Paris, t. 174, p. 737).
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La sixieme derivation de (13,i) daprds s nous donne

(127" 4 2[ (2-]-722) — 872 — 911])0 =
a1 = 1 11

21( _4-1) — 821— 9kk" —3PAJ0
1

a1 =

En tenant compte des relations d$ja connues on en doduit
(13,») """ = (Ic3K)t.
I
Cette Squation nous permet de poser en P

ot = ] = (xv + v K\
i
d’ou il suit dapres (1l,i—3)
(11, i«) (@"\—31’\’\— +1 @20°)0 =( X * 4- WI%() t

En multipliant cette equation par v.

L
{kkkkyn = 2117 cos<p)0, resp. (kkkkcos(\— (IH)(> = ~{yvwy)
1234 1234 55

1234 1231

resp. ‘Q’V on obtient

<Fou il suit pour k, 14=0
4 4

o 0 0 0
(11,16) k—1, W—wv
4 4 5 5
0 0

La multiplication par w = wv nous donne
4 4

(3K k kKA2k K'k + k KkA== (3111 + 2111 -}-1 i)a,

123 123 123 123 123 123
ou bien
(1 I,i«) fo (Co+
3 3
0

»

En multipliant (11,u) par ww =wv on obtient
3 8

(—kkk*4-3k"k4- 3k'k'4- kk" —kk» — k>k 4- %k kK),, =

12 3 12 12 12 21 21 12
= (—Z77224-322'4-3Z I'4-77 —778 — 781))
123 12 12 12 21 21
ou bien
(11,17) 0=t —P%> o

2 2 2
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0 0

et enfin la multiplication par v,, = wv nous donne
2 2

(— 3k k2 — 3kkk' — 6K2 K f- k™ + | K'K\ —

12 123 11 1 1
(_3/21» 3111 6/21'4-Z™)
12 122 11 |
ou bien
(RS (Mo = A"+ P™).
| i i

0 0

(La multiplication par w=wv ne nous donng que lidentitc).

1 1
Si V, est a courbure constante K, les premiores
quatre courbures et les premiers quatre vecteurs
normaux de la courbe examinée dans Vn ou dans R,
sont identiques en P. On a aussi

(G0 = G= )o

B B 2 2

G\ = {k"\-kK)O, (I\ = I~

A "Em_ "Jm_ 2 2

(7)o=(A;"" + |fc'K)o.

Si I'on voulait continuer dans ces recherches, on devrait developper
plus loin les series pour S? resp. T2

§ 5, dans K,

Consid¢rons une surface £7(2/1, y8) a connexion riemannienne
Vt dans V,,. Nous nous proposons de developper ses coordonnces
dans le domaine d'un point régulier P. Nous introduirons pour cet
etfet les affineurs

od désigne laffineur-unité de V2, et nous ferons usage des
formules

P“VeqvNpav«9v + P19l Hif,v
(15,i) = layap”™?qv + +
4- r* gh)4-p qi'rr*HNY
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(pv, rv, gqv sont les champs vectoriels arbitraires de F2, p; est le
symbole de la derivee covariante de Ft). Les vecteurs

t0”9)

»

sont tangents a Ft. On a pour eux

(® = exrJ-
ab a a
Si 0= nous pouvons introduire la notation comme suit
ab ba ab ba abe bat c ba e ab
ab ba ab b a abc bae c ba c ab

Cela $tant, il vient en raison de (15,1)

e*—=¢gl
(15 2) ab ab ab
g =¢" + 3 HA~v -f-& epea
ab9 abe (ab c) abe

Les parametres locaux nous permettent de poser a P(y =0)
I 32xv O |1 Qixv \ _
){ o e [ ¢
0
d'ou il suit d'aprés (15,2) et (3,4)

37\
\dyouyavyb)o ‘ ab a na b a b a r
(«<M=6)
I 3sxv \
(15,4) \\3ya3ya3yJ0 ~
=1 ~
1afab-|- b aa a ab b aa <310

¢) Les indiees latins prennent les yaleurs 1, 2.
*) On a aussi



En substituant ces valeurs dans

on obtient le doveloppement cherchd

Prague, octobre 1926.



Sur les fonctions hyperharmoniques.
Par
Ladislas Nikliborc (Lwow).

Introduction.

Il serait inutile d’insister ici sur la portee de linfluence de la
théorie des fonctions liarmoniques sur le doveloppement de la the-
orie des fonctions d'une variable complexe. On sait en effet que
I'6tude d’une fonction d’une variable complexe est au fond oquiva-
lente a l'etude d’un systbme de deux fonctions harmoniques conju-
gudes de deux variables roelles.

Le cas des fonctions de deux variables complexes différe pro-
fondoment de celui des fonctions d’une seule variable complexe et
voici comment M. Picard s’exprime a ce sujetl):

,On voit de suite la difiérence profonde qui doit soparer la
tbeorie des fonctions de deux variables complexes de celle d'une
variable. Dans celle-ci, la partie réelle P doit satisfaire a lI'unique
I'6quation de Laplace; dans celle-la, au contraire, nous trouvons
quatre o6quations pour cette seule partie reelle P. Il ne semble
guore possible d'étudier ce systeme de quatre Oquations comme on
a otudio I'é6quation de Laplace; aussi devrons-nous ici considorer
la fonction P-|-iQ dans son ensemble, sans o&tudier séparoment
P et Qu.

Il n'est pas donc etonnant que, dans les travaux consacrds
a la thsorie des fonctions de deux variables complexes, on se soit
servi jusqu’a present presque exclusivement des grandeurs comple-
xes en renoneant a la sSparation des parties réelle et imaginaire;
a notre connaissance, il n'existe qu'un seul momoire ou la sepa-
ration des parties réelle et imaginaire d'une fonction de deux va-

') Traité d’Analyse. T. Il. p. 257 (deuii&me ddit.).
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riables complexes ait 6t6 employ6e avec succes et c'est le cdlbbre
mémoire de Poincarc¢: ,Sur les fonctions de deux variables* ¥

L'objet du présent moémoire consiste en 1'6tude des fonctions
de quatre variables roelles xv yl; x2, y»> susceptibles de représenter
la partie reelle ou la partie imaginaire d’'une fonction analytique de
deux variables complexes xt et xt iy2 Ges fonctions se
eonfondent avec celles qui vérifient le systbme suivant de quatre
equations aux dsrivoes partielles:

5w . 3iu_,

—0
3x) 9Oxt ' SytSyl —
8 8 Q
Ix13yi  3x23yt—

On appelle le plus souventa) les fonctions satisfaisant, aux
4quations (1) ,,fonctions biharmoniques®, mais, comrne en Physique
mathomatique, on donne le meme nom aux integrales de I'6quation

AAuU =20

(dite ,,I’é6quation biharmonique®), equation qu'cfn reucontre dans la
theorie des plaques Clastiques, nous donnerons aux fonctions qui
vont nous occuper, c'est-a dire a celles qui vcrifient le systeme (1),
le nom de ,,fonctions byper-harmoniques*

Les principaux résultats du présent travail sont les suivants:

Dans le chapitre I, nous demontrons qu'on peut dofinir les
fonctions hyperharmoniques, régulieres dans un domaine determind,
par la condition de satisfaire a un systeme de, trois seulement
oquations dont la forme en coordonnées hyperspheroidales est par-
ticuliferement simple.

Dans le Chapitre Ilme, nous étudions certains dsveloppements
en serie. Ces dsveloppements permettent de dsmontrer quelques

1) Acta Mathematica. T. Il. 1883. p. 99 et T. XXII 1898, p. 112.

2) L. c. Aussi M. Osgood appelle les fonctions, gni nous occupent ,fonc-
tions biharmoniques* dans son livre ,Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II.
It0 Lieferung".
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thooremes interessants sur les classes des fonctions satisfaisant
a certains systemes d’equations

Le Chapitre Illme est consacr6 a !'Ctude de lintd.grale de
Poisson pour les fonctions hyperharmoniques et a l'etude du pro-
blfeme de Dirichtet pour ces fonctions. On peut ici poser le pro-
blfeme de Dirichtet de deus manieres différentes, en ddfinissant
les conditions aux limites soit sur une multiplicite a deus, soit sur
une multiplicit¢ a trois dimensions. Mais il se trouve, que dans
aucun cas on ne peut se donner les conditions limites d’'une fagon
tout a fait arbitraire. En rdéalite ces conditions doivent s’exprimer
par des fonctions appartenant a une classe speciale de fonctions,
classe qui est définie pour chaque domaine dotermin¢ par une infi-
nits de relations auxquelies les fonctions de cette classe doivent
satisfaire. La solution du probleme de Dirichtet est trait¢ ici dans
un cas particuli&rement simple et nous reservons !'6tude des cas
plus goneraux pour un mémoire ultsrieur.

Ajoutons que quelques-uns des résultats exposés daus ce
mcémoire ont fait I'objet de deux notes inseroes dans les ,,Comptes
rendus" ¥

En terminant cette introduction, je tiens a exprimer mes plus
vifs remerciments a M. le Professeur S. Zaremba pour les
observations qu'il a eu la bont¢ de me faire apres avoir pris con-
naissance de mon travail et dont j'ai tir0 grand parti pour la re-
daction definitive de ce memoire.

CHAPITRE |I.
Les cauations =0.

§ 1. Definitions et notations. Soit (T) un domaine, situd
dans l'espace a quatre dimensions des variables xly yt, xt, En
posant

= + x=1,22)

envisageons une fonction /(.?,, z2) holomorphe dans (7).
La partie réelle u(xuyt, y2) et de mome la partie imagi-

") ,.Sur les fonctions hyperharmonigues”. T. 180, p. 1008. 1925, et T. 182
p. 110. 1926.
Bocznik Polskiego Tow. matematycznego.
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naire yltol,, y2) de la fonction /(a, «t) ne sont pas ind¢pendan-
tes et on sait qu'elles sont lides par les quatre oOquations
Su 3v
22X~ 3yx
@ 3u 3u (z2=1,2)
dé&x—  Sr,

bien connues sous le nom d’,,6quations de Cauchy-Riemann“}).
Il suit de la que la fonction u(xl y2 x2,y2\ [et de mdéme la
fonction »] doit satisfaire a quatre equationsz):

que nous appellerons ,,6quations de Laplace”
En dehors des 6quations (2), nous aurons a considsrer I’6quation

. 8 ! 3sm ! 3m ! 3
3) dU = 3xI-+3rf + 3xI+

que nous appellerons ,,cquation complhte de Laplace*
Voici les dsfinitions des trois classes des fonctions que

nous allons otudier dans ce mémoire:
,.Si la fonction u(xt, y2, ys) est dofinie et continue

j ses dorivces par”ielles du premier ordre a lin-
torieur du domaine (7°), si de plus les doriyodes par.
tielles du deuxifeme ordre dans ce domaine existent,
nous disons que cette fonction est

1° harmonigue dans (7') si

4w =20

2° doublement liarmonigue dans (7') si

') Picard. Traitd6 d'Analyse. Tome Il. Deuxieme ed. p. 255
) Picard. L. c.
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dM =20
712w — O,

3° hyperharmonique dans (T) si elle satisfait au
systome (2) des ¢quations*

On voit imms$diatement que toute fonction doublement har-
monique dans un domaine est aussi harmonique est de msme,
que toute fonclion hyperbarmonique dans un domaine est aussi dou-
blement harmonique et alors ,a fortiori“ barmonique dans ce
domaine.

En vertu des ces remarques, des dofinitions adoptées et d'un
thsorfeme de M. Wilkosz ¥ on peut affirmer que les fonctions
qui appartiennent a l'une quelconque des classes pr$cédentes, jouis-
sent de la proprietd d'avoir des dcrivées partielles du deuxieme
ordre continues. Il suit de la que les fonctions qui nous occu-
pent, possfedent des derivées partielles continues de tous les ordres.

§ 2. Les oquations Axu — f,,.
Envisageons le systeme d’6quations

A< =Z.(NFi:  y») x=1,2,3,4)

ou les fonctions sont continues avec leurs dcrivées partielles a I'in-
térieur du domaine (T).
Existe-t-il du moins une fonction u, qui satisfasse au systeme(3)?
Evidemment non et il est tres facile d'6tablir des conditions né-
cessaires pour qu’une telle fonction existe. Laissons cette question
de cotdé et en supposant que Fon ait identiquement

4) X = cx, x=121734)
ou les cx representent des constantes, envisageons les ¢quations
(5) = 0=1,2, 3,4)
Il est trés facile de voir que les conditions de compatibilit6
des equations (5) sont remplies.
§ 3. Les eguations Axu — cx.

Nous allons otablir dans ce paragraphe quelques théoremes
intSressants sur le systeme (5). Notons que les dSmonstrations directes,

5 C. R, T. 174. (1922 1). p. 435.
5*
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exposees daDs ce § sont dues a mon Collégue M. H. Auerbach;
celles que j’avais donnces d'abord ayant 6t¢ basdes sur les théord-
mes du Illme Chapitre ') de ce m$moire.

Tlicor*me: ,,Si la fonction u satisfait aux 6quations

Alu — c,, zlgW — Cg. dgW — Cg,
il existe une constante c¢4) telle qu'on ait
A3u — c4."

Dom. En effet, toute fonction M(ag xtyt) vérifie identi-
quement les relations

3 Atu = A3u —
272
3 . 3
3y iU~
_£
A2u —

fttg

dont notre théoreme est une conséquence immcdiate.
Corollaire: ,A toute fonction w(jth, a2 y2) satis-
faisant au systeme

(6) AU =12m = =0

correspond une infinit¢ de systbmes de deux con-
stantes a et telles que la fonction

@) . vV = u-j- ax,yt +

soit hyperharmoni que“
Dem. D’apres un théorbme deja demontrd, les dquations (6)
entrainent la suivante

A3u = ¢c3.
Il s’ensuit donc que si les constantes a et  satisfont a I'équation

a+P+0U=0D

* V. la pretni&re de mes notes citées plus hant.
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la fonction v, definie par (7), sera une fonction hyperharmo-
nique.

Remarquons que les ¢quations (6) n’entrainent pas I'Squation
Atu — 0, comme le prouve l'exemple u = 2xxy2— yxx2.

D’une manifere analogue on peut dsmontrer le théoreme

sui vant:
,»,Les equations

4jM = cx. A2u = ¢2, Atu = ct,

entrainent I'cquation
Aw = ¢s.”
Une conséquence immadiate de ce theoreme est le suivant:
,»Pour toute fonction w qui satisfait au systeme
Axu — A2u — Adu = 0,
il existe un couple de nombres roéels a, fi, tel que
la fon ction
» =w+ baa + fiyxyt

soit une fonction hyperharmonique®

§ 4. Les Cauations pxw = 0.
Envisageons maintenant les deux equations

4" + (®iys — 4w =0

Fw == —yMN) 4« - @i +yts) =0
que nous appellerons ,,équ ation sdelLaplace transformcesu.
Il est 6vident que toute lintegrale des 6quations Asu==0 et
Adu = 0 est aussi lintégrale des $quations pxu = 0 et p2u=0. La
réciproque reste vraie, car on peut considdrer les, e.quat.ions (8)
comme les ¢quations lindaires en A3u et Atu, dont le determinant

est ogal a I'expression

(«? + y?) (®a + Pa)

11 suit de la que pour qu’une fonction u(xx y,, X2 yg) soit
dans (7’) hyperharmonique, il faut et il suffit qu’elle satisfasse au
systéme

A —0, Au=0, j7ju=0, p2w— 0.
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Mais limportance des cquations (9), qui peuvent servir de
definition aux fonctions hyperharmoniques, est beaucoup plus grande.
Elle consiste en ce que dans le cas des fonctions régulieres, le
systeme (9) peut etre réduit a un systeme de trois S$quations
seulement.

(Test la premifere proposition fondamentale du
m tre travail; elle peut otre $noncee comme il suit:

.31 le point =y, —al—y8 =0 estsitucaFinto-
rieur du domaine (T) et si la fonction u(xlyu x?y8)
~tant continue avec ses derivoes partielles des deux
premiers ordresl), satisfait a l'un des systfemes d'¢-
quations

ou

elle est nscessairement hyperharmonique*
La d$monstration est tres simple. Supposons, par exemple, que

les 6quations dtu = 42u = = 0 soient satisfaites et partons des
identit$s suivantes:

)

d d
Pt«=M,w Ny INT 43w-(x1a:84-yly8) s—"n
3 - 3
0)
3
+ (Mys—yNM) 3 =o.

Elles nous donneront

D’un fagon analogue on.trouvera
S Tw— i 3 o —d
<9y,  Extr §y2 e

*) La supposition de la continuité des dérivées du 2me ordre n'est pas ne-
cessaire, comme on le voit en s’appnyant sur le théoreme cité de M. Wilkosz.
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Donc dans tout le domaine (T) p2w = const. et comme
\2u/ =0
[«l-0

[ 4

en a identiquement

PaW — O.

On démontre d'une faeon analogue la deuxieme partie du
thdoreme.

Remarque: L’hypothese que le point (a:l=yl=xt=y2=0)
est a lintSrieur du domaine de rogularitdé de la fonction u, est
essentielle, comme nous le démontrerons plus tard.

§ 5. Les fonctions doublement liarmonigues. Nous savons
dc¢ja qu’une fonction doublement liarmonique n’est pas en géndral
fonction hyperharmonique. Cependant on peut trouver deux fonc-
tions hyperharmoniques otroitement lides a la fonction u.

En effet, d'apros les formules (9), on a

3 - 3 -
3 - 3-
d™~y=—3"™"U
3 _3 -
cy? P ol P
Il suit de la que
A(Fx«) =0 G=12314)

t =12).
On a donc le
théoreme ,,La fonction

eofo, «t) = 7t« + Fik,

on zI=y2-\-ixi, est analytique rsguliere”
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§ 6. Coordonncées hypersphéroldales. Introduisons mainte-
nant de nouvelles coordonndes rl <ply rt, <pt, ¢. a d. les quantitss
liGes a ag, yly xt,  par les relations

€1,2).
Nous appellerons ces nouvelles coordonndes: ,,coordonnoés
hypersphdéroidales*
Par un calcul direct on trouve facilement des expressions
pour A,u en coordonnées t\, tp” riy tpt. On a

(10)
ou Fon a poso

Fi« =

(L) fow =

Les expressions en coordonnses rv <p(, »2, <2 pour pju, J7,m
s’obtiennent facilement et I'on a

(12) 2w = r.r™u.
D’apros les resultats du § ome, le systeme
(13) Axu— Am=piM=Jlw=20

est completement Oquivalent au systeme (2) et il peut de mome
¢tre réduit a un des systomes

JW=0, du=0, ptw=0

(14) dit =0, —0 pu=0,

sous la condition que la fonction u soit roguliere a l'origine.

§ 7. Les cquations plx =0 et jz2n = 0. Nous terminerons
ce chapitre en demontrant la proposition suivante:
»31 la fonction w(aqyi xX2ys) est continue avec ses



dorivcées partielles des trois premiera ordres a l'into-
rieur du domaine (T) comprenant.Forigine et si
Piw=20
p2U --- 0,
alors on peut délerminer deux fonctions
71(" Wi),
telles gue la fonction
w(«i, ?i, 2, Vi) —Fi (a-, yi) — fi (a-2, yf}
soit hyperharmonique dans (T)“
D¢m. En effet’) cherchons s'il est possible de trouver une
fonction (15) satisfaisant aux equations
dim = A2m = pfW = p2u = 0.
Or on voit daprés 'hypothése qu'on a certainement

Piw—a—/,)=0
pw—/i —A) =0,
les fonctions /j(a?i t/J et /2(.r2, y2) c¢tant absolument quelconques et
assujetties seulement a avoir des dsSrivoes partielles des deux pre-
miers ordres.
Il nous reste alors a montrer qu'on peut satisfaire aux squations
Aw—/») =0
At(u — f2) = 0.

A cet effet observons que les expressions Atu et A2u sont des
fonctions bien dofinies et continues dans (T) et qu’elles possedcnt
des dcrivees partielles du premier ordre continues. Calculons les

3
. Atu. On trouve immcdiatemant qu'on a

3
derivees X0 d,u et 3y

3 dw=H-di, + ° diw=0.
np 3z,

') Je dois cette domonstration a M. Zaremba; ma démonstration primitive
Otait basde sur les developpements employés dans le 11" Chapitre; voir pour
cela la deuiieme de meB notes citée plus haut.
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L’expression AjW est donc une fonction qui d$pend seulement
des yariables (xI. yt) et on prouve d’'une maniere analogue que 42u
depend seulement des yariables (a?2, y2).

Posons
= <x(rK, yx) . =12
et enyisageons des cquations

fin) = <Pkt k, P t =12

On peut 6videmment intSgrer ces equationsl) et on voit que
des fonctions et ft(xt, y2) dsterminees par ce proced$s nous
fournissent la solution du probleme.

Remarque. On peut encore se demander si les fonctions

/i(zi f) et/s(zs”s) sont entierement dotermindes. Eyidem-
ment non, car en designant par Hi(xl,yl) et H2(a2, t/2) des fonctions

harmoniques quelconques, on voit que I'expression
u— A+ H)— (2+ H2

est aussi une fonction hyperharmonique.
Mais on peut aussi demontrer la rociproque.
Si nous avions
W— f2(xt ill) — ft(xt y2) = v
u—cp”™, yj — pt(x2 y2) = w,

ou v et w dosigneraient des fonctions hyperharmoniques, nous aurions
O — ) +tp — ) =F—w,
donc

—w) - A, —/J =0
Ajv—w) =d2<p2 — /') = 0. c. g f d

') Voir p. e. Goursat. Cours d’Analyse. T. Ill. 2lne 6d. p. 227 et suiv.
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CHAPITRE II.
Developpements en series.

§ 1. Dcveloppenient d’une fonction hannonigue.
Envisageons la fonction f(rx, (pA) liarmonique dans la cou-
ronne circulaire definie par des incgalitos

A'<r<H.

On demontre, dans la théorie du potentiel logarithmique,
gu'une telle fonction peut $tre mise sous la forme d’une serie

00
(1) J(> 9=)=clogr-|-"™{(ox;x4-a_xr-"t)cosxgp-|-(Vt4-"-z»'~x)sin’«9")},
X-1
ou les ax, 0x, ¢ representent des constantes. La sorie (1) converge
uniformement dans tout domaine ferme situ$ entiérement a lint6-
rieur de la couronne circulaire considorde.

Reciproguement, la serie (1) supposee uniformément conver-
gente, représente une fonction harmonigue a TintSrieur du domaine
de convergence.

Nous allons montrer ici que la fonction /(r, gp) peut etre mise
aussi sous la forme suivante:

4-00

/(r,p)—clogr (axcos x<p -f- bxsin x tp) ¥
X—00

Soient g et r2 deux nombres positifs
li'<rt<r, <R
Il existe ¢videmment un nombre positif M tel qu'on a

| AX(@P)? + A x(<p)rrx | < Af | (x==} 2}
+ A x((pr2« | <A I

ou l'ou a poso
AX(<p) = axcos xep -|- Oxsinx<p (X= =% 1, = 2..).

On obtient donc immddiatement des insgalites



d'oii on tire les relations:

df
Dy | <Co=ix
"1 2
) (z=12,..).
w2y

Il suit de ce qui prScede que la sorie

0
24 |+ |Mhbx

(dont la convergence pour r << rt peut 6tre prouvee directeinent en
vertu des relations (2)) est une majorante pour la sorie
400
~ An(<p)rK.
x-1
On peut demontrer de la tnonie faeon la convergence de la ssrie
00

Xl
pour les r=r2 0. q f d.

§ 2. Doveloppement <I’'une fonction doublement harnio-
nigue. Considerons maintenant I'hy pers pho roYde (T,), c. a d.
I'ensemble des points (rx, (p” rt, (p2) oii

/1g.

Les nombres 7/, et R2 porteront le nom de ,,rayons du
hypersphdéroide*

Envisageons maintenant deux hyperspheroides (7'a’) et (7'®)
et soient (BJ”, TAl), respectivement (B)2), 7?V), leurs rayons. L’ensem-
ble des points communs aux (7(P) et (T)P) forme un domaine que
nous appellerons ,,couronne hypersphsroi'dale“ (C,).
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Soit maintenant w(rn rp* r2, go2) une fonction, supposote etre
doublement barmonique a linterieur du (Ch). En se basant sur les
considcrations du numcro precedent, on domontre facilement la
formule

(3) «(n, =V [a~cosmgp, . cosnip? -|-
m—0 n-0
4~ a”eusmtpi sin»gp? -f~ u® sinme), cos«gt>2 -|- a”*sinmtpi sinM(p2],
oii I'on a
«wlo = “m—+ Poolog>j + logr2 <5$logrt . logr,
=0 (i=234
<o = [<.+"™olog”™r? + [y« 4_d&logr,]rr"
pour i=13 et m=>=0
=0 pour i=2 4 et m=0
»?, = Ki 4- @o\ lognlrs 4- [y& 4- C. lognkr
pour i=1,2 et n=0
anN,— 0 pour i — 3,4 et n=20
<f\= -+ @Z 1>5F>T + y« N
pour i— 1,2,3,4 et m=0, n=0.
Les lettres ... representent des constantes. En effet,

pour la d¢inonstration, il suffit de considérer (r2, gp2) comme les con-
stantes et de dcvelopper la fouction u(rA ¢t rt g)2) en une sorie de
la forme (1). Les ax bx, ¢ seront naturellement des fonctions des
variables rt, (p2 et il est facile de wvoir que ces fonctions seront
harmoniques en r2, <2 En dbveloppant k nouveau les ax,bx,c de
la méme maniodre, on parvient a la formule (3), avec les expres-
sions (4) pour les ah,,.

Ajoutons que la serie (3) converge dans (CB), la convergence
Otant uniforme dans tout domaine ferme, situc ,entiereinent k I'in-
tSrieur du (CB).

Rociproquement, si la serie (3), avec les expressions (4)
pour les a”,, converge uniformoment a linterieur du (C,,), elle
reprosente une fonction doublement harmonique a l'intérieur du (C,,).

On peut aussi, en sappuyant sur la remarque faite a la fin
du numcro précedent, domontrer que

,»toute fonction u(r2 o, r2, (p2) doublement harmo-
nique a lintdrieur d'une couronne hypersph eroidale,
peut Atre doveloppee en une sorie
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-H50

«(Mi> > <p2* = ~0-0 I°gO Iogr8 + \V A,,M(px,<pt).r logr2-(-

(5) +°° +r2:_0?+°°
-+ \/ Mo'n((Pi, (pt)r2}ogrx + /' \/ A'i,,$(px €0S).rr»"2
n—-00 m»—]|-n—~00
ou les ga) sexpriment simplement par les fonc-

tions cosw/ePj. cosMagp.2, sin/nep,, siDwgp2

§ 3. Singularites des fonctions doublement liarinouigues.

On sait qu’'une fonction harmonigue peut avoir des singula-
rites isolées et cette propriots est de la plus grande importance
pour la théorie du potentiel.

Il en estt- ut autrement des fonctions doublement harmonigues
et ,,a fortiori“ des fonctions hyperharmonigues et c'est de la que
dérive peut-etre la diflisrence la plus essentielle entre la theorie des
fonctions d’une variable complexe et celle des fonctions de plu-
sieurs variables complexes.

En effet, je dis que les singularitdés des fonctions
doublement harmonigues ne sont jamais isolses.

Pour la démonstration revenous aux considerations du § 2me
du texte.

Supposons que la fonction 22,y2) soit doublement
harmonigue dans le voisinage du point (0,0.0,0), en ne supposant
rien au sujet des circonstances qui se presentent au point (0,0, 0,0)
lui-méme. En introduisant des coordonndeB hyperspheroidales, nous
supposons donc que la fonction «(»',, b r2, gp,) est doublement har-
monigue pour tous les points (r,, <px, r2, Gp2) oii . et r2 sont suffi-
samment petits et r, r2 > 0.

On voit donc, en employant les notations du § que les
coefficients a®,, sont des fonctions regulieres de rt et r2 pour tout
couple des valeurs (rnr2) positives et suffisamment petites, a I'ex-
ception du couple rx — r2 = 0.

Distinguons plusieurs cas:

I. m=0, ra= 0. On a dans ce cas:

= [<r+ rri

Prenons un couple (r, =0, r, =0). La fonction est pour
ce couple réguli&re, ce qui est possible seulenient si
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et alors si

oM, =0
d« = 0.

L’expression pour flW doit donc se réduire a l'expression
Suivante

Prenons maintenant un point (r, = 0. r2 == 0). La fonction

est, d'apres ce qu'on a vu plus haut, reguliere dans ce point
et alors on doit avoir aussi =0.

Nous voyons donc que, dans le cas consider$, on doit avoir

az = (1=1234m=0
«>O)7

Il. On demontre, par une voie analogue, qu'on a

= wlorT pour 1=1,3 et m=20
al’»— «o,n’a pour i=12 et n>=0
«0,0—"“0W Pour i=lI.

Le développement (5) devient donc simplifi¢ et on obtient la
formule

00 00

m(o, epu r2, 2) = V

qui converge pour r, =r2 = 0.

Nous voyons donc qu'on peut attribuer a notre fonction u
pour r, =rs = 0 une valeur telle que la fonction u sera réguliere
au point (r, ==r2 =0) lui insme. C. g. f. d.

§ 4. Fonctions doubiement liarmoni®nes et I’¢quation
y,u = 0. Supposons maintenant que la fonction el rt, (2) sa-
lisfasse & lintSrieur du (C,) au systeme des $quations

(6) = 42w = pju =0.

Le développement (3) avec les formules (4) pour les coeffi-
cients «o»n esf naturellement yalable, mais on peut se demajider si la
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condition pj/ =0 ne nous permettrait pas de simplifier des formules.
Or on peut ,a priori“ affirmer que la reponse doit etre affirmative,
parce qu'il existe des fonctions doublement harmoniques qui ne
satisfont pas a I'équation —0.

Cherchons donc I'expression gsnsrale pour les fonctions satis-
faisant au systeme (6) et, comme point de dcpart. prenons les
formules (3) et (4).

*En posant
um, = a*,, cosm <pt cosii <2 a®, cosm (pr sinn (p2 -|~
—+ <>.sinm <y cosn (>2 -f- a$n sin m (pr sin n(pix
on voit que

00 00

?l«.>»> . n.

m=0 n»0

et la somme double 6tant une ssrie de Fourier, la condition j7lw =0
est Oquivalente au syst¢tme des conditions

rwm» = 0, (mn=0,1,...).

Nous avons a distinguer quatre cas.
Cas I. m=0, m=0.

On a
a™\cosm(pr eosntpt +
+ «£?.] eoswiepj. sinwgp, -j-
+ at,.] sinwgp,. cosngp, +
=+ $il?.[«!?, sinm (px. sin ntp,,
oh on a poso:
3 mn
A B\ = 3rx3r2  i\rt
3XA mn
N —
-[d. Bl 3rk3rt 1, rt

On doit donc avoir

C[<«<) =0 (¢./== 1,4 »=|))
ah,] = o (W =23 izF)).
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En substituant les expressions (4) pour les a®n et <£, dans

(7) on voit, que des constantes doivent o&tre assujeties aux
conditions
+<>=0
— =0
8) —
<e+C.=0
<44 — <44 =0
W.+£4=0
() 44+ 44 =0
44 — 44 =,

ce qui entraine, que la formule pour um<n peut Otre mise dans ce
cas sous la forme suivante:
Myn = [<4» T "2 + =B _ r="] cos (mcp! 4- n<p2) -|-
+ [44 r1-n4-2&  r~mrj] cos(mcepx — n<f>j -f-
+ |<44 4" + 44 rf">T] sin (mtpi + ng>t) -f-
+ [N «r''r2" 44477rd) sin(mgp, — n<pt).  (mn=1,2,...).

Cas II: m~*»0, n—0. On a
gm.O cos 3§r?(T§Mrz ainmepj.
Donc les a0 doivent pour i— 1,3 et m> 0 remplir lequation
«<O _n
3r23r2 '
ce qui entraine, qu'on a
df— 9.1 T Mo (i=1,3)
et alors
(20)  urai0 = —+ 4,0»'i “Jcos W<PL 4- [«£>? 4- 4’=rm| sin mgp,.
Cas IIl. m—0, n><0. On trouve, que
(11) Mo, = 4-/0>rr"]cos 4-lagr™ =B — sin n<pt.

Cas IV. w =0, n— 0, On trouve facilement, gne

(12) u0,0 = a$ 4- 0$logri 4- 4olog r2.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego.
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Reciproquement supposons, que la sorie
00 00
w= I

m=0 n-0
est uniformément convergente dans la couronne hyperspheroidale,
et que les wra), sont dofinis par les formules (9)—(12). D'apros §2me
la fonction w est doublement harmonique, elle possfede alors des
derivoes partielles de tous les ordres, donc on peut ecrire la relation

00 00

Fl« =
m—() n»()
et comme ytum, =0 (ce qu’on voérifie immaddiatement), on a. aussi
Pju = 0.

§ 5. Les fonctions doublement harmonigues et F¢quation
p2w = 0. Passons maintenant au cas, ou la fonction u, supposse
doublement harmonique dans la couronne (C,), satisfait encore
a I'équation p2u = 0. Par des considsrations tout a fait semblables
a celles du paragraphe prscodent, ou trouve, que le dsveloppement
de la fonction u est donn¢ par la formule

00 00
(13)
na>0 W'
ou les expressions pour les u,h, sont dans le cas ma-|-m2 = 0 prc-
cisement les mémes, lesquelles nous avons trouvées plus haut. [For-
mules (9)—‘(11)]; c’est seulement le terme m0,0. qui peut avoir dans
ce cas la forme plus generale:

(14 ml0) = 4-fiMlogr, 4- yMlog » —+ log ri + log >4

Rsciproquement, si nous supposons, que la série (13)
converge uniformément dans (CH), et que les sont donnes par
par les formules (9)—(11) et (14), la fonction u satisfait au systeme

(15) An=  —lu=0.

Nous allos tirer de la une conssquence importante:

Soit w(rj, ePj, rs, p2) une fonction uniforme, qui dans la cou-
ronne (¢,) remplit les- $quations (6). En prenant la fonction w sous
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la forme (13) on obtient pour les umn des formules (9)—(12). La
fonction u est alors lintegrale de I'équation

p2\ = 0.

On a donc le theoreme, qui est une gcndralisation
d'une partie du thcoreme demontré dans le § 4me du | Chapitre:

,» lToute fonction uniforme u(rt, <pt, rt, <2), satisfai-
sant dans (Cfl) au systeme des $quations (6) est noces-
sairement hyperharmouique dans cette couronne*

Mais on peut aller plus loin. Soit w(ru r2, gp2) une fonction
uniforme, satisfaisant dans (Cfl) au systeme (15). Prenons encore
la fonction u sous la forme (13), les um, etant dsfinis par des for-
mules (9)—(11) et (14). Nous voyons, que c’est le terme w00 seule-
ment, qui ne satisfait pas en géndral a I'6quation p]W =0, pendant
que les autres termes sont des fonctions hyperharmoniques.

On a donc le thsoreme, qui est une gs$ndralisation de la
deuxiéme partie du théoreme, démontrs$ dans le § 4me du ler Chapitre:

,Pour toute fonction w(rn <Pj rt, g’t), uniforme dans
(CH), satisfaisant au systeine (15) on peut trouver une
constante ¢ telle, que la fonction

u — clogr, logr?

sera hyperharmonique dans (CH).
Pour que la fonction u soit delle méme hyper-
harmonique il faut et il suffit que

c= 0"

CHAPITRE I11.
Integrale de Poisson et Probleme de Dirichlet.

§ 1. Theoreme sur inaximum et minimum. Avant dabor-
der le sujet propre du chapitre, nous allons donner un theoreme,
qui nous sera utile dans ce qui va suivre.

Soit u une fonction doublement harmonique dans un domaine
(T). Cette fonction Otant harmonique jouit alors de la propricto,
d'avoir des points. ou elle devient extremum, toujours sur la fron-
tibre du (T). Or dans le cas d'une certaine classe des domaines,

8
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on peut pour les fonctions doublement harmoniques donner des
renseignements plus prccis sur les points d’extremum.

Les domaines enquestion sont des domaines ,,cylindriques,,l),
dont on a doja fait 1l'usage dian la theorie de deux variables
complexes.

La definition des ces domaines est suivante:

Soit (TA) un domaine, s.itus dans le plan de la
variable complexe zt et (7)2 un domaine, situe dans
le plan de la variable complexe zt. L’ensemble des
points (a%,Yy,, X2, (ou on a pose ¥ — xk-(-ly,} tels, que
fo,y,) appartient a (DJ et (at,yt) a Dt, est 6videmment
uu domaine (7)) a quatre dimensions, domaine, qu'on

appelle ,,cylindrique® [formé par et (7>2)]*.
Un exemple simple d’un tel domaine nous est fourni par
U’hyperspéroYde.

La vari¢te 1 deux dimensions, situde sur la frontiere du (7%)
qu'on obtient, en choisissant a la fois (a”yj) sur la frontiere du
(Dj) et (r2,y2) sur la frontiére du (2>2) s'appellera ,,contour™ du
domaine.

Ceci pose, ou peut maintenant démontrer la proposition
sui van te:

»S1 la fonction w”, vyt «2,y?2) est doublement. bar-
mouique dans un domaine cylindrique (7% et conti-
nue dans ce domaine ferme, alors un du moins dentre
les points du maximum (absolue) de la foncion u est
situe sur le contour du (70)“

Dom. Soient (A) et (1)2) deux domaines planes a Faide des-
quelles (T,) est defini et soit (a? y? a" y2) un des points, ou la
fonction w devient maximum. Nous savons, que ce point est sur la
frontiere du (7¢) (en dehors du cas trivial u— const), et alors une
au moins de deux circonstances doit se prosenter:

(0:2,y?) doit Stre point frontifere du (Z),), ou (@2, y2) doit otre
point frontiere du (7)2). Supposons, que par exemple c’est le pre-
mier cas, qui a lieu. Or, on voit sans peine, que la fonction
u(@?f, y?, z2, y2), considerée comme la fonction des variables (a?2,y2),
a un des points du maximum (absolue) sur la frontiére du (D2).
Soit (.r2,yj) un dentre tels points.

) V. p. e. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie Il Bd. | Lieferung.
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Je dis, que le point (a??,y?, 5, y£) est le point du maximum
(absolue) pour la fonction ufa,y,, z2,y2) dans (7.).
En effet, on a

M« y?, x°2, w(4,y’, X2,y2)
tans tout (E>s) et alors
@))] W(O:2,y?, N y8)ME(X?,y?,  Yg).
D’autre part d’apres l'hypothese l'inc¢galit¢

«(«?,y®, y5)  w(aq,y,, Xs,y,)
est valable dans tout (Tr) et alors
2 w@?, y?,N,yMNu(a??.y?,nNy8).
On a donc
«(»?,y?.  y2) =ufa,y’, V2.

ce qui nous montre, que le point fa, yj, x2,y2), (qui est situd sur
le contour!) est aussi un point, oii la fonction « devient maxithnum.
C. g f d

Remarque. Il est evident, qu'une proposition analogue pour
les points du minimum (absolue) est vraie.

§ 2. Probleme de Dirichlet dans le cas du hypersphe-
roide. Nous allons inaintenant donner 1’Snoce du probleme, dont
la Bolution constitue l'objet principale de ce chapitre.

Nous l'appellerons ,,probleme de Dirichlet® par analogie
a la théorie du potentiel, en ajoutant, que nous nous bornerons, aussi
bien dans !'énonce, que dans la solution, au cas le plus simple,
k savoir du hypersphsroide.

Voici 'énoncé du probleme:

»Soit ffa, fl) une fonction dcfinie et continue sur
le contour du hypersphcroide (7',), dont le centre se
coufond avec l'origine des coordonn Ges. Soient et B2
les rayons du (77).

Dsterminer une fonction y>, 12, 2)

1° doublement harmonique a lintsSrieur du ('),

2 telle, quon ait
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lim [M(rl5 gp, rt, (p2) 0g)] — O,
(n™,
le point (fj, Pltr2, <p) 6tant situd toujours h lintdrieur
du (TH) et (Kj, 05 Aj, 02) etant un point quelconque sur
le eontour®

Dans ce qui va suivre nous allons montrer que la solution
du probleme proposee existe toujours et qu’elle est unique. Ici
nous voulons seulement faire encore une remarque.

Si on compare l’enonce du probleme formulé plus haut a celui,
gu'on donne au probleme de Dirichlet dans la théorie du potentiel,
on voit, qu'il y a une différence entre ces problémes. Dans la tho-
orie des fonctions harmoniques on demande la fonction u, continue
dans tout domaine ferm®, tandis que dans le probleme, formulo
plus haut, nous avons omis cette condition. On trouvera l'explica-
tion de cette difiorence pendant la domonstration du théorome d'u-
nicitd de solution.

§ 3. Theoréme dnicite.

En passant a la solution du probleme de Dirichlet, nous allons
demontrer la proposition suivante:

.Le probléme de Dirichlet possede au plus une
solutionl,

Voici quelques lemmes, qui dans leur ensemble sont 6quiva-
lents a notre assertion.

I. ,,Il existe au plus une solution du probleme,
qui est continue dans (7)) fermod.

Ceci est dyidemment une concoéquence immaodiate du thooreme
sur les extrema des fonctions doublement harmoniques.

Il. ,,Une solution, continue dans (7,) fermo, existe*

Nous domontrerons ce lemme dans le § 4me, naturellement
d’'une maniere indepandaute des considerations du paragraphe présent.

1. ,,Si u est une solution du problhme, alors u
est continue dans le domaine fermo (T»)u.

En effet, supposons, que la fonction u est une solution du
problome de Dirichlet dans le cas particulior

/m(0,02)sO.

La fonction w(r2, gpj, r2, gps) tend dojic vers zoro, lorsque le
point (r,, gpn r2, gp2) tend vers un point du contour, en restant a Fin-
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terieur du (7,). Eu vertu de la remarque, que le eontour est un
ensemble ferm¢, on peut affirmer, que cette convergence est uni-
forme. On peut donc a tout e = 0 faire adjoindre un autre nombre
positif & tel qu'on ait

A—ri<<d A—nr<dd|w({b r2, ) | <e

Soit maintenant (T'H) un hypersphéroide concentrique avec
(T,,), dont les rayons B{ et B sont assujettis aux conditions
b, —b;<<6
B, —B2<d.
On a donc

| u(B\, B2, pt) | <e
et alors d'apres le théorfeme sur Pestremum on a

| Ti, Ts)l <« .
|
dans tout (Th) ferme.
Des nombres e et d etant aussi petits, que Fon les veut. on

voit, que
w.(rn (pt, r,, ep2) = 0

dans tout lintCrieur du (T,,).

Notre lemme etant demontré6 dans ce cas particulier, on peut
maintenant donner une dsmonstration rapide dans le cas gensral.

Supposons, qu’il existe une solution v du probleme de Dirichlet,
qui n’est pas eontinue dans (7',) ferme. On sait, la validitdé du
lemme Il etant admis, qu'il existerait encore une autre solution w,
qui serait eontinue dans (71fl) ferme. La différence v—u S$tait alors
une solution du problbme de Dirichlet avec des donndes f(Ot, 02) =0,
qui ne serait pas eontinue dans (TH) fermd, ce qui est impossible.
C. g f. d

Remarque. Ces trois lemmes prouvent, que notre proposi-
tion enoncee au début de ce paragraphe, est vraie. Il nous reste
sseulement a démontrer le lemme Ilme, c’est a dire a prouver, qu’une
olution eontinue dans (TH) ferm¢, existe.

§ 4. Intégrale de Poisson pour les fonctions doublement
liarinoniques.

L’existence d'une solution du probleme de Dirichlet et de
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plus la forme de cette solution, peut nous etre facilement suggoroe,
par les theoremes de la theorie du potentiel logarithmique. On sait,
que dans cette théorie dans le cas d'un cercie, le probléme de Di-
richlet est resolu a l'aide de Fintdgrale de Poisson)).

Dans la theorie des fonctions doublement harmoniques on
peut aussi considérer un algorithme integrale, qui nous fournira
la solution du problome de Dirichlet dans le cas du hypersphoroide,
auquel nous roserverons le nom ,,integrale de Poisson pour
les fonctions doublement harmoniques*

Soit /(Oj, f2) une fonction continue sur le contour du (7'tf).
Par ,,Fintograle de Poisson" appartenant a cette fonc-
tion nous entenderons la formule

2n
) u(rls  r2 ga) = P . H2 dOu d62
0 0
ou
4) =—Co><—1 . =>

et ou Ix dosigne la distance des points (Bx, 6X) et (rx, (px).
On voit immddiatement que la fonction (3) est doublement
harmonique a lintorieur du (7'w).

§ 5. Solution du probléme de Dirichlet. Comme nous
avons dit plus haut, on peut oOsperer, que la solution du pro-
blédme de Dirichlet est fournie par la fo'nction (3). Pour
cela il nous reste k démontrer, que cette fonction tend vers 0t),
lorsque le point (r2, gp, r2. 2) en restant a l'intérieur du (7,) tend
vers (A, jR2, 02). D'autre part, il nous faut, en vertu du lemme
IIme du § prdécddent, démontrer, que u est continue dans (7,) fermo.

Prouvons dabord, que la fonction u tend vers une limite
déterminde, quand le point (r2, ep, r2, ¢2) tend vers un point de
frontiore, point, qui n’est pas situ6 sur le contour du (T,).

Pour fixer les idoes supposons, que les coordonnoes hyper-
spheroidales de ce point sont (A, 0,, r£0), 0), ce qu'on peut toujours

) V. p. b. Goursat. Cours d’Analyse. T. Ill. 1l Ed. p. 138 et suiv.
ou Picard. Traitdé d’Analyse. T. II. Ed, Il, p. 15 et suir.
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obtenir par une simple transformation des variables. On a natu-
rellement

40) < bl

et il nous faut prouver, que la fonction u(w\, g)i, r2, <p2) tend vers
une limite, lorsaue le point (rl5 rg, <pa) tend, en restant a linto-
rieur du (T,,), vers le point 0, 0>, 0).
Nous ferons ceci, en déSmontrant, que dans ce cas, la différence
2n
(5) AL r2 ~2) 2ji 3 ~) N2 d@2
0
/. Bl — rE»s \
(0i> »n a po.4 = +
tend vers zoro.
Soit d un nombre positif arbitraire. En modifiant convenable-
ment des raisonn¢ments classiques, on obtient:

2/r

| wn, <ipj)
0
2k—6
=2n JIH"" 7 | /(O™ — /(= | d6i
do,+
0 0
+d r 37

f | /(<. «y 5. | hl — n° | de2 <IﬂX +

->> 0
+d

- :

D¢signons les trois integrales du second membre de cette
inogalit¢ par 1,, 1t, J8 et par m la plus petite limite supérieure de
la fonction | /(Oj, fl2) | . Soit £ un nombre positif arbitraire et d
un autre nombre positif choisi de tel fagon. que les relations

(01 °) ~/(0’8) d(k]de>

| —nl<?
(6) | <[ <d

o A

entrainent linegalite
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Supposons de plus, quon a

Il est Syident, qu'on peut toujours satisfaire a ces insgalitss,
dont une cons$quence immsdiate sont des inogalitss

li s’agit encore de prouver, que lintsgrale Z, tend vers zero
avec Rt —r,.
Dssignons par N le nombre

A=max |/(0,, Hi —/(O,f2). 2»|,

oii la fonction /(0j, 02). Hi — /(O, #2) ZZ2 est considerSe comme la
fonction des vyariables 02, r2, g2 dans le domaine (6) pour les
yariables r2, <p2, des yariables 02 stant arbitraires.

On voit facilement, que

2n-d
ol si*y
<J
et comme d'apres un thsorSme classique sur lintsgrale de Poisson
nous savons que la second nombre tend vers z$ro avec —rlf
nous voyons, que lintsgrale ly tend aussi vers zsro.

D’apr$s cela nous pouvons dire:

.L'intsgrale de Poisson pour les fonctions dou-
blement harmoniques. appartenant a une fonction
continue, tend vers une limite dsterminse, quand le
point yariable tend, en restant & lintSrieur du (Z,),
vers un point frontiere du (T,), qui nappartient pas
au contour du (ZH)“

Enyisageons maintenant un point du contour, p. ex. le point
tzt 0, A2,0) (ce gu'on peut toujours supposer sans diminuer la gs-
nsralits des raisonnements) et examinons ce qui se passe, quand

le point (rj, gp, 2, gp2) tend, en restant a lintSrieur du vers
ce point. Il est facile de prsvoir, que la diffsrence
— (0, 0)

tend dans ces circonstances vers zSro.
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En effet. On a

2n—d -a<5

u(r],p,.rt,»,)-f(O,0)="tI" y/[f(ei,ei)-f(O,0)]H1.Htdeid02"-

) ) 0 0
0 ~rt~0
+ Lne”  —/(°°)] H' H* dr>d~ +
-i 6
2n-i +d
+AN/{/CEr  —/(00)] HL Hid6i}  +
d -<J

+06 +<5

e ;g- ~ /(0 0))+ H' H* dO" dn~

Nous avons donc

2/i—d 2n-6
| r2. p,) —/(0,0) | Y H, HtdO, d8s +
d d
4-d 2n- d 2z—d +d

AN pE + KO

oit on a par ($,, 82 ddsignd le point, pour lequel la fonction
! |
devient maximuin absolue dans le domaine

0, | &
| 08 | &,

On voit maintenant facilement, que tous les termes d’inega-
litd6 (7) peuvent ctre rendus si petits, qu’on les veut, ce qui nous
montre. que

Jl'intograle de Poisson pour les fonctions dou-
blement barmoniques, appartenant a la fonction
IYTlj, #2) ten<l wvers cette fonction (etmc¢nie uniformo-
ment), quand le point (ra ¢, r2, gt) tend vers uu point
dstermine du contour”

Remarque. Les consid¢rations proe¢dentes nous demontrent,
que notre solution est eontinue dans (TB) ferme; nous avons donc
démontrd aussi le Ilme lemme du paragraphe précédent.
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En faisant un résume, nous obtenons la deusieme propo-
sition fondamentale de ce momoire

.11 existe toujours une et uue seule solution du
probleme de Dirichlet, dans le cas du hypersphe-
roide. Cette solution est nsScessairement continue
dans (T,,) fermo”

§ 6. Reinargues sur le probleme de Dirichlet dans le cas,
cii les donudes sont dofinies sur toute la frontiere du (7).

Il existe une différence profonde entre le probleme de Di-
richlet traitd dans la theorie du potentiel et entre le probleme
traitd plus haut. Cette différence consiste en le fait, que daos la
thoorie du potentiel la fonction donnée est définie sur toute la
frontiere du domaine, pendant que dans la theorie des fonctions
doublement harmoniques la fonction donnee est definie sur une
partie de la frontiere. partie, qui est une multiplicitd a deux
dimensions, pendant que la frontiere méme est une multiplicito
a trois dimensions.

Or on peut naturellement aussi dans le cas des fonctions
doublement harmoniques formuler le probleme de Dirichlet avec
des donnces dcfinies sur toute la frontiere du (7), mais d'aprds
les r&sultats d$ja obtenus on peut affirmer, que'ce probleme ' n’est
pas en gensral possible ¥

Prscisons le probleme:

,»S0It une fonction continue du point de la
frontiere du (7. D¢términer une fonction w(P):

1° continue dans (7'l fermo

2° doublement harmonique a l'intorieur du (TH),

3° vérifiant la conditon

u(P)->/(M),
lorsque lepont P, 6tant a lintérieur du (7,) tend

vers Mu.

La solution decoule immsdiatement des consid¢rations du § 5Sme;
Theorfcme: ,,Pour que la solution du probléme
existe, il faut et il suffit, que les valeurs de la fonc-

*) Poincare a ddja remargue ceci dafas le cas des fonctions hyperharmo-
nigues. On voit pour cela des mémoires citdes plus haut.
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tion f(m) sexpriment par les valeurs de cette fonc-
tion, quelle prend sur le contour, au moyen des for-
mules:

21t

0
2r
WV = E_FwvvnH*de'u

§ 7. Doveloppement de Pintegrale de Poisson en sorie
de Fourier.

En términant ce memoire nous allons appliquer des rosultats
obtenus plus haut a la théorie des fonctions hyperharmoniques,

A cet but, en suivant la marche indiquée par la thoorie du
potentiel, développons l'ntograle de Poisson en sorie de Fourier.

Suit /(O|, fl2) une fonction continue du point du contour du
(7'n. L/intograle de Poisson, qui correspond a cette fonction peut
etre mis sous la forme

in ir
T, T)= =+ = 0t) dot.
0 0
Mais on a

2lc 2n

oL dt} Hi d31=%_Fre=— —d3i+
0 0

00 2/i

a4 - — —m 02) cosx(0l — <p,). d(\ »),

x-1 0
et alors

) V. p. e. Goursat L c. p. 187 et suiv.
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00 N
8 | —

1=1 0 0
00 oa 2N 2n

o(1?,) ' FI~/(~1~)coss<(~-~)-cosIN-TE)~N1L~2-
-1 1=1 0 0

La sorie (8) converge dans tout lintérieur du (TH) et cette
convergence est uniforme dans tout domaine fernto, situ¢ entiere-
ment a lintérieur du (7,). La maniere. dont on peut Otablir ces
points essentiels est classique, et on peut pour cela consulter p. ex.
le livre cite de M. Goursat.

§ 8. L'intograle de Poisson et les fonctions hyperhar-
inoniques. La fonction w(rn  r2, <2) définie par la formule (3),
ou la fonction 0S) est supposoOe integrale est évidemment dou-
blement harmonique, mais elle peut ne pas 6tre hyperharmonique.
D’atre part, on sait, que toute fonction hyperharmonique dans un
hypersphoroide (77), situe a linterieur du domaine de regularité de
la fonction u peut etre toujours mis sous la forme (3). Nous som-
mes donc d'une maniere naturelle conduits au problome: ,,Doter-
miner des conditions ndécessaires et suffisantes, pour
que la fonction (3) soit hyperharmonique a lintorieur
du (77

Pour résoudre cette question, prenons comme le point de dé-
part le doveloppement (8) et calculons la valeur du yiti.

On a

00 00

rwv— Y'Y
X=1
2n

©)



95

Cherchons d’abord les eonditions necessaires. On doit avoir
= 0 dans (Th), donc tous les coefficients de la serie entiore (9)
doiyent 6tre nuls:

2/r 2n

0t) cos[(x$i — 10t) — (Kfjp, — Zgp2)] dG! <102 = 0

Z1—1.2,.)

Cettes relations doivent Otre ycrifices pour toutes les yaleurs
des yariables <p2, donc on doit avoir

(10)

Les relations (10) sont noécessaires, pour que l'intégrale (3)
satisfasse a I'equation — 0, donc pour qu'elle représente une
fonction hyperharmonique. Ces relations sont dailleurs — comme

il est facile de voir — suffisantes, ce qui implique la troisieme
proposition fondamentale du present trayail:

.La fonction f(3t 02) ¢ctant suppos6e intdgrable
sur le contour du (T,,), les relations (10) expriment
des eonditions nocessaires et suffisantes, pour que
lintégrale (3) soit une fonction hyperharmonique
a l'intorieur du (Tn)“

Remarque. On peut a l'aide de ce thdéoreme facilement
domontrer le théoreme fondamentale du § 4“e¥

§ 9. Probleme de Dirichlet dans le cas des fonctions
hyperharmoniques.

Prenons maintenant le probleme de Dirichlet pour les fonc-
tions hyperhartnoniques, cest a dire celui quon obtient du pro-
bleme enoncod dans le § 2me, en remplagant les mots ,,doublement
harmonique“ par le mot ,,hyperharmonique®.

*) On voit pour cela la premiero des notres notes, citees plus haut.



On voit immddiatement, que ce problome n’est pas en général
possible, parceque la solution sera une fonction doublement harmo-
nique, parfaitement detérminée, qui ne sera pas en gonoral hyper-
harmonique.

Voici le theoreme, qui donne la reponse complfete:

»Pour que le probleme de Dirichlet pour les
fonctions hyperharmoniques soit possible, il faut et
il suffit, quon ait

Remarque. En vertu du tht*orhme, ¢noncd dans le § 6me
et des remarques faites plus haut, on peut facilement ¢noncer le
theorbme sur la possibilit6 du problhme de Dirichlet pour les
fonctions hyperharmoniques dans le cas, ou les données sont dofi-
nies sur toute la frontiere du (7).

§ 10. Etude des relations (10). Ce dernier paragraphe est
consacré a !'6tude de la classe des fonctions f)t), définies sur
le contour du (Ta) et satisfaisantes aux relations (10). Dans cette
etude nous nous bornerons aux fonctions dsveloppables en scries
de Fourier uniformement convergentes.

Soit 0t) definie par la serie

00 00
/(M- #») — N\ Ma,, eosr#, coss#? i, cosrf)t . siu 4-
1)
4-  sinr0, cossW2  d,, sinr(jrsin ],
dont nous supposons, qu'elle converge uniformément.

L’intdgratiou de la sSrie terme a terme Otant legitime, on
trouve facilement des relations
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n
Msin(xXN————dOot =ni(yxl — pxl)

@7=i2,.,).

Pour qu'on ait donc les relations (10) satisfaites, il faut et
il suffit, qu'on ait

(12) | ~—7%x,=0 x, z=1,2,....).

Dans le meme temps nous voyons, que les coefficients § aol
sont entierement arbitraires.

Les considorations précddentes nous montrent que pour r et
s naturels, le polynome trigonometrique constituant un terme
de la ssrie (11) peut renfermer seulement deux constantes arbi-
traires et qu'il peut Otre mis sous la forme

an, cos (rf),, -|- sh2) + /7r,, . sin (r”™, -f- s9t).

Ceci implique la proposition suivante:

»Pour que la fonction /(#], #s) dofinie sur le eon-
tour du (Tfl) et doéveloppable en soérie (11) uniformc-
ment convergente satisfasse aux relations (10), il faut
il suffit quelle soit de la forme
/m(6vi, fl2) = VN[N .cos™MH-sMN+1sinfr™-Fs?M) ]

r=1 a1

ou les fonctions ~(?j) et e>(02) sont arbitraires, assu-
jetties seulement a la condition detre doéveloppa-
blesensodries de Fourier uniformément convergentes
et ou les constantes a,, flr, sont entierement arbitraires™.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 7



Nouveaux fascicules du ..Memoriat
des Sciences mathematiques” ‘)

Faseicule XV. La Logique des Mathé¢matigues par M. S. Za-
remba. L’auteur s'est efforce d’exposer le plus clairement et le plus
simplement qu'il a pu, l'essentiel de ce qui doit 6tre consider¢
comme d¢finitivement acquis a la Science en Logique deductive, en
cherchant a mettre en $vidence Fintérst gne présente la logique
thcorique pour les mathomaticiens. Ne disposant que d’'une place
strictement mesuree, l'auteur a passo sous silence les idses brisve-
ment esquissées dans ces dernidres annces par des savants d’un
merite considdrable, mais qui ne paraissent pas avoir amene encore
leurs conceptions a la forme claire et precise qu'elles devraient
avoir pour pouvoir stre discutSes utilement.

Faseicule XVI. Formules Stokiennes par M. A. Buhl. M. Buhl
coordonne, avec beaucoup d'¢légance, au point de vue de la Struc-
ture, les diverses identitds que Fon peut deduire des identitdés fon-
damentales

o JXAI

et, ce qui constitue l'int¢rét principal de I'ouvrage, il fait voir com-
ment, en partant des identit¢s (1), on peut former des expressions
qui, Cgalees a zero, fournissent les o6quations de divers problemes
fondamentaux d’'Analyse, de Mccanique et de Physique. Les consi-
d¢rations dsveloppees par M. Buhl ne constituent Svidemment pas
des demonstrations de ce que les dquations qu'il envisage sont bien
celles des problbmes auxquels il les rapporte, mais elles sont fort
intoressantes parce qu’elles permettent de donner des formes diver-

) Voir le t. I1l, p. 142 et le t I\V'p 122 de ces ,,Annales".
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ses aux postulats dont elles doérivent et surtout parce qu’elles per-
mettent de metfre en Ovidence la parentd des postulats sur lesquels
reposent difforentes thoories de la Physique mathomatique. Nous
osons croire qu'en suivant la voie ou s'est engagdé M. Buhl, on ne
inanquera pas de constater des similitudes propres a accroitre sen-
siblement la coborence de l'ensemble de la physique théorique.

Fascicule XVII. Theorie generale des series de Dirichlet par
M. G. Valirou. Les series de Dirichlet les plus gonerales sont les
sories de la forme

00

ane

ou s = a —+it est la variable complexe, les 2, des nombres roels
indéfiniment croissants  (2,+, = 2,,, lim 00). Etant donnd
U'importance de diverses formes particuliores des sories de Dirichlet,
le public mathématique saura certainement gr6 a M. Valiron, qui
a apporté lui-mome d'importantes contributions a la thoorie de ces
sories, d'avoir, en Ocrivant le fascicule considor6 du ,,Momoriall*
donnd, aux personnes desireuses d'approfondir la thoorie des sories
de Dirichlet, le moyen dy arriver moyennant le minimum d’effort.

Fascicule XVIII. Les Ji¢seaux (ou graphes), per M. A. Sainte-
Lague. L auteur formule comme il suit les deux types de questions
que Fon etudie dans la branche de la Science a laquelle est con-
sacrd le fascicule du #*¥lomorial  qui nous occupe:

a) Est-il possible de juxtaposer des d6léments donnods de fagon
a obtenir une disposition fixée a l'avance?

b) Si une telle juxtaposition est possible, de combien de fa-
eons l'est-elle?

Dans ces o6nonco6s il faut entendre par ,,0l6mentst donnos les
6léments appartenant a un ensemble doétermind E et, pour que ces
ononcos eux-moOmes puissent prendre une forme prdcise, il est no-
cessaire que, au moyen d’une convention spociale C, on ait fait
oorrespondre a tout 6lément A de l'ensemble E un certain nombre
d’'autres Oléments de cet ensemble, appelds 6léments associ¢s a Folo-
ment A. La convention C (qui est une donnee fondamentale des
probldmes envisagds) est susceptible d’une representation géomotri-
que: apres 6tre convenu de reprosenter les 6léments de l'enseinble
E par des points, on peut joindre chacun de ces points par des

7
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lignes, appeldes chemins, a tous ceux qui reprdsentent des ¢léments
associos a l'element que représente le point considerd; la figure
ainsi obtenue s'appelle graphe ou reseau et les problemes que I'on
a a resoudre concernent alors certaines combinaisons des chemins.
Différents jeux, comme en particulier le jeu d'échec. donnent lieu
a des problbmes du genre de ceux dont il est question mais, comme
le fait remarquer M. Sainte-Lague, de tels problémes se presentent
aussi dans diverses thoories mathématiques. L’ouvrage, tres docu-
mentd, de M. Sainte-Lague permettra au leeteur d’approfondir le
sujet, aussi intoressant que peu ctudié encore. auquel cet ouvrage
est consacrc.

Fascicule XIX. Calcul differentiel absolu, par M. R Lagrange.
Le m$moire de M. Lagrange constitue une exposition extremement
condensse et pourtant claire de ce que Fon est convenu d'appeler
»calcul diffcrentiel absolu”. L’autenr aborde la question des le debut
dans toute se géncralite comme un probleme d'analyse pure ce qui
lui permet de faire ressortir avec beaucoup de nettetd les iddes,
en rsalitdé trés simples, qui sont & la base de la theorie qu'il ex-
pose et il prosente les considorations gbomotriques, intimoment lides
a la thoorie en question, comme une illustration des résultats ana-
lytiques. En definitive le mémoire de M. Lagrange atteint tres bien
son but et rendra de prcécieux services a aeux qui voudront etu-
dier le calcul diffdrentiel absolu.

Fascicule XX. Les fowctions holomorphes dans le cercle-unité.
par M. A. Bloch. L'auteur caract¢rise comme il suit le- but qu'il
avait en vue. ,,L'objet du prosent article du Memoriat est I'exposi-
tion des propri¢toés aujourd’hui connues des fonctions d’une variable
complexe holomorphes ou mdromorphes dans le cercie | z | < 1; il
s'agira des relations nocessaires entre les yaleurs de la fonction et
de ses dorivoes k lintorieur de ce cercie, I'existence et le nombre
des zeros obtenus en Fdgalant a une constante, son maximum ou
son minimum sur certains cercles intorieurs, etc. Le cercle-uuitd,
dont on s'astreint a ne pas sortir, n'est cependant nullement sup-
pose cercie de convergence ou de méromorphie®,

L'article est dcrit. avec une grande compotence et contient
un apereu historique trds intoressant.

S. Zaremba.



Compte-rendu des seances
de la Societe polonaise de Mathematique
Section de Varsovie.

9. X. 1925. W. Sierpinski: Sur une application des images
des fonctions.

M. S. appligue les images des fonctions a la démonstration
du théoreme (du a M. Mazurkiewicz), suivant lequel tout ensemble
homeomorphe a un ensemble Go est un G6. La méme mdthode peut
servir pour domontrer le thdoréme de M. Lavrentieff dapres lequel
I'nomdéomorphie entre deux ensembles peut Otre Otendue a des en-
sembles G6 qui les contiennent respectivement. Voir: Fund. Math.
VIII, p. 135-136.

23. X. 1925. A. Tarski: Remargue concernant l'arithniitigue
des nombres cardinaux.

M. T. attire lattention aux recherches qui ont pour but de
dbvelopper des parties de la Thoorie des ensembles, les plus vastes
possibles, sans avoir récours a I'axiome du choix Un des rosultats
de ces recherches est le thoreme suivant de M. T.: powr tout nom-
bre eardinal transfini (reflfanf) m on a: 2m —m — 2” (par conse-

guent: si 2*=m n, on a 2m=n).

La ddémonstration repose, parmi autres, sur les deux lemmes
suivants, démontrds sans I'axiome du choix et qui — vu des nom-
breuses applications — peuvent par eux-mOmes prdsenter quelque
intorét: 1° sim p=m-~¢<, il existe Pi.gi et w tels que:
m=m Pi=m p, =n-f-pt et g=rnNgx, 2’ si m.p=

=n-)-gqon am=nou bien 2r < 2’

6. XI. 1925. C. Kuratowski: Sur la mclrisation des espa-
ces topologigues (travaux de MM. Alexandroff, Tychonoff, Urysohn
et Vietoris).
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S. Straszewicz: L'ouvrage de M. Rado sur les surfaces de
Riemann.

C. Zarankiewicz: Sur les dendrites.

20. Xl. 1925. B Kuaster: Sur le problsme de M. L.
Vietoris.

Ce probleme (L. Vietoris: Stetige Mengen, Monatshefte fiir
Matli. u. Phys. XXXI, 1921, 201—202) concerne I'existence d'un
ensemble connexe irriductible entre deux points dans le conlinu
irréductible entre ces points.

Apres un examen comparatif des deux thdories de la Structure
des continus irreductibles entre deux points, dont I'une est due
a M. Hahn et lautre & MM. Janiszewski et Kuratowski, M. K.
montre sur un exemple (a paraitre dans ,,Fundamenta Mathe-
maticae*) linsuffisance de la premiere pour resoudre le pro-
bleme de M. Vietoris et d$duit de la seconde le theoréme suivant
qui en constitue une solution complete: pour qu’un continu borné
C irrsductible entre deux points contienne un ensemble connexe S

irreductible entre ces points, il faut et il suffit que tout sous-
continu de C qui n'en est pas nn continu de condensation soit dn-
composable.

La demoustration que cette condition est suffisante fait appel
au théoreme de M. Zermelo (WohlordnungsSatz), notamment & la
possibilit¢ de ranger en une suite transfinie tous les ensembles fer-
més F oh C— F n’est pas connexe, et s'appuie sur quelques lem-
mes concernant la des continus irréductibles, notion
introduite par M. Vietoris et modifiee par MM. Knaster et Kura-
towski. Le probléme de rendre la d$Smonstration effective au sens
de M. Sierpinski reste ouvert.

3. XIl. 1925. F. Leja: Sur les ssries setni-conwrgentes. \oir:
Ann. de la Soc. poi. de math. t. IV, p. 113.

5. 1l. 1926. W. Sierpinski: Sur un probleme de M. Menger.

Voir: Fund. Math. t. VIII, p. 223. En rapport avec le pro-
bleme de M. Menger qui a et6 traite par M. Hurewicz, M.
Sierpinski fait encore la remarque suiyante. M. W. Hurewicz
a signale (Math. Zeitschrift 24 (1925), p. 421, note 35)) que si E
est un ensemble complémentaire d'un ensemble (A) de Souslin et
si tout sous-ensemble t\ de E. tel que EE[ = EU est non-dénom-
brable, E est un Gs. M. Sierpinski observe que si lon pouvait
remplacer dans cet énoncd les ensembles complementaires des. en-
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sembles (4) par les ensembles (A). il en résulterait facilement que
tout ensemble non-denombrable complementaire d’un ensemble (4),
contient un sous-ensemble parfait.

19. 1. 1926. S. Saks: Sur la mesure liniarie des ensemblesplans.

M. S. prouve I'existence d'un ensemble plan parfait dont la
longueur au sens de Gross est nulle, tandisque celle de Cara-
théodory est infinie. Le méme exemple prouve qu'il existe des
ensembles parfaits plans de longueur nulle au sens de Gross et
dont les transformes homographiques peuvent etre de longueur infi-
nie. Voir: Fund. Math. t. IX.

5. 11l. 1926. Séance tenue en presence de M. le Prof. Kampo
de Feriet.

C. Kuratowski: Sur les points d'arret d’'une courbe.

M. K. prouve que, si I'on enleve d'un continu born¢ tous ses
points d'arr6t, le reste est un semi-continu. La demonstration est
basoe sur le theoreme, suivant lequel sur un continu irréductible
entre a et b aucun point different de a et b ne peut etre un point
d'arrst (au sens de M. Menger).

C. Zarankiewicz: Swr les coupures locales du plan faites
par des continus de Jordan.

M. Z. demontre les theorenies suivants: ¥ un continu qui
en chacun de ses points coupe localement le plan en un nombre
fini de rsgions est jordanien; 2° un continu jordanien qui ne coupe
pas le plan contient un point oii il ne le coupe non plus locale-
ment; 3° un continu qui en chacun de ses points coupe le plan
localement en deux rsgious est une courbe simple fermee ou une
courbe simple ouverte, suivant qu'il est borne ou non.

23. IV. 1926. A. Lindenbaum: Sur [larithmétique des ty-
pes ordinauz.

M. L. attire lattention au fait que, dans l'stat actuel, la tho-
orie de la puissance d'ensembles est beaucoup plus ,.arithinstisce"
que celle de I'ordre: on connait bien peu de thdoremes concernant
les types ordinaux en gensral (non spccialement ceux du bon ordre),
tandis que les theorenies concernant les nombres cardinaux servent
d’'une base commode a toute la thoorie de la puissance. Seuls, les
ouvrages de M. Hausdorff' concernent la théorie des types ordinaux;
mais les problhmes qui y sont traitds sont bien compliquoés et
<difficiles.

M. L. presente quelques thcoremes c¢lémentaires (de lui et de
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M. Tarski) sur les types ordinaux, permettant de doduire par un
calcul puremeut arithmetique une theorie de ces types. Parmi au-
tres, il domontre le theoréme suivant (analogue a ,,Aequivalenz-
satz" de Schrdder-Bernstein): si a = p, et on a: a=/7.
Voir Communication sur les recherches de la Theorie des Ensembles
de A. Lindenbaum et A. Tarski, C. R. de la Soc. de Sc. de Varsovie.

28. V. et 11. VI. 1926. S. Mazurkiewicz: Sw la topologie
de l'espace a trois dimensions. Voir Fund. Matb. IX.

25. VI. 1926. S. Saks: Sur les fonctionnelles de M. Banach.

M. S. etndie une classe de fonctionnelles continues et lincaires
introduite par M. Banach (Buli. Sc. Math. 1925). Il en signale
quelques applications a la théorie des developpements des fonctions;
en particulier: pour tout systeme orthogonal de fonctions bornces
(de carr¢ sommable) {(p,,(x)} dans (0,1), il existe un ensemble E
dans (0,1) tel que le ddyeloppement de toute fonction sommable
(de carre sommable) suiyant le systeme (</>,} converge presque par-
tout dans E, et quil existe des fonctions sommables (de carrd
sommable) dont le développement diverge presque partout dans le
eomplomentaire de E. Dans le cas oii le systeme {<p,} est en outre
complet, le dcéveloppement de toute fonction sommable (de carre
sommable) converge encore presque partout dans E vers les yaleurs
de la fonction. Voir: Fund. Math. t. X.

2. VII. 1926. Bergman: Sur les jonctions harnionigues.

5. VII. 1926. Scance tenue a l'occasion de l'arrivoe de M. le
Prof. Nicolas Lusin.

M. Nicolas Lusin presente quelques nouveaux rosultats con-
cernant les ensembles (A) de Souslin (voir N. Lusin: ,,Sur les
ensembles &nalytigues , Fundamenta Mathematicae t. X, p. 1—95).
Il donne en particulier une démonstration nouvelle du thoéoreme de
Souslin (fondamental dans la theorie des ensembles (4)) et du the-
oreme dit de l'unicite; les deux demonstrations n’utilisent pas des
nombres transfinis, mais sont basCes sur la notion de scparabilite B.

On dit que deux ensembles M et N sont separables B. lorsqu'il
existe deux ensembles mesurables B, P et (), tels que

MCF NCQ, et PQ=0.
On demontre sans peine que si
Af = Af,  Afs + As 4 ewe> N=jV] 4- \a -~ X, ..,
et si les ensembles M et N ne sont pas separables B, il existe deux
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indices p et q tels que les ensembles Mp et N, ne sont pas sepa-
rables B.
Le théoréme de Sou $lin peut 6tre exprimdé comme il suit:
Dew ensembles (A) sans point commun sont toujours sdparables B.
Demonstration. Soient E et H deux ensembles (A), no

yaux des systomes d'intervalles {d,,,, resp. ou 'on

a toujours

1) M1 e, Mmoot i et yni "X-J 7ni>n I
Posons:

(i, »»,mee)

ou la sommation 2 s'étend a toutes les suite® infinies d’indices
«, n2, Les ensembles seront dcfinis d'une fagon

analogue.
Admettons que les ensembles E et H ne sont pas separables

B. Comme
E=F =S —+ et H=H>+H + H34-...,

il existe des indices pt et gt tels que les ensembles Er' et H"l ne
sont pas sCparables B. Or, comme

£ _ £p, H=  4- H"4-

il existe des indices pt et g tels que les ensembles Al"l"] et Hw »
ne sont pas sCparables B. En repdtant ce raisonnement, on arrive
a deux suites infinies d’indices

Pu Pn Pzrn ]
telles que pour x = 1,2,3,... les ensembles

gPi-Pa. ,PX tjw,?x

ne sont pas separables B.
Or, comme

il en rs$sulte que

,px ' Yop«, X + 0 Pour X =1, 2, 3,...,
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d'ou Fon conclut sans peine, dapres (1), que
UH 4=0.

Le théoreme est ainsi demontro.

Un systeme d'intervalles {6, =3} est dit un systeme d’uni-
acite, s'il n’existe deux suites infinies d’indices Pi,p2, Ps,-.. et gx. g2 ,25.—]
qui soient distinctes et telles qu’on ait

0 ,
['Z 0pV2. - Px - Oil, 3> mex 4=0.
x-1

Le theoreme d’uniciti peut Otre exprime comme il suit:

Pour qu’un ensemble soit mesurable B, il faut et il suffit qu'il
soit noyau d'un systeme d'unicM.

Pour domontrer que les ensembles mesurables B sont noyaux
des systemes d’unicitd, on demontre facilement que cette proprietd
appartient aux intervalles, ainsi qu’aux sommes et produits d’une
infinito denombrable quelconque d’ensembles dont chacun jouit de
cette proprieto.

Soit maintenant E le noyau d’'un systeme d'unicitd }.
On voit sans peine que les ensembles Bl B8, E3,... n’ont pas d'¢-
lement commun deux a deux. Or, ils sont des ensembles (.4), donc
(d'aprhs le théorome ddéja demontrd) ils sont séparables B. Il existe
donc des ensembles mesurables B: BIl, By B\..., tels que

El GB” Gd, et BpB"— 0 pour p =}=q.

On voit d'une fagon analogue que les ensembles (p,g— 1,2,3,..)
sont sans 6loments communs deux a deux, et qu'il existe des en-
sembles mesurables B, B"", tels que

B™" G Bl Q 0P, et B™ Br'—0 pour (p,q) 4= (rs).

Pour tout systome d'indices (p., p2,...,pX) on obtient ainsi un en-

semble mesurable B, tel que

(2) 041N, .. ,px

et

?3) P, ‘mu lx = o0 pour (p,.P,,---,pX) =}= (?,, ?X).

En vertu de (2) et (3) on trouve ensuite la formule

E = 2Bn. EB"WVi SB"M3....,
Pl P\Pt PrPwt

ce qui implique que E est un ensemble mesurable B, c¢. gq. f. d.
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10. IX. 1926. O. Nikodyin: Exemple dun ensemble plan
ferme dont les points lineairement accessibles forment un ensemble
non mesurable H. Voir Fund. Math. IX.

24. 1X. 1926. S. Mazurkiewicz: Sur un probleme concer-
nant les ensembles A.

M. M. donne un exemple d’une fonction /'(#), 0 <<a << 1, dont
l'image est complementaire d’'un ensemble (4), sans ¢tre un ensem-
ble (A). Voir Fund. Math. X.

C. Kuratowski: Sur les deiompositions semi-continues d’en-
sembles fermes.

Un ensemble E est dscompos6 en ensembles T, dits ,tran-
ches”, d’'une faeon semi-continue, si ces ensembles sont disjoints et
si la condition 7'0. Lim inf T, =]=0 entraine Lim sup Tn Q 70 (R.
L. Moore, Trans. Am. M. Soc. 1925). La tranche 70 est dite
tranche de continuitd, si la ntdme condition entraine: Lim T,"=Ta

M. K. prouve que. dans I'hyper-espace des tranches, les tran-
ches de discontinuit6 forment un ensemble En de 11§ categorie. Si
E est un continu de Jordan qui ne coupe pas le plan et si le
nombre de dimensions de !'hyper-espace est 1, I'hyper-espace est
une dendrite (Cf. Vietoris Proc. Akad. Amsterdam 1925, ou E
est la surface d’une sphhre). Tout continu borne irreductible entre
deux points admet une et une seule d¢écomposition semi-continue
lineaire ayant pour tranches des continus et qui ne puisse 6tre
poussCe plus loin (c'est-a dire, que toute décomposition semi-continue
lin¢aire a tranches continues s'en obtient en reunissant plusieurs
tranches en une seule); si cette décomposition ne se tdduit pas
a un seul ¢lement (comme p. ex. dans le cas de continu ind$com-
posable), son type est celui de l'intervalle 01.

8. X. 1926 A. Raj chman: Sur une classe des series triffo-
nometrigues qui cowoergent presgue partout vers zero.

Soit w2... nX... une suite d’entiers croissant assez rapidement
soit d,, d2... 6x une suite de nombres reels compris entre zero et un
soit Ex l'ensemble de solutions de l'in¢galite

(1) Red«xa = Mxa?—[«,#] = partie non entiere de n,,x < 9,
soit E la partie commune a tous les Ex

(2 £="...0,....
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(Jn peut prouver par la msthode de la multiplication des ss$-
ries trigonomatriques, que pourvu que ne tende pas vers un
quand x —> 00, 'ensemble E est un ensemble d'unicite trigonometri-
que. c'est a dire qu'il n’existe pas des series trigonomstriques a coef-
ficients non tous nuls qui converge en z6ro partout en d¢hors de E.
Ceci a ofe doja montr¢ par M. Rajchman dans Mathematische An-
nalen (Bd. 95 p. 389-408)

Dans la Communication presente it est prouvd. que la msme
methode (celle de la multiplication) permet pour le cas lim 6x = 1

X-»00

de faire correspondre a E une sorie trigonoinstrique convergente
vers zsro partout en dohors de E — c'est-a dire de démontrer que
dans ce cas E n'est pas un ensemble d’unicite trigonomotiigue.

Ce dernier rssultat (nieme sous une forme plus générale) a 6t¢
d'ailleurs trouvo antérieurement par Mile Nina Bary (Fundamenta
Matbematicae vol. I)X — sous la presse). La mcéthode qu'elle a em-
ployee est toute difforente et parait plus compliquce.

15. X. 1926. C. Zarankiewicz: Sur lensemble des points
qui dwisent un continu.

M. Z. prouve que 1° la fermeture d'un constituant de l'ensem-
ble des points qui divisent un continu de Jordan est une dendrite;
2°. Ctant donnde une familie de constituants de !'ensemble des
points qui divisent un continu de Jordan, si les diametres de ces
constituants sont = e =0, il existe une dendrite situee dans ce
continu et renfermant les constituants donnss.

26. XI. 1926. S. Kwietniewski: Sur les problemes de con-
struction dans la Geometrie euclidienne.

M. K. présente les postulats suivants:

Postulats de distinction.

Etant con- isfai S .
D struits les | slatls alsda_n_ts on peut_dflstlnglljer, s:j_c_es
poiNts i a la condition points satisfont la condition
a) ABC — e33
Il ABC b) ABC 6}
_ a) A entre B et C
11 A B, C ABC — s b) B entre C et A

c) Centre AetB
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Postulats de construction.

C Etant constru- satisfaisants on gt(iﬂ'grgon- satisfaisants
its les points a la condition les points a la condition
| P A6, Arti At A ALALT.A,ed
n 3
CX | AB
ll Al By C ABCGd, X z
ABX — e0s
ABCsdB
M A B CD ABCD~edt ABX~ sé8
B G, (+D X CDX~ed
AB -|| CD 5
YVl (XTAB) 1
ABC~eot - -
IV ABCD aAgD~edt X F (XFCZ))= - |

>V, Y existent

Kemargue. 0,, signifie un simplex de n points, c’est a dire un ensemble
de points Pt(i=1, 2...,n—1) satisfaisants a la condition. que si erqgt
(r=1,2,...»—2) est colindaire avec Qr et Pr, alors Qr+i =|=Pr+1+ Pour les
constructions planirnoétriques n = 3, pour les constructions stereométriques n = 4.

AB signifie la droite AB; ABC — le plan ABC.

M. K. signale plusieurs problemes qui se laissent resoudre
a l'aide de ces postulats.

3. XII. 1926. S. Mazurkiewicz: Sur les ensembles n-dimen-
sionnels ponctiformes.

M. M. prouve I'existence d'un ensemble Go6, M-dimensionnel.
nulle part c<>nnexe (cesta-dire qui, pour tous deux points, peut
¢tre décornpos$ en deux parties sépares contenants resp. ces points).
Ce rcsultat constitue la solution d’un probléme pose par Urysohn
(Fund. Math. VIII, p. 324 probl. x et 2).

C. Kuratowvski: Sur I'application de la fonction de Pom-
peiu d la construction d'ensembles ponctiformes.

1 designant l'image geonictrique de la derivée de la fonction
de Pompeiu (Math. Ann. 63), 1°: 'ensemble 1 est un Gd. ponetiforme
et connexe (cf. Knaster et Kuratowski, Rend. di Palermo 49),
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2°: 'ensemble 1—AT(l'axe des abscisses) est un G6, nulle part connexe
et de dimension 1 ep chaque point, 3°: l'ensemble [ — X -f- un
point arbilraire (a0, 0), ifappartenant pas a /, est un G6. disperso6 (c.-a-d.
ne contenant aucun sous-ensemble connexe) tout en c¢tant connexe
entre un certain couple de points.

10. XI1. 1926. Z. Zalcwasser: Sur le phenombne de Gibbs.

L’ensemble de points ou se pr$sente le phonombne de Gibbs
pour une serie de Fourier partout convergente d’'une fonction con-
tinue est un ensemble F,, le plus genoral.

15. XIlI. 1926. J. R. Kline (Philadelphia): Concernitig Sense
on Simple Closed Curves in Non metrical Plune Analysis Situs.

. The purpose is to give a new intentional definition of same-
ness of sense on simple closed curves in a space that is neither
metrical, descriptivn or separable but which satisfies a system of
axioms X3 proposed by Professor R. L. Moore in the Transactions of
the American Mathematicai Society. This system of axioms suffices
to prove the greater part of the ordinary Jordan curve theory. The
definition proposed is the following: The sense A, B, G\ on the
simple closed curve and the sense A2 B, C2 on the simple
closed curve J2 are said to be the same if there exists in the com-
mon exterior of .ft and J, a simple closed curve J3 and three
points As, B3 and C:z thereon such that A, B as well as-A? B2 Ct
can be simply joined to As Bs Cz. The points Bi C\ on Jj and
As B, Cs on J3 are said to be simply joined if there exist three
mutually exclusive ares Aj X A3 Bj Y Bs and Cx Z C3 which lie
except for their end points in the common exterior of Jj and «IS.
It is shown that if the sense is the same for on-e choice of the
simple closed curve J8 then it is the same for every other choice.
It is further shown that the ordinary properties of sameness of sense
are obtained and that the sense reduces to the ordinary sense in
the presence of metrical properties. In proving these properties
a number of theorems, intrinsically interesting in Analysis Situs,
are obtained.

R. G. Lubben: Concerning the Separatum of Piane Point
Seis by Curnes.

Definitions: If K, H, and T are piane point sets and
K. H=0, then the statement H is not separated by K near T is
defined as follows: if P is a point of T and e is a positive num-
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ber, there exists a positive number such that if x and y are
points of H whose distanees from P are not greater than dcP, then
there exists a connected point set C containing x and y such that
C. K—0, and that C contains no point whose distance from P
is greater than f. If A, H and M are point sets such that every
connected point set which contains points of both K and H con-
tains points of M. then M is said to separate K and H.
Theorem 1. If K is a bounded continuum, D is a bounded
complementary domain of K. H is a subset of D such that H—
where T is a subset of K and is totally disconnected, then
in order that there exist a simple closed curve which separates H
from K— T, it is necessary and sufficient that H should not be
separated by K near T. [If it be specified in addition that H be
connected, then the condition that H be a subset of a complemen-
tary domain of K is superfluous|.

Theorem |II. If K is a bounded continuum, T is a totally
disconnected subset of K such that K— T is the sum of two
mutually separated point sets and N2 x is a point of and

y of Kt then there exists a simple closed curve which separates
x from y and whose product with K is a subset of T.

C. Kuratowski: On closed curves and irreducible continua.

It is shown that 1° if A is a proper closed subset of an
indecomposable bounded continu C such that A has points in com-
mon ‘ with each composant S of G then each product SA is com-
posed of an infinite number of maximal connected sets; 2° any
bounded closed curve which decomposes- the piane in more than
two regions is an irreducible continu (a generalization of this the-
orem presenls the solution of a problem proposed by Alexan-
droff in the Math. Annalen 1926).

17. XII. 1926. MM. A. Tarski et A. Lindenbaum: Sur
lindependance des notions primttwes dans les systemes mathematiyues.

M. T. fait part de certains r$sultats se rattachant a la ms-
thode connue, dont 'auteur est M. Padoal), et quon emploie dans
la recherche de l'independance des notions primitives. Ces resultats
(comme la moéthode meme de M. Padoa) ne s'appliquent qu'aux
systemes mathematiques au sens strict, c.-a-d. a ceux, ou l'on sup-

1) Cf. p. ex.. L’Enseignement MatMmatique 6 (1903), p. 85.
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pose ddja la connaissance d’un systeme de la Logique et Fon ne se sert
de ,regles de proccdd” outre de celles de la Logique. Le thSoréme
prineipal de M. T. réduit completement !'¢tude de l'inddpendance des
notions a l'6tude de Find¢pendauce des propositions, fournit une
base theorique a la m¢thode de M. Padoa et met en Ovidence sa
gsndralité. En introduisant certaines hypotheses sur le nombre et
le caractere des notions primitives (pour simplifier les raisonnements
seulement), on peut formuler le theoreme comme il suit:

I. Soit U un systfeme d’axiomes ne contenant que deux ter-
mes primitifs, ,,P* et ,,S“ dont le seeond d¢signe une relation

binaire; soit U'— le systeme obtenu de U apres y avoir remplaco
le terme ,,Su par ,,S" soit £7 le systeme compos6 de tous les
axiomes des systomes U et 77; soit enfin P — la proposition
suivante:

WX SY. ’ﬁ . X S'yu.

Alors, pour que le terme ,,Su ne puisse pas etre defini a Faide
du terme ,,P“ seul (c. a. d. qu'il soit indépendant de ,,#“) dans le
systeme baso sur U. il faut et il suffit que la proposition P  soit
independante du systome

En analysant I, M. T. est parvenu encore au théor¢me II,
ou l'expression ,,A(J?)* remplace la proposition obtenue du produit
logique des axiomes U, aprés y avoir substitue une variable ,,2“
au lieu de ,,S*

Il. Soit U le systeme reinplissant les conditions de I. Si le
terme ,,S" peut Otre defini — de quelque maniere que ce soit —
a Faide du terme ,,P* dans le systeme U, la proposition P sui-
vante, qui est alors une consequence du systeme U peut servir
aussi de dcfinition:

2. XSY.NA(2).2)s. XSV

A Faide de II, on obtient aisément une telle simplification
de | que les systemes V et t deviennent superflus.

M. L. soccupe de certains problemes de Findependance des
notions de goomotrie euclidienne et d'arithmotique des nombres
réels. Ddfinissons:

Af(u, 6, c, </)Oy6:C(I les paires a, b et c,d de points sont congruentes.
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P(a, b, ¢). = . le point h est situe entre a et c.

a,b,c

H(a. b, C'd?ﬁ/t\ﬁ les points a, 6, ¢, d (dans cet ordre) sont har-

moniques.

Dans la goomotrie euclidienne a n 2 dimensions, on peut
avec Al dofinir P et H; dautre part, P et H ne suffisent pas et il
est possible d'ailleurs de dofinir P a I'aide de H ou réciproguement.
Le probleme conduit cependant a un rosultat difterent dans la go-
ométrie euclidienne a une dimension. La, pour que le terme P soit
indopendant du terme M, il faut et il suffit qu'il existe une fonc-
tion reelle F de variable roéelle, non mesurable au sens de Le-
besgue et reinplissant certaines conditions. A laide de I'axiome
du choix, on domontre qu'une telle fonction F existe, donc que le
terme P est indipendant du terme M. Mais, si l'on rejette p. ex.
I'existence des ensembles non mesurables, on peut ecrire (effective-
ment) une d¢finition correcte du terme P a l'aide de M.

Le terme J/ est dans le cas d'une seule dimension indopen-
dant aussi de P, mais la notion ,affine" H permet doja de dofinir P
et la notion ,,métrique” M, c.-ii-d de dovelopper toute la gbomotrie
euclidienne a une dimension.

L'arithmetique des nombres réels peut Otre basde sur les ter-
mes: 1, §-et . Le problome, si le dernier terme et ddfinable
a l'aide de deux autres, est oquivalent de nouveau au problome de
I’'existence des fonctions F.

M. L. ononce encore quelques résultats du moéme genre (pour
la gbomotrie projective p. ex.).

A. Raj ch man: Pemargue sur un article de M. Knopp.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 8
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Etat
de la Sociote Polonaise de Matlieniati(|iie a la lin
de 'anndée 1926.

Président: M. Z. Krygowski.

Vice-Presidents: MM. M. Huber et S. Zaremba.

Secritaire: M. S. Malecki.

Vice-Secrctaire: M. S. K. Zaremba.

Trostrrier: M. A. Wilk.

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et
W. Wilkosz.

Commission de Coutréle: MM. K. Fijot, G. Lesnodorski et S. Zakrocki.

Il existe quatre sections de la Socidte, I'une a Lwodw, prosidoe par
M. M. Huber, la seconde a Varsovie, prosidée par M. S. Ma-
zurkiewicz, la troisieme a Poznan, prosidée par M. Z. Kry-
gowski. la guatrieme a Wilno, prosidoe par M. W. Staniewicz.

Liste des Membres de la Soei6to.

Malgré le soin avec lequel cette liste a 0t6 Otablie, certaines
fautes ont pu s'y glisser; M. M. les Membres sont prids instamment
de vouloir bien envoyer les rectificatiuns au Secrotaire (Cracovie,
rue Golebia 20, Institut de Mathématique).

Abbroviations: L - membre de la Section de Lwow, Wa—
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de
Poznan, W1 — membre de la Section de Wilno.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznan, ul. Wyspianskiego 8.

Herman Auerbach (L), Lwéw, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Bohdan Babski, Grudziadz, ul. ks. Budkiewicza 22.

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Krakéw, Obserwatorjum Astronomiczne,
ul. Kopernika 25.

Jan Baran, Torun, Gimnazjum Meskie, Mate Garbary.

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Lwoéw, Politechnika.

Prof. Dr. Czestaw Biatobrzeski, Warszawa, ul Hoza 69.

Inz. Dr. lzydor Blumenfeld (L), Lwow, ul. Franciszkanska 4.

Dr. Georges Bouligand, Professeur n la Facult6 des Sciences de
I'Universitd de Poitiers, Poitiers (France), 50, rue Renaudot.
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Dr. Stefan Bobr (Wa), Warszawa, Aleje Jerozolimskie 9 m. 23.

Dr. tucjan Bottcher (L), Lwoéw, Politechnika.

Franciszek Brablec, Krakéw, ul. Studencka 4.

Dr. Elie Cartan, Professeur a la Facultd des Sciences de I’Univer-
sito de Paris, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Avenue
de Montespan. )

Dr. Juljan Chmiel, Krakéw, ul. Sw. Tomasza 33.

Antoni Chrominski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Ladowej

Dr. Leon Chwistek, Krakow, ul. Szujskiego 7.

Dr. Jakob Cukierman (WI), Wilno, ul. Kasztanowa 3.

Dr. Kazimierz Cwojdzinski (P), Poznan, ul. Grottgera 5.

Jadwiga Czarnecka (P), Przybystaw, poczta Zerkow (wojewodztwo
Poznanskie).

Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa ul. Topolowa. Wojenna Szkota
Inzynierji.

Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 117.

Gerhard Dlugowski, Torun. Oficerska Szkota Artylerji, Koszary
Skrzyneckiego.

Dr. Stanistaw Dobrowolski (Wa), Milanéwek pod Warszawg, willa
Zosinek.

Prof. Dr. Wactaw Dziewulski (WI), Wilno, ul Zakretowa 13.

Prof. Dr. Wiadystaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 15.

Prof. Dr. Placyd Dziwinski (L), Lwéw. Politechnika.

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwéw, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Kazimierz Fijot, Krakéw-Podgoérze ul. Jozefinska 31.

Dr. Paul Flamant, Maitre de conférences a la Facultdé des Sciences
de I'Université de Strasbourg, Strasbourg (France), 31, Avenue
de la Fordt-Noire.

Mirostaw Gibas, Krakéw, ul. Krupnicza 28.

Dr. Stefan Glass (WI), Wilno. Wielka Pohulanka 6.

Stanistaw Gotgb, Krakow, ul. Lenartowicza 12.

Prof. Dr. tucjan Grabowski (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Henryk Greniewski, Warszawa, ul. Krélewska 23.

Dr. Aleksander Gruzewski (Wa), Warszawa, ul. Poznanska 14 m 7.

Prof. Dr Antoni Hoborski, Krakéw, ul. Smolenska 26.

Marja Hommé (L), Lwoéw, ul. Sw. Jacka, Gimn. SS. Urszulanek.

Ks. Feliks Hortynski, Krakéw, ul. Kopernika 26.

Prof. Dr. Maksymiljan Huber (L), Lwow, Politechnika.

8*
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Zenon Jagodzinski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Ladowej. )

Wincenty Janik, Krakéw, Plac na Groblach, Gimn. Sw. Anny.

Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9.

Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Stanistaw Kalandyk (P), Poznan, ul Stowackiego 29.

Dr. Bazyli Kalicun (L), Lwéw. ul. Batorego, Gimnazjum |I.

Dr. Joseph Kampe de Feriet, Protesseur a la Faculté des Sciences
de I’'Universitdo de Lille, Lille (France), 16, rue des Jardins.

Inz. Ludwik Kaszycki, Krakow, ul. Garbarska 4.

Prof. Dr. Stefan Kempisty (WP, Wilno, ul. Wielka 24.

Dr. Michat Kerner (Wa), Warszawa, ul. Panska 20.

Stefania Klawekoéwna (P), Poznan, ul. Miynska 11.

Doc. Dr. Bronistaw Knaster (Wa), Warszawa, ul Zorawia 24A.

Zygmunt Kobrzynski (Wa), Nowy-Swiat 22 m. 8.

Prof. Dr. Zdzistaw Krygowski (P), Poznan, ul Glogowska 74/5.

Dr. Marjan Kryzan (P), Poznan, ul. Krasinskiego 9.

Doc. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 10.

Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 73.

Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Politechnika, Gmach Gt.

Prof. Dr. Stanistaw Les$niewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Gustaw Lesnodorski. Krakéw, ul. Sobieskiego 10.

Wihadystaw Lichtenberg (L), Lwow, Politechnika.

Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Deutschland), Gross-
gorschenstrasse 3.

Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Ziota 45.

Prof Dr. Stanistaw Loria (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Prof. Dr. Antoui tomnicki (L), Lwow, Politechnika.

Prof. Dr. Jan tukasiewicz (Wa), Warszawa, Brzozowa 12.

Prof. Dr Mikotaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8.

Wihadystaw Majewski, Lwow, ul. Kadecka 1, Korpus Kadetow.

Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwow. Politechnika

Stanistaw Matecki, Krakoéw, ul. Diuga 50.

Andrzej Marconi (P), Poznan, ul Kosinskiego 26.

Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Obozna 11.

Inz. Dr. Meyer Lwow, ul. Franciszkanska 4.

Wiadystaw Morori (L), Lwéw, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Zofja Napadiewiczéwna (L), Lwow, ul. Chorgzczyzny, Gimnazjum
zenskie.
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Dr. Jerzy Sptawa Nejman (Wa), Warszawa, ul. Miodowa 23, Szkota
Gtoéwna Gospodarstwa Wiejskiego.

Dr. Wiadystaw Nikliborc (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Otton Nikodym, Krakow, ul. Kochanowskiego 23.

Dr. Stanistawa Nikodymowa (Wa), Krakéw, ul. Kochanowskiego 23.

Wihadystaw Orlicz (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Jozef Ortowski (P), Poznan, ul. Matejki 44

Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznan, ul. Ogrodowa 2.

Inz. Jan Pankalla (P), Poznan, ul. Ratajczaka 12.

Dr. Aleksander Pareriski (L), Lwow, ul. Szeptyckich 10.

Prof Dr. Jozef Patkowski (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.

Prof. Dr. Tadeusz Peczalski (P), Poznan, ul. Krasifnskiego 14.

Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwow, Politechnika.

Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa. Nowy Zjazd 5.

Inz. Jozef Przygodzki (P), Poznan, ul. Rybaki, Szkota Budowlana.

Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajecza 7.

Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Krakéw, ul. Krowoderska 47.

Stefan Rozental, Krakow, ul. Sobieskiego 10.

Antoni Rozmus, Zakopane, Gimnazjum.

Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (WI), Wilno, ul. Zamkowa 22.

Prof. Dr. Stanistaw Ruziewicz (L), Lwow, Uniw. Jana Kazimierza.

Walerja Sabatowska (L), Lwow, ul. Zielona, Gimn. Strzatkowskie;j.

Doc. Dr. Stanistaw Saks (Wa), Warszawa, Politechnika.

Dr. Juljusz Schauder (L), Przemys$lany, Gimnazjum.

Lidja Seipelléwna (Pj, Poznan, ul. Gajowa 4.

Prof. Dr. Wactaw Sierpinski (Wa), Warszawa, u). Hoza 50 m. 52.

Prof. Dr. Jan Sleszynski, Krakéw, ul. Wygoda 7.

Kazimierz Smolinski (P), Poznan, ul. Zupanskiego 16.

Helena Smoluchowska (P), Poznan, ul. Chetmonskiego 8.

Wiadystaw Smosarski (P), Poznan, ul. Karczewskiego 14.

Jan Sobaszek (P), Poznan, Szkota budowy maszyu.

Dr. Edward Stainm, Ciechanéw, Gimnazjum Panstwowe

Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (WI), Wilno, ul. Uniwersytecka 7.

Ksawery Stankiewicz, Krakoéw, ul. Diuga 50.

Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Prof. Dr. Wiodzimierz Stozek (L), Lwow, ul. Ujejskiego L.

Doc. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotow, ul. Rejtana 17.

Dr. Piotr Szymanski (Wa), Warszawa, ul. Ks. Skorupki 12 m. 11.

Wiadystaw Slebodziriski (P), Poznari, ul. Glogowska 51.
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Doc. Dr. Alfred Tarski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.
Henryk Titz, Krakéw, ul. Sw. Tomasza 27.

Andrzej Turowicz, Krakéw, ul. Sobieskiego 7.

Dr. Wiodz. Urbanski, Krakow-Podgorze, ul. Krzemionki, Ak. Gérn.
Inz. Kazimierz Vetulani, Krakéw, ul. Smolenska 14.

Dr. Walfisz (Wa), Warszawa, ul. Wspolna 3a m. 10.

Dr. Tadeusz Wazewski, Krakow, ul. Sw. Jana 20.

Dr. Kasper Weigel (L), Lwow, Politechnika.

Sala Weinloséwna (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Prof. Dr. Jan Weyssenhoff (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11.
Leopold Wegrzynowicz, Krakéw, Wawel 7.

Marjan Wegrzynowicz (P), Poznan, ul. tazarska 2a.

Dr. Antoni Wilk. Krakow, ul. Wybickiego 4.

Prof. Dr. Witold Wilkosz, Krakdéw, ul. Zyblikiewicza, dom P. K. O.
Irena Wilkoszowa, Krakoéw, ul. Zyblikiewicza, dom P. K. O.

Dr. Franciszek Wiodarski (P), Poznan, Przecznica 6.

Stanistaw Zakrocki, Krakéw, ul. Smolenska 21.

Zygmunt Zalcwasser (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.

Dr. Bohdan Zaleski (P), Poznan, ul. Palacza 64 A.

Dr. Kaz. Zarankiewicz (Wa), Warszawa, ul. Sniadeckich 18 m. 9.
Prof. Dr. Stanistaw Zaremba, Krakéw, ul. Zytnia 6.

Stanistaw Krystyn Zaremba, Krakéw, ul. Zytnia 6.

Michat Zarzycki (L), Lwdéw, Gimnazjum ruskie.

Dr. Zygmunt Zawirski (L), Lwow, Politechnika.

Doc. Dr. Antoni Zygmund (Wa), Warszawa, ul. Ziota 83 m. 8.
Prof. Dr. Kazimierz Zérawski (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5.
Prof. Dr. Eustachy Zylinski (L), Lwoéw, Uniw. Jana Kazimierza.

Membres dont les adresses manguent.

Wiadystaw Bogucki.
Dr. Celestyn Burstin (L).
Zofja Starosolska (L).
Karol Szczepanowski.

Membre decdde.

f Roman Negrusz (L), Professeur a la Eacultd des Sciences de
I'Universitd de Loopol (Lwow).
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Liste des publications pcriodigues avec lesgueiles la Socioté
Polonaise de Matlioniatigue ¢cliange ses Annales.

Amsterdam. Nieuw Archiet voor Wiskunde.

" Wiskundige Opgaven met de Oplosingen.

B Revue Semestrielle des Publications Mathématiques.
Berlin. Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung.
Bologna. Bolletino della Unione Matematica Italiana.

Brno. Publications de la Facultd des Sciences de I'Université

Masaryk. -

Calcutta. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society.

Hamburg. Abhandlungen des Mathematischen Seminars an der
Universitat in Hamburg.

Jassy. Annales Scientifigues de I’'Universit¢.

Paris. Bulletin de la Sociét6 Mathématigue de France et Comptes
Rendus des Scances.

La Plata. Contribucion al Estudio de las Ciencias Fisicas y Ma-
tem&ticas.

Roma. Rendiconti di Seminario Matematico della Facolta di Scienze
della R. Universitli di Roina.

Strasbourg. Publications de l'lnstitut de Mathsmatiques de I'U-
niversit¢.

Szeged. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hun-
garicae Francisco Josephinae.

Timisoara. Bulletin Scientifigue de !'Ecole Polytechnique.

Warszawa. Fundamenta Mathematicae.
” Prace Matematyczno-Fizyczne.
n Przeglad Matemtyezno-Fizyczny.

W ien. Monatshefte ftlr Mathematik und Physik.

Ztirich. Yierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft.
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