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Extrait d’une lettre adressee par le Professeur T.
H. Hildebrandt (Universite d’Ann Arbor) a M. Mau- 

rice Frechet (Universite de Strasbourg).

...You do not mention the matter ot independence of the postu- 
lates for the family of abstract vectors in your memoir and for 
the remainder of the memoir this question is really not essential. 
It may howover be interesting to you that postulątes 4 7 and 8 can 
readily be deduced from the other twelve. This seems to be due 
mainly to postulątes 13, 14 and 15.

The proofs are as follows:
By way of preliminary we notę that from postulątes 14 and 

15, it follows that 0.^ = 0, and from this by the use of postulątes 
10 and 11, we have

§ + (-i)^ = (i-Df = o.

Assume now

Ś + >l = ł+(’-

Then

+ + = +

or, by the associative postulate 3:

From the preliminary remark, and postulate 5, we have then

’? = (’
----------------------- ł

*) Sur une dófinition góomótrtąue des espaces abstraits affines (Ann. Soc. Po­
lonaise Math., 1925, t. IV, pp. 1—33. Voir aussi. Les Espaces Abstraits Topolo- 
giquement Affines. Acta Mathematica, vol. 47 (1925), pp. 26—52.
Roctnik Polskiego Tow. matematycznego. * i



2

i. e. the conelusion ot postulate 4.
Assume next the hypothesis of 7:

The n

«.£+(— a).i7==a.q + (— a).i7 = 0 

by a use of postulates 10, 14 and 15. Then froin 14, we have:

II « • Ś+ (—«)•’/II = 0.

Now by 12 and 9

a . £-f- (—a). 17 = a{£ 1) 17}

bo that hy 14

a = 0 or £4-(—1)j?=0.

Aussuming an<^ applying postulaths 3, 10 and 11, as in the
deduction of postulate 4 above, we get:

Finally, from the hypothesis of postulate 8

a.£ = /,.£

it foliows apparently

«£ + (-*)£  = o

o thab

||a.£ + (- ó)£||=0.

Applying postulates 10 and 15

\a — b\. ||£|! = 0

so that by 14, either

a = b or £ = 0 .

3 Aout 1926.



Sur un groupe de transformations 
qui se presente en electrodynamique’)-

Par

S. Zaremba
Professeur a l’universitó de Cracovie.

Les óquations qui subsistent entre des ólćments qui ont une 
signification physique jouissent ordinairement de certaines propriótós 
d’invariance faciles a apercevoir avec suretó a priori. D’autre part, 
des propriótós de ce genre bornent a elles seules, d’une faęon con- 
sidórable, la yariete des hypothóses admissibles, en ce qui concerne 
la formę des equations correspondantes.

Par consóquent, dans la recherche des óquations de la Phy- 
sique, il serait peut ótre avantageux de commencer par tirer parti 
des propriótós d’invariance des equations demandóes d’une faęon 
plus systómatique qu’on ne le fait d’ordinaire. C’est ce que je me 
propose de faire yoir sur un exemple qui prósente peut-ótre quel- 
que intóret.

Dans ce ’qui va suivre, j’adopterai la conception traditionnelle 
de 1’espace-temps parce que, jusqu’a prósent, on ne sait pas, comme 
je l’ai fait voir ailleurs 2), ótablir, d'une faęon satisfaisante, une cor- 
respondance entre les yaleurs numóriques des grandeurs considóróes 
dans la thóorie de la relativiló et des operations de mesur-e.

1. Pour dófinir un champ electromagnótique (C), dans le videy 
il suffit de choisir un systeme de coordonnóes dóterminó (S) et de 
faire connaitre deux vecteurs comme fonctions du temps t et des

*) Des circonstances imprevues ayant retardó considerablement la publica- 
tion des C. R. du Congrós de Toronto, je publie ici la communieation que j’avais 
faite i ce Congres en y joignant une addition ou je demontre quelques propositions 
qui n’ont pu etre qu’enoncóes dans le corps de la communieation.

2) S. Zaremba. La theorie de la Relatiyitó et les faits observes. Journal 
de Mathómatiąues pures et appliqudes, 1922, p. 105.

1*
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coordonnćes xt, x3 de 1’origine de chacun d’eux; l’un de ces 
vecteurs, soit e, reprósentera alors la force ólectrique au point 
(aq, xt, a l’ópoque t, c’est-a-dire la force qui solliciterait a l’śpo- 
que t un point materiel M chargó de 1’unitó d’ólectrieitó et situć 
au point fir,, ir2, a:s>); quant au. seeond vecteur, soit w, il repróseu- 
tera la force magnćtique au point et a l’epoque considćróes, c'est- 
a-dire la force qui solliciterait a l’ópoque t un póle magnetique P, 
d’intensitó egale a 1’unitó, situe au point (x„ x2, xs). Les definitione 
prócódentes impliquent que, par rapport au systeme de coordon 
nśes (S) (que nous allons nous representer comme un systeme de 
coordonnóes cartesiennes rectangulaires), les vitesses du point M et 
du póle P sont nulles. Nous avons formule les definitione considó- 
rćes de faęon a ce que la circonstance precedente se prćsente parce 
que la force dórivant du champ et sollicitant un point ólectrise 
dópend en gćneral non seulement de sa position a l’ćpoque consi- 
dórće, mais aussi de sa vitesse par rapport au systeme de coordon- 
nśes (8) et qu’il en est peut-ótre de meme pour un póle magnć- 
tique. Cela posó, il est indiquć de donner aux vecteurs e et m les 
noms de force ólectrique et force magnetique du champ (C) relati- 
ves au systeme de coordonnćes (S)‘, c’est ce que nous allons faire 
dorónavant.

Voici maintenant un probleme qui se prósente de lui-móme: 
Connaissant la force ilectrigue e et la force magnetique m d'un champ 
electroniagnetigue (C) relatioes d un systeme de ■ coonlonnes determini 
(S), diterminer les elements analogues e’ et m', relatifs a un systime 
de coordonnies (S') qui se dćplace d’une faęon donnie par rapport 
au systeme (S).

Je me propose d’ćtudier ce problóme dans le cas particulier 
ou le systeme (S'J est animś d’un mouvement de translation recti- 
ligne et uniforme par rapport au systeme £

2. Les notations prćcśdentes etant conservees. dćsignons par, 
u la vitesse constante du systóme (S') par rapport au systeme (8). 
Nous admettrons ce qu’admettent d’une faęon plus ou moins expli- 
cite tous les physiciens, a savoir que la solution de notre probleme 
peut ótre reprósentóe par Fensemble des deux óquations vectorielles 
suivantes:
,n | = wt, u)

I m' = tp(e, m, u)
ofi q> et ip reprósentent des caractóristiques qu’il s’agit de dóterminer.
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Designons d’une faęon gćnerale par
ej,e(, mf, u, (i — 1, 2, 3)

les projections orthogonales respectives des vecteurs e', m', e, m, et w 
sur l’axe de numćro i dans le systeme de coordonnóes (S). Chacune 
des ćquations vectorielles (1) se dócomposera en trois śquations sca- 
laires de sorte, qu’en dófinitive, nous aurons le systeme suivant de 
six óquations scalaires:

(2)
I e\ = (p^. e2. es, mt, mt, u}, u2, u3) 
j m- = e3, mt, mt, nis, ut. u2, us)

Voici d’abord une proposition qui rćsulte immćdiatement' de 
la naturę vectorielle des ćgalites (1):
(ji) Si l’on dfesigne par les projections orthogonales d’un
vecteur quelconque sur les axes du systeme S. chacune des ex- 
pressions:

3
(3) m,,.,., Uj,...)

i-1
3

(4) Wi,..., u,,...)
i=l

reprósentera un invariant du groupe des rotations.
Pour aller plus loin, considórons un troisieme systeme de coor- 

donnóes (S") animó, par rapport au systeme (8'), d’un mouvement 
de translation rectiligne et uniforme avec une vitesse 'u'. Dćsi- 
gnons par

e(", w,". (« = 1, 2, 3)

les projections orthogonales respectives sur l’axe de numóro i, dans 
le systeme (S), des forces ólectrique e" et magnetique m" du 
champ (C), relatives au systeme (8"), ainsi quę celle du vecteur u'. 
Pour obtenir les expressions des e/ et m" en fonction des quantitós

(*  = 1,2, 3)
il suffit śvidemment de subśtituer, dans les 
boles:

eó »«<', e(, »«„ u, 
respectivement les symboles

equations (2), aux sym-

(ż — 1, 2, 3),

e't', m", e't, m\, u[.
Nous aurons donc:

l et — ml}. .. u,,,..)
| w," = u',,...) (i =1,2, 3).(5)



6

Cherchons maintenant les expressions des e," et m'' au moyen 
des quantitós

w. (*=1,2,3).

II y a deux manieres d’obtenir les formules demandSes:
1° On peut porter les yaleurs (2) des e' et m' dans les for­

mules (5).
2° Le systeme (S") se dóplaęant par rapport au systćme (S) 

avee une yitesse dont les projections orthogonales sur les axes de 
ce systhme ont les valeurs

»< + «.' (*=1,2,3)

on obtiendra encore les formules demandees en substituant, dans 
les formules (2), aux symboles

***,, (*  = 1, 2, 3)
les symboles

e(", m/, w, -|- ?*'  [i — 1, 2, 3)
ce qui donnę:

w," = ut -|- 0 — L 2- 3>-

Evidemment, les deux procódes doivent conduire aux mćmes 
expressions des e(" et m". Cela pość, on reconnait sans peine que 
l’on a la proposition suiyante:
(B) L’enseinble des formules (2) dćfinit un groupe G de trans- 
formations ponctuelles bi-univoques a trois paramhtres w,, w2, m3 
de l’espace arithmótique a 6 dimensions; dans ce groupe, les para- 
mćtres du produit de deux transforinations sont toujours egaux aux 
sommes des parambtres homologues des facteurs.

Le groupe dćsignć par G dans 1’ćnoncć precódent jonit en­
core ćvidemment de la proprićtó que voici:
(C) Le groupe G contient la transformation ideutique et cette 

‘transformation correspond aux yaleurs nulles des paramćtres.
3. Pour appliquer la mćthode de Sophus Lie & la dćtermina- 

tion des transformations du groupe G. il suffirait de connaitre les 
fonctions.

& et T]„ (s, i = 1, 2, 3)

dćfinies par les formules:
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(7)

a _/cV\
‘1 \ dujut — ut = ti3 — O

„,=
\ <? w, / it\ — w2 — u3 — O,

En effet,, dans ce cas, les fonctions cherchśes seraient dćfinies 
sans ambiguitó par les conditions

1° Chacune de ces fonctions
du systeme jacobien:

3

suivantes:
devra ńtre une intśgrale commune

(8) — V- łL i2, 3e.^~3m,>-i —i
(i =1,2, 3).

2° Pour
w, — w2 ■■ Wg — 0

et en vertu de la proposition (C), les fonctions (p, et tp, (s — 1, 2, 3) 
devront se róduire respectivement a e, et m,.

Chercbons donc les expressions des £,( et des t],t.
A cet effet posons:

3
(9) 7 = 2^,9>,(e1,..., m,,..., w,,...)

»S-1

Les formules (7) et (9; nous donneront alors:

3

Pour aller plus loin, adoptons la convention suiyante: un sym­
bole de la formę 7, ótant dófini seulement pour les yaleurs 1, 2 
et 3 de 1’indice i, nous considererons le symbole Fk, ou k repró- 
sente un entier quelconque, comme dćfini par la formule:

= M
oii i reprćsente l’entier dćterminć par 1’ensemble des relations

i = k (mod. 3)
1 <U <; 3 

Posons maintenant

(11) nt = ei+1, mi+2 — ei+2, mi+, ’ (i = 1, 2, 3).

La fonction 1, dćfinie par la formule (9), ótant, en vertu de 
la proposition (A), un inyariant du groupe des rotations, il rósulte 
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des formules (10) que les £lk sont les composantes d’un tenseur du 
2-e degrć. Cela pość, on trouve:

(12) £.< = «./i(0 + w./2(0 + 
en posant
(13) A(i) = Pkiel-^ pilnit-j-pi3nl («, Zr = 1, 2, 3) 

ou les p'kl sont des invariants du groupe des rotations, fonctions des 
seules variables e, et mt, (i = 1, 2. 3). Cela pość, j’observe 
quelesfonctionsaf(i=l, 2, 3)dófinies par lesformules

(14) . = X 4, a2 = 2 mat, a3 = 2 etmk
*-i «-t *-i

constituent un systbme c om pl e t d’i n vari a n t s indćpen­
dants des variables ek et m, p a r rapport a u groupe des 
rotations. II resulte de la que les pk, pourront ćtre re- 
gardćs comme fonctions des seules variables a.

D’une faęon tout a fait analogue on trouve:

(15) n-‘ = e-(pA W + <Pt (0 + n- («), 
en posant
(16) ęP*(O==?»i,  4" tfłs,

ob les q reprćsentent des fonctions des seules variables a.
Pour rćsoudre notre probleme dans toute sa gćnćralitć, il fau- 

drait dćterminer d’abord, de la faęon la plus gćnćrale, les p et les q 
par la condition que le systeme (8) soit un systeme jacobien, ce qui 
esigerait l’intćgration d’un systeme complique d'ćquations aux dćri- 
vćes partielles du premier ordre, et passer ensuile a 1’intćgration 
du systhme (8) lui-mbme. Toutefóis, le problćme se simplifie beau- 
coup quand on veut se borner au degrć de gćnćralitć qui semble 
suffisant au point de vue de la physique.

En effet, d’apres les hypotheses gćneralement admises, la diffć- 
rence

e' — e

ou e' est dćfini par la premihre des formules (1), reprćsente un vec- 
teur perpendiculaire a la vitesse u. Dautre part, il semble naturel 
d’admettre qu’il en est de mćme du vecteur:

m' — m.

Or, les hypotheses prćcćdentes ćtant adoptćes, on trouve que
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l'on a 
(17) 
Posons

łi*4-ł*<  = 0, i?i»4-’?M = 0 (4, * = 1,2, 3).

(17,,)
• -1 <-l

En vertu des óquations (17) les eonditions nćcessaires et suffisantes 
pour que le systeme (8) soit un systeme jacobien prendront la formę 
suivante:
(18) 4(£,J = 4(^,4 = 0 =1,2, 3).

II rósulte immćdiatement de la que les formules (2) s’ócriront comme 
il suit:

(19)

3
e, = 2^lkuk + e,

*-l
3

m,' — 2r]ikuk-\- mt
k = l

En effet, a cause des ćquations (18) les valeurs (19) des e' et des m'. 
seront des intógrales communes des óquations (8) D’autre part, pour

w, — Wg . ■ Wg —— 0

les formules (18) donnent

4 = et. m', = nit

et cela achóve de prouver que les formules (18) sont bien les for­
mules cherchóes.

4. D’apres ce qui prćcede, le probleme se ramene a la dśter- 
mination des £.k et des pik.

Les eonditions (17) donnent:

(19,,)
= ?.,< = 0

P«,<+i + = 0
Sot-I-I == ?<+!>< ~ 9

(i= 1, 2, 3)

et, en dćfinitive, on trouve que les formules (12) et (15) peuvent 
&tre ramenśes a la fortne suivante: ,

^,i=’?n = 0
— £+i,< = = Pi ei+2 4- pt ml+2 4- ps n,+2

== ?i <*i+s  + 5s mi+i 4“ 9s w-+n
(4=1,2. 3)(20)
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oii les pk et les qk (k — 1, 2, 3) reprósentent des fonctions des seules 
yariables at, a2, a8, yariables dćfinies par les formules (14). Les 
óquations qui dśterminent ces fonctions s’obtiennent en dóveloppant 
les conditions (18). Pour ócrire les śquations prócódentes, posons

I
4 = an a2 — a|.

Jf = Oj — pt a2 (qt — pjat, 
A=Pt(Pi +?»), B = p2,ptqt, A'= q1(pi + qt), 

B' = ql + ptqt,

et definissons trois operateurs diflfórentiels p2 et p3 par les for­
mules:

(22)

= - 2pt a3 — 2q3aa dai - (p, a2 + ?8 a,)

* = 2',< “• ń;+2«. »■ +<>>.“. + ?. s-a-

X,+ 2«'

les śqualions demandóes pourront alors se mettre sous la formę 
suiyante:

(23)

A(j*l(Pl)  — Ps31) 4~«2PsM = 0
+ 2p,Pi + ?3p2) — aapsM = 0

A Pi(Pi) — a2A — asB = 0
A(px(pt) — pap, —ptqi — q»Pt) — a,p,M=0
4(Pi (P2) + PsP2) + UiP^M — 0
4 Ps(Ps) + “s^ + 0,5 = 0
4(/*j(p,)  - Ps73) + «2^ 4-a,B = 0
^(PjCPs) 4- p8) — as4 — a, 5 = 0
4 Ps(Ps) 4-psM=a:0
■4(Pi(?i) — <M,)4- «2</8^ = 0
4(m2(?i) 4-Ps9i 4-?3Pi 4-?3?2)— aiqtM=0
A Pl (?t) — «3 A' — «2 5' = O
4(P1(?1) —Ps?i — 2?s?s) — a8y,iw= o

4" JsPs) 4" 0,5,^= O
4 p3(?2) 4- 4*  “2 5' = o
^(p«(33) — 4*  ai A' 4*  “2 5' = o
4G* i(?b) 4- ?aPs) — «, A' — <* 3B' = o

P>(?s) 4- 3s^=°
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Sans insister, pour le moment, sur la discussion un peu laborieuse 
du systeme prćcddent et en róservant pour un autre travail quel- 
ques applications des resultats obtenus, je me bornerai actuellement 
a faire remarquer que, si l’on adopte l’une des hypotheses sur les- 
quelles M. Lorenz1) a fonde la theorie'des ólectrons, hypothóse qui 
revient a admettre que

Pi = Pt = 0, pt 4= o
on trouve

?i = = & — 0

ce qui exprime que, par rapport au groupe dćfini par les śquations 
(18), la force magnćtique est un invariant.

Addition.

Voici quelques indications destinees a faciliter la verification 
des rćsultats presentes dans la communication prócedente.

Pour etablir les formules (12) et (15), p. 8, on peut proce­
der comme il suit: les m, ótant dófinis par la formule (11) et la 
quantitó A par la premiere des formules (21), on,aura: 

(24) mv m2, tnt 
iii, nt, ns

et l’on s’assurera sans peine que l’on a

(25) 4 = e,(a2e, — a3 m.) -f- tM,(at m. — a3 e„) +
(s=l,2, 3)

d’ou il rósulte que l’on a aussi
8 3 3

(26) A = ^e,(as e, — ą,m,) = Sm,(at m, — a2 e,) — Sn*.  
«-i .-i «-i

*) H. A. Lorenz. The theory of of electrons. Leipzig, B. G. Teubner 1909, 
p. 14, formule (23).

II est óvident d’ailleurs que, dans le tableau
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(27)
«t«i — «3>wn

— a, ej,

les elements d’une móme ligne constituent les composantes d’un meme 
yecteur. D’autre part, puisque les quantitśs £,( sont les composantes 
d’un mśme tenseur du second degró, les expressions

KU (7= 1,2,3)
•-i

ou les t>j reprćsentent les composantes d’un meme vecteur quel- 
conque, reprósenteront ellesmćmes les composantes d’un certain 
vecteur. Par consśquent, les quantitśs

(28) A(l), t\ (2), A (3),

dófinies par les equations

(29)

a8iM,)t,( = /j(j).d

a, e.)i. < = /,(«). 4

■S «.!., = /, (i). 4, 
J-l

reprśsenteront les composantes d’un meme vecteur pour chacune 
des yaleurs 1, 2 et 3 de 1’indice />'. Cela etant, les quantites pki dó- 
finies par les óquations

3
21(ase( — agw,)/*̂)  =
i-l

(30)
8

— asef)/»(i) =
<~1s 
i~1

representeront chacune un inyariant du groupe des rotations et, par 
consćquenf, chacune de ces quantites sera fonction des seules gran- 
deurs a,, a2 et a3. Or, 1’ensemble des ćquations (29) et (30) en- 
traine les formules (12) qu’il s’agissait d’ćtablir. Quant aux formu­
les (15) p. 8, on les obtiendra d’une faęon tout a fait analogue. 
Dómontrons maintenant que 1’hypothese selon laquelle le yecteur u 
serait, dans tous les cas, perpendieulaire a chacun des vecteurs 
e' — e et m' — m, entraine hien l’existence des relations (17). A cet 
effet adoptons l’hypothćse prócćdente.
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Nous aurons:

pour tous les
3

2«.
•=■1

2?m,(c,' — e,) = 0 et Su,(m‘, — w,) — 0,
•-i «=i
systemes de yaleurs de Mj, ut, u3. Par consequent:

3

. X’ I ' n- - 4- ek — ek —- 0 et u, ---- 1~ mk — mk — 0,Suk ~ ^ Suk
a-l

d’ou

+
oy

= 0
Su,

8=1

X’ ?2w' Sm',
U‘ 3uk Su, ' Suk ’ ć)u,

8-1

+ ^ = o.

Cela posó, il suffit de faire dans ces equations uk = ut = us — 0 
et de se reporter aux formules (7), p. 7, pour s’assurer de l’exis- 
tence des relations (17) qu’il s’agissait prócisćment de dśmontrer.

Montrons maintenant qu’au cas ou les relations (17) (p. 9) 
sont yśrifióes, les conditions pour que le systeme (8), p. 7, soit un 
systeme jacobien prennent bien la formę (18). A cet effet observons 
que, avec les notations dófinies par les formules (17, t), les equa- 
tions (8), p. 7, s’ócrivent de la faęon suiyante:

(31) ((.= 1,2, 3).

D’apres un thśoróme classique, les conditions necessaires et suffi- 
santes pour que ce systeme soit un systeme jacobien sont les sui- 
yantes:
(32) 
et
(33)

2*̂.)  —^(ło) = o

— A (»?,») — 0

(ż, s, A: — 1, 2, 3)

(«,«,*  = 1,2,3)-

L’une des relations (17) permet de donner a (32) la formę suiyante:

• **£.)+ w=o.

En adjoignant a cette ćquation celles que l’on peut en dćduire par 
voie de permutations circulaires des indices k, s, i, on obtient un 
systbme d’ćquations qui donnę de suitę

A(^) = o (*,s, i — 1, 2, 3).
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D’une faęon tout a fait analogue les óquations (33) nous donneront

>?.(»?„<) =0 (A:, s, i = 1,2,3).

En dćfinitive, lorsque les relations (17), p. 9, sont vśrifióes, les con­
ditions considćróes prennent bien la formę (18), p. 9.

Assurons-nous maintenant que les relations (19, () sont bien 
óquivalentes aux relations (17).

.J’observe a cet eftet que les relations (17) donnent en par- 
ticulier

=0,

egalitć qui en vertu de (12) donnę:

(34) P11£‘ + Pi2^ + Pts>,‘ (p2i + +
+ (P»l + + (P12 + = 0.

Cette egalitć doit subsister quelle que soit 1’orientation des axes. 
Or les valeurs des pik sont indćpendantes de l’orientation des axes 
et, d’autre part, lorsqu’on fait varier 1’orientation des axes, les va- 
leurs que peuyent prendre a la fois les trois quantitós ą, mt et m, 
ne sont assujetties, dans le cas gónśral oit chacun des vecteurs e 
et m est different de zóro et ou ces deux vecteurs ne sont pas pa­
ralleles a une móme droite, qu’a satisfaire a l’óquation

(35) a2e)2 + a, + n,2—— A = 0 ')

ou 4 est dófini par la premiere des equations (21).
Par consóquent 1’ćgalitó (34) doit ćtre une consóquence de (35). 

On a donc
lo(» + p* i = O (ż, k = 1, 2, 3). *

On ótablirait d’une faęon analogue que les relations (17) entrainent 
encore les suivantes

+ = ° (i,k — 1, 2, 3).

En dćfinitive, les relations (17) entrainent les relations (19,!). Mais 
il est evident que les relations (19, J entrainent les relations (17). 
Donc, les systemes de relations (17) et (19,,) sont óquivalentes entre 
elles comme il s’agissait de le dśmontrer.

’) Pour reconnaitre l’existence de l’dquation (35) il suffit de considćrer que 
les ślśments du tableau (27) representent les coefficients des óldments homologues 
dans le determinant (24).
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Voici comment on obtient les formules (20): il rćsulte de 
(19,,) que Fon peut poser

Pi — P»2 = P13 1 Pi — Pu — Pli > Pi — Pti ~ ~ P12 5
en dćsignant par les p\ des invariants du groupe des rotations. Cela 
ótant, la formule (12) donnę: 

r-tfi ^■‘+’ ~ ^<+1 M‘ — w<Wi+i) + PŚ(»<+> ei — nie‘+i) 4-
4~PŚ («-+)’»- — etmt+1).

Or les expressions par lesquelles les p, sont multiplićes respective- 
ment dans la formule prócódente representent Jes eoefficients de la 
colonne de rang i 2 dans le ^determinant qui constitue le se- 
cond meinbre de (24) et, d’autre part, ces eoefficients sont ćgaux 
respectivement aux ćlóments de la colonne de rang i 2 dans le 
tableau (27); il rósulte de la que l’expression (36) de £u+, peut etre 
misę sous la formę

= Pi *<+«  + p2mi+2 + psnj+2,
en designant par les pt les invariants du groupe des rotations dó- 
finis par les formules

Pi =p;a2 — P2 =PŚai — Pia3, p, = p't.
Cela pość, pour reconnaitre la lćgitimite des formules (20), il suffit 
de considćrer qu’un raisonnement tout a fait analogue a celui que 
nous venons de dćvelopper conduirait a la formule

= ?i e<+2 4~ m<+*  4“ Ss w<+2
ou les y, reprśsentent certains nouveaux invariants du groupe des 
rotations.

Pour terminer, dćveloppons les calculs qui au cas ou Fon 
a les formules (20) permetteut de conclure & l’equivalence du sys­
teme (23) (p. 10) au systeme (18).

En vertu des formules (17,,) et (20) nous avons

W — — (P.l «<+2 + Pi ™<+2 + p, >><+2^ -- +

3/
+ (Pi «<+, 4- Pi mi+i 4- p8 Mi+1) Tj- ' 4- ,

3f
— (?1 4- <?2 »”i+2 4“ 11 n<+2) + 

3/*
4~ (?2 e<+i 4*  ?2 ’«i+i 4- is n‘+i)

(37)
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Commenęons par dóvelopper les expressions

2,(at) (Je = 1, 2, 3)

ou les a, ont les valeurs (14). En tenant compte du fait que les 
ólóments d’une colonne du tableau (27) reprśsentent les coefficients 
des ćlements de la colonne homologue dans le determinant (24), 
on trouve:

2,(0!,) = - 2pset -|~2psa1wi 2p2«,
2,(ot2) = — 2 a, e, -|- 2g3 a3 m( 4- 2 7, n,

2i(a3) = — (p, at 4- q3as)e, + (ps as + qtajm, -|- (p, — 2t)n,.

Cela pość, si l’on dósigne par <p(a,,-a2, as) une fonction quelcon- 
que des variables a,, a2 et a3 et si l'on conserve aux opórateurs 

p2 et fi3 les sens que leur attribuent les formules (22), on tronve:

(38) 2,(V>) = ,w, (tpje, 4- Jp)mt -|- fi, (tp) w,.

Dćveloppons encore les expressions et 2,(n,+s) oii, on se le
rappelle, on a

^<4-2 ^<4-1 5

W»4~2 === ^«4-1 ^<4-1 •

En tenant compte, comme plus haut, des relations qui existent entre 
les ólóments du tableau (27) et ceux du determinant (24), on trouve:

(39) 2/w,) = <y, — p2«2 4-(72 — p, )a3 — 7,44-p2m?4- .
4-psm,w — ę3H,e,4-(p, — 72)e,m,

et
(40) ^(W<+2) = (Pi — 71 «<)e<+2 4- (Ps — ?2 *<>«<+!  4“

4-(P3W< — ?8®<)«<+2-

D’apres les formules (20) (p. 9), nous avons:

= Pl «i+2 4- Pi 4- Ps W-+2-

En s’appuyant sur cette formule ainsi que sur les formules (38) 
et (40), on dóyeloppera aisement l’expression 2,(£,,+,) et, apres avoir 
óliminó de la formule obtenue le produit ntnt+1 au moyen de la 
relation

“2 etel+i 4- a, - a3 (m,e,+2 -f- o,m,+2) 4- »,»,+a = 0,

relation que Fon obtient en considerant que les ólements du ta­
bleau (27) sont egaux aux coefficients des ólóments homologues du 
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determinant (24), on obtiendra une formule qui, a la suitę de la 
substitution a w<+1 de sa valeur e(+2m, — etml+i, nous donnera fina- 
lement la suivante:

2((ł<,<+j) = (P? + P»?i)«h-i + (PiP« + +
+ e-.e^fh (pj — Ps ?i — «2(p)} -f-

+ w.mi+2{^2(p8) 4- p3pt — a11u,(p3)}4-
(41) 4- + pl} + m,+in{ps(p3) 4~

+ «<e<+2Ps(Pi) + »W<te(Ps) — ps33} +
+ (pt) — p» 3» 4" a, M3 (p,) — p, p3 — pt qs} 4~

4-ei+2Wi{l“!(?’l) + P«P1 +«3Ps(Pl) + P1P8 +P2?s)-

Dćveloppons maintenant l’expression Żi(£i+bł+a). Nous avons {formu­
les (20), p. 9}:

£h-i, j+2 =: pi e( 4- p2 m, 4- p3 nt

et, en nous appuyant sur (38) et (39) nous obtiendrons l’expression 
de ^(^4-1,44.2) sous formę d’un polynome entier du second degró en 
et, mt et nt ayant pour coefficients certains invariants du groupe 
des rotations. Aprós avoir ćliminć de l’expression prócedente la quan- 
titć m? au moyen de la relation (35), on obtiendra les formules dó- 
finitives suivante:

A(^+1,i+2) = P3{?1 «1 — Ps«2 + —Pite} + AP»(P») 4- 
+ «?{Pi(Pi) — Paji — «2p3(p.)} + 
4-m?te(P2)H-p2p8 — «i^3('ps)} +

4- w(n({p8(p2) 4- p2(p,) 4- pi) 4-
4- nje<{^3(p,) 4- p, (p3) — p3 2s} 4-

4-e,mi{p2(p1)4- p1(p2)4-p3(p1 — 3s) 4- 2a,p,(p,)}.

L’óquation
(43) ^i(§4+i,<-ł-a) — 0

doit 6tre yćrifióe quelle que soit 1’orientation des axes; d’autre part, 
ainsi que nous avons deja eu 1’occasion de le faire remarquer, lors- 
que 1’orientation des axes varie, les vecteurs e et m ótańt donnśs, 
les valeurs que peuvent prendre a la fois les quantitós e(, »n( et w, 
ne sont assujetties, dans le cas generał, qu’a satisfaire a l’equation 
(35). Par consćquent, il rśsulte de (42) que, pour que l’óquation (43) 
soit satisfaite dans les conditions voulues, il faut et il suffit que 
Fon ait:
Rocznik Polskiego Iow. matematycznego. 2
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Pi {<h “1 — P2«2 + (?2 —+ 4^3(p,) = O
MiOi) —Ps?i — “iMsOs)^

Z44) + P*P»  — «iM.Os) = 0
MiOsjO-MłOs) 4-p! = 0
Ms Ol) + Mi Os) — Pi ?3 = 0
MsOi) 4" MiOa) + Ps Oi — ?s) + 2a,^3(p,) = 0.

A cause de la 2-ieme et de la 3-ieme des ćquations (44) le coeffi- 
cient de e(ei+2 ainsi que celui de w,»ni+2 dans l’expression (41) de 
^(£m+i) 80nt identiquement nuls et, k cause de cela, apres avoir pość

Ai 4" P-2 Os) + pl, #i = Ms (Ps), 
^2=M3(P1), Ą =MlOl) ~ Ps?3>
4 = Ml (Pl) Pi<h 4“ “sMsOl) P\Pi — Pl 111
B3 =M2O1) + PsP1 4" ®3 Ms (Ps ) 4~ Pl Ps +pt?3

l’equation
(46) 

prendra la formę suiyante:

(47)

( F? + P. ?l) «<+! + Ol P*  + P« ?2 ) W<+1 + 
4- A, w, M(+s B1 +

A2Mjei+2 4" ®2wH-se< 4“
4" Ateimt^.i 4 -®3e<+2,wi — 0.

Mais, avec les notations (45), les trois dernieres ćquations du sys- 
tbme (44) s’ćcrivent coinme il suit:

(48)
A] 4" ~
4 4~
At 4- 4, = 0.

II rćsulte de la que l’ćquation (47) ćquivant a la suivante:

O? 4- p> ?i)«<+2 4- OiPi 4- p2 ?s O*i +2 4-
4- Ax (m,n,+2 — Mti+2n() 4-
4 At(ntel+2 — n,+2e() +
4- A,^ — e,+2m() = 0,

laquelle, & cause des relations qui existent entre les ólements du 
tableau (27) et les ćlćments du determinant (24), peut se mettre 
sous la formę suivante:
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«<+! <P? + 71 — «2 Ą + a3 A} +
+ »'<+i{PiPs +ps?2 + Mi — <M2} --M3 Mi+1 = 0.

Pour que cette equation subsiste quelle que soit Forientation du 
axes, il faut et il suffit que Fon ait

(49)
pi+ pS7i — M 4- M> = o
P1P2 + Pi ?2 + “3 A — «1 A = 0 

a3 = 0.

II rćsulte de ce qui prćcede que 1’ensemble des ćquations

A(^) = 0 (i,j, A: = 1, 2, 3)

equivant a 1’ensemble des óquations (44) et (49), lequel, on le veri- 
fiera trós aisement, óquivant a 1’ensemble des 9 premiferes des equa- 
tions (23). Reste a prouver que 1’ensemble des 9 autres equations 
du systeme (23) óquivaut a 1’ensemble de ćquatious

A(%,*) = 9 (ż,y, k = 1, 2, 3).

On pourrait ćvidemment y arriver au moyen d’un calcul tout il fait 
analogue a celui que nous venons d’effectuer, mais il est inutile de 
developper ce calcul car il est aisó de voir que Fon en obtiendra 
le resultat en remplaęant dans les 9 premiferes des śquations (23) 
les symboles

ai , as, /y. /<s, jo3, , qt, q3, fit, . /z3

respectivement par

ot2, , as, q271, - 731 P21 Pi 1 Pu Pt - Pu Pi-

2*



Sur les geometries de Cayley et sur une 
geometrie piane particuliere.

Par

Stefan Glass (Wilno).

Introduction.

L’idóe de Cayley de rattacher la mótrique de Lobatschewski 
a une courbe invariable de seeond degre, a conduit F. Klein1) a une 
classification rationnelle des gćomótries planes de Cayley, c’est a dire 
des gćomćtries dont les mouvements laissent invariable 1'absolu — 
courbe de seeond degró, degćnórśe ou non. Cette classification, qui 
est tout simplement la classification des formes que peut prendre 
1’absolu, permet de saisir irnmódiatement les rapports qui existent 
entre les diffórentes góomótries. On remarque que la place occupóe 
par la geoinśtrie d’Euclide n’a rien de particulier. Cette clasification 
contient tous les types des góomśtries planes au sens de Riemann, 
s’il s’agit de petites portions du plan, car sur une telle portion a lieu 
approximativement une des gdomótries de Cayley.

J’exposerai dans ce qui suit:
1) la classification des góomótries planes de Cayley;
2) la construction et la dćmonstration des theoremes les plus 

importants de la plus simple des gśomdtries, qui est la dćgćnćre- 
scence de toutes les autres, y compris celle d’Euclide. Je l’appelle 
la gśomćtrie G. Elle a śte mentionnóe par M. E. Borel2) et M. H. 
Beck s) s’en est occupć.

') F. Klein. „Nichteuklidische Geometrie”. Goettingen 1893.
J) E. Borel. „Introduction góomdtrique a quelques theories physiquee“. Paris 

1914, voir page 38.
’) Ce n’est qu’apres avoir ecrit le prdsent travail que j’ai eu connaissance 

du memoire de M. H. Beck: „Zur Geometrie auf der Minimalebene1*.  (Sitzungs-
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Je termin e par quelques remarques ayant trait a la physique 
et a la philosophie. Au commencement je passe en revue les notions 
fondamentales des geomćtries de Cayley en insistant sur le principe 
de dualitó.

■

Introduction de la mćtriąue sur le plan pro.jectif tout entier.

Nous prendrons comme point de depart le plan projectif reel 
(plan de la góometrie euclidienne avec la droite a l’infini) que nous 
appellerons plan tout court et nous introduirons la mótrique sur ce 
plan tout entier. Nous dófinissons les points x et les droites v a 1’aide 
des coordonnees homogenes (a:,, a?2, x3), (®t, i>2, d8). Les rapports 
entre les deux catógories des ólćinents du plan est le suivant:

3
si 2xt vt = 0, alors on dit que le point x est situć sur la droite v, 

i-1
ou que la droite v passe par le point x. Vu 1’identitó des dófinitions 
on peut transposer dans les thćoremes les mots: point, droite. Deux 
points d’une droite divisent les autres points de la droite en deux clas­
ses appelóes segments. De móme deux droites dóterminent deux angles.

Considćrons une conique non dśgśnóree. Nous la dśfinirons des 
le commencement d’une manióre duale: comme lieu de ses points: 
2aikxixk = 0, (i, k =1,2, 3) et comme enveloppe de ses tangentes: 
s *

0 (ż, & = 1, 2, 3). Les Coefficients aik sont reels, le dśter- 
<, *
minant = A =|= 0, Aik est le complóment, algóbrique de divisó 
par A. Considerons les collineations (transformations lineaires) lais- 
sant invariable cette conique, appelóe absolu. On dit que ces col- 
linóations appartiennent a 1’absolu. Le dualisme dans les dófinitions 
de 1’absolu est important, puisque la móme courbe peut dćgónćrer de 
faęons diffórentes. suivant qu’on la considere comme lieu de points 
ou comme enveloppe de droites (par consśquent les propriótes des 
segments peuvent devenir diffórentes des proprietós des angles, si 
1’on envisage une geometrie a 1’absolu degónśró).

Une collineation appartenant a 1’absolu s’appelle tnouvement,

ber. d. Beri. Math. Ges. 12. pages 14—30). L’auteur y considere la geometrie sur 
un plan minimal de 1’espace euclidien. Elle est identique a la geomótrie G. Le 
mómoire de M. Beck traite donc un des sujets du travail prósent. Cependant il 
y a des difWrences de móthode et de dóveloppements ulterieurs. 
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si l’on peut passer d’elle a la collinóation - identitó par une sórie 
continue de collinóations appartenant a 1’absolu.

La couique - absolu est reelle ou imaginaire, suivant qu’elle 
a ou non des points (droites) róels. Les coniques róelles d’uue part 
et les coniques imaginaires de 1’aulre, ainsi que les groupes de mou- 
vements qui leur appartiennent, sont toutes semblables entre elles 
par rapport au groupe des collinóations aux eoefficients róels. On 
a donc deux sortes de góomótries, dófinies par 1’absolu non dógó- 
nóró: la góomótrie de Rieinann (geometrie R) a 1’absolu imaginaire, 
et la góomótrie de Lobatschewski-Poincaró (góomótrie L-P) & 1’ab­
solu róel ’).

On dit qu’un point róel en dehors de 1’absolu est elliptique, 
hyperbolique ou parabolique, suivant que les deux droites passant 
par ce point et appartenant & 1’absolu (tangentes a la conique absolu) 
sont imaginaires (eonjuguóes), róelles et diffórentes ou qu’elles se con- 
fondent (et sont necessairement reelles). On dófinit d’une faęon ana- 
logue les trois especes de droites. Dans la góomótrie R, on n’a 
que des ólóments elliptiques; dans la góomótrie L-P des ólóments 
elliptiques et hyperboliques; les ólóments paraboliques n’apparaissent 
que dans les góomótries & 1’absolu dógónóró.

Deux ólóments de la móme catógorie en dehors de 1'absolu 
sont parallóles, si 1’ólóment de 1’autre catógorie qu’elles dóterminent 
appartient a 1’absolu.

Parini les ólements róels le parallelisme ne peut avoir lieu 
pour des ólóments elliptiques.

Rappelons maintenant comment on introduit la metrique. Con­
siderons une geometrie particuliere dófinie par 1’absolu a. Prenons 
deux ólóments en dehors de 1’absolu, de la móme catógorie, de la 
móme esphce, non parallóles, p. ex. deux points A,A'. Ces points 
dóterminent une droite a et sur elle deux segments. La droite coupe 
1’absolu en deux points diffórents B, B'. Suivant que B, B’ sonfróels 
ou imaginaires, a est hypeibolique ou elliptique. Considórons le pre­
mier cas. On entend par segment AA1 le segment ne contenant pas

’) La geometrie e<quissee par Poineard dans son memoire: „Sur les hypo- 
theses fondamentales de la gdomdtrie1* (Bulletin de la Soc. Math. de France, 1888) 
c’est la gdomótrie a l’extdrieur de la conique-absolu, la gdomdtrie de Lobatschew- 
ski, c’est la geometrie a 1’intdrieur de cette conique bi l’on considere le plan pro- 
jectif comme un tout, sui- lequel 1’absolu dótermine la metrique, il faut regarder 
ces deux gdometries comme parties d’uue seule.
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B,B' et par sa longueur AA' le produit de la valeur rśelle du lo- 
garitbme du birapport (AA' BB') des points A, A', B, B’ par une cons­
tante c, choisie une fois pour toutes, pour la gćomćtrie que Fon 
considfere. On procede d’une maniere analogue dans le second cas, 
pour dćfinir les longueurs des deux segments AA' de la droite ellip- 
tique. On choisit alors les valeurs de logarithme du birapport sa- 
tisfaisant a la condition: la somme des modules des longueurs des 
deux segments AA' est egale a 2n multipliós par le module de c. 
Si ces longueurs sont ćgales, on dit que les points A, A' sont per- 
pendiculaires. La longueur ainsi definie est un invariant par rapport 
aux mouvements et Fon a en outre pour trois points alignes:

TA" = AA' A'A".

Pour obtenir par degćnórescence des yaleurs róelles pour les 
longueurs dans la geometrie d’Euclide, nous prendrous c purement 
imaginaire dans la geometrie R (ce qui fait que les longueurs sont 
reelles) et c róel dans la gćomćtrie L-P (donc les longueurs des 
droites hyperboliques sont rśelles). Nous obtenons ainsi dans la gśo- 
inćtrie L-P des valeurs purement imaginaires pour les longueurs 
des segments elliptiques (segments des droites elliptiques), mais le 
rapport des deux nombres de cette espace ótant rśel, on peut bien 
comparer ces longueurs entre elles. Cependant on ne peut pas don- 
ner un sens a la comparaison des longueurs de deux segments dont 
Fun est elliptique et 1’autre byperbolique, mais il n’y a pas non plus 
de mouvement qui transporte Fun de ces segments sur 1'autre. La lon­
gueur d’une droite elliptique est 2nic.

Nous definissons d’une manierę analogue la grandeur des an- 
gles et nous introduisons une nouvelle constante c', analogue a c, 
que pour des raisons semblables nous choisissons purement ima­
ginaire.

II y a une infinitó de gćomótries L-P et R et chacune d’elles 

est caractórisóe par les paramelres —dont le premier 

s’appelle courbure.
Faisons maintenant degónerer Fabsolu considćrć comme en­

semble de points p. ex. en une droite (double) et considćre comme 
ensemble de droites en deux faisceaux aux centres imaginaires. 
Pour que les longueurs ne deviennent pas toujours ógales a zóro, 
c doit tendre a 1’infini, c' restant arbitraire. Donc il y a une 
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infinitó de góomćtries euclidien nes. Quand enfin les cen- 
tres des faisceaux mentionnes ci-dessus convergent vers un seul 
point (rćel), alors c' doit aussi devenir infini pour que les angles 
ne deviennent pas tous nuls.

Je vais esquisser la mćtrique pour 1’absolu degónere en pre­
nant comme exemple la geometrie d’Euclide. Comme dćfinition de 
la longueur nous prenons la limite de l’expression c . Ig (J-A' BB') 
mentionnóe ci-dessus. La dófinition de l’angle ne change pas. Si Fon 
prenait comme mouvements les collineations (formant un groupe G) 
qui laissent invariable 1’absolu (avec la restriction de la page 21—22, 
relative aux mouvements), on verrait que la longueur n’est pas un 
invariant. Donc nous appellerons mouvements des collinóations (avec 
la mśme restriction) qui laissent invariable la longueur et 1’angle. 
On peut obtenir ces mouvements comme dógćnórescence de mou- 
vements appartenant a un absolu qui dśgśnere. Elles forment un 
sous-groupe du groupe] G. Les autres collineations de G sont 
des similitudes.

Si Fon ne peut pas definir la mesure pour des „partiesu (se­
gments ou angles) des elóments d’une catśgorie comme le produit 
d'une constante par le logarithme du birapport (p. ex. pour les se­
gments de droites dans la gćomćtrie d’Euclide), alors on dit que 
cette mesure est relative. Cela a lieu, si 1’absolu, considćre comme 
lieu des ćlóments de 1’autre catógorie, est doublement degónóró 
(p. ex. la double droite ponctuóe „a Finfini“ dans la geometrie d’Eu- 
clide). Dans le cas contraire on dit que la mesure est absolue (p. ex. 
les angles dans la geometrie d’Euclide dont 1’absolu, consideró comme 
formć de droites, se compose de deux faisceaux dont les centres 
sont les points „cycliques“).

Considórons deux points d’une droite qui coupe 1’absolu en 
deux points reels (diffćrents ou se confondant entre eux). Si un 
de ces points reste fixe et 1’autre tend vers un point de 1’absolu, 
alors la longueur du segment tend vers Finfini. Cette remarque et 
une remarque analogue pour les angles conduisent a appeler infini, 
ce qui est róel dans 1’absolu.

Classification des geoinótries.

Chaque geomótrie est designee par une majuscule et par un 
dessin symbolisant son absolu. R—Riemann, L-P — Lobatschewski-
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Poincare, E — Euclide, M — Minkowski’), B—Blaschke* 2), G—-Ga­
lilee, A dósigne une góomótrie peu intóressante.

’) Minkowski. »Raum und Zeit“. Leipzig 1909.
2) W. Blaschke. ,Euklidische Kinematik u. nichteuklidische Geometrie'. 

Zeitschrift f. Math. u. Physik. Bd. 60, page 61. M. Blaschke considćre une gćo- 
mótrie a 3 dimensions. Sur les plans reels qui coupent l’absolu de cette góomótrie 
suivant deux droites (imaginaires) a lieu la geometrie B.

Voila le sens des symboles: signifiie une conique non

dógónóree, róelle, ( } une conique non dógónóree imaginaire,

une droite róelle, une droite imaginaire, 0 un
point róel, • un point imaginaire. On voit p. ex. que 1’absolu de la

E AA

góomótrie B, si on le considóre comme ensemble de points, est formę 
par deux droites ponctuóes imaginaires; si on le considóre comme 
ensemble de droites, il est formó par un faisceau róel (double). Le 
dessin symbolique fait voir immódiatement les propriótós fondamen-
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• " * - tales de la góomótrie consideree. Prenons p. ex. . Comme

1’absolu — n’est pas completemeut degónćre dans le cas considóró (deux 
droites et non une droite double), on a la mesure absolue pour les 
segments. Comme il est imaginaire, cette mesure est limitee — la 
droite a une longueur finie. Considćrons cet absolu comme ensemble 
de droites. Comme il est reel (faisceau double, donc rćel), on a des 
angles aussi grands que Fon veut. Comme la dśgśneration de 1’ab­
solu est compiete, la mesure des angles est relative

Enfin les minuscules caractśrisent les ćlements dans le fini 
(reels, non appartenant a 1’absolu). Les lettres devant le trait carac- 
tórisent les points, les lettres aprbs le trait caracterisent les droites; 
e, h. p signifient respectivement: points (ou droites) elliptiques, hy- 
perboliques, paraboliques

On a deux axes de symetrie dans le dessin representant la 
classification. Łe premier passe par les gćomśtries R, G et L-P. 
En transposant dans les axiomes et les thćorfemes les mots droite — 
point et segment — angle on permute les gćometries au-dessus de 
l’axe avec les góometries au-dessous. Les gśometries E et M sont 
dans ce sens respectivement duales aux gćomśtries B et A. On ob- 
tient 1’absolu de 1’une de 1’absolu de l’autre en substituant les droites 
aux points et vice versa. Une góomótrie change en góomótrie duale 
p. ex. par polarite par rapport a un cercie fixe. Chacune des góo- 
mótries R, G, L P est duale par rapport & elle móme ou autoduale, 
puisque 1’absolu de chacune d’elles est autodual.

Si Fon considóre 1’ensemble de toutes les geo m e- 
tries de Cayley, on v o i t q u e le principe dedualitć est 
valable non seulement pour les points et les droites, 
mais aussi pour la m ś t r i q u e, c’est-a-dire pour les se­
gments et les angles.

L’autre axe de symótrie, perpendiculaire au prócódent, passe 
par la góomótrie G. Ce qui est imaginaire dans 1’absolu dans une 
gćomćtrie a gauche de cet axe, est róel dans la gśomótrie a droite, 
symśtrique a eelle-ci.

En ne considórant que des ćlements dans le fini, on dira que 
deux points sont paralleles, s’il n’existe pas de droite passaut par 
ces deux points. Alors on peut formuler le postulat des paralleles 
pour les points de la maniere suiyante:
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II existe sur une droite arbitraire qui ne passe pas par u u 
point donnć, un et un seul point parallele au point donnę.

On exprime d'une manierę analogue l’axiome des parallfeles 
pour les droites.

Les góomótries situóes le plus loin du centre. a 1’absolu non 
dógenóró: R et L-P ne possedent pas de postulat de paralleles. Cha­
cune des góometries intermśdiaires, a 1’absolu non entiórement de- 
generś, poss&de un postulat de paralleles: E et M pour les droites, 
B et A pour les points. La góomótrie G en poss&de deux: pour les 
droites et pour les points.

Geomćtrie de Galilće.
La gśomćtrie de Galilee est la degśnerescence complfete de 

toute autre gćomćtrie de Cayley. Nous 1’obtiendrons conime dćge- 
nćrescence de la góomćtrie d’Euclide. Pour passer de E a G il faut 
que les „points cycliques“ se eonfondent. Nous y parviendrons en 
„etirant“ infiniment le plan euclidien dans une direetion fixe. Pre- 
nons un systeme de coordonnśes cartesiennes rectangulaires et eti- 
rons le plan dans la direetion de l’axe des x par la collinóatiou:

(1)
x' = ax 
y'=y

a —> oo

La droite a 1’infini reste immobile, les „droites minimales“ passant 

par 1’origine c. a d. y = ± ix chaugent en y' = ± x. donc a la 

limite pour a — oo elles se eonfondent, deveuant l’axe des x; donc 
les points cycliques se eonfondent en devenant le point a 1’infini 
sur l’axe des x. Nous obtenons 1’absolu de G de 1’absolu de E et 
notre systótne de coordonnóes est choisi de faęon que 1’absolu de G, 
■considćró comrne ensemble de points, soit la droite a 1’infini, et con- 
sidórć comtne ensemble de droites, soit le faisceau de droites paral- 
Ibles a l’axe des x.

Ayant trouvś les degśnórescences des inouvements euclidiens 
et les degónórescences des grandeurs euelidiennes suivantes: distance, 
-angle et surface, nous vórifierons que les degśnćrescences de ces gran 
deurs, ainsi que Ja droite a 1’infini et le faisceau de paralleles a l’axe 
des x, sont des invariants pour les dógćnórescenees de mouvements. 
Ainsi nous aurons dćmontró l’existence de la geometrie G et les 
dógónśrescences obtenues en seront les mouvements et les mesures.
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Pour obtenir des rotations apres 1’ótirement, il faut subslituer 
dans les formules de rotation eelidienne d’angle — a

X = a; cos a -|- sin a
Z = — x sin a y cos a

les coordounees a/,/ des formules (1). On obtient

(2)
X' = x' cos a -|- y'a sin a 
v, , sina ,) — — x + u cos a 

a 1 '

Faisons tendre a vers 0, tandis que a tend vers oo de faęon que 
a sin a tende vers une limite finie 4.(2) donnent alors a la limite: 

(3) X^. + k,j
Y = y

C’est la formule de rotation dćgónćróe.
Les formules de translation euclidienne:

X = x-\-y
Y=y + ?

donnent aprós 1’ótirement:

X' = x' « y
Yr=y'+?

Quand y tend vers 0 de faęon que ay tende vers une limite finie a, 
on obtient a la limite:

(4)
X' = x 4- a 
Y' = y + ?

La formule de translation reste donc la móme. La formule de la 
distance de deux points (%i, yj, (xt, est ^(a-,—z2)*  (y\—y^-
Elle donnę apres 1’etirenient | ! —-j- {y\ — yi)4 et a la limite:

(5) <5 — yx - yt

Telle est la degónerescence de la distance. L’angle entre l’axe des y
1 JCet la droite y = mx est arctg = artg . Aprós 1’ótirement nous en 
m y

x' 1
obtenons arctg = arctg En multipliant par a nous obtenos 
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a la limite lim a arctg — = — = —. C’est la dógónórescence de 1'angle 

entre l’axe des y et la droite au coeffieient angulaire m. Donc la 
dógónórescence de 1’angle entre deux droites aux coefficients angu- 
laires m,w' sera:

Nous trouvons d’une manióre analogue l’expression pour la dógónó- 
rescence P de la surface du parallólogramme aux sommets (xr y,),

(**«/«),  (*1,^)-
(7) P— (x, .r2) (y, — y2)

On verifie avec la plus grandę facilitó que les dógónerescences dó- 
finies par les formules (5), (6), (7) sont des invariants pour les trans- 
formations (3) et (4) et qu’elles possódent la propriótó additive. On 
voit immódiatement que la droite a 1’infini et le faisceau de droites 
paralleles a l’axe des x sont changós en eux-mómes par les trans- 
formations (3) et (4). Donc l’existence de la góomótrie G est 
dómontree. La direction de l’axe des y n’est pas invariable pour 
la transformation (3). Dans un systóme d’axes oblique, ou l’axe des x 
appartient au faisceau de droites-absolu et l’axe des y a une dire­
ction arbitraire, (3) et (4) reprósentent des mouvements de la góo­
mótrie G, (5), (6% (7) sont les expressions de la distance de 1’angle 
et de la surface.

II est facile de voir que le mouvement le plus gónóral, lais- 
sant invariable la distance (5) et 1’angle (6) est une combinaison des 
mouvements (3) et (4). En effet, comme la droite a 1’infini doit chan 
ger en elle meme, on n’a qu’a considórer des collinóations entieres. 
La longueur doit rester invariable, donc 

(8)

Soit Y = axby Ą-c la transformation de l’y. En substituant cette 
expression dans (8) on obtient a(x, — sr8) —f— b(y} — y2) == yx — y^. 
d’ou a = 0, b = 1. Donc, dans un mouvement, la transformation de 
Y est Y = y c.

Les droites X—Ay-}-B, X=A1y-]-Bl forment 1’angle A — At. 
Appliquons le mouvement x = aX-|- by-|-c, y == K-|- d‘, les droites 
deviennent:
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aX -j- bY~l~ c = A Y -j-... 
aX + bY+c=A, K + ...

_ /, j
vu l’invariabilite de 1’angle ou doit avoir------ ------ 1 = A— At

a a
d’ou a — 1. Done le mouvement le plus góneral de Gr est

(«)
X = x -j-kt/-j- a

On 1’obtient en executant la rotation (3) suivie de la translation (4). 
Chacune des paraboles appartenant au faisceau a l’axe paraliele au 
faisceau de droites absolues 

(c arbitraire)

est changće en elle-m£me par le mouvement (9). Ces paraboles jou- 
ent ici le role des cercles.

Un faisceau de droites a ici la mćtriąue identique a la mó- 
trique sur une droite: les distances et les angles peuvent ótre arbi- 
trairement grands, chaque droite contient un point inaccessible 
dans lequel un autre point de la droite ne peut ótre transportu par 
un mouvement; dans chaque faisceau existe une droite inacces­
sible (dans notre systóme de coordonnóes — une droite paraliele 
a l’axe des a?).

Si Fon prend un point accessible et une droite accessible ne 
le conlenant pas, allors il existe sur cette droite un seul point ac­
cessible tel qu’avec le point donnś il ne dótermine aucune droite 
accessible (dans notre systeme de coordonnćes c’est le point oii la 
paraliele a l’axe des x passant par le point donnę coupe la droite 
donnóei. Deux points (droites) accessibles ne determinant ancune 
droite (aucun point) accessible, sont dits paralleles.

Comme les mouvements s’expriment par des formules linśaires, 
entieres en a:, y, on a pour les droites l’axiome de paralleles. On 
a pareillemeut un axiome de paralleles pour les points.

La rotation (3) laisse immobile tout point de l’axe des x, cha- 
que point d’une droite inaccessible est transportu en un point paral­
iże, et la grandeur de cette translation est proportionnelle a la dis- 
tance de ce point de l’axe des x.

Une rotation euclidienne autour de 1’origine (0, 0) laisse inva
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^8 __ r2 qUj a ja limite, se divise enplace du cercie 1’ellip

riable le cercie au centre (O, 0). Apres la tran sformation (2) on a a la 
xa 
aa

deux droites y=±r; ce couple de droites peut donc ótre regardó 
comme „cercle“ pour la rotation (3). Son centre est situó en un 
point arbitraire de l’axe des x. Ce „cercleu est le lieu de points 
śąuidistants d’un point arbitraire de l’axe des x. C’est une dćgenó- 
rescence du cercie genćral (10).

Comment caractóriser un couple de droites paralleles indśpen- 
damment du systeme de eoordonnóes? S’il s’agit de droites inacces- 
sibles, il suffit de prendre la distance de deux points arbitraires 

situes sur deux droites differentes. S’il sagit de droites accessibles 
a, a', ou prend deux points paralleles A, A', situćs l’un sur a, 1’autre 
sur a', on conduit par ces points deux droites, se coupant au point 
B sous un angle egal a 1’unitć. La longueur AB — A'B ne change 
pas, si on transporte le couple de droites, donc elle le caracterise.

On caractórise d’une faęon analogue les points paralleles. Vu 
la degćnćration complete de 1’absolu. la notion de perpendicularitó 
n’existe ni pour les points ni pour les droites.

En dśfinissant la longueur d’une eourbe comme liiqite d’une 
ligne brisee inscrite, on voit que dapres (5) la longueur de la courbe 
sans points paralleles est ćgale a la longueur du segment de droite 
qui joint les points extrómes de la courbe (ceci rappelle la notion 
du temps newtonien).

Un triangle peut etre impropre ou propre selon q’il a ou non 
deux sommet8 paralleles. Dans un triangle impropre (fig. 1), le cótó 
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joignant les sommets parallóles A, B a la longueur 0, les angles en 
A B sont infinis, les autres cótes sont ógaux.

Un triangle propre, ou triangle tout court, a un angle (p. ex. 
en A, fig. 2) infiniment grand. Nous appellerons angle du triangle 
1’angle fini qui est adjaeent au prócódent. Le cótó le plus grand 
(respectivement 1’angle le plus grand) d'un triangle est ógal a la 
somme des deux autres. Cherchons a exprimer la surface du triangle 
indópendamment des coordonnóes. Dósignons ses angles par A, B, C, 
ses cótós par a, b, c. Soit A le plus grand des angles. Alors A = B-\-C, 
a—b-\-c. Prenons la droite inaccessible passant par A comme l’axe 
des x, la parallele par A au cótó a comme l’axe des y. Soit D le 
point d’intersection de l’axe des x avec le cótó a, t son abscisse. 
Pour la surface P de ABD, la formule (7) donnę evidemment: 
PADD = . La formule (6) donnę C=, ou t = Cb, donc PAin—^‘. 

On obtient d’une faęon analogue- PAcn=^’, donc PABC = PABD -f-

(U)
C_B _C±B _ A 
c b c -|- b a '

(12)

On a donc pour la surface du triangle les formules:

Abc_  Bca_  Cab
Pabc = 9 — — 9. ■

La surface du triangle est egale a la moittó du produit de 
deux cótós par 1’angle fini qu’ils contiennent.

Dans les formules des góomótries non dógóneróes exprimant 
les rapports entre angles et cótes du triangle, les cótós et les angles 
sont des arguments de fonctions transcendantes. Dans une góomótrie 
semi-dógónóree (comme p. ex. E) une catógorie des ólements (les 
cótes dans E) sort pour ainsi dire de la fonction transcendante. 
Dans la góomótrie G, complótement dógónóróe, toutes les formules 
sont ólómentaires: il n’y a que des operations arithmótiques. On peut 
dire que, ainsi que E est la góomótrie dans le voisinage d’un point 
de R, G est la góomótrie dans le voisinagc d’une droite de E ou 
góomótrie dans une bandę euclidienne infiniment mince. La trigono- 
mótrie de E donnę les formules de G, en remplaęant sina: et tg a: 
par x et cos x par 1. P. ex. (11) est la dógónórescence du thóoreme 
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des sinus, (12) donnę la surface d’un triangle euclidien dont deux 
angles sont infiniment petits etc.

Disons quelques mots sur les similitudes en Gr. La transfor­
mation x' = ax, y' = ay ne change pas les angles, les cótes sont 
chan ges en segments proportionnels. La transformation x' — bx, 
y' — y próduit un effet contraire: les cótes ne changent pas, les 
angles sont changćs en angles proportionnels. La similitude gśnerale

ślóments A,b,c. en un triangle aux ólóments•change un triangle aux
nA, mb, mc. Ces deux triangles ont pour les cótós le coefficient de 
proportionnalitó m. pour les angles le coefficient n.

II n’y a dualitó ni dans la formę du triangle ni dans la for­
mule exprimant sa surface. II faut completer le triangle par une 
figurę duale qui existe dans la gćometrie B, duale par rapport a E.

Ce „triangle dual“ (fig. 3, dessinć a plein trait), a trois angles 
finis A, B, C, deux cótós finis et un cotó infini. Convenons dę prendre 
comme longueur de ce dernier la longueur du segment complómen- 
taire. La surface du triangle pouvant ótre considćróe comme mesure 
de 1’ensemble des points a 1’interieur du triangle, la‘.„surface duale“ 
ABc- - peut ótre considóróe comme mesure de 1’ensemble des droites 

qui coupent deux cótós d’un triangle dual. La surface duale a la 
propriótó additive.
Bocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3
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Trois points (ou droites) definissent un triangle ordinaire et 
un triangle dual. Le rapport de la surface duale a la surface du 

ABc A
triangle — est egal au parametre de la parabole a l’axe inac- 

cessible (cercie de la gćomśtrie G) qui passe par ces trois points. 
On a cinq esp^ces de courbes du second degrć: 1’ellipse, et deux 
espóces d’hyperboles et de paraboles, un point k 1’infini sur la courbe 
pouvant ćtre eu non le centre du faisceau de droites inaccessibles. 
G satisfait a tous les postulats de Hilbert de la gfiomćtrie E, sauf 
le premier: deux points dćfinissent une et une seule droite. La se- 
conde partie de ce postulat reste vraie (deux points definissent tout 
au plus une seule droite); au lieu de la premiere partie il faut in- 
troduire le postulat des paralleles pour les points.

Reinarąues concernant la physiyue.

Un mouvement de G de la formę x' = x Ą- ky, y'— y est „la 
transformation de Galilóe" de la mecaniąue de Newton, si Fon in- 
terprete x comrne longueur, k comrne vitesse, y comrne temps. C’est 
pour cette raison que j’ai appelś cette gdomśtrie, la góom^trie de 
Galilóe. D’une faęon analogue on obtient un modele de l’„univers 
newtonien" — au sens de Minkowski — a trois dimensions, en con- 
siderant un espace dont 1’absolu est formó par: un plan reel — en­
semble de points, une droite de ce plan — ensemble de plans eon- 
tenant cette droite, deux points imaginaires de cette droite — fais- 
ceaux de droites. Enfin le modele de l’univers newtonien k quatre 
dimensions a pour absolu: un espace róel — ensemble de points, 
un plan rćel de cet espace — ensemble d’espaces a trois dimensions, 
une conique imaginaire non dógćnóróe situće sur le plan — ensemble 
de plans et de droites. En gónćral 1’absolu d’un espace riemannien 
a n — 1 dimensions appartient a 1’absolu de 1’espace euclidien a n 
dimensions et ce dernier est contenu dans 1’absolu de l’univers new­
tonien a n 1 dimensions. „Le moment present" dans l’univers 
a quatre dimensions — 1’espace existant a un certain moment — 
est un espace róel a trois dimensions contenant le plan reel-absolu. 
On peut construire dans cet espace trois axes de coordonnees de 
1’espace. L’axe du temps est une droite qui n’a qu’un point de com- 
mun avec cet espace a trois dimensions. Ainsi la notiou du „móme 
moment du temps pour deux points diffórents de 1’espace", critiąuće 
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par les einsteiniens du point de vue de leur thóorie de la connais- 
sance, trouve une expression adóquate dans une geometrie a laquelle 
conduit la geometrie G, donc dans une góomótrie qui, du point de 
vue de la logique, existe tout aussi bien qu’une autre.

Reniarąues philosophiques.

La classification rationnelle des góometries de Cayley fait voir 
que la geometrie E n’occupe point de place „privilógiće“ parmi les 
autres gćomótries: elle est une des quatre góomótries „semi-dógónó- 
róes“ qui possfedent un postulat de paralleles. Sont distinguóes de 
manifere essentielle: la- gśomótrie G — la plus simple de toutes et 
la góometrie R — sans 1’infini, pour laquelle tous les elóments reels 
d’une catćgorie sont óquivalents entre eux, par rapport au groupe 
des niouvements.

II parait que malgró cela, pour tout homme sans parti pris, 
ce ne sont point ces góomótries - la, mais c’est la góomótrie d’Eu- 
clide — qui joue un role tout particulier. On la ressent comme 
quelque chose de naturel, les autres paraissent „contradictoires en 
elles-mómes“. Comment expliquer ce fait?

Pour nous la góomótrie d’Euclide n’est pas seulement un sy- 
steme de consśquences tirees de certains postulats, mais elle exprime 
ce qui correspond a nos reprósentations de la droite, du point, des 
segments śgaux etc. Je ne pose pas la question de 1’origine de ces 
reprósentations, je ne demande pas si elles sont innćes ou acquises 
par l’expórience. Ce qui m’importe c’est de constater d’une maniere 
certaine leur existence:

I. Precisśment la sensation du „contradictoire“ chez un homme 
qui rencontre pour la premiere fois un theoreme non-euclidien 
provient de ce qu’en entendant les paroles: dr.ńte, point etc. il les 
rapporte aux reprósentations euclidiennes et le thóoreme lui presente 
des rapports en contradiction avec ces reprósentations.

II. II est vrai qu’on dii que: „du plan euclidien on passe au 
plan projectif en introduisant le groupe de toutes les collinćations, 
et qu’en y choisissant un sous-groupe diffćrent du groupe des 
mouveinents euclidiens, on obtient une nouvelle geomótrie“, — mais 
notre imagination est incapable de suivre ce proces. Les mouve- 
ments non-euclidiens sont pour nous des dćformations des longueurs 
et des angles, puisque toujours, d’une maniere plus ou moins con- 

3*
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sciente, nous nous imaginons ces mouvements sur un „fond eucli- 
dien“. Chaque „róalisation imaginable“ des gśometries non-euclidien- 
nes, comme celles de Beltrami, de Poincarś etc., est une róalisation 
a Faide de la góomótrie euclidienne.

III. Celui qui prćtend pouvoir se reprósenter la gćomótrie non- 
euclidienne aussi bien que la góomótrie euclidienne devrait essayer 
de s’imaginer que la somme des longueurs des cótós d’un triangle 
est une constante (geomśtrie B) ou que 1’angle peut etre arbitraire- 
ment grand (góometries G, B, M)1 Le fait, en apparence ótrange, 
que les geometries telles que A ou G, du point de vue formel plus 
simples que L-P ou R, sont restees inaperęues si longtemps, s’ex- 
plique par la remarque qu’elles sont plus óloignóes de nos reprś- 
sentations.

Nous arrivons & la conclusion que le mot gćomśtrie comporte 
au moins une double significatione 1) descriptton de rapports cor- 
respondants a notre imagination, 2) systbme de consóquences tiróes 
de postulats d’un certain ćaractóre ’). Dans le premier sens du mot 
il existe une seule gćomśtrie — la góomćtrie euclidienne; la place 
„subalterne“ qu’elle occupe parmi les autres gćomótries formelles, 
fait voir que 1’importance toute particuliere qu’elle a pour nous est 
fondće sur des bases qui n’appartiennent pas au domaine des Mathć- 
matiques pures.

’) Je ne touche pas ici au probleme des rapports entre la geometrie et la 
physique, c.-a-d. a la question de la Structure qui convient au monde qu’explore 
le physicien.



Complement a la notę deM.H. Hildebrandt1)-
Par

M. Paul Flamant.

Aux remarques precedentes de M. T. H. Hildebrandt, on peut 
ajouter les suivantes qui ont pour but d’abaisser encore d’une unitó 
le nombre des postulats concernant les champs de vecteurs abstraits2).

L’ćnoncó 5 peut etre dócomposś en deux affirmations:
5': § śtant un ślóment du champ a, il existe dans ce champ 

un ólóment Oę tel que £ °$ — £>
5": cet ślćment Og est independant du vecteur Ę.
L’ćnoncć 5' rśsulte des postulats 6, 10 et 11; ces derniers 

inontrent qu’on peut prendre O£ = 0.£; car

£ + 04 = i-ł + (M = (i + 0M=M = i.

En outre, le n° lp fait connaitre une propriśtó commune a tous 
les vecteurs Og ainsi introduits: — O.

11 suffit alors de modifier trfes legerement la rźdaction du n° 14 
pour que 5" en soit la consćquence. On 1’enoncera:

14 modifió: II n’existe dans le champ o qu’un seul 
veeteur ayant une longueur nulle (on peut noter ce vec- 
teur o).

En rćsumć, en supprimant de la listę des postulats les n°“ 4, 
5, 7 et 8 et en modifiant comme je l’indique le n° 14, on obtient 
un systeme d’axiomes d’ou Fon peut deduire d’abord les nos 5 et 14 
(ancienne formę), puis alors, avec M. Hildebrandt, les n°“ 4, 7 et 8.

’) Estrait d’une lettre adressee par le Professeur H. Hildebrandt (Universite 
d’Ann Arbor) a M, Maurice Fróchet (Universitó de Strasbourg), p. 1 du present volume.

’) Maurice Frdchet. Sur une definition geometriąue des espaces abstraits 
affines, Annales de la Sociótć polonaise de Math., t IV, 1925, p. 3.



Sur la possibilite de plonger un espace rie- 
mannien donnę dans un espace euclidien.

Par

M. Janet, (Prof, a FUniv. de Caen).

1. — Etant donnó une formę quadratique de differentielles

2 alk dut duk

(ou les a sont des fonctions donnóes quelconques des n yariables 
indópendantes ią, m2, ... m„) peut-on trouyer des fonctions x,y,...z 
de ces n yariables telles que Fon ait identiquement

S alk dut ditk — dx2 -|- <Z//8 dz2;

autrement dit le systóme d’óquations aux dóriyóes partielles '

(A)
3x 5x

‘ du, 3iik (i, k = 1,2 ... n)—

(ou le signe S signifie comme d’habitude que Fon remplace suc- 
cessivement x par y.... ou z et que Fon fait la somme des termes 
obtenus) a-t-il quelque solution?

Móme dans le cas ou le nombre des fonctions inconnues x, 
y,...z n’est pas infórieur au nombre des óquations, rien n’autorise 
a priori a affirmer que le systeme considóró est bien compatible. 
Une dómonstration iigourense de ce fait est nócessaire. Nous nous 
proposons de tenter une telle dómonstration dans le cas ou le nom­

bre des fonctions inconnues x, y, ..z, est ógal au nombre

des óquations.
Nous poseroąs, pour abreger,

S
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-et plus gśnóralement

On a (ż k l..., i' k' l'...) — («' k' k l...).
Nous poserons aussi

Eik = (i> ty — aik.

2. — Cas ólómentaire: n — 2. Soit a ótudier le systeme 
des 3 óquations:

(1) an—0
(2) Ei2 = (1,2) «]2 = 0
(3) Eit = (2, 2) - a22 = 0.

Ce systeme, dórivś une fois, donnę un certain nombre d’óqua- 
tions du 2e ordre, dont nous tirons les combinaisons1) suivantes:

(4) 2(£’11)1 - (A’n)2 = 2(11, 2) - [2(0,,), - («„),] = 0
(5) (^^-(1,22)+ (12, 2)-(«„),
(6) — 2(2,22) (<*22)2-

Le systeme proposć, dćrivó deux fois, donnę un certain nom­
bre d’ćquations du 3e ordre, dont nous tirons la combinaison sui- 
vante, qui n’est que du 2e ordre:

-(£„)„ +2(^2+- (Ą2)n^2[( 11,22) - (12,12)]- 
--  ( (all)s2 + 2(u,j)]2 (a22)ll)'

Choisissons arbitrairement trois fonctions a:, y, z de satis- 
faisant a l’śquation (1) oń l’on fait u2 = w2 et resolvons le sy­
steme (2), (3), (4), o ii Fon fait m2 = wS], x2, y2, z2 ótant les 
trois inconnues; supposons que pour la solution considóróe le 
determinant fonctionnel ł

• || X2 Xn ||

soit diffórent de zóro.
Le systeme (5), (6), (7) est un systeme nor mai du 2e ordre, 

rósoluble par rapport a x22, y22, z22. Considórons la solution de ce 

?W2
par (£,,)„ ... etc..
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systeme telleque a?, y, z; x2 y2 z2 prennent pour u, = w!j les ya­
leurs que nous venons d’indiquer.

Je dis que le systeme de fonctions qui constituent cette solu­
tion satisfait au systeme d’śquations proposóes (1), (2), (3).

Puisque, quelsque soient w,, w2 on a (A’!,)2 = 0 (6) et que, d’autre 
part, pour u2 — u2, E22 — 0 (3), on a quelsque soient uA u2

Ei2 = 0.

De móme les óquations (5) et (2) montrent que quels que 
soient u, u2, on a

Elt = 0.

D’apr.ós ces resultats on a

quels que soient w,, w2: (^11)22 — 0 (?>
et pour w2 = w® (A’„)t =0 (4>

An • =0. (1)

11 en rósulte que quels que soient wn w2, on a

Eu = 0.
3. — Passage du cas de n—1 yariables au cas de 

n yariables.
Admettons qu’on sache dómontrer la compatibilite d’un sy­

steme telque (A) dans le cas de n — 1 yariables et cherchons a la 
dśmontrer dans le cas de n yariables.

Le systeme considóró s’ecrit:

(l) a;,v (i', k') - a,v = 0 i', k' = l,2,...n — 1
(2) EVn = (i',n) — at.. =0
(3) A’„„ = (w, n) —a„„ = 0.

Ce systeme, dóriyó une fois, donnę un certain nombre d’equa- 
tions du 2e ordre dont nous tirons les combinaisons suiyantes:

(4) (Et. .)*,  -f- (Ą,.),.— (A,, v),==2(t' A-', m) — + (av„)(, — (arv).]=O
(5) (A’,,.). = (?'«,«) -f- (i', nn) — (a(,n)„ = 0
(6) (A’„„)„ = 2(m, nn) — (a.,), = 0.

Le systeme (1), (2), (3) deriyć deux fois, donnę un certain 
nombre d’óquations du 3" ordre, dont nous tirons les combinaisons. 
suiyantes, qui ne sont que du 2e ordre:
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(7)
— + (-Ęi'.)vn 4“ --  (-£»»)</*-

== 2[(i'k',nn) — (k'n,i'n)] — [—(aw)„„ 4*  (a(,„)v„ + 
+ - («..W = 0.

Choisissons arbitrairement ■ 3-—- fonctions de u1w!...wn_1,

{x,y,...z) satisfaisant au systeme (1) ou l’on fait u„ = m“.
Rósolvons le systeme (2), (3), (4), ou l’on fait wn = u®, 

3x 3y 3z . n(n 4-1) . oetant les -----inconnues. supposons que pourc U„ cl Un e U„ &
la solution considórśe le determinant fonctionnel

3x 3x <92.r
jj ’ ’ 3uv ’ ’ 9mb ’ ’ 3ut,3uv

soit different de zóro.
Le systóme (5), (6), (7) est un systeme normal du 2e ordre 

rósoluble par rapport a z„n, znn. Considórons la solution de
ce systeme telle que x, y,... z", x„, yn,... z„ prennent pour w„ = w® 
les valeurs que nous venons d’indiquer.

Je dis que le systfeme de fonctions qui constituent cette solu­
tion satisfait au systeme d’óquations proposóes (1) (2) (3).

Puisque, quels que soient u,, w2)... m„, on a

(6) m. = o

et que d’autre part, pour w„ = u®,

(3) ‘ = 0

on a quels que soient wn ws... m„

£„. = 0.
De mfime les ćquations (5) et (2) montrent que l’on a quels 

que soient m2... w„:

Ev„ = 0.

D’apres ces rćsultats on a

quels soient w2... u„
et pour w, = w® |

= 0 
(^v). =o 
(Ą,v) =0

(?)
(4)
(1)
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II en rósulte que quels que soient w1, w2... w„, on a

= 0.

I I \
u„ = u° contient fonctions

si Fon y choisit d’abord arbitrai-

4 — Restrictions a la 
tion gćnćrale.

Le sy stenie (1) oit Fon fait

n(n — 1) ,inconnues et ---- - ----- equations;

rement n des inconnues (fonctions de wn w2... m„_i) il est bien de 
la formę (A) que nous dtudions. Mais nous avons admis, pour pas- 
ser au cas de n fonctions inconnues, non seulement que ce systóme 
est compatible, mais qu’il a quelque solution telle que le systfe- 

me S d’ćquations algćbriques (2) (3) (4) en .. qui en

rśsulte soit rósoluble dans les conditions classiques de la thóorie 
des fonctions implicites, c’est & dire de manióre que, pour une au 

moins des solutions de 2, le determinant A d’ordre - - dont
u

3lx

et dont les autres lignes s’en dćduisent en changeant x en y,... 
en z, n’est pas identiquement nul.

II resterait donc a traiter le cas oiilesystbme algśbri- 
que obtenu en adjoignant & (1): 1° les ćquations du 2e ordre que 
Fon peut en tirer par dćrivations relativement a w2 w2... u„_i et 
2° les ćquations (2), (3), (4), entrainerait justement 1’iden- 
t i t ó en wt w,... w„

4 = 0.

On est amenó la a une question d’algćbre pure que nous 
n’avons pas ólucidć pour n quelconque, et que nous traiterons ici 
pour zi = 2,

5. — Utilisons dans ce cas les nouvelles notations: u pour wx 
v pour m2. Le cas exceptionnel est celui ou le systóme algóbrique 
en x„ yu y^j %v
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S = an
S X„g --
N *?u --- ć?12
Sx^ xv — («1S)„ — !(«„)„
S = a22

entraine 1’identitó en w, v

i
Vu y» = 0
z. ■ Z„»

Un calcul assez simple permet de prouver que la condition 
nócessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu’il existe une 
fonction /'(w, t>) telle que

3f\2__ 3£3f
3u) ~a" 3>u3V~ait

Mais alors la compatibilite du systóme (A) en x, y, z est óvi- 
dente. Ou peut móme dire que sa solution est „plus indóterm'inóeu 
que dans le cas góneral; elle dópend ici d’une fonction arbitraire 
de deux variables (et non plus seulement de deux fonctions d’une 
variable): 1'une des trois fonctions x, y, z peut ótre prise arbitrai- 
rement.

6. — En rósume nous avons montró corament, sachant traiter 
le problóme proposó pour m — 1 variables dans le cas le plus 
gónóral, on peut passer au meme probleme pour n variables 
dans le cas le plus gónóral ógalement.

Nous avons montró comment s’introduisent les cas excep- 
tionnels. U resterait a traiter tous ces cas exceptionnels comme 
nous avons traitó, a titre d’indication, celui que l’on rencontre 
pour n = 2.

Cracovie, juin 1926.



Applications des parametres locaux.
Par

V. Hlavaty (Prague).

Dans ce Memoire j’ai eu pour but d’ćtudier les applications 
des „parametres locaux“ (§ 1) de la connexion riemannienne V„. 
On y trouve tout d’abord le dćveloppement pour les symboles de 
Christoffel au voisinage d’un point rśgulier de F„ (§ 2). Le § sui- 
vant contient les integrales de quelques ćquations diffórentielles. 
Dans le § 4 on śtudie 1’influence de la connexion riemannienne et 
de la connexion euclidienne sur les invariants diffćrentiels d'une 
courbe. Le travail finit par le dśveloppement pour les coordonnóes 
d’une surface baignće dans F,.

II faut remarquer expressćment que les rśsultats obtenus ne 
sont que 1’illustration du thćorfeme de „róduction" de MM. Ricci 
et Levi-Civita, publió dans le travail, devenu classique „Methodes 
du calcul diftśrentiel absolu et leurs applications4' (Math. Ann. Bd. 
54, p. 162).

Quant a la symbolique nous nous tenons & celle du livre de 
M. Schouten „Der Ricci-Kai kiil" (Springer, 1924) dont nous sup­
posons la connaissance parfaite. Pour dćsigner la valeur numórique 
d’une fonction quelconque F au point examinó, nous nous servons 

o 
au besoin d’une des notations suivantes F, F, (F")t.

o
* * *

§ I. Parametres locaux.

1) Construction. Dósignons par a;1’1) les n parametres 
d’une variśtó n fois ótendue a connexion riemannienne F„, par

’) Les indices grecs prennent toutes les yaleurs entieres depuis 1 jusqu’a n.
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son tenseur mćtrique et par —

les symboles de Christoffel. Transformons les paramótres xv d’apres

et supposons les fonctions '^(a;) continues et dórivables. Cette trans­
formato on a pour consćquence la transformation des composantes 
du tenseur mćtrique

(1,*)  'thfi — Ql

tandis que les symboles de Christoffel et leurs dórivćes successives 
se transforment d’aprós

Dśveloppons les w fonctions 'xv(x) dans le voisinage infini- 
ment petit d’un point P(x = x) de V„o

(2.1) x” — xv Q^...aP 'xa'...'xx”.

Pour determiner cette transformation, nous choisissons les co­
efficients QS,...ap d’une faęon convenable. Soit tout d’abord au 
point P

o
(2.2) Q\ = A\ (A%',= l’affineur-unitś, delta de <Kronecker).

Or, parce qu’on peut toujours supposer de la formę 
euclidienne ez en P on aura d’aprbs (1,2) a ce point

o'
(3?1) '/zii ~
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o
Quant a , nous pouvons supposer qu’il soit

(2,«) <2^ = -Ą.

parce que aussi que Z7^ sont symetriques en A fi. II s’ensuit 
d’apres (l,s)
(3>») ■ 'Ą. = o.

o
Le coefficient peut etre dćterminó de telle manióre qu’il soit

(2,«) Wfiw = 2Z7£(„ Z7 ®w) — Z,(l’X/ł>M)2).
II s’ensuit d’apres (1,3)

(3,») =
On reconnait dśja la methode a employer pour dćterminer les
o

■ 0° procede toujours de telle maniere que Fon ait

(3,*)  I1 'lwu,) — O-
O

En substituant les valeurs de dans (2,1) on obtient

(2,6)

*** .

+jo

+ 4 f (■“■ ^^,<4 + 4-^ś + 2Z’x<<),£ Z'^,4-

- 2PL rfe r*,  - 4r^ r^a +...

tandis que la transformation inverse devient

(1,0

a) Si X^,....est une espression quelconque, ^(Xi...-2p) designe la somme

de pi permutations diffdrentes, dirisóe par
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Ce sont des cas particuliers des formules (1, i), (2, i). On ne 
leur a consacró une dśmonstration spóciale que pour faire aperce- 
voir la mćthode de construction des parametres que nous dósignons 
comme „parametres locaux“. Ces parametres doivent satisfaire 
& (1,«) resp. (2, s). — On supprime, par une convention d’ócriture, 
1’accent et on ćcrit simplement xv et pour les parametres lo-
caux et leurs fonctions au lieu de ’xv et

2) Consćquences. Soit
■ ■ • v ---- Tir __ JJv __  T!v F7 a _l T^v T^

2) Symboles de Christoffel.

Si Fon effectue la variation infiniment petite des parametres x,
les subissent a leurs tours une variation donnee par

(4, i); xa‘-xttp ■

Multiplions cette ćquations par x<“, ce qui nous donnę

vwu2 ao 2/4 I a /< -*■  2w

1’affineur de Riemann-Christoffel et

--  9

le tenseur, dont les directions principales sont en meme temps les 
directions principales de Kn. L’emploi des parametres locaux nous 
permet de deduire les formules, valables au point P

— i \l(a0>y> -^(a-Py) ~ ł(Vy)/»)o

= — + V(«V|3^r
(3,*) 3) oo 0 0

9^ — 9pH>a? — + 9ni^y — Ay (V«
o
9nA.apyó — ( tt •^(^>V0‘V^^y)/<eX ^~y)Zwę)o

= le symbole de la dćrivće covariante de Kn).
U sera fait, dans la suitę, un usage fróquent de ces formules. 2 * * * *

8) Voir Hlavaty „Les parametres locaux dans une vari4te de Riemannu 
Rendiconti della r. Accademia dei Lincei, Vol. IV, s^rie 6, fasc. 3 4, p. 99 103.
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En substituant aux coefficients de cette sćrie les valeurs tiróes 
de (3,«), on obtient

x^ — — 3 x* ^A»yV)o x x'!xV +

— ^3! (ł K°w K-Se + v« ę,K^v)oxax«+ ...

Cette formule est importante surtout au point de vue de 1’analyse 
affinorielle. — Si V„ est a courbure constante K, on a

9pv 9u>v9ta) *

et l’óquation (4,3) se róduit a

(4, <) KS*  + 1) (SM; - + ...

avec S2 = xzjr^e^. — La formule (4, s) fail clairement voir la diffś- 
rence qui existe entre les symboles de Chritoffel pour la connexion 
riemannienne et ceux pour la connexion euclidienne ćte la varićtó 
examinće.

3) Vecteurs, densitćs.

1) Supposons une courbe o:’’(s) (s = 1’arc) dans V„ et dósignons 
par vv — vv resp. v” son vecteur-unitó tangent, resp. son . e-ihme 

vecteur-unitó normal et par k sa e-iórne courbure. Imaginons de 
e

plus un champ vectoriel av qui ne dópend que de s. Nous nous 
propoaons de dómontrer le thóoreme suivant: Si l’óquation

(5,i) + (@= D«pa, ^() = ()') 

admet une intógrale holomorphe dans le domaine du 
point P(s = 0), cette intógrale est de la formę

= «” + *(<Mo + 2* l@’«” + +

(°> ’) _|_ 4-1 8 -I- X - /t>" 0 4-

— ’]„ + •••1 2 '
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D’apres le thóoreme d’existence bien connu Fintógrale cherchóe 
•est en góneral

av = av 4- V S ,avw.
o pi o

Pour dómontrer notre thóoreme, il suffit de trouver les yaleurs de 
av^i. En supposant &av donnó, les opórations par lesquelles on cal- 
o
cule ces coefficients se róduisent a 1’itóration de 1’opóration &. En 
tenant compte de (5, i) on trouve daprós (3,»)

= aj', (0ta”)o = (av" -|- vf «“)0

(0’a’)o = \av’" 4- + 31^ &aP) +
+ a*  vM k (2r\ + )],,......

2 1

Mais on a d’aprós (3,4) et (3,3)

vj v>*  (21^ 4- = ax vj — r^M)0 = <^vJv»K^v.

Par suitę de ces ćauations, les coefficients av(t) sont donc
0

aP = (@av)0, a1’" =
0 o

= (@sa”4-| vav*a u 4- &ar—aavflvH-.Ka„iv')l),...
0 2 1
Le thóoreme est ainsi dómontró. La formule (5,2) simplifie, si l’on 
suppose en P les deux directions av et vv coincidentes:

(5,3) av = (j + s(&av)0 + (8V), 4“ 4-..

Si le dóplacement du vecteur a” est „parallele“ (@a*'=0)  
Fintógrale (5,2) devient

av = aP4-3!(^r^^^)o + 2;y!^“wXa'i@K’^’' +

— 2 kaaV'uvz ^żv)o + • • •1 2
et si, de plus, xv(s) est une geodósique

(5,#) a’' = av4-4-^gj(n“«iaA‘@Ar^’’)o + ...

On a donc en ces cas
Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 4
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3!

L’application 
l’ćquation

de la móme mćthode nous m£ne a 1’integrale de

(6,0

qui est de la formę3)

*” = f I’ (@^0 (@V)0 4- ® _|_ kKy 2]v]0 4_

I
(6’2) + '■ [+ 2 A: ® i ż r - 3 i i i” + A- ®“]0 +..., 

Dl 1 1

I1 Zt -Xpfio>£ — Hi-Hp,u ^<oHufi Xt-Xu_<vXuĄ.f -Xp^~{~

ou l’on a ócrit pour les composantes orthogouales d’un affineur

/

E,t...ap = PX1...Xp.

«i "p

2) Le theoróme du § prścódent n’est qu’un cas particulier du 
thóoreme plus generał que nous traiterons dans ce §. Considórons 
un systeme d’ćquations aux dórivees partielles de la formę suivante

3 V’ j-,
P:1) === 0A»-.XP----- 2uaa2t22...2o_ii Zu+1...Xp, (M”b-?’)o

U
3 . ■ou les quantitós 0 /( aZl sont fonctions liolomorplies dans le do- 

maine du point P(a?=0). Le thóoróme gónóral peut s’ćnoncer ainsi: 

Si les affineurs

Xi-H.pt*  \JfiaAvXp’ Hf Ap|H<0 ^w^Hi-Hpfi 3UH\...H„_-tvH„jrfHv 
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sont holomorphes dans le domaine du point P(x = 0) 
il existe un seul systeme

(M

0
= a^...Zp + «Z,...Xp)o +

1 1
2~[ 'r' X (v<oVnaZi-Zp ®2i..2„_jv2u_|_1...2p)oU

+ ^^z“z«(V?vwV/ł«2,.2p ^uZ^«21...2u_IP^„+1...2p+

1 w >
-i v Z„4_i - Zp Vt A U2ulu )o + —

satisfaisant a (7, i) et holomorphe dans le domaine du 
point P.

II est aisć de voir que pour dómontrer ee thćoreme, il suffit —- 
en vertu du thćoreme d'existence — de vórifier que les affineurs 
F prennent a P les valeurs telles que

A , = [da^p] . Ł> _ _
\ 3xi*  /o’ \3x^9xa)o'

3x>13x0>3x^1o’ ""

C’est ce que Fon obtient inoyennant Fitóration du symbole y7„ ap- 
pliquee a (7,i). Nous n’insisterons pas sur le dóveloppement du 
calcul la mćthode ćtant analogue a celle du § prćcedent.

Un cas intóressant se prósente si Fon calcule Fintógrale de 
Fśquation

(8,i) V^ = ° (Lemma de f Ricci) 

qui est

0 1
9^ = KXflfa — g!xax?xv (va^pyX)0

+ &, xaxi>P’x6 (— 6 V» A ?iM(U -|- —

i’ 
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Les deux premiera membres a droite sont dus a Riemann (pour 
F„ a courbure constante).

p
4. Nous disons que la fonction o est une densitó scalaire du 

si pour tout systeme de valeurs x et 'x satisfaisant 
p p _

aux relations (l,i) les valeurs de 'U et V satisfont a l’óquation de 
la formę

(>,.) -;= 3-i; (a-HBIIH

J’ai exposć dans un autre Mśmoire4 *) 1’algorithme de 1’analyse 
des densites. On y trouve les formules, dont le cas spćcial est

4) „Theorie des densitós dans le ddplacoment gćnóral", paraitra dans „An-
nali di Matematicaa.

(9,») ' » +

On peut dómontrer que ce systeme d'ćquations aux derivóes 
partielles admet 1’intógrale

(9,2)

ó = (»)0 + a?“(v«»)o + 2, y +

4- xa^^(ęa v;3V;.b — pKaj,yyp —

- 2p/ra(jVzVd»4-

— 2p(v;1U) (^?Kyó') +

+ 5 pV(—VaVf)Ky» + g KiffKiid9 + ^a^^z«)]o + ■••

holomorphe dans le domaine point P(a: = 0), si les dórivees succes- 
3 p 3 v

sives ? - w0,... sont rógulióres dans le domaine de ce point.

La dómonstration de ce thóoreme applique le calcul, qui n’est au 
fond que celui que l’on a fait pour dómontrer les tbćoremes pró- 
cedents.
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Le determinant g du tenseur mśtriąue est une densitó sca- 
laire du poids p = — 2. Parce que Fon a

9^ = o
il s’ensuit

(10,i) =

L’intógrale de cette óquation est un cas particulier de (9,2). 
En tenant compte de ce que les paramhtres locaux nous permettent 

• 0de poser — 1, on obtient

(10,2)
<7 = 1 + xax?xv^aK?y)9 4-

4- 4,xax^xyxi(^Kai^KY6 -)-%VzVt;Ky^o-{-•••

Si la connexion Vn est einsteinienne (K,a = 0) 1’intśgrale 
(9,2) resp. (10,2) se reduit a

t> = (»)o + z“(p«t))o + + j-j
/a i p 2 p

+ 4, + 15

resp.

(1 o,s) y = 1 — ^x*x<W(K x;^KVfli^0 4- ..

§ 4) Courbe dans V„ et R„.

1. Considćrons deux connexions dans notre variete w-fois 
etendue: La connexion riemannienne Vn et la connexion eucli- 
dienne R„. Si une courbe xv(p) se trouve dans notre variete, il est 
evident qu’on puisse 1’etudier en móme temps dans V„ et dans Rn. 
Nous nous proposons d’etudier dans ce § les relations qui existent 
entre les courbures resp. vecteurs normaux de la courbe examinee 
dans V„. ou dans R„. Autrement dit, nous etudierons 1’influence 
des connexions V„, R„ sur les invariants diffórentiels de xv(p). 
Nous designerons par s, vv = vv, vv, k 1’arc de la courbe xv(p) dans 

1 »4-i «
P„, son vecteur • unitę tangent, son e-ifeme vecteur - unitę normal et 
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sa e-ifeme courbure Les expressions analogues pour la mfime courbe 
dans Rn seront t, icv = wv, wv, l. Les formules de Frenet sont5)

i <+i •

(11,i) &vv = kvv — kvv (e = l,& = &«=()).
e e e-f-l e—1 e—1 0 n

On peut s’en servir pour trouver les vecteurs vv qui interviennent 
(?)

dans '

(11,a) 0,‘vv = k... kvvvv; (p=l,...«—1)
1 pp+i (p)

vv est situó dans le p-vecteur osculateur de la courbe. On trouve 
(?) 
au point P(s—-0) en param&tres locaux

xv' = vv-, xv" = (@vv)t; xv"' = (0*v v)'c; xv"" = (&vv + Kafk^
i i

(11, s) ’) xv""'={ 0*  vv + 2 k &Ki i; *'  - 3 A:2 Ki i / 4-1 Ki» / @2 ?)0;...
1 1

(rfsO = <)';

Les relations analogues sont pour la courbe dans P„. — Soit 
P' le point infiniment voisin de P sur xv(p) et designons par S 
la distance geodfisique PP' dans V„ et par T la distance gfiodfisi- 
que PP' dans R„. On trouve sans difficultó8)

S8 = s2 - 4! (2 f)o - 51+ 6!2 ~8 r +

— 9kk"~ 3A-22ri212]0 + ...
i i i

Si nous considćrons notre varićtó n - fois ćtendue attachfie 
a un systóme quelconque de repórage, les symboles de Chri- 
stoffel pour P„ ne sont pas nuls en gćnćral. Nous restreignóns 
maintenant la gfineralitó du probleme en ne considćrant qu’une 
telle connexion Vn, que les parametres locaux au point P pour K„

s) Struik ^Grundziige der mehrdimensionalen Differenzialgeometrie“... (1922, 
Springer, p. 76).
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sont en mśme temps les parametres locaux a ce point pour Rn. 
On satisfait a cette supposition en admettant a cause de (1,*)  qu’il 
soit en P

•) Ces eąuations sont

(r<w^ż^>)o=
pour N^hv = A\/f — ,)ans ce cas 1’affineur de Riemann-Christoffel devient

K^fAv =

000 00 o 00
A v — Vv 4v I Ą v 4a — T1!’ Vv T™

ou, pour le moment, A$u et Pjf sont les symboles de Christoffel 
pour B„ et V„ exprimśs comme fonctions des parametres du sys­
teme de reperage arbitraire mentiounó6).

Cela śtant, on peut trouver en toute riguer a cause de (8,2) 
pour PP' tres petite

(12.2) S2 = 7’2

ou bien

-(13,0 t* i6
111

Cette óquation valable dans le voisinage infiniment petit du 
point P(£ = s = 0) de la courbe sera notre point de dśpart. En la 
-dśrivant deux fois d’aprśs s on obtient

2t'2 = 2.
0

Or, si l’on mesure les arcs dans la móme direction, on trouve 
<13,2) t°'=l.

Cela nous permet de poser en P 

x'v = (tH')0 =(>)0

(11,0
o o
V1' = Wv.

equivalentes aux conditions
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La troisieme dórivation de (13, i) d’aprós nous donnę en P

(13,s) 6t"t'=0 ou bien t" = 0.

On a donc en P

P" — (ójvra-f-iv/")0 = (a>)0

et en consóquence, d’apres (ll,i) et (ll,s)

(11.6) (0J,-), = (*«»)„  =(x‘’)0 = (ZW')0.
12 12

On a donc pour k =|= 0, l =|= 0
i i

0 0 0 0 0 o
(11, •) k = l, i>” = wv, vv — wv.

11 2 2

La quatribme dórivation de( 13, i) nous donnę en P

(13,i) (8ft"' — 2Z) = — 2k, ou bien /"'= 0.
i i

Cette dquation nous permet de poser

(aj^o =»’"" = (©‘^o,

ou bien, d’aprćs (11, i) et (ll,s)

(11.7) (& k vv -4- k' vv — k2 vv)0 = {llwv -\-lwv — l2 vv)0
123 12 11 123 12 li

o o
Mais parce que Fon a vv=icv, on obtient a 1’aide de la mul- 

22 .
o o

tiplication par vv — w„
2 2

(11.8) (i')o = (/)..
1 1

II s’ensuit donc pour k ={= 0, l ={= 0
2 2

0 0 0 o
(11.9) k=l, vv=wv.

2 2 3 3

En rćsumó, les premieres deux courbures, la pre­
mierę d ó r i v ś e de la premiere courbure d’apres l’arc, 
le vecteur tangent et les premiera de ux vecteurs- 
unitós normaux de la courbe considćrće comme cour- 
be de V„ ou de R„ sont identiques en P.

2. La cinquieme dćrivation de (13,1) nous donnę

(13,5) = — kk'.
11 11
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Cette óquation se rśduit a cause des relations dója connues a.
o
t"" = 0

en P. On obtient donc

= (xv)0.

Mais en tenant compte de (11,1—3) on trouve a l’aide de 
cette relation

(11, .o) -I- 2^k')n = {kkkv^v'’ + K12, -k)9 = 'xv""\ =
1 1 2 S 4 (3) 1

= (Z Z Z w” + u,v)o = (^”)o ■
12 3 4 (8)

La multiplication par vv resp. wv nous conduit a 
4 4

(kkk-\-kKltli)9='t(l l Zcosa)0, resp. {k k k cos a wv K} a/^o — Ab
1231 123 123 4 1 123

(11,11) (a = <£ wv vv).
4 4

En óliminant (k k\ = (l Z)o de ces ćquations, on obtient
12 12

00 00
La multiplication de (11,10) par vv = wv resp. vv — wv nous

3 3 2 2

móne aux formules
(11,n) (Ż)0 = (* /' + ^121s^)0, (/)o= (*'  + #1213)0

11 12 2

qui nous permettent de transcrire (11, io)

(11, ,3) A, 2 ftA*  — vavv — vavv — vavv)0 = [k(wvl—vvk)]t.
33 22 11 24 3 43

11 est bien connu que 1’affineur-unitć peut Śtre 'dścomposó 
en deux affineurs orthogonaux. En designant par A’J sa compo- 
sante orthogonale au trivecteur osculateur, on dóduit de (11, u)

(Ai2iaAs)0 = [*(w ”Z —
2 3 3 4 3

Or, cette ćquation nous apprend que les troisifemes courbures aussi 
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que les troisiemes vecteurs - unitćs normaux de la courbe examinśe 
comme courbe de Vn ou de B„ ne sont pas identiques en gćnóral, 
parce que le vecteur K^^E^ n’est pas nul en gónćral. Exception 
fait le cas ou

a) V„ est a courbure constante. Dans ce cas les composantes 
orthogonales de KUflJLv il trois indices inógaux sont nulles. II s’en-

o ooo
suit KiziaE*  — 0 et vv = wv, k = l pour k,k,l^=O.

4 4 3 3 2 3 3
b) n est impair et l’axe de rotation av du bivecteur oscu- 

lateur lui est perpendiculaire, tandis que les vecteurs av,kvv — lu>‘’
3 4 3 4

ne sont pas perpendiculaires. Car, dans ce cas on a7)

0 --  et ^V121V<<0 --  t),

d’ou il suit

0 = av(kvv — lwv'), (*=|=0)
3 4 3 4 2

ou bien , daprós la supposition faite sur la position des vecteurs
av, vvk-— wvl

4 3 4 3
0 0 0 0 0 0
k = l, vv = wv pour Z =|= 0.
3 8 4 4 8 3

En rósumć, les troisiemes courbures et les troisife- 
mes vecteurs-unites norma u x de la courbe exartiinóe 
dans V„ ou B„ ne sont pas identiques en gćnćral au 
point P.

3. Supposons maintenant que Vn est a courbure constante et
poursuivous nos reehercbes. On a dans ce cas

9[it 9tiv)

et
Wo = Wo, = (k\ = (Co, '

1 1 2 2 3 3

(^Z)o = (Óo,
0 0

(i')o = (Ż)o , vv = wv (/ = 1 , ...4)
1 1 2 2 i i X

(*")o  = (/--
1 1

-kK\.
1

’) Bompiani:
(Comptes rendus de

„La geoindtrie des espaces courbeB et le tenseur d'dnergie“ 
1’Academie des Seiences, Paris, t. 174, p. 737).
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La sixieme derivation de (13,i) daprós s nous donnę

(12 Z' i'"" + 2 [Z*  (/2 -|- Z2) — 8 Ż2 — 9 Z Z ] )0 =
112 1 11

2 [£»(*»  4- Z.-2) - 8Zr'2 — 9k k" — 3PA]0.
112 1 11 1

En tenant compte des relations dśja connues on en dóduit 

(13,») t""’ = (lc3K)t.
i

Cette śquation nous permet de poser en P

tv""' = -]-x" t'"" )0 = ( xv + v" k*  K\
i

d’ou il suit d’apres (1l,i—3)

(11, i«) (@‘^-3^^- +1 @2o‘)o = ( x * 4- vvk*K) t.
1 1

En multipliant cette equation par v„ resp. wv on obtient
5 5

{kkkk)n = (Z Z Z Z cos<p)0, resp. (kkkkcos(f)\ — (llH)^(f> = ^{yvwv) 
1234 1 2 3 1 1234 1234 55

<Fou il suit pour k, l 4= 0
4 4

o o
(11,16) k — l,

4 4

0 0
Vv — wv.
5 5

O O
La multiplication par vv = wv nous donnę

4 4

(3k' k k^2k k'k + k kk^== (3111 + 2111 -}-ł l i)a,
123 123 123 123 123 123

ou bien

(1 l,i«) (*)o    (Ćo •
3 3

O 1)
En multipliant (11, u) par vv = wv on obtient

3 8 »

(— k k k* 4- 3k" k 4- 3k' k' 4- k k" — k k» - k> k 4- %k kK)„ = 
12 3 12 12 12 21 21 12

= (—ZZZ24-3ZZ'4-3Z Z’4-ZŻ —ZZ8 - Z8Z)0
123 12 12 1 2 21 21

ou bien
(11,17) (z)0 = (*" —P*) o

2 2 2
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o o
et enfin la multiplication par v„ = wv nous donnę

2 2

(— 3 k' k2 — 3 k k k' — 6k2 k' -f- k'" + | k'K\ —
12 123 11 1 1

(_ 3 /21» _ 3111' _ 6/21' 4- Z"')o
12 122 11 l

ou bien

(ll,ł8) (7)o = (A;"' + P'^).
i i i

o o
(La multiplication par vv = wv ne nous donnę que 1’identitć).

i i

Si V„ est a courbure constante K, les premióres 
quatre courbures et les premiers quatre vecteurs 
normaux de la courbe examinóe dans Vn ou dans R„ 
sont identiques en P. On a aussi

(Óo = (Óo = )o
11 2 2

(i\ = {k"-\-kK)0, (l\ = (k"~*kK\
111 2 2 2

(7)o=(A;'" + |fc'K)o.
1 2 1

Si l’on voulait continuer dans ces recherches, on devrait developper 
plus loin les series pour S2 resp. T2.

§ 5. dans K„.

Considćrons une surface £”(2/1, y8) a connexion riemannienne 
Vt dans V„. Nous nous proposons de developper ses coordonnćes 
dans le domaine d’un point rógulier P. Nous introduirons pour cet 
etfet les affińeurs

od dćsigne 1’affineur-unitó de V2, et nous ferons usage des 
formules

P“V« qv^pav«9v + Pi9fl Hif,v
(15,i) = l ayap^?qv + +

4- r“ ql) 4- p*  qi‘ r'“ H^v
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(pv, rv, qv sont les champs vectoriels arbitraires de F2, p;( est le 
symbole de la derivee covariante de Ft). Les vecteurs

to”8)
» “

sont tangents a Ft. On a pour eux

a b
(® = exrJ-

a a

Si @ = nous pouvons introduire la notation comme suit

ab ba ab ba abe bat c b a e a b

ab ba ab b a ab c ba e c b a c a b

Cela śtant, il vient en raison de (15,1)

(15,2)
e* *' = e1'

•) Les indiees latins prennent les yaleurs 1, 2.
•) On a aussi

ab ab ab

e” = e” + 3 H^v -f- e*  eP ea 
ab9 abe (ab c) abe

Les parametres locaux nous permettent de poser a P(y = 0)

Z 32xv ) 0
1 ---- Il 9ixv \1 -(I --  e > 10 ab

d’ou il suit d’aprós (15,2) et (3,4)

- Fi

3’.rv \

\dyouyavyb)o ‘ ab a na b a b a r

(«M=6)

(15,4) |
Z 3sxv \ 
\3ya3ya3yJ0 ~

= 1 ?*’+ K^)]o
aab b aa a ab b a a



En substituant ces valeurs dans

on obtient le dóveloppement cherchó

Prague, octobre 1926.



Sur les fonctions hyperharmoniques.
Par

Ladislas Nikliborc (Lwów).

Introduction.

II serait inutile d’insister ici sur la portee de 1’influence de la 
thóorie des fonctions liarmoniques sur le dóveloppement de la the- 
orie des fonctions d’une variable complexe. On sait en effet que 
l’ótude d’une fonction d’une variable complexe est au fond óquiva- 
lente a 1’etude d’un systbme de deux fonctions harmoniques conju- 
guóes de deux variables róelles.

Le cas des fonctions de deux variables complexes diffóre pro- 
fondóment de celui des fonctions d’une seule variable complexe et 
voici comment M. Picard s’exprime a ce sujet1):

„On voit de suitę la difiórence profonde qui doit sóparer la 
tbeorie des fonctions de deux variables complexes de celle d’une 
variable. Dans celle-ci, la partie róelle P doit satisfaire a l’unique 
l'óquation de Laplace; dans celle-la, au contraire, nous trouvons 
quatre óquations pour cette seule partie reelle P. II ne semble 
guóre possible d’ótudier ce systeme de quatre óquations comme on 
a ótudió l’óquation de Laplace; aussi devrons-nous ici considórer 
la fonction P-|-iQ dans son ensemble, sans ótudier sóparóment 
P et Qu.

II n’est pas donc etonnant que, dans les travaux consacrós 
a la thśorie des fonctions de deux variables complexes, on se soit 
servi jusqu’a present presque exclusivement des grandeurs comple- 
xes en renonęant a la sśparation des parties róelle et imaginaire; 
a notre connaissance, il n’existe qu’un seul mómoire ou la sepa- 
ration des parties róelle et imaginaire d’une fonction de deux va-

’) Traitó d’Analyse. T. II. p. 257 (deuii&me ddit.). 
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riables complexes ait ótó employóe avec succes et c'est le cólbbre 
mśmoire de Poincarć: „Sur les fonctions de deux variables“ *).

1) Acta Mathematica. T. II. 1883. p. 99 et T. XXII 1898, p. 112.
2) L. c. Aussi M. Osgood appelle les fonctions, qni nous occupent „fonc­

tions biharmoniques“ dans son livre „Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II. 
lt0 Lieferung".

L’objet du prśsent mómoire consiste en 1’ótude des fonctions 
de quatre variables róelles xv y1; x2, y2> susceptibles de reprćsenter 
la partie reelle ou la partie imaginaire d’une fonction analytique de 
deux variables complexes xt et xt iy2. Ges fonctions se
eonfondent avec celles qui vćrifient le systbme suivant de quatre 
equations aux dśrivóes partielles:

52u . 3iu_ „

—o
3xy 9xt ' Syt Sy2 ~ 

3*u  3*u  Q
9x13yi 3x23yt~

On appelle le plus souventa) les fonctions satisfaisant, aux 
4quations (1) „fonctions biharmoniques“, mais, comrne en Physique 
mathómatique, on donnę le meme nom aux integrales de l’óquation

AAu = 0

(dite „l’óquation biharmonique“), equation qu’cfn reucontre dans la 
theorie des plaques ćlastiques, nous donnerons aux fonctions qui 
vont nous occuper, c’est-a dire a celles qui vćrifient le systeme (1), 
le nom de „fonctions by p er - h ar m o n i q u e s“.

Les principaux rćsultats du prósent travail sont les suivants:
Dans le chapitre I, nous demontrons qu’on peut dófinir les 

fonctions hyperharmoniques, rśgulieres dans un domaine determinó, 
par la condition de satisfaire a un systeme de, trois seulement 
óquations dont la formę en coordonnćes hyperspheroidales est par- 
ticuliferement simple.

Dans le Chapitre IIme, nous ótudions certains dśveloppements 
en serie. Ces dśveloppements permettent de dśmontrer quelques 
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thóoremes interessants sur les classes des fonctions satisfaisant 
a certains systemes d’equations

Le Chapitre IIIme est consacró a 1’ćtude de 1’intó.grale de 
Poisson pour les fonctions hyperharmoniques et a 1’etude du pro- 
blfeme de Dirichtet pour ces fonctions. On peut ici poser le pro- 
blfeme de Dirichtet de deus manieres diffśrentes, en dófinissant 
les conditions aux limites soit sur une multiplicite a deus, soit sur 
une multiplicitć a trois dimensions. Mais il se trouve, que dans 
aucun cas on ne peut se donner les conditions limites d’une faęon 
tout a fait arbitraire. En róalite ces conditions doivent s’exprimer 
par des fonctions appartenant a une classe speciale de fonctions, 
classe qui est dćfinie pour chaque domaine dóterminć par une infi- 
nitś de relations auxquelies les fonctions de cette classe doivent 
satisfaire. La solution du probleme de Dirichtet est traitć ici dans 
un cas particuli&rement simple et nous reservons 1’ótude des cas 
plus góneraux pour un mćmoire ultśrieur.

Ajoutons que quelques-uns des rósultats exposćs daus ce 
mćmoire ont fait l’objet de deux notes inseróes dans les „Comptes 
rendus" *).

En terminant cette introduction, je tiens a exprimer mes plus 
vifs remerciments a M. le Professeur S. Zaremba pour les 
observations qu'il a eu la bontć de me faire apres avoir pris con- 
naissance de mon travail et dont j’ai tiró grand parti pour la re- 
daction definitive de ce memoire.

CHAPITRE I.

Les ćąuations = 0.

§ 1. Definitions et notations. Soit (T) un domaine, situó 
dans 1’espace a quatre dimensions des variables xly yt, xt, En 
posant

= + (x = l,2)

envisageons une fonction /(.?,, z2) holomorphe dans (7').
La partie róelle u(xu yt, y2) et de móme la partie imagi-

') „Sur les fonctions hyperharmoniąues”. T. 180, p. 1008. 1925, et T. 182 
p. 110. 1926.
Bocznik Polskiego Tow. matematycznego. .’> 
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naire ylt o1,, y2) de la fonction /(ą, «t) ne sont pas indćpendan- 
tes et on sait qu’elles sont lióes par les quatre óquations

(1)'

Su 3v
2x~ 3yx 
3u 3u 
d&x~ Sr„

(z =1,2)

bien connues sous le nom d’„óquations de Cauchy-Riemann“ł).
II suit de la que la fonction u(x1. y2, x2, y.2\ [et de móme la 

fonction »] doit satisfaire a quatre equationsz):

(3)

que

nous

que nous appellerons „óquations de Laplace“.
En dehors des óquations (2), nous aurons a considśrer l’óquation

. 3*u  ! 3sm ! 32m ! 32u
dU = 3xl+3rf + 3xl+ ’

nous appellerons „ćquation complhte de Laplace“.
Voici les dśfinitions des trois classes des fonctions que 
allons ótudier dans ce mómoire:
„Si la fonction u(xt, y2, ys) est dófinie et continue 

j ses dórivćes par^ielles du premier ordre a 1’in­
tórieur du domaine (7’), si de plus les dóriyóes par. 
tielles du deuxifeme ordre dans ce domaine existent, 
nous disons que cette fonction est

1° harmoniąue dans (7') si

4 w = 0

2° doublement liarmoniąue dans (7') si

’) Picard. Traitó d’Analyse. Tome II. Deuxieme ed. p. 255 
’) Picard. L. c.
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d,M = O 
zl2w — O,

3° hyperharmonique dans (T) si elle satisfait a u 
systóme (2) des ćquations“.

On voit immśdiatement que toute fonction doublement har- 
monique dans un domaine est aussi harmonique est de mśme, 
que toute fonclion hyperbarmonique dans un domaine est aussi dou­
blement harmonique et alors „a fortiori“ barmonique dans ce 
domaine.

En vertu des ces remarques, des dófinitions adoptćes et d’un 
thśorfeme de M. Wilkosz *),  on peut affirmer que les fonctions 
qui appartiennent a l’une quelconque des classes prścćdentes, jouis- 
sent de la proprietó d’avoir des dćrivćes partielles du deuxieme 
ordre continues. II suit de la que les fonctions qui nous occu- 
pent, possfedent des derivćes partielles continues de tous les ordres.

§ 2. Les óquations Axu — f„.
Envisageons le systeme d’óquations

4« =Z.(^ Fi: y») (x=l,2,3,4)

ou les fonctions sont continues avec leurs dćrivćes partielles a l’in- 
tórieur du domaine (T).

Existe-t-il du moins une fonction u, qui satisfasse au systeme(3)‘? 
Evidemment non et il est tres facile d’ótablir des conditions nó- 

cessaires pour qu’une telle fonction existe. Laissons cette question 
de cotó et en supposant que Fon ait identiquement

(4) fx = cx, (x = 1, 2, 3, 4)

ou les cx representent des constantes, envisageons les ćquations

(5) = 0=1,2, 3,4)

II est trćs facile de voir que les conditions de compatibilitó 
des equations (5) sont remplies.

§ 3. Les eąuations Axu — cx.
Nous allons ótablir dans ce paragraphe quelques thóoremes 

intśressants sur le systeme (5). Notons que les dśmonstrations directes,

>) C. R, T. 174. (1922 I). p. 435. 
5*
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exposees daDs ce § sont dues a mon Collógue M. H. Auerbach; 
celles que j’avais donnćes d’abord ayant ótć basóes sur les thóoró- 
mes du IIIme Chapitre ') de ce mśmoire.

Tllćor^me: „Si la fonction u satisfait aux óquations

A1u — c,, zlgW — Cg. dgW — Cg,

il existe une constante c4) telle qu’on ait

A3u — c4.“

D ó m. En effet, 
quement les relations

toute fonction M(aq xt yt) vćrifie identi-

_3
?Z2

Atu = A3u —

_£ 

fttg

3 . 3
3yx iU~

A2u —

dont notre thóoreme est une consćquence immćdiate. 
Corollaire: „A toute fonction w(jth, a:2, y2) satis- 

faisant au systeme 

(6) A3u = z!2m = = 0

correspond une infinitć de systbmes de deux con- 
stantes a et telles que la fonction

(7) . v = u-j- ax,yt +

soit h y p er ha r m oni que“.
D e m. D’apres un thćorbme deja demontró, les óquations (6) 

entrainent la suivante

A3u = c3.

II s’ensuit donc que si les constantes a et satisfont a l’ćquation

a + P + C4 = 0>

*) V. la pretni&re de mes notes citóes plus hant.
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la fonction v, definie par (7), sera une fonction hyperharmo- 
nique.

Remarquons que les ćquations (6) n’entrainent pas l’śquation 
Atu — 0, comme le prouve l’exemple u = 2xxy2— yxx2.

D’une manifere analogue on peut dśmontrer le thóoreme 
sui vant:

„Les equations

4jM = cx. A2u = c2, Atu = ct,

entrainent l’ć q u a t i o n

Ąw = cs.“

Une consćquence immódiate de ce theoreme est le suivant:
„Pour toute fonction w qui satisfait au systeme

Axu — A2u — A4u = 0,

il existe un couple de nombres róels a, fi, tel que 
la fon ction

» = w + bąą + fiyxyt

soit une fonction hyperharmonique“.

§ 4. Les ćąuations pxw = 0.
Envisageons maintenant les deux equations

4“ + (®iys — 4w = o
F,w == — y^,) 4« - (®i*»  + y^s) = 0

que nous appellerons „ćqu ation sdeLaplace transformćesu.
II est óvident que toute 1’integrale des óquations Asu == 0 et 

A4u = 0 est aussi 1’intćgrale des śquations pxu = 0 et p2u = 0. La 
rściproque reste vraie, car on peut considórer les, e.quat.ions (8) 
comme les ćquations linóaires en A3u et Atu, dont le determinant 
est ógal a l’expression

(«? + y?) (®a + Pa)

11 suit de la que pour qu’une fonction u(xx, y,, x2. yg) soit 
dans (7’) hyperharmonique, il faut et il suffit qu’elle satisfasse au 
systćme

Axu — 0, A2u = 0, j7jU = 0, p2w — 0.
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Mais 1’importance des ćquations (9), qui peuvent servir de 
definition aux fonctions hyperharmoniques, est beaucoup plus grandę. 
Elle consiste en ce que dans le cas des fonctions rćgulieres, le 
systeme (9) peut etre róduit a un systeme de trois śquations 
seulement.

(Test la premifere proposition fondamentale du 
m tre travail; elle peut ótre śnoncee comme il suit:

„Si le point = y, = a:2 — y8 = 0 estsitućaFintó- 
rieur du domaine (T) et si la fonction u(x1 yu x2 y8) 
^tant continue avec ses derivóes partielles des deux 
premiers o r dr es1), satisfait a l’un des systfemes 
q u ati o n s

d’ć-

o u

elle est nścessairement hyperharmonique“.
La dśmonstration est tres simple. Supposons, par exemple, 

les óquations dtu = 42u = = 0 soient satisfaites et partons
identitśs suivantes:

que
des

c) d d
Pt«=M,w—^yJ^r 43w-(x1a:84-y1y8) -s~^n

0)
3 - 3

3
+ (^ys — y^i) 3 = o.

Elles nous donneront

D’un faęon analogue on.trouvera

3 - 3 - 3 - „
J72W — x x Pa W — 0.<9y, 3xtr 3y2

*) La supposition de la continuitó des dórivóes du 2me ordre n'est pas ne- 
cessaire, comme on le voit en s’appnyant sur le thóoreme citó de M. Wilkosz.
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Donc dans tout le domaine (T) p2w = const. et comme

\72u / = 0
/«l-0

/ «2-0 / 1/2—0
en a identiquement

Pa W — 0.

On dómontre d’une faęon analogue la deuxieme partie du 
thóoreme.

Remarque: L’hypothese que le point (a:l=y1=xt=y2=0) 
est a 1’intśrieur du domaine de rógularitó de la fonction u, est 
essentielle, comme nous le dćmontrerons plus tard.

§ 5. Les fonctions doublement liarmoniąues. Nous savons 
dćja qu’une fonction doublement liarmonique n’est pas en gćndral 
fonction hyperharmonique. Cependant on peut trouver deux fonc­
tions hyperharmoniques ótroitement lióes a la fonction u.

En effet, d’aprós les formules (9), on a

3 - 3 -

3 - 3-
d^U = ~3^'U
3 - 3 -p2U = - p,M.

cy2 ć»j?2

II suit de la que

A(Fx«) = 0 (j = 1,2, 3, 4)
(*  = 1,2).

On a donc le
thóoreme „La fonction

ęofo, «t) = 7t« + *7i«,

oń zl=y2-\-ixi, est analytique rśguliere“.
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§ 6. Coordonnćes hypersphćroldales. Introduisons mainte­
nant de nouvelles coordonndes r15 <ply rt, <pt, c. a d. les quantitśs 
lióes a aq, yly xt, par les relations

(*=1,2).

Nous appellerons ces nouvelles coordonnóes: „coordonnós 
hypersphóroidales“.

Par un calcul direct on trouve facilement des expressions 
pour Ą,u en coordonnćes t\, tp^ riy tpt. On a

(10)

ou Fon a posó

(U)

Fi« =

ł7Jw =

Les expressions en 
s’obtiennent facilement et

coordonnśes 
l’on a

rv <jp(, »2, <jp2 pour pju, J7,m

(12) j72w = r.r^u.

D’aprós les resultats du § óme, le systeme

(13) Axu — Ąm = pjM = J7,w = 0

est completement óquivalent au systeme (2) et il peut de móme
ćtre rśduit a un des systómes

sous la condition que la fonction u soit róguliere a 1’origine.

(14)
JjW = 0, d2u = 0, płw = 0 
djłt = 0, — 0. p2u = 0,

§ 7. Les ćquations p1?< = 0 et jz2m = O. Nous terminerons 
ce chapitre en demontrant la proposition suivante:

„Si la fonction w(aq yi x2 ys) est continue avec ses 



dórivćes partielles des trois premiera ordres a l’intó- 
rieur du domaine (T) comprenant.Forigine et si

Pj w = 0
p2 U ---  0,

alors on peut dćlerminer d e u x fonctions

71(^1 Wi),
telles q u e la fonction

w(«i, ?i, *2,  !/i) —fi (a-l, yi) — fi (a-2, yf}
soit hyperharmonique dans (T)“.

D ć m. En effet ’) cherchons s’il est possible de trouver une 
fonction (15) satisfaisant aux equations

d1 m = A2m = pfW = p2u = 0.

Or on voit d’aprós 1’hypothóse qu’on a certainement

Pi(w — a — /,) = 0
p»(w — /i ~ A) = o,'

les fonctions /j(a?i t/J et /2(.r2, y2) ćtant absolument quelconques et 
assujetties seulement a avoir des dśrivóes partielles des deux pre- 
miers ordres.

II nous reste alors a montrer qu’on peut satisfaire aux śquations

Ą(w — /») = o 
At(u — f2) = 0.

A cet effet observons que les expressions Atu et A2u sont des 
fonctions bien dófinies et continues dans (T) et qu’elles possedcnt 
des dćrivees partielles du premier ordre continues. Calculons les 

3 3
derivees x d, u et Atu. On trouve immćdiatemąnt qu’on a

3a:2 3ys

3
^2

d1w = H- d3 „ +
3

3z,
d4w = 0.

’) Je dois cette dómonstration a M. Zaremba; ma dómonstration primitive 
ótait basóe sur les developpements employós dans le 11"’“ Chapitre; voir pour 
cela la deuiieme de meB notes citóe plus haut.
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L’expression AjW est donc une fonction qui dśpend seulement 
des yariables (xl. yt) et on prouve d’une maniere analogue que 42u 
depend seulement des yariables (a?2, y2).

Posons

= <px(rK, yx) .• = 1, 2)

et enyisageons des ćquations

f/n) = <Pk(* k, 9*)  (*  = 1. 2)-

On peut óvidemment intśgrer ces equations1) et on voit que 
des fonctions et ft(xt, y2) dśterminees par ce procedś nous
fournissent la solution du probleme.

Remarque. On peut encore se demander si les fonctions 
/i(zi */i)  et /s(zs ^s) sont entierement dóterminóes. Eyidem- 
ment non, car en designant par Hi(xl,yl') et H2(a;2, t/2) des fonctions 
harmoniques quelconques, on voit que l’expression

u - (A + H.) - (/2 + H2)

est aussi une fonction hyperharmonique.
Mais on peut aussi demontrer la róciproque.
Si nous avions

W — f2(xt i/1) — ft(xt y2) = v 
u — cp^, yj — q>t(x2, y2) = w,

ou v et w dósigneraient des fonctions hyperharmoniques, nous aurions

(?>i — /i) + (qp*  — /«) = f — w,
donc

— w) - A,(gp, — /j = 0
A.j(v — w) = d2(<p2 — /',) = 0. c. q. f. d.

’) Voir p. e. Goursat. Cours d’Analyse. T. III. 2lne ód. p. 227 et suiv.
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CHAPITRE II.

Developpements en series.

§ 1. Dćveloppenient d’une fonction hannoniąue.
Envisageons la fonction f(rx, (pA) liarmonique dans la cou- 

ronne circulaire definie par des inćgalitós

A' < r < H.

On demontre, dans la thóorie du potentiel logarithmique, 
qu’une telle fonction peut śtre misę sous la formę d’une serie

oo

(1) ./(»’> 9>)=clogr-|-^’{(ox;x4-a_xr-’t)cosxgp-|-(Vt4-^-z»'~x)sin’«9’)},
X-1

ou les ax, óx, c representent des constantes. La sórie (1) converge 
uniformement dans tout domaine ferme situś entiórement a 1’intó- 
rieur de la couronne circulaire considórde.

Reciproquement, la serie (1) supposee uniformóment conver- 
gente, reprósente une fonction harmoniąue a Tintśrieur du domaine 
de convergence.

Nous allons montrer ici que la fonction /(r, qp) peut etre misę 
aussi sous la formę suivante:

4-00

/(r, q>) — c log r (ax cos x <p -f- bx sin x tp) r*.
X—OO

Soient ą et r2 deux nombres positifs

Ii' < rt < r, < R.

II existe ćvidemment un nombre positif M tel qu’on a

| Ax(q>)r? + A_x(<p)rrx | < Af | (x==} 2 }
I + A_x((p)r2« | < A/ II 1

ou l’ou a posó

Ax(<p) = axcos xęp -|- óxsin x<p (x= ± 1, ± 2,...).

On obtient donc immódiatement des inśgalites



(z = 1,2,....)

d’oii on tire les relations:

(2)
rx’ r2

II

(dont 
vertu

la

, , df Z»„ <C------- -x I ,.X l.X
' 1 '2

b_, I* • ^,..x
11

suit de ce qui prścede que la sórie
OO 

2'{ I I + I M bx,
X-1

convergence pour r < rt peut ótre prouvee
des relations (2)) est une majorante pour la sórie

+°°
V An(<p)rK.

directeinent en

(z = 1,2,...).

i

x-l

On peut demontrer de la tnónie faęon la convergence de la sśrie 
oo

X“1
pour les r > r2. 0. q. f. d.

§ 2. Dóveloppement <l’une fonction doublement harnio- 
niąue. Considerons maintenant l’hy pers phó roYde (T„), c. a d. 
1’ensemble des points (rx, (p^ rt, (p2) oii

/l g.

Les nombres 7/, et R2 porteront le nom de „rayons du 
hypersphóroide“.

Envisageons maintenant deux hyperspheroides (7’a’) et (7'®) 
et soient (BJ”, T^1’), respectivement (B)2), 7?^’), leurs rayons. L’ensem- 
ble des points communs aux (7,(,P) et (T)P) formę un domaine que 
nous appellerons „couronne hypersphśroi'dale“ (C„).
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Soit maintenant w(rn rp^ r2, gp2) une fonction, supposóe etre 
doublement barmonique a 1’interieur du (Ch). En se basant sur les 
considćrations du numćro precedent, on dómontre facilement 1 a 
formule

oo oo

(3) «(n, = V [a^cosmgp, . cosnip2 -|-
mj—0 n—0

4~ a^eusmtpi sin»gp2 -f~ u® sinmę), cos«gt>2 -|- a^sinmtpi sinM(p2],

oii l’on a

«o!o = “m + Po,o log > j + log r2 <5$ log rt . log r, 
= 0 (i = 2. 3, 4)

<o = [<. + ^olog^r? + [y« 4_ d&log r,]rr™ 
pour i = 1, 3 et m > 0

= 0 pour i = 2. 4 et m > 0
a»?„ = Ki 4- @o\ lognlrs 4- [y& 4- C. lognkr

pour i=l,2 et n > 0
a^’„ — 0 pour i — 3, 4 et n > 0
<£\ = + @{Z ■ >F • >T + y« r^” •

pour i — 1, 2, 3, 4 et m > 0, n > 0.

Les lettres .....  representent des constantes. En effet,
pour la dćinonstration, il suffit de considórer (r2, gp2) comme les con­
stantes et de dćvelopper la fouction u(rA, q>t, rt, q)2) en une sórie de 
la formę (1). Les ax, bx, c seront naturellement des fonctions des 
variables rt, (p2 et il est facile de voir que ces fonctions seront 
harmoniques en r2, <p2. En dóveloppant k nouveau les ax,bx,c de 
la mćme manióre, on parvient a la formule (3), avec les expres- 
sions (4) pour les a^„.

Ajoutons que la serie (3) converge dans (CB), la convergence 
ótant uniforme dans tout domaine ferme, situć „entiereinent k l’in- 
tśrieur du (CB).

Róciproquement, si la serie (3), avec les expressions (4) 
pour les a^„, converge uniformóment a 1’interieur du (C„), elle 
reprósente une fonction doublement harmonique a 1’intćrieur du (C,,).

On peut aussi, en s’appuyant sur la remarque faite a la fin 
du numćro prćcedent, dómontrer que

„toute fonction u(r2, cpt, r2, (p2) doublement harmo- 
nique a 1’intórieur d’une couronne hypersph ero i dale, 
peut A t r e dóveloppee en une sórie
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, -H50

«(Mi> >«, <p2^ = ^0-0 l°gO logr8 + V A„^(px,<pt).r" logr2-(- 
m—oo

(5) +°° +«= +°°
+ V ^'o'.n((Pi, (pt)r’2}ogrx + V V A'i„ś(px, ęos).rr»'2

n— -oo m»—|-n—OO

o u les qpa) s’expriment simplement par les fonc­
tions cosw/ęPj. cosMqp.2, sin/nęp,, siDwqp2.

§ 3. Singularites des fonctions doublement liarinouiąues.
On sait qu’une fonction harmoniąue peut avoir des singula- 

rites isolćes et cette propriótś est de la plus grandę importance 
pour la thóorie du potentiel.

II en est t- ut autrement des fonctions doublement harmoniąues 
et „a fortiori“ des fonctions hyperharmoniąues et c’est de la que 
dćrive peut-etre la difliśrence la plus essentielle entre la theorie des 
fonctions d’une variable complexe et celle des fonctions de plu- 
sieurs variables complexes.

En effet, je dis que les singularitós des fonctions 
doublement harmoniąues ne sont jamais isolśes.

Pour la dómonstration revenous aux considerations du § 2me 
du texte.

Supposons que la fonction ,z2, y2) soit doublement
harmoniąue dans le voisinage du point (0,0.0,0), en ne supposant 
rien au sujet des circonstances qui se presentent au point (0,0, 0,0) 
lui-mśme. En introduisant des coordonnóeB hyperspheroidales, nous 
supposons donc que la fonction «(»',, 9>b r2, gp,) est doublement har­
moniąue pour tous les points (r,, <px, r2, <jp2) oii rx et r2 sont suffi- 
samment petits et r, r2 > 0.

On voit donc, en employant les notations du § que les 
coefficients a^„ sont des fonctions regulieres de rt et r2 pour tout 
couple des valeurs (rn r2) positives et suffisamment petites, a l’ex- 
ception du couple rx — r2 = 0.

Distinguons plusieurs cas:
I. m > 0, ra > 0. On a dans ce cas:

= [<r'2 + rrl

Prenons un couple (r, =|= 0, r, = 0). La fonction est pour 
ce couple rćguli&re, ce qui est possible seulenient si
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et alors si

. • /»?„ = o 
d« = 0.

L’expression 
suivante

pour flW doit donc se rćduire a l’expression

Prenons maintenant un point (r, = 0. r2 =|= 0). La fonction 
est, d’apres ce qu’on a vu plus haut, reguliere dans ce point 

et alors on doit avoir aussi = 0.
Nous voyons donc que, dans le cas considerś, on doit avoir

a(z = (i = 1, 2, 3, 4, m > O
« > 0),

II. On demontre, par une voie analogue, qu’on a

= «»!orT pour 1=1,3 et m > 0
aó‘» — «o,n ’ a pour i = 1,2 et n > 0
«o,o—“ow Pour i=l.

Le dćveloppement (5) devient donc simplifić et on obtient la 
formule

oo oo

m(o, ępu r2, ę>2) = V

qui converge pour r, = r2 = 0.
Nous voyons donc qu’on peut attribuer a notre fonction u 

pour r, = rs = 0 une valeur telle que la fonction u sera róguliere 
au point (r, == r2 = 0) lui inśme. C. q. f. d.

§ 4. Fonctions doubiement liarmoni^nes et l’ćquation 
y,u = 0. Supposons maintenant que la fonction q>l. rt, q>2) sa- 
lisfasse & 1’intśrieur du (C„) au systeme des śquations

(6) = 42w = pjU = 0.

Le dćveloppement (3) avec les formules (4) pour les coeffi­
cients «o»n esf naturellement yalable, mais on peut se demajider si la 
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condition pj/ = 0 ne nous permettrait pas de simplifier des formules. 
Or on peut „a priori“ affirmer que la reponse doit etre affirmative, 
parce qu’il existe des fonctions doublement harmoniques qui ne 
satisfont pas a l’ćquation — 0.

Cherchons donc l’expression gśnśrale pour les fonctions satis- 
faisant au systeme (6) et, comme point de dćpart. prenons les 
formules (3) et (4).

•En posant

um„ = a^„ cos m <px cos ii <jp2 a®, cos m (px sin n (p2 -|~
+ <>. sin m <px cosn q>2 -f- a$n sin m (px sin n(pix

on voit que
oo oo

?!«.»,n.

m=0 n»0

et la somme double ótant une sśrie de Fourier, la condition j71w = 0 
est óquivalente au systćme des conditions

riWm.» = 0, (m,n = 0,1,... ).

Nous avons a distinguer quatre cas.
Cas I: m > 0, m > 0.
On a

a^\cosm(px eosntpt + 
+ «£?.] eoswiępj. sinwgp, -j-
+ a£,’.] sinwgp,. cosngp, +
+ $i!?.[«!?„ sinm (px. sin ntp,,

oh on a posó:

\A, B\ =

^.[d, B] =

3*A
3rx3r2

m n
i\rt

3XA
3rx 3rt

mn
r, rt

B

On doit donc avoir

I
C[«) = o

«!/?„] = o
(♦,./== 1,4 »=|=j)

(W = 2, 3. i =|= j).
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En substituant les expressions (4) pour les a®n et <£„ dans
(7) on voit, que des constantes doivent ótre assujeties aux
conditions

(8)

(8)

+<>=0
~ = 0 

= o 
<e+c.=o 

<44 - <44 = 0 
W. + £.4 = o 
44 + 44 = 0 
44 ~ 44 = O,

ce qui entraine, que la formule pour um<n peut ótre misę dans ce 
cas sous la formę suivante:

M»,n = [<4,» ’T ’’2 + 4,r2-"] cos (mcp! 4- n <p2) -|-
+ [44 r2-n 4- 4*.  r~m rj] cos (m cpx — n<f>j -f-
+ |<44 4' »-2” + 44 rf">T] sin (mtpi + nq>t) -f-
+ [^,«r"r2'‘ 444””rś] sin(mgp, — n<pt). (m,n = 1, 2,....).

Cas II: m ~^> 0, n — 0. On a

a “m.OO COS
3'a™, .
~...4 ainmępj.3rx3r2

Donc les a^,0 doivent pour i — 1,3 et m> 0 remplir lequation 

«o _ n 
3r23r2 ’

ce qui entraine, qu’on a
„(<) — „ot i vco «m,0   Um,0 ' 1 /m,0'1 (i =1,3)

et alors

(10) urai0 = + 4,o»’i “Jcos W<P1 4- [«£>? 4- 4’>rm| sin mgp,.

Cas III. m — 0, n >• 0. On trouve, que

(11) Mo,„ = 4-/0’>rr”]cos 4-[agr^4-sin n<pt.

Cas IV. w = 0, n — 0, On trouve facilement, qne

(12) u0,0 = a$ 4- 0$ log ri 4- 4o log r2.
Rocznik Polskiego Tow. matematycznego.
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Reciproquement supposons, que la sórie
OO oo

w = ■
m—0 n—0

est uniformóment convergente dans la couronne hyperspheroidale, 
et que les wra)„ sont dófinis par les formules (9)—(12). D'aprós §2me 
la fonction w est doublement harmonique, elle possfede alors des 
derivóes partielles de tous les ordres, donc on peut ecrire la relation

OO oo

Fl« =
m—() n»()

et comme ytum,„ = 0 (ce qu’on vórifie immódiatement), on a. aussi 
Pj u = 0.

§ 5. Les fonctions doublement harmoniąues et Fćquation 
p2w = 0. Passons maintenant au cas, ou la fonction u, supposśe 
doublement harmonique dans la couronne (C„), satisfait encore 
a l’ćquation p2u = 0. Par des considśrations tout a fait semblables 
a celles du paragraphe prścódent, ou trouve, que le dśveloppement 
de la fonction u est donnć par la formule

oo oo

(13)
nta>0 W" 0

ou les expressions pour les u„h„ sont dans le cas ma -|- m2 > 0 prć- 
cisement les mćmes, lesquelles nous avons trouvóes plus haut. [For­
mules (9)—‘(11)]; c’est seulement le terme m0,0. qui peut avoir dans 
ce cas la formę plus generale:

(14) m0,0 = 4- fiM log r, 4- yM log »» + log ri • log >4 •

Rściproquement, si nous supposons, que la sćrie (13) 
converge uniformśment dans (CH), et que les sont donnes par 
par les formules (9)—(11) et (14), la fonction u satisfait au systeme

(15) Ąm = — J72u = 0.

Nous allos tirer de la une consśquence importante:
Soit w(rj, ęPj, rs, qp2) une fonction uniforme, qui dans la cou­

ronne (ć’„) remplit les- śquations (6). En prenant la fonction w sous 
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la formę (13) on obtient pour les umn des formules (9)—(12). La 
fonction u est alors 1’integrale de l’óquation

p2M = 0.

On a donc le theoreme, qui est une gćnóralisation 
d’une partie du thćoreme demontró dans le § 4me du I Chapitre:

„Toute fonction uniforme u(rt, <pt, rt, <p2), satisfai- 
sant dans (Cfl) au systeme des śquations (6) est nóces- 
sairement h y p erh ar m o u i q u e dans cette couronne“.

Mais on peut aller plus loin. Soit w(ru r2, qp2) une fonction 
uniforme, satisfaisant dans (Cfl) au systeme (15). Prenons encore 
la fonction u sous la formę (13), les um„ etant dśfinis par des for­
mules (9)—(11) et (14). Nous voyons, que c’est le terme w00 seule- 
ment, qui ne satisfait pas en gćnóral a l’óquation p]W = 0, pendant 
que les autres termes sont des fonctions hyperharmoniques.

On a donc le thśoreme, qui est une gśnóralisation de la 
deuxióme partie du thćoreme, dćmontrś dans le § 4me du Ier Chapitre:

„Pour toute fonction w(rn <Pi, rt, g?t), uniforme dans 
(CH), satisfaisant au systeine (15) on peut trouver une 
constante c telle, que la fonction

u — clogr, logr2

sera hyperharmonique dans (CH).
Pour que la fonction u soit d’elle mśme hyper- 

harmonique il faut et il suffit que

c = 0“.

CHAPITRE III.

Integrale de Poisson et Probleme de Dirichlet.

§ 1. Theoreme sur inaximum et minimum. Avant dabor- 
der le sujet propre du chapitre, nous allons donner un theoreme, 
qui nous sera utile dans ce qui va suivre.

Soit u une fonction doublement harmonique dans un domaine 
(T). Cette fonction ótant harmonique jouit alors de la proprićtó, 
d’avoir des points. ou elle devient extremum, toujours sur la fron- 
tibre du (T). Or dans le cas d’une certaine classe des domaines, 

6*  
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on peut pour les fonctions doublement harmoniques donner des 
renseignements plus prćcis sur les points d’extremum.

Les domaines enquestion sont des domaines „cylindriques„1), 
dont on a dója fait 1'usage dian la theorie de deux variables 
complexes.

La definition des ces domaines est suivante:
Soit (TĄ) un domaine, s.ituś dans le plan de la 

variable complexe zt et (7)2) un domaine, situe dans 
le plan de la variable complexe zt. L’ensemble des 
points (a?i, y„ x2, (ou on a pose z*  — xK -(- iy„} tels, que 
fo, y,) appartient a (DJ et (a-t,yt) a Dt, est óvidemment 
uu domaine (7)) a quatre dimensions, domaine, qu’on 
appelle „cylindrique“ [formó par et (7>2)]“.

Un exemple simple d’un tel domaine nous est fourni par 
1’hyperspćroYde.

La varićte i deux dimensions, situóe sur la frontiere du (7’c) 
qu’on obtient, en choisissant a la fois (a^yj) sur la frontiere du 
(Dj) et (r2, y2) sur la frontióre du (Z>2) s'appellera „contour" du 
domaine.

Ceci pose, ou peut maintenant dćmontrer la proposition 
sui van te:

„Si la fonction w^, yt, «2, y2) est doublement. ba r- 
mouique dans un domaine cylindrique (7'e) et conti­
nue dans ce domaine ferme, alors un du moins d’entre 
les points du maximum (absolue) de la foncion u est 
situe sur le contour du (7’d)“.

Dóm. Soient (Ą) et (1)2) deux domaines planes a Faide des- 
quelles (T,) est defini et soit (a;?, y?, a^, y2) un des points, ou la 
fonction w devient maximum. Nous savons, que ce point est sur la 
frontiere du (7’e) (en dehors du cas trivial u — const), et alors une 
au moins de deux circonstances doit se prósenter:

(o:?, y?) doit śtre point frontifere du (Z),), ou (a?2, y2) doit ótre 
point frontiere du (7)2). Supposons, que par exemple c’est le pre­
mier cas, qui a lieu. Or, on voit sans peine, que la fonction 
u(a?f, y?, z2, y2), consideróe comme la fonction des variables (a?2,y2), 
a un des points du maximum (absolue) sur la frontióre du (D2). 
Soit (.r2, yj) un d’entre tels points.

') V. p. e. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie II Bd. I Lieferung.
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Je dis, que le point (a??, y?, 5:!J, y£) est le point du maximum 
(absolue) pour la fonction ufa, y„ z2, y2) dans (71,).

En effet, on a

M« y?, x°2, w(4, y’, x2, y2)

tans tout (£>s) et alors

(1) W(O:?,y?,^,y§)^tt(x?,y?, yg).

D’autre part d’apres 1’hypothese 1’inćgalitć

«(«?, y®, yS) w(aq, y,, xs, y,)

est valable dans tout (Tr) et alors

(2) w(a:?, y?,^,y^)^u(a??.y?,^,y§).

On a donc

«(»?, y?. y°2) = ufa, y°,, y°2).

ce qui nous montre, que le point fa, yj, x2, y2), (qui est situó sur 
le contour!) est aussi un point, oii la fonction « devient maxitnum. 
C. q. f. d.

Remarque. II est evident, qu’une proposition analogue pour 
les points du minimum (absolue) est vraie.

§ 2. Probleme de Dirichlet dans le cas du hypersphe- 
roide. Nous allons inaintenant donner 1’śnoce du probleme, dont 
la Bolution constitue 1’objet principale de ce chapitre.

Nous 1’appellerons „probleme de Dirichlet“ par analogie 
a la tbóorie du potentiel, en ajoutant, que nous nous bornerons, aussi 
bien dans 1’ónonce, que dans la solution, au cas le plus simple, 
k savoir du hypersphśroide.

Voici 1’ćnoncć du probleme:
„Soit ffa, fl2) une fonction dćfinie et continue sur 

le contour du hypersphćroide (7'„), dont le centre se 
coufond a v e c 1’origine des coordonn óes. Soient et B2 
les rayons du (7^).

Dśterminer une fonction y>,, r2, y>2)
1° doublement harmonique a 1’intśrieur du ('I',,),
2*  telle, q u’o n ai t
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lim [M(r15 gp,, rt, (p.2) 0g)] — O,
(n^l,

le point (fj, (f>lt r2, <p,) ótant situó toujours h 1’intórieur 
du (TH) et (-Kj, 015 Aj, 02) etant un point quelconque sur 
le eon to u r“.

Dans ce qui va suivre nous allons montrer que la solution 
du probleme proposee existe toujours et qu’elle est unique. Ici 
nous voulons seulement faire encore une remarque.

Si on compare 1’enonce du probleme formuló plus haut a celui, 
qu’on donnę au probleme de Dirichlet dans la thóorie du potentiel, 
on voit, qu’il y a une diffórence entre ces problómes. Dans la thó- 
orie des fonctions harmoniques on demande la fonction u, continue 
dans tout domaine fermó, tandis que dans le probleme, formuló 
plus haut, nous avons omis cette condition. On trouvera l’explica- 
tion de cette difiórence pendant la dómonstration du thóoróme d’u- 
nicitó de solution.

§ 3. Theoróme d*unicite.
En passant a la solution du probleme de Dirichlet, nous allons 

demontrer la proposition suivante:
„Le problóme de Dirichlet possede au plus une 

solution14.
Voici quelques lemmes, qui dans leur ensemble sont óquiva- 

lents a notre assertion.
I. „II existe au plus une solution du probleme, 

qui est continue dans (7'„) fermó44.
Ceci est óyidemment une concóquence immódiate du thóoreme 

sur les extrema des fonctions doublement harmoniques.
II. „Une solution, continue dans (7„) fermó, existe“. 
Nous dómontrerons ce lemme dans le § 4me, naturellement

d’une maniere indepandaute des considerations du paragraphe prósent.
III. „Si u est une solution du problhme, alors u 

est continue dans le domaine fermó (T»)u.
En effet, supposons, que la fonction u est une solution du 

problóme de Dirichlet dans le cas particuliór

/■(0„02)sO.

La fonction w(r2, gpj, r2, gps) tend dojic vers zóro, lorsque le 
point (r,, gpn r2, qp2) tend vers un point du contour, en restant a Fin- 
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terieur du ('7’„). Eu vertu de la remarque, que le eontour est un 
ensemble fermć, on peut affirmer, que cette convergence est uni­
forme. On peut donc a tout e > 0 faire adjoindre un autre nombre 
positif <5, tel qu’on ait

Ą — ri < d, Ą — r3 < d □ | w(r15 r2, <pt) | < e.

Soit maintenant (T'H) un hypersphóroide concentrique avec 
(T„), dont les rayons B{ et B'2 sont assujettis aux conditions

b, — b;<ó
B, — B2 < d.

On a donc
| u(B\, B'2, q>t) | < e

et alors d’apres le thćorfeme sur Pestremum on a

I Ti, Ts) I < «
i 

dans tout (T‘n) ferme.
Des nombres e et d etant aussi petits, que Fon les veut. on 

voit, que
w.(rn (pt, r„ ęp2) = 0

dans tout 1’intćrieur du (T„).
Notre lemme etant demontró dans ce cas particulier, on peut 

maintenant donner une dśmonstration rapide dans le cas genśral.
Supposons, qu’il existe une solution v du probleme de Dirichlet, 

qui n’est pas eontinue dans (7'„) ferme. On sait, la validitó du 
lemme II etant admis, qu’il existerait encore une autre solution w, 
qui serait eontinue dans (7’fl) ferme. La diffórence v—u śtait alors 
une solution du problbme de Dirichlet avec des donnóes f(0t, 02) = O, 
qui ne serait pas eontinue dans (TH) fermó, ce qui est impossible. 
C. q. f. d.

Rem ar q u e. Ces trois lemmes prouvent, que notre proposi- 
tion enoncee au dóbut de ce paragraphe, est vraie. II nous reste 
sseulement a dćmontrer le lemme IIme, c’est a dire a prouver, qu’une 
olution eontinue dans (TH) fermć, existe.

§ 4. Intćgrale de Poisson pour les fonctions doublement 
liarinoniques.

L’existence d’une solution du probleme de Dirichlet et de 
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plus la formę de cette solution, peut nous etre facilement suggóróe, 
par les theoremes de la theorie du potentiel logarithmique. On sait, 
que dans cette thóorie dans le cas d’un cercie, le problóme de Di­
richlet est resolu a l’aide de Fintógrale de Poisson1).

Dans la theorie des fonctions doublement harmoniques on 
peut aussi considórer un algorithme integrale, qui nous fournira 
la solution du problóme de Dirichlet dans le cas du hypersphóroide, 
auquel nous róserverons le nom „integrale de Poisson pour 
les fonctions doublement harmoniques“.

Soit /(Oj, fl2) une fonction continue sur le contour du (7'tf). 
Par „Fintógrale de Poisson" appartenant a cette fonc­
tion nous entenderons la formule

2n 2n
(3) u (r15 r2, qpa) = 0*)  . H2 dOu d62

o o
ou

(4) = ~(x=l,2) 

et ou lx dósigne la distance des points (Bx, 6X) et (rx, (px).
On voit immódiatement que la fonction (3) est doublement 

harmonique a 1’intórieur du (7'w).

§ 5. Solution du problóme de Dirichlet. Comme nous 
avons dit plus haut, on peut ósperer, que la solution du pro- 
blóme de Dirichlet est fournie par la fo‘nction (3). Pour 
cela il nous reste k dómontrer, que cette fonction tend vers 0t), 
lorsque le point (r2, gp,, r2. <jp2) en restant a 1’intórieur du (7’„) tend 
vers (Ą, jR2, 02). D’autre part, il nous faut, en vertu du lemme 
IIme du § prócódent, dómontrer, que u est continue dans (7’„) fermó.

Prouvons dabord, que la fonction u tend vers une limite 
dóterminóe, quand le point (r2, ęp,, r2, g>2) tend vers un point de 
frontióre, point, qui n’est pas situó sur le contour du (T,,).

Pour fixer les idóes supposons, que les coordonnóes hyper- 
spheroidales de ce point sont (Ą, 0,, r£0), 0), ce qu’on peut toujours

') V. p. b. Goursat. Cours d’Analyse. T. III. II Ed. p. 138 et suiv. 
ou Picard. Traitó d’Analyse. T. II. Ed, II, p. 15 et suir. 
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obtenir par une simple transformation des variables. On a natu- 
rellement

40) < b2

et il nous faut prouver, que la fonction u(t\, q)i, r2, <p2) tend vers 
une limite, lorsąue le point (r15 rg, <jpa) tend, en restant a 1’intó- 
rieur du (T„), vers le point 0, r^0>, 0).

Nous ferons ceci, en dśmontrant, que dans ce cas, la diffćrence

(5)
2n

^(^1? r2’ ^2) 2ji J ^1) ^2 d@2

0

/ BI — r£»s \
(oi> »n a po.4 = + +

tend vers zóro.
Soit d un nombre positif arbitraire. En modifiant convenable- 

ment des raisonnćments classiques, on obtient:

I w(n, <jpj)
2/r

0
2k—ó

= 2n JH' ' / 1 /(0” ~ /(°’ 1 d6i

ó 0

d0,+

+d r 3”

(6)

entrainent 1’inegalite

+ | f | /(«., «,) i. | h2 - h° | de2 <inx +
-» 0

+d

1 /(01’ °i} ~/(o’6) 1d(k ]de>- 
-d o

Dćsignons les trois integrales du second membre de cette 
inógalitć par I,, It, J8 et par M la plus petite limite supórieure de 
la fonction | /(0j, fl2) | . Soit £ un nombre positif arbitraire et d 
un autre nombre positif choisi de tel faęon. que les relations

I — r2 I < Ó 
| <?, | < d 
r3 Ą

I
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Supposons de plus, qu’on a

II est śyident, qu’on peut toujours satisfaire a ces inśgalitśs, 
dont une consśquence immśdiate sont des inógalitśs

Ii s’agit encore de prouver, que 1’intśgrale Z, tend vers zero 
avec _Rł — r,.

Dśsignons par N le nombre

A = max | /(0„ Hi - /(O, ft2) . Z7» | ,

oii la fonction /(0j, 02). Hi — /(O, #2) ZZ2 est considerśe comme la 
fonction des yariables 02, r2, qp2 dans le domaine (6) pour les 
yariables r2, <p2, des yariables 02 śtant arbitraires.

On voit facilement, que
2n-d

i o i s2* y
<J

et comme d’apres un thśorśme classique sur 1’intśgrale de Poisson 
nous savons que la second nombre tend vers zśro avec —rlf 
nous voyons, que 1’intśgrale Iy tend aussi vers zśro.

D’aprśs cela nous pouvons dire:
„L’intśgrale de Poisson pour les fonctions dou- 

blement harmoniques. appartenant a une fonction 
continue, tend vers une limite dśterminśe, quand le 
point yariable tend, en restant & 1’intśrieur du (Z'„), 
vers un point frontiere du (T,,), qui n appartient pas 
au contour du (Z'H)“.

Enyisageons maintenant un point du contour, p. ex. le point 
(Zł*,,  0, A2,0) (ce qu’on peut toujours supposer sans diminuer la gś- 
nśralitś des raisonnements) et examinons ce qui se passe, quand 
le point (rj, qp,, ?-2, qp2) tend, en restant a 1’intśrieur du vers
ce point. II est facile de prśvoir, que la diffśrence

— /(O, 0)
tend dans ces circonstances vers zśro.
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En effet. On a
2n—d -a<5 

u(r],p„rt,9>,)-f(O,O)=^tJ' y[f(ei,ei)-f(O,O)]H1.Htdeid02^- 

ó ó
ó ~rt~ó

+ Lne” ~/(°’°)] H' H* d^>d^ +
-i 6

2n-i +d
+ 4^/{/[/(Ć'1’ ~ /(0’0)] H1 Hi d6i } +

d -<J
+ó +<5

+ 4^2 f j~ /(0’ 0)J • H' H* d0' d^~
-6 -6

Nous avons donc
2/i—d 2n-ó

I r2. p,) - /(0,0) | y H, Ht dO, d8s +

d d
4-d 2n- d 2z—d +d

+ 4^f[fHl H* ddi] + Hi d°i] d31
+ I 1\

oit on a par ($,, 8'2) dósignó le point, pour lequel la fonction

I |
devient maximuin absolue dans le domaine

I 0, | <5 
| 08 | <5.

On voit maintenant facilement, que tous les termes d’inega- 
litó (7) peuvent ćtre rendus si petits, qu’on les veut, ce qui nous 
montre. que

,,1’intógrale de Poisson pour les fonctions dou­
blement barmoniques, appartenant a la fonction 
/Yflj, #2) ten<l vers cette fonction (etmćnie uniformó- 
ment), quand le point (ra, q>i, r2, <pt) tend vers uu point 
dśtermine du contour“.

Remarque. Les considćrations próećdentes nous demontrent, 
que notre solution est eontinue dans (TB) ferme; nous avons donc 
dćmontró aussi le IIme lemme du paragraphe prćcódent.
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En faisant un rćsume, nous obtenons la deusieme propo­
sition fondamentale de ce mómoire:

„11 existe toujours une et uue seule solution du 
probleme de Dirichlet, dans le cas du hypersphe- 
roide. Cette solution est nścessairement continue 
dans (T„) fermó“.

§ 6. Reinarąues sur le probleme de Dirichlet dans le cas, 
cii les donuóes sont dófinies sur toute la frontiere du (7'„).

II existe une diffórence profonde entre le probleme de Di­
richlet traitó dans la theorie du potentiel et entre le probleme 
traitó plus haut. Cette diffórence consiste en le fait, que daos la 
thóorie du potentiel la fonction donnće est dćfinie sur toute la 
frontiere du domaine, pendant que dans la theorie des fonctions 
doublement harmoniques la fonction donnee est definie sur une 
partie de la frontiere. partie, qui est une multiplicitó a deux 
dimensions, pendant que la frontiere móme est une multiplicitó 
a trois dimensions.

Or on peut naturellement aussi dans le cas des fonctions 
doublement harmoniques formuler le probleme de Dirichlet avec 
des donnćes dćfinies sur toute la frontiere du (7^), mais d’aprós 
les r&sultats dśja obtenus on peut affirmer, que' ce probleme ' n’est 
pas en genśral possible *).

*) Poincare a ddja remarąue ceci dafas le cas des fonctions hyperharmo- 
niąues. On voit pour cela des mćmoires citdes plus haut.

Prścisons le probleme:
„Soit une fonction continue du point de la

frontiere du (7^'. Dćtćrminer une fonction w(P):
1° continue dans (7'fl) fermó
2° doublement harmonique a 1’intórieur du (TH),
3° v ó r i f i a n t la conditon

u(P)->/(M), 

lorsque lepont P, ótant a 1’intćrieur du (7'„) tend 
vers Mu.

La solution decoule immśdiatement des considćrations du § 5me: 
Theorfcme: „Pour que la solution du problóme 

existe, il faut et il suffit, que les valeurs de la fonc- 



93

tion f(M) s’expriment par les valeurs de cette fonc­
tion, qu’elle prend sur le contour, au moyen des for­
mules:

2/t

o
2/r

W = Łf wnH*de'u-

§ 7. Dóveloppement de Pintegrale de Poisson en sórie 
de Fourier.

En tórminant ce memoire nous allons appliquer des rósultats 
obtenus plus haut a la thóorie des fonctions hyperharmoniques,

A cet but, en suivant la marche indiquóe par la thóorie du 
potentiel, dóveloppons 1’ntógrale de Poisson en sórie de Fourier.

Suit /(0|, f/2) une fonction continue du point du contour du 
(7’/r). L/intógrale de Poisson, qui correspond a cette fonction peut 
etre mis sous la formę

in ir.
Tl, T.) = f f 0t) d0t.

0 o

Mais on a
2/c 2n

•L dt} Hi d31=Łfre>-d3i+ 

0 0
oo 2/i

+ “ J02) cosx(01 — <p,). d(\ >),

et alors
x-l o

') V. p. e. Goursat 1. c. p. 187 et suiv.
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oo 2n
(8) j —

1=1 o o
oo oa 2n 2n

•(/?,) ' fJ^/(^l'^)COS5<(^-^l)-CO8/l^-T8)^1^2- 

x-l 1=1 0 0

La sórie (8) converge dans tout 1’intórieur du (TH) et cette 
convergence est uniforme dans tout domaine ferntó, situć entiere- 
ment a 1’intórieur du (7’„). La maniere. dont on peut ótablir ces 
points essentiels est classique, et on peut pour cela consulter p. ex. 
le livre cite de M. Goursat.

§ 8. L'intógrale de Poisson et les fonctions hyperhar- 
inoniques. La fonction w(rn r2, <p2) dćfinie par la formule (3), 
ou la fonction 0S) est supposóe integrale est óvidemment dou­
blement harmonique, mais elle peut ne pas 6tre hyperharmonique. 
D’atre part, on sait, que toute fonction hyperharmonique dans un 
hypersphóroide (7^), situe a 1’interieur du domaine de regularitó de 
la fonction u peut etre toujours mis sous la formę (3). Nous som- 
mes donc d’une maniere naturelle conduits au problóme: „Dóter- 
miner des conditions nócessaires et suffisantes, pour 
que la fonction (3) soit hyperharmonique a 1’intórieur 
du (7^)“.

Pour rćsoudre cette question, prenons comme le point de dó- 
part le dóveloppement (8)

On a
et calculons la valeur du y,ti.

(9)

FiW =

oo oo

y y
X=1

2n

!—1
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Cherchons d’abord les eonditions necessaires. On doit avoir 
= 0 dans (Th), donc tous les coefficients de la serie entióre (9) 

doiyent 6tre nuls:
2/r 2n

o o

0t) cos[(x$i — I0t) — (Kfjp, — Zgp2)] dG1 <102 = 0

(z, Z — 1,2,...,)

Cettes relations doivent ótre yćrifićes 
des yariables <p2, donc on doit avoir

pour toutes les yaleurs

(10)

Les relations (10) sont nócessaires, pour que l’intógrale (3) 
satisfasse a l’equation — 0, donc pour qu’elle reprósente une 
fonction hyperharmonique. Ces relations sont dailleurs — comme 
il est facile de voir — suffisantes, ce qui implique la troisieme 
proposition fondamentale du presen t trayail:

„La fonction f(3t, 02) ćtant supposóe intógrable 
sur le contour du (T„), les relations (10) expriment 
des eonditions nócessaires et suffisantes, pour que 
1’intógrale (3) soit une fonction hyperharmonique 
a 1’intórieur du (Tn)“.

Remarque. On peut a 1’aide de ce thóoreme facilement 
dómontrer le thóoreme fondamentale du § 4“e *).

*) On voit pour cela la premiero des notres notes, citees plus haut.

§ 9. Probleme de Dirichlet dans le cas des fonctions 
hyperharmoniques.

Prenons maintenant le probleme de Dirichlet pour les fonc­
tions hyperhartnoniques, c’est a dire celui qu’on obtient du pro­
bleme enoncó dans le § 2me, en remplaęant les mots „doublement 
harmonique“ par le mot „hyperharmonique“.



On voit immddiatement, que ce problóme n’est pas en gónćral 
possible, parceque la solution sera une fonction doublement harmo- 
nique, parfaitement detórminće, qui ne sera pas en gónóral hyper- 
harmonique.

Voici le theoreme, qui donnę la reponse complfete:
„Pour que le probleme de Dirichlet pour les 

fonctions hyperharmoniques soit possible, il faut et 
il suffit, q u’on ait

Remarque. En vertu du tht^orhme, ćnoncó dans le § 6me 
et des remarques faites plus haut, on peut facilement ćnoncer le 
theoróme sur la possibilitó du problhme de Dirichlet pour les 
fonctions hyperharmoniques dans le cas, ou les donnćes sont dófi- 
nies sur toute la frontiere du (7'„).

§ 10. Etude des relations (10). Ce dernier paragraphe est 
consacró a 1’ótude de la classe des fonctions f)t), dćfinies sur
le contour du (Ta) et satisfaisantes aux relations (10). Dans cette 
etude nous nous bornerons aux fonctions dśveloppables en sćries 
de Fourier uniformement convergentes.

Soit 0t) definie par la serie
OO oo

/(^i- #») — \ ^[a,, eosr#, coss#2 [i,., cos rf)t . siu 4- 
(11) ‘

4- sin r0, cossW2 d,, sin r(jx sin ],

dont nous supposons, qu’elle converge uniformóment.
L’intógratiou de la sśrie terme a terme ótant legitime, on 

trouve facilement des relations
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2n 2n
^)sin(x^—dOt =ni(yxl — pxl)

O o
(z,7 = i,2,..„).

Pour qu’on ait donc les relations (10) satisfaites, il faut et 
il suffit, qu’on ait

(12) | ^-7x, = 0 (x, z=l,2,....).

Dans le meme temps nous voyons, que les coefficients a*,,  aol 
sont entierement arbitraires.

Les considórations prćcódentes nous montrent que pour r et 
s naturels, le polynome trigonometrique constituant un terme 
de la sśrie (11) peut renfermer seulement deux constantes arbi­
traires et qu’il peut ótre mis sous la formę

ar>, cos (rf),, -|- s6»2) + /?r„ . sin (r^, -f- s9t).

Ceci implique la proposition suivante:
„Pour que la fonction /(#], #s) dófinie sur le eon- 

tour du (Tfl) et dóveloppable en sórie (11) uniformć- 
ment convergente satisfasse aux relations (10), il faut 
il suffit qu’elle soit de la formę

oo oo

/■(6»i, fl2) = V^[^.cos^H-s^l+^sinfr^-Fs^)]
r=l a—1

o u les fonctions ^(^j) et ę>(02) sont arbitraires, assu- 
jetties seulement a la condition d’etre dóveloppa- 
blesensóries de Fourier uniformóment convergentes 
et ou les constantes a,.,. flr, sont entierement arbitraires".

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 7



Nouveaux fascicules du ..Memoriał 
des Sciences mathematiques“ ')•

Faseicule XV. La Logique des Mathćmatigues par M. S. Za­
remba. L’auteur s’est efforce d’exposer le plus clairement et le plus 
simplement qu’il a pu, 1’essentiel de ce qui doit ótre considerć 
comme dćfinitivement acquis a la Science en Logique deductive, en 
cherchant a mettre en śvidence Fintórśt qne prćsente la logique 
thćorique pour les mathómaticiens. Ne disposant que d’une place 
strictement mesuree, 1’auteur a passó sous silence les idśes briśve- 
ment esquissćes dans ces dernióres annćes par des savants d’un 
merite considórable, mais qui ne paraissent pas avoir amene encore 
leurs conceptions a la formę claire et precise qu'elles devraient 
avoir pour pouvoir śtre discutśes utilement.

Faseicule XVI. Formules Stokiennes par M. A. Buhl. M. Buhl 
coordonne, avec beaucoup d’ćlćgance, au point de vue de la Struc­
ture, les diverses identitós que Fon peut deduire des identitós fon- 
damentales 

(1) JXdi'
et, ce qui constitue 1’intćrót principal de l’ouvrage, il fait voir com- 
ment, en partant des identitćs (1), on peut former des expressions 
qui, ćgalees a zero, fournissent les óquations de divers problemes 
fondamentaux d’Analyse, de Mćcanique et de Physique. Les consi- 
dćrations dśveloppees par M. Buhl ne constituent śvidemment pas 
des demonstrations de ce que les dquations qu’il envisage sont bien 
celles des problbmes auxquels il les rapporte, mais elles sont fort 
intóressantes parce qu’elles permettent de donner des formes diver-

’) Voir le t. III, p. 142 et le t IV'p 122 de ces „Annales". 
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ses aux postulats dont elles dórivent et surtout parce qu’elles per- 
mettent de metfre en óvidence la parentó des postulats sur lesquels 
reposent diffórentes thóories de la Physique mathómatique. Nous 
osons croire qu’en suivant la voie ou s’est engagó M. Buhl, on ne 
inanquera pas de constater des similitudes propres a accroitre sen- 
siblement la cobórence de 1’ensemble de la physique thóorique.

Fascicule XVII. Theorie generale des series de Dirichlet par 
M. G. Valirou. Les series de Dirichlet les plus gónerales sont les 
sóries de la formę

OO

ane

ou s = a +it est la variable complexe, les 2„ des nombres róels 
indófiniment croissants (2„+, > 2„, lim oo). Etant donnó
1’importance de diverses formes particulióres des sóries de Dirichlet, 
le public mathómatique saura certainement gró a M. Valiron, qui 
a apportó lui-móme d’importantes contributions a la thóorie de ces 
sóries, d’avoir, en ócrivant le fascicule considóró du „Mómorial1*,  
donnó, aux personnes desireuses d’approfondir la thóorie des sóries 
de Dirichlet, le moyen d’y arriver moyennant le minimum d’effort.

Fascicule XVIII. Les Jićseaux (ou graphes), per M. A. Sainte- 
Lague. L auteur formule comme il suit les deux types de questions 
que Fon etudie dans la branche de la Science a laquelle est con- 
sacró le fascicule du „Mómorial**  qui nous occupe:

a) Est-il possible de juxtaposer des ólóments donnós de faęon 
a obtenir une disposition fixóe a l’avance?

b) Si une telle juxtaposition est possible, de combien de fa- 
ęons l’est-elle?

Dans ces ónoncós il faut entendre par „ólóments1* donnós les 
ólóments appartenant a un ensemble dóterminó E et, pour que ces 
ónoncós eux-mómes puissent prendre une formę prócise, il est nó- 
cessaire que, au moyen d’une convention spóciale C, on ait fait 
óorrespondre a tout ólóment A de 1’ensemble E un certain nombre 
d’autres ólóments de cet ensemble, appelós ólóments associćs a Fóló- 
ment A. La convention C (qui est une donnee fondamentale des 
problómes envisagós) est susceptible d’une representation góomótri- 
que: apres ótre convenu de reprósenter les ólóments de 1’enseinble 
E par des points, on peut joindre chacun de ces points par des

7*  
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lignes, appelóes chemins, a tous ceux qui reprósentent des ćlóments 
associós a 1’element que reprósente le point consideró; la figurę 
ainsi obtenue s’appelle graphe ou reseau et les problemes que l’on 
a a resoudre concernent alors certaines combinaisons des chemins. 
Diffśrents jeux, comme en particulier le jeu d’óchec. donnent lieu 
a des problbmes du genre de ceux dont il est question mais, comme 
le fait remarquer M. Sainte-Lague, de tels problćmes se presentent 
aussi dans diverses thóories mathómatiques. L’ouvrage, tres docu- 
mentó, de M. Sainte-Lague permettra au leeteur d’approfondir le 
sujet, aussi intóressant que peu ćtudió encore. auquel cet ouvrage 
est consacrć.

Fascicule XIX. Calcul differentiel absolu, par M. R Lagrange. 
Le mśmoire de M. Lagrange constitue une exposition extremement 
condensśe et pourtant claire de ce que Fon est convenu d’appeler 
„calcul diffćrentiel absolu". L’autenr aborde la question des le debut 
dans toute se gónćralite comme un probleme d’analyse pure ce qui 
lui permet de faire ressortir avec beaucoup de nettetó les idóes, 
en rśalitó trós simples, qui sont & la base de la theorie qu’il ex- 
pose et il prósente les considórations góomótriques, intimóment lióes 
a la thóorie en question, comme une illustration des rćsultats ana- 
lytiques. En definitive le mómoire de M. Lagrange atteint tres bien 
son but et rendra de prćcieux services a aeux qui voudront etu- 
dier le calcul diffórentiel absolu.

Fascicule XX. Les fowctions holomorphes dans le cercle-unitó. 
par M. A. Bloch. L’auteur caractćrise comme il suit le- but qu’il 
avait en vue. „L’objet du prósent article du Memoriał est l’exposi- 
tion des proprićtós aujourd’hui connues des fonctions d’une variable 
complexe holomorphes ou móromorphes dans le cercie | z | < 1; il 
s’agira des relations nócessaires entre les yaleurs de la fonction et 
de ses dórivóes k 1’intórieur de ce cercie, l’existence et le nombre 
des zeros obtenus en Fógalant a une constante, son maximum ou 
son minimum sur certains cercles intórieurs, etc. Le cercle-uuitó, 
dont on s'astreint a ne pas sortir, n’est cependant nullement sup- 
pose cercie de convergence ou de mćromorphie“.

L’article est ócrit. avec une grandę compótence et contient 
un aperęu historique trós intóressant.

S. Zaremba.



Compte-rendu des seances 
de la Societe polonaise de Mathematique 

Section de Varsovie.

9. X. 1925. W. Sierpiński: Sur une application des images 
des fonctions.

M. S. appliąue les images des fonctions a la dómonstration 
du thóoreme (du a M. Mazurkiewicz), suivant lequel tout ensemble 
homeomorphe a un ensemble Gó est un Gó. La móme móthode peut 
servir pour dómontrer le thóoróme de M. Lavrentieff dapres lequel 
l’homóomorphie entre deux ensembles peut ótre ótendue a des en­
sembles G6 qui les contiennent respectivement. Voir: Fund. Math. 
VIII, p. 135-136.

23. X. 1925. A. Tarski: Remargue concernant l’arithniitiąue 
des nombres cardinaux.

M. T. attire 1’attention aux recherches qui ont pour but de 
dóvelopper des parties de la Thóorie des ensembles, les plus vastes 
possibles, sans avoir rócours a l’axiome du choix Un des rósultats 
de ces recherches est le thóoreme suivant de M. T.: powr tout nom­
bre eardinal transfini (reflfańf) m on a: 2m — m — 2” (par conse- 
guent: si 2"‘ = m n, on a 2m = n).

La dómonstration repose, parmi autres, sur les deux lemmes 
suivants, dómontrós sans l’axiome du choix et qui — vu des nom- 
breuses applications — peuvent par eux-mómes prósenter quelque 
intórót: 1° si m p = m -|~ </, il existe Pi.qi et w tels que: 
m = m Pi = m p, = n -f- pt et q = nqx', 2’ si m.p = 
= n -)- q on a m < n ou bien 2r < 2’.

6. XI. 1925. C. Kuratowski: Sur la mclrisation des espa­
ces topologigues (travaux de MM. Alexandroff, Tychonoff, Urysohn 
et Vietoris).
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S. Straszewicz: L'ouvrage de M. Rado sur les surfaces de 
Riemann.

C. Zarankiewicz: Sur les dendrites.
20. XI. 1925. B Ku aster: Sur le problśme de M. L. 

Vietoris.
Ce probleme (L. Vietoris: Stetige Mengen, Monatshefte fiir 

Matli. u. Phys. XXXI, 1921, 201—202) concerne l’existence d’un 
ensemble connexe irrńductible entre deux points dans le conlinu 
irróductible entre ces points.

Apres un examen comparatif des deux thóories de la Structure 
des continus irreductibles entre deux points, dont l’une est due 
a M. Hahn et 1’autre & MM. Janiszewski et Kuratowski, M. K. 
montre sur un exemple (a paraitre dans „Fundamenta Mathe- 
maticae“) 1’insuffisance de la premiere pour resoudre le pro­
bleme de M. Vietoris et dśduit de la seconde le theoróme suivant 
qui en constitue une solution complete: pour qu’un continu bornó 
C irrśductible entre deux points contienne un ensemble connexe S 
irreductible entre ces points, il faut et il suffit que tout sous- 
continu de C qui n’en est pas nn continu de condensation soit dń- 
composable.

La demoustration que cette condition est suffisante fait appel 
au thćoreme de M. Zermelo (WohlordnungsSatz), notamment & la 
possibilitć de ranger en une suitę transfinie tous les ensembles fer- 
mćs F oh C — F n’est pas connexe, et s’appuie sur quelques lem- 
mes concernant la des continus irróductibles, notion
introduite par M. Vietoris et modifiee par MM. Knaster et Kura­
towski. Le problóme de rendre la dśmonstration effective au sens 
de M. Sierpiński reste ouvert.

3. XII. 1925. F. Leja: Sur les sśries setni-conwrgentes. Voir: 
Ann. de la Soc. poi. de math. t. IV, p. 113.

5. II. 1926. W. Sierpiński: Sur un probleme de M. Menger.
Voir: Fund. Math. t. VIII, p. 223. En rapport avec le pro­

bleme de M. Menger qui a etó traite par M. Hurewicz, M. 
Sierpiński fait encore la remarque suiyante. M. W. Hurewicz 
a signale (Math. Zeitschrift 24 (1925), p. 421, notę 35)) que si E 
est un ensemble complćmentaire d’un ensemble (A) de Souslin et 
si tout sous-ensemble .Ł\ de E. tel que EE[ = EU est non-dónom- 
brable, E est un Gs. M. Sierpiński observe que si lon pouvait 
remplacer dans cet ónoncó les ensembles complementaires des. en- 
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sembles (4) par les ensembles (A). il en rćsulterait facilement que 
tout ensemble non-denombrable complementaire d’un ensemble (4), 
contient un sous-ensemble parfait.

19. II. 1926. S. Saks: Sur la mesure liniarie des ensemblesplans.
M. S. prouve l’existence d’un ensemble plan parfait dont la 

longueur au sens de Gross est nulle, tandisque celle de Cara- 
thóodory est infinie. Le mćme exemple prouve qu’il existe des 
ensembles parfaits plans de longueur nulle au sens de Gross et 
dont les transformes homographiques peuvent etre de longueur infi­
nie. Voir: Fund. Math. t. IX.

5. III. 1926. Sćance tenue en presence de M. le Prof. Kampó 
de Feriet.

C. Kuratowski: Sur les points d’ar ret d’une courbe.
M. K. prouve que, si l’on enleve d’un continu bornć tous ses 

points d’arr6t, le reste est un semi-continu. La demonstration est 
basóe sur le theoreme, suivant lequel sur un continu irrćductible 
entre a et b aucun point different de a et b ne peut etre un point 
d'arrśt (au sens de M. Menger).

C. Zarankiewicz: Swr les coupures locales du plan faites 
par des continus de Jordan.

M. Z. demontre les theorenies suivants: 1*  un continu qui 
en chacun de ses points coupe localement le plan en un nombre 
fini de rśgions est jordanien; 2° un continu jordanien qui ne coupe 
pas le plan contient un point oii il ne le coupe non plus locale­
ment; 3° un continu qui en chacun de ses points coupe le plan 
localement en deux rśgious est une courbe simple fermee ou une 
courbe simple ouverte, suivant qu’il est borne ou non.

23. IV. 1926. A. Lindenbaum: Sur l’arithmótique des ty­
pes ordinauz.

M. L. attire 1’attention au fait que, dans 1’śtat actuel, la thó- 
orie de la puissance d’ensembles est beaucoup plus „arithinśtisće“ 
que celle de l’ordre: on connait bien peu de thóoremes concernant 
les types ordinaux en genśral (non spćcialement ceux du bon ordre), 
tandis que les theorenies concernant les nombres cardinaux servent 
d’une base commode a toute la thóorie de la puissance. Seuls, les 
ouvrages de M. Hausdorff' concernent la thóorie des types ordinaux; 
mais les problhmes qui y sont traitós sont bien compliquós et 
<difficiles.

M. L. presente quelques thćoremes ćlćmentaires (de lui et de
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M. Tarski) sur les types ordinaux, permettant de dóduire par un 
calcul puremeut arithmetique une theorie de ces types. Parmi au- 
tres, il dómontre le theoróme suivant (analogue a „Aequivalenz- 
satz“ de Schrdder-Bernstein): si a = p, et on a: a=/?.
Voir Communication sur les recherches de la Theorie des Ensembles 
de A. Lindenbaum et A. Tarski, C. R. de la Soc. de Sc. de Varsovie.

28. V. et 11. VI. 1926. S. Mazurkiewicz: Sw la topologie 
de 1’espace a trois dimensions. Voir Fund. Matb. IX.

25. VI. 1926. S. Saks: Sur les fonctionnelles de M. Banach.
M. S. etndie une classe de fonctionnelles continues et linćaires 

introduite par M. Banach (Buli. Sc. Math. 1925). II en signale 
quelques applications a la thćorie des developpements des fonctions; 
en particulier: pour tout systeme orthogonal de fonctions bornćes 
(de carrć sommable) {(p„(x)} dans (0,1), il existe un ensemble E 
dans (0,1) tel que le dóyeloppement de toute fonction sommable 
(de carre sommable) suiyant le systeme (</>„} converge presque par- 
tout dans E, et qu’il existe des fonctions sommables (de carró 
sommable) dont le dóveloppement diverge presque partout dans le 
eomplómentaire de E. Dans le cas oii le systeme {<p„} est en outre 
complet, le dćveloppement de toute fonction sommable (de carre 
sommable) converge encore presque partout dans E vers les yaleurs 
de la fonction. Voir: Fund. Math. t. X.

2. VII. 1926. Bergman: Sur les jonctions harnioniąues.
5. VII. 1926. Sćance tenue a l’occasion de l’arrivóe de M. le 

Prof. Nicolas Lusin.
M. Nicolas Lusin presente quelques nouveaux rósultats con- 

cernant les ensembles (A) de Souslin (vóir N. Lusin: „Sur les 
ensembles analytigues* , Fundamenta Mathematicae t. X, p. 1 — 95). 
II donnę en particulier une dómonstration nouvelle du thóoreme de 
Souslin (fondamental dans la theorie des ensembles (4)) et du the- 
oreme dit de 1'unici te; les deux demonstrations n’utilisent pas des 
nombres transfinis, mais sont basćes sur la notion de sćparabilite B.

On dit que deux ensembles M et N sont separables B. lorsqu’il 
existe deux ensembles mesurables B, P et (), tels que

M C F, N C Q, et PQ = 0.
On demontre sans peine que si

Af = Af, Afs + -^s + •••> N = jV] 4- .\a -|~ X, ..., 
et si les ensembles M et N ne sont pas separables B, il existe deux 



105

indices p et q tels que les ensembles Mp et N, ne sont pas sepa- 
rables B.

Le thćoróme de Sou ślin peut ótre exprimó comme il suit: 
Dew ensembles (A) sans point commun sont toujours sóparables B.

Demonstration. Soient E et H deux ensembles (A), no 
yaux des systómes d’intervalles {d„„ resp. ou 1’on
a toujours

(1) ^"1. "e.-..,"x —"!■■ ■» «x> »x^_i et yni,   "X-J 7ni>n   ■

Posons:

(»i, »»,■••)

ou la sommation 2 s’ótend a toutes les suitę® infinies d’indices 
«i, n2, Les ensembles seront dćfinis d'une faęon
analogue.

Admettons que les ensembles E et H ne sont pas separables 
B. Comme

£=£*  4-+ et H = H> + H*  + H34-...,

il existe des indices pt et qt tels que les ensembles Er‘ et H"1 ne 
sont pas sćparables B. Or, comme

£’"■ _ £p„i H = 4- H‘"'2 4-

il existe des indices pt et q% tels que les ensembles A1"1’"2 et Hw » 
ne sont pas sćparables B. En repótant ce raisonnement, on arrive 
a deux suites infinies d’indices

Pu Pn Pzr ■■ 5*?

telles que pour x = 1,2,3,... les ensembles
gPi-Pa. ,PX tj w,?x

ne sont pas separables B.
Or, comme 

il en rśsulte que

,px • ySp«, ..,«x + 0 Pour X = 1, 2, 3,..., 
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d’ou Fon conclut sans peine, d’apres (1), que

UH 4=0.
Le thóoreme est ainsi demontró.

Un systeme d’intervalles {ó„n„*}  est dit un systeme d’uni- 
■cite, s’il n’existe deux suites infinies d’indices Pi,p2, Ps,-.. et qx. q2 ,2s.—j 
qui soient distinctes et telles qu’on ait

OO
/"Z Óp\>V2. - Px Ó<i\, q-i.> •» ęx 4=0.
x-l

Le theoreme d’uniciti peut ótre exprime comme il suit:
Pour qu’un ensemble soit mesurable B, il faut et il suffit qu’il 

soit noyau d’un systeme d’unicM.
Pour dómontrer que les ensembles mesurables B sont noyaux 

des systemes d’unicitó, on demontre facilement que cette proprietó 
appartient aux intervalles, ainsi qu’aux sommes et produits d’une 
infinitó denombrable quelconque d’ensembles dont chacun jouit de 
cette proprietó.

Soit maintenant E le noyau d’un systeme d’unicitó }.
On voit sans peine que les ensembles B1, B8, E3,... n’ont pas d’ó- 
lement commun deux a deux. Or, ils sont des ensembles (.4), donc 
(d’aprhs le thóoróme dója demontró) ils sont sóparables B. II existe 
donc des ensembles mesurables B: Bl, Ba, B\..., tels que

E1' G B” G d„ et Bp B‘‘ — 0 pour p =}= q.

On voit d’une faęon analogue que les ensembles (p, q — 1,2,3,...) 
sont sans ólóments communs deux a deux, et qu’il existe des en­
sembles mesurables B, B’’’’', tels que

B"’" G B1' •’ Q óPi, et B"" Br ‘ — 0 pour (p,q) 4= (r.s).

Pour tout systóme d’indices (p., p2,...,px) on obtient ainsi un en­
semble mesurable B, tel que
(2) 04.^,..,px

et
(3) gP, ",■■■, lx = o pour (p,. p„...,px) =}= (?„ ?x).

En vertu de (2) et (3) on trouve ensuite la formule

E = 2 Bn . E B‘'h Vi. S B“"Pa'1,3....,
P\ P\Pt PrPWt

ce qui implique que E est un ensemble mesurable B, c. q. f. d.
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10. IX. 1926. O. Nikodyin: Exemple dun ensemble plan 
ferme dont les points lineairement accessibles forment un ensemble 
non mesurable H. Voir Fund. Math. IX.

24. IX. 1926. S. Mazur k i e w i c z: Sur un probleme concer- 
nant les ensembles A.

M. M. donnę un exemple d’une fonction /'(#), 0 < a: < 1, dont 
1’image est complementaire d’un ensemble (4), sans ćtre un ensem­
ble (A). Voir Fund. Math. X.

C. Kuratowski: Sur les deiompositions semi-continues d’en­
sembles fermes.

Un ensemble E est dścomposó en ensembles T, dits „tran- 
ches“, d’une faęon semi-continue, si ces ensembles sont disjoints et 
si la condition 7'0. Lim inf T„ =]= 0 entraine Lim sup Tn Q 7’0 (R. 
L. Moore, Trans. Am. M. Soc. 1925). La tranche 7'0 est dite 
tranche de continuitó, si la ntóme condition entraine: Lim T,^=Ta.

M. K. prouve que. dans l’hyper-espace des tranches, les tran- 
ches de discontinuitó forment un ensemble En de I16 categorie. Si 
E est un continu de Jordan qui ne coupe pas le plan et si le 
nombre de dimensions de 1’hyper-espace est 1, l’hyper-espace est 
une dendrite (Cf. Vietoris Proc. Akad. Amsterdam 1925, ou E 
est la surface d’une sphhre). Tout continu borne irreductible entre 
deux points admet une et une seule dćcomposition semi-continue 
lineaire ayant pour tranches des continus et qui ne puisse 6tre 
poussće plus loin (c’est-a dire, que toute dćcomposition semi-continue 
linćaire a tranches continues s’en obtient en reunissant plusieurs 
tranches en une seule); si cette dćcomposition ne se tóduit pas 
a un seul ćlement (comme p. ex. dans le cas de continu indścom- 
posable), son type est celui de l’intervalle 01.

8. X. 1926 A. Raj chman: Sur une classe des series triffo- 
nometrigues qui cowoergent presgue partout vers zero.

Soit w2... nx... une suitę d’entiers croissant assez rapidement 
soit d,, d2... óx une suitę de nombres reels compris entre zero et un 
soit Ex 1’ensemble de solutions de 1’inćgalite

(1) Red«xa: = Mxa?—[«„#] = partie non entiere de n„x < ó, 

soit E la partie commune a tous les Ex

(2) £=^...0,....
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(Jn peut prouver par la mśthode de la multiplication des sś- 
ries trigonomótriques, que pourvu que ne tende pas vers un 
quand x —> oo, 1’ensemble E est un ensemble d’unicite trigonometri- 
que. c’est a dire qu’il n’existe pas des series trigonomśtriques a coef­
ficients non tous nuls qui converge en zóro partout en dćhors de E. 
Ceci a ófe dój a montrć par M. Rajchman dans Mathematische An- 
nalen (Bd. 95 p. 389-408)

Dans la Communication presente ił est prouvó. que la mśme 
methode (celle de la multiplication) permet pour le cas lim óx = 1

x-»oo

de faire correspondre a E une sórie trigonoinśtrique convergente 
vers zśro partout en dóhors de E — c’est-a dire de dómontrer que 
dans ce cas E n’est pas un ensemble d’unicite trigonomótiigue.

Ce dernier rśsultat (nieme sous une formę plus gćnórale) a ótć 
d’ailleurs trouvó antórieurement par Mlle Nina Bary (Fundamenta 
Matbematicae vol. IX — sous la presse). La mćthode qu’elle a em- 
ployee est toute diffórente et parait plus compliquće.

15. X. 1926. C. Zarankiewicz: Sur 1’ensemble des points 
qui dwisent un continu.

M. Z. prouve que 1°: la fermeture d’un constituant de 1’ensem­
ble des points qui divisent un continu de Jordan est une dendrite; 
2°: ćtant donnóe une familie de constituants de 1’ensemble des 
points qui divisent un continu de Jordan, si les diametres de ces 
constituants sont > e > 0, il existe une dendrite situee dans ce 
continu et renfermant les constituants donnśs.

26. XI. 1926. S. Kwietniewski: Sur les problemes de con- 
struction dans la Geometrie euclidienne.

M. K. prśsente les postulats suivants:

Postulats de distinction.

D
Etant con- 
struits les 

points
satisfaisants

i a la condition
on peut distinguer, si ces 

points satisfont la condition

I A, B. C
a) A BC ~ e<J3
b) ABC eó3

! 11 A, B, C A BC ~ f<5s a) A entre B et C
b) B entre C et A
c) C entre A et B
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Postulats de construction.

c Etant constru- 
its les points

satisfaisants 
a la condition

on peut con- 
struire 

les points
satisfaisants 

a la condition

1 ^1, -^2 • •• .. Areó,. Ar+i, Ar+i ,.A„
A1,At...A„eón

n 3

11 A, B, C ABCed, X
ĆX | AB 
ABX ~ eós j

III A, B. C, D

A BC s d3
ABCD~edt 
(+ D __
AB -|| CD

X
ABX~ só8
CDX~ed,

5 |

IV A, B. C. D
A=|=R=|=6>+^
ABC~eót 
AB D ~~ e d3 
>V. Y existent

X, F
(XTAB) = - 1
(XFCZ))= - 1

Kemarąue. ó„ signifie un simplex de n points, c’est a dire un ensemble 
de points Pt(i = 1, 2...,n— 1) satisfaisants a la condition. que si ęrq.t 
(r = l,2,...»— 2) est colinóaire avec Qr et Pr, alors Qr+i =|= Pr+1 • Pour les 
constructions planirnótriques n = 3, pour les constructions stereomćtriques n = 4. 
AB signifie la droite AB; ABC — le plan ABC.

M. K. signale plusieurs problemes qui se laissent resoudre 
a l’aide de ces postulats.

3. XII. 1926. S. Mazurkiewicz: Sur les ensembles n-dimen- 
sionnels ponctiformes.

M. M. prouve l’existence d’un ensemble Gó, M-dimensionnel. 
nulle part c<>nnexe (cest a-dire qui, pour tous deux points, peut 
ćtre dćcornposś en deux parties sóparćes contenants resp. ces points). 
Ce rćsultat constitue la solution d’un problćme pose par Urysohn 
(Fund. Math. VIII, p. 324 probl. x et 2).

C. Kuratowski: Sur l’application de la fonction de Pom- 
peiu d la construction d’ensembles ponctiformes.

1 designant 1’image geonićtrique de la derivće de la fonction 
de Pompeiu (Math. Ann. 63), 1°: 1’ensemble 1 est un Gd. ponetiforme 
et connexe (cf. Knaster et Kuratowski, Rend. di Palermo 49), 
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2°: 1’ensemble I—AT(l’axe des abscisses) est un G6, nulle part connexe 
et de dimension 1 ep chaque point, 3°: 1’ensemble [ — X -f- un 
point arbilraire (ar0, 0), ifappartenant pas a /, est un Gó. dispersó (c.-a-d. 
ne contenant aucun sous-ensemble connexe) tout en ćtant connexe 
entre un certain couple de points.

10. XII. 1926. Z. Zalcwasser: Sur le phenombne de Gibbs. 
L’ensemble de points ou se prśsente le phónombne de Gibbs 

pour une serie de Fourier partout convergente d’une fonction con- 
tinue est un ensemble F„ le plus genóral.

15. XII. 1926. J. R. Kline (Philadelphia): Concernitig Sense 
on Simple Closed Curves in Non metrical Plunę Analysis Situs.

. The purpose is to give a new intentional definition of same- 
ness of sense on simple closed curves in a space that is neither 
metrical, descriptivn or separable but which satisfies a system of 
axioms X3 proposed by Professor R. L. Moore in the Transactions of 
the American Mathematicai Society. This system of axioms suffices 
to prove the greater part of the ordinary Jordan curve theory. The 
definition proposed is the following: The sense A, B, G\ on the 
simple closed curve and the sense A2 B., C2 on the simple 
closed curve J2 are said to be the same if there exists in the com- 
mon exterior of .ft and J, a simple closed curve J3 and three 
points As, B3 and Cz thereon such that A, BA as well as-A2 B2 Ct 
can be simply joined to As Bs Cz. The points Bx C\ on Jj and 
As B, Cs on J3 are said to be simply joined if there exist three 
mutually exclusive ares Aj X A3, Bj Y Bs and Cx Z C3 which lie 
except for their end points in the common exterior of Jj and «7S. 
It is shown that if the sense is the same for on-e choice of the 
simple closed curve J8. then it is the same for every other choice. 
It is further shown that the ordinary properties of sameness of sense 
are obtained and that the sense reduces to the ordinary sense in 
the presence of metrical properties. In proving these properties 
a number of theorems, intrinsically interesting in Analysis Situs, 
are obtained.

R. G. Lubben: Concerning the Separatum of Piane Point 
Seis by Curnes.

Definitions: If K, H, and T are piane point sets and 
K. H = 0, then the statement H is not separated by K near T is 
defined as follows: if P is a point of T and e is a positive num- 
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ber, there exists a positive number such that if x and y are 
points of H whose distanees from P are not greater than dcP, then 
there exists a connected point set C containing x and y such that 
C. K —0, and that C contains no point whose distance from P 
is greater than f. If A, H and M are point sets such that every 
connected point set which contains points of both K and H con­
tains points of M. then M is said to separate K and H.

Theorem I. If K is a bounded continuum, D is a bounded 
complementary domain of K. H is a subset of D such that H — 

where T is a subset of K and is totally disconnected, then 
in order that there exist a simple closed curve which separates H 
from K— T, it is necessary and sufficient that H should not be 
separated by K near T. [If it be specified in addition that H be 
connected, then the condition that H be a subset of a complemen­
tary domain of K is superfluous|.

Theorem II. If K is a bounded continuum, T is a totally 
disconnected subset of K such that K— T is the sum of two 
mutually separated point sets and /v'2. x is a point of and 
y of Kt. then there exists a simple closed curve which separates 
x from y and whose product with K is a subset of T.

C. Kuratowski: On closed curves and irreducible continua.
It is shown that 1°: if A is a proper closed subset of an 

indecomposable bounded continu C such that A has points in com- 
mon ‘ with each composant S of G then each product SA is com- 
posed of an infinite number of maximal connected sets; 2°: any 
bounded closed curve which decomposes- the piane in morę than 
two regions is an irreducible continu (a generalization of this the­
orem presenls the solution of a problem proposed by Alexan- 
droff in the Math. Annalen 1926).

17. XII. 1926. MM. A. Tarski et A. Lindenbaum: Sur 
1’independance des notions primttwes dans les systemes mathematiyues.

M. T. fait part de certains rśsultats se rattachant a la mś- 
thode connue, dont 1’auteur est M. Padoa1), et qu’on emploie dans 
la recherche de 1’independance des notions primitives. Ces resultats 
(comme la móthode meme de M. Padoa) ne s’appliquent qu'aux 
systemes mathematiques au sens strict, c.-a-d. a ceux, ou l’on sup-

■) Cf. p. ex.: L’Enseignement MatMmatique ó (1903), p. 85. 
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pose dója la connaissance d’un systeme de la Logique et Fon ne se sert 
de „regles de procćdó“ outre de celles de la Logique. Le thśoróme 
prineipal de M. T. rćduit completement 1’ćtude de 1’indópendance des 
notions a 1’ótude de Findćpendauce des propositions, fournit une 
base theorique a la mćthode de M. P a d o a et met en óvidence sa 
gśnóralitć. En introduisant certaines hypotheses sur le nombre et 
le caractere des notions primitives (pour simplifier les raisonnements 
seulement), on peut formuler le theoreme comme il suit:

I. Soit U un systfeme d’axiomes ne contenant que deux ter­
mes primitifs, „P“ et „S“, dont le seeond dćsigne une relation 
binaire; soit U' — le systeme obtenu de U apres y avoir remplacó 
le terme „Su par „S'“; soit £7*  le systeme composó de tous les 
axiomes des systómes U et 77'; soit enfin P*  — la proposition 
suivante:

„x Sy . = . x S'yu.
*, y

Alors, pour que le terme „Su ne puisse pas etre defini a Faide 
du terme „P“ seul (c. a. d. qu’il soit indćpendant de „#“) dans le 
systeme basó sur U. il faut et il suffit que la proposition P*  soit 
independante du systóme U*.

En analysant I, M. T. est parvenu encore au thóorćme II, 
ou l’expression „A(J?)“ remplace la proposition obtenue du produit 
logique des axiomes U, aprós y avoir substitue une variable „2“ 
au lieu de „S“.

II. Soit U le systeme reinplissant les conditions de I. Si le 
terme „S“ peut ótre defini — de quelque maniere que ce soit — 
a Faide du terme „P“ dans le systeme U, la proposition P sui- 
vante, qui est alors une consequence du systeme U peut servir 
aussi de dćfinition:

„xSy.^A(2).Z)s.xSV“.

A Faide de II, on obtient aisóment une telle simplification 
de I que les systemes V et L*  deviennent superflus.

M. L. soccupe de certains problemes de Findependance des 
notions de góomótrie euclidienne et d’arithmótique des nombres 
róels. Ddfinissons:

Af(u, 6, c, </). = . les paires a, b et c,d de points sont congruentes.
Oy 6, C. (I



113

P(a, b, c). = . le point h est situe entre a et c.
a, b, c

H(a. b, c.d).^- les points a, ó, c, d (dans cet ordre) sont har- 
a, b, tf 'i

mon iq u es.
Dans la góomótrie euclidienne a n 2 dimensions, on peut 

avec Al dófinir P et H; d’autre part, P et H ne suffisent pas et il 
est possible d’ail leurs de dófinir P a l’aide de H ou róciproquement. 
Le probleme conduit cependant a un rósultat difterent dans la gó­
omótrie euclidienne a une dimension. La, pour que le terme P soit 
indópendant du terme M, il faut et il suffit qu’il existe une fonc­
tion reelle F de variable róelle, non mesurable au sens de Le­
besgue et reinplissant certaines conditions. A 1’aide de l’axiome 
du choix, on dómontre qu'une telle fonction F existe, donc que le 
terme P est indipendant du terme M. Mais, si l’on rejette p. ex. 
l’existence des ensembles non mesurables, on peut ecrire (effective- 
ment) une dćfinition correcte du terme P a l’aide de M.

Le terme J/ est dans le cas d’une seule dimension indópen- 
dant aussi de P, mais la notion „affine" H permet dója de dófinir P 
et la notion „mótrique“ M, c.-ii-d de dóvelopper toute la góomótrie 
euclidienne a une dimension.

L’arithmetique des nombres róels peut ótre basóe sur les ter­
mes: 1, —j— et . Le problóme, si le dernier terme et dófinable 
a 1’aide de deux autres, est óquivalent de nouveau au problóme de 
l’existence des fonctions F.

M. L. ónonce encore quelques rósultats du móme genre (pour 
la góomótrie projective p. ex.).

A. Raj ch man: Pemarąue sur un article de M. Knopp.

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 8
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Etat
de la Socióte Polonaise de Matlieniati(|iie a la lin 

de 1’annóe 1926.

Prósident: M. Z. Krygowski.
Vice-Presidents: MM. M. Huber et S. Zaremba.
Secritaire: M. S. Małecki.
Vice-Secrćtaire: M. S. K. Zaremba.
Tróstrrier: M. A. Wilk.
Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et

W. Wilkosz.
Commission de Coutróle: MM. K. Fijoł, G. Leśnodorski et S. Zakrocki. 
II existe quatre sections de la Socióte, l’une a Lwów, prósidóe par 

M. M. Huber, la seconde a Varsovie, prósidóe par M. S. Ma­
zurkiewicz, la troisieme a Poznań, prósidóe par M. Z. Kry­
gowski. la ąuatrieme a Wilno, prósidóe par M. W. Staniewicz.

Listę des Membres de la Soeiótó.

Malgró le soin avec lequel cette listę a ótó ótablie, certaines 
fautes ont pu s’y glisser; M. M. les Membres sont priós instamment 
de vouloir bien envoyer les rectificatiuns au Secrótaire (Cracovie, 
rue Gołębia 20, Institut de Mathćmatique).

Abbróviations: L - membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, W1 — membre de la Section de Wilno.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 
Herman Auerbach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Bohdan Babski, Grudziądz, ul. ks. Budkiewicza 22.
Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Prof. Tadeusz Banachiewicz, Kraków, Obserwatorjum Astronomiczne, 

ul. Kopernika 25.
Jan Baran, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary.
Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Lwów, Politechnika.
Prof. Dr. Czesław Białobrzeski, Warszawa, ul Hoża 69. 
Inż. Dr. Izydor Blumenfeld (L), Lwów, ul. Franciszkańska 4. 
Dr. Georges Bouligand, Professeur ń la Facultó des Sciences de 

l’Universitó de Poitiers, Poitiers (France), 50, rue Renaudot. 
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Dr. Stefan Bóbr (Wa), Warszawa, Aleje Jerozolimskie 9 m. 23.
Dr. Łucjan Bóttcher (L), Lwów, Politechnika.
Franciszek Brablec, Kraków, ul. Studencka 4.
Dr. Elie Cartan, Professeur a la Facultó des Sciences de l’Univer- 

sitó de Paris, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Avenue 
de Montespan.

Dr. Juljan Chmiel, Kraków, ul. Św. Tomasza 33.
Antoni Chromiński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży- 

nierji Lądowej
Dr. Leon Chwistek, Kraków, ul. Szujskiego 7.
Dr. Jakób Cukierman (Wl), Wilno, ul. Kasztanowa 3.
Dr. Kazimierz Cwojdziński (P), Poznań, ul. Grottgera 5.
Jadwiga Czarnecka (P), Przybysław, poczta Żerków (województwo 

Poznańskie).
Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa ul. Topolowa. Wojenna Szkoła 

Inżynierji.
Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 
Gerhard Długowski, Toruń. Oficerska Szkoła Artylerji, Koszary 

Skrzyneckiego.
Dr. Stanisław Dobrowolski (Wa), Milanówek pod Warszawą, willa 

Zosinek.
Prof. Dr. Wacław Dziewulski (Wl), Wilno, ul Zakretowa 13.
Prof. Dr. Władysław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 15. 
Prof. Dr. Placyd Dziwiński (L), Lwów. Politechnika.
Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Kazimierz Fijoł, Kraków-Podgórze ul. Józefińska 31.
Dr. Paul Flamant, Maitre de confórences a la Facultó des Sciences 

de l’Universitó de Strasbourg, Strasbourg (France), 31, Avenue 
de la Forót-Noire.

Mirosław Gibas, Kraków, ul. Krupnicza 28.
Dr. Stefan Glass (Wl), Wilno. Wielka Pohulanka 6.
Stanisław Gołąb, Kraków, ul. Lenartowicza 12.
Prof. Dr. Łucjan Grabowski (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Henryk Greniewski, Warszawa, ul. Królewska 23.
Dr. Aleksander Grużewski (Wa), Warszawa, ul. Poznańska 14 m 7. 
Prof. Dr Antoni Hoborski, Kraków, ul. Smoleńska 26.
Marja Hommó (L), Lwów, ul. Św. Jacka, Gimn. SS. Urszulanek. 
Ks. Feliks Hortyński, Kraków, ul. Kopernika 26.
Prof. Dr. Maksymiljan Huber (L), Lwów, Politechnika.

8*
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Zenon Jagodziński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży- 
nierji Lądowej.

Wincenty Janik, Kraków, Plac na Groblach, Gimn. Św. Anny.
Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 9.
Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Stanisław Kalandyk (P), Poznań, ul Słowackiego 29.
Dr. Bazyli Kalicun (L), Lwów. ul. Batorego, Gimnazjum I.
Dr. Joseph Kampe de Feriet, Protesseur a la Facultó des Sciences 

de l’Universitó de Lille, Lille (France), 16, rue des Jardins.
Inż. Ludwik Kaszycki, Kraków, ul. Garbarska 4.
Prof. Dr. Stefan Kempisty (WP, Wilno, ul. Wielka 24.
Dr. Michał Kerner (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20.
Stefania Klawekówna (P), Poznań, ul. Młyńska 11.
Doc. Dr. Bronisław Knaster (Wa), Warszawa, ul Żórawia 24A. 
Zygmunt Kobrzyński (Wa), Nowy-Świat 22 m. 8.
Prof. Dr. Zdzisław Krygowski (P), Poznań, ul Głogowska 74/5. 
Dr. Marjan Kryzan (P), Poznań, ul. Krasińskiego 9.
Doc. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 10. 
Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 73.
Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Politechnika, Gmach Gł. 
Prof. Dr. Stanisław Leśniewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
Gustaw Leśnodorski. Kraków, ul. Sobieskiego 10.
Władysław Lichtenberg (L), Lwów, Politechnika.
Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Deutschland), Gross- 

gorschenstrasse 3.
Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Złota 45.
Prof Dr. Stanisław Loria (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Prof. Dr. Antoui Łomnicki (L), Lwów, Politechnika.
Prof. Dr. Jan Łukasiewicz (Wa), Warszawa, Brzozowa 12.
Prof. Dr Mikołaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 
Władysław Majewski, Lwów, ul. Kadecka 1, Korpus Kadetów.
Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwów. Politechnika 
Stanisław Małecki, Kraków, ul. Długa 50.
Andrzej Marconi (P), Poznań, ul Kosińskiego 26.
Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11.
Inż. Dr. Meyer Lwów, ul. Franciszkańska 4.
Władysław Morori (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza.
Zofja Napadiewiczówna (L), Lwów, ul. Chorążczyzny, Gimnazjum 

żeńskie.
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Dr. Jerzy Spława Nejman (Wa), Warszawa, ul. Miodowa 23, Szkoła 
Główna Gospodarstwa Wiejskiego.

Dr. Władysław Nikliborc (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Otton Nikodym, Kraków, ul. Kochanowskiego 23.
Dr. Stanisława Nikodymowa (Wa), Kraków, ul. Kochanowskiego 23. 
Władysław Orlicz (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza.
Józef Orłowski (P), Poznań, ul. Matejki 44
Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznań, ul. Ogrodowa 2.
Inż. Jan Pankalla (P), Poznań, ul. Ratajczaka 12.
Dr. Aleksander Pareriski (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10.
Prof Dr. Józef Patkowski (Wl), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.
Prof. Dr. Tadeusz Pęczalski (P), Poznań, ul. Krasińskiego 14.
Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwów, Politechnika.
Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa. Nowy Zjazd 5. 
Inż. Józef Przygodzki (P), Poznań, ul. Rybaki, Szkoła Budowlana. 
Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7.
Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Kraków, ul. Krowoderska 47.
Stefan Rozental, Kraków, ul. Sobieskiego 10.
Antoni Rozmus, Zakopane, Gimnazjum.
Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 22.
Prof. Dr. Stanisław Ruziewicz (L), Lwów, Uniw. Jana Kazimierza. 
Walerja Sabatowska (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej. 
Doc. Dr. Stanisław Saks (Wa), Warszawa, Politechnika.
Dr. Julj usz Schauder (L), Przemyślany, Gimnazjum.
Lidja Seipellówna (Pj, Poznań, ul. Gajowa 4.
Prof. Dr. Wacław Sierpiński (Wa), Warszawa, u). Hoża 50 m. 52.
Prof. Dr. Jan Śleszyński, Kraków, ul. Wygoda 7.
Kazimierz Smoliński (P), Poznań, ul. Zupańskiego 16. 
Helena Smoluchowska (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 8.
Władysław Smosarski (P), Poznań, ul. Karczewskiego 14.
Jan Sobaszek (P), Poznań, Szkoła budowy maszyu.
Dr. Edward Stainm, Ciechanów, Gimnazjum Państwowe
Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (Wl), Wilno, ul. Uniwersytecka 7. 
Ksawery Stankiewicz, Kraków, ul. Długa 50.
Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Prof. Dr. Włodzimierz Stożek (L), Lwów, ul. Ujejskiego 1.
Doc. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotów, ul. Rejtana 17. 
Dr. Piotr Szymański (Wa), Warszawa, ul. Ks. Skorupki 12 m. 11. 
Władysław Ślebodziński (P), Poznań, ul. Głogowska 51.
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Doc. Dr. Alfred Tarski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.
Henryk Titz, Kraków, ul. Św. Tomasza 27.
Andrzej Turowicz, Kraków, ul. Sobieskiego 7.
Dr. Włodz. Urbański, Kraków-Podgórze, ul. Krzemionki, Ak. Górn. 
Inż. Kazimierz Vetulani, Kraków, ul. Smoleńska 14.
Dr. Walfisz (Wa), Warszawa, ul. Wspólna 3a m. 10.
Dr. Tadeusz Waźewski, Kraków, ul. Św. Jana 20.
Dr. Kasper Weigel (L), Lwów, Politechnika.
Sala Weinlosówna (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza.
Prof. Dr. Jan Weyssenhoff (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 11. 
Leopold Węgrzynowicz, Kraków, Wawel 7.
Marjan Węgrzynowicz (P), Poznań, ul. Łazarska 2a.
Dr. Antoni Wilk. Kraków, ul. Wybickiego 4.
Prof. Dr. Witold Wilkosz, Kraków, ul. Zyblikiewicza, dom P. K. O.
Irena Wilkoszowa, Kraków, ul. Zyblikiewicza, dom P. K. O.
Dr. Franciszek Włodarski (P), Poznań, Przecznica 6.
Stanisław Zakrocki, Kraków, ul. Smoleńska 21.
Zygmunt Zalcwasser (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.
Dr. Bohdan Zaleski (P), Poznań, ul. Palacza 64 A.
Dr. Kaz. Zarankiewicz (Wa), Warszawa, ul. Śniadeckich 18 m. 9.
Prof. Dr. Stanisław Zaremba, Kraków, ul. Żytnia 6.
Stanisław Krystyn Zaremba, Kraków, ul. Żytnia 6.
Michał Zarzycki (L), Lwów, Gimnazjum ruskie.
Dr. Zygmunt Zawirski (L), Lwów, Politechnika.
Doc. Dr. Antoni Zygmund (Wa), Warszawa, ul. Złota 83 m. 8. 
Prof. Dr. Kazimierz Żórawski (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5.
Prof. Dr. Eustachy Żyliński (L), Lwów, Uniw. Jana Kazimierza.

Membres dont les adresses manąuent.

Władysław Bogucki.
Dr. Celestyn Burstin (L).
Zofja Starosolska (L).
Karol Szczepan o wski.

Membre decóde.
f Roman Negrusz (L), Professeur a la Eacultó des Sciences de 

l’Universitó de Lóopol (Lwów).
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Listę des publications pćriodiąues avec lesąueiles la Sociótć 
Polonaise de Matlióniatiąue ćcliange ses Annales.

Amsterdam. Nieuw Archiet voor Wiskunde.
„ Wiskundige Opgaven met de Oplosingen.
„ Revue Semestrielle des Publications Mathćmatiques.

Berlin. Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 
Bologna. Bolletino della Unione Matematica Italiana.
Brno. Publications de la Facultó des Sciences de l’Universitć 

Masaryk. -
Calcutta. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society. 
Hamburg. Abhandlungen des Mathematischen Seminars an der 

Universitat in Hamburg.
Jassy. Annales Scientifiąues de l’Universitć.
Paris. Bulletin de la Śociótó Mathćmatiąue de France et Comptes 

Rendus des Sćances.
La Plata. Contribucion al Estudio de las Ciencias Fisicas y Ma- 

tem&ticas.
Roma. Rendiconti di Seminario Matematico della Facolta di Scienze 

della R. Universitli di Roina.
Strasbourg. Publications de 1’Institut de Mathśmatiques de l’U- 

niversitć.
Szeged. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hun- 

garicae Francisco Josephinae.
Timisoara. Bulletin Scientifique de 1’Ecole Polytechnique. 
Warszawa. Fundamenta Mathematicae.

„ Prace Matematyczno-Fizyczne.
n Przegląd Matemtyezno-Fizyczny.

W i en. Monatshefte ftlr Mathematik und Physik.
Z tir ich. Yierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft.
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