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ERRATA.

p. 126, ligne 10 en remontant:
au lieu de Yx tel que X=F(11) lirę Yt tel que 
F, KetX = J(F1).

p. 127, ligne 7 en descendant:
a u lieu de relation R lirę relation biunivoque R.
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Sur la possibilite de plonger un espace rie- 
mannien donnę dans un espace euclidien.

Par

E. Cartan.

M. Janet a dómontró rócemment ’) le tlteoróme, enoncó pour 
la premiero fois par Schlaefli 2), d’aprós lequel tout espace de Rie
mann a n dimensions peut ótre plonge dans un espace euclidien

ii »(« + !) dimensions. Je suis depuis plusieurs annćes en pos2
session d’une autre demonstration, basće sur ma thćorie des systfe- 
mes de Pfafl en involution, et qui met en evidence le degrć de gó- 
nćralitó de la solution gćnerale du probleme.

1. Soit un espace de Riemann a n dimensions rapporte a un 
systeme quelconque de repóres rectangulaires. Les equations de 
Structure de 1’espace sont de la fortne •)

(1)

w; =y [w, wM]
k

Wy — [Wu WjJ | Wfc Cł>a],
* <*,  *)

ou les coefficients composantes du tenseur de Riemann - Chris-
toffel, satisfont aux relations classiques 

(2)

*) Annales Soc. Pol. Math., 5, 1926, p. 38—73.
*) L. Schlaefli, Nota alla memoria del Sig. Beltrami (Ann. di mat,, 

2' sórie, t. 5, 1871 — 1873, p. 170—193).
•) Voir E. Cartan, La Góomótrie deB espaces de Riemann (Mómorial Sc. 

Math., fasc. IX, 1925).
Mocznik Polskiego Tow. matematycznego. 1
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dimensions

Prenons maintenant dans un espace euclidien k Ar=
£

un systóme de reperes rectangulaires completement in- 
jV( jy_L i)

dćpendant par suitę de -——---- paramótres arbitrai-dćterminć,

res. Soient
Ą, w(J= —Ą, (i,y=l, 2,

les composantes du dćplacement elementaire du repere. On a les re
lations de Structure de 1’espace euclidien

(3) k

k

Le thćorbme de Schlaefli revient k affirmer la possibilitó de 
dćterminer le repkre rectangulaire de 1’espace euclidien a dimen
sions en fonction des n coordonnśes d’un point de 1’espace de Rie- 
mann de telle sorte qu’on ait les relations

| c5.= w„,
( J | w.+1=0,..., ó.v=0.

Les śquations (4) signifient en effet que la variśtó dćcrite par 
1’origine du repere aura le meme ds2 que 1’espace de Riemann.

Le dćrivation extśrieure des óquations (4) donnę, en tenant 
compte de ces equations elles-mńmes, de (1)’ et de (3),

k-»
(5) «„)]== 0 (« = 1,

*-l*—n
(6) [wtóła] = 0 (a = w-|-1,.... xV).

*-l

Les óquations (5) entrainent les relations nouvelles

(7) <5a==Wy (i./==l. 2, ...,«>

qui, dćrivees extórieurement, donnent

1>
Y [d>a (5J = [ O)k O),

A-«+l (**)

(8)
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Nous sommes finalement ramenes
de Pfaff

a 1’intógration du systeme

(I)

qui doune, par dóriyation extćrieure, les ćquations

(H)

k»n

= 0 (a — n 1,..., Ar),
k-1
l-N 1.....»

»»["* “»] (i, j = l,

*) Voir E. Goursat, Leęons aur le probleme de Pfaff, Chapitre VIII (Pa
ris, Gauthier-Yillars, 1922).

2-»-H (*,'■)

2. C’est au systeme (I) que nous allons appliquer la thóorie 

des systómes de Pfaff en involution *).  Nous avons jV(7V-|-1)
2 fonc

tions inconnues de n yariables indćpendantes.

1’espace de ces ^-^i-1)- n yariables tant
Considórons, dans 

dópendantes qu’in-

dópendantes, un point arbitraire. Tout element linóaire issu de 
ce point est dófini par ses parambtres directeurs, qu’on peut pren- 
dre egaux aux quantitćs Ą, wa, <5iet, ou les diffórentielles se
rapportent au passage du point donnó au point infiniment voisin 
dans la direction de 1’ólćment linóaire donnó. Un ćlóment lineaire 
est intćgral si ses parametres directeurs satisfmt aux relations (I). 
Deux ćlóments linóaires integraux sont en involution si leurs 
parametres directeurs non nuls, k savoir:

<w(, Ąa pour le premier, 
w, <uj(x pour le second,

satisfont aux relations dóduites de (II):

(9) 2-N

co\).
A-"+l <»*>

1*
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Un ólóment a p dimensions _E# issu d’un point est dit intó- 
gral si tous ses elements lineaires sont integraux et en involution 
deux k deux.

Un systeme de PfaS a n variables indćpendantes est en invo- 
lution si par tout ólóment intógral arbitraire E(, il passe au moins 
un ólóment intógral El+l,i prenant successivement les valeurs 
1, 2, .. .,n 1. Si par un ólóment intógral arbitraire E„_t il passe
un seul ólóment intógral E„, et si par un element intógral arbitraire 
E„_iy il passe oor ólóinents intógraux En_t, la solution gónórale 
du systeme donnó dópend de r fonctions arbitraires de n — 1 ar- 
guments.

3. Nous pouvons toujours supposer, sans restreindre la gónóra- 
litó, que tout ólóment intógral Et est engendró par i ólóments linó- 
aires pour chacun desquels un et un seul des paramótres direc
teurs <u, est diffórent de zero; nous supposerons <wt = 1 pour le pre
mier ólóment linóaire, o>2 = 1 pour le seeond et ainsi de suitę. Le 
kUm‘ ólóment linóaire (m4= 1) sera dófini parłeś valeurs yiat des pa- 
ramótres directeurs &»ia. Nous regarderons ces quantitós pour i 
et k fixós et a variable, comme les projections d’un vecteur (yu)

d... espace auaili.ire i dimenneee
2

Pour nous orienter dós a prósent, nous pouvons remarąuer 
que les premieres óquations (9) appliquóes au k'im* et h<im‘ ólóment 
linóaire de E, (k,h<i), s’ócrivent simplement

I (7u) = (7>i),
( <V, 12}^(7<i)(7>i)— (7n)(7<t) - ^«u=0 (»,>=!, 2,..

(y»»)=(?>»)•

Cela posó considórons d’abord un ólóment intógral arbitraire E\ 
(w, = 1, w, = .. . = 0) dófini par les n vecteurs

(711), (7n), •••> (7.1)-

Tout ólóment intógral E3 contenant Et sera dófini par un seeond 
ólóment linóaire (co, =0, = 1, <us =... = 0), lequel sera lni-móme
dófini par n nouveaux vecteurs,

(7n)- (721). •••, (7»i)-

Les óquations (9) donnent les conditions auxquelles ils doivent sa- 
tisfaire sous la formę 
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les produits qui s’introduisent dans les premiers membres des der- 
nióres ćquations sont des produits scalaires.

La premióre equation (10) donnę (yI2); l’ćquation {12, 12} = 0 
donnę ensuite le produit scalaire de (yt]) par (y22); le vecteur (y22) 
ćtant choisi arbitrairement en tenant compte de cette condition, 
les ćquations {13, 12} = 0, {23, 12} —0 donnent les produits sca
laires du vecteur (yS2) par les vecteurs (yn) et (y21); le vecteur 
(y82) ótant choisi arbitrairement en tenant compte de ces conditions, 
on aura de móme (y42) et ainsi de suitę. Le dernier vecteur (y„2) 
sera donnó par ses projections sur (yn), (y2j),. •(y._11i).

On voit que l’existence de E2 est assuróe si les n — 1 
vecteurs (yn), (?si), • ■ •, (?» 1,1) 80nt lineairement indópendants, ce 
qui arriyera en generał puisqu’ils sont arbitraires et que la di

mension de 1’espace auxiliaire est supórieure a n—1.

On voit mśme que dans 1’ólćmeut intógral E2 le plus gónóral 
contenant Ey. les vecteurs

(yn), (y«i), • • •, (y»-i, i), (/2ł), • • ■, (y»-i.«)
seront eux-mśmes linóairement indópendants; en effet la condition 
qu’un vecteur ait des projections donnćes sur un certain nombre de 
vecleurs indópendants, le laisse lineairement indćpendant (en gćnć- 
ral) de ces vecteurB, tant qu’on n’arrive pas a un nombre de vecteurs 
dópassant la dimension de l’espac.e.

4. Supposons maintenant qu’on ait dómontró pour i=l,2,..., 
p — 1 l’existence d’un element intógral Ą+i contenant un ólement 
integral arbitraire E,. L’ólóment jE}+1 sera dófini par les vecteurs 
(yM) (&= 1, 2,..., n; h— 1, 2,..., i -|-1) satisfaisant k la loi de sy
metrie (yu) = (yM) et tels de plus que tous ceux de ces vecteurs 
pour lesquels aucuu indice n’est ćgal a n soient linóairement inde- 
pendants. Nous allons ótendre cette proprietó de p a p -1- 1.

L’ólćment intógral Ev+X cherchó est dśfini par n nouveaux 
vecteurs

(y,. f+i), (y^+i), • ••, (y».p+i)-
Les relations (9) donnent d’abord

(y»+i.i), (i= i,2,...,p).
U faut ajouter les relations

(ll) {y\^+i} — 0, (i; = l....,n; & = ,p).
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Parmi ces relations, il y en a qui ne contiennent aucun des 
vecteurs inconnus

(n+i
ce sont celles pour lesquelles les indices i et j sont tous les deux 
inferieurs a p4-l. Mais en vertu des relations (2) et des relations 
de symótrie existant entre les vecteurs deja eonnus, on a

^>+1}=
de sorte que les óquations en question sont deja vórifióes delles- 
mómes.

Considórons maintenant une des relations (11) pour 16squelles 
l’un des deux premiera indices, j par exemple. est plus grand que 
p, 1’autre i ótant infórieur łł p —|— 1; cette relation ne contient que 
le vecteur inconnu (y,,p_|.i). Nous allons montrer que les deux rela
tions (11), ou on echange i et k, sont óquivalentes. En effet on a

{V, = (y«) (y,-. ł+1) — (yJt) (y,.p+ł) — 7?v, łp+„
W, ws}=(y«) (y/.r+i) - (yJ (y*.p +i — -P+.-

Ces deux relations donnent chacune une valeur dóterminóe pour le 
produit scalaire (y^) (y>,P+i)- Ces deux valeurs sont ógales; en effet 
on a auparavant considóró la relation

{jp-ł-i1 == (y>>) (yp+i .*)  (y>*  yp+i .<) <*
Or on a identiąuement, en tenant compte des relations de symótrie 
dója obtenues et des relations (2),

{V, kP+1} = (kj, i^} - {yP+r, »£} = ().

Cela posó, les relations (11), ou on fera successiyement

j =23 4-1, &</<.;;
J=p4-2, k<i<j-

k<p-,

k<p'.j — n, k < i <j;

dófiniront successivement les vecteurs

lyP+i. p+i )i (yp+2,p+i), • • • i (y». p+i )

par leurs projections sur un certain nombre de vecteurs linóaire- 
ment indópendants (y(ł): en gónóral ceux de ces vecteurs dont les 
deux indices sont diffórents de n seroul linóairement indópendante 
des vecteurs precódemment trouyós a indices infórieurs & n.
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En particulier, si p = n — 1, on voit que le seul vecteur in-

connu (y„„) est dćfini par ses projections sur les »(«— 1)——— vecteurs

linćairement indśpendants (i,j<n—1); il est donc bien deter- 
minś. Par suitę par un ćlóment intćgral arbitraire £'„_l 
il passe un ólóment intógral et un seul.

Si p — n — 2, les deux vecteurs inconnus et (y„,
sont dófinis respectivement l’un par ses projections sur le vecteur 
ytj a indices infćrieurs a n — 1, 1’autre par ses projections sur les 
vecteurs (i<n — l,j <n— 2). Le premier vecteur inconnu dś- 
pend de n — 1 constantes arbitraires et le second d’une derniere 
constante arbitraire. Par un ólóment intógral arbitraire

il passe donc oo" elóments intćgraux En_v La con- 
clusion s’en deduit: Le systeme de Pfaff donnó est en in- 
volution et sa solution gćnśrale dópend de w fonc- 
tions arbitraires de n—1 arguments.

5. La dómonstration precedente suppose simplement que le ds2 
donnó est une formę diffórentielle quelconque (non dćgśnóróe1); elle 
s’applique au domaine róel et au domaine complexe (les coefficients 
gti du ds2 ótant dans ce dernier cas des fonctions analytiques de n 
variables complexes).

Si Fon voulait śtudier les solutions non gśnórales du pro- 
bleme, il y aurait lieu de rechercher les solutions du systfeme de 
Pfaff (I) pour lequelles tous les ślóments intśgraux d’un certain 
ordre seraient singuliers. Par exemple, pour n = 3, ces solutions 
singulieres correspondraient aux variśtes a 3 dimensions de 1’espace 
euclidien a 6 dimensions dont 1’hyperplan osculateur aurait moins 
de 6 dimensions (ólćmeuts linćaires intógraux tous singuliers), ou 
aux varićtós admettant en chaque point une infinitó de tangentes 
asymptotiques engendrant un plan (ćlćments intćgraux Et tous sin
guliers).

Mais toutes ces recherches ne touchent en rien & la validitó 
du theorfeme de Schlaefli, qui est completement dómontrś.

II est du reste inutile de faire remarquer que la rćalisation 
d’un espace de Riemann donnć dans un espace euclidien est pure- 
ment locale.

>) Le cas signaló par M. .lanet pour n = 2, loc. cit., p. 43, correspond a un 
ds*  carró parfait.



Sur le changement du systeme de refe- 
rence pour un champ electromagnetique 

determine.
Par

S. Zaremba.
Professeur a FUnirersitó de Cracovie.

1. La force ólectrique e et la force magnótiąue ni dórivant 
d’un champ electromagnćtique dóterminó (0) doivent ćtre regardóes 
comme des ćlćments qui dópendent non seulement du champ (C) 
lui-mhme mais aussi du systfeme de refśrence auquel on rapporte 
le champ ólectromagnśtique considórć. Le passage d’un systeme de 
rćfórence (6) a un autre systeme de refórence (S'), ^xe Par rap- 
port au premier, n’influe ćvidemment en rien sur les vecteurs e 
et m mais il n’en est plus le meme *)  au cas oh le systeme (£>') se 
dćplace par rapport au systeme (S). On est donc conduit i envi- 
sager le probleme suivant:

*) S. Zaremba. Sur un groupe de transfiormations qui se prósente en 
ćlectrodynamiąue. Voir p. 3 du T. V, annee 1926 de ces Annales.

I. Problćme. Connaissant la force ćlectriąue e et la force 
magnetique m d’un champ electromagnitique (C) par rapport a un 
systeme de coordonnees (S). diterminer les Elements analogues e' et m' 
relatifs a un systeme de coordonnćes (S'J qui se dćplace d’une faęon 
donnee par rapport au systeme (S).

II est tres aisś de voir que le problhme prócódent óquivaut 
au suivant:

II. Probleme. Les forces ilectrique et niagnetigue dóritant d’un 
champ ilectromagnitiąue (C) etant donnees par rapport a un certain 
systeme de coordonnees (S), dóterminer les forces dirieant du champ 
(C) et qui solliciteraient un póle ólectrique et un póle maynótigue 
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d’intensitós eg aleś a 1’uniti ces póles se dóplaęant suioant une loi 
donnie par rapport au systime de coordonnóes (S).

D’autre part, les physiciens admettent implicitement l’hypo- 
thóse que voici:

III. Hypothóse. Le moucement de chacun des deux póles consi- 
diris dans l’inonci II riinflue sur la force derwant du champ (C)' 
et le sollicitant a un instant t que par la vitesse par rapport au 
systime (S) du póle considóre a l’ópoque t.

Cette hypothese ótant atjmise. il rósulte de l’óquivalence des 
problemes I et II que le cas gónóral du probleme I se ramene au 
cas particulier oh le systóme (S") est animó par rapport au systeme 
(S) d’un mouvement de translation rectiligne et uniforme.

Or, dans le mómoire rappeló plus haut, j’ai ótudió ce cas 
particulier en supposant que le champ ólectromagnetique (C) soit 
situe dans le vide et j’ai ramenó la question a 1’intógration d’un 
certain systóme d’óquations aux dórivóes partielles. II y a donc 
intćrót a intógrer ce systóme d’óquations aux dórivees partielles et 
a en discuter les intógrales. Tel sera prócisóment le sujet du mó- 
moire actttel.

C’est dans le dernier numero du mómoire, le No. 12 que Fon 
trouvera la discussion des intógrales prócódentes ainsi que la con- 
clusion gónórale qui s’en dógage.

2. Pour formuler les rósultats que j’ai obtenus, dans le mó
moire citó plus haut, j’admettrai que chacun des systemes (5) et (S') 
soit un systeme de coordonnóes cartesiennes rectangulaires, les axes 
de mómes numóros dans les deux systemes ótant de móme sens. 
Cela pose, dósignons par e„ mt, e',, m,, et u, (i — 1, 2, 3) respectivement 
les projections orthogonales sur l’axe de numóro i du systóme (S) {ou, ce 
qui revient au móme, du systeme (5')} des veeteurs e, m, e', m' et du 
vecteur u reprósentant la vitesse du systóme (S') par rapport au 
systeme (5) et posons



10

(2) //(-----^<4-2 • m<+t • (ś = 1, 2, 3)

En se reportant aux formules (19) et (20) de la p. 9. du 
memoire. cite a la p. 8 du travail actuel, on reconnaitra que, 
selon la thóorie que j’ai dóyeloppće, on a:

(3)

ou
(4)

---Pl(Mi4-l 6i+2 Mi+2 ®<+l) 4~ W<+2 M<+! w,i+l) 4“
+ Ps(MH-1 M<+2 — W<+2 «<+l)-

w; = ^(w^j e,+t — «,+, e(+1) 4- ?»(w<+i rnl+t — wi+, m(+J) 4~
4- ^s(W<+l ,l«4-2 ---- W«+2 H<+1)

? = 1^ 2, 3

Pu Pu Pii ?i- lu tys

sont des fonctions des seules variables a15 a2, as, dófinies par les 
formules (1), fonctions vórifiant le systeme d’equations aux dćrivees 
partielles (23), p. 10 du mómoire citć plus haut.

3. Le systeme prócćdent d’equations aux dórivóes partielles se 
simplifie considćrablement en prenant pour nouvelles fonctions in- 
connues les fonctions
(5) »u w, M, p‘a et q3 

definies par les formules suivantes:

(6)

ou

(7)

= «a pt 4- “i Pi
= a, q, 4- a2 qt

W = «i 71 4- “s Pi + «3(P1 4" 7a) 
Jf = a, ?1 — a, p2 4- a,(?ł — pj 
PŚ = PiPa. (^A^O)

A — a, a, — Og.

Apres avoir defini les 
formules

operateurs hx, h2 et h3 au moyen des

2r,Ua, + 3*ń,'
. 3 

-<h 4- P3 4 >
& ^2 c a8

3 + 2?, 4 4-(Pi--’<4,
(8)
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on constate, au moyen d’un caleul facile quoique un peu labo- 
rieux. que le systeme d’equations aux derivees partieltes qui nous 
occupe equivaut a 1’enseinble des quatre suivants:

(9)

(10)

(U)

= //4(va) = Aj(m>) == 0,

(df) — 2 p3 + 2^ = 0,
h2 (M } — 2 q2 p'3-\- 2Pi qa = 0, 
A, (df) 4- 2(?1 p2 — qt px) = 0,

Ih (p's) — (pl + 91) =
^f(pi)—Pt(Pi 4" 9») = 0, 
^s(pś) = 0,

M9Ś) —9i(Pi +&) = 0, 
—(92 +A 9i) = °' 

^3 (93) = 9;

ou, comme cela resulte des formules (6), on a:

(13)

2 A Pi = (df — w) a3 + 2 vlai,
2 Ap2 = — (df — w)a1— 2vx
2 A 9i = — (df w)at — 2vt a„
2 A q2 — — (df w) a3 4“ ’2 ai ■

4. En abordant 1’intógration de 1’ensemble des óquatiońs (9), 
(10), (11) et (12), il convient de porter tout d’abord son attention 
sur le determinant I) des expressions (8) des operateurs AI? hs, 
ces operateurs etant considóres comme des fonctions des expressions

c1
3at'

3 3
' i et 5 ;

c/a2 ca3

on a:
2ps- 0, q's

(14) D = 0, 2q's, p3 1 = 4 {pj 9Ś‘ — 91 Ps 4- (Pl — 9t) PŚ 9Ś}-
—2pt, 2qu p, — g2

Cela pose, nous commencerons par 1’ćtude du cas singulier 
ou 1’hypothesc suivante est verifióe.

IV. Hypothese. A 1’intórieur d’un certain domaine (T), situe 
dans 1’espace arithmćtique («1? at, as) on a identiquement

(15) /) = 0.
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V. Theoreme. Lorsque les systkmes d’óquations (9), (10), (11) 
et (12) sont verifies, 1’hypothese IV equivaut a la suiyante: dans 
tout le domaine (21) on a identiquement

(16) px — Pt qi = 0

(17) P\ ?ś — Pt = 0

(18) P2 ~ Si PŚ = 0.

En effet, il est tres aise de voir que les egalitós (17) et (18) 
entrainent 1’ćgalitó (15) car l’expression (14) de D donnę:

(19) L> = 4ft(p, q3 — p,) + 4 p^p. q3 — qi p3)-

il suffira donc de prouyer que 1’hypothese IV entraine l’existence 
des egalitćs (16), (17) et (18) dans tout le domaine (T). Supposons 
donc que cette hypothese soit yerifiee. II resulte alors des systemes 
d’equations (11) et (12) que tous les dćterminants du 3-ieme degró
appartenant a la matric

o,

e

P? + P» ?i(Pi + qi)2pś,
(20) o, Pi Pi (Pi + ?«), <11 + Pi qi

-2p2, 2?n Pt — q» o 0

devront ótre nuls. Dćsigilons pour un moment d’une faęon gćnć- 
rale par (?', k) le determinant de degró 3 qui a pour premióre, 
deuxieme et troisieme colonnes respectiyement les colonnes de nu- 
móros i, j et k le la matrice (20); nous aurons

(21) (i, j, fc) = 0. (ij, 4 = 1, 2, 3, 4, 5)

Considerons en particulier parmi les ógalites (21) les trois 
suiyantes:
(22) (i.4, 5) = 0 (i = 1,2 3)

et envisageons les en un point arbitrairement choisi A du do
maine (T); a moins d’avoir en A a la fois

(23) p2 = 0, = 0 et p, — <y2 = 0,

ou conclura de (22) a l’existence au point A de l’ćgalitó:

+ ?i(?i + ?»)l 0
Pi (pi + qtP ql + Pi

(24)
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^quivalente a 1’śgalitó (16), car le determinant (24) est identiquement 
ćgal a (pj qt — p2 q])i.

A cause de la continuite des fonctions pt, pa, et q2, on serait 
encore en droit d’affirmer l’existence en A de 1’egalite (16) nieme 
si en ce point lui-menie les ćgalitós (z3) etaient verifiśe mais si le 
point considóró zl*etait  un point-liinite des poinls en chacun des- 
quels l’une au moins des egalitós (23) n’aurait pas lieu.

Donc, l’existence de 1’ógalitć (16) en A ne serait douteuse 
qu’au cas oii ce point serait situe a 1’interieur de quelque domaine 
(Z?) dans toute 1’etendue duquel cliacune des ćgalitćs (23) aurait 
lieu. Mais, dans ce cas, comme cela rćśulte de la 4-i£me des for- 
mules (6), on aurait danB tout le domaine (Z))

>=0.

Donc, en vertu de la 3-ieine des equations (IO)„ 1’egalite (16) 
aurait lieu dans tout le domaine (S) et en particulier en A. En 
definitive 1’ćgalitó (16) subsistera dans tout le domaine (T).

Utilisons maintenant parrni les ógalites (21) les deux suivantes:

(25) (2, 3, 4) = 0 et (2, 3, 5) = 0

en ayant soin, pour les dćvelopper, de tenir compte de ce que l’óga- 
litó (16) entraine les deux suivantes:

p\ + Pt 9i =Pi(pl +?*)  
et

9s+?i ?i=^(7a + ?2)-

On trouvera aisóment:

2(/’i + ?») Pi (pl q» — qi Pi) = 0
2(?i + ft) ?i (^i ?ś — 9i Pi) = 0.

Multiplions la premifere de ces ćgalitćs par q3 et la deuxióme 
par —p3. Aprfes avoir ajoutó membre a meinbre les ćquatións 
obtenues, on trouvera:

(26) 2(pj 4- qi) (p, q3 — ?1 p')4 = 0.

D’une faęon analogue on conclura dei egalitós

(1,3, 4) =10 et (1, 3, 5) = 0
a la suivante:
(27) 2(Pi -f- 9,) (p2 q'a — p44 = 0.
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II rósulte des ógalitós (26) et (27) que les ógalitós (17) et (18} 
subsisteront en tout point du domaine (T) sauf peut etre au cas 
oń, au point considóró, on aurait,

(28) pt + </j = 0.

Supposons donc qu’en quelque point A du domaine (7') l’óga- 
litó (28) ait lieu. En se reportant a la formule (14) et en tenant 
compte de 1’ógalitó (16) ou s’assurera aisóment que 1’ógalitó (28) 
entraine les deux suivantes:

Z> = —4(pj }8 —pi)2

Pi l) = — PŚ)‘-

Donc, puisque, par hypothóse, nous avons 1’egalite (15), nous 
avons aussi les deux egalites (17) et (18). En definitive notre thó- 
oreme est completement demontró.

VI. Remarąue. L’ensemble des egalites (17) et (18) equivaut 
a 1’interieur du domaine designe par (T) dans 1’ónoncó IV (p. 11) 
aux deux suivantes:

,29) | 2vi —(M’ + d/)pś = 0,
| («'— Al) — 2vs pj = 0.

En effet, si l’on dósigne pour un instant par P\ et P\ les 
1-iers membres de (17) et (18) et si Kon se reporte aux formules (6), 
on reconnait de suitę que les premiera membres des ógalitós (29) 
reprósentent les expressions suivantes:

2at P\2as et 2a8 P\ 2 a2 P'2,

circonstance qui prouve I’óquivalence du systeme (29) et du systóme 
formó par 1’ensemble des egalites (17) et (18) au moins dans la partie 
commune aux domaines (T) et au domaine

a, a2 — a3 =|= 0.

Cela posó, il suffit cle tenir compte de la continuitó des fonc
tions que l’on a a considórer pour reconnaitre la complóte exacti- 
tude de notre remarque.

VII. Remarąue. L’hypothóse IV (p. 11) ótant vórifióe, il ró- 
sulte du thóoróme V que le systeme (10) se róduit au suivant

(*=1,  2, 3)A4(J7) = 0;
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par consóquent, lorsque 1’hypothóse IV est vórifióe, le systóme d’óqua- 
tions aux dórivóes partielles du probleme se compose des óquations

(30) (*=1,2, 3)

et des systemes (11) et (12).
VIII. Theoróme. Pour etfectuer 1’ótude complóte du cas ou 

1’hypothese IV (p. 11) est verfióe, il suffit d’envisager suecessivement 
les cas oń Fon aurait, dans tout le domaine (T), en dehors de 
1’ógalitó (15), l’un des systómes de relations suivants:

(31)

(32)

(33)

(34)

Pa -j- 0, =4-: 0;

p)M=O’ ?ś==0;

Ps == 0, jg =|= 0;

Z»ś = = 0.

Le thóoróme prócedent n’est pas tout a fait óvident car il 
pourrait arriver qu’en un point A, situe a 1’intórieur du domaine 
(7') l’un des systemes de relations (32), (33) ou (34) soit vórifie, 
sans 1’ótre a 1’intórieur d’un domaine, a 1’intórieur duquel se trou- 
verait le point A. Mais, si cette circonstance se prósentait, le point 
A serait un point-frontióre d’un domaine, (7'z) a 1’intórieur duquel 
l’un des systemes de relations (31\ (32), (33) ou (34) serait vórifió, 
donc, connaissant les fonctions (5) a 1’intórieur du domaine (7”), on 
les connaitrait aussi, a cause de leur continuite, au point A, a moins 
que ce point ne fasse pas partie du domaine d’existence des fonc
tions considóróes. Notre thóoreme est donc dómontró.

IX. Theoróme. L’hypothóse IV (p. 11) ótant vórifióe, lorsque 
l’une au moins des fonctions p, et q's reste diffórente de zóro dans 
le domaine (£)), en d’autre termes, lorsque Fun des trois premiers 
cas ónumóres dans la thóoróme VIII est róalisó, le systóme d'óqua- 
tions aux dórivóes partielles du probleme (VII, p. 14) se róduit 
a celui qui forment les óquations

(35) *ł(®1) = A»(^) = ^(M’) = ^(-^) —0, (*=1,2)  

conjointement avec les deux systemes suivants;

| *i(?ś)  —(P? + Ps ?i) = 0,
I *»(pś) —Ps(Pi + ?t) = o,

(36)
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et
f37 | M?ś) — PitPi + 7») = °-

I M7Ś) “ (?2 + ?2 71) = O-

En effet, dans le cas actuel on a {V, p. 12} les ógalites (16), 
(17) et (18), ógalites qui expriment, comme on le reconnaitra sans 
peine, que tous les determinanta du 3-ieme ordre appartenant a la 
matrice (20) sont nuls. D’autre part, puisque, par hypothese, l’une 
au moins des fonctions p3 et q'3 est diffórente de zóro, la matrice

2pś, 0, gś,

0, 2q3) p's,

est d’ordre 2. Par consóquent dans chacun des quatre systómes de 
trois óquations dont se compose le systóme (30) ainsi que dans 
chacun des systemes (11) et (12) la 3-ieme óquation est une con- 
sequence des deux premióres.

II rósulte de la que 1’ensemble des systómes (35), (36) et (37) 
se dóduit du systeme qui, selon la remarque VII, contient toutes 
les óquations aux dórivóes partielles du problóme, par la suppression 
d’óquations qui sont des consóquences de celles que l on conserve. 
Notre thóoreme est donc ótabli.

5. Commenęons par 1’ótude du premier des quatre cas enu- 
mórós dans le thóoreme VIII (p. ló).,

II rósulte de 1’egalite (16) {V, p„ 12} que Fon a:

/a7 , Pi + Pi =/’>(/’■ +
7i + Pi 71 = 7»(Pi i 7i)-

Cette remarque faite, il rósulte des ógalitós (17) et (18) que 
les systómes (36) et (37) entrainent les óquations suivantes:

(38) gś M?») — Pi M7Ś) = 0. (& = 1, 2)

J’observe maintenent que rien n’empóche de poser 

(39) 

puisque, par hypothóse, on a

(4-0) p'3 q't =|= 0.
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mant

(41)

(43)

Transformons maintenant les óquations du probleme en pre- 
la fonction 2 pour inconnue auxiliaire et, a cet effet, posons 

,q = 2^ +2 A
C CZ j C CZ j

Sa2 3a3
Les equations (38) seront alors óquivalentes aux suivantes 

»’i(^) = 0, -rt(2) = 0,(42) 
lesquelles, sous formę developpóe, s’ćcrivent ainsi:

2 f2 + 2 f 2 =0, 2 2 52 4- ~ = 0.
Scit 3as 3a2 Sa3

Dautre part, apres avoir pose,

(44) .f=Pz
on pourra, (en śgard a (37,,)) donner aux equations (36) la formę 
suivante:

(45)

22

| —2p!(p.+yt) = o,
i ’’2(./') —+ę2) = 0.

L’inógalite (40) etant verifić par hypothese, 1’ensemble des 
ćquations (36) et (37) ćquivaut a 1’ensemble des equations (36) et 
(38), equivalenl lui-mćme a 1’ensemble des ćquations (42) et (45). 
Mais l’inegalite (40) entraine encore cette consequence que le 
systeme (35) equivaut au suivant:
(46) ^(fj) = n (»t) = ł’* (w) = (Jf) = 0. (*=1,2).
Donc (IX, p. 15}, nous avons le tćoróme suivant:

X. Theoreme. Le systeme d’óquations aux dórivćes parlielles 
du problfeme peut ótre considerd eomme se composant des syste- 
mes (42), (45) et (46).

XI. Theorfeme. L’hypotliese IV (p. 11) et 1’inćgalitó (40) 
etant vórifies, 1’ensemble des equations du probleme peut ótre re- 
garde eomme se composant des systómes d’ćquations aux derivćes 
partielles (42) et (45), du syst&me
(47) n(fi) = ^(«2) = 0 (*  = 1,2)
ainsi que des ćquatious (13), de l’equation (39) et des deux śquations 
suivantes

(48) w M— 2 vt Z. 
| 2(u> — M) = 2vs.

Bocznik Polskiego Iow. matematycznego. 2
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En effet les óquations (47) {X} seront certaineinent vórifićes, en 
egard a (39), il en sera de meme {VI, p. 14} des ćąuations (48), 
enfin les ćquations (13) et (39) seront verifióes en vertu de la 
dófinition des fonctions vt, v2, w, M et A.

Donc, il ne reste a montrer que 1’ensemble formó par les 
systemes (42), (45), (47), (13) et (48) est un systeme complet d’óqua- 
tions du probleme. A cet effet, supposons que toutes les óquations 
de ce systbme soient vórifióes. II rósulte alors des óquations (42) 
et (47) que les valeurs de w et Mtirees de (48) satisferont aux óquations:

r»(w) = i\(JI) = 0. (k =1,2)

Par consóquent toutes les óquations aux dćrivóes partielles du 
probleme {X, p. 17} seront vórifióes. Mais, a cause de (39) 
et (40) les óquations (48) entrainent les óquations (29), óquivalentes 
{VI, p. 14} aux ćquations (17) et (18) lesquelles, en vertu 
de la formule (19), entrainent 1’ćgalite

/> = ().

En dćfinitive, notre thćoreme est completement dómontró.
Apres avoir porte': les valeurs de M — w et M 4~ w tirćes des 

óquations (48) dans les formules (13) (p. 11), on trouvera:

4 . pi = — ^ a3 4- vt a2,

4 Vt(49; d.p2 — a, —v, a3,

zl. qt = v}A a2 — t>2 a3,

4. q2 — —v, A a3 4" “i-

Les formules precódentes donnent:

42.2*p ł(p1 4- q2) = (Avx a2 — v2 a3) {u, A(at — A cz8) 4-
4~ w2(^ai — ®s)} == A-vlct2(a2 Aa3) 4~

4- v2 {AA — 2a,(a2 — -ła,)} 4- v${at{a, — Aa^ — A} —
4- {P?ya2 4- — 2Avtvtat} (a2 — Aat) — v\A 4- A2vt »,4,

d’ou
[2av{as 4- vlax — 2Av, v2a:i{ (a2 — 4as) — v",A-}-Atvx r., J

Pi(Pi+?«)— .. d8./ll

En portant la valeur prćcćdente de l’expression pi{pl-\-qi)
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et la valeur de l’expression p^px + ę2), obtenue d’une faęon ana 
logue, dans les equations (45), on trouve

Wl—i--------------------------— - i —V
(50)

J.2«
(A*v xat 4- Ąax—22iq »s a8) (a,—2aj)—fcrfd -f- 2»i«24__

A.P

.J’observe maintenant que 1’ensemble des intógrales communes 
des óquations (42) ou ce qui revient au mćme, des óquations (43) 
se compose de celles que donnę l’óquation

(51) 2 = C

ou Crepresente une constante arbitraire et de celles que fournit l’óqnation

(52) M*  —2a32 4-ał + 0(2) = O

ou 0(2) reprósente une fonction de 2 eontinue avec sa derivće 
premiere mais a cela prós quelconque.

1-ier cas. La fonction 2 est donnę par la formule (51). Pour 
que cette valeur de 2 soit admissible il faut, comme cela rósulte 
de la condition (40) et de la formule (39) que Fon ait

(53) 6'4=0.
Posons pour abreger

(54) ę= aiCi — 2asC-|~ a2

Les equations (47) donnent:

(55) = v>(£)

oii qp(£) et «/>(£) sont des fonctions de £ dófiuies dans un meme 
intervalle, continues avec leurs dórivćes premieres, mais a cela pres 
arbitraires.

II ne nous reste plus qu’a dóterminer l’expression gónćrale 
d’une integrale commune des óquations (50). A cet effet, prenons 
pour nouvelles variables la variable C definie par la formule (54) 
ainsi que les variables
(56) £t = ax, g2 = ot2.

A cause le Finógalitó (53), il sera toujours permis d’effectuer 
le changement de variables prćcćdent. Nous aurons

2*
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ć>a3 C

3A s ,,
=5s_ ”

<?aa 1
3£2 =2C
3A _ _ as

51 c
df

Cela pość, on s’assurera aisćment que les óquations (50) don- 
nent une expression de f ou, ce qui revient au meme {voir la for
mule, (44)}, une expression de p3 qui, apres le retour aux variables 
an a2, a3 peut s’ćcrire ainsi:

(57) 2Ci>1i>sas — C*rfa t — vlat
4- W)

ou reprćsente une fonction de £ continue avec sa derivóe
premićre mais a cela pres arbitraire, le symbole f ćtant dćfini par 
la formule (54).

En dćfinitive, dans le cas considćre, le probleme est coinplfe- 
tement resolu

2-ieme cas. La fonction 2 est donnće par une óquation de la 
formę (52). Dans ce cas la fonction 2 ne se róduira pas a une 
constante, les ćquations (47) donneront

(58) yI = ę>(2), vs = tp(2)

oii ę>(2) et tp(2) reprćsente des fonctions de 2, continues et ayant 
chacune une dćrivee premiere continue, mais a cela prós quel- 
conques, enfin, il sera permis de transformer les óquations (50) en 
prenant pour nouvelles variables indśpendantes la fonction 2 et les 
variables £, et £2 definies par les ćquations (56). En tenant compte 
des ćquations (42), ou trouvera sans peine:

d’autre part, puisque l’śquation (52) donnę

2a, . 2 3aa 1 
<-2’ 3^ = 22’

ou aura
^4.__t __ n ] ^4 __  i____ a*

3^—^ 3^-^ T~ 2 
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donc, en dćfiuitive, les ćquations (50) prendront la formę suivante:

3A
3y + ^£1 — 2Av}v2a3) -----v2A 4- 22tqM

— I - , . ?
Al

Ces óquations fournissent une expression de /, c’est-a-dire 
de p-s*  {voir la formule (44)}, qui, apres le retour aux variables 
initiales a,, a2. a3. peut s’ścrire comme il suit:

(59)

ou est une fonction arbitraire de ł, assujettie seulement
a ótre continue avec sa derivće premiere.

II est ćvident que les formules (58) et (59), conjointcment 
avec les formules (49). (44) et (39) et l’óquation (52) font connaitre 
la solution gónerale du problóme.

6. Passons a 1’etude du 2-ieme et du 3-ieme des ca's enu- 
mćres dans le theorćme VIII (p. 15).

Soit d’abord
(60) p't 4= 0, == 0.

En vertu de ces relations, les ćquations (17) et (18) {V, p. 12} donnent

(61) ?i=0, p, = 0

et, par consequent {VI, p. 14}, on a aussi

(61) — 0, vs = 0.

Cela pość, en se reportant au tlieoreme IX (p. 15). on cons- 
tate que les ćquations aux dćrivćes partielles du problćme se 
reduisent au systeme suivant:

(63) hk(vt) — hk(liJ ic) = 0 (P = 1, 2)

(64) I
I ^(pś) = P1P1

car, en vertu des solutions (60), (61) et (62,) fensemble des
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śquations (63) et (64) entraine toutes les śquations śnumśrśes dans 
le thśoreme IX (p. 15). D’autre part, il rśsulte des relations 
(60) et des formules (8) (p. 10) que les symboles de dśrivation 
A, et A2 prennent la formę suiyante

Cela śtant, les śquations (63) donnent

(65) v2 — <p(a2), M — w = </>(a2)

oh chacune des fonctions <jp(a2) et <p(a2) est une fonction arbitraire 
de a2 a cela pres qu’elle doit śtre une fonction continue avec sa 
deriyśe premiere. Quant aux śquations (64), elles sont śquivalentes 
aux suiyantes:
(«6) =A /i”2'’'?-

ou Fon a posś (comme prścedeminent)

(67) / =

Les śquations (65) et (13) (p. 11) donnent

(68) | 2dpj= V'(“2)«s + 29’(fl!«)Q!25
| 2dp2 = — ^(a2) aj — 2ęp(a2) a3.

En s’appuyant sur ces formules, on yśrifient aisśment que 
l’expression gśnśrale de 1’intśgrale commune des equations (66) 
est la suiyante

(69)
{^(tts) a3 -£ 2qp(a2)

4a2d ' ( *'

ou F(a2) est une fonction arbitraire de a2, assujettie seulement 
a śtre continue avec sa dśriyśe premiere.

II est aisś de voir que les (68); (67) et (69), avec les śga- 
litśs (61) et 1’śgalitś qui constituent la 2-iśme du relations (60) 
font connaitre la solution gśnśrale du probleme dans le cas consi- 
dśrś. En effet, toutes les śquations aux dśriyśes partielles du pro- 
blśme seront yisiblement yerifiśes; d’a(utre part puisque les śgalitśs

= ?» = 0
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-entrainent les ógalites (17) et (18) (p. 12), on aura aussi {for
mule (19), p. 12}

/> = 0,

de sorte que toutes les conditions du probleme seront remplies.
Si au lieu de partir de 1’hypothóse (60), nous etions parti 

de la suivante
(70) • 7’ś = 0, ęś=ł=°,

nous aurions trouvó pour nos inconnues les expressions suivantes:

(71) 7^ =7’1 =7’3 = 0

24?, = — «p(a,) a2 — 2ą>(a1) a3, 
2d?2 ==-}-?>(«,) as+2<p(a,)a2,

+ 2<p(a1)a2}2 
?3 ~ 4a,4 +

ou g>(a,), ^(“i) et ^(a,), reprósentent des fonctions arbitraires 
de a,, assujetties seulement a etre continues avec leurs dórivóes 
premióres.

7. Pour ópuiser 1’ótude de tous les cas compatibles avec 
1’hypothese IV (p. 11) il nous reste (VIII, p. 15} a ótudier notre 
problóme dans le cas ou, dans le domaine considóró, on aurait

(73) pś = 3s = 0-
Nous aurons {V. p. 12}

(74) p(V.—p2?i=0.

II rósulte des relations (73) et (74) que le systeme formó 
par 1’ensemble des systómes (9), (10), (11) et (12) óquivaut, dans le 
cas actuel, au systóme formó par 1’ensemble des deux systómes 
d’óquations suivant:

(75) As(u,) - hs(vt) — ht(w) = hs(M) — 0
-et

P? + P2 3i = 0. Pt (p, + ?2) = 0,

3i<Pi+?s) = 0’ ?i4-p23i=°-
Mais, en vertu de (74), ce dernier systóme óquivaut au suivant:

Pi(Pi+?2) = °5 P»(Pi + 3«) = 0,

3i (Pi + 3«) = °> 7*  (Pi + 3») =
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et, comme en ajoutant membre a membre la 1-ióre et la 4-ifeme 
de ces ćgalites on trouve

(Pl +?2)S = 0,

on arrive aisśment & la conclusion suivante: dans le cas consideró 
le probleme se reduit a la dótermination des inconnues

(76) p„ p„ et q2

par la condition qu’elles satisfassent a l’óquation (74), a l’equation

(77) p, + q2 = 0

et aux ćquations (75) ou v2, w et M ont les valeurs (6) (p. 10).
Actuellement il y a avantage & remplacer dans les óquations 

(75), les inconnues auxiliaires iq, w et M par leurs expressions 
(6) (p. 10); il vient:

(78) A,(P1) = ht(pt) = h3(qx) = A,(3ł) = 0.

En dćfinitive, les śquations du problóme se composent des 
ćquations (74), (77) et (78).

A cause de la continuitó des fonctions (76), il suffira d’ótudier 
le cas ou, dans tout le domaine considórć on a

(79) P1 = 0

et celui ou, dans tout ce domaine ou aurait

(80) p, 0.

Dansle premier de cesdeux cas les śqualions (77) et (74) donnent

5s = 0 et p2 q, = 0

et, dans le 2-ieme, il rósulte des śquations (77) et (74) que Fon aura

Pi • Pt • 9i • 9s + °-

Par consćquent, pour dóterminer, dans le cas considśre, toutes 
leB solutions du problfeme, diffćrentes de la solution óvidente

(81) Pi =pt = 9i = 9i =°,

il n’y a qu’a envisager successivement les cas ou, dans tout le 
domaine considóró. ou aurait

(82) Pi = 9i — 9i = o, p2 0
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(83)

(84)

=9»==P» = °> 9i+°

Px Pi 9> 92 + °-

Dans le premier le ces cas toutes les óquations du probleme 
serons satisfaites identiquement sauf l’ćquation

MftM,

laąuelle (dernifere des formules (8) p. 10} se rdduit a

d'ou
(85) p2 = fonction arbitraire de a2 et a3.

Dans le 2-ieme ces on trouve d’une faęon analogue

qt == fonction arbitraire de a} et as.

II ne reste donc plus a ótudier que le cas ou 1’inegalitó (84) 
est vśrifióe.

II resulte de la derniere des formules (8) (p. 10) que les 
óquations (78) s’obtiennent en remplaęant, dans l’equation

(86)

la fonction successivement par p2, qt et q2. Or, il resulte 
de (77) que l’equation (86) śquivaut & l’ćquation

laquelle, comme cela resulte de (84), śquivaut a celle-ci:

2 1 . Sip

Mais il rćsulte des śquations (74) et (77) que l’on a

Pi <h=Piqi= — pl

Par consśquent l’śquation (86) equivaut a la suivante:
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Donc le systeme (78) óquivaut au suivant:

Mais les equations (77) et (74) donnent

(88)
?2 = — Pl’

Pi Pi
Pi
Z 

expressions de q2 et qui verifieront les deux dernibres ćquations 
du systeme (87) pourvu que les deux premiferes soient satisfaites. 
II resulte de la que le problóme se rśduit a 1’intógration du sys
teme d’óquations aux dórivees partielles suivant:

Pour intćgrer ce systeme posons

(89) Pt =
en dósignant par Z une inconnue auxiliaire. II est aise de voir que 
la question se ramenera a 1’intógration du systeme suivant:

(90)

L/intćgrale gćnerale de la premibre de ces equations est 
donnće par l’ćquation

(91) F(a, -|- Za3. Zat + 2) — 0

ou P' est la caracteristique d’une fonction arbitraire des variables

Oj -|- Za3, Za2 et 2,
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-assujettie seulement a des c tnditions de regularite óvidentes et telle 
que l’óquation (91) admette par rapport a 2 une solution ne se 
reduisant pas a zero. La fonction 2 etant dóterminee, l’expression 
gónórale de 1’intógrale de la 2-ierne des śquations (90) sera la suivante:

(92) p, = 0(a, + ta2 + ag,J)'),

ou le second membre reprśsente une fonction arbitraire des fonctions

(93) a, -j- 2as, da2 as et A.

En definitive, nous avons determine toutes les solutions du 
probleme dans le cas que nous avions a ótudier dans le numero 
actuel.

8. II ne nous reste plus qu’a integrer le systeme formę par 
1’ensemble des equations (9), (10), (11) et (12) dans l’hypothóse ou, 
dans le domaine que l'on considóre le determinant D, dófini par la 
formule (14) (p. 11) satisfait a 1’inegalite

(94) 2>=t=°;
c’est le probleme que nous nous proposons de resoudre dans le 
prósent numero.

11 serait aise de verifier que, dans le cas actuel, le systeme 
d’ćquations qu’il s’agit d’intćgrer peut ótre mis sous formę d’un 
systeme de six óquations aux differentielles totales complfetement 
integrable mais la móthode que nous allons employer rend superflue 
la verification directe, un peu laborieuse, du fait que nous venons 
de sigualer.

XII. Remarąue. L’inćgalite (94) dtant vórifióe dans le domaine 
que l’on considere, chacune des fonctions vt, v2 et w se reduit 
a une constante.

*) Si, apres avoir dispose de la caracteristique F dans l’óquation (91) et 
apres avoir choisi une certaine solution en 2 de cette óąuation, on formę toutes 
les combinaisons deux a deux des fonctions (93), l’une au moins de ces combi- 
naisons se composera de deux fonctions independantes et la fonction p, pourra 
etre misę sous formę d’une fonction de ces deux fonctions; toutefois, si I’ou con- 
sidere une combinaison determinie de deux des expressions (93), ces expressions 
pourrons reprósenter selon la faęon dont on disposera des elements arbitraires 
dont depend la fonction 4, ou bien deux fonctions indópendantes des varia- 
bles a,, a,, a3 ou bien de deux fonctions dont l’une sera une fonction de 1’autre; 
cela etant, pour avoir une expression tout a fait gdnórale de p, il a fallu le 
representer eomme fonction des trois fonctions (93).
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C’est en effet ce qui rósulte des óquations (9) (p. 11) et de 
la definition du determinant D.

XIII. Thćoreme. Lorsqu’a 1’interieur d’un certain domaine (T) 
1’inćgalite (94) est verifiee. aucune des fonctions p'z et y( ne peut 
se reduire a zóro dans tout 1’interieur du domaine considóre.

Eu effet, supposons qu’a 1’intśrieur d’un certain domaine (T) 
1’inegalitć (94) soit vórifiće et que, contrairement a notre thóoreme, 
on ait, dans tout 1’intćrieur du domaine (7’), par exemple

(95) pś = o.

Les deux prćmieres śquations du systeme (11) (p. 11) nous 
donneront
(96) p? + p, y, = 0, p, (?! + y,) = 0.

D’autre part, il resulte de (14) (p. 11) et (95) que Fon aurar

= 4p2 y?,

par consóquent, en vertu de (94), on aura

(97) p, 0

et, par suitę, la 2-ióme des egalites (96) nous donnera

Pi + 'Ji — 0,

śgalite qui, en vertu des 1-ibre et 4-ieme des formules (13) (p. 11) 
nous donnera:

— 2wa3 -|- 2v1ai -|~ 2v2at — 0,

pour tout 1’intórieur du domaine (7’). Or (XII, p. 27} chacune des 
fonctions w, v1 et vt se rśduit a une constante. On a donc nóces- 
sairement

w = U] = = 0

et les formules (13) se rśduiront aux suivantes

(98) 2Ap1 = Afat, 2Apt =— Ala,, 2Aql—A/aJ, 2A</t = - Mat.

En portant les valeurs de p,, p2 et yn tirees de ces formules 
dans la premifere des egalitćs (96) on trouve

A/2i«2 — a, a,) = 0,
d’ou

4/ = 0,
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ce qui, au nioyen de la 2 tóme des formules (98), donnę

P» = °,
ćgalite incompatible avec 1’ćgalite (97).

Si en lieu de supposer l’existenee de (95) on avait supposć 
celle de qz = 0, ou aurait reneontrć une contradietion analogue 
A celle que nous venons de mettre en ćvidence. Notre theoreme est 
donc demontró

XIV. Remarąue. II resulte du thóoreine precćdent et de la 
continuitó des fonctions et que, sans nuire a la gśneralitć, 
ou peut, comme nous le ferons dorenavant, supposer que, dans tout 
1’intórieur du domaine considere on a

(99)

Iutroduisons maintenant 1’iuconnue auxiliaire 2, dćfinie par 
la formule

(100) 2 = 4.
Ps

II rćsulte de (99) que la fonction 2 sera une fonction con
tinue, vórifiant, a 1’intórieur du domaine que Fon considere, 1’inógalitó

(101) 24=0.
Pour abreger 1’ścriture, posons

(102) (*  = 1,2,3)

Les deux premieres equations du systeme (10) (p. 11) pour- 
ront alors stócrire ainsi:

| 2(>1-21) + 2(Uf84-2/,1) = 0
| 31, - 2^4-22(31,+7,,) = 0,

d’ofi
2(>, — S1), 3fs 4- 2p, _
2/, — 2ys, 2(3/, />,) |

En developpant le 1-ibr membre de cette śgalitó, on recon- 
nait que, a cause de la 3-ieme des ćquations (10) (p. 11), elle 
ćquivaut a la suivante

(104) 4 df, Jf2 — J/Sa = 0,

laquelle, par consequent. sera yórifiće dans tout le domaine considśró.
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XV. Thóoreme. Lorsque les inegalitós (94) et (99) sont 
yórifiees a 1’intórieur d’un certain domaine (7’), aucune des fonctions 

<io5> ' i u'-,’”
( 14— .14 4- Pi

ne peut se róduire a zóro dans tout 1’intórieur du domaine considóró.
En effet, supposons que, contrairement au thóoróme qu’il 

s’agit d’ótablir, l’une des fonctions

(106) 37, — qx ou J/3 + 2p, 

soit identiquement nulle a 1’intórieur du domaine (7’). En vertu 
de (101) et (103) le seconde des fonctions considóróes serait aussi 
identiquement nulle; nous aurions donc

5p, 
Sa

(107) 4A-?1=0, 34 + 2^=0,

par consóquent.

' +2Pa,

dans tout le domaine considóró. Aprós avoir portó les yaleurs (13) 
(p. 11) de p, et </! dans l’ógalitó prócedente et apres avoir substi- 
tuó, dans l’óquation obtenue, a 37, et 37s, les expressions que l’on 
obtient en remplaęant, dans les yaleurs de Mx et Ms tiróes de (107), 
pt et qx par les yaleurs que fournissent les formules (13) (p. 11), 
on trouvera finalement que Fon doit avoir identiquement

6w«2 at — 6r, a2 — 2i>2(2a| -|- ax a2) = 0.

Donc, puisque w, vx et «2 sont des constantes {XII, p. 27} on a

ir = = vt — 0

et les formules (13) (p. 11) se róduisent aux formules (98). Celles-ci 
donnent en particulier

Pi + <h = °-

Par consequent, il rósulte de la 2-ieme des equations (107) que

34 — 2 y2 = 0,

egalitó qui, a cause de (103) et (101), entraine le suiyante:

(108) 34 + pt — 0.
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Apres avoir purtó les valeurs de JĄ, JĄ et JĄ tiróes des 
óquations (107) et (108) dans 1’ógalitó (104), on trouvera

Pi + ?i = O,

ógalitó qui. en egard aux formules (98), entraine la suivante:

Jfs(a|—a, a2) = O, 
d’ou

Jf = 0.

Donc, comme cela rśsulte des formules (98), on aurait

Pi = Pi = = <h = 0

ógalitós qui, comme cela rósulte de la formule (14), sont incom- 
patibles avec 1’inógalite (94). II est donc prouve qu’aucune des fonc
tions formant la 1-iere ligne du tableau (105) ne peut se reduire 
a zóro dans tout 1’interieur du domaine considśró. On dómontrerait 
d’une faęon analogue qu’aucune des fonctions formant la 2-ieme 
ligne du tableau (105) ne peut se reduire a zóro dans le domaine 
considóró. Notre thóoreme doit donc etre regardó comme dómontró.

XVI. Remarąue. II resulte du thóoreme precódent qu’il 
n’existe aucun domaine a 1'intórieur duquel on aurait a la fois 
1’inógalitó (94) une ógalitó exprimant que l’une des fonctions (105) 
se róduit a zóro. Donc, a cause de la continuite des fonctions que 
nous avons a considórer, nous pouvons, sans nuire a la gónóralitó, 
supposer comme nous allons le faire dorónavant, que, dans le do
maine considóró, aucune des fonctions (105) ne sannule.

9. Actuellement nous nous proposons de tirer des equations (11) 
et (12) les expressions de p'z et de </ś en fonction de M: on verra 
que l’on peut y arriver sans con naitre la formę de la fonction M.

Le systeme (11) donnę:

(109) 1> = 4(p? + pt </,) pt </$ — 4pi(pt + 7«) Pk

oh I) a la valeur (14). En portant dans l’expression de 1) la valevr 
de q'3 tiróe de (100), on trouve:

(110) D = 4^2{J/i1 —7, + J(Jps — ę,)}.

En tenant coinpte de cette expression de D et en substituant 
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A </3 dans le second inembre de (109) sa valeur tiree de (100), on 
reconnait que, en ćgard A (99), l’equation (100) óquivaut A la 
suivante:

(111) {2p, — </, + A (Apt — ?21} =

= '2pt{(*Pi  — qi)Pt + (*p t — ?«.)?i}

D’autre part, les óquations (103) ćquivalent aux suivantes:

H12) ! W-?i) = -(2^+^8),
I 2(2p2-?,) = -(2234 + Jf8).

En portant les valeurs de Apt— ?, et de 2p, — qt tirćes de 
ces equations dans (111), on obtient une śquation equivalente A la 
suivante

(113) 2'34 + 234 + ** =

= 2p2 ((234 + * ^4) Px + (2234 + 34)?,}
ou Fon a pość

(114) /=??•

XVII. Lemme. L’une au moins des derivóes 3f, et 3/2 de 
la fonction M est difierente de zero.

En effet, il rósulte de (104) qu’au cas ou chacune des fonc
tions 34 et 34 ne serait pas differente de zero. la fonction 34 
serait nulle. Si donc chacune des fonctions 3/„ 34 etait egale 
A zśro, ou aurait

3/, = 34 = 34 = 0

et il resulterait des equations (112) et (110) que, conlrairement 
a Fhypothhse, ou aurait

/> = ().

Notre lemme est donc demontre.
Cela pose, nous allons transformer l’óquation (113) en envi- 

sageant successivement 1’hypothese ou Fon aurait

(115) 3440
et celle oh
(116) 34 40.
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Multiplions l’óquation (113) par 2 JA et eliminons de Fóqua- 
•stion obtenue la quantite JA au moyen de (104); il viendra

(117) (2A/, + 2 JA)4 -<Z = 2^’2 (2
c a3

dquation qui, a cause de (115), equivaut a (113). Mais

(118) 2 JA +2 A/s 4=0, 
puisque la fonction

(2AA 4- 2 AA)2 = 4 JA (JA + J JA + J’JA)

est ćgale, comme cela rósulte de (112) et (110), a 2D et que, par 
hypothóse on a Finćgalite (94). Cela śtant, l’śquation (117) equivaut a

(1 19) (2AA + J JA) =2p2(2JA p, + AA 7i),

laquelle {XVI, p. 31} equivaut a celle que Fon obtient en la inulti- 
pliant par

JA, 4" 2pn

en substituant dans cette derniere a Fexpression

J(JA + 2^,)

i’expression 2 (JA —yj qui lui est egale a cause de la 1-iere des 
ćquations (103), il vient

(120) 2(2 JA Pi 4“ J4(/i) — 2Pj(2 JA pi 4~ JA ?i)(JA + 2pi)-

Mais il rósulte de (11 3) et de ce que (120) a ete dśduite de (119) 
en multipliant celle ci par un facteur non nul, que

2 JA Pi 4- JA 7i 4= 0

donc, l’equation (120) donnę

(121) ^^^(AA + Sp!).

Si nous avions suppose que l'on a 1’inćgalite (116) il aurait 
suffit de multiplier (113) par 2 JA Pour s’assurer, au moyen d’un 
caleul tout a fait analogue a celui que nous veuons de developper, 
Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3 
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que, dans ce cas encore la formule (121) subsiste. Donc {XVII p. 32} 
la formule (121) subsiste dans tous les cas.

En introduisant la fonction /, definie par la formule (67) 
(p. 22), on donnera aux deux premióres equations du systeme (11) 
(p. 11) la formę suivante:

3/ , 2 Sf
3^ + 2X=^ + /’27'

¥ , 1 <?/' Z I X
= P^P' + ?»)’

cu2 "

Ces śquations donneront, apres y avoir porte la valeur (121}

(122)
2 = pi(2<ll — 2 JĄ) 2p,(p, — 2p,),

C U|

22^ = ps(2?>-JĄ).
ca2

D’autre part les equations (103) (p. 29) donnent:

2?] - 2JĄ = 2(JĄ + 2p.),
22i- JĄ = 22(JĄ-Ą p2).

En portant les valeurs prócedentes de 2qt — 2 JĄ et de 
2g2— JĄ dans les formules (122) on trouve:

(123)
=pt -'A +pi>

C Uj

< ==^2p4 +a)-

Aprós avoir portó dans les óquations (121) et (122) les valeurs 
de p, et p2 tirees des formules (13) (p. 11) on s’assurera aisó- 
ment que, independamment de la formę que pourrait avoir la fonc
tion JĄ 1’ensemble des ćquations (121) et (123) constitue un sys
teme coinpletement intćgrable qui fournit pour la fonction p, ou 
ce qui, a cause de la formule (67) (p. 22), revient au móine, pour 
la fonction p{2 l’expressior suivante: 

ou Cj represente une constante arbitraire.
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On s’assurera aisśment que, pour ealculer yś2, il suffit de 
substituer, dans les considerations qui nous ont conduit a la for
mule (124), aux quantites

Pil Pil Pil ?S’ ?3’ V11 Vi- al1 ai' a3,
respectivement les quantitós

Yn ~ Pu Pu ~Pi ~ % »i, «a, «i, «s-

On trouvera de cette faęon

/19M -g_, 0^1+w)* —j4c, »2_(J£+M’)-|-4a1^

en dśsignant par c2 une nouvelle constante arbitraire.
10. II ne nous reste plus qu’a dćterminer la fonction J/ par 

la condition qu’elle satisfasse aux trois equations qui forment le 
systeme (10) (p. 11) ou, ce qui revient au nteme, par la condition 
qu’elle vćrifie le systeme fornte par les deux śquations (103) et la 
3-teme des śquations (10), c’est-k-dire le systeme suivant:

(126)
2J/,+ 2M-2(?1 —2P1) = 0,

-|- 22 JĄ — 2(ę2 — łpt) = 0,
As(4f) + 2(?1 p2 — g2 pj = 0,

ou 2 est dśfinie par la formule (100) (p. 29), les symboles Mi} M2, Als 
etant dćfinis par les formules (102) (p. 29). En utilisant les for- 
inules (13), (124) et (125) on transformerait aisćment le systeme (126) 
en un autre qui ne contiendrait plus que la seule inconnue M- 
Toutefois, pour arriver a des ćquations maniablcs, il faut proceder 
avec quelque attention.

Je rappelle d’abord que le systeme (126) entraine, eomme nous 
avons dćja eu 1’occasion de le constater, l’śquation (104) (p. 29). 
Pour aller plus loin, observons qu’en tenant compte de cette śquation on 
deduit aisóment des deux premteres śquations du systeme (126) les 
deux suivantes

2(i/j Api) J/2 (<^2 dpi) JĄ = ^5
2(y3 — Jjo2) JĄ — (?! — Apt) JĄ = 0

Multiplions la premifere de ces óquations par tfc -|- et 
la deuxteme par 2p2; en ajoutant membre a meinbre les

3*
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śquations obtenues, on obtiendra une śquation śquivalente a la 
suiyante:

(127) (?? — JĄ -j- (^ — frpl} Mx — (^ ?, — J2 Pl p2) JĄ = 0,

oii comme cela rśsulte des śgalitśs (100), (124) et (125), J2 doit
etre regardś comme dśfini par la formule

7128'1 2« = ~ (^+ w)*  + (M+w) — 4a, v22
4c, A — aj (JĄ — w)2 — 4as vt (M — w) — 4a2 »22

II rśsulte de ce qui prścede ainsi que du lemme XVII (p. 32) 
que nous avons le thśorśme suivant:

XVIII. Thśorśme. Les yaleurs des constantes (XII, p. 27} tq, vt 
et w śtant choisies ainsi que celles des constantes q etc2 qui figurent dans 
les formules (l 24) et (125), la fonction M doit nścessairement satis- 
faire a l’śquation (104), a la derniśre des śquations (126) ainsi qu’a 
l’śquation (127), sans se reduire a une constante.

Voici maintenant un thśoreme qui complete le prścśdent:
XIX. Thśoreme. Lorsque, sans se rśduire a une constante, 

la fonction M satisfait. dans les conditions śnoncśes dans le thśo
reme prścśdent. a 1’ensemble des śquations (104’, (126) et (127), 
les formules (124) et (125) lui font correspondre prścisśment deux 
solutions de 1’ensemble des śquations (9), (10) (11) et (12); pour 
aucune de ces solutions le dśterminant I) {formule (14) p. 11} 
n’est identiquement nul et ces solutions se dśduisent l’une de 
1’autre en substituant aux expressions de p's et de q'3 qui convien- 
nent a l’une des solutions considśrśes, les produits de ces expressions 
par ie nombre

— 1

Pour śtablir ce thśoreme supposons que 1’hypothśse en soit 
yśrifiśe.

Si chacune des dśriyśes JĄ, JĄ et JĄ ne jouissait pas de la 
propriśtś de ne pas se rśduire identiquement a zśro, il existerait, 
comme cela rśsulte de (104), un domaine (T) a 1’intśrieur duquel 
l’une des dśriyśes JĄ ou JĄ serait diflśrente de zśro, la deuxiśme 
d’entre elles ainsi que la dśrivśe J/3 śtant identiquement nulle. Con- 
sidśrons par exemple le cas ou Fon aurait a 1’intśrieur du domaine (T)

<129) JĄ =1= 0, JĄ = JĄ = 0,
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l’óquation (127) nous donnera

ql — A2 pl = 0
ou bien

(^ — APi) (</s 4- 2p,) = 0

ou A represente 1’une des deux racines de (128). II existera donc 
une racine A' de (128) telle que Fon ait

(130) qt—A'pt — O.

Or pi et qt ne peuvent pas etre nuls identiquement car, 
comme en vertu des formules (13) (p. 11) on a

(131) 44(9, p2 — qt = — AZ*  4~ w’ — 4iq v2,

on aurait si l’on avait identiquement

Pt = = 0,
— Al*  w*  — 4o, r2 = 0,

et la fonction Af, contrairement 4 Fhypothóse, se róduirait a une 
constante.

II resulte de la que l’equation (130) determinera A' sans 
ambiguitó si. comme nous le ferons, on impose a A' la condition 
d’etre continue. La fonction A1 etant dóterminóe de cette faęon, 
nous allons faire voir que, pour obtenir une solution du problóme 
il n’y a qu’a associer a M les systómes de dóterminations de p3 et q3 
qui satisfont a la condition

(132) 'b=A'.
Pt

A cet effet il nous faut prouver:

l0 que pour satisfaire au systeme (126) avec A = >b, il faut 
P»

et il suffit que l’on prenne un systeme de dóterminations de pś et 
q3 qui satisfasse & la condition (132).

2° que le dóterminant 1) dófini par la formule (14) (p. 11) 
n’est pas identiquement nul. Or il resulte de (129) et de (130) que Fon a

(133) A/34-22LIĄ-2(^-Zp2) = 0.

D’autre part, puisque, par hypothese, la 3-iómo óquation du 
systóme (126) est vórifióe, ou aura {voir les formules (8), p. 10} 
a cause de (129):

— 2p2AĄ 4- 2(ę, p2 — y2 p4 = 0 
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d’ou, moyennant (130):
2 .V, — 2(7, — ) = 0

ou,, puisque .J/3 = 0,

(134) 2M]H-2/3/3-2(?1-2>1) = 0.

La fonction .1/ satisfait donc aux ćąuations (133) et (134) 
ainsi que (par hypothese) a la 3-ieme des ćquations (126). Pour 

que ce systeme soit śquivalent au systeme (126) |ou 2 = —il est 

evidemment nćcessaire et suffisant que Ja relation (132) soit satisfaite.
Reste A prouver que le determinant 1) n’est pas identiquement 

nul. Or il ręsulte de (131) (od, rappelons-le, w, et ®2 repró- 
sentent des constantes) que, puisque la fouction M ne se reduit 
pas a une constante, l’expression

7i Pi — <h Pi

n’est pas nulle identiquement, donc (V, p. 12) le determinant I) 
n’est pas identiquement nul.

En definitive, dans le cas particulier ou fon a les relations 
(129), le theoreme est dćmontró. On 1’ótablirait d’une faęon ana
logue dans le cas ou l’on aurait

M2=|=0, ^ = ^, = 0.

II ne reste donc plus qu’a examiner le cas genćral ou

(135) 711,^0.

Dćsignons par 2' une dćtermination continue de 2 verifiant l'equa- 
tion (128), en nous reservant de prćciser plus tard quelle est celle 
des deux dćterminations de 2 que reprćsente le symbole 2'. L’ćqua- 
tion (127) pourra s’ócrire ainsi:

(136) (7? — 2'8p?) J/2 + (7? — 2'2pj) — (7, </2 — 2'2p,p2) = 0.

I)’ailleurs

(?i PiY ~ 4(7? ~ *̂Pi)  (72 ~ ^P-i) =
= {(71 — ^Pi) (72 Pi) — (71 + ^'P\) P/, A £>2)}’ =

= 4(7, p2 — 72 p,)2 2'2.
Or l’expression

7i Pi — 7s Pi 
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ne peut s’ćvanouir a, 1’intćrieur d’aucun domaine car, a cause de 
la relation (131) la fonction J/, contraireinent a Fhypothbse, se 
róduirait a une constante. Par consóquent les fonctions

y? —2'2p?, yi ~et 7i ?s ~ ^'2Pi Ps

ne peuvent pas śtre nulles a la fois.
Cela ’posć, les śquations (136) et (104) permettront de cal- 

culer les rapports des quantites J/,, J/2 et Mz. On constate qu’il 
existe un nombre e, vórifiant 1’ógalitó

e2 = 1

et tel que les dćrivóes (i == 1, 2, 3) soient proportionnelles aux 
expressions * >

(7i — (</s — e^p4)2, 2(y, - e2'Pj) (y2 — s2'p2).

Mais si 2' est une racine de (128), s2' en est óvidemment aussi une.
Par consóquent, nous pouvons prćciser la ddtermination de A 

que repr&sentera le symbole A,' en specifiant que c’est celle a la- 
quelle correspond la valeur -j- 1 de E. La dćterinination 2' de 2 śtant 
prócisće de la faęon prścśdente, les quantitśs Mx. M2 et Alt seront 
proportionnelles aux expressions

(2i — 2'p,)2, (y2—2>2)!, 2(y, — 2'p,) (y2 — 2'pt)

avec un coefficient de proportionalitś que Fon dćterminera en 
tenant compte de ce que, par hypothese, la fonction M satisfait 
a la 3-i£me des equations (126) (p. 35).

Apres avoir effectue les calculs precedents on s’assurera que 
Fon a:

2JI.+ 2'JĄ-2(y1-2>1) = 0> 
J/8 + 22'Jf, — 2(y, - 2>2) = 0.

Pour que ces óquations se eonfondent avec celles que l’on 
obtient en substituant a 2 dans les deux premibres des ćquations 
(126) le rapport

7s
Pa

il est ćvidemment nócessaire et suffisant que Fon associe a la fonc'
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tion M un systóme de valeurs de p'z et de gj, tiró des equations (124):- 
et (125), tel que Fon ait

= ^'.
P*

Cette condition ótant remplie, toutes les óquations (9), (10), 
(11) et (12) seront satisfaites et il ne reste plus qu’a prouver que 
le determinant (B) {formule (14), p. 11} n’est pas nul identique- 
ment. Or, puisque, par hypothóse, la fonction M ne se róduit pas 
& une constante, il rósulte de la relation (131) (p. 37) que l’expression

<h Pi — Pi

n’est pas identiquement nulle. Par consequent {V, p. 12} le deter
minant D n’est non plus identiquement nul et la *dómonstra-  
tion du tlióoróme est achevóe.

11. II resulte des thóoremes XVIII et XIX (p. 36) que le 
problóme ótudió se ramóne a la dótermination de 1’integrale com- 
mune des óquations (104), (127) et de la derniere des óquations 
(126). Si, apres avoir porte dans l’óquation (127) la valeur (128) 
de 22, on substitue dans l’óquation obtenue ainsi que dans la der
niere des óquations (126) les valeurs de px, p2, qx et </2 tiróes des 
ógalitós (13) (p. 11), si en outre, pour dóterminer la fonction M 
des variables a,, a2, a8, on se propose de recliercher une fonction 
F(a1, a2, a8, M) des quatre variables a2, a3 et IbT, telle que l’óquation

(137) F(a„ a2, «„ J/) = 0

fasse connaitre la fonction cherchóe Jf, on constate que apres avoir 
posó pour abróger 1’ócriture:

3F 3F(138) Fo = _, F. = ^, (i=l,2,3>

| l = M*  — w*-kuv,  1' — M- — w* — 4mv,
(139)

| a, — 2vx(w -f- d/) , at = 2v.2(u> — M) ,

on peut ócrire les óquations du problóme comme il suit:

(140) 4F1.Ft-Fss = 0,

i
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(141) Z{(2a1as4-Z'ai)/'ł—(2a8as4^«i)^+(ai«2 —a2«i)-f«}4-
4- 4c,([(M-|- tt>)a8 — 2vt al]2Fl -f- [(.V + w) a, — 2r8a,]*F 2 4~ 

+ [(Jf + w)a8 — 2v3 aj [(AZ J- w)a, — 2t>2a,]/’8} J- 
4c2{[(J/ — ic)a, + 2v1a3\tF1 J- [(Jf —w)a8 J- 2v,a2]iFi J- 

4~ [(M — w)a1 + 2®, a8] [(Jf— w)a8 J- 2®, a2]_A’8} = 0.

(142) 2{(M — w')a1 4 2via3}Fy 4 2{(JZ 4 w’)a2 — 2»2a,}F, 4
4 2{Mas J- vt a2 — v3ctx}F3 — lFn — O, 

ou, bien entfendu, les variables a,, a2, a8 et M doivent etre re- 
gardćes comme des variables indćpendantes.

Introduisons maintenant au lieu des variables a,, a2, a8 les 
variables an <r2, 08, dśfinies par des formules de la formę

3
Oi=^atkak (i= 1,2,3)

ou les a.k sont des fonctions de la seule variable JZ, fonctions telles que 
l’expression qui est multiplióe par l dans l’śquation (141), c’est-a-dire 
l’expression

(20,03 4- l’ai)F1 — (2a2a8 4- l'at)Ft 4- (ata2 — Wja,)/, 
prenne la formę suivańte

9F , 3F , 3F 
P1 3a2 + 9a 3o8

ou les reprósentent des fonctions de la seule variable M. On 
trouve aisement que Fon peut prendre:

(143)
o, = (M — w)2a, 4- 4v^a2 4*  4^(4/ — w)a3 
a2— 4«|a, 4" (M 4 w)* a2 — 4t>2(JZ4“ u')az-
<J3 — — 2vt(M — w)a, 4 2»i (d/ 4- w)a3 4 l'as-

A la suitę de ce changement de variables les śquations (141) 
et (142) prennent la formę suivante
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3
31-
3 o i = 0.

Effectuons maintenant, dans ces equations, le changement de 
yariables suiyant:

(144)

il yiendra:

^1 ^2
§1 ---- , s2 —----- , Ss = -£-~

^3 ^3 °8

(145)

(146)

En se reportant a la premiere des' formules (139), on recon- 
nait de suitę que, aprós avoir pose

(148) <? = (J/2 — w*  -)- 4uvj'2 ’

ou peut representer 1’integrale gónórale de l’óquation (146) au 
moyen de la formule suiyante

ou (ę>, s,, s2) reprósente une fonction arbitraire des yariables 
<p, Si et «j, assujettie seulement a remplir des conditions de rógula- 
ritó óvidentes. En exprimant que l’expression prócódente de la 
fonction F satisfait a l’óquation (145) et aprós avoir posó

(148) = Sj ss — 4(c, s, + c2 s, )qp,

on trouve que la solution commune la plus gónórale des óqua- 
tions (145) et (146) peut etre represóntóe par la formule suiyante:

(149) 

oii le second membre reprósente une fonction arbitraire de <p 
et de ip.

Reste a exprimer que l’expression (149) de F satisfait a l’óqua- 
tion (140); moyennant un calcul tout a fait ólómentaire mais un 
peu long, on reconnait que la condition nócessaire et suffisante 
pour que la yaleur (149) de 7* ’ satisfasse a l’óquation (140) est
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que la fonction F2 (gp, tp) vórifie l’óqnation aux dórivóes partielles 
suivante:

(150) — 4(v» + lGcj cg <p

-f- 4cptp 3J1 dJ,A
3<p Sty

+

Mais en róalitó ce que nous cherchons c’est la relation entre 
AZ a,. a2, a3, que dófinit l’óquation (137) ou, ce qui, a cause de 
la formule (149), revient au móme, la chose qu’il nous importe 
de connaitre cest la relation entre q> et ip que dófinit l’equation

^(9>, ^) = 0.

Or. il resulte de (150) que la relation en question se confond 
avec celle qui dófinit l’óquation diffórentielle ordinaire suivante:

{4t/>2 — 4(t/< -|- 16<■, Cj gp2)} dcp2 — 4 gp rp dcp dip -|- *JP 2 dtp- — 0, 

laquelle peut encore s’ecrire ainsi:

(2tp d<p — (pdtpy — 4(ty -I- 16c, c, <p-) d(p- = 0, 
d’ou
(151) ip -|- 16Cj Cj (p2 — (csgp — 1)’

ou c3 represente une constante arbit.raire.
Moyennant les formules (143), (144), (147) et (148) on expri- 

mera les fonctions <p et ip au moyen de M et d elements connus 
et l’equation (151) fera connaitre alors la fonction M qu’il sagissait 
de determiner.

En se reportant aux thóorhmes XVIII et XIX (p. 36) 
et en remarquant que la fonction A/, dóterminóe au moyen de l’equa- 
tion (151). ne se fćduit pas a une constante, on reconnait que Fon 
a le thóoreme suivant.

XX. Thóoreme. II existe une solution de 1’ensemble des óqua- 
tions (9). (10). (11) et (12) (p 11) nannulant pas identiquement le 
dóterminaut D dófini par la formule (14); cette solution dópend 
de six constantes arbitraires dont trois reprósentant les valeurs 
constantes (XII, p. 27) des fonctions vt, vt et it’, les trois autres 
ótant les constantes ą, c2 et cs entrant dans les óquations (124), 
(125) et (151); le choix des six constantes precódentes ótant arrótó, 
on pourra procóder comme il suit pour former la solution corres-
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pondante du probleme: on choisira arbitrairement une dótetermi- 
nation M verifiant l’equation (151), ou portera cette dćtermination 
de M dans les śquations (124) et (125) et apres avoir choisi arbi
trairement l’une des deux dśterminations de l’une des fonctions pś 
et q'3, on lui associera (ce qui sera toujours possible) celle des 
determinations de la seconde de ces fonctions qu’il faudra choisir 
pour que la valeur

de A satisfasse aux equations obtenues en portant la deterinination 
considśrće de M dans les deux premieres ćquations du systeme (126), 
aprós avoir prdalablement substituó dans ces óquations aux fonc
tions p„ p2, q, et qt leurs valeurs tirćes des ćquations (13) (p. 1)).

12. Ayant dóterminó toutes les intógrales du systeme formę 
par 1’ensemble des óquations (9), (10), (11) et (12), appliquons les 
resultats obtenus au probleme de physique qui nous a conduit aux 
óquations precódentes.

En se reportant aux formules (1) (p. 9) on reconnait que 
les fonctions
(152) p„ ps, q„ qt, q8

qui entrent dans les formules (3) (p. 10), doivent etre determinćes 
dans le domaine que dófinit 1’ensemble des relations suivantes

(153) a, 0, a, > 0, a, a2 — a| 0.

II faut óvidemment chereber des expressions des fonctions (152) 
telles que chacune des fonctions (152) soit continue dans tout le 
domaine (153).

Dans les numśros precśdents nous avons reconnu que, au 
point de vue de la formę analytique, il y a lieu de distinguer huit 
solutions differentes de 1’ensemble des equations (9), (10), (11) 
et (12); l’une d’elles est earactórisee par la condition que la valeur 
correspondante du determinant D, dófini par la formule (14) (p. 11) 
ne se rbduise pas identiquement a zero; c’est celle a laquelle se 
rapporte le tbeoreme XX (p. 43); en dehors de cette solution il 
y en a encore sept autres ayant cela de commun qu’il correspond 
a chacune d’elles une valeur identiquement nulle du determinant D, 
pour deux de ces solutions (voir le No. 5) le produit p't.q8 n’est
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pas identiquement nul; l’une de ces solutions est donnóe par les 
formules suivantes

A V2 I
«, + «ta2,

<154)

Ap2 = v2
C — v' “s’

A<p = v1Cal — v2as,
Aqt = -vlCat-{-v2a1,

P» =
2Cvt v2 a3 — C2v\a2 — v2a}

CM
q» = Cpz,

ou C est une constante arbitraire non nulle, les ąuantitós vu v2 et J 
btant des fonctions arbitraires de la fonction

(155) a, C2 — 2a3C a2;

la deusieme des solutions eonsidćrćes est donnee par les formules 
suivantes

zip! = — V* as + vx at

=
(156)

vs
“i — ”i as

4 <?, = vt 2 a3 — v2 as 
Aqt = — vt 2 as + v2al

„.2 22v1v2a3 — vlat — v(a2
P3=------------ JM------------ +

ou t;,, v2 et F sont des fonctions arbitraires de la fonction 2 
laąuelle est definie par l’ćquation

(157) a,22 — 2as2+ a., + 0(2) = 0

dans laquelle 0(2) represente une fonction arbitraire de 2; vien- 
nent maintenant les deux solutions (voir le No. 6, p. 21) ofi l’une 
des fonctions p( et et une seule est identiquement nulle; l’une 
des solutions precćdentes est donuće par les formules:

2dp, = + 2<jp(a2)a,
24j>2

Pzi

li

= q>(a2)ax — 2(p(ai)ai
= _{^(«8)«s + 2y(««)«»}*  . F, x 

4a2A
= q» = </ś = o,

<158)
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oii ę>(at), i/4ft4 et F(a2) reprósentent des fonctions arbitraire*  
de a2; la deuxieme des detix solutions considóróes est la suivante:

(159)

Pi =Pt =7>ś = 0,
2Aqx —— ip^a^a.2 — 2q>(ax)ai
2dęa = ^(“Jas + 29’(«i')«2

„'2_ ^(ai)a34-'2«r(«i)a2}2 .
/3 _ 4M

oii ę?(aj), ^(“i) et l’(ai) reprósentant des fonctions arbitraires de ax\ 
enfin, en dehors du cas dónuó d’inter6t ou toutes les fonctions 

p2, p'?>. qy, q2, q3 sont identiquement nulles, nous avons encore 
(voir le No. 7) trois solutions ou Fon a identiquement

(160) 

l’une de ces solutions est dófinie par les formules:

(161) | Pi = <12 = ?1 = 0,
| p2 = une fonction arbitraire de a2 et a3;

une seconde solution est la suivante:

(162) I Pi = <12 = P2 = 0 
q1 = une fonction arbitraire de aq et a3;

voici enfin les formules qui font connaitre la 3-ieme solution du 
genre considśrć; le symbole i dćsignant une fonction dćfinie par 
l’ćquation
(163) F(ay «s, ^«s + as, 2) = 0

ou F(ax 4*  ^«3, 
des expressions
(164)
on a

(165)

2as 4~ a3j ty represente une

<*i  4- ^«2 4- <2.

Pi — $(ai 4“ ^a2- ^a2 4" “s,
P2 = Apt

Pi
A

'12 = Pi

fonction arbitraire

ty

ou ^(a, 4*  ty represente une fonction arbitraire
des expressions (164)

On pourrait se demandcr s’il ne serait pas possible d’obtenir 
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des expressions admissibles pour les inconnues (152) (p. 44) sans 
supposer qu’elle dussent ótre definies dans toute 1’etendue du do- 
maine (153) (p. 44) par une seule des huit solutions differentes de 
1’ensemble des óquations (9), (10), (11) et (12) (p. 11); dans ce cas 
le domaine (153) (p. 44) se dócomposerait en plusieurs regions de 
telle sorte que dans des rógions differentes nos inconnues seront 
dófinies par des solutions differentes des equations (9), (10), (11) et (12). 
Toutefois, pour óviter de nous engager dans des considórations com- 
pliquóes et probablement inutiles, nous nous bornerons a considórer 
successivement chacune des huit solutions de 1’ensemble des óqua- 
tions (9), (10). (11) et (12) en ótudiant pour chacune d’elles la 
question suiyante: la solution considóróe peut-elle, peut-ótre moy- 
ennant une particularisation conyenable des ólóments arbitraires 
qu’elle contient. fournir des expressions admissibles des fonctions 
(152) et valables dans tout le domaine (153)?

XXI. Theoróme. La 1-iere des huit solutions ónumórees plus 
haut, celle a laquelle se rapporte le thóoreme XX (p. 43) doit ótre 
rejettóe comme impropre a fournir des expressions admissibles des 
inconnues (152), valables dans tout le domaine (153).

En effet, chacune des fonctions tq, vs et w se reduisant {XII 
p. 27} a une constante, il rósulte de la continuitó des fonctions (152) 
et des formules (6) (p. 10) que la solution considóróe ne pourrait 
ótre admissible qu’a la condition d’avoir

(106) = w — 0.

Or, dans ce cas, ainsi que cela rósulte des formules (143), (144), 
(147) et (148), l’óquation (151) pourrait s’ócrire ainsi:

(167) 2|csa8 — 2(c,a, -|- c4a,)| M1 16c1csd = c?4

et. a cause de (166), les formules (124) et (125) se róduiraient aux 
suiyantes:

(168)

a.M*
4

a2M2
4

J’observe maintenant que {formules (6) (p. 10} Fon a 

169) pj1 = p’4, q't = q‘A.
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Donc, puisque |les fonctions pa et qa sont continues, il rśsul- 
terait de (168) que Fon a:

lim lc,
d-*o l

lim lc,—
d-K> l TH

Ces egalitćs ótant incompatibles, on voit que la solution con- 
sideree ne peut par fournir des expressions admissibles de nos 
inconnues.

XXII. Theorfeme. Aucun des systómes de formules (154), 
(li6), (158) et (159) ne fournit pour les inconnues (152) des yaleurs 
admissibles ne se róduisant pas aux suiyantes:

(170) Pt — = o 1,2, 3).

La marche a suivre ćtant en principe la meme dans chacun 
des quatre cas qu’il y a a considerer, nous nous bornerons a dis- 
cuter les formules (154).

Enyisageons les systfemes de yaleurs des yariables alt a, et as 
tels que Fon puisse poser

(171) a2 — t2a1, aa = ta1

et n’envisageons que les systemes de yaleurs de at et t pour les- 
quels l’expression (155) conserve une yaleur constante £0. Nous aurons

(172) +

D’autre part, puisque, dans les formules (154), les fonctions 
w, et vt sont des fonctions de la seule fonction (155), ces fonctions 
coserveront des yaleurs constantes v\{>> et »£°-' pour tous les systemes 
de yaleurs de a, et t qui yórifient (172). Portons les yaleurs (171) 
de a3 et de as dans la 1-ióre des equations (154) en supposant 
que (171) soit satisfaite. Comme on a

d = a.a2 a*,
il yiendra

° = {- c < +

pourvu que (171) soit satisfaite. Nous aurons donc

— 0.
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Mais la constate £0 a une valeur arbitraire. On a donc iden- 
tiquement

~V2 = 0.

En s’adressant a la 5-ifeme des formules (154) et en tenant 
compte de la 1-iere des relations (169), on prouvera aisement que 
la fonction F, fonction de la seule fonction (155), se róduit iden- 
tiquement & zero. Donc, les seules valeurs admissibles pour nos 
inconnues que peuvent fournir les formules (154) sont bien celles 
que dśfinissent les śquations.

Le raisonnement etant, eomme nous l’avons deja fait remarquer, 
tout a fait semblable dans chacun des trois cas qu’il y aurait en- 
core a considórer, notre tbćorbme doit 6tre regardś eomme ćtabli.

Les deus thćoremes prócódents nous amónent a la conclusion 
suivante: on a dans tous les cas relations (160) ou (formules (6), 
p. 10), ce ąui recient au nieme:

ąuant aux autres inconnues pu p2, cp et ę2, on ne peut hósiter qu'entre 
les expressions (161), (162) ou (165) de ces inconnues.

‘Rocznik Pol. Tow. matem. 4



Les ensembles boreliens abstraits
Par

W. Sierpiński.

& etant une familie donnóe d’ensembles (dont les ólóments 
sont de naturę absolument quelconque), nous dósignerons par 
la plus petite familie eH d’ensembles qui satisfait aux troix con
ditions suivantes:

1°.
2°. Si E = EtEt, oii EnsćH pour n = 1, 2, 3,...,

on a EeaH.
3°. Si E— A'j E2 A’s .... ou Ene&t pour n—1, 2, 3,..., on a EećH. 
(B(#) est donc la familie de tous les ensembles qu’on obtient 

en partant des ensembles de la familie ff et en effectuant (dans un 
ordre quelconque) un nombre fini ou une infinite dónombrable 
d’additions el de multiplications. M. Ha u sd orf f dósigne la familie 
B(&) par et appelle les ensembles formant ensembles bo
reliens obtenus des ensembles EećF1')').

Dósignons par B*(&)  la plus petite familie c^d^nsembles qui 
satisfait aux conditions 1°, 2°, 3° et A la condition

4°. Si E^eSf et EteW, on a Ex— EteeH.
(La propriótó 3° est d’ailleurs, d’aprfes la formule

A', Et E,... = E. - [(£, - Ą) 4- (Ą - Ą) 4- (A\ - Ą) + 

une consóquence des propriótós 2° et 4°).
On a óvidemment (pour toute familie ćf d’ensembles) la formule

B(dr)CW),
et B*(<^)  peut etre regardee comme la plus petite familie d’en- 
sembles contenant B(^) et satisfaisant & la condition 4°.

*). F Hausdorff: Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 84.
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Le but de cette Notę est de trouver une condition necessaire et suf
fisante pour qu’on ait = Nous prouverons notamment ce

Tllćoreme. Pour qu’on ait pour une familie d’ensembles la
formule
(1) =
il faut et il suffit que la familie & satisfasse a la condition:

(2) Si Exe& et Exe&. on a Ex— E1eB{^).

Dómonstration. La familie cH — B* (<F) satisfaisant aux con
ditions 1° et 4°, on recODnait sans peine que la formule (1) en- 
traine (2). La condition de notre thóoróme est donc nócessaire. 11 
reste donc a demontrer qu’elle est suffisante,

Soit donc une familie d’ensembles satisfaisant a la condi
tion (2): il suffira ćvidemment de prouver que la familie St= B(^") 
satisfait a la condition 4°.

Nous prouverons d’abord que:

(3) Si ExEcf et EteB(ff), on a E1— Ete Bfi).

Soit donc Ex e & et dćsignons par aHx la familie de tous les en
sembles E, tels que Ex — Ee B(&). Je dis que la familie jouit 
des proprićtćs 1°, 2’ et 3°.

En effet, soit Ee&: d’aprćs Exe& et d’apres (2), nous aurons 
Ex— EeB(&)\ d’aprćs la definition de la familie <&tx nous avons 
donc EebHx. Nous avons ainsi dćmontrć que ce qui prouve
que la familie eH—eEx jouit de la proprietć 1°.

Soit maintenant E= Hx-[- Ht-\- ...x ou HnEeflx pour
n=l, 2, 3,... D’apres la dćfinition de la familie Six nous avons 
donc Ex — HneB(&) pour « = 1, 2, 3,... La familie ćH— jouis- 
sant de la proprićtć 3°, la formule

Ex - E = Ex - (Hx + Ht + H9 ..)=(Ex - Hx) (Ex - ) (Ą - Ht)...

donnę donc Ex— EsBifr) et il en rćsulte, d’apres la dćfinition de 
la familie que EećHx. Nous avons ainsi dćmontrć que la fa
milie eH=cHx jouit de la proprićtć 2°.

Soit enfin E= Hx Ht łi,..., ou H„e<ftx pour n= 1, 2, 3,... La 
familie = jouissant de la proprićtć 2°, la formule

EX-E = EX - Hx Ht Hs...={Ex-H1)fi-{E1-Hi) + (E1-Hs) + ... 

donnę donc Ex—EeB(ff), et il en rćsulte, daprćs la dćfinition de la fa
milie <%, que EseHt. La familie eft=aHx jouit donc de la proprićtć 3°.

4*



52

La familie St=Stx jouit donc des propriótśs 1‘, 2° et 3°, d’ou 
rćsulte, comme nous savous, que

(4)

Soit maintenant E2 sB(c7): d’aprós (4) nous aurons E2 ećHu donc, 
d’apres la definition de la familie Stx. E1 —E^eB^). La propriótó (3) 
est ainsi ćtablie.

Soit maintenant et dósignons par 8 la familie de
tous les ensembles E, tels que E—EtsB(&). Je dis que la familie 
SC—8 jouit des proprietćs 1°, 2° et 3°.

En effet, soit Eef. d’apres (3) nous avons E — E2eB(&), ce 
qui donnę, d’apres la definition de la familie 8, Ee 8. Nous avons 
donc ce qui prouve que la familie St=8 jouit de la pro-
prietś 1°.

Soit maintenant E= Ht -|- H2 -|- ..., ou HnE8, pour
n = 1, 2, 2.... D’apres la dćfinition de la familie 8, nous avons donc 
Hn—E2eB(&) pour n=l, 2,3,... La familie jouissant
de la proprióte 2°, la formule

E - Et = (H, 4- Ą + ...) - Et = (H, - Ą) + (H, -Et) + 
+ (^,-Ą) + ...

donnę E — E2eB (d?), et il en rósulte, d’apres la definition de la fa
milie 8, que EeS. La familie Sl=8 jouit donc de la propriótó 2’.

Pareillement, en s’appuyant sur la formule

Hx H, H3... - E=(Hx - E) (H, - E) (Ht - E)...,

et sur la propriótó 3° de la familie St— B(&), on prouve sans 
peine que la familie H = 8 jouit de la propriete 3°.

La familie St— 8 jouit donc des propriótes 1°, 2° et 3°, d’oii 
resulte que
(5)

Soit maintenant ExeB(&)'. d’aprós (5), nous aurons Els8, donc, 
d’apres la dófinition de la familie 8, Ex— E2eB(&).

Nous avons ainsi dómontre que

Si E1eB{S) et EtsB(S), on a Ex— EtEB(&).

II est donc ćtabli que la familie St= B(S) satisfait a la condi
tion 4°, c. q. f. d.

Notre theoreme est ainsi dómontrś.
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Comme une aplication de notre tbćoróme, d^signons par if la 
familie de tous les intervalles feirmes (ob, si Fon veut, de tous les 
intervalles fermćs aux extrómitśs rationnelles). Si EtEif et Etsif, 
1’ensemble — Et est, comme on voit sans peine, une somme 
d’une infinitó dćnombrable d’ensembles de la familie if: d’apres la 
propriśtć 2’ de la familie on a donc Ex— La
condition (2) est donc remplie et on peut appliąuer notre thśo- 
róme. On a donc, dans notre cas, la formule (1) *).

*) Cf. W. Sierpińiki, Buli. Acad. Cracocie, 1918, p. 31 -32.



Sur une classe cTespaces riemanniens 
a trois dimensions.

Par
* 

W. Slebodziński.

L/article prósent est consacró & la dótermination des espaces 
riemanniens a trois dimensions dont les congruences principales 
sont formóes de trajectoires orthogonales des familles isotłiermes. 
Dans tout ce qui va suivre je dósigne ces variótes par le symbole (Z3). 
Aprós avoir rappeló quelques formules du calcul des congruences 
orthogonales de MM. Ricci et Levi-Civita (n° 1), je dómontre qu’il y a 
cinq especes diffórentes d’espaces (/3) (nos 2—5). Une classe parti- 
culiórement intóressante d’espaces (/,) est comtituóe par les variótós 
qui peuvent ótre reprósentees góodósiquement sur une autre. On sait 
que 1’ólóment linóaire d’un tel espace est une formę gónóralisóe de 
Liouville; a 1’ógard de cette formę je donnę quelques propositions 
dans le n° 6. L’article se termine (n08 7 et 8) par une application 
des resultats prócódemment obtenus a la recherche de tous les sy- 
stemes orthogonaux et isothermes d’un espace a courbure constante 
diffórente de zóro.

Pour les notations et móthodes employóes je renvoie au Mó- 
moire de MM. G. Ricci et T. Levi-Civita Móthodes de calcul 
diffórentiel absolu et ses applications (Math. Annalen 
Bd. 54, 1901).

1. Soit donnóe une formę dófinie positive
8

(1) ds» = V alltdridxk
ik-1

caractórisant la mótrique d’un espace riemannien (J'3). Considórons 
dans cet espace un systeme (S) formę de trois congruences [1], [2], 
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13] de courbes et supposons que dans chaque point deux courbes, 
appartenant a deux quelconques de ces congruences, sont orthogo- 
nales l’une k 1’autre. M ćtant un point arbitraire de (Fs), dćsignons 
par (i) (i = 1, 2, 3) la courbe appartenant a la congruence [i] et 
partant de ce point, par s( son are comptó a partir d’un point arbi
traire et par l]1’, >]2), XJ3) les composantes contravariantes d’un vecteur 
unitaire e, tangent a la courbe (i) au point M. Les trois vecteurs 
forment un tribdre (7’) dont les rotations sont donnćes par les 
formules

3

(2) Y„o = \(r) \(,) (A, i,,/ = 1, 2, 3),
r«-l

ótant les composantes covariantes du vecteur e, et Ai/r, leurs dć- 
rivóes covariant,es par rapport k la formę (1). Les rotations du triódre 
(T) donnent naissance a neuf invariants definis au moyen des 
Agalitćs

3

__ ^Y<-HH-S*+'  I VJv (■' v \-L-
w<*  — >7 — r I Y«+l«+® (Ym-i*+2 YwH-i) I(3) c’**+2  tfSł+i I

“F Yx+’ ‘+5 Y‘+2 ‘+i — Yx+i »+> Y>‘+2*+2  j (i, & = 1,2,3)

’tk -----

■et satisfaisant aux relations
(i,k = l, 2, 3).

Dans les formules ci-dessus et dans tout 1’article nous regardons 
eomme ógaux deux indices dont la difference est divisib)e par 3. Si 
le systeme (5) est choisi de manióre qu’il soit «>jł = 0 (i, k = 1, 2, 3; 
i =]= fc), ses congruences sont formćes de courbes principales de l'es- 
pace (I7,) et les quantitśs

<4) w, = <oj( (i — 1, 2, 3)

sont les courbures principales de celui-ci. Au triedre (71) nous don- 
nons, dans ce cas, le nom de tri&dre principal.

Gonstruisons un second systeme orthogonal ($') formę de con
gruences [1'], [2'J, [3'] et designons par X'/r l08 composantes cova- 
riantes de trois vecteurs unitaires e't (i —1,2, 3) tangents au point 
M aux 'courbes de ces congruences. On aura les relations 

<5)
3

^i/r == aih ^h/r (ż, r=l,2, 3),
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ou les a)A designent les coefficients d’une substitution orthogonale. 
En se seryant des formules (2), on trouve les expressions suiyantes 
pour les rotations yj,y du trifedre (I7')

3 3

(6) Y»« = (h, ij=l, 2, 3\
Jk=-1 klm-1

oń nous avons posó
3

AM =£* {, (A, i, k = 1, 2, 3).

1 c) H
(7) Yw = > Y«* == (b ./i k — 1, 2, 3; i =|= y =)= k =|= i),

si l’on pose
X<‘> = X = 0, X<‘+’> = 0 (i = 1, 2, 3).

-tli

Ajoutons que les rotations Yh-s«+s sont des courbures nor
males et les rotations y(+u+2(+I, y,+2i+1(+2 des courbures góodćsiques 
des lignes de courbure des surfaces x, — const.

r-1

Si la congruenee [3] est formó de trajectoires orthogonales 
d’une familie (F) de surfaces et les congruences [1] et [2] de lignes 
de courbure de celles-ci, on aura

Y>ia — Y321 == 0;

les rotations y]3„ y232 sont, dans ce cas, des courbures normales et 
les rotations y]21, y2]2 des courbures góodósiques des lignes de cour
bure. Pour que les trois congruences du systeme (S) soient des 
congruences normales, il faut et il suffit que les rotations a trois 
indices diffśrents soient nulles.

En terminant ce n°, supposons que 1’ólóment lineaire de l’es- 
pace (Fs) soit reduit k la formę

3

tZs1 = Ht dxt
<-1

et considćrons le systeme orthogonal (5) dont la congruenee [i] est 
formóe de courbes coordonnees xl+, = const., xl+t = const. Les for
mules (2) pour les rotations du triedre correspondant deviennent 
dans ce cas
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Dans tout ce qui suit, nous dósignerous par une grandę leltre 
affectóe de deux indices i, k une fonction de deux yariables xt, xh 
et par une petite lettre affectóe de 1’indice i une fonction de la seule 
yariable x,’, par les lettres de 1’alphabet grec nous dósignerons des 
constantes.

2. Les congruences principales d’un espace (Is) ótant formóes 
de trajectoires orthogonales de trois familles isothermes, celles-ci 
appartiennent a un systóme triple orthogonal. II en rósulte que l’óló- 
ment linóaire d'un espace (Ą) peut ótre ramenó a. la formę1)

(8) ds» = Ul Ul dx*  + Ul Ul dxl + Ul Ul dxl

*)G. Darboni, Leęons sur les systemes orthogonaux, 2iine ód., 1910, p. 217.

En gardant les notations du n° 1, dósignons par (»Sf) le systeme des 
congruences de courbes coordonnóes de 1’espace (8). Pour que la 
formę (8) soit 1’ólement linóaire d’un espace (/,), il faut et il suffit 
que les congruences du systóme (S) soient des congruences princi
pales. On doit donc avoir

w(ł = 0 (i, k = 1, 2, 3; i =|= k).

En appliquant les formules (3) et (7), les conditions prócódentes 
deyiennent

log UifS log U^ _ 9 log UiX 9 
9xt <?.r3 c.r,

(9) 8 log U” 8 log U" i 8 log Uti 8 log _ 8 Iog 8 log U” = o
9x9 9xy ' 9xs 3xt dxy 9xa

9 log Uai 9 log U„ 9 log U12 9 log Ui9 _ 9 log Uu 3 \ogJJai = Q 
9x, 9xa 9xy 9xa 9xt 9xr

log^_n
9xa ~ '

La recberche des espaces (I8) est donc ramenó a la rósolution du 
systóme (9).

Supposons en premier lieu qu’aucune de dórivóes pre
mie r e s des fonctions Ulk n' est pas identiquement nulle-

En tirant de deux premióres óquations (9) les yaleurs de 3 lo?
9Xy

et de 3 log Un
9xt ' on a
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9 log Uj3 3 log USI
9 log ć/12_  9xs 9xx

9x3 ~ 9 log U31 _ ćHogJĄ,’
9xz 9x3

a iog t/j, 3 log V3X
9 lo^ŁŚ, _ 9x., 3xt

9xt 9 log t/31 _ 9 log Uu'
9x3 9x3

(Le dćnominateur de seconds membres est different de zero, 1’hypo- 
thóse contraire conduisant, d’apres la deuxibme des óquations (9), 

rj I o
au rćsultat ———— = 0). On dćduit de la condition9x}

= g2I°g /7<«
9xx 9x3 9xt 9xt

la relation suivante

92 log t/,8 9*  log Ł8I
9x3 9xt 9xs 9xx

9 log U„ 9 log U„ ~ 9 log U„ 9 log Utj
9x3 9x3 9x3 9xx

En traitant de la mfone maniere les dśrivees de la fonction £7JSł 
on est conduit au rósultat que les trois expressions

(10)

3łlog
9xt 9x„

9 log Uu 9 log Uik
9xt 9x„

(i, k — 1, 2, 3; t=j=^)

doivent ótre egales. Leur valeur commune ótant necessairement une 
constante, nous supposons d’abord qu’elle est diffśrente de zero et 

nous la dćsignerons par — ; nous aurons ensuite

Un = («'i + ”'»)*,  Uit—lnt + n3)a, ?7S1 =(p,+^)“.

En substituant ces expressions dans les óquations (9), nous obtenons 
les relations

(»«i m,) wśpś + (p, pj m3 n3 — (nt 4- ms) pś w»ś = 0,
(«» + «s) Pi m'i 4" (»»i + «’») «śp'i — (ps 4" Pi) m'i «ś = 0, 
(P. + Pi) ni + (». 4- ««) Pi m2 — (»«i 4" mi) Wi = 0-
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En diffórentiant la premierę de ces óquations par rapport k iCj, on 
-trouve l’óquation m, „2

Les trois rapports qui y se presentent devant ótre constants, on peut 
poser sans restreindre la genóralitó de la solution

_ wa _ »ś = _ ,
Pi ~ 11'3

et, par consóquent,

+ Pi = Si, w2 + w2 = e 2, ps 4- n3 = ss.
On aura donc

Les expression prócedentes satisfont aux equations (9) sous la con
dition

£1 + E2 + S3 = 0-

On satisfatt a cette relation en posant

S1   p2 Ps > S2   pj   ?11 £2 — ?1   ?J 5

oii Fon a dósigne par pn p2’, ps des constantes arbitraires. En intro- 
duisant les notations

ax — mx p2, Oj — m2 p2, as — ps p8,

011 obtient les formules

/ i2 = (#1 ai>a-. 123 — (rt2 as)rt> ^'si = (f,s ai)a; 
constituant la premiere solution du systóme (9). II est yisible 
que 1’ólóment linóaire correspondant a cette solution peut ótre ramenó 
a la formę suivante

<a,) *,  = « + KłzsI
rl

I 1(^2 *S) ^l)]2'" ^2

>3

ou Fon a dósigne par r( une fonction arbitraire de la seule variable 
et par x une constante arbitraire diffórente de zóro.

3. Supposons maintenapt que la valeur commune des expres- 
sions (10) est nulle. On aura donc

<?2 log L4 
3#, &T,

(i, i=l, 2, 3; i 4= k)
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et, par suitę,

Ui j   U| ttj , / s 3   V2 i   W’s U\ .

IJślćment linóaire (8) peut donc ótre reduit, par un choix eonve- 
nable de parametres, a la formę

(11) dsi — (c3 a,)*(a!  6,)*  dx% (ó2 c,)*  d.i%.

En nous reportant aux ćquations

<■><*  = 0 (?, i = 1, 2, 3; t =£ &),
exprimant que les courbes coordonnees sont des courbes principalesr 
nous trouvons la relation

d log O]
</<■,

d log Cj
dxx

d log a,
dx.t

d log />2 
dxt

et deux ćgalitós analogues qui s’en dćduisent par des permutatious 
circulaires des lettres et de leurs indices. Les rapports des ddrivees 
qui se prósentent dans les relations ci-dessus devant ćtre constantsr 
nous pouvons poser 

5
d log ax _ d log c, 

dxx dxr
d log £. d log />, 

dxt dxt '

ou a, p, y dósignent des constantes liśes par les relations

(12) > + p = i. ?+’->. r+'->-

On trouve ainsi

U] --  Cj , ) C1 --- ^3 •
En tenant compte des relations prćcódentes, la formę (11) devient 

dsi = [Ó3?-2 ef2 dx{ -|- c231-2 a?2 dx^ -)- a^~2 óy2

Par un nouveau changement de parametres cette formę peut ćtre 
ramenee a la suivante

(A,) cis*  = rlriri [r8 “ dx{ r, ? c?.r2 -)- ra ? cfłg],

r, etant une fonction arbitraire de la seule variable xt, et a, j3, y 
ćtant des constantes satisfaisant aux relations (12). La formę (As) 
constitue la deurióme solution du notre problóme. — Calculons
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les rotations du systeme (S) de congruences de courbes coordonnóes
en nous servant des formules (7) du n° 1; il viendra

Ym = — 5*  rt1 ń, YS32 == - L1 L'9^2 r3,
(12 a) Y318 — Ysis — —- {łrf“ r22 rg1 r2

Ym == — yrf1 r2? rt'2 r3, Ys12 = ~ - arf2r2r r3r r[

11 en rćsulte

(12b)
Y212 __  y YSS3

= 3, = '(■
Yll3 Ylll Y231

En ayant egard a la signifieation geometrique des rotations yhtj (n° 1), 
les relations ei-dessus nous montrent que les courbes principales 
de 1’espaee (A2) sont des trajectoires orthogonales des surfaces de 
Weingarten dont les courbures principales ont un rapport constant. 
Si, en particulier, l’une des constantes a, p, y est egale h, —1, les 
surfaces correspondantes sont des surfaces minima.

4. Examinons maintenant les solutions du systeme (9) pour 
lesquelles l’une au moins des derivćes premieres des fonctions Ult 
est identiquement nulle. Supposons pour fixer les idśes

^ = 0.
3x1

On conclut de la troisteme des equations (9) que l’on aura

3Un 3 U” - 0
3x} 9xt

U SUII faut donc traiter sćparement les deux cas: a) ■ ł3 — 0, b) -—-11 = 0.

Nous ćtudierons dans ce n° le premier cas. Les deux premieres des 
ćquations (9) nous donnent

(15)

g log Un (3\og Utt _ 3 log Ult\ _ 
3x} \ 3.r3 3xa J

^log Un _ d *<>g  ^8iA 0
9xt k 3xt 3xs J

Supposons en premier lieu

= 3d!12 = o.
3xt 3x2

Nous obtenons ainsi la troisieme solution du systeme (9) 

Ul2 = const., U2t — u,, U3} — v2.
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L’elśment linóaire (8) devient donc

(A,) ds2 = 03 dx2 -|- Ó3 dx3 -|- dx^

ou Fon a dśsigne par a3 et b, deux fonctions arbitraires de la seule 
variable x3. On vśrifie aisóment a 1’aide des formules (7) du n° 1 
que toutes les rotations du systeme (N) sont nulles ii Fexceptć de 
Yisi Ys32*  Ces deux dernieres rotations ne dśpendant que de la 
variable x3, on voit que dans 1’espace (As) les surfaces Zj = const. 
et x3 = const. sont des surfaces totalement gśodśsiques et que les 
courbures principales des surfaces x3 = const. sont constantes en 
tous les points de chacune d’elles.

Examinons maintenant la seconde solution des śquations (15), 
en supposant que Fon a

3 log U31 _ 3 log U13 = 0 
dx3 3x-t

Les deux fonctions J781, Ui3 ne renfermant, d’apres les hypotheses 
faites au commencement de ce n°, que la seule variable xt, nous 
concluons de l’śquation prócśdente

U„—— = const.;
Cji

la formę (8) devient donc

(A4) ds2 = Uu3 (dx2

ou t/j2 dśsigne une fonction arbitraire de deux variables x3, x3 et 
u3 une fonction arbitraire de la seule variable xt. Les formules (7) 
du n° 1 nous montrent que les surfaces x3 — const. sont des sphśres 
gśodśsiquement paralleles. (Nous donnons ici le nom de spheres aux 
surfaces a courbures principales egales et constantes). Nous 
allons montrer que, róciproquement, 1’ólement linśaire d’un espace 
contenant une familie de sphćres gśodśsiquement paralleles est de la 
formę (A4). Nous demontrerons d’abord le thśoreme suivant.

Thćoreme 1. Dans un espace riemannien a trois dimensions 
une familie de surfaces a courbures principales egales est une famile 
de Lamó.

Supposons, en effet, qu’un espace riemannien (Ks) contient une 
familie (F) de surfaces a courbures principales egales et considśrons 
le systfeme orthogonal (5) dont la congruenee [3] est formśe de tra- 



• 63

jectoires orthogonales de la familie (J1) et les congruences [1] et [2} 
de lignes de courbure des surfaces appartenant a (Z'1). En gardant 
les notations du n° 1 relatives au systbme (S), nous obtenons les 
relations

1 G. Ricci Sulle superficie geodetiche in una varieta qualunque e in par-
ticolare nelle rarieta a tre dimeneioni, Rend. Accad. Lincei 1903.

(1®) Ysn == Yssi = 0, Ym — Y«»»-

Construisons un second systeme orthogonal (S) et supposons que les 
congruences [3] et [3'J de deux syst^mes (&) et (£') soient identi- 
ques. Nous pouvons donc poser dans les formules (5) du n° 1

a11 = cosę, als = — sin p, ais = 0, 
a21 = sin <p, a22 — 008 «ł3 = 0,
«S1 = 0> *32=0, *33 =1-

En tenant compte des relations (16), les formules (6) du n° 1 nous 
donnent

■ ' n ' iY812 = y«21 = 0, Y12» = — ^7 + Y128, Y131 = Y2S2.

En prenant pour la fonction <p l’une quelconque des integrales de 
l’ćquation

3<t,

on aura y^3 == y231 = y212 = 0, ce qui signifie que la familie (J) est 
une familie de Lamó (v. n° 1). Le thśoreme dćmontró est une ge- 
nćralisation d’un tlieoróme de M. Bi cci sur les familles de surfaces 
totalement gćodśsiques *).

En nous appuyant sur le theoreme dćmontró plus haut, nous 
voyons d’abord que 1’ólóment linśaire d’un espace riemannien con- 
tenant une familie de sph&res peut 6tre ramenó & la formę

3

ds, —^H2t dxt,
<-l

oii l’on suppose que les surfaces xa = const. sont des splieres. Les 
trajectoires orthogonales des sphóres ćtant, par bypothese, des gćo- 
dćsiques, nous pouvons poser Ha = 1. II suit aussi de 1’hypothfcse 
faite sur les surfaces xt = const. que les rotations ylsl, y232 du sy-
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steme (8) formó de congruences de courbes coordonnóes sont ógales 
et que leur valeur commune ne depend que de la variable x8. 
D’apres les formules (7) du n“ 1 les coefficients et H., sont donc 
des fonctions de la formę suivante

et, par suitę,

77i — ^12 i Hi — a,

ds2 = a| dxl + B2i2 da%) + dx%.

Or, on sait que la formę binaire Al> dx[ ^12 peut ótre róduite 
a la suiyante: f/|2 (dx% 4~ dĄ); 1’elóment linóaire de 1’espace considóró 
appartient donc au type (AJ, d’ou il suit

Thóoreme 2. Un espace riemannien & trois dimensions con
tenant une familie de spberes góodósiquement paralleles est un es
pace (Z,).

5. Nous revenons maintenant aux óquations (13) et (14) du n° 
prócódent, en supposant que Fon ait

D’apres la convention faite a la fin du n° 1 on peut donc poser

f>ia — Uj, Uji — U8.

U est óvident que les expressions ci-dessus satisfont a deux pre- 
mieres des óquations (9), la troisióme conduisant a. la relation

d log m2 d log us 
dx2 dx3

La solution de cette óquation est donnóe par la formule 

oil ll*(t)  dósigne une fonction arbitraire de la variable t. La formę 
(8) devient donc

ds2 — (us u,a)2 dxa 4~ w|0>2 [m| dxa -f- ua dxl\

ou, si l’on effectue un changement convenable de yariables,

(As) ds2 = (a>, «8)2 dx'{ xl O2 [al dx% 4~ a| dx2a\.



65

Dans la formule (A6), donnaut la cinquibme solution du pro
bleme propose, les symboles a.2 et a3 designent des fonctions arbi- 
traires respectivement de .r2 et ,c3 et <T> dósigne une fonction arbi- 

traire du rapport —.
xs

Remarque. Dans le raisonnement qui prócede nous avons sup- 
pose que les fonction w2, u3 ne se reduisent pas a des constantes, 
1’hypothóse contraire conduisant aux solutions (As) et (AJ trouvóes 
plus haut.

En calculant a 1’ąide des formules (7) du n° 1 les rotations 
du systeme (S), on trouve d'abord v212 — ysl8 = 0. ce qui nous dit 
que les surfaces — const. de 1’espace (A5) sont des surfaces tota- 
lement góodósiques; on obtient ensuite des formules suivantes

1 _ a?8 <t> — xt <t>'
.... Y‘82 “ ’

1 .
;m ~~ XiX3O2^ U23 — a;|ał$2

qui uous seront utiles plus tard. 
Nous avons examinó dans les nos 4 et 5 toutes les solutions

du systeme (9) qui correspondent a 1’hypothese: 5C/”=0. 11 est 
dje-i

óvident que d’autres solutions, que Fon peut obtenir en ógalant a zero 
les premióres dórivees des fonctions Utk, ne different que par des 
notations de celles trouvóes plus haut. Nous pouvons donc ónoncer 
le thóoreme suivant.

Thóoreme 3. Lólóment linóaire d’un espace (Z8) est róductible 
a l’une des formes (AJ (i = 1, 2, 3, 4. 5).

6. *)  Supposons qu’un espace riemannien (V3~) contient une sur
face (Q) dont les lignes asymptotiques sont des geodósiques de 
et, par consóquent, de (F,). Nous donnons i la surface (Q) le nom 
de quadrique de 1’espace (Ks). 4/ ótant un point arbitraire de (Q), 
dósignons par (ej et (c2) les lignes de courbure de (0 passant par 
ce point et par s( (i=l, 2) 1’arc de la ligne (c,) comptó a partir 
d’un point arbitraire. Considórons en M un triedre (T) formę de 
<leux vecteurs unitaires e3, e2 tangents aux lignes (ej et (c2) respe-

l) J’ai resume ce n° dans une Notę prósentóe a 1’Academie des Science*  
de Paris (C. K, t.’ 184, p. 424, 21 ferrier 1927).
Rocznik Pol. Tow. matem. 5
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ctivement et d’un yecteur unitaire es normal a (V). En designant 
par (i, j = 1, 2, 3; k = 1,2) les rotations de (T) *)  et par w 1’angle 
que fait une ligne de (Q) passant par M avec le vecteur et. l’ćqua- 
tion des lignes asymptotiques devient

(18) y2S2 cos2 w y131 sin2 w = 0.

Les lignes asymptotiques etant des gćodćsiques de (4?), on doit avoir

(19) Y,2l cos w — y2l2 sin to = 0, 

ou ds est la diffóreutielle de l’arc de la ligne asymptotique. En dif- 
fórenliant l’equation (18) on obtient

En y substituant la valeur de tiree de l’óquation (19) et en te-

df , 3f . .
nnnt. nnmntA de I i rlA.nt.lt.A. — = ~ COS to —t- SIU to, 11 Vleilt 

e>Sj 3s2nant compte de 1’identite —

^YlSl (7232 Ym) lg« +

Cette relation devant etre satisfaite pour les deux yaleurs tg w =

on obtient des conditions suivantes

Les rotations Yi»u Yt»s sonl des courbures normales et les rotations 
Y1215 Y212 des courbures góodesiques des lignes.de courbure de (()). 
En introduisant les notations k\u) == Yisi ■> M")== Y232, —Y1211
A$') = Y«i25 on Peut ramener les conditions (20) a la formę suiyante

(21)
3 log /4"> i

2A4”.

J) E. Car tan, La Geometrie des espaces de Riemann (Memoriał des Scien- 
ces math., fasc. IX, 1926, p. 43).

lignes.de
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On peut donc ćnoncer le tbćoreme suivant
Theoreme 4. Pour qu’une surface d’un espace riemannien soit 

une quadrique, il faut et il suffit que les courbures normales et 
gśodósiques de ses lignes de courbure satisfassent aux relations (21).

Remarquons que les relations (20) sont satisfaites. si la surface 
est a courbures principales egales; ces surfaces apartiennent donc 
aux quadriques.

Nous nous proposons maintenant de rechercber les espaces (/,) 
dont les courbes principales sont des trajectoires orthogonales des 
familles de quadriques, en nous bornant aux cas, ou les quadriques 
ne sont pas des surfaces & courbures principales egales. Or, il est 
facile a verifier a 1’aide des formules (20) et des formules analogues 
qu’on obtient en permutant circulairement les indices, que les espa
ces (/8), correspondant aux formes quadratiques (A2), (As), (AJ, ne 
possedent pas de proprietć dśfinie plus baut. II nous reste a exa- 
miner les types (AJ et (A5).

Nous commenęons par l’ćtude de la formę (As). 11 est dvident 
que les rotations donnees par les formules (17) satisfont a la pre- 
mióre des relations (20); pour que la seconde soit satisfaite, il faut 
et il suffit que Fon ait

d>(/)<P"(7 4- <t>'l(ż)_ 1 
'p(jO'(7y — 7’

•Zzo
ou Fon a dósigne par t le rapport -2. II suit de la que Fon peut 

rrj
poser sans restreindre la gónóralitó

a ćtant une constante quelconque. On voit donc que les surfaces 
z3 = const. de 1’espace (A6) sont des quadriques seulement dans le 
cas ou la fonction ‘I’ est dóterminee par la formule (22); il est fa
cile a verifier qu’alors les surfaces ,r2 = const. jouissent de la meme 
proprietó; la troisieme familie de surfaces coordonnćes est formee 
de surfaces totalement gćodćsiques (n° 5). Ajoutons que la formę (A6), 
ou ‘I’ est definie par la formule (22), comprend comme cas parti- 
culier Felement linóaire de 1’espace euclidien rapporte au systeme 
triple de Lamę, formć de deux familles de quadriques de róvolution 
et d une familie de plans. II suffit, pour s’en conyaincre, de poser

5*
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2_ 4AB 2_ 4AB
z —— 1, —4JB), «s- k(4AB- xj)'

A.B.k śtant des constantes; la formę (A5) devient alors identique 
a 1’ślćment lineaire de 1’espace euclidien rapportó au systeme triple 
dófini plus hautJ).

Nous allons maintenant etudier la formę (Aj). Calculons pour 
ce but les rotations du triedre (T) relatif a cette formę, en nous 
servant des formules (7). On aura

(23) (i, /==1, 2, 3; i ={=))•

Un calcul facile nous montre que les rotations ci-dessuo satisfont 
aux relations (20) et anx relations analogues qui s’en dóduissent 
par des permutations circulaires des indices, si l'on a a = \ La

2 
formę (A), devient dans ce cas

- .ż'3) (a?g — ay) _a
<’ •' 3 •

*’s

M. T. Levi Civita a montre que 1'espace euclidien dont 1’ólement 
linćaire est donnó par la formule (L) (formę generalisóe de 
Liouville) peut etre reprósentó gdodósiquemenl sur un autre; les 
espaces (L) sont les seuls qui jouissent de cette propriótó. Les rai- 
sonnements precedents nous permettent d’enoncer le theoreme suivant

Theoreme 5. Si 1’ólóment lineaire d’un espace riemannien (U8) 
est reductible a la formę gćnóralisóe de Liouville, les congruences 
principales sont formees de trajectoires orthogonales des familles 
de quadriques appartenant a un systóme orthogonal et isotherme.

En resumant nos reclierches, nous avons deux solutions du 
problóme proposó plus haut (p. 67): l’une d’elles est caracterisó paf 
la formę (A5), oii U*  est definie par la formule (22), 1’antre est de- 
terminóe par la formę (L). Dans le premier cas le systóme triple 
est formę de deux familles de quadriques et d'une familie de sur-

1 G, Darboui Leęons sur les systemes orthogonaux, 2''l,,e ed., 1920, p. 269.
T. Le vi-Ci vi ta Sulle trnnsformazioni delle equazioni dinamielie. Annali 

di Mat. 1896.
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faces totalement góodesiques, dans le second on a trois familles de 
quadriques.

Quant a la formę (L) MM. G. Ricci et T. Levi-Civita on pose 
le probleme suivant’): trouver les propriótós intrinsóques de 1’espace 
riemannien dont 1’element lineaire est reductible & la formę (L). 
Or. nous pouvons enoncer le theoreme suivant qui a une liaison 
etroile avec la question proposće:

Theoreme 6. Pour que Telśment linóaire d’un espace rieman
nien (Pj) soit róductible a la formę generalisóe de Liouville, il faut 
et il suffit quc -les congruences principales soient formees de traje- 
ctoires orthogonales de trois familles isothermiques de quadriques. 
Si la courbure de 1’espaee ifest pas constante, la reduction ne peut 
etre róalisee que d’une seule manióre au plus.

La premiere partie de la proposition est une consequence im- 
mediate des recherches precedentes; a 1'ógard de la deuxićme remar- 
quons d’abord que les congruences principales d’un espace a trois 
courbures principales, diffórentes l’une de 1’autre, sont completement 
dóterminśes et, par suitę, que la transformation de 1'ólóment lineaire 
en la formę (L) ne peut etre effectuee que d’une seule maniere au 
plus. Considśrons maintenant un espace dont deux courbures prin
cipales sont Egales et differentes de la troisićme et supposons que 
son ślćment linóaire puisse ótre reduit de deux manieres diłfórentes 
a la formę (L). Soit 

(L)
-O) (-'i

n
(■r8 — a-,)

h
d.r\

l’une de ces formes et (L) la seconde. Les congruences de courbes 
coordonnees de deux formes etant des congruences principales (Thóo- 
reme 5), il en rćsulte que les deux systómes de congruences pos- 
sedent au moins une congruence coinmune. Supposons, pour fixer 
les i does. que ce soient les congruences [3] et [3] qui sont identiques. 
On en conclut que les deux familles de surfaces r3 = const. et 
xs = const. sont aussi identiques. Les congruences [1], [2] et [1], [2] 
sont donc formóes de lignes de courbure de ces surfaces. Si ces

*) G. Ricci et T. Levi-Civita Methodes de calcul ditfćrentiel absolu et 
ses applications, Math. Ann. Bd. 54, Ch. V, § 4.
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deux paires des congruences ne se confondent pas, les surfaces 
v3 = const. sont nócessairement a courbures principales egales, on 
doit donc avoir y,31 = y232 (n° 1}. On voit faciletnent a l’aide des 
formules (23) que cette ógalite ne peut Atre satisfaite, ce qui montre 
que not.re hypothese conduit a la contradiction. En resume. nous 
voyons que la proposition est ótablie dans les deux cas que nous 
avons considćró.. Nous montrerons dans les n°8 suivants que 1’elćment 
lineaire d’un espace a courbure constante peut ćtre rśduit d’une 
infinitó de manieres, a la formę genćralisće de Liouville.

7. D’aprćs le Theoreme 3 du n° 5 la recherche des systemes 
orthogonaux et isothermes d’un espace elliptique se 
rśduit a la dótermination des formes quadratiques a courbure posi- 
tive appartenant aux types (A() (i== 1, 2, 3, 4, 5). Nous entrepronons 
cette etude en considerant d’abord la formę (A,). Les congruences 
de courbes coordonnśes de cette formę ótant des congruences prin
cipales, nous obtenons pour les courbures principales la formule 
suivante (v. n° 1)

OJ,
^Y»23

3s2 ■ YM3 Y212 Ys12+
et deux formules analogues que Fon en dśduit en permutant circu- 
lairement les indices. En supposant que la courbure de 1’espace el- 
liptique est egale a 1, on obtient trois equations wi = (l, 2, 3). 
En se servant des formules (23) du n° 6, on trouve

. 50)2 (53 — a'i(*’» ~ 4.
2 (r2 —- aźą) 2 (.r3 .r2) a?8)2

(24) 4- ar2 (J'8 —_I | ocirda;» ~ X')*L
(a?2 a?s)2 (a;2 x3) (j?j x3) (ar2 t2) (a"8 z2)
7.L'1 fa — X8)ła 

(a?t — aq) («,— xl)

et deux equations analogues. Pour dóterminer la constante a et les 
fonctions i\ nous posons l) dans l’ćquation (24)

(25) ^2 = ■'h +

Eu la divisant ensuite par u'2* 2, il viendra

łi G. Darboux, 1. c., p. 244.
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xr2

(26)

tion

(27)

(—l)taari®* ‘« . ar'2u (—l)2“arst>2a . 2

2a=, 1 , 2«22“ = 14-2z,
1 — z

d’ou il suit
2a2 -|- z — 1 = 0.

Cette śquation a deux racines z =— 1, « = |; la premifere, ne 
remplissant pas la condition doit etre rejetóe, la seconde

2(^ — 1) '~2(1 — «)■ (1 — »)2 ' +(1 — A)*" ’’

(—l)2“x2rs«>2“ . a*r 2 x2rt(v— 1)2“
1 — v ti(v - 1) v

= (— 1 )2at;2“(® — 1 )2“ uia+t.

Traitons d’abord le cas z > — Eu substituant dans l’equa- 
precódente u = 0. on trouyera

(—l)2ar,t>2n r8 (—l)2gr3c2a
(1 - v)2 (1 —t>)» l — v /"i"

v

L’śquation (27) ne renferme que les yariables sc,, v. Multiplions les 
deux membres de cette śquation par (1 — »)2 et posons» = l; on aura

Gd) + 1)2“ rs (iCj) = 0.

De móme, en multipliant cette śquation par v et en y posant ensuite 
v = 0, on obtiendra

’sCri) + (— l)2nD(^i) — 0.

En raisonnant de la meme maniere sur les óquations qui se dódui- 
sent de l’ćquatiou (24) par la permutation circulaire des indices, on 
verra que l’on a

rl (0 = r2 (0 = rs (0*

En rapprochant ce rósultat a l’óquation (27), on trouve la relation 
suiyante

_V“ I i_______ K q(^ —l)aa = 0
(1 — i’)2 ' (1 — V)*  1—v'v(v— 1) V

qui doit ótre satistaite pour toutes les yaleurs de la yariable v. Si 
nous posons u = 2, v = 1, nous obtiendrons deux conditions 



72

satisfait ti l’ćquation (28). Si Fon fait dans l’equation (24) z = 
il viendra

r3(^’i Jj)2 (#2 •»») (*̂3  *̂1)  *̂2  (’*"1 fy) (^2 *̂31  (*̂3  ^l)2 "4“
4“ 2>'i (ocx (#3 ^1) 4” 2r2 (a?j a?2) (x8 ®i.)2 (^j — ^2)*
(x2 — x,) — r2 (xt — (x, — aq)2 + r, (x2 — *,) 2 = 4 (x, — x,)»

(a-2 — z,)8 (x3 — x,)2.

Prenons la derivće cinquieme par rapport a z,, on aura

H6)(^) = 0.

D’apres ce que nous avons vu plus haut les trois symboles >( (f) 
(«= 1, 2, 3) reprćsentent une nieme fonction; or. la derniere relatiou 
donnę pour celle-ci un polynome du quatribme degre. On vórifie 
aisement qu’on satisfait & l’óquation (24) en posant a = 4 et

(29) r< = 4-4 4- »«’ + nay 4- p.r( 4- q (*=1,2,3).

oii m, w, p. q designent des constantes quelconques. Nous obtenons 
ainsi la premibre solution du probleme propose

ds*  = dx2 4- “ ‘r’) dx2 +
r' r’

(z8 Z3 ) (Z, ^t) ^2
*3 3 ’ *

ou r( sont des fonctions definies par la formule (29). II rósulte du 
Thóoreme 5 (n° 6) que les surfaces x( = const. sont des quadriques.

Designons par yt (i = 1, 2, 3, 4) les coordonnćes de Weierstrass 
d’un point quelconque M de 1’espace elliptique & courbure4~l- On 
aura donc

(30) =
i-1

et 1’ólóment liućaire de 1’espace sera donnę par la formule
4

(31) dsl = ^dyj.
*=1

Considśrons les surfaces bomofocales definies par l’óquation 
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oii nous supposons a,<(a2 <a3 <a4, x etant un perambtre variable. 
En dćsignant par a?( (i = 1, 2, 3) les valeurs de x eorrespondantes 
aux trois quadriques passant par .1/, on obtiendra pour les coordon- 
nees de ce point la formule suiyante

(®1 ^1) (®1 "Tj) — ■Tj)
(«2 — aA) (at — (a4 — aj

et trois autres qui se deduisent de celle-ci par la permutation cir- 
culaire des indices des lettres y et a. En calculant a 1’aide de ces 
expression et de la formule (31) 1’ólement lineaire de 1’espace con- 
sidśre, on obtient la formule

d#» = -----~ +

| (^2 ^b) 0's ■O) j 9

•ou nous avons pość

/(«) = — aj (.r — aj (a — a3) (x — aj.

Nous voyons donc que les equations

V- =0 (*=1,2,3),
W a( — z*t-1

ou est assujetti a rester dans l’intervalle (at. aj+1), dóbnissent un 
systeme orthogonal et isotherme appartenant au type (EJ.

Nous avons obtenu la solution ci-dessus, en supposant que la 
constante a dans l'ćquation (24) satisfait a 1’inógalite 7 >—|. On 
verifie facilement a l’aide de l’ćquation (26) qu’il n’y a aucune solu
tion remplissant la condition a <— |. II nous reste a examiner le 
cas a =— ■£. L’ćquation (26) devient alors

fś« i »’2« , 2'3 _ 2r2 r8______ i

v(y—1) v—1 "i v(v — l)2 (v— l)2 t?(®—1)

_|____ H__ __  _ r\ ______-___ .
v(v — 1) v(v — 1) »(v— 1)

En y posant u = 0, on obtient la condition

2rs — 2w2 -J (r — 1) (r8 rt — -|- 4) — 0.

En tenant compte des formules (25), on voit que les symboles rk
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dćsignent maintenant des fonctions de la variable xx. On conclut 
de l’equation precedente, si Pon y fait » = 0 et «?= 1, que les fonc- 
tions r^i) doivent remplir les conditions

= 4. r2 — r3 >

en d’autres termes les fonctions rf (i = 1, 2, 3) sont identiquement 
ćgales au nombre 4. Voila donc notre deuxićme solution

On voit bien que le syslćme orthogonal correspondant a la formę 
(Ef) est un systeme imaginaire.

Les systćmes ortbogonaux dćfinis par les formes (EJ) et (Ef) 
sont les seuls qui appartiennent au type (At). Reprenons maintenant 
la formę (A,) du n° 3. En vertu des relations (12 b) du meme u° 
les equatious gj(= 1 (ż= 1, 2, 3) se reduiront aux relations suiyantes

(32)

Ajoutons ces ćqu&tions aprós les avoir multiplićes respectivement 
par oty, — a, 1 et par — y, 1, fiy. On verra, pourvu qu’on tienne 
compte des relations (12) du n° 3, que le resultat de ces općrations 
sera de la fortne suiyante

(1 — |3)y'f2l yylaa + (a2 — a) 7^3 = 0,
Pym 4- (y8 — 7)7232 + (' — a)yii8 = 0.

En ajoutant ces óquations, on aura

y?21 4- 72V232 4" (*  — 1 )S7313 = 0.

En se reportant aux formules (12a) du n° 3, la relation precedente 
deyient

.(33) *r' t* 4- (a - 1)’^2r^r? = 0,
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ou
+2+~2+~2+ 4- 72<M^r^r? + (K - i)2++ = o.

Eu diffórentiant cette relation par rapport az2, on en dćduit l’equa- 
tion suivante

r2[+2ar^~‘(r2zr2 — r22) + (1 — = 0.

Remarquons que, d’aprós les relations (12), aucune des constantes 
3, y ne peut etre nulle ou egale a un. Pourque la dernióre óqua- 
tion soit satisfaite. il faut donc que l’une au moins des fonctions r( 
(i = 1, 2, 3) se reduise a une constante. Eu egard a la formę des 
eoefficients de 1'ólćment lineaire (A2), on peut se borner au cas ou 
Fon a: r3 = 0. L’equation (33) devient alors

Q2y+(a-l)2r22'(rr2óy = 0.

II en resulte
r2 = ur2, i=

ou u. et v dśsignent deux constantes. En substituant ces expressions 
dans la premióre des equations (32), on aura

*T2a»*a' a[p2P(l — fJ)>T2 — av2r^2J’] = 1.

Cette relation ne peut etre satisfaite que si les deux fonctions rn r, 
se róduisent a de constantes, ce qui prouve que la courbure de la 
formę (A2) doit etre nulle. II n’existe donc aucune solution du pro- 
bl6me propose qui appartienne au type (A2).

Nons allons examiner la formę (A3). Les rotations du tri&dre 
principal sont donnóes par les formules

_ ć>loga3 _ 31og6s
7212----- 7318 ----- 7121 -----7328 ------ F y,sl----- , 7282-----

Les óquations o, = 1 (j = 1, 2, 3) se rśduisent donc aux suivantes 

d*  log as fdloga,
da% V d.r,

La solution, la plus genśrale, de ces equations est donnóe par les 
formules

n3 = u cos p — z3), bs — vsin(k — .rs),

d log as d log 63 
djc^ drs + 1=0.
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A, [/., v etant des constantes quelconques. La formę (As) peut doue 
śtre reduite a la suiyante:

(Es) ds2 — cos2r3 dx{ sin2zs dxi -|- dx3^

ce qui donnę la troisióine solution.
Gonsidćrons dans 1’espace elliptique a courbure 1 une fa

milie de quadriques et deux familles de plans dont les equations, 
en coordonnćes de Weierstrass, sont les suivantes

On en dóduit les cxpressions suiyantes

cos A , . sin ó
^=coshp’ ^ = tgh?COS?, y3 = tghW, =

pour les coordonnees d’un point quelconque en fonction des para- 
mbtres yariables de ces trois familles. En portant les valeurs ci- 
dessus dans la formule (31), on obtient

dst — tgh2 idę2 dtp2 dp.ł 
cosh2 p

La transformation ę — x2, <p = xt, sinhp = tgr8 ramenant cette for
mule a la formę (Es), on voit que celle-ci est Tólćment linśaire d’un 
espace elliptique, rapportó au systeme triple formć d’une familie de 
surfaces de Clifford et de deux familles de plans.

Dans le cas de la formę (A4) les rotations du trićdre principal 
sont dćfinies par les formules

_n _ _ d log w,
7ais — 7sss— U, yI3i — y252 — dr '

1 2 log t12
7131 ----- - t/lj Ms

i 5iog/12
^12 ^3

et, par suitę, les conditions du probleme proposó peuvent s’ecrire 
comme il suit

‘'■-M"’+ (-?-“•) +i=o.
dx% k dx3 J



77

En choissant convenablement les constantes d’intógration, on peut 
prendre M3=cosa,3, ee qui róduit la seconde eąuation a la suiyante 

(34)
1 a-iog?7'(2

Celle-ci exprime que la eourhure de la formę (daq 4~ dx2) est 
egale a -j-1. La quatrieme solution est donc caractórisóe par 
la formę
(Ej) dsi—Ul>cos2x.iędx'i-}-dxi)-\-djcl.

ou Ult dósigne une fonction quelconque des yariables xt, x2, satis- 
faisant a l’óquation (34). Dans le systeme orthogonal de 1’espace 
elliptique, dófini par la formę (E4), les surfaces xs = const. sont des 
spheres góodesiqnement parallóles, et celles xx — const., == const. 
sont des developpables. Un systeme particulier appartenant au type 
(E4) est caractórisó, en coordonnóes de Weierstrass. par les óqua- 
tions suiyantes

^4-^4-yj = 1_^p2.¥b + — coty2?yl = o, ys = y2tgĄ.

II est compose de spheres, de cónes et de plans. La recherche du 
systóme le plus gónóral sq róduit a la dótermination des systómes 
isothermes sur la sphóre.
11 nous reste a examiner le cas de la formę (Aj). En utilisant les 
formules (17) du n° 5, on peut eerire les óquations <o2 = w, = 1 
comme il suit z

4,f dósignant. comme prócedemment, la dóriyóe de la fonction ‘b

par rapport a —. En
■rs

ajoutant les óquations (35), il vient

(36) «■', . (i'. ~ ,
. %+ ł3=2^02

et. par suitę.
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En faisant t — —, l’ćquation derniere peut etre remplacee par la 
A

suiyante
<P" <p' _ i
<i>- + <p _ t'

dont 1’intógrale est donnee par la formule (ł)2 = ^4', A et A'
etant deux constantes quelconques. Si Fon revient aux variableś x,,
x2, on aura

(37)
A-rt A'. A

Portons cette expression dans l’óquation (36); il viendra

= 2 — B, °38 = 2 A'x*  4- /<
ai! <rs

ou B est une troisi&me constante arbitraire. On en deduit

(38) 2 = — Ax% 4 Bxa -j- C, „ = — A.'x*  — 4" U,

C et C' etant deux constantes quelconques. Les fonctions 'l\ a2. as
devant satisfaire aux óquations (35), on en obtient la relation

(39) AC = A'C'.

Un calcul, un peu long mais tres facile, montre que les fonctions 
‘I’, a2, <z3, definies par les formules (37) et (38), satisfont aussi 
a l’óquation <o1 = l, pourvu qu’on tienne compte de la relation (39). 
La formę

fournit donc la cinquieme solution du probl&me propose, si 
Fon choisit les constantes A, A', C, C' de maniere qua la condition 
(39) soit satisfaite. On peut evidemment, sans restreindre la gćne- 
ralitó, supposer que Fon ait C— A', O' — A. La formule prócedente 
devient alors
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D’aprós les rósultats obtenus dans le n° prścśdent, nous yoyons que 
le systfeme orthogonal, convenant, a la forine (E6), se compose de deux 
familles de quadriques et d’une familie de plans.

Considćrons le systeme de trois familles de surfaces, caractś- 
risees, en coordonnees de Weierstrass, par les óquations suiyantes 

'A + A A

ou k, m, n sont des constantes quelconques et u-j, x8 des para- 
mfetres yariables. On deduit de ces ćquations les formules suiyantes 
pour les coordonnees d’un point quelconque de 1’espace elliptique 
a courbure = 1

y3==a-2xs sin

En portant ces expressions dans la formule .(31). celle-ci devient 

cette formę est identique, a notations pres, a la formę (E5). On con- 
clut de la que le systeme orthogonal, defini plus haut, est le systeme 
le plus gćnóral convenant a (E5); il comprend aussi, on le voit faci
lement, les cas limites: .1 = 0 ou /l=0. Ce systeme est formę de 
deux familles de quadriques de róvolution et d’une familie de plans.

Les dóveloppements de ce n° nous permettent d’enoncer le 
thćoreme suivant

Theoreme 7. Tous les systemes orthogonaux et isothermes de 
1’espace elliptique sont dófinis par les formes (EJ), (E"), (E,), (E4). (E5).
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8. Une mótbode, toute semblable a celle suivie dans le n° pre- 
cedent, nous permet de reehercher les systemes orthogonaux et iso- 
thermes de 1’espace hyperboliąue a courbure — 1. Nous nous bornons 
a ćnoncer les rśsultats.

Si la courbure de la formo (Aj du n° 2 est ćgale a —1, 
celle-ei devient, si

>3

ou nous avons pose

r( = — 4z( mxa, j- nx*  -Ą-pxt + q (i = 1, 2, 3),

m. w, p, q etant des constantes ąuelconąues.
Dósignons par y,, y2, y,, yi (ift — y% — yf — y\ — 1) les coordon- 

nóes de Weierstrass d’un point arbitraire M de 1’espace hyperboliąue 
et considórons le systóme de ąuadriąues defini par 1’śąuation

y\ __ yl _ y«____ yi = 0
— x a2 — x «s — x at — x

ou at, at, as. sont des constantes et x un parametre variable. 
Supposons

«i < < «3 < •

Eu designant par x2, z3 les valeurs du parantetre x correspon- 
dantes aux trois ąuadriąues passant par le point J/. on obtient pour 
les eoordonnees de ce point les expressions suivantes

(j=1 2 3 4)
(a(+i — a() (ai+2 — («ł+3 — a<)

Eu calculant 1’ólement linóaire i 1’aide de la formule ds2 ——dy2-^- 
4~ dyt-\- ' j j 4~ dy2. on obtient la formę (Hj. On voit donc que les 
óąuations

y' — — ^i-=0 (>=1.2. 3)
a1 — x, <(., — ,r( «3 — xt — x<

definissent un systeme orthogonal et isotherme correspondant ii la 
formę (Hj, si les variables xx, xt, xt sont assujetties a rester respe- 
ctivement dans les intervalles (a2. as), (as, a4), («4,4-oq).
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En dehors de la formę (HJ le type (AJ contient une seconde 
solution caracterisóe par la formule

Le systeme orthogonal correspondant a cette formę est imaginaire.
En changeant legórement les raisonnement faits dans le n° pre- 

«ódent, on dómontre sans peine que la formę (A2) ne peut pas ótre 
A courbure — 1. Parmi les formes de la classe (A,) existe une seule 
qui donnę 1’ólóment linóaire d’un espace hyperbolique; on peut 1’ócrire 
de la maniere suivante

(H3) ds2 = cos h2a:s da:2 -|- sin h2a:ł diĄ J- da:2.

Le changement de variables dófini par les formules 

tg = sin ?
transforme la formę (Hs) en la suivante

ds2 df
COS2p

d’ou Fon voitx) que le systeme orthogonal est formę d’une familie 
de pseudocylindres coaxiaux et de deux faisceaux de plans passant 
par les axes des pseudocylindres. Les surfaces de ce systeme sont 
dófinies, en coordonnóes de Weierstrass, par les equations

2/2 +2/3 = siu W -y'), 26 = 2/2 tg?, 26 = 26 tg M-

Quant a 1’ólóment (AJ sa courbure est ógale a — 1, si Fon y pose 
w,= cosh«3 et si Fon choisit la fonction U12 de maniere que la cour
bure de la formę Z7?2 (dx2 -f- da^) soit ógale a — 1. La solution cor- 
respondante est donc caractórisóe par la formule

(H J ds2 = U12 cosh2 a-s (dxf J- dx$) J- dx£ 
et par la condition

22 log ult ć>*  log ult_ 
3$ 3xf ~L'2-

Le systóme orthogonal appartenant a cette solution est formee d’une 
familie de spheres et de deux familles de surfaces developpables.

J) G. Darboux Principes de góomótrie analytiąue, 1917, p. 363.
Rocznik Pol. Tow. matem. fi



82

Dans le cas de la formę (A6) on trouve aussi une solution 
donnće par la formule suiyante

oii A, A', B sont des cbnstantes arbitraires, l’une au moins des con- 
stantes A, A' deyant etre diffiśrente de zero. Le systeme orthogonal 
correspondant a la formę (At) est composśe d’une familie de plans 
et de deux familles de quadriques.

Les resultats ci-dessus peuvent ćtre rśsumes dans le thćoreme 
suiyant

Theor&me 8. Tous les systbmes orthogonaux et isothermes 
de 1’espace hyperbolique sont dófinis par les formes (HJ), (Hj'), (Ha), 
(HJ, (Hb).

Eu comparant les formules (Ej), (Hj) et la formę bien connue 
de 1’ćlćment lineaire de 1’espace euclidien en coordonnees elliptiques,. 
on est conduit au rósultat suiyant

Thćor&me 9. La formę quadratique

= dĄ + — dx, ■

I —— ^1) dx2
rt

od
rt = 4Kx*  4- nzf 4~ 4“ ? (t = 1> 2, 3)r

est, pour toutes les yaleurs des constantes K, m, w, p, q 1’ćlóment 
linśaire d’un espace riemannien a courbure constante A’.

En supposant que la courbure riemannienue de la formę (A#) 
est ógale & une constaute K et en repćtant. avec des lśgers chan- 
gements, les calculs qui nous avons conduit a la formę (E6), on peut 
encore ajouter la proposition suiyante

Theoreme 10. La formę quadratique
dr1

<!>•- = + {A.i+ Wj + +

— K A' —JM4- a

est, pour toutes les yaleurs des constantes A, A', K, 1’ćlement linóaire 
d’un espace riemannien a courbure constante K.



Un theoreme sur les fonctions derivables.
Par

T. Ważewski.

§ 1. Je me propose de dómontrer le thóoreme suivant: 
Theoreme I. Soient

(i) A(»),.../.(«)

n fonctions derivables dans un ensemble A mesurable au sens de 
Lebesgue. Designons le point a n dimensios (1) par F(s).

Ceci etant, il existe dans A une partie .4, de mesure nulle, 
telle que 1’ordre de la matrice

/l(So\ • • • , /ń(»o)

i • •

est inferieur a 2 lorsque
1°) s0 et t0 appartiennent a A — Alf
2») ^(So) = ^o)*).

*) C’est une vaste generalisation d’un theoreme que j’ai dómontre par une 
methode tout a fait diffórente dans mon memoire polonais concernant les con
tinua rectifiables. (Dodatek do Rocznika Polsk. Tow. Mat. T. III. p. 38). Le 
present theoreme fait partie de ceux que j’ai prósentes au cours du 1-er Con- 
gres Polon, de Math. (Lwów, Septembre 1927).

J’indiquerai les applications de ce theoreme dans un article 
ulterieur.

Le thćorbme ci-dessus resulte iinmediatement du theoreme 
plus gćneral suiyant:

Theoreme II. Soient
(1) A/„W
(2)

2n fonctions derivables respectivement dans les ensembles mesura-

6*
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bies A et B. Designons par 7^(.s) et t?(t) les points a n dimen
sions (1) et (2).

Ceci etant, il existe dans A et B deux sousensembles de 
mesure nulle Aj et Bt, tels que 1’ordre de la matriee

/TUJA I I fl(SoV", /n(Sol I
^i(^o),• ;

est inferieur a 2 lorsque
!•) s0 et tg appartiennent respectivement a A — Aj et B—Bj, 
2») F(«o) =(?(*„).

*) s e A veut dire que s appartient a A.
’) Cf. S. Banach. Sur les dćriyóes des fonctions mesurables, Funda

menta Mathematicae T. III. p. 128.

§ 2. Je vais prouver maintenant qu’on peut ramener ce theo- 
reme a un theoreme plus particulier que nous citerons eomme 
„theoreme II bis". C’est le thóoreme II auquel on a ajoutó les 
deux prśmisses nouvelles suivantes:

(Hj) A et B sont bornes,
(H,) /Ks) =(= 0, g\ (t) =j= 0 lorsque s e A, t e B *).

En effet, si Hj n’avait pas lieu, il n’y aurait qu’h introduire 
les variables indópendantes a et i: o=arctgs, r = aretgt. Dans 
la suitę nous supposons que Hj a lieu.

Pour dśmontrer la possibilitó de se borner au cas de la ró- 
striction remarquons d’abord qu’il suffit de prouver le theo
reme II dans le cas ou

(1) 2/K«)2 > 0, 2/v(t)2>0 lorsque s e A, t e B.

Designons en effet par C et D les ensembles ou respectivement 
2/Ks)Sj 2q?K02 sont nuls. Les fonctions f'v(s) et gjt) etant mesu- 
rables 2), les ensembles C et D le sont aussi. Si soit s0 e C, soit 
tg e D, la matriee (M) est d’ordre < 2. II suffit donc de dómontrer 
le thóoreme relatif aux ensembles mesurables A — C, B—I) pour 
lesquels 2/Ks)ł >

Nous supposons dorćnavant que (1) a lieu.
Soit II V II un determinant non nul d’ordre n. Posons

n n
^(s) = Za fv(s), ą (t) = Za gv(t\ (z*/l,  • • • «)•

v/l v/l

Si nous dómontrons le theoreme II relativement aux fonctions
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ępjM(s) et' et aux ensembles A et B, il en rśsultera facilement
le theoreme relatif aux /„(s) et gv(t) et aux memes ensembles. Or, 
nous allons prouver qu’il existe un determinant en question, tel que 
Fon ait presque partout respectivement sur A et sur B ęq(s) ={= 0, 

4= 0. Les ensembles exceptionnels de mesure nulle śtant sans 
impórtanee pour le thśorśme II, la possibilitś de se borner au cas 
de la restriction (H2) sera ainsi demontrśe.

Nous dśduirons l’existence du determinant en question du 
lemme suivant:

Lemme. S śtant un ensemble mesurable et bornś; 21(o),..., 2„(<r) 
śtant dśfinies dans B, mesurables et telles que partout dans S

(2) 2K(<7)]s > 0,
il existe une suitę de nombres av..., <z„ qui ne sont pas tous nuls 
et tels qu’on a presque partout dans B

(3) Zav2v(a)=|=0.

Dśmonstratión. Le cas de n = 1 est banał. Dans le cas 
de n = 2, il suffit de dśmontrer l’existence d’un nombre k, tel 
qu’on ait presque partout dans S

(4) -F *2 t(o) 4= 0,

’) Nous dśsignons par A. B la classe des points communs a A et B, 
par 0 la classe vide.

k śtant un nombre rśel queleonque, dśsignons par Ek la classe des 
points de N pour lesquels

2i(o) 4- = 0.

Ek est mesurable On a Ekl. Eh = 0 lorsque kt =|= kt *)•  En effet, 
dans le cas contraire, il existerait dans $ un oj pour lequel on aurait

A(<5) + K ^(^1) T 0

ce qui est impossible en vertu de (2) et de 1’hypothese Aq=|=&2.
La classe des k pour lesquels Ek a une mesure positive est 

tout au plus dśnombrable, car A ne peut renfermer qu’une classe 
tout au plus dśnombrable d’ensembles disjoints et ayant une me
sure positive.

II existe donc un k. tel que E,; est de mesure nulle.
Pour ce k 1’inśgalitś (4) subsiste presque partout dans B.
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Supposons que le lemme soit vrai pour n et examinons le cas 
de n 1.

Divisons 8 en deux ensembles mesurables et disjoints ó’t et 8, 
pour lesąuels on a respectivement

= 0. IUm* > 0.
v/2 vti

II existe une suitę de nombres /3S,..., /?„ pour laquelle on 
a presque partout dans St

l(iv <(u) =f= 0-
v/2

On a partout dans <S\ (Cf. (2)) =f= 0- Posons co/ct) =
n

= ^i(u); w, et <a2 sont mesurables et on a pres-
»/a

que partout dans 8 = St S2

{cOi(o)}2 + {co2(a)}*>0.
• I

En se servant du eas de n = 2, on prouve facilement l’exis- 
tence d’un k, tel que presque partout dans A

wi(CT) + ka>t(a) =|= 0
II suffit de poser a, = 1, av = kfiv (v/2,..., w—|—1) pour 

conclure a la vórite du lemme, dans le cas de n -f- 1.
Le lemme etant etabli, enfermons A -j- B dans un intervalle 

ouvert (— m, m) (0 < m <Z -f- oo). Posons

<(ff) — fv(p) lorsque
2v(o) — g„(o — 2m) lorsque 

On a
= / v(CT) lorsque

^(ff) = g'v(o — 2m) lorsque

a e A.
(a— 2m) e B.

o e A,
(o — 2m) e B.

L’ensemble <5 des o ou les fonctions Av(a) sont dćfinies est 
mesurable et borne.

Les fonctions sont mesurables, car les fonctions f 'v(a)
et g'v(u — 2m) le sont.

On a, d’apres (1), presque partout dans S

W > 0.
II existe donc une suitę de nombres ax,..., a„, telle qu’on 

a presque partout dans <8
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Or, il existe un determinant non nul d’ordre n || a/(„ || pour 
lequel

«i,„=“v (v/l,... w)
En posant 

n n
?>(») = AM ^(0 = Z M

v/l v/l
•on voit facilement que presque partout dans A et B on a respec- 
tivement

?>;(») 4= o, H= °-

La possibilite de se borner au cas de Fhypothóse (H2) est 
ainsi dómontree.

C’est bien le thóoróme II bis qu’il suffit de prouver.
§ 3. Afin dę mettre en evidence la raison qui nous a conduit 

aux considerations de ce paragraphe, observons que la fonction 
inverse d’une fonction <p(x) continue et monotone (au sens striet) n’est 
pas forcement continue. Elle Fest, si Fensemble A composó des points 
ou elle est definie est bilatóralement dense en lui-móme, c. a. d., si 
tout point x de A est & la fois point d’accumulation de la partie 
de A situee i droite de x et de celle qui se trouve a sa gauche.

Observons ensuite qu’un ensemble dense en lui-meme peut 
cesser de 1’etre, si l’on en enlóve un sousensemble denombrable.

Or, il se manifestera, dans la suitę, la nócessitó d’envisager 
des fonctions qui sont monotones et continues en meme temps que 
leurs fonctions inverses. II va aussi surgir le besoin de ne les con- 
sidórer que dans les ensembles des x qui ne cessent d’etre denses 
en eux-memes, meme si l’on y supprime une partie denombrable.

Voici quelques definitions et propositions qui vout nous servir 
dans la suitę.

I. Definition. Nous appelons un point x de A point de con- 
densation bilatórale par rapport a A, si, d etant un nombre positif 
quelconque, chacun des intervalles (x — d, x), (x, x d) renferine 
une partie non dónombrable de A.

II. Definition. Nous appelons un ensemble A ensemble a con- 
densation bilatórale, lorsque tout point de A est point de conden- 
sation bilatórale par rapport a A.

III. Un ensemble A ótant a. condensation bilatórale, il continue 
de l’ótre lorsqu’on y supprime une partie denombrable i) quelconque.

2) II nous sera commode d’appeler, pour le moment, dónombrable toute 
classe vide, finie ou dónombrable au sens propre.
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IV. Tout ensemble a condensation bilatórale est bilatóralement 
dense en lui-meme.

V. A ótant un ensemble quelconque, on peut y supprimer une 
partie dónombrable de faęon que 1’ensemble qui reste soit & con
densation bilatórale.

Dósignons, en effet, par A1 1’ensemble de tous les points de A 
qui sont ses points de condensation. B, = A — Aj est dónombrable.

pósignons par Ą,... la suitę de tous les intervalles con- 
tigus a Aj 1). On demontre facilement que la classe B2 des points 
de Aj, qui sont des points de condensation unilaterale par rapport a 
est contenue dans la classe des extremitós des intervalles Av et 
qu’elle est, par consóquent, dónombrable.

L’ensemble A — (Bj -f- Bs) est k condensation bilatórale.
VI. Definition. Nous dirons qu’une fonction qp(a?) jouit de 

la propriete (a) par rapport a un ensemble A et nous ecrirons 
(p/aA, si

1°) <p admet une fonction inverse, c. a. d. <p(a\) =|= qp(a?s) lors- 
que Xj =(= a* s et et x2 appartiennent a A,

2°) les ensembles A et g>(A) !) sont a condensation bilatórale.
VII. Si q>/a A et que D est une partie dónombrable de A, alors 

<p/„(A —D) (Cf. III et VI).
VIII. Si <pla A, alors ę>_1/aqp(^)’).
IX. Si (p admet une fonction inverse et est dófinie dans Ar 

il existe une partie dónombrable D de 21, telle que

(i) 9>/a (A- D\

II existe en effet dans A une partie dónombrable, telle qu& 
A — Dj est a condensation bilatórale (Cf. V). Dans <p(A — D,) il 
existe aussi une partie dónombrable Dt, telle que q>(A — /),) — Dt 
est a condensation bilatórale. II suffit de poser D = q)~l(Dt)
pour realiser la relation (1). (Cf. III).

X. Si cp(x) est une fonction monotone au sens strict et con
tinue dans A, si (p[aA et si pour les points a0 et av (v/l, 2,.. .)• 
appartenant a A on a lim (p(av) — (?(o0), alors lim ov — aQ.

’) C designe 1’ónsemble C augmentó de la totalite des points d’accumu- 
lations de C.

’) <p(A) designe 1’image de A par 1’intermódiaire de ^(a;).
’) <p~l(w) designe la fonction inverse de la fonction <p.
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Pour le demontrer il n’y a qu’a remarquer que A est bilató- 
ralement dense en lui-meme, lorsque les premisses du thóoreme 
sont vśrifićes.

§ 4. Nous allons demontrer le thćoreme II bis (§ 2) dans le 
cas ou /j(s) et gx(t) sont monotones au sens striet respectivement 
dans A et B.

Designons par P la classe de tous les points (s, f) qui satis- 
font a l’equation
(1) ^(») = <W-

P est un ensemble situe sur un plan rapporte aux axes rec- 
tangulaires s et t. Nous affirmons que toute droite parallóle a l’axe s 
(ou a l'axe i) renferme tout au plus un point de P.

Soient, en effet, (s0, tj), («„ tt) deux points de P situes sur la 
droite s = s0. On a G(tj) = F(s0) = (?(t2) et, par consśquent, 
^j(tj) = <7j(t8). y/t) ótant monotone on en dćduit tt = t2. Les deux 
points en question sont donc identiques.

Ceci etant etabli, il existe une fonction /?(s) admettant une 
fonction inverse et ayant P pour image piane.

L’ćquation
t = 0(s)

est ćvidemment ćquivalente a l’equation (1).
Soient S et T les projections de P respectivement sur les 

axes s et t. On a evidemment:
(fi) Si F(s) = G(t), alors seS, t e T, t = /?(s) et inversement.

II est manifeste que

(2) SQA, TQBA)

II existe (Cf. § 3. IX) une partie denombrable Sx de S, telle que

(3) /,/„ S - Ą.
Posons 7’,=/3(\S1). II existe un sousensemble dónombrable 

Zj de T— Ti pour lequel

(4) 3-1/a T-Ti- T.ź.

Soit S, = p~'(Tt).
On a d’apres (3) et § 3. VII

(5) A/aS-Si-Si.

*) S CZ -4 veut dire que 6’ est une partie de J.
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La fonction /?(s) admettant une fonction inverse, il est clair que

(6) 8(S -St- St) = T—Tt — T2.

Posons = iSj -f- St, Bx = 7) 7\ et supposons que

■(7) .s0 e A — tQ e B— Ą, / (s0) = Git^).

II en rósulte (Cf. (12) et (6))

(8) s.eS-Ą-S,, f.eT-T,-!’,, /,(«.) = g,(t9).

S — S, — <Sj ótant dense en lui-meme (Cf. (5), § 3, VI, IV), il 
existe une suitę de points s„, telle que '

(9) sv e S — St — St, sv =f= so, lim sv = s0

fi(sv) etant definie pour tous les v (Cf. (2) et (9)), eontinue et mo- 
notone, on obtient de (9)

(10) /iW =Mi(so), i™/■(»,)=/(«<>)•

Posons = /?(«„). On a (Cf. (6), (12) et (9))

(11) t,eT-T\- ’1\, F^v)=G(lv)

et a plus forte raison
(12) /i(«J=3ri(Q-

De la il s’ensuit d’apres (10) et (8)

(13) 7i(Q 4= ?i(Q liin .9i(Q = ?i(M-

La fonction ^,(t) etant eontinue et monotone on obtient de (4), 
(8), (11), (13) en vertu du thćoreme X § 3

lim tv — ta.

On a (Cf. (12), (8), (13)

ty ~~ _ fl(8y) fl(go) . i/l'L-) £*((o)
- 8q Sv 8q tv fo

et a la limite

lim
Sv so 9\ (M

car <M,)4=0 (Cf. § 2. H,).
Soit l<i<n. On a (Cf. (11), (7)):
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~~ f<M_ tv : tg

d’ou il resulte:
A'(V=^(Q^)) (i=l,2,..., n).

et par consćquent la matrice (M) du § 1 est d’ordre inferieur a deus. 
II suffit de remarquer que les ensembles A} et B, sont de 

mesure nulle (ils sont denombrables) pour conclure a la vórite du 
thóoreme II bis dans le cas enyisagś,

§ 5. Pour demontrer le thóorfeme II bis dans toute sa gene
ralia nous nous servirons d’un theoreme de M. Kintchine que 
nous citons dans 1’ćnoncó suivant ’):

C śtant un ensemble mesurable, qt>(s) une fonction possśdant 
presque partout dans C une derivee non nulle, il existe une suitę 
de sousensembles C" de C mesurables et disjoints, telle que

1°) <p{s) considśree sur C1 soit monotone,
2°) 1’ensemble C*  — C — ZC*  soit de mesure nulle.

*) J’ai demontre, indópendemment de M. Kintchine, un thśoreme,
moins gćnśral par une methode differente (1. c- p. 20). J’ai appris, grace aux 
renseignements obligeants obtenus aupres des mathśmatitiens russes participant 
au Congrśs de Lwów, que ma móthode de generalisation colncidait, en principe, 
avec la methode de M. Kintchine exposee dans un volume du Matematitcheski 
Sbornik dont ils n’ont pas su me communiąuer le numero.

Admettons que les prśmisses du theoreme II bis sont yeri
fićes. II existe, en vertu du theoreme prścite, deux suites d’en- 
sembles mesurables A'- et Bz, telles que

a) /i(®) est monotone dans Az et g^f) dans B;-,
B*QB,

y) les ensembles A*  = A—ZA*,  B*  = B — ZB;- sont de 
mesure nulle.

D’apres le rćsultat du paragraphe prćcedent, il existe deux 
ensembles de mesure nulle A*  et Bf\ contenus respectivement dans 
A*  et B>1 et tels que 1’ordre de la matrice M (§ 1) est infśrieur 
a deux, lorsque

soeAx —toeB** —B^“, F(s0) = G(t0).

Posons At = A*Z  Z A*.  Bx — B*  -|~ 2- Z B^



92

A1 et B1 sont de mesure nulle. On a d’autre part
| A-A^ZA^-ZZA*

’ | B-Bv QlBn — ZZB\

Supposons que

(2) ’o 6 A — -^i, t<> e B — -®i, ^Xso) =

D’apres les relations (1), il existe deux indices 2 et /t, tels que 
soe Az — A*,  t0 e B<*  — B>\

et ceci implique, d’apres la derniere des relations (2), que la ma
triee (M) est d’ordre infórieur a deux.

Le thśoreme II bis est ainsi dómontre.

i
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1. Introduction. En etudiant les rścents travaux sur la 
thśorie des erreurs d’observation, les doutes que m’avait laissśe 
l’exposition classique de cette thśorie, se sont rśveillśs. J’avais eu 
1’occasion de preciser quelques objections lors d’une conference que 
j’avais eu 1’honneur de faire au Colloque Mathematique de Berne, 
en 1922. De nourelles objections me sont venues a 1’esprit que je 
compte exposer dans un autre Recueil. L’une d’elles utilise cer
tain rśsultats mathśmatiques que j’ai cru prśfśrable d’exposer sśpa- 
rement. Ce sont ceux qui forment 1’objet du prśsent travail.

Celui-ci peut avoir son interet propre. On tfouvera peut-śtre 
curieux qu’on puisse, comme nous l’avons fait ici, calquer entiere- 
ment une theorie de la loi de probabilitś de 1’ścart maximum sur 
la theorie de la loi de probabilite de la somme de plusieurs erreurs,
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telle que cette dernióre a etć deyeloppće par M. Paul Lóvy dans 
son ouvrage si suggestif intituló Calcul des Probabilites (Gau- 
thier-Villars, Paris, 1925, pages 135—251). II est encore plus curieux 
de voir que dans la theorie que nous presentons, le role de 1’inte- 

1 p . .
grale de Laplace . / e~“*dx  soit tenu par la fonction entierement

') Buli, des Se. Mathćm., vol. 52, 19 8.
2) Voir Paul Leyy, loc. cit. pages 161, 184, formule (49).

\nJ 0
differente 2~x~a (°^ a est une constante positive arbitraire; on pour- 
rait aussi remplacer 2 par un nombre positif quelconque).

Mais le lecteur voudra bien ne pas oublier que le but de ce 
mómoire n’est pas tant d’etablir les rósultats pree.is qu’il contient 
que de constituer le point de depart d’une nouyelle critique de la 
theorie des erreurs d’observation. Comme je l’ai dit plus haut. cette 
critique paraitra ailleurs '). Ceux qui n’en reconnaitraient pas le 
bien fondó pourront peut-etre cependant s’intóresser aux develop- 
pements qui suivent.

I. Yariables aleatoires en nombre filii.
2. Composition des lois de probabilites des erre

urs partielles. Le premier problóme que nous nous proposons 
de rósoudre est de determiner la loi de probabilite de e connaissant 
les lois de probabilitós des yariables indćpendantes En..., e„, lorsque 
|e| est la plus grandę des quantites |en|.

Pour simplifier la question et eviter une difficulte de signe 
d’ordre secondaire, nous nous bornerons a faire interyenir les lois 
de probabilite des „ecarts“ |e|, |e, |,..., |e„| et non des erreurs elles- 
memes e, e„.

Considerons d’abord les cas de deux yariables seulement et 
posons z — | e |, x — | E, |, y = | e„ |. Dósignons par F(X), G(Y). H(Z), 
les „fonctions de probabilites totales“ de z, y, z, c’est ś, dire les 
probabilitós respectives pour que x X, y <Z Y, z <Z Z. Łe theo- 
róme des probabilitós composóes fournit immediatement la formule 
fondamentale

■ H(Z) = F(Z).(?(Z)

analogue a celle qui lie les fonctions caracteristiques au sens de 
Cauchy * 2) dans 1’hypothese de l’additivite des erreurs.



9f>

Plus gónóralement, considórons le cas de n variables indópen- 
dantes et soit la probabilite que lej •< Xt, H(Z), la proba
bilite que | e | < Z et | e | le plus grand des ócarts | ą |,.| e„ |.

On aura en appliquant encore le theoreme des probabilitós 
composees
(3) =

3. Recherehes d’une formę de loi stable dans la 
composition. Supposons que deux variables xu x2 suivent a 1’ordre 
de grandeur pres la meme loi F de probabilitós. Cela voudra dire que 
les „fonctions de probabilitós totales“ de xt et de xt sont de la 
formę

ou At et A2 sont deux constantes positives proportionnelles aux 
ordres de grandeur respectifs des variables xr et #2.

Cherchons s’il est possible de dóterminer la fonction F de 
faęon que la formę F de la loi de probabilite soit „stableu dana 
la „composition“ des ócarts, c’est a dire d’une faęon precise qu’en 
posant
(3) = f(^),

il existe une constante positive A ne dópendant que des constantes 
arbitraires A„ et telle que

(4) =

Si cette condition est satisfaite par une fonction F pour n = 2, 
elle sera óvidemment satisfaite par la meme fonction pour tout 
entier n. Ecrivons donc

® F(ch^P& <6>

II s'agit donc de rósoudre ce systeme d’óquations fonction- 
nelles, oti les inconnues sont les fonction F et 2, F(Z) ótant la 
probabilitó pour qu’une certaine variable z soit comprise entre 0 et Z, 
varie sans dócroitre de 0 a 1 quand z croit de 0 i -|-oo. Nous 
nous contenterons de chercher les solutions I qui sont continues- 
et par consequent croissantes. Alors, comme on a d’aprós (5)
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(5)'-

on est amenó a rćsoudre d’abord l’ćquation en A

(1) _logF(lj = a

ou grace au signe — la ąuantitś a sera positive. Puisąue F croit 
de 0 a 1 quand A decroit de -(- oo a 0, a decroitra alors de —|- °o 
a 0 et cette equation (7) aura une seule racine
(7)'  A = 0(a).

On a d’apr£s (5)' et (7)

c = a -J- b

les notations śtant evidentes et par suitę C=0(a4-6), d’oii, en 
portant dans (5),

est donc une fonction additive de a et puisqu’elle est continue, on 
sait d’aprós Cauchy qu’elle est proportionnelle a a *). On a donc

<p(Z) etant une certaine fonction positive de Z2), d’oti: 

i°g^(l)=9’(^i°g^(iy

ł
On obtient la fonction C en faisant A — 1,2) d’oń:

(8) ęp(Z) = — h log F(Z)

h śtant une constante positive indópendante de Z et A.
Et par suitę

(9) =

') On sait '<|u’il en serait encore de meme si cette fonction ćtait simple- 
ment supposće mesurable au sens de M. Lebesgue. Voir, parexemple, M. Frćchet, 
Pri la funkcia e k v a c i o (ac —f-y) =y («c) —|-/(y), Enseignement mathćmatiquó 
15' annee, 1913, p. 390—393.

’) Nous supposons que pour Z fini et positif — ou au moins pour 
Z=l, — on a 0 < F(Z) <1,
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Posons, puisque A et Z sont positifs

log = 2^).

L'ćquation (8) deviendra

^ + w)=^) + ar(M).

Nous voyons encore que ST(£) est proportionnelle a £, soit = 
= d’ofi

— A log F(Z) = g>(Z) = Zk
■d’ou

Comme F(Z) tend vers 1 lorsque Z tend vers oo, lc est 
une constante nćgative que nous pourrons appeler — a, de sorte que

_z~“
27’(Z) = e »

Nous avons pość
(A > 0, a > 0).

At etant 

probąble

proportionnel a 1’ordre de grandeur de Si A' est l’ecart 
ou median de Aj (avec zero), c’est a dire si FJjAJ) =^, on a 

£

A[ = At(hlog2) “

de sorte que A[ est aussi proportionnel a 1’ordre de grandeur dę Xx. 
On peut donc supposer qu'on a pris pour At l’ecart mćdian de Xx 
et alors on aura h log 2 = 1, d’ou finalement

(10) ^(Z)4-2-z"“, (a>0) et
(U) W) = 2-^-“,

Ai dćsignant 1’eeart mśdian de la variable A\.
S’il y a une solution en F, nous l’avons trouvee. Inverse- 

ment, la formule (3) donnę

log H(Z) = - (A,“ ... + A: Z~“) log 2
d’oii

fl(Z) = f-(Z)
Rocznik Pol. Tow. matem. * 
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en posant
(13) 4“ = ^“+...+/
expression qni est bien indópendante de Z.

Ceci nous montre bien que la solution trouvće convient et nous 
donnę en móme temps l’expression de la fonction ź. de la formule (6)

Nous pouvons appeler naleur róduite de la variable le quotient 
de la valeur de cette variable par son ecarfr módian. Et t\Z) — 
— 2_z_a sera „la formę róduite“ de la fonction de probabilitó totale 
^(Aj) =

Si les erreurs partielles suivent d l’ordre de grandeur pres 
la meme loi de probabilitó et si la formę reduite de la loi des 
ecarts partiels est F(Z) == 2_z~“ (ou a est une constante positwe 
arbitraire mais dóterminće'), alors 1’ecart finał suit aussi d 1'ordre de 
grandeur pres la meme loi de probabilitó et la puissance a de son 
ócart median est ćgal d la somme des puissances a des ecarts medians 
des ecarts partiels.

Ainsi, en un sens provisoirement ótroit, nous avons demontre 
que la fonction F(Z) = 2~z~a est la formę rćduite d'une loi de pro
babilitó totale d’un ecart, qui est stable par rapport au modę de 
composition des erreurs partielles dans lequel 1’ecart rósultant est le 
plus grand des ecarts composants.

4. Dćfinition dę la classe Ca de lois de probabi- 
lite. Nons allons maintenant accroitre la gćneralitó du rósultant 
prócódent en donnant au mot stable un sens plus ótendu.

Nous avons vu qu’on a pour la loi qu’on vient d’obtenir

F. (A,) = 2-“-r‘-“

ou log /^(AJ = — A? Ar" log 2.
Par suitę

lim — X“ log 2^,(AJ = Af log 2

on, ce qui revient au meme puisque F1(Xl) -*■  1 quand At -* oo:

*) On pourra comparer la demonstration, qui vient d’etre donnee, de la 
resolution des óquations fonctionnelles (5), (6) a celles (basóes sur des restric- 
tions ou sur une methode diffćrente) qu’on trouvera ii la page 254 de l’ouvrage 
de M. Paul Levy, (loc. cit.).

(14) lim <1 — Z'i(AT1)} = log 2
Aj —► -j-oo.
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et par suitę
lim Xf {1 — Fi(Xi)} = quantite finie positive.
—>4~oo

Autrement dit, lorsque A\ est trfes grand 1 — /^(A',) est une

quantite infiniment petite de l’ordre de —
A

Les lois que nous yenons de determiner ne sont pas les seules 
qui satisfassent a cette derniere condition. Pour toute loi de proba- 

bilitó totale G(X), 1—G(X) est infiniment petit avec Pour 

certaines d’entre elles, 1 — G(X) est un infiniment petit comparable 

a une puissance (necessairement positiye) de Quand cela a lieu 

pour 1'une de ces lois, cette puissance est determinóe. Appelons Ca 
la classe des lois de probabilite totale G(X) telles que 1 — G(X) 
soit un infiniment petit de 1’ordre a, c’est a dire telles que

(15) lim A“[l — G(A)J = quantite finie positive
X —>oc

ou ce qui reyient au meme

(16) lim X[—log ćr(A)]1/a = quantite finie positive.
X —>oo

5. Stabilitś de la classe G’a. La classe Ca est „fermee“ 
par rapport a la composition des probabilitós consideree precśdem- 
ment. Autrement dit. si Fon pose

H(Z) = ^(Z)^(Z)...#„(Z)
et par suitę

(17) — Z“ log ff(Z) = - Z“ log F/Z) - ... - Z“ log F„(Z),

il est clair que si chacun des produits du seeond membre a une 
limite finie positive quand Z tend vers oo, il en sera meme du 
premier membre

Ainsi. sans dire que chacune des lois de Ca est stable, on peut 
dire que la classe Ca de lois de probabilites des erreurs est stable 
(dans la composition des ócarts partiels en un ecart finał ćgal au plus 
grand des ecarts partiels).

Cette classe Ca comprend comme cas particulier Fensemble 
plus etroit ca des lois de probabilitó F(X) (considćrees plus haut) 
qui se peuyent definir par la relation plus restrictive

(18) A^[—- log J7(X)]l/“ = constante.
7*
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6. Ecart typique. Pour specifier la formę des lois de Ca, 
remarquons qu’on peut pour chacune d’elle, <?1(X1), dófinir un nom
bre par la móme formę de relation qui permet de calculer au
moyen de (14) 1’eeart probable d’une variable soumise a une loi 
„du type ca“. Le nombre A, defini par la relation

(19) limX1(l-(?1(X1)}>/“ = 21(log2)‘/“

n’est plus un ecart probable. Mais il joue encore le role essentiel 
de mesurer 1’ordre de grandeur de la variable Xr Si en effet une 
variable X est soumise a la móme loi de probabilite que Xv a 1’ordre 
de grandeur pres, c’est a dire a une loi de probabilitó totale de la 
formę G(X) = (?1(aX) oii a est le rapport des ordres de grandeurs 
de X, et de X, on aura

limX(l — (?(X)^=- lim aX(l — G,(«X)}“ =
X—>4-00 ct aX—

= - lim X, {1 - .

Donc G(X) est d’abord dę la meme classe Ca que ćr1(X1) et 
la quantitó definie par le premier membre est bien proportionnelle 
a 1’ordre de grandeur de la variable X. Nous pouvons donc appeler 
la quantitó A definie par la relation

(20) J.(log 2)“ = lim X{1 — G(X)}’'“,
x->4-oo

V6cart typiqiie de la variable X lorsque sa loi de probabilite G(X) 
appartient a la classe Ca.

Notons en passant que pour une telle variable X, les „moments“

X>dG(X)

z“{i-<?(x)}=-yz

d’ordre 0 <a sont finis alors que le moment d’ordre a est infini. 
Cela rósulte de 1’ógalitó

lim X?~“[X“{1 — G(X)}] = dXf<{l — G(X)} =

X?d G(X) [X« <1 - G(X»] d X^

constante
valable pour O < fi < a, et de 1’egalitó

XMG(X) + y' [X“{1 — G(X)}]adLX

constante.
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7. Composition des ecarts typiques. Revenons a la 
composition des ócarts; d’apres les formules (17) et (20), on retrou- 
vera la formule
(21) Aa = A,“+A".

Cette formule ne concerne plus les ecarts medians mais les 
ecarts typiques au sens prócisó plus haut. Elle exprime que la somme 
des puissances a des ć.carts typiąues de n variabl.es independantes obei- 
ssant d n lois de la classe Ca est egale d la puissance a de l'ćcart 
typigue de la variable resultante qui, nous l’avons vu, obóit aussi 
nócessairement a une loi de la classe Ca.

8. Variable et formę róduites. L’introduction de 1’ecart 
typique permet d’appeler rariable róduite, X1 le quotient de la va- 
riable Xx par son ócart typique et formę riduite de la fonction 
de probabilite totale G1(A1), l’expression ćrj(Aj) = C?1(A'1 A,). On 
voit alors qu’on a

Jim AJ- log ć?j(Aj)}’'“ = lim AX{1 - GJAj)}^ = 
Aj->4-00 Al->4-00

= 1 lim Aj {1 - G/Aj)}1^ = (log 2j.
-*  4 ] Aj —>4~oo

D’ou:
(22) logG1(X) = -Ar“log2[l + m1(Aj)]

ń>i(Aj) ótant une fonction de A, infiniment petite avec *)  ou 
Ai

encore

(23) XjAJog2[l + W]gi) .
On a de meme dans la formule (17)

(24) log H(Z) = — Z “ An log 2

1

De sorte que cette formule peut aussi s’ecrire

*) Comme peut etre nul pour des valeurs positives de A„ ^(A.)
peut etre infini pour ces valeurs. Mais “JAJ est certainement fini (et 
meme tres petit) pour Aj assez grand.

variabl.es
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ou
(25) fi(Z)-j>,(^) + ... + ^.(^).

Nous allons dśduire de cette relation plusieurs formules qui 
nous seront utiles plus loin,

9. Familles nor ma les. Nous remarquons d’abord que les 
fonction <W](Z),..., w„(Z) ne sont nścessairement finies que pour Z

assez grand, par exemple pour Z> P. Mais comme

sont plus grands que Z, on voit que Q(Z) sera aussi fini pour 
Z>P.

On peut toujours former une fonction 2 (Z) qui majore 
<t)i(Z),... w„(Z), tende vers zero avec i et soit linie pour Z> P.

/
Par exemple, on peut prendre pour chaque valeur de Z, 2(Z) egal 
a la plus grandę des yaleurs absolues de ojj(Z),... w„(Z). On peut 
meme supposer que 2(Z) soit non croissant: il suffit de remplacer 
2<Z) par la borne superieure de 2(Z') pour Z' > Z.

Nous dirons que des fonctions 

(26) G(Z) = B“Z~“

appartenant a une meme classe Ca appartiennent a une mćme f a- 
mille normale ś’il existe une móme fonction ^(Z) finie ou infinie,

mais non croissante et tendant vers zero avec telle que pour les

fonction G considerees, les fonction <w(Z) correspondantes soient 
majorćes par /*(Z).

Nous avous vu qu’un nombre fini de fonction Cr^Z),... G„(Z) 
de la classe Ca appartient toujours a une familie normale. Mais ce 
qui est interessant c’est que la loi rósultante H(Z) appartient a la 
mśme familie normale.

En effet, on a par exemple.

et en vertu de (25) et de (21)

(27) |fl(Z)|<^(Z).
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On peut móme obtenir un resultat plus prócis. Soit M le plus 
grand des nombres At,At,... A„. On aura

et d’aprós (25) et (21)

(28) 

Et puisque ,Z^> Z, on a ainsi une limitation plus etroite 
M 

(on au moins aussi etroite) que celle donnóe par la formule (27). 
Alors que les fonction <Wj(Z),... w„(Z) sont, dans leur ensemble, 
majoróes par //(Z), la fonction resultante Q(z) est majoree par une 
fonction (Z) =/i ^^.Z^ qai est ^jł(Z).

II. Yariables alóatoires en nombre infini.

10. Existence d’une loi resultante. Nous allons main
tenant utiliser les relations (21), (24) et (25) pour chercher ce que 
devient la loi de probabilite H(a) de 1’ecart finał, quand le nombre 
des ócarts partiels devient infini. Nous avons vu que si les ócarts 
partiels en nombre fini obóissent a des lois de probabilitós de la 
classe Ca, il en est de meme de 1’ecart finał.

On ne peut se contenter de dire que par un simple passage 
A la limite, ce resultat s’ótend au cas ou les ócarts partiels, toujours 
regis par des lois de la classe Ca sont en nombre infini.

II n’est meme pas evident qu’il existe dans ce cas une loi de 
probabilite de 1’ecart finał.

Appelons Z, le plus grand des nombres Q>0)Xj,... X„; T la 
borne supórieure des nombres A,,... A„, A„+,,... Soit Hn(Z) la 
probabilitó pour que Z„ ^Z. On a vu que

(29) H„{Z) = Gt(Z)... G.(Z)

et comme 0^ć?,(Z)^l, on a:

1 > Hj(Z) > H2(Z) H,(Z) > ... > 0.

Donc Hn(Z) tend vers une fonction comprise entre 0 et 1. Et comme 
chacune des fonctions ff„(Z) est non decroissante, il en sera de 
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meme de sa limite. On sait mśrne que dans ces conditions la eon- 
vergence est uniforme.

Nous allons admettre que le thóoreme des probabilitós com- 
posćes s’śtend a une suitę infinie (denombrable) d’ev£nements. (C’est 
une hypothóse góneralement admise comme evidente mais qui me- 
riterait d’etre etudiće). Dans ces conditions, la limite de Hn(Z) est 
la probabilite pour que l’on ait a la fois

a\<z. x,<z,... a;<z...
et par suitę, c’est la probabilitó -H(Z) pour que Fecart finał T*S^Z.  
Ainsi
30) H(Z) = Gt(Z). GS(Z)........G.(Z)....

II reste b savoir si cette loi de probabilite appartient comme 
les G„{Z') a la classe Ca. Dans 1’inegalitó óvidente

(31) — ZalogG1(Z) - ... — Zalog(Ą(Z)^-Z“log H(Z) 

le premier membre tend, pour n fixe, vers (-j-... -j- A“) log 2 
quand Z eroit indefiniment. Donc, lorsąue des ócarts partiels regis 
par des lois de probabilitós de la classe Ca sont en nombre infini, la 
loi de probabilitó de leur ócart rósultant ne peut appartenir a la classe 
Ca que si la somme des puissances a des ócarts typigues de ces ócarts 
partiels, est connergente.

11. Familie normales de lois de la classe Ca. Sans 
rechercher si la condition nćcessaire que nous venons de trouver 
est suffisante dans le cas le plus gónóral nous nous contenterons 
de montrer qu’il en est ainsi lorsque les fonction <?„(Z) — appar
tenant a la classe Ca — appartiennent aussi a une móme familie 
normale. En effet, des notations convenables permettent d’ecrire

(32) -logH„(Z)=:Z-“^ avec

(33) = A?+ ...+ <.

Si nous appelons Mn le plus grand des nombres A,, A-i,--- 
et 3/ la borne supćrieure des nombres Alt A2,... An,..., on aura 
d’apres (28) avec le changement de notations approprie:

(34)
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etant une fonction non croissante et tendant vers zero avec 1
Z

qui majore toutes les fonctions de la familie normale considśrde.
Nous supposons eonvergente la sśrie ZA“. Appelons sa somme 

A“ on aura B„ < A, M„ M.
Pour n assez grand, Mn reste egal a Jf, puisque les A„ tendent 

vers zero avec Donc pour m assez grand

Ainsi pour n assez grand (n >■ p, p independant de Z)

(36) -logB.(Z)<Z-“A“

Le seeond membre est fini pour Z assez grand. H„(Z) tend 
vers H(Z) quand n croit indófiniment; H(Z) n’est donc pas nul quand 
Z est assez grand. Par suitę, on peut poser 

(37) — log H(Z) = Z~“A“

et Q{Z) sera fini pour Z assez grand. Eu comparant (32) et (37), 
on voit qu’on aura

T5F2- =.'± 1 - 1W W

et d’aprbs (35)

(38)

ou
(39) |Z2(Z)|<^(Z^).

On deduit d’abord de (38) que f2(Z) tend vers zśro avec 1/Z 
et alors (37) montre que H(Z) est de classe C“, avee un ecart 
typique ógal a A. De (39). on dóduit, puisque A >

(40) 112(Z)| < //(Z).
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Par consequent, H(Z) appartient a toute familie normale qui 
comprend les G„(Z). Et meme, nous avons obtenu 1’inśgalite (39), 
inógalitó plus resserróe (ou pour certaines yaleurs exceptionnelles 
de Z au moins aussi resserróe que (20)).

Finalement; si des nariables alćatoires-indópendantes Xl,Xi,... 
en nombre infini sont rógies par des lois de probabilitó totale 
G1(Xlf... G„(Xn)'... appartenant a la classe Ca et a une meme fa
milie normale et si la serie Af -)- .1“ des puissances a des ecarts 
typiąues de Xt,X2,... est connergente, la borne supórieure Z des nom
bres X2, X2.... est regie par une loi de probabilitó totale H{Z) appar
tenant d la classe Ca et appartenant a la meme familie normale que 
les C„ et l'ócart typigue A de Z est donnę par la formule

(42) Aa = A“ + A$ H-...

En outre, H(Z) appartient meme a une familie normale plus 
ótroite que celle des G„ — et prócisóe par l’inógalitó (41) ou M est 
le plus grand des ecarts typiques Tli, At,... Les formules de dćfini- 
tion (23) et (37) des co,, et de Q montrent que G„ et H appartien- 
draient au type ca si <o„ et £2 ćtuient nuls. On peut done dire que 
la loi de probabilitó H(Z) de Z est plus noisine d’une loi de type ca 
que Tensemble des lois de probabilites de X2,... X„,... .

12. Cas des lois du type ca. Prenons le cas particulier 
ou p(Z') = 0, c’est a dire ou les variables alóatoires sont soumises 
a des lois du type ca
(43) . •

Alors fi etant nul, ii sera nul et J7(Z) sera du type ca. On 
retrouye directement ce resultat en remarquant que

H(Z) = 2-(^“)z_“, d’ou

(44) H(Z) = 2-aaz"° avec

(45) A“ + ^‘ + ...+

Par contrę, on voit que si la serie Z 4“ est divergente, on a

(46) H(Z) = lim Hf Z) = lim 2-(^+-+4“)2’“ = 0.
n —>oo n—>OO

Dans ce cas H(Z) est nul pour toute valeur finie de Z, c’est 
a dire que la probabilitó pour que Z soit fini est nulle. II n’en re
sulte d’ailleurs pas que cet evenement soit impossible. Au eon-
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traire, cet evenement est certainement possible puisque, les yariables 
alśatoires etant indśpendantes, peuvent prendre des yaleurs quel- 
conques par exemple toutes infśrieures a 4, d’ou Z <^4. Mais cela 
est infiniment peu probable.

Nous avions próyu plus haut que dans le cas actuel de di- 
yergence de H(Z) ne pourrait appartenir a la classe Ca.

Nous voyons maintenant quelle est cette fonction H(Z) et 
cominent elle se distingue des fonctions de la classe Ca. Cependant 
on peut remarquer que
(47) H(Z) = lim Hn(Z)

n—>oo

et que la formę reduite de H„(Z) etant dans le cas actuel
(48) H.(Z) = 2
on a:
(49) 2 z_a = lim Hn(Z)

n—>00

II ne nous semble pourtant pas que l’existence de cette limite 
de la formę rśduite de //„(Z) permette de classer H(Z~) dans une 
categorie dśterminśe. Physiquement Z est bien determinś et aussi 
la probabilitś H(Z) = 0. Nous constatons que la probabilite de H(Z) 
est nulle et 1’egalitś (49) n’ajoute aucun eclaircissement a ce rśsultat 
parfaitement clair.

Tout au plus pourrait — on peut-śtre 1’utiliser pour recbercher 
quelle est la probabilitś pour que la plus grandę des yariables 
alśatoires soit <Z Z, dans la catśgorie des epreuves ou Z est fini. 
Mais ces śpreuyes śtant extremement rares, le rśsultat obtenu serait 
de peu d’intśret.

On pourrait peut etre aussi dire: ce cas est intśressant pour 
donner un moyen simple approche de calculer la probabilite dans 
le cas ou le nombre des yariables sans etre infini est tres grand. 
C’est ce qui se passe dans le jeu de pile on face quand on rem- 
place la distribution binomiale peu propre au calcul par une ex- 
pression approchee au moyen de 1’integrale de Laplace. Mais ici, 
les formules pour m fini śtant aussi simples que pour n infini cet 
ayantage disparait.

La discussion precedente, uous a en tout cas donnę une idśe 
des difficultes qui se presentent lorsque la serie I A“ śtant diVer- 
gente, on passe au cas plus genśral ou les lois Gn(Z) appartiennent 
a une familie normale de la classe Ca. C’est ce cas que nous allons 
śtudier. Toutefois nous ferons auparayant une remarque incidente.
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13. Autre definition des familles normales. II est 
intóressant d’observer qu’on peut mettre sous une autre formę la 
dófinition des familles normales. Par hypothese, si GfX) appar
tient a la classe Cu, il existe un nombre A„ > 0, tel qu’en posant

G.(X) = GfXA.), on ait

(50)

Comme on a

lim
X —>oo

— A“ log G„(X) = [1 + <o„(A)] log 2

on voit, si les G„ appartiennent k une familie normale, que quel- 
que soit e )> 0, il existe un nombre q tel que

| — Xa log GfX) — ■ log 2| < £ pour X> 77.

(II suffit en effet que 74(77) log 2 < e). C’est ce qui on peut expri- 
mer en disant qu’il y a pour la formule (50) conyergence egale quel- 
que soit n.

Inyersement, si log 2 eonyerge „ógalement“,quel que

soit w, yers 1’unitó quand X croit indófiniment, la familie des G„ 
est normale. II suffit d’appeler 2(A), la borne supórieure des w„(A) 
quand n varie et 7t(X) la borne supórieure de 2(XZ) pour X' X. 
Alors 1’ógale conyergence mohtre que 2(X) et par consóquent /4(X) 
sont finis pour X assez grand et meme tendent vers zero avec l/A.

Finalement des fonctions t?M(X) appartenant a une móme 
classe C„ et ayant par consóquent chacune une formę reduite
G„(X) — Gn(XA„), elles appartiennent, par ddfinition, a une familie 
normale si la conoergence de la formule (50) assur^e pour chaque 
valeur de n est „igale^ quel que soit n. II y a la une definition analogue 
a la dófinition de certaines familles normales par la considóration 
de 1’ócart quadratique moyen dans le cas ou Z est la somme des 
yariables alóatoires

14. Cas oii la sórie de puissances a des ócarts ty- 
piques des yariables est divergente. Nous savons dója 
que dans ce cas la loi de probabilitó de la plus grandę des yaria
bles n’appartient pas a la classe Ca.

Toutefois il est intóressant de se rendre compte de ce qui se 
passe. Nous allons dómontrer la proposition suiyante:
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si des oariables a/eatoires independantes sont regle.s par des lois 
appartenant a une jamille normale de la classe Ca et si la somme des 
puissances a des ecarts typiąues des ces oariables est dioergente, il 
y a une probabilite non nulle pour que la borne superieure, Z, de ces 
oariables soit infinie.

Nous avons meme chemontre sous ces hypotheses que dans un 
grand nombre de cas il y a une probabilite nulle pour que Z soit 
fini. II nous semble que les hypotheses precódentes doivent meme 
suffire pour dśmontrer ce dernier resultat. Peut-etre quelque lecteur 
sera il-tente de justifier cette prósomption—et aussi de le faire 
dans le cas correspondant oh Z est la somme des variables. — Si 
Fon y rśussit ce sera sans doute par une voie directe -qui rem- 
placera par une seule demonstration probablement simple, les de- 
monstrations qui suivent (n° 14)

I. Nous considćrerons d’abord un cas ou moyennant une hypo- 
these generale sur les formes rśduites des fonctions de probabilitó — 
cest a dire sur les fonctions w„(Z) — le resultat obtenu peut etre 
śtabli independamment de la faęon dont sśrie Zdiverge, alors 
que ce modę de divergence devra intervenir dans ces autres cas 
(ou au moins dans les demonstrations relatives a ces cas et don- 
nóes plus loin). Les fonctions de probabilites w„(Z) de la formule (23) 
sont dans tous les cas bornóes inferieurement et leur borne infe- 
rieure est — 1, puisque les probabilites sont 1.

Supposons que, pour toute valeur de Z, la borne inferieure 
des w„(Z) quand Z et n varient soit >■ — 1, c’est a dire qu’il existe 
un nombre A-, (k > 0) tel que

(52) 
quels que soient n et Z.

Ce cas comprend celui ou les fonctions 6r„(Z) seraient toutes 
de type ca. II comprend aussi le cas plus gśneral ou ces fonctions 
seraient de classe Ca et appartiendraient a une familie normale 
definie par une fonction y(.Z) dont la borne supćrieure est infó- 
rieure a 1’unitó. II suppose en particulier qu’aucun des (?„(Z) n’est 
egal a 1’unite pour une valeur finie de Z

Sous 1’hypothese (52), on a

D’ou:
— log H„(Z) > k A“ Z~a 4-... + k A“ Z a = kB“Z~a.

logH(Z)>A:^Z-».
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Ceci ayant lieu quels que soient n et Z, on voit qu’on ą /7(Z) = 0 
pour toute valeur finie de Z.

Ainsi la serie ZA“ etant divergente si 1’hypothese (52) sur 
les formes reduites G\Z) est vśrifiće, la probabilitó que la plus 
grandę des variables alśatoires, (supposóes regies par des lois de 
probabilite de la classe C„), soit finie est nulle. Autrement dit ce 
cas est denue d’intćret pratique.

II en serait de meme si (52) au lieu d’avoir lieu pour tout n 
avait lieu a partir d’un cartain rang.

II. Laissons maintenant de cote 1’hypothese (48). Supposons 
que ZA“ diverge et que les lois de probabilitó appartiennent a une 
meme familie normale dans la classe Ca. Nous allons d’abord śta- 
blir une inegalitó utile.

Partons de 1’inegalitć (34)

(M)

Pour tout e positif et < 1 on peut determiner un nombre 
Z£ > 0 (indópendant des ócarts typiques A„) tel que

(55) /t(Z£) < «
D’oit

et d’apr&s (32)
- log H„(Z£<) > (^)’"{Zf-“(l - e) log 2}.

D’oii:
(56) - log H(Z) > (^)'“{Z7“(1 - e) log 2} 

pour toute valeur de Z^Z£M„.
III. Supposons d’abord que les óearts Aj, Aj,... soient bornes 

supśrieurement. Alors M„ reste infćrieur a un nombre fixe M > 0, 
et cm a

log #(Z) > ^{J/-“Zf-“(l - e) log 2}

pour Z^ZeM„. Lorsque n tend vers 1’infini, Z restant fixe, le se- 
cond membre tend vers 1’infini. Donc H(Z) = 0 pour Z<^ZeM. 
Mais observons que (55) reste yórifić si on remplace Z£ par un 
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nombre superieur quelconque. On voit bien finalement que H(Z} 
est nulle pour toute valeur de Z.

IV. Supposons maintenant que M„ n’est plus borne superieu- 

rement mais que tend vers zero quand n croit indefiniment. 
on

Alors le seeond membre de (56) deyient infini avec n. Or si 
on laisse Z fixe, 1’inćgalite (56) devient vórifiće des que n est assez

Par consequent H(Z) est encore nul

quelque soit Z.
V. Revepons au cas III pour le góiteraliser et admettons qu'il 

existe un nombre X. tel que Fensemble des termes de la serie

(57)

qui sont <Z K soit divergente. Soient X'.X'2,... celles des variables 
Xu X,,... qui eorrespondent aux termes de cette sórie partielle, 
Z' la plus grandę des variables Xi, X2,... et h(Z') sa loi de proba
bilite totale. On a evidemment 0 =0//(Z) A(Z) et d’apres le pa- 
ragraphe prścćdent A(Z) = 0.

On a donc encore H(Z) = 0 pour toute valeur de Z.
Si la condition admise ci-dessus pour la sćrie divergente (57) 

n’est pas vćrifióe, alors pour tout entier r, la suitę des termes de 
cette sćrie inferieurs a r est finie ou conyergente. Dans ce seeond 
cas, eliminons le reste de la serie a partir d’un rang tel que ce reste 

g

soit infśrieur a —,
£

0 ćtant un nombre arbitraire > 0.

L’ensemble des termes ćliminćs en donnant a r successive- 
ment toutes les valeurs entieres, s’il y en a, formę evidemment une 
sórie convergente et de somme infórieure a 3. Soient X[, X2,... 
Fensemble des variables correspondant aux termes śliminśs, s’il y en a, 
Z" la plus grandę, k(Z") sa fonction de probabilite totale. Soient 
de meme X{, X2,... Z', h(Z') les quantitós correspondantes pour 
les termes non śliminós — et qui sont necessairement en nombre 
infini. On a

(58) H(Z) = h(Z). k(Z)

et d’apres ce qui precede 

(59) k(Z) = Ba Z~a
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Z2(Z) ótant une fonction de Z infiniment petite avec 1/Z, Ba etant 
une constante inferieure a 0.

On voit qu’on est alors ramenć a ótudier le cas de h(Z') qui 
correspond a des variables indópendantes A^, Aj,... telles que la 
serie des ćcarts typiques correspondants

-ł-

soit divergente et qu’il n’y ait, quelque soit r, qu’un nombre fini 
de termes de cette serie infórieurs a r. On peut alors ranger les 
variables A(, Aj,... dans un ordre tel que les termes de cette sórie 
ne dficroissent pas et augmentent indśfiniment.

VI. II reste donc a examiner le cas ou les termes de la serie

(60) + +.. •+/!“ + ...

sont ranges par ordre de grandeur et tendent vers 1’infini, sans que 
i ,le rapport , — cest a dire ici F— , , , ,,s — tende vers

zero. Cest ce qui a lieu, par exemple, si la sórie est une progres- 
sion góombtrique de raison > 1.

Comme je l’ai dit plus haut, il me parait probable qu’on 
a encore dans ce cas == 0; de sorte que dans le cas V, on
aurait A(Z) = 0, d’ou H(Z) — Q et il serait etabli que H(Z) = 0 
toutes les fois que — les lois composantes appartenant a une familie 
normale de la classe Ca, — la sśrie (60) est divergente.

Cest en tout cas ce qui a lieu dans le cas ou les lois com
posantes sont du type ca, ou satisfont a 1’hypothóse (52).

II me semble mćme que la demonstration que je n’ai pu ob- 
tenir doit, etre cependant assez simple.

Quoiqu’il en soit, nous allons au moins ótablir dans le cas 
restant un resultat partiel suffisant pour notre but. Nous avons en
core la formule (56) pour Z^ZeM„. Nous avons donc

(61) — log//(Z) > Zt“u (1 — e) log 2

Sans supposer nócessairement les non decroissants, il suffit 
de supposer les M„ non bornós, pour voir que cette relation aura 
lieu quel que soit Z. Donc: pour toute valeur de Z, H(Z) est infe
rieure a une quantitć fixe, elle-móme infórieure a 1’unite. Comme 
H(Z) est nulle si, la sórie ZA" ótant divergente, M„ est bornó, on 
voit que le rósultat precedent s’ótend aussi a ce cas.
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Ainsi: les uariables indópendantes X1,... X„,... etant supposóes 
rógies par des lois de probabilitó appartenant a une familie normale 
de la classe Ca, si la serie des puissances a des ecarts typiąues de 
ces oariables est dinergente, il y a une probabilitó non nulle, Q, pour 
que la plus grandę Z de ces oariables soit infinie — contrairement 
a ce qui se passe pour chacune des yariables X„. II semble que 
ce rósultat partiel soit suffisant pour óliminer tous les cas ou ZA“ 
diverge, des cas interessants au point de vue pratique.

D’ailleurs le dernier cas etudie va nous permettre dAtendre 
encore la gćnćralite des cas oh nous avons dómontre que H(Z) = 0.

Au lieu de 1’hypothhse (52), faisons rhypothhse suiyante eyi- 
demment plus generale: qu’il n’existe aucune suitę de nombres un 
tendant vers zero, tels que 1 w,.(«„) tende vers zero. Mais ad- 
mettons en outre que les An tendent vers 1’infini sans decroitre.

On a:
- log H„(Z) = [A?Z-“ [1 + .

+ A“Z-“[l + m„(£)}log 2.

Les nombres u. = tendent vers zero. Donc quel que soit e > 0,

il existe une infinitó de yaleurs de p :pi, pt,... tels que

1 + "pJWp? > £-
Par suitę

— \ogHn(Z)>eZ~aSn

S. etant la somme des tels que pk n. Lorsque n -*  oo, S„ -*  oo 
H„(Z) -> H(Z). Donc H(Z) = 0.

15. Etude de la limite des lois rćduites. A l’exemple 
de M. Paul Lćvy dans le cas ou Z est la somme des yariables, 
nous pouvons nous demander ce que deyiennent les formes reduites 
H„(Z) = Hn(Z B.).

On a obtenu la formule (34) 
l^)l<^(ir/) 

et d’aprhs (32)
(62) - log H.(Z) = Z-[l + Z2,(Z)] log 2.

jjj
Considórons comme M. Paul Levy le cas ou — tend vers

Rocznik Pol. Tow. matem. 8
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l’infini avec —. Alors, des deux relations (34) et (62), on tire 

lim W„(Z) = 2_2_“.
n—>OO

Donc: si des nariables aleutoires en nombre infini sont regies 
par des lois de probabilite appartenant a une familie normale dans 
la classe Ca et si le rapport du plus grand des ecarts typigues des n 
premieres oariables d l'ecart typigue de la plus grandę de ces n va- 
riables tend vers zero avec i, la loi de probabilite riduite de la plus 

grandę des n premieres eariables tend, guand n croit indifiniment, vers 

la loi reduite du type ca. Bien entendu 1’hypothśse que tend vers 

zśro implique la divergence de la sśrie
Mais alors comme nous l’avons vu plus haut n° 14, § IV, 

H(Z') = O: la probabilitś que la plus grandę des yariables ait une 
valeur finie est nulle. Ceci reduit considśrablement la portee de la 
remarque sur la limite des formes rśduites des HfiZ).

Car, une obseryation ne se prśsente pas physiquement comme 
limite d’une suitę d’observations successiyes ou agissent 1, puis 2, 
puis 3,... causes d’erreurs distinctes. Quand H\Z)—0, le fait que 
lim H„(Z) existe et est de la formę 2_z~a n’a plus de signification 
prścise. On pourrait dire que ce cas limite eclaire le cas ou le 
nombre de causes d’erreurs sans śtre infini est trśs grand. Mais 
il 1’śclaire mieux quand on suppose ce qui a rśellement lieu dans 
la pratique, c’est & dire que la probabilite d’une erreur infinie est 
nulle, cas que nous avons considśrś au n° 11.

Si cependant a titre de curiositś, on s’intśresse a la limite des 
formes rśduites Hn(Z), on observera que dans bien des cas cette 
limite sans etre du type ca est de classe Ca. II nous semble pro
bable qu’on doit pouyoir prouyer ceci: Quand des yariables alś
atoires indśpendantes en nombre infini sont rśgies par des lois 
appartenant a une familie normale dans Ca, la formę rśduite de la 
loi de probabilitś de la plus grandę des yariables tend vers une 
fonction du type Ca appartenant a la mśme familie normale.

La proposition est demontree quand il y a conyergence de la 
sśrie ou quand avec la divergence de ZA”, on suppose

lim — 0. Cette derniere condition, śyidemment, n’est pas neces- 
n—>00 Aft 
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saire, comme le montre l’exemple oii les lois partielles sont du 
type ca.

Pour indiquer un autre exemple, considerons le cas ou
^(Z) =± ... = w„(Z) = ... = ^

A = 9”, ?>1.
Les <t>„(Z) ótant identiques. la familie est normale. On a

D'aprós (25), avec les changement de notations conyenables 

c’est A dire ici:
a.(ż) = |

avec
_ 9(n+l)(«+?) _ ! (2« _ l)(3/» _ 1)

— — i] _ i
Lorsque n croit indófiniment, E„ tend vers

(9re—l)^—1) _ , 9“ + ^ —2
3«+p _ i 2«+? _ 1

quantite > 0 et < 1, et
lim fi„(Z) = -^=fi(Z).
n—>oo Z/ H

D’une part, les formes reduites H,(Z), donnóes par

--- l°g W" (Z) --- Z “(1 4"
tendent vers une limite dćterminóe H(Z) appartenant a la classe Ca, 
a la meme familie normale que les G„ et meme a une familie nor
male plus etroite (puisque E < 1), car

l+f^ogS-log f/(Z) = Z“

Mais cette formule montre que la limite de la formę rśduite 
n’appartient au type ca pour aucune valeur de a.

D’autre part, on a
- log H.(Z) = Z~« 7?'jl + Qn log 2

8*
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On voit ainsi que Hn(Z) tend vers zóro avec 1/n. Donc 
H(Z) — 0 quel que soit Z. (Ceci resulte aussi de notre proposition 
gónerale du n° 14, § VI, puisqu’ici il n’existe aucune suitę de nom 
bres w„ tendant vers zóro avec 1/n et tels que 1 -|- w„(m„) tende 
vers zóro).

16. Oonclusion. II suffira de comparer ce qui precóde 
a l’expose de M. Paul Lóvy, pour constater que nous avons pu 
modeler le notre sur le sień en etudiant la probabilitó de la plus 
grandę erreur au lieu de celle de la somme des erreurs. Mais nous 
ayons finalement obtenu un resultat tout diffórent ou le role de

Fintógrale de Laplace dx est tenu, en ce qui concerne la

formę „róduite“ de la loi de probabilitó totale, par la fonction
2 x “ (a > 0). (L’expression de la probabilite elómentaire ógale dans 
le premier cas a .^_e~x’dX est ici 2 1 “log2.dX =

a(log2)dX
"Y“+f2v^ On remarquera que cette probabilitó est nulle pour

X = 0 et maximum pour une yaleur de X =}= 0: Les heros de roman 
pretendent de meme etre plus en securite au but lui-meme, visó 
par un mauvais tireur, qu’a cotó du but).

II y a lieu de remarquer que, móme en se plaęant au point 
de vue (de l’additivite des erreurs, notre modę d’exposition permet 
de distinguer plus nettement les róles respectifs des deux condi
tions ótudióes par M. Paul Levy. En la transposant dans la mó- 
thode de M. Paul Lóvy, on voit que la condition: familie normale, 
a pour effet de cróer une classe de lois de probabilites totales „ega- 
lement“ voisines a 1’infini de celle de Gauss et dans laquelle reste 
la loi de probabilitó de 1’erreur somme d’un nombre fini ou infini 

d’erreurs partielles. Gest la seconde condition: ~ petit, grace a la- 
-i-*U  

quelle 1’erreur resultant de n erreurs suit approximativement la 
loi de Gauss, non seulement a 1’infini, mais partout.

12 Septembre 1927.



Compte-rendu des seances 
de la Societe Polonaise de Mathematique 

a Cracovie

20. X. 1926. W. Wilkosz: La Structure de la demonstration 
du thćorhne de Jordan d'apres Brotwer.

M. W. analyse les notions importantes de topologie que M. 
Brouver introduit dans son memoire relatif a la demonstration du 
theorfeme de Jordan.

3. XI. 1926. A. Rosenblatt: Sur un point de la theorie 
mathematique des fluides visqueux.

M R. fait un exposś de ses recherches sur les efforts agis- 
sant, au sein d’un liquide visqueux, publióes dans le N° de janvier 
1927 du „Bulletin des Seiences Mathśmatiquesu.

20. XI. 1926 et 27. XI. 1926. T. Ważewski: Sur un point 
de la theorie de l’aire des surfaces.

M. W. donnę une demonstration du thśoreme suivant: Tout 
ensemble ayant une aire finie au sens de Peano peut ćtre approche 
par des sousensembles fermes d’aires infiniment voisines.

11. XII. 1926. W. Wilkosz: Sur la relation entre les sur
faces de AJ. Brouoer et la theorie des fonctions implicites.

M. W. dćmontre que tout ensemble limite et ferme de 1’es
pace ayant en chaque point le charactere d’un triangle topologique 
est une surface fermee au sens de M. Brouver.

8. I. 1927. O Ni ko dym: Sur T orientation des polinecteurs.
Apres avoir axiomatise les vecteurs d’apres M. H. Weyl, 

(Raum-Zeit Materie), M. N. considfere 1’espace V dont les „points“ 
sont des w-vecteurs. Un «-vecteur („point") est dit singulier, si 
les vecteurs dont il se compose, sont lineairement dependants. Si 
Fon introduit une notion naturelle de la limite d’une suitę infinie 
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de „points“, on peut parler d’ensembles ouverts, fermós, continus, 
domaines etc. Deux w-vecteurs A, B s’appellent equi-orientós 
s’il existe une courbe de Jordan (c’est-a-dire une image univoque 
et continue du segment ferme < 0,1 » contenant A et B et ne conte
nant aucun „point“ singulier. Or M. N. demontre que Fensemble de 
tous les w-vecteurs singuliers decoupe 1'espace V en deux domaines 
(ouverts) saturós, chacun desquels ne se compose que de n-vecteurs 
óqui-orientós. Chaquun de ces domaines s’appelle „orientation“: II y a 
deux et seulement deux „orientations^ differentes de polivecteurs.

22. I. 1927 et 29. I. 1927. W. Wilkosz: Les applications 
de la totalisation a la theorie des iąuations diffórentielles aux derivees 
partielles du type elliptique.

M. W. demontre quelques thóoremes concernant les change- 
ments que Fon peut introduire dans 1’ordre des intógrations suece- 
ssives dans le cas des integrales itórees de M. Denjoy. Ensuite il 
en donnę certaines applications a la thóorie des fonctions harmo- 
niques.

26. II. 1927. O. Nikodym: Sur un ensemble plan, jer me, 
tel que la somme de toutes les droites qui ne le rencontrent pas, est 
un ensemble non mesurable (B).

Paru dans des Comptes rendus des sóances de la Sociótó des 
sciences et des lettres de Varsovie XIX, 1926, classe III, p. 39—80.

14. V. 1927. Sóance consacree a la memoire du prof. Fran- 
ęois Mertens.

M. Zaremba ouvre la sóanee avec un óloge de F. Mertens, 
ancien professeur a l’Universitó Jagiellonnienne de Cracovie. En
suite M. Rosenblatt fait une conference sur les travaux scientifiques 
de F. Mertens. La cónfórence annoncóe de M. Wilkosz sur „L’im 
portance et les dóveloppements du thóoreme de Cauchy Mertens“ 
n’a pas eu lieu & cause d‘une indisposition du confórencier.

28. V. 1927. A. Rosenblatt. Sur le thóoreme de Joukoosky 
dans la theorie des surfaces sustentatrices en aórodynamique.

M. R. envisage le mouvement irrotationel. perinanent et plan 
d’un fluide parfait autour d’un profil Daprós le thóorhme de 
Joukovsky, la resultante des pressions est ógale a

Px 4- iP„ = ip CfWoo 4-

ou C dósigne la circulation, «oo4_zl,oo la vitesse a 1’infini et p la 
densitó du fiuide.
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Cette formule est inexaete dans le cas, o ii le profil K possede 
des pointa anguleux d’ouverture 2n. Dans ce cas M. R. la remplace 
par la formule plus generale que voic.i:

Ą + i P, = ip C(ux -|- i®oo) + Reśr(w*),

la somme etant etendue aux residus de la fonction w2 = (u—iv)2 
aux points anguleux P et le trait designant les valeurs imaginaires 
conjuguśes. La demonstration de cette formule se trouve dans une 
Notę de M. R. „Sur le thóoreme de Kutta - Joukovsky“ publióe 
dans les Rendiconti della R. Accademia dei Lincei 1927, Vol. V, p. 5.

21. X. 1927. G. Neyman: Sur certaines methodes pour l’eva- 
luation de la nraissemblance des hypotheses.

Voir „Poradnik dla samouków41, supplóment au tome 7.
5. XI. 1927. A. Rosenblatt: Swr la theorle des surfaces 

sustentatrices en aerodynamiąue.
M. R. rectifie un resultat obtenu par M. Finzi, exposó dans 

une notę intitulee „Interpretazione energetica d’una eccezione del 
teorema di Kutta-Joukowski44 publiee dans les Rendiconti della R. 
Nazionale Accademia dei Lincei. Le rósultat de M. Rosenblatt est 
exposó dans une Notę a paraitre dans les Rendiconti dei Lincęi 
de 1927.

19. XI. 1927. W. Wilkosz: Certaines proprietes intćgrales 
des solutions des equations dijferentielles.

M. W. dómontre le theoróme suivant: Considćrons une fon
ction f(x,y) de la classe C1 dans une region fermee, connexe et 
limitóe. II existe une fonction

y = F(x, C)

de la classe Cl. telle que la fonction de x

y = F(x, C„),

lorsque Co appartient & un certain intervalle, represente toujours 
une ou plusieurs solutions de l’ćquation differentielle

/ = f(x, y),
9F chacune dans son intervalle maximum d’existence, la dórivóe 

etant toujours diffórente de zero. De plus la fonction F(x, C) fournit 
toutes les solutions de l’equation differentielle consideróe.
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26. XI. 1927. T. Waźewski: Sur une propriete des fonctions 
derivables.

Voir 1’article de M. W. insóró dans le prósent volume.
3. XII. 1927. W. Wilkosz: Sur quelques prohlemes integraUz 

de la theorie des equations differentielles.
La solution de plusieurs problemes concernants la naturę to- 

pologiąue des integrales d’une ćquation de la formę

y'

nous permet de pousser considórablement notre connaissance de la 
Structure topologique des integrales d’une óquation aux dćrivees par
tielles:

Plusieurs de ces thóremes font l’objet de la conference de M. W. 
5. XII. 1927. W. Wilkosz: La theorie des quasi-equations 

dijferentielles.
M. W. fait l’exposó des mćtbodes de M. Caratheodory et des 

siennes concernant les quasi tóquations diffśrentielles.
10. XII. 1927. St. Gołąb: Une nouvelle methode de calculer 

la longueur d'un orbe de Jordan1}.
Soit C un orbe de Jordan appartenant a un plan P, soit I 

1’intórieur de C, i un point fixe de I et p un point fixe de P.
Designons par S$ le systeme de cordonnóes rectangulaires 

ayant p pour origine et dont l’axe des abscisses renferme 1’angle & 
avec un axe fixe.

Soit le reseau des carrśs aux cótós = y correspondant 

au systeme
Designons par la somme des carres ferntós relatifs au 

rśseau remplissant les conditions suiyantes:
«) ko C I.
/?) Z„># contient tous les carres renfermant i.
y) si et Ct sont deux carres ayant un cótó commun et 

que C\ QZ.,#, Ct QI, alors C2 C Z„i&.

') Ce rśsultat a śte presente le 21. XI. 1927 au Sśminaire de M. W. 
Wilkosz.
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Soit fn(&) la longueur de la frontiere de Z„i#. A partir d’un 

certain n les fonctions /„(•&) sont dófinies dans l’intervalle

Sous de certaines conditions de regularitó on a
Z'n/2 

longueur de C = |lim l f„($)d&.
“ i o® J o

La dómonstration est basee sur un lemme non publie de M. 
Ważewski.

16 XII. 1927. C. Kuratowski: Sur les decompositions 
semi-continues et les frontieres communes a deux regions.

M. K. expose 1’ótat actuel de la thóorie de dócomposition 
sómi-continue. Parmi les resultats non publies M. K. anonce le 
suivant: tout continu borne C qui est la frontióre eommune a deux 
rógions situees sur le plan admet une dócomposition cyclique en 
sous-continus (sauf le cas ou C est „monostratique“). De plus, on 
peut dófinir cette decomposition de faęon qu’elle ne puisse etre 
poussóe plus loin. La fonction continue dóterminóe par cette dócom- 
position (qui transforme le continu C en une circonfórence) peut 
etre, dans le cas ou C est situe sur la surface de la sphere, pro- 
longee a toute la surface. Cf Eund Math. XI et XII.

17. I 1928. B. Knaster: Sur la theorie de dimensions de 
Menger- Urysohn.

Apres un aperęu historique M. K. considóre les conditions, 
imposees par 1’intuition góomótrique a la notion de dimension et 
montre que celle donnee par les dófinitions, d’ailleurs óquivalentes, 
de Menger et Urysohn satisfait a ces conditions.

L’operation topologique de localisation des invariants, sur 
laquelle repose cette notion, constitue une nouvelle application de 
la Theorie des Ensembles a la Topologie et elle s’est montree fe- 
coude, meme en dehors de la thóorie de dimensions, dans 1’etude 
de la Structure des continua, dont elle a permis de decouvrir 
des nouvelles proprietes importantes.

M. K. cite ensuite les principaux theorómes de la thóorie de 
Menger-Urysohn, relatifs a l’addition, decomposition, 
immersion, transformations continues et, róciproquement, 
stratification semi-continue et continue (Moore, Ku
ratowski) d’ensembles de dimension m en ceux de di
mension m =]= n. En rappelant les problemes encore ouverts, lies 
A ces groupes de thóorómes, M. K. signale la solution trouvee par 
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lui (a paraitre dans Amer. Journ. of Math.) d’un probleme pość 
(ibid. 1926) par M. W. A. Wilson, notamment l’existence d’u n 
continu plan borne irrćductible entre deux points 
(donc 1-dimensionneł) admettant une dó co mpo si ti o n conti
nu e (donc 1-diniensionnelle) en s o u s-c o n ti n u s (1-dimensionnels) 
d i s j o i n t s.

En terminant, M. K. expose la methode rćcente des c 1 a s s e s 
norm ale s, due a M. Hurewicz (Math. Ann. 1927) et qui con- 
stitue une relativisation naturelle de la notion de dimension 
de Menger-Urysohn. Elle donnę un moyen tres gónóral de 
remplacer par des raisonnements simples, dont M. K. examine 
quelques exemples, plusieurs demonstrations importantes. oii le 
facteur recurrentiel, inherent a la dćfinition - meme de dimension, 
presentait jusqu’a prósent des difficultes.



Comptes-rendu des seances 
de la Societe Polonaise de Mathematique, 

Section de Lwów
depuis le I. 1. 1926 au 30. VI. 1927.

1. Seance du 23. I. 1926. Affaires administratives.
2. Sóance du 17. II. 1926. Communiques: a) M. M. Za

rzycki: „Sur la theorie des ensembles abstraits44; b) M. H. Stein
haus: „Sur la theorie des sóries numeriques“.

3. Sóance du 3. III. 1926. Revue des publications: M. S. 
Banach. Communique: M. M. Zarzycki: „Une nouvelle faęon 
d’introduire les ensembles bien ordonnós44.

4. Sóance du 10. III. 1926. Communiquśs: a) M. W. Ni
kł ib o rc: „Sur l’inógalite de Riesz44; b) 3f. S. Kac z marz: „Sur 
les series numćriques“; c) M. H. Steinhaus: „Une methode gra- 
phique pour la solution de l’equation de Keppler44.

5. Seance du 17. III. 1926. Communique: M. S. Lubelski: 
„Sur quelques questions de la thćorie des nombres44.

6. Seance du 20. III. 1926. Communique: M. A. Łom
nicki: „Demonstration de la loi de Gauss (loi normale de la 
dispersion)44. Revue des publications: M. H. Steinhaus.

7. Seance du 23. III. 1926. Communiqućs: a) M. M. Hu ber: 
„Sur les criteres de l’equilibre stable41; b) M. S. Kac z marz: 
„Sur la convergence en mesure44; c) M. W. Nikliborc: „Sur 
les fonctions implicites44; d) M. H. Steinhaus: „Sur l’approximation 
graphique d’une fonction au moyen d’une ligne droite44.

8. Sóance du 22. IV. 1926. Communique: M. S. Banach: 
„Sur un point de la thćorie des sćries infinies44.

9. Sóance du 12. V. 1926. Communiqućs: a) M. H. Stein
haus: „Sur un certain nomogramme44; b) M. W. Nikliborc: 
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„Sur la mćthode des approximations succesivesu; c) M. Zarzycki: 
„Sur la Structure des sóries biorthogonales“.

10. Seance du 26. V. 1926. Communiąuć: M. S. Banach: 
„Sur les changements de variables dans une intćgrale double14. 
Revue des publications: M. S. Kaczmarz.

11. Seance du 8. VI. 1926. Communiques: a) M. S. Ba
nach: „Śur un point de la theorie des sćriesu; b) M. W. Orlicz: 
„Sur la theorie des series orthogonales “.

12. Sóance du 15. VI. 1926 Communiqućs: a) M K. Ku- 
ratowski: „Sur la topologie des courbes“; b) M. E. Żyliński: 
„De 1’isomorphisme des algebres linćaires“; c) M. E. Żyliński: 
„Sur une certaine proprićtć des discriminants dans la theorie gć- 
nćrale des champsu; d) M. E. Żyliński: „Sur une question de 
probabilite e) M. W. Orlicz: „Sur la convergence des dćve- 
loppements orthogonaux“.

13. Seance du 9. X. 1926. Communiques: a) M. H. Stein
haus: „Sur un certain nomograinme dans la thóorie des chau- 
dieres a vapeuru; b) M W. Orlicz: i,Sur le phónomćne de M. 
Carleman“. /

14. Seance du 16. X. 1926. Revue des publications: a) M. 
S. Kaczmarz, b) M. S. Banach. Communiquć: J/. W. Birn
baum: „Sur 1’intćgrale de Cauchy“.

15. Sćance du 30. X. 1926. Communiquć: 3/. W. Nikli- 
b or c: „Sur l’ćquation dz = P(x, y, z) dx Q(a;, y. z) dyu.

16. Seance du 14. XI. 1926. Communiqućs: a) Al. S. Ru- 
ziewicz: „Sur les fonctions satisfaisant la condition de Lipschitz 
genćralisće“; b) M. Z. W. Birnbaum: „Sur 1’integrale de Cau- 
chy“; c) M. S. Banach: „Sur 1’intćgrale de Stieltjes“.

17. Sćance du 12. XII. 1926. Revue des publications: 
M. E. Żyliński. Communiquć: M Z W. Birnbaum: „Sur 1’in
tćgrale de Cauchyu.

18. Seance du 22. I. 1927. Communiques: a) .1/. M. T. 
Hub er: „Sur un probleme de mćcanique conduisant a un sy
steme d’une infinite d’ćquations avec une infinitć d’inconnues“; 
b) M. A. Łomnicki: „Essai de classification des fonctions d’une 
variable complexe“.

19. Sćance du 5. III. 1927. Communique: M. K. Weigel: 
„Sur la possibilite de 1’application la loi de Gauss a une sćrie 
a nombre fini d’erreurs“. Revue des publications: 37. S Kaczmarz.
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20. Sóanee du 20. V. 1927. Revue des publications: M. H. 
Steinhaus. Communiquós: a) M. E. Żyliński: „Critere relatif 
A 1’appartenance des nombres aux champs algebriques“; b) M. 
Z. Łomnicki: „Sur la convergence en moyenne des series or- 
thogonales“.

21. Sóanee du 27. V. 1927. Communiqućs: a) M. W. 
Nikli bor c: „Nouveaux problemes dans le calcul des variations“; 
b) M. J. Sc ha u der: „La solution d’une equation du type ellipti- 
que dans le voisinage d'une integrale singuliere“.



Comptes-rendus des seances 
de la Societe Polonaise de Mathematique 

Section de Varsovie.

11. II 19271). C. Zarankiewicz: Sur les continus de con- 
vergence (voir Fund. math. XI, p. 19: Ueber eine topologische 
Eigenschaftder Ebene).

18. II. 1927. C. Kuratowski: Sur un probleme du choix 
concernant les continus indecomposables.

M. K considere le continu indecomposable C formó 1° de 
toutes les demi-circonferences a ordonnees positives, decrites du 
centre (1/2,0) par tous les points de 1’ensemble parfait non-dense de 
Cantor 2° de toutes les demi-circonferences a ordonnćes nógatives, 
dócrites pour tout n naturel du centre (5/6’3~", 0) et dont le dia- 
mćtre est 3 “+ł — egalement par les points de 1’ensemble de 
Cantor (voir Fund. Math. III, p. 210'1. M. K. prouve que si Fon 
savait nommer un ensemble Z qui contienne un et 
un seul point de chaque „eomposant“ de C, on pour- 
rai t aussi nommer un ensemble n o n - m e s u r ab 1 e au 
sens de Lebesgue.

Soit, en effet, P la projection de Z sur l’axe X (projection 
faite le long des demi-circonfśrences dans le sens positif). Divisons 
1’ensemble de Cantor en sous-ensembles, rangeant dans le meme 
sous ensemble deux nombres x et y, lorsque x y ou x — y admet 
un developpement triadique fini. P contient alors un et un seul 
point de chacun de ces sous-ensembles. Cette proprietć, tout a fait 
analogue a celle de 1’ensemble non-mesurable de M. Yitali, permet 
(en transformant C en intervalle) de transformer P en ensemble 
non-mesurable.

’) Pour Comptes-rendus des seances anterieures voir Tome III, p. 146 
et Tome V, p. 101 de ces Annales.



127

En outre, Z ne peut etre un ensemble (A) de S o u s 1 i u.
A. Tarski: Sur quelques proprietes caracteristigues des images 

d'ensembles. •
M. T. envisage la notion gśnerale d’image (transformation) de 

Fensemble A donnće par une ralation R. L’image J?(A) de A don- 
nee par R est par definition Fensemble de tous les ólements x dont 
chacun est en relation R avec un au moins des ćlements y de A 
(cf. Whitehead et Russell, Principia Mathematica I, p. 279, 
37). Les images d’ensembles, considćrees comme fonctions d’en- 
sembles, jouissent d’une serie de proprietes, gćneralement bien con- 
nues, formulóes exclusivement a Faide des notions dAlgebre des 
Ensembles (Algebre de la Logique). M. T. attire 1’attention sur le 
fait que plusieurs de ces propriśtós sont caracteristiques soit pour 
la notion d’image dans toute son ótendue, soit pour certaines catć- 
gories des images d’ensembles.

M. T. etablit en particulier les theoremes suivants:
Th. 1. Pour qu’il existe pour une fonction (d’ensemble) don- 

nee F une relation R telle que Fon ait toujours F(Y) = R(Y), il 
faut et il suffit que la fonction F soit totalement additive, c’est-a- 
dire, satisfaisant a la condition

F(2Y) = SF(Y) 
YiK YeK

pour toute classe K d’ensembles.
Th. 2 Pour qu’il existe, pour une fonction donnee F, une 

relation uni-plurivoque (ou tout simplement — en terminologie ma- 
thematique courante — une fonction univoque) R telle que Fon ait 
toujours R(Y') — R(Y\ il faut et il suffit que la fonction F soit 
totalement additive et satisfasse en outre a la condition: quels que 
soient les ensembles X et Y, Finclusion X(^F(Y) entraine l’exi- 
stence d’un ensemble F, tel que A=_F(E1).

Th. 3. Pour qu’il existe, pour une fonction donnće F. une 
relation uni-plurivoque R telle que Fon ait toujours ,F( F) = j?_1( F), 
ou R 1 est la relation inverse de R, il faut et il suffit que F soit 
une fonction totalement additive et multiplicative, c’est a-dire, satis
faisant a la condition F(YX. Yt) = F^Y,). FIY^ pour tous deux 
ensembles Y1 et Ts.

En rapprochant les theoremes 2 et 3, on obtient aussitót un 
systeme des proprietes carasteristiques pour les images d’ensembles 
donnees par les relations (fonctions) biunivoques.
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T h. 4. Pour qu'il existe, pour des fonctions F et G donnćes. 
une relation R telle que l’on ait toujours

F(Y) = R(Y) et G(X) = £F\X),
il faut et il suffit que les conditions X. F(Y) = 0 et Y. G(X) = 0 
soient equivalentes pour tous deux ensembles X et Y.

T h. 5. Pour qu’il existe, pour des fonctions donnees F et G 
une relation R telle que l’on ait toujours

F(Y) = RfY) et G{X) = R~\X),
il faut et il suffit que les formules F(G(X). Y) = X. F(Y) et 
G(F(Y). X) = Y. G(X) soient remplies pour tous deux ensembles 
X et Y.

II semble interessant que Fon puisse dóduire des conditions 
etablies dans les thśoremes 4 et 5 Fadditivite totale des fonctions F 
et G, a l’aide des raisonnements qui restent Completement dans le 
domaine de 1’Algebre des ensembles.

En s’appuyant sur le th. 5, on peut formuler la dćfinition 
suivante de la relation d’ćgalite des puissances des deux ensem
bles A et B:

A B. 1 o r s q u’i 1 existe de u x fonctions d’e n s e m b 1 e s 
F et G telles q u e Fon ait A = F(B) et B = <?(A) et, pour 
tous deux ensembles X et Y: F(G(X). Y) = X.F(Y) et 
G(F(F).X) = Y. (?(X).

En prenant cette definition comme point de dópart, on peut 
dśvelopper une partie considerable de la thóorie dAgalite des puis
sances (thćoremes ślómentaires, „Aequivalenzsatz“, divers thóoremes 
de Bernstein et de Zermelo), sans faire appel a la Theorie gćnórale 
des ensembles et ne se servant que des notions et des thćoremes 
de 1’Algebre des ensembles.

25.11.1927. J. Splawa-Neymann: Sur certains problemes 
de Statistique mathematique (Biometrika Vol. XVIII, C. R. T. 182).

13. V. 1927. W. Sierpiński: Sur les fonctions de M. Haus- 
dorff (voir Sur un probleme de M. Hausdorff, Fund. Math. X, p. 427).

27. V. 1927. C. Kuratowski: Sur les points dtordre c (yoir 
C. Kuratowski et S. Mazurkiewicz, Fund. Math. XI, p. 29).

24. VI. 1927. W. Sierpiński: Sur un theoreme de M. Vitali 
(voir S. Saks et W. Sierpiński: Sur une propriete generale des fonc
tions., Fund. Math. XI, p. 105).
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24. X. 1927. A. Rajchman: Sur la loi des grands nombres 
et fintćgrale de Fourier.

M. R donnę l’esquisse de la dćmonstration de la loi de Ber- 
nouilli basće sur la considćration des intćgrales de Fourier. Sa dó- 
monstration se rattache de tres prćs a celle de M. Levy.

A. Lindenbaum: Sur quelques proprietes des fonctions de 
oariable rielle.

Ayant rappelć ses rćsultats anterieurs sur les fonctions „con- 
tinues au sens de Darboux“ (comme p. ex. le thóorćme d’apres 
lequel toute fonction de variable rćelle est somme de 
deux fonctions „continues au sens de Darboux“), M. L. 
fait remarquer qu’il y a dans la Thćorie des fonctions d’autres 
notions simples qui, tout en etant sans grandę importance par elles- 
memes, mćriteraient peut-etre d’etre etudiees une fois.

Telle est la notion de fonction biunivoque („schlicht“), 
c’est-a-dire ne prenant qu’une seule fois chacune de ses valeurs, 
ou aussi la notion de fonction bicomplćte, c’est-a-dire prenant 
chaque valeur une et une seule fois.

On dćmontre que:
1° Pour tout n 2 toute fonction reelle est som

me de n fonctions biunivoques.
2° Etant donnees deus fonctions j\ et /2 tell es 

que Fon a pour tout x\ il existe une fonction
biunivoque q>(x) comprise toujours entre et /2(.r).

D’oń:
3° Pour toute fonction donnśe, il existe une fonc

tion biunivoque qui la represente avec une erreur<t 
(ce dernier nombre ćtant aussi petit que Fon veut).

4° Toute fonction est limite (resp. somme) d’une 
suitę (resp. sórie) uniformóment convergente de fonc
tions biunivoques.

5° II existe des fonctions qui ne sont pas som
me s de deux fonctions bicompletes.

6° Toute fonction qui prend toutes ses valeurs 
dans un ensemble de puissance du continu et toute 
fonction bicomplete est somme de deux fonctions bi
completes.

7° Toute fonction est limite. (resp. somme) d’une 
suitę (resp. sćrie) de fonctions bicomplćtes.
Bocznik Pol. Tow. matem. 9
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8° Toute fonction est somme de trois fonctions 
bicompletes.

Enfin M. L. etablit un thóoreme genóral qui permet de de- 
duire d’autres theoremes analogues a 1’ ou 8°. Ainsi p. ex. on peut 
en obtenir le rósultat suivant: Toute suitę infi nie w„ de 
nombres rationnels est somme de trois suites

U„ — 4“ Un 4“ )

dont ehacnne contient tout nombre rationnel une et 
une seule fois.

22. X. 1927. W. Sierpiński: Une definition d’ensembles (A). 
Voir: Sur le crible de M. Lusin et 1’operation (A) dans les espaces 
abstraits, Fund. Math. XI, p. 16.

N. Lusin: Sur la notion de crible parfait non-borne.
28. X. 1927. W. Sierpiński: Sur une proprietd d'ensembles 

projectifs (voir: Sur les projections des ensembles complementaires aux 
ensembles (A), Fund. Math. XI, p. 117).

M. S. communique en outre un problóme pose par M. Lusin 
(voir Fund. Math. XI, p, 308, probleme 44).

14. XI. 1927. S. Banach: Sur les eguations a infinite 
d’inconnus I (a paraitre).

H. Steinhaus: Sur la conoergence de series orthogonales de 
M. Rademacher.

On obtient les fonctions (f>fit~) de M. Rademacher, en divisant 
l’intervalle 0^/^len 2" parties egales et en posant <p„(^)=±I 
alternativement. M. Rademacher a dómontró que la convergence

OO
de 2 a2 implique la convergence presque partout de

n—1

(S) 2antpn(f).
n — 1

En employant le calcul des probabilitós, on dómontre, que ce rósul- 
tat est indópendant de 1’ordre de fonctions qp„(<); la sórie (<S) de- 
meure convergente presque partout quand on change 1’ordre de 
termes. On peut óviter le calcul des probabilitós en employant un 
thóoreme sur la mesure des ensembles linóaires dont les elóments 
sont donnes par leurs dóveloppements dyadiques').

*) Cf. Fund. Math. IV.
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Les resultats ei-dessus et quelques complóments ulterieurs vont 
paraitre dans le Matematiczeskij Zbornik de Moscou1).

B. Kn aster: Un theoreme sur trois continus plans (a paraitre 
aux Fund. Math. XII).

2. XII. 1927. H. Milicer-Grużewska: les fonctions
a oariation bornee et a ecart Hadamardien nul.

M™6 G. communique les rósultats ótablis par elle dans la Notę 
portant le meme titre (Comptes-Rendus de la Soc. des Sciences de 
Varsovie, 1928) et le thóoreme suivant, obtenu par elle et par M. 
Raj chman:

/(a?) ótant une fonction a variation bornee et aócart 
nul et la fonction caractóristique des segments, 
en nombre fini, situes dans l’i n t e r v a 11 e 0, 2n^, on a:

T(-n^df^ = 2nf —/(°)L

0 o
ou n sont des entiers positifs.

Mme G. communique ensuite les deux resultats suivants obte- 
nus par elle:

1° le teoróme: Si /(a?) est une fonction a variation 
bornee, eontinue et a ócart non nul, et t(x) est la fonc
tion caractóristique d’un nombre fini de segments 
situes dans l’intervalle ^0, 2n^ et tels que

eixdx =|= 0,

alors on a:

0 o
pour une au moins des valeurs-de t de l’intervalle 0,2n. 

2° une nouvelle dómonstration d’un theoreme non publió de 
M. A. Rajchman, d’aprós lequel la variation d’une fonc
tion f(x) avariation bornee et a ócart nul est nulle 
sur chaque ensemble du type H. Cette dómonstration a sur 
celle trouvee par 1’auteur en 1924 l’avantage d’etre presque im- 
mediate.

’) Cf. aussi les notes de M. A. Khintchine et de MM. A. Khintcliine et 
A. Kolmogoroff dans le Mat. Zbornik, XXXII: 4, (1925), pp. 668—688.

9*
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W. Sierpiński: Sur un ensemble non denombrable, dont toute 
image continue est de mesure nulle (voir Fund. Math. XI, p. 302).

9. XII. 1927. A. Tarski: Quelgues thćorbmes generaux sur 
les images Tensembles.

M. T. rappelle ses resultats anterieurs concernant la notion 
d’image R(A) d’un ensemble quelconque A donnóe par une rela
tion arbitraire R (cf. ces Comptes-rendus p. 126) et considere a ce 
point de vue le theoreme de M. Banach (Fund. Math. VI, p. 236) 
constituant une generalisation de Aequivalenzsatz de Cantor- 
Bernstein. En langage de relations ce theoreme de M. Banach peut 
etre formule comme il suit:

(TJ R et S ótant des relations (fonctions) biuni- 
voques et telles que

A = E(Ą) A = S(B) (a,)

ou A, Q A et Q B, il existe des ensembles Z>, E, Fet 
G tels que A = D-\-E, B=F + G, DE=0 = EG et

D = B(F) E=S(G). (ft)

Dans le domaine des relations biunivoques, on dóduit aussitót 
du thóoreme (TJ deux thóoremes analogues (TJ et (TJ qui s’ob- 
tiennent de (TJ, en y remplaęant respectivement les conditions 
(aj et (0J par les suivantes:

A = R(BJ B = S(AJ («»)
D = R(F) G = S(E) (ft)

B, = R(A) Al=S(B) (««)
F=R(D) E=S(G). (ft)

Or, M. T. montre que 1’hypottóse de biunivocitó des re
lations R et S dans les thóoremes (TJ, (TJ et (TJ n’est pas es- 
sentielle; a savoir:

1° le theoreme (TJ reste vrai, lorsque la (relation) R est 
univoque dans un sens (ou uni-plurivoque, donc une 
fonction au sens habituel de ce mot) et S est une relation tout 
a fait arbitraire,

2*  le theoreme (TJ reste vrai, lorsque les deux relations R 
et sont uni-plurivoque» (donc des fonctions).
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M. T. demontre en outre que ces resultats ne peuvent etre 
genóralisós davantage.

Dans tous ces raisonnements M. T. a recours a quelques 
nouvelles formules elómentaires sur les images d’ensembles, en par
ticulier a la formule

R(A . ^(Bf) — R(A). B,

ou R est une relation uni-plurivoque et R~' en est la relation 
inverse.

B. Knaster: Un thiortone sur les fonctions d'ensembles.
M. K. communique les resultats suivants. obtenus en commun 

par M. Tarski et lui.
En ce qui concerne le tb. (7'3) de la communication prócó- 

dente, on peut montrer que ce thćoreme reste vrai pour 
des relations R et S tout a fait arbitraires (donc aussi 
lorsqu’elles śont plurivoques dans les deux sens). Cela rósulte du 
thćoreme:

(7’)/et g ćtant des fonctions monotones1) d’en- 
sembles telles que

et A,—g(B)

oil et Bt Q B, il existe des ensembles Z), E, F et
G tels que A = D -f- B = F-\-G, DE = 0 — FG et

F=f(D) et E = g(G).

II sutfit, en effet, de poser dans (T):

f(X) = R(X) et g(Y)=Ś(Y)

pour tout X Q A et Y Q B, les images de relations quelconques 
etant des fonctions monotones d’ensembles.

Le theorbme (T) lui-meme n’est qu’un cas particulier du lemme:
(L) h(X) etaut une fonction monotone d’ensembles 

et A un ensemble tel que i(4) il existe un sous-
ensemble D de A tel que D — h^D).

En effet, si Fon pose dans (L):

h(X) = A-g(B - f(X)),

*) C’est-a-dire telles que X (_ Y entraine f(X) CZf(Y) et Jf(X) CZff(Y)- 



la monotonie des fonctions f et g entraine celle de A; or 1’ensem- 
ble D = h(D) remplit la th&se du theoreme (7’) et determine les 
ensembles E, F et G.

M. K. refere donc la dómonstration du lemme (L) avec quel- 
ques remarques concernant ses applications a des fonctions d'en- 
sembles qui ne sont pas images de relations entre ses elóments; 
telles p. ex. la dórivee et la fermeture d’ensembles, considó- 
rees en Topologie.
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Etat
de la Sociótó Polonaise de Mathómatique A la lin 

de 1'annóe 1927.

Prisident: M. Z. Krygowski.
Vice-Presidents: MM. M. Huber et S. Zaremba.
Secritaire: M. J. Splawa-NeymaD. 
Vice-Secretaire: MM. S. Rożen tal et S. K. Zaremba.
Tresorier: M. A. Wilk.
Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 

W. Wilkosz.
Commission de Contrdle: MM. K. Fijoł, G. Leśnodorski et S. Zakrocki. 
II existe quatre sections de la Sociótó, l’une a Lwów, prósidóe par

M. E. Żyliński, la seconde a Varsovie, prósidóe par M. S. Ma
zurkiewicz, la troisieme a Poznań, prósidóe par M. Z. Kry
gowski, la quatrieme a Wilno, prósidóe par M. W. Staniewicz.

Listę des Membres de la Sociótó.

Malgró le soin avec lequel cette listę a ótó ótablie, certaines 
fautes ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont pries instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrótaire (Cracovie, 
rue Gołębia 20, Institut de Mathómatique) et de le próvenir 
de tous les changements d’adresses.

Abbróviations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, W1 — membre de la Section de Wilno.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 
Herman Auerbach (L), Lwów. ul. Szaszkiewicza 1.
Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Prof. Tadeusz Banachiewicz, Kraków, Obserwatorjum Astronomiczne, 

ul. Kopernika 27.
Jan Baran, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary.
Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi

nistrów.
Mag. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 
Prof. Czesław Białobrzeski, Warszawa, ul. Hoża 69.
Mieczysław Biernacki (Wa), Paris XV, 39, rue Bargue.
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Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwów, ul. Św. Anny 1.
Inż. Dr. Izydor Blumenfeld (L), Lwów, ul. Kąpielna 6.
Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue 

Renaudot.
Dr. Stefan Bóbr (Wa), Warszawa, Aleje Jerozolimskie 9 m. 23.
Doc. Dr. Łucjan Bóttcher (L), Lwów, ul. Sadowa 4.
Franciszek Brablec, Kraków, ul. Studencka 4.
Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambrów (pow. Łomżyński), Gimnazjum. 
Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriche), Laudonstrasse 8. 
Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 

nue de Montespan.
Dr. Juljan Chmiel, Kraków, ul. Św. Tomasza 33.
Antoni Chromiński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży

nier j i Lądowej.
Dr. Leon Chwistek, Kraków, ul. Szujskiego 7.
Dr. Jakób Cukierman (Wl), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30.
Dr. Kazimierz Cwojdziński (P), Poznań, ul. Szamarzewskiego 13.
Jadwiga Czarnecka (P), Przybysław, poczta Żerków (województwo 

Poznańskie).
Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkoła 

Inżynierji.
Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 
Pułk. Gerhard Dlugowski, Rembertów, Centrala badań poligonalnych.
Prof. Dr. Wacław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 13.
Prof. Dr. Władysław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 15.
Prof. Dr. Placyd Dziwiński (L), Lwów. ul. Kleinowska 3.
Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwów, ul. Długosza 25, Instytut Astro

nomiczny.
Kazimierz Fijoł, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31.
Prof. Dr. Paul Flamant, Strasbourg (France), 31, Avenue de la 

Forót-Noire.
Mirosław Gibas, Kraków, ul. Krupnicza 28.
Dr. Stefan Glass (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 5 a.
Stanisław Gołąb, Kraków, ul. Lenartowicza 12.
Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Henryk Greniewski, Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.
Dr. Aleksander Grużewski (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 1 m. 25. 
Dr. Halina Grużewska (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 1 m. 25. 
Prof. Dr. Antoni Hoborski, Kraków, ul. Smoleńska 26.
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Marja Homme (L), Lwów, ul. Łyczakowska 151.
Prof. Dr. Maksymiljan Huber (L), Lwów, ul. Potockiego 31.
Doc. Dr. Witold Hurewicz (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite.
Dr. Mojżesz Jacob (L), Wien II (Autriche), Wolfgang -Schmftlzl- 

gasse 10/16.
Zenon Jagodziński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży- 

nierji Lądowej.
Prof. Dr. Maurice Janet, Caen (France), 16, place de la Republique. 
Wincenty Janik, Kraków, ul. Studencka, Gimnazjum.
Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3. 
Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Stanisław Kalandyk (P), Poznań, ul. Słowackiego 29.
Dr. Bazyli Kalicun-Chodowicki (L), Lwów, ul. Kubali 4.
Prof. Dr. Joseph Kampć de Feriet, Lille (France), 16, rue des Jardins. 
Prof. Dr. Stefan Kempisty (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.
Dr. Michał Kerner (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20 m. 17. 
Stefania Klawekówna (P), Poznań, ul. Młyńska 11.
Prof. Dr. J. R. Kline (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 

Pensylvania.
Doc. Dr. Bronisław Knaster (Wa), Warszawa, ul. Żórawia 24A m. 11. 
Prof. Dr. Zdzisław Krygowski (P), Poznań, ul. Głogowska 74/5. 
Dr. Marjau Kryzan (P), Poznań, ul. Krasińskiego 9.
Prof. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 10. 
Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 73 m. 18. 
Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16.
Prof. Dr. Stanisław Leśniewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
Gustaw Leśnodorski, Kraków, ul. Sobieskiego 10.
Prof. Dr. Tullio Levi-Civita, Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 
Władysław Lichtenberg (L), Lwów, Wulecka Droga 78.
Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross- 

górschenstrasse 3.
Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Złota 45 m. 4.
Prof. Dr. Stanisław Loria (L), Lwów, ul. Sykstuska 37.
Prof. Dr. Antoni Łomnicki (L), Lwów, ul. Kosynierska 18.
Zbigniew Łomnicki (L'» Lwów, ul. Nabielaka 19.
Prof. Dr. Jan Łukasiewicz (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.
Prof. Dr Mikołaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 
Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwów, ul. Batorego 5.
Stanisław Małecki, Dębica, Gimnazjum.
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Andrzej Marconi (P), Poznań, ul. Kosińskiego 26.
Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11.
Doc. Inż. Dr. Meyer (L), Wien (Autriche), Universitó.
Prof. Dr. Dymitr Mieńsżow (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie 

Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.
Prof. Dr. R. L. Moore (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas. 
Władysław Moroń (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza.
Sir Thomas Muir, F. R. S. etc., Rondebosch (South Africa).
Zofja Napadiewiczówna (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8.
Dr. Jerzy Spława Neyman (Wa), Kraków, ul. Piotra Michałowskiego2.
Doc. Dr. Władysław Nikliborc (L), Lwów, ul. Listopada 44 a.
Doc. Dr. Otton Nikodym, Kraków, ul. Kochanowskiego 23.
Dr. Stanisława Nikodymowa (Wa), Kraków, ul. Kochanowskiego 23. 
Szymon Ohrenstein, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 
Władysław Orlicz (L), Lwów, ul. Nabielaka 3.
Józef Orłowski (P), Poznań, ul. Matejki 44.
Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznań, ul. Ogrodowa 2.
Inż. Jan Pankalla (P), Poznań, ul. Ratajczaka 12.
Dr. Aleksander Pareński (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10.
Prof. Dr. Józef Patkowski (Wl), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.
Dr. Egon Sharpe Pearson, London W. C. 1, University College, 

Galton Laboratory.
Prof. Dr. Karl Pearson, London W. C. 1, University College.
Prof. Dr. Tadeusz Pęczalski (P), Poznań, ul. Krasińskiego 14.
Prof. Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwów, ul. Gipsowa 32.
Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.
Inż. Józef Przygodzki (P), Poznań, ul. Rybaki, Szkoła Budowlana. 
Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 
Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Kraków, ul. Krowoderska 47.
Stefan Rozental, Kraków, ul. Sobieskiego 10.
Antoni Rozinus, Piotrków, Gimnazjum państwowe.
Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (Wl). Wilno, ul. Zamkowa 22.
Prof. Dr. Stanisław Ruziewicz (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazi

mierza.
Walerja Sabatowska (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej. 
Doc. Dr. Stanisław Saks (Wa), Warszawa, ul. Natolińska 9 m. 4. 
Doc. Dr. Juljusz Schauder (L), Lwów, ul. Zielona 3.
Dr. Lidja Seipeltówna (P), Poznań, ul. Gajowa 4.
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Prof. Dr. Pierre Sergesco, Cluj (Roumanie), Seminar matematic 
universital.

Prof. Dr. Wacław Sierpiński (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska55m,2. 
Prof. Dr. Jan Śleszyński, Kraków, ul. Wygoda 7.
Kazimierz Smoliński (P), Poznań, ul. Żupańskiego 16.
Helena Smolucliowska (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 8. 
Władysław Smosarski (P), Poznań, ul. Karczewskiego 14.
Dr. Edward Stamm, Lubowidz, p. Zieluń nad Wkrą (pow. Mława). 
Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (Wl), Wilno, ul. Uniwersytecka 7. 
Inż. Ksawery Stankiewicz, Kraków, ul. Długa 50.
Zofja Starosolska-Szczepanowska (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 
Dr. Samuel Steckel, Białystok, Gimnazjum Druskina, Szlachecka 4.
Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwów, ul. Kadecka 14.
Prof. Dr. Włodzimierz Stożek (L), Lwów, ul. Ujejskiego 1.
Prof. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotów, ul. Rejtana 17. 
Mjr. Karol Szczepanowski (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 
Dr. Piotr Szymański (Wa), Warszawa, ul Żelazna 29 in. 17. 
Władysław Ślebodziński (P), Poznań, ul. Głogowska 51.
Doc. Dr. Alfred Tarski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.
Inż. Henryk Titz, Kraków, ul. Św. Tomasza 27.
Andrzej Turowicz, Kraków, ul. Sobieskiego 7.
Włodzimierz Urbański, Kraków-Podgórze. ul. Krzemionki, Ak. Górn. 
Inż. Kazimierz Vetulani, Kraków, ul. Smoleńska 14.
Dr. Arnold Walfisz (Wa), Warszawa, ul. Królewska 27 m. 16.
Doc. Dr Tadeusz Ważewski, Kraków, ul. Św. Jana 20.
Prof. Dr Kasper Weigel (L), Lwów, Politechnika.
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letin de 1’Academie Royale des Sciences, Bruxelles.
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Commentationes Physico-Mathematicae, Helsingfors.

France. Bulletin de la Societó Mathćmatique de France, Paris.— 
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1’Institut de Mathómatiques de l’Universite, Strasbourg.

Grandę Bretagne. Proceedings of the Edinburgh Mathematical 
Society. — Proceedings of the London Mathematical Society. — 
Proceedings of the Manchester Literary and Philosophical So- 
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Proceedings of the Royal Society of Edinburgh. — The Ma- 
thematical Gazette.
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ceedings of the Section of Sciences of the Royal Academy, 
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singen, Amsterdam.
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Francisco-Josephinae, Szeged.
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of the Benares Mathematical Society.

Italie. Bolletino della Unione Matematiea Italiana. — Rendiconti 
di Seminario Matematico della Facolta di Scienze della R. Uni- 
versita di Roma.

Japon. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of 
Tokyo. — The Tóhoku Mathematical Journal. Sendai.

Norvege. Norsk Matematisk Tidsskrift, Oslo.— Norsk Matema- 
tisk Forenings Skrifter. Oslo.
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narum, Jerusalem.

Pologne. Fundamenta Mathematicae, Warszawa. — Prace Mate
matyczno-Fizyczne, Warszawa.

Ro u ma nie. Annales scientifiques de l’Universite de Jassy. — Bul
letin de la Section Scientifique de 1’Acadćmie Roumaine des 
Sciences, Bucure.sti. — Bulletin scientifique de 1’Ecole poly- 
technique de Timisoara.

S u i s s e. Dissertationen aus der Universitat Basel. — Vierteljahrs- 
schrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ztirich.

Tchócoslovaquie. Publications de la Faculte des Sciences de 
l’Universitó Masaryk, Brno.

Union des Rśpubliques Socialistes Sovićtiques. An
nales scientifiques de la Societó Mathómatique de Kharkov. — 
Bulletin de la Societś Physico - Mathematique de Kazan. — 
Journal de la Sociótć Physico-MathOnatique a Leningrade.
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