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ERRATA.

p. 126, ligne 10 en remontant:
au lieu de Yx tel que X=F(11) lire Yt tel que
F, KetX = J(F)).

p. 127, ligne 7 en descendant:
au lieu de relation R lire relation biunivoque R.
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Sur la possibilite de plonger un espace rie-
mannien donne dans un espace euclidien.

Par

E. Cartan.

M. Janet a démontré récemment’) le tlteorébme, enoncd pour
la premiero fois par Schlaefli 2), d'aprdés lequel tout espace de Rie-
mann a n dimensions peut 6tre plonge dans un espace euclidien

-+ I R R R R R ,
»(«*+ 1 Gimensions. Je suis depuis plusieurs annces en pos

ii
session d’une autre demonstration, basCe sur ma thcéorie des systfe-
mes de Pfafl en involution, et qui met en evidence le degr¢ de go-
néralitdé de la solution génerale du probleme.

1. Soit un espace de Riemann a n dimensions rapporte a un
systeme quelconque de repdres rectangulaires. Les equations de

Structure de l'espace sont de la fortne )

w; =3/ [w, W]

(1) '
Wy — [Wu WjJ | wi (Pa),
* £y
ou les coefficients composantes du tenseur de Riemann - Chris-
toffel, satisfont aux relations classiques

@

*) Annales Soc. Pol. Math., 5, 1926, p. 38—73.

¥ L. Schlaefli, Nota alla memoria del Sig. Beltrami (Ann. di mat,,
2' sorie, t. 5, 1871—1873, p. 170—193).

*) Voir E. Cartan, La Goométrie deB espaces de Riemann (Mémorial Sc.
Math., fasc. 1X, 1925).
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Prenons maintenant dans un espace euclidien k Ar=
£

dimensions un systome de reperes rectangulaires completement in-
R : jV(y_Li) ) .
détermin¢, dépendant par suite de -——--- paramotres arbitrai-

res. Soient
A, wW=—~A, (>y=l2

les composantes du déplacement elementaire du repere. On a les re-
lations de Structure de l'espace euclidien

@

k

Le théorbme de Schlaefli revient k affirmer la possibilitd de
d¢terminer le repkre rectangulaire de l'espace euclidien a  dimen-
sions en fonction des n coordonnses d’'un point de l'espace de Rie-
mann de telle sorte qu'on ait les relations

| c5.=w,,
(1 | w.+1=0,..., 6.v=0.

Les Squations (4) signifient en effet que la varistd dccrite par
Torigine du repere aura le meme ds? que l'espace de Riemann.
Le dcrivation extérieure des oOquations (4) donng, en tenant
compte de ces equations elles-mnmes, de (1)’ et de (3),
K-»
(5) «)==0 (=1,

*_
g

(6) [wtéta] =0 (a = w-|-1,.... xV).

*-|

Les oquations (5) entrainent les relations nouvelles

@) Ba==Wy (i./==1. 2, ... .«>
qui, dérivees extorieurement, donnent

>
8) Y [ba (5] = [0)O),

A-«+H f*



Nous sommes finalement ramenes a lintdgration du systeme
de Pfaff

Q)
qui doune, par doériyation extcrieure, les ¢quations
k»n
=0 (@a—n 1,..., An),
k-1
(H) I-N L.
S»[" <] G,J =1,
2-»-H {m)
2. Cest au systeme (I) que nous allons appliquer la thoéorie
, . . iV(7V-|-1)
des systdbmes de Pfaff en involution ¥ Nous avons ) fonc-

tions inconnues de n yariables ind¢pendantes. Considérons, dans

N-Nj-1)- n yariables tant

l'espace de ces ddpendantes qu'in-

dépendantes, un point arbitraire. Tout element lindaire issu de
ce point est dofini par ses parambtres directeurs, qu'on peut pren-
dre egaux aux quantitcs A, wa, <biet, ou les difforentielles se
rapportent au passage du point donn6é au point infiniment voisin
dans la direction de l'6lément lindaire donnd. Un ¢ldment lineaire
est intégral si ses parametres directeurs satisfmt aux relations (1).
Deux ¢loments linGaires integraux sont en involution si leurs
parametres directeurs non nuls, k savoir:

w(, Aa pour le premier,
w, <ujx pour le second,

satisfont aux relations doduites de (I1):

co\).
A-"+ H*>

*) Voir E. Goursat, Leeons aur le probleme de Pfaff, Chapitre VIII (Pa-
ris, Gauthier-Yillars, 1922).
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Un olément a p dimensions E# issu d'un point est dit into-
gral si tous ses elements lineaires sont integraux et en involution
deux k deux.

Un systeme de PfaS a n variables indépendantes est en invo-
lution si par tout dloment intdgral arbitraire E(, il passe au moins
un o6loment intdgral EIl+I,i prenant successivement les valeurs
1,2,...,n 1 Si par un 6loment intogral arbitraire E,, t il passe
un seul dloment intégral E,, et si par un element intégral arbitraire
E,,_ly il passe oor @loinents intégraux En_t, la solution génorale
du systeme donnd dépend de r fonctions arbitraires de n—1 ar-
guments.

3. Nous pouvons toujours supposer, sans restreindre la génora-
litd, que tout 6ldment intdgral Et est engendréd par i 6léments lino-
aires pour chacun desquels un et un seul des paramotres direc-
teurs <u, est difforent de zero; nous supposerons <wt = 1 pour le pre-
mier olément lindaire, 0>2= 1 pour le seeond et ainsi de suite. Le
kUm' 6lément lindaire (m4= 1) sera dofini partes valeurs yiat des pa-
ramotres directeurs &ia. Nous regarderons ces quantitos pour i
et k fixés et a variable, comme les projections d’un vecteur (yu)

d... espace auaili.ire 1 ’ dimenneee

Pour nous orienter dés a prdsent, nous pouvons remarguer
que les premieres oOquations (9) appliquées au K'im* et h<in' 6loment
lindaire de E, (k,h<ti), s’dcrivent simplement

(y»»)=(?>»)e
Cela pos6 considérons d'abord un Olément intégral arbitraire E\
(w, =1 w,=...=0) dofini par les n vecteurs
(711), (7n), ==> (7.1)-

Tout 6loment intégral E3 contenant Et sera dofini par un seeond
olément lindaire (co, =0, =1, «ws =...=0), lequel sera Ini-moéme
dofini par n nouveaux vecteurs,

(Tn)- (721). eee, (7»i)-
Les dquations (9) donnent les conditions auxquelles ils doivent sa-
tisfaire sous la forme

l (7u) = (7>i),
( <V, 12INT<i)(T>i)— (Tn)(7<t) - "«<u=0 (»,>=!, 2,..



les produits qui s'introduisent dans les premiers membres des der-
nidres ¢quations sont des produits scalaires.

La premiore equation (10) donne (yl2); I'équation {12, 12} =0
donne ensuite le produit scalaire de (yt]) par (y22); le vecteur (y22)
¢tant choisi arbitrairement en tenant compte de cette condition,
les cquations {13, 12} =0, {23, 12} —0 donnent les produits sca-
laires du vecteur (yS2) par les vecteurs (yn) et (y21); le vecteur
(y82) otant choisi arbitrairement en tenant compte de ces conditions,
on aura de mdme (y42) et ainsi de suite. Le dernier vecteur (y,.2)
sera donnd par ses projections sur (yn), (y2j), =(y._11i).

On voit que lexistence de E2 est assurée si les n— 1
vecteurs (yn), (?si), 1+, (» 11) 80nt lineairement inddpendants, ce
qui arriyera en generat puisqu’ils sont arbitraires et que la di-

mension de l'espace auxiliaire est suporieure a n—1L

On voit m$me que dans l'6lémeut intogral E2 le plus gondral
contenant Ey. les vecteurs

(yn), (y«i), eve, (y»-i, i), (/24), ++m, (y»-iq)
seront eux-msmes lindairement inddpendants; en effet la condition
gu'un vecteur ait des projections données sur un certain nombre de
vecleurs indopendants, le laisse lineairement indépendant (en génc-
ral) de ces vecteurB, tant qu'on n’arrive pas a un nombre de vecteurs
dépassant la dimension de I'espac.e.

4. Supposons maintenant qu’on ait domontré pour i=I,2,...,
p— 1 I'existence d'un element intégral A+i contenant un O&lement
integral arbitraire E,. L’'0lément jE}+1 sera dofini par les vecteurs
M) (&=1, 2,...,n; h—1,2,...,i-]-1) satisfaisant k la loi de sy-
metrie (yu) =(yM) et tels de plus que tous ceux de ces vecteurs
pour lesquels aucuu indice n'est ¢gal a n soient linGairement inde-
pendants. Nous allons étendre cette proprietdé de p a p-1- L

L'6lément intogral Ev+X cherchd est dsfini par n nouveaux
vecteurs

(y,. T+i), (y"+i), o, (y».pt+i)-

Les relations (9) donnent d’abord

(y»+i.i), (i=1,2,...,p).
U faut ajouter les relations

(1)) {y\"+i} —0, i,=101...,n; &= P)-



Parmi ces relations, il y en a qui ne contiennent aucun des
vecteurs inconnus
(n+i
ce sont celles pour lesquelles les indices i et j sont tous les deux

inferieurs a p4-1. Mais en vertu des relations (2) et des relations
de symodtrie existant entre les vecteurs deja eonnus, on a

A>+1}=
de sorte que les oquations en question sont deja vorifides delles-
momes.
Considérons maintenant une des relations (11) pour 16squelles
I'un des deux premiera indices, j par exemple. est plus grand que
p, l'autre i Otant inforieur # p-- 1; cette relation ne contient que

le vecteur inconnu (y,p_i). Nous allons montrer que les deux rela-
tions (11), ou on echange i et k, sont oquivalentes. En effet on a

{Vv, = (y«) (y-. 1) — (y&) (y,.pth) — 7%, ip+,,

W, ws}=(y«) (y/r+i) — (yJ@y + —  -P+-
Ces deux relations donnent chacune une valeur doterminGe pour le
produit scalaire (y") (y>P+i)- Ces deux valeurs sont égales; en effet
on a auparavant considor6é la relation

p-Hil == ()(yp+iy B> yptio) !

Or on a identiguement, en tenant compte des relations de symétrie
ddja obtenues et des relations (2),

{V, kP+1} = (kj, i} — {yP+r, »£} = ().
Cela poso, les relations (11), ou on fera successiyement

j=234-1, &</<.;; k<p-,
J=p4-2, k<i<j-

j—n, k<<i<j; k<p'
doéfiniront successivement les vecteurs
lyP+i.p+i)i (yp+2,p+i), o+ oi (y». p+i)
par leurs projections sur un certain nombre de vecteurs lindaire-
ment indépendants (y(f): en goénoral ceux de ces vecteurs dont les

deux indices sont différents de n seroul lin6airement inddpendante
des vecteurs precodemment trouyds a indices inférieurs & n.



En particulier, si p=n —1, on voit que le seul vecteur in-

»(e1)

connu (y,,) est dcfini par ses projections sur les vecteurs

linairement ind$pendants (i, j<<=n—1); il est donc bien deter-
mins. Par suite par un ¢lément intégral arbitraire £, _|
il passe un o6lément intogral et un seul.

Si p—n—2, les deux vecteurs inconnus et (Y.,
sont dofinis respectivement I'un par ses projections sur le vecteur
ytj a indices inférieurs a n — 1, lautre par ses projections sur les
vecteurs (i<n—1,) <n—2). Le premier vecteur inconnu ds-
pend de n— 1 constantes arbitraires et le second d’une derniere
constante arbitraire. Par un &6loment intégral arbitraire

il passe donc 00" elédbments intégraux En_v La con-
clusion s'en deduit: Le systeme de Pfaff donnd est en in-
volution et sa solution gcénsrale doépend de w fonc-
tions arbitraires de n—! arguments.

5. La domonstration precedente suppose simplement que le ds?
donné est une forme difforentielle quelconque (non dégsnoéroel); elle
s'applique au domaine roel et au domaine complexe (les coefficients
gl du ds? étant dans ce dernier cas des fonctions analytiques de n
variables complexes).

Si Fon voulait $tudier les solutions non gsndrales du pro-
bleme, il y aurait lieu de rechercher les solutions du systfeme de
Pfaff (I) pour lequelles tous les $léments intSgraux d'un certain
ordre seraient singuliers. Par exemple, pour n=3, ces solutions
singulieres correspondraient aux varistes a 3 dimensions de l'espace
euclidien a 6 dimensions dont ’hyperplan osculateur aurait moins
de 6 dimensions (6lémeuts lincaires intdégraux tous singuliers), ou
aux vari¢tdés admettant en chaque point une infinit6 de tangentes
asymptotiques engendrant un plan (¢Iéments intégraux Et tous sin-
guliers).

Mais toutes ces recherches ne touchent en rien & la validito
du theorfeme de Schlaefli, qui est completement démontrs.

Il est du reste inutile de faire remarquer que la réalisation
d'un espace de Riemann donn¢ dans un espace euclidien est pure-
ment locale.

>) Le cas signalé par M. .lanet pour n=2, loc. cit.,, p. 43, correspond a un
ds carré parfait.



Sur le changement du systeme de refe-
rence pour un champ electromagnetique
determine.

Par

S. Zaremba.

Professeur a FUnirersitd de Cracovie.

1. La force Olectrique ¢ et la force magndtigue ni ddrivant
d'un champ electromagnctique détermin6 (0) doivent Ctre regarddes
comme des ¢léments qui dopendent non seulement du champ (C)
lui-mhme mais aussi du systfeme de reférence auquel on rapporte
le champ Olectromagnstique considéré. Le passage d'un systeme de
réforence (6) a un autre systeme de reforence (S'), “xe Par rap-
port au premier, n'influe ¢videmment en rien sur les vecteurs e
et m mais il n’en est plus le meme ¥ au cas oh le systeme (£>') se
déplace par rapport au systeme (S). On est donc conduit 1 envi-
sager le probleme suivant:

I. Probléme. Connaissant la force Clectrigue e et la force
magnetique m d'un champ electromagnitique (C) par rapport a un
systeme de coordonnees (S). diterminer les Elements analogues e' et m'
relatifs a un systeme de coordonnces (S'J qui se déplace d’une fagon
donnee par rapport au systeme (S).

Il est tres ais$ de voir que le problhme précodent oquivaut
au suivant:

Il. Probleme. Les forces ilectrique et niagnetigue doritant d’un
champ ilectromagnitigue (C) etant donnees par rapport a un certain
systeme de coordonnees (S), ddterminer les forces dirieant du champ
(C) et qui solliciteraient un pdle olectrique et un pole maynotigue

¥ S. Zaremba. Sur un groupe de transfiormations qui se prosente en
¢lectrodynamigue. Voir p. 3 du T. V, annee 1926 de ces Annales.



d’intensitds egales a l'uniti ces pdles se doplagant suioant une loi
donnie par rapport au systime de coordonnoes (S).

D’autre part, les physiciens admettent implicitement I'hypo-
thése que voici:

I11. Hypothdése. Le moucement de chacun des deux poles consi-
diris dans I'inonci Il riinflue sur la force derwant du champ (C)'
et le sollicitant a un instant t que par la vitesse par rapport au
systime (S) du poéle considére a I’6poque t.

Cette hypothese otant atjmise. il rosulte de I'équivalence des
problemes | et Il que le cas gdnoral du probleme | se ramene au
cas particulier oh le systome (S") est animo par rapport au systeme
(S) d’un mouvement de translation rectiligne et uniforme.

Or, dans le momoire rappeld plus haut, jai Otudid ce cas
particulier en supposant que le champ ¢&lectromagnetique (C) soit
situe dans le vide et jlai ramend la question a lintogration d’un
certain systome d’'6quations aux dorivoes partielles. Il 'y a donc
intérét a intogrer ce systome d’équations aux ddrivees partielles et
a en discuter les intograles. Tel sera précisoment le sujet du mo-
moire actttel.

C'est dans le dernier numero du moémoire, le No. 12 que Fon
trouvera la discussion des intograles procédentes ainsi que la con-
clusion gondrale qui s'en dogage.

2. Pour formuler les rosultats que j'ai obtenus, dans le mo-
moire citd plus haut, j'admettrai que chacun des systemes (5) et (S')
soit un systeme de coordonndes cartesiennes rectangulaires, les axes
de momes numdros dans les deux systemes oOtant de mdéme sens.
Cela pose, ddsignons par e,, mt, €', m,, etu, (i — 1, 2, 3) respectivement
les projections orthogonales sur I'axe de numoro i du systéme (S) {ou, ce
qui revient au mome, du systeme (5')} des veeteurs e m, €', m' et du
vecteur u représentant la vitesse du systéme (S') par rapport au
systeme (5) et posons
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) [ (<42 ¢ m<ts ($§=112173)

En se reportant aux formules (19) et (20) de la p. 9. du
memoire. cite a la p. 8 du travail actuel, on reconnaitra que,
selon la thdorie que j'ai doyeloppce, on a:

---PI(Mi4-l 6i+2  Mi+2 ®<+l) 4~ Wet2 Mt wii+l) 4
—+ PS(MH'l M<+2 — W<+2 «<+I)-
3) W, = MW e+t — «+, e(+1) 4- M(w<+i rnl+t — wit, m(+])) 4~

4- Ns(W<+l ,1«4-2 - Wa«t+2 H<+1)
?=1"2 3
ou
(4) Pu Pu Pii  ?i- lu tys

sont des fonctions des seules variables als a2, as, doéfinies par les
formules (1), fonctions vorifiant le systeme d’equations aux dc¢rivees
partielles (23), p. 10 du momoire cit¢ plus haut.

3. Le systeme procédent d’equations aux dorivoes partielles se
simplifie consid¢rablement en prenant pour nouvelles fonctions in-
connues les fonctions

®) »u w, M, pt et g

definies par les formules suivantes:

= «a pt 4- “i Pi
=a, q 4-aqt
(6) W = «i 71 4- “sPi + «3(P1 4" 7a)
Jf=a, 2l —a, pl4-a,(—pj
PS = PiPa. ~ANO)
ou
(7 A — a, a, — Og.

Apres avoir defini les operateurs hx, h? et h} au moyen des
formules

rUa,  + 3,
®) -<h&32 4- P34

c a8

P+ 4 4-(Pi-_ <4,
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on constate, au moyen d'un caleul facile quoique un peu labo-
rieux. que le systeme d’equations aux derivees partieltes qui nous
occupe equivaut a l'enseinble des quatre suivants:

9) = //4(va) = Aj(m) == 0,
(df)—2 pi+2~ =0,
(10) h? (M} — 2 2 p'3-\- 2Pi gqa = 0,

A, (df) 4- 2(”1 p2— qtpx) =0,
lh(ps) — (pl + 91) =

(8)) M(pi)—Pt(Pi 4" 9») = 0,
7s(ps) = 0,
M9S) —9i(Pi +&) =0,
—(92 +A9) ="
"3(93) = 9;
ou, comme cela resulte des formules (6), on a:
2 APi= (df—w)a3+ 2vlai,
13 2 Ap? = — (df — w)al— 2w
(13) QA% = — (df w)at— 2wt a,
2AQ —— (df w)ai4*2 ail

4. En abordant lintogration de l'ensemble des oquations (9),
(10), (11) et (12), il convient de porter tout d’abord son attention
sur le determinant 1) des expressions (8) des operateurs Al? hs,
ces operateurs etant considores comme des fonctions des expressions

c 3 3
3at" (!/az °t c5a3 ;
on a:
2ps- 0, (s
(14) D= 0, 2g', p3 = 4{pj 95* — 91 Ps 4- (Pl — 9t)PS 9S}-
—2pt, 2qu p, — g’

Cela pose, nous commencerons par l'¢tude du cas singulier

ou !'hypothesc suivante est verifide.

IV. Hypothese. A lintdrieur d'un certain domaine (T), situe
dans l'espace arithmctique («I? at, as) on a identiquement

(15) ) =0.
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V. Theoreme. Lorsque les systkmes d’équations (9), (10), (11)
et (12) sont verifies, I’hypothese IV equivaut a la suiyante: dans
tout le domaine (21) on a identiguement

(16) px —Ptgi =0
(17) P\2%— Pt=0
(18) P2 — SiPS=0.

En effet, il est tres aise de voir que les egalitdés (17) et (18)
entrainent 1'égalitd (15) car I'expression (14) de D donne:

(19) > = 4ft(p, 3 — p,) +4p"p. ¢ —ai p3)-

il suffira donc de prouyer que !l'’hypothese IV entraine I'existence
des egalités (16), (17) et (18) dans tout le domaine (T). Supposons
donc que cette hypothese soit yerifiee. Il resulte alors des systemes

d’equations (11) et (12) que tous les dcéterminants du 3-ieme degrd
appartenant a la matrice

2ps, 0, P? + P» 2i(Pi + qi)
(20) 0, Pi Pi (Pi + 2%), <l + Pi qi
-2p2. 2 Pt — qg» 0 0

devront Otre nuls. Ddésigilons pour un moment d'une fagon géné-
rale par (?, k) le determinant de degré 3 qui a pour premidre,
deuxieme et troisieme colonnes respectiyement les colonnes de nu-
moros i, J et k le la matrice (20); nous aurons

(1) G, j, 9=0  (ij,4=1 2 3 4 5

Considerons en particulier parmi les ogalites (21) les trois
suiyantes:
(22) (i.4, 55 =0 (i=1,2 3)

et envisageons les en un point arbitrairement choisi A du do-
maine (T); a moins d'avoir en A a la fois

(23) p2 =0, =0 et p,—=0,
ou conclura de (22) a I'existence au point A de I'¢galito:

+ 22+ 0

(24)
Pi(pi +qtP gl +Pi
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Aquivalente a 1'sgalitd (16), car le determinant (24) est identiquement
¢gal a (pj gt — pZ q))i.

A cause de la continuite des fonctions pt, pa, et g2, on serait
encore en droit d'affirmer I'existence en A de l'egalite (16) nieme
si en ce point lui-menie les ¢galités (z3) etaient verifise mais si le
point considoro etait un point-liinite des poinls en chacun des-
quels I'une au moins des egalitdés (23) n'aurait pas lieu.

Donc, l'existence de l'dgalit¢ (16) en A ne serait douteuse
gu'au cas oii ce point serait situe a linterieur de quelque domaine
(2?) dans toute l'etendue duquel cliacune des cgalit¢s (23) aurait
lieu. Mais, dans ce cas, comme cela réSulte de la 4-ifEme des for-
mules (6), on aurait danB tout le domaine (Z))

=>=0.

Donc, en vertu de la 3-ieine des equations (10),, l'egalite (16)
aurait lieu dans tout le domaine (S) et en particulier en A. En
definitive 1'¢galitd (16) subsistera dans tout le domaine (T).

Utilisons maintenant parrni les 6galites (21) les deux suivantes:
(25) (2,3 49=0 et (2,3 5 =0
en ayant soin, pour les développer, de tenir compte de ce que I'éga-
lito (16) entraine les deux suivantes:

p\ + Pt 9i =Pi(pl 7
et
9s+?i ?i="N(7a + 72)-

On trouvera aisoment:
2(/'i + ?») Pi(pt p —qiPi) =10
221 + ft) 2 (N 2% —9iPi) =0.
Multiplions la premifere de ces ¢galités par g3 et la deuxiéme

par —p3. Aprfes avoir ajout6 membre a meinbre les ¢quations
obtenues, on trouvera:

(26) 2(pj 4- qi) (p, B — 1 p)d = 0.
D’une faeon analogue on conclura dei egalitos

(1,3, 49=10 et (1, 3,5 =0
a la suivante:
27) 2(Pi -f-9,) (p2ga— p4l=0.
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Il rosulte des dgalitds (26) et (27) que les ogalitds (17) et (18}
subsisteront en tout point du domaine (T) sauf peut etre au cas
on, au point considérd, on aurait,

(28) pt + < = 0.

Supposons donc qu'en quelque point A du domaine (7') I'éga-
lito (28) ait lieu. En se reportant a la formule (14) et en tenant
compte de I'6galité (16) ou s’assurera aisdment que !’0galitd (28)
entraine les deux suivantes:

> =—A(pj] B —pi)2
Pil)=— PS)"-

Donc, puisque, par hypothdse, nous avons !'egalite (15), nous
avons aussi les deux egalites (17) et (18). En definitive notre thd-
oreme est completement demontro.

VI. Remarague. L’ensemble des egalites (17) et (18) equivaut
a linterieur du domaine designe par (T) dans l'6noncd IV (p. 11)
aux deux suivantes:

,29) | 2vi —(M + d/)ps =0,
| («—Al) —2vspj=0.

En effet, si I'on dosigne pour un instant par P\ et P\ les
1-iers membres de (17) et (18) et si Kon se reporte aux formules (6),
on reconnait de suite que les premiera membres des Ogalités (29)
reprosentent les expressions suivantes:

2at P\2as et 2a8 P\ 2al P2

circonstance qui prouve I'6quivalence du systeme (29) et du systéme
formo par l'ensemble des egalites (17) et (18) au moins dans la partie
commune aux domaines (T) et au domaine

a, a2 —a3=F0.

Cela poso, il suffit cle tenir compte de la continuitdé des fonc-
tions que lI'on a a considdrer pour reconnaitre la complote exacti-
tude de notre remarque.

VII. Remargue. L'hypothose IV (p. 11) otant vorifide, il ro-
sulte du théorome V que le systeme (10) se roduit au suivant

A4IT) = 0; €1, 23
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par consoquent, lorsque I’hypothose 1V est vorifide, le systome d'équa-
tions aux dodrivoes partielles du probleme se compose des 6quations

(30) (*=1,2,3)

et des systemes (11) et (12).
VIIl. Theoréme. Pour etfectuer '6tude compldte du cas ou

I'hypothese IV (p. 11) est verfide, il suffit d’envisager suecessivement
les cas on Fon aurait, dans tout le domaine (T), en dehors de
I'égalitd (15), I'un des systomes de relations suivants:

(31) Pa -j- 0, 4- 0;
(32) p)M=0" ?$==0;
(33) Ps==0, jg=F0;
(34) Ds= =0

Le théorome procedent n'est pas tout a fait Ovident car il
pourrait arriver qu’en un point A, situe a lintérieur du domaine
(7 l'un des systemes de relations (32), (33) ou (34) soit vorifie,
sans U'6tre a lintorieur d'un domaine, a lintérieur duquel se trou-
verait le point A. Mais, si cette circonstance se prdsentait, le point
A serait un point-frontiére d'un domaine, (7'7) a lintorieur duquel
I'un des systemes de relations (31\ (32), (33) ou (34) serait vorifid,
donc, connaissant les fonctions (5) a lintorieur du domaine (7), on
les connaitrait aussi, a cause de leur continuite, au point A, a moins
que ce point ne fasse pas partie du domaine d’existence des fonc-
tions considorées. Notre thdoreme est donc doémontrd.

IX. Theoréme. L’hypothése IV (p. 11) 6tant vorifide, lorsque
I'une au moins des fonctions p, et (s reste différente de zéro dans
le domaine (£)), en d’autre termes, lorsque Fun des trois premiers
cas onumores dans la théoréme VIII est roalisd, le systome d'équa-
tions aux dorivées partielles du probleme (VII, p. 14) se roduit
a celui qui forment les 6quations

(35) *Hel) = Ax() = () = () —0, €1.2)
conjointement avec les deux systemes suivants;

| K(?§) —(P? + Ps ?i) =0,

(36) . .
I %(ps) —Ps(Pi + ?t) = o,
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et
37 | M?§) — PitPi + 7») = °-
| M78) << (22 + 22 71) = 0-

En effet, dans le cas actuel on a {V, p. 12} les dgalites (16),
(17) et (18), 6galites qui expriment, comme on le reconnaitra sans
peine, que tous les determinanta du 3-ieme ordre appartenant a la
matrice (20) sont nuls. D’autre part, puisque, par hypothese, I'une
au moins des fonctions p3 et ¢3 est difforente de zéro, la matrice

2ps, 0, g
0, 293 p's,

est d'ordre 2. Par consoquent dans chacun des quatre systémes de
trois Odquations dont se compose le systome (30) ainsi que dans
chacun des systemes (11) et (12) la 3-ieme Oquation est une con-
sequence des deux premiores.

Il résulte de la que l'ensemble des systomes (35), (36) et (37)
se doéduit du systeme qui, selon la remarque VII, contient toutes
les Oquations aux ddrivoes partielles du probléme, par la suppression
d’équations qui sont des consoquences de celles que [on conserve.
Notre théoreme est donc otabli.

5. Commeneons par !'6tude du premier des quatre cas enu-
morés dans le théoreme VIII (p. 16).,

Il rosulte de legalite (16) {V, p, 12} que Fon a:

lat | Pi+Pi =/>(+
71+ Pi7l="T"»Pi i 7i)

Cette remarque faite, il rosulte des oOgalités (17) et (18) que
les systomes (36) et (37) entrainent les équations suivantes:

(38) g8 M?») — Pi M7S) = 0. &=1 2
J'observe maintenent que rien n'empdche de poser
39)

puisque, par hypothose, on a

(4-0) p'3 gt == 0.
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Transformons maintenant les 6quations du probleme en pre-
mant la fonction 2 pour inconnue auxiliaire et, a cet effet, posons
gq=2" +2A
C CCj

(41)
Sa?  3a3

Les equations (38) seront alors oquivalentes aux suivantes
(42) »i(h) =0, -rt(2) =0,
lesquelles, sous forme developpde, s'¢crivent ainsi:

22 +212 =0, 23524 — =0

(43) st 3as 3l  Saj

Dautre part, apres avoir pose,
(44) f=Pz

on pourra, (en $gard a (37,,)) donner aux equations (36) la forme
suivante:

—2p!(p.+yt) =0,
(45) () L(pféz)) =0.

L’'inogalite (40) etant verific par hypothese, l'ensemble des
¢quations (36) et (37) cquivaut a l'ensemble des equations (36) et
(38), equivalenl lui-méme a l'ensemble des ¢quations (42) et (45).
Mais I'inegalite (40) entraine encore cette consequence que le
systeme (35) equivaut au suivant:

(46) N =net)=w= @Jf)=0. €1,2).
Donc (IX, p. 15}, nous avons le téoréme suivant:

X. Theoreme. Le systeme d'équations aux dérivces parlielles
du problfeme peut oOtre considerd eomme se composant des syste-
mes (42), (45) et (46).

Xl. Theorfeme. L’hypotliese IV (p. 11) et lincgalité (40)
etant vdrifies, l'ensemble des equations du probleme peut o&tre re-
garde eomme se composant des systomes d'¢quations aux derivées
partielles (42) et (45), du syst&me

(47) n(fi) ="«2) =0 t =12

ainsi que des ¢quatious (13), de I'equation (39) et des deux S$quations
suivantes

(48) w  M—2wtZ

| 2(u>— M) = 2vs.

Bocznik Polskiego low. matematycznego. 2
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En effet les 6quations (47) {X3} seront certaineinent vdrifices, en
egard a (39), il en sera de meme {VI, p. 14} des Cguations (48),
enfin les ¢quations (13) et (39) seront verifioes en vertu de la
dofinition des fonctions vt, v2, w, M et A

Donc, il ne reste a montrer que lensemble formo par les
systemes (42), (45), (47), (13) et (48) est un systeme complet d’équa-
tions du probleme. A cet effet, supposons que toutes les équations
de ce systbme soient vorifides. Il résulte alors des Oquations (42)
et (47) que les valeurs de w et Mtirees de (48) satisferont aux 6quations:

mw) = i\@JI) = 0. k=1,2)

Par consoquent toutes les Oquations aux dérivoes partielles du
probleme {X, p. 17} seront vorifides. Mais, a cause de (39)
et (40) les oquations (48) entrainent les O6quations (29), oquivalentes
{VI, p. 14} aux Ccquations (17) et (18) lesquelles, en vertu
de la formule (19), entrainent !'Cgalite

En dcfinitive, notre thcoreme est completement domontro.
Apres avoir porte': les valeurs de M—w et M4~ w tirces des
Oquations (48) dans les formules (13) (p. 11), on trouvera:

4 .pi =— N ald-vt a,
(49; (]4.p2 — vt a, —v, a3

zlgt = Vv}Aal — P2 a3

4.9 — —v, A a3 4"

Les formules precodentes donnent:

42.2 Hp! 4- 92) = (Avra? — v2a3) {u, A(at — Acz8) 4-
4~ w(Nai — ®9)} == A-vici2(a2  Aajl) 4~
4- V) {AA— 2a,(a2 — -fa,)} 4- v${at{a, — Aa® — A} —
4- {P?yal 4- — 2Avtvtat} (a2 — Aat) — V\A 4- A2vt » 4,
dou
[2av{as 4- vlar — 2Av, v2a:{ (a2 — 4as) — V" ,A-}-Atvi r, J

Pi(Pi+?«)— da./ll

En portant la valeur précédente de I'expression pi{pl-\-qi)
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et la valeur de l'expression p”pr + €2), obtenue d'une fagon ana
logue, dans les equations (45), on trouve

WIl— & — - j_2« —V

50) (A xat4- Aax—22ig»sal) (a,—2aj)—fcrfd -f-2»i«24__

A.P

J'observe maintenant que l'ensemble des intograles communes
des dquations (42) ou ce qui revient au méme, des oOquations (43)
se compose de celles que donne I'équation

(51) 2=C
ou Crepresente une constante arbitraire et de celles que fournit I'6gnation
(52) M —2a32 4-at + 012) =0

ou 0(2) représente une fonction de 2 eontinue avec sa derivée
premiere mais a cela pros quelconque.

1-ier cas. La fonction 2 est donne par la formule (51). Pour
que cette valeur de 2 soit admissible il faut, comme cela résulte
de la condition (40) et de la formule (39) que Fon ait

(53) 6'4=0.
Posons pour abreger

(54) e= aiCi — 2asC-|~ a
Les equations (47) donnent:
(55) = \>(f)

oii gp(E) et «/>() sont des fonctions de £ défiuies dans un meme
intervalle, continues avec leurs ddrivées premieres, mais a cela pres
arbitraires.

Il ne nous reste plus qu'a déterminer I'expression goncrale
d’'une integrale commune des oOquations (50). A cet effet, prenons
pour nouvelles variables la variable C definie par la formule (54)
ainsi que les variables

(56) £t = ax, g2 = o2
A cause le Findgalité (53), il sera toujours permis d'effectuer
le changement de variables précédent. Nous aurons

2%
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¢>a C <%aa 1
3f) =2C

3A s ), 3A . &
=5Ss_ 7 51 Cc

df

Cela pos¢, on s'assurera aisément que les oOquations (50) don-
nent une expression de ¥ ou, ce qui revient au meme {voir la for-
mule, (44)}, une expression de p3 qui, apres le retour aux variables
an a2, a3 peut s'ccrire ainsi:

2Ci>lpsas — ffa t— vlat
(57) a-W)

ou repr¢sente une fonction de £ continue avec sa derivoe
premiére mais a cela pres arbitraire, le symbole f ¢tant dcfini par
la formule (54).

En dc¢finitive, dans le cas considére, le probleme est coinplfe-

tement resolu

2-ieme cas. La fonction 2 est donnce par une oOquation de la
forme (52). Dans ce cas la fonction 2 ne se réduira pas a une
constante, les ¢quations (47) donneront

(58) yl = e>(2), vs = tp(2)

oii e>(2) et tp(2) représente des fonctions de 2, continues et ayant
chacune une dcrivee premiere continue, mais a cela prés quel-
conques, enfin, il sera permis de transformer les équations (50) en
prenant pour nouvelles variables ind$pendantes la fonction 2 et les
variables £, et £2 definies par les ¢quations (56). En tenant compte
des ¢quations (42), ou trouvera sans peine:

d’autre part, puisque I'Squation (52) donne
2a, .2 3aa 1
-2 3"N=22
ou aura

. n ] .
3N 3~- T— 2
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donc, en dcfiuitive, les ¢quations (50) prendront la forme suivante:

3A
3y + "1 — 2Aviv2al3) - V2A 4- 22tqM
- \ - !
Al

Ces oOquations fournissent une expression de /, c'est-a-dire
de ps {voir la formule (44)}, qui, apres le retour aux variables
initiales a,, a2 a3 peut s'Scrire comme il suit:

(59)

ou est une fonction arbitraire de +, assujettie seulement
a Otre continue avec sa derivée premiere.

Il est ¢vident que les formules (58) et (59), conjointcment
avec les formules (49). (44) et (39) et I'6quation (52) font connaitre
la solution gonerale du probléme.

6. Passons a l'etude du 2-ieme et du 3-ieme des ca's enu-
mcéres dans le theoréme VIII (p. 15).

Soit d'abord
(60) pt4=0, ==

En vertu de ces relations, les ¢quations (17) et (18) {V, p. 12} donnent
(61) ?i=0, p,=0
et, par consequent {VI, p. 14}, on a aussi
(61) —0, vww=0.

Cela pos¢, en se reportant au tlieoreme IX (p. 15). on cons-
tate que les cquations aux dc¢rivées partielles du probléme se
reduisent au systeme suivant:

(63) hk(vt) — hk(liJ  ic) =0 P=12)

(64) |
| ~(p$) = P1P1

car, en vertu des solutions (60), (61) et (62,) fensemble des
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squations (63) et (64) entraine toutes les $quations $numsrses dans
le thsoreme IX (p. 15). D’autre part, il rssulte des relations
(60) et des formules (8) (p. 10) que les symboles de dsrivation
A, et A2 prennent la forme suiyante

Cela stant, les Squations (63) donnent
(65) V2 —<p(a2), M —w = </>a2)

oh chacune des fonctions <jp(a2) et <p(a2) est une fonction arbitraire
de a? a cela pres quelle doit stre une fonction continue avec sa
deriyse premiere. Quant aux $quations (64), elles sont $quivalentes
aux suiyantes:

(«6) =A /i772"7-

ou Fon a pos$ (comme prscedeminent)

(67) /=
Les $quations (65) et (13) (p. 11) donnent
(68) | 2dpj= V'(“2)«s + 29'(fll«)Qi25
| 2dp? = — "™(a2) aj — 2ep(a2) a3

En sappuyant sur ces formules, on ysrifient aisSment que
I'expression gs$nsrale de lintsgrale commune des equations (66)
est la suiyante

A(tts) a3 -£ 20p(a2
(69) N(tts) a 4a2dqp(a) e

ou F(a?) est une fonction arbitraire de a2 assujettie seulement
a Stre continue avec sa dsriy$e premiere.

Il est ais$ de voir que les (68); (67) et (69), avec les $ga-
lits§s (61) et 1'sgalits qui constituent la 2-iSme du relations (60)
font connaitre la solution gsnsrale du probleme dans le cas consi-
dsrs. En effet, toutes les Squations aux dsriy$es partielles du pro-
blSme seront yisiblement yerifises; d'a(utre part puisque les $galitss

=%=0
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-entrainent les Ogalites (17) et (18) (p. 12), on aura aussi {for-
mule (19), p. 12}
[>=0,

de sorte que toutes les conditions du probleme seront remplies.

Si au lieu de partir de !'hypothdse (60), nous etions parti
de la suivante
(70) ' 7$=20, es$=t=°,

nous aurions trouvé pour nos inconnues les expressions suivantes:
(71) N=71=77=0

24?7, = — «p(a,) a2 — 23>(al) a3,
2d?? ==-}-7>(«,) as+2<p(a,)az,
+ 2<p(al)azy
4a,4 +

8 —

ou g>@,), ~(“i) et ~(a,), reprosentent des fonctions arbitraires
de a,, assujetties seulement a etre continues avec leurs dérivoes
premiores.

7. Pour Opuiser !'6tude de tous les cas compatibles avec
I'hypothese IV (p. 11) il nous reste (VIII, p. 15} a otudier notre
probldme dans le cas ou, dans le domaine considoro, on aurait

(73) p$§ = 35 = 0-
Nous aurons {V. p. 12}
(74) p(V.—p2?i=0.

Il rosulte des relations (73) et (74) que le systeme formo
par 'ensemble des systomes (9), (10), (11) et (12) dquivaut, dans le
cas actuel, au systome form6 par l'ensemble des deux systdmes
d’6quations suivant:

(75) As(u,) - hs(vt) — ht(w) = hs(M) — 0

et
P2+ P23i =0. Pt(p, + ?2) =0,

3i<Pi+?s) = 0 ?i4-p23i=°-

Mais, en vertu de (74), ce dernier systome Oquivaut au suivant:
Pi(Pi+7?2 = °5 P»(Pi + 3«) =0,
Ji(Pi +3)=> T (Pi +3)=
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et, comme en ajoutant membre a membre la 1-idre et la 4-ifeme
de ces Cgalites on trouve

(PI +?2)S§ =0,

on arrive aissment & la conclusion suivante: dans le cas considero
le probleme se reduit a la détermination des inconnues

(76) P, P, et q
par la condition qu'elles satisfassent a I'6quation (74), a I'equation
(77) p, +q2 =0

et aux c¢quations (75) ou v2, w et M ont les valeurs (6) (p. 10).
Actuellement il y a avantage & remplacer dans les 6quations

(75), les inconnues auxiliaires ig, w et M par leurs expressions
(6) (p. 10); il vient:
(78) A,(P1) = ht(pt) = h3(gx) = A,(3Y) = 0.

En dcfinitive, les $quations du probléme se composent des
¢quations (74), (77) et (78).

A cause de la continuitd des fonctions (76), il suffira d’étudier
le cas ou, dans tout le domaine considor¢ on a

(79) PL=0
et celui ou, dans tout ce domaine ou aurait
(80) p, O
Dansle premier de cesdeux cas les squalions (77) et (74) donnent
55 =0 et p2g =0
et, dans le 2-ieme, il rosulte des $quations (77) et (74) que Fon aura
Pi+Pt 9i+9s + °-

Par cons¢quent, pour doterminer, dans le cas considsre, toutes
leB solutions du problfeme, diffcrentes de la solution dvidente

(81) Pi =pt = 9i = 9i =°,

il ny a qua envisager successivement les cas ou, dans tout le
domaine considéré. ou aurait

(82) Pi=09i—9 =o p. 0
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(83) =O»==P» = °> O9Oj+°
(84) Px Pi 9> 92 + °-

Dans le premier le ces cas toutes les Oquations du probleme
serons satisfaites identiquement sauf I'équation

MTtM,

laguelle (dernifere des formules (8) p. 10} se rdduit a

d'ou
(85) p? = fonction arbitraire de a? et a3

Dans le 2-ieme ces on trouve d'une fagon analogue

gt == fonction arbitraire de a} et as.

Il ne reste donc plus a otudier que le cas ou linegalitd (84)
est vsrifioe.

Il resulte de la derniere des formules (8) (p. 10) que les
Oquations (78) s'obtiennent en remplageant, dans I'equation

(86)

la fonction successivement par p2, qt et g2 Or, il resulte
de (77) que I'equation (86) S$quivaut & I'équation

laquelle, comme cela resulte de (84), Squivaut a celle-ci:

2 1 . Sip

Mais il résulte des $quations (74) et (77) que l'on a
Pi <h=Piqi=—pl

Par conssquent I'Squation (86) equivaut a la suivante:
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Donc le systeme (78) oquivaut au suivant:

Mais les equations (77) et (74) donnent

?2 = — PI
(88) Pi
Pi Pi VA
expressions de ¢ et qui verifieront les deux dernibres équations
du systeme (87) pourvu que les deux premiferes soient satisfaites.
Il resulte de la que le probléme se réduit a lintogration du sys-
teme d’oquations aux dorivees partielles suivant:

Pour intégrer ce systeme posons

(89) Pt =
en ddsignant par Z une inconnue auxiliaire. Il est aise de voir que
la question se ramenera a lintogration du systeme suivant:

(90)

L/intégrale gcnerale de la premibre de ces equations est
donnce par I'¢quation

(91) F(a, -|- Za3. Zat + 2)—0
ou P' est la caracteristique d'une fonction arbitraire des variables
0j -|- za3, zZa? et 2,
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-assujettie seulement a des c tnditions de regularite dvidentes et telle
que I'équation (91) admette par rapport a 2 une solution ne se
reduisant pas a zero. La fonction 2 etant ddterminee, I'expression
gonorale de l'intograle de la 2-ierne des $quations (90) sera la suivante:

(92) p, = 0(a, + ta? + ag,J)"),
ou le second membre reprssente une fonction arbitraire des fonctions
(93) a, -j-2as, daz as et A

En definitive, nous avons determine toutes les solutions du
probleme dans le cas que nous avions a Otudier dans le numero
actuel.

8.1 ne nous reste plus gua integrer le systeme forme par
I’ensemble des equations (9), (10), (11) et (12) dans I'hypothdse ou,
dans le domaine que l'on considore le determinant D, défini par la
formule (14) (p. 11) satisfait a linegalite

(94) 2>=t="°;
cest le probleme que nous nous proposons de resoudre dans le
présent numero.

11 serait aise de verifier que, dans le cas actuel, le systeme
d’¢quations qu'il s'agit d'intégrer peut oOtre mis sous forme d’'un
systeme de six oOquations aux differentielles totales complfetement
integrable mais la moéthode que nous allons employer rend superflue
la verification directe, un peu laborieuse, du fait que nous venons
de sigualer.

XII. Remargue. L’inégalite (94) dtant vorifiée dans le domaine
que l'on considere, chacune des fonctions vt, v2 et w se reduit
a une constante.

* Si, apres avoir dispose de la caracteristique F dans I’6quation (91) et
apres avoir choisi une certaine solution en 2 de cette o6guation, on forme toutes
les combinaisons deux a deux des fonctions (93), I'une au moins de ces combi-
naisons se composera de deux fonctions independantes et la fonction p, pourra
etre mise sous forme d’une fonction de ces deux fonctions; toutefois, si I'ou con-
sidere une combinaison determinie de deux des expressions (93), ces expressions
pourrons reprosenter selon la fagon dont on disposera des elements arbitraires
dont depend la fonction 4, ou bien deux fonctions indopendantes des varia-
bles a,, a,, aJ ou bien de deux fonctions dont I'une sera une fonction de I'autre;
cela etant, pour avoir une expression tout a fait gdnérale de p, il a fallu le
representer eomme fonction des trois fonctions (93).
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Cest en effet ce qui rosulte des dquations (9) (p. 11) et de
la definition du determinant D.

XIIl. Théoreme. Lorsqua l'interieur d'un certain domaine (T)
l'inCgalite (94) est verifiee. aucune des fonctions pz et y( ne peut
se reduire a z6ro dans tout l'interieur du domaine considore.

Eu effet, supposons qu'a l'intSrieur d’un certain domaine (T)
'inegalit¢ (94) soit vorifice et que, contrairement a notre thdoreme,
on ait, dans tout l'intérieur du domaine (7’), par exemple

(95) p$S = o.

Les deux prémieres squations du systeme (11) (p. 11) nous
donneront

(96) p? +p,y, =0, p,(?!' +vy)=0
D’autre part, il resulte de (14) (p. 11) et (95) que Fon aurar
= 4ply?,
par conséquent, en vertu de (94), on aura
97) p, O
et, par suite, la 2-ibme des egalites (96) nous donnera
Pi + i — 0,

$galite qui, en vertu des 1-ibre et 4-ieme des formules (13) (p. 11)

nous donnera:
— 2wa3 -|- 2vlai -|~ 2v2at — 0,

pour tout lintérieur du domaine (7°). Or (XII, p. 27} chacune des
fonctions w, vI et vt se réduit a une constante. On a donc noces-

sairement
w=U = =0

et les formules (13) se réduiront aux suivantes
(98) 2Apl = Afat, 2Apt =— Ala,, 2Agl—A/al, 2A</t=- Mat

En portant les valeurs de p,, p? et yn tirees de ces formules
dans la premifere des egalit¢s (96) on trouve

ARRi«? — a, a,) =0,
d’ou
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ce qui, au nioyen de la 2 tome des formules (98), donne

P» =2°

¢galite incompatible avec !'¢galite (97).

Si en lieu de supposer I'existenee de (95) on avait supposc
celle de gz =0, ou aurait reneontr¢ wune contradietion analogue
A celle que nous venons de mettre en évidence. Notre theoreme est
donc demontro

XIV. Remargue. Il resulte du thooreine precédent et de la
continuitd des fonctions et que, sans nuire a la g$neralitc,
ou peut, comme nous le ferons dorenavant, supposer que, dans tout
l'intérieur du domaine considere on a

(99)
lutroduisons maintenant liuconnue auxiliaire 2, d¢finie par
la formule

(100) 2=4.
Ps

Il résulte de (99) que la fonction 2 sera une fonction con-
tinue, vorifiant, a l'intérieur du domaine que Fon considere, l'indgalitd
(101) 24=0.

Pour abreger !'Scriture, posons
(102) t =1,23)

Les deux premieres equations du systeme (10) (p. 11) pour-
ront alors stdcrire ainsi:

| 2(>1—21) + 2(Uf84-2/1) =0
| 31, — 2nM4-22(31,+7,,) =0,
d’ofi
2(>, —981), 3fs4-2p,
2/, —2ys, 23, [>)

En developpant le 1-ibr membre de cette $galitd, on recon-
nait que, a cause de la 3-ieme des c¢quations (10) (p. 11), elle
¢quivaut a la suivante

(104) 4df, I — I =0,

laquelle, par consequent. sera yorifice dans tout le domaine considsro.
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XV. Thooreme. Lorsque les inegalitds (94) et (99) sont
yorifiees a l'intérieur d’un certain domaine (7’°), aucune des fonctions

<iob> U —,
( 14— 14 4- Pi
ne peut se roduire a zoro dans tout l'intérieur du domaine considoro.

En effet, supposons que, contrairement au théorome qu'il
s’agit d’'otablir, I'une des fonctions

(106) 37, —aqx ou J/3+ 2p,

soit identiqguement nulle a lUintérieur du domaine (7°). En vertu
de (101) et (103) le seconde des fonctions considordes serait aussi
identiguement nulle; nous aurions donc

(207) 4A-?1=0, 34 + 2"~=0,
par conséquent.
. 5p,
Pa, 2 Sa

dans tout le domaine considor6. Apros avoir portd les yaleurs (13)
(p. 11) de p, et <! dans I'6galitd précedente et apres avoir substi-
tud, dans I'6quation obtenue, a 37, et 37s, les expressions que I'on
obtient en remplaeant, dans les yaleurs de Mx et Ms tirdes de (107),
pt et g« par les yaleurs que fournissent les formules (13) (p. 11),
on trouvera finalement que Fon doit avoir identiguement

6w«2at — 6r, al — 2i>2(2a| -|- axa2) = 0.
Donc, puisque w, vx et «2 sont des constantes {XII, p. 27} on a
ir= =vt—0

et les formules (13) (p. 11) se rdéduisent aux formules (98). Celles-ci
donnent en particulier
Pi + <h =°-

Par consequent, il rosulte de la 2-ieme des equations (107) que
34 —2y2 =0,
egalitd qui, a cause de (103) et (101), entraine le suiyante:

(108) 34 + pt — 0.
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Apres avoir purtd les valeurs de JA, JA et JA tirdes des
oquations (107) et (108) dans l'égalité (104), on trouvera

Pi+ 2 =0,
Ogalitd qui. en egard aux formules (98), entraine la suivante:

Jfs(al|—a, a2) =0,
d'ou
Jf=0.

Donc, comme cela r$sulte des formules (98), on aurait
Pi=Pi= =<xh=0

ogalités qui, comme cela rosulte de la formule (14), sont incom-
patibles avec l'indgalite (94). Il est donc prouve qu’aucune des fonc-
tions formant la 1-iere ligne du tableau (105) ne peut se reduire
a zoro dans tout linterieur du domaine consid$r6. On domontrerait
d'une fagon analogue qu'aucune des fonctions formant la 2-ieme
ligne du tableau (105) ne peut se reduire a zéro dans le domaine
considord. Notre théoreme doit donc etre regardd comme doémontro.

XVI. Remargue. Il resulte du thdoreme precédent qu'il
n'existe aucun domaine a l'intoérieur duquel on aurait a la fois
I'indgalitd (94) une o6galitdé exprimant que l'une des fonctions (105)
se roduit a zoéro. Donc, a cause de la continuite des fonctions que
nous avons a considorer, nous pouvons, sans nuire a la gonoralito,
supposer comme nous allons le faire dorénavant, que, dans le do-
maine considdro, aucune des fonctions (105) ne sannule.

9. Actuellement nous nous proposons de tirer des equations (11)
et (12) les expressions de pz et de <§ en fonction de M: on verra
que l'on peut y arriver sans connaitre la forme de la fonction M.

Le systeme (11) donne:

(109) > = 4(p? + pt </) pt <K — 4pi(pt + 7<) Pk

oh 1) a la valeur (14). En portant dans I'expression de 1) la valevr
de ¢3 tirée de (100), on trouve:

(110) D = 47{J/il —7, + J(Jps —e,)}.

En tenant coinpte de cette expression de D et en substituant
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A <3 dans le second inembre de (109) sa valeur tiree de (100), on
reconnait que, en ¢gard A (99), l'equation (100) Oquivaut A la
suivante:

(111) {2p, — <, + A(Apt — 21} =
=20t —qi)Pt + t— )2}
D’autre part, les 6quations (103) ¢quivalent aux suivantes:

H12) ' W\ =-72i) = - (27N +N),
| 2(2p2-2,) = -(2234 + Jf3).
En portant les valeurs de Apt— ?, et de 2p, — gt tirCes de

ces equations dans (111), on obtient une S$quation equivalente A la
suivante

(113) 2'34 + 234 + ** =

— 2p2 ((234 + * M) Px + (2234 + 34)?}
ou Fon a pos¢
(114) /=77

XVIl. Lemme. L'une au moins des derivoes 3f, et 3/2 de
la fonction M est difierente de zero.

En effet, il rosulte de (104) qu'au cas ou chacune des fonc-
tions 34 et 34 ne serait pas differente de zero. la fonction 34
serait nulle. Si donc chacune des fonctions 3/,, 34 etait egale
A z$ro, ou aurait

3, =34=234=0

et il resulterait des equations (112) et (110) que, conlrairement
a Fhypothhse, ou aurait

Notre lemme est donc demontre.
Cela pose, nous allons transformer [I'équation (113) en envi-
sageant successivement l'’hypothese ou Fon aurait

(115) 3440
et celle oh
(116) 34 40.
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Multiplions I'6quation (113) par 2 JA et eliminons de Foqua-
ostion obtenue la quantite JA au moyen de (104); il viendra

A17) (2A6, + 2JAM-<Z =272 (2
cal

dquation qui, a cause de (115), equivaut a (113). Mais
(118) 2JA +2 Al 4=0,
puisque la fonction

(2AA 4- 2 AA = 4JA(JA + JJA + JJA)

est ¢gale, comme cela rosulte de (112) et (110), a 2D et que, par
hypothdse on a Fincgalite (94). Cela Stant, I'Squation (117) equivaut a

(1 19) QAA + JJA)  =2p2(2JA p, + AATi),

laquelle {XVI, p. 31} equivaut a celle que Fon obtient en la inulti-
pliant par
JA, 4" 2pn

en substituant dans cette derniere a Fexpression

JUA + 27)
i'expression 2 (JA —yj qui lui est egale a cause de la 1-iere des
¢quations (103), il vient

(120) 2(2JAPi 4“J4lfi) — 2Pj(2 JA pi 4~JA 2i)(JA =+ 2pi)-

Mais il rosulte de (11 3) et de ce que (120) a ete d$duite de (119)
en multipliant celle ci par un facteur non nul, que

2JAPi 4- JATi4=0
donc, l'equation (120) donne
(121) NAANCAA + Spl).

Si nous avions suppose que l'on a linc¢galite (116) il aurait
suffit de multiplier (113) par 2JA Pour s'assurer, au moyen d’un
caleul tout a fait analogue a celui que nous veuons de developper,

Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3
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que, dans ce cas encore la formule (121) subsiste. Donc {XVII p. 32}
la formule (121) subsiste dans tous les cas.

En introduisant la fonction /, definie par la formule (67)
(p. 22), on donnera aux deux premiores equations du systeme (11)
(p- 11) la forme suivante:

3/ , 2_9f
3N+ 2X=N+ 27

X 1 < A I X
= PAP' + ?)
cu?

Ces $quations donneront, apres y avoir porte la valeur (121}

2 =pi<Il — 2JA) 2p,(p, — 2p,),
(122) -
227" =ps(2?>-JA).

cal

D’autre part les equations (103) (p. 29) donnent:
271 — 2JA = 2(JA + 2p.),
22i— JA = 22(JA-A p2).

En portant les valeurs procedentes de 2qt — 2JA et de
292— JA dans les formules (122) on trouve:

=pt A +pi=
cuj

(123)

_ =="2p4a +a)-

Apros avoir porté dans les oquations (121) et (122) les valeurs
de p, et p2 tirees des formules (13) (p. 11) on s'assurera aiso-
ment que, independamment de la forme que pourrait avoir la fonc-
tion JA l'ensemble des cquations (121) et (123) constitue un sys-
teme coinpletement intégrable qui fournit pour la fonction p, ou
ce qui, a cause de la formule (67) (p. 22), revient au moine, pour
la fonction p{2 I'expressior suivante:

ou Cj represente une constante arbitraire.
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On sassurera aisSment que, pour ealculer ys$2, il suffit de
substituer, dans les considerations qui nous ont conduit a la for-
mule (124), aux quantites

Pil Pil Pil IS VIL Vi- all ai' a3,
respectivement les quantitds

Yn — Pu Pu ~Pi — % »i, «a, «i, «s-

On trouvera de cette fagon

/19M -9, ON1L+W) —jdc, »_(JE+N)-|-4a1n

en dssignant par ¢2 une nouvelle constante arbitraire.

10. I ne nous reste plus qu'a dcterminer la fonction J/ par
la condition qu'elle satisfasse aux trois equations qui forment le
systeme (10) (p. 11) ou, ce qui revient au nteme, par la condition
qgu’elle vcrifie le systeme fornte par les deux $quations (103) et la
3-teme des squations (10), c'est-k-dire le systeme suivant:

23/,+ 2M-201 —2P1) =0,
(126) -- 22JA — 2(e2 — tpt) = 0,
As(4f) + 2(71 p2 — g2 pj = O,

ou 2 est dsfinie par la formule (100) (p. 29), les symboles Mi} M2, Als
etant d¢finis par les formules (102) (p. 29). En utilisant les for-
inules (13), (124) et (125) on transformerait aisément le systeme (126)
en un autre qui ne contiendrait plus que la seule inconnue M-
Toutefois, pour arriver a des ¢quations maniablcs, il faut proceder
avec quelque attention.

Je rappelle dabord que le systeme (126) entraine, eomme nous
avons dc¢ja eu l'occasion de le constater, I'squation (104) (p. 29).
Pour aller plus loin, observons qu’en tenant compte de cette $quation on
deduit aisdment des deux premteres Squations du systeme (126) les
deux suivantes

2(ili  Api)Jd/z (2 dpi)JA ="
2(y3 — Jjo2) JA — (' — Apt) JA =0
Multiplions la premifere de ces oOquations par ftfc -|- et

la deuxteme par 2p2; en ajoutant membre a meinbre les
3
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Squations obtenues, on obtiendra une S$quation S$quivalente a la
suiyante:

(127) (?—  IA-j- (C— frpl} Mi— (™ 2, — J2PI p2) JA =0,

oii comme cela r$sulte des S$galitss (100), (124) et (125), J? doit
etre regard$ comme dsfini par la formule

71281 2« = - M+ + (M+w) — 4a, v2
4c, A — aj JA— w)2 — das vt (M— w) — 4a? »2]

Il r$sulte de ce qui prscede ainsi que du lemme XVII (p. 32)
que nous avons le thsorSme suivant:

XVIII. Thsorsme. Les yaleurs des constantes (XII, p. 27} tq, vt
et wstant choisies ainsi que celles des constantes q etc2 qui figurent dans
les formules (124) et (125), la fonction M doit nscessairement satis-
faire a I'squation (104), a la dernisre des $quations (126) ainsi qu'a
I'squation (127), sans se reduire a une constante.

Voici maintenant un thsoreme qui complete le prscsdent:

XIX. Thsoreme. Lorsque, sans se réduire a une constante,
la fonction M satisfait. dans les conditions $noncses dans le th$o-
reme prscsdent. a 'ensemble des $quations (104, (126) et (127),
les formules (124) et (125) lui font correspondre prscisSment deux
solutions de !’ensemble des S$quations (9), (10) (11) et (12); pour
aucune de ces solutions le dsterminant I) {formule (14) p. 11}
n'est identiquement nul et ces solutions se dsduisent I'une de
Tautre en substituant aux expressions de p's et de g3 qui convien-
nent a I'une des solutions considsrées, les produits de ces expressions
par ie nombre

—1

Pour stablir ce thsoreme supposons que !'hypothsse en soit
yérifise.

Si chacune des dsriyses JA, JA et JA ne jouissait pas de la
proprists§ de ne pas se rsduire identiquement a zéro, il existerait,
comme cela r$sulte de (104), un domaine (T) a lintSrieur duquel
I'une des dsriyses JA ou JA serait diflSrente de z$ro, la deuxi$me
d’entre elles ainsi que la dsrivée J/3 stant identiquement nulle. Con-
sid$rons par exemple le cas ou Fon aurait a l'intSrieur du domaine (T)

<129) JA=1=0, JA=JA=0,
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I'6gquation (127) nous donnera

gl— Apl =0
ou bien
(™ — APi) (/s 4- 2p,) =0
ou A represente l'une des deux racines de (128). Il existera donc
une racine A' de (128) telle que Fon ait

(130) qt—A'pt — 0.

Or pi et gt ne peuvent pas etre nuls identiguement car,
comme en vertu des formules (13) (p. 11) on a

(131) 4409, p2 —qt = —AZ 4~w —4iq v2,
on aurait si I'on avait identiguement

Pt= =0,
— Al % — 40, r2 =0,

et la fonction Af, contrairement 4 Fhypothdse, se roduirait a une
constante.

Il resulte de la que l'equation (130) determinera A' sans
ambiguité si. comme nous le ferons, on impose a A' la condition
d’etre continue. La fonction Al etant doterminde de cette faeon,
nous allons faire voir que, pour obtenir une solution du probléme
il n'y a qu'a associer a M les systdbmes de ddterminations de p3 et g3
qui satisfont a la condition
(132) 'b=A"

Pt

A cet effet il nous faut prouver:

10 que pour satisfaire au systeme (126) avec A = >b, il faut
P»
et il suffit que l'on prenne un systeme de ddterminations de p$ et

g3 qui satisfasse & la condition (132).
2° que le doterminant 1) dofini par la formule (14) (p. 11)
n'est pas identiquement nul. Or il resulte de (129) et de (130) que Fon a

(133) AI34-22LIA-2(™-Zp2) = 0.

D’autre part, puisque, par hypothese, la 3-iomo O6quation du
systdbme (126) est vorifide, ou aura {voir les formules (8), p. 10}
a cause de (129):

— 2p2AA 4-2(e, p2 — y2p4 =0
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d'ou, moyennant (130):

2.V, — 201, — )=20
ou,, puisque JB =0,
(134) 2M]H-2/3/3-2(?1-2=1) = 0.

La fonction .1/ satisfait donc aux Ccauations (133) et (134)
ainsi que (par hypothese) a la 3-ieme des c¢quations (126). Pour

que ce systeme soit $quivalent au systeme (126) [ou 2 = —il est

evidemment nécessaire et suffisant que Ja relation (132) soit satisfaite.

Reste A prouver que le determinant 1) n'est pas identiquement
nul. Or il resulte de (131) (od, rappelons-le, w, et ® repro-
sentent des constantes) que, puisque la fouction M ne se reduit
pas a une constante, I'expression

71 Pi — <h Pi

n'est pas nulle identiquement, donc (V, p. 12) le determinant I)
n'est pas identiquement nul.

En definitive, dans le cas particulier ou fon a les relations
(129), le theoreme est démontr6. On !otablirait d'une faeon ana-
logue dans le cas ou l'on aurait

M2=]=0, ™~ =", =0.
Il ne reste donc plus qu'a examiner le cas gencral ou
(135) 711,M0.

Désignons par 2' une détermination continue de 2 verifiant I'equa-
tion (128), en nous reservant de prcciser plus tard quelle est celle
des deux dcéterminations de 2 que représente le symbole 2'. L'équa-
tion (127) pourra s'écrire ainsi:

(136) (17— 2'8p?) N2 + (17— 2'2p)) — (7, <k—2"2p,p2) =0.
1)’ailleurs
(2 PiY — 4(7? ~ ®i) (712 — "P-i) =
= {(7L — ~PI) (72 Pi) — (71 + ~MP\) P/,  AP2}Y =
= 4(7, p2 — 72 p,)2 22
Or I'expression
7i Pi — 7s Pi



39

ne peut s'¢vanouir a lint¢rieur d’aucun domaine car, a cause de
la relation (131) la fonction J/, contraireinent a Fhypothbse, se
réduirait a une constante. Par consoquent les fonctions

y? —27p?, yi —e1t T7i7?% — NIPiPs

ne peuvent pas Stre nulles a la fois.

Cela 'pos¢, les Squations (136) et (104) permettront de cal-
culer les rapports des quantites J/,, J/2 et Mz. On constate qu'il
existe un nombre e, vdrifiant ’égalito

el =1

et tel que les dcrivoes (i==1, 2,3) soient proportionnelles aux
expressions * )

(7i — (<5 — enpd)2, 2(y, — e2'Pj) (y2 — s2'p2).

Mais si 2' est une racine de (128), s2' en est 6videmment aussi une.

Par consoquent, nous pouvons préciser la ddtermination de A
que repr&sentera le symbole A' en specifiant que c'est celle a la-
quelle correspond la valeur -j- | de E. La déterinination 2' de 2 stant
procisCe de la fagon prscédente, les quantitss Mx. M2 et Alt seront
proportionnelles aux expressions

(2 —2'p,)2, (y2—2=2)!, 2(y, — 2'p,) (y2 — 2'pt)

avec un coefficient de proportionalit§ que Fon dcterminera en
tenant compte de ce que, par hypothese, la fonction M satisfait
a la 3-iEme des equations (126) (p. 35).
Apres avoir effectue les calculs precedents on s'assurera que
Fon a:
2J1.+ 2'7IA-2(yl-2=) =0
JB + 223f, — 2(y, — 2>2) = 0.

Pour que ces oOquations se eonfondent avec celles que I'on
obtient en substituant a 2 dans les deux premibres des c¢quations

(126) le rapport
78
Pa

il est ¢videmment nocessaire et suffisant que Fon associe a la fonc'
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tion M un systome de valeurs de p'z et de gj, tir6 des equations (124):
et (125), tel que Fon ait

— A

P

Cette condition 6tant remplie, toutes les o6quations (9), (10),
(11) et (12) seront satisfaites et il ne reste plus qu'a prouver que
le determinant (B) {formule (14), p. 11} n’est pas nul identique-
ment. Or, puisque, par hypothose, la fonction M ne se roduit pas
& une constante, il rdsulte de la relation (131) (p. 37) que I'expression

<h Pi— Pi

n'est pas identiguement nulle. Par consequent {V, p. 12} le deter-
minant D n’est non plus identiquement nul et la #dmonstra-
tion du tliGorome est achevde.

11. Il resulte des théoremes XVIII et XIX (p. 36) que le
probléme 6tudié se raméne a la dotermination de lintegrale com-
mune des O&quations (104), (127) et de la derniere des O6quations
(126). Si, apres avoir porte dans I'équation (127) la valeur (128)
de 22, on substitue dans I'6quation obtenue ainsi que dans la der-
niere des Oquations (126) les valeurs de px, p2, gx et <2 tirdes des
ogalités (13) (p. 11), si en outre, pour doéterminer la fonction M
des variables a,, a2, a8, on se propose de recliercher une fonction
F(al, a2, a8, M) des quatre variables a2, a3 et IbT, telle que I'6quation

(137) F(a, a2 «, J)=0

fasse connaitre la fonction cherchée Jf, on constate que apres avoir
posOd pour abroger l'Gcriture:

(138) Fo =ﬂ:, F.= §E, (=1,2,3>
139 | 1=M —%kuv, '—M-—® — 4my,
(139) | a, — 2vx(w -f- d/) ,at = 2v2(w— M)

on peut ocrire les dquations du probléme comme il suit:

(140) AF1.Ft-Fs =0,
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(141) Zz{(2alas4-Z'ai)/'t—(2a8as4™«i)N+(ai«2 —a2«i)-f«}4-
4- 4c,([(M-]- tt>)a8 — 2vt al]2FI -f- [(V + w)a, — 2r8E] 2 4~
+ [(Jf + w)al — 2vi aj [(AZ J- w)a, — 2t>2a,]/8} J-
4c2{[(J/ — ic)a, + 2vlia3\tF! J- [(If—w)a8 J- 2v,a?]iFi J-
4~ [[M— w)al + 2®, a8] [(If— w)as J- 2®, a2] A8} = 0.

(142) 2{(M — w"al 4 2via3}F} 4 2{(JZ 4 w)a? — 2»2a,}F, 4
4 2{Mas J- vt a2 — v3ctx}F3 — IFn — O,

ou, bien entfendu, les variables a,, a2, a§ et M doivent etre re-
gardées comme des variables indépendantes.
Introduisons maintenant au lieu des variables a,, a2 a8 les
variables an <2, 08, dsfinies par des formules de la forme
3
Oi="atkak (i= 1,2,3)

ou les a.k sont des fonctions de la seule variable JZ, fonctions telles que
I'expression qui est multiplide par | dans I'Squation (141), c’est-a-dire
I'expression

(20,03 4- I'ai)Fl — (2a2a8 4- I'at)Ft 4- (ata? — Wija,)/,

prenne la forme suivante

9F 3F 3F
Pl 3a2 + 9% 308
ou les représentent des fonctions de la seule variable M. On

trouve aisement que Fon peut prendre:

0, = (M—w)2a, 4- v a2 AnN(4/ — w)al
(143) a2—  d«a, 4" (M A w) a2 — 4>2(JZ4 u")ar-
B — —2vt(M — w)a, 4 2»i (d/ 4- w)a3 4 I'as-

A la suite de ce changement de variables les $quations (141)
et (142) prennent la forme suivante
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3 0
300
Effectuons maintenant, dans ces equations, le changement de

yariables suiyant:
(144) § o . s__.. s=-E2

~3 ~3 °8

il yiendra:

(145)

(146)

En se reportant a la premiere des' formules (139), on recon-
nait de suite que, aprés avoir pose

(148) V= (N —w ) Auvj?
ou peut representer lintegrale gonorale de I'6quation (146) au
moyen de la formule suiyante

ou (e>, s, s2) reprosente une fonction arbitraire des yariables
<p, Si et «j, assujettie seulement a remplir des conditions de régula-
ritd ovidentes. En exprimant que I'expression procodente de la
fonction F satisfait a I'6quation (145) et aprés avoir poso

(148) = §jss —4(c, s, +25s,)up,

on trouve que la solution commune la plus gonorale des équa-
tions (145) et (146) peut etre represontée par la formule suiyante:

(149)

oii le second membre représente une fonction arbitraire de <
et de ip.

Reste a exprimer que I'expression (149) de F satisfait a I'6qua-
tion (140); moyennant un calcul tout a fait olémentaire mais un
peu long, on reconnait que la condition nocessaire et suffisante
pour que la yaleur (149) de %’ satisfasse a I'6quation (140) est
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que la fonction F2(gp, tp) vorifie I'd6gnation aux dorivoes partielles
suivante:

(150) — 4(v» + IGcj cg +

J1 A

-f- 4eptp 3 Sty

Mais en roalitdé ce que nous cherchons c'est la relation entre
AZ a,. a2, a3, que ddfinit I'6quation (137) ou, ce qui, a cause de
la formule (149), revient au mome, la chose qu'il nous importe
de connaitre cest la relation entre ¢> et ip que doéfinit I'equation

A9>, N = 0.

Or. il resulte de (150) que la relation en question se confond
avec celle qui ddfinit I'6quation difforentielle ordinaire suivante:

{41/>2 — A(t/< -|- 16<m, Cj gp2)} dcp2 — 4gp rp dep dip -|- ¥ 2 dtp- — O,
laquelle peut encore s’ecrire ainsi:

(2tp d<p — (pdtpy — 4(ty -I- 16c, c, <p-) d(p- = 0,
dou
(151) ip -|- 16Cj Cj (p2 — (csgp — 1)’

ou 3 represente une constante arbit.raire.

Moyennant les formules (143), (144), (147) et (148) on expri-
mera les fonctions < et ip au moyen de M et delements connus
et l'equation (151) fera connaitre alors la fonction M qu’il sagissait
de determiner.

En se reportant aux théorhmes XVIII et XIX (p. 36)
et en remarquant que la fonction A/, déterminde au moyen de Il'equa-
tion (151). ne se féduit pas a une constante, on reconnait que Fon
a le théoreme suivant.

XX. Thoéoreme. Il existe une solution de l'ensemble des 6qua-
tions (9). (10). (11) et (12) (p 11) nannulant pas identiquement le
doterminaut D dofini par la formule (14); cette solution dopend
de six constantes arbitraires dont trois reprosentant les valeurs
constantes (XII, p. 27) des fonctions vt, vt et it, les trois autres
Otant les constantes g, ¢ et c¢s entrant dans les Oquations (124),
(125) et (151); le choix des six constantes precddentes Otant arroto,
on pourra procoder comme il suit pour former la solution corres-
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pondante du probleme: on choisira arbitrairement une dotetermi-
nation M verifiant I'equation (151), ou portera cette dc¢termination
de M dans les $quations (124) et (125) et apres avoir choisi arbi-
trairement l'une des deux dsterminations de I'une des fonctions p$
et ¢3, on lui associera (ce qui sera toujours possible) celle des
determinations de la seconde de ces fonctions qu’il faudra choisir
pour que la valeur

de A satisfasse aux equations obtenues en portant la deterinination
consids$rée de M dans les deux premieres ¢quations du systeme (126),
apros avoir prdalablement substitu6 dans ces oOquations aux fonc-
tions p,, p2 g, et gt leurs valeurs tirces des cquations (13) (p. 1)).

12. Ayant dotermind toutes les intégrales du systeme forme
par l'ensemble des oquations (9), (10), (11) et (12), appliquons les
resultats obtenus au probleme de physique qui nous a conduit aux
oquations precodentes.

En se reportant aux formules (1) (p. 9) on reconnait que
les fonctions

(152) (o ps, g,, qt, o8

qui entrent dans les formules (3) (p. 10), doivent etre determinces
dans le domaine que dofinit 'ensemble des relations suivantes

(153) a, 0 a =0 aa—al O

Il faut ovidemment chereber des expressions des fonctions (152)
telles que chacune des fonctions (152) soit continue dans tout le
domaine (153).

Dans les nums$ros precsdents nous avons reconnu que, au
point de vue de la forme analytique, il y a lieu de distinguer huit
solutions differentes de I'ensemble des equations (9), (10), (11)
et (12); l'une d'elles est earactdrisee par la condition que la valeur
correspondante du determinant D, dofini par la formule (14) (p. 11)
ne se rbduise pas identiguement a zero; c'est celle a laquelle se
rapporte le tbeoreme XX (p. 43); en dehors de cette solution il
y en a encore sept autres ayant cela de commun qu’il correspond
a chacune d’elles une valeur identiquement nulle du determinant D,
pour deux de ces solutions (voir le No. 5) le produit p't.g8 n’est
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pas identiqguement nul; l'une de ces solutions est donnde par les
formules suivantes

A

«, + «ta?,
v2
Ap2 = C o Vl usr
<154) A<p = viCal —v2as

Agt = -viCat-{-v2al,
2Cvtv2 a3 — C2v\al — v2a
P» = CM
Pp = sz,
ou C est une constante arbitraire non nulle, les guantitoés vu v2 et J
btant des fonctions arbitraires de la fonction
(155) a,Cl—2a3C a2

la deusieme des solutions eonsidérées est donnee par les formules
suivantes

zip! =— V*as + vxat
f— VS [N 77
= i — ias
(156) 40 = vt2al—wvias
Agqt = —vt 2 as + v2al
el 22v1v2al — viat — v(a?
P3=--- JM--- ( +

ou t;,, v2 et F sont des fonctions arbitraires de la fonction 2
laguelle est definie par I'¢quation

(157) a,2)— 2as2+ a, + 0(2) =0
dans laquelle 0(2) represente une fonction arbitraire de 2; vien-
nent maintenant les deux solutions (voir le No. 6, p. 21) ofi l'une

des fonctions p( et et une seule est identiquement nulle; l'une
des solutions precc¢dentes est donuce par les formules:

2dp, = + 2<jp(a2)a,
4] = ¢@)ar — 2(p(ai)ai
<158) = {M«B)«s + 2y(«)k»} . F,
Pz 4a2A

li =p=<k=0o,
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oii e>(at), i/4ft4 et F(a2) reprosentent des fonctions d#rbitraire
de a2 la deuxieme des detix solutions considérées est la suivante:

Pi =Pt =7>§ =0,

2AQx iphata.2 — 2g>(ax)ai
(159) 2dea =  ~(*Jas + 29'(«i)2
2 NMai)al34-2«r(«i)a2R .
B 4M

oii e?(aj), ™(““i) et I'(ai) reprosentant des fonctions arbitraires de ax\

enfin, en dehors du cas donud dinter6t ou toutes les fonctions
p2, p» qy, g2, g3 sont identiguement nulles, nous avons encore

(voir le No. 7) trois solutions ou Fon a identiguement

(160)

I'une de ces solutions est dofinie par les formules:

| Pi=d=2=0,

(161) | p? = une fonction arbitraire de a2 et a3,

une seconde solution est la suivante:

| Pi=<2=P2=0

162
(162) gl = une fonction arbitraire de aq et a3;

voici enfin les formules qui font connaitre la 3-ieme solution du
genre considsr¢; le symbole i désignant une fonction dcfinie par
I’¢quation

(163) Fl@& «s, "« +as 2)=0

ou F(axd "«3, 2as 4~ a3 ty represente une fonction arbitraire
des expressions

(164) b 4- N 4- Q
on a

Pi — $(ai 4“ Na2- Na2 4" s, ty

P2 = Apt
(165) Pi

A

Q2= Pi

ou "(a, & ty represente une fonction arbitraire

des expressions (164)
On pourrait se demandcr s'il ne serait pas possible d’obtenir
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des expressions admissibles pour les inconnues (152) (p. 44) sans
supposer qu'elle dussent 6tre definies dans toute !'etendue du do-
maine (153) (p. 44) par une seule des huit solutions differentes de
I’ensemble des oOquations (9), (10), (11) et (12) (p. 11); dans ce cas
le domaine (153) (p. 44) se ddcomposerait en plusieurs regions de
telle sorte que dans des rdgions differentes nos inconnues seront
dofinies par des solutions differentes des equations (9), (10), (11) et (12).
Toutefois, pour 6viter de nous engager dans des considdrations com-
pliquées et probablement inutiles, nous nous bornerons a considorer
successivement chacune des huit solutions de l'ensemble des 6qua-
tions (9), (10). (11) et (12) en otudiant pour chacune d'elles la
question suiyante: la solution considorée peut-elle, peut-6tre moy-
ennant une particularisation conyenable des O6léments arbitraires
gu'elle contient. fournir des expressions admissibles des fonctions
(152) et valables dans tout le domaine (153)?

XXI. Theoréme. La 1l-iere des huit solutions énumdrees plus
haut, celle a laquelle se rapporte le théoreme XX (p. 43) doit 6tre
rejettbe comme impropre a fournir des expressions admissibles des
inconnues (152), valables dans tout le domaine (153).

En effet, chacune des fonctions tg, vs et w se reduisant {XIlI
p. 27} a une constante, il résulte de la continuitdé des fonctions (152)
et des formules (6) (p. 10) que la solution considérée ne pourrait
otre admissible qu’a la condition d'avoir

(106) =w—0.

Or, dans ce cas, ainsi que cela résulte des formules (143), (144),
(147) et (148), I'6quation (151) pourrait s'Ocrire ainsi:

(167) 2|csa8 — 2(c,a, -|- cd4a,)| ML 16clesd = ¢4

et. a cause de (166), les formules (124) et (125) se réduiraient aux
suiyantes:

aM
4

azM?
4

(168)

J'observe maintenant que {formules (6) (p. 10} Fon a

169) pil =p’4, qt=qA
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Donc, puisque |les fonctions pa et ga sont continues, il rssul-
terait de (168) que Fon a:

Ces egalit¢s oOtant incompatibles, on voit que la solution con-
sideree ne peut par fournir des expressions admissibles de nos
inconnues.

XXII. Theorfeme. Aucun des systomes de formules (154),
(1i6), (158) et (159) ne fournit pour les inconnues (152) des yaleurs
admissibles ne se rdduisant pas aux suiyantes:

(170) PP— =0 1,2,3).

La marche a suivre c¢tant en principe la meme dans chacun
des quatre cas qu'il y a a considerer, nous nous bornerons a dis-
cuter les formules (154).

Enyisageons les systfemes de yaleurs des yariables alt a, et as
tels que Fon puisse poser

(171) al —t2al, a = tal

et n’envisageons que les systemes de vyaleurs de at et t pour les-
quels I'expression (155) conserve une yaleur constante £0. Nous aurons
(172) +

D’autre part, puisque, dans les formules (154), les fonctions
w, et vt sont des fonctions de la seule fonction (155), ces fonctions
coserveront des yaleurs constantes V\» et »°' pour tous les systemes
de yaleurs de a, et t qui yoérifient (172). Portons les yaleurs (171)
de a3 et de as dans la 1-iére des equations (154) en supposant
que (171) soit satisfaite. Comme on a

d=aa &
il yiendra

°c={- c <+

pourvu que (171) soit satisfaite. Nous aurons donc

— 0.
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Mais la constate £0 a une valeur arbitraire. On a donc iden-
tiqguement

~V?=0.

En s’adressant a la 5-ifeme des formules (154) et en tenant
compte de la 1l-iere des relations (169), on prouvera aisement que
la fonction F, fonction de la seule fonction (155), se roduit iden-
tiguement & zero. Donc, les seules valeurs admissibles pour nos
inconnues que peuvent fournir les formules (154) sont bien celles
que dsfinissent les $quations.

Le raisonnement etant, eomme nous l'avons deja fait remarquer,
tout a fait semblable dans chacun des trois cas qu'il y aurait en-
core a considorer, notre tb¢orbme doit 6tre regard$ eomme ctabli.

Les deus théoremes procodents nous aménent a la conclusion
suivante: on a dans tous les cas relations (160) ou (formules (6),
p. 10), ce gui recient au nieme:

guant aux autres inconnues pu p2, cp et €2, on ne peut hdsiter qu'entre
les expressions (161), (162) ou (165) de ces inconnues.

‘Rocznik Pol. Tow. matem. 4



Les ensembles boreliens abstraits

Par

W. Sierpinski.

& etant une familie donnde d’ensembles (dont les &léments
sont de nature absolument quelconque), nous désignerons par
la plus petite familie eH d'ensembles qui satisfait aux troix con-
ditions suivantes:

1°.

2°. Si E= E@—E-—®—, oii Ens¢H pour n=1, 2, 3,...,
on a EeaH.

3°. Si E—Aj E2As .... ou Ene&t pour n—1, 2, 3,..., on a Ee¢H.

(B(#) est donc la familie de tous les ensembles qu’on obtient
en partant des ensembles de la familie ff et en effectuant (dans un
ordre quelconque) un nombre fini ou une infinite donombrable
d’additions el de multiplications. M. Hau sd orff ddsigne la familie
B(&) par et appelle les ensembles formant ensembles bo-
reliens obtenus des ensembles EecFl))

Désignons par B&) la plus petite familie c~d”nsembles qui
satisfait aux conditions 1°, 2°, 3° et A la condition

4°, Si E”eSfet EteW, on a Ex— EteeH.

(La propriétd 3° est dailleurs, d'aprfes la formule

A EtE,...=E. — [(£, — A)4- (A — A) 4- (A\ — A) +

une consoquence des propridtés 2° et 4°).
On a ovidemment (pour toute familie ¢fd'ensembles) la formule

B(dr)CW),

et &") peut etre regardee comme la plus petite familie d’en-
sembles contenant B(”) et satisfaisant & la condition 4°.

¥. F Hausdorff: Mengenlehre, Berlin und Leipzig 1927, p. 84.
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Le but de cette Note est de trouver une condition necessaire et suf-
fisante pour qu’on ait = Nous prouverons notamment ce
Tll¢oreme. Pour qu’on ait pour une familie  d’ensembles la
formule
@ =
il faut et il suffit que la familie & satisfasse a la condition:
2) Si Exe& et Exe& on a Ex— EleB{").

Doémonstration. La familie c(H—B (<F) satisfaisant aux con-
ditions 1° et 4°, on recODnait sans peine que la formule (1) en-
traine (2). La condition de notre thdoréme est donc nocessaire. 11
reste donc a demontrer qu'elle est suffisante,

Soit donc une familie d’ensembles satisfaisant a la condi-
tion (2): il suffira ¢videmment de prouver que la familie St= B("\")
satisfait a la condition 4°.

Nous prouverons d'abord que:

3) Si ExEcfet EteB(ff), on a E1— Ete Bfi).

Soit donc Exe& et désignons par aHx la familie de tous les en-
sembles E, tels que Ex— EeB(&). Je dis que la familie jouit
des propric¢tés 1°, 2’ et 3°

En effet, soit Ee&: d'aprés Exe& et d'apres (2), nous aurons
Ex— EeB(&)\ d'aprés la definition de la familie <& nous avons
donc EebHx Nous avons ainsi démontr¢ que ce qui prouve
que la familie eH—eEx jouit de la propriet¢ 1°

Soit maintenant E= Hx-[- Ht-\- ...x ou HnEeflx pour
n=I, 2, 3,... Dapres la dcfinition de la familie Six nous avons
donc Ex — HneB(&) pour « =1, 2, 3,... La familie ¢H— jouis-
sant de la propri¢t¢ 3°, la formule

El—E=E —(Hr+Ht+H) . D)=(E-—H)E - )A—H)..

donne donc Ex— EsBIifr) et il en résulte, d'apres la dcfinition de
la familie que Ee¢Hx. Nous avons ainsi démontré¢ que la fa-
milie eH=cHr jouit de la proprict¢ 2°.

Soit enfin E= Hx Ht 41,..., ou H,e<ftt pour n=1, 2, 3,... La
familie = jouissant de la propri¢t¢ 2°, la formule

EX-E = El — Hx Ht Hs...={Ex- H1)fi-{E1- Hi) + (E1- Hs) + ...

donne donc Ex—EeB(ff), et il en résulte, daprcs la définition de la fa-
milie <%, que EseHt. La familie eft=aHx jouit donc de la proprict¢ 3°.
3
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La familie St=Stx jouit donc des propriotss 1°, 2° et 3°, d'ou
résulte, comme nous savous, que

Q)

Soit maintenant E2 sB(c7): d’aprés (4) nous aurons E2 e¢Hu donc,
d’'apres la definition de la familie Stx. El —E”~eB”). La propri6to (3)
est ainsi Ctablie.

Soit maintenant et dosignons par 8 la familie de
tous les ensembles E, tels que E—EtsB(&). Je dis que la familie
SC—28 jouit des propriet¢s 1°, 2° et 3°

En effet, soit Eef. dapres (3) nous avons E — E2eB(&), ce
qui donne, dapres la definition de la familie 8, Ee8. Nous avons

donc ce qui prouve que la familie St=8 jouit de la pro-
priets 1°

Soit maintenant E= Ht -|- H2 -|- ..., ou HnE8, pour
n=1,2, 2.... Dapres la d¢finition de la familie 8, nous avons donc
Hn—E2eB(&) pour n=I, 2,3,... La familie jouissant
de la propriote 2°, la formule
E - Et=(H, 4- A +.)—Et=H, -A)+H, -Et)+

+ (N,-A) + L

donne E— E2eB(d?), et il en rosulte, d'apres la definition de la fa-
milie 8, que EeS. La familie SI=8 jouit donc de la propri6té 2’.
Pareillement, en s’appuyant sur la formule

Hx H, H3... — E=(Hx — E) (H, — E) (Ht — E)...,

et sur la propriotdo 3° de la familie St— B(&), on prouve sans
peine que la familie H = 8 jouit de la propriete 3°.

La familie St— 8 jouit donc des propridtes 1°, 2° et 3°, d'oii
resulte que
®)

Soit maintenant ExeB(&)'. d'aprés (5), nous aurons Els8, donc,
d'apres la dofinition de la familie 8, Ex— E2eB(&).

Nous avons ainsi démontre que

Si EleB{S) et EtsB(S), on a Ex— EtEB(&).

Il est donc ctabli que la familie St= B(S) satisfait a la condi-

tion 4° ¢ ¢g. f. d.
Notre theoreme est ainsi doémontrs.
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Comme une aplication de notre tbéoréme, d”signons par if la
familie de tous les intervalles feirmes (ob, si Fon veut, de tous les
intervalles ferm¢s aux extromitss rationnelles). Si EtEif et Etsif,

I'ensemble — Et est, comme on voit sans peine, une somme
d’une infinit6 dénombrable d’ensembles de la familie if: d'apres la
proprist¢ 2’ de la familie on a donc Ex— La

condition (2) est donc remplie et on peut appliguer notre thso-
rome. On a donc, dans notre cas, la formule (1) ¥

¥ Cf. W. Sierpiniki, Buli. Acad. Cracocie, 1918, p. 31 -32.



Sur une classe cTespaces riemanniens
a trois dimensions.

Par
*

W. Slebodzinski.

L/article prosent est consacr6 & la détermination des espaces
riemanniens a trois dimensions dont les congruences principales
sont formodes de trajectoires orthogonales des familles isotliermes.
Dans tout ce qui va suivre je ddsigne ces variotes par le symbole (Z3).
Aprés avoir rappelé quelques formules du calcul des congruences
orthogonales de MM. Ricci et Levi-Civita (n° 1), je démontre qu’il y a
cing especes différentes d'espaces (/3) (nos 2—5). Une classe parti-
culiérement intoressante d’espaces (/,) est comtituée par les variotds
qui peuvent Otre reprosentees géodosiquement sur une autre. On sait
que l'6lément lindaire d'un tel espace est une forme gondralisée de
Liouville; a l'6gard de cette forme je donne quelques propositions
dans le n° 6. L’article se termine (n08 7 et 8) par une application
des resultats procddemment obtenus a la recherche de tous les sy-
stemes orthogonaux et isothermes d'un espace a courbure constante
différente de zoro.

Pour les notations et mdéthodes employoes je renvoie au Mo-
moire de MM. G. Ricci et T. Levi-Civita Mdthodes de calcul
difforentiel absolu et ses applications (Math. Annalen
Bd. 54, 1901).

1. Soit donnde une forme dofinie positive

8
(1) ds» = \/ alltdridxk
ik-1
caractérisant la motriqgue d'un espace riemannien (J'3). Considérons
dans cet espace un systeme (S) forme de trois congruences [1], [2],
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13] de courbes et supposons que dans chaque point deux courbes,
appartenant a deux quelconques de ces congruences, sont orthogo-
nales l'une k l'autre. M ¢tant un point arbitraire de (Fs), désignons
par (i) (i=1, 2, 3) la courbe appartenant a la congruence [i] et
partant de ce point, par s( son are compté a partir d’'un point arbi-
traire et par I]U', >]2), X33) les composantes contravariantes d'un vecteur

unitaire e, tangent a la courbe (i) au point M. Les trois vecteurs

forment un tribdre (7’) dont les rotations sont donnces par les
formules

3
(2) Y, 0= \(N\(,) A1, =1, 2, 3),

re-|

Otant les composantes covariantes du vecteur e, et Aifr, leurs d¢-
rivoes covariant,es par rapport k la forme (1). Les rotations du triédre
(T) donnent naissance a neuf invariants definis au moyen des
Agalités

3
__ AY<-HH-S# r\VJv H % YuvH \-L-
@ W= % T r | Yeericr® (Ymei wwH-)
CE VX 45 Y42 H i Y>H2 | (i, & = 1,2,3)

met satisfaisant aux relations
(i,k=1, 2, 3).

Dans les formules ci-dessus et dans tout larticle nous regardons
eomme Ogaux deux indices dont la difference est divisib)e par 3. Si
le systeme (5) est choisi de maniore qu'il soit ojt=0 (i, k=1, 2, 3;
i =]=fc), ses congruences sont formées de courbes principales de I'es-
pace (I7,) et les quantitss

<4) w, = < i—1273)

sont les courbures principales de celui-ci. Au triedre (71) nous don-
nons, dans ce cas, le nom de tri&dre principal.

Gonstruisons un second systeme orthogonal ($') forme de con-
gruences [17, [2, [3] et designons par X/r 108 composantes cova-
riantes de trois vecteurs unitaires et (i—21,2, 3) tangents au point
M aux 'courbes de ces congruences. On aura les relations

3
<5) Aifr == aih ~h/r @z, r=1,2, 3),
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ou les aj designent les coefficients d’une substitution orthogonale.
En se seryant des formules (2), on trouve les expressions suiyantes
pour les rotations yjy du trifedre (I7)
3 3
(6) Yo = (h, ij=1, 2, 3\
e kIm-1
0N Nnous avons poso

AM=£ | A k=12 3).

Si la congruenee [3] est form6 de trajectoires orthogonales
d’'une familie (F) de surfaces et les congruences [1] et [2] de lignes
de courbure de celles-ci, on aura

Y>ia — Y321 == O;
les rotations y]3,, y2 sont, dans ce cas, des courbures normales et
les rotations yJ21, y2]2 des courbures gdoddsiques des lignes de cour-
bure. Pour que les trois congruences du systeme (S) soient des
congruences normales, il faut et il suffit que les rotations a trois
indices diffSrents soient nulles.

En terminant ce n°, supposons que Ll'6lément lineaire de Il'es-
pace (Fs) soit reduit k la forme

tZsl = Ht dxt

<-1

et considc¢rons le systeme orthogonal (5) dont la congruenee [i] est
formoée de courbes coordonnees xI+, = const., xI+t = const. Les for-
mules (2) pour les rotations du triedre correspondant deviennent

dans ce cas

1 oH ) . .
7 Yw= > Ye== (bfik—1, 2 3; izFys)=k=}i)
si I'on pose
X< = X =0, X+»=0 i=1, 2 3).
-tli
Ajoutons que les rotations Yh-s«ts sont des courbures nor-

males et les rotations y(+u+2(+l, y,+2i+1(+2 des courbures géodcsiques
des lignes de courbure des surfaces x, — const.
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Dans tout ce qui suit, nous ddsignerous par une grande leltre
affectée de deux indices i, k une fonction de deux yariables xt, xh
et par une petite lettre affectée de l'indice i une fonction de la seule
yariable x,; par les lettres de l'alphabet grec nous désignerons des
constantes.

2. Les congruences principales d'un espace (Is) 6tant formoes
de trajectoires orthogonales de trois familles isothermes, celles-ci
appartiennent a un systome triple orthogonal. Il en résulte que I'616-
ment lindaire d'un espace (A) peut Otre ramend a la formel)

) ds» = Ul Uldx + Ul Ul dxl + Ul Ul dxl

En gardant les notations du n° 1, désignons par (»Sf) le systeme des
congruences de courbes coordonnées de !'espace (8). Pour que la
forme (8) soit I'dlement lindaire d’un espace (/,), il faut et il suffit
que les congruences du systome (S) soient des congruences princi-
pales. On doit donc avoir

wit =0 (i, k=12 3;iz=k).

En appliquant les formules (3) et (7), les conditions précddentes
deyiennent

log UifS log UM __91log UX9 log”™ _n

oxt <3 c.r, 9xa

(9) 81log U’ 8log U™ i 8 log Uti 8 log __8log 8logU” =o0
9x9 9xy ‘ 9xs 3xt dxy 9xa

9 log Uai9log U,, 9log U129 log Ui9__ 9 log Uu 3\ogdJai = Q
9x, 9xa Oxy 9xa Oxt Oxr

La recberche des espaces (I8) est donc ramend a la rdsolution du
systome (9).

Supposons en premier lieu quaucune de dorivoes pre-
mieres des fonctions Uk n'est pas identiquement nulle-

En tirant de deux premiores 6quations (9) les yaleurs de 3|%;)(y
3log Un
et de ot on a

*)G. Darboni, Leeons sur les systemes orthogonaux, 2iine 6d., 1910, p. 217.
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9 log Uj3 3 log USI

9 log ¢/12_ Oxs Oxx
93—~ 9 log Ul _ ¢HogJA/,
Ixz 9x3
aiog t/j, 3 log Vi
9 LS, ox., 3xt
Oxt 9log t3l __ 9 log UU!'
9x3 9x3

(Le dénominateur de seconds membres est different de zero, I'hypo-
those contrai_rle conduisant, d'apres la deuxibme des o6quations (9),
nlo

au résultat o = 0). On dc¢duit de la condition
= g2l°g /T«
Ixx 9x3 Oxt 9xt

la relation suivante

92log t/,8 9 log L8l
9x3 9xt 9xs 9xi
9log U,, 91log U,, —91log U,, 9log Utj
9x3 9x3 9x3 9O

En traitant de la mfone maniere les dsrivees de la fonction £7JSt
on est conduit au résultat que les trois expressions

3+log
9xt 9x,,
9 log Uu 9 log Uk
Oxt 9x,,

(10) (i, k—1, 2, 3; t=5=1)

doivent otre egales. Leur valeur commune Otant necessairement une
constante, nous supposons d'abord qu’elle est diffSrente de zero et

nous la désignerons par — ; nous aurons ensuite

Un = («'i +™) Uit—Int + nd)a, 75l =(p,+"™)“
En substituant ces expressions dans les Oquations (9), nous obtenons
les relations

(< m,)wéps + (p, pJ MInd— (nt 4- ms)p$ws = 0,

(«» = «S)Pimi 4" (wi + «'») «8p'i — (ps 4" Pi) mi«$ = 0,

(P. +Pi) ni+ (» 4- «)Piml — (»i 4" mi)Wi = 0-
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En difforentiant la premiere de ces équations par rapport k iCj, on

-trouve I'équation
ml 112

Les trois rapports qui y se presentent devant étre constants, on peut
poser sans restreindre la gendralité de la solution
_owa_ »=_
Pi ~ 13
et, par consoquent,
+Pi=Si, w+w =¢e2 psd-n3=ss
On aura donc

Les expression procedentes satisfont aux equations (9) sous la con-
dition
£l +— E2 + S3 = O-

On satisfatt a cette relation en posant
Sl p2 Ps> S2 Pj ?11 £2 — 71 ?J5
oii Fon a dosigne par pn p2, ps des constantes arbitraires. En intro-
duisant les notations
at—mx  p2, Oj—m2 p2, as—ps  ps,
011 obtient les formules
/i2=@# ara 1B — (2 asyp Nsi = (fs ai)a

constituant la premiere solution du systome (9). Il est yisible
que 1'6lément lindaire correspondant a cette solution peut 6tre ramend
a la forme suivante

@) ¥ = «+ K¥zsl

rl
I 1("2 *S) ~DHJet N2
>3
ou Fon a ddésigne par r( une fonction arbitraire de la seule variable
et par x une constante arbitraire différente de zoro.
3. Supposons maintenapt que la valeur commune des expres-
sions (10) est nulle. On aura donc

<t log L4 (i, i=l, 2, 3; i4=K)
3#, &T,
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et, par suite,
Uij Uty, [/s3 W i Ws U\

1J$IEment lindaire (8) peut donc Otre reduit, par un choix eonve-
nable de parametres, a la forme

(11) dsi — (3 &) 8) dx%  (62¢,) d.i%.
En nous reportant aux c¢quations

ax =0 (?,1=1 2 3;t=£8),
exprimant que les courbes coordonnees sont des courbes principalesr
nous trouvons la relation

d log Q] dlog a,

<, dx.t
d log (j d log 2
dx dxt

et deux cgalitds analogues qui s'en d¢duisent par des permutatious
circulaires des lettres et de leurs indices. Les rapports des ddrivees
qui se prosentent dans les relations ci-dessus devant Ctre constantsr
nous pouvons poser

dlogax _ dlog c, d log £. d log P>,
dxx dxr ° dxt dxt '

ou a, p, y dosignent des constantes lises par les relations

(12) >+p =i ?+7-=>. r+"-=>-

On trouve ainsi

U -- ¢, ) Cl--—-"3.
En tenant compte des relations précddentes, la forme (11) devient
dsi = [032-2 ef? dx{ -|- c2312 a?2 dx” -)- a”~2 Oyl

Par un nouveau changement de parametres cette forme peut Ctre
ramenee a la suivante

(A) s = rlriri [r8 “dx{ r, ?c22-)-ra ? cfig],

r, etant une fonction arbitraire de la seule variable xt, et a, j3, y
Ctant des constantes satisfaisant aux relations (12). La forme (As)
constitue la deuridme solution du notre probléme. — Calculons
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les rotations du systeme (S) de congruences de courbes coordonnées
en nous servant des formules (7) du n° 1; il viendra

Ym=—25 rttn, Ys == - LIL'9™r3
(124a) Y318 — Ysis — —- {hf“ r22rgi
ym == — Yrflr22re2r3, vy — —- arf2r2r r3r r[
11 en résulte
Y212 _ y  YSS3
12b = —l
(12b) NE Y 3 Y231 m

En ayant egard a la signifieation geometrique des rotations yhtj (n° 1),
les relations ei-dessus nous montrent que les courbes principales
de l'espaee (A2) sont des trajectoires orthogonales des surfaces de
Weingarten dont les courbures principales ont un rapport constant.
Si, en particulier, I'une des constantes a, p, y est egale h, —1, les
surfaces correspondantes sont des surfaces minima.

4. Examinons maintenant les solutions du systeme (9) pour
lesquelles I'une au moins des derivées premieres des fonctions Ult
est identiqguement nulle. Supposons pour fixer les idses

=0
3x!
On conclut de la troisteme des equations (9) que l'on aura

3un3U” -0
3x}  9Ixt

Il faut donc traiter séparement les deux cas: a) | U+3 —0, b) -S—L-Jll =0.

Nous ctudierons dans ce n° le premier cas. Les deux premieres des
¢quations (9) nous donnent

glog Un (3\og Utt __ 3 log UIt\ __

3x} \ 31 3xa J

(15) . .
log Un __d®g "8IA 0

oxt k 3xt 3xs J

Supposons en premier lieu

=d!l12 =o.
3xt 3x2

Nous obtenons ainsi la troisieme solution du systeme (9)
Ul2 = const.,, U2t —u,, U3} —v2
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L’elSment lindaire (8) devient donc
(A) ds? = 03 dx2 -|- 03 dx3 -|- dx”

ou Fon a dssigne par a3 et b, deux fonctions arbitraires de la seule
variable x3. On vérifie aisoment a laide des formules (7) du n° 1
que toutes les rotations du systeme (N) sont nulles ii Fexcept¢ de
Yisi Ys® Ces deux dernieres rotations ne dspendant que de la
variable x3, on voit que dans !espace (As) les surfaces Zj = const.
et x3 = const. sont des surfaces totalement g$odssiques et que les
courbures principales des surfaces x3 = const. sont constantes en
tous les points de chacune d'elles.

Examinons maintenant la seconde solution des $quations (15),
en supposant que Fon a

3log U3l 3log U3 =0
dx3 3x-t

Les deux fonctions J781, Ui3 ne renfermant, d'apres les hypotheses
faites au commencement de ce n°, que la seule variable xt, nous
concluons de I'squation procsdente

U, _ :
—2 = const,;
Ciji

la forme (8) devient donc

(A% ds? = Uu3 (dx?

ou t/j2 dssigne une fonction arbitraire de deux variables x3, x3 et
ud une fonction arbitraire de la seule variable xt. Les formules (7)
du n° 1 nous montrent que les surfaces x3 — const. sont des sphsres
gsodssiquement paralleles. (Nous donnons ici le nom de spheres aux
surfaces a courbures principales egales et constantes). Nous
allons montrer que, rdéciproquement, 1'6lement linsaire d’un espace
contenant une familie de sphéres gsodssiquement paralleles est de la
forme (A4). Nous demontrerons d'abord le thSoreme suivant.

Théoreme 1. Dans un espace riemannien a trois dimensions
une familie de surfaces a courbures principales egales est une famile
de Lamo.

Supposons, en effet, qu'un espace riemannien (Ks) contient une
familie (F) de surfaces a courbures principales egales et considsrons
le systfeme orthogonal (5) dont la congruenee [3] est formse de tra-
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jectoires orthogonales de la familie (J1) et les congruences [1] et [2}
de lignes de courbure des surfaces appartenant a (Z1). En gardant
les notations du n° 1 relatives au systbme (S), nous obtenons les
relations

(1®) Ysn==Yssi =0, Ym — Yo»-
Construisons un second systeme orthogonal (S) et supposons que les

congruences [3] et [3J de deux syst*mes (&) et (£') soient identi-
ques. Nous pouvons donc poser dans les formules (5) du n° 1

all =cose, als =-—sinp, ais =0,
a2l = sin<, a2 — 008 «13 =0,
«S1 = O *32=0, *33 =1-

En tenant compte des relations (16), les formules (6) du n° 1 nous
donnent

Y32 = y21 = O  VY1d» =— — ~7 — Y128, Y131 = Y2S2.

En prenant pour la fonction ¢ I'une quelconque des integrales de
I'¢quation
4,

on aura y™3==yBl =y22 = 0, ce qui signifie que la familie (J) est
une familie de Lamo6 (v. n° 1). Le thsoreme démontré est une ge-
ncralisation d'un tlieorome de M. Bicci sur les familles de surfaces
totalement gcodssiques ¥

En nous appuyant sur le theoreme d¢émontré plus haut, nous
voyons d'abord que !'dlément linsaire d'un espace riemannien con-
tenant une familie de sph&res peut 6tre ramend & la forme

3

ds, —™~H2dxt,

<-l

oii I'on suppose que les surfaces xa = const. sont des splieres. Les
trajectoires orthogonales des sphdres ¢tant, par bypothese, des gco-
désiques, nous pouvons poser Ha = 1. Il suit aussi de !hypothfcse
faite sur les surfaces xt = const. que les rotations ylsl, y232 du sy-

1 G. Ricci Sulle superficie geodetiche in una varieta qualunque e in par-
ticolare nelle rarieta a tre dimeneioni, Rend. Accad. Lincei 1903.
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steme (8) form6 de congruences de courbes coordonndes sont dgales
et que leur valeur commune ne depend que de la variable x8.
D’apres les formules (7) du n“ 1 les coefficients et H., sont donc
des fonctions de la forme suivante

M —"2 i Hi— a,
et, par suite,
ds2 = a| dxl + Bi2 da%) + dx%.
Or, on sait que la forme binaire Al>dx[ "2 peut Otre roduite

a la suiyante: f/[2 (dx% 4~ dA); l'eloment lindaire de l'espace considérd
appartient donc au type (AJ, dou il suit

Thooreme 2. Un espace riemannien & trois dimensions con-
tenant une familie de spberes géodosiquement paralleles est un es-
pace (Z,).

5. Nous revenons maintenant aux oquations (13) et (14) du n°
procodent, en supposant que Fon ait

Drapres la convention faite a la fin du n° 1 on peut donc poser
f>ia — Uj, Uji — U8,

U est o6vident que les expressions ci-dessus satisfont a deux pre-
mieres des 6quations (9), la troisiome conduisant a la relation

d log m2 d log us
dx? dx3

La solution de cette Oquation est donnde par la formule

oil Itt) ddsigne une fonction arbitraire de la variable t. La forme
(8) devient donc

ds?2 — (us u,a)2 dxa 4~ w|0>2 [m| dxa -f- ua dxI\
ou, si I'on effectue un changement convenable de yariables,

(As) ds2 = (@>, «8)2dx{ xI O2 [al dx% 4~ a] dx&.
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Dans la formule (A6), donnaut la cinquibme solution du pro-
bleme propose, les symboles a2 et a3 designent des fonctions arbi-
traires respectivement de .r2 et 3 et <> désigne une fonction arbi-

traire du rapport —.
XS

Remarque. Dans le raisonnement qui précede nous avons sup-
pose que les fonction w2, u3 ne se reduisent pas a des constantes,
I’hypothése contraire conduisant aux solutions (As) et (AJ trouvoées
plus haut.

En calculant a l'gide des formules (7) du n° 1 les rotations
du systeme (S), on trouve dabord v212 — ysI8 = 0. ce qui nous dit
que les surfaces  — const. de l'espace (A5) sont des surfaces tota-
lement gboddsiques; on obtient ensuite des formules suivantes

1 B — xt<
Y£82 s c 1

! .
;m ~~  Xix302™ U223 — a;|at$2

qui uous seront utiles plus tard.

Nous avons examind dans les nos 4 et 5 toutes les solutions
5C/*7=0. 1l est
je-i
ovident que d'autres solutions, que Fon peut obtenir en égalant a zero
les premidres dorivees des fonctions Ut ne different que par des
notations de celles trouvoes plus haut. Nous pouvons donc ononcer
le th6oreme suivant.

Thooreme 3. Lélément lindaire d’'un espace (Z8) est réductible
a l'une des formes (AJ (i=1, 2, 3, 4. 5).

6. ¥ Supposons qu’un espace riemannien (V3] contient une sur-
face (Q) dont les lignes asymptotiques sont des geoddsiques de
et, par conséquent, de (F,). Nous donnons i la surface (Q) le nom
de quadrique de l'espace (Ks). 4/ 6tant un point arbitraire de (Q),
désignons par (ej et (c2) les lignes de courbure de (O passant par
ce point et par s (i=Il, 2) l'arc de la ligne (c,) comptdé a partir
d'un point arbitraire. Considérons en M un triedre (T) forme de

du systeme (9) qui correspondent a l'’hypothese:

<leux vecteurs unitaires e3, €2 tangents aux lignes (ej et (c2) respe-

I) Jai resume ce n° dans une Note prdsentée a 1’Academie des Science
de Paris (C. K, t’ 184, p. 424, 21 ferrier 1927).

Rocznik Pol. Tow. matem. 5
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ctivement et d’un yecteur unitaire es normal a (V). En designant
par (i,bJ=1,2,3, k= 1,2) les rotations de (T) ¥ et par w l'angle

que fait une ligne de (Q) passant par M avec le vecteur et. I'équa-
tion des lignes asymptotiques devient

(18) y282 cos? w  yB3l sin2w = 0.
Les lignes asymptotiques etant des gcod¢siques de (4?), on doit avoir

(19) Y,2l cos w — y2I2 sinto = 0,

ou ds est la différeutielle de l'arc de la ligne asymptotique. En dif-
forenliant I'equation (18) on obtient

En y substituant la valeur de tiree de I'd6quation (19) et en te-
namt oompte de lidentite — — dr COS to —t- 3]; SiU to, 11 Vieilt
e>Sj S,

AYISI (7232 Ym) |g« +

Cette relation devant etre satisfaite pour les deux yaleurs tgw =

on obtient des conditions suivantes

Les rotations Yi»u Yt»s sonl des courbures normales et les rotations
Y1215 Y212 des courbures gdodesiques des lignes.de courbure de (()).
En introduisant les notations k\) == Yisir M")== Y232, —Y1211
A$) = Y«i25 on Peut ramener les conditions (20) a la forme suiyante

3 log [/

(21) M7,

J) E. Cartan, La Geometrie des espaces de Riemann (Memoriat des Scien-
ces math., fasc. IX, 1926, p. 43).
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On peut donc ¢noncer le tbhéoreme suivant

Theoreme 4. Pour qu'une surface d'un espace riemannien soit
une quadrique, il faut et il suffit que les courbures normales et
gsoddsiques de ses lignes de courbure satisfassent aux relations (21).

Remarquons que les relations (20) sont satisfaites. si la surface
est a courbures principales egales; ces surfaces apartiennent donc
aux quadriques.

Nous nous proposons maintenant de rechercber les espaces (/,)
dont les courbes principales sont des trajectoires orthogonales des
familles de quadriques, en nous bornant aux cas, ou les quadriques
ne sont pas des surfaces & courbures principales egales. Or, il est
facile a verifier a l'aide des formules (20) et des formules analogues
qgu’on obtient en permutant circulairement les indices, que les espa-
ces (/8), correspondant aux formes quadratiques (A2), (As), (AJ, ne
possedent pas de propriet¢ dsfinie plus baut. Il nous reste a exa-
miner les types (AJ et (A5).

Nous commeneons par I'¢tude de la forme (As). 11 est dvident
que les rotations donnees par les formules (17) satisfont a la pre-
miore des relations (20); pour que la seconde soit satisfaite, il faut
et il suffit que Fon ait

d>(<P"(7 4- <'1(2)_ 1
pGO(TY  —7

. i .
ou Fon a doésigne par t le rapport rF%' Il suit de la que Fon peut

poser sans restreindre la génoralitd

a Ctant une constante quelconque. On voit donc que les surfaces
z3 = const. de l'espace (A6) sont des quadriques seulement dans le
cas ou la fonction ‘I' est déterminee par la formule (22); il est fa-
cile a verifier qu'alors les surfaces ,r2 = const. jouissent de la meme
proprietd; la troisieme familie de surfaces coordonnées est formee
de surfaces totalement gcodésiques (n°5). Ajoutons que la forme (A6),
ou ‘I’ est definie par la formule (22), comprend comme cas parti-
culier Felement lindaire de l'espace euclidien rapporte au systeme
triple de Lame, form¢ de deux familles de quadriques de rovolution
et d une familie de plans. Il suffit, pour s’en conyaincre, de poser

5
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2 4AB 2 4AB
z 1, 4JB), «s-Kk(4AB- X))’

A.B.k stant des constantes; la forme (A5) devient alors identique
a 'slément lineaire de !'espace euclidien rapportd au systeme triple
dofini plus haut)).

Nous allons maintenant etudier la forme (Aj). Calculons pour
ce but les rotations du triedre (T) relatif a cette forme, en nous
servant des formules (7). On aura

(23) (i, /==1, 2, 3; i={=))

Un calcul facile nous montre que les rotations ci-dessuo satisfont
aux relations (20) et anx relations analogues qui s’en doduissent
par des permutations circulaires des indices, si I'on a a= \ La

2
forme (A), devient dans ce cas

- 23) (@ —ay)

#g s
M. T. Levi Civita a montre que l'espace euclidien dont !'6lement
lin¢aire est donno par la formule (L) (forme generalisde de
Liouville) peut etre représentd gdodésiquemenl sur un autre; les
espaces (L) sont les seuls qui jouissent de cette propridtod. Les rai-
sonnements precedents nous permettent d’enoncer le theoreme suivant
Theoreme 5. Si I'6l6ment lineaire d’un espace riemannien (U8)
est reductible a la forme g¢noralisée de Liouville, les congruences
principales sont formees de trajectoires orthogonales des familles
de quadriques appartenant a un systome orthogonal et isotherme.
En resumant nos reclierches, nous avons deux solutions du
problome proposo plus haut (p. 67): I'une delles est caracteris6 paf
la forme (A5), oii ¥ est definie par la formule (22), l'antre est de-
terminée par la forme (L). Dans le premier cas le systome triple
est forme de deux familles de quadriques et d'une familie de sur-

I G, Darboui Leeons sur les systemes orthogonaux, 2"l,e ed., 1920, p. 269.
T. Levi-Civita Sulle trnnsformazioni delle equazioni dinamielie. Annali
di Mat. 1896.
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faces totalement gdodesiques, dans le second on a trois familles de
quadriques.

Quant a la forme (L) MM. G. Ricci et T. Levi-Civita on pose
le probleme suivant’): trouver les propridtos intrinsdques de !'espace
riemannien dont l'element lineaire est reductible & la forme (L).
Or. nous pouvons enoncer le theoreme suivant qui a une liaison
etroile avec la question proposce:

Theoreme 6. Pour que TelSment lindaire d’'un espace rieman-
nien (Pj) soit réductible a la forme generalisée de Liouville, il faut
et il suffit quc -les congruences principales soient formees de traje-
ctoires orthogonales de trois familles isothermiques de quadriques.
Si la courbure de l'espaee ifest pas constante, la reduction ne peut
etre roalisee que d’une seule maniore au plus.

La premiere partie de la proposition est une consequence im-
mediate des recherches precedentes; a 1'6gard de la deuxi¢éme remar-
quons d’abord que les congruences principales d'un espace a trois
courbures principales, difforentes I'une de l'autre, sont completement
déterminses et, par suite, que la transformation de 1'6l6ment lineaire
en la forme (L) ne peut etre effectuee que d’une seule maniere au
plus. Considsrons maintenant un espace dont deux courbures prin-
cipales sont Egales et differentes de la troisicme et supposons que
son $lément lindaire puisse Otre reduit de deux manieres ditférentes
a la forme (L). Soit

-0) (-1
n

L

(wr§ — a-,)
h

d.n\

I'une de ces formes et (L) la seconde. Les congruences de courbes
coordonnees de deux formes etant des congruences principales (Thoéo-
reme 5), il en résulte que les deux systdbmes de congruences pos-
sedent au moins une congruence coinmune. Supposons, pour fixer
les idoes. que ce soient les congruences [3] et [3] qui sont identiques.
On en conclut que les deux familles de surfaces r3 = const. et
Xs = const. sont aussi identiques. Les congruences [1], [2] et [1], [2]
sont donc formodes de lignes de courbure de ces surfaces. Si ces

*) G. Ricci et T. Levi-Civita Methodes de calcul ditf¢rentiel absolu et
ses applications, Math. Ann. Bd. 54, Ch. V, § 4.
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deux paires des congruences ne se confondent pas, les surfaces
v3 = const. sont ndcessairement a courbures principales egales, on
doit donc avoir y,31 =y23 (n° 1}. On voit faciletnent a l'aide des
formules (23) que cette dgalite ne peut Atre satisfaite, ce qui montre
que notre hypothese conduit a la contradiction. En resume. nous
voyons que la proposition est O6tablie dans les deux cas que nous
avons consid¢rd.. Nous montrerons dans les n°8 suivants que ’elément
lineaire d'un espace a courbure constante peut ctre rsduit d’une
infinitd de manieres, a la forme gencralisce de Liouville.

7. D'apr¢s le Theoreme 3 du n°5 la recherche des systemes
orthogonaux et isothermes d’un espace elliptique se
rsduit a la détermination des formes quadratiques a courbure posi-
tive appartenant aux types (A() (i==1, 2, 3, 4, 5). Nous entrepronons
cette etude en considerant d’abord la forme (A,). Les congruences
de courbes coordonnses de cette forme otant des congruences prin-
cipales, nous obtenons pour les courbures principales la formule
suivante (v. n° 1)

AY»23
0J, 3q) | YM3 v212 Ysl?

et deux formules analogues que Fon en dsduit en permutant circu-
lairement les indices. En supposant que la courbure de !espace el-
liptique est egale a 1, on obtient trois equations wi = (I, 2, 3).
En se servant des formules (23) du n° 6, on trouve

. 502 (53 — a'i(* ~ 4.
2(r2 — aza) 2(n3  .r2 a%8)2

(24) 4- ar2(J8 — | | ocirday — XB
(@2  a’%s)2 (@ x3G% x3 (@ t)@E" z2

7L'1 fa — X8)ta
@t —aq) («,— xI)

et deux equations analogues. Pour déterminer la constante a et les
fonctions i\ nous posons I) dans I'¢quation (24)

(25) N2 — wh —+

Eu la divisant ensuite par u?* 2, il viendra

t G. Darboux, L c., p. 244.
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(—Dtaari® ‘« . ar2u (—D2*arsb2a . xrl

20 —1) 20— gm (=) (1 —R) 7
(26) (—D2x2rse2* . & 2 x2rt(v— 1)2
1—v tilv - 1) v

= (— 1)2at;2*“(® — 1)2"“ uia+t.

Traitons d'abord le cas z= —  Eu substituant dans I'equa-
tion precédente u = 0. on trouyera

(—D2ar,pn r8 (—D2gr3c2a

@7) A e

v

L’Squation (27) ne renferme que les yariables sc, v. Multiplions les
deux membres de cette $quation par (1—»)2 et posons» = 1; on aura

6d) + 1)2“rs(iCj) = 0.
De méme, en multipliant cette $quation par v et en y posant ensuite
v =20, on obtiendra
’sCri) + (— D2nD("i) — 0.
En raisonnant de la meme maniere sur les oquations qui se dédui-
sent de I'équatiou (24) par la permutation circulaire des indices, on

verra que l'on a
r(0=r2(0 =rs{0

En rapprochant ce rosultat a I'6quation (27), on trouve la relation
suiyante

AVAREEN i K g*—DNDa =0

L—i2 ' 1—Y) 1—v'v(v—1) v

qui doit Otre satistaite pour toutes les yaleurs de la yariable v. Si
nous posons u =2, v =1, nous obtiendrons deux conditions

2a=, | |, 2«22 = 14-2z,
l—z
d’ou il suit
2al-]-z—1=0.
Cette $quation a deux racines z =— 1, « =|; la premifere, ne
remplissant pas la condition doit etre rejetée, la seconde
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satisfait ti I'cquation (28). Si Fon fait dans l'equation (24) z =
il viendra

3N JP2#HE2 )3 *1) r M fy)y®2 8§ o )/
4 2>' (ocx #3  M)4”2n@) a2 (x8  ®L) N —*2)
X2 — %) —r2 (xt — X, —ag)2 +r, (XX —H2=4 X —Xx))»
(a2 — z,)8 (x3 — x,)2
Prenons la derivée cinquieme par rapport a z,, on aura
H6)(™) = 0.

D'apres ce que nous avons vu plus haut les trois symboles >((f)
(«=1, 2, 3) représentent une nieme fonction; or. la derniere relatiou
donne pour celle-ci un polynome du quatribme degre. On vorifie
aisement qu’'on satisfait & I'6quation (24) en posant a = 4 et

(29) K = 4-4 4- »«’ + nay 4- p.r( 4- q €1,2,3).

oii m, w, p. q designent des constantes quelconques. Nous obtenons
ainsi la premibre solution du probleme propose

gs = dx? 4- ““r) dx2 +
r r
8 23) (z, ) N2
*3 3 .
ou r( sont des fonctions definies par la formule (29). Il résulte du

Théoreme 5 (n° 6) que les surfaces x( = const. sont des quadriques.

Designons par yt (i= 1, 2, 3, 4) les coordonnces de Weierstrass
d’'un point quelconque M de lespace elliptique & courbured4~I- On
aura donc

(30) =
i-1
et 1'6lément liucaire de !'espace sera donne par la formule
4
(31) dsl = ~dyj.
*:1
Considsrons les surfaces bomofocales definies par I'6quation
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oil nous supposons a,<(al <aj <<a4, x etant un perambtre variable.
En désignant par & (i= 1, 2, 3) les valeurs de x eorrespondantes
aux trois quadriques passant par .1/, on obtiendra pour les coordon-
nees de ce point la formule suiyante

@ M) @ T — )

(«@—ah)(at— (ad—aj
et trois autres qui se deduisent de celle-ci par la permutation cir-
culaire des indices des lettres y et a. En calculant a l'aide de ces

expression et de la formule (31) l'6lement lineaire de l'espace con-
sidsre, on obtient la formule

| ("2 "p)0's m0) j ¢
*0U NOUS avons posc¢

/(«) = —aj (r—aj(a— a3 (x— aj.

Nous voyons donc que les equations

=0 €1,2,3),

/-
}_/}/a(—zr

ou  est assujetti a rester dans I'intervalle (at aj+l), débnissent un
systeme orthogonal et isotherme appartenant au type (EJ.

Nous avons obtenu la solution ci-dessus, en supposant que la
constante a dans I'¢quation (24) satisfait a !'indgalite 7 =—]|. On
verifie facilement a I'aide de I'équation (26) qu'il n’y a aucune solu-
tion remplissant la condition a =<=— |. Il nous reste a examiner le
cas a =—— #f. L’'¢quation (26) devient alors

fS« i » 2« . 2'3 o 2r2 r8 i

viy—1) v—1"i v(v—D2 (v—D?2 t?(®—1)

i H r\ - .
viv—T1) viv—1) — »v—1]

En y posant u =0, on obtient la condition
2r—2w2 -J(r—1) @ rt— -]-4)—0.

En tenant compte des formules (25), on voit que les symboles rk
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désignent maintenant des fonctions de la variable xx. On conclut
de l'equation precedente, si Pony fait » =0 et «?= 1, que les fonc-
tions r~i) doivent remplir les conditions

—4 2 —— r3>

en dautres termes les fonctions rf (i =1, 2, 3) sont identiguement
¢gales au nombre 4. Voila donc notre deuxi¢me solution

On voit bien que le sysléme orthogonal correspondant a la forme
(Ef) est un systeme imaginaire.

Les systémes ortbogonaux d¢finis par les formes (EJ) et (Ef)
sont les seuls qui appartiennent au type (At). Reprenons maintenant
la forme (A,)) du n° 3. En vertu des relations (12b) du meme u°
les equatious gj(=1 (z=1, 2, 3) se reduiront aux relations suiyantes

(32)

Ajoutons ces c¢qu&tions apros les avoir multiplies respectivement
par oty, —a, 1 et par —vy, 1, fiyy On verra, pourvu qu'on tienne
compte des relations (12) du n° 3, que le resultat de ces opcCrations
sera de la fortne suiyante

(1 —PByf2l  yylaa + (a2 —a)7"3 =0,
Pym 4- (y8 — 7)7232 + (' — a)yii8 = 0.

En ajoutant ces dquations, on aura

y?21 4- 72V232 4™ ¢ — 1)S7313 =— O.

En se reportant aux formules (12a) du n° 3, la relation precedente
deyient

(33) Ftrd-(a — 1) =~2r~"r? =0,
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ou
H0H~24~2+ 4- TISMAFAT? + (K — i)24++ =0,

Eu différentiant cette relation par rapport az2, on en déduit I'equa-
tion suivante

r2[+2ar™~*(rizrl — r2)) + (1 — =0.

Remarquons que, d'apros les relations (12), aucune des constantes
3, y ne peut etre nulle ou egale a un. Pourque la derniére équa-
tion soit satisfaite. il faut donc que l'une au moins des fonctions r(
(i=1, 2, 3) se reduise a une constante. Eu egard a la forme des
eoefficients de 1'6lément lineaire (A2), on peut se borner au cas ou
Fon a: r3 = 0. L’equation (33) devient alors

Qy+(a-1D)2r22'(rr2éy = 0.

Il en resulte
rl = ur2, i=

ou u. etv dssignent deux constantes. En substituant ces expressions
dans la premiore des equations (32), on aura

*T2af a[p2P(l — f)>T2—av2r )] = L

Cette relation ne peut etre satisfaite que si les deux fonctions rnr,
se roduisent a de constantes, ce qui prouve que la courbure de la
forme (A2) doit etre nulle. Il n’existe donc aucune solution du pro-
bléme propose qui appartienne au type (A2).

Nons allons examiner la forme (A3). Les rotations du tri&dre
principal sont donndes par les formules

¢>loga3 _ 3log6s
, 7282

Les oquations o, =1 (j = 1, 2, 3) se réduisent donc aux suivantes

84 logas fdloga,
da% vV odr,
dlogas d log 63 "

djc” drs 1=0.

La solution, la plus gensrale, de ces equations est donnde par les
formules
n=ucosp —z3), bs— vsin(k—.rs),
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A [, v etant des constantes quelconques. La forme (As) peut doue
Stre reduite a la suiyante:

(Es) ds2— cos2r3dx{  sin2zsdxi -|- dx3'

ce qui donne la troisidine solution.

Gonsid¢rons dans !'espace elliptique a courbure I une fa-
milie de quadriques et deux familles de plans dont les equations,
en coordonnées de Weierstrass, sont les suivantes

On en doduit les cxpressions suiyantes

cos A , . sin 6
~=coshp” ™ =tgh?C0S?, y3=tgh\W/\/, =

pour les coordonnees d’un point quelconque en fonction des para-
mbtres yariables de ces trois familles. En portant les valeurs ci-
dessus dans la formule (31), on obtient

dtp2  dpt

dst — tgh? ide? cosh?p

La transformation ¢ —x2, ¢ = xt, sinhp =tgr§ ramenant cette for-
mule a la forme (Es), on voit que celle-ci est Tolément linsaire d’'un
espace elliptique, rapportd au systeme triple form¢ d’une familie de
surfaces de Clifford et de deux familles de plans.
Dans le cas de la forme (A4) les rotations du tricdre principal

sont dcfinies par les formules

. n . d log w, 1 2log tL2
7ais — 7sss—U, yl3i=y?® — ogr Y7181~ hivs ’

i 5iog/
N2 13

et, par suite, les conditions du probleme propos6 peuvent s'ecrire
comme il suit

H._Mll,+ (_?_l‘.) +i=0'
dx% k dx3 J
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En choissant convenablement les constantes d’'intégration, on peut
prendre M3=cosa3, ee qui roduit la seconde eguation a la suiyante

-i0g?7"
(34) 1 a-iog?7'(?

Celle-ci exprime que la eourhure de la forme (dag 4~ dx2) est
egale a -j-1. La quatrieme solution est donc caractérisée par
la forme

(Ej) dsi—UI>cos2x.iedx'i-}-dxi)-\-djcl.

ou Ult désigne une fonction quelconque des yariables xt, x2, satis-
faisant a I'6quation (34). Dans le systeme orthogonal de l'espace
elliptique, dofini par la forme (E4), les surfaces xs = const. sont des
spheres goodesignement paralldles, et celles xx — const., == const.
sont des developpables. Un systeme particulier appartenant au type
(E4) est caractorisd, en coordonndes de Weierstrass. par les oOqua-
tions suiyantes

NY-N-yj = 1_"p2¥b + —coty2?yl = o0, ys= y2tgA.

Il est compose de spheres, de cones et de plans. La recherche du
systome le plus goénéral sq réduit a la doétermination des systémes
isothermes sur la sphore.

11 nous reste a examiner le cas de la forme (Aj). En utilisant les
formules (17) du n° 5, on peut eerire les Odquations <2 = w, =1
comme il suit z

4,f dosignant. comme procedemment, la doriyoe de la fonction ‘b

par rapport a — En ajoutant les 6quations (35), il vient
Irs

(36) Yoo+ "3=2~01

et. par suite.
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En faisant t—;, I'équation derniere peut etre remplacee par la

suiyante )
<P* <p__ i
<>+ <p t
dont lintograle est donnee par la formule ()2 = MOA et A

etant deux constantes quelconques. Si Fon revient aux variables x,,
X2, on aura

(37)

At AA

Portons cette expression dans I'6quation (36); il viendra

=2 —B, °8=2A%X 4-/<
ail <18
ou B est une troisi&me constante arbitraire. On en deduit

(38) )= —A%4Bxa-j-C, ,=—AX —  4"U,

C et C' etant deux constantes quelconques. Les fonctions 'I\ a2. as
devant satisfaire aux o6quations (35), on en obtient la relation

(39) AC = A'C".

Un calcul, un peu long mais tres facile, montre que les fonctions
‘' a2, «3, definies par les formules (37) et (38), satisfont aussi
a I'6quation <! =1, pourvu qu’on tienne compte de la relation (39).
La forme

fournit donc la cinquieme solution du probl&me propose, si
Fon choisit les constantes A, A', C, C' de maniere qua la condition
(39) soit satisfaite. On peut evidemment, sans restreindre la géne-
ralitd, supposer que Fon ait C— A', O'— A. La formule prdcedente
devient alors
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D’apros les rosultats obtenus dans le n° précsdent, nous yoyons que
le systfeme orthogonal, convenant, a la forine (E6), se compose de deux
familles de quadriques et d’'une familie de plans.

Considcrons le systeme de trois familles de surfaces, caracts-
risees, en coordonnees de Weierstrass, par les dquations suiyantes

A+ A A

ou k, m, n sont des constantes quelconques et u-j, x8 des para-
mfetres yariables. On deduit de ces ¢quations les formules suiyantes
pour les coordonnees d’un point quelconque de l'espace elliptique
a courbure =1

y3==a-2xs sin

En portant ces expressions dans la formule .(31). celle-ci devient

cette forme est identique, a notations pres, ala forme (E5). On con-
clut de la que le systeme orthogonal, defini plus haut, est le systeme
le plus génoral convenant a (E5); il comprend aussi, on le voit faci-
lement, les cas limites: 1 =0 ou /I=0. Ce systeme est forme de
deux familles de quadriques de rovolution et d'une familie de plans.

Les doveloppements de ce n° nous permettent d’enoncer le
thcoreme suivant

Theoreme 7. Tous les systemes orthogonaux et isothermes de
U'espace elliptique sont dofinis par les formes (EJ), (E"), (E,), (E4). (E5).



£0

8. Une motbode, toute semblable a celle suivie dans le n° pre-
cedent, nous permet de reehercher les systemes orthogonaux et iso-
thermes de I’espace hyperboligue a courbure — 1. Nous nous bornons
a ¢noncer les rssultats.

Si la courbure de la formo (Aj du n° 2 est ¢gale a —I,
celle-ei devient, si

>3

OU NOUS avons pose
rl=—4z( mx j-1tx -A-pxt+ q i=1213),

m. w, p, q etant des constantes guelconagues.

Désignons par v,, y2, y,, yi (ift—y% — yf—y\— 1) les coordon-
noes de Weierstrass d’un point arbitraire M de l'espace hyperboligue
et considorons le systome de guadrigues defini par 1’Sguation

W oyl y<_ yi =0
—X a—X «—X at—x
ou at, at, as. sont des constantes et x un parametre variable.
Supposons
«l < <l <<

Eu designant par x2, z3 les valeurs du parantetre x correspon-
dantes aux trois guadrigues passant par le point J/. on obtient pour
les eoordonnees de ce point les expressions suivantes

(=1 2 3 4
(a(ti—a() (ait2—  («H3—a<)

Eu calculant U'6lement linGaire 1 'aide de la formule ds? dy2--
4~ dyt-\- 'j j 4~ dy2. on obtient la forme (Hj. On voit donc que les
Oguations

y — — Ni—-=0 (>=1.2.3)

al—x, <{—01 «W—xt — K<

definissent un systeme orthogonal et isotherme correspondant ii la
forme (Hj, si les variables xx, xt, xt sont assujetties a rester respe-
ctivement dans les intervalles (a2. as), (as, ad), («4,4-o0q).



81

En dehors de la forme (HJ le type (AJ contient une seconde
solution caracterisée par la formule

Le systeme orthogonal correspondant a cette forme est imaginaire.

En changeant legérement les raisonnement faits dans le n° pre-
«6dent, on domontre sans peine que la forme (A2) ne peut pas Otre
A courbure — 1. Parmi les formes de la classe (A,) existe une seule
qui donne 1'6l6ment lindaire d’un espace hyperbolique; on peut 'écrire
de la maniere suivante
(H3) ds? = cos h2aisda:2 -|- sin h2atdiA J- da:2
Le changement de variables défini par les formules

tg = sin?

transforme la forme (Hs) en la suivante

df
cos2p

ds?

d'ou Fon voitx) que le systeme orthogonal est forme d'une familie
de pseudocylindres coaxiaux et de deux faisceaux de plans passant
par les axes des pseudocylindres. Les surfaces de ce systeme sont
dofinies, en coordonndes de Weierstrass, par les equations

W +2/3 =siuVV -y"), 26=122tg?, 26 = 26tgM-

Quant a l'6lément (AJ sa courbure est 6gale a — 1, si Fon y pose
w,= cosh«3 et si Fon choisit la fonction U2 de maniere que la cour-
bure de la forme Z1%2 (dx2 -f- da*) soit 6gale a — 1. La solution cor-
respondante est donc caractorisée par la formule

(HJ ds2 = U12 cosh?a-s (dxf J- dx$) J- dx£
et par la condition
22logult & log ult
3% 3xf —L2

Le systdbme orthogonal appartenant a cette solution est formee d'une
familie de spheres et de deux familles de surfaces developpables.

J) G. Darboux Principes de géomotrie analytigue, 1917, p. 363.

Rocznik Pol. Tow. matem. fi
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Dans le cas de la formg (A6) on trouve aussi une solution
donnce par la formule suiyante

oii A, A', B sont des cbnstantes arbitraires, I'une au moins des con-
stantes A, A' deyant etre diffisSrente de zero. Le systeme orthogonal
correspondant a la forme (At) est composse d’une familie de plans
et de deux familles de quadriques.

Les resultats ci-dessus peuvent ¢tre résumes dans le thcoreme
suiyant

Theor&me 8. Tous les systbmes orthogonaux et isothermes
de l'espace hyperbolique sont définis par les formes (HJ), (Hj"), (Ha),
(HJ, (Hb).

Eu comparant les formules (Ej), (Hj) et la forme bien connue
de U'éIément lineaire de I'espace euclidien en coordonnees elliptiques,.
on est conduit au résultat suiyant

Théor&me 9. La forme quadratique

= dA + — dx, 1

A1) dx?

rt
od

rt = aKx 4- nzf 4~ 4% 2 t=023)r
est, pour toutes les yaleurs des constantes K, m, w, p, q l'¢lément
linsaire d’'un espace riemannien a courbure constante A’

En supposant que la courbure riemannienue de la forme (A#)
est Ogale & une constaute K et en repctant. avec des Isgers chan-
gements, les calculs qui nous avons conduit a la forme (E6), on peut
encore ajouter la proposition suiyante

Theoreme 10. La forme quadratique

) i drl
<= + {A.i+ W] + +

— KA'" —JIM4- a
est, pour toutes les yaleurs des constantes A, A', K, I'¢lement lindaire
d’'un espace riemannien a courbure constante K.



Un theoreme sur les fonctions derivables.

Par

T. WazewskKi.

§ 1. Je me propose de démontrer le théoreme suivant:
Theoreme |. Soient

(O] A),... . («)

n fonctions derivables dans un ensemble A mesurable au sens de
Lebesgue. Designons le point a n dimensios (1) par F(s).

Ceci etant, il existe dans A une partie .4, de mesure nulle,
telle que l'ordre de la matrice

/1(SO\ + + ¢, /H(»0)

est inferieur a 2 lorsque

1°) S0 et t0 appartiennent a A — Alf

2»)  N(S0) = “NoF

Jindiquerai les applications de ce theoreme dans un article
ulterieur.

Le théorbme ci-dessus resulte iinmediatement du theoreme
plus géneral suiyant:

Theoreme 11. Soient

() A, \N
)

2n fonctions derivables respectivement dans les ensembles mesura-

¥) C'est une vaste generalisation d’'un theoreme que j’ai domontre par une
methode tout a fait différente dans mon memoire polonais concernant les con-
tinua rectifiables. (Dodatek do Rocznika Polsk. Tow. Mat. T. IlIl. p. 38). Le
present theoreme fait partie de ceux que jai prosentes au cours du 1-er Con-

gres Polon, de Math. (Lwdw, Septembre 1927).
6*
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bies A et B. Designons par 77(s) et t?(t) les points a n dimen-
sions (1) et (2).

Ceci etant, il existe dans A et B deux sousensembles de
mesure nulle Aj et Bt, tels que l'ordre de la matriee
[TUIA I FI(SoVv™, /n(Sol
Ai(AO),'

est inferieur a 2 lorsque

1) s0 et tg appartiennent respectivement a A — Aj et B—Bj,

2») F(«0) #X?(

§ 2. Je vais prouver maintenant qu'on peut ramener ce theo-
reme a un theoreme plus particulier que nous citerons eomme
,»theoreme Il bis". C'est le théoreme Il auquel on a ajout6 les
deux prsmisses nouvelles suivantes:

(Hj) A et B sont bornes,
H,) /Ks)=(=0, g\(t)=j=0 lorsque seA, teBfF

En effet, si Hj n’avait pas lieu, il n’y aurait quh introduire
les variables indopendantes a et 1. o=arctgs, r = aretgt. Dans

la suite nous supposons que Hj a lieu.
Pour dSmontrer la possibilitdé de se borner au cas de la ré-

striction remarquons d’abord qu'il suffit de prouver le theo-
reme Il dans le cas ou
(@) 2/K«)2 =0, 2/v(t)2=0 lorsque seA, teB.

Designons en effet par C et D les ensembles ou respectivement
2/Ks)S 29?K02 sont nuls. Les fonctions f'v(s) et gjt) etant mesu-
rables 2), les ensembles C et D le sont aussi. Si soit s0 e C, soit
tge D, la matriee (M) est d'ordre << 2. Il suffit donc de domontrer
le théoreme relatif aux ensembles mesurables A — C, B—I) pour
lesquels 2/Ks} =

Nous supposons dorénavant que (1) a lieu.

Soit |l VIl un determinant non nul d’ordre n. Posons

n n
A(S) :V%a fV(S), a (t) =V%a gV(t\ (t 1o (()o

Si nous doémontrons le theoreme Il relativement aux fonctions

* se A veut dire que s appartient a A.
') Cf. S. Banach. Sur les dériyoes des fonctions mesurables, Funda-

menta Mathematicae T. Il1l. p. 128.
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epM(s) et' et aux ensembles A et B, il en rssultera facilement
le theoreme relatif aux /,(s) et gv(t) et aux memes ensembles. Or,
nous allons prouver qu'il existe un determinant en question, tel que
Fon ait presque partout respectivement sur A et sur B eq(s) ={=0,

4= 0. Les ensembles exceptionnels de mesure nulle stant sans
importanee pour le thsorsme 11, la possibilits de se borner au cas
de la restriction (H2) sera ainsi demontrse.

Nous dsduirons I'existence du determinant en question du
lemme suivant:

Lemme. S $tant un ensemble mesurable et borns; 21(0),..., 2,(<r)
Stant dsfinies dans B, mesurables et telles que partout dans S

(2 2K(<7)]s = 0,

il existe une suite de nombres av..., <, qui ne sont pas tous nuls
et tels qu'on a presque partout dans B

3) Zav2v(a)=|=0.

DsSmonstration. Le cas de n =1 est banat. Dans le cas
de n=2, il suffit de dSmontrer I'existence d'un nombre k, tel
gu'on ait presque partout dans S
4) -F 2 t(0) 4= 0,

k stant un nombre réel queleonque, dssignons par Ek la classe des
points de N pour lesquels

2i(0) 4- =0

Ek est mesurable On a Ekl. Eh =0 lorsque kt ==kt }» En effet,
dans le cas contraire, il existerait dans $ un oj pour lequel on aurait

A(5) + K ~(*) TO

ce qui est impossible en vertu de (2) et de !'hypothese Ag=|=&2.

La classe des k pour lesquels Ek a une mesure positive est
tout au plus d$nombrable, car A ne peut renfermer qu’une classe
tout au plus d$nombrable d’ensembles disjoints et ayant une me-
sure positive.

Il existe donc un k. tel que E, est de mesure nulle.

Pour ce k l'insgalits (4) subsiste presque partout dans B.

') Nous dssignons par A.B la classe des points communs a A et B,
par 0 la classe vide.
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Supposons que le lemme soit vrai pour n et examinons le cas
den 1

Divisons 8 en deux ensembles mesurables et disjoints 0t et 8,
pour lesguels on a respectivement

=0. ITUm*=>0.
v/2 vii

Il existe une suite de nombres f3S,..., 7, pour laquelle on

a presque partout dans St

I(iv <(u) =F= 0-

On a partout dans <S\ (Cf. (2) =f=0- Posons co/ct) =

n

= Ni(u); w, et <a2 sont mesurables et on a pres-

»la

que partout dans 8 = St S2
{c0i(0)}2 + {co2&D}

En se servant du eas de n =2, on prouve facilement l'exis-
tence d’'un k, tel que presque partout dans A

wi((T) + ka>t(a) == 0
Il suffit de poser a, =1, av= kfiv (v/2,..., w-—1) pour
conclure a la voérite du lemme, dans le cas de n -f- 1.

Le lemme etant etabli, enfermons A -j- B dans un intervalle
ouvert (—m, m) (0 < m <Z -f- 00). Posons

<(ffy — fv(p) lorsque aeA.
2v(0) — g,,(0 — 2m) lorsque (a— 2m) e B.
On a
=/v(T) lorsque O¢A,
AN(ff) = gv(o — 2m) lorsque (0 — 2m) e B.
L'ensemble <5 des o ou les fonctions Av(a) sont définies est
mesurable et borne.
Les fonctions sont mesurables, car les fonctions T(a)
et gv(u — 2m) le sont.
On a, dapres (1), presque partout dans S
\N\/ = 0.

Il existe donc une suite de nombres ax,..., a,, telle qu'on
a presque partout dans <8
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Or, il existe un determinant non nul dordre n | a/(, | pour

lequel
«i,,,="“v (V/1,... w)

En posant
P n n

?7>(») = » AM ~(O =vﬁ N1

oon voit facilement que presque partout dans A et B on a respec-
tivement
?>(») 4= 0, H=°-

La possibilite de se borner au cas de Fhypothose (H2) est
ainsi doémontree.

C'est bien le thoorome 11 bis qu’il suffit de prouver.

§ 3. Afin de mettre en evidence la raison qui nous a conduit
aux considerations de ce paragraphe, observons que la fonction
inverse d’une fonction <p(x) continue et monotone (au sens striet) n’est
pas forcement continue. Elle Fest, si Fensemble A compos6 des points
ou elle est definie est bilatoralement dense en lui-mdéme, c. a. d., si
tout point x de A est & la fois point daccumulation de la partie
de A situee 1 droite de x et de celle qui se trouve a sa gauche.

Observons ensuite qu’un ensemble dense en lui-meme peut
cesser de letre, si l'on en enléve un sousensemble denombrable.

Or, il se manifestera, dans la suite, la nocessitd d’envisager
des fonctions qui sont monotones et continues en meme temps que
leurs fonctions inverses. Il va aussi surgir le besoin de ne les con-
sidorer que dans les ensembles des x qui ne cessent detre denses
en eux-memes, meme si I'on y supprime une partie denombrable.

Voici quelques definitions et propositions qui vout nous servir
dans la suite.

I. Definition. Nous appelons un point x de A point de con-
densation bilatorale par rapport a A, si, d etant un nombre positif
quelconque, chacun des intervalles (x — d, x), (x, x d) renferine
une partie non donombrable de A.

Il. Definition. Nous appelons un ensemble A ensemble a con-
densation bilatérale, lorsque tout point de A est point de conden-
sation bilatorale par rapport a A.

I11. Un ensemble A dtant a condensation bilatorale, il continue
de I'étre lorsqu'on y supprime une partie denombrable i) quelconque.

2) Il nous sera commode d’appeler, pour le moment, donombrable toute
classe vide, finie ou dénombrable au sens propre.
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IV. Tout ensemble a condensation bilatorale est bilatéralement
dense en lui-meme.

V. A otant un ensemble quelconque, on peut y supprimer une
partie donombrable de fagon que l’ensemble qui reste soit & con-
densation bilatérale.

Dosignons, en effet, par Al 'ensemble de tous les points de A
qui sont ses points de condensation. B, = A — Aj est donombrable.

posignons par A,... la suite de tous les intervalles con-

tigus a Aj 1. On demontre facilement que la classe B2 des points
de Aj, qui sont des points de condensation unilaterale par rapport a

est contenue dans la classe des extremitds des intervalles Av et
quelle est, par conséquent, dénombrable.

L'ensemble A — (Bj -f- Bs) est k condensation bilatorale.

V1. Definition. Nous dirons qu’'une fonction qp(a? jouit de
la propriete (a) par rapport a un ensemble A et nous ecrirons
(p/aA, si

1°) < admet une fonction inverse, c. a. d. <p(a\) == gp(a’s) lors-
que Xj =(=14s et et x2 appartiennent a A,

2°) les ensembles A et g>(A)!) sont a condensation bilatorale.

VII. Si g>fa A et que D est une partie donombrable de A, alors
<pl,(A —D) (Cf. 11l et VI).

VIII. Si <pla A, alors ¢>_1/agp(™)).

IX. Si (p admet une fonction inverse et est dofinie dans Ar
il existe une partie donombrable D de 21, telle que

(i) 9>a (A- D\

Il existe en effet dans A une partie donombrable, telle qu&
A — Dj est a condensation bilatérale (Cf. V). Dans <p(A—D,) il
existe aussi une partie donombrable Dt, telle que g>(A — /),) — Dt
est a condensation bilatérale. 1l suffit de poser D = q)~1(Dt)
pour realiser la relation (1). (Cf. II).

X. Si cp(x) est une fonction monotone au sens strict et con-
tinue dans A, si (p[aA et si pour les points a0 et av (V/I, 2,..)
appartenant a A on a lim (p(av) — (?(00), alors lim ov — aQ.

') C designe 1'6nsemble C augment6 de la totalite des points d’accumu-
lations de C.

) <p(A) designe l'image de A par l'intermddiaire de "(a;).

’) <p~l(w) designe la fonction inverse de la fonction <p.
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Pour le demontrer il n'y a qua remarquer que A est bilato-
ralement dense en lui-meme, lorsque les premisses du théoreme
sont vsrifices.

§ 4. Nous allons demontrer le théoreme Il bis (§ 2) dans le
cas ou /j(s) et gx(t) sont monotones au sens striet respectivement
dans A et B.

Designons par P la classe de tous les points (s, f) qui satis-
font a l'equation
@) A») = <W-

P est un ensemble situe sur un plan rapporte aux axes rec-
tangulaires s et t. Nous affirmons que toute droite paralldle a I'axe s
(ou a l'axe i) renferme tout au plus un point de P.

Soient, en effet, (0, tj), («, tt) deux points de P situes sur la
droite s=1s0. On a G(tj) = F(s0) = (?(t2) et, par consSquent,
N(t)) = <j(18). y/t) Otant monotone on en déduit tt = t2. Les deux
points en question sont donc identiques.

Ceci etant etabli, il existe une fonction /?(s) admettant une
fonction inverse et ayant P pour image piane.
L'¢quation
t = 0(s)

est ¢videmment cquivalente a I'equation (1).
Soient S et T les projections de P respectivement sur les
axes s et t. On a evidemment

(fi) Si F(s) = G(t), alors seS, teT, t=/?(s) et inversement.
Il est manifeste que
2 SQA, TQBA)
Il existe (Cf. § 3. IX) une partie denombrable Sx de S, telle que
3 11, S — A.
Posons 7,=/3(\S1). Il existe un sousensemble ddnombrable
Zj de T— Ti pour lequel
4) Fla T-Ti— Tz

Soit S, = p~'(Tt).
On a dapres (3) et § 3. VII

©) A/aS-Si-Si.

¥) SCZ -4 veut dire que 6" est une partie de J.
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La fonction /?(s) admettant une fonction inverse, il est clair que

(6) 8(S—-St— St)=T—Tt— T2
Posons =i§j -f-St, Br=17) 7\ et supposons que
n(7) NeA— Qe B— A, /(s0)= Git").

Il en résulte (Cf. (12) et (6))
(8) s.eS-A-S,, f.eT-T,-1, /(«)=0,(9).

S — S, —<§j otant dense en lui-meme (Cf. (5), § 3, VI, 1V), il
existe une suite de points s,, telle que

9 sveS— St— St, sv=f=so, limsv=40

fi(sv) etant definie pour tous les v (Cf. (2) et (9)), eontinue et mo-
notone, on obtient de (9)

(10) /IW =Mi(s0), i ™/m(»,)=/(«<>)e
Posons = /?(x,). On a (Cf. (6), (12) et (9))
(12) t,eT-T\- 1\ FM)=G(lv)
et a plus forte raison
(12) /1 («J=31i(Q-
De la il s’ensuit d’apres (10) et (8)
(13) 7i(Q 4= 2i(Q  1iin 9i(Q = ?i(M-

La fonction ~,(t) etant eontinue et monotone on obtient de (4),
(8), (11), (13) en vertu du théoreme X § 3

lim tv — ta

On a (Cf. (12), (8), (13)

ty ~ _ fl@y) Fl(go).illL-) £o)
- 8 Sv 8q tv fo
et a la limite
lim
SV so 9\(M

car <M,)4=0 (Cf. § 2. H)).
Soit I<<i<<=n. On a (Cf. (11), (7)):
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dou il resulte:
A'\/ =N (=1L2,..., n).

et par conséquent la matrice (M) du § 1 est d'ordre inferieur a deus.

Il suffit de remarquer que les ensembles A} et B, sont de
mesure nulle (ils sont denombrables) pour conclure a la vérite du
théoreme Il bis dans le cas enyisags,

§ 5. Pour demontrer le thoorfeme Il bis dans toute sa gene-
ralia nous nous servirons d'un theoreme de M. Kintchine que
nous citons dans 1'énoncd suivant ’):

C stant un ensemble mesurable, q>s) une fonction poss$dant
presque partout dans C une derivee non nulle, il existe une suite
de sousensembles C" de C mesurables et disjoints, telle que

1°) <p{s) considsree sur C! soit monotone,

2°) l'ensemble € — C— ZC soit de mesure nulle.

Admettons que les prémisses du theoreme Il bis sont yeri-
fies. 1l existe, en vertu du theoreme prscite, deux suites d’en-
sembles mesurables A'- et Bz, telles que

a) /i(®) est monotone dans Az et g"f) dans B;,

BB,

y) les ensembles A = A—FZA B =B — ZB; sont de
mesure nulle.

D’apres le résultat du paragraphe précedent, il existe deux
ensembles de mesure nulle A et Bf\ contenus respectivement dans
A et B>l et tels que l'ordre de la matrice M (§ 1) est inférieur
a deux, lorsque

SOeAX — o8B —BM*,  F(s0) = G(t0).

Posons At = Z& ZA Bi—B -|~2-zB"

¥ Jai demontre, indépendemment de M. Kintchine, un thsoreme,
moins génsral par une methode differente (1. c- p. 20). J’ai appris, grace aux
renseignements obligeants obtenus aupres des math$matitiens russes participant
au Congrsés de Lwow, que ma mothode de generalisation colncidait, en principe,
avec la methode de M. Kintchine exposee dans un volume du Matematitcheski
Sbornik dont ils n’ont pas su me communiguer le numero.
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)

~1 et =: sont de mesure nulle. On a d’autre part

1 PO AN TN = AN = = A

| == -Eyv OlIlBnn — =Z B3\

Supposons que

’0 6 A — 'Ai, <> e B — '®i, AXSO) —
D’apres les relations (1), il existe deux indices 2 et /t, tels que

soe Az —— I\ 0 e B — B=\

et ceci implique, d'apres la derniere des relations (2), que la ma-
triee (M) est d’ordre inforieur a deux.

Le thSoreme Il bis est ainsi démontre.
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1. Introduction. En etudiant les r$cents travaux sur la
thsorie des erreurs d’observation, les doutes que m’avait laiss$e
I’exposition classique de cette thsorie, se sont réveillss. J'avais eu
I’occasion de preciser quelques objections lors d’une conference que
j’avais eu r'honneur de faire au Colloqgue Mathematique de Berne,
en 1922. De nourelles objections me sont venues a l'esprit que je
compte exposer dans un autre Recueil. L’'une d'elles utilise cer-
tain résultats mathsmatiques que j'ai cru prsférable d’exposer s$pa-
rement. Ce sont ceux qui forment l'objet du prssent travail.

Celui-ci peut avoir son interet propre. On tfouvera peut-stre
curieux qu’on puisse, comme nous l'avons fait ici, calquer entiere-
ment une theorie de la loi de probabilits de I'Scart maximum sur
la theorie de la loi de probabilite de la somme de plusieurs erreurs,
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telle que cette derniore a et¢ deyeloppe par M. Paul Lovy dans
son ouvrage si suggestifintitulé Calcul des Probabilites (Gau-
thier-Villars, Paris, 1925, pages 135—251). Il est encore plus curieux
de voir que dans la theorie que nous presentons, le role de linte-

1 . .
grale de Laplace \nJ Ue~”r3x soit tenu par la fonction entierement
n

differente 2~x~a (°* a est une constante positive arbitraire; on pour-
rait aussi remplacer 2 par un nombre positif quelconque).

Mais le lecteur voudra bien ne pas oublier que le but de ce
momoire n’est pas tant d’etablir les rosultats pree.is qu’il contient
que de constituer le point de depart d’une nouyelle critique de la
theorie des erreurs d’observation. Comme je l'ai dit plus haut. cette
critique paraitra ailleurs *). Ceux qui n’en reconnaitraient pas le
bien fondd pourront peut-etre cependant s'intéresser aux develop-
pements qui suivent.

I. Yariables aleatoires en nombre filii.

2. Composition des lois de probabilites des erre-
urs partielles. Le premier problome que nous nous proposons
de rosoudre est de determiner la loi de probabilite de e connaissant
les lois de probabilitds des yariables ind¢pendantes En..., e, lorsque
|e| est la plus grande des quantites len|.

Pour simplifier la question et eviter une difficulte de signe
d’ordre secondaire, nous nous bornerons a faire interyenir les lois
de probabilite des ,ecarts" |e|, |e, |,---, |e,| €t non des erreurs elles-
memes e, e,

Considerons d’abord les cas de deux yariables seulement et
posons z— |e|, X —|E |, y = |e,|. Dosignons par F(X), G(Y). H(2),
les ,fonctions de probabilites totales* de z, vy, z, c’est § dire les
probabilitds respectives pour que x X, y<ZY, z<ZZ. te theo-
réme des probabilités composdes fournit immediatement la formule
fondamentale

I HZ) =F©@2).(?(2)
analogue a celle qui lie les fonctions caracteristiques au sens de

Cauchy 3 dans !'hypothese de I'additivite des erreurs.

") Buli, des Se. Mathé¢m., vol. 52, 19 8.
2) Voir Paul Leyy, loc. cit. pages 161, 184, formule (49).



9f>

Plus gonoralement, considorons le cas de n variables indépen-
dantes et soit la probabilite que lej e< Xt, H(Z), la proba-
bilite que |e| << Z et |e| le plus grand des Ocarts |g |, — |e, |

On aura en appliquant encore le theoreme des probabilitos
composees
©) =

3. Recherehes d'une forme de loi stable dans la
composition. Supposons que deux variables xu x2 suivent a 'ordre
de grandeur pres la meme loi F de probabilités. Cela voudra dire que
les ,fonctions de probabilitds totales® de xt et de xt sont de la
forme

ou At et A2 sont deux constantes positives proportionnelles aux
ordres de grandeur respectifs des variables xr et #2

Cherchons s'il est possible de déterminer la fonction F de
facon que la form¢ F de la loi de probabilite soit ,stableu dana
la ,,composition* des Ocarts, c’est a dire d’'une fagon precise qu’en
posant

@) = (),

il existe une constante positive A ne ddépendant que des constantes
arbitraires A,, et telle que

(4) =

Si cette condition est satisfaite par une fonction F pour n = 2,
elle sera oOvidemment satisfaite par la meme fonction pour tout
entier n. Ecrivons donc

® FCch P& <6

Il s'agit donc de rosoudre ce systeme d’équations fonction-
nelles, oti les inconnues sont les fonction F et 2, F(Z) otant la
probabilitd pour qu’une certaine variable z soit comprise entre 0 et Z,
varie sans docroitre de 0 a | quand z croit de O i -|-0o. Nous
nous contenterons de chercher les solutions B qui sont continues-
et par consequent croissantes. Alors, comme on a d'aprds (5)
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)

on est amend a résoudre d'abord I'équation en A

(1) _logF(lj=a

ou grace au signe — la guantits a sera positive. Puisgue F croit

de 0 a 1 quand A decroit de -(- oo a 0, a decroitra alors de —|- °0
a 0 et cette equation (7) aura une seule racine

(7) A = 0(a).
On a dapres (5)' et (7)
c=a-J-b

les notations Stant evidentes et par suite C=0(a4-6), doii, en
portant dans (5),

est donc une fonction additive de a et puisqu’elle est continue, on
sait d’aprés Cauchy qu'elle est proportionnelle a a *). On a donc

<p(Z) etant une certaine fonction positive de Z2), d’oti:
g™ ()=9’(icgn(y
|
On obtient la fonction C en faisant A — 1,2) d'on:

(8) ¢p(Z) = — hlog F(2)

h stant une constante positive indopendante de Z et A.
Et par suite

9) =

') On sait '<|u’il en serait encore de meme si cette fonction Ctait simple-
ment supposc¢e mesurable au sens de M. Lebesgue. Voir, parexemple, M. Fréchet,
Pri la funkcia ekvacio (ac-f-y) =y(«)-|-/(y), Enseignement mathématiqué
15' annee, 1913, p. 390—393.

’) Nous supposons que pour Z fini et positif — ou au moins pour
Z=Il, — on al0< F(2)<1,
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Posons, puisque A et Z sont positifs
log = 2M).

L'¢quation (8) deviendra

4+ wWw)=N) + ar(M).

Nous voyons encore que ST(E) est proportionnelle a £, soit
= d’ofi

— Alog F(Z2) = g>(2) = Zk
1’ou

Comme F(Z) tend vers 1 lorsque Z tend vers 00, Ic est
une constante négative que nous pourrons appeler — a, de sorte que

Z

M(Z2)=¢e » (A=0, a=0).
Nous avons pos¢
At etant proportionnel a 'ordre de grandeur de Si A" est I'ecart
ou median de Aj (avec zero), c’est a dire si FJjJAJ) =", on a

probable c

A[ = At(hlog2) *

de sorte que A[ est aussi proportionnel a 'ordre de grandeur de Xx
On peut donc supposer qu'on a pris pour At I'ecart mcdian de Xx
et alors on aura hlog2 = 1, d’ou finalement

(10) ~NZ)4-2-1", (a>0) et
V) V) = 2-7-5

Ai désignant l'eeart msdian de la variable A\
S'il 'y a une solution en F, nous l'avons trouvee. Inverse-
ment, la formule (3) donne

log H(Z) = — (A" .+ ArZ~Ylog 2

fliz) =-(2)

d’oii

Rocznik Pol. Tow. matem.



98

en posant
(13) 4 =N+
expression gni est bien indépendante de Z.
Ceci nous montre bien que la solution trouvée convient et nous
donne en mome temps I'expression de la fonction z de la formule (6)
Nous pouvons appeler naleur rdéduite de la variable le quotient
de la valeur de cette variable par son ecarfr modian. Et t\Z) —

— 2 z a sera ,la forme roduite” de la fonction de probabilité totale
~MA)) =

Si les erreurs partielles suivent d l'ordre de grandeur pres
la meme loi de probabilito et si la forme reduite de la loi des
ecarts partiels est F(Z)==2_z~" (ou a est une constante positwe
arbitraire mais doterminée’), alors l'ecart finat suit aussi d 1'ordre de
grandeur pres la meme loi de probabilité et la puissance a de son
ocart median est ¢gal d la somme des puissances a des ecarts medians
des ecarts partiels.

Ainsi, en un sens provisoirement otroit, nous avons demontre
que la fonction F(Z) = 2~z~a est la forme réduite d'une loi de pro-
babilitd totale d'un ecart, qui est stable par rapport au mode de
composition des erreurs partielles dans lequel l'ecart résultant est le
plus grand des ecarts composants.

4. Dcfinition de la classe Ca de lois de probabi-
lite. Nons allons maintenant accroitre la gcneralité du résultant
procédent en donnant au mot stable un sens plus otendu.

Nous avons vu qu’on a pour la loi quon vient d’obtenir

F.(A) = 2-"r-"

ou log IMNAJ =—A?Ar" log 2.
Par suite
lim — X" log 2*,(AJ = Aflog 2

on, ce qui revient au meme puisque F1(XI)# 1 quand At * 00:

(14) lim <1 — ZiAT)} =  log 2

Aj —» -j-00.

*) On pourra comparer la demonstration, qui vient d’etre donnee, de la
resolution des équations fonctionnelles (5), (6) a celles (basdes sur des restric-
tions ou sur une methode différente) qu’on trouvera ii la page 254 de I'ouvrage
de M. Paul Levy, (loc. cit.).
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et par suite

Iian Xf {1l — Fi(Xi)} = quantite finie positive.
>0
Autrement dit, lorsque A\ est trfes grand 1 — /~(A')) est une

quantite infiniment petite de l'ordre de A

Les lois que nous yenons de determiner ne sont pas les seules
qui satisfassent a cette derniere condition. Pour toute loi de proba-

bilité totale G(X), 1—G(X) est infiniment petit avec Pour
certaines d'entre elles, | — G(X) est un infiniment petit comparable
a une puissance (necessairement positiye) de Quand cela a lieu

pour 1'une de ces lois, cette puissance est determinde. Appelons Ca
la classe des lois de probabilite totale G(X) telles que 1 — G(X)
soit un infiniment petit de l'ordre a, c'est a dire telles que

(15) lim A“[l — G(A)J = quantite finie positive
X—>0c

ou ce qui reyient au meme

(16) lim X[—Iog ¢r(A)]lla = quantite finie positive.
X—>00

5. Stabilits de la classe Ga La classe Ca est ,fermee“
par rapport a la composition des probabilités consideree precsdem-
ment. Autrement dit. si Fon pose

H(Z) = "D"™D).-..#..(Z2)
et par suite

(17) — Z“log ff(Z) = — Z*log F/Z) — ... — Z*log F.,(2),

il est clair que si chacun des produits du seeond membre a une
limite finie positive quand Z tend vers 00, il en sera meme du
premier membre

Ainsi. sans dire que chacune des lois de Ca est stable, on peut
dire que la classe Ca de lois de probabilites des erreurs est stable
(dans la composition des ocarts partiels en un ecart finat ¢gal au plus
grand des ecarts partiels).

Cette classe Ca comprend comme cas particulier Fensemble
plus etroit ca des lois de probabilité F(X) (consid¢rees plus haut)
qui se peuyent definir par la relation plus restrictive

(18) AN— log JICX)]I/* = constante.
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6. Ecart typique. Pour specifier la forme des lois de Ca,
remarquons qu’on peut pour chacune d’elle, <?1(X1), ddfinir un nom-
bre par la méme forme de relation qui permet de calculer au
moyen de (14) l'eeart probable d’'une variable soumise a une loi
»du type ca“ Le nombre A, defini par la relation

(19) limX1(1-(?LX)PH = 21(log2)

n'est plus un ecart probable. Mais il joue encore le role essentiel
de mesurer l'ordre de grandeur de la variable Xr Si en effet une
variable X est soumise a la mome loi de probabilite que Xv a l'ordre
de grandeur pres, c’est a dire a une loi de probabilitd totale de la
forme G(X) = (?1(aX) oii a est le rapport des ordres de grandeurs
de X, et de X, on aura

ImX({ — ?C)N=- lim aX({ — G,(«X)}* =

X—>4-00 ct axX—

=- limX, {1 -

Donc G(X) est d'abord de la meme classe Ca que ¢rl(X1) et
la quantitd definie par le premier membre est bien proportionnelle
a l'ordre de grandeur de la variable X. Nous pouvons donc appeler
la quantitd6 A definie par la relation

(20) J.(log 2)* = lim X{1 — G()}"*

V6cart typigiie de la variable X lorsque sa loi de probabilite G(X)
appartient a la classe Ca
Notons en passant que pour une telle variable X, les ,,moments”

X>dG(X)

d’ordre 0 <<a sont finis alors que le moment d'ordre a est infini.
Cela rosulte de l'dgalitd

lim X?2~“[X*{1 — G(X)}] = dXf<{l — G(X)} =

X?2d G(X) [X«<l — G(X»] d>xn

constante
valable pour 0 <fi < a, et de legalitd

24fi-<?(x)}=-y1 XMGO) +3* [X*{L — GO)HadLX

constante.
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7. Composition des ecarts typiques. Revenons a la
composition des Ocarts; d'apres les formules (17) et (20), on retrou-
vera la formule
(22) Aa=A = = +A"

Cette formule ne concerne plus les ecarts medians mais les
ecarts typiques au sens procisé plus haut. Elle exprime que la somme
des puissances a des ¢.carts typigues de n variabl.es independantes obei-
ssant d n lois de la classe Ca est egale d la puissance a de I'¢cart
typigue de la variable resultante qui, nous I'avons vu, obdit aussi
nocessairement a une loi de la classe Ca

8. Variable et forme roduites. L'introduction de l'ecart
typique permet d'appeler rariable roduite, X! le quotient de la va-
riable Xx par son Ocart typique et forme riduite de la fonction
de probabilite totale GI(Al), I'expression crj(Aj) = C?1(ATA,). On
voit alors qu’on a

: B DAV — | _ AN —
ﬂjl->r4r-100A\J log ¢%i(Aj)} ﬂi{% AX{l — GIA)I =
=1 limAj{l — G/A)}" = (log 2].
H4] Aj->t-00
D’ou:
(22) logGLl(X) = -Ar“log2[l + ml(Aj)]
n>i(Aj) otant une fonction de A, infiniment petite avec ¥ ou

Ai
encore

(23) XjAJog2[l + W]gi) .
On a de meme dans la formule (17)
(24) log H(Z) = — Z “Anlog 2

De sorte que cette formule peut aussi s'ecrire

* Comme peut etre nul pour des valeurs positives de A,, “(A.)
peut etre infini pour ces valeurs. Mais “JAJ est certainement fini (et
meme tres petit) pour Aj assez grand.
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ou
(25) fi(=)-1=. () +... + 7. ().

Nous allons dsduire de cette relation plusieurs formules qui
nous seront utiles plus loin,

9. Familles normales. Nous remarquons dabord que les
fonction <W](2),..., w,,(Z) ne sont nscessairement finies que pour Z

assez grand, par exemple pour Z>= P. Mais comme

sont plus grands que Z, on voit que Q(Z) sera aussi fini pour
Z=>P.

On peut toujours former une fonction 2(Z) qui majore
<t)i(Z2),... w,(2), tende vers zero avec 1 et soit linie pour Z= P.

/

Par exemple, on peut prendre pour chaque valeur de Z, 2(Z) egal
a la plus grande des yaleurs absolues de 0jj(2),... w,(Z). On peut
meme supposer que 2(Z) soit non croissant: il suffit de remplacer
2<Z) par la borne superieure de 2(Z') pour Z' = Z.

Nous dirons que des fonctions

(26) G(2) = B*Z~"

appartenant a une meme classe Ca appartiennent a une méme fa-
mille normale ¢'il existe une méme fonction ~(Z) finie ou infinie,

mais non croissante et tendant vers zero avec  telle que pour les

fonction G considerees, les fonction <w(Z) correspondantes soient
majorées par [Z).

Nous avous vu qu’un nombre fini de fonction Cr*Z2),... G,(2)
de la classe Ca appartient toujours a une familie normale. Mais ce
qui est interessant c'est que la loi résultante H(Z) appartient a la
ms$me familie normale.

En effet, on a par exemple.

et en vertu de (25) et de (21)
(27) IfF1(2)|<™N(Z).
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On peut méme obtenir un resultat plus précis. Soit M le plus
grand des nombres At,At,... A,,. On aura

et dapros (25) et (21)
(28)

Et puisque ,Z”>= Z, on a ainsi une limitation plus etroite

M
(on au moins aussi etroite) que celle donnée par la formule (27).
Alors que les fonction <Wj(2),... w,,(Z) sont, dans leur ensemble,
majoroes par //(Z), la fonction resultante Q(z) est majoree par une
fonction (2) =h™M.Z™ gai est MNH(Z).

Il1. Yariables aldatoires en nombre infini.

10. Existence d'une loi resultante. Nous allons main-
tenant utiliser les relations (21), (24) et (25) pour chercher ce que
devient la loi de probabilite H(a) de l’ecart finat, quand le nombre
des Ocarts partiels devient infini. Nous avons vu que si les Ocarts
partiels en nombre fini obodissent a des lois de probabilités de la
classe Ca, il en est de meme de l'ecart finat

On ne peut se contenter de dire que par un simple passage
A la limite, ce resultat s’6tend au cas ou les &carts partiels, toujours
regis par des lois de la classe Ca sont en nombre infini.

Il n'est meme pas evident qu'il existe dans ce cas une loi de
probabilite de l’ecart finat.

Appelons Z, le plus grand des nombres Q=0)Xj,... X,,; T la
borne supdrieure des nombres A,,... A, A,+,,... Soit Hn(Z) la
probabilitd pour que Z, ~Z. On a vu que

(29) H,{Z) = Gt(Z)... G.(2)
et comme one?, (2N, on a
1 = Hj(Z2) = H2(2) H,(Z2)= ...=0.

Donc Hn(Z) tend vers une fonction comprise entre 0 et 1. Et comme
chacune des fonctions ff,(Z) est non decroissante, il en sera de
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meme de sa limite. On sait mérne que dans ces conditions la eon-
vergence est uniforme.

Nous allons admettre que le th6oreme des probabilitds com-
posCes s’stend a une suite infinie (denombrable) d’evEnements. (C’est
une hypothdése goneralement admise comme evidente mais qui me-
riterait d'etre etudi¢e). Dans ces conditions, la limite de Hn(Z) est
la probabilite pour que I'on ait a la fois

a\<<z. x,<z,.. a;<<z...

et par suitg, c'est la probabilitd -H(Z) pour que Fecart finat $"Z.
Alinsi
30) H(Z) = Gt(Z2). GS(2)........ G.(2)....

Il reste b savoir si cette loi de probabilite appartient comme
les G,{Z) a la classe Ca. Dans linegalitd6 Gvidente

(31) — ZalogGl(Z2) — ... — Zalog(A(Z)™-Z*“log H(2)

le premier membre tend, pour n fixe, vers & -j-...-j- A“)log?2
quand Z eroit indefiniment. Donc, lorsgue des dcarts partiels regis
par des lois de probabilitos de la classe Ca sont en nombre infini, la
loi de probabilitd de leur ocart rdsultant ne peut appartenir a la classe
Ca que si la somme des puissances a des dcarts typigues de ces dcarts
partiels, est connergente.

11. Familie normales de lois de la classe Ca. Sans
rechercher si la condition nécessaire que nous venons de trouver
est suffisante dans le cas le plus gonoral nous nous contenterons
de montrer qu'il en est ainsi lorsque les fonction <?,(Z) — appar-
tenant a la classe Ca — appartiennent aussi a une mome familie
normale. En effet, des notations convenables permettent d’ecrire

(32) -logH,,(Z2)=:Z2-“" avec

(33) =A%+ ..+ <.

Si nous appelons Mn le plus grand des nombres A,, A-i,---
et 3/ la borne supcCrieure des nombres Alt A2,... An,..., on aura
d’apres (28) avec le changement de notations approprie:

(34)
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etant une fonction non croissante et tendant vers zero avec 7

qui majore toutes les fonctions de la familie normale considsrde.
Nous supposons eonvergente la ssrie ZA*, Appelons sa somme
A“on aura B, <A, M, M.
Pour n assez grand, Mn reste egal a Jf, puisque les A,, tendent

vers zero avec Donc pour m assez grand

Ainsi pour n assez grand (n >mp, p independant de Z)
(36) -logB.(Z2)<Zz-“A"

Le seeond membre est fini pour Z assez grand. H,,(Z) tend
vers H(Z) quand n croit indéfiniment; H(Z) n’est donc pas nul quand
Z est assez grand. Par suite, on peut poser

(37) — log H(Z) = Z~“A"

et Q{Z) sera fini pour Z assez grand. Eu comparant (32) et (37),
on voit qu'on aura

T5F2- ='+ [-1W W
et d'aprbs (35)
(38)
ou
(39) |Z2(2)|<™N(ZN).

On deduit d'abord de (38) que f2(Z) tend vers z$ro avec 1/Z
et alors (37) montre que H(Z) est de classe C*, avee un ecart
typique 6gal a A. De (39). on déduit, puisque A =

(40) 112(2)| < (2).



106

Par consequent, H(Z) appartient a toute familie normale qui
comprend les G,(Z). Et meme, nous avons obtenu linsgalite (39),
inogalitd plus resserrée (ou pour certaines yaleurs exceptionnelles
de Z au moins aussi resserrée que (20)).

Finalement; si des nariables al¢atoires-indopendantes XI,Xi,...
en nombre infini sont régies par des lois de probabilito totale
GI(XIF... G,,(Xn)'... appartenant a la classe Ca et a une meme fa-
milie normale et si la serie Af-)-.1" des puissances a des ecarts
typigues de Xt,X2,... est connergente, la borne suporieure Z des nom-
bres X2, X2.... est regie par une loi de probabilité totale H{Z) appar-
tenant d la classe Ca et appartenant a la meme familie normale que
les C, et I'6cart typigue A de Z est donne par la formule

(42) Aa = A“ + A$ H-...

En outre, H(Z) appartient meme a une familie normale plus
Otroite que celle des G,, — et prdcisée par l'indgalité (41) ou M est
le plus grand des ecarts typiques Tli, At,... Les formules de dcfini-
tion (23) et (37) des co, et de Q montrent que G, et H appartien-
draient au type ca si <o, et £2 Ctuient nuls. On peut done dire que
la loi de probabilit6 H(Z) de Z est plus noisine d’une loi de type ca
que Tensemble des lois de probabilites de X2, Xyppenn

12. Cas des lois du type ca. Prenons le cas particulier
ou p(Z") =0, cest a dire ou les variables aldatoires sont soumises
a des lois du type ca

(43) o

Alors fi etant nul, ii sera nul et J7(Z) sera du type ca. On
retrouye directement ce resultat en remarquant que

H(Z) = 2-(")z_", d'ou
(44) H(Z) = 2-aaz"° avec
(45) Af 4+~
Par contre, on voit que si la serie Z4" est divergente, on a
(46) H(Z) = lim HfZ) = |i>gg 2-(N+-+44)27" = 0.

Dans ce cas H(Z) est nul pour toute valeur finie de Z, c'est
a dire que la probabilité pour que Z soit fini est nulle. Il n'en re-
sulte d'ailleurs pas que cet evenement soit impossible. Au eon-
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traire, cet evenement est certainement possible puisque, les yariables
alsatoires etant indspendantes, peuvent prendre des yaleurs quel-
conques par exemple toutes inférieures a 4, d'ou Z<"4. Mais cela
est infiniment peu probable.

Nous avions préyu plus haut que dans le cas actuel de di-
yergence de H(Z) ne pourrait appartenir a la classe Ca.

Nous voyons maintenant quelle est cette fonction H(Z) et
cominent elle se distingue des fonctions de la classe Ca. Cependant
on peut remarquer que

47) H(Z) = lim Hn(2)

et que la forme reduite de H,,(Z) etant dans le cas actuel
(48) H.(Z2) =2

on a

(49) 2 z_.a=Ilim Hn(2)

n—>00

Il ne nous semble pourtant pas que I'existence de cette limite
de la forme rsduite de //,,(Z) permette de classer H(Z~) dans une
categorie dsterminse. Physiquement Z est bien determin$ et aussi
la probabilits H(Z) = 0. Nous constatons que la probabilite de H(Z)
est nulle et 'egalit$ (49) n’'ajoute aucun eclaircissement a ce rssultat
parfaitement clair.

Tout au plus pourrait — on peut-$tre 1'utiliser pour recbercher
quelle est la probabilit$ pour que la plus grande des yariables
al$atoires soit <Z Z, dans la catSgorie des epreuves ou Z est fini.
Mais ces Spreuyes Stant extremement rares, le r$sultat obtenu serait
de peu d'intsret.

On pourrait peut etre aussi dire: ce cas est intSressant pour
donner un moyen simple approche de calculer la probabilite dans
le cas ou le nombre des yariables sans etre infini est tres grand.
C’est ce qui se passe dans le jeu de pile on face quand on rem-
place la distribution binomiale peu propre au calcul par une ex-
pression approchee au moyen de lintegrale de Laplace. Mais ici,
les formules pour m fini $tant aussi simples que pour n infini cet
ayantage disparait.

La discussion precedente, uous a en tout cas donne une idse
des difficultes qui se presentent lorsque la serie I A“ $tant diVer-
gente, on passe au cas plus gensral ou les lois Gn(Z) appartiennent
a une familie normale de la classe Ca. C'est ce cas que nous allons
Studier. Toutefois nous ferons auparayant une remarque incidente.
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13. Autre definition des familles normales. Il est
intéressant d'observer qu'on peut mettre sous une autre forme la
dofinition des familles normales. Par hypothese, si GfX) appar-
tient a la classe Cu, il existe un nombre A,, = 0, tel qu’en posant

G.(X) = GfXA)), on ait

I
(50) Xlggo

Comme on a
— A"log G,,(X) = [1 + <0,(A)] log 2

on voit, si les G, appartiennent k une familie normale, que quel-
que soit e )> 0, il existe un nombre q tel que

| —Xalog GfX) —1log 2| < £ pour X=TI.

(Il suffit en effet que 74(77) log 2 <e). C'est ce qui on peut expri-
mer en disant qu’il y a pour la formule (50) conyergence egale quel-
que soit n.

Inyersement, si eonyerge ,,0galement*,quel que

log 2
soit w, yers l'unitd quand X croit indéfiniment, la familie des G,
est normale. Il suffit d’appeler 2(A), la borne supodrieure des w,,(A)
quand n varie et 7t(X) la borne supérieure de 2(X2) pour X' X.
Alors l'0gale conyergence mohtre que 2(X) et par consoquent /4(X)
sont finis pour X assez grand et meme tendent vers zero avec I/A.

Finalement des fonctions t?M(X) appartenant a une mome
classe C, et ayant par consdquent chacune une forme reduite
G,,(X) — Gn(XA,,), elles appartiennent, par ddfinition, a une familie
normale si la conoergence de la formule (50) assure pour chaque
valeur de n est ,,igale® quel que soit n. Il y a la une definition analogue
a la ddfinition de certaines familles normales par la considoration
de l'6cart quadratique moyen dans le cas ou Z est la somme des
yariables aldatoires

14. Cas oii la sOrie de puissances a des Ocarts ty-
piques des yariables est divergente. Nous savons doja
que dans ce cas la loi de probabilitd de la plus grande des yaria-
bles n'appartient pas a la classe Ca

Toutefois il est intdressant de se rendre compte de ce qui se
passe. Nous allons démontrer la proposition suiyante:
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si des oariables a/eatoires independantes sont regle.s par des lois
appartenant a une jamille normale de la classe Ca et si la somme des
puissances a des ecarts typigues des ces oariables est dioergente, il
y a une probabilite non nulle pour que la borne superieure, Z, de ces
oariables soit infinie.

Nous avons meme chemontre sous ces hypotheses que dans un
grand nombre de cas il y a une probabilite nulle pour que Z soit
fini. Il nous semble que les hypotheses precodentes doivent meme
suffire pour dSmontrer ce dernier resultat. Peut-etre quelque lecteur
sera il-tente de justifier cette présomption—et aussi de le faire
dans le cas correspondant oh Z est la somme des variables. — Si
Fon y rsussit ce sera sans doute par une voie directe -qui rem-
placera par une seule demonstration probablement simple, les de-
monstrations qui suivent (n° 14)

I. Nous consid¢rerons d’abord un cas ou moyennant une hypo-
these generale sur les formes rsduites des fonctions de probabilité —
cest a dire sur les fonctions w,(Z) — le resultat obtenu peut etre
stabli independamment de la faecon dont s$rie Zdiverge, alors
que ce mode de divergence devra intervenir dans ces autres cas
(ou au moins dans les demonstrations relatives a ces cas et don-
noes plus loin). Les fonctions de probabilites w,,(Z) de la formule (23)
sont dans tous les cas borndes inferieurement et leur borne infe-
rieure est — 1, puisque les probabilites sont 1.

Supposons que, pour toute valeur de Z, la borne inferieure
des w,,(Z) quand Z et n varient soit >m — 1, c’est a dire qu’il existe
un nombre A, (k= 0) tel que

(52)
quels que soient n et Z.

Ce cas comprend celui ou les fonctions 6r,,(Z) seraient toutes
de type ca. Il comprend aussi le cas plus gsneral ou ces fonctions
seraient de classe Ca et appartiendraient a une familie normale
definie par une fonction y(.Z) dont la borne supcrieure est info-
rieure a l'unitd. Il suppose en particulier qu'aucun des (?,,(Z) n'est
egal a l'unite pour une valeur finie de Z

Sous !’hypothese (52), on a

— log H,,(Z2) = kA“"Z~a 4-... + KA"Z a = kB*Z~a
D’ou:
logH(Z)>A:"NZ-».
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Ceci ayant lieu quels que soient n et Z, on voit qu'on g /7(Z) =0
pour toute valeur finie de Z

Ainsi la serie ZA" etant divergente si I'hypothese (52) sur
les formes reduites G\Z) est vérifice, la probabilité que la plus
grande des variables al$atoires, (supposées regies par des lois de
probabilite de la classe C,), soit finie est nulle. Autrement dit ce
cas est denue d'intret pratique.

Il en serait de meme si (52) au lieu d’avoir lieu pour tout n
avait lieu a partir d’'un cartain rang.

I1. Laissons maintenant de cote I'hypothese (48). Supposons
que ZA" diverge et que les lois de probabilité appartiennent a une
meme familie normale dans la classe Ca. Nous allons d'abord $ta-
blir une inegalito utile.

Partons de linegalit¢ (34)

(M)

Pour tout e positif et <<1 on peut determiner un nombre
Zf = 0 (indopendant des Ocarts typiques A,) tel que

(55) t(Zf) < «
Doit

et dapr&s (32)
— log H,,(ZE<) = () "{Z-“(I — ¢) log 2}.

D’oii:
(56) — log H(Z) = (X)) "“{Z7“(1 — e) log 2}

pour toute valeur de Z"NZEM,,

I1l. Supposons d’'abord que les Oearts Aj, Aj,... soient bornes
supsrieurement. Alors M,, reste inférieur a un nombre fixe M = 0,
et cm a

log #(Z) = ™{I/-“Z-*(1 — e) log 2}

pour Z~"ZeM,, Lorsque n tend vers linfini, Z restant fixe, le se-
cond membre tend vers linfini. Donc H(Z) = 0 pour Z<”ZeM.
Mais observons que (55) reste yorific si on remplace Zf par un
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nombre superieur quelconque. On voit bien finalement que H(Z}
est nulle pour toute valeur de Z.
IV. Supposons maintenant que M, n'est plus borne superieu-
rement mais que tend vers zero quand n croit indefiniment.
on
Alors le seeond membre de (56) deyient infini avec n. Or si
on laisse Z fixe, l'incgalite (56) devient vorifice des que n est assez

Par consequent H(Z) est encore nul

quelque soit Z.
V. Revepons au cas Il pour le goiteraliser et admettons qu'il
existe un nombre X. tel que Fensemble des termes de la serie

(57)

qui sont <Z K soit divergente. Soient X'.X'2,... celles des variables
Xu X,,... qui eorrespondent aux termes de cette sorie partielle,
Z' la plus grande des variables Xi, X2,... et h(Z") sa loi de proba-
bilite totale. On a evidemment 0 =0//(Z) A(Z) et dapres le pa-
ragraphe prscédent A(Z) = 0.

On a donc encore H(Z) = 0 pour toute valeur de Z.

Si la condition admise ci-dessus pour la scrie divergente (57)
n’est pas vcrifide, alors pour tout entier r, la suite des termes de
cette sCrie inferieurs a r est finie ou conyergente. Dans ce seeond

cas, eliminons le reste de la serie a partir d’un rang tel que ce reste
g

soit inférieur a —, 0 ¢tant un nombre arbitraire = 0.
£

L’ensemble des termes c¢liminés en donnant a r successive-
ment toutes les valeurs entieres, s'il y en a, forme evidemment une
sorie convergente et de somme inférieure a 3. Soient X[, X2,...
Fensemble des variables correspondant aux termes sliminss, s’il y en a,
Z" la plus grande, k(Z") sa fonction de probabilite totale. Soient
de meme X{, X2,... Z', h(Z") les quantités correspondantes pour

les termes non $liminés — et qui sont necessairement en nombre
infini. On a
(58) H(Z) = h(2). k(2)

et d’apres ce qui precede

(59) k(Z) = BaZ~a
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Z2(Z) otant une fonction de Z infiniment petite avec 1/Z, Ba etant
une constante inferieure a 0.

On voit qu'on est alors ramen¢ a o6tudier le cas de h(Z") qui
correspond a des variables indépendantes A", Aj,... telles que la
serie des cCcarts typiques correspondants

+

soit divergente et qu'il n'y ait, quelque soit r, qu’un nombre fini
de termes de cette serie inforieurs a r. On peut alors ranger les
variables A(, Aj,... dans un ordre tel que les termes de cette sorie
ne dficroissent pas et augmentent indsfiniment.

VI. Il reste donc a examiner le cas ou les termes de la serie

(60) + e/ 1M
sont ranges par ordre de grandeur et tendent vers linfini, sans que
e rapport , — cest a dire ici F— ., ,»,S — tende vers

zero. Cest ce qui a lieu, par exemple, si la sorie est une progres-
sion géombtrique de raison = L.

Comme je lai dit plus haut, il me parait probable qu'on
a encore dans ce cas ==0; de sorte que dans le cas V, on
aurait A(Z) =0, dou H(Z) —Q et il serait etabli que H(Z) =0
toutes les fois que — les lois composantes appartenant a une familie
normale de la classe Ca, — la ssrie (60) est divergente.

Cest en tout cas ce qui a lieu dans le cas ou les lois com-
posantes sont du type ca, ou satisfont a I'hypothdse (52).

I me semble méme que la demonstration que je n'ai pu ob-
tenir doit, etre cependant assez simple.

Quoiqu’il en soit, nous allons au moins Otablir dans le cas
restant un resultat partiel suffisant pour notre but. Nous avons en-
core la formule (56) pour Z~ZeM,,. Nous avons donc

(61) —log//(Z) = Z*u(l — &) log 2

Sans supposer nocessairement les non decroissants, il suffit
de supposer les M, non bornds, pour voir que cette relation aura
lieu quel que soit Z. Donc: pour toute valeur de Z, H(Z) est infe-
rieure a une quantit¢ fixe, elle-moéme inférieure a l'unite. Comme
H(Z) est nulle si, la série ZA"™ otant divergente, M, est bornd, on
voit que le rosultat precedent s'étend aussi a ce cas.
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Ainsi: les uariables inddpendantes X1,... X,,,... etant supposdes
rogies par des lois de probabilitd appartenant a une familie normale
de la classe Ca, si la serie des puissances a des ecarts typigues de
ces oariables est dinergente, il y a une probabilité non nulle, Q, pour
que la plus grande Z de ces oariables soit infinie — contrairement
a ce qui se passe pour chacune des yariables X,,. Il semble que
ce rosultat partiel soit suffisant pour Oliminer tous les cas ou ZA"
diverge, des cas interessants au point de vue pratique.

Drailleurs le dernier cas etudie va nous permettre dAtendre
encore la g¢ncralite des cas oh nous avons démontre que H(Z) = 0.

Au lieu de l'hypothhse (52), faisons rhypothhse suiyante eyi-
demment plus generale: qu'il n'existe aucune suite de nombres un
tendant vers zero, tels que !  w,(x,) tende vers zero. Mais ad-
mettons en outre que les An tendent vers linfini sans decroitre.

On a:
— log H,,(2) = [A?Z-"[1 +
+ A“Z-“[l + m,,(E)}og 2.
Les nombres u. = tendent vers zero. Donc quel que soit e = 0,

il existe une infinitd de yaleurs de p :pi, pt,... tels que

1+ "pJWp? = £
Par suite
—\ogHn(Z)=eZ~aSn
S. etant la somme des tels que pk  n. Lorsque n* 00, S,, ¥ 00
H,,(Z2) > H(Z). Donc H(Z)=0.
15. Etude de la limite des lois réduites. A l'exemple

de M. Paul Lévy dans le cas ou Z est la somme des yariables,
nous pouvons nous demander ce que deyiennent les formes reduites

H,.(Z) = Hn(ZB.).
On a obtenu la formule (34)
I™HHI="(ir/)
et d'aprhs (32)
(62) —log H.(Z2) = Z-[1 + Z22,(2)] log 2.
m
Considérons comme M. Paul Levy le cas ou — tend vers

Rocznik Pol. Tow. matem. 8
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I'infini avec — Alors, des deux relations (34) et (62), on tire
lim W,(2) =22 *
n—>00

Donc: si des nariables aleutoires en nombre infini sont regies
par des lois de probabilite appartenant a une familie normale dans
la classe Ca et si le rapport du plus grand des ecarts typigues des n
premieres oariables d I'ecart typigue de la plus grande de ces n va-
riables tend vers zero avec 1, la loi de probabilite riduite de la plus

grande des n premieres eariables tend, guand n croit indifiniment, vers

la loi reduite du type ca. Bien entendu ’hypothsse que tend vers

zsro implique la divergence de la ssrie

Mais alors comme nous l'avons vu plus haut n° 14, § 1V,
H(Z") = 0: la probabilits§ que la plus grande des yariables ait une
valeur finie est nulle. Ceci reduit considsrablement la portee de la
remarque sur la limite des formes r$duites des HfiZ).

Car, une obseryation ne se pr$sente pas physiquement comme
limite d’'une suite d’observations successiyes ou agissent 1, puis 2,
puis 3,... causes d’erreurs distinctes. Quand H\Z)—O0, le fait que

lim H,,(Z2) existe et est de la forme 2_z~a n’a plus de signification
prscise. On pourrait dire que ce cas limite eclaire le cas ou le
nombre de causes d’erreurs sans Stre infini est trés grand. Mais
il I’sclaire mieux quand on suppose ce qui a réellement lieu dans
la pratique, c’est & dire que la probabilite d'une erreur infinie est
nulle, cas que nous avons considsrs au n° 11.

Si cependant a titre de curiosits, on s'intSresse a la limite des
formes rsduites Hn(Z), on observera que dans bien des cas cette
limite sans etre du type ca est de classe Ca. Il nous semble pro-
bable qu’on doit pouyoir prouyer ceci: Quand des yariables als-
atoires ind$pendantes en nombre infini sont rsgies par des lois
appartenant a une familie normale dans Ca, la forme rsduite de la
loi de probabilitS§ de la plus grande des yariables tend vers une
fonction du type Ca appartenant a la méme familie normale.

La proposition est demontree quand il y a conyergence de la
série ou quand avec la divergence de ZA”, on suppose

"%0 Al — 0. Cette derniere condition, Syidemment, n’est pas neces-
n_
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saire, comme le montre I'exemple oii les lois partielles sont du

type ca.
Pour indiquer un autre exemple, considerons le cas ou
N =w,,) ==
A =9 ?=>1.

Les <t>,(2) otant identiques. la familie est normale. On a

D'aprds (25), avec les changement de notations conyenables

c’est A dire ici:

a.(2) =1
avec
I+ («+?) ! (2« _ D@Eh__ 1)
— — ] i
Lorsque n croit indéfiniment, E,, tend vers
OGre—I1H)™~—1) 9+ N2
3etp 2«t? 1

quantite =0 et << 1, et
lim fi,,(Z2) = -~=fi(Z).
Nn—>00 Z/H
D’une part, les formes reduites H,(Z), donndes par
--l°g W' (2) --- Z “(1 4"
tendent vers une limite déterminde H(Z) appartenant a la classe Ca,
a la meme familie normale que les G, et meme a une familie nor-
male plus etroite (puisque E << 1), car
N —
log f/(z) = =+ 17T70Q9S
Mais cette formule montre que la limite de la forme rsduite
n'appartient au type ca pour aucune valeur de a.
Drautre part, on a
— log H.(Z) = Z~«7?"jl + Qn log 2
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On voit ainsi que Hn(Z) tend vers zoro avec 1/n. Donc
H(Z) — 0 quel que soit Z. (Ceci resulte aussi de notre proposition
gonerale du n° 14, § VI, puisqu’ici il n'existe aucune suite de nom
bres w, tendant vers zoro avec 1/n et tels que 1 -|- w,(m,) tende
vers z0ro).

16. Oonclusion. |l suffira de comparer ce qui precode
a I'expose de M. Paul Ldvy, pour constater que nous avons pu
modeler le notre sur le sien en etudiant la probabilité de la plus
grande erreur au lieu de celle de la somme des erreurs. Mais nous
ayons finalement obtenu un resultat tout différent ou le role de

Fintégrale de Laplace dx est tenu, en ce qui concerne la

forme ,roduite” de la loi de probabilité totale, par la fonction
2 x “ (a=0). (L'expression de la probabilite el6mentaire 6gale dans
le premier cas a . e~x’dX est ici 2 1 “*log2.dX =

a(log2)dX

"Y“+f2vn
X = 0 et maximum pour une yaleur de X=}= O: Les heros de roman
pretendent de meme etre plus en securite au but lui-meme, viso
par un mauvais tireur, qu'a cotd du but).

Il 'y a lieu de remarquer que, mome en se plaeant au point
de vue (de l'additivite des erreurs, notre mode d’exposition permet
de distinguer plus nettement les rdles respectifs des deux condi-
tions Otudides par M. Paul Levy. En la transposant dans la mo-
thode de M. Paul Lévy, on voit que la condition: familie normale,
a pour effet de croer une classe de lois de probabilites totales ,.ega-
lement* voisines a linfini de celle de Gauss et dans laquelle reste
la loi de probabilito de l'erreur somme d’'un nombre fini ou infini

On remarquera que cette probabilité est nulle pour

d’erreurs partielles. Gest la seconde condition: E— petit, grace a la-

quelle Terreur resultant de n erreurs suit approximativement la
loi de Gauss, non seulement a linfini, mais partout.

12 Septembre 1927.



Compte-rendu des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique
a Cracovie

20. X. 1926. W. Wilkosz: La Structure de la demonstration
du théorhne de Jordan d'apres Brotwer.

M. W. analyse les notions importantes de topologie que M.
Brouver introduit dans son memoire relatif a la demonstration du
theorfeme de Jordan.

3. XI. 1926. A. Rosenblatt: Sur un point de la theorie
mathematique des fluides visqueux.

M R. fait un expos$ de ses recherches sur les efforts agis-
sant, au sein d’un liquide visqueux, publides dans le N° de janvier
1927 du ,,Bulletin des Seiences Mathsmatiquesu.

20. XI. 1926 et 27. XI. 1926. T. Wazewski: Sur un point
de la theorie de l'aire des surfaces.

M. W. donng une demonstration du th$oreme suivant: Tout
ensemble ayant une aire finie au sens de Peano peut ¢tre approche
par des sousensembles fermes d’aires infiniment voisines.

11. XII. 1926. W. Wilkosz: Sur la relation entre les sur-
faces de AJ. Brouoer et la theorie des fonctions implicites.

M. W. démontre que tout ensemble limite et ferme de l'es-
pace ayant en chaque point le charactere d'un triangle topologique
est une surface fermee au sens de M. Brouver.

8. 1. 1927. O Nikodym: Sur Torientation des polinecteurs.

Apres avoir axiomatise les vecteurs dapres M. H. Weyl,
(Raum-Zeit Materie), M. N. considfere l'espace V dont les ,points”
sont des w-vecteurs. Un «-vecteur (,,point™) est dit singulier, si
les vecteurs dont il se compose, sont lineairement dependants. Si
Fon introduit une notion naturelle de la limite d’une suite infinie
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de ,,points“, on peut parler densembles ouverts, fermds, continus,
domaines etc. Deux w-vecteurs A, B s’appellent equi-orientds
s'il existe une courbe de Jordan (c'est-a-dire une image univoque
et continue du segment ferme < 0,1 >» contenant A et B et ne conte-
nant aucun ,,point* singulier. Or M. N. demontre que Fensemble de
tous les w-vecteurs singuliers decoupe l'espace V en deux domaines
(ouverts) saturds, chacun desquels ne se compose que de n-vecteurs
oqui-orientés. Chaquun de ces domaines s'appelle ,,orientation: 1l y a
deux et seulement deux ,orientations” differentes de polivecteurs.

22. 1. 1927 et 29. 1. 1927. W. Wilkosz: Les applications
de la totalisation a la theorie des iguations difforentielles aux derivees
partielles du type elliptique.

M. W. demontre quelques théoremes concernant les change-
ments que Fon peut introduire dans 'ordre des intdgrations suece-
ssives dans le cas des integrales itorees de M. Denjoy. Ensuite il
en donne certaines applications a la thoéorie des fonctions harmo-
niques.

26. I1. 1927. O. Nikodym: Sur un ensemble plan, jerme,
tel que la somme de toutes les droites qui ne le rencontrent pas, est
un ensemble non mesurable (B).

Paru dans des Comptes rendus des s@ances de la Sociotd des
sciences et des lettres de Varsovie XIX, 1926, classe 111, p. 39—380.

14. V. 1927. Sbance consacree a la memoire du prof. Fran-
eois Mertens.

M. Zaremba ouvre la séanee avec un Ologe de F. Mertens,
ancien professeur a I'Université Jagiellonnienne de Cracovie. En-
suite M. Rosenblatt fait une conference sur les travaux scientifiques
de F. Mertens. La conforence annoncée de M. Wilkosz sur ,,L'im
portance et les doveloppements du théoreme de Cauchy Mertens*
n'a pas eu lieu & cause d‘une indisposition du conférencier.

28. V. 1927. A. Rosenblatt. Sur le thdoreme de Joukoosky
dans la theorie des surfaces sustentatrices en adrodynamique.

M. R. envisage le mouvement irrotationel. perinanent et plan
d’un fluide parfait autour d’un profil Daproés le thdorhme de
Joukovsky, la resultante des pressions est Ogale a

Px 4- iP,, = ip CfWoo 4-

ou C désigne la circulation, «004_zlo la vitesse a linfini et p la
densité du fiuide.
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Cette formule est inexaete dans le cas, oii le profil K possede
des pointa anguleux d’ouverture 2n. Dans ce cas M. R. la remplace
par la formule plus generale que voic.i:

A + iP, = ip C(ux -|- i®o0) + Resriw

la somme etant etendue aux residus de la fonction w2 = (Uu—iv)2
aux points anguleux P et le trait designant les valeurs imaginaires
conjuguses. La demonstration de cette formule se trouve dans une
Note de M. R. ,Sur le théoreme de Kutta-Joukovsky“ publite
dans les Rendiconti della R. Accademia dei Lincei 1927, Vol. V, p. 5.

21. X. 1927. G. Neyman: Sur certaines methodes pour I'eva-
luation de la nraissemblance des hypotheses.

Voir ,,Poradnik dla samoukdéw, supplément au tome 7.

5 Xl. 1927. A Rosenblatt: Swr la theorle des surfaces
sustentatrices en aerodynamigue.

M. R. rectifie un resultat obtenu par M. Finzi, exposOd dans
une note intitulee ,Interpretazione energetica d’'una eccezione del
teorema di Kutta-Joukowskil publiee dans les Rendiconti della R.
Nazionale Accademia dei Lincei. Le rosultat de M. Rosenblatt est
exposd dans une Note a paraitre dans les Rendiconti dei Lincei
de 1927.

19. XI. 1927. W. Wilkosz: Certaines proprietes int¢grales
des solutions des equations dijferentielles.

M. W. doémontre le theordbme suivant: Consid¢érons une fon-
ction f(x,y) de la classe Cl dans une region fermee, connexe et
limitée. 1l existe une fonction

y = F(x, C)
de la classe CI. telle que la fonction de x
y = F(x, C,)

lorsque Co appartient & un certain intervalle, represente toujours
une ou plusieurs solutions de I’équation differentielle

/7 = 1(x,y),
. . L .. . 9F
chacune dans son intervalle maximum d'existence, la doérivoe

etant toujours différente de zero. De plus la fonction F(x, C) fournit
toutes les solutions de I'equation differentielle consideroe.
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26. XI. 1927. T. WazewskKi: Sur une propriete des fonctions
derivables.

Voir l'article de M. W. inséré6 dans le prosent volume.

3. X1l 1927. W. Wilkosz: Sur quelques prohlemes integralz
de la theorie des equations differentielles.

La solution de plusieurs problemes concernants la nature to-
pologigue des integrales d’une ¢quation de la forme

y

nous permet de pousser considérablement notre connaissance de la
Structure topologique des integrales d’une 6quation aux dérivees par-
tielles:

Plusieurs de ces thoremes font I'objet de la conference de M. W.

5 XII. 1927. W. Wilkosz: La theorie des quasi-equations
dijferentielles.

M. W. fait I'’expos6 des mctbodes de M. Caratheodory et des
siennes concernant les quasitoquations diffSrentielles.

10. XII. 1927. St. Gotgb: Une nouvelle methode de calculer
la longueur d'un orbe de Jordanl}.

Soit C un orbe de Jordan appartenant a un plan P, soit I
Uintorieur de C, i un point fixe de 1 et p un point fixe de P.

Designons par S$ le systeme de cordonndes rectangulaires
ayant p pour origine et dont l'axe des abscisses renferme l'angle &
avec un axe fixe.

Soit le reseau des carr$s aux cétds = y correspondant
au systeme

Designons par la somme des carres ferntos relatifs au
rsseau remplissant les conditions suiyantes:

«) ko CI.

17) Z,># contient tous les carres renfermant i.

y) si et Ct sont deux carres ayant un co6t6 commun et

que C\ QZ.,.#, Ct QI, alors C2 C Z,i&

') Ce r$sultat a Ste presente le 21. XI. 1927 au SSminaire de M. W.
Wilkosz.
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Soit fn(&) la longueur de la frontiere de Z,i#. A partir d'un
certain n les fonctions /,(«&) sont ddfinies dans Il'intervalle
Sous de certaines conditions de regularité on a
longueur de C=|I‘i‘%‘]|zz/2f,,($)d&.

La domonstration est basee sur un lemme non publie de M.
WazewskKi.

16 XIIl. 1927. C. Kuratowski: Sur les decompositions
semi-continues et les frontieres communes a deux regions.

M. K. expose !'6tat actuel de la théorie de docomposition
somi-continue. Parmi les resultats non publies M. K. anonce le
suivant: tout continu borne C qui est la frontibre eommune a deux
régions situees sur le plan admet une docomposition cyclique en
sous-continus (sauf le cas ou C est ,monostratique®). De plus, on
peut dofinir cette decomposition de fagon qu’elle ne puisse etre
poussde plus loin. La fonction continue déterminde par cette docom-
position (qui transforme le continu C en une circonférence) peut
etre, dans le cas ou C est situe sur la surface de la sphere, pro-
longee a toute la surface. Cf Eund Math. XI et XII.

17.1 1928. B. Knaster: Sur la theorie de dimensions de
Menger- Urysohn.

Apres un apereu historique M. K. considore les conditions,
imposees par lintuition goéomotrique a la notion de dimension et
montre que celle donnee par les ddfinitions, d'ailleurs équivalentes,
de Menger et Urysohn satisfait a ces conditions.

L'operation topologique de localisation des invariants, sur
laquelle repose cette notion, constitue une nouvelle application de
la Theorie des Ensembles a la Topologie et elle s'est montree fe-
coude, meme en dehors de la thoorie de dimensions, dans l'etude
de la Structure des continua, dont elle a permis de decouvrir
des nouvelles proprietes importantes.

M. K. cite ensuite les principaux theorémes de la thdorie de
Menger-Urysohn, relatifs a l'addition, decomposition,
immersion, transformations continues et, rociproquement,
stratification semi-continue et continue (Moore, Ku-
ratowski) d’ensembles de dimension m en ceux de di-
mension m=]=n. En rappelant les problemes encore ouverts, lies
A ces groupes de théorémes, M. K. signale la solution trouvee par
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lui (a paraitre dans Amer. Journ. of Math.) d’un probleme pos¢
(ibid. 1926) par M. W. A. Wilson, notamment I'existence d'un
continu plan borne irrécductible entre deux points
(donc 1-dimensionnel) admettant une do6composition conti-
nu e (donc 1-diniensionnelle) en sous-continus (1-dimensionnels)
disjoints.

En terminant, M. K. expose la methode récente des classes
norm ale s, due a M. Hurewicz (Math. Ann. 1927) et qui con-
stitue une relativisation naturelle de la notion de dimension
de Menger-Urysohn. Elle donne un moyen tres gonoral de
remplacer par des raisonnements simples, dont M. K. examine
quelques exemples, plusieurs demonstrations importantes. oii le
facteur recurrentiel, inherent a la dc¢finition - meme de dimension,
presentait jusqu'a prosent des difficultes.



Comptes-rendu des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique,
Section de Lwow
depuis le I. 1. 1926 au 30. VI. 1927.

1. Seance du 23. I. 1926. Affaires administratives.

2. S6ance du 17. Il. 1926. Communiques: a) M. M. Za-
rzycki: ,,Sur la theorie des ensembles abstraitsi4; b) M. H. Stein-
haus: ,,Sur la theorie des séries numeriques*.

3. S6ance du 3. Ill. 1926. Revue des publications: M. S.
Banach. Communique: M. M. Zarzycki: ,,Une nouvelle fagon
d’introduire les ensembles bien ordonndsé.

4. S6éance du 10. IIl. 1926. Communiquss: a) M. W. Ni-
ktiborc: ,Sur l'indgalite de Riesz#4; b) 3f. S. Kaczmarz: ,Sur
les series numcriques®; ¢) M. H. Steinhaus: ,Une methode gra-
phigque pour la solution de l'equation de Keppleri.

5. Seance du 17. Ill. 1926. Communique: M. S. Lubelski:
,»Sur quelques questions de la th¢orie des nombrest,

6. Seance du 20. IIl. 1926. Communique: M. A. Lom-
nicki: ,Demonstration de la loi de Gauss (loi normale de la
dispersion)¥. Revue des publications: M. H. Steinhaus.

7. Seance du 23. Ill. 1926. Communiquc¢s: a) M. M. Hu ber:
»Sur les criteres de I'equilibre stabled; b) M. S. Kaczmarz:
»Sur la convergence en mesured; ¢) M. W. Nikliborc: ,,Sur
les fonctions implicites#; d) M. H. Steinhaus: ,,Sur I'approximation
graphique d’une fonction au moyen d’une ligne droitel.

8. S6ance du 22. IV. 1926. Communique: M. S. Banach:
,»Sur un point de la th¢orie des sCries infiniesi

9. S6ance du 12. V. 1926. Communiqu¢s: a) M. H. Stein-
haus: ,,Sur un certain nomogramme#; b) M. W. Nikliborc:
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»Sur la méthode des approximations succesivesu; ¢) M. Zarzycki:
,»Sur la Structure des sories biorthogonales*

10. Seance du 26. V. 1926. Communigu¢: M. S. Banach:
»Sur les changements de variables dans une intégrale doubleld,
Revue des publications: M. S. Kaczmarz.

11. Seance du 8. VI. 1926. Communiques: a) M. S. Ba-
nach: ,,Sur un point de la theorie des scriesu; b) M. W. Orlicz:
»our la theorie des series orthogonales*.

12. Séance du 15. VI. 1926 Communiqués: a) M K. Ku-
ratowski: ,,Sur la topologie des courbes”; b) M. E. Zylinski:
,De lisomorphisme des algebres lincaires”; ¢) M. E. Zylinski:
»Sur une certaine propri¢t¢ des discriminants dans la theorie gé-
nérale des champsu; d) M. E. Zylinski: ,,Sur une question de
probabilite e) M. W. Orlicz: ,,Sur la convergence des d¢ve-
loppements orthogonaux*“.

13. Seance du 9. X. 1926. Communiques: a) M. H. Stein-
haus: ,Sur un certain nomograinme dans la théorie des chau-
dieres a vapeuru; b) M W. Orlicz: i,Sur le phonoméne de M.
Carleman*, /

14. Seance du 16. X. 1926. Revue des publications: a) M.
S. Kaczmarz, b) M. S. Banach. Communiqu¢: J/. W. Birn-
baum: ,,Sur lint¢grale de Cauchy*

15. S¢ance du 30. X. 1926. Communiqué: 3/. W. Nikli-
borc ,Sur I'équation dz= P(x,y,z)dx Q(a,y.z) dyu

16. Seance du 14. XI. 1926. Communiqués: a) Al. S. Ru-
ziewicz: ,Sur les fonctions satisfaisant la condition de Lipschitz
gencralisée*; b) M. Z. W. Birnbaum: ,Sur lintegrale de Cau-
chy*; ¢) M. S. Banach: ,Sur lint¢grale de Stieltjes*

17. S€ance du 12. XIl. 1926. Revue des publications:
M. E. Zylinski. Communiqué: M Z W. Birnbaum: ,Sur l'in-
tégrale de Cauchyu.

18. Seance du 22. 1. 1927. Communiques: a) .1/. M. T.
Hub er: ,Sur un probleme de mccanique conduisant a un sy-
steme d’une infinite d’¢quations avec une infinit¢ dinconnues®;

b) M. A. Lomnicki: ,Essai de classification des fonctions d’une
variable complexe®.
19. S¢ance du 5. IIl. 1927. Communique: M. K. Weigel:

»Sur la possibilite de l'application la loi de Gauss a une sCrie
a nombre fini d’erreurs®. Revue des publications: 37. S Kaczmarz.
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20. S6anee du 20. V. 1927. Revue des publications: M. H.
Steinhaus. Communiquds: a) M. E. Zylinski: ,Critere relatif
A l'appartenance des nombres aux champs algebriques™; b) M.
Z. omnicki: ,Sur la convergence en moyenne des series or-
thogonales*.

21. Sdéanee du 27. V. 1927. Communiqués: a) M. W.
Nikli borc: ,,Nouveaux problemes dans le calcul des variations*;
b) M. J. Schauder: ,La solution d'une equation du type ellipti-
que dans le voisinage d'une integrale singuliere®.



Comptes-rendus des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique
Section de Varsovie.

11. 11 19271). C. Zarankiewicz: Sur les continus de con-
vergence (voir Fund. math. XI, p. 19: Ueber eine topologische
Eigenschaftder Ebene).

18. 1. 1927. C. Kuratowski: Sur un probleme du choix
concernant les continus indecomposables.

M. K considere le continu indecomposable C formé 1° de
toutes les demi-circonferences a ordonnees positives, decrites du
centre (1/2,0) par tous les points de ’ensemble parfait non-dense de
Cantor 2° de toutes les demi-circonferences a ordonncées ndgatives,
décrites pour tout n naturel du centre (5/6'3~",0) et dont le dia-
mcétre est 3 “++ — egalement par les points de l’ensemble de
Cantor (voir Fund. Math. I1l1, p. 2101. M. K. prouve que si Fon
savait nommer un ensemble Z qui contienne un et
un seul point de chaque ,,eomposant® de C, on pour-
rai t aussi nommer un ensemble non-mesurable au
sens de Lebesgue.

Soit, en effet, P la projection de Z sur I'axe X (projection
faite le long des demi-circonférences dans le sens positif). Divisons
I’ensemble de Cantor en sous-ensembles, rangeant dans le meme
sous ensemble deux nombres x et y, lorsque X y ou X —y admet
un developpement triadique fini. P contient alors un et un seul
point de chacun de ces sous-ensembles. Cette propriet¢, tout a fait
analogue a celle de l'ensemble non-mesurable de M. Yitali, permet
(en transformant C en intervalle) de transformer P en ensemble
non-mesurable.

') Pour Comptes-rendus des seances anterieures voir Tome IlI, p. 146
et Tome V, p. 101 de ces Annales.
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En outre, Z ne peut etre un ensemble (A) de Sousliu.

A. Tarski: Sur quelques proprietes caracteristigues des images
d'ensembles. '

M. T. envisage la notion gs$nerale d’'image (transformation) de
Fensemble A donnée par une ralation R. L’'image J?(A) de A don-
nee par R est par definition Fensemble de tous les 6lements x dont
chacun est en relation R avec un au moins des Clements y de A
(cf. Whitehead et Russell, Principia Mathematica I, p. 279,
37). Les images d'ensembles, consid¢rees comme fonctions d’en-
sembles, jouissent d’une serie de proprietes, g¢neralement bien con-
nues, formuldes exclusivement a Faide des notions dAlgebre des
Ensembles (Algebre de la Logique). M. T. attire l'attention sur le
fait que plusieurs de ces propristés sont caracteristiques soit pour
la notion d'image dans toute son Otendue, soit pour certaines catc-
gories des images d’ensembles.

M. T. etablit en particulier les theoremes suivants:

Th. 1. Pour qu'il existe pour une fonction (d’ensemble) don-
nee F une relation R telle que Fon ait toujours F(Y) = R(Y), il
faut et il suffit que la fonction F soit totalement additive, c'est-a-
dire, satisfaisant a la condition

PRV = 5EC0

pour toute classe K d’ensembles.

Th. 2 Pour qu'il existe, pour une fonction donnee F, une
relation uni-plurivoque (ou tout simplement — en terminologie ma-
thematique courante — une fonction univoque) R telle que Fon ait
toujours R(Y") — R(Y\ il faut et il suffit que la fonction F soit
totalement additive et satisfasse en outre a la condition: quels que
soient les ensembles X et Y, Finclusion X(“F(Y) entraine l'exi-
stence d'un ensemble F, tel que A=_F(EL).

Th. 3. Pour qu'il existe, pour une fonction donnée F. une
relation uni-plurivoque R telle que Fon ait toujours ,F(F) =j? 1(F),
ou R | est la relation inverse de R, il faut et il suffit que F soit
une fonction totalement additive et multiplicative, c’est a-dire, satis-
faisant a la condition F(YX Yt) = F2Y,). FIY” pour tous deux
ensembles Y1 et Ts.

En rapprochant les theoremes 2 et 3, on obtient aussitét un
systeme des proprietes carasteristiques pour les images d’ensembles
donnees par les relations (fonctions) biunivoques.
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Th. 4. Pour qu'il existe, pour des fonctions F et G donnces.
une relation R telle que I'on ait toujours

F(Y) = R(Y) et G(X) = £F\X),
il faut et il suffit que les conditions X. F(Y) =0 et Y.G(X)=0
soient equivalentes pour tous deux ensembles X et Y.

Th. 5. Pour gu'il existe, pour des fonctions donnees F et G

une relation R telle que I'on ait toujours

F(Y) = RfY) et G{X) = R~\X),
il faut et il suffit que les formules F(G(X). Y) =X F(Y) et
G(F(Y). X) = Y. G(X) soient remplies pour tous deux ensembles
X et Y.

Il semble interessant que Fon puisse ddéduire des conditions
etablies dans les thsoremes 4 et 5 Fadditivite totale des fonctions F
et G, a l'aide des raisonnements qui restent Completement dans le
domaine de I'’Algebre des ensembles.

En sappuyant sur le th. 5, on peut formuler la dcfinition
suivante de la relation d'¢galite des puissances des deux ensem-
bles A et B:

A B.lorsqguil existe deux fonctions densembles
F et G telles que Fon ait A = F(B) et B = <?(A) et, pour
tous deux ensembles X et Y: F(G(X). Y) = X.F(Y) et
G(F(F).X) = Y. (2X).

En prenant cette definition comme point de départ, on peut
dsvelopper une partie considerable de la thoorie dAgalite des puis-
sances (th¢oremes slomentaires, ,,Aequivalenzsatz”, divers théoremes
de Bernstein et de Zermelo), sans faire appel a la Theorie g¢norale
des ensembles et ne se servant que des notions et des thcoremes
de L'Algebre des ensembles.

25.11.1927. J. Splawa-Neymann: Sur certains problemes
de Statistique mathematique (Biometrika Vol. XVIII, C. R. T. 182).

13. V. 1927. W. Sierpinski: Sur lesfonctions de M. Haus-
dorff (voir Sur un probleme de M. Hausdorff, Fund. Math. X, p. 427).

27. V. 1927. C. Kuratowski: Sur les points dtordre ¢ (yoir
C. Kuratowski et S. Mazurkiewicz, Fund. Math. XI, p. 29).

24. V1. 1927. W. Sierpinski: Sur un theoreme de M. Vitali
(voir S. Saks et W. Sierpinski: Sur une propriete generale des fonc-
tions., Fund. Math. XI, p. 105).
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24. X. 1927. A. Rajchman: Sur la loi des grands nombres
et fintégrale de Fourier.

M. R donne l'esquisse de la démonstration de la loi de Ber-
nouilli bas€e sur la consid¢ration des intégrales de Fourier. Sa do-
monstration se rattache de tres prés a celle de M. Levy.

A. Lindenbaum: Sur quelques proprietes des fonctions de
oariable rielle.

Ayant rappel¢ ses résultats anterieurs sur les fonctions ,,con-
tinues au sens de Darboux“ (comme p. ex. le théoréme d'apres
lequel toute fonction de variable rcelle est somme de
deux fonctions ,,continues au sens de Darboux®), M. L.
fait remarquer qu'il y a dans la Thcorie des fonctions d'autres
notions simples qui, tout en etant sans grande importance par elles-
memes, mcriteraient peut-etre d’etre etudiees une fois.

Telle est la notion de fonction biunivoque (,,schlicht”),
c’est-a-dire ne prenant qu'une seule fois chacune de ses valeurs,
ou aussi la notion de fonction bicomplcte, c'est-a-dire prenant
chaque valeur une et une seule fois.

On démontre que:

1° Pour tout n 2 toute fonction reelle est som-
me de n fonctions biunivoques.

2° Etant donnees deus fonctions j\ et /2 telles

que Fon a pour tout x\ il existe une fonction
biunivoque @¢>(x) comprise toujours entre et /2(r).
D’on:

3° Pour toute fonction donnse, il existe une fonc-
tion biunivoque qui la represente avec une erreur<t
(ce dernier nombre ¢tant aussi petit que Fon veut).

4° Toute fonction est limite (resp. somme) dune
suite (resp. sorie) uniformément convergente de fonc-
tions biunivoques.

5° 1l existe des fonctions qui ne sont pas som-
mes de deux fonctions bicompletes.

6° Toute fonction qui prend toutes ses valeurs
dans un ensemble de puissance du continu et toute
fonction bicomplete est somme de deux fonctions bi-
completes.

7° Toute fonction est limite. (resp. somme) d'une
suite (resp. s€rie) de fonctions bicomplctes.
Bocznik Pol. Tow. matem. 9
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8° Toute fonction est somme de trois fonctions
bicompletes.

Enfin M. L. etablit un théoreme gendral qui permet de de-
duire d’autres theoremes analogues a 1’ ou 8°. Ainsi p. ex. on peut
en obtenir le rosultat suivant: Toute suite infinie w, de
nombres rationnels est somme de trois suites

U,— 4% 4% )

dont ehacnne contient tout nombre rationnel une et
une seule fois.

22. X. 1927. W. Sierpinski: Une definition d’ensembles (A).
Voir: Sur le crible de M. Lusin et 'operation (A) dans les espaces
abstraits, Fund. Math. XI, p. 16.

N. Lusin: Sur la notion de crible parfait non-borne.

28. X. 1927. W. Sierpinski: Sur une proprietd d'ensembles
projectifs (voir: Sur les projections des ensembles complementaires aux
ensembles (A), Fund. Math. XI, p. 117).

M. S. communique en outre un probléme pose par M. Lusin
(voir Fund. Math. XI, p, 308, probleme 44).

14. XI. 1927. S. Banach: Sur les eguations a infinite
d’'inconnus 1 (a paraitre).

H. Steinhaus: Sur la conoergence de series orthogonales de
M. Rademacher.

On obtient les fonctions (>fit) de M. Rademacher, en divisant
I'intervalle O™/ len 2" parties egales et en posant <p,,(")==%I
alternativement. M. Rademacher a domontr6 que la convergence

0
de 21a2 implique la convergence presque partout de
n_

(S) n%amtpn(f).

En employant le calcul des probabilités, on doémontre, que ce rosul-
tat est indopendant de !l'ordre de fonctions gp,(<); la sorie (<S) de-
meure convergente presque partout quand on change lordre de
termes. On peut Oviter le calcul des probabilitds en employant un
thooreme sur la mesure des ensembles lindaires dont les eléments
sont donnes par leurs ddéveloppements dyadiques').

* Cf. Fund. Math. IV.
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Les resultats ei-dessus et quelques compléments ulterieurs vont
paraitre dans le Matematiczeskij Zbornik de Moscoul).

B. Kn aster: Un theoreme sur trois continus plans (a paraitre
aux Fund. Math. XII).

2. XIl. 1927. H. Milicer-Gruzewska: les fonctions
a oariation hornee et a ecart Hadamardien nul.

M™6 G. communique les rosultats Otablis par elle dans la Note
portant le meme titre (Comptes-Rendus de la Soc. des Sciences de
Varsovie, 1928) et le thooreme suivant, obtenu par elle et par M.
Raj chman:

/(a?) o6tant une fonction a variation bornee et adcart
nul et la fonction caractodristique des segments,
en nombre fini, situes dans lintervalle 0, 2n”™, on a

TN FN = 2nF —/(°)L
0 0

ou n sont des entiers positifs.

Mme G. communique ensuite les deux resultats suivants obte-
nus par elle:

1° le teorome: Si /(@?) est une fonction a variation
bornee, eontinue et a 6cart non nul, et t(x) est la fonc-
tion caractoristique d'un nombre fini de segments
situes dans l'intervalle ™0, 2n™ et tels que

eixdx == 0,

alors on a:

0 0

pour une au moins des valeurs-de t de I'intervalle 0,2n.

2° une nouvelle démonstration d’'un theoreme non publié de
M. A. Rajchman, daprés lequel la variation d'une fonc-
tion f(x) avariation bornee et a 6cart nul est nulle
sur chaque ensemble du type H. Cette démonstration a sur
celle trouvee par lauteur en 1924 l'avantage d’etre presque im-
mediate.

') Cf. aussi les notes de M. A. Khintchine et de MM. A. Khintcliine et
A. Kolmogoroff dans le Mat. Zbornik, XXXII: 4, (1925), pp. 668—688.

]



132

W. Sierpinski: Sur un ensemble non denombrable, dont toute
image continue est de mesure nulle (voir Fund. Math. XI, p. 302).

9. XII. 1927. A. Tarski: Quelgues thcorbmes generaux sur
les images Tensembles.

M. T. rappelle ses resultats anterieurs concernant la notion
dimage R(A) dun ensemble quelconque A donnde par une rela-
tion arbitraire R (cf. ces Comptes-rendus p. 126) et considere a ce
point de vue le theoreme de M. Banach (Fund. Math. VI, p. 236)
constituant une generalisation de Aequivalenzsatz de Cantor-
Bernstein. En langage de relations ce theoreme de M. Banach peut

etre formule comme il suit:
(TJ R et S 6tant des relations (fonctions) biuni-

voques et telles que
A=E(A) A = S(B) (@)

ou A, QA et Q B, il existe des ensembles 2>, E, Fet
G tels que A= D-\-E, B=F+ G, DE=0 = EG et

D = B(F) E=S(G). (ft)

Dans le domaine des relations biunivoques, on ddduit aussitot

du théoreme (TJ deux thooremes analogues (TJ et (TJ qui s'ob-
tiennent de (TJ, en y remplagant respectivement les conditions

(aj et (0J par les suivantes:

A = R(BJ B = S(AJ («)
D = R(F) G = S(E) (ft)
B, = R(A) Al=S(B) (««)
F=R(D) E=S(G). (ft)

Or, M. T. montre que 'hypottése de biunivocitd des re-
lations R et S dans les théoremes (TJ, (TJ et (TJ n'est pas es-
sentielle; a savoir:

1° le theoreme (TJ reste vrai, lorsque la (relation) R est
univoque dans un sens (ou uni-plurivoque, donc une
fonction au sens habituel de ce mot) et S est une relation tout
a fait arbitraire,

2 le theoreme (TJ reste vrai, lorsque les deux relations R
et sont uni-plurivoque» (donc des fonctions).
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M. T. demontre en outre que ces resultats ne peuvent etre
genoralis6s davantage.

Dans tous ces raisonnements M. T. a recours a quelques
nouvelles formules eldmentaires sur les images d’ensembles, en par-
ticulier a la formule

R(A . ~(Bf) — R(A). B,

ou R est une relation uni-plurivoque et R~' en est la relation
inverse.

B. Knaster: Un thiortone sur les fonctions d'ensembles.

M. K. communique les resultats suivants. obtenus en commun
par M. Tarski et lui.

En ce qui concerne le th. (7'3) de la communication proco-
dente, on peut montrer que ce théoreme reste vrai pour
des relations R et S tout a fait arbitraires (donc aussi
lorsqu’elles $Sont plurivoques dans les deux sens). Cela rdsulte du
th¢oreme:

(7)/et g ctant des fonctions monotonesl) den-
sembles telles que

et A,—g(B)
oil et Bt Q B, il existe des ensembles Z7), E, F et
G tels que A =D -f- B=F-\-G, DE=0— FG et
F=f(D) et E = g(G).
Il sutfit, en effet, de poser dans (T):
f(X) =R(X) et a(Y)=S(Y)

pour tout X Q A et Y Q B, les images de relations quelconques
etant des fonctions monotones d’ensembles.

Le theorbme (T) lui-meme n’est qu’un cas particulier du lemme:

(L) h(X) etaut une fonction monotone d’ensembles
et A un ensemble tel que i(4) il existe un sous-
ensemble D de A tel que D — h"D).

En effet, si Fon pose dans (L):

h(X) = A-g(B - (X)),

*) C'est-a-dire telles que X (_ Y entraine f(X) CZf(Y) et Jf(X) CZff(Y)-



la monotonie des fonctions T et g entraine celle de A; or l’ensem-
ble D =h(D) remplit la th&se du theoreme (7’) et determine les
ensembles E, F et G.

M. K. refere donc la domonstration du lemme (L) avec quel-
ques remarques concernant ses applications a des fonctions d'en-
sembles qui ne sont pas images de relations entre ses eléments;
telles p. ex. la dorivee et la fermeture d’ensembles, consido-
rees en Topologie.
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Etat
de la Soci6té Polonaise de Mathdématique A la lin
de l'année 1927.

Prisident: M. Z. Krygowski.

Vice-Presidents: MM. M. Huber et S. Zaremba.

Secritaire: M. J. Splawa-NeymaD.

Vice-Secretaire: MM. S. Rozental et S. K. Zaremba.

Tresorier: M. A. Wilk.

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et
W. Wilkosz.

Commission de Contrdle: MM. K. Fijot, G. Le$nodorski et S. Zakrocki.

Il existe quatre sections de la Sociétd, I'une a Lwodw, prosidée par
M. E. Zylinski, la seconde a Varsovie, prosidoe par M. S. Ma-
zurkiewicz, la troisieme a Poznan, prosidée par M. Z. Kry-
gowski, la quatrieme a Wilno, prdsidée par M. W. Staniewicz.

Liste des Membres de la Soci6td.

Malgré le soin avec lequel cette liste a 0t0 Otablie, certaines
fautes ont pu sy glisser; MM. les Membres sont pries instamment
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie,
rue Gotebia 20, Institut de Mathomatique) et de le prévenir
de tous les changements dadresses.

Abbrdviations: L—membre de la Section de Lwéw, Wa—
membre de la Section de Varsovie, P —membre de la Section de
Poznan, W1 — membre de la Section de Wilno.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznan, ul. Wyspianskiego 8.

Herman Auerbach (L), Lwéw. ul. Szaszkiewicza 1.

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Krakéw, Obserwatorjum Astronomiczne,
ul. Kopernika 27.

Jan Baran, Torun, Gimnazjum Meskie, Mate Garbary.

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi-
nistrow.

Mag. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22.

Prof. Czestaw Biatobrzeski, Warszawa, ul. Hoza 69.

Mieczystaw Biernacki (Wa), Paris XV, 39, rue Bargue.
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Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwoéw, ul. Sw. Anny 1.

Inz. Dr. lzydor Blumenfeld (L), Lwow, ul. Kapielna 6.

Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue
Renaudot.

Dr. Stefan Bobr (Wa), Warszawa, Aleje Jerozolimskie 9 m. 23.

Doc. Dr. tucjan Béttcher (L), Lwow, ul. Sadowa 4.

Franciszek Brablec, Krakéw, ul. Studencka 4.

Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambréw (pow. £omzynski), Gimnazjum.

Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriche), Laudonstrasse 8.

Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave-
nue de Montespan. )

Dr. Juljan Chmiel, Krakow, ul. Sw. Tomasza 33.

Antoni Chrominski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Ladowe;.

Dr. Leon Chwistek, Krakoéw, ul. Szujskiego 7.

Dr. Jak6b Cukierman (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30.

Dr. Kazimierz Cwojdzinski (P), Poznan, ul. Szamarzewskiego 13.

Jadwiga Czarnecka (P), Przybystaw, poczta Zerkéw (wojewodztwo
Poznanskie).

Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkota
Inzynierji.

Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 117.

Putk. Gerhard Dlugowski, Rembertéw, Centrala badan poligonalnych.

Prof. Dr. Wactaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 13.

Prof. Dr. Wiadystaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 15.

Prof. Dr. Placyd Dziwinski (L), Lwow. ul. Kleinowska 3.

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwow, ul. Diugosza 25, Instytut Astro-
nomiczny.

Kazimierz Fijot, Krakow-Podgoérze, ul. Jozefinska 31.

Prof. Dr. Paul Flamant, Strasbourg (France), 31, Avenue de la
Forét-Noire.

Mirostaw Gibas, Krakow, ul. Krupnicza 28.

Dr. Stefan Glass (WI), Wilno, ul. Zakretowa 5 a.

Stanistaw Gotgh, Krakéw, ul. Lenartowicza 12.

Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Henryk Greniewski, Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.

Dr. Aleksander Gruzewski (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 1 m. 25.

Dr. Halina Gruzewska (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 1 m. 25.

Prof. Dr. Antoni Hoborski, Krakdéw, ul. Smolenska 26.
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Marja Homme (L), Lwow, ul. fyczakowska 151.

Prof. Dr. Maksymiljan Huber (L), Lwdw, ul. Potockiego 31.

Doc. Dr. Witold Hurewicz (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite.

Dr. Mojzesz Jacob (L), Wien 11 (Autriche), Wolfgang -Schmftlzl-
gasse 10/16.

Zenon Jagodzinski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Ladowej.

Prof. Dr. Maurice Janet, Caen (France), 16, place de la Republique.

Wincenty Janik, Krakéw, ul. Studencka, Gimnazjum.

Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3.

Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Stanistaw Kalandyk (P), Poznan, ul. Stowackiego 29.

Dr. Bazyli Kalicun-Chodowicki (L), Lwow, ul. Kubali 4.

Prof. Dr. Joseph Kamp¢ de Feriet, Lille (France), 16, rue des Jardins.

Prof. Dr. Stefan Kempisty (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.

Dr. Michat Kerner (Wa), Warszawa, ul. Panska 20m. 17.

Stefania Klawekéwna (P), Poznan, ul. Miynska 11.

Prof. Dr. J. R. Kline (Wa), Philadelphia (U. S. A.)), University of
Pensylvania.

Doc. Dr. Bronistaw Knaster (Wa), Warszawa, ul. Z6rawia 24A m. 11.

Prof. Dr. Zdzistaw Krygowski (P), Poznan, ul. Glogowska 74/5.

Dr. Marjau Kryzan (P), Poznan, ul. Krasinskiego 9.

Prof. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 10.

Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 73 m. 18.

Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16.

Prof. Dr. Stanistaw LesSniewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Gustaw Lesnodorski, Krakéw, ul. Sobieskiego 10.

Prof. Dr. Tullio Levi-Civita, Roma 25 (ltalie), via Sardegna 50.

Whadystaw Lichtenberg (L), Lwow, Wulecka Droga 78.

Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross-
goérschenstrasse 3.
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Zbigniew tomnicki (L'» Lwow, ul. Nabielaka 19.

Prof. Dr. Jan tukasiewicz (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Prof. Dr Mikotaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S.)), Arbat 25/8.
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Dr. Samuel Steckel, Biatystok, Gimnazjum Druskina, Szlachecka 4.
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Dr. Sala Weinloséwna (L), Lwow, ul. Klonowicza 18.
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Dr. Franciszek Wiodarski (P), Poznan, Przecznica 6.
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