
ROCZNIK POLSKIEGO TOW. MATEMATYCZNEGO
1 .......... .........

ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE 
DE MATHEMATIQUE

TOME VII

ANNŚE 19281^

POUR TOUT CE QUI CONCERNE LA REDACTION S’ADRESSER
A M. STANISLAS ZAREMBA, CRACOYIE XVI, RUE ŻYTNIA, 6

Z SUBWENCJI MINISTERSTWA W. R. I O. P.

|V0
U

KRAKÓW 1929
DRUKARNIA UNIWERSYTETU JAGIELLOŃSKIEGO POD ZARZ. J. FILIPOWSKIEGO



Les publications de la Societe polonaise de mathematiąue 
ont paru pour la premiere fois en 1921 sous le titre de „Roz
prawy Polskiego Towarzystwa matematycznego" en un volume 
comprenant aussi bien des memoires de langue polonaise que 
des memoires rediges en d’autres langues. Depuis 1922 l’or- 
gane de la Societe porte le titre d’Annales de la Societe 
polonaise de mathematiąue; les travaux de langue po
lonaise paraissent dans un Supplement, le corps du volume 
etant reserve aux travaux de langues franęaise, anglaise, ita- 
lienne et allemande.

Pour tout ce qui concerne les dchanges et 1’administration 
des Annales de la Sociótś Polonaise de Mathematiąue, s’adres- 
ser au Secrśtariat de la Socidtć, 20, rue Gołębia, Cracovie 
(Pologne).



ROCZNIK POLSKIEGO TOW. MATEMATYCZNEGO

ANNALES DE LA SOCIETE POLONAISE
DE MATHEMATIQUE

TOME VII

ANNEE 1928

POUR TOUT CE QUI CONCERNE LA REDACTION S’ADRESSER
A M. STANISLAS ZAREMBA, CRACOVIE XVI, RUE ŻYTNIA, 6

Z SUBWENCJI MINISTERSTWA W. R. I O. P.

Biblioteka Jagiellońska

1003047086

KRAKÓW 1929
DRUKARNIA UNIWERSYTETU JAGIELLOŃSKIEGO POD ZARZ. J. FILIPOWSKIEGO



Les publications de la Societe polonaise de mathematiąue 
ont paru pour la premiere fois en 1921 sous le titre de „Roz
prawy Polskiego Towarzystwa matematycznego" en un volume 
comprenant aussi bien des memoires de langue polonaise que 
des memoires rediges en d’autres langues. Depuis 1922 l’or- 
gane de la Societe porte le titre d’Annales de la Societe 
polonaise de mathematiąue; les travaux de langue po
lonaise paraissent dans un Supplement, le corps du volume 
etant reserve aux travaux de langues franęaise, anglaise, ita- 
lienne et allemande.

Pour tout ce qui concerne les ćchanges et 1’administration 
des Annales de la Sociśtś Polonaise de Mathematiąue, s’adres- 
ser au Secrćtariat de la Socićtć, 20, rue Gołębia, Cracovie 
(Pologne).



Contribution a la theorie de la longueur.
(Calcul de la longueur generalisee. Une definition analyti- 
que de la longueur generalisee. Rapport entre de differentes 
definitions de la longueur. Applications a la theorie classi- 
que de la longueur et aux fonctions absolument continues).

Par

T. Ważewski,

Introduction.
§ 1. Notations. Nous adoptons les notations suivantes: 
Soit

'(1) G(O=={0i(Or--> &(*)}
un point mobile dans 1’espace a n dimensions (n 1). Nous appe- 
lons G(f) transformation absolument eontinue dans un 
intervalle fermś et borne 4, lorsque les fonctions sont absolu
ment continues dans A.

Nous supposons dans la suitę que ć?(t) est definie seulement 
dans A.

Soit A une partie de A. Nous dósignons par

(2) G(A)
la classe des points (1) que l’on obtient lorsque t varie dans A. 
(2) est dit image de A par 1’intermediaire de G(t).

Nous designons par

kAf)
la fonction qui pour tout t0 de A est egale au nombre des t satis
faisant a la condition

G(t) = G(t9'), te A.
Nous appelons ordre de multiplicitó de t relatif

1Rocznik Pol. Tow. matem.
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a A et G(f). Nous posons —— = 0 
«z(o

toutes les fois que kA(f) n’est

pas fini.
Soit B une partie de G(A). Nous designons par

(3) G~\B)
la classe de tous les t pour lesquels le point (1) appartient a B. 
Nous appelons (3) image inverse de B par 1’intermćdiaire de G(t)..

Nous posons1)
(4) ?:(«)}

(5) l<?'WI = |/^W)P

Nous designons par
4,

la classe de tous les t oii | G'(t) | = 0.
Remarąue. Si G(f) est une transformation definie et absolu- 

ment continue dans l’intervalle A, (4) et (5) sont definis presque 
partout dans 4; Ą est un ensemble mesurable2).

§ 2. Longueur d’un ensemble au sens classigue. Reprćsentation 
normale (naturelle} d’un are simple rectifiable.

La definition classique de la longueur concerne seulement les 
ares simples et leurs parties.

Soit L un are simple rectifiable situó dans 1’espace carte- 
sien A n dimensions.

On dit qu’une transformation Z1(s) = {/1(s),..., /„(s)} definie 
dans un intervalle borne et lermó I est une representation 
normale de L lorsque (cf. § 1)

1°) F(F) = L,
2°) F(s) est absolument continue dans I,
3°) | F'(s) | — 1 presque partout dans Z,
4°) Z’(s1)=|=Z,(s2) lorsque Sj ets2 sont deux points differents de Z..
Tout are simple rectifiable admet au moins une representa

tion normale et inversement.
Soit B une partie de L. On entend par longueur (longueur

’) Cf. p. e. Bliss, The solutions of differential eąuations, Annals of Math. 
1904—05, p. 49. | G'(i) | correspond au mod <?'(*)•

a) S. Banach. Sur les derivees des fonctions mesurables, Fund. Math. 
T. III, p. 128.
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intśrieure, longueur extórieure) de B au sens classique la me
sure (mesure intórieure, mesure exterieure) de #_1(B) (cf. § 1). 
„B estrectifiable au sens classique“ veut dire que F~\B) 
est mesurable.

Pour śtre exact, il faudrait prćeiser: longueur de B au sens 
classique relative a Z et sa representation 7^(s); B est rectifiable 
au sens classique relativement a L et Fis).

§ 3. Generalisations de la notion de la longueur et leur justi- 
fication.

Plusieurs auteurs ont etś amenes a generaliser la notion clas- 
sique de la longueur1).

Voila un probleme s’imposant souvent dans 1’analyse qui 
justifie 1’introduction de definitions nouvelles de la longueur.

Probleme P. Soient successivement F[s) et H(u) deux repró- 
sentations normales (cf. § 2) de deux arcs simples rectifiables L 
et M. Soit B une partie de LU. La question se pose de savoir:

1°) si, B ótant rectifiable au sens classique relativement a L 
et F(s). l’est aussi relativement a M et 17(u);

2°) si la longueur de B au sens classique relative a L et 
F(s) et relative a M et H(u) est la mśme lorsque B est rectifiable 
relativement a ces arcs et a ces representations.

On peut, ou bien chercher a traiter cette question directement, 
ou bien tenter de donner une dófinition de la longueur d’un en
semble independante de la representation parametrique de l’arc 
sur lequel cet ensemble est situó, definition compatible avec la 
dśfinition classique relative a cet are et a ses representations- 
normales.

L’introduction des dćfinitions nouvelles est ainsi justifióe parce 
qu’elles reprósentent un point de dśpart pour une móthode d’exa- 
men du probleme P ou bien parce qu’elles dócoulent d’une faęon 
naturelle de certaines methodes en question.

Pour la plupart de ces dćfinitions D subsistent les theorfemest 
suivants:

Tr. A ótant une partie d’un are L rectifiable au sens classiqu&

') Cf. O. Janzen: Uber einige'stetige Kurven, iiber Bogenlange, linearen 
Inhalt und Flacheninhalt, Kónigsberg 1907. — W. Gross. Uber das lineare- 
MaB von Punktmengen, Monatshefte fur Mathematik und Physik, T. 29 
(1918) p. 177.

1*
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et F(s) etant une representation normale de L (cf. § 2), la dśfini- 
tion D est compatible avec la definition classique en ce qui concerne 
l’existence de la longueur de A et sa valeur (relative a Z et F(s')j.

T2. Si A(^B et que A et B sont rectifiables (D)’) (== ont 
une longueur finie), on a

long0 A < longfl B.

Ts. Toute partie fermśe d’un ensemble rectifiable (Z)) est 
rectifiable (Z)).

La projection d’un ensemble rectifiable (Z>) sur une droite 
quelconque est mesurable et sa mesure ne surpasse pas la lon
gueur de cet ensemble.

T5. La longueur d’une somme d’un nombre fini ou denom- 
brable d’ensembles disjoints et rectifiables (Z)) est śgale a la somme 
de leurs longueurs.

Te. La longueur d’un ensemble se projetant sur toute droite 
de 1’espace suivant un ensemble de mesure nulle est de longueur 
nulle.

T,. Le produit et la difference de deux ensembles rectifiables 
(Z)) est rectifiable (Z)).

En ce qui concerne les definitions de la longueur indepen- 
dantes de 1’ordre imposś aux ensembles par des reprśsentations 
parametriques, il est a esperer a priori qu’elles peuvent classer 
comme rectifiables des ensembles plus genśraux que les parties 
des arcs simples.

U en est ainsi; il y en a qui offrent une genśralisation de 
la notion de la longueur.

Toute genśralisation de cette sorte est-elle stśrile? Non 
parce qu’il se presente dans 1’analyse le besoin d’envisager des 
ensembles plus gśneraux que les parties des arcs simpes rectifiables 
et de considśrer leurs longueurs definies ad hoc suivant le cas. 
II suffit de faire mention d’une circonference augmentee d’une 
coupure pśnśtrant dans son intśrieur.

(Test un continu rectifiable.
Les diffśrentes definitions (Z>) rśalisant les theorśmes —T7

ne sont pas forcement compatibles entre elles dans toute leurs

’) „Rectifiable (2>)“ veut dire rectifiable relatiyement a la definition D.
2) longoM designe la longueur de A relatiye & la definition D. 
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gśnśralisitó1). Elle le sont sur le terrain des parties des continus 
rectifiables (plus genóralement: parties des sommes dónombrables 
de tels continus). (Cf. § 15. Th. 3).

’) S. Mazurkiewicz et S. Saks. Sur les projections d’un ensemble ferme. 
Fund. Math. T. VIII, p. 109.

2) C’est une consequence d’un thdoreme d’Ascoli (cf. p. ex. Tonelli: 
Caleolo delle Variazioni T. 1, p. 76) et du theoreme 1 du § 14.

3) Lebesgue: Quelques remarques sur la definition de l’aire de surfaces. 
Fund. Math. T. VIII, p. 164.

Une telle transformation existe pour tout K rectifiable (cf. § 14. Th. 1).

Les continus rectifiables s’introduisent naturellement a l’occa- 
sion suivante: Soit une suitę d’ares simples aux longueurs
inferieures a un nombre fixe k. Supposons que les arcs Lv tendent 
vers un ensemble L. L n’est pas forcement un are simple, il est 
un continu rectifiable2).

§ 4. Le present travail fournit, relativement aux continus 
rectifiables et a leurs parties, une rśponse a une question exacte- 
ment de la meme naturę que celle que Jordan a posśe a M. Le- 
besgue relativement au calcul de l’aire de surface3).

Je suppose qu’un continu K rectifiable est donnę par une 
transformation absolument continue (cf. § 1) quelconque4).

En partant de cette represeiitation de K je donnę un critere 
de la rectifiabilitś (relative a une definition quelconque rćalisant 
les thóoremes T± — T7 du § 3) d’une partie quelconque B de K. 
Je donnę une formule pour la longueur intśrieure et extórieure 
de B et une formule pour la longueur de B lorsque B est recti
fiable au sens precśdent.

Je demontre la compatibilite des definitions de la longueur 
(pour lesquelles subsistent les theoremes 7j — T7~) relativement 
aux parties de K.

En partant de la formule meutionnśe je donnę une definition 
analytique de la longueur des parties de K et je dómontre qu’elle 
realise les thóorómes T\ — T\.

Je prouve que la rectifiabilite et la longueur (relatives a cette 
dśfinition) d’un ensemble ne dependent pas de la transformation 
absolument continue qui reprśsente K.

Je dćmontre que les parties de K rectifiables au sens prśce- 
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dent continuent d’etre rectifiables Iorsqu’on soumet 1’espace a une 
transformation aux derivśes partielles continues1).

’) Ce n’est pas vrai pour tous les ensembles rectifiables relativement 
a une definition realisant Ti—Tr En partant d’un ensemble indiquó par 
M. Saks, on peut facilement construire un ensemble de mesure nulle au sens de 
Janzen qui apres une transformation du genre en question passe en un en
semble non mesurable au meme sens. (Cet ensemble n’appartient a aucun con
tinu rectifiable). Cf. S. Saks: Remarque sur la mesure linóaire des ensembles 
plans. Fund. Math. T. IX, p. 16.

2) La solution du probleme P par exemple pourrait se passer de la 
theorie de 1’ordre de multiplicitó.

3) mA, mi A, meA dósignent respectivement la mesure de A, sa mesure 
intórieure et extórieure.

Je prouve l’invariance par rapport aux transformations car- 
tesiennes de la reetifiabilite et de la longueur en question des 
parties de K (ce n’est pas vrai pour tous les ensembles et toutes 
les definitions róalisant — T7).

J’ótablis directement la solution du probleme P et j’obtiens 
des applications aux arcs rectifiables au sens classique.

J’obtiens quelques consequences relatives aux fonctions abso- 
lument continues.

J’indiquerai dans un travail ulterieur les applications de nos 
rósultats a 1’analyse classique.

*
* *

II est intóressant d’observer comment quelques-uns de nos thś- 
oremes pourraient etre acquis dans une voie plus courte par les 
memes methodes appliquees aux cas plus simples2). Si leurs de- 
monstrations sont prócedćes par des thóoremes qui ne sont pas 
etroitement liós avec eux c’est parce que la ligne de nos raison- 
nements converge vers le calcul de la longueur.

Thćorómes preliminaires sur les fonctions d’une variable.

§ 5. Lemme i. Soit g(t) une fonction possedant en tout point 
d’un ensemble E (mesurable on non) une derivee finie et soit A 
une partie de E. La condition necessaire et suffisante pour que 
m<7(4) = 03) (cf. § 1) est qu’on ait, presque partout dans A, ^'(i) = 0.

Demonstration. On peut supposer que E est bornć sans 
restreindre la góneralitó du lemme.
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La condition est suffisante suivant un rśsultat de M. Saks1). 
Pour dśmontrer que la condition est nścessaire admettons, 

par impossible, que par exemple g'(t) > 0 dans une partie B de A 
pour laquelle
(1) > 0

et que mg(B) — 0. Soit [a, ó] (a<Z>) un intervalle fini contenant B. 
Dśsignons par EPtq (ou p et g sont des nombres naturels) la classe

de tous les t deB pour lesquels les relations 0 <h<G. - ---- (t -\-h}sB
P

entrainent 1’inśgalitś

(2) + g(0 > 1.
' ' h g

g'(t) śtant positif et fini dans B. on a B = E2EPtq. II exis^e donc 
selon (1) un p' et un q' pour lesquels me(Ep,,q,) >• 0. Divisons 
[a, 6] en p' sous intervalles śgaux. Au moins l’un d’eux renferme 
une portion C de Ep,fq, de mesure non nulle. On a

(3) me(C) > 0,

(4) mg(Q = 0.

D’apres (2) la fonction g(t) est croissante au sens strict dans C2).
On peut supprimer dans C une partie dśnombrable 2), telle 

que G—D et g(C—D) soient bilatśralement denses en eux-mśmess). 
Designons par g~y(y) la fonction inverse de la fonction g(f), cette 
derniere śtant considśrśe seulement dans C — D.

g’(t) śtant positif et fini dans C — D, (p,“’(y))' est fini dans
g{C—D) (c’est un rśsultat de la faęon dont on a choisi D). Or, notre
condition etant suffisante, on en conclut conformśment a (4) que
O = mg~\g(C— Z))) = m(C— D) — ce qui est contraire a (3).

*) S. Saks. Sur un theoreme de M. Lusin. Th. 1 et 2, p. 115, Fund. 
Math. Th. VI.

’) Le raisonnement prścedent est ca!que sur un raisonnement de M. Saks- 
(Sur les nombres derives, p. 100, Fund. Math. V).

s) Cf. T. Waźewski. Un thśoreme sur les fonctions dśrivables. Ann. d. 1. 
Soc. Polonaise de Math. T. VI, p. 87, § 3.

A est dit bilatśralement dense en lui-meme, si tout point x de A est 
A la fois point d’accumulation de la partie de A situee A droite de x et de 
celle qui se trouve A sa gauche.
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Lemme 2. Soit g(f) une fonction definie dans un ensemble A 
jouissant des propriótós suiyantes.

Pj) g'(i) est fini presque partout dans JE,
P2) si C est une partie de mesure nulle de JE. alors m<y(C) = 0 

(ef. § 1).
Soit A une partie de E. La condition nócessaire et suffisante 

pour que

(1) mg^ = 0
est que g'(t) soit nul presque partout dans A.

Dómonstration. Dósignons par B la partie de E ou g'(f) n’est 
pas fini ou n’existe pas. On a suiyant P, et P2

(2) mB = 0

(3) m^(P) = O.
Soit A une partie de E. On a

(4) g(A) = g(A — B) + g(A.B).

De (3) il s’ensuit
(5) mg(A.B~) — 0.

D’apres (4) et (5) la condition nócessaire et suffisante pour 1’egalitó
(1) est que mg(A—B) — 0. Or, g'(t) etant fini partout dans A—B, 
cette condition reyient a ce que g'(f) soit nul presque partout dans 
A — B (cf. lemme prócedent) c. &.-d. (cf. (2)) presque partout dans A.

Corollaire. Soit </(£) une fonction definie et absolument con- 
tinue dans un interyalle bornó et ferme A. Soit A une partie (me- 
surable ou non) de A. La condition nócessaire et suffisante pour 
que g(A) (cf. § 1) soit de mesure nulle est que y'(i) soit nul pres- 
que partout dans A.

Pour le dómontrer, il suffit de remarquer que g'(t) jouit des 
propriótós P, et P2 du lemme piócódent1).

§ 6. Definition. Soit a(t) une fonction definie dans un en
semble linóaire E. (Les yaleurs que prend a (i) peuyent etre des 
nombres ou non). Soit A une partie de E. Nous dósignons par

la classe de tous les t appartenant a A pour lesquels l’óquation 

’) S. Banach. Sur les lignes rectifiables. Th. 3, p. 229. Fund. Math. T. VII.
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a(u) = a(t) n’admet pas de solutions en u satisfaisant aux condi- 
dions: usA, u <Zt.

Lemme i. Si A(~B(^E, alors B* — A*Q~B  — A (cf. defini
tion precódente).

Demonstration. Soit A(_~ et soit

(1) tasB*  — A*

t0 appartenant a B*,  on a selon la definition de B*

(2) toeB.
J’affirme que

(3) t0£(—A).
En effet, d’apres (1) l’óquation a (u) = a(£0) n’admet pas de 

solutions en u satisfaisant aux conditions ueB, u <Z.t0 ni (a, plus 
forte raison) aux conditions ueA, u <Z ta. II en resulte que, si t0 
appartenait a A, il appartiendrait aussi a A*  (cf. dóf. de A*),  ce 
qui est eontraire a (1). La relation (3) est ainsi ótablie. De (2) et 
(3) il s’ensuit

tosB — A.

Cette relation etant une consóquence de (1), on obtient 
B*  — A*QB  — A, c. q. f. d.

Lemme 2. Si

(1) AQBQE,
alors a (A*  — B*)(^a(B  — A).

La demonstration est basee sur les deux remarques suivantes 
decoulant immśdiatement de la definition prćcedente:

I) Si tosB—B*,  alors il existe un pour lequel ou a

(2) ^1 «(^o) == a(ti)-
II) Si t^sA*,  < t0, a(^o) = «&), alors

(3)
Adressons-nous & la demonstration du lemme.

Supposons que
(4) psa(A* — B*).

II suffit de prouver que pea(B— A). D’apres (4) il existe 
un t0 pour lequel
(5) tosA*  — B*,  a(t0)=p 
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d’ou il resulte, en vertu de (1) que tgEB— B*.  II existe donc un 
Ą satisfaisant a (2). De (2) et (5) rćsulte (3) (cf. II) et de (2) et
(3) il resulte que tteB — A.

On a, par consequent, p — a(t0) — a^sa^B—A) c. q. f. d. 
En rapprochant les deux lemmes precedents, on obtient le suivant

Corollaire. Si A(^B(^E, alors 

a(B*  — A*)  + cc(A*  — B*)  = a[(B*  — A*)  + (A*  — B*)JO  (B—Ą- 
§ 7. Theoreme i. Soit {Pv} une suitę (finie ou non) d’en- 

sembles parfaits et disjoints dont la somme P — SPV est bornóe. 
Supposons qu’une fonction a(t) est monotone au sens strict 

dans chacun des ensembles Pv et qu’elle possede en tout point de 
P une dćrivee non nulle et finie.

Admettons en plus que partout dans P on a

kP (a, f) < oox).

Ceci etant, j’aifirme que, si A est une partie mesurable de P, on a

La dómonstration de ce theorfeme sera basee sur quelqUes lemmes.
Lemme i. Si A(^P, alors la condition nćcessaire et suffi- 

sante pour que ma(A) = 0 est que tn(A) == 0.
C’est une consequence immódiate du lemme 1, § 5.
Lemme 2. Si A est une partie mesurable de P, a (A) est 

mesurable (c-a-d. m(I. a(A)) <Z oo lorsque I est un intervalle fini).
Supposons, en effet, que A est mesurable. On peut mettre A

ou Ag est un ensemble de mesure nulle et les Av sont fermes. On a 
a(A) = a(A0) + ^a(Av).

sous la formę •

00

v/l

a(A0) est de mesure nulle (lemme 1) et les a(Av) sont fermes, car 
«(t) est une fonction continue. a(A) est donc mesurable.

Lemme 3. Soit BQ a(P) = a(-SP„). La condition necessaire 
et suffisante pour que B soit mesurable est que a~’(B) (cf. § 1) 
le sóit aussi.

') kP{a, t) designe l’ordre de multiplicite de i relatif a P et «(/) (cf. § 1).
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En vertu du lemme prócedent la condition est suffisante, car 
B — a(a-l(B)). Pour dómontrer qu’elle est nócessaire supposons 

oo
que B est mesurable et mettons B sous la formę B — 2 Bv —|—-Bo, 

v/l
nu Bo est de mesure nulle et les Bv sont fermes. On a

«_1(B0) est de mesure nulle (lemme 1). II reste a dómontrer que 
les a_1(Bv) sont mesurables.

On a a~’(Bv) = 2 P' . a~\Bv). Comme les P et les Bv sont 

fermós et que la fonction a est continue, Pa . a ](BV) est aussi fermó. 
Les a~\Bv) sont donc mesurables.

Lemme 4. Si B est une partie mesurable de P, 1’ensemble 
B*  (cf. § 6, definition) est mesurable.

Demonstration. II existe une partie A de B, une partie qui 
est une somme dónombrable d’ensembles fermós et pour laquelle

(1) m(B — A) = m(B)—m(A) — 0.

A*  est mesurable1). On a d’apres (1) (cf. lemme 1) mci(B —A') = 0. 
Le corollaire du § 6 donnę a(B* —A*)-\-a(A* —B*)Q  a(B—A) d’ou 

m a(B*  — A*)  — ma(A*  — B*)  = 0
et de la (ef. lemme 1)

m (B*  — *̂)  + m (A*  — B*)  = 0.

L’ensemble A*B*  — A*  — (J*  — B*)  est donc mesurable et 
par suitę 1’ensemble B*  = A*  . B*  (B*  — A*)  est aussi mesurable.

Lemme 5. Si A est un ensemble mesurable et que pour 
tout point de A

(1) UM = 1>
alors
(2) ma (A)

Demonstration. Supposons que les premisses du lemme sont 
verifiees. a(t) est monotone au sens strict sur chacun des ensem
bles Pv. Soit le plus petit intervalle fermó contenant Pv. Soit

Ł) S. Banach. Sur une classe de fonctions continues. Th. 1, p. 167 
Fund. Math. T. VIII.
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une fonction continue dans Av, identique a a(i) dans Pv et 
linóaire dans chaque intervalle contigu de Pv. Elle est absolument 
continue1) et monotone au sens strict dans Av. On a presque par
tout dans Pv (a l’exception eventuelle des extremites des intervalles 
contigus de P„) /?(,(#) = a'(t). On a donc'2 * * * *)

') S. Banach. Sur les lignes rectifiables 1. c.
2) C’est presąue immediat. cf. p. e. T. Waźewski, Kontinua prosto-

walne etc. lemme 5, p. 15. Dodatek do Bocznika Pol. Tow. Mat. T. V. 1927.
’) Ceci decoule facilement d’un raisonnement convenablement modifie de

W. GroB (Uber das Flachenmafi von Punktmengen, Monatshefte f. Mathem. u.
Physik, p. 175, T. XXIX, 1918).

(3) mfiv(A Pv) =ma(APv) =j\ O) Ia I dłl
APp APjj

Les ensembles APV sont disjoints, il en est donc ainsi des 
a(A.Pv') en vertu de (1). On a a(A) = 2a(APv). Ceci ótant, il est 
clair que (3) implique (2)

Lemme 6. Soit A une partie mesurable de P et soit n un 
nombre naturel. Dósignons par A„ la classe des t pour lesquels 

f) — n. Ceci etant on a
a) a(Jn). a(yl,„) == O lorsque m =f= n->

oo
b) A=2A„

c) A„ est mesurable,
d) ma(A,) = -| J | «'(<) | dt.

An

Dómonstration. En remontant aux hypotheses faites sur a(t)r 
on voit que seulement c et d ne sont pas óvidents.

Dósignons par Bn la classe des points appartenant exactement 
a n ensembles «(1P„). Les ensembles APV et par consequent (cf. 
lemme 2) les ensembles a(AP^ etant mesurables, Bn est mesurable8). 
a_1(P„) est aussi mesurable (lemme 3). a(ż) ótant monotone au sens 
strict sur chacun des ensembles Pv et les Pv etant disjoints on 
a A„ = a_1(P„). A„ est donc mesurable.

L’óga.litó d) est juste pour n = 1 (lemme 5). Supposons qu’elle 
est juste pour n et en visageons le cas de n 1. On a (cf. dófi- 
nition de A*,  § 6)

^-„+1 — (^»+l --- -4Ą-1) 4“ -^-n+l

(1) “(A+1) = «(Ai) = a(^„+i — A+1)-
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-4* +1 etant mesurable (lemme 4), on a selon le lemme 5

Pour tout t de Fensemble mesurable A„+1 — A* +1 — G on 
a kG(a, t) = n d’ou
(3) ma(G)=^j' \a\t)\dt.

G

De (1), (2) et (3) il s’ensuit

ma(An+J = | a'(f) | dt.
^n-f-1

Demonstration du theoreme 1. Gardons les notations 
lemme prścódent. Nous avons 

du

(1) dt.

On a A = 2A„, car kP(a, t~) <oo. En vertu des proprietes 
a) et b) du lemme prócedent il s’ensuit de (1) que

Transformations absolument continues.
§ 8. Nous designons, dans ce paragrapbe, par (?(/) = {<Ą(t),... 

</„(£)} Ulie transformation dśfinie et absolument continue dans un 
intervalle ferme et bornó A. Nous dćsignons par Ą la classe des t 
pour lesquels | G'(i) | = 0. (Cf- les notations du § 1).

Remarąue 1. Soit D une portion de 1’espace contenant (?(4) 
(cf. § 1) dans son intśrieur. Soient a?„) n fonction posse-
dant dans D les derivees partielles de premier ordre continues. 
Soit ^(«)=/t(^i(#),...,5'„(i)).

Ceci etant la transformation

H(i) = {A1(t),..., />„(«)}
est dófinie et absolument continue dans A. Pour le dśmontrer, il 
suffit de remarquer que les fonctions A((i) sont absolument conti
nues dans A.
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Remarąue 2. | G'(t) | est un invariant relatiyement a toutes 
les transformations cartesiennes de 1’espace a n dimensions.

C’est immediat.
Definition 1. Nous appelons une partie A (mesurable ou non) 

de 4 exeeptionnelle (par rapport a 6r(/)) si, presque partout 
dans A, on a | G'(t) | = 0 c.-a.-d., si on a m(A — 4,) = 0.

Nous appellons une partie A (mesurable ou non) de 4 rś- 
guliśre (par rapport a G(t)), si, presque partout dans A, on 
a i G'(t) | =(= 0, c.-a-d. si m(AA,) == 0.

Remarąue 3. Les parties des ensembles exceptionnels (regu- 
liers) sont exceptionnelles (regulieres).

La somme et le produit d’un nombre fini ou d’une ąuantite 
dśnombrable d’ensembles exceptionnels (rśguliers) sont exception- 
nels (rśguliers).

Remarąue 4. La condition nścessaire et suffisante pour qu’une 
partie A de 4 soit de mesure nulle est qu’elle soit a la fois rśgu- 
liere et exceptionnelle (cf. remarąue du § 1).

Definition 2. Nous appelons une partie B de 1’espace a 11 di
mensions ensemble a projection nulle, lorsąue B se projette 
sur toute droite de cet espace suivant un ensemble de mesure nulle.

Remarąue 5. Les parties, les sommes (denombrables) et les 
produits des ensembles a projection nulle sont a projection nulle.

Theoreme 1. Soit J.Q4. La condition nścessaire et suffi
sante pour que G(A) (cf. § 1) soit a projection nulle (cf. def. 2) 
est que A. soit exceptionnel (cf. def. 1) c.-a-d. que m(A — 4,) — 0.

Demonstration. Designons par le systśme d’axes
rectangulaires auxquels est rapportś notre espace a n dimensions.

Supposons que t?(4.) est a projection nulle. On a: my((J.) = 0 
(i |1,.car yt(A) est la projection de G(A) sur l’axe xt. Sui- 
vant le eorollaire du § 5 on a presque partout dans A: y('(t)|=O 
(i | 1,...,«) et par suitę | G'(f) | = 0, ce qui prouve que A est un 
ensemble exceptionnel.

Supposons, en second lieu, que A est un ensemble exceptionnel 
et que d est une droite quelconque. II s’agit de prouver que la 
projection de G(A) sur d est de mesure nulle. On a presąue par
tout dans A: | G'(t) | = 0.

Soumettons 1’espace a n dimensions a une transformation car- 
tesienne aux axes nouveaux y1,...^yn de faęon que d coTncide avec 
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l’axe yr. La transformation G(t) passe alors en une transformation 
absolument eontinue (cf. remarąue 1) H(t) — {^(t),..., hn(t)}.

Suiyant la remarąue 2, on a presąue partout dans A: | H(f) | = 
= | G'(f) | = 0 et a plus forte raison on a presąue partout dans- 
A: = La projection en ąuestion h^A) est donc de mesure
nulle (cf. § 5 corollaire).

Theoreme 2. Soit L un are simple rectifiable et F(s) une 
reprósentation normale de L (§ 2) definie dans un intervalle D. 
Soit B une partie de L.

La condition nócessaire et suffisante pour que la longueur 
de B (relative a L et F(s) cf. § 2) soit nulle est que B soit a pro
jection nulle (cf. def. 2).

Demonstration. Dósignons par Z>, la classe des s ou | F'(s) | =0, 
On a (cf. § 2)

(1) ml), = 0.

Posons A — F~1(B'). On a B = F(A). Suiyant le theoreme próce
dent la condition nócessaire et suffisante pour que B soit a pro
jection nulle est que A soit exceptionnel, c.-a-d. que Fon ait 
m(A—D,) = 0, ce qui selon (1), revient a ce que A soit de 
mesure nulle, c-a-d. que B soit de longueur (relatiye a Z et F(s))- 
nulle (cf. § 2).

Theoreme 3. Soit dM la classe des t pour lesąuels &4(t) = oo 
(cf. § 1). doo est un ensemble exceptionnel.

Dósignons, en effet, par d, la classe des t oii | G'(f) | n’existe 
pas on n’est pas fini. d, est exceptionnel (cf. Rem. 4 et § 1, 
Remarąue).

II suffit de dómontrer (cf. Remarąue 5 et theoreme próce
dent) ąue

(i) t?(doo)c«(d,)4-(?(d,),

car, selon le theoreme prócedent, le second membre de cette indu- 
sion est a projection nulle.

Pour ótablir (1) il suffit de dómontrer que

pe G!(d=o’) — ć?(de) (2) 
impliąue

(3) pe(?(d,).
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Supposons que la relation (2) est vraie. La classe des solu
tions en t de l’equation p = G(f) est fermee et infinie. Soit t0 un 
point d’accumulation de cette classe et {t^} une suitę de points 
pour lesquels
(4) lim = t0, tu 4= t0, <?(^) = <?(#„) = p.

D’aprfes (2) et (4) t0 n’appartient pas a A„ donc |/^^(f0)*=  
= I <?'(#„) I existe. Selon (4)

?<(*„)  —(to). 0
^0

donc a la limite = 0 (i | 1,... n) d’ou | | = 0. Par con-
sequent p= G(t0~) eG(A;) c. q. f. d.

Corollaire. 1. Soit la partie d’un ensemble A (mesurable 
on non) pour les points de laquelle on a &4(ż) = oo. est un 
ensemble exceptionnel.

Pour le prouver, il sutfit de remarquer que Q A^ (cf. 
remarque 3).

Lemme i. Gardons les hypotheses de la Remarque 1 relati- 
vement a H(t).

Si G(A) est a projeetion nulle, IB A) l’est aussi.
Demonstration. Supposons que ć?(^ł) est a projeetion nulle. 

A est exceptionnel (relativement a <?(<)) (cf. Tb. 1). A est aussi 
exceptionnel relativement a H(t), car | H'(t) | est ćvidemment nul 
lorsque | G'(t) | Fest. H(t) etant une transformation absolument 
continue (cf. Rem. 1) H(A~) est a projeetion nulle en vertu du 
thśoreme 1.

Probleme de mesurabilite des images inverses par Pinterme- 
diaire des transformations absolument continues. Application 

aux arcs rectifiables.
§ 9. Theordme i. Soient ćr(t) et H(u) deux transformations 

dśfinies et absolument continues respectivement dans les intervalles 
fermes et bornes A et 0. Soient A, et les classes des points t 
et w ou on a respectivement | ćr'(t) | = 0, | H'(t) | = 0. Soit B une 
partie de G(A) et H(0).

Ceci etant les ensembles (cf. § 1).
G~\B) — A„ H-\B) — 0.

ne peuyent etre mesurables qu’a la fois.
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Demonstration. Supposons par exemple que 1’ensemble 
A — G~ 1(B') •—A, est mesurable. II existe une suitę d’ensembles 
fermes {Fv} et un ensemble de mesure nulle R, tels que

A = 2FV + R.

On a <J(4) -|- ćr(4) et comme

donc BQ G(2FV) + <?(R) -j- (7(4) 
d’oii il s’ensuit que

B- G^F^C G(R)-\- G(4).
G(R) -J~ ćr(4) ótant & projeetion nulle (cf. § 8, thóoróme 1, remar- 
ques 4 et 5), 1’ensemble C—B—G(2FV) l’est aussi (§ 8 rem. 5) 
et par consóquent (cf. § 8, th. 1)
(1) - ®.) = 0.

On a
B = C + 2G(FV\

H-\B) = H~\C) + SH-\G^,
H~\B) — ®,= H~\C) - ®, + S(H~\G(FV)) - &.).

Comme les ensembles H~1(G(FV)') sont fermós et ®, est me
surable (§ 1, remarque) donc en raison de (1) H~\B') — ®, est 
mesurable, c. q. f. d.

Thćorfeme 2. Grardons relativement & G(t) les hypotheses du 
theoreme precódent et soit A une partie mesurable de A.

G~\G(A)) — A, est mesurable.
Dćmonstration. II existe une suitę d’ensembles fermós

et un ensemble de mesure nulle R, tels que A = SFV R. On a

(J-1((?(4)) - 4 = 2&-\G(Fv)) - A. + (G~\G(Ry) - A..
Les ensembles G~\ <?(/„)) etant fermós et A, ótant mesurable 

(§ 1, Rem.) il suffit de prouver que

(1) m(G~\G(R)) - 4) = 0.
R etant de mesure nulle, G(R) est a projeetion nulle (§ 8, 

Th. 1) (?-1(<?(/?)) est donc exceptionnel, c.-a-d. (1) a lieu.
Theoreme 3. Soit G(t) une transformation dófinie et absolu- 

ment continue dans un intervalle fermó et borne A. Dósignons par 
4 la classe des i ou | G'(t) | = 0.
Rocznik Pol. Tow. matem. 2
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Soit F(s) une reprśsentation normale d’un are simple recti- 
fiable L.

Soit B une partie de L et de Cr (4).
La condition nścessaire et suffisante pour que B soit recti- 

fiable au sens classique relatiyement a L et F(s) est que G~\B)— A, 
soit mesurable (cf. les notations et dśfinitions des §§ 1 et 2).

Dśmonstration. La condition nścessaire et suffisante pour 
que B soit rectifiable au sens ci-dessus est que F~\B) soit mesu
rable (cf. § 2).

Dśsignons par la classe des s od | F'(s) | = 0. On a (cf. 
§ 2) m&, = 0. Notre condition revient donc a ce que F~\B)— 0, 
soit mesurable.

Or, #(s) śtant une transformation absolument continue, les 
ensembles F~’(.B) — 0. et G~\B) —A, ne peuvent etre mesurables 
qu’a la fois (cf. Th. 1), ce qui termine la dśmonstration.

Ordre de inultiplicite.
§ 10. Theorśme i. Soit <?(t) une transformation dśfinie et ab

solument continue dans un intervalle fermś et bornś A. Soit A, la 
classe des points oh | G'(t) | = 0 (cf. § 1).

Designons par ^(t) 1’ordre de multiplicitś de t relatif a A 
et G(t) (cf. § 1).

Si Aę^BQ_A et que
(1) A est un ensemble regulier c.-a-d. m(AĄ) = 0,
(2) B— A est un ensemble exceptionnel c.-a-d. m(B—A—4,) = 0, 

alors on a presque partout dans A
(3) ^(0 — W).

Dśmonstration. Dśsignons par Aj la classe des points de A 
pour lesquels (3) n’a pas lieu. II faut prouver que A^ est de me
sure nulle et pour cela il suffit de dśmontrer que A1 est a la fois 
rśgulier et exeeptionnel (§ 8, Rem. 4). Or, A1 est rśgulier comme 
une partie de 1’ensemble rśgulier A (§ 8, Rem. 3).

J’affirme que
(4) e(A)C<?(-8-4).

Soit en effet te un point de 4,. Selon la definition de Ar il 
existe un pour lequel

ćr(fj) == t\^B — A.
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De la: G(i0) = G(B— A) ce qui prouve (4). D’apres
(2) et (4) G(Ai) est a projection nulle (§ 8, Th. 1 et Rem. 5) et 
par consequent (§ 8, Th. 1) est un ensemble exceptionnel.

Corollaire. Gardons les hypotheses du theoreme prćcódent 
relatives a G(f).

Si 4 Q 4 on a presque partout dans A — A,

II suffit de remarquer que A — A, est regulier et que AA, 
est exceptionnel (cf. § 8, def. 1) pour ramener ce corollaire au 
theoreme prćcedent.

Lemme. Maintenons les hypotheses du thdoreme 1 relative- 
ment a G(t). Soit

(1) BCCQG(A\
AQA.

On a partout dans

(2) ](s) G) = \o) (t)5
(3) _1(o)(0-

Demonstration. II suffit de dćmontrer (cf. la definition de 
^(i) § que pour tout tQ appartenant a AG~2(B) les deux con
ditions en t

(4) (?(<)= G(«o),
(5) teAG~\C), G(t)=G(tl>),
sont equivalentes.

Supposons que
(6) tteAG~\B).
(4) implique (5) en vertu de (1).

Supposons que (5) a lieu. On a selon (5)

(7) IeA.

D’apres (5), (6) et (1)

G(t) — G(t9)eB
d’ou il resulte que

teG~\B\

ce qui rapproche a (7) donnę: te A. G~](B). (5) implique donc (4). 
La relation (3) resulte de la relation (2) lorsqu’on pose A=A.

1*
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Un lemme sur les fonctions implicites.
§ 11. Lemme. Soient
1°) (?(Z) = {^(f),..., t/„(Z)} une transformation dófinie et abso

lument continue dans un intervalle fermó et borne A.
2°) F(s) = {/((s),..., /„(§)} une representation normale d’un 

are rectifiable L (cf. § 1).
Ceci ótant on a:
I. La classe T des points t pour lesquels G^eL est fermóe.
II. II existe une fonction unique a (i), telle que les óquations

s = «(#),
G(t) = ł\s\

sont óquivalentes.
III. La fonction a(t) est definie et continue dans T.
IV. A etant une partie de T\ on a partout dans A

kja, t) = kA(t)

(kA(a, t) est l’ordre de multiplicite de t relatif a A et a (i); kA(t) 
l’ordre relatif & A et ćr(ź)).

V. II existe une suitę d’ensembles parfaits et disjoints Pv qui 
sont contenus dans T\ tels qu’en posant P— 2PV on a

a) a(t) est une fonction monotone au sens strict dans chacun 
des ensembles Pv.

• /?) P est un ensemble regulier et T — P un ensemble ex- 
ceptionnel relatiyement a G(t) (cf. § 8, dóf. 1).

y) On a partout dans P\ kP(a,t) < oo.
<5) Si teP, alors 0 < | a'(t) | — | G'(t) | < + oo.
Demonstration. Supposons que les premisses du lemme sont 

vraies.
I. est vrai, car G(t) est une transformation continue et L est 

un ensemble fermó.
Ad II et III. Comme l’śquation p = F(s} constitue une home- 

omorphie entre L et un intervalle, il est clair qu’il existe une 
seule fonction a(t) en question et qu’ełle est dófinie et continue 
dans T.

La proposition IV est une consequence immódiate de II.- 
Nous allons dómontrer V.

Dósignons par
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les classes des t ou respectivement | ć?z(Z) | n’existe pas, est nul et 
ou kA(f) — oo.

La classe
zb 4~ 4,4- zloo

est exceptionnelle (cf. § 1, Rem.; § 8, Def. 1, Th. 3, Rem. 3). 
Dósignons par

8.
la classe des s oh 1’ógalite | F'(s) | = 1 n’a pas lieu et dósignons par

2.
la classe des t pour lesquels G(t)eF(Sc).

On a G(2^) Q F(Sj. La reprósentation F(s) etant absolument 
continue et 8, ótant de mesure nulle (cf. § 2), F(S,) et, par consó- 
quent, G(2,) est A projection nulle (§ 8, Th. 1 et Rem. 4). 2, est 
donc exceptionnel (§ 8, Th. 1).

L’ensemble
F = Ą 4- A, -f- 4~ 2,

est exceptionnel (§ 8, Rem. 3), c. a-d. m(F — 4,) = 0. 21 est un 
ensemble mesurable, car (cf. § 1. Rem.)

p=4 4-(r-4).
T — F est rógulier, car il eęt diśjoint de A, (cf. § 8, Def. 1). 

T— F ótant mesurable (cf. I), il existe une partie II de T—r 
dense en elle-móme et ayant la móme mesure que T — F (p. ex. 
une somme dónombrable d’ensembles parfaitę). On a

(1) m(T — F — 7Z)==0.
Je vais dómontrer que /?, y, <5 ont lieu lorsqu’on y remplace 

P par U.
II est un ensemble rógulier parce qu’il fait partie de l’ensem- 

ble rógulier T — F.
T — U est un ensemble exceptionnel puisqu’il est somme de 

deux ensembles exceptionnels: T—II=(T — II)F-}-(T—II—F). 
fi est donc vórifió.

La proprióte y a aussi lieu, car II est diśjoint de r et a plus 
forte raison de Ax.

Pour dómontrer la propriótó <5 supposons que

(2)
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II ótant disjoint de Ae-[- A,, on a

(3) + oo > | G'(tt) | =|= 0.
Soit {t^} une suitę quelconque de points pour laquelle

(4) lim^ = #,.

(Une telle suitę existe parce que U est un ensemble dense en lui- 
meme et non vide en raison de l’bypothese (2)).

De (3) il s’ensuit qu’& partir d’un /i assez grand

(5) G^^GM
Nous pouvons supposer que c’est le cas pour tous les fi. Posons

(6) >0 = «(*o),  «,»= ®(Q
On a (cf. II)

(?) FM = W = G(tJ
et en raison de la continuite de a (7)

(8) lim s == s0.
a«/“

On a suiyant (5) et (7)

(9) =|= s0.
11 etant disjoint de 2S, s0 n’appartient pas a S, et de la on 

obtient

(10) I F’M | = 1.
Pour un certain i on a par consequent

(11) /;(«»)+o.
Nous avons pour ce i (cf. (4), (7), (9), (6))

i fi —

— a<M
— to

Comme t est une suitę quelconque satisfaisant a (4) et com
me a(t) n’est pas dófini en debors de T, on obtient de 1’ógalite 
prócedente (cf. (3), (4), (8), (11))

On a pour tout v et pour tout t de T (cf. II)
/•„(a(t)) = y„(t).
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De U on obtient en vertu de l’existence de d’apres (3)
et (10) et en raison de ce que t0 est point d’accumulation de T 
les relations suiyantes:

w),
[«'O2 = =1= °>

(12) 0 < | a'(f^ | = | ćr'(t0) | < + 00, lorsque t^sll.
La propriśtś ó est donc dśmontrśe relativement a 77.

Suivant un thśorśme de M. Kintchine1) il rśsulte de la rela
tion (12) qu’il existe une suitę d’ensembles Pv contenus dant 77, 
parfaits et disjoints et tels que

1°) m(77-2Pv) = 0,
2°) a(£) est monotone au sens strict sur chacun des ensem

bles Pv.
On yśrifie sans peine qu’une telle suitę Pv satisfait aux con

ditions enoncees dans V.

Application a la longueur d’un ensemble au sens classiąue; 
rindśpendance de la longueur cJassiąue de la reprśsentation 

paramśtrique.

§ 12. Theoreme i. Soient 1°) G(t) = <7„(t)} une
transformation definie et absolument continue dans un interyalle 
ferme et bornś A (cf. § 1).

2°) F(s) = {/‘1(s),...,/„(s)} une reprśsentation normale d’un 
are rectifiable L (cf. § 2).

Designons par Z la classe des t pour lesquels ć?(t) appar
tient a L.

A śtant une partie mesurable de 7, la classe (?(A) estj
a) rectifiable au sens classique relativement h L et F(s) (cf. § 2),
/?) la longueur au sens classique de (?(A) (relative A L et 

F(s)) est śgale a 1’integrale

A

(cf. les notations du § 1).

’) Ce thśoreme constitue un excellent instrument pour demontrer le thś
oreme T, du § 3 relatiyement a la definition de Janzen et a celle de Peano-Gross.
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Demonstration. Selon la dśfinition de la longueur au sens 
classique il s’agit de dómontrer que F~\G(A''j) est mesurable et 
que sa mesure est egale a (1).

Revenons aux notations du § prćcedent. On a (cf. § 11, V) 
A = A.P-\-(A — P)

d’oii en raison de II, § 11
a(A) = F-^GfA)) = F~\G(AP)) + F~\G(A— P}) =

= a(4f)-|-a(4-P).

A — P etant exceptionnel (V /?, § 11), G(A — P) est a projection 
nulle (§ 8, Th. 1) et par consóquent (§ 8, Th. 2) F^fGfA— P)) 
a une longueur (relative a L et P(s)) nulle c.-a-d.

(2) ma(A — P) = 0.
A etant mesurable, AP l’est aussi et on a (cf. § 11, IV, V 

et § 7, Th. 1)

AP AP

Comme A — P est exceptionnel et AP est rśgulier (cf. § 11, 
V), il apparait selon le theor. 1 du § 10 qu’on a presque partout 
dans AP

et par suitę d’apres (2) et (3)

» 1 4
AP A

Corollaire. Si B est une partie de deux arcs rectifiables L 
et Lr donnes respóctivement par deux representations normales 
F (s) et Pj(i), alors

1°) B peut etre rectifiable au sens classique relativement a L 
et P(s) d’une part et relativement a Lt et F^f) de l’autre — seu
lement simultanement.

2°) Si B est rectifiable au sens classique, sa longueur au sens 
classique relative a L et P(s) est egale a sa longueur relative a Lt 
et Pi (i).

Autrement: La proprietó d’etre rectifiable au sens classique 
et la valeur de la longueur (au sens classique) d’un ensemble B 
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ne dependent ni de l’arc rectifiable dont B est une partie ni de 
sa reprćsentation normale.

On ramene ce corollaire au thśor. 3 du § 9 et au thóoreme 
precśdent lorsqu’on y pose F^t) au lieu de F^\B) au lieu
de A et si l’on observe que 1°) &a(ż)=l partout dans A, que 2°) 
| G'(f) | = 1 presque partout dans A et que 3°) notre corollaire est 
symetrique par rapport a L et Lt.

Theordme 2. Soit G(t) une fonction definie et absolument 
continue dans un intervalle ferme et borne et soit A, la classe des 
t oii | G\t) | = 0 (cf. § 1).

Soit B un ensemble rectifiable au sens classique et contenu 
dans ć?(21).

Ceci etant la longueur de B (au sens classique) est ógale a 

| G\t) |

Demonstration. On a

B = G(G~\B) - 4) + G(G~\B). A,).
G(G~\B). 4) est a projeetion nulle (§ 8. Th. 1) donc de longueur 
(au sens classique) nulle (§ 8. Th. 2). La longueur de B (au sens 
classique) est donc ćgale a la premióre des intćgrales (1) (cf. Th. 1). 
La seconde integrale est śgale a la premifere, car presque partout 
dans G^B) — A, on a (cf. § 10, Corollaire)

ha)—~

s-ty-4

Application aux fonctions absolument continues.
§ 13. Dćsignons par y(t) une fonction dśfinie et absolument 

continue dans un intervalle borne et ferme A. Soit 4 la classe 
des t ou g\f) — 0. Designons par fcz(t) 1’ordre de multiplicite de t 
relatif k A et g(t) (cf. § 1). Ceci ótant nous avons les trois thó- 
oremes suivants:

Thćorbme i. Si .4 est une partie mesurable de A, alors (cf. 
les notations du § 1)

1°) g(A) est mesurable

2°) mg(A')= f' f dt.
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Tbeorfeme 2. Soit B une partie de ^(4).
La condition necessaire et suffisante pour que B soit rnesli- 

rabie est que
9~\B)-A,

soit mesurable.
Thóorbme 3. Soit B une partie mesurable G(A). On a

1/(01 dt._ r 1/(01 dt.

Demonstration. g(A) est identique a un intervalle [a, b] — L. 
L est un are simple rectifiable situó dans 1’espace a une dimension. 
/’(s) = s est une reprósentation normale de L. II suffit de poser 
T=A pour ramener le theoróme 1 au thóoreme 1 du § 12, car 
la longueur coincide dans ce cas avec la mesure.

On ramene d’une faęon analogue le thóoreme 2 au theoreme 
3 du § 9 et le thóoreme 3 au thóoreme 2 du § 12.

Rósultats antórieurs.

§ 14. J’ai dóveloppó la thóorie des continua rectifiables dans 
un memoire antórieur1).

Voila deux des thóorómes que j’y ai dómontrós et que j’utili- 
serai dans la suitę.

Theoreme i2). La condition nócessaire et suffisante pour 
qu’un continu K soit rectifiable (= ait une longueur finie) relative- 
ment a une definition D de la longueur, definition róalisant les 
thóoremes — T7 du § 3, est qu’il existe une transformation 
(?(£) definie et absolument continue dans un intervalle bornó et 
fermó 4 telle qu’on ait

K= G(A).

Theoreme 23). Soit G(t) une transformation dófinie et absolu
ment continue dans un intervalle fermó et bornó A.

II existe une suitę {Lv} jouissant des propriótes suivantes:

*) T. Waźewski. Kontinua prostowalne w związku z funkcjami i odwzo
rowaniami absolutnie ciągłemi. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Mat. T. 5, 1927.

a) 1. c. § 24, p. 46.
») 1. c. § 29, p. 49.
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1«) L,QG(A) (^1,2,...),
2°) Lv est un are simple ouvert (sans estremitós) rectifiable 

au sens classique,
3°) . Lv = O lorsque u v.
4°) En dósignant par ZJ la longueur au sens elassique de L„ on a

2lv < -j-
vll

5°) La classe R—G(4) — 2LV est a projection nulle (cf. 
§ 8, Def. 2)1).

On a en plus
6 a) AV=G~1(LV) est un ensemble mesurable (car (?(Z) est 

continue et Lv est une somme denombrable d’enseinbles fermes).
0) Si (i =|= v, alors Au =}= A„, G(Afl). G(AV) = . L„ = 0.
y) 4— BAV est exceptionnel, G(A— JSAV) — R est a pro- 

jection nulle (cf. § 8, Dóf. 1 et 2, Th. 1).

Calcul de la longueur gónóralisee. Compatibilitó de diffórentes 
dóflnitions de la longueur.

§ 15. (JZ). Nous dósignons par (?(Z) une transformation dófi- 
nie et absolument continue dans un intervalle fermś et borne A.

I) etant une definition quelconque de la longueur, nous di- 
rons, comme dans le § 3, que

B est rectifiable (Z>)

lorsque B est rectifiable (= a une longueur finie) relativement a la 
definition D.

Nous dósignerons la longueur de B relątive & la definition D 
par

longpB.

Nous n'envisagerons au cours de ce paragraphe que des de
finitions de la longueur qui realisent les theorómes Tr — Tn du § 3.

Nous dósignerons par
longe! B

la longueur de B au sens classique.
Lemme i. Soit B une partie de G(A) (cf. § 1). La condition

*) Nous laissons de cóte le cas banał ou <?(4) se reduit k un point. 
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necessaire et suffisante pour que B soit de longueur nulle relative- 
ment & une dćfinition quelconque de la longueur (róalisant T7—T7 
du § 3) est que B soit a projeetion nulle (cf. § 8, Def. 2).

Demonstration. La condition en question est suffisante (cf. 
K, § 3).

Elle est nócessaire. Supposons, en effet, que

longc B = 0.

On a (cf. §14. Th. 2, 5°)

(1) B = 2BLV 4- BR.

Lv ótant rectifiable au sens classique (§ 14, Th. 2, 2°), il est 
aussi rectifiable (Z)) (cf. § 3. et par consóquent BLV est recti
fiable (Z)) (§ 3. T7,). On a (cf. Tt) longo(Z?Z>v) < 0. Mais la lon
gueur de BLV ne peut pas etre nógative, car BLV renferme l’en- 
semble vide qui est de longueur nulle (cf. § 3, T6 et T^) donc

longD(Z?Lv) = 0

et BLV ótant situe sur l'arc Lv rectifiable au sens classique, on 
a (§ 3, ?;)

longe! (BLJ = 0.

Cette ógalite implique que les BLV sont a projeetion nulle 
(§ 8, Th. 2). BR est a projeetion nulle (§ 14, Th. 2, 50. § 8, Rem. 5).

B est ainsi, suivant (1), une somme dónombrable d’ensembles 
a projeetion nulle, il est donc (§ 8, Rem. 5) a projeetion nulle.

Lemme 2. Q et B etant eontenus dans (?(d) et Q etant 
a projeetion nulle, Q et B ne peuvent ótre rectifiables (Z)) qu’a Ja 
fois. S’ils sont rectifiables (Z)) on a

longD B = longc(jB -j- Q).

Demonstration. On a (cf. le lemme precódent) longc Q = 0 
et par suitę (§ 3, T^) longfl(Q — B) = 0. Les ensembles Z?etR-(- 
—|—^ == _B —]— (JS—Q) ne peuvent donc etre rectifiables (Z>) qu’a la 
fois et s’ils le sont, leurs longueurs sont egales (cf. § 3, Tb et Z7/).

Theoreme i. Soit A une partie mesurable de 4 (cf. (ZZ)) et 
soit D une definition quelconque de la longueur róalisant les the- 
orómes — T\ du § 3. Ceci ótant on a (cf. § 1 et § 14, Th. 2).
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2

2°) G(A) est rectifiable relativement a D.
3») longD<?(2) = y

2

Demonstration. Gardons les notations du Th. 2, § 14. On a

A = 2aAv + A(A-2Av)
et (§ 12, Th. 1 et § 14, Th. 2)

long,; G(AAv)=j' L^J dt<lv.

AAV
Comme (cf. § 14, Th. 2)

Av = G~\L„) C 2A„ = G~\2LV\
on a donc partout dans AAV (cf. § 10, Lemme)

^AA^fi = ^A2Av(f)

et A(A — -SJ.V) etant un ensemble exceptionnel (cf. § 14, Th. 2, 
6y) on a, d’apres le thóoreme 1 du § 10, presąue partout dans 
A2AV

donc presąue partout dans AAV on a (cf. § 10, Lemme; § 14, Th. 2, 6a) 

^AAV fi = ^fi-
On a par consóąuent (cf. § 3, 7^)

(1) longflG(J2j = longd<?(22,,)=
AA„

Les ensembles AAV d’une part et les ensembles G(AAV) de 
l’autre ótant disjoints (§ 14, Th. 2, 6/?) on a en vertu du theoreme 
Tj du § 3

long0ć?(22Llr) = +

*) On peut etablir cette inegalite independamment de la definition D. 
Ceci resulte d’une analyse facile de la dómonstration qui suit.
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Or, long^^zl —.Szl„)) = 0 (cf. § 14, Th. 2, 6y; § 8, Th. 1 
et § 15, Lem. 1). Par consćquent (cf. Lemme 2)
(2) longB G (4) = longo G (A 2AV).

| G'(f) j ótant nul presque partout dans Fensemble esceptionnel 
A(A — ^Av) (ci. § 14, Th. 2, 6y, § 8 Def. 1), on a suivant (1) et (2)

0 < long„ G (4) = + c. q. f. d.
A

Thćorćme 21). Soit 7?Q6r(d) (cf. (1?)). La condition nćces- 
saire et suffisante pour que B soit rectifiable (= ait une longueur 
finie) relativement a une definition quelconque D de la longueur, 
definition realisant les thśor&mes 7^ — T7 du § 3, est que

G~\B) - A,
soit mesurable (cf. les notations du § 1).

Si B est rectifiable au sens ci-dessus on a

(1)

Dćmonstration. Notre condition est necessaire. Supposons en 
effet que B est rectifiable (D). BL„ est rectifiable au sens classique 
(cf. § 14, Th. 2, 2°; § 3, 7)) et. par consequent (§ 9, Th. 3), 
ćr_1(BLw) — d. est mesurable.

RB est a projection nulle (§ 14, Th. 2, 5°; § 8, Rem. 5) 
donc G~\BR)— A, est de mesure nulle (§ 8, Th. 1). On a (§ 14, 
Th. 1, 1° et 5°)

B = SBLV + R
et par eonsśquent

G~\B) -A.= 2(G-\BLV) - A.) + G~\BR) - A„

G~\B) — A. est donc mesurable.
Notre condition est suffisante. Supposons en effet que (?_1(J^)—A, 

est mesurable. G(G~\B') — Ą) est donc rectifiable (D) et on a (cf. 
Theoróme 1)
(2) longp(?(G-1(5)-4) = yJ_|>L^<+oo.

J) Le present thóoreme fait partie de ceux que j’ai presentes au eoure 
du 1-er Congres Polon, de Math. (Lwów, Septembre 1927). Le thóoreme reste 
yrai lorsqu’on remplace la dófinition D par celle de M. Caratheodory.



31

G(G \B). Ą) est a projection nulle (§ 8, Th. 1) et par suitę 
(Lemme 1)
(3) loDgc(?(ćr’(2?).Zl,)==0
(2) et (3) impliquent en vertu du lemme 2 que les deux premiers 
termes de (1) sont egaux. Le troisieme terme de (1) est śgal aux 
precódents en raison du corollaire du § 10.

Theoreme 3. B śtant une partie d'un continu K rectifiable 
(= possćdant une longueur finie) relativement a une certaine defi- 
nition de la longueur, dćfinition realisant les thóorómes 7) — T7 du 
§ 3, toutes les dśfinitions de la longueur qui róalisent ces theore- 
mes sont eompatibles entre elles en ce qui concerne la rectifiabi- 
litó de B et la valeur de la longueur de B.

C’est une consśquence immśdiate du thśoreme precedent et 
du theoróme 1, § 14.

Theoreme 4. Soit P une portion de 1’espace contenant <?(4) 
dans son intórieur. Soient

(1) ^=^(3-!,... a;„), (i/1..., w)
ni fonctions possedant partout dans P les derivees partielles de 
premier ordre continues.

Si une partie B de ćr(21) est rectifiable au sens d’une certaine 
dśfinition de la longueur rśalisant les theoremes — T7 du § 3, 
1’ensemble correspondant a B par 1’intermśdiaire des óquations (1) 
est rectifiable relativement a toute definition realisant ces theoremes.

Demonstration. L’ensemble U — G~\B) — A, est mesurable 
(cf. Th. 2).

Soit {Fv} une suitę d’ensembles fermes contenus dans U et 
telle que

mR — m(U— F1FV; — 0.

On a G~\B) = 2FV + R + G~\B). A,. L’ensemble T = 
— G~\B). A,-\- R est exceptionnel (§ 8, Rem. 3 et 4). O11 a

B = G{2FJ + G(T).
Soit H(t) la transformation absolument continue analogue 

& celle qui a śte introduite dans la remarque 1 du § 8. H(A) est 
un continu rectifiable (cf. la remarque citee et le theoreme 1 du 
present paragraphe). L’ensemble transforme de B est

+ H(T).
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Le dernier terme de cette somme est a projection nulle (cf. 
§ 8, Th. 1) donc de longueur (relative a D) nulle (cf. lemme 1). 
Les H(FV) etant fermós et contenus dans le continu rectifiable 
H(d), on en conclut facilement (cf. 7\ — T1 du § 3) que 1’ensemble 
transforme est rectifiable au sens en question.

Une dóflnition analytiąue de la longueur gónóralisee.

§ 16. Dófinition D*.  Soit 6?(£) = £„(Z)} une trans
formation dófinie et absolument continue dans un intervalle bornó 
et fermó 4. Soit

4,
la classe des t ou | G'(f) | = 0 et soit B une partie de <z(4). (cf. 
les notations du § 1).

Nous appelons B rectifiable relativement a la dófinition D*  
(= rectifiable (D*))  lorsąue Fintógrale

f
<?-’(«)-d.

(1) ! <?'(*)  I
a~

existe et qu’elle est finie. Nous appelons Fintógrale (1) (lorsqu’elle 
existe) longueur de B relative a D*.  Nous la dósignerons par

long*  B.

Remarąue i. II faudrait, a priori, appeler Fintógrale (1) lon
gueur de B relative a G(t). mais on va voir dans la suitę que la 
valeur de (1) dópend seulement de 1’ensemble B et est indćpen- 
dante de G(f).

Remarąue 2. Toute partie de 1’espace a n dimensions dont 
nous parlerons au cours du prósent paragraphe sera supposóe con- 
tenue dans (?(zl).

Theoreme i. Si long*B  existe, on a (cf. § 10. Corol.)

(2) 0<long*B  = f 1 ^ < + oo
J Kg-l (Ą-4, W

et inversement: si Fintógrale figurant dans cette inógalitó existe, 
elle est finie et ógale a long*  B.

Thóoróme 2. La condition necessaire et suffisante pour que 
B soit rectifiable (D*)  est que Cr-1 (5) — A. soit mesurable.
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Demonstration. Cette condition est necessaire, car elle rśsulte 
de l’existence de 1’integrale (1). Elle est suffisante en vertu du 
theoreme precedent et du § 10. th. 1).

Theoreme 3. L’intógrale (l) est un invariant relatif a toutes 
les ttansformations cartesiennes de 1’espace a n dimensions en lui- 
meme (cf. § 8. Rem. 2).

Thćoreme 4. La condition nócessaire et suffisante pour que

long*  B — 0

*) Car on a presque partout dans G~T(B) — A, les inegalitós: | Cr'(t) | =)=0 
(cf. § 1), fc«-i(S)(f)<oo (cf. § 8. Th. 3).
Rocznik Pol. Tow. matemat.

est que 13 soit a projection nulle (cf. § 8. Dśf. 2).
L’integrale (1) ne peut etre, en effet, nulle que dans le cas 

ou ćr_I(.B) — A, est de mesure nulle ł), c.-a-d. dans le cas oh B est 
a projection nulle (§ 8. Th. 1).

Theoreme 5. La definition D*  rśalise les thśoremes — T7 
du § 3.

Ad Tj. Tj est une consequence immediate du thóoreme 1 
du § 12 et du theoreme 1 du prćsent paragraphe.

Ad 7’3. Si B est ferme, il est rectifiable (Z)*)  puisque G^tB) 
est fermś et par consóquent G^B)—A, est mesurable (cf. The
oreme 2 et § 1, Rem.).

Ad T4. Soit B rectifiable (Z>*);  soit d une droite quelconque 
et soit P la projection de B sur d. J’affirme que P est mesurable 
et que sa longueur ne surpasse pas long*B.

Soit en effet ,..., x„ le systeme d’axes rśctangulaire aux- 
quels est rapporte notre espace.

On peut se borner au cas ofi d cofncide avec l’axe x4 (cf. 
Thóoreme 3). On a dans ce cas

(3) P = ^(^(B)) = ^((?-’(B)-4.) + ^(^(5). 4).

En vertu du Corollaire du § 5

(4) =

Designons par Aa(£) 1’ordre de multiplieite de Z relatif a<Ą(£) 
et A (cf. § 1). On a ćvidemment partout dans G^(B)—A,

(5) Ą,(#) 1(B)—

3
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G 1(Z>)—4 etant mesurable (ef. Thóoreme 2) on obtient selon le 
theoreme 1 du § 13

(6) mffl(G~\B) - 4) = f dt-

On a presque partout dans zl

En rapprochant les relations (2), (3), (4), (5), et (6) nous ob- 
tenoDs

m P long*  R, c. q. f. d.

Ad. T5. Si {Bv} est une suitę d’ensembles rectifiables (Z)*)  et 
disjoints, 2BV est rectifiable D*  et long*2B v — ^long*B v.

Dćmonstration. Les ensembles G^BJ—4 sont mesurables
(cf. Thóorbme 2) et, par suitę (cf. § 1. Rem.), 1’ensemble

(7) G-\2Bv)-ń. = 2(G-\Bv)-ń.)

l’est aussi, 2BV est donc rectifiable (Z)*)  (cf. Th. 2). On a partout 
dans ćr-1(Z?„) (§ 10, Lemme)

par consóquent (cf. Def. Z)*)

(8) dt.

Les ensembles G 1{BV')— 4 ótant disjoints, on obtient de (7)» 
et (8)

2 long*  Bv= f . dt = long*  2BV, c. q. f. d.
J Ko-\2BvAl)
bv)-A,

Ad Te. T6 est une consóquence immediate du theoreme 4.
A d Z). Le produit et la difference de deux ensembles recti

fiables (Z)*)  sont rectifiables (Z)*).
Pour le prouver il suffit de remarquer (cf. Theoreme 2 et § l. 

Rem.) que

(?-’(Ą -R2) -4 = (^(Ąj-4)- [{t?-1(Ą)-4} + 4], 
G~\BX.BJ - 4 = (<?-ł(Ą)- 4) • (^(Ą) - 4).
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Ad T^. B ótant une partie rectifiable (Z)*)  d’un ensemble C 
rectifiable (Z)*),-on  a
(9) long*_Bs^long*C.

On a selon T5 et Z7

long*  C — long*Z?  -|- long*(C — B)

d’ou resulte (9) puisque long*(C —B) 0 (cf. th. 1).
Thóoreme 6. Soit H(u) une transformation dćfinie et absolu- 

ment continue dans un interyalle bornć et fermó Z et soit

BCG(4)Z7(Z).

B ne peut etre rectifiable (Z)*)  relativement a G(t) et H{u} 
qu’a la fois. Les longueurs de B (au sens de la dćfinition Z)*)  re- 
latives a G(t) et ZZ(m) ne peuyent pas etre differentes.

Autrement: La reetifiabilitó D*  et la longueur (au sens de 
la definition Z)*)  dependent seulement de 1’ensemble B en question 
et ne dópendent nullement de la representation paramótrique du 
continu sur lequel il est situć.

Demonstration. Ce thóoreme rćsulte immćdiatement du the
oreme precódent et du th. 3, § 15 lorsqu’on remarque que G(A) 
et ZZ(2) sont des continus rectifiables (Z)*)  respectiyement par rap
port a G(t) et H(u) (cf. T3, § 3).

Corollaire. La projeetion d’un ensemble rectifiable au sens 
classique sur une droite quelconque est mesurable et la mesure 
de cette projeetion ne surpasse pas la longueur de 1’ensemble en 
question (cf. Th. 5, et 2\).

Theoreme 7. La notion de l’arc rectifiable au sens classique 
et celle de l’arc rectifiable D*  coincident.

En effet, tout are simple rectifiable au sens classique l’est 
aussi relativement a la definition Z)*.  La proposition inverse est 
aussi yraie, car tout are simple contenu dans G(A) est rectifiable 
au sens classique1).

Calcul de la longueur generalisee intórieure et extórieure.

§ 17. Nous gardons relatiyement a G(i) les hypotheses du 
paragraphe precódent.

’) T. Ważewski, Kontinua prostowalne ete. § 12 et § 24. 1. c.
3*
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Definition i. Soit B Q G(A). Nous appelons longueur interieure 
de B (relative a une dófinition quelconque (Z)) realisant les theore- 
mes T± — T-( du § 3) la borne supśrieure des longueurs (relatives 
a (Z>)) des parties rectifiables de B. Nous la dósignons par

longicK

Theoreme i. Si jBQG(4), il esiste une partie rectifiable (Z>) 
de B, appelons-la C, telle que

longjO B = longB C.

En dósignant par A une partie mesurable de G-!(jB), telle que

m(A) = mi(G~1(B)') *)

*) Un tel A existe. C£. p. e. C. Carathóodory. Vorlesungen iiber reelle 
Funktionen. 1918. p. 261, Satz 3.

a) Dans le cas contraire il existerait une partie mesurable de de
mesure superieure a mA.

on a

longw.B — longp(G(.4)) = < + °°-
A

Dómonstration. Posons R= G~\B)-—A.
G(A) est une partie rectifiable (Z)) de B et on a (cf. § 15, th. 1) 

longiC B longp G(A}) — J dt < + oo.

A

Soit C une partie rectifiable (Z>) de B. II reste a dómontrer que

(1) longDC s^long„G(.4).

G^fC)— 4, est mesurable (§ 15, th. 2) et G^fC)—A -|- R. 
L’ensemble

H = G~1(C') — A,—A

est, par consequent, de mesure nulle 2).
On a

G-1(C) — 4 = (G-’(G) — 4U + -ff, G-1(C) — A, — HQA 
d’oii (cf. § 15. Th. 1 et § 3, Ts)

long0G(G_1(C) —Ą—H) ^longfl G(J.).
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H etant de mesure nulle, on en obtient facilement (cf, § 15, 
Th. 1. et Th. 2 et § 10. Th. 1).

longBO = longDt?(t?-1(C) — d2 —ZZ),

ce qui rapprochó a 1’inegalite prścedente implique (1).
Definition 2. Soit I3Q(?(d). Nous appelons longueur extó- 

rieure de B (relative a une dófinition quelconque (JJ) róalisant les 
theoremes T\ — T7 du § 3) la borne infórieure des longueurs (rela- 
tives a (Z))) des ensembles rectifiables (Z)) qui contiennent B. Nous 
la dósignerons par

longeO B.

Thóoreme 2. Si B Q (J(d), il existe une partie rectifiable (Z)) 
de ć?(d), appelons-la C, telle que

1° -BCC,
2°) longeDB= long O.
En dósignant par A une partie mesurable de d telle que

G-\B)QA,

m, G~' (B) — mA *),

*) Un tel A esiste. Cf. p. e Caratheodory 1. c. p. 260, Satz 2.

on a
longeZ)Z? = J ^7^ dt — lon^ < + °°-

A

Dómonstration. On a (cf. Th. 1. § 15).

longeDZ?<long0 (?(;!) = J ®; dt < -)- oo.

A

Soit C un ensemble rectifiable (Z>) contenant B. II suffit de 
dómontrer que lorig;, G(A)long^C. L’ensemble F=G(A).C est 
rectifiable D (cf. § 15. Th. 1 et § 3, Z’7) et on a (cf. § 3, T2) 
longc F longfl C. II suffit donc de prouver que

(1) l°ngz> <?(-d) < longcK
L’ensemble

H = G-\F) + d. = (G-^F) - d.) + d.
est mesurable (cf. § 15, Th. 2 et § 1. Rem.) et

G~\B)QH.
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Posons R— A — H. On a x)

mR — 0.
On a

A = AHAI{, AQR-\-H

d’oi! (cf. § 15, Th. 1; § 3, Tt)

longDG(A) < longfl G(H+ R) = longo G((G~\F) - AJ) + Ą + R).

Or, 4, + R śtant un ensemble exeeptionnel (cf. § 8, Def. 1, 
Rem 3, Rem. 4) on en obtient (cf. § 15, Th. 1 et 2; § 10, Th. 1) que 

longfl G(H-\- R) = longpF

ce qui rapprochś a 1’inegalitś prścśdente implique (1).
Theoreme 3. B śtant une partie d’un continu rectifiable 

(= possedant une longueur finie) relativement a une certaine dśfi- 
nition de la longueur, dśfinition realisant les thśoremes T1 — Tq du 
§ 3, toutes les dófinitions qui realisent ces thśorśmes sont compa- 
tibles entre elles en ce qui concerne la valeur de la longueur 
intśrieure et de la longueur extśrieure de B.

C’est une consequence du thśoreme 3 du § 15 et des defi- 
nions 1 et 2.

Application aux fonctions absoluinent continues.

§ 18. Theoreme. Soit <?(/) une fonction definie et absolument 
continue dans un intervalle fermś et borne A. Soit 5(2 6(1).

Dśsignons par A et C deux ensembles, tels que 

AQG-\B)QCQA, 
mA — m, G~1(B), mC — me G ^(B).

On a

c

C’est une consśquencę immśdiate des thśoremes 1 et 2 du 
paragraphe prścśdent.

*) Autrement il existerait une partie mesurable de 4 eontenant G~’(B) de 
mesure inferieure & mA.



Notę sur un theoreme de M. Peano concer- 
nant l’existence de solutions d’un systeme 
des equations differentielles lineaires du 

premier ordre.
Par

Andre Turowicz (Cracovie).
(Presente au Serninaire du Prof. Wilkosz le 5 Decembre 1927).

I. M. Peano a demontró le theoreme suivant1): 
Soient

<1) ry(f)

un systeme de fonctions continues d’une variable reelle dans un in- 
tervalle [a, &]; soit a$0), a!j0),..., a* w un systeme des n constantes 
reelles arbitraires; soit x un nombre complexe a n unitós dont 
les composantes sont: (o^, x2,..., xn\. soit Rx un nombre complexe 
■dont les composantes sont definies par les śgalites:

*) Mathem. Annalen t. 32. p. 450—456.

n

z< = i/i,2,...,n;
m

soit enfin 

'o

pour k/0, 1, 2,...
Alors les composantes de la fonction complexe 

■definie par la sórie uniformóment convergente:
OO

<2)
i/0 
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forment les solutions du systeme des ćquations dif- 
ferentielles dans l’intervalle [a, 6]:

m

II. Ce theoreme peut etre gśnóralisć d’une maniere suivante: 
1° Si les f onetio ns (1) sont mesurables et bornśes 

la sórie (2) converge uniformóment dans [a, 6] etses 
composantes satisfont aux óquations (3) dans [a, i] 
al’exception d’un en s emb le de m es u r e nulle, peut etre.

2° Si les fonctions (1) sont sommables, la serie (2} 
converge uniformśment dans [a, 6] etses composan
tes y satisfont aux śquations (3), un ensemble de me
sure nulle exceptó, peut etre.

Ces thćoremes sont quand a la convergence, une consśquence 
d’un thćoreme de M. Banach1). On peut cependant les demontrer 
d’une manierę tout a fait analogue a celle de M. Peano, si on insere 
a sa dćmonstration deux lemmes suivants:

1. Si les fonctions (1) sont mesurables, le „module“ 
de la matrice:

Ól(*)  r12(0, •••>

r„i(0 r„2(i)

•) Cf. Fund. Math. t. III. p. 161. th. 7. 
a) Cf. Peano loe. cit.

est de mśme mesurable.
2. Si les fonctions (1) sont sommables le module- 

de la matrice (4) est sommable.
Par le module de la matrice (4) nous entendrons 2) la fonc

tion /(#) definie de la manierę suivante:
Soit F(t-, ..., une fonction des variables róelles dćfinie

dans le domaine D :
« < < Z>

n

2^1+°
>71
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On voit immediatement que F(t\ kx1,..., kx^ — F(t‘, %„)
pour k =j= 0. Par consequent, toutes les valeurs de la fonction F 
dans le domaine D sont atteintes dans le domaine K:

u < < Z>
n

od r est une eon stan te positive arbitraire.
Comme ce domaine est borne et fermó et la fonction F con

tinue relativement aux variables . ., x„ elle atteindra dans K 
pour cbaque t de [«, 6] son maximum, que nous designerons par f(t).

III. Demonstration. A chaque t appartenant a l’intervalle 
[a, 6] nous assignerons dans 1’espace a n dimensions y„) l’hy-
persphere A (i):

^  ̂[>•(*)?,  oii r(t) = 14-fjT7^.

</i

Soit , y„) une fonction dófinie dans 1’ensemble des
hyperspheres A (i) par Pegalite:

y„) = A[a + k—a) U; y»J-

Evidemment /(t) est ógale au maximum de la fonction <p, 
atteint sur 1’hypersphere K(t\

Choisissons sur A(a) un ensemble E(a) dónombrable et par
tout dense sur A(a). Soient: (yi°,. ., i/1, 2,..., les coordonnóes
des points de cet ensemble et soit E(t) un ensemble compose de points 
de coordonnóes: r(t),..., ylF- r(t)\ L’ensemble A(t) est
situe sur K(t) et y est partout dense. La fonction F etant continue 
relativement aux variables (xx,a?„), la fonction <p sera continue
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relativement aux yariables (*Ą,y„)  sur chaque hypersphóre -K(ż). 
En consequence le maximum de (p sur K(t) est egal a la limite 
supórieure de cette fonction sur E(f). Soient i/1, 2,... une
suitę de fonctions dófinies par les ćgalitćs:

(5) = 4^•••, y»°-»"(()], ż/1, 2,...
dans l’intervalle [a, &].

On dóduit par un calcul facile que:

(6) ^(«) = F(t; yi'- r{t), y^r(t),..., y^r(t)) i/1, 2,..., 

d’ou l’on voit immediatement que toutes les fonctions ip, sont mesu
rables. Comme /(£) est une limite superieure de la suitę des fonc
tions ę>(, elle est elle-meme mesurable.

IV. Supposons maintenant que les fonctions (1) sont somma- 
bles dans l’intervalle [a, ó],

Les seconds membres des ógalites (6) peuvent s’ecrire:

i/1
7/1 J

tyl, 2,...,

</i

On a par consequent:
n n n n

w \=2\2 —22 • 1^1—
i/1 7/1 i/1 7/1

Ł/1,2,...
i/1 7/1

II existe donc pour les fonctions *̂(£)  une majorante commune 
sommable. En consóquence les fonctions ipk, ainsi que leur limite 
supćrieure f(t), sont des fonctions sommables.

Cracovie 3. III. 1928.



Sopra alcuni invarianti associati ad una 
varieta e sopra i sistemi principali di nor- 

mali delle superficie.
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Prefazione.

E nota 1’importanza che per le superficie dello spazio ordi- 
nario ha 1’esistenza di una normale determinata. Questa normale 
interviene nella formazione della seconda forma differenziale qua- 
dratica associata alla superficie, e quindi nell’ espressione della cur- 
vatura media, nella determinazione delle linee di curvatura, ecc.

Per le altre superficie esistono infinite normali, le quali hanno 
gia subito una prima classificazione colla considerazione degli spazi 
r-tangenti, che io indico con <jr J).

Le normali che prima si affacciano alla considerazione sono 
quelle che giacciono nel <72, ma anche queste, se si esclude il caso 
delle sviluppabili e quello delle superficie dello spazio ordinario, 
sono in numero infinito, ed in particolare possono essere tutte le 
direzioni di un piano, se il ha 4 dimensioni, o possono essere 
tutte le direzioni di uno spazio a 3 dimensioni, se il <t2 ha 5 di
mensioni.

Si presenta allora la questione di riconoscere se fra dette 
normali vi sia un sistema ortogonale (di 2 o 3, a seconda che esse 
riempiono un piano od uno spazio a 3 dimensioni) che meriti di 
essere considerato come privilegiato.

Un tale sistema deve, secondo il mio parere, rispondere ad 
una definizione simmetrica rispetto al sistema delle sue rette. In 
generale non apparterra ad un tale sistema la normale di curvatura 
media del Bom piani* 2), ne una di quelle da me segnalate recen- 
temente3), e di cui la 2a coincide colla precedente normale del 
Bompiani.

*) (A), pag. 395.
2) (G). pag. 1133.
•) (A), pag. 42i

In questo lavoro presento una definizione di un tal sistema, 
la quale gode della proprieta desiderata (Cap. III. n°. 1 e Cap. IV. 
n°. 1), e che forsę e 1’unica del genere ehe si possa pensare.

Corrispondentemente dimostro che esistono sistemi reali che 
vi soddisfano e che chiamo sistemi principali. (Cap. III. n° 2 e Cap. 
IV. n°. 2).

Peró non in tutti i casi vi ó un solo sistema principale. In 
una superficie vi possono essere punti (che io chiamo ciclici) in cui 
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si ha una semplice infinita di sistemi principali (Cap. III. ni. 5, 6, 7 
e Cap. IV. ni. 2, 3, 5).

Ho chiamato cicliche le superficie i eui punti sono tutti cicliei, 
ed ho trovato esempi di superficie cicliche tanto col cr2 a 5 dimen- 
sioni (Cap. III. n°. 7), quanto col <J2 a 4 dimensioni (Cap. IV. n°. 5).

Alla trattazione degli argomenti predetti (Cap. III e IV) ho 
premesso due capitoli in cui si passano in rassegna 8 invarianti 
di una qualunque yarieta (Cap. I), uno dei quali, quello che ho 
indicato con <72 si presenta, almeno analitieamente, come la piu 
naturale estensione alle yarieta a piu dimensioni dell’in v arian te 
di Gauss (curvatura totale delle superficie), e che probabilmente 
apparira tale anche dal punto di vista geometrico, e nel secondo 
dei quali (Cap. II) si procede, nel caso in cui il a2 abbia una di- 
mensione di meno del massimo numero possibile, alla scomposi- 
zione di un controvariante a 4 apici, che conduce ad un cono qua- 
drico dello spazio tangente, che deve avere un significato proiet- 
tivo. (Cap. II. n° 4). Questo cono e definito uguagliando a zero 
una certa forma quadratica, che per la superficie dello spazio lineare 
a 4 dimensioni si riduce alla forma jF2 del F u b i n i ’).

I risultati dei primi due capitoli hanno anche applicazione 
nei successiyi.

CAPITOLO I

Gli inrarianti Jlt J2, J3, J8 di una yarieta qiialunque.
1. — Sia

u1,u2,...,un)

l’equazione di una yarieta Fn ad n dimensioni dello spazio hilber- 
tiano, ed indichiamo con g il campo di yariabilita della i2). Indi- 
chiamo poi con /( la deriyata di f rispetto ad e poniamo

[1] a'‘==J'
II sistema ar, e un coyariante simmetrico a 2 indici del cal- 

colo assoluto del Ricci, e quindi una sostituzione $ di equazioni
— M<(»1( vn) (i = 1, 2,..., n)

’) (E). Tomo secondo. pp. 631—637.
’) Per questa rappresentazione delle yarieta vedere (A) pag. 391 e seguenti.
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che porta dalie yariabili u alle yariabili v. la muta colla legge

[2]

dove

n r) r) 11

= f,’)>

e .S' e estesa a tutte le combinazioni pa eon ripetizione a 2 a 2 
dei numeri 

[3] 1, 2,..., n.

II determinantę di ordine n(n —1) : 2 

ottenuto faeendo pereorrere nello stesso ordine alle coppie pa ed rs 
tutte le combinazioni eon ripetizione a 2 a 2 dei numeri (3), e met- 
tendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa coppia 
pa e in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa coppia rs, 
e un determinantę di Scholtz-Hunyady2), e quindi yale 4"+', 
dove

j & ui M 
®2,..., v„)

e il determinantę funzionale della sostituzione 8.
Indichiamo poi eon a il determinantę di ordine n

«I1 a12 ... • •• «1.
a2 1 a22 • • • ... «2n

®n2 * • ' a„n

*) Per la notazione «r» [u] yedere (B).
’) (C). pp. 156-160.

Si sa che a =|= 0, e che

a[v] = a[w|. A2.
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2. — Indichiamo eon f„ le derivate seeonde covarianti di f 
rispetto al sistema poniamo

[4] ^r.,P9= j fr.fpqdt.

9
II sistema (4) e un eovariante a 4 indici nel calcolo assoluto 

di Ricci, simmetrico rispetto alle coppie rs e pq, e rispetto agli 
indici di ciascuna di queste coppie.

Si ha evidentemente

nu LWJ •
dove la 2' e estesa a tutte le combinazioni qa e nx eon ripeti- 
zione a 2 a 2 dei numeri (3).

Indichiamo eon A il determinantę formato cogli elementi 
A^at„ come e stato formato D eon i

Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinant!

— A[u\. D2 = A[u] . d2("+,).

Consegue che

e un invariante.
3. — II sistema

Jt = A : a”+I

[^] Arptlq Apg^gp

b un covariante a 4 indici simmetrico rispetto alle coppie rs e pq, 
ed emisimmetrico rispetto agli indici di ciascuna di queste coppie, 
e quindi ha nulli tutti gli elementi in cui una di queste coppie e 
formata di due numeri uguali.

Consegue che

fo,r> M • (? "d s e P <1 <?)
dove

i
3vs | 
3 u a I 
Sv, i

e 2" e estesa a tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei 
numeri (3).
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II determinantę di ordine n(n— 1) : 2

ottenuto facendo pereorrere nello stesso ordine alle coppie pa ed 
rs tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei numeri [3] scritte 
eon p < a. ed r O, e mettendo in una medesima riga gli elementi 
colla stessa coppia pa ed in una stessa colonna tutti gli elementi 
colla stessa coppia rs, e un determinantę di Spottiswoode1), 
formato coi minori di 2° ordine di 4, e quindi vale 4n_1.

Indichiamo eon R il determinantę formato cogli elementi RQa>r, 
come e stato formato P eon i P^?,.

Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti
2?[„] = #[M] . p:i == J?[M].

Consegue che
J2 = R : an 1

e un invariante.
4. — Indichiamo eon 

[6]

il complemento algebrico di Ar,iPq in A. 
Si ha

[7]
dove 2' ha il solito significato, ed s„,pq vale zero od uno seeondo 
che le combinazioni rs e pq sono differenti od uguali. La [7] si 
pud anehe scrivere

[7'] 2hk Ahi,rs. {Ahk’P1) = £„.p,. A . (2^ : 2),
i

dove 

ed shk vale zero od uno seeondo che h e k sono differenti od 
uguali.

Se A =|= 0, e se la combinazione p q e’ tenuta fissa le [7] 
individuano il sistema

: A

•) (C) pp. 132-135. 
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eon hic percorrente tutte le combinazioni eon ripetizione a 2 a 2 
dei numeri (3), e quindi e individuato dalie (7') il sistema

: * 4 (A, A; = 1, 2,..., n).

9 (D). Cap. II. 2. pp. 12—13.
Rocznik Pol. Tow. matem.

Consideriamo questo sistema per le variabili u, e costruiamo 
il controvariante a 4 apici 1Q'‘*,P9 che per le variabili u coincide 
eon 1).

Per il principio della saturazione 11 sistema

1
b un sistema di Ricci a due indici di covarianza ed a due indici 
di controvarianza, il quale per le variabili u coineide eon £„.m.(2£m:2), 
ma il sistema Eprq, che per qualunque sistema di variabili coineide 
eon Er,tPq.(2sP'i: 2), b pure un sistema assoluto di Ricci, come si pud 
facilmente verificare, dunque per qualunque sistema di variabili 

iMAv..^‘”” = £„,P9.(2^:2),
i

e poiehe [7'] ha. una soluzione determinata, si ha per qualunque 
sistema di variabili

^hk,pq ------ Qhk>pq

e quindi si puo coneludere che b. un controvariante di Ricci
a 4 apici.

Allora e pure un controvariante di Ricci a 4 apici anche 
il sistema

: a»+i — : (4a"+1).

Io dico che il sistema
a’*' ’9 _ (4a,,+1)

b un controvariante a 4 apici di Ricci anche quando A = 0. 
Intanto la cosa b vera se la caratteristica K di A e < 1): 2—1,
perchb allora a'‘4,!’9 = () qualunque siano gli apici.

Resta a vedere che cosa awiene se A = n(w-j-l):2— 1. 
Intanto possiamo osservare che tutti i risultati precedenti si possono 
ripetere quando ar, sia un covariante a 2 indici di Ricci col de
terminanto a diyerso da zero, ed ArtfVq sia un covariante di Ricci

4
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a i indici, simmetrico rispetto alle due coppie rs e pq e rispetto 
agli indici di ciascuna coppia. Ed allora supposto J?'’”" (w) =|= 07 
consideriamo il sistema BrhPi covariante di Ricci a 4 indici, che 
per le variabili u soddisfa alle uguaglianze

dove 2 e una costante positiva, e per tutti gli altri sistemi di indici

-Ł'*r«,nin -^-rs.mn ‘

Allora il determinantę B costruito colle Br,,pq, come A e 
costruito colle e diverso da zero per 2 >- 0. sufficientemente
piccolo, e diventa zero per 2 = 0, perchb allora coincide eon A..

Indichiamo eon Br,,M il complemento algebrico di Br,jP1 in B. 
Le Br''M sono funzioni di 2, che col tendere di 2 a zero tendono 
alle Ar’'pq. Inoltre per 2 4= 0, sufficientemente piccolo, essendo 
B =]= 0, il sistema

phk,n = _ ff‘k,pq . (4

e un controvariante a 4 apici di Ricci, ma la legge di contro- 
varianza che vale per ogni 2 > 0, e abbastanza piccolo, si eon 
servera a causa della continuit&, anche al limite per 2 = 0, e quindi

aM,'p* _ = 2c»*+ £m . A,‘1"”’: (4a"+ł)

e un controvariante di Ricci a 4 apici. c. d. d.
Si pub dunque enunciare il
Teor. Se le ar„ a, Ar,,pq, A hanno il significato loro assegnato 

ai Ni 1 e 2, se Ar',’’q b il complemento algebrico di Arw in Ar 
il sistema

[8] cthk,n __ 2tshk+epą _ A’‘k’M: (4u"+I),

dove 
1, se r = s
0, se r =(= s

b un controvariante di Ricci a 4 apici, qualunque sia la caratte- 
ristica della matrice di A.

Si vede poi facilmente che il sistema a"'*" 1 e simmetrico 
rispetto alle coppie rs e pq e rispetto agli apici di ciascuna 
coppia.
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5. — II sistema
r»,p3 arp,.t ------- ar,,,p

e un controvariante a 4 apiei simmetrieo rispetto alle coppie ts 
e pg, ed emisimmetrico rispetto agli apiei di ciascuna di questo 
coppie.

6. — Si puo’ anche notare che
| Rrp,qn | Rrq,Bp 5

+ ^rp,ęs + Qrq,sp ____ Q

e che le Rr’,pq non sono altro che i noti simboli di Ri emanu 
(rs,pq) di prima specie1).

7. — La funzione

e un invariante.
8. — Indichiamo con il determinantę formato coi pr, 

eonie R e stato formato cogli Rr,,rq, allora con ragionamenti simili 
ad altri precedenti, si puó dimostrare che

C(®) = <>(«) = ^2(”_1),
da cui consegue che

Ji = o . a" 1

e un invariante.
9. — Sono pure invarianti

J5 = 2r,pqAr,,pq.ar,.apqi
J6 =

1

dove a" indica il reciproco di ar, in a.
10. — Noto che se A = 0 e -R = 0, e che se la caratteri- 

stiea K di A h < n(n 1) : 2 — 1, si ha

) (A). Pag. 394.
4*
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CAPITOLO II.

Caso di AT—m(m 4-1): 2 — 1. Scomposizione di ar'’rt. La forma Fs.

1. — Supponiamo che sia K — n(n —1): 2 — 1. Sussistono 
intanto le relazioni

[9] =
1

qualunque siano le coppie rs e pq.
Le (9) considerate come equazioni nelle formano un

sistema di K -|- 1 equazioni lineari in K -|- 1 incognite, colla ca- 
ratteristica della matrice dei coefficienti = K, e che quindi ha tutte 
le sue soluzioni proporzionali ad una medesima.

Poniamo

ahk'pt aPt,
i

il sistema bhk e’ un controvariante a 2 apici, e si ha

y a w — n^-hk ^hk.rs • u ---
1

dunque le bhk formano una soluzione del sistema (9), e poiche tali 
sono le ah',,p'\ dovra’ essere

__ JM

dove le sono delle funzioni convenienti, che per la simmetria 
di a* k,p'1 rispetto alle coppie lik e pq dovranno essere proporzionali 
alle bvą. Allora

ar”P9 = H. br‘ bpą,

e poiche a",M e bn bPi sono controvarianti, la H sara un invariante, e 

c” = ]T\H\.b”

sara un controvariante a 2 apici e si avra

[10] ar,’p? = + crs. crq,

il segno che precede il secondo membro doyendosi prendere lo 
stesso per tutte le coppie rs e pq.

2. — Se si pone
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si ha
c” = a11,r' : d.

Resta cosi individuato un controvariante a 2 apici cr*.  
L’invariante | J, | diventa il quadrato dell’ invariante

l) [EJ. Tomo secondo pp. 631—637.

2„c”a„.

3. — Le relazioni [9] danno subito a causa delle [10]
n
Y A __ AZ-hk ^hk,rs C' --
1 

ossia
J'{Zhkchl,fhk')fr.dt = Q, 

o 1

qualunque sia la coppia rs, e quindi

[u]
1

Cosi e trovata 1’unica relazione lineare fra i parametri 
Dalie [11] consegue che il controvariante c” ha un carattere pro 
iettivo, e che quindi per una proiettivith nello spazio ambiente esso 
verra moltiplicato per un invariante.

4. — Se con c,.„ si indica il complemento algebrico di cr‘ in

i c11 c12 ... c’“ ■ 
j c21 c22 ... c2” [ 
: i >
i c”1 c"2 ... cnn Ś

il sistema
= cr,.a

e un eovariante a 2 indici, e noi indicheremo con Ft la forma
n

Zkk ykk duh duk.

L’equazione F.2 — 0 definisce un cono quadrico nello spazio 
tangente a V„.

6. — Se n —2, e la V2 e una superficie generica in 
uno spazio lineare a 4 dimensioni, 1 a Ą ó la forma 
indicata nello stesso modo dal Fubini1).
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Infatti supposto che X ad Y siano parametri normali di 2 di- 
rezioni del a2 4 fra loro ortogonali e perpendicolari alla Vt gene- 
rica di uno spazio lineare a 4 dimensioni, si ha

— xr,.X-\- yrs. Y, 
dove

= S fr. Xdt, y„ — f f„ Y d t
9 9

sono due covarianti.
Se t h il piano tangente alla V2 e v e il piano delle normale 

in o2, una direzione di t & data da

/i duix
la normale principale alla geodetica che ha per tangente questa 
direzione e data da

/u du\ + 2/J2 dwj du2 /22 diĄ,
ossia da

(«n du*  4~ 22:i2 dux du2 4- o?22 dw2) X 
4~ (yn du*  4~ 2y12 du-L du2 4~ ^22 du*)  Y.

Ora se AX-\-y/Y e una direzione di v si hanno 2 direzioni 
corrispondenti in z, che corrispondono ai 2 valori di dux : du2 per cui

du] 4~ dux du2 4~ ^22 ^Mi)
— ^(yii duj 4*  2y!2 dux du2 4- I/21 du* 2) = 0.

Quando queste direzioni coincidono lo spazio lineare a 3 di
mensioni tangente a V2 e contenente la direzione AXfiY e bi- 
tangente alla F2. Si vede che ci sono 2 di tali spazi (eventual- 
mente coincidenti) che corrispondono ai valori di 2 e y che sod- 
disfano all’ equazione

, ^3/11 A* a,12 ^J/12  „

^■^12 ^3^12 F*̂22  ^1/22

Ad una di tali radici corrispondono dei du2 e dux proporzio- 
nali ai termini di una riga del 1° membro di [12], ossia elimi- 
nando 2 e [i dalie 2 relazioni:

— kyx^)dux 4- — 2y12)dw2 — 0
(^0?!, — 2(/lg) dux 4- (<“^22 — ^22) d»t — o,

’) [AJ- pag. 395.
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dei dzĄ e du2 soddisfacenti all’ equazione

a?n du1 -]- a?12 du2 duA -]-
^12 4*  x22 du2 y12 dwj -]-[13]

che si pud scrivere

[13']
yiz «Zn

= 0.

Ora dalie

■e dalia [11] risulta

e poiche X e Y sono liberi1),
2

Zraxrsc" — 0,
1

Per queste la [13'] diventa,

c22 duĄ — 2c12dtt1 du2 -f- c11 du2 — 0

2
X, yn cr. = o.1

all’ infuori di un fattore

od anche

CAPITOLO III.

Superficie col <r2 a 5 dimensioni, terne principali di normali. 
Superfićie cicliche.

1. — Se xr, ed yr, sono due sistemi di funzioni a 2 indici, 
noi porremo

(®, y) = yit — 2#ls yls xM yn,

e quindi anche

(o:, x) — 2 (xn x22 — a??2)

*) [A.], pag. 360—361.
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D e f. — Se V2 ó una superficie dello spazio hilbertiano il 
cui <r2 abbia 5 dimensioni, e quindi tale per eui A =)= 0, noi diremo 
terna prineipale di normali di V2 ogni insieme di tre para- 
metri normali X, Y, Z di a2 ortogonali fra loro e perpendicolari 
a F2, per cui sia

(X- y) = «) = &
con

«r) = / X/rj dd, = z„ — fZfr,dt.
u a o

2. — Teor. — Se V2 fe una superficie dello spazio hilber
tiano eol <j2 a 5 dimensioni, esiste almeno una terna prineipale di 
normali di V2.

D i m. — Consideriamo 1’ equazione 

[14]

che sviluppata e divisa per — as :2, diventa 

[14'] ps 2.J, p2 4«74p — 2 Jj = 0,
dove q = 9: a.

La [14'] ha almeno una radice reale pt.
II sistema

^22 -^ll) 11 -4U, 12 2n (AX1, 22 Pi = 0

[15] 222 412, n 2212 ^241s, 12 -j- pi gj -(-2U -^12; 22 — 0

22S (^4-22111 (h ®) 2212 y'l22,12 -f- 2U -422, 22 — 0
nelle 2„ ha soluzione, e noi potremo trovare una sua soluzione 
reale 2„ per la quale sia

(2, 2) = pi a.

Sia intanto 2„ una qualunque soluzione reale di [15], e poniano

[16] L = (222 /u — 2212/i2 2n/22) :(Pi«).
Moltiplicando i 2 membri di [16] per f„ ed integrandó e te- 

nendo conto delle [15], si ha
[17]

0
e moltiplicando i due membri di [16] per L ed integrandó, e te- 
nendo conto di [17], si ottiene
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[18] jL^dt — (2, 2):((qa)
9

e poiche il 1° membro di [18] e > 0, si potrą porre

[19] =
dove ó b un numero reale, ed il sistema = d2„ e una soluzione 
reale di [15] che soddisfa la

[20] (a>, — p, a.

Ponendo inoltre

X= Ló,
per le [17] e [18] si ha
[17'] jXfr,dt — xr„

9

[18'] fX»dt=l,
9

la quale [18'] dice ehe X e un parametro normale di a2 
perpendicolare a F2.

Siano inoltre Y' e Z' due altri parametri normali di a2 per- 
pendicolari a K> e tali che X, Y', Z' siano fra loro ortogonali. Sara 

[21 ] fr>~ xr, X -]- yr,Y' -]- z„ Z',
dove, a5r, e dato dalie [17'] ed inoltre

y„ — SY'fr. dt, z„ == J'Z'f, dt.
9 9

Moltiplicando per d le [16], si ha

[16'] —2a;12/l2 + a;i1/22):(ę1a),

e sostituendo in [16'] alle f„ i secondi membri di [21], si ottiene, 
tenendo conto delle [20],

(*,/)  F' + (rr,^)Z'-0,
e poiche le Y' e Z' sono libere sara

[22] (x, y') = (a, z') = 0.

Se risultasse inoltre (/, z') = 0, le Z, Y', Z' formerebbero 
una terna principale, e quindi sarebbe provata 1’esistenza di una 
terna principale.

Se invece (y', z') =]= 0, poniano

Y — cos a P' — sen a Z'
Z = sen a Y' cos a Z'
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ed allora X e Y sono 2 altri parametri normali di o2 ortogonali 
fra loro e a V2 ed a X.

Si ha poi
Y' — cos aY~i~ sen a Z 
Z' — — sen a Y cos a Z,

e quindi
fr. = Xri X -|- yr, Y ~[~ ^rs Z,

dove
y„ = y'rs cos a — z'„ sen a 
zr, — y'r, sen a 4- z'r, cos a.

A causa delle [22] si hanno le

Si ha inoltre
(y> *) = L(y', &') — («',«')] sen « cos a + (?', O cos 2a,

122'] 0, y) = (a?, z) = 0.

e, scegliendo a in modo che

cotga
y')

si ha
{y, Ą = o, 

ed allora X,Y, Z sono una terna principale. Cosi e completamente 
dimostrato il teor.

3. — Supposto che il a2 di V2 sia a 5 dimensioni, e che 
X, Y, Z sia una terna principale, sara

yr, Y + zr, Z,
eon

ed

xr, = / X fr, dt, yr, = fYfr, dt, z„ — fZfr, dt,
ff B ff

O, y) = (y,«) = O, *)  = o,
ed, a causa di queste relazioni, si ha subito

xs2 fu — 2x12 f12 -]~ fi2 — x)X e analoghe
e moltiplieando per /„ ed integrando

[15'] 4~ -^ll -^121 22 ----- 0

2a?12 Aj2, 22 -j- A22, 22 — 0
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Risulta che
(*,  *).  (y, y), & z)

*) Poiche anche i risultati del Cap. II n° 2 yalgono per qualunque si
stema covariante Ar,tPq avente le solite simmetrie, e quindi senza tenere eonto 
dei legami colla yarieta.

devono essere radici di [14]
Se le radici di [14] sono a 2 a 2 diverse, per ognuna di esse 

la matrice del 1° membro di [14] ha earatteristiea 2, e quindi le 
corrispondenti [15] hanno una sola soluzione. Si vede cosi che in 
tal caso si ha una sola terna principale.

Per determinarla, indichiamo con pj, p2, le tre radici di- 
verse di [14z], che sono degli inyarianti. Osserviamo poi che

RP, = («,,, a,g + a,q a,p — 2ar, apq) : 2
e un coyariante che ha le stesse simmetrie di per cui

^lllll — ^22> 32 == R 11, 12 — dPi2, 32—0, Rjj, 22 = ai ^12112 =0t t 2, 
ed allora anche

A.rStPq [ Pi 0 ra,pgi
■e un covariante che ha le stesse simmetrie di Anpq, e il determi
nantę d, formato cogli elementi dr,jPa come e stato formato A eogli 

i i
•d„)P9, e nullo ed ha earatteristiea 2.

Indichiamo con d",P4 i complementi algebriei di d„iP, in 4, 
i ii

•e poniano
d”’1’4 = 2£"+£p-/. d"’”4: (4a"+1).
i i

Questo e un controvariante a 4 apici, ed essendo d — 0, posto 
i 

d= J/p^n]
t

■e
d11’”

;si ha1)
= + y”. yP4.

i i i

II complemento algebrico di y” moltiplicato per a si indichera 
i

con y„, ed i sistemi xr„ yr„ zr, risulteranno proporzionali ai cova-
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riauti y„, y,.„ il fattore di proporzionalita dovendo essere de-
12 3

terminato in modo ehe

(a?, = (>j a, (y, y) = ę2 a, (z, z) = & a.

4. — Non puó darsi che le radici di [14'] siano tutte uguali,
perche in tal caso le //„, zr, sarebbero soluzioni del medesimo 
sistema [15], e quindi, o sono linearmente dipendenti, ed allora il 
o2 ha meno di 5 dimensioni, o non sono linearmenti dipendenti ed 
allora devono essere nulli tutti gli elementi del 1° membro di [14]r 
e dalia relazione = 0 che ne conseguirebbe si avrebbe ancora
che il numero delle dimensioni del <r2 sarebbe < 5.

5. — Resta a supporsi che le radici di [14'] siano una doppia 
ed una semplice. In tal caso due delle espressioni

(a;, a), (y, y), (z, z)

saranno uguali, per esempio sara

(x, x) = (y, y).

Allora il sistema [15] in ciii e una conveniente radice di 
[14'] 5 soddisfatto tanto da a?„, quanto da w„, e poiche le xr, e yr, 
non possono essere proporzionali, perchfe allora le fr, risulterebbero 
vincolate, la matrice del 1° membro di [14] dovra avere caratteri- 
stica 1, e e radice doppia di |14'].

Duuque se [14'] ha una radice doppia ed un’ altra sem- 
pliee (>2, sara

O, x) = (y, y) = a, (z, z) = p2 a,

le xrl e saranno 2 soluzioni del sistema [15], per cui (x, y) = 0, 
le zr, soddisferanno le relazioni

^22 -4111 11 -411, !2 4“ 211 (-411J 22 (>8 <l) = 0

S22 4]2, u 2Zj2 ^A-ij, 12 4~ 4*2  gj 4~ 211 -4,2, 22—0 

^22 (422, iq (*2®)  2^2 A22, 12 4“ ^11 Ajj., 22 ~ 0.

E evidente in questo caso che faeendo ruotare lo spazio a 3 
dimensioni appartenente a o2 e perpendicolare a V2 intorno alla 
retta uscente dal punto di V2 ed avente per parametro Z, la terna 
AT, Y. Z si porta in un altra terna principale, perche detto a l’an- 
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goło di rotazione, ed X' e Y' i parametri normali delle nuove 
posizione di X e Y, e a?',, y'„ i soliti covarianti associati, si ha

, yr) — [(«;, x) — (y, y)] sen a cos a -J- (#, y) cos 2 a,
e si vede che

(«6 y') = 0
perchfe (a?, x) = (y, y) e (x, y) = 0.

E interessante osservare che essendo’ la caratteristica di d 

uguale ad 1, risultera

dove <yr, e un covariante, e per le [15] dovra essere

(», w) = («/> «) = o,

il che prova che i sistemi e z„ devono essere proporzionali.
6. — Concludendo
Se una superfićie V\ ha un a2 di 5 dimensioni, 

o esiste una sola terna principale, o ne esistono infi- 
nite che si ottengono da una di esse facendola ruo 
tarę intorno ad una determinata delle sue rette.

II 1° caso si presenta quando l’equazione [14'J ha il discri- 
minante diverso da zero, ed il 2° quando questo discriminante 
fe zero, pur non avendo la [14'] tutte e tre le sue radici uguali.

Def. Un punto di una Y2 col c2 a 5 dimensioni, in cui si 
ha una sola terna principale si dice gen er i co, ed un punto eon 
infinite terne principali si dice cielico.

7. — Def. Una superfićie V2 col o2 a 5 dimensioni, la quale 
ha tutti i punti eicliei, si dice cielica.

E s e m p i o.
Siano (p„ q>.2, cp2, (p^, (p6, cpe 6 parametri normali fra loro or- 

togonali e consideriamo la superfićie V2 di equazione

f = cos w, (px -|- sentq <p2 -|- cosw2 (ps 4" seim> (pt -|-
-j- cos^m, w2)9’5 + sen(tój -[- ms) <pe.

Per essa si ha

fi — — senwt (p, 4- cosw, <p2 — sen (w, 4“ uz) Wa + C0S(Mi 4~ «a) <p6 
f2 — — sen «.2 ę>3 4- cosw2 <pt — sen (w, 4- ««) cos(m1 4- w2) ę?6 
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ed inoltre, indicando eon /'s le derivate seeonde ordinarie di f. 

f'n — — cos Wj ępj — sen <p2 — cos (ją 4~ w2) ępB — sen (Wj -j- w8) 
A — — cos (Wi -f- u2) q>5 — sen + w2) g>6
f22 = — cos2 q>3 — sen ut <p4 — cos(w4 4- w2) <p5 — sen (w, -j~ w2) Te

e poiche risulta dalie espressioni trovate che

ff'r.fP dt~O (r, s,p=l, 2)
g

si ha anche
Z. =/r., (r, s = 1, 2)

e quindi

e l’equazione [14] diventa

che & soddisfatta, come si verifica subito, da 0= — 1, e da 0 = 2. 
Infatti per 0 = — 1 la prima e la terza colonna risultano ugualiF 
e per 0 = 2 la prima colonna risulta uguale alla differenza della 
seconda e della terza colonua.

Si vede poi facilmente che 0 = 1 annulla tutti i minori
di 2° ordine del 1° membro, e quindi la 6 = — 1 e radice doppia. 
Dunque la superficie considerata e cielica.

Ogni terna principale di normali conterra il parametro- 
Z = /: |/ 3, ed altri due parametri X, Y ad esso ortogonali ed or- 
togonali fra loro, ed es,

JX'= : |/2, Y=(Ti + Ti — ^Tz)' ^6,
dove

W, = cosztj qp4 sen c/i T2 
ip2 — cosw2 Ti 4~ senw2 Ti
Tz = cosfwj + w2) (p3 -f- sen(w1 4~ w2) <p6.

Gon queste notazioni e anche

Z — {Ti + Ti 4" Tz): |/3.
8. — Se V2 ha il c2 a 5 dimensioni, le normali principalf 

alle sue geodetiche formano un eono quadrico che diremo il eona 
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geodetico, e se X, Y, Z sono una terna prineipale, un punto di 
questo cono sara dato da

dove £, 77, £ sono le sue coordinate rispetto agli assi X, Y, Z, 
e poiche

-X = (^22/11 2a?ls /12 x11 /2!): (a:, x),

ed analoghe, detto punto sara dato da
/4“ ^22,/il 2212-/12 ~j- ^11/22,

dove
A-, = £ ■ x„: (x, x) + tj. yr, \(y,y)t,. z„ : (z, z),

e
(2, 2) = 0,

poiche deve risultare

2n : — 212: 222 = du2: du, du2: dul
e quindi con

£a: (®,«) + : (y, y) + £a: (», «) = 0,

il che prova che una terna prineipale e un triedro trirettangolo- 
autopolare rispetto al cono geodetico. Quando il punto e cielico, 
ossia la terna prineipale non e determinata, il cono geodetico e un 
cono di rotazione.

CAPITOLO IV.

Superficie col <r2 a 4 dimensioni. Coppie principali di nornialL 
Superficie cicliche.

1. — Def. Se V2 e una superficie dello spazio hilbertiano ii 
cui o2 abbia 4 dimensioni, e quindi tale per cui A ha caratteri- 
stica 2, noi diremo coppia prin,cipale di normali di V, ogni 
coppia X, Y di parametri normali di cr2 ortogonali fra loro e per
pendicolari a K2, per cui sia (ir, y) — 0, con

= fXf„ dt, yr, = J Y fr. dt.
g g

2. — Teor. Se V2 e una superficie col a2 a 4 dimensioni.. 
esiste almeno una coppia prineipale di normali a V2.
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Dim. — Indichiamo eon t il piano tangente a V2 e eon v 
il piano perpendicolare a t che giace in o2.

Siano X. Y due parametri normali di v fra loro ortogonali, 
e a>„, y„ i soliti relativi covarianti. Sara

j„ = xr,X-iryr, Y.
Una direzione di z b data da

f\ du, du2,
la normale principale alla geodetica tangente a questa direzione 
sara data da

/ii dul 4~ 2/is du, du2 4- /s2 duf = AX 4- (iY,
dove

2 2
2 = 2r, xr, dur du,, ,m = 2„ y,, du, du,.

1 1

Si vede cosi che ad ogni valore di du, : du2, cioe ad ogni 
direzione t eorrisponde un solo valore di 2 : p, cioe una sola dire
zione di v, e che ad ogni direzione di v ne corrispondono due 
di z (eventualmente coincidenti).

Le direzioni di v che corrispondono a direzioni coincidenti 
di r si diranno normali doppie. Esse corrispondono ai valori 
di 2 : y, che annullano il discriminante dell’ equazione

[23] Xr,[yx„ — 2y„) du, du, = 0
ossia che soddisfano l’equazione

. M-x12 ^^12 __

L A^12 2?/i2 *̂̂22  2?/22

Si vede cosi che esistono due normali doppie che possono 
essere reali e distinte, reali e coincidenti ed imaginarie coniugate, 
ed in particolare le due rette cicliche di v.

Corrispondentemente noi diremo che il punto e iperbolico, 
parabolico od ellittico ed in particolare cielico.

Se il punto non b cielico le due normali doppie dividono v 
in due angoli, le cui bisettrici sono reali e fra loro perpendicolari. 
Dico che queste bisettrici formano una coppia principale. Suppo- 
niamo che i parametri X e Y siano quelli di queste 2 bisettrici, 
allora se A, X 4~ Y, 2, X 4~ ^2 Y sono i parametri delle 2 normali
doppie, poiche X e Y devono risultare loro bisettrici, dovra essere 

Aj «, 4“ ^2 ^i = 0 
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e poiche Ą, fit e 22, yt soddisfano la [24] dovra essere nullo il coef- 
ficiente di 2. in [24], e quindi essere (a;, y') = 0 c. d. d.

Se il punto e cielico, dovendo la [24] risultare equivalente alla 
2a y*  — 0, dovra essere (qualunque sia il sistema di partenza X,Y)

(x, x) = (y, y), (x, y) = 0,

il che prova che in questo caso ogni coppia di direzioni di v fra 
loro ortogonali e una coppia principale.

Cosi e dimostrato completamente il teor.
3. — Se X e Y fe una coppia principale, e al solito

fr. — X yr, Y,

eon («, y) — 0, da cui si ricava

/jj -]~ xll = x) X

ed analoga per y, e moltiplicando per f„ ed integrando si hanno 
le [15'] e le analoghe per y.

Ció prova che (x,x) e (y,y) sono radici di [14].
Ora la [14], essendo nel nostro caso A — 0 diventa, posto 

p = 6: a e dividendo per p,

[14"] p2 —[— 2<7j q —|— 4J4 — 0.

Se le radici di [14"] sono uguali si avra un punto cielico.
4. — Se X e y soddisfano la [24], XX + yY d parametro 

di una normale doppia. La perpendicolare in v a questa normale 
doppia ha per parametro normale

XF
2 = ------ --

|/X’ + ^

e, se zr, = SZfrsdt, si ha per la [24] (2,2) = 0. Si ha cosi il
0

Teor. Le perpen dicolari in v alle normali doppie 
hanno uu covariante eon determinantę nullo.

5. — Def. — Una superficie V2 eol ff2 a 4 dimensioni, la 
quale ha tutti i punti ciclici, si dice cielica.

E s e m p i o.
Siano <pi, (ps, (pi 4 parametri normali fra loro ortogonali, 

ed U e U la parte reale ed il coeffieiente dell’ imaginario di una 
Rocznik Pol. Tow. matem. 5 
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funzione analitica U-f- iV della variabile complessa wt 
e consideriamo la superficie di equazione

+ u<pa + f^4.
Dico che essa e cielica.

Intanto indicando eon Ua, U2, U'lx, U'X2, U'n le derivate par- 
ziali prime e seconde ordinarie di U rispetto alle uif ed analoga- 
mente per V, si ha

u, = F2, U2 = - Fn Utt = - Uu, 
e quindi

A .== + Uxq>a H-Fj^ = 9>j + UxTt — Ui(pi 
/s = + Uafpa 4" UiTt == qos —J— Ui(pl -f- (pt

da cni si ricava

a„ =//■?£»= 1 + 4 «is = Jfi fi dt = 0, a22 = ffldt — 1 + A,.

dove d = U*  4- Ul
Se poi indichiamo eon f'r, la derivata seconda ordinaria di f 

rispetto ad ur e ad w,, abbiamo

Ai — Un 9>, UX2 Ti 
fu — Uij Tt + ^711 Ti 
fu — UaTt + Uxl Ti — — Uu <ps + U]2 <Pi.

Da queste espressioni risulta che fu — — fu e che quindi 
dovra essere

As — — Zn-
Inoltre sara

fu =f'u ~ afi — fift,
dove a e /3 devono essere scelte in modo che /n risulti ortogonale 
ad /j e ad ft, ossia in modo che

J fnfidt = UXUX1 + U2Ult — a(l 4- 4) = 0

f fu A dt = U2 U„ - Ut U„ - jS (1 4- 4) = 0.
9

Sara dunque
Al = ^11 Tt - Ulg Ti - 4- U2A) - ^(CAA - U1A).

Inoltre si avra poi

Aa — fu yfi — dfi.
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eon y e ó scelte in modo ehe f12 risulti ortogonale ad e /2> 
ossia in modo ehe

y12 a dt = u, (712 - u2 uu _ 7(i + j) = o

Sfitfi dt = U2 U12 Pj Ult — <5(1 —J- Zl) = 0.
O

Sara dunque
= Un <p3 + Un <Pi - Wi +^/2) + r^(t/2/1 - UJ,).

E si verifiea facilmente che

Sfu fu dt = 0.
a

Ed indieando eon X e Y parametri normali delle direzioni 
che hanno per parametri flt ed f12 si ha

fr, = X„X + yr,Y,

eon
2/ii — Vn — xn — 0

e
^ = ~X„ = ± |/(^ + U^TK

= ± |/(^ + Uti. k

dove

^ = 1 + (T+d)2-

Si ha cosi
(x, y) = 0, (x, x) = (y, y),

e la superfićie che si considera e cielica.
Le superfićie qui studiate furono gia considerate col nome di 

superfićie riemanniane dal Kommerell1).

’) (F).



Sur les fonctions satisfaisant a la condition 
de Lipschitz generalisee.

Par

Stanisław Ruziewicz (Lwów).

Le but de cette notę est de donner pour tout a positif < 1 
un exemple d’une fonction satisfaisant & la condition de Lipschitz 
genóralisee, c’est-a-dire a Pinegalitd:

I /(«) — /(y) K -^1« — y 1“

et ne possódant de dórivee pour aucune valeur de l’intervalle (0, 1).
Soit a un nombre positif < 1. Choissons un nombre uaturel 

g > 2 suffisament grand pour qu’on ait

(!) (3y —2)“<^;

on verifie sans peine que de tels nombres g existent pour tout 
a < 1.

Posons pour tout nombre entier y, oh 0 y 3g — 3:

(4)

1

_ 9
pour y == 0 (mod 3)

(2)
y + 2 

a? $9 ' b7 =
1

~9 ” y= i n

n y-2
3<? ’ by =

1 y = 2 n

On a

(3) 0<
7 9 5

et

ay ~\~bp---  ay+l‘



Soit x un nombre róel de ł’intervalle (0,1), defini par le de- 
yeloppement

2(3 g — 2)”’
v— 1

posons

(6) f(x) = aVi + b7i a./2 + byi b^ a7s + b7i b^ b?3 ay< +...

La fonction f(x) ainsi definie est univoque pour tout nombre x 
de l’intervalle (0,1); en effet, si oc a deux dśveloppements different 

a’ = 37^2^(3^ —2)’+ (3^—2)“ ^">0)

et
X--J1___ I_____ Z?_____ L I r--1 I 3g~3 I

3^ — 2 ' (3jr — 2)2 (3^ — 2)” ' (3^ — 3)"+1

et si f(x) est definie pour le premier de ces developpements:

A®) = + • • • + by, h71--- byn^ ayn,

en dćsignant par /’(«) le cóte droit de (6) pour le second ddve- 
loppement, nous aurons

/W = \ «Xl + - + b7i b^.b^ ayn_2 +
+ ó7,- bVn-^9-ig 3 + 6J-2-" óz„_i &y„-i ^3^1 + -

= «y, + b7l «y2 + ••• + b7l byt- b7n_r «yn-l +

+ bV, b?2- b7n-i [%.-! +

donc, d’apres (4):

/(») = /(«)•

Soit maintenant
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Le dćyeloppement de x + A est

(«)

ou bien

(/?)

x i h = y y» i y__y* _____+ ^(3^ —2)-^^(3^ —2)”’

x+h— y__ ____ i- ^+1 4 y_____^(3<7-2)’’^(3?-2)'^(3<7-2)‘'
v=l Vx=n-f-1

/I P -4 n \
\yP<35r—3/

Dans le cas (a) nous aurons

Kx + A) - f(x) = bVi bVa... bVn [(ay,+1 - a7n+i) +
+ aVn+2 — b7n+l ayn+^ + •••],

donc, d’apres (2) et (3):
| f(*  + h) -/(a) |<1 [2^=1+ 2^A +

Dans le cąs (/?), en posant
• g. yi____1____ y?_____ i_ 1 y^H-j
•5 3<7 — 2 ' (3^ — 2)2 ' (3<7—2)p

y> 1 y* 1 , yv , 3^ — 3 3^ — 3
3 <7 — 2 ~(3 <7 — 2)8' (3 ćj — 2)” (3 <7 - 2)" (3 <7 - 2)"+1_r"

nous obtenons (x et le seeond developpement de et de meme 
x et le premier developpement de § coincidant resp. dans ses 
n premiers chiffres et se differant dans le n 4- 1 chiffre), en utili- 
sant 1’inegalite obtenue dans le cas a:

| f(x + A) -/(ar) | < | f(x+ A) -/© | + | /(g)-/(«) | < ±.

Dans les deux cas (a) et (/?) nous obtenous donc pour A>0, 
O^ar<;l, 0 < x -|- A 1:

I + A) — /(ar) | < 4$,

ce qui donnę, d’apres (1):

| f(x + A) —f(x) | < [(3y J^n+ł]„,
donc

!/(«+ h) -A*)  I <3^A“.
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Pour h < 0 on obtient 1’inógalitó

\f(x + h) — f{x) | < 3g | h |“.

La fonction /(a;) satisfait donc a la condition de Lipschitz 
góneralisóe.

Soit maintenant (5) le developpement d’un nombre x, ou 
O=C«<1, ayant une infinitś de chiffres y„ differents de 3g — 3.

Supposons que pour une infinitó de nx, tels que y„z=|=3^— 3, 
on a

y»ł° (mod 3)

>(nous avons donc y„x^3g— 6).
En remplaęant yn* par y„x-j-2, nous trouvons pour

"z”1 y-* +L+y

<d’oit

) — /'(#) lim —112 - 0.
' X„x X

Or, en remplaęant y„ par y„x -|- 3, nous trouvons, pour

5 = y yv ■ r + 3 ■ y_L
’» ^@g—2y’~r@g — 2y’^^(3g-2y’

/(<> = a7i + bVi aV2 +... + bVi ąVt... byn_t + 

4" byt by2... by^ by^ b^... ~ + • « • = 
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d’oii, d’apres (2):

lim
Z—>oo

/K)-/w
a?, - Xx

La fonction /(a?) est donc dćpourvue de dórivće pour toute 
valeur x de l’intervalle (0,1), dont le dśveloppement a baśe 3g— 2 
a une infinitś de chiffres y„ = 0 (mod 3), y„ 3g — 6.

Supposons maintenant, qu’on a pour une infinitó des indices Mx:

= i (mod 3).

En remplaęant y par y —1, nous avons
+ bV1 «y, + - + byt byt ••• by„x-.3 ay i +
(y„ +1) —2 1

+ ~g + -

= A*) - *>Vi byt- hy^j + 2 hyi bVi... j aynx+a + ..

donc
•7

Ąx.x) —f(x) _ {2g-3^bybVi...bVn_r

X”x~X 3
. [1 — 2ayii^+J — 2óy^+1 ayvl.a—

En emplaęant yn* par yn* — 1, nous avons:

/(<) = A®) - bV1 by,--- by^ -g + 2bybYi... byn_A -g aVn*+1 + ..., 

d’oii
/•(*.„)  - A®) = (2ff~3)"x byi b^.-b^ 

x„x-x 9

•[l-2«},„j(+1-2b.Ai(+1ayn)i+2-...]

/(®.x) — fW
xn — xx

Si pour ces valeurs la dśrivee existait, elle serait nćcessaire- 
ment nulle, et nous aurions l’egalitć

<•) .™[%«+s'-.+> %+■+•••]“*•
D’autre part, en remplaęant y„ par y„*  2, nous avons:
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donc. la supposition que pour ces yaleurs une dóriyee existe, entraine:

lim [a
X->OO + ••.] = 0,

contrairement & (*).
La deriyee de la fonction n’existe donc non plus pour

ces yaleurs de Tinteryalle (0,1), dont les dóveloppements pour la 
base 3g— 2 ont une infinite des chiffres y„ = l (mod 3).

Supposons enfin, qu’on a pour une infinitó des indices nx:

y„*  = 2 (mod 3).

En remplaęant y„*  par y„* — 2, nous ayons:

/(•%)=

en remplaęant y„ par y„*  -}- 1, nous obtenons:

d’ou

lim
x->oo

= lim
X->oo

Donc, pour les yaleurs x du dernier genre la dśriyće de 
f(x) n’existe pas.
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Mais, evidemment, tout nombre de Finteryalle (0,1) (a. l’ex- 
ception de 1) appartient a un de trois genres considćrós (car si 
nous avions constantemment y„ = ?>g — 3 pour tout n N, 

<i3g — 3, nous pouvions dans cet dóveloppemment remplaęer 
tous les par 0 et par yN -f- 1.

Donc pour aucune valeur as de l’intervalle (0,1) la fonction 
/(a?) n’a pas de dśrivóe (ni finie, ni infinie); pour #=0, comme 
on voit aisćment, il n’y a pas de dórivee a gauche, pour x — 1 il 
n’y a pas de deriyee a droite.



Sur la continuitó des fonctions absolument 
additives d’ensembles.

Par

W. Sierpiński.

Soit M un espace mótrique donnś, F — une familie de sous- 
-ensembles de M, telle que

1) La somme d’une infinitó dónombrable d’enseinbles de la 
familie F appartient a F.

2) Le complementaire CE — M — E de tout ensemble E de 
F appartient a F.

Soit f(E) une fonction róelle finie d’ensemble, dófinie pour 
les ensembles E de la familie F.

La fonction f est dite absolument additive (sur la fa
milie F), si pour toute suitę finie ou infinie Ely E%, E3,... d’en- 
sembles disjoints de la familie F, on a

4- 4- E, 4-...) =f(Ei') 4- f(E2) 4- /(-®3) + •••

La fonction f est dite continue sur F au point p, s’il 
existe pour tout £ > 0 un nombre r > 0, tel que les formules

ec_k^t)
entrainent

A-®) <

E\p, r) dósignant la sphere au centre p et rayon r.
M. H. Hahn a demontre1) que pour qu’une fonction f 

absolument additive d’ensemble soit continue au po
inty sur une fam i Ile F d’e nsemble s, satisfaisant aux

*) Theorie der reelien Funktionen, Berlin 1921, p. 409. 
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conditions 1) et 2), il faut et il suffit que dans le cas 
o u l’e n s e mb 1 e (p) (formę d’un seul point, p) appartient a F, 
on ait

(1) = o.

Le but de cette Notę est de donner une demonstration de ce 
theoróme plus simple que celle de M. Halin.

La nćcessitó de la condition etant evidente, nous prouverons 
seulement leur suffisance.

Admettons que la fonction f n’est pas continue sur F au 
point p. II existe donc un nombre a > 0 et, pour tout n naturel, 
un ensemble E„ de la familie F, tel que

(2) (m == 1, 2, 3,...)

et

(3) pour n = 1, 2, 3,...

L’ensemble de tous les ensembles finis (differents) de nom- 
bres naturels śtant dónombrable, il existe une suitę infinie

(4) u,. ff2, uS1...

formee de tous ces ensembles.
<7= (m1( »*)  etant un ensemble donnć de nombres na

turels, nous dósignerons par Ha = H„t. „ 1’ensemble de tous 
les points q de M. tels que

pour ż= 1, 2, 3,..., k,
et

qeCEn pour n ={= nt (i = 1, 2,..., k).

Les ensembles En(n = 1, 2, 3,...) appartenant & la familie F, 
il resulte tout de suitę de 1) et 2) que les ensembles

(5) H^^...,nk = EniEn,...E„kJJCEn

(4=1,2,...S)

appartiennent a F.
m etant un nombre naturel et u = (wn un ensemble

fini de nombres naturels, nous dćsignerons par H„a 1’ensemble 
TT
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Soit q =j= p un point de 1’ensemble Em: on voit sans peine 
<ju’il existe un systóme d’indices nu n2, .., nk, tel que

7 ̂  77,.;, n,. n2l .., nfc •

Pour le voir il suffit de se rapporter a la dćfinition des en
sembles Hni,njfc et de remarquer que le nombre des indiees n, 
tels que qeE„, ne peut pas etre infini, puisque, d’aprós (2), on 
aurait dans dans ce cas ąeK^p, -j pour une infinitó de nombres 

m, ce qui donnerait q = p, contrairement a 1’hypothese.
Or, on a evidemment (d’aprćs la definition des ensembles 

»Ł)

E^m, n,, ns....,n& CZ Em '

II en resulte tout de suitę qu’on a soit
oo

(6)

soit
oo

(7) Em = (?) + -^
<=1

et dans ce dernier cas nous pouvons supposer que (p). — 0,
pour i= 1,2,3,..., d’ou resulte, les ensembles En et (5) apparte
nant a F, et la familie F satisfaisant aux conditions 1) et 2), que 
1’ensemble (p) appartient a F.

Les ensembles Hm,ai (£ = 1,2,3,...) ótant óvidemment dis- 
joints (d’apres (5)), il resulte de (6) et (7) (d’apres (1)) que

OO
(8) /(^) = 2/(ffm>ff()

i-1

(la fonction f etant absolument additive ęur F~).
Designons par alt a2, a,,..., respectivement par /Ij,/?3,..., 

tous les termes consócutifs de la suitę (4), tels que 0,
resp. < 0, et posons

oo oo
(») P = ^Hai, Q — 2 Hp

i=l <=]

— ce seront, d’aprhs 1), des ensembles de la familie F.
Les ensembles Hn (i = 1,2,...) etant disioints, il resulte de

(9) (et de 1)) que
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(10) ' /(P) = 2 f(Ha) et /(<?) = 2f(H^
i-i i-i

la fonction f(E) etant finie pour les ensembles E de F, il en ró- 
sulte que les series (10) sont convergentes: d’apres la definition 
des a, et on en conclut tout de suitę que la sśrie

(11) W«)
i=l

est absolument convergente.
Le nombre m etant suffisamment grand, tous les systemes 

d’indices (m, u() (i = 1, 2, 3,...) sont ćvidemment des termes de la 
suitę (4) dont le rang est aussi óleve qu’on veut. La serie (11) 
śtant absolument convergente, il en resulte tout de suitę qu’il 
existe un nombre p, tel que

OO
■S/(-Hm,J<a pour m > fi,—1

ce qui est incompatible avec les formules (3) et (8). La fonction f 
est donc continue sur F au point p, c. q. f. d.



Sur 1’accessibilite rectilineaire 
des points d’un ensemble (FJ1) plan

*) Selon la terminologie de M. Hausdorff un ensemble est dit (J’a), s’il 
est somme d’une infinitś dśnombrable d’ensembles fermes.

2) Comptes rendus 164 (1917) p. 88 M. Sou ślin: Sur une definition d es 
ensembles mesurables (B). ibid. p. 91. N. Lu sin Sur la classification de M. 
B ai re.

Voila une propriete fondamentale des ensembles (-4). Pour qu’un ensem
ble E soit un ensemble (^4) il faut et il suffit qu’il existe un systeme d’en- 
sembles mesurables (B):

(A, tj,..., ń=l, 2,...)
(fc = l, 2,...)

E = n df, . <5(1, q ,-3...,

le produit etant śtendu a toutes les suites infinies tj, ta,... de nombres naturels. 
Un tel systśme s’appelle „systeme determinant de E*.

’) H. Lebesgue, Ann. Ec. Norm (3e) 35 (1918) p. 198. N. Lusin: 
Comptes rendus t. 180 p. 1318 (4 mai 1925); ibid. p. 1572 (25 mai 1925); ibid, 
p. 1817 (15 juin 1925); ibid. t. 181, p. 95 (20 juillet 1925); ibid. p. 279 (17 
aout 1925). N. Lusin: Fund. Math. T. X. Sur les ensembles analytiq«es.

4) Fund. Math. t. V. p. 337. (Problśme 29).

Par

Otton Nikodym (Cracovie).

La theorie des ensembles (dj2) gagne toujours en importanee 
grace aux liaisons avec des questions fondamentales concernant la 
logique mathćmatique3). Ces ensembles qui peuvent etre definis 
comme les projections des ensembles mesurables (B) interviennent 
aussi dans des diffćrents problemes de la theorie des ensembles. 
Un de tels problemes est celui pość par Urysohn4):

Soit E un ensemble de points situes dans 1’espace ż. n di
mensions (w 2), appelons un point A de E rectiUnóairement (ou 

tel que
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lineairement) accessible (dans le complementaire de E) s’il existe un 
segment rectiligne AB n’ayant pas avec E de points communs, qui 
soient differents de A. Urysohn a propose d’ótudier le caractere 
de Fensemble de tous les points rectilineairement accessibles d’un 
ensemble fermó E donnę a l’avanee.

Dans cet ordre d’idóes le premier resultat est obtenu par M. 
E. Mazurkiewicz et Urysohn, qui ont dómontre le thóoreme 
suivant4).

L’ensemble A de tous les points d’un ensemble 
plan et fermó E, qui sont linóairement accessibles, 
est un ensemble (A).

La methode employóe par M. Mazurkiewicz modifiee 
convenablement, permet d’etudier la question de 1’accessibilite recti- 
linóaire dans les cas des ensembles (Fo) plans.

C’est prócisóment par cette móthode (qui va ótre exposó ici), 
que j’ai rósolu pour la premiere fois le probleme pour les ensem
bles (FJ.

M. C. Kuratowski a donnę ensuite une autre methode, 
beaucoup plus simple8) et en outre j’ai publió3) une móthode tout a fait 
gónórale, permettant d’etudier le probleme pour des ensembles 
projectifs du type quelconque. Recemment M. N. Lu sin4) a publió 
une móthode extremement simple et gónórale permettant de resou- 
dre de diffórentes problemes concernant 1’accessibilite.

Neanmoins la methode (mentionnee ci-dessus) de M. Mazur
kiewicz parait etre interessante et c’est pourquoi que je me pro
pose de l’exposer ici en l’appliquant — avec des changements 
convenables — au problóme de 1’accessibilitó pour les ensembles 
(Fo) plan.

Le thćoróme, que nous nous proposons de dómontrer est le 
suiyant:

*) P. Urysohn: Sur les points accessibles des ensembles ferm.es (publie 
par M. A1 e x a n d r o f f) Koninklijke Academie Van Wetenschappen Te Amsterdam, 
Proceedings Vol. XXVIII, Nr. 10, p. 984—993. M. Mazurkiewicz a exposć 
sa dćmonstration dans une des seances de la Societe Polonaise des Mathema- 
tique (Section de Varsovie) en 1924.

’) Fund. Math. t. VII. p. 250.
3) Ibid.
4) Fund. Math. t. XII.

ferm.es
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Pour tout ensemble plan E du type (Fo), l’ensem- 
ble de points qui sont lineairement accessibles, est 
un ensemble (2!).

Demonstration:
Designons par E*  le complementaire de 1’ensemble plan E 

par rapport a ee plan. Nous nous servirons de quelques construc- 
tions auxiliaires, que voici. Soient a un point arbitraire du plan 
Euclidien (li) pourvu d’un systeme des coordonnóes reetangulaires 
x, y\ soient > r2 > 0 deux nombres róels, et &>1; oj2 deux nom
bres rationnels tels que:

*) On se donnę une longueur-unitó fixe et on place le nombre o dans 
le point a de la droite la.
Rocznik Pol. Tow. Matem.

(1) 0 < — w2 < 2.

Designons par <p, r les coordonnees polaires d’un point va- 
riable (par rapport au systeme des coordonnees polaires, avec a 
comme centre et avec l’axe principale parallele a l’axe x), et con- 
siderons 1’ensemble de points, tels que:

(2) w, < tp < JiWł, r2<r<rv

Cet ensemble est un domaine ouvert (de Weierstrass), et 
possede la formę d’un secteur d’un anneau circulaire.

Dśsignons le par:

(3) d(a, rj.rj,

Envisageons dans l’espace (a 3 dimensions) la droite la, (pour- 
vue d’une direction positive indćpendante du point «), perpendicu- 
laire dans le point a au plan (Ir), et construisons y 1’ensemble 
J?(a, r2, w2) de la maniere suivante.

A chaque point du secteur correspond une infinitó de vale- 
urs pour sa coordonnee tp, qui different entre eux d’une multiplieitó 
entiere de 2n.

Alors on prend sur la tous les nombres1) qui constituent la 
coordonnće (p de differents points du secteur <5(«, r2, a>1, <w2): 
ces nombres forment precisement 1’ensemble B(a, r1( r2, m15 <a2). II 
se compose des points d’un ensemble denombrable d’intervalles, 
ouyerts ayant la longueur (<xq — <w2). n.

6
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Ceci pose, considerons deux ensembles arbitraires JZ, Ar fer- 
mes et des nombres fixes f]5 f2, <n2, comme auparavant.

Dósignons par

f2, Wj, w2)
1’ensemble de tons les points a de M, pour lesquels:

d(a, rlt r2, w1; <u2). 2V = 0.
On peut dómontrer facilement que Af*  est fermó, la dómon

stration etant indirecte et basee sur la supposition que M soit 
fermó1).

x) Cela n’exelut pas la possibilitó que soit vide.

Dóterminons maintenant pour cbaque point a de MN la droite 
Z„ et construisons 1’ensemble:

B^(rly r2, cą, w2) = 2 B(a, rly r2, (Oly co2),
“f

la sommation etant etendue a tous les a appartenant a Ms.
On voit aisóment que nous avons obtenu ainsi un ensemble 

(FJ dans 1’espace.
Si beB„(rly r2, co1; w2) et si b' est la projection orthogonale 

de b sur le plan (B), on a evidemment: b'eM et le secteur 
d(b'y f1? f2, a>lt <w2) n’a pas de points communs avec N.

Rangeons maintenant tous les paires de nombres rationnels 
satisfaisant a la condition (1), dans une suitę dónombrable:

(wi, w^), «, w2'),...,

et dóterminons pour des nombres rly r2 fixes, ou 0 -< rr < f2, 
les ensembles correspondants:

r2, u#* ’), (n = 1, 2,...).

Definissons 1’ensemble:
OO

= 2 B^, r2, «£■>);
df »/l

cet ensemble est aussi un (Fa~) dans 1’espace, parce qu’il est une 
somme d’une infinitó dónombrable d’ensembles (Fo).

Pour chaque paire rlt r2 de nombres (0 ■< r2 < fJ et quels que 
soient les ensembles fermós M, N, on peut ainsi construire de la 
maniere dóterminóe, 1’ensemble correspondant B£(fj, f2).
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(4)

Les constructions preliminaires etant acbevśes. envisageons 
1’ensemble E du type pour lequel nous nous avons proposś
de dśmontrer notre thśoreme. E śtant une somme d’une infinite 
dśnombrable d’ensembles fermśs, on peut poser:

E = Ą + ^ + .

ofi En sont des ensembles fermśs.
Cboisissons deux suites infinies de nombres positifs:

r,' > r2 > • ■ • r'n > • • • 1 lim r'„ — 0
n—>oo

r" > r'i > ... > r" > • • •; Hm < = 0 ’ 
n—>oo

dont les ślśments satisfont aux conditions:

(5) r'i = s, r'„' < <+, (n = 1, 2,..

od s est un nombre donnś positif arbitrairement pris d’avance.
Construisons les produits doubles:

BEl= n n r'„'), (i — 1, 2,...),
n/1 */l  ‘

*) Un ensemble est dit (Fad')> s’il est le produit d’une infinitó denom- 
brable d’ensembles (Fa)'

6*

qui reprśsentent des ensembles (Fady') dans 1’śspace, et en faisons 
les projections Pt sur le plan (R).

Nous allons dśmontrer que chaque point de Pt est accessible 
dans E*  par un segment rśctiligne ouvert de longueur s.

En effet, envisageons un point quelconque a de Pt. II existe 
au moins un point g>' de Bt, dont a est la projection.

Nous avons:

(p'e n n r'n"),
n/1 k/1 ‘

donc pour tous les indices n, k on a:

(f)’e r'„').

Mais d’apres les considśrations prśliminaires on a:

<jp'e 2B^r‘„ r'^ w[m\ w^),m/1 »
d’oii il rśsulte, (l’axiome de Z e r m e 1 o), qtie l’on peut choisir une
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suitę doublement infinie d’indices m: (&, n = 1, 2,...) de
sorte, qu’on ait simultanćment les relations:

e B^r'n, r", (w, t = 1, 2,...)

que nous voulons ecrire de manifere un peu plus simple:

<p'e BŁE*(r' n, ^”-‘)) (n, k = 1, 2,...).

On en deduit, que aeE< et que le secteur:

<5(a, K, r",

n’a pas de points communs avec Ek pour tous les n, et qu’il 
y existe dans ce secteur au moins un point, dont la coordonnźe q> 
(par rapport au systeme polaire, dont le centre est en a) est egale 
a (p'. Pour chaque indice k nous avons ainsi obtenu une suitę in
finie de secteurs:

r'1} ri, v^b\
<5 (a, r2, r2,

n’ayant pas de points communs avec Ek.
Dans chaquun de ces secteurs il existe un point, pour lequel 

une valeur de sa p — coordonnee est egale a (p'.
Les rayons de secteurs etant respectivement:

r'i,r2’, r"

les segments rectilignes:

{<O<< cp = <p'},

appartiennent respectivement & ces secteurs.
II s’ensuit que la somme de ces segments n’a pas de points 

communs avec Ek.
Donc en vertu de (4), (5), la segment defini par les conditions:

(6) <p = q>', 0 < r < s

est contenu dans E*.
Si Fon repete ce raisonnement pour chaque indice k, on trouve

oo
que notre segment (6) n’a pas de points communs avec 2Ek — E. 

*/i
On a donc dśmontró que pour chaque point de Pt il existe 

un segment rectiligne oiwert, dont la longueur est s, et qui se 
trouve tout entier dans E*.  Nous savons de plus que P^Ef
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Supposons, róciproquement, qu’un point a' de Et soit acces- 
sible dans E*  par un segment reetiligne ferme d’un seul cóte:

= 0<r<s},
(le point (g>", s) y eompris).

Nous pouvons considerer ce segment comme la somme de 
segments:

(7) {<P=(p", (n= 1, 2,...).
Ek ótant fermó, on peut, pour chaque indice n, trouver deux 

nombres rationnels o u

. n <_ <p" <Z • n,
pour lesquels le secteur

<5 (a, r', r", v[n’k), 4"’Ł))
n’a pas de points communs avee Ek.

On le dómontre facilement, en envisageant pour chaque point du 
segment considóre le plus grand cercie ouvert place dans Ek, et 
ensuite en s’appuyant sur le theoreme de Heine-Borel. L’axiome 
de M. Zermelo nous permet donc de choisir de tels nombres ra
tionnels pour tous les segments (7) et pour chaque k.

Les nombres (n,k = 1, 2...) ótant choisis, nous pou-
vons ócrire:

d’oti a fortiori:
OO

pour chaque n et k, ou ont la meme signification comme
plus haut.

On en deduit que:
OO oo

(pr/e n fl r")
»/l 4/1 1

<p"e be..

Le point a, etant la projeetion de <p" sur (A!), appartient donc a F,.
Nous avons dómontre que chaque point de Et qui est recti- 

lineairement accessible dans E*  par un segment fermó (d’un cóte) 
de longueur s, appartient necessairement a F(.
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Les ensembles Pt sont obtenus pour le nombre s > 0; nous 
allons les designer dans la suitę par P^s).

Dósignons par Q,(s) 1’ensemble de tous les points de Et ac- 
eessibles dans E*  par des segments ounerts de longueur s, et 
dósignons par P((s), 1’ensemble de tous les points de P, aecessibles 
dans E*  par des segments fermes (d’un cóte) de la menie longueur.

Nous avons pour ehaque s >■ 0:

TO G ■?<(*)  C <?<(«) (i = 1,2,...).
Prenons maintenant pour s les valeurs positives... 3,2,1,|, ^,...

que nous allons dósigner respectivement par..., s_8, s_2, s_n s0, s15 s2)... 
et formons les ensembles: Z’, P).

Nous avons:

TOCTOGTO (i = 1,2...),
et
(8) Q<O)GG(0 pour t < s (2=1,2...).

On en tire la relation suivante:
4-00 4-00 +°°
2 TO c TO c Z QM,

«/—oo t/—oo «/—oo

d’oh en vertu de (8), on obtient:

2? ^> = 2 (?,(«) =^? TO-
•I—oo »/—oo «/—oo

+°°On voit facilement que Qt — E Qj(s) est 1’ensemble de tous 
df s/—oo .

les points de Et, qui sont aecessibles rectilinóairement dans P*.
+°°

D’autre part cet ensemble etant identique a S P((s), il est la 
•/-oo

somme d’une infinite denombrable de projections des ensembles 
(Poó). Or, Qt, comme somme d’une infinitó denombrable d’ensem-

OO
bies (41 est aussi un ensemble (4). L’ensemble 2 Qt, c’est - a ■ dire, 

</i
1’ensemble de tous les points de E qui sont linóairement aecessibles 
dans £*,  est donc un ensemble (4). Notre thóoreme est ainsi dó- 
montró.

Par une mótbode analogue on peut traiter la móme question, 
posóe pour les ensembles (Po) situós dans 1’espace (V) a 3 dimen
sions. On n’a qu’a remplacer les cercles par des spheres et con- 
struire des ensembles auxiliaires dans 1’espaee a 5 dimensions (au 
lieu de 3 dimensions). Toutefois une modification y semble etre
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necessaire. Ayant un ensemble E du type {Fa\ on cherche 1’en- 
semble E+x de tous les points de E, qui s> ient lineaireińant acces 
sibles dans E*  par des segments rectilignes dont la direction est 
parallele a un des rayons appartenant a la demisphere, definie 
par les conditions suivantes:

(9) ^ + ^ + ^ = 1, £>0.
Pour śffectuer la construction de E+x on fait correspondre 

a chaque direction considerś ł], £), des point P dans 1’espace 
a 5 dimensions, ayant les coordonnees:

(a, b, c, n, £), 
ou (a. b, c) sont les coordonnees des points dans 1’espace (F), pour 
lesquels on enyisage des secteurs „d'anneauxu sphśriques. On 
construit les secteurs en question en prenant des diffórents domai
nes de Weierstrass situes sur la surface convexe de demi- 
sph&re (9), ces domaines etant tels, que leurs projections sur le 
plan £ —0 soient des cercles de rayon rationnel et suffisament 
petit, les coordonnees des centres śtant aussi des nombres rationnels.

On obtient ainsi Fensemble E+x qui est necessairement un 
ensemble (A). De maniere analogue on construira des ensembles

271 Z7’ 77*  77*  TT7

En en faisant la somme:
-^+x + + -®+ii + ^-y + -®+» + -®-«>

on obtient precisement Fensemble de tous les points de E qui sont 
rectilineairement accessibles dans E*.  Donc cet ensemble est un 
ensemble (A).



Recherches sur les equations s = f(x,y,z,p,ą) 
integrables par la methode de Darboux.

Par

E. Laine.

Preliminaires.

1. Relativement a 1’applieation de la móthode de Darboux 
aux equations de la formę

(1) s = f(x,y, z,p, q) 

on peut se proposer deux problemes.
Probleme A. Etant donnee une tyuation (1), reconnaitre si elle 

est integrable par la methode de Darboux, c'est-a-dire si elle est de 
la premiere classe.

Probleme B. Former les eąuations (1) qui sont de la pre- 
miere classe.

Ces deux problfemes sont distincts. Par exemple ') M. Goursat 
a rśsolu le probleme B pour les ćquations

sa — 4 «/) pq = 0;
cependant etant donnóe une śquation de ce type, on ne peut en 
generał reconnaitre par un nombre fini d’operations si elle est de 
la premiere classe.

Le probleme B a ete entidrement resolu par Darboux pour 
l’equation Jineaire

(2) s = a(x,y)p + b(x,y)q-\-c(x,y)z.

II a en effet indiquó le moyen de former toutes les ćquations (2) 
dont la suitę de Laplace est limitee dans les deux sens, et on sait

’) Bulletin de la Socićti Mathimatigue, t. XXV, p. 36—48. 
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que les deux problemes sont equivalents. Ceci n’est d’ailleurs a peu 
pres d’aucune utilite pour la rósolution du probleme A. relatif a une 
equation (2); mais on doit en outre observer, et cette remarque 
a une portóe gónerale pour la suitę du prósent travail, que si Fon 
impose aux coefficients a, 6. c de vórifier certaines relations, un 
nouveau probleme B se prósente, distinct de celui qui a etó rósolu 
pour le cas gónóral. Rappelons par exemple les belles recherches 
de Moutard et de Darboux sur les equations a invariants egaux,

s — c(x, y~)z,

qui sont de la premihre classe: a et b sont ici nuls, et le probleme B 
a dff etre repris entierement pour ces óquations partieulieres.

2. Moutard s’est proposó de dóterminer toutes les óquations 
du second ordre dont Fintógrale genórale peut se mettre sous la formę 

z = F(x, y, X, X’,..., X™-, Y, Y,... ¥<”•>).

II a etabli que ces equations, qui sont toujours de la formę (1), 
sont reductibles, par des transformations ponctuelles, soit aux equa- 
tions lineaires, soit a l’une des óquations
(3) s — kpz s = elz (/c constant)

qui s’integrent sans difficultó, soit a des óquations de la formę

On pourra donc considśrer le probleme B comme rósolu pour les 
óquations etudiees par Moutard si Fon sait dóterminer les óquations
(4) qui sont de la premiere classe. Posons

(6) 3y 3y
Be’ —

si Fon ólimine u entre les óquations (5) on a l’óquation (4); si Fon 
ólimine z on a l’equation linóaire

(6)
_ aiogR du*_  A B u = Q

3x3y 3y 3x

On est donc ramenó a resoudre le probleme B pour les óquations (6). 
II rósulte d’une remarque de M. Goursatł) que Fon peut toujours

>) Legons sur l’integration des eąuations aux derivees partielles du se
cond ordre, t. II. p. 247.
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passer de l’śquation (2) a une śquation de la formę (6) au moyen 
d’un changement de variable

w = «ę>(o?,y);
on sait par consśquent former toutes les śquations (4) intśgrables par 
la methode de Darboux. On leur donnę genśralement le nom d?equa- 
tions de Moutard.

M. Gau *)  a rśsolu le problśme B pour les equations (1) qui 
sont lineaires en p et q,

*) These de doctorat (Gauthier-Villars, 1911) et Annales de l'Universite 
de Grenoble, t. 25, 1913, p. 95—107. Avant M. Gau, Clairin avait rćsolu le 
probleme B pour les equations s =/ (a>, y, z) (Bulletin des Sciences Mathemati- 
gues t. 29, 1905, p. 177).

2) Annales de la Facultt des Sciences de Toulouse, 2C serie, t, I, 1899 
(p. 31 -78 et 439-464).

’) Annales de Toulouse, t. XII, 1920 (p. 107—180), et t. XVI, 1924 (p. 
204-240).

4) Memoriał des Sciences Mathematigues, fascicule XII (p. 31}.

s = ę(x,y,z)pq + a (a>, y, z) p + b (a>, y,z)qĄ-c (x, y, z).

Le rśsultat de son śtude est que les śquations cherchees se ramę- 
nent, par une transformation ponctuelle, soit aux equations linśaires, 
soit aux śquations (3), soit aux equations de Moutard, soit a l’śquation

(7) s = (e*  4- e-’) p

qui admet un invariant d’ordre 3 pour le systśme X et un inva- 
riant d’ordre 1 pour le systeme Y.

Signalons enfin, pour completer 1’enonce des travaux antśrieurs 
a ceux de M. Gosse, que M. Goursat, dans deux Memoires fondamen- 
taux * 2 *) qui ont servi de base a toutes les śtudes ultśrieures sur ce 
sujet, a formś et integrś toutes les equations qui ont un invariant 
d’ordre 1 ou 2 pour chaque systeme de caractśristiques. Ces śqua- 
tions se ramenent, par des transformations ponctuelles, soit a des 
equations linśaires, soit a onze types canoniques que Fon trouvera 
dans le premier Mśmoire de M. Goursat.

3. C’est M. Gosse 8) qui a entrepris le premier 1’śtude du pro
bleme B relatif aux equations (1) de formę gśnśrale. II rśsume ainsi 
sa mśthode 4).

„Des conditions necessaires et sufiisantes pour qu’il existe un 
invariant ou une involution, on peut deduire des conditions seule- 
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ment necessaires, qui ont Favantage d’etre tres simples. On profite 
de leur simplicite pour essayer de restreindre la generalite de la 
fonction f (x, y, z, p, q\ et l’on essaye, par des transformations appro- 
priees, de ramener l’óquation a une formę canonique avantageuse“.

Si Fon veut arriver, par cette mśthode, a une solution rigou- 
reuse et complete du probleme B pour les equations (1), il est es- 
sentiel de preciser deux points.

En premier lieu, on peut convenir de ne pas considerer com
me distinctes deux óquations qui se ramenent Fune a l’autre par une 
transformation ponctuelle de la formę 

rr0) x = x(*)  y=v(y) z=z(^y,2). 
C’est ce qu’a fait M. Goursat dans les Mćmoires dója cites.

En second lieu, il faut observer au contraire que deux equa- 
tions telles qu’on ne puisse passer de Fune a 1’autre que par une 
transformation de Backlund doivent etre considerees comme distin
ctes. On sait en effet que toute transformation conserve la 
formę de Fequation (1), tandis que le problbme de la determination 
de toutes les transformations de Backlund admises par une equation 
de la formę (1) parait presenter, meme dans les cas les plus simples, 
des difficultes considśrables.

Reprenons par exemple l’equation de M. Gau dója signalóe

(7) s = (e’4-e-’)p.

Si Fon y fait la transformation de Backlund

p — e’’

suivie de la transformation ponctuelle

X==x Y=-e^ Z=/-|-2y,

on obtient l’óquation

(8) S= ez[YQi Q

qui est une equation de M. Goursat. On doit pourtant considśrer 
les equations (7) et (8) comme distinctes, car, avant les travaux de 
M. Gau, on ne savait pas qu’on pouvait, par une transformation de 
Backlund, passer de l’óquation (8) a une autre equation de la formę (1) 
ayant un invariant du ler ordre pour le systeme Y et un invariant 
d’ordre 3 pour le systeme X. Le fait d’avoir obtenu l’equation (7) 
constitue donc un resultat nouveau par rapport a ceux de M. Goursat.
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La móthode a suivre decoule immódiatement des considerations 
prócedentes. En combinant les conditions necessaires obtenues, con
ditions qui expriment des proprietós inyariantes pour toute trans
formation (To), on rópartit d’abord les óquations (1) qui peuvent 
etre de la premiere classe en un certain nombre de groupes 
ćr1; (?2,..., tels qu’on ne puisse passer d’un groupe a l’autre au 

■moyen d’une telle transformation. Supposons alors que nous ayons 
resolu le problóme B pour les groupes (Ą, G2,... ć?„; si l’ótude du 
groupe Cr„+1 met en óvidence une transformation de Backlund qui 
permette de passer de ce groupe a une óquation particuliere Eo du 
groupe Gl (i n), il faudra encore rdsoudre le probleme B pour 
l’óquation Eo. Et, comme nous l’avons fait remarquer a propos des 
equations lineaires, le probleme B relatif a l’equation Eo est distinct 
du probleme B relatif a l’equation gónśrale du mśme groupe.

4. L’etude du probleme B relatif aux equations (1) a etó con- 
duite par M. Gosse avec une rare puissance de calcul. C’est en 
appliquant ses methodes, et en reprenant ou completant ses discus- 
sions, que j’ai etó amenó a dóterminer de nouveaux types intógrables. 
II semble bien d’ailleurs que la voie qu’il a ouverte soit la seule 
praticable, et c’est probablement en la suivant jusqu’au bout qu’il 
sera possible d’ólucider entiórement le difficile probleme a la solu
tion duquel M. Gosse a apportó de si larges contributions.

Le prósent travail est divisó en quatre chapitres.
Au Chapitre I je próciserai la position du probleme et les 

divisions que la considóration des invariants amene a y introduire. 
Apres avoir formó de nouvelles conditions necessaires, je compló- 
terai 1’enumóration des groupes Gt prócedemment signales, qui n’a 
ete faite que partiellement jusqu’ici, et je montrerai que les equa- 
tions non encore cataloguees peuvent etre róparties en trois familles, 
suivant leur ordre minimum d’invariance.

Aux Chapitres II et III, je donnerai la solution complete du 
probleme B pour les deux premieres familles.

Au Chapitre IV, j’etudierai un cas particulier du probleme B 
relatif aux equations de la troisieme familie qui sont lineaires par 
rapport a Vune des dóriyees p ou q, et je ferai connaitre, au cours 
de cette etude, un certain nombre de propositions de portee genó- 
rale qui sont de naturę a faciliter l’extension du rósultat obtenu. 
Le caractere nógatif de ce rósultat est d’autant plus remarquable qu’il 
n’est plus vrai pour les óquations non linóaires: j’indiquerai en 



9Ś

effet en terminant uń ńouyeau type integrable admettant un inva- 
riant d’ordre 3 pour chaque systeme de caractóristiques.

Je remereie M. Goursat d’avoir bien voulu s’interesser a mon 
trayail.

J’adresse aussi l’expression de ma bien vive gratitude a M. Bou- 
ligand, qui a orientó mes premieres reeherehes; si j’ai persćyerd 
dans une voie plutót aride, je le dois en partie a ses encourage- 
ments affectueux et a l’appui de sa trfes cordiale amitie.

CHAPITRE I.
Position et division du probldme.

5. Nous allons chercher un systeme de conditions necessaires 
pour qu’une equation de la formę

G) s = f(x, y,z,p,([)
admette un invariant. Ce probleme a deja etó resolu partiellement 
par M. Gau et par M. Gosse.

Faisons d’abord connaitre une notation qui nous sera souvent 
utile. Nous poserons, d’une faęon generale, u dósignant une fonction 
des yariables x, y, z, p,..., pm,

. __ du . du.fdudfdu. . dm~\f du _
mW dy'^dz' dp^dxdpi'""'dxn'~xdpm‘ 

de meme, v dćsignant une fonction des yariables x, y, z, q,.... q„, 
nous poserons

. dv . dv . .dv . df dv . . dn~xf dv

Les lettres pt) qk ont ici leur signification usuelle dans la 
dłf thóorie des equations (1), ainsi que les symboles

lons aussi la notation classique

dmf _ df /dmf\ dnf _ df_\(d"f\
dxm~Pm+x dp'\dxn) dyn q"+xdy^\dyn)'

La condition nścessaire et suffisante pour que u soit un in- 
yariant s’ecrit alors, comme on sait,

(2) 4> = 0.
De mśme, pour que l’śquation u — 0 soit en inyolution avec (1), 
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il faut et il suffit que l’equation (2) soit Une consequenee dew = 0. 
D’une faęon plus prćcise, pour que l’óquation

pm+1 + u (x, y,z,p,... pm) = 0 
soit en inyolution avec (1), il faut et il suffit que Fon ait identi- 
quement

+ + °U ^+1 L°g ^m+1 + “) = lp-
6. Pour simplifier, nous conyiendrons de dire qu’une śqua- 

tion (1) qui admet un inyariant d’ordre n pour le systeme X, par 
exemple, sans admettre aucun invariant d’ordre infórieur, est de 
genre n pour ce systeme.

Considćrons alors une equation (1) qui soit de genre n>2 
pour le systeme X, et commenęons par rappeler un certain nombre 
de resultats dus a M. Gau et a M. Gosse.

Posons d’une faęon gćnerale, avec M. Gosse, 2 dósignant une 
fonction des yariables y,z,p,...pk,

Un inyariant d’ordre w 3 pour le systeme X est, comme 
l’a montró M. Goursat, de la formę
(3) [p» + y,z,p,... Pn_i)] A(«: y, z, p,... p„_4)
Supposons que l’invariant (3) soit l’invariant d’ordre minimum. Deux 
cas sont a distinguer:

1°. U existe une fonction A(x, y, z, p) 0 telle que
(4) W) = o.
On peut alors dans (3) prendre

k = n — 1 A — 1-,
l’equation

Pn + V = 0
est en inyolution avec (1), et il n’y a aucune inyolution d’ordre m 
tel que 1 <^m <Zn pour le systeme X.

2° L’śquation (4) n’a que la solution 2 =01). Dans ce cas on a 
A == [>„_» + &(x, y, z,p,... (1 < k < n — 2);

les equations
P,._» + # = 0 pn-]-y) = O

*) Nous ne tiendrons pas compte desormais des inyolutions d'ordre 1 qui 
pourraient exister sans que l’equation (4) ait des solutions non nulles. 



95

sont en involution avec (1), et la premiere est la seule involution 
d’ordre inferieur a n pour le systóme X.

M. Gau a ótablir) que si l’equation

(5) W) = 0
n’a aucune solution non nulle pour k 2, et si m est 1’ordre mi
nimum d’involution pour le systeme X (m 3), la fonction / doit 
vśrifier les deux conditions

a et cq dósignant des fonctions des seules yariables x, y, z, p. 
Posons encore

Si l’equation
^($ = 0 (&<2)

n’ą que la solution y — 0, et si m' est 1’ordre minimum d’involution 
pour le systeme l7, la fonction / doit de móme yerifier les deux 
conditions

(3 et dósignant des fonctions de a?, y, z, y.
Supposons maintenant que l’óquation (5) ait, pour l’une des 

yaleurs k — 0, 1 ou 2 une solution non nulle, et observons d’abord 
que de cette óquation on tire

*) Thóse, p. 37.
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ce qui montre que l’equation

est en involution avec (1) (n° 5).
Si l’on a k = 0 ou lc = 1, M. Gosse a śtablix) que la fonction f 

devait yćrifier les conditions

On a eyidemment des conditions analogues pour le systeme Y.
Si l’on a k — 2, l’equation (1) admet une involution d’ordre 2; 

rściproquement, ce qui n’a pas lieu pour k < 2, si l’ćquation (1) 
admet une involution d’ordre 2,

Pi + # — 0, 
on voit aisement que l’on a

On est donc amene naturellement a rśpartir les śquations qui 
sont de genre n 3 pour le systeme X en trois catógories:

. 1° Celles qui satisfont aux conditions I7 de M. Gosse; elles 
ont une involution d’ordre 0 ou 1.

2° Celles qui admettent une involution d’ordre minimum śgal 
ou supśrieur a 3: elles doivent satisfaire aux conditions C de M. Gau.

3° Celles qui admettent une involution d’ordre minimum egal a 2. 
Nous allons maintenant chercher, pour ces derniśres óquations, 

un systeme de conditions nścessaires.
7. Supposons donc que l’equation (1) admętte 1° une involu- 

tion et une seule d’ordre 2

(6) y,2?p) = 0;
2a une involution d’ordre n > 2

(7) p„-\-&(x,y, z,p,.../>„_,) = 0,

śtant entendu qu’il n’existe aucune autre involution d’ordre compris 
entre 2 et n, et que l’óquation

*) Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 148. 
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n’a que la solution A = 0.
Lemme. — Soit u(x, yy z, p,pm) une solution de l’equation

ou k designe une constante, et m un entier positif compris entre 1 
et n. La fonction u est nścessairement de la formę

ł(^)(P2 +V») *•
En effet, posons u — vk\ on aura, si v 0 et si m est 1’ordre 

reel de u,

ou Arm Log v +

soit w = Log w; derivons la derniere equation par rapport a pm: on
3 w . _aura, en remarquant que —— 0,

£/_0
“ 3pm 3p„ 3p

OU

donc

— Log|^) = 0 Log^ — w = Log[— g0(a>)J 

e~w = £» + <sp to y, p, • ■ • >
et enfin

0 = e"" = £i (P.» + 9>)

D’ailleurs l’equation —— 0 est en involution avec (1). On a donc

to = 2, p = « = »*  = £ to) (p2
ce qui dómontre notre proposition.

8. Ecrivons maintenant que l’equation (7) est en involution 
avec (1),

(8)

M. Gau a montró x) que Fon a, pour n > 3,

’) Th&se, p. 36.
Rocznik Pol. Tow. Matem. 7
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J Pn~l f dx 3p + 9 z + 9p 3 J +

+ ? (*,  y, p, q, Pi, Ps, ■ • • Pn-s) = p^ + q-

Cette formule n’est plus exacte pour n = 3; on a alors

Nous reserverons le cas oii f est linśaire en p\ on a donc 

g+0 ii/ri + o.

Dórivons l’equation (8) par rapport a p,,^; on aura, pour n 3, 

(9) &' + = o.
Soit m 2 l’ordre róel de t>’; nous examineronś successive- 

ment les hypotheses
m = 2 m — 3 3<łn^n — 1.

9. Premi&re hypothise: m — 2.
Posons

= P(x, V, pu pt)
3 fi
Spi

3* fi _
9pł ~

En dórivant deux fois par rapport & p2 l’ćquation (9) et appli- 
quant le Lemme, on trouve

P = = £ Log (p2 + «p) + Pi (x, y, 3, p) 4- #2 (a>, y, z,p).

Remplaęant &' par cette yaleur dans l’equation K3) et annulant 
separśment le coefficient de p2 et le terme indśpendant de p2, on a

Par hypothhse, on a d’ailleurs

d’oii

+ ^=0£ 
dx 3p )
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et changeons £ en (2— n) £'■ les conditions precćdemment obtenues 
s’ecrivent

posons alors

= (n — 1) a = (2 — n) aj 4- (w — 1) 4-

(10)

La premiere equation (10) est identiąue & la condition (Cj) 
de M. Gau.

10. Deuxieme hypothbse'. m — 3.
Posons

(x, y, z, p, p.2, ps).

En derivant l’ćquation (9) par rapport a p3 et appliquant le 
Lemme, on trouve

a/ ... t Pi + rlWWt)

Portons cette valeur dans l’óquation (9); on aura 

(11) 

avec
n — 1 9if n —

K,

Supposons d’abord

i-i-5^=&#=o.
En derivant trois fois de suitę l’ćquation (11) par rapport
on aura 

(12)
4^- + 2<jp"'g = 0,

et par suitę
Log (pt y>) + pt o (x, y, z, p) 4- o-j (x, y, z, p).

7*
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La premiere equation (12), oii l’on remplaee <p’ et ę0 par leurs 
yaleurs, donnę alors

+

Posant enfin

a = 2 a — “i + 2 £» a tp (£2 -j- 1) >

on aura les deux conditions

(13)
3p ~ 3p2Aj a -|- a

Les conditions (10) sont un cas particulier des conditions (13). 
II est clair, d’ailleurs, qu’on peut toujours satisfaire a la seconde 
condition (13) en prenant — ar = 0.

Supposons en seeond lieu

L’ćquation (11) donnę alors

(14) —ęp^+ęoy2+(>i = O,

et on en tire, en deriyant deux fois par rapport a p2 et appliquant 
le Lemme,

<P = £i (Pt + V») Log (p2 +rp')-\-pt o0 (x, y, z, p) + Gj (x, y, z, p). 
En portant cette valeur danś l’ćquation (14) on aura

41 a0 + + Qo = 0
3/p + 08 (£) + Tp + = °-

Posons dans la premiere ćquation (15)

3ip _
3p '
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elle s’ecrira
S*f (1 + tt)j

posons de móme, dans la seconde śquation (15),

^ = “! + ^ + (2 + =

s’ecriraelle
n — 14 V

(17)
LT" + K+ 2 +

Remplaęant dans les equations (16) et (17) par 1 — m, o par 

et £, par —, on a finalement les conditions
t r 1 — n' 

a
1 — n

(18)
. 3f, r

11. Troisibme hypothbse: m > 3. 
Posons

p, ••■pJ

K — 2

3pm
On trouve alors, comme dans 1’hypothese precedente, 

P„ + <P
P*  + *

L’equation
4^^ + = o

(£i =1= °)-

donnę ensuite

[J‘—''' ‘ '''571 + (e=== )] + *Pi+V>
et, apres dórivation par rapport a pm_lt

La fonction <p' est au moins d’ordre 2; si elle est d’ordre 
pórieur a 3, on recommencera le raisonnement prócódent, et, 
continuant de la sorte, on finira nócessairement par retomber 
une des hypotheses deja ćtudiees.

su-
en

sur
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En rósume, si la fonction f n’est pas linóaire en p, elle est 
assujettie & yórifier l’un des systfemes (13) ou (18), et en outre la 
relation

0,

qui exprime l’existence d’une inyolution d’ordre 2.
32/12. Dans tout ce qui prćcede nous avons supposó ^=(=0.

Voyons ce qui se produit dans le cas ou f est lineaire en p.
Soit toujours m l’ordre reel de Si m — 2, on retrouve les 

conditions (10), et l’on a necessairement a — 0, sans quoi f yerifie- 
rait la condition 7\.

Supposons m — 3. L’óquation (11) donnę alors les conditions

l’on fait ; — 0 et oti est arbitraire. On a ainsi Sp2 51(16) et (17) oil

les conditions

3/

on peut toujours satisfaire a la premiere en prenant a = £0 = £ = 0.
Si m > 3, on voit, comme au n° 11, qu’on peut de proche 

en proche se ramener a 1’hypothese m 3.
II nous reste donc a examiner 1’hypothfese m <Z 2 qu’on ne 

peut plus exclure a priori. Dans ce cas l’óquation (9) peut s’ecrire

posons
^ = (2-w)a + (W-l)g:

il yiendra
Jjo-|-Z=0.

(Test un cas particulier de la seconde equation (10).
13. Nous pouyons maintenant indiquer une classification des 

equations (1) qui sont intógrables par la methode de Darboux-, c’est-a- 
dire qui possedent, outre les inyariants x et y, un autre inyariant 
pour chaque systóme de caractóristiques.

Nous ne considórons pas comme distinctes des equations que 
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Fon peut ramener l’une a 1’autre par une transformation ponetuelle; 
d'autre part nous laissons de cótó:

1° les ćquations linśaires en p et q, qui ont ete ćtudiees comple- 
tement par M Gau;

2° les equations de genre 1 ou 2 au plus pour chaque systśme 
de caracteristiques, qui ont ete dśterminees par M. Goursat.

Nous rópartirons alors les autres óquations en trois groupes.
Groupe A. — Ce groupe comprendra les ćquations qui sont 

de genre 1 pour l’un des systemes de caractóristiques, et de genre 
n 3 pour 1’autre. Nous dóterminerons au chapitre II les óquations 
de ce groupe; il comprend trois familles, dont deux ont deja ótó 
obtenues par M. Gosse.

Groupe B. — Ce groupe comprendra les ćquations qui sont 
de genre 2 pour l’un des systemes de caracteristiques, et de genre 
n 3 pour 1’autre. Nous verrons, au chapitre III, que ces equations 
peuvent se ramener a deux types canoniques dont nous formerons 
les inyariants.

Groupe C. — Ce groupe comprendra les óquations qui sont 
de genre 3 pour chaque systeme de caractóristiques.

Considerons, parmi les equations du groupe C, celles dont 
1’ordre minimum d’involution, relativement au systeme X par exemple, 
est egal a 2. Nous venons d’śtablir qu’elles doivent verifier l’un ou 
1’autre des systemes suivants:

e,w-jrv-vg+(g) = o

(?s(a1)^^a1 + ig+go^ = O (£o-j=Osig = O)

(H) + + g,=|=0si^ + 0)
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On aurait evidemment, pour le systeme Y, deux systemes ana- 
logues de conditions nćcessaires, ((?') et (H'), qu’il est inutile dYcrire.

Ceei pość, on voit que 1’ćtude des equations du groupe C se 
ramenera, conformśment a la methode indiquee par M. Gosse, 
a l’etude de la eompatibilitś de l’un des systemes C, l~, G et H 
avec ł'un des systemes C' G' et H'. En se bornant aux cas 
essentiellement distincts, on aura donc a faire 1’ótude successive 
des dix cas

r—r r-G' r—H' r—c g—g'
G — H' G — C H—H' H—C C—C.

Notons toutefois que si Fon se propose de resoudre le probleme B 
pour les ćquations (1) qui sont linóaires par rapport a l’une des 
derivćes partielles du le’ ordrę, p par exemple, on ne pourra plus, 
en raison de la dissymótrie ainsi introduite, considćrer comme non 
distincts deux cas tels que /" —G' et G — l~'. Le nombre des cas 
rćellement distincts est alors porte a seize.

CHAPITRE II.

Dćtermination des eąuations du groupe A.

14. Nous pouvons óvidemment nous borner a rechercher les 
equations qui ont un invariant du premier ordre pour le systeme Y 
et un invariant d’ordre n 3 pour le systbme X

Une equation qui admet, outre les invariants x et y, un inva- 
riant du premier ordre pour le systeme Y est de la formę 

ou
(1) S = f(x, y, z, p, q) = p y, s) + w (x, y, z, q),

avec
Sep
Sq = 0

La condition de compatibilitó de ces deux dernieres equations 
nous fournit la relation fondamentale

(5)
3gj . 3oj 3o . 3o
"ń----F = n----F w n— •3z dx 3q
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L’óquation (1) doit en outre pour etre de la 1"*  classe satis- 
faire aus conditions /”, C, G ou H. Nous allons faire successive- 
ment 1’etude de ces differentes conditions.

§ 1. Etude des conditions /; les eąuations de M. Gosse.
15. La condition Tj s’óerit

» ą;+!s+/5+‘,5“0 (-i + 0)-
Dórivons deux fois l’equation (2) par rapport a q; on aura

(p p" + m") + 2 ę" = 0,

les aecents indiquant des derivations par rapport a q. 
Supposons d’abord p" =j= 0; on aura

? + A ’
20 et 2i ótant des fonctions des seules variables x, y,l’equation 
(2) donnę alors

Si 20 etait nul, on aurait =}= 0, p" = 0. Donc 20 n’est pas 
identiquement nul, et on peut prendre 20 = 1. On a alors, en 
remplaęant 2 par sa valeur dans l’equation (2),

, 52, 32t

et l’óquation (1) s’ócrit
I ĆU1 I ćUj / 1 J \

Prenant enfin une nouvelle fonction inconnue Z y, z) telle que
az sz
3x 3z~^

on est ramenś a une equation de la formę 
s=ppfay,z, 2),

pour laquelle a> = 0, et la relation (fil) donnę alors
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On obtient donc les equations

s = p<p(y,z, 3).

Les equations de ce type qui sont de la premiere classe ont 
ete dćterminśes et intógrees par M. Gosse x).

16. Supposons en second lieu q" — 0. Comme tu" =|= 0, on 
devra avoir

et par suitę

Q 3y * 2 9z ;

') Annales de Toułouse, 3e serie, t. XVI, 1924, p. 334—240,
2) Annales de Toułouse, 3' Berie, t. XVI, 1924, p. 224—234.

Annales de Loulouse, 3C serie, t. XVI, 1924, p. 210—211,

l’equation (1) s’ćcrit donc

Si Fon prend une nouvelle fonction inconnue Z(x,y,z) telle que

z),

on est ramenś a une óquation de la formę

S= y, Z, 3),
pour laquelle ę est nul, et la relation (7?) donnę

On obtient donc finalement les equations

s = 9> (a>, y, 3).
Les śquations de ce type qui sont de la premiere classe ont 

śte śgalement dśterminćes et intógrćes par M. Gosse 2).

§ 2. Etude des conditions C
17. Nous reprendrons, en la poussant jusqu’au bout, une dis- 

cussion de M. Gosse3) relative aux śquations (1) qui satisfont aux 
conditions C. M. Gosse ćtablit que ces ćquations peuyent se rame- 
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ner, par des tran sfor mations ponctuelles, a des equations qui satis- 
font aux conditions

(3)

(4)

(5)

do do = 0

do do . dm , dm
(», y,

l et m dósignant des fonctions de x, y, s, et n 1’ordre minimum 
d’involution pour l’śquation (1) relativement au systeme (X). Ce sont 
ces conditions que nous allons discuter.

Supposons d’abord que p soit une fonction linóaire de q,

e = ?o & y,«) ? + (*,  y, 4
A cO 3 O

Si p0 ótait nul, il en serait de meme de ~ et ; un changement 

de fonction inconnue permettrait alors de supposer o = 0, et la 
condition /”i admettrait pour solution une fonction arbitraire de x. 
On a donc p0 =j= 0, et l’óquation (3) donnę en particulier

(6) ^ + po2 = O.

Prenons comme variables independantes x, y, s, p au lieu de x, y. z, <?, 
et posons

z> <t) = ^(^y,z, p).
Remplaęons dans l’óquation (4) q par sa valeur (3) et dóriyons par 
rapport a z: nous aurons une óquation de la formę

(n)
(7) —Q0CO = A{x,y,z)ę + B(x,y,z).

D’ailleurs
d CO . d CO d CO
dz ® dq dz ’

et l’óquation (5) donnę alors

(i)
(8) + (M — 1) <?o w 2) P + {x. y, z).

Les equations (7) et (8) montrent que co est une fonction linóaire 
de p: l’óquation (1) est donc alors une óquation de M. Gau.
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Ć>'ZQ18. Nous supposerons donc -~i=|=0; on tire alors de l’śqua- 

tion (3)
S2g

(9) q = ęz-lf- g(x,y, & avec — =/'=j=0.

Des equations (3), (4), (5) et (9) on tire ensuite apres quelques trans- 
formations faciles, en posant

(10) a = l — (n-|-l)m,

(^) , . . . 32m . 32m

d’ou, en prenant le systeme de yariables y, z, q et dórivant par 
rapport a z,

da \ r i \d2a i 32a / i 'X 32’m i
ę aj +(<,1!+ »’a? + sTS = <’ + ’> 1

(12)
+ ((’* + $')

33»i . 33m 1
Sz» 3y 3si2J

^7)1 Ecartons d’abord Fhypothbse = 0; l’ćquation (12) ne peut 

se rśduire a une identitó, et on en tire

, _ ~ł~ ^>8
7 aa g + aj q 4- a2 ’

Remplaęant g’ par cette valeur dans l’óquation (12) on obtient une 
equation de la formę
(13) Ag2+g^Bę+C)-]-Dę2 + EQ+F=0.

Si cette equation n’est pas vćrifiće identiquement, on en tire g, 

et l’śquation (12) montre alors que les hypotheses (/"=f=0 et =|= 0
C/ Z 

sont incompatibles. L’ćquation (13) doit donc etre yórifiee identique- 
ment, ce qui donnę les conditions

32a . , , . 38m

(3a 32a\ . 32a . 33m .
\^ + zJ^j + ai + 3^ +

4-(a0« + 60)(2|^4-^|^)

(14)

(15)
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Supposons d’abord a0 =|= 0; on peut prendre a0 = 1. On tire 
alors de (14), (15) et (16)

si ój — at b0 =|= 0, on aura donc

32m
~Jz2 my{x,y){z — al') 2;

portant cette valeur dans (14) et (15) et remarquant que mx n’est 
pas nul, on est conduit a une impossibilite. On doit donc prendre

— a1bli== 0,

et les equations (14) et (15) donnent alors
02 O zy

(*,  y') + M~2 = 2 (z + b9)-\

Portons dans (19) en remarquant qu’on ne peut avojr

b2 — a2b0 — 0,

car on en dśduirait g' = &0; on aura

^ = 0 ^1 = 0

et l’śquation (17) conduit alors a une impossibilitó.
On a donc nćcessairement a0 = 0. Si b0 — 0, on tire de (15) 

et (16)
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on ne peut avoir a± = 0, donc on peut prendre aj — 1 et l’on a

Ć>a O Z I 1 V-1 Z I Z. \-2= + 1 = m, (z + bj 2:

l’equation (17) donnę alors
Óg --  Ug 1

et Fon en tire g' —br. Par suitę ba n’est pas nul, et l’on peut 
prendre Z»o = 1. L’śquation (14) donnę donc

_ n

et les óquations (15) et (16) sont incompatibles avec 1’hypothese 
32m

19. La seule hypothese a conseryer est donc 1’hypothese

<?2m 3a
~Sz^ ~°

Posons
m — mn (x, y) z + ml (x, y);

on aura d’apres (10)

Z = (n 4- 1) [m0 z 4- ms (a?, y)J.

Prenant alors le systeme de yariables x, y, z, p, on tire des 
equations (4), (5) et (9),

— , z i [ 9m0 Sm< , , .1

-ś7 = -2[v2 + ^7 + mo(^+d“(w“ )v>'

La condition de compatibilite de ces deux dernióres óquations 
dótermine tp, et on arrive finalement a la conclusion suiyante:

Les śquations (1) qui yśrifient les conditions (C) sont telles 
que Fon ait
(9) ?==€>« +^ («. Z/, €»)

(20) w== |^4- 4- a*€») (/ — nz) — («4- l)(ig 4- (*4"/),

g(x,y^q), p^y) et (#, y) dósignant des fonctions arbitraires.
20. Si ces óquations sont de genre 1 pour le systóme Y, on 

doit en outre ayoir la relation fondamentale



lii

3ct) . 3 a)
3z ' @ 3q H-----r w ó—•3x ' 3 q

Avec le systfeme de variables x, y, z, ę, on a d’ailleurs

3 co i 3 o) 3 co 3 o | 3q 1 (— 3 g\
3z 3q 3z 3x'U>3q z-\~g' \ <?#/’

et la relation (R) s’ecrit. compte tenu de (20),

— + + / + — w) —+
= (f“+ ««) — (« 4-1)^4-/*i,

ce qui exige y = 0. Les fonctions § et co sont donc dśfinies par 
les relations

£=2^4-^, y, q) 4-(«4-/)0i (*,?)•
Si Fon prend une nouvelle fonction inconnue 7j = fi0 (x, y) z 

telle que
3alog 0o

3x 3y 4“ 0i — o,

on aura une óquation de mśme formę avec y — 0. En definitive, 
les ćquations cherchees peuverit se mettre, compte tenu de l’equa- 
tion (9), sous la formę

(21)

Les equations (21) admettent visiblement 1’intógrale intermódiaire 
du premier ordre

q= Yz 4- g(x,y, F),
ou Y dósigne une fonction arbitraire.

Proposons - nous maintenant de dćterminer toutes les equa- 
tions (21) qui sont de la lire classe. D’apr£s ce que nous venons 
de voir, ces óquations peuvent s’ścrire indiffśremment sous l’une ou 
1’autre des formes

s=f(x,y, z,p, q) — pQ 4- avec <1 = Qz + 9(x,lhQi
ou
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On aura d’abord
1Z = P p I I- I Si9 d<? =v o4-^
dx ^2^'^dx dxi'dxdqdx

et d’une faęon gćnćrale
d1-1/
dz*- 1

i ^g vk o -4- —4 . 
dar

Soit
p„ + 2(a:,y, z, p,... pn_^ = 0

l’involution d’ordre minimum pour le systeme X\ on aura

32 32 32 d/32 , d"~V 32 /d-y\ df
dy dz dp dxdp2''' dx"~idpn_l \d«"-1/ dpJ 

ou encore, en prenant ę comme variable indśpendante a la place de q,

ŚLq — 0.

d\Derivons l’śquation (22) par rapport a jp„_i, en posant ------ = X’;
on aura

3X' . , . ,3X' ,
37+ <«" + »> ^7 +

equation qui exprime que X’ est un invariant; on a donc

X’ = §0 d’oii \ = ^pn^-\-Xl(x,y, z, p,... ,p„_3). 
L’śquation (22) s’ecrit alors

3Xi i / | x 3Xi |

(22)
1 ^g \ 32 -

dx" 1 / 3p„_i 1 dx"

^ = 0,
9p„-i

3 A.x

3"d
.»«

En recommenęant sur l’dquation (23) le calcul que nous venons de 
faire sur l’śquation (22), nous aurons

Ai = £i^„_2 + X2 (x, y, z, p,..., pn_3),
avec

3X2
3y
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•n—1

et ainsi de suitę. On arrivera de la sorte a l’óquation

- ąy-4- (e*4-y)  +^-Ą-% + ••••+^

+S-A-^ = 0’

d’ou l’on tirera encore
A„_i = S,-i^ + X„,

3"-1
î 4

avee 

(24)

On aura donc en dśfinitive

X = £o+ £1^.-2 + .... + £„_ap 4- Z 4- X„(x, y), 
les £,• dósignant des fonctions de la seule variable x.

On tire alors de l’equation (24), en dśsignant par des accents 
les dśrivśes par rapport a p,

(25) ^+^Ł^+----+^i5f'+Xn'
Soit vt (#), v2 (x),..., v„ (x) un systśme fondamental de l’equation 
linśaire

d"v d'-^
dx’‘^^dx’-1~^""^"-,V °’

on aura, en dśsignant par <Ta(.r, y) une intśgrale particuliere de 
l’śquation (25) indśpendante de p,

g' = (e, y) »i(«) 4- - 4- < te, y)(#) 4- te, y)
d’ou
(26) g = u1v1 4-....4-w„e„4-ao(^,y)p4-ori(«, y)-
Portons cette valeur dans l’equation (24); elle s’ścrira

£tel i & s" lgi
3xn "T"50 3x'-1 4“ • • • • 4~ °i

on a d’ailleurs

3xn\3y) So 3x’‘-1\ 3y)^""^ęn~l 3y 3y' 
et par suitę

CTi 4- jy — Yi vt 4- y2 v2 4- • • ■ + Y„ vn.

Rocznik Pol. Tow. matom. 8



114

En changeant les ut dans l’equation (26) on pourra prendre

y1= y2 = ..„ = yn = 0;
et alors, en changeant de fonction inconnue, on pourra poser 
o0 = = 0, et dcrire

(27) g — u,, 4- usvt 4- .... 4- unvn.

L’ćquation (21) admet alors 1’intógrale intermódiaire

2 == — y 2 + “1 (— y, y j ®1 («) + • • • • + W. (— y 5 y] «n (®), 

d’ou l’on tire

(28) J X '
, C i Y' \,r Jvl j X+ -y-J —Y'yrdy

X et y designant des fonctions arbitraires.
En rćsumś quand l’ćquation (21) admet pour le systeme X 

une involution elle est nćcessairement de la lire classe. Pour qu’il 
en soit ainsi, il faut et il suffit que la fonction y soit de la formę 
(27); 1’integrale gśnerale s’exprime alors au moyen de la formule (28).

§ 3. Etude des conditions G et H.
21. Si l’on fait dans la formule (27) w — 2, on obtient des 

equations de genre 1 pour le systeme Y ayant une involution 
d’ordre 2 pour le systeme X. Comme elles sont de la l‘re classe, 
elles satisfont aux conditions G ou H. Nous allons voir qu’il n’en 
existe pas d’autres.

Les equations (1) cherchóes doirent satisfaire d’une part a la 
relation fondamentale (1?), d’autre part a l’equation

(29)

qui exprime l’existence d’une involution d’ordre 2, etant entendu 
d’ailleurs que l’equation

4:x+x-g = o 

n’admet que la solution A. = 0.
Derivons l’śquation (29) par rapport a p, en remarquant 

qu’on a ici
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ń^'" = 0, ip'" = O, tl> = Pop*  + PiP + pt,
les /?,- dósignant des fonctions de x, y, z. L’equation (29) fournit alors 
les trois equations

t+^+^-+-s+^=»
^+^+2„A+2(g+.

3 B2 3B2 . „ „ , 3<j} .

/30 =]= 0, nous prendrons une nouvelle fonction inconnue 
Z(x, y, z) telle que

(30)

(31)

(32)

Si

$=«

i n+ o —= 0.

522 a3Z-

on passe ainsi de l’óquation (1) a une óquątion de móme formę 
pour laquelle on a

<33> s+4?=°-
L’ćquation (30) donnę alors

[3a — 0 donc /30 == 0.
On peut donc toujours supposer /30 = 0; les equations (30) 

et (31) sont alors remplacees par l’ćquation (33) et l’equation 

On tire de (33)
2= pz-f-yfoy, p),

puis de (34)
| (» + /)

La relation (1?) donnę alors

_9y

et on est ramenó aux óqua-

tions ćtudiees au próeedent paragraphe.
Nous avons ainsi acłieve la dćtermination des óquations de 

la premiere classe qui sont de genre 1 pour l’un des systemes de 
caracteristiques.

8*
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CHAPITRE III.
Determination des equations du groupe B.

22. Nous nous proposons, dans ce chapitre, la dótermination 
des equations
(1) s = f(x,y,z,p,q) 
qui sont de genre 2 pour le systeme X. et de genre n 3 pour 
le systeme K

Notre ótude fera ressortir une diffórence essentielle entre le 
cas oh f est linóaire par rapport a q et le cas ofi il n’en est pas 
ainsi. Dans le premier cas une equation (1) qui est de genre 2 pour 
le systóme X n’admet pas nócessairement un invariant pour le 
systeme Y, donc n’est pas nócessairement de la premiere classe. 
Au contraire une óquation (1) non linóaire par rapport a j et qui 
est de genre 2 pour le systeme X est toujours de la premiere 
classe: elle admet en effet pour le systóme Y un invariant qui est 
au plus d’ordre 3.

23. Supposons donc en premier lieu que l’óquation (1), qui 
admet un invariant d'ordre 2 pour le systóme X, soit linóaire par 
rapport a q, et considerons la fonction a y, z, p) dófinie par la 
relation

ou (p (x, y, a) est une fonction arbitraire. M. Glosse a montró ł) que 
les equations eherchóes peuvent se ramener par des transformations 
ponctuelles a l’óquation 

(2)
da 9a 3a 9a

qui admet l’invariant du second ordre
da . .

La transformation de Bdcklund
Z=a(x.y, z, p} 

conduit alors de l’óquation (2) a l’óquation 
o n 9(P^ V Z) i 3<PS~Q----- 3Z----- + 3y’

*) Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 117. 
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et il reste a dśterminer la fonction <p de telle sorte que l’óquation 
en Z soit de la premiere classe.

Appliquant a cette ćquation les conclusions des reeherches de 
M. Gau1), j’ai obtenu les resultats suivants:

1°. Si (p est lineaire en a, l’equation (2) est une equation li
neaire; on sait determiner les ćquations lineaires de la premiere 
classe qui sont de genre 2 pour le systeme X.

2°. Si (p n’est pas lineaire en a, il n’y a que trois formes 
possibles pour la fonction go:

a — ou bien

X(x), £(x) et u(x,y) dósignant des fonctions arbitraires; dans ce 
cas l’equation (2) se rantene par une transformation (Tt) a l’óquation

s = pe‘

qui est une equation de M. Goursat;
— ou bien

<p = X, e^+“> + X, e~^ - | (« + «)- ~,

X1(;r), X2(x), £(#) et y) dósignant des fonctions arbitraires; dans 
ce cas l’equation (2) se rarnene par une transformation (7'0) a l’equation

s —e' — 4
qui est une equation de M. Goursat.

y — ou bien

gp x= - a +

£(a:) et ipir. y) dśsignant des fonctions arbitraires, et p(®, y) une 
fonction telle que l’equation de Moutard

soit de la premiere classe, ce qui exige que p soit de la formę

0 = £1 (X) (>/) + ^2 (#) % '.'/) +■••• + £•(«) (y); 
lequation (2) se ramene dans ce cas, par une transformation (jT0), 
a une ćguation de M. Gau.

*) These, n° 30, et Annales de Grenoble, loc cit.



118

Pour la dómonstration de ces rćsultats, nous nous contenterons de 
renvoyer aus conclusions de M. Gau, dont ils sont des consequences 
quasi- immódiates.

En rósume, l’equation (2), qui est toujours de genre 2 pour 
le systeme X, n’est pas toujours de la premtere classe; quand elle 
est de la premtere classe, elle se ramene, par une transformation 
ponctuelle, a un type deja obtenu.

23. Examinons maintenant le cas ou l’óquation (1), supposóe 
toujours de genre 2 pour le systeme X, n’est pas linóaire par rapport 
& q. M. Gosse a montre *)  que la fonction /' doit alors etre de la formę

et il resulte de son analyse2) que le seul cas qui puisse conduire 
A des óquations distinctes de celles de M. Goursat est le cas ou l’on a

on est ainsi conduit a ehercher les óquations

s =/ = a (a:, z, p) [w (a>, y. z) q2 + (a:, y, z, p) j],
óu l’on a

S (o1 1 3 a
Sp a2 Sz '

qui sont de genre 2 pour le systeme X, autrement dit a dóterminer 
les fonctions a, m et O)1 de telle sorte que l’óquation

ait une solution 2(a;, y, z, p~) indópendante de q.
Nous supposerons essentiellement a=|=0, u> =|= 0 puisque f n’est 

pas linóaire par rapport a y, enfin co, =j= 0, 1’hypothese uą = 0 ra- 
menant d’apres les calculs de M. Gosse aux equations de M. Goursat.

Si 1’on fait le changement de yariable

2 = a (a?, z, p) u (a>, y, ż, p),

>) Annales de Toulouse, Joc. cit. p. 113—114.
’) Annales de Toulouse, loc. cit. p. 120. Voir aussi Comptes Rendus, t. 182, 

1926, p. 1127.
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voit que l’óquation (3) est equivalente au systeme

+ -2 “

du 1 dal d log w p da p d log co 3
dp ' a2 d x a dx a2 d z a dz 2

1 du . u da du Stój coj da 1 dcox .
'a2 dz ' W1 dp U dp a2 dx' a dx

!<ox da 1 SftM . 29t) + “! = 0'
En posant

1 d2fi (x, z, p) ,, d2fi .2«=~jjr22 d°‘ +
et intógrant l’śquation (5), on a

,, — 3,2 @ i „ 32V dP 31°g(u _ L ££ _ d log co
dpdx~rp dpdz dp dx \pdp p) dz

& y>2) + y->4

on

(4)

(5)

(6)
a dz

On tire alors de l’equation (4)

= A? + B(p p'-^^CP + D,

les aeeents dósignant des dćrivóes par rapport A

.__ 1 d2 log w __ 1 d2 log <n

G)

co2 dy dz
nA-AiA.

a>2 dy 
Dórivons l’óquation (7) par rapport A y, 

A p\ on aura

p, avec

co2 dy

puis par rapport

(8)

Supposons d’abord

on aura
dA
dy o 1^=0,

3y
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d’ofi, en posant

et dćsignant par ip (y) une fonction arbitraire de y,

(1) =

et par suitę
I/PW2(^)
^(x,z)-Y ’

Y, et dćsignant des fonctions arbitraires.
On pourra alors ścrire l’ćquation proposóe sous la formę

r|/ Y'a 1
s = a(x, z,p) I y + "i JG *,?)2  ,

les fonctions a et uą ne satisfaisant plus a aucune relation.

Si =]= 011 aura! en prenant comme nouvelles variables

x, Y, et l’equation

(I) s = a(x, z, p) + &,y,z,p)Ą\

0. ={= 0, on aura, en prenant et Y comme variablesS1 '37 
indćpendantes, l’śquation

s = a(II) + "i p) 2]; 

enfin si est constant, on aura l’equation

(III)
1

s—a(x, z, p) I y + w, (a;, y, zyp)q .

Supposons en seeond lieu

3y
l’equation (8) donnę

^“=0
Sp2

Si a est indćpendant de p, on aura
^ = 0
3p2 ’ 
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et on pourra mettre l’óquation proposće sous la formę
i

s = co(x, y, z) + [tój (ar, y, z) + w2 (a:, z)p\q‘, 
en prenant une nouvelle fonction inconnue Z(x,z) telle que

on fait disparaitre le terme en p, et on arrive a l’equation
i

(IV) ' s — co(x,y. z) q% + uą (a;, y, z) q.

Si a depend de p. on arrive finalement, en faisant au besoin un 
changement de fonction inconnue, a l’óquation

(V) s = p {&»(«, z/, + [&i(x,z)Logp-Ą-col(x,y,z)]q}.

Nous allons etudier successivement chacune des ćquations (I) 
a (V).

24. Considórons d’abord l’equation
i

' _l_—---- k- coz — y
L’existence d'un invariant d ordre 2 pour le systeme X exige ’) que 
l’ćquation

ait une solution non nulle; on aura ici
„ &(x..z) S . .P = —= -3~ <p (x, z, p) et w, =

>1 ?)?](I)

1 Sep
« Sf- ■■ ■

Les equations (4), (5) et (6) ont ćte formćes independamment 
de toute relation entre (Wj et a.

co par —-—on aura d'abord

Su a 1V 4" o 7---------- 1? — 0 d ou
3y 2 («—-y)!

puis

Si Fon remplace dans ces ćquations

1 3a P
(9)

’) Goursat, Annales de Toulouse, loc. cit. p. 36.
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(10)

En dórivant l’óquation (9) par rapport a y, on aura

1 3a p
z-37+5=^’4

avec
2d, — 51? + 3(J=ho + Ca;’ 

et l’óquation (9) se róduit a

3mi i 1 (da i „da\ i 3 (<j. 1 d(P\ n9J- + S5te+M+2 1’_3SJI
L’óquation (6) donnę alors

du , da

(U)

du , da . ./ du dcu,\ . da , doi, .“«j + “3j + “ ("■s7”“7F) + “‘s + ,'^ +
) 4- «aa»f = 0.

Le premier membre est un trinóme du second degró en —-—. En óga- 
z — y

lant a zóro le coefficient du terme (z — y)-3, on aura d’abord

(e = ± 1)>

et lequation (10) donnę
« = 2e(4> + p)4-261 J/p(p_|_p) (ex = ±l),

la fonction p (x, z) ótant arbitraire.
Nous mettons a part les cas

p — 0
pour lesquels on a respectivement

a = 2ep

dz 
(12)

dz
, / 3a
+4"'is+

1dp dp 
dco, 

a — dz ,

singuliers
o — oo

a = ep; 
nous reviendrons plus loin sur ces deux cas.

On peut prendre alors

<P = ed Log [ep + ą |/p(p+p)].

Egalant ensuite a zóro le coefficient du terme (z— y)~J dans l’óqua- 
tion (12), on aura

b dz ^)(.£a P) dz 2ddpdz~~®'(13)
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et il en rósulte

En remplagant q> par V on voit qu’on peut supposer partout

on aura alors

= #2 —
9<p
3z

£

z — y
g) = £Log[ep + el / p (p -f- p) ] 3q> 1

Sp a ’
et l’óquation (13) s’ecrira

d’ou Fon tire

= £1
2 2 |/p(p—p) Sz

e
2 ę 5z

L’ćquation (11) donnę ensuite

«1 = 2) +
(z, 

^(p + t5)
+ ^5 (x,z)Vp <p+p)

avec
h.lnłł _ 3P\
2\*3z  3x1

et, en annulant le terme independant de (z — y) 1 dans l’equation (12), 
on aura

5^3 E /3p\2 et 3^- 1 (W
9z 4p 3z2 2ę\3zl

£ Q
Si --- est nul, on arrive, en prenant comme nouvelles yariables

p dx y 2 -f-

a une óquation de M. Goursat.

Si ~j= 0, on a Sz
4’ = ło(s+^i)2;

en prenant comme nouyelles yariables 
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(14)

on arrive finalement a l’óquation

S = {2[(s + xy + p] + 2 (2 + X) + +

• 1 1
z—y

Iz — y^

ou X est une fonction arbitraire de x.
Si X se róduit a une constante, on peut prendre X = 0, et 

le changement de variables 
Z = 1 - -

y *
conduit a l’ćquation

sz = 2(1 +p + |/1 +p) (i+?4-|/f + 2)

qui rentre dans le type IV des equations de M. Goursat. Mais si X 
ne se róduit pas a une constante, lequation (14) ne peut, on s’en 
assure sans peine, admettre un inyariant du second ordre pour le 
systeme Y. Elle admet pour le systeme X l’invariant

(z+x?+p + (*+-X)h*  + *) 2 + y 4r
z — y

(a + A)^+2p
%p . |/(«4“^)2+P-

25. II nous reste a revenir sur les eas singuliers

a — sp a = 2 sp.

Dans le premier cas, on peut prendre

<p — s& Log p.

& est indćpendant de z; on peut doncL’óquation (13) montre que 
prendre

& = 1 cp — s Loj 
On tire ensuite de (11)

3
«i — — - p + $3 (a?, z) d’ou u = 

puis, de (12),

-JT+ax-° eT7 + ^ = 0
€
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Si Xo se róduit a une constante, on a une ćquation de M. Goursat. 
Sinon, on peut prendre XtJ comme variable a la place de x\ on 
obtient ainsi l’equation

qui admet pour le systeme X l’invariant du second ordre

_ P /_1____i 3 \ 1
p 2\z — y'z— x/'z— x'

et il est facile de voir que cette óquation n’admet pas d’invariant 
du second ordre pour le systeme Y.

L’bypothese
a — 2 sp

conduit d’autre part, on s’en assure sans peine, a une ćquation de 
M. Goursat.

26. Considśrons maintenant l’equation
i

(II) s — a(x, z, p) + "i y,P) 2

En raisonnant comme pour l’equation (I), on obtient

•& (x, z) 1 3 <p, 2 (x, z)
& 3 z ' 3 (a? — y)

^2 (#, *)

L’śquation (12) est alors remplacśe par une equation dont le 

premier membre est un trinóme du second degrś en —-— ; un 
— y 

calcul simple d’identification montre qu’on devrait avoir

coi = 0, 
hypothese exclue.

On ótudie de la nieme faęon l’equation (III). On a ici successi- 
vement

3
$1 (o^z) 1 3<p

"Ay & 3z'
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un nouveau calcul d’identification, a partir des equations (9) et (12), 
conduit alors a l’śquation

2 9& 2p S&
& ć) x & 9 z

En prenant comme nouyelles yariables

y &2dz

on aboutit a l’śquation
i

s=— + wW

qui est une śquation de M. Goursat. Elle admet en effet un inva- 
riant d’ordre 1 pour le systeme Y (n° 16).

On voit pareillement que l’equation (IV) se rambne a des óqua- 
tions de M. Goursat.

Enfin l’śquation (V) se ramene par des calculs simples soit 
a des eąuations de M. Goursat, soit a ł’equation (17).

En resume, toutes les śquations (I) qui sont de genre 2 pour 
le systeme X et qui se sont pas linśaires par rapport a q se ra- 
mbnent, par des transformations ponetuelles, soit aux equations de 
M. Goursat, soit a l’une des equations (14) ou (15).

27. Les óquations (14) et (15) sont elles-mśmes de la premiere 
classe. J’ai etabli en effet qu’elles sont de genre 3 pour le systbme Y. 
Particularitó curieuse: ces deux equations, si differentes de formę, 
admettent pour le systeme Y le meme invariant,

Pour le yerifier, il suffit de montrer qu’en śgalant a zóro le nu- 
mćrateur et le dónominateur de l’expression prócśdente, on obtient 
deux óquations en involution avec chacune des śquations (14) et 
(15). Cette yćrification ne presente pas d’autre difficultó que la 
longueur des calculs.

J'ai pu d’autre part obtenir 1’intógrale explicite de l’equation 
(15). L’intógration de cette equation se ramene a celle de l’equation 
differentielle
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(16) -£(*),
r p( 1 1L ° 1 - 1 1 ■
p 2 L- y 11 z — x) 1 z — X

X dósignant une fonction arbitraire. Posons 

(17) 
A'"

on tire de l’óquation (16)

—w2(^ —y) = 2u-|ó-,

(Fou

u —
2|"

i-r(^-y) +v
Yi dósignant une fonction arbitraire de y.

Posant maintenant

s — ? = ® [£ — £' — y) + ^i]8,
on tire de (17)

Y2 designant- une nouvelle fonction arbitraire de y, et X2 une fonc
tion de x telle que
(18) = 2 £"(£'*-£).
On a donc ainsi

2

(19) Z y + Xi + Y2-n'YA-hy-

Portant cette valeur dans l’śquation (15), on trouve finalement

(20) y;a+ Y' = o.
On satisfait a l’śquation (18) en posant

(21) x—<p'\a} ^—a(p"(a) — <p'(a) X2 =: 2 <p (a),

et a l’equation (20) en posant

(22) y = V"(0) Yt = — ip'(^)
Y2 = - ip"(/3) +2/3^-2xp(0).

Les equations (19), (21) et (22) permettent alors d’ścrire expli- 
citement 1’intógrale gśnśrale de l’śquation (15) au moyen des fonc
tions arbitraires ęp(a) et ip(fi).



128

Signalons enfin, d’apres M. Gosse *), que la transformation 
de Backlund

a/ = z y‘ = y
P' 1 2' 1 + ? + 2?i 1 
r z—x z— y z—x

ramene l’óquation (15) 
M. Goursat.

a une śquation appartenant au type I de

1) Comptes Rendus, t. 184, 1927, p. 363.

CHAPITRE IV.

Etude d’un probleme particulier relatif aux eąuations du groupe C.

28. La determination des eąuations

s = », y, p, q)
qui sont de la premiere classe est donc ramenće A celle des óqua- 
tions du groupe C, c’est-a-dire des ćquations qui sont de genre 
n 3 pour chaque systeme de caracteristiques.

Cette recherehe, comme nous l’avons dit, a pour prśliminaire 
essentiel une śtude de la compatibilitó des systemes de conditions 
F, G, H, C, et F', G', H', C, ćtude qui a ćtó abordće par M Gosse 
dans les deux importants Memoires deja cites, mais qui est encore 
sans doute assez loin a l’heure actuelle de pouvoir etre considóróe 
comme terminće.

On est conduit naturellement a distinguer les ćquations qui 
sont lineaires par rapport a l’une des derivees p ou q de celles qui 
ne le sont pas, ce caractere etant invariant pour toute transforma
tion ponctuelle.

Nous nous proposons, dans ce dernier Chapitre, de rechercher 
les óquations linćaires en p, par exeinple, qui sont de genre 3 pour 
chaque systeme de caractóristiques. C’est sans doute un probleme 
assez particulier, mais qui nous donnera, chemin faisant, 1’oceasion 
d’ótablir un certain nombre de propositions de portee generale: de 
plus les conclusions que nous obtiendrons deborderont en maint 
endroit le problbme initial.

Nous aboutirons d un resultat negatif: il n’existe donc aucune 
equation lineaire par rapport a l’une des dśrivśes p ou q et qui 
soit de genre n = 3 pour chaque systeme de caracteristiques. II 
parait probable, conformement aux vues de M. Gosse, qu’il en est 
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encore ainsi pour n > 3. Ceci presente d’autant plus d’interet qu’il 
en est tout autrement pour les óquations qui ne sont linóaires ni 
en 73, ni en q. J’ai en effet obtenu des óquations de la formę

s — Apq -j- Bp^q 4“ @P + Bp*
qui sont de genre 3 pour chaque systóme de earactóristiques; j’en 
donnerai un exemple en terminant.

Pour óviter des longueurs, je me contenterai le plus souvent, 
dans les pages qui suivent, d’indiquer la marehe gónórale des calculs.

29. Nous cherchons les óquations de la formę

(1) s^f^pq{x,y,z, a>(x,y,z,q)

qui sont de genre 3 pour chaque systeme de caractóristiques et qui 
ne sont pas linóaires par rapport a q.

Une telle equation admet nócessairement une involution d’ordre 
1 ou 2 pour chaque systeme de caractóristiques. U resulte alors des 
conclusions du chapitre I que la 
part a l’un des systómes

(O /df\J:a-«tó) + ^=0

d’autre part a l’un des systemes

^A1 + A1ff ==° 
(P) 2 *

4-^=0

fonction f doit satisfaire d’uue

oh Fon a posś

Sz 'Sp 5q ’
On aura donc

des systómes
a examiner successiyement la compatibilitó

r-r l~ — G' G — r G — G'.

§ 1. Etude du systóme U —
30. Pour 1’ótude de ce systeme, comme pour 1’ótude du systeme 

r — G', il est inutile de s’arreter a 1’hypothese -— == 0.

Rocznik Pol. Tow. Matem. 9
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En effet, on peut alors se ramener, par un ehangement de 
fonction inconnue, a une óquation de la formę

(2) s == f(x, y, z, q).

Nous allons dómontrer relativement a ces óquations la proposition 
gónórale suivante:

Une eąuation de la formę (2) ne peut etre de la premierę classe 
que si elle est de genre 2 au plus pour le systeme X ou de genre 1 
pour le systeme Y.

stóme Y. Sinon, soit n > 2 le genre de l’óquation relativement au 
systeme .X; l’invariant d’ordre n est de la formę p„ -f- <p (a-, y, z, p, ■.., 
P_i), et l’on a

(3)
d’oń l’on tire

0,

<P = X pi^ + p„_! + <pt,
<Pj et gps ótant des fonctions dex,y,z,plt..., pn_2. Le premier membre 
de l’óquation (3) est alors un binóme du ler degró en p„_lf et le 
coefficient de pn_r s’ócrit

3/ 
dz'

ne dependant que des variables x, y, z, p, p2,..., p„_3, g; ce coeffi
cient ne peut etre identiquement nul, ce qui ótablit notre proposition.

31. Nous n’avons donc a examiner que 1’hypothese

On tire alors de l’óquation
1

p + a (a:, y, z) ’
et, en prenant une nouvelle fonction inconnue Z (x, y, z) telle que 

3Z
Sz = 0, 

on est ramene a une óquation de la formę
(4) s=pg(x,y,z, ?),

1 pour laquelle l’óquation U admet la solution X = —.
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L’śquation (4) supposće de genre 3 pour le systeme X admet 
alors une involution de la formę

ps -\-(p(x, y,x,p, p,) = 0;
on doit donc avoir

(5)

Posons
9o Sp Sp
Sx = Ql ^ + (’37 = <’’-

On aura
df , , oOi + p8o«

\dxa) = Pt (2ę, 4-3^p2)4-^1p + ^2pJ + u4,^»

avec
_5Ci i i

2 $z ę 9q "*■  9x ’

*) Annales de Toułouse, t. XII, 1920, p. 139.
9*

_dQi i
~ 92^ ę 3q'A

En dórivant deux fois de suitę l’equation (5) par rapport & pt 
et appliquant un Lemme de M. Gosse x) on a d’abord

<P = 2pPi + y'Z' P^Pi + y‘

L’equation (5) fournit alors les deux equations

(6)

(7)

Zif + (X + 2) e, + p (X + 3) e, = o

Ztfgo2 — ępt+pfa + p(’2)?>1 + + AiP* -\-Atps = 0.

En dćrivant deux fois l’equation (6) par rapport a p on a ensuite

9>i = Xt Log p + p q>3 (x, y, 2) <pt (x, y, z),

et l’equation (6) fournit les deux equations

(8) (X + 2) (>1 + Xj q + + 1 — 0

(9) (X + 3) p2 -j- q>s ę -|- + q — 0.
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(16)

On tire de meme de l’ćquation (7), compte tenu de la valeur 
de cpi,

jY'
?>2 = P (Log pY + (PoP + P*)  Log p 4- ?! P + y2 P2 + y3 P\

les fi, et y( ótant des fonctions de x, y, z. L’óquation (7) donnę alors 
les ćquations
(10) xłP2 + p^ + ^ + 2^ = o

(U) + + = o

(12) J.3-J-^3 + 2py3 +4-ę= 0

(13) A2 4" Pa + Pi ^3 + P (Pi + ?a) + + 2 ®

(14) Aj 4- P1 tpt 4- p p0 4- 4- q = 0.

Notons en outre que la condition /~( donnę la relation

(15) ~y(y,z,q) + p^==m(x,y,z).

32. I" Cas: 14-2 = 0.
Les equations (8), (10), et (11) donnent alors

/?! = 0 9’1 = ^(»)-

p = m(a:,?/,2)P4-P1.

l'óquation (14), on a

= o, 

c’est-a-dire

p"(S + S‘^ + f-) + &^ = °-
On ne peut avoir P' = 0, car p serait lineaire en q. Si 

P" = 0, on a

Ao = O X,=0 P0 = ^(x 
Posons, d’apres (15),

p=5’
3q

En derivant deux

P — — P3^ 
^1_ P 3z'

fois par rapport a

3x2 3x

2
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/z = <r0 Log(ę-|-O'i)

P = JM (2 4-0-1) — ~(? + crj Log (j + o-j),
G Z G Z

et l’ćquation (9) conduit a une impossibilitć.
On a donc P'r =j= 0; et l’on tire de l’óquation (16)

p" = X, yi (y, z, ę) + Xs yi (y, z, q),

Xi et Xs dósignant deux intógrales distinctes de l’ćquation
d2 (>) | &
1P2 ■ **

du
dx ~r £ow— 0.

On peut toujours supposer X'i =|= O? 0,1 a alors

s ( 1 dm\ p„ -Sx \X', Sx/

Supposons en premier lieu

P" — «o (y, zjyi
et on en tire aisement

Pi = o-^y,z)P + (Tj (y, ziy + o-i (y, z).

L’óquation (15) s’ćcrit alors

Sy . . . , . Sy , _2 + <r2) -^ + <r0 - 0.

En changeant y, on peut prendre <r0 = O, d’ou P',' — O, et

? = m (x, y, z) P(y, z, 2) + a, (y, z) q + at (y, z).

On tire ensuite de l’equation (14)

(17)

puis

S2m . t Sm

CTi = 1
l» 3y '



134

En choisissant une nouvelle fonction inconnue Ziy^ z) telle que
T $ % 71

on pourra poseę

O-, = ors = 71 = 0 = 0
d Z

et l’óquation (1) prendra alors la formę 

(18)
Supposons en 

^ = 0 
dz U’

s = m(x,y, z)p <p(y, q).

second lieu

3 /1 9m\

= 0’ ou błen Ms' =on a alors ou bien

cas on trouve
? — Xia0 (y, z, q) + oy (y, z, g)]

3’cravec ■ ° ={= 0. L’ćquation (1) s’ócrit donc

(19) s = p [Xt cr0 (y, z, q) + (y, z, q).
II nous reste en dófinitive a etudier les śquations (18) et (19).
33. Occupons-nous d’abord de l’equation (19). On tire de (9), 

apres deux dóriyations par rapport a q,

__ C0 4~ C1 ^2 ~i~ C2
8 -^2 + CS ’

les Ci dósignant des fonctions de y et z. L’equation obtenue en rem
plaęant ensuite gt>3 par sa valeur dans l’óquation (9) doit śtre vśri- 
fiee identiquement, ce qui exige <ró

Reste donc

(20)

0, hypothese exclue.
a ćtudier l’ćquation (18). On tire aisement de (9) 

y2ę+ Ks.

D’autre

tion /~ś

condition admet la solution — et la condi- 
<P

2$!

(21)
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c) &
En derivant par rapport a & et remarquant que = 0, on a 

ys = o Y 4= o r2=|=0 ^4-171; —r) = o

(22) (p^--r  ̂+ (|-s)aQ(?,.) = 0.

En ćcrivant que les ćquations (21) et (22) sont compatibles, 
on a ensuite 

(o-' + °),

et on en tire, en posant
— _ y32°'^ a) . 3or _

d z2 d z a

(23) m =__ 1 o~" [o- + y)] + o-'8
Y-Yt <r'(<r + ^)

L’equation (9) donnę d’ailleurs

-r—H m + m <Ps = o - — o9z 9y
d’oii l’on tire

52logm ( v 9m
~9z Y2 m2 = 0;9 z2

si Fon remplace dans cette ćquation m par sa valeur (23), on a

er

Portant cette valeur de m dans l’equation (17) on est conduit a une 
impossibilitć.

2ime Cas: A + 3 = 0.
Supposons d’abord Xy = 0. Les equations (9), (10) et (11) 

donnent alors
(jp3 — 0 p} — 0 Ao — 0 po — £0, 

et l’śquation (8) devient
9 p 9

l>1 9x 9y H 9z ■

L’óquation (15) donnę ensuite
9m 9p (9 cpi .
9 x 9q \9 y q 9z)
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d’oii l’on tire
M «= Mi (36 2) L°S [? + Ms (y,«)];

en changeant de fonction inconnue on peut prendre y8 = 0, et on a 

P = a (x, y, z) q + a, (y, z) q Log q.
L’óquation (13) conduit alors a une impossibilite.

On doit donc supposer Xr =j= 0; l’óquation (8) donnę alors

p = Po (y,2) (łi 4= 0),

et l’on tire de (15) 

(24) __ 3
3q 3x

'1 3m\
3x)

un changement de fonction

inconnue,
P = a (a y, z) q + «i (^ y,«) 2 Log y,

et l’equation (10) donnę av = 0, ce qui est impossible.
L’equation (24) doit donc etre une identitć, ce qui permet de 

prendre = 0. Choisissant alors une nouvelle fonction inconnue 3x
Z (y, z) telle que

r 3ZV) = _Log_)
on est ramenó a une ćquation de la formę 

s=?łiPo(yi2,9') (£=l=0)
On tire ensuite de (15)

m = £i »»i(y, z) + mt (y, z) p0 = (y, z) q>(y, y):
portant ces valeurs dans l’equation (10) on est encore conduit a une 
impossibilitó.

35. 3^' Cas: (X -f- 2) (X + 3) 4= 0.
Alors si Xt =(= 0, n’y a rien a changer au raisonnement de 

la seconde partie du n° 34, ou l’on a seulement utilise l’hypothóse 
jr+2 4=o.

Si X-l — 0, on trouve comme precedemment
p = a y, z) y + aj (y, z) q Log q,

et l’equation (9) conduit a une impossibilitó.
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Observons enfin que nous n’avons pas utilisć 1’hypothese de 
l’existence d’_un invariant d’ordre 3 pour le systeme Y. La conclu- 
sion du prśsent paragraphe est donc la suivante:

11 n’existe aucune iguation (1) qui soit de genre 3 pour le systbme. 
X et qui satisfasse aux conditions /" —

§ 2. Etude du systeme r — G'.
36. Les raisonnements du paragraphe precódent qui s’appuient 

sur les conditions /~ et sur l’existence d’un invariant du 3ime ordre 
pour le systfeme X ne sont óvidemment pas modifiós et conduisent 
aux memes conclusions. Nous avons donc a etudier les óquations 

s = pp(a;, y, z, y) ?
qui satisfont d’une part aux śquations (8) & (14), d’autre part (con
ditions G') aux ćquations

3 a . 3 a3a . 3a . „Sa . 3f. 32f _
+ + z + «^+ ^-0

3a, 3ctx 3f 3f 3f 3 f n

3x'P 3z'J 3q * 3q^\dyl
37. l‘r Cas: X4-2 = 0.
Les ćquations (8), (10) et (11) donnent d’abord

-^0 = — O /30 = ?o A — 0 Tt — §4 >
et Fon tire de (14)

52P" | e W' , t n

Nous designerons par X2 et Xs deux intógrales distinctes 
de l’ćquation

(25)

(26)

(27)

(28)

. ds (o . du

Si Fon pose dans Fequation (25)

52n(y,z. y). 3_p =
3 q2 3q y' ’

a =
on aura

P = 4 h (x, y, Z) + — Al (ar, y, z) + p0 (y, z, y)

0.
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Nous ecarterons provisoirement les deux hypotheses

On a alors, d’apres (28),

(29) A+(iy/4A1 + ^p'' = 0.

Supposons d’abord £0 =|= 0, On tire de (29), en changeant y. 

h — Xili (y. z) 4- Xz l-i (y, z) hx = X2 (y, z) -|- X3 ms (y, z)
p'o' = 0,

P = 4 /»+ + Ao (y, Z)q + A.! (y, z).

L’óquation (14) montre alors qu’en changeant de fonction in- 
connue on peut prendre Xo = X, — 0; nous ecrirons donc

p = X, Q2 (y, z, q) + X, Qt (y, z, q).

Les óquations (26) et (27) sont alors des óquations du second 
degre en X2 et Xz. Elles sont indócomposables, car l’existence d’une 
relation linóaire entre X2 et X, est incompatible avec 1’hypothese 
£0 =|= 0. Elles doivent donc etre identiques a un facteur pres. On 
en deduit successivement

a = -<?.*)  a. |f=o, g-o; 

par suitę on peut ecrire
P — X Q (y, z, q),

et l’śquation (26) conduit a une impossibilitó.
Supposons ensuite = 0. On peut prendre A"s = 1, et l’on tire 

de (29)
p = X2Q (y, z, q) + (y, z, q)-.

l’óquation (26) conduit encore a une impossibilitó.
38. 2ime Cas: 1+2^0.
Nous continuerons d’exclure les hypotheses

(30)

On a alors comme prócódemment
q) l[ ^/J

+ P 9 q =fih(x< V, ?) + V' z')-



139

c*  o"Si Xj = 0, on a, d’apres (8), = 0, ce qui est impossible.

Si A) =(= 0, l’equation (8) donnę

P = + <ł^ + ŹP'>& 2) (? + 0),

et l’on tire de (30)
( 2
\3x ? r P

3 <Pxi\ p 1 21 3ht
3x g I 3q g 3x' Ę' 3x'

ćquation qui doit se reduire a une identitó. On peut donc prendre 
a) ą>

= 0, et, en changeant de fonction inconnue, on est ramenó 

a une ćquation
* = £ppi> (y, z,q)- 

l’ćquation (26) conduit alors a une impossibilite.
39. II ne reste donc a examiner que les hypotheses 

/.. \"(M=°
qui donnent pour p l’une des yaleurs suiyantes

M = P = Log (ę + 0) p = (q + 0^.

Soit d’abord p = e^5; on tire de (30)

p- Z1:;-3 !->.«*•
II est facile de voir que l’óquation s = pp ne peut alors admettre 

dn^ f d’invariant tp(x, y, z. p, p2,..., p„) pour le systeme A": en effet —CL X
contient un terme en e-"^’ de coefficient

(-i)"-ir^"^(«-i)!,
terme qui est multiplić, dans le premier membre de l’óquation

dj = 0,
3 ip

par —— 0 et qui ne peut se róduire avec aucun autre: on deyrait

donc avoir hr — 0 ou /? = 0 ce qui est impossible.
Soit en second lieu p = Log (q /?). En changeant de fonc

tion inconnue on est ramene a une ćquation de la formę
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s==p(Xy Logę+^i i), 
ćquation qui ne peut admettre d’invariant pour le systóme X.

Soit enfin fi = ( g /jJ8. On peut d’abord, au moyen d’un 
changement de fonction inconnue, supposer fi1 — 0; on a ensuite

9 log fi r h hTP = --^-2Log2 + ^.3+^3

et l’on s’assure, par un raisonnement analogue a celui qui vient 
d’ótre fait, que l’equation s = p p ne peut avoir un invariant d’ordre n 

que si Fon a. fi =-, p designant un entier positif au plus egal a n. 
P

On a donc ici fi — ou fi——- nous examinerons successivement 
4 tj

ces deux hypotheses.

40. Premiere hypothese: fi = ~.

On a alors

9 o Nous allons montrer que, sous les seules hypotheses 0 - ={= 0,

X, 4=0) les equations s— pp qui admettent une involution d’ordre 2 
pour le systeme Y se ramenent a l’ćquation

qui est comme nous l’avons vu de genre 2 pour le systeme X et de 
genre 3 pour le systeme Y.

De l’ćquation

on tire d’abord, apres une discussion facile,
3 i

= 9o ?2 4- 91 S2 + 9i <1 + 9s q*,

les y,- ćtant des fonctions de y et z seulement; on a de plus

(32) A, = g (y, z)X-[-h (y, z).

Remplaęant ip par sa valeur dans l’equation (31), on obtient 
les śquations
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(33)

(34)

(35)

(36)

De

Hi — — 4 Aj,

puis

enfin de (35)

„=0 9,=-23-^‘,

3 X

II vient alors

_ f/rz7
A1 ~ Z —Y y + z—x)’

et, en prenant comme nouvelles yariables X. Y et Z, on est bien 
ramenó a l’ćquation indiquće.

41. Seconde hypothese: fi — —.O
On a alors

p = A3 + X1.^.

La discussion est entiórement analogue a celle qui prócede: on 
est conduit cette fois a des impossibilites. Sous les seules hypotheses 
q) p

={= 0, A, =}= 0, il n’existe donc aucune equation

s=Jp(\? + X1sK)

qui admette une involution d’ordre 2 pour le systeme Y.
La conclusion du prśsent paragraphe est donc qu’iZ riexiste 

aucune ćguation (1) gui soit de genre 3 pour le systeme X et gui 
satisfasse aux conditions f— G'.
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§ 3. Etude des systemes G — T' et G — G1.

42. Nous allons d’abord etablir quelques resultats generaus 
sur les dquations (1) qui satisfont aux conditions G. On sait que f 
etant linśaire en p on peut satisfaire a la condition Gt (a) = 0 en 
prenant a = 0, et que dans la condition Gt on peut prendre ę0 = 1.

Nous avons donc a satisfaire au systeme

9p

(37)

(38)
9^ 9f9f=Q
9z 9p 9p

On tire d’abord de (37)

En remplaęant ip par sa valeur dans l’equation (37), on observe 
qu’en prenant une nouvelle fonction inconnue Z(x. y, z) telle que

32Z_ 9Z
9 z*  ~ 9 z ’

on peut poser /30 = 0. D’autre part on constate aussi que dans ce 
cas l’equation (38) donnę a, = (jc, y, z). Finalement les óquations 
(37) et (38) sont remplacees par le systeme

(39) d z dq

(40)
9 p} 9 B-i . 9 o . 9 p . 9 <v . 9<i>
dy 1 dZ dX dq dZ dq = 0

(41)
3 Pi | 3 Pi
17 + ?17 + ~ + 9z + m9^ == 0

(42) | Sy, v 9g)
^y+^-^ + jj + p^0-

On satisfait aux equations (39), (40) et (42) en posant

(43) ? = p*  y, p) = g" + o)

(44) W==S + (2+^(fy +2|?~;ę'p)
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II restera en outre a satisfaire a l’equation (41).
Nous allons montrer qu’on a nócessairement X = 0.

y
43. Supposons Jf=}=0. On ne peut avoir = 0, et l’ćqua-

tion (45) donnę
c0 p -4*  Cj g -f- c2

les ct ótant des fonctions de x et y. Remplaęant g' par sa yaleur 
dans l’óquation (45) on aura une óquation de la formę

(46) 2ł?2 + ^(Bp+C) + Z)p’ + ^p + /’=:0.
Si cette óquation n’est pas yórifióe identiquement, on en dóduit 

pour g 1’une des formes

9 = Xo P 4“ + l^'o P2 4~ p 4~ Z^2 (/z? — ps =j= °)

O4=°)

(x0 4= oj.

avec c6

P = XoP4-A1 + p-^

9 — a0 p2 4- 2 xt p 4- x2
En portant ces yaleurs de g dans l’óquation (45) on est conduit 

chaque fois a des impos.sibilitós.
L’óquation (46) doit etre par suitę yórifióe identiquement. Une 

discussion simple montre alors que l’on doit prendre c t = 0 et 

/=p + ^_+f*  avec 
y c1P4-c6 3y

on aura donc

9 = 4 (ci P 4" Cr) L°g P 4" Cs) 4- o-0 (», y] P 4- oq («, y).
61

En portant dans l’óquation (41) on est alors conduit a une impossibilite.
On a donc bien nócessairement X = 0.
44. Faisons maintenant interyenir les conditions La pre

miere s’ócrit

gAi ,
3x
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elle se dśeompose en deux autres
SAj , 3A, , 3a>
-t;----- H a> -a—hi -=— = o3x 3q 3q
s-± + e3-± + K,3/ = 0-
3z r 3q 3q

Posons \1 = — (#, y, z, q)\ on aura
d q

Su, . 3uj . , 3 u, 3il
(47) = It+p-7

La condition de compatibilite s’śerit

(48)
31 3m
3x 3 z ’

Les óquations (40) et (42) ou Fon fait X = 0 montrent que le 
pcoefficient de —~ se rćduit a3 q

3(y — P) ,
3y '7 3z '

S’il n’est pas identiquement nul, on aura

(49) = o-0 (x, y, z) Log [2 -f- o-, (r, y, a)].
On tire alors de (47) et (49)

P — ^4(s -p o-,) Log (<? 4~ oa) 4~ -^2 4“ Q
et l’equation (39) montre qu’on devrait avoir A — O, ce qui est 
impossible.

3 nLe coefficient de dans l’óquation (48) doit donc etre iden-

tiquement nul, et Fon a
^(7 —fi) _ 0 g(r—fi) = 0

3 y 3z '
3 yOn tire ensuite de (45) — O, et de (44)

«-f£ + (^4-/) ćly(x,y)
3y

On obtient ainsi les śquations 

(50) s = p p (x, y, z, q) 4- aj’
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oi la fonction p est dćfinie par la relation

q=ęz-\-g(x,y,p).

Soit <p une fonction de x et y telle que — y; on s'assure aisć-

ment que l’equation (50) admet pour le systeme de caractóristiques Y 
l’invariant du l‘r ordre

, \ d(Pp (*,  — ar:

c’est donc une ćquation du groupe A.
Nous arrivons ainsi a la conclusion qu’?Z n’existe aucune equa- 

iion (1) satisfaisant au systeme G— /"' gui soit de genre n^S pour 
chague systeme de caracteristiąues.

45. Examinons en second lieu les conditions G'. La seconde s’ćcrit

c) q ‘ 1 3q S q2 0,

et Fon en tire les deux śquations

gp 3*P_ A

ou encore, en posant
y'(x, y,z, g)

/

les hj etant des fonctions de x, y, z.
La condition de compatibilite de ces deux ćquations s’ćcrit

s (i)

$ z p—P 9q)

K
i

1

/

\ 3 x 3z
Rocznik Pol. Tow. matem. 10
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On voit comme prćcedemment que le coefficient de ~ ne peut śtre 

nul; la fonction fi satisfait donc a une óquation de la formę

(^2 + -®) 77 — Cy -|- D.

La seule hypothese a conserver, on s’en assure sans peine, est 
1’hypothese A =|= 0, C =|= 0; on peut alors prendre

// = (? + o-)00,
et l’ćquation (39) donnę immćdiatement

1
o-o —g.

On a alors
i

P = Po + Pl (i + °’)+ Pi (?+ O" A

Po, p15 p2, et a ne dćpendant que de y, g; portant cette valeur de p- 
dans l’ćquation (39) on voit aisćment que Fon peut prendre

I -f _ A!,, . , . X2aPi—7j ps = 2X2g p0— _|_xo, a — X]—Xo2-|- — r
z z z

les fonctions X,- ne dćpendant que de x et y et X2 n’etant pas nul;, 
on en deduit

y = 2Xs |/p —Xo — Xx.

On est ainsi ramenć a une formę ćtudiee prócćdemment (n° 43) et 
qui conduit A des impossibilitós.

En dófinitive, si Fon remarque que la seconde condition ćr'*est  
identique a la condition C[ de M. Gau, on aboutit a la conclusion 
euivante:

II n'existe aucune eguation (1) de genre n~^3 pour chague sys- 
ieme de caracteristigues gui satisfasse aux conditions G — G' ou G — C’.

46. Cette conclusion, qui apporte aux vues de M. Gosse une con- 
firmation au moins partielle, est d’autant plus digne de remarque qu’elle 
ne s’etend pas aux ćquations non lineaires. En faisant pour ces equa- 
tions 1’etude des conditions G—G' j’ai en effet obtenu des equa- 
tions qui sont de genre 3 pour chaque systeme de caractóristiques;, 
telles sont par exemple les equations

s(x + y} + y)3 + = Apq + Bpq^ + Cp*  g-\- Dp^g*?
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od Fon a

4 = 2 (z 4- y)< B = C=2ł(z + y)2 D=~ź—4«(«4-y)\

et oń k dćsigne une constante arbitraire non nulle. II existe, pour 
le systeme X, une involution ćPordre 2,

et une involution d’ordre 3

oik l’on a, en

Pt + ^0^2 + ^1 Pi + ^2 = 0,

£8
posant tp (x, y) = — — (z + yF3:

&   4  fc2(z4~y) 4-|- 5 A:(a;-|~y) 4~
1—z4-y z — cp

(*  — <p)*  
_ l~2 A;3 (z 4- yr6 

l (« - <Pj2
4fe(z -|- y) 3

Z---(p
4fc2(zH-y)-6 

z — <p

fe(*+y)  n t _
(z — g>)^ z - <p

’] ł _ P k* (x + y)~8 _
Jp L (2 — w2
(z 4- y)2]p'

On a ćvidemment par raison de symćtrie des rósultats ana- 
logues pour le systeme Y. Leur verification ne presente pas d’autre 
difficultó que la longueur des ealculs.

10*



Surfaces reglees algebriques; singularites; 
classification.

Par

M. Bertrand Gambier.
Professeur a la Facultś des Sciences de Lille.

1. — Introduction. Les mathematiciens ont deja ótudie en 
dótail la classification des courbes planes algebriques; d’autres, Halphen 
en particulier, ont abordó le meme probleme pour les courbes gau- 
ches, ce qui revient a etudier deux fonctions algebriques d’une va- 
riable et non plus une seule. Dans le meme ordre dfidees, on peut 
dire que la classification des surfaces algebrigues reglóes non deve- 
loppables fait interyenir trois fonctions algśbriques simultanees d’une 
meme yariable, bien que ces trois fonctions ne jouent pas un role 
symćtrique.

Sur une surfaee reglee (algebrique ou non) j’appelle generatrice 
la droite qui, par un mouyement continu, engendre la surfaee; en 
dehors des góneratrices proprement dites, la surfaee peut admettre 
des droites exceptionnelles, non gćnćratrices (une, ou deux au plus) 
qui jouent le role de directrice au meme titre qu’une courbe piane 
ou gauche non rectiligne; il peut arriyer qu’une gćneratrice soit en 
meme temps droite exceptionnelle*);  elle est necessairement, dans 
•ce cas, ligne multiple de la surfaee.

ł) Par esemple la surfaee cubiąue de Cayley z* 3-j-2xy^— 3zy = 0 admet 
la generatrice Ox (y = 0, z = 0) qui est en meme temps droite exceptionnelle. 
La generatrice variable (m paiametre arbitraire)

y — mz = 0
3

rencontre l’axe Ox au point d’abscisse et la nappe i Iaquelle appartient cette 

genćratrice mobile admet au point correspondant pour plan tangent le plan 
y — = consideree comme gineratrice, Ox est generatrice stationnaire avec
le plan tangent inyariable y = 0.
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Cela pose, si nous prenons une gónśratrice guelcongue G de la 
surface rćglee S, et un point M guelcongue sur G, le plan tangent 
a S en coupe G suivant une courbe piane C d’ordre m — 1, 
si m est le*degre  de S; la courbe piane C coupe S d’abord en M 
qui compte pour une unitę dans 1’intersection de G et de C, puis 
en divers points P1,P2,...Ph, comptant respectivement, dans l'inter- 
seetion de G et C, pour jo15 p2,... ph unitśs, avec

’) II y a donc lieu d’utiliser la classification des courbes gauches due
i Halphen; mais ce dernier a laisse systematiquement de cóte le cas ou la courbe 
gauche a des points multiples; or nous verrons qu’ici ce cas des points multi
ples se presente au contraire systematiquement.

Pi + Pi + - • • + m — 2
Chacun des points Pt, P2, Ph est independant de la position de M 
sur G et engendre, quand G varie, une ligne multiple de /S: au 
fond la classification des surfaces algóbriques róglóes, pour le degró 
et le genre, revient a la determination de ces lignes multiples (qui 
peuvent former les diverses branches d’une móme courbe indecom- 
posable, ou former plusieurs courbes analytiquement distinctes, qui 
peuvent comprendre plusieurs droites exceptionnelles)* 1). En chaque 
point d’une courbe multiple de cette espece, passent un nombre 
fixe de genśratrices: gt pour la courbe lieu de Pp, chacune de ces g{ 
gćnćratrices appartient a une nappe qui, prise isolement, n’admet 
aucune singularite en Pt et y admet un plan tangent determine par 
la loi de Chasles; il peut arriyer qu’en Pt les y,- gśneratrices, four- 
nissent chacune un plan tangent distinct de ceux fournis par les 
gt— 1 autres; mais il peut arriver que plusieurs gćnćratrices donnent 
en Pt le meme plan tangent (et alors G etant guelcongue, cette par- 
ticularite doit se retrouyer tout le long de la courbe lieu de P,);. 
on a alors une ligne de raccord de la surface avec elle-meme, au 
lieu d’une ligne d’intersection.

Enfin on peut avoir une autre espece de singularitó: deux 
nappes, regulieres sur la surface quand on les etudie seules, ou plu
sieurs peuvent avoir en commun une generatrice suivant laquelle 
elles se coupent ou se raccordent.

L’śtude precedente faite au point de vue ponctuel doit ćitre 
completóe au point de vue tangentiel. On sait qu’une surface róglee 
a meme degri. et mśme cZas.se; nous avons etudie les points multi
ples de la surface. il y a lieu aussi d’etudier les plans tangents 

cZas.se
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multiples et cette remarque permet de distinguer les surfaces rśglóes 
qui sont de móme espeee que leur polaire reciproque et celles qui 
sont d’espece diffórente: dans ce dernier cas, le travail de classifi- 
cation se trouve diminue de moitió. Si le degrć et la classe de la 
surface S sont egaux b. m, le cóne circonscrit A la surface d’un 
point M de cette surface comprend d’abord la gćniratrice G consi- 
deree comme enveloppe de plans, puis un cóne Z de degró m — 1: 
la direetion asymptotique du plan tangent en M a S, autre que la 
góneratrice G, est genóratrice du cóne Z, le plan tangent correspon- 
dant ćtant le plan tangent a S en M\ de G on peut donc mener 
a 2, en dehors du plan tangent a S en 11, esactement m — 2 plans 
tangents et l’on reconnait les raisonnements corrólatifs de ceux qui 
precedent.

J’appliquerai ces principes a la classification complete des sur
faces d’ordre 4 et 5; je donnerai quelques indications pour les degres 
supórieurs (pour les degres 2 et 3 les rósultats sont connus et il 
est superflu d’y revenir).

Enfin je signale une application impróvue de la theorie des 
polygones de Poncelet relatifs a deux courbes qui ne sont plus des 
coniques. Cette application se presente automatiquement des que 
l’on cherche une surface reglśe admettant des plans tangents multi
ples d’ordre au moins egal a 3; nous avons vu que les surfaces 
reglóes algebriques, d’ordre supórieur ou egal a 3, admettant nśces- 
sairement des points et des plans tangents multiples, mais il n’est 
pas nćeessaire que l’ordre de multiplicite dópasse 2. Imaginous que 
la surface róglóe admette oo1 plans tangents multiples d’ordre 3; 
les n gśnóratrices situees dans chaque plan de cette serie se cou- 
pent deux a deux et le lieu des points d’intersection ainsi obtenus 
engendre une des lignes multiples f dćja signalees sur la surface:

22 (22__ | j
. dans chaque plan il y a au plus ——------ points distincts, et la

courbe /” peut se composer d’une seule courbe ou de plusieurs ana- 
lytiquement distinctes; or si nous faisons la perspective de la sur
face S sur un plan quelconque a partir d’une point de vue quel- 
conque, les generatriees de S deviennent les tangentes au contour 
apparent (e) de S; la courbe devient une courbe y circonscrite 
il oo 1 polygones de n cótós eux-mómes circonscrits a (e).
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2. — Etude des surfaces d’ordre 4. Classification.
Je rappelle, avec les notations deja employćes, que le plan 

■tangent a S1 en M donnę la genćratrice G et une courbe C cou- 
,pant Cr, en dehors de Jf, en P±. -Pn, comptant pour pu...ph dans 
l’interseetion (Cr, C); on a

P1+P2+ ■■■ + Pu = m — 2

Si en P, il y a g1 genśratrices qui s’y croisent, la section par un 
plan queleonque issu de Pt a y, tangentes distinctes au point P2, 
si les plans tangents en 1\ sont distincts; en appliquant ceci au 
plan tangent en M, on voit que px = gA — 1; si au contraire en P1? 
il y a plusieurs plans tangents coincidant, Px est, sur 0, multiple 
d’ordre g2— 1 et G est une tangente a C de sorte que p1'^sg1.

Ici pour m = 4, on voit que h = 1 ou 2 et que la courbe C 
est une cubique. La totalite des cas est facile a obtenir; en suppo- 
sant d’abord h = 2, d’oii pr — p2 — 1, on a les cas:

A) deux droites doubles exceptionnelles, la surfaee est de 
genre 1 et ne possede aucune conique

B) deux droites doubles exceptionnelles et une generatrice 
double; la surfaee est de genre zero et possede 001 coniques.

C) une cubique gauche double; les generatrices appartiennent 
a un complexe linśaire non special; la surfaee possede 00 1 coniques 
yeritables dont les plans sont bitangents et enveloppent une deve- 
loppable de classe 3.

D) une cubique gauche double; les generatrices appartiennent 
A un complexe spócial; la surfaee admet 00 1 plans tritangents pi- 
votant autour d’une droite simple de la surfaee

E) une droite double exceptionnelle et une eonique double 
se rencontrant en un point.

En supposant h — 1, on a pl = 2; le point P, peut etre double 
sur C, ce qui correspond a une ligne triple de S, (droite excep- 
tionnelle), d’oit deux cas:

F) une seule droite exceptionnelle triple; on a le cas recipro- 
que de D par dualite

G) une droite exceptionnelle triple et une autre simple.
Le point peut au contraire etre simple sur C et corres- 

pondre au contact simple de G et C, d’oii deux cas:
H) une droite exceptionnelle de raccord, la surfaee est de 

genre 1
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K)' une droite exceptiounelle de raccord et une gćneratrice- 
double, la surface est de genre zśro.

On remarque que par dualite, chaque cas A, B, C, E, G, H, K 
se correspond a lui-meme; D, F s’echangent; dans le tableau qui 
precede j’ai parle de points doubles ou triples et de leur lieu; en 
tenant compte de la dualitó, on voit que, pour le cas G par exemple, 
la droite triple (ponctuellement) est simple (tangentiellement) tandis 
que c’est l’inverse pour 1’autre droite exceptionnelle; remarques ana
logu es dans les autres cas.

3. — Cas A et B du ąuatriihne ordre.
Du point M de S on a mene la genśratrice G et marque sur G 

les points singuliers, distincts, P, et P2; par Pr passe une autre 
generatrice G' qui contient un point singulier P2; le plan G, G’ con
tient trois points singuliers. Quand G varie, les points Pn P2, P2 
engendrent une ligne multiple de S, qui ne peut etre d’ordre supe- 
rieur a 3, car les sections planes de £ ne sont pas toutes decom- 
posees et sont de degre 3; la courbe multiple ne peut etre de degre 1, 
puisque, sur chaque generatrice, il y a deux points multiples. Donc 
l’ordre de la ligne est 2 eu 3. Pour l’ordre 2, on ne peut admettre 
une conique (proprement dite ou formee de deux droites concou- 
rantes), parce que le plan de la conique epuiserait, par cette coni- 
que, la sećtion de S, d’ou contradiction, chaque gćneratriee rencon- 
trant la conique en deux points. II ne reste donc que le cas de 
deux droites non concourantes, l’une lieu de Pt 1’autre de P2 ou le 
cas de la cubique (cubique indćcomposable, ou formee d’une droite 
et d’une conique sćeantes en un point).

Soit donc le cas de deux droites (exceptionnelles) doubles; en 
les choisissant (elles sont distinctes) pour aretes opposćes du tetraedre 
de róference, on voit que l’ćquation de la surface devient

xi(Azi 2Bzt CP) -)- 2xy (A1z2 2B{zt-^- CjP) +
+y\Ai22 + 2Bizt+Cit2)==().

Si l’on represente par P, Q, R les eoefficients de x2, 2 xy, y2 dans 
eette ćquation (1), ces polynómes P, R sont premiers entre eux 
dans leur ensemble; si Q2— PR ćtait carre parfait, on ćcrirait

( <?’-PP=^ Q_S^Pirt
I p = Pi Pi R = r^
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et lequation (1) se decomposerait en

(3) {xp2 4- y rx) {xp1 + y r2) = 0

ou p-^ p2, r,, r2, sont des polynómes lineaires homogenes en z, t et 
on aurait deux quadriques ayant en commun un quadrilatbre gau- 
che; ecartons ce cas. Si donc Q2— PR a quatre racines distinctes^ 
la surface (1) est de genre 1. les deux droites exceptionnelles epui- 
sent tous les points singuliers; si Q-— PR a une racine double ou 
une racine triple, il y a une genóratrice double recontrant les deux 
droites exceptionnelles. Le premier cas est le cas 4; la surface ne 
possóde aucune conique: on l’obtient en prenant deux droites Dj, Dt 
non concourantes arbitraires, puis ótablissant entre un point 
de Ą et un point Jf2 de _D2 une correspondance (2, 2) algóbrique 
arbitraire; a un point Mt quelconque correspondent deux points 
de D2, et jV(; il y a ąuatre positions distinctes, dans le cas Ar

ni, Pi-, h de pour lesquelles les deux points M2 se confon- 
dent, m2 donnant m2; nx donnę n2, px donnę p2 et q^ q2- inverse- 
ment il existe sur D2 quatre positions /z2, v2, 7T2, y2 pour lesquelles 
les poins correspondants sont confondus en un seul, v1; 7rx, 
respectivement; on voit que le plan D2 est tangent a la surface 
le long de la generatrice stationnaire ml m2 (de móme Z>2, I)2,
qr D2); de meme le plan y2 Dx (ou v2 D2y tt2 Dx, %2 Dx) est tangent 
tout le long de la góneratrice stationnaire jux p2, cela fait donc huit 
gineratrices stationnaires.

Pour le cas B, deux points m1, nx se confondent, de sorte que 
m2 et n2 se cónfondent (entre eux et avec /y et cx); nous trouvons une 
góneratrice double tn1m2 (et non stationnaire); il reste quatre gmeratrices 
stationnaires ; on voit aussitót que Fon peut definir la surface ainsi: on 
se donnę Z>X,D2, une droite m1 m2 joignant un point m1 de Dx a un point 
m2 de P2, puis une conique C coupant m2 en deux points a, b; la 
surface est le lieu d’une droite mobile assujótie a rencontrer Ą, Z>2, C. 
Du point m2 memons les tangentes w2a, m2J8 a C: le plan contenant I)2 
et l’une m2 a perce I\ en pr et la droite px a est 1’une des genś- 
ratrices stationnaires annoncees, le plan px a D2 etant le plan tangent. 
Cette construction montre a quoi correspond le cas de dćgóneres- 
cence de U, celui ou — PR a une racine triple: la conique C 
serait tangente a la droite »«x m2 au lieu de la eouper en deux pointa 
distincts (a et b ne peuvent se confondre avec ou m2 sans qne 
le degró de la surface s’abaisse).
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Pour en revenir au cas B non dćgźnere, tout plan passant 
par m, m2 coupe 5 suivant une conique C' peręant m1 mt en deux 
points a et /3 qui se correspondent homographiquement, les points 
doubles de 1’homographie śtant et m2 et a, b un couple corres- 
pondant; en effet Wj m2 est góneratrice simple snr la nappe qui 
correspond au deplaceinent sur la conique d’un point X voisin de a; 
sur cette nappe la variation du plan tangent en un point a de m1 
est fournie par 1’egalite du rapport arharmonique et de
celui des plans tangents correspondants: (Z>j m1 mt, plan de C, plan 
de O', Dt wij w2). Si en considere de meme le point p variable sur C 
au voisinage de b, on aura donc

(wij a a m2) = (wi, b fi »i2)
ce qui justifie la proposition; dans le cas de B degenere, a et fi 
coincident constamment entre eux, ce qui est naturel par suitę de 
la definition du cas B degenćre.

On remarquera enfin que dans le cas B, (degenerć ou non), 
les deux coniques C et C' se correspondent, par les generatrices, 
homoqraphiquement (nous retrouverons cette notion plus bas, en etu- 
diant C, D, E)..

Chaque cas: A, B, B degćnóre, se correspond evidemment 
a lui-meme par dualitó et l’on peut obtenir aisement les quadriques 
ou complexes linóaires par rapport auxquels la surface est sa propre 
conjuguee.

4. — Surface reglee de Clebsch; cas C.
Le lieu des points est une cubique gauche indćcompo-

sable. Une hoinographie de 1’espace permet de supposer que la cu- 
bique gauche a pour equations parametriques

(1) x—t IZ—t2 z = ts
L’equation generale des surfaces de degre 4 contenant cette cubi- 
que est

A(xz — y2)1 -]- 2B(xz — y2) (z — xy) C(z — xy)2 -|-
(2) + 2D(xz~y2)(y — x2')-\-2E(z — xy)(y-—x2)-\-

_|_^(y_^)2===0.
Un point de la droite joignant les points Ą a pour coordonnees 
homogenes
(3) x — t-i pt2 y = tlĄ- pi% z = pt% 0 = 1 ~l~p
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•de sorte que Fon a

(4)

Je pose
(5)

xz — y2=ptlti (Ą — Ą)2 
z d — xy = pfa 4- Ą) (tj — t2)2 
y6 — x3 = P (Ą — Ą)2

P t, Ą 3   tj tj

et l'equation (2) est remplacee par

(6) Ap2 2Bps Cs1 4“ ?Bp -j- 2Es 4~ F— 0
qui est l’óquation dune conique (p, s). Toutes les surfaces (2) sont 
reglees car la sócante double de la cubique, issue du point (x, y. z) 
de la surface a 5 points communs avec la surface. D’autre part les 
coordonnees pltickeriennes (a, b, c, l, m, n) de la secante (Ą, i,) sont

(7) 1, s, s2 — p, p2, — ps, p

de sorte que l’equation (6) peut s’ócrire

<8) Al — 2JBm4-C(c4-M)4-2Dn4-2£’ó4-J’a = 0

La generatrice appartient donc an complexe linóaire de coefficients

(9) A, — 2B, C4-2D, F, 2E, C.

On retrouve la construction indiquóe par Clebsch en 1870 aux 
Mathematische Annalen: en un point JĄ de la cubique, le plan po
laire de JĄ relativement au complexe perce de nouveau la cubique 
en JĄ ou JĄ et JĄ JĄ, JĄ JĄ sont les genóratrices issues de JĄ; les 
plans bitangents M'% enveloppent la dóveloppable polaire re-
ciproque de la cubique relativement au complexe (si le complexe 
etait celui auquel appartient la eubique, ou aurait une surface dó- 
veloppable). Si le complexe n’est pas special, on a le cas C; si le 
complexe est spócial, on a le cas D caracterise par la relation

(10) A F —4BA’4- C(C4-2D) = 0

Nous retrouvons aisement ici la notion des polygones de Poncelet 
signalós en introduction; ici il s’agit meme de ce probeme pour 
des coniques et non des courbes de degró superieur. En effet, si le 
centre 0 de la perspective est ehoisi sur la cubique double, celle ci 
a pour perspective une conique C; dautre part la cóne circonscrit 
A S du point O est de degre 4, mais contient les deux gónóratrices 
issues de O, de sorte que le reste est un cóne de degre 2; les 
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perspectives des gónóratrices sont donc les tangentes a une coni- 
que C'; Mr etant un point de la eubique gauche, les deux genera- 
trices JĄ, Mi issues de percent la eubique en et 
le plan JĄ M2 M2 ótant le plan polaire de JĄ relativement au com- 
plexe (9). Pour qu’il existe un plan tritangent a S, il faudrait que 
JĄ JĄ fflt une gónóratrice de S: dans ce cas, si Mt, JĄ, forment 
un vóritable triangle, le plan JĄ A/2 JĄ a trois foyers, en JĄ, JĄ, M2, 
de sorte que le coinplexe est nócessairement spócial, et róeiproque- 
ment (cas D qut va śtre ótudió a part). Si JĄ, JĄ, M'2 ne forment 
pas un yeritable triangle, il suffit que M2 coincide avec JĄ la droite 
JĄ M'2 n’est autre que JĄ JĄ et alors la tangente en JĄ a la cu- 
bique appartient au complexe linóaire: on a ainsi quatre points re- 
marquables de la surface; tout cela est bien en aceord avec la 
thóorie des triangles de Poncelet pour deux coniques. Si on suppose 
que le centre O de perspective est le point a 1’infini de la cubique 
et le plan de perspective celui des x y. la eonique C est la parabole 
y — x2 — 0, la perspeetive de la gónóratrice JĄ JĄ a pour óquation 
Xs — y — p = 0, de sorte que l’óquation (6) est l’equation tangen-

(tz w\en prenant s= — —, p =— — Sans remonter a la 

thóorie des polygones de Poncelet, remarquons que l’on a, dapres (C),

(11) Ą 4*  t2 —

en posant
(12)

2 (Bi? 4- A Ą 4- E)
At^-\-2Bt1 4- C

A = C’ 4- D

> t. Ct2 + 2Et,+F
22 AtlA-2Bt1-]-C

Si on ócrit que Ą et Ą satisfont aussi a la relation (6), on obtient,. 
apres róduction,

{Ca2D CAF — tBE) 4-4- 
(13) 4-(4O+2Aii4-4Bt14-A=0.

Si le complexe n’est pas spócial, on doit annuler le second facteur, 
qui exprime precisóment que la tangente en Ą appartient au com- 
plexe (point de contact aves C d’une tangente commune a C et C').

Ici on peut se poser le probleme de Poncelet d’interpretation 
diffórente: nous partons de JĄ avec une gónóratrice Mt Mt jusqu’au 
point ou elle rencontre la cubique en JĄ: de JĄ on continue avec 
la gónóratrice, (autre que JĄ JĄ), JĄ JĄ, puls de JĄ...: en góne- 
ral cette chaine ne se ferme pas (sauf avec les chaines dógónóróes 
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signalóes par Halphen); si elle se ferme une fois (avec une chaine 
non degenerśe) elle se ferme q<uel que soit M1 et toujours avec le 
ntóme nombre de chainons.

Le nombre 3 correspond au complexe special; pour « 4,
on retrouve une ćquation de degre 4 en Ą, contenant un facteur 
fonction de A, B, C, D, E, F comme dans (13); la condition de 
fermeture s’obtient en annulant (ce facteur. Ainsi, pour n — 4, le 
point JĄ donnę M2 et racines de

(A t\ -|- 2 B tr + O) -j- 2 (B t\ 4~ Ą 4~ E) i2 -|~
<14) + Ct\4-2 Etx + F=0

II suffit d’exprimer qu’il existe un second point ts donnant les me- 
mes points Ą et t'2: on a ainsi a ecrire (avec Ą 4= t3)

AĄ4-2BtI4-C' _ BĄ-f- D.t. 4- E Ct\-\-2 E^Ą-F 
( Atl + 2Bti + C~mi + DltiArE~Ctl-\-‘2lEt3 + F 

Autrement dit les deux equations

((ADt- 2B2)ilifs4-(AE'-BC)(^4-/s)4-25A— CZ>t = O 
| 2 (AF— BC)C2) (Ą + Ą) + 2(BF — EC) = 0 

doivent se rćduire a une seule, ce qui entraine
AD1—2B*_AE  — BC__2BE—CD1 
2(AE — BC)~ AF—& ~ 2(BF—EC) 

or les deux equations, ainsi obtenues, (17), ont le facteur commun 
(18) AE D1 — 2B*F —C*D l~2AE*  + 4:BCE = 0 

qui represente la condition d’existence des chaines d’ordre 4.
Clebsch a fait remarquer que, si l’on eonsidere deux plans 

bitangents a la surface, la generatnce mobile etablit une correspon- 
dance homographique entre les deux coniques sections de la surface 
par les plans bitangents: on peut donc prendre comme óquations 
paramótriques de S

zr = a^4-2J8^4-74- X(a' 2 0' t 4~ y')
y = cti i2 4~ 2 t 4- y, 4~ X (ax t2 4~ 2 /3j i 4" 7i)
z = a2t2 2 /321 4- y2 4“ X (a2t2 2 /321 -j- Va)
9 = a3 tl 4- 2 /331 4- y, 4- X (a312 4~ 2 /33t4- vś)

ou Z et X sont les coordonnćes curvilignes ; t — const. donnę une 
generatrice; X — const. donnę une conique. Le plan de la conique 
X = l s’obtient en resolvant les śquations
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(20)
u(a 4- lar) + ®(«i 4“ («i) 4~ w(a2 4~ (aź) 4" ^(«» 4" ^«ś) = 0; 
«(34~ i fi') 4" v(fii H- ififi 4~ w(fii 4~ i fiz) 4~ ^ifit 4- ififi — o 
M (7 4~ ( 7Z) 4~ v (vi 4“ 71) 4~w (72 4- rś) 4~ ^(7« 4~ (73) = o

ce qui donnę la dóyeloppable double

(21)

u = Hls KI2 LI M
v 4- Kxl2 4- Lxl 4- Mx
w=Hil*  + Kil2 + L1l+-M!,, 
h = Hs ls K3l2 L3l 4- Mt

Si dans ux-\-vy-\-wz-{-hf) on remplace x, y, z, t par les ya
leurs (19). et w, v, w, h par les yaleurs (21) on obtient une expression 
qui, en ócriyant x sous la formę a t2 4~ 2 fi 14~ 7 4“ ((a't2 4*  2 fi't 4~ 7') 4~ 
4- (X — l) (a' ts 4~ 2 fi' t 4~ 7') (et de meme y, z, 0), se róduit mani- 
festement X

(22)
(X — i) [{Hi2 4-Az24-zz + »(a'/34-24't4-y)4-...4-

4- (H,l2 4-...) (a' t2 4-...)].

Le premier facteur X — l — 0 donnę la conique ; le second est de 
degre 2 en t et donnę les deux genóratrices t — t0 et t = Ą; autre- 
ment dit dans le plan image (X, t) 1’image de la section est une cu- 
bique degónćrśe en la droite X = l et les deux droites t — t0 et 
i = X = Z, t — t0 donnę le point de contact Mo sur la generatrice t0 
du plan Z; X = Z, t = tx donnę le second point de contact Mx de ce’ 
plan sur la góneratrice Zx; on remarquera que la droite Ma Mx est 
la caracteristique de ce plan bitangent; la generatrice Zo rencontre 
la conique en d/0, puis en P0, point double de la surfaee: si pour Pa 
on prend X = Z, on trouve comme Z la yaleur relative a la seconde 
generatrice issue de Po. Si on se donnę t, l’ćquation

(23) (JTZ34-AZ24-ZZ4-M)(a'Z24-2(8'Z4-7')4-... =0

qui est du second degre en l [car d’apres (20) on a

Ha' 4- Hx ai + H2 a' 4- Ht a' = 0]

donnę les deux plans bitangents contenant la gónśratrice t.
Dans le cas du complexe non spócial, on voit qu’il ne peut 

y avoir de plan tritangent; les seuls cas de degenerescence possible 
offerts par les formules (19) sont donc: d’abord le cas ou les poły- 



nómes (21) admettent un diviseur commun du second degró en l 
et cela redonne le cas B, puis

1°) a = ax — a2 = «s = 0 2°) a! — a[ = a2 — a's = 0
3°) ^=^=^=^=0 40) £'=$ = $ = $ = 0

Les deux premiers cas x) cerrespondent simplement a une surface 
de degró 3: on a etabli une correspondance homographique entre 
une droite et une conique; la droite est simple et exceptionnelle 
sur la surface; il y a une ligne double qui est une droite exception- 
nelle. Pour l’un ou 1’autre des deux derniers cas, le troisieme par 
exemple, la conique X — 0, est une droite avec representation para- 
metrigue impropre; nous retrouverons ce cas a 1’instant comme cas (P)-

5. — Droite double, coniąne double: cas JE.

La seule difference avec le numóro prócódent est que la courbe 
(P15 P2) est de degró 3 mais dócomposóe en une droite et une co- 
nique; comme cet ensemble ne doit avoir, pour un point arbitraire 
de 1’espace, qu’une corde double issue de ce point, il faut que la 
droite et la conique se rencontrent en un point; appelons A la 
droite, C la conique double, A leur point de rencontre; un plan bi- 
tangent peut donner deux gónóratrices se croisant sur A ou sur C; 
prenons le cas oii les deux gónóratrices se eroisent en Un point Pt 
de A et joignent Pt a un point ou P[ de C; le plan Px P2 P[ 
coupe S suivant une conique C' passant en Px et P[ et rencontrant 
P2 Pj en M±, P2 P{ en la droite est la caractóristique
du plan bitangent Pt P1 Pp, on peut dire que 8 est le lieu d’une 
droite rencontrant A, O, C'. Si nous prenons un point ir arbitraire 
sur A, nous devons eouper le cóne (tf, C') par le cóne (-zr, C) en 
supprimant les gónóratrices ir P15 tt P\; le cóne (-zr, C) a le long 
de A comme plan tangent fire le plan contenant A et la tangente 
en A a C; si on le coupe par le plan de C' on a une conique y 
engendrant un faisceau ponctuel (Pt, P[ sont fixes sur y, P2 et la 
tangente en P2); donc cette conique y coupe C' en deux points p. p’ 
se correspondant involutivement sur C'. donc la corde p p' passe 
par un point fixe a du plan de C'; a est situó sur comme

*) Pour que la proposition du texte soit exacte, il faut avoir au prćalable 
avoir effectue sur X une substitution homographiąue telle que la conique re- 
duite a une droite soit obtenue pour X = 0 ou X = oo . 
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on le voit en faisant venir tt en P2\ si 7r vient en A, le cóne 
(-7T, C) degenere en le plan de C, que l’on elimine, et le plan con- 
tenant A et la tangente en A a C que l’on gardę; cela donnę le 
point a. On deduit aisdment de ce qui precede, (7r et la droite p p 
se correspondant homographiquement sur une droite A ou autour 
du point a dans un plan) que le plan tt p p' enveloppe un cóne 
du second degró, qui est une fraction de la developpable double 
bitangente a S, decomposóe ici en ce cóne double et la droite A 
double: car les deux gónóratrices issues d’un point de C sont dans 
un nieme plan avec A. Ce cas est bien a lui-móme son correlatif: 
la ligne double A et la conique double C se rencontrent en un 
point A; de meme la droite double A et le cóne bitangent double a 
ont un plan tangent commun (determine plus haut, contenant A et 
la tangente en A a C).

On retrouve aisement ces resultats par le calcul en se ser- 
vant des notations du numćro prócódent, car dans le systeme (20), 
puisque

on voit que la seconde equation se decompose et donnę soit l = 0, 
soit v/3'i 4~ h = 0; le facteur 1 = 0 donnę un plan
pivotant autour de la droite (a, a1; aa, as), (y. yn y2, y,) qui est la 
droite double A; l’autre facteur conduit au cóne du second degrć, 
dont le sommet est (0', 0'2, /3ś)-

On peut dire d’une faęon simple comment proceder pour etablir 
la correspondance entre la droite A et la conique C': la droite p p' 
correspond involutivement a ir; si 0 est le parametre de ir sur A, 
on a entre le 0 de ir et le parametre t de p ou p' sur C' une re
lation de la formę

(<z t2 -j- 2 ó£ 4“ c)6 4- Uj i2 4- 2b^t 4~ Ci == 0

ce qui entraine bien que la droite p p' pivote autour d’un point 
fixe cr de son plan; ensuite on a exprime les coordonnees de 7r en
remplaęant

6 nar <»i #*  + 2 M 4~
P at2 4~ 2Z>i 4“ c

ce qui donnę bien la correspondance homographique entre une droite 
(en reprósentation impropre) et une conique.
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6. — Cas JD: complexe spócial.
Si l’on coupe une cubique gauche r arbitraire par des plans 

piyotant autour d’une droite A queleonque (ne coupant pas /"), on 
•obtient a chaque fois trois points P]f P2, P3 qui, joints deux a deux, 
donnent les droites P2 P3, P3 P± et Pr P2 dont le lieu est manifes- 
tement une surface S de degre 4. sur laquelle A est droite excep- 
tionnelle simple et dont P est ligne double; il n’y a pas de plans 
bitangents, un plan tangent est monotangent ou tritangent; au point 
de vue tangentiel, A est une dśveloppable triplement circonserite 
a S. La surface ne possede aueune conique.

On peut donner un exemple numerique simple: sur la cubique 

* (1) x = t y — P z — t3
les points de parametre p, toj, toj*  sont dans le plan z — tl qui, 

variant, pivote autour de la droite de 1’infini. Puisque toj et toj2 
sont racines de t2 4" 110 -|- t2 = 0, la droite
(2) t0 x y + t°2 = 0
est manifestement celle qui joint les deux points de la cubique 
toj et t072; le lieu de cette droite est facile a obtenir: on ecrit

(3) (y + hx + ^o) (y 4- ^7*4-  ly + 4- = o
en developpant et remplaęant p par z on a la surface S

(4) y3 4~ zx3 4“ z2— 3xyz — 0
ou
(4')' (z — xy)2 4- (a?2 — y) (xz — y2) = 0

qui est bien de la formę annoncóe. Les śquations (2) donnent les 
expressions parametriques en x et p

(5) x=x y ——xt0—i2 2 = to 
d’ou les coordonnees tangentielles

(6) u = 3io » = 3t2 w = x-j-2t0 h — t„ — t%x.
L’elimination de t0 et x donnę

(7) h v3 4- u3 w — u2 v2

La surface polaire reciproque S'

(8) óC22s—zx3— y3 — 0

admet la droite exeeptionnelle triple x = y = 0, c’est le cas F. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. 11
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7. — Cas F et G. Droite triple.
Quand chaque generatrice de S passe par un point triple, le 

lieu du point triple ne peut etre qu’une droite en la prenant 
pour x = 0, y — 0, l’equation de S devient

(1)
oii P, R, S sont des formes lineaires en x, y, z, i: en coupant par 
y — mx, on a bien une droite variable sur S; si les 4 plans P = 0r 
Q = 0, B = 0t S = 0 n’ont pas de droite commune, on a le cas F, 
rćciproque de D. Si les quatre plans ont une droite commune,, 
l’equation de S peut recevoir la formę

, zs(X;z + /zt) + 3a?2y(X,2 + /t) + 3;rys(X',2 + (u''t)-|-

(2)

( ' +y8(X'"z + /r"t) = O.

On a le cas G qui est a lui-mśme son rćciproque par dualite.

8. — Ligne de raccord.
Si une surface S róglće de degrś quatre admet une ligne de 

raccord du second degró, chaque section piane admet deux points 
de contact avec elle meme, soit l’equivalent de quatre points doubles, 
donc se dócompose, et la surface S est la rćunion de deux quadri- 
ques se raccordant le long d’une conique commune.

La ligne de raccord est donc une droite A, que nous pren- 
drons comme axe des z. En chaque point de A passent deux gónó- 
ratrices qui sont dans un meme plan avee A et Fon a epuisś ainsi 
la sectiou de S par ce plan; le plan correspond donc bomographi- 
quement au point ou les deux generatrices rencontrent A; on peut 
donc par une transformation homographique prealable, ecrire, pour 
definir les generatrices, 

(1)
mt -|- 2 A (z0) m B (z0) — 0

ou A et B sont des fractions rationnelles en z0; l’óquation de la 
surface est

0
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Donc, pour avoir le degre 4, il est nócessaire et suffisant que 

(31 ! A^ = az2 + 2bz + c
I -B («) — «i + 4 A, 23 + 6 cx z2 4- 4 d1 z e,.

Comme on peut garder za et y comme parametres curyilignes avec 

m=-Oz} 2bz0 + c)-j-
~bV(.azo + 2bz<> 4~42 — (fli^o ~i~ 46,2^ -j- G^Zg-j- 4(1^0 -j- c,) 

on voit qu’en genóral la surface est de genre 1; la quantitó sous 
le radical ne peut etre carró parfait, sans que la surface ne se dó- 
compose en deux quadriques se raccordant suiyant l’axe Oz; donc, 
en generał, on a le cas H, qui est son propre reciproque; si le ra
dical a une racine double, on a une gónóratrice double et la sur
face est de genre zero, c’est le cas K qui est a lui-meme son 
róciproque.

Dans le cas H, on a quatre gónóratrices stationnaires fournies 
par les yaleurs de za racines du radical; pour le cas K, la gónó
ratrice double fait disparaitre deux gónóratrices stationnaires, sanB 
etre stationnaire sur les deux nappes qui se croisent suivant elle; 
il y a une degeneresence du cas K, c’est celui ou l’une des deux 
gónóratrices stationnaires yient se confondre avee le gónóratrice 
double, le radical ayant une racine triple: dans ce cas, en chaque 
point de la gónóratrice double, les deux plans tangents sont confon- 
dus (corj^espondant toujours homographiquement au point de contact), 
et chaque section piane admet un point de rebroussement sur la 
gónóratrice double. On verifie aisóment ces resultats avec les sur
faces suiyantes:

(5) (yz — a;)2 + 2 (yz — x)x2 -|- a1xi 4 blx3y -f- 4xy3 = 0
(6) (yz — X)2 -f- 2(yz — x)x2 -j- a2xi -f- 4Z>1.r3y — 9a:2y2 == 0
(7) (yz — a?)2 2(yz — x)x2 a1xi 4biX3y = 0.

La surface (5) est du type H, O y est gónóratrice simple sta
tionnaire, le plan tangent ótant x — 0; cljaque section piane est de 
genre 1 et classe 8.

La surface (6) est du type K non dógóneró, Oy est gónóratrice- 
double, les plans tangents au point (o, A, o) etant hz — x— ± 3 Aa:; 
chaque section piane admet sur Oz un point de raccord avec elle- 
móme, sur Oy un point double a tangentes distinctes: elle est donc 
de genre zóro et classe 6.

11*
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La surface (7) est du type K dśgónćrś; en chaque point de 
la genóratrice Oy, soit (o, h, o) il y a un seul plan tangent hz —x=0 
et chaque section piane y prósente un rebroussement, de sorte que 
chaque section piane est de genre 0, de classe 5.

On a ainsi epuisć le degró 4.

9. — Classiflcation tles surfaces d’ordre 5.
Dans chaque plan simplement tangent, la courbe C de degre 4 

coupe la generatrice G, en dehors du point de contact, en trois 
points seulement, distincts ou confondus.

Si les trois points en jeu sont distincts, il existe une serie 
continue de plans bitangents; deux d’entre eux coupent la surface 
suivant une cubique; les deux cubiques sont de meme genre (zero, 
ou un) et les gónóratrices etablissent entre elles une correspondance 
biunivoque; nous verrons que la courbe double de la surface est 
soit une quintique de genre 1, soit une sextique de genre 1 ayant 
un point triple, soit une quintique unicursale ayant un point de re
broussement ou un point double completee par une genóratrice pro- 
prement dite elle-meme de rebroussement ou double.

Si avec les trois points en jeu, communs a C et G, il existe 
une serie continue de plans tritangents, chacun d’eux pivote autour 
d’une droite exceptionnelle double et le reste de la ligne double 
se compose d’une biquadratique gauche ayant un point commun 
avec la droite double.

S’il existe des plans quatre fois tangents, ils pivotent autour 
d’une droite exceptionnelle simple et la ligne double est une sexti- 
que gauche de genre 1.

Supposons maintenant que les trois points communs
a G et C en dehors du point de contact soient, les deux premiers: 
Ą et P2, confondus, puis le troisieme Pa distinct d’eux; soit d’abord 
le cas ou (Pn P2) formę un point double de C; la surface a une 
ligne triple qui est une droite exceptionnelle, complótee par une 
conique double ayant un point commun avec la droite triple; ce 
cas est corrólatif par dualitó des surfaces a droite exceptionnelle 
double completee par biquadratique double.

On peut avoir le cas de Px et P2 confondus, correspondant 
a un point simple de C; ceci correspond a une ligne de raccorde- 
ment de la surface S avec elle-meme, ligne qui est une droite ou 
une conique.
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Enfin Pł5 P2, Ps peuvent śtre confondus; cela peut arriver si 
la surface a une droite exceptionnelle quadruple (cas correlatif de 
eelui ótudić plus haut od il y a une sśrie de plans quatre fois tan
gents pivotant autour d’une droite).

Examinons ces divers cas.

10. — Surfaces de degrć 5, de genre 1, ayant des points doubles 
et des plans tangents doubles.

Nous avons pris la generatrice G et le plan tangent a S en 
un point Jf de G et obtenu sur G trois points singuliers distincts 
Pii Py> Pti doubles sur S; par Px passe une nouvelle genśratrice G' 
et sur G' marquons les deux points singuliers P2, P3, lui apparte- 
nant; nous supposons que le plan 6?, G’ soit exactement bitangent 
a N; il coupe donc S suivant une cubique a qui peut etre de genre 
un ou zero. Supposons d’abord le genre w«; un autre plan bitangent 
donnę une nouvelle cubique a' piane de genre 1, et la genóratrice 
variabłe de P etablit une correspondance birationnelle de courbe 
a courbe entre a et a'. On remarquera que er passe en P2, P2, P3, P3 
et que, le nouveau plan bitangent etant supposć ne contenir ni 
Pi P2 P3 ni Pj P2P3, les pieds sur le plan P, P2 P8 P2 P3 des deux 
góneratrices de ce plan bitangent, g}, g2, sont sur a, a la rencontre 
de a avec la droite commune <5 aux deux plans bitangents; cette 
droite $ perce a en un troisieme point A qui est commun a a et er'; 
<3 perce P1 P2 P3 en un point B qui appartient a <r'; de meme, 
§ perce Pj P2 P3 en B‘ qui est sur a'. Les deux cubiques a, a' ont 
le meme invariant; on pourra donc ecrire les ,<5quations paramśtri- 
ques de la surface sous la formę

a? = Apw p wq p Bp'u p w0 p C p X [apw P Wi P /3p'(i> 4- W| p yj
y = A^uA w0 p Bip'aip w0 p Cj p X[ai7>w twp ^ip'wA Wi
z — N.22>w p w0 p ... p X [a2p<o f- Wi P ...
= ^3jJwp w0 p ■ • • P X[a3j>wp W! p ... ]

d’apres les resultats classiques sur les cubiques de genre un en 
correspondance biunivoque.

Les lettres A,. Bt, Ct, sont des constantes numćriques,
w0 et wi aussi; w et X sont les parambtres curvilignes; on doit ecrire 
que le point A (w = 0) se correspond a lui-meme, d’ou
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Ap <i)q b p' wp c A p Wp 4~ A p' wą 4~ fi _ 
cz^wi+/3p'wi + y aiPWi+A?'®!+?!

_  A p Wo 4~ • • •   ^8 P W0 4" • • • 
a2pwi + ... aspw14~..-

Ces formules (1) mettent bien en ćvidence les gónśratrices: 
w = const, mais elles ne mettent en evidence que deua, cubiques 
(X = 0, X = oo).

On remarquera que le nombre de parametres dont depend la 
surface est 20; en effet la premiere cubique piane a fait intervenir 
son plan (3 parametres) et ses coefficients dans son plan (9). La 
seconde fait intervenir deux parametres de moins que a, car elle 
a le meme inyariant et rencontre er; la correspondance biunivoque 
entre er et a' se trouve alors connue (on a le choix entre dew 
correspondances) par ce fait que le point de rencontre est X lui-mśme 
son homologue. Le nombre total ainsi obtenu 22 fixe 5 et le cboix 
de deux plans bitangents; il reste donc, pour S, 20 parametres striets. 
C’est bien le nombre qui rćsulte des travaux d’Halphen sur la de- 
termination des courbes gauches d’ordre cinq et genre un. Ce nombre 
concorde bien aussi avec les formules (1) et (2); il y entre en 
effet 12 parametres homogenes Ai: Cit soit onze parametres; de
meme 12 parametres homogenes at, donc onze, car le facteur
d’homogóneitó peut etre different pour les deux series grace a X qui 
peut etre changó en tn\; il faut ajouter w0, w, et pour la fonction p, 
son invariant; on a donc, en remarquant qu’il faut ensuite dóduire 
le nombre 3 pour les relations (2), retrouvó le nombre 22, reduit 
encore X 20 parce que Fon a eneore choisi, outre S, les cubiques 
X = 0 et X = oo.

Si on ócrit que les deux góneratrices w et O se rencontrent, 
on a l’equation

•^p(w4*wo)4_-®p/(®4-ft,o)4-^' J41p(w-|_wo)4*- Ap(®4-ft,o)4-- Ap(«4_^o)-H• 
ap(<H-01)-|-/3p'(w+<(>1) + y ... ... ...
/Ip(f)-)-Wo) 4“ ■Bp,(fl“|-Wo)-|-C' ... ... ...
«p(^4_wi)4-3p/(^4"wi)"1_7 ... ... ...

II faut rejeter pour 1’inconnue f), la solution double (1 = w, et la 
solution simple Q = 0. Si donc on appelle O', Q", [)"' les racines 
autres que w et zćro de l’equation (3), on a d’apres la tbeorie connue 
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■des fonctions elliptiques, remarquant que le determinant a un póle 
triple Q = — w0 et un póle triple Q = — wj, la relation

(4) O'+fi" + n'" = —2<„ —3w0 —3W1

Chaque section piane de la surfaee est de degre 5 et genre 1 (quand 
le plan est arbitraire); elle n’a que cinq points doubles; il y a donc 
une ligne double, guintigue de genre 1. La donnće de cette quintique F 
suffit pour construire S; le cóne qui a son sommet en un point 
de r et pour directrice F est de degre 4, de genre 1; il admet 
deux gćneratrices doubles, secantes triples de F; la surfaee S est 
engendree par ces sćcantes triples. Dans les oeuvres completes d’Halp- 
hen, t 3, p 414, la quintique en jeu F est indiquóe comme inter- 
section partielle de deux surfaces cubiques issues d’une móme 
quartique gauche unicursale; elle dćpend de 20 parametres arbitrai- 
res et cela confirme notre resultat prócśdent.

II est facile de trouver les plans bitangents: en effet, la section 
de S par le plan (w, v, w, li) a pour image

wj4j h Af) p w —wo +
—(uB —v w B 2 -j—h Bs )p/w~)~G)Q —|— uC-f- v C1 —|- wCg -|— hCg
-1- X[(ua -j-vai -|- wag -\-haf)pu> Wi -j-
+ + wy-Hyi+wy.+A-ys] = 0

Or l’equation

hAg)p u> —|— <v0 —|— (uB
+ «(?+.... = 0

donnę les points communs a la cubique a et au plan; de meme 
l’óquation

, (wa-f-««i +w«2 +Aa8)pw-J- Wi 4*  (m/3-|- •••)#« +«i +
4-«74-....=o

donnę les points communs a er' et au plan; si le plan est mono-tan- 
gent, les deux óquations (6) et (7) en w ont une racine commune 
(unique) et une seule; si le plan est bi-tangent, les deux óquations 
■ont deux raeines communes. Les reciproques sont vaies. On a ainsi 
le moyen d’obtenir l’óquation tangentielle de la surfaee. Or les ra- 
■cines 0t> <p2) <ps de (6), celles i/rj, satisfont respectivement
aux relations

)p'w-|-wo +
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(6')
(7')

^>1 4“ ^2 4“ ^>3 ----  ----  3 Wo

>A1 + Vz2 + Vz3 = “ 3 wl

On voit que si </>, = >//, et tf>2 — x/r2, on aura

(8) 4>S ----  ^3 — 3 («1 -- «o)
de sorte que si 3 —- w0) riest pas periode de p u, la surface ria-
pas de plan tritangent mais que si 3 (oą — w0) est periode, tout plan 
contenant deux generatrices en contient automatiquement une troisidme? 
en ecartant le cas ou le plan passe par le point w = 0.

Nous rśservons ee cas de degśnćrescence pour une etude 
ulterieure.

Le cas generał de la representation (1) est a lui-meme son 
correspondant par dualitó; il n’y a que des points doubles, que des 
plans tangents doubles; le genre est l’unitó. Les plans bitangents 
enveloppent une developpable de classe 5.

11. — Surfaces de degre 5, de genre zóro, ayant des points 
doubles et des plans tangents doubles Travaux d'Halplien.

Nous recommenęons les raisonnements du numśro precedent:. 
les plans bitangents donnent cette fois chacun une cubique <r uni- 
cursale, ayant donc un point double ou de rebroussement. Ce point 
double, a priori, peut etre justifić, soit par la prśsence d’une ge- 
neratrice double soit par ce fait que la ligne double de la surface 
est de degre 6, le point double de a ótant alors un point du plan 
(G, (?') oft se croisent deux genóratrices non situees dans le plan 
((?, G'). Les divers cas enonces ici sont possibles et il est facile 
d’en fournir des exemples prócis. Pour le premier cas, la ligne 
double comprend, en dehors de la generatrice double, une quintique- 
et il ne peut y avoir une gćneratriee double ou de rebroussement 
que si la quintique admet elle meme un point double ou de rebrousse
ment; cette quintique est necessairement unicursale.

La quintique unicursale, ayant un point double ou de rebrousse
ment est facile a obtenir: dapres Halphen nous devons partir d& 
deux coniques arbitraires Clt C2 et construire deux surfaces cubiques 
Z, Z' contenant chacune C, et ć’2; le reste de 1’intersection de Z et Z' 
est une quintique gauche unicursale Q; chaque surface Z et Z' dś- 
pend, quand et C2 sont connues, de 5 arbitraires; si Z et Zr 
sont quelconques, de chaque point P de Q sont issues 3 secantes- 
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triples de Q, gśnśratrices doubles du cóne de sommet P et direc- 
trice Q; ces sśeantes engendrent une surface rśglśe admettant Q 
pour ligne triple, riayant pas d’autre ligne multiple (en dehors de 
generatrices foentuelles), donc de degrś 8. II y a abaissement si Q admet 
un point double ou de rebroussement p: chaque corde Pp est a eli- 
miner du dścompte prścśdent et on a une surface S de degre 5;, 
le cóne de sommet p, de degrś 3, admet une genśratrice double uni- 
que (ou de rebroussement) p p' p" et Fon voit que P dścrivant chaque 
are de Q passant en p, on obtient sur S deux nappes rśguliśres 
ayant chacune p p‘ p" pour gśnśratrice; donc S admet Q pour ligne 
double et en plus la droite, p p' p" comme genćratrice double (ou 
de rebroussement). Tout revient donc a disposer des 5 parametres 
de Z' pour qu’elle soit tangente en un point a Z ce qui est possible; 
on aura meme le rebroussement si les cordes communes aux deux 
indicatrices du point de contact ont leurs deux sśeantes communes 
confondues. Nous verrons un autre cas: celui ou les deux surfaces 
eubiques Z et Z' ont en commun 3 droites D, D', D"\ D' rencontre 
D et D"\ D et D" ne se rencontrent pas et D compte pour deux 
unites dans 1’intersection de Z et Z'; le reste de Fintersection est 
une quintique unicursale a point double: c’est un cas particulier de 
celui indiquś par Halphen ou Z et Z' sont issues d’une quartique 
unicursale; ici le systeme D, D', D" est sur une seule quadrique, 
du moment que Fon a donnę la loi des plans tangents suivant D..

Si, au contraire, la ligne double Q de la surface est de degrś 6, 
et si nous voulons utiliser les resultats d’Halphen, comme pour le 
degre 5 (Oeuvres completes, t 3, p 414) nous rencontrons cette fois 
une difficultś imprevue, que je vais faire eomprendre. Le cas d’une 
courbe interseetion d’une quadrique et d’une surface cubique s’śli- 
mine aussitót. Si nous passons au cas suivant, nous prenons une 
cubique gauche Z et en faisons partir deux surfaces cubiques Z, Z' 
(chacune dśpend donc de 9 parametres); le complement Q de Finter
section est de degre 6, de genre 3, car Q a, d’un point de vue 
arbitraire, 7 point doubles apparents-, de chaque point de Q, sommet 
d’un cóne de degrś 5 et genre 3, partent donc trois sśeantes triples 
de Q, engendrant une surface reglee qui serait exactement de degrś 8 
si deux sśeantes triples de Q ne pouvaient se rencontrer que sur Q: 
or, cette fois, le degrś de Q surpassant 5, il n’y a plus impossibi- 
litś a ce que deux sśeantes triples se coupent hors de Q (nous 
verrons móme que cette circonstance est a peu prśs certaine, par 
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l’etude du cas des sextiques gauches de genre 1). — Or Z' peut 
devenir tangente a I en 1 ou 2 points donnees a l’avanee; et alors Q 
a 1 ou 2 points doubles; bornons-nous a un point de contact (Z' dó- 
pendra encore de 6 paramótres); la courbe Q peut avoir oonservó 
son genre 3 ou devenir de genre 2; dans le premier cas, la surface 
róglóe lieu des secantes triples de Q 11’aurait pas, dans son ensemble, 
changó de degre, mais se dócomposerait en un cóne de degró 4 
ayant son sommet au point de contact et une surface róglóe qui 
serait de degre 4 si, avant le contact de Z et Z', on avait eu le 
degró 8: c’est impossible, Q etant de degre 6 et devant etre ligne 
double de cette surface de degre 4; si le genre de Q est devenu 2, 
la contradiction disparait; c’est le degre de la surface reglee totałe 
qui s’est eleve de 4 unitós, par l’introduction du cóne de degre 4. 
Je signale donc cette diffieultó a rósondre.

Or nous allons ótudier directement les surfaces de degró 5 
et obtenir, sans recours au travail d’Halphen, une courbe gauche 
double de genre 1, ayant un point triple et appartenant a deux 
surfaces cubiques Z et Z' dont le reste de 1’intersec.tion se compose 
de trois droites. C’est donc un cas particulier de celui donnę par 
Halpben: les trois droites donnóes, Z et Z' dópendent au moins 
de 7 parametres; la courbe Q, du moins dans le cas geueral est de 
genre 1, avec 9 points doubles apparents; d’un point de Q partent 
donc 5 secantes triples de Q, donnant une surface reglee d’ordre 14 
au moins; si Z' devient tangente a Z, ici le genre de Q se con- 
serve (comme le prouve móme le cas d’un point triple) et la sur
face róglóe se decompose, l’un des morceaux etant un cóne a de 
degró 4; le degre minimum primitif 14 est inadmissible comme 
plus haut; admettons que le degre de la surface róglóe, avant de- 
■composition soit 14 -|- p, c’est-a dire qu’a chaque secante triple en 
correspondent p la reneontrant; la contradiction disparait, car il 
reste, apres dócomposition une surface reglee S de degró 10 -\-p 
ayant Q pour ligne multiple de multiplicite 4 [<r a deux gónóratrices 
doubles qui appartiennent aussi a S comme gónóratrices doubles; cha- 
que gónóratrice de S rencontre a en quatre points; il y a donc 
•quatre secantes triples de Q issues du point double qui rencontrent 
une secante triple de Q non issue du point double et en meme 
temps p sócantes triples ordinaires de S; chaque gónóratrice de a 
rencontre S en 6 p points hors du sommet de er, il y a donc 
6 -f- p secantes triples de Q non issues du point double qui rencon-
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trent une seeante triple issue du point double. Je signale ces faits 
pour montrer le genre de complements a apporter aux recherches 
d’Halphen].

12. — Etude directe des surfaces de degró 5, de genre zero, 
ayant des points doubles et des plans tangents doubles.

D’apres les raisonnements du paragraphe 10, on aura, en uti- 
lisant deux plans bitangents, x = 0, y = 0; une representation para- 
anótrique

x = A t3 -|- Bt2 -f- Ct 4~ D
V= + + +
z = A.2 t3 —[- B2t2 -f- C2t -j- Z)2 -|- X (a2t3 /?2t2 -f- y2 * 4” ^2)
9 = As t3 -|- Ba t2 -|- C31 -J- Ds -f- X (a8t3 4~ 0st2 4" 73 * 4" ^«)

les deux cubiques x — 0, y = 0 ont un point commun que nous 
supposons obtenu pour t — 0; d’oii

A_ 0 =^2 = A
0 aj a2 ,a3

on prendra donc

(2) A = 0 a1=0 A2 = pa2 Aa = pa.
oh p est une constante numśrique: on pourra donc ecrire:

x — Bt2 -|- Ct -|- D
y = — p(&* 2 4- 7i*  + ^1) + <4 + i°)(Pi* 2 + 7i* + <?1)
2 = (B2 — pA>)* 2 4“ (^'2— pya)*-|-A — P^4-

+ (X 4- p) (a» *8 4- 0t *2 4- 72*  4" <x) 
9~{Bt — p0t)t2 4- (C3 —P7s) * 4" A — p^3 4-

4- (X 4~ p) («3 *s 4” 03 *2 4" 7s * 4- <?3)

De la sorte on a etabli une correspondance birationnelle entre l’une 
des cubiques primitives et une conique; une homographie de 1’espace 
permet donc d’ćcrire plus simplement

aj = Bts4-C*4-D
U = X(a! i3/Sjt2 + 7i*  4~ ^1)
a — B2 Z2 4" C2* 4" D2 X (a2t8 4" $212 4" 7a * 4" ^2) 
9 — Bs t2 + C21 4~ Ds 4" A (a313 4*  03 ** 4“ 7s * 4" ^3)

(4)



172

En ócriyant que les generatrices t et T se rencontrent, on obtient

(5)

Bi2 4 Ct-\-P
0

B2t2 -|- C2t 4 Z)2
B3t?4 ^3^ 4“ -^3

0
Oj t5 4- /3j t2 4- 71 t + <^1 
a2 ts 4 /32t2 4 7a 4 <4 
«s 4“ /3si2 4 7s i 4“ <4

BT2^-CT^-D
0

ĄT!4 C27’4 d2
B3T2 C3TDs

o
«1 Ts 4 ^1T2 4 7! T 4 Ą 
a27’3 + ^^4 72^+^ 
«sT3 + ^Z2 + 73r+^

= 0

óquation de degró 5 en T, dont il faut supprimer la racine double 
T—t\ c’est une vśrification de nos resultats, il y a trois gćnćra- 
trices reneontrant la generatrice t

Cherchons les plans bitangents, par la methode indiquśe plus 
haut. Les deux óquations

(6)
(ttB-|-w.B24^s)t2 4 {uC-\-wC2-\-hC^)t 4 wB4M’A4_^Ą = ® 
(tmi+waa-Has) t3 + (^1+^2+W* 2 + +
-J- # <?1 W So “p ^3 === 0

doivent avoir deux racines communes en t; or, si la premiere est 
identique, il y a trois racines communes: cela donnę le plan de la 
conique et les trois gćnśratrices qu’il contient: c’est un plan excep- 
tionnel tritangent', ce cas ecarte, on doit ecrire que la seconde 
dquation (6) s’obtient en multipliant la premiere par pt-\-p, ce 
qui donnę

Vd1 4" W7 Cfa -H Ct3 == (wB 4“ B2 “I” -®3 B
4M7/324^!^3== (uC-\-wC2-\-hC^)p 4 (uB wB2-\-hB^) p 

w 7t 4^72 4-^73= (uD-\-wD2-\-hD.^p -^-{uC-YwC^Ą-hC^p 
voj 4 w <4 4^3 = (uD-\-wD2-\-hD^p

Quand ces ćquations sont satisfaites, le plan (w, i>, w, h) fournit d’abord 
les genóratrices obtenues en egalant a zero la premiere óquation (6), 
puis la cubique obtenue en ćcrivant 1 4 44 H" 4 = 0. Ce calcul 
nous donnę en appelant A? -^21 Pf, Pf> les quatre formes lineaires 
en V, w, h qui sont dans les premiers membres, et Qt, Q2. Q3 les 
formes en m, w, h qui sont aux seconds
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M ft ~ ft
(8) F2ftft = ftftft4-ftft

P3QsQi = PiQi+ QiQiPi,
On voit que la developpable (m, u, w, A) des plans bitangents 

est, en generał, de classe 6, car les deux dernieres equations sont 
de degre 3 et on doit óliminer les droites

(9)
ft — Qs — o

= ft = 0
Pi — ft — 9

On remarquera que la premiere droite est dans un meme plan 
avec la seconde (Px = Q, = ft = 0), dans un meme plan avec la 
troisieme (P4 = ft = ft — 0), mais les deux dernieres ne sont 
pas dans un móme plan. Au lieu de dóterminer ainsi l’enveloppe 
des plans bitangents, on peut au contraire óliminer u, v, w, h entre 
les óquations (7): on a ainsi:

(10)

B p a2
C/z + Bp fi, 

Dp 4 Cp yx

Bp Ą

B2p — a2

C2p-P B,p — f}2

D2p 4 C2p — y2
D2p — o->

B3p — as 
ft P 4 Bt p — ft 

A^ + ft/O —Vs
Dsp — S3

= 0

C’est l’óquation d’une cubique en (p, p\, en generał, elle est 
de genre un; accidentellement ello peut devenir de genre zóro ou s' 
abaisser au degró 2; u, w, w; h sont exprimes rationnellemeut en 
(p, p) et inversement de sorte que la developpable des plans bitan
gents est en genóral de genre wi; d’autre part nous savons qu’elle 
admet le plan tangent triple ft = ft = ft = 0; accidentellement la 
developpable pourra etre unicursale ou encore s’abaisser a la classe 5.

Les surfaces etudióes en ce moment sont de móme espece 
que leurs transformees par dualitó, de sorte que nous devons avoir 
une ligne double, sertigue gauche de genre un, d point triple’, au 
point triple se croisent trois gónóratriees t', t", quand on ótudie la 
portion de ligne multiple correspondant a deux gónóratriees sócantes 
voisines l’une de t', 1’autre de i" on obtient l’une des branches passant au 
point triple de la sextique; les trois combinaisons (t',t"), (t',t'"') (t",t'") 
fournissent les trois ares; le cóne circonscrit A S du point commun a ces 
gónóratriees (t, t’, t") est du second degró et l’on peut dire que la 
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surface est le lieu de la droite eommune a deux plans dont l’un 
enveloppe un cóne’de degró 2, 1’autre une deyeloppable de classe 3, 
les parametres de ces plans se correspondant homograpbiquement. 
Du reste nous retrouvons ceci en developpant le determinant (5J, 
supprimant le facteur (T—t)*  et prenant pour yariables T-]-t—s,. 
Tt — p-, le resultat obtenu, d’apres la thóorie des fonctions symetri- 
ques est une óquation /(s, p) = 0, du degró 3 par rapport & 1’en
semble des deux yariables s, p et le point d’intersection des deux 
gónóratrices T, t a ses coordonnóes exprimóes rationnellement en 
s, p; on a la sextique annoncóe; onremarquera qu’a un point (s, p) 
de la cubique f— 0, supposóe de genre 1, correspond un point de 
la ligne double, et un unique plan bitangent, de sorte que la ligne 
double et la deyeloppable bitangente se correspondent comme de 
juste, birationnellement par dualitó; de plus ce plan bitangent re- 
coupe la ligne double en un point unique, non situó sur les gónó
ratrices t ou T, de sorte que la sextique double admet ainsi une 
transformation birationnelle en elle-móme. La sextique double est 
obtenue par l’intersection de deux surfaces Z, Z', cubiques ayant 
en commun trois droites dont l’une rencontre les deux autres; 
Z et Z' doiyent encore avoir une position relatiye propre d donner 
un point triple dans le reste de 1’intersection; ce point triple est 
au croisement de deux de ces trois droites.

Si la cubique (10) en (p, p), ou si la cubique f(s^p) est uni
cursale, il en est de móme de 1’autre courbe, car les deux courbes 
se correspondent toujours birationnellement, mais alors la dóyelop- 
pable bitangente se decompose en une dóveloppable unicursale de 
degró 5 et une droite (double sur S, tangentiellement et ponctuelle- 
ment) qui est une gónóratrice eommune a deux nappes; la ligne 
double se decompose en une quintique unicursale et la droite deja 
indiquóe; la quintique a un point double od passe la gónóratrice 
double. En effet le cóne ayant son sommet au point double et pour 
directrice la ligne double est de degró 3 et admet une gónóratrice 
double sur lui et double sur la surface róglóe.

Je donnę des exemples numóriques simples des deux cas. Pour- 
celui de la sextique

a? = ż2 -|- X ż
y= X(i‘-1)
z = tĄ-Xts

(U)



175

L’óquation de la surface peut s’obtenir en śliminant X d’abord, d’oii 
deux śquations en t

yt' 
t2-l z — x = t — t2 -[-ty

que l’on ramóne aisóment au degre 2 en i:

| i2 — <(l-|~y) + « — a? = O

L’óquation de la surface

{[(i4- «/)2—»](* —*) —42 —
(i3) — {[z —(l+y)2](l+y)+ 1 +(z — a?)(1 H-y)} X

X {z(l+«/) + «— z — (X — z)2(l -4- 2/)} = O

est de degró 5, les termes de degró 5 ótant

[z ya — x(z — a;)2] y2

La courbe double a pour equations

(14) (0 + y)2 — z0_ (0 4~y) (z — a;) -f- O2__ z0
0 0-\-y z — x

On a deux surfaces cubiques

(15)
( [(0 4- y)2 — z0\ [z — rc] — z 02 = 0
i (0 + y)(z-a:)2 + 02(2-a:)-20(0 + y) = O

ayant en commun la partie parasite

(16) e = a; — 0; z — x = O, 6 = 0; 0 = y —O

composće de trois droites, dont la seconde rencontre les deux autres. 
On a aisement au moyen d’un paramótre les coordonnśes d’un point? 
double x, y, z; en effet et t, ótant les valeurs de t donnant les 
deux góneratrices correspondantes, on a, en posant t± 4~ 
t± tt = p, d’apres (12), en tenant compte d’abord de la seconde

(17) z — x = p y — s — 1
puis, d’apres la premiere

zjg-. s2 — z__ps 1__ z__ s2
1 s p 14" P

On a donc les formules definitives
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(19)

ps2 z — x = p y — s — 1
1

s8 = (1 —|—j>) (1 —f-s) ou p2s —f-(1 —|—s)£> —{— 1 — s3 = 0 
qui montrent que la courbe gauche est de genre 1, degre 6, corres- 
pondant birationnellement a la cubique piane (s, p); on a en effet

(20)
— (1 4-s)4-|/(1—s)a4-4s*

2s

Pour s = 0, p a deux determinations. -(l+8)±(l-s + 2s*  + -)
2s

qui donnent pour l’une p = — 1 —|— s8 —, pour l’autre p =
— i — s3 4~ • • •; s = oo est la seule valeur de s, autre que zero, 

rendant p infini; on a en posant s = —, pour s' petit,

De la sorte, si on substitue les yaleurs, (19) de x, y, z dans lę pre
mier membre de l’equation du plan

(21) A(z — x)-\-By-{-Cz-\-D0 = 0 

on trouve

(22) Ap (1 +p~) + B (s -1) (1 + p) + Cp s2 + D (1 +p)

Cette expression (22) a, pour s = 0, un póle double et pour s infini 
deux póles triples; elle a donc exactement huit zeros; mais il faut 
supprimer le zóro double parasite s = 0, p — — 1 —|— s3 —. de 
sorte que nous avons bien yórifie que le degre est 6, le genre 1; 
pour C nul, nous avons l’equations

_4p + B(s—l) + D = 0
dont le premier membre n’a plus que trois póles et trois zćros, de 
sorte que le point a 1’infini (z = x, y = 0, 0 = 0) est bien un point 
triple de la courbe; en effet nous constatous que la section de la 
surfaee par le plan y — ^ donnę, soit X = 0, soit f 1. Pour
X = 0, on a sur la surfaee la parabole (P; x = a2; pour t = -|- 1, 
la genćratrice x = z qui perce P au point (0, 0, 0) de la courbe 
double (p = 0, s=l) et au point simple (1,0, 1) ou le plan est 
tangent; pour t — — 1, on a la gónśratrice y = 0, z — x — 2, qui 
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perce P au nouveau point simple de contact du plan, (1,0, — 1) et 
au point double (4, 0, 2) obtenu pour s = 1, p = — 2; 1’intersection 
du plan y = 0 avec la surface se complete par la droite a 1’infini

de ce plan, comme on le voit en ecrivant. t = 1

sur la surface les coordonnees homogenes

X'«'(l—Z's), i' + X';
Pour t' = 0 on trouve la droite annoncće (1, 0, X', 0). Le point 
triple est donc obtenu pour

s = 0, p = — l-|-...;

Pour la premifere branche, la tangente est a distance finie; pour 
les deux autres elles sont dans le plan de 1’infini. On remarque que 
les coordonnees plilckśriennes de la gónćratrice sont

(23) t, P — 1, P, — t(P — l), P — P, P(P — 1)

de sorte que l’on a
(24) a — c — Z = 0

equation d’un complexe linóaire non spćcial, par rapport auquel la 
surface est evidemment sa propre róciproque; le plan des deux gć- 
nćratrices concourantes est le plan polaire du point double (s, p'); 
le plan polaire de (x0, y0, z0, i) est le plan [1, z0, — (y0 1), z9 —a;0]

(25) X — Zz0 — x0 — (y0 Z — z0Y) = 0

on trouve donc le plan bitangent

(25') (1 + 4- pK- s (1 +;>) Z + (1 + p) = 0
La section de la surface par ce plan est donnće par la relation

(26) [^+p)#2 —+ M 1 +p)*  +
1 -\-ps*(P  — 1) — s(l +/))Z3] =0

qui se ddcompose en deux facteurs

(27) p—st-Ą-p = O

(28) (i+^_x[(l + _p)st4-s*]  = 0

Le premier donnę bien les genśratrices Z, et t2; le second donnę 
une cubique piane; remplaęant dans (11 , X par la valeur tirće de 
(28) on obtient les expressions unicursales en t de cette cubique; 
Rocznik Pol. Tow. Matem. 12
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le point double s’obtient sans difficulte: si on pose, pour ce point, 
t'-\-t" = s-l et on a aisement

_ s2 — s — (1 —|— jo)2 1 -|- p
P1 ~ (1 + P)2 — S2” 51 “ (1+J9)2 —S2

Ces formules rćalisent la correspondance annoncóe sur la sextique 
double (dans le cas particulier choisi, 
volutive).

Soit maintenant l’exemple de
il est fourni par la surface
(30) x = t2 y = i4-X(<4-1)

(29)

la

cette correspondance est in-

quintique gauche unicursale:

En remplaęant 

óquations

qu’il faut eliminer t entre les

(31)
i2 /0 X \ , , lx 0\

- — + q-----
y) \« y)

Zi2

y

- = oz
On obtient l’óquation

{Oz -|- x2)2z — 2x0y{0z x2~) — 02(x — ff)z2 -f-
4- z0x{20x-]- Oy — xy — 02) — 02y{x— 0) — (0—y)x*y  

qui montre que 0 — x — 0 est góneratrice de rebroussement, le 
plan tangent tout du long etant le plan 0 = 0: la section de la sur
face par ce plan est la conique (t2, i, 1, 0) obtenue pour X = 0 et 
la droite x — 0 — U obtenue pour i3 = 0.

La ligne double est determinśe par les óquations

Oy — xz Oz — xy Oz
(33) = —0“ =

On peut la considórer comme intersection des surfaces cubiques
( Oxy — x2z—0z2 = 0

(3^ | Oxz — x2y—02z = 0

qui ont en plus en commun les droites parasites x — 0, z = 0 com- 
tant pour une unitó; y = 0, z — 0 aussi, puis a? = 0, 0 = 0 comptant 
pour deux; la premierę reneontre les deux dernieres; en óliminant y 
qui figurę au premier degró dans les ćquations (34) on a aussitót 
pour la quintique unicursale les expressions parametriques
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yo^ (a;—1 —a?8) 0—1) z —1—
<35) y =-------------z----------- ----------------

(en faisant 6 — 1). On peut eerire les equations paramótriques de 
la courbe

(X=zX*0 Y = (z 02 — 08 — (z - 0) 0
| Z=(#02- 08 —®8)a;2 T=x<>0*

Pour x — O on a le point (O, 06, O, 0) a 1’infini sur Oy, pour 0 = 0, 
le point (O, O, —a?6, 0) a 1’infini sur Oz; on voit aussitót que le 
point a 1’infini sur Oy est de rebroussement, la tangente de re- 
broussement ótant x = O, 0=0, gónóratrice double de rebrousse
ment de la surface. Dans cet exemple les coordonnóes pliickóriennes 
de la gónóratrice sont

(37) t*,  i4-1-i8, — t2(«4-i)
de sorte que les gónóratrices appartiennent au complexe linóaire 
non spócial
(38) ó —m = 0
On en dóduit aussitót que la surface se transforme en elle-móme 
par dualitó relativement & ce complexe; les plans bitangents s’obtien- 
nent comme plan polaire du point dófini par (35); on trouve ainsi 
comme homologue d’un point (x, y, z, 1) le plan (z, — 1, — x, y).

13. — Surfaces de degró 5, de genre 1, ayant des points doubles 
et des plans tangents triples.

Nous revenons aux surfaces du pąragraphe 10, en supposant 
3(wj — w0) póriode de pu. On ale droit de supposer Wi

2K
si cela n’a pas lieu, on a «i = w0 4~ 

riode de pu;

(1) 

w0; car, 

g- ou K est une certaine pe- 

nous remarquerons que

a p (w 4~ wi) 4~ fi P' (w 4- wi) 4- 7
a trois zóros dont la somme —3 est congrue a 3w0; on peut 
donc trouver une expression

(2) ap (w 4~ Mo) 4- Pp' (w 4- «o) 4“ v
ayant les memes zóros que (1): le quotient

gp(w-|-a>i)4-^p'(w4~«>i)4-V
ap(,w-^wo) Ą-fip' (w4"wo) 4" 7

12*
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est une fonction elliptique ayant le zśro triple u> = — w0 et le póle- 
triple oj = — wx; appelons la: si on formę l’expression

(<)
141 p(w-[- wt) 4~ y, ] [«p (<t>-1-w,,) -j- )3p' ćł>—<ł>o) 4~ 7]

ap(.w + wj(oj + y
on eonstate qu’elle n’a que le póle triple w = — w0 et que les ze- 
ros de at p(w4-w1) 4-A p',oj Wj) 4" 71; on peut donc la repre- 
senter par
(5) et](oj-p- w0) 4~ fl,p' (w 4" w0) 4" 71
Autrement dit on determine ainsi des coefficients nouveaux tels que 

ap(w4-w4 4-^P'lw4-W|) 4- 7cp (w; = —------------------=------- —-------- _ =
a p (w 4’ w0 1 4“ 4 p' (w 4~ w01 4“ 7

= gi P (<«> + Mi) 4~ ^1 p'(w + w? 4-71
«i p(w4" w<>) + /4 p4« 4- woi + 71

_ a2 P (w 4- Wl) 4~ • •   «3 P (W 4~ Wt) 4~ • • ■
a2 P (w -|- w0) 4“ • • • a3 p(w 4*  Wol 4” • • •

On peut donc remplacer les formules paramśtriques (1) dis 
paragraphe 10, dans notre cas particulier. par

x — ^P(.M + w°) + Bp'(w + (i)0) + C t X[ap(w + w0) + /3p'(w + w0) + 7];

oii X remplace X</>(w) et peut etre pris comme parametre. Cela 
revient a garder les formules (1) du numśro 10, en supposant 
W] = W(). Au fond, la proprietó analytique etnployśe revient a cette 
propriśtó gśomśtrique: si trois points A, B. C’, d’une cubique sont 
en ligne droite, joignons les X un point dinflexiou I; les droites 
IA, IB, 1C pereent la cubique en A'. B', C' qui sont en ligne 
droite. Nous avons donc les formules 

(8)

(9)

x — Ap!a> + Wo) + Bp\a> 4- w0) + C 4- A [ap(w 4- w0)+4p/(w 4- Wo) 4- 7]

N’oublions pas que l’on a
-dpftOp) 4~ Bp' (taj -\-C_ At p (<d„) B,p' 'to,,) 4~ Ci__
«Pl“o)4-j8p'(wo)4-7— ^pfwo -4 /81p'(w0)4-7l — 
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•Cette fois, toutes les courbes X = const. sont des cubigues ayant en 
commun le point w = 0. On peut simplifier les formules (8): appe
lons p la constante, valeur commune des rapports (9), et ajoutons 
a x les deux quantites qui se detruisent

— pap(w-|-w0) - p3/(w-|-w0) — py

et
p a jp (w 4-w0) + p(w-f-Wol + p y

Remplaęons C—py par (pa — A)p -|- (p /3 — B)p‘ (w0) et on a, 
sans avoir de.ormais a tenir compte d’dquations telles que (9), puis- 
que l’on vient de les utiliser,

= (4 — p a) [p (w w0) — p (a>0)] (B — p 0) [p’ (w -|- w0) — p' (coo)J
+ (X + p) [a p (w + w0) + /3 p' (w 4- w0) 4- y]

et quantites analogues pour y, z, t, un changement de notations óvi- 
•dent conduit aux formules plus simples

(10)

X = A [p(w4- (fl0) —p(w0)J 4- B[/(w4- wo) — p'(“o)] 4-
4-X[a{p(w4-co0)-Jp(wol}4-/3{p'(w+wo)— _P'(_p'(Wo)}4-y] 

y = A | p (w4-w0) —p(<a0)] 4- Bl [p>4-ioo) —p'(w0)J+x [«]... ] 
z = 42 [p(a>4-w0) — p (w0)J 4- [p,(w4-(nol — p'(coo)] 4~ X[a2...
t = a3 [p (04-0)0)—p(woi] 4- b3 [p'(w 4-<d0) —p'(o>o)] 4~M«3 ■ • •

La cubigue X = 0 se reduit d une droite A en representation impro
pre; la droite A joint les points A (zł, At, A2, As) et B (B, Bt, B2, Ą). 
On pourrait croire que w = 0 conduit au seul point C(y, y2, y2, ys); 
mais chaque valeur de w donnę une góneratrice; or, en róalitś, on 
ne change pas la surface si on ecrit, sans changer les coefficients

0) 1

4- X [a (p (w w0) — p (w0)} 4- /3 (pz (« + w<>) — P' («o)} 4- y]

Sous cette formę on voit que w = 0 donnę la droite joignant le 
point C au point

Z>pip'(a>o)4-£X'(wo); 4, p' (to0) 4- Ap"(w0); 42p'(w0)4~ B2p''(w0); 
43p'(wo) + B3p// (<oo)]

Ce point D est sur la droite A
Chaque gćnćratrice w = cte rencontre la droite A, le point de 
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rencontre s’obtenant pour X = 0. Appliquons notre mśtbode pour avoir 
les plans plusieurs fois (ou meme une fois) tangents. Les equations

(u A 4- V A, + w A 4- h 43) [jp (w + to0) — p (to0)] 4-
(11) (w B 4- V B, 4- w B2 + h Bs~) [p' (O) 4- to0) - p' (co0)] = 0

(wa 4- vx1 4- w<x2 4“ ^as) [\P(« + Wo) —P(®o)] +
(12) 4- (w/3 4- 4- 4-h/3a) [y(w4- w0)—/(«„)] +

4~ u 7 -j- v 4“ w "P "I- 7s — 0
ont autant de solutions communes que de generatrices eontenues- 
dans le plan. Si le plan contient la droite A, la premiere equation (ll)r, 
est identique de sorte que les trois racines de (12) fournissent les 
trois gónćratric.es suiyant lesquelles le plan coupe surfaee <S, en de
hors de A, qui est droite eecceptionnelle double: en effet, quel que soit 
la constante m, l’equation

m [_p (w + w0) — 7? (to0)J 4- [/ (to 4- to0) — p' (to0)J = o
a deus racines variables, yśrifiant la relation,

(13) •w'4-to"= — 3to0
fournissant le mbme point de A; chaque góneratrice w = to', to = to"’ 
part de ce point de A- Les paramhtres Du f)2, Qi des genśratri- 
ces eontenues dans un meme plan avec A satisfont a la relation

(14) a + D2 +Os = -3to0
(On suppose que le point C n’est pas sur A, sinon la surfaee s’abaisse- 
rait au degró quatre, avec A comme droite exceptionnelle double). 
Supposons maintenant que le plan P ne eontienne pas A: alors 
l’equation (11) fournit les deux yaleurs w', to", lićes par (13) corres- 
pondant au point ou le plan P perce A; les racines de (12) donnent 
les points oii P perce la cubique obtenue pour X = oo, elles sont 
lieeś par (14): on veut obtenir Ol — w', Qi — to"; donc on doit 
avoir Qs — 0 et le plan passera par le point- (7, d’ou premibre relation

(15) w 7 4" ® 7i + w 72 + ^7« = 0
et ensuite — u>', Q2 — to" fournit

(16) V^1 ~ł~w (Mi® 4~ 4*  w Pz ^/33) —
' —(ua.-\-vaL-\-tca.2 4*  ha3) = 0

On obtient donc une serie de plans bitangents enyeloppant un cóne- 
du second degre f ayant son sommet en C. Le plan A, C est ma-

atric.es
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nifestement un plan tangent a ce cóne /”: ce plan rentre dans la 
categorie des plans bitangents; il donnę la gónóratrice CD et deux 
autres se coupant en un point de A. Le cóne circonscrit de C A la 
surface S comprend d’abord la droite CD (prise tangentiellement 
comme dóveloppable de classe 1), puis le cóne /” comptó deux fois: 
quand un point decrit A, les deux genćratrices, issues sur S de M, 
donnent un plan tangent a les points de eontact de ce plan avec S 
sont sur la gśnóratrice de contact du plan et r et c’est ce qui expli- 
que que le cóne /" doit ótre comptó deux fois. On remarquera que

— fournit w‘ periode, donc 4 yaleurs de w' et

A chacune correspond une góneratrice stationnaire.
Chaque section piane est du genre 1; donc elle possóde cinq 

points doubles eaactement (pour les plans bitangents on a deux gś- 
nóratrices et une cubique de genre 1, sans point double); en dehors 
de A, on trouye donc une courbe gauche de degre 4; dans chaque 
plan pivotant autour de A, il n’y a que 3 points doubles hors de A 
donc la courbe a nćcessairement un point commun avec A. Or on 
constate directement que la donnóe d’une droite A et d’une biqua- 
dratique gauche (B) ayant un point commun dćtermine une surface S 
de degre 5 ayant ces deux lignes A et (5) pour lignes doubles; il 
y a identitó avec ce qui precede; la surface 5 peut ótre consideree 
comme lieu des secantes triples du systeme A (5), en excluant les 
cordes de (B) issues du point commun a A et (B). Une biquadra- 
tique (B) dópend de 16 parametres; une droite A la rencontrant 
depend de 3 parametres; on trouye ainsi 19 parametres pour deter- 
miner S: c’est bien ce que Fon a trouyó (20 quand la quintique 
double de S ne se dócompose pas, cas ótudie au paragraphe 10; 
19 ici h cause de la relation w0 = w,).

La yćrification analytique des propriśtes indiquees se fait sans 
difficulte, sans se seryir des fonctions elliptiques, en prenant A pour 
axe des z, puis la tangente a (B), au point commun avec A, comme 
axe des a?; le plan Ozx coupe (B) en O d’abord comptant pour 2, 
puis en O1 et O2; ce plan xOz est celui qui rentre dans la cate
gorie des plans bitangents ou tritangents: OO2 sont deux gó-
nóratrices se croisant sur A, et OY O2 est celle qui passe au sommet O 
du cóne trouye plus haut, enveloppe des plans bitangents; le plan 
zOx se trouye tangent en O a la nappe contenant 001 et aussi 
a la nappe contenant 00^ de sorte que CO est generatrice du cóne C„ 
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La dśveloppable des plans bitangents a (B) perce A aux quatre 
points (autres que 0) qui donnent les góneratrices stationnaires.

Par dualitó, les surfaces śtudiees ici donneront les surfaces 
du cinquieme degrć ayant une droite exceptionnelle, lieu de points 
triples, envel<ppe de plans bitangents, que nous signalerons plus 
bas. Un cas de degćnerescence est celui ou la biquadratique a un 
point double, sans que la droite A y passe; la surface est alors 
unicursale et, ce cas s' obtient en reprenant les formules (4) du 
numćro 12 et supposant C — ■= C3 = O de sorte que la conique
misę en śyidenee soit une droite en representation impropre.

14. — Surfaces de degre 5 il points doubles et il plans 
ąuadritaiigents.

Nous continuons 1’śtude des surfaces de degre 5 telles que 
dans chaque plan siinplement tangent la quartique C perce G en 3 
points distincts; la surface n’a comme points singuliers que des 
points multiples dordre 2; le cas ou elle n’admet, comme plans 
tangents singuliers, que des plans bitangents a etó ótudió; quand 
il y a des plans tritangents formant une serie continue, aucun d’eux 
ne peut couper la surface suivant une conique yćritable. car, si l’on 
ćtablit entre deux coniques une correspondance homographique, la 
droite qui joint les points homologues engendre la surface de Clebsch 
de degre 4 (ou une degenśrescence); donc chacun donnę une droite 
double, la mśme pour tous et nous retrouvons les surfaces ótudiśes 
au numśro precódent. II peut y avoir des plans quadritangents: ils 
pivotent autour d’une droite exeeptionnelle simple (ponctuellement), 
mais quadruple tangentiellement, de sorte qu’il est plus commode 
d’ćtudier les surfaces reciproques, qui ont une droite exceptionnelle 
lieu de points quadruples et enyeloppe de plans simplement tan
gents; on voit donc que toutes ces surfaces sont unicursales. On 
arrive, directement. au resultat, en remarquant que tout plan mono- 
tangent coupe la surface suiyant une quartique unicursale qui corres
pond birationnellement a la droite exceptionnelle simple. On peut 
donc ćcrire les equations parametriques de la surface sous la formę 

x = Aj t*  + B t3 -j- Ct2 + D t + E 
y — AjB Bjt3 Gjt3 Ar B)jt Ej 
z = 4-
9 — _4., i4 4- B.2 i3 4- C2 i2 4- Z>2t 4- Et 4" 

(1)
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oh X et t sont les deux paramótres; l’axe Oz est la droite excep- 
tionnelle et l’on a supposó que x Og le plan monotangent choisi; la 
courbe lieu des points multiples est de degró 6 -J- A, h ótant le 
nombre des points oh la courbe rencontre la droite exceptionnelle: 
or h est nul, car a chaque point de Oz correspond un seul point 
de la quartique et chaque point de Oz est simple, sans ejcception. 
Du reste la ligne double est dóterminóe par les óquations aux in- 
connues X, Z, X'. t'

At*-\-Bt*+Ct 2 + Dt+E _ zlji4 4-... _ Xt
4 Z4 + 5Z'3 4 Ct'2 + DtT+~E ~ ĄO + Y. ~ Yf ~

A-jp
A2t'i-\-... -j—-£t24Xz

Le premier rapport fournit la relation nócessaire et suffisante entre 
t et Z'; le troisióme rapport et le dernier, ógalós au premier, four- 
nissent, pour chaque couple (Z, t') les valeurs de X et X'. En posant 
t 4- f = s, tt’=p, la relation entre t et Z', debarrassóe du facteur 
t —t' prend la formę /(s, p) = 0, oii f est une cubique en (s, p). 
Les coordonnóes a?, y, z, 9 s’expriment rationnellement en s, p, de 
sorte que la courbe double F de la surface S ótudióe est bien de 
degró 6, genre un; les sócantes triples de F donnant une surface S 
de degre 5, il est nócessaire, comme on l’a vu au paragraphe 11, 
que r ait des points multiples. Ces points se reduisent nócessaire- 
ment a un point co triple de F, point triple de S, ou se croisent 
trois gónóratrices, y15 g2, gs. On remarquera que le cóne de sommet co 
ayant F pour directrice est de degró 3 (au lieu du degró 5 pour 
un point quelconque w' pris sur F) et n’a pas de góneratriee double 
(tandis que le cóne de sommet co' et directrice F admet, hors de coco', 
deux gónóratrices doubles); quand co' tend vers co sur l’une des 
branches, le cóne correspondant peut etre regjarde comme toujours 
de degró 5, a condition de lui adjoindre les plans passant par la 
tangente co Z a la branche suivie et l’une ou 1’autre des deux tan- 
gentes complómentaires co Z', coZ"; mais alors le plan co tt' (ou coZZ") 
coupe le cóne C de sommet co suivant une góneratriee coy" (ou coc/) 
qui doit Ótre considóree comme limite d’une gónóratriee double du 
cóne de sommet co'; on a ainsi, en utilisant successivement chaque 
branche de la ligne triple, trois droites cop, co/, atg" qui sont des 
limites de sócantes triples et sont gónóratrices de S; le cóne C est 
de degró 3, de sorte que si on le coupe par un plan, on obtient
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une cubique y et sur cette cubique y les points t, t', t", g, g', g'r 
correspondant aux droites wt, wt',. .. wg": les trois points g,g',g" 
sont en ligne droite, ainsi que (t' t" g); (t" t g')-, 11' g")-, on en dó- 
duit aisement que les sommets opposós du quadrilatere complet 
ainsi obtenu (#, g\ (t’, g’\ (t", g") sont cotangentiels sur la cubique y. 
Le cóne circonscrit a la surface S de w comprend d’abord chaque 
droite wg, wg', wg" (prise tangentiellement) puis un cóne du second 
degre dont un plan tangent particulier est dóterminó par w et la 
droite exceptionnelle. Je signale le probleme de góomótrie intóres
sant auquel peut se ramener la recherche de w; il doit exister trois 
yaleurs du parametre t, soient t', t", t'" tels que les trois. generatri- 
ces correspondantes concourent au móme point; or, en posant

(3)
t" 4-1"' = S1 

i’" =

t' t" = s8

t" t"’ — p, 

t"'v=pt 

t' t"=p3

on a, avec la cubique Cs, f (s, p) = 0 les relations

(4) /On Pi) — 0 /(s2, p2) = 0 /(s8, pt) = 0

qui expriment que le triangle (s^ Pl), (sirPi), (s3, p3) est inscrit 
dans la cubique C3; ensuite les deux óquations

| t2 — s21 -|- p2 — 0 
I ta — s314- p3 — 0

ont une racine eommune t', donc on a

(6) (p3 — Pz)2 — Os — s2) (s2 p3 — s3 Pi) = 0
relation qui exprime que la droite (s2, pt), (s8, p3) est tangente a la 
conique d’equation tangentielle u2 — ® = 0, (l’óquation des droites
du plan s, p ótant u$-\- vp w — 0). On est donc ramenó a trou- 
v6r un triangle inscrit dans une cubique et circonscrit a une conique.

15. — Surfaces de degre 5 ayant une droite triple et une 
coniąue double.

Nous avons ópuise tous les cas oii sur chaque gónóratric& 
de S les trois points Px, Ą, Ps sont distinets. Supposons maintenant 
deux de ces points confondus, formant un point double de la quar- 
tique C. La surface S a une ligne triple; on voit immódiatement
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qu’une surface de degró 5 ne peut avoir une coniąue triple, ni 
deux droites triples non secantes; la ligne triple est une droite A 
lieu des points eonfondus: le point P3 engendre une certaine
courbe double; par un point Ps passent deux genćratrices, dont 
le plan contient la droite A et ćpuise ainsi toute la section de S'; 
donc le lieu de Ps est une courbe rencontree en un point par tout 
plan issu de A; si cette courbe est une droite A$, ne rencontrant 
pas A, appelons x et xx les abscisses sur A et Aj des pieds d’une 
genśratrice: on aura une relation algśbriąue f(x, xx) — 0 de degre 2 
en ® et 3 en ą; A est triple ponctuellement, double tangentielle- 
ment; c’est l’inverse pour At; la surface se correspond a elle-meme 
par dualitó. Pour avoir le genre, ócrivons la relation entre x et xx

(1) x2P — 2«Q + # = 0
P, ę, R etant polynómes de degre 3 en aq; on a 

r Q + VQ*-PR  
p

Q2—PB ne peut etre carrś parfait, sinon ont trouverait la reunion 
d’une surface cubique et d’une quadrique; donc si Q'2 — PB n’a 
aucune racine multiple, on a une surface de genre 2; les racines 
de Q2—PB donnent 6 góneratrices stationnaires, pour lesquelles 
le plan tangent contient A et il y a de móme 8 generatrices sta
tionnaires pour lesquelles le plan tangent contient An obtenues ęn 
exprimant que (1) a une racine double en xx. Si Q2 — PB a. une 
racine double, la courbe /(z, =0 a un point double, la surface
est de genre 1, parce qu’elle admet une gónóratrice double (qui 
a diminuó de deux unitós le nombre des generatrices stationnaires 
des 2 catśgories); si Q-— PR a une racine triple, on a une gćne- 
ratrice double avec deux plants tangents eonfondus en chaque point; 
la surface devient de genre zero soit si Q2 — PB a deux racines 
doubles (deux gónóratrices doubles), soit si Ql— PR a une racine 
double et une racine triple, soit si Q2 — PR a une racine qnadruple 
ou une racine quintuple: la racine quadruple donnę une generatrice 
unique double, possśdant la particularite qu’en chaque point il y 
a deux nappes regulieres ayant le meme plan tangent; la racine 
quintuple donnę nne genóratrice telle que toute section piane pre- 
sente, sur cette góndratrice, un point de rebroussement de seconde 
espece; on a un exemple simple de ce type en prenant la relation 

(1 — xX)x2 — 2 x xx -|- xx = 0
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Si la ligne double lieu de P3 est une conique C2, cette coni- 
que rencontre A en un point et nous avons le cas correlatif des 
surfaces etudiees au n° 13. Ici de chaque point de A partent 3 
gćneratrices et le plan de deux quelconques enyeloppe une dóve- 
loppable de classe 4. genre 1, A etant tangente a cette dóveloppable; 
le plan de la conique C2 coupe S suivant une genóratrice issue du 
point commun a A et Cg; du point commun a C2 et A partent: 
d’abord la generatrice situóe dans le plan de C2, puis. deux gśnć- 
ratrices situees dans le plan contenant A et la tangente en ce point 
a C2. Or on peut encore dćfinir un point de A par son abscisse x, 
un point de C2 par son parametre unicursal .r,; on a encore une 
relation /(a:, a?j) = 0, algebrique, de degrś 2 en x, 3 en xx; pour 
le point x° oń A rencontre C'.2, on doit avoir deux valeurs de x, 
łgałeś a a%, parametre de ce point commun sur C2", de meme pour 
Xj = ar®, on doit avoir deux valeurs de x ćgales a x°; donc le point 
x = x°, x, = x, est un point double de la relation f(x, aq) = 0: 
cela confirme bien notre rćsultat que la surface S est de genre un, 
en generał; si la relation f(x,xl) = Q a un autre point double, on 
aura une surface unicursale, avec une genćratrice double comple- 
mentaire. On trouverait sans peine les gćnćratrices statiounaires, 
comme dans l’exemple qui precede.

L’analogie des rósultats montre comment on peut faire corres- 
pondre birationnellement deux surfaces reglćes, l’uue ayant une 
droite exceptionnelle A triple et une droite A double exceptionnelle, 
de genre un, et une surface reglee ayant une droite A triple et une 
conique C'a double; toutes deux sont representees a un certain point 
de vue par la mśme relation f(x, x,) = 0, interprćtóe differemment.

16. — Surfaces de degrć 5, ayant uue droite exeeptionnellc 
de raccord.

Sur chaque generatrice G, en supposant encore P, et P2 con- 
fondus, il peut arriver que cette coincidence tienne a ce que G et 
la section piane C sont tangeutes: il y a une ligne de raccord, ligne 
double de la surface et le point P3 engendre une autre ligne double. 
Toute section piane presente, au point oń elle perce la ligne de 
raccord un point double comptant pour deux: comme le nombre 
maximum des points doubles est 6, on voit que la ligne de raccord 
ne peut etre qu’une droite ou qu’une conique. Enyisageons d abord
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le cas de la droite de raccord: nous la prenons comme 0 z\ il nó 
peut y avoir, en chaque point de O z, qu’un unique plan tangent 
(comptant pour 2), donc les óquations paramótriques de la surface 
peuvent etre prises sous la formę

(1)

z„ ótant la cote du point de contact, avec

(2) -|- 2 A («0) m B (z) = 0

A et B ótant rationnelles en za. L’óquation de la surface est alors

(3) (yz-■ x)3 A-2y3(yz — C = 0

Pour avoir le degró 5, il est nócessaire et suffisant de prendre

(4)

a z3 3 h A a z A- d 
a2z -f- b3

4(z) =

et l’on a la surface

(yz — (a3x b2 y) -|- 2(yz — x~) (aa:3 -|- 3bx3y 3cxy2 dys) 
4" «i#64~ ^>b1xiy 4- i0b2x3y2 4~ 10b3x3y3-]-5bixyi-\-b5x3 — 0 

Comme l’óquation (2) donnę

(6) m——^gg»4~^M4~^C2:o~l~^)~l-hał;34~--a—(q2go4~fra)(ai4>4~-0
q2 Zq 4- b2

on voit que le genre de la surface est, en generał, deux; oń a aisó- 
ment les gónóratrices stationnaires, ou les cas de degónórescence, 
oii le genre sabaisse, certaines gónóratrices doubles s’introduisant; 
la discussion est analogue a celle qui a ótó faite au numóro prócó- 
dent ou au numóro 8 (surfaces de degró 4 avec une droite de 
raccord). On remarque ici qu’en róalitó l’axe O z est triple, parce 
que cet axe est a la fois droite exceptionnelle et góneratriee rógu- 

liere: pour z0 ógal a —— une valeur de m devient infinie et les 
°2

óquations de la gónóratrice deviennent y = 0, x = 0\ (le rósultat 
subsiste avec quelques modifications si a2 — 0). Une section piane 
quelconque prósente sur Oz un point triple avec deux branches 
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tangentes entre elles, et ce point triple est l’óquivalent de quatre 
points doubles. Au point de cote h, sur Oz, 1’ensemble des plans 
tangents a pour óquation

{yh — x)2 (a2 x b2 y) = 0
on trouve donc le plan tangent double variable et le plan fixe 

x b2 y — 0 correspondant a la nappe admettant O z pour gónó- 
ratrice róguliere (mais stationnaire).

17. — Surfaces de degró 5; ayant une coniąue de raccord.
Supposons maintenant que la ligne de raccord soit une coni- 

que C2; le reste de la ligne multiple est rencontró en un seul point 
par chaque gónóratrice; ce ne peut ótre une droite, car les deux 
gónóratriees issues d’un point de C2 seraient dans un móme plan 
avee cette droite et ce plan serait tangent a Cs, d’ou contradiction, 
car on devrait pouvoir mener de la droite oo 1 plans tangents & C2. 
Le reste de la ligne double est donc une conique C2; d’autre part, 
par dualite, le type de la surface se conserve; donc, en chaquę 
point de C2, le plan tangent double enveloppe un cóne /~2 conte- 
nant C2; en chaqne point de 02, le plan tangent double enveloppe 
un cóne /~2 ne contenant pas C2. Toutes les sections planes de la 
surface sont unicursales, car elles ont l’óquivalent de six points 
doubles; en un point J7 de C2, le plan bitangent coupe la surface, 
d’abord suivant les deux gónóratriees HfG, M G' issues de M, puis 
suivant une cubique unicursale ayant son point double en M-, en 
effet la nappe engendróe par MG, en suivant M par continuitó 
sur C2, admet en M le plan MGG' comme plan tangent, de sorte 
que la section de cette nappe admet M comme point double, les tan
gentes ótant M G (laquelle est un moreeau de la section) ęt la se- 
conde direction asymptotique de cette nappe; de móme pour la 
nappe lieu de M G' et on a ainsi les deux tangentes a la cubique. 
En un point M' de O2, le plan bitangent donnę dans S comme 
section d’abord les deux generatrices issues de JZ7, puis une cubi- 
que unicursale qui a pour point double le nouveau point oii son 
plan coupe C2. Nous voyons que les surfaces etudióes ici pourraient 
aussi etre consideróes comme degónóreseences de celles du numóro 12; 
seulement la sextique (dc genre 1) de ce numóro 12 est ici dócom- 
posóe en une conique C2 (a compter pour 2) et une conique C2. 
Si on appelle t le parametre unicursal de C2, p celui de C2, on 
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a encore une relation /"(£, p) = 0 de degre 2 en t et p sćparćment, 
qui doit etre de genre zóro, de sorte que cette courbe (i, p') qui est 
de degrś 4 (ou 3) doit avoir un point double.

Remarquons d’ailleurs que si C2 et C2 ne se coupaient pas en 
deux points, il y aurait au moins un point, commun a C2 et au plan 
de C2, sans appartenir- a C2; ce point de C' aurait sur C2 deux ho- 
mologues, de sorte que le plan de C2 couperait S suivant C2 (comptant 
pour 4 au point de vue de 1’intersection) et suiyant ces deux gś- 
neratrices: le degre de S surpasserait donc 5. II est donc etabli 
que C2 et C2 se coupent en deux points. Ensuite le plan de C2 
coupe /S, en dehors de C2, suiyant une seule generatrice reguliere, 
et cette genśratrice est necessairement tangente a C2 en l’un des 
deux points communs a C2 et C2, soit m; ce point considćrć comme 
appartenant a C2 a deux homologues sur C2 eonfondus avec lui 
móme; considśró comme appartenant a C2 il a sur C2 deux homo
logues dont l’un est m, l’autre un point m'; la droite mm' est la 
gćnóratrice nouvelle suiyant laquelle le plan de C2 coupe Z?. Si 
maitenant nous considśrons la second point n commun a C2 et C2, 
si on appelle t0, p0 les parametres de n sur C2 et C'2, le point (t0, p0~) 
est precisóment le point double de la relation /(i, p~) = 0; les deux 
generatrices issues de n sont dans le plan contenant les tangentes 
& C2 et C2 au point n. Corrćlatiyement, les deux cones L2 et /~2 ont 
deux plans tangents communs.

On yśrifiera sans peine ces resultats sur un exemple simple 
tel que celui obtenu en óliminant t et m entre

y — 2tx-[-t2-\-2tz — 0

(1) z— m(x — t)
m2 m — t = 0

La conique C2 de raccord est la conique

(1)
La
m2 -|- l’elimination de t 
la premiere eąuatiori en t,

(3) t — x — z |/(«

y — 
surfaee est unicursale

rr2==0
comme 
et m se 
d’ou

z = 0
on le voit en remplaęant t par 
fait plus aisśment en resolyant

z)2 — y
z

z + f/(x — z)2 — ym

Fn portant ces yaleurs de t et m dans la derniere on a l’óquation 
cartesienne de la surfaee
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{(x — z)(4zx— 4z2—x2)2 z23 z y— xy}2 =
= [(#— z)’ — y] [4zx — 4z2 — x2 z — y}2

qui est bien de degre 5; la section de la surface par le plan 0 = 0 
est ylx2— y')2 ~ 0. En ćcrivant que les deux gćnćratrices m et m’ 
se rencontrent, on trouve la relation symśtrique p = mm'')

(5) (s+1)^(2p-s) = 0
Le facteur s —f— 1 = O correspond aux deux gónćratrices qui se 
coupent sur (J,; en prenant s — 2p on trouve comme point de ren- 
contre la parabole C2

(6) x — 4p2-\-p y — 3p2-\-p z — 2p2-\-p

qui coupe C2 aux points

x — y = z = O t = 0 p = O
1 1 n 4 1 1

* = 2’ y = 4’ * = °’ *=2’ P~~2

La relation entre t et p s’obtient en śliminant m entre les deux 
ćquations

(8) m2 m — t = O m2 — 2pm -j- p = O
Cela donnę la cubique unicursale

(7)

(9) (i+7’)! + (i+7’)(l + 2p)-^(l+2^ = 0

Pour t = O, on trouve p — O, p = — 1
2’ on trouve la

valeur double pour p = O, on trouve la valeur double

double

1pour p = — g

1
est p = —2>

trouve la valeur double £ = —; le point 

t = — i; d’ailleurs les equations (8) donnent 
£

on

p et t unicursalement en m. Le cóne /~a est le cylindre parabolique 
d’óquation {x— z}2— y = Q-t le plan des deux genóratrices secantes 
au point p de C2 est

(10) 4p2X— Z-|~ (2 + 2p — 8p2)Z— p(3p + l) = 0
On trouve ainsi pour enveloppe un cóne r'2 ayant son sommet au

7 1point X = -^, Y — 1, Z=—] du sommet de l~2, la dśveloppable 
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cireonscrite eompreud d’abord r'2 deux fois, puis une gónóratrice 
4

t = 2, m = — 2, p — — _ ; du sommet de P>, point a 1’infini dans O
la direction x = z, y = 0, la deyeloppable cireonscrite comprend 
d’abord /~2 deus fois, puis une gónóratrice (t = 2, m = 1, p = 1) 
-appartenant d’ailleurs au cylindre /",.

18. — Surfaces de degre 5, ayant une droite ąuadruple.
Nous avons epuise le cas oti les trois points P2, P8 se róduisent 
•a deux; il reste a ólucider celui ou ils se confondent; nous avons 
deja rencontró (droite de raccord) celui oti ils sont confondus, parce 
•que la quartique C a un point double P, une branche ótant tan
gente a G, et une autre branche etant non tangente a G. Le cas 
ou P serait point simple, point d’inflexion avec G tangente d’infle 
xion, est impossible; en effet P devrait, pour une section piane 
quelconque y passant, representer un point double unique óquivalent 
■a trois points doubles confondus; autrement dit il engendrerait une 
ligne de raccord, telles que les deux nappes soient coupóes par un 
plan quelconque suivant deux courbes oseulatriees: les indicatrices 
devraient eoineider, ce qui est impossible, puisque les aeux gónó- 
ratriees sont asymptotes chacune d’une indicatriee et sont distinctes.

II ne reste donc plus a ótudier que le cas oti P est point 
triple de C; P engendre une ligne quadruple de S, nócessairement 
rectiligne. On a les surfaces reciproques par dualite de celles etu- 
diees au n° 14. L’óquation de la surface, en prenant la droite exeep- 
tionnelle quadruple comme axe Oz, est

x*(Ax  y A-A2 z-'r j43) -|- x3 y (B, y -|- P2 z -f~ Bs) -f-
(i) + yt^y + c2 3 cs) y 4~ bs) -|-

y*  (7i, y B2 2 P5) = 0.

De chaque point de O z partent quatre gónóratrices; le plan de deux 
d’entre elles enveloppe une dćveloppable de classe 6, genre uu, ayant 
un plan tangent triple: ce plan tangent eorrespond au point de Oz 
pour lequel trois des quatre gónóratrices sont dans un meme plan; 
ce plan coupe la surface suivant une conique C2 et l’on peut reprć- 
senter la surface par la relation qui unit la cote h du pied de la 
gónóratrice courante sur Oz et le parametre unicursal t de son pied 
sur C2; h est une fraction rationnelle en Z, de degró 4; si on suppose 
que C2 est dans le plan x Oy, l’óquation (1) prendra la formę
Bocznik Pol. Tow. matem. 13
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z{ax4-\-bxiy-\-cxiyt-ir dxy s+ e y4) -j- (ax -}- fiy -f- yx'2-Ą-2Sxy-\-ey2) 
(«'*  + £'y) (a"*  + 0"y) {a"'x + fi"'y) = 0

En posant = t, i est le parametre unicursal de C2 et la relation *27
annoncóe est, entre h et t,

h {ci b t —f- c t2 dt*  —j— 6 (& -f“ fi i) (a' ”F fi' t)
(3) (a"4-J8"i)(a'" + /8'/'i)==0

Le polynóme a-\-bt-\-et2dt*et 4 n’admet aucune des racines 

de (a'4-jS'O («" -\-fi"f) (a.'"fi'"ty, la valeur f —— — fournit h — Ó 

d’une part et le point ou C2 rencontre la ligne quadruple. Les divers
____  Of 

cas a examiner rósultent donc de la comparaison des nombres —y—x 

-fi" -fi'" -fi ,—tt—, —, ----— entre eux ou avec les racines dea a ' 7 a

d —b t —c t*  —d t*  —|— et4 et y —|— 2 § t —|— e

On peut effectuer sur les variables x, y, z une substitution 

x = \X + yY y=X'Xfi-y'Y z = vZ 
pour avoir une formę róduite de la surface.

19. — Indications sur les surfaces róglóes de degró ąuelconąue.
Nous avons etudić completement les degrós 4 et 5. Les mómes 

principes permettraient de classer les surfaces d’un degrś donnó. 
Je me eontente d’indiquer quelques rósultats genóraux.

Sur une surface rćglee d’ordre n deux sections planes de la 
surface (par un plan non tangent ou tangent) se correspondent bi- 
rationnellement par 1’intermódiaire de la gónćratrice unissant les 
points homologues (si l’un des plans est tangent, on fait abstraetion 
de la gdneratrice ou des gśnśratrices qu’il contient). Exceptionnelle- 
ment si la surface contient une droite exceptionnelle simple (ponc 
tuellement). mais d’ordre n— 1 (tangentiellement), la thćoróme en 
question cesse de s’appliquer aux plans pivotant autour de cette 
droite; on remarquera aussi qu’une surface ne peut avoir une sórie 
eontinue de plans (ra— 2) fois tangents que si n — 4, car on a corres
pondance birationnelle entre deux coniques. II y a interet pour avoir 
les equations paramćtriques d’une surface reglśe a determiner deux 
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plans tangents d'ordre masimum; il faut encore remarquer que si 
l’un des deux plans tangents coupe la surface suivant une ligne 
multiple d’ordre p de la surface, la correspondance obtenue n’est 
plus birationnelle (elle peut le redevenir formellement si l’une des 
courbes est soumise a une representation paramćtrique impropre). 
De la sorte, dans bien des cas, 1’ótude d’une surface reglee consiste 
a etablir entre deux courbes C et C', planes ou gauches, une corres
pondance MM' telle qu’a un point M de C correspondent q points 
de C et, a un point M' de O', p points de C\ C est alors d’ordre 
de multiplicite q, C' d’ordre p sur la surface reglóe; on voit qu’on 
a ainsi le moyen d’ćtablir une correspondance birationnelle entre 
deux surfaces rćglóes diffórentes, de meme degrś ou non: ainsi si 
Fon considere l’equation algebrique entiere a^) = 0, Cette óqua- 
tion peut servir a dćfinir une surface reglóe S joignant le point 
de param btre x sur une courbe unicursale C au point de parametre 
.r, sur une courbe unicursale C,; la relation ótant de degre p en x, 
q en x1} si C et C, sont deux droites. on obtient une surface S 
d’ordre p-\-q ayant C pour droite d’ordre q (ponctuellement), p (tan- 
gentiellement), avec les memes nombres inverses pour C,; en c.on- 
servant la meme relation /(a?, a\) = 0 et prenant pour C et C\ deux 
eoniques ifayant aucun point commun, on a une surface S' oii C 
est ligne multiple d’ordre q, Cx d’ordre p\ a chaque point de C 
situć dans le plan de correspondent q gćnóratriees situśes dans 
le plan de <7X, de sorte que la nouvelle surface S' est de degrć 
2 (jo —|— <2) et correspond birationnellement a S, par exemple en fai- 
sant, correspondre les pieds des generatrices, puis sur chaque gene
ratrice faisant correspondre les points qui partagent le segment des 
deux pieds dans le meme rapport; si la conique C et la conique C*  
ont un point commun, se correspondant a lui-meme par la relation 
/(#. ajJ = 0, le degre de S' s’abaisse. Nous avons rencontrd de tels 
exemples en ótudiant les surfaces d’ordre 5 (paragraphe 15): une 
surface £> ayant une droite exceptionnelle triple et une autre double,, 
puis une autre S' ayant une droite exceptionnelle triple et une co- 
nique double; je cite encore le cas de la surface »S' de degró 4 
ayant deux droites doubles exceptionnelles et une gónóratrice double, 
puis une surface S' de degró 5 ayant une conique de raccord et 
une conique double; ces deux surfaces Correspondent a une relation 
/(», a?i) = 0 de degre 2 en 2 en x1 et de genre zero.

Dans ce meme ordre d’idćes on peut dire qu’eu generał une 
13*



196

surface rśglśe de degró au moins egal a 5 est definie comme lieu 
des sśeantes triples (ou n uples) de sa ligne double (ou de degre 
de multiplicite supśrieur). Le probleme ainsi pość reviendrait donc 
a reprendre purement et simplement la classification d’Halpłien des 
courbes gauches, ce qui, nous l’avons dit en introduction, revient 
a śtudier deux fonctions algebriques d’une yariable, et non plus trois. 
Mais on rencontre les difficultśs suiyantes: la courbe gauche peut 
avoir des points multiples et on doit completer le trayail d’Halphen 
relatif exclusivement aux courbes denuśes de points multiples: en- 
suite la donnóe de la courbe gauche (indścoinposóe ou dścomposśe) 
dont on prend les sśeantes triples peut don ner plusieurs surfaces 
et non une seule; il y a d’ailleurs a decider si les sśeantes sont 
triples ou n uples: puis la surface rśglśe obtenue aura souyent 
d’autres lignes multiples, correspondant aux points de 1’espace d’ou 
Fon peut mener a la courbe plusieurs sśeantes triples.

Je donnne un exemple simple: sur la courbe gauche /~

(1) y = ts

guatre points sont dans un meme plan moyennant la relation

(2)

mśtriąues

(3)

et est de degrś 11, 
arbitraire

(4)

entre leurs parametres. Considśrons la surface obtenue en joignant 
le point t au point t' — t3-, on voit immśdiatement que r est ligne 
quadruple de la surface S obtenue, laquelle a pour śquations para-

JC = /4-|-p/2G4 + l)(«2+ 1)
Y=t3-\-
Z=t*  + p(t*  + V)

comme on le voit en coupant par la droite

aX4-/3Ir+7Z4- <5 = 0
+ 71Z 0 Ą — 0

Sur chaque genśratrice G, le plan tangent en donnę une courbe C 
de degrś 10, coupant G en trois points confondus en chaeun des 
deux points ou G rencontre /”, en un point au point de contact, 
et en 3 autres points qui engendrent le reste de la ligne multiple. 
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Si on ócrit que les deux gónóratrices (Z, Z3) et (Z,, fi) se reneontrent, 
on a d’apres (2),

(5) (Z Zj) (Z2 Z i —Z2 —j— Z2 — ZZJ = 0

La solution Z -f- Zj = 0 correspond a une quintique P double de la 
surface, situóe dans le plan de symetrie Y — 0 de la surface S;

_ pt
P est obtenue aussitót en remplaęant p par —————— puis rem- i? r —i— a
plaęant Z2 par 0. La section de <S par Y — 0 comprend, en dehors 
de P, la góneratriee Z = 0 qui est l’axe Oz- en prenant ensuite 
la relation

(6)
on a le reste I~" de la ligne multiple; en posant Z Zj = s. = p, 
la relation (6) devient

(7) p2 -|- s2 —- p = 0

Or le point de rencontre des deux gónóratrices (Z, Z8) et (Zt, Z?) s’ob- 
tient rationnellement en (s, p): la courbe P' est donc unicursale, 
puisque la relation (7) est de genre zóro. Sans calcul on trouve le 
degró de P'; P' est double sur S; chaque section piane de S est 
unicursale et admet l’óquivalent de 45 points doubles; or on trouve 4 
points quadruples sur /, soit l'equivalent de 24 points doubles, puis 

„ 5 points doubles sur P; donc P' est de degió 15. Toute gónóra- 
trice de S rencontre r en deux points, P en un point et P' en 
deux points; la surface S peut donc etre considóróe comme lieu 
des sócantes triples de 1’ensemble (p P) ou de 1’ensemble (P, P'); 
la donnee de (/, P) laisse echapper P'; de plus les sócantes triples 
de (/”. P) comprennent d’abord S puis une autre surface róglóe X 
ayant L pour ligne multiple d’ordre 13 et P pour ligne double; 
de mśme la donnee de P et P' introduirait une nouvelle sur- 
faee róglóe.

On voit comment le procedó suivi ici permet d’obtenir aisó- 
ment des lignes de raccord de naturę complexe: il suffit de se 
donner une courbe /*,  un plan attachó a chaque tangente de l~, et 
de joindre le point de contact aux points oii ce plan perce une 
autre courbe P (distinete ou non de F). Par exemple avec la courbe P 
ótudióe a 1’instant on pourrait associer au point Z, deux autres points 
Zi et Z2 par 1’ensemble des relations
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ou f est une fonction arbitraire.

19. — Triangles de Poncelet. Noinbre fini.
Nous avons vu, en introduction, comment la consideration de 

plans tri tangents ou n fois tangents, n 3, conduit a gónćraliser 
les polygones de Poncelet. J’indique rapidement ici quelques rósul- 
tats, d’apres plusieurs notes que j’ai publióes aux Comptes Rendus 
de 1’Acadćmie des Sciences, t 179, 1924, p 745, 878, 1241.

Dans un plan, eonsiderons une conique C2 et une courbe f~n 
de classe n (n eutier 2). Si Ct et Ą„ sont quelconques l’une vis-Avis 
de l’autre, il existe un nombre fini, 1) («—2) de triangles
yóritables inscrits dans C'2, circonscrits a Ą; il existe '2 m(w— 1) so
lutions impropres du problóme, obtenues ainsi: runę des 2 n tangen- 
gentes communes a Ct et soit fi touche C2 en J/o; de JĄ on 
mene l’une des (n—1) tangentes a autre que fi et elle coupe C2 
de nouveau en JĄ; les trois points JĄ, JĄ, JĄ, donnent un triangle 
impropre (un cótó confondu avec la tangente en JĄ a C.2 et les 
deux autres avec JĄ JĄ), dont les sommets sont sur ć'? et les cótós 
tangents a Ą„. Le resultat se justifie ainsi: soit JĄ un point arbi
traire de C2 et JĄ JĄ, JĄ JĄ deux tangentes issues de JĄ a Ą„, 
recoupant C2 en JĄ et JĄ: il est nócessaire et suffisant que JĄ JĄ 
soit tangente a Ą„; or si M, est donnó arbitrairement, JĄ a n po
sitions possibles sur C2, et JĄ choisi, M\ a n — 1 positions seulement 
puisque nous ćliminons M,; la droite JĄ JĄ enveloppe une courbe 
de elase n(n— I); on est ramene a trouver les tangentes communes 
a fi, et en nombre n2(w— 1); nous avons vu que toute tan
gente commune a C2 et Ą fournit (n—1) solutions impropres, de 
sorte que le nombre des tangentes a conserver est n2(n—1) — 
— 2w(n — 1) = n(n — 1) (m— 2). D’autre part chaque triangle corres- 
pond i un ensemble de 3 tangentes. Pour w = 2, le rósultat est 
bien connu (voir Halphen, Theorie des fonctions elliptiques). Comme 
application de ceci, imaginons que sur la cubique
(1) x=t y = F s = t3
nous joignions les points de parametres Ą et f2 lies par une rela 
tion symćtriąue en Ą, Ą et de degró 3 en Ą et Ą; en posant
(2) i, 4-^ = 5
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•cette relation peut s’ścrire

(3) Asi-\-Bsip-\-Csp2-\-Dp3-]-Es2-\-Fps-[-Gp2-\-Hs-\-Kp-\-L = (} 
Or remarquons qu’en ócrivant

(4) óc = f1-|-pż2, = + S==ii-|-P^2, 0 = 14~p
le poiut de coordonnóes homogbnes x, y, 2, 0 donnę

(5) yO - x2=p(tj—f2)2 z6— xy—ps(t1—ti')2 zx — y2=pp{t1—t2)i 

de sorte que tous les points de la droite (fx, /2) satisfont d’apres (3) 
a l’equation

A(z3—xy}3-\-B(z3—xy)2 (zx ~ y*)-\-C(z3  — xy) (zx—y2)*
+ D{zx y2)3 E(z3-xy)2 {p3 - a:2) -)- F(zx - y2) (z3 — xy)

(yd —a?2) —G(zx — y2)2 (y3 - x2)-\-H(z3—xy)(y3 - a;2)2-}-
-|- 7f(.sa: —y2) (y 3—a;2)2 L(y3— x2)3 — 0

«qui est l’equation de la surface róglóe S de degró 6 engendree par 
cette droite; S admet la cubique pour ligne triple. Sur le plan ho- 
rizontal, la perspective de la eubique a partir du point a 1'infini 
sur Oz est la conique C2, y— x2 = 0; la perspective de la gónć- 
ratrice (Ą, Z.2) a pour eqi:ation

■(7) y—sx-\-p — 0

de sorte que l’ćquation (3) est l’ćquation de la courbe [~s de classe 3 
w-enveloppe ie cette projection (la dćveloppable circonscrite a S du 

point a oo sur Oz comprend trois genćratrices et un cylindre de 
classe 3). D’apres ce qui prćcóde il existe deux plans PQR et 
P' Q' li' tels que chacun des triangles PQR ou P'Q'R’ correspon- 
dant aux points d’intersection de ces plans et de la cubique (1) ait 
ses cótós formes de gćnćratrices: ces plans sont tritangents et cou
pent la surface suivant une cubique piane, de genre 1. Cela permet 
donc d’obtenir encore la surface S comme lieu des droites joignant, 
sur deux cubiques planes de genre 1 et de mśtne invariant, les 
points homologues dans une correspondance birationnelle; la sur
face S a oo1 plans bitangents, mais n’a que les deux plans tritan
gents fournis par notre procedć. Remarquons en passant que la 
generatrice variable de est dófinie par (7) et par

(8) z-±-px = sy
plan passant par 1’origine; l’equation (3), deja interpretee comme 
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equation tangentielle du cylindre de classe 3 circonscrit a S du 
point A 1’infini sur Oz peut donc etre encore interpretóe eomme 
óquation tangentielle du cóne circonscrit a S de 1'origine; le cóne 
et le cylindre se correspondent birationnellement par plans tangents, 
la droite intersection des plans homologues decriyant S. C’est tou
jours la notion correlatiye de celle employóe pour les droites joi- 
gnant les points homologues de deux courbes se correspondant bi
rationnellement.

On voit sans difficulte que toute relation de degre n en p, s- 
definit une surface róglóe de degró 2n ayant la cubique pour ligne 
multiple d’ordre w; róciproquement toute surface de degre 2n ayant 
la cubique pour ligne multiple d’ordre n est róglóe, car d’un point M 
de la surface est issue une secante double de la eubique, secantes 
ayant 2L points eommuns avec la surface, donc lui apparte- 
nant. Une telle surface a donc oo1 plans bitangents et exaetement 
n Oi — 1) (n - 2) . . „ , „ , . ,—-------g-------- - plans tritangents — saut les surfaces speciales que-

nous allons indiquer.

20. — Triangles de Poncelet: nombre infini.

Etant donnóe une conique C2, on peut trouver oo2" courbes /", 
de classe n fournissant une infinitó de triangles de Poncelet inscrifs 
dans C„, circonscrits a dans le paragraphe prócódent, on a pris 
pour C2 la parabole ?/— x2 — 0, ce qui est toujours permis par une 
transformation homographique et la courbe f„ gónerale dópend de- 
fl (77 ._!_ 3)
-----— parametres, nombre supórieur a 2n.

Choisissons, au hasard, n-\- 1 points 71f0; ilĄ,... Mn sur C2, puis 
encore au hasard points . M'n sur C2', choisissons
une reprósentation unicursale (t) de

(1) ^u+1 + Af“ + ...
(2) +

U et dósignons par

~F A-h = 0
+ B„+1 — 0

les equations definissant le systeme ... M„) puis (tI/Ó, df)...
Considerons maintenant l’óquation, contenant un paramótre- 

yariable p,

(3) (U 4-Zip) -f-(.-1,-j-p) 1"2i„+1 B„+1p — 0.



201

Deux raeines f, t" de l’óquation (3) satisfont a l’ćquation

(4)
At'"+' -j- A1t'n ^r"+’ + ^r- + ... + A+1

5r"+1+51r»4-...+JBl,+1 — o

qui, apres suppression du iacteur t' — t" est entiere, sijmitrigue, par 
rapport a t' et f', de degre n par rapport & chacune: c’est l’śquation 
tangentielle d’une courbe /”„ de classe n. en prenant comme coordon- 
nćes droites les yaleurs des parametres i', t" fixant 1’interseetion d’une

droite et de C2. Cette equation (4) exprime donc que les 2
droites joignant 2 a 2 les (w 1) points dófinis par (3) sont, ęi/cZ 
que soit p, tangentes a /*„.  Prenons donc un point P arbitraire sur C2; 
le t du point P fixe p de faęon que (3) ait ce t pour solution; les n

autres raeines de (3) donnent donc n (n — 1) combinaisons t',t" telles2
que P P' P" soit un triangle inscrit dans C2, circonserit a cha- 

que point de C2 est sommet de —— tels triangles et chaque 

tangente de f„ porte (m —1) triangles.
Cette fois si M est le point de contact avec C2 d’une tangente T 

commune a C2 et p l’un des points d’intersection de C2 et 
toutes les tangentes a issues d'un M et distinctes de la T corres- 
pondante se terminent sur C2 en un p et róciproquement la tan
gente a r„ en un p se termine sur C2 en un Al

Pour voir que la courbe /”„ depend bien de n parametres, il 
suffit d’ścrire l’equation (4) sous formę du produit de deux matrices 

(5)

Les coefficients de l’equation tangentielle de /~„ ne sont autres que 
les mineurs de la matrice de gauche; dans 1’espace a n-\- 1 dimen
sions, ce sont les coordonnćes pliickóriennes de la droite joignant 
les points de coordonnees homogenes (A, At.... N„+1) et (B, ... B„+i)
et cela montre aussitót que les /”„ dependent effectivement de 2n 
parametres non homogenes et que la donnee de deux gronpes de 
(n -)-1) points sur C2 determine, sans ezception et d’une faęon unique, 
la courbe /“„ correspondante.

Nous avons meme obtenu un resultat curieux que je traduis par 
dualitó: («-}- 1) tangentes a une conique C2 se coupent deux a deux
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( /Z —L Jen -—— points; un nouvel ensemble de (/i —|— 1) tangentes dćter- /u
% —I— o

minę -----—- nouveaux points: les n(n-]-l) points ainsi obtenus

forment un groupe de points de surabondance n(n — 1)
2

pour le

degre n et sont contenus sur une unique C„, courbe de degre n: 
il existe oo 1 tels systemes de (w + 1) tangentes a C2 dont les points 
d’intersection sont sur C„; on a ainsi oo1 triangles circonscrit a C2 
et inscrits dans Cn.

Nous avons ainsi, en utilisant la cubique gauche x = t, 
y — i2, z = ts liee & la conique C2. y — a;2—0, obtenu des sur
faces ó de degrć 2 n. admettant r pour ligne multiple d’ordre n, 
et oo1 plans tritangents; S n’a pas d’autre ligne inultiple que et, 
en fait de plans tangents multiples, n’a que des plans tritangents; 
par dualite, on a une surface reglóe S' de degre 2m, n’ayant que 
des points multiples triples et des plans tangents multiples d’ordre w;

<S' et S' sont de genre (n — 1) (m — 2)
2 ; la ligne multiple de S' est

,. , , 3n(n — 1 )dc degre ------ ;-------

Nous avons le moyen de faire des verifications des propriśtes 
indiqućes ici et au numero prćcedent. En effet, si nous prenous les 
formules (1) du numero 10, en y laissant les' coefficients A. B, C,a,... 
tous arbitraires, le point w = 0 ne se correspondra plus sur les 
deux cubiques X = 0 et A = oo et nous aurons une surface de 
degrć 6 (et non plus 5), avec des plans tangents simplement bitan
gents, tant que 3 (to, —- u>0) n’est pas une póriode de pu; la surface 
a une ligne double qui est de degre 9 et qui est rencontróe par 
une generatrice en 4 points; on pourra, en particularisant conve- 
nablement les coefficients obtenir une surface de degró 6 ayant 
pour ligne multiple une cubique gauche triple: cette surface rentre 
dans celles signalees au numero precedent et nous avons mis en 
evidence les deux plans tritangents exceptionnels, correspondant 
a des triangles de Poncełet en nombre fini. (Quand la surface est 
munie d’une courbe double de degre 9, si l’on met la surface en 
perspective a partir d’un point de cette courbe, le contour apparent 
devient une courbe /~4 de classe 4, la perspective de la ligne double 
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•est une courbe Ca de degre «, et on a seulement deux triangles 
inscrits dans C8, circonscrits a P4).

Quand 3(tt>i—o>0) est une pśriode de p u, on peut supposer 
u)1 = w0 et suivant que la ligne multiple sera double et de degre 9 
ou triple et de degre 3, on aura oo1 triangles de Poncelet relatifs 
A une et Cs ou a une /~s et C2.

21.— Triangles de Poncelet; solution generale pour une coniąue.

Si on róflśchit au procede employś jusqu’ici, nous voyons 
qu’une tangente (Ą, t2) a definie par ses intersections et t2
avec C2, jouit de la propriete que t3, tt,... t„+i dśterminent avec la 
droite (Ą i2) un triangle de Poncelet; si on recommence avec (Ą, t(), 
les points ... t„+1 fournissent le mCrne resultat avec
{tj, tt); finalement chaque point du groupe {t2, ■ ■ ■ t„+j~) jouit de la 
meme propriśte, vis a vis de que les autres points du groupe:
cela n’a rien d’etonnant puisque. guelles que soient /"„ et C2, l’óqua- 
tion tangentielle de P„, /(<', t") = 0, permet d’obtenir symetriguement 
le total (t2,... /,,+1) au moyen de Ą, mais alors les fonctions syme- 
triques fondamentales en. f,, des n quantites (f2,...t„+i) etant
exprimees rationnellement en Ą, il en est de mśme des fonctions 
symetriques S2, ■■■ S„+I de (tn t2,... t„+1); or, dans le cas des triangles 
de Poncelet en nombre infini et du type etudie jusqu’ici, la courbe 
(Sj, S2,... S„+1) unicursale est obtenue en representation impropre, 
exactement n -j-1 fois, puisque chaque point jouit des mś-
mes prśrogatives vis a vis des autres; la courbe unicursale (Sj, S2, S„+l) 
de 1’espace a w-|-l dimensions est donc une droite et c’est ce qui 
donnę la solution imaginśe au numóro precedent,# Sl; S2,... Sn+l 
etant exprimśes linśairement au moyen d’une meme quantite p.

Mais on peut modifier la construction: dabord il n’est pas ne- 
cessaire qu’au point tY de C2 corresponde un seul groupe (f2, ... 
ca pcint peut avoir pour correspondants q groupes (i2, ... 
{t2,... les triangles de Poncelet etant formes avec t, et deux
points quelconques d’un meme groupe. Nous avons donc la solution 
(jenerale par le proećdś suivant: soit un polymóme donnę,, arbitraire, 
P(p,t) de degrś q en p et w-j-1 en t; óliminons p entre les deux 
4quations

<1) P(M)==° Pip./2i = o.
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Le resultant. debarrassó du facteur — t2)9 donnę ł’equation, en 
generał Indecomposable et symćtrigue

(2) ' R (Ą, f2) = 0

L’óquation Rt,, f2) — 0 est l’equation tangentielle de la courbe /~ 
la plus generale cherchóe.

En effet, Ą donnó, on a q valeurs de p, soit p', p"...; adoptons p; 
l’ćquation P(p', = 0 admet, en dehors de Ą que nous rejetons,
n racines i2,... t„+, que nous associons a et trois points distincts 
tt, tj, tk du droupe (Ą, t2,... tn+1) ainsi obtenu donnent manifestement 
un triangle inscrit dans C2 et eirconscrit a /”; [ici les fonctions sy- 
tnetriques (S1; S2,... S„+1) ne sont plus rationnelles en p], Chaque 
tangente (Ą, t2) & R fournit un unique p, par les óquations (1), d’oii 
n — 1 triangles portós par cette droite Ą, t2, chaque point de C2

Tl (71--  1 )fournit q valeurs de p, et & chaque p choisi correspondent ---- -

choix de t2 et t3, de sorte que chaque point de C2 est sommet de 
Q 77 \ 77_  1 )1—----- - triangles de Poncelet. La difference avec ce qui prećede

w
consiste en ce que, primitivement, q ótait egal a l’unitó et, qu’en 
partant de t2 avec une droite t2 t2, puis de t2 avec une droite t, ts. 
on peut repartir de t,3 avec tt i, ou avec t3ti..., mais, quel que 
soit le chemin adoptś, on finira par revenir en t2: on aura pu se 
donner 1’illusion d’avoir des polygones de Poncelet, bien qu’eń róa- 
lite il n’y ait lieu de parler que de triangles; au contraire si q~^2, 
on part de tx pour arriver en t2: si de oii part avec’ un autre p 
que celui commun a t} et t2, on se lance dans une direction qui 
en genćral ne permettra plus de revenir en tv

On rśalise donc des surfaces rćglóes, par le meme procede 
que plus haut, de degre 2 qn admettant la eubique gauche comme 
ligne multiple d’ordre qn: la surface admet des plans tangents triples 
(n— 1 passant par chaque góneratriee; et des plans tangents doubles 
[n(q — 1) passant par chaque genćratrice],

Donnons une explication gćometrique de ce procede (valable 
pour q — 1 ou j>1); j’ai dója signalć que la conique C2 peut ser- 
vir pour former l’ćquation tangentielle d’une courbe R quelconque; 
chaque tangente a /~ est dóterminee par les points t', t" ou elle 
perce C2 et la relation /(<', ź")=0 est une ęquation tangentielle 
de R; mais alors il y a deux cas a distinguer suivant que f est
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symetrigue ou dissymetrigue en t'. t"\ si f est symótrique, la classe 
de r est le degre en t' ou en posant alors

s = t' + t" p = t' i"

la relation f(t', t") = 0 se transforme en <£(s, p) — 0 oii p est par 
rapport a 1’ensemble (s, p) du degró de f en t'; la courbe P est 
transformóe par dualitó de la courbe (s, p) dófinie par </> — 0. Dans 
le second cas la classe de P est la somme des degres de f en t', t"\ 
le point t' pourra etre considóró comme origine, le point t" comme 
eztremitó de la tangente t'. t"\ d’ailleurs pour obtenir l’óquation tan- 
gentielle ordinaire p (s, p~) = 0 de P, il faut considerer le produit 
/(i', t") f\t", t') = 0, qui retablit la symótrie (si C, est la parabole 
g— x2 = 0, la droite (t', t") a pour óquation y sa? —7? = 0); on 
peut remarquer que l’óquation tangentielle de P est alors de la formę 
P’(w, w) = 02 (w, ou F est le premier membre de l’óquation
tangentielle de C2. Ces principes rappeles, remarquons que dans les 
equations (1), (2) on peut regarder p. tly ft comme les coordonnees 
d’un point de C1; l’equation P(p, f) = 0 est l’óquation tangentielle 
d’une courbe auxiliaire y; si P est dissymetrique en p, t (ce qui 
arrive nócessaireraent si P est du premier degre en p, ou q = 1), 
le procedó revient a considerer toutes les tangentes de y qui ont 
la meme origine p et a joindre deux a deux leurs extremites-. les 
cordes ainsi obtenues enveloppent la courbe P; si P est symetrique 
en p, i rien n’est change en reałite a 1’interprótation; on voit donc 
qu’il suffit de se donner une courbe arbitraire y, mais comme l’equa- 
tion P (p, t) = 0 doit ótre au moins de degre 3 en t et de degró 1 
en p, on voit que y est de classe au moins 4 en cas de dissymótrie, 
de classe 6 au moins en cas de symótrie.

Une cireonstance curieuse doit ótre signalóe; móme si l’óqua- 
tion Ptp.tj — O est indecomposable, il peut arriver que 1’ólimina- 
tion indiquóe de p entre

(1) P(pJ,) = 0 P(p,i2) = 0
conduise a une relation

(2) P(^) = 0
decomposee: alors nos eonclusions sont vraies encore, pour le plan 
et les triangles de Poncelet, pour 1’espace et les plans tritangents 
a condition de conserver tous les morceaux de dócomposition : on 
a une courbe P. decomposee, une surfaee S dócomposóe. En realitó,
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quand les triangles ne se rapportent pas a un meme morceau il. 
y a intóret A prendre chaque morceau de dćcomposition de /~ ou >S, 
r,et S', S"... Mais alors pour /"' on a un polygone de Pon
celet, et pour S' on n’obtient plus de plan tritangent: on a simple- 
ment sur S' une cubique gauche lieu de points doubles, et, a partir 
de chaque point de cette cubique, une suitę fermee de X chainons 
consócutifs formee de segments de gśnśratrices. Un exemple simple 
fait comprendre le rósultat: supposons que C2 soit le cercie X1 -j-y2=l,. 
que p et t dósignent respectiyement p = e’^, t = eie, ou i// et 9 
les angles (<Zr. OP), (Ox, OJIf); l’equation

(3) p -t"+’
peut etre prise comme equation P(p, t) = 0; la relation entre tt et t2. 
(ou et 02) est ,

(4) 2 kir
n-f-1

oh k est l’un des entiers 0, 1,2,la courbe r se dścompose 
donc en un ensemble de cereles U', P",... concentriques au pro- 
pose et correspondant aux polygones rćguliers de n-|-l cótes (ou 
d’un nombre de cótes diviseur de rc-|~l): il n’y a plus a propre- 
ment parler de triangles, mais simplement des polygones de Pon- 
celet; la courbe y est ici une ćpicycloide a n rebroussements obte- 

nue en faisant rouler un cercie de rayon —-— sur un cercie de
J n 4- 1

rayon — j~ auquel il est tangent extórięurement; le cercie x2-j~y2 — l 

est celui qui a pour centre le centre du cercie fixe et est tangent 
a 1’epicyclo'ide en ses n sommets. Si l’on considhre maintenant deux 
coniques C3 et C'a qui ne sont plus bitangentes et admettent ooł 
polygones de Poncelet de n cotes, chacun de ces polygones fournit 
une equation P(p, i) = 0 moins simple que p — t”+1, mais condui 
sant encore a une relation decomposable entre et Z2: cette fois 
on a la division des fonctions elliptigues et non plus des fonctions 
circulaires.

Jai indique la solution ginerale des triangles de Poncelet pour 
une C'2; je viens de montrer comment, pour certaines equations 
particulieres P(p,t) = O la solution ćchoue pour les triangles pro- 
prement dits mais fournit des polygones. Je vais indiquer une- 
autre particularisaiion des triangles: nous allons nous arranger pour
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que r se decompose et et que un ou plusieurs morceaux isolós ad- 
mettent des triangles, tandis qu’a 1’instant les cótós des triangles 
enveloppaient des morceaus differents. Le procódó le plus gónóral 
consiste a ócrire, pour róaliser ce cas particulier

(5) P(p,0 = 0 Q(t,6) = 0
ou P a la signification dója donnee, Q ótant un nouveau polynóme 
arbitraire de degró r en t, p en 0; l’óquation P = 0 est l’óquation 
tangentielle de la courbe y dója definie; l’óquation Q(t, 0)=O est 
l’equation tangentielle d’une courbe y' analogue, enveloppe de lą 
corde joignant les points t et 0 de C2; de p origine, menons une 
tangente a y', d’ou l’extrómite 0: la corde (p, 0) enveloppe une courbe y, 
en gónóral irreductible, dont l’óquation tangentielle s’obtient en óli- 
minant t entre les equations (5), soit

(6) P(p, 0) = 0
Opórons, par le procedó indiquó, sur y; autrement dit óliminons p entre

(7) P(p,01) = O P(p,02) = O

d’ou (8) R (0i, 02) = 0
L’óquation P(0j 02) = 0 admet d’abord les solutions (0t, 02) prove- 
nant du systóme
(9) <?(i,0i)=O ę^,02) = O
Le morceau correspondant s’obtient en operant directement sur y' 
(au lieu de y); ce morceau enleve, il restera a joindre deux points 
0„ 02 provenant d’une chaine (p, t}. 0J et d’une chaine (p. 02) avee
«! =(= t2. La courbe /" ainsi obtenue est de classe rqnp^ car a 0łr 
correspondent r yaleurs de t; a un t choisi correspondent q yaleurs 
de p; a ce p choisi correspondent seulement n yaleurs de t' autres 
que t, et a ce t' correspondent p yaleurs de 02. Chaque point de C2 

est sommet de $ ? ---- — triangles et chaque tangente de /~ porte

p(n—1) triangles. En effet. psur un triangle 0, 02 02, il suffira de 
considórer le schóma

0] r t q p n p 02
n—1 p 02

II est nócessaire que 0, et 02, 0l et 0'2 soient liós par le meme p
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interinódiaire: le p a r q dóterminations pour un meme a p corres-
( 11   1 'j pondent n valeurs de autres que le t primitif: cela donnę ——~—-

combinaisons Ą, t{ possibles une fois p choisi; Ą donnę p yaleurs

de $2, et t\ p aussi pour cela donnę bien pi rq n(n — 1) triangles2
ayant leur sommet en Bp, une fois Bx et 02 adoptós, il reste p(w—1) 
clioix possibles pour B‘>.

La rópetition de ce proeódó consisterait i ecrire

(10) Pł(p,p1) = 0 Ą(pi, p2) = 0... Ą(pft_i,pft) = 0 P>,+i(ph, 0) = O
L’elimination de pt. p2,. ■ ■ ph entre les h 1 equations (10) con- 
duirait a une- relation

P(p, 0) = o
sur laquelle en reeommencerait les raisonnements On a ópuisó ainsi 
tous les cas possibles pour une courbe C2 et les triangles de Poncelet.

22. — Polygones de Poncelet relatifs ii une coniąue.
Nous avons rencontró, au paragraphe prócódent, a propos des 

polygones róguliers, la propriótó suiyante: quand la courbe r obte- 
nue dans la reeherche des triangles de Poncelet se dócompose en 
F', A",... il peut arriyer que oo1 triangles aient deux cotós tangents 
A l~' et le troisieme tangent a P", puis que la suppression de /”" 
permette sur C2 de reyenir au point de depart par une succession 
de h tangentes AA' (/i 4). Cette circonstance est l’une de celles
qui permettent d’obtenir des polygones de Poncelet par opposition 
aux triangles.

Au point de vue de 1’application aux surfaces rógłóes, nous 
ayons vu qu’il peut y ayoir deux cas diffórents: avec une conique C2 
du plan et une eubique de 1’espace nous n’avons a signaler que des 
cbaines de gónóratrices inscrites dans la eubique multiple et se re- 
fermant: elles ne donnent que des plans bitangents. On peut au con- 
traire avoir des surfaces rógłóes ayant des plans w fois tangents 
(n 4) et donnant donc des polygones plans de Poncelet dans 
1’espace: les surfaces róciproques de celles que nous ayons obtenues 
dans le premier cas nous donnent souyent des exemples du seeond cas.

Amoręons le problóme pour une conique C2; si la courbe r 
peut se decomposer, une chaine d’óquations arbitraires
(1) .fi (ti, ^2) = *4 fi (^2, ^3) — 0, .. • A-i y — 0
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dćfinit une chaine polygonale ouverte M} M2... Mh dont les cótes 
sont successivement tangents aux courbes /~(1)... /_<A—d’ćquation 
correspondante: 1’ólimination de t2, ts ... tk_j fournit l’ćquation 
/j>(^3i) = 0 de la courbe enveloppe de la corde de fer-
meture. On a ainsi, suivant que h — 3 ou h > 3, une solution óvi- 
dente des triangles et polygones de Poncelet pour C2 et la courbe 
decomposee [~m H2’... r(h~ly l~w. Pour etre banale, cette solution 
suggere neanmoins d’interessants problemes que Cayley n’a pas de- 
daigne de traiter; M. Lebesgue a donnó, aux Annales de Toulouse 
(1922) une belle dómonstration góometrique des rósultats de Cayley: 
si rw... sont des coniques appartenant avec C2 a un meme
faisceau lineaire, se dócompose en 2'~2 coniques du meme fais- 
ceau, et une permutation quelconque dans 1’ordre des (A—1) coni- 
ques ne change pas le total des coniques rćsultantes.

J’ai cite aussi des solutions banales, au fond de meme espece: 
soient une conique C2 et une courbe /"„ de classe n (n 3) four- 
nissant des triangles : chaque tangente a /“„ porte (m — 1) triangles; 
prenons en deux et supprimons le cótó commun : on a un quadri- 
latbre de Poncelet relatif & C2 et P„, de meme avec un
nouveau triangle de cótó ^3 ^4? on pourra obtenir un pentagone... 
jusqu’a une certaine limite. Si donc nous pouvons róaliser divers 
circuits partant d’un point de C2 pour y revenir, nous prendrons 
pour valeur du nombre des cótós du polygone le nombre minimum 
relatif aux circuits, a l’exclusion des autres.

Les coordonnees du point courant de C2 ćtant exprimóes tou
jours rationnellement en i, nous obtenons des quadrilateres Pi en 
ćliminant les parametres p, <r entre les óquations

(2) / (p, tj = 0, (o-, f2) = 0, y/r (p, o-) = 0

supposśes algóbriques entieres, de degró respectif r, p1, s, p2, B, S 
en p, #i, a, t2, p et o-; en effet p, er śtant choisis et verifiant ^- = 0, 
soient t{ et deux valeurs de correspondant a p, t'2 et t2 corres- 
pondant a er: on aura-le circuit t1t2t'1t'2t1 qui donnę bien un qua- 
drilatere dont chaque cótó enveloppe la courbe /~ d’óquation

(3) i?(Ą,i2) = 0

obtenue par 1’elimination indiquee; si les conditions de symetrie 
f(u,v)==(j)(u,v) et y/r (w, v) = y(r (u, v) sont róalisóes, r est de classe 
rSp2; s’il y a dissymetrie. la classe est r Sp2
Rocznik Pol. Tow. Matem. 14:
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Cet exemple, en cas de dissymćtrie, est prćcieux pour nous 
montrer que certaines solutions sont defectueuses par certaines co- 
tós et qu’il y a dósaccord entre certains considśrations analytiques 
ou gćomśtriques. En effet, nous voyons bien que la conique C2 peut 
disparaitre compl&tement et qu’il suffit de garder une chaine de 
nombres t2,... tP-i, tp, f tels que, dans cet ordre, ehacun se de- 
duise du prćcedent par 1’itóration d’une mćme substitution algóbri- 
que. On doit donc avoir, avee la meme fonction f, qui n’est pas 
nec.essairement symćtrique

(4) /(ą,«2) = o /&,£,) = o... /(tP_1,U = o /(#„#>) = o
Or le quadrilatere ti t2t[ t2t ne rśpond pas a la question car tr t2 t'r 
fournit deux origines en Ą et t{ et une meme extremitó en t2, tandis 
qu’avec la dófinition analytique (4) l’extremitó d’un maillon doit etre 
origine du suivant: cette objection toutefois tombe dans le cas de 
symetrie.

Avec les conditions (4), les nombres t2,,../p devront etre 
solutions d’une meme śquation F(t, p) = 0, algćbrique en t et con
tenant un parametre p; si /(^, i2) est du premier degrć en t2, l'óqua- 
tion F est abólienne, quel que soit p, par rapport d t, et r&ciproque- 
ment, toute ćquation aMlienne fournit une solution du probleme precis 
traitó ici. En particulier, l’equation tT — p = 0, deja eitśe, fournit 
les polygones reguliers. L’exemple des polygones de Poncelet rela- 
tifs a deux eoniques non bitangentes fournit cette fois une fonction 
/(#i, i2) symitrigue et du second degre en t, et t2 sśparćment, Nous 
rentrons donc, en supposant le degre de f en tv et t2 quelconquer 
dans le domaine si vaste de la rśsolution des equations algebriques. 
Je me contenterai donc de donner le moyen de fabriquer des so
lutions de plus en plus śtendues a partir d’une solution deja obtenue.

Remplaęons un point t de C2 par l’un quelconque des points 0 
lies a t par l’śquation arbitraire <f> (t, 0) = 0 de degre a en t et 
a en 0; chaque polygone Ą t2 .,. tp_1 tp t, fournira a.p polygones 
0i 02 • • • 0p_i 0P 01 relatifs a une nouvelle courbe /“' dont la classe 
est celle de F multipliee par aa.

23. — Triangles et polygones de Poncelet relatifs ii une courbe 
quelconque.

Dans tout ce qui a etó dit jusqu’ici, la conique C2 n’entre 
que comme moyen de figurer góometriquement la variation d’une 
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quantitó numerique t; si donc en meme temps que C2 nous prenons 
une conrbe unicursale quelconque C, nous pouvons associer sur C 
et C2 les points de meme i; tout triangle de Poncelet, tout polygone 
de Poncelet obtenu sur C2 donnę une figurę correspondante, du 
móme nombre cótós sur C, car il n’y a que les relations entre les t 
des sommets successifs qui interviennent; si, ensuite, sur un cóne 
admettant C pour directrice nous construisons une courbe C' n’ayant 
qu’un point commun avec chaque generatrice du cóne, donc uni
cursale aussi, nous avons une surface rśglee S' offrant les memes 
particularitós que la surface reglee S, ótudiće jusqu’ici, au point de 
vue des plans tangents multiples. Ici on peut encore dire que la 
relation /(£', t") — 0 est une equation tangentielle de la courbe 
mais sur chaque corde (t', t") de la courbe C, il y a lieu de eon- 
siderer trois especes de points: l’origine t', l’extremiti t" et les points 
communs apparents, c’est a-dire les nouveaux points communs h, la 
corde et a C: dans 1’espace, sur la surface reglee S', ils ne corres
pondent pas a une intersection de C' et de la gónćratrice. D’ailleurs 
si nous considśrons les surfaces reglóes avec cubique gauche multiple 
il suffit de remplacer le point de vue, pris jusqu’ici sur la cubique, 
par un points non situe sur elle pour que la projeetion de la cubi- 
que soit non plus une C2 mais une cubique C3.

Pour une courbe quelconque C, au lieu de C2 ou d’une courbe 
unicursale, on peut d’ailleurs faire intervenir chaque point, non plus 
par un seul nombre t, mais par deux nombres (a:, y) lies par une 
relation algóbrique. Donc au lieu d’eliminer p entre P(p, Ą) = 0 et 
P(p, t2) = 0, pour les triangles, on peut eliminer X. Y entre

[ F[X,Y; ^1=0 P[XY;,2,y2] = 0
(1) | (/X,Y) = 0, /(aq,y,) = 0, /(* 2,y2) = 0

et l’on aura la courbe f la plus gćnórale admettant avec C des 
triangles inscrits dans G, cireonscrits a /“; cela revient encore a intro- 
duire une courbe y auxiliaire d’ćquation tangentielle P [X, Y; x, y\ = 0. 
II est inutile de recommeneer les explications: la seule difficulte 
supplementaire a surmonter se prósente pour le ćalcul des entiers: 
classe de /", nombre de triangles ayant un sommet donnę sur C, 
ou reposant sur une tangente de

Le methode s’applique evidemment encore pour des courbes 
d’ćquation transcendante, pourvu que le premier membre de l’equa- 
tion soit analytique. A ce point de vue il suffit de faire corres-

14*  
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pondre sur une courbe algćbrique ou transcendante C et sur une 
conique C2 les points qui sur C ont une abscisse x et sur C2 un 
parametre unicursal t egaux (ou encore les abscisses egales) pour 
avoir immśdiatement des polygones sur C correspondants aux po- 
lygones obtenus sur C2.

D’ailleurs le problbme des quadrilateres, des pentagones... 
pour deux courbes algćbriques admet toujours des solutions en 
nombre fini pour deux courbes quelconques: un certain nombre 
d’entre elles sont des chaines replites partant d’un point d’intersec- 
tion ou du point de contact d’une tangente commune; nous avons 
ótudiś le cas ou au lieu d’un nombre fini il y a un nombre infini 
de solutions. Dans le cas d’un nombre infini, les chaines repliees 
se terminent en deux points d’intersection ou en deux points de 
contact des tangents communes si n est pair, en deux points d’espece 
differente si n est impair, exaetement comme dans le cas des coniques.



Sur quelques familles de quadriques atta- 
chees aux points d’une surface.

Par

Lucien Godeaux.
Professeur a l'Universite de Liege.

Si l’on considóre la reprósentation des droites de 1’espace or- 
dinaire S8 par les points d’une hyperquadrique Q d’un espace li
nóaire a cinq dimensions S&, le complexe des tangentes a une 
surface (x) de Ss a pour image une varietó i trois dimensions de Q 
formóe de oo2 droites. La congruence formóe par ces droites admet 
comme surfaces focales les surfaces (£7), (F), qui reprósentent les 
tangentes asymptotiques de la surface (#). MM. Bom piani1) et 
Tzitzeica2) ont fait voir que les surfaces (U) et (F) sont les trans- 
formees de Laplace l’une de 1’autre. Cette propriótó a óte utilisóe 
depuis dans differentes recherches par les auteurs eites3), par 
M. Fubini4), par M. Terracini5) et par nous-meme6). Nous

') Bompiani. Suil:equazione di Laplace (Rend. del Circolo matem, di 
Palermo, 1912, t. XXXIV, pp. 383-407).

’) Tzitzeica. Geometrie dijfirentielle projectioe des reseauz (Paris, Gau- 
thier-Villars, 1924).

3) Bompiani. La geometria delle superfićie considerate nello spazio ri- 
gato (Rend. della R. Accad. dei Lincei, 1° sem. 1926, pp. 395 — 400). Ancora 
sulla geometria delle superfićie considerate nello spazio rigato (Idem. 2° sem.
1926, pp. 262—267). I jondamenti geometrici della teoria proiettica delle curve 
e delle superfićie. Appendice II* alla Geometria proiettiou differenziale di G. Fu
bini e E Cech (Bologne, Zanichelli, t. II, 1927). Voir aussi les applications 
a la theorie des congruences W dans l'ouvrage citó de M. Tzitzeica.

4) Fubini. Sulla geometria di una superfićie nel gruppo proiettioo e nel 
gruppo eon Jor me (Rend. R. Accad. Lincei, 1° sem. 1927, pp 373—377).

s) Terracini. Sulla teoria delle congruenze W (Rend. R. Istituto Lomb.
1927, pp. 657—674). Nuooe ricerche sulle congruenze W (Atti R. Istituto Veneto,
1928, pp. 179—196).

•) Godeaux. Sur les lignes asymptotigues d'une surface et l'espace regli 
(Buli. Acad. roy. de Belgique, 1927, pp. 812—826, 1928, pp. 31—41). Sur les 
surfaces ayant memes guadrigues de Lie (Idem, pp. 158—186).
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avons en particulier montró que la suitę de Laplace dćterminee par 
les surfaces (ZT), (K) est autopolaire par rapport a l’byperquadrique Q 
et nous en avons dćduit l'existence d’une familie de quadriques 
attachće en chaque point x de la surface (a?). La premiere surface 
de cette familie est la quadrique de Lie; deux surfaces consócutives 
de cette familie se touchent en quatre points. Nous nous proposons 
d’ótendre ces proprićtós de la manierę suivante: Nous considórons 
une congruence W ayant la surface (x) comme surface focale; les 
points de Q images des droites de cette congruence forment une 
surface (J) conjuguće a la congruence des droites U V et cette sur
face (J) donnę naissance k une suitę de Laplace inscrite dans celle 
dont font partie les surfaces (Z7), (K). Cette nouvelle suitę de Laplace 
donnę naissance a deux familles de quadriques attachćes en ehaque 
point de la surface Nous ótudions ces familles dans leurs re- 
lations entre elles et avec la familie contenant la quadrique de Lie 
dont il a etó question plus haut. Nous associons ensuite a la con
gruence W ayant pour image la surface (.1). deux congruences 
dont nous determinons les ślóments focaux.

1. — Soit (a-) une surface de St rapportee a ses asymptoti- 
ques u,v. Les coordonnóes homogenes aq, x2, x3, xi de Wilczyński’) 
d’un point x de («) satisfont au systeme d’equations aux derivees 
partielles completement intógrable

a?20 -|- 2 Z>a:oł —|— c, a? = 0,
a:02 -J- 2 aa;10 a? = 0,

oń Fon a pość

Nous supposerons qne la surface (a;) n’est pas reglee, ce qui 
revient a supposer que les fonctions a, b de u, v ne sont pas iden- 
tiquement nulles.

Les coordonnśes radiales de la tangente asymptotique en un 
point x a la ligne u (sur laquelle u varie) sont

= Xiaf — xk xjo, (?', i = 1, 2, 3, 4).

Nous ecrirons en abrege
U = \x a:10|.

’) Wilczyński. Projectire differentiul geometry of curved surfaces Trans. 
Americ. Mathem. Society, 1907, t. VIII, pp. 233—260; 1908, t. IX, pp. 79 — 120).
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Les eoordonnóes du point U de Q satisfont a l’óquation de 
Laplace
(1) U11— (log. 6)’i Z710 — 4abU=0,
ci Fon a posó

9i+k U
U‘k = ~-~9 u‘ 9 vk ’

(log. ó)®» = A- (log. 6).

De meme, la tangente au point a? a la ligne asymptotique v 
•est reprósentće sur Q par le point

7=|x ®°i|
dont les coordonnees satisfont a l’óquation de Laplace

(2) 7“ — (log. a)1’ 7«i — 4abV=0.

On a d’ailleurs
Z7io-|-26F=O, 
7014-2a0r==0.

Posons

A1 = ~ 9u^9v <'1°g‘ h) + iab = — (loS- *) “ + 4

^ = -(10^6^)11 + 6,,

A„ = — (log. AA, As... A,,.,)!’ + A„_i,...
ct

A, = — (log. a)n +
Aj — — (log. «Ai)u + A„

A„ = — (log. a Aj Aj... A„_j)u + A,.,,...
Les inyariants relatifs de l’dquation (1) sont A, et 4 ab, ceur 

•de l’óquation (2) sont 4ab et A,.
Appelons

U, = £7oi — (log. ó)°i U,
U, = U“ - (log. bhjoi U,

Un = - (log. JA, Aj... V,)“ U._„... 
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les transformes de Laplace successifs de U dans le sens des v,

F — F10 — (log. a)10 F,
Fs = n°-(iog. 4)10^

V. = FJL, - (log. ak, lct ... kn_^ F„_15...

ceux de V dans le sens des u.
Les points U„, V„ satisfont respectivement aux óquations de 

Laplace.

U» — (log. bh^... hn)^ U™ - hn Un = 0,
Fi’ - (log. ak, k,... W F? -knVn = 0,

dont les invariants relatifs sont A„, h„_y pour la premiere, 7c„, k„_t 
pour la seeonde.

La suitę de Laplace ... U„... UWl ... est autopolaire par 
rapport a l’hyperquadrique Q. D’une maniere prócise,

les points
t/„

r,
u.
u
V

F

Les plans U„ (7„+1 77„+2 et F„+1 F„+2 sont donc conjuguós 
par rapport a Q et les sections de cette hyperquadrique par ces 
plans representent deux demi-quadriques de meme support <P„ de S3„ 
En particulier, les sections de Q par les plans UU1 Ut, VV\ F2 re- 
prósentent deux demi-quadriques ayant pour support commun la 
qnadrique de Lie 0.

La familie de quadriques 0, 0n 02,..., ,... attachóe au pointa; 
(suppose non parabolique) de la surfaee (a?), possede les propriótós 
suivantes:

1) Deux quadriques consócutives 0„, 0„+1 se touchent en 
quatre points.
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2) Lorsque x decrit la surface (a?), ces quatre points appar
tiennent a l’enveloppe des quadriques 0„+1 et sont des points 
caractóristiques de ces quadriqnes.

Mous supposerons dans la suitę, pour fixer les idees, que la 
suitę de Laplace ... 17, K... est illimitóe dans les deux sens.

2. — Considórons une tangente j au point a: a, la surface (x) 
engendrant, lorsque x varie, une congruenee W. Le point J, image 
de la droite j sur l’hyperquadrique Q, engendre une surface (J) 
conjuguee a la congruenee des droites C7K Par suitę, on a

J=\U-nV,

les fonctions X, de u, v satisfaisant aux equations

jUio_|_26X = 0, X01 + 2 zz/z = 0.

Les coordonnóes du point J satisfont a l’óquation de Laplace

J11—(log./z)01 J10— (log. X)10 J01—[4ab — (log. X)10 (log.//)01] J —0, 

dont les invariants sont
H- — (log. /z)11 4ab,
K= — (log. X)11+4aż>.

Le transforme de Laplace dans le sens des v du point J est
donnó par

J°' — (log. /z)01 J — X

Nous 
dóterminer

representerons ce point par Jx et nous ócrirons, pour 
ses coordonuóes,

X Jx = - (log. /z)01 J.
Les coordonnees du point J, satisfont a l’óquation de Laplace

dont les invariants sont H et

Nous designerons par J.t le transformś de Laplace de Jt dans 
le sens des v et nous ócrirons

J2 = J?*  _ (log. ^01J,.
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Plus generałement, nous dósignerons par J3, Ji...., J„,... les 
transformós suecessifs de Laplace de J2 dans le sens des v. Nous aurons

moyennant

Les coordonnóes de J„ satisfont a l’óquation de Laplace 

_ (log. Jio _ Hn_, Jn = 0,

dont les invariants sont Hn_y et H„.
Le transformó de Laplace de J dans le sens des u est

— (log. X)i« J= — n

Nous róprósenterons ce point par

xy°j.
Nous dósignerons ensuite par J_2,/_8,..., <7_n les transformós 

de Laplace suecessifs de «/_, dans le sens des u. En dófinissant les 
nombres par la formule

KK, ... Kn_2X\10 r

nous aurons

Les coordonnóes de J_n satisfont &. l’equation de Laplace

dont les invariants sont K„_t et K„.
La suitę de Laplace ... J_„... J_±... JJ2 ... J„ est comme on 

sait inscrite dans la suitę ... V„...V1 VUUt ... U„... D’une manióre 
precise, le point J_, appartient a la droite F„ Vn_^ et le point J„ 
a la droite U„ U„_Y.
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3. — Dósignons par Pt le póle de 1’hyperplan Jl__iJi_2JtJl+iJl+i 
par rapport a l’hyperquadrique Q On sait que les points P,- forment 
une suitę de Laplaee eirconscrite a la suitę ...UV...

Nous pouvons obtenir une expression de Po ou P de la ma
nierę suivante:

Reprćsentons par Jf,, J/2, il/3, les points de Q images des 
arótes du tetraede xz'10 a?01 P1 distinctes des tangentes asymptotiques 
«zr10, a;a?01, en posant

M1 = \x xłl|, M.2 = |®10a701|, 
JĄ =4 a:10 a;111, M, — a?01 z11 .

Tout point de Ą peut ótre representó par

Pu U + pi3 v -|- Pli Mt + p23 Mt + p24 Ma + pa, M,.

Nous dirons que les quantites pi/c sont les coordonnees locales 
de ce point.

En particulier, on a

= Mi - Mt - (log. U,
J_i = Mi 4- Jf2 — (log. X)10 p;
4- 2 (a10 4- c2) — (log. p)01 (log. j E74- źabV

I1
V+4abU

Posons
f)(p, j) = Pi2£m 4---- + Ps4 2i»!

de sorte que l’óquation de Q en coordonnees locales soit 

O(p,p) = 0.
Les coordonnees locales du point P doivent satisfaire aux 

equations
O(Ą.P) = 0. (i = --2,-1,0, 1, 2).

On en ddduit

P= (4«ÓX — ftp) P4- (4«óp - a,x) ?+ ^“(JĄft- JĄ) + pO^Mi—M,
-2 AM, - 2PM4,
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moyennant

2^=2 (log X)2” + dog~X_)1(’+ 4 (&»■ + <q),

2 A = 2(log- A” + (log- A01 + 4(a” + c2).

Observons que les hyperplans J_2 J_i JJ\ J2, J_i JJX Jt Js ont 
en commun 1’espace lineaire a trois dimensions J_xJJtJ2. Par cet 
espace, passe un hyperplan contenant J72 et par suitę, U, F, Flr 
c’est-a-dire 1’hyperplan polaire de F par rapport a Q. Par suitę, la 
droite PPt passe par F. De meme, la droite P_y P passe par U etr 
d’une maniere generale, la droite PiPi+i passe par Fz, la droite 
P_,P_(,+1) par A-.

4. — Considerons le plan JJX J2. La section de Q par ce plan 
represente une demi-quadrique dont nous dósignerons le support 
par ty. La demi-quadrique complementaire a pour image la section 
de Q par le plan PPX P2 conjugue de JJ1 J2 par rapport a cette 
hyperquadrique. La droite P Pt passant par F et la droite P2 P3 
par Fn le plan PPXP2 contient la droite W1. Celle-ci est tangente 
en F a l’hyperquadrique Q. Dautre part, les sections de Q par les 
plans UUX U2, FFj F2 reprćsentent les demi-quadriques ayant pour 
support la quadrique de Lie attachće au point x Les plans UUt U2 
et JJX J2 ont en commun la droite J2 qui coupe Q en gśnóral 
en deux points distinets. Par suitę la quadrique ty se raccorde a la 
quadrique de Lie ty suivant la droite xx°l et rencontre encore cette 
quadrique suivant deux gćnćratrices de l’autre modę.

Considerons maintenant le plan J1J2Jl et son conjugue PlPtPs 
par rapport a Q. Les sections de Q par ces plans reprósentent deux 
demi-quadriques ayant pour support commun une quadrique Le 
plan P, P2 P3 contient la droite Vj F2, le plan Jr J2 Js rencontre le 
plan UTJ\ Ut suivant la droite JXJ2, par suitę les quadriques 0r 
et </> ont en commun quatre droites et deux de ces droites appar- 
tiennent ćgalement a 0.

Les quadriques 0 et 0Z ont en commun quatre droites: deux 
appartiennent ćgalement a 0; les deux autres ont pour images les 
sections de Q par la droite PjP2.

Plus generalement, designons par 0„ la quadrique support 
des demi-quadriques ayant pour images les sections de Q par les 
plans P„P„+i P„+2- Le plan P„ P„+1 P„+2 contient la droite 
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K. K.+i, par suitę il existe deux droites (gónóratrices d’un móme 
modę) communes aux trois quadriques 0„, </>„_], <Pn.

D’autre part, les plans Jn^JnJn+l, JnJ.+lJn+i, Un_t U„ U„+, 
ont en commun la droite par suitę les quadriques 0„_15
df et 0„_! ont deux gónóratrices du móme modę en commun.

Observons enfin que les quadriques 0„_t, ont en commun 
les quatre droites dont les images sont les sections de Q par les 
droites JnJ„+l, PnPn+l.

Nous avons ainsi attache au point x (non parabolique) de la 
surface (a?) et a la tangente j a cette surface en ce point, une suitę 
de quadriques 0, 0,. 02,..., 0„,.... telles que deux quadriques con- 
sócutives se touehent en quatre points. La premiere quadrique 0 se 
raccorde a la quadrique de Lie le long de la tangente a 1’asympto- 
tique v. Deux quadriques eonsecutives 0„_j, ont en commun 
deux gónóratrices de meme modę appartenant a la quadrique . 
La quadrique a en commun avec les quadriques 0„_n 0„ deux 
gónóratrices de 1’autre modę.

Dans notre notę sur les lignes asymptotigues des surfaces citee 
plus haut, nous avons dómontre que l’enveloppe d’une quadrique 
telle que 0„, lorsque u et v varient, est le lieu des points communs 
aux droites ayant pour images les sections de l’hyperquadrique Q 
par les droites J„ <7„+1 et d’une part, par les droites <7„+1 J„+I,
F„_i P„+2 d’autre part. II en resulte que l’enveloppe des quadriques 
se compose de deux nappes, l’une touehee en quatre points par les 
quadriques appartient a l’enveloppe des quadriques 0„_i; 1’autre, 
touehee egalement en quatre points par les quadriques, appartient 
a l’enveloppe des quadriques 0„+,.

En considórant, au lieu des plans Jf Jt, les plans
«Z_2, J_i J_2 J_3,..., on obtient une seconde familie de quadri- 

ques analogues a la familie 0, 0],... Nous dósignerons ces quadri- 
ques par 0', La quadrique 0' se raccorde a la quadrique
de Lie le long de la droite a; a;10.

Nouspouvonsresumer lesresultats obtenus dans lenonce suivant: 
Etant donnees une congruence W et une surface focale (x) de 

cette congruence, a chague point x de la surface (sc) sont attachees trois 
familles de guadrigues:

1) Une familie de guadrigues <P, (p^ df,-.. dont la premibre 
est la guadrigue de Lie de la surface (x). Deuv guadrigues consecu- 
tińes se touehent en guatre points.
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2) Une familie de guadrigues df df, dont la premiłre
se raccorde d la guadrigue de Lie le dong d'une droite tangente en x 
d une asymptotigue de (#). Deux guadrigues consecutwes de la familie 
se touchent en guatre points. Les guadrigues df,, 0n_i, ont en
commun deux góneratrices de meme modę et les quadriques df,
deux generatric.es de l'autre modę.

3) Une familie de guadrigues dU df, dd2,... analogue d la pre- 
cedente et dont on obtient les proprietes en permutant, dans 1’ćnoncć 
precident, les róles des deux modes de genóratrices des guadrigues (1\ 
0t> ^2! •••

Dans ce qui prócede, nous avons d’ailleurs suppose la suitę 
de Laplace ... UV... illimitee dans les deux sens S’il en ótait autre
ment, les familles de quadriques ne contiend.raient qu’un nombre 
fini de snrfaces.

On peut encore observer que si la congruence W considśree 
a ses deux surfaces focales confondues, c’est-i-dire si la droite j' 
coincide soit avec a?®10, soit avec a:®01 les quadriques df, d>'„ coin~ 
cident avec <Pn. ,

5. — On peut form er les equations des quadriques df d1' de 
la manióre suivante.

Un point quelconque du plan JJ1 J2 a des coordonnees de 
la formę

(1) ^0^ + f 4“ ^2 d„,

et la section de Q par le plan considóró est le lieu des points 
donnós par

O(^o 4- <A 4~ ?2*A>  £o 4~ £1 4~ & <A) — o> 

c’est a-dire par

(2) 2es(fte2-xeo)4-[e1-(iog-^')°1e2]2=o.

Tout point de S2 a d’autre part des coordonnóes de la formę

X2t 4~ ®'°«2 4- a?01 zA 4- x11zi.

Nous dirons que zx> z2, z3, zi sont les coordonnóes locales du 
point considóró. Cela ótant, la droite de S8 representee par le point (1) 
de $6, f0, £2 satisfaisant X (2), a pour óquations en coordonnóes-.
locales

generatric.es
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En eliminant les g entre ces equations et l’óquation (2), on 
obtient l’óquation de la quadrique Uf:

2 n^zi— 4X(z1zł — z2zs -\-2abzl) + n [2z2 -|- z4 (log. /z)01J’= 0.

De móme, l’óquation de la quadrique Uf' est

2X^31 — 4Ju(z1«ł — ZjZs + 2abz2i) -|- X[2zs + zt (log. X)10]8 = 0.

Les quadriques Uf et Uf' ont en commun la droite y, dont les 
equations en coordonnees locales sont

= 0, fiz2 + Xz3 = 0,

et une cubique gaucbe d’óquations

Zt /uz2-\-Xz3

4ą> 4X«! — 4/z01z2 — fiZt [2ft + (log. jz)01]
____________ 2

4zs 4/zzj — 4X10zs — Xzi [2«! (log. X)10]

= 0.

Cette cubique gauche passe par le point x (z2 = zs — z4 = 0). 
Elle est en gónóral irróductible.

Considerons maintenant deux surfaces Uf„, Uf„- Les plans 
Jn Jn+1 Jn+2 et P_„ P_(„+i) P_(„+2) ont en commun un seul point, J„+1. 
Ce point n’appartient pas en gónóral a l’hyperquadrique Q. De meme, 
les plans J._n et P„ P„+1 P„+2 ont en commun le seul
point <7_(„+1) qui n’appartient pas en gónóral a Q. Par suitę, les 
quadriques Uf„, Uf'n n’ont aucune droite en commun et se rencontrent 
en genóral suiyant une courbe gauche du quatrieme ordre.

6. — A la congruenee W formee par les droites j, on peut 
associer des couples de congruences de la manióre suiyante: La 
droite Jn J_n n’appartient pas en gónóral a Q et rencontre cette 
byperquadrique en deux points. Ces points reprósentent deux 
droites de Ss qui, lorsque le point x decrit la surfaee («), engen- 
drent deux congruences assoeiees a la congruenee (y). Nous nous 
occuperons des deux premieres congruences ainsi obtenues, en fai- 
sant n — 1.
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Les points de rencontre de la droite J1 J_t avec Q sont

^1 = ^1 + ^-1 = 2 J/i — (log. /z)01 U— (log. X)10 r,
Tg = _ J2 4_ = 2 Mt 4- (log. /z)’1 U — (log. X)1" V.

Le premier de ces points reprśsente une droite de Ą pas- 
sant par x, le second une droite t2 situee dans le plan 
tangent A la surface (a;) au point x. Les droites Ą, t2 sont d’ailleurs 
conjugućes par rapport A la quadrique de Lie (p.

Dans la congruenee (y), les foyers de la droite j sont le point x 
et le point

y = (/z01 — Xlo)« + 2Xad° — 2 y a;01.

Les plans focaux de cette droite sont, en coordonnees locales,

--  0: 2 (/Z Z.2 4*  X Z3) 4" (X10 -|- /Z01) Zi --  0.
Les óquations locales de la droite sont

z2 zz . Zi

(log- At)01 = = —-2 ’

et cette droite appartient donc au second des plans focaux de la 
droite j. Les ćquations locales de la droite t2 sont

= 0, 2^4- z2 (log. X)10 4- z, (log. /z)0' = 0.
Cette droite appartient au plan focal zt — 0 de la droite j et 

passe par le foyer y de cette droite.
La dćtermination des points et des plans focaux des droites 

Ą, t2 peut se faire de la maniere suiyante. Enyisageons la congru- 
ence (Ą) et la surface (72) qui la represente sur Q. Aux develop- 
pables de la congruenee (7J correspondent sur la surface (TJ des 
courbes dont les tangentes appartiennent a Q. La determination des 
plans focaux et des foyers d’une droite (f2) revient donc a celle 
des tangentes en a la surface (TJ qui appartiennent A Q. Les 
points de rencontre de ces tangentes avec la droite 24° sont 
donnes par

(1) T" + y T", £ T” 4- y 7T) = 0.
Nous avons

[7— [(log. X)20 + 2(C1 4-26<») —

- 2 b (log. /z)01] V - (log. X)10 (zlf, 4- Mt) + 2 Ms,
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L’óquation (1) devient donc

L’equation dounant les points de rencontre de la droite T'2a T? 
avec les tangentes au point T, a la surface (Tj) et appartenant a Q, 
est de nieme

(3)
^ + 2

= 0.

Designons par £1( et £2, y2 les racines de l’óquation (2). Les points
01
1

reprósentent deux droites de S3 qui rencontrent la droite t2 aux 
foyers et qui dóterminent avec cette droite les plans focaux.

Les plans focaux de la droite i, sont par suitę
2 — 2 [£,• (log. X)10 — ł]l (log. jU)01] = 0. (i = 1, 2).

Les foyers de la droite ont pour coordonnóes

2 b (log. -j & (log. X)10 (log. p)01 — 

W)

locales

10
— 8ab — 4a^

A
pzs = ~2tjl (log. X)’°, pzi — 4

pz2 = — 2^ (log. /t)01,

Si nous designons par et f), les racines de l’equa-
tion (3), nous trouvons de meme pour les foyers de la droite t2,

^^^•(log.Ar + ^Oog^)0’, p^ = -2f;, (.=1),
p#s = 2?;,-, z^ = 0,

et pour ses plans focaux

[& (log. X)10 + yu (log. pf] —
Rocznik Pol. Tow. Matem. ló
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- [e; {dog- xr+21 (iog. + 2 c,}+

- Zs [2 b & { 2 a - (log. *)°’}4- {(log. + 

4-2a(log. X),0 + 2cs}| = 0.
On peut donner une construction geomćtrique des droites tj, t2.
Les quadriques dl, se touchent eu quatre points sommets 

d’un tetraedre dont quatre arótes appartiennent aux deux quadriques. 
Les deux autres arótes sont les droites communes aux quatre com- 
plexes lineaires dont les secondes images sont les points 
P,, P2. L’espace lineaire a trois dimensions dśtermine par ces points 
coupe Q suivant 1’image d’une congruence lineaire ayant ces deux 
aretes comme directrices; cet espace contient les points Tlf T2, donc 
les droites t2, t.2 s’appuient sur les deux arótes en question. On peut 
rćpeter ce raisonnement en considerant les quadriques dP, dl,'. 
Par suitę:

Les droites t2, t2 s’appuient sur les aretes des deux titrabdres 
ayant pour sommets les points de contact des ąuadriąues W, d'une 
part, des ąuadriąues W, d'autre part, et n’appartenant pas a ces 
ąuadriąues.

On observera que si la droite j cofncide avec une des tan- 
gentes asymptotiques de la surface (x), les droites t2, t2 coincident 
avec les directrices de Wilczyński de cette surface.

Lióge, le 28 mai 1928.



Sur quelques points de la theorie de 
la longueur.

Par

S. Gołąb (Cracovie).

Je demontre dans cet article le thóoreme suivant (§ 3):
Si {Cv} est une suitę de continus rectifiables ayant comme limite 

au sens de Hausdorff un continu C, alors on a

lim int longueur Cv longueur C.
v/oo

Je prouve ensuite deux generalisations de ce theoreme (§ 4 et 5) 
que j’utiliserai dans un article ulterieur.

J’obtiens eomme consequence de ce thśoreme une condition suf- 
fisante (§ 7) pour que la longueur du continu Gv tende vers la longueur 
de C lorsque Cv tend vers C au sens de Hausdorff d’ou resulte 
immediatement un theoreme anterieur de M. Ważewski.

Le paragraphe 6 contient un corollaire rentrant dans 1’Analyse 
fonctionnelle.

Pour les raisons de la clartś la demonstration du theoreme 
du § 3 est precedóe par quelques theoremes próliminaires (§ 1 et 2).

L’idee d’examiner le sujet du present travail m’est venue 
a 1’occasion de 1’etude d’un problfeme pose par M. Ważewski. 
Cest le premier theoreme du § 7 qui prśsente la solution du pro
bleme en question.

Notations. A et B etant deux ensembles nous dśsignons par

A . />. A —B, A — B
respectivement la partie commune de A et JB, leur somme et leur 
difference.

A = 0, 4 C#, aeA
veut dire que respectivement: A est un ensemble vide, A est une. 
partie de B, a est un ćlement de A.

15*
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a, b ótant deux points et A, B deux ensembles (non vides) de 
points, nous dósignons par
p (a, b) la distance de ces points.
p(a,A~) la borne inferieure de p(a,x) lorsque x varie dans A. 
p (A, B) la borne inferieure de p (x, B) lorsque x varie dans A. 
pH(A, B) la distance entre A et B au sens de Hausdorff1) 
c.-a-d. le plus grand des deux nómbres suivants:

borne supórieure de p (y, A), ou y eB, 
borne supórieure de p (x, B), ou x e A.

m(A) = m A dósigne la mesure de A au sens de Lebesgue.
long A — longueur de A a).
g (t) ótant une fonction dófinie dans un intervalle A, g (A) dósigne la 
classe de toutes les valeurs g(t\ que l’on obtient lorsque t varie dans A.

Soit
= ■••,9.(0}

un point mobile de 1’espace cartesien a n dimensions (w^l). Nous appe
lons s) G (t) transformation absolument continue lorsque les fonctions 
yt(t) (composantes de cette transformation) sont absolument continues.

Si la transformation <?(i) est dófinie dans un intervalle A et 
si A Q A, alors G(A) dósigne la classe de tous les points G(t), que 
Fon obtient en faisant varier t dans A.

Si L Q G(A), alors dósigne la classe de tous les t pour
lesquels le point G(t) appartient i L.

Nous posons enfin

On sait que, G(t~) etant une transformation absolument continue 
dans A, |<?'(£)| existe presque partout dans A.

§ 1. Theoróme. Soit {gv (i)} une suitę de fonctions definies dans 
un intewalle fermć et borne A qui satisfont aux conditions suwantes:

1° !fZ„(O — 9kC/,)I — <"|, lorsgue t' et t" appartiennent
« d (p/1,2,...).

*) Hausdorff, Grundriige der Mengenlehre, 1 edition p. 293.
’) Comme nous ne traiterons que des parties des continus rectifiables 

toutes les definitions (Janzen, Peano — Gross, Caratheodory, Waźewski) de la 
longueur sont compatibles.

•) I)’apres M. Waźewski (cf. T. Waźewski, Contribution a la theorie de 
la longueur. Annales de la Soc. Pol. des Math. T. VII).
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2° lim gv (t) — g (i), lorsgue t appartient a A.
v/oo

Soit A une partie mesurable de A. Ceci etant on a:

lim inf m [gv (AL)] m [g (A)].
v/oo

Ce theoreme reste eiicore vrai si l’on suppose que les fonctions <7„(t) satisfont 
a la condition que voici:

1°. A tout e > 0 correspond un 8 positif et independant de v, tel que 
m[gv(A)] </e lorsque m(A)<z8.

2° les fonctions gv(t) sont continues et tendent uniformóment vers g(t).
L’exemple qui suit, montre A quel point les conditions precedentes sont 

essentielles.
Considerons une suitę de divisions (Dv) de l’intervalle [0, 1] en un nombre 

pair d’intervalles fermes consecutifs. Arrangons - nous de faęon que le maxi- 
mum des longueurs des intervalles de la division Dv tende vers zero lors- 
que v -+ <x>.

Dósignons par Bv 1’ensemble - somme des intervalles pairs de la divi- 
OO

sion Dv. Soumettons les divisions Dv i la condition < 1.
v/l

Nous dósignons par gv(t) la fonction
1’ constante dans tout intervalle impair [«,/?] de la division Dv et egale a a- 
2° lineaire dans ehaque intervalle pair de Dv.
Les fonctions ^v(i) sont absolument continues et tendent dans [0, 1] uni- 

formement vers g (t) = t.
OO

Posons A — [0, 1] — X . On a m g (A) — m (A) >0, m gv (A) — 0, done. 
v/l 

lim inf m gv (-4) < mg (X).
v/OO

La dómonstration de ce tbóoreme sera ramenóe a quelqu.es lemmes 
que nous enoncerons sous 1’hypothóse que les prómisses du thóoróme 
prócedent sont vórifióes.

Remarąues. On observe facilement que

/3) les fonctions y(i) et gv(t') sont absolument continues,
7) on a presque partout dans A |g' (£) | k,

d) les fonctions gv(t~) tendent dans A uniformóment vers git)1)- 
Lemme 1. Si e > 0, il existe une somme finie d’intervalles. 

partiels de A et disjoints

S = Sj -|- <S’2 + ... 4 ■ Ą,,

’) Ascoli, Mein. Accad. Linc (3), 18 (1884) p. 545/80.

quelqu.es
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telle que
m (4 — S') 4~ m(S' — A) < e ł).

Lemme 2. Si

pour toute couple i', t" des points appartenant a A, alors
(1) m f (4) k m (4).

Dćmonstration. On a 2)

m/(4) = J"

A

(2)
A

En raison de la Remarque y) on obtient:
(3) J“\ f (t)\di ^.k. m(4).

A

(2) et (3) impliquent (1).
Lemme 3. S ótant une partie mesurable de A on a 

|my„(4) — mgv(S)\ k[m(A— S) — 4)].(4)
Dćmonstration. On a

9» (^) = 9v (S. A) + gv (A — S) 
ffv(S) = gv(S.A) + gv(S- 4)

4'ou
I m^v(4)>m^(S4)

° I mgv(S)^mgv(SA)

Du Lemme 2 dócoulent les inegalitós:
mg„(A)^ mgv(S A) 4- m gv (A — S)^

< m gv (S A) 4- k m (4 — 8) <
m gv (S A) k m (4 — S) km(S — A)

mgv (S) mgv(S A) km(A — B) km(S — 4)
De (5) et (6) resulte (4).

’) On couvre 4 par une somme d’intervalles disjoints Z—S,4’---» 
g

telle que m(Z—A)<^ —. On gardę un nombre fini des intervalles Sv de faęon a

■que la somme des mesures des intervalles supprimes soit inferieure i a
•) T. Ważewski, Contribution etc. 1. c. Theorćme 1, p. 25 — par 

nous dśsignons le nombre des solutions en w de l’equation /(w) = /(t), ou ueA. 
Nous posons , 1, . = 0 lorsque fcj (i) n’est pas fini.

(r)
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Demonstration du Theoreme.
a) Cas particulier. A = S est une somme finie d’intervalles 

disjoints S± S2 . -|- Sp. II s’agit de prouver que

'(7) lim inf mgv(S) mg(S).
v/oo

Si quelques uns des g(S„) se reduisaient a des points, il suffirait 
evidemment dómontrer le theoreme relativement a la somme des 
autres Sr-. Nous supposons donc qu’aucun g(S„) ne se rśduit a un 
seul point. Chaque g(.S„) est, par consśquent, un intervalle.

Soit e > 0. Soit Tn un interva.lle contenu d 1'interieur de g^S^) 
(t/I, et tel que

On a apparemment
p

s(8) 0 < m g(S)— m ( e.

IPapres la Remarque d) il existe un indice v° a partir duquel
p

De la et cle (8) on a
p

lim inf mgv (S) m (\ ~ e,
vl°° «/i

<d’ou rśsulte (7), car e est arbitraire.
/3) Cas genśral. Soit e > 0. D’apres le Lemme 1 il existc 

une somme finie S d’intervalles disjoints, telle que

m (A — ó) »« (N — A) e,

■d’ou on obtient en vertu du Lemme 3 (qui subsiste potlr <?(/))

>h<7v(S) — ke^.mg,(A\ 
mg(A) — /ce mg(S)

•et de la selon (7)

lim inf m gv (A) lim inf m gv (S) — ke^
v/co v/oo

mg(S) — ke^- mg'A) — 2ke,
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d’ou il s’ensuit que
lim inf mgv (4) mg {A) c. q. f. cl. 

v/oo

§ 2. Lemme i. Soit

une suitę infinie de transformations absolument eontinues, definies 
dans un intervalle A et telles que

-1"\
lorsque l' et /' appartiennent b. A. Supposons en plus que pour 
tout t de A on a

lim Gv (t)?=G(t) = {gx (t),..., g„(t)}.
v/oo

Soit L un are simple aux extremites a et 6, contenu dans G(A~). Posons.
T=G-\L).

Ceci etant on a
lim inf long Gv p (a, Z>).

v/oo

Demonstration. Les ensembles GV(T) sont rectifiables car T 
est un ensemble ferme On peut assujettir 1’espace a n dimensions 
a une transformation cartesienne de faęon que le segment a, b passe 
en un segment a, /3 [p (a, Z>) = [3 — a > 0] situe sur ł’axe nouveau

Les fonctions G(t) et G„(t) passent respeetivement en fonctions

= = W)}-

On a presque partout dans A (cf. § 1, Rem y)

(W/l x ' fili

et de la

On a Lf(7’) = L,

long <7„(T) = long ŹTV(T) ’).

’) T. Waźewski, Contribution etc. 1. c. p. 28, Theoreme 1.
*) Ibidem p. 14, Remarque 2 et p. 28, Thóore.me 1.
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La projection h^T) de L sur l’axe yr est un segment contenant. 
l’intervalle [a, fi], donc

(T) 3— a.
On a donc (cf. (1) et le Thćoreme du § 1)

(2) ' lim inf m hi(T) m h, (T) fi — a.
v/oo

Mais
m hr (T) < long Hv (T) = long G„ (T),

car hr{T) est la projection de HV(T) sur l’axe y^. De la d’apres (2} 
il s’ensuit que

lim inf long GV(T) fi — a = p(a, b), c. q. f. d. 
i»/oo

Lemme 2. Sous les hypotheses du lemme precedent on a
lim inf long GV(A)^ long ćr (zl)

Demonstration. Observons que la reprćsentation est absolument 
continue, car ses fonctions composantes satisfont a la condition de- 
Lipschitz (cf. Rem a), § 1). (?(zl) est donc un continu rectifiable.

Soit e > 0. D’apres un rśsultat de M. W a ż e w s k i ł) il existe 
une suitę finie d’arcs simples rectifiables et disjoints

R) 5 -^2 1 • • • > -^IV 
tels que

W w
long long Ą > long (? (J) — |.

</i i/i
Sur chaque Ą il existe une suitę finie de sous-arcs simples et dis
joints, tels que la somme des longueurs des cordes reetilignes corres- 
pondant & ces sous-arcs est plus grandę que

’) cf. T. Ważewski, Kontinua prostowalne eto., Dodatek do Rocznika 
Pol. Tow. Mat. Theoreme du § 29 p. 49.

*) On choisit, en ce deplaęant sur B( dans un eertain sens, une suitę 

finie de points telle que Zpl.q^, ?2+i) > long Bt—On choisit ensuite 

a 1’interieur de l’arc (gx> Sz+i) deux points PniPśi+i de faęon que

-^p(PX,PA+i) > long Bi —
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En dósignant par
A> -^8) • ■ • i Ls

la suitę de tous les sous-arcs de tous les Ą et par at et b les extre- 
mites de on a
(3) Li.LJ = 0
(4) A/)>° (*+»,

s

(5) p (at, b/) > long G (4) — e.
//«

Nous posons

On a

(6) A=G(4)
et d’aprós (3)

A-4=°

Comme (/„(i) tend uniformśment vers G(i) (cf. Rem d), § 1), donc

pw(Gv(^), G(4z).)->0 (i = l,2,...N)

et par eonsśquent on a, selon (4) et (6), a partir d’un certain indice v

Gv(At). GV(A/) = 0
De la

S 5

<7) long ^Gv(A/) = J^long G„(4,).
</i //i

D’apres le leinme prścćdent on a

lim inf long G„ (Jz) p (a,-, i,). (i/1,... S)
t*/oo

De la selon (7) et (5) il resulte que
5 s

lim inf long V Gv(At) > V p (ah bt) > long G(A) — e.
l</oo

iii i/1
S

Comme GV(A/) Q on a
<71

s

lim inf long GV(A) lim inf long GV(A/).
vj3Q V>OO

i/i
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■e ótant arbitraire on obtient de deux inegalitós prócedentes

lim inf long Gv (d) long G (4), c. q. f. d.
v/oo

§ 3. Thóoróme. Soit {C„} une suitę de continus rectifiables 
ayant comme limite au sens de Hausdorff un continu C;

(1) lim pH(Cv, C) = 0.
v/oo

On a
(2) lim inf long C„ long C.

V/OQ

Remarąue 1. Le thóoreme prócódent peut etre gónóralisó au eas ou l‘hy- 
pothese (1) est remplacóe par 1’hypothóse:

lim { max p («, Cv)} = 0.
v/oo x£ C

Remarąue 2. II est intóressant de remarąuer que ce thóoreme devient 
faux lorsqu’on y remplace la notion de la longueur d’un continu par celle de 
son aire. Soient en effet O un orbe de Jordan ayant une aire positive ') et J 
son intórieur. Posons C = O 4-1. Soit { Pv }, une suitę de polygones simples, 
fermós, contenus dans L, ayant les intórieurs et tels qu’on ait, en posant 

— Iv + Pv >
lim pn(fiv> U) = 0.
V/OO

•On a evidemment
lim sup aire Cv aire C — aire O < aire C.

Demonstration. Nous traitons le seul cas intóressant oti

(3) . long C'p> 0.
Supposons que (2) n’a pas lieu; il existe donc une suitę partielle 
que nous dósignons aussi par {C\,} pour laquelle on a

(4) l — lim long Cv = lim lv. < long O oo.

On a

<5) l > 0,
car dans le cas contraire le diametre de Cv tenderait vers O ce 
•qui est imcompatible avec (1) et (3).

On peut supposer que

<6) /„>(). (v/l, 2,...).

’) Un tel orbe existe, cf. par exemple W. Sierpiński: Sur une courbe 
non carrable, Buli, de 1’Acadómie des Science de Cracovie, Serie A 1913, p. 254.
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D’apres un resultat de M. Ważewski1) il existe une representa- 
tion absolument eontinue de Cv

definie dans l’intervalle [0, 2 Z„] telle que

|^(«') —^(s")K|s'—s"| Wl,•••,«; v/l, 2, ...,oo).

Posons

<z;(O = ^(zp) Wi,v/i,2,...,oo)

et (?„(<) = {^(Z),..., y"(£)}.

On a dans l’intervalle [0, 21] —A:

(?v(d) = ą.

D’apres (4) on peut supposer, sans restreindre la generalite du rai-

sonnement, que

On a alors dans A
(8) |^(n-^W)|<2|Z'-r| pour //= 1,... n; >/= 1, 2,

J’affirme que les Cv, a partie d’un certain u, sont bornes dans leur 
ensemble. Soit en effet c un point de C. On a

lim p(e, Cv~) = 0.
v/oo

Le diametre de Cv etant inferieur a 2 Z, tous les Cv (a partir d’un 
certain p) sont contenus dans le cercie de centre c et de rayon 3Z. 
On peut supposer qne c’est le cas pour tous les Cv.

Les fonctions y*(Z)  sont donc bornćes dans leur ensemble. 
D’apres un thóoreme d’Ascoli2) il esiste une suitę partielle de 
{(?„(/)} convergente. Nous la dósignons aussi par {(?„(£)}.

Posons
(9) lim Gv(t) = G(t) = {Sf1(t), ...,yn(/)}.

r/oo

’) T. Ważewski, Kontinua prostowalne etc. 1. c. § 17 et § 24, p. 34 et 46_ 
’) cf. p. ex. Tonelli, Calcolo delle Yaziazioni, T. 1. p. 76.
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On a
linti (^ = (0, (/z/1, ...,n)

et (cf. Rem. a), § 1)

<io) 1^(0 -^rx 2 \f -«"!,

lorsque t' et t" appartiennent a A et fi = 1, 2,.n.
La convergence des gv (t) etant uniforme (cf. Rem. § 1) on 

a selon (7)
O = lim pa{Gv(A), G(Aj) = lim pB(Cv, C(4))

l>/oo y/oo

d’oti d’apres (1)
p„{G{A\ C) = 0»)

et comme C et <?(4) sont ferm es on en dśduit

G = G(A).

Ceci etant on a selon (4) et (7)

lim long Cv — lim long Gv (4) < long G (4) 
v/oo y/oo

ce qui est contraire au rśsultat du Lemme 2, § 2 (cf. (10) et (8)).
Notre thśorśme est ainsi dśmontrś.
§ 4. Theoreme. Soient So et Sv (v/l,..., oo) sommes finies des 

continus rectifiables composees au plus de lc continus (k est un entier 
fixe ne dependant pas de v). Si

(1) lim pB(Sv, So) = 0,
on a

(2) lim inf long Sv long So.
v/oo

Demonstration. Dśsignons par

cr,..., c;' V

les pv continus disjoints qui sont composantes de Sv (v/0,1, 2,...). On a

(v/0, 1,...), Cr. Cj==O lorsque
Posons

lim inf long = <o.
y/oo

*) Car: pH(G(A), C) C„) + C)
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Soit {«„} une suitę partielle des indices v pour laquelle

lim long Sa — w. 
v/oo

La suitę bornee des nombres entiers renferme une suitę par
tielle p aux termes fixes egaux a un certain nombre p.

Pv
Les suites infinies des continus cf” sont bornćes dans leur 

ensemble. II existe donc une suitę partielle des indices {/$„}, appe- 
lons-la {yv} et un nombre fini de continus

r C OC/j, , . . . , 
tels que

lim iofl(C7v, Cf) = 0 *), (i = 1,... p).

*) T. Ważewski, Sur un continu singulier, Fund. Math. T. IV. p. 229, 
Remarque 2.

v/oo

On a (cf. le theoreme du § 3)
lim inf long C?v long Cz, (i — 1, ... p).

v/oo

Les continus: C?v,..., C]v etant disjoints, il s’ensuit que
p

long (C/)-
z =1

Mais, comme il est facile a, yerifier,
p p p

p-1 CJ2 p° 2 c0=°’r/°° 1-1 Z=1 Z = 1

donc (cf. la fin du § 3)
p

£c. = S0
i/i

w long /So,

et par suitę

c. q. f. d.

§ 5. Thóor&me. Soit {Gv(t)} une suitę de transformations abso- 
lument continues definies dans un interualle fermó et borne A et soit A 
une partie mesurable de A. Supposons qu’on a presgue partout dans A

| (z;(f)| lc < + oo
et que partout dans A:

lim Gv(t) — G(t).
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On a alors
lim inf long GV(A) long G(A).

Demonstration. II est facile de prouyer que G(f) est une 
transformation absolument continue et qu’on a presque partout dans A

On prouye ensuite facilement que pour tout B mesurable on a ’)-

(1) long GV(B~) km(B), long G (B)^km(B).

Soit e>0. II existe 2) une suitę finie d’intervalles disjoints Ą,..., Ap. 
qui sont contenus dans A et tels qu’en posant

p

S = Aj on a
>71

(2) m (4 — S) -(- m (S — A) e.
On deduit facilement du thćoreme du § 4

(3) lim inf long Gv (S) long G (S).
v/oo

Mais d’aprfes (1) et (2)

long (?„(M)>long Gv(S) — ke (r/1,2,...),
long <?(S) long G(A) — ke

et par consequent (cf. (3))

lim inf long GV(A) long G(d) — 2ke.

e etant un nombre positif arbitraire le theoreme est ainsi demontre.
§ 6. Thóordme. Soit E une classe contenue dans un espace 

pour lequel on a defini la limite d’une suitę d’ćlćments.
Soit F(x) une fonction ddfinie dans E ayant pour naleurs des 

continus rectifiables (ou bien ensembles composes d’un nombre fini k 
de continus rectifiables, oh k est independant de x), fonction continue: 
au sens de Hausdorff.

Ceci etant la fonction
long F(x)

est semicontinue inferieurement.
C’est une consćquence immśdiate du theoreme du § 4.

*) T. Ważewski, Contribution etc. 1. c. p. 28, Th. 1.
2) cf. Lemme 1 du § 1.
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§ 7. Theoreme. Soit C un continu rectifiable et soit {Cv} une 
suitę de continus partiels de C tendant, au sens de Hausdorff, 
vers un continu Co. On a alors

(1) lim long Cv = long Co.
v/oo

Demonstration. Co appartient óvidemment a C. Ca et Cv sont 
rectifiables comme parties fermśes de C ’)

Nous avons selon le thóoreme du § 3

(2) lim inf long Cv long Co.
V/OQ

Soit D„ la classe de tous les points x de C pour lesquels

Dn (n/1,2, 3,...) est un ensemble ferme donc rectifiable. On a
OO

»/i
oo

0 = 1,2,...)
<7«

Co.(Ą+1-Ą) = O (i=l,2,...),

(A — Ą+1) .(Dj — DJ+^ = 0 (i =]= j).

Les differences (Z), — Z),+1) sont rectifiables. On a par consćquent
OO

(3) long D„ = long Co + long (Ą — Di+,) pour « = 1, 2,....
//»

De H il resulte que la sórie
oo

y long (A — D/+1)
</i

est convergente.
Soit e > 0. II existe un indice N, tel que

OO

V long (Z>, — Z)i+1) CC e
i/N

ł) T. Ważewski, Contribution etc. 1. c. p. 33. Thóoreme o et p. 31, Theoreme 3. 
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donc selon (3)
(4) long Dn < long Co -f- e.
Comme lim pa(Cv, Co) — 0

v/oo

donc, k partir d’un certain indice, la distance de tous les points de Cv 

au continu Co est inferieure a et par consóquent, A partir de cet 

indice, on a
CVQDN.

De la et de (4) il resulte

lim sup long C„ long DN long Co -|- e.
v/oo

€ etant arbitraire on a

lim sup long Cv long Co
p/oo

et ceei donnę avec (2)
lim sup long C„ long Co lim inf long Cv
l»/oo v/oo

d’ou rósulte immódiatement (1).
Nous obtenons, comme un corollaire immśdiat de ce thóoreme, 

le suivant
Thóoróme de M. Ważewski: Soit C„ une suitę de continus 

tels que
Gv C long < Z < + oo.

On a
long (2 Cvy— long Cv) = 0x).

*) Prćsente par M. Ważewski au cours du 1-er Congrós Polon, de Math. 
(Lwów, 9 Septembre 1927). La dómonstration de M. Ważewski est basóe sur 

un principe tout h fait different. A dósigne la somme de A et de la classe de 
points d'accumulation de A.

Bocznik Pol. Tow. Matem. 16



Sistemi principali di normali ad una varieta 
giacenti nel suo <j2.

Nota di
Giuseppe Vitali a Padova.

In un mio recente lavoroho considerato, per ogni superfićie il 
cui at sia di 2 -|- k dimensioni (k — 2,3), un sistema ortogonale di k 
direzioni del cr2 perpendicolari alla superfićie, sistema che risponde 
ad una definizione simmetrica rispetto alPinsieme delle sue direzioni, 
e che ho chiamato sistema principale.

I risultati ottenuti in detto lavoro suggeriscono anche la de
finizione di analoghi sistemi principali per le varieta’ a piu’ di due 
dimensioni. ł

Neila parte la della presente nota io do’ la descrizione di 
tali sistemi.

La trattazione della questione in forma generale suggerisce 
altri modi di introdurre dei sistemi ortogonali di perpendicolari 
alla varieta’ giacenti nel <r2, la cui definizione ha il carattere di 
simmetria richiesto, e che conducono ad altri sistemi, contrariamente 
a quanto avevo ritenuto probabile durante la compilazione della 
mia nota citata.

Le molteplici maniere di introdurre tali sistemi ortogonali, 
e che sono suggerite dal contenuto della la parte di questa nota, 
sono esposte nella 2a parte, e fra queste ve ne e’ una ehe conduce 
ad un sistema di normali che per le superfićie generiche dello spazio 
lineare a 4 dimensioni coincide eon quello che il Tonolo2) ha 
reeentemente trovato eon considerazioni geometriche.

*) Gr. Vitali. „Sopra alcuni invarianti associati ad una varieta' e. sopra 
i sistemi principali di normali delle superfićie". [Annales de la Societe Polo
naise de Mathematiąue. T. VII. Annee 1928. pp. 43—67].

!) A. Tonolo. „Determinazione di un particolare sistema di normali 
delle superfićie dell’S4. (Memoria della R. Acc. di Torino] in corso di stampa.
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PARTE la.
1. Sia

/==/(A «i, ws,.--, w.) 
l’equazione di una varieta’ V„ ad n dimensioni dello spazio hilber- 
tiano x), ed indiehiamo con g il campo di variabilita’ della t.

Indichiamo poi con ft la derivata di f rispetto ad w,, e poniamo

[1] = jfrf.dt.
Z

La forma
n

[2] lraartSdurdus
1

da’ il quadrato delFelemento lineare della ed ił suo discrimi- 
nante a e’ diverso da zero.

Poniamo
W\-,s;p,q === ^r,s^p,q ’ ^r,p^s,q ^'r.g^s.pi • 2

ed indichiamo con W il determinantę di ordine

Men
formato coi WrtS.p,q facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie 
rs e pq tutte le v combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri

[3] 1,2,-.., w,
e mettendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa 
coppia rs, ed in una stessa colonna quelli colla medesima coppia pq.

In un altro mio recente lavoro * 2) dimostro che

>) G. Vitali. „Geometria nello spazio hilbertiano“. [Atti del R. lstituto 
Veneto. 1927-28. Tomo LXXXVII — Parte seconda, pp. 349-428].

2)G. Vitali. „Calcolo indiretto di alcuni determinanti“. [R. lstituto Veneto. 
Tomo LXXXVIII —• 1928—29] in corso di stampa

W = (— 1) W. (1 — n)

e quindi si puo’ concludere che

W 4=0.
Indico con Wr'S!’’,q il reeiproco moltiplicato per 2®«+*w:  4 di Wrs:pq 
in W, dove ers vale zero od 1 secondo che r ed s sono differenti 
od uguali.

16*
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II sistema Wr,S!P,‘' e’ un sistema controvariante a 4 apici di la 
classe (cioe’ nel calcolo assoluto di Ricci).

2. Indichiamo con le derivate seconde covarianti di f ri- 
spetto alla forma [2].

Se
Xr,s 

e’ un covariante a 2 indiei di la classe, noi diremo il suo pseudo- 
reciproco il controvariante

a;'-’5 =
i

Si vede facilmente che si ha
n

T — y iy 'yA‘7
r,s *-pq fT r,s; p,q >

e diremo che xr_s e’ lo pseudo-reciproco del controvariante xr,s.
Se

xr.s ed yr.s 

sono due covarianti a due indiei di la classe, e se
2?r’s ed yr,s 

sono i loro pseudo-reciproci, noi porremo 
n

(x,y} = Zrsxri8yr-s.

Si ha subito

(«, y) = Znxr_, Z^W^^y^

= Vp,qW' ’p'1' xr-s = Zpq yPiq xp,q = (y, x).

In particolare sara’

(®, x) = Z„ xriS xr’s = Zrspq Wr-s: »■" xr,s xPtq = Zrspq WriS! p_qxr-a xp-q.

3. Def. Se n -\-k (k < v) e' il numero delle dimensioni del <rs 
di una Vn, noi diremo sistema principale di normali di Vn in cr2, 
ogni insieme di lc parametri normali

X (i = 1,2,..., i)
per cui sia

(x, x) = 0
i J 
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per ogni eoppia i, j di numeri diversi scelti fra i numeri 

dove
«r,s = J Xfr,sdt.

s
4. Teor. Ogni varieta’ ammette uno od infiniti sistemi princi

pali di normali nel <r2.
Dim. Consideriamo l’equazione 

[4] A
in cuiA(p) indica il determinantę formato cogli elementi

come il determinantę W e’ stato formato eoi WriS;pq. Poiche’ W =|= 0 
il grado di [4] e’ = v.

Poniamo

Fx = A rtS!M X™ = x°-r).

Io dico ehe per ogni sistema reale delle xr,s e’

^>0,
infatti e’

Fx = J fr,s xr-s)i dt^O.

*) A. Cape)li. „Istituzioni di analisi algebrica1* [Napoli. Ed. Pellerano 
Quarta edizione. pag. 923—4, n0 1567, pag. 926 — 8, n°. 1569].

Z
Per noti teoremi *)  noi possiano affermare che la [4] ha tutte 

radici reali, e che se pt e’ una sua radice reale r — upla, la caratte- 
ristica della matrice A (pj e’ uguale a v — t.

Le radici di [4] diverse da zero sono in numero di k. Sia pt 
una radice diversa da zero di [4], e supponiamo che essa sia t—upla. 
La caratteristica della matrice di A(pJ sara’ p— t, ed il sistema 
di eąuazioni lineari nelle X'',s (Xr,s = Xs’r) 

[5]

ha, se t>-1, infinite soluzioni che sono tutte le combinazioni lineari 
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di t di esse fra loro indipendenti, e quindi i parametri di direzioni

[6] Lfr.sXs
1

corrispondenti a tutte queste soluzioni danno tutte le direzioni di 
uno spazio lineare a t dimensioni. Scegliamo un sistema di r so
luzioni delle [5] in modo che i corrispondenti parametri [6] formino 
un sistema ortogonale di parametri normali, il che, nella nostra 
ipotesi di t>1, si puo’ farę in infiniti modi. Se t — 1 si ha un 
solo parametro normale [6] (individuato all’infuori del segno, il che 
non ha importanza), e noi prenderemo questo parametro.

Fatto questo per tutte le radici ={= 0 di [4] si arriva (ed anche 
in piu’ maniere) in possesso di k parametri normali

16'1 X=2„fr,sXr’’
i 1 i

ciascuno dei quali corrisponde ad una radice pt della [4] e corri- 
spondentemente ad essa si ha

ts — Pi Wr,s!P,Q')X,S — 0,

ossia

[7] ff„,q {lrs fr,s x^dt = Pd„wr,s;p_qx°.
i/ 1 l 1 i
Z

Poniamo
«/,.<,= jfP.QX-dt= Jfp,q(Zrsfr,sX's)dt,

Z z
ed abbiamo
l7'] ^P.o = Źs ^r,s;p.q ( pi Xr,S\

e quindi i sistemi
XP.<! e Pi ^P’q 
ii

sono pseudo-reciproci, e noi potremo scrivere

|7"] pA7'-’.
i i

Moltiplicando i due membri della |7J per A/’’® (/=j=i) e som- 
/

mando rispetto a pj, si ha

[8] tspq ^;S;p,q Xs = Pilrsp, Wr,s;p,q Xr’°X™

1 i J 1 i j
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e tenendo conto delle [6]

fx.Xdt = PitsPq wriS!Ptq^x^.
J 1 j 1 i j
g

Ora se pz = pjy i parametri X ed X sono fra loro ortogonali, ossia
< i J

[9] J'x.Xdt = O,

g

e, poiehe’ Pl =)= 0, sara’

[10] =
’ ' j

Se poi Pi^=Pji la [8] scambiando fra loro i e j diventa

[8'J Zrspq Ars;pq Xr-sX'’”> = PjXrspQWriS;p^X-o
i i i J

e dalie [8] ed [8'J si deducono le [9] e [10]. Allora i parametri [6] 
formano un sistema ortogonale. Resta a provare che per ogni coppia 
h j (*=!=/)  e’
[11] (*,^=0.

i J
Ora, tenendo presente le [7'], 17 "] e [10], si ha

O, X) = Zp^p^af’- = Zpq(XnWr_s;PiVp;V’s). P Xr-S
i i J 1 i

= PiPjXrspqWriS;Piq Xp,q = 0.
i /■

Dunque il sistema [6] e’ un sistema principale di normali in er, 
ed il teor. e’ dimostrato.

. E’ interessante calcolare le (x, x).
i i

Si ha subito

(#, x) = p,-2 Z^ Wrs.pq Xr-SXP'Q.
ii 1 ii

Ma dalie [8], tenendo conto del fatto che i parametri [6] sono 
normali si ha

1 == Pi^-rspą^r,s; p,qX ’
i i

dunque

[12] («, x) = Pi.
i i

5. Consideriamo i parametri [6] eonie un sistema cartesiano 
ortogonale nello spazio Sk (euclideo a k dimensioni) appartenente
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al o-, e perpendieolare alla Vn, indichiamo eon le coordinate di 
un punto rispetto a questo sistema, e consideriamo il cono quadrico Q 
di equazione

z„^-=o.
1 Pl

II sistema delle [6'] e’ un k-edro ortogonale autopolare di 
questo cono.

Per gli studi da me fatti per n — 2, si sa che per n — 2 
e lc = 3 questo cono e’ il cono geodetico.

Per n > 2, il cono geodetico non e' in generale un cono qua- 
drico, ma ha qualche relazione eon il cono Q. Vale il

Teor. II cono geodetico e’ contenuto nel cono Q. 
Dim. Un punto del cono geodetico sia dato da

/+2>,x.1 i

Ricordando le [6'J, esso e’ allora dato
/+ %rs pr,S f r,s

dove

[13] pps — 1 xtXr's = 2/ xlxr’stph
li li

e dovranno essere le pr,s proporzionali alle durdus. Sia pps lo 
pseudo-reciproco di pr,s. Allora

(/z, p) = 2rspr-spr,s — irspQWriS;Piqp.r’spp’q =

n
K- ^-rspq ^r,s; p,q^ ^'r dus d Up d U(p

dove R e’ un conveniente fattore di proporzionalita’. Ma, tenendo 
presente 1’espressione di WriS.PiQ,

^rspV Wrie:PiCidurdus dup duq = (2U*-  U2 — Ut'):2 — 0,

dove
n

U = aĄS dur dus,
i

dunque
(/h P) =

Ed osseryando che da [13] si ricava
k

Mr,s ----- ^i *̂r,s  • fii > 
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si ha, tenendo conto delle [11] e delle [12],
k k

0 = (/z, p) = 2, x, 8. (a>, x)-.pli = lt X? : Pi,

i

e costante in ogni colonna la coppia di indici rs. Evidentemente 
una sostituzione invertibile che porta dalie variabili u alle varia- 
bili v muta il determinantę Z in

Z' = PZ,

1 1
e questo prova appunto che il cono geodetico appartiene al cono Q.

Cor. Se & = «, il cono geodetico coineide col cono Q, e quindi 
e’ un cono quadrieo.

Dim. Infatti se k — n, il cono geodetico ha lo stesso numero 
di dimensioni del cono Q, dunque esso coineide eon Q.

PARTE 2°.

1. Le considerazioni della parte 1“ escluse quelle del n° 5, 
si possono ripetere anche quando al posto del sistema Wrs;/,v si 
mettesse un altro sistema simmetrico rispetto agli indici di eiascuna 
delle coppie rs e pq e rispetto a queste due coppie, col corrispon- 
dente determinantę W diverso da zero, ed in particolare se si pone

p,q === &p,q ~F” P- (.^r,p ®s,q "4“

eon p =]= 0 ed nX -f- 2p =]= 0, oppure se, indicando eon ar,s il reci- 
proeo di aĄS, e se il sistema

n

r,s £ • ^r,s | C * •^•pq -^-r,s; p,q

in cui f e sono numeri noti, ha il diseriminante diverso da zero, 
ponendo

^p,q | (^z-,p ^s,q I &r,q ^s,p\

eon p =|= 0 e n\’2p =)= 0. In questo ultimo caso, se X = 2 e p = — 1, 
si possono ripetere anche le considerazioni del n° 5.

2. Siano
Zr,s («=1, 2, ...p)
i

v covarianti a 2 indici di la classe, ed indichiamo eon Z il deter
minantę di ordine p che ha per elementi della i-esima riga le 
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dove P e’ il determinantę formato cogli elementi P,.,s;p,q definiti 
dalie relazioni

„ Sur Su,.
r'r:p’"

come il determinantę W e’ stato formato coi W,.iS;p^. Ma P e’ un 
determinanto di Scholtz-Hunyady1) formato col determinantę 
funzionale A delle u rispetto alle a, e vale A"+1.

Dunque
Z:(|/a)"+1

e’ un inyariante, e se noi indichiamo con Zrs i complementi algebrici 
divisi per (|/a)"+1 degli elementi della prima riga di Z, si vede che

[14]
i i

e’ un invariante.
Ora, se noi teniamo fissi gli ultimi v—1 vediamo che il 

i
sistema Zr,s e’ fisso. Questo sistema e’ tale che, qualunque sia il 
sistema zr_s, la funzione [14] e’ un invariante. Si puo’ dunqne con- 

i
cludere che il sistema Zr,s e’ un controvariante a due indici di la classe.

3. Supponiano ora di poter associare alla varieta’ V„ v — 2 
covarianti simmetrici a due indici di classe 1 indipendenti da t. 
Ad essi accompagniamo il sistema frs e con questi v — 1 covarianti 
fabbrichiamo un sistema controvariante come il precedente Zr'\ 
e che noi indicheremo con Fr,s.

Poniamo poi

— 2 W Fp'<1'fJr,s ^~Pq r r,s; p,q )
. 1

dove il TF,.s;/,q ha lo stesso significato che ha nella parte la di 
questa nota.

Allora tutte le considerazioni precedenti si possono ripetere 
sostituendo alle fr>, le ossia alle f<j>r,s<pp,gclt.

g ’

’) E. Pascal. „I determinanta [U. Hoepli ed. Milano. Seconda edizione. 
1923. pp. 156-160].



251

4. Nel caso di m = 2 si ottengono le normali di Tonolo pren- 
dendo al posto delle Ar,s;p,g le fcf>r,s <pp,Qdt, e le Fr,s uguali ai mi- 

nori di 2° ordine presi eon segno alternato e divisi per (|/a)3 della 
matrice

/151 2/1-2 7*2?  i

<ii u: 2 2 (<*i,2  • 2) (Z2ł2
e quindi, essendo

^1,1; 1,1 — ^2,2; 2,2 ~ ^1,1; 153 == ^1,2; 2,2 = 0
^1,1;»>S = a’ ^1;2;1>2 — (a • 

eon

*̂1,1  — (<*1 ’2 /1,1 --  <*1,1  /m) :
^>1,2 = (<*2,2  A,1 -- <*1,1  A,2) : (2|^a)

</*2,2  “ (<*2,2  fl 12 <*1,2  A, 2) • k<*  •

Effettivamente il Tonolo ha trattato il solo caso delle super- 
ficie nell’S4, ma sono le formule da lui trovate che mi hanno sugge- 
rito le estensioni che sono contenute ai w'. 2 e 3 della parte 2a.



Correzionida apportarsi alla nota di G. Vitali „Sopra alcuni 
invarianti. etc.“ pubblicata in questo volume pp. 43- 67.

Pag. Riga ERRATA CORRIGE

47 25 Rq(J, 7Cx • ęa, rs M 7Cx M ‘ ^ęa, rs

48 ultima ■A-hk, pq ^hk, pq

49 3 ^hk, pq

6 (w) [«]
51 9 Rrs,pq

12 Prs.pti prs,pq

24 gTS.PH

25 id. id.
56 [14'] pS-F-2 p’-2
65 [14"] p’ + 2 p2-2

67 18 K 1 + A



COMPTES-RENDUS ET ANALYSES



Nouveaux faseicules du „Mómoriel des Sciences mathómati- 
ques“ *).

*) Voir les tomes: III, p. 142, IV, p. 122 et V p. 98 de ces „Annales".

Fascicule XXI. Les systemes d’equations aux derivees partielles, 
par M. Mauricb Janet, Professeur a l’Universitó de Caen. Voici 
comment 1’auteur lui-móme formule le but de son ouvrage: „Nous 
nous proposons d’etudier, pour les systemes les plus gónóraux d’ó- 
quations diffórentielles, le degre d’indetermination de la solution.

D’une maniere plus prócise, ótant donnó un systeme d’óqua- 
tions aux dórivóes partielles, a un certain nombre (fini) de fonctions 
inconnues de n variables indópendantes, comment reconnaitre:

1° Si ce systeme est eompatible;
2° Quelles sont les donnóes supplómentaires susceptibles de 

dóterminer une solution et une seule1).
J’ajoute que M. Janet se place au point de vue des fonctions 

analytiques et etudie les questions qu’il envisage au point de vue 
local, c’est a dire en astreignant les variables que 1’on a a consi- 
dórer a rester dans un voisinage assez restreint de certaines valeurs 
particulióres. L’ouvrage est ócrit avec beaucoup de prócision et de 
clartó et rendra de próeieux services a ceux qui voudront se ren- 
seigner sur l’ótat actuel des questions auxquelles cet ouvrage, est 
consacró.

Fascicule XXII. Les transformations birationnelles du plan, par 
M. Luoikn Godeaux. L’auteur, apres avoir rappeló les points essen- 
tiels de la thóorie des points singuliers des courbes algóbriques 
planes et de celle des systemes linóaires de courbes planes, expose 
la theorie gónórale des transformations birationnelles du plan qu’il 
applique ensuite a la góomótrie algóbrique piane.

Le sujet tres interessant de l’ouvrage est traitó avec beaucoup 
de clartó et de prócision et, a la fin de 1’opuscule, on trouve une 



255

bibliographie tres complóte des questions śtudióes dans le corps de 
l’ouvrage.

Fascicule XXIII. Fxtension aux fonctions algebroides du theo- 
rbme de M. Picard et de ses applications, par Gbokgks Remoundos, 
Professeur a l’Universite d’Athenes. Le prćsent fascicule du „Me
moriał des Sciences math6matiques“ donnera au lecteur le moyen 
de se renseigner sur la theorie a laquelle il est consacró avee le 
minimum d’efforts. M. Rćmounoos, l’un des principaux fondateurs de 
la thćorie des fonctions algebroides, a pris le peine dAnoncer d’une 
faęon complbte chacun des theoremes sur lesquels il a a s’appuyer 
et, lorsqu’il prśsente la demonstration d’un tbóoreme, il le fait avec 
un soin qui en rend la lecture aussi facile que le permet la naturę 
du sujet. Grace aux circonstanees prćcćdentes l’ouvrage qui nous 
occupe est rćdige avec une clartó exceptionnelle.

Fascicule XXIV. Sur la „somme" d’une fonction, par N. E. 
NOulund. Le prśsent fascicule traite du probleme qui consiste a dć- 
terminer une fonction /(a?) verifiant l’equation

w

ou w et sont une constante et une fonction donnóes.
La solution gónerale, qu’on appellera somme indefinie de r/> (a;), 

est de la formę

f(x) = F(x) + ar (a?)

oii F(x) est une solution particuliere et tt(x) une fonction pório- 
dique quelconque de periode w.

Dans certains cas il est possible, en impósant a la fonction 
/(a:) des conditioiis supplementaires, convenablement choisies, de 
faire en sorte que la fonction soit parfaitement dóterminśe
a une constante additiye pres; la fonction f(x) prend alors le nom 
de somme principale ou plus brievement celui de somme de </>(a:). 
C’est aux cas ou la cireonstance precódente se prósente que l’ou- 
vrage est, comme son titre l’indique, spćcialement consacró. Inutile 
d’ajouter que le livre est ćerit avec la compótence bien connue de 
1’auteur.

Fascicule XXV. Les eguations de la granitation einsteinienne, 
par M. Gkorgks Darmois, Professeur a la Faculte des Sciences de
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Le titre de Fouyrage indique a lui-seul dans les grandes lignes la 
naturę du sujet auquel cet ouvrage est eonsaeró. Pour le lirę avec 
fruit il est indispensable de s’etre assimile prealablement certains 
ouvrages que M. Darmois a d’ailleurs eu soin d’indiquer lui-móme. 
GrAce au eachet personnel que M. Darmois a su imprimer A son 
trava.il ainsi qu’aux indications bibliographiques que Fon y trouve, 
son ouvrage rendra certainement des services a ceux qui voudront 
approfondir les questions qui y sont traitóes.

Fascicule XXVI. Deformation des surfaces ótudiźes du point 
de vue infiniiisimal, par M. Bertrand Gambikr, Professeur A la Fa- 
cultó des Sciences de Lille.

M. Gambikr ótudie la question indiquóe dans le titre du fa
scicule consideró pour les surfaces situóes dans 1’espace euclidien 
A trois dimensions. Grace a l’exposition sobre, claire et prócise des 
matieres traitóes, l’ouvrage de M. Gamb^er permettra au lecteur de 
se renseigner rapidement et avec une facilite relative sur les sujets 
auxquels il est eonsaeró.

Fascicule XXVII. Le problóme geomćtriąue des deblais et rem- 
blais, par M. Paul Appell. Membre de 1’Institut, Recteur honoraire 
de l’Universitó de Paris.

Le recueil des Mómoires de 1’Acadómie des Sciences, pour 
1781, renferme un mómoire de Monge eonsaeró au problóme suiyant:

Deux rolumes equivalents ótant donnes, les decomposer en par- 
ticules infiniment petites se correspondant deux a dewc, de telle fa
ęon que la somme des produits des chemins parcourus en transportant 
chaque parcelle sur celle qui lui correspond, par le colume de la par- 
celle transportde, soit un minimum.

Pour simplifier le langage, Monge donnę le nom de dóblai et 
de remblai aux volumes qu’il considere, sans pretendre d’ailleurs 
traiter une question relative a Fart de 1’ingónieur.

Le probleme prócedent est intóressant A divers titres, en par
ticulier parce que c’est A 1’occasion de ce probleme que Monge 
a dócouvert les propriótós fondamentales des congruences de droites 
et des normales aux surfaces. D'ailleurs le problóme des deblais et 
remblais est tres difficile et les rósultats obtenus par Monge en ce 
qui concerne ce probleme laissent beaucoup a dósirer.

L’opuscule qui nous occupe est eonsaeró a une formę gónera- 
lisóe du probleme de Monge que M. Ai-pkll a ótudió autrefois et ou 
il a obtenu une serie de remarquables rósultats:

trava.il
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Inutile d’ajouter que l’ouvrage est ścrit avec la belle clartś 
et la precision qui distinguent les ścrits de 1’illustre auteur.

Fascicule XXVIII. Approximations successioes et óguations dif- 
fćrentielles, par Emilu Cottom, Professeur a la Facultó des Sciences 
de Grenoble.

C’est a rapplication de la methode des approximations succes- 
sives a l’intćgration des óquations differentielles ordinaires que le 
fascicule actuel est consacrś. M. Cotton, qui a apportś lui-mśme 
d’importantes contributions aux questions etudićes dans son ouvrage, 
y passe en revue, k partir des cólebres travaux de M. Pioard sur 
la móthode des approximations successives jusqu’& nos jours, la 
longue serie de recherches relatives a la meme móthode et suggó- 
róes d’une faęon plus ou moins directe par les travaux de M. Pioard. 
Tout mathómaticien sera reconnaissant & M. Cotton de lui ąvoir donnó, 
par son ouvrage, le moyen de se renseigner rapidement et d’une 
faęon complete sur tout ce qui concerne les questions fondamen- 
tales auxquelles son travail est consacró.

Fascicule XXIX. Les courbes de 1’espace a n dimensions, par 
M. C. Guichard, Correspondant de 1’Institut, Professeur b. la Sor- 
bonne, avec une preface de M. G. Kobnigs, Membre de 1’Institut, 
Professeur a la Sorbonne. Pour donner une idśe du present fasci
cule du „Mćmorial des Sciences mathómatiques“ nous commence- 
rons par citer le dśbut de la preface de M. Kobnigs: „Le travail 
qu’on trouvera dans ces pages a ćtó rćdigó d’apres les Notes laissśes 
par 1’śminent et regrette geomótre Cl. Guichard, concernant le su- 
jet de son cours & la Sorbonne pendant l’annde scolaire 1919—1920. 
M. Raymond Jacquks, Professeur a l’Universitó de Montpellier, et 
dont on connait les beaux travaux sur la Geometrie, a bien voulu 
se charger de mettre au point cette rśdaction. II a manifestement 
su interpreter avec elegance la pensee du maitre disparu, et 
placer en ćvidence la grandę fścondite des idóes directrices de cet 
ouvrage“.

Ajoutons, pour terminer, que les matieres, traitśes dans l’ou- 
vrage considćre rentrent dans la Gćomśtrie euclidienne de 1’espace 
a n dimensions.

Fascicule XXX. Les principes de la Micaniąue classique, par 
M, Ludovic Zoketti, Professeur a la Facultś des Sciences de Caen. 
L’auteur prósente un aperęu extrćmement intśressant, instructif et 
trós documente sur l’śvolution des eonceptions fondamentales sur 
Bocznik Pol, Tow. Mat. 17 
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lesquelles on peut baser la construction dóductive de la Mócanique. 
Les questions ótudióes par M. Zorbtti appartiennent en grandę par
tie a la classe des questions difficiles et dólicates sur lesquelles il 
est a peu prós impossible de s’exprimer de faęon a satisfaire toutes 
les personnes compótentes; il pourrait donc se faire que certains des 
ónoncós de M. Zoretti ne satisfassent pas complótement le lecteur 
mais cela ne diminuerait en rien 1’estime et 1’intóret que lui iuspi- 
rerait l’ouvrage.

Fascicule XXXI. Applicabilite des surfaces etudiee au point 
de vue fini, par M. Bertrand Gambier, Professeur a la Facultó des 
Sciences de Lille. Le titre du prósent fascicule indique suffisam- 
ment la naturę des questions qui y sont traitees. M. Gambier qui 
a apportó lui-meme des contributions importantes i la thóorie des 
surfaces applicables a adopte un modę d’exposition claire et sobre, 
trós propre a mettre en óvidence les idóes directrices autour des- 
quelles on peut grouper les nombreuses recherches qui se rappor- 
tent au sujet de son ouvrage. M. Gambier insiste avec raison sur 
la diffórence des notions d’isomćtrie et d'applicabilit£ et precise (p. 
49, 3. Isometrie et applicabiliU) la notion d’applicabilitó de deux 
surfaces 1’une sur 1’autre au moyen d’une condition qu’il semble etre 
le premier a avoir remarquó. Ajoutons pour terminer qu’une biblio- 
graphie tres complete, se trouvant a la fin de l’ouvrage, permettra 
au lecteur d’approfondir a son gró telle des questions ótudióes dans 
l’ouvrage qu’il vuudra.

Fascicule XXXII. La Methode des Fonctions majorantes et les 
systemes d’Żąuations aux derinies partielles, par M. Ch. Rkjuier, Cor- 
respondant de 1’Institut, Professeur honoraire a l’Universitó de Caen. 
La móthode des fonctions majorantes due a Cauchy et destinóe 
& etablir des thóoremes d’existence des intógrales des systemes d’e- 
quations differentielles ordinaires ou aux derivees partielles est, comme 
le remarque M. Rkjuier, exclusivement applicable au cas ou Fon ne 
considóre que des fonctions analytiques mais, dans ce domaine, elle 
est d’une tres grandę puissance. Gest a M. Riquier lui-móme que 
l’on doit 1’immense majorite des resultats acquis actuellement par 
la móthode des fonctions majorantes dans la thóorie des systómes 
les plus gćnóraux d’óquations aux derivóes partielles et par consó- 
quent, par la naturę meme des choses, l’ouvrage qui nous occupe 
a le caractere d’un aperęu sur l’oeuvre de l’auteur lui-meme dans 
le domaine auquel l’ouvrage est consacró, sans que, bien entendu, 
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M. Riquiek ait nóglige de tenir compte scrupuleusement des travaux 
des autres mathómaticiens. L’ouvrage de M. Riqwer intśressera vi- 
vement tous eeux qui aiment a approfondir les prineipes generaux 
de 1’Analyse mathómatique.

Fascicule XXXIII. Apercus modernes sur la theorie des groupes 
continus et finis, par M. A. Buhl, Professeur a la faculte des Scienes 
de Toulouse. La place strictement mesuree aecordóe a tout auteur 
d’un fascicule du „Mćmorial des Sciences mathematiques“ interdi- 
sait a 1’auteur, comme il l’a fait remarquer lui-meme dans l’intro- 
duction, de presenter un tableau d’ensemble des thćories dśrivant 
de la notion de groupe et fondees par Sophus Lib. Toutefois, en 
s’inspirant principalement des travaux fondamentaux de M. Cartan, 
M. Buhl presente un aperęu original sur la theorie des groupes 
dont le lecteur qui aura prealablement etudiś l’ouvrage de M. Gour
sat et celui de M. Cartan cites au debut meme du chapitre I, pren
dra connaissance avee intóret et profit. Ajoutons que la bibliogra- 
phie trós eomplete qui termine l’ouvrage permettra au lecteur de 
pousser 1’ćtude de la thćorie des groupes aussi loin qu’il lui plaira.

S. Z.

Leęons sur les invariants integrauoc, par M. Cartan, Professeur 
a la Facultó des Sciences de Paris, chez A. Hermann & fils, rue 
de la Sorbonne 6.

LAminent auteur de cet ouvrage a reussi a presenter sous 
une formę particulierement simple et attrayante la theorie si impor- 
tante des innariants integraux, fondee par H. Poincare, avec l’ex- 
tension qu’il a apportee lui-meme a la notion d'invariant integral. 
L’attrait de l’ouvrage dórive en grandę partie de ce que l’auteur, 
tout en exposant la thćorie des invariants integraux, en fait con- 
naitre de nombreuses et de tres intóressantes applications et, avant 
de prósenter la notion d’invariant integral sous sa formę generale, 
la fait apparaitre sous une formę partieulierę & 1’occasion du prin
cipe de la moindre action d’Hamilton. En tęrminant nous nous per- 
mettons de recommander ehaudement a tout mathśmaticien et meme 
a tout physicien 1’ótude du bel ouvrage dont nous avons cherche 
a caracteriser brievement 1’esprit.

S. Z.

17*
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Leęons sur le Geometrie des Espaces de Eiemann, par E. Cak- 
tant, Professeur a la Facultó des Sciences de Paris. Paris 1928, 
chez Gauthier-Villars et Cie.

Le prósent ouvrage est, comme on pouvait s’y attendre etant 
donnó la compótence exceptionnelle de 1'auteur dans le domaine 
auquel cet ouvrage se rapporte, extraordinairement intóressant et 
instructif. A cause de la richesse des matieres contenues sous une 
formę condensóe dans l’ouvrage considóró, 1’etude de cet ouvrage 
exigera quelque effort de la part du lecteur mais il en sera large- 
ment dódommagó par le profit qu’il en retirera. Sans pouvoir, faute 
de place, donner une idee de tout ce que contiennent les belles le
ęons qui nous occupent, je crois devoir faire remarquer que Fon 
y trouvera en particulier une etude assez dótail.óe des espaces de 
Rjemann qui, tout en etant localement euclidiens, diffórent au point 
de vue de YAnalysis situs de notre espace ordinaire.

S. Z.

Leęons sur Yintigration et la recherche des fonctions primitwes, 
par Henri Lebesguh;, Membre de 1’Institut, Professeur au Collóge de 
France, Professeur honoraire a la Facultó des Sciences de Paris, 
2-ieme edition, Paris 1928, chez Gauthier-Villars et Cie.

Dans cette 2-ieme edition de ses celóbres „Leęons sur l’inte- 
gration etc.“ M. Lebesgue donnę un aperęu sur 1’essentiel de ce qui 
a óte fait, dans 1’ordre d’idóes auquel se rapporte l’ouvrage, pendant 
les 24 annees qui se sont ócoulóes depuis la publication de la 1-iere 
ćdition; on y trouvera en particulier une exposition lumineuse et 
originale de la totalisation de M. Dknjoy; pour assurer une base 
solide a cette thóorie, M. Lebesgue a dóveloppe considórablement la 
notę sur les nombres transfinis qu’il avaitjointe a la 1-iere edition 
de ses leęons. Ajoutons que, dans 1’ódition actuelle des Leęons qui 
nous occupent, M. Lebbsgub a enrichi son ouvrage par un tres in- 
tóressant chapitre sur 1’intógrale de Stiltjbs.

& Z.

Leęons sur les series divergentes, par Emile Borel, Membre de 
1’Institut, Professeur a la Sorbonne, deuxihme ódition revue et en- 
tierement remaniee avec le concours de M. Georges Bouligand, Pro
fesseur & la Facultó des Sciences de Poitiers. Paris 1928, chez 
Gauthier-Yillars et Cie.
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Voici comment M. Borbl s’exprime dans la próface a la 2-ieme 
edition de ses leęons, si remarquąbles, sur les sórie divergentes:

„Depuis 1’apparition de la premiere ódition, les travaux sur 
les series divergentes ont ótó si nombreux et si importants qu’il 
ótait nócessaire de completer et de remanier cet ouvrage. Je dois 
remercier de tout coeur M. Bouligand d’avoir bien voulu m’apporter 
pour cette tache, son inappreciable concours. Grace a lui, les lecteurs 
trouveront ici, non seulement les principes genóraux de la thóorie 
des series divergentes, mais un expose des travaux les plus rócents 
et aussi des renseignements bibliographiques qui leur permettront 
de s’orienter parmi les recherches nouvelles. Nous osons espórer 
que cotte nouvelle ódition sera ainsi parfaitement adaptóe au but 
que visent tous les ouvrages de cette collection: mettre le plus di- 
rectement possible les chercheurs au courant de l’ótat actuel d’une 
branche de la science et les placer ainsi a pied d’oeuvre pour en- 
treprendre avec profit de nouvelles recherchesu.

Ajoutons que deux notes de M. Bouligand, terminant le vo- 
lume, rehaussent encore 1’interót de l’ouvrage.

S Z.

Leęons sur quelques types simples d’equations aux derivees par
tielles avec des applications d la Physique mathómatique, par Emile 
Pioard de 1’Academie franęaise. Secretaire perpótuel de 1’Academie 
des Sciences, Professeur a l’Universite de Paris, Paris 1927, chez 
Gauthier-Villars et Cie.

Dans l’avertissement M. Picard a caractórise lui-meme la na
turę et l’esprit de l’ouvrage dans les termes suivants:

„On trouvera dans ce volume les leęons que j’ai faites a la 
Facultó des sciences en 1907 et reprises avee quelques additions en 
1925. J’y etudie des types tres simples d’equations aux dórivóes 
partielles, qui se rencontrent en Analyse et en Physique mathóma- 
tique. On sait qu’il y a des rapports ótroits entre ces óquations et 
certaines óquations integrales; on en trouvera ici des exemples em- 
pruntes & la theorie de la chaleur et a celle de l’ólectrieite.

Cette redaction est la reproduction de notes prises par quel- 
ques-uns de mes auditeurs. Elle gardę 1’allure d’un enseignement 
orał, ne pretendant pas a une formę didactique soignóe et ótant 
plutót une conversation sur des sujets mathematiques reunis par un 
lien plus ou moins lachę, ce qui lui permet d’etre plus vivant“.
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II est sans doute inutile d’ajouter que l’on trouvera dans ces 
belles leęons, consacrees presąue exclusivement aux eąuations aux 
dórivees partielles a deux variables indópendantęs des types para- 
boliąues et hyperboliąues, une foule de rapproehements et de re- 
marąues aussi interessants qu’instructifs.

Z.

Leęons sur les familles normales de fonctions analytigues et leurs 
applications, par M. Paul Montbl, Professeur a la Facultś des 
Sciences de Paris, recueillies et redigees par M. J. Barbottb, Paris 
1927, chez Gauthier-Villars et Cie.

La consideration des familles de fonctions analytiąues et, plus 
particulierement des familles normales dont la notion est due a M. 
Montel donnę lieu a une methode de recherche aussi feconde que 
puissante. C’est ce qui resulte tant des travaux de M. Montbl lui- 
meme que de ceux des nombreux geometres qui se sont engagśs 
dans la voie ouverte par lui.

L’ouvrage est donc destine a rendre de grands services et 
cela d’autant plus qu’il est ecrit avec une remarąuable darte et 
n’exige de la part du lecteur qu’un ensemble modeste de connais- 
sances prealables. Ajoutons que 1’auteur, en reunissant, dans la pre
miere partie du premier chapitre, celles des notions empruntóes 
a la theorie des ensembles qui interviennent dans la suitę a sensi- 
blement facilitó 1’ćtude de l’ouvrage.

S. Z.

Leęons snr les nombres transfinis, par M. Wacław Sierpiński, 
Professeur A l’Universitś de Varsovie, membre de 1’Acadćmie polo- 
naise des Sciences et des Lettres, Paris 1928, chez Gauthier-Villars 
et Cie.

M. Sierpiński est l’un des mathśmaticiens qui estiment que 
l’on peut, sans risąuer d’arriver a des resultats inexacts, admettre 
dans toute sa gśnóralite le cślebre postulat de M. Zermbllo. On sait 
que beaucoup de savants et des plus distingues ne partageut pas 
cette opinion. Toutefois, ąuelle opinion que l’on ait quant & la va- 
liditó du postulat de M. Zermbli.o et pour peu que l’on s'intóresse 
& la thśorie des ensembles, on lira avec fruit et interet le livre de 
M. Sierpiński.

En somme, meme si l’on doute de l’exactitude du postulat de 
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M. Zbrmello, considórś dans toute sa gónóralitó, on peut trouver 
quelque avantage a savoir s’en servir puisque certaines proposi- 
tions, etablies d’abord au moyen du postulat en question, ont etś 
dśmontrśes plus tard sans s’appuyer sur ce postulat, circonstanee 
qui prouve que le postulat de M. Zermello peut etre utile en tant 
qu’instrument de recherche. Ajoutons que l’ouvrage est ecrit avec 
beaucoup de clartó et n’exige, pour etre compris, que des connais- 
sances próalables modestes en mathematiques.

s. Z.

Les Espaces abstraits et leur thćorie consideree comme introduc- 
tion a V Analyse generale, par M. Mauricb Frbchbt, Professeur a l’Uni- 
yersite de Strasbourg, Paris 1928, chez Gauthier-Villars et Cie.

Pour permettre au lecteur de se faire rapidement une idee de 
la portee et de 1’interet considśrable que presente cet ouvrage, nous 
ne croyons pas pouvoir mieux faire que de reproduire la notice, 
publiee par les editeurs. Voiei cette notice:

„Depuis plusieurs annees, il śtait devenu nścessaire de faci- 
liter la tache de eeux qui, attirós par les nouvelles conceptions cons- 
tituant l’analyse gónerale, desiraient se mettre au courant de cette 
theorie. Un nombre croissant de mathematiciens lui ont apportó — 
et lui apportent chaque jour — des contributions extremement im- 
portantes La listę bibliographique contenue a la fin de cet ouvrage, 
sans viser a etre complete, n’en contient pas moins environ 150 
refśrences. L'auteur a voulu remedier au dósordre apparent resul- 
tant de la publication de ces nombreux mśmoires dans de multi
ples periodiques parfois difficilement accessibles.

II a donc redige un expose systómatique de 1’ensemble de ces 
travaux. Mais pour eviter de mettre immśdiatement en contact avec 
une multiplicitś d’idśes nouvelles, un lecteur peu familiarise avec 
la theorie des variables abstraites, 1’auteur a serió les difficultes.

Dans une Premiśre Partie, on trouvera introduites celles de 
ces idees qui sont les plus fecondes et se presentent le plus natu- 
rellement: genśralisation de la notion de distance, gśnśralisation de 
la notion de nombre de dimensions.

Une fois le lecteur familiarisś par ce moyen avec le manie- 
ment des ensembles de naturę quelconque, il lui sera plus facile 
d’aborder dans la Seconde Partie l’śtude d’espaces abstraits plus 
generaux. Cette etude a une grandę portće philosophique et permet 
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de pśnetrer plus intimement la naturę des notions de distance, de 
limite de voisinage.

Ainsi si trouve realise le souhait, exprime en 1912 par M. 
Hadamard: qu’il fut remedie a notre ignorance des proprietes du 
continu fonctionnel par la crćation a son usage, d’un chapitre de la 
theorie des ensembles“.

Comptes-rendus des seances 
de la Societe Polonaise de Mathematique, 

Section de Varsovie, anne 1928.

10. II. 19281). S. Saks: „Un thśoreme sur la condition (A) 
de M. Lusin

M. S prouve le thóoreme suivant: si la derioee inferieure (le 
plus petit des quatre nombres dćrivćs de Di ni) d’une fonction sa- 
tisfaisant d la condition (N) de M. Lusin est majoree par une fonction 
totalisable (au sens strict), cette fonction est une totale.

M. Kern er: „Le principe de Hamilton et 1’holonomisme. 
Sur le cas singulier dans le probleme de Lagrange“.

M. K. montre, que le principe de Hamilton ne s’applique 
qu’aux systemes holonomes, en complćtant ainsi le rćsultat de 
Hertz (Die Prinzipien der Mechanik, 1894, p. 23—24) qui a mon
tre des systemes non holonomes auxquels ce principe ne s’appli- 
que pas.

Dans ce buton suppose que le principe de Hamilton s’ap- 
plique au systeme a liaisons differentielles donnees. En d’autres ter- 
mes, on suppose l’óquivalence complóte (bien entendu, les equations 
de liaison etant remplies) des equations mócaniques de Lagrange 
avee celles dćduites du principe de Hamilton par les methodes 
du calcul des variations. Aprćs quelques calculs ćlementaires on ob
tient de ces propositions les conditions d’integrabilite complóte du 
systeme des equations de liaison. Donc, le systeme mecanique doit 
etre holonome.

Comme une autre application des memes calculs, M. K. montre 
que dans le probleme le plus gónóral du calcul des variations (le

*) Pour les Comptes-rendus des seances antćrieures voir tome VI, p. 126 
de ces Annales.
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probleme de Lagrange) on ne peut appliquer le thóoróme d’exi- 
stence aux extrómales singulióres que si les equations de condition 
sont completement intógrables. Mais alors, comme on sait, les solu
tion s ne sont pas univoques.

17. II. 1928. W. Sierpiński: „Sur la dócomposition de l’en- 
semble dónombrable en un ensemble de puissance du continu d'en- 
sembles infinis presque disjoints14.

Deux sous-ensembles d’un ensemble dónombrable seront dits 
presgue disjoints, s’ils n’ont qu’un ensemble fini 0) d’elements 
communs. Le but de cette communieation est de prouver que tout 
ensemble denombrable peut etre regarde comme une somme d’un en
semble de puissance du continu d’ensembles presąue disjoints.

II suffit óvidemment de prouver la proposition pour 1’ensemble 
de tous les nombres naturels.

A tout nombre róel x de l’intervalle (0,1) dont le dóveloppe- 
ment en fraction dyadique infinie est

x — (0, aj at as.. .)2

faisons correspondre la suitę infinie Sx de nombres naturels

(1) Ml, ws,...,
oń
(2) u„ = (1 aj a2 a8... a„_i)2 = 2“_1 -j- 2"~2 -j- 2n_3 a2 -|~

+ • • • + 2 a„_2 + «n-i

On voit sans peine que les suites Sx et sont presque disjointes 
pour x =[= y. En effet, soit y =j= x,

(3) y = (0, /?2 /?s . • -)2,

et soit

(4) Dj, v2, v31...

la suitę Sy.
On a óvidemment

up 4= VQ Pour P 4= 3

(puisque, d’apres (2), 2/J“* up < 2P et, pareillement, 2Q_1 vQ < 2".
Or, soit k le plus petit indice tel que =]= [3h: on a óvidemment

(1 Ą o, ... a„_i) =j= 0 & /3S ... /3n_i) pour n > lc,
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donc

un 4= vn pour n > k,

ce qui prouve que les suites (1) et (3) sont presque disjointes.
On obtient une decomposition de 1’ensemble de tous les 

nombres rationnels en une somme de 2K" ensembles presque dis- 
joints, en faisant correspondre a tout nombre reel x la suitę Ux 
(n, rt, rs,...), oń

Enx

E dśsignant le plus petit entier
II est i remarquer encore que Fon peut dómontrer, en modi- 

fiant ce raisonnement, que si 2**°  — Xj, il existe une dócomposi- 
tion du continu en une somme de 2 2“° ensembles ayant deux a deux 
un ensemble au plus dónombrable d’elćments communs.

S. Banach comunique quelques remarques concernant le pro
bleme de gśnćralisation de la notion de mesure sur des espaces 
fonctionnels.

S. Mazurkiewicz: „Sur la somme des fonctions satisfai
sant a la condition (iV) de M. Lusinu.

M. M. donnę la construction d’une telle fonction /(a;) satisfai
sant a la condition (jV) de M. Lusin, et mńme a la condition (S) 
de M. Banach, que la fonction /(a;)-(-a; ne satisfait pas a la 
condition (N).

24. II. 1928. S. Mazurkiewicz: „Sur un probleme de M. 
Menger“, Fund. Math. XII, p. 111.

S. Mazurkiewicz: „Sur le probleme d’unicitć concernant 
les fonctions assujetties a la condition (7V) dę M. Lusin“.

M. M. donnę la construction, trouvee par lui et par M. Saks, 
de deux fonctions assujetties a la condition (A7) de M. Lusin (et 
meme a la condition (S) de M. Banach), presque partout dśriva- 
bles, ayant les derivćes presque partout egales et dont la diffśrence 
n’est pas une constante.

W. Sierpiński: „Sur la dćcomposition des ensembles en 
ensembles presque disiointsu, Monatshefte fiir Math. und Phys. XXXV 
(1928), p. 241.

9. III. 1928. A. Zygmund: „Sur la convergence absolue 
des sćries de Fourier“, Journal of the London Math. Soc., July 1928.
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M. Z. dómontre que la serie de Fourier d’une fonction 
a variation bornóe et vórifiant la condition de Lipschitz d’ordre 
positif eonverge absolument.

A. Zygmund: „Sur le problhme d’unicitó pour certains sy- 
stómes orthogonaux“.

M. Z. considere 1’application de la multiplication formelle des 
sóries trigonomótriques dans la thóorie riemannienne (unicitó, loca- 
lisation) de certains systemes orthogonaux, p. ex. ceux de L e g e n- 
dre, Jacobi Sturm, Liouville, Bessel etc. Les ensembles 
d’unicitó y sont les memes que dans le cas des sóries trigonome- 
triques.

Pour certains systemes de polynómes orthogonaux, p. ex. pour 
celui de Legendre, on peut construire tout pareillement que pour 
les series trigonomótriques une thóorie de la multiplication formelle 
qui permet de rósoudre la question de localisation aussi dans le 
voisinage des points singuliers tels que les points ± 1 pour les po
lynómes de Legendre. Les thóoremes obtenus engendrent comme 
cas particuliers toutes les propositions connues sur ce sujet.

C. Zarań ki ew icz : „Ueber die Zerschneidungspunkte der 
zusammenhangenden Mengen“, Fund. Math. XII, p. 121.

A. Tarski: „Sur les groupes de Abel ordonnes“.
M. T. apelle une classe K groupe de Abel ordonne (cf. Haus- 

dorff, Grundzuge der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 196, ou dans 
le móme sens est employe le terme „Grossensystem'1') par rapport 
d la relation et a Topiration lorsque

(1) K est un ensemble ordonne par la relation -<J;
(2) K est un groupe de Abel donnó par 1’opóration
(3) pour tous ólóments a, fl et y de K la formule a fl en-

traine la formule a -f- y -=^ /3 -|- y (loi de monotonie').
En posant 1 . a a et (n -j- 1). a = n . a pour un ólóment 

quelconque a de K et pour un nombre naturel arbitraire n, M. T. 
dómontre le theoreme suivant:

I. Soit K un groupe de Abel donnę par 1’opiration Pour 
qu'il existe alors une relation telle gue K soit un groupe abelien 
ordonne envers la relation et la meme operation il faut et il 
suffit gue la condition suwanie soit remplie:

(0) pour tous deux elements a et fl de K et pour tout n natu
rel la formule n . a — n . fl entralne toujours l’egalite a— fl.

M. T. envisage ensuite les groupes abeliens ordonnós qui rem- 
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plissent le postulat d’Archimede: pour tous deus elements a et 
de K oń a 2 . a, il existe un n naturel tel que -s n. a. II est 
clair que parmi les groupes de Abel ordonnśs ceux et tous ceux 
qui remplissent le postulat d’Archimede sont isomorphes avec un 
ensemble de nombres reels. Par analogie au th. I M. T. dśmontre 
le thśoreme suivant:

II. K ćtant un groupe de Abel donnę par 1’operation , pour 
qu'il existe une relation telle que K soit un groupe ordonni de 
Abel donnę par cette relation et par la meme operalion -J-, satisfai
sant en outre au postulat d’Archimbde, il faut et il suffit que la con
dition (0) soit remplie et que l’on ait:

30. III. 1928. J. Splawa-Neyman: „Sur la vraisemblance 
des hypothśses“.

27. IV. 1928. C. Zarankiewiez: „Sur le problśme de Men
ger concernant les points d’ordre

M. Z. prouve que des tels points sont pour n — 2 des extrś- 
mites communes de deux arcs simples indćpendants, le continu ćtant 
suppose localement connexe.

11. V. 1928. S. Mazurkiewicz: „Sur les ensembles fai- 
blement n-dimensionnels“, Atti del Congresso Internazionale dei Ma- 
tematici, Bologna 1928 (a paraitre).

W. Sierpiński: „Sur les images continues et biunivoques 
des compłćmentaires analytiques“, Fund. Math. XII, p. 211.

15. VI. 1928. G. Poprugćnko: Sur l’extension des fon
ctions de Baire dśfinies sur les sous-ensembles relativement fermśs“, 
Buli, de la Soc. des Sc. de Varsovie 1928 (a paraitre).

G. Poprugenko: „Sur la propriete de Darbous des fon
ctions continues d’ensemble“, Fund. Math. XII, p. 254.

22. VI. 1928. C. Kuratowski: „Une caractśrisation topolo- 
gique de la surface de la sphśre“, Fund. Math. XIII, p. 307.

M. K. annonce les theoremes suivants: pour qu’un espace Pś- 
anien (image continue de l’intervalle) soit homćomorphe a la surface 
de la sphere il faut et il suffit que 1°: aucun point ne coupe cet 
espace, 2°: si l’on dścompose un continu C qui n’est pas une cou- 
pure en deux sous continus K et L, le produit KL est un continu. 
Dans les espaces Pśaniens la cond. 2° (qui est identique au IIrae 
theor. de Janiszewski sur les coupures du plan) ćquivaut au Ior 
thśor. de Janiszewski, d’apres lequel A et B etant deux ensem
bles fermśs dont aucun ne coupe le plan entre deux points p et 
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q, si AB est un continu, A -|- B ne coupe non plus le plan entre 
p et q.

Pour qu’un continu Pśanien situó sur le plan soit homśomor- 
phe au cercie il faut et il suffit qu’il ne coupe pas le plan et qu’il 
ne soit coupś par aucun point.

26. X. 1928. W. Sierpiński: „Sur les plus petits types de 
dimensions incomparables“, Fund. Math. XIII, p. 117.

S. Steckel: „Un thćoreme sur les ensembles abstraits“.
M. S. enyisage un espace E quelconque (mćtrique ou non) et 

une familie F d’ensembles situćs dans E assujettie aux conditions:
1) le produit d’un nombre fini d’ensembles appartenant a F ap

partient a F,
2) si pour k = 1, 2,... Mk =[= 0, MkeF et Q Mk, on

a: 11 Mk =|= 0,
*=i

3) si Mtf 1’ensemble E—M est un ensemble (B), c’est-A- 
dire appartient a la familie de tous les ensembles boreliens obtenus 
des ensembles M de F.

En dósignant encore du nom „ensemble tout ensemble 
de Souslin (cf. Hausdorff. Mengenlehre, p. 91) dbtenu des en
sembles M de F, c’est-a-dire appartenant a la familie de tous les 
ensembles obtenus par 1’opśration A effeetuće sur des ensembles 
M de F, M. S. demontre sous les conditions 1) —3) ónoncćes plus 
haut le theoreme suivant:

Pour qu’un ensemble Z soit un ensemble (B), il faut et il suf
fit que Z et E — Z soient des ensembles (A).

16. XI. 1928. S. Mazurkiewicz: „Sur 1'espace de Hilbert“.
M. M. demontre le thóoreme suivant: toute courbe pśanienne 

remplissant la partie compacte de 1’espace de Hilbert, dóterminóe 
1

par par les inegalitós , admet des points multiples d’ordre c.

A. Rajchman: „Sur une classe des fonctions a variation 
bornśe“, CR. de 1’Acad des Sc. Paris vol. 187, p. 1026, et „Sur 
une classe des series trigonometriques qui convergent presque par
tout14, Math. Annalen 1929 (a paraitre).

23. XI. 1928. C. Zarankiewicz: „Ueber eine Umkehrung 
des Jordanschen Kurvensatzes“, Fund Math. XIII, p. 264.

J. Spława-Neyman: „Sur un theoróme de la thóorie de 
la yraisemblance des hypotheses11.
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7. XII. 1928. W. Sierpiński: „Une genśralisation du theo- 
reme de M. Lusin concernant les ensembles analytiques“, a paraitre 
aux Comptes-rendus des Sóances de la Soe. des Se. de Varso- 
vie 1929.

14. XII. 1929. C. Kuratowski: „Quelques applications des 
„ćlśments cycliques“ de M. Whyburn“.

M. K. prouve que, si chaque elśment cyclique (voir Why- 
burn, Am. J. of Math. 1928) d’un continu donnó est uni-coherent 
(c. a. d. que, pour toute dócomposition de cet ólśment en deux 
sous continus, leur produit est un continu), le continu entier Fest 
ógalement et rściproquement. U en est de-móme de la propriete de 
Janiszewski (qui exige que chaque continu qui n’est par une 
coupure soit uni-cohórent).

La dimension du continu entier — la borne superieure des di
mensions des elóments cycliques (sauf le cas, ou le continu est une 
dendrite).

En s’appuyant sur un rśsultat prósentó anterieurement, M. K. 
dóduit de la que pour toute dócomposition semi-continue de la sur- 
face sphćrique en sous - continus, 1’espace de cette decomposition 
est 2-dimensionnel.

En outre, M. X. pose plusieurs problemes qui s’y rattachent.
A. Tarski: „Remarques sur les notions fondamentales de la 

Methologie des Mathematiques“.
L’objet d’etudes de la Methologie des Mathśmatiques (nommóe 

aussi par 1’ecole de Hilbert „Mśtamathematique“) sont des theo- 
ries mathómatiques dans un sens tout a fait analogue a celui, dans 
lequel les nombres sont 1’objet d’ótudes pour l’Arithmótique et les 
figures le sont pour la Geometrie. Au point de vue de cette Metho- 
dologie les theories mathematiques sont des ensembles d’expressions 
ou dAcritures construites selon certaines rógles de proceder. Des 
telles expressions, M. T. les appelle propositions pouroues de sens 
(terme introduit par M. Leśniewski) et designe leur ensemble 
par 8; il n’est possible de próciser cette notion de „propositions 
pourvues de sens“ que lorsqu’on a choisi comme objet d’ótude une 
thśorie mathematique bien dćterminće.

A tout ensemble X de telles propositions eorrespond un autre 
ensemble Xx dit ensemble des conseąuences de 1’ensemble X. U est 
dófini comme le plus petit ensemble contenant X et fermó envers 
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certaines operations; la maniere de les próciser dópend encore des 
propriótós specifiques de la theorie envisagee. En tous cas, ce sont 
des opórations (pas necessairement univoques) effectitóes sur un 
nombre fini dtólements de 1’ensemble & et donnant comme resultats 
aussi des etóments de S.

M. T. signale quelques propriótós ćtómentaires de la notion 
Xx: X Q S entraine X Q Xx Q <8; X Q Y entraine Xx Q Yx, on 
a toujours Xxx — Xx, si fon a pour tout n naturel X„ Q X„+l, alors 
/ oo A oo
( ZX,),= Z(X„)z.
k«-l J n=l

A l’aide de ces deux notions, a savoir, celle de proposition 
pourvue de sens et celle de consequence d’un ensemble X de telles 
propositions, on peut dófinir une serie d’autres notions importantes 
de la Methodologie des Matłtómatiques. Ainsi on appelle systbme dedu- 
ctif tout ensemble X de propositions pourvues de sens qui remplit la 
condition: X= Xx. L’ensemble X de propositions pourvues de sens 
est dit systeme compatible, lorsque Xx =|= 8; il sappelle systeme complet, 
lorsque X(jj_Y(jjS entraine Xx=Yx ou Yx—S", il est dit sy- 
st&me indipendant (ou systeme de propositions independantes), lors- 
que les conditions Y Q X et Xx= Yx entrainent 1’ógalite X — Y. 
On appelle base d’un ensemble X tout systeme de propositions 
indópendantes Y tel que Xx — Yx; tout ensemble X qui admet une 
base finie porte le nom de systeme axiomatisable.

M. T. ótablit ensuite une serie des theoremes concernant les 
notions qui viennent dAtre introduites. Voiei quelques exemples de 
ces theorómes: Si pour tout n naturel Xn est un systóme dóductif 

oo 
(ou bien un systeme compatible) et Xn Q X„+1, 1’ensemble XX„ est 

n=l 
egalement un systeme dóductif (ou bien un systeme compatible). 
Pour tout systeme compatible X il existe un systeme compatible et 
complet Ytel que X Q Y (thóoreme deM. Lindenbaum). Si X 
admet une base infinie, il n’admet aucune base finie et parsuite il 
n’est pas un systóme axiomatisable.

M. T. illustre ses considerations par l’exemple concret de 
la plus simple thóorie matltómatique, a savoir de l’ainsi dite Thiorie 
de la dóduction. II montre en particulier que la classe de tous les sy- 
stómes dóductifs compatibles et complets, forntós de propositions 
pouryues de sens dans la Tłtóorie de la deduction, est de puissanee 
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2M“ (tandis que M. Lindenbaum avait demontró que 1’ensemble 
de tous les systemes deductifs compatibles, aussi bien complets qu’in- 
complets, est de cette puissance).

Comptes-rendus des seances a Cracovie 
de la Societe Polonaise de Mathematique.

21. I. 1928. A. Rosenblatt: „Sur la thóorie des arcs ela- 
stiquesu.

4. II. 1928. A. Turowicz: „Une gónóralisation d’un thóo
reme de M. Peano“.

Voir la notę publióe dans ce volume.
11. II. 1928. A. Rosenblatt: „Sur un point de la thóorie 

des fluides visqueux“.
18. II. 1928. W. Wilkosz: „Sur un thóoróme de M. Vitali“.
25. II. 1828. J. Spława-Neyman: „Sur la probabilitó des 

hypotheses I“.
3. III. 1928. S. Nikodymowa: „Une condition nócessaire 

et suffisante pour qu'un sous-continu de Jordan soit un continu de 
Jordan“.

Voir „Fundamenta Mathematicae11 tome XI.
17. III. 1928. J. Spława-Neyman: „Sur la probabilitó 

des hypothhses II“.
5. V. 1928. T. Waźewski: „Contribution a la thóorie de la 

longueur I“.
12. V. 1928. T. Waźewski: „Contribution a la theorie de la 

longueur II“.
(cf. ce volume p. 1—38).
19. 5. 1928. S. Nikodymowa: „Sur les ensembles locale- 

meut connexes“.
cf. „Fundamenta Mathematicae“ tome XI.
26. V. 1928. T. Waźewski: „Un point de la thóorie de la 

longueur“.
Kx Q X, Q... ótant une suitę de continua ■ rectifiables

on a lim longueur K„ = longueur lim K„. La dómonstration de ce 
thóoreme est basóe sur le fait (etabli auparavant par 1’auteur) qu’un 
continu rectifiable possede presque partout une tangente ou sens 
intrinseque.
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2. VI. 1928. S. Gołąb: „Un thóoreme sur la longueur44.
ef. ee volume p. 227—241.
26. VI. 1928. T. Ważewski: „Sur le changement de va- 

riable dans une integrale simple44.
L’auteur demontre la formule

J'f(x)dx =

M A

valable dans 1’dypothese qu’un des deux termes de cette formule 
presente une intógrale au sens de Lebesgue et que g(t) est une fonc
tion absolument continue. Ka(t) dósigne le nombre de solutions en 
u de l’equation

= ueA.

A est suppose mesurable.
II en dóduit une gónóralisation d’un theoreme de M. Banach 

(Fund. Math. t. VII. p. 228).
13. X. 1928. J. Splawa-Neyman: „Un point de la theorie 

de la probabilite14.
20. X. 1928. T. Ważewski: „Sur le changement de varia- 

ble dans 1’intógrale simple44.
L’auteur prósente une gónóralisation du thóoreme communiquó 

dernierement a la Sociótó pour le cas ou g(t) est d’une naturę plus 
generale.

1. XII. 1928. H. Harlen: „Sur la theorie des ensembles 
eonvexes de K. Menger publiees dans les Math.44. Ann. t. 100. an- 

nóe 1928.

Etat
de la Sociótó Polonaise de Mathóinatiąue a la fin 

de 1’annóe 1927.

President: M. W. Sierpiński.
Pice-Presidents: MM. W. Staniewicz et S. Zaremba. 
Secretaire: M. J. Splawa-Neyman.
Pice-Secretaire: MM. A. Turowicz et S. Turski.
Tresorier: M. St. K. Zaremba.
Rocznik Pol. Tow. Matem. 18
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Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 
W. Wilkosz.

Commission de Controle: MM. L. Chwistek, T. Waźewski et M-me 
I. Wilkosz.

II existe quatre seetions de la Soeiótó, l’une a, Lwów, prósidóe par 
M. E. Żyliński, la seconde a Varsovie, prósidóe par M. S. Ma
zurkiewicz, la troisieme a Poznań, prósidóe par M. Z. Kry
gowski, la quatrieme a Wilno, prósidóe par M. W. Staniewicz.

Listę des Membres de la Soeiótó.

Malgró le soin avec lequel cette listę a ótó ótablie, certaines 
fautes ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont priós instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrótaire (Cracovie, 
rue Gołębia 20, Institut de Mathómatique) et de le próvenir 
de tous les changements d’adresses.

Abróviations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, Wl — membre de la Section de Wilno.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 
Herman Auerbach (L), Lwów, ul. Szaszkiewicza 1.
Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Mikołaja 4.
Prof. Tadeusz Banachiewicz, Kraków, Obserwatorjum Astronomiczne, 

ul. Kopernika 27.
Jan Baran, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary.
Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi

nistrów.
Prof. Dr. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 
Prof. Czesław Białobrzeski, Warszawa, ul. Hoża 69.
Mieczysław Biernacki (Wa), Paris XV, 39, rue Bargue.
Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwów, ul. Św. Anny 1.
Inż. Dr. Izydor Blumenfeld (L), Lwów, ul. Kąpielna 6.
Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue 

Renaudot.
Mag. Karol Borsuk (Wa), Warszawa Adama Pługa 6, m. 2.
Doc. Dr. Łucjan Bóttcher (L), Lwów, ul. Sadowa 4. 
Franciszek Brablec, Kraków, ul. Studencka 4.
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Dr Feliks Burdecki (Wa), Zambrów (pow. Łomżyński), Gimnazjum. 
Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriehe), Laudonstrasse 8. 
Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 

nue de Montespan.
Antoni Chromiński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inźy- 

nierji Lądowej.
Dr. Leon Chwistek, Kraków, ul. Szujskiego 7.
Dr. Jakób Cukierman (Wl), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30.
Dr. Kazimierz Cwojdziński (P), Poznań, ul. Szamarzewskiego 13.
Jadwiga Czarnecka (P), Przybysław, poczta Żerków (województwo 

Poznańskie).
Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkoła 

Inżynierji.
Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 
Pułk. Gerhard Długowski, Rembertów, Centrala badań poligonalnych. 
Prof. Dr. Wacław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 13.
Prof. Dr. Władysław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 15. 
Prof. Dr. Placyd Dziwiriski (L), Lwów, ul. Kleinowska 3.
Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwów, ul. Długosza 25, Instytut Astro

nomiczny.
Kazimierz Fijoł, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31.
Prof. Dr. Paul Flamant, Chermont-Ferrand (Puy de Dóme, France) 

22 rue Morel-Ladeuil.
Prof. Ing. Godofredo Garcia (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979.
Dr. Stefan Glass (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 5 a.
Prof. Dr. Lucien Godeaus, Liege (Belgique), 75 rue Frśderic Nyst. 
Stanisław Gołąb, Kraków, ul. Lenartowicza 12.
Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Henryk Greniewski (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 
Dr. Aleksander Grużewski (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 1 m. 25. 
Dr. Halina Grużewska (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 1 m 25. 
Dr. Hasso Harlen, (Allemagne), Eislingen Fils (Wiirtemberg) 
Prof. Dr. Antoni Hoborski, Kraków, ul. Smoleńska 26.
Marja Hommó (L), Lwów, ul. Łyczakowska 151.
Dr. Janina Hossiasson (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 6 m. 5. 
Prof. Dr. Maksymiljan Huber (Wa), Lwoska 12 m. 5.
Doc. Dr. Witold Hurewicz (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite.
Dr. Mojżesz Jacob (L), Wien II (Autriehe), Wolfgang-Schmalzl- 

gasse 10/16.
18*
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Prof. Dr. Mauriee Janet, Caen (Calvados) (France), 7, rue de la 
Delivrande.

Wincenty Janik, Kraków, ul. Studencka, Gimnazjum.
Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3.
Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwów, Politechnika
Dr. Stanisław Kalandyk (P), Poznań, ul. Słowackiego 29.
Dr. Bazyli KalicunChodowicki (L), Lwów, ul. Kubali 4.
Prof. Dr. Joseph Kampó de Feriet, Lille (France), 16, rue des Jardins. 
Prof. Dr. Stefan Kempisty (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.
Dr. Michał Kerner (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20 m. 17.
Stefania Klawekówna (P), Poznań, ul. Młyńska 11.
Prof. Dr. J. R. Kline (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 

Pensylvania.
Doc. Dr. Bronisław Knaster (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3. 
Prof. Dr. Zdzisław Krygowski (P), Poznań, ul. Głogowska 74/75. 
Dr. Marjan Kryzan (P), Poznań, ul. Krasińskiego 9.
Prof. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Lwów, ul. Nabielaka 12 ni. 5.
Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Nowy Świat 72, Se- 

minarjum Mat.
Prof. Dr. Edward Laine, Angers (France), 3 rue de Rebelais.
Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16.
Prof. Dr. Stanisław Leśniewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
Gustaw Leśnodorski, Kraków, ul. Sobieskiego 10.
Prof. Dr. Tullio Levi-Civita, Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 
Władysław Lichtenberg (L), Lwów, Wulecka Droga 78.
Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross- 

górscnenstrasse 3.
Dr. Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Złota 45 m. 4.
Prof. Dr. Stanisław Loria (L), Lwów, ul. Sykstuska 37.
Prof. Dr. Antoni Łomnicki (L), Lwów, ul. Kosynierska 18 
Zbigniew Łomnicki (L>, Lwów, ul. Nabielaka 19.
Prof. Dr. Jan Łukasiewicz (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.
Mag. Wacław Łukasiewicz (Wl). Wilno, ul. Zakrętowa 5 m. 7. 
Prof. Dr. Mikołaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 
Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwów. ul. Batorego 5.
Stanisław Małecki, Dębica, Gimnazjum.
Andrzej Marconi (P), Poznań, ul. Kosińskiego 26.
Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11.
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Prof. Dr. Karl Menger (Wa), Wien IX (Autriche), Fruchthaller- 
gasse 2.

Doc. Inż. Dr. Meyer (L), Wien (Autriche), Universite.
Prof. Dr. Dymitr Mieńszow (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie 

Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.
Prof. Dr. R. L. Moore (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas. 
Władysław Moroń (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza.
Sir Thomas Muir, F. R. S. etc., Rondebosch (South Africa).
Zofja Napadiewiczówna (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8.
Dr. Jerzy Spława Neyman (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 22 m. 15.
Doc. Dr. Władysław Nikliborc (L), Lwów, ul. Listopada 44 a.
Doc. Dr. Otton Nikodym, Kraków, ul. Kochanowskiego 23.
Dr. Stanisława Nikodymowa (Wa), Kraków, ul. Kochanowskiego 23. 
Szymon Ohrenstein, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 
Władysław Orlicz (L), Lwów, ul. Nabielaka 3.
Józef Orłowski (P), Poznań, ul. Matejki 44.
Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznań, ul. Ogrodowa 2.
Inż. Jan Pankalla (P), Poznań, ul. Ratajczaka 12.
Dr. Aleksander Pareński (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10.
Prof. Dr. Józef Patkowski (Wl), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.
Dr. Egon Sharpe Pearson, London W. C. 1, University College, 

Galton Laboratory.
Prof. Dr. Karl Pearson, London W. C. 1, University College.
Prof. Dr. Tadeusz Pęczalski (P), Poznań, ul. Krasińskiego 14.
Prof. Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwów, ul. Gipsowa 32.
Prof. Dr. Gonesh Prasad (Wa), Calcutta (East India) Samavaya 

Manrions 2 Corporation str.
Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.
Inż. Józef Przygodzki (P), Poznań, ul. Rybaki, Szkoła Budowlana. 
Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 
Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Kraków, ul. Krowoderska 47.
Stefan Rozental, Łódź, ul. Nawrot 4.
Antoni Rozmus, Piotrków, Gimnazjum państwowe.
Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 22.
Prof. Dr. Stanisław Ruziewicz (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazi

mierza, ul św. Mikołaja 4.
Walerja Sabatowska (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej.
Doc. Dr. Stanisław Saks (Wa), Warszawa, ul. Natolińska 9 m. 4.
Doc. Dr. Juljusz Schauder (L), Lwów, ul. Zielona 3.
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Dr. Lidja Seipeltówna (P), Poznań, ul. Gaj owa 4.
Prof. Dr. Pierre Sergesco, Cluj (Roumanie), Seminar matematic. 

universital.
Ks. Dr. Franciszek Sieczka (Wa) Płock, Seininarjum Duchowne. 
Prof. Dr. Wacław Sierpiński (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 55m. 1. 
Prof. Dr. Jan Śleszyński, Kraków, ul. Wygoda 7.
Kazimierz Smoliński (P), Poznań, ul. Zupańskiego 16.
Helena Smoluchowska (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 8. 
Władysław Smosarski (P), Poznań, Uniwersytet.
Dr. Edward Stamm, Lubowidz, p. Zieluń nad Wkrą (pow. Mława). 
Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (Wl), Wilno, ul. Uniwersytecka 7.
Inż. Ksawery Stankiewicz, Kraków, ul. Długa 50.
Zofja Starosolska-Szczepanowska (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2.
Dr. Samuel Steckel (Wa), Białystok, Gimnazjum Druskina, ul. Szła 

checka 4.
Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwów, ul. Kadeeka 14.
Prof. Dr. Włodzimierz Stożek (L), Lwów, ul. Ujejskiego 1.
Prof. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotów, ul. Rejtana 17. 
Mjr. Karol Szczepanowski (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2.
Mag. Henryk Szutowicz (Wl), Oszmiana Gimn. państw.
Dr. Piotr Szymański (Wa), Warszawa, ul. Żelazna 29 m. 17. 
Władysław Ślebodziński (P), Poznań, ul. Głogowska 51.
Doc. Dr. Alfred Tarski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.
Inż. Henryk Titz, Kraków, ul. Św. Tomasza 27.
Mag. Andrzej Turowicz, Kraków, ul. Sobieskiego 7.
Mag. Stanisław Turski, Kraków, ul. Ks. Józefa 29.
Włodzimierz Urbański, Kraków-Podgórze, ul. Krzemionki, Ak. Górn. 
Prof. Dr. Giuseppe Vitali Podova (29) (Italia), Via J. Facciolati 16. 
Inż. Kazimierz Vetulani, Kraków, ul. Smoleńska 14.
Dr. Arnold Walfisz (Wa), Warszawa, ul. Królewska 27 m. 16.
Doc. Dr. Tadeusz Waźewski, Kraków, ul. Św. Jana 20.
Prof. Dr. Kasper Weigel (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Sala Weinlosówna (L), Lwów, ul. Klonowicza 18.
Prof. Dr. Jan Weyssenhoff (Wl), Wilno, ul. Słowackiego 11.
Leopold Węgrzynowicz, Kraków, ul. Krowoderska 74.
Marjan Węgrzynowicz (P), Poznań, ul. Łazarska 2a.
Dr. Antoni Wilk, Kraków, ul. Wybickiego 4.
Prof. Dr. Witold Wilkosz, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7.
Irena Wilkoszowa, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7.
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Dr. Franciszek Włodarski (P), Poznań, Przecznica 6.
Mag. Aleksander Wundheiler (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39. 
Stanisław Zakrocki, Kraków, ul. Smoleńska 21.
Dr. Zygmunt Zalcwasser (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.
Doc. Dr. Kazimierz Zarankiewicz (Wa), Warszawa, ul. Śniadeckich 18 

m. 9.
Prof. Dr. Stanisław Zaremba, Kraków, ul. Żytnia 6.
Mag. Stanisław Krystyn Zaremba, ul Żytnia 6.
Miron Zarycki (L), Lwów, Gimnazjum IX, ul. Chocimska 6. 
Doc. Dr. Zygmunt Zawirski (L), Lwów, ul. Leona Sapiehy 51. 
Doc. Dr. Antoni Zygmund (Wa), Warszawa, ul. Złota 83 m. 8. 
Prof. Dr. Kazimierz Żórawski (Wa), Warszawa, Nowy-Zjard 5. 
Prof. Dr. Eustachy Żyliński (L), Lwów, ul. Długosza 27.

Membres dont les adresses manąuent.
Bohdan Babski.
Władysław Bogucki.
Dr. Juljan Chmiel.
Dr. Stanisław Dobrowolski (Wa).
Inż. Ludwik Kaszycki.
Władysław Majewski (L).
Jan Sobaczek.

Membres dócódós.
f X. Feliks Hortyński, S. J.
f Dr. Bohdan Zaleski (P).

Listę des publications póriodigues avec lesąuelles la Soeiótó 
polonaise de Matliómatiąue ócliange ses Annales.

1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae
Francisco - Josephinae.

2. Abhandlungen des Mathematisehen Seminars der Universitat in
Hamburg.
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3. Bulletin de la Sociótó Mathematique de France et Comptes Ren-
dus des Sóances.

4. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society.
5. Annales scientifiques de l’Universite de Jassy.
6. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung.
7. Monatshefte fiir Mathematik und Physik.
8. Publications de 1’Institut de Mathematiques de l’Universitó de

Strasbourg.
9. Seminario Mathematico della Faculta di Science della R. Uni-

versita di Roma.
10. Bulletin Seientifique de l’ecole Polytechnique de Temisvara.
11. Contributions al Estudis de las Ciencias Fisicas y Matematicas

(La Plata, Argentina).
12. Publications de la Facultó des Sciences de l’Universitó Masaryk.
13. Fundamenta Mathematicae.
14. Prace Matematyczno-Fizyczne.
15. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ztirich.
16. Annals of Mathematics.
17. Annales de la Facultó des Sciences de l’Universitó de Toulouse.
18. Transactions of the American Mathematical Society.
19. Journal de 1’Ecole Polytechnique.
20. Revue semestrielle des publications math.
21. Wiskundige apgaren met de Oplasingen.
22. Archief voor Wiskunde.
23. Leningradzkie Tow. Fi^yczno-Matematyczne.
24. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo.
25. Universitatsbibliothek, Basel.
26. Academia Romś.na, Buenresti.
27. Societe Scientifique de Bruxelles.
28. Bayerisehe Akademie der Wissenschaften, Miinchen.
29. Uniwersytet hebrajski w Jerozolimie.
30. Edinburgh Mathematical Society.
31. Sociótó Hollandaise des Sciences.
32. Societe Mathematique de Klarkow.
33. La Sociedad Matematica Espanola, Madrid.
34. Koninklijke Akademia van Wetenschappen, Amsterdam. •
35. Mathematische Gesellschaft in Hamburg.
36. Unterriehtsblatter ftir Mathematik u. Naturwissenschaften.
37. London Mathematical Society.
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38. Real Academia de Ciencias Exaetas, Madrid.
39. Philosophical Soeiety, Cambridge.
40. Norsk Matematisk Forening, Oslo.
41. Acadómie Royale des Seienees, Briixelles.
42. Mathematisches Seminar der Universitat, Giessen.
43. Societas Scientiarum Fennice, Helsingfors.
44. Matematisk Tidsskrift, Copenhaghe.
45. Socióte Physieo-Mathematique de Kazan.
46. Heidelberger Akademie der Wissenschaften.
47. The Tóhoku Mathematieal Journal, Sendai.
48. Naturforscher Gesellsehaft bei der Universitat Dorpat.
49. Sachsische Akademie der Wissenschaften, Leipzig.
50. The Mathematieal Gazette.
51. The Benares Mathematieal Soeiety.
52. Smithsonian Institution, Waschington.
53. Royal Soeiety of Edinburgh.

,54. Akademja Górnicza, Kraków.
55. Societatea Romana de Stiinte.
56. Sociótś Royale des Sciences de Liege.
57. Recueil Mathematique de la Societó Math. de Moscou.
58. Journal of Mathematics and Physics, Mossachusetts Institute of

Technology.
59. Bolletin del Seminario Mathematico Argentino, Buenos Aires.

Ouvrages reęus.

1. Frśchet. Thóorie des espaces abstraits.
2. Sierpiński. Leęons sur les nombres transfinis.
3. Borel-Bouligand. Leęons sur les Sóries divergentes.
4. Banach. Rachunek różniczkowy i całkowy t. I. (Calcul diffóren-

tiel et integral t. I, en langue polonaise).



Table des matidres.
Page

T. Ważewski. Contribution i la thóorie de la longueur........................ 1
A. Turo wieź. Notę sur un theoreme de M. Peano concernant l’existence 

de solutions d’un systeme des óąuations differentielles lineaires du 
premier ordre........................................................................................................................39

G. Vitali. Sopra aleuni invarianti associati ad una varieta e sopra i si- 
stemi principali di normali delle superfieie.......................................................43

S. Buzie wieź. Sur les fonctions satisfaisant a la condition de Lipschitz 

generalisee....................................................................................................................... 68
W. Sierpiński. Sur la continuile des fonctions absolument additives 

d’ensembles.....................................................................................................i . 75
O. Ni ko dym. Sur l’accessibilite rectilineaire de points d’un ensemble 

(J? a) plan..............................................................................................................................79
E. Lainó. Recherches sur les óquation s=j (x, y, z, p, q,) intógrables 

par la methode de Darboux.................................................................................... 88
M. B. Gambier. Surfaces róglees algebriques; singularites; classification 148 
L. Godeaux. Sur quelques familles de quadriques attachees aux points 

d’une surface.......................................................................................^ . . . . 213
S. Gołąb. Sur quelques points de la thóorie de la longueur.............................227

G. Vitali. Sistemi principali di normali ad una varieta giacenti nel suo at 242 
Correzioni da apportarsi alla nota di G. Vitali „Sopra aleuni invarianti 

etc.“ pubblicata in questo volume pp. 43—67 .......................................... 252
Comptes-iendus et analyses...................................................................................  253
Comptes-rendus des sóances de la Socióte Polonaise de Mathómatiqne, Section 

de Varsovie anne 1928 ......................................................................................... 264
Comptes-rendus det sóances a Cracovie de la Socióte Polonaise de Mathó- 

matique................................................................................................................  272
Etat de la Socióte Polonaise de Mathómatique ii la fin de l’annee 1927 . 273 
Listę des publications póriodiques avec lesquelles la Socióte polonaise de

Mathematique eehange ses Annales...................................................................... 279


