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Contribution a la theorie de la longueur.

(Calcul de la longueur generalisee. Une definition analyti-
que de la longueur generalisee. Rapport entre de differentes
definitions de la longueur. Applications a la theorie classi-
que de la longueur et aux fonctions absolument continues).

Par
T. Wazewski,

Introduction.

§ 1. Notations. Nous adoptons les notations suivantes:

Soit
‘(1) G(O=={0i(Or--> B(
un point mobile dans l'espace a n dimensions (n  1). Nous appe-
lons G(f) transformation absolument eontinue dans un
intervalle ferm$ et borne 4, lorsque les fonctions sont absolu-
ment continues dans A.

Nous supposons dans la suite que ¢?(t) est definie seulement
dans A.

Soit A une partie de A. Nous ddsignons par

2 G(A)
la classe des points (1) que I'on obtient lorsque t varie dans A.

(2) est dit image de A par lintermediaire de G(t).
Nous designons par

KAf)

la fonction qui pour tout t0 de A est egale au nombre des t satis-
faisant a la condition

G(t) = G(19), teA.
Nous appelons ordre de multiplicité de t relatif

Rocznik Pol. Tow. matem. 1



a A et G(f). Nous posons —(= 0 toutes les fois que kA(f) n’est
«z(o
pas fini.
Soit B une partie de G(A). Nous designons par
3) G~\B)
la classe de tous les t pour lesquels le point (1) appartient a B.
Nous appelons (3) image inverse de B par l'intermcdiaire de G(t)..
Nous posonst)

(4) ?:(«)}
©) I<?WI = [/~W)P

Nous designons par
4!

la classe de tous les t oii | G'(t)|= 0.

Remaraue. Si G(f) est une transformation definie et absolu-
ment continue dans l'intervalle A, (4) et (5) sont definis presque
partout dans 4; A est un ensemble mesurable?).

§ 2. Longueur d’'un ensemble au sens classigue. Représentation
normale (naturelle} d’'un are simple rectifiable.

La definition classique de la longueur concerne seulement les
ares simples et leurs parties.

Soit L un are simple rectifiable situé dans l'espace carte-
sien A n dimensions.

On dit qu'une transformation ZI(s) = {/1(s),..., /,,(S)} definie
dans un intervalle borne et lerm6 1 est une representation
normale de L lorsque (cf. § 1)

1°) F(F) =L,

2°) F(s) est absolument continue dans I,

3°) |F'(s)| — 1 presque partout dans Z,

4°) Z'(s)=|=Z,(s2) lorsque Sj ets? sont deux points differents de Z.

Tout are simple rectifiable admet au moins une representa-
tion normale et inversement.

Soit B une partie de L. On entend par longueur (longueur

) Cf. p. e. Bliss, The solutions of differential eguations, Annals of Math.
1904—05, p. 49. | G'(i) | correspond au mod ¥?(

a) S. Banach. Sur les derivees des fonctions mesurables, Fund. Math.
T. I, p. 128.
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intsrieure, longueur extérieure) de B au sens classique la me-
sure (mesure intorieure, mesure exterieure) de # 1(B) (cf. § 1).
B estrectifiable au sens classique” veut dire que F~\B)
est mesurable.

Pour $tre exact, il faudrait prceiser: longueur de B au sens
classique relative a Z et sa representation 77(s); B est rectifiable
au sens classique relativement a L et Fis).

§ 3. Generalisations de la notion de la longueur et leur justi-
fication.

Plusieurs auteurs ont et$ amenes a generaliser la notion clas-
sique de la longueurl).

Voila un probleme s'imposant souvent dans !analyse qui
justifie l'introduction de definitions nouvelles de la longueur.

Probleme P. Soient successivement F[s) et H(u) deux repro-
sentations normales (cf. 8 2) de deux arcs simples rectifiables L
et M. Soit B une partie de LU. La question se pose de savoir:

1°) si, B otant rectifiable au sens classique relativement a L
et F(s). I'est aussi relativement a M et 17(u);

2°) si la longueur de B au sens classique relative a L et
F(s) et relative a M et H(u) est la mSme lorsque B est rectifiable
relativement a ces arcs et a ces representations.

On peut, ou bien chercher a traiter cette question directement,
ou bien tenter de donner une doéfinition de la longueur d'un en-
semble independante de la representation parametrique de I'arc
sur lequel cet ensemble est situd, definition compatible avec la
dsfinition classique relative a cet are et a ses representations-
normales.

L'introduction des définitions nouvelles est ainsi justifioe parce
gu'elles reprdsentent un point de d$part pour une méthode d'exa-
men du probleme P ou bien parce quelles découlent d'une faeon
naturelle de certaines methodes en question.

Pour la plupart de ces définitions D subsistent les theorfemest
suivants:

Tr. A 6tant une partie d'un are L rectifiable au sens classiqu&

") Cf. O. Janzen: Uber einige'stetige Kurven, iiber Bogenlange, linearen
Inhalt und Flacheninhalt, Koénigsberg 1907. — W. Gross. Uber das lineare-
MaB von Punktmengen, Monatshefte fur Mathematik und Physik, T. 29
(1918) p. 177.

1*
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et F(s) etant une representation normale de L (cf. § 2), la dsfini-
tion D est compatible avec la definition classique en ce qui concerne
I'existence de la longueur de A et sa valeur (relative a Z et F(s")j.

T2. Si A(™B et que A et B sont rectifiables (D)) (== ont
une longueur finie), on a

long0 A << longfl B.

Ts. Toute partie fermée dun ensemble rectifiable (Z)) est
rectifiable (2)).

La projection d'un ensemble rectifiable (Z>) sur une droite
quelconque est mesurable et sa mesure ne surpasse pas la lon-
gueur de cet ensemble.

T5. La longueur d’une somme d’un nombre fini ou denom-
brable d’ensembles disjoints et rectifiables (Z)) est $gale a la somme
de leurs longueurs.

Te. La longueur d'un ensemble se projetant sur toute droite
de l'espace suivant un ensemble de mesure nulle est de longueur
nulle.

T,. Le produit et la difference de deux ensembles rectifiables
(2)) est rectifiable (2)).

En ce qui concerne les definitions de la longueur indepen-
dantes de l'ordre impos$ aux ensembles par des reprssentations
parametriques, il est a esperer a priori qu'elles peuvent classer
comme rectifiables des ensembles plus gensraux que les parties
des arcs simples.

U en est ainsi; il y en a qui offrent une gensralisation de
la notion de la longueur.

Toute gensralisation de cette sorte est-elle st$rile? Non
parce qu’il se presente dans lanalyse le besoin d’envisager des
ensembles plus gsneraux que les parties des arcs simpes rectifiables
et de considsrer leurs longueurs definies ad hoc suivant le cas.
Il suffit de faire mention d’une circonference augmentee d'une
coupure p$nstrant dans son intsrieur.

(Test un continu rectifiable.

Les diffSrentes definitions (Z>) rsalisant les theorsmes —T7
ne sont pas forcement compatibles entre elles dans toute leurs

") ,.Rectifiable (2>)* veut dire rectifiable relatiyement a la definition D.
2) longoM designe la longueur de A relatiye & la definition D.



gsndralisitél). Elle le sont sur le terrain des parties des continus
rectifiables (plus gendralement: parties des sommes ddénombrables
de tels continus). (Cf. § 15. Th. 3).

Les continus rectifiables s'introduisent naturellement a l'occa-

sion suivante: Soit une suite d’ares simples aux longueurs
inferieures a un nombre fixe k. Supposons que les arcs Lv tendent
vers un ensemble L. L n’est pas forcement un are simple, il est

un continu rectifiable).

§ 4. Le present travail fournit, relativement aux continus
rectifiables et a leurs parties, une rsponse a une question exacte-
ment de la meme nature que celle que Jordan a posée a M. Le-
besgue relativement au calcul de I'aire de surfacej).

Je suppose qu'un continu K rectifiable est donng par une
transformation absolument continue (cf. § 1) quelconqued).

En partant de cette represeiitation de K je donne un critere
de la rectifiabilits (relative a une definition quelconque rcalisant
les thdoremes T+ — T7 du § 3) d'une partie quelconque B de K.
Je donne une formule pour la longueur intSrieure et extorieure
de B et une formule pour la longueur de B lorsque B est recti-
fiable au sens precsdent.

Je demontre la compatibilite des definitions de la longueur
(pour lesquelles subsistent les theoremes 7j — T79 relativement
aux parties de K.

En partant de la formule meutionnse je donne une definition
analytique de la longueur des parties de K et je ddmontre qu’'elle
realise les thdoromes T\ — T\.

Je prouve que la rectifiabilite et la longueur (relatives a cette
dsfinition) d'un ensemble ne dependent pas de la transformation
absolument continue qui reprssente K.

Je démontre que les parties de K rectifiables au sens prsce-

) S. Mazurkiewicz et S. Saks. Sur les projections d'un ensemble ferme.
Fund. Math. T. VIII, p. 109.
2) C’est une consequence d’un thdoreme d’Ascoli (cf. p. ex. Tonelli:
Caleolo delle Variazioni T. 1, p. 76) et du theoreme 1 du § 14.
3) Lebesgue: Quelques remarques sur la definition de l'aire de surfaces.
Fund. Math. T. VIII, p. 164.
Une telle transformation existe pour tout K rectifiable (cf. § 14. Th. 1).



dent continuent d’etre rectifiables lorsqu’on soumet l'espace a une
transformation aux derivées partielles continuesl).

Je prouve l'invariance par rapport aux transformations car-
tesiennes de la reetifiabilite et de la longueur en question des
parties de K (ce n'est pas vrai pour tous les ensembles et toutes
les definitions roalisant  — T7).

J'6tablis directement la solution du probleme P et j'obtiens
des applications aux arcs rectifiables au sens classique.

J'obtiens quelques consequences relatives aux fonctions abso-
lument continues.

Jindiquerai dans un travail ulterieur les applications de nos
résultats a l'analyse classique.

* *

Il est intéressant d’observer comment quelques-uns de nos ths-
oremes pourraient etre acquis dans une voie plus courte par les
memes methodes appliquees aux cas plus simples?). Si leurs de-
monstrations sont procedces par des théoremes qui ne sont pas
etroitement lids avec eux c'est parce que la ligne de nos raison-
nements converge vers le calcul de la longueur.

Théorémes preliminaires sur les fonctions d’une variable.

§ 5. Lemme i. Soit g(t) une fonction possedant en tout point
d’'un ensemble E (mesurable on non) une derivee finie et soit A
une partie de E. La condition necessaire et suffisante pour que
m<7(4) = 03) (cf. § 1) est qu'on ait, presque partout dans A, ~'(i) =0.

Demonstration. On peut supposer que E est borné sans
restreindre la goneralité du lemme.

) Ce n’est pas vrai pour tous les ensembles rectifiables relativement
a une definition realisant Ti—Tr En partant d'un ensemble indiqué par
M. Saks, on peut facilement construire un ensemble de mesure nulle au sens de
Janzen qui apres une transformation du genre en question passe en un en-
semble non mesurable au meme sens. (Cet ensemble n’appartient a aucun con-
tinu rectifiable). Cf. S. Saks: Remarque sur la mesure linGaire des ensembles
plans. Fund. Math. T. IX, p. 16.

) La solution du probleme P par exemple pourrait se passer de la
theorie de l’ordre de multiplicito.

3) mA, miA, meA ddsignent respectivement la mesure de A, sa mesure
intérieure et extorieure.



La condition est suffisante suivant un r$sultat de M. Saksl).

Pour dsmontrer que la condition est ns$cessaire admettons,
par impossible, que par exemple g'(t) = 0 dans une partie B de A
pour laquelle

Q) =0

et que mg(B) — 0. Soit [a 6] (a<Z>) un intervalle fini contenant B.
Dssignons par EPyg (ou p et g sont des nombres naturels) la classe

de tous les t deB pour lesquels les relations 0 <<h<G. ) (t -\-h}sB
entrainent l'insgalit$

)] + g(0=1.
h g

g'(t) Stant positif et fini dans B. on a B—= E2EPtg. 1l exis"e donc
selon (1) un p' et un g pour lesquels me(Ep,,q) >+ 0. Divisons
[a, 6] en p' sous intervalles $gaux. Au moins l'un d’eux renferme
une portion C de Ep,fg, de mesure non nulle. On a

3) me(C) = 0,

4) mg(Q = 0.

D’apres (2) la fonction g(t) est croissante au sens strict dans C2).

On peut supprimer dans C une partie dSnombrable 2), telle
que G—D et g(C—D) soient bilatsralement denses en eux-msmess).
Designons par g~y(y) la fonction inverse de la fonction g(f), cette
derniere Stant considsrée seulement dans C — D.

g'(t) stant positif et fini dans C—D, (p“'(y))' est fini dans
g{C—D) (c’est un rssultat de la facon dont on a choisi D). Or, notre
condition etant suffisante, on en conclut conformément a (4) que
0 = mg~\g(C—2))) = m(C— D) — ce qui est contraire a (3).

*) S. Saks. Sur un theoreme de M. Lusin. Th. 1 et 2, p. 115, Fund.
Math. Th. VI.

') Le raisonnement précedent est calque sur un raisonnement de M. Saks-
(Sur les nombres derives, p. 100, Fund. Math. V).

s) Cf. T. Wazewski. Un thsoreme sur les fonctions dsrivables. Ann. d. L.
Soc. Polonaise de Math. T. VI, p. 87, § 3.

A est dit bilatSralement dense en lui-meme, si tout point x de A est
A la fois point d’accumulation de la partie de A situee A droite de x et de
celle qui se trouve A sa gauche.



Lemme 2. Soit g(f) une fonction definie dans un ensemble A
jouissant des propriétos suiyantes.

Pj) g'(i) est fini presque partout dans JE,

P2) si C est une partie de mesure nulle de JE. alors m<y(C) =10
(ef. 8 1)

Soit A une partie de E. La condition nocessaire et suffisante
pour que

@ mg” =0
est que g'(t) soit nul presque partout dans A.

Domonstration. Dosignons par B la partie de E ou g'(f) n'est
pas fini ou n’existe pas. On a suiyant P, et P2

2 mB =0

(3) m~(P) = 0.

Soit A une partie de E. On a

(4) 9(A) =g(A —B) +g(A.B).
De (3) il s’ensuit

(5) mg(A.B~) — 0.

D’apres (4) et (5) la condition ndcessaire et suffisante pour 1'egalit6
(1) est que mg(A—B) — 0. Or, g'(t) etant fini partout dans A—B,
cette condition reyient a ce que g'(f) soit nul presque partout dans
A — B (cf. lemme procedent) c. &-d. (cf. (2)) presque partout dans A.

Corollaire. Soit </(£) une fonction definie et absolument con-
tinue dans un interyalle born6 et ferme A. Soit A une partie (me-
surable ou non) de A. La condition noécessaire et suffisante pour
que g(A) (cf. § 1) soit de mesure nulle est que y'(i) soit nul pres-
que partout dans A.

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que g'(t) jouit des
propriotés P, et P2 du lemme pidcédentl).

§ 6. Definition. Soit a(t) une fonction definie dans un en-
semble lindaire E. (Les yaleurs que prend a(i) peuyent etre des
nombres ou non). Soit A une partie de E. Nous dosignons par

la classe de tous les t appartenant a A pour lesquels I'6quation

') S. Banach. Sur les lignes rectifiables. Th. 3, p. 229. Fund. Math. T. VII.



a(u) = a(t) n'admet pas de solutions en u satisfaisant aux condi-
dions: usA, u <Zt.

Lemme i. Si A(-B("E, alors B —B~B — A (cf. defini-
tion precddente).

Demonstration. Soit A(~ et soit
1) tadB —A
t0 appartenant a B on a selon la definition de B
2 toeB.
Jaffirme que
() tOE(—A).

En effet, dapres (1) I'6quation a(u) = a(£0) n'admet pas de
solutions en u satisfaisant aux conditions ueB, u <Zt0 ni (3, plus
forte raison) aux conditions ueA, u <Zta Il en resulte que, si t0
appartenait a A, il appartiendrait aussi a A (cf. dof. de B ce
qui est eontraire a (1). La relation (3) est ainsi 6tablie. De (2) et
(3) il sensuit

tosB — A.
Cette relation etant une consdquence de (1), on obtient
B —8AB —A c g fd
Lemme 2. Si
@ AQBQE,
alors atA —R"a(B —A).

La demonstration est basee sur les deux remarques suivantes
decoulant immédiatement de la definition précedente:
I) Si tosB—B alors il existe un pour lequel ou a
2 M «("0) == a(ti)-
I1) Si t"sA <10, a(*) = «&), alors
®)
Adressons-nous & la demonstration du lemme.
Supposons que

(4) psa(A —B

Il suffit de prouver que pea(B— A). Dapres (4) il existe
un t0 pour lequel
(5) tosA —B  a(t)=p
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d'ou il resulte, en vertu de (1) que tgEB—B 1l existe donc un
A satisfaisant a (2). De (2) et (5) résulte (3) (cf. Il) et de (2) et
(3) il resulte que tteB —A.

On a, par consequent, p — a(t0) — a”~sa”™B—A) c¢. q. f. d.
En rapprochant les deux lemmes precedents, on obtient le suivant

Corollaire. Si A("B("E, alors
aB —p +t((A —B =afB —p +A —BO (B—A-
§ 7. Theoreme i. Soit {Pv} une suite (finie ou non) d'en-
sembles parfaits et disjoints dont la somme P— SPV est bornge.
Supposons qu’une fonction a(t) est monotone au sens strict
dans chacun des ensembles Pv et qu'elle possede en tout point de

P une d¢rivee non nulle et finie.
Admettons en plus que partout dans P on a

kP (a, f) << oox).
Ceci etant, j'aifirme que, si A est une partie mesurable de P, on a

La démonstration de ce theorfeme sera basee sur quelgUes lemmes.
Lemme i. Si A(™P, alors la condition nécessaire et suffi-
sante pour que ma(A) = 0 est que tn(A) ==0.
C'est une consequence immodiate du lemme 1, § 5.
Lemme 2. Si A est une partie mesurable de P, a(A) est
mesurable (c-a-d. m(l. a(A))<Z oo lorsque I est un intervalle fini).
Supposons, en effet, que A est mesurable. On peut mettre A
sous la forme -
00
v/l
ou Ag est un ensemble de mesure nulle et les Av sont fermes. On a
a(A) = a(A0) + Ma(Av).
a(A0) est de mesure nulle (lemme 1) et les a(Av) sont fermes, car
«(t) est une fonction continue. a(A) est donc mesurable.
Lemme 3. Soit BQ a(P) = a(-SP,,). La condition necessaire
et suffisante pour que B soit mesurable est que a~’(B) (cf. § 1)
le sdéit aussi.

") kP{a, t) designe l'ordre de multiplicite de i relatif a P et «(/) (cf. § 1).
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En vertu du lemme précedent la condition est suffisante, car
B — a(a-1(B)). Pour démontrer qu'elle est nocessaire supposons

00
que B est mesurable et mettons B sous la forme B — % Bv —|—Bo,
v

nu Bo est de mesure nulle et les Bv sont fermes. On a

«_1(B0) est de mesure nulle (lemme 1). Il reste a démontrer que
les a_1(Bv) sont mesurables.

On a a~’'(Bv) = 2P . a~\Bv). Comme les P et les Bv sont

fermds et que la fonction a est continue, Pa.a ](BVY) est aussi fermo.
Les a~\Bv) sont donc mesurables.

Lemme 4. Si B est une partie mesurable de P, l'ensemble
B (cf. § 6, definition) est mesurable.

Demonstration. 1l existe une partie A de B, une partie qui
est une somme dénombrable d'ensembles fermos et pour laquelle

(1) m(B — A) = m(B)—m(A) — 0.

A est mesurablel). On a d’apres (1) (cf. lemme 1) mci(B —A")=0.
Le corollaire du § 6 donne &(B —¥\-a(A —R) a(B—A) dou
midB — R —ma(A —B =0

et de la (ef. lemme 1)
mB —* +mfA —B =0
L'ensemble B —A —( —B est donc mesurable et
par suite 'ensemble B = A B B — A est aussi mesurable.

Lemme 5 Si A est un ensemble mesurable et que pour
tout point de A

1) UM =D
alors
(2) ma (A)

Demonstration. Supposons que les premisses du lemme sont
verifiees. a(t) est monotone au sens strict sur chacun des ensem-
bles Pv. Soit le plus petit intervalle ferm6 contenant Pv. Soit

t) S. Banach. Sur une classe de fonctions continues. Th. 1, p. 167
Fund. Math. T. VIII.



12

une fonction continue dans Av, identique a a(i) dans Pv et
lindaire dans chaque intervalle contigu de Pv. Elle est absolument
continuel) et monotone au sens strict dans Av. On a presque par-
tout dans Pv (a I'exception eventuelle des extremites des intervalles
contigus de P,,) /?(# = a'(t). On a donc'2F
3) mfiv(APv)=ma(APv) —j\ O) B a Idl
APp APjj

Les ensembles APV sont disjoints, il en est donc ainsi des
a(A.Pv) en vertu de (1). On a a(A) = 2a(APv). Ceci otant, il est
clair que (3) implique (2)

Lemme 6. Soit A une partie mesurable de P et soit n un
nombre naturel. Ddsignons par A, la classe des t pour lesquels

f) —n. Ceci etant on a

a) a(Jdn). a(yl,,,) ==0 lorsque m =f=n»

00

b) A=2A,,

c) A,, est mesurable,
d) ma(A,) =- J | «(<)]dt.

An

Domonstration. En remontant aux hypotheses faites sur a(t)r
on voit que seulement ¢ et d ne sont pas Ovidents.

Ddsignons par Bn la classe des points appartenant exactement
a n ensembles «(1P,,). Les ensembles APV et par consequent (cf.
lemme 2) les ensembles a(AP” etant mesurables, Bn est mesurableg).
a_1(P,,) est aussi mesurable (lemme 3). a(z) 6tant monotone au sens
strict sur chacun des ensembles Pv et les Pv etant disjoints on
a A,=allP,). A, est donc mesurable.

L’dga.litd d) est juste pour n =1 (lemme 5). Supposons qu’elle
est juste pour n et en visageons le cas de n 1. On a (cf. dofi-
nition de A § 6)

A 41 — (P - -4A1) 4% ana
1) “(A+l) = «(AI) = a(",,+i—A+L)-

) S. Banach. Sur les lignes rectifiables 1. c.

2) C'est presgue immediat. cf. p. e. T. Wazewski, Kontinua prosto-
walne etc. lemme 5, p. 15. Dodatek do Bocznika Pol. Tow. Mat. T. V. 1927.

’) Ceci decoule facilement d'un raisonnement convenablement modifie de
W. GroB (Uber das Flachenmafi von Punktmengen, Monatshefte f. Mathem. u.
Physik, p. 175, T. XXIX, 1918).
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# +1 etant mesurable (lemme 4), on a selon le lemme 5

Pour tout t de Fensemble mesurable A,+1— A +1— G on
a kG(a,t) =n dou
(3) ma(G)="j" \a\t)\dt.

G

De (1), (2) et (3) il s’ensuit

ma(Antd = | a'(f) | dt.
Demonstration du theoreme 1. Gardons les notations du
lemme pr$codent. Nous avons

@) dt.

On a A =2A,,, car kP(a ) <oo. En vertu des proprietes
a) et b) du lemme précedent il s’ensuit de (1) que

Transformations absolument continues.

§ 8. Nous designons, dans ce paragrapbe, par (?(/) = {<A(Y),...
</(E)} Ulie transformation dsfinie et absolument continue dans un
intervalle ferme et bornd A. Nous dcsignons par A la classe des t
pour lesquels | G'(i) | = 0. (Cf- les notations du § 1).

Remaraue 1. Soit D une portion de l’espace contenant (?(4)
(cf. 8§ 1) dans son intSrieur. Soient a?,) n fonction posse-
dant dans D les derivees partielles de premier ordre continues.
Soit N(«)=/t(Ni#),...,5',(1)).

Ceci etant la transformation

H(i) = {AL(Y),..., />,(«)}
est dofinie et absolument continue dans A. Pour le d$montrer, il
suffit de remarquer que les fonctions A((i) sont absolument conti-
nues dans A.
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Remargue 2. | G'(t)| est un invariant relatiyement a toutes
les transformations cartesiennes de l’espace a n dimensions.
C’est immediat.

Definition 1. Nous appelons une partie A (mesurable ou non)
de 4 exeeptionnelle (par rapport a 6r(/)) si, presque partout
dans A, on a | G'(t)| =0 c.-a.-d,, si on a m(A—4,) = 0.

Nous appellons une partie A (mesurable ou non) de 4 rs-
gulisre (par rapport a G(t)), si, presque partout dans A, on
aiG'(t)|==0, c-a-d. si m(AA) ==0.

Remargue 3. Les parties des ensembles exceptionnels (regu-
liers) sont exceptionnelles (regulieres).

La somme et le produit d'un nombre fini ou d’une guantite
dsnombrable d’ensembles exceptionnels (rsguliers) sont exception-
nels (rsguliers).

Remargue 4. La condition n$cessaire et suffisante pour qu’une
partie A de 4 soit de mesure nulle est qu'elle soit a la fois rsgu-
liere et exceptionnelle (cf. remargue du § 1)

Definition 2. Nous appelons une partie B de l'espace a ! di-
mensions ensemble a projection nulle, lorsgue B se projette
sur toute droite de cet espace suivant un ensemble de mesure nulle.

Remargue 5. Les parties, les sommes (denombrables) et les
produits des ensembles a projection nulle sont a projection nulle.

Theoreme 1. Soit J.Q4. La condition nscessaire et suffi-
sante pour que G(A) (cf. § 1) soit a projection nulle (cf. def. 2)
est que A. soit exceptionnel (cf. def. 1) c.-a-d. que m(A—4,) —0.

Demonstration. Designons par le systSme d'axes
rectangulaires auxquels est rapport§ notre espace a n dimensions.

Supposons que t?(4.) est a projection nulle. On a: my((J.) =0
(i]L,.car yt(A) est la projection de G(A) sur l'axe xt Sui-
vant le eorollaire du § 5 on a presque partout dans A: y'(t)|=O
(i] 1,...,«) et par suite | G'(f)| =0, ce qui prouve que A est un
ensemble exceptionnel.

Supposons, en second lieu, que A est un ensemble exceptionnel
et que d est une droite quelconque. Il s’agit de prouver que la
projection de G(A) sur d est de mesure nulle. On a presgue par-
tout dans A: | G'(t) | =0.

Soumettons l'espace a n dimensions a une transformation car-
tesienne aux axes nouveaux yl,..~yn de faeon que d coTncide avec
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I'axe yr. La transformation G(t) passe alors en une transformation
absolument eontinue (cf. remargue 1) H(t) — {/(t),..., hn(t)}.

Suiyant la remaraue 2, on a presgue partout dans A: | H(f) | =
= | G'(f)|=0 et a plus forte raison on a presgue partout dans-
A: = La projection en guestion h™A) est donc de mesure
nulle (cf. § 5 corollaire).

Theoreme 2. Soit L un are simple rectifiable et F(s) une
représentation normale de L (8§ 2) definie dans un intervalle D.
Soit B une partie de L.

La condition nodcessaire et suffisante pour que la longueur
de B (relative a L et F(s) cf. § 2) soit nulle est que B soit a pro-
jection nulle (cf. def. 2).

Demonstration. Désignons par Z>, la classe des s ou | F'(s)| =0
On a (cf. § 2)

) ml), = 0.

Posons A — F~1(B"). On a B = F(A). Suiyant le theoreme proce-
dent la condition nocessaire et suffisante pour que B soit a pro-
jection nulle est que A soit exceptionnel, c.-a-d. que Fon ait
m(A—D,) =0, ce qui selon (1), revient a ce que A soit de
mesure nulle, c-a-d. que B soit de longueur (relatiye a Z et F(s))-
nulle (cf. § 2).

Theoreme 3. Soit dM la classe des t pour lesguels &4(t) = oo
(cf. § 1). doo est un ensemble exceptionnel.

Désignons, en effet, par d, la classe des t oii | G'(f) | n’existe
pas on n'est pas fini. d, est exceptionnel (cf. Rem. 4 et § 1,
Remaraue).

Il suffit de domontrer (cf. Remargue 5 et theoreme proce-
dent) gue

0) t2(dw)c<«(d,)4-(?(d,),

car, selon le theoreme procedent, le second membre de cette indu-
sion est a projection nulle.
Pour otablir (1) il suffit de démontrer que

) pe G!(d=0) — ¢2(ck)
impligue
(3) pe(?(d,).
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Supposons que la relation (2) est vraie. La classe des solu-
tions en t de l'equation p = G(f) est fermee et infinie. Soit t0 un
point d'accumulation de cette classe et {t"} une suite de points
pour lesquels
4) lim =10, tud=10, <?(®) = <#,) =p.

D’aprfes (2) et (4) t0 n'appartient pas a A, donc |[//~M(F0¥
= | <?(#,) | existe. Selon (4)

2K( (to). 0O

~0
donc a la limite =0 (i|1,..n) dou | | =0. Par con-
sequent p= G(t0] eG(A;) c. q. f. d.

Corollaire. 1. Soit la partie d’'un ensemble A (mesurable
on non) pour les points de laquelle on a &4(z) = oo. est un
ensemble exceptionnel.

Pour le prouver, il sutfit de remarquer que Q AN (cf.

remarque 3).

Lemme i. Gardons les hypotheses de la Remarque 1 relati-
vement a H(t).

Si G(A) est a projeetion nulle, IBA) l'est aussi.

Demonstration. Supposons que ¢?(™) est a projeetion nulle.
A est exceptionnel (relativement a <?(<)) (cf. Th. 1). A est aussi
exceptionnel relativement a H(t), car | H'(t) | est ¢videmment nul
lorsque | G'(t) | Fest. H(t) etant une transformation absolument
continue (cf. Rem. 1) H(A~) est a projeetion nulle en wvertu du
thSoreme 1.

Probleme de mesurabilite des images inverses par Pinterme-
diaire des transformations absolument continues. Application
aux arcs rectifiables.

§ 9. Theordme i. Soient ¢r(t) et H(u) deux transformations
dsfinies et absolument continues respectivement dans les intervalles
fermes et bornes A et 0. Soient A, et les classes des points t
et w ou on a respectivement | ¢r'(t) | =0, | H'(t) | = 0. Soit B une
partie de G(A) et H(0).

Ceci etant les ensembles (cf. § 1).

G~\B) — A,, H-\B) — 0.
ne peuyent etre mesurables qu'a la fois.
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Demonstration.  Supposons par exemple que I'ensemble
A — G~1(B) —A, est mesurable. 1l existe une suite d’ensembles
fermes {Fv} et un ensemble de mesure nulle R, tels que

A=2FV+R.

On a <J(4) -|- ¢r(4) et comme
donc BQ G(2FV) + <?(R) -j- (7(4)
d’oii il s’ensuit que
B- GM"F"C G(R)-\- G(4).

G(R) -J~ ¢r(4) dtant & projeetion nulle (cf. § 8, thdorome 1, remar-
ques 4 et 5), 'ensemble C—B—G(2FV) l'est aussi (8§ 8 rem. 5)
et par consoquent (cf. § 8, th. 1)
1) - ®)=0.

On a

B=C+ 2G(FW\
H-\B) = H~\C) + SH-\G",
H~\B) — ®,= H~\C) — ®, + S(H~\G(FV)) — &).

Comme les ensembles H~I(G(FV)) sont fermds et ®, est me-
surable (§8 1, remarque) donc en raison de (1) H~\B") — ®, est
mesurable, ¢. g. f. d.

Théorfeme 2. Grardons relativement & G(t) les hypotheses du

theoreme precddent et soit A une partie mesurable de A.
G~\G(A)) — A, est mesurable.

D¢Emonstration. |l existe une suite d'ensembles fermos
et un ensemble de mesure nulle R, tels que A=SFV R. On a
G-U((?4) — 4 = 2&-\G(Fv)) — A. + (G~-\G(Ry) — A.
Les ensembles G~\<?(/,)) etant fermds et A, dtant mesurable
(8 1, Rem.) il suffit de prouver que
@))] m(G~\G(R)) — 4) = 0.
R etant de mesure nulle, G(R) est a projeetion nulle (§8 8,
Th. 1) (?-1(<?(/?)) est donc exceptionnel, c.-a-d. (1) a lieu.
Theoreme 3. Soit G(t) une transformation dofinie et absolu-

ment continue dans un intervalle ferm6 et borne A. Dosignons par
4 la classe des i ou | G'(t) | = 0.

Rocznik Pol. Tow. matem. 2
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Soit F(s) une reprssentation normale d'un are simple recti-
fiable L.

Soit B une partie de L et de Cr(4).

La condition nscessaire et suffisante pour que B soit recti-
fiable au sens classique relatiyement a L et F(s) est que G~\B)—A,
soit mesurable (cf. les notations et dsfinitions des 88 1 et 2).

Dsmonstration. La condition n$cessaire et suffisante pour
que B soit rectifiable au sens ci-dessus est que F~\B) soit mesu-
rable (cf. § 2).

Ds$signons  par la classe des s od | F'(s)| =0. On a (cf.
§ 2) m&, = 0. Notre condition revient donc a ce que F~\B)— 0,
soit mesurable.

Or, #(s) S$tant une transformation absolument continue, les
ensembles F~’(B) — 0. et G~\B) —A, ne peuvent etre mesurables
gu'a la fois (cf. Th. 1), ce qui termine la d$Smonstration.

Ordre de inultiplicite.

§ 10. Theoréme i. Soit <?(t) une transformation dsfinie et ab-
solument continue dans un intervalle ferm$ et born$ A. Soit A, la
classe des points oh | G'(t) | =0 (cf. § 1).

Designons par ~(t) l'ordre de multiplicits de t relatif a A
et G(t) (cf. § 1).

Si Ae"BQ_A et que
1) A est un ensemble regulier c.-a-d. m(AA) =0,

(2) B— A est un ensemble exceptionnel c.-a-d. m(B—A—4,) =0,

alors on a presque partout dans A

3) ~(0 —W).
Dsmonstration. Dssignons par Aj la classe des points de A
pour lesquels (3) n'a pas lieu. Il faut prouver que A" est de me-

sure nulle et pour cela il suffit de dSmontrer que Al est a la fois
régulier et exeeptionnel (8 8, Rem. 4). Or, Al est rSgulier comme
une partie de l'ensemble régulier A (§ 8, Rem. 3).

Jaffirme que
4) e(A)C<?(-8-4).

Soit en effet tt un point de 4,. Selon la definition de Ar il
existe un pour lequel

ér(fj) == t\V'\B — A.
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De la: G(i0) = G(B— A) ce qui prouve (4). D'apres
(2) et (4) G(Ai) est a projection nulle (8 8, Th. 1 et Rem. 5) et
par consequent (§ 8, Th. 1) est un ensemble exceptionnel.

Corollaire. Gardons les hypotheses du theoreme précédent
relatives a G(f).

Si 4Q 4 on a presque partout dans A —A,

Il suffit de remarquer que A — A, est regulier et que AA,
est exceptionnel (cf. § 8, def. 1) pour ramener ce corollaire au
theoreme prcécedent.

Lemme. Maintenons les hypotheses du thdoreme 1 relative-
ment a G(t). Soit

Q) BCCQG((A\
AQA.
On a partout dans
2 19G) = \o) (1)
®) _(0)(0-
Demonstration. 1l suffit de démontrer (cf. la definition de

~N() 8 que pour tout t) appartenant a AG~2(B) les deux con-
ditions en t
(4) (?(<)= G(«),
(5) teAG~\C), G(t)=G(tb),
sont equivalentes.
Supposons que
(6) tteAG~\B).
(4) implique (5) en vertu de (1).
Supposons que (5) a lieu. On a selon (5)
(7 leA.
D’apres (5), (6) et (1)
G(t) — G(t9)eB
d'ou il resulte que
teG~\B\
ce qui rapproche a (7) donne: te A G~](B). (5) implique donc (4).
La relation (3) resulte de la relation (2) lorsqu'on pose A=A.
t
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Un lemme sur les fonctions implicites.

§ 11. Lemme. Soient

1) (A2) = {~(),..., ,(2)} une transformation définie et abso-
lument continue dans un intervalle fermd et borne A

2°) F(s) = {/((s),.--, 1,,(8)} une representation normale d’un
are rectifiable L (cf. § 1).

Ceci Otant on a:

I. La classe T des points t pour lesquels G”eL est fermée.

Il. Il existe une fonction unique a(i), telle que les dquations

= «(#¥)
G(t) = Rs\
sont équivalentes.

I11. La fonction a(t) est definie et continue dans T.
IV. A etant une partie de T\ on a partout dans A

Kja, t) = kA(t)

(kA(a, t) est l'ordre de multiplicite de t relatif a A et a(i); kA(t)
I'ordre relatif & A et ¢r(2)).

V. Il existe une suite d’ensembles parfaits et disjoints Pv qui
sont contenus dans T\ tels qu'en posant P— 2PV on a

a) a(t) est une fonction monotone au sens strict dans chacun
des ensembles Pv.

/) P est un ensemble regulier et T— P un ensemble ex-
ceptionnel relatiyement a G(t) (cf. § 8, dof. 1).

y) On a partout dans P\ kP(a,t) < oo.

<) Si teP, alors 0 < | a'(t)| — | G'(t) | < + oo.

Demonstration. Supposons que les premisses du lemme sont
vraies.

I. est vrai, car G(t) est une transformation continue et L est
un ensemble fermo.

Ad Il et IIl. Comme I'Ssquation p = F(s} constitue une home-
omorphie entre L et un intervalle, il est clair qu’il existe une
seule fonction a(t) en question et qu'elle est dofinie et continue
dans T.

La proposition IV est une consequence immodiate de Il.-
Nous allons doémontrer V.

Dosignons par
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les classes des t ou respectivement | ¢%2(Z) | n'existe pas, est nul et
ou kA(f) — oo.
La classe

b 4~ 4,4- 1lo
est exceptionnelle (cf. § 1, Rem.; § 8, Def. 1, Th. 3, Rem. 3).
Dosignons par
8.
la classe des s oh '0galite | F'(s) | =1 n'a pas lieu et dosignons par
2.

la classe des t pour lesquels G(t)eF(St).

On a G(2") Q F(Sj. La reprosentation F(s) etant absolument
continue et 8, 6tant de mesure nulle (cf. § 2), F(S,) et, par conso-
quent, G(2,) est A projection nulle (§ 8, Th. 1 et Rem. 4). 2, est
donc exceptionnel (§ 8, Th. 1).

L’ensemble

F=A4-Af 4~2,

est exceptionnel (§ 8 Rem. 3), c.a-d. m(F— 4,)=0. 2l est un
ensemble mesurable, car (cf. § 1. Rem.)

p=4 4-(r-4).
T — F est rogulier, car il eet disjoint de A, (cf. § 8, Def. 1).
T— F Otant mesurable (cf. 1), il existe une partie 11 de T—r

dense en elle-mome et ayant la méme mesure que T— F (p. ex.
une somme donombrable d’ensembles parfaite). On a
1) m(T— F — 7Z2)==0.

Je vais domontrer que 7, y, ¢ ont lieu lorsqu'on y remplace
P par U.

Il est un ensemble rogulier parce qu'il fait partie de I'ensem-
ble régulier T— F.

T— U est un ensemble exceptionnel puisqu’il est somme de
deux ensembles exceptionnels: T—1I=(T — I)F-}-(T—I1—F).
fi est donc vdrifio.

La propridte y a aussi lieu, car Il est disjoint de r et a plus
forte raison de Ax.

Pour domontrer la propriétd ¢ supposons que

)
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Il 6tant disjoint de Ae-[- A, on a

3) + 00 = | G'(tt) | == 0.
Soit {t"} une suite quelconque de points pour laquelle
(4) lim~ =4,

(Une telle suite existe parce que U est un ensemble dense en lui-
meme et non vide en raison de I'bypothese (2)).
De (3) il s’ensuit qu'& partir d'un /i assez grand

(5) GNMGM

Nous pouvons supposer que c’est le cas pour tous les fi. Posons
(6) =18, «»>=®Q

On a (cf. 11)

?) FM = V= G(tJ

et en raison de la continuite de a(7)

(8) IaI«P‘] s ==40.

On a suiyant (5) et (7)

©) == s0.

11 etant disjoint de 25, s0 n'appartient pas a S, et de la on
obtient

(10) IFFM | =1
Pour un certain i on a par consequent
(11) /;(«»)+o.
Nous avons pour ce i (cf. (4), (7), (9), (6))
— am
ifi — — 10

Comme t est une suite quelconque satisfaisant a (4) et com-
me a(t) n'est pas dofini en debors de T, on obtient de !'6galite
procedente (cf. (3), (4), (8), (11))

On a pour tout v et pour tout t de T (cf. II)
I, (@) = y.(1).
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De U on obtient en vertu de l'existence de d’'apres (3)
et (10) et en raison de ce que t0 est point daccumulation de T
les relations suiyantes:

w),
[(('02 — =1= °>
(12) 0<<|a'(fr| =] ¢r'(0) | < -+ 00, lorsque t~sll.

La proprists 6 est donc dsmontrée relativement a 77.

Suivant un thsorsme de M. Kintchinel) il résulte de la rela-
tion (12) qu’il existe une suite d’ensembles Pv contenus dant 77,
parfaits et disjoints et tels que

1°) m(77-2Pv) =0,

2°) a(E) est monotone au sens strict sur chacun des ensem-
bles Pv.

On ydrifie sans peine qu'une telle suite Pv satisfait aux con-
ditions enoncees dans V.

Application a la longueur d’un ensemble au sens classigue;
rindSpendance de la longueur classigue de la représentation
paramstrique.

§ 12. Theoreme i. Soient 1°) G(t) = <7,()} une
transformation definie et absolument continue dans un interyalle
ferme et born§ A (cf. § 1).

2°) F(s) = {/1(s),..-./.,(5)} une représentation normale d'un
are rectifiable L (cf. § 2).

Designons par Z la classe des t pour lesquels ¢?(t) appar-
tient a L.

A Stant une partie mesurable de 7, la classe (?(A) estj

a) rectifiable au sens classique relativement h L et F(s) (cf. § 2),

?) la longueur au sens classique de (?(A) (relative A L et
F(s)) est $gale a lintegrale

(cf. les notations du § 1).

’) Ce thSoreme constitue un excellent instrument pour demontrer le ths-
oreme T, du § 3 relatiyement a la definition de Janzen et a celle de Peano-Gross.



24

Demonstration. Selon la dsfinition de la longueur au sens
classique il s'agit de domontrer que F~\G(A"j) est mesurable et
que sa mesure est egale a (1).

Revenons aux notations du § précedent. On a (cf. § 11, V)

A=A.P-\-(A—P)
d'oii en raison de II, § 11

a(A) = F-"GfA)) = F-\G(AP)) + F-\G(A— P}) =
= a(4f)-|-a(4-P).

A—P etant exceptionnel (V /7, § 11), G(A—P) est a projection
nulle (8 8, Th. 1) et par consoquent (8 8, Th. 2) FAMGfA— P))
a une longueur (relative a L et P(s)) nulle c.-a-d.

2 ma(A—P) =0.
A etant mesurable, AP [l'est aussi et on a (cf. § 11, IV, V
et § 7, Th. 1)

AP AP

Comme A — P est exceptionnel et AP est rsgulier (cf. § 11,
V), il apparait selon le theor. 1 du § 10 qu'on a presque partout
dans AP

et par suite dapres (2) et (3)

»14

AP A

Corollaire. Si B est une partie de deux arcs rectifiables L
et Lr donnes respOctivement par deux representations normales
F(s) et Pj(i), alors

1°) B peut etre rectifiable au sens classique relativement a L
et P(s) d'une part et relativement a Lt et F~) de l'autre — seu-
lement simultanement.

2°) Si B est rectifiable au sens classique, sa longueur au sens
classique relative a L et P(s) est egale a sa longueur relative a Lt
et Pi(i).

Autrement: La proprietd d'etre rectifiable au sens classique
et la valeur de la longueur (au sens classique) d'un ensemble B
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ne dependent ni de [Parc rectifiable dont B est une partie ni de
sa représentation normale.

On ramene ce corollaire au théor. 3 du § 9 et au thdoreme
precédent lorsqu’on y pose F/t) au lieu de FMB) au lieu
de A et si I'on observe que 1°) &a(z)=I partout dans A, que 2°)
| G'(f) | = 1 presque partout dans A et que 3°) notre corollaire est
symetrique par rapport a L et Lt

Theordme 2. Soit G(t) une fonction definie et absolument
continue dans un intervalle ferme et borne et soit A, la classe des
t oii | G\t) | =0 (cf. § 1).

Soit B un ensemble rectifiable au sens classique et contenu
dans ¢?(21).

Ceci etant la longueur de B (au sens classique) est dgale a

| G\t) |

s-ty-4
Demonstration. On a
B = G(G~\B) — 4) + G(G~\B). A).
G(G~\B). 4) est a projeetion nulle (§ 8. Th. 1) donc de longueur
(au sens classique) nulle (§ 8. Th. 2). La longueur de B (au sens
classique) est donc ¢gale a la premidre des intégrales (1) (cf. Th. 1).

La seconde integrale est $gale a la premifere, car presque partout
dans G™B) — A, on a (cf. § 10, Corollaire)

ha) —

Application aux fonctions absolument continues.

§ 13. Ddésignons par y(t) une fonction dsfinie et absolument
continue dans un intervalle borne et ferme A. Soit 4 la classe
des t ou g\f) — 0. Designons par fcz(t) 'ordre de multiplicite de t
relatif k A et g(t) (cf. § 1). Ceci 6tant nous avons les trois tho-
oremes suivants:

Théorbme i. Si .4 est une partie mesurable de A, alors (cf.
les notations du § 1)
1°) g(A) est mesurable

) mg(A)= T  dt
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Thbeorfeme 2. Soit B une partie de ~(4).
La condition necessaire et suffisante pour que B soit rnesli-
rabie est que
9~\B)-A,
soit mesurable.
Théorbme 3. Soit B une partie mesurable G(A). On a

101 dt_ r 101 4

Demonstration. g(A) est identique a un intervalle [a, b] — L.
L est un are simple rectifiable situé dans l'espace a une dimension.
/'(s) =s est une reprdsentation normale de L. Il suffit de poser
T=A pour ramener le theoréme ! au théoreme 1 du 8§ 12, car
la longueur coincide dans ce cas avec la mesure.

On ramene d'une fagon analogue le théoreme 2 au theoreme
3 du § 9 et le thdoreme 3 au théoreme 2 du § 12.

Résultats antdrieurs.

§ 14. Jai doveloppo la thdorie des continua rectifiables dans
un memoire antorieurl).

Voila deux des théoromes que j'y ai doémontrés et que j'utili-
serai dans la suite.

Theoreme 12). La condition nocessaire et suffisante pour
gu'un continu K soit rectifiable (= ait une longueur finie) relative-
ment a une definition D de la longueur, definition roalisant les
théoremes — T du § 3, est quil existe une transformation
(?(£) definie et absolument continue dans un intervalle bornd et
fermd 4 telle qu'on ait

K= G(A).

Theoreme 23). Soit G(t) une transformation ddéfinie et absolu-
ment continue dans un intervalle fermd et born6 A
Il existe une suite {Lv} jouissant des propridtes suivantes:

*) T. Wazewski. Kontinua prostowalne w zwiazku z funkcjami i odwzo-
rowaniami absolutnie ciggtemi. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Mat. T. 5, 1927.

Q) L c § 24, p. 46.

» 1 c. § 29, p. 49.
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) L,QG(A) (*1,2,...),

2°) Lv est un are simple ouvert (sans estremitds) rectifiable
au sens classique,

39 .Lv=20 lorsque u .

4°) En dosignant par ZJ) la longueur au sens elassique de L,, on a

2lv < -j-
vil

5°) La classe R—G(4) — 2LV est a projection nulle (cf.
§ 8, Def. 2)l).

On a en plus

6 a) AV=G~1(LV) est un ensemble mesurable (car (?(2) est
continue et Lv est une somme denombrable d’enseinbles fermes).

0) Si (i =sFv, alors Au=z}=A,, G(AfD). G(AY)= .L,,=0.

y) 4— BAV est exceptionnel, G(A— JSAV) — R est a pro-
jection nulle (cf. § 8, Dof. 1 et 2, Th. 1)

Calcul de la longueur généralisee. Compatibilitd de différentes
doflnitions de la longueur.

§ 15. (J2). Nous ddsignons par (?(Z) une transformation dofi-
nie et absolument continue dans un intervalle ferm$ et borne A

1) etant une definition quelconque de la longueur, nous di-
rons, comme dans le § 3, que

B est rectifiable (2>)
lorsque B est rectifiable (= a une longueur finie) relativement a la
definition D.
Nous dosignerons la longueur de B relative & la definition D
par
longpB.
Nous n'envisagerons au cours de ce paragraphe que des de-
finitions de la longueur qui realisent les theoromes Tr—Tn du § 3.
Nous désignerons par
longe! B
la longueur de B au sens classique.
Lemme i. Soit B une partie de G(A) (cf. § 1). La condition

* Nous laissons de cote le cas banat ou <?(4) se reduit k un point.
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necessaire et suffisante pour que B soit de longueur nulle relative-

ment & une dcfinition quelconque de la longueur (réalisant T7—T7

du § 3) est que B soit a projeetion nulle (cf. § 8, Def. 2).
Demonstration. La condition en question est suffisante (cf.

K, § 3).
Elle est nocessaire. Supposons, en effet, que

longcB = 0.
On a (cf. 814. Th. 2, 5°)
(1) B = 2BLV 4- BR.

Lv dtant rectifiable au sens classique (§8 14, Th. 2, 2°), il est
aussi rectifiable (2)) (cf. § 3. et par consdquent BLV est recti-
fiable (2)) (§ 3. T,). On a (cf. Tt) longo(Z?Z>v) < 0. Mais la lon-
gueur de BLV ne peut pas etre négative, car BLV renferme I'en-
semble vide qui est de longueur nulle (cf. § 3, T6 et T4) donc

longD(Z?Lv) = 0

et BLV otant situe sur l'arc Lv rectifiable au sens classique, on
a3 ?)
longe! (BLJ = 0.

Cette dgalite implique que les BLV sont a projeetion nulle
(8 8, Th. 2). BR est a projeetion nulle (8 14, Th. 2, 50. § 8, Rem. 5).

B est ainsi, suivant (1), une somme dénombrable d’ensembles
a projeetion nulle, il est donc (§ 8 Rem. 5) a projeetion nulle.

Lemme 2. Q et B etant eontenus dans (?(d) et Q etant
a projeetion nulle, Q et B ne peuvent Otre rectifiables (Z)) gua Ja
fois. S’ils sont rectifiables (Z)) on a

longd B = longc(jB -j- Q).

Demonstration. On a (cf. le lemme precédent) longc Q =0
et par suite (§8 3, T") longfl(Q — B) = 0. Les ensembles Z?etR-(-
-~ == B+ (JS—Q) ne peuvent donc etre rectifiables (Z>) qu’a la
fois et s'ils le sont, leurs longueurs sont egales (cf. § 3, Th et Zl/).

Theoreme i. Soit A une partie mesurable de 4 (cf. (Z2) et
soit D une definition quelconque de la longueur rdéalisant les the-
oromes — T\ du § 3. Ceci Otant on a (cf. § 1 et § 14, Th. 2).
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2
2°) G(A) est rectifiable relativement a D.

3») longD<?(2) =y
2
Demonstration. Gardons les notations du Th. 2, § 14. On a
A = 2aAv + A(A-2AY)
et (8§ 12, Th. 1 et § 14, Th. 2)
long,; G(AAV) =j" LL™J dt<lv.

AAY
Comme (cf. § 14, Th. 2)
Av = G-~\L,,) C 2A,, = G~\2LL\\
on a donc partout dans AAV (cf. § 10, Lemme)
AAANT = NA2AV()

et A(A —-SJ.V) etant un ensemble exceptionnel (cf. § 14, Th. 2,
6y) on a, dapres le théoreme 1 du § 10, presgue partout dans
A2AV

donc presgue partout dans AAV on a (cf. § 10, Lemme; § 14, Th. 2, 6a)
NAAV Fi = M-
On a par consoguent (cf. § 3, 7)

)] longflIG (J2j = longd<?(22,,)=
AA,,
Les ensembles AAV d'une part et les ensembles G(AAY) de
l'autre dtant disjoints (§ 14, Th. 2, 6/?) on a en vertu du theoreme
Tj du § 3

long0¢?(22LIr) = +

* On peut etablir cette inegalite independamment de la definition D.
Ceci resulte d'une analyse facile de la démonstration qui suit.
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Or, long™™zl —.Szl1,)) = 0 (cf. § 14, Th. 2, 6y; 88, Th. 1
et § 15, Lem. 1). Par cons¢quent (cf. Lemme 2)
(2) longB G (4) = longo G (A2AV).

| G'(f) | otant nul presque partout dans Fensemble esceptionnel
A(A — NMAW) (ci. § 14, Th. 2, 6y, § 8 Def. 1), on a suivant (1) et (2)

0<<long, G(4) = + c. g f d
A

Théoréme 21). Soit 7?Q6r(d) (cf. (1?)). La condition ncces-
saire et suffisante pour que B soit rectifiable (= ait une longueur
finie) relativement a une definition quelconque D de la longueur,
definition realisant les thSor&mes 7* — T7 du § 3, est que

G~\B) — A,

soit mesurable (cf. les notations du § 1).

Si B est rectifiable au sens ci-dessus on a

1)

D¢Emonstration. Notre condition est necessaire. Supposons en
effet que B est rectifiable (D). BL,, est rectifiable au sens classique
(cf. § 14, Th. 2, 2°; § 3, 7)) et. par consequent (§ 9, Th. 3),
ér 1(BLw) — d. est mesurable.

RB est a projection nulle (8 14, Th. 2, 5°; § 8, Rem. 5)
donc G~\BR)— A, est de mesure nulle (8§ 8 Th. 1). On a (§ 14,
Th. 1, 1° et 5°)

B=SBLV+R
et par eonssquent
G~\B) -A.=2(G-\BLV) — A) + G~\BR) — A,

G~\B) — A. est donc mesurable.

Notre condition est suffisante. Supposons en effet que (?_1(J")—A,
est mesurable. G(G~\B') — A) est donc rectifiable (D) et on a (cf.
Theoréme 1)

2 longp(?(G-1(5)-4) = vyI_ |=L"<+0o0.

J) Le present thdoreme fait partie de ceux que j'ai presentes au eoure
du 1-er Congres Polon, de Math. (Lwéw, Septembre 1927). Le théoreme reste
yrai lorsqu’on remplace la dofinition D par celle de M. Caratheodory.
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G(G \B). A) est a projection nulle (8 8, Th. 1) et par suite
(Lemme 1)
(3) loDgc(?(¢r’'(2?).21,)==0
(2) et (3) impligquent en vertu du lemme 2 que les deux premiers
termes de (1) sont egaux. Le troisieme terme de (1) est $gal aux
precédents en raison du corollaire du § 10.

Theoreme 3. B stant une partie d'un continu K rectifiable
(= poss¢dant une longueur finie) relativement a une certaine defi-
nition de la longueur, dcfinition realisant les thdorémes 7) — T7 du
§ 3, toutes les dsfinitions de la longueur qui réalisent ces theore-
mes sont eompatibles entre elles en ce qui concerne la rectifiabi-
lit6 de B et la valeur de la longueur de B.

Cest une cons$quence immsdiate du thsoreme precedent et
du theoréme 1, § 14.

Theoreme 4. Soit P une portion de l'espace contenant <?(4)
dans son intérieur. Soient

1) A=A(3-1,. 1), (if1..., W)

ni fonctions possedant partout dans P les derivees partielles de
premier ordre continues.

Si une partie B de ¢r(21) est rectifiable au sens d’une certaine
dsfinition de la longueur rsalisant les theoremes — T7 du § 3,
I’ensemble correspondant a B par lintermsdiaire des dquations (1)
est rectifiable relativement a toute definition realisant ces theoremes.

Demonstration. L’ensemble U— G~\B) — A, est mesurable
(cf. Th. 2).

Soit {Fv} une suite d’ensembles fermes contenus dans U et
telle que

mR — m(U— F1FV;, — 0.

On a G~\B)=2FV+ R + G~\B). A,. L'ensemble T=

— G~\B). A,-\- R est exceptionnel (§ 8, Rem. 3 et 4). 01l a

B = G{2FJ + G(T).

Soit H(t) la transformation absolument continue analogue
& celle qui a s$te introduite dans la remarque ! du § 8. H(A) est
un continu rectifiable (cf. la remarque citee et le theoreme 1 du
present paragraphe). L’'ensemble transforme de B est

+ H(T).
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Le dernier terme de cette somme est a projection nulle (cf.
§ 8, Th. 1) donc de longueur (relative a D) nulle (cf. lemme 1).
Les H(FV) etant fermOs et contenus dans le continu rectifiable
H(d), on en conclut facilement (cf. 7\ — Tl du § 3) que l'ensemble
transforme est rectifiable au sens en question.

Une doflnition analytigue de la longueur généralisee.

§ 16. Dofinition ®  Soit 62(f) = £,(2)} une trans-
formation doéfinie et absolument continue dans un intervalle borné
et ferm6 4. Soit

4!

la classe des t ou | G'(f) | = 0 et soit B une partie de <z(4). (cf.
les notations du § 1).

Nous appelons B rectifiable relativement a la ddéfinition B
(= rectifiable o lorsgue Fintdgrale

" f il
<?-7(«)-d.

existe et qu’elle est finie. Nous appelons Fintograle (1) (lorsqu'elle
existe) longueur de B relative a ® Nous la ddsignerons par

fong B.

Remargue 1. Il faudrait, a priori, appeler Fintdgrale (1) lon-
gueur de B relative a G(t). mais on va voir dans la suite que la
valeur de (1) dopend seulement de l'ensemble B et est ind¢pen-
dante de G(f).

Remargue 2. Toute partie de l'espace a n dimensions dont
nous parlerons au cours du présent paragraphe sera supposoe con-
tenue dans (?(zl).

Theoreme i. Si Bng existe, on a (cf. § 10. Corol.)

(2) B<long = T [ M=+ 00
J  Kglw,y-a,w

et inversement: si Fintograle figurant dans cette indgalitd existe,
elle est finie et dgale a tong B.

Théoréme 2. La condition necessaire et suffisante pour que
B soit rectifiable D est que Cr-1(5) — A. soit mesurable.



33

Demonstration. Cette condition est necessaire, car elle résulte
de l'existence de lintegrale (1). Elle est suffisante en vertu du
theoreme precedent et du § 10. th. 1).

Theoreme 3. L’intdgrale (I) est un invariant relatif a toutes
les ttansformations cartesiennes de l'espace a n dimensions en lui-
meme (cf. § 8. Rem. 2).

Théoreme 4. La condition nocessaire et suffisante pour que

fong B—0

est que 13 soit a projection nulle (cf. § 8. Dsf. 2).

L'integrale (1) ne peut etre, en effet, nulle que dans le cas
ou ¢r_I(B)—A, est de mesure nulle ), c.-a-d. dans le cas oh B est
a projection nulle (8§ 8. Th. 1).

Theoreme 5. La definition ® rSalise les thSoremes  — TI
du § 3.

Ad Tj. Tj est une consequence immediate du théoreme 1
du § 12 et du theoreme 1 du prcsent paragraphe.

Ad 73. Si B est ferme, il est rectifiable ¥Z) puisque G"tB)
est ferm$ et par consoquent G~B)—A, est mesurable (cf. The-
oreme 2 et § 1, Rem.).

Ad T4 Soit B rectifiable fZ> soit d une droite quelconque
et soit P la projection de B sur d. Jaffirme que P est mesurable
et que sa longueur ne surpasse pas Bng

Soit en effet ..., x,, le systeme d'axes rséctangulaire aux-
quels est rapporte notre espace.

On peut se borner au cas ofi d cofncide avec I'axe x4 (cf.
Théoreme 3). On a dans ce cas

3 P=2"("(B)) =™(?-"(B)-4.) + (N (S). 4).
En vertu du Corollaire du § 5
4) =

Designons par Aa(f) 'ordre de multiplieite de Z relatif a<A(£)
et A (cf. § 1). On a ¢videmment partout dans G/™(B)—A,

(%) A 18-

*) Car on a presque partout dans G~T(B) — A, les inegalitds: | Cr'(t) | =)=0
(cf. § 1), fc«-i(S)(f)<oo (cf. § 8. Th. 3).

Rocznik Pol. Tow. matemat. 3
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G 1(Z>)—4 etant mesurable (ef. Thooreme 2) on obtient selon le
theoreme 1 du § 13

(6) mffl(G~\B) — 4) = F dt:

On a presque partout dans 1zl

En rapprochant les relations (2), (3), (4), (5), et (6) nous ob-
tenoDs
mP tong R, c q.f d

Ad. T5. Si {Bv} est une suite densembles rectifiables §Z) et
disjoints, 2BV est rectifiable B et Rihg v—Bong v

D¢émonstration. Les ensembles G"BJ—4 sont mesurables
(cf. Théorbme 2) et, par suite (cf. § 1. Rem.), 1’ensemble

() G-\2Bv)-N. = 2(G-\Bv)-A.)

I'est aussi, 2BV est donc rectifiable §Z) (cf. Th. 2). On a partout
dans ¢r-1(2?,) (8 10, Lemme)

par consoquent (cf. Def. E)

®) dt.

Les ensembles G 1{BV)— 4 6tant disjoints, on obtient de (7)»
et (8)

2tong Bv= F . dt =tong 2BV, c.q.f d.
J Ko-\2BvAl)
bv)-A,
Ad Te. T6 est une consoquence immediate du theoreme 4.
Ad Z). Le produit et la difference de deux ensembles recti-
fiables §Z) sont rectifiables Z)
Pour le prouver il suffit de remarquer (cf. Theoreme 2 et § I.
Rem.) que

(-(A-R) -4 = (“N(AI-)- {-1(A)-4} + 4],
G~\BX.BJ — 4 = (<?-H(A)— 4) ' (""(A) — 4).
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Ad T~ B otant une partie rectifiable }Z) d'un ensemble C
rectifiable ¥£dn a

) EBgflong
On a selon T5 et Z7
fong C—H&hg -|-thg —B)
d’ou resulte (9) puisque tahg —B) 0 (cf. th. 1).

Thooreme 6. Soit H(u) une transformation dc¢finie et absolu-
ment continue dans un interyalle born¢ et ferm6 Z et soit

BCG(4)Z7(2).

B ne peut etre rectifiable §Z) relativement a G(t) et H{u}
gu'a la fois. Les longueurs de B (au sens de la dc¢finition E) re-
latives a G(t) et ZZ(m) ne peuyent pas etre differentes.

Autrement: La reetifiabilito ® et la longueur (au sens de
la definition ) dependent seulement de 1’ensemble B en question
et ne ddpendent nullement de la representation paramétrique du
continu sur lequel il est situc.

Demonstration. Ce théoreme résulte immdédiatement du the-
oreme precddent et du th. 3, § 15 lorsqu'on remarque que G(A)
et ZZ(2) sont des continus rectifiables §Z) respectiyement par rap-
port a G(t) et H(u) (cf. T3 § 3).

Corollaire. La projeetion d’un ensemble rectifiable au sens
classique sur une droite quelconque est mesurable et la mesure
de cette projeetion ne surpasse pas la longueur de !'ensemble en
question (cf. Th. 5, et 2\).

Theoreme 7. La notion de I'arc rectifiable au sens classique
et celle de l'arc rectifiable ® coincident.

En effet, tout are simple rectifiable au sens classique I'est
aussi relativement a la definition Z) La proposition inverse est
aussi yraie, car tout are simple contenu dans G(A) est rectifiable
au sens classiquel).

Calcul de la longueur generalisee intOrieure et extérieure.
§ 17. Nous gardons relatiyement a G(i) les hypotheses du
paragraphe precodent.

) T. Wazewski, Kontinua prostowalne ete. § 12 et § 24. 1 c.
3*
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Definition i. Soit B Q G(A). Nous appelons longueur interieure
de B (relative a une ddfinition quelconque (Z)) realisant les theore-
mes Tt—T{ du § 3) la borne sups$rieure des longueurs (relatives
a (2>)) des parties rectifiables de B. Nous la ddsignons par

longicK

Theoreme i. Si jBQG(4), il esiste une partie rectifiable (2>)
de B, appelons-la C, telle que

longj0 B = longB C.

En dosignant par A une partie mesurable de G-1(jB), telle que

m(A) = mi(G~1(B)") ¥
on a

longw.B — longp(G(.4)) = < + °°-

A

Domonstration. Posons R= G~\B)-—A.
G(A) est une partie rectifiable (Z)) de B et on a (cf. § 15, th. 1)

longiCB  longp G(A}) — 3 dt << + oo.
A

Soit C une partie rectifiable (Z>) de B. Il reste a domontrer que
Q) longDC s”long,,G(.4).

GNMC)—4, est mesurable (8 15, th. 2) et G/fC)
L’ensemble

A-|-R.

H= G-1(C) —A—A

est, par consequent, de mesure nulle 2).
On a
G-1(C) — 4 = (G-’(G) — 4U + -ff, G-1(C)—A,—HQA
d'oii (cf. § 15. Th. 1 et § 3, Ts)
longOG(G_1(C) —A—H) ~longfl G(J.).

*) Un tel A existe. CE p. e. C. Carathdodory. Vorlesungen iiber reelle
Funktionen. 1918. p. 261, Satz 3.

a) Dans le cas contraire il existerait une partie mesurable de de
mesure superieure a mA.
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H etant de mesure nulle, on en obtient facilement (cf, § 15,
Th. 1. et Th. 2 et § 10. Th. 1)

longBO = longDt?(t?-1(C) — d?—Z72),

ce qui rapprochd a linegalite prScedente implique (1).

Definition 2. Soit 13Q(?(d). Nous appelons longueur exto-
rieure de B (relative a une dofinition quelconque (JJ) roalisant les
theoremes T\ — T7 du § 3) la borne inférieure des longueurs (rela-
tives a (Z))) des ensembles rectifiables (Z)) qui contiennent B. Nous
la dosignerons par

longe0 B.

Théoreme 2. Si B Q (J(d), il existe une partie rectifiable (2))
de ¢?(d), appelons-la C, telle que

1° -BCC,

2°) longeDB= long 0.

En désignant par A une partie mesurable de d telle que

G-\B)QA,
m,G~'(B) —mA ¥
on a
longe)2? = 3 N7 dt — lon™ <+ °°-

Domonstration. On a (cf. Th. 1. § 15).

longeDZ?<long0 (?() =3  ®; dt < -)- 0o.

Soit C un ensemble rectifiable (Z>) contenant B. Il suffit de
démontrer que lorig;,, G (A)long™C. L’ensemble F=G(A).C est
rectifiable D (cf. § 15. Th. 1 et § 3, Z7) et on a (cf. §3, T2
longc F  longflC. Il suffit donc de prouver que
(1) I°ngz> <?(-d) << longcK

L'ensemble

H= G-\F) +d. = (G-"F) —d.) + d.
est mesurable (cf. § 15, Th. 2 et § 1. Rem.) et
G~\B)QH.

*) Un tel A esiste. Cf. p. e Caratheodory 1 c. p. 260, Satz 2.
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Posons R— A —H. On ay)

mR — 0.
On a
A = AHAI{, AQR-\-H

doi! (cf. § 15, Th. 1; § 3, Tt)
longDG(A) << longfl G(H+ R) = longo G((G~\F) — AJ) + A + R).

Or, 4, + R stant un ensemble exeeptionnel (cf. § 8, Def. 1,
Rem 3, Rem. 4) on en obtient (cf. § 15, Th. 1 et 2; § 10, Th. 1) que

longfl G(H-\- R) = longpF

ce qui rapproch$ a linegalits prscsdente implique (1).

Theoreme 3. B stant une partie d’un continu rectifiable
(= possedant une longueur finie) relativement a une certaine dsfi-
nition de la longueur, dsfinition realisant les thsoremes T! — Tgq du
§ 3, toutes les dofinitions qui realisent ces thsorSmes sont compa-
tibles entre elles en ce qui concerne la valeur de la longueur
intSrieure et de la longueur extsrieure de B.

C'est une consequence du thsoreme 3 du § 15 et des defi-
nions 1 et 2.

Application aux fonctions absoluinent continues.

§ 18. Theoreme. Soit <?(/) une fonction definie et absolument
continue dans un intervalle ferms$ et borne A. Soit 5(2 6(1).
Ds$signons par A et C deux ensembles, tels que

AQG-\B)QCOQA,

mA —m, G~1(B), mC — me G ~(B).
On a

Cc

Cest une cons$quence immsdiate des thsoremes 1 et 2 du
paragraphe prscédent.

* Autrement il existerait une partie mesurable de 4 eontenant G~’(B) de
mesure inferieure & mA.



Note sur un theoreme de M. Peano concer-

nant I'existence de solutions d’un systeme

des equations differentielles lineaires du
premier ordre.

Par
Andre Turowicz (Cracovie).

(Presente au Serninaire du Prof. Wilkosz le 5 Decembre 1927).

I. M. Peano a demontro le theoreme suivantl):
Soient

<1) ry(f)

un systeme de fonctions continues d'une variable reelle dans un in-
tervalle [a, &]; soit a$0), aj0),..., #w un systeme des n constantes
reelles arbitraires; soit x un nombre complexe a n unités dont
les composantes sont: (0%, x2,..., xn\. soit Rx un nombre complexe
mdont les composantes sont definies par les $galites:

n

< = i’/i,2,...,n;

soit enfin

‘o

pour k/0, 1, 2,...
Alors les composantes de la fonction complexe
mdefinie par la série uniformdément convergente:

00
<2)

i/0

* Mathem. Annalen t. 32. p. 450—456.
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forment les solutions du systeme des c¢quations dif-
ferentielles dans l'intervalle [a, 6]

m

Il. Ce theoreme peut etre géndralis¢ d’'une maniere suivante:

1° Si les fonetio ns (1) sont mesurables et bornses
la sorie (2) converge uniformément dans [a 6] etses
composantes satisfont aux oquations (3) dans [a i]
al’exception d'un ensemb le de mesure nulle, peut etre.

2° Si les fonctions (1) sont sommables, la serie (2}
converge uniformsment dans [a 6] etses composan-
tes y satisfont aux squations (3), un ensemble de me-
sure nulle exceptd, peut etre.

Ces th¢oremes sont quand a la convergence, une cons$quence
d’un théoreme de M. Banachl). On peut cependant les demontrer
d’'une maniere tout a fait analogue a celle de M. Peano, si on insere
a sa démonstration deux lemmes suivants:

1. Si les fonctions (1) sont mesurables, le ,,module*
de la matrice:

PI(C r12(0, e==>

ri(O r,2(i)

est de m$Sme mesurable.

2. Si les fonctions (1) sont sommables le module-
de la matrice (4) est sommable.

Par le module de la matrice (4) nous entendrons ?) la fonc-
tion /(#) definie de la maniere suivante:

Soit F(t-, ..., une fonction des variables réelles définie
dans le domaine D:

«<< <D

n
2N1+°
i

o) Cf. Fund. Math. t. Ill. p. 161. th. 7.
a) Cf. Peano loe. cit.
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On voit immediatement que F(t\ kx1,..., kx™ — F(t, %,,)
pour k=j=0. Par consequent, toutes les valeurs de la fonction F
dans le domaine D sont atteintes dans le domaine K:

< <D

n

od r est une eonstante positive arbitraire.

Comme ce domaine est borne et ferm6 et la fonction F con-
tinue relativement aux variables . . X, elle atteindra dans K
pour cbaque t de [« 6] son maximum, que nous designerons par f(t).

I11. Demonstration. A chaque t appartenant a [Iintervalle
[a, 6] nous assignerons dans l'espace a n dimensions Y,) I’hy-
persphere A (i):

A~ oii r(t)=14-jT7N
<fi

Soit . ¥») une fonction dofinie dans l'ensemble des
hyperspheres A(i) par Pegalite:

y,) = Ala + k—a) U; y»J-

Evidemment /(t) est 6gale au maximum de la fonction <p,
atteint sur ’hypersphere K(t\
Choisissons sur A(a) un ensemble E(a) dénombrable et par-

tout dense sur A(a). Soient: (yi°,. ., i/1, 2,..., les coordonnoes
des points de cet ensemble et soit E(t) un ensemble compose de points
de coordonnges: r(t),..., yF- r(o\ L’ensemble A(t) est

situe sur K(t) et y est partout dense. La fonction F etant continue
relativement aux variables (xx - a?,), la fonction < sera continue
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relativement aux yariables #,y,,)  sur chaque hypersphére -K(z).
En consequence le maximum de (p sur K(t) est egal a la limite
supdrieure de cette fonction sur E(f). Soient i/, 2,... une
suite de fonctions définies par les cgalités:

(5) — 4Neee yu°-»"(()], 2/1, 2,...

dans l'intervalle [a, &]
On déduit par un calcul facile que:

(6) ~N«) = F(t; yi'- rft), yrr(D),..., y*r(®) i, 2,...,

d'ou I'on voit immediatement que toutes les fonctions ip, sont mesu-
rables. Comme /(£) est une limite superieure de la suite des fonc-
tions ¢(, elle est elle-meme mesurable.

IV. Supposons maintenant que les fonctions (1) sont somma-
bles dans l'intervalle [a, ¢],

Les seconds membres des Ogalites (6) peuvent s’ecrire:

tyl, 2,...,
711 J
in
<fi
On a par consequent:
w\=2\2 e 5 1IN —
inom i
+/1,2,...

i 7

Il existe donc pour les fonctions {£) une majorante commune
sommable. En consdquence les fonctions ipk, ainsi que leur limite
supcrieure f(t), sont des fonctions sommables.

Cracovie 3. Il1l. 1928.
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Prefazione.

E nota limportanza che per le superficie dello spazio ordi-
nario ha l'esistenza di una normale determinata. Questa normale
interviene nella formazione della seconda forma differenziale qua-
dratica associata alla superficie, e quindi nell' espressione della cur-
vatura media, nella determinazione delle linee di curvatura, ecc.

Per le altre superficie esistono infinite normali, le quali hanno
gia subito una prima classificazione colla considerazione degli spazi
r-tangenti, che io indico con < ).

Le normali che prima si affacciano alla considerazione sono
quelle che giacciono nel <2, ma anche queste, se si esclude il caso
delle sviluppabili e quello delle superficie dello spazio ordinario,
sono in numero infinito, ed in particolare possono essere tutte le
direzioni di un piano, se il ha 4 dimensioni, 0 possono essere
tutte le direzioni di uno spazio a 3 dimensioni, se il «2 ha 5 di-
mensioni.

Si presenta allora la questione di riconoscere se fra dette
normali vi sia un sistema ortogonale (di 2 o 3, a seconda che esse
riempiono un piano od uno spazio a 3 dimensioni) che meriti di
essere considerato come privilegiato.

Un tale sistema deve, secondo il mio parere, rispondere ad
una definizione simmetrica rispetto al sistema delle sue rette. In
generale non apparterra ad un tale sistema la normale di curvatura
media del Bom piani?, ne una di quelle da me segnalate recen-
temented), e di cui la 2a coincide colla precedente normale del

Bompiani.
In questo lavoro presento una definizione di un tal sistema,
la quale gode della proprieta desiderata (Cap. Ill. n°. 1 e Cap. IV.

n°. 1), e che forse e l'unica del genere ehe si possa pensare.
Corrispondentemente dimostro che esistono sistemi reali che
vi soddisfano e che chiamo sistemi principali. (Cap. Ill. n° 2 e Cap.
V. n° 2).
Per6 non in tutti i casi vi 0 un solo sistema principale. In
una superficie vi possono essere punti (che io chiamo ciclici) in cui

*) (A), pag. 395.
2) (G). pag. 1133.
*) (A), pag. 42i
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si ha una semplice infinita di sistemi principali (Cap. Ill. ni. 5, 6, 7
e Cap. IV. ni. 2, 3, 5).

Ho chiamato cicliche le superficie i eui punti sono tutti cicliei,
ed ho trovato esempi di superficie cicliche tanto col ¢ a 5 dimen-
sioni (Cap. Ill. n°. 7), quanto col <2 a 4 dimensioni (Cap. IV. n°. 5).

Alla trattazione degli argomenti predetti (Cap. 111 e IV) ho
premesso due capitoli in cui si passano in rassegna 8 invarianti
di una qualunque yarieta (Cap. I), uno dei quali, quello che ho
indicato con <2 si presenta, almeno analitieamente, come la piu
naturale estensione alle yarieta a piu dimensioni dell'in v arian te
di Gauss (curvatura totale delle superficie), e che probabilmente
apparira tale anche dal punto di vista geometrico, e nel secondo
dei quali (Cap. Il) si procede, nel caso in cui il a2 abbia una di-
mensione di meno del massimo numero possibile, alla scomposi-
zione di un controvariante a 4 apici, che conduce ad un cono qua-
drico dello spazio tangente, che deve avere un significato proiet-
tivo. (Cap. Il. n° 4). Questo cono e definito uguagliando a zero
una certa forma quadratica, che per la superficie dello spazio lineare
a 4 dimensioni si riduce alla forma jF2 del Fubini’).

I risultati dei primi due capitoli hanno anche applicazione
nei successiyi.

CAPITOLO |
Gli inrarianti JltJ2, J3, J8 di una yarieta giialunque.
1. — Sia
ul,u2,...,un)

I'equazione di una yarieta Fn ad n dimensioni dello spazio hilber-
tiano, ed indichiamo con g il campo di yariabilita della i2). Indi-
chiamo poi con /( la deriyata di T rispetto ad e poniamo

1] 1=’

Il sistema ar, e un coyariante simmetrico a 2 indici del cal-
colo assoluto del Ricci, e quindi una sostituzione $ di equazioni

— WM< w) (i=1,2,..,n)

') (E). Tomo secondo. pp. 631—637.
’) Per questa rappresentazione delle yarieta vedere (A) pag. 391 e seguenti.
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che porta dalie yariabili u alle yariabili v. la muta colla legge

n [5) 11

[2] = T —_ P

dove

e .S' e estesa a tutte le combinazioni pa eon ripetizione a 2 a 2
dei numeri

[3] 1, 2,..., n

Il determinante di ordine n(h —1):2

ottenuto faeendo pereorrere nello stesso ordine alle coppie pa ed rs
tutte le combinazioni eon ripetizione a 2 a 2 dei numeri (3), e met-
tendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa coppia
pa e in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa coppia rs,
e un determinante di Scholtz-Hunyady?), e quindi yale 4"+,
dove

j &Sui

82,..., v,)

e il determinante funzionale della sostituzione 8.
Indichiamo poi eon a il determinante di ordine n

«<11 a12 P 1] ((1_
a2zl az22 «cr... «2n
®n2 *e' a.n

Si sa che a==0, e che

a[v] = a[w|. A2

* Per la notazione «n [u] yedere (B).
) (C). pp. 156-160.
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2. — Indichiamo eon f,, le derivate seeonde covarianti di F
rispetto al sistema poniamo
[4] ~r.,P9=_§g fr.fpqdt.

g
Il sistema (4) e un eovariante a 4 indici nel calcolo assoluto
di Ricci, simmetrico rispetto alle coppie rs e pqg, e rispetto agli
indici di ciascuna di queste coppie.
Si ha evidentemente

nu LWJ »

dove la 2" e estesa a tutte le combinazioni ga e nx eon ripeti-
zione a 2 a 2 dei numeri (3).

Indichiamo eon A il determinante formato cogli elementi
A”at,, come e stato formato D eon i

Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinant!

— A[u\. D2 = A[u] . d2"+)).

Consegue che
Jt = A a+l
e un invariante.
3. — Il sistema

[ Amtly  Apg'gp

b un covariante a 4 indici simmetrico rispetto alle coppie rs e pq,
ed emisimmetrico rispetto agli indici di ciascuna di queste coppie,
e quindi ha nulli tutti gli elementi in cui una di queste coppie e
formata di due numeri uguali.

Consegue che

for> M+ (?"dseP<lq
dove

i
3vs |
3ua |
Sv, |

e 2" e estesa a tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei
numeri (3).



48

Il determinante di ordine n(h— 1) :2

ottenuto facendo pereorrere nello stesso ordine alle coppie pa ed
rs tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei numeri [3] scritte
eon p<<a. ed r O, e mettendo in una medesima riga gli elementi
colla stessa coppia pa ed in una stessa colonna tutti gli elementi
colla stessa coppia rs, e un determinante di Spottiswoodel),
formato coi minori di 2° ordine di 4, e quindi vale 4n_1

Indichiamo eon R il determinante formato cogli elementi RQar,
come e stato formato P eon i P"?,.

Si ha subito per le regole di moltiplicazione dei determinanti

22[,] = #[M] . pi == J?[M].

Consegue che

J2=R:an!
e un invariante.
4, — Indichiamo eon
(6]
il complemento algebrico di Ar,iPg in A.
Si ha
[7]

dove 2" ha il solito significato, ed s,,pq vale zero od uno seeondo
che le combinazioni rs e pq sono differenti od uguali. La [7] si
pud anehe scrivere

[71 21k Abirs. {AIKPY) = £,p,. A (271 2),

dove

ed shk vale zero od uno seeondo che h e k sono differenti od
uguali.

Se A==0, e se la combinazione pq € tenuta fissa le [7]
individuano il sistema

CA

) (C) pp. 132-135.
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eon hic percorrente tutte le combinazioni eon ripetizione a 2 a 2
dei numeri (3), e quindi e individuato dalie (7") il sistema

! AA=12,.,n).

Consideriamo questo sistema per le variabili u, e costruiamo
il controvariante a 4 apici Q™P9 che per le variabili u coincide
eon 1.

Per il principio della saturazione 1l sistema

!

b un sistema di Ricci a due indici di covarianza ed a due indici
di controvarianza, il quale per le variabili u coineide eon £,.m.(2fm:2),
ma il sistema Erg che per qualungue sistema di variabili coineide
eon ErtPg.(2sP'i: 2), b pure un sistema assoluto di Ricci, come si pud
facilmente verificare, dunque per qualunque sistema di variabili

IMAV. N =£,P9.(27:2),

i
e poiehe [7] ha. una soluzione determinata, si ha per qualunque
sistema di variabili

~hk,pg - Qhk>pq

e quindi si puo coneludere che b. un controvariante di Ricci
a 4 apici.

Allora e pure un controvariante di Ricci a 4 apici anche
il sistema

Davt — ' (4a"+1).
lo dico che il sistema
a*y (4a,+])
b un controvariante a 4 apici di Ricci anche quando A = 0.
Intanto la cosa b vera se la caratteristica Kdi Ae < 1): 2—1,

perchb allora a"49 = () qualunque siano gli apici.

Resta a vedere che cosa awiene se A = n(w-j-1):2— 1.
Intanto possiamo osservare che tutti i risultati precedenti si possono
ripetere quando ar, sia un covariante a 2 indici di Ricci col de-
terminanto a diyerso da zero, ed Ay sia un covariante di Ricci

9 (D). Cap. Il. 2. pp. 12—13.
Rocznik Pol. Tow. matem. 4
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a i indici, simmetrico rispetto alle due coppie rs e pq e rispetto
agli indici di ciascuna coppia. Ed allora supposto J?""(w)=|= 07
consideriamo il sistema BrhPi covariante di Ricci a 4 indici, che
per le variabili u soddisfa alle uguaglianze

dove 2 e una costante positiva, e per tutti gli altri sistemi di indici
thenin Arsmn’

Allora il determinante B costruito colle Br,pg, come A e
costruito colle e diverso da zero per 2 >- 0. sufficientemente
piccolo, e diventa zero per 2 = 0, perchb allora coincide eon A..

Indichiamo eon Br,M il complemento algebrico di Brjfl in B.
Le Br"M sono funzioni di 2, che col tendere di 2 a zero tendono
alle Ar'pg. Inoltre per 24=0, sufficientemente piccolo, essendo
B =]= 0, il sistema

phk,n =— _Frkpg . (4

e un controvariante a 4 apici di Ricci, ma la legge di contro-
varianza che vale per ogni 2= 0, e abbastanza piccolo, si eon
servera a causa della continuit&, anche al limite per 2 =0, e quindi

aM’p* =2 fm. AT (4a"+)
e un controvariante di Ricci a 4 apici. c. d. d.

Si pub dunque enunciare il

Teor. Se le ar, a, Ar,pg, A hanno il significato loro assegnato
ai Ni 1 e 2 se A'’ b il complemento algebrico di Arw in Ar
il sistema

[8] cthkn ___ 2tshk+epa . A"K'M: (4U"+|),
dove

1, se r=s

0, se r==s

b un controvariante di Ricci a 4 apici, qualunque sia la caratte-
ristica della matrice di A.

Si vede poi facilmente che il sistema &" ! e simmetrico
rispetto alle coppie rs e pqg e rispetto agli apici di ciascuna
coppia.
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5. — 1l sistema

»,p3 arp,.t ar,,.p

e un controvariante a 4 apiei simmetrieo rispetto alle coppie ts
e pg, ed emisimmetrico rispetto agli apiei di ciascuna di questo
coppie.
6. — Si puo’ anche notare che
| Rrpan | Rra,Bp 5

— rp,es + Qrasp ___ Q

e che le Rr'pg non sono altro che i noti simboli di Riemanu
(rs,pg) di prima speciel).
7. — La funzione

e un invariante.

8. — Indichiamo con il determinante formato coi pr,
eonie R e stato formato cogli Rr,rg, allora con ragionamenti simili
ad altri precedenti, si pudé dimostrare che

C@®) = <>(q:=""_1),
da cui consegue che
Ji=o.a"1
e un invariante.
9. — Sono pure invarianti

J5 = I2r,qur,,pq.ar,.apq

Jb =

dove a" indica il reciproco di ar, in a.
10. — Noto che se A=0 e -R=0, e che se la caratteri-
stitka Kdi Ah<nn 1):2—1 si ha

) (A). Pag. 394.
4%*
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CAPITOLO IlI.
Caso di AT—m(m 4-1): 2 — 1. Scomposizione di ar'rt. La forma Fs.

1. — Supponiamo che sia K—n(n —1): 2 — 1. Sussistono
intanto le relazioni

(9] =

1
qualunque siano le coppie rs e pg.

Le (9) considerate come equazioni nelle formano un
sistema di K -|-1 equazioni lineari in K-|-1 incognite, colla ca-
ratteristica della matrice dei coefficienti =K, e che quindi ha tutte
le sue soluzioni proporzionali ad una medesima.

Poniamo

ahk'pt aPt,

il sistema bhk € un controvariante a 2 apici, e si ha
Mk Akrs « YV == N
1

dunque le bhk formano una soluzione del sistema (9), e poiche tali
sono le ah,p\ dovra’ essere

M

dove le sono delle funzioni convenienti, che per la simmetria
di & kp!l rispetto alle coppie lik e pg dovranno essere proporzionali
alle bvg. Allora

ar’Py = H. br* bpy,

e poiche a"M e bnbPi sono controvarianti, la H sara un invariante, e
¢” = JT\H\.b”

sara un controvariante a 2 apici e si avra

[10] ar,p? = =+ crs. crq,

il segno che precede il secondo membro doyendosi prendere lo
stesso per tutte le coppie rs e pg.
2. — Se si pone
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si ha

C”? = aiir : d.

Resta cosi individuato un controvariante a 2 apici cr*
L’'invariante | J, | diventa il quadrato dell' invariante

2,,C”4,,.

3. — Le relazioni [9] danno subito a causa delle [10]

thkf/hk,rsc —A
ossia
3'{=hkchl, Fhk)fr.dt — Q,
o 1
qualunque sia la coppia rs, e quindi

[ul
1

Cosi e trovata l'unica relazione lineare fra i parametri
Dalie [11] consegue che il controvariante ¢” ha un carattere pro
iettivo, e che quindi per una proiettivith nello spazio ambiente esso
verra moltiplicato per un invariante.

4. — Se con ¢, si indica il complemento algebrico di cr in
icll cl2 ... ¢
jc2l ¢c2 ... ¢ |
! ¥
¢ ¢ ... cm
il sistema
=cr,.a

e un eovariante a 2 indici, e noi indicheremo con Ft la forma

n
Zkk ykk duh duk.

L’equazione F.2 — 0 definisce un cono quadrico nello spazio
tangente a V,,.

6. — Se n—2, e la V2 e una superficie generica in
uno spazio lineare a 4 dimensioni, la A ¢ la forma
indicata nello stesso modo dal Fubinil).

[) [EJ. Tomo secondo pp. 631—637.
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Infatti supposto che X adY siano parametri normali di 2 di-
rezioni del a24 fra loro ortogonali e perpendicolari alla Vt gene-
rica di uno spazio lineare a 4 dimensioni, si ha

— Xr,. X-\-yrs. Y,
dove
= Sfr. Xdt, vy, — Ff,, Ydt
9 9

sono due covarianti.
Se t h il piano tangente alla V2 e v e il piano delle normale
in 02, una direzione di t & data da

/i duix
la normale principale alla geodetica che ha per tangente questa
direzione e data da

/udu\ + 2/2dwjdu2 /22 diA,
ossia da

(«<n Bu 4~ 22:i2 dux du 4- 0722 dw2) X
4~ (yn8u 4~ 2y12 du-L du? 4~"22 Ju Y.

Ora se AX-\-y/Y e una direzione di v si hanno 2 direzioni
corrispondenti in z, che corrispondono ai 2 valori di dux : du? per cui

du] 4~ dux du2 4~ "22 ~Mi)
— Myiiduj 2 2yl2duxdu2 4-1218u 2) = 0.

Quando queste direzioni coincidono lo spazio lineare a 3 di-
mensioni tangente a V2 e contenente la direzione AXTiIY e bi-
tangente alla F2. Si vede che ci sono 2 di tali spazi (eventual-
mente coincidenti) che corrispondono ai valori di 2 e y che sod-
disfano all’ equazione

~3/11 A al2 ~J/12

~mn12 n3NM12 22 ~1/22

Ad una di tali radici corrispondono dei du? e dux proporzio-
nali ai termini di una riga del 1° membro di [12], ossia elimi-
nando 2 e [i dalie 2 relazioni:

— kyx™)dux 4- — 2y12)dw2 — 0
("0?!, — 2(/lg) dux 4- (722 — ~22) d»wt — 0,

) [AJ- pag. 395.
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dei dzA e du? soddisfacenti all' equazione

a?n dul -]- a?2 du? duA -]-
[13] M2 & xR dul vl dwj -

che si pud scrivere

[13] =0.
yiz  «/n
Ora dalie

ke dalia [11] risulta

e poiche X e Y sono liberil),

2 2
.17_raxrsc" —0, ?(,yn . =o.

Per queste la [13] diventa, all' infuori di un fattore

€22 duA — 2cl2dtt! du? -f- cll du2 — 0
od anche

CAPITOLO I11.

Superficie col «2 a 5 dimensioni, terne principali di normali.
Superficie cicliche.

1. — Se xr, ed yr, sono due sistemi di funzioni a 2 indici,
noi porremo

®,y) = yit—2#lsyls xMyn,
e quindi anche

(0, X) — 2 (XN x22 — a?)

¥ [Al], pag. 360—361.
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Def. — Se V2 6 una superficie dello spazio hilbertiano il
cui «2 abbia 5 dimensioni, e quindi tale per eui A ==0, noi diremo
terna prineipale di normali di V2 ogni insieme di tre para-
metri normali X, Y, Z di a ortogonali fra loro e perpendicolari
a F2, per cui sia

X-y)= =&
con
«) =/ X/ijdd, = z,,— fZfrdt.
u a 0
2. — Teor. — Se V2 f¢ una superficie dello spazio hilber-

tiano eol G2 a 5 dimensioni, esiste almeno una terna prineipale di
normali di V2
Dim. — Consideriamo !' equazione

(14]

che sviluppata e divisa per — as:2, diventa

[141] ps  2J,p2  4d4p — 2Jj =0,
dove g = 9: a.
La [147 ha almeno una radice reale pt

Il sistema
A22 ANy 11 _au, 12 2n (AX], 22 Pi =—o0
[15] 222 412, n 2212 "41s, 12 -j- pi gj -(-2U -r12; 22 — 0

228 (M-22111 (h®) 2212y122,12 -f- 2U -422, 2 — O

nelle 2, ha soluzione, e noi potremo trovare una sua soluzione
reale 2,, per la quale sia

(2, 2) = pia
Sia intanto 2,, una qualungue soluzione reale di [15], e poniano
[16] L = (22 /Ju — 2212/i2  2Nn/22) :(Pi«).

Moltiplicando i 2 membri di [16] per f,, ed integrandd e te-
nendo conto delle [15], si ha
17
[17] 0
e moltiplicando i due membri di [16] per L ed integrandd, e te-
nendo conto di [17], si ottiene
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[18] g’L’\dt — (2, 2):((qa)
e poiche il 1° membro di [18] e = 0, si potrg porre
[19] =
dove 0 b un numero reale, ed il sistema = d2,, e una soluzione
reale di [15] che soddisfa la
[20] @ —pa
Ponendo inoltre
X= L¢,
per le [17] e [18] si ha
[171 J>Xfr,dt — xr,,
[181] 9 fX>»>dt=lI,

9
la quale [18] dice ehe X e un parametro normale di a

perpendicolare a F2
Siano inoltre Y' e Z' due altri parametri normali di a2 per-
pendicolari a K> e tali che X, Y', Z' siano fra loro ortogonali. Sara

[21] fr>~ xr, X-]-y,Y" -]- 2,,Z',
dove, #&r, e dato dalie [177] ed inoltre
y,, — SY'fr.dt, z,,==J'Z'f,dt

Moltiplicando per d le [16], si ha
[16 —23;12/12 + 3;il/22):(ela),
e sostituendo in [16" alle f,, i secondi membri di [21], si ottiene,
tenendo conto delle [20],

) F +(r,")Z-0,

e poiche le Y' e Z' sono libere sara
[22] xy)=(@z)=0

Se risultasse inoltre (/,z) =0, le Z, Y', Z' formerebbero
una terna principale, e quindi sarebbe provata l’esistenza di una
terna principale.

Se invece (y', z') =] 0, poniano

Y—cosa P —senaZ'
Z=senaVY' cosaZ'
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ed allora X e Y sono 2 altri parametri normali di 02 ortogonali
fra loro e a V2 ed a X.
Si ha poi
Y'—cosaY~i~senaZ
Z'——senaY cosalZ,
e quindi
fr. = Xri X -|- yr, Y~[~"sZ,
dove
y,, = yrscosa —1z,,sena
zr,—y'r,sena 4- 1, cos a.
A causa delle [22] si hanno le
12217 0,y)=(@,2) =0.
Si ha inoltre
(> *) = Ly, &) — («',«)] sen« cosa + (?', O cos 2a,
e, scegliendo a in modo che
¥)
cotga
si ha
. A=o,
ed allora X,Y, Z sono una terna principale. Cosi e completamente
dimostrato il teor.

3. — Supposto che il a di V2 sia a 5 dimensioni, e che
X, Y, Z sia una terna principale, sara
yr, Y +z1,Z,
eon
Xr, = ﬁ/ Xfrdt, yr,= ngr, dat, z,,— {Zfr, dt,
ed

0y) =9 =07F =o,
ed, a causa di queste relazioni, si ha subito

x2 fu — 2x12f12 -]~ fi2 — %)X e analoghe
e moltiplieando per /,, ed integrando

[157 4~ Al M21 22 e 0
28?12 Aj2, 22 -j- A2, 2 —0
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Risulta che

tr by &2
devono essere radici di [14]

Se le radici di [14] sono a 2 a 2 diverse, per ognuna di esse
la matrice del 1° membro di [14] ha earatteristiea 2, e quindi le
corrispondenti [15] hanno una sola soluzione. Si vede cosi che in
tal caso si ha una sola terna principale.

Per determinarla, indichiamo con pj, p2, le tre radici di-
verse di [147], che sono degli inyarianti. Osserviamo poi che

RP, = («,, a0 + a,ga,p— 2ar,ap) : 2

e un coyariante che ha le stesse simmetrie di per cui

A — A22>32 == R 11, 12 — dPi2, 32—0, Rjj, 22 = ai ~12112 =ott2,

ed allora anche
ArsPy | Pi 0 rapg

ke un covariante che ha le stesse simmetrie di Anpg, e il determi-
nante q formato cogli elementi (I:Ir,jPa come e stato formato A eogli

*d,)P9, e nullo ed ha earatteristiea 2.

Indichiamo con (Ij",P4 i complementi algebriei di d,,‘E, in-_4,
¢ poniano

d”14 = 2£"+Hp-/ d""4: (4a"+1).
Questo e un controvariante a 4 apici, ed essendo th—O, posto
d= J/p™n]
I t
dlll”

;si hal)
= + y”. yP

Il complemento algebrico di Y moltiplicato per a si indichera

con vy,, ed i sistemi xr,, yr,, zr, risulteranno proporzionali ai cova-

*) Poiche anche i risultati del Cap. Il n° 2 yalgono per qualunque si-
stema covariante Ar,tPqg avente le solite simmetrie, e quindi senza tenere eonto
dei legami colla yarieta.
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riauti y,,, Y., il fattore di proporzionalita dovendo essere de-
1= 3

terminato in modo ehe
@ =0a vy ==ea (z2=&a

4, — Non pu6 darsi che le radici di [14] siano tutte uguali,
perche in tal caso le Il,,, zr, sarebbero soluzioni del medesimo
sistema [15], e quindi, o sono linearmente dipendenti, ed allora il
02 ha meno di 5 dimensioni, 0 non sono linearmenti dipendenti ed
allora devono essere nulli tutti gli elementi del 1° membro di [14]r

e dalia relazione = 0 che ne conseguirebbe si avrebbe ancora
che il numero delle dimensioni del <2 sarebbe < 5.
5. — Resta a supporsi che le radici di [14] siano una doppia

ed una semplice. In tal caso due delle espressioni
@a, vy @2
saranno uguali, per esempio sara
X, x) = (¥, y)-

Allora il sistema [15] in ciii e una conveniente radice di
[147 5 soddisfatto tanto da a?, quanto da w,, e poiche le xr, e yr,
non possono essere proporzionali, perchfe allora le fr, risulterebbero
vincolate, la matrice del 1° membro di [14] dovra avere caratteri-
stica 1, e e radice doppia di |141.

Duuque se [141 ha una radice doppia ed un’ altra sem-
pliee (2, sara

0,x)=y)= a (z2=pa,

le xrl e saranno 2 soluzioni del sistema [15], per cui (x,¥) = 0,
le zr, soddisferanno le relazioni

A22 -4111 11 -411, 12 4% 211 (-411J 22 (>8<l) = O
S22 472, u 27Zj2 ~A-ij, 12 4~ & gj 4~ 211-4,2, 22— 0
~22 (422, iq 2®) 2172 A22, 12 4% M1 Ajj., 22 — O.

E evidente in questo caso che faeendo ruotare lo spazio a 3
dimensioni appartenente a o2 e perpendicolare a V2 intorno alla
retta uscente dal punto di V2 ed avente per parametro Z, la terna
AT, Y. Z si porta in un altra terna principale, perche detto a I'an-
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goto di rotazione, ed X' e Y' i parametri normali delle nuove
posizione di X e VY, e a?,, y, i soliti covarianti associati, si ha
YN — [(«, x) — (y, y)] sena cosa -J- (#,y) cos2a,

e si vede che

(«6y) =0
perchfe (@, x) = (y,y) e (x,y) =0.
E interessante osservare che essendo' la caratteristica di d

uguale ad 1, risultera

dove <«r, e un covariante, e per le [15] dovra essere
(» w) = (> «) =0,
il che prova che i sistemi e z,, devono essere proporzionali.

6. — Concludendo

Se una superfic¢ie V\ ha un a di 5 dimensioni,
0 esiste una sola terna principale, o ne esistono infi-
nite che si ottengono da una di esse facendola ruo
tare intorno ad una determinata delle sue rette.

Il 1° caso si presenta quando I'equazione [14') ha il discri-
minante diverso da zero, ed il 2° quando questo discriminante
fe zero, pur non avendo la [147 tutte e tre le sue radici uguali.

Def. Un punto di una Y2 col c2 a 5 dimensioni, in cui si

ha una sola terna principale si dice gen erico, ed un punto eon
infinite terne principali si dice cielico.

7. — Def. Una superfic¢ie V2 col o2 a 5 dimensioni, la quale
ha tutti i punti eicliei, si dice cielica.
Esempio.

Siano (p,, 2, cp2, (p" (p6, cpe 6 parametri normali fra loro or-
togonali e consideriamo la superfi¢ie V2 di equazione

= cosw, (px -|- sentq <2 -|- cosw?2 (ps 4" seim> (pt -|-
-J- cos™m,  Ww2)9'5 + sen(t6j -[- ms) <pe.
Per essa si ha

fi — — senwt (p, 4- cosw, <p2 — sen (w, 4* uz) Wa -+ COS(Mi 4~ «a) <pb
T2 — — sen«2 e3 4- cosw? <pt — sen (w, 4- ««) cos(ml 4- w2) ¢%
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ed inoltre, indicando eon /" le derivate seeonde ordinarie di f.

f'n——cosWjepj—sen  <p2 —cos (ja 4~ w2) epB — sen (Wj -j- w)
A — —cos(Wi-f-u2) p5 —sen  +w2) pb
T2 = — cos? p3 — sen ut <p4 — cos(wd 4- w2) <p5 — sen (w, -j~w2) Te

e poiche risulta dalie espressioni trovate che
Ef'r.fP dt-O (r, s,p=I, 2)

si ha anche

Z.=/r., (rrs=1, 2
e quindi

e l'equazione [14] diventa

che & soddisfatta, come si verifica subito, da O= —1, e da 0=2.
Infatti per 0 = — 1 la prima e la terza colonna risultano ugualif
e per 0 =2 la prima colonna risulta uguale alla differenza della
seconda e della terza colonua.

Si vede poi facilmente che 0= 1 annulla tutti i minori
di 2° ordine del 1° membro, e quindi la 6 = —1 e radice doppia.
Dunque la superficie considerata e cielica.

Ogni terna principale di normali conterra il parametro-

Z=/:|/3, ed altri due parametri X, Y ad esso ortogonali ed or-
togonali fra loro, ed es,
X'= 2, Y=(Ti+ Ti —~Tz)"' 6,
dove
W, = cosztj gp}  sencli T2
ip2 — cosw? Ti 4~ senw? Ti
Tz = cosfwj + w2) (p3 -f- sen(w! 4~ w2) <p6.
Gon queste notazioni e anche
Z—{Ti +Ti4" Tz):|/3.
8. — Se V2 ha il c2 a 5 dimensioni, le normali principalf
alle sue geodetiche formano un eono quadrico che diremo il eona
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geodetico, e se X, Y, Z sono una terna prineipale, un punto di
guesto cono sara dato da

dove £, 7, £ sono le sue coordinate rispetto agli assi X, Y, Z,
e poiche

X = ("22/11  2a%s/12  x11/2Y): (&, x),
ed analoghe, detto punto sara dato da
/74« ~22/il 2212-/12 —j- ~"11/22,
dove
A, = £1X,, (X, X) + .y, \(Y.¥Y)t,. 2, (2 2),

2,2) =0,
poiche deve risultare
2n : — 212: 222 = du2: du, du2: dul
e quindi con
£a (®«) + :(y.y) +£a (=0,
il che prova che una terna prineipale e un triedro trirettangolo-
autopolare rispetto al cono geodetico. Quando il punto e cielico,

ossia la terna prineipale non e determinata, il cono geodetico e un
cono di rotazione.

CAPITOLO IV.

Superficie col «2 a 4 dimensioni. Coppie principali di nornialL
Superficie cicliche.

1. — Def. Se V2 e una superficie dello spazio hilbertiano ii
cui 02 abbia 4 dimensioni, e quindi tale per cui A ha caratteri-
stica 2, noi diremo coppia prin,cipale di normali di V, ogni
coppia X, Y di parametri normali di ¢ ortogonali fra loro e per-
pendicolari a K2, per cui sia (ir,y) — 0, con

= fXf,,dt, yr,=JYfr.dt
g g

2. — Teor. Se V1 e una superficie col a2 a 4 dimensioni..
esiste almeno una coppia prineipale di normali a V2
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Dim. — Indichiamo eon t il piano tangente a VI e eon v
il piano perpendicolare a t che giace in 02
Siano X. Y due parametri normali di v fra loro ortogonali,

e a,, Y,, I soliti relativi covarianti. Sara
Jur = X1,X-iryr, Y.
Una direzione di z b data da
T\ du, du?,

la normale principale alla geodetica tangente a questa direzione
sara data da

/ii dul 4~ 2/is du, du? 4- /52 duf = AX 4- (iY,
dove

2 2
2 = 2, xr,durdu,, m= 2,,y,,du,du,
1 1

Si vede cosi che ad ogni valore di du, :du?, cioe ad ogni
direzione t eorrisponde un solo valore di 2:p, cioe una sola dire-
zione di v, e che ad ogni direzione di v ne corrispondono due
di z (eventualmente coincidenti).

Le direzioni di v che corrispondono a direzioni coincidenti
di r si diranno normali doppie. Esse corrispondono ai valori
di 2:y, che annullano il discriminante dell' equazione

(23] Xr,[yx,, — 2y,,)du, du, =0
ossia che soddisfano I'equazione

M-x12 An12
L Ar1z 27l a22 22122

Si vede cosi che esistono due normali doppie che possono
essere reali e distinte, reali e coincidenti ed imaginarie coniugate,
ed in particolare le due rette cicliche di v.

Corrispondentemente noi diremo che il punto e iperbolico,
parabolico od ellittico ed in particolare cielico.

Se il punto non b cielico le due normali doppie dividono v
in due angoli, le cui bisettrici sono reali e fra loro perpendicolari.
Dico che queste bisettrici formano una coppia principale. Suppo-
niamo che i parametri X e Y siano quelli di queste 2 bisettrici,
allora se A, X4~ Y,2,X4~"2Y sono i parametri delle 2 normali
doppie, poiche X e Y devono risultare loro bisettrici, dovra essere

Aj «, 4427 =0
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e poiche A, fit e 22, yt soddisfano la [24] dovra essere nullo il coef-
ficiente di 2. in [24], e quindi essere (3,y) =0 c. d. d.

Se il punto e cielico, dovendo la [24] risultare equivalente alla
23 y — 0, dovra essere (qualunque sia il sistema di partenza X,Y)

XX =y, xy =0

il che prova che in questo caso ogni coppia di direzioni di v fra
loro ortogonali e una coppia principale.
Cosi e dimostrato completamente il teor.

3. — Se X e Y f¢ una coppia principale, e al solito
frr— X oy,
eon («,y)—0, da cui si ricava
/ij - xil = x)X

ed analoga per y, e moltiplicando per f,, ed integrando si hanno
le [157 e le analoghe per y.

Cio prova che (x,x) e (y,y) sono radici di [14].

Ora la [14], essendo nel nostro caso A — 0 diventa, posto
p = 6: a e dividendo per p,

[14"] P2 - 2<7j q —]- 4J4 — 0.

Se le radici di [14"] sono uguali si avra un punto cielico.

4. — Se X e y soddisfano la [24], XX + yY d parametro
di una normale doppia. La perpendicolare in v a questa normale
doppia ha per parametro normale

e, se zr, = OSZfrsdt, si ha per la [24] (2,2) = 0. Si ha cosi il

Teor. Le perpen dicolari in v alle normali doppie
hanno uu covariante eon determinante nullo.

5. — Def. — Una superficie V2 eol ff2 a 4 dimensioni, la
quale ha tutti i punti ciclici, si dice cielica.

Esempio.

Siano <pi, (ps, (pi 4 parametri normali fra loro ortogonali,

ed U e U la parte reale ed il coeffieiente dell’ imaginario di una

Rocznik Pol. Tow. matem. 5
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funzione analitica U-f-iV della variabile complessa wt
e consideriamo la superficie di equazione

+ u<pa + FM

Dico che essa e cielica.

Intanto indicando eon Ua, U2, U'lx, UX2, U'n le derivate par-
ziali prime e seconde ordinarie di U rispetto alle uif ed analoga-
mente per V, si ha

u =F, U=-— Fn Utt= — Uu,
e quindi
A==+ Uxpa H-Fj™ = 9] + UxTt — Ui(pi
/s =  —+ Uafpa 4" UiTt == qs -~ Ui(pl -f-  (pt

da cni si ricava
a,, =//m?E»=1+4 «s=Jfifidt=0, a2 =ffldt— 1+ A,
dove d =t 4- UI

Se poi indichiamo eon f'r, la derivata seconda ordinaria di F
rispetto ad ur e ad w, abbiamo

Ai— Un%®, UXRTi
fu— UijTt + MU Ti
fu — UaTt + UxI Ti — — Uu s + UJ2 <Pi.

Da queste espressioni risulta che fu— —fu e che quindi
dovra essere

ASs — —7n-
Inoltre sara

fu =f'u — afi — fift,
dove a e /3 devono essere scelte in modo che /n risulti ortogonale
ad /j e ad Ft, ossia in modo che

Jfnfidt = UXUXL + U2UIt — a(l 4- 4) = 0
fluAdt= WU, — UtU, —5(14-4) =0.
Sara dunque
Al = MITt — UlgTi — 4- U2A) — N(CAA — UlA).

Inoltre si avra poi

Aa —fu  yfi —dfi.
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eon y - o scelte in modo ehe «. risulti ortogonale ad e />
ossia in modo ehe

Vilaa=u (0 — wuu_ 7(0 +j) =0

Sficfi dt — U2 Uiz Pj ulc —— <5(1 _\]' ZI) == 0.

Sara dunque
= Un <p3 <+ Un <Pi — Wi +A/2) -+ I’A(t/Z/l — wWUJI.,D.

E si verifiea facilmente che

Sfu fu dt — 0.
a

Ed indieando eon =< e ~ parametri normali delle direzioni
che hanno per parametri «« ed w2 < ha

Fr, =— X..>< —+ yr.Y¥,
eon
2/ii — VN — >x<n —0
e
— = L, == == TS o T
— == |/~ —+— uJTi. k
dove

N =1+ (T+d)2-

Si ha cosi

<. y) = O, <, X)) = V. ¥).

e la superficie che si considera e cielica.
Le superfi¢ie qui studiate furono gia considerate col nome di
superfic¢ie riemanniane dal Kommerell)).

) (F).



Sur les fonctions satisfaisant a la condition
de Lipschitz generalisee.

Par

Stanistaw Ruziewicz (Lwow).

Le but de cette note est de donner pour tout a positif <1
un exemple d'une fonction satisfaisant & la condition de Lipschitz
genoralisee, c’est-a-dire a Pinegalitd:

(<) —I(y) K M«—yl“

et ne possddant de dorivee pour aucune valeur de l'intervalle (0, 1).
Soit a un nombre positif << 1. Choissons un nombre uaturel
g = 2 suffisament grand pour qu'on ait

O By —2)* <™,

on verifie sans peine que de tels nombres g existent pour tout

a<<l
Posons pour tout nombre entier y, oh 0 y 3g—3:

; pour y==0 (mod 3)
y+2 1 .
(2) a? $9 ' b7 - ~g ” y_ 1 n
-2 1 _
n )’3<7 , by = y= 2 n
On a
o<

©) 7 g

et

@) ay ~\-bp-— ay+



Soit x un nombre roel de Yintervalle (0,1), defini par le de-
yeloppement

2(3g—2)”
V—1
posons

(6) f(x) = aVi + b7ia/2 + byi b™ als + b7i bA bW ay< +. ..

La fonction f(x) ainsi definie est univoque pour tout nombre x
de l'intervalle (0,1); en effet, sioc a deux d$veloppements different

a=37"2NGE™N—2) — + (3"—2) ~N"'=0)

et

X--J1__ | 22 L | r—1 | 3g—3 |
3 —2 ' (Bjr—2) (3" —2)y ' (3" — 3)1

et si f(x) est definie pour le premier de ces developpements:
A®) = —+ v —+ by, h71--- byn"™ ayn,

en désignant par /'(«) le cdte droit de (6) pour le second ddve-
loppement, nous aurons

/W = N« + — +hlib™N.b™an ! +
+—  67.- bVn-"9ig 3 +  612-" 6z, i ay.-i ~mm~A 4+ —
= «y, + b7l «y2 -+ eee =+ b7l byt— b7n_r «yn—1 —+
—+ bV, b?2- b7n-i [%.-! +
donc, d’'apres (4):
1(») = I(<)e

Soit maintenant
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Le d¢yeloppement de x + A est

() X ﬁL h= A¥3A yLz)-i/vh(a&”—?)w

ou bien

() x+h—,¥?’47_2+,\(g>,+ 5y A Ne=z-2)

Vx=n-f-1

/1 P-an)\
\yP=—=35r——3/

Dans le cas (a) nous aurons
Kx + A) — f(xX) = bVibVa... bVn [(ay,+1 — a7n+i) +

avn+2 — b7n+1 ayn+~ —— ==-],

donc, d’apres (2) et (3):
If( +h)-/(a) |1 [2"=1+ 2" A +

Dans le cas (/?), en posant

' g yi | y? i [ y™H-j
5 X1—2 ' (3N—2) (3<7—2)p
> ! ¥ ! ‘ w , 3r—3 3n—-3

3—2—(Bd—2) ="' (3G—2)’ (39—2" (37 —-2)"+1 r"

nous obtenons (x et le seeond developpement de et de meme
X et le premier developpement de § coincidant resp. dans ses
n premiers chiffres et se differant dans le n 4- 1 chiffre), en utili-
sant l'inegalite obtenue dans le cas a:

f(x + A) -/(@ar) | <|f(x+A) -/© | + | 1(9)-/(«) | < +.

Dans les deux cas (a) et (/?) nous obtenous donc pour A>O0,
Onar<;l, 0<x--A 1L
I + A)— [(ar) | < 43,
ce qui donne, dapres (1):
N\
10+ A —F00) | <[(3y TN,

donc

/(«+h) FA | <=3~a
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Pour h << 0 on obtient l'indgalitd
\f(x +h) —f{x) | < 3g|h |

La fonction /(a;) satisfait donc a la condition de Lipschitz
goneralisoe.

Soit maintenant (5) le developpement d’'un nombre X, ou
O=C«<1, ayant une infinits de chiffres y, differents de 3g — 3.

Supposons que pour une infinitd de nx, tels que y,z=|=3"—3,

on a
v>4° (mod 3)

>(nous avons donc Yy, X3 g— 6).
En remplaeant yn* par y,,X-j-2, nous trouvons pour

- ¥ +L+y

<d'oit
lim =i .o
"X, X X

Or, en remplaeant y,, par y,x-|- 3, nous trouvons, pour

b = | r+3 | L
"» %gﬁZY’*f@g —2y™"N(EBg-2VY
/(<=>=ali+ bvia +... + bVigVt... byn_t +

4" byt by2... by” by* bA... ~ “+ 0=
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d’oii, d'apres (2):

La fonction /(a?) est donc dépourvue de doérivée pour toute
valeur x de l'intervalle (0,1), dont le d$veloppement a base 3g— 2
a une infinits de chiffres y, =0 (mod 3), y, 3g—6.

Supposons maintenant, gqu'on a pour une infinitd des indices Mx;

=i (mod 3).
En remplagant y par y —1, nous avons
+ bVl «y, + — byt bytees by, x-3ay i+
(y, +1) —2 1
—+ ~g + -
= A*) — ®Vibyt— hy”j + 2 hyibVi... J aynta + ..

o7
donc
AxX) —f(x) _  {2g-37"bybVi...bvVn_r

X'X~X 3
. [1 — 2ayii™+) — 26y™+1 ayvla—

En emplagant yn* par yn*t — 1, nous avons:

/(<) = A®) — Wlby,--- by”™ g + 2bybYi... byn_}-gavm+l + ...,
d’oii
B — A®) = (2ff~3)"x byi b~ -b™
X, X— < 9
o[1-2<«},j(+1-2b.Ai(+1layn)i+2-...]

[(@®X) — FW
XﬂX — X

Si pour ces valeurs la dsrivee existait, elle serait nécessaire-
ment nulle, et nous aurions I'egalit¢

<) .MOO«+S- 4> Yo+ m+eee]““¥
D’autre part, en remplageant y, par ¥, 2, nous avons:
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donc. la supposition que pour ces yaleurs une doriyee existe, entraine:

Jima +w]=0,

contrairement & ¥
La deriyee de la fonction n'existe donc non plus pour
ces yaleurs de Tinteryalle (0,1), dont les doveloppements pour la
base 3g—2 ont une infinite des chiffres y,=1 (mod 3).
Supposons enfin, qu'on a pour une infinitd des indices nx

¥, =2 (mod 3).
En remplaeant ¥, par ¥,, — 2, nous ayons:

/(+%6)=

en remplaeant y,, par ¥, -}- 1, nous obtenons:

dou
lim = lim
X->00 X->00

Donc, pour les yaleurs x du dernier genre la ds$riyCe de
f(x) n’existe pas.
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Mais, evidemment, tout nombre de Finteryalle (0,1) (a. I'ex-
ception de 1) appartient a un de trois genres considérés (car si
nous avions constantemment vy, = "¢ —3 pour tout n N,

<i3g — 3, nous pouvions dans cet doveloppemment remplaeer
tous les par 0 et par yN -f- 1.

Donc pour aucune valeur as de l'intervalle (0,1) la fonction
/(@?) n’a pas de dsrivée (ni finie, ni infinie); pour #=0, comme
on voit ais¢cment, il n'y a pas de dorivee a gauche, pour x — 1 il
n'y a pas de deriyee a droite.



Sur la continuitd des fonctions absolument
additives d’ensembles.

Par
W. Sierpinski.

Soit M un espace motriqgue donns, F— une familie de sous-
-ensembles de M, telle que

1) La somme d'une infinit6 dénombrable d'enseinbles de la
familie F appartient a F.

2) Le complementaire CE— M — E de tout ensemble E de
F appartient a F.

Soit f(E) une fonction roelle finie d'ensemble, dofinie pour
les ensembles E de la familie F.

La fonction f est dite absolument additive (sur la fa-
milie F), si pour toute suite finie ou infinie Ely E%, E3,... d'en-
sembles disjoints de la familie F, on a

4- 4-E, 4-..) =f(El) 4- f(E2) 4- /(-®3) +

La fonction F est dite continue sur F au point p, s'il

existe pour tout £ = 0 un nombre r = 0, tel que les formules
ec_kN
entrainent
A-®) <

E\p, r) dosignant la sphere au centre p et rayon r.

M. H. Hahn a demontrel) que pour qu’une fonction F

absolument additive d'ensemble soit continue au po-
inty sur une famille F de nsembles, satisfaisant aux

*) Theorie der reelien Funktionen, Berlin 1921, p. 409.
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conditions 1) et 2), il faut et il suffit que dans le cas
ou l'ensemble (p) (forme d’un seul point, p) appartient a F,
on ait
1) =o.

Le but de cette Note est de donner une demonstration de ce
theoréme plus simple que celle de M. Halin.

La nccessitd de la condition etant evidente, nous prouverons
seulement leur suffisance.

Admettons que la fonction f n’est pas continue sur F au
point p. Il existe donc un nombre a = 0 et, pour tout n naturel,
un ensemble E,, de la familie F, tel que

(2) (m==1,2 3,..)
et
3) pour n=1, 2, 3,...

L’ensemble de tous les ensembles finis (differents) de nom-
bres naturels Stant dénombrable, il existe une suite infinie

(4) u,. ff2, uSl...
formee de tous ces ensembles.

<7= (m{( J etant un ensemble donn¢ de nombres na-
turels, nous doésignerons par Ha = H,.t. » l'ensemble de tous

les points q de M. tels que
pour z=1, 2, 3,..., k,

et
geCEn pour n==nt (i=1 2,..., k).
Les ensembles En(n = 1, 2, 3,...) appartenant & la familie F,
il resulte tout de suite de 1) et 2) que les ensembles
(5) HA/N 0k = EniEn,...E,,kJJCEn

(4=1,2,...S)

appartiennent a F.
m etant un nombre naturel et u= (wn un ensemble

fini de nombres naturels, nous d¢signerons par H,,a l'ensemble
T



77

Soit g==p un point de l'ensemble Em: on voit sans peine
<julil existe un systome d'indices nu n2, .., nk tel que
TATT o0l e

Pour le voir il suffit de se rapporter a la dcfinition des en-
sembles Hni - 1t et de remarquer que le nombre des indiees n,
tels que qeE,,, ne peut pas etre infini, puisque, d'aprés (2), on
aurait dans dans ce cas geK”p, -j pour une infinitdé de nombres

m, Ce qui donnerait q = p, contrairement a I'hypothese.
Or, on a evidemment (daprés la definition des ensembles

o)
E*m,n,,ns...,n& CZ Em'
Il en resulte tout de suite qu'on a soit

00

(6)
soit
00
() Em = (?) +
et dans ce dernier cas nous pouvons supposer que (p). —0,
pour i= 1,2,3,..., dou resulte, les ensembles En et (5) apparte-

nant a F, et la familie F satisfaisant aux conditions 1) et 2), que
U'ensemble (p) appartient a F.

Les ensembles Hmai (E=1,2,3,...) 6tant 6videmment dis-
joints (d’apres (5)), il resulte de (6) et (7) (d'apres (1)) que

00

©) /() = 2/(ftwi)
(la fonction F etant absolument additive eur F-).

Designons par alt a2, a,,..., respectivement par /1j,/723,...,
tous les termes consdcutifs de la suite (4), tels que 0,
resp. << 0, et posons
(») P= _’golHai, Q —002] Hp

i= <=

— ce seront, d’aprhs 1), des ensembles de la familie F.
Les ensembles Hn (i = 1,2,...) etant disioints, il resulte de

(9) (et de 1)) que
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(10) /(P) = 2 f(Ha) et /(<?) = 2F(H"

la fonction f(E) etant finie pour les ensembles E de F, il en ro-
sulte que les series (10) sont convergentes: d’apres la definition
des a, et on en conclut tout de suite que la s$rie

(11) WV <)

est absolument convergente.

Le nombre m etant suffisamment grand, tous les systemes
d’indices (m, u() (i=1, 2, 3,...) sont ¢videmment des termes de la
suite (4) dont le rang est aussi Oleve qu'on veut. La serie (11)
stant absolument convergente, il en resulte tout de suite qu'il
existe un nombre p, tel que

00
:P/(-Hm,J<a pour m = fi,

ce qui est incompatible avec les formules (3) et (8). La fonction ¥
est donc continue sur F au point p, ¢. g. f. d.



Sur l'accessibilite rectilineaire
des points d’un ensemble (FJ!) plan

Par

Otton Nikodym (Cracovie).

La theorie des ensembles (dj2) gagne toujours en importanee
grace aux liaisons avec des questions fondamentales concernant la
logiqgue mathé¢matique3). Ces ensembles qui peuvent etre definis
comme les projections des ensembles mesurables (B) interviennent
aussi dans des différents problemes de la theorie des ensembles.
Un de tels problemes est celui pos¢ par Urysohnd):

Soit E un ensemble de points situes dans lespace z n di-
mensions (w  2), appelons un point A de E rectiUndéairement (ou

*) Selon la terminologie de M. Hausdorff un ensemble est dit (Ja), s'il
est somme d’une infinit§ dSnombrable d’ensembles fermes.

2) Comptes rendus 164 (1917) p. 88 M. Sou slin: Sur une definition des
ensembles mesurables (B). ibid. p. 91. N. Lusin Sur la classification de M.
B ai re.

Voila une propriete fondamentale des ensembles (-4). Pour qu’un ensem-
ble E soit un ensemble (M) il faut et il suffit qu’il existe un systeme d’en-
sembles mesurables (B):

tel que E=ndf . 4q B,

le produit etant stendu a toutes les suites infinies tj, ta,... de nombres naturels.
Un tel systSme s’appelle ,,systeme determinant de E*.

’) H. Lebesgue, Ann. Ec. Norm (3¢) 35 (1918) p. 198. N. Lusin:
Comptes rendus t. 180 p. 1318 (4 mai 1925); ibid. p. 1572 (25 mai 1925); ibid,
p. 1817 (15 juin 1925); ibid. t. 181, p. 95 (20 juillet 1925); ibid. p. 279 (17
aout 1925). N. Lusin: Fund. Math. T. X. Sur les ensembles analytig«es.

4) Fund. Math. t. V. p. 337. (Problsme 29).
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lineairement) accessible (dans le complementaire de E) s’il existe un
segment rectiligne AB n’ayant pas avec E de points communs, qui
soient differents de A. Urysohn a propose d'Otudier le caractere
de Fensemble de tous les points rectilineairement accessibles d’un
ensemble ferm6d E donne a l'avanee.

Dans cet ordre d'idoes le premier resultat est obtenu par M.
E. Mazurkiewicz et Urysohn, qui ont domontre le thdoreme
suivantt).

L'ensemble A de tous les points d'un ensemble
plan et fermd E, qui sont lindairement accessibles,
est un ensemble (A).

La methode employée par M. Mazurkiewicz modifiee
convenablement, permet d’etudier la question de 'accessibilite recti-
lindaire dans les cas des ensembles (Fo) plans.

C'est procisoment par cette méthode (qui va Otre exposo ici),
gue j'ai résolu pour la premiere fois le probleme pour les ensem-
bles (FJ.

M. C. Kuratowski a donne ensuite une autre methode,
beaucoup plus simpleg) et en outre j'ai publi63) une méthode tout a fait
gbndrale, permettant d'etudier le probleme pour des ensembles
projectifs du type quelconque. Recemment M. N. Lu sind) a publié
une mothode extremement simple et géndrale permettant de resou-
dre de différentes problemes concernant l'accessibilite.

Neanmoins la methode (mentionnee ci-dessus) de M. Mazur-
kiewicz parait etre interessante et c'est pourquoi que je me pro-

pose de I'exposer ici en I'appliquant — avec des changements
convenables — au probléme de laccessibilitdé pour les ensembles
(Fo) plan.

Le théordme, que nous nous proposons de domontrer est le
suiyant:

*) P. Urysohn: Sur les points accessibles des ensembles ferm.es (publie
par M. Alexandro ff) Koninklijke Academie Van Wetenschappen Te Amsterdam,
Proceedings Vol. XXVIII, Nr. 10, p. 984—993. M. Mazurkiewicz a expos¢
sa démonstration dans une des seances de la Societe Polonaise des Mathema-
tique (Section de Varsovie) en 1924.

) Fund. Math. t. VII. p. 250.

3) Ibid.

4) Fund. Math. t. XII.
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Pour tout ensemble plan E du type (Fo), I'ensem-
ble de points qui sont lineairement accessibles, est
un ensemble (2!).

Demonstration:

Designons par E le complementaire de 'ensemble plan E
par rapport a ee plan. Nous nous servirons de quelques construc-
tions auxiliaires, que voici. Soient a un point arbitraire du plan
Euclidien (li) pourvu d’un systeme des coordonndes reetangulaires
X, Y\ soient = r2 = 0 deux nombres roels, et &I oj? deux nom-
bres rationnels tels que:

(1) 0< — w2 <2,

Designons par <p, r les coordonnees polaires d'un point va-
riable (par rapport au systeme des coordonnees polaires, avec a
comme centre et avec l'axe principale parallele a I'axe x), et con-
siderons l'ensemble de points, tels que:

2 w, <tp<JW r2<r<rv

Cet ensemble est un domaine ouvert (de Weierstrass), et
possede la forme d'un secteur d’'un anneau circulaire.
Ds$signons le par:

3) d(a, rj.rj,

Envisageons dans I'espace (a 3 dimensions) la droite la, (pour-
vue d'une direction positive indépendante du point «), perpendicu-
laire dans le point a au plan (Ir), et construisons y l'ensemble
J?(a, r2, w?) de la maniere suivante.

A chaque point du secteur correspond une infinitd de vale-
urs pour sa coordonnee tp, qui different entre eux d’une multiplieito
entiere de 2n.

Alors on prend sur la tous les nombresl) qui constituent la
coordonnce (p de differents points du secteur <5(«,  r2, a1, <w):
ces nombres forment precisement 'ensemble B(a, ri(r2, mb <a2). Il
se compose des points d'un ensemble denombrable d'intervalles,
ouyerts ayant la longueur (xq — <w2). n.

¥ On se donne une longueur-unitd fixe et on place le nombre o dans
le point a de la droite la

Rocznik Pol. Tow. Matem. 6
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Ceci pose, considerons deux ensembles arbitraires JZ, Ar fer-
mes et des nombres fixes 5 2, <2, comme auparavant.
Désignons par

2, Wj, w2)
I’ensemble de tons les points a de M, pour lesquels:
d(a, rlt r2, wi; <«2). 2v=0.

On peut domontrer facilement que Af est fermo, la domon-
stration etant indirecte et basee sur la supposition que M soit
fermo)).

Déterminons maintenant pour cbaque pointa de MN la droite
Z, et construisons l'ensemble:

BA(rly r2, ca, w2) :f 2 B(a, rly r2, (Oly co2),

la sommation etant etendue a tous les a appartenant a Ms.

On voit aisoment que nous avons obtenu ainsi un ensemble
(FJ dans lespace.

Si beB,,(rly r2, col; w2) et si b’ est la projection orthogonale
de b sur le plan (B), on a evidemment: b'eM et le secteur
d(by f1? £2, It «2) n'a pas de points communs avec N.

Rangeons maintenant tous les paires de nombres rationnels
satisfaisant a la condition (1), dans une suite donombrable:

(wi, wh), <<, w2'),...,

et doterminons pour des nombres rly r2 fixes, ou 0 -<rr << f2,
les ensembles correspondants:

r2, ), (n

|
-
N
'v

Definissons l'ensemble:
00
=2 B"M,r «Em>);
af »
cet ensemble est aussi un (Fa] dans l'espace, parce qu'il est une
somme d’une infinitd6 donombrable d’ensembles (Fo).
Pour chaque paire rlt r2 de nombres (0 m<r2 << £J et quels que
soient les ensembles fermos M, N, on peut ainsi construire de la
maniere doterminde, 'ensemble correspondant BE(Fj, £2).

x) Cela n’exelut pas la possibilitd que soit vide.
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Les constructions preliminaires etant acbev$es. envisageons
Tensemble E du type pour lequel nous nous avons proposs$
de d$montrer notre thSoreme. E S$tant une somme d’une infinite
dsnombrable d'ensembles ferm$s, on peut poser:

E=A+ "+,

ofi En sont des ensembles fermss.
Choisissons deux suites infinies de nombres positifs:

r'=r2= rn=+l limr,—0
n—>00
) r=ri=..=r">=uve HmM< =0 '

n—>00

dont les $lSments satisfont aux conditions:
(5) r=sr, <<+ (n=1,2,..

od s est un nombre donn$ positif arbitrairement pris d’avance.
Construisons les produits doubles:
BEI=n n r,), (i—1 2,..),
A ‘

n/1

qui représentent des ensembles (Fady') dans !'$space, et en faisons
les projections Pt sur le plan (R).

Nous allons dsmontrer que chaque point de Pt est accessible
dans E par un segment rsctiligne ouvert de longueur s.

En effet, envisageons un point quelconque a de Pt 1l existe
au moins un point ¢>' de Bt, dont a est la projection.

Nous avons:

'enNn n rn",
(p n/1 k/l ' )

donc pour tous les indices n, k on a:
(f)’e r,).
Mais d’apres les considsrations prsliminaires on a:
<' 1 /\ & "N I\
Jpe%B N, T wlm\ w”?),

d'oii il résulte, (I'axiome de Zermelo), qgtie I'on peut choisir une

*) Un ensemble est dit (Fad)p s'il est le produit d’une infinit6 denom-
brable d’ensembles (Fa)'

6*
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suite doublement infinie d’indices m: & n=12,.) de
sorte, qu’on ait simultanément les relations;
e B~rn, ', w,t=1 2,.)

que nous voulons ecrire de manifere un peu plus simple:
<p'e BEfr' n, ALY (n k=1, 2,..).
On en deduit, que aeE< et que le secteur:
<5, K, oty

n‘a pas de points communs avec Ek pour tous les n, et qu'il
y existe dans ce secteur au moins un point, dont la coordonnze ¢
(par rapport au systeme polaire, dont le centre est en a) est egale
a (p. Pour chaque indice k nous avons ainsi obtenu une suite in-
finie de secteurs:
r'} ri, v\
G(a, r2, r2,

n‘ayant pas de points communs avec Ek

Dans chaquun de ces secteurs il existe un point, pour lequel

une valeur de sa p — coordonnee est egale a (p
Les rayons de secteurs etant respectivement:

rir2; r"
les segments rectilignes:

L=0O<=< 9=},
appartiennent respectivement & ces secteurs.

Il s’ensuit que la somme de ces segments n'a pas de points
communs avec Ek.

Donc en vertu de (4), (5), la segment defini par les conditions:
(6) Q=¢, 0<r<s
est contenu dans E

Si Fon repete ce raisonnement pour chaque indice k, on trouve
qgue notre segment (6) n'a pas de points communs avec *éloiEk—E.

On a donc dSmontré6 que pour chaque point de Pt il existe
un segment rectiligne oiwert, dont la longueur est s, et qui se
trouve tout entier dans E Nous savons de plus que PNET
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Supposons, rociproguement, qu’un point a' de Et soit acces-
sible dans E par un segment reetiligne ferme d'un seul cote:
= Oo<r<s},
(le point (g>", s) y eompris).
Nous pouvons considerer ce segment comme la somme de
segments:

() {<P=(p", (n=1,2,.).
Ek otant fermd, on peut, pour chaque indice n, trouver deux
nombres rationnels ou
.n< <<z 'n,

pour lesquels le secteur
G(a, r', r, v[nk), 4™L)

n’a pas de points communs avee Ek

On le démontre facilement, en envisageant pour chaque point du
segment considore le plus grand cercie ouvert place dans Ek, et
ensuite en s'appuyant sur le theoreme de Heine-Borel. L’axiome
de M. Zermelo nous permet donc de choisir de tels nombres ra-
tionnels pour tous les segments (7) et pour chaque k.

Les nombres (n,k =1, 2...) otant choisis, nous pou-
vons qcrire:

d'oti a fortiori:
00

pour chaque n et k, ou ont la meme signification comme
plus haut.
On en deduit que:
00 oo
(prle n f )
»/l 41 1
<p"e be.

Le point a, etant la projeetion de <p" sur (Al), appartient donc a F,.

Nous avons démontre que chaque point de Et qui est recti-
lineairement accessible dans € par un segment fermo (d’un cote)
de longueur s, appartient necessairement a F(.
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Les ensembles Pt sont obtenus pour le nombre s = 0; nous
allons les designer dans la suite par P"s).

Désignons par Q,(s) 'ensemble de tous les points de Et ac-
eessibles dans E par des segments ounerts de longueur s, et
ddsignons par P((s), I’ensemble de tous les points de P, aecessibles
dans E par des segments fermes (d’un cote) de la menie longueur.

Nous avons pour ehaque s >m O:

TOGIK C<Xq (i=1,2,.).

Prenons maintenant pour s les valeurs positives... 3,2,1,], /...
que nous allons ddsigner respectivement par..., s_8,s_2,s_n s0, sl5 s2)...
et formons les ensembles: 77, P).

Nous avons:

TOCTOGTO  (i=12.),

et
(8) Q<O)GG(0 pour t<s (2=1,2...).
On en tire la relation suivante:
4-00 4-00 +o°
/2 TO c TO C/Z QM,

d'oh en vertu de (8), on obtient:

2 A> = 2 (2 =12 TO-

*l—o0 »—00 «l—00

. . +o0
On voit facilement que Qt — E Qj(s) est l'ensemble de tous
df s/—o0 .

les points de Et, qui sont aecessibles rectilinGairement dans B

0o

D'autre part cet ensemble etant identique a S P((s), il est la
*/-00

somme d’une infinite denombrable de projections des ensembles
(Pod). Or, Qt, comme somme d’'une infinitd denombrable d’ensem-

00
bies (41 est aussi un ensemble (4). L’ensemble % Qt, c'est-aidire,
i

I’ensemble de tous les points de E qui sont linbairement aecessibles
dans £ est donc un ensemble (4). Notre théoreme est ainsi do-
montro.

Par une motbode analogue on peut traiter la méme question,
posoe pour les ensembles (Po) situés dans l'espace (V) a 3 dimen-
sions. On n'a qu’a remplacer les cercles par des spheres et con-
struire des ensembles auxiliaires dans l'espaee a 5 dimensions (au
lieu de 3 dimensions). Toutefois une modification y semble etre
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necessaire. Ayant un ensemble E du type {Fa\ on cherche len-
semble E+x de tous les points de E, qui s ient lineaireinant acces
sibles dans E par des segments rectilignes dont la direction est
parallele a un des rayons appartenant a la demisphere, definie
par les conditions suivantes:

(9) N+ N+ N=1 £>0.
Pour S$ffectuer la construction de E+x on fait correspondre

a chaque direction considers 1], £), des point P dans !'espace
a 5 dimensions, ayant les coordonnees:

(@ b, ¢, n, £),

ou (a. b, ¢) sont les coordonnees des points dans l'espace (F), pour
lesquels on enyisage des secteurs ,d'anneauxu sphsriques. On
construit les secteurs en question en prenant des différents domai-
nes de Weierstrass situes sur la surface convexe de demi-
sph&re (9), ces domaines etant tels, que leurs projections sur le
plan £—0 soient des cercles de rayon rationnel et suffisament
petit, les coordonnees des centres $tant aussi des nombres rationnels.

On obtient ainsi Fensemble E+x qui est necessairement un
ensemble (A). De maniere analogue on construira des ensembles

2n e 77 77 ™

En en faisant la somme:
SN —+— —®+ii +— "=y + -®t» + -®-«>
on obtient precisement Fensemble de tous les points de E qui sont

rectilineairement accessibles dans & Donc cet ensemble est un
ensemble (A).



Recherches sur les equations s = f(x,y,z,p,a)
integrables par la methode de Darboux.

Par

E. Laine.

Preliminaires.

1. Relativement a l'applieation de la mdéthode de Darboux
aux equations de la forme

@) s =f(x,y, z,p, 0)

on peut se proposer deux problemes.

Probleme A. Etant donnee une tyuation (1), reconnaitre si elle
est integrable par la methode de Darboux, c'est-a-dire si elle est de
la premiere classe.

Probleme B. Former les eguations (1) qui sont de la pre-
miere classe.

Ces deux problfemes sont distincts. Par exemple ) M. Goursat
a rssolu le probleme B pour les ¢quations

sa—4 «)pq = 0;

cependant etant donndée une S$quation de ce type, on ne peut en
generat reconnaitre par un nombre fini d’operations si elle est de
la premiere classe.

Le probleme B a ete entidrement resolu par Darboux pour
I'equation Jineaire

(2 s = a(x,y)p + b(x,y)g-\-c(x,y)z.

Il a en effet indiqué le moyen de former toutes les c¢quations (2)
dont la suite de Laplace est limitee dans les deux sens, et on sait

’) Bulletin de la Sociéti Mathimatigue, t. XXV, p. 36—48.
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que les deux problemes sont equivalents. Ceci n'est d’ailleurs a peu
pres d'aucune utilite pour la résolution du probleme A. relatif a une
equation (2); mais on doit en outre observer, et cette remarque
a une portde gonerale pour la suite du présent travail, que si Fon
impose aux coefficients a, 6. ¢ de vorifier certaines relations, un
nouveau probleme B se prosente, distinct de celui qui a etdé résolu
pour le cas gondral. Rappelons par exemple les belles recherches
de Moutard et de Darboux sur les equations a invariants egaux,

s — c(X, y~)z,

qui sont de la premihre classe: a et b sontici nuls, et le probleme B
a dff etre repris entierement pour ces o6quations partieulieres.

2. Moutard s’est propos6 de déterminer toutes les oOquations
du second ordre dont Fintégrale gendrale peut se mettre sous la forme

z= F(X’y’ X’ X’,..., XTM', Y, Y, ¥<"->).
Il a etabli que ces equations, qui sont toujours de la forme (1),

sont reductibles, par des transformations ponctuelles, soit aux equa-
tions lineaires, soit a I'une des OGquations

(3) s— kpz s=c¢elz (lc constant)

qui s'integrent sans difficultd, soit a des équations de la forme

On pourra donc considsrer le probleme B comme résolu pour les
oquations etudiees par Moutard si Fon sait déterminer les 6quations
(4) qui sont de la premiere classe. Posons

Be —

(6) 3y 3y
si Fon ¢limine u entre les dquations (5) on a I’6quation (4); si Fon
6limine z on a l'equation linGaire

__ailogRdu ABu=Q
(6) 3x3y 3y 3x
On est donc ramend a resoudre le probleme B pour les équations (6).
Il rosulte d’une remarque de M. Goursatl) que Fon peut toujours

>) Legons sur l'integration des eguations aux derivees partielles du se-
cond ordre, t. 1l. p. 247.
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passer de I'Squation (2) a une $quation de la forme (6) au moyen
d’'un changement de variable

= «¢>(0?y);
on sait par cons$guent former toutes les squations (4) intsgrables par
la methode de Darboux. On leur donne gensralement le nom d?equa-
tions de Moutard.
M. Gau ¥ a rssolu le problsme B pour les equations (1) qui
sont lineaires en p et g,

s=e(xy,z2)pg +a@y, 2)p + b y,2)qA-c (x,y,2).
Le résultat de son Stude est que les $quations cherchees se rame-
nent, par une transformation ponctuelle, soit aux equations linsaires,
soit aux S$quations (3), soit aux equations de Moutard, soit a I’squation

) S=Tf 4-e-)p
qui admet un invariant d’ordre 3 pour le systSme X et un inva-
riant d’'ordre 1 pour le systeme Y.

Signalons enfin, pour completer I’'enonce des travaux antsrieurs
a ceux de M. Gosse, que M. Goursat, dans deux Memoires fondamen-
taux # qui ont servi de base a toutes les Studes ultSrieures sur ce
sujet, a form$ et integr$ toutes les equations qui ont un invariant
d'ordre 1 ou 2 pour chaque systeme de caractsristiques. Ces $qua-
tions se ramenent, par des transformations ponctuelles, soit a des
equations linsaires, soit a onze types canoniques que Fon trouvera
dans le premier Msmoire de M. Goursat.

3. C’est M. Gosse 8) qui a entrepris le premier 1'Stude du pro-
bleme B relatif aux equations (1) de forme gsnsrale. Il résume ainsi
sa msthode 4).

»Des conditions necessaires et sufiisantes pour qu'il existe un
invariant ou une involution, on peut deduire des conditions seule-

*) These de doctorat (Gauthier-Villars, 1911) et Annales de I'Universite
de Grenoble, t. 25, 1913, p. 95—107. Avant M. Gau, Clairin avait résolu le
probleme B pour les equations s =/ (,Y, z) (Bulletin des Sciences Mathemati-
gues t. 29, 1905, p. 177).

2) Annales de la Facultt des Sciences de Toulouse, 2C serie, t, I, 1899
(p. 31 -78 et 439-464).

’) Annales de Toulouse, t. XII, 1920 (p. 107—180), et t. XVI, 1924 (p.
204-240).

4) Memoriat des Sciences Mathematigues, fascicule XII (p. 31}
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ment necessaires, qui ont Favantage d’etre tres simples. On profite
de leur simplicite pour essayer de restreindre la generalite de la
fonction F(x,y,z, p, q\ et I'on essaye, par des transformations appro-
priees, de ramener I'6quation a une forme canonique avantageuse‘.

Si Fon veut arriver, par cette msthode, a une solution rigou-
reuse et complete du probleme B pour les equations (1), il est es-
sentiel de preciser deux points.

En premier lieu, on peut convenir de ne pas considerer com-
me distinctes deux 6quations qui se ramenent Fune a l'autre par une
transformation ponctuelle de la forme

rro) x=X( y=v(y) z=z("Y,2)
C'est ce qu'a fait M. Goursat dans les Mémoires doja cites.

En second lieu, il faut observer au contraire que deux equa-
tions telles qu'on ne puisse passer de Fune a l'autre que par une
transformation de Backlund doivent etre considerees comme distin-
ctes. On sait en effet que toute transformation conserve la
forme de Fequation (1), tandis que le problbme de la determination
de toutes les transformations de Backlund admises par une equation
de la forme (1) parait presenter, meme dans les cas les plus simples,
des difficultes considsrables.

Reprenons par exemple I'equation de M. Gau doja signalGe

(7) s = (e’4-e-")p.
Si Fon y fait la transformation de Backlund
p - e!l

suivie de la transformation ponctuelle

X==x Y=-en Zz=/-|-2y,
on obtient I'dquation
8) S=ez[YQi Q

qui est une equation de M. Goursat. On doit pourtant considsrer
les equations (7) et (8) comme distinctes, car, avant les travaux de
M. Gau, on ne savait pas qu'on pouvait, par une transformation de
Backlund, passer de I'6quation (8) a une autre equation de la forme (1)
ayant un invariant du ler ordre pour le systeme Y et un invariant
d’ordre 3 pour le systeme X. Le fait davoir obtenu I'equation (7)
constitue donc un resultat nouveau par rapport a ceux de M. Goursat.
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La méthode a suivre decoule immddiatement des considerations
procedentes. En combinant les conditions necessaires obtenues, con-
ditions qui expriment des proprietds inyariantes pour toute trans-
formation (To), on ropartit d’abord les oéquations (1) qui peuvent
etre de la premiere classe en un certain nombre de groupes
¢érl; (?2,..., tels qgu'on ne puisse passer d'un groupe a l'autre au
mmoyen d'une telle transformation. Supposons alors que nous ayons
resolu le problome B pour les groupes (A, G2,... €2, si I'6tude du
groupe Cr,*1 met en Ovidence une transformation de Backlund qui
permette de passer de ce groupe a une oOquation particuliere Eo du
groupe Gl (i n), il faudra encore rdsoudre le probleme B pour
I'6guation Eo. Et, comme nous l'avons fait remarquer a propos des
equations lineaires, le probleme B relatif a I'equation Eo est distinct
du probleme B relatif a I'equation goénsrale du m$me groupe.

4. L’etude du probleme B relatif aux equations (1) a eto con-
duite par M. Gosse avec une rare puissance de calcul. C’est en
appliquant ses methodes, et en reprenant ou completant ses discus-
sions, que j'ai etd amend a doterminer de nouveaux types intégrables.
Il semble bien dailleurs que la voie qu'il a ouverte soit la seule
praticable, et c’est probablement en la suivant jusqu’au bout qu'il
sera possible d'élucider entiérement le difficile probleme a la solu-
tion duquel M. Gosse a apportd de si larges contributions.

Le prosent travail est divisd en quatre chapitres.

Au Chapitre | je prociserai la position du probleme et les
divisions que la considération des invariants amene a y introduire.
Apres avoir formé de nouvelles conditions necessaires, je complo-
terai l'enumération des groupes Gt procedemment signales, qui n'a
ete faite que partiellement jusqu’ici, et je montrerai que les equa-
tions non encore cataloguees peuvent etre réparties en trois familles,
suivant leur ordre minimum d'invariance.

Aux Chapitres Il et Ill, je donnerai la solution complete du
probleme B pour les deux premieres familles.

Au Chapitre 1V, j'etudierai un cas particulier du probleme B
relatif aux equations de la troisieme familie qui sont lineaires par
rapport a Vune des doriyees p ou q, et je ferai connaitre, au cours
de cette etude, un certain nombre de propositions de portee geno-
rale qui sont de nature a faciliter I'extension du résultat obtenu.
Le caractere nogatif de ce rosultat est d’autant plus remarquable qu'il
n'est plus vrai pour les Oquations non linGaires: j'indiquerai en
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effet en terminant un nouyeau type integrable admettant un inva-
riant d’ordre 3 pour chaque systeme de caractdristiques.

Je remereie M. Goursat d’avoir bien voulu s'interesser a mon
trayail.

J'adresse aussi I'expression de ma bien vive gratitude a M. Bou-
ligand, qui a orientd mes premieres reeherehes; si j'ai persCyerd
dans une voie plutét aride, je le dois en partie a ses encourage-
ments affectueux et a I'appui de sa trfes cordiale amitie.

CHAPITRE |I.
Position et division du probldme.

5. Nous allons chercher un systeme de conditions necessaires
pour gu’une equation de la forme

G) s =1f(x,y.z,p.(D
admette un invariant. Ce probleme a deja etd resolu partiellement
par M. Gau et par M. Gosse.

Faisons d'abord connaitre une notation qui nous sera souvent
utile. Nous poserons, d’une fagon generale, u désignant une fonction
des yariables x, vy, z, p,..., pm,

. _du . du.fdudfdu. . dm~\f du
mW  dy*~dz" dpdxdpE "ttt d><an~xdpm

de meme, v désignant une fonction des yariables x, vy, z, 4,.... 0,
nous poserons

dv . dv . .dv . df dv . . dn~xFf dv

Les lettres pt) gk ont ici leur signification usuelle dans la
théorie des equations (1), ainsi que les symboles
lons aussi la notation classique

dmf__ df  /dmf\ dnf__ df _\{d"fR\
dxm—Pm+x dp"\dxn) dyn  g"+xdy”™\dyn)'

La condition nscessaire et suffisante pour que u soit un in-
yariant s’ecrit alors, comme on sait,
) 4> =0.

De msme, pour que I'Squation u— 0 soit en inyolution avec (1),
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il faut et il suffit que I'equation (2) soit Une consequenee dew = 0.
D’une fagon plus précise, pour que I'équation

pm+l + u (X, ¥,z,p,... pm) =0
soit en inyolution avec (1), il faut et il suffit que Fon ait identi-
quement

+ + U MLy M+ %) =Ip-

6. Pour simplifier, nous conyiendrons de dire qu'une $qua-
tion (1) qui admet un inyariant d'ordre n pour le systeme X, par
exemple, sans admettre aucun invariant d’ordre inforieur, est de
genre n pour ce systeme.

Considérons alors une equation (1) qui soit de genre n>2
pour le systeme X, et commeneons par rappeler un certain nombre
de resultats dus a M. Gau et a M. Gosse.

Posons d’une faeon génerale, avec M. Gosse, 2 désignant une
fonction des yariables vy,z,p,...pk

Un inyariant dordre w 3 pour le systeme X est, comme
I'a montr6 M. Goursat, de la forme

(3) [p» + V,Z,p,... Pn_i)] A(< Yy, z, p,... P._4)
Supposons que l'invariant (3) soit I'invariant d’'ordre minimum. Deux
cas sont a distinguer:

1°. U existe une fonction A(x,y, z,p) 0 telle que
4) WwW) =o.
On peut alors dans (3) prendre

k=n—1 A—1,
I’'equation
Pn+V =0

est en inyolution avec (1), et il n'y a aucune inyolution d'ordre m
tel que 1 < m <Zn pour le systeme X.

2° L’squation (4) n'a que la solution 2 =Q0l). Dans ce cas on a

=[>,» + &KX Y, Z,p,--- l<k<n—2);
les equations
P.»+#=0 pn-]-y) =0

*) Nous ne tiendrons pas compte desormais des inyolutions d'ordre 1 qui
pourraient exister sans que I'equation (4) ait des solutions non nulles.
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sont en involution avec (1), et la premiere est la seule involution
d’ordre inferieur a n pour le systome X.
M. Gau a Otablir) que si I'equation

(5) W) =0
n'a aucune solution non nulle pour k 2, et si m est l'ordre mi-

nimum d’involution pour le systeme X (m  3), la fonction / doit
vérifier les deux conditions

a et cq dosignant des fonctions des seules yariables x, vy, z, p.
Posons encore

Si I’equation
MBS =0 (&<2)
n'g que la solution y —0, et si m' est I'ordre minimum d’involution

pour le systeme 17, la fonction / doit de mome yerifier les deux
conditions

(3 et ddsignant des fonctions de a2, vy, z, y.

Supposons maintenant que I’6quation (5) ait, pour I'une des
yaleurs k—0, 1 ou 2 une solution non nulle, et observons d'abord
que de cette 6quation on tire

*) Those, p. 37.
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ce qui montre que l'equation

est en involution avec (1) (n° 5).
Si I'ona k=0 ou lc=1, M. Gosse a stablix) que la fonction
devait ycrifier les conditions

On a eyidemment des conditions analogues pour le systeme Y.

Si I'on a k— 2, I'equation (1) admet une involution d'ordre 2;
réciproquement, ce qui n'a pas lieu pour k <2, si I'équation (1)
admet une involution d'ordre 2,

Pi +# —0,
on voit aisement que l'on a

On est donc amene naturellement a répartir les squations qui

sont de genre n 3 pour le systeme X en trois catdgories.
. 1° Celles qui satisfont aux conditions 17 de M. Gosse; elles

ont une involution d’ordre 0 ou 1.

2° Celles qui admettent une involution d’ordre minimum $gal
ou supsrieur a 3: elles doivent satisfaire aux conditions C de M. Gau.

3° Celles qui admettent une involution d’ordre minimum egal a 2.

Nous allons maintenant chercher, pour ces dernisres 6quations,
un systeme de conditions nscessaires.

7. Supposons donc que l'equation (1) admette 1° une involu-
tion et une seule d'ordre 2

(6) y,2?7p) = 0;
2a une involution d'ordre n = 2
(7 P,,-\-&(x.y, z,p,...I>,_) =0,

stant entendu gu'il n’existe aucune autre involution d’ordre compris
entre 2 et n, et que I'dquation

* Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 148.
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n'a que la solution A = 0.
Lemme. — Soit u(Xx, yj z, @ , F2M) une solution de I’equation

ou k designe une constante, et m un entier positif compris entre 1
et n. La fonction u est nscessairement de la forme

HM)(P2 +V») ¥
En effet, posons u — vkl on aura, si v 0 et sim est l'ordre
reel de u,

ou AmLogv+

soit w = Log w; derivons la derniere equation par rapport a pm: on

3w .
aura, en remarquant que — 6,

£/ 0

ou
“3pm  3p,, 3p
donc
— Log|™) =0 Log”™ —w = Log[— g0{)]
e~ = £» +gtoy, p, v
et enfin
0 — euu = £| (P.» -+ 9))

Drailleurs I'equation —— 0 est en involution avec (1). On a donc

to = 2, p= « =% =£to) (p2
ce qui domontre notre proposition.
8. Ecrivons maintenant que l'equation (7) est en involution
avec (1),

(8)
M. Gau a montr6x) que Fon a, pour n = 3,

") Th&se, p. 36.
Rocznik Pol. Tow. Matem. 7
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J Pn~lF dx3p +9z+ 9p 3J +

+ 2t y, p, g PiPs 1 Pns) = p™ + g
Cette formule n’est plus exacte pour n = 3; on a alors

Nous reserverons le cas oii F est linsaire en p\ on a donc

g+0 ii/ri +o.

Dérivons l'equation (8) par rapport a p,,”; on aura, pour n 3,
9) & + =0

Soit m 2 l'ordre réel de t’; nous examineron$ successive-
ment les hypotheses

m=2 m—3 3<=in™"n—1
9. Premi&re hypothise: m — 2.
Posons
— Py V ¢ 3fi 3fi _
=P(x,V, pupt) Spi opt —

En ddrivant deux fois par rapport & p2 I'équation (9) et appli-
quant le Lemme, on trouve

P= =£flog(p2+«) +Pi (X,3p)4-# (,VY,zp).

Remplaeant &' par cette yaleur dans I’equation K3) et annulant
separSment le coefficient de p2 et le terme indSpendant de p2, on a

Par hypothhse, on a dailleurs

d’oii

£ A
dx 3p) o=



99

posons alors
=Mmh—1a =(@2—n)a 4-w—1) 4-

et changeons £ en (2—n)fn les conditions precédemment obtenues
s’ecrivent

(10)

La premiere equation (10) est identigue & la condition (Cj)
de M. Gau.

10. Deuxieme hypothbse’. m — 3.

Posons

X, ¥, 2, p, 2, ps).

En derivant I'¢quation (9) par rapport a p3 et appliquant le
Lemme, on trouve

al .. tPi+rIh\WWYoY

Portons cette valeur dans I'6quation (9); on aura

(11)
avec
n—1 9if n— K
Supposons d’abord
I-1-5"=&#=0.
En derivant trois fois de suite I'équation (11) par rapport
on aura
(12)
4N- + Xjp''g = 0,
et par suite

Log (pt  y») +pto(Xx, Y,z p)4-0j (XY, zp).
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La premiere equation (12), oii I'on remplaee <’ et e par leurs
yaleurs, donne alors

Posant enfin

a=2 a — “i+2f»atp (£2--1) >
on aura les deux conditions

Aja-|]-a
3p — 3p?
(13) p p

Les conditions (10) sont un cas particulier des conditions (13).
Il est clair, diailleurs, qu'on peut toujours satisfaire a la seconde
condition (13) en prenant —ar = 0.

Supposons en seeond lieu

L’¢quation (11) donne alors
(14) —epN+eoy2+(>i =0,
et on en tire, en deriyant deux fois par rapport a p? et appliquant
le Lemme,
<P = £i (Pt + W) Log (p2 +rp")-\-pt o0 (X, Y, z, p) + Gj (X, ¥, Z, p).
En portant cette valeur dan$ I'éguation (14) on aura
41 a0 + +Q =0
B + 08 (£) + Tp+ =-°-

Posons dans la premiere ¢quation (15)

3ip .
3p
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elle s’ecrira

(+tt)

posons de méme, dans la seconde $quation (15),

N="+ "+ 2+
elle s'ecrira
n—1
* v LT™ + K+2 +
(17)

Remplaeant dans les equations (16) et (17) par 1 —m, o par
a
1 —

0 et £, Par . on a finalement les conditions

1—n

(18)
3F K2
11. Troisibme hypothbse: m = 3.
Posons
p, oo.pJ Spm
On trouve alors, comme dans !'’hypothese precedente,
P,, +<P F a0
b 4 (Ei =I=°)-
L’equation
QNN+ =0
donne ensuite

Pi+V> [J—™ ¢ "571 + (e:::)] + *

et, apres dorivation par rapport a pm_lIt

La fonction <p' est au moins d’ordre 2; si elle est d’ordre su-
poérieur a 3, on recommencera le raisonnement procddent, et, en
continuant de la sorte, on finira ndcessairement par retomber sur
une des hypotheses deja étudiees.
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En rosume, si la fonction £ n'est pas lindaire en p, elle est
assujettie & yorifier l'un des systfemes (13) ou (18), et en outre la
relation

Ol
qui exprime l'existence d'une inyolution d’ordre 2.
12. Dans tout ce qui précede nous avons supposo 32/"=(=0.

Voyons ce qui se produit dans le cas ou F est lineaire en p.

Soit toujours m l'ordre reel de Si m — 2, on retrouve les
conditions (10), et I'on a necessairement a — 0, sans quoi T yerifie-
rait la condition 7\.

Supposons m — 3. L’6quation (11) donne alors les conditions
(16) et (17) oil l'on fait Spé_o et oti 51 est arbitraire. On a ainsi
les conditions

3/

on peut toujours satisfaire a la premiere en prenant a=£0=£=0.
Si m = 3, on voit, comme au n° 11, qu'on peut de proche
en proche se ramener a l'hypothese m 3.
Il nous reste donc a examiner !’hypothfese m <Z 2 qu'on ne
peut plus exclure a priori. Dans ce cas I'6quation (9) peut s’ecrire

posons
N=C2-wa+W-1)g:

il yiendra
Jjo-|-Z=0.
(Test un cas particulier de la seconde equation (10).

13. Nous pouyons maintenant indiquer une classification des
equations (1) qui sont intégrables par la methode de Darboux-, c'est-a-
dire qui possedent, outre les inyariants x et y, un autre inyariant
pour chaque systome de caractoristiques.

Nous ne considorons pas comme distinctes des equations que
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Fon peut ramener l'une a l'autre par une transformation ponetuelle;
d'autre part nous laissons de coto:

1° les ¢quations linsaires en p et g, qui ont ete ¢tudiees comple-
tement par M Gau;

2° les equations de genre 1 ou 2 au plus pour chaque systsme
de caracteristiques, qui ont ete dsterminees par M. Goursat.

Nous rdpartirons alors les autres Oquations en trois groupes.

Groupe A. — Ce groupe comprendra les c¢quations qui sont
de genre 1 pour l'un des systemes de caractdristiques, et de genre
n 3 pour l'autre. Nous doterminerons au chapitre Il les Oquations
de ce groupe; il comprend trois familles, dont deux ont deja 6t6
obtenues par M. Gosse.

Groupe B. — Ce groupe comprendra les ¢équations qui sont
de genre 2 pour I'un des systemes de caracteristiques, et de genre
n 3 pour l'autre. Nous verrons, au chapitre 111, que ces equations
peuvent se ramener a deux types canoniques dont nous formerons
les inyariants.

Groupe C. — Ce groupe comprendra les oéquations qui sont
de genre 3 pour chaque systeme de caractoristiques.

Considerons, parmi les equations du groupe C, celles dont
T'ordre minimum d’involution, relativement au systeme X par exemple,
est egal a 2. Nous venons d'stablir qu’elles doivent verifier I'un ou
T'autre des systemes suivants:

e,W-Jrv—vg+(g) =0

(?s(@)™Mal + ig+gon=0 (Eo-j=0Osig = 0)

(H) + + g,=|=0si™ + 0)
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On aurait evidemment, pour le systeme Y, deux systemes ana-
logues de conditions nécessaires, ((?") et (H'"), qu’il est inutile dYcrire.

Ceei pos¢, on voit que l'¢tude des equations du groupe C se
ramenera, conformsment a la methode indiquee par M. Gosse,
a l'etude de la eompatibilitS de I'un des systemes C, I~, G et H
avec tun des systemes C' G' et H. En se bornant aux cas
essentiellement distincts, on aura donc a faire 1'6tude successive
des dix cas

r—r r-G' r—H r—c g—¢
G—H G—C H—H’ H—C CcC—C.

Notons toutefois que si Fon se propose de resoudre le probleme B
pour les ¢quations (1) qui sont lindaires par rapport a I'une des
derivées partielles du I¢ ordre, p par exemple, on ne pourra plus,
en raison de la dissym@trie ainsi introduite, considérer comme non
distincts deux cas tels que /"—G' et G —I~". Le nombre des cas
réellement distincts est alors porte a seize.

CHAPITRE Il
Dctermination des eguations du groupe A.

14. Nous pouvons 6videmment nous borner a rechercher les
equations qui ont un invariant du premier ordre pour le systeme Y
et un invariant d’ordre n 3 pour le systbme X

Une equation qui admet, outre les invariants x ety, un inva-
riant du premier ordre pour le systeme Y est de la forme

ou
() S=1fx,y,z,pg)=p Y, s)+w(xV,z0q),
avec

Sep __

Sq 0

La condition de compatibilito de ces deux dernieres equations
nous fournit la relation fondamentale

§gj . 30j 30 . 30
®) Y = P W
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L'6quation (1) doit en outre pour etre de la ' classe satis-
faire aus conditions /7, C, G ou H. Nous allons faire successive-
ment l'etude de ces differentes conditions.

8 1. Etude des conditions /; les eguations de M. Gosse.
15. La condition Tj s'Gerit

> a;+Is+/5+' 5“0 (1+0)

Ddrivons deux fois I'equation (2) par rapport a g; on aura
(Pp"+m")  +2¢" =0,

les aecents indiquant des derivations par rapport a g.
Supposons d’abord p" =j= 0; on aura

?2+ A
20 et 2i 6tant des fonctions des seules variables x, 3/ , I'equation
(2) donne alors

Si 20 etait nul, on aurait =}=0, p" = 0. Donc 20 n’est pas
identiquement nul, et on peut prendre 20 = 1. On a alors, en
remplaeant 2 par sa valeur dans l'equation (2),

, 52, 32t

et I'dquation (1) s'écrit
I Cul 1 euj /1IN

Prenant enfin une nouvelle fonction inconnue Z vy, z) telle que

az SZ
3x 3z—N

on est ramens$ a une equation de la forme

s=ppfay,z, 2),
pour laquelle & = 0, et la relation (fil) donne alors
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On obtient donc les equations

s = p<p(y.,z, 3).
Les equations de ce type qui sont de la premiere classe ont
ete déterminses et intdgrees par M. Gosse X).
16. Supposons en second lieu " — 0. Comme tu" ==0, on
devra avoir

et par suite

Q 3y 2 9z

I'equation (1) s’€crit donc

Si Fon prend une nouvelle fonction inconnue Z(x,y,z) telle que

2),
on est ramens$ a une oquation de la forme
S= Y, Z, 3),

pour laguelle e est nul, et la relation (7?) donng

On obtient donc finalement les equations
s=9o @y, 3).

Les Squations de ce type qui sont de la premiere classe ont
Ste Sgalement dsterminces et intogrées par M. Gosse 2).

§ 2. Etude des conditions C

17. Nous reprendrons, en la poussant jusqu'au bout, une dis-
cussion de M. Gossed) relative aux $quations (1) qui satisfont aux
conditions C. M. Gosse c¢tablit que ces ¢quations peuyent se rame-

') Annales de Toulouse, 3¢ serie, t. XVI, 1924, p. 334—240,
2) Annales de Toutouse, 3' Berie, t. XVI, 1924, p. 224—234.
Annales de Loulouse, 3C serie, t. XVI, 1924, p. 210—211,
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ner, par des transformations ponctuelles, a des equations qui satis-
font aux conditions

) do do -0

do do . dm , dm
(4) >y,
()

| et m désignant des fonctions de x, y, s, et n l'ordre minimum
d’involution pour I'Squation (1) relativement au systeme (X). Ce sont
ces conditions que nous allons discuter.

Supposons d'abord que p soit une fonction lindaire de g,

e=22&y,?+ vy 4
. e . R A O 30
Si p0 otait nul, il en serait de meme de = et ; un changement

de fonction inconnue permettrait alors de supposer 0 =0, et la
condition /"i admettrait pour solution une fonction arbitraire de x.
On a donc p0 5=0, et I'6quation (3) donne en particulier

(6) S+ p2=0.

Prenons comme variables independantes X, y, s, p au lieu de x, y. z, <,
et posons

2 ) = ~"Y,z, p).

Remplaeons dans I'6quation (4) q par sa valeur (3) et dériyons par
rapport a z: nous aurons une oOquation de la forme

@ o

Drailleurs

—Q0C0 = A{x,y,2)e + B(X,Y,2).

dco . dc0  deo
dz ®dg dz’

et I'6quation (5) donne alors
(®) " —naw NP+  fxy 1)

Les equations (7) et (8) montrent que co est une fonction lindaire
de p: I'é6quation (1) est donc alors une oOquation de M. Gau.
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0z . .
18. Nous supposerons donc -~(%=|=O; on tire alors de I'Ssqua-
tion (3)

©) q = ez-If- g(x,y, & avec S

Des equations (3), (4), (5) et (9) on tire ensuite apres quelques trans-
formations faciles, en posant
(10) a=I1—(n-]-Dm,

(@) o . .32m . 32m

d’'ou, en prenant le systeme de yariables v, z, g et dorivant par
rapport a z,

Q%ajl —\I—E<,1!—Il— »Sdaz'ig + SS'F% = é’ + ’>>( 32 i
12) L o 3P 33m 1
(" +¥) g, 3y

1

Ecartons d'abord Fhypothbse = 0; I'équation (12) ne peut

se réduire a une identitd, et on en tire
. ~}~ 1
7 aag +ajqg4-a’
Remplaeant g’ par cette valeur dans I'équation (12) on obtient une
equation de la forme
(13) Ag2+g"Be+C)-]-De2 + EQ+F=0.
Si cette equation n’'est pas vcrifice identiguement, on en tire g,

et I'squation (12) montre alors que les hypotheses (/"=f=0 et =0

1z
sont incompatibles. L’¢quation (13) doit donc etre ydrifiee identique-
ment, ce qui donne les conditions

32a . ., . 38m
(14)
3a 32a\ . . 32a . 33m .
N+ zIN) +ai + 3N+
(15)

4-(al« + 60) (2|™4-"N|7N)
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Supposons d'abord al == 0; on peut prendre al = 1. On tire
alors de (14), (15) et (16)

si 6 —ath0 ==0, on aura donc

32m \ o
1 my{x,y){z—al) 2,

portant cette valeur dans (14) et (15) et remarquant que mx n’est
pas nul, on est conduit a une impossibilite. On doit donc prendre

— albli== 0,
et les equations (14) et (15) donnent alors
02 Oy
Fy) + M= =2 (z+b9)-\

Portons dans (19) en remarquant qu'on ne peut avojr
b2 — a2h0 — 0,
car on en dsduirait g' = &0; on aura

N~ = N1 =90

et I'Squation (17) conduit alors a une impossibilito.
On a donc nécessairement al = 0. Si b0 — 0, on tire de (15)
et (16)
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on ne peut avoir at =0, donc on peut prendre aj— 1 et l'on a
Ga0 11V —m l+ b2

I'equation (17) donne alors

0y - Ug |
et Fon en tire g' —br. Par suite bha n'est pas nul, et l'on peut
prendre o = 1. L’S$quation (14) donne donc

n

et les oquations (15) et (16) sont incompatibles avec I'hypothese
32m

19. La seule hypothese a conseryer est donc l'hypothese

<2m 3a
~Sh —<

Posons
m—mn(x,y)z + ml (x, y),
on aura d’apres (10)
Z=(n4- 1) [m0z 4- ms (a?, y)J.
Prenant alors le systeme de yariables x, vy, z, p, on tire des
equations (4), (5) et (9),
— L1 [ 9Imo Sm< , , 1

7= —2[\2+ N7 +mo(~4+ (W

La condition de compatibilite de ces deux dernidres Gquations
détermine tp, et on arrive finalement a la conclusion suiyante:

Les $quations (1) qui ysrifient les conditions (C) sont telles
que Fon ait

©) ?==€>« "N (« 2, &)
(20) == |"~4- 4- o*6) (/ —nz) — («4-1)(ig 4- a"/),

a(x,y"q), py) et  (#y) dosignant des fonctions arbitraires.
20. Si ces Oquations sont de genre 1 pour le systéme Y, on
doit en outre ayoir la relation fondamentale
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3ct) . 33
3z ' @ 3q - r W QT'
Avec le systfeme de variables x, y, z, e, on a dailleurs

3c0 i 30) 300 30 | 3q 1 (= 39\
3z 3 3z 3<"U>3q z-\~g'\ <?#/

et la relation (R) s’ecrit. compte tenu de (20),
— + +/ + W) —+
= (f““+ «) — (« 4-1)Y)NA-F

ce qui exige y =0. Les fonctions § et co sont donc dsfinies par
les relations

£:2A4_A’ yv q) 4'(«4'/)Oi P)'
Si Fon prend une nouvelle fonction inconnue 7j = fi0 (x,y)z

telle que

3alog 0o
3x 3y

on aura une o6quation de ms$me forme avec y — 0. En definitive,
les ¢quations cherchees peuverit se mettre, compte tenu de I'equa-
tion (9), sous la forme

4" 0i — o,

(21)

Les equations (21) admettent visiblement l'intégrale intermddiaire
du premier ordre
q= Yz 4-g(x.y, F),
ou Y ddsigne une fonction arbitraire.
Proposons - nous maintenant de dcterminer toutes les equa-
tions (21) qui sont de la lire classe. D’apr£s ce que nous venons

de voir, ces équations peuvent s'Scrire indiffSremment sous I'une ou
lautre des formes

s=f(x,y, z,p, ) — pQ 4- avec < = Qz + 9(x,IhQi
ou
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On aura d'abord

1Z=P p | I- I Si9 d¢ =v o4-~
dx M2n'n~dx dx e 'dxdgdx
et d'une fagon géncrale
di-1/ vio 4.9

dz |1 “ dar

Soit
p, + 2(a.y,z,p,... pn_* =20
I'involution d'ordre minimum pour le systeme X\ on aura

32 32 32 d/32 , d"~V 32 /d-y\ df
dy dz dp dxdp2T** dx"~idpn_ | \d«"-1/ dpl

ou encore, en prenant e comme variable ind$pendante a la place de g,

(22) | /\g\ 32 ,
" C g la—0.
dx" 1/ 3p,_i | dx
Derivons I'Squation (22) par rapport a jp,,_i, en posant e\ - X’
on aura

x ., . 3X —~ =)
374+ <" H+»>N7 + ] )
9p,,-i
equation qui exprime que X' est un invariant; on a donc
X =80 doii \="p"™-\-XI(X,Y, z,p,-.--,p,_3).
L'Squation (22) s’ecrit alors
Xi i/ | x3Xi | 3Ax
3d

"

En recommeneant sur I'dquation (23) le calcul que nous venons de
faire sur I'Squation (22), nous aurons

Al =£inN, 2+ X2 (X, Y, Z,P,---, PN_J),
avec

3X2
3y
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et ainsi de suite. On arrivera de la sorte a I'6quation

-ay-4-fey) HA-AY + =eeet =SNG

+S-A-N=0

d'ou l'on tirera encore

A, i = S,-i™" + X,
avee
(24)

On aura donc en dsfinitive

X=F o+ £1N-2+ ... +£ ap4l- Z 4- X, (%, y),
les £+ dosignant des fonctions de la seule variable x.

On tire alors de I'equation (24), en dssignant par des accents
les dsrivses par rapport a p,

) A R S——
Soit vt (#), V2 (X),..., v, (X) un systéme fondamental de [I'equation
lindaire

dX)cAAdX1_1~A-||-A-|_,V [=3]

on aura, en dssignant par da(r,y) une intSgrale particuliere de
I'Squation (25) ind$pendante de p,

o= (Ey»i(Q4-—4-<te,yDH4- tey)
d'ou
(26) g = ulvl 4-....4-w,.e,,4-ao(",y)p4-oi(«, y)-
Portons cette valeur dans l'equation (24); elle s'Scrira

£tel i & s" Ilgi
3xn "T50 3x'-1 47 d

on a dailleurs

o:
|

3xN\3y) S0 3X'-1\ y)N""T " Nen~| 3y 3y’
et par suite

(l4-jy — Yivt4- y2v24-0+ Y, vn,

Rocznik Pol. Tow. matom. 8
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En changeant les ut dans I’equation (26) on pourra prendre
vi=yl=.,,=yn=0

et alors, en changeant de fonction inconnue, on pourra poser
o0 = =0, et dcrire

(27) g—u, 4-usvt4-....4-unwn
L'¢quation (21) admet alors l'intdgrale intermddiaire

2==— Y2+l (=Y, YjOL(«q) + v + W (—Yiy] n(®)

d'ou l'on tire

(28) J )
C i Y., \orpjX
+-y-J —Y'y réy J
X et y designant des fonctions arbitraires.

En résum$ quand I'équation (21) admet pour le systeme X
une involution elle est nécessairement de la lire classe. Pour qu'il
en soit ainsi, il faut et il suffit que la fonction y soit de la forme
(27); lintegrale gsnerale s'exprime alors au moyen de la formule (28).

§ 3. Etude des conditions G et H.

21. Si l'on fait dans la formule (27) w— 2, on obtient des
equations de genre 1 pour le systeme Y ayant une involution
d'ordre 2 pour le systeme X. Comme elles sont de la I‘re classe,
elles satisfont aux conditions G ou H. Nous allons voir qu'il n'en
existe pas d'autres.

Les equations (1) cherchdes doirent satisfaire d’'une part a la
relation fondamentale (1?), d'autre part a I'equation

(29)

qui exprime I'existence d'une involution dordre 2, etant entendu
d'ailleurs que I'equation
4:X+X-g =0

n'admet que la solution A = 0.
Derivons I'squation (29) par rapport a p, en remarquant
qgu'on a ici
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AN =10, ipm =0, th=Pop =+ PiP+ pt,
les /- désignant des fonctions de x, y, z. L’equation (29) fournit alors
les trois equations

(30) -+ NN+ -S+N=>
(31) /\+/\+2”A+2(g+. PF—=<«

32 3B 3B . RN SR

Si 130 =]=0, nous prendrons une nouvelle fonction inconnue
Z(x, Y, z) telle que
522 a3z

on passe ainsi de I'équation (1) a une o6quation de mome forme
pour laquelle on a

3P s+47?7=°-

L'¢quation (30) donne alors
[(a—0 donc 30 ==0.

On peut donc toujours supposer /30 = 0; les equations (30)
et (31) sont alors remplacees par I'équation (33) et I'equation

On tire de (33)

2= pz-f-yfoy, p),
puis de (34)

| »>+7)

9y
La relation (1?) donne alors et on est ramend aux Oqua-
tions Ctudiees au proeedent paragraphe.
Nous avons ainsi actieve la dcétermination des Oquations de

la premiere classe qui sont de genre 1 pour I'un des systemes de
caracteristiques.
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CHAPITRE I11.
Determination des equations du groupe B.

22. Nous nous proposons, dans ce chapitre, la détermination
des equations

@ s =1f(x,y,z,p,q)
qui sont de genre 2 pour le systeme X. et de genre n 3 pour
le systeme K

Notre Otude fera ressortir une difforence essentielle entre le
cas oh T est lindaire par rapport a q et le cas ofi il n'en est pas
ainsi. Dans le premier cas une equation (1) qui est de genre 2 pour
le systome X n'admet pas ndcessairement un invariant pour le
systeme Y, donc n’est pas noOcessairement de la premiere classe.
Au contraire une dquation (1) non lindaire par rapport a j et qui
est de genre 2 pour le systeme X est toujours de la premiere
classe; elle admet en effet pour le systome Y un invariant qui est
au plus dordre 3.

23. Supposons donc en premier lieu que I'6quation (1), qui
admet un invariant d'ordre 2 pour le systome X, soit linGaire par
rapport a g, et considerons la fonction a vy, z, p) dofinie par la
relation

ou (p(x,y, a) est une fonction arbitraire. M. Glosse a montr6 ) que
les equations eherchdes peuvent se ramener par des transformations
ponctuelles a I'6quation
da 9a 3a 9a
2
qui admet l'invariant du second ordre
da

La transformation de Bdcklund
Z=a(x.y, z,p}
conduit alors de I'6quation (2) a I’6quation

* Annales de Toulouse, t. XII, 1920, p. 117.
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et il reste a dsterminer la fonction < de telle sorte que I'6quation
en Z soit de la premiere classe.

Appliquant a cette ¢quation les conclusions des reeherches de
M. Gaul), j'ai obtenu les resultats suivants:

1°. Si (p est lineaire en a, I'equation (2) est une equation li-
neaire; on sait determiner les ¢quations lineaires de la premiere
classe qui sont de genre 2 pour le systeme X.

2°. Si (p n'est pas lineaire en a, il n'y a que trois formes
possibles pour la fonction go:

a— ou bien

X(x), £(x) et u(x,y) dosignant des fonctions arbitraires; dans ce
cas I'equation (2) se rantene par une transformation (Tt) a I'6quation

s = pe’

qui est une equation de M. Goursat;
— ou bien
g=X,en+5+ X, e—"N — | («+ «)- —,

X113, X2(x), £(#) et y) dosignant des fonctions arbitraires; dans
ce cas I'equation (2) se rarnene par une transformation (7'0) a I'equation
s —e' —4

qui est une equation de M. Goursat.
y — ou bien

0 X= - a+

£(a:) et ipir.y) dssignant des fonctions arbitraires, et p(®,y) une
fonction telle que Il'equation de Moutard

soit de la premiere classe, ce qui exige que p soit de la forme
0=£1(X) () +"2# %)) +meee + £(q)  (y);

lequation (2) se ramene dans ce cas, par une transformation (GT0),
a une c¢guation de M. Gau.

* These, n° 30, et Annales de Grenoble, loc cit.
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Pour la démonstration de ces résultats, nous nous contenterons de
renvoyer aus conclusions de M. Gau, dont ils sont des consequences
quasi-immadiates.

En rosume, l'equation (2), qui est toujours de genre 2 pour
le systeme X, n'est pas toujours de la premtere classe; quand elle
est de la premtere classe, elle se ramene, par une transformation
ponctuelle, a un type deja obtenu.

23. Examinons maintenant le cas ou I'é6quation (1), supposée
toujours de genre 2 pour le systeme X, n'est pas lindaire par rapport
& g. M. Gosse a montre ¥ que la fonction /' doit alors etre de la forme

et il resulte de son analyse?) que le seul cas qui puisse conduire
A des Oquations distinctes de celles de M. Goursat est le cas ou lI'on a

on est ainsi conduit a ehercher les oquations

s=/=af@,zp)[wey 22+ (ay zp)il
6u l'on a
S (ol 1 3a
Sp a Sz

qui sont de genre 2 pour le systeme X, autrement dit a doterminer
les fonctions a, m et 0)l de telle sorte que I'équation

ait une solution 2(a;, y, z, p~) indopendante de q.

Nous supposerons essentiellement a=|=0, v>==0 puisque F n’est
pas linGaire par rapport a y, enfin co, 5= 0, I'hypothese ug = 0 ra-
menant d'apres les calculs de M. Gosse aux equations de M. Goursat.

Si l'on fait le changement de yariable

2=a(@z pu@,y,znp),
>) Annales de Toulouse, Joc. cit. p. 113—114.

’) Annales de Toulouse, loc. cit. p. 120. Voir aussi Comptes Rendus, t. 182,
1926, p. 1127,
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on voit que I'6quation (3) est equivalente au systeme

@) 4 e

du ldal dlogw p d p dlogco 3
©) dp ' a2 dx a dx adz a dz 2

1 du . uda du St6) co da  ldcor .
adz '@ dz ' Widp Udp a dx" adx

I<ox da 1 v_tg) + “Ii — 0,
En posant

L :qgtij(j, IZ‘Z)? q azfi 2

et intogrant I'Squation (5), on a

w— 320 i, 32V dP 31°glu __ L ££  dlogeo
dpdx~rp dpdz dp dx \pdp p) dz

(6)

& y>2) + >4
On tire alors de I'equation (4)
G) =A? +B(pp'-"CP + D,

les aeeents dosignant des dcrivoes par rapport A p, avec

.1 d2logw __ 1 d2log <
c0?2 dy dz co2 dy
NA-AIA.
2 dy

Dérivons I'6quation (7) par rapport Ay, puis par rapport
A p\ on aura

(8)
Supposons d’abord

on aura

dA N=
v 0 10,
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d'ofi, en posant

1 =

et désignant par ip (y) une fonction arbitraire de v,

et par suite
1/PW2("™)
N(x,z2)-Y "’
Y, et désignant des fonctions arbitraires.
On pourra alors $crire I'équation proposée sous la forme

rl/ Y'a ) 1
s=a(x, z,p) | v +"i 6?2 |

les fonctions a et ug ne satisfaisant plus a aucune relation.

Si = 011 aura! en prenant comme nouvelles variables
X, Y, et I'equation
(1) s=a(x, z, p) +  &Y,z,p)A
51 '37 0. ={= 0, on aura, en prenant et Y comme variables
indépendantes, I'Squation
() s=a + i p) 2l;
enfin si est constant, on aura l'equation
1
(1) s—a(x, z,p) ly +w, @,y zyp)q .
Supposons en seeond lieu
3y
I'equation (8) donne
/\“:O
Sp?
Si a est indépendant de p, on aura
TN — 0

3p
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et on pourra mettre I'é6quation proposée sous la forme

i
s=co(x,y,z) —+ [toj(ry,z) + w2(a, z)p\q,
en prenant une nouvelle fonction inconnue Z(x,z) telle que

on fait disparaitre le terme en p, et on arrive a l'equation

(V) ' s — co(x,y. 2) q"/:) + ua (a,y,2)0

Si a depend de p. on arrive finalement, en faisant au besoin un
changement de fonction inconnue, a I'é6quation

V)  s=p{&(«1, + [&i(x,z)Logp-A-col(x,y,z)]q}
Nous allons etudier successivement chacune des c¢quations (I)
a (V).
24. Considorons d'abord I'equation
i

O] 'Z_—“-); k:ICO )l

L’existence d'un invariant d ordre 2 pour le systeme X exige ’) que
I'équation

2)7]

ait une solution non nulle; on aura ici
1 Sep

p:@: §S~ < (X, Z, m et w, =

Les equations (4), (5) et (6) ont ¢te formées independamment
de toute relation entre (W et a. Si Fon remplace dans ces ¢quations

0 par ———on aura d'abord
" g 7_1_ 1? O dou
3y 2 («—y)
puis
1 3a P
)

) Goursat, Annales de Toulouse, loc. cit. p. 36.
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En ddrivant I'équation (9) par rapport a y, on aura

13
(10) z>37h5=r14

avec
2d, — 51?7+ 3W=ho + (&’

et I'é6quation (9) se roduit a

v Wi SEexL Y 4G
L’'6quation (6) donne alors

STPR: FE o T e S

12) /[ 3a dco —
_‘I_4l||IS+ a dz_) 4- «apf = 0.

Le premier membre est un trindme du second degré en - En Oga-

lant a zoro le coefficient du terme (z—y)-3, on aura d'abord
e= =1y

et lequation (10) donne
« = 2e(4> +p)4-261 Jp(p_|_p) (ex = =x=I),
la fonction p(x, z) Otant arbitraire.
Nous mettons a part les cas singuliers
p—20 0— oo
pour lesquels on a respectivement
a= 2ep a = ep;

nous reviendrons plus loin sur ces deux cas.
On peut prendre alors

¢ =-edLog [ep + & |/p(p+p)].
Egalant ensuite a zoro le coefficient du terme (z—y)~J dans I'6qua-
tion (12), on aura

(13) bdz 7™)(fa P) dz 2ddpdz~—~®'
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et il en résulte

En remplagant ¢> par ., on voit quon peut supposer partout

v
on aura alors

o< 0>
—w_ 0 F  g=fLoglep+el/p(p-fp] I

3z z—y Sp a’
et I'6quation (13) s'ecrira

d'ou Fon tire

2 2|/p(p—p) Sz 2e 5z
L'¢équation (11) donne ensuite
_ @, + "5 (X,2)Vp <p+
= 2)+’\(p+t5) (X,2)Vp <p—p)
avec
h.Int _ 3P\
B¥ 3x1

et, en annulant le terme independant de (z—y) ! dans I'equation (12),
on aura

573 B /3p\N et 3~N- 1 (W
9z 4p 322  2e\3zl

. £Q . .
Si --- est nul, on arrive, en prenant comme nouvelles yariables

pdx 'y 2-f-
a une o6quation de M. Goursat.
Si Sz ~=0, on a

f = to(s+"i)2
en prenant comme nouyelles yariables
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on arrive finalement a I'équation
S={2[c+xy +p]+22+X) + +
(14) - |
z—y

ou X est une fonction arbitraire de x.
Si X se roduit a une constante, on peut prendre X =0, et

le changement de variables

lz—y™

Z=1—-
y *
conduit a I'équation
sz=21 +p + |[[1 +p) (i+?4-|/F+ 2
qui rentre dans le type IV des equations de M. Goursat. Mais si X
ne se roduit pas a une constante, lequation (14) ne peut, on s’en
assure sans peine, admettre un inyariant du second ordre pour le
systeme Y. Elle admet pour le systeme X l'invariant
r (Z+X?+p+E-X)h +¥2+y4
%p . [/(«4*™)2+P- z—y
(a+ A)™+2p

25. 11 nous reste a revenir sur les eas singuliers
a—sp a—2sp.
Dans le premier cas, on peut prendre
< — s& Log p.
L’'6quation (13) montre que & est indépendant de z; on peut donc

prendre
&=1 ¢ — s Loj

On tire ensuite de (11)

3
«i——-p + @2 d’ou u=
puis, de (12),

SJT+ax-° eT7+"=0
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Si Xo se roduit a une constante, on a une c¢quation de M. Goursat.
Sinon, on peut prendre X comme variable a la place de x\ on
obtient ainsi I'equation

qui admet pour le systeme X linvariant du second ordre

_ P/ 1 i3\ 1
p 2z —VY'Zz—x/"zZz—X'

et il est facile de voir que cette Oquation n'admet pas d'invariant
du second ordre pour le systeme Y.
L’bypothese

a—2sp
conduit d'autre part, on s'en assure sans peine, a une ¢quation de
M. Goursat.
26. Considsrons maintenant I’equation
i

(m s—a(x, z,p) +"1 y,P)2
En raisonnant comme pour I'equation (I), on obtient

& (X, 2) 13<p, 2 (%2
&3z ' 3@—vy)

A2 (#, *)

L'squation (12) est alors remplacée par une equation dont le

premier membre est un trindbme du second degr$ en ——; un
-y
calcul simple d'identification montre qu’'on devrait avoir
coi = 0,
hypothese exclue.
On otudie de la nieme fagon I'equation (I11). On a ici successi-
vement
$1(0%z) 1 3<p
3 "Ay & 3z'
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un nouveau calcul d'identification, a partir des equations (9) et (12),
conduit alors a I'Squation

2 9& 2p S&

& ¢)x & 9z

En prenant comme nouyelles yariables
y &2dz

on aboutit a I'squation

i
s+ wW

qui est une Squation de M. Goursat. Elle admet en effet un inva-
riant d’'ordre 1 pour le systeme Y (n° 16).

On voit pareillement que I'equation (IV) se rambne a des 6qua-
tions de M. Goursat.

Enfin I'Squation (V) se ramene par des calculs simples soit
a des eguations de M. Goursat, soit a ¥equation (17).

En resume, toutes les $quations (I) qui sont de genre 2 pour
le systeme X et qui se sont pas linSaires par rapport a q se ra-
mbnent, par des transformations ponetuelles, soit aux equations de
M. Goursat, soit a lI'une des equations (14) ou (15).

27. Les oOquations (14) et (15) sont elles-mSmes de la premiere
classe. Jai etabli en effet quelles sont de genre 3 pour le systbme Y.
Particularité curieuse: ces deux equations, si differentes de forme,
admettent pour le systeme Y le meme invariant,

Pour le yerifier, il suffit de montrer gu'en $galant a zéro le nu-
mdérateur et le donominateur de I'expression proc$dente, on obtient
deux oOquations en involution avec chacune des $Squations (14) et
(15). Cette ycrification ne presente pas dautre difficultd que la
longueur des calculs.

J'ai pu dautre part obtenir lintograle explicite de I'equation
(15). L’intégration de cette equation se ramene a celle de I'equation
differentielle
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rpC 1! L ° ([ 1 1 "
(16) p 2L-yiz—x) lz=x FO

X désignant une fonction arbitraire. Posons
17

on tire de I'équation (16)

—w2(N —y) = 2u-|6-,

(Fou
u— 2|"
i-r(™-y) +v
Yi ddsignant une fonction arbitraire de y.
Posant maintenant

S—?=0Q[f—£ —y)+ "Nil§
on tire de (17)

Y2 designant- une nouvelle fonction arbitraire de y, et X2 une fonc-
tion de x telle que

(18) = 2EEYE'
On a donc ainsi

(19) 7 y+Xi+ Y2—n'YA—h2y—
Portant cette valeur dans I'sSquation (15), on trouve finalement
(20) y;a+ Y =o.
On satisfait a I'Squation (18) en posant
(21) >x—<p\a} ~—a(p(a) — <p'(a) X1 =:29(a),
et a l'equation (20) en posant
y =V"(0) Yt= —ip'(")
Yi=—  ip"(3) +2/3~-2xp(0).

Les equations (19), (21) et (22) permettent alors d'Scrire expli-
citement lintégrale gsnsrale de I'Squation (15) au moyen des fonc-
tions arbitraires ep(a) et ip(fi).

(22)
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Signalons enfin, dapres M. Gosse *), que la transformation
de Backlund
‘ P' 1 2 14?2+ 27 1
al=z y =y r z—X z—y Z—X
ramene I'6quation (15) a une $quation appartenant au type | de
M. Goursat.

CHAPITRE V.
Etude d'un probleme particulier relatif aux eguations du groupe C.

28. La determination des eguations

$=>>,Yy, p,0)
qui sont de la premiere classe est donc ramence A celle des dqua-
tions du groupe C, c'est-a-dire des ¢quations qui sont de genre
n 3 pour chaque systeme de caracteristiques.

Cette recherehe, comme nous I'avons dit, a pour prsliminaire
essentiel une $tude de la compatibilité des systemes de conditions
F, G, H, C, et F, G', H', C, ¢tude qui a ¢t6 abordée par M Gosse
dans les deux importants Memoires deja cites, mais qui est encore
sans doute assez loin a I'heure actuelle de pouvoir etre considoroe
comme termince.

On est conduit naturellement a distinguer les ¢quations qui
sont lineaires par rapport a I'une des derivees p ou g de celles qui
ne le sont pas, ce caractere etant invariant pour toute transforma-
tion ponctuelle.

Nous nous proposons, dans ce dernier Chapitre, de rechercher
les Oquations lincaires en p, par exeinple, qui sont de genre 3 pour
chaque systeme de caractoristiques. C'est sans doute un probleme
assez particulier, mais qui nous donnera, chemin faisant, l'oceasion
d’otablir un certain nombre de propositions de portee generale: de
plus les conclusions que nous obtiendrons deborderont en maint
endroit le problbme initial.

Nous aboutirons d un resultat negatif: il n’existe donc aucune
equation lineaire par rapport a l'une des dsrivées p ou q et qui
soit de genre n = 3 pour chaque systeme de caracteristiques. Il
parait probable, conformement aux vues de M. Gosse, gu’il en est

1) Comptes Rendus, t. 184, 1927, p. 363.
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encore ainsi pour n = 3. Ceci presente d'autant plus d’interet qu'il
en est tout autrement pour les oquations qui ne sont linGaires ni
en 73 ni en g Jai en effet obtenu des 6quations de la forme

s— Apq -j- Bp"q 4“ @P + Bp
qui sont de genre 3 pour chaque systdbme de earactoristiques; j'en
donnerai un exemple en terminant.
Pour oviter des longueurs, je me contenterai le plus souvent,
dans les pages qui suivent, d'indiquer la marehe gonorale des calculs.
29. Nous cherchons les équations de la forme

) s pai{x.y.z, a>(xy,z,q)
qui sont de genre 3 pour chaque systeme de caractoristiques et qui
ne sont pas linGaires par rapport a q.

Une telle equation admet ndcessairement une involution d'ordre
1 ou 2 pour chaque systeme de caractdristiques. U resulte alors des

conclusions du chapitre 1 que la fonction ¥ doit satisfaire d'uue
part a l'un des systomes

© J:a—<<t(/§9 + =0

d'autre part a l'un des systemes

AL+ ALFF==°
(P) 2
4-~=0

oh Fon a pos$

Sz 'Sp 5q°'

On aura donc a examiner successiyement la compatibilitd
des systomes

r-r ~— G' G—r G—G.
§ 1. Etude du systobme U—
30. Pour '6tude de ce systeme, comme pour 1’6tude du systeme
r — G, il est inutile de s'arreter a I'hypothese -— ==

Rocznik Pol. Tow. Matem. 9
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En effet, on peut alors se ramener, par un ehangement de
fonction inconnue, a une o6quation de la forme

2 s==f(x,y, z, Q).
Nous allons démontrer relativement a ces o6quations la proposition
gonorale suivante:

Une eguation de la forme (2) ne peut etre de la premiere classe
que si elle est de genre 2 au plus pour le systeme X ou de genre 1
pour le systeme Y.

stdbme Y. Sinon, soit n = 2 le genre de I'6quation relativement au
systeme .X; l'invariant d’ordre n est de la forme p,, -f- < (a,y, z, p, m..,
P_i), et I'on a

3) 0,
don l'on tire
P =Xpi*+ p, !+t

<Pj et gps Otant des fonctions dex,y,z,plt..., pn_2. Le premier membre
de I'6quation (3) est alors un binéme du ler degr6é en p,,_If et le
coefficient de pn_r s'Ocrit

3/
dz'

ne dependant que des variables X, vy, z, p, p2,..-, p,»_3, g; ce coeffi-
cient ne peut etre identiquement nul, ce qui 6tablit notre proposition.

31. Nous n’avons donc a examiner que !’hypothese

On tire alors de I’6quation

1
p+a(@yz’
et, en prenant une nouvelle fonction inconnue Z (x, VY, z) telle que
3Z _
Sz 0.
on est ramene a une 6quation de la forme
) s=pg(x,y,z, ?),

pour laquelle I'é6quation U admet la solution X=1—.
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L'Squation (4) supposce de genre 3 pour le systeme X admet
alors une involution de la forme

ps -\-(p(x, y.x,p, p,) = 0;
on doit donc avoir

®)
Posons
90 S S
Sx = Ql X -+ (’3?: <.
On aura
df 0+ p%o«
= AN N\ N A
\dxa) Pt (2e, 4-3"p2)4-"1p + N2p) + ud™
avec
__5Ci i i dQI i
2 $z e9qh 9x’ A=g2n¢e 3q'

En dérivant deux fois de suite I'equation (5) par rapport & pt
et appliquant un Lemme de M. Gossex) on a d’abord

¢ = 2pPi + y'Z PPi + y
L'equation (5) fournit alors les deux equations
(6) Zif + (X+2e +p(X+3)e,=o0
(7 Ztfgo? — ept+pfa + p(2)»>1 + + AiP* -\-Atps = 0.
En dérivant deux fois I'equation (6) par rapport ap on a ensuite
i =Xt Logp +pP3(x,y,2) <pt(x,y,2),

et l'equation (6) fournit les deux equations

®) X+2)pl +Xjg+ +1  —0

9) X+ 3)p2-j-pse-|- +q —0.

*) Annales de Toutouse, t. XII, 1920, p. 139.
9*
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On tire de meme de I'équation (7), compte tenu de la valeur
de cpi,
¥
»? = P(LogpY + (PoP + P Logp4-?'P+ yIP2+ yiP\
les fi, et y( otant des fonctions de x, y, z. L'6quation (7) donne alors
les ¢quations

(10) xtP2 +pN+ "N+ 27N=0

V) + + =0

(12) J.3-J-"3 +2py} +—A —e=0

(13) A24"Pa +Pi"3+P(Pi+2)+ +2 ®
(14) Aj 4-Pitpt4- ppl4-  4-q  =0.

Notons en outre que la condition /~( donne la relation
(15) ~y(¥,z,q) + pr==m(Xx,y,2).
32. 1" Cas: 14-2 =0.
Les equations (8), (10), et (11) donnent alors
Ao =0 X,=0 Pl = (X Mm=0 91 = "N(»)-
Posons, d’apres (15),
p=5 Ri-—F%:  p=m(.2,2)P4-PL

3q
En derivant deux fois par rapport a 2 I'6quation (14), on a

(16) =,

3x2 3X
c'est-a-dire

(S HSAHE) + &A=

On ne peut avoir P'=0, car p serait lineaire en g Si
P"=0, on a
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lz = <0 Log(e-|-0')

P=IM(24-0-1) — . (? + crj Log (j + o),

G Z

et I'équation (9) conduit a une impossibilit¢.
On a donc P'r=j=0; et I'on tire de I'6quation (16)

pr=X,Yi(y,2, ¢ + Xsyi(y,zq),
Xi et Xs dosignant deux intograles distinctes de I'équation

d2p) | & du
1P | % dx ~r £ow— 0.

On peut toujours supposer X'i == 0? 0,1 a alors

S (] dam\ p,
Sx \X', Sx/

Supposons en premier lieu

P" —«o (y, zjyi
et on en tire aisement

Pi = o-"y,2)P + (j (y, ziy + 0-i v, 2).
L’0quation (15) s'Cerit alors

Yo i Xy

En changeant y, on peut prendre <0 =0, d'ou P','— O, et
?=mY,2) P(y,z 2) + a (y,2) g +at(y, 2).
On tire ensuite de I'equation (14)

(17) S2m . t Sm
puis

1
= 3y
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En choisissant une nouvelle fonction inconnue Ziy*z) telle que

T $% 71

on pourra posee

_ _ _ _ N — 0
0, =o0os=71=0 dZ_O dz U
et I'é6quation (1) prendra alors la forme
(18) s = m(Xy,2)p <p(y, 9).
Supposons en second lieu
3 /1 om\
on a alors ou bien =0 ou blen Ms =

cas on trouve
? — Xial(y,z q) + oy (y,z 9]
31

avec - U == 0. L’¢quation (1) s'dcrit donc

(19) s=p [Xteld(y,z,q) + (v.z Q)
Il nous reste en dofinitive a etudier les squations (18) et (19).
33. Occupons-nous d'abord de I'equation (19). On tire de (9),
apres deux doriyations par rapport a q,
_ 0 a-anz-i-c
8 -~2 + CS
les Ci dosignant des fonctions de y et z. L’equation obtenue en rem-
plaeant ensuite 3 par sa valeur dans I'6quation (9) doit stre vsri-
fiee identiguement, ce qui exige «d 0, hypothese exclue.
Reste donc a Ctudier I'équation (18). On tire aisement de (9)

(20) y2e+ Ks.
D’autre condition admet la solution — et la condi-
<P
tion /~§
2%$!

(21)
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&
En derivant par rapport a & et remarquant que & — 0, on a
ys =0 Y4=o0 r2==0 N-171;—r) =0
(22) P ——r7~+ l—s)aQ(?,.) =0

En ccrivant que les ¢quations (21) et (22) sont compatibles,
on a ensuite

et on en tire, en posant
— __y32°'"~™a).3or __

dz2  dz a "+,
m=—_1 o"[o-+ y)] + o-1%
23 =
(23) Y-Yt <r(<r =+ 7N
L’equation (9) donne d’ailleurs
-Z—H m +m<s =0 gy-—o

d'oii I'on tire
52logm | v 9m
922 ~9z

si Fon remplace dans cette ¢quation m par sa valeur (23), on a

Yim2 = 0;

er

Portant cette valeur de m dans I'equation (17) on est conduit a une
impossibilit¢.

2ime Cas: A + 3 =0.

Supposons d’abord Xy = 0. Les equations (9), (10) et (11)
donnent alors

(®—20 p} —0 Ao—0 po — £0,
et I'squation (8) devient
9p 9
pt  ox o9y H 921
L’'6quation (15) donne ensuite

9m  9p (9cpi .
ox 9q\9y 4 92)
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d'oii l'on tire
M «= Mi (36 2) L°S [? + Ms (y,«)];

en changeant de fonction inconnue on peut prendre y§ =0, et on a
P=a(xy,2)q+a(y,2)qLogq.

L’6quation (13) conduit alors a une impossibilite.

On doit donc supposer Xr =j= 0; I'6quation (8) donne alors
p= Po (Y»2) (ti 4=0),
et lI'on tire de (15)

3 "1 3m\
(24) 3g 3x 3X)
un changement de fonction
inconnue,

P=a(ay 2)q+ «i ("y,q2Logy,
et I’equation (10) donne av = 0, ce qui est impossible.
L’equation (24) doit donc etre une identité, ce qui permet de

prendre 3x = 0. Choisissant alors une nouvelle fonction inconnue
Z(y, z) telle que
V)= __Log3Z]
on est ramend a une ¢quation de la forme
s=?hPo(yi29) (£=1=0)
On tire ensuite de (15)
m = £i»»i(y, z) + mt (y, ) p0=  (y,2) q>(y, y):

portant ces valeurs dans I'equation (10) on est encore conduit a une
impossibilito.

35. 3™ Cas: (X -f-2) (X+ 3)4=0.

Alors si Xt==0, n'y a rien a changer au raisonnement de
la seconde partie du n° 34, ou l'on a seulement utilise I'hnypothdse
jr+2 4=o.

Si X-I — 0, on trouve comme precedemment

p=a vy 2y+aj(y.2qlogyq,
et I'equation (9) conduit a une impossibilito.
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Observons enfin que nous n'avons pas utilis¢ I'hypothese de
I'existence d'_un invariant d’ordre 3 pour le systeme Y. La conclu-
sion du prssent paragraphe est donc la suivante:

11 n’existe aucune iguation (1) qui soit de genre 3 pour le systbme.
X et qui satisfasse aux conditions /" —

§ 2. Etude du systeme r — G

36. Les raisonnements du paragraphe precodent qui s'appuient
sur les conditions /~ et sur l'existence d'un invariant du 3ime ordre
pour le systfeme X ne sont ovidemment pas modifiés et conduisent
aux memes conclusions. Nous avons donc a etudier les dquations

s =pp(a;, VY z,y) !

qui satisfont d'une part aux s$quations (8) & (14), d'autre part (con-
ditions G') aux c¢quations

3a . 3a Y- 3f. 3F
PV a S

(25) + + Z + <N+ —0
3a, 3ctx 3f 3f 3f3f
(26) a c n
(27) 3x%P 3=z"J3q *3g™\dyl
37. I'r Cas: X4-2 =0.
Les ¢quations (8), (10) et (11) donnent d'abord
0= —0 30 = % A—0 Tt— 8
et Fon tire de (14)
(29) 52P" | e W' | t n

Nous designerons par X2 et Xs deux intograles distinctes
de I'équation
ds@ . du
Si Fon pose dans Fequation (25)
a— 52n(y,z. y). 3p =
302 3q y

on aura

P=4h(xy 2 +—Al@y,2z)+ pl(yzYy)
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Nous ecarterons provisoirement les deux hypotheses

On a alors, dapres (28),
(29) A+ (iy/4AL + Np" = 0.

Supposons d'abord £0 ==0, On tire de (29), en changeant y.
h — Xili(y. 2) 4- Xz li(y, 2) hy = X2 (y,2) -]- X3ms (y, 2)
po' = 0,
P=4/»+ + Ao (y, 2)q + Al (Y, 2).

L’6quation (14) montre alors qu'en changeant de fonction in-
connue on peut prendre Xo = X, — 0; nous ecrirons donc

p=2X,Q(y.z0q + X, Qt(y,zq)
Les dquations (26) et (27) sont alors des oOquations du second
degre en X2 et Xz. Elles sont indécomposables, car I'existence d’une
relation lindaire entre X2 et X, est incompatible avec l'hypothese

£0 == 0. Elles doivent donc etre identiques a un facteur pres. On
en deduit successivement

a=¥? a. |[fmo, g-0O;

par suite on peut ecrire

P—XQ(y.2z0),
et I'Squation (26) conduit a une impossibilito.
Supposons ensuite = 0. On peut prendre A"s = 1, et I'on tire

de (29)
p=X2Q(y,z,q) + (v,z -
I'6guation (26) conduit encore a une impossibilito.
38. 2ime Cas: 1 +270.
Nous continuerons d’exclure les hypotheses

On a alors comme précodemment

o M
(30) + P9q =Ffih(xV,?) + V' Z)
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Si Xj =0, on a, dapres (8), to =0, ce qui est impossible.
Si A) =(= 0, l'equation (8) donne
P= + <N+ 7P>& 2 (? +0),

et I'on tire de (30)
(2 3 <Pxi\ p Il =2 3ht,
\3x ¥ pl3 g3x' E3x
¢quation qui doit se reduire a une identitd. On peut donc prendre

ke L :
=0, et, en changeant de fonction inconnue, on est ramend

a une cquation

* = £ppi> (v, 2,0)-
I'équation (26) conduit alors a une impossibilite.
39. Il ne reste donc a examiner que les hypotheses

(1=
qui donnent pour p l'une des yaleurs suiyantes
M= P= Log (e + 0) p=(q+ ON.
Soit d’abord p = e”5; on tire de (30)

p- Zl;-3 &>«

Il est facile de voir que I'équation s = pp ne peut alors admettre
/\
d'invariant tp(x, y, z. p, p2,..., p,) pour le systeme A" en effet g—nx T

contient un terme en e-"" de coefficient
DI N («-1)1,
terme qui est multipli¢, dans le premier membre de I'6quation
d =0,
3ip . - .
par — 0 et qui ne peut se rdéduire avec aucun autre: on deyrait

donc avoir hr — 0 ou ? =0 ce qui est impossible.
Soit en second lieu p =Log (@ /?). En changeant de fonc-
tion inconnue on est ramene a une cquation de la forme
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==p(Xy Loge+"i i),
¢quation qui ne peut admettre d'invariant pour le systome X.
Soit enfin fi=(g /jJ8 On peut dabord, au moyen d’un
changement de fonction inconnue, supposer fii — 0; on a ensuite

ogdi

P= - A % g2 + R 3_,_@3

et I'on s’assure, par un raisonnement analogue a celui qui vient
d'otre fait, que I'equation s = pp ne peut avoir un invariant d'ordre n

que si Fon a fi =-, p designant un entier positif au plus egal a n.
P

On a donc ici fi—4 ou fi—tj- nous examinerons successivement
ces deux hypotheses.
40. Premiere hypothese: fi = —

On a alors

0
Nous allons montrer que, sous les seules hypotheses 8- == 0,

X, 4=0) les equations s— pp qui admettent une involution d'ordre 2
pour le systeme Y se ramenent a I'¢quation

qui est comme nous l'avons vu de genre 2 pour le systeme X et de
genre 3 pour le systeme Y.
De I'équation

on tire dabord, apres une discussion facile,

3 i
=0907?24-91S2 +9id+ 9y
les y- ¢tant des fonctions de y et z seulement; on a de plus
(32) A =g(y, )X-[-h(y, 2).

Remplagant ip par sa valeur dans l'equation (31), on obtient
les squations
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(33)
(34)

(35)

3X
(36)

De

Hi — — 4A],
puis
,,—0 9, =—=-—23—-—~*=,

enfin de (35)

Il vient alors

firzi

M= Z—v y + z—x)’

et, en prenant comme nouvelles yariables X. Y et Z, on est bien
ramend a I'¢quation indiquce.
41. Seconde hypothese: fi—o—.
On a alors

p = A3 + XN,

La discussion est entidrement analogue a celle qui précede: on
est conduit cette fois a des impossibilites. Sous les seules hypotheses

g . . .
& ={=0, A =}=0, il n’existe donc aucune equation

s=p(\? + X1sK)

qui admette une involution d'ordre 2 pour le systeme Y.

La conclusion du prssent paragraphe est donc qu'iZ riexiste
aucune c¢guation (1) gui soit de genre 3 pour le systeme X et gui
satisfasse aux conditions — G'.
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§ 3. Etude des systemes G—T' et G— Gl

42. Nous allons d'abord etablir quelques resultats generaus
sur les dquations (1) qui satisfont aux conditions G. On sait que F
etant linsaire en p on peut satisfaire a la condition Gt(a) =0 en
prenant a = 0, et que dans la condition Gt on peut prendre ¢l = 1.
Nous avons donc a satisfaire au systeme

(37)

N Ofof=Q
9p 9z 9p 9p

On tire d’abord de (37)

(38)

En remplaeant ip par sa valeur dans I'equation (37), on observe
gu’en prenant une nouvelle fonction inconnue Z(x.y, z) telle que

Rz 97

9f — 9z’
on peut poser /30 = 0. D’autre part on constate aussi que dans ce
cas l'equation (38) donne a, = (jc,y, z). Finalement les Oquations

(37) et (38) sont remplacees par le systeme

(39) dz dq
@ PR R we
(41) %.F; —l— 9%% + — + 9z + m9nr==0
@) B S TRa= Ca

On satisfait aux equations (39), (40) et (42) en posant
(43) ?=Pp ) =g"+0)

() =S+ (2+74(fy +2| 27~
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Il restera en outre a satisfaire a I'equation (41).
Nous allons montrer qu'on a ndcessairement X = 0.

43. Supposons Jf=}=0. On ne peut avoir Y = 0, et I'équa-

tion (45) donne
c0p* cjg-f-c

les ct 6tant des fonctions de x et y. Remplaeant g' par sa yaleur
dans I'6quation (45) on aura une équation de la forme

(46) 2420 + NBp+C) + Z2)p’ + ~p + /°=:0.

Si cette Oquation n'est pas ydrifide identiquement, on en ddduit
pour g l'une des formes

9 =XeP4* +MoP24~  pa~I7 (2? —  ps 3= °)

P = XoP4-Al + p—" 04=°)

9—alpl4-2xtp4-x (x0 4= 0.
En portant ces yaleurs de g dans I'6quation (45) on est conduit
chaque fois a des impos.sibilitds.
L’'6quation (46) doit etre par suite yorifide identiguement. Une
discussion simple montre alors que I'on doit prendre ct =0 et
/=p+= 4t quet
y clP4-ch 3y
on aura donc
9=4(ciP4"Cr)L°g P 4"Cs)4-00(»y]P 4-0q(«Y).
61
En portant dans I'6quation (41) on est alors conduit a une impossibilite.
On a donc bien ndcessairement X = 0.
44. Faisons maintenant interyenir les conditions La pre-
miere s'Ocrit
gAi
3X
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elle se dseompose en deux autres
SAj A, >
—g—)—(—--H > -éq—hl ?—,a =0

s+ +e3x+x + K,/ =0-

3z r 3q 3q
Posons \l = ﬁ (#,v,z,9\ on aura
(47) uoeos_ ’ Siu"t+p?,7”
La condition de compatibilite s'Serit
& x5
Les oOquations (40) et (42) ou Fon fait X = 0 montrent que le
coefficient de %—q~ se réduit a

3(y—P) |
3y "1 3z

S'il n'est pas identiguement nul, on aura
(49) =00(x,Y,2) Log [2 -f- 0-, (1, Y, @)].
On tire alors de (47) et (49)

P—M(s -p 0-,) Log (<? 4~ oa) 4~ "2 4“ Q

et l'equation (39) montre qu'on devrait avoir A—0, ce qui est
impossible.

Le coefficient de 8n dans I'6quation (48) doit donc etre iden-

tiquement nul, et Fon a

N7T—fi) 0 ag(r—fi) =0
3y 3z '

On tire ensuite de (45) > —0, et de (44)

«<-F£ + (™4-/) Cly(xy)
3y
On obtient ainsi les Squations

(50) s=ppxy,z0q)4- -,
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o1 la fonction p est dcfinie par la relation
a=ez-\-g(x.,y,p).
Soit <p une fonction de x et y telle que —y; on s'assure ais¢-

ment que I'equation (50) admet pour le systeme de caractoristiques Y
l'invariant du I‘r ordre

pt \—%ﬁ':

c'est donc une ¢équation du groupe A.

Nous arrivons ainsi a la conclusion qu'Z n’existe aucune equa-
iion (1) satisfaisant au systeme G— /"' gui soit de genre NS pour
chague systeme de caracteristigues.

45. Examinons en second lieu les conditions G'. La seconde s’¢crit

g ' 13qg Sq? 0,

et Fon en tire les deux S$quations

ap 3*P_A

ou encore, en posant
y'(X, Y2, 9)

les hj etant des fonctions de X, vy, z.
La condition de compatibilite de ces deux ¢quations s’Ccrit
s (i) )
/
\3x 3z

Rocznik Pol. Tow. matem. 10
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On voit comme précedemment que le coefficient de — ne peut $tre

nul; la fonction fi satisfait donc a une équation de la forme
"2+ -®) 77— Cy -|-D.

La seule hypothese a conserver, on s'en assure sans peine, est
I'hypothese A ==0, C=j=0; on peut alors prendre

Il = (2 + o),

et I'équation (39) donne immcdiatement

1
00 —g.
On a alors
P=Po+ Pl(i +°)+Pi(?+0A

Po, pl5 p2, et a ne dépendant que de v, g; portant cette valeur de p-
dans I'équation (39) on voit aiscment que Fon peut prendre

- 1 ,
Pi—J7j ps = 2X2g T pO—= A_'|’_Xo, a— X]—Xo2-|- Xa r
z z z

les fonctions X- ne dépendant que de x et y et X2 n’etant pas nul;,
on en deduit
y = 2Xs |/[p —Xo — Xx.

On est ainsi ramen¢ a une forme C¢tudiee procédemment (n° 43) et
qui conduit A des impossibilitos.

En ddfinitive, si Fon remarque que la seconde condition &st
identique a la condition C[ de M. Gau, on aboutit a la conclusion
euivante:

Il n'existe aucune eguation (1) de genre n~”"3 pour chague sys-
ieme de caracteristigues gui satisfasse aux conditions G— G' ou G —C’.

46. Cette conclusion, qui apporte aux vues de M. Gosse une con-
firmation au moins partielle, est d'autant plus digne de remarque qu’elle
ne s'etend pas aux ¢quations non lineaires. En faisant pour ces equa-
tions l'etude des conditions G—G' j'ai en effet obtenu des equa-
tions qui sont de genre 3 pour chaque systeme de caractoristiques;,
telles sont par exemple les equations

s(x +y} +y)@¥+ = Apqgq-+ Bpg"+ €p g-\-Bp~g
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od Fon a

4=2(z4-y) B=C=2Hz +y) D=-2 A« («d-y)\

et on k désigne une constante arbitraire non nulle. Il existe, pour
le systeme X, une involution ¢Pordre 2,

et une involution d'ordre 3

Pt + ~0r2 + ~1 Pi + ~2 =0,

£8
oik I'on a, en posant tp(x,y) = —— (z + yF3
& 4 fc2(z4~y) 4-|-5A(a;-lry) 4~
1—z4-y z—
fe(*®y) n t__
t —¥) @—p) zZ-9

_F2A3(z4-yri  Afe(z--y) 3] ¥ Pk*(x +y)~8
I (<= <32 z—p Jp L 2—w
4fc2(zH-y)-4 (z 4-y)21p'
zZ—
On a ¢videmment par raison de symctrie des rosultats ana-

logues pour le systeme Y. Leur verification ne presente pas dautre
difficultdé que la longueur des ealculs.

10*



Surfaces reglees algebriques; singularites;
classification.
Par

M. Bertrand Gambier.
Professeur a la Facult$ des Sciences de Lille.

1. — Introduction. Les mathematiciens ont deja 6tudie en
détail la classification des courbes planes algebriques; d'autres, Halphen
en particulier, ont abordéd le meme probleme pour les courbes gau-
ches, ce qui revient a etudier deux fonctions algebriques d’une va-
riable et non plus une seule. Dans le meme ordre dfidees, on peut
dire que la classification des surfaces algebrigues regldes non deve-
loppables fait interyenir trois fonctions algsbriques simultanees d'une
meme Yyariable, bien que ces trois fonctions ne jouent pas un role
symdétrigue.

Sur une surfaee reglee (algebrique ou non) j'appelle generatrice
la droite qui, par un mouyement continu, engendre la surfaee; en
dehors des goéneratrices proprement dites, la surfaee peut admettre
des droites exceptionnelles, non géncratrices (une, ou deux au plus)
qui jouent le role de directrice au meme titre qu'une courbe piane
ou gauche non rectiligne; il peut arriyer qu’une géneratrice soit en
meme temps droite exceptionnelle}, elle est necessairement, dans
oce cas, ligne multiple de la surfaee.

1) Par esemple la surfaee cubigue de Cayley z3-j-2xy”~— 3zy = 0 admet
la generatrice Ox (y =0, z=0) qui est en meme temps droite exceptionnelle.
La generatrice variable (m paiametre arbitraire)

y—mz =0
3
rencontre I'axe Ox au point d’abscisse et la nappe 1 laquelle appartient cette

gencratrice mobile admet au point correspondant pour plan tangent le plan
y — =  consideree comme gineratrice, Ox est generatrice stationnaire avec

le plan tangent inyariable y = 0.
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Cela pose, si nous prenons une gonsratrice guelcongue G de la
surface réglee S, et un point M guelcongue sur G, le plan tangent
asSen coupe G suivant une courbe piane C dordre m—1,
si m est Hegre de S; la courbe piane C coupe S d'abord en M
qui compte pour une unite dans lintersection de G et de C, puis
en divers points P1,P2,...Ph, comptant respectivement, dans l'inter-
seetion de G et C, pour jol5 p2,... ph unitss, avec

Pi +Pi + -+ m—2

Chacun des points Pt, P2,  Ph est independant de la position de M
sur G et engendre, quand G varie, une ligne multiple de /S: au
fond la classification des surfaces algobriques roglées, pour le degro
et le genre, revient a la determination de ces lignes multiples (qui
peuvent former les diverses branches d'une mome courbe indecom-
posable, ou former plusieurs courbes analytiquement distinctes, qui
peuvent comprendre plusieurs droites exceptionnelles)d. En chaque
point d'une courbe multiple de cette espece, passent un nombre
fixe de gensratrices: gt pour la courbe lieu de Pp, chacune de ces ¢f
géncratrices appartient a une nappe qui, prise isolement, n'‘admet
aucune singularite en Pt et y admet un plan tangent determine par
la loi de Chasles; il peut arriyer qu'en Pt les y- g$neratrices, four-
nissent chacune un plan tangent distinct de ceux fournis par les
gt— 1 autres; mais il peut arriver que plusieurs géncratrices donnent
en Pt le meme plan tangent (et alors G etant guelcongue, cette par-
ticularite doit se retrouyer tout le long de la courbe lieu de P,);.
on a alors une ligne de raccord de la surface avec elle-meme, au
lieu d'une ligne d’intersection.

Enfin on peut avoir une autre espece de singularitd: deux
nappes, regulieres sur la surface quand on les etudie seules, ou plu-
sieurs peuvent avoir en commun une generatrice suivant laquelle
elles se coupent ou se raccordent.

L’Stude precedente faite au point de vue ponctuel doit Citre
completée au point de vue tangentiel. On sait qu'une surface roglee
a meme degri. et mSme cZas.se; nous avons etudie les points multi-
ples de la surface. il y a lieu aussi d’etudier les plans tangents

) 1y a donc lieu dutiliser la classification des courbes gauches due
i Halphen; mais ce dernier a laisse systematiquement de céte le cas ou la courbe
gauche a des points multiples; or nous verrons gu'ici ce cas des points multi-
ples se presente au contraire systematiquement.
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multiples et cette remarque permet de distinguer les surfaces réglées
qui sont de méme espeee que leur polaire reciproque et celles qui
sont d’espece difforente: dans ce dernier cas, le travail de classifi-
cation se trouve diminue de moitid. Si le degr¢ et la classe de la
surface S sont egaux b. m, le cone circonscrit A la surface d'un
point M de cette surface comprend d’abord la géniratrice G consi-
deree comme enveloppe de plans, puis un céne Z de degr6 m—1:
la direetion asymptotique du plan tangent en M a S, autre que la
goneratrice G, est genoratrice du cone Z, le plan tangent correspon-
dant ¢tant le plan tangent a S en M\ de G on peut donc mener
a 2, en dehors du plan tangent a S en 11, esactement m—2 plans
tangents et I'on reconnait les raisonnements corrolatifs de ceux qui
precedent.

Jappliquerai ces principes a la classification complete des sur-
faces d’ordre 4 et 5; je donnerai quelques indications pour les degres
supdrieurs (pour les degres 2 et 3 les rosultats sont connus et il
est superflu dy revenir).

Enfin je signale une application imprévue de la theorie des
polygones de Poncelet relatifs a deux courbes qui ne sont plus des
coniques. Cette application se presente automatiquement des que
I'on cherche une surface reglse admettant des plans tangents multi-
ples d’'ordre au moins egal a 3; nous avons vu que les surfaces
regloes algebriques, d’ordre supdrieur ou egal a 3, admettant nsces-
sairement des points et des plans tangents multiples, mais il n’est
pas néeessaire que l'ordre de multiplicite dopasse 2. Imaginous que
la surface roglée admette ool plans tangents multiples d’ordre 3;
les n gsnoratrices situees dans chaque plan de cette serie se cou-
pent deux a deux et le lieu des points d'intersection ainsi obtenus

engendre une des lignes multiples ¥ d¢ja signalees sur la surface:

222 1] . ..
------ points distincts, et la

. dans chaque plan il y a au plus

courbe /” peut se composer d'une seule courbe ou de plusieurs ana-
lytiguement distinctes; or si nous faisons la perspective de la sur-
face S sur un plan quelconque a partir d'une point de vue quel-
conque, les generatriees de S deviennent les tangentes au contour
apparent (e) de S; la courbe devient une courbe y circonscrite
il 0ol polygones de n c6tés eux-momes circonscrits a (e).
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2. — Etude des surfaces d’ordre 4. Classification.

Je rappelle, avec les notations deja employées, que le plan
mtangent a Sl en M donne la gencratrice G et une courbe C cou-
,pant Cr, en dehors de Jf, en P+ -Pn, comptant pour pu...ph dans
I'interseetion (Cr, C); on a

P1+P2+m+Pu=m—2

Si en P, il y a gl gensratrices qui s'y croisent, la section par un
plan queleonque issu de Pt a y, tangentes distinctes au point P2,
si les plans tangents en 1\ sont distincts; en appliquant ceci au
plan tangent en M, on voit que px =gt — 1; si au contraire en P1?
il y a plusieurs plans tangents coincidant, Px est, sur 0, multiple
d'ordre g2— 1 et G est une tangente a C de sorte que pl'~sgl

Ici pour m =4, on voit que h=1 ou 2 et que la courbe C
est une cubique. La totalite des cas est facile a obtenir; en suppo-
sant d’abord h =2, d'oii pr —p2 — 1, on a les cas:

A) deux droites doubles exceptionnelles, la surfaee est de
genre 1 et ne possede aucune conique

B) deux droites doubles exceptionnelles et une generatrice
double; la surfaee est de genre zero et possede OOl coniques.

C) une cubique gauche double; les generatrices appartiennent
a un complexe linsaire non special; la surfaee possede 00 1 coniques
yeritables dont les plans sont bitangents et enveloppent une deve-
loppable de classe 3.

D) une cubique gauche double; les generatrices appartiennent
A un complexe spocial; la surfaee admet 00! plans tritangents pi-
votant autour d’une droite simple de la surfaee

E) une droite double exceptionnelle et une eonique double
se rencontrant en un point.

En supposant h— 1, on a pl = 2; le point P, peut etre double
sur C, ce qui correspond a une ligne triple de S, (droite excep-
tionnelle), doit deux cas:

F) une seule droite exceptionnelle triple; on a le cas recipro-
que de D par dualite

G) une droite exceptionnelle triple et une autre simple.

Le point peut au contraire etre simple sur C et corres-
pondre au contact simple de G et C, d'oii deux cas:

H) une droite exceptionnelle de raccord, la surfaee est de
genre 1



152

K)' une droite exceptiounelle de raccord et une gcneratrice-
double, la surface est de genre zsro.

On remarque que par dualite, chaque cas A, B, C, E, G, H, K
se correspond a lui-meme; D, F s’echangent; dans le tableau qui
precede j'ai parle de points doubles ou triples et de leur lieu; en
tenant compte de la dualitd, on voit que, pour le cas G par exemple,
la droite triple (ponctuellement) est simple (tangentiellement) tandis
que c’est l'inverse pour l'autre droite exceptionnelle; remarques ana-
logues dans les autres cas.

3. — Cas A et B du auatriihne ordre.

Du point M de S on a mene la gensratrice G et marque sur G
les points singuliers, distincts, P, et P2, par Pr passe une autre
generatrice G' qui contient un point singulier P2; le plan G, G’ con-
tient trois points singuliers. Quand G varie, les points Pn P2, P2
engendrent une ligne multiple de S, qui ne peut etre d'ordre supe-
rieur a 3, car les sections planes de £ ne sont pas toutes decom-
posees et sont de degre 3; la courbe multiple ne peut etre de degre 1,
puisque, sur chaque generatrice, il y a deux points multiples. Donc
I'ordre de la ligne est 2 eu 3. Pour l'ordre 2, on ne peut admettre
une conique (proprement dite ou formee de deux droites concou-
rantes), parce que le plan de la conique epuiserait, par cette coni-
que, la section de S, d'ou contradiction, chaque gcneratriee rencon-
trant la conique en deux points. Il ne reste donc que le cas de
deux droites non concourantes, I'une lieu de Pt l'autre de P2 ou le
cas de la cubique (cubique indécomposable, ou formee d'une droite
et d’'une conique s€eantes en un point).

Soit donc le cas de deux droites (exceptionnelles) doubles; en
les choisissant (elles sont distinctes) pour aretes opposces du tetraedre
de réference, on voit que I'équation de la surface devient

xXi(Azi 2Bzt CP)-)- 2xy (Alz2 2B{zt-~- CjP) +
+y\Ai2? + 2Bizt+Cit))==().
Si 'on represente par P, Q, R les eoefficients de x2, 2xy, y? dans

eette ¢quation (1), ces polynébmes P, R sont premiers entre eux
dans leur ensemble; si Q2— PR ctait carre parfait, on Cccrirait

(<r-PP=" Q__SPirt
| p=PiPi R=r"
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et lequation (1) se decomposerait en
3) {xp2 4-yrx) {xpl +yr2) =20

ou p-" p2, r,, r2, sont des polynémes lineaires homogenes en z, t et
on aurait deux quadriques ayant en commun un quadrilatbre gau-
che; ecartons ce cas. Si donc Q2— PR a quatre racines distinctes®
la surface (1) est de genre 1. les deux droites exceptionnelles epui-
sent tous les points singuliers; si Q-— PR a une racine double ou
une racine triple, il y a une genoratrice double recontrant les deux
droites exceptionnelles. Le premier cas est le cas 4; la surface ne
possdde aucune conique: on l'obtient en prenant deux droites Dj, Dt
non concourantes arbitraires, puis Otablissant entre un point
de A et un point Jf2 de D2 une correspondance (2, 2) algdbrique
arbitraire; a un point Mt quelconque correspondent deux points
de D2, et jV(; il y a auatre positions distinctes, dans le cas Ar
ni, Pi h de pour lesquelles les deux points M2 se confon-
dent, m? donnant m2; nx donne n2, px donng p? et g g2- inverse-
ment il existe sur D2 quatre positions /z2, v2, 712, y2 pour lesquelles

les poins correspondants sont confondus en un seul, vl 7rx,
respectivement; on voit que le plan D? est tangent a la surface
le long de la generatrice stationnaire ml m2 (de méme 252, 1)2,

gr D2); de meme le plan y2 Dx (ou v2 D2 tt2 Dx, %2 Dx) est tangent
tout le long de la goneratrice stationnaire jux p2, cela fait donc huit
gineratrices stationnaires.

Pour le cas B, deux points ml, nt se confondent, de sorte que
m? et n2 se confondent (entre eux et avec /y et cx); nous trouvons une
goéneratrice double tn1Im2 (et non stationnaire); il reste quatre gmeratrices
stationnaires; on voit aussitdét que Fon peut definir la surface ainsi: on
se donne 2>X,D2, une droite ml m? joignant un point m! de Dx a un point
m2 de P2, puis une conique C coupant m2 en deux points a, b; la
surface est le lieu d’une droite mobile assujotie a rencontrer A, 2>2, C.
Du point m2 memons les tangentes w2a, m28 a C: le plan contenant 1)?
et I'une m2a perce I\ en pr et la droite pxa est l'une des gens-
ratrices stationnaires annoncees, le plan pxa D? etant le plan tangent.
Cette construction montre a quoi correspond le cas de dégéneres-
cence de U, celui ou — PR a une racine triple: la conique C
serait tangente a la droite »« m? au lieu de la eouper en deux pointa
distincts (a et b ne peuvent se confondre avec ou m? sans qne
le degrd de la surface s'abaisse).
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Pour en revenir au cas B non dcégznere, tout plan passant
par m, m? coupe 5 suivant une conique C' pereant ml mt en deux
points a et /3 qui se correspondent homographiquement, les points
doubles de I'hnomographie stant et m2 et a, b un couple corres-
pondant; en effet Wj m2 est goneratrice simple snr la nappe qui
correspond au deplaceinent sur la conique d’un point X voisin de a;
sur cette nappe la variation du plan tangent en un point a de m!
est fournie par l'egalite du rapport arharmonique et de
celui des plans tangents correspondants: (Z>j ml mt, plan de C, plan
de O, Dtwij w2). Si en considere de meme le point p variable sur C
au voisinage de b, on aura donc

(wij a am2) = (wi, b fi »i2)
ce qui justifie la proposition; dans le cas de B degenere, a et fi
coincident constamment entre eux, ce qui est naturel par suite de
la definition du cas B degencre.

On remarquera enfin que dans le cas B, (degener¢ ou non),
les deux coniques C et C' se correspondent, par les generatrices,
homographiquement (nous retrouverons cette notion plus bas, en etu-
diant C, D, E)..

Chaque cas: A, B, B degénore, se correspond evidemment
a lui-meme par dualitd et I'on peut obtenir aisement les quadriques
ou complexes lindaires par rapport auxquels la surface est sa propre
conjuguee.

4, — Surface reglee de Clebsch; cas C.

Le lieu des points est une cubique gauche ind¢compo-
sable. Une hoinographie de l'espace permet de supposer que la cu-
bique gauche a pour equations parametriques

Q) X—t [Z—1t2 Z=1s
L’equation generale des surfaces de degre 4 contenant cette cubi-
que est
AXz —yDl-]- 2B(Xz—Yy2) (z—xy) C(z — xy)2 -|-
2 + 2D (Xz~y2)(y — X2')-\-2E(z — xy)(y-—X2)-\-
"Ny _™2==0.
Un point de la droite joignant les points A a pour coordonnees
homogenes
3 x—ti pt y = tIA- pi% z= ptv% 0=1-~l~p
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«de sorte que Fon a
<= — y2=—pp>chti (A —_— A)Z

(4) zd— xy — pfa 4- A) (tj —_— t2)2
vE — ><3 — P (A — A)Z

Je pose

(5) P t, A 3 tj tj

et l'equation (2) est remplacee par

(6) Ap? 2Bps Csl4“?Bp-j- 2Es4~F—0

qui est I'6guation dune conique (p, s). Toutes les surfaces (2) sont
reglees car la socante double de la cubique, issue du point (x,y. z)
de la surface a 5 points communs avec la surface. D’autre part les
coordonnees pltickeriennes (a, b, ¢, I, m, n) de la secante (A, i,) sont

@) 1, s, S2—p, p, —psS, p

de sorte que I'equation (6) peut s'dcrire

<8) Al — 2IBm4-C(c4-M)4-2Dn4-2£64-Ja =0

La generatrice appartient donc an complexe linbaire de coefficients
9) A, —2B, C4-2D, F, 2E, C

On retrouve la construction indiquée par Clebsch en 1870 aux
Mathematische Annalen: en un point JA de la cubique, le plan po-
laire de JA relativement au complexe perce de nouveau la cubique
en JA ou JA et JA JA, JAJA sont les gendratrices issues de JA; les
plans bitangents M% enveloppent la doveloppable polaire re-
ciproque de la cubique relativement au complexe (si le complexe
etait celui auquel appartient la eubique, ou aurait une surface do-
veloppable). Si le complexe n'est pas special, on a le cas C; si le
complexe est spocial, on a le cas D caracterise par la relation

(10) AF—4BA’4- C(C4-2D) =0

Nous retrouvons aisement ici la notion des polygones de Poncelet
signalds en introduction; ici il s’agit meme de ce probeme pour
des coniques et non des courbes de degré superieur. En effet, si le
centre 0 de la perspective est ehoisi sur la cubique double, celle ci
a pour perspective une conique C; dautre part la cone circonscrit
A S du point O est de degre 4, mais contient les deux gonoératrices
issues de O, de sorte que le reste est un cone de degre 2; les
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perspectives des génoratrices sont donc les tangentes a une coni-
que C'; Mr etant un point de la eubique gauche, les deux genera-
trices JA, Mi issues de percent la eubique en et

le plan JA M2 M2 étant le plan polaire de JA relativement au com-
plexe (9). Pour qu’il existe un plan tritangent a S, il faudrait que
JA JA fflt une génératrice de S: dans ce cas, si Mt, JA, forment
un voéritable triangle, le plan JA A2 JA a trois foyers, en JA, JA, M2,
de sorte que le coinplexe est ndcessairement spdcial, et réeiproque-
ment (cas D qut va $tre 6tudié a part). Si JA, JA, M2 ne forment
pas un yeritable triangle, il suffit que M2 coincide avec JA la droite
JA M2 n'est autre que JA JA et alors la tangente en JA a la cu-
bique appartient au complexe lindaire: on a ainsi quatre points re-
marquables de la surface; tout cela est bien en aceord avec la
thoorie des triangles de Poncelet pour deux coniques. Si on suppose
que le centre O de perspective est le point a linfini de la cubique
et le plan de perspective celui des xy. la eonique C est la parabole
y —x2 — 0, la perspeetive de la gonoratrice JA JA a pour 6quation
Xs —y—p =0, de sorte que I'6quation (6) est I'equation tangen-

tz wA
en G—, p=——— Sans remonter a la

thoorie des polygones de Poncelet, remarquons que I'on a, dapres (C),

2 (Bi? 4- A A 4- E) >t Ct+ 2Et,+F

(1) A% B— \tr\-2Btl 4- C 22 AtIA-2Btl-]-C
en posant
(12) A =C4-D

Si on Ocrit que A et A satisfont aussi a la relation (6), on obtient,.
apres réduction,

{C=2D CAF —tBE) A-—Aa-—
(13) 4-(40+2Aii4-4Bt14-A=0.

Si le complexe n'est pas spocial, on doit annuler le second facteur,
qui exprime precisdoment que la tangente en A appartient au com-
plexe (point de contact aves C d'une tangente commune a C et C').

Ici on peut se poser le probleme de Poncelet d’interpretation
différente: nous partons de JA avec une gonoratrice Mt Mt jusqu'au
point ou elle rencontre la cubique en JA: de JA on continue avec
la gonoratrice, (autre que JA JA), JA JA, puls de JA...: en gone-
ral cette chaine ne se ferme pas (sauf avec les chaines dogondroes
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signalées par Halphen); si elle se ferme une fois (avec une chaine
non degenerse) elle se ferme g<uel que soit M1 et toujours avec le
ntome nombre de chainons.

Le nombre 3 correspond au complexe special; pour « 4,
on retrouve une c¢quation de degre 4 en A, contenant un facteur
fonction de A, B, C, D, E, F comme dans (13); la condition de
fermeture s'obtient en annulant (ce facteur. Ainsi, pour n — 4, le
point JA donne M2 et racines de

(At\N-|-2Btr +0) -j-2(Bt\4~A 4~E)i2-~
<14) + Ct\4-2 Etx + F=0
Il suffit d’exprimer qu’il existe un second point ts donnant les me-
mes points A et t2: on a ainsi a ecrire (avec A 4=13)

AA4-2Bt14-C'_ BA-f-D.t. 4-E CN\-\-2E"A-F
( Atl + 2Bti + C—mi + DItIAre—CtlI-\-2IEt3 + F

Autrement dit les deux equations
((ADt— 2BY)ilils4-(AE'-BC)("4-/5)4-25A— C>t =0
| 2(AF— E= <= D>»C)A+A)+2(BF—EC)=0
doivent se réduire a une seule, ce qui entraine
AD1—2BE — BC__2BE—CD!
2(AE—BC)~ AF—& — 2(BF—ECQC)
or les deux equations, ainsi obtenues, (17), ont le facteur commun
(18) AEDI—EB —DbB I*=2AE +4:BCE=0

qui represente la condition d’existence des chaines d'ordre 4.
Clebsch a fait remarquer que, si I'on eonsidere deux plans

bitangents a la surface, la generatnce mobile etablit une correspon-
dance homographique entre les deux coniques sections de la surface
par les plans bitangents: on peut donc prendre comme Oquations
paramotriques de S

= an4-2i8N4-74- X(@ 20't4~y")

y=ctii2d~2 t4-y, 4~X(axt2 4~ 2/3ji 4" 7i)

z= a2t 2/3214-y24“X(a2t2  2/321 -j- Va)

9=ajtl 4- 2/331 4-y, 4- X (a312 4~ 2 /33t4- vs)

ou Z et X sont les coordonnées curvilignes; t— const. donne une
generatrice; X — const. donne une conique. Le plan de la conique
X =1 s'obtient en resolvant les Squations
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u(a 4- lar) + ®(«i 4 («i) 4~ w(a2 4~ (az) 4" M«» 4" ) = 0,
(20) «(34~ifi") 4" v(fii H- ififi 4~ w(fii 4~ ifiz) 4~ Nifit 4- ififi —o
M(7 4~ (71) 4~ v (vi 4“ T1) 4~w (72 4- rS) 4~NT« 4~ (73) =0
ce qui donne la doyeloppable double
u=HIs KI2 LI M
v 4- KxI2 4- LxI 4- Mx

w=Hit + Kil2 + L1[+-M!,,
h=Hsls K312 L3l4-Mt

(21)

Si dans ux-\-vy-\-wz-{-hf) on remplace x, y, z, t par les ya-
leurs (19). et w, v, w, h par les yaleurs (21) on obtient une expression
qui, en oOcriyant x sous la forme at24~2fi14~74“ ((@'2& 2fi't4~7")4~
4-(X— 1) (@'ts4~2fi"'t4~7") (et de meme vy, z, 0), se roduit mani-
festement X

X — i) [{Hi? 4-Az24-2z + »(a'/34-24't4-y)4-...4-

(22) 4- (H,114-..) (@' 0 4-..)].

Le premier facteur X —1— 0 donne la conique; le second est de
degre 2 en t et donne les deux gendratrices t—t0 et t = A; autre-
ment dit dans le plan image (X, t) l'image de la section est une cu-
biqgue degoncrse en la droite X =1 et les deux droites t —t0 et
i= X=1 t—1t0 donne le point de contact Mo sur la generatrice t0
du plan Z X =17 t=tx donne le second point de contact Mx de ce'
plan sur la géneratrice Ix; on remarquera que la droite Ma Mx est
la caracteristique de ce plan bitangent; la generatrice 0 rencontre
la conique en d/0, puis en PO, point double de la surfaee: si pour Pa
on prend X =17 on trouve comme I la yaleur relative a la seconde
generatrice issue de Po. Si on se donne t, I'équation

(23) (IJTZ34-AZ24-ZZA4A-M)(a'Z224-2(8'Z4-7)4-... =0
qui est du second degre en | [car d'apres (20) on a
Ha' 4- Hxai + H2a' 4- Hta' = 0]
donne les deux plans bitangents contenant la goénsratrice t.
Dans le cas du complexe non spécial, on voit qu’il ne peut

y avoir de plan tritangent; les seuls cas de degenerescence possible
offerts par les formules (19) sont donc: d'abord le cas ou les poty-



noémes (21) admettent un diviseur commun du second degr6é en |
et cela redonne le cas B, puis

IY)a=a—a =«x=0 2°) al —a[=a—as=0

Les deux premiers casx) cerrespondent simplement a une surface
de degr6 3: on a etabli une correspondance homographique entre
une droite et une conique; la droite est simple et exceptionnelle
sur la surface; il y a une ligne double qui est une droite exception-
nelle. Pour I'un ou l'autre des deux derniers cas, le troisieme par
exemple, la conique X — 0, est une droite avec representation para-
metrigue impropre; nous retrouverons ce cas a l'instant comme cas (P)-

5. — Droite double, conigne double: cas JE.

La seule difference avec le numoéro précodent est que la courbe
(P15 P2) est de degro 3 mais décomposée en une droite et une co-
nique; comme cet ensemble ne doit avoir, pour un point arbitraire
de l'espace, qu'une corde double issue de ce point, il faut que la
droite et la conique se rencontrent en un point; appelons A la
droite, C la conique double, A leur point de rencontre; un plan bi-
tangent peut donner deux génératrices se croisant sur A ou sur C;
prenons le cas oii les deux goénératrices se eroisent en Un point Pt
de A et joignent Pt a un point ou P[ de C; le plan Px P2 P[
coupe S suivant une conique C' passant en Px et P[ et rencontrant
P2 Pj en Mt, P2 P{ en la droite est la caractoristique
du plan bitangent Pt P1 Pp, on peut dire que 8 est le lieu d’une
droite rencontrant A, 0, C'. Si nous prenons un point ir arbitraire
sur A, nous devons eouper le cone (tf, C") par le cone (-zr, C) en
supprimant les goénératrices ir P15 tt P\; le cone (zr, C) a le long
de A comme plan tangent fire le plan contenant A et la tangente
en A a C; si on le coupe par le plan de C' on a une conique y
engendrant un faisceau ponctuel (Pt, P[ sont fixes sur y, P2 et la
tangente en P2); donc cette conique y coupe C' en deux points p. p’
se correspondant involutivement sur C'. donc la corde p p' passe
par un point fixe a du plan de C'; a est situd sur comme

*) Pour que la proposition du texte soit exacte, il faut avoir au préalable
avoir effectue sur X une substitution homographigue telle que la conique re-
duite a une droite soit obtenue pour X=0 ou X =100.
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on le voit en faisant venir tt en P2\ si 7r vient en A, le cone
(7T, C) degenere en le plan de C, que I'on elimine, et le plan con-
tenant A et la tangente en A a C que l'on garde; cela donne le
point a. On deduit aisdment de ce qui precede, (7r et la droite p p
se correspondant homographiquement sur une droite A ou autour
du point a dans un plan) que le plan ttp p' enveloppe un céne
du second degr6, qui est une fraction de la developpable double
bitangente a S, decomposde ici en ce cone double et la droite A
double: car les deux goénératrices issues d’un point de C sont dans
un nieme plan avec A. Ce cas est bien a lui-méme son correlatif:
la ligne double A et la conique double C se rencontrent en un
point A; de meme la droite double A et le cone bitangent double a
ont un plan tangent commun (determine plus haut, contenant A et
la tangente en A a C).

On retrouve aisement ces resultats par le calcul en se ser-
vant des notations du numcro prdcddent, car dans le systeme (20),
puisque

on voit que la seconde equation se decompose et donne soit | =0,
soit v/3'i 4~h =0; le facteur 1 =0 donne un plan
pivotant autour de la droite (a, al; aa as), (y- yny2, vy, qui est la
droite double A; l'autre facteur conduit au céne du second degré,
dont le sommet est (0, 0'2, 135)-

On peut dire d’'une fagon simple comment proceder pour etablir
la correspondance entre la droite A et la conique C': la droite p p'
correspond involutivement a ir; si 0 est le parametre de ir sur A,
on a entre le 0 de ir et le parametre t de p ou p' sur C' une re-
lation de la forme

(212 -j- 2 6F 4" C)6 4- Uji2 4- 207 4~ Ci ==

ce qui entraine bien que la droite p p' pivote autour d'un point
fixe cr de son plan; ensuite on a exprime les coordonnees de 7r en
remplagant

6 nar it +2M4~
P at? 4~ 272>i 4% ¢

ce qui donneg bien la correspondance homographique entre une droite
(en reprosentation impropre) et une conique.
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6. — Cas JD: complexe spdcial.

Si I'on coupe une cubique gauche r arbitraire par des plans
piyotant autour d’une droite A queleonque (ne coupant pas /), on
eobtient a chaque fois trois points P]f P2, P3 qui, joints deux a deux,
donnent les droites P2 P3, P3 P: et Pr P2 dont le lieu est manifes-
tement une surface S de degre 4. sur laquelle A est droite excep-
tionnelle simple et dont P est ligne double; il n'y a pas de plans
bitangents, un plan tangent est monotangent ou tritangent; au point
de vue tangentiel, A est une dsSveloppable triplement circonserite
a S. La surface ne possede aueune conigue.

On peut donner un exemple numerique simple: sur la cubique

(D) X =t y—P z—13
les points de parametre p, toj, toff sont dans le plan z—tl qui,
variant, pivote autour de la droite de linfini. Puisque toj et toj?
sont racines de t24" 110 -|- 2 = 0, la droite
(2) 0x y+t2=0

est manifestement celle qui joint les deux points de la cubique
toj et t072; le lieu de cette droite est facile a obtenir: on ecrit

(3 (y+ hx+1%)(ya- A7 ly + 4- =o0
en developpant et remplagant p par z on a la surface S

4 y3 4~ zx3 4 22— 3xyz — 0

ou

@y (Z—xy)N4- @2 —y)(xz—y2) =0

qui est bien de la forme annoncée. Les S$quations (2) donnent les
expressions parametriques en X et p

(5) X=X y XtO—i2 2=to

d'ou les coordonnees tangentielles
(6) u=3io » = 3t2 w = X-j-2t0 h—t, — t%x.

L’elimination de t0 et x donne

(7 hvi4- udw— u2v?
La surface polaire reciproque S'
(8) iC22s—2zx3—y3—20

admet la droite exeeptionnelle triple x =y =0, c'est le cas F.
Rocznik Pol. Tow. Matem. 11
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7. — Cas F et G. Droite triple.
Quand chaque generatrice de S passe par un point triple, le

lieu du point triple ne peut etre qu’une droite en la prenant
pour x =0, y — 0, I'’equation de S devient
1)

oii P, R, S sont des formes lineaires en X, Yy, z, i: en coupant par
y — mx, on a bien une droite variable sur S; si les 4 plans P = Or
Q=0 B=0t S=0 nont pas de droite commune, on a le cas F,
réciproque de D. Si les quatre plans ont une droite commune,,
I’equation de S peut recevoir la forme

. zs(X;z + [zt) + 3a?2y(X,2 + /t) + 3;rys(X',2 + (u"t)-|-
(" +y8(X"z + /r't) = 0.

On a le cas G qui est a lui-méme son réciproque par dualite.

8. — Ligne de raccord.

Si une surface S réglée de degrs quatre admet une ligne de
raccord du second degré, chaque section piane admet deux points
de contact avec elle meme, soit I'’equivalent de quatre points doubles,
donc se docompose, et la surface S est la réunion de deux quadri-
qgues se raccordant le long d’'une conique commune.

La ligne de raccord est donc une droite A, que nous pren-
drons comme axe des z. En chaque point de A passent deux goné-
ratrices qui sont dans un meme plan avee A et Fon a epuis$ ainsi
la sectiou de S par ce plan; le plan correspond donc bomographi-
quement au point ou les deux generatrices rencontrent A; on peut
donc par une transformation homographique prealable, ecrire, pour
definir les generatrices,

(1)
mt-]-2A@Z0)m B(20)—0

ou A et B sont des fractions rationnelles en zO; I'6quation de la
surface est

(2 0
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Donc, pour avoir le degre 4, il est ndcessaire et suffisant que

(31 I AN = az2 + 2bz +¢
| -B(¢)—«i +4A28+60z24-4dlz e,

Comme on peut garder za et y comme parametres curyilignes avec
m=-0Oz} 2bz0 + c)-j-
~bV(.azo + <> 4~42 — (fli*o ~i~ 46,2" -j- G"Zg-j- 4(1"0 -j- c,)

on voit qu'en gendral la surface est de genre 1; la quantité sous
le radical ne peut etre carrd parfait, sans que la surface ne se do-
compose en deux quadriques se raccordant suiyant I'axe Oz; donc,
en generat, on a le cas H, qui est son propre reciproque; si le ra-
dical a une racine double, on a une génoratrice double et la sur-
face est de genre zero, c’est le cas K qui est a lui-meme son
réciproque.

Dans le cas H, on a quatre géndratrices stationnaires fournies
par les yaleurs de za racines du radical; pour le cas K, la gono6-
ratrice double fait disparaitre deux gonoratrices stationnaires, sanB
etre stationnaire sur les deux nappes qui se croisent suivant elle;
il y a une degeneresence du cas K, c'est celui ou I'une des deux
génératrices stationnaires yient se confondre avee le goéndratrice
double, le radical ayant une racine triple: dans ce cas, en chaque
point de la gonoratrice double, les deux plans tangents sont confon-
dus (corj™espondant toujours homographiquement au point de contact),
et chaque section piane admet un point de rebroussement sur la
génératrice double. On verifie aisoment ces resultats avec les sur-
faces suiyantes:

5) (yz—a)l+2(yz—x)x2-|-alxi 4blx3y-f-4xy} =0
6) (yz— X)2-f- 2(yz — xX)x2 -j- a2xi -f- 4>1.r3y — 9a:2y? ==
W) (yz—aN? 2(yz—x)x2 alxi 4biX3y = 0.

La surface (5) est du type H, Oy est gonoratrice simple sta-
tionnaire, le plan tangent 6tant x — 0; cljaque section piane est de
genre 1 et classe 8.

La surface (6) est du type K non ddégoner6, Oy est gonoratrice-
double, les plans tangents au point (o, A 0) etant hz — X— =+ 3 Aa;;
chague section piane admet sur Oz un point de raccord avec elle-
mome, sur Oy un point double a tangentes distinctes: elle est donc
de genre zoro et classe 6.

11*
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La surface (7) est du type K dsgéncrs; en chaque point de
la gendratrice Qy, soit (0, h, 0) il y a un seul plan tangent hz —x=0
et chaque section piane y présente un rebroussement, de sorte que
chaque section piane est de genre 0, de classe 5.

On a ainsi epuis¢ le degré 4.

9. — Classiflcation tles surfaces d’ordre 5.

Dans chaque plan simplement tangent, la courbe C de degre 4
coupe la generatrice G, en dehors du point de contact, en trois
points seulement, distincts ou confondus.

Si les trois points en jeu sont distincts, il existe une serie
continue de plans bitangents; deux d'entre eux coupent la surface
suivant une cubique; les deux cubiques sont de meme genre (zero,
ou un) et les génératrices etablissent entre elles une correspondance
biunivoque; nous verrons que la courbe double de la surface est
soit une quintiqgue de genre 1, soit une sextique de genre 1 ayant
un point triple, soit une quintique unicursale ayant un point de re-
broussement ou un point double completee par une gendratrice pro-
prement dite elle-meme de rebroussement ou double.

Si avec les trois points en jeu, communs a C et G, il existe
une serie continue de plans tritangents, chacun d’eux pivote autour
d'une droite exceptionnelle double et le reste de la ligne double
se compose d’une biquadratique gauche ayant un point commun
avec la droite double.

S'il existe des plans quatre fois tangents, ils pivotent autour
d’'une droite exceptionnelle simple et la ligne double est une sexti-
que gauche de genre 1.

Supposons maintenant que les trois points communs
a G et C en dehors du point de contact soient, les deux premiers:
A et P2, confondus, puis le troisieme Pa distinct d’eux; soit d’abord
le cas ou (Pn P2) forme un point double de C; la surface a une
ligne triple qui est une droite exceptionnelle, complétee par une
conique double ayant un point commun avec la droite triple; ce
cas est corrolatif par dualitdé des surfaces a droite exceptionnelle
double completee par biquadratique double.

On peut avoir le cas de Px et P2 confondus, correspondant
a un point simple de C; ceci correspond a une ligne de raccorde-
ment de la surface S avec elle-meme, ligne qui est une droite ou
une conique.
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Enfin PI5 P2, Ps peuvent Stre confondus; cela peut arriver si
la surface a une droite exceptionnelle quadruple (cas correlatif de
eelui 6tudi¢ plus haut od il y a une s$rie de plans quatre fois tan-
gents pivotant autour d’une droite).

Examinons ces divers cas.

10. — Surfaces de degr¢ 5, de genre 1, ayant des points doubles
et des plans tangents doubles.

Nous avons pris la generatrice G et le plan tangent a S en
un point Jf de G et obtenu sur G trois points singuliers distincts
Pii Py> Pti doubles sur S; par Px passe une nouvelle gensratrice G'
et sur G' marquons les deux points singuliers P2, P3, lui apparte-
nant; nous supposons que le plan 6? G’ soit exactement bitangent
a N; il coupe donc S suivant une cubique a qui peut etre de genre
un ou zero. Supposons d'abord le genre w«; un autre plan bitangent
donne une nouvelle cubique a' piane de genre 1, et la gendratrice
variable de P etablit une correspondance birationnelle de courbe
a courbe entre a et a'. On remarquera que er passe en P2, P2 P3, P3
et que, le nouveau plan bitangent etant suppos¢ ne contenir ni
Pi P2 P3 ni Pj P2P3, les pieds sur le plan P, P2 P8 P2 P3 des deux
goéneratrices de ce plan bitangent, g}, g2, sont sur a, a la rencontre
de a avec la droite commune ¢ aux deux plans bitangents; cette
droite $ perce a en un troisieme point A qui est commun a a et er';
3 perce P1P2P3 en un point B qui appartient a <r; de meme,
§ perce Pj P2 P3 en B' qui est sur a'. Les deux cubiques a, a' ont
le meme invariant; on pourra donc ecrire les ,<5quations paramstri-
ques de la surface sous la forme

P=Apwpwy P Bpupw pCp X[apwP Wi P i3pi>4-W pyj
y=AMuAW P Bip'aipwip Cjp X[ai7>w tvwp "ip'wA Wi
z—N2>wpwl p ... P X[ap<o f-Wi P ...

=N Idwpwip 1 P X[aj>wpW p ... ]

d’apres les resultats classiques sur les cubiques de genre un en
correspondance biunivoque.

Les lettres A,. Bt, Ct, sont des constantes numcriques,
wl et wi aussi; w et X sont les parambtres curvilignes; on doit ecrire
que le point A (w = 0) se correspond a lui-meme, d’ou
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Apay wpwp C ApWi~Apwd~fi__
cz™Mwi+/3p'wi +y aiPWi+A?'®!+7?!
_ApWod~ve AGPWO 4" 0
a2pwi + ... aspwld~..-

Ces formules (1) mettent bien en Cvidence les gonsratrices:
w = const, mais elles ne mettent en evidence que deua, cubiques
(X =10, X=00).

On remarquera que le nombre de parametres dont depend la
surface est 20; en effet la premiere cubique piane a fait intervenir
son plan (3 parametres) et ses coefficients dans son plan (9). La
seconde fait intervenir deux parametres de moins que a, car elle
a le meme inyariant et rencontre er; la correspondance biunivoque
entre er et @' se trouve alors connue (on a le choix entre dew
correspondances) par ce fait que le point de rencontre est X lui-m$me
son homologue. Le nombre total ainsi obtenu 22 fixe 5 et le choix
de deux plans bitangents; il reste donc, pour S, 20 parametres striets.
C'est bien le nombre qui résulte des travaux d'Halphen sur la de-
termination des courbes gauches d’ordre cing et genre un. Ce nombre
concorde bien aussi avec les formules (1) et (2); il y entre en
effet 12 parametres homogenes Ai: Cit soit onze parametres; de
meme 12 parametres homogenes at, donc onze, car le facteur
d’homogdneité peut etre different pour les deux series grace a X qui
peut etre changd en tn\; il faut ajouter w0, w, et pour la fonction p,
son invariant; on a donc, en remarquant qu'il faut ensuite doduire
le nombre 3 pour les relations (2), retrouvé le nombre 22, reduit
encore X 20 parce que Fon a eneore choisi, outre S, les cubiques
X=0 et X=o0.

Si on dcrit que les deux goneratrices w et O se rencontrent,
on a Il'equation

p(wa*wo)d_-®p/(®4-ft,0)4-~  JAlp(w-|_wo)4*- Ap(®4-fto)d-- Ap(«4_"0)-H
ap(<H-01)-[-/3p'(w+<pL) +y --- -
[lp(f)-)-Wo) 4 wBp,(f1“|-Wo)-|-C' - - -
«p(NM_wi)4-3p/(N4"wi)'L_7 - - - - -

Il faut rejeter pour linconnue f), la solution double (1 =w, et la

solution simple Q = 0. Si donc on appelle O', Q", [)™ les racines
autres que w et zCro de I'equation (3), on a d'apres la theorie connue
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mdes fonctions elliptiques, remarquant que le determinant a un pdle
triple Q = —w0 et un pole triple Q = — wj, la relation

(4) O'+fi" + n"" = —2<, —3wl —3W!

Chaque section piane de la surfaee est de degre 5 et genre 1 (quand
le plan est arbitraire); elle n'a que cinq points doubles; il y a donc
une ligne double, guintigue de genre 1. La donnce de cette quintique F
suffit pour construire S; le cone qui a son sommet en un point
de r et pour directrice F est de degre 4, de genre 1; il admet
deux gcneratrices doubles, secantes triples de F; la surface S est
engendree par ces sccantes triples. Dans les oeuvres completes d'Halp-
hen, t 3, p 414, la quintiqgue en jeu F est indiquée comme inter-
section partielle de deux surfaces cubiques issues d'une mome
quartique gauche unicursale; elle dépend de 20 parametres arbitrai-
res et cela confirme notre resultat procsdent.

Il est facile de trouver les plans bitangents: en effet, la section
de S par le plan (w, v, w, li) a pour image

wj4j hAf)pw—wo +
—(uB —v w B2 -j—h Bs)p/w~)~G)Q 4 uC-f-v Cl -|-wCg -|-hCqg
-1- X[(ua -j-vai -|- wag -\-haf)pu=> Wi -j-
+ + wy-Hyi+wy.+A-ys] =0

Or l'equation

hAgQ)p v —-<«0 -~ (uB )p'w-|-wo +
+ «(?+.... =0

donng les points communs a la cubique a et au plan; de meme

I’6quation

, (wa-f-««i +we2 +Aa8)pw-J- Wi &  (m/3-|- eee)#« +«i +
4-«74-....=0

donne les points communs a er' et au plan; si le plan est mono-tan-
gent, les deux dquations (6) et (7) en w ont une racine commune
(unique) et une seule; si le plan est bi-tangent, les deux oquations
mont deux raeines communes. Les reciproques sont vaies. On a ainsi
le moyen d'obtenir I'6quation tangentielle de la surfaee. Or les ra-
mcines Ot> <p2) <ps de (6), celles i/rj, satisfont respectivement
aux relations
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(6" IS S RV LS. — 3 Wo

(7.) >Al + Vz2 + Vz3 — << 3wl
On voit que si <, = >/, et H2 — xr2, on aura

(8) ps — ~3 — 3(«1 -- «0)

de sorte que si 3 ~ —w0) riest pas periode de pu, la surface ria-
pas de plan tritangent mais que si 3 (oq — w0) est periode, tout plan
contenant deux generatrices en contient automatiquement une troisidme?
en ecartant le cas ou le plan passe par le point w = 0.

Nous réservons ee cas de degs$ncrescence pour une etude
ulterieure.

Le cas generat de la representation (1) est a lui-meme son
correspondant par dualito; il n'y a que des points doubles, que des
plans tangents doubles; le genre est l'unitd. Les plans bitangents
enveloppent une developpable de classe 5.

11. — Surfaces de degre 5, de genre zo6ro, ayant des points
doubles et des plans tangents doubles Travaux d'Halplien.

Nous recommeneons les raisonnements du numsro precedent:.
les plans bitangents donnent cette fois chacun une cubique <r uni-
cursale, ayant donc un point double ou de rebroussement. Ce point
double, a priori, peut etre justifi¢, soit par la présence d’une ge-
neratrice double soit par ce fait que la ligne double de la surface
est de degre 6, le point double de a étant alors un point du plan
(G, (?") oft se croisent deux genoratrices non situees dans le plan
((?, G"). Les divers cas enonces ici sont possibles et il est facile
d’en fournir des exemples procis. Pour le premier cas, la ligne
double comprend, en dehors de la generatrice double, une quintique-
et il ne peut y avoir une g¢neratriee double ou de rebroussement
que si la quintique admet elle meme un point double ou de rebrousse-
ment; cette quintique est necessairement unicursale.

La quintique unicursale, ayant un point double ou de rebrousse-
ment est facile a obtenir: dapres Halphen nous devons partir d&
deux coniques arbitraires Clt C2 et construire deux surfaces cubiques
Z, Z' contenant chacune C, et ¢2; le reste de l'intersection de Z et Z'
est une quintique gauche unicursale Q; chaque surface Z et Z' d$-
pend, quand et C2 sont connues, de 5 arbitraires; si Z et Zr
sont quelconques, de chaque point P de Q sont issues 3 secantes-
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triples de Q, gs$nsratrices doubles du cone de sommet P et direc-
trice Q; ces sSeantes engendrent une surface rsglse admettant Q
pour ligne triple, riayant pas d’autre ligne multiple (en dehors de
generatrices foentuelles), donc de degrs$ 8. 1l y a abaissement si Q admet
un point double ou de rebroussement p: chaque corde Pp est a eli-
miner du dscompte prscsdent et on a une surface S de degre 5;
le cone de sommet p, de degr$ 3, admet une gensratrice double uni-
que (ou de rebroussement) p p' p" et Fon voit que P dscrivant chaque
are de Q passant en p, on obtient sur S deux nappes rsgulisres
ayant chacune p p‘'p" pour génsratrice; donc S admet Q pour ligne
double et en plus la droite, p p' p" comme gencratrice double (ou
de rebroussement). Tout revient donc a disposer des 5 parametres
de Z' pour quelle soit tangente en un point a Z ce qui est possible;
on aura meme le rebroussement si les cordes communes aux deux
indicatrices du point de contact ont leurs deux sseantes communes
confondues. Nous verrons un autre cas: celui ou les deux surfaces
eubiques Z et Z' ont en commun 3 droites D, D', D"\ D' rencontre
D et D"\ D et D" ne se rencontrent pas et D compte pour deux
unites dans lintersection de Z et Z'; le reste de Fintersection est
une quintigue unicursale a point double: c'est un cas particulier de
celui indiqu$ par Halphen ou Z et Z' sont issues d'une quartique
unicursale; ici le systeme D, D', D" est sur une seule quadrique,
du moment que Fon a donne la loi des plans tangents suivant D..

Si, au contraire, la ligne double Q de la surface est de degrs 6,
et si nous voulons utiliser les resultats d'Halphen, comme pour le
degre 5 (Oeuvres completes, t 3, p 414) nous rencontrons cette fois
une difficults imprevue, que je vais faire eomprendre. Le cas d’une
courbe interseetion d’une quadrique et d'une surface cubique s'$li-
mine aussitdt. Si nous passons au cas suivant, nous prenons une
cubique gauche Z et en faisons partir deux surfaces cubiques Z, Z'
(chacune dspend donc de 9 parametres); le complement Q de Finter-
section est de degre 6, de genre 3, car Q a d'un point de vue
arbitraire, 7 point doubles apparents-, de chaque point de Q, sommet
d’un coéne de degr$ 5 et genre 3, partent donc trois sseantes triples
de Q, engendrant une surface reglee qui serait exactement de degrs$ 8
si deux s$eantes triples de Q ne pouvaient se rencontrer que sur Q:
or, cette fois, le degrs de Q surpassant 5, il n'y a plus impossibi-
lit§ a ce que deux sSeantes triples se coupent hors de Q (nous
verrons moéme que cette circonstance est a peu prés certaine, par
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I'etude du cas des sextiques gauches de genre 1). — Or Z' peut
devenir tangente a 1 en 1 ou 2 points donnees a l'avanee; et alors Q
a 1 ou 2 points doubles; bornons-nous a un point de contact (Z' dé-
pendra encore de 6 paramétres); la courbe Q peut avoir oonservo
son genre 3 ou devenir de genre 2; dans le premier cas, la surface
rogloe lieu des secantes triples de Q ll'aurait pas, dans son ensemble,
changd de degre, mais se docomposerait en un coéne de degr6 4
ayant son sommet au point de contact et une surface roglée qui
serait de degre 4 si, avant le contact de Z et Z', on avait eu le
degré 8: c’est impossible, Q etant de degre 6 et devant etre ligne
double de cette surface de degre 4; si le genre de Q est devenu 2,
la contradiction disparait; c’est le degre de la surface reglee totate
qui s'est eleve de 4 unités, par l'introduction du coéne de degre 4.
Je signale donc cette diffieultd a rdésondre.

Or nous allons otudier directement les surfaces de degré 5
et obtenir, sans recours au travail d’Halphen, une courbe gauche
double de genre 1, ayant un point triple et appartenant a deux
surfaces cubiques Z et Z' dont le reste de l'intersec.tion se compose
de trois droites. C’est donc un cas particulier de celui donne par
Halpben: les trois droites donndes, Z et Z' ddpendent au moins
de 7 parametres; la courbe Q, du moins dans le cas geueral est de
genre 1, avec 9 points doubles apparents; d’un point de Q partent
donc 5 secantes triples de Q, donnant une surface reglee d’'ordre 14
au moins; si Z' devient tangente a Z, ici le genre de Q se con-
serve (comme le prouve méme le cas d’un point triple) et la sur-
face régloe se decompose, lI'un des morceaux etant un c6ne a de
degré 4; le degre minimum primitif 14 est inadmissible comme
plus haut; admettons que le degre de la surface réglde, avant de-
mcomposition soit 14 -|- p, c'est-a dire qu'a chaque secante triple en
correspondent p la reneontrant; la contradiction disparait, car il
reste, apres docomposition une surface reglee S de degr6 10 -\-p
ayant Q pour ligne multiple de multiplicite 4 [<r a deux gdndratrices
doubles qui appartiennent aussi a S comme gonoratrices doubles; cha-
gue goéndratrice de S rencontre a en quatre points; il y a donc
equatre secantes triples de Q issues du point double qui rencontrent
une secante triple de Q non issue du point double et en meme
temps p socantes triples ordinaires de S; chaque gonoératrice de a
rencontre S en 6 p points hors du sommet de er, il y a donc
6 -f- p secantes triples de Q non issues du point double qui rencon-
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trent une seeante triple issue du point double. Je signale ces faits

pour montrer le genre de complements a apporter aux recherches
d’Halphen].

12. — Etude directe des surfaces de degrdé 5, de genre zero,
ayant des points doubles et des plans tangents doubles.

D’apres les raisonnements du paragraphe 10, on aura, en uti-
lisant deux plans bitangents, x = 0, y = 0; une representation para-
anétrique

X = Atd-]-Bt2-f- Ct4~D

V= “+ -+ -+

z = A2t3-[- B2t2 -f- C2t -j- 2)2 -|- X (a2t3 /2212 -f- y2* 4" 7))

9 = Ast3 -|- Bat2 -]- C31 -J- Ds -f- X (a8t3 4~ Ost2 4" 73* 4" «)
les deux cubiques x— 0, y =0 ont un point commun que nous
supposons obtenu pour t—0; d’oii

A_ 0 ="2=A
0 g a ,a3

on prendra donc

2 A=0 al=0 A2 = pa? Ai = pa.

oh p est une constante numsrique: on pourra donc ecrire:

x— Bt2-|-Ct-|-D
y=—pP(& 24-Fi + ") +<4+P)Pi 2+ T7i*+ )
2 = (B2 —pA>) 2 4% (N"2—pya-A —P™M-
+ (X4-p) (a»*84- 0t*2 4- 72 4" x)
o9—{Bt — pOt)t2 4- (C3 —P7s)* 4" A —p"3 4-
4- (X4~p) («3*s 4" 03*2 4" Ts* 4- <13)
De la sorte on a etabli une correspondance birationnelle entre I'une
des cubiques primitives et une conique; une homographie de l'espace
permet donc d’¢crire plus simplement
3 = Btsa-D
U= X@ i /Sji2 + Fi 4~ 1)
a— Bl 4" C2x4" D2 X(a2t8 4" $212 4" 7Ta* 4" 1)
9—Bst2 + C214~Ds 4" A(a313 &2 03* 4* 7s* 4" "3)

(4)
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En 6criyant que les generatrices t et T se rencontrent, on obtient

Bi2 4 Ct-\-P 0

0 0jt5 4- /3j 12 4- 71t + <1
B2t -|- C2t 4 Z)2 alts 420 A4 T7a 4 <4
B3t?4 A3 4% A3 «s 4" [3si2 A Tsi 4% <4

®) BT2A-CT™-D 0
0 AdTsA4MT2A47'T4A4 A

ATIAC2T'4A dl a7} + "N 72/+1
B3I, C3TIDs S8+ 720+ 73r+n

Oquation de degr6 5 en T, dont il faut supprimer la racine double
T—t\ c’est une vsrification de nos resultats, il y a trois géncra-
trices reneontrant la generatrice t
Cherchons les plans bitangents, par la methode indiquse plus
haut. Les deux équations
(ttB-|-w.B2A- ™) 2 4 {uC-\-wC2-\-hCMNt 4 wBAN A4 "A =@
(6)  (tmi+waa-Has)t3+ ("1+"2+W 1+ +
J-#d WS “p M=
doivent avoir deux racines communes en t; or, si la premiere est
identique, il y a trois racines communes: cela donne le plan de la
conique et les trois gcnsratrices qu'il contient: c’est un plan excep-
tionnel tritangent’, ce cas ecarte, on doit ecrire que la seconde
dquation (6) s'obtient en multipliant la premiere par pt-\-p, ce
qui donne
vdl 4" WiCfa-H (3 == (wB4“ B2“” -83 B
AMiR4ANN3== (UC-\-wC2-\-hC")p 4 (uB  wB2-\-hB")p
w7t 4N72 4-"73= (uD-\-wD2-\-hD."p -*-{uC-YwWC"A-hC"p
Voj 4 w<h 4N3 = (uD-\-wD2-\-hD"p
Quand ces ¢quations sont satisfaites, le plan (w, i, w, h) fournit d'abord
les genoratrices obtenues en egalant a zero la premiere 6quation (6),
puis la cubique obtenue en Ccrivant 1 4 44 H' 4 = 0. Ce calcul
nous donne en appelant A? 21 Pf, Pf> les quatre formes lineaires

en V,w, h qui sont dans les premiers membres, et Qt, Q2 Q3 les
formes en m, w, h qui sont aux seconds
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Mo ft — ft
) F2ftft = Ftftftd-Feft

P3QsQi = PiQi+ QIQiPi,
On voit que la developpable (m, u, w, A) des plans bitangents
est, en generat, de classe 6, car les deux dernieres equations sont
de degre 3 et on doit dliminer les droites

ft — Qs — 0
9) =ft=0
ft —9
On remarquera que la premiere droite est dans un meme plan
avec la seconde (Px = Q, = ft = 0), dans un meme plan avec la
troisieme (P4 = ft = ft — 0), mais les deux dernieres ne sont
pas dans un mome plan. Au lieu de doterminer ainsi I'enveloppe
des plans bitangents, on peut au contraire Oliminer u, v, w, h entre
les Oquations (7): on a ainsi:

i

=o a = sop —
C/Z + Bp fi, cze-E Bep 02 fF P 4 Btp — ft
(10)
Dp 4 cp x D2p 4 cz2p — y2 AN + ft/o —VS
o A o2p o> Dsp — s3

C'est I'é6quation d’une cubique en (p, p\, en general, elle est
de genre un; accidentellement ello peut devenir de genre zéro ou s'
abaisser au degr6 2; u, w, w; h sont exprimes rationnellemeut en
(p, p) et inversement de sorte que la developpable des plans bitan-
gents est en genoral de genre wi; d’autre part nous savons qu'elle
admet le plan tangent triple ft = ft = ft = 0; accidentellement la
developpable pourra etre unicursale ou encore s'abaisser a la classe 5.

Les surfaces etudibes en ce moment sont de mdéme espece
que leurs transformees par dualitd, de sorte que nous devons avoir
une ligne double, sertigue gauche de genre un, d point triple; au
point triple se croisent trois gonoratriees t', t", guand on Otudie la
portion de ligne multiple correspondant a deux gonoratriees sdcantes
voisines I'une de t', l'autre de i"" on obtient I'une des branches passant au
point triple de la sextique; les trois combinaisons (t',t"), (t',t"") (t",t")
fournissent les trois ares; le cone circonscrit A S du point commun a ces
gonoratriees (t, t', t") est du second degro et I'on peut dire que la
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surface est le lieu de la droite eommune a deux plans dont l'un
enveloppe un cone’de degrd 2, l'autre une deyeloppable de classe 3,
les parametres de ces plans se correspondant homograpbiquement.
Du reste nous retrouvons ceci en developpant le determinant (5J,
supprimant le facteur (T—¢%) et prenant pour yariables T-]-t—s,.
Tt —p-, le resultat obtenu, d'apres la théorie des fonctions symetri-
ques est une Oquation /(s,p) =0, du degrdé 3 par rapport & l’en-
semble des deux yariables s, p et le point d’intersection des deux
gonoratrices T, t a ses coordonndes exprimées rationnellement en
s, p; on a la sextiqgue annoncde; onremarquera qu'a un point (s, p)
de la cubique ¥— 0, supposée de genre 1, correspond un point de
la ligne double, et un unique plan bitangent, de sorte que la ligne
double et la deyeloppable bitangente se correspondent comme de
juste, birationnellement par dualitd; de plus ce plan bitangent re-
coupe la ligne double en un point unique, non situd sur les gonoé-
ratrices t ou T, de sorte que la sextique double admet ainsi une
transformation birationnelle en elle-méme. La sextique double est
obtenue par l'intersection de deux surfaces Z, Z', cubiques ayant
en commun trois droites dont l'une rencontre les deux autres;
Z et Z' doiyent encore avoir une position relatiye propre d donner
un point triple dans le reste de lintersection; ce point triple est
au croisement de deux de ces trois droites.

Si la cubique (10) en (p, p), ou si la cubique f(s"p) est uni-
cursale, il en est de méme de l'autre courbe, car les deux courbes
se correspondent toujours birationnellement, mais alors la ddyelop-
pable bitangente se decompose en une doéveloppable unicursale de
degré 5 et une droite (double sur S, tangentiellement et ponctuelle-
ment) qui est une goénoratrice eommune a deux nappes; la ligne
double se decompose en une quintique unicursale et la droite deja
indiqude; la quintique a un point double od passe la gdnératrice
double. En effet le cone ayant son sommet au point double et pour
directrice la ligne double est de degr6 3 et admet une gdndratrice
double sur lui et double sur la surface roglée.

Je donne des exemples numoriques simples des deux cas. Pour-
celui de la sextique

8 = 12 -|- X1

L) y= X(-1)
z = tA-Xts
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L'6quation de la surface peut s'obtenir en sliminant X d’abord, d’oii
deux $quations en t

yt —Xx=t—1t-[-
-1 Z—X=t—t-[-ty

que l'on raméne aisoment au degre 2 en i:

| 2—<(l-]~y) +«—a?=0
L’6quation de la surface

{[(i4- «)2—>]( —F —41—

(i3)  —{z—U+Ad+y)+ | +(z—2)(1H- y)} X
X {z(l+«/) + «—z — (X—2)2(] -4-2))} =

est de degrd 5, les termes de degr6 5 otant

[zya— x(z—2a;)2] y?
La courbe double a pour equations
(14) O+y2—zO_ (04~y)(z—3a)-f-02__ z0
0 O-\-y z—X

On a deux surfaces cubiques

[ %)2—20\ [—1] —z0 =0

(15) (z-a:)? + 02(2-a) —20(0+y) =0

ayant en commun la partie parasite
(16) e=a—0; Z—x=0, 6=0; 0=y—0

composcée de trois droites, dont la seconde rencontre les deux autres.
On a aisement au moyen d’un paramotre les coordonnses d’un point?
double x, y, z; en effet et t, 6tant les valeurs de t donnant les
deux goneratrices correspondantes, on a, en posant tt 4~

tttt = p, dapres (12), en tenant compte d'abord de la seconde

17 Z—X=p y—s—1
puis, d'apres la premiere
Zjg-. 8—z_ps 1_z 9

1 S p 14"P

On a donc les formules definitives
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ps? Z—X=p y—s—1
(19) 1
§$=1-44)(1-F-s) ou p2s-f-1-|—>4-1—s3=20
qui montrent que la courbe gauche est de genre 1, degre 6, corres-
pondant birationnellement a la cubique piane (s, p); on a en effet

— (1 4-s)4-|/(1—s)a’-4s

(20) 2

-(I+3D)x=(l-s+ 325 +-)
2s
qui donnent pour l'une p=—1--58 . pour lautre p =

Pour s =0, p a deux determinations.

— 10 —s34~+e; s=o00 est la seule valeur de s, autre que zero,

rendant p infini; on a en posant s = —, pour s' petit,

De la sorte, si on substitue les yaleurs, (19) de x, y, z dans le pre-
mier membre de l'equation du plan

(21) A(z—Xx)-\-By-{-Cz-\-DO =0
on trouve
(22) Ap (1 +p~) +B(s-1) (1 +p) + Cpsz+ D (1+p)

Cette expression (22) a, pour s =0, un pole double et pour s infini
deux poles triples; elle a donc exactement huit zeros; mais il faut
supprimer le zéro double parasite s=0, p——1- si—— de
sorte que nous avons bien ydrifie que le degre est 6, le genre 1;
pour C nul, nous avons l’equations

A4p+B(s—I)+D=0

dont le premier membre n'a plus que trois pdles et trois zCros, de
sorte que le point a linfini (z=x, y =10, 0 =0) est bien un point
triple de la courbe; en effet nous constatous que la section de la
surfaee par le plan y—” donne, soit X = 0, soit f 1. Pour
X =20, on a sur la surfaee la parabole (P; x = a2 pour t = -|- 1,
la gencratrice x =1z qui perce P au point (0, 0, 0) de la courbe
double (p =0, s=I1) et au point simple (1,0, 1) ou le plan est
tangent; pour t— — 1, on a la gonsratrice y =10, z— x— 2, qui
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perce P au nouveau point simple de contact du plan, (1,0, — 1) et
au point double (4, 0, 2) obtenu pour s =1, p = — 2; lintersection
du plan y = 0 avec la surface se complete par la droite a linfini

. . |
de ce plan, comme on le voit en ecrivant. t =

sur la surface les coordonnees homogenes
X'(('(I_Z‘S), il <+ x;,

Pour t' =0 on trouve la droite annoncée (1, 0, X', 0). Le point
triple est donc obtenu pour

s=0, p=—I-]-...;

Pour la premifere branche, la tangente est a distance finie; pour
les deux autres elles sont dans le plan de l'infini. On remarque que
les coordonnees plilcksriennes de la génératrice sont

@) t P—1 P, —t(P—D) P—P, PP—Y
de sorte que l'on a
(24) a—Cc—71=0

equation d'un complexe lindaire non spccial, par rapport auquel la
surface est evidemment sa propre rociprogue; le plan des deux g¢-
nératrices concourantes est le plan polaire du point double (s, p');
le plan polaire de (x0, y0, z0, i) est le plan [1, 20, — (y0 1), 29 —a;0]

(25) X—ZZ0—x0— (y0 Z—z0Y) =0
on trouve donc le plan bitangent
(259 1+ 4-pK-s(l+>Z+ (1+p) =0

La section de la surface par ce plan est donnée par la relation

(26) [~+p)#R2 + M 1| +pf +
| tRps — 1) —s(l +/))Z3 =0

qui se ddcompose en deux facteurs

(@71 pP—st-A-p =0

(28) (i+"_x[( + psta-st =0

Le premier donne bien les gensratrices Z, et t2; le second donng
une cubique piane; remplagant dans (11 , X par la valeur tirce de
(28) on obtient les expressions unicursales en t de cette cubique;
Rocznik Pol. Tow. Matem. 12
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le point double s’obtient sans difficulte: si on pose, pour ce point,

t'-\-t" =35l et on a aisement
29 _S2—s— (1 -jo2 1--p
(29) PL= (1+PR—S°" 51 << (1+J9)2 —S!

Ces formules réalisent la correspondance annoncée sur la sextique
double (dans le cas particulier choisi, cette correspondance est in-

volutive).
Soit maintenant I'exemple de la quintique gauche unicursale:

il est fourni par la surface
(B0) x=1 y = i4-X(<4-1)

En remplagant quil faut eliminer t entre les

oquations

(31)

On obtient I'6quation
{0z -|- x2)2z — 2x0y{0z  x2) — 02(x — ff)z2 -f-

4- 7z0x{20x-]- Oy — xy — 02) — 02y{x—0) — (0—9y)x
qui montre que 0— x— 0 est godneratrice de rebroussement, le
plan tangent tout du long etant le plan 0 = 0: la section de la sur-
face par ce plan est la conique (2 i, 1, 0) obtenue pour X =0 et
la droite Xx — 0 — U obtenue pour i3 = 0.

La ligne double est determinse par les 6quations

Oy — xz Oz—Xx Oz
(33) y =—0‘¥=

On peut la considorer comme intersection des surfaces cubiques

( Oxy —x2z—0z2 =0
BN | Oxz—x2y—02z =0

qui ont en plus en commun les droites parasites x — 0, z=0 com-
tant pour une unité; y =0, z—O0 aussi, puis # =0, 0=0 comptant
pour deux; la premiere reneontre les deux dernieres; en 6liminant y
qui figure au premier degro dans les c¢quations (34) on a aussitot
pour la quintique unicursale les expressions parametriques



179

~ 1 — -1
¥85) y=(a, 1 3.28)0 1) z 1__

(en faisant 6 — 1). On peut eerire les equations paramotriques de
la courbe

(X=2zX8 Y=(@z0—08— (z—0)0
| Z=(F#02- 08—eh)a;? F=x<>0

Pour x — 0 on a le point (0, 06, O, 0) a linfini sur Oy, pour 0 =0,
le point (0, 0, —a?%, 0) a linfini sur Oz; on voit aussitot que le
point a linfini sur Oy est de rebroussement, la tangente de re-
broussement étant x =0, O=0, gobnoratrice double de rebrousse-
ment de la surface. Dans cet exemple les coordonndes pliickériennes
de la gonoratrice sont

(37) r o i4-1-1g, — 12(«4-i)

de sorte que les génératrices appartiennent au complexe lindaire
non spocial

(38) 0—m =20

On en ddduit aussitot que la surface se transforme en elle-mome
par dualitdé relativement & ce complexe; les plans bitangents s'obtien-

nent comme plan polaire du point défini par (35); on trouve ainsi
comme homologue d'un point (x, y, z, 1) le plan (z;, — 1, — x, y).

13. — Surfaces de degro 5, de genre 1, ayant des points doubles
et des plans tangents triples.

Nous revenons aux surfaces du paragraphe 10, en supposant
3(wj — w0) poriode de pu. On ale droit de supposer Wi  w0; car,
si cela na pas lieu, on a «i = w0 4~ 266 ou K est une certaine pe-
riode de pu; nous remarquerons que
1) ap(wda~wi) 4~ fiP' (w4- wi) 4-7

a trois zoros dont la somme —3 est congrue a 3w0; on peut
donc trouver une expression

2) ap (w4~ Mo) 4- Pp' (w 4- «0) 4“ v
ayant les memes zéros que (1): le quotient
gp(w-|-a>)4-"p'(wl~«>i)4-V

ap(,w-"wo) A-fip' (w4"wo) 4" 7
12*
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est une fonction elliptiqgue ayant le zs$ro triple »w = — w0 et le pdle-
triple oj = — wx; appelons la: si on forme I'expression

141 p(w-[- wt) 4~ V.1 [«p (<t>-1-w,,) -j-)3p" tb—<bo) 4~ 7]
(<) ap(.w + N \r_§ (o] +y
on eonstate qu'elle n'a que le pole triple w = — w0 et que les ze-
ros de atp(w4-wl) 4-Ap,oj Wj)4" 71 on peut donc la repre-
senter par
(5) et](oj-p- w0) 4~ fl,p’ (w 4" w0) 4" 71
Autrement dit on determine ainsi des coefficients nouveaux tels que

e =
apw4'w! 4“4p' (wi~wol 4“7

= gi P [« + Mi) 4~ p'(w + w? 4-71
«i p(wa" wo) + /4 pd« 4-woi + 71
_APW4-W)4~ o0 B3P W4~ W) 4~
alP (w-|-w0)4“ver  A3p(WZ Wol 4" eee
On peut donc remplacer les formules paramstriques (1) dis
paragraphe 10, dans notre cas particulier. par
X —"P(M +w°) + Bp'(w + (i)0) + C t X[ap(w + w0) + /3p'(w +w0) + 7];

oii X remplace X</>w) et peut etre pris comme parametre. Cela
revient a garder les formules (1) du numsro 10, en supposant
W] = W(. Au fond, la proprietd analytique etnployse revient a cette
propristd gsomstrique: si trois points A, B. C, d'une cubique sont
en ligne droite, joignons les X un point dinflexiou I; les droites
1A, IB, 1C pereent la cubique en A'. B', C' qui sont en ligne
droite. Nous avons donc les formules
@ X — Ap!»> + Wo) + Bp\a> 4- w0) + C 4- A [ap(w 4- w0)+4p/(w 4- Wo) 4- 7]
N’oublions pas que I'on a
-dpftOp) 4~ Bp' (taj -\-C_ Atp(d,) B,p''o,)4~ Ci__
©) «PI*“0)4-j8p'(w0)4-7— "pfwo -4 /8lp'(w0)4-71 —
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«Cette fois, toutes les courbes X = const. sont des cubigues ayant en
commun le point w = 0. On peut simplifier les formules (8): appe-
lons p la constante, valeur commune des rapports (9), et ajoutons
a x les deux quantites qui se detruisent

— pap(w-|-w0) - p3/(W-|-W0) — ey
et

pajp(w 4-wl) + p(w-f-Wol + py
Remplaecons C—py par (pa— A)p -|- (p /13— B)p* (w0) et on a,
sans avoir de.ormais a tenir compte d'dquations telles que (9), puis-
que l'on vient de les utiliser,

=@—pa)pWw w)—p@E)] (B—pO)[p’W -|-wd)—p" (o)
+ (X +p) [ap(w+ w0) + [3p" (W 4- wl) 4- y]

et quantites analogues pour vy, z, t, un changement de notations &vi-
edent conduit aux formules plus simples

X = A [p(W4- (f0) —p(w0)) 4- B[/(W4-wo) — p*(““0)] 4-
4-X[a{p(w4-co0)-Jp(wol}4-/3{p'(w-+wo)—_P'(_p'(Wo)}4-y]
(10) y= Alp(w4-wd)—p(<al)] 4- BI [p>4-100)—p'(W0)J+X[«]... ]
7= 4] [p(a>4-w0)—p W0JJ 4-  [p,(w4-(nol —p'(coo)] 4~ X[a2...
t = al [p (04-0)0)—p(woi] 4- bl [p'(W 4-<d0) —p'(>0)] 4~Mc3 10+
La cubigue X =0 se reduit d une droite A en representation impro-
pre; la droite A joint les points A (zi, At, A2 As) et B (B, Bt, B2, A).
On pourrait croire que w = 0 conduit au seul point C(y, Y2, y2, ys);

mais chaque valeur de w donne une goéneratrice; or, en rdalits, on
ne change pas la surface si on ecrit, sans changer les coefficients

0) 1
4-X[a(pw  w0) —p (W)} 4- 3 (p1 (« + wo) — P («0)} 4- Y]

Sous cette forme on voit que w =0 donng la droite joignant le
point C au point
Z>pip'(a>0)4-£X'(wo);, 4, p' (to0) 4- Ap"(w0); 42p'(w0)4~ B2p"(w0);
43p'(wo) + B3p// (<00)]
Ce point D est sur la droite A
Chaque g¢nératrice w = cte rencontre la droite A, le point de
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rencontre s'obtenant pour X=0. Appliquons notre mstbode pour avoir
les plans plusieurs fois (ou meme une fois) tangents. Les equations

(UA4-VA, + WA 4-h43) [jp (w —+ to0) — p (to0)] 4-
(11) wB4-VB, 4- wB?2 + hBs [p'(0) 4- to0) — p" (c00)] =0

(wa 4- vxt 4- w<x2 4* ~as) [\P(« + Wo) —P(®o0)] +

(12) 4- (wi34-  4- 4-h/3a) [y(w4-w0)—/(«,,)] +
4~u7-j-v 4*w"P"l- 7s—0

ont autant de solutions communes que de generatrices eontenues-
dans le plan. Si le plan contient la droite A, la premiere equation (1D,
est identique de sorte que les trois racines de (12) fournissent les
trois goncratric.es suiyant lesquelles le plan coupe surfaee <5 en de-
hors de A, qui est droite eecceptionnelle double: en effet, quel que soit
la constante m, I'equation

m [ p (w + w0) —7?(to0)J 4- [/ (to 4- tol) — p* (tod)) = o
a deus racines variables, ysrifiant la relation,
(13) w'4-t0"= — 3tol
fournissant le mbme point de A; chaque géneratrice w = to', to = to"

part de ce point de A- Les paramhtres Du )2, Qi des gensratri-
ces eontenues dans un meme plan avec A satisfont a la relation

(14) a + Dl +Os = -3tol

(On suppose que le point C n'est pas sur A, sinon la surfaee s'abaisse-
rait au degré quatre, avec A comme droite exceptionnelle double).
Supposons maintenant que le plan P ne eontienne pas A: alors
I'equation (11) fournit les deux yaleurs w', to", liées par (13) corres-
pondant au point ou le plan P perce A; les racines de (12) donnent
les points oii P perce la cubique obtenue pour X = oo, elles sont
lieeS par (14): on veut obtenir Ol — w', Qi — to"; donc on doit
avoir Qs — 0 et le plan passera par le point- (7, d’ou premibre relation

(15) Ww74" 071 +w72 +"7« =0
et ensuite — >, Q2 — to" fournit

(16) VA ~b~w (M@ 4~ & wPz N33 —
' (ua.-\-val-\-tca.? 2 ha3)=0

On obtient donc une serie de plans bitangents enyeloppant un cone-
du second degre F ayant son sommet en C. Le plan A, C est ma-
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nifestement un plan tangent a ce cdne /™ ce plan rentre dans la
categorie des plans bitangents; il donne la génératrice CD et deux
autres se coupant en un point de A. Le cone circonscrit de C A la
surface S comprend d’abord la droite CD (prise tangentiellement
comme ddveloppable de classe 1), puis le cone /” comptd deux fois:
quand un point  decrit A, les deux gencratrices, issues sur S de M,
donnent un plan tangent a  les points de eontact de ce plan avec S
sont sur la géndratrice de contact du plan et r et c'est ce qui expli-
que que le cone /" doit 6tre comptd deux fois. On remarquera que

— fournit w periode, donc 4 yaleurs de w' et

A chacune correspond une goneratrice stationnaire.

Chaque section piane est du genre 1; donc elle posséde cing
points doubles eaactement (pour les plans bitangents on a deux gs$-
nodratrices et une cubique de genre 1, sans point double); en dehors
de A, on trouye donc une courbe gauche de degre 4; dans chaque
plan pivotant autour de A, il n'y a que 3 points doubles hors de A
donc la courbe a nécessairement un point commun avec A. Or on
constate directement que la donndée d’'une droite A et d’'une biqua-
dratique gauche (B) ayant un point commun détermine une surface S
de degre 5 ayant ces deux lignes A et (5) pour lignes doubles; il
y a identitdé avec ce qui precede; la surface 5 peut Otre consideree
comme lieu des secantes triples du systeme A (5), en excluant les
cordes de (B) issues du point commun a A et (B). Une biquadra-
tigue (B) dopend de 16 parametres; une droite A la rencontrant
depend de 3 parametres; on trouye ainsi 19 parametres pour deter-
miner S: c'est bien ce que Fon a trouyd (20 quand la quintique
double de S ne se ddcompose pas, cas Otudie au paragraphe 10;
19 ici h cause de la relation w0 = w,).

La ycrification analytique des propristes indiquees se fait sans
difficulte, sans se seryir des fonctions elliptiques, en prenant A pour
axe des z, puis la tangente a (B), au point commun avec A, comme
axe des a?% le plan Ozx coupe (B) en O d'abord comptant pour 2,
puis en Ol et 02, ce plan xOz est celui qui rentre dans la cate-
gorie des plans bitangents ou tritangents: 00? sont deux go-
ndratrices se croisant sur A, et OY 02 est celle qui passe au sommet O
du coéne trouye plus haut, enveloppe des plans bitangents; le plan
zOx se trouye tangent en O a la nappe contenant OO! et aussi
a la nappe contenant 00" de sorte que CO est generatrice du cone C,,
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La dSveloppable des plans bitangents a (B) perce A aux quatre
points (autres que 0) qui donnent les gdneratrices stationnaires.

Par dualito, les surfaces Studiees ici donneront les surfaces
du cinquieme degr¢ ayant une droite exceptionnelle, lieu de points
triples, envel<ppe de plans bitangents, que nous signalerons plus
bas. Un cas de degénerescence est celui ou la biquadratique a un
point double, sans que la droite A y passe; la surface est alors
unicursale et, ce cas s' obtient en reprenant les formules (4) du
numéro 12 et supposant C—  m=C3 =0 de sorte que la conique
mise en Syidenee soit une droite en representation impropre.

14, — Surfaces de degre 5 il points doubles et il plans
guadritaiigents.

Nous continuons l'stude des surfaces de degre 5 telles que
dans chaque plan siinplement tangent la quartique C perce G en 3
points distincts; la surface n'a comme points singuliers que des
points multiples dordre 2; le cas ou elle n'admet, comme plans
tangents singuliers, que des plans bitangents a et6 6tudio; quand
il y a des plans tritangents formant une serie continue, aucun d’eux
ne peut couper la surface suivant une conique ycritable. car, si I'on
Ctablit entre deux coniques une correspondance homographique, la
droite qui joint les points homologues engendre la surface de Clebsch
de degre 4 (ou une degensrescence); donc chacun donne une droite
double, la m$me pour tous et nous retrouvons les surfaces oOtudises
au numsro precédent. Il peut y avoir des plans quadritangents: ils
pivotent autour d’une droite exeeptionnelle simple (ponctuellement),
mais quadruple tangentiellement, de sorte qu’il est plus commode
d'¢tudier les surfaces reciproques, qui ont une droite exceptionnelle
lieu de points quadruples et enyeloppe de plans simplement tan-
gents; on voit donc que toutes ces surfaces sont unicursales. On
arrive, directement. au resultat, en remarquant que tout plan mono-
tangent coupe la surface suiyant une quartique unicursale qui corres-
pond birationnellement a la droite exceptionnelle simple. On peut
donc Ccrire les equations parametriques de la surface sous la forme

x =Ajt +Bt-j-Ct+ Dt+ E
y—AJB  Bjt3 Gjtl Ar B)jt Ej

(1) zZ = 4-
9— 4,i44-Bli34- Cli2 4- D2t 4- Et 4"
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oh X et t sont les deux paramétres; I'axe Oz est la droite excep-
tionnelle et I'on a supposé que x Og le plan monotangent choisi; la
courbe lieu des points multiples est de degro 6 -J- A, h étant le
nombre des points oh la courbe rencontre la droite exceptionnelle:
or h est nul, car a chaque point de Oz correspond un seul point
de la quartique et chaque point de Oz est simple, sans ejcception.
Du reste la ligne double est déterminde par les oquations aux in-
connues X, Z X't

ACEt 2+ Dt+E__ zljit4-... _ Xt
Al +5Z34 Ct2 + DIT+~E —AO + Y. — YT —

235 i-\-.. -j—'£124XZ

Le premier rapport fournit la relation ndcessaire et suffisante entre
t et Z; le troisibme rapport et le dernier, dgalés au premier, four-
nissent, pour chaque couple (Z, t') les valeurs de X et X. En posant
t4- f =s, tt’=p, la relation entre t et Z, debarrassée du facteur
t—t' prend la forme /(s, p) = 0, oii T est une cubique en (s, p).
Les coordonndes a?, y, z, 9 s’expriment rationnellement en s, p, de
sorte que la courbe double F de la surface S 6tudide est bien de
degr6é 6, genre un; les sdcantes triples de F donnant une surface S
de degre 5, il est nocessaire, comme on lI'a vu au paragraphe 11,
qgue r ait des points multiples. Ces points se reduisent ndcessaire-
ment a un point ¢ triple de F, point triple de S, ou se croisent
trois gonoratrices, yl g2, gs. On remarquera que le cone de sommet co
ayant F pour directrice est de degr6 3 (au lieu du degré 5 pour
un point quelconque w' pris sur F) et n'a pas de goneratriee double
(tandis que le cone de sommet co' et directrice F admet, hors de coco',
deux goénératrices doubles); quand co' tend vers co sur l'une des
branches, le céne correspondant peut etre regjarde comme toujours
de degré 5, a condition de lui adjoindre les plans passant par la
tangente c a la branche suivie et I'une ou l'autre des deux tan-
gentes complémentaires ¢ Z, coZ"; mais alors le plan cott' (ou coZZ")
coupe le céne C de sommet co suivant une goéneratriee coy" (ou coc/)
qui doit Otre considéree comme limite d’'une génoratriee double du
cone de sommet co; on a ainsi, en utilisant successivement chaque
branche de la ligne triple, trois droites cop, co/, atg" qui sont des
limites de sOcantes triples et sont génératrices de S; le cone C est
de degré 3, de sorte que si on le coupe par un plan, on obtient



186

une cubique y et sur cette cubique y les points t, t', t", g,g" g'r
correspondant aux droites wt, wt',. .. wg": les trois points g9,9',9"
sont en ligne droite, ainsi que (t't"g); (t"tg)-, 11'g")-, on en do-
duit aisement que les sommets oppos6s du quadrilatere complet
ainsi obtenu (# g\ (t’, g’\ (t", g") sont cotangentiels sur la cubique y.
Le cone circonscrit a la surface S de w comprend d'abord chaque
droite wg, wg', wg" (prise tangentiellement) puis un céne du second
degre dont un plan tangent particulier est détermind par w et la
droite exceptionnelle. Je signale le probleme de g6omotrie intéres-
sant auquel peut se ramener la recherche de w; il doit exister trois
yaleurs du parametre t, soient t', t", t"* tels que les trois. generatri-
ces correspondantes concourent au mome point; or, en posant

e b1 — s reT — e
(3) [ = TN =t
e e = S8 e —os

on a, avec la cubique Cs, F (s, p) = 0 les relations
4 /On Pi) — 0 /(s2,p2) =0 /(s8, pt) =10

qui expriment que le triangle (s" Pl), (sirPi), (s3, p3) est inscrit
dans la cubique C3; ensuite les deux Oquations

| 2 —s2l-|-p2 —0

| ta—s314-p3 —0

ont une racine eommune t', donc on a

(6) (p3 — Pz)2 — Os — s2) (s2 p3 — s3 Pi) =0
relation qui exprime que la droite (s2, pt), (s8, p3) est tangente a la
conique d'equation tangentielle u2—@® =0, (I'é6quation des droites

du plan s, p 6tant u$-\-vp w—20). On est donc ramend a trou-
v6r un triangle inscrit dans une cubique et circonscrit a une conique.

15. — Surfaces de degre 5 ayant une droite triple et une
conigue double.

Nous avons o6puise tous les cas oii sur chaque gondratric&
de S les trois points Px, A, Ps sont distinets. Supposons maintenant
deux de ces points confondus, formant un point double de la quar-
tique C. La surface S a une ligne triple; on voit immaddiatement
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gu’une surface de degré 5 ne peut avoir une conigue triple, ni
deux droites triples non secantes; la ligne triple est une droite A
lieu des points eonfondus: le point P3 engendre une certaine
courbe double; par un point Ps passent deux gencratrices, dont
le plan contient la droite A et ¢puise ainsi toute la section de S
donc le lieu de Ps est une courbe rencontree en un point par tout
plan issu de A; si cette courbe est une droite A%, ne rencontrant
pas A, appelons x et xx les abscisses sur A et Aj des pieds d'une
gensratrice: on aura une relation algsbrigue f(x, xx) — 0 de degre 2
en ® et 3 en a; A est triple ponctuellement, double tangentielle-
ment; c’est I'inverse pour At; la surface se correspond a elle-meme
par dualitd. Pour avoir le genre, dcrivons la relation entre x et xx

(1) X2P — 2«Q +# =0
P, e, R etant polyndmes de degre 3 en ag; on a
r Q-+ ¥R

Q2—PB ne peut etre carr$ parfait, sinon ont trouverait la reunion
d'une surface cubique et d'une quadrique; donc si Q2 — PB n’a
aucune racine multiple, on a une surface de genre 2; les racines
de Q2—PB donnent 6 goéneratrices stationnaires, pour lesquelles
le plan tangent contient A et il y a de mome 8 generatrices sta-
tionnaires pour lesquelles le plan tangent contient An obtenues en
exprimant que (1) a une racine double en xx. Si Q2 — PB a une
racine double, la courbe /(z, =0 a un point double, la surface
est de genre 1, parce qu'elle admet une godndratrice double (qui
a diminué de deux unitds le nombre des generatrices stationnaires
des 2 catsgories); si Q-— PR a une racine triple, on a une gcne-
ratrice double avec deux plants tangents eonfondus en chaque point;
la surface devient de genre zero soit si Q2 — PB a deux racines
doubles (deux gonoratrices doubles), soit si QI— PR a une racine
double et une racine triple, soitsi Q2 — PR a une racine gnadruple
ou une racine quintuple: la racine quadruple donne une generatrice
unique double, posssdant la particularite qu'en chaque point il y
a deux nappes regulieres ayant le meme plan tangent; la racine
quintuple donne nne gendratrice telle que toute section piane pre-
sente, sur cette gondratrice, un point de rebroussement de seconde
espece; on a un exemple simple de ce type en prenant la relation

(I —xX)x2—2xxc-[-xx =20
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Si la ligne double lieu de P3 est une conique C2, cette coni-
que rencontre A en un point et nous avons le cas correlatif des
surfaces etudiees au n° 13. lci de chaque point de A partent 3
géneratrices et le plan de deux quelconques enyeloppe une dove-
loppable de classe 4. genre 1, A etant tangente a cette développable;
le plan de la conique C2 coupe S suivant une gendratrice issue du
point commun a A et Cg; du point commun a C2 et A partent:
d’'abord la generatrice située dans le plan de C2, puis. deux gsn¢-
ratrices situees dans le plan contenant A et la tangente en ce point
a C2 Or on peut encore dcfinir un point de A par son abscisse X,
un point de C2 par son parametre unicursal .r,; on a encore une
relation /(a:, a?)) = 0, algebrique, de degrs 2 en x, 3 en xx; pour
le point x° on A rencontre C2, on doit avoir deux valeurs de X,
tgate$ a a%, parametre de ce point commun sur C2, de meme pour
Xj = a®, on doit avoir deux valeurs de x ¢gales a x°; donc le point
X =X° X, =X, est un point double de la relation f(x, ag) = O:
cela confirme bien notre résultat que la surface S est de genre un,
en generat; si la relation f(x,xI) = Q a un autre point double, on
aura une surface unicursale, avec une gencratrice double comple-
mentaire. On trouverait sans peine les géncCratrices statiounaires,
comme dans I'exemple qui precede.

L'analogie des rosultats montre comment on peut faire corres-
pondre birationnellement deux surfaces reglées, l'uue ayant une
droite exceptionnelle A triple et une droite A double exceptionnelle,
de genre un, et une surface reglee ayant une droite A triple et une
conique Ca double; toutes deux sont representees a un certain point
de vue par la ms$me relation f(x, x,) =0, interprctoe differemment.

16. — Surfaces de degré¢ 5, ayant uue droite exeeptionnellc
de raccord.

Sur chaque generatrice G, en supposant encore P, et P2 con-
fondus, il peut arriver que cette coincidence tienne a ce que G et
la section piane C sont tangeutes: il y a une ligne de raccord, ligne
double de la surface et le point P3 engendre une autre ligne double.
Toute section piane presente, au point on elle perce la ligne de
raccord un point double comptant pour deux: comme le nombre
maximum des points doubles est 6, on voit que la ligne de raccord
ne peut etre qu’une droite ou qu’une conique. Enyisageons d abord
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le cas de la droite de raccord: nous la prenons comme 0z\ il no
peut y avoir, en chaque point de Oz, qu’un unique plan tangent
(comptant pour 2), donc les Oquations paramotriques de la surface
peuvent etre prises sous la forme

@
z,, Otant la cote du point de contact, avec
2) --2Am B((@) =0

A et B otant rationnelles en za. L’'6quation de la surface est alors
(3) (yz-1 X)3 A-2y3(yz — C =0

Pour avoir le degré 5, il est ndcessaire et suffisant de prendre

Z3 3hA azA-d

_a
H2) = a2z -f- b3

(4)

et I'on a la surface
(yz— (a3x hy)-|-2(yz—x~) (aa:3-|-3bx3y  3cxy?  dyys)
4" «i#64~ ">blxiy 4- i0b2x3y2 4~ 10b3x3y3-]-5bixyi-\-b5x3 — 0
Comme I'6quation (2) donne

6 m "gg»4~"M4~"C20~I~")~I-hat; 34~--a—(q2go4~fra)(aid>4~-0
q2Zq 4- bl
on voit que le genre de la surface est, en general, deux; on a aiso-
ment les gonoratrices stationnaires, ou les cas de degdndrescence,
oii le genre sabaisse, certaines gonoratrices doubles s'introduisant;
la discussion est analogue a celle qui a 6t6 faite au numoro proco-
dent ou au numoro 8 (surfaces de degr6 4 avec une droite de
raccord). On remarque ici quen réalito l'axe Oz est triple, parce
gue cet axe est a la fois droite exceptionnelle et goneratriee rogu-

liere: pour 20 6gal a - une valeur de m devient infinie et les

oquations de la gonoratrice deviennent y =0, x =0\ (le rdsultat
subsiste avec quelques modifications si a2 — 0). Une section piane
guelconque prosente sur Oz un point triple avec deux branches
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tangentes entre elles, et ce point triple est I'6quivalent de quatre
points doubles. Au point de cote h, sur Oz, 'ensemble des plans
tangents a pour Gquation

{yh —x)2(@2x h2y)=20

on trouve donc le plan tangent double variable et le plan fixe
X b2y —0 correspondant a la nappe admettant Oz pour géno-
ratrice réguliere (mais stationnaire).

17. — Surfaces de degrd 5; ayant une conigue de raccord.

Supposons maintenant que la ligne de raccord soit une coni-
gue C2; le reste de la ligne multiple est rencontré en un seul point
par chaque goéndratrice; ce ne peut Otre une droite, car les deux
gonoratriees issues d'un point de C2 seraient dans un mdéme plan
avee cette droite et ce plan serait tangent a Cs, d'ou contradiction,
car on devrait pouvoir mener de la droite oo ! plans tangents & C2
Le reste de la ligne double est donc une conique C2; d’autre part,
par dualite, le type de la surface se conserve; donc, en chaque
point de C2, le plan tangent double enveloppe un coéne /~2 conte-
nant C2; en chagne point de 02, le plan tangent double enveloppe
un céne /~2 ne contenant pas C2. Toutes les sections planes de la
surface sont unicursales, car elles ont I'6quivalent de six points
doubles; en un point J7 de C2, le plan bitangent coupe la surface,
d'abord suivant les deux gonoratriees HfG, M G' issues de M, puis
suivant une cubique unicursale ayant son point double en M-, en
effet la nappe engendrée par MG, en suivant M par continuito
sur C2, admet en M le plan MGG' comme plan tangent, de sorte
que la section de cette nappe admet M comme point double, les tan-
gentes Otant M G (laquelle est un moreeau de la section) et la se-
conde direction asymptotique de cette nappe; de mome pour la
nappe lieu de MG' et on a ainsi les deux tangentes a la cubique.
En un point M' de 02, le plan bitangent donne dans S comme
section d'abord les deux generatrices issues de JZI, puis une cubi-
que unicursale qui a pour point double le nouveau point oii son
plan coupe C2. Nous voyons que les surfaces etudides ici pourraient
aussi etre considerées comme degondreseences de celles du numoro 12;
seulement la sextique (dc genre 1) de ce numéro 12 est ici décom-
posée en une conique C2 (a compter pour 2) et une conique C2
Si on appelle t le parametre unicursal de C2, p celui de C2, on
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a encore une relation /'(E, p) = 0 de degre 2 en t et p s¢parément,
qui doit etre de genre zo6ro, de sorte que cette courbe (i, p') qui est
de degrs 4 (ou 3) doit avoir un point double.

Remarquons dailleurs que si C2 et C2 ne se coupaient pas en
deux points, il y aurait au moins un point, commun a C2 et au plan
de C2, sans appartenir- a C2; ce point de C' aurait sur C2 deux ho-
mologues, de sorte que le plan de C2 couperait S suivant C2 (comptant
pour 4 au point de vue de lintersection) et suiyant ces deux gs-
neratrices: le degre de S surpasserait donc 5. Il est donc etabli
que C2 et C2 se coupent en deux points. Ensuite le plan de C2
coupe /S, en dehors de C2 suiyant une seule generatrice reguliere,
et cette gensratrice est necessairement tangente a C2 en l'un des
deux points communs a C2 et C2, soit m; ce point considéré comme
appartenant a C2 a deux homologues sur C2 eonfondus avec lui
mome; consid$r6 comme appartenant a C2 il a sur C2 deux homo-
logues dont I'un est m, l'autre un point m'; la droite mm' est la
génoratrice nouvelle suiyant laquelle le plan de C2 coupe 2% Si
maitenant nous considsrons la second point n commun a C2 et C2,
si on appelle t0, p0 les parametres de n sur C2 et C2, le point (t0, p0+
est precisoment le point double de la relation /(i, p~) = 0; les deux
generatrices issues de n sont dans le plan contenant les tangentes
& C2 et C2 au point n. Corrclatiyement, les deux cones L2 et /~2 ont
deux plans tangents communs.

On ysrifiera sans peine ces resultats sur un exemple simple
tel que celui obtenu en Oliminant t et m entre

y — 2tx-[-t2-\-2tz— 0
(1) Z— m(xX—t)
m m—t=20

La conique C2 de raccord est la conique

(1) y — rr2==0 z=20
La surfaee est unicursale comme on le voit en remplagant t par
m2 -|- I'elimination de t et m se fait plus aisSment en resolyant

la premiere eguatiori en t, d'ou
z

z+ fI(x—2z)2—y
Fn portant ces yaleurs de t et m dans la derniere on a I'6quation
cartesienne de la surfaee

@) t—x—z |« z2—y m
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{x—2)(4zx— 4722—x2 222232 y— Xy} =
=[#—2)—y]l[4zx—4z22—x2 z —y}
qui est bien de degre 5; la section de la surface par le plan 0=0
est yIx2—y")2 — 0. En ¢ccrivant que les deux géncratrices m et m’
se rencontrent, on trouve la relation symstrique p =mm")
(5) (s+1)"(2p-s) =0
Le facteur s—--1 =20 correspond aux deux gonératrices qui se

coupent sur (J,; en prenant s— 2p on trouve comme point de ren-
contre la parabole C2

(6) X — 4p2-\-p y — 3p2-\-p z— 2p2-\-p
qui coupe C2 aux points

X—y=z=0 t=0 p=20

n 4 1

(7) * — 121 y — 21 * — O *:21 P~~21

La relation entre t et p s'obtient en S$liminant m entre les deux
¢quations

(8) m m—t=20 m2 — 2pm -j-p =0

Cela donne la cubique unicursale

9) (+7) + (+7)YJd + 2p)-~+2" =0

Pour t=0, on trouve p—0, p = — 12 on trouve la

valeur double pour p =0, on trouve la valeur double
pour p = —é on trouve la valeur double £ =—; le point

1 t=—1i: dai i
double est p = — 2> t E d'ailleurs les equations (8) donnent

p et t unicursalement en m. Le cdne /~a est le cylindre parabolique
d'équation {x—z}2— y = Q¢ le plan des deux gendratrices secantes
au point p de C2 est

(10) 4p2X— Z-|~ 2+ 2p — 8p)Z—p@Bp + 1) =0
On trouve ainsi pour enveloppe un coéne r2 ayant son sommet au

point X=-7", Y —1, Z=1—] du sommet de I~2, la ds$veloppable
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cireonscrite eompreud d'abord r'2 deux fois, puis une gonoratrice
4 . -
t=2 m=—2, p——O ; du sommet de P>, point a linfini dans

la direction x =12z, y =0, la deyeloppable cireonscrite comprend
d'abord /~2 deus fois, puis une gonératrice (t=2, m=1 p=1)
-appartenant d’ailleurs au cylindre /",.

18. — Surfaces de degre 5, ayant une droite guadruple.
Nous avons epuise le cas oti les trois points P2, P8 se roduisent
s«a deux; il reste a Olucider celui ou ils se confondent; nous avons

deja rencontré (droite de raccord) celui oti ils sont confondus, parce
eque la quartigue C a un point double P, une branche o6tant tan-
gente a G, et une autre branche etant non tangente a G. Le cas
ou P serait point simple, point d’inflexion avec G tangente d'infle
xion, est impossible; en effet P devrait, pour une section piane
quelconque y passant, representer un point double unique équivalent
i trois points doubles confondus; autrement dit il engendrerait une
ligne de raccord, telles que les deux nappes soient coupdes par un
plan quelconque suivant deux courbes oseulatriees: les indicatrices
devraient eoineider, ce qui est impossible, puisque les aeux goné-
ratriees sont asymptotes chacune d’une indicatriee et sont distinctes.

Il ne reste donc plus a 6tudier que le cas oti P est point
triple de C; P engendre une ligne quadruple de S, ndcessairement
rectiligne. On a les surfaces reciproques par dualite de celles etu-
diees au n° 14. L’'équation de la surface, en prenant la droite exeep-
tionnelle quadruple comme axe Oz, est

FAX y A-Alz-'r j43) -|- X3y (B, y -|- P2z -f~ Bs) -f-
(i) + yt™y +cl3  cs) y 4~ bs) -|-
y (7i,y B2 P5=0.

De chaque point de Oz partent quatre gonodratrices; le plan de deux
d'entre elles enveloppe une développable de classe 6, genre uu, ayant
un plan tangent triple: ce plan tangent eorrespond au point de Oz
pour lequel trois des quatre gonoratrices sont dans un meme plan;
ce plan coupe la surface suivant une conique C2 et I'on peut repré-
senter la surface par la relation qui unit la cote h du pied de la
goéndratrice courante sur Oz et le parametre unicursal t de son pied
sur C2; h est une fraction rationnelle en Z, de degr6 4; si on suppose
que C? est dans le plan x Oy, I'é6quation (1) prendra la forme

Bocznik Pol. Tow. matem. 13
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z{ax4-\-bxiy-\-cxiyt-ir dxys—+ eyd) -j- (ax-}-fiy -f-yx'2-A-2Sxy-\-ey?)
¢ +EY) @ +0") {amx+fity) =0

En posant ., =1t, i est le parametre unicursal de C? et la relation

i
annoncée est, entre h et t,

@ SCLE A S e S IR

Le polynéme a-\-bt-\-et=dt 4 n’admet aucune des racines

de (@'4-jS'O («" -\-fi"f) (a.""fi"""ty, la valeur f — fournit h—0

d'une part et le point ou C2 rencontre la ligne quadruple. Les divers

of

cas a examiner résultent donc de la comparaison des nombres —y—x

-f1'"* -fi'"" -Fi .
—tt—, ; ----— entre eux ou avec les racines de
a a'l a
d—bt—ct —dt |-etd et y-|-28t--e
On peut effectuer sur les variables x, y, z une substitution
X =\X+yY y=X"'Xfi-y'Y z=vZ

pour avoir une forme roduite de la surface.

19. — Indications sur les surfaces réglées de degr6 guelcongue.

Nous avons etudi¢ completement les degros 4 et 5. Les mdémes
principes permettraient de classer les surfaces d’un degr$ donno.
Je me eontente d'indiquer quelques rosultats gendraux.

Sur une surface réglee d'ordre n deux sections planes de la
surface (par un plan non tangent ou tangent) se correspondent bi-
rationnellement par lintermddiaire de la goncratrice unissant les
points homologues (si I’'un des plans est tangent, on fait abstraetion
de la gdneratrice ou des gsnsratrices qu'il contient). Exceptionnelle-
ment si la surface contient une droite exceptionnelle simple (ponc
tuellement). mais d'ordre n— 1 (tangentiellement), la théoréme en
question cesse de sappliquer aux plans pivotant autour de cette
droite; on remarquera aussi qu’une surface ne peut avoir une sorie
eontinue de plans (ra—2) fois tangents que si n—4, car on a corres-
pondance birationnelle entre deux coniques. Il y a interet pour avoir
les equations paramctriques d’une surface reglée a determiner deux
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plans tangents d'ordre masimum; il faut encore remarquer que si
'un des deux plans tangents coupe la surface suivant une ligne
multiple d’'ordre p de la surface, la correspondance obtenue n’est
plus birationnelle (elle peut le redevenir formellement si l'une des
courbes est soumise a une representation paramdctrique impropre).
De la sorte, dans bien des cas, 1'0tude d’'une surface reglee consiste
a etablir entre deux courbes C et C', planes ou gauches, une corres-
pondance MM telle gu'a un point M de C correspondent g points
de C et, a un point M' de O, p points de C\ C est alors d’ordre
de multiplicite gq, C' d'ordre p sur la surface reglée; on voit qu'on
a ainsi le moyen d’'établir une correspondance birationnelle entre
deux surfaces rcégldes difforentes, de meme degr$ ou non: ainsi si
Fon considere l'equation algebrique entiere aM) = 0, Cette o6qua-
tion peut servir a définir une surface regldée S joignant le point
de parambtre x sur une courbe unicursale C au point de parametre
.r, sur une courbe unicursale C,; la relation étant de degre p en x,
g en x1} si C et C, sont deux droites. on obtient une surface S
d'ordre p-\-q ayant C pour droite d’ordre g (ponctuellement), p (tan-
gentiellement), avec les memes nombres inverses pour C,; en c.on-
servant la meme relation /(a?, a\) = 0 et prenant pour C et C\ deux
eoniques ifayant aucun point commun, on a une surface S' oii C
est ligne multiple d'ordre g, Cx d’ordre p\ a chaque point de C
situ¢ dans le plan de correspondent g génoratriees situses dans
le plan de <X, de sorte que la nouvelle surface S' est de degré
2 (jo-4-<) et correspond birationnellement a S, par exemple en fai-
sant, correspondre les pieds des generatrices, puis sur chaque gene-
ratrice faisant correspondre les points qui partagent le segment des
deux pieds dans le meme rapport; si la conique C et la conique €
ont un point commun, se correspondant a lui-meme par la relation
/(#. ajd = 0, le degre de S' s'abaisse. Nous avons rencontrd de tels
exemples en oOtudiant les surfaces d'ordre 5 (paragraphe 15): une
surface £ ayant une droite exceptionnelle triple et une autre double,,
puis une autre S' ayant une droite exceptionnelle triple et une co-
nique double; je cite encore le cas de la surface »S de degro 4
ayant deux droites doubles exceptionnelles et une génératrice double,
puis une surface S' de degr6 5 ayant une conique de raccord et
une conique double; ces deux surfaces Correspondent a une relation
/(>», a%) = 0 de degre 2 en 2 en xl et de genre zero.

Dans ce meme ordre d’idées on peut dire qu'eu generat une

13*
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surface rsglse de degr6 au moins egal a 5 est definie comme lieu
des sSeantes triples (ou n uples) de sa ligne double (ou de degre
de multiplicite supsrieur). Le probleme ainsi po$¢ reviendrait donc
a reprendre purement et simplement la classification d’Halptien des
courbes gauches, ce qui, nous l'avons dit en introduction, revient
a Studier deux fonctions algebriques d’une yariable, et non plus trois.
Mais on rencontre les difficult§s suiyantes: la courbe gauche peut
avoir des points multiples et on doit completer le trayail d’Halphen
relatif exclusivement aux courbes denuses de points multiples: en-
suite la donnde de la courbe gauche (indScoinposée ou dscomposse)
dont on prend les sSeantes triples peut donner plusieurs surfaces
et non une seule; il y a dailleurs a decider si les s$eantes sont
triples ou n uples: puis la surface rsglse obtenue aura souyent
d’autres lignes multiples, correspondant aux points de l'espace d'ou
Fon peut mener a la courbe plusieurs s$eantes triples.
Je donnne un exemple simple: sur la courbe gauche /~

() v
guatre points sont dans un meme plan moyennant la relation
(2)

entre leurs parametres. Considérons la surface obtenue en joignant
le point t au point t'— t3, on voit imm$diatement que r est ligne
quadruple de la surface S obtenue, laquelle a pour $quations para-
mstrigues

JC = /4-|-p/2G4 + I)(«2+ 1)
(3) Y =t3-\-

FZ=t +pt +V)

et est de degr§ 11, comme on le voit en coupant par la droite
arbitraire

axX4-/3lr+7Z24-§=0
(4) +71Z 0A—0
Sur chaque gensratrice G, le plan tangent en donne une courbe C
de degrs 10, coupant G en trois points confondus en chaeun des

deux points ou G rencontre /°, en un point au point de contact,
et en 3 autres points qui engendrent le reste de la ligne multiple.
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Si on ocrit que les deux gonoratrices (Z, 23) et (Z, fi) se reneontrent,
on a dapres (2),

5) ¢ Z)@li—n4+20—221=0

La solution Z-f-Zj = 0 correspond a une quintique P double de la

surface, situde dans le plan de symetrie Y — 0 de la surface S;
t

iy _P .
P est obtenue aussitét en remplagant p par = Puis rem-
! ——a

plagant 22 par 0. La section de <§ par Y— 0 comprend, en dehors
de P, la goéneratriee I =0 qui est I'axe Oz- en prenant ensuite
la relation

(6)

on a le reste I~" de la ligne multiple; en posant Z Zj =s. =p,
la relation (6) devient

(7 p2--s2—p=20

Or le point de rencontre des deux gonoratrices (Z, 8) et (Zt, Z?) s'ob-
tient rationnellement en (s, p): la courbe P' est donc unicursale,
puisque la relation (7) est de genre zéro. Sans calcul on trouve le
degro de P'; P' est double sur S; chaque section piane de S est
unicursale et admet I'6quivalent de 45 points doubles; or on trouve 4
points quadruples sur /, soit I'equivalent de 24 points doubles, puis
5 points doubles sur P; donc P' est de degié 15. Toute gonéra-
trice de S rencontre r en deux points, P en un point et P' en
deux points; la surface S peut donc etre considorée comme lieu
des sOcantes triples de l'ensemble (p P) ou de l'ensemble (P, P");
la donnee de (/, P) laisse echapper P'; de plus les scantes triples
de (/. P) comprennent d’abord S puis une autre surface rdgloe X
ayant L pour ligne multiple dordre 13 et P pour ligne double;
de md$me la donnee de P et P' introduirait une nouvelle sur-

faee roglde.
On voit comment le procedd suivi ici permet d'obtenir aiso-
ment des lignes de raccord de nature complexe: il suffit de se

donner une courbe ¥ un plan attach6 a chaque tangente de I~ et
de joindre le point de contact aux points oii ce plan perce une
autre courbe P (distinete ou non de F). Par exemple avec la courbe P
6tudide a l'instant on pourrait associer au point Z, deux autres points
Zi et 12 par l'ensemble des relations
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ou f est une fonction arbitraire.

19. — Triangles de Poncelet. Noinbre fini.

Nous avons vu, en introduction, comment la consideration de
plans tri tangents ou n fois tangents, n 3, conduit a géncraliser
les polygones de Poncelet. Jindique rapidement ici quelques rosul-
tats, d'apres plusieurs notes que j'ai publides aux Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences, t 179, 1924, p 745, 878, 1241.

Dans un plan, eonsiderons une conique C2 et une courbe f-n
de classe n (n eutier 2). Si Ct et A, sont quelconques I’une vis-Avis
de l'autre, il existe un nombre fini, 1) («—2) de triangles
yoritables inscrits dans C?2, circonscrits a A; il existe "2 m(w— 1) so-
lutions impropres du probléme, obtenues ainsi: rune des 2n tangen-
gentes communes a Ct et soit fi touche C2 en J/o; de JA on
mene l'une des (n—1) tangentes a autre que fi et elle coupe C2
de nouveau en JA,; les trois points JA, JA, JA, donnent un triangle
impropre (un c6té confondu avec la tangente en JA a C2 et les
deux autres avec JA JA), dont les sommets sont sur ¢? et les cotos
tangents a A,. Le resultat se justifie ainsi: soit JA un point arbi-
traire de C2 et JA JA, JA JA deux tangentes issues de JA a A,
recoupant C2 en JA et JA: il est nocessaire et suffisant que JA JA
soit tangente a A,; or si M, est donno arbitrairement, JA a n po-
sitions possibles sur C2, et JA choisi, M\ a n—1 positions seulement
puisque nous ¢liminons M,; la droite JA JA enveloppe une courbe
de elase n(nh— I); on est ramene a trouver les tangentes communes
a fi, et en nombre n2(w— 1); nous avons vu que toute tan-
gente commune a C2 et A fournit (n—1) solutions impropres, de
sorte que le nombre des tangentes a conserver est n2(n—1) —
—2w(n— 1) = n(h — 1) (m—2). D’autre part chaque triangle corres-
pond i un ensemble de 3 tangentes. Pour w =2, le rdsultat est
bien connu (voir Halphen, Theorie des fonctions elliptiques). Comme
application de ceci, imaginons que sur la cubique
(1) X=t y=F s=11
nous joignions les points de parametres A et f2 lies par une rela
tion symctrigue en A, A et de degr6 3 en A et A; en posant

¥ i, 4-~ =5
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scette relation peut s'Scrire

(3) Asi-\-Bsip-\-Csp2-\-Dp3-]-Es2-\-Fps-[-Gp2-\-Hs-\-Kp-\-L = (}
Or remarquons qu’en Ocrivant

(4) dc=f1-|-pz, = + S==ii-|-P"2, 0=14~p

le poiut de coordonndes homogbnes x, y, 2, 0 donne

(5) yO - x2=p(tj—~F2)2 26— xy—ps(tl—ti)? zx —y2=pp{tl—t2)i

de sorte que tous les points de la droite (fx, /2) satisfont d’apres (3)
a l'equation
A(z3—xy}3-\-B(z3—xy)2 (zx — §\-C(z3 —Xxy) (zx—Yy2¥
+ D{zx y)3} E(z3-xy)?{p3 —a2)-)- F(zx —y2) (z3—xy)
(yd—a2) —G(zx—y2)2 (y3 - x2)-\-H(z3—xy)(y3 - 3;2)2-}-
-|- 7f(sa: —y2) (y3—=a2)2? L(y3—x2)3—0

«qui est I'equation de la surface régloe S de degré 6 engendree par
cette droite; S admet la cubique pour ligne triple. Sur le plan ho-
rizontal, la perspective de la eubique a partir du point a l'infini
sur Oz est la conique C2, y—x2=20; la perspective de la gén¢-
ratrice (A, 12) a pour egi:ation

n(7) y—sX-\-p —0

de sorte que I'équation (3) est I'équation de la courbe [~s de classe 3

w-enveloppe ie cette projection (la développable circonscrite a S du
point a oo sur Oz comprend trois gencratrices et un cylindre de
classe 3). D’apres ce qui précode il existe deux plans PQR et
P'Q'li' tels que chacun des triangles PQR ou P'Q'R’ correspon-
dant aux points d’intersection de ces plans et de la cubique (1) ait
ses cOtés formes de génératrices: ces plans sont tritangents et cou-
pent la surface suivant une cubique piane, de genre 1. Cela permet
donc d’obtenir encore la surface S comme lieu des droites joignant,
sur deux cubiques planes de genre 1 et de mstne invariant, les
points homologues dans une correspondance birationnelle; la sur-
face S a ool plans bitangents, mais n'a que les deux plans tritan-
gents fournis par notre procedé. Remarquons en passant que la
generatrice variable de  est dofinie par (7) et par

(8) Z-+-px = sy
plan passant par lorigine; I'equation (3), deja interpretee comme
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equation tangentielle du cylindre de classe 3 circonscrit a S du
point A linfini sur Oz peut donc etre encore interpretée eomme
oquation tangentielle du cone circonscrit a S de 1'origine; le cone
et le cylindre se correspondent birationnellement par plans tangents,
la droite intersection des plans homologues decriyant S. C'est tou-
jours la notion correlatiye de celle employée pour les droites joi-
gnant les points homologues de deux courbes se correspondant bi-
rationnellement.

On voit sans difficulte que toute relation de degre n en p, s
definit une surface rdgloe de degré 2n ayant la cubique pour ligne
multiple d'ordre w; rociproguement toute surface de degre 2n ayant
la cubique pour ligne multiple d'ordre n est roglée, car d’un point M
de la surface est issue une secante double de la eubique, secantes
ayant —==1 points eommuns avec la surface, donc lui apparte-
nant. Une telle surface a donc ool plans bitangents et exaetement
n_Ql_:__%_(_r]_:__Z ) plans tritangents — saut les surfaces spéciales que-

nous allons indiquer.

20. — Triangles de Poncelet: nombre infini.

Etant donnde une conique C2, on peut trouver 00" courbes /",
de classe n fournissant une infinité de triangles de Poncelet inscrifs
dans C,, circonscrits a dans le paragraphe précédent, on a pris
pour C2 la parabole ?/— x2— 0, ce qui est toujours permis par une

transformation homographique et la courbe f,, génerale dopend de-
flm. 3
(: garametres, nombre supOrieur a 2n.

Choisissons, au hasard, n-\- | points 710; ilA,... Mn sur C2, puis

encore au hasard points . M sur C2, choisissons
une reprdsentation unicursale (t) de U et désignons par

Q) AuH A+ AF+ . ~Fah=0

2 + + B+l —0

les equations definissant le systeme ... M,,) puis (tl/0, df)...

Considerons maintenant I’équation, contenant un paramotre-
yariable p,

@) (U4a-zip -F-(-1-j-p) —M_ = =2+ B,+lp—0.
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Deux raeines f, t" de I'06quation (3) satisfont a I'¢quation
AL+ -j- Alth AU = Ar-+ L+ A4
“) 5r"+14+51r»4-...+B|+

qui, apres suppression du iacteur t'—t" est entiere, sijmitrigue, par
rapport a t' et ', de degre n par rapport & chacune: c'est I'Squation
tangentielle d’une courbe /", de classe n. en prenant comme coordon-
nces droites les yaleurs des parametres i', t" fixant l'interseetion d’une
droite et de C2. Cette equation (4) exprime donc que les )
droites joignant 2 a 2 les (w 1) points dofinis par (3) sont, ei/cZ
que soit p, tangentes a . Prenons donc un point P arbitraire sur C2;
le t du point P fixe p de fagon que (3) ait ce t pour solution; les n

autres raeines de (3) donnent donc n (n2— Y combinaisons t',t"" telles
que P P' P" soit un triangle inscrit dans C2, circonserit a cha-
que point de C2 est sommet de —— tels triangles et chaque

tangente de f, porte (m—1) triangles.

Cette fois si M est le point de contact avec C2 d’'une tangente T
commune a C? et p l'un des points dintersection de C2 et
toutes les tangentes a issues d'un M et distinctes de la T corres-
pondante se terminent sur C2 en un p et réciproquement la tan-
gente a r,, en un p se termine sur C2 en un Al

Pour voir que la courbe /°, depend bien de n parametres, il
suffit d'Scrire I'equation (4) sous forme du produit de deux matrices

(®)

Les coefficients de I'equation tangentielle de /~, ne sont autres que
les mineurs de la matrice de gauche; dans l'espace a n-\- 1 dimen-
sions, ce sont les coordonnées pliickdriennes de la droite joignant
les points de coordonnees homogenes (A, At.... N,+1) et (B, .. B,,Hi)
et cela montre aussitdt que les /’, dependent effectivement de 2n
parametres non homogenes et que la donnee de deux gronpes de
(n-)-1) points sur C2 determine, sans ezception et d’une faeon unique,
la courbe /¢, correspondante.

Nous avons meme obtenu un resultat curieux que je traduis par
dualito: («-}- 1) tangentes a une conique C2 se coupent deux a deux



en ‘2" points; un nouvel ensemble de (/i -- 1) tangentes déter-

. o . . L
ming -----—- nouveaux points: les n(n-]-1) points ainsi obtenus

forment un groupe de points de surabondance n(n2—1) pour le

degre n et sont contenus sur une unique C,, courbe de degre n:
il existe oo ! tels systemes de (w+ 1) tangentes a C2 dont les points
d'intersection sont sur C,; on a ainsi ool triangles circonscrit a C2
et inscrits dans Cn.

Nous avons ainsi, en utilisant la cubique gauche X =1,
y—i2, z=1ts liee & la conique C2. y — a;2—0, obtenu des sur-
faces 6 de degr¢ 2n. admettant r pour ligne multiple d'ordre n,
et ool plans tritangents; S n’a pas d’autre ligne inultiple que et,
en fait de plans tangents multiples, n’a que des plans tritangents;
par dualite, on a une surface reglée S' de degre 2m, n'ayant que
des points multiples triples et des plans tangents multiples d'ordre w;

§ et S' sont de genre (n—1)2(m—2); la ligne multiple de S' est

de degrs 2NNl

Nous avons le moyen de faire des verifications des propristes
indiquces ici et au numero précedent. En effet, si nous prenous les
formules (1) du numero 10, en y laissant les' coefficients A. B, C,a,...
tous arbitraires, le point w =0 ne se correspondra plus sur les
deux cubiques X=0 et A= 00 et nous aurons une surface de
degr¢ 6 (et non plus 5), avec des plans tangents simplement bitan-
gents, tant que 3 (to, — w0) n'est pas une période de pu; la surface
a une ligne double qui est de degre 9 et qui est rencontrée par
une generatrice en 4 points; on pourra, en particularisant conve-
nablement les coefficients obtenir une surface de degré 6 ayant
pour ligne multiple une cubique gauche triple: cette surface rentre
dans celles signalees au numero precedent et nous avons mis en
evidence les deux plans tritangents exceptionnels, correspondant
a des triangles de Poncetet en nombre fini. (Quand la surface est
munie d’une courbe double de degre 9, si I'on met la surface en
perspective a partir d’un point de cette courbe, le contour apparent
devient une courbe /~4 de classe 4, la perspective de la ligne double
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sest une courbe Ca de degre «, et on a seulement deux triangles
inscrits dans C8, circonscrits a P4).

Quand 3(tt>i—0>0) est une psriode de pu, on peut supposer
ul =w0 et suivant que la ligne multiple sera double et de degre 9
ou triple et de degre 3, on aura ool triangles de Poncelet relatifs
A une et Cs ou a une /~s et C2

21.— Triangles de Poncelet; solution generale pour une conigue.

Si on roflschit au procede employs jusqu'ici, nous voyons
gu’une tangente (A, t2) a definie par ses intersections et t
avec C2, jouit de la propriete que t3, tt,... t,+i dsterminent avec la
droite (A i2) un triangle de Poncelet; si on recommence avec (A, t(),
les points ... t,#1 fournissent le mCrne resultat avec
{tj, tt); finalement chaque point du groupe {t2,111t,+ jouit de la
meme propriste, visa vis de  que les autres points du groupe:
cela n'a rien d'etonnant puisque. guelles que soient /', et C2, I'6qua-
tion tangentielle de P,,, /(<', t'') = 0, permet d’obtenir symetriguement
le total (t2,... /,#1) au moyen de A, mais alors les fonctions syme-
triques fondamentales en. f,, des n quantites (f2,...t,,+i) etant
exprimees rationnellement en A, il en est de mSme des fonctions
symetriques S2, m S+l de (tn t2,... t,+1); or, dans le cas des triangles
de Poncelet en nombre infini et du type etudie jusqu’ici, la courbe
(Sj, S2,... S,,t1) unicursale est obtenue en representation impropre,
exactement n-j-1 fois, puisque chague point jouit des ms-
mes prsrogatives vis a vis des autres; la courbe unicursale (Sj, S, S,,+)
de l'espace a w-|-lI dimensions est donc une droite et c’est ce qui
donne la solution imaginse au numoro precedent,# Sl; S2,... Sn+l
etant exprims$es linsairement au moyen d’'une meme quantite p.

Mais on peut modifier la construction: dabord il n'est pas ne-
cessaire qu'au point t! de C2 corresponde un seul groupe (f2, ...
ca pcint peut avoir pour correspondants q groupes (i2, ...
{t2,... les triangles de Poncelet etant formes avec t, et deux
points quelconques d’un meme groupe. Nous avons donc la solution
(jenerale par le proecds$ suivant: soit un polymdéme donng,, arbitraire,
P(p,t) de degrs$ q en p et w-j-1 en t; dliminons p entre les deux
4quations

<1) P(M)==" Pip.i=u



204

Le resultant. debarrassé du facteur = — t2)9 donne +Yequation, en
generat Indecomposable et symctrigue

) ' R(Af) =0

L'équation Rt,, f2) — 0 est I'equation tangentielle de la courbe /~
la plus generale cherchoe.

En effet, A donnd, on a q valeurs de p, soit p', p"...; adoptons p;
I'équation P(p', =0 admet, en dehors de A que nous rejetons,
n racines i2,... t,+, que nous associons a et trois points distincts
tt, tj, tk du droupe (A, t2,... tn+l) ainsi obtenu donnent manifestement
un triangle inscrit dans C? et eirconscrit a /7 [ici les fonctions sy-
tnetriques (SI; S2,... S,t1) ne sont plus rationnelles en p], Chaque
tangente (A, t2) & R fournit un unique p, par les oquations (1), d'oii
n—1 triangles portds par cette droite A, t2, chaque point de C2
fournit q valeurs de p, et & chaque p choisi correspondent M- 1)
choix de t2 et t3, de sorte que chaque point de C2 est sommet de
?L7v7v_l] triangles de Poncelet. La difference avec ce qui precede
consiste en ce que, primitivement, q Otait egal a l'unit et, qu'en
partant de t2 avec une droite t2 t2, puis de t2 avec une droite t, ts.
on peut repartir de t3 avec tti, ou avec t3ti..., mais, quel que
soit le chemin adopt$, on finira par revenir en t2; on aura pu se
donner lillusion d'avoir des polygones de Poncelet, bien qu'enn réa-
lite il n'y ait lieu de parler que de triangles; au contraire si q~"2,
on part de tx pour arriver en t2: si de  oii part avec’ un autre p
que celui commun a t} et t2, on se lance dans une direction qui
en gencral ne permettra plus de revenir en tv

On r$alise donc des surfaces régldes, par le meme procede
que plus haut, de degre 2 gn admettant la eubique gauche comme
ligne multiple d'ordre gn: la surface admet des plans tangents triples
(n— 1 passant par chaque goneratriee; et des plans tangents doubles
[n(g — 1) passant par chaque gencratrice],

Donnons une explication géometrique de ce procede (valable
pour q— 1 ou j=>1); j'ai ddja signal¢ que la conique C2 peut ser-
vir pour former I'équation tangentielle d'une courbe R quelconque;
chaque tangente a /~ est doterminee par les points t', t" ou elle
perce C2 et la relation /(<', z'")=0 est une equation tangentielle
de R; mais alors il y a deux cas a distinguer suivant que F est
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symetrigue ou dissymetrigue en t'. t"\ si F est symdtrique, la classe
de r est le degre en t' ou en posant alors

s=t + t" p=ti
la relation f(t', t") =0 se transforme en <£(s,p) — 0 oii p est par
rapport a l'ensemble (s,p) du degré6 de Fen t'; la courbe P est
transformée par dualité de la courbe (s, p) définie par <> — 0. Dans
le second cas la classe de P est la somme des degres de f en t', t"™\
le point t' pourra etre considor6 comme origine, le point t* comme
eztremitd de la tangente t'. t"\ dailleurs pour obtenir I'6quation tan-
gentielle ordinaire p(s,p~) =0 de P, il faut considerer le produit
/(1 t") A\, t') =0, qui retablit la symotrie (si C, est la parabole
g—x2 =0, la droite (t',t") a pour Oquation y sa? —7? = 0); on
peut remarquer que I'6quation tangentielle de P est alors de la forme
P'(w, w)= 02(w, ou F est le premier membre de I’6quation
tangentielle de C2. Ces principes rappeles, remarquons que dans les
equations (1), (2) on peut regarder p. tly ft comme les coordonnees
d'un point de C1; l'equation P(p, f) = 0 est I'équation tangentielle
d’'une courbe auxiliaire y; si P est dissymetriqgue en p, t (ce qui
arrive noécessaireraent si P est du premier degre en p, ou q=1),
le procedd revient a considerer toutes les tangentes de y qui ont
la meme origine p et a joindre deux a deux leurs extremites-. les
cordes ainsi obtenues enveloppent la courbe P; si P est symetrique
en p, i rien n'est change en reatite a linterprétation; on voit donc
gu'il suffit de se donner une courbe arbitraire y, mais comme I'equa-
tion P(p,t) =0 doit 6tre au moins de degre 3 en t et de degrd 1
en p, on voit que y est de classe au moins 4 en cas de dissymotrie,
de classe 6 au moins en cas de symotrie.
Une cireonstance curieuse doit 6tre signalée; mdéme si I'6qua-

tion Ptp.tj — O est indecomposable, il peut arriver que l'6limina-
tion indiquée de p entre

@) P(pJ,) =0 P(p.,i2) =0

conduise a une relation

2 P() =0

decomposee: alors nos eonclusions sont vraies encore, pour le plan
et les triangles de Poncelet, pour l'espace et les plans tritangents
a condition de conserver tous les morceaux de ddcomposition: on
a une courbe P. decomposee, une surfaee S docomposée. En realito,
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quand les triangles ne se rapportent pas a un meme morceau il.
y a intéret A prendre chaque morceau de décomposition de /~ou >
r,ett S, S... Mais alors pour /™ on a un polygone de Pon-
celet, et pour S' on n'obtient plus de plan tritangent: on a simple-
ment sur S' une cubique gauche lieu de points doubles, et, a partir
de chaque point de cette cubique, une suite fermee de X chainons
consocutifs formee de segments de gsnsratrices. Un exemple simple
fait comprendre le résultat: supposons que C? soit le cercie X! -j-y2=l,.
que p et t dosignent respectiyement p =e®, t=eie, ou i/l et 9
les angles (<Zr. OP), (Ox, OJIf); I'equation
®) p —t'+
peut etre prise comme equation P(p, t) = 0; la relation entre tt et t2
(ou et 02) est

2 kir
“) n-f-1
oh k est lI'un des entiers 0, L, == ,la courbe r se d$compose
donc en un ensemble de cereles U, P*,... concentriques au pro-
pose et correspondant aux polygones réguliers de n-|-1 cotes (ou
d’un nombre de cotes diviseur de rc-|~I): il n'y a plus a propre-
ment parler de triangles, mais simplement des polygones de Pon-
celet; la courbe y est ici une ¢picycloide a n rebroussements obte-

nue en faisant rouler un cercie de rayon AT sur un cercie de

rayon — j~auquel il est tangent extérieurement; le cercie x2-j~y2—I1

est celui qui a pour centre le centre du cercie fixe et est tangent
a lepicyclo’ide en ses n sommets. Si I'on considhre maintenant deux
coniques C3 et Ca qui ne sont plus bitangentes et admettent oot
polygones de Poncelet de n cotes, chacun de ces polygones fournit
une equation P(p, i) = 0 moins simple que p — t"+1, mais condui
sant encore a une relation decomposable entre et 2. cette fois
on a la division des fonctions elliptigues et non plus des fonctions
circulaires.

Jai indique la solution ginerale des triangles de Poncelet pour
une C2; je viens de montrer comment, pour certaines equations
particulieres P(p,t) = 0 la solution ¢choue pour les triangles pro-
prement dits mais fournit des polygones. Je vais indiquer une-
autre particularisaiion des triangles: nous allons nous arranger pour



207

que r se decompose et et que un ou plusieurs morceaux isolés ad-
mettent des triangles, tandis qu’a l'instant les cotés des triangles
enveloppaient des morceaus differents. Le procddd le plus goénoral
consiste a Ocrire, pour roaliser ce cas particulier

) P(P.0=0  Q(t6)=0

ou P a la signification doja donnee, Q Otant un nouveau polynéme
arbitraire de degro r en t, p en 0; I'dquation P =0 est I'6quation
tangentielle de la courbe y déja definie; I'é6quation Q(t, 0)=O est
I'equation tangentielle d'une courbe y' analogue, enveloppe de lg
corde joignant les points t et 0 de C2; de p origine, menons une
tangente ay', d'ou I'extrémite 0: la corde (p, 0) enveloppe une courbey,
en gondral irreductible, dont I'dquation tangentielle s'obtient en 4li-
minant t entre les equations (5), soit

(6) P(p,0) =0

Oporons, par le procedo indiqud, sur y; autrement dit dliminons p entre
(7) P(p,0) =0 P(p,02) =0

d'ou (8) R(0i,02) =0

L’'6quation P(0j 02) = 0 admet d'abord les solutions (Ot, 02) prove-
nant du systome

9) <?(i,01)=0 en,02) =0

Le morceau correspondant s’obtient en operant directement sur y'
(au lieu de y); ce morceau enleve, il restera a joindre deux points
0,, 02 provenant d’'une chaine (p, t}. 0J et d’'une chaine (p. 02) avee
« =(=1t2. La courbe /" ainsi obtenue est de classe rgnp” car a Ok
correspondent r yaleurs de t; a un t choisi correspondent q yaleurs
de p; ace p choisi correspondent seulement n yaleurs de t' autres
que t, et a ce t' correspondent p yaleurs de 02. Chaque point de C?

est sommet de $ ? ---- — triangles et chaque tangente de /~ porte

p(n—1) triangles. En effet. psur un triangle 0, 02 02, il suffira de
considorer le schéma

0] r t g p n p 0
n—l p 0

Il est nocessaire que 0, et 02, O et 02 soient liés par le meme p
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interinddiaire: le p a rq déterminations pour un meme a p corres-
N n 1]
pondent n valeurs de autres que le t primitif: cela donne _w 1

combinaisons A, t{ possibles une fois p choisi; A donne p yaleurs

pirgn(n —1)
2

de $2, et t\ p aussi pour cela donne bien triangles

ayant leur sommet en Bp, une fois Bx et 02 adoptds, il reste p(w—1)
clioix possibles pour B>.
La rdpetition de ce proeddd consisterait i1 ecrire

(10) PHp.pl) =0 A(pi, p) =0... A(pfLipf) =0 P>+i(ph, 0)=0
L’elimination de pt p2,.11ph entre les h 1 equations (10) con-
duirait a une- relation

P(p,0) =0
sur laquelle en reeommencerait les raisonnements On a dpuis6 ainsi
tous les cas possibles pour une courbe C? et les triangles de Poncelet.

22. — Polygones de Poncelet relatifs ii une conigue.

Nous avons rencontrd, au paragraphe procodent, a propos des
polygones roguliers, la propriétd suiyante: quand la courbe r obte-
nue dans la reeherche des triangles de Poncelet se ddécompose en
F', A",... il peut arriyer que ool triangles aient deux cotos tangents
A I~ et le troisieme tangent a P", puis que la suppression de /™
permette sur C2 de reyenir au point de depart par une succession
de h tangentes AA' (/i 4). Cette circonstance est lI'une de celles
qui permettent d’obtenir des polygones de Poncelet par opposition
aux triangles.

Au point de vue de l'application aux surfaces régtoes, nous
ayons vu qu'il peut y ayoir deux cas différents: avec une conique Cl
du plan et une eubique de l'espace nous n'avons a signaler que des
cbhaines de gonoratrices inscrites dans la eubique multiple et se re-
fermant: elles ne donnent que des plans bitangents. On peut au con-
traire avoir des surfaces rogtoes ayant des plans w fois tangents
(n 4) et donnant donc des polygones plans de Poncelet dans
I'espace: les surfaces rdciproques de celles que nous ayons obtenues
dans le premier cas nous donnent souyent des exemples du seeond cas.

Amoreons le probléme pour une conique C2; si la courbe r
peut se decomposer, une chaine d’équations arbitraires

Q)  fiti,)=2  fi(2%)—0,.+ Ai y—0
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définit une chaine polygonale ouverte M} M2... Mh dont les cotes
sont successivement tangents aux courbes /~(1)... / &—d’¢quation
correspondante: 1'dlimination de t2, ts ... tkj fournit I'équation
/j>("3i) = 0 de la courbe enveloppe de la corde de fer-
meture. On a ainsi, suivant que h— 3 ou h = 3, une solution 6vi-
dente des triangles et polygones de Poncelet pour C2 et la courbe
decomposee [~-m H?”... r(h~lyl~w. Pour etre banale, cette solution
suggere neanmoins d'interessants problemes que Cayley n'a pas de-
daigne de traiter; M. Lebesgue a donnd, aux Annales de Toulouse
(1922) une belle domonstration géometrique des rosultats de Cayley:

Si rw... sont des coniques appartenant avec C2 a un meme
faisceau lineaire, se docompose en 2'~2 coniques du meme fais-
ceau, et une permutation quelconque dans l'ordre des (A—1) coni-
ques ne change pas le total des coniques résultantes.

J'ai cite aussi des solutions banales, au fond de meme espece:
soient une conique C2 et une courbe /", de classe n (n  3) four-
nissant des triangles : chague tangente a /*, porte (m — 1) triangles;
prenons en deux et supprimons le c6té commun: on a un quadri-
latbre de Poncelet relatif & C2 et P,, de meme avec un
nouveau triangle de co6t6 "3 ? on pourra obtenir un pentagone...
jusqu'a une certaine limite. Si donc nous pouvons réaliser divers
circuits partant d'un point de C2 pour y revenir, nous prendrons
pour valeur du nombre des c6tés du polygone le nombre minimum
relatif aux circuits, a l'exclusion des autres.

Les coordonnees du point courant de C2 ¢tant exprimées tou-
jours rationnellement en i, nous obtenons des quadrilateres Pi en
¢liminant les parametres p, < entre les oOquations

2 /(p,tj =0, (0-, f2) =0, yir(p,0-) =0

supposs$es algdbriques entieres, de degrd respectif r, pl, s, p2, B, S
en p, #i, a, t2, p et o; en effet p, er stant choisis et verifiant *- =0,
soient t{ et  deux valeurs de correspondant a p, t2 et t2 corres-
pondant a er: on aura-le circuit t1t2t1t2tl qui donne bien un qua-
drilatere dont chaque c6t6 enveloppe la courbe /~ d'équation

3) i?7(A,i)) =0

obtenue par lelimination indiquee; si les conditions de symetrie
f(u,v)==(@)(u,v) et yir(w,v) =y(r(u,v) sont réalisées, r est de classe
rSp?; sil y a dissymetrie. la classe est r Sp?

Rocznik Pol. Tow. Matem. 14:
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Cet exemple, en cas de dissymctrie, est précieux pour nous
montrer que certaines solutions sont defectueuses par certaines co-
tos et qu'il y a dodsaccord entre certains considsrations analytiques
ou géomstriques. En effet, nous voyons bien que la conique C? peut
disparaitre compl&tement et qu'il suffit de garder une chaine de
nombres  t2,... tP-i, tp, ¥ tels que, dans cet ordre, ehacun se de-
duise du précedent par litoration d’'une méme substitution algébri-
que. On doit donc avoir, avee la meme fonction f, qui n’est pas
nec.essairement symcétrique

4 /(a«)=o /&E)=o.. (P LU=0 /[#H#)=0

Or le quadrilatere ti t2t[ t2t ne rspond pas a la question car tr t2tr
fournit deux origines en A et t{ et une meme extremité en t2, tandis
gu'avec la ddéfinition analytique (4) I'extremité d’un maillon doit etre
origine du suivant: cette objection toutefois tombe dans le cas de
symetrie.

Avec les conditions (4), les nombres t2,,../p devront etre
solutions d’une meme S$quation F(t, p) = 0, algcbrique en t et con-
tenant un parametre p; si /(”, i2) est du premier degr¢ en t2, I'équa-
tion F est abolienne, quel que soit p, par rapport d t, et r&ciproque-
ment, toute ¢quation aMlienne fournit une solution du probleme precis
traito ici. En particulier, I'equation tT—p =0, deja eitse, fournit
les polygones reguliers. L’exemple des polygones de Poncelet rela-
tifs a deux eoniques non bitangentes fournit cette fois une fonction
/(#i, 12) symitrigue et du second degre en t, et t2 sSparément, Nous
rentrons donc, en supposant le degre de F en tv et t2 quelconquer
dans le domaine si vaste de la résolution des equations algebriques.
Je me contenterai donc de donner le moyen de fabriquer des so-
lutions de plus en plus Stendues a partir d'une solution deja obtenue.

Remplaeons un point t de C2 par I'un quelconque des points 0
lies a t par I'Squation arbitraire ¢ (t,0) =0 de degre a en t et
a en 0; chaque polygone At .,.tp 1tpt, fournira ap polygones
0i 02+++ Op_i OP 01 relatifs a une nouvelle courbe /“* dont la classe
est celle de F multipliee par aa.

23. — Triangles et polygones de Poncelet relatifs ii une courbe
guelconque.

Dans tout ce qui a etd dit jusqu'ici, la conique C2 n’entre
que comme moyen de figurer gbometriqguement la variation d'une
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quantitd numerique t; si donc en meme temps que C2 nous prenons
une conrbe unicursale quelconque C, nous pouvons associer sur C
et C2 les points de meme i; tout triangle de Poncelet, tout polygone
de Poncelet obtenu sur C2 donne une figure correspondante, du
mome nombre c6tés sur C, car il n'y a que les relations entre les t
des sommets successifs qui interviennent; si, ensuite, sur un cone
admettant C pour directrice nous construisons une courbe C' n’ayant
gu'un point commun avec chaque generatrice du c6ne, donc uni-
cursale aussi, nous avons une surface réglee S' offrant les memes
particularitds que la surface reglee S, dtudi¢e jusqu'ici, au point de
vue des plans tangents multiples. Ici on peut encore dire que la
relation /(£', t") — 0 est une equation tangentielle de la courbe
mais sur chaque corde (t', t'") de la courbe C, il y a lieu de eon-
siderer trois especes de points: l'origine t', I'extremiti t" et les points
communs apparents, c'est a-dire les nouveaux points communs h, la
corde et a C: dans l'espace, sur la surface reglee S, ils ne corres-
pondent pas a une intersection de C' et de la goncratrice. Dailleurs
si nous considsrons les surfaces reglées avec cubique gauche multiple
il suffit de remplacer le point de vue, pris jusqu’ici sur la cubique,
par un points non situe sur elle pour que la projeetion de la cubi-
que soit non plus une C2 mais une cubique C3

Pour une courbe quelcongue C, au lieu de C2 ou d’'une courbe
unicursale, on peut d'ailleurs faire intervenir chaque point, non plus
par un seul nombre t, mais par deux nombres (a,y) lies par une
relation algébrique. Donc au lieu d’eliminer p entre P(p, A)=0 et
P(p, 2) = 0, pour les triangles, on peut eliminer X. Y entre

[ F[X,Y; ~"1=0 PXY;,2,y] =0
@) | (X Y)=0, /(aq,y,) =0, N 2y =0

et I'on aura la courbe ¥ la plus génorale admettant avec C des
triangles inscrits dans G, cireonscrits a /; cela revient encore a intro-
duire une courbe y auxiliaire d’équation tangentielle P [X, Y; x, y\ =0.
Il est inutile de recommeneer les explications: la seule difficulte
supplementaire a surmonter se présente pour le ¢alcul des entiers:
classe de /", nombre de triangles ayant un sommet donne sur C,
ou reposant sur une tangente de

Le methode sapplique evidemment encore pour des courbes
d'équation transcendante, pourvu que le premier membre de I'equa-
tion soit analytique. A ce point de vue il suffit de faire corres-

14
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pondre sur une courbe algébrique ou transcendante C et sur une
conique C2 les points qui sur C ont une abscisse X et sur C2 un
parametre unicursal t egaux (ou encore les abscisses egales) pour
avoir immsdiatement des polygones sur C correspondants aux po-
lygones obtenus sur C2.

Dailleurs le problbme des quadrilateres, des pentagones...
pour deux courbes algcbriques admet toujours des solutions en
nombre fini pour deux courbes quelconques: un certain nombre
d’entre elles sont des chaines replites partant d'un point d’intersec-
tion ou du point de contact d’'une tangente commune; nous avons
otudi$ le cas ou au lieu d’'un nombre fini il y a un nombre infini
de solutions. Dans le cas d’'un nombre infini, les chaines repliees
se terminent en deux points dintersection ou en deux points de
contact des tangents communes si n est pair, en deux points d’espece
differente si n est impair, exaetement comme dans le cas des coniques.



Sur quelques familles de quadriques atta-
chees aux points d’une surface.

Par

Lucien Godeaux.
Professeur a I'Universite de Liege.

Si l'on considére la reprosentation des droites de l'espace or-
dinaire S§ par les points d’une hyperquadrique Q d’un espace li-
ndaire a cing dimensions S¢&, le complexe des tangentes a une
surface (x) de Ss a pour image une varietd i trois dimensions de Q
formée de oo? droites. La congruence formée par ces droites admet
comme surfaces focales les surfaces (£7), (F), qui reprosentent les
tangentes asymptotiques de la surface (#). MM. Bom pianil) et
Tzitzeica?) ont fait voir que les surfaces (U) et (F) sont les trans-
formees de Laplace I'une de l'autre. Cette propriétd a 6te utilisde
depuis dans differentes recherches par les auteurs eites3), par
M. Fubini4), par M. Terracini5 et par nous-memef). Nous

Y Bompiani. Suilequazione di Laplace (Rend. del Circolo matem, di
Palermo, 1912, t. XXXIV, pp. 383-407).

') Tzitzeica. Geometrie dijfirentielle projectioe des reseauz (Paris, Gau-
thier-Villars, 1924).

3) Bompiani. La geometria delle superfi¢ie considerate nello spazio ri-
gato (Rend. della R. Accad. dei Lincei, 1° sem. 1926, pp. 395—400). Ancora
sulla geometria delle superfi¢ie considerate nello spazio rigato (Idem. 2° sem.
1926, pp. 262—267). | jondamenti geometrici della teoria proiettica delle curve
e delle superfi¢ie. Appendice II* alla Geometria proiettiou differenziale di G. Fu-
bini e E Cech (Bologne, Zanichelli, t. 11, 1927). Voir aussi les applications
a la theorie des congruences W dans l'ouvrage cité de M. Tzitzeica.

4 Fubini. Sulla geometria di una superfi¢ie nel gruppo proiettioo e nel
gruppo eonJorme (Rend. R. Accad. Lincei, 1° sem. 1927, pp 373—377).

s) Terracini. Sulla teoria delle congruenze W (Rend. R. Istituto Lomb.
1927, pp. 657—674). Nuooe ricerche sulle congruenze W (Atti R. Istituto Veneto,
1928, pp. 179—196).

) Godeaux. Sur les lignes asymptotigues d'une surface et I'espace regli
(Buli. Acad. roy. de Belgique, 1927, pp. 812—826, 1928, pp. 31—41). Sur les
surfaces ayant memes guadrigues de Lie (ldem, pp. 158—186).
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avons en particulier montré que la suite de Laplace dc¢terminee par
les surfaces (ZT), (K) est autopolaire par rapport a I'byperquadrique Q
et nous en avons dcéduit l'existence d'une familie de quadriques
attachce en chaque point x de la surface (a?). La premiere surface
de cette familie est la quadrique de Lie; deux surfaces consécutives
de cette familie se touchent en quatre points. Nous nous proposons
d’6tendre ces propriétés de la maniere suivante: Nous considérons
une congruence W ayant la surface (x) comme surface focale; les
points de Q images des droites de cette congruence forment une
surface (J) conjuguce a la congruence des droites UV et cette sur-
face (J) donne naissance k une suite de Laplace inscrite dans celle
dont font partie les surfaces (Z7), (K). Cette nouvelle suite de Laplace
donne naissance a deux familles de quadriques attachées en ehaque
point de la surface Nous otudions ces familles dans leurs re-
lations entre elles et avec la familie contenant la quadrique de Lie
dont il a et6 question plus haut. Nous associons ensuite a la con-
gruence W ayant pour image la surface (.1). deux congruences
dont nous determinons les $léments focaux.

1. — Soit (a) une surface de St rapportee a ses asymptoti-
ques u,v. Les coordonndes homogenes aqg, x2, X3, xi de Wilczynski’)
d’'un point x de («) satisfont au systeme d'equations aux derivees
partielles completement intdgrable

Q%0 -|- 2280t - ¢, a7 =0,
a02 -J- 2aa;10 a? =0,
on Fon a pos¢

Nous supposerons gne la surface (a;) n'est pas reglee, ce qui
revient a supposer que les fonctions a, b de u, v ne sont pas iden-
tiquement nulles.

Les coordonndes radiales de la tangente asymptotique en un
point x a la ligne u (sur laquelle u varie) sont

= Xiaf — xkxjo, ?,1=1, 23, 4).
Nous ecrirons en abrege
U= \x a10|.

") Wilczynski. Projectire differentiul geometry of curved surfaces Trans.
Americ. Mathem. Society, 1907, t. VIII, pp. 233—260; 1908, t. IX, pp. 79—120).
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Les eoordonndes du point U de Q satisfont a I'6quation de
Laplace
(1) U11l— (log. 6)’i 2710 — 4abU=0,
ci Fon a poso
9i+k U
Uk = 9u‘ 9vk’
(log. 6)@ = A- (log. 6).

De meme, la tangente au point a? a la ligne asymptotique v
sest reprdsentce sur Q par le point

7=|x ®°|
dont les coordonnees satisfont a I'6quation de Laplace
(2 7 — (log. a)I’ 7«i — 4abV=0.
On a dailleurs
Z7i0-|-26F=0,
7014-2a0r==0.
Posons
Al = — 9u"9v (1°g' h) + iab = — (loS- ¥ “ + 4

~ = -(10767)11 + 6,

A, = — (log. AA As... A,,.)!" + A, ...
ct

A, = — (log. a)n +

Aj — — (log. «Ai)u + A,

A, = — (log. aAj Aj... A, jju+ A,.,,...

Les inyariants relatifs de I’dquation (1) sont A, et 4ab, ceur
ode I'6quation (2) sont 4ab et A,
Appelons

U, = £70i — (log. 6)°i U,
U, = U*“ — (log. bhjoi U,

Un = — (log. JA, Aj... /) U._,,...
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les transformes de Laplace successifs de U dans le sens des v,
F — F10 — (log. a)l0 F,
Fs = n°-(iog. 4)10™

V.= FJL, — (log. ak, Ict ... kn__ ™ F,,_15...

ceux de V dans le sens des u.
Les points U,, V, satisfont respectivement aux oquations de

Laplace.
U» — (log. bh”™ ... hn)» U™ — hn Un =0,
Fi' — (log. ak, k,... VW F? —knVn =0,

dont les invariants relatifs sont A, h,,_y pour la premiere, Tc, k, t

pour la seeonde.
La suite de Laplace ... U,,... UWI ... est autopolaire par

rapport a I’hyperquadrique Q. D’une maniere procise,

les points
t,,

<c&-=5

F

Les plans U, (7,41 77,#2 et F,.+1 F,+2 sont donc conjuguos
par rapport a Q et les sections de cette hyperquadrique par ces
plans representent deux demi-quadriques de meme support <P, de S3,
En particulier, les sections de Q par les plans UUL Ut, VV\ F2 re-
prosentent deux demi-quadriques ayant pour support commun la
gnadrique de Lie O.

La familie de quadriques O, On 0O2,..., ,... attachde au pointa;
(suppose non parabolique) de la surfaee (a?), possede les propriotds
suivantes:

1) Deux quadriques consocutives O0,,, 0,t1 se touchent en
quatre points.
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2) Lorsque x decrit la surface (3?), ces quatre points appar-
tiennent a I'enveloppe des quadriques 0,,t1 et sont des points
caractoristiques de ces quadrignes.

Mous supposerons dans la suite, pour fixer les idees, que la
suite de Laplace ... 17, K... est illimitée dans les deux sens.

2. — Considérons une tangente j au point a: a la surface (x)
engendrant, lorsque x varie, une congruenee W. Le point J, image
de la droite j sur I'hnyperquadrique Q, engendre une surface (J)
conjuguee a la congruenee des droites C7K Par suite, on a

J=\U-nV,
les fonctions X, de u, v satisfaisant aux equations
jUio_| 26X =0, X0l + 2zzlz = 0.

Les coordonnoes du point J satisfont a I'0quation de Laplace
J11—(log./z)01 J10— (log. X)10 J01—T[4ab — (log. X)10 (log.//)01] J—0,
dont les invariants sont

H- — (log. /2)11  4ab,
= — (log. X)11+4az>.

Le transforme de Laplace dans le sens des v du point J est
donnd par

J°' — (log. /2)01 3 —X
Nous representerons ce point par Jx et nous Ocrirons, pour
doéterminer ses coordonudes,
XIx = — (log. /2)01 J.

Les coordonnees du point J, satisfont a I'6quation de Laplace

dont les invariants sont H et

Nous designerons par J.t le transforms de Laplace de Jt dans
le sens des v et nous Gcrirons

N=% _ (log. =017,
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Plus generatement, nous dosignerons par J3, Ji...., J,,,... les
transformds suecessifs de Laplace de J2 dans le sens des v. Nous aurons

moyennant

Les coordonndes de J,, satisfont a I’6quation de Laplace

_ (log. Jio_ Hn ,Jn=0,

dont les invariants sont Hn_y et H,,.
Le transform6 de Laplace de J dans le sens des u est

— (log. X)i« J= —n

Nous roprdsenterons ce point par
o
XYJ.
Nous dosignerons ensuite par J_2,/ 8,..., <7.n les transformos

de Laplace suecessifs de «/_, dans le sens des u. En ddéfinissant les
nombres par la formule

nous aurons
KK, ... Kn_2X\10 r

Les coordonndes de J_n satisfont & I'equation de Laplace

dont les invariants sont K,, t et K,,.

La suite de Laplace ...J_,,...J #...J3J? ... J,, est comme on
sait inscrite dans la suite ... V,,...V1 VUUt ... U,,... D’'une maniore
precise, le point J_, appartient a la droite F, Vn_ " et le point J,,
a la droite U, U,,_Y.
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3. — Dosignons par Pt le pdle de U'hyperplan JI__iJi_2JtJI+iJI+i
par rapport a I'nyperquadriqgue Q On sait que les points P,- forment
une suite de Laplaee eirconscrite a la suite ...UV...

Nous pouvons obtenir une expression de Po ou P de la ma-

niere suivante:

Représentons par Jf,, J/2, il/3, les points de Q images des
arotes du tetraede xz'l0a%1 P! distinctes des tangentes asymptotiques
«zrll, a;a201, en posant

Ml =\x x#l|, M2 = |®10a701],
JA =4 a0 8,111, M, — a2l z1l .
Tout point de A peut Otre representd par
Pu U + pi3 v -|- Pli Mt + p23 Mt + p24 Ma + pa, M,.

Nous dirons que les quantites pit sont les coordonnees locales

de ce point.
En particulier, on a

= Mi — Mt — (log. U,
J_i = Mi 4- Jf2 — (log. X)10 p;
4- 2 (all 4- c2) — (log. p)ol (log. j E74- zabV

V+4abU

Posons
(P, j) = Pi2Em 4---- + Ps4 2i»!

de sorte que I'é6quation de Q en coordonnees locales soit

O(p.p) = 0.
Les coordonnees locales du point P doivent satisfaire aux
equations
O(A.P) =0. i=--2,-1,0, 1 2).
On en ddduit
P = (4«0X — ftp) P4- (4«6p — a,x) 2+ N“(JAft- JA) + pO*Mi—M,
-2 AM, — 2PM4,
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moyennant

2N~=2 (log X)2" + dog~X){”+ 4 (&m + <q),

2A = 2(log- A + (log- All + 4(a” + c2).

Observons que les hyperplans J 2J i JJ\J2,J_iJJ(JtJs ont
en commun l'espace lineaire a trois dimensions J_xJJtJ2. Par cet
espace, passe un hyperplan contenant J72 et par suite, U, F, FIr
c'est-a-dire I’hyperplan polaire de F par rapport a Q. Par suite, la
droite PPt passe par F. De meme, la droite P_yP passe par U etr
d'une maniere generale, la droite PiPi+i passe par Fz, la droite
P_,P_(+1) par A-.

4. — Considerons le plan JJXJ2. La section de Q par ce plan
represente une demi-quadrique dont nous ddsignerons le support
par ty. La demi-quadrique complementaire a pour image la section
de Q par le plan PPX P2 conjugue de JJ! J? par rapport a cette
hyperquadrique. La droite PPt passant par F et la droite P2 P3
par Fn le plan PPXP2 contient la droite V1. Celle-ci est tangente
en F a I'hyperquadrique Q. Dautre part, les sections de Q par les
plans UUX U2, FFj F2 représentent les demi-quadriques ayant pour
support la quadrique de Lie attach¢e au point x Les plans UUt U2
et JJXJ2 ont en commun la droite  J2 qui coupe Q en gsnoral
en deux points distinets. Par suite la quadrique ty se raccorde a la
quadrique de Lie ty suivant la droite xx°l et rencontre encore cette
quadrique suivant deux gcéncratrices de Il'autre mode.

Considerons maintenant le plan J1J32Jl et son conjugue PIPtPs
par rapport a Q. Les sections de Q par ces plans représentent deux
demi-quadriques ayant pour support commun une quadrique Le
plan P, P2P3 contient la droite VjF2, le plan JrJ2 Js rencontre le
plan UT)\ Ut suivant la droite JXJ2, par suite les quadriques Or
et <> ont en commun quatre droites et deux de ces droites appar-
tiennent ¢galement a O.

Les quadriques O et Ol ont en commun quatre droites: deux
appartiennent ¢galement a O; les deux autres ont pour images les
sections de Q par la droite PjP2

Plus generalement, designons par 0, la quadrique support
des demi-quadriques ayant pour images les sections de Q par les
plans P,,P,,+i P,+2- Le plan P, P,+1 P,+2 contient la droite
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K. K.+, par suite il existe deux droites (gonératrices d’'un moéme
mode) communes aux trois quadriques O,,, <>, ], <Pn.
D’autre part, les plans In™*JInJdn+l, InJ.+IIn+i, Un_t U, U,+

ont en commun la droite par suite les quadriques O,, 15
df et 0,_! ont deux gonoératrices du méme mode en commun.
Observons enfin que les quadriques 0,,_t, ont en commun

les quatre droites dont les images sont les sections de Q par les
droites JnJ,,+l, PnPn+l.

Nous avons ainsi attache au point x (non parabolique) de la
surface (3?) et a la tangente j a cette surface en ce point, une suite
de quadriques O, O,. 02,..., 0,,,.... telles que deux quadriques con-
sOcutives se touehent en quatre points. La premiere quadrique O se
raccorde a la quadrique de Lie le long de la tangente a l'asympto-

tique v. Deux quadriques eonsecutives O0,, j, ont en commun
deux goénoratrices de meme mode appartenant a la quadrique
La quadrique a en commun avec les quadriques 0,,_n 0,, deux

gonoratrices de ['autre mode.

Dans notre note sur les lignes asymptotigues des surfaces citee
plus haut, nous avons démontre que I'enveloppe d’une quadrique
telle que 0,,, lorsque u et v varient, est le lieu des points communs
aux droites ayant pour images les sections de I'hyperquadrique Q
par les droites J,, </,+1 et d’une part, par les droites <i,+1J,,+l,
F,._i P,,+2 d'autre part. 1l en resulte que I'enveloppe des quadriques
se compose de deux nappes, l'une touehee en quatre points par les
quadriques appartient a I’enveloppe des quadriques O,,_i; lautre,
touehee egalement en quatre points par les quadriques, appartient
a I'enveloppe des quadriques O,,+,.

En considorant, au lieu des plans Jf Jt, les plans

«Z2,J 1J_2J 3,..., on obtient une seconde familie de quadri-
ques analogues a la familie O, O],... Nous ddésignerons ces quadri-
ques par O, La quadrique O' se raccorde a la quadrique
de Lie le long de la droite ga;a;ll.

Nouspouvonsresumer lesresultats obtenus dans lenonce suivant:

Etant donnees une congruence W et une surface focale (x) de
cette congruence, a chague point x de la surface (sc) sont attachees trois
familles de guadrigues:

1) Une familie de guadrigues <P, (p” df,-.. dont la premibre
est la guadrigue de Lie de la surface (x). Deuv guadrigues consecu-
tines se touehent en guatre points.
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2) Une familie de guadrigues df df, dont la premitre
se raccorde d la guadrigue de Lie le dong d'une droite tangente en X
d une asymptotigue de (#). Deux guadrigues consecutwes de la familie
se touchent en guatre points. Les guadrigues df,, On_i, ont en
commun deux géneratrices de meme mode et les quadriques df,
deux generatric.es de I'autre mode.

3) Une familie de guadrigues dU df, dd2,... analogue d la pre-
cedente et dont on obtient les proprietes en permutant, dans !'énonc¢
precident, les roles des deux modes de genoratrices des guadrigues (1\
Ot> N21 eee

Dans ce qui procede, nous avons d'ailleurs suppose la suite
de Laplace ... UV... illimitee dans les deux sens S'il en Otait autre-
ment, les familles de quadriques ne contiend.raient qu’'un nombre
fini de snrfaces.

On peut encore observer que si la congruence W considsree
a ses deux surfaces focales confondues, c’est-i-dire si la droite j'
coincide soit avec a?®10, soit avec a:®0l les quadriques df, ¢, coin~
cident avec <Pn. ,

5. — On peut former les equations des quadriques df dl' de
la manidre suivante.

Un point quelconque du plan JJ1 J2 a des coordonnees de
la forme

1) "N+ F 4724,

et la section de Q par le plan considoré est le lieu des points
donnds par

O("™0 4- <A4~% fo 4~£fl 4~ &<A)—0O
c’est a-dire par

2 2es(fte2-xeo0)4-[el-(iog-")“°le?2]2=o0.

Tout point de S! a d'autre part des coordonndes de la forme
X2t 4~ ®'"°« 4- a1 zA 4- x11z1.

Nous dirons que z» z2, z3, zi sont les coordonndes locales du
point considoro. Cela 6tant, la droite de S8 representee par le point (1)
de $6, 0, £2 satisfaisant X (2), a pour oquations en coordonndes-.
locales
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En eliminant les g entre ces equations et I'équation (2), on
obtient I'dquation de la quadrique Uf:

2NN ZI— 4X(z1zt — 2275 -\-2abzl) + n[2z] -|- z¢ (log. /20137 = 0.
De moéme, I'équation de la quadrique Uf est
2X"31 — 4lu(zl«t — ZjZs + 2abzi) -|- X[2zs + zt (log. X)10]8 = 0.

Les quadriques Uf et Uf' ont en commun la droite y, dont les
equations en coordonnees locales sont

=0, fizz + Xz3 =0,
et une cubique gaucbe d’oquations
Zt  Juz2-\-Xz3
4>  AX«! — 4/z201z22 — fiZt [2ft + (log. jz)01] = 0.

2

4zs  4/zzj — 4X10zs — Xzi [2«!  (log. X)10

Cette cubique gauche passe par le point x (22 =z5s — z4 = 0).
Elle est en géndral irroductible.

Considerons maintenant deux surfaces Uf, Uf,- Les plans
Jndn+lJdn+2 et P_,, P_(,+i) P_(,#2 ont en commun un seul point, J,+1.
Ce point n'appartient pas en gonoral a I'hyperquadrique Q. De meme,
les plans J.n et P, P,tL P,#2 ont en commun le seul
point <7_(,*1) qui n’appartient pas en goéndral a Q. Par suite, les
quadriques Uf,,, Ufn n’ont aucune droite en commun et se rencontrent
en genoral suiyant une courbe gauche du quatrieme ordre.

6. — A la congruenee W formee par les droites j, on peut
associer des couples de congruences de la manidre suiyante: La
droite JnJ_n n’appartient pas en gonoral a Q et rencontre cette
byperquadrique en deux points. Ces points reprosentent deux
droites de Ss qui, lorsque le point x decrit la surfaee («), engen-
drent deux congruences assoeiees a la congruenee (y). Nous nous
occuperons des deux premieres congruences ainsi obtenues, en fai-
sant n — 1.
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Les points de rencontre de la droite J! J_t avec Q sont
AN =AM +A~-1 = 2J/i — (log. /z)01 U— (log. X)10 r,
Tg=__J4_ = 2 Mt 4- (log. /2)’1 U— (log. X)1"V.
Le premier de ces points représente une droite  de A pas-
sant par x, le second une droite t2 situee dans le plan
tangent A la surface (a;) au point x. Les droites A, t2 sont d'ailleurs
conjugucées par rapport A la quadrique de Lie (p.
Dans la congruenee (y), les foyers de la droite j sont le point x
et le point

y = (/201 — Xlo)« + 2Xad® — 2y a;0L
Les plans focaux de cette droite sont, en coordonnees locales,
- 0 2(Z20 & XZ3)4" (X0 -|- [201) Zi -- O.
Les oquations locales de la droite  sont

z2 zz Zi

(log- AL = =_2"

et cette droite appartient donc au second des plans focaux de la
droite j. Les ¢quations locales de la droite t2 sont

=0, 2™M-z2(log. X)I0 4- z, (log. /z)0' = 0.

Cette droite appartient au plan focal zt — 0 de la droite j et
passe par le foyer y de cette droite.

La dctermination des points et des plans focaux des droites
A, t2 peut se faire de la maniere suiyante. Enyisageons la congru-
ence (A) et la surface (72) qui la represente sur Q. Aux develop-
pables de la congruenee (7J correspondent sur la surface (TJ des
courbes dont les tangentes appartiennent a Q. La determination des
plans focaux et des foyers d'une droite (f2) revient donc a celle
des tangentes en a la surface (TJ qui appartiennent A Q. Les
points de rencontre de ces tangentes avec la droite 24° sont
donnes par

@) T +yT", £T74-y7T) =0
Nous avons

[7— [(log. X)20 + 2(Cl 4-26<») —

— 2b(log. I2))]] V — (log. X)W (zIf, 4- Mt) + 2 Ms,
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L’0quation (1) devient donc

L’equation dounant les points de rencontre de la droite T2 T?
avec les tangentes au point T, a la surface (Tj) et appartenant a Q,
est de nieme

/\+2

(3)
=0.

Designons par £1( et £2,y2 les racines de I'6quation (2). Les points

01
1

reprosentent deux droites de S3 qui rencontrent la droite t aux
foyers et qui doterminent avec cette droite les plans focaux.
Les plans focaux de la droite i, sont par suite

2 —2 [£ (log. X)10 — ]I (log. jU)] = 0. i=12).
Les foyers de la droite  ont pour coordonndes locales

2b(log. -j & (log. X)10 (log. p)it —

— 8ab — 48’; /) pz2 = — 27 (log. /1)1,

pzs = —2tjl (log. X)*°, pzi — 4
Si nous designons par et 1), les racines de l'equa-

tion (3), nous trouvons de meme pour les foyers de la droite t2,
e (log.Ar + 20OogM0’, pN = -27F;, (.=21),
p#s = 2%, " =0,

et pour ses plans focaux
[& (log. X)I0 + yu (log. pf] —

Rocznik Pol. Tow. Matem. 16
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— [e; {dog- xr—+221 (iog. + 2¢,}+

— 5 [2b&{2a — (log. *)>’}4- {(log. +

4-2a(log. X),0 + 2¢cs}| = 0.

On peut donner une construction geomctrique des droites tj, t2.

Les quadriques dI, se touchent eu quatre points sommets
d’un tetraedre dont quatre ardtes appartiennent aux deux quadriques.
Les deux autres arétes sont les droites communes aux quatre com-
plexes lineaires dont les secondes images sont les points
P,, P2 L'espace lineaire a trois dimensions dstermine par ces points
coupe Q suivant limage d’une congruence lineaire ayant ces deux
aretes comme directrices; cet espace contient les points TIf T2, donc
les droites t2, 12 s’appuient sur les deux arétes en question. On peut
répeter ce raisonnement en considerant les quadriques dP, dl,".
Par suite:

Les droites t2, t2 s'appuient sur les aretes des deux titrabdres
ayant pour sommets les points de contact des guadrigues W, d'une
part, des guadrigues W, d'autre part, et n’appartenant pas a ces
guadrigues.

On observera que si la droite j cofncide avec une des tan-
gentes asymptotiques de la surface (x), les droites t2, t2 coincident
avec les directrices de Wilczynski de cette surface.

Lioge, le 28 mai 1928.



Sur quelques points de la theorie de
la longueur.

Par

S. Gotgb (Cracovie).

Je demontre dans cet article le thoreme suivant (§ 3):
Si {Cv} est une suite de continus rectifiables ayant comme limite
au sens de Hausdorff un continu C, alors on a

Iim/ int longueur Cv  longueur C.
V/00

Je prouve ensuite deux generalisations de ce theoreme (8§ 4 et 5)
que j'utiliserai dans un article ulterieur.

J'obtiens eomme consequence de ce thSoreme une condition suf-
fisante (§ 7) pour que la longueur du continu Gv tende vers la longueur
de C lorsque Cv tend vers C au sens de Hausdorff d'ou resulte
immediatement un theoreme anterieur de M. WazewskKi.

Le paragraphe 6 contient un corollaire rentrant dans 1’Analyse
fonctionnelle.

Pour les raisons de la clart§ la demonstration du theoreme
du § 3 est precedoe par quelques theoremes préliminaires (§ 1 et 2).

L'idee dexaminer le sujet du present travail m’est venue
a l'occasion de l'etude d'un problfeme pose par M. WazewskKi.
Cest le premier theoreme du § 7 qui présente la solution du pro-
bleme en question.

Notations. A et B etant deux ensembles nous dssignons par

A b A—B, A—B

respectivement la partie commune de A et JB, leur somme et leur
difference.

A =0, 4 C#, aeA
veut dire que respectivement: A est un ensemble vide, A est une.

partie de B, a est un ¢lement de A.
15
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a, b dtant deux points et A, B deux ensembles (non vides) de
points, nous ddsignons par
p (a, b) la distance de ces points.
p(a,A~) la borne inferieure de p(a,x) lorsque x varie dans A.
p (A, B) la borne inferieure de p (x, B) lorsque x varie dans A.
pH(A, B) la distance entre A et B au sens de Hausdorffl)
c.-a-d. le plus grand des deux nombres suivants:

borne supérieure de p(y, A), ou yeB,
borne supdrieure de p (x, B), ou xeA.

m(A) = mA dosigne la mesure de A au sens de Lebesgue.
long A — longueur de A a).
g(t) étant une fonction ddfinie dans un intervalle A, g (A) désigne la
classe de toutes les valeurs g(t\ que I’on obtient lorsque t varie dans A.

Soit

= me 9.(0}

un point mobile de l'espace cartesien a n dimensions (w”l). Nous appe-
lonss) G (t) transformation absolument continue lorsque les fonctions
yt(t) (composantes de cette transformation) sont absolument continues.

Si la transformation <?(i) est ddfinie dans un intervalle A et
si AQA, alors G(A) dosigne la classe de tous les points G(t), que
Fon obtient en faisant varier t dans A.

Si L Q G(A), alors ddsigne la classe de tous les t pour
lesquels le point G(t) appartient i L.

Nous posons enfin

On sait que, G(t~) etant une transformation absolument continue
dans A, |<?(£)| existe presque partout dans A.
§ 1. Theoréme. Soit {gv (i)} une suite de fonctions definies dans
un intewalle ferm¢ et borne A qui satisfont aux conditions suwantes:
1° 1Z,(0 — 9kC/)I — <"|, lorsgue t' et t" appartiennent
«d (/1,2,..).

*) Hausdorff, Grundriige der Mengenlehre, 1 edition p. 293.

) Comme nous ne traiterons que des parties des continus rectifiables
toutes les definitions (Janzen, Peano — Gross, Caratheodory, Wazewski) de la
longueur sont compatibles.

) I)’apres M. Wazewski (cf. T. Wazewski, Contribution a la theorie de
la longueur. Annales de la Soc. Pol. des Math. T. VII).
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2° Iv'/g? gv (t) — g (i), lorsgue t appartient a A.
Soit A une partie mesurable de A. Ceci etant on a:
|In\}/0(l)nf m[gv(AL)]  m[g (A)].

Ce theoreme reste eiicore vrai si I'on suppose que les fonctions <7,(t) satisfont
a la condition que voici:

1°. A tout e >0 correspond un 8 positif et independant de v, tel que
m[gv(A)] </e lorsque m(A)<z8.

2° les fonctions gv(t) sont continues et tendent uniformoment vers g(t).

L’exemple qui suit, montre A quel point les conditions precedentes sont
essentielles.

Considerons une suite de divisions (Dv) de l'intervalle [0, 1] en un nombre
pair d'intervalles fermes consecutifs. Arrangons-nous de fagon que le maxi-
mum des longueurs des intervalles de la division Dv tende vers zero lors-
que Vv -+ <.

Désignons par Bv l'ensemble - somme des intervalles pairs de la divi-
00

sion Dv. Soumettons les divisions Dv i la condition " <1
v

Nous ddsignons par gv(t) la fonction

1’ constante dans tout intervalle impair [«,/?] de la division Dv et egale a a-
2° lineaire dans ehaque intervalle pair de Dv.

Les fonctions ~v(i) sont absolument continues et tendent dans [0, 1] uni-

formement vers g(t) = t.
00

Posons A — [0, 1] —)/(l . Onamg(A)—m(A) >0, mgv(A)—0, done.
v

lim inf mgv (-4) < mg (X).
v/00

La domonstration de ce tbooreme sera ramende a quelqu.es lemmes
gue nous enoncerons sous l'hypothdse que les promisses du thooréme
procedent sont vorifides.

Remargues. On observe facilement que

13) les fonctions y(i) et gv(t) sont absolument continues,
7) on a presque partout dans A |g'(E)| Kk,

d) les fonctions gv(t~) tendent dans A uniformément vers git)1)-
Lemme 1. Si e= 0, il existe une somme finie d’intervalles.
partiels de A et disjoints

S=Sj -8 + ... 41 A,

") Ascoli, Mein. Accad. Linc (3), 18 (1884) p. 545/80.
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telle que

m@4—S)4~m(S'—A) <el).
Lemme 2. Si

pour toute couple i, t" des points appartenant a A, alors

(1) m¥@4) km4).
D¢émonstration. On a?2)
m/(4) =J"
0 (C))
A A
En raison de la Remarque y) on obtient:
3) I F (H)\di ~.k. m(4).

A
(2) et (3) impliquent (1).
Lemme 3. S Otant une partie mesurable de A on a
©) Imy.,(4) —mgv(S)\  k[m(A—S) — 41
D¢monstration. On a
(M) =W (S. A +gv(A—YS)
ffv(S) = gv(S.A) + gv(S- 4)
4'ou
I mv(4)>=m~"(S4)
° I mgv(S)™"mgVv(SA)
Du Lemme 2 docoulent les inegalités:
mg,,(A)* mgv(SA) 4- mgv (A — SN
<<mgv(SA)4-km(4—8)<
mgv(SA) km@4 —S) km(S—A)
mgv(S) mgv(SA) km(A—B) km(S—4)
De (5) et (6) resulte (4).

') On couvre 4 par une somme d’intervalles disjoints Z— < , <3 ’---»

telle que m(Z—A)<* ai On garde un nombre fini des intervalles Sv de fagon

mgue la somme des mesures des intervalles supprimes soit inferieure i a

*) T. Wazewski, Contribution etc. 1. c. Theoréme 1, p. 25 — par
nous dssignons le nombre des solutions en w de I’equation /(w) =/(t), ou ueA.
Nous posons , 1, . = 0 lorsque fcj (i) n'est pas fini.

()
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Demonstration du Theoreme.
a) Cas particulier. A =S est une somme finie d'intervalles

disjoints St  S2 .-|- Sp. Il s'agit de prouver que
(M) lim inf mgv(S) mg(S).
Si quelques uns des g(S,,) se reduisaient a des points, il suffirait

evidemment domontrer le theoreme relativement a la somme des
autres Sr-. Nous supposons donc qu'aucun g(S,,) ne se rsduit a un
seul point. Chaque g(.S,,) est, par conssquent, un intervalle.

Soit e = 0. Soit Tn un interva.lle contenu d l'interieur de g"S")
(e/1, et tel que

On a apparemment

s(8) 0 <mg(S)—m( €.

IPapres la Remarque d) il existe un indice v° a partir duquel

P

De la et cle (8 on a

p
liminf mgv(S) m O\ — e,

viee «/i

<d'ou rssulte (7), car e est arbitraire.
/3) Cas gensral. Soit e > 0. D’apres le Lemme 1 il existc
une somme finie S d'intervalles disjoints, telle que

mA—06) »x(N—A) ¢
md'ou on obtient en vertu du Lemme 3 (qui subsiste potlr <?(/))

>hav(S) — ke™.mg, (A\
mg(A) — /ce  mg(S)
et de la selon (7)

lim inf mgv(A) lim inf mgv (S) — ke™
vico v/oo

mg(S) — ke™- mg'A) — 2ke,
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dou il s’ensuit que
lim infmgv (4) mg{A) c. g fcl
v/oo

§ 2. Lemme i. Soit

une suite infinie de transformations absolument eontinues, definies
dans un intervalle A et telles que

1"\
lorsque I' et /* appartiennent b. A. Supposons en plus que pour
tout t de A on a

Ii/m Gv ()?=G(t) = {gx (1),---, 0,,(D)}

Soit L un are simple aux extremites a et 6, contenu dans G(A~). Posons.
T=G-\L).
Ceci etant on a
lim inf long Gv p (a, D)

v/oo

Demonstration. Les ensembles GV(T) sont rectifiables car T
est un ensemble ferme  On peut assujettir ’espace a n dimensions
a une transformation cartesienne de fagon que le segment a, b passe
en un segment a, /3 [p (a, ) = [3— a =0] situe sur ¥axe nouveau

Les fonctions G(t) et G,,(t) passent respeetivement en fonctions

= = W)

On a presque partout dans A (cf. § 1, Rem vy)

wn - x . fili
et de la

On a Lf(7) = L,
long <7,,(T) = long ZTV(T) *).

) T. Wazewski, Contribution etc. 1 c. p. 28, Theoreme 1.
*) lbidem p. 14, Remarque 2 et p. 28, Théore.me 1.
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La projection h~T) de L sur l'axe yr est un segment contenant.
I'intervalle [a, fi], donc

(T 3—a
On a donc (cf. (1) et le Théoreme du § 1)
2 ' Iirvlo(i)nfmhi(T) mh, (T) fi—a

Mais

mhr (T) <<long Hv(T) = long G,, (T),
car hr{T) est la projection de HV(T) sur I'axe y*. De la d'apres (2}
il s’ensuit que

lim inf long GV(T) fi—a =p(a, b), c. g f d

i»/oo

Lemme 2. Sous les hypotheses du lemme precedent on a
lim inf long GV(A)” long ¢r (zl)

Demonstration. Observons que la représentation est absolument
continue, car ses fonctions composantes satisfont a la condition de-
Lipschitz (cf. Rem a), § 1). (?(zl) est donc un continu rectifiable.

Soit e > 0. D’apres un rssultat de M. Wazewski ¥ il existe
une suite finie d’arcs simples rectifiables et disjoints

R)5 121 v o> AV

tels que
W W

long long A=long ?(J)— |
<ii ifi
Sur chague A il existe une suite finie de sous-arcs simples et dis-
joints, tels que la somme des longueurs des cordes reetilignes corres-
pondant & ces sous-arcs est plus grande que

) cf. T. Wazewski, Kontinua prostowalne eto.,, Dodatek do Rocznika
Pol. Tow. Mat. Theoreme du § 29 p. 49.
*) On choisit, en ce deplagant sur B( dans un eertain sens, une suite

On choisit ensuite

finie de points telle que Zpl.g®, ?2+i) = long Bt
a linterieur de I'arc (gx> Sz+i) deux points PniPSi+i de fagon que

-“p(PX,PA+i) > long Bi —
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En dosignant par

A> -8) s1vj Ls
la suite de tous les sous-arcs de tous les A et par at et b les extre-
mites de on a

(3) Li.LJ=0
“) A== >,
(5) p(at, b/) =long G (4) —e.

I«
Nous posons

On a
(6) A=GA)
et d'apros (3)
A-4=°<
Comme (/,,(i) tend uniformément vers G(i) (cf. Rem d), § 1), donc
pw(Gv(?), G(41).)->0 i=1012,...N)
et par eonssquent on a, selon (4) et (6), a partir d’un certain indice v

Gv(At). GV(A/) =0
De la
S 5
<7) long ~=van = I™Nong G,,(4,).
</ 11
D’apres le leinme préccdent on a
Iintg inflong G,,(J)) p(-i,). (i/1,...5)

De la selon (7) et (5) il resulte que
5 s

lim inflong \V Gv(At) = \/p(ahbt) = long G(A) —e.
I</oo
iii i1
S

Comme GV(A) Q on a
<n

lim inf long GV(A) lim inf long GV(A).
V>00

vj3Q
i/i
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ke Otant arbitraire on obtient de deux inegalitds procedentes
Iiml inf long Gv(d) long G (4), c. g f d

§ 3. Thoorome. Soit {C,} une suite de continus rectifiables
ayant comme limite au sens de Hausdorff un continu C;

@ I\;/gg pH(Cv, C) = 0.
On a
(2) Imv//o(l)nf long C,, long C.

Remarague 1. Le théoreme précodent peut etre goénéralisd au eas ou I'hy-
pothese (1) est remplacée par !'’hypothose:

lim {TF% p («, CV)} =0.

v/oo

Remargue 2. Il est intéressant de remarguer que ce théoreme devient
faux lorsqu'on y remplace la notion de la longueur d’un continu par celle de
son aire. Soient en effet O un orbe de Jordan ayant une aire positive ') et J
son intérieur. Posons C= 04-1. Soit { Pv}, une suite de polygones simples,
fermds, contenus dans L, ayant les intorieurs et tels qu'on ait, en posant

—Iv + Pw
!/l/grg pn(fiv U) =0.
*On a evidemment
lim sup aire Cv  aire C — aire O < aire C.

Demonstration. Nous traitons le seul cas intéressant oti
3) . long C'p> 0.

Supposons que (2) n’a pas lieu; il existe donc une suite partielle
que nous dosignons aussi par {C\} pour laquelle on a

4) I — lim long Cv = lim Iv. < long O 00.
On a
<5) | =0,

car dans le cas contraire le diametre de Cv tenderait vers O ce
equi est imcompatible avec (1) et (3).
On peut supposer que

<6) 1,,>0). /1, 2,...).

) Un tel orbe existe, cf. par exemple W. Sierpinski: Sur une courbe
non carrable, Buli, de I’Académie des Science de Cracovie, Serie A 1913, p. 254.
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D’apres un resultat de M. Wazewvskil) il existe une representa-
tion absolument eontinue de Cv

definie dans l'intervalle [0, 2Z,] telle que
N« —N(S"THK|s'—s"| W, eee «; V/, 2, ...,00).

Posons
<z;(0 = ™N(Cp) wWi,v/i,2,...,00)

et . ={*D..... Y}
On a dans l'intervalle [0, 21] —A:

(?v(d) = a.
D’apres (4) on peut supposer, sans restreindre la generalite du rai-

sonnement, que
On a alors dans A
8 I™N(Nn-™\W\)|<2|Z'-r| pour //=1,..n; >/=12,

J'affirme que les Cv, a partie d'un certain u, sont bornes dans leur
ensemble. Soit en effet ¢ un point de C. On a

lim p(e, Cvj = 0.
v/oo

Le diametre de Cv etant inferieur a 2Z tous les Cv (a partir d'un
certain p) sont contenus dans le cercie de centre ¢ et de rayon 3Z
On peut supposer gne c'est le cas pour tous les Cv.

Les fonctions §Z) sont donc bornces dans leur ensemble.
D’apres un théoreme d’Ascoli?) il esiste une suite partielle de
{(?,,(N} convergente. Nous la désignons aussi par {(?,(E)}.

Posons

9) lim Gv(t) = G(t) = {f1(t), ...,yn()}.

r/oo

') T. Wazewski, Kontinua prostowalne etc. 1 c. § 17 et § 24, p. 34 et 46_
’) cf. p. ex. Tonelli, Calcolo delle Yaziazioni, T. 1. p. 76.



On a
linti (= (0, (211, ...,n)

et (cf. Rem. a), § 1)
<io) INO — N r>< 2\f-«",

lorsque t' et t" appartiennent a A et fi=1, 2, _n.

La convergence des gv (t) etant uniforme (cf. Rem.

a selon (7)
0 = lim pa{Gv(A). G(A)) = lim pB(Cv, C(4))
d'oti d’apres (1)
P..{G{A\ C) = O»)
et comme C et <?(4) sont fermes on en dsduit
G = G(A).
Ceci etant on a selon (4) et (7)

lim long Cv — lim long Gv (4) <<long G (4)

v/oo yloo
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§1) on

ce qui est contraire au résultat du Lemme 2, § 2 (cf. (10) et (8)).

Notre thSorSme est ainsi d$montrs.

§ 4. Theoreme. Soient So et Sv (V/I,..., 00) sommes finies des
continus rectifiables composees au plus de Ic continus (k est un entier

fixe ne dependant pas de v). Si

Q) lim pB(Sv, So) = 0,
on a
2 Iv'l(rJ{)] inflong Sv  long So.

Demonstration. Dssignons par
cr,..., Gy

les pv continus disjoints qui sont composantes de Sv (v/0,1, 2,...). On a

(v/0, 1,...), Cr. Cj==0 lorsque

Posons

liminflong =<
yloo

¥) Car: pH(G(A), C) C,) + C)
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Soit {«,,} une suite partielle des indices v pour laquelle

lim long Sa — w.

v/oo

La suite bornee des nombres entiers renferme une suite par-

tielle p aux termes fixes egaux a un certain nombre p.
Pv

Les suites infinies des continus cf’ sont bornées dans leur

ensemble. Il existe donc une suite partielle des indices {/$,}, appe-
lons-la {yv} et un nombre fini de continus

g,C, ... 0
tels que
lim iofl(C7v, Cf)y =0 ¥, (i=1,... p.

v/oo

On a (cf. le theoreme du § 3)
lim inf long C?v  long Cz, (i—1, .. p).

v/oo

Les continus: C?v,..., C]v etant disjoints, il s’ensuit que

" long &« C/)-
1=1

Mais, comme il est facile a yerifier,

P CJg o ng cO="

donc (cf. la fin du § 3)

£pC =9 et par suite
i/i

w  long /So, c. g f. d

§ 5. Thoor&me. Soit {Gv(t)} une suite de transformations abso-
lument continues definies dans un interualle fermo et borne A et soit A
une partie mesurable de A. Supposons qu'on a presgue partout dans A

| (z;(P)] lc<<+ oo

et que partout dans A:
lim Gv(t) — G(b).

*) T. Wazewski, Sur un continu singulier, Fund. Math. T. IV. p. 229,
Remarque 2.
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On a alors
lim inf long GV(A) long G(A).

Demonstration. 1l est facile de prouyer que G(f) est une
transformation absolument continue et qu’on a presque partout dans A

On prouye ensuite facilement que pour tout B mesurable on a’)-
1) long GV(B~) km(B), long G (B)"km(B).

Soit e=>0. Il existe 2) une suite finie d'intervalles disjoints A,..., Ap
qui sont contenus dans A et tels qu’en posant

P

S= Aj on a
ST
2 m@4—S)-(-m(S—A) e
On deduit facilement du théoreme du § 4
(3) Iirwooinf long Gv(S) long G ().

Mais d'aprfes (1) et (2)
long (?,,(M)>long Gv(S) — ke (r/1,2,...),
long <?(S) long G(A) — ke
et par consequent (cf. (3))
lim inf long GV(A) long G(d) — 2ke.
e etant un nombre positif arbitraire le theoreme est ainsi demontre.

8 6. Thoordme. Soit E une classe contenue dans un espace
pour lequel on a defini la limite d’une suite d'¢Iéments.

Soit F(x) une fonction ddfinie dans E ayant pour naleurs des
continus rectifiables (ou bien ensembles composes d'un nombre fini k
de continus rectifiables, oh k est independant de x), fonction continue:
au sens de Hausdorff.

Ceci etant la fonction

long F(X)
est semicontinue inferieurement.
C'est une conséquence immsdiate du theoreme du § 4.

¥ T. Wazewski, Contribution etc. 1 c. p. 28, Th. 1
) cf. Lemme 1 du § 1



240

§ 7. Theoreme. Soit C un continu rectifiable et soit {Cv} une
suite de continus partiels de C tendant, au sens de Hausdorff,
vers un continu Co. On a alors

(@) lim long Cv = long Co.

v/oo
Demonstration. Co appartient évidemment a C. Ca et Cv sont
rectifiables comme parties fermses de C’)
Nous avons selon le théoreme du § 3

(2) lim inf long Cv  long Co.

vIoQ

Soit D,, la classe de tous les points x de C pour lesquels

Dn (n/1,2, 3,...) est un ensemble ferme donc rectifiable. On a
00

i

0=1,.2,.)
Co.(A+1-A) =0 (i=1,2,..)),
(A— A .(Dj—Di =0 (i =])).

Les differences (Z), — Z),+1) sont rectifiables. On a par conséquent
00
(3) long D,, = long Co + long (A — Di+,) pour «=1 2,....
I
De H il resulte que la sdrie
Y long (A — D/+])
i
est convergente.
Soit e = 0. Il existe un indice N, tel que
00
\/ long (2>, — 2)i+1) CC e

i/N

b T. Wazewski, Contribution etc. L c. p. 33. Thooreme o et p. 31, Theoreme 3.
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donc selon (3)
4) long Dn << long Co -f- e.
Comme Iilm pa(Cv, Co) —0

donc, k partir d'un certain indice, la distance de tous les points de Cv
au continu Co est inferieure a et par consoquent, A partir de cet

indice, on a
CVQDN.
De la et de (4) il resulte

lim sup long C,, long DN  long Co-|- e.

v/oo

€ etant arbitraire on a

lim sup long Cv long Co
p/oo

et ceei donne avec (2)

lim sup long C,, long Co lim inf long Cv

I»/o0 v/oo

d’'ou résulte immodiatement (1).

Nous obtenons, comme un corollaire immsdiat de ce th6oreme,
le suivant

Thoéoréme de M. Wazewski: Soit C, une suite de continus
tels que

Gv C long <1< + oo.

On a

long (2 Cvy— long  Cv) = O¥).

*) Présente par M. Wazewski au cours du 1l-er Congrés Polon, de Math.
(Lwow, 9 Septembre 1927). La démonstration de M. Wazewski est basée sur

un principe tout h fait different. A désigne la somme de A et de la classe de
points d'accumulation de A.

Bocznik Pol. Tow. Matem. 16



Sistemi principali di normali ad una varieta
giacenti nel suo g2

Nota di
Giuseppe Vitali a Padova.

In un mio recente lavoroho considerato, per ogni superficie il
cui at sia di 2 -|-k dimensioni (k— 2,3), un sistema ortogonale di k
direzioni del cr2 perpendicolari alla superfiCie, sistema che risponde
ad una definizione simmetrica rispetto alPinsieme delle sue direzioni,
e che ho chiamato sistema principale.

I risultati ottenuti in detto lavoro suggeriscono anche la de-
finizione di analoghi sistemi principali per le varieta’ a piu’ di due
dimensioni. '

Neila parte la della presente nota io do' la descrizione di
tali sistemi.

La trattazione della questione in forma generale suggerisce
altri modi di introdurre dei sistemi ortogonali di perpendicolari
alla varieta’ giacenti nel <2, la cui definizione ha il carattere di
simmetria richiesto, e che conducono ad altri sistemi, contrariamente
a quanto avevo ritenuto probabile durante la compilazione della
mia nota citata.

Le molteplici maniere di introdurre tali sistemi ortogonali,
e che sono suggerite dal contenuto della la parte di questa nota,
sono esposte nella 2a parte, e fra queste ve ne e una ehe conduce
ad un sistema di normali che per le superfi¢ie generiche dello spazio
lineare a 4 dimensioni coincide eon quello che il Tonolo2) ha
reeentemente trovato eon considerazioni geometriche.

¥ Gr. Vitali. ,,Sopra alcuni invarianti associati ad una varieta' e. sopra
i sistemi principali di normali delle superfi¢ie". [Annales de la Societe Polo-
naise de Mathematigue. T. VII. Annee 1928. pp. 43—67].

) A. Tonolo. ,Determinazione di un particolare sistema di normali
delle superfi¢ie dell”S4. (Memoria della R. Acc. di Torino] in corso di stampa.
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PARTE la
1. Sia
[/==/(A «i, ws,.--, W.)
I'equazione di una varieta' V,, ad n dimensioni dello spazio hilber-

tiano x), ed indiehiamo con g il campo di variabilita’ della t.
Indichiamo poi con ft la derivata di F rispetto ad w,, e poniamo

[1] =jfrf.dt.
z
La forma
n
[2] , raartSdurdus
da’ il quadrato delFelemento lineare della ed it suo discrimi-
nante a e' diverso da zero.
Poniamo
WA\-,s;p,q === ~r,s™p,q " Ar,p”s,q N'r.gns.pi ¢ 2

ed indichiamo con W il determinante di ordine
Men

formato coi WriSp,q facendo percorrere nello stesso ordine alle coppie
rs e pg tutte le v combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri
(3] 1,2,-.., w,
e mettendo in una medesima riga tutti gli elementi colla stessa
coppia rs, ed in una stessa colonna quelli colla medesima coppia pg.
In un altro mio recente lavoro 3 dimostro che
W= (—1)WV.(1—n)

e quindi si puo' concludere che
W 4=0.

Indico con WrS!"q il reeiproco moltiplicato per ®«+ 4 di Wrsipg
in W, dove ers vale zero od 1 secondo che r ed s sono differenti

od uguali.

>) G. Vitali. ,,Geometria nello spazio hilbertiano“. [Atti del R. Istituto

Veneto. 1927-28. Tomo LXXXVIlI — Parte seconda, pp. 349-428].
2)G. Vitali. ,,Calcolo indiretto di alcuni determinanti“. [R. Istituto Veneto.
Tomo LXXXVIIlI — 1928—29] in corso di stampa

16*
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Il sistema WrSIP" e un sistema controvariante a 4 apici di la
classe (cioe’ nel calcolo assoluto di Ricci).
2. Indichiamo con le derivate seconde covarianti di T ri-

spetto alla forma [2].
Se
Xrs
e’ un covariante a 2 indiei di la classe, noi diremo il suo pseudo-
reciproco il controvariante

ath = |
i
Si vede facilmente che si ha
n = v, It
Tr,s — Mg Wrsipag YAT,

e diremo che xrs €' lo pseudo-reciproco del controvariante xr.s.
Se

~rs ed yr.s
sono due covarianti a due indiei di la classe, e se
27rs ed yrs
sono i loro pseudo-reciproci, noi porremo
n .
<.y} = ZIsXrigyrs.
Si ha subito

(« y) = Znxr_, ZNNVAyA

= Vp,qW'pTxrs = ZpqyPigxpg = (Y, X).
In particolare sara’
(®, x) = Z,, xriS xr's = Zrspq Wr-s:»8" xr,s XPtq = Zrspq WriS! p_gxr-a xp-g.

3. Def. Se n-\-k (k <v) €' il numero delle dimensioni del <rs
di una Vn, noi diremo sistema principale di normali di Vn in cr2,
ogni insieme di Ic parametri normali

> i=12,..,1)
per cui sia
x,x) =20
i J
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per ogni eoppia i, j di numeri diversi scelti fra i numeri

dove
«r,s = J Xfr,sdt.
S
4, Teor. Ogni varietas ammette uno od infiniti sistemi princi-

pali di normali nel <r2
Dim. Consideriamo I'equazione

[4] A
in cuiA(p) indica il determinante formato cogli elementi

come il determinante W ¢’ stato formato eoi WriS;pg. Poiche’ W==0
il grado di [4] ¢ =v.
Poniamo
Fx = ArtSIM - X™ = X°-1).

lo dico ehe per ogni sistema reale delle xrs ¢’
/\>O,
infatti €'
Fx=3J frsxrs)i dt™NO.
7
Per noti teoremi ¥ noi possiano affermare che la [4] ha tutte
radici reali, e che se pt € una sua radice reale r — upla, la caratte-

ristica della matrice A(pj e uguale a v—t.

Le radici di [4] diverse da zero sono in numero di k. Sia pt
una radice diversa da zero di [4], e supponiamo che essa sia t—upla.
La caratteristica della matrice di A(pJ sara’ p—t, ed il sistema
di eguazioni lineari nelle X"s (Xrs = XsT)

5]

ha, se £>-1, infinite soluzioni che sono tutte le combinazioni lineari

* A. Cape)li. ,lstituzioni di analisi algebrica* [Napoli. Ed. Pellerano
Quarta edizione. pag. 923—4, n0 1567, pag. 926—8, n°. 1569].
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di t di esse fra loro indipendenti, e quindi i parametri di direzioni
[6] Lfr.sXs
1

corrispondenti a tutte queste soluzioni danno tutte le direzioni di
uno spazio lineare a t dimensioni. Scegliamo un sistema di r so-
luzioni delle [5] in modo che i corrispondenti parametri [6] formino
un sistema ortogonale di parametri normali, il che, nella nostra
ipotesi di «=1, si puo’ fare in infiniti modi. Se t — 1 si ha un
solo parametro normale [6] (individuato all'infuori del segno, il che
non ha importanza), e noi prenderemo questo parametro.

Fatto questo per tutte le radici ={=0 di [4] si arriva (ed anche
in piu’ maniere) in possesso di k parametri normali

161 X=21,,fr,s>_(r”

ciascuno dei quali corrisponde ad una radice pt della [4] e corri-
spondentemente ad essa si ha

ts — PiwrsP,Q)xs — 0,

ossia
[7 ff,,,q {Irs frs x~dt = Pd, ,wrs;p gx°.

i/ 1 | 1 i

z

Poniamo
«,.<,=_§ FP.OX-dt= Jp,q(Zrsfr,sX's)dt,
Z z

ed abbiamo
171 AP.0 = Zs”r,s;p.q (piXr,S\

e quindi i sistemi

Xp< e Pi”Pq
] -

sono pseudo-reciproci, € noi potremo scrivere
|7ll] pAT-!‘

Moltiplicando i due membri della |7J per ,/AI”® (/=j=i) e som-
mando rispetto a pj, si ha

[8] tspq ™ ;S;p,q ><s = Pilrsp, Wr,s;p,q Xrexm™
1 i J 1 i J
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e tenendo conto delle [6]

. Xdt = PitsPqg wriSIPig™ ™.

J 1 3] 1 LR |
9

Ora se p1=pjy i parametri X ed X sono fra loro ortogonali, ossia
< J

[9] I x.Xdt =0,

9
e, poiehe’ Pl =)=0, sara

(10] =
’ T
Se poi Pi”~=Pji la [8] scambiando fra loro i e j diventa
[8 Zrspg Ars;pg Xr-sX™> = PiXrspQWriS;p~ X -o
i i i J

e dalie [8] ed [8J si deducono le [9] e [10]. Allora i parametri [6]
formano un sistema ortogonale. Resta a provare che per ogni coppia

hije=) e

[11] t=0.
]

Ora, tenendo presente le [77], 17 "] e [10], si ha
(?, X) = Zp’i‘p"?f’- = %pq(XnWr_s;Pin;iV’s). P XrS
= PiPjXrspqWHriS;Piq - Xpg=0.
Dunque il sistema [6] €' un sistelma/lprincipale di normali in er,

ed il teor. ¢ dimostrato.
.E’ interessante calcolare le (x, X).
i i

Si ha subito
(# x) = p2Z7 Wrs.pg Xr-SXP.

Ma dalie [8], tenendo conto del fatto che i parametri [6] sono
normali si ha

1== Pir-rspanr,s;p.gX '

1 1

dunque
[12] (<, X) = Pi

5. Consideriamo i parametri [6] eonie un sistema cartesiano
ortogonale nello spazio Sk (euclideo a k dimensioni) appartenente
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al o-, e perpendieolare alla Vn, indichiamo eon le coordinate di
un punto rispetto a questo sistema, e consideriamo il cono quadrico Q
di equazione
z,N-=0.
1 Pl
Il sistema delle [67 e un k-edro ortogonale autopolare di
questo cono.
Per gli studi da me fatti per n—2, si sa che per n —2
e lc = 3 questo cono €' il cono geodetico.

Per n= 2, il cono geodetico non €' in generale un cono qua-
drico, ma ha qualche relazione eon il cono Q. Vale il

Teor. Il cono geodetico e contenuto nel cono Q.
Dim. Un punto del cono geodetico sia dato da
[+2>,X.
1

Ricordando le [6'J, esso €' allora dato

7/ —— %rs pr,S¥rs
dove
[13] pps — 1 xtXr's = 2/ xIxr'stph
H = H =
e dovranno essere le prs proporzionali alle durdus. Sia pps lo
pseudo-reciproco di prs. Allora
(/z, p) = 2rspr-spr,s — BrspQWriS;Pigp.r'spp’qa =

n
K- ~A-rspq ~r,s; p,g™*rdus d Up d U(p

dove R €' un conveniente fattore di proporzionalita’. Ma, tenendo
presente l'espressione di WriS.PiQ,

ArspV Wrie:PiCidurdus dup dug = €2U U2 — Ut):2—0,

dove
U

aAS dur dus,

dunque
(lh ey =

Ed osseryando che da [13] si ricava

k
Mr,s ----- Ni*rs e fi>
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si ha, tenendo conto delle [11] e delle [12],
k k
0= {(z,p) = % X, 8. (@, X)-.pli = 1ItX? . Pi,

e questo prova appunto che il cono geodetico appartiene al cono Q.
Cor. Se &=, il cono geodetico coineide col cono Q, e quindi

€ un cono quadrieo.
Dim. Infatti se k—n, il cono geodetico ha lo stesso numero
di dimensioni del cono Q, dunque esso coineide eon Q.

PARTE 2°.

1. Le considerazioni della parte 1* escluse quelle del n°® 5,
si possono ripetere anche quando al posto del sistema Wrs;/,v si
mettesse un altro sistema simmetrico rispetto agli indici di eiascuna
delle coppie rs e pg e rispetto a queste due coppie, col corrispon-
dente determinante W diverso da zero, ed in particolare se si pone

p.q === &p,q " p (Nr,p ®s,q "4

eon p=]=0 ed nX -f- 2p =]=0, oppure se, indicando eon ars il reci-
proeo di aAS, e se il sistema

n
IS £ 1,8 ‘ Ct efepq -A-1,S; P,g

in cui ¥ e sono numeri noti, ha il diseriminante diverso da zero,
ponendo

rpa | ("-prsa | &rgns,py
eon p==0e ra\2p =)=0. In questo ultimo caso, se X=2ep=—1,
si possono ripetere anche le considerazioni del n° 5.

2. Siano
Zrs («:1, 2, p)

v covarianti a 2 indici di la classe, ed indichiamo eon Z il deter-
minante di ordine p che ha per elementi della i-esima riga le

i
e costante in ogni colonna la coppia di indici rs. Evidentemente
una sostituzione invertibile che porta dalie variabili u alle varia-
bili v muta il determinante Z in

z' =Pz,
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dove P ¢ il determinante formato cogli elementi P,s;p,q definiti
dalie relazioni

” Sur  Su,.
rep™
come il determinante W e’ stato formato coi W,iS;p®. Ma P €’ un
determinanto di Scholtz-Hunyadyl) formato col determinante
funzionale A delle u rispetto alle a, e vale A"+l
Dunque

Z:(|[/a)"+1

e’ un inyariante, e se noi indichiamo con Zrs i complementi algebrici
divisi per (|/a)"+l degli elementi della prima riga di Z, si vede che

[14]

e un invariante.
Ora, se noi teniamo fissi gli ultimi v—1 . vediamo che il
i

sistema Zrs e' fisso. Questo sistema e’ tale che, qualunque sia il
sistema Izr_s, la funzione [14] €' un invariante. Si puo’ dungne con-

cludere che il sistema Zrs e’ un controvariante a due indici di la classe.

3. Supponiano ora di poter associare alla varieta’ V,, v—2
covarianti simmetrici a due indici di classe 1 indipendenti da t.
Ad essi accompagniamo il sistema frs e con questi v— 1 covarianti

fabbrichiamo un sistema controvariante come il precedente Zr'\
e che noi indicheremo con Frs
Poniamo poi
firs T ZPq Vrvr,s; p.g Fpl<1)
1

dove il TF.s/,q ha lo stesso significato che ha nella parte la di
questa nota.

Allora tutte le considerazioni precedenti si possono ripetere
sostituendo alle v, le ossia alle L<j>rzs<pp,gclt.

) E. Pascal. ,,I determinanta [U. Hoepli ed. Milano. Seconda edizione.
1923. pp. 156-160].
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4. Nel caso di m=2 si ottengono le normali di Tonolo pren-
dendo al posto delle Argsp,g le fcf>rs<p,Qdt, e le Frs uguali ai mi-

nori di 2° ordine presi eon segno alternato e divisi per (J/a)} della
matrice

1151 2/1-2 i
<diu: 2 2+ 2) (242
e quindi, essendo
AL — A2,2;22 — ML 188 == M,2;22 =0

’\1,1;»>S — a "1;2;1>2 — @
eon

11 — K 2/11-- %1 /m):
M2 =& Al--%tl A2 (2]"a)
g2 K onw 2 A2 ko

Effettivamente il Tonolo ha trattato il solo caso delle super-
ficie nell’S4, ma sono le formule da lui trovate che mi hanno sugge-
rito le estensioni che sono contenute ai w. 2 e 3 della parte 2a



Correzionida apportarsi alla nota di G. Vitali ,Sopra alcuni
invarianti. etc.” pubblicata in questo volume pp. 43- 67.

Pag. Riga ERRATA CORRIGE
47 25 Rql, 7cx+  ea, rs M XM * rea, rs
48 ultima =Ahk, pq ~hk, pg
49 3 ~hk, pg

6 (w) [«]
51 9 Rrs,pq
12 Prs.pti prs.pq
24 gTS.PH
25 id. id.
56 [141 pS-F-2 p’-2
65 [14" p’+ 2 p2-2

67 18 K 14+A



COMPTES-RENDUS ET ANALYSES



Nouveaux faseicules du ,,Mdémoriel des Sciences mathémati-
ques” ¥.

Fascicule XXI. Les systemes d’equations aux derivees partielles,
par M. Mauricb Janet, Professeur a I’Universito de Caen. Voici
comment lauteur lui-méme formule le but de son ouvrage: ,,Nous
nous proposons d’etudier, pour les systemes les plus généraux d’¢-
quations difforentielles, le degre d’indetermination de la solution.

D'une maniere plus procise, 6tant donnd un systeme d'6qua-
tions aux dorivoes partielles, a un certain nombre (fini) de fonctions
inconnues de n variables indépendantes, comment reconnaitre:

1° Si ce systeme est eompatible;

2° Quelles sont les donndes supplomentaires susceptibles de
déterminer une solution et une seulel).

Jajoute que M. Janet se place au point de vue des fonctions
analytiques et etudie les questions gu'il envisage au point de vue
local, c’est a dire en astreignant les variables que l'on a a consi-
dérer a rester dans un voisinage assez restreint de certaines valeurs
particuliéres. L’'ouvrage est oOcrit avec beaucoup de prdcision et de
clarté et rendra de proeieux services a ceux qui voudront se ren-
seigner sur I'dtat actuel des questions auxquelles cet ouvrage, est
consacro.

Fascicule XXII. Les transformations birationnelles du plan, par
M. Luoikn Godeaux. L’auteur, apres avoir rappelo les points essen-
tiels de la théorie des points singuliers des courbes algébriques
planes et de celle des systemes lindaires de courbes planes, expose
la theorie godnodrale des transformations birationnelles du plan qu'il
applique ensuite a la gbomotrie algdbrique piane.

Le sujet tres interessant de I'ouvrage est traitd avec beaucoup
de clartd et de précision et, a la fin de 1l'opuscule, on trouve une

*) Voir les tomes: IIl, p. 142, IV, p. 122 et V p. 98 de ces ,,Annales".
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bibliographie tres compldte des questions studides dans le corps de
I'ouvrage.

Fascicule XXIIl. Fxtension aux fonctions algebroides du theo-
rbme de M. Picard et de ses applications, par Gbokgks Remoundos,
Professeur a I'Universite d’Athenes. Le présent fascicule du ,,Me-
moriat des Sciences math6matiques” donnera au lecteur le moyen
de se renseigner sur la theorie a laquelle il est consacrd avee le
minimum d’efforts. M. Rémounoos, I'un des principaux fondateurs de
la théorie des fonctions algebroides, a pris le peine dAnoncer d’une
faeon complbte chacun des theoremes sur lesquels il a a S'appuyer
et, lorsqu’il présente la demonstration d’un tbdoreme, il le fait avec
un soin qui en rend la lecture aussi facile que le permet la nature
du sujet. Grace aux circonstanees préccdentes I'ouvrage qui nous
occupe est rédige avec une clartd exceptionnelle.

Fascicule XXIV. Sur la ,,somme" dune fonction, par N. E.
NOulund. Le prssent fascicule traite du probleme qui consiste a dé-
terminer une fonction /(a?) verifiant I'equation

w

ou w et sont une constante et une fonction donndes.
La solution génerale, qu'on appellera somme indefinie de 1> (a;),
est de la forme

f(xX) = F(X) + ar ()

oii F(x) est une solution particuliere et tt(x) une fonction pdrio-
dique quelconque de periode w.

Dans certains cas il est possible, en imposant a la fonction
/(a:) des conditioiis supplementaires, convenablement choisies, de
faire en sorte que la fonction soit parfaitement doterminse
a une constante additiye pres; la fonction f(x) prend alors le nom
de somme principale ou plus brievement celui de somme de </>().
C'est aux cas ou la cireonstance precodente se présente que I'ou-
vrage est, comme son titre I'indique, spécialement consacrd. Inutile
d’ajouter que le livre est Cerit avec la compdtence bien connue de
Tauteur.

Fascicule XXV. Les eguations de la granitation einsteinienne,
par M. Gkorgks Darmois, Professeur a la Faculte des Sciences de
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Le titre de Fouyrage indique a lui-seul dans les grandes lignes la
nature du sujet auquel cet ouvrage est eonsaerd. Pour le lire avec
fruit il est indispensable de s'etre assimile prealablement certains
ouvrages que M. Darmois a dailleurs eu soin d’indiquer lui-méme.
GrAce au eachet personnel que M. Darmois a su imprimer A son
trava.il ainsi qu’aux indications bibliographiques que Fon y trouve,
son ouvrage rendra certainement des services a ceux qui voudront
approfondir les questions qui y sont traitdes.

Fascicule XXVI. Deformation des surfaces o6tudizes du point
de vue infiniiisimal, par M. Bertrand Gambikr, Professeur A la Fa-
cultd des Sciences de Lille.

M. Gambikr O6tudie la question indiquée dans le titre du fa-
scicule considerd pour les surfaces situdes dans l'espace euclidien
A trois dimensions. Grace a I'exposition sobre, claire et procise des
matieres traitoes, I'ouvrage de M. Gamb'er permettra au lecteur de
se renseigner rapidement et avec une facilite relative sur les sujets
auxquels il est eonsaero.

Fascicule XXVII. Le probléme geométrigue des deblais et rem-
blais, par M. Paul Appell. Membre de llInstitut, Recteur honoraire
de I'Universitd de Paris.

Le recueil des Momoires de I'’Académie des Sciences, pour
1781, renferme un momoire de Monge eonsaer0 au probldme suiyant:

Deux rolumes equivalents 6tant donnes, les decomposer en par-
ticules infiniment petites se correspondant deux a dewc, de telle fa-
eon que la somme des produits des chemins parcourus en transportant
chaque parcelle sur celle qui lui correspond, par le colume de la par-
celle transportde, soit un minimum.

Pour simplifier le langage, Monge donne le nom de ddéblai et
de remblai aux volumes qu'il considere, sans pretendre d'ailleurs
traiter une question relative a Fart de l'ingonieur.

Le probleme précedent est intéressant A divers titres, en par-
ticulier parce que c'est A l'occasion de ce probleme que Monge
a ddcouvert les propriotés fondamentales des congruences de droites
et des normales aux surfaces. D'ailleurs le problome des deblais et
remblais est tres difficile et les rosultats obtenus par Monge en ce
qui concerne ce probleme laissent beaucoup a dosirer.

L'opuscule qui nous occupe est eonsaerd a une forme goénera-
lisée du probleme de Monge que M. Aipkll a 6tudié autrefois et ou
il a obtenu une serie de remarquables résultats:
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Inutile d'ajouter que l'ouvrage est Scrit avec la belle clart$
et la precision qui distinguent les Scrits de lillustre auteur.

Fascicule XXVIII. Approximations successioes et dguations dif-
fcrentielles, par Emilu Cottom, Professeur a la Facultd des Sciences
de Grenoble.

C'est a rapplication de la methode des approximations succes-
sives a l'intégration des O6quations differentielles ordinaires que le
fascicule actuel est consacr$. M. Cotton, qui a apports lui-m$me
d’'importantes contributions aux questions etudi¢es dans son ouvrage,
y passe en revue, k partir des cdllebres travaux de M. Pioard sur
la mdthode des approximations successives jusqu'& nos jours, la
longue serie de recherches relatives a la meme mothode et suggo-
roes d'une faeon plus ou moins directe par les travaux de M. Pioard.
Tout mathomaticien sera reconnaissant & M. Cotton de lui gvoir donno,
par son ouvrage, le moyen de se renseigner rapidement et d'une
facon complete sur tout ce qui concerne les questions fondamen-
tales auxquelles son travail est consacrd.

Fascicule XXIX. Les courbes de l'espace a n dimensions, par
M. C. Guichard, Correspondant de IlInstitut, Professeur b. la Sor-
bonne, avec une preface de M. G. Kobnigs, Membre de !lnstitut,
Professeur a la Sorbonne. Pour donner une idse du present fasci-
cule du ,,Mcémorial des Sciences mathomatiques“ nous commence-
rons par citer le dsbut de la preface de M. Kobnigs: ,,Le travail
gu'on trouvera dans ces pages a ¢to rédigd d'apres les Notes laissses
par I'Sminent et regrette geomdtre Cl. Guichard, concernant le su-
jet de son cours & la Sorbonne pendant I'annde scolaire 1919—1920.
M. Raymond Jacquks, Professeur a I'Universitdé de Montpellier, et
dont on connait les beaux travaux sur la Geometrie, a bien voulu
se charger de mettre au point cette rsdaction. Il a manifestement
su interpreter avec elegance la pensee du maitre disparu, et
placer en cvidence la grande fécondite des idGes directrices de cet
ouvrage*.

Ajoutons, pour terminer, que les matieres, traitSes dans I'ou-
vrage considére rentrent dans la Gc¢omstrie euclidienne de l'espace
a n dimensions.

Fascicule XXX. Les principes de la Micanigue classique, par
M, Ludovic Zoketti, Professeur a la FacultS des Sciences de Caen.
L'auteur prosente un apereu extrémement intéressant, instructif et
tros documente sur I'Svolution des eonceptions fondamentales sur
Bocznik Pol, Tow. Mat. 17



258

lesquelles on peut baser la construction déductive de la Mécanique.
Les questions Otudides par M. Zorbtti appartiennent en grande par-
tie a la classe des questions difficiles et ddlicates sur lesquelles il
est a peu prds impossible de s’exprimer de fagon a satisfaire toutes
les personnes compotentes; il pourrait donc se faire que certains des
ononcés de M. Zoretti ne satisfassent pas compldotement le lecteur
mais cela ne diminuerait en rien l'estime et l'intdret que lui iuspi-
rerait 'ouvrage.

Fascicule XXXI. Applicabilite des surfaces etudiee au point
de vue fini, par M. Bertrand Gambier, Professeur a la Facult6 des
Sciences de Lille. Le titre du prosent fascicule indique suffisam-
ment la nature des questions qui y sont traitees. M. Gambier qui
a apporto lui-meme des contributions importantes i la thdorie des
surfaces applicables a adopte un mode d'exposition claire et sobre,
trés propre a mettre en Ovidence les id6es directrices autour des-
quelles on peut grouper les nombreuses recherches qui se rappor-
tent au sujet de son ouvrage. M. Gambier insiste avec raison sur
la différence des notions d'isomctrie et d'applicabilitE et precise (p.
49, 3. Isometrie et applicabiliU) la notion d'applicabilitd de deux
surfaces 'une sur l'autre au moyen d'une condition gu'il semble etre
le premier a avoir remarqud. Ajoutons pour terminer qu'une biblio-
graphie tres complete, se trouvant a la fin de lI'ouvrage, permettra
au lecteur d’approfondir a son grd telle des questions otudides dans
I'ouvrage qu'il vuudra.

Fascicule XXXII. La Methode des Fonctions majorantes et les
systemes d’Zguations aux derinies partielles, par M. Ch. Rkjuier, Cor-
respondant de l'Institut, Professeur honoraire a I’Université de Caen.
La mothode des fonctions majorantes due a Cauchy et destinde
& etablir des théoremes d’existence des intograles des systemes d'e-
quations differentielles ordinaires ou aux derivees partielles est, comme
le remarque M. Rkjuier, exclusivement applicable au cas ou Fon ne
considére que des fonctions analytiques mais, dans ce domaine, elle
est d'une tres grande puissance. Gest a M. Riquier lui-mome que
I'on doit 'immense majorite des resultats acquis actuellement par
la méthode des fonctions majorantes dans la thoorie des systdmes
les plus géndraux d'équations aux derivées partielles et par conso-
quent, par la nature meme des choses, l'ouvrage qui nous occupe
a le caractere d’'un apereu sur l'oeuvre de l'auteur lui-meme dans
le domaine auquel I'ouvrage est consacrd, sans que, bien entendu,
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M. Riquiek ait néglige de tenir compte scrupuleusement des travaux
des autres mathdmaticiens. L’ouvrage de M. Rigwer intSressera vi-
vement tous eeux qui aiment a approfondir les prineipes generaux
de I'Analyse mathématique.

Fascicule XXXIII. Apercus modernes sur la theorie des groupes
continus et finis, par M. A. Buhl, Professeur a la faculte des Scienes
de Toulouse. La place strictement mesuree aecordée a tout auteur
d'un fascicule du ,,Mémorial des Sciences mathematiques” interdi-
sait a l'auteur, comme il I'a fait remarquer lui-meme dans l'intro-
duction, de presenter un tableau d’ensemble des théories dsrivant
de la notion de groupe et fondees par Sophus Lib. Toutefois, en
s'inspirant principalement des travaux fondamentaux de M. Cartan,
M. Buhl presente un apereu original sur la theorie des groupes
dont le lecteur qui aura prealablement etudi$ I'ouvrage de M. Gour-
sat et celui de M. Cartan cites au debut meme du chapitre I, pren-
dra connaissance avee intoret et profit. Ajoutons que la bibliogra-
phie tros eomplete qui termine I'ouvrage permettra au lecteur de
pousser 1'étude de la thcorie des groupes aussi loin qu'il lui plaira.

S. Z

Leeons sur les invariants integrauoc, par M. Cartan, Professeur
a la Facultdé des Sciences de Paris, chez A. Hermann & fils, rue
de la Sorbonne 6.

LAminent auteur de cet ouvrage a reussi a presenter sous
une forme particulierement simple et attrayante la theorie si impor-
tante des innariants integraux, fondee par H. Poincare, avec I'ex-
tension qu'il a apportee lui-meme a la notion d'invariant integral.
L'attrait de l'ouvrage dorive en grande partie de ce que l'auteur,
tout en exposant la théorie des invariants integraux, en fait con-
naitre de nombreuses et de tres intéressantes applications et, avant
de prosenter la notion d'invariant integral sous sa forme generale,
la fait apparaitre sous une forme partieuliere & 1’occasion du prin-
cipe de la moindre action d’Hamilton. En terminant nous nous per-
mettons de recommander ehaudement a tout math$maticien et meme
a tout physicien I'6tude du bel ouvrage dont nous avons cherche
a caracteriser brievement l'esprit.

S. Z

17
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Leeons sur le Geometrie des Espaces de Eiemann, par E. Cak-
tant, Professeur a la Facultdé des Sciences de Paris. Paris 1928,
chez Gauthier-Villars et Cie

Le prdsent ouvrage est, comme on pouvait s'y attendre etant
donnd la compotence exceptionnelle de 1'auteur dans le domaine
auquel cet ouvrage se rapporte, extraordinairement intOressant et
instructif. A cause de la richesse des matieres contenues sous une
forme condens6e dans l'ouvrage considor6, l'etude de cet ouvrage
exigera quelque effort de la part du lecteur mais il en sera large-
ment dddommagéd par le profit qu'il en retirera. Sans pouvoir, faute
de place, donner une idee de tout ce que contiennent les belles le-
eons qui nous occupent, je crois devoir faire remarquer que Fon
y trouvera en particulier une etude assez dotail.0e des espaces de
Rjemann qui, tout en etant localement euclidiens, différent au point
de vue de YAnalysis situs de notre espace ordinaire.

S. Z

Leeons sur Yintigration et la recherche des fonctions primitwes,
par Henri Lebesguh;, Membre de llnstitut, Professeur au Colloge de
France, Professeur honoraire a la Facultd des Sciences de Paris,
2-ieme edition, Paris 1928, chez Gauthier-Villars et Cie.

Dans cette 2-ieme edition de ses celobres ,,Leeons sur l'inte-
gration etc." M. Lebesgue donne un apereu sur l'essentiel de ce qui
a ote fait, dans l'ordre d’idoes auquel se rapporte I'ouvrage, pendant
les 24 annees qui se sont dcoul6es depuis la publication de la 1-iere
¢dition; on y trouvera en particulier une exposition lumineuse et
originale de la totalisation de M. Dknjoy; pour assurer une base
solide a cette thdorie, M. Lebesgue a ddveloppe considorablement la
note sur les nombres transfinis qu'il avaitjointe a la 1-iere edition
de ses leeons. Ajoutons que, dans 1'6dition actuelle des Leeons qui
nous occupent, M. Lebbsgub a enrichi son ouvrage par un tres in-
téressant chapitre sur lintograle de Stiltjbs.

& Z

Leeons sur les series divergentes, par Emile Borel, Membre de
Ulnstitut, Professeur a la Sorbonne, deuxihme o&dition revue et en-
tierement remaniee avec le concours de M. Georges Bouligand, Pro-
fesseur & la Faculté des Sciences de Poitiers. Paris 1928, chez
Gauthier-Yillars et Cie
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Voici comment M. Borbl s’exprime dans la préface a la 2-ieme
edition de ses leeons, si remarquables, sur les sorie divergentes:

»,Depuis l'apparition de la premiere odition, les travaux sur
les series divergentes ont 6t6 si nombreux et si importants qu'il
Otait nocessaire de completer et de remanier cet ouvrage. Je dois
remercier de tout coeur M. Bouligand d'avoir bien voulu m’apporter
pour cette tache, son inappreciable concours. Grace a lui, les lecteurs
trouveront ici, non seulement les principes gendraux de la thoorie
des series divergentes, mais un expose des travaux les plus rocents
et aussi des renseignements bibliographiques qui leur permettront
de s'orienter parmi les recherches nouvelles. Nous osons esporer
que cotte nouvelle &dition sera ainsi parfaitement adaptée au but
que visent tous les ouvrages de cette collection: mettre le plus di-
rectement possible les chercheurs au courant de I'état actuel d'une
branche de la science et les placer ainsi a pied d’oeuvre pour en-
treprendre avec profit de nouvelles recherchesu.

Ajoutons que deux notes de M. Bouligand, terminant le vo-
lume, rehaussent encore linterét de I'ouvrage.

S Z

Leeons sur quelques types simples d’equations aux derivees par-
tielles avec des applications d la Physique mathomatique, par Emile
Pioard de !'’Academie franeaise. Secretaire perpétuel de 1'Academie
des Sciences, Professeur a I'Universite de Paris, Paris 1927, chez
Gauthier-Villars et Cie.

Dans l'avertissement M. Picard a caractdrise lui-meme la na-
ture et l'esprit de l'ouvrage dans les termes suivants:

,On trouvera dans ce volume les leeons que jai faites a la
Facultd des sciences en 1907 et reprises avee quelques additions en
1925. J'y etudie des types tres simples d’equations aux dorivoes
partielles, qui se rencontrent en Analyse et en Physique mathéma-
tigue. On sait qu'il y a des rapports Otroits entre ces Oquations et
certaines Oquations integrales; on en trouvera ici des exemples em-
pruntes & la theorie de la chaleur et a celle de I'dlectrieite.

Cette redaction est la reproduction de notes prises par quel-
ques-uns de mes auditeurs. Elle garde l'allure d’'un enseignement
oral, ne pretendant pas a une forme didactique soignée et Otant
plutét une conversation sur des sujets mathematiques reunis par un
lien plus ou moins lache, ce qui lui permet detre plus vivant®.
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Il est sans doute inutile d’ajouter que I'on trouvera dans ces
belles legons, consacrees presgue exclusivement aux eguations aux
dérivees partielles a deux variables indopendantes des types para-
boligues et hyperboligues, une foule de rapproehements et de re-
margues aussi interessants qu'instructifs.

Z

Leeons sur les familles normales de fonctions analytigues et leurs
applications, par M. Paul Montbl, Professeur a la Facults des
Sciences de Paris, recueillies et redigees par M. J. Barbottb, Paris
1927, chez Gauthier-Villars et Cie.

La consideration des familles de fonctions analytigues et, plus
particulierement des familles normales dont la notion est due a M.
Montel donne lieu a une methode de recherche aussi feconde que
puissante. C'est ce qui resulte tant des travaux de M. Montbl lui-
meme que de ceux des nombreux geometres qui se sont engagss
dans la voie ouverte par lui.

L'ouvrage est donc destine a rendre de grands services et
cela d’autant plus qu'il est ecrit avec une remarguable darte et
n'exige de la part du lecteur qu'un ensemble modeste de connais-
sances prealables. Ajoutons que l'auteur, en reunissant, dans la pre-
miere partie du premier chapitre, celles des notions empruntdes
a la theorie des ensembles qui interviennent dans la suite a sensi-
blement facilité 1'¢tude de I'ouvrage.

S. Z

Leeons snr les nombres transfinis, par M. Wackaw Sierpinski,
Professeur A I'Universits de Varsovie, membre de I’Acad¢mie polo-
naise des Sciences et des Lettres, Paris 1928, chez Gauthier-Villars
et Cie

M. Sierpinski est I'un des math$maticiens qui estiment que
I'on peut, sans risguer d’arriver a des resultats inexacts, admettre
dans toute sa gs$noralite le cSlebre postulat de M. Zermbllo. On sait
que beaucoup de savants et des plus distingues ne partageut pas
cette opinion. Toutefois, auelle opinion que l'on ait quant & la va-
lidité du postulat de M. Zermbli.o et pour peu que l'on s'intdresse
& la thsorie des ensembles, on lira avec fruit et interet le livre de
M. Sierpinski.

En somme, meme si I'on doute de I'exactitude du postulat de
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M. Zbrmello, considdr$ dans toute sa gonoralitd, on peut trouver
qguelque avantage a savoir s’en servir puisque certaines proposi-
tions, etablies d'abord au moyen du postulat en question, ont et$
dsmontrses plus tard sans s'appuyer sur ce postulat, circonstanee
qui prouve que le postulat de M. Zermello peut etre utile en tant
gu’instrument de recherche. Ajoutons que l'ouvrage est ecrit avec
beaucoup de clartd et n'exige, pour etre compris, que des connais-
sances prdalables modestes en mathematiques.
s. Z.

Les Espaces abstraits et leur thcorie consideree comme introduc-
tion a VAnalyse generale, par M. Mauricb Frbchbt, Professeur a I’'Uni-
yersite de Strasbourg, Paris 1928, chez Gauthier-Villars et Cie.

Pour permettre au lecteur de se faire rapidement une idee de
la portee et de linteret considsrable que presente cet ouvrage, nous
ne croyons pas pouvoir mieux faire que de reproduire la notice,
publiee par les editeurs. Voiei cette notice:

»Depuis plusieurs annees, il $tait devenu nscessaire de faci-
liter la tache de eeux qui, attirés par les nouvelles conceptions cons-
tituant I'analyse gonerale, desiraient se mettre au courant de cette
theorie. Un nombre croissant de mathematiciens lui ont apportd —
et lui apportent chaque jour — des contributions extremement im-
portantes La liste bibliographique contenue a la fin de cet ouvrage,
sans viser a etre complete, n’en contient pas moins environ 150
reférences. L'auteur a voulu remedier au dosordre apparent resul-
tant de la publication de ces nombreux msmoires dans de multi-
ples periodiques parfois difficilement accessibles.

Il a donc redige un expose systomatique de I’'ensemble de ces
travaux. Mais pour eviter de mettre imms$diatement en contact avec
une multiplicits d'idSes nouvelles, un lecteur peu familiarise avec
la theorie des variables abstraites, l'auteur a serié les difficultes.

Dans une Premisre Partie, on trouvera introduites celles de
ces idees qui sont les plus fecondes et se presentent le plus natu-
rellement: gensralisation de la notion de distance, gsnsralisation de
la notion de nombre de dimensions.

Une fois le lecteur familiaris§ par ce moyen avec le manie-
ment des ensembles de nature quelconque, il lui sera plus facile
d'aborder dans la Seconde Partie I'stude d’espaces abstraits plus
generaux. Cette etude a une grande portce philosophique et permet
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de ps$netrer plus intimement la nature des notions de distance, de
limite de voisinage.

Ainsi si trouve realise le souhait, exprime en 1912 par M.
Hadamard: qu'il fut remedie a notre ignorance des proprietes du
continu fonctionnel par la création a son usage, d'un chapitre de la
theorie des ensembles®.

Comptes-rendus des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique,
Section de Varsovie, anne 1928.

10. Il. 1928l). S. Saks: ,Un thsoreme sur la condition (A)
de M. Lusin

M. S prouve le théoreme suivant: si la derioee inferieure (le
plus petit des quatre nombres dérivés de Dini) d'une fonction sa-
tisfaisant d la condition (N) de M. Lusin est majoree par une fonction
totalisable (au sens strict), cette fonction est une totale.

M. Kerner: ,Le principe de Hamilton et I'holonomisme.
Sur le cas singulier dans le probleme de Lagrange*.

M. K. montre, que le principe de Hamilton ne sapplique
gu'aux systemes holonomes, en complétant ainsi le résultat de
Hertz (Die Prinzipien der Mechanik, 1894, p. 23—24) qui a mon-
tre des systemes non holonomes auxquels ce principe ne sappli-
que pas.

Dans ce buton suppose que le principe de Hamilton sap-
plique au systeme a liaisons differentielles donnees. En d'autres ter-
mes, on suppose I’é6quivalence compléte (bien entendu, les equations
de liaison etant remplies) des equations mdcaniques de Lagrange
avee celles déduites du principe de Hamilton par les methodes
du calcul des variations. Apr¢s quelques calculs ¢lementaires on ob-
tient de ces propositions les conditions d'integrabilite compldte du
systeme des equations de liaison. Donc, le systeme mecanique doit
etre holonome.

Comme une autre application des memes calculs, M. K. montre
que dans le probleme le plus goénoral du calcul des variations (le

*) Pour les Comptes-rendus des seances antcrieures voir tome VI, p. 126
de ces Annales.
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probleme de Lagrange) on ne peut appliquer le théorome d’exi-
stence aux extromales singulidres que si les equations de condition
sont completement intdgrables. Mais alors, comme on sait, les solu-
tions ne sont pas univoques.

17. 11. 1928. W. Sierpinski: ,,Sur la décomposition de I'en-
semble donombrable en un ensemble de puissance du continu d'en-
sembles infinis presque disjointsl.

Deux sous-ensembles d'un ensemble ddnombrable seront dits
presgue disjoints, s’ils n'ont qu'un ensemble fini 0) d’elements
communs. Le but de cette communieation est de prouver que tout
ensemble denombrable peut etre regarde comme une somme d’un en-
semble de puissance du continu d’ensembles presgue disjoints.

Il suffit 6videmment de prouver la proposition pour l'ensemble
de tous les nombres naturels.

A tout nombre roel x de l'intervalle (0,1) dont le ddveloppe-
ment en fraction dyadique infinie est

x— (0, aj at as...)
faisons correspondre la suite infinie Sx de nombres naturels
1) M, ws,...,
on

(2) u, =(lajaa8...a,_i)2=2"1--2"~2 -j-2n3al |~
+ e+ 24, 2+ «n-i

On voit sans peine que les suites Sx et sont presque disjointes
pour x =[=y. En effet, soit y =j=x,

3) y=1(0, /%5 .-
et soit

4) Dj, v2, v3L...

la suite Sy.

On a évidemment
up 4=VQ Pour P4=3

(puisque, d'apres (2), 20“*  up << 2P et, pareillement, 201 v < 2",
Or, soit k le plus petit indice tel que  =J=[3h: on a évidemment

(1AO0,...a,_i)5=0 &35 ... [3n_i) pour n = I,
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donc

un 4=vn pour n = Kk,

ce qui prouve que les suites (1) et (3) sont presque disjointes.

On obtient une decomposition de l'ensemble de tous les
nombres rationnels en une somme de 2K' ensembles presque dis-
joints, en faisant correspondre a tout nombre reel x la suite Ux
(n, rt, rs,...), on

Enx

E dssignant le plus petit entier

Il est i remarquer encore que Fon peut démontrer, en modi-
fiant ce raisonnement, que si ¥ — Xj, il existe une docomposi-
tion du continu en une somme de 22“ ensembles ayant deux a deux
un ensemble au plus donombrable d’eléments communs.

S. Banach comunique quelques remarques concernant le pro-
bleme de gs$ncralisation de la notion de mesure sur des espaces
fonctionnels.

S. Mazurkiewicz: ,Sur la somme des fonctions satisfai-
sant a la condition (iV) de M. Lusinu.

M. M. donne la construction d’une telle fonction /(a;) satisfai-
sant a la condition (V) de M. Lusin, et mAme a la condition (S)
de M. Banach, que la fonction /(a;)-(-a; ne satisfait pas a la
condition (N).

24. 11. 1928. S. Mazurkiewicz: ,Sur un probleme de M.
Menger“, Fund. Math. XII, p. 111.

S. Mazurkiewicz: ,Sur le probleme d'unicit¢ concernant
les fonctions assujetties a la condition (7V) de M. Lusin®.

M. M. donne la construction, trouvee par lui et par M. Saks,
de deux fonctions assujetties a la condition (A7) de M. Lusin (et
meme a la condition (S) de M. Banach), presque partout dsriva-
bles, ayant les derivCes presque partout egales et dont la diffsrence
n'est pas une constante.

W. Sierpinski: ,Sur la décomposition des ensembles en
ensembles presque disiointsu, Monatshefte fiir Math. und Phys. XXXV
(1928), p. 241.

9. IIl. 1928. A. Zygmund: ,Sur la convergence absolue
des scries de Fourier®, Journal of the London Math. Soc., July 1928.
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M. Z. domontre que la serie de Fourier dune fonction
a variation bornée et vdrifiant la condition de Lipschitz d'ordre
positif eonverge absolument.

A. Zygmund: ,,Sur le problhme d'unicitdé pour certains sy-
stomes orthogonaux“,

M. Z. considere l'application de la multiplication formelle des
sories trigonomotriques dans la théorie riemannienne (unicitd, loca-
lisation) de certains systemes orthogonaux, p. ex. ceux de Legen-
dre, Jacobi Sturm, Liouville, Bessel etc. Les ensembles
d’unicité y sont les memes que dans le cas des sories trigonome-
triques.

Pour certains systemes de polyndmes orthogonaux, p. ex. pour
celui de Legendre, on peut construire tout pareillement que pour
les series trigonomotriques une théorie de la multiplication formelle
qui permet de rosoudre la question de localisation aussi dans le
voisinage des points singuliers tels que les points #= 1 pour les po-
lyndmes de Legendre. Les théoremes obtenus engendrent comme
cas particuliers toutes les propositions connues sur ce sujet.

C. Zaran kiewicz: ,Ueber die Zerschneidungspunkte der
zusammenhangenden Mengen“, Fund. Math. XII, p. 121.

A. Tarski: ,Sur les groupes de Abel ordonnes“.

M. T. apelle une classe Kgroupe de Abel ordonne (cf. Haus-
dorff, Grundzuge der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 196, ou dans
le mOme sens est employe le terme ,,Grossensystem'l) par rapport
d la relation et a Topiration lorsque

(1) K est un ensemble ordonne par la relation -<J;

(2) K est un groupe de Abel donnd par l'opdration

(3) pour tous 6loments a, fl et y de K la formule a fl en-
traine la formule a-f-y-="/3-]-y (loi de monotonie’).

En posant 1.a a et (n-j-1).a=n.a pour un dlément
quelconque a de K et pour un nombre naturel arbitraire n, M. T.
démontre le theoreme suivant:

I. Soit K un groupe de Abel donng par lopiration Pour
qu'il existe alors une relation telle gue K soit un groupe abelien
ordonne envers la relation et la meme operation il faut et il

suffit gue la condition suwanie soit remplie:

(0) pour tous deux elements a et fl de K et pour tout n natu-
rel la formule n.a—n. fl entralne toujours l'egalite a—fl.

M. T. envisage ensuite les groupes abeliens ordonnés qui rem-
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plissent le postulat d’Archimede: pour tous deus elements a et
de Koha 2. 4 il existe un n naturel tel que -sn.a Il est
clair que parmi les groupes de Abel ordonnss ceux et tous ceux
qui remplissent le postulat d’Archimede sont isomorphes avec un
ensemble de nombres reels. Par analogie au th. I M. T. dSmontre
le thSoreme suivant:

Il. K ¢tant un groupe de Abel donne par l'operation , pour
gu'il existe une relation telle que K soit un groupe ordonni de
Abel donne par cette relation et par la meme operalion -J-, satisfai-
sant en outre au postulat d’Archimbde, il faut et il suffit que la con-
dition (0) soit remplie et que I'on ait:

30. I11. 1928. J. Splawa-Neyman: ,,Sur la vraisemblance
des hypothsses*,

27. 1V. 1928. C. Zarankiewiez: ,Sur le problsme de Men-
ger concernant les points d’ordre

M. Z. prouve que des tels points sont pour n — 2 des extrs-
mites communes de deux arcs simples indépendants, le continu ¢tant
suppose localement connexe.

11. V. 1928. S. Mazurkiewicz: ,Sur les ensembles fai-
blement n-dimensionnels”, Atti del Congresso Internazionale dei Ma-
tematici, Bologna 1928 (a paraitre).

W. Sierpinski: ,Sur les images continues et biunivoques
des compi¢mentaires analytiques“, Fund. Math. XII, p. 211.

15. VI. 1928. G. Poprugc¢nko: Sur I'extension des fon-
ctions de Baire dsfinies sur les sous-ensembles relativement fermss*,
Buli, de la Soc. des Sc. de Varsovie 1928 (a paraitre).

G. Poprugenko: ,Sur la propriete de Darbous des fon-
ctions continues d’ensemble”, Fund. Math. XII, p. 254.

22. VI. 1928. C. Kuratowvski: ,Une caractsrisation topolo-
gique de la surface de la sphsre”, Fund. Math. XIII, p. 307.

M. K. annonce les theoremes suivants: pour qu'un espace Ps-
anien (image continue de Il'intervalle) soit hom¢éomorphe a la surface
de la sphere il faut et il suffit que 1°: aucun point ne coupe cet
espace, 2° si I'on dScompose un continu C qui n’est pas une cou-
pure en deux sous continus K et L, le produit KL est un continu.
Dans les espaces Ps$aniens la cond. 2° (qui est identique au Ilrae
theor. de Janiszewski sur les coupures du plan) ¢quivaut au lor
thsor. de Janiszewski, dapres lequel A et B etant deux ensem-
bles fermss dont aucun ne coupe le plan entre deux points p et
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g, si AB est un continu, A -|- B ne coupe non plus le plan entre
p et g

Pour gu’un continu P$anien situé sur le plan soit homsomor-
phe au cercie il faut et il suffit qu'il ne coupe pas le plan et qu’il
ne soit coup$ par aucun point.

26. X. 1928. W. Sierpinski: ,,Sur les plus petits types de
dimensions incomparables”, Fund. Math. XIII, p. 117.

S. Steckel: ,Un théoreme sur les ensembles abstraits”.

M. S. enyisage un espace E quelconque (mctrique ou non) et
une familie F d’ensembles situ¢s dans E assujettie aux conditions:

1) le produit d’un nombre fini d’ensembles appartenant a F ap-
partient a F,

2) si pour k=1, 2,... Mk=[=0, MkeF et Q Mk, on

a: 1Mk == 0,
*:I

3) si Mtf lensemble E—M est un ensemble (B), cest-A-
dire appartient a la familie de tous les ensembles boreliens obtenus
des ensembles M de F.

En dosignant encore du nom ,ensemble tout ensemble
de Souslin (cf. Hausdorff. Mengenlehre, p. 91) dbtenu des en-
sembles M de F, c'est-a-dire appartenant a la familie de tous les
ensembles obtenus par l'opsration A effeetuée sur des ensembles
M de F, M. S. demontre sous les conditions 1) —3) &noncées plus
haut le theoreme suivant:

Pour qu'un ensemble Z soit un ensemble (B), il faut et il suf-
fit que Z et E — Z soient des ensembles (A).

16. XI. 1928. S. Mazurkiewicz: ,,Sur l'espace de Hilbert*.

M. M. demontre le théoreme suivant: toute courbe p$anienne
remplissant la partie compacte de 'espace de Hilbert, déterminde

1
par par les inegalitos , admet des points multiples d’ordre c.

A. Rajchman: ,Sur une classe des fonctions a variation
bornse*, CR. de !'’Acad des Sc. Paris vol. 187, p. 1026, et ,,Sur
une classe des series trigonometriques qui convergent presque par-
toutld, Math. Annalen 1929 (a paraitre).

23. XI. 1928. C. Zarankiewicz: ,Ueber eine Umkehrung
des Jordanschen Kurvensatzes”, Fund Math. XIII, p. 264.

J. Sptawa-Neyman: ,Sur un theorome de la théorie de
la yraisemblance des hypotheseslL
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7. XI1. 1928. W. Sierpinski: ,Une gensralisation du theo-
reme de M. Lusin concernant les ensembles analytiques®, a paraitre
aux Comptes-rendus des Soances de la Soe. des Se. de Varso-
vie 1929.

14. XII. 1929. C. Kuratowski: ,,Quelques applications des
»ClSments cycliques* de M. Whyburn*,

M. K. prouve que, si chaque elSment cyclique (voir Why-
burn, Am. J. of Math. 1928) d'un continu donnd est uni-coherent
(c. a. d. que, pour toute docomposition de cet 6lSment en deux
sous continus, leur produit est un continu), le continu entier Fest
Ogalement et rsciproquement. U en est de-méme de la propriete de
Janiszewski (qui exige que chaque continu qui n’est par une
coupure soit uni-cohdrent).

La dimension du continu entier — la borne superieure des di-
mensions des eléments cycliques (sauf le cas, ou le continu est une
dendrite).

En s'appuyant sur un rssultat prosentd anterieurement, M. K.
déduit de la que pour toute ddcomposition semi-continue de la sur-
face sphérique en sous - continus, l'espace de cette decomposition
est 2-dimensionnel.

En outre, M. X. pose plusieurs problemes qui s’y rattachent.

A. Tarski: ,Remarques sur les notions fondamentales de la
Methologie des Mathematiques*.

L'objet d'etudes de la Methologie des Mathsmatiques (nommde
aussi par l'ecole de Hilbert ,,Mstamathematique“) sont des theo-
ries mathomatiques dans un sens tout a fait analogue a celui, dans
lequel les nombres sont 1'objet d'études pour I'Arithmotique et les
figures le sont pour la Geometrie. Au point de vue de cette Metho-
dologie les theories mathematiques sont des ensembles d’expressions
ou dAcritures construites selon certaines roégles de proceder. Des
telles expressions, M. T. les appelle propositions pouroues de sens
(terme introduit par M. Lesniewski) et designe leur ensemble
par 8; il n'est possible de préciser cette notion de ,,propositions
pourvues de sens“ que lorsqu'on a choisi comme objet d'6tude une
thsorie mathematique bien d¢termince.

A tout ensemble X de telles propositions eorrespond un autre
ensemble Xx dit ensemble des conseguences de l'ensemble X. U est
dofini comme le plus petit ensemble contenant X et ferm6 envers



271

certaines operations; la maniere de les prociser dopend encore des
propriotos specifiques de la theorie envisagee. En tous cas, ce sont
des oporations (pas necessairement univoques) effectitoes sur un
nombre fini dtélements de l'ensemble & et donnant comme resultats
aussi des etoments de S.

M. T. signale quelques propridtés ¢témentaires de la notion
Xx. X QS entraine X QXx Q< X QY entraine Xx Q Yx, on
a toujours Xxx— Xx, si fon a pour tout n naturel X,, Q X,,+l, alors
(Zx5.= 2x.)z
k-1 J n=I

A l'aide de ces deux notions, a savoir, celle de proposition
pourvue de sens et celle de consequence d’un ensemble X de telles
propositions, on peut dofinir une serie d’autres notions importantes
de la Methodologie des Matttdmatiques. Ainsi on appelle systbome dedu-
ctif tout ensemble X de propositions pourvues de sens qui remplit la
condition: X= Xx. L’ensemble X de propositions pourvues de sens
est dit systeme compatible, lorsque Xx == 8; il sappelle systeme complet,
lorsque X(jj_Y(jS entraine Xx=Yx ou Yx—S", il est dit sy-
st&me indipendant (ou systeme de propositions independantes), lors-
que les conditions Y Q X et Xx= Yx entrainent '6galite X — Y.
On appelle base dun ensemble X tout systeme de propositions
indépendantes Y tel que Xx— Yx; tout ensemble X qui admet une
base finie porte le nom de systeme axiomatisable.

M. T. otablit ensuite une serie des theoremes concernant les
notions qui viennent dAtre introduites. Voiei quelques exemples de
ces theordmes: Si pour tout n naturel Xn est un systdme déductif
(ou bien un systeme compatible) et Xn Q X,,+1, I’ensemble )O(TX,, est

n=
egalement un systeme déductif (ou bien un systeme compatible).
Pour tout systeme compatible X il existe un systeme compatible et
complet Ytel que X Q Y (thdoreme deM. Lindenbaum). Si X
admet une base infinie, il n'admet aucune base finie et parsuite il
n'est pas un systdbme axiomatisable.

M. T. illustre ses considerations par I'exemple concret de
la plus simple thoorie matltématique, a savoir de l'ainsi dite Thiorie
de la ddduction. Il montre en particulier que la classe de tous les sy-
stomes doductifs compatibles et complets, forntds de propositions
pouryues de sens dans la Ttdorie de la deduction, est de puissanee
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2" (tandis que M. Lindenbaum avait demontré6 que l’'ensemble
de tous les systemes deductifs compatibles, aussi bien complets qu'in-
complets, est de cette puissance).

Comptes-rendus des seances a Cracovie
de la Societe Polonaise de Mathematique.

21. 1. 1928. A. Rosenblatt: ,Sur la théorie des arcs ela-
stiquesu.

4. 11. 1928. A. Turowicz: ,Une goéndralisation d'un théo-
reme de M. Peano*

Voir la note publiée dans ce volume.

11. 1. 1928. A. Rosenblatt: ,,Sur un point de la thoorie
des fluides visqueux*.

18. II. 1928. W. Wilkosz: ,,Sur un thdoréme de M. Vitali*.

25. 11. 1828. J. Sptawa-Neyman: ,,Sur la probabilité des
hypotheses 1*.

3. 1. 1928. S. Nikodymowa: ,Une condition ndcessaire
et suffisante pour qu'un sous-continu de Jordan soit un continu de
Jordan*.

Voir ,,Fundamenta Mathematicaell tome XI.

17. 111. 1928. J. Sptawa-Neyman: ,Sur la probabilitd
des hypothhses 11

5. V. 1928. T. Wazewski: ,,Contribution a la théorie de la
longueur 1%

12. V. 1928. T. Wazewski: ,,Contribution a la theorie de la
longueur 11*

(cf. ce volume p. 1—38).

19. 5. 1928. S. Nikodymowa: ,Sur les ensembles locale-
meut connexes*.

cf. ,,Fundamenta Mathematicae“ tome XI.

26. V. 1928. T. Wazewski: ,,Un point de la thoorie de la
longueur*.

Kix Q X, Q... 6tant une suite de continualrectifiables
on a lim longueur K,, = longueur lim K,,. La domonstration de ce
théoreme est basée sur le fait (etabli auparavant par l'auteur) qu’un
continu rectifiable possede presque partout une tangente ou sens
intrinseque.
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2. VI. 1928. S. Gotgb: ,Un thooreme sur la longueur#,

ef. ee volume p. 227—241.

26. VI. 1928. T. Wazewski: ,Sur le changement de va-
riable dans une integrale simplei

L’auteur demontre la formule

JF(x)dx =
M A

valable dans l'dypothese qu'un des deux termes de cette formule
presente une intégrale au sens de Lebesgue et que g(t) est une fonc-
tion absolument continue. Ka(t) dosigne le nombre de solutions en
u de l'equation

= ueA.

A est suppose mesurable.

Il en doduit une goénodralisation d’un theoreme de M. Banach
(Fund. Math. t. VII. p. 228).

13. X. 1928. J. Splawa-Neyman: ,Un point de la theorie
de la probabilitel4

20. X. 1928. T. Wazewski: ,Sur le changement de varia-
ble dans lintograle simple

L’auteur prosente une goéndralisation du théoreme communiquo
dernierement a la Socidtd pour le cas ou g(t) est d’'une nature plus
generale.

1. XIl. 1928. H. Harlen: ,Sur la theorie des ensembles
eonvexes de K. Menger publiees dans les Math.4. Ann. t. 100. an-

née 1928.

Etat
de la Société Polonaise de Mathdinatigue a la fin
de l'année 1927.

President: M. W. Sierpinski.

Pice-Presidents: MM. W. Staniewicz et S. Zaremba.

Secretaire: M. J. Splawa-Neyman.

Pice-Secretaire: MM. A. Turowicz et S. Turski.

Tresorier: M. St. K. Zaremba.

Rocznik Pol. Tow. Matem. 18
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Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et
W. Wilkosz.

Commission de Controle: MM. L. Chwistek, T. Wazewski et M-me
I. Wilkosz.

Il existe quatre seetions de la Soeiétd, I'une a, Lwow, prosidoe par
M. E. Zylinski, la seconde a Varsovie, prosidée par M. S. Ma-
zurkiewicz, la troisieme a Poznan, proésidée par M. Z. Kry-
gowski, la quatrieme a Wilno, prosidée par M. W. Staniewicz.

Liste des Membres de la Soei6té.

Malgré le soin avec lequel cette liste a 6t0 Otablie, certaines
fautes ont pu sy glisser; MM. les Membres sont prids instamment
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie,
rue Gotebia 20, Institut de Mathomatique) et de le prévenir
de tous les changements d'adresses.

Abréviations: L — membre de la Section de Lwow, Wa—
membre de la Section de Varsovie, P—membre de la Section de
Poznan, WI — membre de la Section de Wilno.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznan, ul. Wyspianskiego 8.

Herman Auerbach (L), Lwow, ul. Szaszkiewicza 1.

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazimierza.
Mikotaja 4.

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Krakéw, Obserwatorjum Astronomiczne,
ul. Kopernika 27.

Jan Baran, Torun, Gimnazjum Meskie, Male Garbary.

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi-
nistrow.

Prof. Dr. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22.

Prof. Czestaw Biatobrzeski, Warszawa, ul. Hoza 69.

Mieczystaw Biernacki (Wa), Paris XV, 39, rue Bargue.

Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwow, ul. Sw. Anny 1.

Inz. Dr. lzydor Blumenfeld (L), Lwéw, ul. Kapielna 6.

Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue
Renaudot.

Mag. Karol Borsuk (Wa), Warszawa Adama Ptuga 6, m. 2.

Doc. Dr. tucjan Bottcher (L), Lwow, ul. Sadowa 4.

Franciszek Brablec, Krakéw, ul. Studencka 4.
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Dr Feliks Burdecki (Wa), Zambrow (pow. omzynski), Gimnazjum.

Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriehe), Laudonstrasse 8.

Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave-
nue de Montespan.

Antoni Chrominski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Lgdowej.

Dr. Leon Chwistek, Krakdéw, ul. Szujskiego 7.

Dr. Jakéb Cukierman (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30.

Dr. Kazimierz Cwojdzinski (P), Poznan, ul. Szamarzewskiego 13.

Jadwiga Czarnecka (P), Przybystaw, poczta Zerkéw (wojewddztwo
Poznanskie).

Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkota
Inzynierji.

Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 117.

Putk. Gerhard Dtugowski, Rembertéw, Centrala badan poligonalnych.

Prof. Dr. Wactaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 13.

Prof. Dr. Wiadystaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 15.

Prof. Dr. Placyd Dziwiriski (L), Lwow, ul. Kleinowska 3.

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwow, ul. Dlugosza 25, Instytut Astro-
nomiczny.

Kazimierz Fijol, Krakéw-Podgoérze, ul. Joézefinska 31.

Prof. Dr. Paul Flamant, Chermont-Ferrand (Puy de Dome, France)
22 rue Morel-Ladeuil.

Prof. Ing. Godofredo Garcia (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979.

Dr. Stefan Glass (WI), Wilno, ul. Zakretowa 5a.

Prof. Dr. Lucien Godeaus, Liege (Belgique), 75 rue Fréderic Nyst.

Stanistaw Gotgb, Krakéw, ul. Lenartowicza 12.

Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Henryk Greniewski (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.

Dr. Aleksander Gruzewski (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 1 m. 25.

Dr. Halina Gruzewska (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 1 m 25.

Dr. Hasso Harlen, (Allemagne), Eislingen Fils (Wiirtemberg)

Prof. Dr. Antoni Hoborski, Krakéw, ul. Smolenska 26.

Marja Hommo (L), Lwéw, ul. tyczakowska 151.

Dr. Janina Hossiasson (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 6 m. 5.

Prof. Dr. Maksymiljan Huber (Wa), Lwoska 12 m. 5.

Doc. Dr. Witold Hurewicz (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite.

Dr. Mojzesz Jacob (L), Wien Il (Autriehe), Wolfgang-Schmalzl-
gasse 10/16.

18
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Prof. Dr. Mauriee Janet, Caen (Calvados) (France), 7, rue de la
Delivrande.

Wincenty Janik, Krakéw, ul. Studencka, Gimnazjum.

Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3.

Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwow, Politechnika

Dr. Stanistaw Kalandyk (P), Poznan, ul. Stowackiego 29.

Dr. Bazyli KalicunChodowicki (L), Lwoéw, ul. Kubali 4.

Prof. Dr. Joseph Kampo de Feriet, Lille (France), 16, rue des Jardins.

Prof. Dr. Stefan Kempisty (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.

Dr. Michat Kerner (Wa), Warszawa, ul. Panska 20 m. 17.

Stefania Klawekoéwna (P), Poznan, ul. Miynska 11.

Prof. Dr. J. R. Kline (Wa), Philadelphia (U. S. A), University of
Pensylvania.

Doc. Dr. Bronistaw Knaster (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3.

Prof. Dr. Zdzistaw Krygowski (P), Poznan, ul. Glogowska 74/75.

Dr. Marjan Kryzan (P), Poznan, ul. Krasinskiego 9.

Prof. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Lwow, ul. Nabielaka 12 ni. 5.

Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Nowy Swiat 72, Se-
minarjum Mat.

Prof. Dr. Edward Laine, Angers (France), 3 rue de Rebelais.

Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16.

Prof. Dr. Stanistaw Le$niewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Gustaw Lesnodorski, Krakéw, ul. Sobieskiego 10.

Prof. Dr. Tullio Levi-Civita, Roma 25 (Italie), via Sardegna 50.

Wihadystaw Lichtenberg (L), Lwéw, Wulecka Droga 78.

Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross-
gorscnenstrasse 3.

Dr. Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Ziota 45 m. 4.

Prof. Dr. Stanistaw Loria (L), Lwow, ul. Sykstuska 37.

Prof. Dr. Antoni tomnicki (L), Lwdw, ul. Kosynierska 18

Zbigniew tomnicki (L>, Lwow, ul. Nabielaka 19.

Prof. Dr. Jan tukasiewicz (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Mag. Wactaw tukasiewicz (WI). Wilno, ul. Zakretowa 5 m. 7.

Prof. Dr. Mikofaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S.)), Arbat 25/8.

Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwoéw. ul. Batorego 5.

Stanistaw Malecki, Debica, Gimnazjum.

Andrzej Marconi (P), Poznan, ul. Kosinskiego 26.

Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Obozna 11.
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Prof. Dr. Karl Menger (Wa), Wien 1X (Autriche), Fruchthaller-
gasse 2.

Doc. Inz. Dr. Meyer (L), Wien (Autriche), Universite.

Prof. Dr. Dymitr Miefszow (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.

Prof. Dr. R. L. Moore (Wa), Austin (U. S. A)), University of Texas.

Wiadystaw Moron (L), Lwéw, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Sir Thomas Muir, F. R. S. etc.,, Rondebosch (South Africa).

Zofja Napadiewiczowna (L), Lwdw, ul. Bonifratrow 8.

Dr. Jerzy Sptawa Neyman (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 22 m. 15.

Doc. Dr. Wihadystaw Nikliborc (L), Lwoéw, ul. Listopada 44 a.

Doc. Dr. Otton Nikodym, Krakéw, ul. Kochanowskiego 23.

Dr. Stanistawa Nikodymowa (Wa), Krakéw, ul. Kochanowskiego 23.

Szymon Obhrenstein, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum zenskie.

Wiadystaw Orlicz (L), Lwoéw, ul. Nabielaka 3.

Jozef Ortowski (P), Poznan, ul. Matejki 44.

Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznan, ul. Ogrodowa 2.

Inz. Jan Pankalla (P), Poznan, ul. Ratajczaka 12.

Dr. Aleksander Parenski (L), Lwow, ul. Szeptyckich 10.

Prof. Dr. Jozef Patkowski (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.

Dr. Egon Sharpe Pearson, London W. C. 1, University College,
Galton Laboratory.

Prof. Dr. Karl Pearson, London W. C. 1, University College.

Prof. Dr. Tadeusz Peczalski (P), Poznan, ul. Krasinskiego 14.

Prof. Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwoéw, ul. Gipsowa 32.

Prof. Dr. Gonesh Prasad (Wa), Calcutta (East India) Samavaya
Manrions 2 Corporation str.

Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.

Inz. JOozef Przygodzki (P), Poznan, ul. Rybaki, Szkota Budowlana.

Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajecza 7 m. 9.

Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Krakéw, ul. Krowoderska 47.

Stefan Rozental, £6dz, ul. Nawrot 4.

Antoni Rozmus, Piotrkdw, Gimnazjum panstwowe.

Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (WI), Wilno, ul. Zamkowa 22.

Prof. Dr. Stanistaw Ruziewicz (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazi-
mierza, ul $w. Mikotaja 4.

Walerja Sabatowska (L), Lwow, ul. Zielona, Gimn. Strzatkowskiej.

Doc. Dr. Stanistaw Saks (Wa), Warszawa, ul. Natolinska 9 m. 4.

Doc. Dr. Juljusz Schauder (L), Lwéw, ul. Zielona 3.
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Dr. Lidja Seipeltéwna (P), Poznan, ul. Gajowa 4.

Prof. Dr. Pierre Sergesco, Cluj (Roumanie), Seminar matematic.
universital.

Ks. Dr. Franciszek Sieczka (Wa) Ptock, Seininarjum Duchowne.

Prof. Dr. Wactaw Sierpinski (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska55m. 1.

Prof. Dr. Jan Sleszynski, Krakéw, ul. Wygoda 7.

Kazimierz Smolinski (P), Poznan, ul. Zupanskiego 16.

Helena Smoluchowska (P), Poznani, ul. Chetmonskiego 8.

Wihadystaw Smosarski (P), Poznan, Uniwersytet.

Dr. Edward Stamm, Lubowidz, p. Zielun nad Wkrg (pow. Miawa).

Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (WI), Wilno, ul. Uniwersytecka 7.

Inz. Ksawery Stankiewicz, Krakow, ul. Diuga 50.

Zofja Starosolska-Szczepanowska (L), Chetmno, Korpus Kadetow Nr. 2.

Dr. Samuel Steckel (Wa), Biatystok, Gimnazjum Druskina, ul. Szia
checka 4.

Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwow, ul. Kadeeka 14.

Prof. Dr. Wiodzimierz Stozek (L), Lwow, ul. Ujejskiego 1.

Prof. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotow, ul. Rejtana 17.

Mijr. Karol Szczepanowski (L), Chetmno, Korpus Kadetow Nr. 2.

Mag. Henryk Szutowicz (WI), Oszmiana Gimn. panstw.

Dr. Piotr Szymanski (Wa), Warszawa, ul. Zelazna 29 m. 17.

Wiadystaw Slebodzinski (P), Poznan, ul. Glogowska 51.
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tiel et integral t. I, en langue polonaise).
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