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Relazioni geometriche fra due sistemi di
normali di una superficie deltlo spazio hil-
bertiano.

Nota di

Angelo Tonolo (Padova).

In due recenti lavorit) pubblicati in questi ,,Annalesl il Prof.
Vitali ha determinato per ogni varieta dello spazio hilbertiano
dei sistemi ,,privilegiati di normali ortogonali fra loro due a due.
In particolare, per le superficie il cui spazio 2-tangente b a guattro
dimensioni, Egli ha trovato due coppie differenti di normali orto-
gonali. La prima B, che indico eon Nt, b ottenuta usufruendo, eon
un certo criterio, del sistema derivato covariante della funzione

equazione della superficie]; mentre la seconda,
che indico eon Nt, si ricava eon analogo procedimento dal sistema
derivatox covariante <p,s 3).

lo provo in questa Nota che queste due coppie di normali
sono intimamente collegate fra loro, e precisamente pervengo al
risultato seguente: A eiascuna di queste coppie si puo associare una
conica, la quale, se b a centro, ha per assi due rette parallele alle
normali dell’ altra coppia, e se invece b una parabola, il suo asse
e la tangente al vertice sono paralleli alle normali suddette.

Ho posto fine alla Nota facendo vedere che soltanto per le
superficie minime il centro della conica (per tali superficie la co-

) Gr. Vitali: Sopra alcuni inwarianti associati ad una narieta e sopra
i sistemi principali di normali delle superficie. [Annales de la Societe polonaise
de mathematique, T. VII, (1928)]. In segnito questa Nota verra indicata eon (d).
sistemi principali di normali ad una oarieta giacenti nel suo tr,. [Idem]: In
segnito questa Nota verra indicata eon (B).

’) Cfr. Nota (A).

3) Cfr. Nota (B),

Rocznik Pol. Tow. matem. T. VIIIL 1



nica non e mai una parabola) associata alle normali Nt cade sulla.
superficie stessa. E eon questo risultato si ottiene una interpreta-
zione geometrica di quella equazione di minimo (caratteristica per
tali superficie) che ho dato in un recente lavoro ).

1. Interpretazione geometrica delle normali Nt.
Sia
(1) 1=/(<, «1, «)
I'equazione di una superficie 2 dello spazio hilbertiano, il cui spazio-
2-tangente sia a quattro dimensioni; la forma
(2) au du*  2al2 dux duf -J- a«i Mul,

il cui discriminante indicheremo eon a, dia il quadrato delPelementO’
lineare di 2. In un punto / di questa superficie si consideri iii
piano normale v, e su di esso le normali Nr che assumeremo come
assi cartesiani di riferimento. Le coordinate dei punti di questo
ciano rispetto a questo sistema di assi, noi le indicheremo eon tj.

Percio, se r,, y,$ (r, s=1,17) sono i sistemi covarianti asso-
ciati alle normali 2Vj, varra la rei zione (Nota (.4).

©) s,y)= y2—2r! 261 — o.

Poniamo ’);

1 As Ai

o2 all
1 As Aii
“@ <12 — <21 = gl/—
w22 all
rop— b TILF
as! al?

ove frs sono le derivate covarianti della funzione (1), fatte eon re-
ferenza alla forma (2).

) A. Tonolo: Eine Eigenschaft der Minimalflachen des hilbertischen

Raumes. [Math. Zeitschrift: in corso di stampal.
*) Con queste il Vitali costruisce le normali in modo analogo
a quello seguito nella Nota (A) per formare le normali N, a mezzo delle fun-

zioni frs. [Cfr. Nota (2?)].



Sul piano v si fissi il punto F definito ponendo

I/«
du\ -— dul du? dul X- <Fsdurdus,
Xii X12 XN

Du 2/12 Du

Vogliamo dimostrare il seguente.
. _— w .
Teorema 1° Al oariare della direzione dut attorno a f, il
punto F genera una conica, la quale, se e centrale, ha per assi due
rette parallele alle normali Nt, e se b una parabola, il suo asse e la
tangente al nertice sono paralleli alle suddette normali.
Dimostrazione: Se X, Y sono parametri normali delle dire-
zioni Nt, si ha:

(6) /s - xrs > | l/rs

Ponendo le (6) nelle (4), e sostituendo nella (5) le expressioni
cosi ottenute delle <prs, si ottiene:

(7
avendo posto:
>1 xX12 xi " 1 a:s2
— 7 b Alp 2 =
|;a ali fill 12 2|/\ U2 all
(8) .
a2 al?
212 2/n L a2
5 2/12 - 2/21 -
(9) ai2 an 2|/<< «2S «n
Da Du
azl al2 I
- - 1 1 X22 Xl11
410) {h Du Du : 2|Aa Da 2lii !

!

< pli a2

La (7) ei dice che le coordinate g del punto F rispetto agli
assi jYj, sono:



1 e X,,,du,.dus _Z,, durdus
(11) "~ Z8 zrsdu,. dus Z zrs du,. dus
Per trovare I'equazione cartesiana del luogo descritto del punto I
al variare della direzione GiUj attorno a f, osserviamo che le (11)
possono essere scritte eosi:
12) n— + 2{"zlt —xJi)duldut + (f212 — #22)d«! =0
— y~dul + 2("z12 — 7112)(lwldw2 + — yK)dul = 0.
Da queste equazioni (12) si conelude intanto che deve essere
#n Zti 422 £711 ~#11 7212 #12
— i vzt &t 1 — 3l e sn2
Indi scriviamo che deve aver luogo lidentita
Si arriva cosi all'equazione
~2]2 #i2 X2 £711 #11 73,2 —#12
H~12 3112 >1722 3/22 | \Y
(13)

&11 #11 &22

la quale non e altro che il risultante delle (12) considerate come

Lo du?
equazioni di secondo grado nel rapporto dut '
La (13) equivale alla sequente:
312 212 222 #12 #22
e+ = g+ -
Jii2 #12 #22 3/12 3/22
212 311 2ii 312 #nN  #12
(14) 2 - - I+ — -
3/12 3/n #11 #12 3/11 3/12
222 311 + 311 222 H#HnN #22
e - >14-  —

3/22 3/u #11 #22 3/u 3/22



Si consideri il determinante

an «z =2
(16) 12 £22
yn y-ii y»
e supponiamo che esso non sia nullo. 1l suo determinante comple-

mentare, con le posizioni (8), (9), (10), e:
— 2 2a)2— zu
322 2yj2—
322 - 2 3lj2 A11

In forza di un noto teorema sui determinanti complementari,

i determinanti che figurano nella (14) sono uguali rispettivamente
a1 1 a 1 1
a—2 gNY 2° —27~u' 27 21l —A2 @12 012' a meno

del fattore _, il quale non ha influenza sull'equazione stessa.
a

Si ha percio, dalia (14),
. (—"2t 4~1"224“ ")) ( yus 4" >l 4-an)=
v = (—vyi2 4~#12n 4~ ai2)2

Sviluppiamo il prodotto e il quadrato che figurano nella (16),
e facciamo la posizione

(L, A) —hike 2A72 4 "2M

essendo hrs, krs due sistemi doppi simmetrici. Si trae I'equazione,
in forza della relazione (3),

v, )224-(,F —2@Vy)£E4-2(@ x)y4~ (3 a)=0.
Il luogo descritto dal punto F al variare della direzione Zi%

attorno a / e quindi una conica. Se essa e a centro, i Suoi assi

sono paralleli agli assi coordinati, cioe alle normali se invece
b una parabola, il suo asse e la tangente al vertice sono paralleli
alle suddette normali. Il teorema 1° e cosl dimostrato. Chiaremo

questa conica 1)-

O Se la superficie 1 € immersa in uno spazio lineare St la conica kt
ruotata di 90 gradi attorno al centro nel suo piano (o attorno al yertice, se
€ una parabola), diventa il luogo dei punti Q che sono intersezione di due piani
normali in due punti di Z infinitamente vicini. Ci6 risulta dalia mia ricerca:
Determinazione di un particolare sistema di normali delle superficie dello spa-
zio St. [Atti delPAce. di Torjno: in corso di stampa).



Osservazione. Abbiamo visto che per dimostrare il Teorema 1°,
si e dovuto supporre che il determinante D non fosse nullo. Nel
coso opposto, avendosi proporzionalita fra i minori complementari
degli elementi di due qualunque linee parallele, le (11) ci dicono

che il punto F non si sposta al variare della direzione Yy - attorno

af. Nasce perci6 la domanda se questo e un fatto possibile. Che
lo sia, lo si pud vedere coll’esempio seguente, che io devo all'ama-
bilita del Prof. Vitali. Siano O: = Oz(f) quattro parametri normali
fra loro ortogonali, e poniamo:

/==01SenMj 02COSML 03 sen -+ 04 cos W-

Le derivate prime della T rispetto ad sono:
/i=0!cos — P2sen ja
2 = (3 COS W2 --- 04 sen M21
Quindi:
un— -1} uv2=0.
I simboli di Christoffel sono tutti nulli, e quindi le deri-
vate covarianti frs coincidono eon le ordinarie.

Perci6:
/u — — Ot sen Wj — (2 cos
A — o
A? = — 03 sen 2 — 04 cos u2
Le direzioni fii> 722 S0I1° fra loro a due, a due perpen-

dicolari, come e facile riconoscere, quindi lo spazio 2-tangente della
superficie considerata e a quattro dimensioni. Indicando a eon X, Y
parametri normali delle direzioni fn, doveudo essere

— X, s X + Y.
si conclude che si ha:
vii = 0, a%i2 = =0, a22=0.

Il determinante D e quindi nullo. Si noti che il suo annul-
larsi non dipende dalia scelta dei parametri X, Y.

2. Interpretazione geometrica delle normali N2

Ora indichiamo eon ;; le coordinate di un punto del piano
normale v a Z riferito alla coppia N2. Sia F' un punto di v defi-
nito ponendo



Zrsfrsdurdus

<17) Zrscifs dUfdus

Vale il seguente

. L. du .
Teorema 11°: Al oariare della direzione dut attorno a f, il

mpunto F' genera una ellisse che ha per assi due rette parallele alle
normali

Dimostrazione: Per la scelta che abbiamo fatto degli assi di
riferimento nel piano v, vale la relazione

u(18) t y)=o.

Se surroghiamo nella (17) le derivate covarianti con le loro
espressioni (6), vediamo subito che le coordinate del punto F' ris-
petto al sistema IV,, sono:

Zrsxrsdu,.dus __ Zrsyrsdur dus
Zrsa,.sdu,.dus Zarsdurdus

Confrontando allora le equazioni (19) con le (11), si vede ehe
il luogo del punto F' viene dato dalia equazione (14), ove in questa
le x,,, yrs, zrs siano rimpiazzate dalie xrs, yrs, ars. Ricorrendo allora
alle notazioni (8), (9), (10). e dividendo per 2\a l'equazione stessa,
in forza della relazione (18), si ottiene

«“y)E2+ «h +2toy) —2tofFy—+(z,z) =0

Il punto F* descrive quindi una conica. Questa conica e una
ellisse. Infatti, ho dimostrato nel lavoro citato a pagiua 5, che le
funzioni (8), (9), (10) formano tre sistemi cavarianti doppi. Se quindi
dividiamo ogni coefficiente della suddetta equazione per a, i nuovi
scoefficienti diventano altrettanti invarianti. Scegliamo allora come
variabili ux, u2 quelle per cui — — e questa scelta la
possiamo sempre fare, perche, la forma (2) e definita (positiva). Con
queste variabili risulta xtl —x21 = 0, e un virtu della (18) yl2 =0,

non potendo essere aq2 = 0, perche in tal caso il determinante (15)
sarebbe nullo. Per questa ragione anche yl2 e diverso da zero,
Abbiamo percio:

# X)) (v, y) =—"2ynyti = a2x\2y\l = 0.



3. Superficie minime.

Per le superficie minime 2 vale il seguente

Teorema 1110: Condizione necessaria e sufficiente affinche una
superficie Z sia minima, e che il centro della conica k, sia situato
sulla superficie 1).

Dimostratione: Sia Z una superficie minima dellé spazio hil-
bertiano: diciamo a(rs) gli elementi della forma reciproca della (2).
Allora le classiche equazioni di Eulero-Lagrange (in numero
uaturalmente infinito) relative alla superficie Z si possono riassu-
mere nella sola equazione 2)

(20) Za™frs = 0.
Ora questa equivale alla sequente:
(21) Sam (0> X+ F)=0;

e poichb X, Y sono parametri liberi, si trae che deve essere sepa-
ratamente

(22) Za)xrs=10, 2 yn =0,
cioe:
(23) (a, @) =0, (a, y)—0.

E queste ci dicono che il centro della conica kt k sulla super-
ficie Z.

Viceversa, se ci0 accade per una superficie Z, valgono le (23),,
che sono equivalenti alle (22). E valida quindi anche la (21), e in-
fine la (20). La superficie Z e quindi minima s).

Infine dimostriamo che per le superficie minime, le conica
noi pud essere una parabola. Nel determinanto D del numero 2y
non tutti i minori estratti dalia matrice

A1 *12 X222

Hit 1/12 1/22

possono essere tutti nulli; perchd nel caso opposto lo spazio 2-tan-
gente avrebbe meno di quattro dimensioni. Per fissare le idee si
supponga non nullo il minore

* Diciamo ,centroll perche verra dimostrato che nelle superficie Z che
sono minime, la conica kt non e una parabola.

’) Cfr. A. Tonolo loc. cit.4).

s) Intendiamo eon cié che se J — f(t, u,, ufi e I'equazione della super-
ficie X, la T soddisfa all’equazione (20).



w11 N2
712
Se la eonica  fosse una parabola, si dovrebbe avere, ad esempior
(@, 0 — 0.

Associando questa identita scritta cosi:

1522 2 Jocy2 ~|*“ %2 2*11 0)
alle due sequenti
(24) zy)=0
(25) (@, «) =0,

si eonclude che deve essere nullo il determinante . Ora da questo
determinante si trae:

«11 «12 («<<«)

«n e — zn ag (@, o
un M2 («,y)

E un forza delle (23) si ha.

I «n «12 («, a)
I mAl 3-12
aN o — \ >=n1 a7]2 0 = («, &)
711 712
e v 5

Il seeondo membro e diverso da zero. Il determinante — non
pud quindi essere nullo.



Invariants projectifs de quatre droites. Com-
plexes particuliers. Sous-groupes du groupe
des homographies.

Par

M. Bertrand Gambier.

Professeui' a la Faculte des Sciences de Lille.

1. Invariants projectifs de guatre droites.

Je rappelle quelques resultats classiques. Soient quatre droites
Tt(i— 0, 1, 2, 3) et leurs coordonnees pliickeriennes (az, 6z, cz, 2z, mt,
nj. Je pose

I (™) = H) = azhA + /"™ + <7™ + )28 + »nzdft + wzt
W j  .4=e(01)(23) B ==(02) (31) Cc=(03)(12)

Si la droite Tt est dofinie par les deux points (a%, yZ) zh 0-} et
(Xz, Yz; 92/, OI), il est clair <tue lI'on Peut prendre

@ (iA) = | XiXt

et que, par suite, au cours dune meme transformation homogra-
phigque de l'espace, quel que soit le facteur par lequel on multiplie
les coordonnees, anciennes ou nouvelles, de chaque point sOpars-
ment, les rapports mutuels de A, B. C restent invariables et con-
stituent les deux seuls invariants projectifs distinets appartenant
a ce systeme de 4 droites. Ceci explique pourquoi, bien qu’'un sy-
steme de 4 droites depende de 16 parametres mstriques et que la
transformation homographique de l'espace depende de 15 parame-
tres, il y ait deux (et non une seule) conditions pour pouvoir
passer d’un premier systeme (7Z) a un second (7*-) par une homo-
grapbie, mais que, par compensation, quand ces deux conditions
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sont remplies, il y ait ool fagons d'oporer le passage [dans certains
cas 002 on meme 003].

Ecartons le cas ou il y a un ou plusieurs couples de droites
sGcantes et meme le cas ou les droites seraient generatrices d'un
méme stysteme d'une quadrique. Si les deux sbcantes communes
sont distinctes, les rapports anharmoniques decoupes par les sur
ces socantes sont des invariants projectifs et doivent pouvoir se
calculer par une equation du seeond degro dont les coefficients sont
bomogenes en A, B, C. Il suffit en effet, pour definir les T,, de
choisir les points

T. y»- ") ©, Ko, 'Fil ©o)

T @30 #1) $1> (*1, 111 ; ©1)

K y0 i-)? (A0 + X'Xi,

T ixaT/jxi> Po -t~ PAi -amm) +nm Ko+ m'™,...)
Les rapports anharmoniques des points en jeu sont, pour l'ordre
Nz z;

Or, on a aisbment

(02) = XX'(01) (03) =/z/(01) (12) = (13) = (01)
(23) = (p-X)(g'-X")(01)
() I = (p-X)(/-X")(01) B=XX(01) C=~"(01)\

— F— ~_pP)( —P)

L’equation annoncee est donc
(6) Cm+(A —-B—Cp+B=0
Le signe de I'expression
(7) B=A?4-52+ C?—2BC—2CA — 2AB

indique si les deux sdcantes communes sont roelles et distinctes
(fit = 0), imaginaires conjuguees {li <<0), confondues en une seule
droite réelle (fi' = 0). Si l'on appelle {d) et (D) les deux socantes,
supposoes distinctes, et {pa-Pi, Ps, p3), (Po, P,, Pg, P,) les points de
rencontre de (d) et (D) avec les 7), il est clair que p et p' se rap-
portent aux points (j?,), (Pz) pris dan8 le meme ordre que les (7));
un eebange des (7)) entre elles ne donne donc que 6 systomes pour
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p et p' et I'on voit immodiatement que les ordres
(8) TOTXTtTi2 T.T.T.T,, T2T3TqT., T3T2TxTa

ou Tg oceupe successivement les rangs 1, 2, 3, 4 donnent les me-
mes valeurs 4, B, C, dou le meme systeme p, p'. Il suffit donc de
laisser Ta au premier rang et d’effeetuer les 6 permutations de
T! T2 Ta, ce qui fournit les dchanges

TaTt Tt T, ABC
PP T, BCA
T.A T, CAB
TaT, T. ACB
POoTeT. T, CBA
ToTtT, Ts BAC

Les dchanges (8) s'obtiennent a partir de I'un d’entre eux en echan-
geant les droites (i, J) entre elles en meme temps que les deux
autres (/c, Z) entre elles: nous retrouverons plus loin les dchanges
en question en otudiant les homographies qui transforment en lui-
meme le total des quatre droites.

On peut, si I'on veut, regarder (A. B, C) comme les coordon-
nees homogenes d'un point a d’un plan auxiliaire tt rapportdé a un
triangle dquilatéral comme triangle de rofdérence; on acheve de fixer
les coordonnees en attribuant le systdbme (1, 1, 1) au centre w de
ce triangle. De la sorte a un systeme donne de 4 droites corre-
spondent 6 points, comme lindique le tableau (9), provenant de

, , . 2tt .
'un d’eux par rotation de - autour de co ou par symetries autour

des bissectrices du triangle. La rdgion B. <Z 0 correspond a linte-
rieur du cercie inscrit y, 2?2 = 0 a l'exterieur. On peut remarquer
que si B=C, le point (A B. C) est situe sur un axe de symotrie;
le rapport p — P2Pi) esfc alors ¢gal a (FoP, PsP2) de sorte
gu'il y a une homographie conservant To et 7\ mais echangeant
T2 et T3, puis (d) et (2)); si A = B = C, autrement dit si a coin-
cide avec w, chaque division (poPiPzPs) et (Po Zj P2 Ps) est equian-
harmonique, I'une donnant p = —j, l'autre p' = — j2 et I'on peut
ochanger deux quelconques des droites entre elles, en conser-
vant les deux autres.

Etant donnses 3 droites, P,, T2, Ta, quel est l’'ensemble des
droites T, telles que (PPj T2 Ts\ dans cet ordre, donnent toujours
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les deux memes invariants, autrement dit le meme point a? Con-
sidsrons les droites (cZ) et (Z>): elles doivent d'abord etre g$nsratri-
ces (second systeme) de la quadrique Q dsterminse par Tz, T2, T:
(premier systeme); puis, le point inconnu p est sur la generatrice 8
du premier systeme correspondant au rapport anharmonique p de
Uensemble (07) T2 T,) sur de meme P doit etre sur la gs$nsra-
trice 3 correspondant a p': autrement dit, la droite T engendre la
congruence linsaire dont 9 et 3 sont les directrices. Cherchons
a obtenir 9 et 3, 6tant donnes J.o, Bo, Co: nous pouvons conyenir
de faire correspondre homographiquement les gens$ratrices du pre-
mier systeme de Q et les point de y de faeon que 7), 712, Ts eor-
respondent respectivement aux points de contact des cotés J = 0,
B =0, O=0; les gensratrices 9 et 3 correspondent alors aux
points de contact avec y des tangentes issues du point a(A0,B0. Co).
En effet I'equation AJ. -j- pB -f- vC = 0 reprssente dans le plan 7r,
si \, p, v sont des constantes, une droite; mais dans l’espace, cette
meme S$quation Scrite.

(20) [23)Al, + BL)pZ + (12)rZ]la+... =0

représente un complexe lineaire: pour que ce complexe lineaire
contienine la congruence linsaire relative au point (J.0, Bo, Co) il
faut que l'on ait

((9)) AJdo 4¢ 4" vCa = 0.

Si I'on dssire ensuite que ce complexe soit spscial, it faut que
les eoefficients du complexe (10) satisfassent a la relation classique

(12) Z[(23)AZj -j-(BL)pZ2 % (12)rZ3] [(23)Adj -j- (31)p<z2 4~(12)i'a3] — O

qui, apres deyeloppement et suppression du facteur (23) (31) (12),
devient
(129 pv 4- vA 4- Ap = 0.

Or c'est 'equation tangentielle de la conique y, de sorte
que les complexes speciaux en jeu sont bien représentss par les
tangentes issues de (Jo, />,, Co) A y; le point de contact d'une de
ces tangentes avee y reprssente une gsnsratrice de 8 qui est l'axe
de ce complexe spscial.

Ceci montre bien encore que si T est tangente a la quadrique (),
les deux droites (<z) et (D) se confondent, p —p', et (A, B, C) yient
sury; a un point a de y correspond donc la congruence singulifere
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dont les deux directrices sont confondues avec la gensratrice qui,
(dans cette correspondance suppl¢émentaire introduite plus haut uni-
g.uement entre y et Q), a pour image ce point a, les droites de la
congruence singulieres etant de plus tangentes a Q.

2. Definition et ¢tude de certains coniplexes particuliers.

Si donc on considere une courbe F quelconque du plan Tr,
a chaque point fi de T correspond une congruence lineaire (g)Tr
donc a r correspoijdent ool congruences linéaires, donc un com-
plexe C de nature tres particuliere; on peut dire que la courbe I~
polaire r$ciproque de r vis-a-vis du cercie y, sert, par ses tangen-
tes, a etablir une correspondance entre deux points de y ou entre
deux gonoratriees de Q, directrices de la congruence linsaire (gj.

Si deux courbes F, Ft sont etudiees ensemble, leurs points
d’intersection donnent les congruences lin¢aires communes aux com-
plexes lineaires C et C\ correspondants. Si r et FT sont tangentes
en un point g, a ce point g correspond une congruence lineaire
(9), suivant laquelle C et (\ se raccordent; autrement dit, pour
toute droite D, prise dans (g), et pour un point M quelconque de
D, les deux cones de sommet M relatifs a C et ont J) pour
generatrice de contact; donc toute tangente a r représente le com-
plexe lineaire tangent a G tout le long de la congruence lineaire
correspondant au point de contact; c'est d'ailleurs pour cela que le
cercie y représente non pas seulement la demi-quadrique Q, mais
le eomplexe special forme de toutes les tangentes a Q.

On obtient aisement l'ordre r du eomplexe (7, quand r est
une courbe algobrique; car, pour tout point 3/ pris sur le cone
du complexe, qui a M pour sommet, se decompose en r plans s'ap-
puyant sur les gdneratrices du premier systeme correspondant a celle
G, du premier systeme aussi, issue de Jf sur Q. Si donc on mene
la tangente a 7 au point g correspondant a G, cette tangente perce
r en divers points P,. P2,... et chaque tangente nouvelle a y issue
de ou A,... donne une gencratrice de Q associee a (?, de sorte
que r est egal au degre de F ou a la classe de F', polaire reci-
proque de V par rapport a y; comme chaque tangente a F' perce
y en deux points g. gt, il peut arriver que sur y la correspondance
entre les points y. ¢, soit symetrique, ou dissymétrique; dans le
premier cas, si a g eorrespondent r points la classe de F' et
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le degré6 de C sont dgaux a r; dans le second, a un point de y
consider6 comme point g correspondent p points gt et a un point
considéré comme gx correspondent p2 points g: la classe de T' et
le degre de C sont egaux alors a ppv

3. Hoinograpliies transformant le systeme (T°) en le systeme
(T'i) de memes invariants.

Soient deux espaces E°, E se correspondant homographique-
ment; une quadrique Q° du premier a pour homologue une qua-
drique Q du second; si I'on connait la correspondance ponctuelle
entre Qo et Q, on obtient immediatement ’homologue de M°,
etant un point quelconque de £°; car une droite arbitraire issue
de M° perce Q° en m°, v°] on marque sur Q les homologues uw,
une autre secante issue de M° conduit de meme a une autre droite
portant M. Le construction ainsi présentdée roussit en remplaeant
Q° et Q par deux surfaces homologues coupees par une droite au
moins en deux points; ’'emploi de quadriques est avantageux, parce
gu'elles sont doublement regldes: les gonoratriees d'un systeme de
Q° ont pour homologues les gonoratriees d'un systeme de Q et il
suffit de donner 3 couples homologues pour doéfinir cette correspon-
danee; de meme pour la correspondance entre les generatrices de
lautre systeme.

Cela pos¢ soient deux systemes de droites (T°, TJ, TI, TJ) et
(T, T,, T2, Tj) se correspondant dans cet ordre, de telle fagon que
les invariants soient egaux; supposons dabord les deux secantes
(<2°), (2>°) distinctes (réelles ou non, peu importe); (d), (Z>) sont elles
aussi distinctes; construisons les quadriques Q°, Q determinees par
(TJ, TI, TI) ou (Tn Ts, Ts); (d°), (2)°) appartiennent a Q°, (d), (D)
a Q, dans le second systeme de goénoratriees; en faisant correspon-
dre homographiquement les gonoratriees du premier systeme dans
Q° et Q, avec les couples homologues (TJ, TJ, (TJ, T2), (TJ, Ts),
puis celles du second avee les deux couples (<i°, d) et (2)°, D), il
n'y a plus qu'un parametre arbitraire, e'est celui qui fixe la gene-
ratriee 0 du second systeme de Q homologue d'une goneratrice fixe
<& du second systeme de J°; et alors il est clair que p, p' etant les
memes sur (d°, d) et (2)°, 2>), la droite T° a pour homologue T: les
opérations docrites ici ont dvidemment un caractere nocessaire et
la construction meme prouve leur caractere suffisant.
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Si le point {A, B, C) correspondant a la fois aux deux syste-
mes (77), 7)) est sur le cercie y, il y a des procautions a prendre
avant d’affirmer que le passage est possible; la droite T est ou bien
simplement tangente a la quadrique Q déterminde par 7\, 7\, T3
ou bien elle est elle aussi gonoratrice de Q, et de meme systeme
que 77, 77, T3. Pour T° et < il y a les deux hypotheses analo-
gues; pour que le passage soit possible, il est nocessaire (et suffi-
sant) que l'hypothese realisde soit la meme de part et d'autre; si
T est génératrice de mais non 710 de <2, le passage est impos-
sible, bien que les invariants soient les memes. Ceci explique I'exi-
stence sur les complexes C, dofinis procedemment, de droites sin-
gulidres: en effet la courbe /~ dofinie comme image de C perce y
on divers points; a l'un deux, g, correspond la congruence lindaire
singuliere des tangentes a Q le long de la gonodratrice (?; les droites
de cette congruence, G exclue, ont, en gondral, les proprietes qui
ont servi a definir le complexe C; quant a G, qui appartient a la
congruence, donc a C; elle ne posshde pas ces propriétos.

Si T" et T appartiennent toutes deux l'une a Q°, l'autre a 0°,
lautre a le passage du systeme (77) au systeme (7)) est possible
par 003 (et non plus 00x) homographies: on peut, en effet, disposer
librement de I’homographie associant sur et Q les goéndratrices
du second systeme.

Reste enfin le cas ou 7° et T sont simplement tangentes a
ou prenons un point A° fixe de 710 et faisons lui correspondre —
c'est la l'unique parametre qui va jouer — un point A arbitraire
de TI; I'homographie des espaces E° et E ou baignent Q° et Q se
trouve ddfinie, car Otant un point de E°, joignons le a A°: la
droite ainsi obtenue perce Q° en w’ p° les génératrices du premier
systeme issues de w°, p°, soient U° et V0 sont connues et ont pour
homologues U et V sur Q\ A n’étant pas sur Q n'est ni sur U ni
sur V de sorte que par A passe une droite et une seule s’appuy-
ant sur U, 7, pereant Q en u, 0; le point M est sur Auv et le
birapport (AMuv) est egal a (ACDu°v°) ce qui acheve de doter-
miner M (remarquons que ce genre de raisonnement aurait réussi
pour le premier cas).

Il 'y a lieu, pour etre complet, d’envisager le cas ou T coupe
Tj, sans etre tangente a la quadrique Q déterminde par 7\, Tt, Ta
on a A—0, B == C; I'équation formée au n° 1,
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1) Cp'4-(A—B—G)p+B =0

dont dopend la recherche des sdcantes communes aux quatre droi-
tes, admet la racine p — 1 comme racine simple; pour le systeme
(T'§) qui a les memes invariants, I'equation 4 — 0 prouve que: ou
bien Tl et T° se coupent, ou bien Taet Tl se coupent; si 7” et
TI se coupent on passe par ool homograpbies du systeme (T T, Tt Ts)
a (7" TI TITI) par les momes raisonnements que procedemment;
mais il y a cette difference avec ce qui procdde que les passages de

| TI73T°TlI & TTxTtT:
7,0 yo yo yo

par homographie, dans cet ordre, ne sont plus possibles, comme
dans le cas gencral; seuls sont restds possibles les passages

PRMI  wa e

77) yio 770 770 a X 21 2128+

Lepoint (A,B, C) a etdo place sur le cote A =0 sanscoincider
avec lepoint de contact de ce cotd avec y;si onle place au point
de contact, A =0, B = C, I'Squation (1) admet la racine double
p = I; supposons que TI rencontre 710 (et de meme (71 et 77); 7”
est tangente A eo, supposons la distincte de TI et de l'autre gens-
ratrice de Q° issue du point commun i T0 et T® si T satisfait
aux memes restrictions, le passage se fait par ool homographies,
avec les rnemes constructions que précedemment; si 710 coineide
avec TI, il faut qu'il en soit de msme pour T et T, (si non il
y aurait impossibilitd) et il y a 008 homographies; si Tl coineide
avee la génératrice de systeme oppose, il faut qu'il en soit de meme
pour T| et alors il y a 002 homographies.

On doit remarquer d'ailleurs que tous les complexes G dofinis
plus hant contiennent eomme droites singulihres toutes les droites
s'appuyant sur 77, 72, 7Is:' on a, en effet, pour chacune d'elle$
A —B=C—0, mais alors ce systeme (A, B, C) ne correspond
plus a un point du plan tt

On peut remarquer qu'au lieu de prendre une demi- quadrlque
Q pour 6tablir une correspondance entre ses gs$neratrices par cou-
ples, on pourrait faire la meme operation pour une surface reglée
arbitraire Z: on aurait donc un complexe C encore deeomposable
en ool congruences lineaires et I'on pourrait donner encore une
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image de ce complexe en coupant Z par un plan arbitraire et fai-
sant correspondre A chaque gendratrice de Z son pied sur la courbe
7 ainsi obtenue (ou bien remplacer ensuite 7 par une transformee
birationnelle 7).

4. Sous-groupes du groupe des homographies.

Dans ce qui precede rien ne suppose que les espaces E°, E
soient distincts; s'ils sont eonfondus, on pourra obtenir des resultats
intéressants en cherchant les points doubles, ou en cherchant des
sous-groupes du groupe des homographies.

Si nous considerons 3 droites 77, Tt, T3 que nous supposons
sans point commun deux a deux, il y a oo! homographies $chan-
geant chaque droite, dans son ensemble, avec elle-meme; dans cha-
cune de ces homographies isolses, la quadrique Q déterminde par
7", T3, Tt se conserve et il y a deux generatrices du second sy-
steme qui se conservent chacune point pour point, de sorte que
nous obtenons une homographie biaxiale. Les homographies en jen
forment un sous-groupe fini continu du groupe gendral des homo-
graphies.

On obtient d’autres sous-groupes en supposant que TIt Tt, Ts
s'd6changent, ou circulairement, ou d’'une faeon quelconque; on a en-
core des sous-groUpes a 3 parametres; d'ailleurs si on considere la
quadrique Q portant 7\, 7\, Tt cela revient au fond a cataloguer
les homographies conservant, dans son ensemble, chaque systeme
de goneratrices; dans une de ces homographies, il y a deux gene-
ratrices de chaque systeme dont chacune, dans son ensemble, reste
fixe, et on obtient ainsi quatre points invariants dans I'hnomographie.

Revenons au cas de quatre droites T T3 que nous sup-
posons sans point commun deux a deux et qui possedent deux se-
cantes communes (7) et (2>) (et deux seulement), distinctes. Les ool
homographies h conservant chacune dans son ensemble sont les
homographies biaxiales d'axes (d) et (fi); (d) et (fi) sont conservées
point pour point; toute droite de la congruence lineaire d'axes (7).
(fi) est conservee dans son ensemble, ainsi que toute surface roglse
de cette congruence. On a un groupe i1 1 parantetre.

Il y a ool homographies fi, qui, cette fois ne forment plus
un groupe, produisant I’echange
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@) (TTAT,), (TTTTA

Marquons sur (d) les points oii elle rencontre les droites (Ti), soient
Pi Pu Pi: Pii de meme P. Pt, Ps sur (P); chacune des ho-
mographies en jeu ochange (d) en elle meme et sur (d) echange p
et Pi, Pi et p3, de sorte que la trace des ces ool homographies sur
(d) est la meme: c'est linvolution, relative A cette droite, definie
par les couples (p Pi) et (p2 ps); soient i, j les points doubles de
cette inyolution et I, J les points analogues sur (P); chaque point
i, j, 1, J reste invariable dans les ool homographies en jeu. On peut
remarquer que le couple (T, T,), ainsi que le couple (T2, Tt), est
conjugué par rapport aux quadriques du faisceau lineaire (ponctuel
aussi bien que tangentiel) contenant le quadrilatere gauche i1j Jj
soit q une quadrique de ce faisceau, ¢ I'un des complexes linGaires
contenant la congruenee lineaire (d), (P); deux transformations dua-
listiques suceessiyes, l'une par rapport A < lautre a ¢ (ou dans
I'ordre inyerse) d6quivalent a 'une des transformations homographi-
ques qui nous oceupe en ce moment; réciproquement toute trans-
formation homographique de ce systbme est de ool fagons docom-
posable en une telle chaine de deux dualites, le premier element
de la chaine pouyant etre choisi arbitrairement (ou le second) et
determinant l'autre.

On peut de meme considc¢rer les ool homographies H' pro-
duisant 1'6change
2 (TTTiTi), (TIiTiTT)

avee le couple (i',/) sur (d), (Z,J") sur (P) et enfin considcrer
les ool homographies H" relatiyes a 1'6change

3) (T Ti), TTTT

et les couples (<", /"), (Z", Z").
11 est clair que la composition des oporations h, H, H', Hr
conduit aux egalites symboliques

FP=A =A H' =h HH"=H —  HH'=HT

guil ne faut pas prendre au sens etroit, car chague membre a une
infinité de dsterminations: cela signifie, par exemple pour la pre-
miere, qu'une opcration H répetdée deux fois est une certaine
operation A; on pourrait d'ailleurs ficrire HH—h, en composant
une operation H avec une operation H différente. En tous cas

?
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les opérations h forment un groupe et il en est de meme de l'en-
semble des opcrations h, H, H', H": ce dernier groupe est celui
des homographie3 qui conservent le bloc des quatre droites.
Considérons maintenant les systemes iji*/ et 1J1'J': ayan
le meme rapport anharmonique (— 1), ils déterminent sur (d) et (2>)
deux divisions en homographie; I'* est I'homologue, dans ce cas,
de l'un des deux points i", j* et nous pouvons choisir les notations
de fagon que i" et 1" se correspondent; de la sorte nous obtenons
trois couples remarquables de gdéndratrices d’'un meme systeme d’une
quadrique en joignant les points correspondants
Z,X ' jonjinz /"
o | 1313 g
et sur cette quadrique gx chacun des 3 couples de gondratrices (i I, j J)
divise harmoniquement les deux autres. On a des quadriques ana-
logues par les associations

iji"j |" j" | iji" j
{} ‘ FirJJgi" 1y ] wuj'rjri”
fm [ HE
Jupronj

qui sont les seules possibles ici en tenant compte de ce que le
couple (ZJ) par exemple, dans son ensemble, a pour homologue
nocessairement (i j), puis, que si Fon permute les points d’'un méme
couple en seconde ligne, il faut aussi permuter I'un des deux autres
couples (et un seul; tout cela se vdrifie aussitét en prenant 0, oo,
1, —1, 7z, —i pour abscisses des points i, j, i, j', i", j"j.

Or si nous considorons le tableau (4), nous voyons que I'in-
volution biaxiale daxes il et jJ permute T et 74 T et T3
i1 et jJ° 0" 1" et /3", et conserve la quadrique gr dans son
ensemble, I’homographie sur les génoratrices du systeme i1 oOtant
une involution, dont i 1 et jJ sont les gondratrices doubles. Mais
alors nous avons decouvert un sous-groupe fini discontinu du groupe
des homographies: & savoir les 3 involutions biaxiales dont les axes
sont donnos successivement par les colonnes du tableau (4); les
tableaux (5), (6), (7) conduisent a des remarques semblables. Nous
avons ainsi obtenu, et d’'une fagon ndcessaire, pour quatre droites,

qui ont deux sécantes communes distinctes et qui ne comprennent
aucun couple de droites sécantes:
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a) un groupe fini continu cThomographies conservant chaque
droite;

b) un groupe fini continu d’homographies conservant le bloc
des quatre droites;

c) six involutions biaxiales conservant le bloc. en éehangeant,
par eouples, les quatre droites [l'echange de T et Tx donne l'invo-
lution (i Z, JJ) ou l'involution (i<7, j Z)]; ces six involutions peu-
yent etre reparties en 4 groupes ternaires fournis par les tableaux
(4) (5), (6), (7); (a chacun de ces groupes ternaires on doit en rea-
lite adjoindre la transformation identique).

5. Groupe ternaire-tétrafedre. Groupe ternaire-guadrigue.

Jusqu’ici le groupe des homographies n'a ete ctudis, au point
de vue de ses sous-groupes, que partiellement; les gsometres, sur-
tout pour les sous-groupes discontinus, n'ont guere dctermine que
les sous-groupes du groupe des dsplacements (avec bien entendu
le transforme, par une transformation homographique arbitraire,
d'un tel sous-groupe). Les sous-groupes ainsi obtenus reyiennent
a chercher ceux qui doiyent transformer une sphbre (quadrique
a génoratrices imaginaires) en elle-m$me. Il y a lieu d’etendre,
avec les modifications conyenables dues au souci de la realito, ces
resultats au cas ou une quadrique a gencratrices reelle.s doit rester
inyariante, dans son ensemble, par le sous-groupe cherché.

Je signale un sous-groupe eyident; pour une quadrique inya-
riante, si on appelle X /z les param&tres des goneratrices, I'homo-
graphie de l'espace est, comme nous tYavons vu, parfaitement ca-
racterisée par sa trace sur la quadrique et cette trace revient a Fen-
semble de deux homographies separces sur la yariable X et sur la
yariable /z, de sorte que l'on ecrit soit

aX-]-& , «="+ Db
© cX + < c'p'+d
soit

alz + & ) a'X--V
2 c/z-f-d — X+ d"

Or on sait trouyer une substitution (X, X') reelle qui, iter6e
p fois, conduise a la substitution identique; il suffit de prendre sur

un cercie le point de parametre X = tg~, < ¢tant l'angle au cen-
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tre compris entre un rayon fixe et le rayon passant par le point
mobile, puis de prendre <f£'=<£-|------ et X' =tg 5 en faisant

L'opération semblable sur /i, avec un entier q dgal ou non a p, la
substitution (X, y; X', p) donne evidemment un sous-groupe discon-
tinu des homographies. La quadrique S$tant a gonoratriees roelles,
on a une transformation reelle. Je me borne a ces indications ra-
pides pour revenir au sujet de ce travail.

Nous avons dofini l'involution biaxiale; c’est une transforma-
tion réelle si les deux axes sont réels ou imaginaires conjuguos.
Comment doit-on prendre trois involutions biaxiales pour obtenir

un groupe ternaire I, I', 1", ce qui se traduira par les o6galitds
symboliques
3) 1'1"=1 1"1=1 1I'=2".

Remarquons que cela entrainera en multipliant, a droite. la der-
niere ogalitdo par I
4) i—iri"=ri"

de sorte que la composition de deux oporations est réciproque. On
peut Gerire, en multipliant la derniere 6galitd, a gauche, par Z,

(5) rir=i‘i"" =i

donc, puisque 7'=(Z')-1, la transformée de | par 1' n'est autre
que I; or les deux axes de 1, a savoir A et B deyiennent, si on
transforme !'operation 1 par I' deux droites A, B; dapres l'egalite
(5) ces deux droites A, B doivent coincider (dans leur ensemble)
avec A, B, il y a donc deux cas a sOparer; soit A=A, B = Bi
soit A— B, B = A. Dans le premier, A, devant se conserver, ren-
contre les axes A' et Bl de I', et pour la meme raison B les ren-
contre; la figure AA' BB' est un quadrilatere gauche qui, reuni
a ses diagonales, donne un tétraedre; une transformation homogra-
phique transforme ce totraddre en un triedre de coordonndées rec-
tangulaires joint au plan de linfini et nous retrouvons cette circon-
stance bien connue que la symotrie (Oa?) composée avec la symotrie
(Oy) fournit la symetrie {Oz)', car, si les axes A, B sont devenus
Ox et la droite a linfini du plan yOz, l'involution biaxiale {A, B)
devient la symotrie Oz. Donc nous avons trouvé le groupe ter-
naire-totraedre: les 3 involutions biaxiales se rapportent aux
3 couples d'aretes opposoes. Dans le second cas, l'involution bia-
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xiale 1" transforme A en B, de sorte que (j4, B) et (A’ B') sont
sur une meme quadrique et se partagent harmoniquement: mais
alors nous retrouvons la disposition trouvee directement en Gtudiant
un groupe de 4 droites: la troisieme involution a pour axes le
couple (A", B") qui partage harmoniquement les deux premiera-
on sait que sur 3 tels couples, il ne peut y en avoir que deux
réels (ou zdro); si on suppose (A, B) et (M, B') reels, le couple
(A", B") est imaginaire conjugue, de sorte que l'involution biaxiale
I'"" est une transformation roelle, chose dailleurs Ovidente a priori
puisqu’elle est la resultante des oporations reelles 1 et Z'.

Supposons donc que nous ayons nos quatre droites reelles
7) 7,, 7), Tt avec les memes restrictions et que les secantes (Z),
(2>) soient reelles; on peut prendre les notations de sorte que sur
(2) lordre des points de rencontre des points avec les Tt soit ju-
stement papx plpix les points appel6s i, j divisant harmoniquement
(POP1) et (P2P3) sont réels; de meme i",j" qui divisent harmoni-
quement p0 p3 et p, pp, mais i',j" sont imaginaires conjuguds. Sur
(2>), si les segments PoP3 et Px P3 empietent I'un sur l'autre, nous
aurons 3 transformations involutivee successives roelles dans chacun
des quatre groupes ternaires indiques au numero procodent [for-
mules (4), (5), (6), (7)], parce que I' et J" aussi seront imaginaires
conjuguds. Mais si cela n'arrive pas, supposons (Z, «Z) imaginaires
conjuguos, nous voyons que dans chacun des quatre groupes ter-
naires, il y a une seule involution biaxiale réelle, les deux autres
oOtant imaginaires conjugudes, I'involution roelle correspondant a (i Z",
JUJ™M) ou (i"J, jUI') et ayant ses axes reels.

Si maintenant (Z) et (P) sont imaginaires conjugudes, comme
le couple (i;) est formé de deux points imaginaires ayant pour
conjuguds le total (ZJj, de moéme (i j') et (Z'JY), et (i"]"} et (Z" «Z")
on peut choisir les notations de sorte que i, j, i', j* aient pour con-
juguds respectifs 2, Z, 1" J'\ ce choix fixe 1" car le birapport
(iji'i'") doit ogaler (ZJP Z"); dans ce cas on voit que les droites
il, jj, 1"1', j°J" sont roéelles, donc Z" est le conjugud de et
J™ celui de i"; on voit alors que les combinaisons (4), (5), (6) du
numoro précodent donnent chacune un groupe ternaire de 3 invo-
lutions reelles, dont deux ont leurs axes reels, mais la combinaison
(7) fournit 3 involutions reelles a axes tous imaginaires.
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6. Etude du cas spccial ou les s6cantes comuiunes aux guatre
droites sont confondues en une seule.

Z, Zl,, Z2, T3 sont encore supposées ne contenir aucun couple-
BCcant; nous tragons l'unique secante commune (D) qui coupe les-
droites en Po, Pi, P2, Ps; si nous considsrons, comme plus haut,.
une homographie H qui 6change T avec Tx, et T2 avec P3, (il
y en a ool), la trace de cette homographie sur (Z>) est l'involution
definie par les couples (Po, Z\) et (Pj P3); appelons I, J les points
doubles de cette involution; considerons la quadrique Q admettant
pour generatrices du premier systeme Z, Tx, T2 et la quadrique Q'
analogue relative a Tx, T, T3\ H ¢change Q en Q', les genoratrices
du premier systeme se correspondant; ces deux quadriques ont, de
de plus, D comme génsratrice commune, du second systeme, et s&
raccordent, par hypothfese en Tx Tx, T2, Ts, donc tout du long de
D; leur intersection se complete par deux génératrices du premier
systome et ces generatrices A, B passent par I et J respectivement,
de sorte que A se conserve dans toutes ces homographies H, ainsi
que B ). Parmi ces homographies Il (qui ne sont pas biaxiales, car
A se conserve, mais simplement dans son ensemble), il y a l'uni-
que involution biaxiale d'axes A et B; I'homographie generale H
s'obtient en prenant Un point a de A considerSe eomme apparte-
nant ii Q et choisissant arbitrairement son homologue a' (sur A).
On peut alors considcrer les ool homographies H', ou H" comme
plus haut, et les ool homographies h. Les homographies h forment
encore un groupe; de meme. 'ensemble h, H, H', H". Nous avons
pour H' les points Z', J" de (2>) et pour Il les points Z", .7",
avec les droites correspondantes A', B, A", B". Les trois involu-
tions biaxiales (A, B), (A", BY), (A", B") forment un groupe ternairep
les quatre droites ne donnent plus gqu’'un tel groupe, au lieu de-
quatre; c'est facile a comprendre en nous reportant au cas goneral
et faisant tendre (Z) vers (2>), quand les deux Secantes sont distinc-
tes; on choisit les notations de faeon que chaque point i, j, i', j'r

) A la rigueur la raisonement n’ecarte pas lI'objection suivante: les gene-
ratrices eommunes A et B, au lieu de se conserver chacune, ne pourraient-elles-
pas s’Sehanger? Or on peut eoneevoir Je cas etudie ici comme limite du cas
ou les secantes (d) et (z>) sont voisines; or dans ce cas les quadriques. Q et Q'
ezistent encore, et leur intersection se complete par i | etj J, il se correspon-
dant i elle-meme, etj J aussi a elle-meme.
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i", /" tencie respectivement vers I, J, 1" J" I, 3"\ alors il tend
vers A, et le tableau (4), du numéro 4, nous donne a la limite le
groupe ternaire trouve ici; mais ehaque tableau (5), (6), (7) ne nous
donne plus rien, car il fait intervenir une involution biaxiale dont
les deux axes tendent a se confondre, de sorte que tout point de
T'espace a son homologue sur l'axe unigue et gu’inversement tout
point de cet axe a son homologue indstermind.

7. Etude du cas ou les droites T, 1\, T2, Ta sont generatrices,
d’un menie systeme, d’'une guadrigue.

Le raisonnement du numéro 4 est basoé uniquement sur I'exi-
stence de deux secantes communes distinctes; ici nous pourrons
prendre deux generatrices quelconque (d), (D) du second systeme
de la quadriqgue Q qui contient les droites (Tj). Les points 1,j, i' j\
i, J'" Otant ddterminds, les gonodratrices du premier systeme qui en
partent donnent les points 1. J, I', 3" 1", 3" sur (D); nous avons
encore les 6 involutions biaxiales indiquees plus haut et leur asso-
ciation en trois groupes ternaires; mais cette fois, il y a deux pa-
ramotres arbitraires a savoir le choix de (d) et celui de (2>); les droi-
tes 1l et jJ qui constituent un couple d’axes associes, ainsi que
i1’ J"J ou i I, j J" sont indopendantes du choix de ces deux
parametres et donnent un groupe ternaire toujours le meme; mais
i J est I'une quelconque des droites de la congruence lineaire qui est
déterminoe par les deux géneratrices de Q, i I et jJ. de sorte que les
groupes ternaires (5), (6), (7) indiqués au numero 4, dopendent ef-
fectiyement de ces deux paramétres: on remarquera que, dans
chaque groupe ternaire, il y a une involution biaxiale indepen-
dante du choix des deux parametres qui fixent ce groupe ternaire.

Mais ici nous trouvons en outre 00S groupes ternaires-tetrae-
dre echangeant les droites entre elles. D’abord si nous considérons
une droite arbitraire T et ses transformces par rapport aux invo-
lutions d’'un meme groupe ternaire-tStraddre, il est bien clair que
nous obtenons quatre generatrices d’'un meme systeme d’une qua-
drique. D’apres les principes de la thoorie des groupes, il suffit de
raisonner sur un systeme d'axes rectangulaires Oxyz, auquel on
a adjoint le plan de linfini de fagon a avoir le tétraedre utilise
pour le groupe ternaire; la proposition est alora dyidente; cette con-
dition que les droites soient sur une meme quadrique est donc ne-



26

cessaire pour qu’elles s'echangent par les opSrations d’un groupe
ternaire-tstraedre; elle est dailleurs suffisante. Remarquons en effet
que si on se donne le trisdre trirectangle Oxyz et une droite Ta
puis les symstriques T7?, T°, de Ta par rapport a Ox, Oy, Oz,
puis les symstriques 0°, 0?, 05, 05 des TI- par rapport a O, nous
avons 8 droites d’'une meme quadrique, 4 dans un systeme, 4 dans
T'autre, avec le mierne rapport anbarmonique dans chaque systeme;
la donnee des seules 8 droites T1?, 0? permet de reconstituer les 4
faces du tstrasdre (Oxyz oo), car chaque droite T7- perce les qua-
tre droites 0° en un total de 4 points et les 16 points obtenus
sont repartis par groupes de 4 dans les faces du tstraedre. Cela
pose, soient quatre droites T, Tt, 7\, Ts gendratrices d'un meme
systeme d’une quadrique Q\ prenons arbitrairement trois gensratri-
ces 0, Oj, O2 du systeme oppos$ et prenons le gsnsratrice O3 ds-
terminse, d’une faeon unique, par 1'Sgalits des birapports (TT T, T2 T3\
O O, 03). Le systSme T, T,, Tt, Ts donne lieu. par ses inva-
riants, au point (A, B, C) qui, comme il a $t§ expliqu$ au numsro
1, est sur le cerle y; nous pouvons construire, dans le systeme
rectangulaire Oxyz une droite Z7, qui jointe a ses symstriques
relativement a 0x, Oy, Oz, donne le meme point (A, B, 0). La
quadrique Qo portant ces droites (77) et les droites 0° dsfinies
comme symstriques relativement a O est transformable homogra-
phiqguement en Q de sorte que les (77) et (T7) d'une part, les (O)
et (0?) se correspondent: mais alors les axes Ox, Oy, Oz et les
droites a !'infini de yOz, zOx. zOy deviennent les aretes du tstrae-
dre donnant les $changes du systeme (7)) en lui-m$me, On a ainsi
003 groupes ternaires-tStraedres $changeant (7)) en lui-meme. Tout
revient a montrer que l'on peut rsaliser effectivement le meme
point (4, B, C) avec les pour cela $rivous les coordonnses
pliicksriennes
W _ 3 —ph-¢c—1—m —n
m —a b c —1 m n
@ 77 a—b ¢ I —m n
75 a b —¢ | m —n

On obtient aussitot, en se rappelant 11  bm -|- cn =0,
(2) A==16a3% B = 162>2m2 C -= 16c2n2

Ces $quations montrent que Fon a 002 choix possibles pour la
droite 7'°.
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Nous pouvons maintenant faire une remarque intoressante:
les quatre droites T, T.2, Ta appartenant a une méme quadrique
nous savons qu'il y a 0oo8 homographies échangeant chaque droite
(dans son ensemble) avec elle-meme et aussi oo8 echangeant T
avec Ti, Ta avee Tzl dans chacune de ces derniéres homographies
les goéneratriees de Q qui divisent harmoniquement (Z ZJ et (Zs Z,)
restent invariantes chacune dans son ensemble: nous avons rencon-
tre ces droites U, V plus haut, ainsi que les couples analogues
U, K' et U", V" obtenus en associant Za Z2 ou Z,. Nous avons
vu que les involutions (£7, V), (17" K", (E7", K") forment un groupe
quadrique, isold, ochangeant le bloc (Zz) en lui-meme. Nous avons
ensuite rencontré 008 groupes ternaires-quadriques echangeant aussi
les (Zz) en bloc: il y en a 3 sories; dans lI'une des series, les axes
(17, V) sont fixes et les axes des 2 autres involutions engendrent
la congruence linéaire (17, V) ou (17", V'), propriotes analogues
pour les deux autres sories. Si nous considérons ensuite les grou-
pes ternaires-tetraedre en nombre 003, nous constatons encore que
les axes de chaque involution rencontrent I'un (£7, V) lautre (£7' V"),
Tautre (U" V"): on le voit immodiatement en supposant que Q se
réduit a un hyperboloide de revolution autour de Oz ayant O pour
centre, Z 6tant une gendratrice quelconque; de la sorte U et V ont
leur pied sur Ox, U' et V' sur Oy\ U" ef V" ont leur pied re-
joté a Finfini aux points cycliques du plan xOvy. Nous ayons ainsi
decouvert toutes les involutions biaxiales (en nombra 002) echan-
geant les (7)) entre elles es toutes les faeons de les associer en
groupes ternaires.

8. Eguations reduites des transforinations formant
un groupe ternaire.

Pour le groupe ternaire tétraedre nous avons les Oquations

obtenues procisément en choisissant le tétraedre en jeu comme te-
traedre de reférence.

Pour le groupe ternaire-quadrique, nous pouvons prendre
I'6quation de la quadriqgue Q sous la forme
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(2) Q <t — Yz —— O

puisque, au point de vue projeetif, il n'y a qu’une quadrique (sans
point double); nous pouvons supposer aussi que les axes des invo-
lutions I et 1° sont

Iom <x— o0, z — 0y (V- 0, i=0)

] | I < =— y, ==—1tD. (Xiiy,zzit)

car, au point de vue projeetif toujours, il n'y a, sur une quadrique,
qu'un seul systeme de 4 gs$ncratriees se divisant harmoniquement;
I'invotution 1" s'obtient immediatement en remarquant que les axes
de 1, I' appartiennent au systbme

(4)

ou X est une constante qui a pour yaleurs:

(5) 0, oo, 1, —1

pour les axes de I et pour - on trouye donc X = = et
i. dou

(6) 1z iy.=—ie>. < v, =— — o

On trouye sans difficultd les 6quations des inyolutions :

I X= — x, Y_ y’ =, T=t
m o ox= .~ Y=X z= & -
i" x= v y=x Z= -—u T—=

On constate alors qu'une droite T (a, > = " ™ ™ a les transformees

T a b c ' m n
N _—a ® & o n
® R
’ T ' m c a e n
et I'on a
=46m — — a2 \-b2 — Zcn — I2 m*
|/C: a2 b2 2 cn —— w2

d'ofi
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[lc + |/b +JIZ = 2(» + »0.
[I'C+ N3 —|/z =2(5 — o>
|[/C- |<B 4-1/3= 2(a — )3
[/IC— s — [/3 = 2[(a 4- 1> + 4cm)|

(10)

de sorte que le signe de Aa—B=—c2>  =z2sc 2ca_ 2> a=
est celui de (a-f-1.-f-4 <~ On remargue qu’'une droite + excep-
tionnelle parce qu'elle rencontre les axes de l'une des involutions,
ne donne qu’une transformde par l'ensemble du groupe; par exem-
ple les droites qui rencontrent les axes de . vorifient v — m o
et coincident avec leur transformée par .. mais alors les transfor-
moées par 1- et .- coincident, car l'oporation .-- equivaut a 1'opo-
ration (//*); de meme les droites recontrant les axes de .- VOri-
fient les relations o« — a—o. & .- = 0 et celles qui rencontrent
les axes de - vorifient a — 1 —o. b — m — 0.

En dehors de ces droites exceptionnelles, cherchons celles qui
donnent un bloc + - «~ -+ appartenant a une quadrique; il est
nocessaire et suffisant qu'il y ait une meme relation lindaire et
homogene entre les colonnes du tableau (8); (d'ailleurs I'un des
facteurs du tableau (10) sera nul). On obtient ainsi

«(p-pH4-Z(p''-p™) =0
Z(p-pH4-a(P™-p”) =0  §(p—+p')+ m(p/z4- >0
clp—p)+ (P"-/D1=0 m(p—+pH+ 5p"+p")=0
nL(p-pH+ (P"-P,)]=0

Oh b. b ». = SONt des constantes qui ne doivent pas etre toutes
nulles. Si donc v — m24=0, on a

p+p'-O p'+p>» =0

et alors il est ndcessaire que » — » €t o Ne soient pas
nulles toutes deux, ce qui entraine a- — - — 0. Le meme raisonne-
ment prouve qui Si a2 — 124=0, 0N 8@ b — b —0, b — B —o
et par suite o> — > =0.

Prenons donc d’abord:

a— 0, oo m=2==0; Si l'on a, a— . on a une solution en
prenant . 5. b+ - Ogaux a 1, — 1, 1, — 1. Si Fon aal —. —o.
e — m24=0 avec o — . il faudra avoir « — -~ =20, et Fon

peut prendre . . p-. »= 0gaux a 1, —1, — 1, i.
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Prenons ensuite:

4 —Is==0, 2—ms = 0: il ny a pas dautre conditions & expri-
mer; on ap—p =0, p"—p"—O0 et p-f-ep”" =0, si hb=em
(e==x=1).

Donc, en rocapitulant, on a les solutions suivantes:
1°) toutes les droites du complexe linearie a — 1 = 0;
2°) toutes les droites de coordonnees

10— 440
0

c’est-a-dire les génératrices de la quadrique fondamental xt—yz =0
de mome systdbme que les axes des trois involutions;

3°) toutes les droites des deux complexes lindaires b = m =0.

Ces rosultats concordent bien avec ceux que l'on a trouves-
en cherchant a transformer en lui-meme un systeme de quatre go-
noératrices d’une quadrique.

Enfin, pour toutes les droites T du complexe d'ordre 2.
d'équation (« 72 4em =0, il y a cette simple particularite que
le groupe de 4 droites (7)-) n'admet qu'une secante eommune (dou-
ble). Nous avons ainsi trouve d'une faeon satisfaisante I'explication
de chaque facteur (10).

9. Proprietes spdciales aux courbes unicursales.

Les considerations qui précodent font immaodiatement songer
aux transformations involutives qui peuvent appartenir a une courbe
unicursale. Les parametres t et t' des deux points correspondants
M et M' sont liés par une involution

(¢D)] Att' + B(Z + 1,)4-C'=0.

Supposons qu’il existe une autre involution liant les points M et
Jf", d'ou

(2) alll"+ b,(z4-7")4-g =o.

Les points M" et M" sont liés par la relation, en generat simple-
ment homographique,

3 At'-\-B Bt'-\-C _
@) 1 4~ "4-Q
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Cette relation devient involutive si Fon a
(4) Ac, ALC — ZBEB1 — O

autrement dit si les points doubles de chaque involution (Afjf"),
:aLac SONt des points corresponaants dans l'autre involution. Mais
alors les « des points doubles de chaque involution cac acs, car ac-,
- aL divisant harmoniquement les . des points doubles de cha-
eune des deux autres et les trois involutions forment un groupe
ternaire. C'est une propriétd importante que nous allons comparer
avec les rosultats des paragraphes préeedents.

Démontrons qu'une courbe unicursale ne peut avoir trois plans
de symetrie rectangulaires. Commeneons par examiner une courbe
unicursale qui admet <o=. =~ pour plans de symétrie: ces deux
involutions entrainent Une troisieme inyolution, « savoir la symetrie
par rapport a Oa? donc une homographie conyenable sur . permet
de ramener l'ensemble des trois involutions en jeu a la forme
reduite
(5) f4-t' =0 tt"—1=0 't +1=0.

Si donc ~a est un point de la courbe, le plan perpendiculaire a o-x.
issu de Jf, perce la courbe en un groupe de 4 points associes
aral ace a8 parametres respectifs

<) 7 -7

(sans prcciser davantage le sommet du rectangle auquel appartient
chacune de ces yaleurs et sans se preoccuper des autres groupes
contenus dans le meme plan). — Supposons maintenant que la
courbe admette, en outre le plan v—- comme plan de symetrie;
AL @ pour symétrique .. de param&tre tj, lie a t par une relation
involutive

(7) Alt. i —C=0.

B(t

Or chaque point donne par (6) a son symetrique par rapport a vo-=
donné par la yaleur correspondante

® 4 ?7 T

car la symetrie , o- respecte la disposition du rectangle
AL aL. aLt a3 0N @ donc d’abord
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(9) Att, — B(t 4'A) +0=0

en passant 1 ~- et ~me €t cette relation (9) est verifiSe quel que
soit .. la comparaison de (8) et (9) donne

4-0=0  B(«4-A) =0

et comme i+ ij n'est pas nul, puisque m. 5= m-. 0N a < = 0, Mais
alors, passant a . €t ~a-. ON a simultanément

(12) ~tt, 4—0 - O JL'{'OAi - O

de sorte qu'il faudrait avoir ~ _— = O et tA = =+ 1; mais c'est
impossible, parce que JA est difforent de Jf'" et ~a-. La proposi-
tion et donc Stablie. De la sorte on est certain que la courbe gauche

(13) yl=1- X =1 —Kk2xi

n'est pas unicursale.

Dans le meme ordre d'idees, constatons qu’une courbe algé-
brique unicursale d’ordre pair peut admettre un groupe ternaire
tetraedre, mais non admettre un groupe ternaire quadrique; c’est
l'inverse pour le degre impair. En effet l'une des involutions du
groupe, obtenue en changeant . en — 7, peut etre supposee roalisee
pour les axes < =0, =~ 0) et (y =0, o 0) (axe des , et droite
a linfini du plan -o-. Les deux autres involutions seront obte-
NUes PouUr «r — w €t e+ — — . Ecrivons les coordonnces en fonc-
tion de . en supposant le degré pair.

>< —— At2m 4' A, t2m-2 4' aan 4' ..
U v —. Bt2m—2 —+— B, t2m—3 4'.. - 4' Bm_, t
( ) ,Zz = <t2m 4' <, t2m—2 4-_—... - c..
=—I[>t2m—1 —|- d, t©2m—3 —J_... 4' Dm__,t

Sous cette forme, nous voyons que le changement de . en — «
remplace le point de la courbe par un autre point de la courbe,
transforme du premier dans lI'involution biaxiale d'axes (y = 0 = 0),

(3 = = —0). Le changement de . en doit remplacer le point de

*

la courbe par un autre, transforme de ce premier dans une autre
involution biaxiale. Or si nous regardons, au numéro 8 de ce tra-
vail, les formules (1), nous pourrons dcrire les formules de la se-
conde involution (dans le cas du groupe ternaire tetraedre), sous
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la forme
-~ . yt _ gi .
' ax-\-bz a'y4~b0 a"x-A-b"z a"y-\-b"™f)

parce que, a la rigueur, nous ne connaissons pas la position pre-
cise, autour de l'axe x —z =0, des deux faces du tétraedre des
involutions, non plus que la position des deux autres faces autour
de y—B =0; on en doduit, quelles que soient les constantes X, y,

(16) xt+  _ (a+a'X#-|“ D -f- b"X)z
Yi+yNio (« + a"»y + (6 + N0
On aura donc en prenant pour (a?, yx, zx, 0J le point % et pour

(a;,y, z, ff) le point t
(d4-XC)F-+_.. + + X\ s
(B + yD) fe2"1-11 -j-+ ¢+ 4" 4%y
[(04-a"X)A. 4~ (i4~Db \) 4- 000
~[(«" 4- a"'y)B 4- (y 4-6"»2>]f"-1 + .. /
mCette identite en t est de forme non contradictoire; supposons au
contraire que Fon ait cherchd X obtenir le groupe ternaire-quadri-

que: en nous reportant aux formules (7) du numero (8), nous voyons
que les déqiiations de la seconde involution I' s'6crivent

(1I5)  ay\-bB  dx-\-b'z d'y-\-b"B~ d'x-\-b™'z

d'oii, comme plus haut,

(16) xx 4- Xzx ~ (ad~d X)y4- (b4“b X)B
&i~Jry0i (dd"'y)x(b"b""y)z

On prend encore pour (ag, yX, zx, Bx) le point l: et pour (x,, z, 0)

le point t: on obtient une identite en t de forme analogue a (17),
sauf que le seeond membre est retourne; le premier membre de
cette identitdé (17') est une fraction en t irréductible, car X
et y sont quelconques; le numerateur est de degrdo 2 m, le denomi-
nateur de degré 2m — 1; au seeond membre les degres sont inversos
et il y a manifestement impossibilite, les degres Otant exacte-
rnent ceux qui ont etd indiquds. La conclusion est donc obtenue
pour les degros pairs; pour les degrés impairs elle se domontre de
~Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII 3
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meme, avec le resultat opposo: cela tient A ce que le changement

K .. . .
de t en — laisse la mome forme a la fraction

v

aai2"t e+ .. % <«<m

mais remplace la fraction

at2m+1l —— .

par une fraction de meme forme que l'inverse de cette fraction.
Ces resultats peuvent paraitre assez inattendus. Jen ferai
U'application a un exemple extremement generat.

Note. — Depuis la redaction de ce Memoire, M. Cartan m'a
signald un artiele du matb$maticien allemand Study (Gotting. Ges.
d. Wiss. Nachr., Gruppen zweiseitiger Kollineationen, 1912, 27 pa-
ges), se rapportant & l'¢tude indiquée au paragraphe 5 de ce M¢-
moire.



Configurations remarquables de quatre tan-
gentes a une meme courbe gauche.

Par

M. Bertrand Gambier.
Professeur i la Faculté des Sciences de Lille.

1. Introduction.

Un type de problemes qui a beaucoup exered la sagacite des
géomotres est celui ou les dquations (reduites, bien entendu, a cel-
les qui sont distinctes) et les inconnues sont en meme nombre et
ou, pourtant, il n'y a pas de solutions, (du moins si les donnees
sont quelconques). 1l y a lieu de distinguer les problemes dont I'im-
possibilitd est absolue et ceux dont 1I' impossibilite rosulte, non pas
de 1' incompatibilite des Oquations, mais du fait que les solutions —
en nombre fini ou infini — correspondent a des 6lements géomatri-
gues dogonerds. Le premier cas est réalisdé pour le probleme: trou-
ver le point de rencontre de deux mobiles pareourant une droite
avec la mome vitesse a chaque instant; en generat ce premier cas
ne comprend que des problemes numeriques, dont l'intoret pour
dous n' existe pas. Je donng un exemple simple du second cas:
dans un céne C donnd, du second degre, inserire un triodre trire-
ctangle; on peut ramener le problome a la rechercbe d' une gone-
ratrice Sl telle que le plan perpendiculaire mene par le sommet
<§ coupe le céne C suivant deux gonoratrices rectangulaires; il y a
quatre solutions correspondant a chaque gonoratrice isotrope Sl de
C; malheureusement, dans chacun des systemes de 3 aretes obtenu,
deux arotes coincident, de sorte que les solutions sont impropres;
si donc on presente le probleme autrement, en partant d'un triedre
trirectangle Oxyz donné et circonscrivant un cone C a ce triedref
le probleme pos6 powr ce cone C particulier admet alors une infi

3
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nite de solutions, car I' 6quation ré$solyante, qui est toujours de de-
gro 4, admet une cinquieme solution et disparait identiquement.

Nous nous bornons donc aux problemes de ce second cas: en
donnees queleonques, un tel probleme se traduit par p $quations,
distinctes, a p inconnues, compatibles et admettant un nombre fini
ou infini de solutions impropres: ! ingoniosite du chercheur consi-
ste a trouver comment particulariser les donnees pour obtenir de
nouvelles solutions propres, se superposant a ces solutions impro-
pres, (dont on ndglige meme le plus souyent de parler); les circon-
stances les plus usuelles sont les suiyantes: dans le cas gerioral
nombre fini de solutions impropres, puis, dans le cas particularisc,
réduction du nombre d'équations de p a p —h. de fagon a obtenir
ooh solutions propres; h est le plus souyent dgal a 1, mais nous
yerrons ici-mome, numeros 4 et suiyants, un exemple oti h — 3.

Au point de vue philosophique, il est bon de rappeler que
p equations distinctes et compatibles a p inconnues peuyent admet-
tre un nombre infini de solutions: exemple, trois quadriques ayant
en commun une cubique gauche; un exemple différeDt est celui de
trois quadriques ayant en commun une conique, car, en dehors de
la ssrie infinie et continue de points communs, on trouye deux
points communs isolés. De la sorte, nous pouvons, dans les proble-
mes signales, rencontrer bien des circonstances diyerses; 1' appari-
tion, dans le cas particulier, de solutions nouvelles propres, meme
en nombre infini, peut se produire, meme sans que le nombre des
equations distinctes s' abaisse

Je rappelle des exemples classiques: deux conigues C, et C3
etant donnees, troiwer un polijgone de n cétes inserty dans C,, circon-
scrit d C2: dans le cas gendral, 4 solutions impropres (polygones
replies d’ Halphen); moyennant une condition unique imposee a C,
et C2, ool solutions yeritables. Ou bien: etant donnes 9 points Alf
A2....Agq, trouver une courbe C3m de degre 3m admettant les At comme
poins multiples d’'ordre m: en generat, une solution impropre, four-
nie par la cubique circonserite aux A-, prise m fois; mais, si A9
est pris sur une courbe, determinee par Halphen, et ne doépendant
que de A,, A2,...A8 on trouye un faisceau de courbes 03m.

Pour les deux problemes que nous venons de citer et ceux
que nous devons etudier ici, on doit: denombrer les Oquations et
les inconnues, puis ysrifier que les ¢quations sont distinctes et com-
patibles et enfin que les solutions sont impropres: tout cela, avant
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de passer au eas particulier de solutions propres. Ces opcrations,
thooriquement necessaires pour la satisfaction de ' esprit, sont, en
géneral, tres penibles et pour cette raison, esquivees. Il est donc
intéressant de signaler une circonstance favorable, non rcalisee dans
les problemes précédents, c'est le cas ou la definition de I' etre geo-
metrigue inconnu, en meme temps gue les conditions imposees, sont
inoariantes vis-d-vis d’ un groupe continu de transformations a h pa-
rametres: dans ce cas, s’ il existe un etre geomotrique de !'espece
indiquee, il en existe surement o00A Nous aurons des exemples
nombreux en cherchant certaines courbes gauches tangentes a quatre
droites donnces.

2. Cubigues gauches; resultats de Voss.

On sait que, pour une courbe gauche, la donnée d une tan-
gente non remarguable equivaut a 3 conditions; celle d' une tangente
remarguable a 4 conditions.

Il existe oo3 transformations homographiques de ! espace a 3
dimensions conservant trois droites Ti, T2, Ts (chacune est conser-
vee dans son ensemble, les points de cette droite correspondant
homographiquement a leurs transformos); la quadrique Q détermi-
née par 7, Tt (supposdes chacune sans point commun avec les
deux autres) se conserye aussi; chaque generatrice de meme sy-
steme que 7) se conserye, dans son ensemble; une g¢éncratriee de
systeme opposO est remplacce par une autre de ce second systeme;
bien qu' un point Jf, non situd sur balaie tout I espace au cours
de ces o003 transformations, 1" ensemble des transformees d' une
droite 1) forme un systdbme 00’ et non un systome oo 3; cela tient
a ce que les deux points w, v .communs a D et Q décriyent sur Q
les gensratrices U, V de meme systSme que Ti,, issues de u et
et D engendre ainsi une congruence lindaire; d' ailleurs D recouyre
ool fois chaque droite de cette congruence et cela est lie a ce fait,
important pour la suite, qu' il existe ool transformations homogra-
phiques de I' espace conseryant 4 droites donndes D, "1 "8)
Dans les 003 transformations conseryant 73, une surface
reglee R, deoeloppable ou non, engendre, non pas la totalite des oo 4
droites de I' espace, mais un complexe. Dans les ool transformations
qui conseryent D, Tr, T2, Ts chaque droite de la congruence lincaire,
(spéciale ou non) , determinee par D, Tl} Tt Ts, se conserye dans
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son ensemble tandis que les deus directriees de la congruenee se
conservent chacune point pour point.

Une cubique gauche T est determinde, d' une faeon unigue,
par 6 points (distincts ou non). Etant donn$ trois droites
Ts, il existe donc une seule cubique gauche ro tangente a Tj en
Aj, a T2 en A2, a T3 en AS3; or il existe une transformation ho-
mographique et une seule conservant ZIt Z2, T3, mais faisant venir
A, en A{, A2 en A2, As en A3; /-0 engendre ainsi, dans ces 0Os
homographies, les 0o s cubiques /" tangentes a T3 (et cha
cune une seule fois); la surfaee deyeloppable R, de degre 4, for-
mee par les tangentes a /-0 engendre donc un complexe < bien
defini par Tj, T3, T3

Conclusion: cherchons a construire une cubique gauche /~tan-
gente a 4 droites donnces, prises au hasard, T, Tj, Tt, Tt; nous
avons autant d' equations que d' inconnues (12 de part et d’ autre);
il y a impossibilits, d' apres ce qui procfede, puisque T n'est pas
choisie sur (9; ou plutét, si nous définissons une cubique comme inter-
section de deux quadriqu.es qui ont une droite commune nous avonS
00 3 solutions impropres formées par une sécante d commune a T,
Tj, T3, T3, prise deux fois, et une droite arbitraire d' recontrant
d. Prenons au contraire T sur <2 cette condition impos$e a ' en-
semble des droites T, Tj, T,, T3 diminue d' une unitd les douze
oquations du probleme et il existe ool solutions propres.

C' est le mathsmaticien allemand A. Voss qui a le premier
signalo cette propriete de 4 tangentes quelcongques a une moéme cu-
bique (Mathematische Annalen t. 13 1878, p. 168—174). Je me suis
inspir§ de sa methode pour exposer ce resultat, mais avec des mo-
difications assez importantes. En particulier, je signale que les 12
$quations, distinctes, a 12 inconnues, sont compatibles avec 003 so-
lutions impropres (et non seulement un nombre fini); dans le cas
particulier, seul a retenir, il y a ool solutions propres, nouvelles,
qui se superposent aux 00 3 impropres.

Voss indique une quantite de resultats 6logants; je ne retiens
que celui-ci: les ool cubiques T engendrent une surfaee reglee Z
admettant T, Tj, T3. T3 comme genodratrices ee rebroussement; Z ad-
met deux droites triples, qui ne sont pas gc¢neratrices. ce sont les
deux secantes communes a T, Tj, T3, T3 Le complexe < est de
degre 4.
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3. Biquadratique de genre 1.

M. Hans Mohrmann a dedid, a son professeur A. Voss, un
travail eldgant ou il reprend une question analogue (Mathematische
Zeitschrift, t. 5, 1919, p. 268—283). A titre de momoire, je cite un
travail hollandais paru, sous la signature de M. Kluyver, aux Comptes
Rendus de !'Acaddémie d’Amsterdam (1891) et que M. Mohrmann
complete. Une biquadratique B, gauche, de genre 1, dopend de 16
parametres et possode 16 points ou le plan osculateur est station-
naire; chacune des tangentes correspondantes est une tangente re-
marquable de B, de sorte que la donnée de cette tangente. (sans
preciser le point oii elle touche R), dquivaut a 4 conditions.

Sur les 16 points en jeu, on peut trouver quatre groupes de
quatre points, tels que les tangentes du meme groupe concourent:
il existe 005 biquadratiques admettant pour tangentes remarquables
de cette espfece quatre droites concourantes quelconques, resultat
d' accord avec le dénombrement d' Oquations et d'inconnues: nous
ne nous occupons pas d' un tel systeme; nous négligeons de meme
les associations de quatre tangentes comportant un ou plusieurs
couples de tangentes soOcantes; il existe alors 64 combinaisons de
4 tangentes non socantes dont les points de contact sont dans un
mséme plan {premiere espece), puis 3 autres systemes de 64 combi-
naisons de 4 tangentes ne remplissant pas cette condition (deuxikme
espece). Le raisonnement ddja fait, comme application des homogra-
phies conservant 3 ou 4 droites, conduit encore a associer a trois
premieres tangentes 77, 7l,, Ta de cette espece un certain com-
plexe <3 si 7) quatrieme tangente, n’est pas choisie parmi les droites
de < on n’a que deux solutions impropres, qui sont lI'une ou l'autre
des socantes, communes aux 4 tangentes, prise quatre fois; si T est
choisie sur (9, il y a a ool courbes gauches B\ (la premiere espace
fournit un complexe, chacun des 3 systemes de la seconde espece
fournit un complexe). Tout cela correspond, si I'on veut, a une hie-
rarchie des 16 paramhtres: 12 pour fixer T,, Ta, Taj 3 pour fixer
les points de contact de T,, T2, T; la courbe B dopend alors d'un
unique parametre, qui est son invariant projectif et la quatrieme
tangente T dderit une surface roglee B; le dernier parametre est
utilise pour choisir I' invariant, ou ce qui est equivalent, choisir T
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sur R. Quand on rend leur libertd aux points de contact de Tu Tir
T3, les 008 surfaces roglées R engendrent le complexe Q, chaque
droite du complexe 6tant engendree ool fois.

4. Courbes gauclies unicursales d’ordre m ifayant que 4 points

ii plan oseulateur stationnaire, les M, points d’intersection de

la courbe et de ce pian oseulateur Otant réunis au point de
contact.

Ce qui precede peut S$tre repotd, sans modification apprecia-
ble, pour toute courbe gauche, ne dépendant que de 12, 13, 14, 15
ou 16 parametres metriques, a qui on imposera 4 tangentes (remar-
quables ou quelconques de fagon a ce que le nombre de conditions
reproduise celui des parametres), pourvu que la definition de la
courbe ait un caractere projectif. C'est procisement le cas pour les
courbes V, dont la dofinition constitue le titre de ce paragraphe;
le nombre de pararametres metriques dont elles dependent est 16..
Je presente le resultat sous forme synthétique.

Nous disposons des quinze parametres de la substitution ho-
mographique la plus générale (ou, si on prefore, du changement de

tetraedre de roference), puis de la substitution t = sur le

paramétre rationnel  nous profitons des quinze premiers pour écrire
les coordonndes de la courbe sous la forme

X=im + at"-l—Ch t"-5+ ...
cjyy=-r-1"+ cn6r-4-crablr-5+ ...
w \cnz=8t 8 4-"“Cik-4—C™1r-5+ ...

cBe=-tnicn + cddt--{ — cBdk  +...
oii aJo, ¢, d, a,, b1... sont constants. Le plan
2 F+ + N2Z4-N,e =0
donne les points racines de I'equation
3) r—Nir-l+nlr-2—sitn~34-sétm~4... = o

et Fon a, de p—0 a P =M — 4 les relations
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St =Cs

Pour avoir m points réunis au point t, il faut et il suffit que
Fon ait, d:apres (4),

£t =—a -6t -|-#t + dt3
t5 = ol -+ blt 4-C1 i2 -+ N3
r= "m-4 |'m-4 | "m4ip4 gng

Suivant que les equations (5) out z$ro, une, deux, trois, quatre ra-
cines communes, on a 0, 1, 2, 3, 4 points de !’espfece annoncde.
Pour obtenir le maximum 4, on prend arbitrairement a, b, ¢, d. puis
de la premiere ¢quation (5) on deduit

(6) i5=at--bt3--ct3 d@ bt ct2 dt)

et la comparaison donne

(M ax =ad bx=a-\-bd. ¢l = b-\-cd dl —c-\-di

On recommenee ensuite sur la seeonde equation (5), d'ou
tt=at 618 CIW3 dj@@ 6l-fct

et ainsi de suite: les coefficients au bl, <g, dr,... s’expriment tous
sous forme de polynomes entiers en a, b, ¢, d; le calcul ainsi pre-
sente a l'anvantage de se poursuivre indéfiniment, gnel que soit mt
la valeur précise de m ifest utile a connaitre que pour savoir a quel
moment arrster le calcul. On profite de la substitution homographique
sur i pour reduire Vequation fonddmentale

(8) t4 — a-\-bt-\-ct3-{-dt3

b une forme canonique simple; si les racines sont distinctes, ce que
nous supposerons, on peut adopter

9 i=d=0 c=1

et a joue le réle dinvariant projeetif (irrationnel). Les equations
(5) se reduisent a
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fi=a + i3 ib==at 4~ t3
5 i6 ==a? + c2t tT—att  cts
(%) f8 = a4 4" ctt? 9 = a4f 4" Cit3
avec
(10) CZZ>42 =T azp ﬂ c2p azpif2 cl ~2p

Il y a ayantage, pour la commodite des calculs, a supposer ¢ =1
plutét que ¢ = 6, comme semblerait y conduire la thoorie des in-
variants; avec ¢ = 1, on obtient des coefficients entiers beaucoup
plus simples, croissant bien moins vite qu'avec ¢— 6. Il y a avan-
tage a bien respecter les formules (1), sauf peut-Gtre a remplacer
la courbe (X, F, Z, &) par la courbe Xj = X, Yi =hY, Zl=kZ,
0; =10, h, k, | etant certains entiers, egaux soit i — Cm, C8,
— Cm soit & des diviseurs convenablement choisis de ces nombres:
il est clair que cela reyient en effet a une transformation homo-
graphique tres simple, operation indifforente au point de vue de
ce trayail.

Rappelons que pour passer de la forme (8) a la forme Z4 =
= A4~ T? adoptée dsfinitiyement, on doit doterminer un couple
(O'@™) divisant harmoniquement les couples i2) et (f3,14), ces
nombres tly t2, t2, tt Otant les raeines de (8); suivant que Fon associe
A & t3 ou ti plutét qua t2, ou trouve trois tels couples (0, 0");
ensuite, on doit effectuer sur t une substitution homographique telle
quau couple (0', 0") de la variable t corresponde pour T soit
(0, 00); so”™ (°°; 0; adopter (0, 00) plutot que (oo, 0) ne change d’ail-
leurs pas A, de sorte qu'il y a en realitd six fagons d'obtenir les
equations rsduites des courbes 6tudides ici (et nous verrons plus bas
Uinteret de cette remarque) et que le coefficient inyariant A est
susceptible pour une méme courbe Vm de 3 yaleurs differentes. Je
rappelle encore que la forme binaire

(11) alld4-4 i§04"6afl034~4a3f034~% Ol

a pour inyariants relatifs

620 ~2
(12) S—al —4aas4~3Q T o
#2 (2 "4

et pour unique inyariant absolu
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Ss—27 T
(13) A

Ici avec la forme adoptee i4—1i2—a, on a
(14)

en introduisant pour la simplicite une yariable auxiliaire w; I'on
yoit que a possede bien 3 yaleurs correspondant aux yaleurs de m

w+ |/3 w—|/3
(15) 1 —v|v|/3’ +14-w|/3

Nous avons ainsi determine, pour chaque yaleur de m, une
courbe V,n de l'espece annoncée et ne dependant que du seul in-
yariant projectif a. Si les quatre poins remarquables sont reels sur
la coube Vm reelle, il y a deux fagons reelles de ramener les dqua-
tions de Vm a cette forme reduite; si les quatre points comprennent
un couple reel et un couple imaginaire ou quatre points imaginai-
res, le probleme devient moins interessant pour notre but, mais il
y a encore une reduction reelle a la forme¢ 4 = t2—a— 0 pour
I'equation fondamentale.

Nous remarquerons enfin, gqu’avec la forme reduite adoptee,
les coordonnees X, Z ne contiennent que des puissances de t toutes
de nieme parite que m, et Y et O toutes de la paritd opposoe: le
changement de t en — t produit donc une transformation homo-
graphique simple de la courbe en elle meme, echangeant deux
a deux les tangentes remarquables (et leurs points de contact). 11y a
3 telles transformations de la courbe en elle-meme, reelles toutes
les 3 si les quatre tangentes sont reelles (en supposant que le plan
O =0 est le plan de linfini, et que les axes OXYZ sont rectan-
gulaires, l'une des transformations est une sym@dtrie autonr de O Y).
Nous allons y revenir un peu plus bas.

En prenant les coordonnees pliickeriennes (A, B, C, L, M, X)
de la tangente gondrale, deduites du tableau

X y z e
(16) dX dY dzZ dQ
dt dt dt dt

on voit que A, C, L, N sont des fonctions paires de t et B, M des
fonctions impaires. Quand il s’agit des points remarquables, on peut
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réduire les fonctions paires A, C, L, N et les deux coordonnees-
points qui sont paires a la forme at?-f-[A et les fonctions B, M
ainsi que les deux coordonndes impaires a la forme at&aO0t, en
tenant compte de Fequation fondamentale.

5. Complexes attacli¢s aux diverses courbes V,,,. Inrolutions
biaxiales.

Le raisénnement employe pour les biquadratiques, reproduit
sans modification, prouve que si les quatre tangentes remarquables
en jeu sont choisies au hasard il n'y aura dautre solution que
chacune des deux secantes communes (prise m fois); pour obtenir
une voritable solution, on remarque que:

pour un degre 2 m pair, les quatre tangentes sont sui- une
meme quadrique Q- leur rapport anharmonique, en tant que gens-
ratrices du meme systeme sur Q est l'unique invariant projectif de
la courbe; si on choisit au hasard quatre generatrices d’'un meme
systeme sur Q, nous verrons qu'il existe (2m — 4) sCries 003 de
courbes V2m tangentes a ces 4 droites, les courbes d'une méme se-
rie etant transformdées homographiques de Fune quelconque de
la serie.

pour un degre 2 m -j-1 impair trois droites donnees A, Ts
comme tangentes remarquables dc¢terminent un complexe C2,+1 du
type tres spdcial que j'ai Studie dans mon Memoire sur les inva-
riants projectifs de 4 droites: T etant choisie dans C2,+1, il y a oo !
courbes tangentes a fi 1] 2> 73, transformees homographiques de
Tune quelconque d'entre elles; le complexe C2m+, comprend certaines
congruences lineaires multiples d’ordre p =1 et pour une droite
T d’une de ces congruences, on a p sories ool de courbes F2,,+1 au
lieu d’'une seule série.

Nous avons deja remarque que, sur les equations reduites
trouvees au numero precedent, le changement de i en —t donne
une transformation de la courbe en elle-meme, trace sur cette courbe
d’'une involution biaxiale portant sur tout l'espace et dlaxes (x =0,
z=0), (y=0, Q=0). Or il y a3 fagons de faire la reduction
de sorte que la courbe possede trois transformations en elle-mfeme
qui sont, sur la courbe, des involutions sur i; les points doubles de
ces trois invotutions se divisent harmoniquement et correspondent
comme nous l'avons dit aux trois inyolutions d¢finies chacune par
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un couple (iz, t-), puis (f4, t,\ de racines de I'6quation fondamentale;
cette disposition des points doubles entraine, comme je I'ai montrd
dans le Memoire deja cite, que ces involutions sur la courbe for-
ment un cycle ternaire; dautre part les inyolutions biaxiales de
T'espace, se trouvant comme toute homographie, determiuees d’une
fagon unigue par un nombre fini de points, il en resulte que ces
involutions biaxiales forment elles-memes un groupe ternaire totra-
Odre pour les courbes V2m de degrd pair, ternaire quadrique pour
les courbes F2,+l, de degr6 impair; dans une de ces involutions
biaxiales, le tangente T s’echange avec avec T3 et les points
de contact s’echangent en meme temps.

Prenons donc une courbe V2m: les tangentes T, Tz, 78, Tz
s'échangent dans un groupe ternaire totraddre; or les formules Ocrites
pour V2m donnent les rosultats indiquds par le tableau

X " "
Y i1t
4 t
O tm3d t

ou je n'ai marque que les termes extremes des polyndmes Xy 'V,
Z, O; le point t—0, double de linvolution biaxiale (i, —1t), est
sur la droite Y—0, O = 0O; l'autre point double t = 00 est sur la
mome droite, en un sommet du tetraedre actuel de roference
(y=Z=0 = 0); nous en concluons que le totraedre des involu-
tions admet comme aretes les trois droites joignant les points dou-
bles d'une meme inyolution; ces trois aretes ne peuyent etre que
concourantes en un meme point (on le yerifie immaodiatement pour
m—2 ou V4) et non cotdés d'un triangle. Cela suffit pour doétermi-
ner les trois autres aretes; car soient Alt A2, A3 ces trois ardtes con-
courantes; Ay rencontre la courbe VIm en deux points inyariants,
ainsi que leurs tangentes, dans l'involution ayant pour axes At et
I'arete inconnue associoe A; les deux tangentes en jeu coupent le
plsn A2 At chacune en un point appartenant a By.
Si nous prenons une courbe K2"+' nous ayons le tableau

x [+ ¢
Y tm t°
Z tn-' t

o 7 ¢
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Le point t = est sur l'axe X=Z =0, le point, t— oo sur 1'autre
axe, (en une entremitd), Y— O =0; de la sorte, cette fois, les
axes des 3 involutions s'obtiennent en menant par les divers points
doubles de chaque involution les droites s’appuyant sur (d) et (D).

Tout revient maintenant a déterminer une courbe V°n depen-
dant de l'unique parametre a (operation faite au numoro 4), puis
a calculer en fonction de a les quantités homogenes (A, B, C), comme
je l'ai explique dans le Mdmoire cite, dont les rapports mutuels sont
les invariants projectifs des quatre tangentes; le point (A, B, C) do-
crit dans le plan 7r (introduit dans le Memoire cite) la courbe f,
image du complexe <§Sauquel appartient la quatrieme tangente, quand
les trois premieres sont donnees. Or nous prenons comme equation
fondamentale I'Squation

1) _p_a=0

dont j'appelle les racines tx, ts, nous pouvons tout exprimer
provisoirement, au moyen du parametre $ par les formules

(2) tj =— t2= cos ts — ——=sin a— —sin2 ¢ cos? <

Les tangentes "> 72; 3> Ti sont ainsi obtenues ssparément et ra-
tionellement, ainsi que les quantites

A=(41)(23) B=(42)(3l) C=(43)(22)

Ceci suffit a prouver que la courbe /”est unicursale; mais, au point
de vue de  seule, cette representation est impropre; il suffit de
regarder les echanges

b ») A B C

T ti h 3 A B C

©) h  2- AR e
—f—< ti u A B cC

Cela correspond, comme nous le savons aux involutions biaxiales
transformant la courbe Vm en elle-meme, 6changeant deux tangentes
entre elles en meme temps que les deux autres. Il suffit de pendre

comme parametre sin  cos < — pour avoir la representation
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unicursale propre de /~; le paramétre w est celui qui a eto introduit
au numero 4 de ce trayail; les 6 yaleurs de u
w-t- |/3
u U=—U W= -—-,
1—1/3 1 —w|/3
u—Ily _—u-{[3
“CEE1+TW Ue— 1 —w<

donnent les 6 points (4, B, C) deduits les uns des autres par les
symetries et rotations du triangle equilateral pris pour triangle de
reference: ces 6 points, qui forment un groupe, résultent du fait
que si 4 droites Tl,, Tt, Tt, Ti doiyent Otre les tangentes remar-
quables de la courbe Vm, ces quatre droites (dans leur ensemble)
doivent pouyoir se transformer en les quatre tangentes Z?, T%, Z®,
T4 de la courbe particuliore mais rien n’indique comment on
doit associer deux a deux les droites de l'un ou l'autre gronpe, et
il y a 6 faeons distinctes d’v arriyer, (A cause des transformations
en lui-méme de l'un des systomes, on a bien 6 au lieu de 24); on
peut convenir de faire correspondre et T7’; mais, au lieu de
permuter T°, Ty, T®, il suffit de remplacer w suecessiyement par les
6 yaleurs (5); de la sorte nous decomposons chaque complexe &m en
congruences linGaires {g) correspondant a chaque yaleur de u, et
meme en groupes de 6 telles congruences. [Dans certains cas, il
peut arriyer qu'il y ait sOparation de la courbe piane T en 3 cour-
bes s'6changeant par rotation: c'est le cas pour les biquadratiques
gauches et le cas, dit par M. Mohrmann de deuxieme espece; on
trouve alors les 3 courbes unicursales

(54-C—4)1—644750=0
(C|.4—By—644 C=0
4+B—C<—644£C=0
tandis que le cas de premidre espece donne l'unique relation
A+B4-C=0{(],

Formons donc les coordonndes pliickdriennes (a-, bt, ch Ih
des tangentes remarquables; nous ayons aussitot:

4="Ils—byms4"ci 4“ash—&  4~cswi)?
(6) B=(d1Is4-bl 4"Cni+ @ 4-3mi+ W)I
C— 4 (ajly --- by my -f* cy Mj) (flj Zj -- OSWtj 4- Cj Wj)



48

et cette forme suffit a prouver que tout s'exprime bien rationelle-
ment en w; pour la commodité des calculs, w n'ayant ete introduit
que pour se servir de la formule exprimant tg3w en tgw, il est
proforable de poser

(7 a=— u=vl/3

de fagon a eviter les irrationnelles numeriques. Ces substitutions
(5) deviennent
v4-1 »+ 1 v—1

(®) =

1 ---v
Ve — r+3til

Le calcul de A, B, C peut sembler penible: nous allors montrer qu’il
suffiit, en realite, de calculer C (i un facteur numerigue prés d’ail-
leurs). Nous avons ramenc aif ct, Ih nt chacun & la forme at] —"§,
et bt, mt chacun a la forme at] 4~3"> or et exprimés en v,
sont polynomes entiers, carrés parfaits; si dans A, on remplace

v-+-_1

v—1 . . .
vV par —1—1)- ou 5—-—— A devient une fraction rationnelle dont

\% 14-31;’

le numerateur, toujours carre parfait, coineide, sauf facteur nume-
rique, avec B ou C [ou C et B, mais, au fond, peu importe]; donc
Cest carre parfait. Grace a l'identite atlt 4- 4" 4%=0, on Peu*
ecrire simplement

©) C — 16 6, b3 m2ms3

Cette forme prouve que le calcul de C se fait rapidement: on peut
ecrire

b3 =at] 4- /33 m3 — a't] 4~ /87t
w, = t\[at\ 4- fi] [a] 4- fi
—tJ[aa (t] fi- a) fi- (fia' fi- afi) 1] fi- fifi]
— 4- 3yii
Donc
b3 m3 b3 mé = t] tj (y ] 4~ d) (ytj 4~ 0)

Par suite, en faisant abstraction d'un facteur constant, independant
de v, on peut Scrire
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&83 C=ta-7" +y5+

fournit |/5 (, moins que ce ne soit |/jI) a un facteur numérique
pres inconnu; pour dsterminer ce facteur qui, cette fois pour avoir
la courbe (A, B, C), est indispensable, on voit que si v=0, on
a a=0 et deux tangentes principales coincident; avee les defi-
nitions

A = (41) (23) B = (42) (31) (7= (43) (12

on voit que si comcide avec Ts, on a (7=0, B = At, donc
comme |[/A s'obtient en changeant v en —v dans JAS, le facteur

est le meme; pour v =1, C n'est pas nul, B non plus, mais A l'est,

a cause de la substitution v =1, faisant
coincider avec T\ et Ti, avec 72 (I'equation fondamentale etant
devenue 4 — t2-j- =0), on doit avoir pour v=1, B = C et cette

remarque donne le facteur numerique sans ambiguite. En changeant
ensuite, dans B, v en —a, on a A; comme le changement de v en
— v laisse C invariable, on voit que si on a confondu les noms de
A et B, finalement cette confusion est sans importance. Le calcul
se reduit donc, au fond, au calcul de b, m\ le calcul de « ¢ I, n
est inutile. Drailleurs, si on tient a verifier le resultat par un cal-
cul direct, on peut ecrire

on obtient

[lIL = (at —a3) (3 — 1) + (ct — Cs)(n3 — wj — D3) (W1 + w3)
I/B = (aj —ad)(Z3 —1Zj)4- (e — 3)(»—  + (6i - &3) (w3 —mt)

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII.
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Le ealcul s’acheve simplement:

ax=all——{5 =al-f-3 e —os=a(tj tf)
(a,—a8)(?. —Z= —aa'tl— = —aa[l+4a)=
—aa (1 —w).

Nons verrons plus bas les cons$guences intSressantes du ealcul de
2+|b+lc,  ~N+|3+Ke [/2-Kbd-Ke, 1n+ k-B-

— |[/C; c'est d'ailleurs facile a prévoir en se reportant au Ms$moire
deja cits.

Une remargue simple va nous prouver que pour un degrd
pair 2m, on a nscessairement

= («<? + 13¢) /() m = @4 /)b

ou f(a) et <t>(a) sont des polynomes entiers en a; en effet, Scrire
& = 0 revient a dire que la tangente Tt rencontre l'axe y = 0 =0;
la tangente 7} provenant du remplacement de s par (—/,) rencon-
tre donc Tt sur cet axe y =6 =20, a cause de linvolution bia-
xiale 1 daxes (y=9—0) et (x=z—0); mais le degr6 Stant
pair, 1' est une involution qui remplace ,'axe y — 0= 0 par lui-
méme, donc Tt et 7), concourant sur cet axe, sont remplac$es par
77, et Tt qui concourent encore sur l'axe y = 9 = 0; donc pour
la valeur a eonsidsrse, les 4 yaleurs des bt sont nulles ensemble,,
mais non les m;: a est racine du polynsme /(a); les raeines de
</>(@) correspondent a 4 tangentes principales roparties en couples
concourant sur I'axe x =z = 0. Enfin les raeines de at] -J- [3t cor-
respondent a une dsgsnsrescence de la courbe. Pour un degr6 im-
pair 2m -|- 1, les circonstances changent: si §- s‘annule, Tt et 7}
comme plus haut se coupent sur I'axe y = 9 = 0, mais l'involution
1' schangeant les axes y— 9 = 0 et x —z = 0, les deux autres tan-
gentes Tk et Ti se coupent sur l'autre axe de l'involution 7. x =
=z —0 et cette fois bt et m- ne sont plus proportionnelles. On se
rend ainsi compte a nouveau de linfluence de la paritS du degre;
la condition nscessaire et suffisante pour que les quatre tangentes
Tt appartiennent a une méme quadrique est d'ailleurs I'existence de
4 nombres pz tels que l'on ait

(12) Zpza, = 0 Iszc, =0 iZPiIi —0 2ipznz=0

(13) Zpibi = 0 ZpiTTli = 0.
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Les equations de la premiere ligne reyiennent a deux; en
raison de la parite

(12) 2p, =0 2> =0

ou simplement, si a est quelconque,

(14) Pl = —Pt Ps = 1—P7

Si les bt ne sont pas proportionnels aux m- (le facteur oOtant ration-

nel en a) les ogalités (13) deyiennent, en tenant compte de (14),
pitid Ps =0 piti +Pst}—

et entrainent P1 = Pi = 0. Or, pour un degre pair, la quadrique Q exi-
ste, quel que soit a; donc on doit bien s’attendre a trouyer b et
wi proportionnels.

Le calcul des P met dailleurs, pour les degrdés impairs, en
eyidence les yaleurs de a, 0 et — 4 qui correspondent a des raci-
nes multiples pour l'equation fondamentale i4 — f2—a —0.

6. Exemple numorigue: m = 4.

On a, avec les notations employees jusqu’ici, sauf changement
de signe de Y et ©, ce qui importe peu

Q) XK=t —+a Y=t» + 1 e=t
L’equation fondamentale est
it =1t4-a
On trouve pour les coordonndes pliickériennes a, fi, y, X, P,
a— 3L --2a 3 =2t

®) v=0Q2—1t—a

On calcule sans peine, directement, \C et [A se doduit
de |[rB par changement de v en — ®;, on a ainsi

6VA=( v (1—3v)
@) 6 /B =(1—0)(1 + 3®)
6 |/C= 16®’
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Ici la courbe (A, B, C) n'est autre que la conigue y sous forme
impropre (obtenue guatre fois); si Fon se donne 7), T\. Ts, il existe
pour toute droite T tangente a la quadrique Ti, TN Ts, guatre séries
de courbes Vi admettant 7\, 7*, Ts, T comme tangentes remarqua-
bles; on calcule les coordonnees du point (j4, 5, C) correspondant
aux droites (7}, 7), 77, 7") et Fon choisit les dsterminations des racines
\B, \A, \C de sorte qu'elles soient liees par la relation |/B—

— f/A—1G — 0; on calcule ensuite v par I'squation de degro 4
(5) (1_@@l+3v)|[/C—16vs[B=0
. 2
Pour chaque racine v de (5), on prend a — \:1 et les for-

mules (1) doterminent une courbe V° qui, par transformation ho-
mographique a un parametre, devient tangente 1 7) 7), T3 et les
admet pour tangentes principales; les 4 racines de (5) donnent donc
les 4 series annoncees et ces séries ne sont pas homographiques
d’'une s$rie a l'autre. Si on avait appliqud strictement la rhgle pra-

tique indiquce plus haut, on aurait tout de suite trouy$ pour |/C la
valeur v3; pour effectuer la substitution 7i it aurait fallu

regarder \C comme polynéme en v de degre 4 et non 3; cette re-
marque est vraie pour toutes les yaleurs paires du degre.

Les yaleurs v— v -J, v =00 donnent les points du
cercie y sur les axes de symotrie du triangle de reference, autres
que les points de contact; pour v =" par exemple, A =0, B— C:
on a ce cas exceptionnel que le systeme des 4 tangentes principa-
les peut s’echanger avec lui-meme par echange de deux tangentes,
chacune des 2 autres restant inyariable; sur la quadrique Q qui
les porte, elles se diyisent harmoniquement.

7. Exemple numcrigue: m = 5.
Nous ecrivons, au lieu de

JV="4-5ai, —bY=bB+a, 10Z=10234~ 5,
— 100 = 1012 4-1.

les formules plus simples

(1) ~=ib54-5ai Y=5;<4-a Z=2f»4-1 0O =10"4-1
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car la transformation homographique ainsi faite indifffere. On calcule
aisement les coordonnoes pliickerieunes reduites pour les tangentes
principales

a—((3b—20a)t2-]-40 a = 120 23 + 80at
(2 y=16t+20a4-1 X=— (25-f-4a)F- 24a
lz = (8 — 16a)is-)-8az v— (60 a— 5)t2 4~ 120 a8 — 65 a.

La proportionalité des f3 aux /z entraine a(14-4a) =0 et l'on re-
trouve ainsi les valeurs remarquables a =0, a— —4 Pour les-
quelles les racines de I'équation fondamentale ne sont pas toutes
distinctes, ce qui est une verifieation des calculs. La methode pra-
tique indiquoe plus haut, (pour laquelle le calcul de fi et /z efit
suffi) donne sans difficultd, en negligeant des facteurs nu.meriques
pour C

M{3Bt[4-2z{(1 —2a) +a}][{3tj4-2a}{( — 2a)tj4-a}]
ou en abaissant chaque crochet au second degre en t
a[B—a—4«) 4~ a—4aj[B—a—4adtjs~3a—4al
d'ou finalement
©) |[/C=16"(3 4-2>)).
Les substitutions indiquees pour v donnent

1/Zi=(14-2;)* (| — 4s4-7<«)) = 1—32:84-8"34- 27 p*4-

4 24 4 Tw
@ B=@01— (@4-414-7TW8)=1—308—8W4-27 —
— 24\VR4~1
/G =16V (34-
On a ici

[A4-|B4-U-C=2(1—3Y 4-51 4-150b6
|<4 4-|/B—|/C=2{ —2)3
JVA—n?4-flc =16 V3(1 4- u}3

|<4 — |/B — |/C = 16 «3(1 — «)3

Le complexe £ gtie I'on obtient pour m =5 est donc de de-
gre 12; on vo.it aisement que
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6) A—1—6vV' +.. A—B=320"4-... C=256V8(9 + ...)

donc v=0 fournit pour r un cycle au sens d’Halphen de degro
3 et classe 5; les 6quations A— B =0, O=O representent la con-
gruence lindaire singulihre formode des tangentes a Q le long de
Ta, C=0 represente le complexe lindaire spocial d'axe Tt et ce
complexe est tangent a < le long de la congruence lindaire preco-
dente; si nous considerons un point M quelconque, puis le plan
polaire de M par rapport a Q, ce plan perce T2, T3 en m2,
ma, d'apres ce qui precede chaque droite Mmt, Mm,, Mma, est ge-
neratrice triple du céne du complexe de sommet M; sur chacune
de ces gonoratrices, par exemple le plan tangent est unique,
a savoir le plan MTX et a en commun avec le cone /mit gendra-
trices confondues avec Mm,. (Quel que soit le degre m impair, on
obtient des propri6tés analogues). Dailleurs toutes les droites du
complexe, tangentes a Q le long de T,, Ta, T3, sont, au fond, ina-
cceptables; elles proviennent de ce que pour v=0, 0 = =+ 1 I'6qua-
tion fondamentale n’a plus ses racines distinctes et que le systeme
(TJ T° T° T°) oii deux droites sont confondues a bien memes inva-
riants que (T,, Ta Ts T) (ou il n'y a aucune droite confondue avec
une autre), sans gu'il y ait de passage par homographie: c’est I'un
des cas critiques que j'ai signales dans le Mdmoire déja cité. L’in-
tersection de la courbe et du cercie y comprend v =20, 0 =1,

= — 1 comptant chacun pour 6 unitos; il reste 6 points imagi-
naires, simples dans Ll'intersection donnds par I'équation a racines
imaginaires

<7) 1—302+518- 1506=0.

Chacune de ces racines correspond au cas oh la quadrique contenant
trois tangentes principales est tangente a la quatrieme; on trouve
ainsi sur Q 6 gondratrices avec la congruence lindaire des tangentes
a Q le long de chacune delles; chaque goénératrice appartient au
complexe, mais doit etre rejetée (toujours en raison du cas critique
pour le passage homographique). Les racines de (7) sont liees a l'une
guelconque d'entre elles par les substitutions (8) indiqudes au nu-
méro 5.

La coube r est coup6e par le cote C= 0 au point 0 =0 dojh
etudié, comptant pour 8 intersections et aux deux points imagi-
naires 0 = =i 3 comptant chacun pour 2. Le point v=i|/3
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mdonne une congruence lineaire dont une directrice est Ts et l'autre
une goncratrice G de Q; chaque droite s'appuyant sur G et T3 est
une solution acceptable: pour a—J, l'equation i4—i2—J =0
devient (t2— 8) (22-]--]) = 0; les deux tangentes obtenues pour
t==x1/1 annulent /3, donc rencontrent I'axe y—9—0 au meme

point. Les deux tangentes obtenues pour t— + annulent [i, donc
rencontrent l'axe Xx=z =0 au meme point; c’est bien conforme

a ce que nous avons prevu en fin du numoro 5.
Il 'y a plus qu'a trouver les points doubles de La sub-

v L1
stitution v' = 1—_=3—V relative aux rotations de I~ fournit, en pre-
nant v' —v, les valeurs « = = — qui correspondent toutes deux

au centre m du triangle de rsforence, qui est un point double or-
naire de T a tangentes isotropes; on peut remarquer que les
directrices de la congruence lindaire double correspondante s'ob-
tiennent en coupant le cercie 7 par la polaire de w; cela donne
donc les 2 droites hessiennes de 73> c'est-a-dire les 2 gene-
ratrices de Q dont chacune, reunie a T,, T3 donne un birapport
sequianharmonique.

Remarquons maintenant que si une courbe unicursale piane
admet un axe de symdtrie, elle coupe cet axe en 0,1 ou 2 points
simples et en une serie de points multiples; prenons donc l'axe
A — B = 0; il donne dabord les racines de ~A—|/B ou de

#3(1 4-3 z2) = 0 d$ja rencontrses “un point triple v=20, un point

double v== + puis celles de \B—0 ou de 1—3n

-|- 27 vi -|- 7 vs = 0; cette derniére equation n'a que des racines
imaginaires et donne 3 points doubles ordinaires; le point simple
unique ou l'axe A — B=0 perce la courbe est fourni par v =00
et a pour coordonndes 49, 49, 256. Or la courbe /~, de degr¢ 12,
a l'equivalent de 55 points doubles; on a doéja obtenu l'origine et
trois points sur chacun des axes de symetrie, ce qui fait 10 points
doubles ordinaires; chaque point de contact de 7 et du triangle de
reference compte pour 3 2 u unites et Fon a ensuite 6 d points
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doubles repartis par groupes de 6, dou d— 6 — w, u Otant un en-
tier egal a I'un des nombres 0, 1,... 6.
On a a rdsoudre le systeme
i b

®) X2~ ¥ Z7
oh X, F, Z sont les fonctions J/A, \'B, \C trouvées plus haut et

X', Y', Z' ces mdédmes fonctions X, Y,Z ou v est remplacé par
Ce systeme se décompose en quatre systemes: d'abord

©

qui est resolu, car on obtient ainsi les points doubles de la sexti-
que unicursale
X=014- (1—4v4a-7u) K=(1—btJj(l4-4v4-7v)
Z=16«3(3 4-u)).

Or ces points ont 6te signales: w centre de y, point double ordi-
naire J, puis chaque point de contact de y avec le

triangle de roférence, qui est triple (cycle de degré 3 et classe 1).
Il reste donc 3 systemes, dont il suffit de discuter I'un:

X_vYy_ —Z
X'—=Y" Z'

. 217
une rotation de — dans un sens ou l'autre autour de w donnant

les solutions des deux autres. On peut prendre ce systeme sous la
forme

X+Y___ X—Y Z

X'+ Y"—X-Y Z
ce qui revient a

1—3Q4-27 4-7r6 Vi4~3ab
1—3u24-27 </*4-7i>%  v34“3iff
(10)
1+3u2  u@4-ud

Ce systeme fournit 2d points doubles, 2 a 2 symetriques par
rapport a I'axe A— B =0 [(u, «/) pour I'un des points, (—v, — V')



57

pour son symstriquej. En rendant entier et supprimant le faeteur
v' — v dans la premiere equation et v V' dans la seconde, puis
posant

|
(V) V 4- V - S w'—p
on obtient aisément

7p3(s2 3p —88p -|-3p2s2— 3si-|-24ps 9Ps*—
(12) —st p=0
ss+3(p+ D=0

Le mode de calcul adopte pourrait avoir introduit les solu-
tions etrangeres provenant de 1 3-8 =0, |-{-3t>2=0: mais
grA.ce a la suppression des facteurs v + V en passant de (10) a (12),
cette eventualite a disparu; on voit que la seconde 6quation (12) se
dscompose en deux equations linsaires; si, dans la premiere, on
remplace 7p8(s2 3p2 par —7p8(6p 3), on a a resoudre une
$quation de degré 4 en p, puis I'equation

Flx(p+1 3E+p=0

pour calculer le couple (v, ®) correspondant a cette valeur de p;
nous obtenons ainsi 8 couples, donc huit points doubles; donc d = 4,
u =2 et chaque point triple de r compte pour la reunion de 7 points
doubles.

Ce qui precede montre qu'stant donnee une droite du com-
plexe, il existe en gensral une seule ss$rie OO0l de courbes unicur-
sales gauches de degre 5 et de I'espece indiquee ayant T, Ts
et cette droite pour tangentes remarquables; pour les points dou-
bles de /~, il y a au contraire deux series de telles courbes; ici les
points doubles sont tous imaginaires, sauf w qui est d'ailleurs isols:
etant donn$ un point reel JZ, la droite issue de et s'appuyant
sur les deux generatrices imaginaires conjuguees correspondant

a w est reelle et on a deux series de courbes,

imaginaires, parce qu’il faut transformer en quatre droites réelles
les tangentes fournies par l'equation ti—t2— tz = 0 qui n'a que
deux racines roelles.

Je ferai remarquer qu'au point de vue de la realitd des cour-
bes Vm le probleme peut se poser autrement: jusqu'ici, en prenant
trois droites Tj, Tt, Ts rselles, nous nous sommes bornss au cas ou
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I'equation fondamentale a ses raeines roelles; on pourrait envisager
le cas oii elle a deux raeines imaginaires conjugudes et deux reel-
les; I'equation fondamentale, par une transformation reelle peut Stre
reduite a la forme ti— t2—a =20, ou a est positif de fagon que
les deux raeines imaginaires soient imaginaires pures; on peut pren-
dre Tx et Tj imaginaires conjuguses, Tz roelle et chercher le com-
plexe lieu de la droite reelle Ty je me contente de ces indications.

8. Exeuiple nuinérigue: m = 6.
Nous obtenons la courbe Fj

(@) X =t64-15at24-a K= + at
Z==15"+15f2-]-a + | 0=x10f24-3t
Nous nous bornons au ealcul de b et m:
(2) 0 = 32(t34-ai) mM=96(1 —4a)(ts4-at).

Ce rs$sultat, conforme aux prsvisions, prouve bien que les
quatre tangentes principales sont sur une msme quadrique. Par le
procede indiqu$ on trouye

|/C = 128t>6(14-i>2)
\A = (14- v)5( —2V+5u)(1 —3u) = (1 4-«51 —
©) —5v4~-11u— 15W)
/B=(1—uB(l+2v4-5u)(14-30)=(1 —u)s((l4-
4~5u4~ 1112 H — ®)

\C pour la substitution | a du stre consid$rS$ comme
polynéme de degré 8. On vdrifie
4 \B — |/4 = 128 (v54-v]) = \C-

La courbe T se reduit bien au cercie y en reprssentation im-
propre: pour quatre gonoratriees d'une quadrique, il y a 8 ssries
003 de courbes les admettant connue tangentes principales.

9. Exemple numorigue: m =17,

Nous prenons

|X=r4-35at34-7az Y— 16i4~21 at + a
() [Z=3F64-5i34-U4-1)/ 0=35"4-21t24-(a4-I)
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On peut prendre, a un facteur numcrique pres b et m egaux a
—5t3-|-@4al—5a)t, (@4a--7a—1t3 Ba— 1t
La proportionalite de b et m exige a(4a 1)2=20, ce qui
est une yorification des calculs. Puis on trouye
= (1 -f-u)6(l —6v-]- 16 v2— 26 v3 -|- 31 vl)
2 [/B=(1—u6(l +6v-+ 16v24-26 v34- 31 iX)
|/C = 262>«(5 4- 10u24-t>*)

Le complexe est de degre 20. On trouye

fIA4-\B 4- |/C=2[1 — 5« 4-10i> 4- 3106 4- 642u8 4- 63v'O]
[/14-|/B—1/C=2(1 — u2)p

|/7 —y~B 4- |/c=65u5(l + u)5

[/3— 1"B—|/[C=64» (1 — v)3

<3)

10. Exposé syntli¢tigue du resultat obtenu pour m quelconque.

Sans le calcul effectif de A, B, C pour m — 4, 5, 6, 7, j'aurais
et¢ incapable de donner par induetion les yaleurs gendrales de
A, B, C pour m quelconque. Les formules que je donne n'ont pas
eté demontroes directement, mais, comme elles repondent bien
a lalternance due a la parit6 de m, la yraisemblance 6quivaut pres-
que a la certitude. Dailleurs nous avons vu au n° 4 que nous ob-
tenons les courbes V,, successiyes

tm 4- Clat—{ 4- C/ha2t—b 4- Cl att—s
Clt-{+ Clat-s+ Clatr-7+ Clatt-9+ ...
t-24- Clr-44- cnG3t—64- cmCtt—s 4- —
C3,r-34- cit-54- Cle2t-74- CICit-9 + ,,.

avec les formules de rscurrence, indépendantes de m,

2 M-i-2 == a a C2p+2 == ap 4 (p

de sorte que les coordonnées plilckeriennes a, fi,y, X, p, v doiyent
pouvoir elles-aussi se calculer par récurrence; quoi qu'il en soit, je
ifai pas apereu de methode simple.

Je pose a priori
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Xm = 2™ ym~2 (v— 1)"1-2 = 2 [2 v (u — 1)]™-2
1) Ym=2"1vm=2(@+ Dm-2 =2 [2v(v + D]"-2
Zm = 2 (1 — wg)"-2

Le changement de v en (—v) permute X, et Ym et laisse Zm in-

variable. Remplacer v par ¥ ! remplace v -}-1 par 21(1—_3v
et v—1 par 1— 3y d'ou les 6changes
2v(v—1) 2v(v-j-1) I—vi
4
1 —3up" 1_ 3~

ce qui prouve que le point de coordonnées homogenes (Xm, Ym, Zm)
est remplacd par le point de coordonnées homogenes (Ym, Zm, Xm).
Pour m impair, nous 6criyons pour définir A2m+11B2m+1, C2m+!

2 k2m+l = ~2m+1 - ZomA i = I"Am+l 4“ k"2m+l -- ~2m+1
(2) 2KNT _ zome -j-A2m+l Yyl — yoryiee 4% k"2 4 - kN2
2] — 2+l 4" Psintl  Zomn = K2m+ 4- k82,4 Kcim+

et nous avons ainsi les coordonndes homogenes J.%it+1, R2,,+i, B2m+l
relatives a la courbe P2,+i: la vorification est immdédiate pour V6
et Y7; la courbe (Xm, Ym, Zm) possede bien les symotries et rota-

tions provenant des substitutions a w de + vi + _jygt
+ h=1 douc la courbe (A,,+i, B2m+1, C2ratl) les possdde o6gale-
ment. On a d'ailleurs

t 4” k-@2»+ 4- ¢ n2mel e ~2m+l 47 N2mH 4 zen+i

de sorte que la courbe r2,tl ne se rdduit pas au cercie y.
Pour ni pair nous prenons
(3) + 2\Aim — Z2n— Y + 2 = X2dm — Zn
+ 2 kOjh — Y2m — Xom

et cette fois la courbe (242, B2,, C2,) se réduit au cercie y; pour

les degros 4, 6 nous trouyons bien le rosultat relatif a et V6.
On remarquera que, quelle que soit la parité de m, on peut
ocrire
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VT = =+ (04 I)™2[0— )" — 2" 1)~ = +i[Zn—
"
= 4 (<-ir2f 4172 — 242~y = + -
) — (- iynn
[~ = & 2-20"2 [0 + 1)1 — (1 —V)"§] = =+ i-[Kra —
— (= D*An

Dans les formules (4), le second meinbre est calcule sans hy-
pothise sur Pentier m et la courbe ainsi obtenue coineide avee
le cercie -y ou en differe suivant que m est pair ou impair. Nous
pouvons donc considerer comme certain que ces formules correspon-
dent bien, quel que soit ’entier m, aux courbes Vm ddéfinies dans
travail.

La courbe r,m se rsduit au cercie y en representation impro-
pre, donnd6 4 m — 4 fois; Stant donne 4 generatrices quelconques
d'un meme systeme sur une quadrique, il existe 4 m —4 series
008 de courbes V2m tangentes a ces 4 droites prises pour tangen-
tes remarquables, l'invariant a différant d'une sorie a l'autre.

Le complexe t2,+1 relatif A une courbe F2mtl est de degre
8 m — 4 comme la courbe /~2m+l; cette courbe admet chaque point de
contact du cercie y avec le triangle de rsference comme point
multiple d'ordre 2m — 1, de classe la tangente en ce
point a Gm+i eoupe la courbe en 4m points reunis avec le point
de contact et le c6td du triangle donne encore 2 m — 2 points de
contact tous simples (et imaginaires) avec la courbe r2m+l: on les
obtient en effet par I'equation |[/C2m+l — 0, par exemple, débarrassee
de la racine 0 = 0, d’ou I'equation binome

- (O+1)2"-1 ~ i—ur-t

De meme ~CI2mtl = 0 admet la racine v— — 1 au degre 2 m [et
non 2m—1 comme on pourrait le croire d'apres les formules (4)].

La courbe /~20tt1 a avec le cercie y comme points communs:
d'abord les points de contact avec le triangle de roference eomptant
chacun pour 4 m — 2, et il reste 4 m — 2 points tous imaginaires
racines de I'Squation

6) [20(00— D]2"14-[20(0 + DJ2"=1 4- (1 — 0")2"-1 = 0.
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Pour chaque racine v de cette equation, on trouve le groupe de
racines associees

V—1
(v =o L

£
de sorte que si m est egal a 3p. l'equation (6) admet v— =+ 1|;§

comme racines doubles (points cycliques de 7); si m est egal

a 3p 4~ 1, I'équation (6) admet i;— = — comme racines sim-
13

pies; si m est $gal a 3p -f-2, l'equation n'admet plus les racines;

i
i\ll;g L’equation (6) n'a que des racines imaginaires: en effet si

une racine etait roelle, I'une des substitutions (7) pourrait la rame-
ner A etre comprise entre 0 et 1: mais alors dans I'6quation (6), le
premier terme est seul negatif et a une yaleur absolue inférieure
a celle du second terme; donc le resultat ne peut etre null).

La courbe r2mtl perce I'axe de symotrie A = B au point de
coordonnees A = B = (22'1-1 — 1)!; C = 24“ obteuu pour v = 00; ce
point est extorieur au cercie 7. La discussion relatiye aux points
doubles est assez pénible, je n'y insiste pas; ils sont probablement

’) Pour resoudre l'equation (6), on peut prendre pour inconnue ausiliaire
pP= . Mais il est plus rapide de remarquer que la courbe [2»(»—1),.

, 2v(iv—1 2v(y+1
2V(»—1), 1 —»’] est unicursale et 1on peut O&crire W == 1 =

1 — ju B B B . . )
- avec----- e o = O; les permutations (7) reviennent ;i permuter

z X 'y z

de toubes les fagons possibles. Le point (X, Y, z) 6tant connu, on a, par
exemple, V J . L’equation (6) s’ecrit a2™"1 -j-y2m_1 -j- 22«-i=0 et on

peut supposer X,Y,Z racines de I'equation auxiliaire Xa = X2-j-p, ou p est
I’'unique inconnue; or la modéthode des fonctions symoétriques donne S«; = 1I;

Sa?s=1; SX3 =1—+3p; SXr = Sxr~1 p Sx"~3; donc 1 est un poly-
nome en P que l'on 6gale a zero et ensuite X, Y, z sont les racines, dans un or-
dre arbitraire de As— X*—pP — Q. Avoir suppose Ssc = | est permis eu vertu

. 1
de I’homogodneite et ecarte automatiquement les racines V— =% qui corres-
"3

pondent pour (a?, Y, z) au point (1,/,J*). Ainsi M=2 donne p——J; m—Z
donne .? = — $;»» = 4 donne 3pl-|-6p-1-1 =0, etc.
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tous imaginaires. Ce qui procede montre que la courbe ne traverse
pas les c6tés du triangle de référence, non plus que le cercie y;
elle se compose d'un seul ovale compris entre le cercie y et le trian-
gle de reference; quand m augmente indefiniment, r2mtl tend a s&
confondre de plus en plus avec le périmetre du triangle de refe-
rence. On trouve aisément I'équation irrationnelle du complexe: on
a en effet

2 —Uu 2 v)_1—uw
(8) 2/n—1 2m—1 2r'r27I2m+I
d’ou l'equation
I 1 1 1 1 -o
(9) 2in—1 1 2In—1 1 2in—1

141 INY2m+

Lequation rationnelle respecte la symétrie des droites T, TIr
Tt, T3 et, comme on a poso

(10) L =(01)23) B=(02)3l) C=(03)(12)

cette dquation rationnelle doit etre de la forme

/ BC+ CA-]-AB ABC |I=0
(L) . {A+B+C" m-B-i-c)]]
Dans le cas prdsent chaque fraction
BC-]~ CA-]- AB ABC
(A]-B-1-Ccp ' J— (A+B-]-Cp
dspend rationnellement du parametre = ----- 9n2) coure (?)

est unicursale et de degré (4 m — 2) seulement, tandis que rim+l est
du degré double 8 m — 4.
On pourra remarquer encore que, dans I'expression de Bm

*=\B,n == (v— I)"1-2[(a -f-1)"1"2 — 2"'-2vm-7]
I’expression est un polynome entier en v

=1+ (w— D« + —-

dont tous les coefficients sont entiers et positifs et s’obtiennent par
le tableau triangulaire
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1
A..... 13

L1407 a f}
A.....1 5 11 15 7
p7....1 6 16 26 31
A....1 17 22 42 57 63

Sur chaque ligne le coefficient de gauche est 1; ensuite chaque
terme est obtenu par le schema y ==a 4~ fi mis en regard du ta-
bleau, tant que y ne dc¢passe pas & droite la ligne deja dcrite au
dessus; la ligne de rang compend un terme de plus que la
ligne de rang (n) et ce terme est le double, plus un, du dernier
terme de la ligne (n). Dans chaque ligne Pn, la somme des termes
equidistants des extremes est constante et ¢gale a 2n~2. On a donc

+ |/B:=(2)—ir—ipw

et + |/4,, se deduit de ce rssultat en changeant v en (—v). Quant
a ecrit sous la forme

(»4-1)"-1— (i— V)m'2
2

on remarque que le polynéme

a ses coefficients entiers et positifs, 6égaux a ceux du bindéme
(1 an"1-2, de 2 en 2; or dans la ligne Pm les diffSrences succes-
sives des termes donnent prscisement C* 2, (Pm_2,... C"zl.

11. Autres exemples (le courbes avec configurations remargua-
bles de guatre tangentes.

Les transformees par dualité des courbes Vm doterminees ici
sont de nouveaux exemples de courbes gauches unicursales avec
guatre tangentes remarquables; par exemple, pour une courbe Vit
on a une dsveloppable, formde par les tangentes, de classe 6; pour
un point a plan osculateur stationnaire, le plan osculateur compte
pour 4 dans les 6 plans tangents a la doveloppable, issus de ce
point. Par dualito, on a donc une courbe unicursale de degre 6,
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ayant 4 pointa de rebroussement ordinaire (une courbe ordinaire
gauche unicursale de degr6 6 admet 12 points & plan osculateur
stationnaire; ici chaque point de rebroussement absorbe 3 de ces
points). La transformde par dualite de chaque courbe Vm est une
courbe toujours avec 4 points de rebroussement (d'espece de plus
en plus compliquée a mesure que m augmente), avec 4 tangentes
remarquables correspondantes. Toutes ces courbes dependent de 16
paramotres motriques et introduisent les complexes transformos par
dualite des complexes Otudiés proécedemment (pour m impair), tan-
dis que pour m pair, on retrouve quatre droites appartenant a une
méme quadrique.

Pour toutes ces courbes F,, ou pour leurs transformdes par
dualitdé on a les remarques suiyantes a faire; soit le complexe
Mm+l relatif & 3 droites Ti, Ti, T, donndes; dans toute transforma-
tion homographique conservant Ti, 72 Ts (chacune dans son ensem-
ble, ou les echangeant les unes ayec les autres), le complexe <2m+l
se transforme en lui-meme; donc bien que la transformation homo-
graphique gonorale de l'espace ddpende de 15 parametres, les trans-
formés de (Im+] ne contiennent que 12 parametres, parce que l'on
peut disposer des 15 parametres de la fagon suiyante: trois pour
ne pas changer le bloc Ti, Ti, Ts et ensuite 12 pour le transformer
eu un autre bloc (T7',, T'2, T'3) ou les nouyelles droites sont choi-
sies arbitrairement. D’autre part 2im+l se transforme oOvidemment
en lui-mome dans toute transformation dualistique qui conserve Ti,
7i, Ti- En effet si T est une droite du complexe (2m+l, on peut
imaginer l'un des ool complexes lineaires 2 contenant Ti, Ti, T3
et T, par dualite relativement a <, la courbe F2,,t1 deyient une courbe
TP2,.+i a quatre rebroussements avec 7, Ti, Ti, Ti comme tangen-
tes principales; donc si 4 droites T( Ti, Ti, 7i sont tangentes prin-
cipales d’une courbe P2,+1 (ou W2m+l) elles sont aussi tangentes prin-
cipales d’'une courbe W2,t1 (ou F2,+1): donc le complexe <2m+l coin-
cide bien avec son transformé dans toute dualitdé qui conserye Ti,
Ti, Ti, (et il y a 6 séries oos de telles dualités), en bloc.

Si nous prenons une courbe F,,, on peut obtenir encore qua-
tre tangentes remarquables en prenant la forme hessienne de i4—
— i2— a; pour m pair, on a encore quatre goénoratriees d’une qua-
drique; pour m impair, on ddéfinit un nouveau complexe (donnant
lieu aux memes remarques pour les homographies et dualités). Pour
m = 4, le résultat est bien connu; car la forme hessienne donne
Bocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 5
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les points oh la tangente a la courbe Vi rencontre de nouveau la
courbe, de sorte que ces tangentes appartiennent a la quadrique
lieu des cordes triples de la courbe.

On peut imaginer bien d’autres droites remarquables liees a la
courbe: on peut prendre par exemple les points doubles des trois
involutions poss$dées par la courbe et les tangentes correspondan-
tes, ou les droites joignant ces points deux a deux, ou les droites
d’intersection des plans osculateurs on peut combiner des droi-
tes remarquables d’espece différente; la conclusion est que quatre
droites remarquables donnent lieu en goneral a un certain complexe.

Je prends maintenant une courbe qui dSpend de moins de 16-
parametres: par exemple la courbe /<) de degr6 4

Q) X=t y =ta z=t o=1

admet deux points d’inflexion £ =10, f= 00 qui absorbent chacun
deux des points a plan osculateur stationnaire auxquels a droit une
courbe gauche unicursale de degr¢ 4; les quinze parametres de la
transformation homographique goéndrale peuvent se repartir ainsi:.
un premier, X, pour la transformation

@ X=Xix Y=Xay Z=Xz O0=6

qui reproduit la courbe et quatorze qui sont les parametres metri-
gues dont dépendent les courbes gauches r unicursales d'ordre
4 a 2 inflexions. Une telle courbe semblerait donc ddéfinie par les
2 tangentes inflexionnelles (8 conditions), puis deux tangentes quel-
conques (6 conditions nouvelles). Le raisonnement d$ja fait montre
que si Fon considere trois droites fixes, dont deux sont Tx et Tt
tangentes d’inflexion, et la troisieme Ts tangente quelconque, il y a
008 courbes tangentes a Tt, Tt\ |0 6tant I'une et Ro la dsve-
loppable des tangentes a /-0, la developpable Ro au cours des
003 homographies conservant 7\, Tt, Ts engendre un complexe <’
dans lequel on doit choisir la quatribme tangente, pour obtenir une
veritable .solution.

Pour obtenir ce complexe, remarquons d'abord que, dans la
transformation (2) qui ne change pas /~, le point t est remplacé
par le point T—At, de sorte que nous pouvons, sans restreindre,
supposer que la tangente Ts correspond a t=1; quant aux tan-
gentes inflexionnelles, elles correspondent toujours i t =0 et t = oo»
Les coordonnees pluckerieunes de la tangente t sont
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B a=4r b=3t c=1I1 |I=—2i13 m=3ti, n=—1

et nous avons pour les tangentes 7\, Tt, Tj, Tt ou (0, oo, 1, f)
le tableau

0 0 1 0 0 0
r2 0.0 0 0 0 1
T 4 3 1 —2 3 --1
T. 48 300 1 —2ts 8t -—tf

On calcule aussitot

(12) =1 (13)=-1 (W) =(233D=1 @)=1

11 jGB)=— +9t—16 +9tb—1
| A= (14)(23) = — B=(24)(3l) = — 1
v jC==(34)(12) = —ta+ 9t — 16t + Ot« — 1

Nous avons donc un complexe de degre 6, correspondant a la courbe
unicursale y

3 = —F+2 =0t 16t 9

Cette courbe y a deux de rebroussement de seconde espece t = 0.
t= 00 dont chacun est equivalent a 3 points doubles; il reste pour
y quatre points doubles imaginaires; on constate enfin que I'ex-
pression

jl2-]-B2-]- C2— 2BC—2CA — 2AB = {AA-B — @AB=
= 02(j8«—4a)

est toujours positive, car

4a= (9tl —18ts4-9i1) (9t — 14t + 9t2) = 97<(t—1)2(9 i'—
-14~+9).

De la sorte, deux tangentes quelconques reunies aux deux tangen-
tes inflexionnelles (supposees rselles) ont toujours deux sdcantes reel-
les et distinctes. Je ne traite pas le cas d'une courbe /” ayant deus
tangentes inflexionnelles imaginaires eonjuguees.



Sur certains sous-groupes du groupe de
Fredholm.

Par

J. Delsarte.

Maitre de Conferenees ii la Faculte des Sciences de Nancy.

Préliminaires.

Nous nous proposons dans ce memoire d’etudier le ,,groupe de
Fredholm*. Rappelons d’abord la definition de ce groupe. Consi-
derons pour cela 1'espace fonctionnel des fonctions de carre som-
mable /(s), oii nous supposons que la yariable s varie dans linter-
valle (0,1). Nous appellerons transformation linsaire de Fredholm
la transformation

o

que nous designerons souyent par le symbole

Nous dirons que K(st) en est le noyau. Cette transformation
fait correspondre a une fonction de carr¢ sommable quelconque
f(s) une fonction y(s) de meme nMure pourvu que le noyau K(st)
soit de carr6 sommable par rapport a la variable t. Nous suppose-
rons en outre que jKT(st) est aussi de carre sommable par rapport
A la variable s de telle sorte que la transformation associee existe
egalement.

Soient K et H deux tels noyaux. Des relations
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A =3 (5D + g(f}dt
0
on tire

AB) =/(«)+ FLWtydt
en posant

L(st) = K(sf} H{(st) +Jl—il(su) K(ut) du.

0

Nous ccrirons symboliquement
L — KH.

On voit sans peine que le noyau produit L est de carr6 sommable
par rapport X s ett pourvu qu'il en soit ainsi de K et H. Si donc
nous nous bornons a considerer les noyaux K(st) voérifiant cette
condition nous voyons que les transformations

9 = K[f]
forment un groupe que nous appellerons le groupe de Fredholm.

La théorie classique de Fredholm sappliqgue comme il est bien
connu a ces noyaux. Il en rosulte que la transformation

g = KIf]

est en génoral rosoluble. (Il faut et il suffit pour cela que X = —1
ne soit pas une valeur singuliere pour le noyau K(st))

Nous dosignerons par Krl la valeur prise par le noyau resol-
vant de K(si) pour X=—1 changée de signe. Par suite les
¢quations

g=W1; f—=™M\g\

sont consc¢quences l'une de l'autre.

Continuant une série de recherches instauree dans notre these,
a laquelle nous renvoyonst) pour la comprehension de ce qui suit,
nous nous occuperons ici de 1'6tude de ce groupe de Fredholm
et plus particulierement de la determination des sous-groupes de
toute nature qui y sont contenus:

’) These. Les rotations fonctionnelles, Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse. 1928.
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Sous-groupes discontinus finis, continua finis et continua infi-
nis. Nous etudierons aussi les 0quations intégro-différentielles et aux
dsrivées fonctionnelies attachees a certains de ces sous-groupes.

Dana la premidre partie de ce travail nous nous attachons
a l'6tude des groupes discontinus finis contenus dans le groupe de
Fredholm.

PREMIERE PARTIE.
Les sous-groupes discontinus finisl).
l.

Sommaire. — Forme quadratique invariante. — Groupe de rota-
tions fonctionnelies non-euclidiennes. — Thooreme de la dilatation. —
Les groupes discontinus. — Genoralisations.

1-Forme quadratique invariante.
Un tel groupe discontinu d’ordre n sera formd par n transfor-
mations de Fredholm ayant pour noyaux:
-A1?
Ces noyaux seront distincts et 1'un d’eux correspondant a la
transformation identique sera nul. De plus on aura puisquil y a

groupe
= (iLy; A = 1;2; 3;....... ;n)

Soit /(s) une fonction quelconque de carr6 sommable, et

1,0) = a; /i
ses differentes transformodes. La quantitd
=FF\V\Wv/)ds
1) =

i io
considéree comme une fonctionnelle de f(s) est 6videmment inva-
riee par les transformations du groupe. On a

’) Les prineipaux resultats contenus dans cette section out ete enonces
dans une note presentee aux C-R de 1’Academie des Sciences le 13—2 — 1928
et intitulee: note sur les transformations lineaires fonctionnelies et les rotations
fonctionnelies non-euclidiennes.



S{|1Z|13= wi} (-=1;2;3;....... n)
0 0
Elle est de plus essentiellement positive et ne peut s'annuler
que si F est une fonction presque partout nulle. On a en tenant
compte de la valeur de

oli est un noyau symctrique ne dependant que de et donné
par la formule

i
<%(sz) = = R{!Xz(si)[} = 7kz(sO + Kz(zs) +\] Kl(us)Ki(ut")dul

de telle sorte que Fon a

\A\} =FFiWds4- fj #)I(\M\/ dsdt = F{\[\}
0 0 0
avec

il
1
7"(10/J} est donc une forme quadratique fonctionnelle de /, rentrant

dans le type de Fredholm, elle est essentiellement positive, nulle
seulement quand f I'est presque partout. De plus elle est invaride
par les substitutions du groupe fini considérs.

Nous sommes donc amenss au probleme proliminaire suivant:

Dc¢terminer le sous-groupe continu infini du groupe de Fred-
holm qui laisse invariante une forme quadratique positive donnoe.
Les sous-groupes discontinus cherchds seront alors tous les grou-
pes discontinus finis contenus dans un quelconque de ces groupes
continus infinis. Remarquons que le groupe des rotations fonction-
nelles etudiees par nous dans notre thSse, et dsfini par I'invariant
positif

1
F{I/1}=y>()ds
0

est un cas particulier des groupes infinis. précedents. Nous donne-
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rons, par analogie, a ces derniers le nom de groupes de rotations
fonctionnelles non-euclidiennes. C'est a leur dstermination que nous
allons eonsacrer les paragraphes suivants.

I1.
Dilatations fonctionnelles.
Thsoreme de la dilatation.

Definition. — Nous appellerons ,dilatation fonctionnelle¥ une
transformation de Fredholm dont le noyau est symstrique.

Nous aurons besoin dans la suite du thSoreme suivant qui gs-
nséralise un fait bien connu dans les espaces a un nombre fini de

Eonfow i P&af eMth%eeﬂ & ngne Ui-

Nous avons rencontrs dans la thsorie des rotations K \on-
nelles euclidiennes deux quantitss attachSes a un noyau et
qui jouent un réle important: ce sont les expressions

SIK{st =i s Fsul =B

ce s ux noyaux symstriques qui s'annulent simultansment lors-
que S est un noyau de rotation, ce fait caracterisant alors un

tel noyau. K H |_
Ajoutons que si et sont deux noyaux quelconques et
le noyau produit:

R~ K(StAKts)-£-H(st)Hts)-TH(sUK -
JHK (s




-JJ Rlush(utuf: Hus)Hugdo - JK(us) |
—J —s)K(uf)du
+J'PHIK Kb+ * o KigH.dudy
V/j<( S| H(uv)K{nthaudv  J"J'H{us) Hiuy) Kfv)duek
VKIYS) AL w{utducvn,

t une formule analogue pour S[LJ. On a ensuite par quelques trans-
formations simples:

HIR(H ( )\}K(u )du HR{H ( )\} ( )il
K(yt) 2 Hiw)

B[L] = S[KH]=BI[K]
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quel que soit le noyau K. De meme si K est un noyau de rotation
fonctionnelle euclidienne, on a

(A =5[] =0

et par suite S[L] — S[KH] —_ S[H]
quel queKsoit I¢ noyau H. Ceci pose considorons deux noyaux di-
stincts et tels que l'on ait

R[K] = R[H]

et les transformations de Fredholm correspondantes:

k() =HU]I=/()+TF

Nous avons alors

st
C T Histef(fdsat,

et par suite

/
quel que soit [(S). Or si par exemple K est un noyau resoluble’on a

puis
* = H[/]=L[fZ]

en posant L: Ku H

La fonction g peut alors etre considerée comme arbitraire et
la relation



ayant lieu quel que soit gsnous voyons que |. doit etre un noyau
de rotation euclidienne. Par suite on a alors

|. etant de rotation. De meme I. etant tou'jours résoluble, on a aussi

~

| 1
ou |. est de rotation. De pjus H est alorB aussi réK)IIuble.
(au associo de

Nous ddésignerons par e no
SEL(E

et nous remarquerons que
S'[] = R[2T]

et de plus que si |.— KH
" L=HK

pomme le montrent immadiat| entl_lrs formules de composition.
Dans ces conditions si et sont tels que

K et H sont tels que B[K\ - B[B]

Si donc K et par suite Ksont rosolubles, on a, d'apros ce qui

precode B_KL

oii |. est de rotation, et Tflr sr_itle< L'K

ou |. est de rotatation comme son assocCié L. K
Toutes ces remarques Otant faites nous allons montrer que

¢tant donnd, quelconque et rdsoluble, on peut toujours trouver deux
noyaux symoétriques et rosolubles U et e, tels que
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Considérons par exemple
2?2[X] = W(«#)
Cest un noyau symétrique, il est de plus tel que la forme
quadratique fonctionnelle
Gias=J'f +J3JzNM(s)f{t)dsdt
0 00

soit essentiellement positive, (toujours positive et jamais nulle). On
a en effet

0 0

egalitd qui prouve notre assertion; [K(st) 6tant résoluble, la fonction

ne peut etre presque partout nulle que s'il en est ainsi pour /(3$);]
Ceci Ctant, désignant par O une fondamentale du noyau sy-
mdétrique Z, et par p la valeur singuliere correspondante, telle que

(i+i).yO)ds

et la condition

entraine

1+ - >0
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et donc
p=0 ou —1
Les valeurs singulieres de Z sont donc exterieures & l'inter-
valle (0; — 1). En particulier aucune n’est egale a — 1; et Z est
résoluble.

Passons maintenant A la rechercbe de a. On a
R[] =2a(st) T2(st)= S[o]

puisque a est symstrique. Remarguons que nous avons la le noyau
de la dilatation carrée de <r.
Nous avons donc A rosoudre I'equation fonctionnelle

2 a(sf) + al(si) = Z(si)

ou encore a chercher le noyau de la dilatation racine carree de
celle de noyau Z(sz).

1). Toute fondamentale de a(st) est fondamentale
pour Z(s£).

Soit O(si) cette fondamentale, et p la valeur singuliore corres
pondante, telle que

Calculons

0 0 0

egalitS qui demontre notre assertion. De plus les va.leurs singulieres
p et p de Z et de o, correspondant a la meme fondamentale </>(s)
sont liees par la relation

d’ou on tire

p est certainement roel puisque p est exterieur a I'intervalle (0; —1).
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De plus p stant different de — 1, il en est de meme de ~. donc cr
s'il esiste est r¢soluble.

2). Toute fondamentale de 2 est fondamentale pour er.

Soit < une fondamentale pour <. » la yaleur singuliere cor-
respondante telle que

posant

0

a cause de la yaleur de Z, on a

0

La fonction i/z(X) est donc solution de I'équation de Fredholm:;

n'est

¢quation qui est resoluble et a une solution unique si
pas une valeur singulidore pour le noyau. Or c'est bien le cas car

sion fait o — — dans la relation

qui lie deux yaleurs singuli&res correspondantes » et » de o et Z,
on trouye

ce qui est impossible.

D’autre part ., etant une fondamentale de =. c’est d’apres ce
qui précéde une fondamentale de cr, ou uue fonction orthogonale
a toutes les fondamentales de - (puisque deux fondamentales dis-
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tinetes d’'un noyau symctrique sont orthogonales). Dans le premier
eas i/r(s) est de la forme —</>(s) et dans le seeond i/r(s) est nulle

d’'apres une propri¢t¢ classique des noyaux symcétriques. Or cette
seeonde hypothése est incompatible avec I'équation de Fredholm
vcrifice par xIr(s); on a donc forcément

Il 'y a donc en definitive identit¢ entre les fondamentales de Z
et de <. Soient alors
o/hi jfrsi.......

le systéme orthogonal et normal form¢ par ces fondamentales.

les valeurs singuli¢res correspondantes pour Z.
Z(st) admet le dcéveloppement de Fourier convergeant en-
moyenne

et la série

converge.
De meme si

Piti =i o

sont les valeurs singulieres correspondantes pour a, liees aux fi par
les formules
=—-1=
Pi
cr(sf) sera donnee par le développement de Fourier convergeant
en moyenne

o) V
¢ i pi

pourvu que la série
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converge. Or la série

converge evidemment en meme temps que

et

est evidemment divergente. Il suffit donc pour que Z— converge
] Pl

de prendre pour un nombre fini d'indices le signe — devant le ra-
dical, et pour les autres le signe-]-. Nous voyons donc qu’il y a une
infinite d$nombrable de solutions et de noyaux a tels que

72[0-1=Z

qui sont donnes par les doveloppements de Fourier precédents.
Une analyse toute semblable s’applique a la recherche des
noyaux e tels que

S[o-] = =0(si)

Connaissant ensuite les noyaux roésolubles a et € nous avons
vu plus haut que l'on avait

K=ar =r'a

oii r et r' sont des noyaux de rotations euclidiennes.

Nous uoyons donc qu’un noyau resoluble queleonque se met d'une
double infinite (d$nombrable) de manieres sous la forme d’un produit
diune dilatation et d’'une rotation euclidienne.

On pent eucore preciser ce resultat. Nous aurons besoin pour
cela de quelques dsfinitions.

Nous appellerons transforme d'un noyau H par un noyau K
le produit symbolique

X-1HK

dont la valeur est, d'apres la formule de composition:
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f((lsu)H(uf)dn a-J Il—l(su) KMut)du

K(su)H(iiv)K~x(vt)dudv \

o o

Dans le cas ou K(st) est un noyau de rotation euclidienne, on a:
K~\sf} = K(ts)
et par suite
Zf(sl) = Z2Z(sz)I'K{su)H (ut)dtcIH\su) K(tu)du

o o

~\~J'fJiK(su)H(uv)K(tv)dudv,‘

o o

Si de plus H(st) est symotrique on a

H(ts) = 77(ts) +)/iK(tu) H(us)du -f-JIi|(fu}K(su)du
0 0

4-JIK (tu) H(uv) K(sv)dudv

o o

— H(st) + le{su)H{ut)du-yJ1 H(su)K(tu)du

K(su) H(uv)K[tv) dudu — H(si).

o o

Ce qui montre que le transformd d’un noyau symotrique par
un noyau de rotation est encore symotrique.

Remarquons encore que d’'une manidre gonorale, si on dosigne
par H le transforme de H par K\ et si on désigne par <t une
fondamentale de H et par p la yaleur singuliere correspondante, on a:

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 6
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puis
H{KE<>l = BI—— 3 = (1 +1) K<)

qui montre que ~[O] est une fondamentale de H avec la valeur
singuliere p. Inversement d’ailleurs, comme

H=KHK~X

est transformé de H par le noyau K~x; si  est une fondamentale
de H et p la valeur singuliere correspondante, A'~Hi/r] est une fon-
damentale pour H avec la meme valeur singuliere.

(Remarque. Dans tout ceci K est naturellement suppos¢ ro-
soluble de telle sorte que TT[<™] et ne soient pas nulles
partout, sauf le cas ou il en est ainsi de < et ifr).

On yorifie dailleurs sans peine que H et H ont memes traces
et partant meme doterminante fondamentale. Par exemple soit At
la premiere trace de H et At celle de 7Z, on a

V K~1{8v) K(vu)dv H(us)duds — Ar

o

ceci a cause de la relation
KK-1—0

qui exprime que K 1 est l'inverse de K.
Ceci pose revenons aux Oquations
K—ar—r'gq
ou a et e sont symetriques et ou r et r' sont des noyaux de rota-
tions. Considdrons le noyau
ol —r lar

symctrique d'apres ce qui procdde. Il a mémes valeurs singulieres
que a et ses fonctions fondamentales forment un systeme orthogo-
nal qu’on obtient en appliquant la rotation de noyau r au systeme
orthogonal forme par les fondamentales de a. De plus on a Ovi-
demment.
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K— ar =rijl —rlq
et
] = S[r<rl]=S[<r]] = S[e]
donc <Ti est solution de I'6quation
S[e] = WV

De plus les fonctions fondamentales de S[e]=0(st) sont les
memes que celles de . et de ¢, et les yaleurs singulidres » de o
lizes aux yaleurs singulieres correspondantes » de o et de o« par
les formules:

sont les moémes que celles du noyau

2(st) —

car ces dernieres - sont lices a celles - correspondantes de - par
les formules

et nous avons yu que - et <7l ayaient les memes yaleurs singulieres
=2

(Remarquons qu’a la yaleur singuliere » de Z et de O correspond
la nieme yaleur singuliere » pour o et <7j: a savoir I'une des ra-
cines de

mais que la yaleur singuliere correspondante de e pourra etre l'au-
tre racine de cette Squation. C'est pour cela glie <7 et o« sont deux
noyaux différents. Mais ils ont un nombre i~ de Noyaux cano-
niqgues communs et ne different que par un nombre r~: de noyaux
canoniques).

Nous yoyons donc qu’en rosume:

Quelque soit le noyau résoluble . les deux noyaux symc-
triques

RIK] — Z(sty, SIK]—Ods
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ont les memes valeurs singulieres. Les fonctions fondamentales cor-
respondantes forment deux systemes orthogonaux semblablement
ordonnes; c’est a dire que I'on peut passer de I'un a l'autre par
une rotation fonctionnelle euclidienne, la correspondance biunivoque
ainsi realisee etant de plus telle que deux fonctions se correspon-
dant aient les memes yaleurs singulieres dans Z et dans O. Le
noyau K peut se mettre d'une infinitdé de manieres sous la forme
du produit d'une rotation euclidienne et d’une dilatation

K=ar=r'qg

Parmi ces formes de K il faut remarquer les formes en cor-
respondance
K—ar =ro!

oi figure la m$me rotation de noyau r; <n est alors le transforme
de a par r, et la rotation r est Fune de celles faisant passer du
systeme des fonctions fondamentales de oj, (ou de ¢, ou de 0)
i celles de a, (ou de 2).

Ajoutons enfin que les deux formes quadratiques

ftdswI TrsAfstioss

et

sont ddfinies, et que par suite les yaleurs singuliores de Z, (et de 0)
sont exterieures a linteryalle (0; — 1).

1.
Groupe de rotations fonctionnelles non euclidiennes.

Il est maintenant bien ais6, en se servant des rosultats du
iparagraphe procsdent, de dsterminer le grouve continu infini des
rotations non euclidiennes inyariant la forme quadratique definie

I=Fdst JES[sfliset




85

Cette forme Stant definie, les yaleurs singulieres du noyau S sont
extsrieures & lintervalle (0; — 1); et on peut par suite trouyer un
noyau .< tel que
5.
Il suffira par exemple de résoudre comme nous l'avons indi-
qus$ I'6quation
JR[0-] = >§
et de prendre ensuite

<—==arnr

oii «~ est un noyau de rotation quelconque et = un noyau symo-
trique. Remarquons qu'on a

az2 — s

et par suite

Soit alors
y— I’[<| - /(S) 4_Jl<(st)f(f) Ai
0

une transformation quelconque du groupe cherche; on a par hy-
pothfese

ou encore

posant alors

(=L s S K= |
puis
K — K—I1ki
on a $videmment

oi —

et la transformation de noyau . transformee ou noyau « par . in-
varie la distance euclidienne
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0

e’est donc une rotation euclidienne.
Nous voyons donc par suite que la forme des noyaux de ro-
tations non euclidiennes attach6s au noyau symetrique S(st) est

k= Kp K-I

dn p est un noyau de rotation euclidienne, et ou le noyau K est
tel que
A[AT] = S.
Tenant compte de

K= ar; K~r =r"lc 1
on a
k=arpr~la-]
et comme
rpr.l

est encore une rotation euclidienne nous voyons que:

Le groupe infini de rotations non euclidiennes attachees au
noyau symetrigue S est le transforme du groupe des rotations eucli-
diennes par tout noyau tel gue

A[A] = S

et plus particulierement par un guelcongue des noyaux symetrigues
a~l tels gue
ca=3S

noyaux gue nous avons appris d former.

V.
Formation des groupes discontinus.

La dstermination des groupes discontinus contenus dans le
groupe de Fredholm est maintenant tout a fait immediate. Soit
un tel groupe, dordre n, forme de transformations ayant pour
noyaux

Ao K,
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Nous avons vu que toutes ces transformations laissaient inva-
riante une certaine forme quadratique dsfinie

[ 11

0 0 0

Elles font donc partie du groupe des rotations non euclidien-
nes attachées au noyau S, et par suite sont de la forme

TT, = (rkicr

ou a est un noyau symotrique determins, et oii  est une rotation
euclidienne.

Le groupe considere est donc le transformd, par le noyau o--1,
d’'un groupe fini de rotations euclidiennes. Jai montre dans ma
these, et dans un memoire i paraitre’), que ces groupes etaient
isomorphes aux groupes des polyddres reguliers des espaces eucli-
diens a n dimensions, n etant aussi grand que l'on veut. On sait
depuis longtemps que ces groupes sont morisdriquement isomorphes
a ceux des polyedres a trois dimensions?). On a donc le resultat
suiyant:

Les groupes finis contenus dans le groupe de Fredholm sont
isomorphes aur groupes finis de rotations fonctionnelles', partant ils
sont isomorphes aur groupes des polyedres reguliers des espaces a n
dimensions, et donc aux cing groupes polyedraur classigues.

V.

Retour sur le groupe des rotations non-euclidiennes. Genora-
lisation de la théorie.

Nous consacrerons ce paragraphe a quelques propriétés du
sgroupe infini continu de rotations fonctionnelles non-euclidiennes
rencontr¢ plus haut. Nous avons vu que ce groupe etait constitue

¥ Sur les groupes finis de rotations fonctionnelles. Rendiconti del circolo
matematico di Palermo. 1929.

’) Je ne connais pas de ddmonstrations generales de ce resultat. Cepen-
dant il est demontre pour l’espace ii quatre dimensions, ce qui donne les six
polyedres de Strengham. On sait d’autre part que les seuls polyedres des
espaces 1 plus de quatre dimensions sont le tetraedre, le cube, et l'octaedre
generalises. Le resultat en question apparait donc comme tres probable.
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de transformations ayant pour noyaux
Il =ara-1

ou r est un noyau de rotation fonctionnelle euclidienne et oii a est
un noyau symetrique tel que

a =S

Les transformations du groupe laissent alors invariante la
forme quadratique

+FFS(sf(s)f(t)dsdt.

L’associe H de H est évidemment

H—e-lra=2¢rlra

puisque a est symotrique. L'inverse de H est par suite

Lfl=x<x1rla

Mais r etant de rotation on a

et

donc
Hl=arra—a?ara ¥k ?=S 1HS.

Nous voyons par suite que linverse de Passocie de H est le
transformé de H par le noyau S. Cette propriets generalise celle
des noyaux euclidiens qui sont tels que l'inverse de leur associe
soit le noyau lui-meme.

Remarquons d'autre part que les conditions vsrifides par un
noyau de rotation euclidienne

7?[11=0 fS[r] =10
peuvent s'écrire
rr=20 rr=20.
Elles expriment justement le fait precedent.
Nous sommes donc amends a considdrer les operateurs

Rs [H] = tf-1H SH-, [£T] = HS~'HS
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Les c¢quations
B5[H] = ©O; 'Ss[H] =0

sont vorifiees par tout noyau de rotation fonctionnelle non eucli-
dienne relativement au noyau S; elles sont alors ¢quivalentes. De-
veloppces elles s'ecrivent

S \wt~)dudvdw = 0

et de meme pour ¢/Ss[H].
On les obtiendrait directement en 6crivant l'invariance

F{|/il}. De plus on a evidemment

lIs[HK] = S~IHKSKH= S"H S. {Rs[AJ}. H
et

'S[fiA] = KHS-1HKS = K. {*Ss[H]}. S~'KS

de sorte que si

772sCSJ =0
on a
AS[HAT] = AS[H]
et si
‘Ns[H] =0
on a

'Ss[HK\ — 'Ss[K].

On est alors conduit A rechercher pour tout noyau résoluble
une dscomposition analogue a celle trouvee plus haut en une dila-
tation et une rotation euclidienne.

Nous nous sommes servis pour cela de lidentit$
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asédt =J1i°’\sjdsA—JiJi'B{\K(sf)\}f(s)f(t)dgdt

0 0 0 0
yerifice quand

Ici posons
wWds—+J'Js(gt)f(g)f(f)dsdt
0 0 0

eet introduisons la notation _
[«*$ =Jda(s)fl(s)ds.

0

Alors

Nous nous appuierons sur lidentite

[/-Al=[A7[/].y]
-qui est immediate. D6s lors posant pour K quelconque rosoluble

9 = K\A\
on a

Fs{£[} = [9' %]] = [S[<7]. AT[-] = [/. K{N[gz]}] = [f. (KSK) [fi]

en remplacant 9 par sa valeur. Soient donc deux noyaux H et K
tels que
BS[H] = BSIK]
donc tels que
S~'BSH= S~'KSK
par suite on a
HSH=KSK
et si
9 = KV]-, k = HI[f]
nous voyons que

Fs{\9\} = f's{\k\}

quelgue soit /(s). Le raisonnement s'acheve ensuite sans peine. Sup-
jposant K rdsoluble on a
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f=K~"[g\

k= HI[f] = LI[9g]
avec

L=K~H

la fonction g peut alors etre consideree comme arbitraire et la
relation

0 0

ayant lieu quel que soit g, le noyau L est un noyau de rotation non
euclidienne relativement a S:

L=o0ro-1
ou r est de rotation euclidienne, et par suite

H = Kara-|
et de meme
K=Ha7a-~!
H et K sont resolubles.
Nous voyons donc que si

AS[K] = RS[H]

on a, K etant resoluble: H— Kara~"'.
De plus en remarquant que

'Ss[K] = KS~IKS= S~'SKS-' SS"KS
= S-1(SKS-1) S (SKS-)
= BS[SKS~I]

nous yoyons que si K et H sont tels que
Ns[K] = 'Ss(K]
en supposant K résoluble on a
SKS-'=8~HS 'ara

d'ou en tenant compte de
02— S
et simplifiant
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K— Hct lra
puis

K=er<«1lH
et

H=arcua 1K

donc H est aussi résoluble.

Quest-ce-qui va jouer maintenant le role de dilatation fonc-
tionnelle non euclidienne?

Les noyaux symetriques sont comme nous l'avons vu carac-
terisés par le fait que leur transforme par un noyau de rotation
euclidienne est encore symétrique.

Si nous prenons ici les noyaux

Z"No-e0--1

oii e est symetrique, le transform$ de Z par la rotation non eu-
clidienne
aror-l
est
ar-x<-lagqo-laro-1=ar~lqro-1 = aq'a~x—X'

oii ' est symetrique; il est donc du meme type que Z. Il est & re-
marquer que, de plus, pour de tels noyaux Z on a

de la meme maniere que pour les noyaux symetriques ¢ on a

Enfin tout noyau K peut se mettre sous l'une des formes:

K—Zarer-1 =aceo-lar<-l—aqr«l
oii
K—ar'a-1Z2'— ar'a~Jag'a~' = ar'q‘a~\

Il suffit en effet de mettre a”Ka sous la forme qr ou
sous la forme r'q’, ce qui est possible pourvu que a~TKa, c’est
a dire K, soit résoluble. L’analogie est donc complete et il est na-
turel de prendre comme noyau de dilatation fonctionnelle non eu-
clidienne les noyaux de la forme

Z=aqga !
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ajoutons encore que parmi les differentes formes d’'un noyau reso-
luble K

K= lara-l=ar,a~Z'
il faut retenir les formes en correspondance
K — Z<rr<=l = <rro-12,
ou figure le méme noyau de rotation non euclidienne

orcr-1.

Z, est le transform6 du noyau de dilatation non euclidienne
Z par le noyau de rotation non euclidienne oto-’, c'est aussi le
transforme par le noyau symetrique <r-' du noyau symetrique

di=r-ler
si
Z=o0-¢e0-1
Par suite e et donc Z et Zi ont mémes yaleurs fonda-

mentales, et si I'on applique la dilatation euclidienne de noyau a
au systome des fonctions caractoristiques de Z" et de 21 on obtient
deux systemes orthogonaux semblablement ordonnos se déduisant
I'un de l'autre par la rotation euclidienne de noyau r.

Tenant compte de ces deux formes particulieres d'un noyau
quelcongue K on voit que Fon a

J?s[E] = Rs[Z]=<T7-1¢»0-

et
5[N] = Ns[Z1] = <T-"e.
Par suite, quelque soit le noyau K, les deux noyaux
et ont les memes yaleurs singulieres extsSrieures a Finter-
yalle (0; — 1); (Comme celles des noyaux es et De plus si Fon

applique la dilatation fonctionnelle de noyau o--1 aux fonctions fon-
damentales de ces deux noyaux on obtient deux systemes orthogo-
naux semblablement ordonnés, la correspondance biunivogue ainsi
realisoe entre les fonctions des deux systemes etant telle que deux
fonctions se correspondant aient les memes yaleurs singulieres dans
les deux noyaux.

Notons encore un fait utile: nous avons vu que tout noyau de
rotation fonctionnelle euclidienne est la yaleur prise pour X = | par
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le noyau rdsolyant r{st, X) d'un noyau symotriqgue gauche A(si).
Quelle est la propriétd correspondante dans la theorie actuelle?

Remarquons d'abord que l'inverse du transformé du noyau jK
par le noyau <r est le transformé par a de linyorse Z-1 de K et
en second lieu que le transformd par a du produit par une cons-
tante p du noyau K est le produit par la meme constante p du
transform6 de K par a. Ceci resulte immodiatement de la formule
qui donne le transform6 de K par a.

Ceci posd de noyau résolyant y(s£;X) d'un noyau de rotation
euclidienne r, est 6gal pour X =—  a un noyau symotrique gauche
A(st). Donc le noyau symotrique gauche — I*hfst) est l'inverse du

noyau par suite le noyau <r. r—_gAI . 0--1 est I'inverse du noyau-

r A .
a .01 ou encore le noyau —~(ara~l) a pour inverse

— ™(cArr-1), ce qu'on peut 6galement exprimer en disant que la
valeur prise par le noyau résolvant du noyau de rotation non eu-
clidienne oto-1 pour X— — | est le transform6 du noyau symo-
trigue gauche A(s/) par le noyau o--1. Donc

Tout noyau de rotation fonctionnelle non euclidienne relativement
au noyau symetrigue S est la valeur prise pour X = -| par te noyau
risolcant du transformé d'un noyau symetrigue gauche guelcongue par
le noyau symetrigue o--1 avec la condition

Nous avons enfin remarqudé que le noyau d'une rotation fonc-
tionnelle infinitésimale etait symetriqgue gauche; cherchons encore
la proprioté correspondante. Partons pour cela de la condition sui-
yante pour que K soit de rotation fonctionnelle non euclidienne re-
latiyement X S

S~IKSK =0
elle s'ecrit encore

KSK=S

ou bien en employant la notation

KK+ (K.K) + (K. S) + (S.K) + ((Z S).Z) =0,
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Introduisons maintenant I'hypothese que K est infiniment pe-
tit du premier ordre; il vient

K+ Z+(fir.S) + (S.Z2) =o
qui peut s'exprimer encore, en remarquant que l'associ$ de (2T. 5)
est (<S. K), en disant que le noyau
Jt-1-(K. S) = h(sf)

est symstrique gauche. Cette condition s'Scrit encore

S K=h S
oh h(sf) est symstriqgue gauche. On en dsduit

K= S-"h + S)

ou en dsyeloppant
K= S"h — S-1
c'est-a-dire

K(st) — h(st) t](siu) SMuAdu]
0

telle est la forme du noyau de rotation fonctionnelle non euclidienne
infinitésimale relatiyement au noyau $.

DEUXIEME PARTIE.
Les groupes continus finis.

Sommaire. — Definition. — Le groupe de Volterra. —
L'equation intSgro differentielle de\VVolterra. — Une $quation aux
dsriyses fonctionnelles. — Digression sur les systemes coordonnss
fonctionuels obliques. — Digression sur les multiplicités inyariantes
dans une transformation de Fredholm. — Rs$solution de I'6qua-
tion aux dsriySes fonctionnelles. — Les noyaux symstroides. — Le
groupe a deux parametres, $quations' intSgro-differentielles et $qua-
tions finies.
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I) — Definition des groupes continus finis; Le groupe a un
parametre ou groupe de Yolterra.

Il est naturel d'appeler groupe continu fini a r parametres un
ensemble r fois Otendu de transformations de Fredholm formant
un groupe. Les noyaux des transformations de ce groupe depen-
dent donc de r parametres at (i=I;2;...... ; 1), et le produit de
deux transformations dont les noyaux ont respectivement pour
parametres a- et est une transformation dont le noyau a pour
parametres ¢z ou les ¢ ne dopendent que des a et des b.

Le cas de-«r=Il a deja Ote considors par differents auteurs ¥
Bornons-nous ici a rappeler rapidement la construction de ce
groupe.

Désignons par t le parametre du groiipe tellement choisi que
la transformation identique ait pour parametre 0. Soit

l
y@ —1@ jK@y\t=)Hy)dy
0

la transformation courante du groupe. En S$crivant qu'il y a groupe
on a en posant

i
=/(«) +FKNYI0 &

0
et

i
A@z) = p(2)4-J'K{zy\e)g(y")dy
0

!
= /m(<)+ I K(zy\2)f(y)dy

0
od « ne dépend que de t et de 6.
z— 0).
On a ensuite par une mothode classique, en choisissant convena-

blement les variables

(*) Gerhard Kowalewski; Uber Funktionenraume, Wiener Berichte, 1911,
vol. 120. Il. A et D. Michal; Integro-Differential invariants of one-parameter
Groups of Fredholm transformations, Bulletin of the amtrican Mathematical
Society; 1924, vol. XXX, Number 7.
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13 hlyldlgtey

h(y\ff) = A (My|0)dw

0

en posant

ou K~1(xu\0") est le noyau de la transformation inverse de celle
ayant pour noyau K(xu\ 0). On montre ensuite par un raisonnement
bien connu que h(xy\O) est de la forme a{0)k(xy’). On a donc
I’'6quation integro-differentielle du groupe

qui par un changement de variable convenable prend la forme

0
La resolution en est classique; on trouve sans peine comme $qua-
tion finie du groupe _
= f(x) +IK(xy [Df(y)dy
0

oii le noyau K(xy\f) est donne par le doveloppement en serie tou
jours uniformément et absolument convergent

K(xy 1) = | k(xy) + ~Kk@2>(xy) +........ +  K("\xy) +.....

De plus il satisfait au theoreme d’addition integral de Volterra
i
K(xy i) 4- K(xy |0) +J'K(Xu\ t)K(uy \O)du = K(xy 1l  0);

qui montre que le nouveau parametre est canoDique.

Ajoutons enfin, chose essentielle, que le noyau 7t(ag/]Z) de la
transformation courante du groupe est, par hypothese, une fonction
de carre sommable par rapport aux variables x et y, et analytique
par rapport a la variable jouant le role de parametre.

Rocznik Pol. Tow. matem. T. VIII. 7
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Consid¢érons maintenant une fonctionnelle derivable de la fon-
etion /, et désignons par g la transformée de F par la substitution
du groupe ayant pour parametre t. la yaleur prise par cette fonction-

nelle pour f= g est une fonction analytique de i; et on a

F{191} = ffm {1911 -4
ou 0

A9} = fch(xu)g(u)F'eIxJ{\g\’\x}dudx==St[F],’

Nous voyons ainsi apparaitre nu operateur difforentiel fonctionnel
analogue a l'opcrateur differentiel classique dans la theorie des
groupes de Lie. De la méme maniere que dans cette theorie on a

et si on considere a son tour <*[F] comme une fonctionnelle de /
puis de la meme maniere

avec la convention d’écriture

En particulier on a, pour t suffisamment petit en module, puisque
F est analytique au yoisinage de t = 0;

0 0 1

Si de plus F est une fonctionnelle lineaire x} ne dspend

plus de /, mais de x seulement; posant alors

G{l/} ="yl



|

<I¥[f] = <»<3>[£]==i/yi>FV;ri<)/(u)F;w{|/’| X}dUdX'

I U

puis

et en gc’nérbg t/\[l:]— J.Fn\xu) f\u) F'/M{\f\ X}dUdX1

Cherchons maintenant les fonctionnelles invariees par le groupe.
On doit avoir

o [

quelgue soit t. D'apres le developpement qui donneg pour t

o

assez petit, on voit, en se bornant & la reeherehe des fonctionnelles
invariees analytiques, qu’il est necessaire et suffisant pour cela que

M[F] = 0.

Nous avons donc a resoudre I'6quation lindaire aux derivoes fonc
tionnelles

Cette resolution va mettre en évidence un certain nombre de faits
importants mais il est tout d'abord noOcessaire de preciser quelques
notions essentielles.

I1) — Digression sur les systemes coordonnés fonctionnels
obligues.

Considdrons un systome de fonctions
/1;/»;eee; etc.

gue nous supposons lineairement inddpendantes, c'est-a-dire qulau-
7
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eune relation lindaire, homdgone, a coefficients constants, (dans la-
quelle n’entrent qu’un nombre fini cie fonctions) n’existe entre elles.
Il est alors possible d'orthogonaliser ce systome a la Schmidt par
les formules

— all

Ps=udi /i +
<tn = /1 «,,2 / D+ annn

avec les conditions
[«<M/1 = ty? P/ =0sil4=>5 et=1sii=>»
Supposons en effet connues et cherchons <+l

asntl — cifn 4~ <Pl + 05 4~ovnn 4+ (41

les conditions

[<pn+l -</4 :O 1/\")
donnent
0 — ciprn+ia P+ c<H
d’ofi
"+ — ci LA+ [A+i S| — A+ —.....—
et la condition
[$+.]=1
donng cx au signe pres pourvu que
[(I>H — <ML -InH] — BLD2 -I[>+] —-oeoe "I»+])]] 4= 0
ou
flLHL = [+ <hi? 4. + >+

cette condition est dquivalente a celle que fu+1 soit différent de

Pi[DI -] F+ 02 st —/ec+i] 4 mooe

Or si cela n'avait pas lieu il y aurait une relation lindaire et ho-
mogone entre /,+1; <pi ¢>n OU encore f+1 1 cause
de la forme des <f-.

Dans ces hypotheses 1'orthogonalisation i la Schmidt est
donc possible. Le tableau des a quelques propriétés importantes.
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Les am sont difforents de 0, cest ce que montre le calcul
précodent ou
ci — andl, n
par suite ce tableau est resoluble de proche en proche par les
formules
A=
/s — 4-

fn— "l <pl 4" vorn“F B¢

et aucun des b nest nul. De plus si le systeme des F est com-
plet il eu est de méme de celui des a1 et rociprogquement car si (
est une fonction quelconque on a

ir<k) =an [ €& =xann[g .f,]

d'ou il resulte que si tous les [¢ .f] sont nuls il en est de méme
des [g.<".

Nous supposerons le systeme des T complet, celui des <i Fest
alors et § otant une fonction quelconque de carr6 sommable, en
posant

\916p] =9
les gt ne sont pas tous nuls et les fonctions
N

9"'= 9ty
n

convergent en moyenne vers (. Remplagons les <p( par leur espres-

sion en Th il vient
N

o"= <fifi
Z1
les al lincaires en y- sont donnés par
n

ai=  akigk
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ils dependent en g¢néral de n. Ceci pose les a“ peuvent ou non
converger quand n devient infini. On a le théoreme suivant:

Pour que, quel que soit g les a" aient tous des limites pour n in-
fini, il faut et il suffit que le systeme des ft soit biorthogonalisable,
c'est-d-dire qu’il existe un systeme de fonctions

&i veete
tel que

[fi 1 kKj\ — eij-
En effet si cela a lieu les sories

00

akigk

N

convergent quels que soient les nombres gk rendant la soérie
00
2
ki

convergente. Il faut et il suffit pour cela que les scries

00

ki
convergent quel que soit i (thCoreme de Landau). Alors

00
aki fk
ki
converge en moyenne vers une fonction unique It déterminse a un
ensemble de mesure nulle prés, car le systeme <£, est complet et on a

ak/ = \kt. .cf]
et

a?=1 ¢
et comme gn tend en moyenne vers g,

al —[A+ 9
tend vers

a,=1[*17e
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Ceci pos¢ calculons

on a
fj Mk<pk — Pjkfk
kl ki
avec .
J
Pik = J£aikhji
ik
Dans le cas actuel il est bien clair que
Lim a- — (i)
=0 (»>J)

or le tableau (6) C¢tant le rosolvant du tableau (a), on a

donc
ftjt — efl

et par suite
[NeZ] = ely.
La condition est donc nccessaire et il est immédiat qu'elle
est suffisante, car si le systome (&) existe, on a

a? = [™.9n];
donc...
De plus (/i) ¢tant complet, (&) est unique. car s'il y avait
deux tels systemes (i1 et (A;), les fonctions

/1 — ki — Kj
seraient orthogonales a toutes les fonctions du systeme complet
Ajoutons encore que le tableau des at a ses ¢léments fonctions
chacun d'un nombre fini d'élSments du geomdétral symetrique du
systome 5 d'¢lements courants
Ha== = [,/|

Par suite la condition nécessaire et suffisante de biorthogonalisabi-
lite qui est la convergenee des sories
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ki

s'exprime par un ensemble dénombrable de conditions sur les Cle-
ments du goéomstral.

Nous dirons que le systeme (jf,) est ferme si:

1) — il est biorthogonalisable,

2) — si le systeme biorthogonalisant est complet;

alors il n'existe aucune fonction g telle que ses coefficients
a, relatifs au systeme (y)

«/ = [~

soient tout nuls.

Conditions ndcessaires et suffisantes de fermeture.

1) — Condition de biorthogonalisabilito: a savoir convergence

quel que soit i des ssries
00

Ki

alors le systeme (&,) existe et son geometral d’'sléments

est dofini par
00 00

fj = =F > [ F> = ]Eak<ho
fel Kl

ou
00

Sly = N akiakl (g <i)
ki
Il est d'autre part ais¢ de constater qu’il n'existe entre les fonc-
tions du systeme (&) aucune relation linsaire homogene a coeffi-
cients constants ou n’entre qu'un nombre fini de fonctions, car si
on avait une telle relation

\ H- K4“uo+ =0
il en resulterait

F -fi]4" /34" 04" b []=0
d'ou pour
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On peut donc orthogonaliser a la Schmidt le systome (&) partes
formules

~AL— cn
1A2 — Cgj C22 "2
AI’. = cn —1- cI3 k2 4' 4"‘ C,Y <i;

Pour que le systeme (&¢) soit complet il est ndcessaire et suffisant
que le systeme (“r) le soit. Or otant complet il est nocessaire
et suffisant pour cela que

KmVZI2 = M2 =1

Il peut oOtre plus commode de transformer cette condition. Nous
allons montrer qu'il est nocessaire et suffisant pour que (<) soit
complet que

= [/;*? =1rja
La condition est ndcessaire d'apres celle de Lauricella. Mon-

trons qu’elle est suffisante, pour cela montrons que pour toute fone-
tion ¥ de la forme

f—alfl + =+ oo 4+ anfn;

on a

JE[/-"12==[/8]

k
en effet
n
[f1'Tk\ — «I[f
ZI
\f P = atam [fi. ¥> [fn. FY

[,ml

d'autre part les relations
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entrainent

on a donc

2 [/e*1 = a‘am™l =]
k Iml

or les fonctions <, sont du type indiqu¢, donc...
Calculons maintenant les [ft. i/zj, on a

donc

(»>i)

Nous avons par suite les conditions

00

(A)2 =nu
ki
et il faut noter que les conditions de fermeture du systeme ne ds-

pendent que de son gcometral. Ceci suggore immediatement une
gonoralisation qui peut etre quelquefois utile. Dans les formules

fi — 6n i
ft — 621 (> -j- 62

fil ---bnl Bl = eee 4+ 6, (B

qui donnent les (ft) en fonction des (<£). remplaeons le systeme or-
thogonal complet (<) par un systeme orthogonal incomplet quelcon-
que (<7) et considdrons le systéme des fonctions

£ 1Fti o+ o> fiy ++0 GIC
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donnees par les formules

/1 = bn
Ji—7i0i +buO

fn— bnl . bnn(j);

Il est bien clair que

et que par suite les deux systfemes ¥ et £ ont meme geométral.
Comment interpreter pour le systeme ft la condition de fermeture
yerifiee par le systeme fg? Considsrons la multiplicite lindaire for-
mee par les fonctions y limites en moyenne de fonctions gn de
la forme

n

In ®ifi

/1
Si on prend maintenant les fonctions donndes par les ddveloppe-
ments convergeant en moyenne

00

ki

il est bien clair que le systeme forme par ces fonctions biorthogo-
nalise le systeme ft et qu'il est le seul ayant cette proprieté et forme
uniquement de fonctions appartenant i la multiplicite lineaire con-
sidoree plus haut. De plus ce systeme est complet dans cette mul-
tiplicitd, c'esta-dire qu'il n'existe dans la multiplicite aucune fonc-
tion non presque partout nulle et orthogonale a toutes les fonctions
du systeme. En ddfinitive si le geometral d’un systeme non complet
yerifie la condition de fermeture cela veut dire que ce systeme est
biorthogonalisable et que les composantes des fonctions du systeme
biorthogonalisant sur la multiplicite lineaire coordonnée par les
fonctions donnces forment dans cette multiplicite un systeme
complet.

Reprenons maintenant le cas d'un systeme complet et
ferme. Soient comme plus haut

i \Fi\ > Fi\ 100
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ce systeme et

X- oA v 1A
le systeme biorthogonalisant; a toute fonction ¥ de carr6 sommable
non presque partout nulle correspond un ensemble de , coefficients”
at==\T k™ non tous nuls, et deux fonctions distinctes f et g ont
des coefficients non tous ¢gaux. sans quoi la fonction non nulle
f—g aurait des coefficients tous nuls. On peut donc dire que la
fonction ¥ est dsterminee sans ambiguite par le developpement sym-

boligue
&I/l + «S/fs et 4 «n - 1 oo

Il faut remarquer que la serie au second membre ne converge pas
en moyenne en goneral, mais la donnee des a, determine les
y,-==[/.</>] d’une maniere univoque. On peut aisement se rendre
compte de l'ordre de difficulte de cette determination, tout se ra
mene a résoudre le systeme linsaire infini

00
ai = — ati7k

ki
On sait dailleurs h priori que s'il a une solution, cette solution
est unique. Partons des formules

fi—

d'oti on tire

*1

Si on connaissait les [/.//] on aurait les yk de proche en proche
par un algoérithme fini, a savoir par les formules

i
Ti= [f

k1

tout revient donc au ealcul des F// or on a

j 24 =

et il est bien clair que
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[/ "Z) — Al ®-m

=)

ml

a cause de

i — Cim km
ml

de ces formules on tire de la m$me maniére
! ca POUr «
T = 1 k'n] =
m1 0 pour wc~—

puisque (k1) biorthogonalise (yi), on a donc

00

ou

00 z
ﬁ'/ = JE’tk ~cCimam

Ik ml

qui donne rr par un développement convergent, on peut remar-
quer que
00 00
== ij= [fi—fa] — Ci=—3>

kI hi

et que par suite le ddveloppement procodent, qui considdré comme
une soérie double n’est pas absolument convergent en goéndral, peut

S'€Crire symboiiauement

00

(oAl ~
am[Fm . K]

ml

sous cette forme il apparait comme une conséquencfe immadiate de
la formule 6galement symbolique
00

mi

Une fois les y ddterminods par ce procode « est donnd par un
développement convergent en moyenne pouryu que
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1
converge; cette derniere condition est C¢quivalente a une certaine
condition de convergence pour les at, condition assez complexe
qgue nous n'expliciterons pas et que nous designerons par le sym-
bole (<?), ce qui nous importe seulement c’est de savoir que si elle
est remplie, les at déterminent £ d’'une manibre univoque a un en-
semble de mesure nulle pres.

[
De tout ceci resulte que toute fonctionnelle de la
0

fonction / est une fonction de l'infinité de variables at verifiant la
condition

I1l. — Digression sur les multiplicités lineaires fonctionnelles
invariées par une transformation de Fredholm.

Considerons un noyau K(st) que comme d’habitude nous sup-
posons de carre sommable par rapport a chacune des variables pri-
ses sépar¢ment; supposons en outre que la determinante fondamen-
le Z>(X) nait que des racines simples

A X, ..o X»den
soient

les fonctions fondamentales directes. Nous faisons la convention de
repetition des X, c’est-a-dire que nous supposons que dans la suite
des A chacun d’eux est repet¢ autant de fois que le noyau eano-
nique correspondant contient de termes de la forme

</>(s)Vr(O.
D¢signons enfin par

les fonctions fondamentales associees, telles que

[<t>"1 = 6ly
Soient

© la multiplicit$ linsaire orthogonale a tous les <
$ la multiplicité lineaire orthogonale a tous les i/
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6 la multiplicit$ lineaire completement orthogonale a
$> la multiplicité linsaire completement orthogonale a <®

Toute fonction / de carre sommable peut se mettre d’une
seule maniere sous Fune des deux formes

dans <l ~#Fdans <@ F& dans 3, “#dans S>, en particulier <>, est

dans 3 et *r, dans D. De méme
bl = : K=/i+ "h

avec < appartenant a <, appartenant a S, yfr appartenant a <,
yp-j appartenant a 3. Designons par

eZ, la portion de (Sl orthogonale a tous les i//,.

<3l completement orthognale a <41,
0 » P orthogonale a tous les

r b " completement orthogonale A Si,

r 3 orthogonale a tous les

3 completement orthogonale a A,

$> orthogonale a tous les 0,-,

S) completement orthogonale a

n rt ”

n

) ”

—~

n ”
on a, quel que soit f, d’une seule maniore

+A, +-A4t+4, =Al + +A41 + fS)t

en particulier
bp est dans 2%

Remarquons que
(% portion de £Z orthogonale a tous les 17, donc a tous les

appatient A Si
Siy portion de Si orthogonale a tous les <p- donc a tous les

appartient A 3L
Donc (Z * $1 = multiplicite commune a 31 et a Si. Soit 8.

De meme
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portion de @ orthogonale a tous los yfn, donc a tous les
yfrt appartient a
>1 portion de S> orthogonale a tous les <p, donc a tous les
tpt appartient a SI.
Donc <9 est la multiplicite commune a Si et a (7 et

» Sl , , 0; par suitg
Sl et $2 sont disjointes,
Si o, @ .
SI ” m m
Si, SBB .

en entendanf que deux multiplicités disjointes ifont pas d'autres
fonctions communes que les fonctions presque partout nulles.

Sl et &2 otant disjointes, il n'existe aucune fonction orthogo-
nale a la fois a toutes celles de & et a toutes celles de la multi-
plicito completement orthogonale a A, laquelle s'obtient en rcunis-
sant les deux multiplicites completement orthogonales Si et . Donc
< Si et A forment un ensemble complet et par suite aussi &t, Si
et puisque est commun a Si et a <& Donc

R -j- - forment un ensemble complet, de méme
A — § —D n r n ainsi que S ®

Nous allons maintenant porter exclusivemeut notre attention
sur les noyaux tels que la multiplicite n’existe pas, alors Si et @
sont évidemment disjointes. Voyons quelles sont les consequences
de cette hypothose. Reprenons une fonction ¥ de Si que je decom-
pose en

/—g4-h

oii g appartient a SI, et décrit dans SI la multiplicité Si' et oii h
appartient a <

Designons par Si" la multiplicite qui dans S est complete-
ment orthogonale a Si'. Toute fonction de Si" est orthogonale a tou-
tes celles de <@ donc appartient a $>, et Si" se confond avec St
Ceci pose T appartenant a. $ on a

donc
4~A+ =0

b~ |

mais
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oii xfrt appartient a 6 et ila a 31, donc
W1 =h =0
St + |h

D’autre part est nul, et il n'y a dans 3 aucune fonction ortho-
gonale a tous les 17, on peut donc affirmer que quels que soient F les
[h.yp\ ne sont pas tous nuls, et que les [g.i/r;; ne sont pas non
plus tous nuls. 1l ny a donc dans 36' aucune fonction orthogonale
a tous les t/a: autrement dit encore 36" et 8 sont disjointes; on
peut encore dire que 8 ne contient aucune fonction orthogonale
3, toutes celles de S\ qui comme nous l'avons vu est la portion
de ¢Z completement orthogonale a 86 Or appartient a 2) et 8
appartient a 36, et 86 et 2) sont Completement orthogonales. Par
suite dans <Z 8 et A sont completement orthogonales; donc 8 ne
peut contenir aucune fonction orthogonale a toutes celles de 2), que
si 8=0. Nous voyons donc que (3, =0 entraine 8=0. Il y a ce-
pendant une exception au raisonnement précedent; reprenons en
effet 1'Sgalit¢

et par suite

[ffr +[ —0

nous avons vu que de = 0 on ddduisait que les [h. ilr] n’etaient
pas tous nuls, sauf cependant si h = 0 quel que soit / dans 86. Cela
a lieu si toute fonction de 86 est' orthogonale a 3, c’est a dire ap-
partient a 3L. Dans ce cas 8 se confond avec 86.

(O=0 entraine donc, soit 8 = 0; soit 8=86.

Examinons s$parement chacun de ces differents cas.
1) 5=0.
Prenons une fonction F quelconque de 31, elle se met sous
la forme
f—9+nh

ou g est dans 8 et h dans 2). Or F oOtant dans 31 on a

c’est-a-dire
{9 '0J—0
mais
(pi~ (pI~\~ <pi

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 8



114

Otant dans 2 et ¢ etant dans Sb', donc
1Ji1<pl=1lh1p] =0
et
+ [ 0] =0
Comme 5=0 il ny a dans S aucune function orthogonale a tous

les cfa. Il n'y a donc aucune fonction F telle que les [y. soient
nuls, c’est a dire telle que les [h.<p] soient tous nuls. Si 2' est la
portion de 2 docrite par h quand ¥ decrit 2, nous voyons que 2'
est disjointe de 2X Soit 2" la portion de 2 completement ortho-
gonale a 2X toute fonction de 2" est orthogonale a toutes celles
de donc 2" est la partie commune a 2 et a <§ soit S\ 21! etant
disjointe de 2', il n'y a dans 2! aucune fonction orthogonale a toutes
celles de ff. Or 2 appartient a <l et  appartient a & et <l et <
sont complotement orthogonales. Il faut donc pour qu'il n'y ait pas
contradiction que 2% — 0.

Il y a encore une exception si g est nul quel que soit ¥ dans 21.
Cela a lieu si toute fonction de <! est orthogonale a <@ c'est-a-dire
appartient a 2, dans ce cas 2% — 2L

Il apparait donc maintenant que dans le cas oh = 0 trois
cas sont possibles:

A) A==5="=0.

Il en résulte immediatement

20 =2
par suite
<l et Shsont disjointes etSh @ est complet.
n ® n n n ® 4" n r
n n n P® ® n

<, 2 peuvent dailleurs ne pas etre disjointes et  etre dif-
fcrentes de 0.
B) g=0; 5=0; 2(=2
Alors
=<

comme — 21 il est bien clair que 2 contient 21, et par suite Sh
est contenue dans Q. Or comme <& =0, Sh et < sont disjointes; on
a donc certainement Sh — 0, et dans ce cas <2 = (% Sh=0:2 est
complet; 2f — <l et 2t = <
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C) <0=0, 8=3i.
Alors
<N =

comme 8— b il est bien clair que El eontient Si, et par suite )
contient aussi & Enfin Si et < sont disjointes; est completement
orthogonale, dans ¢Za par suite $2 se réduit A (2

Il est a remarquer que le cas B est une dsgsnsrescence du
cas C. En effet si dans le cas C on suppose

®=0

completement orthogonale dans <3 A Si se r$duit $videmment
A SI. On a donc en fait seulement deux cas distincts: A et C.
Revenons maintenant au noyau K(st) et considsrons les fonc-
tions F telles que

|
jrze =0;
0

il est bien connu que ces fonctions sont orthogonales A tous les

elles forment donc une multiplieits linsaire appartenant A (St
soit S cette multiplieits. Supposons la coordonn$e par un systeme
complet dans S

Pli Psi1+o Pni ¢ 11
Portons notre attention sur les noyaux K tels que le systeme

(p) + (<b)
soit complet. Il est immediat que cette condition entraine
S=Et

Pour un tel noyau, toute fonction ¥ orthogonale A tous les <p est
telle que

K(us) f(u)du — 0.

Il en r$sulte que K n'a que des yaleurs singulieres simples; en
effet sinon il y aurait pour la valeur singuliere multiple X, une fon-
damentale i/r du noyau associ$
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orthogonale a tous les <>, et qui par suite devrait etre telle que

ce qui est contradictoire. On peut donc appliquer a ce noyau K la
théorie proccdente.
Reprenons le systeme
Piniiuo) io'ni/\li/\z;no’ho) joee
que nous supposonc donc complet
Cherchons a biorthogonaliser ce systeme par le systome
MI? 5 veed Pty 1 062 ] 0 0o X '+

Le systome biorthogonalise dans SI le systeme (p,) qui doit
donc etre biorthogonalisable, de plus posant

Xi~"h +vi
et tenant compte de

(i, (fo] = 6y
nous voyons que les fonctions v- doivent etre orthogonales a tous
les (pi et sont par suite dans SI.  etant pris dans Sl on a

[«or <) =0

il reste donc seulement a vérifier les conditions
U W?+ty)] =0
qui expriment que ifr, vt est dans <, comme

‘h = (A + ty) —ty
nous voyons que

+ty= —ty—"1
On peut toujours supposer que le systome (p) a 6t6 pris orthogo-
nal et normal dans SI, alors le systeme biorthogonalisant cherche est

piips;---;
Yoyons maintenant a quelles conditions le systome initial

Pli Ph..l)pnilll>A1)</>s’|ll) Yoo
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est ferme, il suffit que

Pil Pil ec-iPnl ¢+ -i 211 ~A21 ¢ ¢ -i M1l ¢

soit complet, ou que
TN AL — /i e

soit complet dans <9 eonnu par dofinitions est la portion de o
orthogonale a tous les nous voyons qu'il taut et qu’il suffit pour
cela que <4 =0. On est ramend a la discussion preccdente, d'oii
comme plus haut deus cas:

=0 ®=>
21 disjointe de Si <9 complet.
" . 0
(S4-5) (pas forcement disjointes).
&= 21

Nous donnerons aux noyaux vsrifiant ces conditions le nom de
noyaux symetro'ides de la premiere sorte

B) S,=0; 8= Si
% = 53— @

21 contenant 08, S) contenant (S, Si et <3 disjointes S\ completement
orthogonale dans 21 a. Si.
&=2
Nous donnerons aux noyaus vcrifiant ces conditions le nom de
noyaux symetroides de la deuxil)me sorte.
Ce dernier cas est celui des noyaus symctriques ordinaires
qui ycrifient les conditions

8 = 21—sSi\ S=S)=@? = 9)i
A A=0; S=11
Ces deux types de noyaux, gensralisant a un certain point de vue
les noyaux sytnotriques, ont une definition commune, qu'on aurait

pu donner a priori, et qui est caractCristique. Soit K(st~) un tel
noyau; la transformation de Fredholm

g = K[f] =f(s) +
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€St crnuiremene definie si on se donng, au lieu de Ji(si) ses yaleurs
singulieres X/, le systeme des fonctions fondamentales

;fa;lu; ]

et la multiplieitd <. en effet remarquons tout d’abord que connais
sant la multiplieitdé -s on en deduit imntddiatement la multiplieito
completement orthogonale - puis en decomposant ensuite chacune
des fonctions en la somme d'uue fonction de ¢Z et d’une fonc-
tion de <, on dotermine les fonctions v et v« par

=fa+fa

Désignant ensuite comme plus haut par Zp) le systome orthogonal
et normal qui eoordonne la multiplieitd -. nous yoyons que nous
connaissons maintenant le systeme par hypothdse fermo

Pi- pi',---", fa,--—-

D’autre part on a

et
*W — (i+/\_; <[r] — ¥

si / est une fonction appartenant a la multiplieitd <2, mais comme
fa appartient a ¢Z, on a

Kli/r,] — fa
d'oii

Klfa] =¢ + ~

nous connaissons donc les transformoées de chacune des fonctions
de ce systeme fermo par la transformation de Fredholm associde
de la transformation en question. Dosignons maintenant par « une
fonction quelconque, par sa transformde, et cherchons les co-
efficients de cette transformoée par rapport au systdme fermo

Pii Pi, *+°; Pi, * -, pi, **1
biorthogonalisé par le systéme

Pl P -, P, Lifa, wr2, e e -, AN, - -

on a
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W/].pz] = [/.~[PJ] = [/.pz]

WI>]=[/+"bHI=( +Vy [ —[/

puis

ces eoefficients sont donc connus; on doit d'autre part considcrer
comme connu le systeme

pi; Pa; v Pno <y <>g; v o> Oy ore

car il biorthogonalise un systome complet donnd

Pi> Pa) i1 P e 01' 02> <->0'"**™

enfin K[f} donnde maintenant par ses eoefficients relativement & un
systome complet et fermd donne doit etre, comme il resulte du pa-
ragraphe precddent, regardée comme connue.

Les donndes ne peuvent dailleurs etre quelconques, il est
d’abord nocessaire que soit fermo6 dans la multiplicité qu’il co-
ordonne, ensuite les A- doivent 6tre tels que quelle que soit la fone-
tion ¥ les eoefficients obtenus pour If[/] verifient la condition ap-
pellee plus haut (C?) relativement au systeme

Pii Pilevw Pyivee> 017 02: 00> <l

Il est d'ailleurs a prevoir que cette condition sera dquivalente
a celle qui exprime que la determinante fondamentale de est
au plus de genre 2. Enfin il est bien elair que les noyaux symo-
troides sont les seuls a avoir la propri¢t¢ indiqude, puisque cette
propri¢t¢ repose sur ce que

1) & est ponctuellement invari¢e par la transformation K

2) Le systéme

PiiPa>veel Pniveel 0150250092 O«i vl
est fermo

ce que nous avons justement pris comme définition de ces noyaux.

V.

Rosolution de Fcéguation aux dorivées fonctionnelles rencon-
trées plus haut.

Soit F une fonctionnelle solution. L’equation
F— Con*
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reprosente une familie a un parametre de multiplicités fonctionnel-
les et il en passe une par chaque point de l'espace. Considerons
une de ces multiplicitds passant par le point  elle a pour équation

0 0
oh g est le point eourant. Prenons un point g infiniment voisin de ¥
9=Ff h

ou h est une fonction infiniment petite. Toutes les fonctions h pos-
sibles seront telles que

171 3h(s)ds — 0

autrement dit appartiendront a la multiplicité lineaire completement
orthogonale & la fonction

1)

La multiplicité liitoaire parallle a cette derniére et passant par le
point ¥ est la multiplicitd lineaire tangente A la multiplicito

M7y =n<U}-

Si la fonctionnelle F est solution de

i i
WIF] K(s Ff(s){s | \N\}dsdt o

la fonction _
i

I (sHFCEAL

0

est orthogonale a la fonction

11},

on connait donc en chaque point f de l’espace une direetion conte-
nue dans la multiplicitd lineaire tangente en ce point a la multipli
eite de la familie

— — Cons.e
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qui y passe. Ceci laisse a penser que comme dans le cas d’un nom-
bre fini de yariables, les courbes integrales de I'Squation integro-
diffSrentielle )
1
~/(slc = J K(su)f(u\t)du;
0
vont former une congruenee caraetdristique de I'equation considerde.

11 est ais¢ de montrer que si F est une solution de cette $quation,
et /(s|t) une solution de I'Squation intégro-différentielle,

0

est independante de Z; on a en effet

:ff Vsp}6ZweZs = ~rr1 = 0.
0 o

Nous yoyons donc que si une courbe de la congruenee caracteris-
tique a un point commun ayec une multiplicite de la familie

F— Conste

elle lui appartient toute entiere. D’ailleurs tout cela résulte imme-
diatement de ce que l'equation aux deriyses fonctionnelles consid¢-
rée donne les fonctionnelles invariees par le groupe de Volterra.

Nous connaissons les $quations finies de ce groupe, donnses
par les formules

/(s t) =1/(s) -|-J'Il<(su\t) f(u") du
0

qui rosolvent I'6quation integro-differentielle des caracteristiques,
tout revient par suite maintenant a déterminer les fonctionnelles
solutions par la condition ndcessaire et suffisante que

wrici}

soit independant de i; avant de faire cette dsStermination, nous do-
montrerons le théoreme suiyant:
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Si on transforme un systeme complet et ferme par une transfor-
mation de I redholrn de noyau K ré&soluble, on obtient un nou-
veau systeme complet et ferme.

Soit

A, A D
le systeme complet et ferm$ considsrs. et
9S9t
le systeme complet (et ferm$) qui le biorthogonalise, on a

[l<ft] = ty-

Nous partons de l'identits $vidente

d'ou rssulte
= [/o’?] -

Par suite le systeme transform$ est biorthogonalis$ par le systSme

car
C<L7.=1[;."]=e¢,;
De plus ces deux systemes sont complets. et par suite fermss.

En effet si une fonction non presque partout nulle stait telle que
Fon ait, en dssignant par k cette fonction,

El/-]] =o

quel que soit t, on aurait, puisque
en g$nsral

quel que soit i, et la fonction n'est pas presque partout nulle,
a moins que k ne le soit, puisque K est rssoluble. Par suite le sy-
steme (/)) ne serait pas complet Un raisonnement analogue montre
que le systeme (K 1[y,J) est aussi complet.

Ceci pos$ reprenons le systeme complet et ferms

/172 lo)Xn (XX
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biorthogonalise par le systeme
ivee

A toute fonction ¥ de carré sommable correspondent les coefficients

«/=(/+&)

qui, comme nous l'avons vu dc¢termine cette fonction d’'une maniere
unique, a un ensemble de mesure nulle pros. pouryu qu'ils satisfas-
sent k une certaine condition de convergence ((?). Par suite toute
fonctionnelle F est une fonction de linfinite de yariables at vcri-
fiant la condition (<?). Si on remplace maintenant ¥ par /(s|z) les
a- deviennent des fonctions de t

| i
a-(F = [g, ./(sI)] =I"(«) /(«) + T $)/(«)dw ds
0 L 0

=y /(«) fl-(«) #y iK(us\t)gt(u)du Ids
0 0

en posant _
i
N(s|0 = M(s) +\] K(,us\t)gt(ti)du;
0

Or le noyau K(us\t~) est résoluble, par suite, d'aprés le th6oreme
précodent, le systome

est complet, ferm¢, et biorthogonalis6 par le systome, aussi complet
et ferm¢

en posant

1250 = /,(«) +IK(SU\ ~ Vt(u)du
0

puisque l'inverse de l'associe du noyau K(us\t) est le noyau K(sul —t).
Nous voyons donc que les yariables

O/W = [/e

qui sont les coefficients de T dans le systdbme des d¢finissent
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d'une maniere unique la fonction /i quand une certaine condition
de convergence est remplie sur les a,(i), doit (<%) cette condition,
il est A remarquer que cette condition ¢quivaut A la condition, <

sur les a,-.
Des lors toute fonctionnelle

F{\N}

solution de la proposce sera une fonction des fonctionnelles at(t)
indépendante de Z et rociproquement. Pratiquement le probleme se
ramene donc a former tous les eliminants possibles de la variable
t entre les fonctionnelles connues Cest tout ce que l'on peut
dire en gencral, mais il y a un cas particulier important oti on peut
effectuer completement cette élimination.

Reprenons les notations du paragraphe prscodent et supposons
que la determinante fondamentale de K(su) n'ait que des racines
simples

Ai Aj;...; A S
Si ce noyau est symetroide. servons-nous comme systeme coordonne
du systeme alors complet et ferms

Pi>Pil o Pnicee, ¢n,  s1em 2440
il est biorthogonalisé par le systéme
Pi; Psi e ¢ p«; i 'Aal e

Appliquons la methode pr$cédente On a

et

puis

et
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On est donc amene i considorer le systeme
Pif Pif «* pnfees
i . L . t
(NN (XTI —iIr2);. (X rZ— TN); .

et les coefficients

ai =— [F.Pi\/.~ — e~~[T.

D'apres ce qui précede toute fonctionnelle F solution est une fone-
tion des a- et /3l independante de t, et rociproquement. C'est donc
une fonction des

«Z
et des

7/ = Xztl Log nep [&t] + [/'. Nz+l]] — Xx Log nep -I- [/-
= X+i Log nep [/. Zitl]] — X! Log nep

On peut dailleurs verifier aisement que ces variables sont indepen-
dantes comme consdquence du fait que le systeme coordonn$ choisi
est ferme. Nous avons donc ainsi simplement la solution genorale
de I'Squation dans le cas oii le noyau est symetroide. Ces solutions
sont encore yalables pour un noyau quelconque, mais il y en a
d'autres, independantes de celles la. ce qui fait que la solution g¢-
Iterale est une fonction de ces variables az et 7, et d'autres encore
qu'il faudra doterminer dans cbaque cas particulier.

V.

Retour sur les noyaux syntetroides et sur guelgues unes de
leur proprietés.

Nous avons vu dans un paragraphe prcécedent qu’un noyau
symetroide etait complbtement ddtermine quand on se donnait:
1) Les yaleurs singulieres

XinXgjee.j Xz ...

2) Les fonctions fondamentales du noyau associe
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3) La multiplieitd lindaire fonctionnelle St orthogonale a toutes
les fonctions fondamentales directes du noyau qui par hypothese est
supposde invariee ponctuellement par la transformation associee. Il
résulte alors de ces donndes que Fon connait le systdme donoto plus
haut par

qui doit etre complet et ferm6é quand on lui adjoint le systeme

p))il |

orthogonal et normal, coordonnant la multiplieitd St. Le systeme

1) + GA)

est alors biorthogonalis6 par le systeme complet, fermo et unique

P|| Pi\l-'i Pn'l (fal (fa--'i (fa| [0

oh les (bi sont les fondamentales directes du noyau, et sont par
suite connues. Nous avons vu que ces donnbes déterminaient com-
pletement la transformation de Fredholm directe correspondant
a ce noyau, et perraettaient de plus de resoudre entierement I'dqua-
tion aux dorivées fonctionnelles

!]/J Jduds — O.

Rappelons de plus que pour Otablir qu'un noyau est syme-
troide il suffit de demontrer les points suivants

1) Les valeurs singuliéres du noyau sont toutes simples

2) La multiplieitdé St est invaridée ponctuellement par la trans-
formation associee

3) En dosignant par (p;) le systome orthogonal normal coor-
donnant cette multiplieitd (#, le systeme

(Pz) + GAz)
doit etre complet. Remarquons que pour demontrer ce point, il suf-
fit de faire voir que le systeme

(pz) + GAZ)
est complet. En effet si (p,) (i/a) est complet, je dis que (p,) -|- (>//)
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est aussi complet. sinon il existerait une fonction / telle que I'on ait
[/.p] =0 et [/.~.jJdjO

quel que soit i et quel que soit p dans ¢Z Or

et \jf appartient a CZ, donc

et on aurait aussi quel que soit i
[/'""1 =0

ce qui est impossible si / n'est pas presque partout nul. Inverse-
ment si (p1)  (j/l) est complet, je dis que (pj  (1/7) est aussi com-
plet, sinon il existerait une fonction F telle que Fon ait

[/.p] =0 et 1I/.T/r~"O
quel que soit p dans (5. Or
— yjri -j- ilr,
et -iffi appartient il donc
[/.”m] =0

et on aurait aussi quel que soit i

ce qui est impossible si /' n'est pas presque partout nul.

Cette remarque o6tant faite, nous allons maintenant etablir quel-
ques propriétds des noyaux symetroiges. Nous montrerons d’abord
que l'ensemble des noyaux symetroides forme dans le groupe de
Fredholm un ensemble inyariant distingu¢: c'est a dire que <§
otant symotroide, et K quel<’onque et resoluble, le noyau

S=K-IsSK

est encore symétroide
1) La déterminante fondamentale de S' est la meme que celle
de S, donc les siugulieres de S sont toutes simples
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2) On a

nous voyons donc que si  est une fondamentale directe de 8,

est une fondamentale directe de 8; si .. est une fondamentale in-
verse de s, est une fondamentale inverse de 8 et si » est
ponctuellement invariee par s. —|p] est ponctuellement invariee
par 8. Inversement comme

8 =1<82f"l et s— x—~<

nous voyons que si -» est une fondamentale directe de 8,

est une fondamentale directe de 8; si est une fondamentale in-
verse de 8. est une fondamentale inverse de 8 et si - est
ponctuellement invariee par 8; ~[p'J est ponctuellement invarie par
8. Par suite les fondamentales directes de 8 sont les fonctions
#[<£,] et celles la seulement, si donc .- est telle que

quel que soit i. etsion a

P = KIp’]

il vient

quel que $oit . par suite » appartient a la multiplicitd 8Z et il en
resulte que

est ponctuellement invarice par 8. Nous voyons donc que la mul-
tiplicite & relative au noyau 8 est ponctuellement invarice par la
transformation associse de noyau 8.

3) Nous venons de voir que les fondamentales inverses du
noyau s sont les fonctions —L[i/rJ et celles-la seulement. Montrons
maintenant qu’en dc¢signant par (a') un systeme orthogonal normal
coordonnant la multiplicite ¢Z le systeme

est complet. En effet dans le cas contraire il existerait une fonc-
tion o telle que Fon ait

[2./71=0( et
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guel que soit i et quel que soit p' dans On aurait alors en posant

[fA[p11=0 et [/.7]-O

g n'étant pas presque partout nul, et le systeme

(Wwaw

ne pourrait $tre complet. La proposition annoncée est donc demon-
troe. Ceci nous permet d'indiquer une classe Otendue de noyaux
symotroides. Nous avons vu en effet que les noyaux symétriques
Otaient symotroides, par suite les transformes d’un noyau symetrique
par un noyau quelconque sont symotroides. En remarquant que tout
noyau est le produit d’un noyau symetrique par un noyau de ro-
tation euclidienne, et que le transforme d'un noyau symétrique par
un noyau de rotation euclidienne est encore symetrique, nous voyons
que le transform6 d’'un noyau symotrique par un noyau symetrique
est symotroide. On peut montrer aisoment que ces noyaux peuvent
etre consider6s aussi comme des produits de noyaux symotriques.
Soit en effet K un tel noyau, transforme du noyau symotrique S
par le noyau symétrique a

K—a 1Sa
on a alors

S=aKa-|
puis

S=aKa~l=a-lfrT) = K<

donc

K=aiKa~!
ou

*

posant ensuite

Ka~?=H
nous yoyons que

cr~2K=H

et donc que H est symétrique, si donc H— e symoétrique, on a
jBT==e<ra

produit d’'un noyau symetrique e par un noyau symotrique positif
(A la FredholIm) er2. Inversement si
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 9
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K — gcr?
on a
et
K=atKa~!
puis

§=akl= K2 =5

ce qui montre que > est symetrique et que

d'ou en posant

£ A== <r_15a

est le transform6 du noyau symétrique £ par le noyau symetrique k
Si nous considerons d’une maniere generale ces noyaux
produit de deux noyaux symetriques € et Z, nous dirons qu'ils sont
symetrisables par composition avee un noyau symetrique, car on a

y ou Z=o-—,A
ce qui peut encore s’écrire
e(S0 = A(St) + 2-1(Si) +

ou

0

ou bien encore en remarquant que e — Z-1 est aussi Ssymetrique,
nous voyons qu'il existe alors des noyaux symetriqueSt e et Z tels

e T

et

0

soient symotriques. Cette definition est & rapprocher de celle des
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noyaux symotrisables de Marty!), et on peut dire que cette nou-
velle definition s’obtient en ordonnant au sens de M. Bouligand?)
la definition de Marty.

On peut aisoment, en appliquant les méthodes indiquees par
Marty, montrer directement que ces noyaux ont des valeurs sin-
guliores roelles et simples, et qu’ils en ont au moins une. Il est
& remarquer dailleurs que ces demonstrations sont plus simples que
celles de Marty, en ce sens quelles exigent moins d’hypotbeses sur
le noyau symetrisant (il suffit ici qu'il soit positif au sens de Fred-
holm, cela entrainant alors qu'il est dofini, tandis que dans le cas
de Marty, les deux choses etaient distinctes). Ce fait est unecon-
sequence de ce que la nouvelle definition est bien ordonnee, alors
que l'autre ne letait pas. Inversement d'ailleurs il est juste de dire
que ces nouveaux noyaux forment un ensemble moins Otendu que
celui des noyaux de Marty proprement dits. En particulier il n’est
plus exact que tout noyau a valeurs singulieres distinctes et reelles
soit symetrisable i ce nouveau point de vue, alors que ces noyaux
sont sym@trisables au point de vue de Marty.

Cette digression faite, je vais maintenant montrer que Fon peut
resoudre pour les noyaux symetroides le probleme posé par M.
Vito Volterra de la permutabilitd de seeonde espece.

On dit que deux noyaux sont permutables de seeonde espece,
au sens de Volterra, si Fon a dans nos notations

alors _H ISH
- ~
et le transformd de S par est identique a. S. Proposons-nous de

trouverptous les noyaux permutables a un noyau symotroide
donnd Vi Reprenons les notations employdes plus haut, nous avons

VU que si on pose S:H~'8H

et si on dosigne <S‘ la multiplicité ponctuellement invaride par V,

’) Voir au sujet des noyaux de Marty: Comptes-Rendus de 1’Acadsmie
des Sciences, 6 Juin 1910, et Goursat, Traite d’Analyse, tome 111, pages
466 & 483.

’) Voir ii ce sujet une note de cet auteur au Bulletin des Sciences Ma-
thematigues de Mai 1927.
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la multiplieitd6 ponctuellement invariee par est 21 transforme de
21 par H_1. De méme si on appelle 6% la multiplieitd lindaire for-
moée par les fonctions yirt) fondamentales assoeiees eorrespondant
& la méme valeur singuliere X- la multiplieito formee par les
fonctions i/r), fondamentales assoeiees du noyau £ eorrespondant
a cette mome valeur singuliere X- est la transformée de par
HL1 Pour que

il est donc ndcessaire que les multiplicites 21 et c¢Vq soient inva-
riees soparément (chacune dans son ensemble et d'une maniere qui
peut 6tre queleonque) par le noyau H. Si N est symetroide ces con-
ditions sont de plus suffisantes pour la permutabilite de S et H car
la donnoe, alors la méme pour /S et S, des multiplicites c%, des
rapports d’homototie eorrespondant a chacune d’elles, et de la mul-
tiplicite <! (formant avec les ¢TZ, un systeme complet et fermd) de-
termine une seule transformation de Fredholm, celle justement
qui a pour noyau S, on a donc

(a un ensemble de mesure nulle pres). Pour trouver donc les noy-
aux H permutables avec le noyau symetroide S, il suffit de pren-
dre les noyaux invariant les multiplicites 21 et et de former
ensuite leur associe.

Nous allons mettre en Ovidence dans le paragraphe qui suit
une autre proprioté des noyanx symotroides, propriotd qui laisse
prevoir que ces noyaux doivent jouer un role important dans la
theorie des groupes continua finis et infinis de transformations de
Fredholm.

VI.

Le groupe continu it deux paramotres.

Nous allons d’abord déterminer la transformation courante d’'un
tel groupe, soit

F2( L+ /K (stab)f(t)dt

le noyau K(st\at) de carr6 sommable en s et t pour
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est continu et derivable en a et b dans un certain domaine S) de
variation de a et de b. Nous supposons de plus que ce domaine
contient le point
a=0; bh—0
et gne
K(st\OO) =0

de telle sorte gu’a ce point correspond dans le groupe la transfor-
mation identique. Nous ddsignerons enfin par H(st\ab) le noyau in
verse de K(st\ab) de telle sorte que

et que

u\ab) K(ut\ab’)clu 0
0
de plus
H(st\ab) — )

on a' et b' sont fonctions de a et de b Eerivons qu'il y a groupe.
Posant

et

on doit avoir

al3j

ou a et sont fonctions de a, b. ¢, d. Prenons, comme il est clas-
sique a, b, <« fi, comme variables independantes. Alors ¢ et d sont
des fonctions de a. 6, a, "3; g(s) est fonction de s, a, 2, et on a iden-
tiquement

2s) + TFK(st\ed) ff) dt — f(s) -J- - (K(st\afi)f(t)dt
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le deuxiEme membre est fonction seulement des s, a, fi, donc

Ap(«)+y (el (odd="p () +y =0

on a par exemple

1
+ y7T(StICd) AN Fff = 0
0

et de méme en derivant en b Puis ensuite

0

r 1

1
— J'H(st;\cd). I™tu|ed) | + ~Z7ujed) | Mp(w)</?«  dt

= J-Crst\cd)+yHisu\cd')~K(ut\cdydu
Aac
0 (o]

1
PAK (s/]cZ)-K (su\ed) K (ut\cd)dtc  9&dt

0

dou
NB'(s) = — |y 7 M\ediffit)dt - yads(st\cd)g[t)dt
0 0
et
1 1
~N(s) =— Yyisticd)gif)dt-
0 0
en posant

i
y(st\cd) = m™ K(st\cd') -\- I*H(su\cd)"K(u\tcd)du,

0
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s(st\cd)

0
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a) considdrons maintenant le noyau ou - et 4 sont
des infiniments petits equivalents d’un ordre que nous considérons

comme le premier. On a au second ordre pres
K{st\erj) — eA(si) ri B(st)

avec

et
B(st) — U K(st\aé)l ,,'O

les deux noyaux acso et scn sont naturellement indépendants de

a 6t o
b) considorons maintenant la transformation de noyau
. ~"K{st\ab
K(st\a + ¢ b -j- (sZ6) |-~ retshab)

au second ordre prcs; posons

et

il vient

0

Fr auKsecond ordre pres, en tenant compte de la relation
et
]

entre
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*(<)=/(<) +J'[ey(st\ab) == gS(stab)]f(t)dt-,
0

et cette transformation 6tant infiniinent voisine de la transformation
identique, on a

ey(szlaz>) -|- t]8(s1jab) — EA(st) -|~ HB(st)

ou E et H tendent vers O avec e et g et sont des fonctions de
e t], a, b, seulement. De la on tire

y(stlac) = p(ab) A(st)  q(ab)B(st)
= r(ab) A(st) -|- s(ad).Z?(st)

0
1

— BtstMHdt-,

0

et les premiera membres ne d¢pendant que de a et b, on aura

"5'(s) = -p(«<6) 3 IA(St)g(t)dt+ Q(ab)JI'B(St)g(i)dt-.

0 0
-~N(s) = Z?(aZ>)JAl\(st)g(t)dt-\- S(ab)JBl(st)g(t)dt-,

qui sont les ¢quations intégro-differentielles du groupe.

Intégration et conditions d’integrabilite.

En exprimant de deux manioéres la dorivee seconde S p(s)

et en posant
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il vient la condition

dF__d72\ SS\
< Sa) Sa)
+ P[A {R(A .jp + S(B. <)) + Q[B.{R(A .g) + S(B . <] -
— A A{PA.g)+ QB - {P(Arg)+ QB <=0
(SP SR\ ,./SQ SS\ R
[PS— QR]¢f2t (B.7] — [B. (A <=0
avec _
en posant 1
=J"A(su)B(uf)du-,
puis ’
[4. (E.<)]
avec

on doit donc avoir identiquement

(pS-<«<Ex4B>=(s-S)™ + (s

Remarquons d’abord que PS— QR ne peut etre identiquement nul.
En effet faisant dans les ¢quations intégro-differentielles du groupe
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D’ailleurs pour e et > infiniment petits on a au second ordre pres

1 1
?2(«)=/(») 4- e J'A(sHHf(Hdt  jlIB(st)f(t)dt\
0 0
donc
P(oo)=I; Q(o0o) —0; _R(co)=0; S(oo)—!
et
(PS— (?J?)o0= 1

ne peut donc etre identiquement nul, et la condition d'intégrabilito
trouvee plus haut donne

1 (SR N\A. R.
PS— QR\Sa Sb) PS- QR\Sa Sb)

le premier membre etant independant de a et de 6, ceci exige

{AB} = aA + (3B
avec

1 (SR SP\ . 1 (SS SO\
PS— QR\Sa  Sh)' ?  PS— QR\Sa~ Sb)'

ou a et fi sont des constantes de Structure. De ces $quations on
tire immediatement, puisque a et /3 sont des constantes

Distinguons maintenant differents cas.
1) a et (3 sont tous deux differents de 0.
On a alors a cause de la condition précddente

PR-&s~, PiP-ad = s—
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oi U est une fonction arbitraire deriyable de a et de b dans le
domaine S). Il vient ensuite, puisque a et /3 sont tous deux difif-
rents de 0

P= ZTfngé‘il’_ﬁl- la da '

R= | —nt L A+id.
b T ST
ou V et W sont indéterminées Ces formules donnent
1 r—/\_ )
PSTQR panl di doj

et
SR SP 1 'SW SV ds SQ 1 rdir dF]
Sa Sb 20 Sa dc] ga Sb 2a[Sa  Shy

d’'ou la condition
SW_SV_wsu__ su
Sa Sb~ Sa Sh
ou
Sl SW SU Su
Sa Sa Sh Sh

posant pour un instant

il vient, en multipliant les deux membres par v

SW  Sv SV
da "Sa SbVSh
ou

S

Sa

\’X/::vgg'

ou T est une fonction de a et de b definie et derivable dans le
domaine $>, on a ensuite

puis

— ld®. ST
P=, vSavsa] ©
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i rid St ldv . dT
<<2 3\ db”v vdb'vdb

et en revenant a la fonction U

da da]

e el 3

Sb
inversement il est bien clair que
8b fiR aS

j I - (> + 1SP| J—— e/\[as 4+ /\R]

et ces conditions sont compatibles a cause des relations entre P,

Q R, S
De plus il faut remarquer gtte pour a—b—0 on a
P(oo)=I; e(00) =0; R(oo)—U; S(oo)=I
et donc

U et T sont déterminss a une constante additive pres et comme
leurs dérivees existent pour a—b— 0 on peut toujours suppo-
ser que
U(oo) = T(pd) =0
2) Passons maintenant au cas ou l'une des constantes de Struc-
ture est nulle, soit par exemple

13=0; a4=0
on a alors les conditions
1 $P\
a—PS—QR\da SbR da db

il existe alors une fonction U, définie et dérivable dans le domaine
S) telle que
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on a ensuite
PS —

et la seconde condition

Sa Sh—"Sa Sh

qui s’ecrit encore
rSU_SR_ pS_U_SP
oa Sa Sbh Sb
ou en posant

U== Logv
d(R\ _S (P>|
Eﬁ) Sb\ vt
puis
R— ST ST
—Vsb VSa

oii T est une fonction de a et de b definie et derivable dans le
domaine £>, on a ensuite en reyenant a la fonction TJ

et inyersement

tenant ensuite compte des yaleurs de P, Q, R. S pour a —b =10,
on a comme plus haut
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U et T sont dstermines a une constante additive pres et comme
leurs dérivoes existent pour a = b = 0 on peut toujours supposer que

U(o,0) = T(0,0) =0

3) Dans le cas maintenaut ou a et $ sont tous deux nuls, on
a les conditions
SP SP ss_ SQ
Sa—Sb’ Sa Sb

d’oii on tire immsdiatement
__ ST ]
Sa ! V Sa ! R - Sb I %—‘Sﬁj

ou U et T sont deux fonctions definies et doérivables dans le do-
rnaine 2) que comme plus haut on peut supposer toutes deux uul-
les pour

a=>0r=0

Nous allons maintenant, dans chacun de ces trois cas faire un
changement de variables ramenant les dquations intogro diffSren-
tielles du groupe a une forme canonique. Nous prendrons dans cha-
cun des trois cas U et T comme nouvelles variables. On a alors
en reprenant les notations employdes plus haut

—+ (J5.<7)
+ (B.<2)
d'ailleurs les conditions
_SUca_ s us== SToa 0OTSb
| Zsa §U+8b SU Sa SU + Sh SU’
0= SUSa ,8Uchb. =cT8a ,S"Sb___
Sa ST'Sb ST Sa 8T" Sb ST’
donnent
] Sb IST
SU~ ASb’ SU~ &Sa '’
S«L ISU. Sh _1su~n

ST~ bSb" ST~-&Sa’



143

en posant
. =SUST _SUST
Sa Sh~ Sh Sa

par suite

Sg_ 1L, Jpo'7l p<m . ,p INAIT §<57'1|l
SU  Af2i7n[Pds Pl + Sh < |

dg I\NN\pSU  pSUT,id 90— RO,

distinguons maintenant les differents cas.
1) On a, dapres les yaleurs de P, Q, R, S

N = 2a”e~u{PS — QR)

et A nest pas identiquement nul puisgue PR—QS ne l'est pas,
le changement de yariables est donc logitime; il vient ensuite

ou

!
INW = 218 FlaA(st) — Mb)]g(t)dt

= 278/ FlaA(st) +
0
2) On a dans ce cas
A = ae~u(PS — QR)

le changement de yariables est legitime pour la meme raison que
precsdemment; ensuite
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= —T’i\f—dt

=eUTFA(SO dt
0

3) Enfin dans ce cas
b = QR— PS

le changement de yariables est encore legitime, et

ou
1 1

A(stin)dt
0 0
Revenons maintenant sur le cas 1, si les noyaux A et B sont
lindairement indépendants, on peut poser pour simplifier

{57~ 2 afi » ’\St):aA(St) +RED,

et ces nouveaux noyaux he sont pas identiguement nuls on a en-
suite a cause de
{4.B} =a™ + 18R

_A] + afi{A . B} — fi2\B . R]J
=—~tI°2[A"' A] — B} — ~N[B' 511

puis
{<9.$}=%

et le systeme intdgro-différentiel prend dans ce cas la forme ca-
nonique
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IN(s) =euI®(st}g(t)dt;

Remarquons que les noyaux A et B peuvent tres bien vcri-
fier la condition
{A.B} = aA + fiB

en oOtant lindairement dcpendants, il suffit que

aA (iB=Q
alors
{A B} ==

et c'est la le seul cas ou ces deux conditions sont simultanément
remplies; la transformation indiquee n'est plus alors possible mais
il faut remarquer que le systome intogro-differentiel devient

0

Nous reviendrons sur ce cas singulier un peu plus loin. Dans le
cas 2, A et B sont certainement lineairement independants, sans quoi

{A.B}=0
ce qui est contradictoire avec
{A . B} =aA;

ici encore on peut poser pour simplifier

et a cause de
{A.B} = aA
on a
Al + .Bl=~{A.B}=®

et le syst¢me integro-difforentiel devient

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 10
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= euJ®(st)g(f)dt,

Il y a donc identite entre les cas 1 et 2 qui sont reductibles a la
meme forme canonique

f&WMdt—,

0

(s)= equ Si(sf)g(t)dt-,

0
avec
{&.<©} = <,

ceci a la restriction prbs, dans le cas 1., que A et B sont lineaire-
ment indépendants.

Enfin dans le cas 3 on a a rosoudre le systeme intogro-diffo-
rentiel

i i
=T ; N(«) =JANgNdt
0 [¢]
ayec
{A.B}=0

ce qui revient a dire que A et B sont permutables de seconde es-
poce au sens de \olterra. Occupons-nous d'abord de ce der-
nier cas.

Soit g(s| U, T) la transformdée de la fonction /(s) pour les
yaleurs U et T des paramétres, on a

~Ag(3\V, T)=$BWg(t\V,T)dt-,
0

et

et
y(slo, 0) = /(«);



posons
<I(Slo, T) = 7(S|7)
on a
7(slo) =/(s)

et faisant [7 — 0 dans la seconde ¢quation du systeme
merm SJANTITIA:
-qlsaT) =FA gt

c’est l'equation intégro-differentielle d’un groupe de Volterra et

par suite .
7(s.7) =/(s) +fM(St\ T)/(f)dt

ou M(S[\T) designe la sommr de la scrie uniformsment conver-
gente pour toutes yaleurs de

00
M(STE\IN =— = i “A(>"

camassn 16 1), 51U T e domnte par Fequation utbgro-
A(8U,T)=Jtst)g(tU, T)al

0

ou on fixe le paramotre Tet 0A
0(slo, 77) =y(sT)

c'est celle du groupe de Volterra a un parametre engendr¢ par

’ st T
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ou N(st| U) désigne la somme de la serie uniformément conver-
gente pour toutes valeurs de U

00

ni

tenant compte de la forme de y(s| T7) il vient

Z(SP) = /(<) +JIL(St\ U, T[)dt

avec
1
L(«#| U, T) = T) 4- N(st| U) +JN(sa| U) \T)da;

Si on remplace M(st\T") et N(st\U) par leur développement en
serie il vient pour L(st| UT) un d¢veloppement en s$rie uniforme-
ment convergent pour toutes yaleurs de U et de T\

Lrst1ly) = — 1 + AN

m, n

Groupons dans cette sCrie aussi absolument convergente les termes
homogenes de degre />, on trouye

avec
G« = A

P 21(?-«)!
si d'autre part on cherche le p®me itere du noyau
UBist) 4- TA(st)

on trouve, a cause de la permutabilité supposce de A et de B. pre-
cisCment

(ZTB+ 714= UPB™ 4- U"IT[B~".4] +
4- C2 Up~2 Tt[B(p-v. 4™] 4-...

on a en effet successivement
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(UB-\- TA)™ = UB + TA

(UB 4- TA)™ = U2B™ 4- UT[B . A] 4- UT[A . 13]4- T?A™
= B™ 4-2 UT[B.A] 4- 72 Am

U2B™ +2 & T[[B. A]. B] + WT [A™. B\

U2 T[B™. A] 4- 2 UT2[13. A™] 4- T3, A™

U»B™ + 3 U2 T[BV. A] 4- 3 UT2[13. <] 4~

- T3 A™:;...

(UB+ TA)™

I+ 1l

N

et la loi est evidemment gsndrale. On a donc sous une forme plus
concise
00
L(stlU, T)= \v/1(UB 4- TA™
iV pi
Di
ou en employant un symbolisme de sens Ovident

L(st\ UT) = eCB3+TA] — 1.

Cette derniere forme permet de trouyer un thooreme d’addition in-
tegral pour L(st\UT). En faisant le produit A la Fredholm des
deux noyaux L(st\UT) et L(st\U' T") on trouve

~e(UB+TA) ___ _ eeCC'B+T'AJ __. j)J gl-UB+TA) J_ ews+TAa 0

implifiant
ou en simplifian eKe+AJ+er+r-MJ_ 1,

on a donc le théorome d'addition intogral

Z(sl | (1/4- U),(TA T)) — L(st| U, T) 24 (s | U, T 4~

4-jL(sa\ UT)L(at T")da\

Le calcul que nous venons de faire pour determiner Z(si| U,T)
prouve que si la solution existe elle est de la forme trouvee, il
faut maintenant verifier que I'expression obtenue satisfait bien au sy-
steme considdre, ou bien, ce qui revient au meme, que le noyau
-L(sl| 17, T) satisfait au systome intégro-differentiel

i
NL(si| U,T) = B(sf) + fB(sd) L(at\U. T)da;

0

~L(st\U, T)=A(st) + -l=1A(sa) L(at\U,T)da-,
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cette vorification est aisee, ou a en effet
|U, T) = B(st) =~ + TAN]
p1
00
AL(st\U,T) = A(st) == — 5 m - (UB+ TA)™]

p1
et

00

p1
00
[B.L] =2"A.(UB-YTAIr]
pi
d'ou la propriété annoncse. Il faut bien remarquer que tous ces cal-
culs reposent essentiellement sur ’hypothese que A et B sont per-
mutables, ce qui permet d'y traiter les symboles [AtmJ. B™] comme
des produits.

Nous trouvons donc ainsi un groupe fonctionnel fini continu
qui, comme il resulte du theoreme d’addition iutegral, est abfelien
et isomorphe au groupe des translations dans un plan. Ce groupe
est I'extension immediate, au cas de deux paramotres, du groupe
de Volterra dont nous avons rappele plus haut la dsfinition. On
peut maintenant aisement imaginer la forme du groupe de Vol
terra a r parametres dont la transformation finie est

1

Z=12;...r)

avec symboliquement

les noyaux A”st) etant deux a deux permutables Le systeme intc-
gro-differentiel attache a ce groupe est

Absf) 9N dt (i=1;2;r)

0

les parametres 771 sont les parametres canoniques, le groupe est
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abfelien et isomorphe au groupe des translations dans l'espace & r
dimensions.

Passons maintenant a 1'autre alternative qui seule donne des
choses yraiment nouyelles. Auparayant nous dirons un mot du cas
singulier signale plus haut, a savoir celui on le systeme intégro-
diffrentiel se roduit a

As5) =0

il est alors bien clair que y(s) ne dspend pas de T, et que Fon a

avec

Les parametres initiaux a et b ne sont donc pas essentiels, et le
groupe se reduit a un groupe de Volterra a un parametre.
Abordons le systeme intégro-différentiel canonique

UuT) =J"UJTHAE

0

6
ayec la condition de Structure ou d'intégrabilitd

P = si

soit la condition initiale
y(sloo) ==/(«)
posons
21, 0) = v(s| Z7) y(s|o,7)= 0(s| 7);
avec

on a en faisant successiyement 71=0 et U—0 dans la premisre
et dans la seconde



152

qui sont des d&quations intégro-différentielles de groupes de Vol-

terra de telle sorte que )
i

0

0S|I T)=/(S)+ 17)(<)<l!

0

ou @U et e% ddsignent les sommes de sories absolument et unifor-
moment c.onvergentes pour toutes les yaleurs de U et T

| U) — (sty &iGsi\£)=2 N\sty
nl ul

on a ensuite par les memes formules, soit

soit

qui donnent respectivement

0

et
1
g(s\U,T)=f(s) +J"L2(st\

avec

Z1(sf(i77)=g)?'(si|7.)+ t7)+\]'SA(Sa\U)5)|(a[\T) da;
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et
Ls(sf| UT)=. e>K(st\U)+ e>I(stleuT) -\-

0
il faut maintenant montrer lidentite de L! et de L) moyennant la
condition
{<£. =®
Partons de

<31 Si] = [Si.. El] + Si
que nous c¢crivons symboliquement

[&.S)\ = 1®. (<&+ 1)]

on a

[&m Si] =[&.[&, SI|\= &. D = [[CZ. $].(#+ 1)
= [&.(&4- 1)

qui se developpe en

kg<2). $] = [SI. &) + 2 [& . €] + ®
puis

ks> SI| = [& [SI (tF4-) =[[& . (g + 1)1] = [Si. (& + )]
qui se ddveloppe en
(1< .&] = [&. 9] + 3 [~. O] 4-3 [SI. &] + Si
la loi est svidemment gencrale et on a par suite
[&<"> Si] = [$5
Il vient en second lieu
N
[&<>, @] = [[&. (ar4-1<>]. & = HWL_[SI
LL po J 3
it N
[<@ 04. S\ =£<7?,, [&<P>. (¢z 4-1)4

= . (24-<sh]
On verrait ainsi de proche en proche que

[&<™ . B<m] = [SIM . (M 4- ®)«)].
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Proposons nous inversement de doévelopper [$(n).
somme de termes de Ja forme

[&W . <6x(];
Partons cette fois de

PrCZ] — 1$];
dou
[®. &P = pH— i). . <a]j= [(#_ 12

qui se développe en
[<®. = [&e> $] — 2 [&.<6] + <@
puis on a ensuite comme plus haut
[<®. (7<) = [(0T — 1)W.&]
et il vient en second lieu

['@) . #0)] _ &.

enfin on a de la méme maniere

[<§<™ . <) = [(<gr — m)C) . $(]

en une

nous sommes maintenant en mesure de transformer tdut symbdle

de la forme
[... . <Sl(pil. o]
en une somme de termes de la forme . <@(n] ou
au choix.
Ceci pose on a
W r,t) F—\/N\/ + 2 \/+
P, (1
00, 00 .
BT e
pgl r ! no 11

portons maintenant notre attention sur L2 et tout d’abord sur I'in-

tegrale
i

&l(sa\euT) e>7Kat\U") da
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cW et afl etant des ssries absolument et uniformément convergen
tes, cette intograle est egale a la somme de la sorie aussi absolu-
ment et uniformement convergente

A—"Tpepb Uq[3in. #<’>];

si dans cette serie on remplace I’exponentielle epl' on obtient une
sorie a triple entree qui sera elle aussi absolument et uniformement
convergente, cberchons dans cette derniere serie le terme en Tp U, il
s'¢erit ¢videmment

T {Ji[®"1s™1+(F=TT,n[@w +
+ 1}
si on lui adjoint le terme en Tp. UQ provenant du developpement de
&l(st\e°T) = Jogog TpepUSW = é é ——}Tppq UgSi{pj
pi Pl «o ’

on trouve sans peine comme coefficient de 77d) Uw dans le deve-
loppement dsfinitif

- g, ®'p):
i P4 ol gl €< @p)
et on suppose dans ce calcul p 1, si nous ajoutons les termes
provenant de a)K(st\U) on voit immediatement que le ddveloppe-
ment definitif de L2 est

PQO ! i
on a donc
Zx(st|?7,

et les deux expressions trouvses plus baut pour </(s] UT) sont donc
identiques, et la maniere dont on les a obtenues montre que <?(s| UT)
est la solution unique, avec les conditions initiales donnses, des
deux equations integro-différentielles, alors compatibles, moyennant
la condition
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(& &} =&

du groupe, et I'equation indofinie de eelui-ci est en dsfinitive

<Qp| U, T) =/(s) 4-IL(St | U, d,
0
avec
L{stU,T) = &= — 1
pal

Mais cette fois Gl et Sbh n'étant plus permutables, il n'y a plus de
theorbrne d’'addition intégral pour le noyau L(st\U,T) et le groupe
n’est plus abelien.

Il est intéressant de déterminer les parametres V' et T", de
la transformation du groupe obtenue en composant les transforma-
tions correspondant respectivement aux parametres U, T et U',T"
Partons pour cela des deux noyaux L(st\UT} et L(st\U'T") et
calculons lintograle

1
UT)L(at\U'T")ds
tenons compte de ’

TP 1
Z(sZ| UT) . ®<9)
pp Fq
ou le sigma astérisqué signifie que dans la sommation on prend
toutes les combinaisons d'indicesp et q sauf la combinaison p—q=2Q"
dans ces conditions 1'intograle [L.L'] est la somme de la sorie uni-
formoment et absolument convergente

avec la meme convention de sommation, or on a

[[aw. -]

et par suite
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remplaeant les produits symboliques . <B(,). .<fw] par leur
yaleur lintegrale consid$ree apparait comme une somme a quintu-
ple entree dont le terme gsneral est

ou mieux

avec les conventions de sommation suiyantes:

p et q yarient tous deux de O a linfini, et ne sont pas simultanc-
ment nuls, r et s yarient tous deux de O a l'infini et ne sont pas
simultanément nuls, enfin a yorifie les indgalites

O< a<r

On voit aisément que cette serie a quintuple entree est absolument
conyergente. Posant en effet

U-|=u;, [7]=0, [17'|=u; |7'|=0
la yaleur absolue du terme generat est
ypetyres (gi/)r-a
p\q\ al st (r— a)!

et cette nouyelle scrie conyerge. Pour le montrer il suffit de faire
voir que cela a lieu quand on la somme dans un ordre quelconque,
puisquelle est a termes positifs. Faisons d'abord la somme par
> g, a, et s constants, et faisons yarier r de a A I'infini. On trouve
¢yidemment comme somme

V"0’ via &s
prqglal s!

Si nous supposons maintenant que pour toutes yaleurs des yariables
on a, en ddsignant par A et B deux constantes positives

(si cela n'avait pas licu pour < et Si, ce serait certainement le cas
pour 6Z(2) et e3(2) il est bien clair qu'il en résulte
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et le terme generat de la proposse est inferieur en valeur absolue a

(gv're° A, +aBo+l
pl gl a! s! (r — a)!

sommant cette dernifere serie par p, g, a, S, constants, on trouve
comme plus haut
Y .
plgl & s!
on acheve facilement la sommation en faisant d’abord la somme
des termes ou

e’ Ap+a Bgts

p-[-a =P, q+ s=Q;

il y a un nombre filii de tels termes dont la somme est

1 +
FlelVt'ul  l-ae"P,a

Il y a cependant une petite discussion a faire a cause des condi-
tions aux limites:

1) P==0, ==0— Nous venons de faire la sommation pour
toutes les solutions entieres positives ou nulles des équations

p-{-a=p-  a-1-s=Q

mais il faut Oliminer la combinaison

p_—O‘l a=~"P; N=20; s::Q
et donc retrancher le terme
v'p gQ A N
\ P R
PI’Ql 1P, "

de meme pour la combinaison
p—P, t¢=0;, g=Q' s=0
il faut retrancher du terme correspondant, qui est

vpOQ
PIQ! "

la portion provenant du cas ou r est nul, a savoir

piof ¥ B
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et la voritable somme est dans ce cas

Ap BY uT(0e" + 30 —VvP°Q— Vv'Pe'Q}

2) une discussion toute identique montre que si P— 0; Q={=0,
la vdritable somme est

yey —&Q-e ()

et que si P=}=0, Q — 0 la veritable somme est

enfin il faut exclure le cas oii P= Q =0. La serie double que
nous venons ainsi d’obtenir est convergente et a dvidemment pour
somme

ou
eA(v+v)+B(0eV'+WV'-> _ gAv+B() _ gAV'+B6' _|_

L'absolue convergence de la proposee est donc demontrée, pour la

sommer nous procederons comme plus haut et nous chercherons le

coefficient du produit symbolique

Une analyse toute semblable donne comme coefficient de {£Z(P). 08(9)};
Uy\Te~u' + Ty — Up Tqg— U,pT,Q},

comme coefficient de

"N(Te-0'+ Ty — Tg— T'Q}
et comme coefficient de C2(P)
la combinaison P— Q = 0 est exclue. La sommation d¢finitive est

immadiate en tenant compte du développement de L(st\UT)', on
trouve
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L[st| (17+ Z7), {Tirt + Tr)] = L(st| UT) - L(st| U T");

et par suite le produit a la Fredholm des noyaux L(st| UT) et
L(st\U"'T") est
L{st\{U+ U)) (7\VV°'+ 7))

la question que nous nous $tions posse initialement est donc résolue
et la loi de composition des parametres canoniques U et T est

Ur=1t7+ 17, T =Te"+ T

en particulier la transformation inverse de celle de parametres U et
T a ses parametres definis par

7T+ J7=0; Fe- +T'=0
d’ou
U =—u\ T =—Te"

Nous voyons donc en résuméd qu'il y a deux types de grou-
pes a deux parametres: le groupe permutable ou de \VVolterra goé-
nsraliss et le groupe non abelien que nous venons de determiner. Le
premier est attache A tout systeme de deux noyaux permutables et
le second a tout systome de deux noyaux A et B admettant une
Structure, c’est-a-dire lineairement independants et tels que Fon ait

{A .B} = aA + "B-

avec a et fi differents de 0. Nous allons maintenant donner quel-
ques propriotés d'un tel systeme de noyaux.

Il est particuliérement interessant d’'Gtudier ce qui se passe
pour deux tels noyaux A et B au point de vue des valeurs singu-
lidres et des fonctions fondamentales. Si F est une fonction fonda-
mentale du noyau A, nous dirons que p est la rvaleur spectrale”
correspondante si on a

Cette valeur spectrale est lide a la valeur singuliere corres-
pondante a la meme fonction fondamentale par la formule

A une valeur spectrale différente de 1, correspondent un nom-
bre fini de fonctions fondamentales linéairement indépendantes. Si
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~» est egal a 1 (cas d'une valeur singulifere infinie) on a comme
fonctions fondamentales correspondantes, les fonctions fondamentales
spcciales telles que

AL F1—T

qui sont invarices par la transformation de noyau ~. Ajoutons en-
core que nous donnerons a toute différence de deux valeurs spec-
trales le nom de raison spectrale.

Ceci pos¢ eonsidsrons deux noyaux -~ et = admettant une
Structure de constantes - et /3, et designons par « une fondamentale
du noyau . de valeur spectrale ..

AL[Ff] — pfT.

On a en gsnéral

et puisque ~ et = admettent une Structure
— a~m + EB[/] — («4-3)/+ «
d'ou
— aarm + sam — ($4- cor
mais « etant fondamentale directe pour A

posant donc

-»[] =18
on a
AOl — P9 — apf+ fig — (a
ou
- (p -+ — l<(p — 1) - ffIf;

De la m&ne maniere si ~ et = designent comme de coutume
les noyaux associ¢s de ~ et =. ces noyaux admettent la Structure

{AB}y — — aA — sSsB

donc si « est une fonction quelconque, on a
= /m(«< 4+ Fo>— aA[f] —
et si » est une fondamentale associ¢e correspondant a la valeur

spectrale .. telle que Fon ait
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 11
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ARl = A
-0on a en posant
B[A] = k
AlK] —Cr—=>—FiDk<—— [a(P ~ 1) — filh

« et » sont donc solutions d’squations de Fredholm, qui, selon
les valeurs des constantes sont de premiere ou de seconde espece
avec ou sans second membre. Mais dans tous les cas, si on cher-
che pour ces 6quations des solutions respectivement des formes

k— Ajh

on trouve immsdiatement que de telles solutions existent toujours
en prenant pour X et Ax les valeurs (pouvant etre nulles)

A=A=I1—-pP—D1;

et cela quelles que soient les valeurs de la constante spectrale » et
des constantes de Structure o et /3 (essentiellement différentes de 0).
Achevons maintenant la discussion. Prenons d'abord le cas des fon-
damentales directes. Si » n'est pas une valeur spectrale, I'équa-
tion en o a une solution unique, qui est donc

Si au contraire » -j- fi est spectrale on a

oii /J est solution de I'Squation homogene

et si »-n- = N'est pas spectrale, on peut affirmer de la méme ma-
nibre que

un calcul ais§ montre alors que
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et ainsi de suite de proehe en proehe. S'il existe une ,sorie spec-
trale” a n termes de raison fi, c’est-adire si

P5 p + K— —1)y3;
sont des yaleurs spectrales, et si p + nfi n'est pas spectrale, on
a suceessiyement

A[f] = pf
et
avee
. P A AVAVAVAVE
puis
BI/]=[I1—-(pP+3-1) jA+/,
avec
N/ = (p + 2i8)/2
etc., et enfin

l—[p+&—D1DE—1]11/, !

puisque p -|- nfi n'est pas spectrale. On peut d’ailleurs remarquer
qu'on peut prolonger indefiniment ces formules en OGerivant pour
toutes yaleurs de m les formules récurrentes

*1/.]1=

avec
m4-L/m+Il - £° + (m 4“

p fi-nfi n'etant pas spectrale fn est nul, donc aussi tous les fm pour
m  n. Enfin par un calcul facile on voit que, d'apres ces formules

ce qui montre que

11
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est une fondamentale pour le noyau B, correspondant a la valeur
spectrale —(pP—1) j.

Ajoutons encore un fait important. Employons la notation

0

on a, pour toutes yaleurs de lindice m,

fm+l — B\ - 1 — P4 D1/, =

- ('B'tm) -

et
V)=w-r ;
donc
A+l = (Bfn) (A/m) =1 [aA + /3B)fm];

et de proche en proche

+\W-/3J;

en designant par (aA -f- le m-eme iters du noyau (aA -j- /3-B).
On peut donc Scrire, puisgue fm deyient nulle pour n,

en designaut par S la somme de la s$rie absolument conyergente

00

1
-rr?[ m\ afi

Le meme rosultat subsiste s'il existe une série spectrale infinie,
c’est-a-dire si

P mfi

est une yaleur spectrale pour toute yaleur entiere positiye ou
nulle de l'indice. On voit alors que la s$rie
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converge absolument et a pour somme S[/J, par suite que m z

tend vers 0 pour m infini, et donc, d'aprfes la formule

que Sf/] est fondamentale pour B avec la yaleur spectrale
i—(p— D7

On preciserait sans peine le raisonnement, nous ne nous y attarde-
rons pas.

Un calcul tout semblable donne les resultats correspondants
pour les noyaux associes A et B. Posant successiyement

Al =
ayec

puis indofiniment

avec

=(p— +HB
enfin comme plus haut on ysrifie que
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si donc il existe a partir de la yaleur spectrale p une série spec-
trale docroissante d’ordre n, c’est-a-dire si on a les yaleurs spectra-
les successiyes

p; p—3; p———p —3E£;—-;p —(w—D1E
et si
p J—
n'est pas spectrale, hn est nulle pour et

est une fondamentale associée de B correspondant a la yaleur
spectrale

De plus on a successiyement

A — @ [(a-d- + fiB). A

Al =g [(@"A AL -
puis
A, 1 |7a71+/37N
m! an nt \ a/3 /
et donc
A
A
1'a 2lal

est dans tous les cas, (menie dans celui d’une serie spectrale do-
croissante infinie) une sorie absolument conyergente ayant pour somme

en posant

(@A 4- ftB\™
\ a3

somme qui est fonction fondamentale associ¢e pour B correspon-
dant a la yaleur singuliere
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Il est a remarquer que, d'apres ce qui a $t6 vu dans le pa-
ragraphe precddent, on a
Z(st) = S_1(si);
On peut recommencer le calcul en changeant A en B, B en

A, puis a en — /3 et /3 en — a. Et de la meme maniere on con-
state que si u est une valeur spectrale pour

est une valeur spectrale pour A, et que dcsignant par f* et h' les
fondamentales direetes et assocides correspondantes pour jB,

s-V'];
et
SIAT;

sont respectivement des fondamentales direetes et associees pour A
correspondant a la valeur singuliere

remarquons du reste que Ssi

on a inversement

En definitive, resulte de la comparaison de tous ces résultats
que si les noyaux A et B admettent la Structure

{AB\= aAA- /3B

a toute valeur spectrale p de A correspond une valeur spectrale
p de B lite a p par la formule

et reciproquement, autrement dit les valeurs singulieres X et 0 de
A et B sont proportionnelles, on a
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De plus si p et p sont deux yaleurs spectrales se correspondant et
si ¢W et 31 sont respectiyement les multiplicités linGaires forntoes
par les fonctions fondamentales directes et assoctées de A corres-
pondant a la yaleur spectrale p, les multiplicitos 311' et 31' forntoes
par les fonctions fondamentales directes et assoctées de B corrs-
pondant a la yaleur spectrale p s’obtiennent en transformant 3H et
31 par les formules

311" = S[EW];

Un cas particultérement simple, important et qui est d'ailleurs le
cas génsral est celui ou l'ensemble des p n'admet aucune raison
spectrale egale A /3, ou encore, ce qui est equivalent, celui ou l'en-
semble des p n'admet aucune raison spectrale egale a a; ce qui
precede montre alors que le noyau S inyarie les 311, et que le no-
yau S inyarie les 31. A et B ont alors mémes fonctions fondamen-
tales. Dans le cas ou il nen est pas ainsi, considérons le trans-
fornté du noyau A par le noyau S.

2 = s-las

Nous avons vu que A avait memes singulieres que A et qu’on pas-
sait des multiplicités fondamentales 311 et 31 de A k celles de A
par la transformation

3W = S[3K]-, 31' = 6-1[31];

Dautre part si K est un noyau quelconque et | une constante, le
noyau IK a eyidemment memes multiplicités fondamentales que K
et ses yaleurs singulieres s’obtiennent en multipliant celles de K

A
p

par — De cette remarque rosulte que les noyaux B et
«

ont memes multiplicités fondamentales et memes yaleurs singulieres.
Voyons maintenant ce qui se passe dans un cas particulier
important, celui ou le noyau A est suppos¢ symetroide. Tout d'abord

il est bien clair qualors — A, A et —~ A sont aussi syntotroi-

des. Si on suppose en outre, comme cela a lieu dans le cas geno6-
rai, que les constantes de Structure ne sont pas raisons spectrales,.
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on peut affirmer que = et — ont mémes valeurs singulieres

et memes multiplieités fondamentales; mais —— ~ ¢tant symetro-

i'de il N’y a qu'une seule transformation admettant ces valeurs sin-
gulieres et ces fondamentales, dont le noyau ne peut etre que

— on a donc a un ensemble de mesure nulle pres

aA +— /BB — O

et les noyaux ~ et = sont dans ces hypotheses proportionnels. Ils
ne sont pas linGairement inddpendants et il n'y a pas véritablement
Structure. Si donc, comme nous continuons a le supposer, ~ est
symetroide, il est nocessaire que =. par exemple, soit raison spec-
trale pour le noyau . Faisons donc maintenant cette hypothese

alors — = est toujours symctrofde et un raisonnement identique

A celui que nous venons de faire a linstant montre que
«A-|-35 =0.

Il est interessant de prsciser autant que possible en quelle mesure,
dans ces hypotheses, ~ et = sont differents. Bornons-nous d’abord
a un cas particulierement simple, celui oh 'ensemble des » présente
une et une seule serie spectrale de raison /3,

P, P s

supposons encore , difforent de l'unitd, ainsi que » —>-/s. et imagi-
nons de plus que les multiplicites fondamentales de ~ correspon-
dant a » et a » fi soient une fois etendues Plus précisdoment
soient - et - les fondamentales directes correspondant a » et a
p-j-jB, et i/rj et i/r2 les fondamentales inverses correspondant aux
memes valeurs singuliferes, on a

[0i -Vi] =[02:0-2 = 1, [Oi*-wcis — [02+WA] =0

= a pour valeurs singulieres eorrespondantes

qui sont toutes deux differentes de un, et les fondamentales sont
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P — 8PS| = b1 ; A2— S-IN] — i 4- niilr,

b= = <P + 1p3; =s = V"

Designons maintenant par Z un noyau tel que Fon ait
2> = ER<BY X-1IVi] —

2007 = Ecbe  1-1°] — 'S-1iir]
et posons
SZ-1=8§'

il est bien elair que ce noyau S' invarie les fondamentales direc-
tes de A, et que S'-1invarie les fondamentales inverses. Or comme
A est symetroide le systeme des fondamentales directes, par exem-
ple, est complet et ferme, S’ invarie par suite toute fonction de
l'espace et est donc presque partout nul; on a donc a un ensemble
de mesure nulle pres
S=Z.
Cherchons Z de la forme

Z(st) = A<l (spir, \t) 4- BA>1(472 (0 + A</>s(4Vri W + ~02(4~(01

il vient
]=khid" + 0
[ = P+ #<Di+
d’ou
A=B=D=0
et
$($E£)= Ctt>i(s)xjr-L(t)
puis ensuite
— — Cp2(4Vvr1(0
S(st) = O™MNON (4 = —
d'ou

IS 1Vig) = A2 —

qui sont bien de la forme indiquee. On a donc
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A —S IAS—A(sN4~3(su)A(ut)du  A(su) S 1(ut)du-j~
0 0
'y 1 3(15u) A(uv) t~)dudv
= J.(sP)-|-j'c<h.{s"'<h {u) A{uf)du— Ca(su) C(f)2{u)x/ri {t)du
‘V;Al 2(S)i/rL(wyl(MiN>2(v)ilrl(Z)<i'w(7Tp — A(st) — /3C<fa(.s)y/l-1(t)

o o

en tenant compte de la forme supposee de S et des relations de
biorthogonalit6. Enfin il yient en definitiye

B——fiA— ~A-|- aC</>2(s)iAi(f);

-et on yerifie sans peine directement que
{AB} —=aAiIpB = an p2 ()™ (),

Telle est donc dans ce cas la forme du noyau aA-~-fIB., il est
a remarquer qu'il n'a pas de yaleurs singulieres et que tous ses
iterés sont nuls car <p et sont orthogonaux. Traitons mainte-
jiant un cas plus generat, celui ou on a une serie spectrale d’ordre
n et une seulement, dont les termes sont de plus tous difforeuts de
1, avec l'hypothese supplementaire que les multiplicites fondamen-
tales correspondant aux yaleurs spectrales de cette serie sont toutes
une fois etendues. Soient comme plus haut

p} P+“/33;p+ {n—I)3
les yaleurs spectrales de A pour cette serie,
YoMy Pl
les fondamentales directes de A, et

Vrii 'sASHE + A<
les inyerses avec
[fa 1Al = e-f

Les fondamentales correspondantes de B sont de la forme
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A= £[</,]= <Pbi + apipa-j- «2"3ne 4" i-igpn
Pl = T Pl 4+ «@<P3nr A enog <
<P — A[A>S]== ............................ PIwr A an-1 <pn
An — T st a s >,

pour les directes, et
— NN = Vzi
44 = S-17] = blt/rl-\- /2
8 = S-1[i"s] = btyi + ~3 + 13

an— s g — o INTA* VI 49193 A3 4% v d~Mn-Itn-] 4% A

On montre ensuite comme plus haut, a cause du fait que A est
symetrofde, qu’il y a un seul noyau S possible; cherchant donc £
de la forme

n

S(st)

<UA)AJH)
tjl
on a

n

F[</> = 4- 1 aik<tAs) (‘e'CIn)

et a cause des yaleurs de <p'

ay=0 pour i
et

atj = pour i=j
d'ou

si on Scrit ensuite que

SIVid = V¥

on trouye des conditions entre les a et les b qui ne sont autres
que celles qui expriment que

[<B< ] — ey,

Disons seulement, comme on le ysrifierait sans peine, que Fon peut
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considorer les a comme ——----- constantes arbitraires et que les

b sont alors déterminds d’une manidre unique. Ajuutons encore que
le noyau S ainsi dotermind n'a pas de valeurs singulieres et que
tous ses iterés sont nuls; par suite

S'"l = — s
puis [
— n n 1
NE{su)A{ut)d - }/ vanns). | A(ub)i/r/u)du
. i 0
—2 —1+ 0 - ve<ra=awAy)

ot il 31
A(sw) -1+
o ii 041

on en deduit que
1 1
YV B s{su}A{uv} S~1{vt) =0

0 0
et que
n t
A= A-}-p" JEaji-Aj —i) AN
51 \ij+l
d’ou !
n n
B=—"A
P il V4l
Ici encore on peut vcrifier directement que
n n
{AB}= aA + ~—a™ Jgai-Ai —j) &&MN i
L 141

On a des rosultats analogues pdur nne sorie spectrale infinie a con-
dition de prendre les constantes arbitraires a de telles manieres
que S soit une sorie absolument convergente, et on sait qu'il doit
en etre ainsi a priori. Le calcul est un peu plus compliqué sans
que le rosultat change, si on suppose que les multiplicités fonda-
mentales correspondant aux valeurs spectrales d’une sorie spectrale
sont plus d’une fois 6tendues (ce qui pourra arriyer en particulier
si I'une des valeurs de la sorie est egale a un, auquel cas les mul-
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tiplicités spectrales correspondantes pourront etre infiniment eten-
dues). Nous ne nous etendrons pas sur ces calculs et nous ¢énonce-
rons tout de suite le theoreme.

Si deux noyaux A et B admettent une Structure, et si Vun est
symetroide, l'autre lui est en gdneral proportionnel et il riy a pas
oeritablement Structure. Cependant si on peut affirmer qu’il y a bien
vEritablement Structure, alors il y a singularite spectrale et
les constantes de Structure sont des raisons spectrales. De plus le cro-
chet des deux noyaux est un noyau sans valeur singulibre dont tous
les iteres sont nuls, et il s’exprime uniguement en fonction des fonda-
mentales d~un des noyaux, correspondant aux naleurs spectrales faisant
partie des series spectrales.

Comme cons¢quence de ce dernier fait, signalons que si I'on
met alors la Structure sous la forme eanonique vue au debut de
ce paragraphe, en introduisant les noyaux

Zal3
et
.- A + 13B
® 2afi
tels que
{&&} =
on a
{AB} — 2 aft .Si

et donc Si n'a pas de valeurs singulieres et tous ses iteres sont
nuls. 1l en resulte que si on construit le groupe b deux parametres.
correspondant a la Structure (fil, SU), groupe dont la transformation
courante a pour noyau £(st| U,T), qui comme nous l'avons vu est
la somme de la serie double absolument convergente
% JTm rpu
E{st\UT)=—-1+2 * ®(n)]
mno

on constate que ce noyau £ se roduit a

00 00

E(st\vT)= m ml
ml ml

et est donc, par rapport au parametre canonique T une fonction
du premier degré seulement.
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Nous avons vu plus haut que les noyaux symetroides c¢taient une
gensralisation naturelle, et vraisemblablement la plus étendue qu'il
soit possible d’imaginer, des noyaux symetriques. Si d'autre part on
remarque gu’ctant donnss deux noyaux symcétriqgues A et B, le cro-
chet de ces noyaux

0 0

est symetrique gauche, et si on en déduit, comme il est bien clair
que deux noyaux symstriqgues ne peuvent admettre de Structure
(a constantes non toutes deux nulles), il apparaitra que le théoreme
gue nous venons de demontrer est une goéneralisation Otendue de
cette proposition evidente.

Terminons en donnant de ce théoreme un autre $nonce, peu
different mais qui, a certains egards, peut paraitre plus procis.

Etant donné¢ un noyau symetroide A, et des constantes de Struc-
ture a et fi, si on se propose de troueer tous les noyaux B tels que

{AB} = aA - fiB

le probleme riest possible que si fi est egale a une raison spectrale du
noyau A; et si cela a lieu le noyau B est de la forme

B=-"Af-C

ou C est un noyau dont tous les iteres sont nuls et qui est deter-
mine, guand on connait A, a et fi, d des constantes pres, dont il de-
pend Imeairement. De plus B est symetroide.

Nous arreterons ici ce mémoire, d¢ja fort long. Nous retien-
drons de ce dernier paragraphe que les noyaux symétroides sem-
blent jouer un role special dans la thcorie des groupes continus
a plusieurs parametres non permutables, tout d'abord le pro-
blbme de la détermination des noyaux admettant une Structure avec
un noyau symcétroide donne est completement resolu, et I’essentiel
est de remarquer qu'il n'est pas toujours possible et que les con-
stantes de Structure doivent etre prises convenablement. En second
lieu il apparait bien que les groupes continus non permutables,
a deux parametres, dont la base est symotroide, ont une Structure
particulierement simple qui autorise a les signaler.
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Il resterait maintenant a traiter la question des groupes con-
tinua non permutables a plus de deus parametres. Sans qu'il y ait
besoin d'insister nous nous bornerons a dire que leur construction
est liee a la determination des structures d’'ordre olev¢, c'est-a-dire
des noyaux

A, (=1;2;3; ...m)
tels que

k1

ou les ay sont encore des constantes de Structure. On prevoit sans
peine que si une telle Structure existe entre les noyaux Ah eon-
naissant le spectre ou ensemble des valeurs spectrales de I'un d’eux
Al par exemple, on obtient les valeurs spectrales de tous les au-
tres en resolvant des systemes d’¢quations lineaires dont les tableaux
dependent simplement des constantes de Structure. De plus, en gs-
noral, et sauf des cas particuliers ou existent certaines relations
entre les constantes de Structure et les raisons spectrales des noyaux,
tous ces noyaux ont memes fonctions fondamentales. Enfin si un
ensemble admettant une Structure contient un noyau Symetroide,
il y a forcement singularit¢ spectrale, et tous les noyaux de l’en-
semble sont determinss connaissant I'un deux, a des constantes pres.
De plus ils sont tous symetroides.

Il faudrait aborder maintenant la question des groupes conti-
nua infinis. Nous espérons pouvoir y revenir ailleurs. Mais on peut
prevoir, par analogie avec ce qui procode, que cette question est
intimement liee a celle de la determination des ensembles infi-
nis de noyaux admettant une Structure, c’est-a-dire tels que le cro-
chet de deux noyaux de l'ensemble fasse partie de l'ensemble. Par
exemple, on voit sans peine que le erochet de deux noyaux syme-
triqgues gauches est encore symctrique gauche. Voici donc un exem-
ple simple d’ensemble infini admettant une Structure, auquel corres-
pond le groupe continu infini des rotations fonctionnelles. Au con-
traire ’ensemble des noyaux symetriques droits est sans Structure.
Enfin il est encore a prévoir que dans cette theorie les noyaux
symstroides joueront un réle essentiel puisque les constantes de
Structure d’'une Structure de noyaux symetroides ne peuvent pas
etre prises arbitrairement.



Sur la transformation des fonctions auto-
morphes de plusieures variables.
(Resum¢ d'un memoire publie en langue polonaise).

Par

K. Abramowicz.

Nous nous proposons d'étendre aux fonctions automorphes de
plusieures variables les idees de Poincare’) sur la transformation
des fonctions fuchsiennes. On a la premiore gdnéralisation; Etant
n fonctions automorphes inddpendantes

[z(yi>ys,e

appartenant au groupe hyperfuchsien G de variables on
cherchera le groupe continu F de substitutions lindaires

@ (Y. ¥2,-. 2,,)= T y2,..yn\

telles que les fonctions transformees /-(Ej, F,,... F,) soient liees

avec les fonctions donndes Ft{y2. yt, mnyu) par les M relations algo6-
briques

2 Al;.(F),./1(y),...4(y)) =0, i=1,2,...n

Dans le probléme poso les relations lineaires (1) entre les deux sy-
stemes de yariables

(3) Fn .. Foy,ytm y,

doivent entrainer les relations algobriques (2) entre les fonctions
/,(Fj, F2,... F,) etfitjh,y2-...y,). Mais on peut demander, si des
relations non lineaires entre les systdbmes (3) ne peuyent pas con-

*) Oeuyres, t. 11, p. 508.
Bocznik Pol. Tow. matom. T. VIII. 12
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duire aus relations algebriques (2) entre les fonctions correspondan-
tes Y y2,... y,,) et /(yl;ys 'mm?, ) En observant que les fonctions
fi(Ty) appartiennent au groupe T~GT, nous nous proposons le pro-
bleme plus gsneral:

Etant donndes 2 n fonctions ind$pendantes

E/Fj, v2,... F,),Z(yi,y2 i=12,...n

appartenant respectivement aux groupes hyperfuchsiens GF et Gf de
yariables Yx, Y2,... Y,, et yx, y2,...y,,, on demande quelles relations
algebriques

4 ES)-.-Kn,yl,y2,...y,,) =0, i=012,...n

lindaires par rapport A yx, ...y, peuyent esister entre les yaria-
bles y et y pour que les fonctions Ft(y) et Ft(Y) soient liees par
les n relations algebriques

Les yariables Y et y S$tant lises par les relations (4) on de-
signe par Fv et Dy les domaines fondamentaux de groupes GP et
Gt. On aura les propristes suiyantes:

1) Etant (q, c2,...¢c,) et (Cj, C2,... C,5) deux points lises par
les relations (4) il existe dans le domaine Dy une infinit§ de points
S(c) Squivalents au (c), tels que le point (yx, y2,... yn) decriyant une
courbe joignant les points S'(c) et (c) le point correspondant (F) du
domaine Dv en sortant du point (Cj arrive au point (F) pour le-
quel on a

Fi(Y) — Ft(C).

2) Les y et y etant liees par les relations (4) les groupes hy-
perfuchsiens Gf et Gf contiennent les sous-groupes infinis isomor-
phes Gf et G't dont les substitutions correspondantes laissent inya-
riables les relations <= 0.

On ddéduit de ces propristes le theoreme suiyant:

Si le groupe hyperfuchsien Gf ne contient aucun sous-groupe
h lindice fini laissant inyariable un hyperplan de I'espace (yny2,... y,"),
alors la condition nscessaire d’existence de n relations algebriques

Q) AC272;.,A)=0

entre les n fonctions /i,/i, . ..fri appartenant au groupe hyperfuch-
sien Gf et n fonctions Fx F2,... F,, appartenant au groupe GF, eon-
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siste dans ce que les relations ¢ — 0 soient linsaires par rapport
a Yety.

Si Fon dssigne ces relations linsaires par le symbole (V) — T<y)
on trouve encore qu'il est nscessaire pour existence de relations (5)
que les groupes Gf et T~rGFT aient un sous-groupe commun d'in-
dice fini par rapport ii. ces groupes.

Nous posons ensuite GF = Gy— G, Ft—ft et nous supposons
que le polyedre fondamental du groupe G ni sa frontiere n’aient
aucun point commun avec la frontiere du domaine fondamental 2>.
Nous nous proposons de dsterminer le groupe continu /” de substi-
tutions linsaires

am, Yt,... Y,) = vt,.o. Y,

et le groupe hyperfuchsien G possedant la proprists que les n fonc-
tions independantes appartenant au groupe G et les n fonctions trans-
formses fATy) soient liees par les n relations algsbriques (5); les
hypotheses faites sur le polysdre fondamental suffisentl) pour
I'existence de relations (5).

En designant par g le sous-groupe d’'indice fini de groupes G
et T~IGT compos$ de substitutions

n+l
(6) X,=JEalkxk, 1= 1,2,...« +1,

A-l

ou Xr= YrX,+u Xr—yrx,,+i (r= 1,2,...n) on dsduit de la conti-
nuite du groupe /~ les propristss suivantes:

1) on a I'Sgalit§ K= T~YVT pour chaque substitution V du
groupe g,

2) les substitutions T appartiennent au groupe hyperfuchsien
continu,

3) les substitutions T laissent inyariable chaque espace de
U’ensemble Ep, si I'on d$signe par Ep l'ensemble de tous les espa-
ces fondamentaux a p dimensions appartenant aux substitutions (6)
du groupe g,

4) 'ensemble Ep contient un nombre fini d'espaces a p di-
mensions,

5) on peut se borner aux groupes y dont chaque substitution
(6) laisse inyariable tous les espaces de l'ensemble Ep, en effet, on

) Girand: Leegons sur les fonctions automorphes, § 31.

12*
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observe que les substitutions du groupe g ne peuvent que permu-
ter ces espaees, car si la substitution V- appliqude a I'espace Sp don-
nait l'espace Vi(Sp)=S'p, la substitution F/TyFyl, dans laquelle
Vj a l'espace fondamental Sp, donnerait VtVjFyl(Sp) — Sp; le groupe
g eontiendrait alors un sous-groupe d’indice fini dont chaque sub-
stitution laisserait invariable les espaees de 1'ensemble Ep.

Si I'on laisse de c6to les cas, ou apres la transformation con-
yenable le nombre de variables de groupes g ou T pourrait etre
reduit, on obtient le resultat suivant:

Si le groupe continu /” de substitutions T apres une transfor-
mation conyenable Q~'TQ est compos$ de substitutions

®lu-+rraln—1, al, ~— «1

an—11 +++ an-I,n-1+ an-1 an—I
61, f-i, 8, 9 —a
Si, ... 611-i1 bl 9_ b

od 0°(@a—b)—1 et

zi—1 n—1
-f- «a® — bb°® — 1, -f- 6°(a — 6) =0,
/-i i-i

on aura n relations algdbriques de la forme

W)>A(yW.(y)M

entre les n fonctions ft appartenant au groupe hyperfuchsien G qui
contient (comme sous-groupe d'indice fini) le groupe g compos¢ de
substitutions (6) laissant invariable le point unique yt—20, y,,— 1
ou l'hyperplan yn — 1 et echangeables avec les substitutions T.

En effet, les groupes G et T~rGT contiendront un sous-groupe
d’indice fini, parce que le groupe g. en vertu de l'égalit¢ g = T_1gT,
sera contenu dans T~'GT.



Sur les invariants integraux de certains
espaces homogenes cios et les proprietes
topologiques de ces espaces.

Par

Elie Cartan.

Le but principal cle ee mémoire est d'indiquer une mothode per-
mettant de former, dans certains espaces cios a un nombre quelcon-
que de dimensions, un systeme complet d’'intograles de difforentielle
exacte lindairement independantes. On dit que h intograles de differen-
tielle exacte multiples d’'ordre p (ou de degre p) sont lineairement
indopendantes si aucune combinaison lindaire a coefficients constants
non tous nuls de ces intograles ne peut se deduire d'une intograle
multiple de degré p — 1 par la formule gendralisée de Stokes (ou
par dérivation extorieure). Les espaces dans lesquels la mothode
s'applique sont ceux dans lesquels opere un groupe fini et continu
trarsitif cios G 1). On peut alors se ramener au cas ou les 6lements
d’ihtégrale multiple du systeme complet sont invariants par G, au-
trement dit ou les intograles cherchees sont des invariants intigraux
(au sens de Lie). La recherche de ces invariants intograux est
ramende d'autre part A un probleme d'Algebre. Pour une catégorie
particuliore d'espaces cios, que j'appelle symetrigues, on a le thoo-
reme remarquable que tout invariant integral est une intograle de
difforentielle exacte; de plus le nombre dintograles de différen-
tielle exacte lindairement indopendantes (au sens indiquéd plus haut)
de degr6 p est egal au nombre des invariants integraux lindairement
indépendants («m sens algebrigue ordinaire) de degro p.

Je propose d'appelle polynome de Poincare d’un espace cios le
polynome 0O(i) de degré n (nombre de dimensions de !'espaee) tel que

) Tout espace de cette nature peut etre represente, avec correspondance
ponetuelle biunivoque et continue, par une variete sans singularite d’un espace
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le coeffieient de t~p soit ¢gal au nombre des intégrales de diffe-
rentielle exaete lindairement indopendantes de degrd p. C'est en effet
surtout H. Poincaré qui, en 1895, dans son mdmoire fondamental
sur 'Analysis situs paru dans le Joumal de I’'Ecole Potytechnigue,
montra U'importance pour I'’Analysis situs des integrales de differen-
tielle exacte admettant des periodes, importance qui resultait du
reste pour n — 2 des travaux de Riemann sur les courbes algébri-
ques. Malheureusement nous ne savons pas d'un maniere précise
jusgqu'a quel point les coefficients de ee que j'appelle le polynome
de Poincare nous renseignent sur les difforents ordres de connexion
(ou nombres de Betti) de l'espace; il semblerait, d'apres une pbrase
assez obscure du momoire de Poincare, que pour le grand geom¢-
tre, ces coefficients sont au moins 6gaux aux ordres de connexion
diminues d'une unit6; mais la question n'a pas, a ma connaissance,
0t dofinitiyement tranchee

Malgro cela, la considoration des invariants integraux me sem-
ble otre le seul moyen pratique d'aborder actuellement l'etude des
propriotds topologiques des espaces cios homoge.nes, puisqu’on a, pour
ces espaces, l'immense avantage de pouyoir former effectivement tou-
tes les intdgrales de difforentielle exacte susceptibles d'admettre des
periodes.

Jai applique la methode gendrale a la determination du po-
lynome de Poincaré de !'espace projectif complexe; grace aux in-
yariants integraux, tres simples, obtenus, on a un moyen transcendant
de ddéfinir T'ordre et la classe d'une yariote algébrique. Tai 6tudio
aussi l'espace projectif complexe roglé, qui est a 8 dimensions re-
elles et qui admet un inyariant intogral du second degre, deux du
quatriéme et un du sixime. Le premier inyariant intogral permet
de trouyer par integration l'ordre d'une surfaee roglée algobrique,
les deux suiyants permettent de trouyer l'ordre et la classe d’'une
congruenee de droites, et le dernier 'ordre d’un complexe de droites.

euclidien i un nombre suffisant de dimensions, les transformations de G se tra-
duisant sur cette yariete par des rotations autour de l'origine operant dans tout
1’espaee euclidien ambiant. Le cas le plus simple est celui de la sphere. VVoir
E. Cartan, Sur la determination d'un systbme orthogonal complet dans un
espace de Riemann symetrigue cios (Rendiconti del Cireolo matematico di Pa-
lermo, t. 53, 1929, p. 217—252).

*) Depuis que ce mdémoire a 6t6 redige, M. Georges de Rahm a an-
nonce (Comptes rendus, 188, 1929, p. 1651—1652) qu’il avait pu démontrer en

les precisant les propositions de Poincare.
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Signalons une des consOquences topologiques qu’on peut tirer de
cette Otude, c’est que la varidte des droites reelles n'est pas roductible
a une seule droite par déformation continue dans !'espace rogle
complexe, tandis que la variete des points réels (ou plutét cette
variéte comptoée deux fois) est roductible a un point par déforma-
tion continue' dans l'espace ponctuel complexe.

Les derniers paragraphes se rapportent aux espaces reprosen-
tatifs des groupes cios, espaces qui sont tous symétriques. Signalons
un théoreme remarquable: la somme des eoefficients du polynome
de Poincare est Ogale a 2, | oOtant le rang du groupe. D’apres un
autre theoreme goneral, le polynome de Poincare est divisible par
(i 121 (B3-]-1). Dans le cas d'un groupe simple, il existe un in-
variant integral du troisieme degre et tres probablement un seul.
Les periodes de cet invariant integral 6tendu aux sous-groupes cios
a trois paramotres du groupe donne sont des multiples entiers de I'une
d’entre elles; j'indique la serie de ces entiers dans un cas assez géneral.

Il 'y aurait un grand interet a connaitre les polynomes de Poin-
car6 relatifs aux groupes simples. Bien qu’on puisse indiquer leur
expression sous forme d'intégrale détendue a tout 'espace du groupe,
on ne supprime pas pour autant la difficulte du caleul, et il ne
semble pas que ce soit uniquement par cette voie transcendante
qgu'on puisse arriver au rosultat chercho. Certaines considérations
algébriques relatives a la formation par voie de rocurrence des in-
variants integraux, combindes avec la theoréme signal6 plus haut sur
la somme des eoefficients du polynome de Poincard, rendent assez
vraisemblables les deux rosultats suivants:

1) Le polynome de Poincare de I'espace a m2 — 1 dimensions
du groupe lindaire unimodulaire d’une forme d’'Hermite dofinie posi-
tive a n variables est

(p+D({E + D...(e-1 + D),

2) Le polynome de Poincar6 de l'espaee a «(2n-|- 1) dimen-

sions du groupe orthogonal de 2n-}-1 variables roelles est
(B+DET+D ... (- + ).

. Goncéralitos.

1. Nous appellerons espace homogene une variete dans laquelle
opere un groupe fini et continu transitif G\ ce groupe sera le groupe
fondamental de l'espace. Un espace homogone E est donc !’'ensemble
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d’'une varioté et dun groupe transitif defini a Fintorieur de la
variote.

Si O est un point particulier de l'espace E etsi g est le plus
grand sous-groupe de G laissant fixe le point O, l’espace peut en-
core etre defini comme Fensemble du groupe G et de son sous-
groupe g. Chaque point M de l'espace peut Otre caractoris6 par
Fensemble des transformations Sg (obtenues en effectuant successi-
vement une transformation arbitraire de g et une transformation
particuliere S de G) qui amenent le point O en Jf. Le sous-groupe
g n'est du reste pas absolument arbitraire; il faut qu’il soit fermi
dans Gl). Si Fon veut en outre quaucune transformation de G ne
laisse invariants tous les points de l'espace, il faut et il suffit que
g ne contienne aucun sous-groupe invariant dans G.

2. Nous appellerons intariant intégral d’un espace homogene
E une intograle simple ou multiple dont I’0l6ment soit invariaut
par le groupe fondamental G. Si lintdgrale est d'ordre p, cet el6-
inent O est de la forme

@

les coefficients A etant des fonctions determinees des coordonnees
12, d’'un point de l'espace, suppose a n dimensions, et la

somme Otant etendue a toutes les combinaisons p a p des indices

1,2,..., w2). Autrement dit Q est une forme différentielle extorieurei)

de degré p invariante par G.

3. La reeherche des invariants integraux d’un espace homo-
gone se ramene, comme nous allons le montrer. a la resolution
d'un probleme d'Algebre

Dosignons par

les transformations infinitésimales de base du groupe G, suppose
d’'ordre r; nous pouvons supposer choisies ces transformations de

*) Cela signifie que si un ensemble infini de transformations de g admet
un 6lément d’accumulation dans G, cet element appartient a .

’) On sera oblige en generat d’utiliser, suivant les regions de 1’espace,
plusieurs systdmes de coordonnees, les differentes espressions analytiques de f)
se raccordant entre elles quand on passe d'une region li une region voisine.

*) Sur les formes differentielles exterieures, qui ne sont autres que les
formes differentielles qui se presentent sous les signes d' integration multiple,
on pourra consulter mesLegons sur les iniiariants integraux(Paris, Hermann, 1922).



185

maniere que les r—n derni&res engendrent le sous-groupe g, ou
du moins, dans le cas ou g est mixte, celle des familles continues
de transformations de g qui contient la transformation identique.
Dssignons enfin par

eiX1+eiX2+... +enX,, + i -"n+ H- 000 4

la transformation infinitesimale la plus goénerale de G. Nous con-
viendrons dans ce qui va suivre de designer par les lettres latines
Js les indices 1, 2,...n, et par les lettres grecques a, 13, y,...,
les indices n  1,n--=2_r.

Soit M un point quelconque de E et M' un point infiniment
voisin; soit Se et Se+de deux transformations infiniment voisines
amenant respectivement O en M et M'. La transformation infinite-
simale amene O en un point P infiniment voisin, de telle
sorte que la transformation Sp amene simultanément O en M et
P en M'. Soit

1 a

le symbole de la transformation infinitesimale Comme la
transformation infinitésimale qui appartient a g, ne produit
aucun effet sur le point O, c’est que le point P peut se dcéduire
de O par la transformation infinitesimale Les parametres
Wi de cette transformation sont determi/nes sans ambigmte quand on
connatt le point P.

Fixons le point M et la transformation Sp qui amene O en

nous voyons que tout point M' infiniment voisin de M est de-
fini analytiquement sans ambiguitd par les n quantites infiniment pe-
tites 0),, ws,.. >, uf). qui sont évidemment n combinaisons lineaires
indépendantes des differentielles des coordonndes de M, quand on

passe de M a M".
Il r$sulte de ce qui prscede que la forme O pourra s'¢crire’)

@) Q

*) Se donner la transformation Se , e’est en somme se donner un systime
de reference d'origine Hf; les quantites <0i sont les coordonnees du point -M'
par rapport ii ce systeme de reference.

s) Le produit exterieur <«wa w,,... Pp est mis entre crochets pour eviter
toute confusion avec un produit algebrique ordinaire; ces crochets seront sup-
primes quand la forme Cl sera placee sous un signe d’integration.
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4. Si Fon change la transformation St amenant O en Af, les
coefficients de la forme (2) sont cbang6s. Toute transformation
amenant O en M est de la forme SiR. en ddsignant par R une
transformation de g. Si on pose de méme

Ri
on a
SISN = R-\SfS™"™R' = R—\SfS™R . R~>R..

La nouvelle transformation infinitdsimale S~'STI+I* dont nous

désignerons le symbole par

1 a

peut s'obtenir en effectuant d’abord la transformation R~IR"' du sous
groupe g, puis la transformie par R de la transformation

La premidre transformation n'a aucun effet sur le point O. Pour
avoir les parametres et de la seeonde, nous n'avons qu’a ef-
fectuer sur les parametres o; et wa la transformation du groupe
adjoint lindaire +) qui correspond a R. Or R transforme entre elles
les transformations infinitésimales de g. dofinies par e2 =€ —++1 —
=-en = 0; les transformations du groupe adjoint qui correspondent
aux différente transformations de g transforment donc entre eux
les parametres el; €2, ...,e,, suiyant un certain groupe lindaire y. Soit

el = <«<llel = o1 + fILA"

©)

e" = 'J' . 1 =+ O-nrfin

les 6quations de ce groupe, les a# dopendant de R. On voit donc
que les parametres w, cherches se ddduisent des quantitds w, par
les formules genorales

frnd ((nWi —+ l“ +

4
( ) ¥ — H- 100 4" anrfi>n 1

*) Le groupe adjoint lindaire est celui qui indigue comment les paramo-
tres «/ des transformations infinitésimales de G sont transformés guand on trans-
forme ces transformations infinitésimales par une transformation de G. Il est
engendre par les transformations infinitésimales

jk ek
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Comme la forme (1) ne dépend pas de la transformation par-
ticuliere Se amenant O en M, c’est donc que la forme exlerieure
(2) est inoariante par le groupe lineaire y opcrant sur WS, .oy W,

5. La propristd prscédente a lieu en chaque point M, les
coefficients B,, ..., etant des fonctions des coordonnees de M. Nous
allons montrer que ces coefficients sont constants.

Appliquons en effet a la forme Q, considorée au point O, la
transformation Si  qui améne O en les quantites ne
changent pas; par suite, la forme S$tant inyariante, les coefficients
Bijt-.ip ne doivent pas changer non plus. Nous avons donc le theo-
reme suivant.

ThoorSme. — Tout innariant integral de l'espace E est fourni
par une forme extCrieure a coefficients constants des n yariables
wt, w2, =.., (>, cette forme etant inyariante par le groupe liniaire y.

La rsciprogue est evidente.

La recherche des invariants intégraux de l'espace revient donc
a celle des formes exterieures invariantes par un groupe lineaire
donne.

6. On voit facilement, a titre d’exemple, que l'espaee eucli-
dien a n dimensions, dont le groupe fondamental est le groupe des
deplacements euclidiens, n'admet aucun invariant intogral, en de-
hors de lint¢grale de volume. Le groupe y est ici le groupe ortho-
gonal a n yariables; si Fon applique a la forme

fi = 2A|,,..>Ke,-,,.. eip]

la rotation infinitésimale ----¢? , on obtient pour fi la va-

fi 69 fi

riation infinitesimale

AN-n21,...ip el ei,... eip N-"Mi...ipe2 eip,

chaque somme etant stendue aux combinaisons p— 1 a p — 1 des
n— 2 indices 3,4,...,n. La variation trouy$e ne peut $tre nulle
que si chaque coefficient tel que AS4.p+i est nul. La forme fi est
donc identiquement nulle, a moins que Fon n’ait p —n.

Le m$me raisonnement et la meme conclusion sont valables
pour l'espace non euclidien, hyperboliquej ou elliptique, qui ad-
met le meme groupe de rotations autour d’un point que l'espace
euclidien.

Mais la conclusion cesse d’etre Valable si Fon passe de l'espace
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euclidien ponetuel a l'espace euclidien tangentiel ou a ’espace eucli-
dien regle ¥

Il1. Le cas des espaces homog&nes symetrigues.

7. On arrive a la notion d’espace homogene symetrique en
partant de la notion d’automorphie involutive d'un groupe. On d¢-
signe sous ce nom une correspondance eontinue biunivoque entre
les transformations d’un groupe, cette correspondance etant d’une
part symetrique, et conservant dautre part la loi de composition
du groupe. Une automorphie involutive A d’'un groupe G, appliquce
aux transformations iufinitesimales du groupe, se traduit par une
substitution lineaire involutive sur les parametres el; e8,..., er. On
peut supposer, par un choix convenable de la base, que les r —n
dermiers parametrese,,+1,..., ty sont invariants par cette substitution li-
neaire, les n premiers se reproduisant chang¢s de signe. Les transfor-
mations infinitdsimales X,,+1,..., .X, invariantes par l'automorphie A
engendrent manifestement un sous groupe continu de (?; c'est le plus
grand sous groupe continu dont toutes les transformations sont in-
variantes par A. Nous l'appellerons le sous-groupe caracteristigue de
l'automorphie involutive A.

8. Cela pose, supposons que le plus grand sous-groupe g qui
laisse inyariant un point O de l'espace homog&ne soit précisement
le sous-groupe caracteristique d'une automorphie involutive de G ¥
Nous dirons que l'espace E est symitrigue3).

A tout point JZ de l'espace symctrique E, defini par l'ensem-
ble Sg des transformations de G qui amenent O en M, correspond

le point M defini par l'ensemble Sg. ou 5 est la conjuguse de S
<

") J’ai determine en 1896 {Buli. Soc. Math., t. 24, p. 140—176) les in-
yariants integraux de 1l'espace euclidien tangentiel et de l’espaee euclidien regle
ordinaires.

’) Si le sous-groupe ( est mixte, nous supposerons que le sous-groupe
caracteristigue de l’automorphie est celle des familles continues de Y qui contient
la transformation identique.

') C'est ici que le groupe fondamental G joue un role essentiel dans la
notion d’espace homogene. C'est ainsi que l'espace projectif, considere comme
admettant le groupe projectif generat comme groupe fondamental, n’est pas sy-
metrigue; mais l'espace elliptigue, qui n’est autre que l'espace projectif doue,
comme groupe fondamental, du groupe d’une quadrique imaginaire, est au con-

traire symetrigue.
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par lautomorphie involutive. La transformation ponctuelle Z qui
permet de passer de M a M laisse fixe le point O\ elle est invo-
lutive et elle laisse invariant le groupe G, puisque la transformce
ZCSZ de S par Z n'est autre que la conjuguce S de S par A.
Nous dirons que Z dsfinit dans l'espace la symetrie par rapport au
point O.

Si P est un point quelconque de ’espace, résultant par exem-
ple de la transformation T appliquee au point O, il existe egale-
ment une symctrie par rapport a P, e'est celle qui fait passer du
point Sg au point TT~xSg. Cette opcration laisse fixe le point
elle est involutive et elle laisse invariant le groupe G, changeant la
transformation S dans la transformation TT~ISTT~\ Cette derniere
operation est encore une automorphie involutlve du groupe G, le sous-
groupe caractoristique etant le sous-groupe TgT~A qui laisse fixe le
point P.

En definitive, I'existence d’une automorphie involutive admet-
tant g comme sous-groupe caracteristique entraine I'existence d’une
infinitd d’automorphies involutives qui correspondent, dans l'espace
E, aux symetries par rapport aux differents points de l'espace.

9. On peut se placer a un point de vue plus strictement goo-
inétrique.

Supposons d'abord que la transformation ponctuelle Z (syme
trie par rapport a O) fasse partie de G. Elle appartient a g et est
echangeable avec toutes les transformations de y; autrement dit Z
est une transformation involutive du centre ’) de y; on voit de plus
gu'elle ne laisse invariant aucun point infiniment voisin de O. R¢-
ciproguement supposons que le centre de g contienne une transfor-
mation involutive Z ne laissant invariant aucun point infiniment
voisin de O; l'op6ration qui fait passer d’une transformation S de G
a la transformation est une automorphie involutive dont g est
le sous-groupe caracteristique. La symetrie de l'espace tient donc dans
ce cas d Peanstence, dans le centre du sous-groupe g, d'une transfor-
mation involutive ne laissant innariant aucun point infiniment noisin
de O et different de O.

Si Z n’appartient pas a <? les transformations de G et celles
gu'on obtient en les multipliant par Z engendrent un groupe mixte

*) Le centre d’un groupe G est forme des transformations de G qui sont
echangeables avec toutes les transformations du groupe.



190

Cr, et Z est une transformation involutive du sous-groupe g' cor-
respondant. On a ainsi une propri¢t¢ analogue a la precédente,
a condition de remplacer le groupe fondamental G par le groupe
mixte G'.

Dans 1'espace euclidien ponctuel, la symetrie (ordinaire) par
rapport a un point O est une transformation involutive appartenant
au centre du groupe des rotations et symctries autour de O; l'es-
pace euclidien rentre donc dans la classe géncrale des espaces sy-
mctriques. JL en est de meme de l'espace euclidien tangentiel ou regl¢.

10. Nous allons démontrer une propri¢t¢ remarquable des in-va-
riants integraux d’un espace symctrique, c’est que ce sont des inte-
grales de differentielle exacte.

Nous pouvons supposer, en conseryant les notations du n° 3,
que les c¢quations de l'automorphie involutive A sont

|le= —¢ (i=1,2,...,w),

Il en resulte que les crochets (-ZzJQ et (XaXp) ne dépendent que
des Xre, et que les crochets (XZJT,) ne dépendent que des Xt

Reyenons alors a un inyariant intégral, dcfini par la forme
extcrieure

[«/, »K, ooe ]0

Exprimons que cette forme est inyariante par la transformation in-
finitesimale Ea¥ du groupe 7, a savoir

nous obtenons
j ctait[&W/, see<%] 4“ CkU, [WitW W3 eee<OQp]+ee. +
(&) * LT l
—+ Chaip 14, «/,eee W

Formons maintenant la deriyee extérieure de la forme f), en
nous seryant des eguations de Structure du groupe (equations de
Maurer-Cartan)

)
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Dans le cas qui nous occupe, les indices p et a sont noces-
sierement I'un latin, l'autre grec, de sorte qu’on peut Ocrire

L’expression devient alors
a—r k=n
o — - e e <9%] —F- ... —|-
a-n-f-1 =1
4 Ckaip [®« W/j cee B

On voit gne le seeond membre est identiquement nul en vertu
de l'egalitd (6). Nous avons donc le thooreme suiyantl)-

Thboreme. — Tout inoariant intégral d'un espace homogene
symetrigue est une intograle de ditferentielle exacte.

Le raisonnement fait montre inversement que toute forme diffo-
rentielle extérieure a coefficients constants construite avec les ex-
pressions ojj, wj,..., est un invariant intdgral si sa dorivée exto-
rieure est nulle.

I11. Les intograles de diiférentielle exaxte des espaces cios
isogones.

11. Nous allons a partir de maintenant nous occuper des es-
paces homogenes cios, ou plutét des espaces homogenes dont le
groupe fondamental est cios?); nous les appellerons isogenes. L’es-
pace sphdrique, l'espace elliptique sont des espaces cios isogones;
il en est de meme de l'espace projectif complexe doud, comme
groupe fondamental, du groupe lindaire unimodulaire d'une forme
d’Hermite dofinie positive.

Il est possible d'introduire dans un espace cios isogene une

*) Nous nous appuyons sur )e theorsme de Poincare d’apres lequel une
forme differentielle dont la derivee esterieure est identiquement nulle est (Ioca—
Iement) la derivee exterieure d’une forme differentielle de degré6 moindre d’une
unite; l'integrale d’'une telle forme porte, d’'apres Poincare, le nom d’integrale
de diffSrentielle exaete.

’) Voir, sur les groupes cios: E- Cartan, Groupe simples cios et ouoeris
et giometrie riemannienne (3. Math. pures et appl., 8, 1929, p. 1—33).
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motrique riemannienne partout roéguliere invariante par le groupe
fondamental’). Si, dans l'espace riemannien ainsi dofini, la symetrie
par rapport a un point, définie comme en goomotrie 6lémentaire
(les goodosigues jouant le role des droites), est isomotrique, l'espace
est symétrique au sens donne a ce mot au § Il. Plus generalement
toute variotdé de Riemann close pour laquelle la symotrie ordinaire
par rapport A un point est isométrique peut etre regardée comme
un espace cios isogone symetrique, le groupe fondamental 6tant le
plus grand groupe continu (ndcessairement cios) de transformations
isomotriques de la varioto ¥

12. Nous nous proposons de ddterminer tgutes les intograles
de difforentielle exacte d'un espace cios isogene, ou plutdt un sys-
teme complet d'intégrales de differentielle ezacte lindairement inde-
pendantes.

Nous dirons que deux intdgrales de difforentielle exacte de
meme degroép, soit/Tli et ,//7> sont equivalentes lorsque la forme diffo-
rentielle extorieure fli — /72 est la dorivée extOrieure d’une forme
de degré p — 1 roguliore dans tout l'espace. En ce sens Fintdgrale
de la derivoe extérieure d’une forme de degré p — 1 est equiva-
lente d zero. Nous dirons enfin que h intograles de differentielle
exacte jTHi,.. ., fnh de meme degré p sont lineairement independan
tes s'il n'existe aucune combinaison lindaire c1[]l -|- ¢*riz -j- ... chn,,
a coefficients constants non tous nuls qui soit la dorivée extérieure
d’'une forme de degre p — L

Dans l'espace ordinaire dont on a enleve Forigine, Fintograle

est une intdgrale de différentielle exacte. Elle n’est pas dquivalente
a zoro; si en effet Foloment différentiel oOtait la derivoe extorieure
d’'une forme

*) Cela tient i ce que le groupe lineaire 7(11° 4), est cios, laisse inva-
riante une forme quadratique définie ZaijCiCj ; la métrique riemannienne est
alors donnee par <7s” = Zauut<(j .

’) Les espaces riemannieus symetriques jouissent d’une autre propriste
caractoristique, a savoir que le transport parallele laisse invariante la courbure
riemannienne. Je les ai détermines et etudiss dans differents memoires (Buli.
Soc. Math.. 54, 1926, p. 214—264; 55, 1927, p. 114—134; Ann. Ee. Norm., 44,
1927, p. 345-467).
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Pdx -]- Qdy -f- Rdz,

les fonctions P, Q, R etant rogulieres en tout point autre que I'ori-
gine, lintdgrale 1 O&tendue A toute surface fermee ne passant pas
par l'origine serait nulle. Or elle est 6gale a 4 tt pour une sphere
contenant l’origine A son interieur.

D’une maniere gondrale une integrale de differentielle exacte
de degré p oquivalente A zoro est nulle si on l'etend a une yarioto
fermee quelconque A p dimensions. Une integrale de differentielle
exacte qui admet une poériode n’est donc certainement pas equiva-
lente a zero. Nous reviendrons |A-dessus dans le paragraphe IV.

13. La recherche, dans un espace cios isogene, d'un systdme
complet d'intdgrales de differentielle exacte lineairement indepen-
dantes d'ordre donne, repose sur deux théorémes fondamentaux.

D’apres le premier theoreme, toute integrale de differentielle
exacte est eguioalente a un ineariant integral. D’apres le seeond tout
innariant integral eguioalent d zero resulte de la derwation exterieure
d’'un innariant integral de degre moindre d'une unite.

Pour demontrer le premier theoreme, nous allons d’abord mon-
trer que si JTL est une integrale de différentielle exacte de degre
p, il existe un invariant intoégral J'Q de meme degré prenant les
momes yaleurs que jTI pour toute yarioté fermde d'intdgration. Ap-
pliguons en effet A une vyariotdé fermee donnée V A p dimensions
une transformation quelconque S du groupe fondamental G. La ya-
riotdé V' ainsi obtenue peut se deduire de V par deformation con-
tinue, puisque le groupe G est continu (et non mixte); par suite
lintegrale jTI a la mSme yaleur etendue A V et a V'. Mais linte-
grale etendue A V' n’est autre que lintégrale etendue A V de la
forme exterieure Sfl qui se doduit de fi par la transformation S.

Les deux integrales jTI et J'Sfl ont donc la meme yaleur, qui est
. . rn+.sn

aussi celle de l'intograle J 2

Au lieu d'appliquer A I~ une seule transformation de G, imagi-
nons que nous lui appliquions successivement toutes les transformations
de G; lintegrale donn6 aura le meme yaleur que lintdgrale obte-
nus en remplaeant fi par la mogenne des yaleurs des transformdes
Sfl de fi par les differentes transformations de G. Cette moyenne
sera calculee en tenant compte du volume de chaque portion de la
yariétd representatiye du groupe. Autrement dit on pourra rempla-
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 13
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cer la forme 11 par la forme

O =--JSil. drs,

v dosignant le volume total de la variete du groupe, drs etant l'ele-
ment de volume de cette yariote.

Le resultat précddent est exact de quelque maniere qu’on choi-
sisse l'6lement de volume. Mais si on prend !element de volume
intrinsigue ¥ inyariant par le groupe des parametres de (?, la forme
O devient inyariante par le groupe G. Par suite il eziste bien un
invariant integral J'Q prenant la meme naleur que Tintegrale de dif-
ferentielle exacte donnee.

14, Pour dédmontrer que ces deux intdgrales sont equivalentes,
eommeneons par remarquer que la transformee SF! de 11 par une
transformation infinitesimale S de G donne uue integrale fSfl egui-
ralente a J'Il. Introduisons en effet p symboles de différentiation
Ochangeables entre eux dt, d2,...dp. La forme 1l peut etre regar-
dée comme une forme alternee FlI (d} d*,..., df) lineaire par rap-
port a p series de yariables

AMAL dIX, ..., dIX
d2x”. d2x2>..., d2xn,

dpx” dfa,..., dpxn.

La propriete de fil d'etre une intdgrale de differentielle exacte se
traduit alors par l'egalito

cs) duI(d2, d3,..., dp+F — d211(dy, d3, ..., d/d.j) -|- ... -|-

-+ (-

ou Fon introduit p -|- 1 symboles de difforentiation arbitraires echan-

geables entre eux.
Prenons maintenant pour symbole d,+1 le symbole d de la
transformation infinitésimale S, la quantite oz, n'étant autre que le

*) Il existe en realité deux elements de yolume intrinsegues respectiye-
ment invariants par chacun des deux groupes des parametres; I'un de ces elz-
ments de volume n’est autre que la forme exterieure [w,®, ... <or]. Dans le cas
d’un groupe cios les deux elements de rolume intrinseques sont identigues.
Voir E- Cartan, La geometrie des groupes de transformations (3. Math. pures
et appl., 6, 1927, p. 45—47).
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coefficient £+ de il dans la transformation infinitesimale. Posons

enfin
N (<5, ,dp_i) = w™, d™ L. dp))j

id est une forme differentielle extorieure de degré p — 1. L'identito
(8) peut alors s'Ocrire

snA, diy..., dp) — dio)(diJ t/3, ..., dp) dsi..., d» -|-
+ (— lY~dpnd™ di}..., d,N),
ou encore, plus simplement,
) SH=w/

en designant par </ la derivee exterieure de w. L’accroissement in-
finiment petit que subit fi par Peffet de la transformation infinitesi-
male est donc la derivee exterieure d’une forme .

15. Prenons maintenant la transformoe fifl de /7 par une
transformation finie S de G. Le groupe G etant cios, la transfor-
mation S fait partie d'un sous groupe a un parametre engendre
par une transformation infinitssimale

soit

les equations finies de ce sous groupe, t etant le parametre cano-
nique. Soit If la forme obtenue en remplaeant dans /7 les s, et leurs
différentielles par les et leurs difforentielles (ces dernieres Otant
calculées en regardant t comme une constante); soit Mt la forme
analogue doduite de w. L’¢galitd (9) peut s'Ocrire

et I'on a par suite
t
n,— n = (j"<otdtj ;

0

cette 6galite montre que fIf, qui n'est autre que JSIT est equivalente
a lintograle donnee jTI. Par suite lintdgrale obtenue en rem pla-
13
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eant fl par la moyenne des valeurs de Sil lui est aussi equiva-
lente. Nous arrivons donc au premier theoreme que nous avions
en vue.

Tiidoreme |. — Toute integrale de differentielle exacte d’un es-
pace cios isogene est eguinalente d un inuariant integral.

16. Pour caleuler effectivement la forme, ou plutét I'une des
formes de degro p — ! dont fl — Cl est la dérivee extérieure, il
y aurait lieu de choisir suivant une loi réguliere eelui des sous-
groupes a un parametre de G qui contient une transformation don-
nee. Or la thoorie des groupes cios permet de le faire de maniere
a Ocarter toute objection: mais nous n’insisterons pas sur ce point,
en somme aceessoire.

17. Le second theoreme que nous avons en vue sera beau-
coup plus rapide a doémontrer. Supposons que I'invariant integral
JC1 soit equivalent a zéro, c'est a dire que la forme CI soit la doé-
rivoe exterieure d’une forme @ Appliquons a l'egalitd

la transformation S du groupe G; nous avons
Cl = (&,)".

De la on deduit, par le meme raisonnement qu'au n° 13, que la
forme Cl est la derivee extorieure de la forme

qui est invariante par le groupe G. Nous avons donc le

Tliborome Il. — Tout inuariant integral eguinalent d zero est
la deriuee exterieure diun invariant integral dont le degre est tnoindre
diung unite.

18. Arrivons maintenant a la détermination, dans l'espace cios
isogene donnd, d'un systeme complet d'intdgrales de differentielle
exacte lindairement independantes. Imaginons effectude la determi-
nation de toutes les formes extoOrieures invariantes de l'espace. Sup
posons qu'il y en ait n,, de degré p, et que sur ces np il y en ai
vp lindairement independantes dont la derivée extérieure soit nulle
Il existe alors, d'apres le théoreme I, au plus vp intdgrales de dif-
forentielle exacte lindairement independantes de degre p\ mais

—np_i d'entre elles proviennent de la doérivatioa extérieure de
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formes invariantes de degre p — 1. D'aprss le theoreme II, le nom-
bre des integrales de diffSrentielle exacte lineairement ind$pendantes de
degre p est donc egal d vp + — N~

Si l'espace cios isogene est symstrique, les resultats precedents
se simplifient. Nous avons vu en effet (n°® 10) que dans ce cas
tout invariant integral est une intSgrale de différentielle exacte. Par
snite vp—np. Dans uu espace cios isogsne symstrique le nombre
des integrales de differentielle exactc lineairement ind$pendantes est
egal au nombre des irwariants intégraux lineairement ind$pendants.

Observons que I'expression ,linsairement ind¢pendantst entre
deux fois dans I'Snonc$ prscsdent, mais avec des sens bien differents;
la premiere fois dans le sens transcendant defini au n° 12, la se-
conde fois dans le sens algebrique ordinaire.

19. Le r$sultat relatif aux espaces cios isogenes symetriques
est remarquable en ce qu'il etablit une relation entre deux $lSments,
dont I'un (le nombre des intSgrales de differentielle exacte lineaire-
ment ind$pendantes) ne depend que des propristss topologiques de
lespace et pas du tout du groupe fondamental G. tandis que l'autre
(le nombre des invariants intSgraux linsairement independants) de-
pend essentiellement de ce groupe fondamental.

Nous allons, dans le paragraphe suivant, nous occuper du role
que jouent, au point de vue de L'’Analysis situs, les systemes com-
plets d’integrales de diffsrentielle exacte lineairement indspendantes.

IV. Sur quelques problSmes (TAnalysis situs.

20. Toute intSgrale de diffSrentielle exacte qui admet une ps-
riode n’est certainement pas $quivalente a zsro. Mais on ne sait pas
si la rsciproque est vraie. Il y aurait dont un grand interet a d$-
montrer le thsoréme suivantd).

ThéorsSme A. — Toute intégrale de differentielle exacte non
eguiralente d zero admet au moins une psriode}.

Ce theoreme est du reste equivalent au suivant.

Theoreme A'. — Etant donne h integrales de differentielle
exacte lineairement ind$pendantes de degr$ p, on peut tromer h raristss
fermses d p dimensions Vw, Vm. ... W"J. telles gue le tableau carrs$

’) Les theoremes Snonces dans ce paragraphe sont ceux dont M. Georges
de Rahm vient d’annoncer la demonstration, (Voir notel), p- 182).

2) Ce theoreme est a peu pres eyident pour les integrales du premier de-
grs (de la forme JXAidxi).
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des valeurs des h integrales etendues ci ces h narietes ait son determi-
nant different de zero.

Si I'on ne peut pas domontrer ces théorbmes, on peut du moins
esporer, pour chaque espace cios isogene particulier, qu'on puisse
les yorifier, puisqu'on sait former le systeme complet des integra-
les de differentielle exacte.

21. Si Fon admet le théoreme A', le pii"w nombre de Betti¥
de l'espace est au moins 6gal au nombre des intdgrales de differen-
tielle exacte lindairement inddpendantes de degre p. Il serait im-
portant de savoir s'il peut le depasser ou non. Dans le cas de la
nogative, on aurait le theoreme fondamental suiyant.

Thooreme B. — Il existe antant d'integrales de differentielle
exacte lineairement independantes de degre p qu'il y a d'unites dans
le p'lnve nombre de Betti de 1’espace.

Ce theoreme semble encore plus difficile a domontrer a priori
que le théoreme AZ2), mais l'une de ses consdquences semble plus
abordable, au moins dans le cas particulier des espaces cios isogenes.

En effet si le theoreme A est exact et si h est le nombre des
integrales de differentielle exacte lineairement inddpendantes de
degré p. on peut trouver h variotés fermées a p dimensions F(),
F®,..., V(1) telles que le tableau des yaleurs de de la iiime in-
tegrale otendue a la jiime yariétd ait son determinant different de
zero. Si donc V est une yariotd fermee quelconque a p dimensions,
on a, pour la yaleur I, de la ijme integrale 6tendue a F, une formule
de la forme

I, = nhW + —+ o+

les coefficients mt, mh etant des constantes bien dotermindes
indopendantes de i. Si le thoorfeme B est exact, il existe entre les
yariotés V, V(V,..., V(z une homologie de la forme

mFE -+ nrV™ + ms Ff2) + ... + nhV™ ~ 0,

* Voir H. Poincaré, Analysis situs (J. Ecole Polyt., 2¢ serie, t. 1, 1895,
p. 1—121). Le nombres de Betti du texte sont ceux que Poincare appelle de
ce nom, mais diminues d'une unite (loc. Cit. p. 19).

’) 11 semble que H. Poincaré regardrait ce théoreme comme exact, si
I’'on interprete correctement ce qu'il dit dans le m$moire cite dans la note pro6-
cedente'. ,,On pourrait d'ailleurs faire voir qu’il existe toujours des integrales
pour lesquelles le nombre maximum des periodes [le nombre de Betti] est atteintll
(loc. cit. p. 25).
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les % Otant des entiers positifs, negatifs ou nuls dont le premier
n est certainement difforent de zero. Il en resulte qu'on a

22. On arrive ainsi au thdoreme suivant, conséquence des theo-
remes A et B.

Tll6orome C. — Siil existe h intograles de differentielle exacte
lineairement indépendantes de degre p et h seulement, si de plus le
determinant des ualeurs prises par ces h intograles etendues a, h va-
rietds fermees d p dimensions V(> V{,..., est different de zero,
il est impossible de trouner une (h eariete fermee V telle gue
les ualeurs 1, des intograles etendues a V soient de la forme

li—mj;l' + 4- ... + mhIf\

certains des coefficients m etant irrationnels.

En particulier pour h — 1, Fintograle de differentielle exacte
ne peut admettre deus periodes incommensurables entre elles.

Dans le cas gonoral, le theorome C esprime encore que les
points de coordonnees Jj, ...,A dans l'espace ordinaire a h dimen-
sions forment un reseau.

11 est clair que si on arrivait, dans un espace cios isogene,
a mettre en ddfaut le théoreme C, cela demontrerait la faussetd
du théoreme B.

23. Malgre l'ignorance ou nous sommes relativement aux thoo-
remes A et B, il ne semble pas trop illegitime d'appeller polynome
de Poincare d’un espace cios isogene a n dimensions le polynome

t | + aff ~4" v+ 4+ cin-d 4~ an,

dont le coefficient ap est egal au nombre des intograles de différen-
tielle exacte lindairement indipendantes de degré p. CPest ce que
nous ferons dans la suite de ce moémoire.

V. Doterininatioii du polynome de Poincaré d’un espace cios
symctrigue.

24. 11 existe un espace cios isogene dont on peut déterminer
immadiatement un systome complet d’intdgrales de differentielle
exacte, c'est le tore a n dimensions. Chaque point de l’espace est
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détermind analytiquement par n nombres réels aq,..., xn, definis
ehacun a un multiple pres de 2 tt Le groupe fondamental est ici
le groupe
Xl =

les parametres a- Otant dgalement definis a des multiples pres de
2 7. Le sous-groupe g qui laisse invariant le point origine (a;,-=0)
se roduit a la transformation identique; de plus la transformation

= — ¢ jouit des propriotés caractoristiques de la symetrie par
fapport au point origine (n° 9); le groupe G admet l'automorphie
involutive qui change la transformation de parametres dans celle
de paramfetres — a,.

Toute forme diffdrentielle extdrieure invariante est evidemment
une forme extérieure a eoefficients constants arbitraires construite
avec les differentielles dxr. dx,,,..., dx,,. Il existe donc C, integrales
de différentielle exacte lindairement independantes de degré p\ le
polynome de Poincare du tore a n dimensions est donc (t-f- 1)".

On peut vorifier facilement ici les théoremes A et C; le théo-
reme B est du reste aussi exact

Pour n = 2, la surface de Riemann d’'une courbe algoébrique
de genre 1 rdalise l'espace en question: les deux integrales de dif-
forentielle exacte lindairement independantes du premier degre sont
Uintégrale de premiere espece attachee a la courbe et lintegrale
imaginaire conjuguee.

25. Dans le cas d'un espace cios isogene symétrique quelconque
E de groupe fondamental cios Cr, le sous-groupe g est 6galement
cios, ainsi que le sous-groupe lineaire y du groupe adjoint  qui
n'est autre que le groupe des rotations autour du point O invariant
par g.

Soit alors

*-r

(10) (z= 1.2,

les equations de y. Le nombre des invariants intégraux linGaire-
ment independants de degré p de 1'espace E est egal au nombre
des formes exterieures de degr6 p en  €2,..., e, invariantes pary.
Pour I'évaluer, considerons le groupe lineaire yp qui indique com-
ment y transforme entre elles les formes extorieures elementaires

eip)> e’est un groupe lin¢aire a Cp variables. Le nombre
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cherche est tout simplement le nombre des inoariants linsaires de yp. Or
ce nombre est, d'aprds la théorie des caracteres de Frobenius, etendue
par H. Weyl des groupes finis aux groupes continus ciosx), dgal
a la valeur moyenne du caractere (trace, Spur) des transformations
de le caractere etant la somme des 6ldments de la diagonale
principale dans le tableau des coefficients de la transformation.

On voit facilement que le caractere de la substitution lindaire de
yp qui correspond a la substitution lindaire (10) de y est egal a la
somme des mineurs diagonaux a p lignes et p colonnes de la ma-
trice (a)y).

On déduit immediatement de ce qui procede le th¢orome suivant:

Le polynome de Poincare d'un espace cios isogbne symetrigue
est egal a la wiieur moyenne du determinant

«n ~rt al2 ... aln
(11) A«(0 = axn an -J-i'1van

Anl A2 ¢ e nn ‘

guand on considere successioement toutes les substitutions L du groupe y.

Il va sans dire que la yaleur moyenne de HR(t) est ealculee
en tenant compte de la mesure intrinseque de yolume (n° 13) de
la yariétd du groupe y.

26. Le groupe lindaire y etant cios laisse invariante unc forme
quadratique definie positive; on peut donc le supposer orthogonal.
Le polynome A7(t) jouit alors de la propriétd que les coefficients
des termes equidistants des extremes sont 6gaux. La mfane propriete
appartient donc au polynome de Poincare, a saroir gue ses coefficientt
Sguidistants des extremes sont egaux.

Si I'on admet les thdoremes A et B, ce resultat est une con-
sdquence d'un thoéoreme classique d'Analysis situs, a savoir que les
nombres de Betti d’'ordres p et n—p d’une yariétd close a n di-
mensions sont Ogaux 3.

27. Dans le cas du tore a n dimensions, le groupe y se reduit
a la substitution identique, et on a immediatement AMNt) = (t  1)"

) H. Weyl Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher
Gruppen durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr., 23, 1925, p. 271—309
24, 1925, p. 328—395).

2) H. Poincare, loc. cit.,, p. 65.
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c'est I'expression d$ja trouvse directement du polynome de Poincar$
de l’espace.

Dans le cas de l'espaee sphsrique, le groupe y est le groupe
orthogonal gs$nsral a n yariables. et nous avons demontr$ directe-
ment (n° 6) qu'il n'admettait aucune forme extsrieure inyariante
de degre p<Zn. Il n'y a donc qu'une intsgrale de différentielle
exacte non squivalente a zSro, c'est celle qui donne le volume de
l'espace. Le polynome de Poincar$ de l'espace spherique a n di-
mensions est donc th + 1; cela est du reste d’accord avec les pro-
prietss topologiques de cet espace d'avoir tous ses nombres de Betti
nuls. On peut dsduire de ce qui precede qu'd Tinterieur du groupe
orthogonal continu, la somme des mineurs diagonaux d p lignes et
p colonnes d'une matrice orthogonale d'ordre n a sa valeur moyenne
mdle (1sC;p n—1)-

28. Ce que nous yenons de dire pour un espace cios syms-
trique peut s'stendre a un espace non symstrique, mais la yaleur
moyenne du determinant ne reprssente plus le polynome de
Poincars de l'espace; les coefficients du polynome obtenu sont les
nombres d'invariants integraux linsairement indspendants des dif-
férents degrss.

29. Il peut arriyer que le sous-groupe g, et par suite le groupe
lineaire y, soit mixte. En tous cas il est cios et par suite ne con-
tient qu'un nombre fini de familles continues de transformations.
Le polynome de Poincar$ s'obtiendra en cherchant pour chacune
des familles la yaleur moyenne du dsterminant kR(t) et en prenant
ensuite la moyenne arithmetique des moyennes trouyses.

Dans la pratique, si Fon sait calculer les formes extSrieures
invariantes par celle des familles continues de y qui contient la
transformation identique, on ne conservera que les combinaisons
linsaires de ces formes qui sont inyariantes par chacune des autres
familles continues de y. Par exemple considsrous 1’espace spherigue
et l'espace elliptigue a n dimensions. lls peuvent etre obtenus tous
les deux en partant du groupe continu orthogonal a n 1 yariables

...» X,#J, pris comme groupe fondamental G, le sous-groupe
g etant, pour l'espace sphsrique, celui qui laisse inyariante la va-
riable rr,+1; pour l'espace elliptique, le sous-groupe precsdent com-
bin§ avec la transformation
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Le groupe lineaire y est, pour l'espace sphcrique, le groupe
orthogonal continu a n variables €2, et,e . ,; pour l'espace elliptique,
il faut le combiner en outre avec la transformation

fi] = 62 == 02,00 -1 == |j en == en-
On voit que la forme extérieure ([eLe2...e,,] est un invariant du
groupe y de lespace elliptique si n est impair, mais n’est pas un
invariant si n est pair: dans ce dernibr cas l'espace elliptique est
non orientable et son polynome de Poincare est t".

On peut encore voir les choses autrement. L’sIément de vo-
lume de l’espace sphorique est la forme exterieure

[dx2dx3... dx,,+~ — X2 [dxxdx3... dx,,+1] 4~ 1ee 4~
+ (— D)X+L[ALN2 00s

ou les n-[-1 coordonndes X2, X2,..., x,,+1 sont liees par la relation
Wi~ 4~0" 4% xpe1 — 1-

On passe de l'espace splierique a l'espace elliptique en identifiant le
point (a,-) au point (— xi); par ce changement de coordonnees, I'616-
ment de volume se conserve si n est impair, change de signe si
n est pair.

V1. Application ii I’espace projectif complexe.

30. Prenons, dans !'espace projectif complexe rapporté a n 4~ 1
coordonnées homog&nes xi,Xi,...,X,,+1, comme groupe fondamental
(?, le groupe (cios) lineaire unimodulaire qui laisse invariante la
forme d’Hermite definie positive

4~ 4% 0 4% Xn+IXn+1

Nous obtenons ainsi l'espace hermitien elliptique, qui est symotrique.
L’automorphe involutive A correspondant au point (0,0, ...,1) de

l’espace est
Xi - X, X2 - —X2i..., Xn X, Xnii Xl s

Le groupe y est ici le groupe lineaire (non unimodulaire)
d’'une forme d'Hermite dcfinie positive

elel 4- €262 4~ 110 4" enenii
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il est a 2n variables reelles, qui sont les parties reelles et imagi-
naires de ene2,..., e, Designons par (a-) la matriee reprosentative
de la substitution unimodulaire la plus generale laisant cette forme
d’Hermite inyariante, et dosignons par 0 un parametre angulaire
yariable. Le determinant est egal au produit determinant

! t <212€'° alne
D(i) = 612|e|| alzefl -j-t .
an"{o .. v cnne +1

qui se rapporte aux yariables eve2,e,,, par le determinant ima-
ginaire conjugue relatif aux yariables et, 2,...,en

Le polynome de Poincare de 'espace projectif complexe est done
dgal a la valeur moyenne du carré du.module du determinant D(t),
quand 0 varie de 0 a 2ir et quand la matriee (cqy) decrit tout le
groupe unimodulaire de la forme d’Hermite.

31. Pour faire le calcul, portons d’abord notre attention sur 0.
Nous yoyons que le polynome de Poincare sera de la forme

4+ famdl + &,

en designant par /3p la yaleur moyenne du carre du module de la

somme des mineurs diagonaux a p lignes et p colonnes de la ma-
trice (alj). (Test aussi, si I'on veut, la yaleur moyenne du carre du
module du caractbre de la substitution lineaire du gooupe y (n° 25)
qui indique comment y transforme entre elles les formes extérieures
[el, e,~... eip]. Or le groupe yp est irreductible et par suite, d'apres
un theoreme fondamental de la theorie des caracteres ¥ la yaleur
moyenne cherchee est Ogale a 1.

*) Si la reduction d’'un groupe lin¢aire fini ou continu cios donne nais-
sance a K groupes irreductibles non equivalents entre eux, ces groupes se pre-
sentant respectivement fois, w2 fois, ..., fois, la yaleur moyenne du carre
du module du caractere est Sgale ;i

C2 —1*“ "2 —H s c*.

Deux groupes lineaires irreductibles et Y2 isomorphes a un meme groupe ff
sont equivalents s'ils transforment le meme nombre de yariables et si, au besoin
par une substitution lineaire prealuble eflectuee sur les yariables de I'un des
groupes, a chaque transformation de ( correspond la MEME substitution pour
7i et 7a.
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Le polynome de Poincare de !’espace projectif complexe a n di-
mensions complexes est donc

th 2»-2 | #2«-4

La forme invariante de degre 2p est eyidemment
NeAed... elpeiteit...elp],

la somme etant dtendue a toutes les combinaisons p a p des indices
1,2,...,w.

32. L'invariant intégral de degré 2p peut etre ocrit explici-
tement. Astreignons les coordonnées x1,...,x,,+i a satisfaire a la
relation

(12) XIXl 4- x2x2 4-... + Xntlxn+l = 1,
et considorons la forme différentielle extorieure
(13) Q = [dxldx1] 4- [dxtdx?] 4- ... 4- [dx,,+1dx,,+1].

On yorifie facilement que cette forme ne change pas si on
multiplie toutes les coordonnees par un facteur yariable e‘n, ce qui
n'altere par la relation (12). La forme (13) est d'autre part inva-
riante par toute substitution du groupe fondamental. Elle donne donc
linyariant intégral cherebe du seeond degro. Les autres s'en do-
duisent par elevation (extorieure) au carrd, au cube, la forme de
degre p o6tant

Qp — Z[dxtl dxi2... dxip dxhdxi2... dxtp].

Il est a remarquer que la forme (13) est purement imaginaire;
il faudrait la multiplier par une constante purement imaginaire pour
obtenir un invariant intégral roel.

33. Le théoréme A (n° 20) est ici facile a ydrifier. Etendons
par exemple lintégrale fQ a une droite de l'espace, par exemple
a la droite

nR=ag=..=X,4%—0;

I'invariant intdgral J'Q n’est autre que celui qui donne l'aire de la
droite complexe, dofinie par deux coordonnees homogenes Xxx. X2;
c'est donc, a un facteur constant pres, l'aire de la sphére. Pour
faire le calcul, posons

e
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la variable complexe £ prenant toutes les yaleurs, y eompris oo0.
Nous aurons

N2 (i + 8T) =1,
ce qui nous permet de prendre

X2 — X21

la forme¢ O se reduit alors a
= [("z? + x2dQ"dx? 4- j] = x2[d"dQ -|-

4- x2dx2(\d£- &£)] = .
i+oO
L’intégrale
mr d&£
a+ o

donne, au signe pres qui dopend de orientation de la surface d'in-
togration, la valeur 2 iir.
Il en resulte que lintograle

1

2 lir I + dxn+ldx,,+1

etendue a une droite complexe de l'espace, consideree comme sur-
face fermee d'integration, est egale a 1. Cette meme integrale etendue
d une courbe algebrigue de degre p, serait egale d p, puisqu’'une telle
courbe peut, par déformation continue, se réduire a un systome
de p droites.

34. L’invariant intégral de degre 2 p a egalement une poriode.
Si on l'etend a une yariete piane a p dimensions (complexes) de
I’espace, on trouve sans difficults

d&d&...dEpd&dei...deL
—/(i 4 NN\ NN\ N\ CC)"4'1’

le second membre 6tant etendu a !’ensemble des valeurs eomplexes

des yariables Cette intograle est egale a Bien
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entendu il faut supposer que la yariotdé d'intdgratiou a ete orientde
convenablement.

On voit donc que, pour l'espace projectif complexe, les theo-
remes A et C sont valables, du moins si on se borne a considerer
les yariotds fermoes algobriques, e'est a dire dofinies par des rela-
tions algébriques entre les coordonnees xl,...,X,,+1.

35. Si le théoreme B est exact, le lieu des points roels de
l'espace, ou du moins l'un de ses multiples, doit Otre réductible
a un point par déformation continue. En effet, si n est impair, il
n'existe aucun inyariant intégral de degré m; si n est pair, il en
existe un, mais sa yaleur est nulle quand on I'6tend a l'espace pro-
jectif réel. La yorification de la propridtd topologique 6nonebe est
facile.

Donnons-nous en effet un point imaginaire fixe (a,, a2,..., a,t]),
et considorons, pour chaque yaleur roelle et positiye de X, la yariéto
fermee X n dimensions, lieu du point

(14) Xal -j- Xa2 -j- a2, ..., Xiz,t1 -j- X,,+l,

ou on donne aux quantites x}, x2, 111 x,+1 toutes les yaleurs reelles
assujetties a satisfaire a la relation

N+ NN = -

Il est essentiel de s’assurer que les n -j- 1 coordonndes (14) ne
peuvent jamais Otre toutes nulles, ce qui est dvident puisque le
point (&) n'est pas roel. Pour X =0, la yari6to fermde se roduit
a l'espace projectif réel, compte deux fois', pour X = oo, elle se ro-
duit au point (a,); elle se deforme d'autre part d'une maniere con-
tinue avec X. Le double de l'espace projectif rdel est donc ldductible
a un point par doformation continue I).

36. L'espace hermitien elliptigue admet, si n est impair, une

*) La determination des nombres de Betti du plan projectif complese
a ete yirtuellement faite par H. Poincare, qui a etudie (Zoc. cit., p. 88—99) la
variete dont ehaque point est constitue par un couple non ordonne de points
pris sur une hypersphere. Or si I'on se donne dans le plan projectif complese
une eonique (C), tout point du plan est defini par le couple [nen ordonne des
points de contact des tangentes menees de ce point a la conique; or les points
de la conique (complexe) sont en correspondance biunivoque avec les yaleurs
d’un parametre complexe, c’est a dire avec les points d’une sphere reelle.
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jorme de Cliffordl) 8' qu'on obtient en regardant comme identiques,
dans l'espace projeetif, deux points qui se dsduisent I'un de l'autre
par Vantiinvolution

(15) aj = z2, aj==—a ajs=a>4, aj=—2a%,..., af==aq,,t1, aj+tl =x,,.

Le groupe fondamental G de !’espace hermitien elliptique n’est
plus defini d’'une maniere uniforme dans le nouvel espace S\ n$an-
moins toutes les transformation de G invariantes par les relations
(15) engendrent un groupe transitif G' qu’on peut prendre comme
groupe fondamental (cios) de l'espace <S, qui est ainsi un espace cios
isogene. Mais cet espace n'est plus symetrigue. Le groupe G' est celui
qui laisse invariantes a la fois la forme d’Hermite

—= N2N2 41 4= NI

et la forme extSrieure

[r172] —+ I

Quant au sous-groupe g¢', il est form$ du sous groupe de G' laissant
invariant le point (o, ...,0, 1), combine avec la transformation
Mo ™ Ry, P M+l

37. L'espace 8' peut etre obtenu en partant de l’espace pro-
jectif complexe 8, doue du groupe fondamental G', et en y regardant
comme identiques deux points se deduisant I'un de l'autre par l'an-
tiinvolution (15). Les intSgrales de differentielle exacte de <?'seront
certains des invariants integraux de l'espace 8 [doue du groupe fon-
damental G'), a savoir ceux qui sont des intsgrales de differentielle
exacte et qui sont invariants par antiinvolution (15). Or nous con-
naisons un systeme complet d’'intsgrales de diffSrentielle exacte de
8'; c'est celui qui est constitu$ par les invariants intsgraux de l'es-
pace hermitien elliptique; ils sont invariants par G', gui est un sous-
groupe de G. Donc nous n'avons qu'd chercher ceux de ces inuariants
gui sont innariants par l'aintiinvolution (15). Comme la forme O se
reproduit changse de signe par cette antiinvolution, il en résulte que
les intSgrales de diffsrentielle exacte cherchses de l'espace 8' font

*) Une forme ds Clifford d’un espace homogene E est une varieté loca-
lement identigue ii E, mais dans laguelle les transformations du groupe fonda-
mental (?, bien qu’existant loealement au voisinage de la transformation iden-
tigue, ne peuvent pas se prolonger partout. Voir E. Cartan, Legons sur la
Geometrie des espaces de Riemann (Paris, Gauthier-Yillars, 1928, chap. IIlI).
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fOl, fOi-.1 Autrement dit le polynome de Poincare de']?espace &'.forme
de Clifford de 1'espace projectif complexe, est

t-n + 124 + ... + [*

On voit que cet espace est non orientablel).

38. Le raisonnement procedent pourra s'appliquer a toute forme
de Clifford E' d’'un espace cios isogene E, pourou que cette forme
de Clifford constitue encore un espace cios isogene: on prendra ceux
des invariants intdgraux de l'espace E qui sont des intégrales de diffe-
rentielle exacte et qui sont invariants par le groupe discontinu qui
fait passer d’un point de E a tous les autres points correspondant
au meme point de E'. Il est essentiel de remarquer que cette regle
tomberait en dofaut si l’espace E n'était pas cios. Il suffit de con-
siderer le cas du tore, regarde comme un espace cios isogfene se
déduisant du plan euclidien au moyen d'un rcéseau de parallolo-
grammes: le plan euclidien n'admet aucun invariant integral li-
neaire, tandis que le tore en admet deux.

VII. Application a l’espace projectif coniplexe regle.

39. On arrive a des resultats goéomotriques intéressants en
considerant l'espace projectif complexe regli', nous nous bornerons
au cas de l'espace a trois dimensions (a 8 dimensions réelles, si
on le regarde comme un lieu de droites).

On peut regarder est espace comme un espace cios isogene
symetrique?). Partons pour cela du groupe lindaire unimodulaire
G de la forme d'Hermite

XXX1 + XiXi + H- xixt

*) Cet espace admet une representation biunivoque sur une variete reelle
de l’espaee euclidien a 35 dimensions; les coordonnees d'un point de cette va-
riete sont les coefficients du developpement du polynome

(ax, —bx, oxt —dx3jt(axl +bx2 cx3-J-dxiF

considere comme polynome en 4, b, ¢, d.

’) Cet espace admet une representation sans singularite dans l’espace
euclidien a 15 dimensions au moyen d'une variete reelle V definie de la ma-
niere suivante. Designons par ptj les coordonndes pluckeriennes d’une drojte
assujetties a satisfaire a la relation P,2P\i 4~ ++ H—P34P34 = L 14@8 coordon-
nées rectangulaires d’un point de V seront les quantites
Rocznik Pol. Tow. Matem.T. VIII 14
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et de 1'automorphie involutive
(16) X{=—x, x3 =—xt, xX3=x3, xi =xt

Le sous-groupe earactoristique de cette automorphie est celui qui
laisse invariante la droite x3 =x3 — 0 (et aussi la droite X3 =xi =0,
polaire de la premiére par rapport a la forme d’Hermite). L'auto-
morphie considéree donne donc naissance a l'espace des droites
transformees de = x3 — 0, c'est-a-dire a l'espace projectif rcgls.

40. Les transformations infinitdsimales de G qui se repro-
duisent changees de signe par l'automorphie (16) sont les quatre
transformations

et les quatre transformations suivantes, qui doivent etre regardses
comme imaginaires conjuguees des precodentes,

On verifie facilement que le groupe lindaire y transforme
entre elles les variables el?e? e, e4 en les multipliant d’abord par
un méme facteur de la forme €B et en effectuant ensuite sur elles
une substitution orthogonale arbitraire a coefficients reels.

La raisonnement qui a etdé fait (n° 30) dans le cas de I'es-

~APikPjk-\- PikPik), y—~repikPik—pjkP.k) (*=H),
K K

2(PIkPIk — PikPik), ~P3kPik — PikPik),
k K

2 (PikPik 4" PikPik  Pik Pik ~~ Pik Pik)-

Les transformations que le groupe G exerce sur les droites se traduisent par
des rotations autour de l'origine effectuees sur l'espace euclidien dans lequet

est plongee la yariete.
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pace projeetif ponetuel montre que le polynome de Poincare est ici
encore de la forme

4~ /N6 + V4 4~ 4- &,

[[J désignant la valeur moyenne du carr6 du module du caraetere
du groupe linsaire qui indique comment le groupe orthogonal reel
a quatre yariables transforme les formes exterieures de degre p.

Or pour p =1, nous obtenons le groupe orthogonal, qui est
irrsductible; nous avons donc = 1. Pour p—2, le groupe li-
neaire qui transforme les formes [e,ej se dScompose en deux groupes
irreductibles non equivalents ¥ I'un transformant entre elles les trois
quantites

[e2e3] 4~ [3ed], [ese,] + [2 e], [eN] + [e.ed],

l'autre transformant entre elles les trois quantites

[~3] [eSel] [e2eiL.  [ele2] [e3e4]

on a donc /3 = 2. Enfin on a /3 = /34 = 1.
Le polynome de Poincar$ de l'espace projeetif complexe regl¢
est donc
| =44-wWAaA-HA4a

41. Les formes differentielles invariantes de l'espace se de-
duisent immdcdiatement de ce qui precode; ce sont les formes

Qt — [wiwd + [wW2w2] 4- [a>8«s] —+ [~474],

= [(W2w3 —+ Wjw4) (0)2wa -J- 4"
4- [(UBW]  102W4)(to3tol — t02WA)J —j- [(Wi&)2 -J-O)stod) (Wiw2 4" WSW4)],

oza = [(<az2a>3 — WjWA) (w2 — wiway 4"
[(wstol — W2<04) (<>JSW1 — W2W4)] + [(«1W2 ---- wsw4)(wlm2 — w50)4)],

06 = [wjw2w3w]d2wsj 4" [to)w2wawiw2<d] 4" [witswha)l a3p>4] 4~

4~ [woa3cato2a>3wd],

’) Ces deux groupes sont tous les deux identiques au groupe orthogonal
de trois yariables. NSanmoins ils ne sont pas equivalents, parce qu’il existe une
infinit¢ de transformations du groupe orthogonal h 4 yariables qui laissent in-

rariantes les trois quantites [e2e3] 4- [M4]> [MIil 4" ie2c«L [eie»] 4* [eeeJ sans laisser
inyariantes les trois autres. Si les deux groupes s$taient squivalents, le coeffi-

cient /?, serait egal a 2= 4 et non pas a 124-12 = 2 (notg p. 204).
14*
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auxquelles il faut ajouter la forme qui donne 1'6lément de volume

On peut substituer aux deux formes indiqudes du quatribme
degro les deux suiyantes

e =

1712) = [oJ2<)3WIW4]  [ws(,)!«)WJ -j- -f- [8, 040023 -|-
4" [tojW1Wstol | 4 [wswawlw2)>

qui s'en deduisent par addition et soustraction.
42. L'intégrale r—- peut encore se mettre, a un facteur con-
stant pros, sous la forme

po OOt - DRIt - Optcit - aptiopit - dpSidp”

en astreignant les coordonndes pliickeriennes de la droite a satisfaire
a la relation

PPIl 2= PPIS - PPU -prnprn a-PUPU - PRPU— .

Cette intdgrale, 6tendue aux droites d’un faisceau, par exemple
du faisceau
XZ =0, 4~ X1l —0;

Pﬂuretlepjj.ue_lles twﬁés les coordonndes pliickeriennes sont nulles sauf
~
!

" dlal

Etendue aux droites d’une surface reglee algoébrique d'ordre p, elle
donne une yaleur TJS fois plus grandey.

43. Nous allons calculer les yaleurs des deux integrales de
differentielle exacte du quatrieme degre pour quelques yariétes fer-
mees a quatre dimensions. Nous considérerons

1° la yariotd F(l) des droites situdes dans un plan fixe;

’) Dans le cas d'une quadrique, on suppose qu’on ne considére que i’une
des familles de gendratriees. On doit definir 1'ordre d’une surface regl¢e par le
nombre des generatrices de la surface qui appartiennent a un complexe lindaire
arbitraire.
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2° la yari6to F(» des droites issues d'un point fixe;

3° la yariéto F(3) des droites rencontrant deus droites fixes;

4’ la yariéto Vm des droites réelles.

Nous ddésignerons par 7() et les yaleurs des intégralesfOP et

Otendues a la yari6td V(>; ces deux intdgrales changeront si-
multanoment de signe si I'on change l'orientation de Fw. Nous sup-
poserons que la yariétd V(> contient la droite origine =x2—0
et nous allons d’abord chercher quelles sont les expressions de 24l) et
fi® pour le yoisinage de cette droite.

44. Toute droite yoisine de la droite origine = 13a;2 = 0 peut
se doduire de celle-ci par une transformation infinitesimale

Z-1

Les oquations de la droite considdrée sont donc, d'apres (17),

-|- (wj )es -j- (ws -f- — 0,
an — (w, — -|- (wj — iw2)ad = 0.

Les yariations elementaires des coordonndes pliickeriennes de
la droite sont donc donnees par les formules

dpn = - wj - W2, A7A23 === W4 ~Wg,
dp2i --- wg iwa, APsi ~~ “7 13
dpn ==0, ==0.

On a inversement

Lo dp), we = ¢ (dpu H- 223)1
(18) 1
w3 = —(dp2i dlpsl), wi— (dp2i H- dpsl).

Ces formules permettront, dans chaque cas particulier, de cal-
euler et au voisinage de la droite origine.

45. Calcul des intograles Iw et ¢?l) — Prenons pour yarioto
F<) ’ensemble des droites du plan xr = 0. Chacune d'elles est do-
finie par les trois coordonnoes pliickeriennes pi2, p2s, p3l, les trois
autres Otant nulles. Il y a donc une correspondance biunivogue entre
les droites de F(l) et les points du plan hermitien elliptique de co-
ordonnees
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fi —-Pity - PiSi fi - Psi-

D’autre part le groupe fondamental G contient, comme sous-
groupe laissant invariante la variete K(x), le groupe fondamental de
ce plan hermitien. Il en resulte que chacun des élements d’integrale

et ne differe que par un facteur constant de l'¢lement de
volume

dr = [d&d&d&d"] + [drd&d dA] + [d&d d&dZ]

du plan hermitien elliptique.
Or on a, au voisinage de la droite origine, dgl=0 et, d'apres (18),

. m — , 1 _ i
«i=2d" 02—2d™MN 0i=—-2d"N" CI——2dn’
Par suite
D P =" <<<?] = [dT,
=0.

Comme le volume total du plan hermitien elliptique est (n° 34)

egal a
>2

on peut prendre, pour une orientation convenable de V/(x)
(19) Z<»=7T ~>=0.

46. Calcul des integrales Z(2) et eP2\ — Prenons pour Vm l'en-
semble des droites issues du point = x2=x3— 0. A chacune
d’elles correspond d'une maniere biunivogque un point (, £,) du
plan hermitien elliptigue xt—0, et on a

Pu = Psi — 72> Psi — Ssy Pis — Psi — P12 — 0.

Par le meme raisonnement que pour F(X) on montre que
DP et DP ne différent que par des facteurs constants de 1’6lément
de volume dx du plan xt —0. Or, au voisinage de la droite ori-
gine, on a, d'apres (18),

ws = 2I w3=g<Zg?, wA=g"s

et par suite
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| } B
U’ =y,
oT = = idr.
On a donc finalement

(20) J2) = 0, 5 = ~2

47. Calcul des integrales J@3) et e(3\ — Prenons pour F(3) 'en-
semble des droites qui rencontrent les deux droites fixes ag = xt — 0
et xt—xi — 0. Chacune d'elles peut etre d¢finie par un point (0,

0, £) de la premiere et un point (j/p 0.r]j, 0) de la seconde, avec

£ifi + Os — 1, 77N 4" Wi — 1-

Il y a donc une correspondance biunivogue entre les droites de
F(3) et les couples de points de deux droites complexes, qu’on peut
considérer comme deux espaces hermitiens elliptiques. La encore
chacun des eloments d’integrale et sera., a un facteur con-
stant pres, le produit extSrieur des 6l¢ments d'aire da, et dcr? des
deux droites:

da, = [dIndl;,] + N2 = [NIN] + [d>hdin].
Au voisinage de la droite origine — 0,9, =0), on a d(;2=
= {pi_ — 0. D’autre part on a
Pu — "2'7n Pit — Pa — 7s'7ii.
B = - £1'2, Pil == P12 — £171,

et par suite, au voisinage de la droite origine,

— dr/,, dptl = 0, dpti =0,
dpts == d<;,, dp3i =0, dplt =0.

Les formules (18) donnent alors

«i = — 2 (dEi + dij,), (dl;, —rfifj), m, —0, Mt=0,
= 0(2) == — lld~d~diiidii,] — — ~da,da2.
Comme laire totale de la droite complexe est 2iir, on obtient
(21) <P = "3) =
48. Calcul des integrales Iw et Sm. — Toute droite reelle

orientee peut etre mise en correspondance biunivoque avec un couple
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de points de denx spheres de rayon 1. U suffit de poser

P14 + Pil = £1y Pil + i34 + Pu =
Pu Pi3—s7iy Pu  Psi —s7iy Psi. P12 = s>

les coordonnds pliickeriennes etant assujetties a avoir la somme de
leurs carres egale a 1.

Le groupe fondamental G admet, comme sous-groupe lais-
sant invariante la yari6t6 F(4), le groupe des rotations de la pre-
miere sphere et le groupe des rotations de la seconde. Par suite
chacun des el$Sments d'integrale et ne differe que par un
facteur constant du produit extorieur des Olements d'aire des deux
spheres. Au voisinage de la droite origine (gj = — 0, ==> =0),
ces ¢loments d’aire se roduisent a

d<Ti — dor® = [dhjydij.,].
Or on a, dapres (18),

et par suite, par un calcul facile,

fiit — 4“ A[dhidIndihdriz]l, O? = -gldtid™dindijh]-
Il en resulte immediatement, pour l'ensemble. des droites reelles
orientees, que les yaleurs des intograles et sont 2t

et —2-7F2. Mais il faut reduire ces resultats de moittd puisqu'A
chaque droite reelle correspondent deux droites orientdes, et on a

(22) /=T, =_Tm

49. Si nous admettons I'exactitude des theoremes A et B
dans l'espace projectif complexe regle, nous voyons gue nous avons,
entre les quatre yartétos P4), P2, P3), Vw conyenablement orien-
tees, les homologies

p3) ~ P
pro~ p(» p®

En toute rigueur nous pouyons simplement affirmer qu’un
certain multiple entier du premier membre de chaque homologie
est homologue au méme multiple du second membre.

Il est a prosumer que si V désigne l'ensemble des droites
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d’'une congruenee algsbrique, on a ’homologie
+ 2F5

p dssignant le nombre des droites de la congruenee situees dans
un plan arbitraire donn$ et g le nombre des droites de la congru-
ence passant par un point arbitraire donn$. Cette rigle s'applique
aussi a l'ensemble des droites reelles.

50. On remarguera qu'a la difference de ce gui se passe dans
I'espace projeetif ponctuel, l'ensemble des elements reels de I'espace
n'‘admet aucun multiple gui soit réductible a un seul elément par de-
formation continue.

51. Nous ne nous attarderons pas sur l'invariant intsgral
J'06. 11 admet une psriode non nulle si on 1'stend a l'ensemble des
droites qui rencontrent une droite fixe. Il est a présumer qu'stendue
aux droites d'un eomplexe algebrique, sa psriode est multiplise par
Tordre du eomplexe (nombre des droites du complexe passant par
un point donne dans un plan donnd ’).

52. Enfin on peut considérer une forme de Clifford de I'es-
pace projeetif complexe rsgls en regardant comme identiques deux
droites qui se dsduisent I'une de l'autre par I'antiinvolution

(23) p-n =plit p3l — p2il pl2 = p34) plt = pls' p2i = psil p3i —pl2 2).

Ce nouvel espace admet le meme groupe fondamental (?; mais
le groupe g correspondant est mixte. On voit facilement que par
I'antiinvolution (23) la forme Q? se reproduit changse de signe et
que les formes f}I et s'echangent entre elles. Le nouvel es-
pace n'admet donc, en dehors de son $lSment de volume a 8 di-

*) 1Jetude faite dans le paragraphe VIl peut se transporter a l'espaee
des spheres orientées complexes, grace a la transformation de contaet de S. Lie
qui change les droites en spheres orientees. L’espace projeetif eomplexe regle
est aussi l'espace des points d’'une quadrique de l’espace a cing dimensions.

2) Si Fon se reporte a la yariste F de l'espaee euclidien a 15 dimen-
mensions qui représente l'espace regle complexe, le nouvel espace considsrs
s’obtient en regardant comme identiques deux points de F symetriques par
rapport a l'origine. Il admet aussi une reprssentation biunivoque continue sur
une variete rselle de l'espace euclidien a 20 dimensions, les transformations.
projeetives de l'espace rsgl$s se traduisant par des rotations autonr de 1l'origine
dans cet espace euclidien.
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mensions. qu’un seul invariant intdgral, qui est du quatrieme degre,
a sayoir J'QP Son polynome de Poincare se reduit a. f8—-
+ N+ -

VIIIl.Le polynome de Poincare d’'un espace de groupe cios.

53. Considérons un groupe cios § d'ordre r et la yari6to re-
prosentatiye des transformations de ce groupe. Si lI'on dosigne par
Ti une transformation arbitraire de 9, elle définit un point de la

yariéto; il existe alors dans cette yaridtdé un groupe transitif cios
G dofini par les oOquations
(24) T = TaT"™\

ou 7),, Tbdesignent deux transformations donndes de 9. Nous pouyons
donc regarder la yariétd du groupe 9 comme un espace Cios iso-
gene 8 dont le groupe fondamental est G.

Le groupe G admet l'automorphie involutiye A qui consiste
a remplacer 'op6ration (24) par l'opdration

(25) Ts, = ThTAT-\

et le plus grand sous-groupe continu g de G dont chaque oporation
est inyariante par A s'obtient en prenant Tb= T,,: c'est le groupe
adjoint de 9. Il laisse précisdment invariant le point O de l'espace
8 qui correspond & la transformation identique de 9. L'espace 8
est donc symctrigue. Le groupe lindaire y n'est autre que le groupe
adjoint lindaire, considor6 comme operant sur les paramotres en
e2,..., er des transformations infinitésimales de 9.

54. Le groupe cios & se docompose, au moins au point de
vue infinitésimal, en un certain nombre de sous-groupes simples et
de sous-groupes a un parametre Ochangeables entre eux ¥ |l en
resulte immediatement, en appliquant la regle du n°® 25, que le po-
lynome de Poincare de l'espace 8 du groupe cios 9 est le produit
des polynomes de Poincare relatifs aw groupes simples composants ¥.

) E. Ccartan, Goupes simples cios et ouoerts et geometrie riemannienne
(J. Math. pures et appl.,, 8. 1929, p. 10—11).

’) Ce theoreme est a peu pres Oyident pour une yariétd close produit
direct de pluBieurs autres yariétes closes: cela veut dire qu’il esiste une cor-
respondance biuniyoque continue entre un point de la premiere yariété et Fen-
semble de plusieurs points dont chacun est pris dans une des autres yariotes.
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On peut donc, dans la recberche du polynome de Poincare de
Fespace d'un groupe cios, se ramener au cas des groupes cios
simples.

55. La transformation generale O du groupe adjoint linGaire
7 du groupe simple 8§ admet | multiplicateurs 6gaux a 1, | otant le
rang du groupe, et r — 1 autres multiplicateurs de la forme e"®:
Les wa’) sont des quantites deux a deux dgales et opposbes, com-
binaisons linGaires a coefficients entiers, qu'on peut supposer tous
positifs ou nuls, ou bien tous negatifs ou nuls, de | parametres an-
gulaires yariables P2, ..., $z. Reciproguement du reste les ¢ peu-
vent s'exprimer par des combinaisons lindaires a coefficients entiers
de | des quantites wa

Si 'on considére l'ensemble des transformations O pour les-
quelles les parametres < ont des yaleurs comprises entre <pu et
> -|- le volume occupe dans Fespace par ces transformations
est. & un facteur eonstant pres, egal a

le produit oOtant etendu a toutes les quantitos positwes (c'est-a-
dire combinaisons a coefficients positifs ou nuls des

Le determinant est ici egal a
A — H-
Soit alors ¢ le terme eonstant dans le ddéyeloppement de la
fd)q

sorie de Fourier limitee {|_7(e 2 —e 2 )2 Le polynome de Poincare

cherche est le guotient par ¢ du terme eonstant (par rapport aux p,) du

Mais le théoreme du texte va un peu plus loin, paree que la representation
de Fespace 8 comme produit direet de plusieurs espaces de groupes simples
peut n'gtre yalable que loealement.

’) Ces quantites n’ont aucun rapport avee les formes de Pfaff introduites
au n° 3.

) Voir, pour toutes ces proprietes, H. Weyl, Theorie der Darstellung
kontinuerlicher halb-einfacher Gruppen durch lineare Transformationen 11, 111
(Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 328—395). La propriete des <»a de pouyoir s’ex-
primer au moyen des avec des coefficients tous du meme signe est due a E.
Cartan (Annali di Mat., 5, 1928, p. 253—260).
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deneloppement de la serie de Fourier
‘O)a i(i)a

(t+ iyn(t+ £“«) (i 4- e~'aa) (e 2—e-~T )

Ce polynome est done divisible par (Z 1); | désignant le
rang du groupe.

56. On peut demontrer, relatiyement au polynome de Poincare
de l'espace d'un groupe cios, un théorome goneral remarquable.

Faisons t =1 dans le polynome de PoincarG; nous obtenons

. 2 .
le produit par — du terme constant du developpement de la serie

de Fourier

itoa ia 2 iaa iha 2 2

4_7(e2 f-e 2) (2 —e 2) =r_|1_"e/aa—

hja Goa -
Mais il est clair que cette série se doduit de /7(e 2 —e~2 ) en
changeant a1 en 2 <£¢; son terme constant est donc c. Nous arrivons
ainsi au theoreme suivant, valable, comme on le voit facilement,
pour tout groupe cios:

Le polynome de Poincare de l'espace d'un groupe cios de rang
| jouit de la propridte gue la somme de ses eoefficients est egale a 2".

Ce théoreme est en accord avec ce que nous avons trouvo
dans le cas d’'un groupe commutatif cios (n® 24), dont l'espace n’est
autre que le tore a | dimensions.

57. On arrive a un autre thdoreme generat en remplagant
dans le polynome de Poincar6 t par une racine cubique imaginaire
de l'unitd j. Nous allons montrer que le polynome s'annule par
cette substitution.

On a en effet

(—id )(—ibdeDa)=—j" 4~ 1 )
dou
00 i0a JMtja JCja
(—J 4-e") (34" )l —e2) =—j2 —e 2)

Nous sommes donc ramends a demontrer que, dans le doveloppement
du produit
3t0q 3‘aa i(aa iia
ne? -e~ 2 )el -<T 2),
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le terme constant est nul, ou encore que les deux produits développes

3fwa 3f<ao id)a ia)a
ne™~—e——)et 763 —e—)
+ +

nont aucun terme en commun.
Or, daprfes un theoreme du a H. Weyl’), le second produit

peut s'obtenir en partant du terme dominant e2 + “ et en appliquant

aux parametres < les differentes substitutions d’'un certain groupe

fini (S) engendrd par | substitutions involutives, les termes qui re-

sultent du terme dominant par un nombre pair de substitutions in-

volutives golneratrices etant precoédes du signe les autres du

signe —. Une propriéto identique a dvidemment lieu pour le pro-
3&>a 3/coa

duit flle 2 —=e 2 ); si donc les deux deyeloppements ayaient un
+

terme commun, c’est qu'ils auraient, aux coefficients pres, les mo-
mes termes, ce qui est absurde.

Le polynome de Poincare d'un groupe simple cios de rang | est
donc toujours divisible par (ts - 1) Dz L

58. On voit directement que le coefficient de et celui de
tr~2 dans le polynome de Poincaré d'un groupe simple d'ordre r
sont nuls tous les deux. Le groupe etant simple, son groupe adjoint
y ne laisse inyariante aucune vyari6tdo piane reelle ou imaginaire;
or il n'en serait pas ainsi si y admettait un invariant linoaire, ou
un invariant forme exterieure du second degré. Dans ce dernier
cas en effet le groupe y, qu'on peut supposer orthogonal, puisqu’il
est cios, laisserait, d’apres un thooreme classique, invariante au
moins une yariétd piane.

Ces rosultats peuvent se deduire, si fon admet le theoreme A,
d’ autres rdsultats obtenus d'une manidre toute difforente. On peut
en effet demontrer que dans l'espace du groupe tout contour fermo,
ou toute surface fermée a deux dimensions, admet un multiple en-
tier roductible a un point par déformation continue?). Reciproque-

) Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 382 sqcp

) Pour un contour ferme, le theoreme est du a H. Weyl (Math. Zeit-
schr, 24, 1925, p. 380); voir aussi E. Cartan, La geometrie des groupes sim-
ples (Ann. di Mat., 4, 1926—1927, p. 211—218). Pour une surface fermee, voir
E. Cartan, Groupes simples cios et ourerts et geometrie riemannienne (3. Math.
pures et appl., 8, 1929, p. 20, note 3).
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ment ces derniers r$sultats, de nature topologique, se deduiraient
des premiers, de nature algcbrique, si Fon admettait le theoreme B.

59. Si l'espace d’un groupe simple cios n‘admet aucune integrale
de differentielle exacte non equivalente d ziro de degre 1 ou 2, il en
admet au contraire toujours une de degri trois.

Si I'on suppose, ce qui est permis, le groupe lineaire y or-
thogonal, les constantes de Structure clk forment un trivecteur, c’est-
a-dire qu’elles se reproduisent, avee ou sans changement de signe,
suivant qu'on effectue sur leurs indices une permutation impaire ou
paire’). L'invariant intdgral du troisiome degr¢ est alors

la somme dtant etendue a toutes les combinaisons 3 a 3 des in-
dices 1, 2,...,r. En exprimant en effet que la forme exterieure

est inyariante par le groupe adjoint, on retombe sur les
relations algebriques fournies par l'identité de Jacobi?®.

60. Les theoromes precedents suffisent pour ddterminer com-
pletement le polynome de Poincar¢ d'un groupe de rang 2. En
effet le coefficient de tr~3, et par suite celui de t3, etant difforents
de zero et la somme des coefficients Stant $gale a 4, on a neces-
sairement le polynome

r+r-3+ 4-1=(t54-1) (r-3+1).

Il est tres yraisemblable que, quel que soit le groupe simple,
il n'existe qu'un invariant intogral du troisieme degre. Cela est
du moins certain pour les groupes simples des quatre grandes classes.

’) On obtient ces proprietes en exprimant que le groupe adjoint, dont les
transformations infinitesimales Ea f sont indiquees au n° 10, est orthogonal.

2) Si I'on ne suppose pas la base infinitesimale du groupe choisie de ma-
niere a. rendre le groupe ( orthogonal, l'invariant integral est, a un facteur eon-

stant pres, egal a f.1J2yijk<oi<»j<»k, en posant

fijS ™ (ctzffijfivekvz cIfiZijkaZV)‘
Z,0,v
Sous cette forme il existe dans l’espace representatif d’'un groupe quelconque.
La condition n¢eessaire et suffisante pour que le groupe soitintegrable est que tous
les coefficients 77* soient nuls. Voir E. Cartan, Sur la Structure des groupes
de transformations finis et continue (These; Paris, Nony et Cle, 1894, p. 48),
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IX. Les homologies gui existent entre les sous-groupes cios
il trois parametres du groupe d’une forme d’Hermite definie.

61. Nous allons, comme application, rechercher les differentes
yaleurs que prend l'invariant intogral du troisieme degrd lorsqu’on
U'etend aux différents sous-groupes cios a trois parametres du groupe
linGaire unimodulaire d'une forme d’Hermite définie positive a n
yariables

4- —+ .. =+ Xnxn.
Ce groupe 8n est simple; sa transformation infinitdsimale la plus
gonorale est de la forme

8sf

avec
ell 4“ eS] 4" oo + emn — 0, 4~ (k = Qe

La forme extdrieure inyariante du troisieme degro est

L AP,

62. Rappelons que le groupe lindaire cios irréductible d’ordre
3 le plus géndral s'obtient en cherchant comment le groupe lin6-
aire unimodulaire 8§ de la formg d'Hermite xx yy transforme
entre elles les quantitds

Xp,Xp 'Y, Xp Y\, .., xXy"-\yp.

Ce groupe, que nous appellerons gp. laisse inyariante, comme tout
groupe linGaire cios, une forme d’'Hermite definie positiye. Si I'on pose

al =xp, xx =\ vy, Xx = \C2Xp y2,..., X, =yp,
cette forme d’Hermite est
4- xixi 4- ... + xpHixp+l = (xx 4- yy)".

Si doncpz i M groupe considere est un sous-groupe

du groupe donne
Aux transformations



de correspondent dans gp les transformations

[pafsH =* £+<7- =+

l. A

«<./-fpi«. g't—=—>>,+hi? —1); («, =—= 4+ —+—
—— | g +... +|F

63. La transformation infinitesimale la plus generale de gp
stant dssignée par (P"ZM  &tZtF4~ on a, en considsrant cette
transformation comme appartenant i

Sl <

L i(p—2
=_ K05 WS A ito.,
f/p _1)
81 £ wblo o
K2t?—i) Ep
et, par suite,
2y(p4-1(p +2) WG WjWsl

3

Or la forme [t&fijjwj] donne l'element de volume du groupe
8t. On peut donc poser, en multipliant au besoin l'invariant in-
tegral par un facteur constant convenablement choisi,
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-J-1) (p 4- 2)
6

désignant la période de lintdgrale étendue a la yari6té fermoe
du sous groupe gpt). Neanmoins il faut remarquer qua deux sub-
stitutions de $j dont les coefficients sont dgaux et opposes ne cor-
respondent deux substitutions distinctes de gp que si p est impair.
La pdriode Ip+l doit donc etre réduite de moiti¢ si p est pair.

64. Le groupe 8n peut admettre 6galement des sous-groupes
cios reductibles a 3 parametres. Il suffira de prendre un certain
nombre de series de yariables

i R T TN

telles que les p yariables de la premiere série soient transformoées
par le groupe gp_i, les g vyariables de la seconde par le groupe
9g-t et ainsi de suite. On doit avoir naturellement

P4+ 24«4 <<

On aura alors, pour la periode correspondante,

le seeond membre devant etre roduit de moitid si tous les entiers
Pi sont impairs (p("2).

On arriverait A des rosultats analogues si Fon considorait, au
lieu du groupe unimodulaire d’'une forme d’Hermite ddéfinie, le groupe
orthogonal a n yariables roéelles.

) Considerees comme plongees dans 1’espace riemannien du groupe 8n, los
yarietes des groupes (P sont toutes a courbure constante, cette courbure etant
inversement proportionnelle a -L-pi; les volumes de ces yarietes sont d’autre

3.
part proportionnels h IP+i.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 15



L’'integration des fonctions sommables.

Par

Stefan Kempisty (Wilno).

M. Denjoy, en se seryant de ,maximumu et de ,minimum
d’epaisseur”, a dofini a la riemanienne Fintdgrale (A) d'une fonction
f(x) dans lintervalle (a, b~)3.

Il a etabli que cette intdgrale existe et se reduit a Fintdgrale
de M. Lebesgue pour la fonction sommable, il a supposo de plus
que linverse est probable, c’est qui est encore un probleme non
resolu 2).

Or 1l'6tude de Fintograle (A) que j'appelle approximative nous
conduit aux intdgrales a densite X pres. Ainsi sont appellees des in-
tégrales qui s’obtiennent en partant des bornes d densite X pres et
qui correspondent aux intograles de Darboux.

Nous yerrons que, pour une fonction sommable ces intdgrales
oOxistent, sont egales entre elles et leur yaleur eommune est inde-
pendante de X. Ces sont des fonctions d'interyalle dont chacune est
absolument continue en meme temps que le produit de la borne
correspondante par la longeur de Finteryalle.

De plus la continuitd absolue de cette derniere fonction d'in-
teryalle est une condition necessaire et suffisante de la sommabilito
de /'(«).

Au moyen des intograles a densite X proés nous pouyons do-
finir des intograles extrOmes approximatives.

*) A. Denjoy, Sur lintegration riemanienne, Comptes Rendus de I’Acad.
des Sciences t. 169, 1919, p. .220—1.

2) Dans la notge, Sur Fintoégrale (A) de M. Denjoy, (Comptes Rendus,
t. 185, 1927, p. 749—50), j'ai donne une doémonstration ineorrecte du th.
inyerse.
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Comme toute fonction sommable est approximativement ints-
grable, on en deduit une autre condition necessaire de som-
mabilité de f(fi): le produit d’'un borne a densitd6 X prés par la
longeur de lintervalle est a variation born6e pour toutes les ya-
leurs de les interyalles etant suffisamment petits.

Nous allons eommencer par I'6tude des proprietes des bornes
a densitd X pres et des fonctions approximativement continues.

I. Les bornes a densite X pros.

1. Conyenons d’appeler densite moyennet) de l'ensemble mesu-
rable E dans l'intervalle I, le rapport

171

en dodsignant: par \IE\ la mesure de lintersection de l'ensemble
E et de Pintervalle I, par |Z| — la longeur de I.

Considerons une fonction f(x) mesurable dans l'intervalle I et
un nombre X positif, inferieur a un.

Nous dirons que A est un nombre bornant inférieurement
« densite X pres la fonction sur Z, quand la densite moyenne
de l’ensemble

£= Ex[f{x) < A]
est an plus egale a X dans Z, c'esta-dire quand
|8 |<x|Z].

De meme B est un nombre bornant superieurement a densite y
pres (0 <y << 1), si l'ensemble
E=Ex[f(x)>B]
yerifie la condition
|ZEK/z|Z].

2. Toute fonction mesurable presgue partout finie est bornee (in-
forieurement et superieurieurement) d densite X pres, quelque soit
X positif et inférieur a un.

En effet supposons, par exemple, que f(X) n’'est pas bornee
suporieurement a densitd X pres dans Z

Alors il existe un nombre X = 0 tel que la densitdé moyenne
de l'ensemble

*) H. Lebesgue, Sur lintegration des fonctions discontinues, Annales
Sc. de FEc. Normale Sup. t. 27, 1910, p. 406.

15*
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E,, = EX[f(x) = n]

est supodrieure a X dans I, quelque soit n entier positif, en d'autres
termes
|za; | =x]|z|
Soit maintenant
EN = Ex[f(x) — -J- °°1-
Comme
jE0 = EIE2E} ...

et la suite de E, est non eroissante, nous avons
|ZN == lim |Z#,,|>X|Z|=0,

donc f(x) n’est pas presque partout finie dans 1.

3. Si X-|~fi<<1, le nombre A bornant inferieurement a den-
siU X priis est au plus egal au nombre B borngnt superieurem.ent
d densite u pres.

Posons:

A = Ex[f(x) < A] Et = Ex[f(x) = BJ.

Lorsque B, tout point x de l'intervalle 1 appartient X I'un
de ces ensembles au moins. Alors

|z|<|zz;1] + [zEV|<(X + 7|z|
et par suite
Ad~fi 1,
contrairement a ’hypothese.

Ainsi l'ensemble de nombres qui bornent f(x) inferieurement
a densite X pres est bornée supérieurement par un nombre tel
que B.

Si X-|-fi 1, nous anons la relation inoerse

ANB.

4. Comme tout nombre inferieur a A jouit de la moéme pro-
priete que A, l'ensemble de nombres bornants a densitdé X pres est
le segment d’une coupure.

Nous allons voir que cet segment est fermo, cest-a-dire qu’iZ
existe le plus grand des nombres A.

Soit m le nombre fini dotermine par la coupure.

Tout nombre m — 1 bornant inferieurement f(x) a densite X
n
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pres dans 7, nous avons, pour l’ensemble
En—Ex[/(a)) <m— |
la condition

Or l'ensemble
E = Ex[f(xX) < m]
est la reunion des ensembles En qui forment une suite non de-
croissante,
Par suite
[1£] =nli>r;r(;1|Z+_;|<X|Z|,

ce qui veut dire que m est un nombre bornant inférieurement
a densitd X pres f(x) dans I.

5. Appelons borne inferieure a densite X pres de f(x) dans
Z1), le plus grand des nombres A qui bornent inferieurement /(a;)
dans 1 a densitd X pres.

Comme cette borne est une fonction d'intervalle qui depend
de f et de X, nous allons la designer par m(f, I, X) on brievement
par »»(/), m(7) ou w(X) suivant que /, I ou X est variable dans le
raisonnement.

Le plus petit des nombres B qui bornent superieurement
a densitdé p pres sera borne superieure X densité p pres de f(x)
dans 7,

Des relations qui ont lieu entre les nombres bornants X den-
sité X prbs (7,3) on deduit

m(X) pour X -j-p <1,
m(X):*"M(p), , X+ ,u=>l.
6. Notre ddfinition differe de celle de M. Penjoy qui ap-
pelle maximum d'epaisseur de ¥ sur Z le plus grand nombre M tel
que l'ensemble

ait sur 1 la densitd (I'0paisseur) moyenne au moins egale a a et
minimum dtopaisseur le plus petit nombre m tel que l'ensemble

*) Voir ma note: Sur les limites approximatives, Comptes Rendus, t. 180
(1925) p. 642.

) loe. cit. p. 220; je les croyais equivalentes dans ma notg: Sur l'inte-
grale (A) de M. Denjoy.
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= Wi

ait sur 1 une densit6 moyenne au moins egale a /3, a + fi etant
inférieur a 1.
L’ensemble
E=Ex[f(x)<M]
etant le complementaire de Ex[f(x)"M], nous avons
[IE]l<(1
Alors le plus grand nombre M c’est la borne inferieure i den-
site 1 — a pres,
Le plus petit nombre m c’est la borne supdrieure a densito
1—/3 pres.
En dodsignant par M' et m' respectivement le maximum et le
minimum d’'epaisseur, on a alors, pour a + /3 -< 1,

m—mM@l—73 m{l—a=M,

en vertu du dernier théoreme de I, 3.

7. Comme un nombre bornant inferieurement a densite X pres
borne a fortiori a densitd fi pres, quand /i est supbrieur X X, nous
avons la relation

m(X)O@u),
pour
X<<p

Ainsi la borne inferieure a densite X pres est une fonction non
decroissante de X.

Qnand X docroit vers zero. »i(X) tend en ddcroissant vers la
borne inferieure mQ qu'on obtient en negligeant les ensembles de
mesure nulle. Quand X eroit vers un, wi(X) tend en eroissant vers
la borne superieure analogue

Alors

»i0 = limm(X)  wi(X) éi_m m(X) = Ma.

X<-0

La borne superieure a densitd X pres est une fonction non
croissante de X et on a
m0 = lim Jf((X)  If(X) 'C lim Jl/(X) =
X«

8. En tant que fonction d’intervalle la borne inférieure a dea-
sitd X pros est semicontinue supcrieurement, car c’est la fonction
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xt, X) dcfinie par M. Looman’), (a\, z2) etant linter-
valle 1.

Or M. Looman a etabli que O est semicontinue superieu-
rement par rapport au couple (a?, a?).

Comme, d'apres les définitions des bornes, on a

W) = 3

nous voyons que la borne supCrieure a densitd X pres est une

fonction semicontinue inférieurement de |, etant dailleur egale a la

fonction semicontinue inférieurement Xx2,1 — X) de M. Lo oman
9. Il est dvident que le nombre bornant inférieurement (sm

perieurement) f(x) a densite x pros dans I, borne a fortiori de la

meme maniere la fonction g(x) au moins (au plus) egale a f(x).
Il en vient que lI'on a, pour

»«(?)<>»(/); m(g\

Designons par N la fonction f(x) limitee superieurement au
nombre N, c’est a dire soit

TN == min (/,AT).
Or nous avons

m(fN) — pour »»(/) N,
m(fN) =N , ,
donc
»n(/N) = min (wi(/), A7).
En posant
TN — mas (/, N),
nous avons aussi
w(A) = mas (m(/), N).

En particulier, en posant N— 0, nous avons m(/0) + m(f°) =
— mas (w(/"), 0) -|- min 0) = m(f), 0 etant ainsi la partie non
nsgative et 0 la partie non positive de la fonction f.

Les memes relations ont lieu pour la borne superieure a den-
site X pres.

*) Sur les deus cathegories remarquables des fonctions de yariable reelle,
Fundamenta Math. t. Vv, 1924, p. 106, § 2.
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I1. Les fonctions approxiinativement continues.

1. M. Denjoy a appele f(x) approximativement continue au
point x0 si, $tant donne:

e=0, O<X<1],

on peut déterminer 3 de maniere que la densite moyenne de l'en-
semble

¥Kc61]
soit nuporieure a 1 — X sur lintervalle 1 contenant xQ de longeur
inforieure a 3.

Or il resulte de cette definition que la densitd6 moyenne des
ensembles

</(«O) — 4 = /(»«) + e]

est inférieure a X sur 1.
On en dc¢duit que, pour X <

m@) — e >»(l, 1, X) << IF(/, 1, X)  /("0) -j-e.
Comme dautre part les ensembles
W( >/00)-4 EX[T(X) </(")+¢
ont une densitd6 moyenne dans I supdrieure a 1 — X, nous avons,
pour p=1—X |
/(7o) —e<< M(f, I, p) < m(f I, p) </(a?0) -j-e.

Par suite, quelque soit X, les bornes a densitd X pres dans I
d'une fonction approximativement continue ont pour limite la naleur
de la fontion au point I'intervalle 1 tendant vers son point

/(®0) = X) = lim M(f, 1,X).
/—>Aq /
2. On en deduit quww« fonction approzimatwement continue

pour toutes les naleurs de x est la limite des fonctions continues F
En effet posons

> = mMON,a;4-"NjIx), Oa(@) == M (f, X=|-1J.X

) A. Denjoy, Sur les fonctions deriyees sommables p. 181 § 12 et
H. Looman loc. cit.
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La fonction <, est, d'apres le théorome de M. Looman, se-
micontinue superieurement par rapport a X, tandis que O,, est se-
micontinue inférieurement.

Comme, pour X ,

il existe, en vertu d'un théoreme de M. Hahnl) une fonction con-
tinue intermediaire fn(x-).
Or, la fonction F oOtant approximativement continue,
/(») = lim < (&) — lim 0,(0>)

n—>00 /i—>00
donc / est la limite de la suite de fonctions continues

A, A, A,

3. Quand Finteryalle 1 contenant le point x tend vers ce
point, sa densitd moyenne dans le plus petit yoisinage symetrique
de x contenant 1 est au moins Ogale a

Nous dirons que Finteryalle 1 (contenant ou non le point x)
tend regulierement vers x. lorsque cette densitd est au moins 6gale
a un nombre positif a, (parametre de rigulariti)f et nous ecri-
vons alors

1 x

a

Si a est inferieur A le point x peut etre extorieur a Finteryalle 1.
Nous allons voir qu'we fonction approximativement continue
au point xn est la limite eommune des bornes a densite X pres dans
I, lintervalle 1 tendant regulierement vers X8 suinant un parametre
a guelcongue.
En effet soit F,0 le plus petit yoisinage symétrique de xQ qui
contient Finteryalle I tel que

La fonction f(x) dtant approximatiyement continue au point
X0, on a, en posant

E==W(a3</( 0)-€],

*) H. Hahn, Uber halbstetige und unstetige Funktionen, Bericht Akad.
Wien 129, 1912 p. 103.
’) H. Lebesgue, loc. cit. p. 390.
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la relation

pour F/ suffisamment petit.
Comme Vlintervalle I est contenu dans F»

\EI\ <|7SFJCXa|FJ<X]7]
la borne inférieure i densite X pres satisfait donc X l'inogalito
m(/, 7, X)>/(a;0) —.

On obtient, par un raisonnement analogue,

Or, pour X + fu < 1,
m(/,1,X)<
donc en faisant tendre | V¥a| vers zero on a

/[(®0) = !meo m(/,7, X) = }I{)@ M(f, 7, Iz),
X et fi etant d'ailleurs quelconques.

4. Une fonction mesurable est, d'apres un théoreme de M.
Denjoy, presque partout approximativement continuel). Or nous
avons en tout point de continuite approximative

f(r) = lim m(f, 7, X) = Ii% J7(/, Z, X),

a

quelgque soit X

U en resulte qu'u»e fonction mesurable presgue partout finie
est presgue partout egale a la limite reguliere de ses bornes d densite
X pres, quelque soit X et parametre de rogularité a.

I11. Les integrales X densite X pros.

1. Soit f(x) une fonction mesurable et presque partout finie

dans un intervalle K— (a, V).
Diyisons cet intervalle au moyen d’'un nombre limite de points
en k intervalles partielles

=, %

‘) A. Denjoy, Sur les fonctions deriyees sommables p. 170 § 5.
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Nous allons designer pas s(/, K, X) et s(/, K. X) les limites ex-

tremes de la somme
*

Xzl

lorsque la norme de la division c’est-a-dire la longeur du plus grand
des intervalles Ih tend vers zero.

Ces limites sont des integrales extremes, au sens de M. Bur-
killl), de la fonction d’intervalle

Z7(/. 1, X) — m(f I, X) 11\
c’est-a-dire:

Lorsque s —s, nous dirons que /(«) est intégrable par défaut
X densitd X pres dans l'intervalle K et nous dosignerons pas s[f. K,X)
lintegrale par dofaut d densite X pres.

On dofinit de la meme maniere les intograles par exces a den-
site X pres S, S et £ en partant de la fonction d'intervalle

G(.Z,X) = W, 7:X)|7|.

Quand s = nous dirons que /(a?) est integrable d densite
X pres. en doésignant lintograle par

h

2. Toute fonction mesurable bornee est integrable d densite
X pres.
Considdrons une suite de divisions de l'intervalle (o, b).

A1) A3>vee, Dn,...
dont les normes tendent vers z6ro avec P Soient
a=xS<ZafC <. <x'li< <..<xK=,

*) J. C. Burkill, Fonctions of Interyals, Proc of the. Lond. Math. Soc.
22(2), 1923, p 279.
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les extremites des intervalles partiels de la division D,, D¢finissons
une fonction en echelle f,,(xX) = m(/, Xt\ X), pour K o< xt.

En tout point z0 de continuite approximative de /(d), contenu
dans l'intervalle (x"_"x") nous avons d’apros Il, 1,

f(«0) = IIim m(/, (a7_15af)> X
1l —>oc

donc presque partout (II,4)

(a?) = lim f,,(x).

La fonction considerée etant bornee, les fonctions f,,(x) sont unifor-
mement bornees.

Par suite
b b

I f{(x)dx — lim 7/ fn(x)dx.
J n->oc J

a a

Or lintograle de la fonction fn(x) est d6gale a la somme

I" etant l'intervalle (a"_i, a").
Puisque cela a lieu quelque soit la suite choisie de D,,, nous
avons

be(x)dx = s(f. K, X).

«

De meme

J':‘(x)dx — S(f. K. X),

«

donc f(x) est intograble a densite X pres et
b b

a a

Ainsi, Pintegrale lebesgienne d'une fonction mesurable bornee est
igale d Tintigrale d densitd X pres.

En particulier une fonction approximativement continue bor-
nee, etant limite des fonctions continues (1, 2), est integrable X den-
sitd X prés, quelque soit le nombre positif X inforieur a un.
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3. Soit f(X) une fonction non negatine sommable.

Toute fonction sommable 6tant presgue partout finie, f(x) est
bornée k densitd X pres (I, 2).

Soit m sa borne inferieure a densitd X pres.

D’apres la definition de m, I'ensemble

[A®) << wm]

vérifie la condition 11E| X111
En posant
l,, = min {/><},
nous avos

mi11\  Ffmdx +m.|IE\ Cfdx -f- X»i 1I\.

1-E 1

Par suite

L'intégrale lebesgienne étant une fonction absolument eontinue d’in-
tervalle, la fonction non negative d’intervalle y(Z) est aussi absolu-
ment eontinue, en dautres termes la somme finie

tend vers zéro en meme temps que la longeur totale des intervalles,
cest-a-dire |1t | -F-1A]|-j-++ +|Z |)).

En remplaeant la borne inférieure m par la borne suporieure
M et l'ensemble Ex\f(&} <<'»] par EJI\x} << JZ], nous avons

|Z7Z|<(1-X)|Z].
Donc
M\Z|< yf{x)dx + (1 — X)jf|I\

z

et par suite

<A7)=i/

/

La fonction ¢r(Z) est donc aussi absolument eontinue.

*) On dirait mieux ,absolument petitell puisgue cette propricte ne defi;
nit la continuite que pour les fonctions additiyes.
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Ainsi, si la fonction f(x) est sommable et non negatioe. les
fonctions g(f,1,X) et G(f,1,X) sont toutes les dewc absolument con-
tinues.

Si /(a;) est sommable et woro positwe, le theoreme a aussi lieu.
Nous avons en effet:

<?()--z7(-n

en vertu des proprietes correspondantes de bornes a densite X pres

(1, 8,
Par consequent, pour f(x) 0, nous avons
\gtflj + ... +7(,2n)] =G(-F + G(-fl13,

[G@f1:) + ...+ G(f, 7,)| =2(_/, A) + ... +2(_FT1a),

donc les fonctions g(f. 1) et (?(/, 7) sont aussi absolument continues.
Si f(x) est une fonction sommable quelconque, nous pouvons
la docomposer en deux fonctions 0 et respectivement non ne-
gative et non positive.
Or, d’aprés |, 9,

m(/) = m(/0) + >(/) = J/(Jo) + J7(/»)
et par suite
2) = + <) = CU)+O(/»).

La somme de deux fonctions dintervalles absolument continues
oOtant absolument continue, nous voyons que les fonctions g[f, 1™
etG(fl,X) sont absolument continues quelque soit la fonction som-
mable f(x).

5. Lorsqu’une une fonction d’intervalle est absolument conti-
nue, ses intograles extremes sont finies ).

Considorons les derioees extremes de la fonction d'intervalle

g(I\ cest a-dire les limites extremes du quotient » lintervalle

7 tendant regulierement vers x, quelque soit le paramotre de ré-
gularite a.

Designons ces dorivees par Dxg et Dxg.

Par suite d’'un thooréme de M. Burki 112), si <7(7) est abso-
lument continue, on a, pour K— (a, b), les oOgalitos:

’) J. C. Burkill, loc. cit. p. 287.
*) loc. cit. p. 309, th. 7, 6.
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—K

Or dans notre cas

Comme, pour toute fonction mesurable, nous avons presque
partout
f)= lim m(ff, X),
1—

les deux deriyees extremes sont egales a f(x) et nous avons
b
J9(1) = J7(-fh = Ffdx.
—K K a

Cela signifie que la fonction g(l) est integrable, est donc
integrable a densité X pres et
b
v i(x)dx = s(f,K, X).
a

Le meme raisonnement donng

b
Jfdx= S(f,K,X),

a

alors la fonction est integrable a densite X pres et son inte-
grale est Ogale a lintograle lebesgienne.

6. Comme g(f,1,X) et 6r(/, J, X) sont absolument eontinues
pour ¥ sommable, toute fonction sommable est integrable a densite
X pres.

De plus lintograle a densite X pros d'une fonction sommable
est independante de la valeur de la densité X, puisqu’elle est egale
a l'integrale lebesgienne.

Notre derniere raisonnement montre aussi que la fonction f(x)
est toujours sommable, si g{l) et G(I) sont absolument continues.
Or le reciproque etait etabli plus haut (1113, 4), nous voyons donc
gue la continuit¢ absolue de fonctions G(fl,X) et GFIF) est une
condition necessaire et suffissante de la sommabilite de f(x).
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IV. Intégrales approximatives.

1. Des propriotés des bornes a densitd X pres on deduit les
propriétds correspondantes des intograles a densité X pres.
De la relation

Wi(X)

yalable tant que X -j- 1 <11, nous deduisons, en formant les sommes
et en passant aux limites, les indgalites:

SM
<SM-
~ . s(X)

On voit de plus que les intograles par defaut s(X) et s(X) sont
de fonctions non docroissantes de X et que les intograles par ex-
ces S(ji) et SM sont des fonctions non croissantes de fi.

2. Appellons integrale inferieure approximative la limite de
s(X), X tendant vers zéro, et dcrivons

4
(A) ffdx = lim s(/, K-M).
J a->0 —

Cette limite est finie quand s est bornee pour les yaleurs suffisam-
ment petites de X
L'integrale superieure approximative sera

3. Comme, en vertu de 1V, 1, les intdgrales s(X) et SM sont
toutes les deux au plus oOgales A Fintdgrale supdrieure approxima-
tive, quelque soient X et nous pouyons supposer que X +
et nous aurons Pinegalito

Alors, si X tend vers 1, p tend vers zero et



Pour que lintograle supdrieure approximative soit finie il faut que
s soit bornde pour X voisin de 1.

Ainsi pour que les intograles e.rtremes approzimatwes soient fi-
nies, il faut et il suffit que les intdgrales par dofaut s(X) et s(X)
soient borndes pour toutes les yaleurs de X et par suite que la fonc-
tion dlinterealle gff, /, X) soit a nariation bornie, pour 0 <f X m< 1 et
les interoalles petitst).

On obtient la meme condition pour G(f. I, X).

4. La fonction f(x), dont les intograles extremes approxima-
tives sont finies et egales, est dite approximativement intograble. La
yaleur commune d% ces intograles sera l'intograle approximative de

f(x) dans (a, 6):
Comme, d'apres IV 1 et 3,

S(X) << S(X)
<X) <7(X)

I’6galitd des intograles extremes approximatives implique l'egalite
de toutes les quatre intdgrales a densitd X pres. Une fonction ap-
proximativement intograble est donc intograble X densité X pres,
quelque soit X, compris entre 0 et 1. De plus

donc lintégrale a densitd X pres d'une fonction approximatiyement
intograble ne depend pas du nombre X, car elle est egale X linto-
grale approximative.

Comme l'inverse rosulte de la definition de lintegrale appro-
ximative. nous yoyons que l'integrabilitd approximative est une con-

") Nous dirons que la fonction d'intervalle <z(l) est a oariation bornie
dans K quand la somme .-f-.'7(D est boraee quelque soient les in-
teryalles non empietants A, |12, B.. In formants une diyision de K.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIIF. 16
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dition ndcessaire et suffisante pour gue lintegrale a densite X prhs
existe et soit independante de X.

Toute fonction sommable est donc approximativement inté-
grable (111, 6).

5. Nous avons otabli (I1V, 3) que les integrales extremes appro-
ximatives de f{x) sont finies quand la fonction gff, J, X) est a va-
riation bornde, pour toutes les valeurs de X comprises entre 0 et 1.
et que cette condition est aussi ndcessaire pour les interyalles suf-
fisamment petits.

Ainsi pour gue la fonction f(x) soit sommable il faut gue la fonc-
tion d'intervalle g(J\I, X) soit a oariation bornee, pour 0 <X <1
et les intervalles petits.

On voit (111, 6) que la fonction d'intervalle g(J\ I, X) est dans
ce cas absolument continue, pour toutes les valeurs de X, et a va-
riation bornde pour les intervalles petits.

La fonction correspondante Gff, I, X) jouit de mémes proprictes.

V. Les fonctions de plusieurs variables.

1, Lorsque x est un point (ajj, ...,a%) d’une espace o. k di-
mensions, l'intervalle 1 est 'ensemble de tous les points dont chaque
coordonnde xt est comprise dans un intervalle linGaire (a(, 6,) ouvert,
fermé ou semi-ouvert.

L'etendue de l'intervalle | est le nombre

11\ = (bi — «i)(®N — «2) %o(& — ¥

qui remplace la longeur de l'intervalle lindaire.
Le ooisinage symétrique d'un point (a®xt,... xk) est intervalle
Vx dont les projections sont

{xt— h, xt -j- h) (z=1,2,...,1)
Si les intervalles It, compris dans K, n’empietent pas et
[ = 1AL+ Jis] + =+ 17,
nous dirons qu’ils constituent une dioision de K.
La norme de la division est la plus grande des dimensions des

intervalles 44...A\.
2. Ces notions etant ainsi precisoes, nous pouvont etendre les
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dofinitions des bornes a densite X pros et de la continuitd approxi-
matiye aux fonctions de plusieurs yariables.

Il en est de méme avec la définition de Fintograle d’'une fonc-
tion d'intervalle. Alors les dofinition des intograles a densitds X prés
et des intograles approximatives subsistent pour les fonctions de
plusieurs yariables.

3. Quand aux theoremes de ce momoire, ils subsistent dgale-
ment pouryu que I'on modifie la dofinition de Fintdgrale d’une
fonction d'intervalle, en exigeant que les rapports des dimensions
des intervalles partiels d’une diyision soient uniformement borndes
par deux nombres positives.

En effet dans la doémonstration du thoéoreme de M. Bur-
kill, cito au Il 5, il faut que la suite des intervalles partiels qui
contiennent un point x tende regulierement vers ce point, lorsque la
norme de la diyision doeroit vers zoro 4).

Or cela a bien lieu lorsque la diyision yerifie la condition
qgu’on vient d’enoncer.

Ainsi nous arriyons a la conclusion que toutes les theoremes de-
montrés dans ce mémoire peuyent Otre appliquds aux fonctions de
plusieurs yariables.

) loc. cit. p. 310.

16*



Deux types de relations logiques et la
methode de Poretsky.

Par

Zygmunt Kobrzynski (Varsovie).

Je considere une suite T finie ou du type w des termes
Je dosigne par E !'ensemble des fonctions logiques, dans

le sens de Poretsky, des termes de la suite 7; par En I'ensemble
des fonctions logiques des termes du segment Tn de la suite 7,
c’est-a-dire des termes ij, par Mn l’ensemble des minima,
dans le sens de Poretsky, de l'ensemble E,', par M,(a), a ap-
partenant 1 E,, l'ensemble des minima du dcéveloppement de la
fonction logique a en une somme des minima de l'ensemble E,,.

Je discerne deux types de I'equivalence et de l'inclusion lo-
giques des ¢lements de l'ensemble E: Yequivalence (resp. Yinclusion)
structurale et Y6quivalence (resp. Yinclusion) relative.

Je dis que a est structuralement 6quivalent d b dans l'ensemble
En, si a et b appartiennent a En et les ensembles Mn(a) et Mn(b)
sont identiques; a sera dit structuralement contenu dans b dans len-
semble En, si a et b appartiennent a En et Mn(a) est contenu dans
Jf.,(6).

otant contenu dans Ev, les fonctions logiques structuralement

equivalentes dans l'ensemble En le sont aussi dans l’ensemble Ew\
je les considere donc comme structuralement equivalentes dans l'en-
semble E. Ces fonctions restent structuralement equivalentes, lors-
gu'on change l'ordre des termes de la suite 7 ou lorsqu’on remplace
la suite 7 par une suite des termes par rapport auxquels les termes
de la suite 7 sont des fonctions logiques. Ces remarques concernent
egalement la relation de I'inclusion.

7' désignant une suite a termes en goneral difforents de 7 et
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E' 'ensemble de leurs fonctions logiques, je fais correspondre a
chaque terme de la suite T une et seulement une fonction lo-
gique appartenant a E'. Ainsi & chaque fonction logique a apparte-
nant a E vient correspondre une et seulement une fonction logique
appartenant a E', a savoir la fonction qui s'obtient de a en y rem-
plaeant les termes de T par les 6lements correspondants de E'.

a et h appartenant a E, je dis que a est ¢quivalent a b dans
lensemble 77 relatwement d T ensemble E', si les 6lements de E’ cor-
respondants a a et b sont structuralement équivalents dans E'\ a sera
dit contenu dans b dans l'ensemble E relatwement d l'ensemble E', si
I'6lement de E' correspondant a a est structuralement contenu dans
celui correspondant a b.

Dans le cas particulier I'6quivalence et l'inclusion relatives se
laissent dofinir par une coupure de l'ensemble A en deux classes
disjointes F et V a proprietes suiyantes:

1° La somme des fonctions logiques a et b appartenant a E
appartient a F alors et seulement alors, lorsque a et b appartien-
nent a F.

2° Le produit des fonctions logiques a et b appartenant a E
appartient a V alors et seulement alors, lorsque a et b appartien-
nent a K

3° Ni F ni V ne contient la nogation d'aucun de ses eléments.

Dans le cas considore, a sera dit equivalent d b relatwement
d cette coupure , si a et b appartiennent simultanoment a Fou a V;
je dirai de-meme que a est contenu dans b relatwement d cette cou-
pure, si a et b appartiennent a E et a appartient a F ou b appar-
tient a V. Ces dofinitions sont equivalentes aux precddentes dans
le cas de la suite T" formée de deux termes (que I'on fera corre-
spondre respectivement aux ensembles F et F).

Les deux types des relations ci dessus yerifient les formules
du Calcul de Schroeder, cest-a-dire du Calcul logique sans prin-
cipe dassertion; ces relations appartiennent donc a I’Algebre des
Ensembles, les notions de ,termeu et de ,fonction logique* pou-
vant etre ddfinies par la seule description de leur Structure, indé-
pendamment de tout systeme de la Logique.

Application: En designant par ou Mest un ensemble
fini, le nombre des Oléments de l’ensemble M, j'appelle la probabi-

lite de la fonction logigue a dans Tensemble E,, la relation )



246

a appartenant a E,,; d’'une fagon anatogue j'appelle la probabilite de
a par rapport a b dans l'ensemble E,,, la relation ,aeth

appartenant a En et otant AT(J/,,(6)) == 0.

En 6tant eontenu dans Ev et a appartenant a En, les proba-
bilitds de la fonction logique a dans les ensembles En et Ev sont
Ogales. Leur valeur commune peut etre considéree comme probabi-
lite de la fonction logique a dans l'ensemble E. La meme remargue
concerne la probabilite de a par rapport a b.

Les formules fondamentales du Calcul des Probabilitds, ana-
logues a celles du Calcul des , Wahrheitswerte* de M. Jan tuka-
siewicz, exposoes dans son ouvrage: , Die logischen Grundlagen der
WahrscheinlichkeAtsrechnung' (Krakau, Akad, der Wissensch. 1913),
concernent dans ce cas I'équivalence et l'inclusion structurales.



Sur un groupe automorphe.

Par

K. Abramowicz.

Dans ma note J) inseree dans les Comptes Rendus, t. 187, j'ai
etudie les fonctions appartenant au groupe {p, q, r} formé des sub-
stitutions appelées par M. Fricke de ,Haupttypus®. En désignant
par px, qx, les diviseurs des nombres positifs p, g, r du corps al-
gébrique et posant p — pxp2" g=qJqgi. r — rxr2, M. Fricke
obtient le groupe plus gondral des substitutions

!/ (aj/pxrx + b}/p2r)l/qx, +</|/p2rl)|/es\
@) \—0 —dJp2rj) Y2, (aj/pxrx —b\p2r™/qr

au doterminant
(2) ansSin — —fd 292rx — 1,

gu'il appelle?) groupe ,de typeu [pi, ?i, rt]. Nous nous proposons
d’otendre le resultat obtenu dans la note citée aux groupes, de type“
[y>i, gr,rj]. Nous dosignons les substitutions de ce groupe par [a, b, c, <f]

Dans ce qui va suivre nous supposerons que le corps alge-
brigue A(O) de degré k auquel appartiennent les nombres positifs
p, g, r est dofini par I'6quation #(0) — 0 et que ce corps a la base
minimale (1,6, 02,... 8 -1). Nous faisons en outre 'hypothese que le
polynome F(6) de degre k par rapport a 0 est irroduetible suivant
le module n (supposé premier).

Le corps 078) possodera alors les propriétés suivantes’) sur
lesquelles nous nous appuyerons dans la suite:

>) Transformation des fonctions automorphes, p. 801.
2) Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Functionen, t. I,

p. 538, 588.
’) Weber: Lehrbuch der Algebra, 11, p. 306.
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1) il contient nk nombres (y eompris 0) incongrus suivant le
module w,

2) si le produit a/3 de deux nombres a,/3 du corps est con-
gru a 0, alors I'un de nombres a, 3 est congru a 0,

3) la congruence ax==/3 (mod n) a toujours dans le corps

une solution et une seule (a n'6tant pas ==0),

4) on peut diviser ou multiplier les deux membres de la con-
gruence par chaque nombre qui n'est pas = 0.

Pour la transformation du n-eme degr6 du groupe ,qr, r3]
nous chosirons la substitution V de la forme V =K, o, L, oj avec
le doéterminant

&W1 +

ou n est un nombre premier et les nombres K et L appartiennent
au corps OA(0).

En dosignant par f(z) la fonction automorphe appartenant au
groupe [pi,ji,r3] nous nous proposons d’etudier la fonction trans-
formée /(Fb) appartenant au groupe F_1[<1, ji,r]F. Dans le travail
aetuel nous demontrons que dans le cas ou le polygone fondamen-

tal du groupe ,0,, rj a un nombre fini de sommets la relation
entre les fonctions /(Fa) et f(z) est algebrique de degre
en /(Fb).

Pour les substitutions [a', b', c, d] du groupe transformo
F 1[p,, g% Fj] V nous obtenons les yaleurs:

a’' —na, V— b{Kiplglrl — L"p~r*) —2 KLdp”~r?
¢ =nc,d = dO”p”r, — Liplglri) -}- 2 KLbp™g™.

On voit que les substitutions [a', b, ¢', d] du groupe transformo
FNJp,, Sn™NJF ont le determinant m2; pour que le déterminant de
fa', b', c', d] soit ogal a 1, les nombres a',b’,c',d" doiyent etre di-
yisibles par n. Apro6s cette remarque on raisonnera de la maniére
suivante:

1) Dans le sous-groupe gj commun aux groupes et
y~3fpi, ne peuyent entrer que les substitutions fa', b', ¢, d']
du groupe F_1[p3, , r3] Fqui s'obtiennent de substitutions [a, b, c, d]
satisfaisant a la congruence

Kbq, ss Ldfy (mod «).

En effet, dans ce cas seulement les nombres b' et d' sont di-
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yisibles par w, ce qu'on ydrifie immediatement a lI'aide de formu-
les (3), en tenant compte de la congrueneel):

=—Z172r2.

2) Les substitutions [a', b’, c',d] qui peuvent entrer dans le
groupe ffj doivent remplir la condition

Kd’i\ =LVrt (mod ri).
En effet, la resolution des dgalitos

b =i — E£Pi72r2) — 2 KLdp~ra

71 |
d'=n — LiPW») + 2 KLbPiwt]

par rapport a b et d donne

H
d=~{d'(Klpiglri — Liplgir® — 2 KLb'p~rt},

et Fon voit que la condition
Kd’'rl = Lb'rt(mod m)

doit ¢tre remplie pour que les nombres b et d soient entiers.

3) On ydrifie inversement que chaque substitution [a, fi,y, 0]
du groupe [pnql}rj qui sobtient par la transformation V d’une
substitution [a,b,c,d] satisfaisant A la congruenee Kbgl=Ldqi, sa-
tisfaira a la eonguence

K8Tj = Lfirt (mod nj.

En effet, si l'on transforme la substitution [a. b, ¢, d] a l'aide
de la substitution V et si Fon pose

K&jj = Lg.pl + H .n,
oii H ddsigne un nombre entier du corps @), on trouvera (tenant

compte de la congruenee = — Z8gsrg) les yaleurs

*) Aucun de nombres P, (, I n’est congru i 0.
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N=—O + 2N,
<5= d+ SUfpp,,

et Fon aura la congruence
Krx(d 2 LHpxr2) = Lr2(— b -|- 2 KHprx\

qui se reduit a
Kdrx = — Lbrx (mod n)

ou encore Kbgx = Ldg2 (en vertu de K2glrx = —uLig.2ri).
4) Le sous-groupe cherche gj est eompose de toutes les sub-
stitutions [a, 4, 7> $] au determinant 1 satisfaisant a la congruence

4) KS=>\ == Lj3r2 (mod n).

En effet, daprés 3) une telle substitution s'obtient par la trans-
formation V d’une substitution [a. b, c. d] satisfaisant i la congruence
Kbgx = Ldgtx elle remplit donc la condition 1); d’autre part elle
satisfait aussi a la condition 2).

Si Fon fait maintenant Fhypothese que le polygone fandamen-
tale du groupe discontinu [pJ; gx, ¥j] a un nombre fini de sommets
la relation entre les fonctions f(Vz) et f(z) sera algebrique. La
fonction /(Vz) satistaira a une equation de degro egal a Findice
J du sous-groupe g} par rapport au groupe [pt, gx, rj.

Envisageons le groupe fini Ge auquel se reduit le groupe
[Pi 15?78  Par rapport au module n. Le nombre e des substitutions
du groupe Ge sera Ogal a la moiti6 du nombre de solutions en
a, b, c,d de la congruence

(5) — blp2gxr2 4~ — dlp2g2rx = 1 (mod n)

dans le corps
Nous devons distinguer deux cas: 1) les corps OKk[0) dans les-
quels le nombre — 1 est reste quadratique, 2) et les corps Ofe(0)
dans lesquels — 1 est non-reste. En designant par g la racine pri-
mitive du nombre n dans le corps Qk(0), c'est-a-dire le nombre
pour lequel
gni-,= 1 (mod n)

on aura la propri¢te dont nous ferons usage:
Si Fon ajoute 1 aux deux non-rdsidus

(i=1,3,...)
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de la suite

g,9\... gnk-3
alors l'une des sommes

1 +/-"1

sera résidu, 1l'autre non-résidu.
En effet, faisant I'bypotbese que 1 -|-g' est rosidu, on a

i+g=/-1+g=/0+/—-1-)

et, comme g est non-résidu. la somme 1 4-y" -'-1 devra etre non-
résidu, afin que le produit g‘(i  y"* "'l) soit résidu; et inversement.
Nous demontrons maintenant le théorome suivant que nous
avons formuld dans la note citée sans demonstration:
Les nombres A et B etant simultanément résidus ou non-re-
sidus (mod w) dans le eorps dk(6) les congruences

AX2-|-Bg2=0, AA-|-Bg2= == 0 (mod n)

ont dans le eorps Ot(6) respectivement 2 nk—1 et nk—1 solu-
tions, si le nombre — 1 est rosidu dans le eorps Ot(0), et respe-
ctivement 1 etnk 1 solutions, si — | est non-résidu dans le eorps

si 'un de nombres A et B est rosidu et l'autre non-résidu
les memes congruences ont respectivement 1 et nk-|-1 solutions
dans le premier cas et 2nk— 1 et nk— 1 solutions dans le se-

cond cas.
Demonstration. 1) Supposons que le nombre — 1 est résidu
dans le eorps c’est-a-dire

nk =1 (mod 4).

Parmi les (nk — 1):2 restes quadratiques

on ne trouvera que les (nk— 1):2 sommes

k—i o nk — 3
+g?2 tW—O0(modri), i=0, 1,2,... —g—;

de chaque somme on obtiendra 4 solutions de la congruence
an 4-y? =20, et en ajoutant la solution (0. 0) on aura 2nk— 1 so-
lutions.
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Parmi les (nk— 1):2 sommes
(6) 1+ 1,1+, ... 1+/7"f-8
on a une o6gale k 0, et la suite de th — 1):2 sommes
) L+NL+N, A+

contiendra (d'apres la propriet¢ mentionnée plus haut) w — 1):4
residua et (w4—1):4 non-residus. La suite (6) devra donc contenir

nk —1

cegee 1 residus

(parceque le deux suites (6) et (7) doivent Opuiser tous les résidus).
Si l'on joint a la suite (6) la somme 1-j-0 on aura dans la suite
de (nh— 1):2 -j- 1 sommes

(8) 1401 +1,1+~...1+"~-3

(w4 —1):4 residus et (nk—21):4 non-résidus.
En multipliant les 6lements de la suite (8) consecutivement par

on obtiendra (n4 — 1): 2 suites de produits de la forme

9) 21d —+/y);

chaque colonne de cet ensemble (9) de produits contiendra ou tous
les (nk — 1):2 residus différents ou tous les (nd — 1): 2 non-residus
differents. Chaque residu ou non-résidu M sera alors de (n4— 1):4
manieres represente dans la forme (9). La congruence Xt -j-y2 =M
(mod ?i) aura

solutions (parceque chaque somme g -f- <2('ty) se repbte deux fois).
2) Supposons que le nombre — 1 est non residu dans le corps
g'est-£-dire 1 = 4s-f-3, ofi « est un nombre naturel; on

n'aura pas iei

B—i
g 2 -j-1 =0 (mod ri)

et le nombre n —1 sera non-résidu. Comme préeedemment on ajoute
1 a tous les non-résidus
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dont le nombre (wi— 1):2=2s-+ 1 est impair; on obtiendra
dans la suite

(10) 1A+=<7,11+/~

une fois 0 et s rosidus et s non-residus (d'apros la proprioté citoe
plus haut). Dans la suite de (n4— 1):2 sommes

) 1+ 1,1+<?+.. A +/-~

on aura alors (nd — 3):4 + 1 non rssidus (afin qu'on ait dans les
deux suites (10) et (11) le nombre total de rosidus) et (mé —3):4
résidus.

La suite de (nd + 1): 2 sommes

(12) l+0,1l + 1, 14++,...1 %+/°%

contiendra alors (w4 + 1):4 rcsidus et (nd + 1):4 non-residus.
En multipliant les slements de la suite (12) consecutivement par

on obtiendrra (w4— 1):2 suites de produits de la forme
(13) A+

chaque colonne de cet ensemble (13) de produits contiendra ou tous
les (nd — 1): 2 residua differents ou tous les (nh — 1): 2 non residus
diffsrents. Chaque residu ou non-résidu Hf sera alors de tw — 1):4
manieres represente dans la forme (13). La congruenee a;2 + y2 = Hf
aura nk + 1 solutions.

Si I'on passe aux congruences Ax2 + By = M, on voit faci-
lement que dans le cas ou A et B sont simultansment residus ou
non-r$sidus les nombres des solutions de congruences Ax2 + By =s= Al
sont les memes que des congruences envisagfes precédemment.

Si, au contraire, on suppose

A residu, B non-résidu
et si l'on se place dans le premier cas (de — 1 residu) on naura
jamais
+ 4+ />+"0,
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et Fon aura alors une seule solution (0, 0) pour la congruence Axt -|~
-J- By? = 0. Si Fon prends la suite de (nk— 1):2 sommes

dans laquelle on a fzz —1): 4 résidus et (nb—1):4 non-residus,
et si Fon multiplie les elements de cette suite par

on obtiendra pour chaque nombre M=j=0 (nk— 1):4 representations
dans la forme

c’est-k-dire ¥z —1 solutions de la congruence Ax? 4~ By- = 4f; en
ajoutant encore deux solutions correspondant aux yaleurs x = 0, si
M est non-residu, et y = 0, si M est residu, on aura definitiyement
nk 4- 1 solutions de la congruence Ax?-f- By2 = M (mod n).

Dans le second cas (de — 1 non-residu, # =4 5--3) on

aura une congruence
1 = o0 (mod zz)

et, en la multipliant par les (nh — 1):2 nombres

on aura fz —1):2 1 =2nk— 1 solutions de la congruence
Ax2 4~ By? = 0 (apres avoir ajoute la solution (0, 0). De meme si
Fon prends la suite de (nk—1):2 sommes

14y, 147 eeel + 1t ]
dans laquelle on a (une de sommes est 0) maintenant

tzz — 3): 4 residua et (nk — 3): 4 non-résidus,

et si Fon la multiplie succossiyement par 1, g2,... gnk~3 on obtiendra
(nk — 3): 4 representations (mod w) de chague nombre M dans la
forme gv4~ 02z#z, d'ou nk— 3 solutions de la congruence AX?-|-
4- Byl = en ajoutant encore deux solutions correspondant a la
yaleur x = 0, si M est non-residu, et a y = 0, si M. est residu, on
aura nk— 1 solutions.

Passons maitenant & la détermination du degre du groupe
Gc auquel se reduit le groupe par rapport au module z.
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Pour determiner le nombre de solutions de la congruence (1) en
a, b, ¢, d derivons cette congruence sous la forme

(14) a(«89izi + — pl(btgir2 + = 1 (mod n).

On posera
,15) + e§?2M = X
81~ 4- dgiri = v,

et Fon aura alors la congruence

pxX — p2Y = 1 (mod n):
elle a les solutions

X-1+pk, r-to

ou £ parcourt Fensemble de nk nombres du corps @) incongrus
par rapport au module n.

1) Supposons que — 1 est residu dans le corps Qk(0). En re-
marquant que les produits gxrr et g2r2 sont simultanement résidus
ou non-residus, on a:

a) pour £=0, X=1 y =0 et les congruences (15) ad-
mettront

(2 nk — 1)(m4d — 1) solutions;

b) pour X =0, y=<4 (tel que 1-(-p2g0 = 0) on aura le
mE£me nombre de solutions (2 nk—I)(w4 — 1),
c) pour les nk— 2 valeurs restantes Y=g, X=1- 0D
aura ensemble
M*_ 2w — 1)!

solutions En somme on trouve indépendemment de la valeur de
produits qlrl, g2rs le nombre total % (w24—1) de solutions; on di-
visera ce nombre par 2 parceque le changement simultané du signe
de coefficients a, b, ¢, d de la substitution [a, b, ¢, d] ne donne pas de
substitution nouvelle.

2) Supposons que — 1 est non-residu dans le corps Qt(0). En
remarquant que maintenant Fun de produits glrl et gir2 est rosidu
lautre non-résidu, on aura de la meme maniere respectivement les
nombres

1. (b 4- 1), 1. (nd + 1), (Wb — 2)(nd 4- 1)

de solutions; en les additionnant on obtient le meme nombre n*(nu — 1).
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On pourra toujours doterininer un nombre E satisfaisant a la
congruence
K=>\E = Lri (mod n);

on remplacera alors la congruence (4) par d = Eb et, en vertu de
I'sgalits Ktglrl  -£22sr2 = «, ou aura alors

(16) ril2~"2 — — rth (mod n)
On a l'6galito
[Pi, O] ={& %/, 1+ Sjgj},

oii les S doésignent certaines substitutions du groupe [p,, ,rj ne
vorifiant pas la congruence d = Eb. Si nous considerons le groupe
fini Ge auquel se reduit le groupe [p,, tp, rt] par rapport au module
n, les substitutions du sous-groupe  se reduiront a celles de sub-
stitutions du groupe Ge qui verifient la congruence d = Eb. Nous
sommes donc conduits a chercher l'ordre du groupe de substitu-
tions de Ge satisfaisant b. la congruence d = Eb. On voit que, grace
a la relation (16), cet ordre sera 6gal a la moitie du nombre de so-
lutions en a et ¢ de la congruence

a7) =1 (mod n)

dans le corps multiplie par #

1) Si — 1 est residu dans le corps £)4(0) les produits qiri
seront simultanement r$sidus; le nombre de solutions de la congru-
ence (17) est nk—1,

2) si — 1 est non-residu dans le corps ) l'un de produits
2iri, ?3r2 est residu l'autre non-residu; mais alors le nombre de so-
lutions de la congruence (17) est aussi nk — 1.

L’ordre du groupe de substitutions [a, b, ¢, d] satisfaisant (mod n)
a la congruence d s= Eb est nk(nk— 1):2. Nous obtenons le thso-
reme suivant:

Si le polygone fondamental du groupe discontinu [p!,”™,"]
dsfini dans le corps Ot(0) de degr$ k ayant la base minimale
(1,0....8 1) a un nombre fini de sommets et I'6quation F(0) =0
définissant le corps QKk(9) est irreductible suivant le module n. alors
I'équation algdbrique a laquelle satisfait la fonction /(a) apparte-
nant au groupe [pi,gi,rj] transformc¢e a l'aide d’une substitution
V— [K,0,L,0] de determinant K'(prx -4- =n est de degre

1.



Sur les equations differentielles dans le plan
projectif.

Par

S. K. Zaremba (Cracovie).

(Travail eieeute au seminaire du Prof. W. Wilkosz).

§ 1. Le proésent travail a pour but d'6tendre au plan projectif,
en nous plaeant au point de vue des quantitos reelles, les thGoremes
fondamentaux sur les transformations de contact ainsi que sur I'exis-
tence des integrales des oOquations différentielles du premier ordre.
En introduisant partout les coordonnoes projectives, nous ferons ap-
raitre la loi de dualite giometrigue. Ainsi p. ex. il se trouyera que
faire passer une intograle d'une equation par un point donne et
determiner une solution tangente a une droite donnee, sont deux
problemes se correspondant selon le principe de dualité. Ces pro-
blemes sont donc parfaitement analogues et sont pour nous analy-
tiquement identiques.

On sait que les points siuguliers ne sont pas des invariants
au point de vue des transformations de contact. Au contraire la
notion dlelement singulier, que nous allons introduire, se trouvera
etre inyariante par rapport a ces transformations. Par consoquent,
c’est seulement cette notion qui, & notre point de vue, correspondra
a une propriotd intrinseque d’'une equation.

Dans cet ordre d'idées, nous Otudierons la dispositionn des in-
tegrales dans le voisinage du lieu des points singuliers d’'une equa-
tion difforentielle du premier ordre. Nous retrouverons d'une fagon
plus directe les rdsultats trouvos par MM. G. Darboux et E. Picard

dans le cas dune oOquation analytique et etendus par MM. S. Za-
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIIL. 17
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remba et E. Cartan}¥ au eas ou I'équation, sans etre analytique, ne
satisfait qu'a des conditions tres gendrales de rogularite.

Sans chercher a roduire les conditions de rdgularité au mini-
mum, nous considererons en generat des fonctions de la classe cl¥
Les Oquations difforentielles de cette classe seront transformoes par
des transformations de contact de la classe el en equations jouissant
de la méme propriet6. Nous obtiendrons ainsi un champ fonctionnel
d’'une grande simplicite.

8 2. Nous entendrons par element lineaire le systeme forme
par un point et une droite passant par ce point. Nous le ddsigne-
rons par trois coordonndes homoghnes du point,

X1:Tj:

et trois coordonnées homogenes de la droite
W,. WS: m§.

lies par la relation

1) + a,®, = 0.

Nous considérerons les courbes comme variétéos d’6léments
lindaires a un parametre, dont les difforentielles satisfont a la
condition

2) uydx}  u2dx? 4~

qui exprime que la droite («q:us:ms) est tangente au chemin docrit
par le point (scj:x2: Nous supposerons toujours que les «¢ et
les w, puissent 6tre reprosentés comme fonctions de la classe cl d’un
certain parametre. En différentiant la relation (1), on a

(1a)
ce qui prouve que la condition (2) est dquivalente a la suivante,

3) ajjdwj 4- x2du? 4- a’sdw3 = 0,

*) Voir: G. Darboui, Bulletin des sciences mathematiques, 1873; E. Pi-
card, Traite d’analyse, t. 1ll; S. Zaremba, Les fonctions reelles non analy-
tiques et les solutions singulieres de equations différentielles du premier ordre,
Annales de la Societe Polonaise de Mathematique, t. I, 1922, ainsi que le me-
moire de M. E. Cartan sous le rnéme titre loc. cit., t. Il, 1923.

’) C’est-i-dire admettant des deriyees partielles du premier ordre continueB.
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correlatiye a la condition (2) et exprimant que le lieu des points
(@ :a;2:.r3) est I'enveloppe de la familie de droites (u” u2: wa3).

Les dquations (1) et (2) permettent de reeonstituer I'equation
tangentielle d’une courbe quand on possbde son equation ponctuelle;
en effet, si la matriee

#1 ., a%
4 dxt, doi 733
est dordre 2,
«2 5 73 _ \a’S ) aq «1l , 2
®) dxr, dxn Ldx3, dx d#, dxd

p etant un facteur arbitraire mais non nul. Les points d'une courbe
ou la matriee (4) est d’'ordre 1 (elle ne peut pas etre d’ordre 0) se-
ront dits singuliers.

Inversement, les 6quations (1) et (3) permettent de reeonstituer
I’éguation ponctuelle d'une courbe quand son equation tangentielle
est donnée. En effet, on a les relations

w2 | M ,.__:u37 o «l, "2

M= i du BT g ewj 5 PSTO duy | dug
analogues aux relations (5) (<r etant un facteur arbitraire mais non
nul) et yalables a condition que la matriee

Mi > ui v uz
. <2, dudii

soit d'ordre 2. Les droites pour lesquelies ceci n'a pas lieu seront
dites singulieres.

§ 3. Nous donnerons le nom de transformation de contact
a toute transformation qui change les courbes en courbes, e’est-a-dire
en yarietés delements satisfaisant a la condition (2). Une telle trans-
formation est definie par des ¢quations de la forme:

= . X3; ttj, u, Wg), i=1,273)

«,-== 3,a?3; Wj, w2,w3). i=12173)

Nous admettrons que les fonctions Xt et Up.
1° sont de la classe cl,
2 quelles sont homogones d'un degr¢ n par rapport aux va-
riables xt et d’'un degre m par rapport aux yariables w- avec
7
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©) m, [ 0;

3° gu’elles otablissent une relation biunivoque entre un domaine
de l'espace des eléments lineaires

(a:,: z3: a;,; Ur: Ut

et un domaine de l'espace des Olements lindaires

Cette derniere condition pourrait cependant 6tre un peu res-
treinte, car elle contient lidentito

(10) P e Wi e

pour les yaleurs des yariables independantes satisfaisant a la con-

dition (1); or nous yerrons que cette identitd rosulte des conditions

différentielles que nous aurons a imposer aux fonctions en question.

LTinogalité (9) n'est point ndcessaire et nous yerrons comment

on peut proceder au cas ou elle n'est pas satisfaite; nous l’admet-

tons provisoirement, car elle influe sur la facon d’effectuer les calculs.

Pour que la transformation (8) soit une transformation de con-

tact, il faut et il suffit, d'apres la doéfinition que nous yenons de
donner, que la relation IZ) entraine la sujyante:
e

a UlaX!+ Ui

ou, plus explicitement,

i-1 4=1 4=1
Cette condition oOquiyaut a I'existence de deux fonctions,
X@zjp %1 "2, 7s) MMy 2, M2, A3

satisfaisant identiqguement aux relations

(*=12273)
(13)
(*=1,2,3),
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Les memes conditions peuvent $tre exprimees sans l'aide des
fonctions auxiliaires X et /j. En effet, elles signifient simplement

gue les quantitos
I~ o

/-i «=i z-i
doivent etre proportionnelles aux yariables

W

S

it

Pour voir comment la relation (10) decoule des conditions
(13), il ny a qu'a envisager l'identits

tandis que les quantitss

1-1

doivent I'6tre aux yariables

<id

qui resulte de la condition 2° (d’bomogencitd). En effet, si nous mul-
tiplions les trois premieres des equations (13) respectivement par

#1 1

2 N0
en les aditionnant membre a membre tout en tenant eompte de la
relation (1), nous obtiendrons, en vertu de l'identite (14), la relation
(10). Naturellement, en procedant selon le principe de dualit¢ géo-

motrique, nous pourrions déduire la meme relation (10) des trois
derniferes equations (13), en vertu de lidentite

i (=12

eorrelatiye a l'identit¢ (14).
Les dquations (13) contiennent les derivees partielles des fonc-
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tions XI1.Xi,Xs, mais sont lindaires et homogbnes au sens alge-
brique par rapport aux fonctions LA, Ut, U3 ainsi qu'aux fonctions
auxiliaires A et fi. Ceci permet immediatement d’eliminer des equa-
tions (13) les fonctions U2. Us,X,fi. En effet, la condition de
compatibilitd est que la matrice

dx. dxz dX,

W o, dxt ' dxt ' dxt
W o dXt dX, dXs
Todx2 !l dx dx2

W O dX, dX, dX,
’ T dxa axs dxs
A dX, dX2 dXs
’ duy " du? du-L
0 x dX, dX, dXt
' du2 ' dul ' du2
o. dXt dXxXt dX,

dua’ dua' dua

soit d’ordre plus petit que 5, c'est-a-dire que les equations (13) se
réduisent a 4 au plus dentre elles. Cette condition cependant peut
oOtre exprimode, dans le voisinage de chaque 6lément determine, au
moyen d'une seule Oquation, car, grace aux identites (14) et (15)
ainsi gu'a la relation (1), il existe entre les lignes de la matrice (16)
une relation lindaire et homogene ayant pour coefficients

Xt xa _ ux _ul _u,
n m’ m m

n n

8 4. Au cas oh les X, satisfont a la condition que nous ve-
nons d'Otablir, la question se pose de savoir, si leurs valeurs dofinis-
sent les rapports mutuels des Zi7) sans ambiguite. Au cas, ou les con-
ditions preliminaires du § 3. sont satisfaites, la reponse est affirmative.
En effet, supposons deux systemes de yaleurs des fonctions Ut, sa-
tisfaisant aux equations (13). Chacun de ces deux systemes de ya-
leurs satisfera donc aux deux oéquations lindaires et homogenes (10)
et (11), quelles que soient les yaleurs des differentielles des yariables
indépendantes satisfaisant aux relations (2) et (3). Or, vu la troi-
sieme condition préliminaire du § 3., on peut choisir ces différen-
tielles, tout en satisfaisant aux equations (2) et (3), de faecon que la
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matrice du systeme des oOquations (10) et (11) soit d'ordre 2, car
au cas contraire la différentielle du point est nulle Il sen suit que
les deux systemes de valeurs des doivent etre proportionnels,
c. g f. d

Considerons maintenant une transformation de contact definie
au moyen des X; seuls, satisfaisant a la condition de compatibilitd
des oOquations (13) et appartenant a la classe ct. Dans ce cas, on
pourra toujours choisir le facteur arbitraire des Ut de fagon que
ces fonctions soient continues, mais, en gonéral, on ne pourra pas
faire les J7) de la classe cl. Dans tous les cas, il suffit que les X
soient de la classe esl), mais cette condition n'est pas ndcessaire.

Jusqu’a présent, nous avons fait jouer le meme rdle aux deux
groupes de variables indOpendantes, mais non aux deux groupes
de fonctions: X, et Tit. Ceci avait lieu a cause du manque de sy-
motrie de I'é6quation (11). Cependant, en vertu de I'6quation (10) qui
peut etre difforentiee, I'equation (11) est Oquivalente a la relation
correlative

XldU!l + X2dUt + XsdUs = 0,

qui permet d'appliquer le principe de dualitd g6éometrique k tous
les resultats obtenus, en d6changeant les rdles des deux groupes de
fonctions. En particulier, nous voyons que l'on peut dofinir une
transformation de contact au moyen des fonctions U) seules. Pour
que les Xh ealculés au moyen des 17), puissent etre choisis de la
classe cl, il suffit que les U, soient de la classe c2, mais cette con-
dition n’est pas nocessaire. L/identitdé des conditions de rogularite
a imposer aux deux groupes de fonctions apparait ici bien mieux
squau cas ou on emploie les coordonndes cartesiennes.

§ 5. Substituons maintenant, a la condition m,n=j=0 du § 3.

m,n—0.

Alors, les 6quations (13) se roduisent toujoUrs a 4 au plus d’entre
elles, car, grace aux identites

0, 0 (a-1,2, 3),

1) C’est-a-dire, admettent- des deriy$es partielles du second ordre.
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ainsi quA la relation (1), il existe entre les lignes de la matriee
(16) deux relations lineaires et homogenes distinctes. Les 6quations
(13) sont donc toujours compatibles. Par contre, elles n’entrainent
plus I'equation (10) qui constitue, par suite, une condition suppl¢-
mentaire. Pour que la transformation (8) soit une transformation de
Contact, il faut donc et il suffit que I'equation (10) soit compatible
avec le groupe (13), ce qui constitue de nouveau une seule con-
dition.

Dans certains cas, il iy a lieu aussi de considerer des fonc-
tions homogenes de degre nul par rapport a un groupe de varia-
bles et non nul par rapport a l'autre. Dans ce cas, comme au cas,
considore au § 3., il subsiste une seule relation homogene et line-
aire identique entre les lignes du determinant (16). La compatibi-
lite des equationS (13) donne donc lieu a une condition, tandis que
Fidentit¢ (10) resulte de ces ¢équations.

Ce dernier cas peut se presenter en particulier quand les rap-
ports des diffsrents Xt dependent seulement de I'un des deux groupes
de variables indépendantes, p. ex. des xt. Dans ce cas, en effet, il
est le plus simple de faire les Xt complétement indépendants des

Nous avons donc une transformation ponctuelle. On supposera,
naturellement,

77(07,. 012, a%)

et on dsterminera les rapports des (7, dapres les equations (13)
qui sont compatibles car les trois dernieres disparaissent.

On peut appliquer a tout ce que nous venons de dire le prin-
cipe de dualitd en echangeant les roles des deux groupes de fonc-
tions ainsi que des deux groupes de variables ind$pendantes
A cOte des Squations ponctuelles, definies par des Squations de la
forme

)] = X/(xI, xt, a72),
on peut donc considerer des transformations des trois types suivants:
(18) «,= X(«i, Wj, «sp
(19) ut = Ulex1,x1,xs\
(20) t7,(Mj, w2,ws)-
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§ 6. Il resulte directement de la définition des transformations
de contact que le produit de deux d'entre elles est encore une
transformation de contact. On peut aussi le verifier par le calcul.
Nous allons maintenant montrer que la transformation inverse d’une
transformation de contact est aussi une transformation de contact.
A cet effet, nous supposons les conditions du § 3. verifiees. Dans
ce cas, le raisonnement fait pour montrer que la relation (10) rs-
sulte des conditions (13) et (1) peut etre renverse et, en supposant
les relations (10) et (13) verifiees, nous obtenons la relation (1)
a moins que

X—/I— 0. "

Ceci est cependant impossible. En effet, on a toujours

car au cas contraire, vu les equations (13), la relation (1a) en-
trainerait la relation (11), ce qui n’est pas compatible avec la troi-
sifteme des conditions du § 3. D’ailleurs, en vertu des conditions (13)
la relation (10) differentiee donne une relation équivalente a la suivante

X[uldxA -f- =+ ws<kes] 4~ g\xxdus -j- xidui -f- —0

qui, avec lidentite (1 a), vu linégalitd que nous venons de do-
montrer, donng (2) et (3), c. g. . d.

Comme dailleurs le produit de deux transformations de la

classe cl est manifestement une transformation de la m$me classe,
nous voyons que les transformations de contact de la classe cl dans
le plan projectif forment un groupe.
"1 De ce que nous avons dit, il resulte que l'on pourrait aussi
considerer les equations (8) comme représentant une transformation
de coordonnces. En admettant toutes les transformations correspon-
dant au cas oir les X, et U- satisfont a la condition différentielle
des transformations de contact, nous obtenons une classe plus ge-
nerale de coordonndes des ¢léments linsaires du plan projectif. Ces
nouvelles coordonnses sont liees par l'ancienne condition (1) et les
courbes satisfont toujours a la méme condition (2).

§ 7. Pour Olucider les generalitds precédentes, nous traiterons
brievement quelques exemples de transformations de contact. L'une
des plus simples et des plus souvent employees sous diffSrentes
formes est la transformation par polaires réciproques. Soit
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avec
= au et Aik— Abl

fes Cquations respectivement ponctuelle et tangentielle d’une conique
guelconque non degen¢rée. Comme on sait, la transformation cor-
respondant a cette courbe est determinGe par les 6quations

0. = Afa 4- Atfa -f- Afa 0=123),
(21) .
Ui= -j- aftx2 4“ "9 (i=12273).

On yorifie aisement que ces ¢équations vsrifient les conditions (13)
avec
X=0 p=—A

od A designe le discriminant de I'equation ponctuelle, en supposant
que Fon ait pris pour coefficients de I'équation tangentielle les mi-
neurs de A.

Il est a remarquer que la transformation (21) est a la fois du
type (18) et (19). Nous allons faire voir que dans la transformation
la plus génerale de ce genre, les Xt et les U{ sont proportionnels
3, des fonctions lincaires. En effet, soit

-r, = Xl(u,, ws, «3) 0=1, 2,3
u-= Uifa, ,f’%s) i=1223)

une transformation de contact, satisfaisant d'ailleurs aux conditions
du § 3. Dans le deusieme groupe d'$quations (13) on a neces-
sairement

p (X, 872. 8;3; w,, ms, W3) =]= 9,
car au cas contraire, ces o6quations ainsi simplifiees entraineraient
la relation

(22) £>(«,, M2, M3) '
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incompatible avec la troisi&me condition du § 3. Cela etant, posons

1 A2, #s) ==

742 143 i 7 A2i A3) . N2 AZiAL) A2 Ns) =1 .

Le deuxieme groupe des ¢quations (13) devient

3
AFEANN= € =1273).

Z-

En différentiant deux fois ces dernieres Oquations, il vient

d2ut  dXt (k, mn=1, 2, 3),
dxmdxn d'itf

ce qui prouye, l'egalite (22) etant exclue, que les fonctions U,,Ut, Us
sont lineaires par rapport A x1,xi,xt. Les U) 6tant lineaires par
rapport aux xt et les Ut ne dependant pas des w. il resulte des
relations (23) que les Ut sont proportionnels a des fonctions lin¢-
aires des yariables ,a?,<3. On calculera ensuite les X; et on
trouvera, a un facteur arbitraire pres, des fonctions lincaires des
Ui, c. g. f. d De meme on trouvera que la transformation projective
est la transformation la plus gencrale de la forme (17) et (20)
a la fois.

Certaines transformations de contact, quoique metriques, s'ex-
priment plus simplement au moyen des coordonndes projectives.
Ainsi la transformation polaire est definie par les relations

(F) *nQ == 1

L'analogie est frappante avec l'inversion:

(R)
=+ #!;

cette analogie fait. apercevoir que si l'on envisage encore la trans-
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formation
gl —wWj, x2-— X$— US,
Wj =X2, t==XI; M== X3l

qui est la transformation par polaires rdciproques relative a la
eonique

4“ —3 =0,
on retrouve immediatement la relation connue
F=P.RI)

§ 8. Exprimee en coordonnees projectives, une zguation diffi-
rentielle prend la forme

(24) a2, o «l,w2,ws)E 0,

la fonction F etant homogene par rapport a chacun des deux sys-
temes de yariables. Nous considérerons comme integrales d’une
telle oOquation les courbes (au sens du § 2) composses d’eloments
satisfaisgnt a I'équation (24).

Pour rechercher la solution d’une telle equation, de meme
gu'on le fait dans le cas classique, nous tacherons de la resoudre
par rapport a un des deux systemes de variables, en supposant dans
tout ce qui suit que la fonction ¥ est de la classe cl dans un cer-
tain domaine. Si un c¢lement de ce domaine satisfait a I'équation
(24) et si pour cet elément la matrice

*Ti, *3
(25) d/
dur du? dus

est d'ordre 2, le systeme forme par I'6quation (21) et l'identite (1)
est oquivalent, d'apres la thc¢orie des fonctions implicites, a un sys-
tome de la forme

Mi — pfi 1> i #»),
(26) w2 — pb (X2, X2, 8,3),

1<s - pfg (XX, X2, Xs\

les trois nouvelles fonctions etant homogenes du meme degrd, le
facteur p oOtant arbitraire.

) Voir: Sophus Lie, Geometrie der Beruhrungstransformationen, darge-
stellt von S. Lie und G. Sctlieffers, p. 27—>29.
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Nous appellerons point regulier tout point admettant une solu,
tion en du systeme d’Oquations (1) et (24), telle que la
matrice (25) correspondante soit d'ordre 2; si un point admettait
plusieurs solutions pour lesquelles cette matrice serait d’ordres dif-
ferents, nous parlerions de singularites par rapport a une solution
déterminée. On peut donc donner la forme (26) & toute equation
(24) au yoisinage d’un point regulier.

Parmi les equations (26), grace a la relation (1), I'une d'elles roé-
sulte toujours des deux autres; si p. ex. xs =}=0, la troisieme est une
consequence des deux premidres. Les relations (5) nous permet-
tent d'en eliminer ul,w2,w3 en les remplagant par des combinaisons
des difforentielles dxx, dxt, dx3. Finalement, en dliminant le facteur
p, nous obtenons une seule 6quation

C'est une oOquation differentielle de la forme habituelle et on vorifie
facilement que les deux coefficients ne peuvent pas s'annuler i la
fois dans le yoisinage du point considord, satisfaisant a l'indgalito
zs ={=0.

Le théoreme classique d’existence s'appliquant au yoisinage
du point considord, nous avons d'abord une integrale de la forme

4] o3
ces deux fonctions Otant de la classe c8 Soit une fonction ar-
bitraire de classe c2 du meme parametre, non nulle dans linter-
yalle considoré et une fonction analogue mais de classe cl

Nous obtenons alors I'expression suiyante de 1’6lement de Fintograle,
exprimé en coordonnees projectiyes:

= <pi(C+ <PW
X2 — +0(0
XS —
(28)
«»=0'1(0-0(0
Wy == OS(OO |(C} ' O(O
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On remarque que lintdgrale est de la classe c¢s au point de vue
ponctuel, mais de la classe cl au point de vue tangentiel. Il faut
donc la considérer comme appartenant a la classe cl

Nous avons par suite le theoreme suivant: par tout point ro-
gulier d'une equation, il passe une courbe intégrale de classe cl. On
constate immaodiatement la continuitd locale de l'intégrale par rapport
aux coordonnees du point initial.

En transformant les eonsiderations préeddentes par le principe
de dualite, nous regarderons comme roguliere par rapport a I’dqua-
tion (24), toute droite relativement a laquelle les equations (1) et
(24) admettent une solution, la matrice

Wh
df df
dxx' dx,,' dxA

correspondante dtant d'ordre 2. Nous donnerons alors dans le voi-
sinage d'une droite roguliere a I'équation (25) la forme suivante:

iCj =p/(uls ut, ws),
a2 = pJ\UL. m2, 13),
w=p , 2, ud),

p oOtant un facteur arbitraire et nous trouverons qu'il existe une
intégrale de l'equation (24) tangente a toute droite regulihre don-
née a l'avance. Cette intdgrale est de classe cl, mais son equation
tangentielle est susceptible d'étre prdsentee au moyen de fonctions
de la classe c2; dailleurs, lintograle est localement continue par
rapport a la tangente initiale.

8 9. Nous nous placerons actuellement au point de vue de
la geometrie des elements lineaires, se rapportant a lI'espace-ensem-
ble des elements lindaires de l'espace projeetif (pour le moment a
2 dimensions) et engendroe par le groupe des transformations de
contact de classe ¢’. Les notions d'6lément linGaire et de courbe
(au sens du § 2.) ainsi que celle d'equation differentielle de classe
¢» sont des notions appartenant a cette gdomdtrie. Par contre les
notions de point et de droite en general, ainsi que celle de point
singulier ou de droite singuliere d’une Oquation différentielle n'y
appartiennent pas. Nous remplacerons ces deux dernieres notions
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par une nouvelle notion invariante par rapport aux transformations
de contact, a savoir celle A'elément singulier, en considsrant comme
singulier par rapport a I’équation (24) tout elément vorifiant cette
oquation, mais tel qu’aucune des matrices (25) et (29) ne soit d’ordre 2.
On remarque que cette condition est equivalente A celle que la
relation

(30)

soit une eonsequence des relations (2) et (3) ou, autrement dit, qu’en
partant de 1'0l6ment en question suivant une courbe arbitraire, on
ait identiquement

#=0,

ce qui prouve bien que la notion considéree correspond h une pro-
priote intrinshque de I'0l6ment en question. Au contraire, tout 6l6-
ment voérifiant I'equation (24) et tel en outre que l'une au moins
des matrices (25) et (29) soit d'ordre 2, sappellera element rigulier
de I'dquation considoroée.

Nous sommes maintenant en Otat de formuler le theoreme fon-
damental d’existence comme il suit: Par un element regulier d’'une
eguation differentielle de la classe cl il passe une integrale et une
seule de cette eguation. Cette integrale est de la classe cl, mais
(a moins qu'on ait a faire a un point singulier ou a une droite sin-
guliere) on peut eboisir le parametre de fagon que, comme fonc-
tions de ce parametre, soit les soit les u, soient de la classe c2
En effet, on n'a qu'a appliquer, selon le cas, l'un des thooremes
d’existence demontrés au § 8. De meme, en vertu des thGoremes
trouvés au § 8., nous pouvons affirmer la continuite locale de I'in-
tégrale par rapport a I'elément initial.

§ 10. Le thooreme d’existenee precddent permet de retrouyer
tres simplement le theoreme etabli par MM. S. Zaremba et E. Car-
tan’), dapres lequel le lieu des points singuliers d'une Oquation
différentielle constitue en gendral le lieu des points de rebrousse-
ment des intograles.

) Voir la note au § 1



272

On se rend compte dabord que les ¢lSments lindaires appar-
tenant 1 I'Squation consid¢rée, qui eorrespondent aux points singur
liers sont en gendral des $l¢ments r~guliers. Il passe par un tel
(Mement une seule integrale, contrairement I ce qui aurait lieu au
cas oii une intégrale singuliére y passerait.

Remarquons d’ailleurs que les notions du § 9 ne dependent
pas du systeme de coordonnees adopte. Comme la question en-
visagee est de nature locale et la loi de dualitdé n’intervient pas,
il est avantageux de se servir de coordonnées cartdsiennes. Soit do.nc
f(x,y,p) une fonction de la classe ¢2 et considorons I'équation

(31) N vy, p =o.

La condition de singularité d’un element devient:
dp "o dxJr P dy ’

Soit maintenant un point singulier, correspondant a un element ré-
gulier. On a donc

(32) df " gx+pdy~Q

Par un tel element il passe une integrale et une seule de I'6qua-
tion (31). Si Fon différentie cette equation en tenant compte de la
relation précodente, il vient

-/dx-}- —dy =0,
dx dy’

ce qui, vu la relation
dy — pdx — 0

entre les différentielles, donne
(33) dx ==dy = 0.

En vertu du thSoreme d'existence du § 9, on peut choisir le para-
metre de faeon a avoir

(34) dp == 0.

En différentiant deux fois I’'6quation (31), tout en tenant compte
des relations (32) et (33), on a
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(35)

Soit

Les relations (34) et (35) prouvent alors que l'une au moins des
diffsrentielles secondes ¥ et dzy est non nulle. On a donc au
point singulier considsrs

dx — 0, dy—O, dp 0, X -]~ d|y :}: 0;

or ceci caractérise un point de rebroussement, ce que l'on verifie
immediatement en dSveloppant les expressions de x et y comme
fonctions du parametre selon la formule de Taylor arretse au
3-ieme terme.

§ 11. Le thsoreme d'existence du § 9 ne nous donne qu'une
intsgrale locale. Supposons cependant que I'Squation diffSrentielle
considsrse, toujours de classe cl, soit dsfinie pour tout l'espace des
$ISments linsaires du plan projeetif et nadmette aucun $lSment
singulier. Dans ce cas lintSgrale est susceptible d'etre prolongse
indsfiniment. Considsrons tous les prolongements possibles. Comme
dans le plan euclidien, on d$montre, en vertu de l'unicit$ locale de
Uintégrale, que les divers prolongements ne peuvent pas donner
lieu a bifurcations. En rsunissant tous les prolongements possibles,
on trouve lintegrale saturee. Il est clair que si deux $lSments ap-
partiennent a une msme intsgrale, les intégrales satur$es corres-
pondantes sont identiques Deux intSgrales satur$es sont donc iden-
tiqgues ou disjointes.

Une intSgrale saturse ne peut pas avoir d'slSment double,
mais (au point de vue des $ISments linsaires) elle peut etre une
courbe fermee ou non. Dans ce dernier cas, supposons-la donnse
sous forme parametrique. L'intervalle correspondant au parametre
est foreSment ouvert, car au cas coDtraire on pourrait prolonger
lintsgrale au-deU des extrémités. Cependant, l'espace des $lSments
lineaires du plan projeetif stant compact, a chaque extrSmit§s de
cet intervalle correspond un ensemble de condensation. Ces ensembles
de condensation sont, d'apres des thsoremes connus d’analysis situs,
des continus.

Il est facile de voir que ces continus de condensation sont
Rocznik Pol, Tow, Matem. T. VIIL. 18
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formds par des intdgrales saturdes. En effet, soit (<7) un de ces con-
tinua et e un élément arbitraire de ce continu. Cet element yorifie
par continuitdé I'6quation différentielle. 1l passe donc par lui une
intograle saturde, soit (Z). Gr&ce a la continuit6 locale des intograles,
les 6léments de (Z) dans un certain yoisinage de e sont des 6léments
de condensation de Fintograle primitiye; ils appartiennent donc
a (C). Considorons la partie eommune des ensembles (Z) et (C);
c’est un ensemble formd relatiyement a (Z). Cependant cet ensemble
ne peut pas avoir de frontiere relatiye sur (Z), car on pourrait ap-
pliquer aux 6lements-frontiére le mdédme raisonnement que nous ve-
nons de faire pour e. Il s’en suit que I'ensemble (Z) tout entier est
contenu dans (C), ce qui démontre la propriétd annoncde.

Il semble assez probable que les ensembles de condensation
considorés soient toujours forinés par une seule courbe intdgrale
sous forme de circuit. On obtiendrait ainsi un theoréme trés gonoral
sur I'existence des cycles-limite, mais nous n’avons pas demontrd
ce thoorome.

§ 12. Voici quelques exemples d'6quations différentielles dofi-
nies pour tout Fespace des @loments lindaires et n'admettant pas
d’éléments singuliers:

Ex. I. Soit d’'abord I'é6quation

(36) ajjMj — —0.
Elle posséde un seul point singulier et une seule droite singuliere:
Xr=xs =0; a%==0 etm =u2 =0; u34=0,

tels que tout 6loment composé avec ce point ou avec cette droite
satisfait a I'’equation. Cette symotrie ne doit pas nous oOtonner, puis-
gue la transformation par polaires réciproques relatiye a la conique

a% -f- xI — 0

transforme I'equation consideree en elle mome et permute los deux
singularites. On trouye facilement Fintograle suiyante,

(37) X(1( 4- ni) 4- =0,

X et /i 6tant deux parametres dont le rapport reprOBente la cons-
tante d'intogration. Toutes les intdgrales sont des courbes fermoes.

Ex. Il. 1l suffit cependant de modifier l6gérement I'6quation
(36) pour ehanger profondément la disposition des courbes inté-
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grates. En effet, soient z, et z, deux nombres yorifiant les indgalitos
o< <z
et soit /(a;,, xt, xs) la fonction dofinie par la formule

(M + aj — z,a:8)2([/a™ + x% — r,xs)2

FAXILX21 X&) -

lorsque
rixs + 4 ri'xa

et nulle pour les autres systemes de valeurs des yariables indo-
pendantes
L’6qgiiation

admet les intograles dofinies par la formule (37), mais seulement
pour les yaleurs des parametres satisfaisant a l'inégalito:

(38) Az2+fi 0 on Xz |-z 0.
Les autres intégrales sont donndes par la formule

(39) xXx =rcos 0, a2 =zsin 0, xs—1

avec

¢ stant la constante d'intdgration et z etant le paramdtre qui varie
entre zx et z,, Nous ne citons pas les dquations tangentielles des
intograles, qui sont un peu plus compliqudes, mais faeiles A obtenir
guand on possede les dquations ponctuelles.

Les intograles (39) sont yisiblement des espoces de spirales,
contenues entre les intégrales de la forme (37) qui ont pour para-
metres respectiyement

1, —z, et 1l —2z2

et admettent ces deux intograles comme cycles-limite. L’equation
considoroe admet donc des intdgrales de chaque espece en nombre
infini, mais il y a deux cycles-limite commune a toutes les courbes
intdgrales ouvertes.

18*
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Ex. Ill. Considérons I'equation:

— utXi + ua----------- l---- = 0.
+  +

Nous avons donc tout de suite comme intdgrales le point (0:0:1)
et la droite xs = 0. Ce sont les eycles-limite communs k toutes
les autres intograles qui s'expriment par la formule (39) avec

¢ etant la constante d'intogration et le parametre r variant dans
I'intervalle ouvert (0, 00).
Ex. IV. L’équation

(40) w8 (xI -j-x2) — 0

a encore le méme point singulier que I'é6quation (36). Ce point sin-
gulier fournit une intograle qui est la seule integrale fermee de
I'6gquation. On provoit donc que ce sera le cycle-limite commun aux
deux extremites de toutes les autres intégrales. En effet, celles-ci
sont donnees par les formules

xXa —t

¢ Gtant la constante d’'intogration et le parametre i variant de — oo
& -J- 00. Les courbes intograles sont des especes de spirales qui
commencent au voisinage du point (0:0:1), le contournent une in-
fiinito de fois, coupent la droite a l'infini et de nouveau tendent
asymptotiqguement vers le meme point en le contournant une infi-
nitd de fois.
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EX. V. Considérons enfin la transformée de I'équation (40)
selon le principe de dualitd, c'est-a-dire I'dquation suiyante:

a:1w2jc, — 2MiM3 A k) — 0,

dont les intograles se deduisent selon le méme prineipe des inté-
grales de I'é6quation primitive. Leur disposition n’est donc pas chan-
g6e au point de vue de la géometrie des 6lements lindaires. Actu-
ellement, c’est la droite a linfini qui constitue le cycle-limite. Cha-
cune des autres intograles est une espece de spirale. Ces spirales,
sans jamais ponetrer & ' intérieur du cercie

—2 =0,

atteignent chacune ce cercie pour « = 1 et pour « — — 1 et admettent
les points correspondants pour points de rebroussement. Chacune
des spirales considorées coupe la droite a linfini pour « — 0 et la
rejoint asymptotiquement aux deux extromitds en tournant une in-
finité de fois autour du cercie dont nous venons de parler.



Les familles de fonctions entieres normales
par rapport a un type de croissance.

Par

M. Paul Flamant (Strasbourg).

Introduction.

Dans I'6tude des transmutations lindaires des fonctions d'une
variable complexe ¥ j'ai attachd a chaque fonction considéree un
nombre positif appele norme qui peut oOtre défini de difforentes ma-
nidres. Tantot, quand les fonctions considérées sont holomorphes dans
un domaine, je prends pour norme le module maximum dans ce
domaine; tant6t, quand il s’agit de fonctions entieres, je prends la
borne supdrieure du rapport du module maximum dans le cercie
de rayon r a une fonction donnde -f(r) appele type de croissance.
Jai ete ainsi amend A constater une analogie assez profonde entre
les ensembles suivants de fonctions

holomorphes entieres

ogalement bornees dans un do- dont le module maximum est

maine fermo inforieur A une fonction do-
terminde de r

continues dans un domaine fer- appartenant a un type de crois-
me et holomorphes il l'intd- sance f(r)
rieur

holomorphes dans un domaine appartenant au type t(sr) quel
ouvert que soit s>» 1

*) P. Flamant, La notion de continuite dans l'etude des transmutations
distributives des fonctions d’'une yariable complexe et ses applications (Bul. des
Sc. math., 2° série, t. 52, Paris 1928, 1° partie) ch. Il, p. 41—48 et 79—s84.
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C'est cette analogie qui m’a conduit k construire la prssente
theorie des familles normales de fonctions entisres, en partie cal-
quse sur la thsorie des familles normales de fonctions holomorphes.
Seul, le critere relatif aux yaleurs exceptionnelles présente une
grande diffsrence avec celui de la thsorie classique.

Tai donn$ deux dsfinitions de la convergence uniforme vers oo.
La premiere (par répulsion) rappelle la definition classique pour les
fonctions holomorphes. Javais formule la seconde (par entrainement)
a priori, parce gu'il me paraissait d$sirable qu’'une suite aussi simple
et rsgulisre que qui tend vers oo avec n fdt regardse
comme conyergeant uniform$ment; cette dsfinition s’est ensuite re-
vélse utile pour le critsre relatif aux fonctions dsriyses.

Tai ajouts en note une Stude de cette conyergence par en-
trainement, qui Test pas nscessaire pour lintelligence du msmoire
proprement dit.

Les r$sultats les plus saillants du présent trayail ont $t§ com-
muniquss a '’Acad$mie des Sciences de Paris dans sa s$ance du
26 mars 1928 ¥

|. Dsfinitions.

1. Type de croissance et Norme. — Appelons type de croissance
une fonction positiye d'une yariable positive r, croissant constam-
ment et indsfiniment, plus vite que toute puissance de r.

Soit </>(#) une fonction uniforme de la yariable complexe x,
au sens le plus gsnsral, c'est-a-dire un nombre complexe associ$
a chaque yaleur de x sans aucune condition de continuits ni de
monogsnsits. Nous dirons que <> (0;)) appartient du type de croissance
i(r) si, en posant [a;] =, le quotient [<p(x) |: t(r) est born$ pour
toutes les yaleurs de x. La borne supsrieure de ce quotient sera
appelse la norme de par rapport t(r) et notse ou |<bje
De la rssulte I'Squivalence des deux insgalitss

et
i<p@)|  mt(r)
quel que soit Xx.

) P. Flamant, Sur une notion analogue pour les fonctions entisres
a celle de familie normale pour les fonctions holomorphes (Comptes rendus de
I'Acad. des Sc., t. 186, Paris 1928) p. 836-838.
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Quelles que soient les fonctions fi et fi et la constante a, on
a lin¢galitd et 1'égalite
() N+ MK 1M+ 1ML =

La notion de norme, qui ne sera appliquée en fait gqu'a des
fonctions entieres, peut 6tre utilisee avant que le caractere de fonc-
tion entiere ne soit Ctabli, comme on va le voir immédiatement.

Les polynomes en x appartiennent a tous les types de crois-
sance d’apres la rapidite de croissanee qui est imposce a ces der-
niers par dofinition.

2. Convergence uniforme par rapport a t(r). — Connergence vers
une valeur finie. — La suite des fonctions fin (x) conyerge vers O (fi)
uniformoment par rapport a t(r) si les différences fin(x) — fi(fi)
appartiennent a t(r) et si leurs normes tendent vers 0.

L'insgalit$

) fin (fi) — fi (Fi fin - f| P (>’)
montre que, dans tout domaine fini. fin(x) tend uniformoment (au
sens classique) vers fi(x)', par suite, si les fin(fi sont des fonctions
entieres, fi(x) est aussi une fonction entiere, et si les fin(fi appar-
tiennent d t(r), il en est de méme de fi(fi. Ce sera toujours le cas
dans les exemples qui suivront. Grace a l'inegalitd (1), on voit que
fi,,\ tend vers Ifi[; en particulier, les \fifi sont bornees.

A un domaine fini donnd correspond, & cause de la conyer-
gence uniforme classique, un rang a partir duquel fi,,(x) a, dans
ce domaine, autant de zeros que fi (#); par suite, si les fonctions
fi,, (X) ne sannulent pas, la fonction limite fi(fi) n'a pas de zeros
ou bien est identiquement nulle. L’existence d’une yaleur exception-
nelle a commune a toutes les fin (fi entraine une propriotdé analogue.

Supposons maintenant que chaque fi,,(x) ait une yaleur ex-
ceptionnelle an\ dans le cas simple ou ces a, tendent vers une li-
mite finie a, les fonctions fififi) — an tendent vers fi(x) — a unifor-
mement par rapport a t(r), car d'aprés les formules (1):

(fin — an) — (fi — a) | == | (fi, — fi) -f- (a — a,)) | <
I fin — fi 1+ [« —a, | = |fi,, — fil |- la — a, |. ] 1];

donc fi(x) ne prend pas la yaleur a ou se reduit & la constante a
Dans le cas od les an ont plus d’une yaleur d'accumulation finie,
soient a' et a" deux yaleurs d'accumulation finies et distinctes; la
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considoration d'une suite partielle tendant vers «' montre que < (x)
admet la valeur exceptionnelle a' ou se rdduit a la constante a’;
la considdration d'une suite partielle tendant vers a" montre que

admet la valeur exceptionnelle a" ou se roduit a la constante
a"; de la resulte que si  (0?) ne coincide avec aucune des deux
constantes a' et a", elle admet ces deux nombres comme yaleurs
exceptionnelles finies et se roduit par suite a une autre constante.

3. Connergence vers oo par repulsion. — Soit une suite de fonc-
tions entieres <n(a? ayant chacune une oaleur exceptionnelle finie an,
les fonctions

(») —

sont des fonctions entibres ayant la yaleur exceptionnelle 0; si cha-
cune des deux suites ayant pour terme gonéral ||0,| et |a,,|.]O.,]|
tend wvers 0 pour n infini, tend vers oo avec n pour toute
yaleur fixe de x. En effet, on a

et par suite
L'indgalito
L —a,\—|a,
entraine a fortiori
! Ki'ikpk
| Onlt(r)
qui justifie la conclusion annoncée. Nous dirons alors que tend

vers 00 par repulsion uniforme par rapport a t(r). On peut réunir
les deux conditions en un seul énoncd en assujettissant le produit
( A KDIKII g tendre vers 0.

Exemple. — otant une fonction entiere ayant la yaleur
exceptionnelle 0, la suite

<1 («) = nin<p (x) <+ pn

tend vers oo par répulsion uniforme par rapport a tout type de
croissance auquel appartient 1:<>(x) si m, et m,,:p,, croissent in-
définiment
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o COBHERE 125 o A ITAETEL = 5 ey o

tion d’une suitﬁ donnde, on peut associer ,$m nﬁ b y ten-
dant ver, avec et tel que de quotient H p [Nyl gende
vers 0, tend vers oo avec |l pour toute yaleur fixe de A En
effet, posons pour abréger l'ecriture

ou

14>n~bn\ = gn\t>,,\
d’ou rosulte

Nous avons dautre part

|</>»(’\)| = |6»] — | </>«(») — M
et, a fortiori

|<M?) | = lbn| — g, |[M<W =M +[1 — &«(m)]

A T U T 1

<[> oOtant une fonctlon entiere quelconque, la suite
ﬂ (#) -f- ﬂ tend vers 00 par entrainement unlform(pnp

pﬁ)tmt a tout type de croissance auquel appartient

M8 MR 1apport 4 8. — une samite ce onc.

tions entleres est normale par rapport au type de craifsgnce £(r) si:
1° toute fonction de la familie appartient kT@ﬂ quel que
soit s = 1;

2° de toute suite infinie de fonctions de la familie, on peut
extraire une suite partielle tendant vers une fonction entibre ou
vers 00 et dont la convergence soit, pour tout s = 1, uniforme par
rapport 6 i(sr) & I'un des trois sens préccdents.

Pour que cette seconde condition soit realisée, il suffit que,
une suite de fonctions de la familie et un nombre s = 1 etant don-
nés, on puisse extraire une suite partielle uniformement convergente
par rapport a i(sr). En effet, soit (<£) une suite donnde de fonctions
de la familie; pre T un$ sgnlte de nombres dccrmssanﬁ et ten-
dant vers 1: st = .., la connaissance de J permet
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d’extraire de (5) une suite partielle (cSj) dont la convergence soit uni-
forme par rapport & #(str); la connaissance de s, permet d’extraire
de (A) une suite partielle (A) uniformoément convergente par rap-
port a t(str), et ainsi de suite. Le procédo diagonal >) permet de
former une suite (<€’) qui soit extraite de (<£,) quel que soit m; sa
convergence est alors uniforme par rapport a i(s,r); comme tout
nombre s>>1 est suporieur a quelgu’un des s,, la convergenee est
aussi uniforme par rapport a i(sr). A priori, une difficultd pourrait
se prosenter lorsque (A), et par suite toutes les (<£,), tendent vers 00;
la conrergenee pourrait Otre uniforme tantot par ropulsion et tantét
par entrainement; mais il suffit de remarquer que l'un au moins
de ces modes de convergence se préosente une infinitd de fois et de
se restreindre aux s, et (<F,) correspondants.

On pourrait songer a employer comme type de croissance une
fonction de ra = |a; — a|; nous allons voir que la géndralisation ainsi
obtenue serait purement apparente. En effet soit un nombre s = 1,
insérons un nombre s' entre s et 1:

I<«'<«,
I'indgalito

ra. r—ja
entraine a fortiori

sra  s'r
des que
s(r — s'r

c'estA dire

D’autre part, a lintérieur du cercie

le quotient t(s'r): t(sr* est une fonction continue de la position du
point x et le donominateur ne s'annule pas, il atteint donc sa borne
suporieure qui ne peut 6tre que finie. Dosignons par m cette borne
(qui est déterminde par a, s et s'), nous avons o6tabli les inegalitos

) Cf. p. ex. P. Montel, Legons sur les familles normales de fonctions
analytigues et leurs applications, Paris, 1927, p. 15—17.
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t(s'r) mt(sra)

respectivement a I'extorieur et a I'intorieur du cercie, la seconde
est valable partout car m est nécessairement plus grand que 1; il en
résulte que toute fonction <£(a;) appartenant a i(s'r) appartient a t(sra)
et que

@)

m $tant indSpendant de la fonction <b, la convergence uniforme par
rapport a /(s'r) entraine la convergence uniforme par rapport a i(sro).
Il y a identite entre familie normale par rapport a i(r) et familie
normale par rapport a i(»,).

I1. Familles normales sans limite infinie.

6. Definitions. — Familie bornee par rapport d t(f). Nous dé-
signerons ainsi une familie de fonctions entieres appartenant A t(f),
dont les normes par rapport a i(r) soient borndes suporieurement.

Familie presaue bornie par rapport a t(r). — Nous nomme-
rons ainsi une familie born¢e par rapport a t(sr) quel que soit
s>> 1. Une familie bornee est a fortiori presque bornce.

Par suite de !inegalite (2), une familie born¢e par rapport
a t(s'r) est bornee par rapport a t(sra). Le fait pour une familie
d’6tre presque bornde soit par rapport a t(r), soit par rapport a i(ra)
est le méme.

7. Théoréme. — Pour qu’une familie de fonctions entieres soit
normale par rapport d t(f) sans admettre oo parmi ses fonctions li-
mites, il faut et il suffit qu’elle soit presgue bornee par rapport d i(r).

Soit une familie presque bornee par rapport a t(f) et s un
nombre plus grand que 1. Insérons un nombre s' entre 1 et s; soit
m un nombre supdrieur a toutes les normes par rapport a t(s'r).
Le calcul des coefficients de Mac-Laurin par lintégrale de Cauchy
donne les insgalites

t(s'r)
" (s'r)n

msn

Remplagons la derni&re fraction par sa borne inférieure qui
est I'inverse de un — \xn\ prise par rappport a Kffi nous avons

®
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Pour chaque valeur de n, les eoefficients an de toutes les fonc-
tions de la familie sont borinds en module. Une suite infinie d’entre
eux admet donc toujours au moins une valeur d’accumulation sa-
tisfaisant & la mome inogalitd, valeur qui est la limite d'une suite
extraite de la premiere.

Soit <p°, <j>\ une suite de fonctions de la familie. La
suite de leurs termes constants aj, aj,..., aj,... admet une suite par
tielle que nous noterons aj°, aj"°, aj"°,... tendant vers h0. Considerons
la suite des eoefficients de x des fonctions correspondantes: a™, a™,

elle admet une suite partielle que nous noterons a*, a"™, a'/',

tendant vers b,. La suite des eoefficients de a2 correspon-
dants ajl, ajl, aj', aj'l,..., admet une suite partielle aj", ajl, aj’, aj", ...,
tendant vers 62, et ainsi de suite. Le proccdd diagonal permet de
former une suite d'indices w0, n2, <2, € 1 I & que pour chaque
terme ¥ les eoefficients aj°, ajl ak*.... akp,... tendent vers bk. Po-
sons alors

() = bt -|- btx -j- 62z2 -f- ... -j- brfck
Ecrivons pour evaluer la norme relative a t(sr):
(>nf (8;) — Xr (®) = (aje — 20) -f- (aje — &)X . -f- (aje — Dh)a/" -f-
+ + X2+ )~ W + W [+ w)p
Pour chacune des dernieres parenth&ses, nous avons
I +ave/+ + e [ QLAY+ 1«20 | oo
En tenant compte des inegalites (3) et des egalités (4) [a® = — ota-

blies ailleurs ’), nous obtenons

et

) P. Plam ant, loc. cit. note de la page 278, p. 82.
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INAZHL + N8 +7 0 K —-"4 -

1 ——
S

s et s' une fois fixes (s' détermine m), h peut ¢tre pris assez grand

pour que ces quantitSs soient arbitrairement petites; h ainsi fixe,

considérons la premiere partie

1 (°?7—M + («? — Bi)X + 11+ + <
— M-lil + 1®? —M-KI + — M

ou daprés (4)
laop — M M0 + | [J 4+ e+ | sa

somme d'un nombre fixe de termes dont chaeun tend vers 0 pour
p infini d’apres la formation de la suite np\ somme qui, pour p suf-
fisamment grand, devient donc arbitrairement petite. Il est ainsi
¢tabli que, par rapport a t(sr\ j<fp(a?) — F(a)i tend vers 0 pour
p infini; la familie est donc bien normale dapres la remarque faite
au n° 5, apres la definition.

Nous allons maintenant otablir la proposition contraire. Dire
d'une familie qu'elle n’est pas presque bornce par rapport a t(f),
c'est dire que, pour au moins une valeur s}> 1, elle nest pas bor-
noée par rapport a t(sr). Des lors, de l'ensemble des normes par
rapport a z(sr), nous pouvons extraire une suite de nombres crois-
sant constamment et indsfiniment; les fonctions auxquelles ces normes
appartiennent forment une suite fitl, ¢/P,..., $“,... dont toute suite
partielle posséde le meme caractere (normes croissant constamment
et indofiniment); donc aucune suite partielle ne peut tendre vers
une limite finie (n° 2). Si la familie est normale, la suite en que-
stion ne peut avoir que oo pour limite.

8. Pour qu'une familie normale riadmette pas oo parmi ses fonc-
tions limites, il faut et il suffit que les oaleurs numerigues prises en
un point par toutes les fonctions de la familie forment un ensemble
borne.

La condition est nécessaire, car si en un point les yaleurs
numoriques ne sont pas bornces, on peut former une suite de ya-
leurs tendant vers oo, toute suite extraite des fonctions correspon-
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dantes tend en ce point vers oo; si la familie est normale, une
telle suite convergente a pour limite oo.

La condition est suffisante, car si les yaleurs numcriques en
un point sont borndes, toute suite convergente de fonctionB de la
familie, tendant en ce point vers un nombre fini, a pour limite une
fonction entiere.

9. Familie des derwees. La familie des <p(a:)) 6tant presque bor-
nce par rapport a i(r), nous avons pour s= 1 l'indgalite

| > (®) | sgj m(s) t(sr).
Dans I'expression d’une deriyoe par lintegrale de Cauchy
n! <j>(2)dz
PWx) — 2-irig (z— X)ntl

prenons pour contour d'intdgration un cercie de centre X et de rayon
Z;, en posant |X|=r, nous avons sur ce cercie Nous
pouvons alors €crire, en employant un nombre s' compris entre 1 et's

Nous avons d'ailleurs

s'(r pour r o --------

et pour les yaleurs plus petites de r, nous ayons
ss' |
—s

«P-H) < s

Nous avons donc, suivant le cas, I'une des inegalitos

que nous remplaeerons par une seule, grace a la croissanee de la
fonction t(r):

“) Le ehoii le plus avantageux de |, o6tant donnes s et S', conduit
It rinégalite
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ce qui exprime que la familie des derivoes d'ordre n est bornce
par rapport a <(sr).

Si une familie de fonctions entiires est presaue bornie par rap-
port a t(f), la familie des derinees d’un meme ordre est aussi presgue
bornee par rapport a t(r).

D’apres la meme indgalitd, la conyergence uniforme par rap-
port a t(sr) quel que soit s > 1 s’etend aux deriyees de m&me ordre.

Prenons maintenant une familie de fonctions dont les deriyces
forment une familie presque bornée par rapport a t(f) et dont les
valeurs numoriques en un point forment un ensemble bornd. On
peut supposer que ce point est 1l'origine, I’emploi des types de crois-
sance i(r) et t(rf) etant equiyalent. Nos hypotheses se traduisent
par les indgalitos:

|6 0)] < I m(s)t(sr)

yalables pour toutes les fonctions de la familie. 1l en rosulte:

W+ w (S)t(sr)dr
0

ou, par un changement de yariable

sr

|<P@E7) | << ml A—="N(r) dr.
0

En d$signant par  (s) le plus grand des deux nombres m{
et m(s):s, nous avons

La familie des <f(x) est donc presque bornee par rapport au type
de croissance

Ce résultat se goneralise immediatement en supposant la fa-
milie des doriySes nma presque bornee, et les yaleurs numeriques
en un point des fonctions et des deriyees jusqu'& l'ordre n — 1
bornces (le point peut yarier avec l'ordre de deriyation).
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La propriotd subsiste en reinplagant partout presque bornde
par bornee.
10. Familie des differences finies. — Posons

(@) =<£@?J-A) —t>(x) et A? = AaAa...Aa (n fois).

Jai Otabli)) pour une fonction fi (x) appartenant k un type de crois-
sance Z(r) linegalite

AN <t - L ow e

ou r=[a?, h"=|A|, et | est un nombre positif arbitraire.  otant
prise arbitrairement dans une familie presgue bornée par rapport
a t(r), prenons 2 nombres s = s'= 1, et utilisons le type de crois-
sance Z(sT), Ifil m(«), doii

»(sz)mlA™
|AZ</>(®)|<------=----~

Comme prdécedemment,
s//(r-i‘-i-j-nh) sr pour r S(Z + 9h)

et
s'(I-\- nh")

s'(r + 1-]-nh") < 5s (sl + ) pour < ,

— ' sS—sS
de sorte que nous pouvons Gcrire, quel que soit r:

ss'(Z -]- wii)

Si nous imposons a h' une borne superieure, Z s, et s' Otant
fixes, l'inogalité est du type

\&Kfi(fi)\ kt(sr).

Les differences finies d'un meme ordre, relatioes a des accrois-
sements h bornes en module, forment comme les fonctions elles-inSmes
une familie presgue bornee par rapport a t(r).

) P. Flamant, Le développement d’'une transmutation lindaire par rap-
port ii la differentiation finie (Rendieonti del Circ. mat. di Palermo, i paraitre),
eh. 11, formule (2).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII 19
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Pour la différence premiere, en mettant a part le facteur k
du numerateur, nous avons

(5) | (x)| k,h't(sr) pour |h'| a

qui exprime Vegale continuite des fonctions Cette egale conti-
nnitdé est uniforme, non pas au sens ordinaire, mais par rapport
4 t(sr) quel que soit s> 1.

Rociproguement, supposons une familie de fonctions dgalement
continues par rapport k t(r), en ce sens que, pour toute fonction
de la familie, l'indgalitd

Al

| Aab O)

La considoration du quotient Aas> :h comme fonction de
h holomorphe meme pour h = 0, montre que Fon a aussi

suffise A entrainer

(6) \bh<p ()\s™h\t(r)

qui est de forme analogue a (5). Si I'on suppose en outre que les
valeurs numoriques de toutes les fonctions de la familie en un
point forment un ensemble bornd, on peut en conclure que la familie
est bornée par rapport a un certain type de eroissance, soit en ti-
rant de (6) une inogalitd relative aux dorivees, soit par raisonne-
ment direct en jalonnant la portion de droite (O|x) par des points
distants de a.

On aurait un rosultat analogue pour des familles presque bor-
nees, et une goéneralisation pour les différences nmes.

111. Critéres de familles normales.

11. Critere relatif aux derioees. — Etant donnee une familie
de fonctions, si la familie des derinees est presgue bornie par rapport
au type de eroissance t(r), la familie donnee est normale par rapport a

r
Mr) = 1+Jttfjdr
0

En effet, soit une suite de fonctions de la familie; on peut
d'abord en extraire une suite partielle formoe des dont les
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valeurs numeriques a lorigine tendent vers une limite unique, finie
ou infinie. Si cette limite est finie, la suite partielle constitue une
familie presque bornée (n°9), donc normale; elle admet donc une
suite partielle uniformément convergente. Si la limite est oo, les
fonctions qui ont les memes dorivées et s'annulent
a l'origine, constituent une familie presque bornee; leurs normes
[kPn(a>)-—<p,(0)|| prises par rapport a tfsr),s > 1, sont bornoes;
eomme les nombres </>,0) tendent vers oo, les fonctions </>,(#) ten-
dent vers oo par entrainement uniforme par rapport A A (sr) (n° 4)

12. Lemmes relatifs au module des fonctions entieres sans zero.
Considsront une fonction entiere sans z$ro, prenant la valeur 1 pour
X =0 et dont le module soit limitd supcrieurement par une fonc-
tion connue

()
Celle des fonctionsl) log qui sannule avec a, satisfait
a l'insgalite
®log (X) =L |<b(X) (<< LF(r),
d’oii nous concluons ?)

llog 2 Lf(r+ 0

quel que soit le nombre positif Z, ou en posant | — kr

HogN N I+1jL/ftl+AOTr]

Il en resulte en particulier
L|¢X]|=®logd@)=—2(1-f1) L/[(1 + Kk)r]

d'ou

c'est-A-dire, en inversant

(8) ol <{/[(!+ X(I+|)

*) log designe le logarithme d’un nombre cemplexe, L le logarithme réel
d’'un nombre positif, Sl signifie partie reelle.

2) Cf. p. ex. G. VValiron, Fonctions entieres et fonctions meromorphes
d’une variable (Memorial des Sc. math., fasc. 2, Paris 1925) formule (9), p. 4.

19*
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Considerons maintenant une fonction entiére sans z$ro appar-
tenant au type de croissance i(r)

9) YO( 1 =<<1IO/ <)

Lafonction 0(<r):0(0) qui prend la valeur 1 a Il'origine, satisfait
a l'inegalito

0(0)  [0(O)
de la forme (7) d'oit l'inegalite de la forme (8):

000) ~NOH(i +
10(0)| i

qui s'ecrit encore

LOrL c<ro+ yrpy+i
T0(0)3+"

1° Si la fonction entiere sann zero B(x) appartient au type de
croissance t(r), la fonction 1:6(x) appartient au type de croissance

ak,N={tl(l + KOr]}".

Pour une familie de telles fonctions, nous aurons, moyennant
les hypothdses
[|O]|<m [0(O)|>1>0,

U'indgalits, applicable a toutes les fonctions de la familie

1
0(x)

2° Si une familie de fonctions entieres sans zero est bornee par
rapport a t(r), et si les naleurs numerigues d lorigine (ou en un
meme point) sont bornees inferieurement en module, lafamilie des in-
oerses arithmetigues est bornee par rapport d t(k,r).

En remplaeant r par sr, s f> 1, et en supposant m fonction de s,
on voit quel’enonce subsiste en remplagant bornee par presgue' bornee.

13. Premiere propriete des familles normales. — Si une suite infi-
nie de fonctions appartenant a une familie normale par rapport a t(r),
eonoerge pour chague valeur de x vers une limite finie. sa connergence
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est uniforme par rapport a tfr) quel que soit s= 1, et par suite
la limite est une fonction entiere appartenant a tfr).

Soient  (x), <2 (8>),..., la suite en question et p ff) la limite
sur laguelle on ne suppose rien au point-de-vue monogéneitd. Nier
l'uniformitd oOnoncée, c'est affirmer que pour au moins une valeur
de s> 1, la suite des |<», — | prises par rapport a tfr) ne tend
pas vers 0, ou qu'une infinitd de ces normes sont supdrieures a un
nombre positif fixe. La familie etant normale, la suite correspon-
dante admet une suite partielle convergeant uniformément, et dont
la limite ne peut etre que pff), il y a donc contradiction.

14. Criteres relatifs aux oaleurs exceptionnelles. — Soit une
familie de fonctions entieres pff) ayant chacune une valeur ex-
ceptionnelle a; nous leur associons les fonctions

fontions entieres sans zdros.

Si rensemble des naleurs exceptionnelles est borne, et si la fa-
milie des Qfc) est presque bornee par rapport d un type de crois-
sance tf), la familie des pff) est normale par rapport au type de
eroissance

tkk, ) ={t[C A r]}2+*2 (k constante positive)

Tout dabord, d’apres le lemme (n° 12, 1°), chacune des fonc-
tions pff)— a appartient a t(k,sr), et par suite pff) dogalement.

Etant donnde une suite de fonctions pff), on peut en extraire
une suite partielle p,,ff) dont les valeurs exceptionnelles an tendent
vers une limite a. La suite des fonctions correspondantes ffff) ad-
met une suite partielle d,,qF) uniformément convergente puisque la
familie des Bff) est presque bornde et par eonsequent normale par
rapport a tf), Les Qn ff) admettant la valeur exceptionnelle 0, leur
limite admet la méme valeur exceptionnelle ou bien est la con-
stante 0 (n° 2).

Envisageons d’abord ce dernier cas: ||0S j prise par rapport
a tfr) tend vers 0 pour q infini; t(k,sr) otant plus rapidement

croissante que tfr), il en est de meme en prenant la norme par
rapport & t(k,sr); an tendant vers une limite finie, le produit
lang| | tend aussi vers 0; donc, par ddéfinition (n° 3), p/ff)

tend vers oo par repulsion uniforme par rapport a t(k,sr).



Examinons maintenant le cas oh tend vers une fonc-
tion entiere sans zoro w(a); pour chaque valeur de Xx,

tend vers

Par rapport a n'importe quel type de croissance,

1% —«l[l1l+ 0,

Le premier terme tend vers O pour q infini; donc la conyergence
de </>,2#) vers ilr(rc) est uniforme des que celle de 1: vers
| Fest. La familie des Qnfx) est presque bornée par rapport
a t(r) dapres !'hypothese generale faite sur les 6(x)\ d'autre part,

(0) tendant vers 0?(0) qui n'est pas nul, ces yaleurs sont bornoes

est presque bornee par rapport a t(Jc, sr)\ et enfin, d'apres le lemme
(n° 13), la conyergence de 1:0,,”(a:) vers 1 :w(z) est uniforme par
rapport a t(k,sr\ le thdoreme est donc etabli.

15. Ce thooreme peut Otre gonodralisé de maniere a englober
des cas oh l'ensemble des yaleurs exceptionnelles n'est pas borné.
D’une suite donnte de fonctions <f(x}, on commence toujours par
extraire une suite partielle dont les yaleurs exceptionnelles tendent
vers une limite; si cette limite est finie, ce qui procede s'applique;
il reste a voir moyennant quelle hypothese on pourra conclure dans
le cas de la limite infinie, la seule conclusion simple pouyant étre
gue <pn(x) tend uniformément vers oo.

D’aprés la définition (n° 3), >n(x) tend vers oo par répulsion
uniforme par rapport a f(sr) [et a fortiori par rapport a i(fc, sr)] si
:0,,| et |a,,].|]|0,,] [normes relatives a z(sr)] tendent vers 0; comme
a,, tend vers oo, le second fait entraine le premier. En dosignant
par /(«) une fonction constamment et indefiniment croissante de la
yariable positiye u, il suffit de supposer I'existence d’une borne su-
perieure pour les produits |an |[/(|a..|)|| B,»Ce qui conduit h I'enoncé
suivant:

Si les familles 0(x) et af(|a])6(x) sont presgue bornees par
rapport a t(f), la familie f(x) est normale par rapport a t(k,r).
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La convergence vers oo lorsquelle se prdsente alors lieu par
repulsion.

Reportons nous maintenant au n° 12. La familie des 0{x) o6tant
presgue bornee par rapport a f(r), en prenant les normes des fonc-
tions par rapport a <(sr), I'indgalitdé (10) se transforme en

|<P# —al  [m(S)]2+* ¢ (0) —ap+ t(i, sr)

En prenant les normes des f(x) —a par rapport ii t(&,sr),
nous avons

La suite des 0,,(x) dont les yaleurs exceptionnelles an tendent
vers 00 converge vers oo par entrainement uniforme si le second
membre relatif a ces fonctions tend vers 0. Il suffit que, des que
|a| depasse une certaine grandeur, on ait l'inégalito

(11) [<>(0) —al<jdsD

G(m) etant une fonction croissant moins yite que toute puissance.
L’hypothese

(12) |0(0) —a| < la’

permettrait de comparer le second membre i |<«|3HIf~ qui tend
vers 0 si I'exposant est ncgatif, c’est-a dire pour

AP
ce qui exige gm<|.

Si la familie des 0(x) est presgue bornee par rapport d t(r) et
si pour toute fonction dont la valeur excepticmnelle a depasse en mo-
dule un nombre fixe, I'inegalite (11) a lieu, la familie des f(x) est
normale par rapport a t(k,r). L’inegalite (11) etant remplacte par
U'inegalite (12), g <f  la conclusion subsiste pour les naleurs de Ic sa-
tisfaisant d (13).

IV. Propriotés des familles normales.

16. Limite infinie. — A la propriétd 6noncde au n° 8, on peut
ajouter la suivante:
Si une suite de fonctions entibres appartenant a. une familie
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normale se rdduit en un point d une suite numerigue tendant vers 0o,
| en est de meme en tout point du plan.

i En effet, si en un autre point du plan, la suite des valeurs
numoriques des fonctions admettait une valeur d'accumulation finie,
on pourrait en extraire une suite partielle tendant vers cette valeur.
On aurait donc une suite de fonctions tendant en un point vers oo
et en un autre vers une limite finie, earactdre subsistant pour toute
suite partielle. Aucune d’entre elles ne pourrait conyerger ni vers
une fonction entiere, ni vers oo; I'hypothese est donc incompatible
avec la ddfinition d’une familie normale.

Dans le cas ou toute suite admet une suite partielle tendant
soit vers une fonction entiere, soit vers oo per ropulsion (p. ex.
lorsque la familie est justiciable du crztére du n° 14 ou du premier
critore du n® 15); on peut ajouter que la suite considérée tend
vers 00 par repulsion uniforme par rapport a t(sr) quel que soit
s> 1. En effet, en prenant les normes par rapport a f(sr), le pro-
duit (1 -]-|an])||Bni tend vers 0 (n° 3); la domonstration par I'ab-
surde est calquee sur celle du n° 13.

17. Connergence en une infinite de points. — Soit une suite de
fonctions entieres appartenant a une familie normale, et snpposous
gu'en chacun des points de la suite xt, x2,..., X,,,..., elle se roduise
a une suite numorigue conyergente (au sens strict, c’est-a-dire avec
limite finie). En un point quelconque autre que les precedents,
la suite des valeurs numoriques ne saurait admettre oo pour valeur
d’accumulation (car une suite partielle tendrait vers oo en ce point
et vers une valeur finie en elle conyergera (necessairemant
vers une limite finie) si elle a une seule yaleur d’accumulation.
Imaginons un point x0 od il y ait plusieurs yaleurs d'aecumulation,
et soient a et b deux dentre elles; nous pouvons extraire de la
suite des yaleurs numoriques en xa deux suites partielles tendant
respectivement vers a et b. Chacune des deux suites de fonctions
eorrespondantes admet une suite partielle conyergeant vers une
fonction entiere prenant la yaleur a ou b en x0 et les memes ya-
leurs en chacun des points ot, ...,or,,... La différence de ces
deux fonctions entieres appartient, comme chacune d’elles a t(sr)
quel que soit s 1, ssannule en chacun des points de la suite xr,
xt,... ,><,,,et prend la yaleur a—b en x0. Si le fait pour une
fonction entiere appartenant a t(sr) de s’annuler aux points
xt, ...,X,,,... entraine sa nullitdé identique, on peut en conclure que
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a =", cest-&-dire que la suite est convergente en tout point du
plan. Cette convergence est uniforme d'apres le n° 13.

lep cas: Si une suite de fonctions entieres appartenant d une
familie normale connerge en chacun des points x1, a?2)..., X,,,... ayant
un point d'accumulation d distance finie, elle converge en tout point
(théoreme analogue A celui de MM. Vitali et Porter).

2e cas: Les points aq,xt,..., xn,... tendent vers oo lentement:
le sens de ce mot se précise en se reportant a la formule de M.
Jensen qui rattache la distribution des zeros d'une fonction entiere
a sa croissance. Soit <f>(x) une fonction entiere ne s’annulant pas
h l'origine et ri}r2,..., rB,..., les modules rangds en croissant des
zeros de cette fonctionl); quels que soient r et n, on a l'indgalit¢?)

max |</>(«)| pour |X|—T

00).

Soit maintenant une fonction entiere ayant I'origine pour
z6ro d’ordre p\ les zoros suivants, dont nous noterons les modules
r°"Arn, ... osont ceux du quotient <f(x): anx” de la fonction par
son premier terme effectif; la formule procodente, appliquee a ce
quotient donne

J>—p

ou
mas |<>(a?) | pour |x| r

Nous diminuerons le premier membre en remplagant chaque
facteur r; par le plus grand et si appartient a t(r), nous
augmenterons le seeond membre en remplagant le numorateur par
|</>JE(r); nous avons donc une inegalite de la forme

(pourvu que n depasse p dans le seeond cas). Cette inégalit¢ s'¢crit
encore

*) Plusieurs N consecutifs sont egaux s’il y a un zero multiple ou plu-
sieurs zeros de meme module.

*) Cf. p. ex. E. Borel, Leeons sur les fonctions entieres, 2me 6édition
Paris, p. 133.
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L'entier n otant fix¢, nous choisirons r de fagon & rendre ma-
ximum le second membre, ce qui donng, en posant

= borne sup. — =

et par suite

Faisons croitre n indéfiniment, le second membre tend vers 1;
nous en concluons

lim i
(14) n —> 00

En remplaeant t(f) par t(sr), u, est remplac¢ par w,:s
lindgalite (14) par

, et

lim
u—>00
Si f>(x), sans appartenir necessairement A t(r) appartient a t(sr)
guel que soit s= 1, la limite inferieure considerée est sups$rieure
a tout nombre plus petit que 1, et I'insgalité (14) a encore lieu. Une
suite de nombres xItx2, dont les modules satisfont & I'in-
egalitd contraire
lim £
v oo N <1
ne peut donc etre la suite des zéros d'une fonction entiere apparte-
nant & i(sr) et non identiquement nulle. Nous pouvons donc for-
muler le thooréme (analogue au thsoréme de M. Blaschke):
Si une suite de fonctions entieres appartenant d une familie
normale par rapport d t(r) conuerge en chacun des points x1,xi,...,
Xn,... satisfaisant d la condition

elle coneerge en tout point du plan.
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Note sur la convergence vers oo par entrainement.

Reprenons la dofinition donnee au n° 4. Les deux conditions
que bn croisse indefiniment et que gn tende vers 0, peuvent otre
réunies en un seul ¢nonce en imposant a

1= |<pm — pn)
IM
de tendre vers 0.
La definition peut alors etre transformee de la fagon suivante.
Etant donnee une fonction < («), a tout nombre y 4=0 correspond
une yaleur du rapport

y(«/>y)

la borne inférieure de ces rapports lorsque y varie sera appefoe le
caractere de la fonction et notée 80. Ce caracfore (comme la
norme qui figure au numsrateur de g) est relatif a un type de
croissance dotermine. <> —y| est une fonction continue de y, car
les formules (1) donnent:

O—y|HAYd1<|o—(y+Ay) <|o—y|+|Ay|-1]

Le rapport g(<k;y) est donc lui aussi une fonction continue
de y. Pour otudier g(<p'y) lorsque y augmente indo6finiment, nous
ocrirons

IyI-IH-T1<AB<k-yI<lyl.ll'i] + K]
d'ou

H1+NM NN <HNYNILL Ny,

donc, quelle que soit la fonction O, lorsque y tend vers 00. y(</>y)
tend vers | 11 De plus, si [<P| ™ 1, le premier membre est superieur
a ||I1|] et par conséquent gt™y') dspasse |1l pour toute yaleur
finie de v.

Le caractbre (Pune fonction est toujours au plus egal a ||1], et
linegaliti

W Cl

entraine
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Lorsque &[> << |11 g(c/>'y} ne peut se rapprocher de sa borne
inforieure que pour des valeurs finies de y, et par suite de la eou-
tinuitd, cette borne est effectivement atteinte. Donc si 8</>-< |11, il
existe au moins un nombre b pour lequel

y(</>; 6) = &P

Etudions maintenant comment le caractere depend la fonction <p;

tout d'abord, par suite de lincgalité (1),

A/ -V KO+ A—y 4 -] + A

d'on
(15) —jJjicCc™""m + 1Ay I+ Ly -
Supposons d’abord
&h < |i||;
il existe un nombre b pour lequel g(tf>\b)— et nous avons
par suite

8</>-"<<K4=4-\/N)<844-",
En imposant a la fonction additionnelle > la condition

nous aurons
84 b) &b -}-h.
et par suite
§4+4)'C84 +
Si nous ayions §<£ = | 11, nous aurions a priori l'indgalite plus

serrée §(4 4" 4) §4-
Dans tous les cas, pour doterminer la borne inférieure de

g(<f) yfrly) il suffit d'envisager pour y les yaleurs telles que
ON 4- 4i 80 4"~

yaleurs satisfaisant a fortiori a

F

Si nous tenons compte de cette inc¢galit¢ dans (15), nous
obtenons



301

9 [Py)— (80 +ty < y[h+ N Y)<Y[Py) + (&b +ty
qui entraine, pour les bornes inférieures
8§ — (§<¢b NEp +=N)NEO + (8P + A i
Donc linegalite
h
&+ *

I8(d, + V/) — &l

Le caractere est donc une fonctionnelle continue de la fonction.

Pour qu’'une fonction tende vers oo par entrainement uniforme,
il faut et il suffit que son caractere tende vers 0.

Cette notion de caractere permet de complcter le n° 16 ainsi
gu’il suit: Pour chague yaleur de s= 1, la suite pent etre partagee
en deux autres tendant vers oo fune par repulsion uniforme, fautre
par entrainement uniforme par rapport d t(sr).

La conyergence par entrainement se reconnait a ce que §»
tend vers 0, et la convergence par répulsion, a ce que (1 -j- |a])|0||
tend vers 0 (notations du n° 3).

Les normes et caractcres etant pris par rapport a t{sr), mettons
dans une premiere classe les fonctions de la suite considoroe n'ayant
pas de valeur exceptionnelle, ou ayant une yaleur exceptionnelle et
telles que

(16) g7 <( + [a)][o]],

et dans une seconde classe, les fonctions ayant une yaleur excep-
tionnelle et telles que

entraine la suiyante

8~=(i + H)|0]|.

La suite des fonctions de la premiere classe tend vers oo par
entrainement uniforme. En effet, dans I'hypothese contraire § O ne
tendrait pas vers 0; on pourrait former une suite partielle pour
laquelle 8cf resterait superieur a un nombre fixe; par suite de
lin¢galits (16), il en irait de méme de (1 —]a|)| Ol Cette suite,
ainsi que toutes celles qui en peuyent etre extraites, tend numdri-
guement vers 00, mais ni par entrainement, ni par ropulsion uni-
forme, ce qui est contraire au fait que les fonctions appartiennent
a une familie normale.

On etablirait de fagon analogue que la suite des fonctions
de la seconde classe tend vers oo par repulsion uniforme.



Sur les transformations des ensembles
rectifiables.

Par

St. Gotgb (Cracovie).

J'6tudie, dans la note prdsente, la fagon dont se comporte la
longueur de la projection sur un hyperplan mobile d'une partie
d’un continu rectifiable.

Je me base sur un lemme intéressant par lui-méme. Je donne
une solution affirmative du probleme suiyant pose par M. Wazew-
ski: La longueur de la projection d'une partie rectifiable d'un con-
tinu plan sur une droite mobile est-elle une fonction eontinue de la
position de cette droite? J'obtiens quelques rosultats plus goneraus.

Jadopte les notations de M. Wazewski. Jai communique
les résultats ci-dessous au cours du Congrds International des Ma-
thomaticiens a Bologne le 8 Septembre 1928.

Lemme. Soient donndes p fonctions de n  m yariables

\%

ou nous ayons pos6, pour abroger
f(aq,..., 8, — X

(2) jyi, e, =Y

Soit C un continu rectifiable situé dans !'espace cartésien a n di-
mensions et D une partie quelconque de l’espace a m dimensions.
Nous supposons que

1) pour X fixe, les fonctions (1) sont fonctions continues
de la yariable Y,
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2) il existe un k fixe inddpendant de X et Y1), tel quon a
®)

lorsque X et X' appartiennent a C. Soit A une partie rectifiable
du continu C. Ddsignons par

@ F(A,Y)
la classe de tous les points
{e{X)Y),....fp(X, Y)}

que I'on obtient lorsque X varie dans A. (L’ensemble F(A, Y) fait
partie de Fespace a p dimensions et est une fonctionnelle depen
dant de Y).

Sous ces hypothdses on aura:

1) Si A est de longueur nulle F(A, Y) l'est aussi.

2) F(A, Y) est un ensemble rectifiable.

3) La fonction:

longueur de F(A, Y)

est semicontinue inférieurement dans f>

Remargue. De ce théoreme resulte immaddiatement le fait im-
portant que la fonction long F(A, Y) est une fonction mesurable
au sens de Lebesgue lorsque D est un ensemble mesurable.

Doémonstration.  Soit

©)
une reprosentation du continu C, telle que les fonctions yz(t) soient

absolument continues dans un intervalle borne et ferm6é A et que
Fon ait presque partout dans A:

(6)

)On peut sans restreindre la gondralite du lemme, supposer que cette
condition a lieu pour tous les X de C et localement pour les Y, c. a-d. pour
un yoisinage conyenable de chague point Y.

) p (X, X") désigne la distance des points X et X'.

’) Le cas ou D est compose exclusivement de points isolés est banat.

4) Une telle représentation esiste. Cf. T. Wazewski, Kontinua prosto-

walne etc. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Mat. 1927, Théoreme du § 17 et 24.
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U est clair que
©) NGO, F)={AG(i), Y\...,fp(G (O, F)}

offre une représentation de l'ensembie F{C, F). Les fonctions
N(G(F), Y) sont absolument continues, parce qu’on a

1Z(G&), F)-/LG(A), -A.

Il en resulte que F(C, Y) est un continu rectifiable. Supposons que
A est de longueur nulle. Nous affirmons que

(8) long F(A, F)=0.
Considorons, a cet effet, Y comme fixe et posons
) =NG#H),F),
U j %=G—1(§‘),
ou G_1(4) designe la classe de tous les t pour lesquels G(t) ap-
partient a A.

On a $videmment
2t = G(B),
F(Bj = F(A, Y).

U suffit de prouver qu'on a presque partout dans B l'egalite

) |[F'(Ol =o.

Or presque partout dans B subsiste la relation

(12) IG'(f)] = 0.

D’autre part on a (cf. (3))

I>(0(#o4-A,F)-/(G(«0),F)

(13) h

donc on aura presque partout dans B
fi(Gr(t),Y) =Q

d'ou il resulte immaddiatement que (11) a lieu presque partout dans B.
Soit maintenant A une partie rectifiable de C. L’ensemble A
peut stre mis sous la forme

(14) A=A4-B
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ou Al est une somme denombrable d’ensembles fermes et I+ est de
longueur nullel). F(At, Y) est aussi une somme de parties fermoes
du continu rectifiable F(C, Y) par conséquent FMAX, Y) est recti-
fiable. Comme d’autre part

long 1 (R, Y)=0
donc

long F(A, Y) = YngF (Al Y) -4- long F(R, F) = long F(At, Y).

La deusibme partie, de notre lemme est ainsi démontree. Pour do6-
montrer sa troisieme partie, il suffit de prouver que la fonction

(Ib) long™A.F)

est semicontinue inferieurement dans D. Remarquons a cet effet
qu'il existe un ensemble 3 etant somme dénombrable d’ensembles
fermes pour lequel on a

(16) G(0) = A

Soit {YJj une suite de points agroges a D et tendant vers un point
Yo appartenant a D. Posons

l=1,...~=0,1,2,...
|9 0.0 = {"W,:..,~(O}, U= o,i,..

On a ¢évidemment:
(18) NA LK = Iffft(G)) M=0,lI,...

Les fonctions h”(f) satisfont (cf. (13)) a la condition de Lipschitz
avec une constante inddpendaute de i et  egale, par exemple, a len.
On a, en consdquence de la continuite de/)("T, K):

(19) limH () — Ro(f), (feA).

ftICO

Il en resulte, suiyant un de mes theoreines anterieurs3) que

) Cf. T. Wazewski, Contribution a la theorie de la longueur, Annales
de la Soc. Pol. de Math. T. VIl (1928). La dscomposition (14) resulte imme-
tement du theoreme 2, p. 30.

2) parce que la representation (?(t) est continue-

3) Annales de la Soc. Pol. de Math. T. VII, (1928), p. 238, theoreme

du § 5.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 20



(20)

ce qui termine la demonstration.

Theoreme 1. Soit A une partie rectifiable d’'un continu rectifiable
C plonge dans l'espace a n dimensions. Soit tt un hyperplan mo-
bile a r dimensions — 1) et PA(7r) la projection (ortho-
gonale ou non) de A sur tt. Dans ces conditions la projection
P (tt) de A sur tt est rectifiable et sa longueur est une fonction semi-
continue inferieurement de la position du plan tt

Demonstration. La projection d’un point quelconque X sur le
plan 7r a des coordonnees:

{/1(X,E),....Z,(X,K)}

ou les fonctions ft sont lindaires par rapport aux X et continues
par rapport aux Y. Elles satisfont, par consequent, a la condition
de Lipschitz®. Notre thdoreme se trouve ainsi ramene au lemme
procedent.

Theoreme 2. Si I'hyperplan tt interrenant dans le th¢oreme pre-
cedent se reduit a une droite la fonction

(21) long PA(Tfi)

est une fonction eontinue de la position de cette droite.
Demonstration. Supposons que la position de la droite depende
d’'une faeon eontinue des parametres yl,...~ym. I} suffit de prouver
(cf. Theorome 1) que long PAfnj est une fonction semicontinue
supCrieurement de ces parametres. Comme l'ensemble A peut etre
arbitrairement approché (en ce qui eoneerne sa longueur) par ses
parties fermees et comme la longueur de la projection d'un en-
semble sur une droite ne surpasse jamais la longueur de cet en-
semble, il suffit de traiter le cas on A est ferme. Or dans ce cas-la,
le thsoreme peut etre demontré par un raisonnement indique par
M. Sierpinski dans le cas de l'espace a deux dimensions?) ce
qui n'est pas essentiel pour la valabilite de la démonstration.
Remargue 1. Le Theoreme 2. ne peut pas etre generalisé au

*) localement par rapport aux Y.
I) Cf. S. Mazurkiewicz et S. Saks, Sur les projections d'un ensemble

ferme, Fund. Math. VIII. § 7.
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cas de 1'byperplan mobile au nombre de dimensions supGrieur a un.
Désignons, en effet, par A la eirconference d'un cercie de dia-
metre = I, situe sur le plan (a,y) de Fespace a trois dimensions.
En faisant tourner un plan P passant par I'axe X nous remarquons
que la projection de A sur P est une ellipse de longueur supo6-
rieure a 2 exceptd le cas oti P est orthogonal au plan y). Dans
ce cas-ci la projection est un segment de longueur 1.

Remargue 2. Suiyant le Theoréme 2. ’ensemble fermé et plan
de MM. Mazurkiewicz et Saksl) qui se projette sur une
seule droite passant par un point fixe comme un ensemble de me-
sure positive n’est situe sur aucun continu rectifiable.

Remargue 3. M. Saks a construit2) un ensemble S plan,
fermd, situe dans la couronne fermée comprise entre deux cercles
de centre 1 l'origine des coordonndes et de rayons respectifs 1 et
|/2, dont la projection sur chaque droite est de mesure nulle et qui
a des points eommuns avec tout rayon issu de l'origine.

Il n’est situe sur aucun continu rectifiable. Dans le cas con-
traire il existerait un continu rectifiable C renfermant S, contentt
dans la couronne en question. S’ serait de longueur nulle’). Appli-
quons au continu C notre lemme en posant:

oA (@I Xi) - |,-=-wcjrmv Xi) -

Cette transformation remplit les conditions de ce lemme. L’ensemble
P(S)'i) est dans ce cas identique avec la circonférence du cercie
intérieur de notre couronne, donc sa longueur est positiye. Nous
aboutissons ainsi a une contradiction avec notre lemme suiyant le-
quel F(S) serait de longueur nulle.

’) Mazurkiewicz et Saks, 1. c.

’) S. Saks, Remargue sur la mesure lindaire des ensembles plans, Fund.
Math. 1X, p. 16.

¥ cf. T. Wazewski, Contribution etc. 1. e. p. 27, Lemme 1.

4 Dans notre cas F(X, Y) ne depend pas de Y. Nous 6crivons donc
F(X) au lieu de F(X, F).

20*






COMPTES-RENDUS ET ANALYSES



Nouveaux fascicules du ,,Mémorial des Sciences mathéma-
tiques)).

Fascicule XXXIV. Ondes liguides de graoite, par M. H.
Verone.

Le present fascicule est c.onsacre a l'etude des petits mouve-
ments d’un liquide incompressible pesant, contenu dans un vase fixe,
lorsque ces mouvements sont dus a des causes exclusivement super-
ficielles (impulsions ou 6mersion d'un corps solide). On peut aborder
le probleme précédent soit en cherchant la solution qui correspond
a des conditions initiales donnces, soit en cherchant a determiner
les oscillations propres harmonigues du liquide et en essayant ensuite
de les utiliser pour former la solution qui correspond a des con-
ditions initiales données. L'auteur a envisage chacun de ces deux
points de wvue. L’ouvrage est ecrit avec beaucoup de talent et la
lecture en est aussi attrayante qu’instructive.

Fascicule XXXV. Theorie mathematigue de I'elasticite, par M.
Leon Lkcornu, Membre de llnstitut.

Ce travail contient un apereu sur toutes les parties de la theorie
de lélasticitdé et se termine par un résume de lhistoire de cette
branche des sciences mathdématiques; on y trouvera en particulier
une discussion des plus intdressantes des questions de principe qui se
presentent dans la th¢orie de 1'elasticite. L’ouvrage justifie entiferement
les esperances que le nom du celebre auteur pourrait faire concevoir.

Fascicule XXXVI. Sur la deeomposition d'une fonction mero-
morphe en elements simples, par M. Paul Appbll, Membre de I'Ins-
titut, Recteur honoraire de I'Universite de Paris.

Pour donner une idée de la nature de ce tres interessant
ouvrage, nNous ne croyons pas pouvoir mieux faire que de présenter
le passage suivant de llntroduction: ,,En faisant I'expos6 gondral

) Voir les tomes: I, p. 142, 1V, p. 122, V, p. 98 et VII, p. 254.
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de la théorie de la decomposition en eldments simples, je prendrai
d’abord les fonctions rationnelles et celles qui s’y rattaehent, puis,
d’apres Hermitr, les fonctions doublement périodiques et les fonctions
zeta, les fonctions doublement périodiques de seconde et troisiome
espoce, puis les fonctions d’'un point analytique, puis les fonctions
automorphes d' Henri Poincare, puis enfin les fonctions F dites tri-
plement pdriodiques de trois yariables x.vy, z yoérifiant I'6quation de
VATAR |
Laplace -y =4 dyl  de?
a la definition d’'un nombre fondamental dans le problome, d'aprds
Poincarel.

Inutile sans doute d'ajouter que l'ouvrage se distingue par les
rares qualites bien connues des travaux de lillustre auteur.

Fascicule XXXVII. JPans/6rwiataw de contact et problime de
Pfaff par M. G. Cerf.

Comme le fait remarquer l'auteur lui-mome, des le début, la
thoorie analytiqgue des transformations de contact a 6t6 considorée
comme cas particulier du probléme de Pfaff, c'est-a-dire de !'etude
des proprietés inyariantes d’une equation de Pfaff quelconque. Or
cette etude a gagne beaucoup en simplicitdé grace aux methodes
nouyelies de M. Cartan, fesquelles ont reeu un complement impor-
tant de M. Goursat. Le but principal du présent fascicule est, comme
le dit l'auteur lui-inéme, de resumer ce qui, dans ces méthodes, et
en particulier dans la multiplication et la doriyation extérieures,
a un rapport direct avec les transformations de contact, de retrou-
ver les proprietes d’invariance connues du groupe correspondant et
d’en indiquer I'extension au groupe des transformations qui conser-
vent une expression ou une equation de Pfaff quelconque.

Le prosent fascicule rendra des seryices precieux a toutes les
personnes qui youdront se renseigner sur le sujet auquel ce fasci-
cule est consacre.

Fascicule XXXVIII. Familles normales et guasi-normales de
fonctions mHomorphes, par M. G. Vai.ihon, Professeur a la Faculte
des Sciences de Strasbourg.

Les notions de familie normale et quasi-normale de fonctions
sont dues, ainsi que la thoorie de ces familles, a M. Montbl qui,
par cela mé.me, a mis entre les mains des analystes un puissant
moyen de recherches. On trouyera, dans le présent fascicule, un
apereu tres clair tant des .thdories fondamentales de M. Montel

Je consacrerai un numoro spocial
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lui-m$me que des nombreux et importants travaux qui s’y rattachent.
Ajoutons que l'auteur de ce fascicule etait, a cause des nombreuses
et importantes contributions qu'il a apportses lui-m$me aux questions
qui y sont etudiees, particuliSrement indique pour I'Scrire.

Fascicule XXXIX. L’analyse indéterminde de degrd superieur,
par M. T. Nagell, Docteur es Sciences, charg$ de cours a I'Uni-
versite d’Oslo.

Voici comment l'auteur lui-m$me caracterise les problsmes de
I'Analyse indeterminse: ,on appelle analyse indsterminee la partie
de la thsorie des nombres qui s'occupe des solutions en nombres
rationnels ou en nombres entiers d’une ou de plusieurs equations.
Le probleme le plus important de ce domaine est I'stude des solu-
tions entisres ou rationnelles en x,y,z,... de lequ.tion:

(@2, y, =0

ou F est une fonction entiere rationnelle de x.y,z,... a eoefficients
rationnels ou entiers“. Bien entendu le problfeme pr$esdent peut,
comme le fait remarquer l'auteur, Stre considerablement gsnsralise
de diverses faeons. Toutefois I'auteur, voulant avant tout, exposer les
parties de !'Analyse ind6terminde ou des rosultats d'une certaine
goéneralite ont eté atteints, se borne a etudier la recberche des points
a coordonndes rationnelles ou entisres d’'une courbe piane algébrique,
en ne eonsiderant que des courbes du 3 ifeme degr6 au moins et
cela parceque le cas des lignes de degré inférieur au 3-i$Sme fait
l'objet d’une thsorie actuellement classique.

Le prssent fascicule rendra de precieux serviees aux personnes
qui voudront se renseigner sur ’Analyse indéterminde.

Fascicule XL. Goéomoétrie sur les surfaces et les uaridtes algo-
briques\ guestions transcendantes, topologie, par M. S. Lefschetz, Pro-
fesseur a Princeton University.

Ainsi que le fait reinarquer l'auteur au debut de l'introduction,
,0n entend par geometrie sur une configuration algsbrique A. (courbe,
surface, varists) I'Stude des propristss des configurations algsbrigues sur
A, invariantes sous les transformations birationnelles de A*. L'ou-
vrage est ecrit avec une grande competence par un auteur qui a
lui-m$me apport$ d'importantes contributions au sujet trait$; il est
donc appel6 a rendre de precieux serrices aux goomstres.

S. Z
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Mc¢morial des Sciences Physiques publié sous le patronage
de I’Académie des Sciences de Paris, des Acad¢mies de Belgrade,
Bruxelles, Bucarest, Coimbre, Cracovie, Kiew, Madrid, Prague, Rome,
Stockholm (fondation Mittag-Leffler), etc., etc... avec la collaboration
de nombreux savants.

Directeurs: Henri Villat et Jean Villey. Chez Gauthier-Vil-
lars & Cie 55, quai des Grands-Augustins, Paris (6e).

But de la Colleetion:

Chaque fascicule, d’une soixantaine de pages environ, renferme
I'expose, aussi clair et condense que possible, d’une question precise
et bien delimitee; cest une sorte de mise au point d’'un problome,
ou d'une catégorie de problemes a !'ordre du jour.

Le Mc¢morial des Sciences physiques publie non pas des m¢-
moires originaux, mais des eludes documentaires constituant I'abou-
tissement critique de nombreux travaux, personnels ou non au si-
gnataire du fascicule, et dont l'essence se trouve resumee. La nou-
velle Colleetion constitue un cadre exactement adapte pour reeueillir,
et rendre profitable pour tous, ces efforis couteux de documentation
critique que chacun se trouve amen$ a faire, en maintes cireon-
stances de recherches ou d’enseignement, sur des questions peu con-
nues ou controversées, ou en Ovolution rapide.

Le programme du nouveau Mc¢morial s'stend non seulement
aux questions que la classification habituelle range dans la Physique
proprement dite, mais a celles qui ressortissent a la Physique ma-
thématique, a I'’Astronomie expsrimentale ou a I’Astronomie physique,
a la Mecanique experimentale et appliquée ou a la MsScanique des
fluides, a la Physique et a la Chimie industrielles, a la Physico-
Chimie. La liste des fascicules suffit a montrer la variete des que-
stions qu'il aborde, sans du reste prstendre eu rien a constituer une
Eucyclopedie systématique. Sans pouyoir insorer des analyses des
fascicules successifs du Mimorial des Sciences Physiques, nous croyons
devoir faire connaitre a nos lecteurs au moins les titres des fasci-
cules de cette tres importante publication a mesure qu’ils paraitront.

Volumes in-8 raisin (25—16) se vendant s¢parement:
Fascicules parus:
I. L. de Broglie. — La Mecanique ondulatoire _ _ - _ 15 fr.
Il. A. de Gramont. — La Tslemstrie monostatique - - - 15 fr.
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IIl. G. Moreau. — Les propriétés olectriques et magne-

tiques des Flammes.......ccoiiiiiiiici 15 fr.
IV. F. H. van den Dungen. — Les Theories gonorales

de la technique des vibrations _- - _ - i _-__ 15 fr.
V. J. Barbaudy. — Les Bases physico-chimiques de la

distillation...........coooii e 15 fr.
VI. F. Badeau. — Le Quartz pi6zo-6lectrique et ses appll-

cations dans la technique des oscillations hertziennes 15 fr.
VII. E. Aubel et A. Genevois. — L’etat actuel de la question
des fernients.

VIII. R. Dubrissay. — La Mesure des tensions superficielles
en Analyse chimique..........c.cocooniniinnnn , 15 fr.

IX. G. Ribaud. — Le Rayonnement des corps non noirs.

X. A. Mesnager. — L’Etude expoérimentale des tensions

dans les solides.

Lecons sur VHydrodynamique par Henri Villat, correspondant
de rAcademie des Sciences, Professeur a la Faculté des Sciences
de Paris, Directeur de !Institut de Mocanique des Fluide de I'Uni-
versitd de Paris. Chez Gauthier-Villars & Cie, 55 Quai des Grands-
Augustins, Paris (6e).

Voici comment M. Villat lui-meme caracterise, dans la notice
publiee par la maison editrice, le but et l'esprit de lI'ouvrage: ,La
premiore partie de ces Lecons est destinee a donner une idee assez
complete, et aussi simple que possible, de la thoorie des sillages,
concernant le mouvement permanent d'un solide dans un liquide
parfait. Cette theorie a 06t6 odifibe sur les principes fondamentaux
poses par Kirchhoff. Helmholz, M. Lovi-Civita et M. Brillouin.
Des doveloppements, prolongements et perfectionnements tres con-
siderables ont etd0 apportés par divers auteurs, au premier rang
desquels il conyient de citer M U. Cisotti. I'ai moi-méme, ainsi
gue mes Oleves, donne quelques efforts a la question. Nous exami-
nons ici les points les plus importants, ainsi que les diffieultés aux-
quelles donne lieu la thoorie, et la maniere de lever ces diffieultds.
Nous insistons sur un fait, qui hous semble fondamental, concernant
la non-unicite des solutions.

Venons maintenant a 1'6tude qui fait I'objet essentiel du present
V olume.

Un fluide parfait 6tant regardé comme le cas limite d'un fluide
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reel, il est d’un intéret primordial de reeonnaitre comment doduire
les propriotés et caracteres d’'un mouvement a etudier das le fluide
parfait, des propri6tds et caracteres concernant le fluide visqueux,
dont on fait tendre la viscositd vers zoro.

Cette question a fait I'objet des savantes recherches de M. C.
W. Oseen et de ses eléves, notamment de M. Z. Zeilon. Nous ex-
posons ici les théories dues a ces auteurs et a nous-méme, dans cet
ordre d'idees. Le passage a la limite enyisagd, comporte des diffi-
cultds considorables. Une remargue de J. Boussinesq pouvait le
laisser provoir: le savant géomdtre avait en effet mis en dyidence,
des 1880, a propos d'un probléme simple, que la solution cessait
detre analytique quand la yiscosite tendait vers zero. La raison
majeure des difficultds rencontrees rodside, selon une profonde re-
marque. de M. J. Hadamard, dans le fait que les termes complé-
mentaires qui, dans les questions de rHydrodynamique contiennent
le eoefficient de yiscosite, sont justement ceux oh interyiennent les
dériyoes de l'ordre le plus elevd; de sorte que les ,,caracteristiques”
du problfeme gonoral different essentiellement de celles du probleme
limite.

Quoi qu'il en soit, apres avoir exposo la thoorie des 6quations
integrales de I’'Hydrodynamique, nous construisons avec M. Oseen
une solution du cas limite. Nous donnons les resultats obtenus par
M. Zeilon dans la recherche des solutions effectives dans des cas
importants, et nous donnons également des indications sur I'extension
gue nous ayons obtenue de ces théoriens dans le cas du fluide li-
mite par des parois fixes.

Notre ambition a 6t6 d'etre aussi clair que possible, pour un
teeteur possddant une bonne culture mathomatique sans otre forco-
ment renseigné a fond sur des questions spoéciales. Cest en vue
d’un tel lecteur que nous avons 6t6 amend a introduire par exempte
un expose de quelques lignes de la thoorie des Fonctions Ellip-
tiques, sous une forme qui permet d'obtenir, en peu de mots et na-
turellement, les propriotds essentielles de ces fonctions. De meme,
un probleme particulier nous a servi a exposer les propriotés utiles
de I'é6quation de la chaleur, sous une forme assez intuitiye. Et, en
vue d'un exemple a o6lucider, nous avons donne une courte theorie

des fonctions de Legendre, si importantes en Physique Mathematique.

Nous serions heureux si ce livre pouyait faciliter aux cher-

AN
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cheurs les voies a suivre dans les theories nouvelles de I'Hydrody-
namique, ou tant de beaux resultats sont encore a découyrir.

Ces belles leeons de M. Villat se distinguent par les qualitds
eminemment franeaises de elartd et de simplicite ce qui, avec Il'in-
téret considérable du sujet de I'ouvrage en rend l'etude extraordi-
nairement attachante. Grace aux indications bibliographique qui sy
trouyent, le lecteur pourra s'instruire d’une fagon tres complote en
la partie de I'nydrodynamique a laquelle l'ouvrage est eonsacre.
Ajoutons que la grande valeur de l'ouvrage est eonsidérablement
accrue par une critique penotrante de !'etat actuel de la thoorie
des sillages.

Leeons sur la theorie des tourbillons, par Henri Yillat, 1 Cor-
respondant de I’Acadoémie des Sciences, Professeur a la Sorbonne, Di-
recteur de !'Institut de Mécanique des Fluides de I'Université de Paris-

Chez Gauthier-Villars & Cie, Quai des Grands-Augustins, 55,
Paris (6e).

Le présent ouvrage se distingue comme les autres livres de
son Ominent auteur par les qualitdés de simplicitd et de elartd qui
réduisent au minimum l'effort nocessaire pour se familiariser avec
les matieres qui y sont traitées. L’extrait suivant de la profacCet la
table des matieres permettront de se faire une idée nette de l'esprit
et de I'envergure de l'ouvrage.

Le prdsent ouvrage a pour objet I'exposé de tout nn ensemble
de questions importantes, et d’'un interet actuel, se rattachant aux
tourbillons dans les fluides. Ce livre constitue le developpement de
nos Leeons a la Facultd des Sciences de Paris pendant I'annee 1929.

Un coup d'oeil sur la Table des Matiores renseignera sur les
problemes que nous ayons traites, et sur la marche que nous avons
suivie. Nous avons essaye de mettre le plus de elartdé possible dans
nos doyeloppements, et, par une mise au point de diverses thoories
nouyelles, de relier d'une faeon naturelle les questions que nous
avions a enyisager. Nous serions heureux d’avoir, au moins partiel-
lement, atteint notre but. Est-il superflu de dire que les Traites
classiques de MM. P Appell (Mecanigue rationnelle) et J. Hadamard
(Leeons sur la propagation des ondes) ont beaucoup facilitdé notre
tache. Nous avons tir6 grand parti des leeons rocentes de MM. J.-
L. Synge et G. Jaffe, et des notres, ainsi que des profondes re-
cherches de M. Liehtenstein auxquelles sont consacrés les Cha-
pitres X1 a XIIl du présent Ouyrage.
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Chapitre |: Notions generales classigues. Equations goénerales.
Equation de continuite. Equation complémentaire. Tourbillon. Equa-
tions de Helmholtz. Formules de Cauchy Grondralisation. Cas ou il
n'y a pas de potentiel pour les forces extorieures. Propridtes des
tourbillons. Tubes tourbillons, Leur intensite. Tubes infiniment. de-
liss. — Chap. Il: La ditermination des nitesses guand les tourbil-
lons sont connus. Calcul des vitesses en fonction des tourbillons. Cas
du liquide indofini. Formules finales. Part contributive d’'un anneau
infiniment delie. Cas d’'un fluide eontenu dans un vase fixe. Rdso-
lution du probléme goénéral dans le cas de deux dimensions pour
un vase anime d’un mouvement donne. Le probleme generat dans
le cas de trois dimensions, pour un vase anime d’un mouyement
connu. — Chap. Ill: Mouoements plans. Tourbillons infiniment de-
lies. Eguations canonigues Etude des mouvements plans. Tourbillons
infiniment minees. Mouyement de n tubes tourbillons. — Chap. IV:
Les tourbillons de JBenard-Karman. Une file reguliere. Deux files sy-
mitrigues; deux files alternees; stabilite de ces configurations. Les
tourbillons de Bonard-Karman et les configurations tourbillonnaires
regulieres. Une file infinie de tourbillons. La configuration corres-
pondante est instable. Les deux files paralleles. Stabilitd6 du systeme
alternd. Systeme symetrique. — Chap. V: Application des tourbil-
lons de Benard au calcul de la resistance d'un solide dans un liguide
indefinl. Position du probleme. Calcul de £. Calcul de £'. La mothode
de M. J.-L Synge. Files de tourbillons alternos, indéfinies d'un seul
cotd. Nouyelle application du thidoreme des quantités de mouyement.
Une proprieté du coefficient a2 Calcul d'une integrale. Calcul de

w2dz et de sa limite. Conclusion — Chap. VI: Generalisations

dinerses. Files tourbillonnaires en fluide limite. Systeme de n tour-
billons entre deux murs paralleles. Systeme de tourbillons dans un
rectangle fixe. Files de tourbillons indéfinies entre deux murs pa-
ralleles. Applications. Calcul de la resistance Oprouvde par un cy-
lindre mobile dans un canal, dans le cas ou naissent a l'arriere des
tourbillons altern6s. Premiere mdthode. Le resultat de M. L. Rosen-
head. — Chap. VII: Les problemes de tourbillons d deux dimensions
et la representation conforme. Gondralitdés. Exemples. Un th6oréme gono-
ral. Exemples. La mdthode de M. Caldonazzo. Sur un probleme de M. D.
Riabouchinsky. — Chap. V111: Les tourbillons de dimensions finies. Tubes
de dimensions finies. Tube cylindrique circulaire homogdne, en li-
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quide indc¢fini, en repos a linfini. Le tourbillon elliptique de Kirch-
hoff. Le tourbillon spheriaue de Hill. — Chap. IX: Les configura-
tions de reoolution. anneau tourbillon. Ge¢neralités. Cas d'un seul
anneau infiniment delié. Cas gencral Thoorie de 'anneau infiniment
dolie. Anneau de section finie. Retour a Tanneau de faible section.
Remarque. — Chap. X: Lxpose du probleme fondamental gendral.
Rappel de guelgues proprietes classigue concernant les discontuités. Le
probleme gcneral. Les discontinuités. Les conditions identiques. Les
conditions cinematiques de compatibilitd. Mouvements oh les vitesses
sont continues. Saut d'acceleration. Continuitd de la pression dans.
un liquide, au passage de la surface qui limite les tourbillons. Re-
marque. — Chap. XI: Sur dioerses inegalitds fondamentales concer-
nant les potentiels. Conventions et notations. Lemme. Le premier
theoreme de M. A. Korn. Le second thGoreme de M. A. Korn. Les
inegalites de M. L. Lichtenstein- — Chap. XIlI: Le theorbme gene-
ral de M. L. Lichtenstein. — Demonstration du thé¢oréme. Definition
de X, y,z dans le domaine tourbillonaire. Ddéfinition de x.y.z a I'ex-
térieur des tourbillons. Les fonctions x.y,z, eonstituent bien une
solution du probleme. Correspondance biunivoque entre les domaines
successifs. Unicite de la solution. — Chap. XIII: Generatisations
dwerses et applications. Fluide limite. Mouvement permanent relatif
de deux tourbillons cylindriques dans un liquide indéfini. — Chap.
XI1V: Quelgues mots sur les tourbillons dans les fluides visqueux. Pr¢-
liminaires Le tourbillon eirculaire dans un fluide visqueux.

Gmndlagen der Hydromechanik von Leon Lichtenstein. O. O.
Professor der Mathematik an der Universitat Leipzig. 1929, XII -f-
509 p. Berlin, Verlag von Julius Springer,

Voici en quels termes le savant auteur caracterise lui-meme,
dans la preface, le but et le nature de I'ouvrage: ,,Je me suis pro-
pos0 d'exposer les fondements de la mocanique des liquides d’une
fagon mathématiquement satisfaisante, adaptee a 1'6tat actuel de la
science sans laisser au second plan le c6t6 physique du sujet. Ce
programme a dc¢termind dans les grandes lignes la composition de
I’ouvrage.

Alors que Thydrodynamique, dont I'hydrostatique n’est qu’un
chapitre particulier, a pour fondement mathematique la theorie du
potentiel, les theoremes les plus genéraux de la cinébmatique des
liquides et en genodral ceux de la cinematique des milieux eontinus
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eonstituent, en partie, de simples interprstations de certains theo-
remes gs$nsraux de ’Analisis Situs. Pour assurer une base solide
aux dsveloppeinents exposss dans les parties principales de I'ouvrage,
sans 6tre oblige de supposer chez le lecteur d'autres connaissances
que celles des principes du calcul infinitésimal, je commence, au
premier chapitre, par prssenter les notions essentielles de la thso-
rie des ensembles de points, en insistant particulierement sur la re-
prssentation topologique de domaines bornss ou infinis dans le plan
et dans l'espace.

Le second chapitre constitue une preparation au passage a la
thsorie du potentiel; il est consacr$ a la notion de champ vectoriel
ainsi qu'aux theoremes de Green et de Stokes.

Le troisieme chapitre est consacrs a la theorie du potentiel
dans la mesure nscessaire pour la suite.

A cause de la place strictement mesurée dont on disposait, il
n'a $ts possible de presenter des dsmonstrations completes que
d’'une partie des thSoremes expos$s. En revanche, on expose dans
ce chapitre d'une faeon dstaillse la dstermination d’'un champ ve-
ctoriel $tant donn$ la rotation, la divergence et des conditions ps-
riphsriques.

Les trois chapitres précsdents eonstituent la base mathsma-
tigue de tous les d$veloppements ultsrieurs®,

Le chapitre suivant rentre dans la philosophie de la msca-
nique; pour l'essentiel, I"auteur adopte les idSes de Kirchhoff et les
complste par des commentaires appropriss.

Les deux chapitres suiyants sont consacrss a la cinsmatique
des fluides; l'auteur s’applique soigneusement a Sviter les dsfauts de
rigueur trop répandus dans les expositions habituelles de cette branche
de la ms$canique; le second des deux chapitres qui nous occupent
en ce moment traite de la propagation des discontinuitss dans les
milieux continus, thsorie a laquelle restent attaches les noms de
Riemann, Hugoniot, Duhem et Hadamard.

Dans le 7-iSme chapitre l'auteur expose les fondements phy-
siques de I'hydrodynamique, le 8-ieme chapitre est consacr$ a I'hy-
drostatique. Dans le 9-ieme chapitre on trouvera une intSressante
application du principe de Hamilton.
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Le 10-i6me chapitre traite de la transformation des equations
de I'hydrodynamique et constitue une preparation au 11-iéme et
dernier chapitre ou le distingué auteur expose ses propres ,thdo-
remes dexistenceu relatifs a divers problemes d’hydrodynamique;
faute de place, il n'a pas etd possible de developper les domonstra-
tions de la convergence des soéries constituant les solutions des pro-
blemes o6tudiés mais, grace aux indieations contenus dans le texte,
le lecteur n'Oprouvera pas de diffieultdé a retrouver dans les me-
moires originaux. les ddémonstrations qu'il a fallu supprimer dans
I'ouvrage.

En resume, il nous semble que, les dquations de l'’hydrodyna-
mique admises, les considorations basOes sur elles par M. Lichten-
stein ne laissent rien a ddsirer comme rigueur et procision et con-
duisent a des rdsultats du plus haut intérét.

Quant a l'établissement des dquations hydrodynamique elles-
mémes, nous n'oserions pas affirmer qu’il ne donne pas lieu a quel-
ques difficultes. Quoi gu’il en soit, I'ouvrage, a cause de ses qualites
de rigueur et de prdcision, nous semble moriter I'admiration de tout
mathomatieien et doit Otre chaudement recommandd a tous ceux
qui voudraient acquerir des connaissances approfondies en hydro-
maocanique. S. Z.

Aurel Wintner: ,Spectraltheorie der unendliclien Matrizen®.
»Thoorie spectrale des matrices infinies”. Avec proface de M. Lich-
tenstein, professeur a I'Universite de Leipzig. Leipzig, S. Hirzel
1929, pp. X11-4-280 in 8°.

On connait l'importance de la thdorie des matrices infinies
pour la nouvelle mocanique des quanta doveloppee par Heisenberg.
Il etait donc a dosirer que ces theories exposfes dans des me-
moires difficiles a lire pussent etre rendues intelligibles aux physi-
ciens. C'était aussi, d'apres les prefaces de MM. Wintner et Lich
tenstein, le but de l'auteur. C’est pourquoi il a consacré les deux
premiers Chapitres de l'ouvrage a I'exposition des propridtoés des
matrices finies ainsi qu’'a des theories classiques de l'analyse, comme
celles des fonctions a variation bornee, de lintdgrale de Stiltjes
etc. La mdthode d'exposition suivie dans ces chapitres consiste
a prosenter les considdrations de manifere qu'elles puissent s'adap-
ter immediatement a l'etude des matrices infinies et des integrales
correspondantes.
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Voici les titres des chapitres de I'ouvrage: 1. Bases algebrigues
et formelles. 2. Thoories auxiliaires d'analyse. 3. Matrices bornoes
infinies. 4. Theorie de la matrice spectrale. 5. Thdorie spectrale des
matrices bornoes. 6. Matrices hermitiennes non bornées. Appendice:
Esauisse d'une thoorie spectrale des fonctions presgue pdériodigues.
Bibliographie.

Apros avoir expose la thdorie des matrices finies, I'auteur con-
sidore au troisieme Chapitre les matrices infinies dites borndes se-
lon la terminologie de Hilbert, en se bornant principalement aux
matrices hermitiennes. Toutefois il 6tend cette thdorie en esguissant
aussi une thoorie des matrices borndes non hermitiennes et en o6tu-
diant particulierement les matrices unitaires. c’est a dire telles que
Ton ait )I(aIJaijSik, oii @ represente la guantitd conjuguée de a

et oit O est le symbole eonnu de Kronecker.

Dans le 6-eme Chapitre et dans 1'’Appendice on trouvera des ehoses
nouvelles et intéressantes. L'auteur considere dans le 6 eme Chapitre
les matrices non borndes hermitiennes ayant la proprioté ,,Q“ c'est-
a-dire que %(a,ﬂ)z et Z(u,A;)2 convergent, lesguelles ont dejA 6to envisa-

1

goes par Carleman. Elles sont ,,régulieres” si elles possedent une matrice
resolvante bornée unigue. Une matrice est dite ,,statistisch sinnvoll*,
si elle ne possode qu'une resolvante bornoe limite (Grenzresolvente),
c'est-a-dire une resolvantc qui est limite d'une certaine suite des ro-
solvantes des segments de la matrice. On montre que les matrices
»demi-borndées* c'est-a-dire les matrices dont les speetres des seg-
ments sont situ6s sur une demi-droite sont ,statistisch sinnvollu.
Or les matrices demi-borndes jouent un role important dans la phy-
sique, le spectre de la matrice de 1'6nergie de !’hydrogene etant
situe sur une demi droite. L’auteur montre que les matrices Q sont
les speetres des segments situ6s sur une demi-droite, si — le spectre de
la matrice l'est.

On eonnait les belles recherches de M. Horald Bohr sur les
fonctions presgue périodigues. L’auteur introduit une gonéralisation
des matrices de Laurent Otudiee par Toeplitz pour ces fonctions.
Si la suite ...— C-i> C6i Ci 1++ est suite des ,,fréguences” d'une
fonction presgue periodigue /(i), telle gue

T rffre-~clt ==

-7

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 21
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(e_e =e~V) soit differente de z6ro pour ces nombres et seule-
ment pour ceux-IA, 'auteur forme la matrice infinie dans tous les
sens dont I'6l6ment -, est +.5 variant de —o0 a -|-0o0.
Il etudie ces matrices, matrices qui correspondent dans la thdorie
de Heisenberg des quanta, a la mecauique classique des vibrations.

Le livre de A. Wintner est riche en contenu et en iddes nou-
velles. Il gagnerait encore, si les theoromes nouveaux Otaient enon-
cés explicitement et soOparément comme tels et si le livre etait
muni d'un index alphabdtique qui faciliterait la recherche des do-
finitions particulieres a l'auteur. Il eut ete bon aussi d’ajouter un
résume de la theorie de la mesure de Lebesgue Borel et celle de
Uintograle de Lebesgue, notions dont l'auteur fait un grand usage.

Il convient aussi de remarquer que dans I'ample bibliographie
qui termine l'ouvrage, on ne trouve pas cites les travaux de Poincaro
ni de Helge von Koch. Mais ces manques sont faciles a combler.

Alfred Rosenblatt.

Comptes-rendus des seances a Cracovie
de la Societe Polonaise de Mathematique.

11. V. 1929. T. Wazewski: ,0 odwzorowaniach posiadaja-
cych jakobjan uogolniony!*

27. 1V. 1929. T. Wazewski: ,Pewne twierdzenia z teorji
dhugosci w zwigzku z wynikami Estermann’#

25. V. 1929. T. Wazewski: ,Zmiana zmiennych w catce
twielokrotnej

25. 1. 1930. W. Wilkosz: ,,O réwnaniu relaksacji cz. 1“

8. 1l. 1930. O. Nikodym: ,Z teorji funkcyj zbioroliczbo-
wych*®,

22. 11. 1930. W. Wilkosz: ,,0 roéwnaniu relaksacji cz. #*

Note. Les Comptes-rendus des séances des sections de Lwow,
Poznan et Wilno de la Sociétd ne sont pas arrivés a temps pour
oOtre insoros dans le prdsent volume.
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Comptes-rendus des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique,
Section de Varsovie, annee 1929.

11. 1. 1929. A. Tarski: ,Sur les fonctions additives dans les
classes abstraites et leur application au probleme de la mesure™,
Comptes Rendus des seances de la Soc. des Sc. et de Lettres de Var-

sovie, I, t. 32, (1929).
8. Il. 1929. S. Mazurkiewicz: ,,Sur les points accessibles
des continus indécomposables”, Fund. Math., t. 14, (1929), p. 107.
22. 1. 1929. M. Kerner: ,Die Transversalenkrummungs-

methode und ibre Anwendung auf geschlossene Extremalen®, Math.
Ann., t. 101, (1929). p. 633.

26. 1. 1929. W. L. Ayres: ,Uber zyklische Kontinua und
ihre Anwendungen in der Topologie".

B. Knaster: ,,Ein Beweis des Fixpunktssatzes fiir n-dimen-
sionale Simplexe“, Fund. Math. t. 14, (1929), p. 132.

7. VI. 1929. E. Zermelo: ,,Uber Spiegelung an analytischen
Kurven®,

J, Splawa-Neyman: ,Sur la vraisemblance des hypothhses".

21. VI. 1929. W. Sierpinski: ,Sur les images continues
des ensembles analytiques linGaires punctiformes”, Fund. Math. t. 14,

(1929), p. 345.

W. Sierpinski: ,Remarque sur un théoréme de M. Hu-
rewicz".

M. Sierpinski dit qu’'un ensemble (linéaire) M jouit de la propriété H,
s’il esiste pour tout sous-ensemble non-denombrable N de M un sous-ensemble
parfait contenant une infinite non-denombrable de points de N.

M. W. Hurewicz a demontre {Fund. Math., t. 12, p. 106) que si
20> = la condition necessaire et suffisante pour qu'un ensemble (lindaire)
jouisse de la propriete H, est qu’il soit nn Fa.

Or, disons qu’un ensemble (lindaire) jouit de la proprioté #f, s’il existe
pour tout sous-ensemble de puissance du continu N de M un sous-ensemble
parfait P de M tel que ’ensemble Pf(,N soit non-denombrable.

M. Sierpinski observe que par une modification I6gére du raisonne-
ment de M. Hurewicz, on obtient, sans faire appel a 1'h/ypothese que 2« = K,,
la proposition suivaute dont une consequenee immediate est la proposition de
M. Hurewicz: Pour qu'un ensemble (lineaire) jouisse de la propriete H,, il faut
et il suffit qu'il soit une somme de moins que 2so ensembles fermes.

Remarquons qu’en s'appuyant sur le théoreme de M. Zermelo fWolil-
ordnungssatz) on peut démontrer sans peine rexistenee des ensembles (linbaires)

21



324

ne jouissant pas de la propriete Ht. Tels sont eyidemment les ensembles de
puissance du continu ne eontenant aucun sous-ensemble parfait. Or, sans faire
appel ii I'hypothese que 2« = X,, nous ne savons pas decider si 1’ensemble de
tous les nombres irrationnels jonit de la propriste Sl

12. IV. 1929. W. Hurewicz: ,Sur les ensembles de dimen-
sion d$nombrable!'.

S, Saks: ,Sur les fonctionnelles linsaires dans les champs
2/ Studia Mathematica, t. 1, (1929), p. 217.

Z. Kobrzynski: ,,Deux types de relations logiques et la
methode de Po reckill

31. V. 1929. W. Sierpinski: ,,Sur un problsme conduisant
a un ensemble non-mesurable et ne eontenant aucun ensemble par-
faitll, Fund. Math., t. 14, (1929), p. 229.

W. Sierpinski: ,Sur un ensemble de nombres reels dont
on ne sait choisir aucun $lSmentil

K. Kuratowski: ,Sur les courbes gauchesl, Fund. Math.,
t. 15, (1930), p.

S. Mazurkiewicz: ,Un theoreme sur 'accessibilite des con-
tinus indecomposables”, Fund. Math., t. 14, (1929), p. 271.

18. X. 1929. S. Mazurkiewicz: ,Ein Satz ilber irreduzible
Kontinuall, Monatsh. fur Math. und Physik, t. 37, (1930), p. 163.

F. Sieczka: ,Sur la courbe de M. Sierpinskill (A pa-
raitre dans les Comptes Bendus de la Soc. des Sc. et des Lettres de

Vdrsovie).

H. Sieczka dcfinit un exemple de la courbe d’ordre -si3 au sens de
M. Menger dont aucune image homeomorphe n’est contenue dans la courbe
de M. Sierpinski {Comptes Rendus, t. 160, (1916), p. 302). Cet exemple four-
nit la réponse négatiye a une auestion posee par M. Menger (Fund. Math.'
t. 10, p. 107)-

8. XlI. 1929. S. Mazurkiewicz: ,Sur les points singuliers

des fonctions analytiquesu.

Etat
de la Soeistd6 Polonaise de Mathematigue h la iin
de l'annse 1928.

President: M. W. Sierpinski.

Vice-Proésidents: MM. W. Staniewicz et S. Zaremba.
Secretaire: M. J. Sptawa-Neyman.

Vice-Secretaire: MM. A. Turowicz et S. Turski.
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Tresorier: M. St. K. Zaremba.

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et
W. Wilkosz.

Commission de Contréle: MM. L. Chwistek, T. Wazewski et M-me
I. Wilkosz.

Il existe quatre sections de la Soeidte, I'une a Lwow, prosidse par
M. E. Zylinski, la seconde a Varsovie, prosidée par M. S. Ma-
zurkiewicz, la troisieme a Poznan, prosidse par M. Z. Kry-
gowski, la quatrieme a Wilno, prssidse par M. W. Staniewicz.

Liste (les Membres de la Socisto.

Malgrs le soin avec lequel cette liste a St Stablie, certaines
fautes ont pu s'y glisser; MM. les Membres sont pries instamment
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrstaire (Cracovie,
rue Golebia 20, Institut de MathSmatique) et de le prsvenir
de tous les changements d'adresse.

Abrsviations: L — membre de la Section de Lwow, Wa—
membre de la Section de Varsovie, P—membre de la Section de
Poznan, WI — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P.
indiquent les Socistaires perpstuels.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznan, ul. Wyspianskiego 8.

Aronszajn Natan (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7.

Herman Auerbach (L), Lwow, ul. Szaszkiewicza 1.

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwdw, Uniwersytet Jana Kazimierza.
Mikotaja 4.

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Krakow, Obserwatorjum Astronomiczne,
ul. Kopernika 27.

Jan Baran, Torun, Gimnazjum Meskie, Mate Garbary.

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi-
nistrow.

Prof. Dr. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22.

Prof. Czestaw Biatobrzeski, Warszawa, ul. Hoza 69.

Prof. Dr. Mieczystaw Biernacki (P), Poznan. Uniwersytet, Semina-
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala No 6.

Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwéw, ul. Sw. Anny 1.

Inz. Dr. lzydor Blumenfeld (L), Lwéw, ul. Kapielna 6.

Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue
Renaudot.



326

Mag. Karol Borsuk (Wa), Warszawa Adama Piuga 6, m. 2.

Doc. Dr. tucjan Boéttcher (L), Lwéw, ul. Sadowa 4.

Franciszek Brablec. Krakéw, ul. Studencka 4.

Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambrow (pow. £omzynski), Gimnazjum.

Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriche), Laudonstrasse 8.

Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave-
nue de Montespan.

Antoni Chrominski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Lgdowej.

Dr. Leon Chwistek, Krakow, ul. Szujskiego 7.

Dr. Jakéb Cukierman (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30.

Dr. Kazimierz Cwojdzinski (P), Poznan, ul. Szamarzewskiego 13.

Jadwiga Czarnecka (P), Przybystaw, poczta Zerkow (wojewddztwo
Poznanskie).

Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkota
Inzynierji.

Jean Delsarte, Maitre de Conférences & la Faculté des Sciences 35,
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