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Relazioni geometriche fra due sistemi di 
normali di una superficie delło spazio hil- 

bertiano.
Nota di

Angelo Tonolo (Padova).

In due recenti lavorił) pubblicati in questi „Annales14 il Prof. 
Vitali ha determinato per ogni varieta dello spazio hilbertiano 
dei sistemi „privilegiati“ di normali ortogonali fra loro due a due. 
In particolare, per le superficie il cui spazio 2-tangente b a ąuattro 
dimensioni, Egli ha trovato due coppie differenti di normali orto­
gonali. La prima * i 2), che indico eon Nt, b ottenuta usufruendo, eon 
un certo criterio, del sistema derivato covariante della funzione 

equazione della superficie]; mentre la seconda, 
che indico eon Nt, si ricava eon analogo procedimento dal sistema 
derivatox covariante <p,.s 3).

’) Gr. Vitali: Sopra alcuni inwarianti associati ad una narieta e sopra
i sistemi principali di normali delle superficie. [Annales de la Societe polonaise 
de mathematique, T. VII, (1928)]. In segnito questa Nota verra indicata eon (d). 

sistemi principali di normali ad una oarieta giacenti nel suo tr,. [Idem]: In 
segnito questa Nota verra indicata eon (B).

’) Cfr. Nota (A).
3) Cfr. Nota (B),

Rocznik Pol. Tow. matem. T. VIII.

Io provo in questa Nota che queste due coppie di normali 
sono intimamente collegate fra loro, e precisamente pervengo al 
risultato seguente: A eiascuna di queste coppie si puo associare una 
conica, la quale, se b a centro, ha per assi due rette parallele alle 
normali dell’ altra coppia, e se invece b una parabola, il suo asse 
e la tangente al vertice sono paralleli alle normali suddette.

Ho posto fine alla Nota facendo vedere che soltanto per le 
superficie minime il centro della conica (per tali superficie la co- 
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nica non e mai una parabola) associata alle normali Nt cade sulla. 
superficie stessa. E eon questo risultato si ottiene una interpreta- 
zione geometrica di quella equazione di minimo (caratteristica per 
tali superficie) che ho dato in un recente lavoro ł).

Perció, se ,r„, y,.s (r, s = 1, z 
ciati alle normali 2Vj, varra la rei

(3) (s, y) = y22 — 2 r

Poniamo ’);
1

1
(4) </>l,2 — <^>2,1 = g|/~

_ 1
^2,2 ----- I/—

1. Interpretazione geometrica delle normali Nt.
Sia

(1) /=/(<, «1, «2)
l’equazione di una superficie 2 dello spazio hilbertiano, il cui spazio- 
2-tangente sia a quattro dimensioni; la forma

(2) au du* * 2 a12 dux du% -J- a«i Mul,

’) A. T o n o 1 o: Eine Eigenschaft der Minimalflachen des hilbertischen 
Raumes. [Math. Zeitschrift: in corso di stampa].

*) Con queste il Vitali costruisce le normali in modo analogo 
a quello seguito nella Nota (A) per formare le normali N, a mezzo delle fun­

zioni frs. [Cfr. Nota (2?)].

il cui discriminante indicheremo eon a, dia il quadrato delPelementO' 
lineare di 2. In un punto / di questa superficie si consideri iii 
piano normale v, e su di esso le normali Nr che assumeremo come 
assi cartesiani di riferimento. Le coordinate dei punti di questo 
ciano rispetto a questo sistema di assi, noi le indicheremo eon tj.

) sono i sistemi covarianti asso- 
zione (Nota (.4).
i 261 — 0.

A s Ai

®12 all
As Aii

tt22 all
f.lt fil
aS! a12 

ove frs sono le derivate covarianti della funzione (1), fatte eon re- 
ferenza alla forma (2).
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Sul piano v si fissi il punto F definito ponendo

X- <F,s dur dus.
l/«

du\ -— du1 du2 dul
xii X12 xn
Du 2/12 Du

Vogliamo dimostrare il seguente.
ć/ wTeorema 1°: Al oariare della direzione attorno a f, il dut

punto F genera una conica, la quale, se e centrale, ha per assi due 
rette parallele alle normali Nt, e se b una parabola, il suo asse e la 
tangente al nertice sono paralleli alle suddette normali.

Dimostrazione: Se X, Y sono parametri normali delle dire­
zioni N±, si ha:

(6) /.rs ----  xrs X | l/rs

Ponendo le (6) nelle (4), e sostituendo nella (5) le expressioni 
cosi ottenute delle <prs, si ottiene:

(7)

avendo

(8)

posto:

1
— >z- |/a

5

X12 X11
----- 'y . —

1 a;S2

ali flll
ł ^12 ■- vC21 -

2|^ U22 all

1

(9)

a22 a12

2/12 2/n 1 2/22 2/ii
5 2/12 ----- 2/21 -----

ai2 an 2|/« «2S «n

Da Du
i

a2l a12

410)

- _ 1
— |,-

\a Du Du
z12

1
2|Aa

X22 X11

Da 2/ii
1

r« Dli 2/12

1 1

assi
La (7) ei dice che le coordinate g del punto F rispetto agli 

jYj, sono:
1*
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e. x,,,du,.dus
(11) =

Z.r8 zrs du,. dus
_ Z„ dur dus

Z zrs du,. dus

Per trovare l’equazione cartesiana del luogo descritto del punto I 

al variare della direzione attorno a f, osserviamo che le (11) ciUj 
possono essere scritte eosi:

(12)
(^n — + 2{^zlt — xJi)du1dut + (f2!2 —- #22)d«! = 0

— y^dul + 2(^z12 — 7/12)(/w1dw2 + — yK)dul = 0.
Da queste equazioni (12) si conelude intanto che deve essere

#n

— 3/ii
Zti #22

UZ2t &tt

£Z11 ~ #11

>7*11  — 3/11

^212 #12

/7®12 3/12

Indi scriviamo che deve aver luogo 1’identita

Si arriva cosi all’equazione

^2] 2 #i2
i X2 £Z11 #11 ^3,2 -----#12

2
ł/^12 3/12

(13)
>1Z22 3/22 i V

&11 #11 &22

la quale

equazioni di secondo grado nel rapporto

non e altro che il risultante delle (12) considerate come 
du2 
dut ’

La (13) equivale alla sequente:

312

J/12
e+

(14)
212 311

3/12 3/n

2 22 311

3/22 3/u

2ł2 222

>/ +
#12 #22

— — — —
#12 #22 3/12 3/22

2ii 312

// +
#n #12

— — — —
#11 #12 3/11 3/12

311 2 22

>14-
#n #22

— — — -
#11 #22 3/u 3/22

2

e+
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Si consideri il determinantę

(ló)
an «12 a22

3^12 £22

yn y-ii y^

e supponiamo che esso non sia nullo. II suo determinantę comple- 
mentare, con le posizioni (8), (9), (10), e:

- — Z22 2 a]2 — zu
3/22 2 y]2 —
3^22 ----- 2 3/j2 *̂11

In forza di un noto teorema sui determinanti complementari, 
i determinanti che figurano nella (14) sono uguali rispettivamente 

111 111
a —2 g^22’ 2°22’ —2^u’ 2^“’ 2fl11’ —^12’ a?12’ 012 ’ a meno

del fattore _ , il quale non ha influenza sull’equazione stessa.
a

Si ha perció, dalia (14), 
. . (— ^22 t 4~ ^224“ ^22) ( yu ś 4“ >1 4- an)=
' ' = (— yi2 4~ #12 n 4~ ai2)2-

Sviluppiamo il prodotto e il quadrato che figurano nella (16), 
e facciamo la posizione

(7z, A.) — h2i k22 2 Aj2 4 ^22 ^111
essendo hrs, krs due sistemi doppi simmetrici. Si trae l’equazione, 
in forza della relazione (3),

(y, y) Z2 4- (^, *)  — 2 (a, y) £ 4- 2 (a, x) y 4~ (a, a) = 0.
ćZ w II luogo descritto dal punto F al variare della direzione ,2ćv W J 

attorno a / e quindi una conica. Se essa e a centro, i suoi assi 
sono paralleli agli assi coordinati, cioe alle normali se invece 
b una parabola, il suo asse e la tangente al vertice sono paralleli 
alle suddette normali. II teorema 1° e cosl dimostrato. Chiaremo 
questa conica ł)-

0 Se la superficie 1 e immersa in uno spazio lineare St la conica kt 
ruotata di 90 gradi attorno al centro nel suo piano (o attorno al yertice, se 

e una parabola), diventa il luogo dei punti Q che sono intersezione di due piani 
normali in due punti di Z infinitamente vicini. Ció risulta dalia mia ricerca: 
Determinazione di un particolare sistema di normali delle superficie dello spa­
zio St. [Atti delPAce. di Torjno: in corso di stampa).
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Osservazione. Abbiamo visto che per dimostrare il Teorema 1°, 
si e dovuto supporre che il determinantę D non fosse nullo. Nel 
coso opposto, avendosi proporzionalita fra i minori complementari 
degli elementi di due qualunque linee parallele, le (11) ci dicono 

che il punto F non si sposta al variare della direzione y - attorno 

a f. Nasce perció la domanda se questo e un fatto possibile. Che 
lo sia, lo si pud vedere coll’esempio seguente, che io devo all’ama- 
bilita del Prof. Vi tal i. Siano 0z = 0z(f) quattro parametri normali 
fra loro ortogonali, e poniamo:

/== 01 Sen Mj 02 C0S M1 03 sen + 04 cos W2-
Le derivate prime della f rispetto ad sono:

/i = 0! cos — <f>2 sen ją 

f2 = (f>3 COS W2 --- 04 sen M2 ■
Quindi:

Un —— --- 1} U12 = 0.
I simboli di Christoffel sono tutti nulli, e quindi le deri- 

vate covarianti frs coincidono eon le ordinarie.
Perció:

/u — — 0Ł sen Wj — (f>2 cos
A = o

A? = — 03 sen «z2 — 04 cos u2.
Le direzioni /ii> ^22 S0I1° fra loro a due, a due perpen-

dicolari, come e facile riconoscere, quindi lo spazio 2-tangente della 
superficie considerata e a quattro dimensioni. Indicando a eon X, Y 
parametri normali delle direzioni fn, doveudo essere

— x,.s X + Y.

si conclude che si ha:
yii = 0, a?i2 = = 0, a?22 = 0.

II determinantę D e quindi nullo. Si noti che il suo annul- 
larsi non dipende dalia scelta dei parametri X, Y.

2. Interpretazione geometrica delle normali N2.

Ora indichiamo eon ;; le coordinate di un punto del piano 
normale v a. Z riferito alla coppia N2. Sia F' un punto di v defi- 
nito ponendo
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<17)
Zrsfrsdurdus
Zrs ci/s dUf dus

Vale il seguente
d uTeorema 11°: Al oariare della direzione attorno a f, il dut

■punto F' genera una ellisse che ha per assi due rette parallele alle 
normali

Dimostrazione: Per la scelta che abbiamo fatto degli assi di 
riferimento nel piano v, vale la relazione

■(18)

Se surroghiamo nella (17) le derivate covarianti con le loro 
espressioni (6), vediamo subito che le coordinate del punto F' ris- 
petto al sistema IV,, sono:

Zrsxrsdu,.dus __ Zrs yrs dur dus
Zrsa,.sdu,.dus Zarsdurdus

(*,  y) = o.

Confrontando allora le equazioni (19) con le (11), si vede ehe 
il luogo del punto F' viene dato dalia equazione (14), ove in questa 
le x„, yrs, zrs siano rimpiazzate dalie xrs, yrs, ars. Ricorrendo allora 
alle notazioni (8), (9), (10). e dividendo per 2 \a l’equazione stessa, 
in forza della relazione (18), si ottiene

(«/, y) £2 + (*,  «) h*  + 2 to y) — 2 to *)  y + (z, z) = 0.

II punto F“ descrive quindi una conica. Questa conica e una 
ellisse. Infatti, ho dimostrato nel lavoro citato a pagiua 5, che le 
funzioni (8), (9), (10) formano tre sistemi cavarianti doppi. Se quindi 
dividiamo ogni coefficiente della suddetta equazione per a, i nuovi 
•coefficienti diventano altrettanti invarianti. Scegliamo allora come 
variabili ux, u2 quelle per cui — — e questa scelta la
possiamo sempre farę, per che, la forma (2) e definita (positiva). Con 
queste variabili risulta xtl — x21 = 0, e un virtu della (18) y12 = 0, 
non potendo essere aq2 = 0, perche in tal caso il determinantę (15) 
sarebbe nullo. Per questa ragione anche y12 e diverso da zero, 
Abbiamo perció:

(#, x) (y, y) = — ^2yn y-ti = a22 x\2y\2 > 0.
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3. Superficie minime.
Per le superficie minime 2 vale il seguente
Teorema III0: Condizione necessaria e sufficiente affinche una 

superficie Z sia minima, e che il centro della conica k, sia situato 
sulla superficie 1).

Dimostratione: Sia Z una superficie minima delló spazio hil- 
bertiano: diciamo a(rs) gli elementi della forma reciproca della (2). 
Allora le classiche equazioni di Eulero-Lagrange (in numero 
uaturalmente infinito) relative alla superficie Z si possono riassu- 
mere nella sola equazione 2)
(20) Za™frs = 0.

Ora questa equivale alla sequente:

(21) S arre> (o>„X + F) = 0;
e poichb X, Y sono parametri liberi, si trae che deve essere sepa- 
ratamente
(22) Z a(rs) xrs = 0, 2 yn = 0,
cioe:
(23) (a, a>) = 0, (a, y) — 0.

E queste ci dicono che il centro della conica kt k sulla super­
ficie Z.

Viceversa, se ció accade per una superficie Z, valgono le (23),, 
che sono equivalenti alle (22). E valida quindi anche la (21), e in- 
fine la (20). La superficie Z e quindi minima s).

Infine dimostriamo che per le superficie minime, le conica 
noń puó essere una parabola. Nel determinanto D del numero 2y 
non tutti i minori estratti dalia matrice

^11 *̂12  <X/22

*) Diciamo „centro11 perche verra dimostrato che nelle superficie Z che 
sono minime, la conica kt non e una parabola.

’) Cfr. A. Tonolo loc. cit.4).

s) Intendiamo eon ció che se J — f(t, u,, ufi e I’equazione della super­
ficie X, la f soddisfa all’equazione (20).

Hit 1/12 1/22

possono essere tutti nulli; perchó nel caso opposto lo spazio 2-tan­
gente avrebbe meno di quattro dimensioni. Per fissare le idee si 
supponga non nullo il minore
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■^-11 ^12

.712

Se la eonica fosse una parabola, si dovrebbe avere, ad esempior 

(a;, x) — 0.
Associando questa identita scritta cosi:

1 *̂2  2 2 j OCy 2 ~|“ *̂2  2 *̂11    0)

alle due sequenti

(24) (z, y) = 0
(25) (a, «) = 0,
si eonclude che deve essere nullo il determinantę D. Ora da questo 
determinantę si trae:

«n D =

«11 «12 (««)

zn aq2 (a, x)

Un ^12 («,y)

E un forza delle (23) si ha:.
I «n «12 («, a)
I

an D = \ x11 a?]2 0
I !/u yn 5

= («, a)
■Ąl 3-12

711 712

II seeondo membro e diverso da zero. II determinantę D non 
pud quindi essere nullo.



Invariants projectifs de quatre droites. Com- 
plexes particuliers. Sous-groupes du groupe 

des homographies.
Par

M. Bertrand Gambier.
Professeui' a la Faculte des Sciences de Lille.

1. Invariants projectifs de ąuatre droites.
Je rappelle quelques resultats classiques. Soient quatre droites 

Tt(i — 0, 1, 2, 3) et leurs coordonnees pliickeriennes (az, 6Z, cz, Zz, mt, 
nj. Je pose

I (^) = (H) = azZA + V^ + <7^ + Jza*  + »nz&ft + wzc*  
W j .4=e (01) (23) B ==(02) (31) C=(03)(12) •

Si la droite Tt est dófinie par les deux points (a?z, yZ) zh 0-} et 
(Xz, Yż; •2/, 0Z), il est clair <łue l’on Peut prendre

(2) (i A) = | Xi Xt i

et que, par suitę, au cours d’une meme transformation homogra- 
phique de 1’espace, quel que soit le facteur par lequel on multiplie 
les coordonnees, anciennes ou nouvelles, de chaque point sóparś- 
ment, les rapports mutuels de A, B. C restent invariables et con- 
stituent les deux seuls invariants projectifs distinets appartenant 
a ce systeme de 4 droites. Ceci explique pourquoi, bien qu’un sy­
steme de 4 droites depende de 16 parametres mśtriques et que la 
transformation homographique de 1’espace depende de 15 parame­
tres, il y ait deux (et non une seule) conditions pour pouvoir 
passer d’un premier systeme (7Z) a un second (7^-) par une homo- 
grapbie, mais que, par compensation, quand ces deux conditions 
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sont remplies, il y ait oo1 faęons d'opórer le passage [dans certains 
cas oo2 on meme oo3].

Ecartons le cas ou il y a un ou plusieurs couples de droites 
sócantes et meme le cas ou les droites seraient generatrices d’un 
mśme stysteme d’une quadrique. Si les deux sócantes communes 
sont distinctes, les rapports anharmoniques decoupes par les sur 
ces sócantes sont des invariants projectifs et doivent pouvoir se 
calculer par une equation du seeond degró dont les coefficients sont 
bomogenes en A, B, C. II suffit en effet, pour definir les T,, de 
choisir les points

T.
Tx
K
T3

y»- ^o)> (*0,  Ko, 'Fil ©o)
(®I; 3/1 > #1) $1)> (-^1, I 11 ; ©1)

y0 i-••)? (A0 + X'Xi,
ixaT/jXi> Po ~ł~ P^i •■■■), + m Ko + m'^,...)

sont, pour l’ordreLes rapports anharmoniques des points en jeu 
r0 z, z; r3

Or, on a aisóment

(02) = XX'(01) (03) =/z/(01) (12) = (13) = (01)
(23) = (p-X)(q'-X')(01)

(5) J_ = (p-X)(/-X')(01)2 B = XX'(01)*  C = ^'(01)\

PP'— P)(! — P')

L’equation annoncee est donc

(6) Cp2 + (A - B — C)p + B = 0.

Le signe de l’expression

(7) B=A2 4-52+ C2 — 2BC — 2CA — ‘2 AB 

indique si les deux sócantes communes sont róelles et distinctes 
(fi! > 0), imaginaires conjuguees {Ii < 0), confondues en une seule 
droite róelle (fi! = 0). Si l’on appelle {d) et (D) les deux sócantes, 
supposóes distinctes, et {pa-Pi, Ps, p3), (Po, P,, Pg, P,) les points de 
rencontre de (d) et (D) avec les 7), il est clair que p et p' se rap- 
portent aux points (j?,), (Pz) pris dan8 le meme ordre que les (7)); 
un eebange des (7)) entre elles ne donnę donc que 6 systómes pour 
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p et p' et l’on voit immódiatement que les ordres

(8) T9TxTtTi2 T.T.T.T,, T2T3TqT., T3T2TxTa 

ou Tg oceupe successivement les rangs 1, 2, 3, 4 donnent les me- 
mes valeurs 4, B, C, d’ou le meme systeme p, p'. II suffit donc de 
laisser Ta au premier rang et d’effeetuer les 6 pęrmutations de 
T7! T2 Ta, ce qui fournit les óchanges

Ta Tt Tt T, ABC
P P T, BCA
T. A T, CAB
Ta T, T. ACB
Po T9 T. T, CBA
To Tt T, Ts BAC

Les óchanges (8) s’obtiennent a partir de l’un d’entre eux en echan- 
geant les droites (i, j) entre elles en meme temps que les deux 
autres (/c, Z) entre elles: nous retrouverons plus loin les óchanges 
en question en ótudiant les homographies qui transforment en lui- 
meme le total des quatre droites.

On peut, si l’on veut, regarder (A. B, C) comme les coordon­
nees homogenes d’un point a d’un plan auxiliaire tt rapportó a un 
triangle óquilatóral comme triangle de rófórence; on acheve de fixer 
les coordonnees en attribuant le systóme (1, 1, 1) au centre w de 
ce triangle. De la sorte a un systeme donnę de 4 droites corre­
spondent 6 points, comme l’indique le tableau (9), provenant de 

2ttl’un d’eux par rotation de — autour de co ou par symetries autour ó
des bissectrices du triangle. La rógion B. <Z 0 correspond a 1’inte- 
rieur du cercie inscrit y, 2? > 0 a l’exterieur. On peut remarquer 
que si B=C, le point (A B. C) est situe sur un axe de symótrie; 
le rapport p — P2Pi) esfc alors ćgal a (Fo P, Ps P2) de sorte 
qu’il y a une homographie conservant To et 7\ mais echangeant 
T2 et T3, puis (d) et (Z)); si A = B = C, autrement dit si a coin- 
cide avec w, chaque division (poPiPzPs) et (Po Zj P2 Ps) est equian- 
harmonique, l’une donnant p = — j, l’autre p' = — j2 et l’on peut 
óchanger deux quelconques des droites entre elles, en conser- 
vant les deux autres.

Etant donnśes 3 droites, P,, T2, Ta, quel est 1’ensemble des 
droites T, telles que (PPj T2 Ts\ dans cet ordre, donnent toujours 
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les deux memes invariants, autrement dit le meme point a? Con- 
sidśrons les droites (cZ) et (Z>): elles doivent d’abord etre gśnśratri- 
ces (second systeme) de la quadrique Q dśterminśe par Tz, T2, Tz 
(premier systeme); puis, le point inconnu p est sur la generatrice 8 
du premier systeme correspondant au rapport anharmonique p de 
1’ensemble (0 7) T2 T,) sur de meme P doit etre sur la gśnśra- 
trice 3 correspondant a p': autrement dit, la droite T engendre la 
congruence linśaire dont 9 et 3 sont les directrices. Cherchons 
a obtenir 9 et 3, ótant donnes J.o, Bo, Co: nous pouvons conyenir 
de faire correspondre homographiquement les genśratrices du pre­
mier systeme de Q et les point de y de faęon que 7), 772, Ts eor- 
respondent respectivement aux points de contact des cótós J = 0, 
B = 0, 0=0; les genśratrices 9 et 3 correspondent alors aux 
points de contact avec y des tangentes issues du point a(A0,B0. Co). 
En effet l’equation AJ. -j- pB -f- vC = 0 reprśsente dans le plan 7r, 
si \, p, v sont des constantes, une droite; mais dans 1’espace, cette 
meme śquation ścrite.

(10) [(23) A l, + (31) pc Z, + (12) r Z,] a +... = 0

reprśsente un complexe lineaire: pour que ce complexe lineaire 
contieńne la congruence linśaire relative au point (J.o, Bo, Co) il 
faut que l’on ait
(U) A Jo 4“ 4" vCa = 0.

Si l’on dśsire ensuite que ce complexe soit spścial, ił faut que 
les eoefficients du complexe (10) satisfassent a la relation classique 

(12) Z[(23)AZj -j-(31)pZ2 -f*  (12)rZ3] [(23)Aaj -j- (31)p<z2 4~(12)i'a3] — 0 

qui, apres deyeloppement et suppression du facteur (23) (31) (12), 
devient
(12') pv 4- vA 4- Ap = 0.

Or c’est l’equation tangentielle de la conique y, de sorte 
que les complexes speciaux en jeu sont bien reprśsentśs par les 
tangentes issues de (Jo, />„, Co) A y; le point de contact d’une de 
ces tangentes avee y reprśsente une gśnśratrice de § qui est l’axe 
de ce complexe spścial.

Ceci montre bien encore que si T est tangente a la quadrique (), 
les deux droites (<Z) et (D) se confondent, p — p', et (A, B, C) yient 
sur y; a un point a de y correspond donc la congruence singulifere 
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dont les deux directrices sont confondues avec la genśratrice qui, 
(dans cette correspondance supplćmentaire introduite plus haut uni- 
q.uement entre y et Q), a pour image ce point a, les droites de la 
congruence singulieres etant de plus tangentes a Q.

2. Definition et ćtude de certains coniplexes particuliers.

Si donc on considere une courbe F quelconque du plan 7r, 
a chaque point fi de T correspond une congruence lineaire (g)'r 
donc a r correspoijdent oo1 congruences linćaires, donc un com- 
plexe C de naturę tres particuliere; on peut dire que la courbe l~', 
polaire rściproque de r vis-a-vis du cercie y, sert, par ses tangen­
tes, a etablir une correspondance entre deux points de y ou entre 
deux gónóratriees de Q, directrices de la congruence linśaire (gj.

Si deux courbes F, Ft sont etudiees ensemble, leurs points 
d’intersection donnent les congruences linćaires communes aux com- 
plexes lineaires C et C\ correspondants. Si r et FT sont tangentes 
en un point g, a ce point g correspond une congruence lineaire 
(g), suivant laquelle C et (\ se raccordent; autrement dit, pour 
toute droite D, prise dans (g), et pour un point M quelconque de 
D, les deux cónes de sommet M relatifs a C et ont J) pour 
generatrice de contact; donc toute tangente a r reprćsente le com- 
plexe lineaire tangent a G tout le long de la congruence lineaire 
correspondant au point de contact; c’est d’ailleurs pour cela que le 
cercie y reprósente non pas seulement la demi-quadrique Q, mais 
le eomplexe special formę de toutes les tangentes a Q.

On obtient aisement l’ordre r du eomplexe (7, quand r est 
une courbe algóbrique; car, pour tout point 3/ pris sur le cóne 
du complexe, qui a M pour sommet, se decompose en r plans s’ap- 
puyant sur les góneratrices du premier systeme correspondant a celle 
G, du premier systeme aussi, issue de Jf sur Q. Si donc on mene 
la tangente a 7 au point g correspondant a G, cette tangente perce 
r en divers points P,. P2,... et chaque tangente nouvelle a y issue 
de ou Ą,... donnę une genćratrice de Q associee a (?, de sorte
que r est egal au degre de F ou a la classe de F', polaire reci- 
proque de V par rapport a y; comme chaque tangente a F' perce 
y en deux points g. gt, il peut arriver que sur y la correspondance 
entre les points y. g-, soit symetrique, ou dissymótrique; dans le 
premier cas, si a g eorrespondent r points la classe de F' et 
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le degró de C sont ógaux a r; dans le second, a un point de y 
consideró comme point g correspondent p points gt et a un point 
considóró comme gx correspondent p2 points g: la classe de T' et 
le degre de C sont egaux alors a ppv

3. Hoinograpliies transformant le systeme (T°) en le systeme 
(T'i) de memes invariants.

Soient deux espaces E°, E se correspondant homographique- 
ment; une quadrique Q° du premier a pour homologue une qua- 
drique Q du second; si l’on connait la correspondance ponctuelle 
entre Qo et Q, on obtient immediatement 1’homologue de M°, 
etant un point quelconque de £°; car une droite arbitraire issue 
de M° perce Q° en m°, v°] on marque sur Q les homologues u w, 
une autre secante issue de M° conduit de meme a une autre droite 
portant M. Le construction ainsi prósentóe róussit en remplaęant 
Q° et Q par deux surfaces homologues coupees par une droite au 
moins en deux points; 1’emploi de quadriques est avantageux, parce 
qu’elles sont doublement reglóes: les gónóratriees d’un systeme de 
Q° ont pour homologues les gónóratriees d’un systeme de Q et il 
suffit de donner 3 couples homologues pour dófinir cette correspon- 
danee; de meme pour la correspondance entre les generatrices de 
1’autre systeme.

Cela pość soient deux systemes de droites (T°, TJ, Tl, TJ) et 
(T, T,, T2, Tj) se correspondant dans cet ordre, de telle faęon que 
les invariants soient egaux; supposons d'abord les deux secantes 
(<Z°), (Z>°) distinctes (róelles ou non, peu importe); (d), (Z>) sont elles 
aussi distinctes; construisons les quadriques Q°, Q determinees par 
(TJ, Tl, Tl) ou (Tn Ts, Ts); (d°), (Z)°) appartiennent a Q°, (d), (D) 
a Q, dans le second systeme de gónóratriees; en faisant correspon- 
dre homographiquement les gónóratriees du premier systeme dans 
Q° et Q, avec les couples homologues (TJ, TJ, (TJ, T2), (TJ, Ts), 
puis celles du second avee les deux couples (<i°, d) et (2)°, D), il 
n’y a plus qu’un parametre arbitraire, e’est celui qui fixe la gene- 
ratriee o du second systeme de Q homologue d’une góneratrice fixe 
<5° du second systeme de J°; et alors il est clair que p, p' etant les 
memes sur (d°, d) et (2)°, Z>), la droite T° a pour homologue T: les 
opórations dócrites ici ont óvidemment un caractere nócessaire et 
la construction meme prouve leur caractere suffisant.
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Si le point {A, B, C) correspondant a la fois aux deux syste­
mes (77), 7)) est sur le cercie y, il y a des prócautions a prendre 
avant d’affirmer que le passage est possible; la droite T est ou bien 
simplement tangente a la quadrique Q dóterminóe par 7\, 7\, T3 
ou bien elle est elle aussi gónóratrice de Q, et de meme systeme 
que 77, 7^, T3. Pour T° et <2°, il y a les deux hypotheses analo­
gues; pour que le passage soit possible, il est nócessaire (et suffi- 
sant) que 1’hypothese realisóe soit la meme de part et d’autre; si 
T est gónóratrice de mais non 770 de <2°, le passage est impos­
sible, bien que les invariants soient les memes. Ceci explique l’exi- 
stence sur les complexes C, dófinis prócedemment, de droites sin- 
gulióres: en effet la courbe /~ dófinie comme image de C perce y 
on divers points; a l’un d’eux, g, correspond la congruence linóaire 
singuliere des tangentes a Q le long de la gónóratrice (?; les droites 
de cette congruence, G exclue, ont, en gónóral, les proprietes qui 
ont servi a definir le complexe C; quant a G, qui appartient a la 
congruence, donc a C; elle ne posshde pas ces propriótós.

Si T" et T appartiennent toutes deux l’une a Q°, 1’autre a 0°, 
1’autre a le passage du systeme (77) au systeme (7)) est possible 
par oo3 (et non plus 00x) homographies: on peut, en effet, disposer 
librement de 1’homographie associant sur et Q les gónóratrices 
du second systeme.

Reste enfin le cas ou 7'° et T sont simplement tangentes a 
ou prenons un point A° fixe de 770 et faisons lui correspondre — 
c’est la l’unique parametre qui va jouer — un point A arbitraire 
de T7; l’homographie des espaces E° et E ou baignent Q° et Q se 
trouve dófinie, car ótant un point de E°, joignons le a A°: la 
droite ainsi obtenue perce Q° en w°, p°; les gónóratrices du premier 
systeme issues de w°, p°, soient U° et V0 sont connues et ont pour 
homologues U et V sur Q\ A n’ótant pas sur Q n’est ni sur U ni 
sur V de sorte que par A passe une droite et une seule s’appuy- 
ant sur U, 7, peręant Q en u, 0; le point M est sur Auv et le 
birapport (AMuv) est egal a (A0u°v°) ce qui acheve de dóter­
miner M (remarquons que ce genre de raisonnement aurait róussi 
pour le premier cas).

II y a lieu, pour etre complet, d’envisager le cas ou T coupe 
Tj, sans etre tangente a la quadrique Q dóterminóe par 7\, Tt, Ta- 
on a A — 0, B =j= C; l’óquation formóe au n° 1,
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(1) Cp' 4- (A — B — G)p + B = O

dont dópend la recherche des sócantes communes aux quatre droi­
tes, admet la racine p — 1 comme racine simple; pour le systeme 
(T7®) qui a les memes invariants, l’equation ^4 — 0 prouve que: ou 
bien Tl et T° se coupent, ou bien Ta2 et Tl se coupent; si 7” et 
Tl se coupent on passe par oo1 homograpbies du systeme (T T, Tt Ts) 
a (7” Tl Tl Tl) par les mómes raisonnements que prócedemment; 
mais il y a cette difference avec ce qui prócóde que les passages de

| Tl 7’3 T° Tl & T Tx Tt Tz
7,0 yo yo yo

par homographie, dans cet ordre, ne sont plus possibles, comme 
dans le cas genćral; seuls sont restós possibles les passages

{770 770 770 770
1 A 1 1 2 1 3 ' 77 77 77 rp

77) yio 770 770 a X 21 2 ! 2 8 •

Le point (A, B, C) a etó place sur le cóte A = 0 sans coincider
avec le point de contact de ce cotó avec y; si on le place au point
de contact, A = 0, B = C, l’śquation (1) admet la racine double 
p = l; supposons que Tl rencontre 770 (et de meme (7’1 et 7’); 7” 
est tangente A ęo, supposons la distincte de Tl et de l’autre genś- 
ratrice de Q° issue du point commun i T0 et T7®; si T satisfait 
aux memes restrictions, le passage se fait par oo1 homographies, 
avec les rnemes constructions que prócedemment; si 770 coineide 
avec Tl, il faut qu’il en soit de mśme pour T et T, (si non il 
y aurait impossibilitó) et il y a oo8 homographies; si T7® coineide 
avee la gćnćratrice de systeme oppose, il faut qu’il en soit de meme 
pour T7, et alors il y a oo2 homographies.

On doit remarquer d’ailleurs que tous les complexes G dófinis 
plus hant contiennent eomme droites singulihres toutes les droites 
s’appuyant sur 7^, 7’2, 77s:' on a, en effet, pour chacune d'elleś 
A — B = C — 0, mais alors ce systeme (A, B, C) ne correspond 
plus a un point du plan tt. :

On peut remarquer qu’au lieu de prendre une demi-quadrique 
Q pour ótablir une correspondance entre ses gśneratrices par cou- 
ples, on pourrait faire la meme operation pour une surface reglóe 
arbitraire Z: on aurait donc un complexe C encore deeomposable 
en oo1 congruences lineaires et l’on pourrait donner encore une 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 2 
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image de ce complexe en coupant Z par un plan arbitraire et fai- 
sant correspondre A chaque genóratrice de Z son pied sur la courbe 
7 ainsi obtenue (ou bien remplacer ensuite 7 par une transformee 
birationnelle 7').

4. Sous-groupes du groupe des homographies.

Dans ce qui precede rien ne suppose que les espaces E°, E 
soient distincts; s’ils sont eonfondus, on pourra obtenir des resultats 
intóressants en cherchant les points doubles, ou en cherchant des 
sous-groupes du groupe des homographies.

Si nous considerons 3 droites 7^, Tt, T3 que nous supposons 
sans point commun deux a deux, il y a oo! homographies śchan- 
geant chaque droite, dans son ensemble, avec elle-meme; dans cha­
cune de ces homographies isolśes, la quadrique Q dćterminóe par 
7^, T3, Tt se conserve et il y a deux generatrices du second sy­
steme qui se conservent chacune point pour point, de sorte que 
nous obtenons une homographie biaxiale. Les homographies en jen 
forment un sous-groupe fini continu du groupe genóral des homo­
graphies.

On obtient d’autres sous-groupes en supposant que Tlt Tt, Ts. 
s’óchangent, ou circulairement, ou d’une faęon quelconque; on a en- 
core des sous-groUpes a 3 parametres; d’ailleurs si on considere la 
quadrique Q portant 7\, 7\, Tt cela revient au fond a cataloguer 
les homographies conservant, dans son ensemble, chaque systeme 
de góneratrices; dans une de ces homographies, il y a deux gene­
ratrices de chaque systeme dont chacune, dans son ensemble, reste 
fixe, et on obtient ainsi quatre points invariants dans l’homographie.

Revenons au cas de quatre droites T T3 que nous sup­
posons sans point commun deux a deux et qui possedent deux se- 
cantes communes (7) et (Z>) (et deux seulement), distinctes. Les oo1 
homographies h conservant chacune dans son ensemble sont les 
homographies biaxiales d’axes (d) et (fi) ; (d) et (fi) sont conservóes 
point pour point; toute droite de la congruence lineaire d’axes (7),. 
(fi) est conservee dans son ensemble, ainsi que toute surface róglśe 
de cette congruence. On a un groupe i 1 parantetre.

II y a oo1 homographies fi, qui, cette fois ne forment plus 
un groupe, produisant l’echange
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(1) (TT^T,), (T T T3 T^.

Marquons sur (d) les points oii elle rencontre les droites (Ti), soient 
Pi Pu Pi: Pii de meme P. Pt, Ps sur (P); chacune des ho­
mographies en jeu óchange (d) en elle meme et sur (d) echange p 
et Pi, Pi et p3, de sorte que la tracę des ces oo1 homographies sur 
(d) est la meme: c’est l’involution, relative A cette droite, definie 
par les couples (p Pi) et (p2 ps); soient i, j les points doubles de 
cette inyolution et I, J les points analogues sur (P); chaque point 
i, j, I, J reste invariable dans les oo1 homographies en jeu. On peut 
remarquer que le couple (T, T,), ainsi que le couple (T2, Tt), est 
conjuguó par rapport aux quadriques du faisceau lineaire (ponctuel 
aussi bien que tangentiel) contenant le quadrilatere gauche i 1 j Jj 
soit q une quadrique de ce faisceau, c l’un des complexes linóaires 
contenant la congruenee lineaire (d), (P); deux transformations dua- 
listiques suceessiyes, l’une par rapport A <p l’autre a c (ou dans 
l’ordre inyerse) óquivalent a 1’une des transformations homographi- 
ques qui nous oceupe en ce moment; róciproquement toute trans­
formation homographique de ce systbme est de oo1 faęons dócom- 
posable en une telle chaine de deux dualites, le premier element 
de la chaine pouyant etre choisi arbitrairement (ou le second) et 
determinant l’autre.

On peut de meme considćrer les oo1 homographies H' pro- 
duisant 1’óchange
(2) (TTTiTi), (TiTiTT)

avee le couple (i', /) sur (d), (Z', J') sur (P) et enfin considćrer 
les oo1 homographies H" relatiyes a 1’óchange

(3) (T Ti), Tt T T)

et les couples («", /"), (Z", Z").
11 est clair que la composition des opórations h, H, H', H,r 

conduit aux egalites symboliques

FP = A = A H"*  = h H'H"=H — HH'=H'r

qu’il ne faut pas prendre au sens etroit, car chaque membre a une 
infinitó de dśterminations: cela signifie, par exemple pour la pre­
miere, qu’une općration H rśpetóe deux fois est une certaine 
operation A; on pourrait d’ailleurs ficrire H H — h, en composant 
une operation H avec une operation H diffćrente. En tous cas 

2*  
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les općrations h forment un groupe et il en est de meme de l’en- 
semble des općrations h, H, H', H": ce dernier groupe est celui 
des homographie3 qui conservent le bloc des quatre droites.

Considćrons maintenant les systemes iji' / et IJI' J': ayan 
le meme rapport anharmonique (— 1), ils dóterminent sur (d) et (Z>) 
deux divisions en homographie; I" est 1’homologue, dans ce cas, 
de l’un des deux points i", j" et nous pouvons choisir les notations 
de faęon que i" et 1" se correspondent; de la sorte nous obtenons 
trois couples remarquables de gónóratrices d’un meme systeme d’une 
quadrique en joignant les points correspondants

z,x ' j i j i' 7 /"
' ’ | IJI'J'1"J"

et sur cette quadrique qx chacun des 3 couples de gónóratrices (i I, j J) 
divise harmoniquement les deux autres. On a des quadriques ana- 
logues par les associations

| iji' j' i" j" | iji' j’ i" j"{} j ji r J' J" i" 1 J | u j' r j" i"

z7x f iji' j' i" i"k ’ j jij'ri"j"

qui sont les seules possibles ici en tenant compte de ce que le 
couple (Z J) par exemple, dans son ensemble, a pour homologue 
nócessairement (i j), puis, que si Fon permute les points d’un móme 
couple en seconde ligne, il faut aussi permuter l’un des deux autres 
couples (et un seul; tout cela se vórifie aussitót en prenant 0, oo, 
1, —1, ż, —i pour abscisses des points i, j, i', j', i", j"j.

Or si nous considórons le tableau (4), nous voyons que l’in- 
volution biaxiale d’axes il et jJ permute T et 7^, T<>_ et T3, 
i’ I' et j' J', i" I" et /" J", et conserve la quadrique qr dans son 
ensemble, 1’homographie sur les gónóratrices du systeme i 1 ótant 
une involution, dont i 1 et j J sont les gónóratrices doubles. Mais 
alors nous avons decouvert un sous-groupe fini discontinu du groupe 
des homographies: & savoir les 3 involutions biaxiales dont les axes 
sont donnós successivement par les colonnes du tableau (4); les 
tableaux (5), (6), (7) conduisent a des remarques semblables. Nous 
avons ainsi obtenu, et d’une faęon nócessaire, pour quatre droites, 
qui ont deux sócantes communes distinctes et qui ne comprennent 
aucun couple de droites sócantes:
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a) un groupe fini continu cThomographies conservant chaque 
droite;

b) un groupe fini continu d’homographies conservant le bloc 
des quatre droites;

c) six involutions biaxiales conservant le bloc. en óehangeant, 
par eouples, les quatre droites [1’echange de T et Tx donnę l’invo- 
lution (i Z, j J) ou l’involution (i <7, j Z)]; ces six involutions peu­
yent etre reparties en 4 groupes ternaires fournis par les tableaux
(4),  (5), (6), (7); (a chacun de ces groupes ternaires on doit en rea- 
lite adjoindre la transformation identique).

5. Groupe ternaire-tćtrafedre. Groupe ternaire-ąuadriąue.
Jusqu’ici le groupe des homographies n’a ete ćtudiś, au point 

de vue de ses sous-groupes, que partiellement; les gśometres, sur- 
tout pour les sous-groupes discontinus, n’ont guere dćtermine que 
les sous-groupes du groupe des dśplacements (avec bien entendu 
le transforme, par une transformation homographique arbitraire, 
d’un tel sous-groupe). Les sous-groupes ainsi obtenus reyiennent 
a chercher ceux qui doiyent transformer une sphbre (quadrique 
a gśnóratrices imaginaires) en elle-mśme. II y a lieu d’etendre, 
avec les modifications conyenables dues au souci de la realitó, ces 
resultats au cas ou une quadrique a genćratrices reelle.s doit rester 
inyariante, dans son ensemble, par le sous-groupe cherchć.

Je signale un sous-groupe eyident; pour une quadrique inya­
riante, si on appelle X, /z les param&tres des góneratrices, l’homo- 
graphie de 1’espace est, comme nous ł’avons vu, parfaitement ca- 
racterisśe par sa tracę sur la quadrique et cette tracę revient a Fen­
semble de deux homographies separćes sur la yariable X et sur la 
yariable /z, de sorte que l’on ecrit soit

p fois, conduise a la substitution identique; il suffit de prendre sur 

un cercie le point de parametre X = tg~, <f> ćtant 1’angle au cen-

(1)
aX-]-& 
cX + </

, «>' + b'
c'p' + d'

soit

(2)
a/z + & 
c/z-f-d

) a' X -j— V
— c'X + d'-

Or on sait trouyer une substitution (X, X') reelle qui, iteróe
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tre compris entre un rayon fixe et le rayon passant par le point 

mobile, puis de prendre <£'=<£-|------ et X' =tg en faisant2
1’opóration semblable sur /i, avec un entier q ógal ou non a p, la 
substitution (X, y; X', p) donnę evidemment un sous-groupe discon- 
tinu des homographies. La quadrique śtant a gónóratriees róelles, 
on a une transformation reelle. Je me borne a ces indications ra- 
pides pour revenir au sujet de ce travail.

Nous avons dófini l’involution biaxiale; c’est une transforma­
tion róelle si les deux axes sont róels ou imaginaires conjuguós. 
Comment doit-on prendre trois involutions biaxiales pour obtenir 
un groupe ternaire I, I', 1", ce qui se traduira par les ógalitós 
symboliques
(3) 1'1" = 1 I" 1 = 1' II' == Z".

Remarquons que cela entrainera en multipliant, a droite. la der- 
niere ógalitó par I’
(4) i=iri' = ri' 

de sorte que la composition de deux opórations est róciproque. On 
peut óerire, en multipliant la derniere ógalitó, a gauche, par Z',

(5) rir=i'i"=i

donc, puisque 7'=(Z')-1, la transformóe de I par I' n’est autre 
que I; or les deux axes de 1, a savoir A et B deyiennent, si on 
transforme 1’operation I par I’ deux droites A, B; d’apres 1’egalite
(5),  ces deux droites A, B doivent coincider (dans leur ensemble) 
avec A, B', il y a donc deux cas a sóparer: soit A = A, B = Bi 
soit A — B, B = A. Dans le premier, A, devant se conserver, ren­
contre les axes A' et B1 de I', et pour la meme raison B les ren­
contre; la figurę AA' BB' est un quadrilatere gauche qui, reuni 
a ses diagonales, donnę un tótraedre; une transformation homogra- 
phique transforme ce tótraódre en un triedre de coordonnóes rec- 
tangulaires joint au plan de 1’infini et nous retrouvons cette circon- 
stance bien connue que la symótrie (Oa?) composóe avec la symótrie 
(Oy) fournit la symetrie {Oz)', car, si les axes A, B sont devenus 
Ox et la droite a 1’infini du plan yOz, l’involution biaxiale {A, B) 
devient la symótrie Oz. Donc nous avons trouvó le groupe ter- 
naire-tótraedre: les 3 involutions biaxiales se rapportent aux 
3 couples d’aretes opposóes. Dans le second cas, l’involution bia- 
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xiale I' transforme A en B, de sorte que (j4, B) et (A', B') sont 
sur une meme quadrique et se partagent harmoniquement: mais 
alors nous retrouvons la disposition trouvee directement en ótudiant 
un groupe de 4 droites: la troisieme involution a pour axes le 
couple (A", B") qui partage harmoniquement les deux premiera - 
on sait que sur 3 tels couples, il ne peut y en avoir que deux 
róels (ou zóro); si on suppose (A, B) et (M', B') reels, le couple 
(A", B") est imaginaire conjugue, de sorte que l’involution biaxiale 
I" est une transformation róelle, chose d’ailleurs óvidente a priori 
puisqu’elle est la resultante des opórations reelles 1 et Z'.

Supposons donc que nous ayons nos quatre droites reelles 
7) 7,, 7), Tt avec les memes restrictions et que les secantes (Z), 
(Z>) soient reelles; on peut prendre les notations de sorte que sur 
(Z) 1’ordre des points de rencontre des points avec les Tt soit ju- 
stement papx plpix les points appelós i, j divisant harmoniquement 
(P0P1) et (P2P3) sont róels; de meme i",j" qui divisent harmoni- 
quement p0 p3 et p, pp, mais i', j' sont imaginaires conjuguós. Sur 
(Z>), si les segments Po P3 et Px P3 empietent l’un sur 1’autre, nous 
aurons 3 transformations involutivee successives róel les dans chacun 
des quatre groupes ternaires indiques au numero prócódent [for­
mules (4), (5), (6), (7)], parce que I' et J' aussi seront imaginaires 
conjuguós. Mais si cela n’arrive pas, supposons (Z, «Z) imaginaires 
conjuguós, nous voyons que dans chacun des quatre groupes ter­
naires, il y a une seule involution biaxiale róelle, les deux autres 
ótant imaginaires conjuguóes, l’involution róelle correspondant a (i" Z", 
j" J") ou (i" J", j"I") et ayant ses axes reels.

Si maintenant (Z) et (P) sont imaginaires conjuguóes, comme 
le couple (i;) est formó de deux points imaginaires ayant pour 
conjuguós le total (ZJj, de móme (i' j') et (Z' J'), et (i" j"} et (Z" «Z") 
on peut choisir les notations de sorte que i, j, i', j' aient pour con­
juguós respectifs 2, Z, I' J'\ ce choix fixe 1" car le birapport 
(i j i' i") doit ógaler (Z J P Z"); dans ce cas on voit que les droites 
il, jj, i'1', j’ J' sont róelles, donc Z" est le conjuguó de et 
J" celui de i"; on voit alors que les combinaisons (4), (5), (6) du 
numóro prócódent donnent chacune un groupe ternaire de 3 invo- 
lutions reelles, dont deux ont leurs axes reels, mais la combinaison 
(7) fournit 3 involutions reelles a axes tous imaginaires.
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6. Etude du cas spćcial ou les sócantes comuiunes aux ąuatre 
droites sont confondues en une seule.

Z1, Z7,, Z2, T3 sont encore supposćes ne contenir aucun couple- 
BĆcant; nous traęons l’unique secante commune (D) qui coupe les- 
droites en Po, Pi, P2, Ps; si nous considśrons, comme plus haut,. 
une homographie H qui óchange T avec Tx, et T2 avec P3, (il 
y en a oo1), la tracę de cette homographie sur (Z>) est l’involution 
definie par les couples (Po, Z\) et (Pj P3); appelons I, J les points 
doubles de cette involution; considerons la quadrique Q admettant 
pour generatrices du premier systeme Z7, Tx, T2 et la quadrique Q' 
analogue relative a Tx, T, T3\ H ćchange Q en Q', les genóratrices 
du premier systeme se correspondant; ces deux quadriques ont, de 
de plus, D comme gćnśratrice commune, du second systeme, et s& 
raccordent, par hypothfese en Tx Tx, T2, Ts, donc tout du long de 
D; leur intersection se complete par deux gćnćratrices du premier 
systóme et ces generatrices A, B passent par I et J respectivement, 
de sorte que A se conserve dans toutes ces homographies H, ainsi 
que B ł). Parmi ces homographies II (qui ne sont pas biaxiales, car 
A se conserve, mais simplement dans son ensemble), il y a 1’uni- 
que involution biaxiale d’axes A et B; 1’homógraphie generale H 
s’obtient en prenant Un point a de A considerśe eomme apparte­
nant ii Q et choisissant arbitrairement son homologue a' (sur A). 
On peut alors considćrer les oo1 homographies H', ou H" comme 
plus haut, et les oo1 homographies h. Les homographies h forment 
encore un groupe; de meme. 1’ensemble h, H, H', H". Nous avons 
pour H' les points Z', J' de (Z>) et pour II" les points Z", .7", 
avec les droites correspondantes A', B', A", B". Les trois involu- 
tions biaxiales (A, B), (A', B'), (A", B") forment un groupe ternairep 
les quatre droites ne donnent plus qu’un tel groupe, au lieu de- 
quatre; c’est facile a comprendre en nous reportant au cas góneral 
et faisant tendre (Z) vers (Z>), quand les deux Secantes sont distinc- 
tes; on choisit les notations de faęon que chaque point i, j, i', j'r

’) A la rigueur la raisonement n’ecarte pas l’objection suivante: les gene­

ratrices eommunes A et B, au lieu de se conserver chacune, ne pourraient-elles- 
pas s’śehanger? Or on peut eoneevoir Je cas etudie ici comme limite du cas 

ou les secantes (d) et (Z>) sont voisines; or dans ce cas les quadriques. Q et Q' 
ezistent encore, et leur intersection se complete par i I et j J, i I se correspon­
dant i elle-meme, et j J aussi a elle-meme.
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i", /" tencie respectivement vers I, J, I' J' I", J"\ alors il tend 
vers A, et le tableau (4), du numóro 4, nous donnę a la limite le 
groupe ternaire trouve ici; mais ehaque tableau (5), (6), (7) ne nous 
donnę plus rien, car il fait intervenir une involution biaxiale dont 
les deux axes tendent a se confondre, de sorte que tout point de 
1’espace a son homologue sur l’axe unique et qu’inversement tout 
point de cet axe a son homologue indśterminó.

7. Etude du cas ou les droites T, 1\, T2, Ta sont generatrices, 
d’un menie systeme, d’une ąuadriąue.

Le raisonnement du numóro 4 est basó uniquement sur l’exi- 
stence de deux secantes communes distinctes; ici nous pourrons 
prendre deux generatrices quelconque (d), (D) du second systeme 
de la quadrique Q qui contient les droites (Tj). Les points i,j, i' j\ 
i", j" ótant dóterminós, les gónóratrices du premier systeme qui en 
partent donnent les points I. J, I', J' I", J" sur (D); nous avons 
encore les 6 involutions biaxiales indiquees plus haut et leur asso- 
ciation en trois groupes ternaires; mais cette fois, il y a deux pa- 
ramótres arbitraires a savoir le choix de (d) et celui de (Z>); les droi­
tes il et j J qui constituent un couple d’axes associes, ainsi que 
i' I’, j' J' ou i" I", j" J" sont indópendantes du choix de ces deux 
parametres et donnent un groupe ternaire toujours le meme; mais 
i J est l’une quelconque des droites de la congruence lineaire qui est 
dóterminóe par les deux góneratrices de Q, i I et j J. de sorte que les 
groupes ternaires (5), (6), (7) indiquós au numero 4, dópendent ef- 
fectiyement de ces deux paramótres: on remarquera que, dans 
chaque groupe ternaire, il y a une involution biaxiale indepen- 
dante du choix des deux parametres qui fixent ce groupe ternaire.

Mais ici nous trouvons en outre oos groupes ternaires-tetrae- 
dre echangeant les droites entre elles. D’abord si nous considórons 
une droite arbitraire T et ses transformćes par rapport aux invo- 
lutions d’un meme groupe ternaire-tśtraódre, il est bien clair que 
nous obtenons quatre generatrices d’un meme systeme d’une qua- 
drique. D’apres les principes de la thóorie des groupes, il suffit de 
raisonner sur un systeme d’axes rectangulaires Oxyz, auquel on 
a adjoint le plan de 1’infini de faęon a avoir le tótraedre utilise 
pour le groupe ternaire; la proposition est alora óyidente; cette con­
dition que les droites soient sur une meme quadrique est donc ne-
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cessaire pour qu’elles s’echangent par les opśrations d’un groupe 
ternaire-tśtraedre; elle est d’ailleurs suffisante. Remarquons en effet 
que si on se donnę le triśdre trirectangle Oxyz et une droite Ta, 
puis les symśtriques T7?, T°, de Ta par rapport a Ox, Oy, Oz,
puis les symśtriques 0°, 0?, 05, 05 des T7- par rapport a O, nous 
avons 8 droites d’une meme quadrique, 4 dans un systeme, 4 dans 
1’autre, avec le mierne rapport anbarmonique dans chaque systeme; 
la donnee des seules 8 droites T7?, 0? permet de reconstituer' les 4 
faces du tśtraśdre (Oxyz oo), car chaque droite T7- perce les qua- 
tre droites 0° en un total de 4 points et les 16 points obtenus 
sont repartis par groupes de 4 dans les faces du tśtraedre. Cela 
pose, soient quatre droites T, Tt, 7\, Ts genśratrices d’un meme 
systeme d’une quadrique Q\ prenons arbitrairement trois genśratri­
ces 0, 0j, 02 du systeme opposś et prenons le gśnśratrice 03 dś- 
terminśe, d’une faęon unique, par 1’śgalitś des birapports (T7 T, T2 T3\ 

0X 0, 03). Le systśme T, T,, Tt, Ts donnę lieu. par ses inva- 
riants, au point (A, B, C) qui, comme il a śtś expliquś au numśro 
1, est sur le cerle y; nous pouvons construire, dans le systeme 
rectangulaire Oxyz une droite Z70, qui jointe a ses symśtriques 
relativement a 0x, Oy, Oz, donnę le meme point (A, B, O). La 
quadrique Qo portant ces droites (77) et les droites 0° dśfinies 
comme symśtriques relativement a O est transformable homogra- 
phiquement en Q de sorte que les (77) et (T7,-) d’une part, les (0;) 
et (0?) se correspondent: mais alors les axes Ox, Oy, Oz et les 
droites a 1’infini de y O z, z O x. z O y deviennent les aretes du tśtrae- 
dre donnant les śchanges du systeme (7)) en lui-mśme, On a ainsi 
oo3 groupes ternaires-tśtraedres śchangeant (7)) en lui-meme. Tout 
revient a montrer que l’on peut rśaliser effectivement le meme

droite 7'°.

point (4, B, C) avec les pour cela śrivous les coordonnśes
pliickśriennes

2?o — a — b -- c —- 1 — m — n

(1)
T7? — a b c —-1 m n
77 a — b c l — m n •
7’5 a b — c l m — n

On obtient aussitot, en se rappelant 11 bm -|- cn = 0,
(2) A == 16 a3 Z* B = 16Z>2 m2 C -= 16c2n2.

Ces śquations montrent que Fon a oo2 cboix possibles pour la
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Nous pouvons maintenant faire une remarque intóressante: 
les quatre droites T, T.2, Ta appartenant a une mómę quadrique 

nous savons qu’il y a oo8 homographies óchangeant chaque droite 
(dans son ensemble) avec elle-meme et aussi oo8 echangeant T 
avec Ti, Ta avee Tz\ dans chacune de ces dernióres homographies 
les góneratriees de Q qui divisent harmoniquement (Z ZJ et (Zs Z,) 
restent invariantes chacune dans son ensemble: nous avons rencon- 
tre ces droites U, V plus haut, ainsi que les couples analogues 
U', K' et U", V" obtenus en associant Za Z2 ou Z,. Nous avons 
vu que les involutions (£7, V), (17' K'), (£7", K") forment un groupe 
quadrique, isoló, óchangeant le bloc (Zz) en lui-meme. Nous avons 
ensuite rencontró oo8 groupes ternaires-quadriques echangeant aussi 
les (Zz) en bloc: il y en a 3 sóries; dans l’une des series, les axes 
(17, V) sont fixes et les axes des 2 autres involutions engendrent 
la congruence linóaire (17', V) ou (17", V")’, propriótes analogues 
pour les deux autres sóries. Si nous considórons ensuite les grou­
pes ternaires-tetraedre en nombre oo3, nous constatons encore que 
les axes de chaque involution rencontrent l’un (£7, V) 1’autre (£7' V'), 
1’autre (U" V"): on le voit immódiatement en supposant que Q se 
róduit a un hyperboloide de revolution autour de Oz ayant O pour 
centre, Z ótant une genóratrice quelconque; de la sorte U et V ont 
leur pied sur Ox, U' et V‘ sur Oy\ U" ef V" ont leur pied re- 
jotó a Finfini aux points cycliques du plan xO y. Nous ayons ainsi 
decouvert toutes les involutions biaxiales (en nombra oo2) echan­
geant les (7)) entre elles es toutes les faęons de les associer en 
groupes ternaires.

8. Eąuations reduites des transforinations formant 
un groupe ternaire.

Pour le groupe ternaire tótraedre nous avons les óquations 

obtenues prócisóment en choisissant le tótraedre en jeu comme te- 
traedre de refórence.

Pour le groupe ternaire-quadrique, nous pouvons prendre 
l’óquation de la quadrique Q sous la formę
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(2) Q xt — yz — O

puisque, au point de vue projeetif, il n’y a qu’une quadrique (sans 
point double); nous pouvons supposer aussi que les axes des invo- 
lutions I et I' sont

| I (x = 0, z = 0), (.V — 0, i = 0)
| I' (x = y, z=t), (x — — y,z= — t)

car, au point de vue projeetif toujours, il n’y a, sur une quadrique, 
qu’un seul systeme de 4 gśnćratriees se divisant harmoniquement; 
l’invołution I" s’obtient immediatement en remarquant que les axes 
de 1, I’ appartiennent au systbme

(4)

ou X est une constante qui

(5) 0, 

pour les axes de I et

a pour yaleurs:

oo, 1, — 1

pour 1" on trouye donc X = = i et
— i, d’ou

(6) 1" (z — iy,z=it), (x = — iy, z— — it).

On trouye sans difficultó les óquations des inyolutions :

et l’on a

I x= — X, Y — y, Z=--z, T=t
(7) r x= y-^ Y = X, z= i, T=z .

i" x= — y, y= X, z = - t, T=z

On constate alors qu’une droite T (a, b, c, l, m, n) a les transformees

T a b c l m n

(8)
T\ — a

b -- c — l m -— n

T, — 1 m -- c — a b -— n

T. l m c a
b n

= 4 6 m = — a2 -\-b2 — 2cn — l2 m*

|/c= a2 b2 2 cn + »»2

d’ofi
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(10)

|/c + |/b + J/Z = 2(z> + »02 
|/'Ć+ |/J3 — |/z = 2(5 — m)2 

|/C- |<B 4-|/J= 2(a — Z)3 
|/C— [B — |/J = 2[(a 4- l)2 + 4cm]

de sorte que le signe de A2B2C2— 2BC—2 CA —2 AB 

est celui de (a -f-1)2 -f- 4 cn. On remarąue qu’une droite T, excep- 
tionnelle parce qu’elle rencontre les axes de l’une des involutions, 
ne donnę qu’une transformóe par 1’ensemble du groupe; par exem- 
ple les droites qui rencontrent les axes de I vórifient b — m — 0 

et coincident avec leur transformóe par I; mais alors les transfor- 
móes par 1' et 1" coincident, car 1’opóration I" equivaut a 1’opó- 
ration (//'); de meme les droites recontrant les axes de I' vóri- 
fient les relations a —1=0, b -|- m = 0 et celles qui rencontrent 
les axes de 1" vórifient a — 1 = 0, b — m = 0.

En dehors de ces droites exceptionnelles, cherchons celles qui 
donnent un bloc T 7\ I\ Ts appartenant a une quadrique; il est 
nócessaire et suffisant qu’il y ait une meme relation linóaire et 
homogene entre les colonnes du tableau (8); (d’ailleurs l’un des 
facteurs du tableau (10) sera nul). On obtient ainsi 

«(p-p')4-Z(p"'-p") =0 
Z(p-p')4-a(p"'-p") =0 

c[(p-p') + (p"'-/')] = o 
n[(p-p')+ (P'"-P,')] = O

&(p+p') + m(p,/z 4- p")—o 
m(p + p')+ 5(p"' + p")=0

oh p, p', p", p'" sont des constantes qui ne doivent pas etre toutes 
nulles. Si donc b2 — m2 4= 0, on a

p+p'-0 p"'+p» = 0

et alors il est nócessaire que p — p et p" — p' ne soient pas 
nulles toutes deux, ce qui entraine a2 — l2 = 0. Le meme raisonne­
ment prouve qui si a2 — l2 4= 0, on a p — p' = 0, p'" — p" = 0 

et par suitę b2 — m2 = 0.
Prenons donc d’abord:

a2 — l2 — 0, b2 — m2 =|= 0; Si l’on a, a = l, on a une solution en 
prenant p, p', p", p'" ógaux a 1, — 1, 1, — 1. Si Fon aa2 —l2 = 0, 

b2 — m2 4= 0 avec a = — l, il faudra avoir c = n = 0, et Fon 
peut prendre p, p', p", p'" ógaux a 1, — 1, — 1, i.
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Prenons ensuite:
a*  — ls =|= 0, b2 — ms = 0: il n:y a pas d’autre conditions & expri- 
mer; on a p — p = 0, p" — p" — 0 et p -f- ep" = 0, si b = em 
(e = ± 1).

Donc, en rócapitulant, on a les solutions suivantes: 
1°) toutes les droites du complexe linearie a — 1 = 0;
2°) toutes les droites de coordonnees

1&0—140 
o

c’est-a-dire les gónóratrices de la quadrique fondamental xt—yz = 0 
de móme systóme que les axes des trois involutions;

3°) toutes les droites des deux complexes linóaires b ± m = 0.
Ces rósultats concordent bien avec ceux que l’on a trouves- 

en cherchant a transformer en lui-meme un systeme de quatre gó­
nóratrices d’une quadrique.

Enfin, pour toutes les droites T du complexe d'ordre 2,. 
d’óquation (« Z)2 4 cm = 0, il y a cette simple particularite que
le groupe de 4 droites (7)-) n’admet qu’une secante eommune (dou­
ble). Nous avons ainsi trouve d’une faęon satisfaisante l'explication 
de chaque facteur (10).

9. Proprietes spóciales aux courbes unicursales.

Les considerations qui prócódent font immódiatement songer 
aux transformations involutives qui peuvent appartenir a une courbe 
unicursale. Les parametres t et t' des deux points correspondants 
M et M' sont liós par une involution

(1) Att' + B(Z + Z,)4-C' = 0.

Supposons qu’il existe une autre involution liant les points M et 
Jf", d’ou
(2) a1 11" + b, (z 4- z") 4- ą = o.

Les points M" et M" sont liós par la relation, en generał simple­
ment homographique,

At'-\-B Bt'-\-C 
z 4~ " 4- Q

= 0.(3)
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Cette relation devient involutive si Fon a

(4) AC, A,C — 2BB1 = 0

autrement dit si les points doubles de chaque involution (Afjf'), 
(ALAL") sont des points corresponaants dans l’autre involution. Mais 
alors les t des points doubles de chaque involution (AL AL'), (AL AL”), 

(AL’ AL'') divisant harmoniquement les t des points doubles de cha- 
eune des deux autres et les trois involutions forment un groupe 
ternaire. C’est une propriótó importante que nous allons comparer 
avec les rósultats des paragraphes prćeedents.

Dćmontrons qu’une courbe unicursale ne peut avoir trois plans 
de symetrie rectangulaires. Commenęons par examiner une courbe 
unicursale qui admet xOz, xOy pour plans de symśtrie: ces deux 
involutions entrainent Une troisieme inyolution, k savoir la symetrie 
par rapport a O a?; donc une homographie conyenable sur t permet 
de ramener 1’ensemble des trois involutions en jeu a la formę 
reduite
(5) f4-t' = O tt" —1 = 0 t't" + l = O.

Si donc M est un point de la courbe, le plan perpendiculaire a Ox, 

issu de Jf, perce la courbe en un groupe de 4 points associes 
Al AL' AL" AL"' de parametres respectifs

<•) • ' 7 -7
(sans prćciser davantage le sommet du rectangle auquel appartient 
chacune de ces yaleurs et sans se preoccuper des autres groupes 
contenus dans le meme plan). — Supposons maintenant que la 
courbe admette, en outre le plan yOz comme plan de symetrie; 
AL a pour symótrique AL, de param&tre tj, lie a t par une relation 
involutive
(7) A1t, —B(t —ii) ~C = 0.

Or chaque point donnę par (6) a son symetrique par rapport a yOz 

donnć par la yaleur correspondante

<8> 4 ? T
car la symetrie y O z respecte la disposition du rectangle 
AL, AL’, AL" AL”'] on a donc d’abord
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(9) Att, — B(t 4-Ą) + 0 = 0

en passant i M' et M{ et cette relation (9) est verifiśe quel que 
soit t: la comparaison de (8) et (9) donnę

4-0=0 B(«4-Ą) = 0

et comme i + ij n’est pas nul, puisque M, =}= M', on a C = O, Mais 
alors, passant a M", et M", on a simultanćment

(12) Att, 4-0 = 0 JL-{-0^i = 0 

de sorte qu’il faudrait avoir A — ± O et t Ą = ± 1; mais c’est 
impossible, parce que JĄ est diffórent de Jf" et M'". La proposi- 
tion et donc śtablie. De la sorte on est certain que la courbe gauche

y2 = 1 --  X2(13) = 1 — k2xi

n’est pas unicursale.
Dans le meme ordre d’idees, constatons qu’une courbe algó- 

brique unicursale d’ordre pair peut admettre un groupe ternaire 
tetraedre, mais non admettre un groupe ternaire quadrique; c’est 
l’inverse pour le degre impair. En effet 1’une des involutions du 
groupe, obtenue en changeant t en — Z, peut etre supposee róalisee 
pour les axes (z = 0, x — 0) et (y = 0, 0 — 0) (axe des y et droite 
a 1’infini du plan zOx). Les deux autres involutions seront obte- 
nues pour tf — k et tt" = — k. Ecrivons les coordonnćes en fonc­
tion de t, en supposant le degró pair.

(U)

x — At2m 4- A, t2m-2 4- ... 4- A„

y =. Bt2m~2 + B, t2m~3 4-... 4- Bm_, t

,z = ct2m 4- c, t2m~2 4-... + c„

e=Dt2m~1 -|- d, t2m~3 -j-... 4- Dm_,t

Sous cette formę, nous voyons que le changement de t en — t 

remplace le point de la courbe par un autre point de la courbe, 
transforme du premier dans l’involution biaxiale d’axes (y = 0 = 0), 

k

(a; = z — 0). Le changement de t en — doit remplacer le point de*
la courbe par un autre, transforme de ce premier dans une autre 
involution biaxiale. Or si nous regardons, au numćro 8 de ce tra- 
vail, les formules (1), nous pourrons dcrire les formules de la se- 
conde involution (dans le cas du groupe ternaire tetraedre), sous 
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la formę
-^i __ yt _ gi _______.

' ax-\-bz a' y 4~ b’ 0 a" x-Ą-b"z a’"y-\-b'"f)

parce que, a la rigueur, nous ne connaissons pas la position pre- 
cise, autour de l'axe x — z = 0, des deux faces du tótraedre des 
involutions, non plus que la position des deux autres faces autour 
de y — B = 0; on en dóduit, quelles que soient les constantes X, y,

xx + __ (a + a"X)# -|“ (Z> -f- b”X)z
yi+y^i («' + a"»y + (6' + ^''»0‘(16)

AOn aura donc en prenant pour (a?,, yx, zx, 0J le point — et pour
b

(a;, y, z, ff) le point t

(d 4- X C)F- +... + + X w
(B + yD) fc2”1-11 -j- • • • 4" 4“ y

[(o 4- a" X) A. 4~ (i 4~ b \) 4- • • •
~[(«' 4- a'"y)B 4- (y 4-6"»2>]f”-1 + .. /

■Cette identite en t est de formę non contradictoire; supposons au 
contraire que Fon ait cherchó X obtenir le groupe ternaire-quadri- 
que: en nous reportant aux formules (7) du numero (8), nous voyons 
que les óqiiations de la seconde involution I’ s’ócrivent

(15') yi = _ ___ Oi
ay-\-bB dx-\-b'z d'y-\-b"B d"x-\-b’"z

d’oii, comme plus haut,

(16') xx 4- Xzx (a 4~ d X)y 4- (b 4“ b X)B 
&i~]ry0i (dd"y)x(b'b"’y)z

On prend encore pour (aq, yx, zx, Bx) le point k
i

et pour (x, y, z, 0)

le point t: on obtient une identite en t de formę analogue a (17), 
sauf que le seeond membre est retourne; le premier membre de 
cette identitó (17') est une fraction en t irróductible, car X 
et y sont quelconques; le numerateur est de degró 2 m, le denomi- 
nateur de degró 2 m — 1; au seeond membre les degres sont inversós 
et il y a manifestement impossibilite, les degres ótant exacte­
rn ent ceux qui ont etó indiquós. La conclusion est donc obtenue 
pour les degrós pairs; pour les degrós impairs elle se dómontre de 

^Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII 3 
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meme, avec le resultat opposó: cela tient A ce que le changement 
kde t en — laisse la móme formę a la fraction
V

ai2" + ... + «m

mais remplace la fraction
at2m+1 + ... +

par une fraction de meme formę que l’inverse de cette fraction.
Ces resultats peuvent paraitre assez inattendus. J’en ferai 

1’application a un exemple extremement generał.

Notę. — Depuis la redaction de ce Memoire, M. Cartan m'a 
signaló un artiele du matbśmaticien allemand Study (Gotting. Ges. 
d. Wiss. Nachr., Gruppen zweiseitiger Kollineationen, 1912, 27 pa- 
ges), se rapportant & 1’ćtude indiquće au paragraphe 5 de ce Mć- 
moire.



Configurations remarquables de quatre tan­
gentes a une meme courbe gauche.

Par

M. Bertrand Gambier.
Professeur i la Facultó des Sciences de Lille.

1. Introduction.

Un type de problemes qui a beaucoup exereó la sagacite des 
góomótres est celui ou les óquations (reduites, bien entendu, a cel- 
les qui sont distinctes) et les inconnues sont en meme nombre et 
ou, pourtant, il n’y a pas de solutions, (du moins si les donnees 
sont quelconques). II y a lieu de distinguer les problemes dont l’im- 
possibilitó est absolue et ceux dont 1’ impossibilite rósulte, non pas 
de 1’ incompatibilite des óquations, mais du fait que les solutions — 
en nombre fini ou infini — correspondent a des ólements góomótri- 
ques dógónerós. Le premier cas est róalisó pour le probleme: trou- 
ver le point de rencontre de deux mobiles pareourant une droite 
avec la móme vitesse a chaque instant; en generał ce premier cas 
ne comprend que des problemes numeriques, dont l’intóret pour 
dous n’ existe pas. Je donnę un exemple simple du second cas: 
dans un cóne C donnó, du second degre, inserire un triódre trire- 
ctangle; on peut ramener le problóme a la rechercbe d’ une góne- 
ratrice SI telle que le plan perpendiculaire mene par le sommet 
<S coupe le cóne C suivant deux gónóratrices rectangulaires; il y a 
quatre solutions correspondant a chaque gónóratrice isotrope SI de 
C; malheureusement, dans chacun des systemes de 3 aretes obtenu, 
deux arótes coincident, de sorte que les solutions sont impropres; 
si donc on presente le probleme autrement, en partant d’un triedre 
trirectangle Oxyz donnó et circonscrivant un cóne C a ce triedref 
le probleme posó powr ce cóne C particulier admet alors une infi 

3*  
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nite de solutions, car 1’ óquation rśsolyante, qui est toujours de de­
gró 4, admet une cinquieme solution et disparait identiquement.

Nous nous bornons donc aux problemes de ce second cas: en 
donnees queleonques, un tel probleme se traduit par p śquations, 
distinctes, a p inconnues, compatibles et admettant un nombre fini 
ou infini de solutions impropres: 1’ ingóniosite du chercheur consi- 
ste a trouver comment particulariser les donnees pour obtenir de 
nouvelles solutions propres, se superposant a ces solutions impro­
pres, (dont on nóglige meme le plus souyent de parler); les circon- 
stances les plus usuelles sont les suiyantes: dans le cas gerióral 
nombre fini de solutions impropres, puis, dans le cas particularisć, 
rśduction du nombre d'óquations de p a p — h. de faęon a obtenir 
ooh solutions propres; h est le plus souyent ógal a 1, mais nous 
yerrons ici-móme, numeros 4 et suiyants, un exemple oti h — 3.

Au point de vue philosophique, il est bon de rappeler que 
p equations distinctes et compatibles a p inconnues peuyent admet- 
tre un nombre infini de solutions: exemple, trois quadriques ayant 
en commun une cubique gauche; un exemple diffćreDt est celui de 
trois quadriques ayant en commun une conique, car, en dehors de 
la sśrie infinie et continue de points communs, on trouye deux 
points communs isolós. De la sorte, nous pouvons, dans les proble­
mes signales, rencontrer bien des circonstances diyerses; 1’ appari- 
tion, dans le cas particulier, de solutions nouvelles propres, meme 
en nombre infini, peut se produire, meme sans que le nombre des 
equations distinctes s’ abaisse

Je rappelle des exemples classiques: deux conigues C, et C3 
etant donnees, troiwer un polijgone de n cótes inserty dans C„ circon- 
scrit d C2: dans le cas genóral, 4 solutions impropres (polygones 
replies d’ Halphen); moyennant une condition unique imposee a C, 
et C2, oo 1 solutions yeritables. Ou bien: etant donnes 9 points Alf 
A2....Ag, trouver une courbe C3m de degre 3 m admettant les At comme 
poins multiples d’ordre m: en generał, une solution impropre, four- 
nie par la cubique circonserite aux A,-, prise m fois; mais, si A9 
est pris sur une courbe, determinee par Halphen, et ne dópendant 
que de A,, A2,...A8, on trouye un faisceau de courbes 03m.

Pour les deux problemes que nous venons de citer et ceux 
que nous devons etudier ici, on doit: denombrer les óquations et 
les inconnues, puis yśrifier que les ćquations sont distinctes et com­
patibles et enfin que les solutions sont impropres: tout cela, avant 
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de passer au eas particulier de solutions propres. Ces općrations, 
thóoriquement necessaires pour la satisfaction de 1’ esprit, sont, en 
gćneral, tres penibles et pour cette raison, esquivees. II est donc 
intóressant de signaler une circonstance favorable, non rćalisee dans 
les problemes prćcćdents, c’est le cas ou la definition de l' etre geo- 
metrigue inconnu, en meme temps gue les conditions imposees, sont 
inoariantes vis-d-vis d’ un groupe continu de transformations a h pa- 
rametres: dans ce cas, s’ il existe un etre geomótrique de 1’espece 
indiquee, il en existe surement ooA. Nous aurons des exemples 
nombreux en cherchant certaines courbes gauches tangentes a quatre 
droites donnćes.

2. Cubiąues gauches; resultats de Voss.

On sait que, pour une courbe gauche, la donnóe d’ une tan­
gente non remarguable equivaut a 3 conditions; celle d’ une tangente 
remarguable a 4 conditions.

II existe oo 3 transformations homographiques de 1’ espace a 3 
dimensions conservant trois droites Ti, T2, Ts (chacune est conser- 
vee dans son ensemble, les points de cette droite correspondant 
homographiquement a leurs transformós); la quadrique Q dćtermi- 
nće par 7^, Tt, (supposóes chacune sans point commun avec les 
deux autres) se conserye aussi; chaque generatrice de meme sy­
steme que 7) se conserye, dans son ensemble; une gćnćratriee de 
systeme opposó est remplacće par une autre de ce second systeme; 
bien qu’ un point Jf, non situó sur balaie tout 1’ espace au cours 
de ces oo3 transformations, 1’ ensemble des transformees d’ une 
droite I) formę un systóme oo’ et non un systóme oo 3; cela tient 
a ce que les deux points w, v communs a D et Q dćcriyent sur Q 
les genśratrices U, V de meme systśme que T7,, issues de u et 
et D engendre ainsi une congruence linóaire; d’ ailleurs D recouyre 
oo1 fois chaque droite de cette congruence et cela est lie a ce fait, 
important pour la suitę, qu’ il existe oo 1 transformations homogra- 
phiques de I’ espace conseryant 4 droites donnóes D, ^11 ^8) 
Dans les oo3 transformations conseryant 7’3, une surface
reglee R, deoeloppable ou non, engendre, non pas la totalite des oo 4 
droites de l’ espace, mais un complexe. Dans les oo1 transformations 
qui conseryent D, Tr, T2, Ts chaque droite de la congruence linćaire, 
(spćciale ou non) , determinee par D, T1} Tt, Ts, se conserye dans 
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son ensemble tandis que les deus directriees de la congruenee se 
conservent chacune point pour point.

Une cubique gauche T est determinóe, d’ une faęon uniąue, 
par 6 points (distincts ou non). Etant donnś trois droites
Ts, il existe donc une seule cubique gauche ro tangente a Tj en 
Aj, a T2 en A2, a T3 en A3; or il existe une transformation ho- 
mographique et une seule conservant Zlt Z2, T3, mais faisant venir 
A, en A{, A2 en A2, As en A'3; /~0 engendre ainsi, dans ces oos 
homographies, les oo s cubiques /" tangentes a T3 (et cha
cune une seule fois); la surfaee deyeloppable R, de degre 4, for- 
mee par les tangentes a /~0 engendre donc un complexe <2 bien 
defini par Tj, T3, T3.

Conclusion: cherchons a construire une cubique gauche /~ tan­
gente a 4 droites donnćes, prises au hasard, T, Tj, Tt, Tt ; nous 
avons autant d’ equations que d’ inconnues (12 de part et d’ autre); 
il y a impossibilitś, d’ apres ce qui prócfede, puisque T n’est pas 
choisie sur (9; ou plutót, si nous dćfinissons une cubique comme inter- 
section de deux quadriqu.es qui ont une droite commune nous avonS 
oo 3 solutions impropres formćes par une sócante d commune a T, 
Tj, T3, T3, prise deux fois, et une droite arbitraire d' recontrant 
d. Prenons au contraire T sur <2: cette condition imposśe a 1’ en­
semble des droites T, Tj, T,, T3 diminue d’ une unitó les douze 
óquations du probleme et il existe oo1 solutions propres.

C’ est le mathśmaticien allemand A. Voss qui a le premier 
signaló cette propriete de 4 tangentes quelconques a une móme cu- 
bique (Mathematische Annalen t. 13 1878, p. 168—174). Je me suis 
inspirś de sa methode pour exposer ce resultat, mais avec des mo- 
difications assez importantes. En particulier, je signale que les 12 
śquations, distinctes, a 12 inconnues, sont compatibles avec oo3 so­
lutions impropres (et non seulement un nombre fini); dans le cas 
particulier, seul a retenir, il y a oo1 solutions propres, nouvelles, 
qui se superposent aux oo 3 impropres.

Voss indique une quantite de resultats ólógants; je ne retiens 
que celui-ci: les oo 1 cubiques T engendrent une surfaee reglee Z 
admettant T, Tj, T3. T3 comme genóratrices ee rebroussement; Z ad­
met deux droites triples, qui ne sont pas gćneratrices: ce sont les 
deux secantes communes a T, Tj, T3, T3. Le complexe <2 est de 
degre 4.

quadriqu.es
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3. Biquadratique de genre 1.

M. Hans Mohrmann a dedió, a son professeur A. Voss, un 
travail elógant ou il reprend une question analogue (Mathematische 
Zeitschrift, t. 5, 1919, p. 268—283). A titre de mómoire, je cite un 
travail hollandais paru, sous la signature de M. Kluyver, aux Comptes 
Rendus de 1’Acadómie d’Amsterdam (1891) et que M. Mohrmann 
complete. Une biquadratique B, gauche, de genre 1, dópend de 16 
parametres et possóde 16 points ou le plan osculateur est station- 
naire; chacune des tangentes correspondantes est une tangente re- 
marquable de B, de sorte que la donnóe de cette tangente. (sans 
preciser le point oii elle touche R), óquivaut a 4 conditions.

Sur les 16 points en jeu, on peut trouver quatre groupes de 
quatre points, tels que les tangentes du meme groupe concourent: 
il existe oo5 biquadratiques admettant pour tangentes remarquables 
de cette espfece quatre droites concourantes quelconques, resultat 
d’ accórd avec le dćnombrement d’ óquations et d’inconnues: nous 
ne nous occupons pas d' un tel systeme; nous nógligeons de meme 
les associations de quatre tangentes comportant un ou plusieurs 
couples de tangentes sócantes; il existe alors 64 combinaisons de 
4 tangentes non sócantes dont les points de contact sont dans un 
mśme plan {premiere espece), puis 3 autres systemes de 64 combi­
naisons de 4 tangentes ne remplissant pas cette condition (deuxikme 
espece). Le raisonnement dója fait, comme application des homogra­
phies conservant 3 ou 4 droites, conduit encore a associer a trois 
premieres tangentes 7^, 71,, Ta de cette espece un certain com- 
plexe <3: si 7) quatrieme tangente, n’est pas choisie parmi les droites 
de <S, on n’a que deux solutions impropres, qui sont l’une ou l’autre 
des sócantes, communes aux 4 tangentes, prise quatre fois; si T est 
choisie sur (9, il y a a oo1 courbes gauches B\ (la premiere espace 
fournit un complexe, chacun des 3 systemes de la seconde espece 
fournit un complexe). Tout cela correspond, si l’on veut, a une hie­
rarchie des 16 paramhtres: 12 pour fixer T7,, Ta, Ta‘, 3 pour fixer 
les points de contact de T„ T2, T; la courbe B dópend alors d’un 
unique parametre, qui est son invariant projectif et la quatrieme 
tangente T dóęrit une surface róglee B; le dernier parametre est 
utilise pour choisir 1’ invariant, ou ce qui est equivalent, choisir T 
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sur R. Quand on rend leur libertó aux points de contact de Tu Tir 
T3, les oo8 surfaces róglóes R engendrent le complexe Q, chaque 
droite du complexe ótant engendree oo1 fois.

4. Courbes gauclies unicursales d’ordre m ifayant que 4 points 
ii plan oseulateur stationnaire, les m, points d’intersection de 
la courbe et de ce pian oseulateur ótant róunis au point de 

contact.

Ce qui precede peut śtre repótó, sans modification apprecia- 
ble, pour toute courbe gauche, ne dópendant que de 12, 13, 14, 15 
ou 16 parametres metriques, a qui on imposera 4 tangentes (remar- 
quables ou quelconques de faęon a ce que le nombre de conditions 
reproduise celui des parametres), pourvu que la definition de la 
courbe ait un caractere projectif. C’est prócisement le cas pour les 
courbes V„ dont la dófinition constitue le titre de ce paragraphe; 
le nombre de pararametres metriques dont elles dependent est 16.. 
Je presente le resultat sous formę synthótique.

Nous disposons des quinze parametres de la substitution ho- 
mographique la plus gónóral e (ou, si on prefóre, du changement de 

tetraedre de róference), puis de la substitution t = sur le

paramótre rationnel nous profitons des quinze premiers pour ócrire 
les coordonnóes de la courbe sous la formę

X = im + a t"’-1 — C5m t"'-5 + ...
cijy=-r-1^1 + c‘n6r-4-c5ra61r-5 + ... 

w \c2mz = r-*c 2m 4-^Ci«-4-c^1r-5 + ... 
c3me=- tm~3c3m + c4m d t--4 - csm dx +...

oii a.Jó, c, d, a„ b1... sont constants. Le plan

(2) F + + N2Z4-N,e = 0 

donnę les points racines de l’equation

(3) r — Ni r-1 + n2 r-2 — s3 tm~3 4- s4 tm~4... = o

et Fon a, de p — 0 a p = m — 4 les relations
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(<)

S< = C* m

S6 =Csm

Pour avoir m points rśunis au point t, il faut et il suffit que 
Fon ait, d:apres (4),

t*  =— Cl “|- ó t -|- et* + dt3
t5 == °1 + blt 4-C1 i2 + ^t3

r = ^m—4 | ' ^m— 4 | ^m—4 i2 4*  dm-4

Suivant que les equations (5) out zśro, une, deux, trois, quatre ra- 
cines communes, on a 0, 1, 2, 3, 4 points de 1’espfece annoncóe. 
Pour obtenir le maximum 4, on prend arbitrairement a, b, c, d. puis 
de la premiere ćquation (5) on deduit
(6) i5 = a t -|- bt3 -|- c t3 d (a b t c t2 d t3)

et la comparaison donnę

(7) ax = ad bx = a-\-bd. c1 = b-\-cd d1 — c-\-di

On recommenee ensuite sur la seeonde equation (5), d’ou 

t6 = a, t 6, t2 C113 dj (a 61 -f- ct2

et ainsi de suitę: les coefficients au b1, <q, dr,... s’expriment tous 
sous formę de polynómes entiers en a, b, c, d; le calcul ainsi pre- 
sente a l’anvantage de se poursuivre indćfiniment, qnel que soit mt 
la valeur prścise de m ifest utile a connaitre que pour savoir a quel 
moment arrśter le calcul. On profite de la substitution homographique 
sur i pour reduire Vequation fonddmentale

(8) t4 — a-\-bt-\-ct3-{-dt3

b une formę canonique simple; si les racines sont distinctes, ce que 
nous supposerons, on peut adopter

(9) i = d = 0 c = 1
et a joue le róle d’invariant projeetif (irrationnel). Les equations 
(5) se reduisent a
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(5')

avec

(10)

f4 = a + i3
i6 == a2 + c2t2 
f8 = a4 4" ctt2

i5 == at 4~ t3
t7 — att c2 ts 
t9 = a4f 4" Cit3

C2z>4-2 --  a2p 4*  C2p a2pJf2 ------- Cl ~2p

II y a ayantage, pour la commodite des calculs, a supposer c = 1 
plutót que c = 6, comme semblerait y conduire la thóorie des in- 
variants; avec c = 1, on obtient des coefficients entiers beaucoup 
plus simples, croissant bien moins vite qu’avec c — 6. II y a avan- 
tage a bien respecter les formules (1), sauf peut-ótre a remplacer 
la courbe (X, F, Z, &) par la courbe Xj = X, Yi =hY, Zl=kZ, 
0; = 10, h, k, l etant certains entiers, egaux soit i — C'm, C2m, 
— C3m soit & des diviseurs convenablement choisis de ces nombres: 
il est clair que cela reyient en effet a une transformation homo- 
graphique tres simple, operation indiffórente au point de vue de 
ce trayail.

Rappelons que pour passer de la formę (8) a la formę Z4 = 
= A 4~ T2 adoptóe dśfinitiyement, on doit dóterminer un couple 
(0'@") divisant harmoniquement les couples i2) et (f3,l4), ces 
nombres tly t2, t2, tt ótant les raeines de (8); suivant que Fon associe 
Ą & t3 ou ti plutót qu’a t2, ou trouve trois tels couples (0', 0"); 
ensuite, on doit effectuer sur t une substitution homographique telle 
qu’au couple (0', 0") de la variable t corresponde pour T soit 
(0, oo); so^ (°°; 0; adopter (0, oo) plutót que (oo, 0) ne change d’ail- 
leurs pas A, de sorte qu’il y a en realitó six faęons d’obtenir les 
equations rśduites des courbes ótudióes ici (et nous verrons plus bas 
1’interet de cette remarque) et que le coefficient inyariant A est 
susceptible pour une móme courbe Vm de 3 yaleurs differentes. Je 
rappelle encore que la formę binaire

(11) a014 4- 4 i8 0 4“ 6 a2 f2 03 4~ 4 a3 f 03 4~ a*  04
a pour inyariants relatifs

ć?0 ^2

(12) S — a0 — 4 a, as 4~ 3 «2 T = Cl Y

#2 ĆZ2 ^4

et pour unique inyariant absolu
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(13) P =
Ss — 27 T2 

27 T*

Ici avec la formę adoptee i4 — i2 — a, on a

(14)

en introduisant pour la simplicite une yariable auxiliaire w; l’on 
yoit que a possede bien 3 yaleurs correspondant aux yaleurs de m

(15)
w + |/3 w - |/3

1 —w|/3’ ±14-w|/3

Nous avons ainsi determine, pour chaque yaleur de m, une 
courbe V,n de 1’espece annoncóe et ne dependant que du seul in- 
yariant projectif a. Si les quatre poins remarquables sont reels sur 
la coube Vm reelle, il y a deux faęons reelles de ramener les óqua- 
tions de Vm a cette formę reduite; si les quatre points comprennent 
un couple reel et un couple imaginaire ou quatre points imaginai- 
res, le probleme devient moins interessant pour notre but, mais il 
y a encore une reduction reelle a la formę i4 ± t2 — a — 0 pour 
l’equation fon damen tale.

Nous remarquerons enfin, qu’avec la formę reduite adoptee, 
les coordonnees X, Z ne contiennent que des puissances de t toutes 
de nieme parite que m, et Y et 0 toutes de la paritó opposóe: le 
changement de t en — t produit donc une transformation homo- 
graphique simple de la courbe en elle meme, echangeant deux 
a deux les tangentes remarquables (et leurs points de contact). II y a 
3 telles transformations de la courbe en elle-meme, reelles toutes 
les 3 si les quatre tangentes sont reelles (en supposant que le plan 
0 = 0 est le plan de 1’infini, et que les axes 0XYZ sont rectan- 
gulaires, l’une des transformations est une symótrie autonr de O Y). 
Nous allons y revenir un peu plus bas.

En prenant les coordonnees pliickeriennes (A, B, C, L, M, X) 
de la tangente gónórale, deduites du tableau

(16)
x y z e 
dX dY dZ dQ 
dt dt dt dt

on voit que A, C, L, N sont des fonctions paires de t et B, M des 
fonctions impaires. Quand il s’agit des points remarquables, on peut 
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róduire les fonctions paires A, C, L, N et les deux coordonnees- 
points qui sont paires a la formę a t2 -f- [A et les fonctions B, M 
ainsi que les deux coordonnóes impaires a la formę a.ta0t, en 
tenant compte de Fequation fondamentale.

5. Complexes attaclićs aux diverses courbes V,„. Inrolutions 
biaxiales.

Le raisónnement employe pour les biquadratiques, reproduit 
sans modification, prouve que si les quatre tangentes remarquables 
en jeu sont choisies au hasard il n’y aura d’autre solution que 
chacune des deux secantes communes (prise m fois); pour obtenir 
une vóritable solution, on remarque que:

pour un degre 2 m pair, les quatre tangentes sont sui- une 
meme quadrique Q- leur rapport anharmonique, en tant que genś- 
ratrices du meme systeme sur Q est l’unique invariant projectif de 
la courbe; si on choisit au hasard quatre generatrices d’un meme 
systeme sur Q, nous verrons qu’il existe (2 m — 4) sćries oo3 de 
courbes V2m tangentes a ces 4 droites, les courbes d’une mśme se­
rie etant transformóes homographiques de Fune quelconque de 
la serie.

pour un degre 2 m -j-1 impair trois droites donnees rA, Ts 
comme tangentes remarquables dćterminent un complexe C2,„+1 du 
type tres spócial que j’ai śtudie dans mon Memoire sur les inva- 
riants projectifs de 4 droites: T etant choisie dans C2,„+1, il y a oo 1 
courbes tangentes a r̂i ^1J ^2> ^3, transformees homographiques de 
1’une quelconque d’entre elles; le complexe C2m+, comprend certaines 
congruences lineaires multiples d’ordre p > 1 et pour une droite 
T d’une de ces congruences, on a p sóries oo1 de courbes F2„,+1 au 
lieu d’une seule sśrie.

Nous avons deja remarque que, sur les equations reduites 
trouvees au numero precedent, le changement de i en — t donnę 
une transformation de la courbe en elle-meme, tracę sur cette courbe 
d’une involution biaxiale portant sur tout 1’espace et d?axes (x = 0, 
z = 0), (y = 0, Q = 0). Or il y a 3 faęons de faire la reduction 
de sorte que la courbe possede trois transformations en elle-mfeme 
qui sont, sur la courbe, des involutions sur i; les points doubles de 
ces trois invołutions se divisent harmoniquement et correspondent 
comme nous l’avons dit aux trois inyolutions dćfinies chacune par
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un couple (iz, t,-), puis (f4, t,\ de racines de l’óquation fondamentale; 
cette disposition des points doubles entraine, comme je I’ai montró 
dans le Memoire deja cite, que ces involutions sur la courbe for- 
ment un cycle ternaire; d’autre part les inyolutions biaxiales de 
1’espace, se trouvant comme toute homographie, determiuees d’une 
faęon uniąue par un nombre fini de points, il en resulte que ces 
involutions biaxiales forment elles-memes un groupe ternaire tótra- 
ódre pour les courbes V2m de degró pair, ternaire quadrique pour 
les courbes F2„,+l, de degró impair; dans une de ces involutions 
biaxiales, le tangente T s’echange avec avec T3 et les points
de contact s’echangent en meme temps.

Prenons donc une courbe V2m: les tangentes T, Tz, 7^, Tz 
s'óchangent dans un groupe ternaire tótraódre; or les formules ócrites 
pour V2m donnent les rósultats indiquós par le tableau

X Z2"' t"
Y i2"--1 t
Z t'
0 t2m~3 t

ou je n’ai marque que les termes extremes des polynómes Xy Y, 
Z, 0; le point t — 0, double de l’involution biaxiale (i, — t), est 
sur la droite Y — 0, 0 = 0; l’autre point double t = oo est sur la 
móme droite, en un sommet du tetraedre actuel de róference 
(y=Z=0 = O); nous en concluons que le tótraedre des involu- 
tions admet comme aretes les trois droites joignant les points dou­
bles d’une meme inyolution; ces trois aretes ne peuyent etre que 
concourantes en un meme point (on le yerifie immódiatement pour 
m — 2 ou V4) et non cotós d’un triangle. Cela suffit pour dótermi- 
ner les trois autres aretes; car soient Alt A2, A3 ces trois arótes con­
courantes; Ay rencontre la courbe V2rn en deux points inyariants, 
ainsi que leurs tangentes, dans l’involution ayant pour axes At et 
l’arete inconnue associóe Ą; les deux tangentes en jeu coupent le 
plsn A2 At chacune en un point appartenant a By.

Si nous prenons une courbe K2"‘+' nous ayons le tableau

X /2m+I t
Y t2m t°
Z t2m-‘ t
0 i2"2”2 t°
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Le point t = est sur l’axe X= Z = 0, le point, t — oo sur 1'autre 
axe, (en une entremitó), Y — O = 0; de la sorte, cette fois, les 
axes des 3 involutions s’obtiennent en menant par les divers points 
doubles de chaque involution les droites s’appuyant sur (d) et (D).

Tout revient maintenant a dóterminer une courbe V°n depen- 
dant de l’unique parametre a (operation faite au numóro 4), puis 
a calculer en fonction de a les quantitós homogenes (A, B, C), comme 
je l’ai explique dans le Mómoire cite, dont les rapports mutuels sont 
les invariants projectifs des quatre tangentes; le point (A, B, C) dó- 
crit dans le plan 7r (introduit dans le Memoire cite) la courbe f, 
image du complexe <S auquel appartient la quatrieme tangente, quand 
les trois premieres sont donnees. Or nous prenons comme equation 
fondamentale l’śquation

(1) _ p _ a = 0

dont j’appelle les racines tx, ts, nous pouvons tout exprimer 
provisoirement, au moyen du parametre $ par les formules

(2) tj = — t2= cos ts — —= sin a — — sin2 </> cos2 <£

Les tangentes ^1> ^2; ^3> Ti sont ainsi obtenues sśparóment et ra- 
tionellement, ainsi que les quantites

A = (41) (23) B = (42) (31) C=(43)(22)

Ceci suffit a prouver que la courbe /” est unicursale; mais, au point 
de vue de seule, cette representation est impropre; il suffit de
regarder les echanges

</> ^2 A B C
7T ti h ^3 A B C

(5) h 2~* ti A B c

—-f —</> ti tl A B c

Cela correspond, comme nous le savons aux involutions biaxiales
transformant la courbe Vm en elle-meme, óchangeant deux tangentes 
entre elles en meme temps que les deux autres. II suffit de pendre 

comme parametre sin cos </> — pour avoir la representation



47

1 — w|/3

unicursale propre de /~; le paramótre w est celui qui a etó introduit 
au numero 4 de ce trayail; les 6 yaleurs de u

w-ł- |/3 
u U. = — U W. = ---- , U A

1 — |/3 
u — |/y _ — u-{-['3

“‘“1+TW Ue~ 1 - w |<

donnent les 6 points (4, B, C) deduits les uns des autres par les 
symetries et rotations du triangle equilateral pris pour triangle de 
reference: ces 6 points, qui forment uń groupe, rósultent du fait 
que si 4 droites T1,, Tt, Tt-, Ti doiyent ótre les tangentes remar- 
quables de la courbe Vm, ces quatre droites (dans leur ensemble) 
doivent pouyoir se transformer en les quatre tangentes Z?, T%, Z®, 
T4 de la courbe particulióre mais rien n’indique comment on 
doit associer deux a deux les droites de l’un ou 1’autre gronpe, et 
il y a 6 faęons distinctes d’v arriyer, (A cause des transformations 
en lui-móme de l’un des systómes, on a bien 6 au lieu de 24); on 
peut convenir de faire correspondre et T7’; mais, au lieu de 
permuter T°, Ty, T®, il suffit de remplacer w suecessiyement par les 
6 yaleurs (5); de la sorte nous decomposons chaque complexe &m en 
congruences linóaires {g') correspondant a chaque yaleur de u, et 
meme en groupes de 6 telles congruences. [Dans certains cas, il 
peut arriyer qu’il y ait sóparation de la courbe piane T en 3 cour­
bes s’óchangeant par rotation: c’est le cas pour les biquadratiques 
gauches et le cas, dit par M. Mohrmann de deuxieme espece; on 
trouve alors les 3 courbes unicursales

(5 4- C — 4)4 — 64 42 5 O = 0 
(C_|_4 — By — 64 4 C=0
(4 + B — C)< — 64 4 £ C2 = 0

tandis que le cas de premióre espece donnę l’unique relation

A + B 4- C = 0],

Formons donc les coordonnóes pliickóriennes (a,-, bt, ch lh 
des tangentes remarquables; nous ayons aussitót:

4 = (^ ls — by ms 4" ci 4“ as h — &s 4~ cs wi)2 
B = («! ls 4- bl 4" C1 ni + «3 4- ^3 mi + C3 Wl)1 
C — 4 (aj ly --- by my -f" Cy Mj) (flj Zj --  ÓSWtj 4- Cj Wj) 

(6)
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et cette formę suffit a prouver que tout s’exprime bien rationelle- 
ment en w; pour la commoditó des calculs, w n’ayant ete introduit 
que pour se servir de la formule exprimant tg 3 w en tg w, il est 
prófórable de poser

(7) a = — u = v|/3

de faęon a eviter les irrationnelles numeriques. Ces substitutions 
(5) deviennent

z v 4- 1 »+ 1 v — 1(8) =

1 ---V
Ve — r+3ti ■

Le calcul de A, B, C peut sembler penible: nous allors montrer qu’il 
suffiit, en realite, de calculer C (i un facteur numerigue prós d’ail- 
leurs). Nous avons ramenć aif ct, lh nt chacun & la formę at] —^8, 
et bt, mt chacun a la formę at] 4~3^> or et exprimćs en v,
sont polynomes entiers, carrćs parfaits; si dans A, on remplace 

v -+- 1 v — 1 .v par -—7 - ou 5—:——, A devient une fraction rationnelle dont 1 — ov 14-31;
le numerateur, toujours carre parfait, coineide, sauf facteur nume- 
rique, avec B ou C [ou C et B, mais, au fond, peu importe]; donc 
Cest carre parfait. Grace a 1’identite atlt 4- 4“ 4%= 0, on Peu*
ecrire simplement

(9) C — 16 ó, b3 m2 m3

Cette formę prouve que le calcul de C se fait rapidement: on peut 
ecrire

b3 = a t] 4- /313 m3 — a't] 4~ /87t
w, = t\[a t\ 4- fi] [a't] 4- fi']

— t][a a' (t] fi- a) fi- (fi a' fi- a fi') t] fi- fi fi']
— 4- 3) ii

Donc

b3 m3 b3 m6 = t] tj (y t] 4~ d) (y tj 4~ ó)

Par suitę, en faisant abstraction d’un facteur constant, independant 
de v, on peut ścrire
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(10) C = t4-7^ + y<5 +(10)

fournit |/5 (, moins que ce ne soit |/jl) a un facteur numórique 
pres inconnu; pour dśterminer ce facteur qui, cette fois pour avoir 
la courbe (A, B, C), est indispensable, on voit que si v = 0, on 
a a = 0 et deux tangentes principales coincident; avee les defi- 
nitions

A = (41) (23) B = (42) (31) (7= (43) (12)

on voit que si comcide avec Ts, on a (7=0, B = At, donc 
comme |/A s’obtient en changeant v en — v dans JAŚ, le facteur

est le meme; pour v = 1, C n’est pas nul, B non plus, mais A l’est,

a cause de la substitution v = 1, faisant

coincider avec T\ et Ti, avec 7'2, (l’equation fondamentale etant 
devenue Z4 — t2 -j- = 0), on doit avoir pour v = 1, B = C et cette
remarque donnę le facteur numerique sans ambiguite. En changeant 
ensuite, dans B, v en — a, on a A; comme le changement de v en 
— v laisse C invariable, on voit que si on a confondu les noms de 
A et B, finalement cette confusion est sans importance. Le calcul 
se reduit donc, au fond, au calcul de b, m\ le calcul de «, c, l, n 
est inutile. D’ailleurs, si on tient a verifier le resultat par un cal­
cul direct, on peut ecrire

on obtient

|/JL = (at — a3)(l3 — ?1) + (ct — Cs)(n3 — wj — Z>3) (W1 + w3)
|/B = (aj — a3)(Z3 — Zj) 4- (ej — c3)(»3 —• + (ói - &3) (w3 — mt)

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII.
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Le ealcul s’acheve simplement:

ax = a 11 —ćzs = a 12 -f- /3 et] — os = a (tj tf)
(a, — a8)(?. - ZJ = - a a'(tl — = - aa’ [1 + 4 a) =

— a a (1 — w2).

Nons verrons plus bas les consśąuences intśressantes du ealcul de 
|/2 + |/b + |/c, _^ + |/j3 + Kc, |/2-Kb4-Kc, l^ + K-B- 
— |/C; c’est d’ailleurs facile a prśvoir en se reportant au Mśmoire 
deja citś.

Une remarąue simple va nous prouver que pour un degró 
pair 2 m, on a nścessairement

= («<? + /3«,) /(a) m, = (a Z? 4- /,) </> (a)

ou f(a) et <t>(a) sont des polynomes entiers en a; en effet, ścrire 
&, = 0 revient a dire que la tangente Tt rencontre l’axe y = 0 = 0; 
la tangente 7} provenant du remplacement de /,■ par (— /,) rencon- 
tre donc Tt sur cet axe y = 6 = 0, a cause de l’involution bia- 
xiale I d’axes (y = 9 — 0) et (x = z — 0); mais le degró śtant 
pair, 1' est une involution qui remplace ,l’axe y — 0 = 0 par lui- 
mśme, donc Tt et 7), concourant sur cet axe, sont remplacśes par 
7^, et Tt qui concourent encore sur l’axe y = 9 = 0; donc pour 
la valeur a eonsidśrśe, les 4 yaleurs des bt sont nulles ensemble,, 
mais non les m;: a est racine du polynśme /(a); les raeines de 
</>(a) correspondent a 4 tangentes principales róparties en couples 
concourant sur l’axe x = z = 0. Enfin les raeines de a t] -J- [3 tt cor­
respondent a une dśgśnśrescence de la courbe. Pour un degró im- 
pair 2 m -|- 1, les circonstances changent: si ó,- s’annule, Tt et 7} 
comme plus haut se coupent sur l’axe y = 9 = 0, mais l’involution 
1' śchangeant les axes y — 9 = 0 et x — z = 0, les deux autres tan­
gentes Tk et Ti se coupent sur 1’autre axe de l’involution 7. x = 
= z — 0 et cette fois bt et m,- ne sont plus proportionnelles. On se 
rend ainsi compte a nouveau de 1’influence de la paritś du degre; 
la condition nścessaire et suffisante pour que les quatre tangentes 
Tt appartiennent a une mśme quadrique est d’ailleurs l’existence de 
4 nombres pz tels que l’on ait

(12)

(13)

Zpza, = 0 Zpzc, = 0 
‘ i

Zpibi = 0
i

Z Pili — 0 2pznz=0
i i
ZpiTTli = 0.
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Les equatións de la premiere ligne reyiennent a deux; en 
raison de la parite

(12') 2p, = 0 2>*?  = 0
i i

ou simplement, si a est quelconque,

(14) P1 = — Pt Ps = ■— P^.

Si les bt ne sont pas proportionnels aux m,- (le facteur ótant ration- 
nel en a) les ógalitós (13) deyiennent, en tenant compte de (14),

pi łi 4*  Ps = 0 pi ti + Ps t33 —

et entrainent P1 = Pi = 0. Or, pour un degre pair, la quadrique Q exi- 
ste, quel que soit a; donc on doit bien s’attendre a trouyer b et 
wi proportionnels.

Le calcul des P met d’ailleurs, pour les degrós impairs, en 
eyidence les yaleurs de a, 0 et — 4 qui correspondent a des raci­
nes multiples pour l’equation fondamentale i4 — f2 — a — 0.

6. Exemple numóriąue: m = 4.

On a, avec les notations employees jusqu’ici, sauf changement 
de signe de Y et ©, ce qui importe peu

(1) X=t*  + a Y=t» + l e = t.

L’equation fondamentale est

i4 = t! 4- a.

On trouve pour les coordonnóes pliickóriennes a, fi, y, X, P,

(3)
a — 312 -|- 2 a 3 = 2ts

v = (2 — 1) t' — a.

On calcule sans peine, directement, \C et [ A se dóduit 
de |rB par changement de v en — ®; on a ainsi

6 VA = (1 v)*  (1 — 3 v)
6 |/B = (1 — ®)’(1 + 3®)
6 |/C= 16®’

(4)
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Ici la courbe (A, B, C) n’est autre que la coniąue y sous formę 
impropre (obtenue guatre fois); si Fon se donnę 7), T\. Ts, il existe 
pour toute droite T tangente a la quadrique Ti, T^ Ts, guatre sśries 
de courbes Vi admettant 7\, 7^, Ts, T comme tangentes remarqua- 
bles; on calcule les coordonnees du point (j4, 5, C) correspondant 
aux droites (71, 7), 7^, 7^) et Fon choisit les dśterminations des racines 
\ B, \ A, \C de sorte qu’elles soient liees par la relation |/B— 
— f/A—|/G*  — 0; on calcule ensuite v par l’śquation de degró 4

(5) (1_ ®)’(1 + 3 v) |/C— 16 vs [B = 0

Pour chaque racine v de (5), on prend a —
v2
4 et les for­

mules (1) dóterminent une courbe V° qui, par transformation ho- 
mographique a un parametre, devient tangente i 7) 7), T3 et les 
admet pour tangentes principales; les 4 racines de (5) donnent donc 
les 4 series annoncees et ces sśries ne sont pas homographiques 
d’une sśrie a 1’autre. Si on avait appliquó strictement la rhgle pra- 
tique indiquće plus haut, on aurait tout de suitę trouyś pour |/C la 

valeur v3; i ił aurait fallu
7pour effectuer la substitution

regarder \C comme polynóme en v de degre 4 et non 3; cette re- 
marque est vraie pour toutes les yaleurs paires du degre.

Les yaleurs v — v——-J, v = oo donnent les points du 
cercie y sur les axes de symótrie du triangle de reference, autres 
que les points de contact; pour v = ^ par exemple, A = 0, B— C: 
on a ce cas exceptionnel que le systeme des 4 tangentes principa­
les peut s’echanger avec lui-meme par echange de deux tangentes, 
chacune des 2 autres restant inyariable; sur la quadrique Q qui 
les porte, elles se diyisent harmoniquement.

7. Exemple numćriąue: m = 5. .
Nous ecrivons, au lieu de

JV=^4-5ai, —bY=bB+a, 10 Z = 10 Z3 4~ 5 i,
— 10 0 = 10 i2 4-1.

les formules plus simples

(1) ^=i54-5ai Y=5;<4-a Z=2f»4-1 0 = 10^4-1 
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car la transformation homographique ainsi faite indifffere. On calcule 
aisement les coordonnóes pliickerieunes reduites pour les tangentes 
principales

(2)
a — (35 — 20 a) t2 -|- 40 a 
y = 16 t2 + 20 a 4- 1
/z = (8 — 16a)is-)-8aź

= 120 ż3 + 80at
X= — (25-f-4 a) Z*-j- 24 a
v — (60 a — 5) t2 4~ 120 a8 — 65 a.

La proportionalitó des f3 aux /z entraine a(14-4a) = 0 et l’on re- 
trouve ainsi les valeurs remarquables a = 0, a — — 4 Pour les- 
quelles les racines de l’óquation fondamentale ne sont pas toutes 
distinctes, ce qui est une verifieation des calculs. La methode pra- 
tique indiquóe plus haut, (pour laquelle le calcul de fi et /z efit 
suffi) donnę sans difficultó, en negligeant des facteurs nu.meriques 
pour C

^![{3 t[ 4- 2 zz}{(1 - 2 a) + a}] [{3 tj 4- 2 a}{(l - 2 a) tj 4- a}]

ou en abaissant chaque crochet au second degre en t

a [(3 — a — 4 «2) 4~ a — 4 a2] [(3 — a — 4 a8) t j 4~ 3 a — 4 a2) 

d’ou finalement

(3) |/C=16^(3 4-z>2).

Les substitutions indiquees pour v donnent

(4)

|/Zi=(14-z;)‘(l — 4s4-7«2) = l—3z;84-8^34- 27 z>‘4- 
4_ 24 4_ 7 v<>

|/B = (1 — (1 4- 4 z; 4- 7 v8) = 1 — 3 z>8 - 8 u3 4- 27 —
— 24 vR 4~ 1

,|/G = 16 v*  (3 4-

On a ici

[A 4- |/JB 4-1/ ~Ć = 2(1 — 3 V*  4- 51 4- 15 i>6
|<4 4-|/B —|/C=2(l —z>2)3
]/A —- n? 4- f/ c = 16 v3 (1 4- u)3
|<4 — |/B — |/C = 16 «3(1 — «)3.

Le complexe £ qtie l’on obtient pour m = 5 est donc de de­
gre 12; on vo.it aisement que
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(6) A — l — 6v‘ + ... A — B=32o’4-... C = 256 v8(9 + ...) 

donc v = 0 fournit pour r un cycle au sens d’Halphen de degró 
3 et classe 5; les óquations A — B = 0, 0=0 representent la con­
gruence linóaire singulihre formóe des tangentes a Q le long de 
Ta, C=0 represente le complexe linóaire spócial d’axe Tt et ce 
complexe est tangent a <S le long de la congruence linóaire precó- 
dente; si nous considerons un point M quelconque, puis le plan 
polaire de M par rapport a Q, ce plan perce T2, T3 en m2, 
ma, d’apres ce qui precede chaque droite Mmt, Mm,, Mma, est ge- 
neratrice triple du cóne du complexe de sommet M; sur chacune 
de ces gónóratrices, par exemple le plan tangent est unique,
a savoir le plan MTX et a en commun avec le cóne /mit genóra- 
trices confondues avec Mm,. (Quel que soit le degre m impair, on 
obtient des propriótós analogues). D’ailleurs toutes les droites du 
complexe, tangentes a Q le long de T,, Ta, T3, sont, au fond, ina- 
cceptables; elles proviennent de ce que pour v = 0, 0 = ± 1 l’óqua- 
tion fondamentale n’a plus ses racines distinctes et que le systeme 
(TJ T° T° T°) oii deux droites sont confondues a bien memes inva- 
riants que (T„ Ta, Ts T) (ou il n’y a aucune droite confondue avec 
une autre), sans qu’il y ait de passage par homographie: c’est l’un 
des cas critiques que j’ai signales dans le Mómoire dója citó. L’in- 
tersection de la courbe et du cercie y comprend v = 0, 0 = 1,
0 = — 1 comptant chacun pour 6 unitós; il reste 6 points imagi­
naires, simples dans 1'intersection donnós par l’óquation a racines 
imaginaires

<7) 1 — 3 02 + 51 0*4-  1506=O.

Chacune de ces racines correspond au cas oh la quadrique contenant 
trois tangentes principales est tangente a la quatrieme; on trouve 
ainsi sur Q 6 gónóratrices avec la congruence linóaire des tangentes 
a Q le long de chacune d’elles; chaque gónóratrice appartient au 
complexe, mais doit etre rejetóe (toujours en raison du cas critique 
pour le passage homographique). Les racines de (7) sont liees a l’une 
quelconque d’entre elles par les substitutions (8) indiquóes au nu- 
móro 5.

La coube r est coupóe par le cóte C= 0 au point 0 = 0 dójh 
etudió, comptant pour 8 intersections et aux deux points imagi­
naires 0 = ± i 3 comptant chacun pour 2. Le point v = i |/3 
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■donnę une congruence lineaire dont une directrice est Ts et l’autre 
une gónćratrice G de Q; chaque droite s’appuyant sur G et T3 est 
une solution acceptable: pour a — J, l’equation i4 — i2 — J = 0 
devient (t2— §) (ź2-]--|) = 0; les deux tangentes obtenues pour 
t =±1/1 annulent /3, donc rencontrent l’axe y — 9 — 0 au meme 

point. Les deux tangentes obtenues pour t — + annulent [i, donc 

rencontrent l’axe x = z = 0 au meme point; c’est bien conforme 
a ce que nous avons prevu en fin du numóro 5.

II n’y a plus qu’a trouver les points doubles de La sub- 
v _L 1

stitution v' = —=— relative aux rotations de l~ fournit, en pre- 
1 — 3 v

nant v' — v, les valeurs « = ± — qui correspondent toutes deux 

au centre m du triangle de rśfórence, qui est un point double or- 
naire de T a tangentes isotropes; on peut remarquer que les 
directrices de la congruence linóaire double correspondante s’ob- 
tiennent en coupant le cercie 7 par la polaire de w; cela donnę 
donc les 2 droites hessiennes de ^3> c’est-a-dire les 2 gene­
ratrices de Q dont chacune, reunie a T„ T3 donnę un birapport 
•equianharmonique.

Remarquons maintenant que si une courbe unicursale piane 
admet un axe de symćtrie, elle coupe cet axe en 0,1 ou 2 points 
simples et en une serie de points multiples; prenons donc l’axe 
A — B = 0; il donnę d’abord les racines de ^A— |/B ou de 
#3(1 4-3 z;2) = 0 dśja rencontrśes ^un point triple v = 0, un point 

double v == + puis celles de \B — 0 ou de 1 — 3 n2

-|- 27 vi -|- 7 vs = 0; cette derniśre equation n’a que des racines 
imaginaires et donnę 3 points doubles ordinaires; le point simple 
unique ou l’axe A — B=0 perce la courbe est fourni par v = 00 
et a pour coordonnóes 49, 49, 256. Or la courbe /~, de degrć 12, 
a l’equivalent de 55 points doubles; on a dój a obtenu 1’origine et 
trois points sur chacun des axes de symetrie, ce qui fait 10 points 
doubles ordinaires; chaque point de contact de 7 et du triangle de 
reference compte pour 3 2 u unites et Fon a ensuite 6 d points 
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doubles repartis par groupes de 6, d’ou d — 6 — w, u ótant un en­
tier egal a l’un des nombres 0, 1,... 6.

On a a rósoudre le systeme

(8)
xi _ z*
X'2~~ Y'*~  Z'2

oh X, F, Z sont les fonctions ]/ A., \'B, \ C trouvśes plus haut et 
X', Y', Z' ces mómes fonctions X, Y,Z ou v est remplacó par 
Ce systeme se dócompose en quatre systemes: d’abord 

(9) 

qui est resolu, car on obtient ainsi les points doubles de la sexti- 
que unicursale

X = (1 4- (1 — 4 v 4- 7 u2) K= (1 — t>)4 (1 4- 4 v 4- 7 v2)
Z=16«3(3 4-u2).

Or ces points ont óte signales: w centre de y, point double ordi- 
naire j, puis chaque point de contact de y avec le

triangle de rófćrence, qui est triple (cycle de degró 3 et classe 1). 
II reste donc 3 systemes, dont il suffit de discuter l’un:

x __y _ —z
X'~Y' Z'

2 TTune rotation de ~ dans un sens ou 1’autre autour de w donnant

les solutions des deux autres. On peut prendre ce systeme sous la 
formę

ce qui revient a

(10)

X+ Y _ X— Y
X'+ Y'~X- Y'

1 — 3 «2 4- 27 4- 7 r6
1 — 3 u'2 4-27 </‘4-7i>'6

1 + 3 u'2 u'(3 4-u'2)

Z
Z’

v3 4~ 3 a6
v'3 4“ 3 if5

Ce systeme fournit 2d points doubles, 2 a 2 symetriques par 
rapport a l’axe A — B = 0 [(u, «/) pour l’un des points, (— v, — v')
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pour son symśtriquej. En rendant entier et supprimant le faeteur 
v' — v dans la premiere equation et v v' dans la seconde, puis 
posant

V 4- v’ — s(U) w' — p

on obtient aisóment

(12)
7 p3 (s2 3 p*)  — 88 p*  -|- 3 p2 s2 — 3 si -|- 24 ps 9 P s* —

— s2 p = 0
s2 + 3 (p + l)2 = 0.

Le modę de calcul adopte pourrait avoir introduit les solu­
tions etrangeres provenant de 1 —|— 3-u8 = 0, l-{-3t>'2 = 0: mais 
grA.ce a la suppression des facteurs v + V en passant de (10) a (12), 
cette eventualite a. disparu; on voit que la seconde óquation (12) se 
dścompose en deux equations linśaires; si, dans la premiere, on 
remplace 7 p8 (s2 3 p2) par — 7 p8 (6 p 3), on a a resoudre une
śquation de degró 4 en p, puis l’equation

F2 ± (p + 1) 3 E + p = 0

pour calculer le couple (v, ®') correspondant a cette valeur de p; 
nous obtenons ainsi 8 couples, donc huit points doubles; donc d = 4, 
u = 2 et chaque point triple de r compte pour la reunion de 7 points 
doubles.

Ce qui precede montre qu’śtant donnee une droite du com- 
plexe, il existe en genśral une seule sśrie 001 de courbes unicur- 
sales gauches de degre 5 et de l’espece indiquee ayant Tx, Ts 
et cette droite pour tangentes remarquables; pour les points dou­
bles de /~, il y a au contraire deux series de telles courbes; ici les 
points doubles sont tous imaginaires, sauf w qui est d’ailleurs isolś: 
etant donnś un point reel JZ, la droite issue de et s’appuyant 
sur les deux generatrices imaginaires conjuguees correspondant 

a w est reelle et on a deux series de courbes, 

imaginaires, parce qu’il faut transformer en quatre droites rśelles 
les tangentes fournies par l’equation ti — t2— tz = 0 qui n’a que 
deux racines róelles.

Je ferai remarquer qu’au point de vue de la realitó des cour­
bes Vm le probleme peut se poser autrement: jusqu’ici, en prenant 
trois droites Tj, Tt, Ts rśelles, nous nous sommes bornśs au cas ou 
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l’equation fondamentale a ses raeines róelles; on pourrait envisager 
le cas oii elle a deux raeines imaginaires conjuguóes et deux reel­
les; l’equation fondamentale, par une transformation reelle peut śtre 
reduite a la formę ti — t2— a = 0, ou a est positif de faęon que 
les deux raeines imaginaires soient imaginaires pures; on peut pren­
dre Tx et Tj imaginaires conjuguśes, Tz róelle et chercher le com- 
plexe lieu de la droite reelle Ty je me contente de ces indications.

8. Exeuiple nuinóriąue: m = 6.
Nous obtenons la courbe Fj

(1) X=t64-15at24-a K=f3 + at
Z==15^+15f2-]-a + l 0=xlOf24-3t

Nous nous bornons au ealcul de b et m:

(2) ó = 32(t34-ai) m=96(l —4a)(ts4-at).

Ce rśsultat, conforme aux prśvisions, prouve bien que les 
quatre tangentes principales sont sur une mśme quadrique. Par le 
procede indiquś on trouye

(3)

|/C = 128t>6(14-i>2)
\A = (14- v)5(l — 2 V + 5 u2)(1 — 3 u) = (1 4- «)5(1 — 

— 5 v 4~ 11 u2 — 15 v3)
|/B = (1 — u)B (1 + 2 v 4- 5 u2) (1 4- 31>) = (1 — u)s (1 4-

4~ 5 u 4~ 111,2 H-®3)

\C pour la substitution | a du śtre considśrś comme

polynóme de degró 8. On vśrifie

(4) \B — |/4 = 128 (v5 4- v7) = \C-

La courbe T se reduit bien au cercie y en reprśsentation im- 
propre: pour quatre gónóratriees d’une quadrique, il y a 8 sśries 
oo3 de courbes les admettant connue tangentes principales.

9. Exemple numóriąue: m = 7.
Nous prenons

|X=r4-35at34-7aż Y— 1t3 4~ 21 at + a
(!) | Z = 3 f5 4-5 i3 4-(u 4-1)/ 0=35^4-21t24-(a4-l)
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On peut prendre, a un facteur numćrique pres b et m egaux a

— 5 t3 -|- (4 a3 — 5 a)t, (4 a2 -|- 7 a ■— 1) t3 (8 a — 1) t.

La proportionalite de b et m exige a (4 a l)2 = 0, ce qui
est une yórification des calculs. Puis on trouye

(2)

<3)

= (1 -f- u)6(l — 6 v -]- 16 v2 — 26 v3 -|- 31 vl) 
|/B = (1 — u)6(l + 6 v + 16 v2 4- 26 v3 4- 31 i><) 
|/C = 262>«(5 4- 10u24-t>‘)

Le complexe est de degre 20. On trouye 

f/A 4- \B 4- |/C=2 [1 — 5«2 4-10i>4 4- 310 v6 4- 642u8 4- 63v'O]
|/14- |/ B — ]/C = 2 (1 — u2)6
|/7 — y~B 4- |/c= 65u5(l + u)5
|/J — I^B — |/C = 64»» (1 — v)3

10. Exposó syntlićtiąue du resultat obtenu pour m quelconque.

Sans le calcul effectif de A, B, C pour m — 4, 5, 6, 7, j’aurais 
etć incapable de donner par induetion les yaleurs genórales de 
A, B, C pour m quelconque. Les formules que je donnę n’ont pas 
etó demontróes directement, mais, comme elles repondent bien 
a 1’alternance due a la paritó de m, la yraisemblance óquivaut pres- 
que a la certitude. D’ailleurs nous avons vu au n° 4 que nous ob- 
tenons les courbes V,„ successiyes

tm 4- Clat—4 4- C6ma2t—6 4- Cl at t-s
Cl t-4 + Cl a t-s + Cl at r-7 + Cl at t-9 + ... 

t-2 4- Cl r-4 4- c6m C3 t-6 4- csm Ct t-s 4- -
C3,r-34- cit-54- Cle2t-7 4- ClCit-9 + „.

avec les formules de rścurrence, indópendantes de m,

(2) ^p-i-2 == a a2p C2p+2 == a2p 4“ C2p

de sorte que les coordonnćes plilckeriennes a, fi, y, X, p, v doiyent 
pouvoir elles-aussi se calculer par rócurrence; quoi qu’il en soit, je 
ifai pas aperęu de methode simple.

Je pose a priori
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(1)
Xm = 2™-’ vm~2 (v — l)"1-2 = 2 [2 v (u — l)]"'-2 
Ym = 2"'_I vm~2 (® + l)m-2 = 2 [2 v (v + l)]”-2 
Zm = 2 (1 — w8)"-2

Le changement de v en (— v) permute X,„ et Ym et laisse Zm in-

variable. Remplacer v par v + 1 2(1 —
1 — 3 vremplace v -}- 1 par

et v — 1 par d’ou les óchanges

2 v(v — 1) 2 v(v -j- 1)

(1 — 3 u)2 ‘

l—vi

1 — 3 v

4
(1 _ 3^ •

ce qui prouve que le point de coordonnóes homogenes (Xm, Ym, Zm) 
est remplacó par le point de coordonnóes homogenes (Ym, Zm, Xrn). 
Pour m impair, nous ócriyons pour dófinir A2m+11B2m+1, C2m+1 

(2)
2 k ^2m+l
2k^T
2 ]/

= ^2m+1 + Z2mĄ_i

— Z2m+1 -j- ^2m+l
— -^2/n+l 4" Ps/n+l

Yfyn+l

Z 2/zz-f-l

= I^Ąm+l 4“ k^2m+l --  ^2m+l

— yCfyit+l 4“ k-^2/„+l --  k-^'2™+l
= k^2m+l 4- k-®2,„+l  k Cim+l

et nous avons ainsi les coordonnóes homogenes J.2ot+1, R2,„+i, B2m+1 
relatives a la courbe P2,„+i: la vórification est immódiate pour V6 
et Y7; la courbe (Xm, Ym, Zm) possede bien les symótries et rota- 

v 4- 1
tions provenant des substitutions a w de + vi + jet 

1? — 1
± douc la courbe (A,„+i, B2m+1, C2ra+1) les possóde ógale-

ment. On a d’ailleurs

t 4” k-®2»+l 4- r ^2m+l ----- -^2m+l 4” ^2m+l + •Z&b+I

de sorte que la courbe r2,„+1 ne se róduit pas au cercie y. 
Pour ni pair nous prenons

(3) + 2 \Aim — Z2m — Y2m + 2 = X2m — Z2m
+ 2 k Oj/n — Y2m — X2m

et cette fois la courbe (242,„, B2,„, C2,„) se róduit au cercie y; pour 
les degrós 4, 6 nous trouyons bien le rósultat relatif a et V6.

On remarquera que, quelle que soit la paritó de m, on peut 
ócrire
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(4)

\'Tm = ± (0 + I)”"2 [(0 — I)"'”2 — 2"'_11)"-*]  = ±i[Zm — 
- (- 1)“

(6) [2 0(0 — l)]2'"-1 4- [2 0 (0 + l)]2"1-1 4- (1 — 0’)2”-1 = 0.

= + (<- ir-2 [(*  +1)”-2 - 2“-2^-2] = + -
- (- i)'n^j

|^ = ± 2'"~20"'~2 [(0 + l)"1-2 - (1 — v)"-s] = ± i-[Kra — 
-(- l)“Am

Dans les formules (4), le second meinbre est calcule sans hy- 
pothise sur Pentier m et la courbe ainsi obtenue coineide avee 
le cercie -y ou en differe suivant que m est pair ou impair. Nous 
pouvons donc considerer comme certain que ces formules correspon­
dent bien, quel que soit 1’entier m, aux courbes Vm dófinies dans 
travail.

La courbe r,m se rśduit au cercie y en representation impro- 
pre, donnó 4 m — 4 fois; śtant donnę 4 generatrices quelconques 
d’un meme systeme sur une quadrique, il existe 4 m — 4 series 
oo8 de courbes V2m tangentes a ces 4 droites prises pour tangen­
tes remarquables, l’invariant a diffórant d’une sórie a l’autre.

Le complexe <*? 2,„+1 relatif A une courbe F2m+1 est de degre 
8 m — 4 comme la courbe /~2m+1; cette courbe admet chaque point de 
contact du cercie y avec le triangle de rśference comme point 
multiple d’ordre 2 m — 1, de classe la tangente en ce
point a Gm+i eoupe la courbe en 4m points reunis avec le point 
de contact et le cótó du triangle donnę encore 2 m — 2 points de 
contact tous simples (et imaginaires) avec la courbe r2m+1: on les 
obtient en effet par l’equation |/C2m+1 — 0, par exemple, dóbarrassee 
de la racine 0 = 0, d’ou l’equation binome

(0+1)2'"-1 — (i —u)2”-1
(5) 20

0.

De meme ^Cl2m+1 = 0 admet la racine v — — 1 au degre 2 m [et 
non 2 m — 1 comme on pourrait le croire d’apres les formules (4)].

La courbe /~2ot+1 a avec le cercie y comme points communs: 
d’abord les points de contact avec le triangle de róference eomptant 
chacun pour 4 m — 2, et il reste 4 m — 2 points tous imaginaires 
racines de l’śquation



62

Pour chaque racine 
racines associees

v de cette equation, on trouve le groupe de

± JL±1(V ±± ®,
V — 1

1 — 3 »’ 1 * 111 * V1 — 3 v

’) Pour resoudre l’equation (6), on peut prendre pour inconnue ausiliaire 
V —

-------. Mais il est plus rapide de remarquer que la courbe [2»(»—1),.

, 2 v (v — 1) 2 v (y + 1)
2 v (» — 1), 1 — »’] est unicursale et 1 on peut ócrire--------------- =------- —1------ =

111
avec----- 1------- 1-----= O; les permutations (7) reviennent ;i permuterx y z

toubes les faęons possibles. Le point (x, y, z) ótant connu, on a, par

V j . L’equation (6) s’ecrit a:2™"1 -j- y2m_1 -j- 22«-i = 0 et on 

peut supposer x,y,z racines de l’equation auxiliaire Xa = X2-j-p, ou p est 
l’unique inconnue; or la móthode des fonctions symótriques donnę S«; = l; 

Sa?s = l; Sx3 = 1 + 3 p; Sxr = Sxr~1 p Sx^~3; donc 1 est un poly-
nome en p que l’on ógale a zero et ensuite x, y, z sont les racines, dans un or­
dre arbitraire de As— X*— p — Q. Avoir suppose Ssc = l est permis eu vertu

. i
de 1’homogóneite et ecarte automatiquement les racines v — ± qui corres- 

I' 3

pondent pour (a?, y, z) au point (1,/,J*). Ainsi m = 2 donnę p —— J; m — Z 
donnę .? = — $;»» = 4 donnę 3 pl -|- 6 p -1- 1 = 0, etc.

£
de sorte que si m est egal a 3 p. l’equation (6) admet v — ± 17=

|/3 
comme racines doubles (points cycliques de 7); si m est egal 

a 3 p 4~ 1, l’óquation (6) admet i; — ± — comme racines sim-
1 3

pies; si m est śgal a 3 p -f- 2, l’equation n’admet plus les racines; 
i

± vt=. L’equation (6) n’a que des racines imaginaires: en effet si 
|/3

une racine etait róelle, l’une des substitutions (7) pourrait la rame- 
ner A etre comprise entre 0 et 1: mais alors dans l’óquation (6), le 
premier terme est seul negatif et a une yaleur absolue infórieure 
a celle du second terme; donc le resultat ne peut etre nulł).

La courbe r2m+1 perce l’axe de symótrie A = B au point de 
coordonnees A = B = (22"1-1 — 1)!, C = 24“ obteuu pour v = 00; ce 
point est extórieur au cercie 7. La discussion relatiye aux points 
doubles est assez pćnible, je n’y insiste pas; ils sont probablement 

P =

x
_1 —

z
de

exemple,
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tous imaginaires. Ce qui prócede montre que la courbe ne traverse 
pas les cótós du triangle de rófórence, non plus que le cercie y; 
elle se compose d’un seul ovale compris entre le cercie y et le trian­
gle de reference; quand m augmente indefiniment, r2m+1 tend a s& 
confondre de plus en plus avec le pórimetre du triangle de refe- 
rence. On trouve aisóment l’óquation irrationnelle du complexe: on 
a en effet

2 — u) 2 (v2 v)__ 1 — u2
(8) 2/n—1 2m—1 2m—l

k ^2m+l

d’ou l’equation
1 1 1 1 1 -0

(9) 2/n—1 1 2/n—1 1 2/n—1

IŁ+1 I^Y2m+1

Lequation rationnelle respecte la symćtrie des droites T, Tlr 
Tt, T3 et, comme on a posó

(10) ^L = (01)(23) B = (02)(31) C = (03)(12)

cette dquation rationnelle doit etre de la formę

(U)
BC+ CA-]-AB 

. {A + B+C^
ABC l = 0.

m-B-i-c)2]/
Dans le cas prósent chaque fraction

BC-]~ CA-]- AB ABC
(A-]-B-]-C)2 ’ ,J~ (A+ B-]- C)»

dśpend rationnellement du parametre ----- 9^2) ’ cour^e (?)

est unicursale et de degró (4 m — 2) seulement, tandis que rim+1 est 
du degró double 8 m — 4.

On pourra remarquer encore que, dans l’expression de Bm

± \B,n == (v — l)"1-2 [(a -f-1)"1"2 — 2"-2vm-2]

l’expression est un polynome entier en v

= 1 + (»« — 1)« + --

dont tous les coefficients sont entiers et positifs et s’obtiennent par 
le tableau triangulaire
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1
Ą...... 1 3

... 1 4 7 a f}
Ą... .. 1 5 11 15 7
P7......1 6 16 26 31
Ą... .. 1 7 22 42 57 63

Sur chaque ligne le coefficient de gauche est 1; ensuite chaque 
terme est obtenu par le schema y == a 4~ fi mis en regard du ta­
bleau, tant que y ne dćpasse pas & droite la ligne deja ócrite au 
dessus; la ligne de rang compend un terme de plus que la
ligne de rang (n) et ce terme est le double, plus un, du dernier 
terme de la ligne (n). Dans chaque ligne Pn, la somme des termes 
equidistants des extremes est constante et ćgale a 2n~2. On a donc

± |/B;=(2)-ir-ipw

et + |/4,„ se deduit de ce rśsultat en changeant v en (— v). Quant 
a ecrit sous la formę

(»4-1)”-2 — (i — v)m-2
2

on remarque que le polynóme

a ses coefficients entiers et positifs, ógaux a ceux du binóme 
(1 a?)"1-2, de 2 en 2; or dans la ligne Pm les diffśrences succes-
sives des termes donnent prścisement C^_2, (Pm_2,... C"zl.

11. Autres exemples (le courbes avec configurations remarąua- 
bles de ąuatre tangentes.

Les transformees par dualitó des courbes Vm dóterminees ici 
sont de nouveaux exemples de courbes gauches unicursales avec 
quatre tangentes remarquables; par exemple, pour une courbe Vit 
on a une dśveloppable, formóe par les tangentes, de classe 6; pour 
un point a plan osculateur stationnaire, le plan osculateur compte 
pour 4 dans les 6 plans tangents a la dóveloppable, issus de ce 
point. Par dualitó, on a donc une courbe unicursale de degre 6, 
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ayant 4 pointa de rebroussement ordinaire (une courbe ordinaire 
gauche unicursale de degró 6 admet 12 points & plan osculateur 
stationnaire; ici chaque point de rebroussement absorbe 3 de ces 
points). La transformóe par dualite de chaque courbe Vm est une 
courbe toujours avec 4 points de rebroussement (d’espece de plus 
en plus compliquóe a mesure que m augmente), avec 4 tangentes 
remarquables correspondantes. Toutes ces courbes dependent de 16 
paramótres mótriques et introduisent les complexes transformós par 
dualite des complexes ótudiós prócedemment (pour m impair), tan- 
dis que pour m pair, on retrouve quatre droites appartenant a une 
móme quadrique.

Pour toutes ces courbes F„„ ou pour leurs transformóes par 
dualitó on a les remarques suiyantes a faire; soit le complexe 
<?2m+1 relatif & 3 droites Ti, Ti, T, donnóes; dans toute transforma­
tion homographique conservant Ti, 7'2 Ts (chacune dans son ensem­
ble, ou les echangeant les unes ayec les autres), le complexe <S2m+1 
se transforme en lui-meme; donc bien que la transformation homo- 
graphique gónórale de 1’espace dópende de 15 parametres, les trans­
formós de Ć?lm+] ne contiennent que 12 parametres, parce que l’on 
peut disposer des 15 parametres de la faęon suiyante: trois pour 
ne pas changer le bloc Ti, Ti, Ts et ensuite 12 pour le transformer 
eu un autre bloc (T7',, T'2, T'3) ou les nouyelles droites sont choi- 
sies arbitrairement. D’autre part 2im+1 se transforme óvidemment 
en lui-móme dans toute transformation dualistique qui conserve Ti, 
7i, Ti- En effet si T est une droite du complexe ć?2m+1, on peut 
imaginer l’un des oo1 complexes lineaires 2 contenant Ti, Ti, T3 
et T‘, par dualite relativement a <?, la courbe F2,„+1 deyient une courbe 
TP2,„+i a quatre rebroussements avec 71, Ti, Ti, Ti comme tangen­
tes principales; donc si 4 droites T( Ti, Ti, 7i sont tangentes prin­
cipales d’une courbe P2,„+1 (ou W2m+1) elles sont aussi tangentes prin­
cipales d’une courbe W2,„+1 (ou F2,„+1): donc le complexe <?2m+l coin- 
cide bien avec son transformó dans toute dualitó qui conserye Ti, 
Ti, Ti, (et il y a 6 sśries oos de telles dualitós), en bloc.

Si nous prenons une courbe F„„ on peut obtenir encore qua- 
tre tangentes remarquables en prenant la formę hessienne de i4— 
— i2 — a; pour m pair, on a encore quatre gónóratriees d’une qua- 
drique; pour m impair, on dófinit un nouveau complexe (donnant 
lieu aux memes remarques pour les homographies et dualitós). Pour 
m = 4, le rósultat est bien connu; car la formę hessienne donnę

5 Bocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII.
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les points oh la tangente a la courbe Vi rencontre de nouveau la 
courbe, de sorte que ces tangentes appartiennent a la quadrique 
lieu des cordes triples de la courbe.

On peut imaginer bien d’autres droites remarquables liees a la 
courbe: on peut prendre par exemple les points doubles des trois 
involutions possśdóes par la courbe et les tangentes correspondan- 
tes, ou les droites joignant ces points deux a deux, ou les droites 
d’intersection des plans osculateurs on peut combiner des droi­
tes remarquables d’espece diffórente; la conclusion est que quatre 
droites remarquables donnent lieu en góneral a un certain complexe.

Je prends maintenant une courbe qui dśpend de moins de 16- 
parametres: par exemple la courbe /~0 de degró 4

(1) x = t* y =ta z = t 0=1

admet deux points d’inflexion £ = 0, f = oo qui absorbent chacun 
deux des points a plan osculateur stationnaire auxquels a droit une 
courbe gauche unicursale de degrć 4; les quinze parametres de la 
transformation homographique gónórale peuvent se repartir ainsi:. 
un premier, X, pour la transformation

(2) X = Xix Y=Xay Z = Xz 0 = 6

qui reproduit la courbe et quatorze qui sont les parametres metri- 
ques dont dćpendent les courbes gauches r unicursales d’ordre 
4 a 2 inflexions. Une telle courbe semblerait donc dófinie par les 
2 tangentes inflexionnelles (8 conditions), puis deux tangentes quel- 
conques (6 conditions nouvelles). Le raisonnement dśja fait montre 
que si Fon considere trois droites fixes, dont deux sont Tx et Tt 
tangentes d’inflexion, et la troisieme Ts tangente quelconque, il y a 
oo8 courbes tangentes a Tt, Tt\ I~o ótant l’une et Ro la dśve- 
loppable des tangentes a /~0, la developpable Ro au cours des 
oo3 homographies conservant 7\, Tt, Ts engendre un complexe <? 
dans lequel on doit choisir la quatribme tangente, pour obtenir une 
veritable .solution.

Pour obtenir ce complexe, remarquons d’abord que, dans la 
transformation (2) qui ne change pas /~, le point t est remplacó 
par le point T—At, de sorte que nous pouvons, sans restreindre, 
supposer que la tangente Ts correspond a t=l; quant aux tan­
gentes inflexionnelles, elles correspondent toujours i t = 0 et t = oo» 
Les coordonnees pluckerieunes de la tangente t sont
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(3) a = 4t*,  b = 3 t2, c = l, l = — 2i3, m = 3ti, n= — t3 

et nous avons pour les tangentes 7\, Tt, Tj,, T.t ou (0, oo, 1, f) 
le tableau

0 0 1 0 0 0
r.2 0 . 0 0 0 0 1
T, 4 3 1 — 2 3 --1
T. 4 i3 3 i2 1 — 2ts 3t*  --t6

On calcule aussitot

|(12) = 1 (13) =-1 (14) =(23) = 1 (24) = 1
1 1 j (34) = — + 9 t*  — 16 + 9 t» — 1

| A = (14) (23) = - B = (24) (31) = - 1
V ’ j C == (34) (12) = — ta + 9 t*  — 16 t*  + 9 t« — 1

Nous avons donc un complexe de degre 6, correspondant a la courbe 
unicursale y

3 = ----£+2*  = 9 ti _ 16 ti 9

Cette courbe y a deux de rebroussement de seconde espece t = O. 
t= oo dont chacun est equivalent a 3 points doubles; il reste pour 
y quatre points doubles imaginaires; on constate enfin que l’ex- 
pression

jL2-]-B2-|- C2 — 2BC—2CA — 2AB = {AĄ-B — C)*-iAB=  
= 02(j8«—4a)

est toujours positive, car

4a = (9t1 —18ts4-9i2)(91* — 14t’ + 9t2) = 9ż<(t —1)2(9 i’— 
-14^+ 9).

De la sorte, deux tangentes quelconques reunies aux deux tangen­
tes inflexionnelles (supposees rśelles) ont toujours deux sócantes reel- 
les et distinctes. Je ne traite pas le cas d’une courbe /” ayant deus 
tangentes inflexionnelles imaginaires eonjuguees.



Sur certains sous-groupes du groupe de 
Fredholm.

Par

J. Delsarte.

Maitre de Conferenees ii la Faculte des Sciences de Nancy.

Prćliminaires.

Nous nous proposons dans ce memoire d’etudier le „groupe de 
Fredholm“. Rappelons d’abord la definition de ce groupe. Consi­
derons pour cela 1'espace fonctionnel des fonctions de carre som- 
mable /(s), oii nous supposons que la yariable s varie dans l’inter- 
valle (0,1). Nous appellerons transformation linśaire de Fredholm 
la transformation

i

o

que nous designerons souyent par le symbole

Nous dirons que K(st) en est le noyau. Cette transformation 
fait correspondre a une fonction de carrć sommable quelconque 
f(s) une fonction y(s) de meme nMure pourvu que le noyau K(st) 
soit de carró sommable par rapport a la variable t. Nous suppose­
rons en outre que jKT(st) est aussi de carre sommable par rapport 
A la variable s de telle sorte que la transformation associee existe 
egalement.

Soient K et H deux tels noyaux. Des relations
i
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i

A(s)=y(s)+ g(f}dt
0

on tire
i

A(s) =/(«)+ fLWftydt
O

en posant
i

L (s t) = K (s f} H (s t) + JH(su) K(u t) du.

o

Nous ćcrirons symboliquement

L — KH.

On voit sans peine que le noyau produit L est de carró sommable 
par rapport X s et t pourvu qu’il en soit ainsi de K et H. Si donc 
nous nous bornons a considerer les noyaux K(st) vórifiant cette 
condition nous voyons que les transformations

g = K[f]

forment un groupe que nous appellerons le groupe de Fredholm. 
La thóorie classique de Fredholm s’applique comme il est bien 
connu a ces noyaux. II en rósulte que la transformation

g = Klf]

est en gćnóral rósoluble. (II faut et il suffit pour cela que X = — 1 
ne soit pas une valeur singuliere pour le noyau K(st))

Nous dósignerons par Kr1 la valeur prise par le noyau resol- 
vant de K(s i) pour X =— 1 changće de signe. Par suitę les 
ćquations

g = W1; f=^\g\

sont consćquences l’une de 1’autre.
Continuant une sśrie de recherches instauree dans notre these, 

a laquelle nous renvoyonsł) pour la comprehension de ce qui suit, 
nous nous occuperons ici de 1’ótude de ce groupe de Fredholm 
et plus particulierement de la determination des sous-groupes de 
toute naturę qui y sont contenus:

’) These. Les rotations fonctionnelles, Annales de la Facultó des 
Sciences de Toulouse. 1928.
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Sous-groupes discontinus finis, continua finis et continua infi- 
nis. Nous etudierons aussi les óquations intógro-diffórentielles et aux 
dśrivóes fonctionnelies attachees a certains de ces sous-groupes.

Dana la premióre partie de ce travail nous nous attachons 
a 1’ótude des groupes discontinus finis contenus dans le groupe de 
Fredholm.

PREMIERE PARTIE.

Les sous-groupes discontinus finis1).

I.

Sommaire. — Formę quadratique invariante. — Groupe de rota- 
tions fonctionnelies non-euclidiennes. — Thóoreme de la dilatation. — 
Les groupes discontinus. — Genóralisations.

1-Formę quadratique invariante.

Un tel groupe discontinu d’ordre n sera formó par n transfor- 
mations de Fredholm ayant pour noyaux:

-^1? ..........i

Ces noyaux seront distincts et 1’un d’eux correspondant a la 
transformation identique sera nul. De plus on aura puisqu’il y a 
groupe

= (i;y;A: = l;2; 3;....... ;n)

Soit /(s) une fonction quelconque de carró sommable, et

/;(S) = a;[/j

ses differentes transformóes. La quantitó
n 1

1/1} =
0

considóree comme une fonctionnelle de f(s) est óvidemment inva- 
riee par les transformations du groupe. On a

’) Les prineipaux resultats contenus dans cette section out ete enonces 
dans une notę presentee aux C-R de 1’Academie des Sciences le 13—2 — 1928 
et intitulee: notę sur les transformations lineaires fonctionnelies et les rotations 
fonctionnelies non-euclidiennes.

£ffW)ds 

i i o
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S{|Z|}= Wl} (i-=l;2;3;....... ;n)
O o

Elle est de plus essentiellement positive et ne peut s’annuler 
que si f est une fonction presque partout nulle. On a en tenant 
compte de la valeur de

i i ii

oli est un noyau symćtrique ne dependant que de et donnć
par la formule

i 
<%(sż) = = R{!Xz(si)|} = 7kz(s0 + Kz(żs) + J' Kl(us)Ki(ut')du1

de telle sorte que Fon a
1 11

\f\} =ffi W d s 4- f J#)/( W dsdt = F{\f\}
0 0 0

avec
n

il
1

7^(1 /J} est donc une formę quadratique fonctionnelle de /, rentrant 
o

dans le type de Fredholm, elle est essentiellement positive, nulle 
seulement quand f l’est presque partout. De plus elle est invaride 
par les substitutions du groupe fini considćrś.

Nous sommes donc amenśs au probleme próliminaire suivant:
Dćterminer le sous-groupe continu infini du groupe de Fred­

holm qui laisse invariante une formę quadratique positive donnóe. 
Les sous-groupes discontinus cherchós seront alors tous les grou­
pes discontinus finis contenus dans un quelconque de ces groupes 
continus infinis. Remarquons que le groupe des rotations fonction­
nelles etudiees par nous dans notre thSse, et dśfini par l’invariant 
positif

1 

F{l/I}=y>(l)ds
ó

est un cas particulier des groupes infinis. prćcedents. Nous donnę- 



72

rons, par analogie, a ces derniers le nom de groupes de rotations 
fonctionnelles non-euclidiennes. C’est a leur dśtermination que nous 
allons eonsacrer les paragraphes suivants.

II.

Dilatations fonctionnelles.
Thśoreme de la dilatation.

Definition. — Nous appellerons „dilatation fonctionnelle4* une 
transformation de Fredholm dont le noyau est symśtrique.

Nous aurons besoin dans la suitę du thśoreme suivant qui gś- 
nśralise un fait bien connu dans les espaces a un nombre fini de 
dimensions:Toute transformation de Fr edholm est le produit d’une dilata­tion fonctionnelle et d?une rotation fonctionnelle euclidienne.

Nous avons rencontrś dans la thśorie des rotations fonction­
nelles euclidiennes deux quantitśs attachśes a un noyau K(sf) et 
qui jouent un róle important: ce sont les expressions

i

o

1S{\K{st')\} = K{st')-\-K(ts')-\- f K{su)K(fu)du = 8(st')
ó

ce sont deux noyaux symśtriques qui s’annulent simultanśment lors- 
que K(st) est un noyau de rotation, ce fait caracterisant alors un
tel noyau.

Ajoutons que si K et H sont deux noyaux quelconques et L 
le noyau produit:

on a 
aR[L] — K(sf-fK(ts')-f-H(st')-\-H(ts)-f  J'H(su)K(ut)du -|-

8
1

-j- J H(tu)K(us)du
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1 1 1-J- J'’K(us)K(ut')du-{- fH(us)H(ut) du J'K(us) H{ut}du 4- 
0 0 0

1-j-s)K(uf)du
0

1 1 +J'J' H(uv)K(y s)K{ut)d
- i i iK(us) H(uv)K(nt)dudv J'J'H {u s) H {u v) K{vt)dudt

udv -|- i iH(u p) K (y s) H (w f) d u d v
1 1

V/J
1 1 1 v)K(yś) H(u w)K(ut')dudvdw,

et une formule analogue pour S[LJ. On a ensuite par quelques trans­
formations simples:

1 1+J"R{\H(su)\} K(ut)du + JR{\H(iu)\}K(us)du
1 1JK(us) K(yt) 2?{| H(uv)\}du dv

et de meme:

s{|L(s0|} = s{|£(s*)|}  + s{|H(s*)|}
1 1-|- j*  H(s u) S{\K(ut)\} du J H(ut) S{\K(us)\}du

i iV/fl (su)H(tv) S{\K(yu)\}dudv
Nous retiendrons de ces formules les faits suivants:
Si H est un noyau de rotation fonctionnelle euclidienne on a

R{\H\} — S{\H\} — 0
et par suitę

B[L] = S[KH]=B[K] 
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quel que soit le noyau K. De meme si K est un noyau de rotation 
fonctionnelle euclidienne, on a

7?[A?] = 5[^] = 0 
et par suitę S[L] = S[KH] = S[H]
quel que soit le noyau H. Ceci pose considórons deux noyaux di­
stincts K et H tels que l’on ait

R[K] = R[H]
et les transformations de Fredholm correspondantes:

i

lc (,) = H [/]=/(<)+ f

0

i i ii

Nous avons alors

o o oo

sdt
i i ii H(st)\}f®f(f)dsdt-,

et par suitę

quel que soit f(ś). Or si par exemple K est un noyau resoluble’on a 

puis
* = H[/]=L[fZ]

en posant L= K'H
La fonction g peut alors etre consideróe comme arbitraire et 

la relation



ayant lieu quel que soit g nous voyons que L doit etre un noyau 
de rotation euclidienne. Par suitę on a alors

H=KL
L etant de rotation. De meme L etant toujours rósoluble, on a aussi

K=HL~,= BL'
ou L' est de rotation. De plus H est alorB aussi rósoluble.

Nous dósignerons par K le noyau associó de K:
K(st) = K(ts)

et nous remarquerons que
S'[^] = JR[2T]

et de plus que si L — KH
on a L = HK
pomme le montrent immódiatement les formules de composition.

Dans ces conditions si K et H sont tels que

K et H sont tels que B[K\ = B[B]
Si donc K et par suitę K sont rósolubles, on a, d’aprós ce qui 

precóde B=KL
oii L est de rotation, et par suitę

H=LK=L' K
ou L' est de rotatation comme son associó L.

Toutes ces remarques ótant faites nous allons montrer que K 
ćtant donnó, quelconque et rósoluble, on peut toujours trouver deux 
noyaux symótriques et rósolubles a et ę, tels que



76

Considórons par exemple

2?[X] = !(«#)

C’est un noyau symótrique, il est de plus tel que la formę 
quadratique fonctionnelle

i i i

F{\f\}=J'f*(s)ds  + J'Jz^f(s)f{t)dsdt 

0 0 0

soit essentiellement positive, (toujours positive et jamais nulle). On 
a en effet

i i i

I - 1 "li

0 0 0

o o

egalitó qui prouve notre assertion; [K(st) ótant rósoluble, la fonction
i

ne peut etre presque partout nulle que s’il en est ainsi pour /($);]
Ceci ćtant, dćsignant par 0 une fondamentale du noyau sy- 

mćtrique Z, et par p la valeur singuliere correspondante, telle que
i

o
on a

i

(i+i).y^(S)dS,
o

et la condition

0

entraine

1 + - >0
p
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et donc
p > 0 ou — 1

Les valeurs singulieres de Z sont donc exterieures & l’inter- 
valle (0; — 1). En particulier aucune n’est egale a — 1; et Z est 
rósoluble.

Passons maintenant A la rechercbe de a. On a

R [cr] = 2 a (s t) f2 (st)= S [o-]

puisque a est symśtrique. Remarquons que nous avons la le noyau 
de la dilatation carróe de <r.

Nous avons donc A rósoudre l’equation fonctionnelle

2 a (s f) + a2 (s i) = Z (s i)

ou encore a chercher le noyau de la dilatation racine carree de 
celle de noyau Z(sż).

1). Toute fondamentale de a(st) est fondamentale 
pour Z(s£).

Soit 0(si) cette fondamentale, et p la valeur singulióre corres
pondante, telle que

i

o

i i i

Calculons

o 0 0

egalitś qui demontre notre assertion. De plus les va.leurs singulieres 
p et p de Z et de o-, correspondant a la meme fondamentale </>(s) 
sont liees par la relation

d’ou on tire

p est certainement róel puisque p est exterieur a l’intervalle (0; —1).
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De plus p śtant different de — 1, il en est de meme de p\ donc cr 
s’il esiste est rćsoluble.

2). Toute fondamentale de 2 est fondamentale pour er.
Soit <f> une fondamentale pour X, p la yaleur singuliere cor- 

respondante telle que 
i

posant
i

0

o

a cause de la yaleur de Z, on a
i

o

La fonction i/z(X) est donc solution de l’ćquation de Fredholm;
i

o

ćquation qui est resoluble et a une solution unique si —n’est 

pas une valeur singulióre pour le noyau. Or c’est bien le cas car 

si on fait p — — dans la relation

qui lie deux yaleurs singuli&res correspondantes p et p de a et Z, 
on trouye 

ce qui est impossible.
D’autre part cp etant une fondamentale de Z, c’est d’apres ce 

qui prćcćde une fondamentale de cr, ou uue fonction orthogonale 
a toutes les fondamentales de a (puisque deux fondamentales dis- 
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tinetes d’un noyau symćtrique sont orthogonales). Dans le premier 

eas i/r(s) est de la formę — </>(s) et dans le seeond i/r(s) est nulle 
P

d’apres une proprićtć classique des noyaux symćtriques. Or cette 
seeonde hypothćse est incompatible avec l’ćquation de Fredholm 
vćrifiće par xlr(s)’, on a donc forcćment

II y a donc en definitive identitć entre les fondamentales de Z 
et de <r. Soient alors

•/hi 'jfrsi.......’> •• •

le systćme orthogonal et normal formć par ces fondamentales.

...... W-
les valeurs singulićres correspondantes pour Z.

Z(st) admet le dćveloppement de Fourier convergeant en-
moyenne

i, *

et la sćrie

^-2

Pi'i Pi\................i •• •

converge.
De meme si

sont les valeurs singulieres correspondantes pour a, liees aux fi par 
les formules

1
Pi

= -l ±

cr(sf) sera donnee par le dćveloppement de Fourier convergeant
en moyenne

Vo-(si)
t i pi

pourvu que la sćrie
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converge. Or la sśrie

converge evidemment en meme temps que 

et 

est evidemment divergente. II suffit donc pour que Z—» converge
' P‘

de prendre pour un nombre fini d’indices le signe — devant le ra- 
dical, et pour les autres le signe-]-. Nous voyons donc qu’il y a une 
infinite dśnombrable de solutions et de noyaux a tels que

7?[o-]=Z

qui sont donnes par les dóveloppements de Fourier precódents.
Une analyse toute semblable s’applique a la recherche des 

noyaux ę tels que
S[o-] = =0(si)

Connaissant ensuite les noyaux rósolubles a et ę nous avons 
vu plus haut que l’on avait

K = ar = r'a

oii r et r' sont des noyaux de rotations euclidiennes.
Nous uoyons donc qu’un noyau resoluble queleonque se met d'une 

double infinite (dśnombrable) de manieres sous la formę d’un produit 
diunę dilatation et d’une rotation euclidienne.

On pent eucore preciser ce resultat. Nous aurons besoin pour 
cela de quelques dśfinitions.

Nous appellerons transforme d’un noyau H par un noyau K 
le produit symbolique

X-1 HK

dont la valeur est, d’apres la formule de composition:
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1 1

j*K(su)H(uf)dn  4~ JH(su)K^\ut)du 

o o

i i

K(su)H(iiv)K~x(vt)dudv \
o o

Dans le cas ou K(st) est un noyau de rotation euclidienne, on a:

K~\sf} = K(ts)
par suitę

i i
Zf(sl) = ZZ(sż)J'K{su)H(ut)dtcJH\su)K(tu)du 

o o

t 1 

~\~J" J' K(su)H(uv)K(tv)dudv‘, 

o o

et

Si de plus H(st) est symótrique on a
i i

H(ts) = 77(ts) + yK(tu) H(us)du -f- JH(fu}K(su)du 

0 o
1 1

4- JJK(tu) H(uv) K(sv)dudv

o o

1 1

— H(st) + fK{su)H{ut)du-y J H(su)K(tu)du

o o

1 1

K(su) H(uv)K[tv) dudu — H(si).
o o

Ce qui montre que le transformó d’un noyau symótrique par 
un noyau de rotation est encore symótrique.

Remarquons encore que d’une manióre gónórale, si on dósigne 
par H le transforme de H par K\ et si on dósigne par <£ une 
fondamentale de H et par p la yaleur singuliere correspondante, on a:

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 6
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puis
H{ K(<j>]} = K\} | = (1 +1) K[<j>]

qui montre que ^[0] est une fondamentale de H avec la valeur 
singuliere p. Inversement d’ailleurs, comme

H=KHK~X

est transformó de H par le noyau K~x; si est une fondamentale 
de H et p la valeur singuliere correspondante, A'~ł[i/r] est une fon­
damentale pour H avec la meme valeur singuliere.

(Remarque. Dans tout ceci K est naturellement supposć ró- 
soluble de telle sorte que 7T[<^>] et ne soient pas nulles
partout, sauf le cas ou il en est ainsi de <p et i/r).

On yórifie d’ailleurs sans peine que H et H ont memes traces 
et partant meme dóterminante fondamentale. Par exemple soit At 
la premiere tracę de H et At celle de 7Ż; on a

K~1{8v) K(vu)dv H(us)duds — ArV
o

ceci a cause de la relation
KK-1 — 0

qui exprime que K 1 est l’inverse de K.
Ceci pose revenons aux óquations

.K — ar — r' q

ou a et ę sont symetriques et ou r et r' sont des noyaux de rota­
tions. Considórons le noyau

o-! — r 1 ar

symćtrique d’apres ce qui prócóde. II a mśmes valeurs singulieres 
que a et ses fonctions fondamentales forment un systeme orthogo- 
nal qu’on obtient en appliquant la rotation de noyau r au systeme 
orthogonal formę par les fondamentales de a. De plus on a óvi- 
demment.
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K — ar = rij1 — r1 q
et

^] = S[r<r1]=S[<rJ] = S[ę]

donc <Ti est solution de l’óquation

S[ę] = W

De plus les fonctions fondamentales de *S[ę]=0(st)  sont les 
memes que celles de <y1 et de ę, et les yaleurs singulióres p de Q 

liźes aux yaleurs singulieres correspondantes p de q et de at, par 
les formules: 

sont les mómes que celles du noyau
2(st) =

car ces dernieres p' sont lićes a celles p' correspondantes de a par 
les formules 

et nous avons yu que a et <7! ayaient les memes yaleurs singulieres

/> = ?'

(Remarquons qu’a la yaleur singuliere p de Z et de 0 correspond 
la nieme yaleur singuliere p pour a et <7j: a savoir l’une des ra- 
cines de

mais que la yaleur singuliere correspondante de ę pourra etre 1’au­
tre racine de cette śquation. C’est pour cela qlie <7 et at sont deux 
noyaux diffśrents. Mais ils ont un nombre infini de noyaux cano- 
niques communs et ne different que par un nombre fini de noyaux 
canoniques).

Nous yoyons donc qu’en rósume:
Quelque soit le noyau rósoluble K, les deux noyaux symć- 

triques
R[K] = Z(sty, S[K]—O(st)

6*  
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ont les memes valeurs singulieres. Les fonctions fondamentales cor- 
respondantes forment deux systemes orthogonaux semblablement 
ordonnes; c’est a dire que l’on peut passer de l’un a l’autre par 
une rotation fonctionnelle euclidien ne, la correspondance biunivoque 
ainsi realisee etant de plus telle que deux fonctions se correspon­
dant aient les memes yaleurs singulieres dans Z et dans 0. Le 
noyau K peut se mettre d’une infinitó de manieres sous la formę 
du produit d’une rotation euclidienne et d’une dilatation

K = ar = r' q

Parmi ces formes de K il faut remarquer les formes en cor­
respondance

K — ar = ro-!

oi figurę la mśme rotation de noyau r; <n est alors le transforme 
de a par r, et la rotation r est Fune de celles faisant passer du 
systeme des fonctions fondamentales de oj, (ou de ę, ou de 0) 
i celles de a, (ou de Z).

Ajoutons enfin que les deux formes quadratiques

sdti iifft^ds+J''JztsĄffsjftfid
0 0 0

et

sont dófinies, et que par suitę les yaleurs singulióres de Z, (et de 0) 
sont exterieures a 1’interyalle (0; — 1).

III.

Groupe de rotations fonctionnelles non euclidiennes.

II est maintenant bien aisó, en se servant des rósultats du 
iparagraphe prócśdent, de dśterminer le grouve continu infini des 
rotations non euclidiennes inyariant la formę quadratique definie 
<donnśe

i i i^{|/|} = f f*̂ds+  J f S(sti)f(s)f(i)dsdt’,
0 0 0
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Cette formę śtant definie, les yaleurs singulieres du noyau S sont 
extśrieures & l’intervalle (0; — 1); et on peut par suitę trouyer un 
noyau K tel que

5.

II suffira par exemple de rśsoudre comme nous l’avons indi- 
quś l’óquation

JR[o-] = >S
et de prendre ensuite

K=ar

oii r est un noyau de rotation quelconque et a un noyau symó- 
trique. Remarquons qu’on a

a2 — S

et par suitę

i T i 1»

Soit alors
i

y = ł[<| = /(s) 4- Jk(st)f(f) di

0

une transformation quelconque du groupe cherche; on a par hy- 
pothfese 

ou encore
i i

0 o

o o

posant alors 
g^K[g]

puis
k = K~lkK

on a śvidemment
9i =

et la transformation de noyau k, transformee ou noyau k par K. in- 
varie la distance euclidienne
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1

o

e’est donc une rotation euclidienne.
Nous voyons donc par suitę que la formę des noyaux de ro­

tations non euclidiennes attachós au noyau symetrique S(st) est

k = Kp K-1

dń p est un noyau de rotation euclidienne, et ou le noyau K est 
tel que

A [AT] = S.
Tenant compte de

K = ar; K~r = r"1 cr_1
on a

k = a r p r~l a~]
et comme

r p r_1

est encore une rotation euclidienne nous voyons que:
Le groupe infini de rotations non euclidiennes attachees au 

noyau symetrigue S est le transforme du groupe des rotations eucli­
diennes par tout noyau tel gue

A[A] = S

et plus particulierement par un guelcongue des noyaux symetrigues 
a~l tels gue

cra = S

noyaux gue nous avons appris d former.

IV.

Formation des groupes discontinus.

La dśtermination des groupes discontinus contenus dans le 
groupe de Fredholm est maintenant tout a fait immediate. Soit 
un tel groupe, d’ordre n, formę de transformations ayant pour 
noyaux

A,;...; K„.
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Nous 
riante une

avons vu que toutes ces transformations laissaient inva- 
certaine formę quadratique dśfinie

i 11

0 0 0

Elles font donc partie du groupe des rotations non euclidien- 
nes attachćes au noyau S, et par suitę sont de la formę 

TT, = (T k[(T

ou a est un noyau symótrique determinś, et oii est une rotation 
euclidienne.

Le groupe considere est donc le transformó, par le noyau o--1, 
d’un groupe fini de rotations euclidiennes. J’ai montre dans ma 
these, et dans un memoire i paraitre'), que ces groupes etaient 
isomorphes aux groupes des polyódres reguliers des espaces eucli- 
diens a n dimensions, n etant aussi grand que l’on veut. On sait 
depuis longtemps que ces groupes sont móriśdriquement isomorphes 
a ceux des polyedres a trois dimensions 2). On a donc le resultat 
suiyant:

Les groupes finis contenus dans le groupe de Fredholm sont 
isomorphes aur groupes finis de rotations fonctionnelles', partant ils 
sont isomorphes aur groupes des polyedres reguliers des espaces a n 
dimensions, et donc aux cinq groupes polyedraur classigues.

V.

Retour sur le groupe des rotations non-euclidiennes. Genóra- 
lisation de la thóorie.

Nous consacrerons ce paragraphe a quelques propriótós du 
•groupe infini continu de rotations fonctionnelles non-euclidiennes 
rencontrć plus haut. Nous avons vu que ce groupe etait constitue

*) Sur les groupes finis de rotations fonctionnelles. Rendiconti del circolo 
matematico di Palermo. 1929.

’) Je ne connais pas de dómonstrations generales de ce resultat. Cepen- 
dant il est demontre pour 1’espace ii quatre dimensions, ce qui donnę les six 
polyedres de Strengham. On sait d’autre part que les seuls polyedres des 
espaces i plus de quatre dimensions sont le tetraedre, le cube, et 1’octaedre 
generalises. Le resultat en question apparait donc comme tres probable.



88

de transformations ayant pour noyaux

II = ar a-1

ou r est un noyau de rotation fonctionnelle euclidienne et oii a est 
un noyau symetrique tel que

a*  = S.
Les transformations du groupe laissent alors invariante la 

formę quadratique
i i i

+ f f S(st)f(s)f(t)dsdt.

0 0 0

L’associe H de H est ćvidemment

H — er-1 r a = er-1 r a

puisque a est symótrique. L’inverse de H est par suitę

Lf_1 = <r_1 r-1 a.

Mais r etant de rotation on a 

et 

donc
H 1 = a rr a — a 2ar a ł<r 2 = S 1H S.

Nous voyons par suitę que l’inverse de Passocie de H est le 
transformó de H par le noyau S. Cette proprietś generalise celle 
des noyaux euclidiens qui sont tels que l’inverse de leur associe 
soit le noyau lui-meme.

Remarquons d’autre part que les conditions vśrifióes par un 
noyau de rotation euclidienne

7?[r] = 0 fS[r] = 0 
peuvent s’ćcrire

r r = 0 r r = 0.

Elles expriment justement le fait precedent.
Nous sommes donc amenós a considórer les operateurs

Rs [H] = tf-1 H SH-, [£T] = HS~'HS
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Les ćquations
B5[H] = O; 'Ss[H] = O

sont vórifiees par tout noyau de rotation fonctionnelle non eucli- 
dienne relativement au noyau S; elles sont alors ćquivalentes. De- 
veloppćes elles s’ecrivent 

i i

o o

S \wt~)dudvdw = 0
111

0 0 0

et de meme pour e/Ss[H].
On les obtiendrait directement en ócrivant l’invariance

i
F{ | /I}. De plus on a evidemment

o

Ils[HK] = S~lHKSKH= S^H S. {Rs [AJ}. H 
et

'S[fiAJ = KHS-1HKS = K. {‘Ss[H]}. S~'KS

de sorte que si
7?sCSJ = 0

on a
AS[HAT] = AS[H]

et si
'Ns[H] = 0

on a
'Ss[HK\ — 'Ss[K].

On est alors conduit A rechercher pour tout noyau rósoluble 
une dścomposition analogue a celle trouvee plus haut en une dila­
tation et une rotation euclidienne.

Nous nous sommes servis pour cela de 1’identitś
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i i ii

J'9*(s)dt  = Jf^sjdsĄ- JJ' B{\K(sf)\}f(s)f(t)dgdt

0 0 0 0

yerifiće quand

Ici posons
i i i

Wds+J' Js(gt)f(g)f(f)dsdt

0 0 0

•et introduisons la notation
i

[«•$ =Ja(s) fl(s)ds.

0

Alors

Nous nous appuierons sur 1’identite

[/.Ą]=[A7[/].y]

-qui est immediate. Dós lors posant pour K quelconque rósoluble

9 = K\f\
on a

Fs {| £|} = [9 • %]] = [S[<7]. AT[/-]J = [/. K{ N[ęz]}] = [f. (KSK) [fi] 

en remplacant 9 par sa valeur. Soient donc deux noyaux H et K 
tels que

BS[H] = BS[K]
donc tels que

S~'BSH= S~'KSK
par suitę on a

HSH=KSK
et si

9 = K\/]-, k = H[f]
nous voyons que

Fs{\9\} = f's{\k\}
0 o

quelque soit /(s). Le raisonnement s’acheve ensuite sans peine. Sup- 
jposant K rósoluble on a
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f=K~'[g\ 
k= H[f] = L[g]

avec
L = K~' H

la fonction g peut alors etre consideree comme arbitraire et la 
relation

0 o

ayant lieu quel que soit g, le noyau L est un noyau de rotation non 
euclidienne relativement a S:

L = o- r o--1

ou r est de rotation euclidienne, et par suitę

H = Kara-1
et de meme

K=Ha7a~1
H et K sont resolubles.

Nous voyons donc que si

^S[K] = JRS[H]

on a, K etant resoluble: H — Kara~'.
De plus en remarquant que

'Ss[K] = KS~lKS= S~'SKS-' SS^KS

= S-1 (S KS-1) S (SKS-1)

= Bs[SKS~l]

nous yoyons que si K et H sont tels que

^s[K] = 'Ss(K]

en supposant K rósoluble on a

SKS-' = 8~HS 'ara

d’ou en tenant compte de

et simplifiant
O* 2 — S
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K — H ct 1ra
puis

K = er r <r_1 H
et

H = ar cr_1 K

donc H est aussi rćsoluble.
Qu’est-ce-qui va jouer maintenant le role de dilatation fonc­

tionnelle non euclidienne?
Les noyaux symetriques sont comme nous l’avons vu carac- 

terisćs par le fait que leur transforme par un noyau de rotation 
euclidienne est encore symótrique.

Si nous prenons ici les noyaux

Z^o-ęo--1

oii ę est symetrique, le transformś de Z par la rotation non eu­
clidienne

a r or-1
est

a r~x <r—1 a q o--1 a r o--1 = a r~l q r o--1 = a q'a~x — X'

oii ę' est symetrique; il est donc du meme type que Z. II est & re- 
marquer que, de plus, pour de tels noyaux Z on a

de la meme maniere que pour les noyaux symetriques ę on a

Enfin tout noyau K peut se mettre sous l’une des formes:

K — Z a r er-1 = a ę o--1 a r <r-1 — a qr <r_1
oii

K — ar' a-1 Z' — ar' a~J a q'a~' = ar' q‘a~\

II suffit en effet de mettre a^Ka sous la formę qr ou 
sous la formę r'q’, ce qui est possible pourvu que a~TKa, c’est 
a dire K, soit rósoluble. L’analogie est donc complete et il est na- 
turel de prendre comme noyau de dilatation fonctionnelle non eu­
clidienne les noyaux de la formę

Z = aqa 1 
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ajoutons encore que parmi les differentes formes d’un noyau reso- 
luble K

K = lara--1 = ar,a~1Z'

il faut retenir les formes en correspondance

K — Z<r r <r—1 = <r r o--1Z,

ou figurę le móme noyau de rotation non euclidienne

orcr-1.
Z, est le transformó du noyau de dilatation non euclidienne 

Z par le noyau de rotation non euclidienne oto--’, c’est aussi le 
transforme par le noyau symetrique <r-’ du noyau symetrique

<7i = r-1 ę r 
si

Z = o- ę o--1.

Par suitę ę et donc Z et Zi ont mśmes yaleurs fonda- 
mentales, et si l’on applique la dilatation euclidienne de noyau a 
au systóme des fonctions caractóristiques de Z" et de 21 on obtient 
deux systemes orthogonaux semblablement ordonnós se dóduisant 
l’un de 1’autre par la rotation euclidienne de noyau r.

Tenant compte de ces deux formes particulieres d’un noyau 
quelconque K on voit que Fon a

j?s[£] = JRs[Z]=<7-1ę»o-
et

f5s[^] = ^s[Z1] = <T-’ę12<7.
Par suitę, quelque soit le noyau K, les deux noyaux 

et ont les memes yaleurs singulieres extśrieures a Finter­
yalle (0; — 1); (Comme celles des noyaux ęs et De plus si Fon 
applique la dilatation fonctionnelle de noyau o--1 aux fonctions fon- 
damentales de ces deux noyaux on obtient deux systemes orthogo- 
naux semblablement ordonnós, la correspondance biunivoque ainsi 
realisóe entre les fonctions des deux systemes etant telle que deux 
fonctions se correspondant aient les memes yaleurs singulieres dans 
les deux noyaux.

Notons encore un fait utile: nous avons vu que tout noyau de 
rotation fonctionnelle euclidienne est la yaleur prise pour X = | par 
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le noyau rósolyant r{st', X) d’un noyau symótrique gauche A(si). 
Quelle est la propriótó correspondante dans la theorie actuelle?

Remarquons d’abord que l’inverse du transformó du noyau jK 
par le noyau <r est le transformó par a de 1’inyórse Z-1 de K et 
en second lieu que le transformó par a du produit par une cons­
tante p du noyau K est le produit par la meme constante p du 
transformó de K par a. Ceci resulte immódiatement de la formule 
qui donnę le transformó de K par a.

Ceci posó de noyau rósolyant y(s£;X) d’un noyau de rotation 
euclidienne r, est ógal pour X = — a un noyau symótrique gauche 
A(st). Donc le noyau symótrique gauche

noyau par

. o--1 ou 

— l^hfst) est l’inverse du 

. o--1 est l’inverse du noyau-i r- Aile noyau <r. —g—

encore le noyau —^(ara~l) a pour inverse

suitę

— r
2“a.

— ^(cArr-1), ce qu’on peut ógalement exprimer en disant que la 
valeur prise par le noyau rósolvant du noyau de rotation non eu­
clidienne oto--1 pour X— — | est le transformó du noyau symó- 
trique gauche A(s/) par le noyau o--1. Donc

Tout noyau de rotation fonctionnelle non euclidienne relativement 
au noyau symetrigue S est la valeur prise pour X = -| par te noyau 
risolcant du transformó d’un noyau symetrigue gauche guelcongue par 
le noyau symetrigue o--1 avec la condition

Nous avons enfin remarquó que le noyau d’une rotation fonc­
tionnelle infinitósimale etait symetrique gauche; cherchons encore 
la propriótó correspondante. Partons pour cela de la condition sui­
yante pour que K soit de rotation fonctionnelle non euclidienne re- 
latiyement X S

S~lKSK = 0
elle s’ecrit encore

KSK=S

ou bien en employant la notation

KK+(K.K) + (K. S) + (S. K) + ((Z. S).Z) = O._
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Introduisons maintenant l’hypothese que K est infiniment pe­
tit du premier ordre; il vient

K + Z+(fir.S) + (S.Z) = o
qui peut s’exprimer encore, en remarquant que 1’associś de (2T. 5)

est (<S. K), en disant que le noyau

Jt-]-(K. S) = h(sf)

est symśtrique gauche. Cette condition s’ścrit encore

S. K= h S

oh h(sf) est symśtrique gauche. On en dśduit

K= S-^h + S)

ou en dśyeloppant 
K = S^h — S-1

c’est-a-dire
i

K(st) — h(st) J*h(su)  S^tuĄdu]

o

telle est la formę du noyau de rotation fonctionnelle non euclidienne 
infinitśsimale relatiyement au noyau $.

DEUXIEME PARTIE.

Les groupes continus finis.

Sommaire. — Definition. — Le groupe de Volterra. — 
L’equation intśgro differentielle deVolterra. — Une śquation aux 
dśriyśes fonctionnelles. — Digression sur les systemes coordonnśs 
fonctionuels obliques. — Digression sur les multiplicitśs inyariantes 
dans une transformation de Fredholm. — Rśsolution de l’óqua- 
tion aux dśriyśes fonctionnelles. — Les noyaux symśtroides. — Le 
groupe a deux parametres, śquations' intśgro-differentielles et śqua- 
tions finies.
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I) — Definition des groupes continus finis; Le groupe a un 
parametre ou groupe de Yolterra.

II est naturel d'appeler groupe continu fini a r parametres un 
ensemble r fois ótendu de transformations de Fredholm formant 
un groupe. Les noyaux des transformations de ce groupe depen­
dent donc de r parametres at (i=l;2;...... ; r), et le produit de
deux transformations dont les noyaux ont respectivement pour 
parametres a,- et est une transformation dont le noyau a pour 
parametres cz ou les c ne dópendent que des a et des b.

Le cas de-«r=l a deja óte considórś par differents auteurs *).  
Bornons-nous ici a rappeler rapidement la construction de ce 
groupe.

(*) Gerhard Kowalewski; Uber Funktionenraume, Wiener Berichte, 1911, 
vol. 120. II. A et D. Michał; Integro-Differential invariants of one-parameter 
Groups of Fredholm transformations, Bulletin of the amtrican Mathematical 
Society; 1924, vol. XXX, Number 7.

Dósignons par t le parametre du groiipe tellement choisi que 
la transformation identique ait pour parametre 0. Soit

1 
y (z) — f(z) jK(zy\t~)f{y)dy 

0

la transformation courante du groupe. En ścrivant qu’il y a groupe 
on a en posant

i
= /(«) + f K^y 10 &y

o
et

i
A(z) = p(z)4-J'K{zy\e)g(y')dy 

0
1

= /■(«)+ J K(zy\z)f(y)dy

0
od « ne dćpend que de t et de 6.

z — 0).

On a ensuite par une móthode classique, en choisissant convena- 
blement les variables
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en posant

|| J*  h(xy\&)g(y)dy
O

1

h(xy\ff) =
o

^A(My|0)dw

ou K~1(xu\0') est le noyau de la transformation inverse de celle 
ayant pour noyau K(xu\ 0'). On montre ensuite par un raisonnement 
bien connu que h(xy\0) est de la formę a{0')k(xy'). On a donc 
l’óquation integro-differentielle du groupe

i

qui par un changement de variable convenable prend la formę
i

o

La resolution en est classique; on trouve sans peine comme śqua- 
tion finie du groupe

i

= f(.x) + JK(xy | t)f(y)dy

0

oii le noyau K(xy\f) est donnę par le dóveloppement en serie tou 
jours uniformćment et absolument convergent

K(xy 11) = | k(xy) + ^k(2>(xy) +........+ k("\xy) +......

De plus il satisfait au theoreme d’addition integral de Volterra 
i

K(xy | i) 4- K(xy |0) + J'K(xu\ t)K(uy \0)du = K(xy 11 0);

qui montre que le nouveau parametre est canoDique.
Ajoutons enfin, chose essentielle, que le noyau 7t(aq/]Z) de la 

transformation courante du groupe est, par hypothese, une fonction 
de carre sommable par rapport aux variables x et y, et analytique 
par rapport a la variable jouant le role de parametre.
Rocznik Pol. Tow. matem. T. VIII. 7
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Considćrons maintenant une fonctionnelle derivable de la fon- 
etion /, et dćsignons par g la transformće de f par la substitution 
du groupe ayant pour parametre t. la yaleur prise par cette fonction- 

1
nelle pour f= g est une fonction analytique de i; et on a

o

i

F{ 1.9 I } = f f'm {1911 -4 •
0

ou
1 1

^77’{Io9|} = f f Jc(xu)g(u)F'elxJ{\g\^x}dudx==St[F]’,
0 o

Nous voyons ainsi apparaitre nu operateur diffórentiel fonctionnel 
analogue a 1’općrateur differentiel classique dans la theorie des 

groupes de Lie. De la mśme maniere que dans cette theorie on a

et si on considere a son tour <^[F] comme une fonctionnelle de / 

puis de la meme maniere

avec la convention d’ócriture

En particulier on a, pour t suffisamment petit en module, puisque 
F est analytique au yoisinage de t = 0;

= +............ ;

0 0 1

1

Si de plus F est une fonctionnelle lineaire
o

plus de /, mais de x seulement; posant alors

G{|/|} = ^[y]

x} ne dśpend



oh a
iG'f^ { I /l U = f { | /| u } d uQ \ J 0

o

puis

et en

i i

<!¥[£] = <»<3>[£]==/y>FV;ri<)/(u)F;w{|/’| x}dudx-
gćnśral

i iSt^[F]—J'Fn\xu) f\u) F'/M{\f\ x}dudx;
Cherchons maintenant les fonctionnelles invariees par le groupe. 

On doit avoir

o o

quelque soit t. D'apres le developpement qui donnę pour t
o

assez petit, on voit, en se bornant & la reeherehe des fonctionnelles 
invariees analytiques, qu’il est necessaire et suffisant pour cela que

M[F] = 0.

Nous avons donc a resoudre l’óquation linóaire aux derivóes fonc 
tionnelles

Cette resolution va mettre en óvidence un certain nombre de faits 
importants mais il est tout d’abord nócessaire de preciser quelques 
notions essentielles.

II) — Digression sur les systemes coordonnós fonctionnels 
obliąues.

Considórons un systóme de fonctions

/i;/»;•••; etc.

que nous supposons lineairement indópendantes, c’est-a-dire qu?au- 
7*  



100

eune relation linóaire, homógóne, a coefficients constants, (dans la- 
quelle n’entrent qu’un nombre fini cie fonctions) n’existe entre elles. 
II est alors possible d’orthogonaliser ce systóme a la Schmidt par 
les formules

— all fi
</>s = u2i /i +

<t>n = /l «„2 /2 ■ • ■ ■ + ann fn

avec les conditions

[<M/1 = ty? Pć/ = 0 si 1 4= >5 et = 1 si i =»

Supposons en effet connues et cherchons </>„+I

4>n+l — Clfn+\ 4~ C2 </>l + CS 4~ • • • • + C„+1
les conditions

[<pn+l -</4 =0 1^")
donnent

0 — C1 [fn+l ■ '/><] + c<+i
d’ofi

^n+i — ci LA+i [A+i • ^>i] — ^[/ń+i ■ ^>2] —.....—
et la condition

[$+.]= 1
donnę cx au signe pres pourvu que

[(//>+l — </>l [^>1 -/n+l] — </>2 [</»2 -//>+l] —-•••• ' /»+l])2] 4= 0
OU

f/„+i]2 > [/»+i • </>i? +.......+ [//>+i •
cette condition est óquivalente a celle que fu+1 soit diffórent de

</>i [<Z>i -/«+i] + 02 [</>t -/«+i] + ■••• +

Or si cela n’avait pas lieu il y aurait une relation linóaire et ho- 
mogóne entre /„+1; </>i cj>n ou encore f„+1 i cause
de la formę des <£;-.

Dans ces hypotheses 1'orthogonalisation i la Schmidt est 
donc possible. Le tableau des a quelques propriótós importantes.
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Les ann sont diffórents de 0, c’est ce que montre le calcul 
prócódent ou

ci — an+l, n-j-l
par suitę ce tableau est resoluble de proche en proche par les 
formules

A =
/s — 4-

fn — ^nl <pl 4" • • ■ ■ “F f>nn </>«

et aucun des bnn n’est nul. De plus si le systeme des f est com- 
plet il eu est de móme de celui des <■/>,■ et róciproquement car si g 
est une fonction quelconque on a

[jr • </>„] = anl[gann[g .f„]
d’ou il resulte que si tous les [g .f] sont nuls il en est de mśme 
des [g.<^.

Nous supposerons le systeme des f( complet, celui des <pi Fest 
alors et g ótant une fonction quelconque de carró sommable, en 
posant

\9 ■ <j>i] = 9i
les gt ne sont pas tous nuls et les fonctions

n
9" = 9‘<t»n

convergent en moyenne vers g. Remplaęons les <jb( par leur espres- 
sion en fh il vient

n
9"= <fifi

Z1

les al linćaires en y,- sont donnós par
n

ani = akigk
il 
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ils dependent en gćnóral de n. Ceci pose les a“ peuvent ou non 
converger quand n devient infini. On a le thćoreme suivant:

Pour que, quel que soit g les a" aient tous des limites pour n in­
fini, il faut et il suffit que le systeme des ft soit biorthogonalisable, 
c’est-d-dire qu’il existe un systeme de fonctions

&i • • • etc-
tel que

[fi ■ kj\ — eij-

En effet si cela a lieu les sóries
oo

aki9k

n

convergent quels que soient les nombres gk rendant la sórie
oo

2 fi
ki

convergente. II faut et il suffit pour cela que les sćries
oo

ki

convergent quel que soit i (thćoreme de Landau). Alors
oo

a ki fk

k i

converge en moyenne vers une fonction unique lct dóterminśe a un 
ensemble de mesure nulle prćs, car le systeme <£, est complet et on a

ak/ = \kt. .cf]
et

a? = [*,  • g"]

et comme gn tend en moyenne vers g,

al — [A • 9"[

tend vers
a, = [*/ ■ ?]•
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Ceci pość calculons 

on a

fj —^!k<pk — Pjkfk
kl ki

avec
j 

Pjk = J£aikbji 
ik

Dans le cas actuel il est bien clair que

Lim a" — 
n-+oo

= 0
(i^J)
(»>J)

or le tableau (6) ćtant le rósolvant du tableau (a), on a 

donc

et par suitę
ftjt — efl

[^•Z] = e/y.
La condition est donc nćcessaire et il est immćdiat qu’elle 

est suffisante, car si le systóme (&z) existe, on a

a? = [^.9n];
donc...

De plus (_/i) ćtant complet, (&,) est unique. car s’il y avait 
deux tels systemes (iz) et (A;,), les fonctions 

/,z — ki — kj

seraient orthogonales a toutes les fonctions du systeme complet
Ajoutons encore que le tableau des atj a ses ćlćments fonctions 

chacun d’un nombre fini d’ćlśments du geomćtral symetrique du 
systóme fj d’ćlements courants

łltJ== ~ [,/i
Par suitę la condition nćcessaire et suffisante de biorthogonalisabi- 
lite qui est la convergenee des sóries
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ki

s’exprime par un ensemble dónombrable de conditions sur les ćle- 
ments du góomśtral.

Nous dirons que le systeme (jf,) est ferme si:
1) — il est biorthogonalisable,
2) — si le systeme biorthogonalisant est complet;
alors il n’existe aucune fonction g telle que ses coefficients 

a, relatifs au systeme (y)
«/ = [^ •

soient tout nuls.
Conditions nócessaires et suffisantes de fermeture.
1) — Condition de biorthogonalisabilitó: a savoir convergence 

quel que soit i des sśries
OO

ki

alors le systeme (&,) existe et son geometral d’ślćments

est dófini par
OO oo

£ij = 2 [*/  • </>*]  [fc • </>*]  = ]£ak< <ho
fcl kl

ou
OO

ś/y = ^akiakJ (j <i)
ki

II est d’autre part aisć de constater qu’il n’existe entre les fonc­
tions du systeme (&z) aucune relation linśaire homogene a coeffi­
cients constants ou n’entre qu’un nombre fini de fonctions, car si 
on avait une telle relation

\ H- K 4“ • • • > + = o
il en resulterait

[*i  -fi] 4" • /3 4" • • • 4" [*»  • //] = 0
d’ou pour
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On peut donc orthogonaliser a la Schmidt le systóme (&,) parłeś 
formules

^Ai ~ cn

1A2 —■ Cgj C22 ^2

^r. = Cn -|- cl3 k2 4- ... 4~ c,7 ki;

Pour que le systeme (&,•) soit complet il est nócessaire et suffisant 
que le systeme (^rz) le soit. Or ótant complet il est nócessaire 
et suffisant pour cela que

[</>■■ VZ*J 2 = M2 = 1

II peut ótre plus commode de transformer cette condition. Nous 
allons montrer qu’il est nócessaire et suffisant pour que (</»,) soit 
complet que

= [/;•? = rja

La condition est nócessaire d’apres celle de Lauricella. Mon- 
trons qu’elle est suffisante, pour cela montrons que pour toute fone- 
tion f de la formę

f — alfl + + • • • + anfn;
on a .

J£[/-^]2==[/8]

k
en effet

n
[f ■ 'l'k\ — «l[f •

Zl

n

\f • ^A*l*  = atam [fi. </>*]  [fn . fk]
l, m 1

d’autre part les relations
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k
entrainent

on a donc

2 [/• ^1*  = a‘a^1 = t/’]
k Iml

or les fonctions </>, sont du type indiquć, donc... 
Calculons maintenant les [ft. i/zj, on a

donc

(»>i)
Nous avons par suitę les conditions

oo

(A.)2 = nu
ki

et il faut noter que les conditions de fermeture du systeme ne dś- 
pendent que de son gćometral. Ceci suggóre immediatement une 
gónóralisation qui peut etre quelquefois utile. Dans les formules

fi — 6n </>i 
ft — 621 (/> -j- ó2t

fil --- bnl */>l  + • • • + 6„„ (f>n

qui donnent les (ft) en fonction des (<£,). remplaęons le systeme or­
thogonal complet (<£z) par un systeme orthogonal incomplet quelcon- 
que (<^() et considórons le systóme des fonctions

f'lfti • • • > fiy • • • ®1C’
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donnees par les formules

/i = bn
,/i — ^i0i + bu 0

fn — bnl . bnn(j);

II est bien clair que

et que par suitę les deux systfemes f et f ont meme geomótral. 
Comment interpreter pour le systeme ft la condition de fermeture 
yerifiee par le systeme fg? Considśrons la multiplicite linóaire for- 
mee par les fonctions y limites en moyenne de fonctions gn de 
la formę

n
9n ®-i fi

/I

Si on prend maintenant les fonctions donndes par les dóveloppe- 
ments convergeant en moyenne

oo

ki

il est bien clair que le systeme formę par ces fonctions biorthogo- 
nalise le systeme ft et qu’il est le seul ayąnt cette proprietó et formę 
uniquement de fonctions appartenant i la multiplicite lineaire con- 
sidóree plus haut. De plus ce systeme est complet dans cette mul- 
tiplicitó, c’esta-dire qu’il n’existe dans la multiplicite aucune fonc­
tion non presque partout nulle et orthogonale a toutes les fonctions 
du systeme. En dófinitive si le geometral d’un systeme non complet 
yerifie la condition de fermeture cela veut dire que ce systeme est 
biorthogonalisable et que les composantes des fonctions du systeme 
biorthogonalisant sur la multiplicite lineaire coordonnće par les 
fonctions donnćes forment dans cette multiplicite un systeme 
complet.

Reprenons maintenant le cas d’un systeme complet et 
ferme. Soient comme plus haut

fi \fi\ •••'•> fi\ • • •



108

ce systeme et
X- • A- • ■ A- •

le systeme biorthogonalisant; a toute fonction f de carró sommable 
non presque partout nulle correspond un ensemble de „ coefficients “ 
at == \f. k^ non tous nuls, et deux fonctions distinctes f et g ont 
des coefficients non tous ćgaux. sans quoi la fonction non nulle 
f — g aurait des coefficients tous nuls. On peut donc dire que la 
fonction f est dśterminee sans ambiguite par le developpement sym- 
boligue

«i/i + «s/s + •• • + «n + • ••

II faut remarquer que la serie au second membre ne converge pas 
en moyenne en góneral, mais la donnee des a, determine les 
y,-==[/.</>,] d’une maniere univoque. On peut aisement se rendre 
compte de 1’ordre de difficulte de cette determination, tout se ra 
mene a rósoudre le systeme linśaire infini

OO 

ai = ^ati7k 

ki '

On sa.it d’ailleurs h priori que s’il a une solution, cette solution 
est unique. Partons des formules

i

.fi —

il

d’oti on tire
i

*1

Si on connaissait les [/.//] on aurait les yk de proche en proche 
par un algórithme fini, a savoir par les formules

i

Ti = [f

k 1

tout revient donc au ealcul des [_/./*],  or on a

[/./*]  =

l

et il est bien clair que
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z

[_/ • ^Zj ---- ^Irn ®-m

ml

a cause de
l

fi = Cim km

ml

de ces formules on tire de la mśme manióre 
z

’/*]  = ■ k’n] =

m 1

ca pour k l

0 pour k^>l

puisque (Łz) biorthogonalise (yi), on a donc
OO

[/./*]=2

lk

ou
oo Z

[/•/*]  = J£’c« ^Cimam ;

lk ml

qui donnę [f par un dćveloppement convergent, on peut remar- 
quer que

oo oo

= Vij= [fi-fa] = (i>j)

kl hi

et que par suitę le dóveloppement prócódent, qui considóró comme 
une sórie double n’est pas absolument convergent en gónóral, peut 
s’ecrire symboliąuement

OO

(/•Al ~ am[fm.fk]

ml

sous cette formę il apparait comme une consóquencfe immódiate de 
la formule ógalement symbolique

OO

ml

Une fois les y dóterminós par ce procóde f est donnó par un 
dóveloppement convergent en moyenne pouryu que



• 110

i

converge; cette derniere condition est ćquivalente a une certaine 
condition de convergence pour les at, condition assez complexe 
que nous n’expliciterons pas et que nous designerons par le sym­
bole (<?), ce qui nous importe seulement c’est de savoir que si elle 
est remplie, les at dćterminent f d’une manibre univoque a un en­
semble de mesure nulle pres.

i
De tout ceci resulte que toute fonctionnelle de la

o
fonction / est une fonction de 1’infinitó de variables at verifiant la 
condition

III. — Digression sur les multiplicitós lineaires fonctionnelles 
invarióes par une transformation de Fredholm.

Considerons un noyau K(st) que comme d’habitude nous sup­
posons de carre sommable par rapport a chacune des variables pri- 
ses sóparćment; supposons en outre que la determinantę fondamen- 
le Z>(X) nait que des racines simples

Ai > X,,.. •, X» > • • • 
soient

les fonctions fondamentales directes. Nous faisons la convention de 
repetition des X, c’est-a-dire que nous supposons que dans la suitę 
des A chacun d’eux est repetć autant de fois que le noyau eano- 
nique correspondant contient de termes de la formę

</>(s)Vr(O.
Dćsignons enfin par

•••

les fonctions fondamentales associees, telles que

l<t>' ■ = 6/y

Soient

© la multiplicitś linśaire orthogonale a tous les <pz
$ la multiplicitó lineaire orthogonale a tous les i/rz
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6 la multiplicitś lineaire completement orthogonale a 
S> la multiplicitó linśaire completement orthogonale a <®

Toute fonction / de carre sommable peut se mettre d’une 
seule maniere sous Fune des deux formes

dans <31. fdans <®, f& dans 3, fdans S>, en particulier </>, est 

dans 3 et ^r, dans D. De mśme

<t>i = ; ’A< = /i + 'h;

avec </> appartenant a </>, appartenant a S>, yfr appartenant a <31, 
yp-j appartenant a 3. Designons par

eZ, la
n

portion
rt

T)

r>

n

7)

n

n

r

de (SI orthogonale a tous les i//,.
„ <31 completement orthognale a <9f1,
„ $ orthogonale a tous les
„ completement orthogonale A Six, 
r 3 orthogonale a tous les
„ 3 completement orthogonale a Ą, 
„ S> orthogonale a tous les 0,-,
„ S) completement orthogonale a 

on a, quel que soit f, d’une seule manióre

+4, +-4t +4, = 41 + +41 + fS)t

en particulier
</>,■ est dans ź>s

n n @1

n n Sit

n
Remarquons que
(% portion de £Z orthogonale a tous les 1^7, donc a tous les 

appatient A Si
Siy portion de Si orthogonale a tous les <p,-, donc a tous les 

appartient A 31.
Donc ĆZ, =*=  $1 = multiplicite commune a 31 et a Si. Soit 8. 

De meme
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portion de @ orthogonale a tous los yfn, donc a tous les 
yfrt appartient a

2>1 portion de S> orthogonale a tous les <p,, donc a tous les 
tpt appartient a SI.

Donc <9, est la multiplicite commune a Si et a (?, et
„ SI „ „ 0; par suitę

SI et S>2 sont disjointes,
Si „ @2 r> 77

SI „ 77 77

Si „ Sl3 77 77

en entendanf que deux multiplicitćs disjointes ifont pas d’autres
fonctions communes que les fonctions presque partout nulles.

SI et S>2 ótant disjointes, il n’existe aucune fonction orthogo­
nale a la fois a toutes celles de & et a toutes celles de la multi- 
plicitó completement orthogonale a Ą, laquelle s’obtient en rćunis- 
sant les deux multiplicites completement orthogonales Si et . Donc 
<?, Si et Ą forment un ensemble complet et par suitę aussi &t, Si 
et puisque est commun a Si et a <S. Donc

<?2 -j- -j- forment un ensemble complet, de móme
Ą-j-r> n r n ainsi que S ®

Nous allons maintenant porter exclusivemeut notre attention 
sur les noyaux tels que la multiplicite n’existe pas, alors Si et @ 
sont óvidemment disjointes. Voyons quelles sont les consequences 
de cette hypothóse. Reprenons une fonction f de Si que je decom- 
pose en

/= g 4- h

oii g appartient a SI, et dócrit dans SI la multiplicitó Si' et oii h 
appartient a <2.

Designons par Si" la multiplicite qui dans St- est complete­
ment orthogonale a Si'. Toute fonction de Si" est orthogonale a tou­
tes celles de <®, donc appartient a S>, et Si" se confond avec S>t. 
Ceci pose f appartenant a. $ on a

donc
4~ [A • = 0

mais
4~ i
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oii xfrt appartient a 6 et i/ą a 31, donc

\9 ■ = [h • = 0
et par suitę

\S ■ + lh ■
D’autre part est nul, et il n’y a dans 3 aucune fonction ortho- 
gonale a tous les 1^7, on peut donc affirmer que quels que soient f les 
[h. yp,\ ne sont pas tous nuls, et que les [g . i/r;| ne sont pas non 
plus tous nuls. II n’y a donc dans 36' aucune fonction orthogonale 
a tous les t/ą: autrement dit encore 36' et 8 sont disjointes; on 
peut encore dire que 8 ne contient aucune fonction orthogonale 
a, toutes celles de S\ qui comme nous l’avons vu est la portion 
de ćZ completement orthogonale a 86'. Or appartient a 2) et 8 
appartient a 36, et 86 et 2) sont Completement orthogonales. Par 
suitę dans <SZ; 8 et Ą sont completement orthogonales; donc 8 ne 
peut contenir aucune fonction orthogonale a toutes celles de 2), que 
si 8=0. Nous voyons donc que (9, = 0 entraine 8=0. II y a ce- 
pendant une exception au raisonnement prócedent; reprenons en 
effet 1’śgalitć

[ff ■ + [^ • — 0

nous avons vu que de = 0 on dóduisait que les [h. i/r,] n’etaient 
pas tous nuls, sauf cependant si h = 0 quel que soit / dans 86. Cela 
a lieu si toute fonction de 86 est' orthogonale a 3, c’est a dire ap­
partient a 31. Dans ce cas 8 se confond avec 86.

(0=0 entraine donc, soit 8 = 0; soit 8=86.

Examinons sśparement chacun de ces differents cas.
1) 5=0.
Prenons une fonction f quelconque de 31, elle se met sous 

la formę
f— 9 + h

ou g est dans 86 et h dans 2). Or f ótant dans 31 on a

c’est-a-dire

mais
{9 • • 0 J — 0

(pi~ (pl~\~ <pi
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 8
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ótant dans 2 et </>z etant dans Sb', donc 

l‘J ■ <j>'l = lh ■ </><] = 0 
et

+ [^ • 0] = 0

Comme 5=0 il n’y a dans Sb aucune function orthogonale a tous 
les cfa. II n’y a donc aucune fonction f telle que les [y. soient 
nuls, c’est a dire telle que les [h . <p,] soient tous nuls. Si 2' est la 
portion de 2 dócrite par h quand f decrit 21, nous voyons que 2' 
est disjointe de 2X. Soit 2" la portion de 2 completement ortho- 
gonale a 2X, toute fonction de 2" est orthogonale a toutes celles 
de donc 2" est la partie commune a 2 et a <S soit S\ 21 etant 
disjointe de 2', il n'y a dans 2X aucune fonction orthogonale a toutes 
celles de ff. Or 2X appartient a <21 et appartient a & et <21 et <2 
sont complótement orthogonales. II faut donc pour qu’il n’y ait pas 
contradiction que 2X — 0.

II y a encore une exception si g est nul quel que soit f dans 21. 
Cela a lieu si toute fonction de <21 est orthogonale a <®, c’est-a-dire 
appartient a 2, dans ce cas 2X — 21.

II apparait donc maintenant que dans le cas oh = 0 trois 
cas sont possibles:

A) Ą== 5=^ = 0.

II en rćsulte immediatement

22 = 2 
par suitę

<21 et Sb sont disjointes et Sb @ est complet.
n ® n n n ® 4“ n r
n n n r> ® ® r> n

<S „ 2 peuvent d’ailleurs ne pas etre disjointes et etre dif- 
fćrentes de 0.

B) ą=0; 5=0; 2X = 21.
Alors

<S2 = <S

comme — 21 il est bien clair que 2 contient 21, et par suitę Sb 
est contenue dans Q. Or comme <5X = 0, Sb et <3 sont disjointes; on 
a donc certainement Sb — 0, et dans ce cas <?2 = Ć?; Sb = 0 : 2 est 
complet; 2X — <21 et 2t = <S.
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Alors
C) <0=0, 8= Si.

<^ = <3

comme 8 — Sb il est bien clair que El eontient Si, et par suitę S) 
contient aussi & Enfin Si et <2 sont disjointes; est completement 
orthogonale, dans ćZa par suitę S>2 se rśduit A (2.

II est a remarquer que le cas B est une dśgśnśrescence du 
cas C. En effet si dans le cas C on suppose

® = 0

completement orthogonale dans <Sl A Si se rśduit śvidemment 
A SI. On a donc en fait seulement deux cas distincts: A et C.

Revenons maintenant au noyau K(st) et considśrons les fonc­
tions f telles que

i 
j" Zf = 0;
o

il est bien connu que ces fonctions sont orthogonales A tous les 
elles forment donc une multiplieitś linśaire appartenant A (St\ 

soit S cette multiplieitś. Supposons la coordonnśe par un systeme 
complet dans S

Pli Psi ■ • •> Pni • • ■

Portons notre attention sur les noyaux K tels que le systeme

(p) + (</>)

soit complet. II est immediat que cette condition entraine

S = Et

Pour un tel noyau, toute fonction f orthogonale A tous les </>,■ est
telle que

i

K(us) f(u)du — 0.

II en rśsulte que K n’a que des yaleurs singulieres simples; en 
effet sinon il y aurait pour la valeur singuliere multiple X, une fon­
damentale i/r du noyau associś

8*
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orthogonale a tous les </>, et qui par suitę devrait etre telle que

ce qui est contradictoire. On peut donc appliquer a ce noyau K la 
thóorie prócćdente.

Reprenons le systeme

Pi , Pi i • • • > i • ’ • i ^1 i ^2 ; • • •, ■ • • > i • • •

que nous supposonc donc complet
Cherchons a biorthogonaliser ce systeme par le systóme

Ml? j • • • 5 P-rt i • • • > %1 > %2 J • • • > Xn » ’ * •

Le systóme biorthogonalise dans SI le systeme (p,) qui doit 
donc etre biorthogonalisable, de plus posant

Xi~ 'h + vi
et tenant compte de

[l/r,. (fo] = 6,y
nous voyons que les fonctions v,- doivent etre orthogonales a tous 
les (pi et sont par suitę dans SI. etant pris dans SI on a

[«,• • </>y] = 0
il reste donc seulement a vórifier les conditions

U • W? + ty)] = 0

qui expriment que i/r, vt est dans <2, comme

'h = (iA> + ty) — ty
nous voyons que

+ ty = — ty — '1'i
On peut toujours supposer que le systóme (pz) a ótó pris orthogo- 
nal et normal dans SI, alors le systeme biorthogonalisant cherche est

piips;---;
Yoyons maintenant a quelles conditions le systóme initial

Pli Ph •• •> pni • • • > ^1 > </>S, ■ • • > > • • • 
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est ferme, il suffit que
Pil Pil • • -i Pnl • • -i ^11 ^21 • • -i ^111 • • •

soit complet, ou que
'l'1'i'1'i'i ^3'1 -/ni ■■ •

soit complet dans <9; eonnu par dófinitions est la portion de Q 

orthogonale a tous les nous voyons qu’il taut et qu’il suffit pour 
cela que <4 = 0. On est ramend a la discussion precćdente, d’oii 
comme plus haut deus cas:

A) ą = <5=^ = 0 
= <?; ®i = 2>

21 disjointe de
„ „ 0

Si <9 complet.

(S 4- S) (pas forcement disjointes).
& = 21

Nous donnerons aux noyaux vśrifiant ces conditions le nom de 
noyaux symetro'ides de la premiere sorte

B) S,=0; 8= Si
(% = <3 — @3

21 contenant 08, S) contenant (S, Si et <3 disjointes S\ completement 
orthogonale dans 21 a. Si.

&= 21

Nous donnerons aux noyaus vćrifiant ces conditions le nom de 
noyaux symetroides de la deuxil)me sorte.

Ce dernier cas est celui des noyaus symćtriques ordinaires 
qui yćrifient les conditions

8 = 21—Si\ S=S)=@2 = S)i 
Ą Ą = 0; S= 2T-

Ces deux types de noyaux, genśralisant a un certain point de vue 
les noyaux sytnótriques, ont une definition commune, qu’on aurait 
pu donner a priori, et qui est caractćristique. Soit K(st~) un tel 
noyau; la transformation de Fredholm

g = K[f] =f(s) + 
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est entiirement definie si on se donnę, au lieu de Ji(si) ses yaleurs 
singulieres X/, le systeme des fonctions fondamentales

; fa; • • •; • • ■
et la multiplieitó <SZ, en effet remarquons tout d’abord que connais 
sant la multiplieitó <Sl on en deduit imntódiatement la multiplieitó 
completement orthogonale <S, puis en decomposant ensuite chacune 
des fonctions en la somme d'uue fonction de ćZ et d’une fonc­
tion de <2, on dótermine les fonctions \jjrt et yfr par

= fa + fa
Dósignant ensuite comme plus haut par Zpz) le systóme orthogonal 
et normal qui eoordonne la multiplieitó <21, nous yoyons que nous 
connaissons maintenant le systeme par hypothóse fermó

Pi- pi',---', fa,---

D’autre part on a

et

*W = (i+^-; K[f] = f

si / est une fonction appartenant a la multiplieitó <2, mais comme 
fa appartient a ćZ, on a

K[i/r,] — fa
d’oii

K[fa] = (*  + ~

nous connaissons donc les transformóes de chacune des fonctions 
de ce systeme fermó par la transformation de Fredholm associóe 
de la transformation en question. Dósignons maintenant par f une 
fonction quelconque, par sa transformóe, et cherchons les co­
efficients de cette transformóe par rapport au systóme fermó

Pi i Pi, • • •; Pi, • --, <pi, • • ■

biorthogonalisó par le systóme

Pl, Pi • - - , Pi , , ifa, 1/^2 , • • - , 1/^i, - -

on a
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W/].pz] = [/.^[pJ] = [/.pz]
puis

Wl >] = [/• ^bHJ = (i + y • [ f- - [/•

ces eoefficients sont donc connus; on doit d’autre part considćrer 
comme connu le systeme

pi; Pa; • • •; Pn > </>i; </>a; • • • > 0« > • • •

car il biorthogonalise un systóme complet donnó

Pi > Pa > • • • 1 P« > • • •, 01 ’ 02> ‘->0'””‘

enfin K[f} donnóe maintenant par ses eoefficients relativement & un 
systóme complet et fermó donnę doit etre, comme il resulte du pa­
ragraphe precódent, regardóe comme connue.

Les donnóes ne peuvent d’ailleurs etre quelconques, il est 
d’abord nócessaire que soit fermó dans la multiplicitó qu’il co- 
ordonne, ensuite les A,- doivent ótre tels que quelle que soit la fone- 
tion f les eoefficients obtenus pour If[/] verifient la condition ap- 
pellee plus haut (Ć?) relativement au systeme

Pi i Pi ! • • • > P»i • • • > 01 i 02 : • • • > <pn'l ■ ■ •

II est d’ailleurs a prevoir que cette condition sera óquivalente 
a celle qui exprime que la determinantę fondamentale de est
au plus de genre 2. Enfin il est bien elair que les noyaux symó- 
troides sont les seuls a avoir la proprićtć indiquóe, puisque cette 
proprićtć repose sur ce que

1) & est ponctuellement invariće par la transformation K
2) Le systóme

Pi i Pa > • • •! Pni • • •! 01 > 02 > • • •? 0«i • ■ • 
est fermó
ce que nous avons justement pris comme dćfinition de ces noyaux.

IV.
Rósolution de Fćąuation aux dórivćes fonctionnelles rencon- 

trćes plus haut.

Soit F une fonctionnelle solution. L’equation

F — Con“
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reprósente une familie a un parametre de multiplicitós fonctionnel­
les et il en passe une par chaque point de 1’espace. Considerons 
une de ces multiplicitós passant par le point elle a pour óquation 

o o
oh g est le point eourant. Prenons un point g infiniment voisin de f 

9 = f h

ou h est une fonction infiniment petite. Toutes les fonctions h pos- 
sibles seront telles que

|/| }h(s)ds = 0 
o

autrement dit appartiendront a la multiplicitó lineaire completement 
orthogonale & la fonction

1/1}
0

La multiplicitó liitóaire parallóle a cette dernióre et passant par le 
point f est la multiplicitó lineaire tangente A la multiplicitó

^|7} = ^<I/|}-
0 o

Si la fonctionnelle F est solution de
i i

W[F] K(st) F'f(s){s | \f\}dsdt = 0

0 o

la fonction
i

JK(sf)f(t)dt

0

est orthogonale a la fonction

1/1};o

on connait donc en chaque point f de 1’espace une direetion conte- 
nue dans la multiplicitó lineaire tangente en ce point a la multipli 
eite de la familie

F — Cons,e
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qui y passe. Ceci laisse a penser que comme dans le cas d’un nom­
bre fini de yariables, les courbes integrales de l’śquation integro- 
diffśrentielle

i
^/’(slc = J,K(su)f(u\t')du;

0

vont former une congruenee caraetóristique de l’equation consideróe.
11 est aisć de montrer que si F est une solution de cette śquation, 
et /(s|t) une solution de l’śquation intógro-diffórentielle,

o

est independante de Z; on a en effet

|/(s|i)|}óZw«Zs = ^[F] = 0.
0

i i=ff
0 o

Nous yoyons donc que si une courbe de la congruenee caracteris- 
tique a un point commun ayec une multiplicite de la familie

F— Conste

elle lui appartient toute entiere. D’ailleurs tout cela rósulte imme- 
diatement de ce que l’equation aux deriyśes fonctionnelles considć- 
rće donnę les fonctionnelles invariees par le groupe de Volterra.

Nous connaissons les śquations finies de ce groupe, donnśes 
par les formules

i
/(s t) = /(s) -|-J'K(su\t) f(u') du 

o
qui rósolvent l’óquation integro-differentielle des caracteristiques, 
tout revient par suitę maintenant a dóterminer les fonctionnelles 
solutions par la condition nócessaire et suffisante que

wńci}
o

soit independant de i; avant de faire cette dśtermination, nous dó- 
montrerons le thóoreme suiyant:
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Si on transforme un systeme complet et ferme par une transfor­
mation de I r edholrn de noyau K r&soluble, on obtient un nou- 
veau systeme complet et ferme.

Soit
A; A;•

le systeme complet et fermś considśrś. et

9S9‘1
le systeme complet (et fermś) qui le biorthogonalise, on a

[/< • ft] = ty-

Nous partons de 1'identitś śvidente

d’ou rśsulte

=[/•?]•

Par suitę le systeme transformś est biorthogonalisś par le systśme 

car
[K[/,= [/;.. ^.] = e,;

De plus ces deux systemes sont complets. et par suitę fermśs. 
En effet si une fonction non presque partout nulle śtait telle que 
Fon ait, en dśsignant par k cette fonction,

[*.£[/;•]]  = o
quel que soit t, on aurait, puisque

en gśnśral

quel que soit i, et la fonction n’est pas presque partout nulle,
a moins que k ne le soit, puisque K est rśsoluble. Par suitę le sy­
steme (/)) ne serait pas complet Un raisonnement analogue montre 
que le systeme (_K_1[y,J) est aussi complet.

Ceci posś reprenons le systeme complet et fermś

/1 ? /*2  5 ’ • •) Xn J • • •
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biorthogonalise par le systeme

i • • •> /

A toute fonction f de carrć sommable correspondent les coefficients

«/=(/•&)
qui, comme nous l’avons vu dćtermine cette fonction d’une maniere 
unique, a un ensemble de mesure nulle prós. pouryu qu’ils satisfas- 
sent k une certaine condition de convergence ((?). Par suitę toute 
fonctionnelle F est une fonction de 1’infinite de yariables at vćri- 
fiant la condition (<?). Si on remplace maintenant f par /(s|ź) les 
a,- deviennent des fonctions de t

i 
a,-(F = [g, ./(s|t)] = J'?/(«) /(«) + f‘

o L 0

=y* ’/(«) £/,-(«) +y*. K(us\t)gt(u)du Ids 

0 o

en posant

i

$)/'(«) dw ds

i

o

i
^(s|0 = ^/(s) + J K(,us\t)gt(ti)du;

0

Or le noyau K(us\t~) est rósoluble, par suitę, d’aprćs le thóoreme 
prócódent, le systóme

est complet, fermć, et biorthogonalisó par le systóme, aussi complet 
et fermć

en posant
i

/z(s|0 = /,(«) + JK(su\ ~ Vft(u)du
0

puisque l’inverse de 1’associe du noyau K(us\t) est le noyau K(su| — t). 
Nous voyons donc que les yariables

O/W = [/•

qui sont les coefficients de f dans le systóme des dćfinissent 
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d’une maniere unique la fonction /i quand une certaine condition 
de convergence est remplie sur les a,(i), doit (<%) cette condition, 
il est A remarquer que cette condition ćquivaut A la condition, <3 
sur les a,-.

Des lors toute fonctionnelle

F{\f\}
0

solution de la proposće sera une fonction des fonctionnelles at(t) 
indćpendante de Z, et róciproquement. Pratiquement le probleme se 
ramene donc a former tous les eliminants possibles de la variable 
t entre les fonctionnelles connues Cest tout ce que l’on peut
dire en genćral, mais il y a un cas particulier important oti on peut 
effectuer completement cette ólimination.

Reprenons les notations du paragraphe prścódent et supposons 
que la determinantę fondamentale de K(su) n’ait que des racines 
simples

Ai; Aj;...; A„ $...
Si ce noyau est symetroide. servons-nous comme systeme coordonne 
du systeme alors complet et fermś

Pi > Pil • • •> Pn i • • •, (/h, > ■ • ■, ? • • •

il est biorthogonalisó par le systóme

Pi; Psi •• •; p«; ^ii 'Aa! •

Appliquons la methode prścćdente On a

et

puis

et

!]•
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On est donc amene i considórer le systeme

Pif Pif • ‘ pn f • • •
i .. L ł

(^‘^i — x/r)-, (ex"i/r2 — i/r2);...; (ex'i/rz— ^z);...

et les coefficients
ai = [f.PiV,^ = e^[f.

D’apres ce qui prścede toute fonctionnelle F solution est une fone- 
tion des a,- et /3Z independante de t, et róciproquement. C’est donc 
une fonction des

«z
et des

7/ = Xz+1 Log nep [&+I + [/'. ^z+1|] — Xx Log nep -|- [/.
= X,+i Log nep [/. /i+1] — X! Log nep

On peut d’ailleurs verifier aisement que ces variables sónt indepen- 
dantes comme consóquence du fait que le systeme coordonnś choisi 
est ferme. Nous avons donc ainsi simplement la solution genórale 
de l’śquation dans le cas oii le noyau est symetroide. Ces solutions 
sont encore yalables pour un noyau quelconque, mais il y en a 
d’autres, independantes de celles la. ce qui fait que la solution gć- 
lterale est une fonction de ces variables az et 7,, et d’autres encore 
qu’il faudra dóterminer dans cbaque cas particulier.

V.

Retour sur les noyaux syntetroides et sur ąueląues unes de 
leur proprietćs.

Nous avons vu dans un paragraphe prćcedent qu’un noyau 
symetroide etait complbtement dótermine quand on se donnait:

1) Les yaleurs singulieres

Xi»Xg j • •. j Xrt z ...

2) Les fonctions fondamentales du noyau associe
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3) La multiplieitó linóaire fonctionnelle St orthogonale a toutes 
les fonctions fondamentales directes du noyau qui par hypothese est 
supposóe invariee ponctuellement par la transformation associee. II 
rósulte alors de ces donnóes que Fon connait le systóme dónotó plus 
haut par

qui doit etre complet et fermó quand on lui adjoint le systeme

p» i • •
orthogonal et normal, coordonnant la multiplieitó St. Le systeme

<Pz) + GAz)
est alors biorthogonalisó par le systeme complet, fermó et unique

Pi i Pi\ ■ • - i Pn'l (fal (fa • • - i (fa i ■ • •
oh les (f>i sont les fondamentales directes du noyau, et sont par 
suitę connues. Nous avons vu que ces donnóes dóterminaient com­
pletement la transformation de Fredholm directe correspondant 
a ce noyau, et perraettaient de plus de resoudre entierement l’óqua- 
tion aux dórivóes fonctionnelles

|/j }duds = 0. 
o

Rappelons de plus que pour ótablir qu’un noyau est syme- 
troide il suffit de demontrer les points suivants

1) Les valeurs singulióres du noyau sont toutes simples
2) La multiplieitó St est invarióe ponctuellement par la trans­

formation associee
3) En dósignant par (pz) le systóme orthogonal normal coor­

donnant cette multiplieitó (#, le systeme

(Pz) + GAz)
doit etre complet. Remarquons que pour demontrer ce point, il suf­
fit de faire voir que le systeme

(pz) + GAz)
est complet. En effet si (p,) (i/ą) est complet, je dis que (p,) -|- (>//,) 
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est aussi complet. sinon il existerait une fonction / telle que l’on ait
[/.p] = 0 et [/.^.jJjo 

quel que soit i et quel que soit p dans ćZ. Or 

et \jf appartient a ĆZ, donc 

et on aurait aussi quel que soit i

[ /' • ^.1 = 0

ce qui est impossible si / n’est pas presque partout nul. Inverse- 
ment si (pz) (j//z) est complet, je dis que (pj (1/7) est aussi com­
plet, sinon il existerait une fonction f telle que Fon ait

[/.p] = 0 et l/.T/r^O

quel que soit p dans (SI. Or

— yjri -j- i/r,

et -i/fi appartient il donc

[/.^■] = 0

et on aurait aussi quel que soit i

ce qui est impossible si /' n’est pas presque partout nul.
Cette remarque ótant faite, nous allons maintenant etablir quel- 

ques propriótós des noyaux symetro’iqes. Nous montrerons d’abord 
que 1’ensemble des noyaux symetroides formę dans le groupe de 
Fredholm un ensemble inyariant distinguć: c’est a dire que <S 
ótant symótroide, et K quel<’onque et resoluble, le noyau

S = K-lSK
est encore symótroide

1) La dóterminante fondamentale de S’ est la meme que celle 
de S, donc les siugulieres de S sont toutes simples
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2) On a

nous voyons donc que si est une fondamentale directe de 8, 
est une fondamentale directe de 8; si y/r est une fondamentale in- 
verse de S, est une fondamentale inverse de 8 et si p est
ponctuellement invariee par S, K~'|p] est ponctuellement invariee 
par 8. Inversement comme

8 = I<82f“1 et Ś = K~^K

nous voyons que si <p' est une fondamentale directe de 8, 
est une fondamentale directe de 8; si est une fondamentale in- 
verse de 8. est une fondamentale inverse de 8 et si p' est
ponctuellement invariee par 8; ^[p'J est ponctuellement invarie par 
8. Par suitę les fondamentales directes de 8 sont les fonctions 
#[<£,] et celles la seulement, si donc p' est telle que

quel que soit i, et si on a
P = K[p']

il vient

quel que śoit i, par suitę p appartient a la multiplicitó 8Z et il en 
resulte que

est ponctuellement invariće par 8. Nous voyons donc que la mul­
tiplicite & relative au noyau 8 est ponctuellement invariće par la 
transformation associśe de noyau 8.

3) Nous venons de voir que les fondamentales inverses du 
noyau S sont les fonctions K~1 [i/rJ et celles-la seulement. Montrons 
maintenant qu’en dćsignant par (ą') un systeme orthogonal normal 
coordonnant la multiplicite ćZ le systeme

est complet. En effet dans le cas contraire il existerait une fonc­
tion g telle que Fon ait

[?./] = () et
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quel que soit i et quel que soit p' dans On aurait alors en posant

[f.^[p']] = 0 et [/.^]-0

g n’ótant pas presque partout nul, et le systeme

(W(iW
ne pourrait śtre complet. La proposition annoncóe est donc demon- 
tróe. Ceci nous permet d’indiquer une classe ótendue de noyaux 
symótroides. Nous avons vu en effet que les noyaux symótriques 
ótaient symótroides, par suitę les transformes d’un noyau symetrique 
par un noyau quelconque sont symótroides. En remarquant que tout 
noyau est le produit d’un noyau symetrique par un noyau de ro­
tation euclidienne, et que le transforme d’un noyau symótrique par 
un noyau de rotation euclidienne est encore symetrique, nous voyons 
que le transformó d’un noyau symótrique par un noyau symetrique 
est symótroide. On peut montrer aisóment que ces noyaux peuvent 
etre considerós aussi comme des produits de noyaux symótriques. 
Soit en effet K un tel noyau, transforme du noyau symótrique S 
par le noyau symótrique a

K — a 1S a
on a alors

S=aKa-1
puis

S=aKa~1 = a-1 frT) = K<
donc

K=aiKa~2
ou

*
posant ensuite

Ka~2 = H
nous yoyons que

cr~2K = H

et donc que H est symótrique, si donc H — ę symótrique, on a 

jBT== ę<ra

produit d’un noyau symetrique ę par un noyau symótrique positif
(A la Fred ho lm) er2. Inversement si
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 9
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K — ącr2
on a

et

puis

d’ou en posant

K=atKa~2

a 'Ka= aKa 1

S = aK<r~1 = a~'Ka = S
ce qui montre que >5 est symetrique et que

£ A == <r_1 5 a
est le transformó du noyau symótrique £ par le noyau symetrique a.

Si nous considerons d’une maniere generale ces noyaux K 
produit de deux noyaux symetriques ę et Z, nous dirons qu’ils sont 
symetrisables par composition avee un noyau symetrique, car on a

; = KZ' ou Z=o-~,A

ce qui peut encore s’ćcrire

ę(S0 = A(St) + 2-I(Si) +

OU
1

o

ou bien encore en remarquant que ę — Z-1 est aussi symetrique, 
nous voyons qu’il existe alors des noyaux symetriqueStó ę et Z tels 
que les noyaux

iK(st) -f-J'Z^fsu) K(ut)d\i
et

i

o

soient symótriques. Cette definition est & rapprocher de celle des
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noyaux symótrisables de Marty1), et on peut dire que cette nou- 
velle definition s’obtient en ordonnant au sens de M. Bouligand2) 
la definition de Marty.

On peut aisóment, en appliquant les móthodes indiquees par 
Marty, montrer directement que ces noyaux ont des valeurs sin- 
gulióres róelles et simples, et qu’ils en ont au moins une. II est 
& remarquer dailleurs que ces demonstrations sont plus simples que 
celles de Marty, en ce sens qu’elles exigent moins d’hypotbeses sur 
le noyau symetrisant (il suffit ici qu’il soit positif au sens de Fred­
holm, cela entrainant alors qu’il est dófini, tandis que dans le cas 
de Marty, les deux choses etaient distinctes). Ce fait est unecon- 
sequence de ce que la nouvelle definition est bien ordonnee, alors 
que 1’autre ne 1’etait pas. Inversement d’ailleurs il est juste de dire 
que ces nouveaux noyaux forment un ensemble moins ótendu que 
celui des noyaux de Marty proprement dits. En particulier il n’est 
plus exact que tout noyau a valeurs singulieres distinctes et reelles 
soit symetrisable i ce nouveau point de vue, alors que ces noyaux 
sont symótrisables au point de vue de Marty.

Cette digression faite, je vais maintenant montrer que Fon peut 
resoudre pour les noyaux symetroides le probleme posó par M. 
Vito Volterra de la permutabilitó de seeonde espece.

On dit que deux noyaux sont permutables de seeonde espece, 
au sens de Volterra, si Fon a dans nos notations

HS = SH
alors S=H~'SH
et le transformó de S par H est identique a. S. Proposons-nous de 
trouver tous les noyaux H permutables a un noyau symótroide 
donnó S. Reprenons les notations employóes plus haut, nous avons 
vu que si on pose Ś=H~'8H
et si on dósigne <Sl la multiplicitó ponctuellement invarióe par S,

’) Voir au sujet des noyaux de Marty: Comptes-Rendus de 1’Acadśmie 
des Sciences, 6 Juin 1910, et Goursat, Traite d’Analyse, tome III, pages 
466 & 483.

’) Voir ii ce sujet une notę de cet auteur au Bulletin des Sciences Ma- 
thematiąues de Mai 1927.

9*  
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la multiplieitó ponctuellement invariee par est 21 transforme de 
21 par H_1. De móme si on appelle 6% la multiplieitó linóaire for- 
móe par les fonctions y/rt) fondamentales assoeiees eorrespondant 
& la móme valeur singuliere X,-, la multiplieitó formee par les 
fonctions i/r), fondamentales assoeiees du noyau £ eorrespondant 
a cette móme valeur singuliere X,-, est la transformóe de par 
H1. Pour que

il est donc nócessaire que les multiplicites 21 et cVq soient inva- 
riees sóparóment (chacune dans son ensemble et d’une maniere qui 
peut ótre queleonque) par le noyau H. Si N est symetroide ces con­
ditions sont de plus suffisantes pour la permutabilite de S et H car 
la donnóe, alors la móme pour /S et S, des multiplicites c%, des 
rapports d’homotótie eorrespondant a chacune d’elles, et de la mul- 
tiplicite <21 (formant avec les cTZ, un systeme complet et fermó) de- 
termine une seule transformation de Fredholm, celle justement 
qui a pour noyau S, on a donc

(a un ensemble de mesure nulle pres). Pour trouver donc les noy- 
aux H permutables avec le noyau symetroide S, il suffit de pren­
dre les noyaux invariant les multiplicites 21 et et de former 
ensuite leur associe.

Nous allons mettre en óvidence dans le paragraphe qui suit 
une autre propriótó des noyanx symótroides, propriótó qui laisse 
prevoir que ces noyaux doivent jouer un role important dans la 
theorie des groupes continua finis et infinis de transformations de 
Fredholm.

VI.

Le groupe continu it deux paramótres.

Nous allons d’abord dóterminer la transformation courante d’un 
tel groupe, soit

1 

<?(*)=/(*)  +/K(st\ab)f(t)dt 
0

le noyau K(st\at) de carró sommable en s et t pour
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est continu et derivable en a et b dans un certain domaine S) de 
variation de a et de b. Nous supposons de plus que ce domaine 
contient le point

a = 0; b — 0 
et qne

K(st\OO) = 0

de telle sorte qu’a ce point correspond dans le groupe la transfor­
mation identique. Nous dósignerons enfin par H(st\ab) le noyau in 
verse de K(st\ab) de telle sorte que

et que

de plus

i

i

o
u\ab) K(u t\ab')cl

H(st\ab) — //)

u 0

oń a' et b' sont fonctions de a et de b Eerivons qu’il y a groupe. 
Posant

et
i

o
on doit avoir

a/3j

ou a et sont fonctions de a, b. c, d. Prenons, comme il est clas- 
sique a, b, <x, fi, comme variables independantes. Alors c et d sont 
des fonctions de a. 6, a, ^3; g(s) est fonction de s, a, Z>, et on a iden-
tiquement

1 1

?(s) + if K(st\cd) g{f) dt — f(s) -J- (K(st\afi)f(t)dt
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le deuxi£me membre est fonction seulement des s, a, fi, donc
i i

^p(«)+ y ̂(s^icd)^(odd=^p(s)+ y =o
o o

on a par exemple

O
1

+ y7T(St|Cd)A^)rff = 0

o

et de móme en derivant en b Puis ensuite
i

o0
1 r 1

i
yaJs(st\cd)g[t)dt 

o

1

o

en posant
i 

y(st\cd) = ■^ .K(st\cd') -\- J* H(su\cd)^K(u\tcd)du,

o

— J'H(st;\cd'). I^tu|cd)|^ + ^Z^u|cd)|^p(w)</?« dt
° L°

i i

= J-C^st\cd)+ yHisu\cd')~K(ut\cdydu

O o

1
^^K(s/|cćZ)-|-J*K(su\cd)^K(ut\cd)dtc  9&dt

o

<? c

. r c?

d’ou
i

^5'(s) = —|^y7^t\cdiffit)dt - 

O

1

^(s) = — yyist\cd)gif)dt-
O

1

et



135

et
i

§(st\cd)

o

a) considórons maintenant le noyau ou e et tj sont
des infiniments petits equivalents d’un ordre que nous considórons 
comme le premier. On a au second ordre pres

\
K{st\erj) = eA(si) rj B(st)

avec

et
B(st) — U K(st\aó)l „-o

les deux noyaux A(st) et B(sf) sont naturellement indćpendants de 
a et b.

b) considórons maintenant la transformation de noyau

K(st\a + e, b -j- (sZ|«6) -|- e

au second ordre prćs; posons

^K{st\ab)

et 

il vient
i

o
i

o

ou au second ordre pres, en tenant compte de la relation entre H et K,
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1 
*(«)=/(«) + J'[ey(st\ab) ± qS(st\ab)]f(t)dt-,

O

et cette transformation ótant infiniinent voisine de la transformation 
identique, on a

ey(sź|aZ>) -|- t]§(s1|ab) — EA(st) -|~ HB(st)

ou E et H tendent vers 0 avec e et ą et sont des fonctions de 
e, t], a, b, seulement. De la on tire

y(st|aó) = p(ab) A(st) q(ab)B(st)
= r(ab) A(st) -|- s(aó).Z?(st)

i

0

1

0

1

=
0

1

— BtstMłldt-,
0

et les premiera membres ne dćpendant que de a et b, on aura
i i

^5'(s) = -p(«6) j A(st)g(t)dt+ Q(ab)J'B(st)g(i)dt-, 

o o
1 1

-^(s) = Z?(aZ>)JA(st)g(t)dt-\- S(ab) JB(st)g(t)dt-,

0 o

qui sont les ćquations intógro-differentielles du groupe.

Intćgration et conditions d’integrabilite.
S2En exprimant de deux manióres la dórivee seconde p(s)

et en posant
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1

o

il vient la condition

’dF__d7?\
,<§/> Sa )

SS\
Sa)

+ P[A . {R(A . jz) + S(B . <z)}] + Q[B . {R(A . g) + S(B . <?)}] -
- J?[A . {P(A . g) + Q(B ■ <?)}] - • {P(A ■ g) + Q(B • <?)}] = O

OU

(SP SR\ ,./SQ SS\ ,.R

[PS - QR] {f2t. (B . ?] - [B. (A. <?)]} = 0
avec

i

en posant

puis

1

= J' A(su)B(uf)du-,
o

[4. (£.</)] 

avec 

on doit donc avoir identiquement

(ps-«E><4B>=(s-S)^ + (s
Remarquons d’abord que PS— QR ne peut etre identiquement nul. 
En effet faisant dans les ćquations intćgró-differentielles du groupe
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D’ailleurs pour e et >/ infiniment petits on a au second ordre pres
1 1 

?(«)=/(») 4- eJ'A(st)f(f)dt tj JB(st)f(t)dt\

0 o

P(oo)=l; Q(oo) — 0; _R(oo) = 0; S(oo) — 1 
donc

et
(PS — (?J?)0= 1

o
ne peut donc etre identiquement nul, et la condition d’intógrabilitó 
trouvee plus haut donnę

1 (SR 
PS — QR \ Sa

^\A,_____ R.

Sb) PS- QR\Sa Sb) '

le premier membre etant independant de a et de ó, ceci exige

{AB} = aA + (3B
avec

1 (SR SP\ . 1 (SS SQ\
PS— QR\Sa Sb)' ? PS— QR\Sa~ Sb)'

ou a et fi sont des constantes de Structure. De ces śquations on 
tire immediatement, puisque a et /3 sont des constantes

Distinguons maintenant differents cas.
1) a et (3 sont tous deux differents de 0.
On a alors a cause de la condition prćcódente

an e op nfłR-aS^, fiP-aQ = s-



139

puisque a et /3 sont tous deux dififó-
oi U est une fonction arbitraire deriyable de a et de b dans le 
domaine 
rents de

S). II vient ensuite, 
0

ou V et

et

P=±ŁfI-2 fl[Sa ]’

2p[Sb ]’
W sont indćterminćes

PS— QR

!a da ’

S=^~_ŁL_^+id.
2a Sb

Ces formules donnent

r^_
[ da dój’2 a/3

SR SP 1 'SW SV dS SQ 1 rdir dF]
Sa Sb 20 Sa dfc] ’ da Sb 2 a [ Sa Sb J

R =

1

d’ou la condition
sw_sv_ wsu_ su 
Sa Sb~ Sa Sb

ou
SJU SW
Sa

SU SU
Sa Sb Sb

posant pour un instant

il vient, en multipliant les deux membres par v

da Sa
SW Sv

” " Sb
sv

VSb
ou

S_
Sa

puis
w STW==vSb'

ou T est une fonction de a et 
domaine S>, on a ensuite

de b definie et derivable dans le

P = 1 ld®. ST
2 [v Sa'VSa ]’ Q
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i ri d» §t~
“2 /3\v db^v

1 dv . dT 
vdb'vdb ’

et en revenant a la fonction U

j_r^
20\§b

m.
da da ]’

i e^l. 
§b Sb J’

inversement il est bien clair que

j|- (> + ,SP|

8b fiR aS

~ = e^[aS + ^R]

et ces conditions sont compatibles a cause des relations entre P, 
Q, R, S.

De plus il faut remarquer qtte pour a — b — 0 on a 

P(oo)=l; ę(oo) = 0; R(oo) — U; Ś(oo)=l 
et donc

U et T sont dóterminśs a une constante additive pres et comme 
leurs dćrivees existent pour a — b — 0 on peut toujours suppo- 
ser que

U(oo) = T(pd) = 0

2) Passons maintenant au cas ou l’une des constantes de Struc­
ture est nulle, soit par exemple

/3 = 0; a 4= 0
on a alors les conditions

1 $P\ 
a~PS—QR\da SbR da db

il existe alors une fonction U, dófinie et dórivable dans le domaine 
S) telle que
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on a ensuite

PS —

et la seconde condition

Sa Sh—^Sa Sb 
qui s’ecrit encore

ou en posant

rSU_SR_ pS_U_SP 
oa Sa Sb Sb

puis

U== Log v

<5 (R\ _ S (P>1U) Sb \ v t1

ST STR = v Sb ; VSa

oii T est une fonction de a et de b definie et derivable dans le 
domaine £>, on a ensuite en reyenant a la fonction TJ

et inyersement

tenant ensuite compte des yaleurs de P, Q, R. S pour a — b = 0, 
on a comme plus haut
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U et T sont dśtermines a une constante additive pres et comme 
leurs dćrivóes existent pour a = b = 0 on peut toujours supposer que

U(o, o) = T(o, o) = 0

3) Dans le cas maintenaut ou a et $ sont tous deux nuls, on 
a les conditions

SP SP
Sa~Sb'

ss_
Sa

SQ
Sb

d’oii on tire immśdiatement

Sa ’ V Sa ’ R =
ST 
Sb ’

o SU
S~Sb

ou U et T sont deux fonctions definies et dórivables dans le do-
rnaine 2) que comme plus haut on peut supposer toutes deux uul-
les pour

a = Z> = 0

Nous allons maintenant, dans chacun de ces trois cas faire un 
changement de variables ramenant les dquations intógro diffśren- 
tielles du groupe a une formę canonique. Nous prendrons dans cha­
cun des trois cas U et T comme nouvelles variables. On a alors 
en reprenant les notations employóes plus haut

+ (J5.<7)

+ (B.<Z)

d'ailleurs les conditions

1 _SUca_ s_us±
~Sa §U+§b SU’

SUSa ,8Ucb.
Sa ST'Sb ST’

SToa oTSb
Sa SU + Sb SU'

= cT8a ,S^Sb__
Sa §T' Sb ST’

0 =

donnent

ŚU~ ASb’

S«L__ISU.
ST~ bSb ’

Sb__ IST
SU~ &Sa ’

Sb _1SU^
ST~&Sa ’
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en posant
. = SU ST _ SUST 

Sa Sb ~ Sb Sa
par suitę

Sg _ 1 L, Jpo'77 p<m . ,p Jn<?T C<57’1|
SU Af4’i7)[Pd6 P<5a J + Sb “ 5<m|’
dg l\^^\pSU pSU],id JQ<^ n^ll4 ^=M); 

distinguons maintenant les differents cas.
1) On a, d’apres les yaleurs de P, Q, R, S

^ = 2a^e~u{PS - QR)

et A n’est pas identiquement nul puisąue PR—QS ne l’est pas, 
le changement de yariables est donc lógitime; il vient ensuite

OU

1 
J^W = 2^8 f laA(st) ~ ^^t)]g(t)dt

= 2^8 e</ flaA(.st) +

0

2) On a dans ce cas

A = ae~u(PS — QR)

le changement de yariables est legitime pour la meme raison que 
precśdemment; ensuite
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ou
i

= ~^f-dt
0

= eUfA (s 0 d t

O

3) Enfin dans ce cas

b = QR— PS

le changement de yariables est encore legitime, et

OU 
1 1

A(sł^^)dt'
O o

Revenons maintenant sur le cas 1, si les noyaux A et B sont
linóairement indćpendants, on peut poser pour simplifier

. _aA(st) + ^R(sf).
{S’~ 2 a fi ” ^St)— ’

et ces nouveaux noyaux ne sont pas identiąuement nuls on a en­
suite a cause de

{4.B} = a^ + J8R

. A] + afi{A . B} - fi2\B . R]J

=^tl°2[A ' A] ~ - B} ~ ^[B ’ 511

puis
{<9 . $} = Sb

et le systeme intógro-diffórentiel prend dans ce cas la formę ca- 
nonique

i

0
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J^(s) =euJ ®(st}g(t)dt;

O

Remarquons que les noyaux A et B peuvent tres bien vćri- 
fier la condition

{A.B} = aA + fiB

en ótant linóairement dćpendants, il suffit que

a A (i B = Q 
alors

{A. B} == 0 

et c’est la le seul cas ou ces deux conditions sont simultanćment 
remplies; la transformation indiquee n’est plus alors possible mais 
il faut remarquer que le systóme intógro-differentiel devient

i

o

Nous reviendrons sur ce cas singulier un peu plus loin. Dans le 
cas 2, A et B sont certainement lineairement independants, sans quoi

{A.B} = 0

ce qui est contradictoire avec

{A . B} = a A;

ici encore on peut poser pour simplifier

& — —B\ &> = A
a 

et a cause de
{A.B} = aA 

on a

. A] + . B] = ~{A . B} = ®

et le systćme integro-diffórentiel devient

i

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 10
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= euJ®(st)g(f)dt;

O

II y a donc identite entre les cas 1 et 2 qui sont reductibles a la 
meme formę canonique

if &WMdt-,
0

1

(s) = euJ Si(sf)g(t)dt-,

0

avec
{&.<©} = <©;

ceci a la restriction prbs, dans le cas 1., que A et B sont lineaire- 
ment indópendants.

Enfin dans le cas 3 on a a rósoudre le systeme intógro-diffó- 
rentiel

i i
=f ; ^(«) = JA^g^dt ;

o o

ayec
{A . B} = 0

ce qui revient a dire que A et B sont permutables de seconde es- 
póce au sens de Volterra. Occupons-nous d’abord de ce der- 
nier cas.

Soit g(s | U, T) la transformóe de la fonction /(s) pour les 
yaleurs U et T des paramótres, on a

i 
^g(3\V,T)=$BWg(t\V,T)dt-, 

0

et
i

0

et
y(s|o, o) = /(«);
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<7(S|o, T) = 7(S|7’)

on a
7(s|o) = /(s)

et faisant [7 — 0 dans la seconde ćquation du systeme

i

Ay(s|T) =jA^7(t\T)dt-
0

ou
1~g(s\oT) =fA (st)g(t\oT)dt-, 

0

c’est l’equation 
par suitę

intćgro-differentielle d’un groupe de Volterra et

i
7(s 1 7) = /(s) + f M(st\ T)/(f)dt

0

ou M(st\T) designe la somme de la sćrie uniformśment conver- 
gente pour toutes yaleurs de T

OO
M(St\n=2i^A(n>^

n 1

connaissant 7(s | T), g(s | U, T) est donnće par l’equation iutógro- 
diffćrentielle

i ^g(8\U,T)=J\st)g(t\U,T)dt 
0

ou on fixe le paramótre T et oA

0(s|o, 7’) = y(s T)

c'est celle du groupe de Volterra a un parametre engendrć par 
le noyau jB, on a donc 

N(st\ U)7(t\T)dt
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ou N(st | U) dćsigne la somme de la serie uniformćment conver- 
gente pour toutes valeurs de U

OO

n i

tenant compte de la formę de y(s| T7) il vient
1

Z7(s|P,r) = /(«) +JL(st\ U, T)f[f)dt
0

avec
1

L(«# | U, T) = T) 4- N(st | U) + JN(sa | U) \T)da;

Si on remplace M(st\T') et N(st\U) par leur dćveloppement en 
serie il vient pour L(st | UT) un dćveloppement en sśrie uniforme- 
ment convergent pour toutes yaleurs de U et de T\

L^st 11/, y) = - 1 + . A(nl] ;
m, n

Groupons dans cette sćrie aussi absolument convergente les termes 
homogenes de degre />, on trouye

avec
G« =___ A___

P ?!(?-«)! 

si d’autre part on cherche le p®me itere du noyau

UBist) 4- TA(st)

on trouve, a cause de la permutabilitó supposće de A et de B. pre- 
cisćment

(ZTB+ 714= UPB™ 4- U"-1 T[B^ . 4] +
4- C2 Up~2 Tt[B(p-v. 4™] 4-...

on a en effet successivement
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(UB-\- TA)™ = UB + TA
(UB 4- TA)™ = U2B™ 4- UT[B . A] 4- UT[A . 13] 4- T2A™ 

= U*B™  4- 2 U T[B . A] 4- 712 Am
(UB + TA)™ = U2 B™ + 2 U*  T[[B. A]. B] + UT*  [A™. B\

+ U2 T[B™. A] 4- 2 U T2 [13. A™] 4- T3. A™ 
= U»B™ + 3 U2 T[BV . A] 4- 3 UT2[13. J.<2>] 4~ 
4- T3. A™;...

et la loi est evidemment gśnórale. On a donc sous une formę plus 
concise

OO
L(st I U, T) = V1 (UB 4- TA)™

jU pi
p i

ou en employant un symbolisme de sens óvident

L(st\ UT) = eCBB+TAJ — 1.

Cette derniere formę permet de trouyer un thóoreme d’addition in- 
tegral pour L(st\UT). En faisant le produit A la Fredholm des 
deux noyaux L(st\UT) et L(st\U' T') on trouve

^e(UB+TA) __ _ ęeCC'B+T'AJ ____ . j)j gl-UB+TA) _j_ e(U'B+T'A) ____ g

ou en simplifiant eKc+^J+cr+r-MJ_  1;
on a donc le thóoróme d’addition intógral

4- jL(sa\ UT)L(at

Z(sl | (1/4- U'),(T4*  T')) — L(st | U, T) 4*  IJ(s | U', T‘) 4~

U' T')da\

Le calcul que nous venons de faire pour determiner Z(si| U,T) 
prouve que si la solution existe elle est de la formę trouvee, il 
faut maintenant verifier que l’expression obtenue satisfait bien au sy­
steme considóre, ou bien, ce qui revient au meme, que le noyau 
-L(sl| 17, T) satisfait au systóme intógro-differentiel

i
^L(si| U,T) = B(sf) + fB(sd) L(at\U. T)da;

0
1

~L(st\U,T)=A(st) + f A(sa)L(at\U,T)da-,
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cette vórification est aisee, ou a en effet
oo

| U, T) = B(st) +^V1 + TA^]

p 1

oo
^L(st \U,T) = A(st) 4-i M • (U B+ TA)™] 

p 1

et
oo

p 1

00

[B.L] = 2^A.(UB-YTAr] 

p i

d’ou la proprićtó annoncśe. II faut bien remarquer que tous ces cal- 
culs reposent essentiellement sur 1’hypothese que A et B sont per­
mutables, ce qui permet d’y traiter les symboles [AtmJ. B™] comme 
des produits.

Nous trouvons donc ainsi un groupe fonctionnel fini continu 
qui, comme il resulte du theoreme d’addition iutegral, est abfelien 
et isomorphe au groupe des translations dans un plan. Ce groupe 
est l’extension immediate, au cas de deux paramótres, du groupe 
de Volterra dont nous avons rappele plus haut la dśfinition. On 
peut maintenant aisement imaginer la formę du groupe de V o 1- 
terra a r parametres dont la transformation finie est 

i

(ż = l;2;...r)

avec symboliquement
o

les noyaux A^st) etant deux a deux permutables Le systeme intć- 
gro-differentiel attache a ce groupe est

i

Absf)9^dt (i=l;2;r)
O

les parametres ?7Z sont les parametres canoniques, le groupe est 
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abfelien et isomorphe au groupe des translations dans 1’espace & r 
dimensions.

Passons maintenant a 1'autre alternative qui seule donnę des 
choses yraiment nouyelles. Auparayant nous dirons un mot du cas 
singulier signale plus haut, a savoir celui oń le systeme intćgro- 
diffćrentiel se róduit a

As,(s) = o
0

il est alors bien clair que y(s) ne dśpend pas de T, et que Fon a

avec

Les parametres initiaux a et b ne sont donc pas essentiels, et le 
groupe se reduit a un groupe de Volterra a un parametre.

Abordons le systeme intćgro-diffśrentiel canonique

0

U, T) = J'UT)dt‘,

ó
ayec la condition de Structure ou d’intógrabilitó

{&. = Si

soit la condition initiale
y(s|oo) ==/(«)

posons
Z7, o) = v(s| Z7) y(s|o,7’)= 0(s| 7’);

avec 

on a en faisant successiyement 71=0 et U — 0 dans la premiśre 
et dans la seconde
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O

o

qui sont des óquations intćgro-diffórentielles de groupes de V o 1- 
terra de telle sorte que

i

0

1

0(S|T)=/(S)+ 17)/(<)<//
o

ou @U et e% dósignent les sommes de sóries absolument et unifor- 
móment c.onvergentes pour toutes les yaleurs de U et T

| U) ~ (sty &i(si \t)=2 ^\sty
nl ul

on a ensuite par les memes formules, soit
i

o

soit

qui donnent respectivement
i

o

et
1

g(s\U,T)=f(s) +J'L2(st\

avec i
Z1(sf|i77)=g)?'(si|7,)+ t7)-ł- J'S^(sa\U)5)l(at\T) da;
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et
Ls(sf| UT)=. e>K(st\U)+ e>l(st\euT) -\-

i

o

il faut maintenant montrer 1’identite de Lt et de L2 moyennant la 
condition

{<£. = ®
Partons de

[<3T. Si] = [Si . El] + Si
que nous ćcrivons symboliquement

[&.Si\ = l®. (<&+ 1)]
on a

[&m .Si] =[&.[&, Si]\ = &. 1)]] = [[ĆZ. $].(#+ 1)]
= [&.(& 4- l)8]

qui se developpe en

[<gr<2). $] = [Si . <SZ(2>] + 2 [& . ĆZ] + ®
puis

[<sz<3>. Si] = [&. [Si. (tf 4-1)*]]  = [[&. . (<gr + 1)!] = [Si. (& + i)8]

qui se dóveloppe en

[ĆZ<3> .&] = [&. <9r<3)] + 3 [^ . 0(2>] 4- 3 [Si . &] + Si
la loi est śvidemment genćrale et on a par suitę

[&<">. Si] = [SS
II vient en second lieu

n
[&<”>. ®(2>] = [[&. (<ar 4-1)<">]. &] = [[Si.

LL p o J J
rt n

[[<®. 04. Si\ = £<?„ [&<2>. (ćz 4-1)4

= . (2 4- <sty]
On verrait ainsi de proche en proche que

[&<”> . ®<m>] = [SiM . (m 4- ®)<n)].
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Proposons nous inversement de dóvelopper [$(n). en une 
somme de termes de Ja formę

[&W . <©<«’];
Partons cette fois de

P^.ĆZ] — 1)$];
d’ou

[®. &<2>] = p#— i). . <ar]j = [(#_ 1)2.

qui se dćveloppe en

[<®. = [&e>. $] — 2 [&. <®] + <®

puis on a ensuite comme plus haut

[<®. ĆZ<">] = [(OT — 1)W.&]

et il vient en second lieu

[^(2) . #(»)] _ & _ 

enfin on a de la mśme maniere

[<$<"” . <2(")J = [(<gr — m)C) . $(”>)]

nous sommes maintenant en mesure de transformer tdut symbóle 
de la formę

[.. . . <Sl(pil. ... ]

en une somme de termes de la formę . <®(n)] ou
au choix.

Ceci pose on a
oo oo

WI r,t)=£W+2^v+ 
P 1 q 1

00 oo
wi Up Tq wi Tlp Tq+2 w !®"’ *’i=2 i®" • ®“i -1

pql r 1 no 11
portons maintenant notre attention sur L2 et tout d’abord sur l’in- 
tegrale

&l(sa\euT) e>7l{at\U') da 
i
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cW et afl etant des sśries absolument et uniformóment convergen 
tes, cette intógrale est egale a la somme de la sórie aussi absolu­
ment et uniformement convergente

oo
^—^TpepJ> Uq[3i^ . #<’>];

si dans cette serie on remplace l’exponentielle epl' on obtient une 
sórie a triple entree qui sera elle aussi absolument et uniformement 
convergente, cberchons dans cette derniere serie le terme en Tp Uq, il 
s’ćcrit ćvidemment

T"u' {Ji[®"’ ■ s"’1+(F=TT; n [®w ■ +

+ *1}

si on lui adjoint le terme en Tp. UQ provenant du developpement de
OO oo oo

&l(st\ e°T) = Jg TpepUSW = 22 ~—}Tppq UqSi{p}\
pi z> 1 « o ’

on trouve sans peine comme coefficient de 7T</,) Uw dans le deve- 
loppement dśfinitif

. (p 4- <£<«>. ®'p);pi ql pl ql

et on suppose dans ce calcul p 1, si nous ajoutons les termes 
provenant de a)K(st\U) on voit immediatement que le dóveloppe- 
ment definitif de L2 est

PQ0 ! i
on a donc

Zx(st|?7,

et les deux expressions trouvśes plus baut pour </(s| UT) sont donc 
identiques, et la maniere dont on les a obtenues montre que <?(s| UT) 
est la solution unique, avec les conditions initiales donnśes, des 
deux equations integro-diffśrentielles, alors compatibles, moyennant 
la condition
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{&. &,} = &>

du groupe, et l’equation indófinie de eelui-ci est en dśfinitive

avec

<?(» | U, T) = /(s) 4- JL(st | U. d,
0

L{st U,T) = £ - 1;

pqO

Mais cette fois Gl et Sb n’ótant plus permutables, il n’y a plus de 
theorbrne d’addition intógral pour le noyau L(st\U,T) et le groupe 
n’est plus abelien.

II est intćressant de dóterminer les parametres V" et T", de 
la transformation du groupe obtenue en composant les transforma­
tions correspondant respectivement aux parametres U, T et U',T'. 
Partons pour cela des deux noyaux L(st\UT} et L(st\U'T') et 
calculons 1’intógrale

i

UT)L(at\U'T')ds
0

tenons compte de
y—TTP Tp

Z(sZ| UT) . ®<9>]
p p F q

ou le sigma astórisquó signifie que dans la sommation on prend 
toutes les combinaisons d’indicesp et q sauf la combinaison p — q = Q^ 
dans ces conditions 1'intógrale [L. L'] est la somme de la sórie uni- 
formóment et absolument convergente

avec la meme convention de sommation, or on a

[[aw. . <ar(r)]. =

et par suitę
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remplaęant les produits symboliques . <®(,). . <f3w] par leur
yaleur 1’integrale considśree apparait comme une somme a quintu- 
ple entree dont le terme gśneral est

ou mieux

avec les conventions de sommation suiyantes:
p et q yarient tous deux de 0 a 1’infini, et ne sont pas simultanć- 
ment nuls, r et s yarient tous deux de 0 a l’infini et ne sont pas 
simultanćment nuls, enfin a yórifie les indgalites

0< a<r

On voit aisćment que cette serie a quintuple entree est absolument 
conyergente. Posant en effet

|U-| = u; |7| = 0; |17'| = u'; |7'| = 0'

la yaleur absolue du terme generał est

ypę^y^e'5 (gi/)r-a 
p\ q\ a! s! (r— a)!

et cette nouyelle sćrie conyerge. Pour le montrer il suffit de faire 
voir que cela a lieu quand on la somme dans un ordre quelconque, 
puisqu’elle est a termes positifs. Faisons d’abord la somme par 
/>, q, a, et s constants, et faisons yarier r de a A l’infini. On trouve 
ćyidemment comme somme

v" 0’ v'a &s________
p! q! al s!

Si nous supposons maintenant que pour toutes yaleurs des yariables 
on a, en dósignant par A et B deux constantes positives

(si cela n’avait pas licu pour <21 et Si, ce serait certainement le cas 
pour 6Z(2) et e3(2)) il est bien clair qu’il en rósulte 
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et le terme generał de la proposśe est inferieur en valeur absolue a 

(gv'r° A„+aBo+1
pl ql a! s! (r — a)!

sommant cette dernifere serie par p, q, a, s, constants, on trouve 
comme plus haut

,,p
- -j- e’”' Ap+a Bq+s

pl ql a! s!

on acheve facilement la sommation en faisant d’abord la somme 
des termes ou 

p-[-a = P-, q + s=Q;

filii de tels termes dont la somme est

1 +

il y a un nombre

F! ę!VU_t"UJ' 1-ae"P,-a’

II y a cependant une petite discussion a faire a cause des condi­
tions aux limites:

1) P =|= 0, =|= 0 — Nous venons de faire la sommation pour
toutes les solutions entieres positives ou nulles des óquations

p-{-a = p- q-]-s=Q

mais il faut óliminer la combinaison

p = 0', a = P; ^ = 0; s == Q

et donc retrancher le terme

v'p O'Qv p jp ~RQ 
Pl’Ql ’

de meme pour la combinaison

p — P-, ct = O; q=Q', s = 0

il faut retrancher du terme correspondant, qui est

vp0Q RQ
P!Q!

la portion provenant du cas ou r est nul, a savoir

~~AP BQ
PI Ql 
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et la vóritable somme est dans ce cas

Ap BQ
+ uT(0e’" + 3')Q -vP°Q- v'Pe'Q}

2) une discussion toute identique montre que si P — 0; Q ={= 0, 
la vóritable somme est

yey — eQ-e,Q}
et que si P =}= 0, Q — 0 la veritable somme est

enfin il faut exclure le cas oii P = Q = 0. La serie double que 
nous venons ainsi d’obtenir est convergente et a óvidemment pour 
somme

ou
eA(v+v)+B(0eV'+^v'-> __  gAv+B() __  gAv'+B6' _|_

L’absolue convergence de la proposee est donc demontróe, pour la 
sommer nous procederons comme plus haut et nous chercherons le 
coefficient du produit symbolique

Une analyse toute semblable donnę comme coefficient de {£Z(P). o8(9)};

Uy\Te~u' + Ty — Up Tq — U,pT,Q}-,

comme coefficient de

^{(Te-0' + Ty — Tq — T'Q}

et comme coefficient de Ć2(P) 

la combinaison P — Q = 0 est exclue. La sommation dćfinitive est 
immódiate en tenant compte du dćveloppement de L(st\UT)', on 
trouve
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L[st | (17+ Z7'); {Tir'1' + T7')] - L(st | UT) - L(st | U' T'); 

et par suitę le produit a la Fredholm des noyaux L(st | UT) et 
L(st\U' T') est

L{st\{U+ U')) (7V°'+ 7"))

la question que nous nous śtions posśe initialement est donc rćsolue 
et la loi de composition des parametres canoniques U et T est

U" = t7+ 17'; T" = Te-”' + T'

en particulier la transformation inverse de celle de parametres U et 
T a ses param etres definis par

17 + J7 = 0 ; Te-*'  + T' = 0
d’ou

U' = —U\ T' = —Te”.

Nous voyons donc en rćsumó qu’il y a deux types de grou­
pes a deux parametres: le groupe permutable ou de Volterra gó- 
nśralisś et le groupe non abelien que nous venons de determiner. Le 
premier est attache A tout systeme de deux noyaux permutables et 
le second a tout systóme de deux noyaux A et B admettant une 
Structure, c’est-a-dire lineairement independants et tels que Fon ait

{A . B} = aA + ^B-

avec a et fi differents de 0. Nous allons maintenant donner quel- 
ques propriótós d’un tel systeme de noyaux.

II est particuliórement interessant d’ótudier ce qui se passe 
pour deux tels noyaux A et B au point de vue des valeurs singu- 
lióres et des fonctions fondamentales. Si f est une fonction fonda­
mentale du noyau A, nous dirons que p est la rvaleur spectrale”' 
correspondante si on a

Cette valeur spectrale est lióe a la valeur singuliere corres­
pondante a la meme fonction fondamentale par la formule

A une valeur spectrale diffórente de 1, correspondent un nom­
bre fini de fonctions fondamentales linóairement indópendantes. Si 
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p est egal a 1 (cas d’une valeur singulifere infinie) on a comme 
fonctions fondamentales correspondantes, les fonctions fondamentales 
spćciales telles que

A[f]=f

qui sont invarićes par la transformation de noyau A. Ajoutons en­
core que nous donnerons a toute diffórence de deux valeurs spec- 
trales le nom de raison spectrale.

Ceci pość eonsidśrons deux noyaux A et B admettant une 
Structure de constantes a et /3, et designons par f une fondamentale 
du noyau A, de valeur spectrale p,

A[f] = pf.

On a en gśnóral

et puisque A et B admettent une Structure

= aA[f] + £B[/] - (« 4- 3)/+ f
d’ou

= aA[f] + $B[f] - (« 4- (i)f
mais f etant fondamentale directe pour A

A\f\=pf

posant donc
-»[/] = £?

on a
^01 — P9 — apf+ fig — (a

OU

~ (p + = l«(p — 1) — fflf;

De la m&ne maniere si A et B designent comme de coutume 
les noyaux associćs de A et B. ces noyaux admettent la Structure

{AB} = — aA — $B

donc si f est une fonction quelconque, on a

= /■(« + fo- aA[f] -

et si h est une fondamentale associće correspondant a la valeur 
spectrale p, telle que Fon ait
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 11
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-on a en posant
A [A] = A

B[A] = k

A[k] -(p-fi)k=- [a(p — 1) - fi]h
k et h sont donc solutions d’śquations de Fredholm, qui, selon 
les valeurs des constantes sont de premiere ou de seconde espece 
avec ou sans second membre. Mais dans tous les cas, si on cher- 
che pour ces óquations des solutions respectivement des formes

k — Aj h

on trouve immśdiatement que de telles solutions existent toujours 
en prenant pour X et Ax les valeurs (pouvant etre nulles)

A = A, = [1 — (p — 1) “J ;

et cela quelles que soient les valeurs de la constante spectrale p et 
des constantes de Structure a et /3 (essentiellement diffórentes de 0). 
Achevons maintenant la discussion. Prenons d’abord le cas des fon­
damentales directes. Si p n’est pas une valeur spectrale, l’ćqua- 
tion en g a une solution unique, qui est donc

Si au contraire p -j- fi est spectrale on a

oii /j est solution de l’śquation homogene

et si p -fi- 2 fi n’est pas spectrale, on peut affirmer de la mśme ma- 
nibre que

un calcul aisś montre alors que
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et ainsi de suitę de proehe en proehe. S’il existe une „sórie spec­
trale" a n termes de raison fi, c’est-adire si

P5 p + p—l)y3;

sont des yaleurs spectrales, et si p + nfi n’est pas spectrale, on 
a suceessiyement

A[f] = pf
et

avee
4/iWWi

puis
B [/,] = [1 - (p + 3 -1) j A + /,

avec
^[/!] = (p + 2i8)/2

etc., et enfin
[1 - [p + (« -1)£ - 1] |] /„_!

puisque p -|- nfi n’est pas spectrale. On peut d’ailleurs remarquer 
qu’on peut prolonger indefiniment ces formules en óerivant pour 
toutes yaleurs de m les formules rćcurrentes

*[/„] =
avec

■4-L/m+ll ---  Ł° + (m 4“
p fi-nfi n’etant pas spectrale fn est nul, donc aussi tous les fm pour 
m n. Enfin par un calcul facile on voit que, d'apres ces formules

ce qui montre que

11*
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est une fondamentale pour le noyau B, correspondant a la valeur 
spectrale — (p — 1) j .

Ajoutons encore un fait important. Employons la notation
i

o

on a, pour toutes yaleurs de 1’indice m,

fm+l --- B[fm\ -- 1 _ (p 4. -!)«]/,,=

-- (-B'tm) -\-(p

et
(V.) = (p -r ;

donc
A+l = (Bfn ) (A/m) = 1 [aA + /3B)fm];

et de proche en proche

+W-/J;
en designant par (aA -f- le m-eme iterś du noyau (aA -j- /3-B).
On peut donc ścrire, puisgue fm deyient nulle pour n,

en designaut par S la somme de la sśrie absolument conyergente
OO

-or m\ m 1

Le meme rósultat subsiste s’il existe
c’est-a-dire si

1 .
a fi

une sórie spectrale infinie,

p mfi

est une yaleur spectrale pour toute 
nulle de l’indice. On voit alors que la

yaleur entiere positiye ou 
sśrie
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converge absolument et a pour somme S[/J, par suitę que
m\

BIB

tend vers 0 pour m infini, et donc, d’aprfes la formule

que Sf/] est fondamentale pour B avec la yaleur spectrale

i — (p — i)^;

On preciserait sans peine le raisonnement, nous ne nous y attarde- 
rons pas.

Un calcul tout semblable donnę les resultats correspondants 
pour les noyaux associes A et B. Posant successiyement

^[A] =
ayec

= (p — 
puis indófiniment

avec

= (p — + !) $ ^+i
enfin comme plus haut on yśrifie que

+
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si donc il existe a partir de la yaleur spectrale p une sćrie spec­
trale dócroissante d’ordre n, c’est-a-dire si on a les yaleurs spectra - 
les successiyes

p; p —3; p —p —3£;---;p —(w —1)£
et si

p —

n’est pas spectrale, hn est nulle pour et 

est une fondamentale associóe de B correspondant a la yaleur 
spectrale

De plus on a successiyement

puis

A, — @ [(a-d- + fiB). A]

A2 = -g [(a^A . Aj]; ...

A„ __ 1 |7a71+/3^) 
m! an n! \ a/3 / ’

et donc

A A.
1! a 2!a2

est dans tous les cas, (menie dans celui d’une serie spectrale dó- 
croissante infinie) une sórie absolument conyergente ayant pour somme

en posant 

(a A 4- ftB\™ 
\ a/3 /

somme qui est fonction fondamentale associće pour B correspon­
dant a la yaleur singuliere
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II est a remarquer que, d’apres ce qui a śtó vu dans le pa­
ragraphe precódent, on a

Z(st) = S_1(si);

On peut recommencer le calcul en changeant A en B, B en 
A, puis a en — /3 et /3 en — a. Et de la meme maniere on con- 
state que si u est une valeur spectrale pour 

est une valeur spectrale pour A, et que dćsignant par f' et h' les 
fondamentales direetes et associóes correspondantes pour jB,

s-V'];
et

S[A'];

sont respectivement des fondamentales direetes et associees pour A 
correspondant a la valeur singuliere

remarquons du reste que si

on a inversement

En definitive, resulte de la comparaison de tous ces rćsultats 
que si les noyaux A et B admettent la Structure

{AB\= aAĄ- /3B

a toute valeur spectrale p de A correspond une valeur spectrale 
p de B lióe a p par la formule

et reciproquement, autrement dit les valeurs singulieres X et 0 de 
A et B sont proportionnelles, on a
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De plus si p et p sont deux yaleurs spectrales se correspondant et 
si cW et 31 sont respectiyement les multiplicitós linóaires forntóes
par les fonctions fondamentales 
pondant a la yaleur spectrale p, 
par les fonctions fondamentales 
pondant a la yaleur spectrale p 
31 par les formules

311' = S[ćW];

directes et assoctóes de A corres- 
les multiplicitós 311' et 31' forntóes 
directes et assoctóes de B corr^s- 

s’obtiennent en transformant 3H et

Un cas particultórement simple, important et qui est d’ailleurs le 
cas gśnśral est celui ou 1’ensemble des p n’admet aucune raison 
spectrale egale A /3, ou encore, ce qui est equivalent, celui ou 1’en­
semble des p n’admet aucune raison spectrale egale a a; ce qui 
precede montre alors que le noyau S inyarie les 311, et que le no­
yau S inyarie les 31. A et B ont alors mómes fonctions fondamen­
tales. Dans le cas ou il n’en est pas ainsi, considórons le trans- 
forntó du noyau A par le noyau S.

2 = s-1as

Nous avons vu que A avait memes singulieres que A et qu’on pas- 
sait des multiplicitós fondamentales 311 et 31 de A k celles de A 
par la transformation

3W = S[3K]-, 31' = ó'-1 [ 31];

D’autre part si K est un noyau quelconque et l une constante, le 
noyau IK a eyidemment memes multiplicitós fondamentales que K 
et ses yaleurs singulieres s’obtiennent en multipliant celles de K

par —. De cette remarque rósulte que les noyaux B et —A 
« p

ont memes multiplicitós fondamentales et memes yaleurs singulieres.
Voyons maintenant ce qui se passe dans un cas particulier 

important, celui ou le noyau A est supposć symetroide. Tout d’abord 

il est bien clair qu’alors — A, A et — ~ A sont aussi syntótroi- 

des. Si on suppose en outre, comme cela a lieu dans le cas genó- 
rai, que les constantes de Structure ne sont pas raisons spectrales,. 
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on peut affirmer que B et — ont mśmes valeurs singulieres 

et memes multiplieitós fondamentales; mais —~A ćtant symetro- 

i'de il n’y a qu’une seule transformation admettant ces valeurs sin­
gulieres et ces fondamentales, dont le noyau ne peut etre que 

— on a donc a un ensemble de mesure nulle pres

aA + /3B = 0

et les noyaux A et B sont dans ces hypotheses proportionnels. Ils 
ne sont pas linóairement indópendants et il n’y a pas vóritablement 
Structure. Si donc, comme nous continuons a le supposer, A est 
symetroide, il est nócessaire que B, par exemple, soit raison spec­
trale pour le noyau A. Faisons donc maintenant cette hypothese 

alors — ~A est toujours symćtrofde et un raisonnement identique
A.

A celui que nous venons de faire a 1’instant montre que

«A-|-35 = 0.

II est interessant de prściser autant que possible en quelle mesure, 
dans ces hypotheses, A et B sont differents. Bornons-nous d’abord 
a un cas particulierement simple, celui oh 1’ensemble des p prćsente 
une et une seule serie spectrale de raison /3,

P", P + $

supposons encore p diffórent de 1’unitó, ainsi que p -)- /3, et imagi- 
nons de plus que les multiplicites fondamentales de A correspon- 
dant a p et a p fi soient une fois etendues Plus prćcisóment 
soient <p1 et cj>2 les fondamentales direćtes correspondant a p et a 
p-j-jB, et i/rj et i/r2 les fondamentales inverses correspondant aux 
memes valeurs singuliferes, on a

[0i -Vi] = [02 • 0-2l = 1; [0i • 'ki] = [02 • ■'AJ = 0

B a pour valeurs singulieres eorrespondantes

qui sont toutes deux differentes de un, et les fondamentales sont
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</>; = = </>j + z</>3; = s = V"!;
</>ś — 8[</>s] = </>2 ; ^2— S-1^] — i/r2 4- nii/r, ;

Designons maintenant par Z un noyau tel que Fon ait

2[^>j] = £[</>!]; X-1IVi] —

2[02] = £[</>,];• I-1^] — 'S-1[i/r2]
et posons

SZ-1 = S'

il est bien elair que ce noyau S' invarie les fondamentales direc- 
tes de A, et que S'-1 invarie les fondamentales inverses. Or comme 
A est symetroide le systeme des fondamentales directes, par exem- 
ple, est complet et ferme, S' invarie par suitę toute fonction de 
1’espace et est donc presque partout nul; on a donc a un ensemble 
de mesure nulle pres

s=z.
Cherchons Z de la formę

Z(st) = A<j>l (sp/r, \t) 4- 5^>1(4^2 (0 + ^</>s(4Vri W + ^02(4^(01

il vient
] = </>i 4" + C’</>2

2[^>2] = </>2 + #</>i +
d’ou

A = B = D = 0
et

$($£)= Ctf>i(s)xjr-L(t')
puis ensuite

— — C'qt>2(4Vr1(0

S(st) = 0^(0^! (4 = -
d’ou

łS_1[Vr2] = ^2 —
qui sont bien de la formę indiquee. On a donc
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A — S 1AS —A(sf)4~ J*S(su)A(ut)du A (su) S 1(ut)du-j~

o o
1 1

*4" J*  J*S(su)  A (uv) t~)dudv
o o

= J.(sf)-|- j'c<h.{s''!'<h {u)A{uf)du— Ca(su') C(f)2{u')x/ri {t)du

o o

1 1

VA*  2(s)i/r1(w'yl(Mi/)^>2(v)i/rl(Z)<i!w(7p — A(st) — /3C<fa(.s')y//-1(t)

o o

en tenant compte de la formę supposee de S et des relations de 
biorthogonalitó. Enfin il yient en definitiye

B — — fi A— ^A-|- aC</>2(s)iAi(f);

-et on yerifie sans peine directement que

{AB} =aAipB = a^ C<j>2 (s)^ (f);

Telle est donc dans ce cas la formę du noyau aA-^-flB., il est 
a remarquer qu’il n’a pas de yaleurs singulieres et que tous ses 
iterćs sont nuls car <p2 et sont orthogonaux. Traitons mainte- 
jiant un cas plus generał, celui ou on a une serie spectrale d’ordre 
n et une seulement, dont les termes sont de plus tous diffóreuts de 
1, avec 1’hypothese supplementaire que les multiplicites fondamen­
tales correspondant aux yaleurs spectrales de cette serie sont toutes 
une fois etendues. Soient comme plus haut

p} P + “ /3;p + {n —l)/3

les yaleurs spectrales de A pour cette serie,

> ^>2 > </>S ? • • - > ,

les fondamentales directes de A, et

Vrii '•As»■ • iA«’
les inyerses avec

[fa ■ ■>A/J = e-f

Les fondamentales correspondantes de B sont de la formę
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<Ai = £[</,,] = </>i + a](j)2 -j- «2^3 • • • 4“ °i-i <j>n

</>2 = =...............</>2 + «2</>3 • • • + °n-l </>n

</>3 — ^[^>s] ==............................ </>3 • • • 4*  an-l <ł>n

An = =....................................................................................... (/>„

pour les directes, et

— ^[^1] = Vzi
44 = S-1^] = b11t/r1-\- ,/r2
t/tŚ = S-1 [i^s] = btyi + ^3 + ^3

A'n — S '[^n] ----- t>" 1^rl 4“ ^2 1Vr2 4“ ^3 ^3 4“ • •• 4~ ^n-l^n-l 4“ An

On montre ensuite comme plus haut, a cause du fait que A est 
symetrofde, qu’il y a un seul noyau S possible; cherchant donc £> 
de la formę

n

S(st) =«u&A)Aj(ł')

tjl
on a

n

#[</>*]  = <Z>*  4- aik<tAs')
i 1

(Je 'CJ n)

et a cause des yaleurs de <p',

et

d’ou

a,y=0 pour i

atj = pour i > j

si on ścrit ensuite que 
'SIVr4 = Vr*

on trouye des conditions entre les a et les b qui ne sont autres 
que celles qui expriment que

[</><'. t/tJ] — e,y;
Disons seulement, comme on le yśrifierait sans peine, que Fon peut
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considórer les a comme —---- - constantes arbitraires et que les

b sont alors dóterminós d’une manióre unique. Ajuutons encore que 
le noyau S ainsi dóterminó n’a pas de valeurs singulieres et que 
tous ses iterós sont nuls; par suitę

puis
1

^‘s{su)A{ut) d
n

U ■

Jl

n

S"1 = — s

n 1= y ya^^s). I A(ut)i/r/u)d 
i i lv+l o

.1 n=2 -1 + o - V® <^4>AWAt)

[ij+l

il
et

J*A(sw)  - 1) +
o -

1 1
y j’s{su}A{uv} S~1{vt) = O
o o

n

A = A-}-p^ J£aji-Aj — i) łA^

on en deduit que

et que

d’ou

04-1

rt

\ij+l 

n

B = -“ A
P i i V7+1

O

n

J 1

n

i i

j 1

n

n

u

Ici encore on peut vćrifier directement que
n n

{AB} = aA + ^=a^ Jgai-Ai ~j) &&M i
1 1/4-1

On a des rósultats analogues póur nne sórie spectrale infinie a con­
dition de prendre les constantes arbitraires a de telles manieres 
que S soit une sórie absolument convergente, et on sait qu’il doit 
en etre ainsi a priori. Le calcul est un peu plus compliquó sans 
que le rósultat change, si on suppose que les multiplicitós fonda­
mentales correspondant aux valeurs spectrales d’une sórie spectrale 
sont plus d’une fois ótendues (ce qui pourra arriyer en particulier 
si l’une des valeurs de la sórie est egale a un, auquel cas les mul- 
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tiplicitós spectrales correspondantes pourront etre infiniment eten- 
dues). Nous ne nous etendrons pas sur ces calculs et nous ćnonce- 
rons tout de suitę le theoreme.

Si deux noya,ux A et B admettent une Structure, et si Vun est 
symetroide, l’autre lui est en gdneral proportionnel et il riy a pas 
oeritablement Structure. Cependant si on peut affirmer qu’il y a bien 
v£ritablement Structure, alors il y a singularite spectrale et 
les constantes de Structure sont des raisons spectrales. De plus le cro- 
chet des deux noyaux est un noyau sans valeur singulibre dont tous 
les iteres sont nuls, et il s’exprime uniguement en fonction des fonda­
mentales d~un des noyaux, correspondant aux naleurs spectrales faisant 
partie des series spectrales.

Comme consćquence de ce dernier fait, signalons que si l’on 
met alors la Structure sous la formę eanonique vue au debut de 
ce paragraphe, en introduisant les noyaux

Z a/3
et

„_aA + l3B
® 2afi 

tels que
{&&} = 

on a
{AB} — 2 aft .Si

et donc Si n’a pas de valeurs singulieres et tous ses iteres sont 
nuls. II en resulte que si on construit le groupe b deux parametres. 
correspondant a la Structure (fil, SU), groupe dont la transformation 
courante a pour noyau £(st | U,T), qui comme nous l’avons vu est 
la somme de la serie double absolument convergente

OO JTm rpu 
£{st\U,T) = -l+2 • ®(n)]

m^n 0

on constate que ce noyau £ se róduit a
OO oo

£(st\vT)= 
ml mlml ml

et est donc, par rapport au parametre canonique T une fonction 
du premier degró seulement.
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Nous avons vu plus haut que les noyaux symetroides ćtaient une 
genśralisation naturelle, et vraisemblablement la plus ótendue qu’il 
soit possible d’imaginer, des noyaux symetriques. Si d’autre part on 
remarque qu’ćtant donnśs deux noyaux symćtriques A et B, le cro- 
chet de ces noyaux

o o

est symetrique gauche, et si on en dćduit, comme il est bien clair 
que deux noyaux symśtriques ne peuvent admettre de Structure 
(a constantes non toutes deux nulles), il apparaitra que le thćoreme 
que nous venons de demontrer est une góneralisation ótendue de 
cette proposition evidente.

Terminons en donnant de ce thćoreme un autre śnonce, peu 
different mais qui, a certains egards, peut paraitre plus prócis.

Etant donnć un noyau symetroide A, et des constantes de Struc­
ture a et fi, si on se propose de troueer tous les noyaux B tels que

{AB} = aA -f- fiB

le probleme riest possible que si fi est egale a une raison spectrale du 
noyau A; et si cela a lieu le noyau B est de la formę

B=-^Af-C

ou C est un noyau dont tous les iteres sont nuls et qui est deter- 
mine, guand on connait A, a et fi, d des constantes pres, dont il de- 
pend Imeairement. De plus B est symetroide.

Nous arreterons ici ce mómoire, dćja fort long. Nous retien- 
drons de ce dernier paragraphe que les noyaux symótroides sem- 
blent jouer un role special dans la thćorie des groupes continus 
a plusieurs parametres non permutables, tout d’abord le pro- 
blbme de la dćtermination des noyaux admettant une Structure avec 
un noyau symćtroide donnę est completement resolu, et l’essentiel 
est de remarquer qu’il n’est pas toujours possible et que les con­
stantes de Structure doivent etre prises convenablement. En second 
lieu il apparait bien que les groupes continus non permutables, 
a deux parametres, dont la b a s e est symótroide, ont une Structure 
particulierement simple qui autorise a les signaler.
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II resterait maintenant a traiter la question des groupes con­
tinua non permutables a plus de deus parametres. Sans qu'il y ait 
besoin d’insister nous nous bornerons a dire que leur construction 
est liee a la determination des structures d’ordre ólevć, c’est-a-dire 
des noyaux

A, (i= 1; 2; 3; ...m)
tels que

U

k 1

ou les a.y sont encore des constantes de Structure. On prevoit sans 
peine que si une telle Structure existe entre les noyaux Ah eon- 
naissant le spectre ou ensemble des valeurs spectrales de l’un d’eux 
A1 par exemple, on obtient les valeurs spectrales de tous les au- 
tres en resolvant des systemes d’ćquations lineaires dont les tableaux 
dependent simplement des constantes de Structure. De plus, en gś- 
nóral, et sauf des cas particuliers ou existent certaines relations 
entre les constantes de Structure et les raisons spectrales des noyaux, 
tous ces noyaux ont memes fonctions fondamentales. Enfin si un 
ensemble admettant une Structure contient un noyau symetroide, 
il y a forcement singularitć spectrale, et tous les noyaux de 1’en­
semble sont determinśs connaissant l’un deux, a des constantes pres. 
De plus ils sont tous symetroides.

II faudrait aborder maintenant la question des groupes conti­
nua infinis. Nous espórons pouvoir y revenir ailleurs. Mais on peut 
prevoir, par analogie avec ce qui prócóde, que cette question est 
intimement liee a celle de la determination des ensembles infi­
nis de noyaux admettant une Structure, c’est-a-dire tels que le cro- 
chet de deux noyaux de 1’ensemble fasse partie de 1’ensemble. Par 
exemple, on voit sans peine que le erochet de deux noyaux syme- 
triques gauches est encore symćtrique gauche. Voici donc un exem- 
ple simple d’ensemble infini admettant une Structure, auquel corres­
pond le groupe continu infini des rotations fonctionnelles. Au con- 
traire 1’ensemble des noyaux symetriques droits est sans Structure. 
Enfin il est encore a prćvoir que dans cette theorie les noyaux 
symśtroides joueront un róle essentiel puisque les constantes de 
Structure d’une Structure de noyaux symetroides ne peuvent pas 
etre prises arbitrairement.



Sur la transformation des fonctions auto­
morphes de plusieures variables.

(Resumć d’un memoire publie en langue polonaise).

Par

K. Abramowicz.

Nous nous proposons d’ótendre aux fonctions automorphes de 
plusieures variables les idees de Poincare’) sur la transformation 
des fonctions fuchsiennes. On a la premióre gónóralisation: Etant 
n fonctions automorphes indópendantes

/z(yi>ys,• • •

appartenant au groupe hyperfuchsien G de variables on
cherchera le groupe continu F de substitutions linóaires

(1) (Y,, y2,-. ?„)= T^y2,...yn\

telles que les fonctions transformees /-(Ej, F„... F„) soient liees 
avec les fonctions donnóes ft{y2. yt, ■■■ yu) par les M relations algó- 
briques

(2) Ą(/;.(F),,/1(y),...4(y)) = 0, i=l,2,...n

Dans le problóme posó les relations lineaires (1) entre les deux sy­
stemes de yariables

(3) Fn ... F., y2,yt, ■■ y„

doivent entrainer les relations algóbriques (2) entre les fonctions 
/,(Fj, F2,... F„) et fiłjh, y2-... y„). Mais on peut demander, si des 
relations non lineaires entre les systómes (3) ne peuyent pas con-

*) Oeuyres, t. II, p. 508.
Bocznik Pol. Tow. matom. T. VIII. 12
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duire aus relations algebriques (2) entre les fonctions correspondan- 
tes fYx, y2,... y„) et /(y1;ys, • ■■?/„)• En observant que les fonctions 
fi(Ty) appartiennent au groupe T^GT, nous nous proposons le pro­
bleme plus gśneral:

Etant donnóes 2 n fonctions indśpendantes

E/Fj, y2,... F„),Z(yi, y2> i = l,2,... n

appartenant respectivement aux groupes hyperfuchsiens GF et Gf de 
yariables Yx, Y2,... Y„ et yx, y2,... y„, on demande quelles relations 
algebriques
(4) ES)-.-Kn,y1,y2,...y„) = 0, i = l,2,...n

linśaires par rapport A yx, ... y„ peuyent esister entre les yaria­
bles y et y pour que les fonctions ft(y) et Ft(Y) soient liees par 
les n relations algebriques

Les yariables Y et y śtant liśes par les relations (4) on de- 
signe par Fv et Dy les domaines fondamentaux de groupes GP et 
Gt. On aura les propriśtes suiyantes:

1) Etant (q, c2,... c„) et (Cj, C2,... C„~) deux points liśes par 
les relations (4) il existe dans le domaine Dy une infinitś de points 
S(c) śquivalents au (c), tels que le point (yx, y2,... yn) decriyant une 
courbe joignant les points S'(c) et (c) le point correspondant (F) du 
domaine Dv en sortant du point (Cj arrive au point (F) pour le- 
quel on a

Fi(Y) — Ft(C).

2) Les y et y etant liees par les relations (4) les groupes hy­
perfuchsiens Gf et Gf contiennent les sous-groupes infinis isomor- 
phes G‘f et G't dont les substitutions correspondantes laissent inya- 
riables les relations </>,• = 0.

On dóduit de ces propriśtes le theoreme suiyant:
Si le groupe hyperfuchsien G'f ne contient aucun sous-groupe 

h 1’indice fini laissant inyariable un hyperplan de 1’espace (yn y2,... y„~), 
alors la condition nścessaire d’existence de n relations algebriques

(5) Ą.(2?;.,A) = 0 

entre les n fonctions /i,/i, . ..fń appartenant au groupe hyperfuch­
sien Gf et n fonctions Fx, F2,... F„ appartenant au groupe GF, eon- 
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siste dans ce que les relations <f> — 0 soient linśaires par rapport 
a Y et y.

Si Fon dśsigne ces relations linśaires par le symbole (V) — T<y) 
on trouve encore qu’il est nścessaire pour existence de relations (5) 
que les groupes Gf et T~rGFT aient un sous-groupe commun d’in- 
dice fini par rapport ii. ces groupes.

Nous posons ensuite GF = Gy — G, Ft — ft et nous supposons 
que le polyedre fondamental du groupe G ni sa frontiere n’aient 
aucun point commun avec la frontiere du domaine fondamental Z>. 
Nous nous proposons de dśterminer le groupe continu /” de substi- 
tutions linśaires

(I7!, Yt,... Y„) = yt,... y„)

et le groupe hyperfuchsien G possedant la propriśtś que les n fonc­
tions independantes appartenant au groupe G et les n fonctions trans- 
formśes f^Ty) soient liees par les n relations algśbriques (5); les 
hypotheses faites sur le polyśdre fondamental suffisent1) pour 
l’existence de relations (5).

En designant par g le sous-groupe d’indice fini de groupes G 
et T~lGT composś de substitutions

n+l

(6) X,= J£alkxk, i= 1,2,...« +1,
A-l

ou Xr= YrX„+u xr — yrx„+i (r = 1,2,... n) on dśduit de la conti- 
nuite du groupe /~ les propriśtśs suivantes:

1) on a 1’śgalitś K = T^yVT pour chaque substitution V du 
groupe g,

2) les substitutions T appartiennent au groupe hyperfuchsien 
continu,

3) les substitutions T laissent inyariable chaque espace de 
1’ensemble Ep, si l’on dśsigne par Ep 1’ensemble de tous les espa- 
ces fondamentaux a p dimensions appartenant aux substitutions (6) 
du groupe g,

4) 1’ensemble Ep contient un nombre fini d’espaces a p di­
mensions,

5) on peut se borner aux groupes y dont chaque substitution 
(6) laisse inyariable tous les espaces de 1’ensemble Ep-, en effet, on

') Girand: Leęons sur les fonctions automorphes, § 31. 

12*
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observe que les substitutions du groupe g ne peuvent que permu- 
ter ces espaees, car si la substitution V,- appliqude a 1’espace Sp don- 
nait 1’espace Vi(Sp)=S'p, la substitution F/TyFy1, dans laquelle 
Vj a 1’espace fondamental Sp, donnerait Vt Vj Fy1 (Sp) — Sp; le groupe 

g eontiendrait alors un sous-groupe d’indice fini dont chaque sub­
stitution laisserait invariable les espaees de 1'ensemble Ep.

Si l’on laisse de cótó les cas, ou apres la transformation con- 
yenable le nombre de variables de groupes g ou T pourrait etre 
reduit, on obtient le resultat suivant:

Si le groupe continu /” de substitutions T apres une transfor­
mation conyenable Q~'TQ est composś de substitutions

®1 u • • ■ al,n— 1, al , ~- «1

an—1,1 • • • an-l, n-1 • an-l an—l

61,... 6n-i, a, 9 —- a
6i,... 6„-i, b, 9- b

od 0° (a — b) — 1 et
n—1 n— 1

= 1, = 0, s^r — 1, 2, ...w — 1
/-I Z-l

zi—1 n—1

-f- «a° — bb° — 1, -f- 6°(a — 6) = 0,
/-i i-i

on aura n relations algdbriques de la formę

W)>A(yW.(y)M
entre les n fonctions ft appartenant au groupe hyperfuchsien G qui 
contient (comme sous-groupe d’indice fini) le groupe g composć de 
substitutions (6) laissant invariable le point unique yt — 0, y„ — 1 
ou 1’hyperplan yn — 1 et echangeables avec les substitutions T.

En effet, les groupes G et T~rGT contiendront un sous-groupe 
d’indice fini, parce que le groupe g. en vertu de 1’ógalitć g = T_1gT, 
sera contenu dans T~'GT.



Sur les invariants integraux de certains 
espaces homogenes cios et les proprietes 

topologiques de ces espaces.
Par

Elie Cartan.

Le but principal cle ee mómoire est d’indiquer une móthode per- 
mettant de former, dans certains espaces cios a un nombre quelcon- 
que de dimensions, un systeme complet d’intógrales de diffórentielle 
exacte linóairement independantes. On dit que h intógrales de differen- 
tielle exacte multiples d’ordre p (ou de degre p) sont lineairement 
indópendantes si aucune combinaison linóaire a coefficients constants 
non tous nuls de ces intógrales ne peut se deduire d’une intógrale 
multiple de degró p — 1 par la formule genóralisóe de Stokes (ou 
par dórivation extórieure). Les espaces dans lesquels la móthode 
s’applique sont ceux dans lesquels opere un groupe fini et continu 
trarsitif cios G 1). On peut alors se ramener au cas ou les ólements 
d’ihtógrale multiple du systeme complet sont invariants par G, au- 
trement dit ou les intógrales cherchees sont des invariants intigraux 
(au sens de Lie). La recherche de ces invariants intógraux est 
ramenóe d’autre part A un probleme d’Algebre. Pour une catógorie 
particulióre d'espaces cios, que j’appelle symetrigues, on a le thóo­
reme remarquable que tout invariant integral est une intógrale de 
diffórentielle exacte; de plus le nombre d’intógrales de diffóren­
tielle exacte linóairement indópendantes (au sens indiquó plus haut) 
de degró p est egal au nombre des invariants integraux linóairement 
indópendants («m sens algebrigue ordinaire) de degró p.

Je propose d’appelle polynome de Poincare d’un espace cios le 
polynome 0(i) de degró n (nombre de dimensions de 1’espaee) tel que

’) Tout espace de cette naturę peut etre represente, avec correspondance 
ponetuelle biunivoque et continue, par une variete sans singularite d’un espace 
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le coeffieient de tn~p soit ćgal au nombre des intćgrales de diffe- 
rentielle exaete linóairement indópendantes de degró p. C’est en effet 
surtout H. Poincaró qui, en 1895, dans son mómoire fondamental 
sur 1’Analysis situs paru dans le Joumal de l’Ecole Połytechnigue, 
montra 1’importance pour l’Analysis situs des integrales de differen- 
tielle exacte admettant des periodes, importance qui resultait du 
reste pour n — 2 des travaux de Riemann sur les courbes algóbri- 
ques. Malheureusement nous ne savons pas d’un maniere prćcise 
jusqu’a quel point les coefficients de ee que j’appelle le polynome 
de Poincare nous renseignent sur les diffórents ordres de connexion 
(ou nombres de Betti) de 1’espace; il semblerait, d’apres une pbrase 
assez obscure du mómoire de Poincare, que pour le grand geomć- 
tre, ces coefficients sont au moins ógaux aux ordres de connexion 
diminues d’une unitó; mais la question n’a pas, a ma connaissance, 
ótó dófinitiyement tranchee

Malgró cela, la considóration des invariants integraux me sem- 
ble ótre le seul moyen pratique d’aborder actuellement 1’etude des 
propriótós topologiques des espaces cios homoge.nes, puisqu’on a, pour 
ces espaces, 1’immense avantage de pouyoir former effectivement tou­
tes les intógrales de diffórentielle exacte susceptibles d’admettre des 
periodes.

J’ai applique la methode genórale a la determination du po­
lynome de Poincaró de 1’espace projectif complexe; grace aux in- 
yariants integraux, tres simples, obtenus, on a un moyen transcendant 
de dófinir 1’ordre et la classe d’une yarióte algóbrique. Tai ótudió 
aussi 1’espace projectif complexe rógló, qui est a 8 dimensions re- 
elles et qui admet un inyariant intógral du second degre, deux du 
quatrióme et un du sixićme. Le premier inyariant intógral permet 
de trouyer par integration 1’ordre d’une surfaee róglóe algóbrique, 
les deux suiyants permettent de trouyer 1’ordre et la classe d’une 
congruenee de droites, et le dernier 1’ordre d’un complexe de droites. 

euclidien i un nombre suffisant de dimensions, les transformations de G se tra- 
duisant sur cette yariete par des rotations autour de 1’origine operant dans tout 
1’espaee euclidien ambiant. Le cas le plus simple est celui de la sphere. Voir 
E. Cartan, Sur la determination d’un systbme orthogonal complet dans un 
espace de Riemann symetrigue cios (Rendiconti del Cireolo matematico di Pa­
lermo, t. 53, 1929, p. 217—252).

*) Depuis que ce mómoire a ótó redige, M. Georges de Ra hm a an- 
nonce (Comptes rendus, 188, 1929, p. 1651—1652) qu’il avait pu dómontrer en 
les precisant les propositions de Poincare.



183

Signalons une des consóquences topologiques qu’on peut tirer de 
cette ótude, c’est que la varióte des droites reelles n’est pas róductible 
a une seule droite par dóformation continue dans 1’espace rógle 
complexe, tan dis que la variete des points róels (ou plutót cette 
varióte comptóe deux fois) est róductible a un point par dóforma- 
tion continue' dans 1’espace ponctuel complexe.

Les derniers paragraphes se rapportent aux espaces reprósen- 
tatifs des groupes cios, espaces qui sont tous symótriques. Signalons 
un thóoreme remarquable: la somme des eoefficients du polynome 
de Poincare est ógale a 2Z, l ótant le rang du groupe. D’apres un 
autre theoreme góneral, le polynome de Poincare est divisible par 
(i 1 )z_1 (ź3 -|- 1). Dans le cas d’un groupe simple, il existe un in- 
variant integral du troisieme degre et tres probablement un seul. 
Les periodes de cet invariant integral ótendu aux sous-groupes cios 
a trois paramótres du groupe donnę sont des multiples entiers de l’une 
d’entre elles; j’indique la serie de ces entiers dans un cas assez góneral.

II y aurait un grand interet a connaitre les polynomes de Poin­
caró relatifs aux groupes simples. Bien qu’on puisse indiquer leur 
expression sous formę d’intógrale ótendue a tout 1’espace du groupe, 
on ne supprime pas pour autant la difficulte du caleul, et il ne 
semble pas que ce soit uniquement par cette voie transcendante 
qu’on puisse arriver au rósultat cherchó. Certaines considórations 
algóbriques relatives a la formation par voie de rócurrence des in- 
variants integraux, combinóes avec la theoróme signaló plus haut sur 
la somme des eoefficients du polynome de Poincaró, rendent assez 
vraisemblables les deux rósultats suivants:

1) Le polynome de Poincare de 1’espace a m2 •— 1 dimensions 
du groupe linóaire unimodulaire d’une formę d’Hermite dófinie posi- 
tive a n variables est

(p+l)(f5 + l)...(e-l + l);

2) Le polynome de Poincaró de 1’espaee a «(2n-|- 1) dimen­
sions du groupe orthogonal de 2n-}-l variables róelles est

(<3+l)(i’+l)...(^-’ + l).

I. Gónćralitós.
1. Nous appellerons espace homogene une variete dans laquelle 

opere un groupe fini et continu transitif G\ ce groupe sera le groupe 
fondamental de 1’espace. Un espace homogóne E est donc 1’ensemble 
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d’une variótó et d’un groupe transitif defini a Fintórieur de la 
varióte.

Si O est un point particulier de 1’espace E et si g est le plus 
grand sous-groupe de G laissant fixe le point O, 1’espace peut en­
core etre defini comme Fensemble du groupe G et de son sous- 
groupe g. Chaque point M de 1’espace peut ótre caractórisó par 
Fensemble des transformations Sg (obtenues en effectuant successi- 
vement une transformation arbitraire de g et une transformation 
particuliere S de G) qui amenent le point O en Jf. Le sous-groupe 
g n’est du reste pas absolument arbitraire; il faut qu’il soit ferm i 
dans G1). Si Fon veut en outre qu’aucune transformation de G ne 
laisse invariants tous les points de 1’espace, il faut et il suffit que 
g ne contienne aucun sous-groupe invariant dans G.

2. Nous appellerons intariant intógral d’un espace homogene 
E une intógrale simple ou multiple dont 1’ólóment soit invariaut 
par le groupe fondamental G. Si 1’intógrale est d’ordre p, cet eló- 
inent O est de la formę

(1)
les coefficients A etant des fonctions determinees des coordonnees

.r2,..., d’un point de 1’espace, suppose a n dimensions, et la 
somme ótant etendue a toutes les combinaisons p a p des indices 
1,2,..., w2). Autrement dit Q est une formę diffórentielle extórieurei) 
de degró p invariante par G.

3. La reeherche des invariants integraux d’un espace homo- 
góne se ramene, comme nous allons le montrer. a la resolution 
d’un probleme d’Algebre

Dósignons par 

les transformations infinitósimales de base du groupe G, suppose 
d’ordre r; nous pouvons supposer choisies ces transformations de

*) Cela signifie que si un ensemble infini de transformations de g admet 
un ólóment d’accumulation dans G, cet element appartient a g.

’) On sera oblige en generał d’utiliser, suivant les regions de 1’espace, 
plusieurs systómes de coordonnees, les differentes espressions analytiques de f) 

se raccordant entre elles quand on passe d’une region li une region voisine.
*) Sur les formes differentielles exterieures, qui ne sont autres que les 

formes differentielles qui se presentent sous les signes d’ integration multiple, 
on pourra consulter mesLegons sur les iniiariants integraux(Paris, Hermann, 1922).
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maniere que les r — n derni&res engendrent le sous-groupe g, ou 
du moins, dans le cas ou g est mixte, celle des familles continues 
de transformations de g qui contient la transformation identique. 
Dśsignons enfin par

eiX1+eiX2+... + enX„ + en+l -^n+l H- • • • 4“
la transformation infinitesimale la plus gónerale de G. Nous con- 
viendrons dans ce qui va suivre de designer par les lettres latines 
j, les indices 1, 2,... n, et par les lettres grecques a, /3, y,...,
les indices n 1, n -|- 2.r.

Soit M un point quelconque de E et M' un point infiniment 
voisin; soit Se et Se+de deux transformations infiniment voisines 
amenant respectivement O en M et M'. La transformation infinite- 
simale amene 0 en un point P infiniment voisin, de telle
sorte que la transformation Sp amene simultanóment O en M et 
P en M'. Soit

i a

le symbole de la transformation infinitesimale Comme la
transformation infinitósimale qui appartient a g, ne produit
aucun effet sur le point O, c’est que le point P peut se dćduire 
de O par la transformation infinitesimale Les parametres
Wi de cette transformation sont determi/nes sans ambigmte quand on 
connatt le point P.

Fixons le point M et la transformation Sp qui amene O en 
nous voyons que tout point M' infiniment voisin de M est de- 

fini analytiquement sans ambiguitó par les n quantites infiniment pe- 
tites o),, ws,.. •, uf ). qui sont ćvidemment n combinaisons lineaires 
indćpendantes des differentielles des coordonnóes de M, quand on 
passe de M a M'.

II rśsulte de ce qui prścede que la formę O pourra s’ćcrire ’) 

(2) Q

*) Se donner la transformation Sę , e’est en somme se donner un systime 
de reference d’origine Hf; les quantites <oi sont les coordonnees du point -M' 
par rapport ii ce systeme de reference.

s) Le produit exterieur <oą w,,... u>ip est mis entre crochets pour eviter 

toute confusion avec un produit algebrique ordinaire; ces crochets seront sup- 

primes quand la formę Cl sera placee sous un signe d’integration.
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4. Si Fon change la transformation St amenant O en Af, les 
coefficients de la formę (2) sont cbangós. Toute transformation 
amenant O en M est de la formę SiR. en dósignant par R une 
transformation de g. Si on pose de móme

R i
on a

SJS^ = R~\SfS^^R' = R~\SfS^R . R~>R'.

La nouvelle transformation infinitósimale S^'STl+llr^ dont nous 
dósignerons le symbole par

i a

peut s’obtenir en effectuant d’abord la transformation R~lR' du sous 
groupe g, puis la transformie par R de la transformation
La premióre transformation n’a aucun effet sur le point O. Pour 
avoir les parametres et de la seeonde, nous n’avons qu’a ef- 
fectuer sur les parametres o>,- et wa la transformation du groupe 
adjoint linóaire ł) qui correspond a R. Or R transforme entre elles 
les transformations infinitósimales de g. dófinies par e2 = e2 — • • ■ — 
= en = 0; les transformations du groupe adjoint qui correspondent 
aux diffórente transformations de g transforment donc entre eux 
les parametres e1; e2, ...,e„ suiyant un certain groupe linóaire y. Soit

(3)
el = «llel + •• ■ + fllA‘

e'„ = -j- . ■ + O-nrfin

les óquations de ce groupe, les a# dópendant de R. On voit donc 
que les parametres w, cherches se dóduisent des quantitós w, par 
les formules genórales

(4)
= «nwi + • •• +

<*>„  — H- ■ • • 4" anrfi>n ■

*) Le groupe adjoint linóaire est celui qui indiąue comment les paramó- 

tres «/ des transformations infinitósimales de G sont transformós ąuand on trans­
forme ces transformations infinitósimales par une transformation de G. II est 
engendre par les transformations infinitósimales

j.k ^ek
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Comme la formę (1) ne dópend pas de la transformation par- 
ticuliere Sę amenant O en M, c’est donc que la formę exlerieure 
(2) est inoariante par le groupe lineaire y općrant sur ws,..., w„.

5. La propriśtó prścśdente a lieu en chaque point M, les 
coefficients B,, ...L etant des fonctions des coordonnees de M. Nous*1*2  *p

allons montrer que ces coefficients sont constants.
Appliquons en effet a la formę Q, considórće au point O, la 

transformation Si qui amśne O en les quantites ne
changent pas; par suitę, la formę śtant inyariante, les coefficients 
Bijt.-.ip ne doivent pas changer non plus. Nous avons donc le theo­
reme suivant.

Thóorśme. — Tout innariant integral de 1’espace E est fourni 
par une formę extćrieure a coefficients constants des n yariables 
wt, w2, •.., (i>„, cette formę etant inyariante par le groupe liniaire y.

La rściproque est evidente.
La recherche des invariants intógraux de 1’espace revient donc 

a celle des formes exterieures invariantes par un groupe lineaire 
donnę.

6. On voit facilement, a titre d’exemple, que 1’espaee eucli­
dien a n dimensions, dont le groupe fondamental est le groupe des 
deplacements euclidiens, n’admet aucun invariant intógral, en de- 
hors de 1’intćgrale de volume. Le groupe y est ici le groupe ortho­
gonal a n yariables; si Fon applique a la formę

fi = 2ĄI,„..,>Ke,-„.. eip]

la rotation infinitósimale ---- e2 , on obtient pour fi la va-
fi 69 fi

riation infinitesimale
^-^21,...ip el ei,... eip ^-^Mi...ipe2 eip,

chaque somme etant śtendue aux combinaisons p — 1 a p — 1 des 
n — 2 indices 3,4,..., n. La variation trouyśe ne peut śtre nulle 
que si chaque coefficient tel que ĄS4...p+i est nul. La formę fi est 
donc identiquement nulle, a moins que Fon n’ait p — n.

Le mśme raisonnement et la meme conclusion sont valables 
pour 1’espace non euclidien, hyperboliquej ou elliptique, qui ad­
met le meme groupe de rotations autour d’un point que 1’espace 
euclidien.

Mais la conclusion cesse d’etre Valable si Fon passe de 1’espace 
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euclidien ponetuel a 1’espace euclidien tangentiel ou a 1’espace eucli­
dien regle *).

II. Le cas des espaces homog&nes symetriąues.

7. On arrive a la notion d’espace homogene symetrique en 
partant de la notion d’automorphie involutive d’un groupe. On dć- 
signe sous ce nom une correspondance eontinue biunivoque entre 
les transformations d’un groupe, cette correspondance etant d’une 
part symetrique, et conservant d’autre part la loi de composition 
du groupe. Une automorphie involutive A d’un groupe G, appliquće 
aux transformations iufinitesimales du groupe, se traduit par une 
substitution lineaire involutive sur les parametres e1; e8,..., er. On 
peut supposer, par un choix convenable de la base, que les r —■ n 
dermiers parametrese„+1,..., ty sont invariants par cette substitution li­
neaire, les n premiers se reproduisant changćs de signe. Les transfor­
mations infinitósimales X„+1,..., .X, invariantes par 1’automorphie A 
engendrent manifestement un sous groupe continu de (?; c’est le plus 
grand sous groupe continu dont toutes les transformations sont in- 
variantes par A. Nous 1’appellerons le sous-groupe caracteristigue de 
l’automorphie involutive A.

8. Cela pose, supposons que le plus grand sous-groupe g qui 
laisse inyariant un point O de 1’espace homog&ne soit prćcisement 
le sous-groupe caracteristique d’une automorphie involutive de G *).  
Nous dirons que 1'espace E est symitrigue3).

A tout point JZ de 1’espace symćtrique E, defini par 1’ensem­
ble Sg des transformations de G qui amenent O en M, correspond 
le point M defini par 1’ensemble Sg. ou 5 est la conjuguśe de S 
____________ <

') J’ai determine en 1896 {Buli. Soc. Math., t. 24, p. 140—176) les in- 
yariants integraux de 1'espace euclidien tangentiel et de 1’espaee euclidien regle 
ordinaires.

’) Si le sous-groupe g est mixte, nous supposerons que le sous-groupe 
caracteristigue de 1’automorphie est celle des familles continues de y qui contient 
la transformation identique.

’) C’est ici que le groupe fondamental G joue un role essentiel dans la 
notion d’espace homogene. C’est ainsi que 1'espace projectif, considere comme 
admettant le groupe projectif generał comme groupe fondamental, n’est pas sy­

metrigue; mais 1'espace elliptiąue, qui n’est autre que 1’espace projectif doue, 
comme groupe fondamental, du groupe d’une quadrique imaginaire, est au con­
traire symetrigue. 
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par 1’automorphie involutive. La transformation ponctuelle Z qui 
permet de passer de M a M laisse fixe le point O\ elle est invo- 
lutive et elle laisse invariant le groupe G, puisque la transformće 
ZCSZ de S par Z n’est autre que la conjuguće S de S par A. 
Nous dirons que Z dśfinit dans 1’espace la symetrie par rapport au 
point O.

Si P est un point quelconque de 1’espace, rśsultant par exem- 
ple de la transformation T appliquee au point O, il existe egale- 
ment une symćtrie par rapport a P, e’est celle qui fait passer du 
point Sg au point TT~xSg. Cette općration laisse fixe le point 
elle est involutive et elle laisse invariant le groupe G, changeant la 
transformation S dans la transformation TT~lSTT~\ Cette derniere 
operation est encore une automorphie involutlve du groupe G, le sous- 
groupe caractóristique etant le sous-groupe TgT~A qui laisse fixe le 
point P.

En definitive, l’existence d’une automorphie involutive admet­
tant g comme sous-groupe caracteristique entraine l’existence d’une 
infinitó d’automorphies involutives qui correspondent, dans 1’espace 
E, aux symetries par rapport aux differents points de 1’espace.

9. On peut se placer a un point de vue plus strictement góo- 
inótrique.

Supposons d’abord que la transformation ponctuelle Z (syme 
trie par rapport a O) fasse partie de G. Elle appartient a g et est 
echangeable avec toutes les transformations de ,y; autrement dit Z 
est une transformation involutive du centre ’) de y; on voit de plus 
qu’elle ne laisse invariant aucun point infiniment voisin de O. Rć- 
ciproquement supposons que le centre de g contienne une transfor­
mation involutive Z ne laissant invariant aucun point infiniment 
voisin de O; 1’opóration qui fait passer d’une transformation S de G 
a la transformation est une automorphie involutive dont g est
le sous-groupe caracteristique. La symetrie de 1’espace tient donc dans 
ce cas d Peaństence, dans le centre du sous-groupe g, d’une transfor­
mation involutive ne laissant innariant aucun point infiniment noisin 
de O et different de O.

Si Z n’appartient pas a <?, les transformations de G et celles 
qu’on obtient en les multipliant par Z engendrent un groupe mixte

*) Le centre d’un groupe G est formę des transformations de G qui sont 
echangeables avec toutes les transformations du groupe.
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Cr', et Z est une transformation involutive du sous-groupe g' cor­
respondant. On a ainsi une proprićtć analogue a la precćdente, 
a condition de remplacer le groupe fondamental G par le groupe 
mixte G'.

Dans 1’espace euclidien ponctuel, la symetrie (ordinaire) par 
rapport a un point O est une transformation involutive appartenant 
au centre du groupe des rotations et symćtries autour de O; 1’es­
pace euclidien rentre donc dans la classe gćnćrale des espaces sy- 
mćtriques. J1 en est de meme de 1’espace euclidien tangentiel ou reglć.

10. Nous allons dćmontrer une proprićtć remarquable des in-va- 
riants integraux d’un espace symćtrique, c’est que ce sont des inte- 
grales de differentielle exacte.

Nous pouvons supposer, en conseryant les notations du n° 3, 
que les ćquations de 1’automorphie involutive A sont

|ez'= —ez (i =1,2,..., w),

II en resulte que les crochets (-ZzJQ et (XaXp) ne dćpendent que 
des Xre, et que les crochets (XZJT„) ne dćpendent que des Xt.

Reyenons alors a un inyariant intćgral, dćfini par la formę 
extćrieure

[«/. »«,••• ]•

Exprimons que cette formę est inyariante par la transformation in- 
finitesimale Eaf du groupe 7, a savoir

nous obtenons

j ctait [&W/, •••<%] 4“ Ck'U, [w/t w*  Wz3 •••<%]+••. +

(&) * . . r 1
+ Ckaip l <*>/,  «/,••• W*]

Formons maintenant la deriyee extćrieure de la formę f), en 
nous seryant des eguations de Structure du groupe (equations de 
Maurer-Cartan)

(’)
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Dans le cas qui nous occupe, les indices p et a sont nóces- 
sierement l’un latin, 1’autre grec, de sorte qu’on peut ócrire

L’expression devient alors
a—r k=n

O — ----- •• • <%] -f- ... -|-

a-n-f-l *=1

*) Nous nous appuyons sur )e theorśme de Poincare d’apres lequel une 

formę differentielle dont la derivee esterieure est identiąuement nulle est (loca- 
lement) la derivee exterieure d’une formę differentielle de degró moindre d’une 
unitę; 1’integrale d’une telle formę porte, d’apres Poincare, le nom d’integrale 
de diffśrentielle exaete.

’) Voir, sur les groupes cios: E- Cartan, Groupe simples cios et ouoeris 
et giometrie riemannienne (J. Math. pures et appl., 8, 1929, p. 1—33).

4“ Ckaip [®« W/j • • • W*]}-

On voit qne le seeond membre est identiquement nul en vertu 
de 1’egalitó (6). Nous avons donc le thóoreme suiyant1)-

Thóoreme. — Tout inoariant intógral d'un espace homogene 
symetrigue est une intógrale de ditferentielle exacte.

Le raisonnement fait montre inversement que toute formę diffó- 
rentielle extórieure a coefficients constants construite avec les ex- 
pressions ojj, wj,..., est un invariant intógral si sa dórivóe extó- 
rieure est nulle.

III. Les intógrales de diifórentielle exaxte des espaces cios 
isogónes.

11. Nous allons a partir de maintenant nous occuper des es­
paces homogenes cios, ou plutót des espaces homogenes dont le 
groupe fondamental est cios2); nous les appellerons isogenes. L’es- 
pace sphórique, 1’espace elliptique sont des espaces cios isogónes; 
il en est de meme de 1’espace projectif complexe douó, comme 
groupe fondamental, du groupe linóaire unimodulaire d’une formę 
d’Hermite dófinie positive.

II est possible d’introduire dans un espace cios isogene une 
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mótrique riemannienne partout róguliere invariante par le groupe 
fondamental’). Si, dans 1’espace riemannien ainsi dófini, la symetrie 
par rapport a un point, dófinie comme en góomótrie ólómentaire 
(les góodósiąues jouant le role des droites), est isomótrique, 1’espace 
est symótrique au sens donnę a ce mot au § II. Plus generalement 
toute variótó de Riemann close pour laquelle la symótrie ordinaire 
par rapport A un point est isomćtrique peut etre regardóe comme 
un espace cios isogóne symetrique, le groupe fondamental ótant le 
plus grand groupe continu (nócessairement cios) de transformations 
isomótriques de la variótó *).

*) Cela tient i ce que le groupe lineaire 7(11° 4), est cios, laisse inva- 
riante une formę quadratique dófinie ZaijCiCj ; la mćtrique riemannienne est 
alors donnee par <7s’ = Za uut <0j .

’) Les espaces riemannieus symetriques jouissent d’une autre propriśte 
caractóristique, a savoir que le transport parallele laisse invariante la courbure 

riemannienne. Je les ai dótermines et etudiśs dans differents memoires (Buli. 
Soc. Math.. 54, 1926, p. 214—264; 55, 1927, p. 114—134; Ann. Ee. Norm., 44, 
1927, p. 345-467).

12. Nous nous proposons de dóterminer tąutes les intógrales 
de diffórentielle exacte d’un espace cios isogene, ou plutót un sys- 
teme complet d’intógrales de differentielle ezacte linóairement inde- 
pendantes.

Nous dirons que deux intógrales de diffórentielle exacte de 
meme degróp, soit,/Tli et ,//72> sont equivalentes lorsque la formę diffó­
rentielle extórieure fli — /72 est la dórivóe extórieure d’une formę 
de degró p — 1 rógulióre dans tout 1’espace. En ce sens Fintógrale 
de la derivóe extórieure d’une formę de degró p — 1 est equiva- 
lente d zero. Nous dirons enfin que h intógrales de differentielle 
exacte jTli,.. .,fnh de meme degró p sont lineairement independan 
tes s’il n'existe aucune combinaison linóaire c1[]l -|- c^riz -j- ... chn,, 
a coefficients constants non tous nuls qui soit la dórivóe extórieure 
d’une formę de degre p — 1.

Dans 1’espace ordinaire dont on a enleve Forigine, Fintógrale 

est une intógrale de diffórentielle exacte. Elle n’est pas óquivalente 
a zóro; si en effet Fólóment diffórentiel ótait la derivóe extórieure 
d’une formę
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Pdx -|- Qdy -f- Rdz,

les fonctions P, Q, R etant rógulieres en tout point autre que l’ori- 
gine, 1’intógrale I ótendue A toute surface fermee ne passant pas 
par 1’origine serait nulle. Or elle est ógale a 4 tt pour une sphere 
contenant l’origine A son interieur.

D’une maniere gónórale une integrale de differentielle exacte 
de degró p óquivalente A zóro est nulle si on 1’etend a une yariótó 
fermee quelconque A p dimensions. Une integrale de differentielle 
exacte qui admet une póriode n’est donc certainement pas equiva- 
lente a zero. Nous reviendrons lA-dessus dans le paragraphe IV.

13. La recherche, dans un espace cios isogene, d’un systóme 
complet d’intógrales de differentielle exacte lineairement indepen- 
dantes d’ordre donnę, repose sur deux thóorómes fondamentaux.

D’apres le premier theoreme, toute integrale de differentielle 
exacte est eguioalente a un ineariant integral. D’apres le seeond tout 
innariant integral eguioalent d zero resulte de la derwation exterieure 
d’un innariant integral de degre moindre d’une unitę.

Pour demontrer le premier theoreme, nous allons d’abord mon- 
trer que si JT1 est une integrale de diffórentielle exacte de degre 
p, il existe un invariant intógral J'Q de meme degró prenant les 
mómes yaleurs que jTl pour toute yariótó fermóe d’intógration. Ap- 
pliquons en effet A une yariótó fermee donnóe V A p dimensions 
une transformation quelconque S du groupe fondamental G. La ya­
riótó V’ ainsi obtenue peut se deduire de V par deformation con­
tinue, puisque le groupe G est continu (et non mixte); par suitę 
1’integrale jTl a la mśme yaleur etendue A V et a V’. Mais 1’inte- 
grale etendue A V’ n’est autre que 1’intógrale etendue A V de la 
formę exterieure Sfl qui se dóduit de fi par la transformation S. 
Les deux integrales jTl et J'Sfl ont donc la meme yaleur, qui est 

aussi celle de l’intógrale

Au lieu d’appliquer A l~l une seule transformation de G, imagi- 
nons que nous lui appliquions successivement toutes les transformations 
de G; 1’integrale donnó aura le meme yaleur que 1’intógrale obte­
nus en remplaęant fi par la mogenne des yaleurs des transformóes 
Sfl de fi par les differentes transformations de G. Cette moyenne 
sera calculee en tenant compte du volume de chaque portion de la 
yariótó representatiye du groupe. Autrement dit on pourra rempla- 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 13 

rn + sn
J 2
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cer la formę 11 par la formę

O = -- JSil. drs,

v dósignant le volume total de la variete du groupe, drs etant 1’ele­
ment de volume de cette yarióte.

Le resultat prócódent est exact de quelque maniere qu’on choi- 
sisse 1’ólement de volume. Mais si on prend 1’element de volume 
intrinsigue *),  inyariant par le groupe des parametres de (?, la formę 
O devient inyariante par le groupe G. Par suitę il eziste bien un 
invariant integral J'Q prenant la meme naleur que Tintegrale de dif­
ferentielle exacte donnee.

*) II existe en realitó deux elements de yolume intrinseąues respectiye- 
ment invariants par chacun des deux groupes des parametres; l’un de ces elź- 
ments de volume n’est autre que la formę exterieure [w,®, ... <or]. Dans le cas 
d’un groupe cios les deux elements de rolume intrinseques sont identiąues. 
Voir E- Car tan, La geometrie des groupes de transformations (J. Math. pures 
et appl., 6, 1927, p. 45—47).

14. Pour dómontrer que ces deux intógrales sont equivalentes, 
eommenęons par remarquer que la transformee SF! de 11 par une 
transformation infinitesimale S de G donnę uue integrale fSfl egui- 
ralente a J'll. Introduisons en effet p symboles de diffórentiation 
óchangeables entre eux dt, d2,...dp. La formę 11 peut etre regar- 
dóe comme une formę alternee FI (d1} d^,..., df) lineaire par rap­
port a p series de yariables

^1^1; d1Xi, ..., d1X„i 
d2x^. d2x2>..., d2xn,

dpx^ dfa,..., dpxn.

La propriete de fil d’etre une intógrale de differentielle exacte se 
traduit alors par 1’egalitó

C8) d1ll(d2, d3,..., dp+f — d2Il(dy, d3,..., d/d.j) -|- ... -|-
+ (-

ou Fon introduit p -|- 1 symboles de diffórentiation arbitraires echan­
geables entre eux.

Prenons maintenant pour symbole d„+1 le symbole d de la 
transformation infinitósimale S, la quantite oz, n’ótant autre que le 



195

coefficient £,• de — dans la transformation infinitesimale. PosonsO 00
enfin

n(<5, , dp_i) = w(^i, d^ .... dp_j)j

id est une formę differentielle extórieure de degró p — 1. L’identitó 
(8) peut alors s’ócrire

Sn^, diy..., dp) — dio)(diJ t/3,..., dp) dSi..., d^ -|-
+ (— 1 Y^dp^d^ di}..., d,,^),

ou encore, plus simplement,

(9) SH = w', 

en designant par <,/ la derivee exterieure de w. L’accroissement in- 
finiment petit que subit fi par Peffet de la transformation infinitesi­
male est donc la derivee exterieure d’une formę u>.

15. Prenons maintenant la transformóe fifl de /7 par une 
transformation finie S de G. Le groupe G etant cios, la transfor­
mation S fait partie d’un sous groupe a un parametre engendre 
par une transformation infinitśsimale 

soit

les equations finies de ce sous groupe, t etant le parametre cano- 
nique. Soit If la formę obtenue en remplaęant dans /7 les sc, et leurs 
diffórentielles par les et leurs diffórentielles (ces dernieres ótant 
calculóes en regardant t comme une constante); soit Mt la formę 
analogue dóduite de w. L’ćgalitó (9) peut s’ócrire

et l’on a par suitę
t

n, — n = (j"<otdtj ;

o

cette ógalite montre que flf, qui n’est autre que jSlf est equivalente 
a 1’intógrale donnee jTI. Par suitę 1’intógrale obtenue en rem pla-

13*  
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ęant fl par la moyenne des valeurs de Sil lui est aussi equiva- 
lente. Nous arrivons donc au premier theoreme que nous avions 
en vue.

Tiióoreme I. — Toute integrale de differentielle exacte d’un es­
pace cios isogene est eguinalente d un inuariant integral.

16. Pour caleuler effectivement la formę, ou plutót l’une des 
formes de degró p — 1 dont fl — Cl est la dórivee extórieure, il 
y aurait lieu de choisir suivant une loi róguliere eelui des sous- 
groupes a un parametre de G qui contient une transformation don­
nee. Or la thóorie des groupes cios permet de le faire de maniere 
a ócarter toute objection: mais nous n’insisterons pas sur ce point, 
en somme aceessoire.

17. Le second theoreme que nous avons en vue sera beau­
coup plus rapide a dómontrer. Supposons que l’invariant integral 
JC1 soit equivalent a zóro, c’est a dire que la formę Cl soit la dó- 
rivóe exterieure d’une formę a> Appliquons a 1’egalitó 

la transformation S du groupe G; nous avons

Cl = (&,)'.

De la on deduit, par le meme raisonnement qu’au n° 13, que la 
formę Cl est la derivee extórieure de la formę 

qui est invariante par le groupe G. Nous avons donc le
Tlióoróme II. — Tout inuariant integral eguinalent d zero est 

la deriuee exterieure diun invariant integral dont le degre est tnoindre 
diunę unitę.

18. Arrivons maintenant a la dótermination, dans 1’espace cios 
isogene donnó, d’un systeme complet d’intógrales de differentielle 
exacte linóairement independantes. Imaginons effectuóe la determi- 
nation de toutes les formes extórieures invariantes de 1’espace. Su p 
posons qu’il y en ait n„ de degró p, et que sur ces np il y en a i 
vp linóairement independantes dont la derivóe extórieure soit nulle 
II existe alors, d’apres le thóoreme I, au plus vp intógrales de dif- 
fórentielle exacte linóairement independantes de degre p\ mais

— np_i d’entre elles proviennent de la dórivatioa extórieure de
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formes invariantes de degre p — 1. D'aprśs le theoreme II, le nom­
bre des integrales de diffśrentielle exacte lineairement indśpendantes de 
degre p est donc egal d vp + — n^.

Si 1’espace cios isogene est symśtrique, les resultats precedents 
se simplifient. Nous avons vu en effet (n° 10) que dans ce cas 
tout invariant integral est une intśgrale de diffśrentielle exacte. Par 
snite vp — np. Dans uu espace cios isogśne symśtrique le nombre 
des integrales de differentielle exactc lineairement indśpendantes est 
egal au nombre des irwariants intśgraux lineairement indśpendants.

Observons que l’expression „linśairement indćpendants44 entre 
deux fois dans l’śnoncś prścśdent, mais avec des sens bien differents; 
la premiere fois dans le sens transcendant defini au n° 12, la se- 
conde fois dans le sens algebrique ordinaire.

19. Le rśsultat relatif aux espaces cios isogenes symetriques 
est remarquable en ce qu’il etablit une relation entre deux ślśments, 
dont l’un (le nombre des intśgrales de differentielle exacte lineaire­
ment indśpendantes) ne depend que des propriśtśs topologiques de 
1’espace et pas du tout du groupe fondamental G. tandis que 1’autre 
(le nombre des invariants intśgraux linśairement independants) de­
pend essentiellement de ce groupe fondamental.

Nous allons, dans le paragraphe suivant, nous occuper du role 
que jouent, au point de vue de 1’Analysis situs, les systemes com- 
plets d’integrales de diffśrentielle exacte lineairement indśpendantes.

IV. Sur quelques problśmes (TAnalysis situs.
20. Toute intśgrale de diffśrentielle exacte qui admet une pś- 

riode n’est certainement pas śquivalente a zśro. Mais on ne sait pas 
si la rściproque est vraie. II y aurait dont un grand interet a dś- 
montrer le thśorśme suivant4).

Thśorśme A. — Toute intśgrale de differentielle exacte non 
eguiralente d zero admet au moins une pśriode*).

Ce theoreme est du reste equivalent au suivant.
Theoreme A'. — Etant donnę h integrales de differentielle 

exacte lineairement indśpendantes de degrś p, on peut tromer h rariśtśs 
fermśes d p dimensions Vw, Vm. ... W"J. telles gue le tableau carrś

’) Les theoremes Śnonces dans ce paragraphe sont ceux dont M. Georges 
de Rahm vient d’annoncer la demonstration, (Voir notę1), p- 182).

2) Ce theoreme est a peu pres eyident pour les integrales du premier de­
grś (de la formę JXAidxi).
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des valeurs des h integrales etendues ci ces h narietes ait son determi­
nant different de zero.

Si l’on ne peut pas dómontrer ces thóorbmes, on peut du moins 
espórer, pour chaque espace cios isogene particulier, qu’on puisse 
les yórifier, puisqu’on sait former le systeme complet des integra­
les de differentielle exacte.

21. Si Fon admet le thóoreme A', le pii"w nombre de Betti *)  
de 1’espace est au moins ógal au nombre des intógrales de differen­
tielle exacte linóairement indópendantes de degre p. II serait im- 
portant de savoir s’il peut le depasser ou non. Dans le cas de la 
nógative, on aurait le theoreme fondamental suiyant.

Thóoreme B. — II existe antant d'integrales de differentielle 
exacte lineairement independantes de degre p qu’il y a d'unites dans 
le p‘lme nombre de Betti de 1’espace.

Ce theoreme semble encore plus difficile a dómontrer a priori 
que le thóoreme A2), mais l’une de ses consóquences semble plus 
abordable, au moins dans le cas particulier des espaces cios isogenes.

En effet si le theoreme A est exact et si h est le nombre des 
integrales de differentielle exacte lineairement indópendantes de 
degró p. on peut trouver h variótós fermóes a p dimensions F(I), 
F(2>,..., V(,z) telles que le tableau des yaleurs de de la iiizne in- 
tegrale ótendue a la jiime yariótó ait son determinant different de 
zero. Si donc V est une yariótó fermee quelconque a p dimensions, 
on a, pour la yaleur I, de la i,izne integrale ótendue a F, une formule 
de la formę

I, = nhW + + • • ■ +

les coefficients mt, mh etant des constantes bien dóterminóes
indópendantes de i. Si le thóorfeme B est exact, il existe entre les 
yariótós V, V(V,..., V(,zj une homologie de la formę

m F + nr V™ + ms Ff2J + ... + nh V™ ~ 0,

*) Voir H. Poincarć, Analysis situs (J. Ecole Polyt., 2e serie, t. 1, 1895, 
p. 1—121). Le nombres de Betti du texte sont ceux que Poincare appelle de 
ce nom, mais diminues d’une unitę (loc. cit. p. 19).

’) 11 semble que H. Poincaró regardrait ce thóoreme comme exact, si 
l’on interprete correctement ce qu'il dit dans le mśmoire cite dans la notę pró- 
cedente'. ,,On pourrait d’ailleurs faire voir qu’il existe toujours des integrales 
pour lesquelles le nombre maximum des periodes [le nombre de Betti] est atteint11. 
(loc. cit. p. 25).
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les % ótant des entiers positifs, negatifs ou nuls dont le premier 
n est certainement diffórent de zero. II en resulte qu’on a

22. On arrive ainsi au thóoreme suivant, consóquence des theo- 
remes A et B.

Tllóoróme C. — S’il existe h intógrales de differentielle exacte 
lineairement indópendantes de degre p et h seulement, si de plus le 
determinant des ualeurs prises par ces h intógrales etendues a, h va- 
rietós fermees d p dimensions V(1>, V(2>,..., est different de zero, 
il est impossible de trouner une (h eariete fermee V telle gue
les ualeurs 1, des intógrales etendues a V soient de la formę

Ii — mj;1’ + 4- ... + mhIf\

certains des coefficients m etant irrationnels.
En particulier pour h — 1, Fintógrale de differentielle exacte 

ne peut admettre deus periodes incommensurables entre elles.
Dans le cas gónóral, le theoróme C esprime encore que les 

points de coordonnees Jj, ...,Ą dans 1’espace ordinaire a h dimen­
sions forment un reseau.

11 est clair que si on arrivait, dans un espace cios isogene, 
a mettre en dófaut le thóoreme C, cela demontrerait la faussetó 
du thóoreme B.

23. Malgre 1’ignorance ou nous sommes relativement aux thóo- 
remes A et B, il ne semble pas trop illegitime d’appeller polynome 
de Poincare d’un espace cios isogene a n dimensions le polynome

t" 1 + aff ~ 4" • • • + cin-d 4~ an,

dont le coefficient ap est egal au nombre des intógrales de diffóren­
tielle exacte linóairement indipendantes de degró p. CPest ce que 
nous ferons dans la suitę de ce mómoire.

V. Dóterininatioii du polynome de Poincaró d’un espace cios 
symćtriąue.

24. II existe un espace cios isogene dont on peut dóterminer 
immódiatement un systóme complet d’intógrales de differentielle 
exacte, c’est le tore a. n dimensions. Chaque point de 1’espace est 
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dóterminó analytiquement par n nombres róels aq,..., xn, definis 
ehacun a un multiple pres de 2 tt. Le groupe fondamental est ici 
le groupe

x'i =
les param etres a,- ótant ógalement definis a des multiples pres de 
2 7T. Le sous-groupe g qui laisse invariant le point origine (a;,-=0) 
se róduit a la transformation identique; de plus la transformation 

= — a?,- jouit des propriótós caractóristiques de la symetrie par 
fapport au point origine (n° 9); le groupe G admet 1’automorphie 
involutive qui change la transformation de parametres dans celle 
de param fetres — a,.

Toute formę diffórentielle extórieure invariante est evidemment 
une formę extórieure a eoefficients constants arbitraires construite 
avec les differentielles dxr. dx„,..., dx„. II existe donc Cp„ integrales 
de diffórentielle exacte linóairement independantes de degró p\ le 
polynome de Poincare du tore a n dimensions est donc (t -f- 1)".

On peut vórifier facilement ici les thóoremes A et C; le thóo­
reme B est du reste aussi exact

Pour n = 2, la surface de Riemann d’une courbe algóbrique 
de genre 1 róalise 1’espace en question: les deux integrales de dif­
fórentielle exacte linóairement independantes du premier degre sont 
1’intógrale de premiere espece attachee a la courbe et 1’integrale 
imaginaire conjuguee.

25. Dans le cas d’un espace cios isogene symótrique quelconque’ 
E de groupe fondamental cios Cr, le sous-groupe g est ógalement 
cios, ainsi que le sous-groupe lineaire y du groupe adjoint qui 
n’est autre que le groupe des rotations autour du point O invariant 
par g.

Soit alors
*-r

(10) (ź= 1,2, 

les equations de y. Le nombre des invariants intógraux linóaire­
ment independants de degró p de 1'espace E est egal au nombre 
des formes exterieures de degró p en e2,..., e„ invariantes par y. 
Pour l’óvaluer, considerons le groupe lineaire yp qui indique com­
ment y transforme entre elles les formes extórieures elementaires 

eip]> e’est un groupe linćaire a Cp variables. Le nombre 
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cherche est tout simplement le nombre des inoariants linśaires de yp. Or 
ce nombre est, d’aprós la thóorie des caracteres de Frobenius, etendue 
par H. Weyl des groupes finis aux groupes continus ciosx), ógal 
a la valeur moyenne du caractere (tracę, Spur) des transformations 
de le caractere etant la somme des ólóments de la diagonale 
principale dans le tableau des coefficients de la transformation.

’) H. W e y 1, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher 
Gruppen durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr., 23, 1925, p. 271—309 
24, 1925, p. 328—395).

2) H. Poincare, loc. cit., p. 65.

On voit facilement que le caractere de la substitution linóaire de 
yp qui correspond a la substitution linóaire (10) de y est egal a la 
somme des mineurs diagonaux a p lignes et p colonnes de la ma­
trice (a,y).

On dóduit immediatement de ce qui prócede le thćoróme suivant: 
Le polynome de Poincare d’un espace cios isogbne symetrigue 

est egal a la wńeur moyenne du determinant

(11) A«(0 =

«n ~rt a12 ... aln 
a21 a22 -J- i • ■ • a2n

^nl ^n2 • • • ^nn I
guand on considere successioement toutes les substitutions L du groupe y.

II va sans dire que la yaleur moyenne de HR(t) est ealculee 
en tenant compte de la mesure intrinseque de yolume (n° 13) de 
la yariótó du groupe y.

26. Le groupe linóaire y etant cios laisse invariante unc formę 
quadratique definie positive; on peut donc le supposer orthogonal. 
Le polynome A^(t) jouit alors de la propriótó que les coefficients 
des ter mes equidistants des extremes sont ógaux. La mfane propriete 
appartient donc au polynome de Poincare, a saroir gue ses coefficientt 
śguidistants des extremes sont egaux.

Si l’on admet les thóoremes A et B, ce resultat est une con- 
sóquence d’un thóoreme classique d’Analysis situs, a savoir que les 
nombres de Betti d’ordres p et n — p d’une yariótó close a n di­
mensions sont ógaux * 2).

27. Dans le cas du tore a n dimensions, le groupe y se reduit 
a la substitution identique, et on a immediatement A^(t) = (t 1)"; 
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c'est l’expression dśja trouvśe directement du polynome de Poincarś 
de 1’espace.

Dans le cas de 1’espaee sphśrique, le groupe y est le groupe 
orthogonal gśnśral a n yariables. et nous avons demontrś directe- 
ment (n° 6) qu’il n’admettait aucune formę extśrieure inyariante 
de degre p <Z n. II n’y a donc qu’une intśgrale de diffśrentielle 
exacte non śquivalente a zśro, c'est celle qui donnę le volume de 
1’espace. Le polynome de Poincarś de 1’espace spherique a n di­
mensions est donc tn + 1; cela est du reste d’accord avec les pro- 
prietśs topologiques de cet espace d’avoir tous ses nombres de Betti 
nuls. On peut dśduire de ce qui precede qu’d Tinterieur du groupe 
orthogonal continu, la somme des mineurs diagonaux d p lignes et 
p colonnes d'une matrice orthogonale d'ordre n a sa valeur moyenne 
mdlę (1 sC; p n — 1)-

28. Ce que nous yenons de dire pour un espace cios symś-
trique peut s’śtendre a un espace non symśtrique, mais la yaleur 
moyenne du determinant ne reprśsente plus le polynome de
Poincarś de 1’espace; les coefficients du polynome obtenu sont les 
nombres d’invariants integraux linśairement indśpendants des dif- 
fśrents degrśs.

29. II peut arriyer que le sous-groupe g, et par suitę le groupe 
lineaire y, soit mixte. En tous cas il est cios et par suitę ne con- 
tient qu’un nombre fini de familles continues de transformations. 
Le polynome de Poincarś s’obtiendra en cherchant pour chacune 
des familles la yaleur moyenne du dśterminant kR(t') et en prenant 
ensuite la moyenne arithmetique des moyennes trouyśes.

Dans la pratique, si Fon sait calculer les formes extśrieures 
invariantes par celle des familles continues de y qui contient la 
transformation identique, on ne conservera que les combinaisons 
linśaires de ces formes qui sont inyariantes par chacune des autres 
familles continues de y. Par exemple considśrous 1’espace spherigue 
et 1’espace elliptigue a n dimensions. Ils peuvent etre obtenus tous 
les deux en partant du groupe continu orthogonal a n 1 yariables 

..., x„+J, pris comme groupe fondamental G, le sous-groupe 
g etant, pour 1’espace sphśrique, celui qui laisse inyariante la va- 
riable rr„+1; pour 1’espace elliptique, le sous-groupe precśdent com- 
binś avec la transformation
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Le groupe lineaire y est, pour 1’espace sphćrique, le groupe 
orthogonal continu a n variables e2, et,e„; pour 1’espace elliptique, 
il faut le combiner en outre avec la transformation

fi] = 62 == ®2 , • • -1 1 == lj en == en-

On voit que la formę extćrieure ([eLe2...e„] est un invariant du 
groupe y de 1’espace elliptique si n est impair, mais n’est pas un 
invariant si n est pair: dans ce dernibr cas 1’espace elliptique est 
non orientable et son polynome de Poincare est t".

On peut encore voir les choses autrement. L’ślćment de vo- 
lume de 1’espace sphórique est la formę exterieure

[dx2dx3... dx„+^ — x2 [dxxdx3... dx„+1] 4~ • •• 4~
+ (— 1 )X+1 [^1 ^2 • • •

ou les n -|- 1 coordonnóes x2, x2,..., x„+1 sont liees par la relation

■^l 4~ 4~ • • ' 4“ Xn+1 — 1-

On passe de 1’espace spłierique a 1’espace elliptique en identifiant le 
point (a;,-) au point (— xi'); par ce changement de coordonnees, l’óló- 
ment de volume se conserve si n est impair, change de signe si 
n est pair.

VI. Application ii 1’espace projectif complexe.

30. Prenons, dans 1’espace projectif complexe rapportó a n 4~ 1 
coordonnćes homog&nes xi,xi,...,x„+1, comme groupe fondamental 
(?, le groupe (cios) lineaire unimodulaire qui laisse invariante la 
formę d’Hermite definie positive

4~ 4“ • • • 4“ Xn+lXn+l ■

Nous obtenons ainsi 1’espace hermitien elliptique, qui est symótrique. 
L’automorphe involutive A correspondant au point (o, o, ...,1) de 
1’espace est

Xi ---- X,, X2 ---- — X2i . .. , Xn X„ , Xn_i_i Xn-ł-l •

Le groupe y est ici le groupe lineaire (non unimodulaire) 
d’une formę d’Hermite dćfinie positive

elel 4- e2e2 4~ ■ • • 4" enen i
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il est a 2 n variables reelles, qui sont les parties reelles et imagi­
naires de en e2,..., e„. Designons par (a,-,) la matriee reprósentative 
de la substitution unimodulaire la plus generale laisant cette formę 
d’Hermite inyariante, et dósignons par 0 un parametre angulaire 
yariable. Le determinant est egal au produit determinant

t <z12e'° aalne

D(i) = a2Ieil] a!2e‘fJ -j- t . ■

/Oan^1 . . • cnne^ +1

*) Si la reduction d’un groupe linćaire fini ou continu cios donnę nais­

sance a k groupes irreductibles non equivalents entre eux, ces groupes se pre- 
sentant respectivement fois, v2 fois, ..., fois, la yaleur moyenne du carre 
du module du caractere est śgale ;i

c2 —1“ ^2 —H • • • c*.

Deux groupes lineaires irreductibles et y2 isomorphes a un meme groupe ff 
sont equivalents s'ils transforment le meme nombre de yariables et si, au besoin 
par une substitution lineaire prealuble eflectuee sur les yariables de l'un des 
groupes, a chaque transformation de g correspond la meme substitution pour 
7i et 7a.

qui se rapporte aux yariables ev e2,e„, par le determinant ima- 
ginaire conjugue relatif aux yariables et, e2,...,en.

Le polynome de Poincare de 1’espace projectif complexe est done 
dgal a la valeur moyenne du carrć du.module du determinant D(t), 
quand 0 varie de 0 a 2 ir et quand la matriee (cqy) decrit tout le 
groupe unimodulaire de la formę d’Hermite.

31. Pour faire le calcul, portons d’abord notre attention sur 0. 
Nous yoyons que le polynome de Poincare sera de la formę

+ • • • + fa-J2 + &,

en designant par /3p la yaleur moyenne du carre du module de la 
somme des mineurs diagonaux a p lignes et p colonnes de la ma- 
trice (aZy). (Test aussi, si l’on veut, la yaleur moyenne du carre du 
module du caractbre de la substitution lineaire du gooupe y (n° 25) 
qui indique comment y transforme entre elles les formes extórieures 
[e(1, e,^... eip ]. Or le groupe yp est irreductible et par suitę, d’apres 
un theoreme fondamental de la theorie des caracteres *),  la yaleur 
moyenne cherchee est ógale a 1.
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Le polynome de Poincare de 1’espace projectif complexe a n di­
mensions complexes est donc

t2n f2»-2 _|_ #2«-4 .

La formę invariante de degre 2 p est eyidemment

^[eĄe4... elpeiteit...elp],

la somme etant ótendue a toutes les combinaisons p a p des indices 
1,2,..., w.

32. L’invariant intógral de degró 2p peut etre ócrit explici- 
tement. Astreignons les coordonnóes x1,...,x„+i a satisfaire a la 
relation

(12) xlx1 4- x2x2 4-... + xn+lxn+l = 1,

et considórons la formę diffórentielle extórieure

(13) Q = [dx1dx1] 4- [dxtdx2] 4- ... 4- [dx„+1dx„+1].

On yórifie facilement que cette formę ne change pas si on 
multiplie toutes les coordonnees par un facteur yariable e‘n, ce qui 
n’altere par la relation (12). La formę (13) est d’autre part inva- 
riante par toute substitution du groupe fondamental. Elle donnę donc 
1’inyariant intógral cherebe du seeond degró. Les autres s’en dó- 
duisent par elevation (extórieure) au carró, au cube, la formę de 
degre p ótant

Qp — Z[dxtl dxi2... dxip dxh dxi2... dxtp ].

II est a remarquer que la formę (13) est purement imaginaire; 
il faudrait la multiplier par une constante purement imaginaire pour 
obtenir un invariant intógral róel.

33. Le thóoróme A (n° 20) est ici facile a yórifier. Etendons 
par exemple 1’intógrale fQ a une droite de 1’espace, par exemple 
a la droite

r3 = a;4 = ... = x„+i — 0;

l’invariant intógral J'Q n’est autre que celui qui donnę l’aire de la 
droite complexe, dófinie par deux coordonnees homogenes xx. x2; 
c’est donc, a un facteur constant pres, l’aire de la sphóre. Pour 
faire le calcul, posons 

#1 ---
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la variable complexe £ prenant toutes les yaleurs, y eompris oo. 
Nous aurons

^2 (i + ŚT) = 1,

ce qui nous permet de prendre

x2 — x2 ■

la formę O se reduit alors a

= [(^z2 + x2dQ^dx2 4- j] = x2[d^dQ -|-

4- x2dx2(\d£- &£)] = .
(i + O

L’intógrale
/■ r d&£_ 

a + o

donnę, au signe pres qui dópend de orientation de la surface d’in- 
tógration, la valeur 2 iir.

II en resulte que 1’intógrale

1
2 lir ■ + dxn+1dx„+1

etendue a une droite complexe de 1’espace, consideree comme sur­
face fermee d’integration, est egale a 1. Cette meme integrale etendue 
d une courbe algebrigue de degre p, serait egale d p, puisqu’une telle 
courbe peut, par dćformation continue, se rśduire a un systóme 
de p droites.

34. L’invariant intógral de degre 2 p a egąlement une póriode. 
Si on l’etend a une yariete piane a p dimensions (complexes) de 
1’espace, on trouve sans difficultś

d&d&...d£pd&dęi...dęL _
(i + ^^ + ^^ + ^ + CC)"4-1’=/

le second membre ótant etendu a 1’ensemble des valeurs eomplexes 

des yariables Cette intógrale est egale a Bien 
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entendu il faut supposer que la yariótó d’intógratiou a ete orientóe 
convenablement.

On voit donc que, pour 1’espace projectif complexe, les theo- 
remes A et C sont valables, du moins si on se borne a considerer 
les yariótós fermóes algóbriques, e’est a dire dófinies par des rela­
tions algóbriques entre les coordonnees x1,...,x„+1.

35. Si le thóoreme B est exact, le lieu des points róels de 
1’espace, ou du moins l’un de ses multiples, doit ótre róductible 
a un point par dóformation continue. En effet, si n est impair, il 
n’existe aucun inyariant intógral de degró m; si n est pair, il en 
existe un, mais sa yaleur est nulle quand on l’ótend a 1’espace pro­
jectif róel. La yórification de la propriótó topologique ónoneóe est 
facile.

Donnons-nous en effet un point imaginaire fixe (a,, a2,..., a„+]), 
et considórons, pour chaque yaleur róelle et positiye de X, la yariótó 
fermee X n dimensions, lieu du point

(14) Xa1 -j- Xa2 -j- a?2, ..., Xrz„+1 -j- x„+I,

ou on donnę aux quantites x}, x2, ■ ■ ■, x„+1 toutes les yaleurs reelles 
assujetties a satisfaire a la relation

+^ + ... +^+l = I-

II est essentiel de s’assurer que les n -j- 1 coordonnóes (14) ne 
peuvent jamais ótre toutes nulles, ce qui est óvident puisque le 
point (a;) n’est pas róel. Pour X = 0, la yariótó fermóe se róduit 
a 1’espace projectif róel, compte deux fois', pour X = oo, elle se ró­
duit au point (a,); elle se deforme d’autre part d’une maniere con­
tinue avec X. Le double de 1’espace projectif róel est donc lóductible 
a un point par dóformation continue l).

36. L’espace hermitien elliptique admet, si n est impair, une

*) La determination des nombres de Betti du plan projectif complese 
a ete yirtuellement faite par H. Poincare, qui a etudie (Zoc. cit., p. 88—99) la 

variete dont ehaque point est constitue par un couple non ordonne de points 
pris sur une hypersphere. Or si l’on se donnę dans le plan projectif complese 
une eonique (C), tout point du plan est defini par le couple [nen ordonne des 
points de contact des tangentes menees de ce point a la conique; or les points 
de la conique (complexe) sont en correspondance biunivoque avec les yaleurs 
d’un parametre complexe, c’est a dire avec les points d’une sphere reelle. 
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jorme de Clifford1) 8' qu’on obtient en regardant comme identiques, 
dans 1’espace projeetif, deux points qui se dśduisent l’un de 1’autre 
par Vantiinvolution

(15) aj = z2, aj == — a?n ajs=a>4, aj= — a?s,..., a£== a;„+1, aj+1 = x„.

Le groupe fondamental G de 1’espace hermitien elliptique n’est 
plus defini d’une maniere uniforme dans le nouvel espace S'\ nśan- 
moins toutes les transformation de G invariantes par les relations
(15) engendrent un groupe transitif G' qu’on peut prendre comme 
groupe fondamental (cios) de 1’espace <S', qui est ainsi un espace cios 
isogene. Mais cet espace n'est plus symetrigue. Le groupe G' est celui 
qui laisse invariantes a la fois la formę d’Hermite

+ ^2^2 + ■ • • + ^+1^+1

et la formę extśrieure

[^1^2] + + • • • +

Quant au sous-groupe g', il est formś du sous groupe de G' laissant 
invariant le point (o, ...,o, 1), combine avec la transformation
</• 1 /y1 ■ ■■■ ■ zy» zy» ... zy» zy» —   /»•

----- *̂1,  • • • , ^n—1  ^n-1, ^n+1   •

*) Une formę ds Clifford d’un espace homogene E est une varietó loca- 
lement identiąue ii E, mais dans laąuelle les transformations du groupe fonda­
mental (?, bien qu’existant loealement au voisinage de la transformation iden- 
tique, ne peuvent pas se prolonger partout. Voir E. Cartan, Legons sur la 
Geometrie des espaces de Riemann (Paris, Gauthier-Yillars, 1928, chap. III).

37. L’espace 8' peut etre obtenu en partant de 1’espace pro- 
jectif complexe 8, doue du groupe fondamental G', et en y regardant 
comme identiques deux points se deduisant l’un de 1’autre par l’an- 
tiinvolution (15). Les intśgrales de differentielle exacte de <?'seront 
certains des invariants integraux de 1’espace 8 [doue du groupe fon­
damental G'), a savoir ceux qui sont des intśgrales de differentielle 
exacte et qui sont invariants par antiinvolution (15). Or nous con- 
naisons un systeme complet d’intśgrales de diffśrentielle exacte de 
8'; c’est celui qui est constituś par les invariants intśgraux de 1’es­
pace hermitien elliptique; ils sont invariants par G', gui est un sous- 
groupe de G. Donc nous n’avons qu’d chercher ceux de ces inuariants 
gui sont innariants par l'aintiinvolution (15). Comme la formę O se 
reproduit changśe de signe par cette antiinvolution, il en rśsulte que 
les intśgrales de diffśrentielle exacte cherchśes de 1’espace 8' font 
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+ ... + /*.

fOl, fOi-. ■ Autrement dit le polynome de Poincare de']? espace &' .formę 
de Clifford de 1'espace projectif complexe, est

t-n + i2"-4

On voit que cet espace est non orientableł).
38. Le raisonnement prócedent pourra s’appliquer a toute formę 

de Clifford E' d’un espace cios isogene E, pourou que cette formę 
de Clifford constitue encore un espace cios isogene: on prendra ceux 
des invariants intógraux de 1’espace E qui sont des intćgrales de diffe­
rentielle exacte et qui sont invariants par le groupe discontinu qui 
fait passer d’un point de E a tous les autres points correspondant 
au meme point de E'. II est essentiel de remarquer que cette regle 
tomberait en dófaut si 1’espace E n’ótait pas cios. II suffit de con- 
siderer le cas du tore, regarde comme un espace cios isogfene se 
dóduisant du plan euclidien au moyen d’un rćseau de parallólo- 
grammes: le plan euclidien n’admet aucun invariant integral li­
neaire, tandis que le tore en admet deux.

VII. Application a 1’espace projectif coniplexe regle.

39. On arrive a des resultats góomótriques intóressants en 
considerant 1’espace projectif complexe regli', nous nous bornerons 
au cas de 1’espace a trois dimensions (a 8 dimensions róelles, si 
on le regarde comme un lieu de droites).

On peut regarder est espace comme un espace cios isogene 
symetrique2). Partons pour cela du groupe linóaire unimodulaire 
G de la formę d'Hermite

XXX1 + XiXi + H- xixt

14

*) Cet espace admet une representation biunivoque sur une variete reelle 
de 1’espaee euclidien a 35 dimensions; les coordonnees d’un point de cette va- 
riete sont les coefficients du developpement du polynome

(ax, — bx, cxt — dx3')t(ax1 + bx2 cx3 -J- dxif

considere comme polynome en a, b, c, d.
’) Cet espace admet une representation sans singularite dans 1’espace 

euclidien a 15 dimensions au moyen d’une variete reelle V definie de la ma­
niere suivante. Designons par ptj les coordonnóes pluckeriennes d’une drojte 

assujetties a satisfaire a la relation p,2P\i 4~• • • H-P34P34 = L I4®8 coordon- 
nśes rectangulaires d’un point de V seront les quantites

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII
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et de 1'automorphie involutive

(16) x{=—x1, x'3 =— xt, x'3 = x3, x’i = xt.

Le sous-groupe earactóristique de cette automorphie est celui qui 
laisse invariante la droite x3 = x3 — 0 (et aussi la droite x3 = xi = 0, 
polaire de la premióre par rapport a la formę d’Hermite). L’auto- 
morphie considćree donnę donc naissance a 1’espace des droites 
transformees de = x3 — 0, c’est-a-dire a 1’espace projectif rćglś.

40. Les transformations infinitósimales de G qui se repro- 
duisent chan gees de signe par 1’automorphie (16) sont les quatre 
transformations

et les quatre transformations suivantes, qui doivent etre regardśes 
comme imaginaires conjuguees des precódentes,

On verifie facilement que le groupe linóaire y transforme 
entre elles les variables e1? e2, e„ e4 en les multipliant d’abord par 
un mśme facteur de la formę e‘B et en effectuant ensuite sur elles 
une substitution orthogonale arbitraire a coefficients reels.

La raisonnement qui a etó fait (n° 30) dans le cas de l’es- 

^PikPjk-\- PjkPik), y—^^ępikPjk—pjkP.k) (*=H),
k k

2(PlkPlk — Pik Pik), ^{P3k Pik — Pik Pik),
k k

2 (Pik Pik 4" PikPik Pik Pik ~~ Pik Pik)-

Les transformations que le groupe G exerce sur les droites se traduisent par 
des rotations autour de 1’origine effectuees sur 1’espace euclidien dans lequeł 
est plongee la yariete.
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pace projeetif ponetuel montre que le polynome de Poincare est ici 
encore de la formę

4~ /V6 + /V4 4~ 4- &,
[-J dćsignant la valeur moyenne du carró du module du caraetere 
du groupe linśaire qui indique comment le groupe orthogonal reel 
a quatre yariables transforme les formes exterieures de degre p.

Or pour p = 1, nous obtenons le groupe orthogonal, qui est 
irrśductible; nous avons donc = 1. Pour p — 2, le groupe li­
neaire qui transforme les formes [e,ej se dścompose en deux groupes 
irreductibles non equivalents *),  l’un transformant entre elles les trois 
quantites

’) Ces deux groupes sont tous les deux idęntiques au groupe orthogonal 

de trois yariables. Nśanmoins ils ne sont pas equivalents, parce qu’il existe une 
infinitć de transformations du groupe orthogonal h 4 yariables qui laissent in- 

rariantes les trois quantites [e2e3] 4- [M4]> [Mil 4" ie2c«L [eie»] 4* [eeeJ sans laisser 
inyariantes les trois autres. Si les deux groupes śtaient śquivalents, le coeffi­
cient /?, serait egal a 2’= 4 et non pas a 124-12 = 2 (notę p. 204).

14*

[e2e3] 4~ [<?3e4], [ese,] + [<?2 ej, [e^,] + [e,e4],

1’autre transformant entre elles les trois quantites

[^3] [eSel] [e2eiL [ele2] [e3e4]’>

on a donc /32 = 2. Enfin on a /3S = /34 = 1.
Le polynome de Poincarś de 1’espace projeetif complexe reglć 

est donc
1 = 44-W4-H4

41. Les formes differentielles invariantes de 1’espace se de- 
duisent immćdiatement de ce qui precóde; ce sont les formes

Qt — [wjwJ + [w2w2] 4- [a>8«s] + [^4^4],

= [(w2w3 + WjW4) (o)2wa -J- 4"
4- [(<lJ3Wj to2W4)(to3to1 + to2W4)J -j- [(wi&)2 -J-O)sto4)(w1w2 4" WSW4)],

OŹ4 = [(<a2a>3 — WjW4')(w2<«8 — wi W4)] 4"
[(wstol — W2<04) (<>JSW1 — W2W4)] + [(«1W2 ---- wsw4)(w1m2 — w50)4)],

O6 = [wjw2w3w]<i>2wsj 4" [tó)w2w4wiw2<«4] 4" [w1G>sw4a)1 <a3o>4] 4~
4~ [w2a>3<t>4to2a>3w4],
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auxquelles il faut ajouter la formę qui donnę 1’ólóment de volume

On peut substituer aux deux formes indiquóes du quatribme 
degró les deux suiyantes

[IP =

/712) = [oJ2<l)3W1W4] [ws(,)!«.)WJ -j- -f- [&>, OJ4OJ2<ł>3] -|-

4" [tojW1Wsto1 | 4“ [wsw4wlw2]>

qui s’en deduisent par addition et soustraction.
42. L’intógrale fQ2 peut encore se mettre, a un facteur con- 

stant prós, sous la formę

ij<*Pn  4" dpi»dplt 4- dpltdplt 4- dpttdpit 4- dptidpit 4- dpSidp^,

’) Dans le cas d’une quadrique, on suppose qu’on ne considóre que i’une 
des familles de genóratriees. On doit definir 1'ordre d’une surface reglće par le 
nombre des generatrices de la surface qui appartiennent a un complexe linóaire 
arbitraire.

en astreignant les coordonnóes pliickeriennes de la droite a satisfaire 
a la relation

PitPii 4“ PnPis 4" PnPu ~\~PmPm 4"PuPu 4- PnPu — i-
Cette intógrale, ótendue aux droites d’un faisceau, par exemple 

du faisceau xz = 0, 4~ X.r2 — 0;
pour lesquelles toutes les coordonnóes pliickeriennes sont nulles sauf Pu et P11 = ~ tyli, donnę d\d\
Etendue aux droites d’une surface reglee algóbrique d’ordre p, elle 
donnę une yaleur p fois plus grandę*).

43. Nous allons calculer les yaleurs des deux integrales de 
differentielle exacte du quatrieme degre pour quelques yariótes fer- 
mees a quatre dimensions. Nous considórerons

1° la yariótó F(1) des droites situóes dans un plan fixe;
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2° la yariótó F(2> des droites issues d’un point fixe;
3° la yariótó F(3) des droites rencontrant deus droites fixes;
4’ la yariótó Vm des droites róelles.
Nous dósignerons par 7(Z) et les yaleurs des intógrales fOP et
ótendues a la yariótó V(i>; ces deux intógrales changeront si- 

multanóment de signe si l’on change 1’orientation de Fw. Nous sup- 
poserons que la yariótó V(i> contient la droite origine = x2 — 0 
et nous allons d’abord chercher quelles sont les expressions de f?4l) et 
fi® pour le yoisinage de cette droite.

44. Toute droite yoisine de la droite origine = a;2 = 0 peut 
se dóduire de celle-ci par une transformation infinitesimale

Z-l

Les óquations de la droite considóróe sont donc, d'apres (17),

-|- (wj —)^cs -j- (ws -f- — 0,
a?2 — (w, — -|- (wj — iw2)a;4 = 0.

Les yariations elementaires des coordonnóes pliickeriennes de 
la droite sont donc donnees par les formules

dpn = --  Wj ----- ?W2, ^7^23 === W4 ^Wg,

dp2i --- Wg iw4, ^Psi ~~ “” f,,3
dpn == 0, == 0.

On a inversement

1 i
_ (7p14 dp22), w2 = g- (dpu H- ^23)1

(18) 1
w3 = -(dp2i d!psl), w4 — (dp2i H- dpsl).

Ces formules permettront, dans chaque cas particulier, de cal- 
euler et au voisinage de la droite origine.

45. Calcul des intógrales Iw et c?(1). — Prenons pour yariótó 
F<!) 1’ensemble des droites du plan xr = 0. Chacune d’elles est dó­
finie par les trois coordonnóes pliickeriennes pi2, p2S, p3l, les trois 
autres ótant nulles. II y a donc une correspondance biunivoque entre 
les droites de F(1) et les points du plan hermitien elliptique de co­
ordonnees
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fi ---Piły --- PiSi fi --- Psi-

D’autre part le groupe fondamental G contient, comme sous- 
groupe laissant invariante la variete K(x), le groupe fondamental de 
ce plan hermitien. II en resulte que chacun des ólements d’integrale 

et ne differe que par un facteur constant de 1’ćlement de 
volume

dr = [d&d&d&d^] + [d^d&d^d^] + [d&d^d&dŹ]

du plan hermitien elliptique.
Or on a, au voisinage de la droite origine, dgl=O et, d’apres (18),

lż 1 i
«i = 2 d^-' 0,2 ~ 2 d^1’ tOi = ~2 d^1' <”i~~2 d^ ’

Par suitę
DP=^1^2«2] = |dT,

= 0.

Comme le volume total du plan hermitien elliptique est (n° 34) 
egal a

>2

on peut prendre, pour une orientation convenable de V(x),

(19) Z<»=7T*,  ^'> = 0.

46. Calcul des integrales Z(2) et eP2\ — Prenons pour Vm 1’en­
semble des droites issues du point = x2 = x3 — 0. A chacune 
d’elles correspond d’une maniere biunivoque un point (^, £,) du
plan hermitien elliptique xt — 0, et on a

Pu = Psi — ^2> Psi — Ssy Pis — Psi — P12 — 0.

Par le meme raisonnement que pour F(X), on montre que 
DP et DP ne diffórent que par des facteurs constants de 1’ólóment 
de volume dx du plan xŁ — 0. Or, au voisinage de la droite ori­
gine, on a, d’apres (18),

i 
ws = 2 w3=g<Zg2, w4=g^s-

et par suitę
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U” = o,
OT = = i dr.

On a donc finalement

(20) J(2) = 0, C?(S) = ^2

47. Calcul des integrales J(3) et e>(3\ — Prenons pour F(3) 1’en­
semble des droites qui rencontrent les deux droites fixes aq = xt — 0 
et xt—xi — 0. Chacune d’elles peut etre dćfinie par un point (0, 
0, £,) de la premiere et un point (j/p 0. r].j, 0) de la seconde, avec

£ifi + Os — 1, '71'71 4“ Wi — 1-

II y a donc une correspondance biunivoque entre les droites de 
F(3) et les couples de points de deux droites complexes, qu’on peut 
considćrer comme deux espaces hermitiens elliptiques. La encore 
chacun des elóments d’integrale et sera., a un facteur con- 
stant pres, le produit extśrieur des ólćments d’aire da, et dcr2 des 
deux droites:

da, = [dl^dl;,] + ^2 = [^l^t] + [d>hdi^].

Au voisinage de la droite origine — 0, g, =0), on a d(;2 = 
= d>i,_ — 0. D’autre part on a

Pu — ^2'7n Pit — Pa — ^s'7ii.
7*23  = --  £1’72, Pil == P12 — £1'71,

et par suitę, au voisinage de la droite origine,

— dr/,, dptl = 0, dpti = 0,
dpts == d<;„ dp3i = 0, dplt = 0.

Les formules (18) donnent alors

«i = — 2 (d£i + dij,), (dl;, —- rfi/j), m, — 0, Mt = 0,

= O(2) == — lld^d^diiidii,] — — ^da,da2.

Comme 1’aire totale de la droite complexe est 2 iir, on obtient

(21) 7<3> = ^3) =

48. Calcul des integrales lw et Sm. — Toute droite reelle 
orientee peut etre misę en correspondance biunivoque avec un couple 
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de points de denx spheres de rayon 1. U suffit de poser

P14 + Pil = £1) Pil + j°34 + Pu =
Pu Pi3 — >7i) Pu Psi — >7i) Psi. P12 = >7s >

les coordonnós pliickeriennes etant assujetties a avoir la somme de 
leurs carres egale a 1.

Le groupe fondamental G admet, comme sous-groupe lais- 
sant invariante la yariótó F(4), le groupe des rotations de la pre­
miere sphere et le groupe des rotations de la seconde. Par suitę 
chacun des elśments d’integrale et ne differe que par un 
facteur constant du produit extórieur des ólements d’aire des deux 
spheres. Au voisinage de la droite origine (gj = — 0, == >/2 = 0),
ces ćlóments d’aire se róduisent a

d<Ti = dor^ = [dłjydij.,].

Or on a, d’apres (18), 

i

et par suitę, par un calcul facile,

fii’5 — 4“ ^[d^idl^dihdriz], O? = -gld^id^di^dij^]-

II en resulte immediatement, pour 1’ensemble. des droites reelles 
orientees, que les yaleurs des intógrales et sont 2 tt2
et —2-7F2. Mais il faut reduire ces resultats de moittó puisqu’A 
chaque droite reelle correspondent deux droites orientóes, et on a

(22) /(4) = TT2, = — TT2.

49. Si nous admettons l’exactitude des theoremes A et B 
dans 1’espace projectif complexe regle, nous voyons que nous avons, 
entre les quatre yartótós P4), P2), P3), Vw conyenablement orien­
tees, les homologies

p3) ~ p(2)?
pro ~ p(»  p®

En toute rigueur nous pouyons simplement affirmer qu’un 
certain multiple entier du premier membre de chaque homologie 
est homologue au móme multiple du second membre.

II est a prósumer que si V dćsigne 1’ensemble des droites
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d’une congruenee algśbrique, on a 1’homologie

+ 2f<* 2>,

*) IJetude faite dans le paragraphe VII peut se transporter a 1’espaee 
des spheres orientóes complexes, grace a la transformation de contaet de S. Lie 
qui change les droites en spheres orientees. L’espace projeetif eomplexe regle 
est aussi 1’espace des points d’une quadrique de 1’espace a cinq dimensions.

2) Si Fon se reporte a la yariśte F de 1’espaee euclidien a 15 dimen- 
mensions qui reprśsente 1’espace regle complexe, le nouvel espace considśrś 
s’obtient en regardant comme identiques deux points de F symetriques par 

rapport a l’origine. II admet aussi une reprśsentation biunivoque continue sur 
une variete rśelle de 1’espace euclidien a 20 dimensions, les transformations. 
projeetives de 1’espace rśglś se traduisant par des rotations autonr de 1’origine 
dans cet espace euclidien.

p dśsignant le nombre des droites de la congruenee situees dans 
un plan arbitraire donnś et q le nombre des droites de la congru- 
ence passant par un point arbitraire donnś. Cette rigle s’applique 
aussi a 1’ensemble des droites reelles.

50. On remarąuera qu’a la difference de ce gui se passe dans 
l'espace projeetif ponctuel, 1’ensemble des elements reels de 1’espace 
n'admet aucun multiple gui soit rćductible a un seul elćment par de- 
formation continue.

51. Nous ne nous attarderons pas sur l’invariant intśgral 
,/'O6. II admet une pśriode non nulle si on 1’śtend a 1’ensemble des 
droites qui rencontrent une droite fixe. II est a prśsumer qu’śtendue 
aux droites d’un eomplexe algebrique, sa pśriode est multipliśe par 
1’ordre du eomplexe (nombre des droites du complexe passant par 
un point donnę dans un plan donnó ’).

52. Enfin on peut considśrer une formę de Clifford de l’es- 
pace projeetif complexe rśglś en regardant comme identiques deux 
droites qui se dśduisent l’une de 1’autre par l’antiinvolution

(23) p-n = plit p31 — p2il p12 = p34) plt = pls^ p2i = psi1 p3i — p12 2).

Ce nouvel espace admet le meme groupe fondamental (?; mais 
le groupe g correspondant est mixte. On voit facilement que par 
l’antiinvolution (23) la formę Q2 se reproduit changśe de signe et 
que les formes f})1* et s’echangent entre elles. Le nouvel es­
pace n’admet donc, en dehors de son ślśment de volume a 8 di-
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mensions. qu’un seul invariant intógral, qui est du quatrieme degre, 
a sayoir J'QP Son polynome de Poincare se reduit a. f8 —j—
+ ^+l-

VIII. Le polynome de Poincare d’un espace de groupe cios.

53. Considórons un groupe cios § d’ordre r et la yariótó re- 
prósentatiye des transformations de ce groupe. Si l’on dósigne par 
Ti une transformation arbitraire de 9, elle dófinit un point de la 
yariótó; il existe alors dans cette yariótó un groupe transitif cios 
G dófini par les óquations

(24) T^. = TaT^\

ou 7),, Tb designent deux transformations donnóes de 9. Nous pouyons 
donc regarder la yariótó du groupe 9 comme un espace cios iso- 
gene 8 dont le groupe fondamental est G.

Le groupe G admet 1’automorphie involutiye A qui consiste 
a remplacer 1’opóration (24) par 1’opóration

(25) Ts, = TbT^T~\

et le plus grand sous-groupe continu g de G dont chaque opóration 
est inyariante par A s’obtient en prenant Tb= T„: c’est le groupe 
adjoint de 9. II laisse prócisóment invariant le point O de 1’espace 
8 qui correspond & la transformation identique de 9. L’espace 8 
est donc symćtrigue. Le groupe linóaire y n’est autre que le groupe 
adjoint linóaire, considóró comme operant sur les paramótres en 
e2,..., er des transformations infinitósimales de 9.

54. Le groupe cios § se dócompose, au moins au point de 
vue infinitósimal, en un certain nombre de sous-groupes simples et 
de sous-groupes a un parametre óchangeables entre eux *).  II en 
resulte immediatement, en appliquant la regle du n° 25, que le po­
lynome de Poincare de 1’espace 8 du groupe cios 9 est le produit 
des polynomes de Poincare relatifs aw groupes simples composants *).

’) E. Car tan, Goupes simples cios et ouoerts et geometrie riemannienne 
(J. Math. pures et appl., 8. 1929, p. 10—11).

’) Ce theoreme est a peu pres óyident pour une yariótó close produit 
direct de pluBieurs autres yariótes closes: cela veut dire qu’il esiste une cor­
respondance biuniyoque continue entre un point de la premiere yariótó et Fen­
semble de plusieurs points dont chacun est pris dans une des autres yariótes. 
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On peut donc, dans la recberche du polynome de Poincare de 
Fespace d’un groupe cios, se ramener au cas des groupes cios 
simples.

55. La transformation generale 0 du groupe adjoint linóaire 
7 du groupe simple § admet l multiplicateurs ógaux a 1, l ótant le 
rang du groupe, et r — l autres multiplicateurs de la formę e'"® • 
Les wa ’) sont des quantites deux a deux ógales et opposóes, com­
binaisons linóaires a coefficients entiers, qu’on peut supposer tous 
positifs ou nuls, ou bien tous negatifs ou nuls, de l parametres an- 
gulaires yariables </>2, ..., </>z. Reciproquement du reste les ęf>z peu- 
vent s’exprimer par des combinaisons linóaires a coefficients entiers 
de l des quantites wa.

Si l’on considóre 1’ensemble des transformations 0 pour les- 
quelles les parametres <pz ont des yaleurs comprises entre <pz et 
(j>, -|- le volume occupe dans Fespace par ces transformations 
est. & un facteur eonstant pres, egal a

le produit ótant etendu a toutes les quantitós positwes (c’est-a- 
dire combinaisons a coefficients positifs ou nuls des

Le determinant est ici egal a

Ag(<) — H- -j-a
Soit alors c le terme eonstant dans le dóyeloppement de la 

f<t)q
sórie de Fourier limitee /7(e 2 — e 2 )2. Le polynome de Poincare+
cherche est le ąuotient par c du terme eonstant (par rapport aux p,) du

Mais le thóoreme du texte va un peu plus loin, paree que la representation 

de Fespace 8 comme produit direet de plusieurs espaces de groupes simples 
peut n’gtre yalable que loealement.

’) Ces quantites n’ont aucun rapport avee les formes de Pfaff introduites 
au n° 3.

’) Voir, pour toutes ces proprietes, H. Weyl, Theorie der Darstellung 
kontinuerlicher halb-einfacher Gruppen durch lineare Transformationen II, III 
(Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 328—395). La propriete des <»a de pouyoir s’ex- 

primer au moyen des avec des coefficients tous du meme signe est due a E. 
Cartan (Annali di Mat., 5, 1928, p. 253—260).
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deneloppement de la serie de Fourier
‘O)a i(i)a

(t + iyn(t + e'“«) (i 4- e~‘aa) (e 2—e-~T )«.
+

Ce polynome est done divisible par (Z l)z, l dósignant le 
rang du groupe.

56. On peut demontrer, relatiyement au polynome de Poincare 
de 1’espace d’un groupe cios, un thóoróme góneral remarquable.

Faisons t = 1 dans le polynome de Poincaró; nous obtenons 
2'le produit par — du terme constant du developpement de la serie 

de Fourier
itoa i(t)a 2 i'a)a i(t)a 2 2

/7(e 2 -f- e 2 ) (e 2 — e 2 ) = n^e/aa — .+ +
4i)a óoa 2

Mais il est clair que cette sórie se dóduit de /7(e 2 — e~ 2 ) en 

changeant <■/>,■ en 2 <£,•; son terme constant est donc c. Nous arrivons 
ainsi au theoreme suivant, valable, comme on le voit facilement, 
pour tout groupe cios:

Le polynome de Poincare de 1’espace d’un groupe cios de rang 
l jouit de la proprióte gue la somme de ses eoefficients est egale a 2‘.

Ce thóoreme est en accord avec ce que nous avons trouvó 
dans le cas d’un groupe commutatif cios (n® 24), dont 1’espace n’est 
autre que le tore a l dimensions.

57. On arrive a un autre thóoreme generał en remplaęant 
dans le polynome de Poincaró t par une racine cubique imaginaire 
de l’unitó j. Nous allons montrer que le polynome s’annule par 
cette substitution.

On a en effet

(— j 4~ ) (— j 4~ e~‘0>a) = — j (e‘““ 4~ 1 ~ł” ),
d’ou

ztOcx i(Oa 3/ft)a 3/G)a
(— j 4- e‘"“) (— j 4” ) (e 2 — e 2 ) = — j (« 2 — e 2 ).

Nous sommes donc ramenós a demontrer que, dans le dóveloppement 
du produit

3toq 3‘aa i(aa iia

n(e 2 -e~ 2 )(e2 -<T 2 ), +
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le termę constant est nul, ou encore que les deux produits dóveloppes

3fwa 3f<ao id)a ia)a
n(e ^ — e~~) et /7(e 3 — e~ ~) 
+' +

nont aucun terme en commun.
Or, d’aprfes un theoreme du a H. Weyl’), le second produit 

peut s’obtenir en partant du terme dominant e2 + “ et en appliquant 
aux parametres </>,• les differentes substitutions d’un certain groupe 
fini (S) engendró par l substitutions involutives, les termes qui re- 
sultent du terme dominant par un nombre pair de substitutions in- 
volutives góneratrices etant precódes du signe les autres du 
signe —. Une propriótó identique a óvidemment lieu pour le pro- 

3/&>a 3/coa

’) Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 382 sqcp
’) Pour un contour ferme, le theoreme est du a H. Weyl (Math. Zeit­

schr, 24, 1925, p. 380); voir aussi E. Cartan, La geometrie des groupes sim­
ples (Ann. di Mat., 4, 1926—1927, p. 211—218). Pour une surface fermee, voir 
E. Cartan, Groupes simples cios et ourerts et geometrie riemannienne (J. Math. 
pures et appl., 8, 1929, p. 20, notę 3).

duit fl(e 2 —e 2 ); si donc les deux deyeloppements ayaient un 
+

terme commun, c’est qu’ils auraient, aux coefficients pres, les mó- 
mes termes, ce qui est absurde.

Le polynome de Poincare d’un groupe simple cios de rang l est 
donc toujours divisible par (ts —j— 1) l)z_1.

58. On voit directement que le coefficient de et celui de 
tr~2 dans le polynome de Poincaró d’un groupe simple d’ordre r 
sont nuls tous les deux. Le groupe etant simple, son groupe adjoint 
y ne laisse inyariante aucune yariótó piane reelle ou imaginaire; 
or il n’en serait pas ainsi si y admettait un invariant linóaire, ou 
un invariant formę exterieure du second degró. Dans ce dernier 
cas en effet le groupe y, qu’on peut supposer orthogonal, puisqu’il 
est cios, laisserait, d’apres un thóoreme classique, invariante au 
moins une yariótó piane.

Ces rósultats peuvent se deduire, si fon admet le theoreme A, 
d’ autres rósultats obtenus d’une manióre toute diffórente. On peut 
en effet demontrer que dans 1’espace du groupe tout contour fermó, 
ou toute surface fermóe a deux dimensions, admet un multiple en- 
tier róductible a un point par dóformation continue2). Reciproque- 
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ment ces derniers rśsultats, de naturę topologique, se deduiraient 
des premiers, de naturę algćbrique, si Fon admettait le theoreme B.

59. Si 1’espace d’un groupe simple cios n’admet aucune integrale 
de differentielle exacte non equivalente d ziro de degre 1 ou 2, il en 
admet au contraire toujours une de degri trois.

Si l’on suppose, ce qui est permis, le groupe lineaire y or­
thogonal, les constantes de Structure clJk forment un trivecteur, c’est- 
a-dire qu’elles se reproduisent, avee ou sans changement de signe, 
suivant qu’on effectue sur leurs indices une permutation impaire ou 
paire'). L’invariant intógral du troisióme degrć est alors

la somme dtant etendue a toutes les combinaisons 3 a 3 des in­
dices 1, 2,..., r. En exprimant en effet que la formę exterieure 

est inyariante par le groupe adjoint, on retombe sur les 
relations algebriques fournies par 1’identitó de Jacobi* 2).

’) On obtient ces proprietes en exprimant que le groupe adjoint, dont les 

transformations infinitesimales Ea f sont indiquees au n° 10, est orthogonal.
2) Si l’on ne suppose pas la base infinitesimale du groupe choisie de ma­

niere a. rendre le groupe q orthogonal, l’invariant integral est, a un facteur eon- 

stant pres, egal a f.l J 2śyijk<oi<»j<»k, en posant

fijS ^(ctZffijfivckvZ
Z,g,v

Sous cette formę il existe dans 1’espace representatif d’un groupe quelconque. 
La condition nćeessaire et suffisante pour que le groupe soit integrable est que tous 

les coefficients 77* soient nuls. Voir E. Cartan, Sur la Structure des groupes 
de transformations finis et continue (These; Paris, Nony et Cle, 1894, p. 48),

60. Les theorómes precedents suffisent pour dóterminer com- 
pletement le polynome de Poincarć d’un groupe de rang 2. En 
effet le coefficient de tr~3, et par suitę celui de t3, etant diffórents 
de zero et la somme des coefficients śtant śgale a 4, on a neces- 
sairement le polynome

r + r-3 + 4-1 = (ts 4-1) (r-3 +1).

II est tres yraisemblable que, quel que soit le groupe simple, 
il n’existe qu’un invariant intógral du troisieme degre. Cela est 
du moins certain pour les groupes simples des quatre grandes classes.

clfiZCjvpckZv)-
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IX. Les homologies ąui existent entre les sous-groupes cios 
il trois parametres du groupe d’une formę d’Hermite definie.

61. Nous allons, comme application, rechercher les differentes 
yaleurs que prend l’invariant intógral du troisieme degró lorsqu’on 
1’etend aux diffórents sous-groupes cios a trois parametres du groupe 
linóaire unimodulaire d’une formę d’Hermite dófinie positive a n 
yariables

4- + .•. + xnxn.

Ce groupe §n est simple; sa transformation infinitósimale la plus 
gónórale est de la formę

§f

i,
avec

ell 4“ eSJ 4" ••• + enn — 0, 4~ ć/< = 0•
La formę extórieure inyariante du troisieme degró est

i,...,*

62. Rappelons que le groupe linóaire cios irróductible d’ordre 
3 le plus gónóral s’obtient en cherchant comment le groupe linó­
aire unimodulaire §2 de la formę d’Hermite xx yy transforme 
entre elles les quantitós

xp,xp 'y,xp 2y\. ..,xy'’-\yp.

Ce groupe, que nous appellerons gp. laisse inyariante, comme tout 
groupe linóaire cios, une formę d’Hermite definie positiye. Si l’on pose

a?! = xp, x2 = \ vy, xx = \c2xp 2y2,..., x„+i = yp,

cette formę d’Hermite est

4- xixi 4- ... + xp+lxp+1 = (xx 4- yy)".

Si donc p 4*  i M> groupe considere est un sous-groupe 
du groupe donnę

Aux transformations



de correspondent dans gp les transformations

1 [>»■ jsH*  -**  £+<’’- a+

I. y 1

«./-fp i(«. g't+»,+hi? -1); («, <++ 

+i g +... + |/F; .

63. La transformation infinitesimale la plus generale de gp 
śtant dśsignće par (P^Z^f &tZtf4~ on a, en considśrant cette
transformation comme appartenant i

°>11 _ <<>22II 
II

!•& fl i(p~
<*>2S

2)

f/p -1)
<*>21  <*>32

W/v+>

E?
wp4-1,z>

Ep

w2 4- ito,,

— w2 + w«s>K2t?—i)

et, par suitę,

f) — — 4 [1 p -J- 2 (p — 1) + 3 (p — 2) • • • 4~ p] [o>1w2w3] =
2y(p4-l(p + 2)

3 [WjWjWsJ.

Or la formę [t&jfijjWj] donnę 1’element dę volume du groupe 
§t. On peut donc poser, en multipliant au besoin l'invariant in­
tegral par un facteur constant convenablement choisi,
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-J- 1) (p 4- 2)
6

dósignant la póriode de 1’intógrale ótendue a la yariótó fermóe 
du sous groupe gp ł). Neanmoins il faut remarquer qu’a deux sub­
stitutions de śj dont les coefficients sont ógaux et opposes ne cor- 
respondent deux substitutions distinctes de gp que si p est impair. 
La póriode Ip+1 doit donc etre róduite de moitić si p est pair.

64. Le groupe §n peut admettre ógalement des sous-groupes 
cios reductibles a 3 parametres. II suffira de prendre un certain 
nombre de series de yariables

• zy. /y. •i . . , , . . . , , 4-1 j . , A, ) . ..

telles que les p yariables de la premiere sórie soient transformóes 
par le groupe gp_i, les g yariables de la seconde par le groupe 
9q-t et ainsi de suitę. On doit avoir naturellement

P + ? + « + • • • < «•

On aura alors, pour la periode correspondante,

le seeond membre devant etre róduit de moitió si tous les entiers 
Pi sont impairs (p(^2).

On arriverait A des rósultats analogues si Fon considórait, au 
lieu du groupe unimodulaire d’une formę d’Hermite dófinie, le groupe 
orthogonal a n yariables róelles.

') Considerees comme plongees dans 1’espace riemannien du groupe §n , los 
yarietes des groupes gp sont toutes a courbure constante, cette courbure etant 
inversement proportionnelle a -L-pi; les volumes de ces yarietes sont d’autre

3.
part proportionnels h lP+i .

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 15



L’integration des fonctions sommables.

Par

Stefan Kempisty (Wilno).

M. Denjoy, en se seryant de „maximumu et de „minimum 
d’epaisseur“, a dófini a la riemanienne Fintógrale (A) d’une fonction 
f(x) dans l’intervalle (a, b~)* 2).

*) A. Denjoy, Sur 1’integration riemanienne, Comptes Rendus de l’Acad. 
des Sciences t. 169, 1919, p. .220—1.

2) Dans la notę, Sur Fintógrale (A) de M. Denjoy, (Comptes Rendus, 
t. 185, 1927, p. 749—50), j’ai donnę une dómonstration ineorrecte du th. 
inyerse.

II a etabli que cette intógrale existe et se reduit a Fintógrale 
de M. Lebesgue pour la fonction sommable, il a supposó de plus 
que l’inverse est probable, c’est qui est encore un probleme non 
resolu 2).

Or 1’ótude de Fintógrale (A) que j’appelle approximative nous 
conduit aux intógrales a densite X pres. Ainsi sont appellees des in­
tógrales qui s’obtiennent en partant des bornes d densite X pres et 
qui correspondent aux intógrales de Darboux.

Nous yerrons que, pour une fonction sommable ces intógrales 
óxistent, sont egales entre elles et leur yaleur eommune est inde- 
pendante de X. Ces sont des fonctions d’interyalle dont chacune est 
absolument continue en meme temps que le produit de la borne 
correspondante par la longeur de Finteryalle.

De plus la continuitó absolue de cette derniere fonction d’in- 
teryalle est une condition necessaire et suffisante de la sommabilitó 
de /'(«).

Au moyen des intógrales a densite X prós nous pouyons dó- 
finir des intógrales extrÓmes approximatives.
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Comme toute fonction sommable est approximativement intś- 
grable, on en deduit une autre condition necessaire de som- 
mabilitó de f(fi): le produit d’un borne a densitó X prós par la 
longeur de l’intervalle est a variation bornóe pour toutes les ya­
leurs de les interyalles etant suffisamment petits.

Nous allons eommencer par l’ótude des proprietes des bornes 
a densitó X pres et des fonctions approximativemęnt continues.

I. Les bornes a densite X prós.
1. Conyenons d’appeler densite moyenneł) de 1’ensemble mesu­

rable E dans l’intervalle I, le rapport

|7| ’

en dósignant: par \IE\ la mesure de 1’intersection de 1’ensemble 
E et de Pintervalle I, par | Z| — la longeur de I.

Considerons une fonction f(x) mesurable dans l’intervalle I et 
un nombre X positif, inferieur a un.

Nous dirons que A est un nombre bornant infórieurement 
« densite X pres la fonction sur Z, quand la densite moyenne 
de 1’ensemble

£= Ex[f{x) < A]

est an plus egale a X dans Z, c’est a-dire quand

|;J&’|<x|Z|.

De meme B est un nombre bornant superieurement a densite y 
pres (0 < y < 1), si 1’ensemble

E=Ex[f(x)>B] 
yerifie la condition

|Z£K/z|Z|.

2. Toute fonction mesurable presgue partout finie est bornee (in- 
fórieurement et superieurieurement) d densite X pres, quelque soit 
X positif et infórieur a un.

En effet supposons, par exemple, que f(x) n’est pas bornee 
supórieurement a densitó X pres dans Z.

Alors il existe un nombre X > 0 tel que la densitó moyenne 
de 1’ensemble

*) H. Lebesgue, Sur 1’integration des fonctions discontinues, Annales 
Sc. de FEc. Normale Sup. t. 27, 1910, p. 406.

15*
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E„ = Ex[f(x) > n]

est supórieure a X dans I, quelque soit n entier positif, en d’autres 
termes

|za;|>x|z|.
Soit maintenant

E^ = Ex[f(x) — -J- °°1-
Comme

jĘ.0 = E1E2E3 ...

et la suitę de E„ est non eroissante, nous avons

|Z^|== lim |Z#„|>X|Z|>0,

donc f(x) n’est pas presque partout finie dans I.
3. Si X -|~ fi < 1, le nombre A bornant inferieurement a den- 

siU X priis est au plus egal au nombre B bornąnt superieurem.ent 
d densite u pres.

Posons:

Ą = Ex[f(x) < A] Et = Ex[f(x) > BJ.

Lorsque B, tout point x de l'intervalle I appartient X l’un 
de ces ensembles au moins. Alors

|z|<|zz;1| + |z£!|<(x + ^|z|
et par suitę

A. 4~ /i 1, 
contrairement a 1’hypothese.

Ainsi 1’ensemble de nombres qui bornent f(x) inferieurement 
a densite X pres est bornóe supórieurement par un nombre tel 
que B.

Si X -|- fi 1, nous anons la relation inoerse

A^B.

4. Comme tout nombre inferieur a A jouit de la móme pro- 
priete que A, 1’ensemble de nombres bornants a densitó X pres est 
le segment d’une coupure.

Nous allons voir que cet segment est fermó, c’est-a-dire qu’iZ 
existe le plus grand des nombres A.

Soit m le nombre fini dótermine par la coupure.
Tout nombre m — 1 bornant inferieurement f(x) a densite X 

n



22Q

pres dans 7, nous avons, pour 1’ensemble

En — Ex [/(a;) < m — ,

la condition

Or 1’ensemble
E = Ex[f(x) < m]

est la reunion des ensembles En qui forment une suitę non de- 
croissante,

Par suitę
|I£| = lim|ZŁ;|<X|Z|,

n—>oo

ce qui veut dire que m est un nombre bornant infórieurement 
a densitó X pres f(x) dans I.

5. Appelons borne inferieure a densite X pres de f(x) dans 
Z1), le plus grand des nombres A qui bornent inferieurement /(a;) 
dans 1 a densitó X pres.

Comme cette borne est une fonction d'intervalle qui depend 
de f et de X, nous allons la designer par m(f, I, X) on brievement 
par »»(/), m(7) ou w(X) suivant que /, I ou X est variable dans le 
raisonnement.

Le plus petit des nombres B qui bornent superieurement 
a densitó p pres sera borne superieure X densitó p pres de f(x) 
dans 7,

Des relations qui ont lieu entre les nombres bornants X den­
sitó X prbs (7,3) on deduit

m(X) pour X -j- p < 1,
m(X):^M(p), „ X + ,u>l.

6. Notre dófinition differe de celle de M. Denjoy*)  qui ap- 
pelle maximum d’epaisseur de f sur Z le plus grand nombre M tel 
que 1’ensemble

*) Voir ma notę: Sur les limites approximatives, Comptes Rendus, t. 180 
(1925) p. 642.

’) loe. cit. p. 220; je les croyais equivalentes dans ma notę: Sur l’inte- 
grale (A) de M. Denjoy.

ait sur I la densitó (1’ópaisseur) moyenne au moins egale a a et 
minimum dtópaisseur le plus petit nombre m tel que 1’ensemble
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< Wl]

ait sur I une densitó moyenne au moins egale a /3, a + fi etant 
infśrieur a 1.

L’ensemble
E=Ex[f(x)<M]

etant le complementaire de Ex[f(x)^M], nous avons

|I£|<(1

Alors le plus grand nombre M c’est la borne inferieure i den­
site 1 — a pres,

Le plus petit nombre m c’est la borne supórieure a densitó 
1—/3 pres.

En dósignant par M' et m' respectivement le maximum et le 
minimum d’epaisseur, on a alors, pour a + /3 -< 1,

m’ — M (1 — /3) m(l — a) = M',

en vertu du dernier thóoreme de I, 3.
7. Comme un nombre bornant inferieurement a densite X pres 

borne a fortiori a densitó fi pres, quand /i est supbrieur X X, nous 
avons la relation

m(X)O(ju),
pour

X < p.

Ainsi la borne inferieure a densite X pres est une fonction non 
decroissante de X.

Qnand X dócroit vers zero. »i(X) tend en dócroissant vers la 
borne inferieure mQ qu’on obtient en negligeant les ensembles de 
mesure nulle. Quand X eroit vers un, wi(X) tend en eroissant vers 
la borne superieure analogue

Alors
»i0 = lim m(X) wi(X) lim m(X) = Ma.

x<-o Z-*l

La borne superieure a densitó X pres est une fonction non 
croissante de X et on a

m0 = lim Jf(X) llf(X) 'C lim J1/(X) = .
X«-l

8. En tant que fonction d’intervalle la borne infórieure a dea- 
sitó X prós est semicontinue supćrieurement, car c’est la fonction 
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xt, X) dćfinie par M. Lo o man ’), (a\, z2,) etant 1’inter- 
valle I.

Or M. Looman a etabli que 0 est semicontinue superieu- 
rement par rapport au couple (a?,, a?,).

Comme, d’apres les dćfinitions des bornes, on a

W) = f\

nous voyons que la borne supćrieure a densitó X pres est une 
fonction semicontinue infśrieurement de I, etant d’ailleur egale a la 
fonction semicontinue infórieurement x2,1 — X) de M. Lo oman

9. II est óvident que le nombre bornant infórieurement (sm 
perieurement) f(x) a densite x prós dans I, borne a fortiori de la 
meme maniere la fonction g(x) au moins (au plus) egale a f(x).

II en vient que l’on a, pour

»«(?)<>»(/); m (g\

Designons par fN la fonction f(x) limitee superieurement au 
nombre N, c’est a dire soit

fN == min (/,AT).
Or nous avons

m(fN) — pour »»(/) N,
m(fN) = N , „

donc
»n(/JV) = min (wi(/), A7).

En posant
fN — mas (/, N),

nous avons aussi
w (A) = mas (m(/), N).

En particulier, en posant N — 0, nous avons m(/0) + m(f°) = 
— mas (w(/'), o) -|- min o) = m(f), f0 etant ainsi la partie non
nśgative et f0 la partie non positive de la fonction f.

Les memes relations ont lieu pour la borne superieure a den- 
site X pres.

*) Sur les deus cathegories remarquables des fonctions de yariable reelle, 
Fundamenta Math. t. V, 1924, p. 106, § 2.
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II. Les fonctions approxiinativement continues.

1. M. Denjoy a appele f(x) approximativement continue au 
point x0 si, śtant donnę:

e>0, O<X<1,

on peut dóterminer 3 de maniere que la densite moyenne de 1’en­
semble

W(*)~/(*o)|<6]

soit nupórieure a 1 — X sur l’intervalle I contenant xQ de longeur 
infórieure a 3.

Or il resulte de cette definition que la densitó moyenne des 
ensembles

</(«0) — 4 > /(»«) + e]

est infórieure a X sur I.
On en dćduit que, pour X <

/■(«0) — <= >»(/, I, X) < Jf(/, I, X) /(^o) -j- e.

Comme d’autre part les ensembles

W(*)  > /Oo) - 4 Ex[f(x) < /(^) + e]
ont une densitó moyenne dans I supórieure a 1 — X, nous avons, 
pour p = 1 — X |

/(^o) ~e< M(f, I, p) < m(f I, p) < /(a?0) -j- e.

Par suitę, quelque soit X, les bornes a, densitó X pres dans I 
d’une fonction approximativement continue ont pour limite la naleur 
de la fontion au point l’intervalle 1 tendant vers son point

/(®o) = X) = lim M(f, I,X).
/ —>Aq /

2. On en deduit qu’ww« fonction approzimatwement continue 
pour toutes les naleurs de x est la limite des fonctions continues f

En effet posons

^>„(a;) = m0^,a;4-^j!x), 0a(a>) == M (f, x -|-|j , X

!) A. Denjoy, Sur les fonctions deriyees sommables p. 181 § 12 et 
H. Looman loc. cit.
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La fonction <£„ est, d’apres le thóoróme de M. L o o m a n, se- 
micontinue superieurement par rapport a x, tandis que 0„ est se- 
micontinue infórieurement.

Comme, pour X ,

il existe, en vertu d’un thóoreme de M. Hahn1) une fonction con­
tinue intermediaire fn(x~).

Or, la fonction f ótant approximativement continue,

/(») = lim <£„(a:) — lim 0„(o>)
n—>oo /i—>oo

donc / est la limite de la suitę de fonctions continues

A, A, A,

3. Quand Finteryalle I contenant le point x tend vers ce 
point, sa densitó moyenne dans le plus petit yoisinage symetrique 
de x contenant 1 est au moins ógale a .

Nous dirons que Finteryalle I (contenant ou non le point x) 
tend regulierement vers x. lorsque cette densitó est au moins ógale 
a un nombre positif a, (parametre de rigulariti)*)  et nous ecri- 
vons alors

*) H. Hahn, Uber halbstetige und unstetige Funktionen, Bericht Akad. 
Wien 129, 1912 p. 103.

’) H. Lebesgue, loc. cit. p. 390.

1 x.
a

Si a est inferieur A le point x peut etre extórieur a Finteryalle I.
Nous allons voir qu’we fonction approximativement continue 

au point xn est la limite eommune des bornes a. densite X pres dans 
I, l'intervalle 1 tendant regulierement vers xB suinant un parametre 
a guelcongue.

En effet soit F,o le plus petit yoisinage symótrique de xQ qui 
contient Finteryalle I tel que

La fonction f(x) ótant approximatiyement continue au point 
x0, on a, en posant

£==W(a3</(* 0)-e],
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la relation

pour F^ suffisamment petit.
Comme l’intervalle I est contenu dans F^

\EI\ <|7SFJCXa|FJ<X|7|

la borne infórieure i densite X pres satisfait donc X 1’inógalitó

m(/‘, 7, X)>/(a;0) —e.

On obtient, par un raisonnement analogue,

Or, pour X + /u < 1,

m(/,I,X)<

donc en faisant tendre | VXa | vers zero on a

/(®0) = lim m(/,7, X) = lim M(f, 7, /z),
7->x0 7->x8a a

X et fi etant d’ailleurs quelconques.
4. Une fonction mesurable est, d’apres un thćoreme de M. 

Denjoy, presque partout approximativement continue1). Or nous 
avons en tout point de continuite approximative

f(r) = lim m( f, 7, X) = lim J7(/, Z, X),
7—7—>xq
a a

quelque soit X.
U en resulte qu’u»e fonction mesurable presgue partout finie 

est presgue partout egale a la limite reguliere de ses bornes d densite 
X pres, quelque soit X et parametre de rógularitó a.

III. Les integrales X densite X pros.

1. Soit f(x) une fonction mesurable et presque partout finie 
dans un intervalle K — (a, V).

Diyisons cet intervalle au moyen d’un nombre limite de points 
en k intervalles partielles

z^,..7*.

‘) A. Denjoy, Sur les fonctions deriyees sommables p. 170 § 5.
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Nous allons designer pas s(/, K, X) et s(/, K. X) les limites ex- 
tremes de la somme

*
X)|Z,| ,

lorsque la normę de la division c’est-a-dire la longeur du plus grand 
des intervalles Ih tend vers zero.

Ces limites sont des integrales extremes, au sens de M. Bur- 
kill1), de la fonction d’intervalle

Z7(/. I, X) — m(f I, X) 11\
c’est-a-dire:

Lorsque s — s, nous dirons que /(«) est intógrable par dófaut 
X densitó X pres dans l’intervalle K et nous dósignerons pas s[f. K,X) 
1’integrale par dófaut d densite X pres.

On dófinit de la meme maniere les intógrales par exces a den­
site X pres S, S et £> en partant de la fonction d’intervalle

G(/.Z,X) = W,7;X)|7|.

Quand s = nous dirons que /(a?) est integrable d densite 
X pres. en dósignant 1’intógrale par

h

2. Toute fonction mesurable bornee est integrable d densite 
X pres.

Considórons une suitę de divisions de l’intervalle (o, b).

^1) ^3> • • •, Dn,...

dont les normes tendent vers zóro avec —. Soientn

a = xS <Zaf C < ... <x"l_i < < ... <xnK = b,

*) J. C. Bur ki 11, Fonctions of Interyals, Proc of the. Lond. Math. Soc. 
22(2), 1923, p 279.
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les extremites des intervalles partiels de la division D„. Dćfinissons 
une fonction en echelle f„(x) = m(/, xt\ X), pour K •< xt.

En tout point z0 de continuite approximative de /(□:), contenu 
dans l’intervalle (x"_^x") nous avons d’aprós II, 1,

f(«o) = lim m(/, (a7_15 af)> X
Il —>oc

donc presque partout (II, 4)

/(a?) = lim f„(x).
n->oa

La fonction considerće etant bornee, les fonctions f„(x) 
mement bornees.

Par suitę

sont unifor-

b b

I f(x)dx — lim / fn(x)dx.
J n->oc J
a a

Or l’intógrale de la fonction fn(x) est ógale a la

I" etant l’intervalle (a?"_i, a^).
Puisque cela a lieu quelque soit la suitę choisie

avons

somme

de D„, nous

b
J’f(x)dx = s(f. K, X).
«

De meme
b

J'f(x)dx — S(f. K. X), 
«

donc f(x) est intógrable a densite X pres et
b b

a a

Ainsi, Pintegrale lebesgienne d‘une fonction mesurable bornee est 
igale d Tintigrale d densitó X pres.

En particulier une fonction approximativement continue bor­
nee, etant limite des fonctions continues (II, 2), est integrable X den­
sitó X prós, quelque soit le nombre positif X infórieur a un.
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3. Soit f(x) une fonction non negatine sommable.
Toute fonction sommable ótant presąue partout finie, f(x) est 

bornóe k densitó X pres (I, 2).
Soit m sa borne inferieure a densitó X pres.
D’apres la definition de m, 1’ensemble

[Ą®) < »»]

vórifie la condition 11E | X111.
En posant

/„, = min {/><},
nous avo sn

m 11\ f fmdx + m . | IE\ Cfdx -f- X»i 1l\.
I-E 1

Par suitę

I

L’intógrale lebesgienne ótant une fonction absolument eontinue d’in- 
tervalle, la fonction non negative d’intervalle y(Z) est aussi absolu­
ment eontinue, en d’autres termes la somme finie

tend vers zóro en meme temps que la longeur totale des intervalles, 
c’est-a-dire | It | -f-1Ą| -j- • • • + | Z, |J).

En remplaęant la borne infórieure m par la borne supórieure 
M et 1’ensemble Ex\f(&} < ’»] par EJJ\x} < JZ], nous avons

|Z7Z|<(1-X)|Z|.
Donc

M\Z|< yf{x)dx + (1 - X)jf|I\
z

et par suitę

<?(7)=j/i .
/

La fonction ćr(Z) est donc aussi absolument eontinue.

*) On dirait mieux „absolument petite11 puisąue cette proprićte ne defi; 

nit la continuite que pour les fonctions additiyes.



238

Ainsi, si la fonction f(x) est sommable et non negatioe. les 
fonctions g(f,I,X) et G(f,I,X) sont toutes les dewc absolument con­
tinues .

Si /(a;) est sommable et woro positwe, le theoreme a aussi lieu. 
Nous avons en effet:

<?(/)--z7(-n

en vertu des proprietes correspondantes de bornes a densite X pres 
(I, 8),

Par consequent, pour f(x) 0, nous avons

\gtflj + ... + ^(/,Zn)| =G(-f + G(-flJ,
[ G(f !:) + ...+ G(f, 7„) | = ?(_ /, Ą) + ... + ?(_ f 7a),

donc les fonctions g(f. I) et (?(/’, 7) sont aussi absolument continues.
Si f(x) est une fonction sommable quelconque, nous pouvons 

la dócomposer en deux fonctions f0 et respectivement non ne- 
gative et non positive.

Or, d’aprós I, 9,

m(/) = m(/0) + >(/) = J/(/o) + J7(/»)

et par suitę

.?(/) = + <?(/) = (?(/0)+©(/»).

La somme de deux fonctions d’intervalles absolument continues 
ótant absolument continue, nous voyons que les fonctions g[f,I^ 
etG(fI,X) sont absolument continues quelque soit la fonction som­
mable f(x).

5. Lorsqu’une une fonction d’intervalle est absolument conti­
nue, ses intógrales extremes sont finies l).

Considórons les derioees extremes de la fonction d’intervalle 

g(l\ c’est a-dire les limites extremes du quotient > l’intervalle 

7 tendant regulierement vers x, quelque soit le paramótre de ró- 
gularite a.

Designons ces dórivees par Dxg et Dxg.
Par suitę d’un thóoróme de M. Burki 112), si <7(7) est abso­

lument continue, on a, pour K — (a, b), les ógalitós:

’) J. C. Burkill, loc. cit. p. 287.
*) loc. cit. p. 309, th. 7, 6.
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— K

Or dans notre cas

Comme, pour 
partout

toute fonction mesurable, nous avons presque

f(x)= lim m(ff, X),
I —a

les deux deriyees extremes sont egales a f(x) et nous avons
_  b

J9(1) = J7(-f) = ffdx.

— K K a

Cela signifie que la fonction g(I) est integrable, 
integrable a densitó X pres et

b
yf(x)dx = s(f,K, X). 
a .

est donc

Le meme raisonnement donnę

son inte-

eontinues
a densite

b 
J’fdx= S(f,K,X), 
a

alors la fonction est integrable a densite X pres et
grale est ógale a 1’intógrale lebesgienne.

6. Comme g(f,I,X) et 6r(/, J, X) sont absolument 
pour f sommable, toute fonction sommable est integrable 
X pres.

De plus 1’intógrale a densite X prós d’une fonction sommable 
est independante de la valeur de la densitó X, puisqu’elle est egale 
a l’integrale lebesgienne.

Notre derniere raisonnement montre aussi que la fonction f(x) 
est toujours sommable, si g{I) et G(l) sont absolument continues. 
Or le reciproque etait etabli plus haut (III 3, 4), nous voyons donc 
que la continuitć absolue de fonctions G(fI,X) et Gflf) est une 
condition necessaire et suffissante de la sommabilite de f(x).
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IV. Intógrales approximatives.

1. Des propriótós des bornes a densitó X pres on deduit les 
propriótós correspondantes des intógrales a densitó X pres.

De la relation
wi(X)

yalable tant que X -j- I1 <11, nous deduisons, en formant les sommes 
et en passant aux limites, les inógalites:

SM _
<SM-

~ . s(X)

On voit de plus que les intógrales par defaut s(X) et s(X) sont 
de fonctions non dócroissantes de X et que les intógrales par ex- 
ces S(ji) et SM sont des fonctions non croissantes de fi.

2. Appellons integrale inferieure approximative la limite de 
s(X), X tendant vers zóro, et ócrivons

4
(A) ffdx = lim s(/, K-M).

J a->o —

Cette limite est finie quand s est bornee pour les yaleurs suffisam- 
ment petites de X.

L'integrale superieure approximative sera

3. Comme, en vertu de IV, 1, les intógrales s(X) et SM sont 
toutes les deux au plus ógales A Fintógrale supórieure approxima- 
tive, quelque soient X et nous pouyons supposer que X + 
et nous aurons Pinegalitó

Alors, si X tend vers 1, p tend vers zero et



Pour que 1’intógrale supórieure approximative soit finie il faut que 
s soit bornóe pour X voisin de 1.

Ainsi pour que les intógrales e.rtremes approzimatwes soient fi- 
nies, il faut et il suffit que les intógrales par dófaut s(X) et s(X) 
soient bornóes pour toutes les yaleurs de X et par suitę que la fonc­
tion dlinterealle gff, /, X) soit a nariation bornie, pour 0 <f X ■< 1 et 
les interoalles petits1).

On obtient la meme condition pour G(f. I, X).
4. La fonction f(x), dont les intógrales extremes approxima- 

tives sont finies et egales, est dite approximativement intógrable. La 
yaleur commune de ces intógrales sera 1’intógrale approximative de 

b
f(x) dans (a, 6):

Comme, d’apres IV 1 et 3,

S(X) < S(X) 
<x) <7(x)

1’ógalitó des intógrales extremes approximatives implique 1’egalite 
de toutes les quatre intógrales a densitó X pres. Une fonction ap- 
proximativement intógrable est donc intógrable X densitó X pres, 
quelque soit X, compris entre 0 et 1. De plus

donc 1’intógrale a densitó X pres d’une fonction approximatiyement 
intógrable ne depend pas du nombre X, car elle est egale X 1’intó­
grale approximative.

Comme l’inverse rósulte de la definition de 1’integrale appro- 
ximative. nous yoyons que l’integrabilitó approximative est une con-

’) Nous dirons que la fonction d’intervalle <z(I) est a oariation bornie 
dans K quand la somme . -f-.'7(D est boraee quelque soient les in-
teryalles non empietants Ą, I2, ■.. In formants une diyision de K.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIIF. 16
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dition nócessaire et suffisante pour gue 1’integrale a densite X prhs 
existe et soit independante de X.

Toute fonction sommable est donc approximativement intó­
grable (III, 6).

5. Nous avons ótabli (IV, 3) que les integrales extremes appro- 
ximatives de f{x) sont finies quand la fonction gff, J, X) est a va- 
riation bornóe, pour toutes les valeurs de X comprises entre 0 et 1,. 
et que cette condition est aussi nócessaire pour les interyalles suf- 
fisamment petits.

Ainsi pour gue la fonction f(x) soit sommable il faut gue la fonc­
tion d’intervalle g(J\ I, X) soit a, oariation bornee, pour 0 < X < 1 
et les intervalles petits.

On voit (III, 6) que la fonction d’intervalle g(J\ I, X) est dans 
ce cas absolument continue, pour toutes les valeurs de X, et a va- 
riation bornóe pour les intervalles petits.

La fonction correspondante Gff, I, X) jouit de mómes proprićtes.

V. Les fonctions de plusieurs variables.

1, Lorsque x est un point (ajj, ...,a?A) d’une espace o. k di­
mensions, l’intervalle 1 est 1’ensemble de tous les points dont chaque 
coordonnóe xt est comprise dans un intervalle linóaire (a(, ó,) ouvert, 
fermó ou semi-ouvert.

L’etendue de l’intervalle I est le nombre

11\ = (ł>i ~ «i)(^ — «2) •••(&*  — «*)

qui remplace la longeur de l’intervalle linóaire.
Le ooisinage symótrique d’un point (a^,xt,... xk) est intervalle 

Vx dont les projections sont

{xt — h, xt -j- h) (ż= 1,2,..., i)

Si les intervalles lt, compris dans K, n’empietent pas et

|^| = |A| + |is| + --- + l^l,
nous dirons qu’ils constituent une dioision de K.

La normę de la division est la plus grandę des dimensions des 
intervalles 44...Ą.

2. Ces notions etant ainsi precisóes, nous pouvont etendre les 
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dófinitions des bornes a densite X prós et de la continuitó approxi- 
matiye aux fonctions de plusieurs yariables.

II en est de móme avec la dófinition de Fintógrale d’une fonc­
tion d’intervalle. Alors les dófinition des intógrales a densitós X prós 
et des intógrales approximatives subsistent pour les fonctions de 
plusieurs yariables.

3. Quand aux theoremes de ce mómoire, ils subsistent ógale- 
ment pouryu que l’on modifie la dófinition de Fintógrale d’une 
fonction d’intervalle, en exigeant que les rapports des dimensions 
des intervalles partiels d’une diyision soient uniformement bornóes 
par deux nombres positives.

En effet dans la dómonstration du thóoreme de M. Bur­
ki 11, citó au III 5, il faut que la suitę des intervalles partiels qui 
contiennent un point x tende regulierement vers ce point, lorsque la 
normę de la diyision dóeroit vers zóro ł).

Or cela a bien lieu lorsque la diyision yerifie la condition 
qu’on vient d’enoncer.

Ainsi nous arriyons a la conclusion que toutes les theoremes de- 
montrós dans ce mómoire peuyent ótre appliquós aux fonctions de 
plusieurs yariables.

’) loc. cit. p. 310.

16*



Deux types de relations logiques et la 
methode de Poretsky.

Par

Zygmunt Kobrzyński (Varsovie).

Je considere une suitę T finie ou du type w des termes
Je dósigne par E 1’ensemble des fonctions logiques, dans 

le sens de Poretsky, des termes de la suitę 7; par En 1’ensemble 
des fonctions logiques des termes du segment Tn de la suitę 7, 
c’est-a-dire des termes ij, par Mn 1’ensemble des minima,
dans le sens de Poretsky, de 1’ensemble E„', par M„(a), a ap­
partenant i E„, 1’ensemble des minima du dćveloppement de la 
fonction logique a en une somme des minima de 1’ensemble E„.

Je discerne deux types de l’equivalenęe et de 1'inclusion lo- 
giques des ćlements de 1’ensemble E: Yequivalence (resp. Yinclusion) 
structurale et Y 6quivalence (resp. Yinclusion) relative.

Je dis que a est structuralement 6quivalent d b dans 1’ensemble 
En, si a et b appartiennent a En et les ensembles Mn(a) et Mn(b) 
sont identiques; a sera dit structuralement contenu dans b dans 1’en­
semble En, si a et b appartiennent a En et Mn(a) est contenu dans 
Jf„(6).

ótant contenu dans Ev, les fonctions logiques structuralement 
equivalentes dans 1’ensemble En le sont aussi dans 1’ensemble Ev\ 
je les considere donc comme structuralement equivalentes dans 1’en­
semble E. Ces fonctions restent structuralement equivalentes, lors- 
qu’on change 1’ordre des termes de la suitę 7 ou lorsqu’on remplace 
la suitę 7 par une suitę des termes par rapport auxquels les termes 
de la suitę 7 sont des fonctions logiques. Ces remarques concernent 
egalement la relation de l’inclusion.

7' dósignant une suitę a termes en góneral diffórents de 7 et 
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E' 1’ensemble de leurs fonctions logiques, je fais correspondre a 
chaque terme de la suitę T une et seulement une fonction lo- 
gique appartenant a E'. Ainsi & chaque fonction logique a apparte­
nant a E vient correspondre une et seulement une fonction logique 
appartenant a E', a savoir la fonction qui s’obtient de a en y rem­
plaęant les termes de T par les ólements correspondants de E'.

a et h appartenant a E, je dis que a est ćquivalent a b dans 
1’ensemble 7? relatwement d T ensemble E', si les ólements de E’ cor­
respondants a a et b sont structuralement óquivalents dans E'\ a sera 
dit contenu dans b dans 1’ensemble E relatwement d 1’ensemble E', si 
1’ólement de E' correspondant a a est structuralement contenu dans 
celui correspondant a b.

Dans le cas particulier l’óquivalenće et 1’inclusion relatives se 
laisseńt dófinir par une coupure de 1’ensemble A en deux classes 
disjointes F et V a proprietes suiyantes:

1° La somme des fonctions logiques a et b appartenant a E 
appartient a F alors et seulement alors, lorsque a et b appartien­
nent a F.

2° Le produit des fonctions logiques a et b appartenant a E 
appartient a V alors et seulement alors, lorsque a et b appartien­
nent a K

3° Ni F ni V ne contient la nógation d’aucun de ses elóments.
Dans le cas considóre, a sera dit equivalent d b relatwement 

d cette coupure , si a et b appartiennent simultanóment a F ou a V; 
je dirai de-meme que a est contenu dans b relatwement d cette cou­
pure, si a et b appartiennent a E et a appartient a F ou b appar­
tient a V. Ces dófinitions sont equivalentes aux precódentes dans 
le cas de la suitę T" formóe de deux termes (que l’on fera corre­
spondre respectivement aux ensembles F et F).

Les deux types des relations ci dessus yerifient les formules 
du Calcul de Schroeder, c’est-a-dire du Calcul logique sans prin­
cipe dassertion; ces relations appartiennent donc a 1’Algebre des 
Ensembles, les notions de „termeu et de „fonction logique“ pou- 
vant etre dófinies par la seule description de leur Structure, indó- 
pendamment de tout systeme de la Logique.

Application: En designant par ou Mest un ensemble
fini, le nombre des ólóments de 1’ensemble M, j’appelle la probabi­

lite de la fonction logiąue a dans T ensemble E„ la relation >
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a appartenant a E„; d’une faęon anałogue j’appelle la probabilite de 

a par rapport a b dans 1’ensemble E„, la relation , a et b

appartenant a En et ótant AT(J/„(ó)) =|= 0.
En ótant eontenu dans Ev et a appartenant a En, les proba- 

bilitós de la fonction logique a dans les ensembles En et Ev sont 
ógales. Leur valeur commune peut etre considćree comme probabi­
lite de la fonction logique a dans 1’ensemble E. La meme remarąue 
concerne la probabilite de a par rapport a b.

Les formules fondamentales du Calcul des Probabilitós, ana­
logues a celles du Calcul des „ Wahrheitswerte“ de M. Jan Łuka­
siewicz, exposóes dans son ouvrage: „ Die logischen Grundlagen der 
WahrscheinlichkeAtsrechnung' (Krakau, Akad, der Wissensch. 1913), 
concernent dans ce cas l’óquivalence et 1’inclusion structurales.



Sur un groupe automorphe.
Par

K. Abramowicz.

Dans ma notę J) inseree dans les Comptes Rendus, t. 187, j’ai 
etudie les fonctions appartenant au groupe {p, q, r} formó des sub­
stitutions appelóes par M. Fricke de „Haupttypus“. En dósignant 
par px, qx, les diviseurs des nombres positifs p, q, r du corps al- 
góbrique et posant p — pxp2^ q=qJqi. r — rxr2, M. Fricke
obtient le groupe plus gónóral des substitutions

(1)
/ (aj/pxrx + b}/p2r2)l/qx , +</|/p2r1)|/ęs\
\ — 0 — d J/p2rj) Yq2 , (a j/pxrx — b \p2r^ / qx '

au dóterminant

(2) a^Sin — — d*p 2q2rx — 1,

>) Transformation des fonctions automorphes, p. 801.
2) Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Functionen, t. I, 

p. 538, 588.
’) Weber: Lehrbuch der Algebra, II, p. 306.

qu’il appelle* 2) groupe „de typeu [pi, ?i, rt]. Nous nous proposons 
d’ótendre le resultat obtenu dans la notę citóe aux groupes„ de type“ 
[y>i, qx ,rj]. Nous dósignons les substitutions de ce groupe par [a, b, c, <£].

Dans ce qui va suivre nous supposerons que le corps alge- 
brique Ą(0) de degró k auquel appartiennent les nombres positifs 
p, q, r est dófini par l’óquation #(0) — 0 et que ce corps a la base 
minimale (1,6, O2,... 0* -1). Nous faisons en outre 1’hypothese que le 
polynome F(6) de degre k par rapport a 0 est irróduetible suivant 
le module n (supposó premier).

Le corps 0^8) possódera alors les propriótós suivantes’) sur 
lesquelles nous nous appuyerons dans la suitę:



248

1) il contient nk nombres (y eompris 0) incongrus suivant le 
module w,

2) si le produit a/3 de deux nombres a,/3 du corps est con- 
gru a 0, alors l’un de nombres a, 3 est congru a 0,

3) la congruence ax == /3 (mod n) a toujours dans le corps 
une solution et une seule (a n’ótant pas == 0),

4) on peut diviser ou multiplier les deux membres de la con- 
gruence par chaque nombre qui n’est pas = 0.

Pour la transformation du n-eme degró du groupe , qr, r3] 
nous chosirons la substitution V de la formę V = [K, o, L, oj avec 
le dóterminant

&W1 +

ou n est un nombre premier et les nombres K et L appartiennent 
au corps OA(0).

En dósignant par f(z) la fonction automorphe appartenant au 
groupe [pi,ji,r3] nous nous proposons d’etudier la fonction trans­
formóe /(Fb) appartenant au groupe F_1[y<1, ji,r]F. Dans le travail 
aetuel nous demontrons que dans le cas ou le polygone fondamen­
tal du groupe , g,, rj a un nombre fini de sommets la relation 
entre les fonctions /(Fa) et f(z) est algebrique de degre 
en /(Fb).

Pour les substitutions [a', b', c‘, d'] du groupe transformó 
F_1 [p,, qx, Fj] V nous obtenons les yaleurs:

a’ — na, V — b{Kip1q1r1 — L^p^r^) —2 KLdp^r^ 
c' = nc, d' = dO^p^r, — Lip1q1ri) -}- 2 KLbp^ą^^.

On voit que les substitutions [a', b', c', d'] du groupe transformó 
F^Jp,, Sn^JF ont le determinant m2; pour que le dóterminant de 
fa', b', c', d'] soit ógal a 1, les nombres a',b',c',d' doiyent etre di- 
yisibles par n. Aprós cette remarque on raisonnera de la manióre 
suivante:

1) Dans le sous-groupe gj commun aux groupes et
y~3fpi, ne peuyent entrer que les substitutions fa', b', c', d']
du groupe F_1 [p3, , r3] F qui s’obtiennent de substitutions [a, b, c, d]
satisfaisant a la congruence

Kbq, ss Ldfy (mod «).

En effet, dans ce cas seulement les nombres b' et d' sont di-
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yisibles par w, ce qu’on yórifie immediatement a l’aide de formu­
les (3), en tenant compte de la congruenee1):

== — Z!?2r2.

2) Les substitutions [a', b’, c', d] qui peuvent entrer dans le 
groupe ffj doivent remplir la condition

Kd’i\ = LVrt (mod ri).

En effet, la resolution des ógalitós

b' = i — £2Pi?2r2) — 2 KLdp^r^
71 l

d' = n ~ LiPW») + 2 KLbPiWt]

par rapport a b et d donnę

H

d=~{d'(K2piq1ri — Lip1qir^ — 2 KLb'p^rt},

et Fon voit que la condition

Kd’r1 = Lb'rt (mod m)

doit ćtre remplie pour que les nombres b et d soient entiers.
3) On yórifie inversement que chaque substitution [a, fi, y, o] 

du groupe [pn q1} rj qui s’obtient par la transformation V d’une 
substitution [a,b,c,d] satisfaisant A la congruenee Kbq1=Ldqi, sa- 
tisfaira a la eonguence

K§Tj = Lfirt (mod nj.

En effet, si l’on transforme la substitution [a. b, c, d] a 1’aide 
de la substitution V et si Fon pose

K&jj = Lq.pl + H .n,

oii H dósigne un nombre entier du corps O*(0),  on trouvera (tenant 
compte de la congruenee = — Z8gsrg) les yaleurs

*) Aucun de nombres p, q, r n’est congru i 0.



250

^ = -0 + 2^^,
<5= d + SUfpp,,

et Fon aura la congruence

Krx(d 2 LHpxr2) = Lr2(— b -|- 2 KHprx\

qui se reduit a
Kdrx = — Lbrx (mod n)

ou encore Kbqx = Ldq2 (en vertu de K2q1rx = — ■vLiq.2ri).
4) Le sous-groupe cherche gj est eompose de toutes les sub­

stitutions [a, 4, 7> $] au determinant 1 satisfaisant a la congruence

(4) KS>\ == Lj3r2 (mod n).

En effet, daprós 3) une telle substitution s’obtient par la trans­
formation V d’une substitution [a. b, c. d] satisfaisant i la congruence 
Kbqx = Ldqtx elle remplit donc la condition 1); d’autre part elle 
satisfait aussi a la condition 2).

Si Fon fait maintenant Fhypothese que le polygone fandamen- 
tale du groupe discontinu [pJ; qx, ł'j] a un nombre fini de sommets 
la relation entre les fonctions f(Vz) et f(z) sera algebrique. La 
fonction /(Vz) satistaira a une equation de degró egal a Findice 
j du sous-groupe g} par rapport au groupe [pt, qx, rj.

Envisageons le groupe fini Ge auquel se reduit le groupe 
[jPi 15?i»**1]  Par rapport au module n. Le nombre e des substitutions 
du groupe Ge sera ógal a la moitió du nombre de solutions en 
a, b, c, d de la congruence

(5) — b2p2qxr2 4~ — d2p2q2rx = 1 (mod n)

dans le corps
Nous devons distinguer deux cas: 1) les corps Ok[0) dans les- 

quels le nombre — 1 est reste quadratique, 2) et les corps 0fe(0) 
dans lesquels — 1 est non-reste. En designant par g la racine pri- 
mitive du nombre n dans le corps Qk(0), c’est-a-dire le nombre 
pour lequel

gni-,= 1 (mod n)

on aura la proprićte dont nous ferons usage:
Si Fon ajoute 1 aux deux non-rósidus

(i =1,3,...)
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de la suitę
g,g\... gnk-3

alors l’une des sommes

1 +/-'+1

sera rósidu, 1'autre non-rósidu.
En effet, faisant 1’bypotbese que 1 -|- g‘ est rósidu, on a

i + g‘ = /-1 + g‘ = /(i + /-z-’)

et, comme g‘ est non-rósidu. la somme 1 4- y"* -'-1 devra etre non- 
rósidu, afin que le produit g‘(i y’’* ''1) soit rósidu; et inversement. 

Nous demontrons maintenant le thóoróme suivant que nous 
avons formuló dans la notę citóe sans demonstration:

Les nombres A et B etant simultanóment rósidus ou non-re- 
sidus (mod w) dans le eorps dk(6) les congruences

Ax2 -|- Bg2 = 0, AA -|- Bg2 = =|= 0 (mod n)

ont dans le eorps Ot(6) respectivement 2 nk—1 et nk—1 solu- 
tions, si le nombre — 1 est rósidu dans le eorps Ot(0), et respe- 
ctivement 1 et nk 1 solutions, si — 1 est non-rósidu dans le eorps 

si l’un de nombres A et B est rósidu et 1’autre non-rósidu 
les memes congruences ont respectivement 1 et nk -|-1 solutions 
dans le premier cas et 2 nk — 1 et nk — 1 solutions dans le se- 
cond cas.

Demonstration. 1) Supposons que le nombre — 1 est rósidu 
dans le eorps c’est-a-dire

nk = 1 (mod 4).

Parmi les (nk — 1):2 restes quadratiques

on ne trouvera que les (nk— 1):2 sommes

k—i nk — 3
+ g 2 +W — 0 (mod ri), i = 0, 1,2,... —g— ;

de chaque somme on obtiendra 4 solutions de la congruence 
a?2 4- y2 = 0, et en ajoutant la solution (0. 0) on aura 2 nk — 1 so­
lutions.
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Parmi les (nk— 1): 2 sommes

(6) 1 + 1,1+^,... l+/7"ft-8

on a une ógale k 0, et la suitę de (n* — 1):2 sommes

(7) 1+^1+^,...1+/-2

contiendra (d’apres la proprietć mentionnóe plus haut) (w*  — 1): 4 
residua et (w4—1):4 non-residus. La suitę (6) devra donc contenir

nk — 1 
“4“ 1 residus

(parceque le deux suites (6) et (7) doivent ópuiser tous les rśsidus). 
Si l’on joint a la suitę (6) la somme 1 -j- 0 on aura dans la suitę 
de (nh — 1): 2 -j- 1 sommes

(8) 1 +0,1 +1,1+^...1+^-3

(w4 —1):4 residus et (nk—1):4 non-rósidus.
En multipliant les ólements de la suitę (8) consecutivement par

on obtiendra (n4 — 1): 2 suites de produits de la formę

(9) ?2/d+/y);

chaque colonne de cet ensemble (9) de produits contiendra ou tous 
les (nk — 1):2 residus diffórents ou tous les (n4 — 1): 2 non-residus 
differents. Chaque residu ou non-rćsidu M sera alors de (n4— 1):4 
manieres represente dans la formę (9). La congruence xt -j- y2 = M 
(mod ?i) aura

solutions (parceque chaque somme g2* -f- <72('+y) se repbte deux fois).
2) Supposons que le nombre — 1 est non residu dans le corps 

e’est-£-dire n*  = 4s-f-3, ofi « est un nombre naturel; on 
n’aura pas iei

B* —i 
g 2 -j- 1 = 0 (mod ri)

et le nombre n — 1 sera non-rćsidu. Comme próeedemment on ajoute 
1 a tous les non-rćsidus
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dont le nombre (w4 — 1): 2 = 2 s + 1 est impair; on obtiendra 
dans la suitę

(10) 1+<7,11+/-’

une fois 0 et s rósidus et s non-residus (d’aprós la propriótó citóe 
plus haut). Dans la suitę de (n4— 1):2 sommes

(U) 1 + 1,1+<?+.. 1+/-’

on aura alors (n4 — 3): 4 + 1 non rśsidus (afin qu’on ait dans les 
deux suites (10) et (11) le nombre total de rósidus) et (m4 —3):4 
rósidus.

La suitę de (n4 + 1): 2 sommes

(12) l + 0,l + l,l++,...l +/“5

contiendra alors (w4 + 1) : 4 rćsidus et (n4 + l):4 non-residus.
En multipliant les ślements de la suitę (12) consecutivement par

on obtiendrra (w4— 1):2 suites de produits de la formę

(13) ^(i + ^);

chaque colonne de cet ensemble (13) de produits contiendra ou tous 
les (n4 — 1): 2 residua differents ou tous les (nh — 1): 2 non residus 
diffśrents. Chaque residu ou non-rćsidu Hf sera alors de (w* — 1):4 
manieres represente dans la formę (13). La congruenee a;2 + y2 = Hf 
aura nk + 1 solutions.

Si l’on passe aux congruences Ax2 + By*  = M, on voit faci­
lement que dans le cas ou A et B sont simultanśment residus ou 
non-rśsidus les nombres des solutions de congruences Ax2 + By*  =s= Al 
sont les memes que des congruences envisagćes precćdemment.

Si, au contraire, on suppose

A residu, B non-rćsidu

et si l’on se place dans le premier cas (de — 1 residu) on n’aura 
jamais

+ + />+^o, 
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et Fon aura alors une seule solution (0, 0) pour la congruence Axt -|~ 
-J- By2 = 0. Si Fon prends la suitę de (nk— 1):2 sommes

dans laquelle on a (zz* —1): 4 rćsidus et (nŁ—1):4 non-residus, 
et si Fon multiplie les elements de cette suitę par

on obtiendra pour chaque nombre M =j= 0 (nk— 1):4 representations 
dans la formę

c’est-k-dire zz* —1 solutions de la congruence Ax2 4~ By- = 4f; en 
ajoutant encore deux solutions correspondant aux yaleurs x = 0, si 
M est non-residu, et y = 0, si M est residu, on aura definitiyement 
nk 4- 1 solutions de la congruence Ax2 -f- By2 = M (mod n).

Dans le second cas (de — 1 non-residu, zz*  = 4 .s —|— 3) on 
aura une congruence

1 = o (mod zz)

et, en la multipliant par les (nh — 1): 2 nombres

on aura (zz*  — 1):2 1 = 2 nk — 1 solutions de la congruence
Ax2 4~ By2 = 0 (apres avoir ajoute la solution (0, 0). De meme si 
Fon prends la suitę de (nk—1):2 sommes

1 + y,1+?’,•••1 + r4_J
dans laquelle on a (une de sommes est 0) maintenant

(zz* — 3): 4 residua et (nk — 3): 4 non-rćsidus,

et si Fon la multiplie succóssiyement par 1, g2,... gnk~3 on obtiendra 
(nk — 3): 4 representations (mod w) de chaque nombre M dans la 
formę gv 4~ 02-z+z, d’ou nk — 3 solutions de la congruence Ax2 -|- 
4- By2 = en ajoutant encore deux solutions correspondant a la 
yaleur x = 0, si M est non-residu, et a y = 0, si M. est residu, on 
aura nk — 1 solutions.

Passons maitenant & la dćtermination du degre du groupe 
Gc auquel se reduit le groupe par rapport au module zz. 
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Pour determiner le nombre de solutions de la congruence (1) en 
a, b, c, d dcrivons cette congruence sous la formę

(14) a(«89izi + — pl(btqir2 + = 1 (mod n).

On posera
,15) + e8?2^2 = X

0*71^  4- d2qiri = y,

et Fon aura alors la congruence

pxX — p2Y = 1 (mod n):
elle a les solutions

x-i + p2e, r-tó
ou £ parcourt Fensemble de nk nombres du corps O*(0)  incongrus 
par rapport au module n.

1) Supposons que — 1 est residu dans le corps Qk(0). En re- 
marquant que les produits qxrr et q2r2 sont simultanement rósidus 
ou non-residus, on a:

a) pour £ = 0, X = 1, y = 0 et les congruences (15) ad- 
mettront

(2 nk — 1)(m4 — 1) solutions;

b) pour X = 0, y = <4 (tel que 1 -(- p2g0 = 0) on aura le 
m£me nombre de solutions (2 nk—l)(w4 — 1),

c) pour les nk — 2 valeurs restantes Y = g, X = 1 —J— 0D 
aura ensemble

(M*__  2)(w*  - 1)!

solutions En somme on trouve indópendemment de la valeur de 
produits q1r1, q2rs le nombre total w*  (w24—1) de solutions; on di- 
visera ce nombre par 2 parceque le changement simultanó du signe 
de coefficients a, b, c, d de la substitution [a, b, c, d] ne donnę pas de 
substitution nouvelle.

2) Supposons que — 1 est non-residu dans le corps Qt(0). En 
remarquant que maintenant Fun de produits q1r1 et qir2 est rósidu 
1’autre non-rćsidu, on aura de la meme maniere respectivement les 
nombres

1. (m4 4- 1), 1 . (n4 + 1), (w4 - 2)(n4 4- 1)»

de solutions; en les additionnant on obtient le meme nombre n*(nu — 1).
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On pourra toujours dóterininer un nombre E satisfaisant a la 
congruence

K>\E = Lri (mod n);

on remplacera alors la congruence (4) par d = Eb et, en vertu de 
1’śgalitś Ktqlr1 -Ł22sr2 = «, ou aura alors

(16) ril2^2 — — rt<h (mod n)
On a 1’ógalitó

[Pi, O] = {&, %/, ■ • • Sjgj},

oii les S dósignent certaines substitutions du groupe [p,, , rj ne
vórifiant pas la congruence d = Eb. Si nous considerons le groupe 
fini Ge auquel se reduit le groupe [p,, tp, rt ] par rapport au module 
n, les substitutions du sous-groupe se reduiront a celles de sub­
stitutions du groupe Ge qui verifient la congruence d = Eb. Nous 
sommes donc conduits a chercher l’ordre du groupe de substitu­
tions de Ge satisfaisant b. la congruence d = Eb. On voit que, grace 
a la relation (16), cet ordre sera ógal a la moitie du nombre de so­
lutions en a et c de la congruence

(17) = 1 (mod n)

dans le corps multiplie par w*.
1) Si — 1 est residu dans le corps £)4(0) les produits qiri 

seront simultanement rśsidus; le nombre de solutions de la congru­
ence (17) est nk—1;

2) si — 1 est non-residu dans le corps f)*(0)  l’un de produits 
2iri, ?3r2 est residu 1’autre non-residu; mais alors le nombre de so­
lutions de la congruence (17) est aussi nk — 1.

L’ordre du groupe de substitutions [a, b, c, d] satisfaisant (mod n) 
a la congruence d s= Eb est nk(nk— 1):2. Nous obtenons le thśo- 
reme suivant:

Si le polygone fondamental du groupe discontinu [p!,^,^] 
dśfini dans le corps Ot(0) de degrś k ayant la base minimale 
(1, 0.... 0*" 1) a un nombre fini de sommets et l’óquation F(0) = 0 
dćfinissant le corps Qk(9) est irreductible suivant le module n. alors 
l’ćquation algóbrique a laquelle satisfait la fonction /(a) apparte­
nant au groupe [pi,gi,rj] transformće a l’aide d’une substitution 
V — [K, o, L, o] de determinant K’(prx -4- = n est de degre

1.



Sur les equations differentielles dans le plan 
projectif.

Par

S. K. Zaremba (Cracovie).
(Travail eieeute au seminaire du Prof. W. Wilkosz).

§ 1. Le prósent travail a pour but d’ótendre au plan projectif, 
en nous plaęant au point de vue des quantitós reelles, les thóoremes 
fondamentaux sur les transformations de contact ainsi que sur l’exis- 
tence des integrales des óquations diffórentielles du premier ordre. 
En introduisant partout les coordonnóes projectives, nous ferons ap- 
raitre la loi de dualite giometriąue. Ainsi p. ex. il se trouyera que 
faire passer une intógrale d’une equation par un point donnę et 
determiner une solution tangente a une droite donnee, sont deux 
problemes se correspondant selon le principe de dualitó. Ces pro- 
blemes sont donc parfaitement analogues et sont pour nous analy- 
tiquement identiques.

On sait que les points siuguliers ne sont pas des invariants 
au point de vue des transformations de contact. Au contraire la 
notion dlelement singulier, que nous allons introduire, se trouvera 
etre inyariante par rapport a ces transformations. Par consóquent, 
c’est seulement cette notion qui, & notre point de vue, correspondra 
a une propriótó intrinseque d’une equation.

Dans cet ordre d’idóes, nous ótudierons la dispositioń des in­
tegrales dans le voisinage du lieu des points singuliers d’une equa- 
tion diffórentielle du premier ordre. Nous retrouverons d’une faęon 
plus directe les rósultats trouvós par MM. G. Darboux et E. Picard 
dans le cas d’une óquation analytique et etendus par MM. S. Za- 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 17 
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remba et E. Cartan *)  au eas ou l’óquation, sans etre analytique, nę 
satisfait qu’a des conditions tres genórales de rógularite.

*) Voir: G. Darboui, Bulletin des sciences mathematiques, 1873; E. Pi­
card, Traite d’analyse, t. III; S. Zaremba, Les fonctions reelles non analy- 
tiques et les solutions singulieres de equations diffórentielles du premier ordre, 
Annales de la Societe Polonaise de Mathematique, t. I, 1922, ainsi que le me- 
moire de M. E. Cartan sous le rnśme titre loc. cit., t. II, 1923.

’) C’est-i-dire admettant des deriyees partielles du premier ordre continueB.

Sans chercher a róduire les conditions de rógularitó au mini­
mum, nous considererons en generał des fonctions de la classe c1 *).  
Les óquations diffórentielles de cette classe seront transformóes par 
des transformations de contact de la classe e1 en equations jouissant 
de la móme proprietó. Nous obtiendrons ainsi un champ fonctionnel 
d’une grandę simplicite.

§ 2. Nous entendrons par element lineaire le systeme formę 
par un point et une droite passant par ce point. Nous le dósigne­
rons par trois coordonnóes homoghnes du point,

xi: Tj:

et trois coordonnóes homogenes de la droite 

w,: ws: m8 .

lióes par la relation

(1) + a,®, = 0.

Nous considórerons les courbes comme variótós d’ólóments 
linóaires a un parametre, dont les diffórentielles satisfont a la 
condition

(2) uydx} u2dx2 4~

qui exprime que la droite («q:us : ms) est tangente au chemin dócrit 
par le point (scj: x2: Nous supposerons toujours que les «,• et
les w, puissent ótre reprósentós comme fonctions de la classe c1 d’un 
certain parametre. En diffórentiant la relation (1), on a 

(1 a) 

ce qui prouve que la condition (2) est óquivalente a la suivante,

(3) ajjdwj 4- x2du2 4- a?sdw3 = 0, 
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correlatiye a la condition (2) et exprimant que le lieu des points 
(a^ :a;2 :.r3) est l’enveloppe de la familie de droites (u^: u2: w3).

Les óquations (1) et (2) permettent de reeonstituer l’equation 
tangentielle d’une courbe quand on possbde son equation ponctuelle; 
en effet, si la matriee

(4)
#1 , a?8

dxt, dx% 5 (7^33

est dordre 2, 

(5)
«2 5 ^3 _  I a?s , aq «1 , *2

dx^, dx^ ’ 1 dx3, dxx d#!, dx3

p etant un facteur arbitraire mais non nul. Les points d’une courbe 
ou la matriee (4) est d’ordre 1 (elle ne peut pas etre d’ordre 0) se- 
ront dits singuliers.

Inversement, les óquations (1) et (3) permettent de reeonstituer 
l’ćquation ponctuelle d’une courbe quand son equation tangentielle 
est donnće. En effet, on a les relations

U2 5 Ms 1 u3 ? «1 , ^2x1 — a ćZwj, du3 ; a:s = o- i
| Wg ? ć/Wj | ; »s:=o- dUy . du3

analogues aux relations (5) (<r etant un facteur arbitraire mais non 
nul) et yalables a condition que la matriee

Mi > ui ■> uz , 
, <Zw2, du3 ii

soit d’ordre 2. Les droites pour lesquelies ceci n’a pas lieu seront 
dites singulieres.

§ 3. Nous donnerons le nom de transformation de contact 
a toute transformation qui change les courbes en courbes, e’est-a-dire 
en yarietós d’elements satisfaisant a la condition (2). Une telle trans­
formation est definie par des ćquations de la formę:

I a?,- = . x3; ttj, u, Wg), (i = 1, 2, 3)

«,-== a?3,a?3; Wj, w2,w3). (i = 1, 2, 3)

Nous admettrons que les fonctions Xt et Up.
1° sont de la classe c1;

2*  qu’elles sont homogónes d’un degrć n par rapport aux va- 
riables xt et d’un degre m par rapport aux yariables w,- avec

17*
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(9) m, n =4= 0;

3° qu’elles ótablissent une relation biunivoque entre un domaine 
de 1’espace des elóments lineaires

(a:,: z3: a:,; ur: ut:
et un domaine de 1’espace des ólements linóaires

Cette derniere condition pourrait cependant ótre un peu res- 
treinte, car elle contient 1’identitó

(10) ^+^+^==0

pour les yaleurs des yariables independantes satisfaisant a la con­
dition (1); or nous yerrons que cette identitó rósulte des conditions 
diffórentielles que nous aurons a imposer aux fonctions en question.

LTinógalitó (9) n’est point nócessaire et nous yerrons comment 
on peut proceder au cas ou elle n’est pas satisfaite; nous 1’admet- 
tons provisoirement, car elle influe sur la faęon d’effectuer les calculs.

Pour que la transformation (8) soit une transformation de con- 
tact, il faut et il suffit, d’apres la dófinition que nous yenons de 
donner, que la relation (2) entraine la suiyante:

(11) U1dX1 + UidXi U3dX3 = 0

ou, plus explicitement,

i-l 4=1 4=1

Cette condition óquiyaut a l’existence de deux fonctions,

X(aźj5 , *̂3  1 ^1 J ^2 , ^s) M(^l} '^'2 , , ^1 , ^2 , ^3/’,

satisfaisant identiquement aux relations

(* = 1, 2, 3),

(*=1,2,3),

(13)
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Les memes conditions peuvent śtre exprimees sans l’aide des 
fonctions auxiliaires X et /j. En effet, elles signifient simplement 
que les quantitós

d ~ d x2 dxz
/-i «=i z-i

doivent etre proportionnelles aux yariables

? , 2/3
tandis que les quantitśs

1-1

3

2
i=l

U-^‘du, ’
3

Z-l

u.d-^‘du,
doivent 1’ótre aux yariables

*1, x2, x3. i

Pour voir comment la relation (10) decoule des conditions 
(13), il n’y a qu’a envisager 1’identitś

<i4>

qui resulte de la condition 2° (d’bomogenćitó). En effet, si nous mul- 
tiplions les trois premieres des equations (13) respectivement par

#1
22 n 1 n

en les aditionnant membre a membre tout en tenant eompte de la 
relation (1), nous obtiendrons, en vertu de 1’identite (14), la relation 
(10). Naturellement, en procedant selon le principe de dualitć gćo- 
mótrique, nous pourrions dćduire la meme relation (10) des trois 
derniferes equations (13), en vertu de 1’identite 

zz^ d m duk (i = 1, 2, 3}

eorrelatiye a 1’identitć (14).
Les óquations (13) contiennent les derivees partielles des fonc- 
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tions Xl.Xi,Xs, mais sont linóaires et homogónes au sens alge- 
brique par rapport aux fonctions ŁĄ, Ut, U3 ainsi qu'aux fonctions 
auxiliaires A et fi. Ceci permet immediatement d’eliminer des equa- 
tions (13) les fonctions U2. Us,X,fi. En effet, la condition de 
compatibilitó est que la matrice

Ul , 0,
dX. dX2 dX,

'1 ? dxt ’ dxt ’ dx±

U9 0,
dX1 dX, dXs

2 ) dx2 1 dx2 dx2

w3, 0,
dX, dX, dX,
dxa dxs dxs

Ot, xl,
dX, dX2 dXs
dUy ’ du2 du-L

0 , X*  ,
dX, dX, dXt
du2 ’ du.2 ’ du2

0,
dXt 
dua ’

dXt 
dua '

dX, 
dua

soit d’ordre plus petit que 5, c’est-a-dire que les equations (13) se 
róduisent a 4 au plus d’entre elles. Cette condition cependant peut 
ótre exprimóe, dans le voisinage de chaque ólóment determine, au 
moyen d’une seule óquation, car, grace aux identites (14) et (15) 
ainsi qu’a la relation (1), il existe entre les lignes de la matrice (16) 
une relation linóaire et homogene ayant pour coefficients

Xt xa __ ux __ u2 _ u,
n ’ n ' n' m ’ m m

§. 4. Au cas oh les X, satisfont a la condition que nous ve- 
nons d’ótablir, la question se pose de savoir, si leurs valeurs dófinis- 
sent les rapports mutuels des Z7) sans ambiguite. Au cas, ou les con­
ditions preliminaires du § 3. sont satisfaites, la reponse est affirmative. 
En effet, supposons deux systemes de yaleurs des fonctions Ut, sa­
tisfaisant aux equations (13). Chacun de ces deux systemes de ya­
leurs satisfera donc aux deux óquations linóaires et homogenes (10) 
et (11), quelles que soient les yaleurs des differentielles des yariables 
indópendantes satisfaisant aux relations (2) et (3). Or, vu la troi- 
sieme condition próliminaire du § 3., on peut choisir ces diffóren- 
tielles, tout en satisfaisant aux equations (2) et (3), de faęon que la
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matrice du systeme des óquations (10) et (11) soit d’ordre 2, car 
au cas contraire la diffórentielle du point est nulle II s’en suit que 
les deux systemes de valeurs des doivent etre proportionnels, 
c. q. f. d.

Considerons maintenant une transformation de contact definie 
au moyen des X; seuls, satisfaisant a la condition de compatibilitó 
des óquations (13) et appartenant a la classe cł. Dans ce cas, on 
pourra toujours choisir le facteur arbitraire des Ut de faęon que 
ces fonctions soient continues, mais, en gónóral, on ne pourra pas 
faire les J7) de la classe c1. Dans tous les cas, il suffit que les X(- 
soient de la classe es 1), mais cette condition n’est pas nócessaire.

Jusqu’a prósent, nous avons fait jouer le meme róle aux deux 
groupes de variables indópendantes, mais non aux deux groupes 
de fonctions: X, et TJt. Ceci avait lieu a cause du manque de sy­
mótrie de l’óquation (11). Cependant, en vertu de l’óquation (10) qui 
peut etre diffórentiee, l’equation (11) est óquivalente a la relation 
correlative

XldU1 + X2dUt + XsdUs = 0,

qui permet d’appliquer le principe de dualitó góometrique k tous 
les resultats obtenus, en óchangeant les róles des deux groupes de 
fonctions. En particulier, nous voyons que l’on peut dófinir une 
transformation de contact au moyen des fonctions U) seules. Pour 
que les Xh ealculós au moyen des 17), puissent etre choisis de la 
classe c1, il suffit que les U, soient de la classe c2, mais cette con­
dition n’est pas nócessaire. L/identitó des conditions de rógularite 
a imposer aux deux groupes de fonctions apparait ici bien mieux 
•qu’au cas ou on emploie les coordonnóes cartesiennes.

§ 5. Substituons maintenant, a la condition m,n=j=0 du § 3.

m, n — 0.

Alors, les óquations (13) se róduisent toujoUrs a 4 au plus d’entre 
elles, car, grace aux identites

0, o (i-1,2, 3),

ł) C’est-a-dire, admettent- des deriyśes partielles du second ordre.
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ainsi quA la relation (1), il existe entre les lignes de la matriee
(16) deux relations lineaires et homogenes distinctes. Les óquations 
(13) sont donc toujours compatibles. Par contrę, elles n’entrainent 
plus l’equation (10) qui constitue, par suitę, une condition supplć- 
mentaire. Pour que la transformation (8) soit une transformation de 
Contact, il faut donc et il suffit que l’equation (10) soit compatible 
avec le groupe (13), ce qui constitue de nouveau une seule con- 
dition.

Dans certains cas, il iy a lieu aussi de considerer des fonc­
tions homogenes de degre nul par rapport a un groupe de varia- 
bles et non nul par rapport a 1’autre. Dans ce cas, comme au cas, 
considóre au § 3., il subsiste une seule relation homogene et line­
aire identique entre les lignes du determinant (16). La compatibi- 
lite des equationS (13) donnę donc lieu a une condition, tandis que 
Fidentitć (10) resulte de ces ćquations.

Ce dernier cas peut se presenter en particulier quand les rap- 
ports des diffśrents Xt dependent seulement de l’un des deux groupes 
de variables indópendantes, p. ex. des xt. Dans ce cas, en effet, il 
est le plus simple de faire les Xt complótement indćpendants des 

Nous avons donc une transformation ponctuelle. On supposera, 
naturellement,

77(0?,. o?2, a?3)

et on dśterminera les rapports des (7, dapres les equations (13) 
qui sont compatibles car les trois dernieres disparaissent.

On peut appliquer a tout ce que nous venons de dire le prin­
cipe de dualitó en echangeant les róles des deux groupes de fonc­
tions ainsi que des deux groupes de variables indśpendantes 
A cóte des śquations ponctuelles, definies par des śquations de la 
formę

(17) = X/(xl, xt, a?2),

on peut donc considerer des transformations des trois types suivants:

(18) «,= X(«i, Wj, «s)>

(19) ut = Ulęx1,xi,xs\

(20) t7,(Mj, w2,ws)-
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§ 6. II resulte directement de la dćfinition des transformations 
de contact que le produit de deux d’entre elles est encore une 
transformation de contact. On peut aussi le verifier par le calcul. 
Nous allons maintenant montrer que la transformation inverse d’une 
transformation de contact est aussi une transformation de contact. 
A cet effet, nous supposons les conditions du § 3. verifiees. Dans 
ce cas, le raisonnement fait pour montrer que la relation (10) rś- 
sulte des conditions (13) et (1) peut etre renverse et, en supposant 
les relations (10) et (13) verifiees, nous obtenons la relation (1) 
a moins que

X — /l — 0. ' ■

Ceci est cependant impossible. En effet, on a toujours

car au cas contraire, vu les equations (13), la relation (1 a) en- 
trainerait la relation (11), ce qui n’est pas compatible avec la troi- 
sifeme des conditions du § 3. D’ailleurs, en vertu des conditions (13) 
la relation (10) differentiee donnę une relation óquivalente a la suivante

X[u1dxA -f- + ws<Łcs] 4~ g\xxdus -j- xidui -f- — 0

qui, avec 1’identite (1 a), vu 1’inćgalitó que nous venons de dó- 
montrer, donnę (2) et (3), c. q. f. d.

Comme d’ailleurs le produit de deux transformations de la 
classe c1 est manifestement une transformation de la mśme classe, 
nous voyons que les transformations de contact de la classe c1 dans 
le plan projectif forment un groupe.

' ■ De ce que nous avons dit, il resulte que l’on pourrait aussi
considerer les equations (8) comme reprćsentant une transformation 
de coordonnćes. En admettant toutes les transformations correspon­
dant au cas oir les X, et U,- satisfont a la condition diffćrentielle 
des transformations de contact, nous obtenons une classe plus ge­
nerale de coordonnóes des ćlćments linśaires du plan projectif. Ces 
nouvelles coordonnśes sont liees par 1’ancienne condition (1) et les 
courbes satisfont toujours a la mśme condition (2).

§ 7. Pour ólucider les generalitós precśdentes, nous traiterons 
brievement quelques exemples de transformations de contact. L’une 
des plus simples et des plus souvent employees sous diffśrentes 
formes est la transformation par polaires rćciproques. Soit
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3
= O,

avec
= au et Aik — Abl

fes ćquations respectivement ponctuelle et tangentielle d’une conique 
quelconque non degenćróe. Comme on sait, la transformation cor­
respondant a cette courbe est determinóe par les óquations

(21)
a?,- = Afa 4- Atfa -f- Afa

Ui = -j- a,ftX2 4“ ^0*̂3

O = 1, 2, 3),

(i = 1,2, 3).

On yórifie aisement que ces ćquations vśrifient les conditions (13) 
avec

X = O, p = — A,

od A designe le discriminant de l’equation ponctuelle, en supposant 
que Fon ait pris pour coefficients de l’ćquation tangentielle les mi- 
neurs de A.

II est a remarquer que la transformation (21) est a la fois du 
type (18) et (19). Nous allons faire voir que dans la transformation 
la plus gćnerale de ce genre, les Xt et les U{ sont proportionnels 
a, des fonctions linćaires. En effet, soit

-r, = Xl(u,, ws, «3) 0=1, 2, 3)

u,- = Ui fa, , fl?s) (i = 1, 2, 3)

une transformation de contact, satisfaisant d’ailleurs aux conditions 
du § 3. Dans le deusieme groupe d’śquations (13) on a neces- 
sairement

p (x,, a?2. a;3; w,, ms , w3) =|= 9,

car au cas contraire, ces óquations ainsi simplifiees entraineraient 
la relation

£>(«,, M2, M3) ’(22)
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incompatible avec la troisi&me condition du § 3. Cela etant, posons

? ^2 , #s) ==

? *̂2  ? *̂3  i ? ^2i ^3) • )^2’ ^3 i ^1 j ^2 i ^s) ==: 1, d).

Le deuxieme groupe des ćquations (13) devient
3

ar*+^^^=°  (*  = 1,2,3).

Z-l

En diffórentiant deux fois ces dernieres óquations, il vient

2 d2Ut dXt 
dxmdxn d 'itfj

(k, m,n = l, 2, 3),

ce qui prouye, 1’egalite (22) etant exclue, que les fonctions U,,Ut, Us 
sont lineaires par rapport A x1,xi,xt. Les U) ótant lineaires par 
rapport aux xt et les Ut ne dependant pas des w,-, il resulte des 
relations (23) que les Ut sont proportionnels a des fonctions linć- 
aires des yariables , a?,, <r3. On calculera ensuite les X; et on 
trouvera, a un facteur arbitraire pres, des fonctions linćaires des 
Ui, c. q. f. d. De meme on trouvera que la transformation projective 
est la transformation la plus genćrale de la formę (17) et (20) 
a la fois.

Certaines transformations de contact, quoique metriques, s’ex- 
priment plus simplement au moyen des coordonnóes projectives. 
Ainsi la transformation polaire est definie par les relations

(F) *^2 == 7

= Wl +

L’analogie est frappante avec l’inversion:

(R)

+ #!;

cette analogie fait. apercevoir que si l'on envisage encore la trans-
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formation

aj] — Wj, x2 -— xs — us,

Wj = X2 , t<2 == X1 ; M8 ==   X3 1

qui est la transformation par polaires róciproques relative a la 
eonique

4“ — *3  = 0,
on retrouve immediatement la relation connue

F=P.R1).
§ 8. Exprimee en coordonnees projectives, une źąuation diffi- 

rentielle prend la formę

(24) , a;2, ; «!, w2, ws) !*=  0, 

la fonction f etant homogene par rapport a chacun des deux sys- 
temes de yariables. Nous considórerons comme integrales d’une 
telle óquation les courbes (au sens du § 2) composśes d’elóments 
satisfaisąnt a l’ćquation (24).

Pour rechercher la solution d’une telle equation, de meme 
qu’on le fait dans le cas classique, nous tacherons de la resoudre 
par rapport a un des deux systemes de variables, en supposant dans 
tout ce qui suit que la fonction f est de la classe c1 dans un cer­
tain domaine. Si un ćlement de ce domaine satisfait a l’ćquation 
(24) et si pour cet elóment la matrice

(25)
•Ti, *3

d/
dux du2 dus

est d’ordre 2, le systeme formę par l’óquation (21) et 1’identite (1) 
est óquivalent, d’apres la thćorie des fonctions implicites, a un sys- 
tóme de la formę

Mi — pfi (^-1 > i #»),

(26) w2 — pf> (x2, x2, a,3),
l<3 ----- pfg (xx, x2, xs\

les trois nouvelles fonctions etant homogenes du meme degró, le 
facteur p ótant arbitraire.

’) Voir: Sophus Lie, Geometrie der Beruhrungstransformationen, darge- 
stellt von S'. Lie und G. Scłieffers, p. 27—29.
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Nous appellerons point regulier tout point admettant, une solu, 
tion en du systeme d’óquations (1) et (24), telle que la
matrice (25) correspondante soit d’ordre 2; si un point admettait 
plusieurs solutions pour lesquelles cette matrice serait d’ordres dif­
ferents, nous parlerions de singularites par rapport a une solution 
dóterminóe. On peut donc donner la formę (26) & toute equation 
(24) au yoisinage d’un point regulier.

Parmi les equations (26), grace a la relation (1), I’une d’elles ró­
sulte toujours des deux autres; si p. ex. xs =}= 0, la troisieme est une 
consequence des deux premióres. Les relations (5) nous permet- 
tent d’en eliminer ul,w2,w3 en les remplaęant par des combinaisons 
des diffórentielles dxx, dxt, dx3. Finalement, en óliminant le facteur 
p, nous obtenons une seule óquation

C’est une óquation differentielle de la formę habituelle et on vórifie 
facilement que les deux coefficients ne peuvent pas s'annuler i la 
fois dans le yoisinage du point considóró, satisfaisant a 1’inógalitó 
zs ={= 0.

Le thóoreme classique d’existence s’appliquant au yoisinage 
du point considóró, nous avons d’abord une integrale de la formę

•*"3  •c3

ces deux fonctions ótant de la classe c8. Soit une fonction ar- 
bitraire de classe c2 du meme parametre, non nulle dans l’inter- 
yalle considóró et une fonction analogue mais de classe c1.
Nous obtenons alors l’expression suiyante de 1’ólement de Fintógrale, 
exprimó en coordonnees projectiyes:

= </>i(C • </>W
X2 — • 0(0
XS —

«»= 0’1(0-0(0
w» == 0s(00 i(C} • 0(0

(28)
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On remarque que 1’intógrale est de la classe cs au point de vue 
ponctuel, mais de la classe c1 au point de vue tangentiel. II faut 
donc la considórer comme appartenant a la classe c1.

Nous avons par suitę le theoreme suivant: par tout point ró- 
gulier d’une equation, il passe une courbe intógrale de classe c1. On 
constate immódiatement la continuitó locale de 1’intógrale par rapport 
aux coordonnees du point initial.

En transformant les eonsiderations próeódentes par le principe 
de dualite, nous regarderons comme róguliere par rapport a l’óqua- 
tion (24), toute droite relativement a laquelle les equations (1) et 
(24) admettent une solution, la matrice

w8
df df

dxx ’ dx„ ’ dxA

correspondante ótant d’ordre 2. Nous donnerons alors dans le voi- 
sinage d’une droite róguliere a l’óquation (25) la formę suivante:

iCj =p/(u15 ut, w8),

a?2 = pj\U1. m2 , tó3),

a?3 = p , ?/2, u3),

p ótant un facteur arbitraire et nous trouverons qu’il existe une 
intógrale de l’equation (24) tangente a toute droite regulihre don- 
nóe a l’avance. Cette intógrale est de classe c1, mais son equation 
tangentielle est susceptible d’ótre prósentee au moyen de fonctions 
de la classe c2; d’ailleurs, 1’intógrale est localement continue par 
rapport a la tangente initiale.

§ 9. Nous nous placerons actuellement au point de vue de 
la geometrie des elements lineaires, se rapportant a l’espace-ensem- 
ble des elements linóaires de 1’espace projeetif (pour le moment a 
2 dimensions) et engendróe par le groupe des transformations de 
contact de classe c’. Les notions d’ólóment linóaire et de courbe 
(au sens du § 2.) ainsi que celle d’equation differentielle de classe 
c» sont des notions appartenant a cette góomótrie. Par contrę les 
notions de point et de droite en generał, ainsi que celle de point 
singulier ou de droite singuliere d’une óquation diffórentielle n’y 
appartiennent pas. Nous remplacerons ces deux dernieres notions
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par une nouvelle notion invariante par rapport aux transformations 
de contact, a savoir celle A'elóment singulier, en considśrant comme 
singulier par rapport a l’óquation (24) tout elóment vórifiant cette 
óquation, mais tel qu’aucune des matrices (25) et (29) ne soit d’ordre 2. 
On remarque que cette condition est equivalente A celle que la 
relation 

(30)

soit une eonsequence des relations (2) et (3) ou, autrement dit, qu’en 
partant de 1’ólóment en question suivant une courbe arbitraire, on 
ait identiquement

#=0,

ce qui prouve bien que la notion considóree correspond h une pro- 
prióte intrinshque de l’ólóment en question. Au contraire, tout óló- 
ment vórifiant l’equation (24) et tel en outre que l’une au moins 
des matrices (25) et (29) soit d’ordre 2, s’appellera element rigulier 
de l’óquation considóróe.

Nous sommes maintenant en ótat de formuler le theoreme fon­
damental d’existence comme il suit: Par un element regulier d’une 
eguation differentielle de la classe c1 il passe une integrale et une 
seule de cette eguation. Cette integrale est de la classe c1, mais 
(a moins qu’on ait a faire a un point singulier ou a une droite sin- 
guliere) on peut eboisir le parametre de faęon que, comme fonc­
tions de ce parametre, soit les soit les u, soient de la classe c2. 
En effet, on n’a qu’a appliquer, selon le cas, l’un des thóoremes 
d’existence demontrćs au § 8. De meme, en vertu des thóoremes 
trouvós au § 8., nous pouvons affirmer la continuite locale de l’in- 
tógrale par rapport a l’elóment initial.

§ 10. Le thóoreme d’existenee precódent permet de retrouyer 
tres simplement le theoreme etabli par MM. S. Zaremba et E. Car­
tan ’), dapres lequel le lieu des points singuliers d’une óquation 
diffórentielle constitue en gendral le lieu des points de rebrousse­
ment des intógrales.

’) Voir la notę au § 1.
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On se rend compte d’abord que les ćlśments lindaires appar­
tenant i l’śquation considćróe, qui eorrespondent aux points singur 
liers sont en genóral des ślćments r^guliers. II passe par un tel 
(Mement une seule integrale, contrairement i ce qui aurait lieu au 
cas oii une intćgrale singulióre y passerait.

Remarquons d’ailleurs que les notions du § 9 ne dependent 
pas du systeme de coordonnees adopte. Comme la question en- 
visagee est de naturę locale et la loi de dualitó n’intervient pas, 
il est avantageux de se servir de coordonnćes cartósiennes. Soit do.nc 
f(x,y,p) une fonction de la classe c2 et considórons l’óquation

(31) /(*,  y, p) = o.

La condition de singularitó d’un element devient:

dp ’ • dxJr P dy ’

point singulier, correspondant a un element ró-Soit maintenant un 
gulier. On a donc

(32) df n dx+pdy^Q-

il passe une integralePar un tel element
tion (31). Si Fon diffćrentie cette equation 
relation prćcódente, il vient

et
en

une seule de l’óqua- 
tenant compte de la

-/dx-}- ~ dy = 0, 
dx dy’

ce qui, vu la relation

entre les diffśrentielles,

dy — pdx — 0

donnę

(33)

En vertu 
metre de

du thśoreme 
faęon a avoir

dx == dy = 0. 

d’existence du § 9, on peut choisir le para-

(34)

En
des relations (32) et (33), on a

dp =j= 0.

diffórentiant deux fois l’óquation (31), tout en tenant compte
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(35)

Soit

Les relations (34) et (35) prouvent alors que l’une au moins des 
diffśrentielles secondes d*x  et d'zy est non nulle. On a donc au 
point singulier considśrś

dx — 0, dy — 0, dp 0, \d*x\  -]~ diy =}= 0;

or ceci caractśrise un point de rebroussement, ce que l’on verifie 
immediatement en dśveloppant les expressions de x et y comme 
fonctions du parametre selon la formule de Taylor arretśe au 
3-ieme terme.

§ 11. Le thśoreme d’existence du § 9 ne nous donnę qu'une 
intśgrale locale. Supposons cependant que l’śquation diffśrentielle 
considśrśe, toujours de classe c1, soit dśfinie pour tout 1’espace des 
ślśments linśaires du plan projeetif et n’admette aucun ślśment 
singulier. Dans ce cas 1’intśgrale est susceptible d’etre prolongśe 
indśfiniment. Considśrons tous les prolongements possibles. Comme 
dans le plan euclidien, on dśmontre, en vertu de 1’unicitś locale de 
1’intśgrale, que les divers prolongements ne peuvent pas donner 
lieu a bifurcations. En rśunissant tous les prolongements possibles, 
on trouve l’integrale saturee. II est clair que si deux ślśments ap­
partiennent a une mśme intśgrale, les intśgrales saturśes corres- 
pondantes sont identiques Deux intśgrales saturśes sont donc iden- 
tiques ou disjointes.

Une intśgrale saturśe ne peut pas avoir d’ślśment double, 
mais (au point de vue des ślśments linśaires) elle peut etre une 
courbe fermee ou non. Dans ce dernier cas, supposons-la donnśe 
sous formę parametrique. L’intervalle correspondant au parametre 
est foreśment ouvert, car au cas coDtraire on pourrait prolonger 
1’intśgrale au-deU des extrśmitśs. Cependant, 1’espace des ślśments 
lineaires du plan projeetif śtant compact, a chaque extrśmitś de 
cet intervalle correspond un ensemble de condensation. Ces ensembles 
de condensation sont, d’apres des thśoremes connus d’analysis situs, 
des continus.

II est facile de voir que ces continus de condensation sont 
Rocznik Pol, Tow, Matem. T. VIII. 18 
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formós par des intógrales saturóes. En effet, soit (<7) un de ces con­
tinua et e un ólóment arbitraire de ce continu. Cet element yórifie 
par continuitó l’óquation diffórentielle. II passe donc par lui une 
intógrale saturóe, soit (Z). Gr&ce a la continuitó locale des intógrales, 
les ólóments de (Z) dans un certain yoisinage de e sont des ólóments 
de condensation de Fintógrale primitiye; ils appartiennent donc 
a (C). Considórons la partie eommune des ensembles (Z) et (C); 
c’est un ensemble formó relatiyement a. (Z). Cependant cet ensemble 
ne peut pas avoir de frontiere relatiye sur (Z), car on pourrait ap- 
pliquer aux ólements-frontióre le móme raisonnement que nous ve- 
nons de faire pour e. II s’en suit que 1’ensemble (Z) tout entier est 
contenu dans (C), ce qui dómontre la propriótó annoncóe.

II semble assez probable que les ensembles de condensation 
considórćs soient toujours forinós par une seule courbe intógrale 
sous formę de circuit. On obtiendrait ainsi un theoróme trós gónóral 
sur l’existence des cycles-limite, mais nous n’avons pas demontró 
ce thóoróme.

§ 12. Voici quelques exemples d’óquations diffórentielles dófi- 
nies pour tout Fespace des ólóments linóaires et n’admettant pas 
d’ólóments singuliers:

Ex. I. Soit d’abord l’óquation

(36) ajjMj — — 0.

Elle possóde un seul point singulier et une seule droite singuliere: 

xr = xs = 0; a?8 ={= 0 et m, = u2 = 0; u3 4= 0,

tels que tout ólóment composó avec ce point ou avec cette droite 
satisfait a l’equation. Cette symótrie ne doit pas nous ótonner, puis- 
que la transformation par polaires róciproques relatiye a la conique

a% -f- xl — 0

transforme l’equation consideree en elle móme et permute los deux 
singularites. On trouye facilement Fintógrale suiyante,

(37) X(-r( 4- ni) 4- = 0,

X et /i ótant deux parametres dont le rapport reprÓBente la cons­
tante d'intógration. Toutes les intógrales sont des courbes fermóes.

Ex. II. II suffit cependant de modifier lógórement l’óquation 
(36) pour ehanger profondóment la disposition des courbes intó- 
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grałeś. En effet, soient z, et z, deux nombres yórifiant les inógalitós

0 < < zs

et soit /(a;,, xt, xs) la fonction dófinie par la formule

f^Xl1X21 X&) -----
(|M + aj — z,a:8)2(|/a^ + x% — r,xs)2

lorsque
rixs + 4 ri'xa

et nulle pour les autres systemes de valeurs des yariables indó- 
pendantes

L’óqiiation 

admet les intógrales dófinies par la formule (37), mais seulement 
pour les yaleurs des parametres satisfaisant a 1’inógalitó:

(38) Az2 + fi 0 on Xz| -|- /z 0.

Les autres intógrales sont donnóes par la formule

(39) xx = r cos 0, a?2 = z sin 0, xs — 1

avec 

c śtant la constante d’intógration et z etant le paramótre qui varie 
entre zx et z,. Nous ne citons pas les óquations tangentielles des 
intógrales, qui sont un peu plus compliquóes, mais faeiles A obtenir 
quand on possede les óquations ponctuelles.

Les intógrales (39) sont yisiblement des espóces de spirales, 
contenues entre les intógrales de la formę (37) qui ont pour para­
metres respectiyement

1, — z, et 1, — z2,

et admettent ces deux intógrales comme cycles-limite. L’equation 
considóróe admet donc des intógrales de chaque espece en nombre 
infini, mais il y a deux cycles-limite commune a toutes les courbes 
intógrales ouvertes.

18*
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Ex. III. Considórons l’equation:

— utXi + ua----------- !---- = 0.
+ +

Nous avons donc tout de suitę comme intógrales le point (0:0:1) 
et la droite xs = 0. Ce sont les eycles-limite communs k toutes 
les autres intógrales qui s’expriment par la formule (39) avec 

c etant la constante d’intógration et le parametre r variant dans 
l’intervalle ouvert (0, oo).

Ex. IV. L’óquation

(40) w8 (xl -j- x2) — 0
a encore le móme point singulier que l’óquation (36). Ce point sin­
gulier fournit une intógrale qui est la seule integrale fermee de 
l’óquation. On próvoit donc que ce sera le cycle-limite commun aux 
deux extremites de toutes les autres intógrales. En effet, celles-ci 
sont donnees par les formules

xa — t

c ótant la constante d’intógration et le parametre i variant de — oo 
& -J- oo. Les courbes intógrales sont des especes de spirales qui 
commencent au voisinage du point (0:0:1), le contournent une in- 
fiinitó de fois, coupent la droite a 1’infini et de nouveau tendent 
asymptotiquement vers le meme point en le contournant une infi- 
nitó de fois.
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Ex. V. Considórons enfin la transformóe de l’óquation (40) 
selon le principe de dualitó, c’est-a-dire l’óquation suiyante:

a;1w2j«, — a?2MiM3 4*  u%) — 0,

dont les intógrales se deduisent selon le móme prineipe des intó- 
grales de l’óquation primitive. Leur disposition n’est donc pas chan- 
góe au point de vue de la góometrie des ólements linóaires. Actu- 
ellement, c’est la droite a 1’infini qui constitue le cycle-limite. Cha­
cune des autres intógrales est une espece de spirale. Ces spirales, 
sans jamais pónetrer & 1’ intórieur du cercie

— 2 = 0,

atteignent chacune ce cercie pour t = 1 et pour t = — 1 et admettent 
les points correspondants pour points de rebroussement. Chacune 
des spirales considóróes coupe la droite a 1’infini pour t — 0 et la 
rejoint asymptotiquement aux deux extrómitós en tournant une in- 
finitó de fois autour du cercie dont nous venons de parler.



Les familles de fonctions entieres normales 
par rapport a un type de croissance.

Par

M. Paul Flamant (Strasbourg).

Introduction.

Dans l’ótude des transmutations linóaires des fonctions d'une 
variable complexe *).  j’ai attachó a chaque fonction considóree un 
nombre positif appele normę qui peut ótre dófini de diffórentes ma- 
nióres. Tantót, quand les fonctions considóróes sont holomorphes dans 
un domaine, je prends pour normę le module maximum dans ce 
domaine; tantót, quand il s’agit de fonctions entieres, je prends la 
borne supórieure du rapport du module maximum dans le cercie 
de rayon r a une fonction donnóe -f(r) appelóe type de croissance. 
J’ai ete ainsi amenó A constater une analogie assez profonde entre 
les ensembles suivants de fonctions

*) P. Flamant, La notion de continuite dans 1’etude des transmutations 
distributives des fonctions d’une yariable complexe et ses applications (Bul. des 

Sc. math., 2° sórie, t. 52, Paris 1928, 1° partie) ch. II, p. 41—48 et 79—84.

holomorphes
ógalement bornees dans un do­

maine fermó

continues dans un domaine fer- 
me et holomorphes il 1’intó- 
rieur

holomorphes dans un domaine 
ouvert

entieres
dont le module maximum est 

infórieur A une fonction dó- 
terminóe de r

appartenant a un type de crois­
sance f(r)

appartenant au type t(sr) quel 
que soit s >» 1
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C’est cette analogie qui m’a conduit k construire la prśsente 
theorie des familles normales de fonctions entiśres, en partie cal- 
quśe sur la thśorie des familles normales de fonctions holomorphes. 
Seul, le critere relatif aux yaleurs exceptionnelles prśsente une 
grandę diffśrence avec celui de la thśorie classique.

Tai donnś deux dśfinitions de la convergence uniforme vers oo. 
La premiere (par rśpulsion) rappelle la definition classique pour les 
fonctions holomorphes. J’avais formule la seconde (par entrainement) 
a priori, parce qu’il me paraissait dśsirable qu’une suitę aussi simple 
et rśguliśre que qui tend vers oo avec n fdt regardśe
comme conyergeant uniformśment; cette dśfinition s’est ensuite re- 
vślśe utile pour le critśre relatif aux fonctions dśriyśes.

Tai ajoutś en notę une śtude de cette conyergence par en- 
trainement, qui Test pas nścessaire pour 1’intelligence du mśmoire 
proprement dit.

Les rśsultats les plus saillants du prśsent trayail ont śtś com- 
muniquśs a 1’Acadśmie des Sciences de Paris dans sa sśance du 
26 mars 1928 *).

') P. FI a mant, Sur une notion analogue pour les fonctions entiśres 
a celle de familie normale pour les fonctions holomorphes (Comptes rendus de 
l'Acad. des Sc., t. 186, Paris 1928) p. 836-838.

I. Dśfinitions.
1. Type de croissance et Normę. — Appelons type de croissance 

une fonction positiye d’une yariable positive r, croissant constam­
ment et indśfiniment, plus vite que toute puissance de r.

Soit </>(#) une fonction uniforme de la yariable complexe x, 
au sens le plus gśnśral, c’est-a-dire un nombre complexe associś 
a chaque yaleur de x sans aucune condition de continuitś ni de 
monogśnśitś. Nous dirons que </> (o;) appartient du type de croissance 
i(r) si, en posant |a;| = r, le quotient [ <p (x) |: t (r) est bornś pour 
toutes les yaleurs de x. La borne supśrieure de ce quotient sera 
appelśe la normę de par rapport t(r) et notśe ou | </> j •
De la rśsulte l’śquivalence des deux inśgalitśs

et
i <p (a?) | mt(r)

quel que soit x.
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Quelles que soient les fonctions fi et fi et la constante a, on 
a 1’inćgalitó et 1’ógalite

(i) ll^ + ^IK 11^1+ 1^11 =
La notion de normę, qui ne sera appliquóe en fait qu’a des 

fonctions entieres, peut ótre utilisee avant que le caractere de fonc­
tion entiere ne soit ćtabli, comme on va le voir immćdiatement.

Les polynomes en x appartiennent a tous les types de crois- 
sance d’apres la rapidite de croissanee qui est imposće a ces der- 
niers par dófinition.

2. Convergence uniforme par rapport a t(r). — Connergence vers 
une valeur finie. — La suitę des fonctions fin (x) conyerge vers 0 (fi) 
uniformóment par rapport a t(r) si les diffćrences fin(x) — fi (fi) 
appartiennent a t(r) et si leurs normes tendent vers 0.

L’inśgalitś
) fin (fi) — fi (fi fin ----- fi P (>’)

montre que, dans tout domaine fini. fin(x) tend uniformóment (au 
sens classique) vers fi(x)', par suitę, si les fin(fi sont des fonctions 
entieres, fi(x) est aussi une fonction entiere, et si les fin(fi appar­
tiennent d t(r), il en est de móme de fi (fi. Ce sera toujours le cas 
dans les exemples qui suivront. Grace a l’inegalitó (1), on voit que 
fi„\ tend vers ]fi[; en particulier, les \fifi sont bornees.

A un domaine fini donnó correspond, & cause de la conyer- 
gence uniforme classique, un rang a partir duquel fi„(x) a, dans 
ce domaine, autant de zeros que fi (#); par suitę, si les fonctions 
fi„ (x) ne s’annulent pas, la fonction limite fi (fi) n’a pas de zeros 
ou bien est identiquement nulle. L’existence d’une yaleur exception- 
nelle a commune a toutes les fin (fi entraine une propriótó analogue.

Supposons maintenant que chaque fi„(x) ait une yaleur ex- 
ceptionnelle an\ dans le cas simple ou ces a„ tendent vers une li­
mite finie a, les fonctions fififi) — an tendent vers fi(x) — a unifor- 
mement par rapport a t(r), car d’aprós les formules (1):

II (fin — an) — (fi — a) || == I (fi„ — fi) -f- (a — a„) II <
II fin ■— fi 1+ ||« — a„ || = || fi„ — fi I -|- I a — a„ |. ] 1 j;

donc fi(x) ne prend pas la yaleur a ou se reduit & la constante a 
Dans le cas od les an ont plus d’une yaleur d’accumulation finie, 

soient a' et a" deux yaleurs d’accumulation finies et distinctes; la
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considóration d’une suitę partielle tendant vers «' montre que </> (x) 
admet la valeur exceptionnelle a' ou se róduit a la constante a'; 
la considóration d’une suitę partielle tendant vers a" montre que 

admet la valeur exceptionnelle a" ou se róduit a la constante 
a"; de la resulte que si (o?) ne coincide avec aucune des deux 
constantes a' et a", elle admet ces deux nombres comme yaleurs 
exceptionnelles finies et se róduit par suitę a une autre constante.

3. Connergence vers oo par repulsion. — Soit une suitę de fonc­
tions entieres <f>n (a?) ayant chacune une oaleur exceptionnelle finie an, 
les fonctions

(») — «»

sont des fonctions entibres ayant la yaleur exceptionnelle 0; si cha­
cune des deux suites ayant pour terme gónóral ||0„| et |a„|.|0„| 
tend vers 0 pour n infini, tend vers oo avec n pour toute
yaleur fixe de x. En effet, on a

et par suitę

L’inógalitó
I <M*)I  > — a„\ -— | a„I

entraine a fortiori

1 ki • ikpk
| 0n II t(r)

qui justifie la conclusion annoncóe. Nous dirons alors que tend
vers oo par repulsion uniforme par rapport a t(r). On peut róunir 
les deux conditions en un seul ónoncó en assujettissant le produit 
(1KDIKII ą tendre vers 0.

Exemple. — ótant une fonction entiere ayant la yaleur
exceptionnelle 0, la suitę

<t>n («) = nin<p (x) + pn

tend vers oo par rópulsion uniforme par rapport a tout type de 
croissance auquel appartient 1 : <f> (x) si m„ et m„: p„ croissent in- 
dófiniment
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4. Coneergence vers oo par entrainement. — Si ś. chaque fonc­
tion d’une suitę donnóe, on peut associer un nombre b„ ten-
dant vers oo avec n et tel que le quotient || </>„ — b„ |: | b„ | tende 
vers 0, <p„ (x) tend vers oo avec n pour toute yaleur fixe de x. En 
effet, posons pour abróger 1’ecriture

ou
l4>n~bn\ = qn\t>„\ 

d’ou rósulte

Nous avons d’autre part

|</>»(^)| > l6»l — I </>«(») — M
et, a fortiori

| <M^) | > I bn | — q„ | M < W = | M • [1 — &«(»•)]
qui dómontre le fait ćnoncó. Nous dirons dans ce cas que tend vers oo par entrainement uniforme par rapport a t(r).

Exemple. — ótant une fonction entiere quelconque, la suitę <f>n (#) == mn<f) (#) -f- pn tend vers oo par entrainement uniforme par 
rapport a tout type de croissance auquel appartient si pn etpn: mn croissent indefiniment.

5. Familie normale par rapport d t(r). — Une familie de fonc­
tions entieres est normale par rapport au type de croissance £(r) si:

1° toute fonction de la familie appartient k t(sr) quel que 
soit s > 1;

2° de toute suitę infinie de fonctions de la familie, on peut 
extraire une suitę partielle tendant vers une fonction entibre ou 
vers oo et dont la convergence soit, pour tout s > 1, uniforme par 
rapport ó i(sr) & I’un des trois sens prócćdents.

Pour que cette seconde condition soit realisóe, il suffit que, 
une suitę de fonctions de la familie et un nombre s > 1 etant don- 
nćs, on puisse extraire une suitę partielle uniformement convergente 
par rapport a i(sr). En effet, soit (<£) une suitę donnóe de fonctions 
de la familie; prenons une suitę de nombres dćcroissants et ten­
dant vers 1: st > st > •.. >• sn > ..., la connaissance de st permet 



283

d’extraire de (5) une suitę partielle (cSj) dont la convergence soit uni- 
forme par rapport & #(str); la connaissance de s, permet d’extraire 
de (Ą) une suitę partielle (Ą) uniformóment convergente par rap­
port a t(str), et ainsi de suitę. Le procódó diagonal >) permet de 
former une suitę (<£’) qui soit extraite de (<£„) quel que soit m; sa 
convergence est alors uniforme par rapport a i(s„r); comme tout 
nombre s >> 1 est supórieur a quelqu’un des s„, la convergenee est 
aussi uniforme par rapport a i(sr). A priori, une difficultó pourrait 
se prósenter lorsque (Ą), et par suitę toutes les (<£„), tendent vers oo; 
la conrergenee pourrait ótre uniforme tantót par rópulsion et tantót 
par entrainement; mais il suffit de remarquer que l’un au moins 
de ces modes de convergence se prósente une infinitó de fois et de 
se restreindre aux s„ et (<F„) correspondants.

On pourrait songer a employer comme type de croissance une 
fonction de ra = |a; — a |; nous allons voir que la gónóralisation ainsi 
obtenue serait purement apparente. En effet soit un nombre s > 1, 
insórons un nombre s' entre .s et 1:

!<«'<«,
l’inógalitó

entraine a fortiori

des que

c’estA dire

ra r — | a

sra s'r

s(r — s'r

D’autre part, a 1’intórieur du cercie 

le quotient t (s'r): t (sr^ est une fonction continue de la position du 
point x et le dónominateur ne s’annule pas, il atteint donc sa borne 
supórieure qui ne peut ótre que finie. Dósignons par m cette borne 
(qui est dóterminóe par a, s et s'), nous avons ótabli les inegalitós

’) Cf. p. ex. P. Montel, Leęons sur les familles normales de fonctions 
analytiąues et leurs applications, Paris, 1927, p. 15—17.
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t (s'r) mt (sra)

respectivement a l’extórieur et a l’intórieur du cercie, la seconde 
est valable partout car m est nćcessairement plus grand que 1; il en 
rćsulte que toute fonction <£(a:) appartenant a i(s'r) appartient a t(sra) 
et que

(2) 

m śtant indśpendant de la fonction <-/>, la convergence uniforme par 
rapport a /(s'r) entraine la convergence uniforme par rapport a i(sro). 
II y a identite entre familie normale par rapport a i(r) et familie 
normale par rapport a i (»•„).

II. Familles normales sans limite infinie.
6. Definitions. — Familie bornee par rapport d t(f). Nous dó- 

signerons ainsi une familie de fonctions entieres appartenant A t(f), 
dont les normes par rapport a i(r) soient bornóes supórieurement.

Familie presąue bornie par rapport a t(r). — Nous nomme- 
rons ainsi une familie bornće par rapport a t(sr) quel que soit 
s >> 1. Une familie bornee est a fortiori presque bornće.

Par suitę de 1’inegalite (2), une familie bornće par rapport 
a t(s'r) est bornee par rapport a t(sra). Le fait pour une familie 
d’6tre presque bornóe soit par rapport a t(r), soit par rapport a i(ra) 
est le móme.

7. Thćoróme. — Pour qu’une familie de fonctions entieres soit 
normale par rapport d t(f) sans admettre oo parmi ses fonctions li- 
mites, il faut et il suffit qu’elle soit presąue bornee par rapport d i(r).

Soit une familie presque bornee par rapport a t(f) et s un 
nombre plus grand que 1. Insćrons un nombre s' entre 1 et s; soit 
m un nombre supórieur a, toutes les normes par rapport a t(s'r). 
Le calcul des coefficients de Mac-Laurin par 1’intógrale de Cauchy 
donnę les inśgalites

ms'n
t (s'r)

’ (s'r)n

Remplaęons la derni&re fraction par sa borne infórieure qui 
est l’inverse de un — \xn\ prise par rappport a Kffi nous avons

(3)
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Pour chaque valeur de n, les eoefficients an de toutes les fonc­
tions de la familie sont borńós en module. Une suitę infinie d’entre 
eux admet donc toujours au moins une valeur d’accumulation sa­
tisfaisant & la móme inógalitó, valeur qui est la limite d’une suitę 
extraite de la premiere.

Soit <p°, <j>\ une suitę de fonctions de la familie. La
suitę de leurs termes constants aj, aj,..., aj,... admet une suitę par 
tielle que nous noterons aj°, aj'°, aj"°,... tendant vers b0. Considerons 
la suitę des eoefficients de x des fonctions correspondantes: a"‘, a"'°, 

elle admet une suitę partielle que nous noterons a"°, a"', a'/'1, 
tendant vers b,. La suitę des eoefficients de a;2 correspon­

dants aj0, aj1, aj'1, aj"1,..., admet une suitę partielle aj”, aj1, aj’, aj'!,..., 
tendant vers ó2, et ainsi de suitę. Le procćdó diagonal permet de 
former une suitę d’indices w0, n2, «2,telle que pour chaque 
terme a?*,  les eoefficients aj°, aj1. ank*. .... ankp,... tendent vers bk. Po­
sons alors

(a;) = bt -|- b±x -j- ó2z2 -f- ... -j- brfck ...

Ecrivons pour evaluer la normę relative a t(sr):

(j>nf (a;) — x/r (®) = (aje —• Z>0) -f- (aje — &,) x . -f- (aje — Z>A) a/' -f-

+ + «^X+2 + • • •) ~ (W*  + W* 2 + •••)•
Pour chacune des dernieres parenth&ses, nous avons

II + a"e/'+2 + • • • | «?+11 ■ II ^+’ II + I «?+21 ■ || !! + •••

En tenant compte des inegalites (3) et des egalitós (4) |a^| = ~ óta- 

blies ailleurs ’), nous obtenons

/ \ \

s
et

l) P. Plam ant, loc. cit. notę de la page 278, p. 82.
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I w+1 + W+2 +’ • • K —-^4-

1 -- s

s et s' une fois fixes (s' dćtermine m), h peut ćtre pris assez grand 
pour que ces quantitśs soient arbitrairement petites; h ainsi fixe, 
considćrons la premiere partie

II (°?—M + («? — 6i)x + • ■ • + K

— M-lil + l®? —M-kl + — -1^1

ou d’aprćs (4)

I aop — M M0 + I I J + • • • + I I sa‘

somme d’un nombre fixe de termes dont chaeun tend vers 0 pour 
p infini d’apres la formation de la suitę np\ somme qui, pour p suf- 
fisamment grand, devient donc arbitrairement petite. II est ainsi 
ćtabli que, par rapport a t (sr\ j <f"p (a?) — f (a:) i tend vers 0 pour 
p infini; la familie est donc bien normale dapres la remarque faite 
au n° 5, apres la definition.

Nous allons maintenant ótablir la proposition contraire. Dire 
d’une familie qu’elle n’est pas presque bornće par rapport a t(f), 
c’est dire que, pour au moins une valeur s }> 1, elle n’est pas bor- 
nóe par rapport a t(sr). Des lors, de 1’ensemble des normes par 
rapport a ż(sr), nous pouvons extraire une suitę de nombres crois- 
sant constamment et indśfiniment; les fonctions auxquelles ces normes 
appartiennent forment une suitę fit1, c/P,..., <j>“,... dont toute suitę 
partielle possćde le meme caractere (normes croissant constamment 
et indófiniment); donc aucune suitę partielle ne peut tendre vers 
une limite finie (n° 2). Si la familie est normale, la suitę en que- 
stion ne peut avoir que oo pour limite.

8. Pour qu’une familie normale riadmette pas oo parmi ses fonc­
tions limites, il faut et il suffit que les oaleurs numeriąues prises en 
un point par toutes les fonctions de la familie forment un ensemble 
borne.

La condition est nćcessaire, car si en un point les yaleurs 
numóriques ne sont pas bornćes, on peut former une suitę de ya­
leurs tendant vers oo, toute suitę extraite des fonctions correspon- 
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dantes tend en ce point vers oo; si la familie est normale, une 
telle suitę convergente a pour limite oo.

La condition est suffisante, car si les yaleurs numćriques en 
un point sont bornóes, toute suitę convergente de fonctionB de la 
familie, tendant en ce point vers un nombre fini, a pour limite une 
fonction entiere.

9. Familie des derwees. La familie des <p(a:) ótant presque bor- 
nće par rapport a i(r), nous avons pour s> 1 1’inógalite

| cf> (®) | sgj m (s) t (sr).

Dans l’expression d’une deriyóe par 1’integrale de Cauchy

Ą>w(x) — n! <j>(z)dz
2-iriJ (z — x)n+1 

c
prenons pour contour d’intógration un cercie de centre x et de rayon 
Z; en posant |x | = r, nous avons sur ce cercie Nous
pouvons alors ćcrire, en employant un nombre s' compris entre 1 et s

Nous avons d’ailleurs
s' l s' (r pour r --------

et pour les yaleurs plus petites de r, nous ayons

«' (>• -H) <
ss' l 

s — s''
Nous avons donc, suivant le cas, l’une des inegalitós

que nous remplaeerons par une seule, grace a la croissanee de la
fonction t(r):

*) Le ehoii le plus avantageux de l, ótant donnes s et s', conduit
it 1’inćgalite
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ce qui exprime que la familie des derivóes d’ordre n est bornće 
par rapport a <(sr).

Si une familie de fonctions entiires est presąue bornie par rap­
port a t(f), la familie des derinees d’un meme ordre est aussi presąue 
bornee par rapport a t (r).

D’apres la meme inógalitó, la conyergence uniforme par rap­
port a t(sr) quel que soit s > 1 s’etend aux deriyees de m&me ordre.

Prenons maintenant une familie de fonctions dont les deriyćes 
forment une familie presque bornóe par rapport a t(f) et dont les 
valeurs numóriques en un point forment un ensemble bornó. On 
peut supposer que ce point est 1'origine, 1’emploi des types de crois- 
sance i(r) et t(rf) etant equiyalent. Nos hypotheses se traduisent 
par les inógalitós:

| </> (0) | < \ m(s)t(sr)

yalables pour toutes les fonctions de la familie. II en rósulte:

| ,wo + w (s)t (sr) dr
0

ou, par un changement de yariable
sr

| <jt>(a?) | < m0 4-^^t(r) dr.
0

En dśsignant par (s) le plus grand des deux nombres m0 
et m(s):s, nous avons

La familie des <f(x) est donc presque bornee par rapport au type 
de croissance

Ce rćsultat se góneralise immediatement en supposant la fa­
milie des dóriyśes nma presque bornee, et les yaleurs numeriques 
en un point des fonctions et des deriyees jusqu’& l’ordre n — 1 
bornćes (le point peut yarier avec l’ordre de deriyation).
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La propriótó subsiste en reinplaęant partout presque bornóe 
par bornee.

10. Familie des differences finies. — Posons

(a?) = <£ (a?-J- A) — tj>(x) et A? = AaAa...Aa (n fois).

J’ai ótabliJ) pour une fonction fi (x) appartenant k un type de crois­
sance Z(r) 1’inegalite

1+ nh')
|A^(x)| < |*|  ----- 1 .. -------------------

ou r = |a?|, h' = |A|, et l est un nombre positif arbitraire. ótant 
prise arbitrairement dans une familie presąue bornóe par rapport 
a t(r), prenons 2 nombres s > s'> 1, et utilisons le type de crois­
sance Z(s'r), I fi |! m («'), d’oii

»»(sz)m!A'"
|AZ</>(®)|<--------------

Comme prócedemment,
// i 7 i s'(Z + nh')s (r -f- l -j- nh) sr pour r —-—-—7—2

et

s'(r + 1-|- nh') < ss'(l + nh') 
s — s'

pour s'(l-\- nh')
s — s’r <

de sorte que nous pouvons ócrire, quel que soit r:

ss' (Z -|- w/i') 1
s —s' J ./ X ----------------- t(sr)

Si nous imposons a h' une borne superieure, Z, s, et s' ótant 
fixes, 1’inógalitó est du type

\&kfi(fi)\^kt(sr).

Les differences finies d’un meme ordre, relatioes a des accrois- 
sements h bornes en module, forment comme les fonctions elles-inśmes 
une familie presąue bornee par rapport a t(r).

’) P. Flamant, Le dćveloppement d’une transmutation linóaire par rap­
port ii la differentiation finie (Rendieonti del Circ. mat. di Palermo, i paraitre), 

eh. II, formule (2).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII 19
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Pour la diffórence premiere, ęn mettant a part le facteur k 
du numerateur, nous avons

(5) | (x) | k,h't (sr) pour | h' | a

qui exprime Vegale continuite des fonctions Cette egale conti-
nnitó est uniforme, non pas au sens ordinaire, mais par rapport 
4 t(sr) quel que soit s> 1.

Róciproquement, supposons une familie de fonctions ógalement 
continues par rapport k t(r), en ce sens que, pour toute fonction 
de la familie, 1’inógalitó

|A|
suffise A entrainer

| Aa</> O) I
La considóration du quotient Aa</> : h comme fonction de

h holomorphe meme pour h = 0, montre que Fon a aussi

(6) \bh<p(x)\s^\h\t(r)

qui est de formę analogue a (5). Si l’on suppose en outre que les 
valeurs numóriques de toutes les fonctions de la familie en un 
point forment un ensemble bornó, on peut en conclure que la familie 
est bornóe par rapport a un certain type de eroissance, soit en ti- 
rant de (6) une inógalitó relative aux dórivees, soit par raisonne­
ment direct en jalonnant la portion de droite (0| x) par des points 
distants de a.

On aurait un rósultat analogue pour des familles presque bor- 
nees, et une góneralisation pour les diffórences nmes.

111. Critóres de familles normales.

11. Critere relatif aux derioees. — Etant donnee une familie 
de fonctions, si la familie des derinees est presąue bornie par rapport 
au type de eroissance t (r), la familie donnee est normale par rapport a

r
Mr) = 1+ Jttfjdr

O
En effet, soit une suitę de fonctions de la familie; on peut 

d’abord en extraire une suitę partielle formóe des dont les
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valeurs numeriques a 1’origine tendent vers une limite unique, finie 
ou infinie. Si cette limite est finie, la suitę partielle cónstitue une 
familie presque bornće (n°9), donc normale; elle admet donc une 
suitę partielle uniformćment convergente. Si la limite est oo, les 
fonctions qui ont les memes dórivćes et s’annulent
a l’origine, constituent une familie presque bornee; leurs normes 
|</>n(a>)-—</>„(0)|| prises par rapport a tfsr), s > 1, sont bornóes; 
eomme les nombres </>„(0) tendent vers oo, les fonctions </>„(#) ten­
dent vers oo par entrainement uniforme par rapport A Ą (sr) (n° 4)

12. Lemmes relatifs au module des fonctions entieres sans zero. 
Considśront une fonction entiere sans zśro, prenant la valeur 1 pour 
x = 0 et dont le module soit limitó supćrieurement par une fonc­
tion connue 

(7)

Celle des fonctions1) log qui s’annule avec a:, satisfait 
a 1'inśgalite

*) log designe le logarithme d’un nombre cemplexe, L le logarithme róel 
d’un nombre positif, SI signifie partie reelle.

2) Cf. p. ex. G. Valiron, Fonctions entieres et fonctions meromorphes 
d’une variable (Memoriał des Sc. math., fasc. 2, Paris 1925) formule (9), p. 4.

® log (x) = L | </> (x) ( < Lf (r),

d’oii nous concluons 2)

I log 2 Lf(r + 0

quel que soit le nombre positif Z, ou en posant l — kr 

llog^l^l+ljL/ftl+AOr]

Il en resulte en particulier
L | </> (x) | = ® log </» (a>) > - 2 (1 -f-1) L/[(l + k) r]

d’ou

c’est-A-dire, en inversant

(8)
1

</>(■*)
<{/[(!+ *X(i+l)

19*
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Considerons mainteńant une fonction entióre sans zśro appar­
tenant au type de croissance i(r)

(9) 10(*)  I < II0II <(»•)•

Lafonction 0(<r):0(O) qui prend la valeur 1 a l’origine, satisfait 
a 1’inegalitó

0(0) | 0(O)|

de la formę (7) d'oit 1’inegalite de la formę (8):

0(0) ^l!|0H(i +
10(O)| j

qui s'ecrit encore

_L0rŁ
10(O)|3+^

{<[(!+ k)r]y+i

1° Si la fonction entiere sann zero B(x) appartient au type de 
croissance t(r), la fonction l:6(x) appartient au type de croissance

ąk,r)={t[(l + k)r]}^.

Pour une familie de telles fonctions, nous aurons, moyennant 
les hypothóses

||0||<m |0(O)|>1>O,

1’inógalitś, applicable a toutes les fonctions de la familie

1
0(x)

2° Si une familie de fonctions entieres sans zero est bornee par 
rapport a t(r), et si les naleurs numerigues d 1’origine (ou en un 
meme point) sont bornees inferieurement en module, la familie des in- 
oerses arithmetigues est bornee par rapport d t(k,r).

En remplaęant r par sr, s f> 1, et en supposant m fonction de s, 
on voit quel’enonce subsiste en remplaęant bornee par presgue' bornee.

13. Premiere propriete des familles normales. — Si une suitę infi- 
nie de fonctions appartenant a une familie normale par rapport a t (r), 
eonoerge pour chaąue valeur de x vers une limite finie. sa connergence 
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est uniforme par rapport a tfr) quel que soit s > 1, et par suitę 
la limite est une fonction entiere appartenant a tfr).

Soient (x), </>2 (a>),..., la suitę en question et p ff) la limite 
sur laąuelle on ne suppose rien au point-de-vue monogóneitó. Nier 
1’uniformitó ónoncóe, c’est affirmer que pour au moins une valeur 
de s> 1, la suitę des || </>„ — </> || prises par rapport a tfr) ne tend 
pas vers 0, ou qu’une infinitó de ces normes sont supórieures a un 
nombre positif fixe. La familie etant normale, la suitę correspon- 
dante admet une suitę partielle convergeant uniformóment, et dont 
la limite ne peut etre que pff), il y a donc contradiction.

14. Criteres relatifs aux oaleurs exceptionnelles. — Soit une 
familie de fonctions entieres pff) ayant chacune une valeur ex- 
ceptionnelle a; nous leur associons les fonctions

fontions entieres sans zóros.
Si rensemble des naleurs exceptionnelles est borne, et si la fa­

milie des Qfc) est presque bornee par rapport d un type de crois- 
sance tf), la familie des pff) est normale par rapport au type de 
eroissance

2 't (k, r) = {t [(1 A) r]}2+* (k constante positive)

Tout d’abord, d’apres le lemme (n° 12, 1°), chacune des fonc­
tions pff)— a appartient a t(k,sr), et par suitę pff) ógalement.

Etant donnóe une suitę de fonctions pff), on peut en extraire 
une suitę partielle p„ff) dont les valeurs exceptionnelles an tendent 
vers une limite a. La suitę des fonctions correspondantes ffff) ad­
met une suitę partielle d„qf) uniformóment convergente puisque la 
familie des Bff) est presque bornóe et par eonsequent normale par 
rapport a tf), Les Qn ff) admettant la valeur exceptionnelle 0, leur 
limite admet la móme valeur exceptionnelle ou bien est la con­
stante 0 (n° 2).

Envisageons d’abord ce dernier cas: ||0S j| prise par rapport 
a tfr) tend vers 0 pour q infini; t(k,sr) ótant plus rapidement 
croissante que tfr), il en est de meme en prenant la normę par 
rapport & t(k,sr); an tendant vers une limite finie, le produit 
| anq | • || | tend aussi vers 0; donc, par dófinition (n° 3), p^ff) 
tend vers oo par repulsion uniforme par rapport a t(k,sr).



Examinons maintenant le cas oh tend vers une fonc­
tion entiere sans zóro w (a:); pour chaque valeur de x,

tend vers

Par rapport a n’importe quel type de croissance,

II I % —«I • II11 + 0,

Le premier terme tend vers 0 pour q infini; donc la conyergence 
de </>„?(#) vers i/r(rc) est uniforme des que celle de 1: vers 
l Fest. La familie des Qnfx) est presque bornóe par rapport
a t(r) d’apres 1’hypothese generale faite sur les 6(x)\ d’autre part, 

(0) tendant vers o?(0) qui n’est pas nul, ces yaleurs sont bornóes

est presque bornee par rapport a t(Jc, sr)\ et enfin, d’apres le lemme 
(n° 13), la conyergence de l:0„^(a:) vers 1 :w(z) est uniforme par 
rapport a t(k,sr)\ le thóoreme est donc etabli.

15. Ce thóoreme peut ótre gónóralisó de maniere a englober 
des cas oh 1’ensemble des yaleurs exceptionnelles n’est pas bornó. 
D’une suitę donnóe de fonctions <f(x}, on commence toujours par 
extraire une suitę partielle dont les yaleurs exceptionnelles tendent 
vers une limite; si cette limite est finie, ce qui prócede s’applique; 
il reste a voir moyennant quelle hypothese on pourra conclure dans 
le cas de la limite infinie, la seule conclusion simple pouyant ótre 
que <pn(x) tend uniformóment vers oo.

D’aprós la dófinition (n° 3), f>n(x) tend vers oo par rópulsion 
uniforme par rapport a f(sr) [et a fortiori par rapport a i(fc, sr)] si 
:0„| et |a„|.||0„| [normes relatives a ż(sr)] tendent vers 0; comme 
a„ tend vers oo, le second fait entraine le premier. En dósignant 
par /(«) une fonction constamment et indefiniment croissante de la 
yariable positiye u, il suffit de supposer l'existence d’une borne su- 
perieure pour les produits | an |[/(|a„|)|| B„ce qui conduit h 1’enoncó 
suivant:

Si les familles 0 (x) et af( | a |) 6 (x) sont pres gue bornees par 
rapport a t(f), la familie f(x) est normale par rapport a t(k,r). 
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La convergence vers oo lorsqu’elle se prósente alors lieu par 
repulsion.

Reportons nous maintenant au n° 12. La familie des 0{x) ótant 
presąue bornee par rapport a f(r), en prenant les normes des fonc- 
tions par rapport a <(sr), l’inógalitó (10) se transforme en

|</>(#) — a | [m (s)]2+* | </> (0) — a |3+* t (i, sr)

En prenant les normes des f(x) — a par rapport ii t (&, sr), 
nous avons

La suitę des 0„(x) dont les yaleurs exceptionnelles an tendent 
vers oo converge vers oo par entrainement uniforme si le second 
membre relatif a ces fonctions tend vers 0. II suffit que, des que 
| a | depasse une certaine grandeur, on ait 1’inćgalitó 

(11) |</>(0) — a|<j(|s|)

<j(m) etant une fonction croissant moins yite que toute puissance. 
L’hypothese

(12) |0(O) -a| < la|’

permettrait de comparer le second membre i | «|3ł+lf~1, qui tend 
vers 0 si l’exposant est nćgatif, c’est-a dire pour

<13> .
ce qui exige ą ■< |.

Si la familie des 0 (x) est presąue bornee par rapport d t (r) et 
si pour toute fonction dont la valeur excepticmnelle a depasse en mo­
dule un nombre fixe, l'inegalite (11) a lieu, la familie des f(x) est 
normale par rapport a t(k,r). L’inegalite (11) etant remplacóe par 
1’inegalite (12), g <f la conclusion subsiste pour les naleurs de lc sa­
tisfaisant d (13).

IV. Propriótćs des familles normales.
16. Limite infinie. — A la propriótó ónoncóe au n° 8, on peut 

ajouter la suivante:
Si une suitę de fonctions entibres appartenant a. une familie 
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normale se róduit en un point d une suitę numerigue tendant vers oo, 
l en est de meme en tout point du plan.
i En effet, si en un autre point du plan, la suitę des valeurs 

numóriques des fonctions admettait une valeur d’accumulation finie, 
on pourrait en extraire une suitę partielle tendant vers cette valeur. 
On aurait donc une suitę de fonctions tendant en un point vers oo 
et en un autre vers une limite finie, earactóre subsistant pour toute 
suitę partielle. Aucune d’entre elles ne pourrait conyerger ni vers 
une fonction entiere, ni vers oo; l’hypothese est donc incompatible 
avec la dófinition d’une familie normale.

Dans le cas ou toute suitę admet une suitę partielle tendant 
soit vers une fonction entiere, soit vers oo per rópulsion (p. ex. 
Iorsque la familie est justiciable du crżtóre du n° 14 ou du premier 
critóre du n® 15); on peut ajouter que la suitę considóróe tend 
vers oo par repulsion uniforme par rapport a t(sr) quel que soit 
s> 1. En effet, en prenant les normes par rapport a f(sr), le pro­
duit (1 -|- | an |)|| Bn i tend vers 0 (n° 3); la dómonstration par l’ab- 
surde est calquee sur celle du n° 13.

17. Connergence en une infinite de points. —■ Soit une suitę de 
fonctions entieres appartenant a une familie normale, et snpposous 
qu’en chacun des points de la suitę xt, x2,..., x„,..., elle se róduise 
a une suitę numórique conyergente (au sens strict, c’est-a-dire avec 
limite finie). En un point quelconque autre que les precedents, 
la suitę des valeurs numóriques ne saurait admettre oo pour valeur 
d’accumulation (car une suitę partielle tendrait vers oo en ce point 
et vers une valeur finie en elle conyergera (necessairemant 
vers une limite finie) si elle a une seule yaleur d’accumulation. 
Imaginons un point x0 od il y ait plusieurs yaleurs d’aecumulation, 
et soient a et b deux d’entre elles; nous pouvons extraire de la 
suitę des yaleurs numóriques en xa deux suites partielles tendant 
respectivement vers a et b. Chacune des deux suites de fonctions 
eorrespondantes admet une suitę partielle conyergeant vers une 
fonction entiere prenant la yaleur a ou b en x0 et les memes ya­
leurs en chacun des points o;t, ...,or„,... La diffórence de ces 
deux fonctions entieres appartient, comme chacune d’elles a t(sr) 
quel que soit s 1, s’annule en chacun des points de la suitę xr, 
xt,... ,x„,et prend la yaleur a — b en x0. Si le fait pour une 
fonction entiere appartenant a t(sr) de s’annuler aux points 
xt, ...,x„,... entraine sa nullitó identique, on peut en conclure que 
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a = b, c’est-&-dire que la suitę est convergente en tout point du 
plan. Cette convergence est uniforme d’apres le n° 13.

lep cas: Si une suitę de fonctions entieres appartenant d une 
familie normale connerge en chacun des points x1, a?2)..., x„,... ayant 
un point d’accumulation d distance finie, elle converge en tout point 
(thóoreme analogue A celui de MM. Vitali et Porter).

2e cas: Les points aq,xt,..., xn,... tendent vers oo lentement: 
le sens de ce mot se prćcise en se reportant a la formule de M. 
Jensen qui rattache la distribution des zeros d’une fonction entiere 
a sa croissance. Soit <f>(x) une fonction entiere ne s’annulant pas 
h l’origine et r1} r2,..., rB,..., les modules rangós en croissant des 
zeros de cette fonction1); quels que soient r et n, on a 1’inógalitć2)

..

max | </>(«) | pour | x | — r
I 0 (°) I

Soit maintenant une fonction entiere ayant l’origine pour
zóro d’ordre p\ les zóros suivants, dont nous noterons les modules
r^^r^,... sont ceux du quotient <f(x): anx’’ de la fonction par 
son premier terme effectif; la formule prócódente, appliquee a ce 
quotient donnę

j-»—p

ou
r

r,

mas | </> (a?) | pour | x |

Nous diminuerons le premier membre en remplaęant chaque 
facteur r; par le plus grand et si appartient a t(r), nous
augmenterons le seeond membre en remplaęant le numórateur par 
|</>j£(r); nous avons donc une inegalite de la formę

(pourvu que n depasse p dans le seeond cas). Cette inćgalitć s’ćcrit 
encore

*) Plusieurs rn consecutifs sont egaux s’il y a un zero multiple ou plu- 
sieurs zeros de meme module.

*) Cf. p. ex. E. Borel, Leęons sur les fonctions entieres, 2me ódition 
Paris, p. 133.
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L’entier n ótant fixć, nous choisirons r de faęon & rendre ma- 
ximum le second membre, ce qui donnę, en posant

= borne sup. — =

et par suitę

Faisons croitre 
nous en concluons

n indófiniment, le second membre tend vers 1;

(14)
lim

n —> oo

En remplaęant 
1’inógalite (14) par

t (f) par t (sr), u„ est remplacć par w„ : s", et

lim
u —> oo

Si f>(x), sans appartenir necessairement A t(r) appartient a t(sr) 
quel que soit s > 1, la limite inferieure considerće est supśrieure 
a tout nombre plus petit que 1, et l’inśgalitó (14) a encore lieu. Une 
suitę de nombres xltx2, dont les modules satisfont & l’in-
egalitó contraire

lim
M —> OO

£
rn»n " < 1

ne peut donc etre la suitę des zćros d’une fonction entiere apparte­
nant & i(sr) et non identiquement nulle. Nous pouvons donc for- 
muler le thóoróme (analogue au thśoróme de M. Blaschke):

Si une suitę de fonctions entieres appartenant d une familie 
normale par rapport d t(r) conuerge en chacun des points x1,xi,..., 
xn,... satisfaisant d la condition

i

elle coneerge en tout point du plan.
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Notę sur la convergence vers oo par entrainement.

Reprenons la dófinition donnee au n° 4. Les deux conditions 
que bn croisse indefiniment et que qn tende vers 0, peuvent ótre 
róunies en un seul ćnonce en imposant a

de tendre vers 0.

1 + || <pn ~ t>n \ 
IM

La definition peut alors etre tran sfor mee de la faęon suivante.
Etant donnee une fonction </> («), a tout nombre y 4= 0 correspond 
une yaleur du rapport

y(«/>;y)

la borne infórieure de ces rapports lorsque y varie sera appefóe le 
caractere de la fonction et notće §0. Ce caracfóre (comme la
normę qui figurę au numśrateur de g) est relatif a un type de 
croissance dótermine. | </> — y || est une fonction continue de y, car 
les formules (1) donnent:

</> — y || H Ay | d 11| < || </> — (y + Ay) || < || </> — y || + | Ay | -1| 11|.

Le rapport g (</>; y) est donc lui aussi une fonction continue 
de y. Pour ótudier g(<p',y) lorsque y augmente indófiniment, nous 
ócrirons

. |y|-l|l|-||<AB<k-y|<|y|.||'i| + k|
d’ou

H1+n^<H^y)^i!1,+nyr;
donc, quelle que soit la fonction 0, lorsque y tend vers oo. y(</>;y) 
tend vers || 11|. De plus, si ||</>|| ^ 1, le premier membre est superieur 
a ||1|| et par consćquent gt^y') dśpasse || 11| pour toute yaleur 
finie de y.

Le caractbre (Punę fonction est toujours au plus egal a ||1|, et 
1’inegaliti

WC1
entraine
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Lorsque §c[> < || 11|, g(c/>',y} ne peut se rapprocher de sa borne 
infórieure que pour des valeurs finies de y, et par suitę de la eou- 
tinuitó, cette borne est effectivement atteinte. Donc si §</>-< ji 1 i|, il 
existe au moins un nombre b pour lequel

y(</>; 6) = §</>.

Etudions maintenant comment le caractere depend la fonction <p; 
tout d’abord, par suitę de 1’inćgalitó (1),

4// -- V K!K0 + 'A) — yK4 - - // + 'A
d’oń
(15) — jjjC^^ + iAiy^^^i^+lyj-

Supposons d’abord
§</» < |i||;

i‘l existe un nombre b pour lequel g (tf>\ b) — et nous avons 
par suitę

§</>-^<<K4>4-V^)<§44-^.

En imposant a la fonction additionnelle >/r la condition

nous aurons
§4 — b) §</> -}-h.

et par suitę
§ (4 + 4) 'C § 4 +

Si nous ayions §<£ = ;] 11|, nous aurions a priori 1’inógalite plus 
serrće § (4 4" 4) § 4-

Dans tous les cas, pour dóterminer la borne infórieure de 
g (<f) yfr] y) il suffit d’envisager pour y les yaleurs telles que

9^ 4- 4i §0 4"^

yaleurs satisfaisant a fortiori a

I FI
Si nous tenons compte de cette inćgalitć dans (15), nous 

obtenons
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9 (</>; y) — (§ 0 + ty II s < y (</» + ^; y)< y (</>; y) + (§</» + ty ii I 
qui entraine, pour les bornes infórieures

§ </> — (§ </> ^ § (*/>  + ^) ^ § 0 + (§ </> + A) i! i •

Donc 1’inegalite

entraine la suiyante

h
§</> + *

l§(</, + V/) — §^»l
Le caractere est donc une fonctionnelle continue de la fonction.
Pour qu’une fonction tende vers oo par entrainement uniforme, 

il faut et il suffit que son caractere tende vers 0.
Cette notion de caractere permet de complćter le n° 16 ainsi 

qu’il suit: Pour chague yaleur de s > 1, la suitę pent etre partagee 
en deux autres tendant vers oo fune par repulsion uniforme, fautre 
par entrainement uniforme par rapport d t(sr).

La conyergence par entrainement se reconnait a ce que §<^> 
tend vers 0, et la convergence par rópulsion, a ce que (1 -j- |a|)|0|| 
tend vers 0 (notations du n° 3).

Les normes et caractćres etant pris par rapport a t {sr), mettons 
dans une premiere classe les fonctions de la suitę considóróe n’ayant 
pas de valeur exceptionnelle, ou ayant une yaleur exceptionnelle et 
telles que

(16) §^<(l + |a|)||0||,
et dans une seconde classe, les fonctions ayant une yaleur excep- 
tionnelle et telles que

§^>(i + H)|0||.
La suitę des fonctions de la premiere classe tend vers oo par 

entrainement uniforme. En effet, dans l’hypothese contraire § 0 ne 
tendrait pas vers 0; on pourrait former une suitę partielle pour 
laquelle § cf resterait superieur a un nombre fixe; par suitę de 
1’inćgalitś (16), il en irait de mśme de (1 —| a |) |j 01. Cette suitę, 
ainsi que toutes celles qui en peuyent etre extraites, tend numćri- 
quement vers oo, mais ni par entrainement, ni par rópulsion uni­
forme, ce qui est contraire au fait que les fonctions appartiennent 
a une familie normale.

On etablirait de faęon analogue que la suitę des fonctions 
de la seconde classe tend vers oo par repulsion uniforme.



Sur les transformations des ensembles 
rectifiables.

Par

St. Gołąb (Cracovie).

J’ótudie, dans la notę prósente, la faęon dont se comporte la 
longueur de la projection sur un hyperplan mobile d’une partie 
d’un continu rectifiable.

Je me base sur un lemme intóressant par lui-móme. Je donnę 
une solution affirmative du probleme suiyant pose par M. Ważew­
ski: La longueur de la projection d’une partie rectifiable d’un con­
tinu plan sur une droite mobile est-elle une fonction eontinue de la 
position de cette droite? J’obtiens quelques rósultats plus góneraus.

J’adopte les notations de M. Ważewski. J’ai communique 
les rósultats ci-dessous au cours du Congrós International des Ma- 
thómaticiens a Bologne le 8 Septembre 1928.

Lemme. Soient donnóes p fonctions de n m yariables

(V
ou nous ayons posó, pour abróger

(2)
f (aq,..., a;„) — X 
j (yi, • • •. = Y ■

Soit C un continu rectifiable situó dans 1’espace cartósien a n di-
mensions et D une partie quelconque de 1’espace a m dimensions. 
Nous supposons que

1) pour X fixe, les fonctions (1) sont fonctions continues 
de la yariable Y,
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2) il existe un k fixe indópendant de X et Y1), tel qu’on a

(3)

lorsque X et X' appartiennent a C. Soit A une partie rectifiable 
du continu C. Dósignons par

(4) F(A, Y)
la classe de tous les points

{ft{X,Y),...,fp(X, Y)}

que l’on obtient lorsque X varie dans A. (L’ensemble F(A, Y) fait 
partie de Fespace a p dimensions et est une fonctionnelle depen 
dant de Y).

Sous ces hypothóses on aura:
1) Si A est de longueur nulle F(A, Y) l’est aussi.
2) F(A, Y) est un ensemble rectifiable.
3) La fonction:
longueur de F(A, Y)
est semicontinue infórieurement dans Z>*).
Remarąue. De ce thóoreme resulte immódiatement le fait im- 

portant que la fonction long F(A, Y) est une fonction mesurable 
au sens de Lebesgue lorsque D est un ensemble mesurable.

Dómonstration. Soit

(5)

une reprósentation du continu C, telle que les fonctions yz(t) soient 
absolument continues dans un intervalle borne et fermó A et que 
Fon ait presque partout dans A:

' (6)

’)On peut sans restreindre la gónóralite du lemme, supposer que cette 

condition a lieu pour tous les X de C et localement pour les Y, c. a-d. pour 
un yoisinage conyenable de chaąue point Y.

2) p (X, X') dósigne la distance des points X et X'.
’) Le cas ou D est compose exclusivement de points isolós est banał.
4) Une telle reprósentation esiste. Cf. T. Waźewski, Kontinua prosto- 

walne etc. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Mat. 1927, Thóoreme du § 17 et 24.
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U est clair que

(7) ^(G (0, F) = {A (G (i), Y\ ..., fp (G (0, F)}

offre une reprćsentation de 1’ensembie F{C, F). Les fonctions 
/)(G(f), Y) sont absolument continues, parce qu’on a

|Z(G&), F)-/Z(G(Ą), -Ą|.

II en resulte que F(C, Y) est un continu rectifiable. Supposons que 
A est de longueur nulle. Nous affirmons que

(8) long F(A, F)=0.

Considórons, a cet effet, Y comme fixe et posons

f^) = ^(G(#),F),
U j B=G-1(^),

ou G_1(4) designe la classe de tous les t pour lesquels G(t) ap- 
partient a A.

On a śvidemment
2t = G(B), 

F(Bj = F(A, Y).

U suffit de prouver qu’on a presque partout dans B 1’egalite

(U) |F'(0l = o.

Or presque partout dans B subsiste la relation

(12) |G'(f)| = 0.

D’autre part on a (cf. (3))

(13)
/>(0(#o4-A,F)-/f(G(«o),F)

h

donc on aura presque partout dans B

fi(Gr(t),Y) = Q

d’ou il resulte immódiatement que (11) a lieu presque partout dans B. 
Soit maintenant A une partie rectifiable de C. L’ensemble A 

peut śtre mis sous la formę

(14) A = A 4- B
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ou Al est une somme denombrable d’ensembles fermes et Ił est de 
longueur nulle1). F(At, Y) est aussi une somme de parties fermóes 
du continu rectifiable F(C, Y) par consóquent F^AX, Y) est recti­
fiable. Comme d’autre part

') Cf. T. Ważewski, Contribution a la theorie de la longueur, Annales 
de la Soc. Pol. de Math. T. VII (1928). La dścomposition (14) resulte imme- 

tement du theoreme 2, p. 30.
2) parce que la representation (?(t) est continue-
3) Annales de la Soc. Pol. de Math. T. VII, (1928), p. 238, theoreme 

du § 5.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII.

long I (R, Y') = O
donc

long F(A, Y) = YngF(Ai, Y) -4- long F(R, F) = long F(At, Y).

La deusibme partie, de notre lemme est ainsi dómontree. Pour dó­
montrer sa troisieme partie, il suffit de prouver que la fonction

(lb) long^A.F)

est semicontinue inferieurement dans D. Remarquons a cet effet 
qu’il existe un ensemble 3 etant somme dónombrable d’ensembles 
fermes pour lequel on a

(16) G(0) = A2).

Soit {YJj une suitę de points agróges a D et tendant vers un point 
Yo appartenant a D. Posons

Ż = 1,...,^ = 0,1,2,...
I ? |b;„(0 = {^W,:..,^(0}, )U = o,i,...

On a ćvidemment:

(18) ^(A,K,ł) = Jffft(G)) M = 0,l,...

Les fonctions h^(f) satisfont (cf. (13)) a la condition de Lipschitz 
avec une constante indópendaute de i et egale, par exemple, a len. 
On a, en consóquence de la continuite de/)(^T, K):

(19) lim H (f) — Ro (f), (feA).
fł/CO

II en resulte, suiyant un de mes theoreines anterieurs 3) que

20



(20)

ce qui termine la demonstration.
Theoreme 1. Soit A une partie rectifiable d’un continu rectifiable 

C plonge dans 1’espace a n dimensions. Soit tt un hyperplan mo­
bile a r dimensions — 1) et PA (7r) la projection (ortho­
gonale ou non) de A sur tt. Dans ces conditions la projection 
P (tt') de A sur tt est rectifiable et sa longueur est une fonction semi- 
continue inferieurement de la position du plan tt.

Demonstration. La projection d’un point quelconque X sur le 
plan 7r a des coordonnees:

{/1(X,E),...,Z,(X,K)}

ou les fonctions ft sont linóaires par rapport aux X et continues 
par rapport aux Y. Elles satisfont, par consequent, a la condition 
de Lipschitz* 1). Notre thóoreme se trouve ainsi ramene au lemme 
prócedent.

*) localement par rapport aux Y.
l) Cf. S. Mazurkiewicz et S. Saks, Sur les projections d’un ensemble

ferme, Fund. Math. VIII. § 7.

Theoreme 2. Si l’hyperplan tt interrenant dans le thćoreme pre- 
cedent se reduit a une droite la fonction

(21) long PA(7fi)

est une fonction eontinue de la position de cette droite.
Demonstration. Supposons que la position de la droite depende 

d’une faęon eontinue des parametres yl,...^ym. Ił suffit de prouver 
(cf. Theoróme 1.) que long PAfnj est une fonction semicontinue 
supćrieurement de ces parametres. Comme 1’ensemble A peut etre 
arbitrairement approchó (en ce qui eoneerne sa longueur) par ses 
parties fermees et comme la longueur de la projection d’un en­
semble sur une droite ne surpasse jamais la longueur de cet en­
semble, il suffit de traiter le cas oń A est ferme. Or dans ce cas-la, 
le thśoreme peut etre demontró par un raisonnement indique par 
M. Sierpiński dans le cas de 1’espace a deux dimensions2) ce 
qui n’est pas essentiel pour la valabilite de la dómonstration.

Remargue 1. Le Theoreme 2. ne peut pas etre generalisó au
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cas de 1'byperplan mobile au nombre de dimensions supórieur a un. 
Dósignons, en effet, par A la eirconference d’un cercie de dia- 
metre = l, situe sur le plan (a;, y) de Fespace a trois dimensions. 
En faisant tourner un plan P passant par l’axe x nous remarquons 
que la projection de A sur P est une ellipse de longueur supó- 
rieure a 2 exceptó le cas oti P est orthogonal au plan y). Dans 
ce cas-ci la projection est un segment de longueur 1.

Remarąue 2. Suiyant le Theoróme 2. 1’ensemble fermó et plan 
de MM. Mazurkiewicz et Saks1) qui se projette sur une 
seule droite passant par un point fixe comme un ensemble de me­
sure positive n’est situe sur aucun continu rectifiable.

Remarąue 3. M. Saks a construit2) un ensemble S plan, 
fermó, situe dans la couronne fermóe comprise entre deux cercles 
de centre i 1’origine des coordonnóes et de rayons respectifs 1 et 
|/2, dont la projection sur chaque droite est de mesure nulle et qui 
a des points eommuns avec tout rayon issu de 1’origine.

II n’est situe sur aucun continu rectifiable. Dans le cas con- 
traire il existerait un continu rectifiable C renfermant S, contentt 
dans la couronne en question. S’ serait de longueur nulle ’). Appli- 
quons au continu C notre lemme en posant:

•A (®J ■ Xi) --- |,-=---j----5 Xi) ---

Cette transformation remplit les conditions de ce lemme. L’ensemble 
P(S)'i') est dans ce cas identique avec la circonfórence du cercie 
intórieur de notre couronne, donc sa longueur est positiye. Nous 
aboutissons ainsi a une contradiction avec notre lemme suiyant le- 
quel F(S) serait de longueur nulle.

’) Mazurkiewicz et Saks, 1. c.
’) S. Saks, Remarąue sur la mesure linóaire des ensembles plans, Fund. 

Math. IX, p. 16.
.*)  cf. T. Waźewski, Contribution etc. 1. e. p. 27, Lemme 1.

4) Dans notre cas F(X, Y) ne depend pas de Y. Nous ócrivons donc 
F(X) au lieu de F(X, F).

20*





COMPTES-RENDUS ET ANALYSES



Nouveaux fascicules du „Mómorial des Sciences mathóma- 
tiquesJ).

Fascicule XXXIV. Ondes liąuides de graoite, par M. H. 
Verone.

Le present fascicule est c.onsacre a 1’etude des petits mouve- 
ments d’un liquide incompressible pesant, contenu dans un vase fixe, 
lorsque ces mouvements sont dus a des causes exclusivement super- 
ficielles (impulsions ou ómersion d’un corps solide). On peut aborder 
le probleme prćcćdent soit en cherchant la solution qui correspond 
a des conditions initiales donnćes, soit en cherchant a determiner 
les oscillations propres harmoniąues du liquide et en essayant ensuite 
de les utiliser pour former la solution qui correspond a des con­
ditions initiales donnćes. L’auteur a envisage chacun de ces deux 
points de vue. L’ouvrage est ecrit avec beaucoup de talent et la 
lecture en est aussi attrayante qu’instructive.

Fascicule XXXV. Theorie mathematiąue de l’elasticite, par M. 
Leon Lkcornu, Membre de 1’Institut.

Ce travail contient un aperęu sur toutes les parties de la theorie 
de 1’ślasticitó et se termine par un rósume de 1’histoire de cette 
branche des sciences mathómatiques; on y trouvera en particulier 
une discussion des plus intóressantes des questions de principe qui se 
presentent dans la thćorie de 1'elasticite. L’ouvrage justifie entiferement 
les esperances que le nom du celebre auteur pourrait faire concevoir.

Fascicule XXXVI. Sur la deeomposition d’une fonction mero- 
morphe en elements simples, par M. Paul Appbll, Membre de l’Ins- 
titut, Recteur honoraire de l’Universite de Paris.

Pour donner une idóe de la naturę de ce tres interessant 
ouvrage, nous ne croyons pas pouvoir mieux faire que de prćsenter 
le passage suivant de 1’Introduction: „En faisant l’exposó gónóral

) Voir les tomes: III, p. 142, IV, p. 122, V, p. 98 et VII, p. 254.
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<ZS7'Laplace -y—z-4 dx- 1 Je consacrerai un numóro spócialde2

de la thóorie de la decomposition en elóments simples, je prendrai 
d’abord les fonctions rationnelles et celles qui s’y rattaehent, puis, 
d’apres Hermitr, les fonctions doublement póriodiques et les fonctions 
zeta, les fonctions doublement póriodiques de seconde et troisióme 
espóce, puis les fonctions d’un point analytique, puis les fonctions 
automorphes d’ Henri Poincare, puis enfin les fonctions f dites tri- 
plement póriodiques de trois yariables x. y, z yórifiant l’óquation de 

d*T
dy1 

a la definition d’un nombre fondamental dans le problóme, d'aprós 
Poincare44.

Inutile sans doute d’ajouter que l’ouvrage se distingue par les 
rares qualites bien connues des travaux de 1’illustre auteur.

Fascicule XXXVII. JPans/órwiataw de contact et problime de 
Pfaff par M. G. Cerf.

Comme le fait remarquer l’auteur lui-móme, des le dóbut, la 
thóorie analytique des transformations de contact a ótó considóróe 
comme cas particulier du problóme de Pfaff, c’est-a-dire de 1’etude 
des proprietós inyariantes d’une equation de Pfaff quelconque. Or 
cette etude a gagne beaucoup en simplicitó grace aux methodes 
nouyelies de M. Cartan, łesquelles ont reęu un complement impor- 
tant de M. Goursat. Le but principal du prósent fascicule est, comme 
le dit 1’auteur lui-inóme, de resumer ce qui, dans ces móthodes, et 
en particulier dans la multiplication et la dóriyation extórieures, 
a un rapport direct avec les transformations de contact, de retrou- 
ver les proprietes d’invariance connues du groupe correspondant et 
d’en indiquer l’extension au groupe des transformations qui conser- 
vent une expression ou une equation de Pfaff quelconque.

Le prósent fascicule rendra des seryices precieux a toutes les 
personnes qui youdront se renseigner sur le sujet auquel ce fasci­
cule est consacre.

Fascicule XXXVIII. Familles normales et ąuasi-normales de 
fonctions mHomorphes, par M. G. Vai.ihon, Professeur a la Faculte 
des Sciences de Strąsbourg.

Les notions de familie normale et quasi-normale de fonctions 
sont dues, ainsi que la thóorie de ces familles, a M. Montbl qui, 
par cela mó.me, a mis entre les mains des analystes un puissant 
moyen de recherches. On trouyera, dans le prósent fascicule, un 
aperęu tres clair tant des . thóories fondamentales de M. Montel 
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lui-mśme que des nombreux et importants travaux qui s’y rattachent. 
Ajoutons que 1’auteur de ce fascicule etait, a cause des nombreuses 
et importantes contributions qu’il a apportśes lui-mśme aux questions 
qui y sont etudiees, particuliśrement indique pour l’ścrire.

Fascicule XXXIX. L’analyse indóterminóe de degró superieur, 
par M. T. Nagell, Docteur es Sciences, chargś de cours a l’Uni- 
versite d’Oslo.

Voici comment l’auteur lui-mśme caracterise les problśmes de 
1’Analyse indeterminśe: „on appelle analyse indśterminee la partie 
de la thśorie des nombres qui s’occupe des solutions en nombres 
rationnels ou en nombres entiers d’une ou de plusieurs equations. 
Le probleme le plus important de ce domaine est l’śtude des solu­
tions entiśres ou rationnelles en x,y,z,... de lequ.tion:

/(a?, y, = 0

ou f est une fonction entiere rationnelle de x.y,z,... a eoefficients 
rationnels ou entiers“. Bien entendu le problfeme prśeśdent peut, 
comme le fait remarquer l’auteur, śtre considerablement gśnśralise 
de diverses faęons. Toutefois l’auteur, voulant avant tout, exposer les 
parties de 1’Analyse indóterminóe ou des rósultats d'une certaine 
góneralite ont etó atteints, se borne a etudier la recberche des points 
a coordonnóes rationnelles ou entiśres d’une courbe piane algóbrique, 
en ne eonsiderant que des courbes du 3 ifeme degró au moins et 
cela parceque le cas des lignes de degró infórieur au 3-iśme fait 
l’objet d’une thśorie actuellement classique.

Le prśsent fascicule rendra de precieux serviees aux personnes 
qui voudront se renseigner sur 1’Analyse indóterminóe.

Fascicule XL. Góomótrie sur les surfaces et les uariótes algó- 
briques\ guestions transcendantes, topologie, par M. S. Lefschetz, Pro­
fesseur a Princeton University.

Ainsi que le fait reinarquer 1’auteur au debut de 1’introduction, 
„on entend par geometrie sur une configuration algśbrique A. (courbe, 
surface, variśtś) l’śtude des propriśtśs des configurations algśbriąues sur 
A, invariantes sous les transformations birationnelles de A“. L’ou- 
vrage est ecrit avec une grandę competence par un auteur qui a 
lui-mśme apportś d’importantes contributions au sujet traitś; il est 
donc appeló a rendre de precieux serrices aux góomśtres.

S. Z.
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Mćmorial des Sciences Physiques publió sous le patronage 
de 1’Acadómie des Sciences de Paris, des Acadćmies de Belgrade, 
Bruxelles, Bucarest, Coimbre, Cracovie, Kiew, Madrid, Prague, Romę, 
Stockholm (fondation Mittag-Leffler), etc., etc... avec la collaboration 
de nombreux savants.

Directeurs: Henri Villat et Jean Villey. Chez Gauthier-Vil- 
lars & Cie 55, quai des Grands-Augustins, Paris (6e).

But de la Colleetion:
Chaque fascicule, d’une soixantaine de pages environ, renferme 

l’expose, aussi clair et condense que possible, d’une question precise 
et bien delimitee; cest une sorte de misę au point d’un problóme, 
ou d’une catógorie de problemes a 1’ordre du jour.

Le Mćmorial des Sciences physiques publie non pas des mć- 
moires originaux, mais des eludes documentaires constituant l’abou- 
tissement critique de nombreux travaux, personnels ou non au si- 
gnataire du fascicule, et dont 1’essence se trouve resumee. La nou- 
velle Colleetion constitue un cadre exactement adapte pour reeueillir, 
et rendre profitable pour tous, ces efforis couteux de documentation 
critique que chacun se trouve amenś a faire, en maintes cireon- 
stances de recherches ou d’enseignement, sur des questions peu con- 
nues ou controversćes, ou en óvolution rapide.

Le programme du nouveau Mćmorial s’śtend non seulement 
aux questions que la classification habituelle rangę dans la Physique 
proprement dite, mais a celles qui ressortissent a la Physique ma- 
thćmatique, a 1’Astronomie expśrimentale ou a 1’Astronomie physique, 
a la Mecanique experimentale et appliquóe ou a la Mścanique des 
fluides, a la Physique et a la Chimie industrielles, a la Physico- 
Chimie. La listę des fascicules suffit a montrer la variete des que- 
stions qu’il aborde, sans du reste prśtendre eu rien a constituer une 
Eucyclopedie systómatique. Sans pouyoir insórer des analyses des 
fascicules successifs du Mimorial des Sciences Physiques, nous croyons 
devoir faire connaitre a nos lecteurs au moins les titres des fasci­
cules de cette tres importante publication a mesure qu’ils paraitront.

Volumes in-8 raisin (25—16) se vendant sćparement:
Fascicules parus:

I. L. de Broglie. — La Mecanique ondulatoire .... 15 fr.
II. A. de Gramont. — La Tślemśtrie monostatique ... 15 fr.
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III. G. Moreau. — Les propriótós ólectriques et magne-
tiques des flammes...................................................................15 fr.

IV. F. H. van den Dungen. — Les Theories gónórales
de la technique des vibrations .... i ... 15 fr.

V. J. Barbaudy. — Les Bases physico-chimiques de la 
distillation....................................................................... . . 15 fr.

VI. F. Badeau. — Le Quartz piózo-ólectrique et ses appli­
cations dans la technique des oscillations hertziennes 15 fr.

VII. E. Aubel et A. Genevois. — L’etat actuel de la question 
des fernients.

VIII. R. Dubrissay. — La Mesure des tensions superficielles 
en Analyse chimique.................................... , . . . . 15 fr.

IX. G. Ribaud. — Le Rayonnement des corps non noirs.
X. A. Mesnager. — L’Etude expórimentale des tensions 

dans les solides.

Lecons sur V Hydr ody namique par Henri Villat, correspondant 
de rAcademie des Sciences, Professeur a la Facultó des Sciences 
de Paris, Directeur de 1’Institut de Mócanique des Fluide de l’Uni- 
versitó de Paris. Chez Gauthier-Villars & Cie, 55 Quai des Grands- 
Augustins, Paris (6e).

Voici comment M. Villat lui-meme caracterise, dans la notice 
publiee par la maison editrice, le but et 1’esprit de l’ouvrage: „La 
premióre partie de ces Lecons est destinee a donner une idee assez 
complete, et aussi simple que possible, de la thóorie des sillages, 
concernant le mouvement permanent d’un solide dans un liquide 
parfait. Cette theorie a ótó ódifióe sur les principes fondamentaux 
poses par Kirchhoff. Helmholz, M. Lóvi-Civita et M. Brillouin. 
Des dóveloppements, prolongements et perfectionnements tres con- 
siderables ont etó apportós par divers auteurs, au premier rang 
desquels il conyient de citer M U. Cisotti. I’ai moi-móme, ainsi 
que mes óleves, donnę quelques efforts a la question. Nous exami- 
nons ici les points les plus importants, ainsi que les diffieultós aux- 
quelles donnę lieu la thóorie, et la maniere de lever ces diffieultós. 
Nous insistons sur un fait, qui nous semble fondamental, concernant 
la non-unicite des solutions.

Venons maintenant a 1’ótude qui fait 1’objet essentiel du present 
V olume.

Un fluide parfait ótant regardó comme le cas limite d’un fluide 
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reel, il est d’un intóret primordial de reeonnaitre comment dóduire 
les propriótós et caracteres d’un mouvement a etudier das le fluide 
parfait, des propriótós et caracteres concernant le fluide visqueux, 
dont on fait tendre la viscositó vers zóro.

Cette question a fait l’objet des savantes recherches de M. C.
W. Oseen et de ses elóves, notamment de M. Z. Zeilon. Nous ex- 
posons ici les thóories dues a ces auteurs et a nous-móme, dans cet 
ordre d’idees. Le passage a la limite enyisagó, comporte des diffi- 
cultós considórables. Une remarąue de J. Boussinesq pouvait le 
laisser próvoir: le savant góomótre avait en effet mis en óyidence, 
des 1880, a propos d’un problóme simple, que la solution cessait 
d’etre analytique quand la yiscosite tendait vers zero. La raison 
majeure des difficultós rencontrees róside, selon une profonde re- 
marque. de M. J. Hadamard, dans le fait que les termes compló- 
mentaires qui, dans les questions de rHydrodynamique contiennent 
le eoefficient de yiscosite, sont justement ceux oh interyiennent les 
dóriyóes de 1’ordre le plus elevó; de sorte que les „caracteristiques“ 
du problfeme gónóral different essentiellement de celles du probleme 
limite.

Quoi qu’il en soit, apres avoir exposó la thóorie des óquations 
integrales de l’Hydrodynamique, nous construisons avec M. Oseen 
une solution du cas limite. Nous donnons les resultats obtenus par 
M. Zeilon dans la recherche des solutions effectives dans des cas 
importants, et nous donnons ógalement des indications sur l’extension 
que nous ayons obtenue de ces thóoriens dans le cas du fluide li­
mite par des parois fixes.

Notre ambition a ótó d’etre aussi clair que possible, pour un 
łeeteur possódant une bonne culture mathómatique sans ótre forcó- 
ment renseignó a fond sur des questions spóciales. C’est en vue 
d’un tel lecteur que nous avons ótó amenó a introduire par exempłe 
un expose de quelques lignes de la thóorie des Fonctions Ellip- 
tiques, sous une formę qui permet d’obtenir, en peu de mots et na- 
turellement, les propriótós essentielles de ces fonctions. De meme, 
un probleme particulier nous a servi a exposer les propriótós utiles 
de l’óquation de la chaleur, sous une formę assez intuitiye. Et, en 
vue d’un exemple a ólucider, nous avons donnę une courte theorie 
des fonctions de Legendre, si importantes en Physique Mathematique.^

Nous serions heureux si ce livre pouyait faciliter aux cher- 
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cheurs les voies a suivre dans les theories nouvelles de l’Hydrody- 
namique, ou tant de beaux resultats sont encore a dócouyrir.

Ces belles leęons de M. Villat se distinguent par les qualitós 
eminemment franęaises de elartó et de simplicite ce qui, avec l’in- 
tóret considórable du sujet de l’ouvrage en rend 1’etude extraordi- 
nairement attachante. Grace aux indications bibliographique qui s’y 
trouyent, le lecteur pourra s’instruire d’une faęon tres complóte en 
la partie de l’hydrodynamique a laquelle l’ouvrage est eonsacre. 
Ajoutons que la grandę valeur de l’ouvrage est eonsidórablement 
accrue par une critique penótrante de 1’etat actuel de la thóorie 
des sillages.

Leęons sur la theorie des tourbillons, par Henri Yillat, ■ Cor- 
respondant de 1’Acadómie des Sciences, Professeur a la Sorbonne, Di- 
recteur de 1’Institut de Mócanique des Fluides de l’Universitó de Paris-

Chez Gauthier-Villars & Cie, Quai des Grands-Augustins, 55, 
Paris (6e).

Le prósent ouvrage se distingue comme les autres livres de 
son óminent auteur par les qualitós de simplicitó et de elartó qui 
róduisent au minimum 1’effort nócessaire pour se familiariser avec 
les matieres qui y sont traitóes. L’extrait suivant de la prófacCet la 
table des matieres permettront de se faire une idóe nette de 1’esprit 
et de l’envergure de l’ouvrage.

Le prósent ouvrage a pour objet l’exposó de tout nn ensemble 
de questions importantes, et d’un interet actuel, se rattachant aux 
tourbillons dans les fluides. Ce livre constitue le developpement de 
nos Leęons a la Facultó des Sciences de Paris pendant l’annee 1929.

Un coup d’oeil sur la Table des Matióres renseignera sur les 
problemes que nous ayons traites, et sur la marche que nous avons 
suivie. Nous avons essaye de mettre le plus de elartó possible dans 
nos dóyeloppements, et, par une misę au point de diverses thóories 
nouyelles, de relier d’une faęon naturelle les questions que nous 
avions a enyisager. Nous serions heureux d’avoir, au moins partiel- 
lement, atteint notre but. Est-il superflu de dire que les Traites 
classiques de MM. P Appell (Mecanigue rationnelle) et J. Hadamard 
(Leęons sur la propagation des ondes) ont beaucoup facilitó notre 
tache. Nous avons tiró grand parti des leęons rócentes de MM. J.-
L. Synge et G. Jaffe, et des nótres, ainsi que des profondes re- 
cherches de M. Liehtenstein auxquelles sont consacrós les Cha- 
pitres XI a XIII du prósent Ouyrage.
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Chapitre I: Notions generales classigues. Equations gónerales. 
Equation de continuite. Equation complómentaire. Tourbillon. Equa- 
tions de Helmholtz. Formules de Cauchy Grónóralisation. Cas ou il 
n’y a pas de potentiel pour les forces extórieures. Propriótes des 
tourbillons. Tubes tourbillons, Leur intensite. Tubes infiniment. de- 
liós. — Chap. II: La ditermination des nitesses guand les tourbil­
lons sont connus. Calcul des vitesses en fonction des tourbillons. Cas 
du liquide indófini. Formules finales. Part contributive d’un anneau 
infiniment delie. Cas d’un fluide eontenu dans un vase fixe. Róso- 
lution du problóme gónóral dans le cas de deux dimensions pour 
un vase anime d’un mouvement donnę. Le probleme generał dans 
le cas de trois dimensions, pour un vase anime d’un mouyement 
connu. -— Chap. III: Mouoements plans. Tourbillons infiniment de- 
lies. Eguations canonigues Etude des mouvements plans. Tourbillons 
infiniment minees. Mouyement de n tubes tourbillons. — Chap. IV: 
Les tourbillons de JBenard-Karman. Une file reguliere. Deux files sy- 
mitrigues; deux files alternees; stabilite de ces configurations. Les 
tourbillons de Bónard-Karman et les configurations tourbillonnaires 
regulieres. Une file infinie de tourbillons. La configuration corres- 
pondante est instable. Les deux files paralleles. Stabilitó du systeme 
alternó. Systeme symetrique. — Chap. V: Application des tourbil­
lons de Benard au calcul de la resistance d’un solide dans un liguide 
indefinl. Position du probleme. Calcul de £. Calcul de £'. La móthode 
de M. J.-L Synge. Files de tourbillons alternós, indófinies d’un seul 
cótó. Nouyelle application du tłióoreme des quantitós de mouyement. 
Une proprietó du coefficient a.2. Calcul d’une integrale. Calcul de

w2dz et de sa limite. Conclusion — Chap. VI: Generalisations

dinerses. Files tourbillonnaires en fluide limite. Systeme de n tour­
billons entre deux murs paralleles. Systeme de tourbillons dans un 
rectangle fixe. Files de tourbillons indófinies entre deux murs pa­
ralleles. Applications. Calcul de la resistance óprouvóe par un cy- 
lindre mobile dans un canal, dans le cas ou naissent a 1’arriere des 
tourbillons alternós. Premiere móthode. Le resultat de M. L. Rosen- 
head. — Chap. VII: Les problemes de tourbillons d deux dimensions 
et la representation conforme. Gónóralitós. Exemples. Un thóoróme gónó­
ral. Exemples. La móthode de M. Caldonazzo. Sur un probleme de M. D. 
Riabouchinsky. — Chap. VIII: Les tourbillons de dimensions finies. Tubes 
de dimensions finies. Tubę cylindrique circulaire homogóne, en li- 
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quide indćfini, en repos a 1’infini. Le tourbillon elliptique de Kirch- 
hoff. Le tourbillon spheriaue de Hill. — C h a p. IX: Les configura- 
tions de reoolution. anneau tourbillon. Gćneralitós. Cas d’un seul 
anneau infiniment delió. Cas genćral Thóorie de 1’anneau infiniment 
dólie. Anneau de section finie. Retour a Tanneau de faible section. 
Remarque. •— Chap. X: Lxpose du probleme fondamental genóral. 
Rappel de ąueląues proprietes classigue concernant les discontuitós. Le 
probleme gćneral. Les discontinuitós. Les conditions identiques. Les 
conditions cinematiques de compatibilitó. Mouvements oh les vitesses 
sont continues. Saut d’acceleration. Continuitó de la pression dans. 
un liquide, au passage de la surface qui limite les tourbillon s. Re- 
marque. — Chap. XI: Sur dioerses inegalitds fondamentales concer­
nant les potentiels. Conventions et notations. Lemme. Le premier 
theoreme de M. A. Korn. Le second thóoreme de M. A. Korn. Les 
inegalites de M. L. Lichtenstein- — Chap. XII: Le theorbme gene­
rał de M. L. Lichtenstein. — Demonstration du thćoróme. Definition 
de x, y, z dans le domaine tourbillonaire. Dófinition de x.y.z a l’ex- 
tórieur des tourbillons. Les fonctions x. y, z, eonstituent bien une 
solution du probleme. Correspondance biunivoque entre les domaines 
successifs. Unici te de la solution. — Chap. XIII: Generałisations 
dwerses et applications. Fluide limite. Mouvement permanent relatif 
de deux tourbillons cylindriques dans un liquide indófini. — Chap. 
XIV: Quelgues mots sur les tourbillons dans les fluides visqueux. Prć- 
liminaires Le tourbillon eirculaire dans un fluide visqueux.

Gmndlagen der Hydromechanik von Leon Lichtenstein. O. O. 
Professor der Mathematik an der Universitat Leipzig. 1929, XII -f- 
509 p. Berlin, Verlag von Julius Springer,

Voici en quels termes le savant auteur caracterise lui-meme, 
dans la preface, le but et le naturę de l’ouvrage: „Je me suis pro- 
posó d’exposer les fondements de la mócanique des liquides d’une 
faęon mathómatiquement satisfaisante, adaptee a 1’ótat actuel de la 
science sans laisser au second plan le cótó physique du sujet. Ce 
programme a dćterminó dans les grandes lignes la composition de 
l’ouvrage.

Alors que Thydrodynamique, dont l’hydrostatique n’est qu’un 
chapitre particulier, a pour fondement mathematique la theorie du 
potentiel, les theoremes les plus genćraux de la cinómatique des 
liquides et en genóral ceux de la cinematique des milieux eontinus 
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eonstituent, en partie, de simples interprśtations de certains theo­
remes gśnśraux de 1’Analisis Situs. Pour assurer une base solide 
aux dśveloppeinents exposśs dans les parties principales de l’ouvrage, 
sans ótre oblige de supposer chez le lecteur d’autres connaissances 
que celles des principes du calcul infinitśsimal, je commence, au 
premier chapitre, par prśsenter les notions essentielles de la thśo- 
rie des ensembles de points, en insistant particulierement sur la re­
prśsentation topologique de domaines bornśs ou infinis dans le plan 
et dans 1’espace.

Le second chapitre constitue une preparation au passage a la 
thśorie du potentiel; il est consacrś a la notion de champ vectoriel 
ainsi qu’aux theoremes de Green et de Stokes.

Le troisieme chapitre est consacrś a la theorie du potentiel 
dans la mesure nścessaire pour la suitę.

A cause de la place strictement mesurśe dont on disposait, il 
n’a śtś possible de presenter des dśmonstrations completes que 
d’une partie des thśoremes exposśs. En revanche, on expose dans 
ce chapitre d’une faęon dśtaillśe la dśtermination d’un champ ve- 
ctoriel śtant donnś la rotation, la divergence et des conditions pś- 
riphśriques.

Les trois chapitres prścśdents eonstituent la base mathśma- 
tique de tous les dśveloppements ultśrieurs“.

Le chapitre suivant rentre dans la philosophie de la mśca- 
nique; pour 1’essentiel, 1’auteur adopte les idśes de Kirchhoff et les 
complśte par des commentaires appropriśs.

Les deux chapitres suiyants sont consacrśs a la cinśmatique 
des fluides; 1’auteur s’applique soigneusement a śviter les dśfauts de 
rigueur trop rśpandus dans les expositions habituelles de cette branche 
de la mścanique; le second des deux chapitres qui nous occupent 
en ce moment traite dę la propagation des discontinuitśs dans les 
milieux continus, thśorie a laquelle restent attaches les noms de 
Riemann, Hugoniot, Duhem et Hadamard.

Dans le 7-iśme chapitre 1’auteur expose les fondements phy- 
siques de l’hydrodynamique, le 8-ieme chapitre est consacrś a l’hy- 
drostatique. Dans le 9-ieme chapitre on trouvera une intśressante 
application du principe de Hamilton.
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Le 10-ióme chapitre traite de la transformation des equations 
de l’hydrodynamique et constitue une preparation au 11-ióme et 
dernier chapitre ou le distinguó auteur expose ses propres „thóo­
remes d’existenceu relatifs a divers problemes d’hydrodynamique; 
faute de place, il n’a pas etó possible de developper les dómonstra- 
tions de la convergence des sóries constituant les solutions des pro­
blemes ótudiós mais, grace aux indieations contenus dans le texte, 
le lecteur n’óprouvera pas de diffieultó a retrouver dans les me­
moires originaux. les dómonstrations qu’il a fallu supprimer dans 
l’ouvrage.

En resume, il nous semble que, les óquations de 1’hydrodyna- 
mique admises, les considórations basóes sur elles par M. Lichten- 
stein ne laissent rien a dósirer comme rigueur et prócision et con- 
duisent a des rósultats du plus haut intórót.

Quant a 1’ótablissement des óquations hydrodynamique elles- 
mómes, nous n’oserions pas affirmer qu’il ne donnę pas lieu a quel- 
ques difficultes. Quoi qu’il en soit, l’ouvrage, a cause de ses qualites 
de rigueur et de prócision, nous semble móriter 1’admiration de tout 
mathómatieien et doit ótre chaudement recommandó a tous ceux 
qui voudraient acquerir des connaissances approfóndies en hydro- 
mócanique. S. Z.

Aurel Wintner: „Spectral theorie der unendliclien Matrizen“. 
„Thóorie spectrale des matrices infinies“. Avec próface de M. Lich- 
tenstein, professeur a l’Universite de Leipzig. Leipzig, S. Hirzel 
1929, pp. XII-4-280 in 8°.

On connait 1’importance de la thóorie des matrices infinies 
pour la nouvelle mócanique des quanta dóveloppee par Heisenberg. 
II etait donc a dósirer que ces theories exposóes dans des me­
moires difficiles a lirę pussent etre rendues intelligibles aux physi- 
ciens. C’ótait aussi, d’apres les prefaces de MM. Wintner et Lich 
tenstein, le but de 1’auteur. C’est pourquoi il a consacró les deux 
premiers Chapitres de l’ouvrage a l’exposition des propriótós des 
matrices finies ainsi qu’a des theories classiques de 1’analyse, comme 
celles des fonctions a variation bornee, de 1’intógrale de Stiltjes 
etc. La móthode d’exposition suivie dans ces chapitres consiste 
a prósenter les considórations de manifere qu’elles puissent s’adap- 
ter immediatement a 1’etude des matrices infinies et des integrales 
correspondantes.
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Voici les titres des chapitres de l’ouvrage: 1. Bases algebriąues 
et formelles. 2. Thóories auxiliaires d’analyse. 3. Matrices bornóes 
infinies. 4. Theorie de la matrice spectrale. 5. Thóorie spectrale des 
matrices bornóes. 6. Matrices hermitiennes non bornóes. Appendice: 
Esąuisse d’une thóorie spectrale des fonctions presąue póriodiąues. 
Bibliographie.

Aprós avoir expose la thóorie des matrices finies, l’auteur con- 
sidóre au troisieme Chapitre les matrices infinies dites bornóes se­
lon la terminologie de Hilbert, en se bornant principalement aux 
matrices hermitiennes. Toutefois il ótend cette thóorie en esąuissant 
aussi une thóorie des matrices bornóes non hermitiennes et en ótu- 
diant particulierement les matrices unitaires. c’est a dire telles que 
Ton ait XalJakj= Sik, oii a represente la ąuantitó conjuguóe de a i
et oit oib est le symbole eon nu de Kronecker.

Dans le 6-eme Chapitre et dans 1’Appendice on trouvera des ehoses 
nouvelles et intóressantes. L’auteur considere dans le 6 eme Chapitre 
les matrices non bornóes hermitiennes ayant la propriótó „Q“, c’est- 
a-dire que Z(a,ft)2 et Z(u,A;)2 convergent, lesąuelles ont dejA ótó envisa- 

k i

góes par Carleman. Elles sont „rógulieres“ si elles possedent une matrice 
resolvante bornóe uniąue. Une matrice est dite „statistisch sinnvoll“, 
si elle ne possóde qu’u n e resolvante bornóe limite (Grenzresolvente), 
c’est-a-dire une resolvantc qui est limite d’une certaine suitę des ró- 
solvantes des segments de la matrice. On montre que les matrices 
„demi-bornóes“ c’est-a-dire les matrices dont les speetres des seg­
ments sont situós sur une demi-droite sont „statistisch sinnvollu. 
Or les matrices demi-bornóes jouent un role important dans la phy- 
sique, le spectre de la matrice de 1’ónergie de 1’hydrogene etant 
situe sur une demi droite. L’auteur montre que les matrices Q sont 
les speetres des segments situós sur une demi-droite, si — le spectre de 
la matrice l’est.

On eonnait les belles recherches de M. Horald Bohr sur les 
fonctions presąue póriodiąues. L’auteur introduit une gónóralisation 
des matrices de Laurent ótudiee par Toeplitz pour ces fonctions. 
Si la suitę ... — C-i> Cói Ci ■ • • est suitę des „fróąuences“ d’une 
fonction presąue periodiąue /(i), telle ąue

Trf f^e-^clt ==

—T

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 21



322

(e_ę = e~‘V) soit differente de zóro pour ces nombres et seule­
ment pour ceux-lń, 1’auteur formę la matrice infinie dans tous les 
sens dont l’ólóment ai} est i,j variant de —oo a -|-oo.
II etudie ces matrices, matrices qui correspondent dans la thóorie 
de Heisenberg des quanta, a la mecauique classique des vibrations.

Le livre de A. Wintner est riche en contenu et en idóes nou- 
velles. II gagnerait encore, si les theorómes nouveaux ótaient enon- 
cós explicitement et sóparóment comme tels et si le livre etait 
muni d’un index alphabótique qui faciliterait la recherche des dó- 
finitions particulieres a 1’auteur. II eut ete bon aussi d’ajouter un 
rósume de la theorie de la mesure de Lebesgue Borel et celle de 
1’intógrale de Lebesgue, notions dont 1’auteur fait un grand usage.

II convient aussi de remarquer que dans 1’ample bibliographie 
qui termine l’ouvrage, on ne trouve pas cites les travaux de Poincaró 
ni de Helge von Koch. Mais ces manques sont faciles a combler.

Alfred Rosenblatt.

Comptes-rendus des seances a Cracovie 
de la Societe Polonaise de Mathematique.

11. V. 1929. T. Waźewski: „O odwzorowaniach posiadają­
cych jakobjan uogólniony1*.

27. IV. 1929. T. Waźewski: „Pewne twierdzenia z teorji 
długości w związku z wynikami Estermann’a**.

25. V. 1929. T. Waźewski: „Zmiana zmiennych w całce 
wielokrotnej**.

25. I. 1930. W. Wilkosz: „O równaniu relaksacji cz. I“.
8. II. 1930. O. Nikodym: „Z teorji funkcyj zbioroliczbo- 

wych“.
22. II. 1930. W. Wilkosz: „O równaniu relaksacji cz. II**.
Notę. Les Comptes-rendus des sóances des sections de Lwów, 

Poznań et Wilno de la Sociótó ne sont pas arrivós a temps pour 
ótre insórós dans le prósent volume.
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Comptes-rendus des seances 
de la Societe Polonaise de Mathematique, 

Section de Varsovie, annee 1929.

11. I. 1929. A. Tarski: „Sur les fonctions additives dans les 
classes abstraites et leur application au probleme de la mesure", 
Comptes Rendus des seances de la Soc. des Sc. et de Lettres de Var- 
sovie, III, t. 32, (1929).

8. II. 1929. S. Mazurkiewicz: „Sur les points accessibles 
des continus indócomposables", Fund. Math., t. 14, (1929), p. 107.

22. II. 1929. M. Ker ner: „Die Transversalenkrummungs- 
methode und ibre Anwendung auf geschlossene Extremalen“, Math. 
Ann., t. 101, (1929). p. 633.

26. III. 1929. W. L. Ayres: „Uber zyklische Kontinua und 
ihre Anwendungen in der Topologie".

B. Knaster: „Ein Beweis des Fixpunktssatzes fiir n-dimen- 
sionale Simplexe“, Fund. Math. t. 14, (1929), p. 132.

7. VI. 1929. E. Zermelo: „Uber Spiegelung an analytischen 
Kurven“.

J, Splawa-Neyman: „Sur la vraisemblance des hypothhses".
21. VI. 1929. W. Sierpiński: „Sur les images continues 

des ensembles analytiques linóaires punctiformes", Fund. Math. t. 14, 
(1929), p. 345.

W. Sierpiński: „Remarque sur un thóoróme de M. Hu- 
re w i cz".

M. Sierpiński dit qu’un ensemble (linóaire) M jouit de la propriótó H, 
s’il esiste pour tout sous-ensemble non-denombrable N de M un sous-ensemble 
parfait contenant une infinite non-denombrable de points de N.

M. W. Hurewicz a demontre {Fund. Math., t. 12, p. 106) que si 
2®> = la condition necessaire et suffisante pour qu’un ensemble (linóaire) 

jouisse de la propriete H, est qu’il soit nn Fa .
Or, disons qu’un ensemble (linóaire) jouit de la propriótó łf, s’il existe 

pour tout sous-ensemble de puissance du continu N de M un sous-ensemble 
parfait P de M tel que 1’ensemble Pf(,N soit non-denombrable.

M. Sierpiński observe que par une modification lógóre du raisonne- 

ment de M. Hurewicz, on obtient, sans faire appel a 1'h/ypothese que 2>«o = K,, 
la proposition suivaute dont une consequenee immediate est la proposition de 
M. Hurewicz: Pour qu’un ensemble (lineaire) jouisse de la propriete H,, il faut 
et il suffit qu'il soit une somme de moins que 2so ensembles fermes.

Remarquons qu’en s’appuyant sur le thóoreme de M. Zermelo fWolil- 
ordnungssatz) on peut dómontrer sans peine rexistenee des ensembles (linóaires)

21*  
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ne jouissant pas de la propriete Ht. Tels sont eyidemment les ensembles de 
puissance du continu ne eontenant aucun sous-ensemble parfait. Or, sans faire 

appel ii 1’hypothese que 2«» = X,, nous ne savons pas decider si 1’ensemble de 
tous les nombres irrationnels jonit de la propriśte S1.

12. IV. 1929. W. Hurewicz: „Sur les ensembles de dimen- 
sion dśnombrable1'.

S, Saks: „Sur les fonctionnelles linśaires dans les champs 
2/“, Studia Mathematica, t. 1, (1929), p. 217.

Z. Kobrzyński: „Deux types de relations logiques et la 
methode de Po recki11.

31. V. 1929. W. Sierpiński: „Sur un problśme conduisant 
a un ensemble non-mesurable et ne eontenant aucun ensemble par­
fait11, Fund. Math., t. 14, (1929), p. 229.

W. Sierpiński: „Sur un ensemble de nombres reels dont 
on ne sait choisir aucun ślśment11.

K. Kuratowski: „Sur les courbes gauches11, Fund. Math., 
t. 15, (1930), p.

S. Mazurkiewicz: „Un theoreme sur 1’accessibilite des con­
tinus indecomposables“, Fund. Math., t. 14, (1929), p. 271.

18. X. 1929. S. Mazurkiewicz: „Ein Satz ilber irreduzible 
Kontinua11, Monatsh. fur Math. und Physik, t. 37, (1930), p. 163.

F. Sieczka: „Sur la courbe de M. Sierpiński11. (A pa­
raitre dans les Comptes Bendus de la Soc. des Sc. et des Lettres de 
Vdrsovie).

H. Sieczka dćfinit un exemple de la courbe d’ordre -si3 au sens de 
M. Menger dont aucune image homeomorphe n’est contenue dans la courbe 

de M. Sierpiński {Comptes Rendus, t. 160, (1916), p. 302). Cet exemple four- 
nit la rśponse nćgatiye a une ąuestion posee par M. Menger (Fund. Math.' 
t. 10, p. 107)-

8. XI. 1929. S. Mazurkiewicz: „Sur les points singuliers 
des fonctions analytiquesu.

Etat
de la Soeiśtó Polonaise de Mathematiąue h la iin 

de 1’annśe 1928.

President: M. W. Sierpiński.
Vice-Prósidents: MM. W. Staniewicz et S. Zaremba.
Secretaire: M. J. Spława-Neyman.
Vice-Secretaire: MM. A. Turowicz et S. Turski.
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Tresorier: M. St. K. Zaremba.
Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 

W. Wilkosz.
Commission de Contróle: MM. L. Chwistek, T. Ważewski et M-me 

I. Wilkosz.
II existe quatre sections de la Soeióte, l’une a Lwów, prósidśe par

M. E. Żyliński, la seconde a Varsovie, prósidśe par M. S. Ma­
zurkiewicz, la troisieme a Poznań, prósidśe par M. Z. Kry­
gowski, la quatrieme a Wilno, prśsidśe par M. W. Staniewicz.

Listę (les Membres de la Sociśtó.
Malgrś le soin avec lequel cette listę a śtś śtablie, certaines 

fautes ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont pries instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrśtaire (Cracovie, 
rue Gołębia 20, Institut de Mathśmatique) et de le prśvenir 
de tous les changements d’adresse.

Abrśviations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, Wl — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P. 
indiquent les Sociśtaires perpśtuels.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 
Aronszajn Natan (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 
Herman Auerbach (L), Lwów, ul. Szaszkiewicza 1.
Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Mikołaja 4.
Prof. Tadeusz Banachiewicz, Kraków, Obserwatorjum Astronomiczne, 

ul. Kopernika 27.
Jan Baran, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary.
Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi­

nistrów.
Prof. Dr. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 
Prof. Czesław Białobrzeski, Warszawa, ul. Hoża 69.
Prof. Dr. Mieczysław Biernacki (P), Poznań. Uniwersytet, Semina- 

rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala No 6.
Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwów, ul. Św. Anny 1.
Inż. Dr. Izydor Blumenfeld (L), Lwów, ul. Kąpielna 6.
Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue 

Renaudot.
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Mag. Karol Borsuk (Wa), Warszawa Adama Pługa 6, m. 2.
Doc. Dr. Łucjan Bóttcher (L), Lwów, ul. Sadowa 4.
Franciszek Brablec. Kraków, ul. Studencka 4.
Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambrów (pow. Łomżyński), Gimnazjum. 
Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriche), Laudonstrasse 8. 
Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 

nue de Montespan.
Antoni Chromiński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży­

nier j i Lądowej.
Dr. Leon Chwistek, Kraków, ul. Szujskiego 7.
Dr. Jakób Cukierman (Wl), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30.
Dr. Kazimierz Cwojdziński (P), Poznań, ul. Szamarzewskiego 13.
Jadwiga Czarnecka (P), Przybysław, poczta Żerków (województwo 

Poznańskie).
Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkoła 

Inżynierji.
Jean Delsarte, Maitre de Confórences & la Facultó des Sciences 35, 

rue Saint-Michel Nancy (Meurthe-et-Moselle) France.
Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 
Pułk. Gerhard Długowski, Rembertów, Centrala badań poligonalnych.
Prof. Dr. Wacław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 13.
Prof. Dr. Władysław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 15.
Prof. Dr. Placyd Dziwiński (L), Lwów, ul. Kleinowska 3.
Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwów, ul. Długosza 25, Instytut Astro­

nomiczny.
Kazimierz Fijoł, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31.
Prof. Dr. Paul Flamant, Clermont-Ferrand (Puy-de-Dóme, France. 

22 rue Morel-Ladeuil.
Prof. Ing. Godofredo Garcia (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 
Dr. Stefan Glass (Wa), Warszawa, ul. Saska, dom J. Glassa.
Prof. Dr. Lucien Godeaux, Liege (Belgiąue), 75 rue Fróderic Nyst) 
Stanisław Gołąb, Kraków, ul. Lenartowicza 12.
Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Henryk Greniewski (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.
Dr. Aleksander Grużewski (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 

(Żoliborz).
Dr. Halina Grużewska (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 (Żo- 

libórz).
Dr. Hasso Harlen, (Allemagne), Eislingen Fils (Wiirtemberg)
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Prof. Dr. Antoni Hoborski, Kraków, ul. Smoleńska 26.
Marja Hommó (L), Lwów, ul. Łyczakowska 151.
Dr. Janina Hossiasson (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 6 m. 5.
Prof. Dr. Maksymiljan Huber (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 

dom A.
Doc. Dr. Witold Hurewicz (Wa), Amsterdam (Hollande), Universitó. 
Dr. Mojżesz Jacob (L), Wien II (Autriehe), Wolfgang-Schmiilzl- 

gasse 10/16.
Prof. Dr. Maurice Janet, Caen (Calvados) (France), 7, rue de la 

Delivrande.
Wincenty Janik, Kraków, ul. Studencka, Gimnazjum.
Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3.
Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwów, Politechnika.
Dr. Stanisław Kalandyk (P), Poznań, ul. Słowackiego 29.
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Zofja Napadiewiczówna (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8.
Dr. Jerzy Spława Neyman (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 22 m. 15.
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Dr. Stanisława Nikodymowa (Wa), Kraków, ul. Kochanowskiego 23. 
Szymon Ohrenstein, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 
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Prof. Dr. Włodzimierz Stożek (L), Lwów, ul. Ujejskiego 1. _
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Listę des publications periodiąues avec lesąuelles la Sociótó 
polonaise de llathóniatiąue ócliange ses Annales.

1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae
Francisco - Josephinae.

2. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitat in
Hamburg.

3. Bulletin de la Sociótó Mathematiąue de France et Comptes-Ren-
dus des Sóances.

4. Bulletin of the Caleutta Mathematieal Society.
5. Annales scientifigues de l’Universitó de Jassy.
6. Jahresberieht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung.
7. Monatshefte fur Mathematik und Physik.
8. Publications de l’Institut de Mathematigues de l’Universite de

Strasbourg.
9. Seminario Mathematico della Faculta di Science della R. Uni-

versita di Roma.
10. Bulletin Scientifigue de l’Ecole Polytechnique de Temisyara.
11. Contributions al Estudis de las Ciencias Fisieas y Matematieas

(La Plata, Argentina).
12. Publications de la Facultó des Sciences de l’Universitó Masaryk.
13. Fundamenta Mathematicae.
14. Prace Matematyczno-Fizyczne.
15. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zurich,
16. Annals of Mathematies.
17. Annales de la Facultó des Sciences de l’Universitś de Toulouse.
18. Transactions of the American Mathematieal Society.
19. Journal de 1’Ecole Polyteehnigue.
20. Revue semestrielle des publications math.
21. Wiskundige apgaren met de Oplasingen.
22. Archief voor Wiskunde.
23. Leningradzkie Tow. Fizyczno-Matematyezne.
24. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo.
25. Uniyersitatsbibliothek, Basel.
26. Aeademia Romana, Buenresti.
27. Sociótó Scientifigue de Bruxelles.
28. Bayerische Akademie der Wissenschaften, Miinchen.
29. Uniwersytet hebrajski w Jerozolimie.
30. Edinburgh Mathematieal Society.
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31. Sociótó Hollandaise des Sciences.
32. Sociótó Mathómatique de Klarkow.
33. La Sociedad Matematica Espanola, Madrid.
34. Koninklijke Akademia van Wetenschappen, Amsterdam.
35. Mathematische Gesellschaft in Hamburg.
36. Unterrichtsblatter fiir Mathematik u. Naturwissenschaften.
37. London Mathematical Society.
38. Real Academia de Ciencias Exactas, Madrid.
39. Philosophical Society, Cambridge.
40. Norsk Matematisk Forening, Oslo.
41. Acadómie Royale des Sciences, Bruxelles.
42. Mathematisches Seminar der Universitat, Giessen.
43. Societas Scientiarum Fennice, Helsingfors.
44. Matematisk Tidsskrift, Copenhaghe.
45. Sociótó Physico-Mathómatique de Kazan.
46. Heidelberger Akademie der Wissenschaften.
47. The Tóhoku Mathematical Journal, Sendai.
48. Naturforscher Gesellschaft bei der Universitat Dorpat.
49. Sachsische Akademie der Wissenschaften, Leipzig.
50. The Mathematical Gazette.
51. The Benares Mathematical Society.
52. Smithsonian Institution, Waschington.
53. Royal Society of Edinburgh.
54. Akademja Górnicza, Kraków.
55. Societatea Romana de Stiinte.
56. Sociótó Royale des Sciences de Lióge.
57. Recueil Mathómatique de la Sociótó Math. de Moscou.
58. Journal of Mathematics and Physics, Mossachusetts Institute of

Technology.
59. Bolletin del Seminario Mathematico Argentino, Buenos Aires.
60. Proces-verbaux des Seances de la Sociótó des Sciences Phy-

siques et Naturelles de Bordeaux.
61. Studia Mathematica, Lwów.
62. Casopis pro póstovóni Matematiky a Physiky. Praha.
63. Matematica, Cluj.
64. Rendiconti dęl Seminario Matematico e Fisico di Milano.
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Ouvrages reęus.

1. Henri Villat, Professeur a la Sorbonne, Correspondant de l’Ins-
titut. Leęons sur l’Hydrodynamique.

2. Henri Villat, Professeur a la Sorbonne, Correspondant de l’In-
stitut. Leęons sur la thśorie des tourbillons.

3. Maurice Janet. Professeur a la Facultś des Sciences de Caen.
Leęons sur les systemes d’equations aux dśriyśes partielles.

4. Leon Lichtenstein, o, o Professor an der Universitat Leipzig.
Grundlagen des Hydromechanik.

5. Aurel Winter. Spektraltheorie der unendlichen Matrizen.
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