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L’integration des fonctions sommables
(Suite) ¥
Par
Stefan Kempisty (Wilno).

VI. L’intograle (A) de M. Denjoy.

1. Dans la note citée au debut de ee momoire M. Denjoy
donne la ddéfinition suivante de l'integrale (A)S).

En se servant des maximums et des minimums d'Opaisseur
relatifs aux nombres positifs a et /?, tels que a 5<<1 (v. § 6
du chap. | de ce mémoire), il forme des sommes supdrieures et info-
rieures analogues a celles de Riemann. Dans nos notations ee seront:

f-1 <-l
pour une division l,,... In de lintervalle (a, 6).

La limite commune de ces sommes, indépendante de a et de fi,
pour les divisions dont les normes tendent vers zoro, est, d'apres
M. Denjoy, l'intoégrale (4) de /(x) dans lintervalle (a, b).

2. L’6tude des integrales extremes approximatives, nous a con-
duit, indépendamment de la dolinition de M. Denjoy, a la notion de
Uintograle approximative 3).

Nous allons voir que les deux procddes d’intégration sont equi-
valents.

Supposons en effet que la fonction F(x) soit intdgrable appro-
ximativement dans (a, i>). Nous avons donc, d'aprés le § 4 du chap. IV
pour lintegrale approximative de /, ’dgalitd suiyante:

*) Voir t. VIII, p. 226, Errata: p. 228 a la Hn du 83 ajouter ,,pour deux

yaleurs A et B au moins"; p. 237, § 3 v. 27 i‘ au lieu de é--l---i' .

2) Sur lintegration riemanienne, Comptes Kendus, t. 169, 1919, p. 220.

*) Un proctéde d’intdgration des fonctions mesurables; Comptes Rendus,
t. 180, 1925, p. 812.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 1



quel que soit 2 et fi entre 0 et 1.
Par suite lintdgrale approximative de f(x) est egale A la li-
mite commune des sommes:

7, 2) |7, I=; A- WL,
Z- Z-l
la norme de la diyision tendant vers zoro.
Or, en vertu du § 6 du chap. 1, nous avons, pour 2=1 — a
et fi=1—
m(/, li, 2) = M't, M(f,1hn) =m't,

donc la fonction f(x) est intograble (4) et les deux intdgrales de f
sont égales entre elles.
Inversement quand la fonction F est intdgrable au sens (4),
n

son intdgrale (A) est 6gale h la limite de la Bomme~™N'm(/,  2) |7,
Z-l

pour 2 =1—a, donc a lintdgrale A densité 2 prés, quelque soit 2,

et par suite a lintégrale approximative.

Ainsi I'integrabilite approximatixe est equivalente a I'integrabilite
au sens (4) et les deux intégrales sont egales entre elles.

3. Comme, dapres le § 4 du chap. 1V, toute fonction somma-
ble est intograble approximativement, nous avons en mome temps
otabli que toute fonction sommable est intdgrable au sens (A), ce
qui avait 6t6 signalo par M. Denjoy dans sa note.

Le theoréme inverse est suppose probable par M. Denjoy.
Cette hypothese n’est pas encore verifiee ’), mais nous pouvons oOtablir
gue la fonction, dont la valeur absolue est intdgrable approximati-
vement, doit Otre necessairement sommable.

VII. Les propriétés de l’intdégrale approximatlve.

Les intdgrales des fonctions d'intervalle g et G dofinies par
les ogalitos:

*) Pendant la correction des epreuves M. Denjoy vient de publier dans les
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences (t. 193, p. 693) une note contenant
la demonstration du theoreme inyerse.



X) = m(f,1,2) 1\,
G(f 1, 2)=m(f, 1, 2)|7|,

jouissent des propri¢tés fondamentales de lintegrale au sens de M.
Burkill. En premier lieu elles sont additives en tant que fonctions
d'intervalles. C'est a dire, en posant

s(f,K,A) =J3"g(f, I, 2\

S(f, K, 2) = FG(, 1, 2)

et en divisant l'intervalle K en deus intervalles contingus et X,,
nous avons

S(A K, 7) = S(/, Klt 2) -j- S(f, Ka, 2),

S(f, K, 2) = S(f, Kt, 2)+ S(f, K,, 2).

De plus, quand lintégrale s(/, K, 2) resp. S(f, K, 2) existe,
il en est de méme des intégrales s(/, JEt, 2) et s(/, Kt, 2) resp. des
intograles S(f, Kt, 2) et S(f, 2).

Lorsque la fonction est intégrable a densite 2 pres dans Il'in-
tervalle K. c'est a dire lorsque

- K, 2) = S(F K, 2) = 2)§ f(<)dx,

elle est intégrable a densit¢ 2 pres dans Kt et Kt et nous avons

Si la fonction f(x) est intégrable approximativement dans K,
elle est intégrable li densit¢ 2 preB quel que soit 2 dans cet inter-
valle. Par suite, elle est approximativement int¢grable dans K, et Kt
et nous avons

(x) dx — x)dx  {A)
K Ki K,
Alors l'integrale appcoximative de f(x) dans Cinternalle K est
une fonction additice d’intervalle.

2. L'intégrale approximative est aussi additive par rapport
a la fonction intégrée.

1*



En effet il est facile de voir que:

+/,,7,22)<JIf(In 1, 2) + IF(/,, |, 2

M((ﬂ y o+ w(2,L ty<m(\ + fl, TZ),
),

donc

o 2T PR

Par suite, en vertu du théoreme 2.6 de M. Burkill ¥ nous

at Ko+, K o g2
TSCI § e

Quand J\ et f2 sont intégrables a densnKZ T sb) leur somme

est intégrable a densitd 2 pres et, en posant on a

avons

Lorsque /j et /2 sont intdgrables A densit6 2 pres quel que soit 2.
ii en est de meme de leur somme. Donc, en faisant tendre 2 vers
z0ro, nous avons

Ainsi la somme de deujc fonctions intégrables approximative-
ment dans un interoalle K, est intdgrable approximativement et fin-
tograle de cette somme est dgale d la somme des intograles des fonc-
tions donnees.

3. 1l est facile de voir que Fintégrale approximative jouit
encore deB propriétos suivantes:

b h-\-h

f(x) dx=Jf(x — h)dx\

a aA-h.

") Functions of intervals, Proc. Lond. Math. Soc. (2) v. 22 p. 282.



b
(A) ff(x)dx 0, pour /(a;) 0 et a <6

0

Or nous allons 6établir dans le chapitre suivant que, si la fonc-
tion f,,(x) tend en croissant vers la fonction f{x)y l'intograle appro-
ximative de tend vers celle de f(x). Ainsi lintograle appro-
ximative verifie toutes les six conditions qui doéterminent l'intograle
lebesguienne d'une fonction mesurable bornde dans un intervalle ¥
Il s'en suit que, pour les fonctions mesurables bornees, lintegrale
approximative est equivalente a celle de M. Lebesgue, ce qui Otait
d’ailleurs 6tabli, par un autre voie, au §4 et 6 du chap. Ill de ce
momoire.

Il est dvident que les raissonnements de ce chapitre peuvent
Otre Otendus a lintegrale approximative d’une fonction de plusieurs
variables.

VIIl. Les fonctions soniniables.

1. Dans le § 4 du chap. IV nous avons etabli que toute fonc-
tion sommable est integrable approximativement. Nous allons main-
tenant voir que le thsoreme inverse est vrai pour les fonctions non
negatives.

En effet soit f(x] une fonction non negative et intograble
approximativement dans un intervalle (a, b).

Posons

ZN(X)= min {/(»), N}

et eonsidérons une division It It,... 1,,... 1, de (a, h).

Soit ensuite
E=EX[/&=M(f,1h 2)].

D'aprés la ddfinition de la borne suporieure a densitd 2 pros
(8 1 du chap. 1),

Lorsqu’on a
Jz ) <iv

) H. Lebesgue, Leeons sur l'intogration, Paris 1904, p. 98—09.



Fensemble E est 6gal a Fensemble

et, en appliquant la formule de la moyenne a lintégrale lebes-
guienne, nous avons

Il en rosulte que

Z-1
quels que soient 2 et N.
La fonction T etant par hypotbdse integrable approximative-
ment dans (a, 6), nous obtenons, en faisant decroitre la norme de la
diyision vers zero, l'indgalité suiyante

b b

a a

quel que soit 2 entre 0 et 1. Par suite

quel que soit N, c'est a dire la fonction F est sommable dans (a, 6).

Ainsi toute fonction non negatine, integrable approzimaticement
est sommable.

2. Si la nalew absolue d'une fonction est integrable approxima-
tinement, la fonction est sommable, puisque sa yaleur absolue est
sommable d'apros ce que nous yenons d'établir.

Pour ydrifier 'hypotbese de M. Denjoy, d'apros laquelle toute
fonction intégrable approximativement est sommable, il suffit donc
de montrer qu’une fonction mesurable ne peut 6tre intdgrable ap-
proximativement sans que sa yaleur absolue soit intograble appro-
ximativement.



Comme, en vertu du § 9 du chap. I,
m{/, Z, A =m(/,, [, 2) 4- m(/*, Z, 2),
nous avons, en multipliant par | Z|, l'egalitd

5r(/,Z2,2) =7(/0,Z, 2)+ <?(/+, 7, 2)
et par suite
In i) == b A zZ)>

-1 /-1 z-l

Alors, si / et /0 sont integrables approximativement, il en est
de méme de la fonction f°. Or les fonctions /0 et —f° sont non
nogatives, ils sont donc sommables. Comme la yaleur absolue de F
est 6gale & la somme des fonctions 0 et —/e, elle est aussi som-
mable.

3. De la sommabilité d'une fonction non négative et intograble
approximativement nous pouvons doduire le théoreme signalé dans
le § 3 du chapitre précedent sur lintograbilito d'une suite mono-
tonne. Nous allons énoncer ce theoreme de la maniere suiyante.

Soit la limite d'une suite non decroissante de fonctions
fn/f.

= ... f(x).

Si f(x) et les fonctions fnfi) sont inttyrables appro&imatwe-
ment, nous avont

(A) CF(X)dx — lim (A) CF,,(x)dx.

A—>00
a a

En effet, comme la différence F— fn est intdgrable approxi-
mativement (§ 2 du chap. procedent) et non negatiye, elle doit otre
sommable et par suite

b b
(A)Y \F—FH)dx=j""\f-f.)dx,

a a

la derniere intograle 6tant celle de M. Lebesgue.
Or la suite non croisante

S —

tend vers zoro.



En appliquant a cette suite le thdordme de M. Lebesgue sur
lintégration des suites monotonnes, nous avons

Alors, l'intégrale approximative Otant additive par rapport a la
fonction intdgrée, nous pouvons ocrire

Les moOmes proprietds subsistent pour les fonctions de plu-
sieures yariables.

IX. Les dérivees de l'intograle approximative.

1. Considérons un intervalle I qui tend roguliérement vers
un point x suiyant un paramdtre de regularité a, ce que nous avons
dosigné par

1— X

a

La limite inforieure (supdrieure) du quotient

F(1)
L)

sera appelde derwee inferieure (supirieure) de parametre a de la
fonction d'intervalle F(F) au poit x. Nous ocrirons

Dx F = lim inf ,
a

£“F=lim sup”™.
a

Quand le paramdtre a docroit, la dérivoe inférieure ne croit
pas et la dériyoe suporieure ne docroit pas.
Soient:
DXF= lim D“F,

D,F=lim D?F

a->o0



les derioees eztremes reguliires de F au point x ¥ On a donc

DjF <w,F << DXF.

Lorsqu'il existe une seule derivee roguliere DXF. il n'existe
gu’une seule deriyee a paramfetre a et de plus nous avons

2. M, Saks définit, dans son mémoire. ,,Sur les fonctions d’in-
tervalle” 2), les dériyOes extromes qui s'obtiennent du quotient con-
sidére quand lintervalle I tend vers un de ses points intérieurs,
c'est ii dire il dofinit les deriyees extremes A parametre

Il résulte des theorernes 6 et 7 de M. Saks que, pour la fonc-
tion d'intervalle F(T), intégrable au sens de M. Burkill, nous avons
presque partout

K

Or, en se servant de la gendralisation due a M. Lebesgue du
lemme de M. Vitali sur les intervalles, on peut facilement eten-
dre les raisonnement de M. Saks aux deriyoes de paramotre quel-
conque.

Alors, pour une fonction d’intervalle intdgrable au sens de M.
Burkill, on a presgue partout

Donc, en faisant docroitre a vers zero, nous obtenons I'in6-
galité

En particulier, quand il existe une seule ddrivée reguliore
de on a presaue partout

) J. C. Burkill, loc. cit. p. 294.
’) Fundamenta Mathematicae t. X, p. 212—224.
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3. En appliquant ces th6éorémes a la fonction g{f\ I, 2) et son
intograle s(f, K, 2), nous pouvons Ocrire

DN < D“g.
Or, d'apres la dofinition de g, nous avons
D) = W(A z,

et d'autre part nous avons 6tabli, dans le 8 4 du chapitre II, qu'on
a en chaque point de continuité approximative de F(x), donc pres-
que partout pour toute fonction mesurable f(x), l'egalite

IxX) = !an(/; Z, 2),
a

quelque soit a et 2 entre 0 et 1.
Par consequent nous avons presque partout

A«) =

U rosulte donc de notre derniere indgalite que lintegrale
s(f, K, 2) est dérivable de paramétre a presque partout et qu'on a p. p.

D7s = Dxg = f(x).

Le méme raisomnement s'applique k la fonction (?(/, Z, 2) et
k son intdgrale S(f, K, 2); par suite nous avons

D?S = 2)"G = /(3)
Comme cela a lieu quel que soit a, on a presque partout
Z»« = DXS = Dxg — DXG = f(x).

Lorsque la fonction f(x) de variable réelle est intégrable
i densité 2 pros, c'est k dire lorsque
s(A K, i) = 8(f, K, A) = (2)If(x)dx,

K
nous avons presque partout l'egalit6

JA =/(»X

K
quel que soit 2. Donc, pour une fonction intdgrable approximative-
ment, I'6galitd



a lieu presque partout

En autres mots l'integrale approximative est une fonction cfin-
tercalle presgue partout dericable régutilrement et sa deriree rtyuliire
est ¢gale p. p. a la fonction intégree.

On o6tend facilement les théoremes etablis dans ce chapitre
aux fonctions de plusieures yariables.



Sur une propriete des series doubles.

Par

M. Biernacki.

Considérons une sorie double

0) =22

fl-o V-0

oU les afiv sont réels. On peut supposer que l'on a range les termes
de la sorie dans un tableau infini h double entroe:

aio au
az(>lazliaz2la23 a2t|fl26

asli|flil a32If,33 °34 ass
ado| atl fli2 °43

a601 a62 aéS abt ab6

Il est bien connu que la conyergence absolue de la serie double
Oquivaut au fait qu'en sommant les termes du tableau T dans un
ordre arbitraire on trouye toujours la mome somme finie. On peut
montrer cependant qu'une condition en apparance moins restrictire
est elle aussi Oquivalente a la conyergence absolue de la sorie.

Considdrons une suite infinie de lignes continues sans points
doubles: Cj, C,,..., dont C, joint un point a, du bord
A du tableau T & un point b, du bord B. La ligne C,, et les
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segments des bords A et B du tableau dolimitent un domaine I),,
simplement connexe. Nous supposons que D,,+x contient Dn (»=1, 2,3,...)
et que chaque ease du tableau T est contenue dans Dn si n est
assez grand. Soit S,, la somme des termes du tableau qui sont con-
tenus dans les cases (que Fon peut supposer fermoes) appartenant
completement a D,, et supposons que limS,, =S, la limite S etant

indépendante du choix de la suite des courbes C, (satisfaisant aux
conditions requises). Peut-on affirmer que dans ces conditions la
sorie converge absolument? M. F. Leja auquel j'ai posé cette que-
stion a prouvd que le reponse est affirmative. En voici une démon-
stration difforente de la celle M. Leja.

Posons afiv—afiv lorsque afiv=0 et a =0 lorsque a/(, 0-
Il suffit de montrer que la serie a termes non nogatifs:

00 00

0]

V-0
est convergente. Supposons que cette sdrie soit dirergente et ap-
pelons K,, le carré du tableau Zcomposo de cases qui correspondent
aux indices p, v tels que O™N/z™wv,

Soit un nombre naturel quelconque, il existe en dehors du
carrd6 K, un ensemble Gni d’'un nombre fini de cases (fermoes) tel
que les termes correspondants de la série (2) sont tous positifs et
que leur somme est plus grande que ! ; Gni est contenu dans un
carrd

Il existe en dehors de un ensemble G,3 d'un nombre fini
de cases tel que les termes correspondants de la série (2) sont tous
positifs et que leur somme est plus grande que 1; G, est contenu dans
un carrd Kni... nous doéfinissons ainsi de proche en proche les ensembles
Gn (m=1, 2, 3,...). L'ensemble Gnt est composdé de pt domaines
connexes:

_ T hp-ei HAp
soient
Aj, A,...., hPi

les ordres de connexion correspondants. En enleyant du 27" ou
m=1, 2,..., pi (hm—1) domaines simplement connexes (pouvant
Otre composds de cases) qui n‘ont aucun point commun entre eux
nous obtenons des domaines 27“' simplement connexes. Posons
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Pi
G',,— S H"™ et 6r" = ¢r,;—=Gnj. Soit enfin G™celui des ensembles

G, et pour lequel la somme des termes correspondants de la
série (2) est supCrieure a est compose d'un nombre fini de
domaines simplement connexes sans points communs. Joignons ces
domaines entre eux et avec les bords A et B du tableau par une
ligne L,, continue, sans points doubles et contenue dans le domaine
K,, — Kn. On peut supposer que la ligne Ln. est composoe en
partie par des frontieres des domaines contenus dans (?" (elle n'a
donc pas de points intérieurs a ces domaines). La ligne Lnj et les
segments des bords A et B du tableau T d¢limitent un domaine
simplement connexe Dn. que l'on peut supposer contenant En
enlevant de ce domaine l'ensemble G'I' nous obtenons un autre
domaine simplement connexe D'n,

Les sommes des termes de la s€rie proposée (1) qui corres-
pondent aux cases contenues dans Ini et D'nt diflférant de | au
moins il est clair gu’en sommant cette serie (1) par des domaines
D,. et 7)" on ne peut pas obtenir la méme limite, contrairement
a I'hypothese faite. La série (2) est donc convergente C. Q. F. D.

Remargue. On a des extensions dvidentes relatives au cas oii
les a®v sont complexes et au cas des sories multiples. On pent
s'attendre a ce qu'il existe des propositions analogues relatives au
cas des intograles multiples singulieres.



Sur une limitation du module de la
derivee des fonctions holomorphes.

Par

M. Biernacki.

1. Dans un Momoire qui a paru dans le Bulletin de I'Aca-
dsSmie Polonaise des Sciences et des Lettres (Classe des Sciences
Mathématiques et Naturelles, Serie A, 1929, p, 529—590) j'ai ¢tabli
la proposition suiyante:

Soit D' un domaine ferm¢, D un domaine ferme completement
interieur d D', (p(z) une fonction holomorphe dans D'. Designons par
A', A les maxima de R{<p(zj} (partie reelle de (p(z), dans D' et D
respectioement et par M le maximum de |qp/(")| dans D.

L'on a:

@

Le nombre H(D", D) ne depend que des domaines D' et D.

Je reproduirai ici la tres courte démonstration:

Si la proposition est inexacte, il existe une suite de fonctions
<p,(f) (« =1, 2, 3,...) holomorphes dans D' et telles qu'en d¢signant
par A, A,, M, les nombres qui correspondent aux A', A, M mais
qui sont relatifs a la fonction <n(z) on aura:

2 lim =z7 - =o00.

Considérons la familie de fonctions

z,, désigne ici un des points de D ou R{g>,(z)} prend la yaleur A,,.
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La familie de fonctions h,,(z) est normale dans D' car jR[An(2)]
dans ce domaine. On peut donc extraire de la suite {A,(2)} une
suite partielle {h,,(2)} (i=1, 2, 3,...) qui converge uniformément
dans un domaine qui contient D a son intSrieur vers une fonction
holomorphe A(«) ou vers la constante infinie. La deuxifeme Oventualito
est d’ailleurs exclue car A,(a,) = 0. 1l s’ensuit que la suite de fonctions

converge uniformoment dans D vers h'(z) ce qui est en contradiction
avec (2). Il résulte de la domonstration que Fon peut supposer le
domaine D' ouvert ¥ c'est ce que je ferai dans la suite.

2. Dosignons par K(D', D) la borne inférieure des nombres
H(D', D) de la formule (1). U est clair que Fon peut remplacer
dans cette formule l'acroissement A'— A du maximum de la partie
réelle par celui du maximum de coeffieient de i on, plus gonérale-
ment, par l'acroissement Ag — Ag de I'extension du domaine décrit
par w=<p(z) dans la direetion argw=0 sans modifier aucune-
ment la valeur de K(1J', D).

En dautres termes l'on a

M
Min. (A'e — Ag)

ose<2;l

< K(D', D).

Dosignons encore par 9)1' et 9)1 les maxima (event. la borne
superieure) de |gp(«)| dans les domaines D' et D respectivement. Si
lgp@@) = 9)L en un point de D de [laffixe a=re'V’; I'on voit de
snite que A" — AN 9)I' — 9)1 et par suite Fon a

M
9)1'—

Si la borne inférieure des nombres Ht(D', D) est KI(D', D)

Fon a
KMD', Z))<K(£»', D).

Nous verrons dailleurs (§ 5) que dans le cas ou D' et D sont
deux cercles concentriques Kt est plus petite que K.

>) A sera la borni superieuri de R{<p(z)} dans D"
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3. Je me propose maintenant de calculer le nombre KfD', D)
dans le cas ou les domaines D' et D sont des cercles concentriques
de rayons R' et R respectivementx). On peut supposer, sans nuire
a la gonoralitd, que le centre des cercles est a l'origine, que <p(0) =0
et que R=1

Les deux premidre remarques sont Svidentes, quand’ a la troi-
sifeme elle résulte du fait que si ¢>(z) est holomorphe dans le cercie
la| < R' la fonction ty(u) — (p(R'u) Fest dans le cercie |m| <1, A’
et A sont les bornes supsrieures de R{tp(u)} dans les cercles |wl<l1
iR

. . 1 .
et respectivement, l'on a dailleurs e/fz)=n,- si

z— R'y, il en résulte de suite que

K(R',R) = =k(i,

4. Nous allons calculer la valeur de K(l, r) (r<<1) en utilisant
quelques lemmes:

Lemme 13. Si <p(z) en holomorphe dans le cercie |»| <1, si
R{<p(2)} < A" dans ce cercie et si ¢(0)— 0 fon a dans le cercie
H<r<lI

3 jap) < =72

L'égalite n'a lieu que pour les fonctions

- 24'wW . . L
@a>=-_, r u=¢eez (6 est un nombre riel arbitraire).

Lemme 11 7). Si g>(f) est holomorphe dans le cercie |z| <; 1,
si tjp(0) =0 et si A" et A sont les bornes supirieures de R{<p(z)}
dans les cercles [e] << 1 et |z| << 1 respectinement l'on a:

@ R

*) 1l Bera désigne par K(R’, R).

) Ce lemme en bien connu. Cf. par eiemple P¢lya-Szego. Aufgaben
und Lehrsatze aus des Analysis (Berlin, J. Springer, 1925), tome I, lirre I,
esercice 236.

) Ce lemme est bien connu. Cf. par eiemple Pdlya-Szego loc. cit. tome I,
livre 111, esercice 283.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 2
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L igalite ria lieu gue pour les fonctions dont il est guestion
dans Tinonce du lemme 1.

Lemme 111 Si f(z) en holomorphe dans le cercie |z| <C 1
et si les oaleurs gu’elle prend dans ce cercie sont contenues dans un
angle (ouvert) de sommet a l'origine et d’ouverture an, fon a dans
le cercie |z| <1

) Ay

L’egalite ne peut avoir lien gue dans le cas des fonctions gui
representent conformement le cercie |z|] << 1 sur ’angle cPouoerture an.

Pour 6tablir le lemme considdrons d’abord une fonction ty(z\
holomorphe dans le cercie |z| <1 et supposons que la plus petite
largeur d'une bande comprise entre deux droites paralleles qui
contient les yaleurs prises par “(z) dans le cercie |z] <1 est A

L'on a3
(6) [#(0)|<|zl.

Soit a un nombre quelconque de module plus petit que I,

z—a - Lo
posons U — z-—-- az (a dosigne la nombre complexe conjugud de a).

La fonction 0{u) = tp{z) est holomorphe dans le cercie |m|<C 1
et y jouit des memes propridtds que ty(z) dans le cercie |z| *< 1.

Dailleurs Fon a: — gz Y (@ = 6(0)'-1—“—Hjj, par
. 2_ A

suite J-—---]al2 ou en posant [z| =:

)

L'6galité ne peut avoir lieu que si elle a lieu dans le formule
(6) c. ad. (loc. cit.2)) lorsque ip(f) reprosente conformément le cercie
|z] <1 sur une bande de largeur J qui est comprise entre deux
droites paralldles.

') Bien que ce lemme se ddduit aisoment des rosultats connus, je ne crois
pas qu'il soit énoncé ezplicitement.
2) Polya-Szego, loc. cit., tome 1, livre Ill, esercice 238.
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Si f(z) satisfait aux conditions du lemme 111 la fonction —
= log/(z) est holomorphe dans le cercie |z << 1 et les yaleurs prises
par ip(z) sont contenus dans une bande de largeur an comprise
entre deus droites paralleles, en appliquant alors la formule (7), on
obient de suite le lemme I111.

5. (p(z) dosignant toujours une fonction holomorphe dans le
cercie |z] <1 et telle que <p(0) =0, A' et A sont les bornes supd-
rieures de R{<p(z)} dans les cercles |a] <1 et jzf r << 1 respecti-
yement. Considérons la fonction f(z) = <p(z) — A’, sa partie réelle
est nogative dans le cercie << 1, on peut donc lui appliquer le
lemme 111, il yient:

L Y(@) | Si
w( —

Comme d4ailleurs
)
il s’ensuit que

(I < fjrp M+ 132 |

donc, daprés le lemme I,

2.4'
(1-
et en tenant eompte du lemme II:

ly' ()" 2((%_—!;)0

L'egalité ne peut avoir lieu que si elle a lieu simultanément
dans les formules (3), (4), (5), (8) c. A d. que si

ZAlu

1 u=c¢eiez (6 est un nombre réel arbitraire).
u_

On constate sans peine que dans ce cas 1l'egaliti a lieu effec-
tinement.
En tenant eompte des considérations du 8§ 3 nous obtenons
de suite la proposition suiyante:
o
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Thdoreme. Si lafonction w =g>(z) est holomorphe a Pintdrieur
d?un cercie |a—A\<<R', si A' et A designent les bornes superieures
de la partie reelle de ¢>(z) dans les cercles \z — a| < et \z—a|™

R < R' respectioement et si M est le maximum de |gp'(«)| dans
le cercie s—al R l'on a:

WM AT

L’igaliti n’a lieu gue dans le cas des fonctions qui representent
conformiment le cercie |z—a|<C-R' sur le demi-plan R(u=XA".

Lorsque !egalite a lieu l'acroissement (cf. § 2) 9)1'— 9)1 de
la borne supodrieure du module de |gp(z)] est infini, Fon a donc
toujours:

M "2R'(R'+ R)
m R—R)

r 6. En appliquant le théoreme du § 5 aux fonctions entieres
Z on obtient de suite linegalitd 1):

A I _An >t

[X()]i-¢

valable quelque soit e = 0 des que r> TU e, '

Ce resultat est a rapprocher de !insgalite ,borelienne” qui
s'obtient en appliquant une proposition rocente de M. Rolf Nevan-
linna ¥
»Quelque petit que soit 6> 0 Fon &

sauf au plus dans les intervalles dont la somme des longueurs est finie®.

) A(r) c’est le maximum de la partie réelle de f(z) dans le cercie |«|
") Remaraues sur les fonctions monotones. Bulletin des sciences mathema-
tiques. 11 série, tome 55 (1931).



Les quadriques de Tzitzeica et la
theorie des surfaces.

Par

Lucien Godeaux (Liege).

On Bait que les tangentes asymptotiques des deux modes d’une
surface se correspondent dans une transformation de Laplace de
U'espace réglsl). Les quadriques de Tzitzeica relatives A la suite de
Laplace ainsi doterminee fournissent de nouveaux elements de la
theorie des surfaces, comme nous allons le voir. Malheureusement,
il est malais$ de trouver une dcfinition simple de ces ¢lSments sans
sortir de l'espace 4 trois dimensions Egntenant la surfgte.

1. Soit, dans l'espace ordinaire ST, une surface (i, non rdglée,
n'appartenant pas a un complexe linsaire, rapportée a ses asymptq;
tiques W,T Les coordonnees projectives homogoénes d'un point
de cette surface satisfont a un systdme complfetement intograble
d’6quations aux dorivees partielles que Fon peut mettre sous la
forme (Wilczynski)

X 4- 2&x0L -|- c, X =0,
xM4-2ax104-ctx = 0,

L

ol l'on &cnt ar pour

1) Bompiani, Snll* eguazione di Laplace (Rend. Circolo matem, di Palermo,
1912, t. XXXIV, pp. 383—407), Tzitzeica, Géométrie differentielle projective des
reseaua, (Paris, 1924). Voir également les notes Bur la geometrie projective diffi-
rentielle gne nous avons publiees depnis 1927 dans les Bulletins de 1'Académie
royale de Belgigne.
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A un point x non parabolique de la surface, attachons le
tétraedre xx10 x01 x11. Les coordonndes d'un point quelconque de
I'espace peuvent s'dcrire sous la forme

S1x-j- zgx10 -|- ssa01 -f* ztx1l

et nous dirons que les z sont les coordonnees locales de ce point.

Désignons par Q [I'hyperquadrique d'un espace lineaire S6
reprosentant les droites de St. Soient U, V les points images des
tangentes asymptotiques ara;10, xx0l. Les coordonndes de ces points
satisfont aux Oquations

Elo 2bV =0, KO1-f-2aZ7=0

et les surfaces (tf), (F) sont les transformées de Laplace I'une de
lautre.

Ddésignons par t7n [Tj,... les transformds successifs de Laplace
du point U dans le sens des par Fn F2)... ceux de F dans le
sens des u. Nous avons

U, = U0l — 17(log * )01, Ug = U? — U, (log * bh)0L,...
moyennant
*i = — (log-A)ll + 4a6,...;
Ft = FI0— F(log.a)ll, Fa=fF —V, (log*ak)lo,...
moyennant
f(j = — (log+ a)ll -f- 4a/>,....
2. Tout point de l'espace S6 a des coordonndes de la forme

Eut + &U, 4- "U+ TIV+ Vt 'V, 4- %F,,

les £ et les t] otant les coordonndes locales de ce point.
Considorons la quadrique

1) ¥1—H '1i=0, i,=0, % =0.

Elle appartient & l'espace U, UV F2, qui coupe Q suivant
deux plans:

1) Le plan determiné par la droite UV et le point 77,—Fn
qui reprosente les droites du plan tangent a la surface (x) au point x.

2) Le plan doétermine par la droite UV et le point U, 4“"1,
qui représente la gerbe de droites de sommet x.
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La quadrique (1) coupe le premier de ces plans suivant une
conique dont les points representent, dans le plan tangent en g a la
surface («), les tangentes k la conique d’equation tangentielle

2) [2& — & (log*a)0][[2 — & (log*Hho —-2~=0
et d’'0quation ponctuelle
[2«i 4- a, (log * @)10 4- z3 (log * 6)01]2 — 422, 25 == 0.

Cette conique touche donc les tangentes asymptotiques xx'a, xx0!
aux points ou elles sont rencontrées par la seconde directrice de
Wilczynski.

La conique (2) et la quadrique de Lie attache au point x et
dont I'Squation tangentielle est

ont en commun les faisceaux de plans dont les axes sont les tan-
gentes asymptotiques, et un cone dont le sommet a pour coordonnoes

(log + @)10 (log * b)m — 8ab — 2, — 2(log * i)0}, — 2(log * a)ll, 4.

Ce point appartient A la premiodre directrice de Wilczynski
4o0gbr = (log7ap—-2-

La quadrique (1) coupe le plan determine par les points IT,
V, U34-K, suivant une conique dont les points représentent les
goncratrices du coéne

@3) 2 4- «(log )] [2«s 4-  (log a)ll] — 2/ = 0.

Ce cone touche, le long des tangentes asymptotiques a0, xx°l,
les plans passant par la premiere directrice de Wilczynski. U
coupe le quadrique de Lie

—2,234~22>2] =0
suivant les droites au:ll, xx01 et suivant une conique situde dans le plan
(4) 4214-22%(log-a)104-22,(log-4)014-24(log-a)10(log-6)012 8ab—2]=0.

3. Les quadriques de Tzitzeica relatives au tetraddre UXUVV\
sont les quadriques (1) OBeulant l'une la courbe u tracée sur la
surface au point U], l'autre la courbe v tracée sur la surface (K,)
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au point F, ’). Ces quadriques ont pour equations

E —3 £f17t =0,

g a3t =0 E=%=0)

Il leur correspond d’une part les deux plans Vt

(«i) + 22,(loga)l0+2z,(log&)°  [(loga)l0(log2)l-|- Sab B ] Z| =0,
(’«) 4«i+ 2z,(loga)l(4- 2zs(log6)w+ [(ITFa)IO(IogG)OM- 8ab—3f] =O.

et d'autre par les deux points. 7n

(7,) (logo)ld(logi)t— 3 — ég i 2(log6)>>, — 2(loga)”, 4,
(7.) (loga)lofog 01— 3fc, —

— 2(logo)! 2(Ioga)T(

Les plans t,, t, sont les plans polaires des points 1 T par
rapport a la quadrique de Lie.

Il est evident que la condition nécessaire et suffisante po
que la surface (x) soit isothermo-asymptotique est que les plans t,, 7[
cancident

BUJtoratl W uadriques de Tzitzeica relatives aux

totraedres a\/m‘] (U SV? conduit a des surfaces rogtées du
troisieme ordre et k une nouvelle droite, d'équations

«_ = = _«4_

(logis A)il  (loga? A)ll —2'

1) Pour la definition de ces qurdrigneB, roir deux notes de M. Tzitzeica
parues danB les Comptes rendus, 1926, t. 182.

Liege, Universitd, 5 octobre 1931.



Uber eine integrallose Losung einer
Diophantischen Differentialgleichung.
Von
A. Tsortsis (in Athen).

A. H aar hat in seiner Abhandlung ,,Zur Variationsrechnung* ¥
zwisehen anderen die Aufgabe behandelt ,,das Verschwinden der
ersten Variation bei Variationsproblemen mit zwei oder mehreren un-
abhtingigen Variablen und eine unbekannte Funktion wo nur die
ersten Ableitungen der unbekannten Funktion im Variationsproblem
auftretten, in Differentialgleichungen umzusetzen, ohne die Ein-
schrtinkung tiber die Existenz der hoheren Ableitungen zu machen*.
Der Verfasser hat es bewiesen mit Hilfe eines Lemmas, welches in
der Theorie der Doppelintegralen eine ahnliche Rolle spielt, wie das
Du Bois-Reymondsche Theorem im Falle eines einfachen In-
tegrals. Hier wollen wir mit Hilfe desseiben Lemmas eine integral-
lose Losung einer, so genannten, Diophantischen Ditferentialgleichung
finden.

Es sei eine solche Differentialgleichung von der Form gegeben:

@)

deren eine ersiehtliehe Losung die folgende ist:

ey v v

wobei § (fc = 1,..., n willktirliche Funktionen der y bedeuten.

') Abhandlungen aus dem Mathenratischen Seminar der Hambargischen
Universitat 8 Band, 1 Heft, 1930, S. 1—9.
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Um eine andere Losung der (1) ohne Integration zu bekom-
men, benutzen wir das genannte Lemma in erweiterten Form d. h.
im Falle der n unabhangigen Variablen.

Es sei vorausgesetzt: a) dass jede Funktion im
Gebiete G des n-dimeusionalen Raumes stetige Ableitungen 1. Ord-
nung besitzt und im Rande von G gleich Nuli ist; b) dass n definierte
stetige Funktionen W/,M™,%,,) im G die folgenden Relationen
erftillen:

dann geniigen Sie in Gemeinsehaft mit n anderen Hilfsfunktionen
Uk deren Ableitungen:

g"-1 Uk
3xv.. 3Xi_t 3xl+i... 3x,,

Z=1,...,n)

im G vorhanden sind, den Relationen:

n

a-lut _ L
3) 3x1.. 3x i SXHL. 3K, uk (fc4=1=1,.., m).

1-1

Es gentigt diesen Satz fiir das allgemeine Parallelepipedon:

4)

zu beweisen. Zum Zwecke betrachten wir n beliebige stetige dif-
ferenzierbare Funktionen Xk(xk) in (4) so dass Xk(bk)= Xk{b’k) —O.

Setzt man .J ='Iz"r|i'Xi,r’\ im (4) und J =0 ausserhalb desselben,
so nimmt. (2) folgende Form an:

»{ »n n

(5) C.s JI X (xr) u, dxt... dx,, =0
& & o=l

wobei ist: X = X", X% = X,,. Mit Einfiihrung der Funktion:

AN/ L — 1,3y <<) dy,... dyi-idy.+i--- dy,,
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mit J=yn, die (5) ltisst sich folgendermassen schreiben:

*] b'n n
f— 3"

xn) dx1... dx,, = 0.
T b, /-

Da nun ftir die Xk(xk) nur die Voraussetzungen des Du Bois
Reymondschen Lemmas gelten miissen, so bekommen wir durch
Wiederholung dieses Lemmas und Berticksichtigung der Definition
von ip:

Setzt man nun:

so findet man ais Fotgerung die Relationen (3) und wt—ut (4=1,...,«)
ist offenbar eine integrallosse Losung der (1).
Nun haben wir noch folgendes zu betrachten. Wenn in (2)

eingesetzt ist uk = 9F1' wobei F den Integranden eines Variations-

problems bedeutet:

> Pi,...,pn)dxx...dxn = Mm.,
G~
und £C+i die Gesuchte Funktion der xi,...,x,, und pk= -—"-

(k=1,..., ») ist, so ist, bekanntlich, ftir eine Losung x,,+' = (p(xL.....X,,)
dieses Problems:
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und nach den vorangehenden ergeben sich die Relationen:

-HN =?£(+'=L..1

9F
dpk

Durch passende Aenderung der Form der % kann man auch
eine integrallose Losung einer allgemeineren Diophantischen Diffe-

rentialgleichung finden. Setzt man z. B. uk — A (fc=l,..., m), so

n

<-l

folglich, ist wk = (k— 1,..., w) eine integrallose Losung der (1).

ist w,, = vk eine solche Losung der Gleichung:

z-1



Sur le mouvement d’un systeme ma-
terie! peu different d’un corps solide.

Par

A. Bilimovitch x).

Dans la pratique, on est souyent amene a analyser le mou-
vement d’un systeme materiel qui, durant tout son mouvement,
differe tres peu d'un corps solide. La theorie générale du mouve-
ment de ces systomes n'est pas encore Otablie. En tant qu'elle se
rapporte au mouvement de la Terre, elle a 6t0 I'objet des traveaux
des difforents savants, parmi lesquels il faudrait citer ici les omi-
nents mathématieiens anglais E. J. Routh, G. H. Darwin et
H. Jeffrey, qui avaient Gtudie ce problome sous divers aspects
particuliers.

Depuis quelque temps, je me suis occup6 de !'6tude de cette
guestion importante?) et je me permets de resumer ici quelques
resultats sur ce sujet.

Mesure d’6carteinent.

Soit, a un moment donne, un systbme matoriel arbitraire S
dans une position donnde et ayant une distribution des yitesses
donndes. A ce systdbme on peut toujours faire correspondre un corps

") Communication faite au lJeuiieme Congrdés des Mathomatieiens Polonais,
Wilno, 1931.
2) 1. Uber den Begriff der Erdachse. Gerlands Beitrftge (Kiippenheft). 1931.
2. O Kpeiajty MaTepiijajmor ciiCTeMa Kojn Ma-io o”cryna ofi,
HBpcTor Te<aa.
3. O MoryhHocTn ceKy.iapHiix noMepaaa aeM.LUHor no®ia. F.iac
CpncKe Kpaji.eBCKe AKa/tewiije Haytca. 1932.
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solide C ayant: 1) la mome masse, 2) la moéme position du centre
d’inertie, 3) le mome ellipsoYde d'inertie que le systdbme donnd (de-
signons ces trois propridtos par a) et ayant aussi la moéme quan-
titd de mouyement et le meme moment des quantités de mouve-
ment (les propri6tos /?).

Il est facile de montrer que les propridtos (/?) sont les condi-
tions du minimum de la valeur absolue de la différence entre la
force vive Ts du systome donne et la force vive Tc de tous les
corps solides de mémes propriétés (a). On peut appeler le codfficient

MinI™-Td
Ts’
(qui est un codfficient dans le sens dynamique) la mesure d'Gcar-
tement du systéme donné d’un corps solide. Si ce codfficient est
nul, la distribution des vitesses dans ce systdbme correspond a celle
d’un corps solide.
Pendant son mouyement, un systeme matériel arbitraire
ehange sa Structure géométrique et, pour caractoriser ce changement,

on p,%tjt introduire d'autres coofficients d’dcartement; par exemple

—4— qui sera le coofficient d’écartement d’un moment principal

d'inertie du systome donud S, ou A' est la nouvelle yaleur de ce
moment.

Enfin, pour Otudier les mouvements du systeme donne et
du corps solide C, il faut comparer les resultats des actions des
forces intdrieures et des forces extérieures dans I'un et l'autre sy-
stbmes. Vu que pour un corps solide le travail des forces intorieu-
res est nul, la grandeur de ce trayail pour le systdme <8 caractérise
I'ecartement du systeme donnd dans le sens de l'action des forces
intorieures. De maniore analogue, pour les forces extdrieures on peut
caractoriser I'6cartement correspondant par la différence entre le
trayail des forces extérieures pour le systome S et le trayail de la
force resultante et du moment rdsultant pour le corps solide C.

Eaquations différentielles du problome.

Comme consdquence du systdbme des Oquations différentielles
du mouyement d’'un systome matdriel arbitraire S, on peut deduire
les equations différentielles yectorielles suiyantes:

0 Ali = R



31

(1
(D) + 2mi[fz, (£] + =R,
ou Jf dosigne la masse totale du systeme,
r — la vitesse du centre d'inertie,
3 — la résultante des forees extorieures,
G — le moment des quantites du mouvement du systeme S
par rapport au centre d’inertie,
EF — le méme moment pour le corps solide,
L — le moment des forees extdrieures par rapport au msme
point,
mi, — la masse d'un point gquelconque du systeme,
— la vitesse relative de ce point par rapport a lespace
du corps C,
£2 — la vitesse angulaire du corps C, qui correspond au sy-
steme donnc,
p) — le vecteur du point par rapport au centre d’inertie,
Ig, — la force rosultante pour le point m,.

Le point au-dessus d’'une lettre dosigne la ddrivation vectorielle
par rapport au temps.

Quant aux o6quations precédentes — la premtere (I) est I'equa-
-)

tion du centre dinertie du systeme; le seconde (Il) avec & est
I'Squation du moment des quantitdés du mouvement pour le corps
fictif C et les troisiomes (l1I) sont les equations du mouyement re-
latif des points du systeme donné par rapport a 'espace du corps C

avec la rotation f£2.

Suivant le choix des axes, on peut deduire de ces oOquations
(I—111) les equations differentielles du mouyement sous une forme
scalaire; ce sont les ¢quations, d'une part, par rapport aux axes
immobiles, d'autre part, par rapport aux axes de l'ellipsoide d’inertie
du corps G, puis par rapport aux axes intrinsfeques etc.

Dans le cas spccial d'un systeme materiel peu différent d'un
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corps solide, on peut écrire les equatious du mouvement sous la
forme scalaire suiyante:

A -+ (C — Wr = LI + W’

ou nous avons utilise les notations bien connues et designd par
<Pj(2), $2(2), &S(2) les fonctions perturbatrices d’'un paramétre 2; ces

fonctions peuvent dependre par ex. de ow et, en genoral, de-

pendent des quantités qui dofinissent la variation de la Structure
geomotrique du systeme yariable donnd. Pour 2 =0 et pour les
quantites constantes A. B. C nous obtenons les equations du mou-
vement d'un corps solide ydritable.

Mothode des approximations successives.

De la formation prdocédente des dquations du mouvement d’un
systeme peu différent d'un corps solide il resulte immddiatement
la possibilité d'appliquer la methode des approximations successives
a la rosolution du problome du mouvement d'un tel systeme ma-
terie! Pour la premiere approximation nous avons le mouvement
d’un corps solide ydritable. Pour la deuxiome il faut remplacer les
quantitds ws. cos dans les oOquations (I11) par leurs yaleurs do-
duites de la premidre approximation, ceci nous permet de retrou-
ver les nouvelles expresSions pour les quantités A, B, C et pour
les fonctions O, (2), (2), ¥3(2) comme fonctions du temps. Alors,
nous pouyons obtenir les nouvelles expressions par <u, <3, w8 des
equations (Il) etc.

Application des formules ii la Terre supposee variable.

Une importante application de la theorie prdcddente est celle
de I'6tude du mouyement de la Terre; nous pouyons, en effet, con-
siddrer la Terre comme un systome yariable, ou comme un corps
solide avec un supplement yariable, par ex. l'océan, l'athmosphére
etc., qui changent leurs position par rapport au corps principal.
Dans mon travail, citd plus haut, j'ai appliqud les formules de la
theorie gonorale A l'analyse du problome de la yariation du pdle
terrestre sous linfluence des changements goologiques des continents.
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Sur une generalisation d’'un theoreme
de Weierstrass.

Par

Adam Bielecki (Cracoyie).

D’aprés un thooréme bien connu de Weierstrassl) & toute
fonction Ffa, x2, — x,,) qui est continue dans un ensemble E
non vide, bornd, et fermd correspond une suite de polynomes
P1(xl,x2,...,X,,), P2(x2,x2, ...,xn),... qui conyerge dans E unifor-
moment vers la fonction F.

Une telle suite de polynomes peut ne pas exister lorsque I'en-
semble E n'est pas fermd, bien que la fonction F soit continue
dans E. Ceci résulte d'exemples faciles a construire.

En essayant de gonoraliser ce théoreme pour des ensembles E
plus gonodraux on est donc obligd a remplacer les polynomes P,
par d’autres fonctions.

Or dans maintes applications du théoréme de Weierstrass ce
n'est pas la circonstance que les P, sont precisoment des polyno-
mes qui importe; le fait essentiel consiste en ce qu’il existe une
suite de fonctions qui convergent uniformoment vers F dans E et
gai possedent dans E des ddrivées partielles continues jusqu’é& un
certain ordre (ou de tous les ordres).

Dans le prosent travail nous gondralisons le thooreme de
Weierstrass. Notre gonoralisation se rapporte ii des ensembles E
d’'une vaste classe (ouyerts, fermes et non bornés etc.). Nous rem-
plagons les polynomes P,, par des fonctions possodant des doriyoes

x) Cf. p. e. L. Tonelli, Sulla representazione analitica delle funzioni di
piu variabili reali, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo 29, 1—36.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 3
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partielles continues de tous les ordres (8 3 et § 4, thGoreme 1 et 2) ¥
Nous y avons 6t0 conduits a l'occasion de I'examen d’un problhme
gui nous a 6t6 obligeamment comuniqué par M. Wilkosz et en
particulier en examinant une modification de ce probléme qui nous
a 0td propos6e par M. Wazewski.

81.1) Un ensemble A contenu dans un ensemble B est ap-
pele ferme relativement a E, lorsqu'il subsiste la proprioté suivante:
Si un point d’accumulation de l'ensemble A appartient & E, il ap-
partient forcement & A.

1) On voit facilement que tout ensemble fermé (au sens or-
dinaire) est fermd relativement & tout ensemble qui le contient.

Tout ensemble est ferme relativement ii lui-m$me.

Si B est ferme (au sens ordinaire), si A est fermo relative-
ment & E et si A-]-B E, alors A+ B est fermo.

I11) Soit E un ensemble ouvert. Il existe alors une suite d’en-

sembles non vides, fermds et bornos, telle que E = E Ev et tout

point de Ev et un point interieur de Evti (b =1, 2,...).

Designons, en effet, par q(X, Y) la distance des points X
et Y. Si C est un ensemble non vide, nous ddsignons par q(X, C)
la borne inférieure des distances du point X aux points de l'en-
semble C.

Désignons par O l'origine des coordonnees et par S,, (v=1,2,...)
la classe des points pour lesquels q (X, O) v. Si E est identique
avec l'espace tout entier, nous posons E,=S,,. Dans le cas con-
traire nous désignons par G la frontifere de E. Nous choisissons un
point Xo dans E et nous posons a =p & G) = 0. Nous ddsignons
enfin par Bv (v=I, 2,...) la classe des points X pour lesquels

Maintenant il suffit de poser Ev = S, E.

§ 2. Lemnie 1. Supposons que tout point d’un ensemble
fermd, born6é et non vide A soit un point intérieur d'un ensemble B
appartenant a l'espace & n dimensions.

’) Les résultats du present travail ont et6 eommanigues le 9 Mai 1931
pendant la soance de la Societé Polon, de Math. (Section de Cracorie).

) Bv est ferm6 parce que la fonction p(X, G) est continue dans l’espace
tout entier.
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Il existe alors une fonction &(X))* jouissant des propriotos
suivantes:

1°) elle possede partout des deriyees partielles continues de
tous les ordres)),

2’) #(JO =0 dans 4,

3°) —1 pour les points 6trangers il

4°) partout.

< a <?Bmonstration. Soient a et b deux nombres réels (— oo <

<< -j- 00) quelconques mais fixes dans | muaeb
Nous construirons d’abﬁ;rd une fonction q | qui doit

Otre roguliere 5) par rappart a U dans (— oo, -]-00) et pour laquelle:
e(tt; a, =0 lorsque m  a,
q(m; a, = lorsque b,
o gl .
Considdrons a cet effet la fonction dofinie par les, formules:
g(u)ze 2 lorsque U J a e U /
—QA=v.

On yorifie facilement que cette fonction est rogulidre dans
(—o0, -)-00) et gu'on a en plus:

~>(a) = >(6) = 06) BV:I,Z,...),
<7(u)>0 lorsque U -- a et U :

partout.

De la derniere inogalité on obtient
I3 - o
- o 1
Désignons cette derniere integrale par et posons

‘) Nous posons pour abroger X = (xv xt,..., xn).

s) Dans la suite une fonction <p(xx, Xa, ...,X,,) sera appelee reguliire dans
un ensemble E lorsqu’elle possede, dans E, des ddrivoes partielles continues de
tous les ordres.

") gW (®) désigne la p-eme ddrivee de g(x) et gW (a) doésigne la fonction
g(x) elle mome.

3%
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La fonction (J(w) est aussi roguliére dans (—oo0, -|-00) et nous
aurons manifestement

@ <9 =0 G =1
2 GW(@) =/"N(a) = (> (6) = =0 =12,.).
G(u) est une fonction croissante au sens stricte dans (—o0, -|-00),

parce que sa dériyoe est partout positive, les points isolés a et b
exceptés. Nous avons par suite d’aprds (1)

0 <)< lorsgue a u b
Posons

g(u\ a, b) — G(u) lorsque a u b

g(u; a,b) =0 lorsque u<a,

?(«;«, b)=1 lorsque u~=>b.

La fonction q est dyidemment continue dans (—o0, + 00).

On constate gu’'elle est roguliere dans cet intervalle lorsqu’on
obserye que ses dorivoes a droite et a gauche de tous les ordres
sont nulles aux points a et b (cf. 2).

Le fonction q jouit bien des propriotés indiqudes au commen-
cement.

Considorons maintenant une sphere S constituée par tous les
points pour lesquels

n
(#—6) <r\ (r=0).

Nous construirons une fonctlon &(S; X) jouissant des proprio-
tos suiyantes:

1°) elle est roguliere dans l'espace tout entier,

2°) & — 0 lorsque X appartient & la sphore S' determinee
par linegalito

n
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3°) $ =1 pour les points Otrangers a S,
4°) 0 1 partout.
Il suffit de poser:

Nous revenons maintenant k la domonstration de notre lemme.

D’apres les hypothoses faites sur les ensembles A et B il
existe un nombre r 0 tel que toute sphere de rayon r et de
centre situd sur A est completement contenue dans B.

Entourons chaque point de A par une sphere de rayon '

L/ensemble A se laisse couvrir par un nombre fini des spheres de
cette sorte:

s a),
On aura
p
aC s
V-1
Désignons par Sv la sphere de rayon r qui est concentrique
avec S'v. Nous aurons

p
2 svqgb.

V-1

Posons

V-1

Ce sera Ovidemment une fonction réguliore partout’) et rem-
plissant la condition 4° de notre lemme. Pour les points X de 2§,
(et & plus forte raison pour les points de A) on aura & (X) = 0.
Pour les points otrangers a 2S,, (et a fortiori pour les points etran-
gers a B) on aura &(X) = L.

La fonction &(X) jouit donc de toutes les propriétos indiquoes
dans notre lemme.

') & est roguliére au point (at, a,,..., an) bien gne —ar)’ ne le soit
pas. Ceci resulte immodiatement de la proprietdé 2° de la fonction &(S; X).
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8 3. Theoreme 1. Soit E un ensemble ouvert (bornd ou non),
situ$ dans l'espace euclidien a n dimensions et soit A une partie
non vide de E. Supposons que A soit fermo6 relativement k E.
Soient enfin $ (X) et i}(X) deux fonctions continues dans A et sup-
posons que

i?(X) =0 dans A.

Il existe alors une fonction F(X) posssdant dans A des do-
rivées continues de tous les ordres pour laquelle

(1) |F(X) — $COWVNIT(X) dans A.
Demonstration. Soit
(2 E..E2,...

une suite d’ensembles non vides, bornds et fermes constituds de
faecon que

Q) E=J7E,

et que tout point de E, soit un point intérieur de E,,+l (une telle
suite existe cf. § 1, Il). On a

(4) 6=1,2,..).

Comme A QE on aura d'apres (3) et (4) a partir d'un cer-
tain indiee A-E,,="=0. En supprimant au besoin, dans la suite (2),
un certain nombre d’6lements, on peut supposer que

(5) A Ei 7= 0.

Posons
(6) A, = AE,.

Nous aurons (cf. (4) et (5)
) mA =f= o €1,2,
(8) 1» CZ -4fh t =12,
9) A = 2A,.

Comme E,, est une partie fermee et bornde de A et comme
d’autre part A est ferme relativement & E, les ensembles A, sont
bornés, fermds et non vides (cf. § 1, II).
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Il existe donc, en vertu d'un theoreme de Weierstrass, un
polynome P,, (X) pour lequel 8)
(10) [$CX)-P,,(X)Ki7(X) dans 4, v=12..).

En vertu du lemme procddent il existe une suite de fonctions
roguliéres dans l'espace tout entier pour lesquelles

(12) $,(X) =0 dans E,,
(12) &,(X) =1 lorsque X est Otranger a E,+l,
(13) O, (LX) partout.

Formons la suite suivante de fonctions reguliéres dans 1'espace
tout entier:

F2(X),...
oi
(14) P1(zZ) = PS(X),
(15) p,+t1(X) = P(X) + i~ (P,#2 (X) — p,(X)).

Il suffit de prouver que cette suite conyerge dans E vers une
fonction qui est roguliere dans E et qui remplit I'indgalité (1).
Or en raison de (11) et (15)

(16) F+i—F, dans E, et dans A,, (v=1,2,.),
d'oii
(17 F,+k = Fv dans (v=1.2,..; x=12,..).

Remarquons encore (cf. (15) et (12) que
(18) Fv— Pvtl dans E,+1—E,, (et dans A,,+1—AJ, (v=1,2,..).

Soit X,, un point quelconque de Fensemble E. Pour un cer-
tain v0 on aura (cf. 3) Xoe E”. Le point Xo sera donc situd
& lintérieur de E~. La relation (17) nous donne

lim Fv(X) — FIJX') dans E,2 et en particulier pour X — Xo.

V—>00

X,, Otant un point arbitraire de E, la suite F,,(XJ conyerge

8) Observons que la fonction (X) atteint dans A,, un minimum positif

11 suffit de choisir un polynome Pv pour lequel \Pr — dans A.

Au lieu de suppoBer que ) (X) est continue, il suffirait d’'admettre que la
borne inférieure de tj (X) dans toute partie bornée et non ride de A est positire.
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dans E vers une fonction F\X). Nous aurons d'aprds l'¢galitd pr¢-
codente

(19) F{X) — F,{X) dans Ev (et dans A), (v=1,2,.).

La fonction F est par consCguent réguliere dans un certain
voisinage du point Xo arbitraiment choisi dans E parce que la
fonction t\(X) l'est. F est, par suite, réguliere dans E.

Il reste a demontrer qu'elle remplit, dans A, linégalitdé (1).
En raison de (19) et (9), il suffit de prouver & cette effet que

(20) dans A, (p=1,2,..).

Cette incgalit¢ a lieu pour v=1 (cf. (8), (10) et (14)).
Admettons que lin¢galitdé (20) a lieu pour un certain v. Nous
allons prouver qu'il en resulte que linegalitd

(21)
a lieu dans A+l Comme Fv+] — Fv dans A,, (cf. (16)) il reste a d¢-

montrer que cette inegalite est remplie dans A,+I—A,,.
Or (cf. (18) et (10))

\FV— = |FpH—$ C rj(X) dans Arnl— Ay,
P«t2 — «?(X) dans Avt2 (et dans A, t1—A,).
Comme 0 (X) 1 dans lespace tout entier (cf. (13)),

nous tirons des deux inogalités prscsdentes la conclusion 9) que

\F,+ », (P™F,)- dansAN™-A,.
La d$Smonstration de notre théoreme se trouve ainsi termince.

8 4. Thoéoreme 2. Soit E un ensemble ouvert, situe dans
l'espace & n dimensions et soit A une partie de E non vide et fer-
mée relativement k E (cf. § 1). Supposons qu'une fonction <P(X)
est continue dans E. Il existe une suite de fonctions possédant dans
E des dorivoes partielles continues de tous les ordres

qui converge uniformement dans A vers <.

") Supposons en effet gue pour des nombres p,f,&,ri on ait [p—F
\f— 0 L'intervallo [f, p] est alors contenu dans lintervalle
—  y4" 1'8 nombre —f) appartient evidemment a l'intervalle
[N p] et i plus forte raison al’intervalle [<}—1j, go-j-"7] c.-k-d. —f)—9 1~z



41

Domonstration. Soit v un nombre naturel. Posons, dans le
thoorome procodent, 77(X) = <. Il existe en vertu de ce thSoreme,

une fonction <PF(X) roguliere dans E pour laquelle
dans A.

La suite <A, 02,... possOde toutes les propriotés en question.

Corollaire 1. Soit <P(X) une fonction continue dans un en-
semble ouvert E. (E peut 6tre, en particulier, identique a l'espace
k n dimensions). |l esiste une suite de fonctions qui possddent
dans E des dorivoes partielles continues de tous les ordres
et qui convergent, dans E, uniformément vers O.

Pour la domonstration il suffit de poser dans le thdoreme
procedent A = E et de se rappeler que E est fermé relativement
i E (cf. § 1, 1I).

Corollaire 2. Supposons qu'une fonction O(A") est continue
dans un ensemble fermé et non borne A. Il existe une suite de
fonctions possedant des deriyees partielles continues de tous les
ordres dans l'espace h n dimensions et conyergeant dans A unifor-
moément vers 0.

Ce corollaire est une consoquence immodiate du théoreme 2.
On le voit en désignant par E l'espace a n dimensions (cf. § 1, II).



Remarque
sur un theoreme de M. Bielecki.

Par

T. Wazewski (Krakéw).

M. Bielecki dans sa note (v. ce volume p. 40) godnoralise
le thdoreme de Weierstrass sur I'approximation des fonctions conti-
nues par des polynomes. Dans cette génoralisation la fonction A ap-
procher est, par hypothdse, continue dans un ensemble A qui a son
tour est fermo relativement A un ensemble ouvert E.

Or abstraction faite du cas oii A est identique A l'espace tout
entier, il existe une infinitd de tels ensemblee E s'il en existe un.
Mais dans beaucoup d'applications il sera indifférent auquel de ces
ensembles E sera appliqué ce theoreme. Il importera seulement la
guestion de savoir si un tel ensemble existe et peat otre s'il est
possible de le construire effectivement.

Nous 6tablirons plus bas une proposition permettant de s'as-
surer si la condition ci-dessus est vdrifiee. On reconnaitra en parti-
culier que la gonoralisation de M. Bielecki consiste en la substitu-
tion aux ensembles fermds et bornds considérés dans le théorome
de Weierstrass d'ensembles susceptibles d’etre prosentés sous forme
de différences de deux ensembles fermds 4) (bornés ou non). Cela
etant le theoreme de M. Bielecki peut etre inonci comme il suit:

Soit A un ensemble situe dans un espace A n dimensions et
pouvant 6tre mis sous la forme

A=F—G

* Ensemble vide est eonsidér6 comme fermo.
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ou F et G sont deux ensembles fermo6s (bornds ou non)a), soit en
outre une fonction eontinue dans A.

Il existe alors un ensemble ouvert E contenant A ) et une
suite v de fonctions, dont chacune admet dans E des derivées par-
tielles continues de tous les ordres, convergente dans A uniformé-
ment vers f.

Cet Ononco a l'avantage de ne pas contenir la notion d'ensem-
ble fermd relativement a un autre ensemble, notion dont l'usage
n'est pas tres répandu.

Voici maintenant la proposition que nous avions en vue:

Les trois propriétos suivantes:

a) il existe un ensemble E ouvert relativement auquel
A est fermo;
1?) 'ensemble A'— A est ferm¢;
y) il existe deux ensembles fermés Fet G tels que A =F—(7;
sont Oquivalentes.

Demonstration. 1. On dit qu'un ensemble B est fermo

relativement a C lorsque

BQC, B'.C=B.B.

2. Cela poso observons que tout ensemble A est fermo par
rapport &

En effet pour U'établir il suffit de prouver que l'on a:
a' . {-{A-a)}="a'a

Or ces relations résultent de l'identito — (A'— yf) = A -f- (— A").
3. Supposons que la propriotd /? ait lieu. L'ensemble — (A'—A)
est alors ouvert et la propriété a subsiste en vertu de l'alinda pro-
codent 4). Supposons maintenant que la propridto a ait lieu. On aura

*) C.D (ou CD) ddsigne la partie commune des ensembles C et D. Par
— C on désigne l’ensemble complémentaire de C. On doéfinit C—D=C.(—D).

Par A' nous dosignons la dérivoe de A c.-a-d. la classe des points d’accu-
mulation de A.

L’hypothese du prosent thdoreme peut 6tre remplacée par 1'’hypothese gue
T'ensemble A'— A est ferm6 (v. la proposition qui suit).

) On peut poser E - A-|- {—(A")} = —(A*—A).

Y —(A'—A) forme dans le prosent cas le plus large ensemble ouvert
relativement auguel A est ferme.
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les relations:
A'A=A'E\ {—E} est ferm¢; — £?2=(—E)(—A)

(la derniere de ces relations rosulte de ce que A("E). Par consequent
A—A=A".(—A)E+ A". (—A)(-m£) = A" (—E)

et le dernier ensemble est 6videmment fermd. Les propridtos a et (S
sont donc bien oquivalentes.
4. Pour tout ensemble A on a

A = (4 4-4")-(4'—2)

la proprieto entraine donc la propri6té y car A A' est tou-
jours fermd (on pose F= A -j- A’, G = A'—A). Inversement de la
propriotd y il résulte

A=F—G; AQF; A'QF e-h-d. A'=A'F
d’oii
A—A=AF—F G)=AFG
et le dernier ensemble est fermo. Les propridtés fi et y sont donc
aussi equivalentes.
Notre proposition est donc completement demontroe.



Courbes dans des espaees generalises.

Trois conférences a Cracovle au mols de mai 1931.
Par

V. Hlavaty (Prague).

Etant donndé dans /\y un tenseur du rang Il on peut s'en
servir pour construire les symboles de Christoffel

(1) Imaginonj(un espace X, rappq/\e aux coondonées XV ).

Y _ 1/ wva (B ‘ 9afl AQNANN
(1) J\‘/ (‘g% 3xx 3xa)
Ici gVﬂ sont les composantes contrevariantes du tenseur gZ”
1 V="l
pour

0 » ==
Les sympoles (1) donnent naissance a la connexion rieman-
nienne dans /\,, En ddsignant par le symbole de la dorivoe

cova6/'ante de cette connexion on a pour n'importe quel affineur
n-: 1
B Wiy, 5 dX|ia" +

0]
1206 N2 T i
Remarquons qu’en particulier
(WSp<.= 0
3) =

>) Les indices grees parcourent les symboles 1,...,n. On effectue la som-
mation d’apres un indiee muet sans gne le symbole de la sommation soit derit.
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et par consoéquent peut etre pris pour tenseur motrique.
L'espace Xn, doud d'une connexion riemannienDe, sera dit ,la va-
ri6té riemanienne* et doésignd par Vn.

Les conditions d'integrabilitdé du systéme

-0n0” = 0 (w etant un vecteur arbitraire)

sont
1IA 0 8

pv pv _ Vv pa Pv pa 2
v/ X X a(i) x | x )e

est Faffineur de Riemann, qui donne naissance 6 la notion
de la courbure de V,,. Si =0 la varietd6 Vn se reduit a une
vari¢te euclidienne Rn. Si R™ 4= nous dirons que le ,parall¢-
lisme a distance finie“ (le teléparallelisme) n’existe pas. Or, dans
une vari¢t$ riemannienne qui ne se reduit pas a une varioté eucli-
dienne, le paralldlisme h distance finie n’existe pas.

(2) Imaginons donnse, dans une V,, une courbe C, aux 6qua-
tions paramctriques

(%) X* = Xv(s),
et supposons que le parametre s soit choisi de telle maniere que

dxk dxf ,
(6) ~ds~dgoxl— 1)

Nous dirons dans ce cas que s est I'arc motriqgue de C et de

docv
plus que le vecteur (tangent) — est un verseur (tangent) de C.
Cela otant, construisons un champ versoriel &) le long de C.

Ce champ donne naissance a quelques notions métriques que nous
voulons Otudier de prés. Introduisons 6 cet effet la notion de I'angle,
serre par ,iAv(s) et ji4”(0). Le parallelisme a distance finie n’existant

pas dans notre Vn, nous ne pouvons pas comparer deux directions
a distance finie. Mais nous pouvons introduire quand moéme une

s) La bibliographie est piacie a la fin. Les numeros figurant entre paran-
thfeses dans les remarques renvoient a cette bibliographie: (31), pp. 83, 183, 73.

Cfr. aussi (34).
) Noub supposerons — sauf l’aris contraire — que pour n'importe quel

vecteur reel M la forme g%”" v* vI* soit définie positive.
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notion qui se reduit & celle de l'angle dans le cas d'une varists
euclidienne. Construisons h cet effet un autre champ versoriel By (s)
qui est l'intégrale du systeme

™

Nous dirons, par definition, que le champ Bv est pa-
rallele a lui-m$me le long de C. On peut disposer des constantes
arbitraires qui interviennent dans lintegrale Bv de telle maniore

que soit
Bv (0) = A”(0).
1

Cela otant, l'angle a, serrdé par les verseurs Av(s) et Bv(s) (do-
finis au meme point s de (7) est donnd par

9) cosa = gn"E) B (s).
Nous dirons que a est aussi l'angle de Av(0') et Av(s). (Si

notre V, se reduit k une R,,, on retombe ainsi & la d¢finition clas-
sique de l'angle, serr6 par et Av(s) car, le cas scheant, on
1 1

aurait aussi Bv(0) = Bv(s), dans un systome des coordonndes, choisi
conyenablement). Nous dirons que

est la premidre courbure du champ ,iAv(s) au point s = 0. On voit

donc que la premidre courbure mesure en quelque sorte la doéviation
du champ Av par rapport h lui-meme. En tenant compte de (9),

on trouve pour s suffisament petit

cosa(s) = 1 — — (DANDANGMN),N-}-...
d'oii
(10) =?(0)=da*da™-

Le point s =0 ¢tant par hypothése un point géneral de C
et de V,, nous avons aussi

(1)

ab i i i
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En choisissant convenablement 'orientation du verseur @v, qui

est situ6 dans la direction du vecteur DAY, on déduit de (10)
i
(11) DAV = KAw.
1122
Les verseurs ,?\ ,?\v connus, on peut calculer DA

dAv W
ds
Supposons que les vecteurs Aj\iZAv D,?\V soient linGairement

independants. Dans ce cas ils definissent une facette & trois dimen-
sions (le trivecteur osculateur du champ Av) et par conséquent on
i

peut trouver le verseur ,?\v, orthogonal a A:I\i’ 2Av, situé dans cette
facette. Il 8'ensuit que D,?\V résulte en combinaison lindaire des
yerseurs Al\v, ,?\v, ,?\v

(12) DAV — 2AV+ fiAy 4-kA’,

avec les coefficients 2, fi, I2< facilement a calculer. En effet on a en
raison de (3) et (11)

= B “—— g"ANDAN= — K
J— N\I/\NO /\ —
M= ) = 0
fe—=gz A>-DAtl = —gz A DAN
(2 9 3 2 g 3
ainsi que (12) se simplifie a
(13) DA = — KA + KA.
2 11 23

I§ est la deuxiéome courbure du champ Av. Elle moésure la déviation
i
du champ '?‘V par rapport au champ ,ZAV. En effet si I'on construit

un champ versoriel € ’(s) parallele a lui-moéme le long de C, en
partant du verseur

C”(0) = %),

et si Fon dodsigne par b l'angle serr6 par Cv(s) et &)  on obtient
facilement
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ou bien, le point s =0 etant par hypothése un point génoéral de
la courbe en question,

db
ds *(«)e

En poursuiyant plus loin cette moéthode, on parvient a un
systdbme des ¢quations que l'on peut condenser dans
DAV——k Av a- kK Av*) (@@= a.,.»; k=k=o.

a—1a—1 a a 0 n

Les yerseurs ,?\v,,An\v, mutuellement orthogonaux, ddéfinissent
le repere normal du champ ,?\v, dont les courbures sont ﬁ(n—kl Pour
a=2,...,n—1 la courbure Eli< mesure la deviation du champ ver-
soriel ﬁ\ll par rapport au champ versoriel ,aAv.

Je n’insisterai pas sur les cas particuliers gnkZO) mais je re-
marque plutét que le champ ,iAv 6tant construit suivant une toi

arbitraire, rien ne nous empoche de supposer qu'il ne soit le champ
yersoriel tangent de C. Le cas ochdant les formules (14) nous prs-
sentent la plus naturelle goéneralisation des formules de Frenet
pour une courbe dans R, ¥

Nous sommes donc paryenus grsice 0 la notion de la doriyde
covariante D le long de C, A un systeme des formules qui cor-
respond formellement au systome de Frenet dans R,, Mais on ne
peut pas en conclure que la courbure de la variétd ambiante V,, ne
joue aucun role dans la theorie des courbes. Jaurai encore Il'occa-
sion de revenir sur ce sujet important mais pour le moment je
veux resoudre le probleme suiyant: ,,Etant donn6 un systeme des
fonctions holomorphes I1<(s), '"B’Ii((s)’ on doit trouver le champ ver-

soriel Ai\v (s) qui ait ces fonctions pour courburesli, Ddsignons ¢ cet

effet par 5 les n intégrales particuliores, lindairement indépendantes

du systéme difiorentiel

4) (33), avec une autre interpretation des courbures.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. i
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di
= —1I i-~-ki,
(15) as a_ia-l a a-f-l

normalisées par la condition

ce 0 azlFb

i = dab = pour (ab=1,..., n).

ap 1 a=bh

Cela otant, choisissons dans V,, un point xv, qui par hypo-
0

these sera le point s =0 et construisons la courbe

qui passe par s =0. Ici C”(0) ddsigne le repere versoriel local,
C
choisi arbitrairement, qui donne naissance au repore versoriel (elv(s),

parallele h lui-mome le long de la courbe construite. Grace au pa-
rallélisme de ce repdre, le champ cherché peut s'dcrire

an ,?\v = . Cv(s) E(s)

et de plus, son repore normal est

Av = 1cCv(s)t(s) 5) (a=l,

a I a

comme on peut s’en persuader facilement, en cherchant la derivoe
covariante du vecteur Av. La question ainsi rosolue, remarquons
a

gue les composantes du repore

Av = ZCv(0)i(s)

a Ic a

au point s de la courbe sont en mome temps les composantes du
repére (au point s = 0) que l'on obtient en deplaeant parallelement
h lui-méme le repere ,g\v(s) du point s au point s=20 le long de

la courbe en question.

) (24).
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visageons maintenant le probleme analogue dans une ya-
rioto IV, de M. Weyl.
C'est un espace & n dimensions, doud d'une connexion linbaire
aux coefficients
pv _ 1 nva & i "9ait__ \

a7 XA ¥x

=7, +QTAN-gT™ Qag” )
ou est un yecteur covariant, donnd d’avance, qui n'est pas un
yecteur gradiant. La doriyée covariante de dans cette con-
nexion est

Drautre part, en posant
(19) on = p[ on, >
on obtient dans la meme connexion

p. 9zv Q(ﬂ o

D’apres 'hypothese faite\ sur le yecD A on ne peut pas
trouver une telle fonction p que soit V_ On voit donc
gue dapg \une ir,, la metrique n'est dsfinie qu'k un facteur arbi-

traire pres. Autrement dit, tous les tenseurs sont Oquiva-
lents rapport a la connexion de M. Weayl, quelque soit Icfonc-
tion i Cela pose, imaginons dans y une courbe aux
oquations

XV = x»(t)

et un champ vectoriel &)  defini le long de Cet tachons de trou-
ver les invariants de ce champ qui sont inddpendants du change-
ment de la motrique (19). .ﬂ

Construisons a cet effet un tenseur - a, du rang n qui
est indopendant de ce changeﬂent '
@ 3l = it
et dont la ddriy6e covariante le long de C est nulle

7

(21) =

) (31) p. 217.
4%
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En désignant par w_1(t) le ddéterminant des vecteurs

—_— =\, Dvv=wvy, Dw = wl! .... Dvwy — vy,
dt | = 2 3 n—l n

supposes lincairement indépendants et par g la racine carree du
determinant de g” on constate facilement que le tenseur
t

jouit des propriétos (20) et (21). Mais ces propristés sont caracte-
ristiques pour le tenseur metrique. Il s'ensuit que l'on peut prendre
le tenseur pour tenseur mstrique le long de C. Cela ¢tant, on
peut definir toutes les notions metriques par rapport k (comme
nous l'avons fait dans V, par rapport k gXl) et toutes ces notions
sont par consé¢quent independantes du changement (19) de la
motrique. On se sert avant tout de aXfl pour introduire I'arc de C
au moyen de I'equation

et de plus, on dcfinit le champ versoriel Av, correspondant au
i

champ vectoriel Vv ¢

Ceci pose, on peut employer la msme methode que nous avons
appliquée dans Vn et on parvient au systeme des Oquations

dxil

—j— Av=—k Av k Av @=1,.,n, k—k—0).
S a a—1 a—1 a a-H 0 n

Or, le tenseur aXe nous permet d’adjoindre — mhie dans
une Wn — k un champ vectoriel le repere verBoriel normal et de

calculer en méme temps ses courbures. Comme nous l'avons déja
rcmarqué, toutes ces notions métriques sont indépendantes du choix
special de la fonction p (X)7).

’) (23). Un autre systdme dans (31) p. 225. Voir aussi (25), (26) pour les
courbures calculées par rapport i un tenseur privilégio.
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Il ne nous reste maintenant que de traiter le problome des
invariants du champ vectoriel £ ’(t) construit le long d’'une courbe C
dans une vari¢tdé goénérale L,, c’est-a-dire dans un espace a n di-
mensions, doud d’une connexion géndrale. Dans ce cas les coeffi-
cients P/ ne sont soumis a aucune eondition restrictive. En par-
ticulier, on ne peut pas parler des notions motriques. le tenseur
metrique n’étant pas donné. Mais on réussit quand méme a trouver les
invariants du champ Vv (t), grace au fait que l'integrale de I'equation

est une densitd du poids — 1. Introduisons, a cot6 du champ

Y = Vv, les champs dorivés
i

22) W= DW="=2! & rAuF-W\ ¥ = DW,..., W=DW

2 1 di r odt | 3 2 n n-1
supposes lindairement indépendants et de plus, construisons le champ
,?\vzp\i/v, p 6tant une fonction de K doéterminer. Cela oOtant,

changeons le paramhtre t d'aprés s = s(t) et construisons les champs

dAv
N— = N"N_\-" = =
@9 pun=Dpv=rp\ It A= DAL, AV=DA
ainsi que les w-vecteurs 1\/Iv,...\/Vn] et A™ sont liés par
n | BN amn ]
(1)
AV ..AN=p7{~] ? r
1 n \ds) !
d’oii I'on deduit en particulier ]
»(»—i)
an™...ava —p- 2 wwe'-v\
i « \ds/
W étant I'unique composante (au signe pres) du n-vecteur 1 n\/v"
qui ne sanulle pas et e’ le bien connu symbole de Ricci

(= %= 1,0). Parce que W est une densitd du poids —1 on peut
la jauger au moyen de w et en particulier, on peut poser

()
(24) p.(9) ’

Il faut distinguer maintenant deux cas possibles. Ou bien Vv
i

est le vecteur tangent de C, ou bien il ne l'est pas. Dans le pre-
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mier cas on peut Ocrire

dxv dt v, dt
A—w ae VE
ou bhien
dt
P =d-~s
ainsi que (24) nous donne
(25) « = 7rC—> an.

to

Si VW n'est pas le vecteur tangent de C, on peut poser s =t

et (24) nous donne

Mais en tout cas on a

DAWi = 0.

Il s’ensuit que DAV est une combinaison lindaire des vecteurs

D,lAll... :10\"1 =0,
et par consoquent, en raison de (23)
(27) DA;IV’..;;Avn} = ,lA\Iv‘..r.1 ﬁ\v"-i
A", LAY
28) DAV = KAV + KAV + ..
n 11 22

a
En doésignant par A le doterminant

Al A?
1 1
Jl A
2 9
]

- A

A= Dbal pa ..

n n
Al A
«+| «t>
A' Al
n n

") (19). Pour d'autres ,formules de Frenet*

+ k p*
fi—1/1-1

A"

«+i
A
n

dans L,, roir (6). Cfr

. aussi (20).
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on trouye
u
(< = 1,___.>—1)
Les yeeteurs AV ..., definissent le repore affine nor l&
tandis que les sealaires k,... sont les courbures affines du champ V

Les formules analogueB a celles de Frenet se réduisent dans le cas
actuel aux Oquations (23) et (28)!
Comme dans le cas d'une n on peut démontrer mome ici le

thoorf sui »Etant donnd un systome desA nctions holomor-
phes W),...n,ﬁgj, on peut construire le champ i uni passe par un
point donné d'avance, an y ayant le repére normal (local) prescrit
et qui ait ces fonctions pour courbures”. Nous youlons maintenant
traiter un problome analogue, en cherchant une courbe qui ait ces
fonctions pour courbures. Transcriyons a cet effet I'équation (28)
h la forme

d d
(29) ) Y I

n—is ds

et ajoutons-y les dquations

n—1
1 dx 2 dy du
y — 171 y:ds'
n—3
1 0
(30) Vv ﬂus_ Vv Vv

Le systome difforentiel (29), (30) est du premier ordre par
rapport ¢ toutes les inconnues

0 n—2

Y,...,Y,

Pour doterminer les n 4- w2 4~ w8 n_ 1) constantes arbitraires,
dont depend lintdgrale génorale de ce systeme nous prescrivons
ayant tout les yaleurs

Yo Y

pour s = 0 qui exige n 4- w§ constantes. Les constantes qui restent
i. doterminer sont fixées par le fagit que grace a la connexion donnde
d’avance les yaleurs de
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0 1 n-2
b X v PUCE )\(/V
sont connues pour S = 0, aussitét que l'on connait a;”", W,...,
pour s = 0. Mais ce choix des constantes est oquivalent & la con-
dition que la courbe cherchee passe par un point donné (a savoir
par § = 0) et qu'elle y ait le repére normal (local) prescrit d’avance
arbitrairementd). Le problome ainsi résolu, remarquons qu’on ne peut
pas comparer deux courbes aux momes courbures, le parall¢lisme
a distance finie n'existant pas dans Ly. Autrement dit, la question
ur lidentification — a un mouyement prés — des courbes dans
t” ainsi posde est dépouryue du sens. V
Remarque. La mome moéthode est yalable aussi dans une ﬂ.
Pour terminer cette conférence mentionnons la réponse au pro-
bleme suiyant: ,,Quelle est la condition pour que Fon puisse trouver
Fintograle du systéme difforentiel

(lequel, comme nous le sayons ddjh, dofinit le champ parallele
0 lui-moéme le long de la courbe en question) au moyen des opod-
rations purement algébriques” ?

La roponse est la suiyante: Si la courbe en question est
A courbures constantes (métriques, ou affines) 4=0, Fintogration du
systome du parallélisme n’exige que les oporations purement al-
gebriques”. La démonstration de ce théordme repose sur les for-
mules de Frenetll).

Nous voulons commencer cett¢ deuxiome conforence par l'6tude
de linfluence de It courbure de Vy sur ps coyygbes. Imaginons que
la courbe étudige V passe par un Voint de Vy qui pa’r(\[lypothese
sera le point V=20 gt rep’mns y aux coordonndes qui sont
gooddsiques au point $ =0 = 0). On sait que les symboles de
Christoffel ainsi que leurs doériydes, eyaludés dans ces coordon-

) (24).

t0) Pour Pintegration de ce systeme, basee sur le thdoreme d’existence
cfr. (9).
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noes satisfont aux dquations, yalables au point P, a savoir

r/,, =0, ~a :Ev L APV

5 1 7' —
te(@dx? A/

Ceci pos¢, imaginons donne, sous la forme de la derivee
~Dlipv = Pv le champ vectoriel P En tenant compte du théo-

reme d'existence de Cauchy on peut 6crire l'intograle du systéme
F” = Dpv au voisinnge suffisamment petit du point s =10

(31) r(«) = p’(0) 4-«<(M-04-J +

Si Pv—0, le champ pv est parallele a lui-mome le long de
C et cette oquation se simplifie a

On voit donc que méme dans la thdorie du doplacement pa-
ralléle le long d'une courbe, la courbure de la vari6td ambiante
joue un role prepondorant. — Si l'on applique la mdéme moéthode
au systeme difforentiel

ds i

qui dofinit le champ tangent de la courbe en question, on obtient
les Oquations canoniques de C M)

(32) X-(S)=$ﬂ) +£[ZM”] 0+ Zo#
N ol i
4- J [DW + kA- A’\R’\]s 0+ £ [PM” + 2K A-ANDN™N—
41 1 1121 (e} 1 1121
—34AMMMN + ] 4- ...
1212 011 1

") On a en gonéral

21 r@)—  +")a
3! = vafly + Vpya + + »aylS 4" -+ Vflay

*) (10), (16). ) (17). ) (16).
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’,four faire voir plus clairement le role, jou6 par la courbure
de V dans ces Oquations, introduisons dans notre espace a coOto
de la connexion riemannienne la connexion euclidienne, en prenant
<7xM0) Pour 8011 tenseur mstrique dans le systeme actuel des coor-
donndes goodcsiques. En dosignant par l'accent avant-pos¢ les ex-
pressions se rattachant a la courbe V etudiée dans cette connexion
euclidienne, on a avant tout

d'oii il suit, grace au choix de la metrique euclidienne, pour s suf-
fisamment petit

A
's=s (car g 0) % (:0) orl X>

On en déduit les Oquations canoniques
euclidienne

B3) x@O= +~

dans la connexion

WAN

Le rapprochement des systemes (32) et (33) nous montre pour
n> 2 que les notions motriques

v A A

sont les memes au point s = 0 pour la courbe C Otudide dans la
connexi n riemannienne ou euclidienne, tandis que, toujours au

dJi W+A“A |

Les exemples que je viens de citer démontrerv suffisamment
linfluence de la courbure de la variCt¢ ambiante V, exercCe sur
les courbes.

“9) (17), (18).
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Revenons maintenant aux Oquations canoniques (32) de C dans
V,, pour en tirer quelques consdquences, oii, contrairement aux
exemples citss, la courbure de Vn n'intervient pas. Imaginons, & co6to
de C, une autre courbe 'C dans V, qui passe a son tour par le
point P(s =0). Choisissons sur C (C) le point Q ('Q) de telle ma-

nifere que les modules des vecteurs infinitesimaux PQ et P'Q ré-

sultent égaux: ~ — (?'Q)m- Nous dirons que les courbes C
et 'C ont le contact d'ordre r au point P. si le module du vecteur

infinitésimal Q'Q est infiniment petit d'ordre r -f-1 par rapport
k M. Pour exprimer analytiquement cette ddfinition, on doit substi-
tuer avant tout & l'arc de C dans (32) lI'arc de la g6oddsique, pas-
sant par P et Q et d'en faire autant dans les 6quations canoniques
de 'C avec l'arc de la géoddsique, passant par P et ’Q. Le rappro-
chement deB systemes canoniques ainsi transformds nous fait voir
que la condition suffisante et nocessaire pour que les deux cour-
bes en question aient le contact d'ordre r en P est

A Pt A a={A PT"A), W=0..r—1

oii, comme a l'ordinaire (Af P")0 = =1

Nous nous servirons de ce rosultat pour etudier les courbes
situees sur une Vm dans Vn (m <<n). Mais il nous faut d'abord in-
troduire quelques notions se rattachant a la théorie de Vm dans V,,
En doésignant par <j’ les composantes mixtes du tenseur metrique
de V,,, nous en pouvons deduire laffineur

«).

Cela otant, dosignons par P~ le symbole de la doérivoe co-
variante dans la connexion de Vm et par Av n'importe quel vec-
teur dans Vm. Les dorivées

DA — RPpA v et P'AV = Ri ftAv
sont lices par
DA’ = P'Av AtEE

(34) ZPAv= PpAVEZPDA HAT O (p=2,3,...),
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si Fon dosigne parpv2 le yecteur qui ne depend que des doriydes

Av, D'Av,... Dp™Av
et des affineurs

=g'EgEg\r Da g'£>... Da, H™. .,

indépendants du vecteur Av. Ceci posO, imaginons deux curbes C

et C sur V,, dans V,, qui ont un point P (s = 0) en commun et sup-
posons gu’elles aient dans P le méme r-vecteur oseulateur (c’est-a-dire
la facette a r dimensions, dofinie moyennant le yerseur tangent et les
premiers r— 1 verseurs normaux), celui-ci n'ayant aucune incidence
particuliere avec la facette A m dimensions, tangente dans P A Vm.
Pour que cela ait lieu il est nocessaire que

r--m<m-I- L

Grace a l'hypothose faite sur le r-vecteur oseulateur celui-ci
ne coupe la facette tangente de Vm que dans I'unique direction qui
par consoquent est la direction tangente comunne de C et C. On
a donc en P

o= g

et par consdquent aussi
A»H” = AxA? H%'
] il r
Or, en tenant compte de (34) on trouve en P

() A DUAV—AADLAY = ANDAV— A DAV

Le yecteur a droite se trouve dans Vm ainsi que le vecteur
A gauche doit s'y trouver A son tour. Si r)>1 ce que nous vou-
lons supposer, le yecteur A gauche doit 6tre situe aussi dans le r yec-
teur oseulateur commun et par consequent il doit 6tre dans la di-

rection de ,16\ = AIAV ce qui est impossible (voir les formules motri-

ques de Frenet). Or, I'6quation (35) ne peut 6tre satisfaite que par
(36) ADUAV—A"D Av =0 A< D/AV—ArD'AV = 0.
i ] x i r i 1

Il s’ensuit que les deux courbes en question ont le contact
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d’ordre 2 au moins. Les 6quations (36) nous autoriseDt & poser d’'apres
(34) pour p = 2

fAi DJ2AV— € DM AV = (ArPJ) Av— D)2 Av

etc. En poursuivant plus loin cette mdthode on parvient au resul-
tat suiyant: ,,Les deux courbes en question ont le contact d'ordre
ri6), (tandis que les courbure Ir< et Ir< sont lies par une relation,

dont le cas spocial fut doduit par E. E. Levi en 1908)" 17l —
Ce théoréme nous présente la plus naturelle géndralisation du théo-
rome classique de Meusnier sur les courbures des sections planes
d'une F, dans Rs.

Les equations (34) nous permettent aussi d’étudier les courbes
quasiasymptotiques sur V2 dans Vn Je dis qu'une courbe C est qua-
siasymptotique sur ¥ si son (n—I)-vecteur osculateur contient la
facette tangente de V2 (le long de C). (Si n— 3, notre courbe qua-
siasymptotique devient une courbe asymptotique).

Cboisissons un des points de C, par exemple le point P et
menons par P toutes les gdéodosiques de F,, contenues dans le
(n—I)-vecteur osculateur de C en P. Nous obtenons ainsi une
yariotd a (n—I)-dimensions, que nous ddsignerons par Cette
yariotd coupe notre V2 suiyant une courbe C, dite courbe d'intersec-
tion du point P. Comme on voit, nous poursuivons l'analogie com-
plete de la courbe asympt<>tique sur F2 dans R, et de la courbe
d’intersection de son plan osculateur avec F2. Or, d'aprés un théo-
rome bien connu de Beltrami, les premieres courbures de ces deux
courbes sont en relation 2 :3. Les notions introduites plus haut
nous permettent de doémontrer un théoreme analogue pour les cour-
bes C et C sur Fs dans F,. Mais pour examiner les courbures de
C, il faut restreindre la génoralitdé du probleme, en supposant, que la
variotd ambiante V,, soit a courbure constante. En effet, I'application
de (34) (plus procisement: !'application du systeme analogue a (34),
qui nous donne la relation entre la derivée eovariante de Fa , et
celle de F,) au yerseur tangent ,iAv de C nous fait voir qu'a partir

de la troisiome courbure et du troisiome yerseur normal, toutes les
notions motriques de O, étudiée comme une courbe de P, sont dif-
ferentes des notions métriques correspondantes de la méme courbe,

“) (4), (15). *) (29).
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6tudiée comme une courbe de F,_,. Exception fait le cas trfes im-
portant, oii V,, est a courbure constante. Dans ce cas F,,_j estgco-
dosique non seulement au point P, mais partout et la différence
entre les deux familles des notions motriques ne se fait plus aper-
cevoir. car elle n'existe plus. Ceci pose, on peut facilement démon-
trer en P

,?\v — ,iAv,

et par conséquent, h cause de (34) pour p—2
DA* Av — D)sAv — 3A* H\y AaD'aAr =
QR — Y — 3R padey
(A*Z>,) Av — (ArD'u)2 Av — 3A* AaD'a Av
i i i i A~
ou bien, pour n >3

BA vH%(AaD'aAr — AaDaAr) = 0

et cette equation est dquivalente h

Av k (AaD aAv—AaD aAl) = 0.

0—1 «—1
Le vecteur rﬁv n'est pas en gendral orthogonal & F,. Nous

supposons de plus que C soit une courbe a Nn—1 courbure, ainsi
que la derniere 6quation nous donne en P

(37) Al,a D'a Ai\v — AaD‘aﬁ} = 0.

et par conséquent, a cause de la premiore des Oquations (34), tou-
jours en P

AaDaAv — AaDaAv = 0.

bl I e B BN

Or, les courbes C et Cont le contact d’ordre 2(au moins) en P.
En poursuivant plus loin cette mothode on obtient le théorome sui-
vant: ,.La courbe quasiasymptotique et la courbe d'intersection du

point P ont le contact d’ordre n— 2 tandis que les courburesnkzetnkzsont
en relation k2 k=n:n—1 18 On est parvenu ainsi it une géno-
ralisation du theoreme classique de Beltrami, mentionn6é plus haut

) (2), (3), (13), (14).
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Si n— 3, les deux courbes en question ont le eontact d’'ordre 1 et
les premieres courbures sont en relation II< 'i< = 3:2. On retombe

ainsi a la forme classique du theorbme de Beltrami, mais parce qu'il
ne s'agit ici que des premieres courbures, aucune supposition restric-
tive quant a la courbure de K, n’est nécessaire, ainsi que le thco-
rbme de Beltrami est valable meme sur une V2 dans VI générale.

(Remarque: Quant ii la courbure k, on a k1: 0 meme pour
e

n—1
n > 3, grace k I'hypothese faite sur la courbure de la variste am-
biante V,, pour n = 3).

La question sur les premieres n—2 courbures de C ainsi
rosolue, nous voulons exprimer sa derni&re courbure moyennant la
courbure de Vt, en généralisant ainsi la theoreme bien connu de
Beltrami-Enneper, suivant lequel la torsion d’une courbe asymp-
totique sur V,, dans Bt ¢gale a la racine carree de la courbure

gaussienne negative de Ks. Parce qgu'il ne sagit plus de C nous
pouvons supposer que V, soit goénerale. Je n'insisterai pas sur la
démonstration de ce thdorhme gs$ncralis¢ que j'ai exposoe ailleurs 18)
et je me permets de vous presenter aussitét le rssultat: ,,En d¢-
signant par K la courbure gaussienne de F2, par K la courbure
gaussienne d'une autre surface ¥ tangente en P ii P2) mais géo-
désigue dans ce point et enfin par w l'angle de V2 et Av on trouve
apros un calcul assez facile

(k COSW)! = kK — k.
n—I1
Si w =3, notre courbe C devient asymptotique et de plus
on a cosco =1 ainsi que I'équation procddente se simplifie ii

=K —K
a

Si de plus notre K, se roduit k Et, la surface ¥ mentionDCe
plus haut, devient un plan et par conséquent on a K =0, d’oii

On retombe ainsi au théorfeme de Beltrami-Enneper,
mentionn¢ plus haut.
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La troisieme conférence sera consacree & deux problémes,
A sayoir: (1) A l'intégration du systome qui dofinit le déplacement
paralléle suiyant un rayon de lumiore dans l'espace-temps de la
relativito, et (2) A I'6tude de la deformation infinitesimale des cour-
bes dans une yariétdé métrique avec torsion.

On sait que I'espace-temps de la relativitd est un espace A 4
dimensions, doue d’une connexion de M. Weyl. Le tenseur motrique
Xz, ¥ui dans cette JF4 n'est dofini qu'a un facteur p(x) pres, a I'in-
dice d’inertie 3, ce qui nous permet d'introduire la notion des
courbes (reelles) A la longueur nulle. Jentends par cela une courbe
xv = xv (t), dont le vecteur tangent satisfait a

dxx #x>
~dt ~dt~9

Chaque yecteur (réel), qui satisfait A une telle O6quation, sera
dit le yecteur fondamental. Tel est par exemple le yecteur tangent
de la courbe qui roalise le trajet d’'un rayon de lumiere. Une telle
courbe C est de plus autoparalldle, c'est-a-dire son yecteur tangent

(XY

w = *J— satisfait A I'equation

Cela pos¢, le premier probléme A rosoudre peut Otre formule
comme suit: ,,Etant connu, dans I'espace-temps de la relatiyite, un

rayon de lumidre C au yecteur tangent (fondamental) wv on

doit trouyer les Oquations finies du champ Vv (t), deplacé paralldlle-
ment le lon de C“. Autrement dit, on doit trouyer l'intégrale gono-
rale du systome difforentiel

(38) D W =

Or, il nous suffit manifestement de connaitre quatre intdgrales
partieuliéres de (38), lintdgrale gonorale 6tant une combinaison li-
neaire aux coefficients constants de ces integrales. Pour les trouyer,
nous introduirons avant tout ,la métrique” le long de C. Le yecteur



65

a/vz Dw otant nul, on ne peut pas se servir de la mothode em-

ploy6e plus haut (dont j'ai parlé dans la premiere confdérenee) pour
trouver le tenseur ,,motrique” le long de C. Mais on peut neanmoins
introduire la notion du pseudotenseur metrique le long du rayon
de lumidre. Jentends par cela l'ensemble des fonctions bz qui se
transforment d’apres

o 2Xa i,
3'x>- 3'xi* 0"’

ZI0 otant le jacobien de la transformation 'x —>x, dvalué au point
t=20. Tel est par exemple I'ensemble des fonctions

t
(39) =

g etant la racine carré du déterminant de gVil. Ce pseudotenseur est
invariant par rapport au changeinent (19) de la métrique de W\

(40) bX/l = bXI,

et de plus, si Fon adopte la loi

= + rNpNVa

pour la construction de la dériyée covariante de le long de Con a
(41) = 0.
Le pseudotenseur ayant a son tour le rang 4 on peut le

prendre-a cause de (40) et (41) pour ,tenseur moétrique* de W7, le long
de C. Son indice d’inertie est de meme egal a 3. En employant
b~ on dit quun yecteur Ev est un verseur, si dans le systeme
actuel des coordonndes,

EZEE™ =+ 1
ce que nous ocriyons plus simplement
=+ 1

en adoptant la loi de l'elevement ou de !abaissement des indices
Rocznik Pol. Tow. Matem, T. X. 5
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par rapport a 18)- Deux vecteurs Av et Bv seront dits orthogo-

naux, Si
b~ ao =B 7= AZB =0.

Il s'ensuit que chaque yecteur fondamental est orthogonal

it lui-mome..
Ceci pos6, construisons un champ yersoriel Ev tel que

(42) E. =s (=1 EYy =0

Grace h l'autoparall$lisme du yecteur fondamental wv, la dé-
rivee covariante de (42) nous donng

(42) (EEi".Ex =20 (D!EJd* = 0,
d’oh il suit que meme ie yecteur JDiEV est orthogonal 1 wv. La pre-

miere de ces ¢quations nous apprend aussi que
(43) DIlEV = kIZEv, [k = {DE"DE,sW,

Si |25V est le verseur danB la direction du yecteur DEV
|

= r,
2 2
dont on a choisi conyenablement l'orientation. En tenant compte de
la deuxiome des equations (42)' et de (43). on peut ocrire pour le
cas generat k==0

d'ou
42)" = 0.
Nous avons ainsi trois yecteurs %Y,ZEV. D2EV, orthogonaux au

yecteur fondamental w et par conséquent — grace h l'indice d'iner-
tie de — ce dernier resulte en combinaison lindaire des premiers.

Ce fait gbometrique peut etre exprime analytiquement sous
la forme

*s) Remarquons espressément que toutes ces opOrations motriques ne sont
pas indépendantes du choix deB coordonndes. Ainsi par ezemple, un yecteur qui
est un yerseur dans le systeme actuel des coordonndes, ne I'est pas dans un autre
systome. Mais ce qui nous importe c*est que ,le modulel du yecteur en question
est eonstant dans n’importe quel systeme.
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(44) DEV = —kEv hwy,
2 1
comme on peut s’en persuader facilement. Ici h est un scalaire fa-
cile a déterminer
DE! -+ KE! BDE a- kE
h f— 2 1 _2 1
AVl v

Pour n'importe quel choix des fonctions a(f), r(f), w(t), les

yerseurs
Av = Ev cos a4~ Ev sin a-j- rw, Av= Ev sin a—Ev cos a -j- uw
2 2 1 2

sont orthogonaux entre eux et a wv. Parce qu’on a d'apres (43) et (44)
DAV — 4" j(— sin a+ Ev cos a) 4" 4*  8in wW
DAY= 4" ' coa a 4- Ev sin a) 4~ —h cos aj u”,

le choix suiyant des fonctions a, r, u

(45)
Nous nous seryirons des intdgrales particuliores ,16\ Av pour

trouyer deux autres intograles particuliéres. Construisons a cet effet

deux champs yersoriels Ev, Ev tels que
3 14

(46) = 3 = — EZEZI=0 E A, =0

33 4 4 3a /<mm

@ =12 /= 34).

Il s’ensuit-grace a l'autoparallélisme de Av—
5*
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(47) EXDEZ = 0, ,aAZDfE =0 (fg = S,
T g

et par cons$quent. non seulement les verseurs Ev, mais aussi leurs
dsrivées covariantes sont ortin >gonaux a f\v. La premiere des equa-
tions (47) nous conduit — a eause de la deuxieme — &
(48) £>EV = KEY, DEV = KEV
on 3 ' ' 3

K = (— DEXDEze)lt = {DE~DE".

En appliquant un procod¢ analogue a celui que nous venons
d’'exposer pour Av, Av, on trouve gu'en raison de (48), les verseurs
1 2

orthogonaux

AV — Ev cos 19'Kdt — Evsin hjKdt
(49) 3 3

Av — — Evsin hJ Kdt + gy cosh

4 3 4

sont a leur tour deux intdgrales particultdres du systeme (38). D’autre
part, le vecteur fondamental w peut etre exprimé en combinaison
linGaire des verseurs lindairement indépendants E'\...,EV

1 4

w—aEv aEv-f- aEv-|- aEv
11 22 33 44

En tenant compte de (42) on trouve

a=a=2~0
1 2

et de plus, la dsrivee covariante de v nous donne d'aprds (48)

/da \ /da \

Les yerseurs EV,EV 6tant lin¢airementindépendants, on doitavoir

fidt — fiat
a—ce -f- ce
3 1 2

frat L, —FKdt

a— —ce -l
4 1 2
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Pour doterminer les constantes r, ¢ remarquons que — le vec-
1 2
teur w etant fondamental — on doit avoir

cc — 0.
12

Or, I'une ou l'autre de ces constantes doit ¢tre nulle, tandis
gue la constante qui reste a déterminer rosulte du fait que toutes
les expressions (sauf la constante en question) dans

(50) vv—=Ev(ce -f-ce )+ Ev(—cel -A-cel )
3 1 2 4 1 2

sont connues. En suppl6ant a w les expressions (50) dans les 6qua-
tions qui dofinissent Av et Av, on obtient
1 2
Av =-}-Evcos f kdt— Evsin fkdt {Ev(c-\-ce ¥+

1 1 J 2 J 31 2

—cer  -j-ce )}3J A(sinJ’kdt) dt

kdt— Evcos / kdt-|-{Ev(ce® -f-ce ) -f-
2 J 3 1 2
—ce " ~ce” ") FA(cos /kdb)dt.
4 1 2 J J
Nous avons ainsi exprimd quatre intograles particuliores (49)
(51) en combinaison lindaire des verseurs lineairement independants
EV,....EV. Parce que
1 4

1 1

Al . ElL . E
4 4

4

. A Al | jE4
1 1

les verseurs A:\"_'Z‘f‘v sont lindairement independants a leur tour.
U s'ensuit que lintograle generale du systome (38) peut Otre Ocrite
W = CAV CAV + CAV -j- CAV,
11 22 33 44
En choisissant convenablement la forme des constantes C, on
obtient
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-f-J"'Kdt) -A- c(ce? ce S (8"D (a H-j"kdt)\dt} 4~

4--4"{—Osinh (A f-J"Kdf} # C(—cey .+

4-ce S 8’n(a 4~y"kdt)]dt}

(a, A, ¢, C sont des constantes arbitraires) 20).

Le premier probldme rdsolu, nous voulons Otudier la defor-
mation infinitdsimale d'une courbe C, située dans une varietdé mo-
trique avec torsion F,. Les coefficients d'une tellle connexion sont
donndés moyennant

(52)

S”t oOtant un affinneur arbitraire de torsion, antisymetrique en 2, /i

8" 4- = o.

Cela otant, supposons que notre courbe C soit donnée moyen-
nant les équations paramotriques (5) et doéformons-la suivant la loi

(53) IXv = Xv 4- £ Wy,

e Otant une constante infinitésimale et Wv le vecteur de la defor-
mation. On obtient ainsi une autre courbe 'C au verseur tangent

dWW ds
ds /d's'
On en doduit facilement
d's
ds 1
lim —--—--- =Av(DWV - 2S5 A?TF) =L
e-f-e 6 1 "1

Cette Oquation nous prdsente la gonoralisation du fait bien
connu que la deformation de l'arc, suivaut la binormale (dans R3)*e)

*e) (22), Pour un cas spzcial cfr. (12).
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est nulle (au second ordre pr6s) comme on peut s'en persuader fa-
cilement, en supposant = 0 et de plus, en posant Wv — Av 21).

Supposons maintenant que C apartienne a une congruence des
courbes au verseur tangent ,iAv(x) et deformons le champ ,iAv de C

d’aprés (53). On obtient ainsi le long de 'C un champ versorielii4 et

'Av — Av
lim —------— =DWv—G6Av-I-2S" At — AVL = Lv
e i i i i
(>»= TT»Z>0).
Or, si Wv est lintégrale de

(53)' Lv = 0,

la courbe 'C résulte comme enveloppe (au second ordre pres) du
champ Av. En general, si l'on d$signe par Ir<v les vecteurs derives
1

Kv= (A? DArAv (eAKv=Av) (r=1,2,..))
r a -~ 0 1

et si Fon en fait autant pour AV et Av le long de 'C2), on ob-

tient aprés un calcul assez long

(54) PSS — r =DLv™ LaDaKv =1L, o).
£50 £ r 1 r= ol
Parmis les vecteur Lv,... le plus important est le vecteur
2 3

Lv que l'on peut Ecrire aussi
2

A "Em_ "Jm

Lv=DLv LaDaAv=0 Wv—-—A &< W’Rv —
2 11

—2D(S A W”)—DLAI— LKV— 6KV )

H) Si S” =0, n'importe quelle combinaison
Wv =a A* -f-a Av-f- ... -f-a Av
33 4 4 nn

nous donne le meme rdsultat.
,a) U s’agit ici, cela va sana dire, de la derivee corariante le long de 'C.
) (21), (24).
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Pour approcier son influence, supposons que la congruenee
consiste en courbes autoparallelles

:?\1<-D|¢|°\V = l|<v(x)=Q.

Dans ce cas on a aussi I2<v = 5<v = ... = 0 et par consdéquent
ZrT=Z"=F ==... =0
az= 3
et les équations (54) deviennent

'Ky
Ilm%_ = LV—D2 Wy —A* A? W'>R\/—2 ,16\* DS"W"—?" DL
s-*0

IZH
\im-" = Lv—Dr-’\Lv (r=2,3,4,..)
e-*o E *4-1

On en deduit aussitét que la condition nécessaire et suffisante
pour que la courbe 'C rosulte k son tour autoparallelle (au second
ordre pros) est que Wv soit lintograle de

(55)
IZ‘V_ DIWV—A_AI W"Ry . —2A (DS”Z Wa)—AVDL =0 J4).
B g e B 1
Le cas 6chdant on a aussi %»: L"= .. =0, mais on peut
4
avoir Lv=f=0

Nous viendrons encore sur ce sujet, mais pour le moment re-
marquons que (55) nous donng

DL = — = AVD2 WV — 2A"NAVDS", =
as i i

= AV{D —2A BS X TF)
| 1
ainsi que la relation qui définit L, k savoir
L= ,?\,,(D Wy -2 Sai 7?\ W)

peut Gtre rogardée comme une intégrale particuliore de (55). On a
donc identiquement %vf\ — 0 et la fonction L peut 6tre donnde

d'avance arbitrairement.

M) Pour une yari¢td metrigue BanB torsion cfr. (27). (28).
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Nous avons deja remarquo, qu'on peut avoir Lv=}=0 malgrd

que (55) soit satisfaite. C'est ce qu'on a pu aisément prdvoir en te-
nant eompte de la signification gbometrique du vecteurL.v+Lv =20
i

est la condition suffisante et nocessaire pour que la courbe 'C (d6-
formé de C) soit I'enveloppe du champ ,?\v (deformé de ,iAv).

Or il est bien possible que malgré que la courbe 'C resulte
autoparallolle, elle ne soit pas I'enveloppe de Av. Si au contraire

Wuv est lintograle du systeme

(56) LV =D Wv— 6AV-\- ZSM WaAf LAV=0,

la courbe 'O est I'enveloppe du champ Av. Le cas 6chdant on a non
i

seulement Lv =0 mais aussi Z”=L" = ... =0 et par consdquent
1 2 3

(56) est la condition suffisante mais non necessaire pour que la
courbe 'C rdsulte autoparallelle a son tour. On peut se persuader
facilement que L est aussi une intégrale premiere de (56).

Le premier qui a repris I'6tude de la doforrnation aux temps
modernes fut & mon avis M. Le vi- Civ ita s5). Ce géomotre illustre
est parvenu au systeme (55) (ou plus precisement au systeme ana-
logue a (55) dans une V, motrique sans torsion) auquel on peut sup-
ploer le systeme (56) du premier ordre.
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Sur le calcul des variations.
Par

Nilos Sakellariou (a Athones, Groce)

Introduction.

Dans un travail anterieur. (a) j'ai traitd un problome du cal-
cul des variations presentant une discontinuite ordinaire et sous
la forme paramdtrique (b). Dans l'énoncd connu: ,,trouver le mini-
mum de l'intégraleu:

()] F(X, y\ cos#, sin#) ds,

ou

=*F(x y\x,y), z=0,

nous nous sommes proposes, de plus, de chercher les courbes dis-
continues qui admettent des points de discontinuit¢ ordinaires ou
bien des points de rupture et qui rendent minimum [lintograle (1)
dans un sens bien dc¢termine. Nous avons appel¢ ces solutions
wdiscontinuesll (b) pour les distinguer des autres, connues et dé¢-
signees comme solutions ,,anguleusesi.. Nous supposons que les cour-
bes extrémales du probleme joignent les deux points fixes P1(s =sl)
et P 2(s=¢%1t).

') Communication presentée au lJeuxieme Congres des Mathematiciens Po-
lonais Wilno, 1931.
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Soient.

(2) C:x=x(s), Yy =Y(s) si

les dquations de la courbe cherchde qui rend minimum lintégrale
(1) et qui est de l'ordre C', situde tout entiére dans un domaine
dofini R du plan xOy, F{x*y\d-) étant une fonction des quatre ar-
guments x,y, x',y' dordre C" dans un domaine défini T de tous
les points (a;,y; ff) pour lesquels le couple x,y se trouve dans R
tandis que (x'. yr) peut Gtre un systeme borne quelconque (saufO0, 0).
Supposons que cette courbe (2) possedd une discontinuitd avec des
points de rupture PO(s—s0), P O(s=%0  s0).

Elle se compose alors de deux arcs PjPo et POP i de
courbes continues sans points multiples, qui n'ont aucun point
commun, tandis que les points 7°0(x0,y0) et P 0f w—xX,, ¥ 0) se
trouvent sur une parallele a I'axe oy. de sorte que les 6quations
de I'extremale discontinue du probleme sont de la forme

Dans I, nous avons considerd6 comme dquations fondamentales
les quatre conditions suiyantes:

I ~,(0,y0;5-00 =0, Fx.(xoy t& 0)=0
i N(x0y 0* 0 =0

ou F,,,, Fy, représentent les ddrivées de F par rapport a x' et a y',

et les angles des tangentes aux points de rupture P" et ¢Po
de I'extromale (2), tandis que comme conditions nocessaires appa-
raissent les suiyantes:

Fx.(x0,y,- £0) — F,.(x9,y 0; 8 0)esF,. — F . =0
(4} F<x0,Vo<™0) = =20

Le probléme presente alors en rdalitd, deux cas bien distincts:
le premier, ou nous avons pris comme oOquations fondamentales les
(3), a eté doja traitd dans | et Il (c); le second cas est celui oii
les equations (4) remplacent les (3) et dans lequel on aura:

aux points de rupture.
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En effet, considérons l'intdgrale (1) prise le long de la cour-
be (2) et d’'une des courbes de comparaison, definies au travail I,
dont les Oquations sont:

C:x=% (), y=v (5, s s

P et P Odtant des points de rupture sur €.
Soient de plus:

L-x=£(), y=rl(a)
*L:x = (@), y —P0)

deux courbes quelconques de l'ordre C, se trouvant en entier dans
le domaine P, et dont L joint les points A, P et £ les points
*P0, B. Supposons que la courbe de lintogration se transforme
continuellement de telle sorte que P, et P § restent fixes, tandis
que Po, P 0, toujours de méme abcisse, se ddplacent le long des
courbes L et £ et nous trouvons comme ndcessaire, la condition
suivante de transversalito:

(5) FARAZ YV ;
4- Fy, (x,y; 5) i/(a) — F,.(x, y; %) f(ci) =0,
£'@@), £ (@), r[L(&a(a) otant les derivoes des £(a), £(a),

*i;(a), tandis que nous avons £(a) = £(a) et £'(a) = £'(a).

Par suite de !'’hypothdse précodente au sujet des courbes L
et £, la relation (5) nous donne les conditions (4), dont la pre-
miere est une ¢quation de Erdmann-Weierstrass d’'un probleme aux
solutions anguleuses du calcul des variations.

Si nous supposons que:

(«0, %0> b«) — 0
2 $<>) = o,

nous aurons les oOquations (3) sur lesquelles est basoe la suite du
probleme dans I et Il.

Mais l'existence des deux cas dans le probldme en question
ressort aussi clarement de ce qui suit:

En effet, soit lintegrale (1) prise le long de la courbe
ppp” gUj remplit les conditions initiales du probléme, et qui se
compose de deux ares de courbes continues tels que P/ P et P,
qui ne se rejoignent pas et dont le premier est le rosultat de I'al-
longement ou du raccourcissement de l'arc Px Po de (27 d'une
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longueur Po P, le second provient d’un raccourcissement ou d'un
allongement de P 0 P S de P 0 P, tandis que P, P sont les
points de rupture de cette courbe. Si P, P correspondent A la
valeur s (et 5 =s) de l'arc, Fintograle

I(«)= F F(x,y;SNds4- F F(x,yr, Sr)ts = Ins) -f-12§)

deyient minimum pour s =s, (s=2%0) et par consdquent, nous
aurons

mais on a:

83)=F(x.y",5)-F(x,
I"(S) —Ft' X"+ F, ' y4-P., X" 4-P,.oy" —
—FE Y —FE, §y —P XX —FE, 1y",

et pour s=s0 ¢§f on a

F(xt,y0;Sto) F{x0,y 0,*%0) =0

egalement on a:
V;3)=x"Fx 4-y' F(x,y;, 3 =P EX 4-¥ FE,,
et par suite:

*0 Fx, (x0, yor, Sr0) 4-y0  (r0, y0; 5>0)
— = X, y0r8t)—y0F,.(X,Y 0 %) =0.

En yertu de (4), nous aurons aux points de rupture:

Si F,,=0, on aura: EX =0 et on a le cas des oOquations (3)
c’est-a-dire, le premier, (d). La derniere condition des (6) est ro-
duite alors a la suiyante:

(6" x0'F, — EX+y'F, —y9EFE V=0
Si Fx, F,, 4=0) on aura x0 * x0' et Par suite:

7N xOFx—FEN4-y,'F, —y0FE 4~¢ — W) =«
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Je me propose de traiter ci-dessous, le deuxihme cas du pro-
bleme, c’est-a-dire, celui ou nous considérons comme fondamenta-
les les conditions (4), dont la premidre est certainement plus faible
que: Fx.=0, F x.=0. Ces deux dernieres conditions renferment
cette autre: Fx,—F t =0, car lorsque celles-lk sont remplies,
celle-ci I'est de mstne.

Dans le courant de cette $tude, nous verrons que ce cas
(ainsi que le premier d¢ja examine) (e), peut etre eonsidore ou
mieux, compare a un problbme special du Calcul des Variations
admettant des solutions anguleuses, comme d’ailleurs on le voit
dans la representation graphique du probleme.

Conditions necessaires.

Outre les conditions (4) et (7) auxquelles sont soumis les po-
ints de rupture, on voit faciiement que chacun des arcs P> Po,
*P0 P t de I'extromale (2), doit ccrifier les conditions bien connues
du Calcul des Variations, a savoir: les equations de Lagrange-
Euler, la condition de Legendre, celles de Jacobi et de Weierstrass

En effet, considerons, d'une part, des variations particulieres
PLP PoP 0Pt de la courbe cherchée Pi P, P t B, qui conser-
vent comme constants la partie P 0 P 2 et le point Po (avec PJ
tnndis que l'arc Px Po (compris entre P, et Po) varie, et, dautre
part, des variations telles que Pj Po P 0 P' /2 qui conservent la
partie Px Po et le point P 0 fixes (avec P 2), tandis que larc
*P0 P S (compris entre P ( et P,) varie.

Nous trouvons ainsi la premidre des conditons ordinaires a la-
quelle la courbe doit Otre assujettie. a savoir: pour que la courbe
(2) rende minimum lintegrale (1), il faut que les arcs P, Po,
*P# ® 2 vdrifient les ¢quations de Legrange-Euler;

(8)
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apres avoir poss:
F —=— 1
L 3a»’y»
() B 1
B VAR A |
En suivant le m$me raisonnement, on trouye que les arcs en

question satisfont aux conditions de Legendre: Ft =0, ¥\ =0,
et a celles de Jacobi et Weierstrass.

Recherches des points de rupture.

Soient;

(10) «=/(»«P), V=2«a,p

lintegrale génerale des dquations differentielles de Legrange-Euler,
a=al, ji=/0 a—&0 P=Po les valeurs des constantes qui
donnent les arcs P, P, P 0P t, et s=5s0, s=%0 les yaleurs de s
qui definissent les points de rupture Po, B,, sur P{ Po et P 9P t

Pour calculer les inconnues a0, /?0; & 0, ? 0; sn'%,; s0, %0 on
a les oquations suivantes:

=/(«!, a9, P,), yt=vy(sla, /?)
*220=/(%, 4 0,B0), yt=¢( tao,r0
/;,(/(«,, at, pt), g(s,,, a0) 00); f,, g.)
— P 0,a0&) §( 0a0&)) £ ?) =0
at,P»\g(»», "Po"™n ?2.)<“0
*«0, B 0), &, V.); V., ¥.)=0.

A l'aide de ce systeme d'¢quations, on peut dsterminer, de

meme, les coordonnces x0,y\ X 0,¥,, (x8%= 0), des points de ru-
pture Po et P 0 apres avoir dofini les constantes de lintograle.

Construction d’un ensemble d’extrdéinales discontinues.

Soit d’abord, I'extremale (2") ayant comme points de rupture

Po (.r0, y0), P 0 yop  dont les tangentes a ces points font des
angles 50 et 8' 0 avec ox; prenons ensuite un ensemble d’extrs-

males (10):

(12) a=996a,y= (a5 s 9
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 6
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qui renferment l'arc extremal P P/, xX=x«i(s), y—y<>(s), (Sj"*s”™s,)
pour a et qui sont assujetties aux conditions suivantes: les
<P, (p,» ip\ <>, tp,, sont des fontions de s et de a d’'ordre C' daus
le domaine

(12) l« —«w | <P
Sx et So Otant des quantites positives yorifiant les indgalites

¥ <SS, <«s,<S, <¥§f, s*<sns, <sf

et k' une quantite positive dependant du choix de s et s0. Pour
toute valeur de a situde dans |a—«0|e<k' l'arc A «0 se trouve
dans R et Fon a:

< , 9> v.)>o0 L
PR Blegy ¥ vIZo T s ).

Si, de plus, nous dosignons par 4(s, a) le doterminant fonctionnel
(o ayant une yaleur prise dans |a — «0 | <( A’), nous ayons

d(s, a) == 0 puisque d(s, a) est considéré6 comme fonction de s dans
lintervalle (A ... 50), suiyant la thoéorie gondrale du Calcul des
Variations, qui trouve ici une application Oyidente.

On pose maintenant la proposition suiyante: Sur une extre-
male P, P — Ca, yoisine de Pt Pt (pour a = a0) doterminer: 1° un
point P(x,y); 2° un autre point P(x, ¥) situd sur la droite X—x
paralléle a I'axe oy\ 3’ une direction passant par le point *P et
dont le sens positif forme un angle avec l'axe des a, tel que
I'angle  de la direction positive de la tangente Ca en P et l'an-
gle inconnu avec les coordonndes des points de rupture P, P
remplisBent les conditions (4).

Pour doterminer les s, ¥, % nous ayons les equations sui-
yantes:

P. = «), «)? ?>.(««), a))
—E x(p(» a), §; 85 =0
(13) ~NOP(s, a), tp(s, a); g>,(s, @), tp.(s,a)) =0

*Mep(s, ),y 3) =0.

Designons par <, P, LI les premiera membres des équations
(13); nous ayons a calculer le déterminant:
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Wﬂ@

pour s=3s0§ 0,a=a0. 5 =3 0 (aux points de rupture J\, P 0).
Posons: X' —p,y'=¢, ¥ =0p, ¥ —4§ etil vient

33 3<D
3"y 3
— *FXX, .*q_* .*p — -*e
3w 3w
3s~ ¢ 3y ' 3*%5
gg —>*p.3i?, — ;’,95 *FUX g 4-F yyp —P.-

Par consequent on a:

F,- xxp —FEX, *Fl«g
lu*&_ Fy O O
*Ftep
on on a posé

Fxx= L-j-qq.-F,, Fx,=M—qgp,-Fu Fyx—M-pq.-F*
F,, =N-\-pp.’F,, Fxx, = FI-qil Fx,, =—F1-pq,Flt,=Fi1’pa
Fx=L-p+ M-q, F,=M-p—+ N, F xxXEA- 1,....

D'oti la conclusion suivante:
,Si les conditions

sont remplies (aux points de rupture), les ¢quations (13) peuvent
se ré¢soudre d'une seule maniere dans le voisinage S0 (%), ¥ 0, 8 0
par rapport a s, ¥, 5. et la solution:

s=s(@), y=y@, 5 —35()
dans le voisinage a — a0 est de l'ordre C', et les relations
S(«0) = S0. ¥««) =%0, y@0)=y0 B@)=510

sont vcérifices. (f)
Nous supposons dans la suite que les conditions (14) sont
satisfaites et nous faisons remarquer que:
6*
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(>(«, ®)> ®), <2, V)= 0
~(ap(s, a), y(a); 3>@) =0,
si |a— a0l est choisi suffisamment petit.
Nous pouvons, maintenant, du point ®( =x=(p(s, a),
*y = ¢(a)) et dans la direction définie par 3> construire un are €,
dont les equations sont de la forme

t1) € x= a), y =1n(s, a)

et a s—s(a) correspond le point P(s.x,y) sur C, et B( a3,y
sur € a tel que l'on ait:

$Q)( a) = <p(s(a\ a).

Nous obtenons ainsi une extremale discontinue Ca8;,
avee P et P comme points de rupture.

Si nous faisons varier le parametre a nous aurons un ensem-
ble d'extrémales discontinues qui renferment la solution (2') pour
a= a0

Les courbes des points de rupture.

Lor8que a varie, les points P et P decrivent deux courbes
B et B. que nous appelons ,lignes des points de rupture” du
probleme considor¢ et dont les oquations sont:

d), =
R R e
#18),  a) =<p(s(a), a) =%x@) = z(a)
) ¥, a) =1Y(@).

Pour a = a' par exemple, on obtient les points Pa, P a, de
I'extremale Ca, € a.

Calculons maintenant les tg(a et g des angles des courbes
B et B avec l'axe des x aux points de rupture P, P, et sour-
tout aux points Po, P 0. Nous nous servons k cet effet des dqua-
tions suiyantes:

Px,(<p(s(a), a), V'(s(a),«); <p.(«(«), ), M.(»(a), a))
— Pxif), a), $(=)a); SN a), ¥(a, a)) =0
(«9, 8), ~((), ) <P. A) = 0
t(«), a), &«), a); €., &) =0.

(16)
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Prenant la dorivoe par rapport a chacune des $guations (16)
nous aurons:

45 (f) 4¢ Fom e TR

CE, V(@) —2. = Ra— B ke =0
'S (a) .1 W o+ Fy'iita + P cf>a 4 pyvie mprs

*/ R(<) A Fxtp, + ey, —w B, A v =0,

De ces cquations on tire les s'(a), ¥'(a), des Oguations (15) et
t5) il vient:

«'(«) =7 5'(«) 4-

()= 1¥@) 4- <t
ou (P (P %p, ¥, representent les deriyCes de (p. tb par rapport

asetaa
On a, par suite, en supposant Py4=0:

x'(0)+J; —d ANl A_NXD . A~
N. A(s,a) 4- Fx p 1d,(s, @)
F

A,(s. a) désignant la dorivée de d(s, a) par raport a s.
De meme, on a:
/(a) = V'.s'(«)4- <,
puis:
M.A(s, @) — p -g-F} .A(s, «)
F

Par consoquent, on a

(18) e A ) —ea = A Q)

et ¢8) pour tw une formule analogue.
Si nous cherchons les yaleurs de tgw et tmp aux points

Po et P,, des couryes B et B, il suffit de remplacer dans les
¢quations (18) et t8) a=al s— 90, et § =¥ 0 et par suite les
p, q; B; F,, /\; s(a0), 8(a 0) par ses vyaleurs p0, q0, p 0, g 0o,

Fi(,.,)0, & (...)0 aux points: Po et P 0.

Comme on peut remarquer, les yaleurs des tgco et &  de-
pendent des determinanta de Jacobi A, 4,; A, 4, et qui dependent
seulement du choix des (11) et ¢1).
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Si Q(s =1t) est le foyer de I'exetremale Pr Po nous aurons.
comme on sait:
d(s, «0) =c e #(s, t), 4,(s, «o) =C+9,8, 1)
et par analogie:
g( al)=¢ 8§ *r), (s al)=¢ +8( B

oii ¢ et & sont des constantes.

Par consoquent, la valeur de tg*w au point de rupture Po,
prend la forme:

)]

est aussi au point P B la valeur de ®) 0 est donn$e par une for-
mule analogue ¢8) 0

De plus, nous trouvons une autre condition qui doit 6tre remplie

aux points PB et 0, qui est une conséquence de (17), en suppo-
sant que:

*Fy4=0.
On a en efiet, aux points Po, Po'-
~ [(/) F—— FyF,-J (pa-\-(FxF'yt — Fy Fxy)ia-|-
+ (F, Fy,, — PyFxx) o, -j- (F,/ —FyF,Vv)tpa —

=sp ~) a+E XF., —PF=, +
+E xFyy— +F X

ou

(19) E[M “—LN]e—{tp -+ 2Mpq + 0. =
=FN —8)  —f 4@ V) p\om)

Rem arque. Le premier membre de cette egalitd est le pro-
duit B- y par la quantite:

(Ml — LtNo) — (Po24 + 30 FJ F, (.. )00.(«0. »): 6(s0,
qui est une fonction d”croissante de t, si l'on suppose

pFx-\- gFy= 0 au point Po (h).
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On voit maintenant que Lo, Mo, No; pt, qt, ® 0, N 0, p 0, & 0....
sont indopendants du choix de l'ensemble (11) et ¢1), surtout des
Q(s—P), & ==*t). On en deduit que les tgm, tg®w des
eourbes B et B aux points Po et P 0 sont les momes pour toutes
les extrémales (11) et 1) qui possedent les momes foyers Q et
sur P, Po, P OP t

Cherchons comment varient les tgw, (ip lorsque les foyers
Q et ® parcourent les arcs Cw, € W.

Prenons la dérivée des tg&> (tg) par rapport & t (et 8§
et il vient:

d _ P-K-F.W,-T™™ )
dr S NO+p”i-0,)

mais on a, comme on sait

0 [ (@) (s0) ()]
© (©5lH—5@E) (1]

ou (s), #2(s) representent deux intograles lindaires et indépen-
dantes I'une de l'autre de I'é6quation differentielle de Jacobi:

tandis que Ft est donnd par les équations suivantes:

Ft=L3Y = PpqgNr¥p

dN
ds'

De la thoorie des equations difforentielles lindaires, on a

=) (s> — ) £.°() =

k" etant une constante differente de O.



88

Par suite;

®i( "sCh) B  NiSo) —p )
et
d k"2- Fu-p
dt™W—  Pt(2). (...)»*

Cette derniere oOgalitdé prouve que la dorivoe de tg<w par
rapport a z conserye le moéme signe, lorsque z varie, puisque Ft(r) =0
et que F,,(s0) indépendant de z, est différent de 0.

On a un résultat analogue pour la dériyee de tg¥u par rap-
port a %

Si P'o (s=1s0) est le point conjugué de Po sur C”, le deter-
minant 0(s0,z) s'annulera pour z=10 et s=3s0 et alors, on aura:

tg w0 = — " ==tg50,
Po
d’oii la proposition suivante:

Si le point Q(s = t) parcourt I'arc de I'extremale du point
P6 conjugud de Po sur Cw jusqu'ati point Po, la tangente de la
courbe de rupture P, au point Po, tourne continuellement et dans
le mome sens depuis sa place initiale qui coincide evec la tangente
de Cw au point Po d'un angle n jusqu'& sa place finale qui coin-
cide avec sa position initiale.

Pendant qu'elle tourne, cette tangente devient une seule fois
parallele a la tangente au point 0 de € M Bwnv= ).

Si 'on suppose que, dans cette position on ait s =2z =¢l et
que Po reprosente le point <?(e0) sur Ca eorrespondant a cette ya-
leur, le point € 0 sera situ6 sur € x et correspondra a B( =& 0)
et ou la tangente a la courbe des points de rupture B en P, est
parallele €u=5"' 0) a la tangente de Cw en Po.

Nous pouyons trouver la yaleur des €0, & 0 en nous seryant
des oquations (18) et t8) et en posant tgw =% 0, ty — tg”™0.

Nous aurons alors:

(20) 0(eo) (No sin 3> 0 -j- Mt cos &0) -|-"0 0,(e0) sin ¢ 0 —"0) =0

et par analogie une Oguation g0).

En considdrant le mouyement du point sur I'arc P OP 2
du point P 0 jusqu'au point P' ( et en le comparant avec celui de
Q(t) on a le roésultat suiyant:
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Si Q(i) deerit l'arc P'nEO, son foyer conjugue ® ddcrit l'arc
*AOP(; si Q doerit l'arc EOPOQ, son point conjugue ® deerit l'arc
*P()E 0. Ainsi, on a un saut pour le mobile ® du point P'a au
point P 0, qui correspond a la position Eo du Q sur larc Po Po;
et aussi un autre saut pour le mobile Q du point P,, au point PJ,
qui correspond a la position E a de ® sur rarc P OPO. En dosi-
gnant par e un nombre positif, assez petit, on voit facilement que
le point jEj(z—e0 —e) correspond au point , Situé en avant
du point ' a sur larc B,, P'( et le point fi, (i= e-|-0) correspond
au point situs en arriere du point # 0. Au point E Ift =& 0—e)
correspond le point Hj, situe avant le point Po, et au point
fistt==80 ) le point H2, situ6 aprds le point P'a

D’aprfes ce qui précede, on conclut que, a chaque droite d
ou 8, qui passe par le point Po de la courbe B ou par P 0 de B,
et qui n'est pas tangente a I'extremale (2) au point Po ou P 0,
eorrespond un point Q ou ® situe entre les points P'o et Po de
larc PiPo ou resp. entre les points P 0 et P'0 de l'arc P 0P ?2
de maniere que la courbe B ou B pour toutes les exlremales (11)
et 1) qui possfedent le foyer Q ou ® soit tangente a cette droite
au point Po ou P Q.

Si Fon se donne langle @ que fait lI'axe des x avec la di-
rection positive de la droite d, on peut determiner le point Q a l'aide
de I'squation

0, -Fispsin(oj—S)+ (A-]- cosw)ti=0
et par analogie le point ©.

Remarque. On distingue huit cas, suivant le sens du mou-
yement des tangentes, des courbes B et B en Po et P 0, c'est-&-dire,
quand Q se déplace d’une maniere continue sur Ca de Po a Eo et
aPoetdeP(0aEOQDeth PO

On a, en effet:

P«="Po <0 et P,(S0)£0, ¢$i) $0.
Ces inouyements se font de la maniere suiyante:
1) Sip=0, Py=0, Fy=0. latangente a B tourne dans

le sens negatif en dehors de l'angle (C*,, € 10); il en est de meme
de celle aB mais dans l'angle (C*, 7 a).

2°) Si p>0, P,<0, P, =0, les tangentes de B et B



90

tournent dans le sens positif, la premiore dans l'angle des courbes
Cm, seconde, en dehors de cet angle.

3°) Sip>=0, Fy>m0,-F y<0, la tangente a B se meut dans
le sens negatif, tandis que celle a B, dans le sens positif. Les deux
se trouvent en dehors de l'angle (Cw, € (ll).

4°) Sip>=0, Fy<<0, £ y<Z0, la tangente a B se meut dan«
le sens positif, celle a B, dans le sens négatif; les deux se trou-
vent dans l'angle (Cw, € M\

On examinerait de la menie maniere les cas p <0 avec la
remarque que, si p<<0, Fy=0, E y<0, le sens du mouvement
de la tangente a B est positif, l'autre, ndgatif et les deux tangentes
tournent dans l'angle (Oao, € T0).

Les conditions de Jacobi et de Caratheodory.

Supposons que les conditions: P v=|=0 sont satisfaites aux
points de rupture Po, P n. Il est facile de montrer que, pour que
la courbe (2) rendent minimum lintogale (1), il fant avoir

non seulement
P:<p.. *Pi<< p;

(P', PO, Otant les points conjugudes de Po et P 0 de chacun des
are P, Po et P 0P,) mais, de plus, les conditions:

[
oii Eo et P § sont les points mentionn¢s plus haut des ares
PoPO. (Ces points ont ete introduits dans le Calcul des variations
et pour les solutions anguleuses par Monsieur Carathsodory).

A cet effet, considerons une des lignes discontinues de com-
paraison du probléme en question (=€, =P,P’P (P 1 avec
des points de rupture P°(s0). 8°( '0), et soit un point B sur
cette courbe (sur la partie P° 2 p. ex.) on a:

ou a) est le resultat apros avoir remplacé dans P, les x. vy,
*r, ¥ par leurs valeurs tirGes des equations (11) et ¢1), s Otant
considéré comme fonction de a.
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Nous tronvons facilement
5 Ipt.;p

&(x, a)

— <Mygp <M>ldg 4 <M «) saiF!
et par suite de I'homogénéitd de P:
5 (WA~ »)+ (™ +=

= &r, x’(a) 4- ffv. y’(a),
puisqu’au point P° nous avons:

<P¢ + <P.sa = x'(d)
tp. + tp.sa=y'(a)

tandis que a?(a), y(a) sont les coordonndes du point P° de la courbe
des points de rupture B, ou bien:

da =&, (a)

par suite des (4).
Par analogie, on trouve:
5 Z.,.,__
da

— £, at ad-t %
=%f . 4~ A2 — tLad @— € ay (a
=% fpad-#, th —<< & a)r@).

Par consdquent,

E1N =% Ha4- X’ 4- [&(«*, «) — & 0, a)] P(«),
da
ou par suite des (4), on a
&)-8)( =0.

Nous pouvons donc appliquer dans le cas présent la propo-
sition connue de Kneser au sujet de I'enveloppe.

Soit Q0(s — rO\ le foyer sur et Q son point correspondant
sur I'extremale P, Q P° de 'ensemble des courbes que nous pouvons
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mener quand on nous donne la courbe des points de rupture B
Les points Qn et Q sont situss sur I'enveloppe de l'ensemble pre-
eedent et nous avons:

AnQ 4“ A?" 4~ = A« 4~
On dsduit que I'extremale discontinue Qt)POP nP i ne rend
pas minimum lintegrale (1) si le point Qo suit P, sur l'arc P, Po
Il faut dans le cas du minimum, g’on ait Q0"Pi-
De mdSme, si ® est le point de contact de I'enveloppe de
Uensemble des courbes mences lorsqu'on donne B, avec p° t
et ®n § =110 le point correspondant de ® sur P 0P, = B/

on aura:
b 4* 4" == iwo 4" ~Faq,-

On en conclut que l'on n’obtient pas le minimum de l'inté-
grale (1) pour la courbe discontinue P P,P (P t =864 € W0si ® 0
précfede P 2. U faut donc que l'on ait dans le cas du minimum:

€«
On peut maintenant trés facilement (j) montrer que dans le
cas du minimum, il faut que les conditions de Caratheodory soit

remplies: c'est-a-dire il faut que Fon ait:
PO<P,, PSR 0

Enfin, il est aise de montrer que nous pouvons construire le
champ du probléme avec des extrdmales discontinues. Ce champ
sera composd de deux autres, distincts I'un de 'autre et correspon-
dant respectivement aux courbes B et B des points de rupture.

Renvois.

(@) Uber die nicht-stetigen Lésungen in der Variationsrechnung, 1927,
Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, t. LV, pp. 38—48.

Au cours de la prdsente etude, ce travail sera citd sous le signe I.

(b) C'est Mr. A. Razmadz6 qui, le premier, a pose et traitd le probleme
des solutions discontinues dans le Calcul des Variations, mais sous la forme de le
variable independante x. Voir Math. Annalen Bd. 94, Heft 1/2, et Proceedings of
the International Math. Congres 1924, Bd. 1, pp. 561—588.

(c) N. Sakellariou, Sur les foyers des solutions discontinues du Calcul
des Variations, Buli, de la Soc. Math. de Grece t. IX, 1, 2, 1928, pp. 31—39.

Ce travnil est d¢sign6é dans la suite sous le signe II.
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(d) Voir, L, M. Grav es, Discontinuous solutions in the Calculus of Va-
riations, Buli, of the Amer, Math. Society, Vol. XXXVI, pp. 842—843.
(e) L. M. Graves loc. cit. p. 842.
(f) On peut avec les suppositions precddentes au sujet de la courbe (2)
trouver sur l'arc € a ddfini par les dauations
*X_tp (f, a)! V Zy sv a) §t ﬁ
un point &, ) ou B un autre B y) situe sur la droite # =% et
un angle & formd par I’axe des x et le sens positif de la direction passant par P,
tels que les conditions (4) soient remplies; il est aise ensuite de construire I'en-
semble:
X=49( a), y=ty(a a)
et Hon aura
B=2%<), y=y@, &=

(g) Dans le cas ou l'on suppose Px=0, B,< =0, la valeur analogue
de tangente mo ddsigndée dans Il p. 36 par tangente <pt a la forme:

= PogoFl¢1-) ¥y — >o T) == kA>
1 No O(so, t) -j- pi (.. ), 0,(s0, T

et par analogie, si I'on a:
Ao = 0.
De ces formules, on trouve facilernent tg (pt comme il est dit a la page
35 de II.
(h) Voir 11, p. 36.
(i) Boiza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung p. 225.
(j) Bolza, loc. cit. pp. 380—381.



Sur lintegrale fondamentale de I’equation
lineaire aux derivees partielles du premier

ordre.
Par

W. Wilkosz (Cracoyie).

Nous allons domontrer dans le prosent travail quelques théo-
remes de caractere intdgral concernant I'existence de lintegrale pre-

miere de I'équation ax ainsi que celle de liritegrale fon-

damentale de l'equation aus dorivoes partielles associee a la proce-
dente:”-|-/7p = 0. En mdme temps la question de I'existence du

facteur intogrant de I'é6quation:
f(xy)dx —dy =0
se trouve immodiatement resolue.

Les equations ci-dessus sont considérées dans un ensemble
ouvert et borne, dailleurs quelconque, qui n’est pas supposo simple-
ment connexe ni meme connese, ce qui constitue la différence essen-
tielle entre les resultats importants de M. Kamke, faisant I'objet
de son memoire inséré dans les Mathem. Annalen ¥ et les nétres.
Nous allons garder dans '6noncd des thooremes la plus grande ana-
logie possible avec les resultats de M. Kamke, la mothode de
notre trayail 6tant cependant entiérement différente.

§ L
Voici le premier thoéoreme, que nous nous proposons de do-
montrer.

*) Kamke, Zur Theorie der Differentialgleichungen. Mathem. Annalen Bd.
99, p. 602.
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Théoreme |. Supposons que w et fi soient deux ensembles
ouverts plans et bornss et que tout point d’accumulation de ’ensem-
ble & appartienne a Si.

Supposons encore les fonctions f(xy) et f',(xy} continues dans
U'ensemble Si.

Nous affirmons dans ce cas, qu’il existe une fonction ty[xy)
jouissant des propristss suiyantes:

a) Elle est definie dans !’ensemble w.

bj Elle est constante le long de toute intSgrale de I'Squation:

@)

c) Elle possede dans w des deriyees partielles du premier
ordre continues et satisfaisant dans cet ensemble aux relations sui-

yantes:

2) ~>y)=0
3/\

©) i/

d) L'ensemble T des yaleurs de la fonction ty(xy) constitue
un ensemble ouvert; il est meme un intervalle (ouvert) lorsque nous
supposons l'ensemble w connexe.

e) Pour un t fixe, appartenant a l'ensemble T, I'Squation:

4) tp[xy) =t

reprosente une familie au plus d$nombrable d'integrales de I'Squa-
tion (1), dont chacune est definie dans un interyalle ouyert. Les
intégrales de la familie sont juxtaposses, c'est-ti-dire les inter-
yalles correspondants sont disjoints.

f) Lorsque t prend successivement toutes les yaleurs de I'en-
semble T, I'squation (4) fournit toutes les intsgrales de I'squation
(1), situses dans l’ensemble w.

Voici I'id$e directrice de la dSmonstration:

Nous enfermons d'abord !’ensemble & dans une bande limitse
par deux droites paralldles a l'axe des y.

Nous remplagons ensuite le deuxieme membre de I'Squation
(1) par une fonction F(xy), dsfinie dans cette bande et coincidant
dans l'ensemble w avec la fonction f{xy). Or la construction d’une
fonction F(xy) possedant dans la bande des propristss analogues
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a celles de la fonction f(xy) dans Q donne lieu a quelques diffi-
cultds. Nous la construirons dans le § 3 de faeon, qu'elle remplisse
dans la bande les conditions, dans lesquelles s'applique la thoorie
des dquations differentielles gdnoralisées de M. Carathdodory!l).

§ 2
Quelques considorations auxiliaires nous seront indispensables
dans la suite.
Soient Z m, L, M. 2, (i, six nombres quelconques (Z << ni).
Il existe un polynome unique du troisiome degré

(5) Ztw, L, M, 2, /i)

qui prend aux points Z m, respectiyement les yaleurs L, M, et dont
la ddriyde (par rapport a x) y prends les yaleurs 2 et fj.
Voiei ce polynome ainsi que sa ddriyoe:

P'=1+ 2a----—--:
m—1

,M-L
avec a=3
m— |
On ydrifie facilement l'indgalitd:
IPKS8 2| + 5|gH- 12\-—f
Wi —1
lorsque Z X ni.
Par consdquent lorsque

| P(rpn) - IIDA IsCx m
on aura
P{x) <25#

Obseryons encore que I'expression (5) est une fonction conti-
nue du point Zm, Z, Jf, 2,fi) lorsqu'on se borne au cas I=f=tn.

) C. Caratheodory, Vorlesungen uber reelle Funktionen (cité dane la
suite V. R. F.) 1-e ddition 1918 ou 2-e 1927, p. 66B ss.
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§ 3-
Lemme. Nous affirmons que dans I'hypothese du theoreme |
il existe deux nombres aethb (—oo<Za<b< 00) et une fonc-
tion F(xy) jouissant des proprietes suivantes:
I. L'ensemble w est contenu dans la bande:

a<<x<b vy arbitraire, (bande B)

Il. F(xy) =f(xy) dans <a

I11. La derivoe F¥(xy) existe en tout point de la bande B.

IV. Pour un x constant (a <Z x <zZh) les fonctions F(xy) et
F'y(xy) sont continues par rapport a y dans l'intervalle (—o0, 00).

V. Les fonctions F(xy) et F'y(xy) sont borndes dans la bande B
c.-a-d. on a

21(o:)INV - Fy(xy)|sgZ N

N otant une constante finie.

Pour un y fixe (—oo0-<y << o00) les fonctions F et Fy sont
mesurables par rapport a x dans l'intervalle (a, b) et admettent dans
(ab) une majorante sommable (notamment la constante V).

VI. La fonction F satisfait dans B & la condition de Lip-
schitz avec la constante que nous pouvons supposer etre dgale a N.

Domonstration. Ajoutons a I’ensemble & tous ses points d'ac-
cumulation. Nous obtenons ainsi un ensemble born6 et fermé w,
contenu dans ’ensemble ouvert Q. Il existe un nombre d>m0, tel
que les carres’) empietant sur <y, ayant leurs cotes paralleles aux
axes et ne surpassant pas en longueurs le nombre 6, sont entiere-
ment englob6s par U'ensemble 12. Par con3Oquent il existe un en-
semble G, contenu dans 12, contenant (0 et composd d'un nombre
fini de carrés de tel genre. Faisons le choix de la bande B de telle

fagon, qu’elle contienne l'ensemble G. Celui-ci étant contenu aussi
dans une bande:

X arbitraire, c <<y <<
doésignons par H l'ensemble des points (xy) tels que:

a<<x<b, y c¢—1
on

a <<x <_b, yZ~ d-\- \

) Nous entendons toujours par carre son interieur arec sa frontiere.
Rocznik Pol. Tow. Matom. T. X. 7
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et posons:
F(xy)—0 dans H

F(xy) =f(xy) dans G.

La condition Il du notre lemme se trouve ainsi satisfaite.
Les fonctions F(xy) et Fy(xy) sont dvidemment continues et
borndes dans Fensemble G H.
Nous affirmons que F(xy) satisfait aussi a la condition de Lip-
schitz e.-a-d.
\<<IN\yt—y!

avec un nombre N fini lorsque (asyj) et (a?ys) appartiennent a Fen-
semble G H. Pour la ddmonstration supposons le contraire. On
pourrait dans ce cas construire deux suites:

(<iyi) BH)ee-

@) (®1 «w«)eee
telles que
lim x,, = x0, limy,, = limx,, — y0
lim =+
7« —y))

Le point (x9y,) serait evidemment situ6 dans Fensemble
fermo G, donc il serait un point intdrieur de Fensemble it.

Pour les indices n assez grands le segment joignant le point
(xny,,) avec (w«.,), serait entiérement contenu dans it et on pourrait

appliquer le theoreme de la moyenne. Il nous serait donc possible
de poser: ' " " 7 — ce gUj n0U8 donnerait d'au-
n—
tre part
lim

relation incompatible avec Fexistence et la continuitdé de la derivoe
/;(a;y) au point (xoyo).

Nous allons definir F pour les points de Fensemble B—G — H.
Remarquons pour ce but, que la droite: a:=a:0 docoupe sur B—G — it
un nombre fini d'intervalles:

(A, (22, m2)...(Zn,m,,) (x = x0)

ou:
I<sW<ns<m<...<L <mn

Considdrons un de ces intervalles: Z m) (x=x0



Posons:
L — F(xtl), M = F(x0m)
+— Fy(XOI\  fi — Fy(xom).

Nous dofinissons F(xoy) pour | <y << m en posant:
F(xoy) — PN L™ L, M, A /i),

P etant I'expression considérée dans le § 2.

Il en rdsulte facilement (voir les considerations du § 2) que
la fonction F(xy\ ddfinie maintenant dans toute la bande B. y jouit
des propri6tos, I, I, 11, IV ainsi que de la premiere partie de la
propriotdé V. 1l nous reste seulement a démontrer la mesurabilitd
des fonctions F(xy) et Fy(xy) par rapport a x dans l'intervalle (ab)
pour un y fixe mais d'ailleurs arbitraire.

Considdrons la fonction

F(x, y0).

Désignons par X la classe des x tels, que (xy,,) appartient
a l'ensemble G-\- H. Les fonctions F et F}y y etant continues et
par consequent mesurables par rapport a x dans l’ensemble X, il
nous reste a prouver leurs mesurabilitd par rapport a cette variable
dans l'ensemble (ab) — X.

Soit £ un point de cet ensemble.

Sur la droite x —£, il existe un segment contenu dans
B —G—H, qui renferme le point (£ y0) et dont les extromites
appartiennent k G -f- H. Ddsignons par I(£) et m(E) les extremitds
d’un tel intervalle {/(£) << »«(£)}*

Nous observons d'abord, que I(g) et m(g) sont sémicontinues
supdrieurement resp. inferieurement par rapport a x dans (ab) — X.
Ceci rosulte immddiatement du fait, que la partie commune de l'en-
semble G H avec la bande

a X b—s (y arbitraire)

est fermoe pour les e positifs et suffisamment petits.
Les fonctions Z(§) et m(£) sont par consoquent mesurables.
D'autre part, les fonctions F et Fy etant continues dans G-\- H

les fonctions:
L") = F[Li, Z(E)],

M(* = F[AmA\,

7*
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»>(?)]
sont mesurables dans (ab)— X I), donc enfin la fonction
P(£y0) = P[y0; /(E), m(f), L&, M(£), Z(£), p®]
est aussi mesurable dans cet ensemble (v. la remargue finale du
§ 2).
La mesurabilite par rapport aa: de la fonction F(xy) étant

ainsi Otablie, celle de la ddrivée F'y(xy) en résulte du fait, que cette
derivée est la limite de la fonction mesurable

P(E,yo -I- M) F(xya)
A
La démonstration de notre lemme est ainsi terminde.

§ 4

Rappelons quelques points de la thdorie des dquations diffo-
rentielles gendralisées de M. Carathdéodory et en particulier les
rapports de cette thoorie avec la theorie classique.

a) On dit, qu'une fonction y(x) reprosente dans l'intervalle
une integrale de I'equation

(8)

lorsque y(x) satisfait a cette dquation en chaque point de I'in-
tervalle 1. On dit, qu’une fonction y(x) est dans I'intervalle 1 inte-
grale de I'é6quation goneralisee

lorsque
1° elle est absolument continue dans 1,
2’ elle remplit la relation

presque partout dans I.

") on le voit facilement par le raisonement de V. R. F., § 576, p. 665.



101

fl) Si I'on se borne a un ensemble ouvert dans lequel 2(ay)
est continue, les squations (6) et (7) sont $quivalentes ).

y) Supposons la fonction k(x) sommable dans l'intervalle (ab)
et envisageons I'squation linsaire

€] d'(lJ\C/I-A(z)W.

D'aprss la théorie de M. Caratheodory il passe par
tout point de la bande B (a <Z x <)b, y arbitraire} une seule
intsgrale de I'equation (8) et cette intSgrale est dsfinie dans Il'inter-
valle fab)

Or w =0 stant une intsgrale particuliere de I'Squation (8),
il en rssulte, que toute intsgrale de (8), positive en un point de
I'intervalle (ab) reste supsrieure & z$ro en tout point de I'intervalle
considsrs.

d) Envisageons maintenant I'Squation

©)

dans la bande B oh F(xy) dssigne la fonction dsfinie dans le § 3.
Choisissons un nombre fixe ¢ de faeon que Fon ait:

a<<c<h

Afin de nous rapprocher des considsrations de M. Carathso-
dory qui vont nous servir dans la suite, rappelons que la recher-
che des intsgrales de I'squation (9), passant par le point:

(10) (c,t), (t arbitraire)
est squivalente a la recherche des solutions de I'squation intsgrale

X

Nous affirmons, que:
Pj) Par tout point (10) il passe une intégrale unique

)
de I'squation (9) et cette intégrale est dsfinie dans l'intervalle (ab);

P2) La fonction y(x,t) est une fonction continue du point (x,t)
dans toute la bande B;

V. R. F. la fiu du § 578, p. 667.
V.

") B. F. Satz 2, p. 672 et Satz 4, p. 675.
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p.) La derivoe at existe en tout point de la bande et y

remplit I'equation suivante:

donc u =y't(x,t) passe par le point (x,t) et peut etre considdree
comme lintégrale de I'squation lindaire generalisoe;

(13) (»<)}w;

P4)On a = 0 dans la bande B\

dt

P5)La dcrivoe est continue par rapport k (x,t) en

dt
tout point de la bande B;
P8) Lorsque le point (x8, y0) avec

(14) Jo = Q
appartient a l'ensemble ouvert m {§ | et § 3} la fonction

3y(x, t)
Sx

est continue par rapport a (x,t) dans le voisinage du point (atOt0).

Les propridtés P,, P2, Ps resultent immaodiatement de la théo-
rie de M. Caratheodory x) lorsqu’on tient compte des propositions
IV, V, VI du lemme procddent (8 3). Passons a la dSmonstration
des propridtes P4 et P5,

Soit

o(r, ) = Fy[x, y(x, ).

La fonction F'y(x,y) est bornee dans la bande B, elle y est
continue par rapport a y pour x fixe dans (ab), et mesurable par
rapport a x avec y fixe dailleurs arbitraire. D’autre part la fonc-
tion y(x,t) est continue par rapport A (x,t) dans la bande B (Pt).
Il en resulte que la fonction o(x,t) est bornde dans B et mesu-
rable s) par rapport a x dans rintervalle (ab).

>) En particulier: pour P, cf. V. R. F. Satz 2, p. 672 et Satz 4, p. 675;
pour P.. Satz 5, p. 678; pour Pt Satz 7, p. 682 et 683 ss.
) V. R. F. Satz 1, p. 665.
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Lequation (13) et en mome temps I'6quation (12) possode en
vertu de (y) (v. plus haut) une solution unique passant par le point
(c, f) et ceei quelque soit t.

, dy(x)

D’autre par représente doja une telle solution se re-

duisant a 'unité pourx —c. En vertude, y)onadonc =g peyr

a<”x <"b et t arbitraire.

En sappuyant sur la propriete de la fonction a(x,f) domon-
tree tout-a-I'heure et sur l'unicite des solutions de I'equation (12)
on demontre immediatement la propriéts P5 ¥

U reste a prouver la propriete Pe

Supposons, que le point (14) appartient a I'ensemble ouvert &.
En vertu de la continuitd de la fonction y(x, i) (v. P2) le point

a?, y(ar, 1)
se trouve dans w, lorsque x et t appartiennent k un voisinage con-
venablement petit du point («oto).

La fonction P étant continue dans w et Py satisfaisant a I'equa-

tion (13) nous obtenons (v. /?) lidentito

(15) yW) =F"y(xtp

valable dans le voisinage du point (xt).
Le second membre de cette identite 6tant continu, la pro-
prit¢ Pe se trouve démontree.

§ 5.
Passons enfin k la dSmonstration du theorome 1| (8 1). Nous
prouverons d'abord I'existenee d’une fonction t*(xy) dofinie dans
toute la bande B et telle que les 6quations

(16) y =y(®, 0
et

(17) i = ip(xy)
soient equivalentes dans l’ensemble des points (x,y, i):
a<x<Z y,t arbitraires.

«) V. R. F. Satz 5, p. 678.
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En effet, soit (xoyt) un point quelconque de la bande B
par ee point il passe une seule intdgrale de I'6quation (9).
Cette intograle, ddfinie dans l'intervalle (ab), prend pour x —c¢
une valeur déterminde, soit t0.
On a
yo =y(Mo)
et cette valeur t0 de t nous donne la solution unique en t de I'équation

Posons par definition
O( y«) = <

Il est clair, que la fonction ty(xy) ainsi définie dans la bande
B, rend les dquations (16) et (17) oquivalentes.

Nous affirmons, que la fonction tp(xy) enyisagee seu-
lement pour les points de l'ensemble ouvert co posséde les
propriotés a, b, ¢, d, e, ¥ considerées dans I'énoucé du thdoréme I.

a) La propriotd a est dvidente parce que co est contenu dans
la bande B.

b) La fonction (p est par dofinition constante, le long de toute
integrale de I'6quation (9) et cette dquation est dquivalente (cf. § 4
et § 3 Il) dans t6 a I'6quation (1) de la page 95.

¢) Soit (x0yt) un point de I’ensemble ouvert w et soit t0 — cf>(xn y0).

On aura

y» = y(X<> t»)-

Or {cf. § 4, P§ P6} la fonction y(xt) possede dans le yoisi-
nage de (x0l0) des doriyoes partielles continues du premier ordre
et en outre ?t/ =0 au point consideré. Nous pouyons donc obtenir
la fonction cp(xy) dans le yoisinage du point (@?20y0) par les proco-
dés de la thoorie classique des fonctions implicites, ce qui nous
assure la continuité des doriydes partielles du premier ordre de cette
fonction. Nous aurons aussi l'identit6

(18) yIx,v(x,y)1=y
yalable dans le yoisinage du point (xoya).
En differentiant cette indentité nous obtenons:

"(19) St Sy

Sx St Sx— ° t=y>(y)
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d'ou, en vertu des relations (15) et (18),

La relation (19) nous donne (cf. § 4, P4)

d) La propridte d rosulte immodiatement de I'indgalité proce-
dente lorsgu'on se rend compte du fait, que co est un ensemble
ouvert.

e) Pour domontrer la propridte e, supposons que t appartient
a l'ensemble T. En vertu de I'é6quivalence des oquations (16) et (17)
la courbe (4) découpe de l'ensemble ouvert co une familie au plus
dénombrable d’arcs juxtaposds, dont chacun représente une intdgrale
de I'6quation (1) {cf. § 4 a et Pt et § 3 II}.

f) 1l reste a prouver seulement la derniére proprietd.

Soit I une intograle de I'6quation (1) contenue dans co. Soit
(xoyo0) un point de cette intdgrale et dosignons par y lintograle de
I'6quation (9) passant par (xoyo). Cette intograle contient &videm-
ment lintegrale 2 (§ 4 0 et PIt § 3 1I). Elle coupe la droite z =¢
en (c, t0). L'intdgrale y oOtant identique a l'intdgrale:

y = Y&, <o),
les points de cette intdgrale et a fortiori ceux de lintograle Z sa-
tisfont donc a I'équation

= y)-
Le nombre  dtant un 6loment de l'ensemble T, la proprieto
T se trouve demontree.

§ 6.
Voici deux conséquences immodiates du tbéorome 1.
Théoréme Il. Dans les hypotheses du théoréme I, I'equation

possede dans co une intégrale fondamentale 1) ty(xy) pour laquelle on a

— = 0 dans co.
ty

) Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig 1930, p. 312
pour la d¢finition du XHauptintegral
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Théordéme 11l. Dans les mémes hypotheses I'd6quation
f(xy)dx — dy =0,

admet dans !’ensemble co un faeteur intégrant continu et non nul
dans co.

En effet, grace au théoreme | (v. (2) et (3)) I'equation prece-
dente 6tant 6quivalente dans co a I'équation:

la fonction

3ip

3y

reprosente dans l'ensemble co le faeteur integrant démando.

En retournaut a la fonction y=y(x. i) considorée au § 4e
on voit qu'elle reprosente ce que nous pouvons appeler lintdgrale
gonodrale a un parametre de I'd6quation (1) dans l’ensemble <,
dans un sens, il est vrai, un peu génoralise. Elle fournit notamment
pour un t donnd non ndcessairement une intograle de I'equation (1)
mais parfois une familie (au plus dénombrable) d’integrales juxta-
posées c.-a-d. appartenant & des interyalles disjoints de la yariable x.
D’autre part elle nous fournit toutes les intdgrales de la dite dqua-
tion qui passent par co.

La deuxiome partie (doja rédigée) de la presente note contien-
dra des considorations relatiyes a I'existence de lintograle fonda-
mentale dans toute I'6tendue de l'enSemble £2 (v. § 1) et cela sous
certaines conditions nocessairement restrictives.

J'adresse mes vifs remerciments a M. T. Wazewski auquel
je dois plusieurs remarques importantes au cours du prosent trayail.

w(a?y) —

Cracovie, mai 1931.



Comptes-rendus et analyses.

Nouveaux fascicules du »Mémorial des Sciences math¢ma-
tigues«. (Chez Gauthier-Villars & Cie, Paris, Quai des Granda Au-
gustins, 55).

Fascicule XL1X. Les methodes de solution approchie des pro~
blemes de la Physique mathematique. Par M. Nicolas Kryloff, ingo-
nieur des Mines, Membre des Acadomies des Sciences de 1’Ucraine
et de I'U. R. S. S.

Le savant auteur s'est borné a 6tudier, dans cet ouvrage, les

problemes aux limitesli les plus simples, relatifs aux équations dif-

forentielles ordinaires du second ordre; il n'a donc traitdé qu'une
petite partie du sujet indiqué dans le titre mais, Otant donne le
peu de place dont il disposait, il a certainement eu raison de se
restreindre comme il I'a fait. L’auteur expose brievement les diver-
ses mothodes, en commeneant par celle de W. Ritz, qui permettent
d'obtenir la solution approchée du probleme considoré sous forme
d’'une combinaison lindaire a coefficients constants de fonctions em-
pruntées a une suite infinie opportundment formée. M. Kryloff s'oc-
cupe, en outre du calcul des valeurs du parametre 2, dans les équa-
tions différentielles de la forme

—+ "+, =0
pour lesquelles une telle equation admet, dans lintervalle (0, 1),

une intégrale verifiant les conditions

y(0) =y(i) =o.

L'interét principal du présent fascicule, ecrit avec autant de



108

compétence que de rigueur, consiste en ce que lauteur expose
des mothodes propres a calculer une limite supdrieure de l'erreur
commise en substituant a la solution exacte du probleme eonsidoro
une solution approchée, obtenue par I'un des procedds exposos dans
I'ouvrage.

Fascicule L. Mdthodes classigues d’'integration des dguations aux
derivees partielles du premier ordre, Par M. N. Saltykow, Professeur
a I'Universite de Belgrade.

Le titre de l'ouvrage indique suffisamment la nature du sujet
traitd. Nous nous bornerons donc a faire remarquer que l'auteur qui
a apporte lui-moéme de nombreuses et importantes contributions aux
tbeories qu'il expose, a tracé un tableau tres complet de I'6tat actuel
de ces thoories et qu'il a donnd, ce qui rehausse considorablement
l'intérot de l'ouvrage, de nombreuses et importantes indications his-
toriques.

Fascicule LI. Sommation des series et intograles dioergentes
par les moyennes arithmetigues et typigues. Par M. Eervani> Kogbst-
liants, Docteur-6s-Sciences (Paris).

Lorsque, au dobut du 19-hme siacie, la notion de convergence
d’'une serie s’est nettement ddgagde, 1'emploi des series divergentes
a 0to considdre comme illicite.

Toutefois, eomme certains rosultats obtenus au moyen de sories
divergentes en operant avec celles-ci comme si elles etaient conyer-
gentes ont 6t6 confirmds par des procodes rigoureux, il s'est pose
la question de savoir s'il ne serait pas possible de faire correspondre
sous le nom de ,,somme“, au moins a certaines series divergentes,
des nombres détermines de faeon a pouvoir etendre aux sommes de
ces sories divergentes, certains des théorémes Otablis pour les sommes
des sories convergentes.

Ce nest quk la fin du 19-0me siecle gu'il a 6té reconnu que la
guestion comportait une roponse affirmative et divers procddos de
sommation des sories divergentes et d’attribution de yaleurs a des
intdgrales diyergentes ont etd proposos,

Apres avoir 6tudié la question de savoir quelles sont les con-
ditions auxquelles il covient de se conformer en ddéfinissant le nombre
que l'on considferera comme la somme d'une sorie diyergente ou
comme la yaleur d'une intégrale diyergente, l'auteur Otudie les di-
yerses definitions des 6loments susdits, proposees jusqu'a présent,
et termine son ouyrage par quelques applications des thoories eon-
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sidorées precodemment. L'ouvrage de M. Kogbetliantz rendra cer-
tainement de grands services aux mathomaticiens.

Faseicule LII. Methodes generales du Calcul des Probabilites.
Par M. B. Hostinsky, Professeur a la Facult6 des Sciences de Brno.

La notion de probabilitd est. dans bien des cas, extremement
difficile a etablir et, pour y arriyer, on est toujours obligd d'adopter
quelques postulats sans demonstration. Le but propre de Fouvrage
de M. Hostinsky est de metre en dyidence les principes géndraux
gu’il semble raisonnable d'adopter pour formuler, dans les diftorents
cas, les postulats susdits. L’auteur, auquel la theorie des probabili-
tos doit dimportantes contributions, olucide ces principes au moyen
de nombreux et interessants exemples et, grace aux indications bi-
bibliographiques qu’il donne il a facilit6 grandement au lecteur l'ac-
quisition d'une connaissance approfondie de la theorie des proba-
bilitos.

Faseicule LIIl. Le problbme de Monge. Par M. Panajiotis Zkk-
vos, Professeur a la Facultdé des Sciences de I’Universitd FAthones.

Voici en quels termes l'auteur formule le probleme qui con-
stitue le sujet du present faseicule:

»Le probleme de Monge a une yariable indopendante dans le
sens le plus large, consiste a intégrer explicitement un systome de
k (A <<n — 1) équations de Monge

(@) FI(xi,xt,...,xn+l- dxi,dxt,...,dx,,+) =0 (i= 1,2,..., k)

les F etant des fonctions homogdnes par rapport a dxx, dxt. ...,dx,,.

Par intogration explicite nous entendons celle oii Fon exprime
les yariables x par des fonctions determinees d'un parametre, de
n — k fonctions arbitraires de ce parantotre et de leurs doriyees
jusgu’h celles d’un certain ordre, pouyant contenir aussi un nombre
fini de constantes arbitraires.

L'auteur qui a apporte lui-méme de nombreuses contributions
au probleme susdit, donne un apereu trés complet sur Fensemble
des travaux consacrés au probleme de Monge et rend par cela-
méme un seryice precieux aux personnes dosireuses d’approfondir
cette question.

Paul Montel, Professeur a la Facultd des Sciences de I'Uni-
yersite de Paris, Leeons sur les fonctions entieres, reeueillies et ro-
digées par M. Sergesco, Prof, a I'Universite de Cluj. (Un yolume
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in 8° raisin (25 X 16) de VIV -|- 116 pages, chez Gauthier-Villars
& Cie, Paris).

L'extrait suiyant de la profaece donnera une idée claire de la
nature de l'ouvrage.

»,M. P. Sergesco, a qui I'activité mathdmatique de la Roumanie
doit tant d'initiatives heureuses, a jugo utile de publier une sorie
d'Ouvrages destines a servir de guidea au public mathematique;
placés entre les traites classiques et les momoires originaux: ils
conduiront ainsi les travailleurs au seuil mome des régions oii s'ela-
bore la recherche mathématique. Ces Ouyrages seront edites par les
soins de I'Universitd de Cluj.

Ce petit Livre traite de la théorie moderne des fonctions en-
tiores ou moéromorphes. Cette théorie, depuis la docouverte due a M.
Picard, a pour but I'examen de la répartition, autour du point sin-
gulier, des points ofi la fonction prend une mdine valeur. L/etude
de la distribution des modules de ces points est tres avancse et les
résultats paraissent avoir pris une forme ddfinitive avec les travaux
de M. R. Nevanlinna: ils sont exposoés dans les quatre premiers
Chapitres. Les deux derniers sont consacrés a l'etude de la distri-
bution des arguments des mémes points, etude beaucoup plus ro-
cente et dont les progres semblent lids a ceux de la thoorie des
familles normales dans laquelle elle a trouvé son point de départ
et ses premiers progres*.

Nous deyons faire remarquer de notre part que, malgrd la
richesse des matiores 6tudiees dans ce petit volume, l'auteur a réussi
a en rendre la lecture aussi facile quattrayante. Sl Z.

Y. Rocard. Ancien 6l6ve de I'Ecole normale supdrieure, Doc-
teur 0s Sciences. L'hydrodynamique et la theorie cinetigue des gaz,
avec une proface de M. Henri Villat, Correspondant de !’Academie
des Sciences, Professeur a la Sorbonne. (Un volume in. 8° (25 X 15)
de 160 pages, chez Gauthier-Villars & Cie, Paris).

L'avertissement de l'auteur que nous reproduisons ci-dessous
donnera le mieux une idée de la nature et du but de cet intores-
sant ouvrage.

»Les chapitres de ce volume ont form¢ la matiere de dix con-
forences faites en 1929 a llnstitut de Mecanique des fluides a la
Sorbonne. Gest grace a linsistance de M. H. Villat qu’elles se trou-
vent aujourd’hui reunies. Nous espérons que ce trayail attirera I'at-
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tention des hydrodynamiciens, en dehors des quelques conclusions
auxquelles nous sommes parvenus, sur ce fait qu'il est possible —
et desirable de compléter grace h lintroduction d'un modele mol¢-
culaire dans le fluide, le cadre un peu sommaire, parce que trop
goncral. de I'hydrodynatnique classique: introduisant des hypothoses
plus precises, nous avons plus de renseignements, cela n'a rien de
mystérieux Mais une grave difficultd se revole: pres d'une paroi.
un ensemble de molceules ne satisfait plus a la definition du fluide.
Il faudra sans doute supposer au fluide des propriotds anisotropes
au voisinage d'une telle paroi.

La theorie cinetique pouvant ne pas paraitre classique aux
yeux des personnes s'occupant d’hydrodynamique, nous avons cru
devoir, dans les cinq premiera chapitres, fournir un expos$ un peu
rapide mais se suffisant a lui-meme des notions et des resultats
indispensables, tout en nous efforeant de rendre I'expos¢ plus simple
et plus naturel en introduisant des le Chapitre 111 le point de vue
hydrodynamique. Dans ces questions classiques, nous avons fait na-
turellement les plus larges emprunts aux Ouvrages dojii existantsr
et principalement au traitd de Jeans sur la thoorie dynamique des
gaz, ainsi qu'au mémoire de S. Chapman de 1917, cite dans le cours
du volume. Pour nous servir de guide et de modele, nous avions
en outre constamment présent a l'esprit le beau mémoire de M. M.
Brillouin des Annales de Physigue de 1900, qui contenait deja en
puissance tous les rosultats lentement acquis par la suite®

Nous croyons devoir faire remarquer de notre part que par
les qualités de prdcissions, de rigneur et de darte de I'exposition
I'ouvrage de M. Rocard est certainement appele a rendre de prs-
cieux services aux personnes dosireuses de se renseigner sur les
sujets auxquels il est consacre.

Spisy Bernarda Bolzana. Vydav$ Kralovska Ceska Spolednost
Nauk v Pradze. Svazek 2. Ciselnd Teorie. Bernard Bolzan Zahlen-
theorie, herausgegeben und mit Anmerkungen versehen von Dr. Ka-
ret Rychlik, Professor an der déechischen technischen Hochschule
in Prag (57 7).

Le present volume des oeuvres de Bolzauo, si intoressantes
pour l'histoire des sciences mathdmatiques, est consacre & la théo-
rie de la divisibilite des nombres entiers.

Les savantes notes de M. Rychlik qui a publie cet ouvrage
en rehaussent consid¢rablement L'int6rot.
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Leon Lichtenstein, o. O. Professor der Mathematik an der
Universitat Leipzig. Vorlesungen uber einige Klassen nichtlinearer
Integralgleichungen und Integro-Differentialgleichungen nebet Anven-
dungen. Berlin, Verlag von Julius Springer, 1931, VII 4 162.

La traduction suiyante d’'un passage de la préface donnera
une idée gonerale de lI'ouvrage du savant auteur:

»Dans une sorie de travaux, parus pendant les dernidres douze
annees et consacrés a des problhmes du calcul des yariations, de
I'nydrodynamique, de la figure des astres et d’autres questions si-
milaires, j'ai 0tudio certaines classes d’'0quations intégrales non li-
noaires et d'équations integro-différentielles. A l'occasion des confo-
rences que j'ai faites en février et mars de l'annee dierniére a I'Uni-
yersitd de Lwow, j'ai 6t6 amend a refondre les theories mathdmatiques
Otudiees dans les travaux susdits en unifiant le mode d'exposition.

La petite monographie actuelle reproduit, en les complétant,
les conferences susdites; elle contient a cote de choses connues des
choses nouvelles. Je me suis efforce, en traitant de choses connues,
de les presenter sous une forme nouvelle et, je I'espdre, plus simple*.

De notre c6te nous ne pouyons que recommander chaudement
I'6tude de l'ouvrage de M. Lichtenstein lequel est d'autant plus in-
structif que, grace aux nombreuses citations il permettpa au lecteur
de depasser aisoment le cadre de cet ouyrage lui-mome.

S. Z

E. Cartan, Membre de !'lustitut, Professeur a la Facultd des
Sciences de Paris. Lecons sur la Geometrie projective compleoce.
V11-]-325. Paris, 1931, chez Gauthier-Villars et Cie

Ainsi que le fait obseryer I’'eminent auteur, certains faits, assu-
rdment tres intéressants, ont 6t6 regardds jusqu'a présent comme des
faits isolés dans 1'ensemble de la Gdéomadtrie.

Grace a !'0tude faite par M. Cartan de certains espaces rie-
maniens qu’il appelle symetrigues, les faits susdits ont pu etre coor-
donnes en les faisant rentrer dans une theorie gondrale qui fait
I'objet du prosent ouyrage lequel, par consoquent, tout en étant con-
sacrd a une thoorie purement mathematique, prosente un intérét
considorable, mome au point de vue philosophique. Voici comment
lauteur lui-méme caracterise son ouyrage dans rintroduction: ,cet
ouyrage est diyisd en deux parties. La premiere est consacroe il la
goomotrie projectiye de la droite complexe et a ses relations avec
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la goometrie de Lobatchewsky. La seconde est consacree a la geo-
metrie complexe a trois dimensions. Le dernier Chapitre traite des
poltynomes harmonigues de l'espace projectif complexe et de leurs
applications a la représentation de cet espace. ou plutét de l'espace
hermitien elliptigue, par des varietes algebrigues reelles sans singu-
larite plong6es dans un espace euclidien a un nombre convenable
de dimensions. Cette guestion se rattache, du reste, a une théorie
beaucoup plus Otendue que je n'ai pas abordée.

Quant au probleme generat des representations réelles des
etres imaginaires, je ne l'ai pas traitd directement; mais la nature
meme des choses fournit automatiguement quelques-unes de ces re-
présentations, dont la plupart, si non toutes, ont doja 6td signaldes.
surtout par F. Klein et E. Study*.

Ajoutons que l'ouvrage considoro, ocrit avec la maitrise qui
caractorise les travaux du cOlébre auteur, ne suppose chez le lec-
teur que des connaissances modestes et est par consequent accesst-
ble a un grand nombre de personnes qui se consacrent aur sciences
mathdmatiques. S. Z

Comptes-rendus des seances
de la Societe Polonaise de Mathematique,
Section de Varsovie, annee 1931.

(Abroviations: C. R. = Comptes Rendus des seances de 1’Académie de Sciences de
Paris; C. R. de Varsovie = Comptes Rendus des seances de la Soci6té des Scien-
ces et des Lettres de Varsovie; Fund. Math. = Fundamenta Mathematicae].

16. 1. W. Sierpinski: ,Sur certaines oporations sur les
ensembles fermds” [C. R. de Varsovie 24 (1931), p. 57].

A. Lindenbaum: ,Sur un ensemble lindaire extromement
non homogene par rapport aux transformations continues et sur le
nombre des invariants de ces transformations'!.

M. Kuratowski (Fund. Math. 8, 1926) a construit (i, 1’aide du theoreme
que le continu peut etre bien ordonnd) un ensemble lindaire infini qui n’est ho-
meomorphe a aucun son vrai sous-ensemble; M. K. a d’ailleurs remarqué qu’un
tel ensemble doit nécessairement etre totalement imparfait. De plus, I’'ensemble
construit par M. K. n’admet aucune transformation bicontinue en soi-méme, sauf
la transformation par identite: f[x) =X. M. L. etablit I'existence d’'un ensemble

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 8
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lineaire P, de puissance do continu (c = 2«0), et qui présente une non-homogo6-
noite encore plus prononcee (construction a l'aide du théoréme sur le bon ordre
du continn, mais toujours sans faire appel a ,,rhypothese du continu-). — Donc p. ex.:

1) 11 n’existe aucune transformation continue de Pensemble P en soi-meme,
mauf la transformation par identite. 2) Aucun ensemble lindaire dont P est un vrai
séuB-enseinble ne peut etre transforme en P d’une fagon continue. 3) Si un rrai
sous-ensemble de P est image continue de P, P n’est pas image continue de ce
sous-ensemble. 4) Si une transformation biunivoque et continue (la bicontinuitd
n’e8t pas explicitement exigée) transforme P en un sous-ensemble de P, elle est
nacessairement la transformation par identité.

En appelant un ensemble presgue-ferme dans Z, stil est somme d'un en-
semble fermé dans Z et d’un ensemble au plus denombrable, on peut demontrer
que tout© partie non vide et relativement presque-fermée d’un ensemble lindaire
punctiforme et non fermé — est son image continue. Or: 5) Ce ne sont que des
sous-ensembles presque-fermes dans P qui en sont des images continues. 6) Si
une fonction continue transforme P en un sous-ensemble non denombrable. il
existe un point de P tel que /'(#0) = (potnz inrariant). Par contre, si Z
est un ensemble lindaire punctiforme et non fermé, V — un ensemble au plus
dénombrable ne se réduisant pas a un seul point de Z, alors Z peut etre trans-
forme en U 8ne faeon conlinlie et sans ,,points invariants®.

L’ensemble P peut etre appligué aux problemes concernant les types cX
de M. Sierpinski (Fund. Math. 14, 1929) et les invariants des transformations
continues. On peut trouver dane le domaine des ensembles lindaires (et sans faire
appel a ’hypothese du continu): a) une suite du type a, a o6tant un nombre or-
dinal quelconque i?, d’ensembles décroissants {Et}, telle que, lorsque £<n<<

a: est une image contiuue de tandis que E-- n’est pas une telle image
de E™', b) une classe K de puissance 2r d’ensemble8 (de puissance c) tels qu’aucun
dux n’est I'image continue d’un autre ensemble de K; du I’'on conclut que le
nombre des inrariants des transformations continues (classes d’ensembles closes
relativement a ces transformations — v. W. Sierpinski, C. K. du ! Congres

deR Math. des Pays Slares, 1929, p. 52) est egal a 2>e

6. Il. S. Mazurkiewicz: ,Sur uue classe de dendrites*
|Fund. Math. 18 (1932), p. 88].

S. Mazurkiewicz: ,,Sur les fonctions non dérivable8a [Stu-
dia Mathematica 3 (1932), p. 92],

13. 1l. K. Zarankiewicz: ,Sur les continus peaniens®.

M. Z. donne une demonstration nouvelle (et qui semble plus simple que les
demonstrations connues), du tb6éoréme d’apres lequel tout continu pdanien est arc-
wise connected.

13. ll. S. Mazurkiewicz: ,Sur Pintograle

7+ +N172~1l
t
0
{Studia Mathematica 3 (1932), p. 114],
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E. Szpilrajn: ,Sur uu ensemble analytigue non borelien
dans l'espace des ensembles fermesi.

Soit 1 I'intervalle fermé [0, 1] et 27 ’espace des sous-ensembles fermes non
vides de |, métrise d’apres M. HauBdorff. Designons par M la classe de tous
les Bous-ensembles fermds indonombrables de 1 et par N la classe de tous les sous-
ensembles fermes de 1, dans lesquels la relation <[ n’6tablit pas un bon ordre.

M. Hurewiczl) a domontr6 que M est un ensemble analytique non bore-
lien dans 2Z. M. S. démontre dans le meme ordre d’idées que N est aussi un en-
semble analytigue non borelien. Voici la marche de la domonstration:

Soit rt, rr r,... la suite des nombres rationnels, contenus dans l'intérieur
de Z. Les nombres rnin,....,,k 1 supposos definis, nous doésignerons par r,,, —1,1,

rn,ul,...nlt_1, 3,-11 la suite des nombres rationnels contenus dans 1'in-

tervalle [0, r ).
Dosignons ensuite par In I'intervalle fermé [rn, 1] et par In,,2,.. .k (oufc”-2)
I’intervalle fermé r,t ,.J. Soit enfin FbiB+...,a fensemble de tous

les sous-ensembles fermes de 1 ayant des points communs arec chacun des inter-
ralles: Jntl
On voit aisoment que les ensembles FF<«<,sont fermes (dans 2') et que

N—2 U Fn, n..BA,
*-

la Bommation s'étendant sur toutes les suites nt, n2,... des nombres naturels.
N est donc, en effet, un ensemble analytique.

F doésignant le type ordinal de fensemble F ordonne par la relation <(,

on proure ensuite que leB relations: Fe2z—N et F=a (« est donc un nombre
ordinal dénombrable) entrainent. Ind FF"~a — 1 (oii Ind F désigne I’,,indice” *) de F
par rapport au ,systeme déterminant’ {Fn,nN4}).

U en résulte immédiatement que N n’est pas un ensemble borelien.

[Une autre démonstration du moéme theoreme se trouve dans la note de
MM. Kuratowiki et Szpilrajn, Fund. Math. 18 (1932), p. 160].

10. IV. C. Kuratowski: ,Les fonctions semicontinues dans
U'espace des ensembles fermds# [Fund. Math. 18 (1932), p. 148|.

E. Szpilrajn: ,Sur les cribles fermes et leurs applicationsl
[Cf. C. Kuratowski et E. Szpilrajn, Fund. Math. 18 (1932),
p. 160].

24. 1IV. S. Mazurkiewicz: ,Sur les hyperespacesé [Cf. K.
Borsuk et S. Mazurkiewicz, C. R. de Varsovie 24 (1931),
p. 149 et S. Mazurkiewicz, Fund. Math. 18 (1931), p. 171].

>) Fund. Math. 15 (1930), p. 4.

*) Ce mode de numeroter les nombres rationnels a 6t6 deja utilis6é par M.
Sierpinski, Fund. Math. 11 (1928), p. 17.

’) Cf. p. ex. Hurewicz, 1 c.
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E. Sz pilrajn: ,,Sur les hyperespacesl.

1. V. W. Sierpinski: ,Sur les deux definitions des ensem-
bles fermes” [C. R. de Varsovie 24 (1931), p. 184].

W. Sierpinski: ,,Sur deux eomplomentaires analytiques non
sCparables Bu JFund. Math. 17 (1931), p. 296].

E. Szpilrajn: ,,Sur le erible fonetionnel*.

Soit N la classe de tous les ensembles situés dans linterralle fermes [0,. 1]
et dans lesquels la relation < n 6tablit pas un bon ordre.

M. S. demontre le theoreme suivant qui résoad un probleme pose par M.
Sierpinski:

Pour tout ensemble analytigue Z, lineaire et borne, il existe une fonction
continue, f(x\ definie dans Vintervalle ferme' [0, 1, et telle que Z = E[/ —1(y)eN] ¥

La demonstration de M. S. est basée sur le lemme suirant:

Z etant un ensemble analytigue lineaire et non-vide, il eiiste un systeme
{Anin2,...nk} thtervales fermos tel que

Z =2 Il Annit_n
fi), "2 A"
et satisfaisant aux conditions suivantes:
1) on a pour tout systeme nt, N2, ... Ni de nombres naturels:
Anit rt2,...nk, cz j

2) on a pour tout systeme nx, n2,... de nombres naturels:

3) (ninl,... nf) et (ml, .me) oOtant deux systemes différentes de nom-
bres naturels, les extrémites de 4/,,. n2i...nA et sont differentes deux

a deux.

8. V. A. Lindenbaum: ,La projeetion comme transforma-
tion continue la plus goncrale*.

On definit le produit combinatoire et la projeetion a) pour les ensembles
abstraits; b) pour les espaees topologiques; c) pour les espaees metriques.

a) Soit M — un ensemble, F(m) — une fonction dont les argumentu par-
courent M, et dont les yaleurs sont des ensembles. Alors le produit P(Af, F) est
Tensemble de toutes les fonctions f(X) dont les arguments parcourent M et dont

les raleurs remplissent - pour tout m de M — la condition: f(m) est un ele-
ment de F(m)  En particulier, soit (1, = . = on A4crit alors 1) X
X F(2) X1+ X heu de ,P(M, F)*. Si P(M, F) = P(N, (?) 4= 0, on a:

M =N et F(ni) = G(m). L’ensemble F(m) est appele projeetion de I'ensemblo

*) designe 1’ensemble )I(E[f(X) =y

*) & Otant un intervalle quelconque, |6i ddsigne sa longueur.
*) Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre (1927), 84; E. Zermelo, Math. Ann.
65 (1908), p. 266.
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P(Af, F) sur m; chaque ensemble possede une projection completement determi-
née sur un objet m, on n’en possede point.

b) Soit, pour tout m de M, F(in) — un espace topologique. Nous dofinis-
sons le voisinage V,, pour un dlement X du produit P(Af, F)— comme I’ensemble
dont la projection sur chaque m est un voisinage de I'unique ¢lement de la pro-
jection de (x) sur ce m; de cette maniere, le produit P (M, F) derient un espase
topologique ¥ Une projection d'un espace topologigue en est une transformation
continue.

c) Soient Jf, et M2, dem espaces metrignes, avec les distances p, [X, if) et
p.(a:, y) resp.; on fait metriser I’'ensemble Mx X Par *a definition:

eKat,, ®,), (Y. y29)] = LY. + pH®2, y2).

3f, et .1A sont des projection” de Jsf, X ~2 *)» Une projection d'un espace metri-
que en est une transformation (uniformement) continue.

Ayant dofini encore, d’nne maniere facile a concecoir, la projection d’un
sous-ensemble d’un produit, on parvient aux enoncss suivanta: b) Pour les espa-
ces topologiques: b 1. Le domaine (ensemble d'argnments) d'une fonction conti-
nue et 1'image de celle-ci dans 1'espaceproduit co>respondant (ensemble de pai-
res [se, /m(ae)]) — sont homeomorphes. b 2. Si le domaine dune fonction continue.
est ferme, 1'image est aussi fermee. b 3. Si une fonction continue transjorme A
en B, alors il existe un ensemble A, (dans A X S), homeomorphe a A et dont

la projection est B. — c¢) Pour leB espaces métrignes. cl, c 2, ¢ 3 — analognes.
Ix>rsqn’il #git des ensemblee situés dans les espaces enclidiens, on ne sort pas
de cette categorie d’espace. «

Les propositions b 3. et ¢ 3. justifient le titre; quand la fonction continue
est biunivoque, la projection correspondante sera biunivogne aussi.

Toutes ces reinarques, d’ailleurs banales, permettent parfois de simplifier
l6gerement les raisonnements ).

A. Lindenbaum: ,Sur les figures convexes‘.

M. L. communique le théoreme suivant:

(A) Soit G un ensemble de points (situ6 dans !’espace euclidien) pour le-
quel la borne supérieure des distances mutuelles de ses points (= diametre) est
#. il existe alors une figure convexe et fermie qui contient G et dont la pro-
jection sur chaque droite est de longueur d (figure de largeur constante d).

Si I'on considere la partie commune de toutes les figures convexes et fer-
inees centenant G et ayant la largeur constante d, on obtient de G ce qu’on
pourrait appeler G arrondi: '6tude de cette opdration serait pout-etre interes-
sante. Le theoreme (A) se doduit d’un théoreme do M. Reidermeister et des
théoremes suivantes;

Cf. S. Lefschetz, Topology (1930), Chap. V, § 1
) Cf. F. Hausdorff, op. cit, 820,6; W. Sierpinski, Zarys teorji
mnogosci 11 (1928), pp. 103—104.
*) V. W. Sierpinski, Fund. Math. 7 (1925), p. 239; F. Hausdorff,
op. cit,, p. 212.
4) On pourrait dire aussi: ,est ~du.
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(B) Soit G un ensomble de diametre ~<Zd situe dans un espace mdtrique;
il existe alors un ensemble ferme contenant G et sature (dans cet espace) par
rapport a la propriete d’avoir le diametre ~d.

(C) Soit G un ensemble dans un espace métrique dont la distance o rem-
plit la condition:

e(b, ) = (. c) entraine ((>(«X) max[(>(« 6), p(a,c)]

(c.-a-d. la distance entre les points d'un segment et un point quelconque a atteint
son maiimam “pour une des eztrémites de ce segment); le diametre de G soit

il eiiste alors un ensemble H convexe (relatirement a !’espace donnd),
ferm6 et contenant G (saturé6 comme dans (B)), tel que pour tout point p de la
frontiere de // on a: la borne suporieure de e(p,z) (z parcourant H) est
egale a d.

A. Lindenbaum: ,Sur les construetions non-effectives dans
I’Arithmetique Olementaire*.

Nous entendons par I’Arithmetique des nombres entiers positifs une thdorie
formelle de ces nombres, fondde sur un systeme usuei d’axiomes, exprimes par
les termes primitifs: ,,1% ,.X ,,=Ilj comme basa logique, on peut ad-
mettre p. ex. le systeme complet des ,Principia Mathematica“, en omettant les
fonctions ,,descriptives” (descriptions). Une proposition sera dite ¢lementaire, lors-
gn’elle se laisse enoncer sans variables de l'ordre = 1 (classes, relations etc.) ¥

Dans chaque theorie formalisde, on trouve des signes appelds constantes:
il y a des constantes primitives (fondamentales) (p. ex. le signe ,,1* dans notre
Arithindtique), et a partir de celles-ci, en executant certaines ,,operations!l primi-
tives, bn obtient des constantes derirees (p. ex. les expressions L. 12X
X (14" 1)" dans notre systeme)’): si une expression contient des termes intro-
duits par definition, elle n’est plus une constante.

Convenons de dire: 1) que I'on a une construction efjectue dans le 1 sens
d’'un objet pourcu de la propriete $<I>(x) » I'on peut demontrer le thoorfeme
»<5((7)“ oii ,,C* est justement une constante dans la thdorie envisagee; 2) que I'on
a une construction effectire dans le Il sens d'un objet poureu de la propriete

si I’'on peut démontrer les 3 théoremes suivants3):

(EX}<F(x)

OV > 0(D]«);
3) que I'on a une construction setni-effectice dans le 1 sens d'un objet... etc., si
I’'on peut ddmontrer le theoreme ,<£(0,)v <5(C)v...v $(C “ ou ,Cl% ,C),...
sont des constantes5).

* V. K. Godet, Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931), p. 191.

*) Pour une definition plus precise, v. 1. Herbrand, TheBe (Paris, 1930),
Chap. II1, 1.12, 1.13.

*) Notations comme dans le livre connu de Hilbert et Ackermann.

4) r*P(x)' — one propridte doterminee quelconque.

5 D’une faeon analogue, on pourrait definir encore la semi-effecti»ite daus
le 11 sens.



119

Or. dans notre Arithmoétique, si Ton a démontré Fexistence d'un nombre
pourvu de la propriotéd ,,#(«)*“, la construction de ce nombre est toujours effectire
dans le Il sens; mais, quant au | sens, il en est tout autrement: il y a des exemples
ou Fon domontre I'existence d’'un nombre pourvu d’'une propri6td, sans pouroir
indiquer une constante symbolisant un nombre avec cette propriété ¥ donc on &
pas l'effectivite dans le | sens; toutefois, dans tous ces cas — autant qu’il semble —
c’est au moins la semi-effectivite qui reste, car on peut trouver une constante
majorante par rapport au nombre chereh6; de plus, tous les exemples connus sont
libs a l'6tat actuel de nos connaissanc.es: donc la non-effectivitd est transitoire peut-
etre. Cependant, M. L. signale que les résultats importants de M. Gftdel’) con-
duisent aux consequences suivantes: a) On peut formuler explicitement une pro-

priete 6lémentaire qui est remplie pour un et un seul nombre et telle que
Fon a (1) v P(1 -j- 1)M, mais qu'il soit absolument impossible de’résoudre la que-
stion. si ou si ,,r(\-|- (construction absolument non-effective dans le

1 sens), b) On peut formuler expliciteinent une propriété 6lémentaire qui est rem-
plie pour un et un seul nombre, mais telle qu’il soit absolument impossible d’en
donner une construction semi-effective dans le | senss).

17unique hypothese ndécessaire est que notre Arithmétique ne soit pas eon-
tradictoire; pour obtenir ejcplicitement I’exemple a), il faut saroir encore quo
Rritométique  n’est pas Zw-contradictoire 4). Tout en etant absoius, c.-a-d. indo6-
pendants des progrés futuro de FArithmotique, nos exemples ne le sont 6videm-
ment plus, lorsqu’on admet de nouvelles regles du raisonnement d’un type jusqu’a
présent inusito ¥

15. V et 16. V. R. de Montessus de Ballore (Paris):
»Methodes nouvelles de la statistique mathematique*.

5. VI. W. Sierpinski: Sur les anueaux de fonctions* [Fund.
Math. 18 (1932), p. 1].

S. Mazurkiewicz: ,,Sur un problime de M. Lusin“ [C. R.
192 (1931), p. 1526],

12. VI. W. Wolibuer: ,,Sur les fonctions analytiques du
type de Pompeiuu [C. R. de Varsovie 24 (1931)].

K. Zarankiewicz: ,Sur les regions convexes*.

M. Z. (lonne une demonstration 6lémentaire des deux théorémes suirants:

1« Si Ja frontiere F d’une region piane et con»exe contient un nombre fini d’arcs
d’une circonférence donnée K et dont l’ensemble donne la circonférence K toute

*) Kappelons les problemes de Waring ou de Goldbach.

* L. c., pp. 173—198.

’) Ceci peut etre appliqué pour obtenir un nombre reel calculable dont il
serait absolument impossible de repondre s'il est =1 ou non (Cf. W. Sierpin-
ski, Fund. Math. 2 (1921), pp. 114—115).

‘i K. Godet, 1 c.

») V. p. ex. D. Hilbert, Math. Ann. 104 (1931), p. 491.
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enti*re. il N’y a dane F en dehors de ces arcs que tout au plus des segments des
tangentes communes a deux arcs consocutifs. 2° L’aire de cette region n’est pas
inferieure a celle de K.

9. X. W. Sierpinski: ,Remarques sur les suites de fonc-
tions! |Fund. Math. 18 (1932), p. 110 et Monatshefte ftir Mathe-
matik u Physik. 39 (1932), p. 233].

A. Kozniewski: ,,Sur les anneaux d’ensembles” [C. R. de
Varsovie 25 (1932)].

23. X. 0. Blumenthal (Aacheu): ,Eine neue Einftthrung
in die Theorie der linearen Integralgleichungen mit unsymmetri-
schem Kernl,

0. Nikodym: ,Remarques sur un Médmoire de M. Zarembal
[a paraitre dans le Journal de Mathématiques].

30. X. A. Rajchman: ,Sur la loi des grands nombres fortel
|[Mathesis Polska 6 (1931), nr 7—38].

13. XI. W. Sierpinski: ,Sur une goéneralisation d’un théo-
reme de Cantor* [Fund. Math. 18 (1932), p. 280].

W. Sierpinski: ,Sur deux ensembles de la méme puis-
sance qui ne sont pas effectivement de la méme puissancel [Fund.
Math. 18 (1932), p. 189],

A. Kozniewski: ,,Sur les classes croissant.esl.

27. XI. 0. Nikodym: ,Sur le principe de minimum dans
Sp probleme de Dirichletl

Soit D un domaine ouvert et borne de Fespace euclidien a 3 dimensions
pourru d’un systeme des coordonnees rectangulaires a:, Y, z. Ddsignons par (<E/>)
I’ensemble de toutes les fonctionB P(P) jouissant des proprietes suivanteB:

1° F(P) est dofinie presque partout dans D,

2° P(P) possede presque partout dans |) les trois derirées partielles de pre-
mier ordre, ces dorirdes Otant a carre sommable dans D,

3° sur presque toute ligne paralléle aux axes du systeme des coordonnees
F(P) est absolument continue sur tout segment ferm6 contenu dans D,

On roit aiBOment que si F(P) appartient a (<Pr>), il existe un ensemble epais
de lignes droites paralleles a I'axe de X et telles que si AB est un segment sa-
tur6 et ouvert contenu danB D et situé sur une de ces lignes, F(P) y admet des
valeurs limites ddtermindes dans A et B. 11 en est de meme pour les lignes pa-
ralleles aux axes y et z. Pour I’'exprimer nous dirons simplement que F(P) admet
~presque partoutll dee valeurB limites frontieres.

Dirons que deux fonctions F(P) et G(P) appartenant a (0£>) admettent les
memes ealeurs Jrontihes, si la fonction F(P) — G(P) admet presque partout la
raleur limite et frontiere 6gale a 0.
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Cela 6tant, soit F°(P) one fonetion de la classe (®z>). Designons par
I’engemble de tontes les fonctions ($n) poesddant les memes valeurs frontieres
que F°. Dans ces conditions ou demontre qu’il existe une fonetion F[P} essen-
tiellement unique appartenant a ot rendant minimum l’intégrale

De plus on doémontre que F(P) ne differe d’'une fonetion harmonique que
dans un ensemble de rnesure nulle.

La demonstration de I'existence repose sur le theoreme suivant concernant
les espaces vectoriels, qui possedent le produit scalaire conforme a la notion de
Ja distance — V|| de deux points X et Y.

Soit I une telle variété et, soit Fl un sous-ensemble de F tel que les re-
lations X e2),yert entraiment X - (t e J\ pour tout A, U reel, ou z  « == 0.

Soit d la borne inferieure des nombres ||aj|, ou asell,. Dans ces conditions
et, si 7°, est complet, il existe un element unique al0 e I\ tel que |scO| = d.

11. XIl. F. Leja: ,Sur les coiifficients de convergence des
sCries de polynomes*

M. L. demontre les theoremes suivants:

00 0o
1. Si la serie 7? 0 a<1“)zen SI & conrergente sur
0 0
une courbe, il existe pour tout domaine borne D un nombre 4 > 0 tel que la

00
«¢rie 2PK(z)An est uniformément convergente dans D.
0

00
2. Si une serie 2Pn(z) est conrergente presque partout sur une circonfe-
0

00
rence, la série 2Pn(z}(\ —£)n est uniformement convergente dans linterieur de
0

cette eirconference, pour tout 0 < £ 1.

[Mathematische Annalen 107 (1932)].

A. Wundheiler: ,,Conditions pour une surface flesible in-
extensible* [C. R. 193 (1931), p. 1051].

18. XIl. W. Sierpinski: ,Sur un ensemble qui a avee
tout son translation au plus un point commun® |Cf. S. Ruziewicz
et W. Sierpinski Fund. Math. 19 (1932), p. 17].

W. Sierpinski: ,,Sur un probleme concernant les types de
dimension* [Fund. Math. 19 (1932), p. 65].

A. Tarski: ,Sur les propri¢tés ghom<5triques de la tnesure
de M. Banachll

E. Szpilrajn: ,,Remarque sur les types de dimension*.
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M. S. donng un esemple de deui: ensemblei Zt et Zt de la puissance du
continu tels que dZy dZy et qu'il n'eriste aucun ensemble Z satisfaisant a la
condition: dZt dZ O dZt. Cet esemple resoud un probleme pos¢ par M. Sier-.
pinski.

M. Kuratowski a construit une suito d’ensembles lineaires {En} tels que
si iz » etsi X est un ensemble non vide ouvert dans Ej, on n’a jamais dX”
C dE,,) o).

Soit {/,,} la suite des intervalles et {Kn} une suite d’en-
sembles contenus respectivement dans {!,,} et homdoniorphes a {E,,}.
00
Posons Zt — ZKn et Zt = Z, -f- (0).
i

On demontre que ces ensembles satisfont aus conditions enoncées au debnt.

Comptes-rendus des seances
de la Societe Polonaise de Mathematiques,
Section de Leopol, annee 1931.

10. 1. 1931. H. Steinhaus: ,Uber die Wahrscheinlichkeit
der Konvergenz von Reihen®,

In der komplexen Ebene seien gegeben: eine Folge von mess-
baren (nach Lebesgue) Gebieten Sit mit Durchmessern, die alle un-
ter einer festen Schranke liegen, ferner eine Folge von Wahrschein-
lichkeiten fr{f’\dz ergibt die W. daftir. dass ein Punkt zu der

Menge A' in Q, gehort. Es wird der Satz bewiesen: Die hinreichende
und notwendige Bedingung daftlr, dass die Reihe von beliebig aus
Sit herausgegriffenen Punkten fast sicher konvergiert, ist:

1. Die Folge von Schwerpunkten der Mengen 12- ist kon-
vergent.

2. Die Reihe der Tragheitsmomente i, der Gebiete £7 beziig-
lich der entsprechenden Schwerpunkte konvergiert.

S. Kaczmarz: ,,Verallgemeinerung eines Satzes aus der Theo-
rie der unendliehen Reihen®.

Es wird der Satz bewiesen: Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass fiir eine gegebene Reihe Sa alle Partial-
Summen beschrankt ausfallen, ist:

*) Fund. Math. 8 (1926), p. 202.
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:jSa,,Z,, <A';_(const)
1

ftir jede konvexe Folge Z,—>0. (S. Studia Math. 3 (1931)).

W. Orlicz: ,,Uber eine Klasse von konjugierten Raumen*.

Die notwendige u. hinreichende Bedingung fUr die Konvergenz
von 2a,,bv fur jede Folge av, filr welche X\av'“¢ (a,, >> 1) kon-
vergiert, besteht in der Existenz eine Konstante k(0 < A < 1), ftir
welche XVcbv'~ konvergent ist; dabei bedeuten die zu a,, kon-
jugierten Potenzen. (Studia Math. 3 (1931)).

21. Il. K. Kuratowski: ,Uber die Anwendung der Logi-
stik in der Mathematiku.

Es wird eine Methode entwickelt, die erlaubt, aus der Defini-
tion gewisser Mengen, vermittels einer mathematischen Interpretation
von logischen Operationen, auf ihre Eigenschaften, wie z. B. Borel-
sche oder projektive (im Sinne von Lusin) Klasse zu schliessen.
U. a. werden gewisse, auf Benutzung des ,crible* von Lusin be-
ruhende Ergebnisse von Mazurkiewicz u. Nikodym auf ein-
fache Weise erhalten. (Fund. Math. 17, p. 249—272).

S. Banach: ,Uber analytisch darstellbare Operationen in
abstrakten Raumen*®,

Es ei B° die Klasse aller stetigen Abbildungen eines Raumes
X auf eine Teilmenge eines metr. Raumes Y. Eine Abbildung sei
zu B' gerechnet. wenn sie Grenzwert von einer Folge von Abbil-
dungen ist, die zu Bt;, gehoren.

Lf sei die Klasse aller im Sinne von Borei messbaren Ab-
bildungen. Es sei bl = L! und b- analog wie B$ definiert. Es gilt

BMBbSMU. st Y separabel so gilt: — Lk (S. S Banach: ,,Uber
analytisch darstellbare Operationen™ Fund. Math. 17 (1931), p.
283—295).

S. Banach: ,,Uber nicht differenzierbare stetige Funktionen”.

Es wird der Satz bewiesen, dass im Raume aller stetiger,
reeller Funktionen diejenigen, die an irgendeiner Stelle endliche
einseitige Ableitung besitzen, eine Menge l-er (Baireschen) Katego-
rie bilden. Vgl. Studia Math.. Bd. 3.

S. Utam: Einige Satze ttber Mengen Il-er Kategorie®.

Unter Voraussetzung der Kontinuumhypothese kann man zei-
gen, dass 1% In jeder Menge Il-er Kategorie (in einem belie-
bigen Raume) gibt es ein Kontinuum von elementfremden Mengen,
die alle II-er Kategorie sind. 2°: In jeder Menge, in der die
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Bairesche Bedingung nicht erfiillt ist, gibt es Kontinuum von ele-
mentfremden, ebensolehen Mengen. 3°: In jeder Menge, die ein
positives ausseres (Lebesgue’sches) Mass besitzt, gibt es ein Konti-
nuum von elementfremden, unmessbaren Mengen.

17. 11l. St. Saks: ,,Zur Theorie der subharmonischen Funk-
tionen*.

Eine stetige Funktion zweier reellen Veranderlichen u(x,y)
heisst im Gebiete G subharmonisch. wenn fur jeden Punkt (a0, yt)
und jeden Kreis vom Radius r

ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur ist: die Funk-
tion u(x.y) hix,y) ((h(x,y) ist eine beliebige harmonische Funk-
tion) besitzt keine inneren Extrema inbezug auf einen beliebigen
Kreis K.

S. Kaczinarz: ,Uber die Dinischen Integrale*.

Es existiert eine stetige Funktion f(x), fttr welche bei jedem

X das IntegralJ . dt divergiert. Analoge Satze gel-

0
ten fur

und

I 4 =)

Solche Funktionen F bilden im Raume aller stetigen Funktionen
eine Menge der Il-en Kategorie.

21. 1ll. S. Banach: ,,Uber additive Operationen®.

Es werden einige Satze bewiesen tiber Borelsche lineare Man-
nigfaltigkeiten und Bairesche additive Operationen in allgemeinen
Raumen vom Typus (B). Der Prelegent weist auf Anwendungen in
der Theorie der Integralgleichungen bei unbeschrankten Kernen hin.

W. Orlicz: ,Uber eine Klasse von Raumen vom Typus (B)“.

Die hinreichende Bedingung damit der Raum aller mit der
Funktion jV(u) integrierbaren Funktionen ¥ von Typus (B) sei, ist:
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V(W) ist konvex; lim Z =0, lim; = 00 und fur hinreichend

grosse m: N(2u)™KN (u).

Diese Raume sind in vielfacher Hinsichtden Raumen Ln analog.

(Erscheint in Buli, de I’Acad. Pol. 1932).

12. IV. W. Sierpinski: ,Uber zwei Definitionen von abge-
schlossenen Mengen*.

Der Prelegent gibt zwei Definitionen von abgesehlossenen Men-
gen — dereA Aquivalenzbeweis das Zermelosche Auswahlaxiom be-
ntttzt. Es wird ein Beispiel einer Menge konstruiert, die im Sinne der
einen Definition abgeschlossen ist, dagegen kann man beim gegen
wartigen Stande der Wissenschaft nicht beweisen (ohne Benutzung
dieses Axiomes), dass sie im Sinne der zweiten Def. abgeschlossen
ist. (C. R. Soc. Sc. Varsovie XXIV. Note du 30 Avril 1931).

E. Zylinski: ,,Uber Systeme linearer Differentialgleichungen®.

Es wird eine einfache matrizentheoretische Behandlung des
Differential-gleichungssystems:

n

y'i =

angegeben. Erscheint in den Ber. d. Lemberger Ges. d. Wiss., 1932.

Diese Behaudlung vereinfacht inanche Beweisftthrungen.

9. V. K. Borsuk und S. Utam: ,,Uber eine neue topologi-
sche Operation*.

Es sei A ein kompakter Raum, es bedeute A[n] bei festen n den
Raum von w-Tupeln von Punkten aus A. Der Abstand zweier Ele-
mente dieses Raumes, der einen Unterraum des Raumes aller ab-
geschlossenen Mengen von A bildet, sei nach Hausdorff definiert.
U. a. wird bewiesen, dass /[«], wo I das Intervall Os”™ic™l be-
deutet, nur ftir N3 mit dem euklidischen Fundamentalquader in
Rn homoomorph ist.

(S. K. Borsuk und S. Utam: ,0n Symmetric products of
topological spaces®. Buli, of the Amer. Math. Soc., 9 dec. 1931).

S. Kacz marz: ,Effektives Beispiel ftir Dinische Integrale®.

Es wird eine periodische Funktion f(x) konstruiert, ftir wel-

1

0
gleich oo ist. Es ergibt sich die Richtigkeit des Satzes, wonach
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solche Funktionen im Raume aller stetigen Funktionen eine Menge
von ll-er Kategorie bilden.

25.V. S. Banach: ,tTber isometrische Abbildungen von
Vektorrttumen*.

L<p> bedeute den Raum aller mit der p-ten Potenz integrier-
baren Funktionen, IW den Raum aller mit der p-ten Potenz kon-
vergenten Reihen, mit entsprechender Abstandsdefinition. Es wird
bewiesen, dass fiir p ==2 ={= g, Lip) und sich nicht aufeinander
isometrisch abbilden lassen.

A. Zygmund: ,Reisebericht”.

Prelegent berichtet iiber seine Studienreise nach England im
J. 1929/30.

2. VI. K. Borsuk: , Anwendungen der Funktionalraume in
der Topologiel*

Es werden einige Anwendungen des Funktionalraumes aller
stetigen Abbildungen eines kompakten Raumes R auf die M-dimen-
sionale Hypersphare K,, angegeben. Einige kombinatorische Eigen-
schaften des Raumes R lassen sich auf diesem Wege mit Hilfe der
punktmengentheoretischen Methoden untersuchen.

S. Kaczmarz: ,Uber ein Problem des Herrn S. Mazur-
kiewicz".

Es wird eine stetige periodische Funktion ¥ konstruiert, fiir
welche bei jedem x

lim 8up [ + dJ =o00 ist
be | t

n
W. Orlicz: ,,Uber unbedingt konvergente Reihen in Vektor-

raumen".

Die Reihe xn von Elementen eines beliebigen Raumes X vom
Typus (B) heisst unbedingt konvergent, wenn sie bei jeder Anord-
nung der Elemente konvergiert. Es wird u. a. der Satz bewiesen:
Die notwendige u. hinreichende Bedingung fiir die unb. K. ist: fiir
jede Teilfolge xn. gibtogs ein  so dass fiir alle linearen Funktionale

in X die Beziehung:N//7™) =f(x) qilt.
9. VI. A. Tarski: ,Eine Krisie der deduktiven Methode
in der Mathematik".
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Der Prelegent bespricht die Resultate von H. K. Gitdel,
welche die axiomatische Methode betreffen.

13. VI. S. Banach: ,,Uber isometrische Raume vom Typus (B)“.

Die notwendige und hinreichende Bedingung ftir die Hombo-
morphie zweier metrischen, vollst&ndigen Raume A und B ist: Die
Raume a, b aller auf A resp. B gleichmassig stetigen, beschrAnkten
reellen Funktionen lassen sich auf einander isometrisch abbilden.

23. VI. S. Mazur und L. Stembach: ,Uber Borelsche
lineare Mengen

In einem Raume vom Typus (B) sei eine Folge von linearen
Funktionalen A',,(U definiert; wir setzen ferner voraus, dass die
Menge der Konvergenzpunkte dieser Folge nicht abgeschlossen ist.
Dann bildet diese Menge eine wesentliche Fai Menge.

Daraus folgt, dass es in jedem unendlich-dimensionalen Raume
vom Typus (B) lineare Mengen gibt, die zugleich Mengen und
Gia, aber nicht von einer niedrigeren Borelschen Klasse sind.

27. VI. W. Sierpinski: ,Funktionenringe*.

Es werden Funktionenklassen f> von folgenden Eigenschaften
betrachtet: aus j\e und /,e folgt max und min F
(S. Fund. Math. 18, p. 1 ff).

J. Schauder: ,,Zur Theorie der Differentialgleichung

Ar 4- 2Bs 4- Ct =f(B — AC= 0)“.

Prelegent teilt mit, dass es ihm gelungen ist, die Randwert-
aufgabe ftir die Differentialgleichung Ar 4~ 2Bs -|- Ct —f, ohne
Beniitzung der S. Bernsteinschen Methode der Normen auf einfache
Weise zu losen.

3. X. S. Mazur und S. Utam: ,Uber isometrische Abbil-
dungen von normierten Vektorraumen®,

Es seien X, Y zwei normierte Vektorraume und y = F(X)
eine isometrische Abbildung des Raumes X auf den Raum Y, bei
wecher O=J(O). Dann ist diese Abbildung additiv, d. h.

F(xi+xt) = F(xi)-"-F(xt) ftir xl,xieX.

S. Banach: ,Zur Theorie der schwachen Konvergenz in
FunktionalrAumen*.

Es sei L eine schwach abgeschlosse Mannigfaltigkeit von li-
nearen Funktionalen in einem separablen Raume vom Typus (B)
von der Eigenschaft, dass aus F(x,,) = F(X) (|| x,,\\ <1 A, A eine feste
Zahl) ftir jedes F aus L, die schwache Konvergenz von x,, nach x,
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folgt. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafOr ist: fur je-
des x lasst sich ein Funktional FelL finden. so dass die Norm
IF <M ist (jU eine feste Zahl), und F(x) = & . Vgl. S. Ba-
nach, Thdorie des operations lineaires, Annexe.

10. X. H. Auerbach, S. Mazur und S. Utam: ,LJber
eine charakteristische Eigenschaft des Ellipsoides*.

Unter allen Eikorpern des dreidimensionalen Raumen ist das
Ellipsoid dadurch gekennzeichnet, dass alle ebenen Schnitte durch
einen festen Punkt miteinander affine Eibereiche ergeben.

Im Anschluss daran beweist S. Mazur, dass der Hilbert-
sche Rauin den einzigen vektoriellen, normierten, vollstandigen, se-
parablen und unendlich-dimensionalen Raum bildet, in welchem je
zwei zwei-dimensionale lineare Mengen isometrisch sind.

17. X. W. Nikliborc: ,Reisebericht®

Der Prelegent berichtet Ober seine Studienreise nach Deutsch-
land im J. 1930/31.

24. X. W. Nikliborc: ,,Zur Potentialtheoriell

Es wird der folgende Satz bewiesen: Ist das tron einem ho-
mogenen Kijrper K herriihrende Potential im Jnnern desselben eine
quadratische Funktion der Koordinaten, so ist K ein Ellipsoid.

24. X. S. Banach und S. Mazur: ,Uber einen universellen
Raum*,

Jeder separable, normierte, vektiorielle Raum ist mit einer
Mannigfaltigkeit in dem Raume R aller im Intervalle O™z |
stetiger Funktionen, aquivalent. (Die Entfernung zweier Funk-
tionen wird ais Max |/i(.r) —&)\  angenommen). Aus diesem Satze
ergibt sich, dass jeder separable metrische Raum mit einer Teil-
menge von R isometrisch ist. Vgl, S. Banach, Théorie des opora-
tions linoairs, S. 185.

7. XI. L. Chwistek: ,,Uber die semantische Methode in der
Grundlagenlehre der Mathematik und der Logistik 1 Teil*.

Prelegent bespricht die Schwierigkeiten. die noch in der Grund-
lagenlehre der Mathematik u. Logik bestehen und entwickelt ein
logisches System, das auf der semantischen Methode beruht. Die
Axiome dieses Systems bilden eine Darstellung der Operation, wel-
che in einer Substitution eines Ausdruckes G in einem gegebenen
Ausdrucke F an Stelle eines Ausdruckes E besteht. In diesem
Systeme erweist sich das Unendlichkeitsaxiom von Russell u.
Whitehead ais entbehrlich.
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S. Banach und S. Mazur: ,Uber die Raume U"”und I’/.

Die Raume Z/"l und L{"\ analog die Raume (/) und (s) lassen
sieh nur dann aufeinander ein-eindeutig linear abbilden, wenn p=gq
ist; den Raum L(/,) kann man auf den Raum I(,) nur dann einein-
deutig linear abbilden, wenn p =q = 2 ist.

14. XI. S. Gotgb: ,,Uber konforme Abbildungen*

Es sei gegeben eine konforme Abbildung 2-ier Finslerschen
Raume aufeinander von der Eigenscbaft, dass in einem festen Punkte
alle Winkel von der Grosse a (a eine feste Zahl) erhalten bleiben.
Dann ist die Abbildung konfurm d. h. alle Winkel werden erhalten.

L. Chwistek: ,Uber die semantische Methode Il Teilu.

Der Prelegent entwickelt die Axiome der Semantik. Daran an-
sc.hliessend wird eine Darstellung der Arbeiten des Herrn Hetper
gegeben, welchem es gelungen ist, die Fundamentaloperationen der
gewhhnlichen Arithmetik auf rein semantische Operationen zuriick-
zuftihren.

21. X1 W. Zygmund: ,Uber einige Probleme und Satze
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen*.

Es wird der Satz bewiesen: Wenn 2(an cos X -|- bn sin z) auf
einer Menge von positivem Lebesgueschen Masse beschrankt ist,
so konvergiert die Summe 2>)). Es wird u. a. ein Beispiel
einer Fourier-Stieltjeschen trigonometrischen Reihe angegeben, die
»fast tiberall* nach Nuli konvergiert wobei gewisse Koeffizienten von
Nuli verschieden sind.

23. XlI. S. Kaczmarz: ,Uber die Raume der mit einer
Funktion JZ integrierbaren Funktionen®.

Es wird bewiesen, dass alle diese Raume mit dem Hilbert-
schen Raume hombomoprh sind.

28. Xl. W. Sierpinski: ,,Uber Mengen von gleicher Mach-
tigkeit, die nicht effektiv gleichmachtig sind*“.

Es werden Mengen gleicher Machtigkeit definiert, so dass die
Tatsaehe. dass sie gleichmachtig sind, das Auswahlaxiom zum Be-
weise nicht erfordert. Dagegen geliugt es nicht eine ein-eindeutige
Abbildung dieser Mengen aufeinander effektiv anzugeben. Vgl. Fund.
Math. 18, p. 180—192.

W. Sierpinski: ,,.Zur Theorie der Homoien*.

Zu je zwei Mengen A, B von der Machtigkeit des Kontinuums
lasst sich nicht immer eine Menge C von der Machtigkeit des Kon-
tinuums angeben, welche einen kleineren Homoomorphietypus hat.

9
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S. Fund. Math. 19. (Sur un probleme concernant les types de di-
mensions).

28. XI. M. Biernacki: ,,Ueber beschrftnkte Funktionen der
komplexen Veranderlichen.

Es sei f(z) eine im Kreise z—b R holomorphe Funktion.
Es sei A das Maximum des reellen Teiles von F in diesem Kreise,
Al und a entsprechend die Maxima von [*(«) und des reellen Tei-
les von f(z) in dem Kreise z—6|™r, (r O 7). Dann gilt:

A-a"2R(R+7)
M R—rn)» '
Das Gleichheitszeichen gilt ftir eine entsprechend gewahlte Funktion.

5. XIl. W. Slebodzinski: ,.Zur Differentialgedmetrie®.

12. XIl. W. Hurewicz: ,,Ueber die Abbildungen von topo-
logischen Raumeu auf die euklidisehen®.

Eine kompakte Menge von der (im Sinne von Menger-Ury-
sohn) Dimension n kann man stetig auf einen Teil des (n  k)-
dimensionalen euklidischen Fundamentalquaders derart abbilden, dass
die Menge der Punkte, derei Urbildmenge mindestens 2 Punkte
enthalt, hdchstens (m — k) - dimensional ist. Ftir Ic =n -f- 1 erhalt
man den Satz von Menger-Nobeling tiber homoomorphe Einbettung.

Comptes rendus des sbdances
de la Societe Polonaise de Mathematiques.
(Section de Cracovie).

8. XI. 1930. T. Wazewski: ,,Sur l'unicite des intograles
du systeme d'équations difforentielles ordinaires” (v. Mathematische
Zeitsehrift, tome 35).

2. V. 1931. T. Wazewski: ,Sur les oOquations linGaires
k coeffitients continus®. Supposons que 1°) dans le systeme d’'6quations

n

~a,hvitly...,.tp)xv =0 (p/1, m<n)
vii
les coeffitients .... ™) sont des fonctions continues daus un
ensemble Z qui appartient k l'espace k p dimensions, 2°) que ces
Oquations sont inddpendentes pour tout point T = (",..., tp) ap-
partenant a Z. Il se pose le probleme de savoir s'il existe w—m
solutions
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de notre systdbme qui sont indépendentes et continues pour tout T
appartenant a Z.

La réponse est affirmative lorsque Z est un hypercube (ou-
vert ou fermd) a p dimensions (ou homéomorphe d’un tel hypercube).
Si Z n'est pas un tel hypercube la roponse peut etre négative comme
le montre un exemple donndé par l'auteur. — De ce thGoreme ro-
sulte un lemme auquel M. Bielecki a ramend un problome
qui lui a 6t6 proposo par M. Wilkosz. Le théorome ci-dessus avait
pour but de démontrer ce lemme.

9. V. 1931. A. Bielecki: ,Sur une reprosentation intégrale
des hypersurfaces au moyen des fonctions implicites”. Supposons
gue le systeme d'équations

V=AGH,---,Q /L, p<=<«)

reprosente une homeomorphie entre un hypercube H ouvert a p di-
mensions et une hypersurface S situde dans Fespace a m dimen-
sions. Supposons que les fonctions sont de classe Cl dans JI1) et

que la matrice
S 3fn
“"3tx

3fi 3fn

Wi,--

Dtfi,..

AV VS e

est dordre p dans H.

Il existe alors n —p fonctions F™xt, — xn) (A/l,...,n—p)
qui sont de la classe C(l) dans un ensemble ouvert Q et telles que
1% la matricegg'g—"-l |':n~\) soit d'ordre n—p dans Q et que le

D(xly...,xn)
systome d'0quations implicites

=0 (2/71.,—p)

reprosente la surface S. — C’est une solution d'un probleme de
M. Wilkosz sous la forme modifiée par M. Wazewvski qui a pro-
poso le procddent 6noncé du théorome.

1) C.-a-d. possedent dans H des dérivoes partielles continues du pre-
mier ordre.
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31. X. 1931. S. Gotab: ,Sur la reprssentation conforme®
Si une transformation d’'une surface de Riemann sur une autre con-
serve un angle fixe a (0 <<|a — Tt| <<ri) alors cette transformation
constitue une reprssentation conforme.

5 XII. 1931. T. Wazewski: ,Sur un probleme integral
relatif 4 l4q«.tio» — ~——+ =

LZauteur construit une fonction A(x,y) qui possede dans un
ensemble simplement connexe ii des dsriySes partielles continues
de tous les ordres et telle que toute intSgrale de I'Squation par-
tielle ci-dessus qui 1°) est valable dans £2 tout entier et qui
2°) possede dans £2 des dsriyses partielles continues du premier
ordre, est constante. Toute intSgrale premiere (yalable dans £2)

de I'Squation ordinaire = A(X. y) est constante. Par conssquent tout

faeteur intsSgrant (yalable dans £2 tout entier) de cette equation est
identiquement nul dans £2.

12. XII. 1931. W. Urbanski: ,Sur le parcours integral des
solutions des Squations diffsrentielles ordinairesll. L’auteur d$montre
que dans certaines hypotheses les intSgrales d'un systeme en ques-
tion qui se condensent sur elles-msmes (sans S$tre p$riodiques) con-
stituent un ensemble de la deuxi$me catSgorie de Baire.

Deuxieme Congres
des Mathematiciens Polonais, Wilno 1931.

I. Organisation du Congrss.

Le premier Congrss Polonais de Mathsmatique qui a eu lieu
a Lwow en 1927 a dscid$ de rsunir le deuxiSme Congres en 1931
en un lieu dssign$ par la Socists Polonaise de Mathematique. La
Socists Polonaise de Math$matique S$tait de plus chargee de s'oc-
cuper de lorgftnisation du Congres.

En noyembre 1930, la Section de Wilno de la Socists Polo-
naise de Mathsmatique a present$ au Conseil de la Socists la pro-
position d’organiser le deuxieme Congres n Wilno.

Le Conseil de la Socists a accepts cette proposition le 7 jan-
vier 1931 et a confi§ l'organisation du Congrss a la Section de
Wilno, qui a form$ le Comit§ d'organisation, composs comme
il suit:
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Prosident: Wiktor Staniewicz,

Vice Prosidens: Juljusz Rudnicki, Wiadystaw Dziewulski,
Secroétaire: Stefan Kempisty,

Tresorier: Kazimierz Jantzen,

Rapporteur du programme: Antoni Zygmund,

Intendant: Stanistaw Krystyn Zaremba,

Membres: Wactaw Dziewulski, Jozef Patkowski,

Jan Weyssenhoff.

Le President de la Sociéte Polonaise de Mathématique, M. le
Prof. Kazimierz Bartel a obtenu du Ministere de l'Instruetion Pu-
bligue et des Cultes les fonds nocessaires a l'organisation du
Congres.

Le Comite d'organisation a fix6 le Congrds a la date du 23
au 26 septembre 1931 sous le nom de Deuxieme Congres des Ma-
thématiciens Polonais et a adress6 en avril les invitations a tous
les membres de la Soci6td Polonaise de Matbematique ainsi que
a tous les mathomatieiens polonais et Otrangers qui ont pris part
au Congres de Lwow, au Premier Congros des Mathédmatieiens des
Pays Slaves ou qui ont collabore aux publications polonaises.

A ces invitations ont 6t0 jointes des cartes portant les titres:
Bulletin d’Adhésion et Sujet de la communieation, a remplir et
& renvoyer au Comite d’'organisation.

Les Membres du Congros oOtaient divisds en membres effectifs
payant 15 zlotys et en membres associds payant 10 zlotys. Les
membres Otrangers Otaient exon6rés du paiemunt de ces taxes.

En juin 1931, on a adressé aux memes personnes un avis do-
taillé contenant le programme provisoire du Congres et les condi-
tions du voyage et du sejour & Wilno.

Pendant les vacances de I'6t6 1929, il a 6t6 envoy6 a tous les
membres du Congros des cartes de congressiste. Sur la présentation
de cette carte ou de linvitation, les Consulats Polonais dolivraient
gratuitement les visas d’entrée en Pologne.

A leur arrivée a Wilno les membres, recevaient au Bureau d’In-
formation, & la gare, le plan de la ville et des cartes designant les
logements.

Le jour de I'ouverture du Congros, le Bureau du Comitdé d'or-
ganisation a distribué aux congressistes le programme du Congres
contenant les sujets des communications scientifiques annoncoes.
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Le siege du Congris se trouvait au batiment principal de
I'Universit¢ Stefan Batory.

Le Bureau du Comit6 d'organisation a doélivre a tous les
Congressistes ne jouissant pas des roductions speciales sur les che-
mins de fer polonais, des cartes donnant droit a une reduction de
60% pour le retour de Wilno, c’est a dire, pour les membres etran-
gers, jusqu'n un point frontiere a leur choix. La Direetion de la
Bibliotheque de [I'Université a ouvert a l'occasion du Congres une
exposition des oeuvres de mathematiques cditees par I'Universito
de Wilno avant sa fermeture en 1832 et des anciens instruments
astronomiques de I'observatoire de I'Universito.

Le Comitd d'organisation profite de cette occasion pour re-
mercier cordialement tous ceux qui ont bien voulu contribuer a la
réalisation du Congrfes et en particulier le Comite des Dames qui
a organis¢ la premiere réunion des congressistes et les excursions
pour les membres associdés. Nous tenons aussi a souligner la parti-
cipation active des oOtudiants de I'Universite Stefan Batory aux tra-
vaux des Bureaux de Renseignements.

Il. Liste des D6légucs.

Delegué de I'Universitd de Paris et de la Societe Mathematique
de France
M. Arnaud Denjoy.
Delogud de'l'Universitdé de Cluj et de la Societdé Mathematique de
Roumanie
M. Petre Sergescu.
Dologue I'Académie des Sciences et de I'Universite de Belgrade
M. Antoine Bilimowitch.
Dolegue de la Sociot¢ des Sciences et des Lettres de Varsovie
M. Wactaw Sierpinski.
Delégué de la Facultd des Sciences de I'Universite de Lwow
M. Hugo Steinhaus.
Dslégue de U'Ecole Politechnique de Varsovie
M. Stefan Straszewicz.
Delegue de I'Ecole Polytechnique de Lwow
M. Kazimierz Kuratowski.
Del6gué de la Sociotdo des Amis des Sciences de Wilno
M. Wiadystaw Dziewulski.
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Delegué de la Facultd des Sciences de I'Universitdo Stefan Batory
M. Kazimierz Jantzen.

Dologud de !'Association des Professeurs des Ecoles Secondaires et
Suporieures
M. Wactaw Sierpinski.

I1l. Séanee (I'ouverture.

Le Congrés a 6t6 solennellenient ouvert le jeudi 23 septembre
a 11 heures dans I'Aula de I'Universitd Stefan Batory en présence
de M. Zygmunt Beczkowicz, Woiewoda de Wilno, de M. Alexandre
Januszkiewicz, Recteur de I'Universitd Stefan Batory, de M. Jozef
Folejewski, Prosident de la Ville de Wilno, de M. Kazimierz Sze-
lagowski, Directeur de I'Enseigment a Wilno et de tous les Dolo-
guds officiels.

En remplacement du President du Comitd d'organisation M.
le Prof. Wiktor Staniewicz, retenu pour cause de maladie loin
de Wilno, M. le Prof. Jules Rudnicki, Vice-Président du Comito,
a salué au nom du Comité les ddlégues officiels et tous les hdtes
du Congres. Il a ensuite exprimo les remerciements du Comitd au
Ministore des Cultes et de !'Instruction Publique, au Ministere des
Affaires Etrang6res et au Ministere des Communications pour les
subventions et facilitds accordees au Congros et a M. le Recteur
qui a mis a la disposition du Congrés les batiments de I'Universito.

M. le Prof. J. Rudnicki a proposo ensuite !’dlection de M. le
Prof. Dr. hon. Samuel Dickstein comme president du Congres. Cette
proposition a 6t6 acceptée a l'unanimito.

M. le Prof. S. Dickstein en assumant la présidence du Con-
gres a proposé envoyer un télogramme d’exprimant les hommages
du Congres a M. le Prof. Dr. Ignacy Moscicki, Prosident de la Ro-
publique Polonaise.

Il a ensuite proposd de compléter le Bureau du Congrdés par
M. M.

M. le Prof. Dr. Arnaud Denjoy, Président d’Honneur,

M. le Prof. Dr. Pierre Sergescu, Prosident d’Honneur,

M. le Prof. Dr. Antoine Hoborski, Vice-président,

M. le Prof. Dr. Stefan Keinpisty, Secrotaire Gonoral.

Au cours de la sdanee ont 6t6 prononcos les discours suivants:
M. le President, en saluant le Congros, parle des temps ou il Otait
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gnaient les anciens professeures de I’'Universite de Wilno. Il souligne
ensuite le développement des seiences mathematiques en Pologne
surtout au cours de ce sieele. En constatant l'importance des tra-
vaux du Premier Congrfes des Mathdmaticiens Polonais qui a eu
lieu a Lwow en 1927, il croit au succes du présent Congrés.

M. le Recteur Dr. A. Januszkiewicz salue le Congres au nom
de I'Universite Stefan Batory.

M. le Prof. Dr. Wactaw Sierpinski prononce au nom de la
Societe Scientifique de Varsovie et de la Sociéte des Instituteurs
des Ecoles secondaires et supdrieures le discours reproduit ci-dessous:

Przemoéwienie Prof. Dra Wactawa Sierpinskiego.

W imieniu najwyzszej instytucji naukowej w stolicy Panstwa,
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, oraz w imieniu Towarzy-
stwa Nauczycieli Szkét Srednich i Wyzszych mam zaszczyt powitaé
Zjazd i ztozy¢ mu zyczenia jaknajlepszych wynikow.

Il-gi Zjazd Matematykéw Polskich odbywa sie w trudnych,
bardzo trudnych dla nauki polskiej warunkach. Ogélny kryzys eko-
nomiczny odbit sie w pierwszym rzedzie na nauce, a w szczegol-
nosci na wydawnictwach naukowych. Dotacje i subwencje na te
wydawnictwa zostaty wstrzymane, albo znacznie uszczuplone. Towa-
rzystwo Naukowe Warszawskie zmuszone byto zamkna¢ szereg swoich
pracowni, w szczegolnosci swoj gabinet matematyczny, oraz wstrzy-
mato wydawanie swych Sprawozdan, ktére pod wzgledem matema-
tycznym tak powaznie zaczety sie przedstawiac. Pracownicy naukowi,
dotknieci znaczng redukcja plac, znajdujg sie w niezmiernie ciez-
kich warunkach materjalnych, totez wielu z nich nie moglo przy-
by¢ na nasz Zjazd. Mimo to wszystko wdzieczni jesteSmy organi-
zatorom Zjazdu, ze go doprowadzili do skutku, gdyz niewatpliwie
wzniesie on promien $wiatta i nadziei w naszg ciezkg atmosfere.

Do zyczen w imieniu wymienionych Towarzystw dotgczam
jaknajlepsze zyczenia dla Zjazdu w imieniu Redakcji ,,Fundamenta
Mathematicae*

M. K. Szelaggowski exprime ses souhaits au Congrés comme
Directeur de I'Enseignement a Wilno.

Ensuite ont salu¢ le Congros les délogucs:

M. le Prof. Dr. Ladislas Dziewulski, M. le Prof. Dr. Casimir
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Jantzen, M. le Prof. Dr. Casimir Kuratowski, M. le Prof. Dr. Hugo
Steinhaus, et M. le Prof. Dr. Stefan Straszewicz.

M. Arnaud Denjoy apporte au Congrés de Wilno le salut, les
compliments et les voeux de I’Universitd de Paris et de la Société Ma-

thematique de France. Il remercie l'assistance de l'avoir appelé avec
son collégue roumain, le professeur Sergesco, a la prosidence d'hon-
neur du Congrés. Il considere cette faveur comme 6tant ddcernoe

non pas a sa personne, mais A la science de son pays et continue
en ces termes.

»Je ne cacherai pas ma profonde satisfaction de me trouver
pour la premidre fois en Pologne. Votre pays a toujours tenu une
place de predilection dans le coeur de tout Franeais. Notre libora-
lisme a pendant plus d'un siocle, aliment6 son ardeur et sa foi a vos
revendications et a vos aspirations nationales#.

»Mais, en ce qui me concerne, j'ajoute a ces dispositions sen-
tiinentales I'attachement non moins profond cr66 par les affinitos
intellectuelles. Je suis un admirateur passionnd de la brillante plo-
iade de matliomaticiens dont la Pologne peut aujourd’hui se montrer
I6gitimement fiere. Des diverses ecoles mathématiques qui se déve-
loppent dans le monde, aucune, sauf celle que dirige a Moscou mon
cher ami Lusin, n'eveille en moi par ses tendances et par ses re-
sultats autant d'int6rot que la votre, aucune n’en suscite davantage“.

M. Arnaud Denjoy conclut en exprimant au Congrfes ses voeux
les plus chaleureux de succos.

M. le Prof. Dr. Pierre Sergescu prononce le discours suivant:

Szanowni Panstwo.

Oto po raz trzeci mam juz zaszczyt brad udziat w Kongresie
Matematykéw w Polsce, przynoszac Wam zyczenia jaknajlepszego
powodzenia i rozkwitu od Towarzystwa Matematycznego Rumun-
skiego i od Uniwersytetu w Cluj, ktérego jestem delegatem. Zdaje
mi sie, ze od pewnego czasu wracamy do dawnej tradycji Scistych
stosunkow przyjaznych naukowych pomiedzy Polska a Rumunja.
Bedzie to naturalnie z wielkg korzyscig dla idei unji narodéw i dla
nauki.

Aby ograniczy¢ sie tylko do matematyki, polscy uczeni stwo-
rzyli szkote, z ktérej mogtby by¢ dumny kazdy kraj. Z powodu
WaBzego wydawnictwa ,,Fundamenta Mathematicaeu — oraz miod-
szego od niego wydawnictwa ,Studia Mathematica® — mowi sie
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z podziwem o Polsce we wszystkich centrach naukowych Swiata.
Wasze Kongresy we Lwowie i w Warszawie przyczynity sie nie-
mato do postepu nauki.

My Rumuni, korzystajagc z weztdow przyjazni naukowej tak
ptodnej pomiedzy naszymi narodami, wzielisSmy za wzOr nasz, Wasz
ruch matematyczny. Dlatego tez nasze zyczenia stawy i powodzenia
dla Waszych prac pochodzg zgtebi naszego serca.

My réwniez zatozyliSmy nasze pismo Mathematica, ktore
szczyci sie wspotpracownictwem polskich uczonych, takich jak pro-
fesor Sierpinski, oraz panowie Rosenblatt, Biernacki. Nikodym,
Sachs i t. d. Pragniemy, aby to wspotpracownictwo polsko-rumun-
skie rozwijato sie coraz szerzej.

Zawsze idac za Waszym przyktadem zorganizowaliSmy w roku
tysigc dziewiecCset dwudziestym dziewigtym, w Cluj, pierwszy Kon-
gres Matematykéw rumuniskich. Wielki uczony, chluba Szkoty Ma-
tematycznej Polskiej, profesor Sierpinski, zeehciat taskawie przyniesc¢
nam swoje poparcie moralne, oraz wyrazy sympatji matematykoéw
polskich. Zaszczycit nas réwniez serjg wyktadéw swych na Uniwer-
sytecie w Cluj, za co jesteSmy mu niewypowiedzianie wdzieczni.

Na przyszty rok, na Wielkanoc, matematycy rumunscy zjadg
sie na drugi ich Kongres w Turnu-Severin, miescie potozonem
u stynnych Zelaznych Wr6t Dunaju. Nie mam chyba potrzeby mo-
wi¢, jak szczesliwi bedziemy, jezeli zechcecie Panowie przyby¢ do
nas jaknajliczniej i z jakg radoscig Was powitamy. Dumny jestem,
ze przypada mi dzi$ misja zaproszenia Was na nasz Kongres imie-
niem matematykéw rumunskich. I mam nieptonng nadzieje, ze doda
Wasza bytnos¢ u nas jeszcze jedno ogniwo do diugiego tancucha
wiekowych stosunkéw naukowych, tgczacych oddawna nasze kraje.

M. le Prof. Dr. Antoine Bilimovitch apporte le salut de I'Aca-
domie des Science et de I'Universitd de Belgrade.

Le Secretaire Gcneral presente an Congres les té¢ldgrammes
et les lettres adressbes au Congrés et an Comit¢ d’'organisation
par M. M:

M. Janusz Jedrzejewiez, Ministre de UlInstruction Publigue.

Les Reeteurs des Universites de Varsovie, de Lwoéw, de Po-
znan, de I'Ecole Supérieure de Commerce de Varsovie et de 'Ecole
Suporieure d'Agriculture de Varsovie, le Président de la Sociot¢ Po-
lonaise de Mathomatique, Prof. Dr. Casimir Bartel, le Prosident de
la Socioté Scientifigue de Varsovie, Prof. Dr. Casimir Zoérawski,
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le Vice-Prosident de la Sociéte Polonaise de Mathdmatique, Prof.
Dr. Stanislas Zaremba.

M. M. les Professeurs: O. Blumenthal (Aachen), A. Fraenkiel
(Kiet), G. Fubini (Turin), F. Hausdorff (Bonn). M. Hlavatjl (Prague),
M. T. Huber (Lwow), L. Lichtenstein (Leipzig), St. Mazurkiewicz
(Warszawa), P. Montel (Paris), K. Petr (Prague), G. Raego (Tartu),
A. Rosenblatt (Cracovie), S. Ruziewicz (Lwow), N. Sakellariou (Athe-
nes), L. Tonelli (Pisa), G. Vitali (Bologne), E. Zermelo (Frei-
burg).

A la fin de la Sdance, l'assemblée a decidd d’envoyer des to-
logrammes a M. le Prof. Casimir Bartel, President de la Societd
Polonaise de Mathomatique et au Prof. Victor Staniewicz, Presi-
dent du Comité d'organisation du Congres.

IV. Sbances plonieres. Liste des conforences.

Les seances pleniores du Congres ont eu lieu le 23 septem-
bre de 16 a 18 heures, le 24 de 10 heures a midi et le 25 de
10 heures a midi. Nous donnons ci-desous la liste des conferences
faites a ces soances.

““Mazurkiewicz Stefan: O zastosowaniu pojecia kategorji w ana-
lizie i topologji. — Sur l'application de la irotion de catdgorie dans
l'analyse et dans la topologie.

Banach Stefan: Zagadnienia przestrzeni wektorjalnych. — Les
probldmes des espaces vectoriels.

Kuratowski Kazimierz: Operacje logiczne a problemy efek-
tywnosci. — Les opcrations logiques et les problomes d'effectivito.

Denjoy Arnaud: La distinction des propriotds descriprives et
motriques dans la thoorie des ensembles et des fonctions.

Sierpinski Wactaw: Pierscienie zbiorow i pierscienie funk-

cyj. — Les anneaux d’ensembles et les anneaux de fonctions.

*Zaremba Stanistaw: Poglad na wspdtczesny stan teorji po-
tencjatu. — Vue d'ensemble sur I'6tat actuel de la théorie du po-
tentiel.

Dickstein Samuel: Wronski, Bolzano, Comte, filozofowie mate-
matycy XIX stulecia. — Wronski, Bolzano, Comte mathématiciens-
philosophes de XIX siecle.

M. Godofredo Garcia de Lima (Peru) a fait hommage au
Congros de ces derniere travaux de moécanique rationnelle.



V. Sections du Congroés et leurs Prdésidents.

Le Congres comprenait les six sections suivantes:

I. Logique, Principes des mathématiques.

Il. Theorie des ensembles, Topologie, Theorie des fonctions
réelles.

I11. Arithmétique, Algebre, Analyse.

IV. Goéometrie.

V. Physique mathematique, Astronomie, Mathdématiques ap-
pliqudes.

VI. Questions didactiques, Histoire des mathdmatiques.

La section | a tenu une soance le 23 septembre a 18 heures.
au cours de laquelle ont etd prdsentdes deux communications. La
presidence de cette section appartenait a M. K, Kuratowski.

La section Il a tenu aussi une seance, le 24 septembre, A 16
heures, au cours de laquelle ont 6t6 prdsentées six communications.
La presidence appartenait a M. S. Banach.

La section Il a tenu trois soances, le 24, le 25 et le 26 sep-
tembre a 16 heures, au cours desquelles ont ete prosentees 16 com-
munications. La prdsidence appartenait it MM. A. Hoborski, F. Leja,
T. Wazewski, et S. K. Zaremba.

Le section IV a tenu une seance le 25 septembre a 16 heu-
res, au cours de laquelle ont 6t6 prdsentees six communications. La
prosidence appartenait a M. W. Slebodzinski.

La section V a tenu deux soances, le 24 et le 25 septembre,
au cours desquelles ont 6t0 prosentées 9 communications. La pre-
sidence appartenait a M. J. Neyman.

Le section VI a tenu trois soances, le 23, le 24 et le 25 sep-
tembre, au cours desquelles ont et6 prosentees 9 communications.
La présidence appartenait a MM. J. Rudnicki et M. Rusiecki.

VI. Liste des coniiuuiiicatioiis.

Sekcja | Section.

Lindenbaum Adolf: Formalizacja elementarnego rachunku. —
Formalisation du calcul elémentaire.

Jaskowski Stanistaw: Z topologji bryt. — Sur la topologie
des solides.
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Sekcja Il Section.

*Hurewicz Witold: Przestrzenie ogolne, a przestrzenie Eukli-
desowe. Les espaces abstraits et les espaces euclidiens.

Borsuk Karol: O pewnem continuum peanowskiem. — Sur
un continu poanien.

Lidenbaum Adolf: Badania nad wiasnosciami metrycznemi
mnogosci punktowych. — Etudes des propriétds motriques des en-
sembles de points.

Knaster Bronistaw: O pewnem zagadnieniu z topologji. —
Sur un probleme de topologie.

Sierpinski Wactaw: Uwagi o ciggach funkcyj. — Remarques
sur les suites de fonctions.

Kempisty Stefan: O funkcjach kwazicigglych.— Sur les fonc-
tion quasicontinues.

Utam Stanistaw: O izometrji w przestrzeniach wektorjalnych. —
Sur l'isomotrie dans les espaces vectioriels.

Sekcja Il Section

*Tonelli Leonida: SulFesistenza del minimo in probierni di
Calcolo delle Varazioni.

Witali Giuseppe: Le varie derivazioni Covarianti nel Calcolo
Assoluto considerate come casi particolari di una medesima ope-
razione.

**Abramowicz Kazimierz: Sur la transformation des fonctions
hyperfuchsiennes.

Hoborski Antoni: O uktadach zupelnych réwnan rozniczko-
wych czastkowych. — Sur les systemes complets d'équations aux
ddrivdes partielles.

**Rosenblatt Alfred: O istnieniu i jedynosci catek réwnan
rézniczkowych o pochodnych czastkowych. — Sur I'existence et
l'unicitd des intograles des Oquations aux ddrivees partielles.

Wazewski Tadeusz: O jednotliwosci catki uktadu rownan roz-
niczkowych zwyczajnych — Sur l'unicitd des intograles des systo-
mes d'équations differentielles ordinaires.

Zaremba Stanistaw Krystyn: O osobliwosciach rownania réz-
niczkowego zwyczajnego rzedu pierwszego. — Sur les singularitds
d'une 6quation difforentielle ordinaire du premier ordre.

Sergescu Petre: Quelques propriotds des polynomes.

*Montel Paul: Remarque sur la communication de M. Sergescu.
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Hoborski Antoni: O pochodnej funkcji ztozonej. — Sur la
derivée d'une fonction composoe.
Leja Franciszek: Z teorji szeregébw wielomianéw. — Sur la

théorie des sories de polynomes entiers.

Steinhaus Hugo: O szeregach, ktérych wyrazy zaleza od przy-
padku. — Sur les sories, dont les termes dopendent du hasard.

**Jacob Mojzesz: O sprzezonych szeregach ortogonalnych. —
Sur les séries orthogonales conjugudes.

Zygmund Antoni: O szeregach Legendre’a. — Sur les sories
de Legendre.

Lichtenstein Leon: Uwagi o rownaniach catkowych obcigzo-
nych. — Remarques sur les equation intograles.

Kerner Michat: Catka funkcyj abstrakcyjnych i zastosowania.—
L'intégrale des fonctions abstraites et application.

Steckel Samuel: O iteracjach funkcji kwadratowej. — Sur
les itérations du trinébme du seeond degro.

Slebodzinski Wiadystaw: O niezmiennikach catkowych réwnar
Hamiltona. — Sur les invariants intégraux des oOquations de Ha-
milton.

Sekcja IV Section.

*Godeaux Lucien: Les quadriques de Tzitzeica et la theorie
des surfaces.

*Hlavat™ Vaclav: Invariants projectifs des courbes.

Hoborski Antoni: O krzywiznie krzywej spodkowej. — Sur
la courbure de la podaire.

Slebodzinski Wiadystaw: Przeksztatcenia izomorficzne prze-
strzeni o koneksji afinalnej. — Les transformations isomorphes des
espaces a connexion affine.

Gotgb Stanistaw: O pojeciu linji geodezyjnych w réznych
przestrzeniach. — Sur la notion de ligne géoddsique dans les di-
Vers espaces.

Dniestrzanski Roman: O pewnych wiasnosciach krzywych
owalnych. — Sur quelques propri6tés des courbes ovales.

Sekcja V Section.

Gruzewska Halina: O pewnej metodzie oblicznia wartosci pla-
cow w miastach. — Sur une methode de valorisation des terrains
a batir dans les villes.
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**Babski Bohdan: Teorja matematyczna podatku. — Une théo-
rie mathématique de l'impot.

'Babski Bohdan: Ogélny wzdr umarzania pozyczek dtugoter-
minowych. — Une formule géndrale pour I'amortisation des em-
prunts k long terme.

Neyman Jerzy: O zagadnieniu k préb. — Sur le probléme de
Kk essais.

Neyman Jerzy: O ostatnich wynikach w teorji wiarogodnosci
hipotez statystycznych.

**Kampe de Feriet Joseph: Sur une classe de mouvements
de revolution d'un fluide visqueux incompressible.

Bilimovitch Antoine: Sur le mouvement d’'un systeme materiel
peu difforent d'un corps solide.

**Rosenblatt Alfred: Zagadnienie turbulencji. — Le probléme
de la turbulence.

**Denizot Alfred: Kilka uwag dotyczacych sposobu wyprowa-
dzania réwnan Eulerowskich. — Quelques remarques sur la faeon
d'introduire des o6quations d’Euler.

**Babski Bohdan: Z dziedziny balistyki teoretycznej (catko-
wanie réwnan ruchu). — Sur un point de la ballistique théorique
(integration des dquations du mouvement).

Neyman Jerzy: O statystycznej metodzie rozwigzania pewnego
zagadnienia serologicznego. — Sur une mdthode statistique servant
a resoudre un probleme de sorologie.

Neymann Jerzy: Dziatalno$¢ naukowa §. p. Wiadystawa
Bortkiewicza. — L’activite scientifique du regretté Ladislas Bort-
kiewicz.

Wolibner Wiadystaw: Twierdzenie o istnieniu w nieskoncze-
nie diugim czasie regularnego ruchu ptaskiego cieczy doskonatej. —
Le theorome d'existence d’'un mouvement plan rdgulier d'un liquide
parfait dans un temps infiniment long.

Wolibner Wiadystaw: Twierdzenie o istnieniu w nieskoncze-
nie dhlugim czasie regularnego ruchu plaskiego niescisliwej cieczy
lepkiej. — Le thSoreme d'existenee d'un mouvement plan rogu-
lier d'un liquide incompressible visqueux dans un temps infini-
ment long.

Kotodziejczyk Stanistaw: Sprawdzanie hipotezy o statosci praw-
dopodobienstwa. — Vorification de l'hypothése de la constance de
la probabilite.



Sekcja VI Section.

Sergescu Petre: Sur les traits essentiels des mathonxatiques
dans l'antiquito.

Birkenmajer Aleksander: Stanowisko historji matematyki w na-
uczaniu uniwersyteckiem. — La role de I'histoire des mathdmatiques
dans l'enseignement universitaire.

Rudnicki Juljusz: O nauczaniu arytmetyki liczb rzeczywistych
w szkole $redniej. — L’enseignement de I'arithmetique des nombres
roels dans l'éeole secondaire.

Sieczka Franciszek: Proba nowej praktycznej metody naucza-
nia matematyki pod kierunkiem nauczyciela. — Essai d’'une neu-
velle methode prat.ique de I'enseignement des mathematiques sous
la direction de linstituteur.

Frycz Kazimierz: O probie zastosowania zmodyfikowanego sy-
stemu Daltonskiego przy nauczaniu matematyki w wyzszych kla-
sach gimnazjalnych i seminarjach nauczycielskich. — Essai d’appli-
cation du system Daltonien modifi6 dans I'enseignement des ma-
thématiques dans les classes suporieures des Gymnases et des so-
minaires d'Instituteurs.

Steckel Samuel: O uczniowskich koétkach matematycznych
w szkole Sredniej. — Les cercles mathometiques des ecoliers dans
U'6cole secondaire.

Jantzen Kazimierz i Bielecki Bronistaw: Niedomagania szkoty

$redniej w zakresie nauczania matematyki. — Les dsfauts de l'en-
seignement des mathomatiques dans les Ocoles secondaires.
Straszewicz Stefan: Teorja rzutu skosnego w szkole. - La

theorie de la projection oblique A l'ecole.

Les conferences et les communications precedees d'un asto-
rique ont 6td lues, d'apros le manuscripts envoyos par les auteurs,
par d'autres membres du Congrds. Les conferences et les commu-
nieations preceddes de deux asteriques n'ont pas eu lieu.

VII. lleceptions et excursious.

La prosentation des Congressistes a eu lieu dans une reunion
organisée au Foyer des Etudiants dans la soirée du 23 septembre.
Un banquet a eu lieu 25 au soir a l'hotel ,St. Georgesl

Le 23 septembre depuis midi jusqu'a 14 heures. le 24 entre
midi et 13 heures et le 25 aprés 16 heures, les membres du Con-
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gros ont visitd la ville et I'Universitd, conduits par M. F. Ruszczyé,
Professeur a la facultdé des Beaux-Arts de rUniversitd Stefan Ba-
tory- En outre, le premier jonr du Congres, ses membres, apres
avoir vu la ville, se sont rendus a I'Observatoire de I'Universito, ou
ils ont 6t6 reeus par MM. les Professeurs Ladislas Dziewulski et
Casimir Jantzen. Ils ont aussi visite Pexposition des oeuvres de
mathematiques, &ditees par I'Universitd de Wilno avant sa ferme-
ture en 1832 et des anciens instruments astronomiques de I'Obser-
vatoire de I'Universite ou MM. le Dr. A. tysakowski direeteur de
la Bibliotheque de I'Universitd, le Dr. A. Birkenmajer et le Dr. S.
Lisowski leur ont fourni des explications Le 25 septembre, les
Congressistes se sont rendus en autobus a Troki oh ils ont visito le
lac, les ruines du chateau, 1'dglise et la kienesse carafme, oh ils
ont 0t0 reeus par le hazan. M. S. Firkowicz.

VIIlI Soéance de cléture.

La soance de cléture du Congros a en lieu le 22 septembre
a 18 heures sous la présidence de M. le Professeur S. Dickstein
dans I'Aula de I'Universitd Stefan Batory. M. le Professeur W. Sier-
pinski, comme prosident du Premier Congros des Mathomatieiens
Polonais n Lwow en 1927, a rendu compte de la réalisation des
résolutions votdes par ce Congres, en faisant savoir que tous les
voeux 6mis par le Congrds procedent ont 6t6 realisds

Ensuite le Congrés a admis a l'unanimitdé les résolutions sui-
vantes:

1. En ce qui concerne le Congres suivant:

Le deuxieme Congrds des Mathdmatieiens Polonais docide de
convoquer un troisiome Congres des Mathématieiens Polonais en
1935 en un lieu que designera la Sociotdé Polonaise de Mathoma-
tique, qui s'occupera de l'organisation de ce Congros.

2. En ce qui concerne la publication des rdsultats des re-
cherches scientifiques:

Le deuxieme Congrés des Mathomatieiens Polonais considere
gu'aueune raison d'6conomie ne peut justifier la réduction des fonds
destinds a la publication des résultats de I'activité scientifique po-
lonaise. Les frais d'impression des rosultats des recherches scienti-
fiques sont tellement minimes par rapport a l'effort ndcessaire pour
les obtenir et a l'immense travail que Fon y met, et le dommage
résultant du retard dans la publication des docouvertes scientifiques
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 10
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est tellement grand et tellement Ovident, que la diminution des
moyens consacres a ce but serait un grand dommage infligé k la
ciyilisation polonaise.

3. En ce qui concerne l'enseignement des mathématiques dans
les ecoles secondaires:

Le deuxiéme Congrds des Mathdématiciens Polonais considére
gu’il serait utile, dans les programmes d’enseignement des mathe-
matiques des Ocoles secondaires: a) de restituer dans les lycees du
type noéoclassique le nombre de leeons de mathomatiques de 1927;
b) de diminuer le nombre des problemes a discussion.

4. En ce qui concerne la formation des professeurs de ma-
thématiques dans les etablissements secondaires:

Le deuxieme Congros des Mathomaticiens Polonais considore
comme desirable d'introduire dans les programmes d'examens pour
les professeurs d'enseignement secondaire: les mathomatiques ole-
mentaires considérées d’un point de vue supOrieur et des 6léments
dhistoire des mathématiques.

5. En ce qui concerne les professeurs de mathematiques exe-
cutant des travaux de recherches:

Le deuxiome Congres des Mathematiciens Polonais renouvelle
la rosolution du premier Congres relatiye aux jeunes travailleurs de
la Science et constate avec regret que, malgro la circulaire du Mi-
nistére des Cultes et de lUlnstruction publique, les directeurs des
ecoles secondaire ne prennent pas suffisamment soin des professeurs
exécutant des travaux de recherches.

6. En ce qui concerne la publication de la correspondance de
Jean Sniadecki:

Le deuxieme Congres des Mathomaticiens Polonais appuie
chaleureusement l'initative des professeurs de I'Universite Stefan Ba-
tory concernant la publication de la correspondance de Jean Snia-
decki du temps de son sejour a Wilno.

Apres le vote de ces resolutions, ont pris la parole MM. les
professeurs A. Denjoy, P. Sergescu et S. Dickstein, Président du
Congres, apres quoi le Congrds a 6td doclar6 comme cios.

IX. Liste des Membres du Congros.

Abramowicz Kazimierz, Dr. Doc. Uniw. Zast. Prof. Uniw., Poznan.
Abramowiczéwna lzabela, Prof, gim., Poznan.
Banach Stefan, Dr. Prof. Uniw., Lwoéw.
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Babski Bohdan, Prof, gim., Laski.
Bielecki Bronistaw, Instruktor Ministerjalny Matematyki, Warszawa.
Bielska Kamila, Prof, gim., Wilno.
Biernacki Mieczystaw, Dr. Prof. Uniw., Poznan.
Bilimovitch Antoine, Dr. Prof. Uniw., Belgrad.
Bilimovitch Marie.
Birkenmajer Aleksander, Dr. Zast. Prof., Krakow.
Bogucki Jozef, Prof, gim., Lublin.
Borkowska Janina, Prof, gim., Warszawa.
Borsuk Karol, Dr., Warszawa.
Braun Stefanja, Mgr., Warszawa.
Broniec Karol, Prof, gim., Tarnowskie Gory.
Bronowska Helena, Prof, gim., Zwierz.
Charuba Tadeusz. Prof, gim., £4dz.
Chrapko Mieczystaw, Prof, gim, Wilno.
Chrominski Henryk, Prof, gim., Siedlce.
Czajkowski Leon, Prof, gim., Bielsk Podlaski.
Cielecki Janusz, Kand. nauk mat., Warszawa.
Czernik Tadeusz, Mgr., Wilno.
Czezowski Tadeusz, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Danilewicz Aleksander, Prof. gim. Nowogrodek.
Dabkowski Edward, Inz.
Denizot Alfred, Dr. Prof. Uniw., Poznan.
Denjoy Arnaud, Dr. Prof. Uniw., Paryz.
Denjoy Thorhse, Paryz.
Dickstein Samuel, Dr. Prof. Uniw., Warszawa.
Dniestrzanski Roman Mgr., Krakéw.
Dowgird Michal, Instruktor Ministerjalny, Warszawa.
Dziewulski Wactaw, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Dziewulski Wiadystaw, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Dziewulska Jadwiga, Wilno.
Frycz Kazimierz, Dr. Inz., Warszawa.
Gierzodéwna Anna, Mgr., Wilno.
Ginzburg Wolf, Stud. mat., Marsylja.
Gotgb Stanistaw, Dr., Krakow.
Godeaux Lucien, Dr. Prof. Uniw., Leodjum.
Grabowska Zofja, Prof, gim., £odz.
Gruzewski Aleksander, Dr., Warszawa.
Gruzewska Halina, Dr., Warszawa.

10
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Hampel Roman, Mgr., Krakdw.

Helman Wiktor, Prof, gim., Lublin.

Herfurtowa Zofja, Prof. gim. Warszawa.
Herstaldowna Wanda, Prof, gim, Krakow.

Hlavaty Vaclav, Dr. Prof. Uniw., Praga.
Hoborski Antoni. Dr. Prof. Akad. Gorn., Prof. tyt. Uniw, Krakdw.
Hoborska Apolonja, Krakow.

Huber Maksymiljan Tytus, Dr. Inz. Prof. Polit.,, Warszawa.
Huberowa Janina, Warszawa.

Hurewicz Witold. Dr. Doc. Uniw., Amsterdam.
Ihnatowicz Bolestaw, Prof, gim, Warszawa.
Iwanowska Wilhelmina, Mgr., Wilno.

Izdebski Stanistaw, Wizytator szkét.

Janczewska Felicja, Prof, gim., Grudziagdz.
Jantzen Kazimierz, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Jantzenowa Janina, Wilno.

Jaskowski Stanistaw, Abs. Uniw., Warszawa.
Kaczmarz Stefan, Dr. Doc. Uniw., Lwow.

Kampe de Foriet Joseph, Dr. Prof. Uniw., Lille.
Kempisty Stefan. Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Kempistowa Eugenja, Wilno.

Kerner Michat, Dr., Warszawa.

Kedzierski Marjan, Prof, gim., Grodno.
Kleinertdwna Janina, Prof, gim., Marjéwka Opoczynska.
Klonicki Leon, Mgr., Wilno.

Knaster Bronistaw, Dr. Doc. Uniw., Warszawa.
Knasterowa Marja, Warszawa.

Kotodziejczyk Stanistaw, Mgr., Warszawa.

Kon Bogustaw Hilary, Dr., Tomaszéw Mazowiecki.
Korcik Antoni, ks. Asystent Uniw., Wilno.
Kosinski Konstanty, Prof, gim., Biatystok.
Krassowski Zenon, Prof, gim., Biatystok.
Krampneréwna Irena, Dr., Lwow.

Krygowski Zdzistaw, Dr. Prof. Uniw.. Poznan.
Krukowski Jozef, Prof. Szkoty Techn., Wilno.
Krzyzanski Mirostaw, Mgr., Wilno.

Krzyzanowska Helena, Prof, gim., Ptock.
Krzyzanowski Feliks, Prof, gim., Plock.

Krulu Hirsz, Mgr. Grodno.
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Kuczkowski Jan, Prof, gim., Suwaiki.
Kuratowski Kazimierz, Dr. Prof. Polit., Lwow.
Leja Franciszek, Dr. Prof. Polit., Warszawa.
Lejowa Janina, Warszawa.

Lichtenstein Leon, Dr. Prof. Uniw., Lipsk.
Lindenbaum Adolf, Dr., Warszawa.

Lejneeks Edgars, Dr. Prof. Uniw., Ryga.

to$ Janusz, Wilno.

tuczynska Janina, Mgr., Wilno.

Makarewicz Jozef, Prof, gim., Lublin.
Matusewicz Ludmita, Dr., Warszawa.
Mazurkiewicz Stefan, Dr. Prof. Uniw., Warszawa.
Merliséwna Fanny, Mgr., Wilno.

Milecka Helena, Warszawa.

Moron Zbigniew, Prof. gim.

Neymann Jerzy, Dr. Doc. Uniw., Warszawa.
Niedzwiecki Zenon, Prof, gim., Nieswiez.
Nikotajczuk Aleksander, Prof, gim., £6dz.
Odlanicka Jadwiga, Prof, gim., Warszawa.
Olszewska Marja, Prof, gim., Wilno.

Orlicki Mikotaj, Kand. nauk, mat., Katowice.
Osinski Michat, Prof, gim., £6dz.

Ostrejko Jan, Ks. Mgr., Wilno.

Otto Edward, Lwow.

Parneséwna Klara, Lwow.

Paszkiewicz Stanistaw, Dyr. gim., Wilno.
Patkowski Jozef, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Pieslak Wanda Jadwiga, Warszawa.
Pietkiewiczowna Amelja, Prof, gim., Czestochowa.
Podwadjska Jézefa, Prof, gim., Nowe-Miasto.
Prokoff Jozef, Prof, gim., Warszawa.

Rago Gerhard, Dr. Prof. Uniw., Dorpat.

Rago Natalie, Mgr. chem., Dorpat.

Rosenblatt Alfred, Dr. Prof. Uniw., Krakéw.
Rozental Stefan, Dr., Lipsk.

Rudnicki Juljusz, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Rusiecki Antoni Marjan, Instruktor Minister. Matemat. Warszawa.
Rybarczyk Aleksander, Prof, sem., Biatystok.
Rybarkiewiezowna Kamila, Prof, gim., Biatystok.
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RynkiewiczOwna Marja, Czestochowa.

Sergescu Petre, Dr. Prof. Uniw., Cluj.
Sergescu-Kasterska Marja, Cluj.

Sieczka Franciszek, Ks. Prof, sem., Plock.
Sieradzka Adela, Prof, sem., Koscierzyna.
Sejut Zygmunt, Prof, gimn., Nowogrddek.
Sierpinski Wactaw, Dr. Prof. Uniw., Warszawa.
Slebodziriski Wtadystaw, Dr., Poznan.
Sliwirska Helena, Prof, gim., Grudzigdz.
Sokulska lIrena, Prof, gim., Krakow.

Sopoc¢ko Eugenjusz, Dyr. gim., Warszawa.
Staniewicz Wiktor, Prof. Uniw., Wilno.
Steckel Samuel, Dr. Prof. gim. Biatystok.
Steinhaus Hugo, Dr. Prof. Uniw., Lwoéw.
Stolieki Chaim, Mgr., Wilno.

Straszewicz Stefan, Dr. Prof. Polit.,, Warszawa.
Szyszknis Marceli, Dyr. gim., Wilno.

Tarski Alfred, Dr. Doc. Uniw., Warszawa.
Tonelli Leonida, Dr. Prof. Uniw., Piza.
Turkowska Jadwiga, Prof gim., Wilno.

Utam Stanistaw, Dr., Lwow.

Vitali Giuseppe, Dr. Prof. Uniw., Bologna.
Watejko Wiadystaw, Prof, sem., Wilno.
Warhaftman Stanistaw, Red. ,,Mathesis Polskiejl, Warszawa.
Wazewski Tadeusz, Dr. Doc. Krakow.
Weinleséwna Sala, Dr., Lwow.

Wegner Antoni, Poznan.

Weyssenhoff Jan, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
Wolibner Witold, Dr., Warszawa.

Wiséniewski Kazimierz, Prof, gim., £6dz.
Zapasnik Bronistaw, Dyr. gim., Wilno.
Zapasnikéwna Anna, Prof, gim., Wilno.
Zaremba Stanistaw, Dr. Prof. Uniw., Krakow.
Zaremba Stanistaw Krystyn, Er. Asystent Uniw., Wilno.
Zatheyéwna Bronistawa, Prof, gim., Poznan.
Zawadzka Janina, Mgr., Warszawa.
Zamejowna Klara, Prof, gim., Wilno.
Zwinogrodzki Jozef, Prof, gim., Kobryn.
Zygmund Antoni, Dr. Prof. Uniw., Wilno.
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Cette liste ne contient pas les noms des 41 etudiants et Ctu-
diantes de I'Universitd Stefan Batory, qui ont contribu¢ a I'organi-
sation du Congres et jouissaient des droits de membres du Congrbs.

Etat
de la Socitté Polonaise de Math¢matique A la lin
de Panii¢e 1930.

President. M. K. Bartel.

Vice-Presidents: MM. S. Zaremba et S. Mazurkiewicz.

Secretaire: M. T. Wazewski.

Vice-Secretaire:. MM. A. Turowicz et S. Turski.

Tresorier: M. S. Gofgb.

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, W. Wilkosz et
A. Rosenblatt.

Commission de Contrdle: Mnie Wilkosz et MM. Chwistek et Nikodym.

Il existe quatre sections de la Soci6td, I'une a Lwodw, presidoe
par M. H. Steinhaus la seconde a Varsovie, presidde par M.
S. Mazurkiewicz, la troisieme a Poznan, presidée par M. Z
Krygowski, la quatriome a Wilno, prosidoe par M. W. Sta-
niewicz.

Liste de Membres de la Societo.

Malgr¢ le soin avec lequel cette liste a ete etablie, certaines
fautes ont pu sy glisser; MM. les Membres sont pries instamment
de vouloir bieu envoyer les rectifieations au Secrotaire (Cracovie,
rue Gofebia 20, Institut de Mathematique) et de le prevenir
de tous les changements dadresse.

Abrovations: L — membre de la Section de Lwow, Wa —
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de
Pozna, WI — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P.
indiquent les Sociotaires perpotuels.

Abramowicz Kazimierz Doc. Dr. (P), Poznan, ul. Wyspianskiego 8.
Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7.
Auerbach Herman Dr. (L), Lwéw, ul. Szaszkiewicza 1.

Banach Stefan Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Supinskiego 11.
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Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Krakéw, Obserwatorjum Astrono-
miczne, ul. Kopernika 27.

Baran Jan, Torun, Gimnazjum Meskie, Male Garbary.

Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwéw, Politechnika.

Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29.
kw. 22.

Bessaga Mieczystaw Inz., Lwow, Aleja Foch'a Ill, Dom Kolejowy.

Biatobrzeski Czestaw Prof., Warszawa, ul. Hoza 69.

Bielecki Adam Mr., Krakdw, Kazimierza Wielkiego 98.

Biernacki Mieczystaw Prof. Dr. (P), Poznan, Uniwersytet, Semina-
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6.

Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwéw, ul. s$w. Anny L

Blumenfeld lzydor Inz. Dr. (L), Lwow, ul. Kapielna 6.

Borsuk Karol Dr. (Wa), Warszawa, Adama Pluga 6, m. 2.

Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue
Renaudot.

Bottcher tucjan Doc. Dr. (L), Lwoéw, ul. Sadowa 4.

Brablec Franciszek, Krakéw, ul. Studencka 4.

Braunowna Stefanja Mr. (Wa), Warszawa, Marszatkowska 91.

Burstin Celestyn Dr. (L), Institut mathomatique de I’'Universite de
Minsk S. S. I. R.

Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave-
nue de Montespan.

Chrominski Antoni (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Lgdowej.

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwow, Uniwersytet.

Cukierman Jakob Dr. (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22, m. 30.

Cwojdzinski Kazimierz Dr. (P), Poznan, ul. Szamarzewskiego 13.

Czarnecka Jadwiga (P), Przybystaw, poczta Zerkow (wojewddztwo
Poznanskie).

Delsarte Jean, Maitre de Conferences a la Facultd des Sciences 35,
rue Saint-Michel Nancy (Meurthe-et-Moselle) France.

Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 117.

Diugowski Gerhard Putk., Rembertéw, Centrala badan poligonalnych.

Dollon Jean, Prof, de Mathématiques spdciales Lycee Poincare,
Nancy, France.

Durand Georges, Bourges (Cher) 3, rue Pasteur.

Dziewulski Wactaw Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 13.

Dziewulski Wiadystaw Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 15.
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Dziwinski Placyd Prof. Dr. (L), Lwdéw, ul. Kleinowska 3.

Fijol Kazimierz, Krakdw-Podgorze, ul. Joézefifska 31.

Flamant Paul Prof. Dr., Clermont-Ferrand (Puy-de-Déme, France)
22 rue Morel-Ladeuil.

Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979.

Glass Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Saska, dom J. Glassa.

Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Fréderic Nyst.

Gotgb Stanistaw Doc. Dr., Krakéw, Akademja Gornicza.

Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.

Gruder Henryk Dr. (L), Lwoéw, ul. Kopernika 14.

Gruzewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 (Zo-
lib6rz).

Gruzewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2. m. 62
(Zoliborz).

Harlen Hasso Dr., Dordrecht (Holland), Kon. Wilhelminastraat 34.

Hoborski Antoni Prof. Dr., Krakéw, ul. Smolenfiska 26.

Hommé Marja (L), Lwéw, ul. Lyczakowska 151.

Hossiasson Janina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 6 m. 5.

Huber Maksymiljan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75,
dom A.

Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite.

Jacob Mojzesz Dr. (L), Wien 11 (Autriche), Wolfgang - Sehmalzl-
gasse 10/16.

Janet Maurice, Prof. Dr. Caen (Calvados) (France), 7, rue de la
Delivrande.

Janik Wincenty, Krakéw, ul. Studencka, Gimnazjum.

Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3.

Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwoéw, Politechnika.

Kalandyk Stanistaw Dr. (P), Poznan, ul. Stowackiego 29.

Kalicun-Choaowicki Bazyli Dr. (L), Lwow, ul. Kubali 4.

Kampé de Fériet Joseph Prof. Dr., Lille (France), S. P. 16, rue
des Jardins.

Kempisty Stefan Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.

Kerner Michat Dr. (Wa), Warszawa, ul. Panska 20 m. 17.

Klawekéwna Stefania (P), Poznan, ul. Miynska 11.

Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A)), University of
Pensylwania.

Knaster Bronistaw Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3.
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Kobrzynski Zygmunt Dr., (Wa), Warszawa, Pruszkéw, ul. Graniczna 4.

Kotodziejczyk Stanistaw Mgr. (Wa), Warszawa, Szkota Gtdwna Gosp.
Wiejskiego, Zaktad Statystyki, Miodowa 23.

KozZniewski Andrzej Mgr. (Wa), Warszawa. Hoza 61.

Krygowski Zdzistaw Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Marszalka Féch'a
72, 11 p.

Kryzan Marjan Dr. (P), Poznan, ul. Krasinskiego 9.

Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Lwodw, ul..Nabielaka 12 m. 5..

Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Semiuarjum
Matematyczne.

Laine Edward Prof. Dr., Angers (France), 3 rue de Rabelais.

Leja Franciszek Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16.

Lesniewski Stanistaw Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Lesniodorski Gustaw, Krakoéw, ul. Sobieskiego 10.

Levi-Civita Tullio Prof. Dr., Roma 25 (ltalie), via Sardegna 50.

Lichtenberg Wiadystaw (L), Lwow, Wulecka Droga 78.

Lichtenstein Leon Prof. Dr. (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross-
goérschenstrasse 3.

Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ztota 45 m. 4.

Loria Stanistaw Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Sykstuska 37.

tomnicki Antoni Prof. Dr. (L), Lwdw, ul. Kosynierska 18

tomnicki Zbigniew (L), Lwéw, ul. Nabielaka 19.

tukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Luzin Mikotaj Prof. Dr (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8.

Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwéw, ul. Batorego 5.

Matecki Stanistaw, Debica, Gimnazjum.

Mandelbrojt S., Prof. Dr.. Clermond-Ferrand, Universite

Marconi Andrzej (P), Poznan, ul. Kosifnskiego 26.

Mazur Stanistaw Dr. (L), Lwow, Ketrzynskiego, 17.

Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Obozna 11.

Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien 11X (Autriche), Fruchthaller-
gasse 2.

Meyer Doc. Inz. Dr. (L), Wien (Autriche), Universite.

Miefnszow Dymitr Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.

Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A), University of Texas.

Morori Wiadystaw, Katowice.

Sir Muir Thomas, F. R. S. etc., Rondebosch (South Africa).

Napadiewiczowna Zofja (L), Lwow, ul. Bonifratréw 8.
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Sptawa-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11,
m. 6.

Nikliborc Wiadystaw Doc. Dr. (L), Lwow, ul. Listopada 44 a.

Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, m. 35.

Nikodymowa Stanistawa Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53,
m. 35.

Ohrenstein Szymon, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum zenskie.

Orlicz Wiadystaw Dr. (L), Lwow, ul. Teatynska 27.

Ortowski Jézef (P), Poznan, ul. Matejki 44.

Pankalla Jan Inz. (P), Poznan, ul. Ratajczaka 12.

Parenski Aleksander Dr. (L), Lwow, ul. Szeptyckich 10.

Patkowski Jozef Prof Dr. (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.

Pearson Egon Sharpe Dr., London W. C. 1, Uniyersity College,
Galton Laboratory.

Pearson Karl Prof. Dr., London W. C. 1, University College.

Peczalski Tadeusz Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Krasinskiego 14.

Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwéw, ul. Gipsowa 32.

Popruzenko Jerzy Dr. (Wa), Warszawa, ul. Szopena 6, m. 10.

Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Calcutta (East India) Samavaya
Manrions 2 Corporation str.

Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.

Przygodzki Jozef Inz. (P), Poznan, ul. Rybaki, Szkota Budowlana.

Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajecza 7 m. 9.

Rosenblatt Alfred Prof. Dr., Krakéw, ul. Krowoderska 47.

Rozental Stefan Dr., £4dz, ul. Nawrot 4.

Roztnus Antoni, Piotrkéw, Gimnazjum panstwowe.

Rudnicki Juljusz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 22.

Ruziewicz,Stanistaw Prof. Dr. (L), Lwoéw, ul. Supinskiego 11.

Sabatowska Walerja (L), Lwow, ul. Zielona, Gimn. Strzatkowskiej.

Saks Stanistaw Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Krasinskiego 18,
m. 129, (Zoliborz).

Schauder Juljusz Doc. Dr. (L), Lwow, ul. Lesna 7.

Schreier Jozef (L), Drohobycz. Bednarska 8.

Sedlak Stefan, Krakdéw, ul. Wawrzynca 30.

Seipeltéwna Lidja Dr. (P), Poznan, ul. Rzepeckiego 27.

Sergesco Pierre Prof. Dr., Cluj (Roumanie), Seminar matematic
universital.

Sieczka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Ptock, Seminarjum Duchowne.

Sierpinski Wactaw Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 55.
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Smolinski Kazimierz (P), Poznan, ul. Zupariskiego 16.

Smoluehowska Helena (P), Poznan, ul. Chetmonskiego 8.

Smosarski Wiadystaw (P), Poznan, Uniwersytet.

Staniewicz Wiktor Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Uniwersytecka 7.

Stankiewicz Ksawery Inz., Krakéw, ul. Diuga 50.

Starosolska - Szczepanowska Zofja (L), Chetmno, Korpus Kade-
tow Nr. 2.

Steckel Samuel Dr. (Wa), Biatystok, Gimnazjum.

Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Kadecka 14.

Stozek Wiodzimierz Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Ujejskiego 1.

Straszewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa-Mokotéw, ul. Poznan-
ska 12.

Szczepanowski Karol Mijr. (L), Chetmno, Korpus Kadetow Nr. 2.

Szpilrajn Edward Dr., (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9.

Szymanski Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydz. Mecha-
niczny.

Slebodzinski Wiadystaw Dr. (P), Poznan, ul. Glogowska 51.

Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Sutkowskiego 2, m. 5.
Zoliborz.

Titz Henryk Inz., Krakow, ul. Sw. Tomasza 27.

Turowicz Andrzej Mgr., Krakéw, ul. Sobieskiego 7.

Turski Stanistaw Mgr., Krakow, ul. Ks. Jézefa 29.

Utam Stanistaw Dr. (L), Lwéw, ul. KoHataja 12.

Urbanski Wiodzimierz, Krakéw, ul. Czysta 19.

Vetulani Kazimierz Inz., Krakéw, ul. Smolenska 14.

Walfisz Arnold Doe. Dr. (Wa), Warszawa, Rados¢, Jasna 11.

Waraszkiewicz Zenon Mgr. (Wa), ul. Koszykowa 69 m. 10.

Wazewski Tadeusz Doc. Dr, Krakéw, Uniwersytet.

Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Weinloséwna Sala Dr. (L), Lwéw, ul. Klonowicza 18.

Weyssenhoff Jan Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Krélewska 4.

Wegrzynowicz Leopold, Krakéw, ul. Krowoderska 74.

Wegrzynowicz Marjan (P), Poznan, ul. tazarska 2a.

Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas) U. S. A

Wilk Antoni Dr.. Krakéw, ul. Wybickiego 4.

Wilkosz Witold Prof. Dr., Krakdw, ul. Zyblikiewicza 5/7.

Wilkoszowa lIrena, Krakdw, ul. Zyblikiewicza 5/7.

Wundheiler Aleksander Mrg. (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39.

Zakrocki Stanistaw, Krakéw, ul. Smolenska 21.
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Zalcwasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.
Zarankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Filtrowa 71.
Zaremba Stanistaw Prof. Dr. . Krakow, ul. Zytnia 6.

Zaremba Stanistaw Krystyn Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11.
Zarycki Miron (L), Lwow, ul. Dwernickiego 32 a.

Zawirski Zygmunt Prof. Dr., Poznan, Uniwersytet.

Zermelo Ernst Prof. Dr., Freiburg i/Br. Karlstrasse 60, Allemagne.
Zygmund Antoni Prof. Dr. (Wa), Wilno, ul. Wielka 24.

Zo6rawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5.
Zylinski Eustachy Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Supinskiego 11.

Membres decedds.

Ernst. Marcin Prof. Dr.
Yitali Giuseppe Prof. Dr.

Membres dont les adresses manguent.

Babski Bohdan.

Bogucki Wiadystaw.
Chmiel Juljan Dr.
Dehryng Bohdan Dr.
Kaszycki Ludwik Inz.
Majewski Wiadystaw (L).
Ostrzeniewski Ludwik.
Sobaczek Jan.

Stamm Edward Dr.
Wiodarski Franciszek Dr.

Liste des publications poriodigues avec lesguelles la Sociéto
polonaise de Matlimatique dchange ses Annales.

1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae
Francisco- Josephinae.

2. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitat in
Hamburg.
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o N oA

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
3L
32.
33.
34.
35.
36.
37.

Bulletin de la Socists Mathsmatique de France et Comptes Ren-
dus des S$ances.

Bulletin of the Calcutta Mathematical Society.

Annales scientifiques de I'Universit$ de Jassy.

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung.
Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

Publications de I'Institut de Mathsmatiques de I'Universit$ de
Strasbourg.

Seminario Mathematico della Faculta di Science della R. Uni-
versita di Roma.

Bulletin Scientifique de I'Ecole Polytechnique de Teinisvara.

Contributions al Estudis de las Ciencias Fisicas y Matematicas
(La Plata, Argentina).

Publications de la Facult$ des Sciences de I'Universits Masaryk.

Fundamenta Mathematicae.

Prace Matematyczno-Fizyczne.

Vierteljahrschrift der Naturforsehenden Gesellschaft in Zlirich.

Annals of Mathematics.

Annales de la FacultS des Sciences de I'Universits de Toulouse.

Transactions of the American Mathematical Society.

Journal de !'Ecole Polytechnique.

Revue semestrielle des publications math.

Wiskundige apgaren met de Oplasingen.

Archief voor Wiskunde.

Leningradzkie Tow. Fizyczno-Matematyczne.

Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo.

Universitatsbibliothek, Basel.

Academia Romana. Bucuresti.

Socists Scientifiqgue de Bruxelles.

Bayerische Akademie der Wissenschaften, Miinchen.
Uniwersytet hebrajski w Jerozolimie.

Edinburgh Mathematical Society.

Socists Hollandaise des Sciences.

Socists Mathsmatique de Kharkow.

La Sociedad Matematica Espanola, Madrid.

Koninklijke Akademia van Wetenschappen, Amsterdam.

Mathematische Gesellschaft in Hamburg.

Unterrichtsblatter ftir Mathematik u. Naturwissenschaften.

London Mathematical Society.
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