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Les publications de la Sociótó polonaise de mathematique ont 
paru pour la premtóre fois en 1921 sous le titre de „Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa matematycznego1* en un volume comprenant 
aussi bien des mómoires de langue polonaise que des mómoires 
ródigós en d’autres langues. Depuis 1922 1’organe de la Sociótó 
porte le litre d’Annaleś de la Sociótó polonaise de matbó- 
matique; les travaux de langue polonaise paraissent dans un 
Supplóment, le corps du yolume ótant róserve aux travaux de 
langues frauęaise, anglaise, italienne et allemande.
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Avertissement.

Pour des raisons indópendantes de la Ródaction, le prósent 
yolume des Annales de la Sociótó Polonaise de Mathómatique parait 
diminuó; le yolume suiyant, qui se trouve sous presse, eontiendra, 
avec eeux de l'annóe 1933, les Comptes-rendus des sóances de la 
Sociótó Polonaise de Mathematique de l’annóe 1932.



Sur une eąuation de transformation.
Par

M. K. Abramowicz a Poznań.

Dans ma notę: „Transformation des fonctions automorphes^, 
insóróe dans les Comptes Rendus, t. 187, j’ai determinóe le degró 
de l’equation de transformation de la fonction automorphe apparte­
nant J) au groupe (p, q, r) de Fricke, dófini dans le corps algóbrique 
R„(j) de dógre m. Dans Particie actuel nous nous proposońs d’en- 
visager les cas ou le degró de cet óquation pourra s’abaisser.

Nous faisons Fhypothese que 1) le corps algebrique 
de degró ni, dófini par l’óquation F(j) = 0, a la base minimale 

•• 2) que le polynome F(j) est irreductible suivant le
module n, 3) que le module n (degre de transformation) est un 
nombre naturel premier dans le corps Rm(fh 4) que le polygone 
fondamental du groupe (p, q, r) a un nombre fini de sommets. En 
conservant les notations de la notę citee, nous dósignons par (p, q, r) 
le groupe discontinu de substitutions lineaires de la formę

(«4~ ńfpy)z +(cF+^) Fg 
(— c/r -j- rffp) a — fefp2’

ou p,q,r sont trois nombres donnós du corps R,n(j) et les nombres 
a,h,c,d du corps Rm(j) sont liós par la relation

aa 4- <:lqr — p(b* q d*r)  — 1.

*) Fricke, Vorlesungen uber die Theorie d. automorphen Funktionen, Bd. I, 
p. 588.
Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XI.

Nous dósignons encore par Ge le groupe fini de toutes les 
substitutions (mod n)
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a-j-óf/pg, (c|/r H-d J/p) |/gr \ 

a — b^pę/

dont les coefficients a, b, c, d satisfaisant & la congruence

(2) a2 ct qr — p 2 rf! r) = 1 (mod «)

parcourrent le systóme complet de restes du corps Rm(j) incongrus 
par rapport au module n; nous dósignons par Get le groupe fini 
auquel se reduit le groupe (p, q, r) par rapport au module n. Si les 
groupes Ge et Gei ne sont pas identiques le groupe Gei sera un 
sous-groupe du groupe G„ et Fon aura la relation e = ke1, ou le 
nombre k dósigne 1’indice du groupe Gei par rapport au groupe Ge. 
Nous ótudierons les groupes Ge et Gei et nous allons voir que le 
eas k > 1 pourra conduire a 1’abaissementł) du degró de l’óquation 
de transformation. Envisageons en premier lieu le groupe Get auquel 
se reduit le groupe (p, r) suivant le module n.

§ 1. En dósignant par (*a,  *Z>,  *c,  *d}  les substitutions du groupe 
Gei nous appellons óquivalentes a (*a,  *b,  *c,  *d)  les substitutions 
(«, b, c, d) du groupe (p, q, r) qui se reduisent (mod n) & la substitu- 
tion (*a,  *b,  *c,  *d);  chaque substitutions (*a,  *6,  *c,  *d)  du groupe Gei 
aura ses śquivalentes dans le groupe (p, q, r\ parce que le groupe 
(p, q, r) se reduit (mod m) au groupe Gei. Mais cela n’aura pas lieu 
par rapport au groupe G,; dans le cas, ou 1’indice k est plus grandę 
que 1, le groupe Ge contiendra des substitutions qui riauront pas 
d’óquivalentes dans le groupe (p, q, r). Observons encore que 1’en­
semble de toutes les substitutions du groupe (p. q, r) óquivalentes 
& une substitutions (*a,  *6,  *c,  *d)  du groupe Gei (diffórente de 1’unitó) 
ne formera pas, en gónóral, un groupe.

*) Dans la notę citóe nous avons envisages le cas k = 1.

Nous envisageons en premier lieu 1’ensemble infini de substi­
tutions (a, b, c, d) du groupe (p, q, r) equivalentes & 1; appellons cet 
ensemble J7. L’ensemble T formera óyidemment un groupe. En ef- 
fet, si l’on a deux substitutions (a, b, c, d) et (a', b', c', d') óquivalentes 
a 1, on a

a == 1, b = c = d = 0 (mod n), 
a' = 1, b' == c' s= d' = 0 (mod «);

le produit (a", b", c", d") de ces substitutions est donnó par les 
formules:
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a" ~ aa' 4~ bb'pr — cc'qr -}- dd'pq^ 
b" = ab' -|- ba' + cd'q — dc'q, 
c" = ac‘ bd'p 4" ca' — ^'P, 
d" == ad' 4" bc’r — cb'r 4” 

d’od l’on dóduit immódiatement les congruences

a” = 1, b" = c" = d" = 0 (mod n).
Nous demontrons le thóoreme suiyant:
Thóoróme I. L'indice du groupe r par rapport au groupe 

{p, <ł,r) es^ egale d e^, ou ex est le degre du groupe fini auquel se 
reduit (mod n) le groupe (p, q, r).

Soient
(4) 1, F2,7I(...
les substitutions du groupe Z*,  c’est-a-dire les substitutions óquiva- 
lentes a la substitution (1,0,0,0). Prenons une substitution (*a,  *b,  *c,  *d)  
du groupe Gej', il existera toujours dans le groupe {p, g, r) une sub­
stitution (a, b, c, d) equivalente a ia substitution (*a,  *6,  *c,  *d)\  nous 
formons les produits

(b) (a, b, c, d), (a,b.c,d)Vt, (a, b, c, d)Vt,...
Nous montrons que 1’ensemble obtenu ópuise toutes les substi­

tutions du groupe (p, q, r) iquivalentes & la substitution (*a,  *6,  *c,  *d);  
il suffira dans ce but de montrer qu’en gónóral, chaque substitution 
(a, b, c, d) du groupe (p, q, r) óquivalente a (*a,  *b,  *c,  *d)  peut etre 
representóe (d’une seule maniere) comme le produit de la substitu­
tion (a, b. c, d) et d’une certaine substitution F, óquivalente & 1’unite; 
cette substitution (a, b, c, d) devra alors se trouyer dans la suitę (5), 
parce que la suitę (4) ópuise toutes les substitutions = 1 (mod n) 
du groupe (p, q, r).

En effet, chaque substitution du groupo (p, q, r) óquivalente 
a 1 a la formę

{na 4- 1, ny, nd),

ou a, fi y, ó sont des nombres entiers du corps Rm (j); chaque sub­
stitution du groupe (p, ę, r) óquivalente k (*a,  *6,  *c,  *d)  a la formę

(*a  4- nA, *b  -f- nB, *c  -j- nC, *d  4- nD),

ou A,B,C,Z) sont des nombres entiers du corps Rm{j); il reste 
pour notre but A montrer qu’etant donnós quatre nombres A, B, C, D 

!• 
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du corps ałgebriąue R„(j) on peut determiner les nombres entiers 
a, fi, 7, du corps Rm (;) satisfaisant a 1’egalitó

(a, b, c, d) (pa 1, n/?, ny, nó) — *b  -|- nB. *c-\-nC,  *d  + nD).

D’aprós les formules (3) donnant les coefficients du produit de deux 
substitutions (a, b, c. d) on obtiendra les equations:

A' = aa bfipr — cqry -|- dpqó, 
B' — ba -|- — dqy + cgd,
C = ca — dpfi 4- ay 4"
D' — da — crfi 4“ 4"

ou A', B', C', D’ sont certains nombres entiers du corps R,n(j) (il 
faut se rappeller que le coefficient a ne differe de *a  que par un 
multiple de «; le meme se rapporte aux nombres b, c, d).

On demoutre facilement que le determinant

a, bpr, — cqr, dpq

b, — a, — dq, aq
— pd, a, bp

d, — cr, br, a

de ce systeme de quatre óquations (par rapport & a fi, y, d) est egal 
au carró du determinant

4~ cs qr — p (b2r 4" d2 9)

qui est ógal & 1’unitó; on voit que les nombres a, fi, y, d seront en­
tiers. Cela suffit pour montrer que chaque substitution (a, b, c, d) du 
groupe (p, q, r) óquivalente a (*a,*b,*c,*d)  peut ótre representóe 
comme le produit de la substitution (a, b, c, d) et d'une certaine sub­
stitution equivalente & 1.

Prenons maintenant une substitution («i4uci4i) du groupe 
(p. g. r) óquivalente a une autre substitution (*aj , *b t, *c x, *d ł) du 
groupe ćrej; nous obtenons la suitę

(6) (<?i 4i, <*i , d,), (^i 4i ? ci 4i4«> (ai 4i i c2 4i) 4 > • • •

qui, comme la prócódente, epuisera toutes les substitutions du groupe 
(p, g, r) óquivalentes & la substitution (*a, , *b r, *c, , *d,);  on voit aise- 
ment que les suites (5) et (6) ne contiendront pas da substitutions 
ógales; en effet, si l’on afait



5

(u. 6, c, d) Vj = (fli, Vj,
on aurait

(«,, 6,, c,, d>) = (a, 6, c, d) Vj Vp';

le produit JyKf1 ótant óquivalente a 1’unitó, on voit que la substi­
tution («i, 6j, Cj, dj devrait alors se trouver dans la suitę (5), ce 
qui est impossible, parce que la suitę (5) est composee exclusive- 
ment de substitutions óquivalentes a (*a,  *b,  *c,  *d).

En prenant successivement toutes les substitutions du groupe 
Gei on obtiendra d’une maniere semblable e, suites telle que (5) ou
(6) et l’on demontrera, par la móthode connue, que le groupe P de 
substitutions óquivalentes (mod n) i 1 a par rapport au groupe 
(p, 5, r) 1’indice ógale a et.

§ 2. Nous passons maintenant a 1’ógalite *)

(7) (P,q,r) = (gj, Sapj,...,Sjgfi,

oii gij dósigne le sous-groupe du groupe (p, q. r) composó de substi- 
tutions (a, b, c, d) satisfaisant a la congruence

d = <i)b (mod n),

oii qo)2 = — r (mod n), L’iudice j du groupe ęo par rapport au groupe 
(/>, q, r) est ógale au degre de l’óquation de transformation de la 
fonction automorphe appattenant au groupe (p. q, r).

Nous dómontrons le thóoreme suivant:

Thóoróine II: L'indice du sous-groupe pj par rapport au groupe 
(p, h r) es^ tyale au guotient du degre ex du groupe Get par le de­
gre du groupe fini *g t auguel se reduit le groupe gt par rapport au 
module n.

En effet, la premióre partie de 1’egalitó (7) se reduit (mod m) 
au groupe Gei. Le groupe p} qui figurę dans cette ógalitó se reduit 
a Fensemble de substitutions du groupe Gej qui satisfont a la con­
gruence

(8) *d  = w *6  (mod/?.

Inversetnent, chaque substitution -{*«,  *6,  *c,  *d)  du groupe Get satis­
faisant a la congruence (8) aura dans le groupe (p, q, r) des substi­
tutions óquivalentes (a, b, c, d) satisfaisant a la congruence

d s cob (mod w),

■) Cf. la notę citee: Transformation des fonctions aut morphes. 
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parce que le groupe Gei contient toutes les substitutions auxquelles 
se reguit le groupe (p, q, r).

Envisageons les substitutions N2, łSj,... Ą. Dósignons par 
(as, *ó 2, *c 2, *d 2) la substitution du groupe Gei a laquelle se reduit la 
substitution S2 = (at, ba, ct, dt); cette substitution (a2, b2, c2, dp n’en- 
trera pas dans le groupe reduit *0,  parce que autrement la substi­
tution (a2, ba, c2, da> devrait se trouver dans le groupe g,-. ce qui n’a 
pas lieu; la ligne Sigj se reduira a 1’ensemble

(9) (*a 2, *6,,  %,%)*&•

L’ensemble (9) n’aura pas de substitutions communes avec le 
groupe *<?,,  car dósignant par U et U' deux substitutions du groupe 
*g, on aurait alors

= U',
d’ou

(%%,%,*</)=  r'r-’
et la substitution (*a 2, *b a,*c 2, *d 2) devrait faire partie du groupe

La substitution (aa, ba, ca, da) = S3 se reduira a la substitution 
(*a a,*b a,*c a.*d a) qui n’entrera ni dans le groure *g } ni dans la ligne 
(9). Nous demontrons cela de la manióre suivante: le groupe g,- con­
tient toutes les substitutions

1 V VA, '2’ ' t • • • •

óquivalentes (mod n) a 1 dont il ótait question plus haut (parce qu’elles 
vórifient la conquence d = ojó); la ligne S2gj ópuisera par suitę toutes 
les substitutions equivalentes a la substitution (*a 2, *b 2. *c 2, *d a), parce 
qu’elle contiendra toutes les substitutions de la formę (a2, b2, c2, d2)V/; 
la substitution (aa. ba, ca, da) devra donc ótre óquivalente a une sub­
stitution autre que (*a 2, *b 2, *c 2, *d 2). Mais la substitution (as, b3, cs, d3) 
ne pourra aussi ótre óquivalente a aucune substitution

(*a 2. *b t, *c t ,*d 2) U

de la ligne *S 2 *g h parce que la ligne S2<7y epuise toutes les substi­
tutions óquivalentes a la substitution (*« 2. *b 2, *c 2, *d 2) U’, en effet, 
pour obtenir toutes les substitutions óquivalentes a la substitution 
(*a 2, *b 2, *c 2,*d 2) U il suffira, d’apres ce qui a ete dit plu haut (p. 3), 
de multiplier la substitution (a2, ó2, c2, </2) par les substitutions 
V2, Va,. . óquivalente a 1; mais les substitutions ainsi obtenues
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(<?2 , ^2 , f'2 J ^2) Tj

entrent dans la ligne S, gjy parce qua la substitution UVI se trouve 
dans le groupe g^. On voit qu’aucune substitution óquivalente 
& (%, *ó 2, *c 2, *d s) U ne se trouvera hors de la ligne SlgJ. La sub­
stitution reduite (*a 3, *b s, *c, , *d 8) n’entrera donc pas ni dans le 
groupe *gj  ni dans la ligne *S 2*gj.

La ligne S', gt se reduira ainsi (mod n) a 1’ensemble

(10) (%.%.%, %)*<?/

dont toutes les substitutions seront diffirentes de celles du groupe *gj  et 
de la ligne (9).

D’une manióre semblable on obtiendra de nouvelles lignes

(< = 2, 3,

dont aucune ne contiendra d’ólements communs avec les prócó- 
dentes. On aura la dócomposition de Lagrange du groupe Gei en 
j lignes suivant le groupe reduit *g }. Cela montre que le nombre 
j dont il ótait question est egal a 1’indice du groupe *g } de substi­
tutions (*a,  *b,  *c,  *<?)  satisfaisant A la congruenee *d  = co*b,  par rap­
port au groupe reduit Gei.

§ 3. Aprós ces remarques dósignons par g 1’ensemble de sub­
stitutions du groupe Ge satisfaisant a la congruenee

(11) *d  = <y *b  (mod w).

Cet ensemble pourra ótre represente de la maniere suivante:

(12) 9 = (*̂7 ’1,7’„...,7;),

ou 7) dósignent les substitutions du groupe Ge qui verifient la con- 
grnence (11), mais qui n’entrent pas dans le groupe *g 7 auquel se 
reduisent les substitutions du groupe (p, q, r) satisfaisant a la con- 
gruence d = cob (mod n); on a p 0.

Nous avons designó deja 1’indice du groupe

*gf par rapport k Gei par
Ge, r> Tl Ge n It,

nous dósignons maintenant les indices du groupe

*gj par rapport a g par
9 s n Ge „ ji-
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On aura kj = k,jy, parce qu’en designant par m le degrć du 
groupe *gj  on a les ógalitós

e = mki = mkj.

Envisageons en premier lieu le cas:

K < k, ji j.

Nous dćmontrons le proprietć suivante:
ThćorSme III: Si 1'indice k2 du groupe *g }- par rapport au 

groupe g est infirieure a 1'indice k du groupe Gei par rapport a Ge, 
on a la relation

e k — ki 
h 1="M k ’

ou M designe le degre du groupe g.
Prenons la substitution S2 — (a2, b2, c2, d2) qui figurę dans la for­

mule (7); elle se reduit (mod n)k la substitution *S s = (*a 2,*ó t,*c 2, *d 2) 
qui ne se trouvera pas parmi les substitutions

• J Tp

de la formule (12), parce que la substitution 5, ne satisfait pas a la 
congruence

d2 co b2 (mod w).

Nous obtenons 1’ensemble

(13)

composó de substitutions du groupe Ge.
Cet ensemble possódera les proprićtós suivantes:
1) 1’ógalitó *S 2Tj— Tj 2,...,p) sera impossible, car

on aurait alors
*Ą = 7)7y1,

et la substitution S2 devrait verifier la congruence d2 = a)b2 (mod m),
2) la substitution S2 Tj n’entrera pas dans le groupe *g 1, parce 

qu’en dósignant par U une substitution du groupe *gj  on aurait

*5, T = U, d’ou *S 2 = UTp1;

mais la substitution S2 ne satisfait pas a la congruence d2 = eob2 
(mod n),



9

3) aucune substitution T n’entre dans 1’ensemble *S 2 *g t, parce 
qu’on aurait alors

*S2U=T, ou *S 2 = TU~1,

ou U dósigne une substitution du groupe *g f, mais la substitution 
*S2 ne satisfait pas a la congruence d2 = a)h2,

4) 1’ensemble *S 2*gj  n’a pas de substitutions communes avec 
le groupe *gj  (d’apres le theorćme II).

La substitution *S s = (*a 3, *b 3, *c 3, *d 3) a laquelle se reduit 
la substitution S3 figurant dans la formule (7), ne se trouvera pas 
parmi les substitutions 7) et ~*S 2 Tt parce que les substitutions 7) et 

7) sont du nombre de celles auxquelles ne se reduisent pas 
(mod n) les substitutions du groupe (p,q,r). Nous obtenons la suitę. 

(14) *Ą* a,,*Ą7 ’„*S,T 2,...,*Ą7;

qui n’aura pas des substitutions ćgales. La suitę obtenue possedera 
les proprićtśs suivantes:

1) 1’ćgalite
*Ą7’,= *Ą7)

n’aura pas lieu, parce qu’on aurait alors

*5^*3,  = TjT-1

et la substitution *óY 1*>S' s = devrait verifier la congruence d = wb 
(mod m); cette substitution devrait donc: a) ou se trouver parmi les 
substitutions 7) ou b) entrer dans le groupe *gj.  Mais la substitu­
tion *S 21*S 3 ne peut etre egale a 7), parce que le produit *S 2'1*»S 8 
doit ótre en chaque cas une substitution de nombre de celles, au- 
quelles se reduit le groupe (p, ę, r); de menie on ne peut pas avoir 
(en dćsignant par U une substitution du groupe *gj)

*S2*̂S 3 = U,

parce qu’il serait alors *S 3 = *S 2 V et la substttution *<§3  se trou- 
verait dans la ligne (9) de la dócomposition du groupe Gei (p. 6),

2) la substitution *S 3 7) n’entrera pas dans la ligne *S*g Jy 
parce qu’on aurait alors

*Ą7) = *ĄU;
d’ofi

et la substitution 7) devrait se trouver dans le groupe Gei, ce qui 
est contraire a 1’bypothóse que la substitution 7) appartient au
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nombre de substitutions auxquelles ne se reduit pas le groupe (p. q, r),
3) la substitution *S 2 T n’entre pas dans la ligne *>S 3 *</,■,  parce 

qu’on aurait alors
*S7’=*S' s U,

ce qui est impossible (comme plus haut),
4) les ensembles *S 3*g,-  et n’ont pas de substitutions

communes, car on aurait alors (en dósignant par t7x et Z72 deux 
substitutions du groupe *<?y)

*S, Ut = *S 2 U2,

d’oti *S t — *S 2 U2 Ui1 — *S a U, oit l’on a posó U — Ut Lff1', la sub­
stitution St devrait donc entrer dans la ligne (13).

Nous obtenons le tableau suivant

Tp,
7;, *s 2 r2,.... *s tTp,

: : : • :
*sy7’J,...,*Ą7 ’„

compose de substitutions du groupe Ge toutes differentes.
Si ce tableau n’epuise pas toutes les substitutions du groupe 

Ge, nous obtiendrons encore jx — j lignes; il sera

e
h~M'

ou M dósigne le degró du groupe g.
Observons maintenant qu’en vertu du thóoróme II, le degró ex 

du groupe Gei est egal au produit de 1’indice j et du degró du 
groupe de substitutions reduites (*«,  *ó,  *c,  *</)  satisfaisant a la con- 
gruence *d  = w *b  (mod n) et faisant partie du groupe Gei. Mais le 
degre de ce groupe est M: kx, on a donc

on a e = ex k, parce que 1’indiee du groupe Gei par rapport k Ge est k, 
on a donc:

e .M
k~}kx ’
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<Toii
e k — kx

§ 4. Passons maintenant au seeond cas kx > k. Nous ayons 
le thćoróme suiyant:

Thóoreme IV: Uindice kx du groupe *gj  par rapport a g, ne 
peut pas surpasser Vindice du groupe Gei par rapport a Ge.

En effet; representons le groupe Gei dans le tableau suiyant

et enyisageons le groupe

ou Ti sont des substitutions du groupe Ge qui yśrifient la congru­
ence *d  = o*b  (mod n), mais n’entrent pas dans le groupe *gj.

Prenons une des substitutions 7", par exemple T2; alors dans 
le tableau

V,,
*52*<7 yT„

1’ensemhle *gjT t sera compose exclusivement de substitutions Z.dif- 
ferentes entre elles. Les ensembles

(15)
et les ensembles
(16) *£,*<7,

ne contiendront pas de substitutions communes. En effet, en desi- 
gnant par 17 une substitution du groupe *<?,  on aurait:

*SmCT=*S„U 17’i!, (m,W = 2,3,...,j) 
d’ou

T2 = 17;
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mais les substitutions *S  et *U,  etant reduites du groupe (p, q, r) 
entrent dans le groupe Gei, donc la substitution devrait alors 
entrer dans le groupe Gei, ce qui est contraire b l’hypothóse faite 
sur les substitutions T. L’ensetnble (16) n’aura donc pas de substi- 
tution8 communes avec 1’ensemble (15).

En prenant sueeessivement une substitution 7\ qui n’entre pas 
dans 1'ensemble une autre Tt qui n'entre pas dans les en­
sembles *g JT.i, *gjT z et ainsi de suitę, on obtiendra le tableau

*gji *gj^2i  • •

^SfgjT,,..., ^g/r,,

dans lequel aucune de deux colonnes ne contiendra d’dlements com- 
munes. En effet, il suffira dćmontrer dans ce but 1’impossibilitć de 
5 ćgalitśs suivantes

SrUjTs — SiU/l,,
SrUj= SjUjTi,

Uj — StUjTh
SrU'Ts = UjT„

Sr Uj = Uj Th

ou Fon a pość: r, i = 2, 3,..., /; Z, s = 2, 3,..., A; et les U designent 
les substitutions du groupe *gj.

II suffira de demontrer 1’impossibilite de la premićre egalitó. 
En effet. si nous avions

SrUj T, = S/U/T,,
on aurait alors

zz7r’ =
et le produit

(18) £>;tz;

ćtant egal a devrait vćrifier la congruence

d = a)b (mod ra);

il devrait donc: a) ou ótre une de substitutions T ou b) appartenir 
au groupe *g,.  La premićre hypothese est impossible, parce que 
les T sont les substitutions du groupe Ge auxquelles ne se reduisent 
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pas (mod w) les substitutions du groupe (p,q r) et les substitutions 
S et U appartiennent au groupe Gei. La seeonde hypothese que 
le produit (18) appartienne au groupe *g } conduit a legalitó

U9 = U^S^S.-U;,

ou UQ dósigne une substitution du groupe *ffj.  Mais on aurait alors

S,. Uj = S, Vj Uv

ce qui dans le cas r =j= i est en contradiction avec la decomposition

= *&-•••)
du groupe Get par rapport a *<?,;  dans le cas r = i on aurait

U' Ts = UT,.

d’oh 7’,= U~'U’TS ce qui est impossible.
Le tableau contient donc

mkj

substitutions diffórentes du groupe Gei\ ce tableau rópresente donc 
le groupe Ge entier et Fon ne peut pas avoir kA > k

§ 5. Revenons maintenant au cas k envisage auparavant;
nous avons trouvó l'expression

e
1 ~~ M

qui donnera dans notre cas le degró de l’óquation de transformation 
pour la fonction autómorphe appartenant au groupe (p, </. r). Le 
degró e du groupe Ge qui est ógal au nombre de solutions de la 
congruence

«2 -|- c*  jr — p (b*  q -|- d1 r) - 1 (mod m),

est, d’aprós la notę citóe, egal au nombre — 1): 2: le degre
Jf du groupe *<?,-  que est ógal au nombre de solutions dans le corps 
Rm(j) de la congruence at-Ą-ciqr = 1 (mod n), est donnó par la 
formule ?/"'(«"' — 1): 2. Ou obtient le resultat suiyant:

Thóoreme V: Si 1’indice k\ du groupe *g t par rapport au 
groupe g est infirieure a 1’indice k du groupe Gei, par rapport d Ge le 
degre de l'equation de transformation de la fonction automorphe ap­
partenant au groupe fp,q,r) defini dans le corps Rm(j) a l’expression 
(nm l)^i : L



Sur un theoreme de Mr J. L. Walsh.
Par

M. Jules Rudnicki h Wilno.

Monsieur Walsh a demontre le thśoreme suivant (Annales of 
Mathematics (2), t. 25, an. 1924):

„Toutes les racines de l’equation de degre n

zn 4- zn~x + ... 4- a^z 4- a„ = 0

sont eontenues dans le cercie dćcrit de 1’origine avec le rayon

P = |®1| +l^l + kM 4" • • • + \\an\ J-

Si donc zk est une racine quelconque de l’equation prócódente, 
on a

J’ai trouvó une dśrnonstration elementaire de cette proposition. 
Comme elle est extremement simple et trós courte, je crois, qu’elle 
peut interesser les mathómaticiens et c’est pourquoi je la public.

Notations. Posons: P^z) = aoz 4~ai> Ą(^) — aozs -j- akz aa, 
Pk («) = «o 4" ai 4*  • • • 4“ ®*-i z 4~ a>‘- On a alors

(1) Ą (*)  = z Pk_x (a) 4- ak.

Considćrons l’ćquation

(2) P'h—\ {z) = 0

et sóient les zeros (/= 1, 2, 3,..., 4— 1) de cette óquation.
Soit Ą_! un domaine convexe contenant 1’origine et toutes les ra- 
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eines z(* ” de l’óquation (2); ces points peuvent etre situós sur la 
frontiere du domaine Ą_,.

Soit encore l’óquatioD

(3) p;_, w = o,

et £ les zóros (s = 1, 2, 3,..k — 2) de cette equation.
On sait que tous ces pts appartiennent au domaine

Soit enfin zk un zero quelconque de l’óquation

(4) Ą(^)=0

situó en dehors de Dk_x, s’il y en a. En vertu de (1) on a:

(5)
zk

Considórons la distance minima du pt zk au domaine fermó 
Ą_i et dósignons la par dk. De la dófinition de ók il rósulte, que 
Fon a \zk — z\^ óh toutes les fois que z appartient a Dk_t. En 
particulier on aura:

(6) et

pour j — 1, 2, 3,..., k — 1 et s = 1, 2, 3,..., k — 2.
Passons a la dómonstration. Pour cela partons de la dórivee

logarithmique:

(7) v(z) = P'k-i (g) _ v__ L_
Ą-i (z) jU z — ’>-l

substituons dans cette formule zk, racine de (4), k la place de z, 
k—2

remplaęons P'k^ (z*),  par le produit (k — 1) a0 II(zk — £s) et Pk_,(zk), 
5-1

par son expression (5). II vient:
*-i *-a

»(**)=  -----i-(i=r) et v{z^ = —^-‘Zk(k — l)JT{zk — ^).
zk — zj °k 5-1

Evaluons le module de v(zk). D’un part on a 

(8)
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et d’autre part
*-2

Ia* I $ i °*

de la comparaison de (8) et (9) il rćsulte que

(4 — 1)' — i (d*)* -1 —i—, dou
I «* I

(!0) .

Ce rćsultat exprime, que la distance minima de toute raeiue 
(extórieur a de l’equation (4) au domaine P>k~\ est inferieur

k
ou tout au plus egale a \\ak- en supposant a0 = 1.

Si done on considere le domaine Dk eontenant Dk_t et formę 
k_

par l’enveloppe des cercles de rayon Ki«*|  dont les centres sont 
situees sur le contour de Dk_z, toutes les racines zk de l’óquation 
(4) appartiendront au domaine ZĄ, qui sera aussi convexe.

La dómonstration se termine par induction. Si 4=1, on a l’ś- 

quation / , (z) = 0 et son uuique racine est--- Ł c. a. d —ax si

o0=l, et on peut prendre pour L)l le cercie de rayon laj. II re- 
sulte de ce qui prócćde, que l’on peut prendre comme D2 l’enve- 
loppe des cercles de rayon J/|c/2j dont les centres sont situśs sur le 
cercie Dt. C’est un cercie de rayon a, | 4*  Kias | et de centre ori- 
gine et toute les racines de P2 (z) — 0 appartiennent a ce cercie. 
De proche en proche on arrive a conclure que toutes les racines 
de l’equation P„(c) = 0 sont (pour o0 = 1) a 1’interieur ou sur le 

n
contour du cercie de rayon iax -j- -f" Kia«i et de centre
origine. C’est le teoreme de Mr Walsh.

R< iinarątte I. On peut obtenir sur la situation des racines de 
1’ćąuation F„(a) = 0 une indication plus precise en prenant pour

D{ le segment, joignant 1’origine au pt.—— . Alors le domaine Z)2 
»o

est formę par un rectangle conjointement avee deux demi-cercles 
est ne constitue qu’une partie du domaine en cercie de Mr Walsh. 
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De móme D„ sera un domaine dont la frontiere est formee par des 
segments de droites et des demi-cercles et ne constituera qu’une 
partie du cercie de rayon K, a moins que ak = 0.

Remarąue II. Nos considerations concernaient le cas od 
a„ =|= 0. II est facile de les etendre pour le cas an = 0. En effet, 
on a alors Pn(z) = z • Pn_k{z), c. i. d. que les racines des deux 
óąuations P„(z) — 0 et P„-k(z) = 0 sont les mómes a la racine 
z = 0 pres. Si donc la limite de Mr Walsh pour l’equation P„_i(«) = 0 

n—1
est j «i | 4~ 4~ • • • 4*  l> ®lle sera 'a m^me pour l’óquation

n—1 n
P„(z) = 0, c. a. d. |«! -4-4~ ••• 4“ 1' rtn-f 4-kl°«! ■ puisque 
«n = 0.

Remarąue III. La limite de Mr Walsh est effectivement 
atteinte quand le polynome Pn{z) se reduit a 2 termes, c. A d. 
quand P„(z) zs z" + akz"~i, (1 k n). II est facile de dómontrer 
que c’est le seul cas ou la limite soit effectivement atteinte. Pour 
plus de góneralitó supposons que tous les ak+p — 0, (p = 1, 2,..., n — k), 
mais ak =|= 0. Nous avons obtenu les relations:

(10)
2

n—2
1(dłr1, 

I"*!

ou zn est une racine de Pn (z) — 0 diffórente de zćro, c. a. d. aussi 
une racine de P*(£)  = 0, puisąue Pn(z) — zn~k • Pk(z). Pour que la 
limite soit atteinte, c. a. d. pour que \zn\ — R il est nócessaire que 
les termes extremes des relations (10) soient ógaux, ce qui entraine 
a son tour 1’egalitó de tous les autres termes de (10). On en tire 
une sórie de consóąuences, a savoir: 1° le point z„ et tous les k — 1 
points sont situes sur une móme droite, 2° \zn—= dk
pour j — 1, 2,..., k — 1, et aussi |»„| = c. a. d. que les pts a)* -” 
et 1’origine sont a la móme distance du pt. zn. Comme zn doit ótre 
situó plus loin de l’origine que les pts 2/4 n, il en rósulte que toutes 
les racines de Pk_y(z) — 0 sont en un seul pt., c. a. d. que Pk_x[ź) = 
= (z — 2)*~ ’ en posant 2<*~ ]) = 2 pour j— 1,2, ...,k—1. Alors 
Pk[z) = z(z — ' 4~ ak- La limite de Mr Walsh ne peut ótre at-

2Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XI.
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teinte pour P„ (z) = 0 que si elle est atteinte aussi pour tous les 
polynomes prócódents, elle doit donc ótre atteinte pour si
donc X =}= 0, on peut appliqner les considórations prócedentes au 
polynbme P^fz) et on a Pk_i(z) z (z — p)*"*  + a*-i  (z —
en dórivant, on voit que /*  = 2, c. a. d. (z — 2)A_1 = z (z — 2)* -2 -|- 

(— 2)* -1 ou bien

(- 2){(s_2/-’-(- 2)}-0,

ce qui est impossible pour k > 2, a moins que A = 0. Supposons 
donc k^> 2, alors 2 = 0 et

Pt (z) == z*  -}- «*>  tandis que P„ (z) = z"-* • P*  (z) = zn -f- a*  zn~k.

Le polynome Pn (z) a donc la formę voulue. Le cas de k—2 ne 
fait pas exception, comme on s’en rend eompte directement par la 
considćration du trinóme du 2-me degró.



Sur le theoreme integral de Cauchy.
Par

W. Wilkosz (Cracovie).
[Communiguó a la Soc. Pol. de Math. le 21. II. 19381.

Une genśralisation du thóoróme bien connu de Cauchy sur 
les conditions pourqu’une expression de la formę

pdx qdy 

reprósente dans un domaine donnó la differentielle totale d’une fonc­
tion a deux yariables indópendentes, a ótó ónnoncó sans dómon- 
stration par M. Paul Montel en 1913 dans les Comptes Rendus de 
l’Acadómie de Paris.

En gónóralisant encore les conditions de M. Montel sous les- 
quelles le thóoreme devrait ótre vrai, M. Looman dans un travail 
insóró dans les „Grottingen Nachrichten“ (1924) a essayó d’en don­
ner une demonstration fort intóressante. Malheuresement il y a la 
une grave lacune *)  et le thóoróme, aussi important en lui-móme 
que par ses applications, surtout au probleme des óquations de 
Cauchy-Riemann est reste sans preuve rigoureuse.

*) v. Ridder, Math. Annalen Bd. 102.

Pendant le Congres International de Zurich (1932) on m’a 
racontó que M. Menchoff (Moscou) possede une dómonstration du 
thóoreme de M. Montel qui ne fut pas encore publióe et dont je 
ne possede pas la eonnaissance. Je me propose de ma part de prou- 
ver le thóoreme en question en me seryant des considerations que 
j’ai deyeloppó dans mon travail lu devant la Sociótó Mathematique 
Polonaise sous le titre „Les applications de la thóorie de la totali-

2*
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sation a la thśorie des ćquations diffśrentielles aux dćrivćes partielles 
du type ćlliptique“ pendans les seances des 22. I et 29. I, 1927 ’) 
a Cracovie. Je me suis aperęu que les resultats que j’ai obtenu suf- 
fisent pour rectifier la dśmonstration de M. Looman et cela de la 
maniere suivante:

Thóoróme: Soient p (xy\ et q(ocy) deux fonctions continues dans 

le rectangle R et ayant a son intórieur des derivees partielles

finies.3x '
Supposons la relation:

3p _ 3q
3y 3x

remplie presque partout dans R.
Dans ce cas

p(xy)dx + q(xy)dy

reprósente la diffćrentielłe totale d’une fonction V (xy) definie dans 
le rectangle R.

Dćinonstration. 1. II suffit, comme le fait M. Looman, de 
prouver que, pour chaque rectangle rQd} contenu dans R. 1’intógrale:

X- = / pdx + qdy 
fi

s’óvanouit.
II suffit mfone de savoir que I(r) = 0 pour chaque cctrre r 

contenu dans R. Cela rdsulte du fait que J(p) varie continument 
lorsque on fait varier d’une maniere continue son contour et que 

r n r,

lorsq’on partage le rectangle r en deux autres contigus et r2.
2. M. Looman considóre 1’ensemble M de tous les points tels 

que dans la proximitó arbitraire du chacun d’eux se trouvent des 
rectangles p pour lesquels /(p) est diffćrent de zśro.

II faut dśmontrer que 1’ensemble M est aide. En tous cas l’en- 
semble M est parfait.

*) v. le rósumć dans les Annales de la Soc. Pol. de Math. v. VI p. 118.
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3. Voici un lemme dont la dómonstration exac,te se trouve 
dans le travail de M. Looman:

Leninie: Lorsque dans un rectangle r la partie de 1’ensemble M 
qui y est contenue, soit a(r), n’est pas vide, il esiste dans r un 
autre rectangle (móme un carró) r possódant les propriótós suivantes:

1° 1’ensemble a(r) nest pas vide,
2° les accroissements:

p(x, —
y‘ — y"

yfr', y) — g(s", y)

considerós dans le rectangle r mais soumis a la condition que l’un 
au moins des points (a/, y) et («", y) et l’un des points (#, y') et 

y") appartiennent k 1’ensemble M (ou a(r)), sont bornóes en ya­
leur absolue dans r.

4. Considórons un tel rectangle r et supposons donc que:

p^y"} — pM)\ ,
I » / s

gl^y) —g(*\y)  < 4
x" — x' —

(avec des restrictions citóes plus haut) et que 1’ensemble o(r) n’est 
pas vide. II est clair, que: 

c

pour les points de 1’ensemble u(r). M. Looman nous propose dans 
son trayail l’óvaluation suiyante de Fintógrale l(r):

| Z(r) | 2 4.. mesure {r — a (r)}.

Or c’est le point dófectueux de son trayail. Nous alons remplacer 
son óyaluation par une autre:

|Z(r)| = 8 A. mesure {r — o(.r)} (w')

et cela seulement pour les carres r satisfaisants aux conditions pró- 
códentes.
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5. Soit donc r le carró r{";«} c’est a dire formó par des points:

(m, w), (m,n), (m, m), («, n) (m < n)

remplissant les conditions demandóes. On peut, en transportant les 
cótós du carró r vers son interieur, trouver un rectangle r {“•%} cod- 
tenu dans r et tel que:

1° Fensemble r — r ne possede pas a son intórieur de points 
de JU, donc

o(r) = o(r) -|- W
mes. (FP) = O, (W situó sur les cótós du rectangle r),

2’ sur chaque cótó du rectangle r soit situó au moins un point 
de 1'ensemble M.

En remarąuant avec M. Looman, que pour un rectangle p dó- 
pouvru a son intórieur de points de Fensemble M on a toujours

Z(p) = 0

on peut en conclure facilement, que:

Z(r) = Z(r).

Dósignons par E la projection de Fensemble <x(r) sur l’axe des 
x et soient:

(1) o; 1’intersection de o(r) par la droite o; = x, lorsque x ap­
partient k E\

(2) óz(») les ordonnóes des extrómitós des intervalles 
complómentaires dótermines par a- sur le segment:

c^y < d x = x.
On a:

b d

P (*,  d) — p(x, ć)}dx + y{j(o, y) — q(b, y)}dy.

a c

l(r) = I(r) = y {
Enyisageons 1’intógrale:

b

a
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Or pour les x appartenant i 1'ensemble E on a:

p(x, d) — p{x, c')=J'^dy + {p{x, dt{x) -

ax (0

grAce a un theorfeme de M. Denjoy et aux conditions auquelles est 
soumis le rectangle r*).

L’un au moins des points (x, y,-(ar)), (< d,-(x)) appartenant a l’en- 
semble u(r) on aura donc:

{p(x, d) — p(x, c)} —y [<Jz(x) — /,(■*)]•

Pour les x appartenant k 1’ensemble {ab) — A on a maintenant 
une sórieuse difficultó. Elle consiste en ce que les points («, d) et 
(r, c) n’appartenant pas a 1’ensemble a{r), on n’a pas y droit de poser:

p(x, d) —p(x, c)| < A{d — c).

Nous alons lever cette difficultó par l’artifice suivant: 
Choisissons deus points:

{xitc) et (xt,d)

appartenant a l'ensemble a(r) et situós sur les cótós du rectangle r. 
On aura:

p{x,d) — p{x,c) = p{x,d) — p{xt,d)
+ p(*i,<i)  — p{xt,c)
+ p(*i,  c) ~p(^,c)
+ p(®i,c) —Pfac).

L’une au moins des extrómitóes des segments considórós ótant 
toujours un point de M, on a:

|p(x, d) — p(x, c)| A(c — d) 3 A(b — a).

En rósumó on aura l’óvaluation suiyante: 

+ 3 A mes {ab) — E}- {b — a).

*) v. Looman loc. cit

dy ^ A mes {r — <r(r)} -|-
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/ dx A mes {>• — a(r)} -j- 
d

Symćtriquement on aura:

-|- 3 A mes {(c, d) — E}(d — c)

[E et Oj, dósignent les ensembles analogues aux ensembles E et oj.
, . Sp c (i —Les derivóes J et -- ótant bornóes sur a{r) on peut ap-

pliquer le theorfeme de Fabini:

D’autre part on a presque partout 

les intógrales ont alors la móme valeur. En faisant la somme, nous 
obtenons:

!Z(r)| 5^ 2 A.mes {r — o(r)}
34.mes {(a, b) — E] • (b — a)

J- 3 A .mes {(c, rf) — E}> (d — ć).

Heuresement on a:

7(r) = l(r), mes.a(r) = mes.o(r) 
n — m^b — a, n — m>d — c

donc:
\l(r) | 2.4.mes (r — a(r))

-|- 34. mes {(m, n) — e} • (», m)
J- 34.mes {(»». n) — e) • (n, m)

84.mes {r — o(r)}.
ou encore:

mes (r) ’ mes (rj

(«>')

L’ćvaluation (w') ou (ta") reste óvidemment valable pour chaque 
carrć p contenu entiórement dans r.
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Soit F(o>, y) un point quelconque du carre r et dósignons par 
<j(x, y) la limite:

s(x, y) = lim sup----- yy' r mes (())

lorsque le carre q est contenu dans r en contenant le point P et 
lorsque la longeur de son cotó tend vers zero.

On voit immódiatemment que:
(1) s(x, y) = 0 pour chaque point de 1’ensemble r — a(r).
(2) s(x, y)—0 pour chaque point de densitó de 1’ensemble ff(r) 

(done presque partout dans cet ensemble!) grace a l’óvaluation
(3) s(a:, y)^8A pour tous les autres points qui ne faissent 

d’ailleurs qu’un ensemble de mesure nulle.
Divisons avec M. Looman le carre r en 4, 16,, 4"... car- 

rćes partie ógaux et posons:

lorsque (a:, y) est situó dans le carró q de la n ieme division. 
On voit que:

(1) s„(x, y)-> f (a?, y) = 0

presque partout dans r,

(2) les fonctions
S» Sj s%,...? sn . . .

sont bornóes dans lenrs ensemble

(3)

donc

L’ógalitć (&»'") etant vraie aussi pour chaque carró contenu 
dans le carró r nous montre enfin que l’existence de 1’ensemble Jf 
conduit a une contradiction.

La dómonstration du thóoreme de M. Montel et M Looman 
est aehćvó. Je repóte ici pour la commoditó du lecteur la demon- 
station du lemme M. Looman mentionó dans le texte.



Hypothóse: r est un rectangle contenu dans le rectangle R 
et tr(r) =f= 0.

Thóse. II existe un carró p contenu dans r tel que <t(p) =|= o 
et que

,, x u p (■*■,'/4- — p(x-,y} \2(p) = borne sup —-----------j----———

[(«, y) P°int de 1’ensemble o(p), (a;, y point du carró p]

soit finie.

Dómonstration. Supposons le contraire. II existe alors un point

(a?i,yi) de 1’ensemble o(r) et un autre
(xi,yt + ^i) du rectangle r tels que:

|p^i-.¥i 4-^) —p^i.yilK • 
i r

Autour du point (a^, y^) traęons un petit carre rt contenu dans 
r et tel que l’on ait

p(^y4-^i) —p(^,.y)k ,
r

le point (x, y) ótant un point arbitraire du carre r, ce qui est óvi- 
demment possible grace A la continuitó de la fonction p(x. y).

Remarquons que o/rj n’est pas vide. La borne supórieure 
2(rj) n’ótant pas finie il existe:

(a?2yt) point de ff(rj) 
et (a^,y2 4“ ^2) P°int de rt

tels que
ip(x2, y-i. 4- .>
’ 1 1 ' a2

Autour du point (xs y2) traęons encore un petit carró r2 con­
tenu dans rx et tel que l’on ait:

p(/,y+^,)-p(x, y) >2

pour tous les points (x, y) du carró r,. On a encore o(r2) =)= 0. 
Nous obtenons ainsi les suites:
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(1)
(2)
(3)

(4)

> ©t l’on aura

> n.

2j ^2

r»
(^yi) (*2^2)  (xsy») •••

2, ...
y„ 4- 2„) — p(xn y„) j 

k

On peut s’arranger de manióre que l’on ait:

lim 2„ = 0 
n/00

et que les dimensions de carrós rx, r2,rł(... tendent vers zero.
Le point («„y„) converge alors vers un point (£,»;) et l'on aura:

p& y + *n) - p& y)! „
T„ ~\>n n = l, 2, ..

donc da dóriyśe ne pourrait 6tre finie au point ($. t]).

C. Q. F. D.



Die Darboux’sche Eigenschaft 
der Jacobischen Derivierten.

Von

W. Wilkosz (Krakau).

§ 1-

Betrachten wir eine Abbildung des Gebietes D in n-dimensio- 
nalem euklidischem Raume, gegeben durch das System der Glei- 
chungen:

yi =fifa ...xn}
(1) : : : :

Gesetzt den Fali, dass P(xx irgend ein Punkt des Ge­
bietes D, a eine beliebige w-dimensionale offene Kugel, die ganz im 
Gebiete enthalten bleibt, a' dereń Bild ist, verwirklicht durch die 
Abbildung (1), und |A immer das aussere (Lebesguesche) Mass der 
Menge A bezeichnet.

Ferner betrachten wir den Grenzwert:

(2) lim —- = I( P) {p Radius von o}
e/o ° .

und nehmen folgende 2 Falle:
1. entweder ist P der Mittelpunkt aller o, die bei der Bildung 

von (2) verwendet werden, oder
2. liegt der gegebene Punkt P schlechthin im Innern der 

Kugel u; dann werden wir den Grenzwert J(P}. vorausgesetzt, dass 
er existiert, kiinftighin ais Jacobische sphiirische zentrierte bezieh- 
ungsweise nicht-zentrierte Derivierte bezeichnen.
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Solche oder tihnliche Derivierten werden oft betrachtet Die wich- 
tige Arbeit von St. Banach, die in den Fundamenta Mathematicae Bd VI 
(1924) erschienen ist, beschaftigt sich mit den Derivierten die aber 
mit Hilfe von n-dimensionalen achsenparallelen Wilrfeln gebildet 
sind; trotzdem lassen sich stimtliche Betrachtungen der letztgenannten 
Arbeit auf unsere spharischen Derivierten zurtickftihren. Wir brau- 
chen aber nur wenig davon ftir unsere Zwecke.

Stellen wir eine Frage folgen dermassen:
Vorausgesetzt, dass:
1. Die Funktionen fj ...fn stetig im Gebiete D sind,
2. die spharische Derivierte in jedem Punkte des Gebietes 

vorhanden ist und einen endlichen Wert besitzt, P und Q zwei 
Punkte von G sind,

J(P) = A, J(<?) = 2?, A^B

und 0 eine Zahl, die zwischen A und B liegt. Gibt es im Gebiete 
D mindestens einen Punkt X, sodass

J(X) = C 
wftre ?

Kurz, wir suchen also nach der Eigenschaft, die im Gebiete 
der Funktionen von einer Veranderlichen ais „Darboux’sche“ be- 
zeichnet wird, und filr die wir auch in unserem Falle diesen Namen 
behalten wollen.

Es ist nun interessant, dass die Frage trivial wird, wenn wir 
in unserer Fragestellung durch die spharische Derivierte die zen- 
trierte verstehen. Betrachten wir die Abbildung der ganzen Ebene, 
die stetig und dazu ein-eindeutig ist gebeben durch:

y > o
y<0

Die Abbildung besitzt in jedem Punkte der Ebene die zen- 
trierte Derivierte und ihr Wert ist gleich:

4, 3 oder 2
je nachdem y 0 ist.

Wir sehen also, dass fur die zentrierte Derivierte die Dar- 
boux’sche Eigenschaft selbst im Falle einer umkehrbar eindeutigen 
stetigen Abbildung keineswegs zutrifft.
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Anders verhalt sich die Sache im Falle der nichl-zentrierten 
spharischen Derivierten.

Zweck der jetzigen Arbeit ist namlich der Beweis des Satzes, 
dass die »icht-zentrierte Derivierte, dereń Existenz in jedem Punkte 
der stetigen, ein-eindeutigen Abbildung (1) vorausgesetzt wird, die er- 
wtinschte Darbo<ix’sche Eigenschaft wirklich besitzt. Ob der Satz 
auch ftir die nicht notwendig ein-eindeutigen Abbildungen gilt, konnte 
ich bis jetzt nicht ganz allgemein beweisen, ich werde vielleicht in 
einer weiteren Notę die Sache naher zu erforschen suchen.

§ 2.
Kehren wir nun zu unserer Abbildung (1) zurlick. Wir setzen 

noch hinzu, dass sie eine wnkehrbar eindeutige stetige Transforma­
tion des Gebietes D in w-dimensionalem Raume vorstellen soli.

Es sei H der Kijrper aller messbaren Untermengen M von Z), 
die im Gebiete samt ihrer Grenze enthalten sind, und es bezeichne 
F(M) das ftussere Mass von M'

F(M) = \M'\.

Nebenbei sei bemerkt, dass, wenn M im Borelschen Sinne 
messbar ist, so ist es auch das Bild von M. Es ist namlich M', ais 
stetige Transformation einer (2?)-messbaren Menge, eine Souslinsche 
(A)-Menge, die immer im Lebesgueschen Sinne messbar sein muss. 
Insbesondere ist es der Fali bei der Abbildung der Kugel, die zur 
Bildung der Derivierten verwendet wird.

Die Funktion F(M) stellt nun eine Mengenfunktion vor, die 
ftir alle Mengen des Korpers H definiert, und nachdem die Abbil­
dung ais umkehrbar eindeutig yorausgesetzt wurde, sogleich additiv 
ist, d. h. es ist

F (J**)
i i

wenn nur alle und zugleich die Summę SM, zu H gehoren und 
z

die Mengen A/,- ohne gemeinsame Punkte sind.
Das nachste- Ziel wird es nun sein. die Totalstetigkeit der 

Mengenfunktion F(M) zu zeigen, unter der Voraussetzung, dass 
fiir die belrachtete Abbildung die spharische Derivierte in jedem 
Punkte des Gebietes D vorhanden ist. Wir verstehen darunter im 
Einverstandnis mit de la Yallóe Poussin Folgendes:



31

Es sei K irgend eine geschlossene beschrankte Untermenge 
von D un e eine beliebige positive Zahl: Es sol eine positive Zahl 
d existieren, so dass ftir jede messbare Untermenge M von £ 
Ungleichheit:

F(M) < £ eine Folgę von |M| < d
ist. In diesem Falle nennen wir F(M) totalstetig in der Menge K.

Gilt diese Eigenschaft fUr jede geschlossene beschrankte Un­
termenge K von D, so sagen wir kurz es ist #(J/) totalstetig in D.

Um die Totalstetigkeit der Funktion F(M} zu zeigen, gentlgt 
es nach den Satzen, von Herrn Banach in seiner Arbeit „Sur les 
lignes rectifiables...“ *)  zu beweisen, dass ftir jede Nullmenge F, die in 
D enthalten ist, die Gleichung

*) Fundamenta Math. t. VII.

F(E) = O 
besteht.

Zum Beweis ziehen wir einen sehr wichtigen Uberdeckungs- 
satz von Rademacher zu, der in seiner Inauguraldissertation (Mo- 
natshefte ftir Math. u. Phys. 1916) enthalten ist. Der Satz lautet 
so: „Es sei E eine Nullmege. Jedem Punkte P von E schreiben 
wir eine Folgę von Kugeln oz, dereń Radien nach Nuli streben, 
und welehe immer den Punkt P in seinem Mittepunkt haben, zu. 
Es sei (N) die Menge aller derer Kugeln, und e eine positive Zahl. 
Es ist immer moglich, aus der Menge (N) eine Folgę von Kugeln

O®, ...
so auszuwahlen, dass

<£
k

und die Kugeln der Folgę alle Punkte von E ltickenlos tiberdecken“.
Es sei jetzt E eine Nullmenge, die ganz in D enthalten ist. 

Die Funktion F(M) oder die Transformation (1) besitzt in jedem 
Punkte P von E eine endliehe nicht-zentrierte Derivierte J(P'). 
Wir bezeichnen mit E„ diejenige Menge die aus lauter Punkten 
besteht, ftir welehe J(P) n ist, wenn n eine gegebene ganze Zahl 
bedeutet. Es ist klar, dass es geniigt die Gleichheit: \E'„\ — 0 ftir 
jedes n zu zeigen.

Um dies zu beweisen, denken wir uns um jeden Punkt P 
von E„ eine unendliche Folgę von Kugeln az(P), die folgende Ei- 
genschaften besitzt:
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1. P liegt im Mittelpunkt von i 1,2...
2. Die Radien der Folgę {07 (P)} streben ftlr festes P, gegen Nuli.
3. |ff;(P)|<2n|<r;CP)| in *l 2, 2---)-
Es sei nun e eine beliebige positive Zahl.
Wir wahlen aus der Gesamtheit von Kugeln 07 (P) eine end- 

liche oder unendliche Folgę 

, dj . . .

so, dass die Kugeln der Folgę die ganze Menge En lttckenlos tlber- 
deeken und ausserdern die Ungleichung:

besteht. Die Moglichkeit einer solehen Auswahl ist uns durch den 
soeben erwahnten Satz von Rademacher gesichert.

Dann wird auch

J£’|(t;|<2we O
und folglich, da die Summę 2at die ganze Menge En tiberdeckt, 
zugleich

|a;|<2M£.
Daraus folgt sehon | E'n | = 0 und endlich noch |7?'|=0.
Die Abbildung (1) ist also unter den oben genannten Voraus- 

setzungen totalstetig in D.
Wir ziehen daraus 3 wichtige Schltisse.
I. Die Abbildung ist messbar d. h., es entsprieht jeder mess- 

baren Menge vermittels der Transformation wiederum eine mess- 
bare Menge.

[Siehe Radermachers Dissertation],
II. Wenn Jf eine messbare beschrankte Untermenge von D

ist, dann gilt die Formel:

(3)

Der Schluss folgt nftmlich aus der Additivitttt und Totalstetig- 
keit der Mengenfunktion F(M) nach dem Satze von de la Vallóe 
Poussin (Cours d’Analyse t. II. ed. 2. p. 116 nr. 104).

III, Bewegt sich eine Kugel o stetig im Gebiete 2), so andert 
sich das Mass ihres Bildes d. h. derWert von F(oj stetig.
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Es ist dies eine unmittelbare Folgę der Integraldarstellung 
von F dureh die Formel (3).

§ 3.
Endlich siud wir gewappnet genug, um den Beweis des Haupt- 

satzes unserer Arbeit geben zu kónnen.
Satz: Wir setzen voraus, dass die Abbildung (1) stetig und 

umkehrbar eindeutig ist, in jedem Punkte von D eine endliche 
nicht-zentrierte spharische Derivierte besitzt, P und Q zwei Punkte 
des Gebietes D sind und ausserdem

J(P) = A. J(Q) = B, A<C<B
oder A > C > A,

dann gibt es in D mindestens einen Punkt (X) von der Eigen- 
sehaft, dass

J(X) = C.
Beweis:
Wir verbinden die Punkte P und Q im Innern des Gebietes 

D dureh eine stetige Kurve (6). Um die Punkte P und Q beschrei- 
ben wir zwei offene Kugeln <r0 und t0, so dass:

1. Der Mittelpunkt von ag in P und der Mittelpunkt von t0 
in Q liegt.

2. Die Kugeln o0,r0 sind kongruent und liegen beide in D.
3. Es besteht die Ungleiehung

4. Wahrend der Bewegung der Kugel langst der Kurve 
sodass der Mittelpunkt immer auf S sich befindet, und dass endlich 
a0 in die Lagę von t0 gebracht wird, verlasst die Kugel samt ihrer 
Grenze niemals das Gebiet D.

Nach den Bemerkungen, die wir oben gemacht haben, andert 
sich der Wert von P(o) stetig und erreicht in einer bestimmten 
Lagę, z. B. <u0 den Zwischenwert C. Wir haben dabei gemass der 
Formel (3):

|ń>'| =Jj(P)dP=C'\va\ = C-\a0\==C- T0.

W
Nehmen wir an, dass im Innern von <u0 die Derivierte J (P)

3 Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XI.
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immer von C verschieden ist. Es ist aber unmoglich, dass immer 
im Innem von w0 J(P)<C wftre, denn in unserem Falle:

— J(P)]dP =
(l)

also miisste C — J(P) in dem der Kugel massgleichen Kern ver- 
schwinden. Die andere Annahme, dass immer im Innern von <u0 
J(P) > (7 ist, erweist sich auf ahnliche Weise ais falach. Es gibt 
also im Innern von <w0 mindestens zwei Punkte P, und Q1, so dass:

J(P1)<C<J(ft)
ist.

Jetzt wiederholen wir das vorige Verfahren, indem wir nur 
die Punkte P und Q durch P, und Qly und ausserdem das Gehiet D 
durch das Innere von <u0 ersetzen.

Wir erhalten endlich, wenn wir die Kugeln immer kleiner 
wfthlen, eine Folgę:

, Ct)j , Wj ...

die folgende Eigenschaften aufweist:
1. Die Kugel <z>/+1 ist samt ihrer Grenze in enthalten.
2. Die Radien der Kugeln bilden eine Nullfolge.
3. Es ist immer:

4. Die Mittelpunkte von konvergieren gegen einen be- 
stimmten Punkt X, der im Innern jeder w, liegt.

Im Punkte X gibt es aber eine bestimmte endliche nicht- 
zentrierte Derivierte dereń Wert aber wegen (4):

J(X) = lim L - £ | = C
l<°/|

sein muss. Die Annahme ftthrt also zum Widerspruch und somit 
ist unser Satz bewiesen.

Anmerkung.
Das Ergebnis dieser Arbeit wurde schon im Jahre 1925 in 

einer Sitzung der Polnischen Mathematiker-Yereinigung vorgefuhrt.



Surfaces reglees algebriques. 
Singularites.

Par

M. Bertrand Gambier
Professeur ii la Facultó des Sciences de Lille.

1. Cayley a ótudió et classó les surfaces algóbriques de degró 4: 
Papers, 5, (1864), p. 214—219 et 6, (1868) p. 312—328; il a 
laissó óchapper deux types se correspondant dualistiquement. Cre­
mona a donnó la premióre classification complóte de ces surfaces 
(Memorie dell’ Accademia di Bologna (2), 8, (1868) p. 235; Opere, 
2, 420). Schwarz a donnó une classification complete des surfaces 
algóbriques de degró 5, au moyen de la ligne multiple de ces sur­
faces; n’employer que la ligne multiple, sans se servir de la notion 
corrólative: dóveloppable pluri-tangente, a l’inconvónient de rassem- 
bler en un seul plusieurs types qui se diffórencient par 1’emploi des 
coordonnees tangentielles. J’ai moi-móme, sans connaitre les classifi- 
cations qui prócódent, ótudió aux Annales de la Sociótó Polonaise 
de Mathómatiques, t. VII, 1928, p. 148—212 les surfaces algóbriques 
róglóes, donnant la classification des surfaces de degró 4, (fondóe 
sur 1’ótude de la ligne multiple, de la dóveloppable pluri-tangente 
et le genre), puis donnó un aperęu sur la classification des surfaces 
de degre 5; j’ai terminó mon travail en montrant comment les 
triangles et polygónes de Poncelet, relatifs A des courbes algóbriques 
de degró ou classe quelconques, s’introduisent automatiquement, dós 
que Fon cherche une surface róglóe admettant des plans tangents 
multiples d’ordre ógal A 3 ou supórieur A 3.

Depuis cette ópoque, j’ai eu 1’occasion d’analyser un traitó ró- 
digó en Angleterre: The Theory of Ruled Surfaces., par W. L. Edge, 
Fellow of Trinity College, Cambridge (in 8°, 324 pages, Cambridge, 

3*  
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University Press, 1931). L’auteur a ródige son travail, eonsaeró sur- 
tout aux surfaces algóbriques de degró 4, 5, 6 sans eonnaitre mes 
rósultats. J’ai ainsi eu 1’oecasion de constater que j’avais commis 
une omission, portant sur trois types, dans la classification des sur­
faces de degró qnatre: deux de ces types s’óchangent l’un en l’autre 
par dualitó et le troisióme, par dualitó, se transforme en un type 
de meme espece. Je montrerai, un peu plus loin, les causes de cet 
oubli, de faęon k bien mettre en evidence le role des droites ex- 
ceptionnelles situees sur les surfaces róglóes (pouvant ótre au nombre 
de 0, 1 ou 2): ces droites ne sont pas generatrices: elles servent 
de directrices\ mais accidentellement, s'il n’y a qu’ une droite excep- 
tionnelle, cette droite peut interoenir d la fois comme directrice et 
comme gźneratrice.

Je me suis, par contrę, aperęu que M. Edge n’a pas assez de- 
tailló certaines configurations de lignes multiples. Ainsi M Edge 
signale qu’une surfaee róglóe de degró 5 peut avoir une ligne mul­
tiple formóe de trois coniques doubles: en generał ces conigues sont 
distinctes, mais deux d’entre elles peuvent venir se confondre, et 
alors la surfaee possóde une conigue double ordinaire et une conigue 
double de raccord: j’avais indiquó cette configuration a la page 190 
de mon travail; j’indiquerai ici le cas plus curieux encore ou les 
3 conigues se reunissent en une seule, deux nappes de la surfaee se 
trouvant osculatrices le long de cette conique

Je donnerai aussi quelques aperęus sur les courbes singulieres 
et la naturę des points multiples sur une section piane guelcongue 
d’une surfaee róglóe.

2. Surfaee reglće de degre 4 ayant une droite triple. A la |>age 
162 de mon prócódent travail j’ai ócrit ceci:

„Quand cbaque gónóratrice d’une surfaee róglóe de degró 4 
passe par un point triple, le lieu du point triple ne peut ótre qu’une 
droite A; en la prenant pour x — 0, y = 0, l’óquation de <5 devient

a?8P-|- 3xiyQ 3 xy*R  y*  S = 0

ou P, Q, R, S sont des formes linóaires eu x, y, z, t\ en coupant par 
y — mx, on a bien une droite variable sur S; si les 4 plans P—0, 
Q = 0, R — 0, <5=0 n’ont pas de droite commune, on a le cas F 
róciproque du cas D (le cas D est caractórisó par ce fait que les 
gónóratrices sont sócantes doubles d’une cubique gauche P et s’ap- 
puient sur une droite A; la cubique gauche est lieu de points dou- 
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bies; la droite A est simple ponctuellement, mais triple tangentiel- 
lement, li titre d’enveloppe de plans tritangents). Si les 4 plans ont 
une droite commune, l’óquation de Z>' peut recevoir la formę

xs(2z -f- pt) -j-3 xs y(2'2-j- fi't) + 3 xyi(2"z + ju'7) -f-
+ /*"'<)  = 0.

On a le cas G qui est a lui móine son reciproque par dualitó“.
II y a la une omission portant sur ce que j’ai appele le cas F, 

cas ou la droite A est droite triple et ou il n’y a pas de droite 
exceptionnelle autre que A : en generał, la droite A riest pas en menie 
temps generatrice, et le type obtenu ainsi donnę bien par duaiitś le 
type qui dans ma classification s’appelle type D. Mais la droite 
triple d peut etre une fois generatrice, ou meme deux fois generatrice: 
j’entends par la que, si l’on suit par continuitś le deplacement de 
la gśneratrice yariable G, cette gónćratrice vient coincider soit une, 
soit deux fois avec A.

Une telle circonstance peut arriner pour toute surface reglee 
(algehrigue ou non) qui possede une droite exceptwnnelle et une seule, 
d’ordre de multiplicM n~> 1; la droite en jeu peut etre 0, 1, 2.... n — 1 
fois generatrice. Supposons que la surface róglóe Z? soit de degró 

un plan quelconque passant par D coupe Z? suivant p genć- 
ratrices; soit G l’une d’elles; si G peut yenir, par continuitć, s’ap- 
pliquer sur D, le plan (D, G), a la limite, sera tangent, tout le long 
de D, ii une nappe convenablement choisie de S, de sorte que, si 
D est h fois góneratrice, d un point de D ne partent que n — h 
genóratrices autres que D

Appliquons ceci au cas de S, surface riglee de degri 4, avec 
D droite triple.

Supposons que D ne soit pas generatrice", dans ce cas de chaque 
point D partent trois gśnóratrices; le plan de deux d’entre elles 
est bitangent a >S', de sorte que les plans bitangents de cette espóce 
enwloppent une dóveloppable de classe 3 (deux des trois gónćra- 
trices ne peuvent etre dans un inćme plan avec D, sinon ce plan 
couperait Z? suivant D comptant pour 3, et cbaque gćneratrice 
coinptant pour 1 chacune: le total 5 depasserait 1’ordre de Z?). Donc, 
par dualite, on arrive bien a une surface ayant une cubique gauche 
pour ligne double, les generatrices s’appuvant sur une droite.

Supposons que D soit une fois generatrice: prenons un point A 
arbitraire sur D et menons les deux gćneratrices (autres que D) 
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qui en partent, AG, et AG,; quand A se d śpiące par continuitó 
sur Z> et vient en B, la gónóratrice AG,, par exemple, suivie par 
continuitó, vient se confondre avec D, le plan DG, tendant alors 
vers un certain plan II eontenant D\ le plan AG,Gt enveloppe une 
dóveloppable C de seconde classe, car de A on peut mener a cette 
dóveloppable les deux plans tangents AG,G2 et 7Z; au point B, le 
plan tangent & £ peut ótre considóró connue indóterminó autour 
de D, car si, sur une surface riglie il y a une gónóratrice avec plan 
tangent stationnaire le long de cette gónóratrice, il y a, dualistiguement, 
sur cette meme gónóratrice un point ou le plan tangent est indóter­
minó’, de la sorte le plan DG, par exemple peut etre considóró 
comme plan bitangent, l’un des points de contact ótant B, 1’autre 
ótant en A sur (?,: la droite D est donc enueloppe de plans bitangents 
et lieu de points triples', par dualitó, nous aurons donc une surface S', 
transformóe de admettant une droite D' lieu de points doubles et 
enueloppe de plans tritangents et une conigue C' lieu de points doubles', 
sur S la droite D est tangente d C, donc sur 8' la droite D' ren­
contre C; la droite D' est de plus gónóratrice de S'.

En faisant la classification des surfaces de degró 4, j’avais signaló 
(cas E) les surfaces admettant une conigue double et une droite excep- 
tionnelle double ponctuellement: j’avais laissó óchapper le cas o u cette 
droite est aussi gónóratrice: ce cas oublió est celui qui correspond, 
par dualitó, k un cas oublió pour les droites triples ponctuellement.

Supposons maintenant que la droite triple (ponctuellement) D 
soit deux fois gónóratrice: par un point A guelcongue de D passe 
une seule gónóratrice AG, qui, lorsque A tend vers un certain point 
B ou C de I), tend elle-móme vers Z>; le plan DG peut ótre con- 
sidóre comme trois fois tangent: une fois au point A, une autre 
fois en B, une autre fois en C. Donc, par dualitó. ce type se trans­
forme en un type de móme espóce.

II n’y a plus qu’a indiquer comment on róalise les surfaces 
de ces divers types:

Droite D triple ponctuellement, simple tangentiellement, non gó- 
neratrice. Traęons dans deux plans diffórents deux coniques C et 
C,’, prenons sur C un point A et sur C, un point A, tels que leurs 
tangentes ne concourent pas (autrement dit ne coupent pas au meme 
point la droite intersection des plans de C et 6',); une droite G 
assujótie a rencontrer C, C, et la droite AA, engendre la surface 
demandóe; AA, est la droite triple; C et C, sont lignes simples.
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Droite D triple ponctuellement, double tangentiellement, une fois 
gineratrice: la gónćration est la meme que prócśdemment mais A 
et A, sont choisis de sorte que les tangentes concourent (percent 
1’intersection des plans au meme point); AA, est la droite excep- 
tionnelle et le plan menó par AA, et les tangentes en A et A, est 
le plan tangent A point de contaet indóterminó sur AA,.

Droite D triple ponctuellement, triple tangentiellement, deux fois 
generatrice. II suffit de construire une cubique piane F unicursale; 
traęons dans le plan de F une droite arbitraire A, coupant F en 
afy et les tangentes au point double A en t et i'; par A faisons 
passer un autre plan oii nous construisons une cubique F, unicur­
sale, passant en a, mais non en y et telles que les tangentes au 
point double A, passent en t et f; la surface est engendróe par 
les droites assujóties A rencontrer F, F, et AA,; les deux plans tan­
gents A point de contact indeterminć sur AA, sont dóterminćs par 
AA, et At ou AA, et At'. Dans cet exemple At et At' peuyent 
etre distinctes ou confondues.

Pour chacun des deux premiers exemples, on pourrait dćter- 
miner directement le type eorrespondant par dualitó: le premier 
conduit a prendre une cubique gauche F, une droite D arbitraire, 
A couper F par un plan issu de D et A tracer les cordes joignant 
deux A deux les points ainsi obtenus sur F. Pour le seeond: co- 
nigue double, droite exceptionnelle double ponctuellement, triple tan­
gentiellement et Une fois generatrice, on tracę une conique C, une 
droite D rencontrant la conique en un point A: les deux courbes 
D et C sont unicursales; nous pouyons donc róaliser une correspon­
dance (2, 1) entre les points de D et ceux de C, avec les conditions 
suiyantes: le point de D qui coincide avee A a son eorrespondant 
sur C confondu avec le point A; le point de C qui est confondu 
avec A a donc un de ses correspondants confondu avec A, nous 
supposerons que 1’autre est un point B distinct de A; la surface 
cherchće est le lieu des droites qui joignent les points homolo- 
gues de C et D; c’est precisóment cet exemple que j’ai oublić 
dans mon prócódent mómoire, p. 159, cas E: droite double, conigue 
double; la droite double n’ćtant pas gónóratrice est double ponctuel­
lement et tangentiellement; c’est le cas que j’avais indiquć, qui se 
correspond A lui meme par dualitó et que l’on róalise en ćtablissant 
entre D et C une correspondance (2, 2) telle que le point A, con- 
sidćró comme point de D ou C, ait ses deux homologues sur 1’autre 
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courbe confondus avec A. Les omissions de mon precódent travail 
se trouvent ainsi rectifićes et le lecteur voit les prócautions a prendre 
quand une surface róglee possede. en dehors des gćnóratrices, une 
droite exceptionnelle unigue: il y a a examiner si cette droite est, 
ou non, en rneme temps gónóratrice.

3. Considerations generales sur les lignes multiples d'une sur­
face riglee. La classification de M. Edge est basće sur les quatre 
caracteres suivants: degri (ógal, comme Fon sait, a la classe), genre, 
naturę de la courbe multiple, naturę de la diueloppable enoeloppe des 
plans pluritangents. II est inutile de revenir sur les raisons qui ob- 
ligent toute surface algóbrique, de degró au moins egal a trois, 
h possćder une ligne multiple; le cas le plus normal, du moins si 
1’ćtude est faite du point de vue ponetuel, est celui ou la ligne mul­
tiple est lieu de points doubles (dont partent deux gćndratrices dis- 
tinctes, le cas de deux gónćratrices confondues devant ótre regardć 
comme celui des dśveloppables et de leur ar&te de rebroussement). 
A ce point de vue, il y a une certaine analogie entre les surfaces 
róglćes algćbriques et les courbes planes algśbriques: le theorbme 
de Noether Halphen pouve que toute courbe piane algćbriąue peut, 
par une transformation birationnelle piane, ótre remplacee par une 
autre dont les singularitśs se reduisent a des points doubles d tan- 
gentes distinctes; si donc, pour certaines ótudes, telles que la re- 
cherche des intćgrales abóliennes, on peut se borner b ces singula- 
rites ćlćmentaires, il n’en rósulte pas que l’on doive ćcarter de parti 
pris des singularites plus compliqućes, telles que róunion en un 
mćśme point de plusienrs cycles (au sens d’Halphen) de degre et 
classe arbitraires, ayant les uns avec les autres des contacts d’urdre 
arbitraire (ordre nul ou non).

Or ótant donnó une surface róglee A algćbrique ayant des 
lignes multiples de naturę quelconque, on peut la remplacer par 
une autre surface reglee S' algćbrique, de sorte que les gćnóratrices 
de A et Z?' se correspondent birationnellement (de surface a surface) 
et que A' n’ait que des lignes doubles. Pour le voir, prenons sur S 
une section piane C guelcongue, donc ligne simple de A: on peut, 
par une transformation birationnelle piane transformer C en une 
courbe piane C' n’ayant que des points doubles k tangentes dis­
tinctes: appelons JZ, M' les points homologues de C et C"; on peut 
de meme choisir sur A une autre section piane guelcongue (f et par 
une transformation birationnelle piane analogue a la premiere la 
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transformer en une nouvelle courbe piane CJ a points doubles or- 
dinaires (d’ailleurs C et C, se correspondent, par les pieds M et JĄ 
des gónóratrices de S, birationnellement de courbe h, courbe); cela 
posó plaęons les plans de C' et C[ dans une position relatiye arbi­
traire et joignons les points M', homologues respecdvement de 
M et JĄ, nous obtenons ainsi une surface S' róglóe, correspondant 
birationnellement (de surface a surface) a zS, gónóratrice par gónó­
ratrice; soit A' la droite eommune aux plans de C‘ et CJ et fł' un 
point commun h A' et C'; le point a pour homologue ^J sur 
Ci et la droite /t'/łj est gónóratrice de S' contenue dans le plan 
de CJ; cette droite p'/Ą coupe CJ en des points qui sont doubles 
sur zS"; si v' est un autre point commun & A' et C', nous obte­
nons de móme un point fj, une gónóratrice v'v[ et il n’y aucune 
raison pour que /i' /Ą et v' v[ se coupent sur CJ: leur point d’inter- 
section est un point double de zS"; les seuls points multiples de S' 
contenus dans le plan de C[ sont: les points doubles de CJ, les 
points autres que ou p'coupe CJ..., les points (^'^J, v'vj)...: 
tous ces points sont doubles sur S', donc S' n’a que des lignes 
multiples doubles. Pour obtenir ensuite une correspondance biration- 
nelle de surface a surface entre les points de zS et S', on ótablit 
sur chaque gónóratrice MMA et la gónóratrice homologue Jf' J/J une 
correspondance birationnelle, donc homographigue entre les points 
de l’une et ceux de 1’autre, M et M' ótant un couple homologue 
et aussi JĄ et J/J; cette homographie peut varier suiyant une loi 
arbitraire avec la gónóratrice AIMp, on peut, par exemple, prendre 
le faisceau des plans passant par 4, droite eommune aux plans de 
C et Cj et le rempiacer homographiquement par le faisceau ana­
logue issu de 4', de sorte que oo1 sections planes de zS' restent, sur S', 
planes; dans les correspondances birationelles obtenues, on trouve 
comme ólóments singuliers de la correspondance, entre autres, les 
gónóratrices de S issues d’un point commun a C et Ct ou, s’il y en a, 
situóes dane le plan de C ou C\ et les ólóments analogues de S'.

Si Fon fait la classification des surfaces zS d’un degró donnę, 
on ne peut se restreindre a ce genre de singularites ólómentaires, 
de sorte que dans les tableaux que M Edge a dressós pour les de- 
grćs 3, 4, 5, 6, il est obligó d’user de 1’artifice suiyant: une surface zS 
de degró 4 par exempie peut possóder une droite A, directrice et 
non giniratrice, telle que de chaque point M de A partent deux gó­
nóratrices MGi MGt coplanaires avec 4; 4 est alors ligne de rac- 
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cord de S avec elle-móme et toute section piane de & possóde au 
point M situe sur A, un point double, unique, comptant pour deus 
points doubles róunis; M. Edge indique donc, non pas A, mais 2A; 
de móme une surface de degró 5 peut avoir une droite A analogue, 
avec cette aggravation que A est de plus une fois gónóratrice (en 
móme temps que directrice double) de sorte que, finalement, A est 
ligne triple', chague section piane prisente au point M situi sur A un 
point triple tel que deux branches soient tangentes: ce point triple 
compte pour 4 points doubles et M. Edge emploie la notation 4 A. 
Cette notation a le dófaut qu’ un m&ne nombre entier, sauf 2, peut 
ótre obtenu de plusieurs faęons: ainsi 4 peut correspondre a une 
ligne triple, mais aussi a une ligne double.

4. Lignes de raccord, lignes d'osculation. Une surface róglóe 
de degró 4 ne peut avoir comme ligne de raccord qu’ une direc­
trice rectiligne double; une surface de degró 5 peut presenter soit 
la disposition qui vient d’ótre signalóe, soit une ligne multiple eom- 
posee de deus coniques doubles bisócantes, l’une d’elles ótant ligne 
de raccord simple-, elle peut avoir aussi une seule conique double, 
ligne de raccord double] dans les tableaus de M. Edge, on trouve 
signaló le cas de la surface de degró 5 dont la ligne multiple, 
composóe de 3 coniques doubles, est reprósentóe par la notation 
J?J4-Q4-2)§, 1’indice infórieur donnant le degró de la ligne et 1’indice 
supórieur, le genre; il y a, dans les tableaus de M. Edge, deux gónóres- 
cences qui n’ont donc pas óte signalóes, a savoir 2 B° -}- <75 et 3 Boj 
le cas d’une conique triple est, sur une surface de degró 5,impossible.

Tai, dans mon mómoire prócódent, donnó un esemple de la 
conique de raccord: c’est la surface lieu de la droite mobile 
d’óquations
(1) y— 2 tx t*  -|- 2 tz — 0 z = m(x— t) m2-j-m— t = 0 
ou m est un paramótre variable avec la gónóratrice; la conique de 
raccord est la parabole lieu du point M(t, t2,0); les deus genóra- 
trices MG, , MG, issues de M sont dans un meme plan

y — 2tx 4- t2 2tz — 0
contenant la tangente en M a la parabole (t, i2,0) et correspondent 
aus deus racines m,, mi de l’equation ni2 4~ — t = 0; la section 
de par le plan 2 = 0 se compose de la parabole de raccord 
P(y — x2 = 0, z = 0) et de la gónóratrice simple obtenue pour 
m = 0, qui est 0 x\ la surface est donc bien de degró 5. Pour avoir
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l’óquation cartósienne de la surfaee, on a k eliminer m et t entre 
les trois óquations (1); on peut, par exemple, óliminer d’abord m 
en ecrivant

z'___. z
(x — t)2 X — t

t = 0.

Rendons la derniere óquation entiere et remplaęons (x — <)! par 
x*  — y — 2tz valeur dóduite de la premióre óquation (1); on a donc 
deux equations de degre 2 en i

1) Le moyen rćgulier, sinon le plus rapide, pour obtenir cette relation est 
de determiner la premióre droite par le point (ż, 0) et ses parametres directeurs
l,2t(l —m), m; ou en dóduit les coordonnóes pluckóriennes de la premióre droite

1, 21 (1 — m), m, mt\ — mt, t* i (1 — 2 m)

et de meme pour la seconde. On obtient ainsi la condition de rencontre prócise 
avec le degre de multiplicite exact pour chague facteur.

| t24-2t(z — z) + y = 0
| 2zt*  t[y — x*  — z] -j- z(2 4- x) — 0

et l’óquation de la surfaee /S

(3)
[z(z-j-x) — 2 yz]2 — [y — x*  — z — 4z (z — a?)] [2 z (z*  — x2) — 

— y (y — a:2 — z)] = O
qui est bien de degró 5 en x, y, z.

On peut remarquer, et ceci sera utile pour la suitę, que les 
deux droites d’óquations

(4) y — 2 tx t! 2 tz — 0 z — m (x — t)
et
(5) y — 2 t,x -|- tj 4- 2 t,z = 0 z = m1(x — t,) 

ou t, m sont deux constantes (independantes ou non) et de móme 
fj et m,, se coupent si Fon a *)

(6) (t — Ą)2 (m 4" ,Bi — 2 mm,) = 0.

11 est remarguable que le second facteur ne depende ni de t 
ni de t,.

Dans le cas de la surfaee qui vient d’ótre dóterminóe, le point 
de rencontre des deux droites w, ni, (avec t — m^-fnpt, — 
est obtenu aisóment en introduisant les fonctions symótriques m 4~ 
4"»«i=s, mm,—p avec la relation s = 2p; on trouve le point
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(7) x = 4p2-j-p y = 3p2-}-p z=2p2-j-p

qui dócrit une parabole P, qui coupe P aux deux points

(8) ( a: = y = a = 0 i = 0 p = 0
| x y — i, « = o, t = ^, p = i-

Pour cette surface, la developpable enveloppe des plans tan­
gents doubleB comprend le cylindre parabolique d’óquation y - 
— (x — z)2 = 0, puis le cóne enveloppe du plan

(9) 4p2x — y -f- (2 2p — 8p2)z — P(&P + 1) = 0.

Ce cóne a son sommet au point (J, 1, £); la surface reglóe ainsi 
obtenue est, par dualitó, transformóe en une surface de móme espóce.

Pour avoir la surface de degró 5 qui n’a plus qu’une conique 
double, le long de laquelle les deux nappes de la surface sont oscu- 
latrices, il suffit d’adjoindre aux deux equations (4) la relation

(10) (At + B)m‘ + (1 — 2m)(4,#4-B1) = 0

oii A, B, At, Bt sont des constantes; en effet la relation (6) entraine 
d’abord t=tt, solution qui compte pour deux unitós; le faeteur 
m 4~ Wi — 2mml — 0 entraine

At -|- B _ 2m — 1__ 2 Wj — 1__  At, -I- B,
A,t B1 m2 m2 At t, -)- B, 

donc t = t1; donc les trois gónóratriees qui rencontrent la gónóra­
trice (m, t) sont confondues toutes les trois avec la gónóratrice qui 
la rencontre sur la parabole P; la surface obtenue est bien de de­
gró 5, car si une surface róglóe est de degre n, chaque gónóratrice 
est rencontrće par (n — 2) autres, distinctes ou confondues. Le calcul 
nócessaire pour obtenir l’óquation de B est fort simple: on a en effet, 
en vertu de (4),

 x — t — 2 z__ (x — t)2 — 2z(x — t) x2 — y — 2zx 
m______X — t___________ (X — t)2 (x — t)2

L’óquation (10) donnę donc pour t une óquation de degró 1,

(At + B)z2 (x2 — y — 2zx)(Att Bf) = 0.

En remplaęant t par cette valeur dans la premiere óquation (4), on a
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(U)

[Px (y — xt + 2 zx) — Bz2]2
+ 2 [Ą (y - a;’ + 2^) — Bz2] [A, (;r*  — y + 2 zx) 4. Az2] (z—x')+ 

+ y (a:’ — y + 2 zx) + Az2]2 = 0.

La ligne double se reduit i une seule conique double; chaqne sec­
tion piane est unicursale, car elle a deux points doubles dont chacun 
compte pour 3. La dćveloppable enveloppe des plans tangents doubles 
se rćduit au cylindre parabolique y — (x — 2)’ = 0 (qui doit compter 
pour 3).

Le móme procśdó permet d’obtenir d’autres surfaces remar- 
quables. Ecrivons un polynóme P(t, y) de degre n en i, p en la 
droite d’equations

\
2m — 1/ = °

engendre une surface róglee 61, sur laquelle la parabole (Pp 2 = 0, 
y — x2 — 0, est ligne multiple d’ordre 2p. car, par chaque point 
(L t2, 0) de la parabole P, passent 2p genóratrices obtenues en 
resolyant en m l’óquation P = 0; sur chaque section piane de ó1, 
un point situó sur P est multiple d’ordre 2p-, chaque branche 
qui y passe est osculatrice a une autre et simplement tangente 
aux (2 p — 2) restantes; en effet les gónćratrices qui rencon­
trent la gćnóratrice (t, m) sont toutes celles qui satisfont a la 

m \
#’W1 = 2^t) °°mpterelation (b), de sorte que la gćneratrice l

pour trois exaetement et les autres genóratrices t, mt =|= m,

»»2 =ł=
m \

2m — 1/ en nombre 2p — 2 comptent pour deux exacte-

ment; les gónćratrices ainsi obtenues se coupent au point (<, t2.0); 
nous avons d’autre part des gónóratrices qui ne se coupent plus sur P; 
car si m est fixó, l’equation F — 0 dótermine n yaleurs de i, 
k savoir et ces yaleurs de t sont les mómes si m est

remplace par ---- , de sorte que les deux gónćratrices

sont sócantes: il y a ainsi
34-2(2/) — 2) + n— 1

generatrices coupant une gćnóratrice donnee; la surface est donc de
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degre 4 p -1- chaque point de P est, pour une section piane de S, 
un point multiple d’ordre 2p óquivalent a (4p—1)^9 points 
doubles confondus; le genre de la surface est celui de la courbe

On yerifie sans peine ces rdsultats en adoptant par exemple 
la relation

qui est unicursale; pour ćliminer m et t, on remarque comme prć- 
cddemment que l’on a

m — t)2 x* — y — 2tz

2m — 1 2zx — xs-|-y‘

II suffit donc d’óliminer t entre les deux ćquations

On trouve ainsi l’śquation de la surface reglee S

(14) (z2 -J- y2 — x2y -j- 2xyz')t = 4(z — x)2z2(y — x*  -|- 2 za:).
Chaque section piane est de degre 6 et unicursale; elle a donc 
l’śquivalent de 10 points doubles; on a d’abord deux points doubles 
sur P comptant chacun pour 3; il y a ensuite 4 points doubles 
ordinaires en dehors de P. Un tel point double est obtenu en as- 
sociant les góneratrices

On peut poser

II est clair que le systóme

( y — 2tx-j-t2-j-2tz = 0
| y + 2 tx -|- i2 — 2tz = 0
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entraine y = — t*  =

On a ensuite

fc2 + l)’
4 y2 X = Z.

z — m{x — t) — nii (x + t)

on trouve ainsi pour le point d’intersection

W+ 1)*2y(y2— 1) 4 y2
La reprósentation y eBt impropre pour la ligne double; posons

M= y — — ; on a 
A*

(15) x = z = -
2

A/‘4-4
2 J/

y = -|(JP + 4).

On trouve ainsi une cubique piane unicursale; la surface possede 
une genćratrice double eorrespondant a m = A = 0; cette gónś- 
ratrice d’óquations

2=0, y = 0
est l’axe des x\ elle est isolóe. La cubique double a pour óquations, 
d’apres (14)

(16) x — z x2 4“ y*  + x2 y = 0

L’origine est un point quadruple isole pour la surface: elle appar- 
tient aux 3 lignes multiples. La genćratrice double possede cette 
particularitó que, pour chaque nappe la contenant, le plan tangent 
est le mfime tout le long de la gćnćratrice: en effet, en transpor- 
tant l’origine au point (h, 0, 0), on trouve pour lieu des tangentes 
1’ensemble des deux plans y2 -f- 4 z2 — 0; cette gśnóratrice rencontre 
le total des lignes multiples uniquement & l’origine, de sorte que 
1’origine est point ou le plan tangent, pour chaque nappe de la sur­
face, doit ćtre considćrś comme indćterminć autour de la gćnćra- 
trice (ce qui, par dualitć, correspond h un plan tangent dont le 
point de contact est indeterminó sur la gónćratrice); de la sorte un 
plan guelcongue mene par Ox doit ćtre considórć comme bitangent 
b la surface (avec point de contact confondu avec l’origine). La 
surface >S’ ótudiće est de classe 6 et chaque cone circonscrit a la 
surface doit possćder l’ćquivalent de 10 plans tangents doubles: on
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trouve d’abord les deux plans tangents menós du point choisi P au 
cylindre y — — z)2 = 0, comptant chacun pour 3; il y a le plan
passant par P et Ox, qui doit compter pour 2 (dualistiquement, 
surface ayant une gónóratrice double, les deux nappes ayant le 
móme plan tangent, commun a elles deux, tout le long de la gó­
nóratrice, de sorte que toute section piane admet, sur la gónóratrice, 
un point double comptant pour 2); il reste donc a montrer que le 

plan contenant deux gónóratrices (i, m) et 

une dóveloppable de classe 2; ce plan a une óquation qui est de 
l’une ou 1’autre formę

ie

y — 2 tx t2 2 tz 4" (*  \z — m(x — 01—0
(17) y -j-2 tx -f- t2 — 2 tz 4- o m

m2
2m — 1

(*4 -0 = 0

Ces deux óquations doivent avoir des premiers membres identiques. 
ce qui donnę aisóment

Avec le paramótre y. ceci s’ócrit

— 2 t 2 t (2 m — 1)Q =------- a =----------------m m
et l’óquation

, . 2 t (m — 1) _y — t2 -4------ >-------- < z = 0.

(18) (^+l)ł
4y! l) = 0.y —

En posant comme plus haut y, — — — M on a l’óquation dófinitive 

ce qui verifie la proposition.
La surface A ne donnę donc pas, par dualitó, une surface 

exactement de móme type: la surface Ą a encore une conique 
double d’osculation, une gónóratrice double unique, mais cette gć- 
nóratrice equivaut a la róunion de deux gónóratrices doubles et il 
reste une conique double.
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D’aprós la premióre óquation (17), on peut prendre, comme 
representation paramótrique tangentielle de S les óquations

(19) M = — 2t — ęm 0=1 w=2t-}-ę h = ta-\-ęmt

avec t8 = w8
2m— l

; on verifie ainsi que, pour m = t = 0, on a,

en laissant varier p, tous les plans y-|-pz = O qui pivotent autour 
de O o: et gont tangents au point (0, 0, 0). On a aisóment l’equation 
tangentielle en remarąuant les relations

tt<-|-A4-t8t> = 0

u -1- 2 11> (m4-2/o)! —4Ao4-u*
2 tv— w (2tv— w)8 (2tv— w)8

„ . 2u-]-2tv-ł-w 2u(2tv — ze)-4-4tso8— wa
2tv — w (2tv— w)8

_ 2u(2 io —te) — 4 utv — 4hv — tci — 2uw — w*  — 4hv
(2<v — w)’ (2tv— w)*

(20)
w8

2 tn — 1
— 4 h v u8

— 2 uw — wa — 4 hv

Finalement il ne reste plus qu’a óliminer t entre les deus 
dernióres óquations (20), ce qui donnę

(21) u8 (w8— 4hv)[wt-j-2uw-^-4hv]-j-[vua — 4hva— hwa —
— 2uwh — 4 o A8]8 = 0

En remplaęant u,v,w, h par x,l,y,z on a une surface 
correspOndant dualistiquement h. S, h. savoir

(Ą) xa(xa—4z)(t/-|-2xy -j-4^)H-(iCł-— 4z— zya — 2o:yz —4s8)’=0 

pour laquelle les vórifications des particularitós annoncóes sont fa- 
ciles: conique d’osculation:

x -1- y = 0 X8 — 4 z = 0
Conique double ordinaire:

x = 0 42_|_^_|_4 = 0

Gónóratrice double x — z = 0 et transportant 1’origine au point 
(0, h, 0), lieu des tangentes

za = 0
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XI. 4
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Si l’on veut óviter sur S la prósence d’une generatrice double 
isolóe, il suffit de remplacer x, z, t par ix, i z, it sans toucher 
A y ni mi.

L’exemple qui prócede fait bien comprendre comment sur une 
surface róglee on dócouvre les generatrices ou le plan tangent est 
le meme tout du long de la gćnóratrice (point de contact indćter- 
minć sur la gónóratrice) et sur chacune de ces generatrices le point 
oii le plan tangent est indetermine autour de la gónóratrice. On 
prend une ligne multiple de la surface: de chaque point de cette 
ligne partent p generatrices en gónóral distinctes: pour un point P 
exceptionnel de la ligne multiple, deux (ou davantage) generatrices 
se confondent en une seule G: G est l’une des gónóratrices an- 
noncóes et, P le point cherchó sur G.

5. Naturę des sections planes d'une surface reglee algebrigue. 
Tandis qu’une courbe piane isolóe peut admettre des points mul- 
tiples de caractóres indópendants, la section piane generale d’une 
surface róglee algóbrique (autre qu’un cóne ou cylindre) a nóees- 
sairement ses points multiples repartis par groupes tels que dans 
chaque groupe les points multiples offrent les mómes particularitós 
(au point de vue des cycles notamment): une gónóratrice multiple, 
ou une directrice rectiligne, donnę A ce point de vue un groupe 
róduit A un seul point: il suffit de prendre chaque morceau irró- 
ductible de la ligne multiple et de se rappeler que, — les points 
singuliers de cette ligne ótant isoles, — de chaque point de cette 
ligne multiple partent le móme nombre de gónóratrices, soit g, oii 
q est l’ordre de multiplieitó de la ligne; et alors chacune des q gó- 
nóratrices issues d’un point prósente les mómes particularitós que 
chacune des q — 1 autres, sinon la surface se dócomposerait; on 
peut d’ailleurs concevoir que ces q generatrices peuvent etre sópa- 
róes en qt groupes de g2 gónóratrices (q = qt qf) oh les q2 gónóra- 
trices d’un groupe ont les mómes particularitós, chacun des qx 
groupes ayant les mómes particularitós que chacun des qx — 1 
autres. Par exemple soit une courbe C arbitraire et deux sur­
faces St, St arbitraires (C, Ą, St ótant algóbriques); par cha- 
que tangente a C menons un plan tangent A Ą (il y en a qt si 
Ą est de classe ę,); dans chacun d’eux menons du point de con­
tact avec C de la tangente les tangentes a la section de S2; il y 
en a qiy si qt est la classe de la section piane gónórale de Ss; 
nous obtenons ainsi qY groupes de q2 gónóratrices d’une surface 
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róglóe 5 algóbrique indócomposable en gónóral. On peut d’ailleurs 
concevoir une sóparation plus dótaillóe q = qr q2 ... qk. Nous avons 
fourni un exemple de cette espece au paragraphe precódent, avec 
un groupe de 2 points multiples d’ordre 2p sur une conique. De 
plus, pour chaque point du groupe (quel que soit l’exemple) leg 
cycles d’un móme groupe ont par rapport k l’un d’eux un certain 
comportement qui reste le móme quand on passe ensuite a un autre 
cycle: dans l’exemple adoptó, en un point multiple d’ordre 2 p, nous 
avions 2 p cycles sóparós en p groupes de 2: deux cycles d’un meme 
groupe sont osculateurs, ils sont tangents aux 2 p — 2 autres cycles.

Si donc on a un point multiple dont les cycles n’offrent pas 
un caractóre de rógularite, ou bien ce point est sur une gónóratrice 
multiple, ou bien la section complfite de la surfaee róglóe comprend 
la courbe piane ótudióe et un morceau complómentaire formć de 
gónóratrices.

6. Surfaces ayant plusieurs lignes de raccord. Une móme 
surfaee peut avoir une ligne de raccord dócomposóe; pour trouver 
une telle surfaee, il suffit óvidemment de trouver deux courbes 
F, T" avec une correspondance (2,2) entre leurs points de faęon 
que la tangente en M a F soit coplanaire avec la corde joignant 
les homologues de M sur F', et que la propriótó analogue ait lieu 
en renversant le role des deux courbes. En donnant des exemples 
d’une telle configuration, il peut arriver que la correspondance se 
dócompose en une somme de deux correspondances (1, 1) et alors 
la surfaee róglóe se dócompose. Malgrć que Fon n’obtienne pas 
alors une vraie solution, il est interessant de donner un exemple 
oii les deux courbes sont deux coniques.

Par une homographie, on peut placer les coniques dans deux 
plans paralleles; la tangente en M h la conique O est donc paral- 
lóle a la corde joignant les homologues sur F. On trouve d’abord 
une solution óvidente en prenant deux semi-quadriques complómen- 
taires; cette solution correspond au cas oh la droite d’intersection 
des deux plan coupe les deux coniques aux mómes points. La seule 
solution que Fon puisse ajouter a celle - la est fournie par le cas 
oii cette droite touche les deux coniques (en un point diffórent 
pour chacune). On peut prendre les óquations des coniques

C) 2 = 0, y = x*  (x = t, y = t* t z = 0)
r) 2=1 X = Y2 (X=0\ Y=6, z= 1)

4'
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La tangente en M a pour śquations

(1) 2 = 0 y — 2 # x —|—#*  = 0

2 = a

donc la corde joignant les homologues de M a pour equations
(2) 2 = 1 y—2«X+/(0=0
oh f est une fraction rationnelle en i; il en rśsulte la relation 
entre t et 0
(3) fl_2t^+/(t) = 0

et pour que ce soit une correspondance (2, 2), on doit prendre

_ At*  Ą-2 Bt -\-C
DtĄ-E

ce qui donnę la correspondance

(4) GlDt-j-E) — 2t(PZ + JE,)6’ + ^t1-j-2Bt4-C = 0

Le móme raisonnement montre que la correspondance peut 
aussi etre fournie par l’śquation

(5) t(D' 9 + E’) — 2 6 (D' 6 + E')t*  + A' 6*  + 2 B' 0 + C' = 0

et la comparaison prouve, puisqu’il n’y a pas de terme en t*  ni 
t02 dans (5) que Fon a .4 = 0, _E=0; pour le móme raison on a 
A' — 0, E' = 0; mais alors il n’y a plus de terme en t dans (5), 
donc B=0 et la relation (4) prend la formę)

Dt6— 2 DPO20 = 0

ou simplement, avec un parametre q

(6) 2t’0s —tfl + p = O

Elle se dścompose donc en deux correspondances (1, 1), a sovoir 
te=(\, t6 = C1, C1 + C2 = ł.

Formons donc l’śquation de la surface rśglśe de degrś 4 ob­
tenue en 6crivant tG — C et joignant les points (i, 6). On a aisś- 
ment les śquations parametriques

/C2 i* — < + a < j

(7)



53

On ólimine donc t entre les equations
( t*x  = t» + z[C' — t»]
| ty = t8 + 2 [C — i8]

ou par des combinaisons ćvidentes entre

1 t2(l — C)(l — z) — tx-\-Cy = 0
| i2 x —ty-\-(G—C*)z  — Q

On trouve ainsi la surface
[«(1-*)(1  __ C)» —^y]« <7— [(1 -C)(l-z)y-

— xt][xz(l — C) — y2] = 0

ou, aprfes quelques róductions

(8) a2 (1 — z)2 (1 — C)8 C— zyz(1 — z) (1 — C) (2 C 4- 1) 4-
4- x»z + y9 (1 — z) — x2y2 = 0

La surface analogue relative a Ct = ^ — Ca pour ćquation

(9) »,(1-»>,(1+2C)-(1-2C)_^(1_z)(i-C)(2c+i) +
4- xaz 4- y’ (1 — z) — x*y*  = O

et Fon voit que l’intersection des deux surfaces s’obtient en coupant 
la premibre par la surface

z2 (1 - z)2 = 0
On trouve ainsi, vórification des calculs, les deux paraboles de rac­
cord, puis deux droites, gónćratrices communes aux deux surfaces 

(z = 0, y = 0) et (1 — z — 0 z = 0)

comptant chacune pour 4. En coupant les deux surfaces par un 
plan arbitraire, on obtient donc oo9 systemes de deux quartiques 
planes ayant 4 points de contact simple et deux points de contact 
d’ordre 3. On remarquera qu’un tel couple de deux quartiques 
dćpend de dix-huit parametres, rćduits par une homographie piane 
k dix parametres invariants. Ici, si nous effectuons une homographie 
k 15 parametres, de 1’espace k trois dimensions, nous ne devons 
pas tenir compte du dćplacement k 6 paramfetres, qui reconstituerait 
chacun de nos couples: donc nous obtenons (sauf dóplacement du 
plan dans 1'espace) simplement oo12 couples au lieu de oois pour 
le couple genćral, quand on supprime les 3 parametres de dóplace- 
ment d’un plan sur lui-mśme).



Une remarque sur les transformations 
reelles et orthogonales.

Par

A. Hoborski (Kraków).

Dósignons par alk (i, A: =1,2, 3) les coefficients d’une trans­
formation róelle et orthogonale dans Fespace nous aurons:

(1)
3

Z-l

0 pour k ={=j
1 pour k=j

kyj — 1,2, 3.

On sait que Fon a:

4 = a12 ai3(2)

oii on a s = ± 1.

(3)

««i
a22 a2i
ait a3l

Posons
3

i-i
Nous dómontrerons les propositions suivantes:

(I) pour e— + 1, 1^“<31 ou Min(3C)_c)^a^Max(3C)_e).
pour e= — 1, —3^a^l]

(II) si Fon a a = — £ on a aik — au (?, A: = 1, 2. 3); donc dans ce 
cas le dóterminant d est symótrique;

(III) si Fon a alk=au (i, k = 1, 2, 3), on a: ou bien a = — e, ou 
«,*  = £ in, (i, A: = 1, 2, 3).

Dómonstration. I) Pour k=jy la relation (1) donnę |ac*|^l.  
Donc on a
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En posant ensuite aik = EÓik on vórifie les relations (1) et (2) et 
on obtient a = 3£, mais on ne peut pas avoir a = — parce- 
qu’on obtiendrais au — — e, aih = 0 (i 4= 4, », 4 = 1, 2, 3) et ces 
valeurs ne vórifient pas la relation (2).

Pour ćtablir le thśorbme I il suffit de dómontrer la relation

!(a —3e) (« + «)<0,

ćquivalente a la suivante:
a’ — 2ea — 3^0.

Or on a
a*  = 4~ -f- 4~ 2 an a22 4“ 2 ał2 a8s 4“ 2 an nss =

= 1 — ajj —- a?8 -f-1 — a2i— — ah — a|2 4“ 2 («i2 ati 4~ E ast) 4~
4*  2 (a28 a32 4” £ an) 4- 2 («is «»i 4" £ a2») = 3 4~ 2 ea — (a12 — a,])’ 

-- (°11 aSl)*  (°23 aS2)*>
d'ob
(4) a* 2 e a 3 = (a12 ®2i)a (dis asi)ł (a23 ®u)*-
Donc on a bien:

a*  — 2 ca — 3^0,
c. q. f. d.

II. Si nous posons « — — £ dans 1’śgalitó (4), nous obtenons 
la relation:

0 = — (a12 «n)a (Ojj asi)*  ^łs)1
d’oii il suit1)

(5) Oa== ot/ (i, 4 = 1, 2, 3).

III. Reciproquement, si les relations (5) ont lieu, la relation 
(4) nous donnę:

a*  — 2ea — 3 = 0.

On a donc a = — e ou a = 3 £ c’est k dire dans le dernier cas 
on a alk = £ ótk.

Le thóorbme III est donc aussi dómontró.

>) Pendant la correction je me suis aperęu que notre theoreme ponr 
£ = -f- 1 se troure dans un móinoire de E. Study [Mathematische Annalen vol. 
39(1891) p. 534].



Complement au travail „Sur le theoreme 
integral de Cauchy“.

Par

M. W. Wilkosz (Cracovie).

Le but essentiel du travail „Sur le thóorfeme intćgral de Cau- 
chy“ insśró dans ce volume (p. 19 ss.) consistait a dómontrer le 
thdorfeme de Montel-Looman sur les ćquations de Cauchy-Riemann 
et cela sous les conditions suivantes:

Supposons les fonctions p (a;, y) et q (x, y) continues dans le 
domaine D et douees dans tout point de ce domaine de dóriy^es 
partielles dn 1" ordre finies. Supposons encore les relations:

Sp S q S q Sp
3 x 3 y' S x S y

vórifićes presque partout dans le domaine D. Dans ce cas, les fonc­
tions p(x,y) et q(x,y) reprósentent respectivement la partie rielle et 
imaginaire d’une fonction analytique dans le domaine consideró. II 
est bien connu que la dómonstration de cette proposition s’acheve 
immśdiatement lorsque Fon possfede comme lemme le Thćorfeme du 
travail mentionne (p. 20).

Dans cet ónonce, aux conditions du Theoreme que nous ve- 
nons de citer, s’ajoutent automatiguement les conditions d’existence 
et de finitude des dórivóes

Sp S q
et a3 x S y

Pour achever rigoureusement la ddmonstration du Thśoróme, nous 
appliquerons donc le lemme de M. Looman (p. 21) & 1’ensemble 
des rapports
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P <x, y') — p(x, y") 
y' — y" 

i^,y') — q{x,y") 
y' — y"

p(x\ y)—P^",y) x' — x"
x' — x"

en modifiant en móme temps dans ce sens les suppositions au 
eommencement du N° 4 (p. 21).

Lorsque Fon considere le Thóoreme (p. 20) en lui-móme, 
l’existence et la finitude des dórivóes

3 p 3 q
et3 x 3 y

doit ótre (au moins dans notre raisonnement) additionellement 
postulee l).

Les rósultats obtenus se pretent A une generalisation immó- 
diate: au lieu de supposer Pexistence des dórivóes

3p 3p 3q 3q
3x 3yi 3x' 3y

en tout point du domaine D, il suffit d’exiger que:
1° les nombres derivis de Dini par rapport a x et y des fonc­

tions p(x, y) et q(x,y) soient partout finis',
2° les deriuees existent presąue partout et satisfassent aux 

relations de Cauchy-Riemann presąue partout dans le domaine D.
On voit facilement que dans ce cas la dómonstration du texte 

reste presque inaltóróe. Nous nous trouvons alors exa<‘tement dans 
les conditions de M. Looman. Une gónóralisation analogue s’appli- 
que au Thóoreme (p. 20) de notre travail.

*) Je dois cette remarąae a 1'amabilitó de M. Saks.



Comptes-rendus et analyses.
Nouveaux fascicules du „Mómorial des Sciences mathóma- 

tiques“ (Chez Gauthier-Villars & Cle, Paris, Quai des Grands Au- 
gustins, 55).

Faseicule LIV. Les Singularitis des Fonctions Analytigues 
representees par une serie de Taylor. Par M. S. Mandelbrojt, Pro­
fesseur a la Facultó des Sciences de Clermont-Ferrand.

Une fonction analytique d’une yariable complexe z est, comme 
il est bien connu, dóterminóe completement dans tout son domaine 
d’existence par son dóveloppement en sórie de Taylor dans le voisi- 
nage d’un de ses points non singuliers. On peut donc chercher 
A dóterminer les diverses proprtótós et plus partieuliórement les 
singularitós d’une fonction analytique etant donnó son dóveloppe- 
ment en sórie de la naturę susdite. C’est a cette difficile question 
dont 1’ótude a ótó brillamment óbauchóe par M. Hadamard et a la- 
quelle M. Mandelbrojt lui-ntóme a apportó d’importantes contribu­
tions que la prósente monographie est consacróe.

Faseicule LV. Les trajectoires de la dynamiąue. Par M. 
Edouard Husson, Professeur h la Facultó des Sciences de Nancy.

L’auteur considere un systóme matóriel librę ou soumis a des 
liaisons sans frottement, et dont la position depend d’un nombre 
fini de paramótres q±, qt... q„ et il s’attache surtout a 1’ótude du 
cas ou il existe une fonction des forces indópendante du temps. 
Dans ce cas les equations diffórentielles du mouvement du systeme 
ont une formę particultóre et Fon trouyera dans le present fasci- 
cule une exposition remarquablement lumineuse de Fensemble des 
rósultats obtenus jusqu’a prósent par les recherches consacróes 
A ce sujet.

Faseicule LVI. Stabilite et Dynamigue de la Production dans 
1'Żcononiie Politique. Par M. G. Evans, Professeur de mathóma- 
tiques pures au Rice Institute, Houston, Texas.
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Ainsi que le fait observer 1’auteur lui-móme, il n’est pas ques- 
tion de prósenter dans cet opuscule une analyse complete de toute 
la thóorie mathómatique de 1’óconomie politique. L’auteur se pro- 
pose de traiter des problemes „qui auront peut-etre un nouvel in- 
tóret pour les óconomistes, ótant, 6oit nouveaux, soit considórós sous 
un aspect nouveau et peut-ótre suggestif“.

Faute de place, il nous est impossible de donner une idóe 
des questions ótudióes dans le fascicule considóró. Nous nous borne- 
rons donc k dire que le lecteur qui s’intóresse aux applications des 
mathómatiques a 1’óconomie politique trouvera dans cet ouyrage 
une foule de renseignements prócieux.

Fascicule LVII. Les groupes de transformations linźaires dans 
1’espace de Hilhert. Par M. Jean Delsaete.

L’auteur, aprós avoir rósumó la thóorie de 1’espace de Hilbert 
et celle des transformations linóaires de cet espace, passe au sujet 
propre de son ouvrage, sujet auquel il a apportó lui-móme d’impor- 
tantes contributions. Le modę d’exposition adoptó par M. Delsarte 
est remarquablement clair et ne suppose chez le lecteur que des 
connaissances qui rentrent actuellement dans le programme des 
cours d’analyse mathómatique professós ordinairement aux Facultós 
des Sciences des diverses Universitós.

Fascicule LVIII. Application de la Gravifique einsteinienne 
a l’Electrodynamigue des Corps en mouuement. Par M. Th. de Donder.

Pour donner une idóe de la naturę du prósent opuscule nous 
ne croyons pas pouvoir mieux faire que de citer 1'avant-propos de 
1’auteur.

„Le prósent fascicule termine la syntbese gravifique qui a ótó 
dóveloppóe dans les fascicules VIII, XIV et XLIII du Mómoria] 
des Sciences niatheniatiąues, parties de cette synthóse qui se- 
ront indiquós par I, II, III. On y verra traitóe l’ólectrodynamique 
des corps en mouvement, 1’ólectromagnótostriction, les tensions des 
radiations, 1’hystóróse, la thermodynamique relativiste. Cette móthode 
gónórale fournit immediatement la relativitó restreinte. Le dernier 
chapitre est consacró a la gónóralisation de la mócanique ondula- 
toire de Dirac“.

Fascicule LIX. Les suites de fonctions en ginćral (domaine 
compleze). Par M. L. Leau, Professur a la Facultó des Sciences de
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Le plus grandę partie de l’ouvrage est consacree a la thóorie 
des suites de fonctions analytiąues d’une seule yariable complexe, 
theorie dominóe par les notions fondamentales de familie normale 
et de familie quasi normale, dues a M. Montel qui lui ont permie 
d’etablir une foule de rósultats de premiere importanee. II conyient 
cependant de remarquer que le dernier chapitre de l’ouvrage est 
consaeró a des suites de fonctions de plus d’une yariable. Le pre- 
sent fascicule du „Mómorial des Sciencies mathómatiques“ dont le 
lecteur appreciera la clartó et la prócision de l’exposition, est certai- 
nement appeló h. rendre d’excellents services. S. Z.

Stefan Banach, Professeur a l’Universitó de Lwów. Theorie 
des opórations linóaires. Warszawa 1932 (Un yolume in 8°, VII-|-254 
pages).

L’extrait suiyant de la próface renseignera le mieux le lecteur 
sur la naturę de cet important ouyrage:

„Le livre prósent contient la premióre partie de 1’algebre des 
opórations. II est consacró a 1’ótude des opórations dites linóaires, 
qui correspond i celleB des formes linóaires 
de 1’algóbre.

La notion d’opóration linóaire peut ótre dófinie comme il suit. 
Soient E et Ex deux espaces formes d’ólóments quelconques, mais 
ou une addition associatiye et l’ólóment-zóro sont supposós dófinis. 
Soit y = U (#) une fonction (operation, transformation) qui fait cor- 
respondre h tout element x de E un ólóment y de Ex (daus le cas 
ou Ex est en particulier fespace des nombres róels, cette fonction 
porte le nom de fonctionnelle). Si quels que soient xx et x, de E\ 
on a U (a?j -j- xt) = U{xf)-\- U(xt), 1’opóration U(x) s’appelle addi- 
tive. Si, en outre, E et Et sont des espaces metriques, c. it d. que 
dans chacun d’eux la distance des ólóments est dófinie, on peut 
considórer des opórations U (x) continues. Or les opórations a la fois 
additiyes et continues s’appellent linóaires.

Dans ce livre je me suis proposó de recueillir surtout les ró- 
Bultats concernant les opórations linóaires dófinies dans certains es­
paces gónóraux, notamment dans les ainsi dits espaces du type (B), 
dont des cas particuliers sont: fespace des fonctions continues, celui 
des fonctions h p-ióme puissance sommable, fespace de Hilbert etc.“

J’ajoute que le livre qui nous occupe et qui contient les nom- 
breuses et importantes contributions de 1’auteur lui-móme aux theories 
qu’il expose, se recommande par la clartó et la prócision de l’expo- 
sition. S. Z.
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Etat
de la Sociótó Polonaise de Mathómatiąue ń la fln 

de 1’aiinóe 1932.

President: M. S. Mazurkiewicz.
Vice-Presidents: MM. S. Banach et S. Zaremba.
Secretaire: M. T. Ważewski
Vice-Secr£taire: MM. R. Dniestrzański et S. Turski.
Tresorier: M. S. Gołąb.
Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 

W. Wilkosz.
Coownżssion de Contr ole'. Mme Wilkosz et MM. Chwistek et Vetulani. 
II existe quatre sections de la Sociótó, l’une a Lwów, prósidóe 

par M. H. Steinhaus, la seeonde a Varsovie, prósidóe par M. 
S. Mazurkiewicz, la troisieme ń Poznań, prósidóe par M. Z. 
Krygowski, la quatrińme a Wilno.

Listę des Membres de la Sociótó.

Malgró le soin avec lequel cette listę a ótó ótablie, certaines 
fautes ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont priós instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrótaire (Cracovie, 
rue Gołębia 20, Institut de Mathematique) et de le prevenir 
de tous les changements d’adresse.

Abróvations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, Wl — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P. 
indiquent les Sociótaires perpćtuels.

Abramowicz Kazimierz Doc. Dr. (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 
Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 
Auerbach Herman Dr. (L), Lwów, ul. Szaszkiewicza 1.
Banach Stefan Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 
Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Obserwatorjum Astrono­

miczne, ul. Kopernika 27.
Baran Jan, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary.
Barnett I. A. Prof. Dr. Cincinnali (Ohio, U. S. A.) Uniyersity. 
Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
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Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, 
kw. 22.

Bessaga Mieczysław Inż., Lwów, Aleja Focha III, Dom Kolejowy. 
Białobrzeski Czesław Prof. (Wa), Warszawa, Akademicka 3 m. 13. 
Bielecki Adam Mr., Kraków, Kraszewskiego 11.
Biernacki Mieczysław Prof. Dr. (P), Poznań, Uniwersytet, Semina- 

rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6.
Birkenmajer A. Doc. Dr., Kraków (Uniwersytet).
Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwów, ul. św. Anny 1.
Blumenfeld Izydor Inż. Dr. (L), Lwów, ul. Kąpielna 6.
Borsuk Karol Dr. (Wa), Warszawa, Adama Pługa 6, m. 2.
Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue 

Renaudot.
Bóttcher Łucjan Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Sadowa 4.
Brablec Franciszek, Kraków, ul. Studencka 4.
Braunówna Stefanja Mr. (Wa), Warszawa, Marszałkowska 91.
Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathómatique de l’Universitć de 

Mińsk (U. R. S. S.).
Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 

nue de Montespan.
Chromiński Antoni (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inży- 

nierji Lądowej.
Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwów, Uniwersytet.
Cukierman Jakób Dr. (Wl), Wilno, ul. Mickiewicza 22, m. 30. 
Cwojdziński Kazimierz Dr. (P), Poznań, ul. Szamarzewskiego 13. 
Czarnecka Jadwiga (P), Przybysław, poczta Żerków (województwo 

Poznańskie).
Czernik Tadeusz Mr. (Wl), Wilno, Wiwulskiego 13.
Cech Eduard Prof. Dr., Brno, ul. Nova 49.
Delsarte Jean, Maitre de Confórences a la Facultó des Sciences, 35, 

rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).
Diekstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 
Dniestrzański Roman Mr., Kraków, ul. Łobzowska 15.
Dollon Jean, Prof, de Mathćmatiques spóciales, Lycee Poincaró, 

Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).
Durand Georges, Bourges (Cher, France) 3, rue Pasteur.
Dziewulski Wacław Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 21. 
Dziewulski Władysław Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 23. 
Dziwiński Placyd Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kleinowska 3.
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Fijoł Kazimierz, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31.
Flamant Paul Prof. Dr., Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue 

Schweighauser.
Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 
Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Fródóric Nyst. 
Gołąb Stanisław Doc. Dr., Kraków, Akadem)a Górnicza.
Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 
Gruder Henryk Dr. (L), Lwów, ul. Kopernika 14.
Grużewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 (Żo- 

libórz).
Grużewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 

(Żolibórz).
Hftrlen Hasso Dr., Merseburg (Allemagne), GutenbergstraBe 8.
Hoborski Antoni Prof. Dr., Kraków, ul. Smoleńsk 26.
Hommó Marja (L), Lwów, ul. Łyczakowska 151.
Hossiasson Janina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 6 m. 5.
Huber Maksymiljan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 

dom A.
Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite. 
Jacob Mojżesz Dr. (L), Wien II (Autriche), Wolfgang-Schmalzl- 

gasse 10/16.
Janet Maurice, Prof. Dr. Caen (Calvados, France), 7, rue de la 
• Dólivrande.
Janik Wincenty, Kraków, ul. Studencka, Gimnazjum.
Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Wielka 24. 
Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Kalandyk Stanisław Dr. (P), Poznań, ul. Słowackiego 29. 
Kalicun-Chodowicki Bazyli Dr. (L), Lwów, ul. Kubali 4.
Kampó de Feriet Joseph Prof. Dr., S. P., Lille (Nord, France), 16, 

rue des Jardins.
Kempisty Stefan Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5. 
Kerner Michał Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20 m. 17. 
Klawekówna Stefania (P), Poznań, ul. Młyńska 11.
Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 

Pensylvania.
Knaster Bronisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3.
Kobrzyński Zygmunt Dr., (Wa), Pruszków p. Warszawą, ul. Gra­

niczna 4.
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Kołodziejczyk Stanisław Mr. (Wa), Warszawa, Szkoła Główna Gosp. 
Wiejskiego, Zakład Statystyki, Miodowa 23.

Koźniewski Andrzej Mr. (Wa), Warszawa. Hoża 61.
Krygowski Zdzisław Prof. Dr. (P), Poznań, ni. Marszałka Foch’a 

72, II p.
Kryzan Marjan Dr. (P), Poznań, ul. Krasińskiego 9.
Krzyżański Mirosław Mr. (Wl), Drohiczyn n/Bugiem, Warszawska 43. 
Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Lwów, ul. Nabielaka 12 m. 5. 
Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Seminarjum 

Matematyczne.
Labrousse Lóon, Prof., 7, rue Lóon Vaudoyer, Paris (7e) (France). 
Laine Edouard Prof. Dr., Angers (Maine-et-Loire, France), 3 rue 

de Rabelais.
Leja Franciszek Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16. 
Leśniewski Stanisław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
Leśnodorski Gustaw, Kraków, ul. Sobieskiego 10.
Levi-Civita Tullio Prof. Dr., Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 
Lichtenberg Władysław (L), Lwów, Wulecka Droga 78.
Lichtenstein Leon Prof. Dr. (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross- 

gorschenstraBe 3.
Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa, ul. Złota 45 m. 4.
Loria Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Sykstuska 37.
Łomnicki Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kosynierska 18. 
Łomnicki Zbigniew (L), Lwów, ul. Nabielaka 19.
Łukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
Luzin Nikołaj Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 
Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwów, ul. Batorego 5.
Mandelbrojt S., Prof. Dr., Clermond-Ferrand (Puy-de-Dóme, France), 

Universite.
Marconi Andrzej (P), Poznań, ul. Kosińskiego 26.
Matulewicz Konstanty (Wl), Wilno, Mostowa 12 m. 5. 
Mazur Stanisław Dr. (L), Lwów, Kętrzyńskiego 17.
Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11. 
Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX (Autriche), Fruchthaller- 

gasse 2.
Meyer Doc. Ing Dr. (L), Wien (Autriche), Universitó.
Mieńszow Dimitrij Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie 

Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.
Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas.
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Moroń Władysław, Katowice.
Sir Muir Thomas, F. R. S. etc., Rondebosch (South Africa). 
Napadiewiczówna Zofja (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8.
Spława-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11, 

m. 6.
Nikliborc Władysław Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Listopada 44 a. 
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Orlicz Władysław Dr. (L), Lwów, ul. Kopcowa 3.
Orłowski Józef (P), Poznań, ul. Matejki 44.
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Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Calcutta (East India) Samavaya 

Manshions 2 Corporation str.
Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5. 
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Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 
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Rudnicki Juljusz Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 11. 
Ruziewicz Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 
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Schauder Juljusz Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Leśna 7. 
Scheybal Adolf, Gimnazjum Państwowe, Wadowice.
Schreier Józef (L), Drohobycz. Bednarska 8.
Sedlak Stefan, Kraków, ul. św. Wawrzyńca 30. 
Seipeltówna Lidja Dr. (P), Poznań, ul. Rzepeckiego 27.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XI. 5
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Smoluchowska Helena (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 8. 
Smosarski Władysław (P), Poznań, Uniwersytet.
Sokół-Sokołowski Konstanty Mr. (Wl), Wilno, Wingry 1 m. 8. 
Stamm Edward Dr., Strzyżów nad Wisłokiem.
Stankiewicz Ksawery Inż., Kraków, ul. Długa 50.
Starosolska - Szczepanowska Zofja (L), Chełmno, Korpus Kade­

tów Nr. 2.
Steckel Samuel Dr. (Wa), Białystok, Gimnazjum.
Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kadecka 14.
Stożek Włodzimierz Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Ujejskiego 1.
Straszewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa-Mokotów, ul. Poznań­

ska 12.
Szczepanowski Karol Mjr. (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2.
Szpilrajn Edward Dr., (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9. 
Szymański Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydz. Mecha­

niczny.
Ślebodziński Władysław Dr. (P), Poznań, ul. Głogowska 51.
Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Sułkowskiego 2, m. 5. 

(Żoliborz).
Titz Henryk Inż., Kraków, ul. św. Tomasza 27.
Turowicz Andrzej Mr., Kraków, ul. Sobieskiego 7.
Turski Stanisław Mr., Kraków, ul. Krasińskiego 9.
Ułam Stanisław Dr. (L), Lwów, ul. Kołłątaja 12.
Urbański Włodzimierz Dr., Pionki P. W. P. Laboratorjum central. 
Vetulani Kazimierz Inż., Kraków, ul. Smoleńsk 14.
Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Radość p. Warszawą, Jasna 11. 
Waraszkiewicz Zenon Mr. (Wa), ul. Koszykowa 69 m. 10.
Ważewski Tadeusz Doc. Dr., Kraków, Uniwersytet.
Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Weinlosówna Sala Dr. (L), Lwów, ul. Klonowicza 18.
Weyssenhoff Jan Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Piaskowa 4. 
Węgrzynowicz Leopold, Kraków, ul. Krowoderska 74.
Węgrzynowicz Marjan (P), Poznań, ul. Łazarska 2a.
Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas, U. S. A.).
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Wilk Antoni Dr., Kraków, ul. Wybickiego 4.
Wilkosz Witold Prof. Dr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7.
Wilkoszowa Irena, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7.
Wundheiler Aleksander Mr. (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39. 
Zakrocki Stanisław, Kraków, ul. Smoleńsk 21.
Zalcwasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51. 
Zarankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Filtrowa 71. 
Zaremba Stanisław Prof. Dr., Kraków, ul. Żytnia 6.
Zaremba Stanisław Krystyn Dr. (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 11. Se- 

minarjum Matematyczne U. S. B.
Zarycki Miron (L), Lwów, ul. Dwernickiego 32 a.
Zawirski Zygmunt Prof. Dr., Poznań, Uniwersytet.
Zygmund Antoni Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Wielka 24, m. 17. 
Zygmundowa Irena (Wl), Wilno, Wielka 24, m. 17.
Żórawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5. 
Żyliński Eustachy Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11.

Membres dócćdós.
Glass Stefan Dr.
Staniewicz Wiktor Prof. Dr.
Zermelo Ernst Prof. Dr.

Membres dont les adresses manąuent.
Babski Bohdan.
Bogucki Władysław.
Chmiel Juljan Dr.
Dehryng Bohdan Dr.
Długowski Gerhard.
Kaszycki Ludwik Inż.
Majewski Władysław (L).
Ostrzeniewski Ludwik.
Sobaczek Jan.
Włodarski Franciszek Dr.

5*
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Listę des publications pśriodiąues avec lesąueiles la Sociśtś 
polonaise de Mathśmatiąue śchange ses Annales.

1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae 
Francisco-Josephinae (Seetio scientiarum mathematicarum), Sze­
ged (Hongrie).

2. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitat in 
Hamburg, Hamburg (Allemagne).

3. Bulletin de la Sociśtś Mathematiąue de France et Comptes Ren­
dus des Sśances, Paris (France).

4. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Calcutta (Indes).
5. Annales scientifiąues de l’Universitś de Jassy, Jassy (Rou- 

manie).
6. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung, Berlin 

(Allemagne).
7. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Wien (Autriche).
8. Publications de 1’Institut de Mathematiąues de l’Universitś de 

Strasbourg, Strasbourg (Bas-Rhin, France).
9. Rendiconti del Seminario Matematico della Facolta di Scienze 

della R. Universita di Roma, Roma (Italie).
10. Bulletin Scientifique de 1’Ecole Polytechnique de Timięoara, Ti- 

mięoara (Roumanie).
11. Contributions al Estudio de las Ciencias Fisicas y Matematicas, 

La Plata (Argentine).
12. Publications de la Facultś des Sciences de l’Universitś Masa ryk, 

Brno, (Tchścoslovaquie).
13. Fundamenta Mathematicae, Warszawa.
14. Prace Matematyczno-Fizyczne, Warszawa.
15. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ztirichr 

Ztirich (Suisse).
16. Annals of Mathematics, Princeton (New-Jersey, U. S. A.).
17. Annales de la Facultś des Sciences de l’Universitś de Toulouse 

Toulouse (Haute-Garonne, France).
18. Transactions of the American Mathematical Society, New-York 

City (U. S. A.).
19. Journal de 1’Ecole Polytechnique, Paris (France).
20. Revue semestrielle des publications mathśmatiques, Amsterdam 

(Hollande).
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21. Wiskundige opgaven met de Oplosingen, Amsterdam (Hollande).
22. Arehief voor Wiskunde, Amsterdam (Hollande).
23. Journal de la Sociótó Physico - mathómatique de Leningrade, 

Leningrad (U. R. S. S.).
24. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo, 

Tokyo (Japon).
25. Thóses soutenues devant la Facultó des Sciences de l’Univer- 

sitó de Bale, Basel (Suisse).
26. Bulletin de la section scientifique de 1’Acadómie Roumaine, 

Bucuresti (Roumanie).
27. Annales de la Sociótó Scientifique de Bruxelles, Louvain (Bel- 

gique).
28. Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der 

Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mtinchen (Allemagne).
29. Scripta uniyersitatis atque bibliothecae Hierosolymitanarum, Jeru- 

salem (Palestine).
30. Procedings of the Edinburgh Mathematieal Society, Edinburgh 

(Ecosse).
31. Archives Nóerlandaises exactes et naturelles, Harlem (Hollande).
32. Communications de la Sociótó Mathómatique de Kharkow, Khar- 

kow (U. R. S- S.).
33. Revista Matematica Hispano-Americana, Madrid (Espagne).
34. Koniklijke Akademie van Wetenschappen (publications), Amster­

dam (Hollande).
35. Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, 

Hamburg (Allemagne).
36. Unterrichtsblatter ftir Mathematik u. Naturwissenschaften, Stutt­

gart (Allemagne).
37. Procedings of the London Mathematieal Society, London (Angle- 

terre).
38. Revista de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas 

y Naturales, Madrid (Espagne).
39. Procedings of the Philosophical Society, Cambridge (Angleterre).
40. Norsk Matematisk Tidsskrift,

Norsk matematisk Forenings Skrifter, Oslo (Noryege).
41. Bulletin de la Classe de Sciences de 1’Acadómie Royale des 

Sciences, Bruxelles (Belgique).
42. Mitteilungen das Mathematischen Seminars der Uniyersitat Gies­

sen, Giessen (Allemagne).
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43. Commentations Physico-Mathematicae,
Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Helsingfors (Finlande).

44. Matematisk Tidsskrift, Copenhague (Dannemark).
45. Bulletin de la Sociótó Physico-Mathómatique de Kazan, Kazan 

(U. R. S. S.).
46. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften. 

Heidelberg (Allemagne).
47. The Tóhoku Mathematical Journal, Sendai (Japon).
48. Sitzungsberichte der Naturforscher Gesellschaft bei der Univer- 

sitat Tartu, Tartu (Esthonie).
49. Berichte iiber die Verhandlungen der Sachsischen Akademie der 

Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse, Leip- 
zig (Allemagne).

50. The Mathematical Gazette, London (Angleterre).
51. Procedings of the Benares Mathematical Society, Benares 

(Indes).
52. Annual report of the Smitsonian Institution, Washington 

(U. S. A.).
53. Procedings of the Royal Society of Edinburgh, Edinburgh 

(Ecosse).
54. Akademja Górnicza (publications), Kraków.
55. Bulletin mathómatique de la Societó Roumaine des Sciences, 

Bucuresti (Roumanie).
56. Mómoires de la Sociśtó Royale de Lifege, Liege (Belgique).
57. Recueil de la Societó Mathómatique de Moscou, Moskwa 

(U. R. S. S.).
58. Journal of Mathematics and Physics, Massachusetts Institute of 

Technology, Cambridge (Mass., U. S. A.).
59. Bolletin del Seminario Matematico Argentino, Buenos Aires 

(Argentine).
60. Proces verbaux des Seances de la Sociótó des Sciences Phy- 

siques et Naturelles de Bordeaux, Bordeaux (Gironde, France).
61. Studia Mathematica, Lwów.
62. Casopis pro pestovś.ni Matematiky a Fysiky, Praha (Tchócoslo- 

vaquie).
63. Matematica, Cluj (Roumanie).
64. Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico di Milano, Milano.
65. Rendiconti del Seminario Matematico della R. Universita di 

Padova, Padova (Italie).
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66. Bulletin de Mathematiques et de Physique pures et appliquóes 
de 1’Ecole Polytechnique de Bucarest, Bucuresti (Roumanie).

67. Prace geofizyczne, Warszawa.
68. Annali della R. Seuola Normale Superiora di Pisa, Pisa (Italie).
69. Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze della R. Uni- 

versitk di Cagliari, Cagliari (Italie).
70. Statistica, Warszawa.
71. Publications Mathómatiques de l’Universite de Belgrade, Beo- 

grad (Yougoslavie).
72. Bulletin de la Sociótó Mathómatique de Grece, Athónes (Grece).
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