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Les publications de la Sociótó polonaise de mathematique ont 
paru pour la premtóre fois en 1921 sous le titre de „Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa matematycznego" en un volume comprenant 
aussi bien des mómoires de langue polonaise que des ntómoires 
ródigós en d’autres langues. Depuis 1922 1’organe de la Sociótó 
porte le titre d’Annales de la Sociótó polonaise de mathó- 
matique; les travaux de langue polonaise paraissent dans un 
Supplement, le corps du volume ótant reservć aux travaux de 
langues franęaise, anglaise, italienne et allemande.
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Sur le domaine d’existence des integrales de l’equa- 
tion aux derivees partielles du premier ordre ‘) 

par

T. Waźewski
Kraków.

La móthode cla8sique etablit l’existence de la solution du 
problóme de Ca uchy, relatif a l’óquation (1), au voisinage du point 
envisagó. Cette móthode rósoud donc le probltone local d’existence. 
Un probliłme de caractere intigral a ótó, k ma connaissance, envi- 
sage pour la premióre fois par M. Kamke daos le cas n = 1 2). 
Nous traiterons le cas gónóral en nous appuyant sur une autre 
móthode analogue a celle que nous avons construite auparavant 
a 1’occasion de l’examen du problóme analogue relatif k l’óquation 
liuóaire ’). Nous ramenerons 1’appreciation du domaine d’existence 
& 1’appróciation de la plus petite racine positive d’une óquation 
numśrique. Voici notre thóoróme

Thóoróme. Considórons l’equation

9z \
Wn)

ou, sous forine abrógóe, l’óquation

(1 bis) P=f(x, y-l....,yn,z,ql,..., q„).

Supposons que la fonction f possóde des dórivóes partielles 
(relatives a toutes les variables) continues du premier et du second 
ordre dans 1’ensemble

(2) < a oo; yv,z,qv quelconques.

*) Prósentd au cours du Congres des Naturalistes et Módecins (Poznań, 
Septembre, 1933).

’) E. Kamke, Differentialgleichnngen reeller Funktionen. p. 352, Satz 1.
’) T. Waźewski, Sur le domaine d’existence des intógrales de Pdąuation 

aux dórireeB partielles du premier ordre lindaire (Annales de la Soc. Polon, de 
Math. T. XII. p. 6).
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Nous supposons que les derivees relatives 
yv, sont bornóes dana cet ensemble:

aux variables

(3) l£Z
\9z

i£Zj
5 W

(4)
9\f 

dzdt/j]

ni

etc.

Soit m (y,,..., y„) une fonetion possedant, pour toutes les 
valeurs des variables ylt...,y„ des derivćes partielles continues et 
bornóes des deux premiers ordres:

(&)

Ceci ćtant, nous affirmons que i’equation (1) possbde une 
intćgrale (du reste unique) qui 1°) pour a; = 0 se róduit a <o(yir.., yn\ 
qui 2°) est dófinie et possćde des dśrivóes partielles continues du 
second ordre pour tous les points de 1’ensenible

kl<6; quelconques(6)

(?) b — minimum (a, c)
c designant la plus petite racine positive ’) de l’ćquation en x

Jj2(t)dt ,
(8) 3/(1ndf*m*)  / e° da: — -.

o
La fonetion 2 figurant dans cette óquation est definie par la 

formule
(9) 2(x) = m -|- 2n 3f(l + m*)  emx.

Le fait essentiel reside en ce que le nombre b et par suitę 
le domaine (6), dans lequel existe notre intćgrale, pourra e,tre apprścić 
exclusivement au moyen des constantes m, M, m*.  3/*.

Dćuionstratloil. Nous nous appuierons sur les deux theoremes 
suivants.

I. Consćyuence d’un theoreme de M. Hadamard 2). Soit

= v») (»/=!,..., m)
’) Si une telle racine n’existe pas on doit poser b = a.
’) J. Hadamard, Sur les transformations ponctuelles, Buli. d. 1. Soc. 

Math. de France, T. XXXIV, p. 71.
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une transformation dont leś fonctions composantes <pv possedent 
dans 1’espace des points (»t,..., »„) tout entier des dórivóes partielles 
du premier ordre continues et bornees. Supposons en plus qu’en 
tout point v„ on ait

Vn)

o u /j dśsigne un nombre fixe. La transformation en question admet 
alors une transformation inverse vv = yn) qui est dćfinie
dans 1’espace (y1,..., y„) tout entier et cette transformation inverse 
possfede partout des dórivćes partielles eontinues du premier ordre.

II. Theorkme sur le systóme majorant d'ćquations diffirentiellei 
ordinaires ’). Considćrons deux syst&mes d’óquations diffórentielles

(10) dyt 
dx (t= 1,..., »)

(U)
dy, 
dx (* = 1,..., n)

et supposons que 1°) les fonctions ht soient coutinues dans la couche

(12) H <7, — °° < y„ < + °°, (y = !,...,«)

2°) les fonctions Ht soient dćfinies et continues dans 1’ensemble

(13) 0 X < y, 0 c y„ < + oo, (v= 1,..., n)

3°) la fonction J/, (t = 1,—, «) soit croissante au sens large par 
rapport a. cbacune des variables y1(..., y^, yt+i,..., yn, c.-k-d. que 
l’on ait pour toute couple de points de i’ensemble (13) 1’inegalite 

Ą(», yi,---, Vj-t. Kh-u■ • •, y«) > -^(s, ,..., yy_,, yh yJ+l,..., y„)
lorsque

yj > yj, U 4)

4°) on ait dans la couche (12)

\hi(x, yt,..., y„)| < H,(|at|, lyj,..., |yB|)

') Noub avons signale ce thóoreme, qui est bien maniable, dans notre travail 
anterieur (T. Ważewski 1. c. p. 8). 11 peut etre facilement dóduit des theoremes 
de M. Kamke sur l’intógrale maximale et minimale d’un systóme spectal d’equa- 
tions difltórentielles ordinaires (Acta Mathematica T. 58 p. 82 Satz. 9).

1*
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5°) entre les coordonnóes des points

(U) y?,--,yS

(15) y?,..., K’

substistent les inógalitós

lyilC YJ,

6’) le systóme (11) admette une intógrałe unique Y1(x),..., Yn(x) 
passant par le point (15) et eette intógrałe existe dans l’intervalle 
0 o: < y.

Ceci ótant, chaque intógrałe («),..., yn(x) du systóme (10) 
passant par le point (14) se laisse prolonger de faęon a exister dans 
l’intervalle — y < x < y et on a dans cet interyalle

|y.(x)l< F„(kl), («'= i,---, »; — ?<»</)•

A 2*  A £
III. En adoptant les notations habituelles K = Z =3yi 3 z1
3f ..

Qt — considórons les óquations des caractóristiques de l’óquation (1)

= 9*

(16)
</y, = _ 
dx = Yt + Zqt.

Dósignons par

y.=y/k, y*>  •••> y*>  **>  «*,• ■■■ i!)
(17) * =*(®,  y*,...,  y?, z*,  qi,- ■; i*n)

ii=iii.*,  y*,---,  y*,  z*,  q*,- ii)

1’intógrale du systeme (16) issue du point x == 0, y, = y/*,  q.
(* 1,..., w).

Effectuons, dans les fonctions (17), les substitutions

* * z x * dlDfp,,..., V„)y? = V., z*  = v„), q? — —L1(18)
3 v.

Nous obtiendrons alors les fonctions

(19)

(20)

(21)

« = ź(x,

y,= 9/(as,

»-)>

«’.)•



V. En nous adressant a la methode classique nous aurons 
a examiner la transformation inverse de la transformation (19) 
(pour les x fixes et remplissant 1’inógalitó |zj < b). Cet examen devra 
possóder un caractóre integral, ce qui le distinguera de la móthode 
classique. Nous nous appuierons, a cet effet, sur le thóoreme de 
M. Hadamard (cf. I), ce qui nócessitera la dómonstration próalable 
des trois propriótós suivantes:

Propriótó A. Les fonctions yz, i, qt sont de classe C1 dans 
1’ensemble *)

*) c.-i-d. elles poss&dent des dóriróes partielles continues du premier ordre 
dans cet ensemble par rapport a toutes les yariables.

’) Afin d’apprócier on appliquera i la difference qn) —
— /(a?, 0,..., 0) le thóoreme sur les accroissements finis.

(22) 1*1  <&, — oo < u, <-j-oo.

Propriótó B. II existe une fonction G(x) telle que Fon ait 
dans (22) les inógalitós

(23) (»,J = l,...,n)

Propriótó C. II existe une fonction L(x) telle que l’on ait 
dans (22) 1’inógalitó

Nous dómontrerons la propriótó A a Faide du thóoreme Bur 
le systóme majorant (cf. I). Remaquons que les fonctions yz, ż, g, 
satisfont aux óquations (16), dósignons par s(x) le plus grand de 
deux nombres \f(x, 0,..., 0)|, |/(— x. 0,..., 0)| et formons pour le 
systóme (16) le systeme majorant qui suit (cf. (3)) 2) 

(25) ^ = s(*)  + wl(2 + -si//+^9y) + w'-s9y,

On sait que chaque intógrale de ce systóme linóaire existe dans 
l’intervalle |z| <a. En vertu du thóoróme sur le systóme majorant, les 
integrales yz,ź, g, existeront dans Fensemble (22). Elles y seront



6

de elasse C1 car les deuxiómes membres des óąuations (16) ótant de 
classe C1 il en sera de móme des fonctions (17)l) et par suitę aussi 
les fonctions yz, ź, qt seront de la móme classe dans 1’ensemble (22). 
La propriótó A est ainsi ótablie.

L’integrale dn systóme (26) qui pour x — 0 prend les yaleurs 
est: ą, = (1 -|-m*)  e"“— 1. On aura donc (cf. 5 et II) 

1’inógalitć

•) E. Kamke, Differentialgleichangen reeller Funktionen, p. 155, Satz 1.

(27) (1 + m*)  «"“ — !== h(x) 

qui est yalable dans 1’ensemble (22).
Pour ótablir les propriótós B et C il suffira de prouver l’exi- 

stence d’une fonction K(x) telle que daus 1’ensemble (22) subsistent 
les inógalitós:

(28) j3y;(x, ty,..., ty)_ 3yf(0, ty,.-, v„)
3 Vj 3 Vj ^K(x)<~. n

demment yz(0, ty,..., ty) = ty et, par consóquent

Supposons en effet qu’une telle fonction K(x) existe. On a óvi- 
gy/o, ty,—, »,) _ 0

3 Vj 
lorsque i Ap j et (0, = 1. De la relation (28) il rósulte

donc que 1’inógalitó

I 3 yj I
est yalable dans 1’ensemble (22), ce qui exprime que la propriótó B 
a lieu. En yertu des inógalitós (28) le jacobien (24) pourra ótre 
mis sous la formę

1 + tyl, ty.l, —, tyn

zonx Pi,-, p«X-, y»(®, ”i>-, »«))_

P(ty,-,p,)
tyl, 1 +*11,-)  ty« 

tyl, tya, • • • , 1 4~ tyn

oti les fonctions tyy (continues en x, ty...., ty) reinpliront dans 1’en
semble (22) les inógalitós
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Fixons maintenant notre attention sur un x quelconque (|a:| < b) 
et envisageons, autrement que tout a l’heure, le determinant (29) 
comme fonction des w2 variables independentes e,7 qui prennent toutes 
les valeurs appartenant & 1’ensemble (bornó et fermó) defini par les 
inćgalitćs (30). On yćrifie facilement que notre determinant ne peut 
pas s’annuler dans cet ensemble. Le module de ce determinant atteint 
donc dans cet ensemble un minimum positif L(x) > 0 relativement 
auquel subsiste ćvidemment la proprietd C.

Adressons nous maintenant i la demonstration de l’existence 
de la fonction K(x) figurant dans 1’inegalite (28). Posons pour un r fixe

3vr 3vr

3yz(a>, »„) 2y,(0, O Vn)
3vr 3vr

3qi(x, t>lr.., 3qt(0,
3vr 3vr

3i(x, »„) 3«(0, , ««)

et posons pour abreger

»„) ^_3ql(Q,vl,...,vn) ^_3»(0, .., v„)
~ 3n,_ ’ x‘ ~ 3^ > & - •

VI. On aura 6videmment pour « = 0 et v„ quelconques:
ł;,. = 0, Xz = 0, f = 0.

VII. En vertu de (18) et (5) on aura les relations suivantes 
valables pour tous les

(32) 177,*|  = 0 (pour »={=»•), |*̂|=1,  |x,*|s^Af*
En differentiant les deux membres des equations caracteristiques 

(16) par rapport a vr nous obtiendrons le systóme qui suit et qui 
sera verifie par les fonctions t]h £ en tout point de l’ensemble 
|a?| < a, — oo <i>,<-|-oo i)

+’•'"2

i ‘ l

>) Pour la justitication de ce fait r. le lirre citó de M. Kamke p. 155.
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dxt 
dx

9Yt £Z_
3<1j + 3<b q‘ H-Z(x,. + */*)  +

x) En ajoutant les óąuations majorantes terme a terme on constatera que 
la fonction f -j- ^(xj 4” W) rempHt une óquation linóaire qui 8łintegre effectivement. 
On calculera ensuite consócutivemt x, et £

J

2'^+x*)

[Dans les fonctions Yh Z, Qt et leurs dórivćes partielles on 
doit effectuer les substitions (19), (20) et (21)]. Le systeme majorant 
pour le systfeme prćcódent sera (cf. (3), (4), (32), (27))

£{*,+ li) + £+1+» 1ax
i

— n Mh(x)[n M*  2 z,] -|- [m -|- n M h(«)] (1 2ty)a x
44IM4’ nlfh(x)] (£ 4" W2*)-

= Jl/( 1 -f— h(x)) [.S xy -f- n Jf*]  m Jf*]  -j- 
+ >(1 -I- h(x)) [2 + 1] + M\1 + A(x)] (£ + «»*)•

L’intógrale T]lf xt, £ de ce systóme d’óquations linćaires qui 
s’annule pour x = 0 existe dans l’intervalle (— oo, 4~ oo) et l’on 
aura (cf. les alinóas II et VI) dans l’intervalle |a:| < a et pour les 

,..., v„ quelconques les inógalitós

(33) |ty| < |ty(|«|)|, |£|<£(|s|).
Or 1’intógrale £, z se calcule effectivement ’). On trouvera 

X
/ f ł(x) dx

(34) i], — M (1 -|- n M*  -j- »*)  / dx

oń
2(x) — 2nM{\ 4" h(x)} tn = 2n i/(l -|~ m*)  e1"*  4- w.

Les fonctions t], sont toutes identiques au premier rnembre 
de l’óquation (8). Or c dćsigne la plus petite racine positive de 
cette śquation. En posant K(x) = (o;) = ...= Tj„(x) on voit donc que,
dans 1’ensemble (22), 1’inegalitó (28) a lieu (cf. 31,32, 7,8). Les propriótós 
A, B, C se trouvent ainsi ćtablies. En rapprochant ces proprićtes du 
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theorfeme de M. Hadamard (cf. I) od dómontre que les equations (19) pos- 
sódentune solution unique en vlr... vn lorsque |®|<Zb, —oo
Cette solution », == vt(x, y„) est de elasse Cl dans 1’ensemble (6).
En substituant ces solutions dans l’ćquation (20) on obtient 1’integrale 
de l’śquation (1) dont l’existenee est affirmee par notre theoreme ł).

Remarąue. La solution efleetive de l’ćquation (8) c.-A-d. de 

l’óquation K(x) — — est diffieile. Afin d’indiquer effectivement un do- 

maine d’existence |x| < bx b, —oo < yv < oo (moins large 
que le domaine (6)) on peut appliquer le procddó suivant qui n’exige 
pas la resolution de l’ćquation (8). On cherche une fonetion Kx(x) 
eontinue et telle que (0) = K(0) — 0 et Kr (x) K(x) pour a:>0. 

On ehoisit Kx de faęon que l’equation Kx(x) — — puisse fetre rś
n 

solue effectivement. En dśsignant par Cj la plus petite racine posi- 
tive de cette equation il suffit ćvidemment de poser = min (a. Cj) •). 
On peut poser p. e.

X

*) On le demontre par le raisonnement classique (v. p. e. E. Gonrsat, 
Leęons sur 1’intógration des óquatione aur ddrirees partielles du premier ordre, 
Paris 1921, p. 187).

») Si une telle racine n’existe pas, 1’intógrale de l’equation (1) eiistera dane 
le domaine |a:|<;a.



Sur Teąuation aux derivees partielles du premier 
ordre essentiellement non lineaire

par

T. Ważewski
Kraków.

Hypothese U. Considórons l’óquatiou

(1) p y> ?)

et supposons que la fonction f soit de classe C’ dans un ensemble 
ouvert Si de 1’espace des yariables róelles x, y, z, q x). Nous sup- 
poserons que l’óquation (1) est essentiellement non linóaire dans fi, 
c. a-d. que Fon y a:

(2)

Nous designons par co(v) une fonction qui est de classe Cl 
dans l’intervalle a v b et nous supposons que la courbe 

(3) x — 0, y — v, z — <D(y), q = &»'(«) (a b)

est situóe dans fi. Sous cette hypothóse nous avons le thóoróme 
suivant 8).

Thóoróme 1. Si les caractóristiques determinees par la 
courbe (3) existent dans l’intervalle 0 x <C fi et engendrent une 
surface intógrale z = <p(x, y) de classe O1, alors la dóriyóe premióre 
<w'(t>) est a yariation bornóe dans Finteryalle La dóriyóe
seconde w" (u) existe donc presque partout dans cet intervalle.

‘) Une fonction est, par dófinition, de classe C‘ dans nn ensemble lorsqu’elle 
y possóde des dóriyćes partielles (ou ordinaires) d’ordre ».

3’/ 3f 3f
’) Nous posons pour abreger /w = fq = ~ di etC‘
•) Un thóoróme moins prócis eonstituait le sujet de la commnnication que 

j’ai envoyó au Congrós des Math. des Pays Slaves (Pragnę, Septembre, 1934).
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Demonstration. Les óquations des caractóristiques sont

<4> £=-/•■ £=/-»/•• g=/.+»/■•

4) E. Kamke, Differentialgleiehungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) 
p. 155, Sate 1.

Soit

y = y (*,  y*>  «*.  ?*).  « = «(«, y*,«*,j*),  ? = s (*,  y*  «*,  ?*)  
la caraetóristique issue du point x = 0, y = y*,  z = z*,  q = q*.  
L’óquation de notre surfaee integrale ócrite sous formę paramó- 
trique est

y = y (x, v, (D (»), a)' (v)), z — z (x, v, co (v), w' (»)).

II suffit óvidemment de prouver que la derivóe w'(t>) est a va- 
riation bornóe dans un voisinage du point v0 pris arbitrairement 
dans l’intervalle a v b.

Dósignons par K la earaetóristique issue du point x = 0, 
y = v0, z = <a{v0), q = a)'(y0). Nous affirmons qu’il existe, sur K, 
au moins un point
(5)
pour

(6)

0 (0<a?</3)

connue de Cauchy : = q

(7)

on

(8)

H + 0
3q*̂

Supposons, en effet, le contraire. On aura donc le long de K 
3 y 
3q**

En vertu de 1’identitó bien

aura aussi le long de K
9 z 0 (0<a:</?)

En diffórentiant la premióre óquation (4) on obtiendra4) 1’identitó

d i 3y \_ i- , Sz , Sq
dx \3q*l  ~~Jqq 3q*

qui a lieu le long de K. De la en raison des relations (2), (7) et (8) 
il rósulte que Fon aura le long de K

(9) 3q*~°  (0<r</3)



12

Des identitós (7), (8), (9) il s’ensuit que — O
(le long de K) ce qui n est pas possible 4).

Choisissons maintenant x() de faęon que 1’inegalite (6) ait lieu 
au point (5) et posons

(10) ^(») = y(^o, w(v), w'(»)).
De 1’unicitó des solutions des óquations caractóristiques et de 

l’hypothese que notre surface intógrale est engendróe par des carac- 
tóristiques il rósulte que la fonction continue 2(») prend des valeurs 
differentes pour des v diffórents (a Z>).

Elle est donc a variation bornóe (plus precisóment monotone 
au sens strict). En vertu des relation (6) et (10), du fait que la 
fonction y (ar, ...,<?*)  est4) de classe C1 il rósulte l’existence d’une 
fonction t/>(y, y*  3*)  qui est de classe C1 au voisinage du point 
y = 2(«0), y*  = »0, 3*=  to(v0) et telle que l’on ait, au voisinage de »0, 
1’identitó

w'(») = ^(^(»))> «. «(”))•
Or tp ótant de classe C1 et 2 et to etant a variation bornee, 

il s’ensuit facilement que la derivóe to'(») est a variation bornee 
au voisinage de v0 c. q. f. d.

Si nous eoupons notre surface intógrale par le plan x — ę, 
(0 < £ < /?), nous obtiendrons une eourbe a laquelle s’applique le 
raisonnemeut prócódent relatif a la eourbe (2). De la vient le the- 
orórne suivant:

Tlieoróme 2. Sous 1’hypothbse H cbaque intógrale <f>(x,y) 
de classe C1 qui est engendróe par des caractóristiques possóde, 

1 , 3i(P 52®presque partout les derivóes et

Rernarque. Sous l’hypothese supplómentaire que/,=)=0 (dans

le dórivóes
a X

en effet, rósoudre localement l’equation (1) en q et invertir ensuite, 
dans le raisonnements precódents le role des variables x et y.

‘) Plus gónóralement ces dźrivees eristent pour presąue toue les points de 
notre surface pour lesquels fq =|= 0. 11 parait probable qu’elles existent aussi pour 
presque tous les points oń fq~Q.

existent5) aussi presque partout. On pourra,



Ein Beitrag zur konformen Abbildung von zwei 
Riemannschen Raumen aufeinander

von

St. Gołąb
Kraków.

Den Gegenstand der vorliegenden Notę bildet der Beweis des 
folgenden Satzes Uber die Abbildung von zwei Riemannschen Raumen 
aufeinander.

Hauptsatz. Wenn die Abbildung von zwei n-dimensionalen Rie
mannschen Raumen V„, V' mit positic-dęfiniten Formen aufeinander 
in der Umgebung non zwei korrespondierenden Punkten P und P' 
folgende Eigenschaften besitzt:

I) die Komponenten der Abbildungsfunktionen sind mit ersten 
stetigen partiellen Ableitungen nersehen,

II) es gibt eine gewisse Zahl a von der Eigenschaft

(*)  0 < |a — ?r|<n

und von der Art, dass, sobald u und v zwei in P den Win
kel a bildende Vektoren sind, auch die entsprechenden 

-► —>
Vektoren u' und v' in P' den Winkel a schliessen, 

dann ist die Abbildung im Punkte P konform, d. h. es wird das 
Mass aller Winkel bei der Abbildung erhalten.

§ 1. ZunSchst wollen wir bemerken, dass der ausgesprochene Satz 
einen rollig lokalen Charakter hat. Es geht daraus hervor, dass im 
Falle, wenn die in der Voraussetzung erwahnte Eigenschaft in einem 
Gebiete erftlllt ist, die Zahl a von Punkt zu Punkt varieren kann. 
Man kann jedoch das Beispiel einer solchen Abbildung angeben, 
die nur in einem einzigen Punkte konform ist.

Zweitens bemerken wir, dass die Vergleichung der Winkel 
bei einer Abbildung erst dann mdglich ist, wenn die Abbildung 



14

die kontravarianten Vektoren eines Raumes in kontravariante Ve- 
ktoren des zweiten Raumes ttberfuhrt. Eine solche Abbildung wollen 
wir kurz eine Vektor abbildung nennen. Die Eigenschaft I) ist be- 
kanntlieh eine hinreichende Bedingung daftir, dass die Abbildung 
eine Vektorabbildung sei. Dagegen ist sie keineswegs notwendig. 
In unserem Satze ist aber die Voraussetzung I) wesentlieb in dem 
Sinne, dass ohne diese Voraussetzung der Satz niebt richtig sein 
braucht, was an einem Beispiele im § 4 gezeigt wird.

§ 2. Der Beweis des Hauptsatzes kann im allgemeinen Falle 
auf den speziellen zurtickgefiihrt werden, wo die Dimensionszahl n 
gleich 2 ist. In der Tat, nehmen wir an, dass der Beweis im Son- 
derfalle n — 2 geftibrt wurde und fassen wir ins Auge den allge- 

—► 
meinen Fali. Betrachten wir nun in P zwei beliebige Vektoren u 
und t>, die ais linear unabhaugige vorausgesetzt werden sollen (widri- 
genfalls ist der Winkel zwischen zwei voneinander linear abhan- 
gigen Vektoren scbon auf Grund der Voraussetzung I) erhalten). 
Ein solches Paar von Vektoren bestimmt eindeutig einen zwei- 
dimensionalen geodatischen Raum ćr2, der zu dem Bivektor der 

—► “►
Vektoren u. v geliort und ein Teil des Raumes V„ ist. Der Raum G2 
ist ein Riemaunseher Raum und der ihm auf Grund der Abbildung 
in V' entsprechender Raum ist ebenfalls ein Riemannscher. Werden 
jetzt alle Vektorenpaare ins Spiel hineingezogen die den Winkel a 
bilden und gleichzeitig dem Raume G2 angehbren und wird der 
Schluss unseres Satzes fiir n — 2 angewandt. so bekommen wir, 

—► —>
dass der Winkel zwischen u und » bei der Abbildung erhalten bleibt

§ 3. Infolge des vorangehenden Paragraphen 2 wenden wir 
uns zum Beweis des Satzes im Falle »t = 2. Wir bezeichnen mit gik 
(i, fc=l, 2) die Koeffizienten der ersten quadratischen Differentialform 
des Raumes Vs und entsprechend mit g^ die des Raumes V2. Ein- 
faehheitshalber nehmen wir weiter an, dass (i =1,2) in V2 die 
Koordinaten eines in P geodatischen Koordinatensystems darstellen. 
Auf Grund dieser Voraussetzung gelten folgende Gleichungen:

(G — 9tt — = 9n = 0 *)•

*) Die Gleichungen (1) sind selbatyerstandlch nur im Punkte P erfiillt. Da 
ea sich aber durchwegs nur urn Verhaltnis8e im Punkt P bandelt, brauchen wir 
diesen und nachfolgenden Gleichungen den lndex P nichi aiihSngen.
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Jetzt nehmen wir an, dass im Raum V2' das Koordinatensystem 
so gewahlt ist, dass die entsprechenden Punkte dieselben Koordi- 
naten besitzen. Hier wollen wir die Aufmerksamkeit des Lesers 
darauf richten, dass die letzte Annabme nur auf Grund der Vor- 
aussetzung I) gerechtfertigt ist1). Ohne diese Voraussetzung wftre 
nMmlich der ĆJbergang zu einem solchen Koordinatensystem in P2' 
nicht erlaubt. Da auf Grund eines bekannten Resultates die Glei
chungen
(2) 0^=0 Sb*,  <7M=0’ (5^=1,2),

die notwendigen und hinreichenden Bedinguugen daftir darstellen, 
dass die Abbildung in P konform sei, ist unsere Aufgabe festzu- 
stełlen, dass aus unseren Vorausset.zungen folgende Gleichungen 
entspringen :

(3) 9n — 9n (=1= 
und
(4) 012 = 021 =

Um den Beweis der Beziehungen (3) und (4) durehzuftihren, 
filhren wir folgende Bezeichnungen ein. Mit x bezeichnen wir das 
Mass des orientierten Winkels 2), den der beliebige Vektor t>*  mit 
dem Vektor ek (1, 0) schliesst. Dagegen mit F(x) bezeichnen wir 
das Winkelmass der korrespondierenden Vektoren vk und e'k in P'. 

Es ist leicht zu beweisen, dass die Vektoren v' und e' dieselben 
—> —>

Bestimmungszahlen haben. wie die Vektoren v und e. Daraus und 
aus der Definition der Winkelmetrik in Riemannschen Mannigfal- 
tigkeiten gehen folgende Gleichungen hervor:

cos x — sin x =
V1

(5)
und

’) Vergleiche in dieser Hinsicht meine Bemerkungen, die in einem auf dem 
mathematischen KongresBe in Ziirich (1932) gehsltei, on Yortrago, euthalten sind.

!) Vergleiche S t. Gołąb, Sur les coordonnees polaires sur une surface, 
Ann. d. 1. 8oc. Pol. d. Math. XII (1933), 87 — 107, insbesondere § 2.
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Die Gleichung (6) nimmt infolge (5) folgende Gestalt an:

cos F(x) cos x -j- g'n sin x
cos8 x -|- 2 g\x cos x sin x ^22 sin2 x

Nach einer Folgę von nicht besonders schweren Rechnungen 
bekommt man schliesslieh die Formel:

(8)

X

cos2 (p 2 g'i2 cos cp sin <p -j- g'K sin8 <JP' 
o

(4 — -

Einfachheitshalber setzen wir

d(f>

~ (^la)’)-
noch:

(7)

(9)

(10)
d<f>

(U)

Dann gilt die Gleichung:

fUx\ _ I________ ________ £__________ r—.
J cos8 <p -J- 2 a cos g> sin g> -f- b sin*  o

Daraus geht hervor, dass

F'w=!^r'
Jr (a?)

wenn

(12) W(x) = cos8 x -j- 2 a sin x cos x b sin8 x = a sin 2 x -|-
. 1 — b „ , 1 6-|-—g—cos 2 a; 4----

aesetzt wird. Man sieht unmittelbar, dass im Falleo ’ 

(13) a = 0 und 6 = 1

lF(a:)—Constans ist; wenn dagegen (13) nicht erfiillt ist, so besitzt die 
Funktion F(x) die Zahl n ais die kleinste positive Periode und 
dasselbe folgt ftir F'{x).

Wegen (3), (4) und (9) haben wir eben zu beweisen, dass a, b 
den Gleichungen (13) genttgen. Zwecks Zurilckftlhrung ad absurdum 
nehmen wir an, dass

(14) a1 + (6 — l)8 > 0
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ist. Ftihren wir die Hifsfunktion

(15) 0(x) = F(x) — x

ein, so tiberzeugt man sich leicht auf Grund des oben Erwahnten, 
dass die Zahl n die kleinste positive Periode der Funktion <Z»'(x) 
darstellt. Andererseits aber machen wir Gebrauch von der Vor- 
aussetznng II; es stellt sich heraus, dass

(.16) F(s 4- a) F(x) + a

ist und dass a eine Periode der Funktion <F(x) ist. Wegen der Un- 
gleichung (*)  ftthrt das jedoch zu einem Widerspruch. In dieser 
Weise ist der Beweis unseres Satzes zum Ende gebracht.

Bemerkung I. Wir fiigen dem vorgestellten Beweis die fol- 
gende interessante Bemerkung hinzu. Auf Grund des bekannten Satzes 
uber die Moglichkeit der konformen Abbildung jeder zweidimensio- 
nalen Riemannschen Mannigfaltigkeit auf die euklidisohe Ebene 
kónnte man im ersten Augenblicke glauben, dass unter Berticksichti- 
gung dieser Tatsache nach der Zurtickfiihrung des Problems auf 
die Abbildung von zwei euklidischen Ebenen vielleicht eine Verein- 
fachung des obigen Beweises gewonnen werden kónnte. Diese 
Vermutung erweist sich aber ais nicht richtig. Die Tatsache, dass 
auch im Falle der Abbildung von euklidischen Ebenen der Beweis 
nicht einfacher ais im Riemannschen Falle verlauft, hat ihre Erklarung 
in der Formel ftir den Winkel, den zwei (durch ihre Bestim- 
mungszahlen) gegebene Vektoren machen. Diese Formel ist in einem 
Koordinaten system, das durch eine beliebige (nicht notwendig 
orthogonale) affine Transformation aus einem rechtwinkligen Kartesi - 
schen entsteht, nicht weniger komplieziert ais jene allgemeine For
mel der Riemannschen Geometrie.

Bemerkung II. Wir konnen einen starkeren Satz ausprechen 
indem wir die Voraussetzung II) durch eine schwachere ersetzen:

II') Es existiert eine Zahl a von der Eigenschaft (*)  und eine 

zweite konstantę Zahl a’ sodass, sobald u und u zwei in P den 
Winkel a schliessende Vektoren sind, die entsprechenden Vektoren 
—► —► •
u’ und v' den Winkel vom Masse a‘ bilden.

Die Vervollstandigung des Beweises kann dem Leser tiberlassen 
werden.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 2
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Bemerkung III. Der Beweis unseres Satzes kann im speziellen
Falle, wenn a = n

2’ sofort durchgefilhrt werden. Es gentlgt zu beachten.
dass, wenn die Gleichung

(17)

stets eine Konsequenz der Gleichung 

(18) = 0

ist, so miissen dann die Beziehungen (2) bestehen.

§ 4. Es sei eine Funktion w (a:) gegeben, die liberall definiert 
ist und die den folgenden Bedingungen gentlgt:

(19)

a) w(0) = O,

b) = w(ai),

. dco . ,c) ezistiert und es ist stets dx
d) Ct>(2!)^0.

d co 
dx

Es gibt tatsilchlich Funktionen, die obigen vier Bedingungen 

gentigen (z. B. <w(a:) = o sin 4x). Wir nehmen jetzt zwei euklidisch-
8

metrische Ebenen 2?a und R'2 der Punkte (£, t]) bzw. (f' if) und 
definieren die Abbildung der beiden Ebenen aufeinander, wie folgt: 
In den Ebenen Ą und R2 soli das Polarkoordinatensystem (<jp, p) 
eingeftihrt und dem Punkte § = g cos <p, t] — ę sin <p soli der Punkt 
(|z, V ) zugeordnet sein, wo

(20) £' = pcos{g>-|-w(<jp)}, t]' = p sin {<p + w (<?))•

Diese Abbildung — wie man mit leichter Reehnung bestatigen 
kann — besitzt in jedem Punkte partielle Ableitungen erster Ordnung 
und ausserdem ist sie eine Yektorabbildung. Man sieht weiter leicht, 

dass die Yoraussetzung II) unseres Satzes hier erftlllt ist

Dagegen ist die Abbildung im Punkte P(0, 0) zwcAt konform. 
Selbstverstandlich ist in diesem Falle die Voraussetzung I) nicht 
erftillt.
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§ 5. In speziellem Falle, wenn n=2 und wenn die Riemannschen 
Raume euklidiseh sind, bekommen wir ans unserem Satze ein 
Resultat, das sich auf die Theorie der konformen Abbildung in 
tlblichem Sinne bezieht. Die Voraussetzung der Stetigkeit der ersten 
partiellen Ableitungen ist hier nattirlich wesentlich. DaB Bestehen 
der Voraussetzung II) in einem Gebiete garantiert uns den analytischen 
Charakter der Abbildung in diesem Gebiete.

§ 6. Es ist interessant, dass der Satz auf den Fali einer all- 
gemeineren Geometrie nicht ausgedehnt werden kann. Bezeichnen wir 
nfimlich mit und zwei Ebenen mit Minkowskischer Metrik. Die 
Indicatrix von Carathćodory der Ebene gentlge der Voraus- 
setzung, dass sie durch Drehung um einen „euklidisch“ rechten 
Winkel um den Anfangspunkt in sich iibergeht ohne dabei ein 
Kreis zu sein. In wahłen wir dieselbe Indicatrix und bilden 
M2 und Afa' so aufeinander, dass die Abbildung eigentlich eine 

starre Drehnng um einen Winkel vom Masse 
na < — der Ebene£

in sich bildet. Werden jetzt die Winkel einer Winkelmetrik im 
Sinne von Bliss oder Landsberg unterworfen, so werden bei 
dieser Abbildung alle Winkel vom Masse a erhalten ohne das dass 
die Abbildung konform wird.

2*



Notę sur les systemes quasi-ergodiques
par

W. S. Urbański
Pionki.

Envisageons une variete metrique Paw dimensions telle que 
tous ses points soient intórieurs et tout point limite des points de F 
y appartienne.

Le tenseur mótriąue gik soit positivement dófini, k eoefficients 
bornśs.

Dans eette variśte prenons un systfeme de coordonnóes 
x2, xt1..., x„. Soit donnó un systfcme d’equations diffórentielles

dxt dxn
(1)
oń

Jl,- = Xi(xl, xt,..., x„).
Les fonctions Xt remplissent, par hypothfese, les conditions suivantes: 

n n
1°. 2 0; (on a aussi 2X?> &>0 k cause des propriótós

l-l 1-1
de la varietś T7).

9 X2°. Les Xt et leurs dćriyćes —■ sont continues.

Le paramfetre t soit appeló le temps.
Les solutions des óquations (1) jouissent alors, comme on le 

sait, des propriótśs suivantes:
A) . Unicitó. Par un point rf, a?° quelconque de Z”il passe

une solution (trajectoire) unique: aq(<), x2(t),..., xn(t).
B) . Les solutions dópendent d’une manibre continue des valeurs 

initiales; on peut exprimer cela comme il suit:
Soient Xi(f) et xl(t') deux solutions passant par a$ et 5“ pour 

t — 0; e et t śtant deux nombres positifs, il existe un rj 0 tel 
que la condition \x,—entraine les inćgalitós <Z £
pour 0 t t.
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L’ensemble des trajectoires, pareourues par les points mobiles 
se mouvant selon (1), formę un flux continu.

C).  La vitesse V du point se mouvant selon les dquations (1) 
ne s'annule pas. car V= I = X Xk et la

cl 11 dt
formę quadratique SglllXlXk est positive (cf. 1°).

A priori sont possibles des trajectoires qui remplissent d’une 
manibre partout dense un domaine a n dimensions de la varićtć T1, 
ou bien une hyper-surface (surface intćgrale) plongóe dans cette 
variótó 1). Dans ce dernier cas c’est cette hyper-surface que nous 
considćrons comme la varićtó en question dans les considórations 
qui suivent.

On n’a pas jusqu’a prćsent ćclairci la possibilitó de l’existence 
de trajectoires remplissant d’une manierę partout dense le niveau 
óqui-ónergetique dans la dynamique; nćanmoins on utilise cette 
hypothóse dans la mćcanique statistique et l’on appelle de telles tra
jectoires „quasi-ergodiques“ 2).

Envisageons dans la variete r une surface sans contact £
Aucune trajectoire n’est tangente a la surface S.
On sait que les trajectoires peuvent traverser la surface S au 

plus en une infinitó dónombrable de points.
Soit P un point sur cette surface S; par ce point passe une 

trajectoire T. Lorsqu’une autre trajectoire T' possede sur la surface <S 
un ensemble de points ayant pour point limite le point P, nous 
appellerons la trajectoire T' asymptotiąue a la trajectoire T. II est 
aisó de voir que, a cause de la eontinuitć B), la propriótó de la 
trajectoire T' d’6tre asymptotique a la trajectoire T ne dópend ni 
du choix de la surface >S', ni du point P sur T.

Considśrons sur la surface S un petit voisinage ouvert (?, du 
point P. Ce domaine Gx de la surface <S engendre dans son mou- 
vement de t— — oo & t=-\-oo un domaine ouvert Kx de la

*) un tel cas est donnó p. e. par les óquationB

sont les coordonndes de la surface du tore; lorsąue a et b sont incommensurables, 
les trajectoires: <p = at-]-<p^, = b t-f-t/>0 remplissent d’une rnanifere partout
dense la surface du tore.

•) P. Ehrenfest, Encyc). de math. WiBsenBch. IV 2, II Heft 6; A. Eosen- 
thal, Ann. d. Physik 43 (1914), p. 894; Gans u. Weber, Repertorium der 
Physik I, 2, p. 483; G. D. Birkhoff, Proceed. Nation. Acad. Soi. U. 8. A., 17, 
(1931), p. 650, 656.
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yariótó I'. (La possibilitó du prolongement du tempa a oo et 
a — oo rósulte de la proprietó B).

Toute trajectoire qui rencontre le yoisinage ćr, est totalement 
situóe a 1’intórieur de Kt.

Diminuons le domaine Gx en le serrant autour du point P, 
nous aurons une suitę de domaines

Alors. au lieu de Kx nous trouyerons une suitę de domaines

Ge que nous avons dit au sujet de Kr se rapporte k tout Kf. 
Dósignons par <%" la classe des points appartenant a tous les Kt

óK = K-! • Alj • Ks •...
A 1’ensemble 31 appartient la trajectoire T et en outre toutes 

celles qui sont asymptotiques A T; c’est óvident, car les trajectoires 
de cette sorte trayersent chaque Gt et sont par suitę totalement 
situóes dans chaque Kt. En dehors de cette catógorie aucune autre 
trajectoire ne se trouve dans cZ/j car en diminuant infiniment les 
domaines CZ, on met de cótó chaque trajectoire restant k distance 
finie du point P.

II est óyident que deux trajectoires partout denses sur le 
móme domaine ouvert W de la yariótó F sont asymptotiques l’une 
A 1’autre. On en conclut que, si la trajectoire T est partout dense 
sur le domaine W et que l’on construit 1’ensemble <%' pour elle, 
toute trajectoire jouissant par rapport k W de la móme propriótó 
s'y trouve, et aucune autre n’y entre pas.

Thóoróme. S’il y a une trajectoire T partout dense dans un 
domaine ouvert de la yariótó Z1, il existe une familie de puissance 
du continu de trajectoires analogues.

Dómonstration. Appelons W le domaine en question et L, sa 
partie qui reste en dehors de K, (K, sont formós pour la trajectoire T).

Lt=W-K„ L.GL.CL.C...
Dans le cas enyisage tous les Lz sont nulle part denses (ou 

bien yides), car les Kt sont des domaines partout denses dans W.
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Donc les L, sont de la 1-óre catógorie de M. Baire. Leur somme

-C = 4- Z/j + L, +...
est aussi de la 1-óre catógorie.

L’ensemble ćft—W — £ qui contient seulement les trajectoires 
partout denses est donc de la 2-óme catógorie de M. Baire.

Ce que nous avons dit au sujet de ces deux ensembles de 
trajectoires et £, s’ótend immódiatement k leurs intersections avec 
la surface sans contact S. En effet, eomme Lz est nulle part dense, 
son interseetion avec la variótó S

Xz — L/ S

est aussi nulle part dense et, par consóquent, de la 1-óre catógorie.
L’ensemble A = 5= (Ią L2 S = Zj-I- 2,-|- 2,

(interseetion de 1’ensemble £ avec la surface S) est aussi de la 1-óre 
catógorie. L’ensemble complómentaire de A est donc de la 2-eme 
catógorie; cet ensemble S — A se compose des points qui engendrent 
les trajectoires de &i. Etant de la 2-eme catógorie, il est de la 
puissance du continu.

Mais une seule trajectoire engendre sur S un ensemble dónom- 
brable de points. On conclut de cela qu’il y a dans l’ensemble de 
points ó? — A une infinitó de puissance du continu de tels ensembles 
appartenant chacun a une seule trajectoire. Donc il y a une infinitó 
de puissance du continu de trajectoires partout denses dans le 
domaine W.

Nous ne pouyons rien conclure de cela sur la mesure de cet 
ensemble. (La mesure de M. Lebesgue d’un ensemble, eomme on 
le sait, exprime dans la mócanique statistique la probabilitó relative 
de cet ensemble).

Dans la mecanique statistique notre rósultat signifie: s’il y a une 
trajectoire quasi-ergodique. il y en a une infinitó de puissance du 
continu formant un ensemble de la 2-eme catógorie de M. Baire.



Sur les fonctions caracteristiąues et leur application 
aux theoremes limites du calcul des probabilites

par

W. Kozakiewicz
Warszawa.

Dans son mómoire: „Sur l’extension du thóoróme limite du 
calcul des probabilitós aux sommes de quantitós dópendantes“ l). 
M. S. Bernstein dómontre un theoreme extrómement important 
du point de vue des applications. M. V. Romanowskij a gónó- 
ralisó ce thóoróme et simplifió sa dómonstration * *)  en se basant sur 
une gónóralisation d’un theoróme de M. P. Lóvy, concernant les 
fonctions caractóristiques 8).

') Math. Ann. 97 (1926) p. 44.
*) Buli, de FAcadómie des sciences de 1’URSS 1929, p. 209.
*) Recueil Mathómatique de la Sociótó Mathematiąue de Moscou 1929.

Je me propose de dómontrer deux thóorómes sur les fonctions 
caractóristiques, dont le premier peut ótre considóró comme une 
gónóralisation du thóoreme mentionnó de M. Lóvy, et le seeond 
concerne les lois de probabilitós des variables qui sont des fonctions 
de yariables alóatoires. Comme application du premier thóoreme 
j’obtiens un thóoróme limite plus gónóral que ceux de MM. Bern
stein et Romanowskij (comp. 5). Le seeond thóoróme permet 
de dómontrer un thóoreme sur les fonctions des yariables alóatoires 
d’une formę particulióre; les fonctions de cette formę se rencontrent 
en statistique mathematique et il parait que notre thóoreme pour
rait rendre des serrices dans ce domaine.

Les thóoremes sont ónonces et demontrós pour deux suites de 
yariables alóatoires, mais s’ótendent aisement au cas d’un nombre 
arbitraire de ces suites.
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1. Soient x, y deux variables alóatoires; posons:

(!) F\ (l v) — <ź-y<v}
tj ótant rćels et P dósignant la probabilitó simultanee des inega- 

litós entre crochets. Appellons fonction de la probabilite totale des 
oariables x, y la fonction:

(2) 7£i7) = W + ł^=£ y<i7} + iP{a!<|, y = i7} +

4-| P{a; = |, y = i?};

cette dćfinition est entibrement analogue a celle de M. Lóvy, con- 
cernant le cas d’une variable; elle prósente de grands avantages 
au point de vue de 1’application de 1’intógrale de D i r i c h 1 e t.

F(f,17) satisfait aux conditions suivantes:

(t7x) On a pour d, > 0 SS d9:

(3) P(£4~dn 7?+d,)-^(^. ^4-d,)-P^H-d,, 17)4-#(£17)^0

(UJ lim P($,i7)=l
-*•+»>

(UJ lim F(£, tj) — lim F(£, tj) = lim F(§, tj) = 0
—>■—oo £ —►—oo tj —>—oo

Dósignons par Pt(£), P2(i/) respectivement les lois de proba- 
bilitś de x resp. y.

On a:
Pi (£) = Hm P(£ 17)

►4-°°

P»fr) = lim P(£ *?)
J->+oo

Nous dćmontrerons 1'inegalite:

(5) | P($+ a, 17 4" £) - P(£ i?)| 1Ft (^ + «) - P, (i)| +
4-|P,(i7 + ^)-P2(i7)|.

On a :

(6) I P(| 4- a, Tj + /?) - P(£ Tj) I S | P(£ 4- «■ *1  4- - P (£ 4- «, »?) I +
4- |P(£ + «, <7) — P(£ ^l-

L’inógalitć (3) conduit h

(7) |P(i 4- a, Tj 4- P) - P(g 4- a, ,7)1 S |P,(i7 + 0) - P2(i?)|

(8) |P(£ 4- a, 17) - J?& i?)| S |P, (| 4- «) - P, (£)|
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(6),  (7), (8) entrainent (5). En faisant tendre a et (3 vers -f- oo on 
obtient de (5) 1’inógalitó:

(9) 1 - F(£, 1?) 1 - (g) + 1 - (,).

Considerons une familie {F (f, tj)} de lois de probabilite. Nous 
dirons qu’elle est regulićre si a tout e > 0 on peut faire correspondre 
un nombre N tel que pour toute fonction F de la familie:

(10) i_^,ł?)<£ gi

(11) F(£, V) < « si § < — N ou tj < — N.

Remarquons qu’il existe une definition analogue dans le cas 
d’une seule yariable alóatoire.

Thóoróme I. Si les familles (Fi(£)} et (Ffr])} sont reguliźres. 
alors la familie {F(£, i;)} est aussi regUlibre.

Ce thóoreme resulte immódiatement de (9) et des inógalitós 
eyidentes : Ft (£) F(£, rj} 5S Ft (»;).

2. On appelle fonction caractóristique de la loi de probabilitó 
/’(£, t]) de deux yariables alóatoires y la fonction (p^,(t', t") des 
yariables róelles t', t" dófinie par:

(12)
OO oo

q>v(f, f") = =ff e‘^+t'^ d*  F(£ t])
—oo —oo

1’intógrale & droite ótant prise au sens de Stjeltjes.
La fonction caractóristique possede les propriótós suiyantes:

(PK,) Si

(13) Zi, xt,..., x„

(14) yn y„
designent deux suites de yariables alóatoires telles que la yariable xk 
ne puisse ótre dópendante que de la yariable y*,  on a

n

IIo(15)

oh

(16)
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(IP,) si x, y sont indćpendantes, alors:

(17) ^(f,n=<p.(n^(n

(Wg) on a:

(18) 0); ^(t") = ^(0, t").

(19)

Posons pour a, <ZPt, a8 < (3,:

P(On /A , ar Pt) — (Pi*  Pt) -^(^u Pt) ^(Pn “2) “I- 7*  (an ctt)

(20)

(21) ... w „ n \ —8in ~ V ~sin ~ ł'> «1, Pt) —------------ - p ——

(22) i"

Nous dómontrerons la relation suivante:

(23)

—oo —oo

if

qui est une góneralisation aisće d’une relation analogue valable dans 
le eas d’une seule variable.

Remarquons que l’on a, d’apr6s les propriótćs fondamentales 
de 1’intógrale de D i r i c h 1 e t:

(24) r(«„ft,«„/!,) = 4{jL f
—oo —oo

sin (y — a,) t" — sin (y — fia) t" dt„\

oo oo

— j"^>x (^ ’ ®>» Pi) ^(^ ’ Ui' P*)  }■

—oo —oo
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D’autre part:

J 8in(s —«i) *'  ~ ■" (« — Pi) t'dt, = 
—OO

*) P. Lóvy, Calcul des probabilitós, 1925, p. 192.

= i J sin (*  ~ *'  ~sin ~~ t' dt’ I
—oo

oo
I J‘ cos (x

—oo

—oo —oo

et pareillement:

(26)
-oo

(25)

it'

a^t' — cos (x — 0j)t' df =
it'

it' it'

t" it"

f

II fant introduire dans la formule (24) les expressions (25), 
(26) et intervertir 1’ordre d’integration. operation dont la lógitimitó 
se dómontre aisóment. On obtient alors (23).

Plus gónóralement 1’intógrale double figurant dans (23), prise 
entre les limites — N <Z t' < — N <C.t" <iN peut ótre reprósentóe
par 1’espćrance mathómatique de Fintógrale double figurant dans (24) 
prise entre les mómes limites.

M. P. Lóvy a dómontró que dans le cas d’une seule yariable 
alóatoire la correspondance entre la fonction caraetóristique et la 
loi de probabilitó possóde un caractóre de continuitó, en vertu du 
thóoróme suiyant *).

Si pour une suitę x17 de yariables alóatoires on a:

(27) lim qp («) = 
n-+oo

uniformóment dans ehaque interyalle fini et si <p(t) est une fonction 
caractóristique d’une yariable x, admettant la loi de probabilitó to
tale continue F(g) alors la loi de probabilitó totale de x„. tend uni
formóment vers F(g).
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Ce thóoróme a etó ćtendu aux cas de deux suites de variables 
alćatoires par M. Romanowskij i), dont la dómonstration ne difffere 
pas essentiellement de celle de M. L ó v y.

Je me propose de dćmontrer un theoróme sur les fonctions 
caractćristiques, qui peut śtre considóróe eomme une nouvelle gćne- 
ralisation du thóorćme citó de M. Lóvy.

Nous dirons que la suitę de fonctions aa=l, 2,...
est presgue egalement continue, si a chaque e>0 on peut faire cor- 
respondre des nombres N(e) et £(e)>-0 tels que les inćgalites:

(28) n 2V(e) ; 1^ — x2| < £(e)

entrainent:

(29) IZ.(*i) —/«(*»)!<  «•

’) Romanowskij, 1, c.

Thbortunc II. Soient: {xn}, {yn}, {#„}, {yn} des suites de oariables 
aliatoires, Fn(^, a;), F'n(^, p) les lois de probabiliti totale de x„, y, et 
de xn, y„ respectioement, <p.nyn (i', <"). i") ^es fonctions carac-
teristigues correspondantes, F„iff), F„ti(tj), Fń^ff). Fńfp) ^s lois 
de probabilitis de xn, y„, x„, y„ respectwement. Supposons remplies 
les conditions suwantes:

(^i) lim i") — *")]  = 0
n—>oo

uniformiment dans tout domaine borni des oariables f, t".

(Z2) Les guatre suites; (£)}, {^(a?)}, (£)}, {■Fń.aO?)} sont
presąue igalement continues.

(Z3) Une des suites; {Fn(£, a/)}, {F'„(lż, a;)} formę une familie reyuliire.

Alors on a:

(30) lim[A;(i>a?)-f;'(^a?)| = 0
n —>oo

et cela uniformćment.
Dćmonstration. Evidemment il suffit de dómontrer que l’on 

a uniformóment:

(31) lim [F„(aI, a2> &) ^n(ai, A, A)] = 0
71—>OO

P„(o1, a2, /?2) et P„'(ai, a2> A)] ótant dćfinies par (19) oh l’on
a remplacó F(£, a;) par Fn($, p), F'n(f, p) respectivement.



30

Soit N un nombre positif arbitraire. On aura:

(32) Pn (an /Jj, a2, /?2) P„ (an ct2, /L) — 
oo oo

=4^ffW’ ł" M {,,) - (*'-  H] dt‘dt"=
—oo —oo

, — ^N,n — ^N.n

Oń

(33) fV~„y„(ł 't '
—N —N

oo N oo oo N —N

M R-=s\f f+f J+f J+
N —cc --N N —oo —oo

—N oo oo A oo oo+ ff 4"»^(i', <h,/W a^dfdt^-slj'J+JJ+ 
-oo — N N -oo — N N

N —N -N oo

—oo —oo —oo —N

Supposons d’abord que le point de 1’espace a 4 dimensions 
aux coordonnóes an /Jj, a2, & soit contenu dans un domaine bornó A. 
Dómontrons d’abord que pour tout e > O on peut dóterminer N et 
n(e) de manióre que 1’espórance mathómatiąue de chacune des 8 in
tógrales figurant dans (34) soit plus petite que e pour la valeur de N 
dóterininóe et pour w^n(e). II suffit óvidemment de considórer 
l’espórance mathómatique de la premióre de ces intógrales que nous 
dósignerons par ^N,n '

oo N

(35) JN,„ — J ja„ 0,) i^B(t". «2, &) dt'
N —oo

(36)

il en rósulte:

(37)

II est aisó de demontrer que a, b. c ótant des nombres róels 
quelconques on a toujours 1’inógalitó:
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On a pour 0 < d •<

D’aprbs la condition (Z2) on aura pour n suffisamment grand 
et d suffisamment petit:

(39) Fa4 (a, + d) - (a, - d) < ^ > F„,, (ft + d) - - d)

donc, en tenant compte de (46):

<4°) J T+f
d 1 oo

i «i, Pi)dt' dFKfl(g)

ai—d 0i—d ff

1 e t<nS-i”=2
quel que soit N.

Mais d ćtant fixe, il rósulte de la convergence uniforme de 
1’integrale de Dirichlet pour j £ — d S | £ — /S, j que pour M
suffisamment grand on aura:

n
2f

(42) 1n
et cela quel que soit n. Donc d’aprós (40), (42) on a pour n et N 
suffisamment grands:

(43)

D’autre part N etant fixó, on aura d’apres la condition (żj) 
et en vertu du fait que la fonetion f est bornóe: /^,„->0 pour n —> oo.

En rósumó, nous avons demontró que Fon a (31) uniformóment 
dans tout domaine bornó des al} /?n as, /3S. Mais en vertu de la 
condition (Zs) on dćmontre facilement que la relation (30) subsiste 
uniformóment pour tous les y, c. q. f. d.
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Corollaire. Les conditions (Z2) et (Z,) du thóoróme II sont 
remplies en particulier dans le eas ou dans chacune des suites 
<^.,i(£)}, (Fn,i W} (ou bien i(£)}, {F^tj)}} toutes les fonctions 
sont continueB et identiques entre elles, c. a d.

(44) ^,1(§) = ^(^; ^,2(1?) = ^(»?) n = l, 2...

La condition (Zs) est remplie en vertu du thóoreme I.
D’autre part on a:

(45) gpJ/|(f) = ^(f,O)

(46) 9>.„(O = ^„(«',0) = <p(t')

et il resulte de (ZJ que <?;„(£') tend vers g>(t') Donc d’apres le 
theoreme de M. L ó v y, on aura :

(47) lim *;,(£)  = 2^)
n —>oc

et pareillement:

(48) lim Kj(^) = Ft(t]).
n—>oo

Les relations (44), (47), (48) montrent que Fon a en effet (Z2).

Remarąue. Le thóoróme II est encore valable dans des con- 
ditions un peu moins restrictives. II suffit de supposer au lieu de (Z2), 
que seulement les deux suites {FnX(£)} et {J„,3(^)} sont presque óga- 
lement Continues. Mais la dćmonstration exige des raisonnements plus 
dólicats, d’ailleurs analogues il ceux de M. Lóvy, et basós sur 
1’inśgalitó (5).

3. Soient- maintenant x, y deux variables alóatoires, F(£, tj) 
leur loi de probabilitó totale.

On sait que l’on peut introduire une fonction d’ensemble F(E\ 
dófinie pour chaque ensemble E mesurable (L) du plan et ógale 
a la probabilitó que le point alśatoire (x, y) appartienne a E.

Nous dirons que la suitę de lois de probabilite totale {Fn(g,?;)}, 
n = l,2... est presque absolument continue, si a chaque e>0 cor- 
respondent des nombres positifs: /i(e) et ó(e) tels que 1’inógalitó:

(49) Mes. E < <$(«) 
entraine pour n p(e):

(50) Fn{E')<s.
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En particulier la suitę des lois de Gauss reduites (comp. 4), 
ou l’on a |P„| < R < 1 est une suitę presque absolument continue. 
Nous considórons dans la suitę, des suites de fonctions {/„(w, »)} 
mesurables (L) et satisfaisant aux trois conditions suivantes:

(Pt) Etant donnć deux nombres: y > 0 et L„ >0 nous pou- 
vons dćterminer deux nombres positifs v(y) et a(y) tels que:

(51) Mes. fE[L — a (u, v) sg L + a]} < 7a,v

si: |L| 5S Lo et n > v(y).
(P2) La suitę {f„(u. u)} est uniformóment bornće dans tout 

ensemble borne, c. a. d. k tout ensemble plan bornś D correspond 
un nombre BD tel que la condition:

(52) u, v e D
entraine:

(53) |/n(«, v)|<Bo « = 1, 2...

(P,) La suitę {/„(£, f)} est presque ógalement continue dans 
tout domaine bornć.

Tłićoreme III. Soient {x„}, {y„}> {xn}, {y„} des suites des va- 
riables albatoires, Fn(f,ri), F'„(^if) les lois de probabilite totale de 
x„ y„ et xn, yn respectiuement, fn(u, ») une fonction des oariables 
rielles u, », Fn(f) et F'„(f) les lois de probabalite totale des nariables 
f„(xn,yn) et fn(xn,yn) respectinement, gyjt) et les fonctions ca-
racteristigues eorrespondantes.

Supposons remplies les conditions suinantes:

«?i) Hm [P„($, i?) — F'„(§,i?)] = 0
»->oo

et cela uniformement.
(Qt) Une de suites Fff, ij), Ffjf tj) formę une familie regulibre.
(Qs) Une de suites F„(f, rf), F’n(£, r/) est presąue absolument con

tinue.
(04) La suitę des fonctions {fn(u,»)} satisfait aux conditions 

(Pt), (P,) et (P8).
Alors on a

(54) lim[F„(ę)-^)] = 0
n—>oo

et cela uniformement.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 8
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Dómonstration. D’abord on peut choisir N. assez grand pour 
qu’on ait

(55)

6t

(56)

—oo — oo

oo ooa

<WWdFn& i?) - e‘WdF„(Ś, p)

—N —N

e-fn^dF^, Tl)\

ou e )> 0 dósigne un nombre donnó quelconque.
Soit |i| T, T ótant un nombre positif, arbitraire nous pou- 

vons dóterminer les nombres d(s) et n(e) de manióre que 

(57)

si |£~£i|<<5, |17—i7i|<(J, (£,i?)> (&.fh)eKM, n>n(e).
Kn dósigne le carró | x| N|y i.
Divisons KN en p3 carrós EtJ, de cbtó plus petit que 2d, et 

dósignons par (£z, rp) les coordonnóes du centre d’un carró EtJ.
Nous avons

(58)
N N p p

\ f fd^dF^^)- En(EtJ)

~^N ~^N z-1 7-1
e< 

' 8

| N N P P

(59)
\ fj'd^‘dF^ i))- W

\-N —N Z-l y-1

£
<8’

Mais on a

(60) \Fn(EtJ)-F^EIJ)\<^i i=1.2..p 1, 2...p

pour n suffisamment grand.
11 sensuit que

(61) lim [^(t) — = 0
n—>oo

et cela uniformóment dans l’intervalle |f| T.
Pour que le thóoreme II Boit applicable il faut dómontrer 

encore que les conditions (Z,) et (Z8) subsistent. En effet ayant 
donnó o>»0, nous pouvons dóterminer d’apres la condition (@2) 
un nombre M tel, qu’on ait

(62) ^(^^>1-0, |i|



Posons B = BKm (Bd dósignant la constante qui figurę dans (Pt))- 
Or, en nous appuyant sur la condition (P,), nous avons

(63) P{y„)| < B} > 1 — o.

D’autre part prenons |L|^L0 ou Lo est un nombre fixó 
quelconque. On a

(64) F„(L-\-a)—F„(L—a)^P{L —a^fn(xn, y„)^L-)-a}.

Etant donnó un nombre 2, il existe des nombres v (2) et 
y(2) tels qu’on ait

Pn(P')<2

si n )> v(2), pour chaque ensemble E' satisfaisant & la condition

(65) Mes (E') < y.

Mais en vertu de la condition (P,) il existe un nombre a tel qu’on ait

(66) Mes {E [L — a </„(w, r) < L + a]} < y, 
U,V \L\^L9

pour n suffisament grand. Nous voyons donc que

(67) P„(L+«)-P„(L-«)<2
si n croit indófiniment.

Les inógalitós (63), (67) montrent que les conditions (Z,) et 
(Zs) du thóoróme II. (comp. aussi la remarque) sont remplies.

En eonsóquence

lim [^(f)-J;'(ę)] = o.
4. Considórons maintenant la loi de probabilitó:

c. a d. la loi normale róduite avec R comme coófficient de corrólation. 
Les lois des yariables x et y s’expriment par:
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et on voit qu’elles sont indćpendantes de R. La fonetion caractó- 
ristique est:

(71)
on a:

(72)

Cette fonetion est bien definie si |1?| < 1. On peut dśmontrer 
sans peine qu’elle tend vers une limite si R tend vers 1 (ou bien 
vers — 1).

Si R—> 1, cette limite est ógale a 0 pour as ou a, ^/32, et 
a l’expression:

(73) a, = max (a,, a2), fit — min (ft, 0,)

pour > a2 et
Si 7?—>—1, cette limite est ógale k 0 pour —0,1 

a, ę-t — a2, et k l’expression (64) ou ax = max (aj, — (?2), 
fit — min (fii, — a2) pour Ą > —fit et a, < — a2.

4. Passons maintenant a 1’ónoncó 
M. Bernstein.

du thóoróme genóralise de

Soient

(1)
X1) #8 • • • 

yi, yt -- yn

deux suites de variables alóatoires. Posons:

Dósignons par 1’espórance mathómatique d'une variable x.
L’existenee de 8{x^, 8(y^ i — 1,2... etant admise, nous pouvons 
supposer sans restreindre la góneralite, que Fon ait:

(76) *(®z) = 5(y<) = 0.
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Posons:
(77) <$ (a^) = 6?; 8 (y?) = <%; 8(x{ y,) — gt

(78) 8(\x,\^ = b^- = *>0

(79)
n n n

^b^ = Bn- £gt=Gn
Z-l Z-l Z-l

n n

(80) £ = C^>
Z-l Z-l

(81) „ G'
n~VBkCn‘

Thóoreme gćnćralisć de M. Bernstein. Si les nariables (74) 
satisfont aux conditions:

(Pj) pour i^pk, xt est indipendante de xk et yk 
(V,) pour un a positif -

(82) = lim
n —>oo

alors pour ai < ft, a, < ft la diffirence entre la probabilite de l'exi- 
stence simultanie des inegalites:

(83) a, \B„ < X. < ft \Bn

(84) a2 VCn <Yn<^
et l’expression:

(85)

tend uniformement vers zero.
Dans le cas oi on aurait constamment Rn — \ (resp. Rn =— 1). 

l’expression (12) doit etre remplacee par sa limite pour R —> 1 (resp. 
pour R—>—1); comp. 4.

M. Berstein suppose que Fon a (Vj) et

M. Romanowskij suppose que l’on a (Pj), (Vs) et lim ft, =
n—>oo
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Lemme. Soit un systdme de fonctions reelles ou complezes 
{/«*(®»  y)} n— 2..., k = l, 2..., n. Supposons que Fon ait:

(86) f„k(x, y) == 1 4- ank(x, y) = 1 -f- ynt(x, y) -f- 6nk(x, y)

les fonctions ipnk, 0nk satisfaisant aux eonditions suivantes: quel que 
soit le nombre positif m, on a:

w 'Pnk ->0 uniformóment pour n —>oo, |x| m, \y

w
4-1

uniformóment pour n—>oo, |a:| |y|S=»n

(T.)
n

4-1

pour |a;| < wz, |y| < m

M ótant indópendant de n (mais dópendant en góneral de m). 
Alors on a, uniformóment pour |a?| m > |y|:

DĆmonstration. Supposons que Fon ait: |a:| 5S m \y|.
On a pour n suffisamment grand:

(88) log/,*  == log (1 4- o„*)  = o„*(l  4- a„*)  

ob |a„*|  < |<r„*|
n n n n n n

(89) yiog/„*=  yło„*4-  y<r„*a„*=
4-1 4-1 4-1 4-1 4-1 4-1

Etant donnó e > 0, nous pouvons d’apres (7i), (T,), (T^) dó-
terminer Aj de mani er e que pour w A,:

(90)

(91)

(92)

I 4-1

n.

2'^
1 4=1

n n

4-1 4-1

e
2(ATpL)



39

il en rósulte:
n n

(JLj-l)e
= 2^2(Jf4-l)

ce qui demontre le leni me.

(94) Nous aurons besoin dans la suitę de quelques inógalitós de 
Liapounoff:

(Sj) On a pour z róel et 0<(d^l:

(95) eosz< 1 —

(96) |sin« —«| <

(Ns) On a pour p, ę>0, p<q'.
(97) S(|a:|')^(|ir|’)]f

enfin:
(Ns) |a4-6|a+'’<2I+<’(|a|^4 + |fe|2+<>).

(Ą) se dómontre aisement & l’aide du dóveloppement de Tay
lor, les inógalitós (S2), (ó?,) resultent de 1’inśgalitó connue de Jen- 
sen, concernant les fonctions convexes.

Passons k la dómonstration du thóotóme gónóralisó de M. Bern
stein. Nous pouvons supposer que le nombre <5 figurant dans(V2) 
satisfait a. 1’inógalitó 0<ÓS 1. En effet, si (82) est verifióe pour 
un > 0, elle l’est encore pour tout ó < dj et positif.

La dómonstration consiste dans trois ótapes. On calcule d’abord 
X Yla fonction caractóristique des variables y=i y=- Une application 

du lemme montre que la diffórence entre cette fonction caractóri- 
stique et celle qui correspond k la loi de Gauss tend uniformóment 
vers zóro. L’application du thóoróme II termine la dómonstration.

Posons:
(98) ^(f, t")= 8{e^‘ +V^' \

(99) t").
-1
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(100)

oń

(101)

Evidemment ę>nł(t', i") est la fonction caractóristiaue de ~- 
K 

et d’apres (y,), (PF,), 0„(f, f') eat celle de
|<B, VCn 

D’apres les inógalitós (5,) et (5S) nous aurons: 

,«)=l+i
’ + W, t")i *7H 1/^' 1^7w 2V5.

/! f ApH-ó ł" r7|2+d\ni<4(|J| +|J ).
Comme 8(xk) = 8(yk) — 0, il en resulte:

(102) h = i - «{fe+Mn

Tl f 2+0 t" 1*+*(103) |^(/,r)|g4^_j 6‘2+»+

On a:

2]

donc:

(105)
4-1 ’ "

‘y}^2(irp+!<"!»)
Fc„,

la condition (71,) du lemme 
de Liapounoff donnę:

est par suitę remplie. L’inegalitó (S2)

(106)
-^n

(
2

■^(i+dna+ó

#4-
d2 c2donc d'aprós (82) on a * —>0 et de meme * —>0. La condition (7\) 
Bn

est par suitę remplie. Enfin, il rósulte de (103)

(107) 2
A-1

»(2+d) r(JH-ó)
t")| S 4 |f r4 4 |F'^—

b’4 C„’4
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l’expression a droite tend yers zóro (uniformćment dans tout do
maine bornó des yariables f, t") en vertu de (82) et la eondi- 
tion est aussi remplie. Par consóquence, comme:

(108) f 4 _|_ 2Rn t' t"

on aura d’apres le lemme

(109) lim t") — e-l = o

uniformóment pour |t'|,
Mais e~ est la fonction caractóristique de la loi

de Gauss (110), — 1’application du thóoreme II donnę par suitę 
le thóoróme fondamental.

Remarąue. II est aisó de verifier, que 1-4*  dósignant la 
probabilitó de l’existence simultanóe des inógalitós: |a;t| < L. et 
|yt| le thóoróme limite sera applicable toutes les fois qneL Ll’on a en meme temps: > 0, > 0, et 2J.,->0, la valeur de

'■'n *-iB„, C„ et G„ ótant calcnlóe dans 1’hypothese que l’on a:

|y*l ^Ln-

6. Considórons deux suites de yariables alóatoires (13). (14). 
Supposons que Fon a (76). Posons (75), (77), (78), (79), (80) et:

(Ul)

(112) = Stf) = %)]; <&> = = 5[y/(^ —c?)]

(H3) = £(*});  c)‘> = <£(?))

(114) <> = «[(^-^)ł] = M‘,-6f; = =
n *

(115) ZX/> =
/-] /-I
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Enfin pour <5 > 0:

(116) d?™

(117)
n n

; F«+™ f}™\

/-I Z-l

Considórons une suitę de fonctions: {ffu, v)} et posons:

(H8)

(119) y' _  f I l-1"

U„~B„\

VW /

F,-C,\
|/Fw )

Dósignons par F„(j;, rf) la loi de probabilitó des variables: 
et — B- par F'„(£, rj) celle des variables: et .

\Bk { Ycn /Fi^
Enfin soient F„(f) la loi de probabilitć de Zn et F'fff celle 

de Z’„.
Tlióoróme IV. Si les variables x„, yn et les fonctions f„(u, v) 

satisfont aux conditions suivantes:
(Ą) pour i lc, xt est independant de xk et yl de yk.
(Bt) = b^^df, W=df>.
(7?g) la suitę {fn(u, v)} satisfait aux conditions (Pt), (P2), (P,).

(B<)
W

\Bn D? VCnF^
(P5) II existe un d, > 0 et un d2 > 0 tels que:

m+M nww buh-W
(120) lim -n-r- = lim "---- x — lim == lim -=-?---- = 0.

/■-►oo «-»oo «-M» CJ + j />-»oo [P„(4’]’+^

Alors on a.
(121) lim[P„(Ó-^)] = 0

n—>30

et cela uniformement.
D’aprós les conditions (Rf et (Bs) les variables xh xj et de 

móme y„ y\ satisfont aux conditions du thśoreme gónóralisó de 
M. Bernstein. II en resulte (le cogfficient de corrólation ótant 
d’apres (Bj) le móme), que Fn(£, i]) —> F'„(£, tj} —>0 et cela unifor-
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mement. En outre les suites: {F„(£, ł?(}, (§,»?)} sont d’apres (Ą)
presque absolument continues. Le thóoreme III est par suitę appli- 
eable et il en rósulte (121).

Corollaire. Supposons que: x1...x„; yi-..yn dósignent respec- 
tivement les n valeurs de deux variables alóatoires x, y se pro- 
duisant dans n ópreuves independantes.

Nous admettons que y satisfait a la loi de Gauss et que x 
possóde les quatre premiera moments ćgaux aux moments corres- 
pondants de y. enfin qu’il esiste <S(|a;|4+ó) pour un d > 0.

II en rósulte que la difference entre Fn(C,) et F'n(£) d’aprós 
les notations du thóoreme prócśdent) tend uniformóment vers zćro.

Inatitut de statistiąue de l’Ecole Centrale Agronomiąue.



Sur la Structure de Fensemble des solutions cycliąues 
d’un systeme d’equations differentielles

par

W. S. Urbański
Pionki.

Soit donnę un systeme d’óquations differentielles

(1)
oń

dOCa

x=x=
Jlz--- X.j (#! , xt,..., x„)

sont des fonctions analytiques, róelles, uniformes remplissant la 
con dition

Z-l

Les yariables x1,xi<..., x„ soient envisagóes comme des coor
donnóes cartesiennes dans un hyper-espace a n dimensions; le para- 
metre t peut etre appeló le temps.

Les solutions des equations (1) jouissent alors, comme on le 
sait, des propriótós suivantes:

A) Unicitó: par un point initial a^, a$,..., a^ il passe une solution 
unique x1 (f), xt (<),

B) Les solutions dópendent d’une maniere continue des yaleurs
initiales; on peut exprimer cela comme il suit: soient x,(t) et xz(Z) 
(i = 1, 2,, n) deux solutions passant par a;’ et pour t = 0;
e et z ótant deux nombres positifs, il existe un rj >• 0 tel que la 
condition \x° — < r] entraine les inógalitós a:,(t)— | < s
pour 0 t t.

Envisageons une surface sans contact S. Pour simplifier les 
raisonnements, cette surface soit une portion ouverte d’un hyper- 
plan a n — 1 dimensions; prenons les coordonnóes de faęon que 
xn — 0 reprósente l’óquation de la surface »S'.
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Envisageons un point initial Po sur la surface Par ce point il 
passe une trajectoire reprósentant la solution des óquations (1). U 
peut arriver que cette trajectoire retourne, apres un intervalle de 
temps 6 (Po), de nouveau a un point Px de cette surface. On appelle 
ce point Px le 1-er consóquent du point Po; Po s’appelle 1’antócódent 
du point Pj. Pj peut avoir pour son 1-er consóquent sur S un 
point Pj qui s’appelle le 2-eme consequent du point Po; par ana
logie on obtient les consóquents d’ordres 3, 4,. .

Lorsąue la trajectoire issue du point Po revient a la surface S, 
un ensemble de trajectoires voisines le fait de móme (a cause de la 
proprióte B); seulement le temps du retour a la surface S varie 
de point a point, cette fonction d(P) ótant d’ailleurs une fonction 
continue de la position du point pour un voisinage de Po.

Du fait que les fonctions X sont analyliques rósulte la pro- 
priótó suivante sur laquelle est base le thóoreme a dómontrer:

C) Soient xt,xt,..., xn_x (x„ — 0) les coordonnóes du point 
initial Po et y1(y2,..., y„_i les coordonnóes de son point consequent Pv 
Alors, pour les coordonnóes d’un point Q„ (£j, ,..., assez
voisin du point Po et les coordonnóes de son point consóquent 
Qt > • • • > ł7«-i) on a la proprietó fondamentale:

Les diffórences — yt, 17, — y2,..., t]„_x — y.^ sont des 
fonctions analytiques des diffórences —xx, —xi1..., Źn-i —

Supposons que par un point Po passe une trajectoire cyclique 
telle que Po colncide avec son 1-er consóquent P2. (On peut tou- 
jours prendre une portion de la surface S assez petite pour que 
les autres points consóquents ne s’y trouvent pas).

Pour simplifier les formules prenons le commencement du 
systeme des coordonnóes au point Fo, donc

Comme Pt coincide avec P9, on a aussi
yi = y» = •. • = y„-i = o.

O11 peut ócrire pour les coordonnóes les formules

(2)
od les cpi sont des fonctions analytiques des variables róelles .

Pour qu’un point (£n • ■ •» £«-i) colncide avec son 1-er con- 
sóquent Qx (ł?2,..., il faut et il suffit que pour ce point

(i = 1, 2,..., n — 1).(3)
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ou bien

Les 2 (n — 1) óquations (3) et (2) permettent de trouver les points 
en question. Elłes eonduisent aux n—1 equations en £,■

(4) Ł-i) (i= 1, 2,...,« — 1).
Or il est facile d’ótablir la proposition suivante: Soit y(£n..., £„) 

une fonction róelle de variables róelles qui est analytique dans un 
voissinage V d’un point

Sous cette hypothóse un des deux cas suivants a lieu: 
L’óquation

est remplie par tous les points de V; ou bien 1’ensemble des solu- 
tions de cette óquation qui sont situóes dans V est de mesure nulle.

En appliquant cette proposition aux óquations (4) on a la 
conclusion suivante :

Dans le voisinage d’un point cyclique quelconque Po qui 
coincide avee son 1-er consóquent ou bien

les points cycliques du menie genre remplissent un voisi- 
nage de Po;

ces points forment un ensemble de mesure nulle. (En outre 
cet ensemble est alors nulle part dense).

Le temps du retour & la surface S, 6(P), qui reprćsente la
póriode pour les points cycliques de la catógorie envisagóe (se 
fermant au 1-er retour), est une fonction continue de la position 
du point; on peut la reprósenter, eomme t etant une
fonction continue du point; i = 0 pour le point Po.

Toutes les considórations prócódentes subsisteront, lorsqu’on 
examinera le 2-óme, 3-eme,... retour du point Po Les points de 
son voisinage engendrent les 2-ómes, 3-emes,... consóquents, auquels 
on pourra appliquer les mómes raisonnements qu’auparavant.

II peut arriver que pour un point Qo de ce voisinage le 
premier consóquent ne coincide pas avec Qo, mais le deuxifeme 
(ou troisieme,...) consóquent Q2(QS,.-.) róalise cette coYncidence.

Dans ce cas la póriode peut ótre representóe, eomme 2fl(P0)-|-r 
(ou 30(PO) + •■), ou t est une fonction continue s’annulant au
point Po.

Au moins un des cas t\ et cosidórÓB plus haut pour 
le premier retour se prósentera forcóment pour le 2-eme, 3-óme,... 
retour.
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Formulons les propriótćs des points consóquents d’ordre quel- 
conque p qui se trouvent dans le voisinage du point cyclique Po 
colncidant avee son 1-er consćquent:

Lorsque pour le p-eme retour du point choisi Po les equa- 
tions (4) sont satisfaites identiquement, tous les points d’un 

1 voisinage de ce point Pa ferment leurs cycles. (La mórne 
chose arrivera pour le 2p-óme, 3p-bme,... retour).

Dans le eas contraire, 1’ensemble des points cycliques de 
eette catógorie est de mesure nulle.

Lorsque le dernier cas a lieu pour tout nombre p, la somme 
de tous les ensembles des points cycliques correspondant aux 
valeurs p = 1, 2, 3,... est de mesure nulle. Le point Po est donc 
un point de densitć nulle relativement a 1’ensemble formó par 
toutes les trajectoires cycliques.

En vertu des considćrations ci-dessus, on peut maintenant 
formuler la proposition suivante :

Lemme. Sous les hypotbbses enoncśes au commencement du 
travail, 1’ensemble des points cycliques situćs sur une surfaee sans 
eontact se laisse dócomposer en une somme de deux sous-ensembles 
dont l’un est ouvertł) et l’autre est de mesure nulle.

Comme une consóquence immediate on peut ónoncer la móme 
propriótć des trajectoires cycliques sons la formę du tbóoreine suivant:

Thóoróme. Sous les hypothfeses ónoncćes au commencement 
du travail, les intógrales cycliques peuvent etre parta gees en deux 
catśgories de la faęon suivante: les trajectoires de la l-6re catógorie 
forment un ensemble ouvert, celles de la 2-óme catógorie forment 
un ensemble de mesure nulle (dans la variótó k n dimensions).

II est donc impossible que 1’ensemble de tous les points cy- 
cliques ait une densitó non nulle en un de ses points frontióres.

Coiiseąueiice 1. Lorsque dans tout voisinage d’une trajectoire 
cyclique il y a au moins une trajectoire non fermee, presque tout 
le voisinage de cette trajectoire cyclique se compose de trajectoires 
non fermóes.

En effet, la catógorie 1-óre du thóoreme est exclue dans ee 
yoisinage.

*) relativement a cette snrface eans contact.
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En ce qui concerne la Btructure des ensembles de la 1-ere 
catógorie, ils ont le caractere suivant. Des considórations prócódentes 
il s’ensuit facilement que dans le voisinage du point Po & póriode 0(PO) 
les points cycliques peuvent avoir pour póriodes exclusivement 
les yaleurs:

+ ę1«(P0) + Tłl) + +

oh p est un nombre fixe et les qt, q2,... sont les diviseurs de p; 
les t sont des fonctions continues et qui s’annulent au point Po.

On voit aussi facilement de ce qui prócóde que les ensembles 
des points qui ferment leurs cycles au temps k6(Pa) -|- vk, ou k<p, 
sont de mesure nulle, seulement Fensemble des points h póriode 
p6(Pt) -f- zp a une mesure positiye: il ópuise donc le yoisinage de P9 
presque tout entier.

Pour l’existence d’un domaine de points cycliques (cas il 
faut donc qu’il y ait un nombre p — ordre de consóquence relati- 
yement k une surface sans contact, pour lequel certaines equations 
deviennent identitós dans ce domaine.

Nous obtenons ainsi la suiyante

Consóąueiice 2. Lorsque dans chaque yoisinage d’une trajec- 
toire cyclique il y a des trajectoires a póriodes aliant a oo 
(6 t, k2 6Ią, oo) ces trajectoires
cycliques forment un ensemble de mesure nulle.

En effet, les cas pour les consóquents de tous les ordres, 
sont les seuls possibles.

Genóralisation 1. On peut concevoir une yariótó mótrique, 
ou les óquations (1) jouissent des propriótós A, B, C, et des formules 
analogues a. (2) sont applicables aux solutions. Le thóoróme reste 
yalable.

Gróiióralisatioii 2. Le thóoreme dómontró s’appuie sur l’hypo- 
thóse que les fonctions g), sont analytiques. Or il peut arriyer que 
les fonctions q>(- soient analytiques sans que les fonctions Xt figurant 
dans les equations (1) le soient. Nos rósultats subsisteront óyidemment 
aussi dans ce cas.

P. e. le mouyement d’un point (masse = 1) soumis a la 
force: f—— ax pour x > 0, J — — bx pour x>0, a, 6>0, a=|=&, 

doc d xreprósente par les óquations —— — = dt, se passe tout h fait
x J\x) 
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róguliórement et jouit des propriśtes considóróes dans le travail, 
quoique la fonction f ne soit pas analytique sur le plan x == 0.

Application A la mecanique. Nos rósultats peuyent trouyer 
quelque application dans la mćcanique, p. e. dans le probleme des 
trois corps. L’existence des solutions cycliques est etablie dans ce 
probleme * *).  Mais il y a aussi des „solutions asymptotiques“, c’est-k- 
-dire s’approchant, pour le temps croissant a 1’infini (t —> oo, 
ou t —> — oo), des autres ’). On s’aperęoit immćdiatement, lorsque 
cela a lieu pour une trajectoire cyclique, que les conditions de 
1’application de la „Consćquence 1“ sont róalisóes. Par consóquent, 
les solutions cycliques y forment un ensemble de mesure nulle.

*) Poincaró, Acta Math. 13, p. 122; Móthodes Nouv. Móc. Cdi. I, 117; 
pour le cas des systómes mócaniąueB a 2 degrós de libertó, voir aussi G.D. Birkhoff 
„Dynamical Systems" p. 233.

*) Poincaró, Acta Math. 13, p. 26, 225; Móth. Nouv. I ch. VII, III ch. 
XXXIII.

Birkhoff 1. c.; Whittaker „Treatise on the Analytical Dynamics" p. 389.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII.

Je tiens a remercier M. T. Ważewski pour les bous et 
bienyeillante conseils qu’il a bien voulu me donner.

4



Sur les intógrales stables non periodiąues x) des 
systemes d’equations diffórentielles

par

T. Waźewski
Kraków.

Dans une notę insóróe au prósent volume a) M. Urbański 
conclut de l’existence d’une intógrale qui est partout dense sur une 
oariótó oueerte a l’existence d’une familie non dónombrable (plus 
prócisóment de la puissance du continu) d’integrales du móme genre.

Sans conserver cette hypothhse, nous obtiendrons un rósultat 
analogue en adoptant une hypothóse essentiellement8) plus gónórale, 
a savoir que Fintógrale envisagóe est stable, non póriodique et que 
tous ses points d’accumulation sont róguliers (c.-a-d. verifient (3) 
v. plus bas). Nous procódons par la móthode de M. Urbański conve- 
nablement modifióe. Notre genóralisation róussit grace a l’observation, 
fondamentale pour nos raisonnements, que les points limites d’une 
intógrale stable non póriodique qui sont situćs sur une surface sans 
contact renferment un ensemble parfait donc non dónombrable (de 
la puissance du continu). Grace aux resultats bien genóraux de 
M. Kamke nous pouvons remplacer 1’hypothese que les óquations 
envisagóes sont de classe C1 par une hypothese plus gónórale.

Thóoróme. Considórons un systóme d’óquations

(1) (ż = i,,...,«)

dont les deuxiómes membres ne dópendent pas de t et sont continus 

’) Nous entendons par intógrale stable non póriodique du systóme (1) 
(v. plus bas) toute intógrale non póriodique yi = y,-(t), (— oo < t < -|- oo) jouissant 
de la propriótó suiyante: Si notre intógrale passe par um point yj,..., il existe 
une suitę telle que t„-»-|-oo et (*=1,•••»).

’) Notę sur les systómes quasi-ergodiques, v. ce volume p. 20 s. s.
’) Pour la justification ef. l’exemple signaló dans la notę de M. Denjoy: 

Sur les caractóristiques i la surface du tore (C. R. Paris T. 194, p. 830, annóe 1932).
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dans un ensemble ouvert £2. Supposons que par tout point de £2 
il passe une intógrale (c.-a-d. caractóristique) unique de ce systeme. 
Supposons qu’une intógrale I

(2) y/=ęp/(O, (— oo<t<4-oo, i =

de ce systfeme soit stable non póriodique et que 1’ensemble I (composó 
des points de I et de ses points d’accumulation) soit bornó et contenu 
dans £2. Supposons enfin que Fon ait en tout point de I 1’inógalitó 

n
(3) (8Ur J)-

<71
Sous cette hypothóse la familie F des intógrales stables non 

póriodiques, contenues dans I et partout denses relativement k I est 
non dónombrable (plus prócisóment de la puissance du continu). ^en
semble H des points situós sur de telles intógrales est de la secónde 
catógorie de Baire (et k la fois un ensemble Gó) relativement k I. 
L/ensemble I—H est de la premióre catógorie de Baire relativement & I.

Dómonstration. I. Choisissons, sur 1’intógrale Z, un point 
P = (yj,..., y®). Soit T la tangente A I au point P et dósignons 
par n 1’hyperplan a n — 1 dimensions passant par P et perpendi- 
culaire A T. Choisissons enfin sur n un voisinage sphórique ouvert ó? 
centró en P de faęon que S soit une surface sans contact.

On pourra facilement ótablir les propriótós suivantes des 
intógrales de notre systeme *):

*) La dómonstration peut etre dćduite des propositions suivantes insóróes 
dans le livre de M. Kamke (Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930): 
HilfBsatz 1, 2, 3, 4 (pages 204—209) et Satz 3 (p. 213) sans la propriótó y figurant 
sous b. Ces propositions y sont dómontróes pour le cas de deux óąuations mail 
elles se góuóralisent facilement au cas de n eąuations. On s’en convaicra en 
obserrant qne les dómonstrations do ces propositions peurent etre remanióes de 
faęon a óviter l’usage des polygones.

II. L’ensemble I • S est dense en lui -meme car l’intógrale Z 
est stable et non póriodique. L’ensemble Z • S est, par consequent, 
parfait.

III. La condition nócessaire et suffisante pour qu’une intógrale J 
appartienne A la familie F consiste en ce qu’il existe une suitę de 
points appartenant A Z • J et tendant vers un point de Z. Pour toute 
intógrale J de cette sorte on a I • S = J- S.

4*
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IV. Toute intógrale passant par un point de I est entiórement 
contenue dans I.

Considórons maintenant une suitę de voisinages spheriques 
ouverts Gv

Gv+iC GvQS (^=1,2,...)

centrós au point P et de rayons tendant vers zóro. Dósignons par

Kv

la zonę d’ómission de 1’ensemble Gv • I.
Les ensemblee Kv sont ouverts et partout denses *)  relati- 

vement & 7*).

*) c.-k-d. 1’ensemble des points situós sur les intćgrales rencontrant l’en- 
semble Gv. I.

’) I est partout dense relativement a I et Fon a Id_Kv.

Les ensembles Bv = K,-8-I sont aussi ouverts et partout 
denses relativement a 6' • Z *).

II rósulte de lit que les ensembles Cv = SI — Bv sont 
fermós et non denses relativement k SI. L’ensemble C—I£CV est 
donc de premióre catógorie relativement h. SI. Mais 1’ensemble S1 
est parfait; il est par consóquent de seconde catógorie par rapport 
a lui móme et possede la puissance du continu. L’ensemble

oo

R = JJbv=Ś1—C
vll

possóde, par suitę, la puissance du continu et est de seconde catógorie 
relatirement a SI.

oo

En vertu des alinóas III et IV on a H — IIKv\ 1’ensemble H 
»/>

qui constitue óvidemment la zonę d’ómission de R est donc de 
seconde catógorie relativement a Z*).  (II est clair que K est un 
ensemble Cra). L’ensemble Z — H prósente la somme des ensembles 
fermós Z—Kv non denses relativement a Z il est donc de premiere 
catógorie relativement a Z.

Or chaque point de R appartient k une intógrale de la familie F 
et inversement chaque intógrale de cette familie coupe R suivant 
un ensemble denombrable de points. R possódant la puissance du 
continu il s’ensuit que la familie F possóde aussi la puissance du 
continu.



Sur une suitę de fonctions liee aux ensembles 
plans fermes

par

F. Leja 
Warszawa.

1. Soit E un ensemble ferme et bornś de points du plan, 
n un nombre naturel fixe et
(1) 5o, 5i.---> 5»
n +1 points quelconques de 1’ensemble Ey diffćrents entre eux. 
Formons la matrice & n-f-l lignes et w-j-1 colon nes que voici

(2)

■i 5»
’ 5o-5i’"'’ 5.-C, 

g—5o , *—•£.
5i-5o’ 51-5-

z — 50 2 — 5i

dont chaque terme diagonal est ógal & 1 et le terme de la J-ióme 
ligne et la i-ibme colonne est ógal k ----- si j =|= k, z ćtant une

y— fe*
variable complexe.

Dósignons par ou £ reprósente 1’ensemble des pointa (1),
le produit de tous les termes de la j-ieme ligne de la matrice (2) 
et par C<J)(z, £)= (z, f0, £n..., f„) le produit de tous les termes
de la j-ióme colonne. On a donc pour j = 0, 1,..., n:

(3)

(4) (5.-?/)••• (&-i
(*-&r
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Le plus grand des moduleB

|L?W)|, |W)|.
oii z est quelconque mais fixe, varie avee les points (1) parcourant 
1’ensemble E et atteint dans E un minimum qui sera dósignó 
comme il suit

(5) L„(z) = min{max|Ly>(3, £)|}.
(5) U)

Paraillement posons

(6) C„(«) = min {max | C,w(z, f)|}.
<ę> w

Faisons maintenant varier n dans les formules (5) et (6). On 
obtient deux suites des fonctions nonnógatives (LB(z)} et 
dófinies dans le plan entier et lióes intimement a 1’ensemble donnó E. 
J’ai dómontró ailleurs *)  que, si le diamótre transfini de 1’ensemble E 
est positif (ce qui a lieu toujours lorsque E contient un continu 
queleonque), la suitę

m=1, 2,..., 

tend dans le plan entier vers une fonction limite, le logarithme de 
cette fonction ótant ógal a la fonction de Green d’un domaine infini 
extórieur a 1’ensemble E.

Le but de ce travail est de dómontrer que la suitę

(7) cx(«), c,(«)....... c.(2),...

jouit d’une propriótó analogue & celle de la suitę {L„(z)}.
2. J’aurai & m’appuyer dans ce qui suivra sur le lemme suiyant:

Lemme 1. Les fonctions (7) satisfont, quel que soit z, aux 
Mgalites que voici;

(8) Cn+k(z)^Cn{z)> C^z), ou n et i = 1,2,...

Dómonstration. Soit z un point quelconque mais fixe du plan et

(9) Xo, X1,..., Xn, X<+1,..., X„+t

n 4“ k -j- 1 points de 1’ensemble E pour lesquels on ait

(10) C,+*(»)  = max|C^(«,a:)|, ou {x = x9,xlt..., xn+t},

") Ce joarnal t. 12, 1924, p. 57—71.
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4’indicej parcourant les nombres 0, t,..., n-\-k. Choisissons k points 
quelconques de la suitę (9), soit a;71, xJt, xJh, et dósignons par

V(x^...,Xj^=JJ\xJit — Xjv\

le produit de tous les distances mutuelles entre ces points x). Formons 
ensuite l’expression

|(g —a?y,)(g —a;/t)... (« — x^ | *
(U) Ffo,...,^)

et cherchons le minimum de cette expression lorsque, z et k etant 
fixes, les points xM x^,..., xJk parcourent la suitę (9). En changeant 
convenablement les indices des points (9) on peut toujours supposer 
que ce minimum soit ógal a

|(z — #„+1) (z — x„+t)... (z — xn+k')|k
(12)

...... ®«+»)

L’expression (11) est donc au moins ógale & l’expression (12) quels 
que soient les indices > • • • > = w + k. En particulier, on a,
quel que soit t = 0,1,...,» et Z = w-J-l,..., n1’inógalitó

Ks-a;;) (g-a^+i) - (a-^-i) (^—a--/+i) ■■.(g--s„-Ht)|* |(*-g« +i)-C?-*«+*)!*
V(Xn+l > • • • » x/i+t) ’F(*„  •*714-1  •»•••? xl—1, •łJZ4-l • • • •, ^»4-Jk)

(Toń rósulte 1’inógalitó suivante:

________________ |g — a?z|* __________________  
|(xt — a:n+1)... (xt — (xt — x/+1)...(X/ — «„+*) |

>__________I*  —*/|* __________
— I («/ — x„+i) -(xi — xi-i) (xi — ®z+i)— (®/ — ®»+*)  I ‘

En la multipliant membre k membre par T— ---- ; = ,— ---; on\xl — xl\ \xt — Xi\ 
obtient 1’inógalitó que voici

!* —»/!*  ________ l8~ ^1* _________________________
I («r-®M-i) - («/-«»+*)! — I ... (a>r-«z-i)(»r-«H-i) - (xi~*n+»)  1

qui peut ótre ócrite, d’aprós la notation (4), comme il suit 

(13) \W(z,xlt x*+l ) • • • > *«+*  )| | W (z, xh *»+*)!•

’) Si k = 1, poaoni V(a57l) = 1.
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Cette inógalitó a lieu quel que soit i = 0, 1,..., n et Z = «4-l,... 
..., n + A.

Cela pość, considórons les n 1 points xt, xt,..., x„ de 
la suitę (9) et supposons que 1’indice p n soit tel qu’on ait 
C?” (s, a:0, ...,»,) | = max | C™ (z, a>0, |.

(J)
D’aprós (6) on aura

(14) |Cj'0(z,a:0,Sj,..., a?B)| CB(z)
et d’aprós (10) on a

Ci+itC2) = 5 • • •; a'»+*)

d’oii, en tenant compte de 1’identitó
^0 5 •&«+*)  = xt< xlf-t xn) ' ClP\z, xpj #„+>,•••, •*'»+*)>

on obtient en vertu de (13) et (14) 1’inógalitó (8). Le lemme est 
donc dómontró.

Lemme 2. Les polynómes (4) satisfont, quel que soit z et 
f = {f#, fi, • • •, fJ, * Uquation

(15) C<°>(z, ?) + 0<ł»(z, ?) + ...+ C<->(z, f) = 1.
Dómonstration. Etant donnó n -|- 1 points diffórents quelcon- 

ques f0, fi,..., fn, formons le dóterminant de Vandermonde

f(?o, ft,..., f.) = icr, fr1,..., &, i| = - Q-

D'apres les propriótós connues de dóterminants on a, quel que 
soit z, l’identitó

F(f0, f,,..., fB)=|(fc-z)", fT1,-, f/, 1|
d’ou Fon obtient, en developpant le dernier dóterminant par rapport 
aux termes de la prómiere colonne,
F(fo,..„ f.) = (f, - x)n’V(^,..., ę,) - & - z)”. 7(f0, £.) +...

...4-(-ir(f--«)"-^(fo,...,f 1̂).
De cette óquation rósulte l’óquation (15) car on a, quel que 

•oit j = 0,1,

E(fo,...,&-i,U,-,f.) _ ____________ (~ 1/_________ __
E(f0, fi,--, f„) (fy-fo)...(fy-f>-i)(f>-f/+i)...(f/-f,r
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3. For mon a maintenant la suitę suiyante

(16) k <?«(«), oi n—1,2,...

Je vais dómontrer ce que voici:

Thóoróme. Si le diambtre transfini de fensemble E est positif 
la suitę (16) tend dans le plan entier vers une fonction limite 
(partout finie).

Dómonstration. Je dis d’abord que les termes de la suitę (16) 
sont positifs quel que soit z et n. En effet, soit x9,x1,..., xn une 
suitę de n + 1 points de Fensemble E pour lesquels on ait

C,(a) = max|CP(ą x)|, ou a: = a^,..., a>„).

D’aprós le lemme 2 on a Finógalitó

1 = | Cn}(z, x) + C™(«, x) +... + C™ (z, x) I <£ (n +1) • max | CJfi(z, x) |,
U)

d’oń il rósulte que

Je dis maintenant que la suitę (16) est uniformóment bornóe 
dans chaque domaine bornó du plan. En effet, considórons les 
points (1) de Fensemble E et dósignons par Ay(z, 5) le polynóme 
suivant
Afiz, £) = (z —£,)...(z — (z — C+i)j = 0, 1,..., n. 

Lorsque les points (1) varient arbitrairement dans Fensemble E le 
plus petit des modules |d0(f0£)|, |4(f1( £)|,..., |4„(£,, £)|, oi n 
est fixe, reste bornó et atteint dans E un maximum qui sera dósignó 
par A„. On a donc

4 = max {min |Ą(£y,£)|}.
<5) O)

n___

Or, la suitę {^4} est convergente *)  et on a

lim k4 = d(.E),

ou d(E) dósigne le diametre transfini de 1’enBemble E.

') Ce journal t. 12, 1934, p. 29—34.
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Soient y0, 36., » +1 points de E tels pour lesąuels on ait

4„ = min|4(yy,y)|,
(»

oii y dósigne la suitę {y0, yi, ■ ■ •, y*}-  D’autre part, soit D un do- 
maine bornó quelconque du plan. Dósignons par R le diamótre 
(proprement dit) de 1’ensemble D-\-E donc, d’aprós les formules (4) 
et (6), on aura quel que soit z dans D

*) Ce joumal t. 12, 1934, p. 63.
’) Voir aussi: Bulletin de l’Acad. Polon. des Sc. et des Lettres, Serie A, 

1933, p. 281—289.

et par suitę

(18)

C„(z) :g max
(A

II s’ensuit que la suitę (16) est uuiformóment bornee dans le do- 
n__

maine D car la limite de la suitę est, d’apres l hypothóse, positive. 
Notre thóoróme est une consóquence immódiate des inógalitós (8),

(17),  (18) et de la proposition suivante demontróe antórieurementŁ): 
Si les termes d’une suitę a2,..., sont positifs et

satisfont aux inógalites

«»•«*>  Pour net *=1,2,...
n_

la suitę tend vers une limite (finie ou infinie).
Observons que la fonction limite y(z) de la suitę (16) satisfait 

dans le plan entier a 1’inógalitó y(a) > 1, ce qui resulte de l’inó- 
galite (17). De la móme propriótó jouit la fonction limite de la 

n____
suitę {|/L„(2)}. II se pose la question de savoir si ces deux fonctions 
sont identiques *).



Les systemes lineaires d’equations aux derivees 
partielles.

Etude speciale du cas de deux equations a une inconnue
par

Maurice Janet 
Caen.

,1’ćtudie surtout, dans le present memoire, les systfemes de deux 
ćquations linóaires aux dćrivćes partielles, il une fonction inconnue 
de n variables independantes; je caracterise ceux dont la solution 
dópend de fonctions arbitraires de n—1 variables, et, parmi les 
autres, ceux pour lesquels les conditions de compatibilitó peuvent 
s’exprimer par une seule relation. J’ai ćtó naturellement amenó 
ii encadrer cette etude dans une autre, d’ordre plus gónóral, et j’ai 
prćcise a cette occasion des notions et des rósultats qui me semblent 
fondamentaux et qui ne semblent pas avoir fait jusqu’ici l’objet 
d’aucun exposó. D’autre part, 1’origine de cette ćtude ćtant dans un 
rósultat d’ordre particulier indiquć par M. Hadamard au Congr&s 
de Zurich (1932), j’ai indiquó une gćnóralisation naturelle de ce 
resultat (relatif aux óquations linóaires a premier membre dócom- 
posable).

Certains des faits exposós ont ótó brióvement indiquós dans 
une Notę des Comptes-Rendus ’). Je rappelle ici, eomme dans cette 
Notę, qu’une dómonstration du rósultat de M. Hadamard, ainsi 
qu’une gćnćralisation (moins complete, il est vrai, que celle qu’on 
trouvera ici) avait ćtó donnće autórieurement par M. G. C e r f *);  
la móthode de M. G. Cerf, qui se rattache & ses beaux travaux 
sur les óquations aux dórivćes partielles, est essentiellement limitóe 
au cas de deux variables indópendantes.

>) C. R Ac. Sc. t. 198 p. 1565. 30 avril 1934.
’) C. R. Ac. Sc. t. 197 p. 892 23 oct. 1933.
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J’utilise A plusieurs reprises un important resultat de Riquier 
relatif a l’invariance ]) du „degró de gśnóralitó“ entendu convenable- 
ment: nombre maximum 2 des arguments des fonctions arbitraires, 
nombre p des fonctions arbitraires de 2 arguments.

Je me suis attachó a donner des exemples typiques des divers 
cas que j’envisage, et j’ai cru utile de traiter l’un d’eux en detail. 

Chemin faisant, j’ai trouyó des rósultats, qui figurent en quelque 
sorte k titre d’auxiliaires dans ce mśmoire, mais qui me semblent 
avoir quelque intórót par eux mómes (thćorkme du n° 5, sur la 
formę caracteristique relative a une condition de compatibiliti; theoreme 
du n° 3 sur les dioerses relations de compatibiliti relatiues d un meme 
systime).

Je ne rópótćrai pas que je me bornerai, dans tout ce qui suit, 
aux ćquations aux dćrivćes partielles lineaires, et que toutes les 
fonctions qui interviendront seront supposćes analytiques.

1. Donnons-nous autant d’iquations que de fonctions inconnues, 
et źcrivons, a la maniere habituelle, dans les premiers membres les 
termes contenant les inconnues et leurs dórivdes, dans les deuxiómes 
membres les termes connus:

(1)

w(ł) oCi &=1, 2,.,., N dćsigne les N fonctions inconnues, alt aa,...,a„ 
affectós comme indices inferieurs k une fonction u indiquent des 
dórivations efiectućes par rapport k xly a?,,..., x„, respectivement 
Oj, a,,..., a„ fois; s prend les yaleurs 1, 2,..., N; les a et f sont 
des fonctions donnees des n variables indópendantes a?j, xa,..., xn. 
Designons par A fu) le premier membre de l’ćquation prćcćdente; 
nous supposons que n’est pas identiquement nulle, c’est k dire 
que les a ne sont pas tous identiquement nuls; nous dósignerons 
plus loin par la partie de l’expression ^t(w) relatiye k la
fonction uw.

II n’existe pas en gineral d'expressions diffirentielles lineaires Ds 
(non toutes nulles) telles que l’on ait

DsAs^0

p. 578.
*) Voir Riquier. Lea syatimes d’ćquationa aux d^rivóea partielles (G. V. 1910)
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(c’est a dire telles que l’on ait 2 Ds [As(u) — 0] quelles que soient 
i-i

les fonctions u0) um... Autrement dit le systóme (1) est com-
patible quelles que soient les f. Nous dirons dans ce cas que les 
expressions Aa... AN sont independantes '). On sait d’ailleurs que 
si le systóme (1) est susceptible d'etre mis (au besoin par un chan
gement de variables indópendantes) sous la formę de Cauchy- 
Kowalevsky, non seulement il y a compatibilitó quelles que 
soient les f mais la solution dópend móme de fonctions arbitraires 
de n — 1 yariables.

Les As ótant toujours supposóes indópendantes. il peut fort bien 
arriyer que la solution de (1) soit entierement dóterminóe, puisque 
le systóme (1) peut se róduire a un systóme d’óquations ordinaires 
ne contenant aucune dórivóe de fonction inconnue, mais ce cas 
óvident n’est pas lc seul oii la solution soit entiórement dóterminóe; 
c’est ce que montrent des exemples tels que le suiyant

| Wx»+^ —»»=/
| + «+»>= J-

dont la seule solution est

| M =/> — 9-, + 9
| v = — fv — f+g*.

>) Cf. ma Notę aux C. R. Acad. So. t. 172 p. 1637, 27 juin 1921.
«) J. de Math. pures et appl. (9e sórie VIII 1929 p. 339). J’avais traitó 

complótement le cas de trois óquations da premier ordre a trois inconnues dans 
la Notę aax C. R. que je viens de rappeler.

II serait intóressant de donner des criteres simples du degró 
de gónóralitó de la solution du systeme (1) dans tous les cas ou les As 
sont independantes. J’ai abordć prócódemment cette ótude et exa- 
minó en particulier le premier cas qui se presente naturellement 
aprós celui de C a u c h y-K o wa 1 e v s k ys); la solution dópend encore 
de fonctions arbitraires de n — 1 yariables.

II me semble tres yraisemblable que, le cas de dótermination 
complóte sur lesquels on vient dappeler 1’attention etant mis a part, 
on peut affirmer que la solution dópend toujours de fonctions arbi
traires de n — 1 yariables.

Autrement dit caracterisons le degró de gónóralitó de la solu
tion par le nombre maximum 2 des arguments des fonctions arbi- 
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traires en nombre fini dont elle dópend, et par le nombre p de ces 
fonctions arbitraires de 2 arguments (nombres qui ont une signifi- 
cation intrinsfcque, c’est a dire indćpendante de celle des formes 
„complótement intćgrables ordinaires“ *)  sous laquelle on met le 
systóme pour avoir k son sujet un thćoreme prćcis):

’) Riquier. Systimes d’equatione aux derivćes partiellea p. 578.

Si les As sont indópendantes, 2 ne peut etre infbrieur a n — 1 
que si, d la fois, 2 = 0 et y = 0. (theoróme T).

Nous verrons plus loin (n° 9) un modę de dćmonstration de 
ce theoróme dans le cas oii tous les a sont des constantes.

2. Supposons maintenant que, dans les equations donnćes, on 
envisage peut-etre plus d’inconnues qu’il riy a d’equations. On pourra 
recrire le systeme (1) ou s prend encore les valeurs 1, 2,...N, mais 
oii k prend les valeurs 1,2,... N, N-f f..., Np avec p^O. 
Supposons, eomme prćcódemment, qu’il n’existe pas d’expressions 
diffórentielles linćaires D, (non toutes nulles) telles que l’on ait

s-N

^DsA,^0
f-1 

j-N 
(c’est a dire telles que Fon ait 2 Ds Afu) — 0 quelles que soient 

s-l
les fonctions u<nw(2)... uw+/’)). Nous dirons encore que les expressions As 
sont indepeudantes. Le systeme d’óquations donnees aux inconnues u 
est compatible quelles que soient les f. Les yćtant donnees, p des fonc
tions u, et pas plus de p, pourront etre prises arbitrairement. Autre- 
ment dit pour le systeme aux (N-{- p)-{- N fonctions inconnues

. u^N+p\ fi...fN, les nombres caractóristisant le degró de genć- 
ralitó de la solution sont 2 = n p—N-fp', ce fait s'aperęoit 
immódiatement puisque dans un tel systeme on peut choisir arbi
trairement tous les w, soit N-\-p fonctions de n arguments, et que, 
alors, les f sont enti^rement determinóes.

II convient d’ajouter que les p fonctions w que Fon peut choisir 
arbitrairement. ne sont pas toujours p quelconques des N-\-p fonctions u. 
C’est ainsi qu’en supposant N = p = 1 et tous les coefficients de Am 
identiquement nuls, on ne pourra óvidemment pas se donner arbi
trairement wu). Grace a un changement óventuel de numórotage des 
fonctions u, on a le droit de supposer que l’on peut choisir arbi
trairement u(N+p} : en faisant passer dans les deuxifemes 
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membres les termes qui leur sont relatifs, on trouve dans les 
prómiers mómbres N ezpressions differentielles indópendantes, aux N 
inconnues u(1) m<2). .. ww.

3. Considórons maintenant (avec des notations analogues) un 
systeme de N óquations a. N p inconnues (p soit ógal a zóro 
comme dans 1, soit supórieur ou ógal & zero comme l’est p dans 2) 
dont les premiers membres ne sont pas independants.

Supposons que les premiers membres de N — 1 d’entre elles, 
par exemple A2...AN^1, soient independants.

II existe donc quelque relation
S-N 
£ Ds As = 0

mais il n’en existe pas d’analogue oii DN soit nulle.
Autrement dit, il existe N expressions differentielles Z), Z\... DN, 

telles que
s«=N s^N s—N

£d,a?=o... ^dsa^=g
1-1 1-1 r-1

mais il existe pas de systeme d’expressions D satisfaisant aux 
mómes relations et tel de plus que DN soit nulle. Nous avons le 
droit de supposer (voir fin du n° 2) que les portions de Aj A2... AN_t 
relations a m(i)u(2)... ww_1) sont indópendantes.

Cela pość, imaginons qu’il existe entre A[^ A^-\.. Affl une 
relation diffórentielle vraie pour toutes les yaleurs 2 = 1, 2,..., N—1

s—N s—N 3—N

£a,AW=O = 0 ... =

1-1 J-l s-1

Je dis que cette relation est ógalement nraie pour les naleurs 
s-N

Z = N, AT-j-1,..., N-\-p c’est & dire que l’on a aussi 2 ASAW — O S—l
pour fi = N, AT-pl...., N-\-p et qae suitę on aura aussi

s-N

A, = 0.
3-1

Considórons le systeme donnó (1) comme relatif aux N-]-p-\-N 
s-N 

inconnues u,f et supposons que Fon ait par exemple 2 A$N> 0.
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En admettant que fi, /n-i aient etó choisies, la fonction fN
s-N

ne peut etre prise arbitrairement puisqu’elle doit satisfaire & SDsfs=^ 
S—1

oi Dn est different de zero. En admettant maintenant que les /, 
ainsi que śventuellement w(A'+1\... u(X+/,) aient ótó choisies, la fonc
tion w(w) ne peut pas etre choisie arbitrairement puisqu’une certaine 
combinaison des óquations donnees fait connaitre

1-N

$—1

o u X dsAf est different de ziro. Enfin les f et u(N), u(N+1),..., ww+p) 
»-i

ćtant supposees choisies, aucune des fonctions restantes 
ne peut etre choissie arbitrairement puisqu’elle satisfont en particulier 

un systeme de N — 1 óquations indćpendantes (voir la dśmon- 
stration du n° 2; cas de p = 0). Au total la solution du systbme (1), 
consideró comme relatif aux N-[-p-]-N fonctions inconnues u, f 
dćpendrait tout au plus de

N— 1 +p

fonctions arbitraires de n nariables. Or on peut dans ce systóme 
choisir arbitrairement toutes les fonctions w soit N-\-p fonctions 
de n variabl.es; les f s’en deduisent immódiatement. La contradiction 
trouvóe dómontre le fait annonce.

Exemple (relatif au cas le plus simple N — 2, p = 0).
Soient X Y deux expressions differentielles linćaires telles que

XY—YX=i
fnar ex X W m oil a‘a> \ s
|pa Y(u)=uy + abyu b„by\ J'

On aperęoit entre X, Y les relations distinctes

| (A'ł'-j-l)(I)-r(F) = 0
| K!(X) — (YX— 1)(Y) = 0.

Le thóoreme prścódent appliquó au systeme

X(u) + HW
E(«) +

variabl.es
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oii H, K sont des expressions differentielles quelconques montre 
que si Fon a identiquement c'est d dire quelle que soit v

(XK4-1) [H(V)]-Xł [£(*)]  = 0

*) Nous conrenons de dósigner pour abróger, dana le próaent mómoire, par 
genre d’une fonetion arbitraire le nombre des arguments de cette fonetion.

5

on aura aussi, quelle que soit v,
K»[H(v)] — (YX — 1) [XT(v)J = 0.

Ainsi, bien que Fon ne puisse pas reduire d une seule (cf. n*  10) les 
conditions de compatibilite du systeme

( *(«)=/  
I Y(u)=g

ces conditions de compatibilite ont entre elles une parente assez intime pour que si Punę d’elles est condition de compatibilite d'un autre systbme
I !?(*)=/
I W=9les autres le soient aussi.

4. Attachons maintenant notre attention aux systfemes „sur- 
abondants“ les plus simples, a savoir les systemes de deux equations 
A une fonetion inconnue; nous ecrirons ces ćquations

V „(01.0*..., a„) M _ f
u **aia»  - an J

a

2 = 9' 
fi

Nous dśsignerons leurs premiera membres par A (w), B(m) et 
leurs ordres par p, q (p, q~^ 1).

Nous nous proposons d’abord de caraotóriser les cas oii, pour 
le systóme sans second membres, le nombre 2 est egal a n— 1, 
autrement dit oii la solution depend d'arbitraires du „genreu *)  le plus grand possible. Ces cas devront comprendre ceux oii A, B sont 
de la formę A'(C), A', B', C śtant des expressions diffśren-
tielles dont la troisieme est au moins d’ordre 1.

Rocznik Pol. Tow. Matom. T. XIII.
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Considórons le systeme

I 4(w) = 0
I

oh u et g dósignent deux inconnues. Pour y satisfaire, on pourra 
choisir d’abord u satisfaisant h la premióre equation; la seeonde 
donnera g. La solution depend donc de fonctions arbitraires de n — 1 
arguments, en nombre p.

Si nous commencions par former les conditions Ct auxquelles 
doit satisfaire g pour que le systeme des deux equations, oh w est 
la seule inconnue, soit compatible, u s’obtiendrait en fonction de g 
avec le degró d’indótermination móme de la solution du systóme 
sans seconds membres

1 4(«) = 0
| B(w) = O.

Les cas qui nous intóressent sont donc ceux ou la solution 
generale de Ct depend d'arbitraires soit de genres seulement inferieure 
d n — 1, soit de genre egal a n — 1 mais en nombre inferieur d p.

Supposons les yariables choisies de maniere que les multiplicites 
xn—x°„ ne soient pas caracteristigues (au yoisinage de 
pour 21 = 0. Cette óquation sera rósoluble au yoisinage de xQ1x%...xflx°„ 

Sp u (ce dernier ótant arbitraire au yoisinage de par rapport a -—-f 

autrement dit est normale en x„. II rósulte d’un thóoróme que nous 
dćmontrerons plus loin (n° 5) que l’une au moins des consóquences 
de Cg est normale en x„ autrement dit l’une au moins de ces consi- 
guences Pg, supposee d'ordre P, est rósoluble (au yoisinage du point 

3pq
indiguó) par rapport a Cela ótant, nous montrerons que la

condition cberchóe est que l’une au moins des consóquences de Ct 
ne fasse interoenir gue des dóriyóes de g dont l'ordre en x„ soit 
inferieur d p.

1°) La condition est sufisante. S’il existe une consóquence de Ce 
telle que 1’ordre maximum en x„ des dóriyóes de g qui y entrent 
soit h p — 1, on en dóduit eventuellement, par dórivations par 
rapport a x„, d’autres relations, d’ordre maximum en xn h -f 1, 
h -f- 2,..., P—1; d’apres cela, au total sur x„ = a£, h au plus deBG Qfonctions q, seront des fonctions arbitraires de n — 1

3x. 3x1’
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yariables. & savoir les h premióres; les autres dópendront d’arbitraires 

de genre infóneur a. n — 1; une fois ces fonctions, jusqu’k -----
dz*  1 

compris, choisies sur x„ = x°n, l’óquation dótermine entiórement, 
d’apres le thóoreme classique de Cauchy, la fonction g de x1xi...xn_1xn. 
Le nombre de fonctions arbitraires de n — 1 yariables dont dópend g 
est donc au plus p — 1.

2°) La condition est nócessaire. Mettons Cg sous une formę 
„canonique complótement intógrable, x„ ótant la yariable de cote la 

plus ólevóe“ *).  Une des dóriyóes principales sera Soit £ 1’ordre 

minimum en x„ des dóriyóes principales; il y aura des dóriyóes 
principales d’ordres (en xn) *4-1?  *4-2,...  Les rógles qui permettent 
de fixer „l’óconomie“ des conditions initiales montrent que la solution 
dópend de k fonctions arbitraires de n — 1 yariables, d savoir les 

yaleurs de g, sur x„ = x0„ (et peut-ćtre d’arbitraires

de genres infórieurs). Si donc les fonctions arbitraires de n — 1 
yariables dont dópend la solution de Ce sont en nombre au plus 
ógal k p — 1 le nombre k est au plus ógal a p — 1, et les yaleurs 

3g S^g
de g, ne peuyent pas ótre prises toutes arbitrairement

sur x„ = x°„; les conditions auxquelles elles doiyent satisfaire s’ex- 
priment par au moins une óquation aux dóriyóes partielles aux 
yariables xl,xt,..., x„__,.

Revenons ó. un systóme quelconque de yariables indópendantes. 
Nous venons de trouyer que la condition nócessaire tt suffisante 
pour que la solution du systeme A — 0 B = 0 depende de fonctions 
arbitraires de n — 1 arguments est que sur une multiplicite non 
caractóristigue dependant d’un paramótre, de Póguation A=0f
l’expression B et ses p — 1 premióres dericees suicant une direction 
non tangente d M„_x soient lióes en vertu de A = Q par quelque 
óquation aux derinees partielles a n — 1 oariables independantes (cette 
óquation dependant bien entendu en gónóral du paramótre dont 
dópend Mnf). La condition trouyóe ne donnę pas le meme róle 
aux expressions A, B. De ló rósulte la proposition de róeiprocite:

’) Voir par exemple mes „Leęons sur les Systómes d’óquations aus dóriróes 
partielles*  G. V. 1929 (professóes a l'Universitó de Cracorie en 1926).

6*
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Si, sur une multiplicite Mn_l (dśpendant d’un paramótre), 
non caractóristiąue pour A, expression d’ordre p, l’expression B et 
ses p— 1 premieres dórivóes suivant une direction non-tangente 
& sont lióes, en vertu de J. = 0, par quelque ćąuation aux
dśrivśes partielles a n — 1 variables, on peut affirmer que rócipro- 
quement, sur une multiplieitć (dćpendant d’un paramótre) non
caracteristique pour B, expression d’ordre q, l’expression A et ses 

— 1 premiferes dćrivees suivant une direction non tangente a M'n^ 
sont liees, en vertu de 8=0, par quelque óquation aux dórivees 
partielles a n — 1 variables.

Le cas que nous venons d’etudier comprend ćvidemment celui 
ou A et B sont lióes par quelque relation

L(4) 4-HZ(8) = 0

oh M est d’ordre infirieur a p (et par suitę L dordre infćrieur h 9), 
Ce dernier cas est bien connu: la tbćorie des systemes d’ćquations 
aux dćrivees partielles a deux variables indópendantes „en invo- 
lution“ en fournit des exemples variós. En voici d’ailleurs de trós

L = 1

L = x

Pour mieux illustrer 1’ćnoncś gónóral, nous traiterons en de taił
un exemple qui n’est pas de ce type Ł)- 

Etude d’un exemple.
Posons

I P14 ~ Pi

I 8 = ptl — xt ptl

oh, comme d’habitude, 
3u

_  3*  u 
^>u‘ 3xk3xk

*) II est d'aillenrs dn type A'(C), oii C est d’ordre 1.

Nous dćsignerons la derivće totale de A, B par rapport a xk 
par Ak, B„,...
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Le calcul de — conduit A former la combinaison Bi — As -f- C'
-|- -di que nous appellerons B{'K On trouye

£<’) = Xt Piii — Xi Piii _|_ Pii _ (Xt _|_ i) pu

ce qui peut d’ailleurs s’ócrire plus simplement

a:g5t + ^ + p4,—p41.

Sur xt — x°, B et Bw peuyent śtre regardóes comme des expressions 
differentielles A trois yariables xlt xt, x3 en u et p4; mais elles ne 
contiennent pas effectivement m; elles sont donc lióes par une rela
tion au moins. On reconnait d’ailleurs immćdiatement qu’on peut 
dóduire toutes les relations differentielles entre piS—xlpil et p42—p41 
de l’unique relation:

autrement dit

En faisant dans cette óquation .4 = 0 (et par suitę As — At — 0) 
et xi — x°i, on a la relation differentielle A trois yariables entre B 
et Bt dont il est question dans 1’enonce generał.

Pour obtenir un enonc6 prdcis sur le degre d’indetermination 
des solutions du systbme Au—f. Bu—g, deriyons une deuxiAme 
fois par rapport A xi l’expression B. En utilisant les equations dejA 
ecrites, nous obtenons

(_B(1) x3B3 B) = p442 p4łl

ce qui, grace A l’expression de A, s’ecrit

■A*  4~ (,xi Pu 4“ Pt)i — (x3 Pu Pi\ — A2 -j- xs Ht H

en dAsignant pour abróger par H l’expression B{i) — xt Bt — B, de 
sorte qu’en definitiye nous obtenons 1’identite

1) A - -B) - (A - A) = o
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ou plus explicitement

(2) Xs3x —xt^i & — (-^2 -Ai) = 0.

Pour que le systeme A («)=/, B(u) = g soit compatible, il 
est ćvidemment necessaire que les fonctions f g satisfassent aux 
relations (1/, (2)' deduites de (1), (2) en y remplaęant A, B par f g. 
Supposons qu’il en soit ainsi, oii mćme simplement que (1)' soit 
vćrifiśe pour xi — x°, et (2)', quels que soient les x. Alors pour 
toute fonction u des variables a?lf xt, x3, xt les expressions

A = Au—f B = Bu — g

satisfont aux relations (l)" pour x3 (2)" quels que soient les x,
en dósignant par (1)" (2)" les relations dćduites de (1), (2) en y rem
plaęant A, B par A, B.

Donnons-nous arbitrairement sur xi = x° la valeur de u fonc
tion de x3, x3 puis, toujours sur xi = a?i, determinons pt en 
nous donnant arbitrairement sa oaleur sur la multiplicite ce une 
dimension x3 — x2 = x°, et en utilisant les relations qui donnent 
sur xi — x° les valeurs de pi3 — x3 pi3, pi3 — ptl.

u sera alors dóterminó, grace a ces donnóes initiales, u,p<, et 
l’equation A (u) —f = 0.

Les relations auxquelles nous avons astreint p3 expriment, 
si Fon tient compte de ce que Au — f est nulle quels que soient 
a?!, x3, x3, xt, que B et C sont nulles pour xt — aĄ (en appelant C 

rexpr,,.i„„

M«i. a^pri. (2)“, (A-*,  JL 

les x\ donc C est nul que)s que soit les x.

lj C= 0 quels que soient

D’ou resulte I ------ x. -- ------ II B = 0 quels que soient les x,
\C XC X.^ /

et par suitę B — 0 quels que soient les x.
En definitive la fonction u satisfait, quels que soient les x, 

au systeme A = 0 B = 0. Elle dópend d’une fonction arbitraire 
de trois variables (et aussi, dans le modę de dćtermination indiquó, 
d’une fonction arbitraire d’une variable).
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Bemarąues. 1°) II resulte de la demonstration que si deux 
fonctions f,g, des variables Xj, a:2, a;4 satisfont.

/ 3 31°) pour xi = x°t a j (jh xi <h——
3xr

-L .
/ 3 d \2°) quels que soient les a: a I ------ x3 ------- 11 (y4 — x3 g2 —
\d x d Xt^ /

f=- 0, elles satisfont aussi quels que

g = Qo
j

1

Q
_>

3a:J
Q

j

\3x,

i

soient les x h la premiero óquation. Pour essayer de le montrer 
directement, on appellera [3 et a les premiera membres des equations 

3qu’on vient d’dcrire, et on sera amenć a chercher si ne peut 

s’exprimer a 1’aide de 
de a et de ses dśrivees.
identitć:

3 xt
et des autres dśrivóes premiferes de /3, 

On sera effectivement amene a une

3
\3a;4 X* 9x2 1)r \9xt ~l3x1)'“

qui prouve immódiatement le fait próvu.
2°) Le systeme en f, g que l’on vient d’ócrire est complfctement 

intćgrable: f peut etre choisie d’une maniere entierement arbitraire; 
P*  O S'qpuis le systbme ótant rśsolu par rapport il , on peut

se donner arbitrairement sur xl — x°t la valeur de g et sur xł = x4,
(]xt — x-3 la valeur de . Le systóme ne peut donc avoir aucune d

consóquence du premier ordre; il ne peut avoir d’autre consóquence 
du second ordre que les combinaisons linóaires mómes des óquations 
ćcrites; etc.... Autrement dit on voit nettement que

a) il n’existe pas entre les expressions differentielles A, B de 
relation L(A) -f- M(B) = 0 oii l’une au moins des expressions L; 
M soit d’ordre inf&riewr d 2.

b) il existe entre A, B exactement deux relations distinctes
L, A-j-Mt B=0
La A + M2 B = 0

oii Lj, ; Lt, Mt sont d’ordre deux, a savoir les deux relations
trouyćes (et leurB combinaisons lineaires bien entendu).
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5. Nous avons admis au n® 4 que si l’óquation A(u) = 0 est 
normale en x„ 1’une au moins des conditions de possibilitó du systóme

| A(w)=0 
I B(u)=g

est aussi normale en xn. Ce fait peut ótre considóró comme une 
consóquence du suivant qui a son intórót propre et que nous allons 
dómontrer.

L’une au moins (et par suitę une infinitó) des conditions de 
possibilite du systóme

I Au = Q 
| Bu = g

a pour farmę caracteristigue une puissance de la formę caracteri- 
stigue de .4.

Formons les expressions diffórentielles linóaires

AB — BA — BU ABr—B}A ...

d’ordres respectivement au plus

P— 1+?. 2(P~ !) + ?,•••, «(p —1)4-8,...

Nous obtenons en posant A(A) — A2... A(AP) — Ap+1... les óqua- 
tions consóquences du systóme donnó

Ą(w) = A(8); Bt(u) = A2(gf,... Bn{u) = An(g)...

oii les ordres en g sont respectivement p, 2p,..., np,...
Cela remarquó, traitons le systóme donnó, aux inconnues w, g, 

en ócrivant d’abord des conditions nócessaires et suffisantes en g 
pour que le systeme en u soit compatible, puis des óquations en 
nombre fini permettant de dóterminer u en fonction de g par un 
systóme de formę canonigue en u. Dans ce dernier systeme, les 
premiers membres sont des „dóriyóes principales“ de w; chaque 
second membre peut contenir, outre des dóriyóes de u, principales 
ou parametriques, antórieures au premier membre correspondant, 
des dóriyóes de g. La diffórence (ordre en g) — (ordre en m) relatiye 
ó. une de ces óquations (E), qui sont en nombre fini, a un maximum k. 
Pour les óquations (E)' qu’on en dóduit par simples dóriyations, la 
diffórence (ordre en g) — (ordre en w) ne dópasse pas k. Substituons 
óyentuellement a quelque dóriyóe principale de w figurant dans un 
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second membre de (E, E') son expression tiróe d’une óquation de 
(£, E') et cela un nombre quelconque de fois; la diffśrence (ordre 
en <?) — (ordre en u) de l’equation obtenue ne dćpassera jamais lc. 
II en sera ainsi en partieulier pour ehaque óquation exprimant une 
deriuee principale de u a 1’aide de dśrivćes de w antćrieures parame- 
trigues, et de derivćes de g. Portons ces expressions dans les óqua- 
tions formćes prócedemment:

Bn{u) = A^(g).

Nous obtiendróns au premier membre une expression d’ordre 
au plus ógal h n(p—1) -|- q en w, et par suitę d’ordre au plus 
ógal h n(p— 1) + q + lc en g, qui ne contiendra aucune dirwće 
principale de u.

Comme nous ne pouvons avoir aucune relation entre les 
dćrivóes parametriques de w, cette relation doit ou bien se rćduire 
a une identitś, ou bien ótre une condition relative a g seule. Mais 
on peut choisir n assez grand pour que

n(p — 1) -j- q 4- lc <Z np

(il suffit de choisir n > q k); g figurera effectivement, de plus 
l’ordre en g sera n, et la formę caractśristique de l’ćquation obtenue 
sera la n'bm* puissance de la formę caractóristigue de A.

Ainsi, parmi les óquations auxquelles satisfait B(u) quand u 
est assujettie & l’equation A(w)==0, il en est qui ont exactement les 
memes caracteristigues (mais en generał avec un autre ordre de 
multiplicite) que l’equation A(a) = 0.

On peut enoncer le rósultat obtenu sous la formę suivante 
en apparenee un peu plus gćnórale:

Parmi les relations LA -|- MB — 0 qui eiistent entre deux 
expressions diffirentielles A. B il en est pour lesqueU.es la formę caracti- 
ristique de M est une puissance de la formę caracteristigue de A.

II en est naturellement aussi pour lesquelles la formę caractó- 
ristique de L est une puissance de la formę caractśristique de B. 
Mais il n’en existe pas en gćneral pour lesquelles les deux proprićtćs 
soient h la fois realisśes 1).

6. Excluons maintenant le cas, ótudió et caractórisó au n° 4, 
ou la solution de A (u) = 0 _B(u) = 0 dćpend d’une ou plusieurs

Ce point rósulte facilement de 1’etude qui suit. 

lesqueU.es
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fonctions arbitraires de n — 1 variables. Parmi les relations diffóren
tielles qui existent entre A et B. admettons qu’il en existe quel- 
qn’une L(A) Jf(B) = 0 oii Ł soit d’ordre q (et par suitę M 
d’ordre p). Pour que le systóme A(u)=f B(u) = g soit compatible, 
il est evidemment nócessaire que Fon ait

L(/) + Jf(y) = O.

Nous allons montrer que cette condition est suffisante.
Considórons d’abord le cas oii f est identiquement nulle. La 

solution gónórale du systeme aux deux inconnues u,g

( A(w) = 0
| B(u) = g

dópend de p fonctions arbitraires de n — 1 oariables, car u est 
donnóe avec ce degró d’indótermination par la premióre de ces 
óquations, puis g, entiórement, par la seconde. Commenęons par 
former le systóme Ce auquel doit satisfaire y pour que les óquations, 
en u, A(u) = 0 B(u) — g soient compatibles; une fois g choisie, 
u ne dópend que d’arbitraires de genre au plus ógal a n — 2 (puisque 
dans le cas g — 0, il en est ainsi); il rósulte de la que la solution 
de Cg dópend de p fonctions arbitraires de n — 1 oariables; or parmi 
les óqaations de Cg figurę Fóquation

3f(y) = 0

gui est d'ordre p; si quelque óquation de n’ótait pas consó- 
quence de M(y) = 0 la solution de Cg dependrait de fonctions 
arbitraires de genre n — 1 en nombre inferieur a p, ou móme ne 
dópendrait que de fonctions arbitraires de genre infórieur '& n— 1; 
autrement dit la relation M{g) = 0 suffit pour que le systeme, en w, 
A(w) = 0 B(u)=g soit compatible.

Considórons maintenant le cas gónóral (/ quelconque). Les 
conditions de compatibilitó du systóme en u

I B(«)=y

forment un systeme linóaire en fi. g sans „seconds membresu. Ces 
conditions ne peuvent avoir pour consóquence d’óquation en fi seul 
(car A{u)=f est rósoluble en m, puisque A n’est pas identiquement 
nul, pour un f donnóe quelconque, et que Fon peut prendre ensuite
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pour g la valeur prise par 2?(w)). La solution du systeme en /, g 
oh g est considćree maintenant comme 1’inconnue a donc pour f 
prise arbitrairement le mAme degrś de genóralitó que le systeme 
correspondant a f = 0, or nous venons de montrer que ce dernier 
systbme se rśduit a l’equation unique M(g) = Q et a ses consequences. 
Le systeme en /, g se reduit donc a l’equation unique L (/) 
4~ M(g) — 0 et a ses consóquences.

7. II est intóressant d’obtenir autrement le resultat qui vient 
d’ótre dórnontre. La móthode qui suit donnera, dans bien des cas, 
des renseigneinents plus complets sur le degre de gćnśralitć de 
2(w) = 0, 5(w) = 0.

Supposons les variables choisies de maniere que les expres- 
sions A et M soient „normales“ en x„. L’equation J.(m) = 0 est 

9purćsoluble par rapport a Utilisons óventuellement cette óquation 

et celles qu’on peut en dśduire par dćrivations pour remplacer 
dans B toutes les dćrivóes de w oii 1’ordre en xn est au moins p 
par leurs expressions a l’aide de dćrivóes de w oii 1’ordre en x, est 

9Binferieur a p. Opórons sur — comme nous avons opórć sur B (le

signe dćsignant bien entendu une derivation totale par rapport 
c*  xn

a x„, B ćtant fonction des xt xt... x„ directement et par 1’intermó- 
3iB .diaire de u et de ses dórivćes), puis de mćme sur y-jusqu’h 

9”-'B compns.

Nous sommes conduits a mettre en evidence p consequences 
particulieres du systeme

A(w) = 0 B(u)—g

dćduites respectivement de l’óquation jB(w) — g et de ses p — 1 pre- 
mihres dćrivśes par rapport a x„ en y tenant compte de A = 0, 
consóquences ne contenant d’ailleurs comme dórivees de w que celles 
dont 1’ordre en x„ est infórieur a p. Ces consequences (ou nous 
faisons x„ — x°) peuvent śtre considóróes comme p eguations aux 
dćrwćes partielles a m—1 variables xv x2,x„_1 auxquelles doi-

vent saiisfaire sur x„ = x° les p fonctions u,
Sx„ d xp
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Les premiera membres de ces p iguations sont independants, car sans 
cela il existerait, en tenant compte de A — 0, quelque relation diffó- 

„ 3B 3P^Brentielle en x, x«... x„. entre B, ——r, ce qui serait contraire3x„ 3xp 1
a, 1’hypothóse d’apres laquelle la solution de A=0 B=0 dópend 
d’arbitraires de genre au plus n — 2. Ces p ćguations sont donc com- 
patibles guel gue soit g. Nous pouvons mSme ajouter, sous róserve 
de dómonstration du thóoreme T indique comme vraisemblable au 
n° 1, que la solution dópend de fonctions arbitraires de n — 2 va- 
riables, ou bien est entierement determinie.

Servons-nous maintenant des fonctions de xt, x2,..., x„_t qui 
constituent une telle solution comme conditions initiales sur x„ = x° 
pour l'eguation A (u) = 0. Je dis que, si la fonction g satisfait a la 
condition M(g) = 0, la fonction u bien dóterminóe (dont le thóoróme 
de Cauchy, applique a l’óquation unique A(w) = 0, apprend l’exis- 
tence) satisfait a 1'eguatión B(u) — g.

Considórons en effet le quantite Bu — g. Elle satisfait, en raison 
des hypotheses faites, a M [B(w)— <?] = () quel que soient xu a?,,..., x„. 
D’autre part, d’aprós la manióre dont ont ótó choisies les conditions 
initiales on peut affirmer que pour xn = x°„, la quantitó Bu — g et 
ses p — 1 premióres dórivees par rapport a xn sont nulles; mais M 

c)p u
contient un terme en ; donc Bu—g est identiquement nulle.

Autrement dit M(g) — 0 est une condition suffisante pour que 
les óquations A(u) — 0 B(u) = g soient compatibles.

On obtient donc le rósultat suivant (en exeluant toujours le 
cas oh la solution gónórale de A(«<) = 0 B(u) = 0 dópend d’arbi- 
traires de genre n — 1)

1°) Si parmi les relations diffórentielles qui existent entre A, B, 
il y en a quelqu’une L(A) -f- Jf(jB) = 0 oh L est d’ordre g, la con
dition necessaire et suffisante pour que A(u)=f B(u) — g soient 
compatibles est L(f)f M(g)=0.

2°) Cette condition etant supposóe róalisóe la solution gónórale 
du systóme A(u) —f B(u) = g dópend effectivement d’arbitraires 
de genre n — 2, ou bien est entierement dóterminóe.

(1'inonce (2°) riótant itabli gue sous reseree de la dómonstration 
du thóoreme T).

8. Considórons en particulier le cas ou les coefficients des 
expressions A, B sont des constantes. La substitution a u et a ses
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du 5°i+ai+-+«„M
dórivćes x~-—x—------x---->•••» de 1’unitó et des monómesSxf 3x^' 3xp... 3x1" 1
xt,..., xp x?... conduit a deux polynomes „images11 A, B
aux n yariables xt, xt,..., xn d’ordres respectivement p, q.

Distinguons deux cas
ou bien ces deux polynomes ont un facteur commun, c’est a dire 

qu’ils sont identiques aux produits d’un meme polynome C (de 
degró ^1) par des polynomes A', B'; la solution gónórale de A(u) = 0 
B(u) — 0 depend de fonctions arbitraires de n — 1 yariables.

ou bien ces deux polynomes n’ont pas de facteur commun; la 
solution gónórale de A(u) = 0 B(u) = O dópend de fonctions arbi
traires de n — 2 yariables, ou bien est entićrement dóterminóe 
(a savoir zóro).

Ces conclusions s’obtiennent lorsqu’on cherche, a la maniere 
habituelle, a mettre le systeme J.(m) = 0 B(u) — 0 sous une formę 
canonique completement intógrable; on est amenó a faire certaines 
deriyations et certaines combinaisons linóaires a coefficients constants 
des óquations donnóes et de leurs dóriyóes.

Dans le premier cas, les polynomes images de toutes les 
combinaisons ont en facteur ć?; les rćgles qui indiquent la naturę 
des conditions initiales montrent alors que le genre 2 maximum 
des fonctions arbitraires est n — 1.

Dans le seeond cas, supposons (ce qui est realisable grace 
A un changement linóaire, óyentuel, de yariables) que le coefficient 
de xH dans 2I soit l’unitó; le rósultant des deux polynomes en x„ 
A, B est un certain polynome R non identiąuement nul en^z,... xn_x 
seuls qui est 1’image d’une certaine combinaison linóaire des óqua- 
tions 2<(m) = 0 B(tt) = 0 et de leurs dóriyóes. D’aprćs les rógles 
qui indiquent la naturę des conditions initiales, le fait que R ne contient 
pas x„ entraine que le genre des arbitraires est au plus n — 2. 
(Cf. n° 4.).

Ce point acquis, appliquons la móthode indiquóe au n° 7, mais 
au lieu de former des óquations aux dóriyóes partielles, formons 
les óquations algóbriques images correspondantes. Outre

A = xZ + ai x^i + a2 -f-... + a„

ou ah est un polynome d’ordre au plus A en (aq, xt... x„_1), donnons- 
nous le polynome 1

B* = % + • • • + ^ 
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oti les l sont des polynomes en Xt, xa,..., xn_1, image de B ou 
ćventuellement de l’ćquation obtenue entenant compte dans B de 
l’óquation 4 = 0 de manifere a n’avoir plus aucun terme ou x„ figurę 
plus de p — 1 fois.

Nous sommes amenćs k former la combinaison

xn — /? 4 = Zf> + ■ ■ ■ + zj,”

les l dósignant eneore des polynomes en xlxl...xn_l1 combinaison 
que nous appellerons puis

xn B'» - 4 = Z<’> + 4” ^r2 + • • • + Z<2)

que nous appellerons B(l\... et ainsi de suitę jusqu’&
Sur x„ = x°„ nous obtenons p ćquations aux dćrivees partielles 

independantes aux » fonctions inconnues u, des n—13x„ 3 xPn~l
variables xt xa... xni óquations linćaires a coefficients constants dont 
la solution ou bien dćpend de fonctions de n — 2 nariables indipen- 
dantes. ou bien est enttórement determinie (thćorbme T, dont la dó- 
monstration compl&te, pour le cas des coefficients constants, est ex- 
posće en supposant N—2, puis N=3). Prenons ces fonctions 
comme conditions initiales pour 4 (w) = 0; la solution de cette 
óquation satisfera en mśme temps, d’apres ce qui a óte vu au n° 7, 
a B(w) = 0.

L’ćnoncó (2°) de la fin du n° 7 pourra donc ici śtre regardó 
comme acquis des qu’on aura donnć la demonstration de (Z) rela- 
tive aux coefficients constants.

Remarąues. 1°) On a pose B** 1 = x„ B^~'} — Z}*-1* 4 pour 
4=1,2,... p — 1; appliquons cette formule a k—p. D’aprós les 
resultats prócćdents, devra n’śtre qu’une combinaison linóaire 
des _B(0), 7?*1’,..., & coefficients fonctions de xu xa,..., xn_t.
Nous allons voir que ces coefficients ne sont autres que les a, au 
Bigne pres. Remarquons d’abord que B(4) = x*B° ~l~ ct A ou ct dó- 
signe un polynome en xt xt... x„_] x„. D’ou

£<'» + a, >'-1) + ...+ a,B«» = Gr' + a1<-1-!-... + a,)B',+ P-4 
= (£• 4- P) • 4

oii P dósigne un certain polynome en xx xt... xK_axa. Mais les B 
ne contenant x, qu’au degró p — 1 au plus, et 4 contenant effecti-
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vement 1’identitó prócśdente ne peut avoir lieu que si le pre
mier membre est identiquement nul; la relation cherchće est obtenue. 
On voit de plus que P est aussi identiquement nul, autrement
dit que la relation ecrite n’est autre que

+ 2?®) 1 = 0.
2*)  Le cas ou la solution est enti&rement dóterminee est celui 

oii il existe deux polynomes a, /J tels que

*) Ou nous dómontrons, grace au rósultant, que les arbitraire* de la solution 
de = 0 5(«) = 0 sont de genre n — 2 au plus. Nous ne nous servons pas 
jci bien entendu de la fin de ce n°, ou le thóorime T est considerd eomme acquis 
dans le cas des coefficients constants.

o A —(-*■  fi B = 1

autrement dit ou les ćquations A = 0 B — 0 n’ont aucune solution 
commune. Tel est en supposant n — 2 et en employant le langage 
góometrique le cas d’une hyperbole et d’une de ses asymptotes, par 
ezemple i xt _ yl _ 1 — 0

| x — y = 0
image du systeme

1 r — t —2 = 0
| p _ q _ 0.

9. 1°) JJemonstration du thiorkme T dans les cas oii N — 2r 
et oii les coefficients sont constants.

Considórons un syst&me de deux equations a deux inconnues 
k coefficients constants sans seconds membres:

A(u) + A'(v) = 0 
B(u) 4- B'{v) = 0 

oii les premiera membres sont indipendantg.
Le thśorśme fondamental (T) n’est k dómontrer que si A, B 

n’ont pas de facteur commun: s’ils en avaient, la valeur de u, une 
fois v choisie avec les rectrictions eonvenables, dćpendrait encore 
de fonctions arbitraires de n — 1 variables. Si A, B n’ont pas de 
facteur commun, la condition de compatibilitó necessaire et suffi- 
sante du systeme en u (voir n° 6 et dćbutł) du n° 8) est l’óquation 
d(v) = 0, oii

4 = A A' 
BB'
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II nous suffit d’examiner le cas oii d(v) = 0 n’admet dautre 
solution que zóro, autrement dit od d se róduit & une constante 
non nulle.

Dans ce cas, d’apres la remarąue faite & la fin du n° 8, 
A(tt) = 0 B(u) — 0 n’ont d’autre solution que zero. Mais v etant nul, 
A'(») et B'(y) le sont, le systeme proposó n’a donc d’autre solution 
que (w — 0 v = 0).

Kemarquons que, dans tous les cas, le degró du polynome 4 
reprósente le nombre des arbitraires de genre n — 1 dont dópend 
la solution du systóme d’óquations aux dóriyóes partielles ótudió.

2°) a) Extension au cas de 3 ćquations d 2 inconnues, (dans l'hypo- 
these de coefficients constants), du resultat du n° 6.

Supposons que la solution de

A(u) + A'(») = 0

C(u) + C"(v) = 0

ne dópende tout au plus que d’arbitraires de genre n — 2. Soit p 
le nombre des fonctions arbitraires de n — 1 yariables dont dópend 
le systóme des deux premióres supposóes indópendantes. On a vu 
que si jo = O, on a nócessairement m = d = 0; il en resulte que la 
yaleur de C(w)-|-C'(®) ne peut ótre que nulle. Supposons ^>4=0, 
et supposons qu’il e.riste entre les premiers membres a, [3, y quelque 
relation

L(a) + M(fi) + N(y) = 0

ou N soit d'ordre p. Pour que les óquations

A(u) 4-A'(v) = 0

C(w) 4- C'(v) = h

soient compatibles, il est óvidemment necessaire que N{h) — 0. Je dis 
que cette condition est suffisante. La solution du systeme en u, v, h 
que l’on vient d’ócrire dópend de p fonctions de w — 1 yariables; 
car on pourra ehoisir w, v par les deux premióres seules, puis dóter- 
miner h par la troisieme. Commenęons par former le systóme KH 
des conditions auxquelles doit satisfaire A; une fois h choisie, w, u 
en rósultent avec des arbitraires de genre n — 2 au plus; la solution 
de Kh dópend donc de p fonctions de n—1 yariables; or N(h) = 0, 
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d’ordre p, fait partie de ce systeme, cela n’est possible que si toutes 
les conditions Kh sont conseąuences de N\h) = 0. Autrement dit 
N(h) = 0 est une condition suffisante de Compatibilitó du systeme.

Remarquons d’ailleurs que le cas de p — 0 peut etre englobó 
dans 1’ónonce finał.

II est aise maintenant de passer au cas genóral. Pour que les 
Aquations en u, v

A(w) +A'(v)=/ 
B(m)4-jB'(») = ^ 
C(m)+ C'(c) =h

soient compatibles, il est óvidemment necessaire que

L(/) + ^) + ^(A) = 0.

On voit comme plus haut (n° 6) que cette condition est suffisante. 
b) Demonstration du theorime T dans le cas oh N—3 et ou 

les coefficients sont constants.
Considórons un systóme de trois śquations & trois inconnues, 

A coefficients constants sans seconds membres.

GS)
A(m) + + A"(w) = 0
B(u) + B'(v) + B"(w) = 0 
O (w) 4- C'(v) + C"(w) = 0.

Les premiera membres ótant independants, le determinant

A A' A"

B B' B"
C C' Ć"

n’est pas identiquement nul; par suitę l’un au moins de ses mineurs
A A'

B B'
par exemple, ne Fest pas. Le thóoróme T n’est & dómontrer

que si la solution de

(S)t
A(w) + A'(v) = 0

C(u) 4- C'(v) = o

ne dópend que d’arbitraires de genre infórieur & n—1. D’apres ce qui 
vient d’ćtre vu (a) et d’aprós la remarque faite a la fin de (1°), il

6 Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII.
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suffit pour la possibilite (en w, v) du systóme (»S) en w, v, w donnó 
que Fon ait 4 (w) = 0. Le theoreme T n’est alors a demontrer que 
si 4 se reduit A une constante (differente de zero). Mais alors le 
systeme des ćquations obtenues en egalant A zero les determinanta 
A deux lignes et deux colon nes dóduits du tableau

i A A'
j Bff| Ć Ć’

n’a aucune solution. II en rćsulte que le systeme d’óquations (B^ 
n’a d’autre solution que w = v = 0. Mais w etant nul, A" (w) et B" (w) 
le sont; le systóme 5 n’a donc d’autre solution que u = v = w — 0.

II conviendrait maintenant de demontrer que le degre de 4 
reprósente toujours le nombre d’arbitraires de genre n — 1 dont 
dópend la solution de S, puis de passer au cas de Ar=4, et ainsi 
de suitę...

10. On peut remarquer que (en excluant toujours 1’hypothAse 
envisagće au n° 4 oii A (u) = 0 B(ti) = 0 auraient une solution de- 
pendant de fonctions arbitraires de n — 1 variables) le cas etudie 
au n° 6 ou ii existe une relation

L(A) 4- M(B) = 0

avec L, M d’ordres respectivement q = ordre de B. p = ordre de A, 
est le seul ou les relations 2(A)zt(2?) = 0 qui existent entre A 
et B puissent toutes se deduire par derivations et combinaisons 
d’une relation uniąue.

Soit 20 (A) (B) — 0 une telle relation. Le systeme en u

| A(w)=0
| B(u) = g

serait compatible sous la seule condition /ł0 (y) = 0. Or la solution 
de ce systeme aux deux inconnues (w, g) depend evidemment de p 
fonctions arbitraires de n — 1 variables, puisqu'il en est ainsi de u 
(qui n'a qu’a satisfaire A la premiAre), et que g est ensuite entiA- 
rement determinóe.

Si nous choisissons g d’abord, comme w ne dópend alors que 
d’arbitraires de genre n — 2 au plus (de mśme que la solution du 
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systeme saDs seconds membres A(u) — 0 B(u) = 0 il faut nóces- 
sairement que le systeme de conditions auxquelles g est assujettie 
la fasse dópendre de p fonctions de n—1 yariables; mais ce sy
steme de conditions se róduit a une seule óquation, il savoir /zo(y)=O; 
uQ est donc d’ordre p. Cela suffit pour que nous puissions affirmer 
que nous sommes dans le cas ótudió au n° 6.

Ce cas est en somme celui oii par la transformation g = B(u) 
l’equation A(m) = 0 se transforme en une óąuation unigue Juo(y)=O; 
cette óquation, en raison de l’hypothóse exclue (n° 4), est nócessai
rement d’ordre p.

Si maintenant on dósire un exemple ne satisfaisant ni a l’hy- 
pothóse du n° 4, ni a celle du n° 6, il suffit de se reporter & celui 
qui a ótó donnó a la fin du n° 3

| A(u) = u,fab,u , ax a I 
| B(u) == uy-f a byu bxVy\

D’apres ce que Fon vient de dire, le seul fait que nous ne 
soyons ni dans le cas du n° 4 ni dans celui du n° 6 prouve que 
les relations entre .4, B ne sont pas combinaisons diffórentielles d’une 
seule d’entre elles.

11. La consideration de systómes a coefficients constante ne peut 
donner d’exemple de la naturę de ce dernier, puisque, pour eux, on 
peut toujours ócrire la relation

B(A) — 4(5) = 0

et que en excluant le cas du n° 4, on est alors nócessairement dans 
celui du n° 6.

Mais cette relation donnę naturellement 1’idee d’envisager les 
couples d’expressions 4, B a coefficients non tous con stants pour 
lesquels on peut ócrire la relation prćcódente, expressions „permu- 
tables". A notre point de vue actuel, elle n’ont pas d’intórót par
ticulier.

Dans les deux exemples suiyants, on peut immódiatement af
firmer que l’on n’est pas dans le cas du n° 4, parce que les formes 
caracteristigues de A et de B n’ont pas de facteur commun. La dó- 
couverte d’une relation L(4)-f- M(B) = 0 (avec L ordre 2, Af ordre 1) 
entre les deux expressions A, B d'ordre 1, 2 donnóes suffit donc 
a affirmer que le systóme en u 4(w) = f B(u) = g est compatible 
dós que L (/) -|- Af(g) = 0.

6*
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1°) 4(2) +

B(«) = t + xq-\-~z.

II y a permutabilitó. La seule condition de possibilitó du systóme

P + ^z=f

OC^
«+ ^?4- z = 9

est

2°)

0.

du

I 32 . i xi\ x . y\+ + fe + ap-

A(z) = p + y<i
B(z) = t.

II n’y a pas permutabilitó. La seule condition de possibilitó 
systóme

p + y?=/

est

Dans d’autres cas, la conclusion est un peu moins immediate 
parce que les formes caractóristiques de A,B ont un facteur commun; 
mais elle n’en subsiste pas moins si l’on parvient a. former quelque 

dóriyóes succesiyes dont la formę 
ce facteur.

combinaison de A, B et de leurs 
caracteristique ne contienne plus 

Exemple.
x*tr

B(z) = s -|- xt.

Le combinaison — xB, — Ay^ t satisfait a cette condition. La 
seule condition de possibilite du systeme

r — x%t—f
s x t — g

est
/ 3*
\9xdy'~X 3y\ x
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Ainsi pour arriver & un cas bien caractśrise au point de vue 
degrć de góneralitć, nous avons śte amenes

1°) a introduire non pas 1’hypothóse particuli^re de la permu- 
tabilitó, mais bien 1’hypotbfese plus generale (n° 6) LA JIB — 0 
(avec L de l’ordre de B, M de l’ordre de A)

2°) a exclure non pas 1’bypothese d’un facteur commun des 
formes caractćristiąues de A, B. mais 1’hypothese plus particulióre 
d’un degró de gónóralite de A(u) — 0, B(u) = 0 caraetórisó par 
des fonctions arbitraires de n — 1 variables.

L’enonce suggere par la communication de M. Hadamard1) 
au Congr&s de Zurich 1932 se trouve ainsi non seulement dómontró, 
mais genćralisć dans deux directions dififórentes.

12. La question qui avait amene M Hadamard a 1’ćnoncó 
auquel nous venons de faire allusion ótait relative aux dórivćes 
partielles linćaires & premier membre dćcomposable. F{G{z)) — 0 
od A7 et G sont permutables. Elle suggfere de faire 1’application 
suivante de l’ótude qui prćcfede, application qui generalisera le rósultat 
signalć eomme vraisemblable par M Hadamard.

Plaęons-nous dans le cas oii A, B satisfont aux conditions 
indiquóes au n° 6; et considórons l’unique śquation aux dćrivćes 
partielles d’ordre p -f- ?

L (A (w)) = 0
ou ce qui revient au móme

M{B{w^ = 0.
Je dis que sa solution genirale s’obtient en faisant la somme 

des solutions generales u, v de chacune des iąuations

A(w) = 0 Btv) = 0

1’) Supposons A(m) = 0 et B(v) = 0; eomme

L [ A(u 4- «)]=L {Alu) 4- A(v)) = L (A(u)) 4~ L(A(v))=L (A(u)) —Jf (£(»)) 
on voit que

L(A(u 4- »)) = 0
2°) Supposons L[A(w)] = O; alors le systeme en v

| A(») = A(w) 
_________ | B(v) = 0

>) Congres de Zurich 1932 t. 2 p. 80 et G. Cerf. (C. K. Acad. Sc. t. 197 
p. 892 23 oct. 1933).
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est compatible; on peut donc trouver, au moins, une fonction v telle que 

(A (w — ») = 0
B(») = 0 

autrement dit un systeme de deux fonctions w, v telles que w=u-|-i> et

1 4(u) = 0
| B(®) = 0.

Par exemple, la solution gónórale de

ou, ce qui revient au móme, de

/ d2 . 5’ \
- -----k X X—i I (r — x2t) = 0\3x3y 3y2) '

s’obtient en ajoutant les solutions gónórales de chacune des equations

r — = Q =



Application astronomiąue de l’invariant adiabatiąue 
en mecaniąue einsteinienne

par

Godofredo Garcia
Lima.

Dans une brillante communication prćsentće par le professeur 
Tnllio Levi-Civita au Congres international de mathómaticiens 
róuni a Bologne on trouve deux applications remarquables & 1’Astro- 
nomie de la notion d'invariant adiabatiąue introduite en mócaniąue 
atomistiąue par le physicien hollandais Ehrenfest.

Probleme einsteinien de dem corps de masse nariable 
(Móthode du professeur Tullio Leri-Civita).

Soient (zj et ćr2 les centres de gravitó des deux corps et Go 
le centre de gravitś du system e, r la distance et M — m -|- la 
somme des masses. On aura

(1) ^Go = ”£r, GtG0=^r.

Dósignons par l et L la latitude et la longitude de Gj Gi. 
Le force vive absolue de Gx est *)

(2)
et celle de ćr2
(3) (3V’+r’*'’ + r‘cos’ZL'«].

La force vive du systóme

(4) T=^ [r'«+ r’Z'»+ r‘cos‘/L'»].

l) Tnllio Leri-Civita, Atti del Congresso Internazionale dei Matematici, 
Bologna 1928.



88

En dćsignant par f la constante de la force d’attraetion univer- 
selle, on a l’expression du potentiel newtonien

m
r(5) (7 = /

Si fon multiple T et U par une meme constante, l’śquation lagran- 
M gienne du mouvement ne change pas. En multipliant donc par------

. Wl Wij

nous aurons l’expression unitaire de la force vive et du potentiel

(6) T=~ [r'» + r1 Z'1 + r* cos* l L'«],w

(7)

de manifere que l’expression du potentiel due & M. Levi-Civita est

(8)

(9)

En

u*= (h
L’ónergie totale est donnóe par 

T— U*.

introduisant les

3 TPr~ 3r'~r'

c* r ~c* r» '

variables conjuguóes de Poisson

3T ST
p‘=~3V=rl' Pl=SL- =

aon

(io) K*=lk + 4+-^4-z2 [ rt ' r» CO82 / c*
3 /« 
c* r’

ce qui est la fontion caractćristique du systeme canonique

(U)
dpr 3H* d r 3H*dt 3r ’ d t 3 Prdpt 3H* dl 3H*dt 31 ’ dt 3pidpL 3H* dL 3H*dt 3L ’ dt 3pL

Calcul effectif de l’invariant adiabatique et consequences imme- diates.



89

4 fi*]  f M 3 /» M2----  ■>---------Z------_

Lorsque H*  ne contient pas la yariable t nous pouyons ścrire

1 r_2 ■ P? i Pt(12) 2 |_Pr + rt + r» cos21

et poser

c2

c2
ainsi que

(15)

(16) E*  =

Le mouvement moyen sera

(17) n* = 1 .c2 a
5/Jf’

De (12) on obtient p2r

(18) p8 = 2£*  + ‘^ G2 TF2
ć?2 r* r2 cos211

En posant pour simplifier

(19) G* ’ = 1 —G2 = /?2G» Cr*

on rśduit (18) a

(20)

la formę tres simple

^=2^ + ^-^ Wt 
r r r2 racos8Z’

L’aire V*  
exprimee par

(du plan r, p,) intórieure a la eourbe (20) est

(21)

en considórant i
Alors comme on a

r
V*=  f pr d r,

o

comme yariable independante de cette intógrale.

dr = r' dt — prdt.
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T

en remplaęant dans (21) r par t on a

De plus, le mouyement moyen ótant

(23)

on aura

L’óquation de Kepler differentiee donnę (a represente 1’anomalie 
excentrique, s l’excentricitó de 1’orbite)

(25) (1 — e cos a) da = n* dt.
Comme on a
(26) a (1 — e cos a) — r
ces óquations permettent de dóterminer les intógrales:

L’expression (24) prend donc la formę suiyante
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et puisąue Fon a

(33) = —(34) W=<

cl a
l espression piócódente se transforme en la suiyante

V* 
™ 2n 

ou bien
y*

= P f M a 1 ±—<?[l±cosi]±

(/Jf a)’ +/Ma - 4- 2 G cos* J ‘=0.2 L1]
— £2 'a2

<36) ^-r7®»[i+3£]-^—

En ólevant (36) au carró on peut ecrire en seconde approxi- 
mation 
<”> ?[pF

En posant

(38) + a’
. * ’

COS1 —

5

l’óquation (37)

(39)
On a

(40)

se róduit il
(/Jfa)« + l/>a-^ = 0.

et en seconde

(41)

Les

^Ma==2Tl_1 ± h + 4Pę] 

approxiination 

fMa=^[-\ ±(14-2 P<?)]. 

racines sont

(42) , i l2
COS 9 ,

i

2

(43) pr« = -^[l+P0 = -[^ + 2G

c* 1
6 2 1 •

|4 —E» '

2
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Observons que (42) est la meme que dans la thóorie classique. 
La racine exprimee par (42) est celle qui satisfait au probleme. 
Observons que Q est constant, donc lorsque a tend vers zóro M 
croit indófiniment et au eontraire lorsque a croit indófiniment M 
tend vers zóro (toujours lentement et avec une loi quelconque). Ceci 
peut nous expliquer la loi de la variation sóculaire de a avec M.

Considórant le cas i — 90° la formule (42) se róduit a 

(44)

ce qui est la formule rencontróe par le professeur T. Levi-Civita 
en traitant le probleme plan et en móeanique classique.

Le probleme des deux corps de masse yariable est de grandę 
importance en astronomie. La chute des mótforites tend a augmenter 
les m, des deux corps, donc leurs somme Jf, et il se produit le 
phónomóne ótudió par le professeur Armellini et qu’a rósolu 
complótement dans le plan le professeur T. Levi-Civita.

Lima-Peru, 1. Fóvrier 1935.



Erratum.

Pag. 92. ligne 8, [formule (44)]: au lieu de
lirę:





Sur les yaleurs asymptotiąues des integrales des 
eąuations differentielles

par
M. Biernacki 

Poznań.

§ 1. Gr. H. Hardy a ótabli *) le lemme suivant: „Si la somme 
y(x)Ą-y'(x) tend vers une limite finie lorsque x —>-f-°°, y(fi) tend 
vers cette mSme limite“. O. Perron a dómontró 2 *) ee lemme en 
utilisant la formule qui fournit Fintógrale de l’óquation linóaire 
du ler ordre et a ótendu le rósultat aux expressions linóaires d’ordre 
superieur. Ces gónóralisations ont ótó poursuivies par plusieurs auteurs. 
J’ai obtenu des propositions8) qui ótendent 1’enoncó de M. Hardy 
a certaines expressions non linóaires du ler ordre:

x) The quarterly Journal of pure and applied Mathematica 35 (1903).
’) Mathematiache Zeitschrift, 17 (1923).
•) Dans le cas de l’óquatiou algóbrique M. Michel Petrovitch a obtenu, en 

1895, des rósultats en partie plus gónóraui (cf. Memoriał des sciences mathóm. fasci
cule 48: M. Petroritch. Intógration qualitalive des óąuations diffórentielles p. 22).

<) <p(y) est donc une fonction continue.
5) On ne suppose pas nócessairement que Fintógrale tonde vers une limite

dóterminóe.
’) II rósulte des conditions 1—3 que toute intógrale reste finie lorsąue X

tend en croissant vers une yaleur finie plus grandę qu’un nombre fixe.

I. Supposons que la fonction f(x,y) satisfasse aux conditions 
suwantes :

1) f(x, y) est continue dans un demi-plan x^> a,
2) il eriste lim f(x,y) = <f>(y), uniformement pour —oo •<

x->4-oo
<y< + °°4), ____

3) lim <p(y) est nćgative, tandis gue lim <p(y) est positine 

alors toute naleur-limite y0 pour x-+ fi- oo d’une integrale y(x) de 
Tćguation y'=f(x,y) est finie et telle que <p(yo) = O5), y'(x) tend 
donc vers zero lorsgue x —> -|- oo 6 *).
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II est impossible qu’une valeur-limite de l’intógrale soit -f- oo,. 
par exemple, car en vertu des conditions 2) et 3) il existe une 
suitę de demi-droites: x > b, y = yn (n = 1, 2, 3,...), lim yn = -j- oo 

n—>oo
6ur lesquelles f(x, y) < 0, aucune intógrale ne peut pas francbir ces 
demi-droites en croissant.

Supposons qu’il existe une suitę a:,... qui tend vers -f-oo
et une intógrale y(x) telles que lim y(«„) = y0, y» &ant fini et 

n—►oo

g?(yo)=|=O, <jp(y0) > 0 pour fixer les idóes. En vertu de la eondition 2) 
il existe une demi-bandę B dófinie par des inógalitós: x~^b, 
yQ — h *S^y ^y0-f- h telle que dans B f(x, y) >- k > 0, k etant un 
nombre fixe. Si 1’indice n est assez grand et si x eroit a partir de xn 
l’on a y' (x) > k tant que 1’intógrale reste dans jB, cette intógrale 
quitte donc B et reste au-dessus de cette demi-bande, en contradiction 
avec l’hypothese faite.

Kemarąues 7).

’) Les remarąues II et III sont des róponses a des questions posees par 
T. Ważewski.

I. Si tous les zóros de tp(y) sont isolós, toute intógrale tend 
vers un de ces zóros lorsque x —> -f- oo,

II. II n’est pas possible de remplacer la eondition 2) de 1’ónoncó I 
par celle-ci: „il existe lim f(x,y) — (f>{y'), uniformóment dans tout

X—► -f-oo'
interyalle En effet, y = \x est une intógrale de l’óquation

pour laquelle <p(y) = — y.
III. II n’est pas possible de remplacer la eondition 3) de 

1’ónoncó I par celle-ci: „il existe une suitę infinie de valeurs 
zJf zt,... z„,... lim z„ — 4- oo telle que qp(z„) < 0 et une suitę 

/l->oo

ti, t2,... t„... lim tn== — oo telle que En effet, y = |/a;
«->00

est une intógrale de l’óquation

, siny sin (|^) ( 1
y =iT7

pour laąuelle qp(y) = sin u
F+7-
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§ 2. En supprimant la condition 3) de 1’dnoncó I on obtient 
óvidemment 1’ónoncó que voici:

II. Supposons que la fonetion f(x,y) satisfasse aux conditions 
suwantes:

1) f(x,y) est continue dans le domaine: x^> a, c<Zy<^d 
(c et d finis ou non),

2) il existe hm f(x,y\= <p(y), uniformiment dans chague
x->4-oo

internalle c' y d', si c <Zc' et d' < d.
Si une integrale de l’equation y' = f(x, y) reste finie pour toute 

oaleur finie de x^> a et si yQ f <Z y o <Z d) est une des ealeurs-limites 
pour a:—>-|-oo de cette integrale, on a <p(y0) = 0.

En conservant toutes les hypotbóses des ćnoDcćs I ou II 
je supposerai, dans tout ce gui suit, que par chague point du demi- 
plan x^> a ou du domaine x^> a, c <Z y <Zd il ne passe qu’une 
seule intigrale de l'equation y' = f[x, y). Je me bornerai d’ailleurs 
a 1’ćtude des intógrales qui tendent vers un zero isole y0 de <p(y) 
(dans le cas de 1’ónoncć II on suppose que e<ya< d).

§ 3. Si le signe de <p (y) passe du positif au negatif lorsgue y passe 
par y0 en croisant, il existe une infiniti d'intigrales qui tendent vers y0.

En effet, il existe des nombres b, h et h' (0<(A'<;A) tels 
que y0 soit le seul zóro de q>(y) dans l’intervalle (y0— h, y0 h) 
et que dans la demi-baude B1 dćfinie par les inógalitśs x b, 
yQ — b^ y y0 — h’ f(x, y) soit positive, tandis que dans la demi- 
bande Ą oii x b, ya b' y y„ h f(x, y) soit negative. 
Considćrons une integrale qui passe par un point Pffir]) de B1; 
lorsque x croit a partir de cette integrale croit tant qu’elle reste 
dans B,, or elle ne peut pas pónćtrer dans la demi-bandę B% et 
doit par suitę (d’apr6s les thćorfemes I ou II) tendre vers y0 
lorsque x —> -f- oo.

Remarquons que s’il existe lim -^- = (p'(y), uniformement dans 
x—►4~°o & y

un internalle (y9 — h, y0 + b) et si q>' (y0) est negatioe, les intigrales 
gui tendent vers y0 diffbrent d'une guantiti decroissante avec x gui 
tend vers zero comme ef'^'*.

En effet, soient y(x) et z(x) deux intógrales qui tendent vers y0, 
en posant z — y — u on aura:
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(1) w' = /(*, z) —f(x, y) = u |£[®,y-H(«—y)] (O<0<1)

u conserve un signe constant. par exemple positif, u' est donc 
nógatiye pour x assez grand et Fon aura dans les mómes conditions 

e etant un nombre positif arbitrairement petit. En intógrant, on 
obtient les i n ógal i t es:

«(*,) • < U(x) < m(st0) • *•>

a-a ótant un nombre fixe. Ces inegalitós precisent le sens de Fassertion: 
„tend vers zóro comme e9“'Wx“.

§ 4. Si le signe de (p(y) passe du negatif au positif lorsgue y 
passe par y0 en croissant, il existe au moins une intógrale gui tend vers y0.

II existe des nombres h et h tels que yn soit le seul zóro de 
<p(y) dans l’intervalle (y0— h, ya h) et que sur la demi-droite I)l 
oń x^b. y — y0 — h f(x, y) soit negative tandis que sur la demi- 
droite I)2 oń x~^b, y = y0-\- h f(x,y) soit positive. Les demi- 
droites Dx, 1)2 et le segment S oh x = b, y0 — h^.y ^.y0-\- h 
delimitent une demi-bande B. Considórons les intógrales issues de S 
et supposons qu’aucune de ces intógrales ne tende vers y0; lorsque x 
croit, chacune de ces intógrales finira par quitter la demi-bande B 
et rester en dehors de cette demi-bande (dans le cas de Fónóncó II 
il est possible qu’une intógrale devienne infinie lorsque x tend vers 
une yaleur finie). Nous dirons qu’un point de 8 appartient a la l®r® 
(respect. 2®me) classe si 1’intógrale issue de ce point quitte la demi- 
bande B en un point de la demi-droite (respect. Ą). II existe 
deB points des deux classes et chaque point de la 1® classe est 
au-dessous de chaque point de la 2® classe. Le point sóparatif des 
deux classes devrait appartenir a une de ces classes, c’est pourtant 
en contradiction avec le fait qu’une intógrale est fonction continue 
des conditions initiales.

On peut d’ailleurs affirmer que s’il existe (dans le cas emńsage) 
3fdes nombres b et h tels gue soit positioe pour xf>b, y0—

il n’y a gu’une seule intógrale gui tend vers y0.
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Supposons, en effet, qu’il en existe deux y(x) et «(«), en posant 
encore z — y ==u on peut supposer que u > 0, d’aprós 1’egalitó (1) 
du § 3 u' serait positive et u ne pourrait pas tendre vers zóro.

• • . 3fEn particulier, s'il existe lim -^- = gp'(y), uniformóment dans un x_>+ooc'y
internalle (ya — h, y0 -f- h) et si cp' est positive, il riya qu’une 
seule intógrale qui tend vers y0.

2fT. Ważewski a montró que si ~ riest pas positioe en tous 

les points du domaine x"> b, y0 — b <Z y <ZyQ-\- h il peut y avoir 
une infinite des integrales qui tendent vers ya.

3 fDans l’exemple de M. Ważewski il existe lim 

uniformśment dans un intervalle (y0 — A, y0 -|- h) et Fon a eependant 
ęp'(yo) = O. Voici cet exemple8):

8) Je renaercie M. Ważewski d’avoir bien voulu m’autoriser i publier 
son curieuz ezemple.

’) II eziste un polynSme unique du 3e degró qui satisfait a ces conditions. 
Cf. W. Wilkosz. Sur l’integrale fondamentale de l’dquation linżaire aux dżrivśes 
partielles du l" ordre. Ann. de la Soc. Pol. de Mat. tome 10 (1931) p. 96.
Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII.

Considerons l’óquation y' — f(x,y) oii f(x,y) est dćfinie pour 

x>l. Si |y| on poBe f(x,y) ———, si |y|^- on pose
X XX

Pour —- y — on pose

/(*, y) = y) =s a8 (x) y • + «2 (x) y«+ at (x) y + a0 (x),

le polyndme du 3e degró en y P(a;, y) satisfaisant aux conditions »);

1 oz x — 2y 2P —2 pour j, = -„ !>(«,,)=—_, ^ = —,

1 3P
pour y==-, P(x,y) = y8, — = 3y».

Pour — ; y ---- 4 on posera /(z, y) = — P(x, — y).
X X

II est clair que la fonction f(x, y) ainsi dćfinie est continue,
3 f

ainsi que sa dórivće partielle pour «>■ 1. Lorsque x-t-]-oo 

f(x, y) tend vers <jp(y) = y8, uniformóment dans tout intervalle.

7
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Pour le voir il suffit de montrer que f(x, y) tend uniformćment vers 
112 zóro lorsque x -> -f- oo et |y | Or si |y| , | f (x, y) | --
•U »C 3?

et si ron a l/MI<i + ^- Max
•V JD dr \ \

profiterons maintenant du lemme suiyant10): Si P(y) est un polynóme 
du 3e degró et si les 3

,0) W. Wilkosz loc. cit.

|P'(«)I,

~~~ . Nous
2y

nombres:
P(i)-P(«)

b — a

ne dópassent pas N, on 
£

|ap
\9v

En posant a = 

(*>«) =|>

a |P'(y)K25IV pour
, 1 •> •b — u vient:x

a:2’ | b — a | —a
|3P
Py

En appliquant le lemme on trouve que le maximum de | —

pour — sS^|y|^— tend vers zóro lorsque a;—

donc de merne avec /(ar, y).
3/

On voit en móme temps que tend vers

uniformśment dans toud intervalle. II suffit encore de

tend uniformćment vers zćro lorsque x —> oo

n . . i df dP ¥ . . .\ v df 2
' a;2 dy dy 1,1 a:2 dy x

kII est aisć de verifier que y = — en une intógrale de l’óqua-

tion considóróe si — 1 k 1, il y a donc une infinitó d’intó- 
grales qui tendent vers zćro.

9>'(y) = 3y8,

prouver que

et

§ 5. Supposons maintenant que gp(y) ne change pas de signe 
dans le voisinage d’un zero isoló ya de (p(y). Considerons les deux 
óquations:

(2) y' (*, y) ■ w (y) — <l> («),
(3) y' =ft (x, y) = <p (y) + tp (a;)
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oii ą>(y) est une fonction qui s’annule pour y = y0, qui est positive 
lorsque y y0, y0 — h V !/o + et 9U’ possede partout une 
derivóe finie. Nous supposons en outre que lim ę>(y) est nógatiye, 

___ ^-*+<=0 
tandis que lim (p(y) est positive. V>(a:) est une fonction positive et J—►—OO
eontinue pour xf> a, qui tend vers O lorsque x —> -f- oo, de manióre 

OO
que f ty(x)dx diverge. II est clair que toutes les conditions de 

a
1’ónoncó I du § 1 sont remplies pour les óquations (2) et (3) et que 
par chaque point du demi-plan x >> a il ne passe qu’une seule 
intógrałe de ces ćąuations.

L’óquation (2) possóde une infinitó d’intógrales qui tendent 

vers yQ U existe, en effet, une demi-bande: x^b, y0~h^.y^.y2— A 
(h > 0) on f2(x,y) est positive. Une integrale issue d’un point quel- 
conque du segment qui limite k gauche cette demi-bande croit avec x 
tant qu’elle reste dans la demi-bande, ft(x,y0) ótant cependant nóga- 
tive, cette intógrałe ne peut pas atteindre y0 pour une valeur finie 
de x, tend donc nócessairement, d’aprfes le thóorhme I, vers cette valeur.

Au contraire, aucune intógrałe de l’óquation (3) ne tend vers y0 
lorsque x—>-j-o°. En effet, dans la demi-bande af>a, y0—h^.y^y0-\-h 
ffx,y) est positive, considórons une intógrałe qui passe par un point 

de cette demi-bande. Si 1’intógrale ne peut óvidem-
ment pas tendre vers y0; supposons que i?<y0,tant (łue 1’intógrale y(x) 
ne depasse pas y0 -|- h Fon a y'(x) ip (x} et par suitę

X 
y^^r] + / tp(x) dx,

OO 
f tp(x)dx ótant divergente y(x) finira par surpasser yQ pour a: assez 
a 
grand, ne tend donc pas vers yn.

En rósumó, lorsque <p(y> ne change pas de signe dans le voisinage 
d'un zero isole y0 la considóration de la fonction (ppy) ne suffit pas 
en generał pour dicider s’il existe des integrales qui tendent vers yt.

7*



Ein Beitrag zur Theorie der sukzessiven Approxi- 
mationen von Picard-Lindelóf

von

St. Gołąb
Kraków.

Das Ziel der vorliegenden Notę ist einige einfache Beziehungen 
festzustellen, die zwischen dem Integral einer gewóhnlichen Differentiał- 
gleichung (4) und seinen sukzessiven Approximationen (im Sinne von 
Picard-Lindelóf) bestehen.

Um sich kurz ausdrtlcken konnen, nehmen wir folgende 
Verabredung an:

Die Funktion f(xx y...^xm\yx....^y^ gehóre in bezug auf die 
Yariablen yt zur Klasse Ck (k = 0,1, 2,...), wenn sie im Falle k=0
die Lipschitzsche Bedingung in bezug auf die Variablen y,- erftlllt, 
im Falle lc 1 dagegen, wenn sie die stetigen partiellen Ableitungen 

f
- -------—(Zy= 1,..., n) bis zur &-ten Ordnung (J= 1,..., &) besitzt. 
3 y .. 3 y ij

Wir stellen nun den Begriff des fc-ten Derivates einer Fun
ktion f(x). Unser Begriff ist nur eine unbedeutende Modifikation
jenes, von O. Perron1) eingeftthrten, und beide sind, wie man 
leicht nachweisen kann, zwischeneinander aequivalent.

1) O. Perron, t)ber Maxima und Minima und eine Modifikation des Begriffs 
der hbheren Ableitungen, Sitz, Bayer. Akad, Wissensch. (1926), 309—315.

Definition. Eine Funktion f(x), die in einer Umgebung des 
Punktes x0 erklart ist, besitzt im Punkte das lc-te Derivat, wenn es 
k -|- 1 Konstanten a0, a1? a2,..., ak von der Art gibt, dass die Beziehung

(1) /(a;o+A) = ao+a1A + ^A« + ... + |*IA* + e(A).A*

mit
(2) lim e(h) = 0 

A/0
erfullt ist.
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Man zeigt ohne Schwierigkeit, dass aus der Existenz des fc-ten 
Derivates der Funktion f(x) im Punkte x0 folgt, dass die Koeffi- 
zienten a0,...,at eindeutig bestimmt sind (a0 — f(xff) und dass auch 
das k—I-te Derivat im Punkte a?0 vorhanden ist. Man zeigt weiter, 
dass aus der Existenz der fc-ten Ableitung (Derivierten) im Punkte x0 
die Existenz des Zc-ten Derivates in diesem Punkte folgt und dass 
in diesem Falle die Beziehungen

(3) az = /w(a-o) (i = 0,1,..fc; /<«>(x) = f(x))
bestehen. Es ist also erlaubt die Konstantę a, den Wert des ż-ten 
Derivates der Funktion f(x) im Punkte at0 zu nennen. Somit ist 
der Begriff des A>ten Derivates eine Verallgemeinerung des Begriffes 
der fc-ten Ableitung. Es ist zu bemerken, dass ftir k = 2 der Begriff 
des Derivates nicht so allgemein ist, wie der Begriff der verall- 
gemeinerten Schwarzschen Ableitung. Man kann namlich beweisen, 
das die Existenz des zweiten Derivates auch die Existenz der 
Schwarzschen Ableitung mit sich bringt, wobei das Umgekehrte 
nicht der Fali ist.

Satz 1. Es sei die Differentialgleichung

w

gegeben, wo die Funktion f{x, y) in der Umgebung des Punktes (at0, y0) 
in bezug auf beide Variablen zur Ck_, gehbrt (fur k=*=l genilgt die 
Voraussetzung der Stetigkeit in bezug auf die Variabel x). Wir 
bezeichnen mit
(5) <?(*)
das einzige Integral der Gleichung (4), das durch den Punkt 
hindurchgeht und mit
(6) ę>,(x),...

die Folgę der durch das Picard-Lindelbfsche Verfahren konstruierten 
sukzesswen Approximationen (d. h. <pQ(x) ist eine beliebige, in der 
Umgebung des Punktes x0 stetige und der Gleichung
(7) 9>0(*o) = yo
geniigende Funktion, <pi+fx\ dagegen durch die Rekurrenzformel

X
(8) (f>l+,(x) = y0+J'f(s, ępz(«)) ds 

*0
definiert ist).
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Dann bestehen die folgenden Relationen :

(9) d‘<pj\ _ r^yi
[da'],.* fiir i = K2r-,J 

j = l,2,...,k.

Der Beweis gestaltet sich so einfach, dafl wir ihn nur skizzieren 
werden. I) Zunachst wollen wir bemerken, dass es die Richtigkeit 
der Beziehungen (9) fiir j = k zu beweisen gentigt, da unter der 
Annahme, dass (9) wirklich ftir j — k bewiesen wurden, bestatigen 
wir leicht, fiir ein j k, dass die Funktion f zur gehórt und 
folglich die Relationen auch ftir den Index j gelten. Es ist also 
nur zu zeigen, dass

(10) 
ist.

ftir i = 1,2,...,

II) Das Integral ęp(a?) besitzt unter unseren Voraussetzungen 
in der Umgebung des Punktes x0 die stetigen Ableitungen bis zur 
A-ten Ordnung. In der Tat, wir haben

(11) ?\x)=f[x,<p(x)], q>"(x) = + <P’W = + <P(*)1 

und man zeigt leicht mit Hilfe der vollstandigen Induktion, dass 
die i-te Ableitung qf‘\x') sich (ganz und rational) durch die Funktion f 
und ihre partielle Ableitungen bis zur i—1-ten Ordnung ausdrtickt 
(bei der nachtraglichen Einsetzung <f>(x\ statt y). Da auf Grund der 
Voraussetzung f zur Klasse CA_j gehórt, so besitzt (f>lx) die Ablei
tungen bis zur &-ten Ordnung.

III) Gehórt die Funktion f\x,y) zu Ck und sind die Fun
ktionen a(t) und /3(A) mit den Ableitungen bis zur fc-ten Ordnung 
ausgestattet, so besitzt die zusammengesetzte Funktion /"[a (ż),/?(£)] 
die Ableitungen bis zur A>ten Ordnung. Sind weiter zwei Paare von 
Funktionen &(<); ^(Oi&W gegeben von den Eigenschaften

so gelten die Relationen

^'«2 IW IW
A) d t‘ 1

6 d i*' LW

(13) fur i=0,l,..,i.

Der leichte Beweis mag dem Leser tlberlassen werden.
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IV) Jetzt wenden wir uns zum Beweise der Beziehungen (10). 
Auf Grund II) sind die rechten Seiten von (10) fttr i = i,.,., k 
bestimmt. Nun soli die vollstttndige Induktion in bezug auf den 
Index k angewandt werden. Fttr k — 1 haben wir

(14) <p‘fx) = f(x, cp0(x''j), <p'(x) = f(x,

Da aber ęp0(«o)=yo> <p(xo)=y<> ist, 80 gilt die Gleichung cp'l{xl))=(p\x0'). 
Setzen wir jetzt voraus, dass die Beziehungen (10) erfttllt sind, 
sobald die Funktion f zur C*_i gehort und nehmen wir an, dass f 
zur Ck gehort. Dann gehort sie nattlrlich zu Ck_x und aus der Defi- 
nition der (pk+fx) folgt, dass

(15) 9>i+i(C = "1 (0 = /U ?>*(*))•

Wir setzen ferner

(16) ?>'(0 = w2(t) = /(t, <p(t)).

und bemerken, dass auf Grund der vorlaufigen Voraussetzung die 
Beziehungen (10) erfttllt sind. Wenn nun

(17) a1(t) = a2(t) = t; A(t) = ^(t), /?»(<) = 9> W

gesetzt wird, so sieht man leicht, dass auf Grund des Hilfssatzes III) 
die Relationen

gefolgert werden konnen. In anderen Bezeichnungen bedeutet dies aber:

(19) fttr i= l,2,...,k,k-j-l,[ dod
und die Induktion ftlhrt schon den Beweis zum Ende.

Anmerkung. Das Beispiel der Gleichung d y . -^ = x-fy zeigt,

dass die Ubereinstimmung der Werte der sukzessiven Ableitungen des 
Integrals <p(x) und der Approximationsfunktion (pk(x) im Punkte x0 
tiber die k-te Ordnung hinaus nicht gelten braucht.

Satz 2. Unter norigen Bezeichnungen setzen wir Folgendes noraus:
1) Die Funktion f{x, y) gehort zur Klasse Co (Stetigkeit in bezug 

auf x und Lipschitzsehe Eigenschaft in bezug auf y),
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2) die Approzimationsfunktion <pk(x) besitzt im Punkte xa das 
k — 1-te Derioat.

Dann gilt:
3) Das Integral (p(x) besitzt im Punkte x0 das k—1-te Derwat und
4) die Werte der sukzessieen Deriuate der Funktion g>{x) stimmen 

mit den Werten der entsprechenden Derinate der Funkion <pk(x) ilberein.
Es gilt auch das Umgekehrte in dem Sinne, dass 2) und 3) 

oertauscht werden konnen.
Wenn noch zusdtzlich wrausgesetzt wird, dass
1') die Ausgangsfunktion (p0{x) im Punkte x0 alle mer nerall- 

gemeinerte Ableitungen („nombres dirivisu) endliche besitzt (was z. B. 
bei dem Picardschen Verfahren erfilllt ist, da dort <jp0 (a;) = g0 = 
Constans ist), dann

5) kann k — 1 in 2) und 3) durch k ersetzt werden.

Beweis. Wir entnehmen aus der Tbeorie der sukzessiven 
Approximationen die folgende Ungleichung 2):

*) Siehe z. B. E. K a m k e, Differentialgleichungen reeller Funktionen, 
Leipzig (1930), S. 55.

A Mk~' R AT* -1
(20) | <pk(x) — <pk_,(x) | < —|x — x0|*  4- |x — x01*- 1.

Hier bedeutet: M die Lipsehitzsche Konstantę flir die Funktion 
f(x,y), A die obere Schranke der Werte von |/| in der Umgebung 
des Punktes (x0, y0) und B die obere Schranke der Werte von
|ęp0(a?) — y0| in der Umgebung des Punktes x0. Aus der obigen
Ungleichung bekommt man leicht:

(21) |%>(x) — — at0| + |x — a?01*

und mit Hilfe dieser Formel wird schon der Leser selbst den
Beweis zum Ende bringen.

Anmerkung 1. Die beiden Satze konnen auf Systeme von 
gewohnlichen Differentialgleichungen verallgemeinert werden.

Anmerkung 2. Die Voraussetzung der Esistenz einer inzigen 
Lósung der Gleichung (4) ist in unseren Satzen in gewissem Sinne 
wesentlich, was an folgendem Beispiele gezeigt wird.
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(22)

Durch den Punkt (0,0) gibt es (unendlich) viele Integrale dieser 
Gleichung. Eines von ihnen ist 

(23)

Nehmen wir hud ais Ausgangsfunktion <jp0(.r) die Funktion = 0, 
so haben wir

(24) ftlr *=1,2,3,...

Die Approximationen <JP4(#) streben dem Integral (23) nicht zu und 
die beiden unseren Satze gelten nicht mehr. Die Ubereinstimmung 
der Werte der Ableitungen deB Integrals (23) im Punkte «? = 0 
und der entsprechenden Werte der Ableitungen von ęt)*(a?) gilt nur 
bis auf die Ordnung n, hangt also nicht von k ab.



Uber eine Verallgemeinerung der Leja’schen 
Konvergenz der Doppelreihen

von

Agustin Durańona y Vedia
Buenos Aires.

In den Mathematischen Annalen Bd. 103 (1930) hat F. Leja1) 
den Begriff der Summę einer Doppelreiche in der Richtung (a, /3) 
in folgender Weise eingeftihrt: Es sei eine Doppelreihe mit belie- 
bigen komplexen Gliedern

*) Siehe auch: Annales de la Soc. Polon, de Mathóm. t. 9, 1931, S. 135—142.
’) Leja betrachtet die Summen 2 au. Fiir ans wird es niitig sein die 

Gleichheit aż-|-£/ = 2 auszuschliessen.

(1)
A/-0

und ein Paar positiver Zahlen (a, /?) gegeben, wobei a2-|-jS!=l. 
Es mogę mit 2 die Summę aller Glieder az,-, dereń Indices 

ai+pj<x
der Ungleichung a i -|- j < 2 geniigen, bezeichnet werden. Dann 
ist durch die Formeln

(2)
u(2) = 0

0^) = !£ aij
ai+pJ<A

ftir 2 = 0,

ftir 2 > 0

die Funktion <r(2) ftir alle 2 > 0 definiert!). Die Doppelreihe (1) 
wird nach L ej a ais in der Richtung (a, /?) zur Summę s konvergent 
bezeichnet, falls der Limes

existiert.

lim o (2) = s 
A-»oo
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Wir werden eine Verallgemeinerung dieses Begriffes einftihren 
und einige Eigenschaften dieser verallgemeinerten Konvergenz be- 
weisen. Der Bequemlichkeit halber werden wir in der Folgę die 
Schreibweise benutzen:

<*ij atJ,

(X) ai+pJOl

2 a‘J au-

(p,l) P&xl+fiJ<q

Definition. Die Reihe (1) wollen wir ais in der Richtung 
(a, /?) mit der Summę .s CZ^-summierbar bezeichnen. wenn der Limes

(3) _ ai + PJ\Ó
Z J ‘

existiert. Die Leja’sche Konvergenz ist ein Spezialfall dieser Summier- 
barkeit; sie ist mit der Summierbarkeit C'LÓ im Falle <5—0 identisch.

Wir werden spater mehrmals folgenden Satz benutzen:

Satz 1. Fur jedes d > 0 und 2 > 0 gilt die Gleichheit

(X) 0

wo o(t) durch die Formeln (2) definiert ist.
x

Beweis. Bekanntlich existiert das Stjeltjes’sehe Integral Jf(t} datt) 
o

ftir jede in abgeschlossenem Intervalle <0,2> stetige Funktion /(t), 
weil o(t) in diesem Intervalle von beschrtinkter Variation ist. Wir 
behaupten nun, dass

x
(&) aiAai+W=j'rdo^t)

(X) o

ist, wobei r eine beliebige nattirliehe Zahl bezeichnet. Um dies zu 
beweisen, wollen wir eine Einteilung des Intervalls <0,2> in n 
Teile durch die Zahlen 0 <i 20 < 2Ł <... < 2„ — 2 vornehmen und 
es sei dabei ftir jedes p = 0,1,...,n — 1, 2p+ł — 2P < rj, wo eine 
willktirlich kleine positive Zahl ist. Dann ist offenbar
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«—1

(6) ^au^+0J>'=^ ? «ij(ai + PjY ,
W) P“0

und
j <*//.«* + 0jY—£ at] 2; | (2j+, — 2j) -V |a„|.

Da aber

aij = o(^p+i) — <*(4>)>
(2p» ^-p-f-i)

<n - 2; r 2-’(2^+1 - 2„) < r2-’ tj,
so erhalt man

A, = | (ai + 0j)r — [<rGUi) —*(*,)] 2;| < r 2r_1 t] -V j at] 

woraus wegen (6) die Uugleichung
w—1 /i-1

<r(2/,)]2; <i^Ap = IM
U) Z>=0 P-0 U)

folgt. Das letzte Glied dieser Ungleichung ist aber beliebig klein, 
wenn nur t] (bei festem r und 2) gentigend klein gewahlt wird. 
Die Gleichheit (5) ist hierdurch bewiesen.

Es sei nun P(t) ein beliebiges Polynom. Aus (5) ersieht man, dass

^atJP{ai 4- £/)
(Z)

Anderseits folgt aber aus der letzten Gleichung nach dem bekannten 
Satze von WeierstraB tlber die Annaherung stetiger Funktionen 
durch Polynome, dass

(7) V at]f(ai + 0j) = y*f(t) do(f)

<z> ó

ist, wenn mit f(f) eine beliebige, im Interralle <^0,2> stetige 
Funktion bezeichnet wird. Wird schiesslich in der letzten Formel

mit d O

gesetzt, so erhalt man die Formel (4), w. z. b. w.
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Satz 2. Ist die Reihe (1) fur <5 > 0 in einer Richtung («,/?) 
CLs-summierbar, so ist sie auch fur jedes ó'f>din derselben Richtung 
CL6.-summierbar, und beide Summen sind gleich.

Beweis. Auf Grund des vorigen Satzes gentlgt es zu zeigen, 
dass der Limes

(8) lim J" (1—= s

o
die Existenz des Limes

(9) lim J' (L — jj d atf) = s

o

ftir <5 > O

fUr ó' > d

zur Folgę hat. Durch partielle Integration

—] o(x) dx,

erhalt man wegen <7(0) = 0 die Formel

O o

Infolgedessen hat die Funktion

(10)
d—1

x.

(U)
ó-i

<n(x) dx — s.
o

auf Grund der Voraussetzung (8) fUr y—>oo den Grenzwert Nuli. 
Es mogę mit B{p, q) das binomische Integral

i

Bfp, q)=J'.up~y (1 — m)*-1 du 

o
und mit k die Differenz

k = d’— ó

bezeichnet werden. Auf Grund von (11) hat man
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und daraus folgt durch Multiplikation mit (2 — y)4_1 und durch 
hierauffolgende Integration in bezug auf y die Gleichung

(12)

Transformiert man nun das Integral 1A mittels der Formel 
2 y Z A

dx]dy = J[J'f(xy) dy]dx, so ergibt sich
0 0 x

X

2, =.f„

0

Da aber J(y— a?)a_1 (2 — y)4-1 dy = (2— a?)a'_1 • -B(d, k), was mit 
o

Hilfe der Transformation y = x ~l~ u(2— x), wo w eine neue 
Yeranderliche bezeichnet, leicht beweisbar ist, so folgt

z i
(ł—x')i’~1a(x)dx = B(d,k) • ł6'-1y* (1 — dz—1

a(x) dx,

oder auf Grund von (10)

= B(d, J(l-$'do(x).

o

Anderseits kann mittels der Transformation y = 2 u leicht gezeigt 
werden, dass

Wird nun beriicksichtigt, dass die Symbole B(p,q) der Relation 
p • B(p, 2) = (p + ę) • B(p 4~ 1, j) gentigen, und dass infolgedessen 
<5 • 2?(d, k) = d' • Bd 1, k) ist, so ergibt sich aus (12)

(y)dy = 2a'-5(d+!,*)•
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Nun ist aber r(y) —>0, fttr y —> oo. Es gibt also zu jeder 
Zahl e > 0 eine Zahl p derart, dass

|r(y)|<£ fttr y>p.

Im Intervalle ist |r(y)| beschrankt, also kleiner ais eine
genttgend grosse Zahl M, folglich ist fttr p

x i

P rll

Man enthalt demnach aus (13)

ud (1 — w)* -1 d u 5S • B( <5 -]-l, k).

•) Eine durch Rechtecke (oder im Sinne von Pringsheim) konvergente 
Doppelreihe ist nicht notwendig beschrankt.

1/ '(*  -1)1 d - •!s ■/*+ e-

o
Die rechte Seite dieser Ungleichung kann aber beliebig klein 
gemacht werden, wenn nur 2 ais hinreichend gross angenominen 
wird, weil I6 fttr 2 —> oo dem Werte Nuli zustrebt, und weil e 
beliebig klein ist. Folglich ist die Gliltigkeit der Formel (9) und 
damit auch der Satz 2 bewiesen.

Die Doppelreihe (1) wird ais durch Rechtecke kon- 
vergent bezeichnet, wenn seine Partialsummen

/ j
= i,j = 0,1,2,...

jU-0 V-O

eine konvergente Doppelfolge bilden. Wenn alle szy einer Unglei
chung |sZy| < M genttgen, wo M eine feste Zahl ist. wird die 
Doppelreihe (1) beschrankt genannt ’). Wir werden jetzt einen 
Satz beweisen, durch den ein von F. Leja erhaltenes Resultat 
erweitert wird.
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Satz 3. Eine durch Rechtecke konuergente und beschrdnkte 
Doppelreiche mit der Summę s ist in jeder Richtung CL^-summierbar 
mit derselben Summę s ł).

Beweis. Es sei vorausgesetzt, dass die Partialsummen stJ der 
Reihe (1) folgenden Bedingungen genttgen

(14) lim stJ = s, |szy|<>
/,/—>oo

wo M eine feste Zahl bezeichnet. Da die Glieder einer beschrftnkten
Doppelreihe beschrftnkt sind, so konvergiert die Potenzreibe

OO oo

au y1 = (i—■£) (i—y)J£ »ij y1

4) F. Leja hat Folgendes bewiesen (Ann. de la Soc. Polon, de Math. t. 9,
1930, S. 137, Satz II): Wenn eine Doppelreiche durch Rechtecke konrergent und
beBchrftnkt ist, und wenn sie in einer Richtung (oder durch Dreiecke) konvergiert,
so konvergiert sie in den beiden Fallen zu derselben Summę.

») R z — Realteil von z.

I.J-0 ij-o

im Gebiete |£|<1 und |fl|<l absolut. Es mogę £ = «-“*, t] = e~P‘ 
gesetzt werden, wobei z eine komplexe Veranderliche ist, und a>0, 
/?>0, a2-|-/?’ = l. Im Gebiete Rz>0 4 5 * *) besteht dann die Identitat:

oo oo

(15) UiJ e-<“'+(W‘ = (1 — (1 — e-0')^’ 8lJ e-^+^‘.
i,J-0 l,J-0

Es sei nun in dem ersten Quadranten der Ebene eine Funktion 
s(a>,y) durch die Formel

s(a?,y) = Sv fUr [*]=». M=J

definiert, wo [u] = entier u. Im Hinblick auf die Identitat 

'+1. >+■
g—(oa+^v)j(1—e-”) (1—e-0‘) = a /3z* J'\J'

i 7

ersieht man, dass die rechte Seite von (15) die Form
OO *4-1 74“1 OO

(i zi 8‘J f\ f e~{a’+P>'* dyldx = a

Z,7-0 i 7

dyjdz

«1
l.J-0

oo

P z2 s (xy y) e~iax+^y)x dx dy
o o



113

annimmt, welch'letztere auf die Form

o o

gebracht werden kann, falls man neue Integrationsveranderlichen u,v 
einftlhrt, wobei:

u = ax. v = ax -f- fiy-
Anderseits ist die linkę Seite von (15) im Gebiete der absoluten 
Konvergenz Rz^> 0 dem Limes

lim y an e (al+W‘
U)

gleich. Da aber die Formel (7), nach Einftthrung des Wertes 
ftir f(t) die Form annimmt: OO
(16) lim e^do^,

X-»o° J(X) 0
so ergibt sich aus (15) die Gleichung

(17)
OO OO V

O 0 0

welche ftir Rz > O gilt.
Wir werden jetzt folgendes Lemma bentltzen s): Ist F(t) eine 

ftir 1O definierte Funktion, die ftir t = O gleich Nuli, und in 
jedem Intervall <0, wo t>0, von beschrankter Variation ist, 

OO
und existiert dabei ftir Rz~>a das Integral Je~“dF(t], so besteht 

o
ftir Rz~^> a die Identitat

oo oo

F(t) d t.

Wendet man dieses Lemma zweimal auf die linkę Seite 
von (17) an, so ergibt sich ftir Rz > O

•) Siehe D. V. Widder: Trans, of the Amer. Math. 8oc. t. 31, 1929,
8. 694—743 (insbesondere S. 695 und 706).
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 8
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und wenn man noch die Bezeichnungen

(18) ^t)=17fa(x)dx, ^=^Js^v—r)
o o

einftihrt, so nimmt (17) die folgende Form an:

du

Wird nun ein von M. Lereh7) erhaltenes Resultat berticksichtigt, 
so geht aus der letzten Gleichung hervor, dass die Funktionen

?(*)> tp(t)
tiquivalent sind, d. h. sie sind etweder identisch, oder sie konnen 
hochstens in einer Menge von Punkten, dereń Mass gleich Nuli 
ist, differieren.

Nun soli gezeigt werden, dass

(19)

9

lim qp (») = lim - f du = s.
.-►oo v-*oo v J \a fi ]

0

Es ist zuntichst zu beachten, dass wegen der Voraussetzung (14)

r(x, y) = s(x, y) — s —> 0 ftir x und y —> oo.

Es existiert demnaeh ftir jedes e > 0 eine Zahl N derart, dass
£

|r(zr,y) < - ist, ftir x^N und ylSzN, oder

Es mogę nun das Intervall <0, wo v^>p-\-q ist, in drei 
Teilintervalle <p,v — — q, zerlegt werden.
Dann folgt aus der Formel

=7,

0

du —

’) M. Ler eh: Acta Mathematica t. 27, 1903, S. 339.
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wenn man die Funktion r , V- Wj

die Ungleichung:
P v—q v

(21) |gp(u) —J\r\du-\-^ J^du + * j]H d«-

0 p v—q
€

Da nun aber wegen (20) r| < ist ftir p^u^v—q und wegen (14)

|r| = s, V 'a~-M) — s! < |s| ftir jedes u und v,

kurzweg mit r bezeichnet,

bo folgt aus (21), wenn man -f-| s| = TC setzt, die Ungleichung

-,|s) x,+‘ -f (.-?-s) + ‘ KtS| + «Łt£>.

2
Ist nun - K(p -]-q) = va, so erhalt man offenbar |ę>(»)— s|O 

ftir »>t?0, und hierdurch ist die Richtigkeit der Formel (19) bewiesen. 
Uberdies kann gezeigt werden, dass auch

f(22) lim t/>(») = lim —
C—>OC V—>oc V

a(x) dx = s.

Da nami i eh ęp(»)— s| •< e ftir »>®0, so folgt aus der Aquivalenz 
der Funktionen <p(v') und ip(v), dass die Ungleichheit

(23) ;#(») — »|<« ftir v > v0
entweder allgemein gilt, oder sie gilt mit Ausnahme der Punkte 
einer Menge E dereń Mass gleich Nuli ist. Ist aber v* ein Punkt 
von E derart, dass »*> v0, so existiert eine Folgę {»„} von Punkten, 
die der Menge E nicht angehbren und ftir welche vM>»0, v„—>«*. Die 
Ungleichung (23) gilt nun ftir die Punkte vn. Da aber die Fun
ktion </>(«) stetig ist, so gilt diese Ungleichung auch ftir v — v*, 
und demzufolge ist die Formel (22) richtig.

Beachtet man nun, dass die Gleichung (10) mit ó — 1 die 
Form annimmt:

/ y

1 — -) d o(x) =- f o(x) dx — 
y/ y J

0 o

bo erhalt man wegen (22)

lim j" — j jdff(t) = «.

o

8*
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Aus dieser Gleichung geht aber auf Grund des Satzes 1 hervor, 
dass die Doppelreihe (1) CLj-summierbar ist. Infolgedessen erscheint 
der Satz 3 bewiesen.

Zum Schlusse wollen wir noch eine Bedingung angeben unter 
welcher beim Zutreffen der Konvergenz der Potenzreihe

y aijćy' =f(x,y)(24)
ij-o

in dem Dizylinder {|a:| <1, \y\ <1} und bei der Existenz des Limes 
(25) lim f(x,y)=s

oo

fiir reelle x und y die Reihe 2 atJ in beliebiger Richtung (a. /?)
l.J-0

konvergiert.
Wir kntlpfen an die Formel (16) an. Ist die Reihe (24) im 

Gebiete (|a;| < 1, < 1} konvergent, so besteht im Gebiete Rz >■ 0
die Gleichung

Wenn also der
fiir reelle z > 0 

oo oo

f e~tida(t)=^ alje-^+^. 

0 l.j-0

Limes (25) fiir reelle x und y existiert, so ist

(26)

Es sei nun vorausgesetzt, dass die Koeffizienten atJ reel sind und 
dass bei jedem £ > 0 zwei Zahlen p0 und A existieren, fiir welche 
die Bedingung
(27) a(q) — c(p) > — e fttr p>p0, q — p <pi
erftillt ist. Nach einem Ergebnis von O. Sz4sz8) ist lim a(t) = s, 

/-►oo

•) O. Siasa: Sitaungeber. der Math. Abt. der Bayer. Akad, der Wieś, aa 
Miinchen, 1929, S. 325—340 (insbesondere S. 332).

wenn der Limes (26) existiert und wenn die Bedingung (27) erftillt 
ist. Man gelangt also zu dem

Satz 4. Wenn die Potenzreiche (24) mit reellen Koeffizienten atj 
in dem Dizylinder {|a?| < 1, |y| < 1} konuergiert, und wenn der OO 
Limes (25) fiir reelle x und y existiert, so konnergiert die Reihe 2 atj 

4/-1 
in der Richtung (a, f) gegen s, falls nur die Bedingung (21) erfullt ist.



Comptes-rendus et analyses.

Elie Cabtan, Professeur Ji la Sorbonne, Membre de 1’Institut. 
La mithode du repere mobile, la thiorie des groupes continus et les 
espaces gćneralises-

Dans cet excellent ouyrage, 1’auteur, en se plaęant au point 
de vue gćućral ou la góomćtrie apparait comine la tbćorie de cettes 
propriótes des figures dófinies dans un espaee & n dimensions qui 
sont invariantes par rapport aux transformations constituant un 
groupe dóterminó, dóveloppe la theorie generale de la mśthode qui 
contient comme cas particulier celle du trifedre mobile appliquee 
par G. Dabboux avec tant de succes dans 1’ćtude des courbes et des 
surfaces situóes dans 1’espace euclidien ordinaire & trois dimensions. 
Avant d’aborder le cas gónóral, 1’auteur envisage quelques cas parti- 
culiers, ce qui facilite grandement 1’intelligence de la thóorie genćrale.

Henbi Cabtan, Professeur a la Faeultć des Scienees de Strasbourg. 
Sur les groupes de transformations analytiques.

Cet ouvrage constitue une trśs importante contribution & la 
question de savoir si tous les groupes abstraits (ii p paramótres) 
sont des groupes de Lie.

L’auteur obtient des rósultats particuliferement complets en ce 
qui concerne les groupes de transformations pseudo-conformes (c’est 
a dire de transformations analytiques dans le domaine complexe).

Geoeges Bouligand, Professeur k l’Universitó de Poitiers. Rela- 
tions d’incertitude en Geomźtrie et en Physiąue. Avee une preface 
de M. Louis de Bboglie.

Cet ouvrage se rapporte aux fondements des Scienees phy- 
siques puisque 1’auteur s’y occupe des considerations qui font douter 
certains savants de la valeur absolue du dćterminisme dans les 
scienees susdites. L’auteur est conduit a envisager l’intervention de 
„relations d’incertitude“ dans trois domaines differents:

1° En mćcanique de 1’atome, d’aprós les travaux classiques 
d’HEisENBEBG et Pauli;
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2° En thóorie classique de la diffusion, d’aprós les dóvelop- 
pements mathómatiques de R. Furth;

3° En góomótrie, dans l’ótude de la dópendance, vis-a-vis d’un 
point de la courbe, de la direction de la tangente en ce point.

Etant donnó 1’importence du sujet il eut ótó, nous semble-t-il, 
utile pour la Science si le savant auteur, sans se borner a prósenter 
une esquisse de ses idees, les avait dóveloppóes d’une faęon dótaillee.

G. Bouligand, Prof, a la Fac. des Sciences de Poitiers, G. Giraud, 
Prof, a la Fac. des Sciences de Clermont-Ferrand et P. Delens, 
Prof, agrógó au Lycóe du Havre. Le probleme de la dMvee obligue 
en theorie du Potentiel.

L’extrait suivant de la próface k cet ouvrage due a M. Elie 
Cartan donnera une idóe de ce trós intóressant ouvrage. „Dans une 
premióre Partie, qui peut ótre regardee comme une Introduction 
gónćrale, M. Georges Bouligand expose sous ses diffórents aspects le 
problóme de la dórivóe oblique dans la theorie du Potentiel. Dans 
la seconde Partie, M. Georges Giraud donnę, sous des conditions trós 
gónerales, une solution rigoureuse de ce probleme dans le cas regulier. 
Enfin dans une troisieme Partie, M. Paul Delens expose la thóorie 
góomótrique des congruences des courbes dans ses rapports avec le 
probleme homogóne de la dórivóe oblique“.

Lindelof-Ullrich. Einfuhrung in die hohere Analysis. 1934. 
Leipzig und Berlin, Verlag von B. G. Teubner.

Le titre de cet ouvrage, redige en allemand par M. Ullrich 
d’aprós la premióre ódition suódoise et la seconde ódition finoise, 
indique suffisamment le but que le celóbre auteur avait en vue. 
Ainsi que le nom de 1’auteur le faisait próvoir, l’ouvrage prósente 
de rares caractóres de perfection.

J. H. M. Wedderburn. Lectures on Matrices. American Mathema
tical Society, Colloquium publications, vol. XVII, 1934.

On trouvera, dans cet ouvrage, une exposition tres claire de la 
thóorie des matrices ainsi que de tres intóressantes indications sur 
Phistoire de cette thóorie et une bibliographie bien complóte.

Marston Morse. The Calculus of Variations in the large. Ame
rican Mathematical Society, Colloquium publications, vol. XVIII.

L’auteur, au lieu de n’envisager que des móthodes du calcul 
des variations dont la validitó est bornóe A un domaine assez petit, 
ótudie, au contraire, des móthodes qui permettent de s’affranchir de 
la restriction prócódente.
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Les dómonstrations des thóoremes que l’on rencontre dans 
Fouyrage considóró, sont remarquablement rigoureuses et reposent 
sur des hypotheses aussi peu restrictives que la science moderne 
le permet.

Raymond E. A. C. Paley and Norbert Wiener. Fourier Trans- 
forms in the cotnplex domain. American Mathematieal Society, Collo- 
quium publications. Vol. XIX, 1934. Les nombreuses questions 
ótudióes dans cet ouyrage se groupent principalement autour des 
diyerses consóquences du thóoreme suiyant du h M. Plancherel.

Lorsqu’une fonctiton f(x) est telle que Fintógrale

ait un sens, il esiste une fonction g(x) telle que Fintógrale

—oo

ait un sens et que Fon ait:

/+°° +s
I <?(u) — (27r)~ł I f(x) e,a‘ dx\ du = 0. 

J
—oo —X

Georges Bouligand, Professeur a la Facultó des Sciences de 
Poitiers. Premieres leęons sur la theorie ginirale des groupes. Paris, 
1935, chez Vuibert.

Cet ouyrage a pour but de familiariser le lecteur avec la 
notion de groupe en lui prósentant les diyerses thóories oii cette 
notion se presente.

Ce but est atteint par le choix judicieux des exemples trós 
yaries que le sayant auteur ótudie. L’etude de Fouyrage considóró 
engagera le lecteur a ótudier a fond les thóories qui y sont esquissóes 
d’une faęon tres attrayante.

Nouveaux fascicules du „Mómorial des Sciences mathó- 
matiques“ (Chez Gauthier-Villars & Cie, Paris, Quai des Grands- 
Augustins, 55) ’).

f) Voir le T. XI de ces Annales.
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Les titres des fascicules que nous avons a mentionner indiquent 
suffisamment la naturę des sujets traitćs. D’autre part, disposant 
d’une place strictement limitóe, nous nous bornerons & ćnumórer 
les titres des fascicules en ąuestion en indiquant, bien entendu, le 
nom de 1’auteur de chaque fascicule.

Fascicule LX. Propriitćs generales des groupes discontinus, 
par M. Th. Got, Professeur h. la Facultó des Sciences de Poitiers.

Fascicule LXI. Points singuliers des ćguations differentielles, 
par M. H. Dulac, Professeur a la Facultó des Sciences de Lyon.

Fascicule LXII. Gramfigue, Groupes, Mócanigue, par M. A. 
Buhl, Professeur k la Facultó des Sciences de Toulouse.

Fascicule LXIII. Les courbes de la variW generale d n di- 
mensions, par M. VAclav Hlavaty, Professeur a l’Universitó Cbarles 
de Prague.

Fascicule LXIV. Les corps algibrigues et la thiorie des idiaux, 
par M. O. Ore.

Fascicule ŁXV. La balistigue eztćrieure, par M. R. D’Adhćmar.
Fascicule LXVI. Thiorie ginirale des polynomes orthogonaux 

de Tchebichef, par M. J. Shohat (Jacques Chokhate), Professeur 
a l’Universitó de Pensylvanie.

Fascicule LXVIL Les transfer mations birationnelles de l’espace, 
par M. Lucien Godeaux, Professeur a l’Universitó de Lićge, Corres- 
pondant de 1’Acadómie royale de Belgique.

Fascicule LXVIII. Domaines fondamentaux des groupes fuch- 
siens et automorph.es, par M. Th. Got, Professeur a la Facultó des 
Sciences de Poitiers.

Fascicule LXIX. Applications des eguations integrales (appli- 
eations statistigues), par M. V. A. Kostitzin.

Fascicule LXX. Methodes modernes d'integration des iguations 
aux dertrees partielles du premier ordre d une fonetion inconnue, 
par M. Saltykow, Professeur a l’Universitó de Belgrade.

Fascicule LXXI. Geometrie infinitesimale directe et physigue 
mathematigue classigue, par M. G. Bouligand, Professeur k la Facultó 
des Sciences de Poitiers.

Fascicule LXXII. Solutions exactes des ćguations du mouoement 
des liguides visgueux, par M. A. Rosenblatt.

Fascicule LXXIII. Approximation by Polynomials in the 
comple.% Domain, by J. L. Walsh, Associate Professor of Mathe- 
matics in Haryard University.

automorph.es
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Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematique a Cracovie,

annee 1934.

15. I et 29. I. A. Rosenblatt: Sur l’óquation n-harmonique 
(Cf. la notę Sur les óguations n-harmoniques non linóaires a deux va- 
riables independantes, C. R. de l’Ac. des Sei., 198 (1934), p. 633 et suiv).

22. I. S. Turski: Sur 1’unieitó et la limitation des intógrales 
des óquations aux dóriyóes partielles du premier ordre (voir ces 
Annales, XII (1933)).

5. II. T. Ważewski: Sur le domaine d’exisienee des integrales 
des óquations aux dóriyóes partielles du premier ordre (Cf. Bulletin 
des Sc. Mathóm.. 59, p. 1).

12. II. S. Turski: Sur les caractóristiques des equations aux 
dóriyóes partielles du seeond ordre.

19. II. T. Ważewski: Sur la limitation et 1’unieitó des 
intógrales de certaines óquations aux dóriyóes partielles.

26. II. A. Rosenblatt: Sur l’óquation biharmonique non 
linóaire k deux yariables indópendantes dans un domaine gónóral 
(Cf. C. R. de l’Ac. des Sci., 198 (1934), p. 1110 et suiy.).

12. III. W. Wilkosz: Sur la possibilite de fermer des corps 
algóbriques arbitraires (Le texte de cette communication sera insóró 
dans ces Annales).

7. V. E. Stamm: Joseph Naronowiez-Naroński, un mathó- 
maticien polonais oublió du XVII siecle.

11. VI. T. Ważewski Extension aux systemes d’equations 
diffórentielles du thóoreme de Montel sur 1’intógrale superieure 
(Voir ces Annales, XII, p. 72—80: Eine Verallgemeinerung des 
Monte? schen Salzes uber das Maximal und Minimalintegral auf Systeme 
von gewbhnlichen Differentialgleichungen).

15. X. A. Rosenblatt: Sur 1’application de la móthode des 
approximations successives de M. Picard k 1’etude des óquations 
du 2d ordre elliptiques et non linóaires a trois yariables indópendantes 
(C. R. de l’Ac. des Sci., 199, p. 921 et suiv.).

22. X. T. Ważewski: Sur l’óquatiou aux dóriyóes partielles 
du premier ordre.

29. X. W. Wilkosz: Sur le thóoreme de Steinitz dans la 
thóorie des corps algóbriques.
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Le theorime appele le thdoreme fondamental de Steinitz, dnoncd en 1911, 
a ete muni par lui d’nne demonstration insdree dans son memoire intitnló „Theorie 
der algebraischen Korper'1 (ddite a noureau en 1930 par Hassę et Baer). Le 
thóoreme de Steinitz est rópdte par les autres auteurs sans changements essen- 
tiels. Le conferencier montre que la demonstration de Steinitz s’appuie sur des 
mdthodes de la theorie des ensembles, soumises a des critiques annihilantes pendant 
les dernieres dizaines d’annees. Elle est en ddsacord snrtout arec le principe 
d’homogeneite sous n’importe quelle formę, obserrd aujourd’hui par tous, Comme, 
malgre les plus grands efforts, il n’a pas etd possible de remplacer les methodes 
douteuses par d’autres, n’4tant plus sujettes a la critique, le confdrencier considóre 
que la valeur du raisonnement de Steinitz ne suffit pas a reconnaitre le thdo- 
rtme en question comme ayant óte dómontre jusqu’a present.

5. XI. 1934. W. Wilkosz: Sur la relativisation de la logique 
des propositions.

La relatirisation de la logique des propositions consiste a: 1° adjoindre aux 
postulats de la theorie des propositions des prómisses stipulant que les symboles 
faisant partie de ces postulats sont des propositions, Fidee d’„etre une proposition“ 
etant primitire; 2° imposer auz systemes ddductifs la ndcessitd de ddcider lesquelles 
des ezpressions apparaissant dans la deduction peuvent etre considóróes comme 
des propositions; 3° a rćduire ce qu’on appelle la logique des propositions a un 
certain nombre de regles (= modes d’inference) indispensables. En nieme temps 
on introduit un systóme de postulats dans lequel 1’implication est une notion 
primitive et il apparait la possibilitd de simplifier le principe de substitution jusqu’a 
la regle „on peut substituer n’importe quoi“.

12. XI T. Ważewski: Sur l’óquation aux derivees partielles 
du premier ordre essentiellement non lineaire. (Voir ce volume, 
p. 10 et suiv.).

10. XII. W. Wilkosz et A. Bielecki: Les propriótós des 
domaines de Green, Ie partie (a paraitre dans ces Annales).

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue.

Section de Poznań, annee 1934.

11. V. K. Abramowicz: Sur la sommabilitó des series 
d’aprós Knopp.

30. XI. K. Abramowicz: Une gśnśralisation du theoróme 
de Markoff.

En outre, les membres de la section de Poznań ont fait les 
confórences suivantes au XIVe Congrós des Medecins et des Natura- 
listes Polonais ten u a Poznań en septeinbre 1933:
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M. Denizot: Sur la trigonomótrie de Śniadecki,
— Sur la chute des corps non rigides.
Z. Krygowski: Les móthodes de Weierstrass dans la theorie 

des fonctions elliptiques,
— Sur on problóme de la thóorie de la reprósentation conforme.
M. Biernacki: Sur la reprósentation conforme,
— Sur les propriótós asymptotiques des intógrales des óquations 

diflFórentiełles lineaires.
Z. Zawirski: Sur le rapport de la logique multivalente au 

calcul des probabilitós.
K. Abramowicz: Sur les fonctions automorphes,
— Sur la dórivee d’une fonction implicite.
W. Ślebodziński: Sur les invariants intógraux des systómes 

d’óquations diffórentielles ordinaires du second ordre.
M. Kryzan: Sur le problóme de 1’applatissement de la terre.
Mlle L. Seipeltówna: La solution de l’óquation du 5e degró 

au moyen des sóries hypergóometriques.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue.

Section de Wilno, annee 1934.

29. I. S. Kem pi sty: Sur les dórivóes extrómes des fonctions 
d’une et de plusieurs variables (Journ. of the London Math. Soc.. 9, 
1934. 303—308).

5. II. K. Matulewicz: Sur le nouveau programme de 
mathómatiques dans les lycóes.

5. III. A. Zygmund: Quelques inógalitós dans la thóorie des 
fonctions analytiques (Trans. Amer. Math. Soc., 36, 1934).

12. III. S K. Zaremba: Sur les singularitćs des óąuations 
diffórentielles ordinaires du premier ordre (C. R. de l’Ac. des Sci., 198, 
Paris, 1934, 790—792).

30. IV. S. Kempisty: Les fonctions absolument continues 
sur un ensemble (Sur la totalisation des fonctions de deux variables, 
C. R. de l’Ac. des Sci., 198, Paris, 1934, 2060—2062).

5. XII. S. K. Zaremba: Sur une extension de la notion 
d’equation differentielle (C. R. de l’Ac. des Sci., 199, Paris 1934, 
545—548).
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Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue.

Section de Varsovie, annee 1933.

[Abróriations: C. R. = Comptes Rendus des sóances de l'Acadómie de Sciences 
(Paris); C. R. de Varsovie = Comptes Rendus des seances de la Societó des Sciences 
et des Lettres de Varsovie, cl. III; Fund. Math. = Fundamenta Mathematicae].

13. I. K. Menger (Wien): „Einige neuere Ergebnisse des 
Wiener Mathem. Kolloquiumsu.

20. I. O. Nikodym: „Sur l’existence du potentiel uniforme 
sur une surface de Riemann quelconque“ [Bulletin de la Socićtó 
Mathćmatique de France 61 (1933), p. 220].

10. II. B. Knaster et S. Mazurkiewicz: „Sur un pro- 
bleme concernant les transformations continuesu. [Fund. Math. 21 
(1933), p. 85],

E. Szpilrajn: „Sur une classe de fonetions holomorphesu 
[Cf. S. Kierat et E. Szpilrajn: „Sur certaines singularitóa des 
fonctions analytiques uniformes“, C. R. 196 (1933), p. 1453 et Fund. 
Math. 21 (1933), p. 276].

17. II. K. Zarankiewicz: „Uber doppelt-zerlegende Pun- 
kteu [Fund. Math. 23 (1934), p. 85].

S. Kierst: „Sur une classe de fonctions holomorphes“ [Cf. 
S. Kierst et E. Szpilrajn 1. c.].

24. II. S. Mazurkiewicz: „Uber nicht plattbare Kurven“ 
[Fund. Math. 20 (1933, p. 281],

A. Lindenbaum: „Sur le „problóme fondamental“ du jeu 
d’óchecs“.

Soit donnee une position des pieces sur l'echiquier. On demande quel sera le 
rósultat de la partie, en suppoBant un jeu idóal des deux partenaires; s’il existe pour 
l'un d’eux la possibilite de gagner, quelle que soit la dófense de l’adversaire, — 
indiquer la tactique conrenable a son jeu (et aussi „la meilleure dófense“ de 
l’adversaire) *).

*) Cf W. Ahrens: Mathematische Unterhaltungen und Spiele, I (3 ód., 1921), 
p. 164—170, 399-400; II (2 ód., 1918), p. 336-337.

C’est le próbie me fondamental du jeu d’echecs, ainsi que des autres jeux 
dans lesquels n’intervient ni le hasard, ni 1’habiletó physique du joueur, et dans 
lesquels les coups successifs de l’un des partenaires sont connus a l’autre. Une 
analyse directe de ce probleme est extrememer.t pónible, pratiquement irróalisable 
(bien entendu, a l’exception des jeux tres simples).
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Grace a la nouvelle thóorie gćnórale des jeux du type decrit (Zermelo, 
v. Neumann, D. Kónig, Kalmar), on peut dófinir prócisóment des notions con- 
renables et on peut montrer que ‘) pour une disposition quelconque des pióces il 
est en fait possible: 1) de decider lequel des partenaires doit gagner, 2) de lui 
en indiąuer la meilleure voie, etc.

Quoique le problóme se laisse resoudre d’une faęon complótement effective et 
finitiste, on ne peut pas pourtant donner une róponse categorique et directe (oui-noń) 
a la question suirante: si l’on sort de la position initiale des pióces sur l’óchiquier, 
lequel des trois cas doit-il se produire: a) le partie est gagnóe par les Blance, 
b) par les Noirs, c) la partie est nulle? — Car il faudrait se servir d’une móthode 
facile, meme triviale, mais pratiquement trós longue et compliquee: le „calcul“ 
a effectuer exigerait des millierB d’annóes.

Nous y voyons un excellent ezemple de la profonde diffórence qu’on peut 
souvent observer entre une solution suffisante du point de vue de la thóorie pure, 
et une solution propre aur applications. C’est en meme temps une illustration 
d’une certaine insuffisance des postulats tinitistes.

U est A remarquer qu’il existe (parmi les jeux peu connus) des jeux qui ne 
sont plus triviaux du point de vue du mathematicien pur.

3. III. W. Sierpiński: „Sur un problóme de la theorie des rela- 
tions“ [Annali della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa (2) 2 (1933), p. 285].

J. Splawa-Neyman: „Sur les móthodes statistiques indó
pendantes des probabilitós a priori “.

10. III. W. Sierpiński: „Sur une propriótó caractóristique 
des ensembles non dónombrables mesurables (B)“. [Bulletin de 1’Acad. 
Polon. 1933, p. 276].

A. Lindenbaum: „Sur les superpositions des fonctions re- 
prósentables analytiquement“ [Fund. Mat. 23 (1934), p. 15 et 304],

17. III. S. Straszewicz: „Zur Theorie konvexer Korper“.
Es sei K ein konvexer Kórper im Ein Begrenzugspunkt p von K heisse 

ein eiponierter Punkt von Kt falls eine (n— l)-dimensionale Stiitzebene an K 
existiert, die nur p mit K gemeinsam hat. Uber die Menge E der exponierten 
Punkte von K gelten die Satze: 1) E enthalt stets n-|-l Punkte, die nicht in 
einer (n — l)-dimensionalen Ebene liegen; 2) die abgeschlossene Hiille E ist der 
Durchschnitt aller Punktmengen, dereń konvexe Hiille K ist; 3) die Menge der 
extremen Punkte von Minkowski ist zwischen E und E enthalten, braucht 
aber mit keiner dieser Mengen zusammen zu fallen; 4-) der Minkowski’sche Satz 
uber die Approximation konvexer Kórper durch Polyeder, dereń Ecken extreme 
Punkte dieser Kórper sind, kann in dem Sinne verscharft werden, dass man darum 
extreme Punkte durch exponierte ersetzen kann.

H. Szmuszkowiczówna: „Un thóorieme sur les polynó- 
mes et son application a la thóorie des fonctions quasi-analytiques“ 
[C. R. 198 (1934), p. 1119].

*) Chez les auteurs citós cette guestion n’est pas posee esplicitement.
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24. III. F. Leja: „Sur certaines limites relatives aux poly- 
nómes de Lagrange et aux ensembles fermós [Buli. Acad. Polonaise, 
1933, p. 281],

31. III. W. Sierpiński: „Sur les eonstituantes des ensembles 
analytiques“ [Fund. Math. 31 (1933), p. 29].

W. Sierpiński: „Sur une proprietó des fonctions qui n’ont 
que des discontinuites de I-ere espece44 [Buli. Aead. Roumaine 16 
(1933), p. 1].

S. Mazurkiewicz: „Sur les ensembles de capacitó nulle 
et les ensembles Hu [Fund. Math. 21 (1923), p. 59],

21. IV. W. Sierpiński: „Sur le recouvrement du plan par 
une infinitó dónombrable des courbes congruentes“ [Fund. Math. 
21 (1933), p. 39].

S. Kierst et E. Szpilrajn: „Sur certaines singularites des 
fonctions analytiques uniformes44 [1. c.].

5. V. S. Mazurkiewicz: „Sur la dócomposition du plan 
en courbes44 [Fund. Math. 21 (1933), p. 43],

E. Szpilrajn: „Sur certains invariants de 1’opóration (A)“. 
[Fund. Math. 21 (1933), p. 229].

W. Sierpiński: „Remarque sur un probleme de M. Ba
nach44.

19. V. F. Leja: „Sur les sóries de polynomes homogónes44 
[Rendiconti di Palermo 58 (1934), p. 144],

S. Mazurkiewicz: „Sur un problóme de M. Borsuk44 
[C. R. de Varsovie 26 (1934), p. 68].

Z. Charzyński: „Sur un problóme de M. Steinhaus14. 
[Cf. Z. Charzyński: „Sur les fonctions dont la dórivóe syme- 
trique est partout finie44, Fund. Math. 21 (1933), p. 21].

2. VI. C. Kuratowski: „Sur les thóoremes topologiques de la 
thóorie des fonctions de variables róelles14 [C. R. 197 (1933), p. 19],

9. VI. W. Sierpiński: „Une proposition equivalente a 1’hy
pothese du continu44 [Publications Mathem. de l’Univ. de Belgrade 
2 (1933), p. 17],

— „Sur les espaces mótriques localement sóparables44 [Fund. 
Math. 21 (1933), p. 107],

— „Sur une fonction universelle pour les fonctions de Baire44 
[Buli. Matem, de la Sociótó Roumaine des Sciences, 35 (1933), p. 225].

23. VI. C. Kuratowski (Lwów): „Sur certaines propriótós 
des ensembles Fa et Cró“.
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K. Borsuk: „Zur Dimensionstheorie der lokal zusammen- 
ziehbaren Raume" [Math. Annalen 109 (1934), p. 376],

H. Grużewska: „The precision of the weighted ayerage". 
[Annals of Math. Statistic 1933].

W. Sierpiński: „Remarque sur l’axiome du choix“.
6. X. A. Tarski: „Uber die Grundlagen der Methodologie 

der deduktiven Wissenschaften" [C. R. de Varsovie 1934].
S. Mazurkiewicz: „Uber die Grundlagen der Wahrschein- 

lichkeitsrechnung I". [Monatshefte ftir Mathem. u. Physik, 41 (1934), 
p. 343].

13. X. Z. Charzyński: „Sur les fonctions dont la devivee 
symótrique est partout finie" [Fund. Math. 21 (1933), p. 214].

E. Szpilrajn: „Remarque sur la dóriyóe symótrique“ [Fund. 
Math. 21 (1933), p. 226; cf. Fund. Math. 22 (1934), p. 319].

20. X. W. Sierpiński: »Sur une suitę dócroissante trans- 
finie d’ensembles Fau [C. R. de Varsovie 26 (1934). p. 8].

— „Sur la conyergence uniforme".
27. X. S. Kierst: „Sur les yaleurs asymptotiques des fonc

tions móromorphes".
[Un point a de la sphere de Riernann est une valeur asymptotique d’une 

fonction /(«), móromorphe dans le cercle-unite U, lorsqu’il existe un chemin con
tinu, contenu dans U et tendant vers la frontiere de U, sur lequel f(z) tend 
vers a]. M. K. demontre qu’il eziste pour tout ensemble analytique (an sens de 
M. Lusin) E de points de la sphere de Riernann — une fonction móromorphe 
dans Ó7, dont 1’esemble des valeurs asymptotiques colncide avec E.

10. XI. F. Leja: „Sur une fonction positiye d’ensemble fermó" 
[C. R 197 (1934)].

W. Ślebodziński (Poznań): „Sur les espaces basós sur 
la notion d’ólement“.

17. XI. S. Mazurkiewicz: „Uber die Grundlagen der 
Wahrseheinlichkeitsrechnung II" [Monatshefte fiir Mathem. und Phy
sik, a paraitre],

Z. W ar a s z ki e wi cz: „Sur un problóme de M. Hahn" 
|Fund. Math. 22 (1934), p. 180].

24. X. C. Kuratowski (Lwów): „Sur une gónóralisation 
de la notion d’homóomorphie“ [Fund. Math. 22 (1934), p. 206].

W. Sierpiński: „Sur une extension de la notion d’homóo- 
morphie" [Fund. Math. 22 (1934), p. 270],

— „Remarque sur les types de dimensions".
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1. XII. S. Mazurkiewicz: „Les moyennes translatives et 
la loi de Gauss" [Buli. Acad. Polonaise 1934, p 1],

S. Lubelski: „Der jetzige Zustand der systematischen 
Zahlentheorie. I. Entwicklung der Poincarć’sehen Ideen“.

Nach einer von Poincard ausgesprochenen Idee (s. H. Poincard: La 
science et la mdthode, Avenir des Mathdmaitąues, oder Atti d. IV Con. inter. d. 
Mat. S. 175) wkre es wohl moglich die Schwierigkeiten der Zahlentheorie durch 
Schaffung eines dieses ganze Gebiet umfassenden Systems zu iiberwinden. Za die- 
sem Zweck-' rat er, diese Wilsensehaft den anderen mathematischen Dirziplinen, 
wo die Stetigkeit eine Rolle spielt, methodologisch zu ndhern. Dabei hat Poincare 
auf die Kongruenztheoria hingewiesen und den Gedanken gekussert, das dieses 
Kapitel der Zahlentheorie dazu besonders geeignet ist.

Das Ziel des vorliegenden Referats ist, gerade die elementaren Eigen- 
schaften der Theorie der algebraischen Gleichungen auf die Kongruenztheorie zu 
iibertragen.

Die Darbouzschen (Darbons, Buli, de sc. math. et astr. B. X und XII, 
1876, 1877) und Weierstrass-Roucheschen *) Satze konnen z. B. ganzlich 
auf die Kongruenztheorie (mod. p), wo p eine ungerade Primzahl ist, iibertragen 
werden. Es wird dazu die Resultante zweier ganz rationalen Polynome mit ganz- 
zahligen Koeffizienten in der Syl v e st e rschen Determinatenform betrachtet und 
ihr Rang (mod. p) bez. ihre Hauptminoren s. 1) eriirtert. Ais Anwendung dieser 
Satze erhalten wir unter anderem eine Verallgemeinerung des Euklidischen 
Primzahlsatzes;

„Jede endlich viele beliebige ganz-rationale Polynome mit ganzzahligen 
Koeffizienten haben unendlich viele gemeinsame Primteiler der Forn nas-f-l, wo 
n eine beliebige natiirliche Zahl ist“.

Ais andere Anwendung erhklt man, den fiir die Zahlentheorie charakteri- 
stischen (in der algebraischen Gleichungstheorie keine Parallele findenden) Satz:

„Damit die ganz-rationale Polynome und <p(x) mit ganzzahligen Koef- 
fizienteu (mod. p), wo p eine ungerade Primzahl ist, einen gemeinsamen Teiler 
mindestens zweiten Grades haben sollen, ist es notwendig, dass ihre Resultante 
durch p2 teilbar sei“.

Ist f(x) = xn— a, so transformiert sich die Syl vestersche Determinanto 
in eine „Hyperzyrkulante" (fiir a = 1 zyklische Determinanto) und wir erhalten 
somit ais Folgerung

1) Verallgemeinerungen der Ko n ig-Radischen-K r on e ckerschen Kri- 
terien (s. L. Dickson: History of Numbers I, Washington 1919 S. 226) fiir die 
Esistenz von Wurzeln in einer Kongruenz,

2) Widerlegung eines B a c h m an nschen Kriteriums (s. P. Bach mann: 
Das Fermat problem... Leipzig und Berlin 1919 S. 58) beziiglich der Litsbarkeit 
der Ferma tschen Gleichung (I) xa-f-g" -j- 2n = 0; (p, xyz) = 1. Es wird von mir 

namlich bewiesen, das die zyklische Determinantę ^1.

fiir p > 7 stets durch p8 teilbar ist. Dabei ist zu beachten, dass, wie Bachmann

') Rouchd: Nouv. Annales d. Math. 2’ serie B. XVI, 1877.
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bewiesen hat, diese Determinanta, wenn die Gleichung (I) losbar ist, nur durch 
p* teilbar ist.

Es werden noch andere Fragen gestreift, wie:
1) der Zusammenhang der Kongruenztheorie mit den rekurrenten Reihen 

und zwar abzahlt Ref. fur die Glieder dieser Reihen die Lange der kleinsten Pe
riode (mod. p) (bekanntlich wiederholen sich die Glieder periodisch). Diese Frage 
ist unter anderen von Interesse filr die Liickentheorie der Taylorschen Reihen 
und auch fur ein Problem der Himmelsmechanik.

2) die Niitzlichkeit der Ubertragung der G a 1 o i schen Theorie auf die Kon
gruenztheorie. Dabei wird dies auf die Theorie der kubischen Kongruenzen ange- 
wandt und diese Theorie ausfiihrlich besprochen.

3) das Hilbertsche Problem Kongruenzen zu finden, welche algebraiseh 
irreduzibel ist, doch (mod. p) stete reduzibel sind.

Auf die obigen Probleme wird Ref. noch in den folgenden Referaten aus. 
fuhrlich eingehen.

9. XII. Z. Łomnicki i S. Ułam (Lwów): „La mesure dans 
les eBpaces combinatoires et son application au calcul des probabi
litós" [Fund. Math 23 (1934), p. 237).

15. XII. W. Sierpiński: „Sur la superposition de fonctions 
qui jouissent de la propriótó de Baire" [Fund. Math. 22 (1934), p. 21].

W. Wolibner: „Sur les coefficients des fonctions analytiąues 
univalentes“.

i
1) Soit f(z) = 2 bn zn, b{ = 1, une fonction holomorphe a. l’extórieur du 

/I — —co m
cercie K de rayon 1 et de centre a 1’origine. Soit Pm(x) = 2 Pm [/*(«)] =

m
= 2 c™ z1, ou c™ est un polynome des coefficients bn et a^. Pour que la fonction 

/«—oo
/(z) soit univalente a l'extórieur de K, il faut et il suffit que pour tout nombre 

m
naturel m soit remplie 1’inógalitó 2 l' |c“|a^-0, les coefficients a*, Ł = l,2...m, 

e—m
ótant des nombres complexes arbitraires.

2) Corollaire. Quelque soit la condition nócóssaire pour que la fonction /(z) 
soit univalente a l’exterieur de K, erprimóe par une inógalitó W 0, ou W dó
signe un polynome des variables b„ ou des leurs parties róelles et imaginaires, il 
eziste, pour tout e <_ 0, un nombre naturel m tel que 1’inógalitó W > — e est une

m
consóquence de 1’inógalitó 2 Iob coefficients at, i = l,2...m, ótant

c— — m
des nombres complexes arbitraires.

2
3) Si la fonction /(z) est uniralente a l’extórieur de K, on a I 6-.I < O» 

1’inógalitó ne pourant pas etre renforcóe.
4) Si la fonction f(z) est uniralente a l’extórieur de K et si = b_s =

2
= ... = 0, on a | Unógalitó ne pouvant pas etre renforcóe.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 9
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2
5) M W. fait 1’hypothóse qne 1’inógalitó | Z>_„ | -^ , 4 est nne condition 

necessaire pour que la fonetion /'(«) soit univalente a l’extórieur de K.
II est a remarquer que 1’hypothóse analogue | b„ | < n de M. Bieberbach, 

pour l’intórieur du cercie K, en dócoule.

29. XII. W. Sierpiński: „Sur un problńme de M. Kura- 
towski concernant la proprietó de Baire des ensembles“ [Fund. 
Math. 22 (1934), p. 54],

H. Grużewska: „Sur la dćcomposition des prix du terrain" 
[Kwartalnik Statystyczny 1934].

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematique.

Section de Varsovie, annee 1934.

[Abróviations: F. M. = Fundamenta Mathematicae; C. K. = Comptes Bendus des 
Sóances de l’Acadómie des Sciences (Paris)].

12. I. W. Sierpiński: „La propriótó de Baire et 1’homóo- 
morphie gćnóralisee“ [F. M. 22 (1934), p. 262].

— „Sur un problńme concernant la continuite uniforme“.
E. S z p i 1 r aj n: „Remarque sur un problńme de la mesure“ 

[Cf. „Remarąues sur les fonctions complńtement additives...“ F. M.
22 (1934), p. 303],

— „Remarąues sur les ensembles plans fermes“.
Soient: I — l’intervalle J — le carre O^te^il, 0 <:y sj 1;

2' 1’espace des sous-ensembles fermós de 1, mótrisó a laide de la formule connue 
de M. Hausdorff.

F ótant un ensemble plan, dósignonB par D(F) la familie de tous les inter- 
sections de F avec les droites parallelee a l’axe de y.

I. F ćtant un sous-ensemble ferme de J, la familie D(F) constitue un 
sous-ensemble analytiąue de 2'.

II. A itant un sous-ensemble analytique de 2', il eociste un sous-ensemble 
ferme F de J et une familie au plus ddnombrable B de sous-ensembles fermes 
de 1 — tels que D(F) = A-]-B.

III. 11 emiste un sous-ensemble H de 2', etant un Gj et tel que pour tout
ensemble ferme F et tout ensemble fini (ou vide) on ti D/A') h + b.

19. I. H. Szmuszkowiczówna: „Un thśoreme sur les 
polynomes et son application a la thćorie des fonctions quasi-ana- 
lytiques“ [C. R. 198 (1934), p. 1119].
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A. Lindenbaum: „Sur le nombre des invariants des familles 
de tranformations arbitraires“.

K etant une familie quelconque de fonctions univoques (pas nóceSBairement 
biunivoques), on dira que deux ensembles X et Y sont comparables relative- 
ment a K, lorsqu’une fonction de K transforme l’nn d’eux en l’autre (X en Y 
ou Y en X).

A la sźance du 16. I. 1931 ’), M. L. a dómontre (a l’aide de l’axiome du 
choix, mais sans avoir recours a aucune hypothese non demontróe sur les nombres 
cardinaux) qu’il existe une classe de puissance 2C (c = la puissance du continu) 
formie d’ensembles linóaires incomparables deux a deux relativement a la familie 
des transformations continues.

M. L. dómontre i present le thćorime suivant (obtenu en 1932): Soit 
II — un espace de puissance m, m ćtant un nombre cardinal infini tel que pour 
n m on a 2“ m, K — une familie de puissance nr de fonctions quelconques: 
alors il existe 2m ensembles de puissance m (contenus dans IW) incomparables 
relativement a K* 2).

■) Ces Annales, t. 10 (1931), p. 114.
2) Cf. le thóoróme de M. Sierpiński: Fund. Math. 19 (1932), pp. 209—210.

V. aussi: Hypothese du continu (1934), Chap. IV §6, en particulier pp. 140,139. 
’) C. R. 197 (1933). V. aussi: Studia Math. 4 (1933).

L’hypothese de ce theorfeme pent etre encore affaiblie et on parrient p. ex. 
au corollaire: K etant la familie des fonctions de Baire, il existe 2**, ensembles 
linóaires incomparables relativement a K.

De ces thóoremes, on obtient des renseignements sur le nombre des inva- 
riants (classes d’ensembles cios) des familles de transformations. Enfin, on peut 
remarquer que si ce nombre est > 2“ (m — la puissance de 1’espace M) et si T 
est une classe de puissance m d’ensembles, alors il existe autant de proprićtes 
invariantes (non dquivalentes) propres a tous les ensembles de T qu’il y a de pro- 
prietes invariantes en genóral.

A. Lindenbaum: „Remarques sur le groupe des permuta- 
tions de 1’ensemble des nombres entiers".

MM. J. Schreier et S. Ułam ont ćtudie le groupe Sx de toutes les 
permutations de 1’ensemble des nombres naturels3). Leur thóoreme II s’enonce 
eomme il suit: II existe trois permutations telles que le groupe II engendró par 
elles permet d’approximer toute permutation de Soo; plus prficisóment, si f est une 
permutation donnće, k — un entier positif, il existe une permutation </ de II, 
telle que /(») — g(i), quel que soit »^fc.

Or, on peut ddmontrer
1” qu’il existe deux permutations de Soo assez simples qui engendrent un 

groupe II dense dans
2° que le groupe II engendrd par une seule permutation de Sóo n’est 

jamais dense dans (puisque ses iterations ne peuvent approximer que des óló- 
ments de II ou bien des permutations qui n’ont que des cycles finis).

9’
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A. Lindenbaum: „Sur les relations contenues dans les re- 
lations ordinales“.

On ddmontre que lorsqu’une relation g etablit un ordre partiel dane un 
ensemble A, il existe une relation contenant p et ótablissant un ordre c o ru
pie t (= relation ordinale) dans A *).  Evidemment, le thóoreme inverse n’est 
pas vrai. Or, on peut douner une condition necessaire et suffisante pour qu’uue 
relation ę soit contenue dans une relation ordinale dans A, a savoir: il fant et 
il suffit que (> soit une relation acyclique, c.-a-d. qn’il n’existe aucune suitę 
finie: at, a2,an (d’elements da A), telle que:

*) Pour la demonstration et pour les definitions des termez—voir la notę de 
M. Szpilrajn: Fund. Math. 16 (1930],

anpaa_ię...ęa2pal
et a la fois a, p an.

La condition necessaire et suffisante pour qu’une relation p soit contenue 
dans une relation qui etablit un bon ordre dans A — est la suivante: il faut 
et il suffit qu’il n’existe aucune suitę infinie: a,,..., a„,... (d’dldments de A),
telle que:

...pa„+l pa„ ę... pa2 pat.

26. I. S. Mazurkiewicz: „Uber total zusammenbanglose 
Mengenu [F. M. 22 (1934), p. 267],

F. Leja: „Sur les suites de polynómes, les ensembleB fermós 
et la fonction de Green“ [ces Annales 12 (1933), p. 57].

W. Sierpiński: „Sur la dualitó entre la premióre catógorie 
et la mesure nulle“ [F. M. 22 (1934), p. 276].

E. Szpilrajn: „Remarques sur les fonctions complótement 
additives d’ensemble...“ [F. M. 22 (1934), p. 303].

9. II. S. Lubelski: „Der jetzige Zustand der systema- 
tischen Zahlentheorie II. Zur Einftihrung in die systematische 
Zahlentheorie“.

In den Arbeiten „Ober die Teiler der Form X1 Dy2* [Prace Matema
tyczno-Fizyczne 38, 40 (1931, 1932)] habe ich eine neue Theorie der binaren qua- 
dratischen Formen dargestellt, die in der Hauptsache auf Induktion beruht. Ich 
will jetzt auf die Wichtigkeit eines Birkhoff-Vandiverschen Satzes (s. Vandiver: 
Annals of Math. 1930) aufmerksam machen mit dessen Hilfe man ebenso die 
Theorie der binaren quadratisohen Formen aufbauen kann. Dieser Satz lautet: 
„Kongruenz xa = ±y mod p, wo p eine beliebige Primzahl ist, ist stets mit 
0 < x < h>, 0 < y < \p losbar“. Diesen Satz konnen wir ohne Schwierigkeit 
folgendermassen verallgemeinern:

Die Kongruenz

A,x, 4- A2 xt 4-... + Ak xs = 0 (mod p),
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wo p Primzahl ist, At, A,,... A/, gamę rationale konstantę Zahlen sind, 
ist stets mit

(» = 1,2,...fc); p, p,-..pk^p
losbar, wobei p,. P2... Pk beliebige Zahlen sind.

Beweis. Wir betrachten die Menge aller Zahlen

xi + A, x, + ■ • • + A* + °>

Ihre Anzahl betragt mindestens p, pt... p* Z^-p. Ist keine dieser Zahlen durch p 
teilbar, so miissen unter ihnen mindestens zwei mod p gleich sein. Nach Subtraktion 
erhalt man so mit die gesuchte LSsung.

Den Birkhoffschen Satz erhalten wir, wenn k — 2, |a?/| < \p, i — 1, 2 ist. 
Es ist jetzt leicht einen Satz zu erhalten, der etwa dem Lagrangeschen Reduk- 
tionssatz aequivalent ist: „Ist a2 -j- Db2 = 0 mod p, wo p prim ist. so finden sich 

solche Zahlen u, v, fiir die ^ = ±~, u‘-]-Db2 = cp, | c j < 2 |j D | ist“. Es ge-

Unser Ziel ist aber den Beweis eines Hermiteschen Satzes zu geben, der 
eigentlich der Gausschen Kompositionstheorie ais gleichbedeutend angesehen werden 
kann. Damit erhillt man, dass die Komposition der Formen in der Reduktions-
theorie implizite enthalten ist.

Hermitesche Satz: Ist L ein Teiler eon x2-Ą-Dy2, so findet sich eine 
nur eon D abhdngige Zahl h, fiir die 7/ = u2 -|- D v2 ist.

Den Beweis erhalt man, wenn man jeder Primzahlpotenz pk ein Paar gan- 
zer rationalen Zahlen (A, z0) zuordnet, wobei 0 <A<2 und z0 Wurzel der 
Kongruenz z*-|~D = 0 (mod ist. Die Anzabl dieser Paare ist offenbar endlich 
und unter den Zahlen p, p2,... pn finden sich also zwei den den dasselbe Paar 
entspricht. Das Produkt dieser Zahlen wird durch x2 -j- Dg2 darstellbar sein.

Ais Folgerungen erhalten wir die Satze:

1° Ist D 0 prim und D = 3 mod 4, so kann die Zahl h ungerade an
genommen werden-,

2° Ist D = 2, 5, 13, li mod 16, so kann h ais doppeltes einer ungeraden 
Zahl angenommen werden;
und damit auch das Reziprositdtsgesetz.

Es ist aber von Wichtigkeit zu betonen, dass man die obigo Methode auf 
algebraische Korper anwenden kann. Man erhalt nibnlich fiir algebraische Korper 
einen Satz, der den Birkhoffschen analog ist und somit kiinnen wir den Hermite
schen Satz auf algebraische Kfirper iibertragen. Diese Verallgemeinerung kann in 
zwei Richtungen geschehen, je nach dem Sinne, welche man den Teiler t der 
Form x2 Dy2 beilegt

1° t bezeichnet ganze algebraische Zahlen;
2° t bezeichnet sfimtliche, also auch Idealteiler von x2 -|- Dy2.

Nnn muss bemerkt werden, dass in 1° der Exponent h in manchen Fallen 
(wahrscheinlich allgemein) von der Klassenzahl des grundlegenden Kbrpers unab- 
hftngig angenommen werden kann.
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16. II. K. Borsuk: „Sur la notion de la catógorie de MM. 
Lusternik et Sehnirelmann" [C. R. 198 (1934), p. 1731].

Z. Waraszkiewicz: „Sur quelques invariants des trans
formations continues" ]F. M. 33 (1934), p. 172],

23. II. S. Mazurkiewicz: „Sur les nombres derivós" [F. M. 
23 (1934), p. 9].

2. III. S. Mazurkiewicz: „Ein Zerlegungssatz" [F. M. 23 
(1934), p. 11],

B. Kn aster: „Sur la quasi-connexitó de M. Cech".
9. III. W. Kozakiewicz: „Sur un thóoreme de M. Bernstein".
23. III. A. Rajchman: „Sur l’óquation de MM. Tinbergen 

et Kalecki".
P. Szymański et W. Wolibner: „Exemple d’une fonction 

eontinue bornóe f{x,y), dóterminóe dans tout le plan et satisfaisant 
pour tout a et 6 a l’óquation:

(*) ffy) dx dy — 0

Ka, b
(Kaib designant le cercie de centre a, b et de rayon 1) 1)“.

Posons
f(x,y) = COS (p« + gy),

p et q dósignant des constantes arbitraires satisfaisant a l’óquation pl -j- q* = r’, 
ou r designe un zóro arbitraire de la fonction de Bessel de premióre classe. La 
fonction y) satisfait a I’equation (*). (On peut aussi remplacer cos par sin). 
En variant les constantes p et q et en ajoutant css fonctions multiplióes par des 
constantes arbitraires, on obtient une classe vaste de fonctions continues satisfaisant 
a l’ćquation (*).

28. St. Kołodziejczyk: „On an Important Class of Statis- 
tical Hipotheses" [Biometrica 1934 ou bien „O pewnej klasie hipotez 
statystycznych, związanych z teorją najmniejszych kwadratów", Kwar
talnik Statystyczny 1934, z. 3—4],

6. IV. S. Lubelski: „Der jetzige Zustnnd der systematischen 
Zahlentheorie III. Binare quadratische Formen und abzahlende Me- 
thoden".

In vorigen Keferate haben wir gesehen, inwieweit die Reduktionstheorie fiir 
die Theorie der binaren quadratischen Formen grundlegent ist. Wir wollen hier 
andere Anwendungen dieser Theorie bieten. Wir wenden namlich diesie Theorie 
auf Fragen bei denen man auf den ersten Blick eine Zusammenhang mit der

l) Cf. D. Pompei u, Bulletin Acad. Bruxelles (5) 15, p. 265.
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Therie der biniiren ąuadratiachen Formen nicht sieht. Wir geben zunlichet eine 
eine Verallgemeinerung eines Gausscben Satzes: Ist D eine beliebige rationale 
Zahl, so existiert unterhalb \D mindestens ein Primteiler q =— 1 modi, der 
Nichtrest fiir D ist (Ist D = 1 mod 8 prim und q = ± 1 mod i, so erhalt man 
den genannten Gausschen Satz; vgl. auch meine Arbeit: Zur Reduzibilitat von 
Polynomen in der Kongrnenztbeorie. Acta Arithmetica 1, § 1).

In allen Fragen, wo die biniiren ąuadratiscben Formen angewendet werden, 
kann man etwa annehmen, dass es immer iiber die Eigenschaften ihrer Diskri- 
minante gesprochen wird. Nun kennen wir allgemeiner die Frage stellen: „die 
analogen Eigeschaften der Diskriminante D eines beliebigen Polynome f(x) zu 
find»n“? Bekauntlich ist die Adjunktion der Quadratwurzel der Diskriminante ais 
erster Schritt zur Łosung eines algebraischen Polymons notig. Mittels der Theorie 
der biniiren quadratischen Form kann man beweisen, dass bei einer sehr ausge- 
dehnter Klasse von kubischer Polynome dieser Schritt geniigt, um die Gleichung 
zu Ibsen. Diese Erwagungen, die im Wesentlichen auf einem Jermakoffschen Satz 
beruhen, geben uns die Mbglichkeit einen Kapfererschen Satz zu verallgemeinern:

Ist die Gleichung (1) axn -|- by" -f- czn — 0, wo a, b. c ganze rationale 
Żabien sind und n eine beliebige natilrliche Zahl ist, in ganzen rationalen 
Zahlen X, y, z ISsbar, so ist die Gleichung (2) w’ —»’ = 3’ • 2~2 a’ 6’ e’ w2" in 
ganzen rationalen Zahle u, v, w ISsbar. Ist n ungarade, a = ± 1, b — ± 1 und 
c Potem einer Primzahl, so muss auch ungekehrt aus der Losbarkeit der Glei
chung (2) in ganzen rationalen u, V, w, von denen je zwei teilerfremd sind, 
auch die Irisbarkeit der Gleiehung (1) in ganze von Nuli cerschiedenen Zahlen 
X, y, z folgen.

Den Kopfererschen Satz erhalten wir, wenn a — b = c — 1. Unser Satz 
kann also, ais eine tlbergang von der Fermatschen Gleichung zu den Formen 
hbheren Grades angesehen werden (vgl. meine Studien iiber den grossen Fermat
schen Satz; Prace Matematyczno-Fizyczne 42 (1934)). Ferner konnen wir auch 
allgemein die zyklischen Gleichungen dritten Grades mit ganzen rationalen Koef- 
fizienten charakteriseren. Dabei ist zu betonen, dass fiir zyklische Gleichungen 
dritten Grades mit rationalen Koeffinenten hat F. Seidelmann (Math. Annalen 1917) 
dieses Problem gelost, aber dort ist der zahlentheoretischer Kern nicht sichtbar.

Die Beweise aller obigen Shtze bsnutzen die sogenannte statistische Methode, 
und zwar z. B. wieviel Mai eine Zahl durch die Form ax2-^- bxy cy2 darsteli- 
bar ist. Ref. betont die Wichtigkeit dieser Methode fiir die Zahlentheorie und 
gibt nocli einige Anwendungen, die er in den nachfolgenden Referaten eingehen- 
der betrnchten wird.

13. IV. W. Sierpiński: „Sur les resultats nouveaux deM. Lusin". 
F. Leja: „Sur une mćthode de la representation conforme". 
27. IV. W. Sierpiński: „Sur l’approximation des fonctions 

continues par les superpositions de quatre fonctions" [F. M. 23 
(1934), p. 119],

Z. Waraszkiewicz: „Uber ein Hyperraum der Kontinua".
Es wird ein metrischer Hyperraum M(.K) der Kontinua eines anderen me- 

trischen und kompakten Raumes Ii behandelt. M(7?) hat u. a. die folgende Eigen- 
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Bchaft: jeder in sich kompakten Teilmenge K von M(#) kann man ein (etwa in 
dem Hilbertsehen Universalraum gelegenes Kontinuum Jlf(K) so zuordnen, dass 
jedes Kontinuum des Kaumes R, welches irgendeiuem Elemente von K entspricht 
das stetige Bild von M(K) ist.

11. V. D. Pompeiu (Bucuresti): „Sur les fonctionsi indefini- 
ment symśtriques44.

G. Tzitzeica (Bucuresti): „Sur certaines propriótćs affines 
des courbes gauches44.

W. Sierpiński: „Sur un probleme de M. Ruziewicz con- 
cernant les superpositions de fonctions jouissant de la proprióte de 
Baire44 [F. M. 24 (1935), p. 11]

18. V. W. Sierpiński: „Sur les ensembles jouissant de la 
proprióte de Baire44 [F. M. 23 (1934), p. 121].

E. Szpilrajn: „Sur une classe de fonctions de M. Sierpiński 
et la classe correspondante d’ensembles“ [F. M. 24 (1935), p. 17],

1. VI. S. Mazurkiewicz: „Sur 1’espace des continus peaniens44 
[F. M. 24 (1935). p. 118].

W. Sierpiński: „Sur une propriótó des ensembles linóaires 
quelconques“ [F. M. 23 (1934), p. 125],

W. Sierpiński: „Les superpositions transfinies des fonctions 
continues et les fonctions de Baire44 [F. M. 24 (1935), p. 1J.

8. VI. W. Sierpiński: „Sur les iterations transfinies des 
fonctions continues44 [Buli. Acad. Roum.].

— „Sur un probleme de M. Ruziewicz concernant les en- 
sembles de mesure nulle44 [Mathematica 10 (1935), p. 189; cf. „Sur 
deux problómes de M. Ruziewicz concernant la dócomposition de 
l’intervalle en paires de points44, F. M. 24 (1935), p. 43].

E. Szpilrajn: „Sur la multiplication cartósienne des en
sembles et la superposition des fonctions44.

15. VI. H. Milicer-Grużewska: „Sur les mesures statis- 
tiques44 [„O miarach statystycznych44, Kwartalnik Statystyczny 1935].

W. Kozakiewicz: „Sur une genóralisation d’un thóoreme 
de M. Bernstein44.

22. VI. K. Borsuk et S. Mazurkiewicz: „Sur les retractes 
absolus indócomposables44 [C. R. 199 (1934) p. 110],

S. Saks: „Sur un theoreme de M. Orlicz44.
Dane son Mómoire „Zur Theorie der Orthogonalreihen* (Buli. Ac. Pol. (A),. 

(1927), 81—113, en part. p. 101) M. Orlicz a dómontre que pour tout systeme 
orthogonal, normź et complet {rp„(x)} la serie 2 diverge presque partout.
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La dómonstration de M. Orli cz s’appuie sur certaines method es de la thóorie 
gónórale des opórations fonctionnelies. M. Saks communique une dómonstration 
un peu plus directe.

Supposons, par impossible, que 2(p2(x) conrerge sur un ensemble de mesure 
n

positive. On a par suitę 2<p2n(x) M < -f-oo sur un ensemble E tel que mes B>0. 
n

En appliqnant le thóoreme de Lusin, on pent supposer que toutes les fonctions 
<Pn(x) sont continues sur E. On peut adniettre aussi que E est un ensemble par
fait dont chaque portion est de mesure positive; on peut donc poser E — A B 
ou A et B sont deus ensembles mesurables disjoints et de mesure positive sur 
toute portion de E. Soit E a„ <pn(x) le developpement orthogonal de la fonction 

n
, , . P P

caractóristique de A. En vertu de 1’inegalite an <pn(x')\t M (2 a2) yalable pour 
n = rn n—m

x e E, la sórie 2an <pn(x) converge uniformóment sur 1’ensemble E vers une fonction 
n

continue sur eet ensemble. Par consóquent, la fonction caractóristique de 1’en
semble A serait equiyalente (c. a d. ógale presque partout) a une fonction continue 
sur E, ce qui est eyidemment contradictoire a la dófinition do 1’ensemble A.

Une móthode analogue permet de prouver un autre ónoncó de M. Orli cz 
(ibid., p. 101), notamment que la serie j~\ <p„ | da>]8 diverge pour tout ensemble E 
de mesure positive.

28. IX. H. Milieer-Grużewska: „The probable value of 
the weighted average“.

The universo W is a set of pairs of variable quantities: xx, yx; rr.,, y,;...; 
jV pairs of them are selected independently and at random. It is treated abaut the 
weighted average of the quantities Xi with y/ as weights e. i abaut the expression: 

(1) = 2 x‘ y‘: 2y‘

i i
If the selected ąuantities are: x„ yr\ x^ y.,;...XN, yN, then the calculated 

weighted average is:
N N

/-I Z-l

lt will be proved that it is, under certain suppositions:

(3) A’[XF_a>] = o(l)

According to that and a result of the part I of my article unt. „The pre- 
cision of the weighted average“ *) it may be said, that under certain suppositions2) 
the calculated weighted ayerage, as yvell as the calculated arithmetic mean, are 
the most probable values of the unknown weighted average and arithmetic mean

') The Annals of the Math. Statistics, Michigan, August 1933.
’) The suppositions of this article and the just cited one.
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respect., and the latests are respect. the probable values of the calculated weighted 
arerage and the calculated arithmetic mean, if only N — the size of the sample — 

is great enough, that the quantity O may be neglected.

Denote wit p/g the probabilily that the selected pair is xi, >jj, and with p'.^

Pr

ita calculated freąuency, and put:

(4) m*/z=  Pturfy1/, m'kn = i
i, i

(5)
1 mm

| p<?y; ^1/3
II

Xiyj L . mw
------ — p<u >-------------=
Mj/l mln 1 m,/i • ”*0/1

IsJ

(6) Pr\--“1
=

Pr ['”?'*  = J = n.

I »»l/l L»»o/1

*) „Grundbegriffe und Grundprobleine der Korrelationalehre“, Berlin, Teu- 
bner, 1925.

— uy ■ TZ „ TT-^ ---- Tly

1
II

finisbe

all possible samples.
III

theoreme and corrolairs:

r~ = «,
Suppose now that:
The ąuantities (6') are
21 u ( n" const. |
« 1 “ ! for

|mó/li»con8t- I
Deducing from the TshebyshefTs ineąuality and from prof. TshuprofFs re- 

sults *),  I prove following

Theorem. If the

E

Corrolair I. The relatioe constant error, of the approximation ot the 
weighted. acerage, of a finished set of pairs of a finished oariables (the ralue of 
one of the uariables, theated as weigtsf, with the selected weighted arerage, is of 

1 . .order of N denoting the size of the sample, if 1° the mean product of the 
pairs of oariable is different from zero, and 2° if the mean ralue of the weights 
of the unioerse. and also all their possible selected means, have moduls greater 
than a positiee constant.

Corrolair II. If the freąuency surface of a unicerse of pairs of oariables 
is normal, then the relatice error of the approximation of the weighted aoerage 
of this pairs of oariables (the ralue of one of the oariables threated as weights), 

with the selected weighted arerage, is of the order of N denoting the size of 

the sample, if the mean product of the pairs of rariables the mean of the 
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weights and also all their possible selected means are moduls greater then a po- 
sitire constant.

Remark I. If the mean product of the pairs of variables is zero one can’t 
treat with the relative conatant error of the approximation of the weighted average 
(just equal to zero) with the selected average, hut simply with their constant 
error. The analogical theorem and corrolairs as previously, may ho prored.

Remark II. If we hawe mig = 0, and mo/i=O, the variables are not 
corrolated and we need not treat about the weighted average, but only about the 
arithmetic means of each of them.

Remark III. The one essential supposition of all cases, is that the arith- 
metical mean of the weights and its selected means have moduls greater than 
a positive constant; if we are not in the case of the remark II, the weighted 
average is then inflnite.

Remark IV. With the same method it may be prored that

Ł\xy-Xyy = o^.

W. Kozakiewicz: „Sur certaines inógalites concernant les 
lois de probabilitó de n variables alóatoires“.

12. X. C. Kuratowski: „Sur les rótractes n-dimensionnelsu 
[Cf. F. M. 24 (1935), p. 269].

A. Rajchman: „Sur la thóorie des dóterminants“ [Cf. rTeorja 
wyznaczników. Wykład opisowo indukcyjny14 Mathesis Polska 9 
NN° 7—8 et 9—10],

9. XI. W. Sierpiński: „Sur les suites infinies de fonctions 
definies dans les ensembles quelconques“ [F. M. 24 (1935), p. 209].

S. Saks: „Sur la dćrivee relative“.
Deux notes, rócemment parues (Petrovsky, Rec. math. Soc. math. Moscou 

t. 41 (1934) 48—58; Caccioppoli, Atti Mem. Acad. Sc. Padora 60 (1934), 
93—98) contiennent une solution affirmative du probleme suivant pose par M. L e- 
besgue dans la 2' ódition de ses „Leęons sur l’intdgration“: Les fonctions f(t) 
et u>(t) ótant continues dans un intervale (a, 6), la fonction /'(£) est-elle constante 
lorsąue sa dórivde ralative par rapport a to(t) existe et s’annulle partout dans cet 
intervalle (c. a d. que df(t)ldw(t) — lim [f(t -1- h) — f(t)]/[w(t-\-h}— w(t)] = 0 

4->o
pour a^t^Zb). La ddmonstration de M. Caccioppoli (plus simple que celle 
de M. Petrovsky) s’appuie sur le fait que le thdorfeme suggóre par M. Lebesgue 
peut etre enonce dans une formę góometrique que voici: Une courbe continue 
a; = u>(t), y = f\t) possźdant en chaque point une tangente determinde et pa
rallele h l’axe des abscisses, est situde sur un segment parallele a cet axe. M. Saks, 
observe que ce thdoreme est contenu dans la proposition suivante dtablie par 
M. Zygmund et lui danB une notę de Fundam. Mathem., 6 (1924), p. 117—121: 
Etant donnee une courbe arbitraire (non ndcessairement continua) dans le plan, 
1’ensemble des ordonnds de ces points de cette courbe ou une demi-tangente, d’un 
cóte au moins, existe et est parallele a l’axe des abscisses, est de mesure nulle. 
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A l’aide de cette proposition on peut meme affaiblir les hypotheBes du theoreme 
de M. Lebesgue, en l’enonęant dans la formę suiyante: Si w(t) est une fonction 
qnelconque et /(t) une fonction satisfaisant a la condition de Darboui et si f(t) 
possede par rapport a w(t) une dórivee determinóe et ćgale a 0, mśme seulement 
d’un cotó en gónóral yariable, de tout point t i un ensemble au pIuB denombrable 
pres, alors f(t) se reduit a une constante.

16. XI. A. Rajchman: „Sur l’inógalite de Hausdorff-Riesz“ 
[F. M. 24 (1935), p. 288].

14. XII. W. Sierpiński: „Sur une propriótó de la droite “ 
[F. M. 24 (1935), p. 247],

C. Kuratowski: „Sur les espaces localement conneses et 
póaniens en dimension n“ [F. M. 24 (1935), p. 269].

21. XII. S. Saks: „On the differentiability of multiple inte- 
grals“ [F. M. 25 (1935)].

J. Splawa-Neymau: „Sur le problóme de la reconstruction 
dans la statislique matbematique“.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise 
de Mathematiąue.

Section de Lwów.

13. I. J. Schauder: „Das Cauchy’sche Problem fiir hyper- 
bolische Differentialgleichungen“ [Das Anfangswertproblem einer 
quasilinearen hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in beliebiger Anzahl von unabhUngigen Veranderlichen, Fundam. 
Math. 24 (1935)].

J. Schauder: „Uber stetige Abbildungen in Raumen vom 
Typus (B)“.

Ref. kniipft an eine frtihere Veróffentlichung an, in der er 
mit Herrn J. Leray die Grundlagen zu einer Theorie des Abbil- 
dungsgrades in den Raumen votn Typus (B) legt [Topologie et 
óquations fonctionnelles, Ann. Ecoie norm. 51 (1934)]; einige Satze 
Uber Existenz der Fixpunkte und dereń Eigeschaften konnen mit 
Hilfe dieses Begriffs ganz einfach bewiesen werden. Dies wird an dem 
folgenden Beispiel illustriert: Ist I\x) eine tollstetige Abbildung der 
Kugel |a;| 1 auf ihren Teil, so gibt es einen Fixpunkt. Zum Beweise
betrachte man die Hilfsabbildungen Gx(x) — x — 0 2 1.
Bei der Abbildung G0(x) gehórt 0 zum Bilde der Kugel, nicht aber 
zu dem ihres Randes; der Abbildungsgrad in 0 ist gleich Eins. Ware 
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der Satz falach, so kónnte 0 auch fiir 0<;2^1 bei der Abbil
dung G,(x) nicht dein Bilde des Randes angehóren; folgiich ware 
der Abbildungsgrad von Gz(x) in 0 stets gleich Eins; mithin aber 
miiBte 0 speziell bei der Abbildung G^x) zum Bilde gehóren, ent- 
gegen der Annahme. Es gilt noch: Ist bei einer nollstetigen Abbil
dung F(x) eines beschrdnkten Gebietes nur ein Fixpunkt x0 norhanden 
und der Abbildungsgrad von x — F(x) in 0 von Nuli eerschieden, so 
ist dieser Fixpunkt stabil; d. h.: laBt man die vollstetigen Abbildun- 
gen F^(x), 0^2^1, von 2 stetig (gleichmafiig in x) abhangen, 
so daB F0(x) = F(x), so liegt fiir hinreiehend kleine 2 mindestens 
ein Fixpunkt, von jFx(a?) in der gegeben Umgebung von x0. Ahnli- 
cher Saehverhalt liegt iibrigens vor, wenn bei der Abbildung F(x') 
eine endliche Anzahl von Fixpunkten vorhanden ist.

S. Mazur: „Uber die im kleinen konvexen Mengen“.
Eine Teilmenge M eines linearen normierten Raumes heiht 

im kleinen konvex, wenn sich um jeden ihrer Punkte eine Kugel 
legen lafit, dereń Durchschnitt mit M konvex ist. In Veral!gemei- 
nerung eines Satzes des Herrn H. Tietze [Uber Konvexheit im 
kleinen und im groBen und uber gewisse den Punkten einer Menge 
zugeordnete Ditnensionszahlen, Math. Z. 28 (1928)] wird bewiesen: 
Eine abgeschlossene und zusammenhangende Punktmenge eines linearen 
normierten Raumes, die lconvex im kleinen ist, ist konvex.

S. Ułam: „Uber stetige Abbildungen von Mannigfaltigkeiten“.
Der Punkt x0 heiBt stabiler Fixpunkt der stetigen Abbildung 

f(x) eines topologischen Raumes auf sich selbst. wenn er ein Fix- 
punkt ist und wenn dabei jede hinreiehend nahe f(x) gelegene 
Abbildung mindestens einen nahe xn gelegenen Fixpunkt besitzt. 
Es wird die Aufgabe gestellt, die stabilen Fixpunkte durch innere 
Eigenschaften zu charakterisieren, und die Frage der Existenz von 
stabilen Fixpunkten bei stetigen Abbildungen von Funktionalraumen 
aufgeworfen. Mit Hilfe dieses Begriffes beweist man leicht: Im Raume 
aller stetigen Abbildungen einer Mannigfaltigkeit auf sich selbst, bilden 
diejenigen Abbildungen, die einen Fixpunkt besitzen, die abgeschlossene 
Hiille einer offenen Menge.

20. I. S. Mazur: „Uber konvexe Funktionen mehrerer Ver- 
anderlichen“ [Uber konvexe Funktionen mehrerer Veranderlichen, 
Studia Math. 6 (1935)].

S. Banach: „Uber ein von Herrn S. Ułam gestelltes 
Problem
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Ref. gibt einen einfachen Beweis fiir den von Herrn S. Ułam 
herriihrenden Satz [vgl. diese Berichte, 13. I.]; die angewandte Me- 
thode erlaubt sofort die Richtigkeit dieses Satzes fiir Raume, welehe 
die Mannigfaltigkeiten ais Spezialfall enthalten, zu verifizieren.

17. II. S. Mazur und W. Orlicz: „Uber das Verhalten von 
Polynomen in konvexen Mengen44 [Uber das Verhalten von Poly- 
nomen in konvexen Mengen, Studia Mat. 6 (1935)].

J. Schreier und S. Ułam: „Bemerkungen iiber die stetigen 
Abbildungen von topologisehen Raumen44.

Es sei A ein topologischer Raum; mit T(A) bezeiehnen wir 
den Raum aller topologisehen Abbildungen von A auf sieht selbst. 
Es wird die gruppentheoretiseh-topologische Struktur dieses Raumes 
studiert im Falle, wo A die Gerade und die euklidische Ebene ist. 
Es wird bewiesen: Die Gruppe T(K), wo K die Kreislinie ist, ist 
einfach in dem Sinne, da/.) die Einheitskomponente keine nichttrimalen 
Normalteiler besitzt.

10. III. S. Kaezmarz: „Beispiel einer divergenten Orthogo 
nalreihe44 [Notes on orthogonal series II, Studia Math. 5 (1934)].

H. Steinhaus: „Ein Apparat zur Integration einer gewissen 
Funktion iiber beliebige ebene Gebiete44 [Su un’ applieazione del Cal- 
colo delle probabifa alla teoria del mereato, Giorn. Ist. Ital. Attuari, 
12 (1934)].

W. Orlicz; „Zur Theorie der Orthogonalreihen44 [Beitrage 
zur Theorie der Orthogonalentwicklungen IV, Studia Mat. 5 (1934)].

17. III. W. Sierpiński: „Uber Analogien zwischen den 
Eigenschaften der Mengen vom Mafie Nuli und Mengen von erster 
Kategorie14 [Sur la dualite entre la premiere catógorie et la mesure 
nulle, Fundam. Math. 22 (1934)].

H. Steinhaus: „Graphisehe Darstellung einer medizinisehen 
Theorie44 [Tuberkulosestudien IV, Zeitschrift fiir Kinderheilkunde 
56 (1934)].

16. IV. W. Orlicz: „Zur Theorie der Orthogonalreihen14 
[Uber Folgen linearer Operationen, die von einem Parameter abhan- 
gen, Studia Math. 5 (1934)].

S. Banach: „Uber Wrońskis Oberstes Gesetz44.
Ref. analysiert vom Standpunkte der Theorie der linearen 

Operationen die von Wroński beim Beweise des Obersten Ge- 
setzes angewandte Methode und erhalt die Erklarung der Tatsache, 
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daB diese Methode in vielen Fallen, so z. B. bei Entwicklungen in 
Potenzreihen oder Fouriersche Reihen, erfolgreich ist.

19. V. E. Żyliński; „tTber die Lagrange’sche Multiplika- 
toren methode “.

L. Chwistek: „Uber den Empfindungsraum".
Durch EinfUhrung an Stelle der E i n s t e i n’sehen Zeit t, der 

Zeit T = t — (wobei r die Entfernung des Aufpunktes vom Beo- 
bachtungspunkte und c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet), wel- 
cher wir in Wirklichkeit die Beobachtungen zuordnen, werden 
folgende Vereinfaehungen bei Beschreibung von Ereignissen gewon- 
nen: Die Raume zweier Beobaehter, die sich in demselben Punkte 
befinden, sind identiseh ohne Riicksicht auf eventuelle Geschwin- 
digkeitdifferenzen, und nur die Arten, diese Raume zu messen, sind 
voneinander verschieden; dagegen sind die Raume zweier in yerschie- 
denen Punkten befindlicher Beobaehter stets voneinander verschieden; 
die an dieser Zeit T gemessene relatiye Geschwin digkeit V zweier 
Systeme lafit sich mit der Einstein’sehen Geschwin digkeit v durch

V
die Formel V = r—-------- verbinden und ist daher beliebig groBerIM
Werte fahig.

26. V. W. Orlicz: „Zur Theorie der Orthogonalreihen“.
Es wird u. a. der folgende Satz bewiesen: Es bezeichne 

ein, in (L) vollstandiges Orthogonalsystem, dessen Funktionen beschrdnkt 
sind; dafur, dafi fiir fast jede Vorzeichenverteilung en = -j- 1 die 

OO

Reihe enp„<pn{x) die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus 
n—1

(L“) sei, a 1, ist notwendig und hinreichend, dafi die Ungleichung 
bp a
f p2„<p2„(x)^ dz^LC (p=l,2,...') bestehe.

a n—1
S. Mazur und J. Schauder: „Uber Extreme von mehr- 

faehen Integralen“.
Durch Benutzung gewisser Satze Uber konvexe Mengen in 

Funktionalraumen konnen die wichtigsten Ergebnisse der Theorie 
von Herrn L. Tonę 11 i [LZEstremo Assoluto degli Integrali Doppi, 
Ann. di Pisa, 2 (1933)] wiedergewonnen werden, ohne die Halbste- 
tigkeit der yorkommenden Funktionale wesentlich zu benutzen. Die 
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erwahnten Hilfsmittel erlaubeu namlich eine solche nach z gleich- 
maBig konvergierende Minimalfolge {z„} zu bestimmen, bei der auch 
die partiellen Ableitungen erster Ordnung von zn im Mittel gegen 
entsprechende Ableitungen von z konvergieren; z ist dann das ge- 
suehte Minimum. Die Methode ist ohne weiteres auf Variationspro- 
bleme verallgemeinerungsffihig, bei denen unter dem Integralzeichen 
aueh hóhere Ableitungen vorkommen; die Integrationsmannigfaltig- 
keit kann auch geschlossen sein.

9. VI. S. Kaczmarz: „Zur Theorie der Orthogonalreihen“ 
[Notes on orthogonal series I, Studia Math. 5 (1934)].

Z. Waraszkiewicz: „Uber stetige Abbildungen von Kon- 
tinuen“ [Sur quelques invariants des transformations continues, 
Fund. Math. 23 (1934)].

M. Kac: „Uber einige Satze von Borel und Hardy-Lit- 
11 e w o o d“.

Sei {goz(jc)} das Ra demacher’sche Orthogonalsystem. Ref. 
gibt einen einfachen Beweis fiir den Satz von Herrn E. Borel, 
laut welchem | <pt (z) (p„(x) | = o(n) fast iiberall, sowie ftir
die von den Herren G. H. Hardy und J. E. Littlewood her-
riihrende Verscharfung, nach der 1 (pr (a:) -|- ... | = 0 (|/n log n)
fast Iiberall. Die Borel’sche Behauptung folgt unmittelbar aus

>i (a:) + • • • -f- WnfK)]* dx <Z oo und ihre Verscharfung
n-1 0

2°°, ] r i/ |yiW+-+yn(*)|
, _ i eftoSn a <x oo; um zu beweisen,

n—1 0 1
geht man aus der Relation J a'P,M+ - +<pl,W dx ta + a~l\n= [—2—] aU8'

30. VI. S. Ruziewicz: „Uber meBbare Punktmengen“.
S. Banach: „Aus der Theorie der Orthogonalreihen“.
Sei E die Menge aller normierten und vollstandigen Orthogo- 

nalsysteme {qp„(a:)} in < 0, 1 >; setzt man ((<p„(a;)}, {ipn(x)}) — 
OO 1

n—1 o
{(pn(x)}, sE, so wird E zu einem metrischen, vollstandigen
und separablen Raume. Ref. beweist u. a.: 1° Die Menge aller {<p„(«)} eE 
mit der Eigenschaft, dafi die Entwicklung jeder Funktion (p^efL*) 
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nach dem System {(pn(x)} fast ubera.il konuergiert, ist von erster Ka
tegorie; 2° Verschwindet die Funktion q>(x)e(Lt) nicht identisch, so 
ist die Menge aller {<f>n(x}} eE mit der Eigenschaft, dafi die Ent- 
wicklung von <p(x) nach dem System {<jp„(z)} fast iiberall konnergiert, 
non erster Kategorie.

20. X. A. Łomnicki: „Uber eine Interpretation von singu- 
lttren Punkten“. Ref. weist auf einige didaktisch interessante Zu- 
sammenhiinge zwischen den Punkten der Flachę f(x, y) — z hin, in 
denen die Tangentialebene zur Ebene x, y parallel ist, und den sin- 
gularen Punkten der Kurven f(x, y) — const.

J. Pepis: „Das Entscheidungsproblem in der Mathematik I“. 
Nach Erklarung des Begriffs einer arithmetischen rekursiven 

Eigenschaft wird folgender Satz formuliert: Die Entscheidbarkeit 
einer beliebigen Aussage der Form IlF(x), wobei F(x) eine arithme- 

tische rekursive Eigenschaft ist, ist aquivalent mit der Bestimmung 
einer arithmetischen entscheidbaren Funktion, die eine Majorante 
einer gewissen arithmetischen, durch ein vom Ref. gestelltes kombi- 
natorisches Problem bestimmten Funktion <5(r, s, m) ware.

10. XI. J. Pepis: „Das Entscheidungsproblem in der Mathe
matik 11“.

Unter Prftzisierung der vorigen Ergebnisse wird folgender Satz 
angegeben: Jeder Aussage der Form HF(x), wobei F(x) eine arith- 
metische rekursive Funktion ist, kann man effektiv eine Aussage 
derselben Form IIG(x) sowie Zahlen r,s,m derart zuordnen, dafi 
die Aussage IlF(x) dann und nur dann wahr bzw. falsch ist, wenn 
die Zahl <Z>(r, s, m) die Eigenschaft G(x) aufweist bzw. nicht aufweist.

S. Ruziewicz: „Uber ein Mengensystem“.
Die Konstinuumhypothese ist dem folgenden Satze aquivalent: 

Es gibt ein System non abzdhlbaren Mengen reeller Zahlen, mit der 
Eigenschaft, dafi die Summę beliebiger unabzahlbar nieler Mengen 
dieses Systems alle reelle Zahlen enthdlt.

S. Ruziewicz: „Uber inehrfache Separierbarkeit von Mengen“ 
[Sur la sóparabilitó multiple des ensembles, Fund. Math. 24 (1935)].

24. XI. Mazur und W. Orli cz: „Uber rationale Operatio- 
nen“ [Grundlegende Eigenschaften der polynomischen Operationen. 
Zweite Mitteilung, Studia Math. 5 (1934)].

J. Schauder: „Elliptische Differentialgleichungen mit steti- 
gen Koeffizienten“ [Sur les equations linóaires du type elliptique 

10 Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII.

ubera.il
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k coefficients continus, Sur les ćąuations quasilinóaires du type 
elliptique a coefficients continus, C. R. Acad. Sci. Paris 199 (1934)].

10. XII. H. Auerbach: „Uber ein schwimmende Kórper 
betreffendes Problem".

Im AnschluB an eine von Herrn S. Ułam gestellte Frage 
wird folgendes Problem behandelt: Es ist die Klasse Ke aller Quer- 
schnitte der homogenen Zylinder, die bei der Dichte g in jeder 
durch das Archimedische Gesetz zugelassenen Lagę, bei der die Er- 
zeugenden zum Wasserspiegel parallel Bind, sich im Gleichgewicht 
befinden, zu charakterisieren. Ref. beweist: Eine konnexe Kurne C, 
die kein Kreis ist, gehort der Klasse K\ dann und nur dann, wenn C 
keinen Mittelpunkt besitzt und jede Sehne, die den Inhalt des non C 
begrenzten Gebietes halbiert, zugleich auch die Lange non C halbiert; 
es gibt auch Kurnen, die zur Klasse K^ angehoren, ohne konnex zu 
sein. Das Problem, ob es fiir g =]= | vom Kreise abgesehen noch 
andere Kurven in der Klasę Ke gibt, bleibt offen.

Etat
de la Sociótć Polonaise de Mathómatique ń la fin 

de Pannće 1934.

President: M. S. Mazurkiewicz.
Vice-Prćsidents: MM. S. Banach et S. Zaremba. 
Secretaire: M. T. Ważewski.
Vice-Secretaires: MM. R. Dniestrzański et S. Turski. 
Trćsorier: M. S. Gołąb.
Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 

W. Wilkosz.
Commission de Contróle: Mme Wilkosz et MM. Chwistek et Vetulani.

II existe quatre sections de la Sociótś, l’une k Lwów, prósidóe 
par M. S. Banach, la seconde a Varsovie, presidóe par M. S. Mazur
kiewicz, la troisieme h Poznań, prósidóe par M. Z. Krygowski, la 
quatrieme a Wilno, presidee par M. J. Rudnicki.

Listę des Membres de la Sociótć.
Malgró le soin avee leąuel cette listę a óte ótablie, certaines 

fautes ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont priós instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrótaire (Craeovie, 
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rue Gołębia 20, Institut de Mathematique) et de le preyenir 
de tous les changements d’a d r e s s e.

Abróvations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań. W1 — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P. 
indiquent les Sociótaires perpetuels.

Abramowicz Kazimierz Doc. Dr. (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 15. 
Archibald R. C. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown.

Uniyersity.
Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 4.3, m. 7. 
Auerbach Herman Dr. (L), Lwów, ul. Konopnickiej 6.
Banach Stefan Prof. Dr. (L), Lwów, ul. św. Jacka 22. 
Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Obserwatorjum Astrono

miczne, ul. Kopernika 27.
Baran Jan, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary.
Barnett I. A. Prof. Dr., Cincinnati (Ohio, U. S. A.), Uniyersity. 
Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 
Bergman (Stefan Prof. Dr. (Wa), Tomsk (U. R. S. S.), Uniwersytet, 

Instytut Matem, i Mech., Temiriazewski 3.
Bessaga Mieczysław Inż., Lwów, Aleja Foch’a III, Dom Kolejowy. 
Bialobrzeski Czesław Prof. (Wa), Warszawa, Akademicka 3 m. 13. 
Bielecki Adam Dr., Kraków, Syrokomli 17.
Biernacki Mieczysław Prof. Dr. (P), Poznań, Uniwersytet, Semina- 

rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6.
Birkenmajer Aleksander Doc. Dr., Kraków, Uniwersytet. 
Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwów, ul. św. Anny 1.
Blumenfeld Izydor Inż. Dr. (L), Lwów, ul. Kąpielna 6.
Borsuk Karol Dr. (Wa), Warszawa, Seminarjum Matem., Oczki 3. 
Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue 

Renaudot.
BOttcher Łucjan Doc.. Dr. (L), Lwów, ul. Sadowa 4.
Brablee Franciszek, Kraków, ul. Pierackiego 4. 
Braunówna Stefanja Mr. (Wa), Warszawa, Marszałkowska 91. 
Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathómatique de l’Universite de

Mińsk (U. R. S. S.).
Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 

nue de Montespan.
10*
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Chromiński Antoni (Wa), Warszawa. Politechnika, Wydział Inży- 
nierji Lądowej.

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwów, Uniwersytet.
Cwojdziński Kazimierz Dr. (P), Poznań, Grunwaldzka, Hotel Polonja. 
Czernik Tadeusz Mr. (Wl), Wilno, Wiwulskiego 13.
Cech Eduard Prof. Dr., Brno, ul. Nova 49.
Delsarte Jean, Maitre de Con fś ren ces a la Facultó des Sciences, 35, 

rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).
Denizot Alfred Prof. Dr. (P), Poznań, Kolejowa.
Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 
Dniestrzański Roman Mr., Kraków, ul. Łobzowska 15.
Dobrzycki Stanisław Mr. (P), Poznań, Matejki 53.
Dollon Jean, Prof, de Mat.hómatiques spóeiales, Lycóe Poincaró, 

Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).
Durand Georges, Bourges (Cher, France), 3, rue Pasteur. 
Dziewulski Wacław Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 21. 
Dziewulski Władysław Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 23. 
Dziwiński Placyd Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kleinowska 3. 
Eilenberg Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Twarda 11.
Fijoł Kazimierz, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31.
Flamant Paul Prof. Dr., Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue 

Schweighauser.
Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 
Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Frśdóric Nyst. 
Gołąb Stanisław Doc. Dr., Kraków, Akadem) a Górnicza.
Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 
Gruder Henryk Dr. (L), Lwów, ul. Kopernika 14.
Grużewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolińska 8. 
Gruźewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolińska 8. 
Harlen Hasso Dr., Merseburg (Allemagne), GutenbergstraBe 8. 
Hoborski Antoni Prof. Dr., Kraków, ul. Jabłonowskich 6. 
Hossiasson Janina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 6 m. 5. 
Huber Maksvmiljan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 

dom A.
Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite. 
Infeld Leopold Doc. Dr., Lwów, ul. Długosza 8.
Janet Maurice, Prof. Dr. Caen (Calvados, France), 7, rue de la 

Dólivrande.
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Janik Wincenty, Kraków, ul. Pierackiego, Gimnazjum.
Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Wielka 24. 
Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Kalandyk Stanisław Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Słowackiego 29. 
Kalicun-Chodowicki Bazyli Dr. (L), Lwów, ul. Kubali 4.
Kampó de Fóriet Joseph Prof. Dr., S. P.. Lille (Nord. France), 16, 

rue des Jardins.
Kempisty Stefan Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5. 
Kerner Michał Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20 m. 17.
Klawekówna Stefanja (P), Poznań, ul. Młyńska 11.
Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 

Pensylvania.
Knaster Bronisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3. 
Kobrzyński Zygmunt Dr., (Wa), Pruszków, ul. Graniczna 4. 
Kołodziejczyk Stanisław Mr. (Wa), Warszawa, Szkoła Główna Gosp.

Wiejskiego, Zakład Statystyki, Miodowa 23.
Koźniewski Andrzej Mr. (Wa), Warszawa, Hoża 61.
Krygowski Zdzisław Prof. Dr. (P), Poznań, Marszałka Foch’a 54, II p. 
Krzyżański Mirosław Mr. (Wl), Drohiczyn n/Bugiem, Warszawska 43. 
Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa Polna 7łJ m 10. 
Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Seminarjum 

Matematyczne U. W.
Labrousse Lóon. Prof., 7, rue Lóon Vaudoyer, Paris (7°) (France).
Laine Edouard Prof. Dr., Angers (Maine-et-Loire, France), 3 rue 

de Kabetais.
Leja Franciszek Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16. 
Leśniewski Stanisław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
Leśnodorski Gustaw, Kraków, ul. Sobieskiego 10.
Levi-Civita Tullio Prof. Dr., Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 
Lichtenberg Władysław (L), Lwów, Wulecka Droga 78.
Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa, ul. Złota 45 m 4
Loria Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Sykstuska 37.
Łomnicki Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kosynierska 18. 
Łomnicki Zbigniew (Wa), Warszawa, ul. Berezyńska 37.
Łukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
Luzin Nikołaj Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R S. S.), Arbat 25/8. 
Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwów, ul. Batorego 5.
Mandelbrojt S., Prof. Dr., Clermond-Ferrand (Puy-de-Dóme, France), 

Umversite.
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Marconi Andrzej (P), Poznań, ul. Libelta 3.
Matulewicz Konstanty (Wl), Wilno, Witoldowa 53—39. 
Mazur Stanisław Dr. (L), Lwów, Kętrzyńskiego 17.
Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11. 
Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX, Fruchthallergasse 2. 
Mieńszow Dimitrij Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie 

Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.
Montel Paul Prof. Dr. (L), Paris.
Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A.), Uniyersity of Texas. 
Moroń Władysław, Katowice.
Napadiewiczówna Zofja (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8. 
Spława-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11, m. 6. 
Nikliborc Władysław Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Listopada 44 a. 
Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, m. 35.. 
Nikodymowa Stanisława Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, 

m. 35.
Ohrenstein Szymon, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 
Orlicz Władysław Dr. (L), Lwów, ul. Kopcowa 3.
Orłowski Józef (P), Poznań, ul. Matejki 44.
Otto Edward Mr. (L), Lwów, Gródecka 131.
Pareński Aleksander Dr. (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10. 
Patkowski Józef Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Nowogrodzka 22. 
Pearson Egon Sharpe Dr., London W. C. 1, Uniyersity College 

Galton Laboratory.
Pearson Karl Prof. Dr., London W. C. 1, Uniyersity College. 
Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Gipsowa 32. 
Poprużenko Jerzy Dr. (Wa), Warszawa, ul. Rozbrat 32, m. 7. 
Posament Tadeusz Mr. (L), Lwów, Krasickich 11.
Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Calcutta (East India) Samavaya 

Manshions 2 Corporation str.
Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5. 
Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 
Rosenblatt Alfred Prof. Dr., Kraków, ul. Radziwiłłowską 35. 
Rozental Stefan Dr., Łódź, ul. Nawrot 4.
Rozmus Antoni, Piotrków, Gimnazjum Państwowe.
Rudnicki Juljusz Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 11, Seminar- 

jum Matematyczne U. S. B.
Ruziewicz Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 
Sabatowska Walerja (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej. 
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Saks Stanisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Krasińskiego 16 m. 94. 
Schauder Juljusz Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Leśna 7.
Scheybal Adolf, Gimnazjum Państwowe, Wadowice. 
Schreier Józef (L), Drohobycz, Bednarska 8.
Sedlak Stefan, Kraków, ul. św. Wawrzyńca 30. 
Seipeltówna Lidja Dr. (P), Poznań, ul. Grunwaldzka 14.
Sergeseo Pierre Prof. Dr., Cluj (Roumanie), Seminar matematic 

universital.
Sieczka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Płock, Seminarjum Duchowne. 
Sierpiński Wacław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 73. 
Smosarski Władysław Prof. Dr. (P), Golęcin.
Sokół-Sokołowski Konstanty Mr. (Wl), Wilno, Zamkowa 11, Semi

narjum Matematyczne U. S. B.
Stamm Edward Dr., Kraków, ul. Pawła Popiela.
Stankiewicz Ksawery Inż., Kraków, ul. Długa 50.
Starosolska - Szczepanowska Zofja (L), Chełmno, Korpus Kade

tów Nr. 2.
Steckel Samuel Dr. (Wa), Białystok, Gimnazjum.
Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kadecka 14. 
Stembach Ludwik, Lwów, (L), Leona Sapiehy 5 a.
Stożek Włodzimierz Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Nabielaka 55 a. 
Straszewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, 6 Sierpnia 46, m. 14. 
Szczeniowski Szczepan Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Długosza 8. 
Szczepanowski Karol Mjr. (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 
Szmuszkowiczówna Hanna Mr. (Wa), Warszawa, Kupiecka 8. 
Szpilrajn Edward Dr., (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9. 
Szymański Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny, 

Nowowiejska 50.
Ślebodziński Władysław Dr. (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 4. 
Tamarkin J. D. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown. 

University.
Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.
Titz Henryk Dr., Kraków, ul. św. Tomasza 27. 
Turowicz Andrzej Mr., Kraków, ul. Sobieskiego 7.
Turski Stanisław Dr., Kraków, ul. Mickiewicza 49. 
Ułam Stanisław Dr. (L), Lwów, ul. Kościuszki 16.
Urbański Włodzimierz Dr., Pionki, P. W. P. Laboratorjum centralne. 
Vetulani Kazimierz Inż., Kraków, ul. Smoleńsk 14.
Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Radość p. Warszawą, Jasna 11.
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Waraszkiewicz Zenon Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 69 m. 10. 
Ważewski Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Uniwersytet.
Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika.
Weinlósówna Sala Dr. (L), Lwów, ul. Klonowicza 18. 
Weyssenhoff Jan Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zygmuntowska 20.
Węgrzynowicz Leopold, Kraków, ul. Krowoderska 74.
Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas, U. S. A.).
Wilk Antoni Dr.. Kraków, ul. Wybickiego 4.
Wilkosz Witold Prof. Dr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7.
Wilkoszowa Irena Mr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7.
Witkowski Józef Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Palacza 64.
Wolibner Witold Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny, 

Nowowiejska 50.
Wundheiler Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39. 
Zakrocki Stanisław, Kraków, ul. Smoleńsk 21.
Zalcwasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51. 
Zarankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. 6 Sierpnia 27. 
Zaremba Stanisław Prof. Dr., Kraków, ul. Żytnia 6.
Zaremba Stanisław Krystyn Dr. (Wl), Wilno, ui. Wielka 17, m. 13. 
Zarycki Miron (L), Lwów, ul. Dwernickiego 32 a.
Zawirski Zygmunt Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Focha 68.
Zermelo E. Prof. Dr. (Wa), Freiburg i. B. Karlstr. 60.
Zygmund Antoni Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Wielka 24, m. 17. 
Zygmundowa Irena (Wl), Wilno, Wielka 24, m. 17.
Żorawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5. 
Żyliński Eustachy Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11.

Membres dont les adresses nianquent.
Babski Bohdan.
Bogucki Władysław.
Chmiel Juljan Dr.
Dehryng Bohdan Dr.
Długowski Gerhard.
Kaszycki Ludwik Inż.
Majewski Władysław (L)
Ostrzeniewski Ludwik.
Sobaczek Jan.
Włodarski Franciszek Dr.
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Listę des publications póriodiąues avec lesąuelles la Sociótó 
polonaise de Mathómatiąue óchange ses Annales.

1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae 
Frań cisco-Josephinae (Sectio scientiarum mathematicarum), Sze
ged (Hongrie).

2. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitat in 
Hamburg, Hamburg (Allemagne).

3. Bulletin de la Sociótó Mathematique de France et Comptes Ren- 
dus des Sóances, Paris (France).

4. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Calcutta (Indes).
5. Annales scientifiques de l’Universitć de Jassy, Jassy (Roumanie).
6. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Berlin 

(Allemagne).
7. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Wien (Autriche).
8. Publications de 1’Institut de Mathematiques de l’Universite de 

Strasbourg, Strasbourg (Bas-Rhin, France).
9. Rendiconti del Seminario Matematico della Facolta di Scienze 

della R. Universitk di Roma, Roma (Italie).
10. Bulletin Scientifique de 1’Ecole Polytechnique de Timięoara, Ti- 

mi^oara (Roumanie).
11. Contributions al Estudio de las Ciencias Fisicas y Matematicas, 

La Plata (Argentine).
12. Publications de la Facultó des Sciences de l’Universitó Masaryk, 

Brno, (Tehócoslovaquie).
13. Fundamenta Mathematicae, Warszawa.
14. Prace Matematyczno-Fizyczne, Warszawa.
15. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, 

ZUrich (Suisse).
16. Aunals of Mathematics, Princeton (New-Jersey, U. S. A.).
17. Annales de la Facultó des Sciences de l’Universitó de Toulouse, 

Toulouse (Haute-Garonne, France).
18. Transactions of the American Mathematical Society, New-York 

City (U. S. A.).
19. Journal de l’Ecole Polytechnique, Paris (France).
20. Revue semestrielle des publications mathómatiques, Amsterdam 

(Hollande).
21. Wiskundige opgaven met de Oplosingen, Amsterdam (Hol

lande).
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22. Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam (Hollande).
23. Journal de la Sociótó Physico - mathómatique de Leningrade, 

Leningrad (U. R. S. S.).
24. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo, 

Tokyo (Japon).
25. Thóses soutenues devant la Facultó des Sciences de l’Univer- 

sitó de Bale. Basel (Suisse).
26. Bulletin de la section scientifique de 1’Acadómie Roumaine, 

Bucuresti (Roumanie).
27. Annales de la Sociótó Scientifique de Bruxelles, Louvain (Bel- 

gique).
28. Sitzungsberichte der mathematiseh-physikalischen Klasse der 

Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mtinchen (Allemagne).
29. Scripta universitatis atque bibliothecae Hierosolymitanarum, Jeru- 

salem (Palestine).
30. Proceedings of the Edinburgh Mathematieal Society, Edinburgh 

(Ecosse).
31. Archives Nóerlandaises exactes et naturelles, Harlem (Hollande).
32. Communications de la Sociótó Mathómatique de Kharkow, Khar- 

kow (U. R. S. S.).
33. Revista Matematica Hispano-Americana, Madrid (Espagne).
34. Koniklijke Akademie van Wetenschappen (publications), Amster

dam (Hollande).
35. Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, 

Hamburg (Allemagne).
36. Unterrichtsblatter ftir Mathematik u. Naturwissenschaften, Stutt

gart (Allemagne).
37. Proceedings of the London Mathematieal Society, London (Angle- 

terre).
38. Revista de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas 

y Naturales, Madrid (Espagne).
39. Proceedings of the Philosophical Society, Cambridge (Angle- 

terre).
40. Norsk Matematisk Tidsskrift,

Norsk matematisk Forenings Skrifter, Oslo (Norvege).
41. Bulletin de la Classe de Sciences de 1’Acadómie Royale des 

Sciences, Bruxelles (Belgique).
42. Mitteilungen des Mathematischen Seminars der Universitat Gies

sen, Giessen (Allemagne).
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43. Commentationes Physico-Mathematicae,
Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Helsingfors (Finlande).

44. Matematisk Tidsskrift, Copenhague (Dannemark).
45. Bulletin de la Sociótó Physico-Mathómatique de Kazan, Kazan 

(U. R. S. S.).
46. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, 

Heidelberg (Allemagne).
47. The Tóhoku Mathematieal Journal, Sendai (Japon).
48. Sitzungsberichte der Naturforscher Gesellschaft bei der Univer- 

sitat Tartu, Tartu (Esthonie).
49. Berichte iiber die Verhandlungen der Sachsischen Akademie der 

Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse, Leip- 
zig (Allemagne).

50. The Mathematieal Gazette, London (Angleterre).
51. Proceedings of the Benares Mathematieal Society, Benares (Indes).
52. Annual report of the Smitsonian Institution, Washington 

(U. S. A.).
53. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Edinburgh 

(Eeosse).
54. Akademja Górnicza (publications), Kraków.
55. Bulletin mathómatique de la Sociótó Roumaine des Sciences, 

Bucuresti (Roumanie).
56. Mómoires de la Sociótó Royale de Lióge, Liege (Belgique).
57. Recueil de la Sociótó Mathómatique de Moscou, Moskwa 

(U. R. S. S.).
58. Journal of Mathematies and Physics, Massachusetts Institute of 
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