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Les publications de la Soci6td polonaise de mathematique ont
paru pour la premtore fois en 1921 sous le titre de ,,Rozprawy
Polskiego Towarzystwa matematycznego™ en un volume comprenant
aussi bien des momoires de langue polonaise que des ntdmoires
rodigés en d’autres langues. Depuis 1922 l'organe de la Sociétd
porte le titre d’Annales de la Soci6té polonaise de matho-
matique; les travaux de langue polonaise paraissent dans un
Supplement, le corps du volume Otant reservé aux travaux de
langues franeaise, anglaise, italienne et allemande.
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Sur le domaine d’existence des integrales de I'equa-
tion aux derivees partielles du premier ordre )

par

T. Wazewski

Krakow.

La moéthode cla8sique etablit I'existence de la solution du
problome de Cauchy, relatif a I'équation (1), au voisinage du point
envisagd. Cette mothode résoud donc le probltone local d'existence.
Un problitme de caractere intigral a 6t6, k ma connaissance, envi-
sage pour la premiore fois par M. Kamke daos le cas n=12).
Nous traiterons le cas gonoral en nous appuyant sur une autre
moéthode analogue a celle que nous avons construite auparavant
a l'occasion de I'examen du probléme analogue relatif k I'6quation
liuGaire ). Nous ramenerons !appreciation du domaine d’existence
& l'appréciation de la plus petite racine positive d'une o6quation
numsrique. Voici notre théoréme

Théoréme. considérons I’equation

9z\
Wn)

ou, sous forine abrogde, I'6quation
(1 bis) P=f(x, yl....,yn,z,ql,..., q,)

Supposons que la fonction F possdde des ddrivées partielles
(relatives a toutes les variables) continues du premier et du second
ordre dans l'ensemble

2) <a 00; Yyv,z,qv quelconques.

*) Prosentd au cours du Congres des Naturalistes et Modecins (Poznan,
Septembre, 1933).

) E. Kamke, Differentialgleichnngen reeller Funktionen. p. 352, Satz 1.

) T. Wazewski, Sur le domaine d'existence des intdgrales de Pdguation
aux dorireeB partielles du premier ordre lindaire (Annales de la Soc. Polon, de
Math. T. XII. p. 6).
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Nous supposons que les derivees relatives aux wvariables

YV, sont borndes dana cet ensemble:
I£Z i£Zj .
©) \9z 5v\; n
O\f ot
) dzdt/j] '
Soit m (y,,..-, ¥,) une fonetion possedant, pour toutes les

valeurs des variables ylt...,y,, des derivées partielles continues et
borndes des deux premiers ordres:

(&)

Ceci ¢tant, nous affirmons que i'equation (1) possbde une
intcgrale (du reste unique) qui 1°) pour a; =0 se roduit a <o(yir.., yn\
qui 2°) est dofinie et posséde des dsrivées partielles continues du
second ordre pour tous les points de l'ensenible

(6) k1<6; quelconques

?) b — minimum (a, ¢)

¢ designant la plus petite racine positive ’) de I'équation en x

Jj2(t)dt ,
(8) 3/7(1ydf /e da: — -.
0

La fonetion 2 figurant dans cette dquation est definie par la
formule
9 2x) =m-|-2n 3f(l + emx

Le fait essentiel reside en ce que le nombre b et par suite
le domaine (6), dans lequel existe notre intégrale, pourra e,tre apprscic¢
exclusivement au moyen des constantes m, M, in 3/

DCuionstratloil. Nous nous appuierons sur les deux theoremes

suivants.
I. Constyuence d’'un theoreme de M. Hadamard 2). Soit

— w) (>/=1,..., m

’) Si une telle racine n’existe pas on doit poser b = a.
) J. Hadamard, Sur les transformations ponctuelles, Buli. d. 1. Soc.
Math. de France, T. XXXIV, p. 71.



une transformation dont le$ fonctions composantes <y possedent
dans l'espace des points (»t,..., »,) tout entier des dorivoes partielles
du premier ordre continues et bornees. Supposons en plus qu'en
tout point v, on ait

Vn)

ou /j dssigne un nombre fixe. La transformation en question admet
alors une transformation inverse w = yn) qui est dcfinie
dans l’espace (yl,...,Y,) tout entier et cette transformation inverse
possfede partout des dorivées partielles eontinues du premier ordre.

Il. Theorkme sur le systome majorant d'cquations diffirentiellei
ordinaires ’). Consid¢rons deux syst&mes d'équations différentielles

dyt

(10) dx (t=1,..., »
L) e F=1... n)

et supposons que 1°) les fonctions ht soient coutinues dans la couche
(12) H<7, —°° <y, <+ °° y=1"1...,)

2°) les fonctions Ht soient définies et continues dans ’ensemble
(13) 0 X<y 0cy, < -+ o0, (v=1,...,,n)

3°) la fonction J/, (t = 1,— «) soit croissante au sens large par
rapport a cbacune des variables yi(..., y”, Vyt+i,..., yn, c.-k-d. que
I'on ait pour toute couple de points de i'ensemble (13) linegalite

AW, yi,--—-, Vj-t.  Knui's, y«) = -~(s, ..., W_,, Yh yJ+l,..., v,)

lorsque
i > Vi, U 4
4°) on ait dans la couche (12)

\hi(x, yt,..., v,,)| < H,(at|, lyj,..., |yB|)

) Noub avons signale ce théoreme, qui est bien maniable, dans notre travail
anterieur (T. Wazewski 1. c. p. 8). 11 peut etre facilement déduit des theoremes
de M. Kamke sur I'intégrale maximale et minimale d’'un systéme spectal d’equa-
tions difltérentielles ordinaires (Acta Mathematica T. 58 p. 82 Satz. 9).

1*



5°) entre les coordonndes des points
L) y?,--.yS
(15) y?,...., K
substistent les indgalités

lyilC YJ,

6’) le systome (11) admette une intdgrate unique Y1(x),..., Yn(x)
passant par le point (15) et eette intdgrate existe dans [lintervalle
0 o<y

Ceci Otant, chaque intégrate  («),..., yn(x) du systéme (10)
passant par le point (14) se laisse prolonger de faeon a exister dans
I'intervalle —y < x <<y et on a dans cet interyalle

ly.CO <= F,(KkI), (<'=i,-—, » — 2<>»></)e-
Al AE
I11. En adoptant les notations habituelles K= _ . Z =
3yi 3zl

3f . . . P . .
Qt— considorons les équations des caractoristiques de I'équation (1)

<ly, = _
(16) 4« = Yt+ Zqt.

Dosignons par

YV.=y/K, § >3 > % mil)
a7 T, ., Y2 F qi-mi)
ii=fi. - vy r % i)
lintégrale du systeme (16) issue du point x==0, y,=y/ q — °~

*  1,...,w).
Effectuons, dans les fonctions (17), les substitutions
* * *
(18) 2=V, ¥ = ' W™, g2 — H%v V)

Nous obtiendrons alors les fonctions
(19) )
(20) « — zo<
(21) V.= 9/(as, <)o



V. En nous adressant a la methode classique nous aurons
a examiner la transformation inverse de la transformation (19)
(pour les x fixes et remplissant l'indgalité |zj <<b). Cet examen devra
posséder un caractore integral, ce qui le distinguera de la mothode
classiqgue. Nous nous appuierons, a cet effet, sur le théoreme de
M. Hadamard (cf. I), ce qui nocessitera la domonstration préalable
des trois propriétos suivantes:

Propriotd A. Les fonctions yz, i, gt sont de classe Cl dans
I'ensemble ¥

(22) t <&, — 00 <<u, <<-j-00.

Propriotdé B. 1l existe une fonction G(x) telle que Fon ait
dans (22) les inogalitos

(23) (»J=1,...,n)

Propriétd C. Il existe une fonction L(x) telle que lon ait
dans (22) l'indgalitd

Nous doémontrerons la propriotdé A a Faide du théoreme Bur
le systome majorant (cf. 1). Remaquons que les fonctions yz, z, g,
satisfont aux oquations (16), dosignons par s(x) le plus grand de
deux nombres \f(x, O,..., 0)|, |/(—x.0,..., 0)] et formons pour le
systébme (16) le systeme majorant qui suit (cf. (3))2)

(25) N =sfF + w2+ -si//+"9y) + w'-Sy,

On sait que chaque intdgrale de ce systdbme linGaire existe dans
I'intervalle |z] <a. En vertu du théoréme sur le systome majorant, les
integrales yz,z, g, existeront dans Fensemble (22). Elles y seront

*) c.-i-d. elles poss&dent des dorires partielles continues du premier ordre
dans cet ensemble par rapport a toutes les yariables.

’) Afin d’apprdcier on appliquera i la difference qn)—
—/@?, 0,..., 0) le théoreme sur les accroissements finis.
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de elasse C!l car les deuxiomes membres des Gauations (16) Otant de
classe C! il en sera de méme des fonctions (17)I) et par suite aussi
les fonctions yz, 7, gt seront de la moéme classe dans !’ensemble (22).
La propriotd A est ainsi oOtablie.

L'integrale dn systome (26) qui pour x — O prend les yaleurs

est:t 3 =(1LHm e““—1 On aura donc (cf. 5 et II)

'inégalit¢
(27) 1+m «“—1==h(x)

qui est yalable dans l'ensemble (22).

Pour otablir les propriotés B et C il suffira de prouver I'exi-
stence d’'une fonction K(x) telle que daus l'ensemble (22) subsistent
les indgalitos:

i3Byi(x, ty,..., ty)_ 3yf(O, ty,.-, v,,) A _
(28) 3Vj 3] KOO<~.

Supposons en effet qu’une telle fonction K(x) existe. On a dvi-

ylo, ty,— »)__0
3V
lorsque iApj et (0, = 1 De la relation (28) il résulte

demment yz(0, ty,..., ty) =ty et, par consoquent 9

donc que lindgalitd

‘ 3yj |
est yalable dans l’ensemble (22), ce qui exprime que la propriétdo B
a lieu. En yertu des indgalitds (28) le jacobien (24) pourra otre
mis sous la forme

1 + tyl, ty.l,—, tyn
zonx Pi,-, p«X-, y»(®, "i=>-, »«))__ tyl, | %=1,-) ty«
P((ty.-.p,)
tyl, tya,¢*+, 1 4~ tyn
oti les fonctions tyy (continues en X, ty...., ty) reinpliront dans !’en-

semble (22) les indgalitos

) E. Kamke, Differentialgleichangen reeller Funktionen, p. 155, Satz 1.



Fixons maintenant notre attention sur un x quelconque (Ja:] <<b)
et envisageons, autrement que tout a I'heure, le determinant (29)
comme fonction des w? variables independentes ¢7 qui prennent toutes
les valeurs appartenant & ’ensemble (borné et fermd) defini par les
incgalités (30). On ycrifie facilement que notre determinant ne peut
pas s'annuler dans cet ensemble. Le module de ce determinant atteint
donc dans cet ensemble un minimum positif L(x) = 0 relativement
auquel subsiste ¢videmment la proprietd C.

Adressons nous maintenant i la demonstration de I'existence
de la fonction K(x) figurant dans !'inegalite (28). Posons pour un r fixe

3yz(®, »)  2Y,(0, o Vi)

3vr 3vr
3qi(x, plr.., 3qt(0,
3vr 3vr
3i(x, ) 3«(0, , «K)
3vr 3wr
et posons pour abreger
»,) N_3qgl(Quvl,...,vn) ~ 3»(0, .V,
_ gy W p=BalQylew A3 )
VI. On aura 6videmment pour « =0 et v,, gquelconques:

t. =0 Xx=0 f=0.

VII. En vertu de (18) et (5) on aura les relations suivantes
valables pour tous les

(32) 1 =0 (pour »={=»¢), &1, AT

En differentiant les deux membres des equations caracteristiques
(16) par rapport a vr nous obtiendrons le systome qui suit et qui
sera verifie par les fonctions t]h £ en tout point de I'ensemble
[a?l <a, — 00 <i>,<-|-00 i)

+1.lll2

>) Pour la justitication de ce fait r. le lirre cito de M. Kamke p. 155.



dxt oYt £Z
dx 2" g+ 3dg H-Z6+F 0+

J

[Dans les fonctions Yh Z, Qt et leurs dorivées partielles on
doit effectuer les substitions (19), (20) et (21)]. Le systeme majorant
pour le systfeme précddent sera (cf. (3), (4), (32), (27))

ax ?{ i)+ £+1+>» .
—n Mh(x)[n ® 22]--[m--nMh(Q] (1 2ty
44IM4’° nifh(x)] (£ 4" W-
= (1 +heo) [SxyF-nPf m P -
+>(1--hx)[2 + 1]+ M1 +AX)](E+ o
L'intégrale Tif xt, £ de ce systome d'équations lincaires qui
s'annule pour x = 0 existe dans Il'intervalle (— oo, 4~ 00) et I'on

aura (cf. les alindas Il et VI) dans l'intervalle |a] < a et pour les
,---» V,, quelconques les indgalitos

ax

(33) ftyl < Ity (<), |[EI<£(]s).
Or lintograle £, z se calcule effec;ivement ). On trouvera
/ T1(x) dx
(34) i, —M@-]-n® -3 / dx
on

2x) —2nM{\ 4" h(x)} th=2ni/(l-~Mm e* 4-w.

Les fonctions t], sont toutes identiques au premier rnembre
de I'6quation (8). Or c d¢signe la plus petite racine positive de
cette squation. En posant K(x) = (0;) =...=Tj,,(x) on voit donc que,
dans I'ensemble (22), I'inegalit6 (28) a lieu (cf. 31,32, 7,8). Les propriétos
A, B, C se trouvent ainsi Ctablies. En rapprochant ces proprictes du

x) En ajoutant les Gauations majorantes terme a terme on constatera que
la fonction F-j- ~(xj 4” W) rempHt une équation lindaire qui 8tintegre effectivement.
On calculera ensuite consécutivemt X, et £
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theorfeme de M. Hadamard (cf. I) od démontre que les equations (19) pos-
sodentune solution unique en vir... vn lorsque |®|<Zb, —o0

Cette solution », == vt(x, y.,) est de elasse Cl dans I’ensemble (6).
En substituant ces solutions dans I'équation (20) on obtient l'integrale
de I'Squation (1) dont I'existenee est affirmee par notre theoreme ¥).

Remargue. La solution efleetive de I'équation (8) c.-A-d. de
I'6quation K(x) — — est diffieile. Afin d’indiquer effectivement un do-

maine d'existence |x| <<bx b, —00 <yv<< 00 (moins large
gue le domaine (6)) on peut appliquer le procddé suivant qui n'exige
pas la resolution de I'équation (8). On cherche une fonetion Kx(x)
eontinue et telle que (0) =K(0)—0 et Kr(x) K(x) pour a:>0.

On ehoisit Kx de faeon que I'equation Kx(x)—ﬁ puisse fetre r$

solue effectivement. En dssignant par Cj la plus petite racine posi-
tive de cette equation il suffit cvidemment de poser = min (a. C)) °).
On peut poser p. e.

X

*) On le demontre par le raisonnement classique (v. p. e. E. Gonrsat,
Leeons sur lintégration des o6quatione aur ddrirees partielles du premier ordre,
Paris 1921, p. 187).

» Si une telle racine n’existe pas, l'intdgrale de I'equation (1) eiistera dane
le domaine |a:|<;a.



Sur Teaguation aux derivees partielles du premier
ordre essentiellement non lineaire

par

T. Wazewski
Krakow.

Hypothese U. Considérons I'6quatiou

o)) P > 7

et supposons que la fonction F soit de classe C’ dans un ensemble
ouvert Si de l'espace des yariables roelles x, y, z, qx. Nous sup-
poserons que l'dquation (1) est essentiellement non lindaire dans fi,
c. a-d. que Fon y &

@
Nous designons par co(v) une fonction qui est de classe ClI
dans lintervalle a v b et nous supposons que la courbe

(3) X—0, y—v, z—<Dfy) q= &' (a b)

est située dans fi. Sous cette hypoth6se nous avons le théorome
suivant §).

Théoréme 1. Si les caractoristiques determinees par la
courbe (3) existent dans l'intervalle 0 x <Cfi et engendrent une
surface intégrale z = <p(x, y) de classe O}, alors la doriy6e premiore
<w(t>) est a yariation bornde dans Finteryalle La doriyde
seconde w"(u) existe donc presque partout dans cet intervalle.

‘) Une fonction est, par dofinition, de classe C' dans nn ensemble lorsqu’elle
y possode des ddriyces partielles (ou ordinaires) d’ordre ».

3/ 3f
’) Nous posons pour abreger /w = fq= -~ gr etC'

) Un théoréme moins prdcis eonstituait le sujet de la commnnication que
j'ai envoy6 au Congrés des Math. des Pays Slaves (Pragne, Septembre, 1934).
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Demonstration. Les o6quations des caractdristiques sont

) £=-/om £=/-»[ee g=/t»/Me

Soit
y=yt % & } «=«(«¥k ?=st y ¥ 7}

la caraetoristique issue du point x=0, y=¢ z=¢ =19
L’6quation de notre surfaee integrale o&crite sous forme paramo-
trique est

y=vy Vv _0M),a V), z—z(,V,co(), w>).

Il suffit dvidemment de prouver que la derivée w'(t>) est a va-
riation borndée dans un voisinage du point V0 pris arbitrairement
dans l'intervalle a v b

Dosignons par K la earaetdristique issue du point x =0,
y =v0, z=<a{0), g =a)'(y0). Nous affirmons qu'il existe, sur K,
au moins un point

(®)
pour
H +0
(6) 3q
Supposons, en effet, le contraire. On aura donc le long de K
3
(7 qu 0 (0<a?</3)
En vertu de lidentitd bien connue de Cauchy: =q
on aura aussi le long de K
9z
(8) 0 (O<a:</?)

En difforentiant la premidre équation (4) on obtiendrad) l'identit6

d i3y \_ i- , Sz . Sq
dx 13q ~~Jqq 3q

qui a lieu le long de K. De la en raison des relations (2), (7) et (8)
il résulte que Fon aura le long de K

©) 3q (0<r</3)

4) E. Kamke, Differentialgleiechungen reeller Funktionen (Leipzig 1930)
p. 155, Sate 1.
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Des identitds (7), (8), (9) il sensuit que —0

(le long de K) ce qui nest pas possible 4).
Choisissons maintenant x| de faeon que linegalite (6) ait lieu
au point (5) et posons

(10) ") =y, w(v), W)).

De !'unicitd des solutions des dquations caractoristiques et de
I'hypothese que notre surface intdgrale est engendrée par des carac-
toristiques il résulte que la fonction continue 2(») prend des valeurs
differentes pour des v différents (a D)

Elle est donc a variation bornde (plus precisoment monotone
au sens strict). En vertu des relation (6) et (10), du fait que la
fonction y (ar, ¥.,<? estd) de classe Cl il rosulte I'existence d’une
fonction t/>(y,¥ 3 qui est de classe Cl au voisinage du point
y =2(«0), y =»0, & to(v0) et telle que I'on ait, au voisinage de »0,

l'identit6
W(») = MA»))> « «(7)e

Or tp Otant de classe Cl et 2 et to etant a variation bornee,
il s'ensuit facilement que la derivoe to'(») est a variation bornee
au voisinage de v0 c. g. f. d.

Si nous eoupons notre surface intograle par le plan x —e¢,
(0 <£</?), nous obtiendrons une eourbe a laquelle sapplique le
raisonnemeut prdcodent relatif a la eourbe (2). De la vient le the-
orérne suivant:

Tlieorome 2. Sous !'hypothbse H chaque intograle <f>(xy)
de classe Cl qui est engendrée par des caractoristiques possode,

presque partout JIes derivées 3iP et 520

Rernarque. Sous I'hypothese supplémentaire que/,=)=0 (dans
le dorivoes . existent5) aussi presque partout. On pourra,
a

en effet, rosoudre localement I'equation (1) en q et invertir ensuite,
dans le raisonnements precddents le role des variables x et vy.

‘) Plus goéndralement ces dzrivees eristent pour presgue toue les points de
notre surface pour lesquels fq== 0. 11 parait probable qu’elles existent aussi pour
presque tous les points on fgq~Q.



Ein Beitrag zur konformen Abbildung von zwei
Riemannschen Raumen aufeinander

von

St. Gotgb

Krakow.

Den Gegenstand der vorliegenden Note bildet der Beweis des
folgenden Satzes Uber die Abbildung von zwei Riemannschen Raumen
aufeinander.

Hauptsatz. Wenn die Abbildung von zwei n-dimensionalen Rie-
mannschen Raumen V,,, V' mit positic-definiten Formen aufeinander
in der Umgebung non zwei korrespondierenden Punkten P und P’
folgende Eigenschaften besitzt:

1) die Komponenten der Abbildungsfunktionen sind mit ersten

stetigen partiellen Ableitungen nersehen,

I1) es gibt eine gewisse Zahl a von der Eigenschaft

[ 0 <l|a—?r|<n

und von der Art, dass, sobald u und v zwei in P den Win-
kel a bilgende Vektoren sind, auch die entsprechenden

-

Vektoren u' und v' in P’ den Winkel a schliessen,
dann ist die Abbildung im Punkte P konform, d. h. es wird das
Mass aller Winkel bei der Abbildung erhalten.

§ 1. ZunSchst wollen wir bemerken, dass der ausgesprochene Satz
einen rollig lokalen Charakter hat. Es geht daraus hervor, dass im
Falle, wenn die in der Voraussetzung erwahnte Eigenschaft in einem
Gebiete erftlllt ist, die Zahl a von Punkt zu Punkt varieren kann.
Man kann jedoch das Beispiel einer solchen Abbildung angeben,
die nur in einem einzigen Punkte konform ist.

Zweitens bemerken wir, dass die Vergleichung der Winkel
bei einer Abbildung erst dann mdglich ist, wenn die Abbildung
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die kontravarianten Vektoren eines Raumes in kontravariante Ve-
ktoren des zweiten Raumes ttberfuhrt. Eine solche Abbildung wollen
wir kurz eine Vektorabbildung nennen. Die Eigenschaft 1) ist be-
kanntlieh eine hinreichende Bedingung daftir, dass die Abbildung
eine Vektorabbildung sei. Dagegen ist sie keineswegs notwendig.
In unserem Satze ist aber die Voraussetzung 1) wesentlieb in dem
Sinne, dass ohne diese Voraussetzung der Satz niebt richtig sein
braucht, was an einem Beispiele im 8§ 4 gezeigt wird.

§ 2. Der Beweis des Hauptsatzes kann im allgemeinen Falle
auf den speziellen zurtickgefiihrt werden, wo die Dimensionszahl n
gleich 2 ist. In der Tat, nehmen wir an, dass der Beweis im Son-
derfalle n — 2 geftibrt wurde und fassen wir ins Auge den allge;

meinen Fali. Betrachten wir nun in P zwei beliebige Vektoren u

und b, die ais linear unabhaugige vorausgesetzt werden sollen (widri-
genfalls ist der Winkel zwischen zwei voneinander linear abhan-
gigen Vektoren schon auf Grund der Voraussetzung 1) erhalten).
Ein solches Paar von Vektoren bestimmt eindeutig einen zwei-
dimensional}er]" geodatischen Raum ¢r2, der zu dem Bivektor der

Vektoren u. v geliort und ein Teil des Raumes V,, ist. Der Raum G2
ist ein Riemaunseher Raum und der ihm auf Grund der Abbildung
in V' entsprechender Raum ist ebenfalls ein Riemannscher. Werden
jetzt alle Vektorenpaare ins Spiel hineingezogen die den Winkel a
bilden und gleichzeitig dem Raume G2 angehbren und wird der
Schluss unseres Satzes fii{ n—>2 angewandt. so bekommen wir,

dass der Winkel zwischen u und » bei der Abbildung erhalten bleibt

8 3. Infolge des vorangehenden Paragraphen 2 wenden wir
uns zum Beweis des Satzes im Falle »t = 2. Wir bezeichnen mit gik
(i, fc=l, 2) die Koeffizienten der ersten quadratischen Differentialform
des Raumes Vs und entsprechend mit g* die des Raumes V2. Ein-
faehheitshalber nehmen wir weiter an, dass (i=1,2) in V2 die
Koordinaten eines in P geodatischen Koordinatensystems darstellen.
Auf Grund dieser Voraussetzung gelten folgende Gleichungen:

G —ott — =on=0F%

*) Die Gleichungen (1) sind selbatyerstandich nur im Punkte P erfiillt. Da
ea sich aber durchwegs nur urn Verhaltnis8e im Punkt P bandelt, brauchen wir
diesen und nachfolgenden Gleichungen den Index P nichi aiihSngen.
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Jetzt nehmen wir an, dass im Raum V!' das Koordinatensystem
so gewahlt ist, dass die entsprechenden Punkte dieselben Koordi-
naten besitzen. Hier wollen wir die Aufmerksamkeit des Lesers
darauf richten, dass die letzte Annabme nur auf Grund der Vor-
aussetzung 1) gerechtfertigt istl). Ohne diese Voraussetzung wftre
nMmlich der Clbergang zu einem solchen Koordinatensystem in P!
nicht erlaubt. Da auf Grund eines bekannten Resultates die Glei-
chungen
(2) ON=03%h <IM=0 (B"N=1,2),
die notwendigen und hinreichenden Bedinguugen daftir darstellen,
dass die Abbildung in P konform sei, ist unsere Aufgabe festzu-
stetlen, dass aus unseren Vorausset.zungen folgende Gleichungen
entspringen :

3) 9n —9n (=1=
und
4 02 =021 =

Um den Beweis der Beziehungen (3) und (4) durehzuftihren,
filhren wir folgende Bezeichnungen ein. Mit x bezeichnen wir das
Mass des orientierten Winkels 2), den der beliebige Vektor t mit
dem Vektor ek (1, 0) schliesst. Dagegen mit F(x) bezeichnen wir
das Winkelmass der korrespondierenden Vektoren vk und ek in P'.

Es ist leicht zu beweisen, dass die Vektoren v' und €' dieselben
- -

Bestimmungszahlen haben. wie die Vektoren v und e. Daraus und
aus der Definition der Winkelmetrik in Riemannschen Mannigfal-
tigkeiten gehen folgende Gleichungen hervor:

Vi .
(5) COS X — SIn X =

und

") Vergleiche in dieser Hinsicht meine Bemerkungen, die in einem auf dem
mathematischen KongresBe in Ziirich (1932) gehsltei,on Yortrago, euthalten sind.

) Vergleiche St. Gotgb, Sur les coordonnees polaires sur une surface,
Ann. d. 1. 8oc. Pol. d. Math. XII (1933), 87—107, insbesondere § 2.
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Die Gleichung (6) nimmt infolge (5) folgende Gestalt an:
COS X -j- g'n sin X

(7) cos F(x) ) )
cos§ X -|- 2g\x cos x sin X 22 sin2 X

Nach einer Folge von nicht besonders schweren Rechnungen
bekommt man schliesslieh die Formel:

X
®) d(f>
cosl (p  2gi2coscp sin <p -j- gK sing <P
(4— =)
Einfachheitshalber setzen wir noch:
9
Dann gilt die Gleichung:
(10) fux\ - 1 d<f£> —
0J cos8 <p -J- 2acos ¢> sin P -f- b 3in
Daraus geht hervor, dass
U F'w=I" "
(L) Jr (a?)
wenn

(12) W(x) = cos8 x -j- 2asinx cosx  bsingx = asin 2x -|-
-'|-1—E—bcos 2a; PREN

gesetzt wird. Man sieht unmittelbar; dass im Falle
(13) a=0 und 6=1

IF(a:)—Constans ist; wenn dagegen (13) nicht erfiillt ist, so besitzt die
Funktion F(x) die Zahl n ais die Kkleinste positive Periode und
dasselbe folgt ftir F'{x).

Wegen (3), (4) und (9) haben wir eben zu beweisen, dass a, b
den Gleichungen (13) genttgen. Zwecks Zurilckftlhrung ad absurdum
nehmen wir an, dass

(14) al+6—0D8=0
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ist. Ftihren wir die Hifsfunktion
(15) 0(xX) = F(x) —x

ein, so tiberzeugt man sich leicht auf Grund des oben Erwahnten,
dass die Zahl n die kleinste positive Periode der Funktion <Z»(x)
darstellt. Andererseits aber machen wir Gebrauch von der Vor-
aussetznng 1l; es stellt sich heraus, dass

(.16) F(s4-a) F(Xx +a

ist und dass a eine Periode der Funktion <F(x) ist. Wegen der Un-
gleichung ¥ fithrt das jedoch zu einem W.iderspruch. In dieser
Weise ist der Beweis unseres Satzes zum Ende gebracht.

Bemerkung I. Wir fiigen dem vorgestellten Beweis die fol-
gende interessante Bemerkung hinzu. Auf Grund des bekannten Satzes
uber die Moglichkeit der konformen Abbildung jeder zweidimensio-
nalen Riemannschen Mannigfaltigkeit auf die euklidisohe Ebene
kénnte man im ersten Augenblicke glauben, dass unter Berticksichti-
gung dieser Tatsache nach der Zurtickfiihrung des Problems auf
die Abbildung von zwei euklidischen Ebenen vielleicht eine Verein-
fachung des obigen Beweises gewonnen werden konnte. Diese
Vermutung erweist sich aber ais nicht richtig. Die Tatsache, dass
auch im Falle der Abbildung von euklidischen Ebenen der Beweis
nicht einfacher ais im Riemannschen Falle verlauft, hat ihre Erklarung
in der Formel ftir den Winkel, den zwei (durch ihre Bestim-
mungszahlen) gegebene Vektoren machen. Diese Formel ist in einem
Koordinatensystem, das durch eine beliebige (nicht notwendig
orthogonale) affine Transformation aus einem rechtwinkligen Kartesi-
schen entsteht, nicht weniger komplieziert ais jene allgemeine For-
mel der Riemannschen Geometrie.

Bemerkung Il. Wir konnen einen starkeren Satz ausprechen
indem wir die Voraussetzung Il) durch eine schwachere ersetzen:
11" Es existiert eine Zahl a von der Eigenschaft ¥ und eine

zweite konstante Zahl a' sodass, sobald u und u zwei in P den

Winkel a schliessende Vektoren sind, die entsprechenden Vektoren
-) -) .
u und v' den Winkel vom Masse a‘ bilden.

Die Vervollstandigung des Beweises kann dem Leser tiberlassen
werden.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 2
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Bemerkung I11. Der Beweis unseres Satzes kann im speziellen
Falle, wenn a - ;’ sofort durchgefilhrt werden. Es gentlgt zu beachten.
dass, wenn die Gleichung

17)

stets eine Konsequenz der Gleichung

(18) =0

ist, so miissen dann die Beziehungen (2) bestehen.

8 4. Es sei eine Funktion w(a:) gegeben, die liberall definiert
ist und die den folgenden Bedingungen gentlgt:

a) w(0) =0,
b) = w(ai),
(19)
c) g(;? ezistiert und es ist stets doo

d)  Ct>(21)M0.

Es gibt tatsilchlich Funktionen, die obigen vier Bedingungen
gentigen (z. B. <w(a) =8 sin 4x). Wir nehmen jetzt zwei euklidisch-

metrische Ebenen 2% und R der Punkte (£,1]) bzw. (f'if) und
definieren die Abbildung der beiden Ebenen aufeinander, wie folgt:
In den Ebenen A und R2 soli das Polarkoordinatensystem (<jp, p)
eingeftihrt und dem Punkte 8 = g cos <p, t{] — e sin < soli der Punkt
(Jz V) zugeordnet sein, wo

(20) £ = peos{g>--w(<jp)}, ' =psin {9 + w(<)

Diese Abbildung — wie man mit leichter Reehnung bestatigen
kann — besitzt in jedem Punkte partielle Ableitungen erster Ordnung
und ausserdem ist sie eine Yektorabbildung. Man sieht weiter leicht,

dass die Yoraussetzung Il1) unseres Satzes hier erftlllt ist

Dagegen ist die Abbildung im Punkte P(0, 0) zwcAt konform.
Selbstverstandlich ist in diesem Falle die Voraussetzung 1) nicht
erftillt.
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§ 5. In speziellem Falle, wenn n=2 und wenn die Riemannschen
Raume euklidiseh sind, bekommen wir ans unserem Satze ein
Resultat, das sich auf die Theorie der konformen Abbildung in
tiblichem Sinne bezieht. Die Voraussetzung der Stetigkeit der ersten
partiellen Ableitungen ist hier nattirlich wesentlich. DaB Bestehen
der Voraussetzung Il) in einem Gebiete garantiert uns den analytischen
Charakter der Abbildung in diesem Gebiete.

§ 6. Es ist interessant, dass der Satz auf den Fali einer all-
gemeineren Geometrie nicht ausgedehnt werden kann. Bezeichnen wir
nfimlich mit und zwei Ebenen mit Minkowskischer Metrik. Die
Indicatrix von Carath¢odory der Ebene gentlge der Voraus-
setzung, dass sie durch Drehung um einen ,euklidisch” rechten
Winkel um den Anfangspunkt in sich iibergeht ohne dabei ein
Kreis zu sein. In wahten wir dieselbe Indicatrix und bilden
M2 und Af so aufeinander, dass die Abbildung -eigentlich eine

. . n
starre Drehnng um einen Winkel vom Masse a<§ der Ebene

in sich bildet. Werden jetzt die Winkel einer Winkelmetrik im
Sinne von Bliss oder Landsberg unterworfen, so werden bei
dieser Abbildung alle Winkel vom Masse a erhalten ohne das dass
die Abbildung konform wird.

2*



Note sur les systemes quasi-ergodiques
par

W. S. Urbanski
Pionki.

Envisageons une variete metrique Paww dimensions telle que
tous ses points soient intorieurs et tout point limite des points de F
y appartienne.
Le tenseur motrigue gik soit positivement défini, k eoefficients
bornss.
Dans eette variste prenons un systfeme de coordonndes
X2, xtl..., X,,. Soit donné un systfcme d’equations difforentielles
dxt dxn
)
on
Ji- = Xi(xI, xt,..., X,,).
Les fonctions Xt remplissent, par hypothfese, les conditions suivantes:
n n
1°, I% 0; (on a aussil%X?> & >0 k cause des propriétos
de la variets T7).

2°. Les Xt et leurs dériyces gi(l sont continues.

Le paramfetre t soit appeld le temps.

Les solutions des équations (1) jouissent alors, comme on le
sait, des propriotss suivantes:

A). Unicit6. Par un point rf, a?” quelconque de Z”il passe
une solution (trajectoire) unique: ag(<), x2(t),..., xn(t).

B). Les solutions dopendent d’'une manibre continue des valeurs
initiales; on peut exprimer cela comme il suit:

Soient Xi(f) et xI(t) deux solutions passant par a$ et 5“ pour
t—0; e et t Stant deux nombres positifs, il existe un rj 0 tel
gue la condition \x,———entraine les inc¢galitos </t
pour 0 t t
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L’'ensemble des trajectoires, pareourues par les points mobiles
se mouvant selon (1), formeg un flux continu.

C) La vitesse V du point se mouvant selon les dquations (1)
ne s'annule pas. car V=| = XXk et la
cl 1l dt

forme quadratiqgue SglllX1Xk est positive (cf. 1°).

A priori sont possibles des trajectoires qui remplissent d'une
manibre partout dense un domaine a n dimensions de la variét¢ T|
ou bien une hyper-surface (surface intégrale) plongde dans cette
variotd 1). Dans ce dernier cas c'est cette hyper-surface que nous
considérons comme la vari¢td en question dans les considérations
qui suivent.

On n'a pas jusqu'a présent cclairci la possibilito de I'existence
de trajectoires remplissant d’'une maniere partout dense le niveau
oqui-6nergetique dans la dynamique; ncanmoins on utilise cette
hypothdse dans la mccanique statistique et I'on appelle de telles tra-
jectoires ,,quasi-ergodiques” 2).

Envisageons dans la variete r une surface sans contact £

Aucune trajectoire n’est tangente a la surface S.

On sait que les trajectoires peuvent traverser la surface S au
plus en une infinitdé dénombrable de points.

Soit P un point sur cette surface S; par ce point passe une
trajectoire T. Lorsqu’une autre trajectoire T' possede sur la surface <S
un ensemble de points ayant pour point limite le point P, nous
appellerons la trajectoire T' asymptotigue a la trajectoire T. Il est
aisd6 de voir que, a cause de la eontinuit¢ B), la propriétd de la
trajectoire T' d’6tre asymptotique a la trajectoire T ne ddpend ni
du choix de la surface >§, ni du point P sur T.

Considsrons sur la surface S un petit voisinage ouvert (?, du
point P. Ce domaine Gx de la surface <§ engendre dans son mou-
vement de t— —o00 & t=-\-00 un domaine ouvert Kx de la

¥ un tel cas est donndé p. e. par les oquationB

sont les coordonndes de la surface du tore; lorsgue a et b sont incommensurables,
les trajectoires: < = at-]-<p”, = bt-f-t/>0 remplissent d’une rnanifere partout
dense la surface du tore.

*) P. Ehrenfest, Encyc). de math. WiBsenBch. IV 2, Il Heft 6; A. Eosen-
thal, Ann. d. Physik 43 (1914), p. 894; Gans u. Weber, Repertorium der
Physik 1, 2, p. 483; G. D. Birkhoff, Proceed. Nation. Acad. Soi. U. 8. A, 17,
(1931), p. 650, 656.
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yariotd |+ (La possibilitdé du prolongement du tempa a 00 et
a — 00 rosulte de la proprietd B).

Toute trajectoire |gyi rencontre le yoisinage ¢r, est totalement
situde a lintorieur de KT

Diminuons le domaine G en le serrant autour du point P,
nous aurons une suite de domaines

Alors. au lieu de KX nous trouyerons une suite de domaines

Ge que nous avons dit au sujet de Kr se rapporte k tout }ﬂ[
Dosignons par <"l classe des points appartenant a tous les

0: .u'AIj' S....

A l'ensemble 3]. appartient la trajectoire T et en outre toutes
celles qui sont asymptotiques A T; ¢est Ovident, car les trajectoires
de cette sorte trayefgent chaque et sont par suite totalement
situdes dans chaque KE En dehors de cette catogorie aucune autre
trajectoire ne se trouve dans c¢Zj car en diminuant infiniment les
domaines CZ, om met de cOtd chaque trajectoire restant k distance
finie du point'P

Il est Oyident qua|deux trajectoifes partout denses sur le
méme domaine ouvert de la yari6to Fsont symptotiques l'une
A l'autre. On en gpnclut que, si la trajectoire | est partout dense
sur le domaine W et que l'on construit|fjensemble <% pour elle,
toute trajectoire jouissant par rapport k de la méme propriéto
s'y trouve, et aucune autre n'y entre pas.

Théoréme. S'il y a une trajectoire T partout dense dans un
domaine ouvert de la yarioté Z, il existe une familie de puissance
du continu de trajectoires analogues.

Domonstration. AppeIKn KW le domaine en question et |.
partie qui reste en dehors de sont formés pour la trajectoire

[t=W-K, LGLCLC..

Dans le cas enK[aage tous les L: sont nulle part denses (WJ
bien yides), car les sont des domaines partout denses dans I,
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Donc les L, sont de la 1-6re catogorie de M. Baire. Leur somme
L= 4-7Zf+L, +...

est aussi de la 1-6re catdgorie.

L’ensemble ¢ft—W — £ qui contient seulement les trajectoires
partout denses est donc de la 2-6me catdgorie de M. Baire.

Ce que nous avons dit au sujet de ces deux ensembles de
trajectoires et £, s'étend immodiatement k leurs intersections avec
la surface sans contact S. En effet, eomme L: est nulle part dense,
son interseetion avec la vari6td S

Xi—1L/ S

est aussi nulle part dense et, par consoquent, de la 1-6re catdgorie.

L'ensemble A= 5=(lg L2 S=7j-1-2,-|-2,
(interseetion de ’ensemble £ avec la surface S) est aussi de la 1-6re
catogorie. L’ensemble complomentaire de A est donc de la 2-eme
catdgorie; cet ensemble S — A se compose des points qui engendrent
les trajectoires de &i. Etant de la 2-eme catdgorie, il est de la
puissance du continu.

Mais une seule trajectoire engendre sur S un ensemble dénom-
brable de points. On conclut de cela qu’il y a dans I'ensemble de
points 6? — A une infinitd de puissance du continu de tels ensembles
appartenant chacun a une seule trajectoire. Donc il y a une infinito
de puissance du continu de trajectoires partout denses dans le
domaine W.

Nous ne pouyons rien conclure de cela sur la mesure de cet
ensemble. (La mesure de M. Lebesgue d'un ensemble, eomme on
le sait, exprime dans la mdcanique statistique la probabilitd relative
de cet ensemble).

Dans la mecanique statistique notre rosultat signifie: s'il y a une
trajectoire quasi-ergodique. il y en a une infinitd de puissance du
continu formant un ensemble de la 2-eme catdgorie de M. Baire.



Sur les fonctions caracteristigues et leur application
aux theoremes limites du calcul des probabilites

par

W. Kozakiewicz
Warszawa.

Dans son momoire: ,,Sur I'extension du théordme limite du
calcul des probabilitds aux sommes de quantitds dopendantes” ).
M. S. Bernstein ddmontre un theoreme extromement important
du point de vue des applications. M. V. Romanowskij a gono-
ralisd ce th6oréme et simplifio sa domonstration ¥ en se basant sur
une gonoralisation d’un theorome de M. P. L&vy, concernant les
fonctions caractoristiques 8).

Je me propose de domontrer deux théorémes sur les fonctions
caractoristiques, dont le premier peut Otre considor6 comme une
gonoralisation du théoreme mentionn6 de M. Lovy, et le seeond
concerne les lois de probabilitds des variables qui sont des fonctions
de yariables aldatoires. Comme application du premier théoreme
j'obtiens un théoréme limite plus gonéral que ceux de MM. Bern-
stein et Romanowskij (comp. 5). Le seeond théoréme permet
de démontrer un théoreme sur les fonctions des yariables aléatoires
d’'une forme particuliore; les fonctions de cette forme se rencontrent
en statistigue mathematique et il parait que notre thooreme pour-
rait rendre des serrices dans ce domaine.

Les théoremes sont énonces et demontrds pour deux suites de
yariables aldatoires, mais s'0tendent aisement au cas d’'un nombre
arbitraire de ces suites.

) Math. Ann. 97 (1926) p. 44.
*) Buli, de FAcadomie des sciences de 1'URSS 1929, p. 209.
*) Recueil Mathématique de la Soci6t6 Mathematique de Moscou 1929.
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1. Soient x, y deux variables al6atoires; posons.

M Rdv)— <Z-y<v}

tj 6tant rcéels et P dosignant la probabilitd simultanee des inega-
lités entre crochets. Appellons fonction de la probabilite totale des
oariables x, y la fonction:

(2) 7EI7) =N\ + i+ = y<i} + iP{al<|, y=i}+
a4-| Pla; =1, y=1i?%

cette d¢finition est entibrement analogue a celle de M. Loévy, con-

cernant le cas d'une variable; elle présente de grands avantages

au point de vue de l'application de lintégrale de Dirichlet.
F(f,17) satisfait aux conditions suivantes:

(t7x) On a pour d, = 0SS d9:
(3) P(E4~dn 17+d,)-"(". NM4-d,))-PMH-d,, 17)4-#(£17)™0
(UJ lim P($,i7)=I
#y>
(UJ lim F(E, tj) — lim F(£, tj) :tj-"m F(8, t) =0

—>8—00 £

Dosignons par Pt(£), P2(i/) respectivement les lois de proba-
bilits de x resp. y.
Oon a:
Pi (£) = I—LTNP(E, 17)

P»fr) = lim P(£?)

J->+00

Nous d¢émontrerons l'inegalite;

(5) |IP($+a,l14"E) — P(E?) IFt("+«) — P, ()| +
4-|1P,(7 + ™) -P2(i7)).
On a:

6) IP(4-a, T+ —PET)IS|PEL-at d- —P((E4L- «»M +
4- |P(E + «, <) — P(E£ M-

L’'inogalit¢ (3) conduit h
(7)  |P(i4-a T4-P) — P(g4-a, I S|P,(7+ 0) — P2(>i?)
(8) IP(£ 4- a, 1) — J?2& i?)| S|P, (| 4- «) — P, (£)|
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(6) (7), (8) entrainent (5). En faisant tendre a et (3 vers -f-oo on
obtient de (5) !'indgalito:

9 I1—FEDD 11— @+1— ()
Considerons une familie {F(f, tj)} de lois de probabilite. Nous

dirons quelle est regulicre si a tout e =0 on peut faire correspondre
un nombre N tel que pour toute fonction F de la familie:

(10) i D)<t gi
(11) F(E, V) <« si 8<—Noutj<<—N.
Remarquons qu’il existe une definition analogue dans le cas

d’'une seule yariable aldatoire.

Théoréme 1. Si les familles (Fi(E)} et (Ffr])} sont regulizres.
alors la familie {F(£, i;)} est aussi regUlibre.

Ce théoreme resulte immddiatement de (9) et des indgalitds
eyidentes: Ft(E) F(£, rj} 5S Ft(»).

2. On appelle fonction caractoristique de la loi de probabilitd
/’(E, t]) de deux vyariables aldatoires y la fonction (p\(t, t") des
yariables réelles t', t" ddfinie par:

00 o0

(12) pv(f, f) = TR+t F(ET])
lintégrale & droite Otant prise au sens de Stjeltjes.

La fonction caractoristique possede les propriétds suiyantes:
(PK,) Si
(13) Zi, xt,..., X,

(14) yn Yo

designent deux suites de yariables aléatoires telles que la yariable xk
ne puisse Otre dépendante que de la yariable § on a

(15) HmE EO
oh

(16)
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(IP,) si x, y sont indépendantes, alors:

17) N n=<p.(Nn™M(N
(Wg) on a
(18) 0); ~(t") =70, ).

Posons pour a, <ZPt, a8 <(3,:

(19) P(On/A, ar Pt)— i Pt) -~("uPt) ~(Pn “2)"“-1 (an ct)

(20)

if
(21) W =8N~ V—osn ~ ¥
(22) i
Nous démontrerons la relation suivante:
(23)

—00 —O00

qui est une goéneralisation aisée d'une relation analogue valable dans
le eas d’une seule variable.

Remarquons que l'on a, d’aprés les propridtés fondamentales
de lintdgrale de Dirichlet

(24) r(«,,ft,«, /1) =4LL f

sin(y —a,) t* —sin (y—fia) " dt,\

00 00

— J @ P) AU P n

—00 —00
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D’autre part:
«<i)* — m" (<« — Pl) tldt| -

it~ t~ -t
Jel @t -msf-0)rdf=

(25)

et pareillement

(26)

-00

Il fant introduire dans la formule (24) les expressions (25),
(26) et intervertir l'ordre d'integration. operation dont la légitimitd
se domontre aisdément. On obtient alors (23).

Plus généralerNeeztl ztograle Njecl:[le ]‘ urant dans (23), prise
entre les limites — peut Otre représentde
par 'espérance mathoématique de Fintograle double figurant dans (24)
prise entre les mémes limites.

M. P. Lovy a domontré que dans le cas d'une seule yariable
aloatoire la correspondance entre la fonction caraetéristique et la
loi de probabilitd posséde un caractore de continuitd, en vertu du
thdoréme suiyant ¥ Xl]

Si pour une suite de yariables al6atoires on a

(27) lim @ (9=

uniformément dans ehaque interyalle fini et si <p1 est une fonction
caractéristiquel: ne yariable /\, admettant la loi de pgobabilit6 to-
tale continue ors la loi de probabilito totale de Ay tend uni-
formément vers '

¥ P. Lovy, Calcul des probabilités, 1925, p. 192.
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Ce thoréme a etd Ctendu aux cas de deux suites de variables
al¢atoires par M. Romanowskij i), dont la domonstration ne difffere
pas essentiellement de celle de M. Ldvy.

Je me propose de démontrer un theorome sur les fonctions
caractcristiques, qui peut Stre considorée eomme une nouvelle géne-
ralisation du théor¢me cité de M. LOvy.

Nous dirons que la suite de fonctions aa=l, 2,...
est presgue egalement continue, si a chaque e=0 on peut faire cor-
respondre des nombres N(e) et £(e)>-0 tels que les inégalites:

(28) n Ve, 1M—x2 < £(e)
entrainent.
(29) Z( —M< e

Thbortunc I1. Soient: {xn}, {yn}, {#.,.}, {yn} des suites de oariables
aliatoires, Fn(", a), F'n(®, p) les lois de probabiliti totale de x,,, Yy, et
de xn, vy, respectioement, <pnyn (i', <"). i') "esfonctions carac-
teristigues correspondantes, F,,iff), F,ti(f)), Fn~f). Fnafp) s lois
de probabilitis de xn, vy,,, X,,, V,, respectwement. Supposons remplies
les conditions suwantes:

@) lim i — ] =o

Nn—>00

uniformiment dans tout domaine borni des oariables f, t".

(Z2) Les guatre suites; E)}) {~@M3, (£)}, {wFna0?)} sont
presgue igalement continues.

(Z3) Une des suites; {Fn(£, a)}, {F.(z, &)} forme une familie reyuliire.
Alors on a

(30) Iim[A;(i>)-F;"(™a?)| =0

et cela uniformément.

D¢émonstration. Evidemment il suffit de démontrer que I'on
a uniformément

(31) lim [F.al, a2&) “n(ai, A, A)]=0

P,.(0ol, a2 /7%2) et P,'(ai, a2 A)] 6tant dcfinies par (19) oh I'on
a remplacé F(£, a) par Fn($, p), F'n(f, p) respectivement.

) Romanowskij, 1, c.
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Soit N up nombre positif aﬁitraire. On aura:

(32) (an Nj, a2, 172) y (@n 2, /L) —
4{:'1\/\/ Jf" M {”) - £ H]dtdt"=

. V—y..(H

M -=s\Ff+f J+fJ+

—cC --N —00 —00

+ I I 4" s, <h /W a’\dfdt’\—slj'J+JJ+
-00 —N N -oo —N N

N —N -N o0

—00 —00 —00 —N

Supposons d’abord que le point de l'espace a 4 dimensions
aux coordonnées an /Jj, a2, & soit coptenu dans un domaine borng A
Démontrons d'abord que pour tout L =0 on peut déterminerrN et
n(e) de manidre que l'espérance mathomatigue de chacune des 8 i
tograles figurant dans (34) soit plus petite que e pour la valeur deN
déterininée et pour w”n(e). Il suffit dvidemment de considorer
I'espérance mathq ntique de la premidre de ces intograles que nous
ddsignerons par

' —
(35) \]N,,,— J_' a,, 0,) i”B(t". «, &) dtl

N —oo
Il est ais6 de demontrer que a b C Otant des nombres rdels
guelconques on a toujours linégalito:

(36)
il en résulte:

(37)
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On a pour O<d.<

D’aprbs la condition (Z2) on aura pour n suffisamment grand
et d Tgfflsamment petit:

(39) a (a, + d) @@ —d <~>F,, (ft+d) — —d)

donc, en tenant compte de (46):

&) 3 T_l_f «i, Pi)dt" dFKfl(g) <h§_i":i

ai—d Oi

quel que soit

Mais d ctant fixe, il rosulte de la convergence uniforme rM
lintegrale de Dirichlet pour j£— dS |£E—5 | que pour
suffisamment grand on aura:

@

et cela quel que soit n. Donc d'aprés (40), (42) on a pourn et N
suffisamment grands:

(43)

D’autre part N etant fix6, on afra d’apres la condition (zj)
t en vertu du fait que la fonetion est bornode: /7,,,->0 pour
ﬁ—> 00.

En résumo, nous avons d ph e Fon a (31) uniformément
dans tout domaine borno des agj 3S. Mais en vertu de la
condition (Zs) on démontre facijlement que la relation (30) subsiste
uniformément pour tous les y, c. q f d
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Corollaire. Les conditions (Z2) et (zZ,) du théoréme Il sont
remplies en particulier dans le eas ou dans chacune des suites

<NLi(E)}, (FniW} (ou bien i(E)}, {F"tj)}} toutes les fonctions
sont continueB et identiques entre elles, c. a d.

(44) ~NLE) =N MN2(1) = A(»?) n=1,2...

La condition (Zs) est remplie en vertu du théoreme |I.
D’autre part on a

(45) PN = N(F,O)
(46) 9>.,(0 = 7,,(«",0) = <p(t)

et il resulte de (ZJ que <?,(£) tend vers g>(t) Donc dapres le
theoreme de M. L6vy, on aura:

(47) lim 5(£) =27
et pareillement
(48) lim Kj(") = F(t).

Les relations (44), (47), (48) montrent que Fon a en effet (Z2).

Remargue. Le théoréme Il est encore valable dans des con-
ditions un peu moins restrictives. 1l suffit de supposer au lieu de (Z2),
que seulement les deux suites {FnX(£)} et {J,.,3(")} sont presque dga-
lement Continues. Mais la démonstration exige des raisonnements plus
dolicats, d’ailleurs analogues il ceux de M. Lovy, et basos sur
l'insgalitd (5).

3. Soient- maintenant x, y deux variables aldatoires, F(£, tj)
leur loi de probabilit6 totale.

On sait que I'on peut introduire une fonction d'ensemble F(E\
dofinie pour chaque ensemble E mesurable (L) du plan et 6gale
a la probabilitd que le point al$atoire (x,y) appartienne a E.

Nous dirons que la suite de lois de probabilite totale {Fn(g,?;)},
n=1,2... est presque absolument continue, si a chaque e=0O cor-
respondent des nombres positifs: /i(e) et 6(e) tels que lindgalito:

(49) Mes. E < <$(«)
entraine pour n  p(e):
(50) Fn{E"<s.
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En particulier la suite des lois de Gauss reduites (comp. 4),
ou I'on a |P,,] < R <1 est une suite presque absolument continue.
Nous considérons dans la suite, des suites de fonctions {/,,(w, »)}
mesurables (L) et satisfaisant aux trois conditions suivantes:

(Pt) Etant donn¢ deux nombres: y >0 et L,, =0 nous pou-
vons dcéterminer deux nombres positifs v(y) et a(y) tels que:

(51) Mes. fE[L— a (uyv)sgL +a]} <7

si: |L|5S Lo et n = v(y).

(P2) La suite {f,,(u. u)} est uniformoment bornée dans tout
ensemble borne, c. a d. k tout ensemble plan born§ D correspond
un nombre BD tel que la condition:

(52) u,veD
entraine;
(53) 1/n(«, v)|<Bo « =1 2...

(P,) La suite {/,,(£, )} est presque Ogalement continue dans
tout domaine borné.

Tticoreme 111. Soient {x.}, {y.}> {xn}, {y.} des suites des va-
riables albatoires, Fn(f,ri), F',,("if) les lois de probabilite totale de
X,, ¥, €t Xn, yn respectiuement, ¥n(u, ») une fonction des oariables
rielles u, », Fn(f) et F',,(f) les lois de probabalite totale des nariables
f,,(xn,yn) et Fn(xn,yn) respectinement, gyjt) et les fonctions ca-
racteristigues eorrespondantes.

Supposons remplies les conditions suinantes:

«?i) Hm [P,,($, i7) — F,(8,i?)] =0

»->00

et cela uniformement.
(Qt) Une de suites Fff, ij), Ffjf tj) forme une familie regulibre.
(Qs) Une de suites F,,(f, rf), FA(E, r) est presgue absolument con-

tinue.
(04) La suite des fonctions {fn(u,»)} satisfait aux conditions

(Pt), (P,) et (P8).
Alors on a
(54) lim[F,,(e)-")] =0

n—>00

et cela uniformement.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 8
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Domonstration. D’abord on peut choisir N. assez grand pour
gu'on ait

00 ooa
(55) =WwWdFn& i7) — / eWdF..(S, p)
—00 —00 NN
6t
(56) e-fn~diFF", TN

ou e)>0 dosigne un nombre donnd quelconque.
Soit [i] T, T otant un nombre positif, arbitraire nous pou-
vons doterminer les nombres d(s) et n(e) de maniére que

(57)

si |E~£i|<<b, |17—i7i|<(, (Ei?)> (&.fh)eKM, n>n(e).

Kn dosigne le carrd x| N ]vi

Divisons KN en p3 carrés Et), de cbtd plus petit que 2d, et
désignons par (£z, rp) les coordonndes du centre d'un carré EtJ

Nous avons
N N P p
58) R i L= Y= | =Tavay - En(EY) < ¢
S 71 71 8
N N P P E
| Fi A ~dFE" D> - NN
(59) ’
\-N —N Z-1 y-1 =8
Mais on a
(60) \Fn(Et)-FMED\<=" i=1.2..p 1,2.p

pour n suffisamment grand.
11 sensuit que

(61) lim [~(t) — =0

n—>00

et cela uniformément dans l'intervalle [f] T.

Pour que le théoreme Il Boit applicable il faut démontrer
encore que les conditions (Z,) et (Z8) subsistent. En effet ayant
donnd 0>»0, nous pouvons doterminer dapres la condition (@2)
un nombre M tel, gu'on ait

(62) NIN=1-0, |i|



Posons B = BKm (Bd désignant la constante qui figure dans (Pt))-
Or, en nous appuyant sur la condition (P,), nous avons

(63) — Lvy)<B}>1—o

D’autre part prenons |L|™L0 ou Lo est un nombre fixo
quelcongue. On a

(64) F,,(L-\-a)—F,,(L—a)""P{L —a™fn(xn, y,,)"L-)-a}.

Etant donn6é un nombre 2, il existe des nombres v (2) et
y(2) tels qu'on ait
Pn(P")<2

si n)>v(2), pour chague ensemble E' satisfaisant & la condition
(65) Mes (E") <<y.
Mais en vertu de la condition (P,) il existe un nombre a tel qu'on ait

(66) Mes {E [L—a</,w,)<L+al}<y, AL\

pour n suffisament grand. Nous voyons donc que
(67) P, (L+«)-P,,(L-«)<2

si n croit ind6finiment.

Les inogalitos (63), (67) montrent que les conditions (Z,) et
(Zs) du théoréme II. (comp. aussi la remarque) sont remplies.

En eonsdéquence

lim [*()-J3;'(e)] =o.

4. Considérons maintenant la loi de probabilito:

c.ad. la loi normale roduite avec R comme codfficient de corrdlation.
Les lois des yariables x et y s'expriment par:
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et on voit quelles sont indépendantes de R. La fonetion caracto-
ristique est:

(71)
on a

(72)

Cette fonetion est bien definie si |1?] << 1. On peut d$Smontrer
sans peine qu’elle tend vers une limite si R tend vers 1 (ou bien
vers — 1).

Si R—> 1, cette limite est dgale a 0 pour as ou a, 32, et
a l'expression:

(73) a, = max (a,, a2), fit — min (ft, 0,)

pour > al et

Si 7%—>—1, cette limite est 6gale k 0 pour ——— 0,1
a, e-t— a2, et k Iexpression (64) ou ax = max (aj, — (%),
fit — min (fii, — a2) pour A = —fit et a, <—a2

4. Passons maintenant a '6noncé du théoréme genoralise de
M. Bernstein.
Soient
X1) #8 e

@) )
Vi, yt -- yn
deux suites de variables al6atoires. Posons:

Ddésignons par l'esporance mathdmatique d'une variable x.
L'existenee de 8{x", 8(y" i— 1,2... etant admise, nous pouvons
supposer sans restreindre la goneralite, que Fon ait

(76) *(®2) = 5(y<) = 0.
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Posons:
(77) $@) =67, 8(y?) =< 8(x{y)—aot
(78) BOX A\ = b — %0
(79) ~po™ = Bn- £gt=Gn
Z- Z- Z-
(80) F = = C">
Z-1 Z-1
7 Gl
(81) n~VBKkCn'

Théoreme généralis¢ de M. Bernstein. Si les nariables (74)
satisfont aux conditions:

(Pj) pour i~pk, xt est indipendante de xk et yk
(V,) pour un a positif:

(82) = lim

n-—>00

alors pour ai < ft, a, <ft la diffirence entre la probabilite de I'exi-
stence simultanie des inegalites:

(83) a, \B,, < X. < ft\Bn
(84) a2 Ven <Yn<==n"

et I’expression:

(85)

tend uniformement vers zero.

Dans le cas oi on aurait constamment Rn—\ (resp. Rn =—1).
I'expression (12) doit etre remplacee par sa limite pour R—> 1 (resp.
pour R—>—-1); comp. 4.

M. Berstein suppose que Fon a (Vj) et

M. Romanowskij suppose que I'on a (Pj), (Vs) et lim ft, =
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Lemme. Soit un systdme de fonctions reelles ou complezes
@B y)}n— 2., k=1, 2..., n. Supposons que Fon ait:
(86) f,.k(x, y) == 1 4- ank(x, y) = 1 -f- ynt(x, y) -f- 6nk(x, y)

les fonctions ipnk, Onk satisfaisant aux eonditions suivantes: quel que
soit le nombre positif m, on a:

W  Prk->0 uniformément pour n—>00, |x| m, \y
wW uniformoment pour n—>00, |a:| ly|S=»n
4-1
(T) pour Jaj <wz |y]<m
4-1

M otant inddpendant de n (mais dopendant en goneral de m).
Alors on a, uniformément pour [a?] m = |y|:

DCmonstration. Supposons que Fon ait: |a: 5Sm \y|.
On a pour n suffisamment grand:

(88) fog/, ==log (14-%, =4, 4-},
ob fa, <k,
(89) wiog/,, yis,  ¥sr,
4-1 4-1 4-1 4-1 4-1 4-1

Etant donnd e > 0, nous pouvons d'apres (7i), (T,), (T") dé6-
terminer Aj de maniere que pour w A,

(90) 2'N
(91)
(92) i

2(ATplL)
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il en roésulte:

JLj-De
= 2"2@f4-D)

ce qui demontre le lenime.

(94) Nous aurons besoin dans la suite de quelques indgalitds de
Liapounoff:

(Sj) On a pour z réel et O<(d™I:

(95) eosz<1—

(96) [sin« —«| <

(Ns) On a pour p, €=0, p<(Q'.

97) S ">~ ir)HIf
enfin:
(Ns) [a4-6|at+" <2< (Ja|™M + |[fe2+0).

(A) se domontre aisement & l'aide du ddveloppement de Tay-
lor, les indgalités (S2), (6?,) resultent de l'insgalitdé connue de Jen-
sen, concernant les fonctions convexes.

Passons k la démonstration du thootome gondralisé de M. Bern-
stein. Nous pouvons supposer que le nombre ¢ figurant dans(\V2)
satisfait a. 1'indgalitt O<OS 1. En effet, si (82) est verifide pour
un =0, elle l'est encore pour tout 6 < dj et positif.

La doémonstration consiste dans trois dtapes. On calcule d’abord

. R . X. Y -
la fonction caractoristique des variables y=i y=- Une application

du lemme montre que la différence entre cette fonction caractdri-

stique et celle qui correspond k la loi de Gauss tend uniformément

vers zoro. L’application du thoorome Il termine la démonstration.
Posons:

(98) N, t)=8{eN +VNM \

(99) t").
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Evidemment e>nk(t', i) est la fonction caractOristiaue de ~-

et dapres (y,), (PF), O,(f, f) eat celle de
|<B, VCn

D’apres les indgalités (5,) et (55) nous aurons:

(10) == | ¥H L/ ANT7 + W, 1)
, "\ 2V/5.
on
. [ FfpH-6 4y riR+d\

(101 ni<4(|3f" +] 3.

Comme 8(xk) = 8(yk) — 0, il en resulte:
(102) h=i-<ffe-+ NN
(103) INC, ) IgaAR T 2 06n+ U Y

On a:

2

donc:
(105) - YIN2(rp+I<tly)

la condition (7,) du lemme est par suite remplie. L'inegalitd (S2)
de Liapounoff donne:

wA(i+dnato
(106) ( 4

donc d'aprés (82) on a ig —>0 et de meme % —>0. La condition (7\)

n

est par suite remplie. Enfin, il rosulte de (103)

wny =2 ey sajfr @Y 4 =0
At b'4 c, 4
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I'expression a droite tend yers z6ro (uniformément dans tout do-
maine born6 des yariables f, t') en vertu de (82) et la eondi-
tion est aussi remplie. Par consdquence, comme:

(108) 4 |_2Rnt"t"

on aura dapres le lemme

(109) lim t") —e-1 =0

uniformément pour |t'],

Mais e~ est la fonction caractoristique de la loi
de Gauss (110), — lapplication du théoreme Il donne par suite
le théorome fondamental.

Remargue. Il est ais6 de verifier, que -4  doésignant la
probabilité de I'existence simultanée des indgalitds: |at] << L. et

Iyt le théoréme |limite stra applicable toutes les fois gne
Bon éen méme temps: >0, >0, et *iZJ.,->O, la valeur de
‘m'n =
m Vy et VU, otant calcnlée dans ’hypothese que l'on a:

|y*| “~Ln-
6. Considérons deux suites de yariables al6atoires (13). (14).

Supposons que Fon a (76). Posons (75), (77), (78), (79), (80) et:

CD)

(112) = Stf) = W], = = 5[y/(*—)]
(H3) =B o> =<i0)
(114) <>=«[(*-"M=M,-6F; = =

n *

(115) X =
A /-1
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Enfin pour ¢ = 0:

(116) d?™
n n
(117) ; F«+T™ f3FT™N\

/-1 Z-1

Considorons une suite de fonctions: {ffu, v)} et posons:

U, —B,\

(H8) W
' r F,-C\

(119) y_ Tlh [/Fw )

Désignons par F,(j;, rf) la loi de probabilito des variables:
et —B- par F,,(£ rj) celle des variables: et

\Bk Yoo [Fit

Enfin soient F,,(f) la loi de probabilit¢ de Zn et F'fff celle
de Z;,.

Tlibordme V. Si les variables x,,, yn et les fonctions f,,(u, v)
satisfont aux conditions suivantes:

(A) pour i ¢, xt est independant de xk et yl de yk.

Bty = b/Mdf, W=df>.

(779) la suite {fn(u, v)} satisfait aux conditions (Pt), (P2), (P,).

&9 ” W/\
\BiD?  VCnF
(P5) Il existe un d, >0 et un d2 =0 tels que:
. m-+M . nvww ; ) buh-W

(220) lim -n-r- =1lim  "---x —lim ==lim -=-7---- = 0.

/m-»00 «=»00 «-M» CJ+j />»00 [P, 4]+

Alors on a.
(121) HM[P,,(O-~)] =0

n->30

et cela uniformement.

D’apros les conditions (Rf et (Bs) les variables xh xj et de
moéme vy,, Y\ satisfont aux conditions du thSoreme gdnoralisé de
M. Bernstein. Il en resulte (le cogfficient de corrolation 6tant
d'apres (Bj) le méme), que Fn(E, i])—> F,(£, t} —0 et cela unifor-
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mement. En outre les suites: {F,,(£, 12(}, (8»7)} sont d’'apres (A)
presque absolument continues. Le théoreme 11l est par suite appli-
eable et il en rosulte (121).

Corollaire. Supposons que: x1...x,,; Yyi-..yn désignent respec-
tivement les n valeurs de deux variables al6atoires x, y se pro-
duisant dans n Opreuves independantes.

Nous admettons que y satisfait a la loi de Gauss et que X
possode les quatre premiera moments ¢gaux aux moments corres-
pondants de y. enfin qu'il esiste <S(ja;4+6) pour un d > 0.

Il en rdsulte que la difference entre Fn(C) et F'n(f) d'aprds
les notations du théoreme procsdent) tend uniformément vers zcro.

Inatitut de statistiqgue de I'Ecole Centrale Agronomigue.



Sur la Structure de Fensemble des solutions cycligues
d’'un systeme d’equations differentielles

par

W. S. Urbanski
Pionki.

Soit donne un systeme d'équations differentielles

dOCa
(1) X=X=
on
Jiz--- Xj(#!, xt,..., X,)
sont des fonctions analytiques, rdelles, uniformes remplissant la
condition

Z-1

Les yariables x1,xi<..., X,, soient envisagées comme des coor-
donndes cartesiennes dans un hyper-espace a n dimensions; le para-
metre t peut etre appeld le temps.

Les solutions des equations (1) jouissent alors, comme on le
sait, des propri6tés suivantes:

A) Unicit6: par un point initial a*, a$,..., a" il passe une solution
unique x!(f), xt(<),

B) Les solutions dopendent d’'une maniere continue des yaleurs
initiales; on peut exprimer cela comme il suit: soient x,(t) et xz(2)
(i=1 2,,n) deux solutions passant par a; et pour t=0;
e et z 6tant deux nombres positifs, il existe un rj >0 tel que la
condition \x° — < 1] entraine les indgalités a:,(t)— |<s
pour 0 t t

Envisageons une surface sans contact S. Pour simplifier les
raisonnements, cette surface soit une portion ouverte d'un hyper-
plan a n— 1 dimensions; prenons les coordonndes de fagon que
xn— 0 reprdsente I'6quation de la surface »S.
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Envisageons un point initial Po sur la surface  Par ce point il
passe une trajectoire reprosentant la solution des équations (1). U
peut arriver que cette trajectoire retourne, apres un intervalle de
temps 6 (Po), de nouveau a un point Px de cette surface. On appelle
ce point Px le 1l-er cons6quent du point Po; Po s'appelle 'antdcddent
du point Pj. Pj peut avoir pour son 1-er conséquent sur S un
point Pj qui sappelle le 2-eme consequent du point Po; par ana-
logie on obtient les conséquents d'ordres 3, 4,. .

Lorsaue la trajectoire issue du point Po revient a la surface S,
un ensemble de trajectoires voisines le fait de méme (a cause de la
propridte B); seulement le temps du retour a la surface S varie
de point a point, cette fonction d(P) otant d'ailleurs une fonction
continue de la position du point pour un voisinage de Po.

Du fait que les fonctions X sont analyliques résulte la pro-
priétd suivante sur laquelle est base le th6oreme a domontrer:

C) Soient xt,xt,..., xn_x (x, —0) les coordonndes du point
initial Po et y1(y2,..., y,,_i les coordonndes de son point consequent Pv
Alors, pour les coordonndes d’un point Q, (£}, ..., assez
voisin du point Po et les coordonndes de son point consoquent
Qt »io H7«-i) on a la proprieté fondamentale:

Les différences —yt, 11, —y2,..., {],x—y.”™ sont des
fonctions analytiques des différences —xx, —xil..., Zn-i—

Supposons que par un point Po passe une trajectoire cyclique
telle que Po colncide avec son 1-er conséquent P2, (On peut tou-
jours prendre une portion de la surface S assez petite pour que
les autres points consdquents ne s’y trouvent pas).

Pour simplifier les formules prenons le commencement du
systeme des coordonndes au point Fo, donc

Comme Pt coincide avec P9, on a aussi
yi =y» = e v = y”_i = 0.
011 peut Ocrire pour les coordonnées les formules
@
od les cpi sont des fonctions analytiques des variables réelles

Pour qu'un point (En «1e» £«-i) colncide avec son 1-er con-
soquent Qx(1?2,..., il faut et il suffit que pour ce point

®) (i=12.,n—1).
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Les 2 (n — 1) oquations (3) et (2) permettent de trouver les points
en question. Elfes eonduisent aux n—1 equations en fa

(4) E-i) (i=12,...«—1).

Or il est facile d'otablir la proposition suivante: Soit y(£n..., £,)
une fonction réelle de variables réelles qui est analytique dans un
voissinage V d'un point

Sous cette hypothdse un des deux cas suivants a lieu:

L’6quation

est remplie par tous les points de V; ou bien l'ensemble des solu-
tions de cette dquation qui sont situdes dans V est de mesure nulle.
En appliquant cette proposition aux oquations (4) on a la
conclusion suivante
Dans le voisinage d’un point cycliqgue quelconque Po qui
coincide avee son 1-er consdquent ou bien
les points cycliqgues du menie genre remplissent un voisi-
nage de Po;

ou bien
ces points forment un ensemble de mesure nulle. (En outre
cet ensemble est alors nulle part dense).

Le temps du retour & la surface S, 6(P), qui représente la
période pour les points cycliques de la catdgorie envisagbe (se
fermant au 1-er retour), est une fonction continue de la position
du point; on peut la représenter, eomme t etant une
fonction continue du point; 1 =0 pour le point Po.

Toutes les considérations précodentes subsisteront, lorsqu’on
examinera le 2-6me, 3-eme,... retour du point Po Les points de
son voisinage engendrent les 2-6mes, 3-emes,... consdquents, auquels
on pourra appliquer les moémes raisonnements qu’auparavant.

Il peut arriver que pour un point Qo de ce voisinage le
premier consoquent ne coincide pas avec Qo, mais le deuxifeme
(ou troisieme,...) consoquent Q2(QS,.-.) roéalise cette coYncidence.

Dans ce cas la pdriode peut 6tre representée, eomme 2fl(P0)-|-r
(ou 30(P0) + <m), ou t est une fonction continue sannulant au
point Po.

Au moins un des cas t\ et cosidérOB plus haut pour
le premier retour se prdsentera forcoment pour le 2-eme, 3-0me,...
retour.
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Formulons les propriotés des points consoquents d'ordre quel-
conque p qui se trouvent dans le voisinage du point cyclique Po
colncidant avee son 1-er consc¢quent

Lorsque pour le p-eme retour du point choisi Po les equa-
tions (4) sont satisfaites identiquement, tous les points d’un

1 voisinage de ce point Pa ferment leurs cycles. (La morne
chose arrivera pour le 2p-6me, 3p-bme,... retour).

Dans le eas contraire, l'ensemble des points cycliques de
eette catdgorie est de mesure nulle.

Lorsque le dernier cas a lieu pour tout nombre p, la somme
de tous les ensembles des points cycliques correspondant aux
valeurs p=1,2, 3,... est de mesure nulle. Le point Po est donc
un point de densit¢ nulle relativement a 1'ensemble formé par
toutes les trajectoires cycliques.

En vertu des considérations ci-dessus, on peut maintenant
formuler la proposition suivante .

Lemme. Sous les hypotbbses enoncses au commencement du
travail, l'ensemble des points cycliques situ¢s sur une surfaee sans
eontact se laisse décomposer en une somme de deux sous-ensembles
dont l'un est ouvert}) et l'autre est de mesure nulle.

Comme une consdquence immediate on peut 6noncer la mome
propri6t¢ des trajectoires cycliques sons la forme du théoreine suivant:

Théoréme. Sous les hypothfeses 6noncées au commencement
du travail, les intograles cycliques peuvent etre partagees en deux
catsgories de la faeon suivante les trajectoires de la I-6re catogorie
forment un ensemble ouvert, celles de la 2-6me catdgorie forment
un ensemble de mesure nulle (dans la variété k n dimensions).

Il est donc impossible que l'ensemble de tous les points cy-
cliques ait une densitdé non nulle en un de ses points frontidres.

Coiisegueiice 1. Lorsque dans tout voisinage d’une trajectoire
cyclique il y a au moins une trajectoire non fermee, presque tout
le voisinage de cette trajectoire cyclique se compose de trajectoires
non fermoes.

En effet, la catogorie 1-6re du théoreme est exclue dans ee
yoisinage.

*) relativement a cette snrface eans contact.
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En ce qui concerne la Btructure des ensembles de la 1-ere
catogorie, ils ont le caractere suivant. Des considdrations procédentes
il s’ensuit facilement que dans le voisinage du point Po & période O(PO0)
les points cycliques peuvent avoir pour poriodes exclusivement
les yaleurs:

+ el«(P0) + TH) + +

oh p est un nombre fixe et les qt, g2,... sont les diviseurs de p;
les t sont des fonctions continues et qui s’annulent au point Po.

On voit aussi facilement de ce qui procode que les ensembles
des points qui ferment leurs cycles au temps k6(Pa) -|- vk, ou k<p,
sont de mesure nulle, seulement Fensemble des points h poriode
p6(Pt) -f- zp a une mesure positiye: il épuise donc le yoisinage de P9
presque tout entier.

Pour l'existence d'un domaine de points cycliques (cas il
faut donc qu'il y ait un nombre p— ordre de consdquence relati-
yement k une surface sans contact, pour lequel certaines equations
deviennent identitdés dans ce domaine.

Nous obtenons ainsi la suiyante

ConsoOgueiice 2. Lorsque dans chaque yoisinage d’une trajec-
toire cyclique il y a des trajectoires a poériodes aliant a 00
6 t ki €«&— |3, 00) ces trajectoires
cycliques forment un ensemble de mesure nulle.

En effet, les cas pour les consoquents de tous les ordres,
sont les seuls possibles.

Gendralisation 1. On peut concevoir une yarioté métrique,
ou les équations (1) jouissent des propriotds A, B, C, et des formules
analogues a (2) sont applicables aux solutions. Le thooréme reste
yalable.

Groiioralisatioii 2. Le théoreme démontré s'appuie sur I'hypo-
those que les fonctions g), sont analytiques. Or il peut arriyer que
les fonctions ¢} soient analytiques sans que les fonctions Xt figurant
dans les equations (1) le soient. Nos résultats subsisteront 6yidemment
aussi dans ce cas.

P. e. le mouyement d’un point (masse = 1) soumis a la
force: F ax pour x>0, J——bx pour x>0, a, 60, a=]=&,

. . . doc  dx .
reprosente par les 6quations — — =dt, se passe tout h fait

X J\X)
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régulidrement et jo des propristes considoérées dans Iﬁ travail,
quoique la fonction I ne soit pas analytique sur le plan

Application A la mecanique. Nos résultats peuyent trouyer
quelque application dans la mdccanique, p. e. dans le probleme des
trois corps. L’existence des solutions cycliques est etablie dans ce
probleme ¥ Mais il y a aussi des ,,solutions asymptotiques®, c’est-k-
-dire s'approchant, pour le temps croissant a linfini (t—> o0,
ou r—>—oo), des autres ’). On s'apereoit immcdiatement, lorsque
cela a lieu pour une trajectoire cyclique, que les conditions de
l'application de la ,,Conséquence 1“ sont roalisdes. Par conséquent,
les solutions cycliques y forment un ensemble de mesure nulle.

Je tiens a remercier M. T. Wazewski pour les bous et
bienyeillante conseils qu’il a bien voulu me donner.

*) Poincar6, Acta Math. 13, p. 122; Mothodes Nouv. Méc. Cdi. I, 117;
pour le cas des systomes mdcanigueB a 2 degrés de liberto, voir aussi G.D. Birkhoff
,Dynamical Systems" p. 233.

*) Poincar®, Acta Math. 13, p. 26, 225; Mo6th. Nouv. I ch. VII, Il ch.
XXXIII.

Birkhoff 1 c.; Whittaker ,Treatise on the Analytical Dynamics" p. 389.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 4



Sur les intdgrales stables non periodigues x) des
systemes d’equations difforentielles

par

T. Wazewski

Krakéw.

Dans une note insérée au présent volume a) M. Urbanski
conclut de l'existence d’une intdgrale qui est partout dense sur une
oariotd oueerte a I'existence d’'une familie non dénombrable (plus
procisoment de la puissance du continu) d’integrales du méme genre.

Sans conserver cette hypothhse, nous obtiendrons un résultat
analogue en adoptant une hypothdse essentiellement8) plus génorale,
a savoir que Fintégrale envisagOe est stable, non périodique et que
tous ses points d'accumulation sont rdguliers (c.-a-d. verifient (3)
v. plus bas). Nous procddons par la mothode de M. Urbarnski conve-
nablement modifide. Notre gendralisation réussit grace a I'observation,
fondamentale pour nos raisonnements, que les points limites d’une
intograle stable non poriodique qui sont situés sur une surface sans
contact renferment un ensemble parfait donc non dénombrable (de
la puissance du continu). Grace aux resultats bien gendraux de
M. Kamke nous pouvons remplacer I'hypothese que les 6quations
envisagdées sont de classe C! par une hypothese plus gondrale.

Thoéoréme. Considérons un systéme d’dquations

) =19

dont les deuxiémes membres ne ddpendent pas de t et sont continus

) Nous entendons par intégrale stable non poriodique du systome (1)
(v. plus bas) toute intégrale non poériodique yi =y,~(t), (—o00 <t << -|-00) jouissant
de la propriotd suiyante: Si notre intograle passe par um point yj,..., il existe
une suite telle que t,,-»-|-00 et (F=1,00»).

") Note sur les systomes quasi-ergodiques, v. ce volume p. 20 s. s.

") Pour la justification ef. I’exemple signal6 dans la note de M. Denjoy:
Sur les caractoristiques i la surface du tore (C. R. Paris T. 194, p. 830, annde 1932).
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dans un ensemble ouvert £2. Supposons que par tout point de £2
il passe une intégrale (c.-a-d. caractéristique) unique de ce systeme.
Supposons gu’une intograle |

@ y/=ep/(0, (— oo<t<4-o0o0, i=

de ce systfeme soit stable non périodique et que l'ensemble I (composé
des points de | et de ses points d’accumulation) soit borné et contenu
dans £2. Supposons enfin que Fon ait en tout point de 1 lindgalitd

n
(3) (8Ur J)-
ql

Sous cette hypothdse la familie F des intdgrales stables non
poriodiques, contenues dans 1 et partout denses relativement k 1 est
non donombrable (plus précisément de la puissance du continu). ~en-
semble H des points situds sur de telles intograles est de la seconde
catégorie de Baire (et k la fois un ensemble G¢) relativement k I.
L/ensemble 1—H est de la premiore catogorie de Baire relativement & I.

Domonstration. 1. Choisissons, sur lintdgrale Z, un point
P = (yj,..., y®). Soit T la tangente A I au point P et ddsignons
par n 'hyperplan a n—1 dimensions passant par P et perpendi-
culaire A T. Choisissons enfin sur n un voisinage sphorique ouvert ¢?
centr6 en P de faeon que S soit une surface sans contact.

On pourra facilement 6&tablir les propriotdés suivantes des
intograles de notre systeme ¥

Il. L'ensemble I+ S est dense en lui -meme car l'intdgrale Z
est stable et non poériodique. L'ensemble Z+ S est, par consequent,
parfait.

I1l. La condition nocessaire et suffisante pour qu’une intograle J
appartienne A la familie F consiste en ce qu’il existe une suite de
points appartenant A Z+J et tendant vers un point de Z. Pour toute
intograle J de cette sorte on a I+S=J-S.

*) La démonstration peut etre déduite des propositions suivantes inséroes
dans le livre de M. Kamke (Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930):
HilfBsatz 1, 2, 3, 4 (pages 204—209) et Satz 3 (p. 213) sans la propriétd y figurant
sous h. Ces propositions y sont domontrées pour le cas de deux Gguations mail
elles se goudralisent facilement au cas de N eguations. On s’en convaicra en
obserrant gne les domonstrations do ces propositions peurent etre remanides de
fagon a oviter l'usage des polygones.
4*
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IV. Toute intégrale passant par un point de I est entiorement
contenue dans I.
Considorons maintenant une suite de voisinages spheriques

ouverts Gv
Gv+IC GvQS n=1,2,..)

centrés au point P et de rayons tendant vers zoro. Dosignons par

Kv

la zone d'0mission  de l'ensemble Gv-I.

Les ensemblee Kv sont ouverts et partout denses¥ relati-
vement & ¥

Les ensembles Bv = K,-8-1 sont aussi ouverts et partout
denses relativement a 6'+ Z¥.

Il résulte de lit que les ensembles Cv= SI— Bv sont
fermos et non denses relativement k SI. L’ensemble C—I£CV est
donc de premidre catégorie relativement h. SI. Mais l'ensemble S1
est parfait; il est par consoquent de seconde catdgorie par rapport
a lui mome et possede la puissance du continu. L’ensemble

R=JJbv=S1—C

vl

possode, par suite, la puissance du continu et est de seconde catdgorie
relatirement a SI.

En vertu des alindas Ill et IV ona H— I/IKv\ T'ensemble H
»>

qui constitue oOvidemment la zone d'émission de R est donc de
seconde catdgorie relativement a ¥ (Il est clair que K est un
ensemble Cra). L'ensemble Z— H prosente la somme des ensembles
fermos Z—~Kv non denses relativement a Z il est donc de premiere
catogorie relativement a Z

Or chaque point de R appartient k une intégrale de la familie F
et inversement chaque intdgrale de cette familie coupe R suivant
un ensemble denombrable de points. R possddant la puissance du
continu il s’ensuit que la familie F possode aussi la puissance du
continu.

*) c.-k-d. 1’ensemble des points situds sur les intégrales rencontrant I'en-
semble Gv. I.
) I est partout dense relativement a | et Fon a Id_Kv.



Sur une suite de fonctions liee aux ensembles
plans fermes

par

F. Leja

Warszawa.

1. Soit E un ensemble ferme et born$ de points du plan,
n un nombre naturel fixe et

(1) 50, 5i.---> b
n+1 points quelconques de l'ensemble Ey différents entre eux.
Formons la matrice & n-f-I lignes et w-j-1 colonnes que voici

I 5y

' 50-51"""" 5.-C,

g—5% *—of,
2) 5i-50' 51-5-

z—50 2—0bi

dont chague terme diagonal est 6gal & 1 et le terme de la J-iome

ligne et la i-ibme colonne est dgal k ----- %I j=Fk z Ctant une
variable complexe.
Dasignons par ou £ reprosente I'ensemble des pointa (1),

le produit de tous les termes de la j-ieme ligne de la matrice (2)
et par CJ)z £)= (z 10, £n..., f,) le produit de tous les termes
de la j-idbme colonne. On a donc pour j =0, 1,..., n:

(3)

E&r
@ (5.-2/)ees (&-i
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Le plus grand des moduleB
IL?W)I, V).

oii z est quelconque mais fixe, varie avee les points (1) parcourant
U'ensemble E et atteint dans E un minimum qui sera dosigno
comme il suit

() L.(2) = %Sn{mLﬁley>(3’ £)}.

Paraillement posons

(6) C..,(«) = min {max | Cw(z, f)|}.
<Q> W

Faisons maintenant varier n dans les formules (5) et (6). On
obtient deux suites des fonctions nonndgatives (LB(z)} et
dofinies dans le plan entier et lides intimement a ’ensemble donné E.
J'ai domontré ailleurs ¥ que, si le diamétre transfini de I’ensemble E
est positif (ce qui a lieu toujours lorsque E contient un continu
queleongue), la suite

m=1, 2,...,

tend dans le plan entier vers une fonction limite, le logarithme de
cette fonction dtant 6gal a la fonction de Green d'un domaine infini
extorieur a l'ensemble E.

Le but de ce travail est de démontrer que la suite

(7 cX(«),  C,(«)....... c.(2),...

jouit d’une propriétd analogue & celle de la suite {L,,(2)}.
2. Jaurai & m'appuyer dans ce qui suivra sur le lemme suiyant:

Lemme 1. Les fonctions (7) satisfont, quel que soit z, aux
Mgalites que voici;

(8) Cn+k(z)"Cn{z)> C"z), ou n et 1=1,2,...
Domonstration. Soit z un point quelconque mais fixe du plan et

9) Xo, X1,..., Xn, X<+l,..., X+t

n4*“k-j- 1 points de U'ensemble E pour lesquels on ait

(10) C,+b) = max|C™(«,a:)|, ou {x=x9,xIt..., xn+t},

") Ce joarnal t. 12, 1924, p. 57—71.
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4'indicej parcourant les nombres 0, t,..., n-\-k. Choisissons k points
guelconques de la suite (9), soit a7, xJt xJh, et doésignons par

VXA, XJA=II\xit — Xjvt

le produit de tous les distances mutuelles entre ces points x). Formons
ensuite I'expression
L) [(g —,)(g—a/t)... (« — XN |*

Ffo,...,™)
et cherchons le minimum de cette expression lorsque, z et k etant
fixes, les points xM x*,..., xJk parcourent la suite (9). En changeant

convenablement les indices des points (9) on peut toujours supposer
que ce minimum soit 6gal a

[(z—#,+1) (z — x,,+)... (z — xn+k)k

@ ®«t»)
L'expression (11) est donc au moins oOgale & I'expression (12) quels
que soient les indices yeery  =w+ k. En particulier, on a,

quel que soit t=0,1,...,» et Z=w-J-l,..., r» ZL 'inogalito

Ks-a;;)(g-an+i) - (@-"-i) ("—-/+i) mm.(g--s,,-Ht} o« +)-C?2H+

E( P owees? XI=1, HZ40ve e, MA-Jk) VXn+Deser xfi+)
(Ton rosulte 'indgalité suivante:
lg—
|(xt—an+l)... (xt— (Xt —x/+1)...(XI —¥%,,+
> F—H

— | («/ — X,,+i) = (Xi — Xi-i) (XI —@z+i)— (®/ — Prt+ |

En la multipliant membre k membre par \W—"f('l\;z\ﬁ—")'(i\ on
obtient l'indgalitdé que voici

3/ I8—*1

[(«r-®M-i) —f/-«c»+  — | o (@>r-@-)(or-«H-i) - (xi+») |

qui peut Otre &crite, d'apros la notation (4), comme il suit
(13) \W(z,xItx#¥l Jees &+ )| [W(z, xh i1

) Si k=1, poaoni V(@57l) =1
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Cette indgalito a lieu quel que soit i =0, 1., n et I = «4-I,...
ey NHA

Cela pos¢, considérons les n 1 points xt, xt,..., x,, de
la suite (9) et supposons que lindice p n soit tel quon ait
C?"(s, a0, ...,»,)|:m(z%x|CTM(z,a>0, |

J

D’aprés (6) on aura
(14) |Cj'0(z,2.0,Sj,..., ¥8)]  CB(z2)
et d'aprés (10) on a

Ci+itC2) = Sece; ap+

d’oii, en tenant compte de lidentit6

~05 Jo«t+ — xt< xX1F—t xn) ' CIP\z, Xpj #,,+>,e°°, P+

on obtient en vertu de (13) et (14) lindgalitd (8). Le lemme est
donc domontro.

Lemme 2. Les polynémes (4) satisfont, quel que soit Z et
= {f# fi,»+o, £J, * Uquation

(15) C<>(, ?) + 0<bh(z, ?) + ...+ C<>(, f) = L

Démonstration. Etant donnd n -|- 1 points différents quelcon-
ques f0, fi,..., fn, formons le déterminant de Vandermonde

(0, ft,..., £) = icr, fri,..., & i| = _ o
D'apres les propriétés connues de doterminants on a, quel que
soit z, l'identitd

F(fO, f,,..., B8)=|(fc-2)", FT1,-, I, 1

d'ou Fon obtient, en developpant le dernier déterminant par rapport
aux termes de la proémiere colonne,

F(fo,.., f.) = (f, — x)n’V(*,..., e,) — & — 2)”. 7(f0, £)+...
L A-(-ir(f--«)"-~(fo,...,fN).
De cette Oquation rdsulte I'équation (15) car on a, quel que
it j =0,1,

E(fo,...,&-i,U,-f.) _ (~ U L
E(f0, fi,—-, f,) (fy-T0)...(Fy-T>-i)(F>-T/+1) ... (F/-T.r




57

3. Formona maintenant la suite suiyante
(16) k <?«(«), oi n—1,2,...
Je vais domontrer ce que Voici;

Thoéoroéme. Si le diambtre transfini de fensemble E est positif
la suite (16) tend dans le plan entier vers une fonction limite
(partout finie).

Domonstration. Je dis d’abord que les termes de la suite (16)
sont positifs quel que soit z et n. En effet, soit x9,x1,..., xn une
suite de n + 1 points de Fensemble E pour lesquels on ait

C,(a = max|CP(g x)|, ou a= an,..., »,).
D’apros le lemme 2 on a Findgalitd
1=|Cn}z,X) + C™M(«,X) +... + C™(z,X)I<E (n+1) * rU)ax | CJfi(z, X) |,

don il résulte que

Je dis maintenant que la suite (16) est uniformément bornde
dans chaque domaine borné du plan. En effet, considorons les
points (1) de Fensemble E et ddsignons par Ay(z, 5) le polynome
suivant

Afiz, £) = z—£,)...(z— zZ—<—=—3—1D»j=01,.,n

Lorsque les points (1) varient arbitrairement dans Fensemble E le
plus petit des modules |dO(fO£)|, |4(FL(£),..., |4..(E,, £)], Oi n
est fixe, reste born¢ et atteint dans E un maximum qui sera dosignd
par A,,. On a donc

4 = max {min |A(Ey,£)|}.
<5) 0)
Or, la suite {’q} est convergente ¥ et on a
lim k4 = d(.E),

ou d(E) ddsigne le diametre transfini de ’enBemble E.

") Ce journal t. 12, 1934, p. 29—34.
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Soient yo0, 36., » +1 points de E tels pour lesguels on ait
4, = n2)§n|4(w,y)l.

oii y désigne la suite {y0, yi,1t1e, § D’autre part, soit D un do-
maine bornd quelconque du plan. Dosignons par R le diamdtre
(proprement dit) de I’ensemble D-\-E donc, d'apros les formules (4)
et (6), on aura quel que soit z dans D

C.(2) :g max
A
et par suite

(18)

Il s’ensuit que la suite (16) est uuiformément bornee dans le do-
n

maine D car la limite de la suite T est, d'apres | hypothdse, positive.
Notre thdoréme est une consodquence immadiate des inogalitos (8),
(17) (18) et de la proposition suivante demontrée antOrieurementt):
Si les termes d’une suite az,..., sont positifs et
satisfont aux indgalites

Bne Pour net =1.,2,...

la suite "~ tend vers une limite (finie ou infinie).

Observons que la fonction limite y(z) de la suite (16) satisfait
dans le plan entier a l'inégalito y(a) = 1, ce qui resulte de I'in6-
galite (17). De la méme propriétd jouit la fonction limite de la

n

suite {J/L,,(2)}. Il se pose la question de savoir si ces deux fonctions
sont identiques ¥

*) Ce joumal t. 12, 1934, p. 63.
') Voir aussi: Bulletin de I’Acad. Polon. des Sc. et des Lettres, Serie A,
1933, p. 281—289.



Les systemes lineaires d’equations aux derivees

partielles.
Etude speciale du cas de deux equations a une inconnue

par

Maurice Janet
Caen.

J'¢tudie surtout, dans le present memoire, les systfemes de deux
¢quations lindaires aux dcrivées partielles, il une fonction inconnue
de n variables independantes; je caracterise ceux dont la solution
doépend de fonctions arbitraires de n—1 variables, et, parmi les
autres, ceux pour lesquels les conditions de compatibilitdé peuvent
s'exprimer par une seule relation. Jai ¢td naturellement amend
ii encadrer cette etude dans une autre, d'ordre plus génoéral, et jai
précise a cette occasion des notions et des résultats qui me semblent
fondamentaux et qui ne semblent pas avoir fait jusqu'ici l'objet
d'aucun exposo. D’autre part, l'origine de cette ¢tude ¢tant dans un
résultat d'ordre particulier indiqué par M. Hadamard au Congr&s
de Zurich (1932), j'ai indiqué une gcndralisation naturelle de ce
resultat (relatif aux Oquations linGaires a premier membre décom-
posable).

Certains des faits exposd6s ont 6t briovement indiqués dans
une Note des Comptes-Rendus ’). Je rappelle ici, eomme dans cette
Note, qu'une doémonstration du rosultat de M. Hadamard, ainsi
gu’une géncralisation (moins complete, il est vrai, que celle gu'on
trouvera ici) avait ¢t6 donne aut6rieurement par M. G. Cerf}
la méthode de M. G. Cerf, qui se rattache & ses beaux travaux
sur les Oquations aux dorivées partielles, est essentiellement limitoe
au cas de deux variables indépendantes.

>) C. R Ac. Sc. t. 198 p. 1565. 30 avril 1934.
) C. R. Ac. Sc. t. 197 p. 892 23 oct. 1933.
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Jutilise A plusieurs reprises un important resultat de Riquier
relatif a I'invariance ]) du ,,degré de gsnoralité“ entendu convenable-
ment: nombre maximum 2 des arguments des fonctions arbitraires,
nombre p des fonctions arbitraires de 2 arguments.

Je me suis attachd a donner des exemples typiques des divers
cas que j'envisage, et jai cru utile de traiter I'un d'eux en detail.

Chemin faisant, j'ai trouyo des résultats, qui figurent en quelque
sorte k titre d'auxiliaires dans ce m$moire, mais qui me semblent
avoir quelque intor6t par eux mdmes (th¢orkme du n° 5, sur la
forme caracteristique relative a une condition de compatibiliti; theoreme
du n°® 3 sur les dioerses relations de compatibiliti relatiues d un meme
systime).

Je ne ropotérai pas que je me bornerai, dans tout ce qui suit,
aux Cquations aux dérivées partielles lineaires, et que toutes les
fonctions qui interviendront seront supposées analytiques.

1. Donnons-nous autant d'iquations que de fonctions inconnues,
et zcrivons, a la maniere habituelle, dans les premiers membres les
termes contenant les inconnues et leurs dérivdes, dans les deuxiomes
membres les termes connus:

(1)

wlh) ofi &=1, 2,.,., N dcsigne les N fonctions inconnues, alt aa,...,a,,
affectds comme indices inferieurs k une fonction u indiquent des
dérivations efiectuées par rapport k xly a?,,..., X,,, respectivement
0j, a,,..., a, fois; s prend les yaleurs 1, 2,..., N; les a et F sont
des fonctions donnees des n variables indopendantes a?%, xa, ..., Xn.
Designons par Afu) le premier membre de I'équation préccdente;

nous supposons que n'est pas identiguement nulle, c'est k dire
gue les a ne sont pas tous identiquement nuls; nous ddsignerons
plus loin par la partie de I'expression ~t(w) relatiye k la
fonction uw.

Il n'existe pas en gineral d'expressions diffirentielles lineaires Ds
(non toutes nulles) telles que l'on ait

DsAs™O

*) Voir Riquier. Lea syatimes d’équationa aux d”rivéea partielles (G. V. 1910)
p. 578.



61

(c'est a dire telles que l'on ait i2i Ds [As(u) — 0] quelles que soient

les fonctions u0) um... Autrement dit le systome (1) est com-
patible quelles que soient les f. Nous dirons dans ce cas que les
expressions Aa... AN sont independantes '). On sait d'ailleurs que
si le systome (1) est susceptible d'etre mis (au besoin par un chan-
gement de variables indopendantes) sous la forme de Cauchy-
Kowalevsky, non seulement il y a compatibilito quelles que
soient les ¥ mais la solution dopend mdéme de fonctions arbitraires
de n—1 yariables.

Les As Otant toujours supposdes indopendantes. il peut fort bien
arriyer que la solution de (1) soit entierement doterminde, puisque
le systome (1) peut se roduire a un systéme d'dquations ordinaires
ne contenant aucune dorivée de fonction inconnue, mais ce cas
ovident n’est pas Ic seul oii la solution soit entiérement déterminée;
c’est ce que montrent des exemples tels que le suiyant

| Wx»+"—»»=/
| + «<+»>=)-

dont la seule solution est

| M=/>—09- +09
| v=—fv—f+g

Il serait intéressant de donner des criteres simples du degrd
de gonoralito de la solution du systeme (1) dans tous les cas ou les As
sont independantes. Jai abord¢ procodemment cette Gtude et exa-
mind en particulier le premier cas qui se presente naturellement
apros celui de Cauchy-Kowalevskys); la solution dépend encore
de fonctions arbitraires de n— 1 yariables.

I me semble tres yraisemblable que, le cas de dotermination
complote sur lesquels on vient dappeler l'attention etant mis a part,
on peut affirmer que la solution dépend toujours de fonctions arbi-
traires de n—1 yariables.

Autrement dit caracterisons le degr6 de gonoralitd de la solu-
tion par le nombre maximum 2 des arguments des fonctions arbi-

>) Cf. ma Note aux C. R. Acad. So. t. 172 p. 1637, 27 juin 1921.

«) J. de Math. pures et appl. (9 soérie VIII 1929 p. 339). Javais traitd
compldétement le cas de trois dquations da premier ordre a trois inconnues dans
la Note aax C. R. que je viens de rappeler.



62

traires en nombre fini dont elle dopend, et par le nombre p de ces
fonctions arbitraires de 2 arguments (nombres qui ont une signifi-
cation intrinsfcque, c'est a dire indépendante de celle des formes
»compldétement intégrables ordinaires” ¥ sous laquelle on met le
systome pour avoir k son sujet un théoreme précis):

Si les As sont indopendantes, 2 ne peut etre infbrieur a n—1
que si, d la fois, 2 =0 et y = 0. (theorome T).

Nous verrons plus loin (n° 9) un mode de démonstration de
ce theoréme dans le cas oii tous les a sont des constantes.

2. Supposons maintenant que, dans les equations donnces, on
envisage peut-etre plus d’inconnues qu’il riy a d’equations. On pourra
recrire le systeme (1) ou s prend encore les valeurs 1, 2,...N, mais
oii k prend les valeurs 1,2,...N, N-ff..., Np avec p"O.
Supposons, eomme précodemment, qu'il n'existe pas d’expressions
différentielles lincaires D, (non toutes nulles) telles que I'on ait

s-N
NDsA,NO
-1 .
J-N
(c’est a dire telles que Fon ait S% Ds Afu) — 0 quelles que soient

les fonctions u<nw(2)... uw+/’)). Nous dirons encore que les expressions As
sont indepeudantes. Le systeme d’6quations donnees aux inconnues u
est compatible quelles que soient les f. Lesyc¢tant donnees, p des fonc-
tions u, et pas plus de p, pourront etre prises arbitrairement. Autre-
ment dit pour le systeme aux (N-{-p)-{- N fonctions inconnues

UMN+p\ Fi...FN, les nombres caractoristisant le degré de genc-
ralito de la solution sont 2=n p—N-fp’, ce fait s'apereoit
immddiatement puisque dans un tel systeme on peut choisir arbi-
trairement tous les w, soit N-\-p fonctions de n arguments, et que,
alors, les ¥ sont enti“rement determindes.

Il convient d’ajouter que les p fonctions w que Fon peut choisir
arbitrairement. ne sont pas toujours p quelconques des N-\-p fonctions u.
C'est ainsi gu’en supposant N=p =1 et tous les coefficients de Am
identiquement nuls, on ne pourra évidemment pas se donner arbi-
trairement wu). Grace a un changement éventuel de numorotage des
fonctions u, on a le droit de supposer que I'on peut choisir arbi-
trairement u(N+p}: en faisant passer dans les deuxifemes

') Riquier. Systimes d’equatione aux derivCes partiellea p. 578.
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membres les termes qui leur sont relatifs, on trouve dans les
promiers mombres N ezpressions differentielles inddpendantes, aux N
inconnues u(l) m<). .. ww.

3. Considorons maintenant (avec des notations analogues) un
systeme de N oquations a N p inconnues (p soit ogal a zéro
comme dans 1, soit supdrieur ou 6gal & zero comme l'est p dans 2)
dont les premiers membres ne sont pas independants.

Supposons que les premiers membres de N— 1 d'entre elles,
par exemple A2...AN", soient independants.

Il existe donc quelque relation

S-N
= Ds As — o

mais il n'en existe pas d’analogue oii DN soit nulle.
Autrement dit, il existe N expressions differentielles Z), Z\... DN,

telles que
s«=N s™N s—N
F=d,a?=o... 7 >dsa">—g
1-1 1-1 -1

mais il existe pas de systeme d’expressions D satisfaisant aux
momes relations et tel de plus que DN soit nulle. Nous avons le
droit de supposer (voir fin du n° 2) que les portions de Aj A2.. AN_t
relations a m(i)u()... ww_1) sont indépendantes.

Cela pos¢, imaginons qu’il existe entre A[* AM-\.. Affl une
relation diffdrentielle vraie pour toutes les yaleurs 2 =1, 2,..., N—1

s—N s—N 3—N
F=a,AW=0 —o ... —
1-1 3-1 s-1

Je dis que cette relation est 6galement nraie pourN les naleurs
S-
Z=N, AT-j-1,..., N-\-p c’est & dire que l'on a aussi S%ASAW—O

pour fi = N, AT-pl...., N-\-p et gae suite on aura aussi
s-N
A, =0.

Considdrons le systeme donnd (1) comme relatif aux N-]-p-\-N

s-N
inconnues u,f et supposons que Fon ait par exemple 2 A$\> 0.
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En admettant que fi, /n-i aient etd choisies, la fonction N

s-N
ne peut etre prise arbitrairement puisqu’elle doit satisfaire & Slefsz’\

oi Dn est different de zero. En admettant maintenant que les/,
ainsi que sventuellement wA+1\... u(X+/) aient 6t6 choisies, la fonc-
tion w(w) ne peut pas etre choisie arbitrairement puisqu'une certaine
combinaison des Oquations donnees fait connaitre

1-N

$—1

ou desAf est different de ziro. Enfin les F et u(N), u(N+l),..., ww+p)
»=

¢tant supposees choisies, aucune des fonctions restantes

ne peut etre choissie arbitrairement puisqu’elle satisfont en particulier
un systeme de N— 1 oéquations indépendantes (voir la dSmon-

stration du n° 2; cas de p=20). Au total la solution du systbme (1),

consider6 comme relatif aux N-[-p-]-N fonctions inconnues u, F

dépendrait tout au plus de

N—1+p

fonctions arbitraires de n nariables. Or on peut dans ce systéme
choisir arbitrairement toutes les fonctions w soit N-\-p fonctions
de n variabl.es; les ¥ s’en deduisent immaodiatement. La contradiction
trouvée démontre le fait annonce.
Exemple (relatif au cas le plus simple N—2, p = 0).
Soient X Y deux expressions differentielles lincaires telles que

XY—Y X=i
fnar ex XW m ol a‘as
Ipa Y (u)=uy + abyu b,,by! J’

On apereoit entre X, Y les relations distinctes
| (AF-j-D(D)-r(F) =0
| K1(X) — (YX—1)(Y) = 0.
Le théoreme prscédent appliqué au systeme

X(u) + HW
E(«) +


variabl.es
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o 1§ et e e

(XK4-1) [H(\\,/)] -XtE( =0
on aura aussi, quelle que soit
K»[H(v)] — Y -0, [XTa v)] = 0.
s, bien que PO 1B LISSE RS QLI 0 U8 S9U8 et » 10y e

conditions de compatibilite du systeme

Y y
AP b %g%aﬁ@ﬁ@aheﬂheaﬁi?@%%m

65 LS [e ot aLss,

4. Attachons maintenant notre attention aux dﬁﬂ(&mes ,»Sur-
abﬁnweiants“ les plus simples, a savoir les systemes de equations
fonetion inconnue; nous ecrirons ces ¢quations

~~ (010 a.) M
Ha» - AN m—

a

2 =9

Nous dssig Iy premlera membres par A(w), B(m) e
leurs ordres parrﬁ (tﬁ

Nous d de caraotoriser les cas oii pour
le systome E% g
pmg gﬁﬁfd ﬁb%ﬁ e@!aﬂlegb% comprengri’feesie%e oigl sont

de la forme A'(C), Stant des expressions dlffsren
tielles dont la troisieme est au moins d'ordre 1.

*) Nous conrenons de dosigner pour abroger, dana le préaent momoire, par
genre d'une fonetion arbitraire le nombre des arguments de cette fonetion.

Rocznik Pol. Tow. Matom. T. XIII. 5
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Considérons le systeme
| 4w) =0
|

oh u et g désignent deux inconnues. Pour y satisfaire, on pourra
choisir d'abord u satisfaisant h la premiore equation; la seeonde
donnera g. La solution depend donc de fonctions arbitraires de n—1
arguments, en nombre p.

Si nous commencions par former les conditions Ct auxquelles
doit satisfaire g pour que le systeme des deux equations, oh w est
la seule inconnue, soit compatible, u s'obtiendrait en fonction de g
avec le degr6 d'ind6termination méme de la solution du systome
sans seconds membres

I 4(«) =0
| B(w)=0.

Les cas qui nous intéressent sont donc ceux ou la solution
generale de Ct depend d'arbitraires soit de genres seulement inferieure
d n—1, soit de genre egal a n— 1 mais en nombre inferieur d p.

Supposons les yariables choisies de maniere que les multiplicites
Xn—i, ne soient pas caracteristigues (au yoisinage de
pour 21 =0. Cette 0quation sera résoluble au yoisinage de xx%...xfl¢,
(ce dernier otant arbitraire au yoisinage de par rapport a §p—lif
autrement dit est normale en x,,. Il résulte d’un théorome que nous
démontrerons plus loin (n°5) que l'une au moins des conséquences
de Cg est normale en x,, autrement dit I'une au moins de ces consi-
guences Pg, supposee d'ordre P, est rosoluble (au yoisinage du point

3pq

indigud) par rapport a Cela otant, nous montrerons que la

condition cberchoe est que I'une au moins des consdquences de Ct
ne fasse interoenir gue des ddriyées de g dont l'ordre en X, soit
inferieur d p.

1°) La condition est sufisante. S'il existe une consdquence de Ce
telle que l'ordre maximum en x, des doriyoes de g qui y entrent
soit h  p—1, on en doéduit eventuellement, par dorivations par
rapport a x,, dautres relations, d’ordre maximum en xn h-f 1
h-f-2,..., P—Gl; d’Qpres cela, au total sur x,, =af, h au plus deB

fonctions g, seront des fonctions arbitraires de n_l

3x. 3xT1
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yariables. & savoir les h premiodres; les autres dopendront d'arbitraires

de genre inféneur a n—1; une fois ces fonctions, jusquk -----

dz |
compris, choisies sur x,, =x°n, I'd6quation détermine entiérement,

d'apres le thdoreme classique de Cauchy, la fonction g de x1xi...xn_Ixn.
Le nombre de fonctions arbitraires de n — 1 yariables dont dopend g
est donc au plus p— L

2°) La condition est nocessaire. Mettons Cg sous une forme
»canonique complotement intograble, x,, Otant la yariable de cote la

plus Olevée” ¥ Une des doriydes principales sera Soit £ l'ordre

minimum en x,, des doriyoes principales; il y aura des doériydes
principales d'ordres (en xn) #-1? #-2,... Les régles qui permettent
de fixer ,,I'6conomie” des conditions initiales montrent que la solution
dopend de k fonctions arbitraires de n — 1 vyariables, d savoir les

yaleurs de g, sur x,, = X, (et peut-¢tre darbitraires

de genres inforieurs). Si donc les fonctions arbitraires de n—1
yariables dont dopend la solution de Ce sont en nombre au plus
6gal k p—1 le nombre k est au plus 6gal a p— 1, et les yaleurs

3g S™g , . Lo
de g, ne peuyent pas Otre prises toutes arbitrairement
sur x,, =x°,,; les conditions auxquelles elles doiyent satisfaire s'ex-
priment par au moins une oOquation aux doriydes partielles aux
yariables xI,xt,..., X,_,

Revenons 0. un systome quelconque de yariables indépendantes.
Nous venons de trouyer que la condition ndcessaire tt suffisante
pour que la solution du systeme A — 0 B = 0 depende de fonctions
arbitraires de n— 1 arguments est que sur une multiplicite non
caractoristigue dependant d'un paramoétre, de Poguation A=Of
I'expression B et ses p—1 premidres dericees suicant une direction
non tangente d M, x soient liGes en vertu de A = Q par quelque
oquation aux derinees partielles a n — 1 oariables independantes (cette
6quation dependant bien entendu en général du paramétre dont
dépend Mnf). La condition trouyée ne donne pas le meme role
aux expressions A, B. De 106 résulte la proposition de réeiprocite:

") Voir par exemple mes ,Leeons sur les Systomes d’6quations aus dorirées
partielles G. V. 1929 (professées a I'Universitd de Cracorie en 1926).

6*
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Si, sur une multiplicite Mn_l (d$pendant d’un paramétre),
non caractoristigue pour A, expression d'ordre p, I'expression B et
ses p— 1 premieres dorivoes suivant une direction non-tangente
& sont lides, en vertu de J. =0, par quelque c¢guation aux
dsrivses partielles a n — 1 variables, on peut affirmer que récipro-
guement, sur une multiplieit¢ (dépendant d’un paramétre) non
caracteristique pour B, expression d'ordre g, I'expression A et ses

— 1 premiferes d¢rivees suivant une direction non tangente a M'n
sont liees, en vertu de 8=0, par quelque Oquation aux dorivees
partielles a n— 1 variables.

Le cas que nous venons d’etudier comprend ¢videmment celui
ou A et B sont lides par quelque relation

L(4) 4-Hz(8) =0

oh M est d’ordre infirieur ap (et par suite L dordre infcrieur h 9),
Ce dernier cas est bien connu: la tb¢orie des systemes d'¢quations
aux dcrivees partielles a deux variables indopendantes ,en invo-
lution“ en fournit des exemples variés. En voici d'ailleurs de trds

Pour mieux illustrer I’énonc$ goénoral, nous traiterons en detait
un exemple qui n'est pas de ce type t)-
Etude d'un exemple.

Posons
oh, comme d’habitude,
. 3u
| P14 — Pi
| 8 = ptl — xt ptl Y
> 3xk3xk

Nous désignerons la derivce totale de A, B par rapport a xk
par Ak, B,,,...

* 1l est daillenrs dn type A'(C), oii C est d'ordre 1.
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Le calcul de o conduit A former la combinaison Bi— As -f-

-|- -di que nous appellerons B{K On trouye
£<’) = Xt Piii —  Xi Piii LPii __ (Xt_|_i)pu

ce qui peut d'ailleurs s'6crire plus simplement

ag5t + ™ + p4d,—p4l

Sur xt — x°, B et Bw peuyent $tre regardées comme des expressions
differentielles A trois yariables xIt xt, x3 en u et p4;, mais elles ne
contiennent pas effectivement m; elles sont donc lides par une rela-
tion au moins. On reconnait d'ailleurs immdédiatement qu’on peut
ddduire toutes les relations differentielles entre piS—xIpil et p42—pil
de l'unique relation:

autrement dit

En faisant dans cette Oquation .4 =0 (et par suite As — At —0)
et xi —x°i, on a la relation differentielle A trois yariables entre B
et Bt dont il est question dans l’enonce generat.

Pour obtenir un enonc6 prdcis sur le degre d'indetermination
des solutions du systbome Au—f. Bu—yg, deriyons une deuxiAme
fois par rapport A xi I'expression B. En utilisant les equations dejA
ecrites, nous obtenons

(B(f) x3B3 B) =pi2 pal
ce qui, grace A I'expression de A, secrit

WA 4~ (xi Pu 4" Pt)i — xX3Pu Pi\ — A2 --xsHt H

en dAsignant pour abréger par H I'expression B{i)— xt Bt — B, de
sorte qu’en definitiye nous obtenons lidentite

1) A-B—(A-A)=0
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ou plus explicitement
) Xs3x —xtNi & — ("2 -Ai)=0.

Pour que le systeme A («)=/, B(u) =g soit compatible, il
est ¢videmment necessaire que les fonctions F g satisfassent aux
relations (1/, (2)' deduites de (1), (2) en y remplagant A, B par ¥ g.
Supposons qu'il en soit ainsi, oii méme simplement que (1)' soit
vérifiSe pour xi —x°, et (2), quels que soient les x. Alors pour
toute fonction u des variables ¥If xt, x3, xt les expressions

A = Au—TF B=Bu—g

satisfont aux relations (1)" pour x3 (2)" quels que soient les X,
en dosignant par (1)" (2)" les relations déduites de (1), (2) en y rem-
placant A, B par A, B.

Donnons-nous arbitrairement sur xi = x° la valeur de u fonc-
tion de X3, X3 puis, toujours sur Xi =i, determinons pt en
nous donnant arbitrairement sa oaleur sur la multiplicite ce une
dimension x3 — X2 =x°, et en utilisant les relations qui donnent
sur xi — x° les valeurs de pi3 — x3pi3, pi3 — ptl.

u sera alors détermind, grace a ces donndes initiales, u,p<, et

I'equation A(u) —F=0.

Les relations auxquelles nous avons astreint p3 expriment,

si Fon tient compte de ce que Au—TF est nulle quels que soient

a?l, x3, x3, xt, que B et C sont nulles pour xt—aA (en appelant C

rexpr,,.i,,,,
M«i. anpri. (2)¢, €A- JL  1j C=0 quels que soient

les x\ donc C est nul que)s que soit les x.

et par suite B — 0 quels que soient les x.

En definitive la fonction u satisfait, quels que soient les x,
au systeme A =0 B =0. Elle dopend d'une fonction arbitraire
de trois variables (et aussi, dans le mode de dctermination indiqud,
d'une fonction arbitraire d’une variable).
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Bemargues. 1°) Il resulte de la demonstration que si deux
fonctions f,g, des variables Xj, a:2, a4 satisfont.

1°) pour xi =xt a /3 3 j(h xi<h
r

. 3x
3 5 _
- L 3a.0 97 ¢
3 d

2°) quels que soient les a: a ( ------ X3 -o----- 11\(y4—x3 g2 —
\d x X /

=

\3x,
soient les x h la premiero équation. Pour essayer de le montrer
directement, on appellera [3 et a les premiera membres des equations

f=-0, elles satisfont aussi quels que

qgu'on vient d'dcrire, et on sera amen¢ a chercher si ?::’ ¢ ne peut
X

s'exprimer a laide de et des autres dsrivées premiferes de /3,
de a et de ses dérivees. On sera effectivement amene a une
identit¢:
3
\3a;4 X*9x2  Dr  \9xt ~I3xD™

qui prouve immodiatement le fait provu.

2°) Le systeme en f, g que l'on vient d’'dcrire est complfctement
intégrable: F peut etre choisie d'une maniere entierement arbitraire;

. . . . PO S'q

puis le systbme oOtant rssolu par rapport il , on peut
se donner arbitrairement sur xI —xt la valeur de g et sur xt=x4,
xt—x3 la valeur de d ( .
consoéquence du premier ordre; il ne peut avoir d’autre consdquence
du second ordre que les combinaisons linGaires momes des Oquations
¢erites; etc.... Autrement dit on voit nettement que

a) il n'existe pas entre les expressions differentielles A, B de
relation L(A) -f- M(B) =0 oii l'une au moins des expressions L;
M soit d’ordre inf&riewr d 2.

b) il existe entre A, B exactement deux relations distinctes

L, A-j-Mt B=0
LaA+M B=0

Le systome ne peut donc avoir aucune

oii Lj, ; Lt Mt sont d’ordre deux, a savoir les deux relations
trouyces (et leurB combinaisons lineaires bien entendu).
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5. Nous avons admis au n® 4 que si I'6quation A(u) = 0 est
normale en x,, I'une au moins des conditions de possibilité du systome

| A(w)=0
I B(u)=g

est aussi normale en xn. Ce fait peut 6tre considor6 comme une
consoquence du suivant qui a son intor6t propre et que nous allons
démontrer.
L’'une au moins (et par suite une infinitd) des conditions de
possibilite du systome
| Au=2Q
| Bu=g

a pour farme caracteristigue une puissance de la forme caracteri-
stigue de .4.

Formons les expressions diffdrentielles linGaires
AB —BA —BU ABr—B}A
d’ordres respectivement au plus
P— 1+?7. 2(P~ )+ 20, «(p—1)4-8,...

Nous obtenons en posant A(A) — A2... A(AP) — Ap+l... les équa-
tions consdquences du systome donnd

A(w) =A(8); Bt(u) = A2(df,... Bn{u) = An(Q)...

oii les ordres en g sont respectivement p, 2p,..., np,...

Cela remarquo, traitons le systome donno, aux inconnues w, g,
en Ocrivant d'abord des conditions ndcessaires et suffisantes en g
pour que le systeme en u soit compatible, puis des équations en
nombre fini permettant de ddterminer u en fonction de g par un
systéme de forme canonigue en u. Dans ce dernier systeme, les
premiers membres sont des ,doriy6es principales“ de w; chaque
second membre peut contenir, outre des doriyoes de u, principales
ou parametriques, antorieures au premier membre correspondant,
des dériydes de g. La différence (ordre en g) — (ordre en m) relatiye
6. une de ces oquations (E), qui sont en nombre fini, a un maximum k.
Pour les dquations (E)' qu'on en doduit par simples doriyations, la
différence (ordre en g) — (ordre en w) ne dopasse pas k. Substituons
oyentuellement a quelque doriyée principale de w figurant dans un
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second membre de (E, E') son expression tirée d'une oéquation de
(£, E") et cela un nombre quelconque de fois; la diffsSrence (ordre
en <) — (ordre en u) de I'equation obtenue ne dc¢passera jamais Ic.
Il en sera ainsi en partieulier pour ehaque Oquation exprimant une
deriuee principale de u a l'aide de d$rivées de w antérieures parame-
trigues, et de derivées de g. Portons ces expressions dans les 6qua-
tions formces précedemment

Bn{u) = A™(Q).

Nous obtiendréns au premier membre une expression d'ordre
au plus 6gal h n(p—1) -|-q en w, et par suite d'ordre au plus
o6gal h n(p— 1) +q—+Ic en g, qui ne contiendra aucune dirwce
principale de u.

Comme nous ne pouvons avoir aucune relation entre les
dérivoes parametriques de w, cette relation doit ou bien se réduire
a une identits, ou bien 6tre une condition relative a g seule. Mais
on peut choisir n assez grand pour que

n(p—1)-j-q4-lc<Znp

(il suffit de choisir n=q K); g figurera effectivement, de plus
I'ordre en g seran, et la forme caractsristique de I'équation obtenue
sera la n'bm* puissance de la forme caractoristigue de A.

Ainsi, parmi les dquations auxquelles satisfait B(u) quand u
est assujettie & I'equation A(w)==0, il en est qui ont exactement les
memes caracteristigues (mais en general avec un autre ordre de
multiplicite) que I'equation A(a) = 0.

On peut enoncer le rosultat obtenu sous la forme suivante
en apparenee un peu plus génorale;

Parmi les relations LA -|- MB—0 qui eiistent entre deux
expressions diffirentielles A. B il en est pour lesqueU.es la forme caracti-
ristique de M est une puissance de la forme caracteristigue de A.

Il en est naturellement aussi pour lesquelles la forme caracto-
ristigue de L est une puissance de la forme caractsristique de B.
Mais il n’en existe pas en géneral pour lesquelles les deux proprictcs
soient h la fois realisses 1).

6. Excluons maintenant le cas, 6tudi6 et caract6risé au n° 4,
ou la solution de A(u)=0 _B(u)=0 dépend d'une ou plusieurs

Ce point rosulte facilement de l'etude qui suit.
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fonctions arbitraires de n—1 variables. Parmi les relations difforen-
tielles qui existent entre A et B. admettons qu'il en existe quel-
gn'une L(A) Jf(B) =0 oii £ soit dordre q (et par suite M
d’'ordre p). Pour que le systtme A(u)=f B(u) = g soit compatible,
il est evidemment ndcessaire que Fon ait

L(/) + Jf(y) = 0.

Nous allons montrer que cette condition est suffisante.
Considérons d'abord le cas oii F est identiquement nulle. La
solution gonorale du systeme aux deux inconnues u,g

( Aw)=0
| B(u) =g

doépend de p fonctions arbitraires de n— 1 oariables, car u est
donnde avec ce degré d'indotermination par la premidre de ces
oquations, puis g, entiorement, par la seconde. Commeneons par
former le systdme Ce auquel doit satisfaire y pour que les 6quations,
en u, A(u)y=0 B(u)—g soient compatibles; une fois g choisie,
u ne dépend que d'arbitraires de genre au plus dgal a n— 2 (puisque
dans le cas g—0, il en est ainsi); il résulte de la que la solution
de Cg doépend de p fonctions arbitraires de n — 1 oariables; or parmi
les Oqgaations de Cg figure Foquation

3f(y) =0

gui est d'ordre p; si quelque dquation de n'otait pas conso-
quence de M(y) =0 la solution de Cg dependrait de fonctions
arbitraires de genre n — 1 en nombre inferieur a p, ou méme ne
dépendrait que de fonctions arbitraires de genre inférieur % Nn—1;
autrement dit la relation M{g) = 0 suffit pour que le systeme, en w,
A(w) =0 B(u)=g soit compatible.

Considorons maintenant le cas génodral (/ quelconque). Les
conditions de compatibilité du systdbme en u

I B(«)=y

forment un systeme linGaire en fi. g sans ,seconds membresu. Ces
conditions ne peuvent avoir pour conséquence d’équation en fi seul
(car A{u)=f est rosoluble en m, puisque A n'est pas identiquement
nul, pour un ¥ donnbe quelconque, et que Fon peut prendre ensuite
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pour g la valeur prise par 2?(w)). La solution du systeme en /, g
oh g est considéree maintenant comme linconnue a donc pour ¥
prise arbitrairement le mAme degr$ de gendralitd que le systeme
correspondant a £=0, or nous venons de montrer que ce dernier
systbme se réduit a I'equation unique M(g) =Q et a ses consequences.
Le systeme en /, g se reduit donc a l'equation unique L (/)
4~ M(g) — 0 et a ses consoquences.

7. 1l est intéressant d'obtenir autrement le resultat qui vient
d'6tre dornontre. La moéthode qui suit donnera, dans bien des cas,
des renseigneinents plus complets sur le degre de génsralit¢ de
2(w) =0, 5(w) = 0.

Supposons les variables choisies de maniere que les expres-
sions A et M soient ,normales* en x,. L'equation J.(m) =0 est

9pu

résoluble par rapport a Utilisons Oventuellement cette dquation

et celles qu'on peut en dsduire par dérivations pour remplacer
dans B toutes les dcrivées de w oii l'ordre en xn est au moins p
par leurs expressions a l'aide de dcrivoes de w oii l'ordre en x, est

. . . 9B -
inferieur a p. Opodrons sur — comme nous avons opor¢ sur B (le

signe désignant bien entendu une derivation totale par rapport

txn
a X, B Ctant fonction des xt xt... x,, directement et par lintermé-

diaire de u et de ses ddrivées), puis de méme sur %I/léj usqu’h

9”_IB

compns.

Nous sommes conduits a mettre en evidence p conseguences
particulieres du systeme

Aw)=0  B(u)—g

déduites respectivement de I'6quation jB(w) —g et de ses p — 1 pre-
mihres dcrivées par rapport a x,, en y tenant compte de A =0,
consoquences ne contenant d'ailleurs comme dorivees de w que celles
dont l'ordre en x, est inférieur a p. Ces consequences (ou nous
faisons x,,—x°) peuvent Stre considorées comme p eguations aux
dérwces partielles a m—1 variables xv x2,>x,,__1 auxquelles doi-

vent saiisfaire sur x, = x° les p fonctions u,
SX,, d xp
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Les premiera membres de ces p iguations sont independants, car sans
cela il existerait, en tenant compte de A—0, quelque relation diffd-

. 3B 3B . . .
rentielle en x, x«... X,,. entre B, ——T, Ce qui serait contraire
3x,, 3xp !

3, 'hypothose d'apres laquelle la solution de A=0 B=O dopend
d'arbitraires de genre au plus n— 2. Ces p ¢guations sont donc com-
patibles guel gue soit g. Nous pouvons mSme ajouter, sous roserve
de démonstration du théoreme T indique comme vraisemblable au
n° 1, que la solution dépend de fonctions arbitraires de n—2 va-
riables, ou bien est entierement determinie.

Servons-nous maintenant des fonctions de xt, x2,..., Xx,,_t qui
constituent une telle solution comme conditions initiales sur x,, = x°
pour l'eguation A(u) = 0. Je dis que, si la fonction g satisfait a la
condition M(g) =0, la fonction u bien doterminée (dont le thdoréme
de Cauchy, applique a I'6quation unique A(w) =0, apprend I'exis-
tence) satisfait a 1'eguation B(u) —g.

Considdrons en effet le quantite Bu — g. Elle satisfait, en raison
des hypotheses faites, a M [B(w)—<] = () quel que soient xu a?,,..., X,,.
D’autre part, d'apros la maniore dont ont 6t6 choisies les conditions
initiales on peut affirmer que pour xn=x°,, la quantito Bu—g et
ses p— 1 premidres dorivees par rapport a xn sont nulles; mais M
contient un terme en c)pu; donc Bu—g est identiquement nulle.

Autrement dit M(g) — O est une condition suffisante pour que
les 6quations A(u) — 0 B(u) =g soient compatibles.

On obtient donc le résultat suivant (en exeluant toujours le
cas oh la solution goénérale de A(«<) =0 B(u) =0 dépend d'arbi-
traires de genre n— 1)

1°) Si parmi les relations difforentielles qui existent entre A, B,
il y en a quelqu’une L(A) -f-Jf(jB) = 0 oh L est d'ordre g, la con-
dition necessaire et suffisante pour que A(u)=f B(u) —g soient
compatibles est L (F)T M(g)=0.

2°) Cette condition etant supposoe rdalisée la solution géndrale
du systébme A(u) —F B(u) =g ddpend effectivement d'arbitraires
de genre n—2, ou bien est entierement déterminde.

(L'inonce (2°) ridtant itabli gue sous reseree de la doémonstration
du théoreme T).

8. Considérons en particulier le cas ou les coefficients des
expressions A, B sont des constantes. La substitution a u et a ses
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. du 5°i+ai+-+«,,M - )
dérivces Sxf §;<7"_§7|5'.'.'."ék'l"'?m»l de 'unité et des monomes
xt,..., Xp X?... conduit a deux polynomes ,,images! A, B
aux n vyariables xt, xt,..., xn d’ordres respectivement p, g.

Distinguons deux cas

ou bien ces deux polynomes ont unfacteur commun, c’est a dire
gu'ils sont identiques aux produits d'un meme polynome C (de
degré ~1) par des polynomes A', B'; la solution gonodrale de A(u)=0
B(u) — O depend de fonctions arbitraires de n— 1 yariables.

ou bien ces deux polynomes n'ont pas de facteur commun; la
solution géndrale de A(u) =0 B(u) =0 ddpend de fonctions arbi-
traires de n—2 vyariables, ou bien est entiérement ddterminote
(a savoir zéro).

Ces conclusions s’obtiennent lorsqu'on cherche, a la maniere
habituelle, a mettre le systeme J.(m) =0 B(u) — 0 sous une forme
canonique completement intégrable; on est amend a faire certaines
deriyations et certaines combinaisons lindaires a coefficients constants
des oOquations donnoes et de leurs ddriydes.

Dans le premier cas, les polynomes images de toutes les
combinaisons ont en facteur ¢?; les régles qui indiquent la nature
des conditions initiales montrent alors que le genre 2 maximum
des fonctions arbitraires est n — 1.

Dans le seeond cas, supposons (ce qui est realisable grace
A un changement linGaire, Oyentuel, de yariables) que le coefficient
de xH dans 2| soit I'unitd; le rosultant des deux polynomes en Xx,,
A, B est un certain polynome R non identiguement nul en”™z,... xn_i
seuls qui est l'image d’une certaine combinaison lindaire des 6qua-
tions 2<m) =0 B(tt) =0 et de leurs dériydes. D’aprés les rogles
qui indiquent la nature des conditions initiales, le fait que R ne contient
pas X,, entraine que le genre des arbitraires est au plus n— 2.
(Cf. n° 4).

Ce point acquis, appliquons la méthode indiquée au n° 7, mais
au lieu de former des dquations aux doriyées partielles, formons
les Oquations algobriques images correspondantes. Outre

A =xZ + ai XN + a? -f-... + 4,

ou ah est un polynome d’ordre au plus A en (aq, xt... x,,_1), donnons-
nous le polynome !
B* == % “d 004 N
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oti les I sont des polynomes en Xt, xa,..., xn_1, image de B ou
¢ventuellement de I'équation obtenue entenant compte dans B de
I’6quation 4 =0 de manifere a n'avoir plus aucun terme ou x,, figure
plus de p—1 fois.

Nous sommes amenc¢s k former la combinaison

Xn — N4 =1zH + 1+ g

les | dosignant eneore des polynomes en xIxl...xn_I1 combinaison
qgue nous appellerons puis

xnB'»— 4 =I" + AN A0+ Q)

que nous appellerons B(\... et ainsi de suite jusqu'&

Sur x,, =1x, nous obtenons p c¢quations aux dcrivees partielles
independantes aux » fonctions inconnues u, des n—1

3X,, 3P~
variables xt xa... xni Oquations lincaires a coefficients constants dont
la solution ou bien dépend de fonctions de n — 2 nariables indipen-
dantes. ou bien est enttérement determinie (th¢orbme T, dont la do-
monstration compl&te, pour le cas des coefficients constants, est ex-
posée en supposant N—2, puis N=3). Prenons ces fonctions
comme conditions initiales pour 4 (w) = 0; la solution de cette
Oquation satisfera en msme temps, d'apres ce qui a 6te vu au n° 7,
a B(w)=0.
L'énoncé (2°) de la fin du n° 7 pourra donc ici $tre regardd

comme acquis des qu'on aura donn¢ la demonstration de (Z) rela-
tive aux coefficients constants.

Remargues. 1°) On a pose B l=x,, B"~'}— }*1* 4 pour
4=1,2,... p—1; appliquons cette formule a k—p. D’aprés les
resultats proccdents, devra n’stre qu'une combinaison lindaire
des B(0), 7™1,..., & coefficients fonctions de xu xa,..., Xn_t.

Nous allons voir que ces coefficients ne sont autres que les a, au

Bigne pres. Remarquons d'abord que B({4) =x*B°~I~ctA ou ct do-

signe un polynome en xt xt... x,, ] X,,. D’ou

£<» +a, ="-1) + ...+ a,B«» = Gr +al<-1-1-... +a,)B',+ P-4
= (£+4-P)+4

oii P ddsigne un certain polynome en xx xt... xK_axa. Mais les B

ne contenant x, qu'au degr6 p—1 au plus, et 4 contenant effecti-
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vement lidentité procsdente ne peut avoir lieu que si le pre-
mier membre est identiquement nul; la relation cherchée est obtenue.
On voit de plus que P est aussi identiquement nul, autrement
dit que la relation ecrite n’est autre que

+ 2)1=0.

2 Le cas ou la solution est enti&rement déterminee est celui
oii il existe deux polynomes a, /] tels que

0A4 fiB=1

autrement dit ou les ¢équations A=0 B—0 n’ont aucune solution
commune. Tel est en supposant n—2 et en employant le langage
géometrique le cas d'une hyperbole et d’une de ses asymptotes, par
ezemple .
P ixt_yl _1—0

| x—y=0
image du systeme

lr—t—2=0

lp_q_0

9. 1°) JJemonstration du thiorkme T dans les cas oii N—2r
et oii les coefficients sont constants.

Considorons un syst&me de deux equations a deux inconnues
k coefficients constants sans seconds membres:

A(u) + A'(v) =0

B(u) 4-B{v) =0

oii les premiera membres sont indipendantg.
Le thsorsme fondamental (T) n’est k domontrer que si A, B
n'ont pas de facteur commun: s'ils en avaient, la valeur de u, une
fois v choisie avec les rectrictions eonvenables, d¢pendrait encore

de fonctions arbitraires de n—1 variables. Si A, B n'ont pas de
facteur commun, la condition de compatibilitdé necessaire et suffi-
sante du systeme en u (voir n° 6 et débutl) du n° 8) est I'6quation
d(v) = 0, oii

AA'
4 =
BB’
*) Ou nous démontrons, grace au rosultant, que les arbitraire* de la solution
de =0 5(«) =0 sont de genre n— 2 au plus. Nous ne nous servons pas

jci bien entendu de la fin de ce n°, ou le théorime T est considerd eomme acquis
dans le cas des coefficients constants.
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Il nous suffit d’examiner le cas oii d(v) =0 n’admet dautre
solution que zdro, autrement dit od d se rdéduit & une constante
non nulle.

Dans ce cas, dapres la remargue faite & la fin du n° §,
A(tt) = 0 B(u) — 0 n'ont d’autre solution que zero. Mais v etant nul,
A'(») et B'(y) le sont, le systeme proposé n'a donc d’'autre solution
que wW—0 v =20).

Kemarquons que, dans tous les cas, le degré du polynome 4
reprosente le nombre des arbitraires de genre n— 1 dont dopend
la solution du systome d'équations aux doériyoes partielles 6tudid.

2°) a) Extension au cas de 3 ¢quations d 2 inconnues, (dans I'hypo-
these de coefficients constants), du resultat du n° 6.

Supposons que la solution de

A(u) + A'(») =0

C(uy+C'(v) =0

ne dopende tout au plus que d'arbitraires de genre n—2. Soit p
le nombre des fonctions arbitraires de n— 1 yariables dont dépend
le systdbme des deux premidres supposOes indopendantes. On a vu
gue si o=0, on a nécessairement m=d=20; il en resulte que la
yaleur de C(w)-|-C'(®) ne peut Otre que nulle. Supposons ">4=0,
et supposons qu'il e.riste entre les premiers membres a, [3, y quelque
relation
L(a) + M(fi) + N(y) =0

ou N soit d'ordre p. Pour que les 6quations

A(u) 4-A'(v) =0

C(w) 4- C'(v) =h

soient compatibles, il est 6videmment necessaire que N{h) — 0. Je dis
que cette condition est suffisante. La solution du systeme en u, Vv, h
que l'on vient d'écrire dopend de p fonctions de w—1 vyariables;
car on pourra ehoisir w, v par les deux premidres seules, puis doter-
miner h par la troisieme. Commeneons par former le systéme KH
des conditions auxquelles doit satisfaire A; une fois h choisie, w, u
en rdsultent avec des arbitraires de genre n—2 au plus; la solution
de Kh dopend donc de p fonctions de n—1 yariables; or N(h) =0,
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d’ordre p, fait partie de ce systeme, cela n'est possible que si toutes
les conditions Kh sont conseguences de N\h) = 0. Autrement dit
N(h) = 0 est une condition suffisante de Compatibilité du systeme.

Remarquons d'ailleurs que le cas de p—0 peut etre englobd
dans !'d6nonce finat.

Il est aise maintenant de passer au cas genoral. Pour que les
Aguations en u, v
Aw) +A'(v)=/
B(m4-jB(») ="
C(m)+ C'(c) =h

soient compatibles, il est Ovidemment necessaire que
L)+ 7D +7A) =0

On voit comme plus haut (n° 6) que cette condition est suffisante.
b) Demonstration du theorime T dans le cas oh N—3 et ou
les coefficients sont constants.

Considorons un systome de trois $quations & trois inconnues,
A coefficients constants sans seconds membres.

A(m) + + A"(w) =0
GS) B(u) +B'(v) +B"(w) =0
O(w) 4- C'(v) + C"(w) = 0.

Les premiera membres otant independants, le determinant
A A A"
B B' B"
C Cl Cn

n'est pas identiqguement nul; par suite I'un au moins de ses mineurs

par exemple, ne Fest pas. Le thdorome T n’est & domontrer
B B

que si la solution de
Aw) + A'(v) =0
(S)t
C(u) 4- C'(v) =0
ne dopend que d'arbitraires de genre inforieur & n—1. D’apres ce qui
vient d’¢tre vu (a) et d'aprés la remarque faite a la fin de (1°), il
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 6
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suffit pour la possibilite (en w, v) du systdme (»S) en w, v, w donno
que Fon ait 4(w) = 0. Le theoreme T n’est alors a demontrer que
si 4 se reduit A une constante (differente de zero). Mais alors le
systeme des ¢quations obtenues en egalant A zero les determinanta
A deux lignes et deux colonnes doduits du tableau

n'a aucune solution. Il en résulte que le systeme d'équations (B"
n'a d’autre solution que w =v=20. Mais w etant nul, A" (w) et B" (w)
le sont; le systome 5 n'a donc d'autre solution que u=v=w—0.

Il conviendrait maintenant de demontrer que le degre de 4
représente toujours le nombre d’arbitraires de genre n— 1 dont
ddpend la solution de S, puis de passer au cas de Ar=4, et ainsi
de suite...

10. On peut remarquer que (en excluant toujours !'hypothAse
envisagfe au n° 4 oii A(u) =0 B(ti) = 0 auraient une solution de-
pendant de fonctions arbitraires de n— 1 variables) le cas etudie
au n° 6 ou ii existe une relation

L(A) 4- M(B) = 0

avec L, M d'ordres respectivement q = ordre de B. p = ordre de A,
est le seul ou les relations 2(A)zt(2?) = 0 qui existent entre A
et B puissent toutes se deduire par derivations et combinaisons
d'une relation unigue.

Soit 20 (A) (B) — 0 une telle relation. Le systeme en u

| A(W)=0
| B(u)y=g

serait compatible sous la seule condition /40 (y) = 0. Or la solution
de ce systeme aux deux inconnues (w, g) depend evidemment de p
fonctions arbitraires de n— 1 variables, puisqu'il en est ainsi de u
(qui n'a qu'a satisfaire A la premiAre), et que g est ensuite entiA-
rement determinde.

Si nous choisissons g d'abord, comme w ne dopend alors que
d'arbitraires de genre n—2 au plus (de méme que la solution du
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systeme saDs seconds membres A(u) — 0 B(u) = 0 il faut ndces-
sairement que le systeme de conditions auxquelles g est assujettie
la fasse ddpendre de p fonctions de n—1 yariables; mais ce sy-
steme de conditions se réduit a une seule équation, il savoir /zo(y)=0;
uQ est donc dordre p. Cela suffit pour que nous puissions affirmer
qgue nous sommes dans le cas 6tudié au n° 6.

Ce cas est en somme celui oii par la transformation g = B(u)
I'equation A(m) = 0 se transforme en une dguation unigue luo(y)=0;
cette Oquation, en raison de I'hypothose exclue (n° 4), est nocessai-
rement d’ordre p.

Si maintenant on ddésire un exemple ne satisfaisant ni a I'hy-
pothése du n° 4, ni a celle du n° 6, il suffit de se reporter & celui
qui a 6td donnod a la fin du n° 3

| A(u) =u,fab,u |, axa
| B(u) == uy-fabyu bxViy\

D'apres ce que Fon vient de dire, le seul fait que nous ne
soyons ni dans le cas du n° 4 ni dans celui du n° 6 prouve que
les relations entre .4, B ne sont pas combinaisons différentielles d’'une
seule d'entre elles.

11. La consideration de systémes a coefficients constante ne peut
donner d’exemple de la nature de ce dernier, puisque, pour eux, on
peut toujours écrire la relation

B(A) — 4(5) =0

et que en excluant le cas du n° 4, on est alors ndcessairement dans
celui du n°® 6.

Mais cette relation donne naturellement l'idee d’envisager les
couples d'expressions 4, B a coefficients non tous constants pour
lesquels on peut dcrire la relation précodente, expressions ,,permu-
tables". A notre point de vue actuel, elle n'ont pas d'intérét par-
ticulier.

Dans les deux exemples suiyants, on peut immddiatement af-
firmer que I'on n'est pas dans le cas du n° 4, parce que les formes
caracteristigues de A et de B n'ont pas de facteur commun. La dé-
couverte d’une relation L(4)-f- M(B) =0 (avec L ordre 2, Af ordre 1)
entre les deux expressions A, B d'ordre 1, 2 donnoes suffit donc
a affirmer que le systome en u 4(w) =¥ B(u) =g est compatible
dos que L (/) -|- Af(g) =0.

6*
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4(2) +

B(«) =t + xq-\-—~z.
Il'y a permutabilito. La seule condition de possibilitdé du systome
P+"Nz=F
«+ NP4- « z=9

est
132 4 4 xi\ x fe+ﬁp—0.

2°) A@) =p+y<i
B(z) =t

Il n'y a pas permutabilité. La seule condition de possibilitd
du systéme
p+y?=/

est

Dans d'autres cas, la conclusion est un peu moins immediate
parce que les formes caractoristiques de A,B ont un facteur commun;
mais elle n’en subsiste pas moins si I'on parvient a. former quelque
combinaison de A, B et de leurs doériy6es succesiyes dont la forme
caracteristique ne contienne plus ce facteur.

Exemple.
r x*t
B(z2) = s -|- xt.
Le combinaison — xB, — Ay t satisfait a cette condition. La
seule condition de possibilite du systeme
r— xt—F
s xt—g

est
/| 3*
\9xdy'~X 3y\ X
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Ainsi pour arriver & un cas bien caractérise au point de vue
degr¢ de goneralité, nous avons $te amenes

1°) a introduire non pas I'hypothose particuli“re de la permu-
tabilité, mais bien l'hypotbfese plus generale (n° 6) LA JIB—0
(avec L de l'ordre de B, M de l'ordre de A)

2°) a exclure non pas !'bypothese d’'un facteur commun des
formes caractcristigues de A, B. mais l'hypothese plus particuliére
d'un degr6 de gonoralite de A(u) — 0, B(u) =0 caraetdrisé par
des fonctions arbitraires de n— 1 variables.

L’enonce suggere par la communication de M. Hadamardl)
au Congr&s de Zurich 1932 se trouve ainsi non seulement démontro,
mais gencralis¢ dans deux directions dififdrentes.

12. La question qui avait amene M Hadamard a !'énonco
auquel nous venons de faire allusion Otait relative aux doérivées
partielles lin¢aires & premier membre décomposable. F{G{z)) — 0
od Al et G sont permutables. Elle suggfere de faire l'application
suivante de I'6tude qui précfede, application qui generalisera le rosultat
signal¢ eomme vraisemblable par M Hadamard.

Plagons-nous dans le cas oii A, B satisfont aux conditions
indiquées au n° 6; et considérons l'unique S$quation aux dcrivces
partielles d'ordre p -f- ?

L(Aw)=0
ou ce qui revient au méme
M{B{w" = 0.

Je dis que sa solution genirale s'obtient en faisant la somme
des solutions generales u, v de chacune des iguations

Aw) =20 Btv) =0
1%) Supposons A(m) =0 et B(v) = 0; eomme
L[A(u4- «)]=L{Alu)4- A(v)) = L (A(u)) 4~ L(A(V))=L (A(u)) —IT(£(»))

on voit que
L(A(u4-») =20

2°) Supposons L[A(w)] = O; alors le systeme en v
| AP) = AW)
| B(v) =0

>) Congres de Zurich 1932 t. 2 p. 80 et G. Cerf. (C. K. Acad. Sc. t. 197
p. 892 23 oct. 1933).
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est compatible; on peut donc trouver, au moins, une fonction v telle que

(Aw—» =0
B(» =0

autrement dit un systeme de deux fonctions w, v telles que w=u-|-i> et

| 4u) =0
| B@®) =0.

Par exemple, la solution générale de

ou, ce qui revient au méme, de

| d . 5. _
\3x3y KX é;&) (r—x2) =0

s'obtient en ajoutant les solutions goénorales de chacune des equations

r— =Q =



Application astronomiague de I'invariant adiabatigue
en mecanigue einsteinienne

par

Godofredo Garcia
Lima.

Dans une brillante communication présentée par le professeur
Tnllio Levi-Civita au Congres international de mathématiciens
réuni a Bologne on trouve deux applications remarquables & I'Astro-
nomie de la notion d'invariant adiabatigue introduite en mdcanigue
atomistigue par le physicien hollandais Ehrenfest.

Probleme einsteinien de dem corps de masse nariable
(Mo6thode du professeur Tullio Leri-Civita).

Soient (zj et ¢r2 les centres de gravitd des deux corps et Go
le centre de gravits du systeme, r la distance et M—m -|- la
somme des masses. On aura

1) AGo ='£r, GtGO=Ar.

Désignons par | et L la latitude et la longitude de Gj Gi.
Le force vive absolue de Gx est ¥

)

et celle de ¢r

3) (B\/7+r’*" 4+ rcos’ZL'].
La force vive du systome

() T=A [r'«+ r’Z'»+ r<cos‘/L'»].

) Tnllio Leri-Civita, Atti del Congresso Internazionale dei Matematici,
Bologna 1928.
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En désignant par F la constante de la force d'attraetion univer-
selle, on a l'expression du potentiel newtonien

__,m
5) U
Si fon multiple T et U par une meme constante, I'Squation lagran-

. - M
gienne du mouvement ne change pas. En multipliant donc par--l----
. WI Wij

nous aurons I'expression unitaire de la force vive et du potentiel
(6) T:W [r'» 4+ rlZ'1+ r*cos* | L'«],

@

de manifere que I'expression du potentiel due & M. Levi-Civita est
*=(h
®) u==

L'6nergie totale est donnoe par

c* r —c* nm» '

) T— U*,

En introduisant les variables conjuguées de Poisson

- 3T ST
PI‘~ ~| p=—3v=rI' P1=SL-=
on a

i — 3/
(IO) K*_ZIH( + ﬂ_IT-QQ-O—S% c* c* «r’

ce qui est la fontion caractérist'%ue du systeme canonique
L) oA {
o ] a

Caeu efecf de v adiabaliquep o COSLBNES. e

(et
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Lorsque ¥1 ne contient pas la yariable t nous pouyons Scrire

2 4 M2
(12) % f_—Fzr + ?t +m 56[521 “I] M3 e
et poser
cl
ainsi que
(15)
(16) E =
Le mouvement moyen sera
5/J3f
* —
an n o a
De (12) on obtient pg
pE=2£ + N G2 TR
(18) L @ ¢ rcos2t
En posant pour simplifier
(19) 6’ = ITGZZI?ZG»

on réduit (18) a la forme tres simple

NN NN Wit

(20) r r r racos87

L'aire ¥ (du plan r, p,) intorieure a la eourbe (20) est
exprimee par
r
¥ Fprdr,

0

(21)

en considorant i comme yariable independante de cette intograle.
Alors comme on a

dr = r' dt — prdt.
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en remplaeant dans (21) r par t on a
T

De plus, le mouyement moyen Otant

(23)
on aura
L'6quatjon de Kepler differentiee donne (a represente l'anomalie
excentrique, J l'excentricitd de l'orhite)
A=
(25) (1 —ecosa) - '
Comme on a
(26) a(l—ECOS a)—r

ces oOquations permettent de déterminer les intograles:

L'expression (24) prend donc la forme suiyante
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et puisgue Fon a

(33) = (34) Ww=<
cla

| espression piécodente se transforme en la suiyante

*
™ 2n=PFMa | —=——<?[l*cosi]x

ou bien

%) Kr7@»[i+E]-"—

En dlevant (36) au carr6 on peut ecrire en seconde approxi-
mation

<> ?[pF~ L1] (/3fa) +/Ma — 4-2 G cos*J ‘=0.
‘a

—£2
En posant
(38) +a’ s

I’6quation (37) se roduit il
(39) (/Jfa)(( +1/=a-"=.0.

On a
(40) “Ma==2TIl_1 = h + 4P¢]

et en seconde approxiination

fMa="[-\ +(14-2 P<?)].

(41)
Les racines sont
(42) cos’ 9 |2‘
43) pre«=-"MNI+-PO=-["+2G 2
c* 1
6 2 1

|4 —b»
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Observons que (42) est la meme que dans la thdorie classique.
La racine exprimee par (42) est celle qui satisfait au probleme.
Observons que Q est constant, donc lorsque a tend vers zéro M
croit indéfiniment et au eontraire lorsque a croit ind6finiment M
tend vers zoro (toujours lentement et avec une loi quelconque). Ceci
peut nous expliquer la loi de la variation soOculaire de a avec M.

Considodrant le cas i — 90° la formule (42) se roduit a

(44)

ce qui est la formule rencontrée par le professeur T. Levi-Civita
en traitant le probleme plan et en moeanique classique.

Le probleme des deux corps de masse yariable est de grande
importance en astronomie. La chute des métforites tend a augmenter
les m, des deux corps, donc leurs somme Jf, et il se produit le
phonoméne otudié par le professeur Armellini et qua résolu
complotement dans le plan le professeur T. Levi-Civita.

Lima-Peru, 1. Février 1935.



Erratum.

Pag. 92. ligne 8, [formule (44)]: aU ||eU de

e






Sur les yaleurs asymptotigues des integrales des
eguations differentielles

par

M. Biernacki
Poznan.

§ 1 Gr. H. Hardy a ¢6tabli *) le lemme suivant: ,,Si la somme
Y(X)A-Y'(X) tend vers une limite finie lorsque x —=-f-°°, y(fi) tend
vers cette mSme limite*. O. Perron a démontrd 2 ee lemme en
utilisant la formule qui fournit Fintégrale de I'dquation lindaire
du ler ordre et a Otendu le résultat aux expressions linGaires d'ordre
superieur. Ces gonoralisations ont 6t0 poursuivies par plusieurs auteurs.
J'ai obtenu des propositions8) qui étendent l'enonco de M. Hardy
a certaines expressions non lindaires du ler ordre:

I. Supposons que la fonction f(x,y) satisfasse aux conditions
suwantes:
1) f(x,y) est continue dans un demi-plan x> a,
2) il eristex_ljmof(x,y) = <f>(y), uniformement pour —o00 *<

—_y = + °°4),

3) lim <p(y) est négative, tandis gue lim <p(y) est positine

alors toute naleur-limite y0 pour x-+ fi- o0 d’une integrale y(x) de
Téguation y'=f(x,y) est finie et telle que <p(yo) = O5), y'(x) tend
donc vers zero lorsgue x—> -|- 00 6%

x) The quarterly Journal of pure and applied Mathematica 35 (1903).
’) Mathematiache Zeitschrift, 17 (1923).

) Dans le cas de I’6quatiou algébrique M. Michel Petrovitch a obtenu, en
1895, des rdsultats en partie plus génoéraui (cf. Memoriat des sciences mathom. fasci-
cule 48: M. Petroritch. Intégration qualitalive des 6guations différentielles p. 22).

<) <p(y) est donc une fonction continue.

5 On ne suppose pas nocessairement que Fintograle tonde vers une limite
doéterminde.

) Il résulte des conditions 1—3 que toute intograle reste finie lorsgue X
tend en croissant vers une yaleur finie plus grande qu’un nombre fixe.
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Il est impossible qu’une valeur-limite de l'intdgrale soit -f- 0o,
par exemple, car en vertu des conditions 2) et 3) il existe une
suite de demi-droites; x =b, y=yn (n=1,2, 3,..), r%ir)rao yn = -j- 00

6ur lesquelles f(x,y) << 0, aucune intdgrale ne peut pas franchir ces
demi-droites en croissant.

Supposons gu’il existe une suite a:,... qui tend vers -f-oo
et une intdgrale y(x) telles que lim y(«,) =y0, y» &ant fini et

g?(y0)=|=0, <jp(y0) = 0 pour fixer les idées. En vertu de la eondition 2)
il existe une demi-bande B définie par des indgalités: x~"b,
yQ — h *S"y ~y0-f- h telle que dans B f(x,y) >- k=0, k etant un
nombre fixe. Si l'indice n est assez grand et si x eroit a partir de xn
I'on a y'(x) = k tant que lintdgrale reste dans jB, cette intograle
quitte donc B et reste au-dessus de cette demi-bande, en contradiction
avec I'hypothese faite.

Kemargues 7).

I. Si tous les z6ros de tp(y) sont isolés, toute intograle tend
vers un de ces zoros lorsque x —> -f- 00,

1. 1l n'est pas possible de remplacer la eondition 2) de 1’6nonco |

par celle-ci: ,,il existeX I’i%,f(x,y)—(b{y'), uniformément dans tout
interyalle En effet, y =\x est une intégrale de I'6quation
pour laquelle <p(y) = —y.

I11. 1l nest pas possible de remplacer la eondition 3) de
I'6noncé | par celle-ci: il existe une suite infinie de valeurs
zJf zt,... 2,,,... lim z,, — 4- 00 telle que gp(z,) <O et une suite

/I->00
ti, t2,... t,,... lim th==— o0 telle que En effet, y =g
«->00

est une intograle de I'équation

, _siny sin(I™) (1
y=I1T7

pour laguelle ap(y) = = - _

') Les remargues Il et 11l sont des roponses a des questions posees par
T. Wazewski.
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§ 2. En supprimant la condition 3) de I'dnoncdé | on obtient
ovidemment 1'énoncd que voici:

Il. Supposons que la fonetion f(x,y) satisfasse aux conditions
suwantes:
1) f(x,y) est continue dans le domaine: x">a, c<Zy<~d
(c et d finis ou non),
2) il existex_ﬂmo f(x,y\=<p(y), uniformiment dans chague

internalle ¢ 'y d', si ¢ <Zc' et d'<d.

Si une integrale de l'equation y' =f(Xx,y) reste finie pour toute
oaleur finie de x*>a et si y) ¥ <Zyo<Zd) est une des ealeurs-limites
pour a:—>-|-00 de cette integrale, on a <p(y0) = 0.

En conservant toutes les hypothoses des ¢noDcés | ou |l
je supposerai, dans tout ce gui suit, que par chague point du demi-
plan x*>a ou du domaine x*>a, ¢<Zy <ZzZd il ne passe qu'une
seule intigrale de l'equation y' =f[x,y). Je me bornerai dailleurs
a U'étude des intograles qui tendent vers un zero isole y0 de <p(y)
(dans le cas de l'énonc¢ Il on suppose que e<<ya<< d).

8 3. Si le signe de < (y) passe du positif au negatif lorsgue y passe
par y0 en croisant, il existe une infiniti d'intigrales qui tendent vers yo0.

En effet, il existe des nombres b, h et h* (0<(A'<;A) tels
que y0 soit le seul zoro de g>(y) dans lintervalle (yO—h, y0 h)
et que dans la demi-baude B! définie par les indgalitss x b,
yi— by  y0—h' f(X,y) soit positive, tandis que dans la demi-
bande A oii x b ya b 'y vy, h f(x,y) soit negative.
Considérons une integrale qui passe par un point Pffir]) de B1,
lorsque x croit a partir de  cette integrale croit tant gu’elle reste
dans B,, or elle ne peut pas ponctrer dans la demi-bande B% et
doit par suite (d'apr6s les théorfemes | ou Il) tendre vers yo0
lorsque x —> -f- 00.

Remarquons que s'il existe lim -*- = (p'(y), uniformement dans
q q ey (P'(y)

un internalle (y9—h, y0 + b) et si ¢>'(y0) est negatioe, les intigrales
gui tendent vers y0 difforent d'une guantiti decroissante avec X gui
tend vers zero comme ef'~'*,

En effet, soient y(x) et z(x) deux intograles qui tendent vers y0,
en posant z—y —u on aura
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) W =/(*, 2) —f(x, y) = u E[®Y-HE] (0<0<1)

u conserve un signe constant. par exemple positif, u' est donc
nogatiye pour x assez grand et Fon aura dans les mémes conditions

e etant un nombre positif arbitrairement petit. En intdgrant, on
obtient les indgalites:

«(*,)* << U(X) << m(st0) ¢ *

a4 Otant un nombre fixe. Ces inegalitos precisent le sens de Fassertion:
~tend vers z6ro comme e9“\Wx*.

8 4. Si le signe de (p(y) passe du negatif au positif lorsgue y
passe par y0 en croissant, il existe au moins une intégrale gui tend vers y0.

Il existe des nombres h et h tels que yn soit le seul zéro de
<p(y) dans lintervalle (y0—h, ya h) et que sur la demi-droite I)I
on X™b. y—yl—h f(x,y) soit negative tandis que sur la demi-
droite 1)2 on x~"b, y =y0-\- h f(x,y) soit positive. Les demi-
droites Dx, 1) et le segment S oh x=0b, y0l— h”.y ~.y0-\-h
delimitent une demi-bande B. Considorons les intograles issues de S
et supposons qu'aucune de ces intdgrales ne tende vers yO; lorsque x
croit, chacune de ces intograles finira par quitter la demi-bande B
et rester en dehors de cette demi-bande (dans le cas de Fénénco Il
il est possible qu'une intograle devienne infinie lorsque x tend vers
une yaleur finie). Nous dirons qu’un point de 8 appartient a la I1®rd
(respect. 28me) classe si lintograle issue de ce point quitte la demi-
bande B en un point de la demi-droite (respect. A). |l existe
deB points des deux classes et chaque point de la 18 classe est
au-dessous de chaque point de la 2@ classe. Le point sOparatif des
deux classes devrait appartenir a une de ces classes, c'est pourtant
en contradiction avec le fait qu’'une intograle est fonction continue
des conditions initiales.

On peut dailleurs affirmer que s'il existe (dans le cas emnsage)

des nombres b et h tels gue 3f soit positioe pour xf>b, y0—

il nN'y a gu'une seule intégrale gui tend vers y0.
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Supposons, en effet, qu'il en existe deux y(x) et «(«), en posant
encore z—y ==u on peut supposer que u == 0, d'apros l'egalitd (1)
du § 3 u' serait positive et u ne pourrait pas tendre vers zoro.

En particuller, sil existe_lim 1= gp(y), uniformément dans un
X_>+00c'y

internalle (ya—nh, y0-f-h) et si cp est positive, il riya qu’une

seule intograle qui tend vers yo0.

T. Wazewski a montré que si 2f riest pas positioe en tous

les points du domaine x">1b, y0—b <Zy <ZyQ-\-h il peut y avoir
une infinite des integrales qui tendent vers ya.

Dans l'exemple de M. Wazewski il existe lim 3t

uniform$ément dans un intervalle (y0 — A, y0-|]- h) et Fon a eependant
ep'(yo) = 0. Voici cet exempled):
Considerons I'6quation y' —f(x,y) oii f(x,y) est dcfinie pour

x=I. Si y| . on poBe f(x,y)—),(siglé— on pose

Pour — 'y — on pose

1(*,y) = y) =s af(x) y* + «2(x) y«+ at(x) y + al(x),

le polyndme du 3e degré en y P(a;,y) satisfaisant aux conditions »);

pour j,=—1,, P;(«”)_ 2y 2R

pour y==1-, P(x,y) = ¥8, ﬁ = 3y».
Pour —; y -—-4 on posera/(z,y) = —P(x, —Y).
X X

Il est clair que la fonction f(x, y) ainsi dcfinie est continue,
I A . 3f
ainsi que sa dorivCe partielle pour «>m 1. Lorsque X-t-]-00

f(x,y) tend vers <jp(y) = y8, uniformément dans tout intervalle.

8) Je renaercie M. Wazewski d’avoir bien voulu mautoriser i publier
son curieuz ezemple.

’) 1l eziste un polynSme unique du 3e degré qui satisfait a ces conditions.
Cf. W. Wilkosz. Sur l'integrale fondamentale de I'dquation linzaire aux dzrivées
partielles du 1'* ordre. Ann. de la Soc. Pol. de Mat. tome 10 (1931) p. 96.

Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 7
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Pour le voir il suffit de montrer que f(x,y) tend uniform¢ment vers
z6ro lorsque x -> -f- 00 et |y| U_-E.“Tr Y :._ch , (?x,y ¥
] bl !

et si ron a I/MI<i+"- Max o
v D oo\ \ 2y

profiterons maintenant du lemme suiyantl0): Si P(y) est un polynome
du 3e degré et si les 3 nombres:

. P()-P(«)

[P*(91, b—a

ne dopassent pas N, on a |P'(y)K25IV pour
En posant a = £ b—)l( U vient

IBP (*>«) =|> lap 7
Py \9v a2 | b—a | —a

En appliquant le lemme on trouve que le maximum de |—

pour — sS/Ny|™— tend vers zo6ro lorsque a;—
donc de merne avec /(ar,y).

On voit en moéme temps que 3/ tend vers 9>'(y) = 3ys,
uniform$ément dans toud intervalle. Il suffit encore de prouver que

tend uniformément vers zéro lorsque X—> 00 gt

n .. i df dP ¥ .. _\ v df 2
' a2 dy dy 11 a2 dy X

Il est ais¢ de verifier que y = — en une intograle de I'6qua-
tion considérée si —1 k 1, il y a donc une infinitd d'into-

grales qui tendent vers zcro.

8 5. Supposons maintenant que gp(y) ne change pas de signe
dans le voisinage d'un zero isol6 ya de (p(y). Considerons les deux
oquations:

2 y' .y w(y) —d(«),
3) y'=ft(x,y) =9y + tp@)

0) W. Wilkosz loc. cit.
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oii g>(y) est une fonction qui s'annule pour y = y0, qui est positive
lorsque y y0, yo—h V. lo—+ et 9U possede partout une

derivée finie. Nous supposons en outre que lim e>(y) est nogatiye,
_ Axic=()
tandis queJ_Ii%O (p(y) est positive. V>(a) est une fonction positive et

eontirbloje pour xf> a, qui tend vers O lorsque x—> -f- 00, de manidre
que Z;Fty(x)dx diverge. Il est clair que toutes les conditions de

U'6nonc6 | du § 1 sont remplies pour les 6quations (2) et (3) et que
par chague point du demi-plan x>>a il ne passe qu'une seule
intograte de ces c¢auations.
L’'6quation (2) posséde une infinitdé d'intograles qui tendent
vers y) U existe, en effet, une demi-bande: x~b, y0—h”" .y .y2— A
(h = 0) on F2(x,y) est positive. Une integrale issue d'un point quel-
conque du segment qui limite k gauche cette demi-bande croit avec x
tant qu’elle reste dans la demi-bande, ft(x,y0) étant cependant noga-
tive, cette intégrate ne peut pas atteindre y0 pour une valeur finie
de x, tend donc ndcessairement, d’'aprfes le thoorhme I, vers cette valeur.
Au contraire, aucune intégrate de I'é6quation (3) ne tend vers y0
lorsque x—>-j-0°. En effet, dans la demi-bande af>a, y0—h”.y”y0-\-h
ffX,y) est positive, considdrons une intégrate qui passe par un point
de cette demi-bande. Si l'intégrale ne peut Gvidem-
ment pas tendre vers y0; supposons que i?<y0,tant (tue l'intograle y(x)
ne depasse pas y0-|-h Fon a y'(x) ip(x} et par suite
X
Yy Nr] + Ztp(x) dx,

00
af tp(x)dx otant divergente y(x) finira par surpasser y) pour a: assez

grand, ne tend donc pas vers yn.

En résumo, lorsque <p(y> ne change pas de signe dans le voisinage
d'un zero isole y0 la considoration de la fonction (ppy) ne suffit pas
en generat pour dicider s'il existe des integrales qui tendent vers yt

7*



Ein Beitrag zur Theorie der sukzessiven Approxi-
mationen von Picard-Lindelof

von

St. Gotab

Krakoéw.

Das Ziel der vorliegenden Note ist einige einfache Beziehungen
festzustellen, die zwischen dem Integral einer gewohnlichen Differentiat-
gleichung (4) und seinen sukzessiven Approximationen (im Sinne von
Picard-Lindel6f) bestehen.

Um sich kurz ausdrtlcken konnen, nehmen wir folgende
Verabredung an:

Die Funktion f(xy... xm\yx.... y” gehére in bezug auf die
Yariablen yt zur Klasse Ck (k=0,1, 2,...), wenn sie im Falle k=0
die Lipschitzsche Bedingung in bezug auf die Variablen y- erftlllt,
im Falle c 1 dagegen, wenn sie die stetigen partiellen Ableitungen
3yf3_y(|ZJy: 1,..,n) bis zur &ten Ordnung (J=1,.., &) Dbesitzt.

Wir stellen nun den Begriff des fc-ten Derivates einer Fun-
ktion f(x). Unser Begriff ist nur eine unbedeutende Modifikation
jenes, von O. Perronl) eingeftthrten, und beide sind, wie man
leicht nachweisen kann, zwischeneinander aequivalent.

Definition. Eine Funktion f(x), die in einer Umgebung des
Punktes x0 erklart ist, besitzt im Punkte  das Ic-te Derivat, wenn es
k-|- 1 Konstanten a0, al? a2,..., ak von der Art gibt, dass die Beziehung

Q) /(a;0+A) = ao+alA + NA« + ... + [*IA* + g(A). A*
mit

2 lime(h) =20

) _ i (h)

erfullt ist.

1) O. Perron, t)ber Maxima und Minima und eine Modifikation des Begriffs
der hbheren Ableitungen, Sitz, Bayer. Akad, Wissensch. (1926), 309—315.
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Man zeigt ohne Schwierigkeit, dass aus der Existenz des fc-ten
Derivates der Funktion f(x) im Punkte x0 folgt, dass die Koeffi-
zienten ao,...,at eindeutig bestimmt sind (a0— f(xff) und dass auch
das k—I-te Derivat im Punkte a0 vorhanden ist. Man zeigt weiter,
dass aus der Existenz der fc-ten Ableitung (Derivierten) im Punkte x0
die Existenz des Zc-ten Derivates in diesem Punkte folgt und dass
in diesem Falle die Beziehungen
3) ar= /w(a-0) (i=0,1,..ft; ke(x) =1(x))
bestehen. Es ist also erlaubt die Konstante a, den Wert des z-ten
Derivates der Funktion f(x) im Punkte a0 zu nennen. Somit ist
der Begriff des A>ten Derivates eine Verallgemeinerung des Begriffes
der fc-ten Ableitung. Es ist zu bemerken, dass ftir k=2 der Begriff
des Derivates nicht so allgemein ist, wie der Begriff der verall-
gemeinerten Schwarzschen Ableitung. Man kann namlich beweisen,
das die Existenz des zweiten Derivates auch die Existenz der
Schwarzschen Ableitung mit sich bringt, wobei das Umgekehrte
nicht der Fali ist.

Satz 1. Es sei die Differentialgleichung

w

gegeben, wo die Funktion f{x,y) in der Umgebung des Punktes (at0, y0)
in bezug auf beide Variablen zur Ck_, gehbrt (fur k=*=I genilgt die
Voraussetzung der Stetigkeit in bezug auf die Variabel x). Wir
bezeichnen mit

(5) ()

das einzige Integral der Gleichung (4), das durch den Punkt
hindurchgeht und mit

(6) e>,(X),...
die Folge der durch das Picard-Lindelbfsche Verfahren konstruierten

sukzesswen Approximationen (d. h. <Q(x) ist eine beliebige, in der
Umgebung des Punktes x0 stetige und der Gleichung

(7) $0(*0) = yo

geniigende Funktion, <pi+fx\ dagegen durch die Rekurrenzformel
X

(8) (b+,(x) = y0o+J'f(s, ¢gpr(«)) ds

X0
definiert ist).
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Dann bestehen die folgenden Relationen :

d“<pj i - i = K2r-,J
) Vo= jadye T i=12..k
Der Beweis gestaltet sich so einfach, dafl wir ihn nur skizzieren
werden. 1) Zunachst wollen wir bemerken, dass es die Richtigkeit
der Beziehungen (9) fiir j = k zu beweisen gentigt, da unter der
Annahme, dass (9) wirklich ftir j — k bewiesen wurden, bestatigen
wir leicht, fiir ein j  k, dass die Funktion f zur gehort und
folglich die Relationen auch ftir den Index j gelten. Es ist also
nur zu zeigen, dass

(10) fir i =1.2,.,
ist.

1) Das Integral ep(a?) besitzt unter unseren Voraussetzungen
in der Umgebung des Punktes x0 die stetigen Ableitungen bis zur
A-ten Ordnung. In der Tat, wir haben

(11) 2%=flx<p()], >"()= + PW= + <P()L

und man zeigt leicht mit Hilfe der vollstandigen Induktion, dass
die i-te Ableitung gf\x") sich (ganz und rational) durch die Funktion ¥
und ihre partielle Ableitungen bis zur i—1-ten Ordnung ausdrtickt
(bei der nachtraglichen Einsetzung <f>(x\ statt y). Da auf Grund der
Voraussetzung F zur Klasse CA j gehdrt, so besitzt (f>Ix) die Ablei-
tungen bis zur &-ten Ordnung.

I11) Gehort die Funktion f\x,y) zu Ck und sind die Fun-
ktionen a(t) und /3(A) mit den Ableitungen bis zur fc-ten Ordnung
ausgestattet, so besitzt die zusammengesetzte Funktion /"[a(z),/*(E)]
die Ableitungen bis zur A>ten Ordnung. Sind weiter zwei Paare von
Funktionen &(<); M(Oi&W gegeben von den Eigenschaften

N«2 IW IW
y dt gt oar W

so gelten die Relationen
(13) fur i=0,1,..,i.

Der leichte Beweis mag dem Leser tlberlassen werden.
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V) Jetzt wenden wir uns zum Beweise der Beziehungen (10).
Auf Grund II) sind die rechten Seiten von (10) fttr i =1i,.,., k
bestimmt. Nun soli die vollstttndige Induktion in bezug auf den
Index k angewandt werden. Fttr k— 1 haben wir

(14) XY = (X, 0], <p'lx) = (X,

Da aber gp0(«0)=yo> <p(x0)=y<> ist, 80 gilt die Gleichung pl{xl))=(p\x0).
Setzen wir jetzt voraus, dass die Beziehungen (10) erfttllt sind,
sobald die Funktion ¥ zur C*_i gehort und nehmen wir an, dass ¥
zur Ck gehort. Dann gehort sie nattlrlich zu Ck x und aus der Defi-
nition der (pk+fx) folgt, dass

(15) 9>i+i(C = "1 (0 = /U »*(*))
Wir setzen ferner
(16) 2>'(0 = w2(t) = /(t, <p(t)).

und bemerken, dass auf Grund der vorlaufigen Voraussetzung die
Beziehungen (10) erfttllt sind. Wenn nun

(17) all) =a2t) =t;  A@) =7(1), M) =W

gesetzt wird, so sieht man leicht, dass auf Grund des Hilfssatzes IlI)
die Relationen

gefolgert werden konnen. In anderen Bezeichnungen bedeutet dies aber:

(19) [ dOd fttr 1= 1,2,...,K,k-j-I,
und die Induktion ftlhrt schon den Beweis zum Ende.

Anmerkung. Das Beispiel der Gleichung gX=x-‘fy zeigt,

dass die Ubereinstimmung der Werte der sukzessiven Ableitungen des
Integrals <p(x) und der Approximationsfunktion (pk(x) im Punkte x0
tiber die k-te Ordnung hinaus nicht gelten braucht.

Satz 2. Unter norigen Bezeichnungen setzen wir Folgendes noraus:

1) Die Funktion f{x, y) gehort zur Klasse Co (Stetigkeit in bezug
auf x und Lipschitzsehe Eigenschaft in bezug auf y),
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2) die Approzimationsfunktion <k(x) besitzt im Punkte xa das
k — 1-te Derioat.

Dann gilt:

3) Das Integral (p(x) besitzt im Punkte x0 das k—1-te Derwat und

4) die Werte der sukzessieen Deriuate der Funktion g>{x) stimmen
mit den Werten der entsprechenden Derinate der Funkion <pk(x) ilberein.

Es gilt auch das Umgekehrte in dem Sinne, dass 2) und 3)
oertauscht werden konnen.

Wenn noch zusdtzlich wrausgesetzt wird, dass

1 die Ausgangsfunktion (p0{x) im Punkte x0 alle mer nerall-
gemeinerte Ableitungen (,,nombres dirivisu) endliche besitzt (was z. B.
bei dem Picardschen Verfahren erfilllt ist, da dort G0 (a;) = g0=
Constans ist), dann

5) kann k—1 in 2) und 3) durch k ersetzt werden.

Beweis. Wir entnehmen aus der Tbeorie der sukzessiven
Approximationen die folgende Ungleichung 2):

Mk~* RAT -1
[x — xOf 4- [x —x0% 1

(20) [ 9k() — K _(x)| <2

Hier bedeutet: M die Lipsehitzsche Konstante flir die Funktion
f(x,y), A die obere Schranke der Werte von |/| in der Umgebung
des Punktes (x0, yQjund B die obere Schranke der Werte von
lep0(@?) — y0| in  derUmgebung des Punktes x0. Aus der obigen
Ungleichung bekommt man leicht:

(21) |%>(x) — —at0] + |x — %0t

und mit Hilfedieser Formel wirdschon der Leser selbst den
Beweis zum Ende bringen.

Anmerkung 1. Die beiden Satze konnen auf Systeme von
gewohnlichen Differentialgleichungen verallgemeinert werden.

Anmerkung 2. Die Voraussetzung der Esistenz einer inzigen
Ldsung der Gleichung (4) ist in unseren Satzen in gewissem Sinne
wesentlich, was an folgendem Beispiele gezeigt wird.

*) Siehe z. B. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen,
Leipzig (1930), S. 55.
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(22)

Durch den Punkt (0,0) gibt es (unendlich) viele Integrale dieser
Gleichung. Eines von ihnen ist

(23)

Nehmen wir hud ais Ausgangsfunktion <p0(.r) die Funktion = 0,
so haben wir

(24) ftir *=1,2,3,...

Die Approximationen <P4(#) streben dem Integral (23) nicht zu und
die beiden unseren Satze gelten nicht mehr. Die Ubereinstimmung
der Werte der Ableitungen deB Integrals (23) im Punkte <« =0
und der entsprechenden Werte der Ableitungen von et)*@a?) gilt nur
bis auf die Ordnung n, hangt also nicht von k ab.



Uber eine Verallgemeinerung der Leja’schen
Konvergenz der Doppelreihen

von

Agustin Duranona y Vedia
Buenos Aires.

In den Mathematischen Annalen Bd. 103 (1930) hat F. Lejal)
den Begriff der Summe einer Doppelreiche in der Richtung (a, /3)
in folgender Weise eingeftihrt: Es sei eine Doppelreihe mit belie-
bigen komplexen Gliedern

(1)

A/-0

und ein Paar positiver Zahlen (a, /?) gegeben, wobei a2-|-S1=I.

Es moge mita’+p'2< die Summe aller Glieder az- deren Indices
i+pj<x
der Ungleichung ai-|- j <2 geniigen, bezeichnet werden. Dann
ist durch die Formeln
u2) =0 ftir 2=0,
(2 0N = £ aij ftir 2=>0
ai+pJ<A

die Funktion <r(2) ftir alle 2 = 0 definiert!). Die Doppelreihe (1)
wird nach L eja ais in der Richtung (a, /?) zur Summe s konvergent
bezeichnet, falls der Limes

limo(2) =s

A-»00 @
existiert.

*) Siehe auch: Annales de la Soc. Polon, de Mathém. t. 9, 1931, S. 135—142.
’) Leja betrachtet die Summen 2 au. Fiir ans wird es niitig sein die

Gleichheit az-|-£/ = 2 auszuschliessen.
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Wir werden eine Verallgemeinerung dieses Begriffes einftihren
und einige Eigenschaften dieser verallgemeinerten Konvergenz be-
weisen. Der Bequemlichkeit halber werden wir in der Folge die
Schreibweise benutzen:

<=ij atJd,

(X) ai+pJol
2.5 au-
@®.D P&xI+fid<q

Definition. Die Reihe (1) wollen wir ais in der Richtung
(a,/?) mit der Summe s CZ”-summierbar bezeichnen. wenn der Limes

ai + PJ\0
(3) - 7 J!

existiert. Die Leja'sche Konvergenz ist ein Spezialfall dieser Summier-
barkeit; sie ist mit der Summierbarkeit C'L0 im Falle <—0 identisch.
Wir werden spater mehrmals folgenden Satz benutzen:

Satz 1. Fur jedes d =0 und 2= 0 gilt die Gleichheit

X) 0
wo 0(t) durch die Formeln (2) definiert ist.

Beweis. Bekanntlich existiert das Stjeltjes’'sehe Integra!)JXf(t} datt)

ftir jede in abgeschlossenem Intervalle <O,2> stetige Funktion/(t),
weil o(t) in diesem Intervalle von beschrtinkter Variation ist. Wir
behaupten nun, dass

X
(&) aiAai+W=j'rdo™t)
X) 0

ist, wobei r eine beliebige nattirliehe Zahl bezeichnet. Um dies zu
beweisen, wollen wir eine Einteilung des Intervalls <O,2> in n
Teile durch die Zahlen 0<i20 <2t <... < 2,,—2 vornehmen und
es sei dabei ftir jedes p = 0,1,....n— 1, 2pH — 2P <<rj, wo eine
willktirlich kleine positive Zahl ist. Dann ist offenbar
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«—1
©) ~auA+H0I='=~ P ij(ai+PjY

w) P*0

und
] <M+ 0jY—F= at] 2;|  (2j+, — 2)) -\ |a,,].

Da aber

aij = o("pHi) — <(bp
(2p» M-p-f-i)
<n — 2; r2-"2M1 — 2,) < r2-'tj,
so erhalt man

A, =| (@i + 0j)r— [<rGUI)—*(*))] 2;] < r2r_11] -\V/ jat]

woraus wegen (6) die Uugleichung
w—1 fi-1
A2)]2; <i“~SAp= IM

U)) 20 P-0 V)
folgt. Das letzte Glied dieser Ungleichung ist aber beliebig klein,
wenn nur t] (bei festem r und 2) gentigend klein gewahlt wird.
Die Gleichheit (5) ist hierdurch bewiesen.

Es sei nun P(t) ein beliebiges Polynom. Aus (5) ersieht man, dass

~atIP{ai 4- £/)
@)
Anderseits folgt aber aus der letzten Gleichung nach dem bekannten

Satze von WeierstraB tlber die Annaherung stetiger Funktionen
durch Polynome, dass

@) V at]f(ai + 0j) = y*f(t) do(f)
9 0

ist, wenn mit f(f) eine beliebige, im Interralle <”0,2> stetige
Funktion bezeichnet wird. Wird schiesslich in der letzten Formel

mit d O

gesetzt, so erhalt man die Formel (4), w. z. b. w.



109

Satz 2. Ist die Reihe (1) fur ¢ =0 in einer Richtung («,/?)
CLs-summierbar, so ist sie auch fur jedes 6'f=din derselben Richtung
CL6.-summierbar, und beide Summen sind gleich.

Beweis. Auf Grund des vorigen Satzes gentlgt es zu zeigen,
dass der Limes
(8) limJ*"(1——=s fir 6= 0

0
die Existenz des Limes

0

zur Folge hat. Durch partielle Integration

—] o(x)dx,
erhalt man wegen <7(0) = 0 die Formel
d—1
(10) X.
0 0
Infolgedessen hat die Funktion
W) o <n(x) dx —s.

0

auf Grund der Voraussetzung (8) fUr y—>00 den Grenzwert Nuli.
Es moge mit B{p, q) das binomische Integral

Bfp, 9)=J".up~ (1 —m)*-1 du

0
und mit k die Differenz
k=d—§¢

bezeichnet werden. Auf Grund von (11) hat man



110

und daraus folgt durch Multiplikation mit (2 —y)4_1 und durch
hierauffolgende Integration in bezug auf y die Gleichung

(12)

Transformiert man nun das Integral 1A mittels der Formel
2 7 A
y dx]dy = J[J'f(xy) dy]dx, so ergibt sich
0 x
21 :-f11
0 X
Da aber 6J(y— Mal(2—y)ldy = (2—a”%' 1+-B(d, k), was mit

Hilfe der Transformation y = x~~ u(2— x), wo w eine neue
Yeranderliche bezeichnet, leicht beweisbar ist, so folgt

YA |
(—x)i~1a(x)dx = B(d k) + 46-1y* (1 —

dz

—1
a(x) dx,
oder auf Grund von (10)
= B(d, J(-$'do(x).

0

Anderseits kann mittels der Transformation y = 2u leicht gezeigt
werden, dass

Wird nun beriicksichtigt, dass die Symbole B(p,q) der Relation
p*B(p,2) = (p+e¢) B(p4~1j) gentigen, und dass infolgedessen
§e272(d, k) =d'+Bd 1, k) ist, so ergibt sich aus (12)

(y)dy =24-5(c+1,%)»
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Nun ist aber r(y)—>0, fttr y—>o00. Es gibt also zu jeder
Zahl e = 0 eine Zahl p derart, dass

Ir()|<£ fttr y=p.

Im Intervalle ist |r(y)| beschrankt, also kleiner ais eine
genttgend grosse Zahl M, folglich ist fttr p

X [
ud(l—w) -1du5S +B(4-]1-1,k).
P ril
Man enthalt demnach aus (13)

A/ —1)id —els /F e

0

Die rechte Seite dieser Ungleichung kann aber beliebig klein
gemacht werden, wenn nur 2 ais hinreichend gross angenominen
wird, weil 16 fttr 2—>00 dem Werte Nuli zustrebt, und weil e
beliebig klein ist. Folglich ist die Gliltigkeit der Formel (9) und
damit auch der Satz 2 bewiesen.
Die Doppelreihe (1) wird ais durch Rechtecke kon-
vergent bezeichnet, wenn seine Partialsummen
I
= i,j=0,1,2,...
ju-0 v-0
eine konvergente Doppelfolge bilden. Wenn alle szy einer Unglei-
chung |slyl < M genttgen, wo M eine feste Zahl ist. wird die
Doppelreihe (1) beschrankt genannt’). Wir werden jetzt einen
Satz beweisen, durch den ein von F. Leja erhaltenes Resultat
erweitert wird.

) Eine durch Rechtecke (oder im Sinne von Pringsheim) konvergente
Doppelreihe ist nicht notwendig beschrankt.
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Satz 3. Eine durch Rechtecke konuergente und beschrdnkte
Doppelreiche mit der Summe s ist in jeder Richtung CL”-summierbar
mit derselben Summe s §).

Beweis. Es sei vorausgesetzt, dass die Partialsummen stJ der

Reihe (1) folgenden Bedingungen genttgen

(14) lim st =s, [szy| <<=

/,/—>00

wo M eine feste Zahl bezeichnet. Da die Glieder einer beschrftnkten
Doppelreihe beschrftnkt sind, so konvergiert die Potenzreibe

00 0o
au yl= (i—H)(i—y)I£»ij vyl

im Gebiete |£|<1 und |[FlI|<<] absolut. Es moge £=«-"* {] =e~P'
gesetzt werden, wobei z eine komplexe Veranderliche ist, und a=0,

/2>0, a2-|-/?” =1. Im Gebiete Rz=0 & besteht dann die Identitat:
(15) Ule<sW' = (1 — (1 —e-0)" 8l e-"+1
i,J-0 1,J-0

Es sei nun in dem ersten Quadranten der Ebene eine Funktion
s(@>,y) durch die Formel

s(@?,y) = Sv fUr [*]=». M=J
definiert, wo [u] = entier u. Im Hinblick auf die Identitat
IV Sy avi
(1—e-7) (1—e-0 = a/3* g—{oat"v)j dy)dz
i 7
ersieht man, dass die rechte Seite von (15) die Form
00 *4-1 7471 00 o0
. ‘ Ja? (3 —
«1(|2| 8'J T\ Fe~{g’+P"* dyldx ap s (xyy) e~iax+y)x dx dy
L32-0 i 7 o o

4) F. Leja hat Folgendes bewiesen (Ann. de la Soc. Polon, de Math. t. 9,
1930, S. 137, Satz 1l): Wenn eine Doppelreiche durch Rechtecke konrergent und
beBchrftnkt ist, und wenn sie in einer Richtung (oder durch Dreiecke) konvergiert,
so konvergiert sie in den beiden Fallen zu derselben Summe.

») Rz — Realteil von z.
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annimmt, welch'letztere auf die Form

o o
gebracht werden kann, falls man neue Integrationsveranderlichen u,v

einftlhrt, wobei:
u=ax. v = ax -f- fiy-

Anderseits ist die linke Seite von (15) im Gebiete der absoluten
Konvergenz Rz*> 0 dem Limes

lim yrane (a+W
)
gleich. Da aber die Formel (7), nach Einftthrung des Wertes
ftir f(t) die Form annimmt:

00
(16) Iimo endon,
0" )
so ergibt sich aus (15) die Gleichung
00 00 \
an
0 0 0

welche ftir Rz = 0 gilt.

Wir werden jetzt folgendes Lemma bentltzen s): Ist F(t) eine
ftir A0 definierte Funktion, die ftir t=0 gleich Nuli, und in
jedem Intervall <O, wo t=0, von beschrankter Variation ist,

und existiert dabei ftir Rz~>a das Integral 6]e~“dF(t], so besteht

ftir Rz~"> a die ldentitat
00 00

F(t) dt.

Wendet man dieses Lemma zweimal auf die linke Seite
von (17) an, so ergibt sich ftir Rz= 0

) Siehe D. V. Widder: Trans, of the Amer. Math. 8oc. t. 31, 1929,
8. 694—743 (insbesondere S. 695 und 706).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 8
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und wenn man noch die Bezeichnungen

(18) A)=Tfa(x)dx, S="NIs W) du

0 0

einftihrt, so nimmt (17) die folgende Form an:

Wird nun ein von M. Lerehl) erhaltenes Resultat berticksichtigt,
so geht aus der letzten Gleichung hervor, dass die Funktionen

0P ()
tiquivalent sind, d. h. sie sind etweder identisch, oder sie konnen
hochstens in einer Menge von Punkten, deren Mass gleich Nuli
ist, differieren.
Nun soli gezeigt werden, dass
limpp) =Ilim- F du =s.

~»00 v VJ \a fi ]
0

(19)

Es ist zuntichst zu beachten, dass wegen der Voraussetzung (14)
r(x,y) =s(x,y) —s—>0 ftir x und y—> oo.
Es existiert demnaeh ftir jedes e =0 eine Zahl N derart, dass

£
[r(zry) < - ist, ftir XN und ylSzN, oder

Es moge nun das Intervall <O, wo VvA=p-\-q ist, in drei
Teilintervalle <p,v— —q, zerlegt werden.
Dann folgt aus der Formel

=7, du —
0

) M. Lereh: Acta Mathematica t. 27, 1903, S. 339.
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wenn man die Funktion » V- Wj kurzweg mit r bezeichnet,

die Ungleichung:

P v—q v
(21)  op(u) ———IA\r\du-\-*I~du + * jJH d«
0 p V—q
Da nun aber wegen (20) r| < © ist ftir p~u”™v—qg und wegen (14)

[rl = =,V 'aM) —sl < [s| ftir jedes u und v,

bo folgt aus (21), wenn man -f-|s| =TC setzt, die Ungleichung

—Is) x,+ -f(.-?-8) + ' KEtS| + «LtE>.

2
Ist nun - K(p -]-9) =va, so erhalt man offenbar [e>(»)—s|O

ftir »>t?0, und hierdurch ist die Richtigkeit der Formel (19) bewiesen.
Uberdies kann gezeigt werden, dass auch

(22) lim t>(») = lim —4&= a(x) dx =s.
Da namiieh ep(»)—s| e<e ftir »>®0, so folgt aus der Aquivalenz
der Funktionen <p(v) und ip(v), dass die Ungleichheit

(23) H#H) — »|<«  ftir v=\

entweder allgemein gilt, oder sie gilt mit Ausnahme der Punkte
einer Menge E deren Mass gleich Nuli ist. Ist aber v* ein Punkt
von E derart, dass »*> v0, so existiert eine Folge {»,} von Punkten,
die der Menge E nicht angehbren und ftir welche vM=>»0, v,,—>«*. Die
Ungleichung (23) gilt nun ftir die Punkte vn. Da aber die Fun-
ktion </>(«) stetig ist, so gilt diese Ungleichung auch ftir v—v*,
und demzufolge ist die Formel (22) richtig.

Beachtet man nun, dass die Gleichung (10) mit 6 — 1 die

Form annimmt:
/

1—-)do(x) =- Fo(x) dx—
0 v/ v

bo erhalt man wegen (22)

limj"™ — jjdff(t) = «

o

8*
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Aus dieser Gleichung geht aber auf Grund des Satzes 1 hervor,
dass die Doppelreihe (1) CLj-summierbar ist. Infolgedessen erscheint
der Satz 3 bewiesen.

Zum Schlusse wollen wir noch eine Bedingung angeben unter
welcher beim Zutreffen der Konvergenz der Potenzreihe

(24) Y aijey’ =f(x,y)

ig—-o
in dem Dizylinder {Ja:] <1, \y\ <1} und bei der Existenz des Limes
(25) lim f(x,y)=s

fiir reelle x und y die Reihe 2 au in beliebiger Richtung (a./?)
konvergiert. He

Wir kntlpfen an die Formel (16) an. Ist die Reihe (24) im
Gebiete (Ja;] <1, <<1} konvergent, so besteht im Gebiete Rz >m0
die Gleichung

T e~tida(t)="alje-"+".

0 I.j-0
Wenn also der Limes (25) fiir reelle x und y existiert, so ist
fiir reelle z=0

(26)

Es sei nun vorausgesetzt, dass die Koeffizienten at] reel sind und
dass bei jedem £ = 0 zwei Zahlen p0 und A existieren, fiir welche
die Bedingung

@7) a(q) —c(p) = —e fttr p=>p0, ¢ —p <pi

erftillt ist. Nach einem Ergebnis von O. Sz4sz8) ist lim a(t) =s,

/-» 00
wenn der Limes (26) existiert und wenn die Bedingung (27) erftillt
ist. Man gelangt also zu dem

Satz 4. Wenn die Potenzreiche (24) mit reellen Koeffizienten atj
in dem Dizylinder {a? << 1, |y| << 1} konuergiert, und wenn 00der

Limes (25) fiir reelle x und y existiert, so konnergiert die Reihe4/21atj

in der Richtung (a, f) gegen s, falls nur die Bedingung (21) erfullt ist.

*) O. Siasa: Sitaungeber. der Math. Abt. der Bayer. Akad, der Wie$, aa
Miinchen, 1929, S. 325—340 (insbesondere S. 332).



Comptes-rendus et analyses.

Elie Cabtan, Professeur Ji la Sorbonne, Membre de !Institut.
La mithode du repere mobile, la thiorie des groupes continus et les
espaces géneralises-

Dans cet excellent ouyrage, lauteur, en se plagant au point
de vue gcucral ou la géomctrie apparait comine la tbcorie de cettes
propridtes des figures ddfinies dans un espaee & n dimensions qui
sont invariantes par rapport aux transformations constituant un
groupe détermind, doveloppe la theorie generale de la msthode qui
contient comme cas particulier celle du trifedre mobile appliquee
par G. Dabboux avec tant de succes dans !'¢tude des courbes et des
surfaces situdes dans l'espace euclidien ordinaire & trois dimensions.
Avant d'aborder le cas général, l'auteur envisage quelques cas parti-
culiers, ce qui facilite grandement l'intelligence de la théorie gencrale.

Henbi Cabtan, Professeur a la Faeult¢ des Scienees de Strasbourg.
Sur les groupes de transformations analytiques.

Cet ouvrage constitue une tr§s importante contribution & la
question de savoir si tous les groupes abstraits (ii p paramotres)
sont des groupes de Lie.

L'auteur obtient des résultats particuliferement complets en ce
qui concerne les groupes de transformations pseudo-conformes (c'est
a dire de transformations analytiques dans le domaine complexe).

Geoeges Bouligand, Professeur k I'Université de Poitiers. Rela-
tions d'incertitude en Geomitrie et en Physigue. Avee une preface
de M. Louis de Bboglie.

Cet ouvrage se rapporte aux fondements des Scienees phy-
siques puisque l'auteur s'y occupe des considerations qui font douter
certains savants de la valeur absolue du déterminisme dans les
scienees susdites. L’auteur est conduit a envisager lintervention de
»relations d'incertitude” dans trois domaines differents:

1° En mccanique de l'atome, d'apros les travaux classiques
d'HEISENBEBG et Pauli;
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2° En thdorie classique de la diffusion, d'aprés les dovelop-
pements mathomatiques de R. Furth;

3° En géomoétrie, dans I'6tude de la dépendance, vis-a-vis d’un
point de la courbe, de la direction de la tangente en ce point.

Etant donné l'importence du sujet il eut 6td, nous semble-t-il,
utile pour la Science si le savant auteur, sans se borner a prosenter
une esquisse de ses idees, les avait développoes d’une fagon dotaillee.

G. Bouligand, Prof, a la Fac. des Sciences de Poitiers, G. Giraud,
Prof, a la Fac. des Sciences de Clermont-Ferrand et P. Delens,
Prof, agrégdé au Lycée du Havre. Le probleme de la dMvee obligue
en theorie du Potentiel.

L'extrait suivant de la proface k cet ouvrage due a M. Elie
Cartan donnera une idde de ce tros intéressant ouvrage. ,,Dans une
premi6re Partie, qui peut Otre regardee comme une Introduction
goncrale, M. Georges Bouligand expose sous ses différents aspects le
problome de la dorivée oblique dans la theorie du Potentiel. Dans
la seconde Partie, M. Georges Giraud donne, sous des conditions tros
gonerales, une solution rigoureuse de ce probleme dans le cas regulier.
Enfin dans une troisieme Partie, M. Paul Delens expose la thdorie
géomotrique des congruences des courbes dans ses rapports avec le
probleme homogone de la dérivée oblique*

Lindelof-Ullrich. Einfuhrung in die hohere Analysis. 1934.
Leipzig und Berlin, Verlag von B. G. Teubner.

Le titre de cet ouvrage, redige en allemand par M. Ullrich
d’aprés la premidre odition suddoise et la seconde o&dition finoise,
indique suffisamment le but que le celébre auteur avait en vue.
Ainsi que le nom de l'auteur le faisait prévoir, l'ouvrage prdsente
de rares caractores de perfection.

J. H. M. Wedderburn. Lectures on Matrices. American Mathema-
tical Society, Colloquium publications, vol. XVII, 1934.

On trouvera, dans cet ouvrage, une exposition tres claire de la
théorie des matrices ainsi que de tres intdressantes indications sur
Phistoire de cette thoorie et une bibliographie bien compléte.

Marston Morse. The Calculus of Variations in the large. Ame-
rican Mathematical Society, Colloquium publications, vol. XVIII.

L'auteur, au lieu de n'envisager que des mothodes du calcul
des variations dont la validité est bornée A un domaine assez petit,
6tudie, au contraire, des méthodes qui permettent de s'affranchir de
la restriction procodente.
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Les domonstrations des thooremes que l'on rencontre dans
Fouyrage considoro, sont remarquablement rigoureuses et reposent
sur des hypotheses aussi peu restrictives que la science moderne
le permet.

Raymond E. A. C. Paley and Norbert Wiener. Fourier Trans-
forms in the cotnplex domain. American Mathematieal Society, Collo-
quium publications. Vol. XIX, 1934. Les nombreuses questions
Otudides dans cet ouyrage se groupent principalement autour des
diyerses consoquences du théoreme suiyant du h M. Plancherel.

Lorsqu’une fonctiton f(x) est telle que Fintograle

ait un sens, il esiste une fonction g(x) telle que Fintdgrale

—00

ait un sens et que Fon ait

+°° +S
/ <u) — (27r)~}JI f(x) ea’ dx\ du = 0.

—00 —X

Georges Bouligand, Professeur a la Facultdé des Sciences de
Poitiers. Premieres leeons sur la theorie ginirale des groupes. Paris,
1935, chez Vuibert.

Cet ouyrage a pour but de familiariser le lecteur avec la
notion de groupe en lui présentant les diyerses théories oii cette
notion se presente.

Ce but est atteint par le choix judicieux des exemples tros
yaries que le sayant auteur 6tudie. L’etude de Fouyrage considéré
engagera le lecteur a étudier a fond les théories qui y sont esquissoes
d'une fagon tres attrayante.

Nouveaux fascicules du ,,Momorial des Sciences matho-
matiques” (Chez Gauthier-Villars & Cie, Paris, Quai des Grands-
Augustins, 55) ).

f) Voir le T. XI de ces Annales.
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Les titres des fascicules que nous avons a mentionner indiquent
suffisamment la nature des sujets traités. D’autre part, disposant
d’'une place strictement limitée, nous nous bornerons & ¢numorer
les titres des fascicules en guestion en indiquant, bien entendu, le
nom de l'auteur de chaque fascicule.

Fascicule LX. Propriités generales des groupes discontinus,
par M. Th. Got, Professeur h la Faculté des Sciences de Poitiers.

Fascicule LXI. Points singuliers des éguations differentielles,
par M. H. Dulac, Professeur a la Faculté des Sciences de Lyon.

Fascicule LXII. Gramfigue, Groupes, Mdécanigue, par M. A.
Buhl, Professeur k la Faculté des Sciences de Toulouse.

Fascicule LXIII. Les courbes de la variw generale d n di-
mensions, par M. VAclav Hlavaty, Professeur a I'Universitd Cbarles
de Prague.

Fascicule LXIV. Les corps algibrigues et la thiorie des idiaux,
par M. O. Ore.

Fascicule £XV. La balistigue eztérieure, par M. R. D’Adhémar.

Fascicule LXVI. Thiorie ginirale des polynomes orthogonaux
de Tchebichef, par M. J. Shohat (Jacques Chokhate), Professeur
a I'Université de Pensylvanie.

Fascicule LXVIL Les transfermations birationnelles de I'espace,
par M. Lucien Godeaux, Professeur a I'Universitdé de Li¢ge, Corres-
pondant de 'Acadomie royale de Belgique.

Fascicule LXVIII. Domaines fondamentaux des groupesfuch-
siens et automorph.es, par M. Th. Got, Professeur a la Faculté des
Sciences de Poitiers.

Fascicule LXIX. Applications des eguations integrales (appli-
eations statistigues), par M. V. A. Kostitzin.

Fascicule LXX. Methodes modernes d'integration des iguations
aux dertrees partielles du premier ordre d une fonetion inconnue,
par M. Saltykow, Professeur a I’'Universitd de Belgrade.

Fascicule LXXI. Geometrie infinitesimale directe et physigue
mathematigue classigue, par M. G. Bouligand, Professeur k la Facultd
des Sciences de Poitiers.

Fascicule LXXII. Solutions exactes des ¢guations du mouoement
des liguides visgueux, par M. A. Rosenblatt.

Fascicule LXXIII. Approximation by Polynomials in the
comple.% Domain, by J. L. Walsh, Associate Professor of Mathe-
matics in Haryard University.
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Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematique a Cracovie,

annee 1934.

15. 1 et 29. I. A. Rosenblatt: Sur I'6quation n-harmonique
(Cf. la note Sur les éguations n-harmoniques non lindaires a deux va-
riables independantes, C. R. de I’Ac. des Sei., 198 (1934), p. 633 et suiv).

22. 1. S. Turski: Surl'unieitd et la limitation des intdgrales
des déquations aux doriyoes partielles du premier ordre (voir ces
Annales, XI1I (1933)).

5. 11. T. Wazewski: Sur le domaine d’exisienee des integrales
des Oquations aux ddriydes partielles du premier ordre (Cf. Bulletin
des Sc. Mathom.. 59, p. 1).

12. 1l. S. Turski: Sur les caractoristiques des equations aux
doriydes partielles du seeond ordre.

19. Il. T. Wazewski: Sur la limitation et l'unieitd des
intograles de certaines Oquations aux dodriydes partielles.

26. Il. A. Rosenblatt: Sur I'6guation biharmonique non

linGaire k deux yariables indopendantes dans un domaine gonoral
(Cf. C. R. de I’Ac. des Sci.,, 198 (1934), p. 1110 et suiy.).

12. 11l. W. Wilkosz: Sur la possibilite de fermer des corps
algdbriques arbitraires (Le texte de cette communication sera inséro
dans ces Annales).

7. V. E. Stamm: Joseph Naronowiez-Naroniski, un matho-
maticien polonais oublié du XVII siecle.

11. VI. T. Wazewski Extension aux systemes d’equations
différentielles du théoreme de Montel sur lintégrale superieure
(Voir ces Annales, XII, p. 72—80: Eine Verallgemeinerung des
Monte?schen Salzes uber das Maximal und Minimalintegral auf Systeme
von gewbhnlichen Differentialgleichungen).

15. X. A. Rosenblatt: Sur lapplication de la mothode des
approximations successives de M. Picard k l'etude des dquations
du 2d ordre elliptiques et non linGaires a trois yariables indépendantes
(C. R. de I'Ac. des Sci.,, 199, p. 921 et suiv.).

22. X. T. Wazewski: Sur I'é6quatiou aux doriyoes partielles
du premier ordre.

29. X. W. Wilkosz: Sur le thdoreme de Steinitz dans la
théorie des corps algdbriques.
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Le theorime appele le thdoreme fondamental de Steinitz, dnoncd en 1911,
a ete muni par lui d’nne demonstration insdree dans son memoire intitnl6 ,,Theorie
der algebraischen Korper'l (ddite a noureau en 1930 par Hasse et Baer). Le
théoreme de Steinitz est ropdte par les autres auteurs sans changements essen-
tiels. Le conferencier montre que la demonstration de Steinitz s'appuie sur des
mdthodes de la theorie des ensembles, soumises a des critiques annihilantes pendant
les dernieres dizaines d’annees. Elle est en ddsacord snrtout arec le principe
d’homogeneite sous n’'importe quelle forme, obserrd aujourd’hui par tous, Comme,
malgre les plus grands efforts, il n’a pas etd possible de remplacer les methodes
douteuses par d’autres, n’4tant plus sujettes a la critique, le confdrencier considére
que la valeur du raisonnement de Steinitz ne suffit pas a reconnaitre le thdo-
rtme en question comme ayant 6te démontre jusqu'a present.

5. XI. 1934. W. Wilkosz: Sur la relativisation de la logique
des propositions.

La relatirisation de la logique des propositions consiste a: 1° adjoindre aux
postulats de la theorie des propositions des promisses stipulant que les symboles
faisant partie de ces postulats sont des propositions, Fidee d’,,etre une proposition*
etant primitire; 2° imposer auz systemes ddductifs la ndcessitd de ddcider lesquelles
des ezpressions apparaissant dans la deduction peuvent etre considérées comme
des propositions; 3° a réduire ce qu’on appelle la logique des propositions a un
certain nombre de regles (= modes d’inference) indispensables. En nieme temps
on introduit un systome de postulats dans lequel limplication est une notion
primitive et il apparait la possibilitd de simplifier le principe de substitution jusqu’a
la regle ,on peut substituer n'importe quoi‘.

12. X1 T. Wazewski: Sur I'6quation aux derivees partielles
du premier ordre essentiellement non lineaire. (Voir ce volume,
p. 10 et suiv.).

10. XII. W. Wilkosz et A. Bielecki: Les propriotés des
domaines de Green, le partie (a paraitre dans ces Annales).

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue.

Section de Poznan, annee 1934.

11. V. K. Abramowvicz: Sur la sommabilité des series
d'aprés Knopp.

30. XI. K. Abramowicz: Une gsnsralisation du theoréme
de Markoff.

En outre, les membres de la section de Poznah ont fait les
conforences suivantes au XIVe Congrés des Medecins et des Natura-
listes Polonais tenu a Poznan en septeinbre 1933:
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M. Denizot: Sur la trigonométrie de Sniadecki,

— Sur la chute des corps non rigides.

Z. Krygowski: Les mothodes de Weierstrass dans la theorie
des fonctions elliptiques,

— Sur on probléme de la thoorie de la représentation conforme.

M. Biernacki: Sur la représentation conforme,

— Sur les propriétos asymptotiques des intograles des dquations
diflFérentietles lineaires.

Z. Zawirski: Sur le rapport de la logique multivalente au
calcul des probabilitos.

K. Abramowicz: Sur les fonctions automorphes,

— Sur la dorivee d'une fonction implicite.

W. Slebodzinski: Sur les invariants intograux des systdmes
d’'oquations difforentielles ordinaires du second ordre.

M. Kryzan: Sur le probldme de l'applatissement de la terre.

Mlle L. Seipeltéwna: La solution de I'6quation du 5e degré
au moyen des sories hypergbéometriques.

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue.

Section de Wilno, annee 1934.

29. I. S. Kem pi sty: Sur les dorivoes extromes des fonctions
d’'une et de plusieurs variables (Journ. of the London Math. Soc.. 9,
1934. 303—308).

5 Il. K. Matulewicz: Sur le nouveau programme de
mathématiques dans les lycoes.

5 1I. AL Zygmund: Quelques indgalités dans la thoorie des
fonctions analytiques (Trans. Amer. Math. Soc., 36, 1934).

12. 1. S K. Zaremba: Sur les singularités des 6guations
différentielles ordinaires du premier ordre (C. R. de I’Ac. des Sci., 198,
Paris, 1934, 790—792).

30. IV. S. Kempisty: Les fonctions absolument continues
sur un ensemble (Sur la totalisation des fonctions de deux variables,
C. R. de I'Ac. des Sci., 198, Paris, 1934, 2060—2062).

5 XII. S. K. Zaremba: Sur une extension de la notion
d’equation differentielle (C. R. de I'Ac. des Sci.,, 199, Paris 1934,
545—548).
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Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue.

Section de Varsovie, annee 1933.

[Abrériations; C. R. = Comptes Rendus des soances de I'Acadomie de Sciences
(Paris); C. R. de Varsovie = Comptes Rendus des seances de la Societé des Sciences
et des Lettres de Varsovie, cl. IlIl; Fund. Math. = Fundamenta Mathematicae].

13. I. K. Menger (Wien): ,Einige neuere Ergebnisse des
Wiener Mathem. Kolloquiumsu.

20. I. 0. Nikodym: ,Sur l'existence du potentiel uniforme
sur une surface de Riemann quelconque” [Bulletin de la Socictd
Mathématique de France 61 (1933), p. 220].

10. Il. B. Knaster et S. Mazurkiewicz: ,Sur un pro-
bleme concernant les transformations continuesu. [Fund. Math. 21
(1933), p. 85],

E. Szpilrajn: ,,Sur une classe de fonetions holomorphesu
[Cf. S. Kierat et E. Szpilrajn: ,Sur certaines singularitéa des
fonctions analytiques uniformes®, C. R. 196 (1933), p. 1453 et Fund.
Math. 21 (1933), p. 276].

17. II. K. Zarankiewicz: ,Uber doppelt-zerlegende Pun-
kteu [Fund. Math. 23 (1934), p. 85].

S. Kierst: ,Sur une classe de fonctions holomorphes* [Cf.
S. Kierst et E. Szpilrajn 1 c].

24. 1. S. Mazurkiewicz: ,,Uber nicht plattbare Kurven*
[Fund. Math. 20 (1933, p. 281],

A. Lindenbaum: ,,Sur le ,probléme fondamental* du jeu
d'échecs”.

Soit donnee une position des pieces sur I'echiquier. On demande quel sera le
résultat de la partie, en suppoBant un jeu iddal des deux partenaires; s’il existe pour
I'un d’eux la possibilite de gagner, quelle que soit la dofense de I'adversaire, —
indiquer la tactique conrenable a son jeu (et aussi ,la meilleure dofense* de
I'adversaire) ¥

C’est le probieme fondamental du jeu d’echecs, ainsi que des autres jeux
dans lesquels n’intervient ni le hasard, ni ’habiletd physique du joueur, et dans
lesquels les coups successifs de I'un des partenaires sont connus a l'autre. Une
analyse directe de ce probleme est extrememer.t pénible, pratiquement irr6alisable
(bien entendu, a I'exception des jeux tres simples).

* Cf W. Ahrens: Mathematische Unterhaltungen und Spiele, I (3 6d., 1921),
p. 164—170, 399-400; Il (2 6d., 1918), p. 336-337.
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Grace a la nouvelle théorie générale des jeux du type decrit (Zermelo,
v. Neumann, D. Kdénig, Kalmar), on peut définir précisément des notions con-
renables et on peut montrer que ‘) pour une disposition quelconque des pidces il
est en fait possible: 1) de decider lequel des partenaires doit gagner, 2) de lui
en indiguer la meilleure voie, etc.

Quoique le probléme se laisse resoudre d’une fagon complétement effective et
finitiste, on ne peut pas pourtant donner une réponse categorique et directe (oui-non)
a la question suirante: si I’'on sort de la position initiale des piéces sur I'6chiquier,
lequel des trois cas doit-il se produire: a) le partie est gagnée par les Blance,
b) par les Noirs, c) la partie est nulle? — Car il faudrait se servir d’une méthode
facile, meme triviale, mais pratiquement trés longue et compliquee: le ,,calcul“
a effectuer exigerait des millierB d’anndes.

Nous y voyons un excellent ezemple de la profonde différence qu’on peut
souvent observer entre une solution suffisante du point de vue de la thdorie pure,
et une solution propre aur applications. C’est en meme temps une illustration
d’une certaine insuffisance des postulats tinitistes.

U est A remarquer qu’il existe (parmi les jeux peu connus) des jeux qui ne
sont plus triviaux du point de vue du mathematicien pur.

3. 1ll. W. Sierpinski: ,,Sur un probléme de la theorie des rela-
tions" [Annali della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa (2) 2 (1933), p. 285].

J. Splawa-Neyman: ,Sur les méthodes statistiques indo-
pendantes des probabilités a priori*.

10. lll. W. Sierpinski: ,,Sur une propriétd caractoristique
des ensembles non dénombrables mesurables (B)“. [Bulletin de I’Acad.
Polon. 1933, p. 276].

A. Lindenbaum: ,Sur les superpositions des fonctions re-
présentables analytiquement” [Fund. Mat. 23 (1934), p. 15 et 304],

17. lll. S. Straszewicz: ,Zur Theorie konvexer Korper*.

Es sei K ein konvexer Kérper im Ein Begrenzugspunkt p von K heisse
ein eiponierter Punkt von Kt falls eine (n— I)-dimensionale Stiitzebene an K
existiert, die nur p mit K gemeinsam hat. Uber die Menge E der exponierten
Punkte von K gelten die Satze: 1) E enthalt stets n-|-1 Punkte, die nicht in
einer (n— I)-dimensionalen Ebene liegen; 2) die abgeschlossene Hiille E ist der
Durchschnitt aller Punktmengen, dereri konvexe Hiille K ist; 3) die Menge der
extremen Punkte von Minkowski ist zwischen E und E enthalten, braucht
aber mit keiner dieser Mengen zusammen zu fallen; 4) der Minkowski'sche Satz
uber die Approximation konvexer Korper durch Polyeder, deren Ecken extreme
Punkte dieser Korper sind, kann in dem Sinne verscharft werden, dass man darum
extreme Punkte durch exponierte ersetzen kann.

H. Szmuszkowiczéwna: ,Un thoorieme sur les polyno-
mes et son application a la thdorie des fonctions gquasi-analytiques”

[C. R. 198 (1934), p. 1119].

*) Chez les auteurs citdés cette guestion n’est pas posee esplicitement.
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24. lll. F. Leja: ,Sur certaines limites relatives aux poly-
nomes de Lagrange et aux ensembles fermos [Buli. Acad. Polonaise,
1933, p. 281],

31. lll. W. Sierpinski: ,,Sur les eonstituantes des ensembles

analytiques* [Fund. Math. 31 (1933), p. 29].

W. Sierpinski: ,,Sur une proprieté des fonctions qui n'ont
que des discontinuites de I-ere especedl [Buli. Aead. Roumaine 16
(1933), p. 1].

S. Mazurkiewicz: ,Sur les ensembles de capacitdé nulle
et les ensembles Hu [Fund. Math. 21 (1923), p. 59],

21. IV. W. Sierpinski: ,,Sur le recouvrement du plan par
une infinit6 doénombrable des courbes congruentes* [Fund. Math.
21 (1933), p. 39].

S. Kierst et E. Szpilrajn: ,,Sur certaines singularites des
fonctions analytiques uniformesd [L c.].

5. V. S. Mazurkiewicz: ,Sur la décomposition du plan
en courbesd [Fund. Math. 21 (1933), p. 43],

E. Szpilrajn: ,,Sur certains invariants de l'oporation (A)“.
[Fund. Math. 21 (1933), p. 229].

W. Sierpinski: ,Remarque sur un probleme de M. Ba-
nachi,

19. V. F. Leja: ,Sur les sories de polynomes homogdnesi
[Rendiconti di Palermo 58 (1934), p. 144],

S. Mazurkiewicz: ,Sur un probléme de M. Borsuk
[C. R. de Varsovie 26 (1934), p. 68].

Z. Charzynski: ,Sur un problome de M. Steinhausl.
[Cf. Z. Charzynski: ,,Sur les fonctions dont la dorivoe syme-
trique est partout finied, Fund. Math. 21 (1933), p. 21].

2. VI. C. Kuratowvski: ,,Sur les thdoremes topologiques de la
théorie des fonctions de variables réellest [C. R. 197 (1933), p. 19],

9. VI. W. Sierpinski: ,,Une proposition equivalente a 'hy
pothese du continud [Publications Mathem. de I'Univ. de Belgrade
2 (1933), p. 17],

— ,.Sur les espaces motriques localement soparablesé [Fund.
Math. 21 (1933), p. 107],

— ,,Sur une fonction universelle pour les fonctions de Bairel
[Buli. Matem, de la Sociétdé Roumaine des Sciences, 35 (1933), p. 225].

23. VI. C. Kuratowski (Lwéw): ,,Sur certaines propriotds
des ensembles Fa et Cr6“
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K. Borsuk: ,Zur Dimensionstheorie der lokal zusammen-
ziehbaren Raume™ [Math. Annalen 109 (1934), p. 376],

H. Gruzewska: ,The precision of the weighted ayerage".
[Annals of Math. Statistic 1933].

W. Sierpinski: ,,Remarque sur l'axiome du choix*.

6. X. A. Tarski: ,Uber die Grundlagen der Methodologie
der deduktiven Wissenschaften" [C. R. de Varsovie 1934].

S. Mazurkiewicz: ,Uber die Grundlagen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung 1". [Monatshefte ftir Mathem. u. Physik, 41 (1934),
p. 343].

13. X. Z. Charzynski: ,Sur les fonctions dont la devivee
symétrique est partout finie" [Fund. Math. 21 (1933), p. 214].

E. Szpilrajn: ,Remarque sur la ddriyée symotrique” [Fund.
Math. 21 (1933), p. 226; cf. Fund. Math. 22 (1934), p. 319].

20. X. W. Sierpinski: »Sur une suite ddcroissante trans-
finie d’ensembles Fau [C. R. de Varsovie 26 (1934). p. 8].

— ,,Sur la conyergence uniforme".

27. X. S. Kierst: ,Sur les yaleurs asymptotiques des fonc-

tions maéromorphes".

[Un point a de la sphere de Riernann est une valeur asymptotique d’une
fonction /(«), méromorphe dans le cercle-unite U, lorsqu’il existe un chemin con-
tinu, contenu dans U et tendant vers la frontiere de U, sur lequel f(z) tend
vers a]. M. K. demontre qu’il eziste pour tout ensemble analytique (an sens de
M. Lusin) E de points de la sphere de Riernann — une fonction moéromorphe
dans 07, dont I'esemble des valeurs asymptotiques colncide avec E.

10. XI. F. Leja: ,,Sur une fonction positiye d’ensemble fermé"
[C. R 197 (1934)].

W. Slebodzinski (Poznan): ,,Sur les espaces basds sur
la notion d’'6lement*.

17. XI. S. Mazurkiewicz: ,Uber die Grundlagen der
Wahrseheinlichkeitsrechnung 11" [Monatshefte fiir Mathem. und Phy-
sik, a paraitre],

Z. Waraszkiewicz: ,,Sur un probléme de M. Hahn"
|[Fund. Math. 22 (1934), p. 180].

24, X. C. Kuratowski (Lwow): ,,Sur une goénoéralisation
de la notion d’homoéomorphie“ [Fund. Math. 22 (1934), p. 2086].

W. Sierpinski: ,Sur une extension de la notion d’homéo-
morphie" [Fund. Math. 22 (1934), p. 270],

— ,,Remarque sur les types de dimensions".
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1. XIl. S. Mazurkiewicz: ,Les moyennes translatives et
la loi de Gauss™ [Buli. Acad. Polonaise 1934, p 1],

S. Lubelski: ,Der jetzige Zustand der systematischen
Zahlentheorie. I. Entwicklung der Poincaré’sehen Ideen®.

Nach einer von Poincard ausgesprochenen ldee (s. H. Poincard: La
science et la mdthode, Avenir des Mathdmaitgues, oder Atti d. IV Con. inter. d.
Mat. S. 175) wkre es wohl moglich die Schwierigkeiten der Zahlentheorie durch
Schaffung eines dieses ganze Gebiet umfassenden Systems zu iiberwinden. Za die-
sem Zweck-' rat er, diese Wilsensehaft den anderen mathematischen Dirziplinen,
wo die Stetigkeit eine Rolle spielt, methodologisch zu ndhern. Dabei hat Poincare
auf die Kongruenztheoria hingewiesen und den Gedanken gekussert, das dieses
Kapitel der Zahlentheorie dazu besonders geeignet ist.

Das Ziel des vorliegenden Referats ist, gerade die elementaren Eigen-
schaften der Theorie der algebraischen Gleichungen auf die Kongruenztheorie zu
iibertragen.

Die Darbouzschen (Darbons, Buli, de sc. math. et astr. B. X und XIlI,
1876, 1877) und Weierstrass-Roucheschen *) Satze konnen z. B. ganzlich
auf die Kongruenztheorie (mod. p), wo p eine ungerade Primzahl ist, iibertragen
werden. Es wird dazu die Resultante zweier ganz rationalen Polynome mit ganz-
zahligen Koeffizienten in der Sylvesterschen Determinatenform betrachtet und
ihr Rang (mod. p) bez. ihre Hauptminoren s. 1) eriirtert. Ais Anwendung dieser
Satze erhalten wir unter anderem eine Verallgemeinerung des Euklidischen
Primzahlsatzes;

,.Jede endlich viele beliebige ganz-rationale Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten haben unendlich viele gemeinsame Primteiler der Forn nas-f-I, wo
n eine beliebige natiirliche Zahl ist*

Ais andere Anwendung erhklt man, den fiir die Zahlentheorie charakteri-
stischen (in der algebraischen Gleichungstheorie keine Parallele findenden) Satz

,Damit die ganz-rationale Polynome und <p(x) mit ganzzahligen Koef-
fizienteu (mod. p), wo P eine ungerade Primzahl ist, einen gemeinsamen Teiler
mindestens zweiten Grades haben sollen, ist es notwendig, dass ihre Resultante
durch p? teilbar sei“

Ist f(X) = xn— a, so transformiert sich die Syl vestersche Determinanto
in eine ,,Hyperzyrkulante” (fiir a = 1 zyklische Determinanto) und wir erhalten
somit ais Folgerung

1) Verallgemeinerungen der Ko nig-Radischen-K rone ckerschen Kri-
terien (s. L. Dickson: History of Numbers I, Washington 1919 S. 226) fiir die
Esistenz von Wurzeln in einer Kongruenz,

2) Widerlegung eines Bachm annschen Kriteriums (s. P. Bach mann:
Das Fermat problem... Leipzig und Berlin 1919 S. 58) beziiglich der Litsbarkeit
der Fermatschen Gleichung (1) xa-f-g" -j- 2n = 0; (p, Xyz) = 1. Es wird von mir

namlich bewiesen, das die zyklische Determinante 1.

fiir p = 7 stets durch p8 teilbar ist. Dabei ist zu beachten, dass, wie Bachmann

) Rouchd: Nouv. Annales d. Math. 2’ serie B. XVI, 1877.
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bewiesen hat, diese Determinanta, wenn die Gleichung (I) losbar ist, nur durch
p* teilbar ist.

Es werden noch andere Fragen gestreift, wie:

1) der Zusammenhang der Kongruenztheorie mit den rekurrenten Reihen
und zwar abzahlt Ref. fur die Glieder dieser Reihen die Lange der kleinsten Pe-
riode (mod. p) (bekanntlich wiederholen sich die Glieder periodisch). Diese Frage
ist unter anderen von Interesse filr die Liickentheorie der Taylorschen Reihen
und auch fur ein Problem der Himmelsmechanik.

2) die Niitzlichkeit der Ubertragung der G aloischen Theorie auf die Kon-
gruenztheorie. Dabei wird dies auf die Theorie der kubischen Kongruenzen ange-
wandt und diese Theorie ausfiihrlich besprochen.

3) das Hilbertsche Problem Kongruenzen zu finden, welche algebraiseh
irreduzibel ist, doch (mod. p) stete reduzibel sind.

Auf die obigen Probleme wird Ref. noch in den folgenden Referaten aus.
fuhrlich eingehen.

9. XIl. Z. omnicki i S. Utam (Lwow): ,,La mesure dans
les eBpaces combinatoires et son application au calcul des probabi-
litos" [Fund. Math 23 (1934), p. 237).

15. XIl. W. Sierpinski: ,,Sur la superposition de fonctions
qui jouissent de la proprioté de Baire" [Fund. Math. 22 (1934), p. 21].

W. Wolibner: ,Sur les coefficients des fonctions analytigues
univalentes*.

|
1) Soit f(z) =“ 2 bnzn, b{ =1, une fonction holomorphe a I'extérieur du
——C0

m
cercie K de rayon 1 et de centre a lorigine. Soit Pm(x) = 2 Pm [I*(«)] =

m

= 2 ™zl ou ¢™ est un polynome des coefficients bn et a". Pour que la fonction
/«—00

/(z) soit univalente a l'extérieur de K, il faut et il suffit que pour tout nombre
m
naturel m soit remplie l'indgalité 2 1" [c*“|a-0, les coefficients a*, £ =1,2...m,
e—m

6tant des nombres complexes arbitraires.

2) Corollaire. Quelque soit la condition nécéssaire pour que la fonction /(z)
soit univalente a I'exterieur de K, erprimée par une indgalit6 W 0, ou W dé-
signe un polynome des variables b, ou des leurs parties roelles et imaginaires, il

eziste, pour tout e < 0, un nombre naturel m tel que l'indgalit6 W = — e est une
m
consoquence de l'inégalitd 2m lob coefficients at, i = 1,2...m, otant

des nombres complexes arbitraires.

3) Si la fonction /(z) est uniralente a I'extérieur de K, on a |6-.1 <6»
I'inégalitdé ne pourant pas etre renforcée.

4) Si la fonction f(z) est uniralente a I'extérieur de K et si =bs=

2
= ... =0, on a | Unégalité ne pouvant pas etre renforcoe.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 9
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5) M W. fait I'hypothése gne l'inégalité |Z>_,|-~ , 4 est nne condition

necessaire pour que la fonetion /'(«) soit univalente a I’extérieur de K.
Il est a remarquer que U'hypothése analogue |bh,, | <<n de M. Bieberbach,
pour I'intérieur du cercie K, en découle.

29. XIl. W. Sierpinski: ,Sur un problime de M. Kura-
towski concernant la proprietd de Baire des ensembles” [Fund.
Math. 22 (1934), p. 54],

H. Gruzewska: ,,Sur la décomposition des prix du terrain"
[Kwartalnik Statystyczny 1934].

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematique.

Section de Varsovie, annee 1934.

[Abréviations: F. M. = Fundamenta Mathematicae; C. K. = Comptes Bendus des
Séances de I’Académie des Sciences (Paris)].

12. I. W. Sierpinski: ,La propri6td de Baire et 'homdo-
morphie gcénédralisee” [F. M. 22 (1934), p. 262].

— ,,Sur un problime concernant la continuite uniforme*,

E. Szpilrajn: ,,Remarque sur un problime de la mesure"
[Cf. ,Remargues sur les fonctions complitement additives..." F. M.
22 (1934), p. 303],

— ,,Remargues sur les ensembles plans fermes*.

Soient: 1 — Pintervalle J — le carre O~tenil, 0 <:y sj 1;
2' ’'espace des sous-ensembles fermés de 1, métrisé a laide de la formule connue
de M. Hausdorff.

F o6tant un ensemble plan, désignonB par D(F) la familie de tous les inter-
sections de F avec les droites parallelee a I'axe de Y.

. F ¢étant un sous-ensemble ferme de J, la familie D(F) constitue un
sous-ensemble analytigue de 2'.

Il. A itant un sous-ensemble analytique de 2', il eociste un sous-ensemble
ferme F de J et une familie au plus ddnombrable B de sous-ensembles fermes
de 1 — tels que D(F) = A-]-B.

I11. 11 emiste un sous-ensemble H de 2', etant un Gj et tel que pour tout
ensemble ferme F et tout ensemble fini (ou vide) onti DIA) h+b.

19. I. H. Szmuszkowiczdéwna: ,Un thSoreme sur les
polynomes et son application a la thcorie des fonctions quasi-ana-
lytiques* [C. R. 198 (1934), p. 1119].
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A. Lindenbaum: ,,Sur le nombre des invariants des familles
de tranformations arbitraires*.

K etant une familie quelconque de fonctions univoques (pas néceSBairement
biunivoques), on dira que deux ensembles X et Y sont comparables relative-
ment a K, lorsqu'une fonction de K transforme I'nn d’eux en l'autre (X en Y
ou Y en X).

A la szance du 16. I. 1931°), M. L. a démontre (a l'aide de I'axiome du
choix, mais sans avoir recours a aucune hypothese non demontrée sur les nombres
cardinaux) qu'il existe une classe de puissance 2C (¢ = la puissance du continu)
formie d’ensembles lindaires incomparables deux a deux relativement a la familie
des transformations continues.

M. L. démontre i present le théorime suivant (obtenu en 1932): Soit
Il — un espace de puissance m, m ¢tant un nombre cardinal infini tel que pour
n mona?2“ m, K— une familie de puissance nr de fonctions quelconques:
alors il existe 2m ensembles de puissance m (contenus dans IW) incomparables
relativement a KB3.

L’hypothese de ce theorfeme pent etre encore affaiblie et on parrient p. ex.
au corollaire: K etant la familie des fonctions de Baire, il existe 2**, ensembles
lin6aires incomparables relativement a K.

De ces théoremes, on obtient des renseignements sur le nombre des inva-
riants (classes d’ensembles cios) des familles de transformations. Enfin, on peut
remarquer que si ce nombre est = 2 (m — la puissance de 1’espace M) et si T
est une classe de puissance m d’ensembles, alors il existe autant de proprictes
invariantes (non dquivalentes) propres a tous les ensembles de T qu'il y a de pro-
prietes invariantes en genoral.

A. Lindenbaum: ,Remarques sur le groupe des permuta-
tions de l'ensemble des nombres entiers".

MM. J. Schreier et S. Utam ont ¢tudie le groupe SX de toutes les
permutations de l’ensemble des nombres naturels3). Leur théoreme Il s’enonce
eomme il suit: Il existe trois permutations telles que le groupe Il engendré par
elles permet d’approximer toute permutation de Soo; plus prficisoment, si f est une
permutation donnce, K — un entier positif, il existe une permutation < de I,
telle que /(») — g(i), quel que soit »~fc.

Or, on peut ddmontrer

1”7 qu'il existe deux permutations de S00 assez simples qui engendrent un
groupe Il dense dans

2° que le groupe Il engendrd par une seule permutation de Séo n’est
jamais dense dans (puisque ses iterations ne peuvent approximer que des 6l6-
ments de Il ou bien des permutations qui n’ont que des cycles finis).

1) Ces Annales, t. 10 (1931), p. 114.

2) Cf. le théoréme de M. Sierpinski: Fund. Math. 19 (1932), pp. 209—210.
V. aussi: Hypothese du continu (1934), Chap. IV 86, en particulier pp. 140,139.

) C. R. 197 (1933). V. aussi: Studia Math. 4 (1933).
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A. Lindenbaum: ,Sur les relations contenues dans les re-
lations ordinales®.

On ddmontre que lorsqu’une relation g etablit un ordre partiel dane un
ensemble A, il existe une relation contenant p et o6tablissant un ordre co ru-
piet (= relation ordinale) dans A ¥ Evidemment, le thGoreme inverse n’est
pas vrai. Or, on peut douner une condition necessaire et suffisante pour qu’uue
relation e soit contenue dans une relation ordinale dans A, a savoir: il fant et
il suffit que (> soit une relation acyclique, c.-a-d. qn'il n’existe aucune suite
finie:. at, a2 , &=an (d’elements da A), telle que:

anpaa_ie...ea2pal
et a la fois a, p an.

La condition necessaire et suffisante pour qu’une relation p soit contenue
dans une relation qui etablit un bon ordre dans A — est la suivante: il faut
et il suffit qu'il n'existe aucune suite infinie: a,,..., a,,,... (d’'dldments de A),
telle que:

...pa,,*l pa,, e... pal pat.

26. 1. S. Mazurkiewicz: ,Uber total zusammenbanglose
Mengenu [F. M. 22 (1934), p. 267],

F. Leja: ,,Sur les suites de polyndmes, les ensembleB fermds
et la fonction de Green* [ces Annales 12 (1933), p. 57].

W. Sierpinski: ,Sur la dualité entre la premidre catdgorie

et la mesure nulle* [F. M. 22 (1934), p. 276].

E. Szpilrajn: ,Remarques sur les fonctions complétement
additives d’ensemble...” [F. M. 22 (1934), p. 303].

9. II. S. Lubelski: ,Der jetzige Zustand der systema-
tischen Zahlentheorie Il. Zur Einftihrung in die systematische
Zahlentheorie®.

In den Arbeiten ,,Ober die Teiler der Form X! Dy?2* [Prace Matema-
tyczno-Fizyczne 38, 40 (1931, 1932)] habe ich eine neue Theorie der binaren qua-
dratischen Formen dargestellt, die in der Hauptsache auf Induktion beruht. Ich
will jetzt auf die Wichtigkeit eines Birkhoff-Vandiverschen Satzes (s. Vandiver:
Annals of Math. 1930) aufmerksam machen mit dessen Hilfe man ebenso die
Theorie der binaren quadratisohen Formen aufbauen kann. Dieser Satz lautet:
,,Kongruenz xa= =y mod p, wo p eine beliebige Primzahl ist, ist stets mit
0<x<h> 0<y< \p loshar*. Diesen Satz konnen wir ohne Schwierigkeit
folgendermassen verallgemeinern:

Die Kongruenz

AX, 4- Alxt 4-... + Akxs=0  (mod p),

*) Pour la demonstration et pour les definitions des termez—voir la note de
M. Szpilrajn: Fund. Math. 16 (1930],
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wo p Primzahl ist, At, A,,... A/, game rationale konstante Zahlen sind,
ist stets mit
»=12..fc); p p.,-.pk~p
losbar, wobei p,. P2... Pk beliebige Zahlen sind.
Beweis. Wir betrachten die Menge aller Zahlen

Xi 4+ A, X, + 10 -+ A* + °>

lhre Anzahl betragt mindestens p, pt...p*Z*-p. Ist keine dieser Zahlen durch p
teilbar, so miissen unter ihnen mindestens zwei mod p gleich sein. Nach Subtraktion
erhalt man so mit die gesuchte LSsung.

Den Birkhoffschen Satz erhalten wir, wenn k— 2, |a?/| < \p, i— 1,2 ist
Es ist jetzt leicht einen Satz zu erhalten, der etwa dem Lagrangeschen Reduk-
tionssatz aequivalent ist: ,,Ist a2 -j- Db2 =0 mod p, wo p prim ist. so finden sich

solche Zahlen u, v, fiir die ~ = =—, u*“-]-Db2=cp, |cj < 2|j D| ist“. Es ge-

Unser Ziel ist aber den Beweis eines Hermiteschen Satzes zu geben, der
eigentlich der Gausschen Kompositionstheorie ais gleichbedeutend angesehen werden
kann. Damit erhillt man, dass die Komposition der Formen in der Reduktions-
theorie implizite enthalten ist.

Hermitesche Satz: Ist L ein Teiler eon x2-A-Dy?, so findet sich eine
nur eon D abhdngige Zahl h, fiir die 7/ = u2-|-DWV? ist.

Den Beweis erhalt man, wenn man jeder Primzahlpotenz pk ein Paar gan-
zer rationalen Zahlen (A, z0) zuordnet, wobei 0 <A<<2 und z0 Wurzel der
Kongruenz z*-|~D = 0 (mod ist. Die Anzabl dieser Paare ist offenbar endlich
und unter den Zahlen p, p2,... pn finden sich also zwei den den dasselbe Paar
entspricht. Das Produkt dieser Zahlen wird durch X2-j- Dg?2 darstellbar sein.

Ais Folgerungen erhalten wir die Satze:

1° Ist D 0 prim und D=3 mod 4, so kann die Zahl h ungerade an-
genommen werden-,

2° Ist D=2, 5, 13, li mod 16, so kann h ais doppeltes einer ungeraden
Zahl angenommen werden;
und damit auch das Reziprositdtsgesetz.

Es ist aber von Wichtigkeit zu betonen, dass man die obigo Methode auf
algebraische Korper anwenden kann. Man erhalt nibnlich fiir algebraische Korper
einen Satz, der den Birkhoffschen analog ist und somit kiinnen wir den Hermite-
schen Satz auf algebraische Kfirper iibertragen. Diese Verallgemeinerung kann in
zwei Richtungen geschehen, je nach dem Sinne, welche man den Teiler t der
Form x2 Dy? beilegt

1° t bezeichnet ganze algebraische Zahlen;

2° t bezeichnet sfimtliche, also auch Idealteiler von X2 -|- Dy2.

Nnn muss bemerkt werden, dass in 1° der Exponent h in manchen Fallen
(wahrscheinlich allgemein) von der Klassenzahl des grundlegenden Kbrpers unab-
hftngig angenommen werden kann.
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16. Il. K. Borsuk: ,Sur la notion de la catdgorie de MM.
Lusternik et Sehnirelmann™ [C. R. 198 (1934), p. 1731].

Z. Waraszkiewicz: ,Sur quelgues invariants des trans-
formations continues" ]F. M. 33 (1934), p. 172],

23. 1. S. Mazurkiewicz: ,,Sur les nombres derivés"” [F. M.
23 (1934), p. 9.
2. lll. S. Mazurkiewicz: ,Ein Zerlegungssatz" [F. M. 23

(1934), p. 11],

B. Kn aster: ,,Sur la quasi-connexit6 de M. Cech".

9. lll. W. Kozakiewicz: ,Sur un thdoreme de M. Bernstein".

23. lll. A. Rajchman: ,Sur I'dquation de MM. Tinbergen
et Kalecki".

P. Szymanski et W. Wolibner: ,,Exemple d'une fonction
eontinue bornde f{x,y), ddtermin6e dans tout le plan et satisfaisant
pour tout a et 6 a I'6quation:

*) Ty D dxdy —0
Ka, b
(Kaib designant le cercie de centre a, b et de rayon 1) 1)*
Posons

f(x,y) = C0S (p« + gy),

p et g doésignant des constantes arbitraires satisfaisant a I’équation pl -j- q* = r’,
ou I designe un zéro arbitraire de la fonction de Bessel de premidre classe. La
fonction y) satisfait a I’equation (*). (On peut aussi remplacer cos par sin).
En variant les constantes p et q et en ajoutant css fonctions multipliées par des
constantes arbitraires, on obtient une classe vaste de fonctions continues satisfaisant
a I’équation (*).

28. St. Kotodziejczyk: ,,0n an Important Class of Statis-
tical Hipotheses" [Biometrica 1934 ou bien ,,O pewnej klasie hipotez
statystycznych, zwigzanych z teorja najmniejszych kwadratow", Kwar-
talnik Statystyczny 1934, z. 3—4],

6. IV. S. Lubelski: ,Derjetzige Zustnnd der systematischen
Zahlentheorie Ill. Binare quadratische Formen und abzahlende Me-
thoden™.

In vorigen Keferate haben wir gesehen, inwieweit die Reduktionstheorie fiir
die Theorie der binaren quadratischen Formen grundlegent ist. Wir wollen hier
andere Anwendungen dieser Theorie bieten. Wir wenden namlich diesie Theorie
auf Fragen bei denen man auf den ersten Blick eine Zusammenhang mit der

) Cf. D. Pompei u, Bulletin Acad. Bruxelles (5) 15, p. 265.
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Therie der biniiren guadratiachen Formen nicht sieht. Wir geben zunlichet eine
eine Verallgemeinerung eines Gausscben Satzes: Ist D eine beliebige rationale
Zahl, so existiert unterhalb \D mindestens ein Primteiler ¢ =— 1 modi, der
Nichtrest fiir D ist (Ist D=1 mod 8 prim und q= = 1 mod i, so erhalt man
den genannten Gausschen Satz; vgl. auch meine Arbeit: Zur Reduzibilitat von
Polynomen in der Kongrnenztbeorie. Acta Arithmetica 1, § 1).

In allen Fragen, wo die biniiren guadratiscben Formen angewendet werden,
kann man etwa annehmen, dass es immer iiber die Eigenschaften ihrer Diskri-
minante gesprochen wird. Nun kennen wir allgemeiner die Frage stellen: ,die
analogen Eigeschaften der Diskriminante D eines beliebigen Polynome f(x) zu
find»n“? Bekauntlich ist die Adjunktion der Quadratwurzel der Diskriminante ais
erster Schritt zur tosung eines algebraischen Polymons notig. Mittels der Theorie
der biniiren quadratischen Form kann man beweisen, dass bei einer sehr ausge-
dehnter Klasse von kubischer Polynome dieser Schritt geniigt, um die Gleichung
zu lbsen. Diese Erwagungen, die im Wesentlichen auf einem Jermakoffschen Satz
beruhen, geben uns die Mbglichkeit einen Kapfererschen Satz zu verallgemeinern:

Ist die Gleichung (1) axn-|-by"-f-czn—0, wo a, b. ¢ ganze rationale
Zabien sind und n eine beliebige natilrliche Zahl ist, in ganzen rationalen
Zahlen X, y, z ISsbar, so ist die Gleichung (2) w—»"=3":2~2a’6’e’W2" in
ganzen rationalen Zahle u, v, w ISsbar. Ist n ungarade, a= =+ 1, b— =+ 1 und
¢ Potem einer Primzahl, so muss auch ungekehrt aus der Losbarkeit der Glei-
chung (2) in ganzen rationalen u, V, w, von denen je zwei teilerfremd sind,
auch die Irisbarkeit der Gleiehung (1) in ganze von Nuli cerschiedenen Zahlen
X, y, z folgen.

Den Kopfererschen Satz erhalten wir, wenn a—b =c¢— 1. Unser Satz
kann also, ais eine tlbergang von der Fermatschen Gleichung zu den Formen
hbheren Grades angesehen werden (vgl. meine Studien iiber den grossen Fermat-
schen Satz; Prace Matematyczno-Fizyczne 42 (1934)). Ferner konnen wir auch
allgemein die zyklischen Gleichungen dritten Grades mit ganzen rationalen Koef-
fizienten charakteriseren. Dabei ist zu betonen, dass fiir zyklische Gleichungen
dritten Grades mit rationalen Koeffinenten hat F. Seidelmann (Math. Annalen 1917)
dieses Problem gelost, aber dort ist der zahlentheoretischer Kern nicht sichtbar.

Die Beweise aller obigen Shtze bsnutzen die sogenannte statistische Methode,
und zwar z. B. wieviel Mai eine Zahl durch die Form ax2-"-bxy cy? darsteli-
bar ist. Ref. betont die Wichtigkeit dieser Methode fiir die Zahlentheorie und
gibt nocli einige Anwendungen, die er in den nachfolgenden Referaten eingehen-
der betrnchten wird.

13. IV. W. Sierpinski: ,,Sur les resultats nouveaux deM. Lusin".

F. Leja: ,,Sur une méthode de la representation conforme".

27. IV. W. Sierpinski: ,,Sur I'approximation des fonctions
continues par les superpositions de quatre fonctions" [F. M. 23
(1934), p. 119],

Z. Waraszkiewicz: ,,Uber ein Hyperraum der Kontinua".

Es wird ein metrischer Hyperraum M(.K) der Kontinua eines anderen me-
trischen und kompakten Raumes li behandelt. M(7?) hat u. a. die folgende Eigen-
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Bchaft: jeder in sich kompakten Teilmenge K von M(#) kann man ein (etwa in
dem Hilbertsehen Universalraum gelegenes Kontinuum JIf(K) so zuordnen, dass
jedes Kontinuum des Kaumes R, welches irgendeiuem Elemente von K entspricht
das stetige Bild von M(K) ist.

11. V. D. Pompeiu (Bucuresti): ,,Sur les fonctionsi indefini-
ment symstriquesi.

G. Tzitzeica (Bucuresti): ,,Sur certaines propriétés affines
des courbes gauchesi.

W. Sierpinski: ,,Sur un probleme de M. Ruziewicz con-
cernant les superpositions de fonctions jouissant de la propridte de
Bairedd [F. M. 24 (1935), p. 11]

18. V. W. Sierpinski: ,,Sur les ensembles jouissant de la
propriéte de Bairell [F. M. 23 (1934), p. 121].

E. Szpilrajn: ,,Sur une classe de fonctions de M. Sierpinski
et la classe correspondante d’ensembles® [F. M. 24 (1935), p. 17],

1. VI. S. Mazurkiewicz: ,,Sur l'espace des continus peaniensi
[F. M. 24 (1935). p. 118].

W. Sierpinski: ,,Sur une proprioté des ensembles linGaires
quelconques” [F. M. 23 (1934), p. 125],

W. Sierpinski: ,Les superpositions transfinies des fonctions
continues et les fonctions de Baired [F. M. 24 (1935), p. 1J.

8. VI. W. Sierpinski: ,Sur les iterations transfinies des
fonctions continuesé [Buli. Acad. Roum.].

— ,Sur un probleme de M. Ruziewicz concernant les en-
sembles de mesure nulled [Mathematica 10 (1935), p. 189; cf. ,,Sur
deux probldmes de M. Ruziewicz concernant la décomposition de
I'intervalle en paires de pointsé4, F. M. 24 (1935), p. 43].

E. Szpilrajn: ,Sur la multiplication cartésienne des en-
sembles et la superposition des fonctions#.

15. VI. H. Milicer-Gruzewska: ,,Sur les mesures statis-
tiquest [,,O miarach statystycznych#, Kwartalnik Statystyczny 1935].

W. Kozakiewicz: ,Sur une genéralisation d'un théoreme
de M. Bernstein#

22. V1. K. Borsuk et S. Mazurkiewicz: ,Sur les retractes
absolus indécomposablest [C. R. 199 (1934) p. 110],

S. Saks: ,,Sur un theoreme de M. Orlicz4

Dane son Moémoire ,,Zur Theorie der Orthogonalreihen* (Buli. Ac. Pol. (A),.

(1927), 81—113, en part. p. 101) M. Orlicz a domontre que pour tout systeme
orthogonal, normz et complet {rp,(xX)} la serie 2 diverge presque partout.
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La domonstration de M. Orlicz s’appuie sur certaines methodes de la théorie
gonodrale des opdrations fonctionnelies. M. Saks communique une démonstration
un peu plus directe.

Supposons, par impossible, que n2(p2(X) conrerge sur un ensemble de mesure

positive. On a par suite 2<pA(x) M << -f-oo sur un ensemble E tel que mes B=0.
n

En applignant le théoreme de Lusin, on pent supposer que toutes les fonctions
<Pn(x) sont continues sur E. On peut adniettre aussi que E est un ensemble par-
fait dont chaque portion est de mesure positive, on peut donc poser E— A B
ou A et B sont deus ensembles mesurables disjoints et de mesure positive sur
toute portion de E. Soit nEal,, gn(x) le developpement orthogonal de la fonction

o oo P
caractoristiqgue de A. En vertu de l'inegalite n_man gn(x")t Mn(% a2) yalable pour
X e E, la sorie 2an ¢pn(x) converge uniformément sur I’ensemble E vers une fonction
n

continue sur eet ensemble. Par conséquent, la fonction caractéristique de l'en-
semble A serait equiyalente (c. a d. 6gale presque partout) a une fonction continue
sur E, ce qui est eyidemment contradictoire a la définition do 1’ensemble A.

Une méthode analogue permet de prouver un autre 6noncé de M. Orlicz
(ibid., p. 101), notamment que la serie j~\<p, | da>]8 diverge pour tout ensemble E

de mesure positive.

28. IX. H. Milieer-Gruzewska: ,The probable value of
the weighted average*.
The universo W is a set of pairs of variable quantities: XX, yX; rr.,, y,;...;

iV pairs of them are selected independently and at random. It is treated abaut the
weighted average of the quantities Xi with y/ as weights e. i abaut the expression:
1) = 2 X'y« 2y

i i

If the selected guantities are: X,, yrl X™ vy.,;...XN, yN, then the calculated

weighted average is:
N N

/-1 Z-1
It will be proved that it is, under certain suppositions:

3) A'[XF_a>] = o(l)

According to that and a result of the part | of my article unt. , The pre-
cision of the weighted average” *) it may be said, that under certain suppositions?)
the calculated weighted ayerage, as yvell as the calculated arithmetic mean, are
the most probable values of the unknown weighted average and arithmetic mean

") The Annals of the Math. Statistics, Michigan, August 1933.
) The suppositions of this article and the just cited one.
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respect., and the latests are respect. the probable values of the calculated weighted
arerage and the calculated arithmetic mean, if only N — the size of the sample —

is great enough, that the quantity O may be neglected.

Denote wit p/g the probabilily that the selected pair is xi, >jj, and with p'/A
ita calculated freguency, and put:

@ o= Pturfyl, mkn = i
i
| p<ty; ~1/3 Xiyj mw
(5) L P _____________ =
L mm Mj/l min m,/i + 761
Isd
—— Pr™ =J=n.
6) Pr\ _
| »»l/l L»»o/l
Pr r~ = «, — Uy 1TZ, TTA e Tly

Suppose now that
1 The auantities (6') are finisbe
Il 2iu(n"  const. |
“ for all possible samples.

w m6/limcongt |

Deducing from the TshebyshefTs ineguality and from prof. TshuprofFs re-
sults¥ 1 prove following theoreme and corrolairs:

Theorem. If the
E

Corrolair I. The relatioe constant error, of the approximation ot the
weighted. acerage, of a finished set of pairs of a finished oariables (the ralue of
one of the uariables, theated as weigtsf, with the selected weighted arerage, is of
order of 1 N denoting the size of the sample, if 1° the mean product of the
pairs of oariable is different from zero, and 2° if the mean ralue of the weights
of the unioerse. and also all their possible selected means, have moduls greater
than a positiee constant.

Corrolair 1l. I1fthe freguency surface of a unicerse of pairs of oariables
is normal, then the relatice error of the approximation of the weighted aoerage
of this pairs of oariables (the ralue of one of the oariables threated as weights),

with the selected weighted arerage, is of the order of N denoting the size of

the sample, if the mean product of the pairs of rariables the mean of the

*) ,,Grundbegriffe und Grundprobleine der Korrelationalehre*, Berlin, Teu-
bner, 1925.
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weights and also all their possible selected means are moduls greater then a po-
sitire constant.

Remark 1. If the mean product of the pairs of variables is zero one can't
treat with the relative conatant error of the approximation of the weighted average
(just equal to zero) with the selected average, hut simply with their constant
error. The analogical theorem and corrolairs as previously, may ho prored.

Remark Il. If we hawe mig = 0, and mo/i=0, the variables are not
corrolated and we need not treat about the weighted average, but only about the
arithmetic means of each of them.

Remark Ill. The one essential supposition of all cases, is that the arith-
metical mean of the weights and its selected means have moduls greater than
a positive constant, if we are not in the case of the remark Il, the weighted

average is then inflnite.
Remark IV. with the same method it may be prored that

E\xy —Xyy = o™,

W. Kozakiewicz: ,Sur certaines indgalites concernant les
lois de probabilité de n variables aldatoires*”.

12. X. C. Kuratowvski: ,Sur les rétractes n-dimensionnelsu
[Cf. F. M. 24 (1935), p. 269].

A. Rajchman: ,,Sur la théorie des déterminants® [Cf. rTeorja
wyznacznikow. Wyktad opisowo indukcyjnyll Mathesis Polska 9
NN° 7—8 et 9—10],

9. XI. W. Sierpinski: ,,Sur les suites infinies de fonctions
definies dans les ensembles quelconques® [F. M. 24 (1935), p. 209].

S. Saks: ,,Sur la dcrivee relative”,

Deux notes, récemment parues (Petrovsky, Rec. math. Soc. math. Moscou
t. 41 (1934) 48—58; Caccioppoli, Atti Mem. Acad. Sc. Padora 60 (1934),
93—98) contiennent une solution affirmative du probleme suivant pose par M. L e-
besgue dans la 2' odition de ses ,Leeons sur I'intdgration*: Les fonctions f(t)
et u>(t) otant continues dans un intervale (a, 6), la fonction /'(E) est-elle constante
lorsgue sa dérivde ralative par rapport a to(t) existe et s’annulle partout dans cet
intervalle (c. a d. que df(t)ldw(t) — ‘{IT [f(t-1- h) — f()]/[w(t-\-h}— w(t)] = 0
pour a™"NZb). La ddmonstration de M.O Caccioppoli (plus simple que celle
de M. Petrovsky) s’appuie sur le fait que le thdorfeme suggére par M. Lebesgue
peut etre enonce dans une forme gdéometrique que voici: Une courbe continue
a; = u>(t), y = f\t) posszdant en chaque point une tangente determinde et pa-
rallele h I'axe des abscisses, est situde sur un segment parallele a cet axe. M. Saks,
observe que ce thdoreme est contenu dans la proposition suivante dtablie par
M. Zygmund et lui danB une note de Fundam. Mathem., 6 (1924), p. 117—121:
Etant donnee une courbe arbitraire (non ndcessairement continua) dans le plan,
I’ensemble des ordonnds de ces points de cette courbe ou une demi-tangente, d’un
céte au moins, existe et est parallele a I'axe des abscisses, est de mesure nulle.
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A Tlaide de cette proposition on peut meme affaiblir les hypotheBes du theoreme
de M. Lebesgue, en I'enoneant dans la forme suiyante: Si w(t) est une fonction
gnelconque et /(t) une fonction satisfaisant a la condition de Darboui et si f(t)
possede par rapport a W(t) une dorivee determinée et ¢gale a 0, méme seulement
d’un cot6 en gonoéral yariable, de tout point t i un ensemble au pluB denombrable
pres, alors f(t) se reduit a une constante.

16. XI. A. Rajchman: ,Sur l'indgalite de Hausdorff-Riesz"
[F. M. 24 (1935), p. 288].

14. XIl. W. Sierpinski: ,,Sur une proprité de la droite”
[F. M. 24 (1935), p. 247],

C. Kuratowski: ,Sur les espaces localement conneses et
pdaniens en dimension n“ [F. M. 24 (1935), p. 269].

21. XII. S. Saks: ,,On the differentiability of multiple inte-
grals“ [F. M. 25 (1935)].

J. Splawa-Neymau: ,,Sur le probléme de la reconstruction
dans la statislique matbematique*

Comptes-rendus des seances de la Societe Polonaise
de Mathematigue.

Section de Lwow.

13. I. J. Schauder: ,,Das Cauchy’sche Problem fiir hyper-
bolische Differentialgleichungen® [Das Anfangswertproblem einer
quasilinearen hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung
in beliebiger Anzahl von unabhUngigen Veranderlichen, Fundam.
Math. 24 (1935)].

J. Schauder: ,Uber stetige Abbildungen in Raumen vom
Typus (B)“.

Ref. kniipft an eine frtihere Verdffentlichung an, in der er
mit Herrn J. Leray die Grundlagen zu einer Theorie des Abbil-
dungsgrades in den Raumen votn Typus (B) legt [Topologie et
Oquations fonctionnelles, Ann. Ecoie norm. 51 (1934)]; einige Satze
Uber Existenz der Fixpunkte und deren Eigeschaften konnen mit
Hilfe dieses Begriffs ganz einfach bewiesen werden. Dies wird an dem
folgenden Beispiel illustriert: Ist 1\x) eine tollstetige Abbildung der
Kugel |a;] 1 auf ihren Teil, so gibt es einen Fixpunkt. Zum Beweise
betrachte man die Hilfsabbildungen Gx(x) —x — 0o 2 1
Bei der Abbildung GO(x) gehort 0 zum Bilde der Kugel, nicht aber
zu dem ihres Randes; der Abbildungsgrad in 0 ist gleich Eins. Ware
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der Satz falach, so kénnte 0 auch fiir O<<;271 bei der Abbil-
dung G,(x) nicht dein Bilde des Randes angehdren; folgiich ware
der Abbildungsgrad von Gz(x) in O stets gleich Eins; mithin aber
miiBte O speziell bei der Abbildung G”x) zum Bilde gehéren, ent-
gegen der Annahme. Es gilt noch: Ist bei einer nollstetigen Abbil-
dung F(x) eines beschrdnkten Gebietes nur ein Fixpunkt x0 norhanden
und der Abbildungsgrad von x — F(x) in 0 von Nuli eerschieden, so
ist dieser Fixpunkt stabil; d. h.: laBt man die vollstetigen Abbildun-
gen FA(x), ON27"1, von 2 stetig (gleichmafiig in x) abhangen,
so daB FO(x) = F(x), so liegt fiir hinreiehend kleine 2 mindestens
ein Fixpunkt, von jFx(a?) in der gegeben Umgebung von x0. Ahnli-
cher Saehverhalt liegt iibrigens vor, wenn bei der Abbildung F(x")
eine endliche Anzahl von Fixpunkten vorhanden ist.

S. Mazur: ,,Uber die im kleinen konvexen Mengen*.

Eine Teilmenge M eines linearen normierten Raumes heiht
im kleinen konvex, wenn sich um jeden ihrer Punkte eine Kugel
legen lafit, derei Durchschnitt mit M konvex ist. In Verallgemei-
nerung eines Satzes des Herrn H. Tietze [Uber Konvexheit im
kleinen und im groBen und uber gewisse den Punkten einer Menge
zugeordnete Ditnensionszahlen, Math. Z. 28 (1928)] wird bewiesen:
Eine abgeschlossene und zusammenhangende Punktmenge eines linearen
normierten Raumes, die Iconvex im kleinen ist, ist konvex.

S. Utam: ,,Uber stetige Abbildungen von Mannigfaltigkeiten®.

Der Punkt x0 heiBt stabiler Fixpunkt der stetigen Abbildung
f(x) eines topologischen Raumes auf sich selbst. wenn er ein Fix-
punkt ist und wenn dabei jede hinreiehend nahe f(Xx) gelegene
Abbildung mindestens einen nahe xn gelegenen Fixpunkt besitzt.
Es wird die Aufgabe gestellt, die stabilen Fixpunkte durch innere
Eigenschaften zu charakterisieren, und die Frage der Existenz von
stabilen Fixpunkten bei stetigen Abbildungen von Funktionalraumen
aufgeworfen. Mit Hilfe dieses Begriffes beweist man leicht: Im Raume
aller stetigen Abbildungen einer Mannigfaltigkeit auf sich selbst, bilden
diejenigen Abbildungen, die einen Fixpunkt besitzen, die abgeschlossene
Hiille einer offenen Menge.

20. I. S. Mazur: ,,Uber konvexe Funktionen mehrerer Ver-
anderlichen* [Uber konvexe Funktionen mehrerer Veranderlichen,
Studia Math. 6 (1935)].

S. Banach: ,Uber ein von Herrn S. Ulam gestelltes
Problem
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Ref. gibt einen einfachen Beweis fiir den von Herrn S. Utam
herriihrenden Satz [vgl. diese Berichte, 13. I.]; die angewandte Me-
thode erlaubt sofort die Richtigkeit dieses Satzes fiir Raume, welehe
die Mannigfaltigkeiten ais Spezialfall enthalten, zu verifizieren.

17. 1. S. Mazur und W. Orlicz: ,,Uber das Verhalten von
Polynomen in konvexen Mengend [Uber das Verhalten von Poly-
nomen in konvexen Mengen, Studia Mat. 6 (1935)].

J. Schreier und S. Utam: ,,.Bemerkungen iiber die stetigen
Abbildungen von topologisehen Raumen#.

Es sei A ein topologischer Raum; mit T(A) bezeiehnen wir
den Raum aller topologisehen Abbildungen von A auf sieht selbst.
Es wird die gruppentheoretiseh-topologische Struktur dieses Raumes
studiert im Falle, wo A die Gerade und die euklidische Ebene ist.
Es wird bewiesen: Die Gruppe T(K), wo K die Kreislinie ist, ist
einfach in dem Sinne, da/)) die Einheitskomponente keine nichttrimalen
Normalteiler besitzt.

10. lll. S. Kaezmarz: ,Beispiel einer divergenten Orthogo
nalreiheld [Notes on orthogonal series Il, Studia Math. 5 (1934)].

H. Steinhaus: ,Ein Apparat zur Integration einer gewissen
Funktion iiber beliebige ebene Gebieteldd [Su un’ applieazione del Cal-
colo delle probabifa alla teoria del mereato, Giorn. Ist. Ital. Attuari,
12 (1934)].

W. Orlicz; ,Zur Theorie der Orthogonalreihenl [Beitrage
zur Theorie der Orthogonalentwicklungen 1V, Studia Mat. 5 (1934)].

17. 11l. W. Sierpinski: ,Uber Analogien zwischen den
Eigenschaften der Mengen vom Mafie Nuli und Mengen von erster
Kategoriell [Sur la dualite entre la premiere catdgorie et la mesure
nulle, Fundam. Math. 22 (1934)].

H. Steinhaus: ,,Graphisehe Darstellung einer medizinisehen
Theoriedd [Tuberkulosestudien 1V, Zeitschrift fiir Kinderheilkunde
56 (1934)].

16. IV. W. Orlicz: ,Zur Theorie der Orthogonalreihenl
[Uber Folgen linearer Operationen, die von einem Parameter abhan-
gen, Studia Math. 5 (1934)].

S. Banach: ,Uber Wronskis Oberstes Gesetzi,

Ref. analysiert vom Standpunkte der Theorie der linearen
Operationen die von Wronski beim Beweise des Obersten Ge-
setzes angewandte Methode und erhalt die Erklarung der Tatsache,
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daB diese Methode in vielen Fallen, so z. B. bei Entwicklungen in
Potenzreihen oder Fouriersche Reihen, erfolgreich ist.

19. V. E. Zylinski; ,tTber die Lagrange’'sche Multiplika-
torenmethode .

L. Chwistek: ,,Uber den Empfindungsraum®.

Durch EinfUhrung an Stelle der Einstein’sehen Zeit t, der

Zeit T=1t — (wobei r die Entfernung des Aufpunktes vom Beo-

bachtungspunkte und c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet), wel-
cher wir in Wirklichkeit die Beobachtungen zuordnen, werden
folgende Vereinfachungen bei Beschreibung von Ereignissen gewon-
nen: Die Raume zweier Beobaehter, die sich in demselben Punkte
befinden, sind identiseh ohne Riicksicht auf eventuelle Geschwin-
digkeitdifferenzen, und nur die Arten, diese Raume zu messen, sind
voneinander verschieden; dagegen sind die Raume zweier in yerschie-
denen Punkten befindlicher Beobaehter stets voneinander verschieden;
die an dieser Zeit T gemessene relatiye Geschwindigkeit V zweier
Systeme lafit sich mit der Einstein’sehen Geschwindigkeit v durch

die Formel V= rI—I\-/I verbinden und ist daher beliebig groBer
Werte fahig.

26. V. W. Orlicz: ,,Zur Theorie der Orthogonalreihen®.
Es wird u. a. der folgende Satz bewiesen: Es bezeichne
ein, in (L) vollstandiges Orthogonalsystem, dessen Funktionen beschrdnkt

sind; dafur, dafi fiir fast jede Vorzeichenverteilung en = -j- 1 die
00

Reihe enp,,<pn{x) die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus
n-|
(L;))sei, a 1, ist notwendig und hinreichend, dafi die Ungleichung

P a
. 3 p<p2 ()" dz~"LC (p=l,2,...") bestehe.

a n-l

S. Mazur und J. Schauder: ,Uber Extreme von mehr-
faehen Integralen®.

Durch Benutzung gewisser Satze Uber konvexe Mengen in
Funktionalraumen konnen die wichtigsten Ergebnisse der Theorie
von Herrn L. Tone1li [LZEstremo Assoluto degli Integrali Doppi,
Ann. di Pisa, 2 (1933)] wiedergewonnen werden, ohne die Halbste-
tigkeit der yorkommenden Funktionale wesentlich zu benutzen. Die
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erwahnten Hilfsmittel erlaubeu namlich eine solche nach z gleich-
maBig konvergierende Minimalfolge {z,} zu bestimmen, bei der auch
die partiellen Ableitungen erster Ordnung von zn im Mittel gegen
entsprechende Ableitungen von z konvergieren; z ist dann das ge-
suehte Minimum. Die Methode ist ohne weiteres auf Variationspro-
bleme verallgemeinerungsffihig, bei denen unter dem Integralzeichen
aueh héhere Ableitungen vorkommen; die Integrationsmannigfaltig-
keit kann auch geschlossen sein.

9. VI. S. Kaczmarz: ,Zur Theorie der Orthogonalreihen”
[Notes on orthogonal series I, Studia Math. 5 (1934)].

Z. Waraszkiewicz: ,,Uber stetige Abbildungen von Kon-
tinuen* [Sur quelques invariants des transformations continues,
Fund. Math. 23 (1934)].

M. Kac: ,,Uber einige Satze von Borel und Hardy-Lit-
llewood™

Sei {goz(jc)} das Ra demacher’'sche Orthogonalsystem. Ref.
gibt einen einfachen Beweis fiir den Satz von Herrn E. Borel,

laut welchem |<pt (2) (p,,(x) | = o0(n) fast iiberall, sowie ftir
die von den Herren G. H. Hardy und J. E. Littlewood her-
rithrende Verscharfung, nach der !(pr(a) -|- ... | = 0 (|/nlog n)

fast liberall. Die Borel'sche Behauptung folgt unmittelbar aus
si@@) + o -f-WnfK)]*dx <Z oo und ihre Verscharfung
n-1 0
1wl lyiW+-+yn(¥)
2 ., ___ 1 eftoSn a

n-1 0 1
geht man aus der Relation .3 aP,M+ - +<pl,W dx — —+2a—~\naU8‘

<X 00; um Zu beweisen,

30. VI. S. Ruziewicz: ,,Uber meBbare Punktmengen®.

S. Banach: ,Aus der Theorie der Orthogonalreihen®.

Sei E die Menge aller normierten und vollstandigen Orthogo-
nals;agteme {gp,(@)} in < 0,1 >; setztlman ((<p,(@&)}, {ipn(x)}) —

n—1 0
{(pn(x)}, SE, so wird E zu einem metrischen, vollstandigen
und separablen Raume. Ref. beweist u. a.: 1° Die Menge aller {<p,,(«)} eE
mit der Eigenschaft, dafi die Entwicklung jeder Funktion (p”~efL*)
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nach dem System {(pn(x)} fast ubera.il konuergiert, ist von erster Ka-
tegorie; 2° Verschwindet die Funktion g>(x)e(Lt) nicht identisch, so
ist die Menge aller &bn(x}} eE mit der Eigenschaft, dafi die Ent-
wicklung von <p(x) nach dem System {<jp,(2)} fast iiberall konnergiert,
non erster Kategorie.

20. X. A. Lomnicki: ,,Uber eine Interpretation von singu-
Ittren Punkten“. Ref. weist auf einige didaktisch interessante Zu-
sammenhiinge zwischen den Punkten der Flache f(Xx, y) — z hin, in
denen die Tangentialebene zur Ebene x, y parallel ist, und den sin-
gularen Punkten der Kurven f(x, y) — const.

J. Pepis: ,,Das Entscheidungsproblem in der Mathematik 1.

Nach Erklarung des Begriffs einer arithmetischen rekursiven
Eigenschaft wird folgender Satz formuliert Die Entscheidbarkeit
einer beliebigen Aussage der Form I1F(x), wobei F(x) eine arithme-

tische rekursive Eigenschaft ist, ist aquivalent mit der Bestimmung
einer arithmetischen entscheidbaren Funktion, die eine Majorante
einer gewissen arithmetischen, durch ein vom Ref. gestelltes kombi-
natorisches Problem bestimmten Funktion <5(r, s, m) ware.

10. Xl. J. Pepis: ,,Das Entscheidungsproblem in der Mathe-
matik 11

Unter Prftzisierung der vorigen Ergebnisse wird folgender Satz
angegeben: Jeder Aussage der Form HF(x), wobei F(x) eine arith-

metische rekursive Funktion ist, kann man effektiv eine Aussage
derselben Form 11G(x) sowie Zahlen r,s,m derart zuordnen, dafi

die Aussage IIF(x) dann und nur dann wahr bzw. falsch ist, wenn

die Zahl <2>(r, s, m) die Eigenschaft G(x) aufweist bzw. nicht aufweist.

S. Ruziewicz: ,,Uber ein Mengensystem®,

Die Konstinuumhypothese ist dem folgenden Satze aquivalent:
Es gibt ein System non abzdhlbaren Mengen reeller Zahlen, mit der
Eigenschaft, dafi die Summe beliebiger unabzahlbar nieler Mengen
dieses Systems alle reelle Zahlen enthdlt.

S. Ruziewicz: ,,Uber inehrfache Separierbarkeit von Mengen*
[Sur la séparabilit6 multiple des ensembles, Fund. Math. 24 (1935)].

24. X1. Mazur und W. Orlicz: ,,Uber rationale Operatio-
nen“ [Grundlegende Eigenschaften der polynomischen Operationen.
Zweite Mitteilung, Studia Math. 5 (1934)].

J. Schauder: ,Elliptische Differentialgleichungen mit steti-
gen Koeffizienten“ [Sur les equations lindaires du type elliptique
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XIII. 10
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k coefficients continus, Sur les c¢auations quasilindaires du type
elliptiqgue a coefficients continus, C. R. Acad. Sci. Paris 199 (1934)].

10. XIl. H. Auerbach: ,Uber ein schwimmende Korper
betreffendes Problem".

Im AnschluB an eine von Herrn S. Ulam gestellte Frage
wird folgendes Problem behandelt: Es ist die Klasse Ke aller Quer-
schnitte der homogenen Zylinder, die bei der Dichte g in jeder
durch das Archimedische Gesetz zugelassenen Lage, bei der die Er-
zeugenden zum Woasserspiegel parallel Bind, sich im Gleichgewicht
befinden, zu charakterisieren. Ref. beweist: Eine konnexe Kurne C,
die kein Kreis ist, gehort der Klasse K\ dann und nur dann, wenn C
keinen Mittelpunkt besitzt und jede Sehne, die den Inhalt des non C
begrenzten Gebietes halbiert, zugleich auch die Lange non C halbiert;
es gibt auch Kurnen, die zur Klasse K” angehoren, ohne konnex zu
sein. Das Problem, ob es fiir g =]= | vom Kreise abgesehen noch
andere Kurven in der Klase Ke gibt, bleibt offen.

Etat
de la Sociot¢ Polonaise de Mathoématique n la fin
de Pannée 1934.

President. M. S. Mazurkiewicz.

Vice-Présidents; MM. S. Banach et S. Zaremba.

Secretaire: M. T. Wazewski.

Vice-Secretaires; MM. R. Dniestrzanski et S. Turski.

Trésorier: M. S. Gotab.

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et
W. Wilkosz.

Commission de Contrdle: Mme Wilkosz et MM. Chwistek et Vetulani.
Il existe quatre sections de la Soci6ts, I'une k Lwow, prosidée

par M. S. Banach, la seconde a Varsovie, presidée par M. S. Mazur-

kiewicz, la troisieme h Poznan, présidée par M. Z. Krygowski, la

quatrieme a Wilno, presidee par M. J. Rudnicki.

Liste des Membres de la Socioté.

Malgré le soin avee leguel cette liste a Gte Otablie, certaines
fautes ont pu s'y glisser; MM. les Membres sont prids instamment
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Craeovie,
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rue Gotebia 20, Institut de Mathematique) et de le preyenir
de tous les changements dadresse.

Abrovations: L — membre de la Section de Lwow, Wa —
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de
Poznan. W1 — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P.
indiquent les Sociotaires perpetuels.

Abramowicz Kazimierz Doc. Dr. (P), Poznan, ul. Wyspianskiego 15.

Archibald R. C. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A)), Brown.
Uniyersity.

Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 4.3, m. 7.

Auerbach Herman Dr. (L), Lwéw, ul. Konopnickiej 6.

Banach Stefan Prof. Dr. (L), Lwow, ul. $w. Jacka 22.

Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Krakéw, Obserwatorjum Astrono-
miczne, ul. Kopernika 27.

Baran Jan, Torun, Gimnazjum Meskie, Mate Garbary.

Barnett 1. A. Prof. Dr., Cincinnati (Ohio, U. S. A.), Uniyersity.

Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22.

Bergman (Stefan Prof. Dr. (Wa), Tomsk (U. R. S. S.), Uniwersytet,
Instytut Matem, i Mech., Temiriazewski 3.

Bessaga Mieczystaw Inz., Lwéw, Aleja Foch'a 111, Dom Kolejowy.

Bialobrzeski Czestaw Prof. (Wa), Warszawa, Akademicka 3 m. 13.

Bielecki Adam Dr., Krakéw, Syrokomli 17.

Biernacki Mieczystaw Prof. Dr. (P), Poznan, Uniwersytet, Semina-
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6.

Birkenmajer Aleksander Doc. Dr., Krakdw, Uniwersytet.

Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwow, ul. $w. Anny L

Blumenfeld lzydor Inz. Dr. (L), Lwow, ul. Kapielna 6.

Borsuk Karol Dr. (Wa), Warszawa, Seminarjum Matem., Oczki 3.

Bouligand Georges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France), 50, rue
Renaudot.

BOttcher tucjan Doc.. Dr. (L), Lwéw, ul. Sadowa 4.

Brablee Franciszek, Krakéw, ul. Pierackiego 4.

Braunéwna Stefanja Mr. (Wa), Warszawa, Marszatkowska 91.

Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathématique de I'Universite de
Minsk (U. R. S. S).

Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave-
nue de Montespan.

10*
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Chrominski Antoni (Wa), Warszawa. Politechnika, Wydziat Inzy-
nierji Lgdowej.

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwow, Uniwersytet.

Cwojdzinski Kazimierz Dr. (P), Poznan, Grunwaldzka, Hotel Polonja.

Czernik Tadeusz Mr. (WI), Wilno, Wiwulskiego 13.

Cech Eduard Prof. Dr., Brno, ul. Nova 49.

Delsarte Jean, Maitre de ConfSrences a la Facultd des Sciences, 35,
rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).

Denizot Alfred Prof. Dr. (P), Poznan, Kolejowa.

Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 117.

Dniestrzariski Roman Mr., Krakéw, ul. £obzowska 15.

Dobrzycki Stanistaw Mr. (P), Poznan, Matejki 53.

Dollon Jean, Prof, de Mat.homatiques spoeiales, Lycée Poincaro,
Nancy (Meurthe-et-Moselle, France).

Durand Georges, Bourges (Cher, France), 3, rue Pasteur.

Dziewulski Wactaw Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 21.

Dziewulski Wiadystaw Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 23.

Dziwinski Placyd Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Kleinowska 3.

Eilenberg Samuel Mr. (Wa), Warszawa, Twarda 11.

Fijot Kazimierz, Krakéw-Podgorze, ul. Jozefinska 31.

Flamant Paul Prof. Dr., Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue
Schweighauser.

Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979.

Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Frsdoric Nyst.

Gotgb Stanistaw Doc. Dr., Krakéw, Akadem)a Gornicza.

Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwow, Politechnika.

Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.

Gruder Henryk Dr. (L), Lwow, ul. Kopernika 14.

Gruzewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolinska 8.

Gruzewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolinska 8.

Harlen Hasso Dr., Merseburg (Allemagne), GutenbergstraBe 8.

Hoborski Antoni Prof. Dr., Krakéw, ul. Jabtonowskich 6.

Hossiasson Janina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 6 m. 5.

Huber Maksvmiljan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75,
dom A.

Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite.

Infeld Leopold Doc. Dr., Lwow, ul. Diugosza 8.

Janet Maurice, Prof. Dr. Caen (Calvados, France), 7, rue de la
Dolivrande.
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Janik Wincenty, Krakow, ul. Pierackiego, Gimnazjum.

Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Wielka 24.

Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwéw, Politechnika.

Kalandyk Stanistaw Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Stowackiego 29.

Kalicun-Chodowicki Bazyli Dr. (L), Lwow, ul. Kubali 4.

Kampo de Foriet Joseph Prof. Dr., S. P.. Lille (Nord. France), 16,
rue des Jardins.

Kempisty Stefan Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.

Kerner Michat Dr. (Wa), Warszawa, ul. Panska 20 m. 17.

Klawekéwna Stefanja (P), Poznan, ul. Mbynska 11.

Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of
Pensylvania.

Knaster Bronistaw Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3.

Kobrzynski Zygmunt Dr., (Wa), Pruszkéw, ul. Graniczna 4.

Kotodziejczyk Stanistaw Mr. (Wa), Warszawa, Szkota Gtowna Gosp.
Wiejskiego, Zaktad Statystyki, Miodowa 23.

Kozniewski Andrzej Mr. (Wa), Warszawa, Hoza 61.

Krygowski Zdzistaw Prof. Dr. (P), Poznan, Marszatka Foch'a 54, 11 p.

Krzyzanski Mirostaw Mr. (WI), Drohiczyn n/Bugiem, Warszawska 43.

Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa Polna 78 m 10.

Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Seminarjum
Matematyczne U. W.

Labrousse Loon. Prof., 7, rue Léon Vaudoyer, Paris (7°) (France).

Laine Edouard Prof. Dr., Angers (Maine-et-Loire, France), 3 rue
de Kabetais.

Leja Franciszek Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16.

Lesniewski Stanistaw Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Lesnodorski Gustaw, Krakow, ul. Sobieskiego 10.

Levi-Civita Tullio Prof. Dr., Roma 25 (ltalie), via Sardegna 50.

Lichtenberg Wiadystaw (L), Lwow, Wulecka Droga 78.

Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ztota 45 m 4

Loria Stanistaw Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Sykstuska 37.

tomnicki Antoni Prof. Dr. (L), Lwoéw, ul. Kosynierska 18.

tomnicki Zbigniew (Wa), Warszawa, ul. Berezynska 37.

tukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Luzin Nikotaj Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R S. S.), Arbat 25/8.

Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwow, ul. Batorego 5.

Mandelbrojt S., Prof. Dr., Clermond-Ferrand (Puy-de-Déme, France),
Umversite.
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Marconi Andrzej (P), Poznan, ul. Libelta 3.

Matulewicz Konstanty (WI), Wilno, Witoldowa 53—39.

Mazur Stanistaw Dr. (L), Lwow, Ketrzynskiego 17.

Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Obozna 11.

Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX, Fruchthallergasse 2.

Miefiszow Dimitrij Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.

Montel Paul Prof. Dr. (L), Paris.

Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A), Uniyersity of Texas.

Moron Wiadystaw, Katowice.

Napadiewiczéwna Zofja (L), Lwow, ul. Bonifratrow 8.

Sptawa-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11, m. 6.

Nikliborc Wihadystaw Doc. Dr. (L), Lwow, ul. Listopada 44 a.

Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, m. 35..

Nikodymowa Stanistawa Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53,
m. 35.

Ohrenstein Szymon, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum zenskie.

Orlicz Wiadystaw Dr. (L), Lwow, ul. Kopcowa 3.

Ortowski Jézef (P), Poznan, ul. Matejki 44.

Otto Edward Mr. (L), Lwow, Grédecka 131.

Pareniski Aleksander Dr. (L), Lwow, ul. Szeptyckich 10.

Patkowski Jézef Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.

Pearson Egon Sharpe Dr., London W. C. 1, Uniyersity College
Galton Laboratory.

Pearson Karl Prof. Dr.,, London W. C. 1, Uniyersity College.

Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwoéw, ul. Gipsowa 32.

Popruzenko Jerzy Dr. (Wa), Warszawa, ul. Rozbrat 32, m. 7.

Posament Tadeusz Mr. (L), Lwoéw, Krasickich 11.

Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Calcutta (East India) Samavaya
Manshions 2 Corporation str.

Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.

Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajecza 7 m. 9.

Rosenblatt Alfred Prof. Dr., Krakéw, ul. Radziwittowskg 35.

Rozental Stefan Dr., £6dz, ul. Nawrot 4.

Rozmus Antoni, Piotrkéw, Gimnazjum Panstwowe.

Rudnicki Juljusz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11, Seminar-
jum Matematyczne U. S. B.

Ruziewicz Stanistaw Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Supinskiego 11.

Sabatowska Walerja (L), Lwow, ul. Zielona, Gimn. Strzatkowskiej.
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Saks Stanistaw Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Krasinskiego 16 m. 94.

Schauder Juljusz Doc. Dr. (L), Lwow, ul. Lesna 7.

Scheybal Adolf, Gimnazjum Panstwowe, Wadowice.

Schreier Jozef (L), Drohobycz, Bednarska 8.

Sedlak Stefan, Krakéw, ul. $w. Wawrzynica 30.

Seipeltowna Lidja Dr. (P), Poznan, ul. Grunwaldzka 14.

Sergeseo Pierre Prof. Dr., Cluj (Roumanie), Seminar matematic
universital.

Sieczka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Ptock, Seminarjum Duchowne.

Sierpinski Wactaw Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszatkowska 73.

Smosarski Wiadystaw Prof. Dr. (P), Golecin.

Sokot-Sokotowski Konstanty Mr. (WI), Wilno, Zamkowa 11, Semi-
narjum Matematyczne U. S. B.

Stamm Edward Dr., Krakéw, ul. Pawla Popiela.

Stankiewicz Ksawery Inz., Krakéw, ul. Dluga 50.

Starosolska - Szczepanowska Zofja (L), Chetmno, Korpus Kade-
tow Nr. 2.

Steckel Samuel Dr. (Wa), Biatystok, Gimnazjum.

Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwéw, ul. Kadecka 14.

Stembach Ludwik, Lwdw, (L), Leona Sapiehy 5a.

Stozek Wiodzimierz Prof. Dr. (L), Lwdw, ul. Nabielaka 55a.

Straszewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, 6 Sierpnia 46, m. 14.

Szczeniowski Szczepan Prof. Dr. (L), Lwoéw, ul. Dhugosza 8.

Szczepanowski Karol Mjr. (L), Chetmno, Korpus Kadetéw Nr. 2.

Szmuszkowiczéwna Hanna Mr. (Wa), Warszawa, Kupiecka 8.

Szpilrajn Edward Dr., (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9.

Szymanski Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny,
Nowowiejska 50.

Slebodzinski Wiadystaw Dr. (P), Poznari, ul. Chetmonskiego 4.

Tamarkin J. D. Prof. Dr. (Wa), Providence R. I. (U. S. A.), Brown.
University.

Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.

Titz Henryk Dr., Krakow, ul. $w. Tomasza 27.

Turowicz Andrzej Mr., Krakoéw, ul. Sobieskiego 7.

Turski Stanistaw Dr., Krakéw, ul. Mickiewicza 49.

Utam Stanistaw Dr. (L), Lwow, ul. Kosciuszki 16.

Urbanski Wiodzimierz Dr., Pionki, P. W. P. Laboratorjum centralne.

Vetulani Kazimierz Inz., Krakdw, ul. Smolensk 14.

Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Rado$¢ p. Warszawg, Jasna 11.
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Waraszkiewicz Zenon Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 69 m. 10.

Wazewski Tadeusz Prof. Dr., Krakéw, Uniwersytet.

Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwdw, Politechnika.

Weinldséwna Sala Dr. (L), Lwow, ul. Klonowicza 18.

Weyssenhoff Jan Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zygmuntowska 20.

Wegrzynowicz Leopold, Krakéw, ul. Krowoderska 74.

Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas, U. S. A).

Wilk Antoni Dr.. Krakéw, ul. Wybickiego 4.

Wilkosz Witold Prof. Dr., Krakéw, ul. Zyblikiewicza 5/7.

Wilkoszowa lIrena Mr., Krakdw, ul. Zyblikiewicza 5/7.

Witkowski Jozef Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Palacza 64.

Wolibner Witold Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny,
Nowowiejska 50.

Wundheiler Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39.

Zakrocki Stanistaw, Krakow, ul. Smolenisk 21.

Zalcwasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.

Zarankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. 6 Sierpnia 27.

Zaremba Stanistaw Prof. Dr., Krakéw, ul. Zytnia 6.

Zaremba Stanistaw Krystyn Dr. (WI), Wilno, ui. Wielka 17, m. 13.

Zarycki Miron (L), Lwow, ul. Dwernickiego 32 a.

Zawirski Zygmunt Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Focha 68.

Zermelo E. Prof. Dr. (Wa), Freiburg i. B. Karlstr. 60.

Zygmund Antoni Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Wielka 24, m. 17.

Zygmundowa Irena (WI), Wilno, Wielka 24, m. 17.

Zorawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5.

Zylinski Eustachy Prof. Dr. (L), Lwow, ul. Supiriskiego 11.

Membres dont les adresses nianquent.
Babski Bohdan.
Bogucki Wiadystaw.
Chmiel Juljan Dr.
Dehryng Bohdan Dr.
Diugowski Gerhard.
Kaszycki Ludwik Inz.
Majewski Wiadystaw (L)
Ostrzeniewski Ludwik.
Sobaczek Jan.
Wiodarski Franciszek Dr.



153

Liste des publications poériodigues avec lesguelles la Soci6to

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.

19.
20.

21.

polonaise de Mathématigue 6change ses Annales.

Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae
Francisco-Josephinae (Sectio scientiarum mathematicarum), Sze-
ged (Hongrie).

Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitat in
Hamburg, Hamburg (Allemagne).

Bulletin de la Sociotd Mathematique de France et Comptes Ren-
dus des Sdances, Paris (France).

Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Calcutta (Indes).
Annales scientifiques de I'Universit¢ de Jassy, Jassy (Roumanie).
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Berlin
(Allemagne).

Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Wien (Autriche).
Publications de l'Institut de Mathematiques de I'Universite de
Strasbourg, Strasbourg (Bas-Rhin, France).

Rendiconti del Seminario Matematico della Facolta di Scienze
della R. Universitk di Roma, Roma (ltalie).

Bulletin Scientifique de 1'Ecole Polytechnique de Timieoara, Ti-
mi~oara (Roumanie).

Contributions al Estudio de las Ciencias Fisicas y Matematicas,
La Plata (Argentine).

Publications de la Facultd des Sciences de I'Universitd Masaryk,
Brno, (Tehdcoslovaquie).

Fundamenta Mathematicae, Warszawa.

Prace Matematyczno-Fizyczne, Warszawa.

Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich,
ZUrich (Suisse).

Aunals of Mathematics, Princeton (New-Jersey, U. S. A).
Annales de la Faculté des Sciences de I'Universitdé de Toulouse,
Toulouse (Haute-Garonne, France).

Transactions of the American Mathematical Society, New-York
City (U. S. A).

Journal de I'Ecole Polytechnique, Paris (France).

Revue semestrielle des publications mathdmatiques, Amsterdam
(Hollande).

Wiskundige opgaven met de Oplosingen, Amsterdam (Hol-
lande).
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22.
23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.
32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam (Hollande).

Journal de la Soci6tdé Physico-mathématique de Leningrade,
Leningrad (U. R. S. S.).

Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo,
Tokyo (Japon).

Thdses soutenues devant la Facultd des Sciences de I'Univer-
sitd de Bale. Basel (Suisse).

Bulletin de la section scientifigue de I'’Acaddémie Roumaine,
Bucuresti (Roumanie).

Annales de la Sociotd Scientifique de Bruxelles, Louvain (Bel-
gique).

Sitzungsberichte der mathematiseh-physikalischen Klasse der
Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mtinchen (Allemagne).
Scripta universitatis atque bibliothecae Hierosolymitanarum, Jeru-
salem (Palestine).
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